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Introduction

Un systéme quantique ouvert est un petit systéme Hg en interaction avec un
systéme extérieur Hp typiquement : réservoir, bain thermique, environnement...

Dans la théorie des systémes quantiques ouverts, les physiciens et les mathéma-
ticiens s’'intéressent souvent a décrire l'interaction entre les deux systémes (Hg et
Hg) et étudier les propriétés physiques qui y sont liées telles que : le retour a 1’équi-
libre (cf [DJ2], [JP2|, |[FaR2|, |Frl]), l'existence d’un état stationnaire (cf |[FaR1]|,
[Fr2])...

Pour faire cette description, il y a dans la littérature essentiellement deux approches :
I’approche hamiltonienne et I’approche markovienne.

[’approche hamiltonienne consiste a décrire ’ensemble du systéme : petit sys-
téeme, systéme extérieur et leur interaction. Le petit systéme est décrit par un ha-
miltonien Hg défini sur Hg. Le systéme extérieur est décrit par un hamitonien Hp
défini sur ‘Hg. L’interaction entre les deux systémes est décrite par un opérateur @)
défini sur Hg ® Hg, qui est borné dans le cas d’un systéme extérieur fermionique
et non borné dans le cas d’'un systéme extérieur bosonique. Les outils essentiels
de cette approche sont : la théorie modulaire (c¢f [BR1]|), la théorie des systémes
dynamiques quantiques, des liouvilliens, des états KMS (cf [DJ2|, [DJP], |JP2])...

L’approche markovienne consiste a se concentrer sur la dynamique effective du
petit systéme (dans cette approche, on renonce a décrire le systéme extérieur, sou-
vent trop compliqué, inconnu ou inaccessible). Cette dynamique effective est décrite
par un semigroupe d’applications complétement positives (7))o agissant sur les
états (matrice densité sur Hg) du petit systéme. Le générateur £* (lindbladien) de
ce semigroupe permet de définir ce qu’on appelle I’équation maitresse associée a un
état intial p du petit systéeme,

PO — 20, p10) = 5.

Une telle équation permet d’étudier la décohérence quantique (cf [BO|), I'existence
d’un état stationnaire... Les outils essentiels de cette approche sont : les semigroupes
dynamiques quantiques (cf [AIL|, |Fa2|) , lindbladiens (cf [AIL|, |L|), équations
différentielles stochastiques quantiques (cf [HP], [M], [P])...

L’un des outils qui permettent de passer de 'approche hamiltonienne a l'ap-
proche markovienne est d’utiliser la limite de couplage faible. Dans le cas ou Hp
est un systéme extérieur fermionique, il est prouvé dans [Dal|, [Da2| que la limite
de couplage faible donne lieu & une dynamique markovienne irréversible agissant
sur les états du petit systéme. Il est prouvé aussi dans |DF| que par la limite de
couplage faible, on peut obtenir une dynamique markovienne irréversible agissant
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sur les observables associés au petit systéme. De plus, les auteurs ont montré qu’il
y a équivalence entre les deux versions de la limite de couplage faible. Dans le cas
d’un systéme extérieur bosonique avec un hamiltonien d’interaction dipolaire, il est
prouvé dans |[AcFrL1|-|AcFrL4| que la limite de couplage faible donne lieu & une
équation de langevin quantique. Dans [AcPV] et [Pe|, les auteurs montrent aussi
que par la loi de densité faible, on peut obtenir des équations diffiréntielles stochas-
tiques a partir de la description hamiltonienne des deux systémes en interaction Hg
et HR.

A chaque équation de Langevin quantique de solution unitaire U est associée
un groupe fortement continu a parameétre V' (cf [Mal|, [Fr3]) de générateur K.
L’hamiltonien K caractérise complétement V' et la solution U. En effet, si © est
I'opérateur shift de générateur Ey, 'hamiltonien K permet de définir la solution U
comme produit de deux groupes unitaires fortement continues a un parameétre

Ut) = 01V (t) = eFoe K+ > 0.

Cela permet d’obtenir une évolution hamiltonienne & partir d’une évolution irréver-
sible.

Récemment, dans les travaux d’Attal et Pautrat (cf |[AtP1]), on modélise le sys-
téme extérieur Hp par un chaine infinie de copies identiques Q). H. L’interaction
entre le petit systéme et la chaine atomique ). H se fait de la maniére suivante :
le petit systéme interagit avec les copies ‘H 1'une aprés 'autre durant le méme inter-
valle de temps [0, h]. L'interaction entre le petit systéme et une copie de la chaine
est décrite par un hamiltonien H défini sur Hg ® H. On obtient donc un modéle
discret d’interactions : les interactions répétées. Dans |AtP1], il est prouvé que la
limite continue (A tend vers 0) de 'équation d’évolution discréte associée au modeéle
discret donne lieu & une équation de Langevin quantique. Dans cette limite, il y
a trois normalisations du temps : une d’ordre 1, une d’ordre v/h et une d’ordre h.
La relation entre la limite de couplage faible et la normalisation d’ordre VA a été
traitée dans [AtJ].

Dans cette thése, nous avons étudié les liens entre les deux approches dans des
modéles particuliers. Dans les chapitres 2 et 3, nous somme intéressé aux modéles
de spin-boson et de Pauli-Fierz. Les approches hamiltoniennes de ces deux modéles
ont été traitées respectivement dans [JP2| et [DJ2]|. En particulier, ils ont montré le
retour a I’équilibre pour toute température 7' > 0. De notre coté, nous avons étudié
les propriétés markoviennes de ces deux modéles. Nous avons donné une preuve
de la limite de couplage faible et nous avons calculé les lindbladiens associés. Nous
avons prouvé quelques propriétés physiques des équations maitresses associées telles
que : la condition du bilan détaillé quantique et le retour a I’équilibre pour toute
température 7' > 0. Le retour a I’équilibre a la température zéro a été prouvé dans le
cas du modéle de spin-boson. De plus, nous avons présenté un modeéle d’interactions
répétées associé a ce dernier.
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Dans la chapitre 4, nous avons présenté un modéle lindbladien associé a une
chaine de N spins en interaction avec r (1 < r < N) bains thermiques de tem-
pératures inverses %V, . 3% Pour r > 2 et f*) = .. = %) nous avons
donné explicitement I’état stationnaire et nous avons montrer qu’il est unique. En-
suite, nous avons prouvé le retour a l’équilibre pour toutes températures inverses
pED 3% Les états locaux ont été calculés dans le cas o r = 2 et N = 2,3, 4.
Finalement pour r > 2 et 3% = .. = ") nous avons donné la forme explicite de
la production d’entropie.

Dans le chapitre 5, nous avons étudié des équations d’évolution discrétes asso-
ciées aux modeéles d’'interactions répétées et qui sont dirigées par des bruits clas-
siques discrets. Nous avons construit une famille d’'opérateurs unitaires et nous
avons montré que les solutions de ces équations sont des marches aléatoires sur le
groupe unitaire. Ensuite, nous avons montré que la limite continue de ces équations
donne lieu a des équations de diffusion classiques.

Dans la chapitre 6, nous avons traité 'hamiltonien d’interactions répétées avec
une normalisation d’ordre h. Plus particuliérement, nous avons établi le lien entre
cet hamiltonien et la loi de densité faible. Nous avons montré que par le passage
a la limite continue de I’équation d’évolution discréte associée a ce modéle, nous
obtenons une équation différentielle stochastique dirigées par des bruits de Poisson.
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Chapitre 1

Eléments de la théorie générale des
systémes quantiques ouverts

Ce premier chapitre est consacré a rappeler quelques ingrédients mathématiques
nécessaires qui permettent d’aborder les approches hamiltonienne, markovienne et
les interactions quantiques répétées.

Dans la section 1.1, nous présentons les outils liés & ’approche hamiltonienne.
Plus particuliérement, nous allons décrire les notions des algébres de von Neu-
mann, théorie modulaire, systémes dynamiques quantiques, liouvillien standard,
états KMS, représentation cyclique d’un systéme fini, représentation d’Araki-Woods
et retour a I'équilibre.

Dans la section 1.2, nous rappelons les définitions des semigroupes dynamiques
quantiques, décohérence quantique, condition du bilan détaillé quantique. Ensuite,
nous donnons des résultats d’existence, d’unicité d’un état stationnaire et de retour
a I'équilibre.

Dans la section 1.3, nous commencons par rappeler les éléments de bases du cal-
cul stochastique quantique tels que : les bruits quantiques, intégrales stochastiques
quantiques, équations de Langevin quantiques. Ensuite, nous décrivons ’hamilto-
nien associé a une équation de Langevin quantique.

Dans la section 1.4, nous décrivons les modéles d’interactions quantiques répétées
et nous présentons les résultats essentiels.

1.1 Approche hamiltonienne

L’approche hamiltonienne consiste a décrire I'interaction entre un systéme quan-
tique et un systéme extérieur (réservoir, bain thermique,...) par un modéle hamil-
tonien et étudier les propriétés ergodiques du systéme dynamique associé. Dans
cette approche, les outils nécessaires sont typiquement : la théorie modulaire des al-

13
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geébres de von Neumann, les états KMS, les systémes dynamiques, la représentation
standard et le liouvillien standard...

1.1.1 Théorie de Tomita-Takesaki

Dans cette sous-section nous rappelons quelques définitions des topologies sur
B(H), ou 'H est un espace de Hilbert séparable. Ensuite, nous définissons les notions
de W*-algébres, états et représentations. Finalement, nous présentons quelques ré-
sultats liés a la théorie modulaire.

a) Topologies sur B(H)

Soit H un espace de Hilbert. On désigne par B(H) 'algébre des opérateurs
bornés sur H.

Topologies forte et o-forte sur B(H) : La topologie forte sur B(H) est définie
par la famille des semi-normes (F)ecp, olt

Pe(A) = [|Ag]l, A € B(H).

Autrement dit, une suite génralisée (A,) d’opérateurs bornés converge fortement
vers A € B(H) si et seulement si

lim [|(Aq — A)E]| = 0, V¢ € M.

Considérons maintenant une suite d’éléments (&,), de H telle que > &, ]|* <
oo. Alors, I'application

P = (3 146.?) ", A B

est une semi-norme sur B(H). L’ensemble de ces semi-normes définit la topologie

o-forte sur B(H).
Topologies faible et o-faible sur B(H) : La topologie faible sur B(H) est
définie par la famille des semi-normes (P )¢ e vérifiant

Peq(A) = (€, An)|, A € B(H).

Ainsi, une famille (A, ), de B(H) converge faiblement vers A € B(H) si et seulement,
si

lim (£, (Ao — A)n) =0, V¢, n € H.

a—0
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Une famille d’opérateurs (A,)n de B(H) converge o-faiblement vers un élément
A € B(H) si et seulement si

ilir(t) zn:(un, (Ay — A)v,) =10,

pour toutes suites (uy)n, (vn), d’éléements de H telles que les séries Y |[Ju,|* et
>, llunl|* convergent.
Il est clair que (A,), converge o-faiblement vers A si et seulement si, pour tout
opérateur a trace p sur H
lim Tr(p(As — A)) =0.

a—0

Notons que dans la littérature, la topologie o-faible est appelée parfois topologie

*

w-.

b) Algébres de von Neumann

On se propose dans cette partie de définir les notions de C*-algébres et de W*-
algebres et pour plus de détails on renvoie le lecteur a [BR1].

Définition 1.1

i) On appelle algébre de Banach, tout espace de Banach complexe A muni d’une
norme ||.|| tel que

IAB| < [|A[l][B]l, VA, B € A.

ii) Une x-algébre de Banach est une algébre de Banach munie d’une involution
x A — A, A A* telle que pour tous A, Be A, A€ C, on a

(A+B)" = A"+ B,

(M) = A%,
(AB)* = B*A",
(A = A

iii) Une C*-algébre est une x-algébre de Banach telle que
|AAll = [|A]I*.

Rappelons maintenant qu'une algébre de von Neumann (ou W*-algébre) peut
étre définie d’'une maniére intrinséque comme une C*-algébre spéciale. Cependant,
nous allons considérer uniquement les algébres de von Neumann concrétes, i.e : des
sous-*-algébres unitaires d’opérateurs sur un espace de Hilbert H faiblement, o-
faiblement ou fortement fermé (cf [BR1| pp.71-72, [Fa2| pp.10). Cela nous permet,
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de parler plutard des projecteurs spectraux d'un élément affilié & une algébre de
von Neumann, de définir la notion d’'une W*-dynamique, d’étudier les propriétés
ergodiques d’un systéme quantique...

Définition 1.2 Une algébre de von Neumann est une sous-x-algébre de B(H),
contenant l'identité, qui est faiblement (ou o-faiblement ou fortement ou o-fortement)
fermeée.

Maintenant, on se propose de donner une caractérisation des algébres de von
Neumann. Considérons un sous-ensemble M de B(H). On définit le centre de M,
noté M’ par

M :={B e B(H), tel que BM = MB, VM € M}.
L’espace M’ est appelé aussi le commutant de M. De maniére analogue, on définit
MII — (MI)/

Une caractérisation des algébres de von Neumann est donnée par la théoréme suivant
(cf [BR1] pp.72).

Théoréme 1.3 (Théoréme du bicommutant)
Si H un espace de Hilbert et M une sous-x-algébre de B(H) contenant l'identité,
alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) M est une algébre de von Neumann,

i) M= M"

c) Etats et représentations

L’état physique d’un systéme quantique est représenté par une forme linéaire
positive w, appelé état, définie sur une C*-algébre A telle que w(7) = 1. On dit que
w est fidele si

w(A*A) =0 = A=0.

Un état w défini sur une W*- algébre M agissant sur un espace de Hilbert H
est dit vecteur s’il existe un vecteur unitaire () dans H tel que

W(A) = (Q, AQ), VA € M.

Un état w défini sur une W*-algébre M agissant sur un espace de Hilbert H est
dit normal s’il existe un opérateur a trace p positif sur H, appelé matrice densité
tel que Tr(p) =1 et

w(A) :=Tr(pA), VA € M.
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Définition 1.4 On appelle représentation d’une C*-algébre A, tout couple (H, )
ot H est un espace de Hilbert et 7 est un morphisme de x-algebre de A dans B(H).

Une représentation (H,7) d’'une C*-algébre A est dite fidéle si
T(A"A) =0 = A=0.

Soit m : M — B(H) une représentaion. On dit que 7 est normale si 7 est o-
faiblement continue. Il suit de [DJP] que (M) est une algébre de von Neumann
concréte si et seulement si 7 est normale.

Tout état w sur une C*-algébre A peut étre représenté comme un état vecteur.
Ce résultat est décrit par le théoréme suivant (cf [BR1]).

Théoréme 1.5 (Représentation GNS)

Soit A une C*-algébre unitaire et w un état sur A. Alors, il existe un espace de
Hilbert H,,, une représentation 7, de A dans B(H,,) et un vecteur unitaire Q,, dans
H,, tels que :

i) w(A) = (Qu, 1, (A)Q,) VA A,
i) {m,(A)h,, A€ A} est dense dans H,,.

Le triplet (Hy,m,,$) est appelé la représentation GNS (ou cyclique) du couple
(A,w). De plus, le vecteur €, est appelé vecteur cyclique de w.

En outre, cette représentation est unique a un isomorphisme pres, i.e : s’il existe
une autre représentation GNS (H',7',)), alors 'opérateur

U: Hw — H
Ww(A)Qw '—>7T,(A)Q,
est unitaire, ce qui implique que
w(A) = (Q, 1, (A)Q) = (', 7' (A)).

Maintenant, nous allons rappeler quelques résultats liés a la théorie modulaire

(cf |BR1|, [DIP], [JP2)).

b) Opérateurs modulaires

Définition 1.6 Soit N' C B(K) une algébre de von Neumann, ot K est un espace
de Hilbert et soit Q un vecteur de K.
i) On dit que Q est cyclique pour N si NQ est dense dans IC,

ii) On dit que Q est séparant pour N si AQ=0= A=0.

Pour la preuve de la proposition suivante, on renvoie le lecteur a [BR1|, pp. 85.
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Proposition 1.7 Soient N C B(K) une algébre de von Neumann et Q un vecteur
de IC. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

i) Q est cyclique pour N,
ii) S est séparent pour N.

Considérons maintenant un couple (M, w), ot M est une W*-algébre agissant
sur un espace de Hilbert H et w un état normal fidéle sur M. Alors, il existe une
matrice densité p telle que w(A) = Tr(pA), pour tout A € M. Soit (H,, 7, L)
la représentation GNS associée au couple (M, w). Supposons que 7, est normale.
Alors, 7,(M) est une algébre de von Neumann concréte.

Proposition 1.8 Siw est un état fidéle, alors le vecteur 2, est cyclique et séparant

pour m,(M) et m,(M)".

Soit Sy 'opérateur anti-linéaire défini par

So: mu(M)Q, — 7w, (M)Q,
Tw(A)Qy +— m,(A)" Q.

D’aprés la proposition énoncée ci-dessus, Sy est densément défini. De plus, il est
fermable et on désigne par S sa fermeture. La décomposition polaire de S est donnée
par

S = JAY?

ou J est un opérateur qui s’étend en un opérateur anti-unitaire sur H et A est un
opérateur inversible vérifiant A = S.S5*.

Les opérateurs A et J sont appelés respectivement [’opérateur modulaire et la
conjugaison modulaire associés au couple (M, w).

Le résultat principal de la théorie modulaire est donné par le théoréme suivant
(cf [BRI1])).

Théoréme 1.9 (Théoréme de Tomita- Takesaki)

Soient M une W*-algébre et w un état sur M de vecteur cyclique 2, qui est sé-
parant pour M. On désigne respectivement par A et J l’opérateur modulaire et la
conjugaison modulaire associés au couple (M,w). Alors, pour tout t € R, on a

),7
).

Jr,(M)J = 7 (

M
At (M)A™" = 1,(M
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c) Forme standard

La forme standard d'une W*-algébre M C B(H), oit ‘H est un espace de Hilbert,
est un quadriplet (M, H, J, HT), ot J est un opérateur anti-unitaire sur H et H*
est une cone auto-duale tels que :

1) JIMJ =M,

2) JAJ = A* pour tout A € M,

3) J¥ =V pour tout ¥ € Ht,

4) AJAH™ C ‘HT pour tout A € M.

Notons que si M est une W*-algébre, on dit alors que (7, H, J, H') est la re-
présentation standard de M si m: M — B(H) est une représentation injective et
(r(M), H, J,HT) est une forme standard.

Maintenant, nous énongons le théoréme suivant (cf [DJP]).

Théoréme 1.10 Soit M une W*-algébre. Soient w est un état fidéle et (m,,, Ho, )
la représentation GNS du couple (M,w). Soit J la conjugaison modulaire asso-
ciée et H = {m,(A)Jm,(A)Q,, A€ M}. Alors, H} est une cone auto-duale et
(7w, Ho, J, HY) est la représentation standard de M.

1.1.2 Systémes dynamiques quantiques

Dans I'approche hamiltonienne, un systéme quantique est décrit par un systéme
dynamique quantique.

Définition 1.11

i) Un W*-systéme dynamique est un couple (M, 1), o M est une W*-algébre
et 7 = (7")er est un groupe d’automorphismes o-faiblement continu sur M
appelé W*-dynamique.

ii) Un systéme dynamique est un triplet (M, T,w), ot (M, 1) est un W*-systéme
dynamique et w est un €état fidele normal T-invariant, i.e :

w(ti(A)) :=w(A), Vt R, A e M.

Considérons maintenant une W*-algébre donnée dans sa forme standard (M, H, J, HT)
et soit 7 une W*-dynamique sur M. Alors, la W*-dynamique 7 est totalement dé-
terminée par un opérateur auto-adjoint L (cf [DJP]).

Théoréme 1.12 [l existe un unique opérateur auto-adjoint L sur H tel que :
i) THA) = el Ae—itE,
i) e"HT C HY, pour tout t € R.
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L’opérateur L défini par le théoréme ci-dessus est appelé liouvillien standard (ou
liouvillien) de la dynamique 7.

Notons que si M C B(H), (M, H, J, HT) est une forme standard et que si 7 est
une W*-dynamique sur M de liouvillien standard L, qui posséde un état invariant
fidele w de vecteur cyclique 2 € H™, alors € est un vecteur propre de L associé a
la valeur propre 0.

En mécanique quantique, un systéme physique est décrit par un systéme dy-
namique (M, 7,w) de liouvillien L. De plus, pour décrire l'interaction entre un
résevoir bosonique et un petit systéme, nous avons besoin d’introduire une classe
d’opérateurs donnée par la définition suivante (cf [DJP]).

Définition 1.13 Un opérateur auto-adjoint Q) est dit affilié a M si tous ses pro-
jecteurs spectraux sont des éléments de M.

Soit (M, 7,w) un systéme dynamique de liouvillien standard L et soit ) un
opérateur affilié & M. Le théoréme suivant est démontré dans |[DJP)|.

Théoréme 1.14 Supposons que opérateur L+ Q) est essentiellement auto-adjoint
sur D(L) N D(Q). Alors, lapplication

TH(A) = Q) femLHQ). A e M,
est une W*-dynamique sur M.

Le liouvillien standard du systéme dynamique (M, 7g,w) est donné par la proposi-
tion suivante (cf |[DJP]).

Proposition 1.15 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

i) L+ Q est essentiellement auto-adjoint sur D(L) N D(Q),

ii) Lo = L+ Q — JQJ est essentiellement auto-adjoint sur D(L) N D(Q) N
D(JQJ).

Alors, Lq est le liouvillien standard de 1¢.

1.1.3 Etats KMS

Considérons un systéme quantique décrit par un espace de Hilbert H de dimen-
sion finie H. Alors, son énergie est représentée par un opérateur auto-adjoint H
défini sur H qu’on appelle hamiltonien. De plus, a une température inverse

6 = %, oll k est une constante appelée constante de Boltzmann et T est une

température fixée, I’état d’équilibre thermodynamique de ce systéme est donné par
Tr(e PHA)

wg(A) i = ——+7—=, 1.1

ﬁ( ) Tr(e—ﬁH) ( )
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pour tout A € B(H). L’état wg est appelé état de Gibbs ou état canonique.
D’autre part, si on considére un état normal w défini sur B(H) par

w(A) = Tr(pA)
et si on désigne par 7 la W*-dynamique définie sur B(H) par
T(A) = e~ AeitH
alors on a la caractérisation suivante.

Proposition 1.16 Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) w(AT™HP(B)) = w(r!(B)A), YA, B € B(H) (dimH < o0),

i) p est donné par

ou Z =Tr(exp(—SH)).

Un état w vérifiant la relation i) de la proposition ci-dessus est appelé état (7, 3)-
KMS.

Notons que caractériser les états d’équilibres thermodynamiques d’un systéme
quantique par la relation (1.1) nécessite que Tr(e™?) < oo, or ce n’est pas sou-
vent le cas quand H est de dimension infinie, d’ou I'utilité de caractériser les états
d’équilibres thermodynamiques par des états KMS.

Définition 1.17 Soient (M, 1) un W*-systéme dynamique et 5> 0. On dit qu’un
état normal w est un état (7, 3)-KMS si pour tous A, B € M, il existe une fonc-
tion Fa p(z) analytique sur la bande {z,0 < Sz < B}, continue sur sa fermeture
satisfaisant aux conditions suivantes :

o [y p(t) :=w(AT'(B))
o [y p(t+iB):=w(r"(B)A)

pour tout t € R.
Le théoréme suivant fournit quelques propriétés des états KMS (cf |[DJP)).

Théoréme 1.18

i) Siw est un état (1, 3)-KMS, alors w est T-invariant.

ii) Siw est un (1, 3)-KMS de vecteur cyclique Q,, alors Q,, est séparant pour M.
En particulier, w est fidele et Q, est cyclique pour M’.
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iii) Si (M, 1,w) est un systéme dynamique de liouvillien standard L et siw est un
(1, B)-KMS de vecteur cyclique €, alors A = exp(—FL), ot A est l'opérateur
modulaire associé au couple (M, w).

Si w est un (7, 3)-KMS sur une W*-algébre M de vecteur cyclique €, alors on
dit parfois, par abus de language, que (), est un vecteur S-KMS.
Maintenant, on se propose de donner un résultat lié a la théorie de perturbation

des états KMS (cf |[DJP)).

Théoréme 1.19 Soient w un état (7, 3)-KMS défini sur une W*-algébre M, de
vecteur cyclique ) et () un opérateur auto-adjoint affilié a M. Supposons que les
hypothéses suivantes sont satisfaites :

i) L+ Q est essentiellement auto-adjoint sur D(L) N D(Q),

i) L+ Q — JQJ est essentiellement auto-adjoint sur D(L) N D(Q) N D(JQJ),

iii) |le=PR/2Q|| < oo.
Alors, on a

Q € D(e PEFDZ) ¢ Qf = e AUEFQ2Q,
De plus,
wo(A4) = (Qq, AQ0) /[0

est un état (g, 3)-KMS sur M.

1.1.4 Représentation cyclique d’un systéme fini

Dans cette sous-section, nous allons appliquer les résultats énoncés précédem-
ment pour décrire un systéme quantique fini.

Soit K un espace de Hilbert de dimension finie. On note M = B(K) la W*-
algébre des opérateurs bornés sur K. Considérons un état fidéle normal w sur M.
Alors, il existe une matrice densité p telle que

w(A) =Tr(pA).

Comme p est un opérateur a trace, on a p1/2 est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
Désignons maintenant par J2(K) I'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur K
qu’on lui associe le produit scalaire suivant :

< A, B >=Tr(A*B).

Posons
H, = J*K),
m(A)a = Aa, Ae M, a€H,,
Q P2
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Il est clair que m; est une représentation de M sur H,, et que le triplet (H,,, 7, {2,)
est la représentation cyclique du couple (M, w). Notons aussi que 7,.(A)a = aA* est
une anti-représentation de M sur H,,. De plus, si on considére 'opérateur

Js: THK) — T*K)

a — a”,
alors il est facile de vérifier que
Ji =1, m(A) = Jsm(A)Js.

L’opérateur Jg est un opérateur anti-unitaire sur J2(K). D’autre part, il existe un
isomorphisme canonique

JAK) — K®Kk
[ ><¢| — V.

Par suite, grace a cette isomorphisme, on a les identifications suivantes :

JHK) ~ Kok
7T1(A) ~ A@I
T (4) ~ I®A

Js:p®@¢ — 91

Posons

N = WI(M)

Il est clair que

Nl = JsNJS = WT(M).

Considérons maintenant 1'espace JZ(K) engendré par la famille {a € J*(K), a >
0}. Alors, pour tout a € JZ(K), on vérifie que

o = al/z/)_l/4Jsal/2p_1/4Jsp1/2Qw
(&1/2,0_1/4)J5(a1/2p_1/4)JSQW,

ce qui prouve que

a € {AJsAIQ, , Ae M}.

Réciproquement, si A € M, alors on a
AJsATsQ, = AQ, A" = (AQY?)(AQY?)* > 0.
Comme J?(K) est un idéal bilatére de B(K) = M, on obtient donc
AJsATsQ, € THK).
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Par conséquent, on a B
HE = THK) = (K@ K)-

est le cone auto-dual associé au couple (M, w).
Ainsi, le quadriplet B
(7Tl> Hw> JS> (’C b2y IC)-F)

est la représentation standard du couple (M, w).
Soit
Tt(A) _ e—itKAeitK

ot A € M et K est I’hamiltonien décrivant le systéme quantique. Il est facile de
vérifier que (M, 7) est un W*-systéme dynamique. De plus, on a

m(TH(A)b = e KA KY
— e—itKA(eithe—z‘tK>eitK
= Ut*ﬂl(A) Utb7
ou
U - JHE) — T%(K)
b N €ith€_itK.

Il est clair que (Uy); est un groupe unitaire a 1-paramétre fortement continu. Ainsi,
d’aprés le théoréme de Stone, il existe un opérateur auto-adjoint L sur J2(K) tel

que
Ut — eitL

Notons que

1d _
Lb = _.%|t:0Utb: [K,b] et L KQRI—-1TQK.
1
L’opérateur L est le liouvillien standard associé au systéme quantique.

Posons
o—BK/2

% =

Alors, d’aprés la proposition 1.16, le vecteur Q4 est un vecteur (7, 3)-KMS.

1.1.5 Espace de Fock

En mécanique quantique, une particule est décrite par un espace de Hilbert H.
L’espace a n particules est donné par le produit tensoriel n fois de H défini par

HE" = H®...Q0H
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et obtenu aprés complétion de ’espace préhilbertien des combinaisons linéaires finies
des éléments de la forme u; ® .... ® u,, muni du produit scalaire

(U] ® oo @ Uy, V1 R .. @ V) = (Up, V1) eee e (Upyy V)

Si A est un opérateur sur H, alors le produit tensoriel n fois de A est défini sur
H®™ (A% = ]) par
A" = A® ... @ A (n fois).

Dans la suite, nous nous intéressons uniquement aux espaces de Fock symétriques
qui permettent de décrire un gaz de bosons libres. On définit le produit tensoriel
symétrique des éléments uq, ....,u,, de H par

1
UL O evea O Uy 1= ﬁ Z Us(1) & ... @ Ug(n),
O'ESn
ou S, est le groupe de permutations de {1,...,n}. L’espace fermé H*" = I'"(H)
engendré par {u; o ... o u,, u; € H} est appelé espace bosonique 4 n particules.
L’espace de Fock symétrique (ou bosonique) construit sur H est le complété de
I’espace
DpsoH™" = @l Ly (H), (K™ =C),

qu’on note I';(H). Dans la suite, I'y(H) sera noté aussi G52 H".

D’autre part, si H est ’hamiltonien d’'un boson isolé, alors I’hamiltonien du

réservoir est donné par la seconde quantification différentielle de H notée dI'(H),
qui est défini sur D(dI'(H)) NT'?(H) par

n
dU'(H )by 0 ... 0y, = Zq/}l o..o0Hyjo.. o1,
i=1
oil pour tout i, 1; € D(H). L'opérateur I'(H) := ¢ (H) est appelé seconde quanti-
fication de H.
Maintenant, pour tout v € H, on définit le vecteur cohérent (ou vecteur expo-
nentiel) e(u) de u par

e(u) == Z ?/ﬁ

n>0

Proposition 1.20 Soit M un domaine dense dans H. Alors, l'espace vectoriel

E(M) des combinaisons linéaires finies de vecteurs cohérents d’éléments de M, est
dense dans T's(H).

Théoréme 1.21 Soient Hy, Hs deux espaces de Hilbert. Alors, il existe un unique
isomorphisme unitaire

U:Ty(Hi ®@Hs) — TI's(Hi) @T(Ha)
e(ludv) — e(u)®e(v).
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Finalement, I'interaction entre les différentes particules de bosons est décrite par
des opérateurs a*, a, A qui sont appelés respectivement les opérateurs de création,
d’annihilation et de conservation. De plus, ils sont définis par

@ (g)elf) = —elf+eg)| . figeH
a(gle(f) = (g, f)e(f), f,9€M;
AK)e(f) = —id%e(eifo))L:O,feH,KeB(H).

1.1.6 Algébres des relations de commutations canoniques

On se propose dans cette sous-section de décrire 1’algeébre des relations de com-
mutations canoniques et pour plus de détails, on renvoie le lecteur a [BR2].

Soit H un espace de Hilbert. On désigne par I's(H) 'espace de Fock symétrique
construit sur H. On définit 'opérateur auto-adjoint ¢(f) sur I's(H) par

1
= —(a(f)+a” ,
o(f) ﬁ( (f) +a*(f))
appelé opérateur de champ de Segal. L’opérateur de Weyl associé a un élément f de
H est I'opérateur unitaire
W(f) := eV,

Le théoréme suivant fournit quelques propriétés des opérateurs de Weyl (cf [BR2]).

Théoréme 1.22 Soit H un espace de Hilbert et K un sous-espace dense dans H.
Alors, il existe une C*-algébre qu’on note CCR(K) des opérateurs sur I's(H), unique
a un isomorphisme prés, engendré par les éléments W(f), f € K tels que :

i) W(f)* =W (=f) pour tout f € K,

i

i) W(f)W(g) = e zmEOW (f + g) pour tous f, g € K.

1.1.7 Représentation cyclique d’Araki-Woods d’un réservoir
bosonique

Considérons un réservoir bosonique décrit par un espace de Hilbert Z. Soit p

une matrice densité strictement positive définie sur Z. On note Q(p) le domaine

de p'/2. Pour tout f € Q(p), on définit les opérateurs de Weyl W, ;(f), W,.(f) sur
I'y(Z® 2) par

Woo(f) = W' fe(1+p)"f).
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L’opérateur de champ associé a la représentation d’Araki-Woods & gauche est
donné par

waw (f) == %(a((l +p)1/2f 69,51/2f) +a*((1 +,0)1/2f o ﬁ1/2f)),

pour tout f € Q(p).

Désignons maintenant par M, ; (resp. M, ) I'algébre d’Araki-Woods a gauche
(resp. a droite) engendrée par I'ensemble d’opérateurs {W,;(f), f € Q(p)} (resp.
engendrée par 'ensemble d’opérateurs {W,.(f), f € Q(p)}). Posons C, = CCRQ(p).
Il est clair que Papplication W(f) —— W,;(f) (vesp. W(f) — W,.(f)) est une
représentation de C, dans M, ; (resp. une anti-représentation de C, dans M, ,.), qu’
on appelle la représentation d’Araki-Woods (resp. l'anti-représentation) des CCR
et qu’on note m,; (resp. m,,). Notons aussi que @y (f) est un élément affilié & M,
(cf [DJ2]).

Soit w, I'état défini sur C), par

wp(W(f)) = (W, (f))
— milfIP=3{frh)

ol 2 est le vecteur vide de I'espace de Fock T'y(Z & Z). Comme 7, ;(C,)Q (resp.
7,.(C,)Q) est dense dans I's(Z & Z), il suit que le triplet (['s(Z & Z), 7, 1, Q) (resp.
(D(Z & Z),7,,,9)) est la représentation (resp. anti-représentation) cyclique du
couple (C,,w,), qu'on appelle représentation (anti-représentation) cyclique d’Araki-
Woods.

Définissons maintenant 'opérateur n sur Z @ Z par

(i@ fa)=(f2® f)

Il est clair que

=1 n=n"
De plus, Vopérateur Jg : [y(Z ® Z) — ['y(Z @ Z) défini par Jg = I'(n) est un
opérateur anti-unitaire vérifiant :

Jr=Jp, Ja=1, JpQ2 = Q.

Notons aussi que

Wo.r(f) = TRWoi(f) T,
d’ou M, = JrMyJr, et M,, = M, ;. Ainsi, Jg est la conjugaison modulaire
associée au couple (C,,w,).
Considérons maintenant Iespace de Hilbert Schmidt J2(T'y(Z)) muni du produit
scalaire

(A, B) = Te(A*B).
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Alors, on a I'isomorphisme canonique suivant :

T T,(2)) — T(2)®TI(2)
) (0] — Vo

Par suite, grace a cet isomorphisme, on identifie I'espace J%(I's(Z)) a T's(Z2)®T,(Z).
D’autre part, on a

[(Z2)@Ty(2) ~T(2)®TI(2)

et par la propriété exponentielle

Iy(Z) @ T,(2) ~ Ty (Z @ 2).
On obtient donc B
THT(2)) =T (20 2).

Notons que par un raisonnement analogue a celui de la sous-section 1.1.4, on montre
que _
JiT(2) =T, (Z0 Z)

est le cone auto-dual associé au couple (C,,w,). Par conséquent, le quadriplet
(5,1, Ts(Z @ 2),T(e), s 4+ (Z & 2))

est la représentation standard du couple (C,,w,).

Soit h un opérateur auto-adjoint qui représente ’hamiltonien d’un boson isolé
et qui commute avec p. Ainsi, I’hamiltonien du réservoir est donné par la seconde
quantification différentielle dI'(h). De plus, la relation

o (eitdF(h)W(f)e—itdI‘(h)) _ eit[dF(h),.]Wp l(f)e—z‘tdl"(h),.}

définit une W*-dynamique sur M, ; de liouvillien standard

Lp =[dl'(h),.] ~dl'(h & (—h))
Notons aussi que le vecteur €2 est un vecteur (7, 5)-KMS si et seulement si

p=(e"-1)""

1.1.8 Retour a I’équilibre

Soient (M, 7,w) un systéme dynamique de liouvillien standard L et (H,w, ) la
représentation GNS associée. Dans la suite, nous présentons quelques résultats qui
permettent d’examiner la propriété d’équilibre du systéme dynamique (M, 7,w) et
qui sont liés aux propriétés spectrales du liouvillien.
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Définition 1.23 On dit que (M, T,w) a la propriété du retour a I’équilibre si pour
tout A € M et pour tout état normal p

lim p(7'(A)) = w(A).
t—o00
Par le théoréme suivant nous donnons des caractérisations de la propriété du
retour a I’équilibre d’un systéme dynamique (cf [JP2]).

Théoréme 1.24 Si w est un état fidele, alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

a) Pour tous p état normal, A € M

lim p(7'(A)) = w(A),

t—oo

b) Pour tous A, B € M

lim w(A7T'(B)) = w(A)w(B),

t—o0
¢) w—lim;_, e = |Q)(Q).

Dans la pratique, la propriété du retour a I’équilibre d’'un systéme dynamique
peut étre déduite des propriétés du spectre de liouvillien. Ce résultat est donné par
le théoréme suivant (cf [JP2]).

Théoréme 1.25 Soit (M, 1,w) un systéeme dynamique de liouvillien standard L. Si
le spectre de L est absolument continu sauf pour la valeur propre 0, alors le systéme
dynamique (M, T,w) posséde la propriété du retour a l’équilibre.

1.2 Approche markovienne

Etant donné un systéme quantique en interaction avec un systéme extérieur,
I’approche markovienne consiste a modéliser le systéme extérieur et se concentrer
uniquement sur la dynamique effective du systéme quantique. Cette dynamique
est supposée décrite par un semigroupe d’applications complétement positives, ap-
pelé semigroupe dynamique quantique (ou semigroupe markovien) (cf |Dal|, |[Da2|,
[FaR1], [R]). Notons que ces semigroupes peuvent étre obtenus par dilatation des
équations de Langevin quantique (cf [Fal|,[Mal]).

Dans la suite, on se propose de présenter quelques propriétés des semigroupes
dynamiques quantiques.
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1.2.1 Semigroupes dynamiques quantiques

Les semigroupes dynamiques quantiques sont les modéles mathématiques natu-
rels qui permettent d’étudier les évolutions irréversibles des systémes quantiques
ouverts. De plus, ils permettent de dériver les équations maitresses qui décrivent
I’évolution d’états de systémes quantiques. Notons que dans ce contexte, l'irriversi-
bilité signifie de point du vue mathématique que les applications 7} associées & un
semigroupe dynamique quantique 7" = (7}):>o sur B(K) ne sont pas des automor-

phismes de B(K).
a) Applications complétement positives

Soient A et B deux C*-algébres unitaires (avec unités). Une application linéaire
® de A dans B est dite positive si

q)(A-l—) - B+7
ou A, et B, sont respectivement les éléments positifs de A et B.

Définition 1.26 Une application linéaire ® de A dans B est dite :

i) m-positive si pour toute famille ay, ..., a, de A et toute famille by, ..., b, de B

> brd(aga;)b; >0,

ij=1
ii) Complétement positive si elle est n-positive pour tout n > 1.

Une caractérisation des applications complétement positives est donnée par le
théoréme suivant (cf |[Fa2|).

Théoréme 1.27 (Stinespring)

Soient IC un espace de Hilbert et B une sous-x-algébre de B(KC). Supposons que A est
une C*-algébre unitaire. Alors, une application linéaire ® : A — B est complétement
positive si et seulement si elle s’écrit sous la forme

ot (n,m) est une représentation de A et V' est un opérateur borné de IC dans 7.

Une application complétement positive & : A — B est dite normale si @ est
o-faiblement continue préservant I’identité. Pour la preuve du théoréme suivant, on
renvoie le lecteur a |Fa2|.
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Théoréme 1.28 (Krauss)

Soient IC et ) deux espaces de Hilbert et A une algébre de von Neumann d’opérateurs
de K. Alors, ® : A — B(n) est une application normale complétement positive si
et seulement si il existe une suite d’opérateurs linéaires bornés (V;);en de n dans K
telle que la serie Zj‘;l ViaVj converge fortement pour tout a € A et

O(a) = ViaVj.
j=1

b) Générateur d’un semigroupe dynamique quantique

Dans la théorie des évolutions irréversibles des systémes quantiques ouverts,
plusieurs propriétés physiques se déduisent de la forme explicite du générateur d’un
semigroupe dynamique quantique.

Définition 1.29 Un semigroupe dynamique quantique (au sens de Heisenberg) sur
une algébre de von Neumann A est un semigroupe & un parametre T = (T})i>o
d’applications normales complétement positives de A dans A qui est o-faiblement
continu et vérifiant T,(I) = I, pour tout t > 0.

Soient H un espace de Hilbert séparable, B(H) 'algébre des opérateurs bornés
sur H et T (H) I'espace des opérateurs a trace sur H. Si T : B(H) — B(H) est un
semigroupe dynamique quantique, alors son dual 7% = (T});>0 est un semigroupe a
un parameétre qui préserve la trace et qui est fortement continu sur ’T(H).

Le semigroupe T™ est appelé semigroupe dynamique quantique au sens de Schro-
dinger. De plus, on a la relation de dualité suivante :

Tr(pT3(A)) = T(T; (p)A), (1.2)

pour tous p € T(H), A € B(H) et t > 0. Maintenant, nous énongons les résultat
suivante (cf |Bul).

Théoréme 1.30 Si T est un semigroupe dynamique quantique au sens de Heisen-
berg, alors son dual T™ est un semigroupe dynamique quantique au sens de Schrodin-
ger. Inversement, si T est un semigroupe dynamique quantique au sens de Schro-
dinger, alors il existe un unique semigroupe dynamique quantique T au sens de
Heisenberg qui admet T comme semigroupe dual.

Soit T : B(H) — B(H) un semigroupe dynamique quantique au sens de Heisen-
berg. Le domaine du générateur infinitesimal £ du semigroupe 7" est donné par

T(X) -

D(L) ={X € B(H), tel que w* — lir% existe }.
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De plus, pour tout X € D(L), on a

LX) - X

Y

L(X)=w"—1lim
t—0
ou la topologie w* est la topologie o-faible sur B(H).
Maintenant, afin d’avoir une forme explicite du générateur £, on considére dans
la suite un cas particulier de semigroupe dynamique quantique.

Définition 1.31 Un semigroupe dynamique quantique T = (T})¢>o est dit unifor-
mement continu sz

i 17, — Ty = 0,

Notons que dans la théorie générale des semigroupes, un semigroupe dynamique
quantique 7' est uniformement continu si et seulement si son générateur £ est un
opérateur borné (cf [AlL], [Fa2], [Da3]).

Théoréme 1.32 SiT est un semigroupe dynamique quantique uniformement continu
sur B(H) de générateur infinitesimal L, alors il existe un opérateur G et une appli-
cation complétement positive @ tel que

L(X)=GX+d(X)+XG, VX € B(H).

Par le théoréme suivant, nous donnons une autre forme du générateur infini-
tesimal d'un semigroupe dynamique quantique uniformement continu qui est di a
Lindblad et qu’on utilise souvent dans la pratique (cf [AIL], [L]).

Théoréme 1.33 Soit T est un semigroupe dynamique quantique uniformement
continu sur B(H) de générateur infinitesimal L, ot H est un espace de Hilbert
séparable. Soit p un état sur H. Alors, il existe un opérateur auto-adjoint H et une
suite d’opérateurs (Ly)ren de B(H) tels que :

1) Tr(pLy) = 0, pour tout k,
2) > . LiLy converge fortement,
8) Sy |exl? < oo et cog+ >, ckly, =0, alors ¢, = 0 pour tout k,

4) Le générateur L du semigroupe T est de la forme

1
LX) = ilH, X] = o ¥ (LiLaX + X LiLe — 2L;X L),

k

pour tout X € B(H).
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L’opérateur L est appelé lindbladien.

Généralement dans les articles de physique, le générateur d’un semigroupe dy-
namique quantique apparait sous sa forme préduale. Ainsi, si T' est un semigroupe
dynamique quantique de générateur £, alors d’aprés la relation de dualité (1.2) on
peut déterminer le générateur £* du semigroupe T*. Cela nous permet de définir
ce qu’on appelle [’équation maitresse en mécanique quantique qui décrit I’évolution
des états d’un systéme quantique et qui est donnée par

) — (o).

1.2.2 Existence, unicité, retour a 1’équilibre

Dans cette sous-section, nous présentons un critére de retour a I’équilibre d’un
semigroupe dynamique quantique, qui est di & Fagnola et Rebolledo. De plus, nous
donnons un critére d’'unicité d’un état stationnaire.

Définition 1.34 Soit T un semigroupe dynamique quantique uniformement continu
de générateur L défini sur une W*-algébre M.

i) On dit que p est un état stationnaire de T' si
T7(p) = p, VL >0,

ii) On dit que T a la propriété du retour & l’équilibre s’il admet un état station-
naire p et si

tlim Tr(pTy(A)) := Tr(pA),
pour tout A € M et pour tout état normal .

Notons que p est un état stationnaire de 7" si et seulement si L*(p) = 0, ¢’est a dire
p est une solution de I’équation maitresse

dp(t) _ ..
O = L (ple) =0,

Dans la théorie des évolutions irréversibles des systémes quantiques ouverts, plu-
sieurs propriétés physiques importantes découlent du formalisme des semigroupes
dynamiques quantiques telles que le retour 1'équilibre, I'unicité de 1’état station-
naire, décohérence quantique, condition du bilan détaillé quantique...

Dans la suite, nous présentons le résultat principal qui permet d’examiner la
propriété du retour a l’équilibre et qui est basé sur la forme explicite du lind-
bladien. Considérons un semigroupe dynamique quantique uniformement continu
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T = (Ti)i>0 de générateur £ défini sur B(H), ou H est un espace de Hilbert de
dimension finie. Supposons que £ a la forme d’un lindbladien

1
LX) =i[H, X] = 5 > (LpLiX + X LiLy — 2L; X Ly), (1.3)

k>1

pour tout X € B(H), ou les opérateurs (Ly), et H satisfont les hypothéses du
théoréme 1.33. Le résultat suivant est dit & Fagnola et Rebolledo (cf |[FaR2]).

Théoréme 1.35 (Fagnola-Rebolledo)

Supposons que H est un espace de Hilbert de dimension finie et que le semigroupe
dynamique quantique T" admet un état fidéle normal stationnaire dans B(H) dont le
générateur est donné par (1.3). Alors, T posséde la propriété du retour a 'équilibre
st et seulement si

{Lp,Li, H, k> 1Y ={Ly, L}, k> 1}

Notons que si dimH < oo, alors il existe toujours un état stationnaire (non
nécéssairement unique) pour le semigroupe dynamique quantique 7. En effet, consi-
dérons I'application

E:T(H) — T(H)
A — E(A)=L(A"A).

Comme Tr(L*(A*A)) = 0 pour tout A € 7(H), I'application E est non surjective.
Par conséquent, F est non injective, d’o il existe une matrice A non nulle de 7 (H)
telle que
E(A) = L"(A"A) = 0.
Posons
. AA
P~ (A Ay

Il est clair que p est une matrice positive vérifiant Tr(p) = 1 et que L*(p) = 0.

Un résultat d’unicité est prouvé par Frigerio dans le théoréme suivant (cf [Frl|).

Théoréme 1.36 (Frigerio)
Soit T un semigroupe dynamique quantique uniformement continu sur B(H), ot H
est un espace de Hilbert séparable. Supposons que son générateur L a la forme (1.3)
et que T possede un état stationnaire fidéle normal p. Alors, les deux assertions
sutvantes sont équivalentes :

i) p est lunique état stationnaire de T,

i) {H,Ly, L, k> 1} = CI.
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1.2.3 Décohérence quantique

Dans cette sous-section, nous allons définir la notion de décohérence quantique
d’un systéme physique donné (cf |BOJ).

Soit H un espace de Hilbert et 7" un semigroupe dynamique quantique sur B(H)
de générateur infinitesimal £, décrivant un systéme quantique. [’équation maitresse
associée est donnée par

pour toute matrice densité p.

Définition 1.37 On dit que I’évolution dynamique du systéme quantique décrit une
décohérence, s’il existe une base orthonormée de H telle que les coefficients non
diagonauz de sa maltrice densité p(t), évoluée en temps, dans cette base, tendent
vers 0 quand t — o0.

1.2.4 Condition du bilan détaillé quantique

La dynamique irréversible d’un systéme quantique est décrite par un semigroupe
dynamique quantique de générateur L. La condition du bilan détaillé quantique
consiste a partager cette dynamique en une partie hamiltonienne et une partie
dissipative. Pour plus de détails, on renvoie le lecteur a [FrGoV]. La définition de la
condition du bilan détaillé quantique donnée ci-dessous, est die a Alicki et Lendi
(cf |AIL|); il existe cependant d’autres définitions (cf |[FrGoV]).

Définition 1.38 Soit © le générateur d’un semigroupe dynamique quantique sur
B(H), ou H est un espace de Hilbert, qui s’écrit

@: —Z[H,]+ @0,

avec H est un opérateur auto-adjoint sur H. On dit que © satisfait la condition du
bilan détaillé quantique par rapport a un état stationnaire fidele p si

i) [H,p] =0,
i) (Oo(A), B), = (A, ©y(B)),, pour tous A, B € D(0,),
ou (A, B), = Tr(pA*B).

1.3 Calcul stochastique quantique

Dans cette section, nous rappelons les éléments de base du calcul stochastique
quantique (cf |Fa2|, [M], |P]...). Nous commencons par décrire les bruits quantiques
sur un espace de Fock, ceci est traité dans la sous-section 1.3.1. Dans la sous-section
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1.3.2, nous rappelons la définition des intégrales stochastiques quantiques (cf [M],
|P|). Ensuite, nous décrivons les équations de Langevin quantiques (équation de
Hudson-Parthasarathy) (cf [HP|, [P]), ceci est donné dans la sous-section 1.3.3. Fi-
nalement, dans la section 1.3.4, nous présentons [’hamiltonien associé a une équation
de Hudson-Parthasarathy (cf [G]).

1.3.1 Bruits quantiques

Les opérateurs de création, d’annihilation et de conservation introduits dans la
sous-section 1.1.5 permettent de définir ce qu'on appelle les bruits quantiques qui
décrivent I'influence d'un systéme bosonique extérieur sur un petit systéme.

Soit Z un espace de Hilbert séparable dont on fixe une base orthonormée
{er, k € J}. On note I'(R, ), 'espace de Fock symétrique construit sur Z @ L*(R, ).
Ainsi, d’aprés 'identification

Z@L*(Ry) ~ L*(R,, 2) ~ L*(Ry x J),
on obtient
[(Ry) = Doym(L*(Ry. % J)). (1.4)

L’espace Z est appelé espace de multiplicité et dim Z est appelée multiplicité de
lespace de Fock T'(R,).
Maintenant pour tous 0 < s < t, nous introduisons les espaces suivants :

T =Fym(Z @ L2(s,1)), T =Teym(Z @ L*(t,0)).

Notons que nous avons une identification naturelle
I'=Tos @l @Le

qui est donnée explicitement par la propriété de factorisation des vecteurs exponen-
tiels

e(f) = e(fo.5) ® e(fs) @ e(frr),
ou

Jen (@) =L p(@) f(x), folr) =Lt (n)f(n).

Dans la suite, nous allons voir que cette propriété de factorisation joue un role
important pour définir les intégrales stochastiques quantiques.

Définition 1.39 Soit £ [’espace vectoriel engendré par I’ensemble des vecteurs ex-
ponentiels des éléments de L*(R,, Z). On dit qu’une famille d’opérateurs L(t);>o
sur D(Ry) est E-adaptée si elle satisfait auz conditions suivantes :
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1) Le domaine de L(t) contient € pour tout t > 0,
2) Pour tous f € L*(Ry, Z), t >0, on a L(t)e(fo) € T et

L(t)e(f) = {Lt)e(fon)r © e(fu)-

Les bruits quantiques dans I'(R,) sont les processus E-adaptés définis par

aé(t) = a(]l(ovt)@)ei),
a(t) = a*(Loy @ e),
aj(t) = Aoy @ lei){ejl),

ot g, j € J, Loy est la fonction indicatrice sur (0, ), tandis que 7 ) est opérateur
de multiplication par 1o dans L*(R.).

Maintenant, pour toute fonction f € L?*(Ry, Z), on pose fi(t) = (21, f(t)).
Alors, il est facile de vérifier que les bruits quantiques introduits ci-dessus vérifient
les relations suivantes :

ab(Delf) = / fi(s)dse(f),

d
gi(s)ds (e(g), e(f)), (1.5)

gi(s)f5(s)ds (e(g), e(f))-

S— —

avec aj(t) = tI et ho(s) = 1 pour tout h € L*(R,, Z). De plus, ces bruits vérifient
la table d’Ito quantique :

daf(t)dafk(t) = 5;kdai(t) pour tous i,j,k, 1 >0,

ol

5o — 0 sij=0 ouk=0
k= d; ailleurs.

1.3.2 Intégrales stochastiques quantiques

Dans cette sous-section, nous allons conserver les mémes notations que celles
de la sous-section précédente et nous allons rappeler la définition d’une intégrale
stochastique quantique d’un processus adapté par rapport aux bruits quantiques.
Pour plus de détails on renvoie le lecteur a |[M| et |P|.

Soit Z un espace de Hilbert séparable dont on fixe une base orthonormée
{ex, k € J}. L’espace de Fock symétrique considéré le long de cette sous-section
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est donné par la relation (1.4). Considérons maintenant un autre espace de Hilbert
‘H qu’on appelle espace initial. L’interaction entre un petit systéme et un systéme
extérieur (réservoir bosonique, bain thermique...) est décrite par I'espace

K(Ry) =H @ Tyu(L* Ry x J)) ~ H@EPL Ry x J)"

n=0
~ (PH LR x J)"
n=0
= @H@) Lsym((RJr xJ)")

12

@Lsym<<R+ x J)",H).

Par conséquent, les éléments de IC(R,) sont les vecteurs U = (¥,,),>0 tels que
U, € Liym((Rs x J)", H) et

||\I]||2IC(R+) = Z _|| nHLSym (Ry x Ty H) < OO
n>0

Désignons par M I'un des opérateurs a?,

(M, = My)e(f) = e(fs)) @ {(My = My)e(fisn)} @e(fu), 0< s <t <o

permet de définir ce qu’on appelle 'intégrale stochastique d’un processus adapté
par rapport a M. Soit

ay, al. La propriété de factorisation

M ={f € L*(R,, Z)| fi(t) = 0 sauf pour un nombre fini de 7}.

Définition 1.40 Soit Dy un domaine dense dans H. Une famille d’opérateurs
(L(t))>0 de H@ (R, est dite (E(M), Dy)-adaptée si :
i) Pour tout t € Ry, le domaine de L(t) contient Dy@E(M) (@ désigne le
produit tensoriel algébrique),
ii) L(t)u®€(f(07t)) € H®D oy et Lthuwe(f) = {L(t)“®€(f(0,t))} ®e(f(t>7 pour
toust >0, u € Dy, f € M.

FElle est dite réguliére si, en plus, l'application t — L(t)u ® e(f) de Ry dans H ®
Laym(L*(Ry % J)) est continue pour tous u € Dy, f € M.

Dans la suite, le produit tensoriel u ® e(f) sera noté we(f). Soit (t,)neny une
partition de Ry, tg = 0 et t,, tend vers oo quand n tend vers co. Soit L un processus
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(E(M), Dg)-adapté dans H @ T'(Ry). L est dit processus simple par rapport a la
partition (t,)nen si

L(t) := L(t;) pourtous t; <t <tjq, j=0,1,2...

Pour ¢, <t < t,11, on définit l’intégrale stochastique de L par rapport a M par

/OL(s)dM(s)ue(f) = i/kHL(s)dM(s)ue(f)jL/t L(s)dM(s)ue(f)

= S {Lt el fan) (M (br) = M(E))el o)

H{L(t)we(fo00)) HM(E) — M(ta))e(fie,)s
qu’on note )
X, = /0 L(s)dM(s).

Notons que 'application ¢t — X;ue(f) est continue. De plus, on a

Xwue(f)={Xu e(f(o,t))}e(f(t)'

Par conséquent, (X¢):>o est un processus (€(M), Dy)-adapté régulier.

Un processus (£(M), Dy)-adapté L est dit mesurable si pour tous u € Dy,
f € M, l'application t — L(t)ue(f) est borélienne.

Un processus (£(M), Do)-adapté mesurable L est dit stochastiquement inté-
grable s’il existe une suite de processus simples (£(M), Dy)-adaptés {L,(s)}, telle

que
t

lim [ [[(La(s) — L(s))ue())*(1 + f(s)]*)ds = 0. (1.6)

n—oo 0

Notons que si (1.6) est satisfaite, alors la limite

lim (/Ot Ln(s)dM(8)>U6(f)

n—0

existe pour tous u € Dy, f € M. Cette limite est notée fot L(s)dM(s) qui s’étend
par linéarité sur Dy®E&(M). De plus, f(f L(s)dM(s) est un processus (E(M), Dy)-
adapté régulier et 'application L — f(f L(s)dM(s) est linéaire.
Proposition 1.41 Soit L un processus (E(M), Dy)-adapté tel que pour tout
ue Dy, feM:

i) L’application t — L(t)ue(f) est continue & gauche,
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i) SUPg<.<; || L(s)ue(f)|| < oo pour tout t.

Alors, L est stochastiquement intégrable.

Une famille {L7(s), 4,5 > 0} de processus (£(M), H)-adaptés stochastiquement
intégrables est dite stochastiquement intégrable si

/ DL ueHIPL+ £ (s)]P)ds < oo

0 k=0

Notons qu’on a dans ce cas

X(t) = X(0) + / S Li(s)dal(s)

1,520

est un processus régulier. De plus, on a

(ue(g), [Xi — X(0)]ve(f)) :/o Y ails)fi(s)(uelg), Li(s)ve(f))ds

1,520

avec la convention hgy(s) = 1 pour tout h € L*(R,, Z).

1.3.3 Equation de Langevin quantique

En mécanique quantique, on décrit parfois I’évolution irréversible d’un systéme
quantique en interaction avec un systéme bosonique extérieur (résevoir, bain ther-
mique...) par une classe d’équations différentielles stochastiques quantiques qu’on
appelle équations de Langevin quantique (ou équations de Hudson-Parthasarathy).
Le systéme quantique est supposé décrit par un espace de Hilbert H, tandis que le
systéme extérieur est décrit par un espace de Fock symétrique I',(L*(R,, Z)), ou Z
est un espace de Hilbert séparable dont on fixe une base orthonormée {ey, k € J}.
Les ingrédients de I'équation de Langevin quantique, décrivant le systéme globale,
sont des opérateurs bornés définis sur un espace de Hilbert H et des bruits quan-
tiques définis sur I';(L*(R,, Z)).

L’un des objectifs du calcul stochastique quantique est d’étudier les équations
différentielles stochastiques quantiques, qui sont des équations de Schrodinger per-
turbées par des bruits quantiques et qui s’écrivent sous la forme

AU, == Y LiUddi(t),

i1,jeJU{0}

avec Uy = I et L;, i,7 € JU{0} sont des opérateurs bornés sur H. Notons
aussi que ces équations peuvent étre écrites sous forme d’équations intégrales sur
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H @ (LA(R,, Z)), soit

t
U =1+ [ Y LiUdd(t).

0 i jesu{o}
Pour la preuve du théoréme suivant, on renvoie le lecteur a [P|.

Théoréme 1.42 Soit H un espace de Hilbert et soient L, i,j € J U {0} des
opérateurs bornés sur 'H tels que
S L < oo

i,j€JU{0}

Alors, l’équation différentielle stochastique quantique

t
Uy=1+[ Y LiUddt),
0 4 jeJu{o}

admet une unique solution définie sur HRE, ou & est 'espace des vecteurs cohérents.

Soient maintenant H, Ly, k > 1 et Si, k,1 > 1 des opérateurs bornés sur H tels
que

H=H" Y S =Y 55" =6y (1.7)
J J

et les séries Y. SISt 3. S1S7* et 3", LiLy convergent fortement. De tels opéra-
teurs sont appelés les opérateurs-systeme.

Au travers des opérateurs H, Ly, k > 1 et S, k1 > 1, on définit les opérateurs
suivants :

SeEUH®Z), Le B(HH® Z), G € B(H),
qui sont donnés par
Lu=">,(Lyu) ® z, Yu € H,
S =21 Sk ® lan)(al,
G=—iH— %Zk LiLy =—iH — %L*L.
Le théoréme suivant est da & Hudson et Parthasarathy (cf [HP], [P]).
Théoréme 1.43 Supposons que les opérateurs-systéeme satisfont la relation (1.7).

Alors, il existe un unique processus unitaire (E(M), H)-adapté et fortement continu
(U(t)): qui est solution de ’équation différentielle stochastique quantique définie sur

K(Ry)=H®[(L*(Ry, Z)) par

{ dU(t) = {Gdt + 32, Ledag(t) + 35,,(S), — dw)dai(t) — 34 LiSpdag (1) }U(2) (1.8)
U0) = 1. '
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L’équation (1.8) est appelée équation de Langevin quantique qui permet de dé-
crire I'influence d’un systéme extérieur I's(L?(R,., Z)) (source de bruits quantiques)
sur un petit systéme. De plus, cette équation dilate un semigroupe dynamique quan-
tique T', décrivant la dynamique effective du petit systéme, de générateur £ au sens
suivant : il existe un état 2 dans I',(L?(R, Z)) tel que pour tout X € B(H)

(€, U(X @ U/Q) = Ti(X). (1.9)
En outre,
1
LX) =i[H, X] = 5 > (LpLnX + X LiyLg — 2L; X Ly). (1.10)
k>1

Réciproquement, si on se donne un semigroupe dynamique quantique 7', décri-
vant la dynamique effective d’un petit systéme sous I'influence d’un systéme exté-
rieur [,(L?(R,, Z)), de générateur £ admettant la forme (1.10), alors T;(L?(R, Z))
agit sur le petit systéme comme une source de bruits quantiques. Par conséquent,
I’équation (1.8) est I’équation type qui permet de décrire I’évolution du petit systéme
en tenant compte de ce qui se passe dans le systéme extérieur. De plus, si on note
U la solution unitaire associée, alors la relation (1.9) est satisfaite indépendamment
du choix des opérateurs (S%)g;>1 vérifiant la relation (1.7).

1.3.4 Hamiltonien associé a une équation de Langevin quan-
tique

A chaque équation de Langevin quantique de solution unitaire U est associé un
groupe unitaire a un paramétre fortement continu V' qui s’obtient comme produit
de U avec la seconde quantification de 'opérateur shift ©. Ainsi, par le théoréme de
Stone, il existe un opérateur auto-adjoint K qui engendre le groupe V. Dans |G],
Gregoratti donne une restriction essentiellement auto-adjointe de K. On se propose
d’en donner une description globale dans la suite.

Soit # le groupe unitaire & un paramétre, fortement continu sur L*(R, Z), défini
par

Ouf(r) = f(r +1), Vf € L*(R, 2).
On note O sa seconde quantification définie sur T'y(R) = ['y(L*(R, Z)) par

Oie(f) = e(0,.f), Vf € L*(R, Z). (1.11)
Notons que © et U peuvent étre étendus a des opérateurs définis sur I'espace
KR)=H&L(R;:) @T(R-) = KR+) @Ts(R-) = H® I'y(R),

de la maniére suivante :
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0; =16, in H®I,(R),
Ut)=U#)®1 in K(R,) ® Dy (R).

Maintenant, nous énongons le théoréme suivant (cf |Ba|, [Mal|, [Ma2|).

Théoréme 1.44 Soient O le groupe a un parameétre, fortement continu donné par
la relation (1.11) et U la solution de l’équation de Langevin quantique (1.8) telle
que les opérateurs-systéme vérifient (1.7). Alors, on a

Ult+s) =0:U(t)OsU(s), Vs, t > 0.
De plus, la famille V = {V (t) hier telle que

OUt), t>0

Vit) = { U (116, t <0,

définit un groupe a un parametre, fortement continu. La famille des opérateurs uni-
taires a deuxr parameétres

U(t,s) = O;V;_s0, =O:U(t — 5)O;, Vs <t,
est fortement continu en t et en s. Elle satisfait la loi de composition
U(t,s)U(s,r) =Ul(t,r), Vr<s<t.

L’opérateur U(t) = U(t,0) = ©;V (t) est le produit de deux groupes unitaires
fortement continus. Il permet de décrire I’évolution dynamique de I’état du systéme
globale, du temps t = 0 au temps t. D’autre part, 'idée physique que I'on peut se
faire de la représentation U(t) = O;V (1), c’est que I’évolution irréversible donnée
par I’équation de Langevin quantique est le produit d’une évolution hamiltonienne
V(t) du couple petit systéme-réservoir et de 'adjoint du groupe unitaire ©; dont le
générateur est donné formellement par

0
EO = dF(Z@)

qui représente 1’énergie libre du réservoir. Nous allons maintenant décrire les géné-
rateurs des groupes O, et V' (¢). Ainsi, d’aprés le théoréme de Stone, on a

d@t = —'Z.E()@tdt,
dV(t) = —iKV(t)dt.

Les opérateurs H, Ej représentent respectivement les énergies associées au petit
systéme et au réservoir. Tandis que, l'opérateur K représente I'énergie totale du
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systéme combiné. De plus, les opérateurs Ly, Sy, controlent l'interaction entre les
deux systémes. Notons que si L = 0, Sy, = g pour tous k,[ > 1, alors on obtient

U(t) — e—itH7 V(t) — e—itEoe—itH'

Ainsi, on obtient dans ce cas, K = Ey+ H, qui représente I’hamiltonien libre du
systéme combiné sans interaction.

Maintenant, nous allons décrire une restriction essentiellement auto-adjointe de
I’hamiltonien K qui apparait comme une perturbation singuliére de Ey+ H (cf [G]).
Notons ¢ le générateur infinitésimal du groupe 6 sur L*(R, Z). 1l est clair que & est
défini sur D(¢) = HY(R, Z) par {u = 7u/. D’autre part, afin d’expliciter le domaine
de Ejy, nous introduisons I'espace de Sobolev

HXZ((R x J)",H) = {u e L*(R x J)",’H) tel que i@ku c L*(Rx J)",H)},
k=1

ou les dérivées de u sont au sens des distribution sur (R x J)", n > 1 et
H>((R x J)°, H) = H.
L’espace H2=((R x J)" H) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(1, V) 5 @y ) = (U V) 2@y ) (Y Oktly D Ok0) 12y 20)-
k=1 k=1

Définissons Hs%:/m((]R x J)",'H) par

Hggm((R x J)", H) = H>((R x J)", H) N Liym (R x J)", H).
Par conséquent, le domaine de Ej est donné par
1 n
D(E)) ={® € K tel ®, € Hm (RxJ)", H), Yn et — O ®, |2 < 0o},
(E) = { el que Sm((RxJ)"H) W et 3250l < oo}

et pour tout ® € K, on a
(Eo®)n =i  0xPy.
k=1

Posons R, = R\ {0} et définissons les sous-espaces de IC suivants :

n 1
W = {(I) er | @, € Hs%m((R* X J) 7H)7 vn? Z EH Zakq)nHiz(RxJ)",H < OO}?

n>1 " k=1

1
vs = {PEW tel que Z ﬁH(I)n+1‘{m+1=8}H22®L2((]R><J)n77-() < oo},
n>0
Vo = V- N+,
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oit ®py1|{r,,,=s} €st la trace (restriction) de la fonction @, sur 'hyperplan
{rns1 = s}, pour tout s € R, U{07, 07}. Il est clair que vo= C W.
Soit a(s) : vs — Z ® K Popérateur trace défini par

(a(s)@)n = Prs1l{rysr=s}-
Comme E(H'(R*, Z)) C v,, on a
a(s)e(u) @ h =u(s) ®e(u) ® h, Yu e H'(R,, Z), h € H.

Notons aussi que W D D(Ey) et que Ey peut étre étendu en un opérateur non
borné sur W défini par

(E®), =i _ O,
k=1

Théoréme 1.45 (Gregoratti)
Soit K Uhamiltonien associé & 'équation de Langevin quantique (1.8) tel que les
opérateurs-systéme satisfont la relation (1.7). Alors, on a

(1) D(K)Nvgr ={® € vp+ tel que a(07)P = Sa(0T)D + LD},
(2) K& = (H+FE —iL*a(07) + $L*L)®, V& € D(K) Ny,

(3) Kl|poynw,, est un opérateur essentiellement auto-adjoint.

1.4 Modéles d’interactions quantiques répétées

Dans cette section, nous décrivons le modéle d’interations répétées en mécanique
statistique quantique, qui représente un systéme quantique (petit systéme) Hy en
interaction avec une chaine infinie de copies identiques H, I'une aprés 'autre, durant
un méme intervalle de temps fixé [0, h]. Pour plus de détails, on renvoie le lecteur
a |AtP1|. Dans un premier temps, nous décrivons I’évolution discréte du systéme
global. Ensuite, nous discutons le passage a la limite quand h tend vers 0, afin
d’obtenir des interactions continues.

1.4.1 Modéle discret

Dans cette sous-section, nous introduisons le modéle des interactions quantiques
répétées entre un systéme extérieur modélisé par une chaine atomique infinie et un
petit systéme. De plus, nous décrivons la structure de la chaine atomique.
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a) Interactions quantiques répétées

Soit Hy un systéme quantique en interaction avec un systéme extérieur (réser-
voir, bain thermique,...). On modélise le systéme extérieur par une chaine atomique
infinie de copies de H dont on fixe une base orthonormeée (e;);c uq0} telle que 0 ¢ J.
Le vecteur 2 = ¢y représente 1’état vide de I'atome et les vecteurs e;, i € J repré-
sentent les différents états excités possibles.

L’interaction entre les deux systémes se fait de la maniére suivante : le systéme
quantique Hy interagit avec les copies H, l'une apres l'autre, durant un méme
intervalle de temps assez petit [0, h]. L’hamiltonien décrivant I’énergie du systéme
quantique en interaction avec une copie de H est noté H. Notons que H est un
opérateur défini sur Ho ® H qui dépend du temps h. L’évolution unitaire associée
durant l'intervalle de temps [0, h] est donnée par

U — e—ihH

La suite des interactions répétées est décrite par I’espace
Ho® R H
N*

ot le produit tensoriel infini Q). H est défini par rapport a la suite stabilisatrice
(Q)nen. L’évolution unitaire du systéme quantique en interaction avec la m-iéme
copie de H, notée H,,, est décrite par I'opérateur U,, défini sur Hy @ @. H par

U U sur HyQH,
L Y ailleurs .

[’équation dévolution discréte du modéle d’interactions répétées est décrite par
la suite (V;,)nen définie sur B(Hy ® @y H) par

{ Vn+1 - Un-i—lvn

Ve (1.12)

Maintenant afin de représenter 1’équation (1.12) en termes de bruits quantiques
discrets, nous introduisons la famille d’opérateurs {a’, 4, j € J U {0}} définis par

a;»(ek) = 0ix€;j.

Il est clair que cette famille forme une base orthonormée de B(H). Les bruits quan-

tiques discrets sont les opérateurs aé(n), i,j € JU{0}, n € N*, définis sur @y. H

et qui agissent comme aé-, i,7 € JU{0} sur H, et comme l'identité ailleurs.
Notons que dans la base {aé, i, j € JU{0}}, l'opérateur U s’écrit

i, 7€JU{0}
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ou Us,i,j € JU{0}, sont des opérateurs sur Hy qui sont les coefficients de la
matrice de U dans la base (¢;);cjuf0; de H. Par conséquent, I’équation (1.12) est de
la forme

Vigr = Zi,jeJU{O} U;V"aé'(" +1)
{ vl (1.13)

b) Structure d’une chaine atomique

Soit ‘H un espace de Hilbert séparable dont on fixe une base orthonormeée
(ei)ieJu{O}, ol ¢y = €2 désigne I’état vide de I'atome. On se propose dans cette
partie de décrire la structure mathématique de la chaine atomique @y. H, défi-
nie par rapport a la suite stabilisatrice (2),en, qui modélise un systéme extérieur.

Posons
T = R)H.
N*

Considérons les vecteurs de type
X,=00..000e,00%..00Re,90® ...

o A ={(nq, 1), ..., (&, ix)} C N x J tel que n; # n; pour tous i # j et le vecteur
e, 1 <m <k, apparait dans la n; -iéme copie de H tandis que {2 apparait dans
les autres copies de ‘H dans le produit tensoriel infini Q. H. Ainsi, si on pose
Pn+ y 'ensemble des sous-ensembles finis de type A, alors il est facile de vérifier
que la famille {X4, A € Py~ s} est une base orthonormée de 7'®. Notons aussi que
les bruits quantiques discrets agissent sur les éléments de cette base de la maniére
suivante :

aj (n)Xa = LiniyeaXa\(ni)um,j) pour tous i # 0, j # 0,
ah(n)Xa = L pneaXa\ni,

a3(n) Xa = Ly kygavkess X AU(n.j),

ag(n)Xa = Ly rygavees Xa.

1.4.2 Structure du champ continu

L’espace T'® défini précédemment admet une version continue dont on se propose
de décrire sa structure et pour plus de détails, on renvoie le lecteur a [At1].

Dans la suite, nous conservons les notations de la sous-section précédente et nous
désignons par ‘H' le sous-espace fermé de H engendré par les vecteurs (e;);cs. Consi-
dérons l'espace de Fock symétrique, ® = T',(L*(R,, H’)), construit sur L*(R,, H’).
On se propose maintenant de donner une autre représentation de ® afin de donner
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un sens a l'égalité & = ®R+ ‘H. Pour cela, nous commencons par introduire ce qu’on
appelle l'interprétation de Guichardet de ®.
Soit Py (Po = {0}) 'ensemble fini de R, x J, constitué des éléments

o = {(t1,%1), ..., (tk, i)} tels que t; # t; pour tous ¢ # j et soit P l'ensemble
défini par P = U P,. En ordonnant les composantes réelles des éléments o de Py,
I'ensemble P, peut étre identifié a ¥, x J*, ot ¥ est le simplexe standard a k-
éléments. Ainsi, P, hérite la structure mesurée de 35, x J*. Pour k = 0, on note &
la mesure définie sur Py. Par conséquent, P admet une structure mesurée induite
par celles définies sur Py, pour tout k£ € N et on note do cette mesure. Finalement,
la o-algébre associée est notée F. Ainsi, 'espace de Fock ® est identifié a 'espace
L*(P,F,do) et les éléments de ® sont les fonctions mesurables f : P — C telles
que

1] = /P (o) do < oo

Dans la suite, nous allons identifier un élément o de P a une famille (0;)1<;<n des
sous-ensembles de R, telle que

o, ={seRy, (s,1) € o}

Maintenant, on se propose de décrire ce qu'on appelle les représentations pré-
dictible et chaotique d’un élément f de ®. Pour cela, on a besoin d’introduire la
famille des courbes ! et définies par

iy Lpgls)  sio={(s1)}
xi(o) = { 0 ailleurs .
Il est facile de vérifier que cette famille vérifie les propriétés suivantes :
- X:E, S q>(07t) = FS(Lz((Oa t)>H/))>
- X — XL € Dy =T5(L*((s,t),H')) pour tous s,t tels que s <.
- X! et x? sont des éléments orthogonaux de ® pour tous 7, j tels que i # j.

Notons que les propriétés citées ci-dessus nous permettent de définir ce qu'on appelle
Uintégrale d’Ito dans ® (cf [At1]). Soit g = {g!, t > 0, i € J} une famille d’éléments
de ® qui satisfont les hypothéses suivantes :

i) ¢t ||g|| est mesurable, pour tout i,

ii) g; € ®(o4) pour tout ¢,

i) Y,e; o llgill?dt < oo.
Une telle famille est dite Ito intégrable. Ainsi, si on considére une partition
{t;, 7 € N} de R, admettant pour diamétre 0 et si on note P, la projection
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orthogonale sur @), alors l'intégrale d’'Ito de g, I(g) = > .., [ gidx, est la
limite dans ® quand ¢ tend vers 0 de

>y

ti+1 ) ] )
i€J 7=0

J+1_t

Théoréme 1.46 L’intégrale d’Ito 1(g) = Y., [, gidxi d’une famille Ito inté-
grable g = {gi, t > 0,1 € J} est I’élément de ® donné par

o) = { el e e

0 ailleurs ,

ot Vo = sup{t € Ry tel qu’il existe un entier k vérifiant (t,k) € o} et
o_ =0\ (Vo,i) si (Vo,i) € a. De plus, on a la formule d’isométrie suivante :

=115 [ gl =3 [ laiar

Maintenant, si on considére une famille f = (f%);c; d’éléments de L?(P;) =
L*(R, x J), alors on vérifie facilement que la famille {fi(¢)Q, t € Ry, i J} est Ito
integrable. De plus, son intégrale d’'Ito est donnée par

Z/ £t

ied
et on a ' .
e ={ 7" el

Par itération de la définition de l'intégrale d’Ito donnée ci-dessus, on peut définir
de maniére analogue l'intégrale d’'Ito d’une famille f € L?*(Py), soit

L(f) = Z // /0 Fitrin (b, s )2 AX o dX

i1, t=1

= f(o)dxi-dxi
Pr
De plus, on a

15 ik(tl,...,tk) Si U:{(tl,il)u...U(tl,ik)}
ailleurs .

[k()](0)

Il
—N
Sl
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Finalement, si f = (fi)ren € L*(P), alors I(f) est donnée par

FOQ+ Y L(f).

Par le théoréme suivant, nous énoncons la propriété de représentation chaotique
d’un élément f de @ (cf [Atl]).

Théoréme 1.47 Tout élément f de ® admet une représentation chaotique abstraite

f= /P flo)dxs

satisfaisant la formule d’isométrie suivante

191 = [ 1fo)Pax.
P
Définissons maintenant les opérateurs suivants :

@O fle) = > flo\{s}h),

@ 0)f)(0) = / f(oU {s}2)ds,
WO = S flo\ sk U{sh).

s<t

Notons que ces opérateurs ont un domaine commun donné par

D={fca, [ |ollf(o)dr <o}
P
Le vecteur cohérent e(f) associé a un élément f € L?(R,,H’) est donné par

e(Me) = TTIT £i(»)-

i€J s€o;

Il est démontré dans [At4] que les opérateurs ag(t), af(t) et a’(t) satisfont les égalités
données par la relation (1.5)

(e(f), aj(t)e(g)) = /0 fi(s)g(s) ds (e(f), e(9)),
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avec ad(t) = tI et ho(t) = 1 pour tout s > 0 et h € L*(R,, H') et qu'ils sont
identifiés aux bruits quantiques définis dans la sous-section 1.3.1.
Notons qu’on a le tableau suivant :

Q | dy | dxg, i # ]
dad(t) | dxi| 0 0
day(t) | dtI | 0 0
dai(t) | 0 |dx; 0

Cela implique que les bruits quantiques continus da{(t), i,j € JU{0} agissent sur
les éléments de la base {dx,, o € Pr, s} de la méme maniére que les bruits discrets
sur les éléments de la base {X4, A € Py s} :

da’(t)dxo, = dXo\(wiyuii)} Linies, pour tous i # 0, j # 0,
dag(t)dxe = dxo\(eadt Lo,

da(t)dxe = dxougti) Loco

day(t)dx, = dxodt Limmgavier)-

D’autre part, d’aprés le théoréme énoncé ci-dessus, 'espace & peut étre inter-
preté comme la version continue de l'espace T'®. En effet, la base orthonormeée
dénombrable {X,, A € Pn- s} est remplacée par la base orthonormée continue
{dxs, 0 € Pr, s}. La base orthonormée de H,, dans T'® est remplacée par la base
orthonormée {Q, dxi, i € J} de “H,". De plus, tout élément f de TP est représenté
par

F= > f(AXy

APy J

qui est la version discréte de la représentation chaotique dans .

On obtient donc
o =)H,
Ry

d’on 'idée d’approcher un modéle d’interactions continu par un modéle discret.
Maintenant, pour tout élément f de ® et tous ¢ € J et t € Ry, on définit sur P
I’application

[Difl(0) = fle U{(t.)}) Tocppa-

Alors, on a la représentation suivante (cf [At1]).

Théoréme 1.48 Tout élément f de ® admet une représentation prévisible

f=soe+ Y [ Difi
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satisfaisant la formule d’isométrie

71 = 1P+ / |Di|? ds

1.4.3 Théorémes de convergence

Dans cette sous-section, nous présentons les résultats essentiels qui permettent
de décrire le passage a la limite quand h — 0 du modéle d’interactions répétées
introduit précédemment (cf sous-section 1.4.1). Nous énongons le théoréme principal
qui est di a Attal-Pautrat et qui décrit la convergence de I’évolution discréte du
modele d’'interactions répétées vers une équation de Langevin quantique définie sur
I'espace de Fock ®. Pour plus de détails, on renvoie le lecteur a [AtP1].

Soit S = {nh, n € N} une partition de R,. Posons ®,, = ®((,_1)np. 11 est clair
que 'espace @ s’identifie naturellement au produit tensoriel dénombrable ) P

neN* =1
défini par rapport a la suite stabilisatrice (Q2),en. Pour tous n € N*, ¢ € J, on définit

X'(n) par
) 1 . )
X'(n) = —=Xnn — X(n_1)n) € Pn-
(n) \/E(X R X( 1)h)
Pour tout A € Py- s, on définit X4 de la méme maniere que dans T'®, soit
X2=0®.900X"n)00®.0 010 X2%nN)®@03 ...

Ainsi, si on désigne par T®(S) l'espace des éléments f € ® tels que

f=> f(A)Xy

A€Pyx 5

alors 'espace T'®(S) s’identifie a la chaine atomique T'®.
Soit Pg la projection orthogonale de ® sur T®(S). Alors, on a le résulat suivant
(cf [AtP1]).

Théoréme 1.49 (Attal-Pautrat)
Supposons qu’il existe des opérateurs bornés L;, i, j € JU{0} définis sur Hy tels

que
> P < oo
1,j€JU{0}
et ( )
' Ui(h) — 6,1
}lll_)né Z H ’ h&;j : _L]H2:0
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ol €45 = %(501- + do;). Supposons que l’équation de Langevin quantique

{ oo (1.14)

admet une unique solution (Up)i>o qui est un processus d’opérateurs bornés, de
normes localement uniformement bornés.

Alors, pour tous t > 0, ¢, € L®([0,t],H’), la solution Vi de léquation
d’évolution discréte (1.12) vérifie

lim (0 ® £(6), PsViynPsb ® (1)) = (0 © £(6), Ub @ ().

Notons que dans les hypothéses du théoréme énoncé ci-dessus, nous constatons
qu’il y a trois normalisations de temps qui apparaissent dans 1’hamiltonien d’in-
teractions répétées. Une normalisation d’ordre 1, une d’ordre V'h et une d’ordre h.
Notons aussi que si les opérateurs limites (L;)” sont donnés par

1
0o _ . *
Ly = —(zH+§ZLkLk),
keJ
L? = Lj,
Ly = —Y LSt
keJ

L = S8 —6,l

3 (2

ol (SZ)MEJ est une matrice unitaire,  est un opérateur auto-adjoint et >, _, Ly Ly,
converge fortement vers un opérateur borné sur Hy, alors d’aprés le théoréme 1.43,
I’équation de Langevin quantique, définie dans le théoréme ci-dessus, admet une
unique solution (Uy)ier, qui est un processus d’opérateurs unitaires. Ainsi, dans ce
cas particulier, nous énoncons le théoréme suivant qui est une conséquence immé-
diate du théoréme 1.49 (cf [AtP1]).

Théoréme 1.50 Supposons que les coefficients de la représentation matricielle de
U dans la base (e;)icjufoy de H satisfont les égalités suivantes :

1
0 _ . *
U = I—h(zH+§§k LiLy) + o(h),

U = VhL; + o(Vh),
Uy = —VhY_ LiSF+o(Vh),
k

Ul = 87— 6,1 +o(h),
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0t (S})ijes est une matrice unitaire, H est un opérateur auto-adjoint ety ", ., Ly Ly,
converge fortement vers un opérateur borné sur Hy. Alors, la solution Vi) de l’équa-
tion d’évolution discréte (1.12) converge fortement, quand h tend vers 0, vers la
solution unitaire Uy de 'équation (1.14).

Posons maintenant ¥ = ®@y-Q. Alors, il suit de [AtP1]
(U, V(X x I)V,¥) = L"(X), pour tout X € B(H,y),

ot L(X) = 3¢ juq0p U XU est une application complétement positive. Le résultat
suivant est di a [AtP1].

Théoréme 1.51 Supposons qu’il existe des opérateurs LY, LY, i € J tels que :
i) UY =TI+ hL§+ o(h),
i) U® = VRhLY 4 o(v/h).

Alors, il existe un opérateur auto-adjoint Hy sur Hy tel que
lim )T = L(X), VX € B(H,),

ot
1
LX) = i[Hy, X] + 5 d QLYXL) - XLYL) — LFLYX).
ieJ
Preuve: Soit X € B(H,). On a donc
LX) = Y Urxuy
ieJu{0}
= X +h(LyX +XLY+ > LI XL;) + o(h). (1.15)
ieJ
Notons que I'opérateur U est unitaire. Alors, on a
Ug'Us + ) UUP =1,
icJ
ce qui implique que
I+h(Ly + L+ LYLY) +o(h) =1
icJ

et
LY+ LY== L¥L +o(1).

1€
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Ainsi, on obtient

g XL = (L § 3 L) +ol1)

= ieJ
Par conséquent, il existe un opérateur auto-adjoint Hy sur H, tel que

1 .
LY+ 3 > L¥LY = —iHy + o(1). (1.16)

1€

Par suite, si nous tenons compte des relations (1.16) et (1.15), alors on obtient

1
L(X) = X +h{ilHo, X]+ 53 (LIXLY = XLPLY — LY LIX) | + o{h).

ieJ

Cela prouve le théoréme ci-dessus. [

1.4.4 Hamiltoniens d’interactions répétées typiques

Dans la théorie usuelle des systémes quantiques ouverts, la plupart des équa-
tions de Langevin quantiques décrivant un systéme quantique en interaction avec
un systéme extérieur s’obtiennent par I'intermédiaire des limites de couplage faible
et loi de densité faible. Pour un bon choix de ’hamitonien d’interactions répétées,
on démontre aussi que ces équations peuvent étre obtenues par des modéles d’inter-
actions répétées. Ainsi, nous constatons trois types d’hamiltoniens qui sont donnés
par

1 0 * 7
H, = H0®[+I®HR+WZ(V,~®% +Vr®ad),
ieJ

1 )
H = H0®I+I®HR+EZDU®CL;,

1,J€J
1 o |
H = H@I+IoHp+—=Y (Vi®a +Vy @a))++ Y Dy ®d.
\/Eiej hz’,jeJ

ou Hy, Hr sont respectivement les hamiltoniens du systéme quantique et d’une
copie de la chaine atomique associée au systéme extérieur, (V;) et D;; sont des
opérateurs bornés sur Hy tels que D;; = D7; pour tous i,j € J.

Notons que pour décrire I'influence d’un systéme extérieur sur un petit systéme,
les physiciens utilisent souvent un hamiltonien d’interaction dipolaire de type

V®ad + V" ®a.
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Ainsi, ce type d’hamiltonien peut étre interpreté de la maniére suivante : a chaque
état excité du petit systéme lui correspond un état désexcité du systéme exétrieur
et inversement. Cela explique le choix des hamiltoniens de type H,. D’autre part,
les opérateurs aé permettent de décrire comment 1’état d’une particule du systéme
extérieur transite d'un état non vide vers un autre non vide tout en conservant le
nombre total des particules, d’ou le choix des hamiltoniens de type H;. quant au
choix de I'hamiltonien H, il s’agit de tenir compte des deux types d’interactions.
Une étude détaillée des hamiltoniens H,, et H; sera donnée dans le chapitre 6.



Chapitre 2

Contribution n° 1 : Propriétés
markoviennes du modeéle de
spin-boson

Dans ce chapitre, nous comparons systématiquement les approches hamilto-
nienne et markovienne dans le cas du modéle de spin-boson.

La description de I'approche hamiltonienne de ce modéle a été introduite dans
|JP2|. Jacksic et Pillet ont montré dans ce papier que le systéme spin-boson a
la propriété du retour a 1’équilibre pour toute température strictement positive
T. Ensuite, les hypothéses du retour a I’équilibre introduites dans [JP2| ont été
améliorées dans [DJ2].

La limite de couplage faible consiste & abtenir une dynamique markovienne
décrivant un petit systéme a partir de la description hamiltonienne de I'interaction
entre ce petit systéme et un systéme extérieur. La premiére preuve rigoureuse de
la limite de couplage faible a été développée par Davies (cf [Dal]) dans la cas d'un
petit systéme en interaction avec un bain fermionique ou l'opérateur d’interaction
entre les deux systémes est un opérateur borné. Notons aussi que la condition de la
limite de couplage faible introduite dans [Dal| a été ensuite affaiblie dans [AcFrL1|-
[AcFrL4] et [DF].

De notre coté, par la limite de couplage faible, nous obtenons le lindbladien
associé de la description hamiltonienne du systéme spin-boson ot 'opérateur d’in-
teraction entre les deux systémes est un opérateur non borné. Ensuite, nous étudions
les propriétés physiques de 1'équation maitresse associée telles que la décohérence
quantique, la condition du bilan détaillé quantique et nous montrons la propriété
du retour a l'équilibre pour toute température 7' > 0. Finalement, nous explici-
tons I’hamitonien associé a I’équation de Langevin quantique et nous donnons un
hamitonien d’interactions répétées qui permet de décrire le systéme spin-boson.

o7
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2.1 Le modéle

2.1.1 Systéme spin-boson

Le modéle que nous considérons dans ce chapitre est celui de spin-boson qui
représente un atome a deux niveaux d’énergie en interaction avec un réservoir mo-
délisé par un gaz de bosons libres en équilibre thermique a une température T' = ﬁ,
ou k est la constante de Boltzmann et 5 >0 (T'=0 <= [ = 00). Dans la suite,
nous introduisons le spin isolé et le réservoir. Ensuite, nous décrivons le systéme
couplé.

Le spin isolé est décrit par un hamiltonien hy = o, défini sur K = C2? par

(1 0
02—0_1.

Les énergies propres associées sont e = +1 dont les états propres sont notés res-
pectivement V.. L’algébre des observables du spin est M, I'algébre des matrices
2 x 2 a coefficients complexes. A une température inverse 3, 'état d’équilibre ther-
modynamique du spin est donné par

ws(A) = Tr(psA), pour tout A € Mo,

ol
e_ﬁo'z

T Tr(e Por)’

La dynamique associée est définie par le groupe d’automorphismes

Ps

TE(A) = €= Ae™": | pour tous A € My, t € R.

Le réservoir est modélisé par un gaz de bosons libres, décrit par I’espace de Fock
symétrique ['y(L*(R?)). Si on note w = w(k) = |k|, k¥ € R3, I'énergie d’'un bo-
son isolé, alors 'hamiltonien du réservoir est la seconde quantification différentielle
dl'(w) de w.

L opérateur de Weyl associé a un élément f € L*(R?) est défini par

W (f) = exp(ie(f)),

ou p(f) est 'opérateur de champ donné par

1 *
o) = (alh) +a().

Soit Dy, Pespace des éléments f € L?(R?) dont les transformeées de Fourier
sont a support compact. L’ensemble des observables associés au réservoir est décrit
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par 'algébre de Weyl Ay, = CCR(D).), la C*-algébre engendrée par les éléments
W (f), f € D (cf |JP2]). 11 suit de [JP2| que W (e™ f) € A, pour tout f € Dige.

L’état d’équilibre thermodynamique & une température inverse [ du réservoir
est défini par

I/

(W (1)) = exp [ 12

-5 [ 10tk ], 2.1)

ou p(k) est liée a w(k) par la loi de radiation de Planck

1
p(k) = Bk _ 1

Notons que p est une fonction singuliére en k£ = 0. Ainsi, si on considére une fonction
f dont la transformée de Fourier F(f) de f est a support C' compact, alors on a

[f(k)] = [FHF())K) < /C\f(f)(/f'ﬂdk’-
Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

[f(B)] < [CI[f]2,

pour tout k € R3, ce qui implique que f est une fonction bornée sur R3. Par
conséquent, la formule (2.1) est bien définie.
La dynamique du réservoir 75 induit une transformation de Bogoliubov,

TR(W(f)) = exp(itdl (w))W (f) exp(—itdl (w)) = W(e"™ f).

Le systéme couplé est décrit par la C*-algébre My ® Aj,.. La dynamique libre
est donnée par

T0(A) = 75 @ TH(A), pour tout A € My ® A

2.1.2 Représentation semistandard du systéme spin-boson

Dans la représentation semistandard du systéme spin-boson, il s’agit de considé-
rer uniquement la représentation GNS de la partie réservoir dans le systéme couplé.

Introduisons maintenant la représentation cyclique d’Araki-Woods du couple
(Wr, Aloc), qui est donnée par le triplet (Hg, mr, Qr) o :

- Hrp = J*((L*(R?)), I'espace de Hilbert-Schmidt sur T'y(L*(R?)) qui est
naturellement identifié¢ a I'espace T's(L*(R?)) @ T's(L%(R?)) et qui est muni du
produit scalaire

(X,Y) =Tr(X"Y),
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- mr(W(f)): X € Hgr— W((1+p) 2 /)XW (' f),
- Qr = (9], avec Q est le vecteur vide de T'y(L?*(R?)).
Notons que par un simple calcul, on montre que pour tout A = W(f), f € Dy,

wr(A) = (g, Tr(A)QR).
De plus, pour tout A =W(f), f € D, la relation
mr(exp(itdl'(w)) A exp(—itdl'(w))) = exp(it[dl'(w), .])mr(A) exp(—it[d]'(w), ])
définit une WW*-dynamique sur Mg = mr(Aie) dont le générateur est I'opérateur
Lp = [dI'(w), ].

Le semi-liouvillien libre associé a la représentation semistandard du systéme
spin-boson est défini par

L™ =0,®1+1® Lp.
Le semi-liouvillien total est I'opérateur
Liemi — L(s)emi + )\Jx ® QOAW(Q)a

ol A € R est appelée constante de couplage, o € L*(R3) est appelée fonction test
et paw(a) est 'opérateur de champ associé a la représentation cyclique d’Araki-
Woods, que I'on identifie sur I'y(L?*(R?)) ® [y(L2(R3)) a

paw (@) = p((1+p)2a) @ 1+ 1 ® p(p'*a),

(01
O'x—lo

Pour la preuve de la proposition suivante, on renvoie le lecteur a [JP2].

(cf [IP2], [DJ1]) et

Proposition 2.1 i (w+w™)a € L*(R?), alors Lfemi est un opérateur essentiel-
lement auto-adjoint sur C* ® D(dT'(w)) ® D(dT(w)) pour tout X € R.

Une conséquence immeédiate de la proposition ci-dessus est que le groupe d’auto-
morphismes
LT semi __it7 semi
T;\(A) — €ZtL>‘ Ae itLs

définit une W*-dynamique sur M = My ® Mg, i.e : le couple (M, 1)) est un
W*-systéme dynamique.



61

2.1.3 Espace a une particule du réservoir

Aprés avoir défini la représentation cyclique d’Araki-Woods (Hg, mgr, Qr) du
couple (wR, Aloc), nous remarquons que l’état associé au réservoir n’est pas un état
vecteur sur un espace de Fock et ce cas est trés compliqué a traiter (cf [AcFrL1]).
Cependant, d’aprés [DJ1], [DJ2] et [JP1|, nous constatons que cet état peut étre
représenté comme un état vecteur sur un espace de Fock. De plus, on a les identifi-
cations suivantes :

- Ty (LA(R?)) @ To(L2(R?)) = T'y(L*(R?)) @ Iy (L?(R?)) ~ T'y(L*(R?) & L*(R?)),

- Lp ~dl'(w® —w),

- paw (@) = o((1+ p) o @ p'%a).

- Q03 Q.
Ainsi, I'état wg est un état vecteur défini sur 'espace de Fock symétrique
[(L?(R3) & L2(R3)). De plus, la dynamique engendrée par Ly induit une transfor-
mation de Bogoliubov

eitdr(“@_@)goAW (a>€—itdF(w€B—w) — @AW(eitwa)-

2.2 Limite de couplage faible

La limite de couplage faible consiste a remplacer I'interaction entre un petit
systéme et un réservoir Hy par AH; et considérer la dynamique réduite du petit
systéme obtenue, en faisant tendre A vers 0. Une telle limite nous permet d’obtenir
une dynamique markovienne irréversible définie sur I'algébre associée au petit sys-
teme. Le générateur de cette dynamique est appelé lindbladien. Notons dans ce cas
que plus 'interaction est faible, plus le temps d’observer l'influence du réservoir sur
le petit systéme est long. Ainsi, on obtient une nouvelle normalisation du temps :
T =Mt ou X — 0, t — 0et 7 est une constante. La premiére preuve de la limite
de couplage faible a é¢té développée par Davies (cf [Dal]).

2.2.1 Théorie abstraite de la limite de couplage faible

Soit Y un espace de Banach et X son dual, i.e : X = V*. Soient P une projection
sur X et % un groupe d’isométries a4 un paramétre sur X qui commute avec P.
Posons E = Pdy. 1l est clair que E est le générateur d'un groupe d’isométries a
un paratmeétre sur ImP. Soit @ une perturbation de dy telle que D(Q) D D(dy).
Introduisons maintenant les hypothéses suivantes :

(1) P est une projection w*-continue sur X de norme 1,

(2) e est un groupe d’isométries w*-continu (ou un groupe C) & un paramétre
sur X,
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(3) Pour |A] < Ag, i0y = idg + iAQ est le générateur d’un semigroupe de contrac-
tions Cj a un parameétre.

Considérons maintenant I'opérateur
PN’
K)\(t) _ Z/ e_is(E+>\PQP)PQ€iS(1_P)6)‘(I_P)QP ds.
0

Pour la preuve du théoréme suivant, on renvoie le lecteur a [DF].

Théoréme 2.2 Supposons que les conditions (1), (2) et (3) sont vraies. Supposons
que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

(4) P est une projection de rang fini et PQP = 0,

(5) Pour tout t; > 0, il existe une constante c telle que

sup sup [[K\(t)| <e.
I\|<10<t<ty

(6) 1l existe un opérateur K défini sur ImP tel que

lim K\(t) = K

pour tout 0 < t < oo.

Posons

T—o00

: 1" i —i
K*= > 1.(E)K1,(E) = lim T/o P K e M g,

ecspE

Alors, on a
. ot . .
i) e est un semigroupe de contractions,

ii) Pour tout t; > 0,

lim sup ||6 itE/X Pezt(&g—i—)\Q)/)\ P— eth || —0.
A—0 0<t<ty

2.2.2 Application au systéme spin-boson

Rappelons que dans la représentation semistandard du systéme spin-boson, le
semi-liouvillien libre est ’opérateur

L™ =0,01+1® Lg,
tandis que le semi-liouvillien total est donné par

L™ = L™ + Ao, @ paw(a).
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Soit V' I'opérateur non borné donné par V = o, ® paw (). Posons Q = [V, ] et
notons d, le générateur de la dynamique 74 défini par

Sy = [L5™) ] = 0o + \Q,

ou dg = [Lge™ ].
Soit P la projection sur M telle que

P(B®C(C)=wr(C)B® 1y,, VB® C € M.
Il est clair que P est de rang fini de norme 1. De plus, on a
E:P50:50P:[02,.]P et PQPIO

Soit P, =1 — P. Ainsi, on obtient
AT ' )
Kx(t) =1 / e E PV, eI IRY P ds.
0
Notons que P, commute avec L™, .]. De plus, on a

gSPULE™ P — sl ™) p | p (2.2)

Dans la suite, on se propose de montrer sous certaines conditions que 1’opérateur
K =i / e BE PV, | Pl P P ds
= / e BE PV, | [V, | P ds.
0

existe et que

Posons _ _
U} = RIS AP ), = gitPLE™ 1P

Y

Lemme 2.3 On a lidentité suivante

A2t _
K\(t) =1 / e BEP[V, e Pl IRy 1P ds 4 Z(M)"Rn(t),
0

n>1

Ro(t) = / ¢ PV Uy (PLOLPY) (P QP V. P b .. dto,
0<t, <...<to<t

avec Q = U_y, [V, .JUy, pour tout k=1,...,n.
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Preuve: On a

t
U} = Uy + i) / U,_sP,[V, |PU ds.
0

Ainsi, I'opérateur U_,U} satisfait ’équation
t
U_ U} =T+ / (U_P [V, |PU)(U_U) ds.
0
De plus, il s’exprime comme une série d’intégrales itérées

U U} =T+) (i\)" / (U_y, PV, |PLU)..(U_y, PV, |PU,) dt, ... diy.

o1 0<tn<..<t; <t

Notons que 'opérateur U;, commute avec P;. Ainsi, si on obtient

U_U) =1+ Z(M)"/ (PLQ1P)...(PLQnPy) dby ... dt.

n>1 0<tn<...<t1<t

Par conséquent, on a
K}\ (t) _ Z/ 6_ZSEP[V, .]ezsP1 [Lgemi )Py [‘/7 ]P ds
0

+i Z(i/\)"/ e EPIV, U, (PLQLP)....(PLQ, P)[V, ]Pdt, ... dt,.

et 0<tn <. <to<A—2t
O

Rappelons que d’aprés la relation (2.2), on a PU_;, = P. Par suite, si on pose

Qn+1 = U—tn+1[v> ']Utn+1?

ou t,+1 = 0, alors on obtient

Ro(t) = / ¢ PO (P Q1 P (P QuP ) Quin Pty . dty.  (2.3)
0<tn<..<tp<t
Lemme 2.4 On a
R.(t) = / P[ax,()@goAW(e_itO“a), JPy....Py [ax,n+1®g0AW(e_it"+1“), JPdt,, ... dto,
0<tn <...<tp<t

0l 0y, = €72 g etz
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Preuve: Commencons par calculer P;Q), P, pour r > 1. On a

Ut — eitr-[O'z,.}eitT-[LR,.}Pl _I_P

T

et
Ut Pl — eitr [O'Z,.}eitr [LR,.}PI.

Par conséquent, il en résulte
PU_, [V, JU,, Py = Pretrlomdemitrlbnnd[y eitrlo= dgitrlbn 1 py.
De plus, I’égalité suivante est satisfaite
g~ itrlozlg=itr[LR, ] [V, .]eit"[(’z"}eit"[LR"}(B®C) = [U“®6_it"LRg0AW(a)eit"LR, J(BeC).

Rappelons la transformation de Bogoliubov

—itr L

e paw(@)e = @y (e

Q).
On obtient donc
PQ.P, = Pio,, ® SOAW(e_m'wOK), JPy.
Notons aussi que Pe~tolo=+] = peitolozle=itolLr.] of que
e—itoEPQopl — Pe—ito [02,.] [‘/*7 ']eito [oz,.]eito [LR,.]P
Pe—ito[az,.}e—ito[LR,.] [‘/’ .]€it0[az"}€it0[LR"}P

= Plo,o® paw(e ™¥a), | P.

Ainsi, de la relation (2.3), nous pouvons conclure. 0]

Maintenant, pour tout entier n, on définit I'ensemble P, de permutations o de
(1,...,2n) telle que

o2r—1)<o(2r), o(2r—1)<o(2r+1)
pour tout r.

Notons que I'état wg est un état quasi-libre, i.e :

n

Wr(paw (1) paw(azn,)) = Z HWR(SOAW(%(%—U)SOAW(Oéa(zr))% (2.4)

oc€Py r=1

De plus, on a
wr(paw(o1)...oaw (azni1)) = 0.
(cf |BR2| pour plus de détails).
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Lemme 2.5 Pour tout n >0, on a

R2n+1 (t) == 0

Preuve: Notons que

P[O'x,o & @Aw(e_itowOé), ]PIPI [Jw,2n+2 X @Aw(e_itQ"Jrszé), ]P
= Plo,o® waw (e ™a), ](1 — P) (021 ® waw(e7%a), ](1 — P)...
(1= P)[osani2 @ paw (e 2%a), | P. (2.5)

Ainsi, le membre a droite de I'égalité (2.5) est une somme de termes tels que
chaque terme est un produit d’éléments de la forme

Ployp, ® Qaw (e q), Jooilowpn, ® waw (e '), ] P,

ou 0 < pr < ... < pm < ... <2n+ 2. De plus, dans chaque produit, il existe au
moins un élément de la forme

Plog,, ® waw (e a), Joo[Oa g ® QOAw(e_itT?P“wOé), P,

ou 0 S 1 S S Top+1 S S Tont2-
Notons aussi qu’il est facile de vérifier que

[C0ry @ paw(e1%a), Joo 0wy ® aw (e r2n1aq), |P(B® C)

est une somme de termes telle que la deuxiéme composante de chacun d’entre eux
est le produit de 2p + 1 vecteurs d’ondes. Comme la projection P agit uniquement
sur la deuxiéme composante et 1’état de Gibbs wg est quasi-libre, on obtient

Plog ® paw(e7%a), J. (00 ® waw (e 1) |P(B® C) =0,
ce qui implique que Ry, .1(t) = 0. O
Remarque 2.1 De la preuve du lemme précédent, nous constatons que Ra,(t) est
la somme de 2™ termes, ot chacun d’entre eux est un produit d’éléments la forme
Plosp, @ paw (e %a), ... [0pp, @ aw (e Pm¥a), ]P,

tel que 0 < pp < ... < ppy < ... < 2n+ 2 et le nombre de commutateurs [0y, ®
waw (e ), ] dans la produit compris entre deux projections P est pair.

La preuve du théoréme suivant est une application directe du théoréme de Lebesgue.
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Théoréme 2.6 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
i) ||Ran(t)|| < cnt™, ot la série Y o, cyt”™ admet un rayon de convergence infini.

i) Il existe 0 < e < 1 et une suite d,, > 0 tels que

[ Ran (8[| < dnt™™.

Alors, on a

lim (iA)" Ron(A"2t) = 0.
n>1

Introduisons maintenant la fonction & deux points h(t) définie par
h(t) = wr(e™ paw(@)e™ paw(a))
= wr(paw(e™™a)paw(@)).
De plus, par un simple calcul, on montre que
h(t — s) = wr(paw(e ™ a)paw (e a)). (2.6)

L’expression explicite de h(t) est donnée par

w) =5 [ kg [ e laPa
== e —— | — e Q@ .
2 R3 65“’—1 2 R3 eﬁw—l
La preuve du lemme suivant est analogue a celle du lemme 3.3 dans [Dal].
Lemme 2.7 Si ||h]|; < oo, alors pour toute permutation 7 de (0,1,...,2n + 1),
‘ Z / Hh(twa(2r)_t7ra(2r+l)>dt2n---dt0‘ < %th?—l—ltnv
0EP1. anpy ¥ Otz S St L g 2ntl(n +1)!
avec top1q1 = 0.
Maintenant, nous prouvons le théoréme suivant.

Théoréme 2.8 Si ||h||; < 0o, alors on a

tTL

Rt} < 2l g

Preuve: Posons
P, = paw (e ¥a), ®LC = ®,0, EC = CO,,

L p_ Rp_
0y B =0..B, 0,,B=Bog,,
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[ : est une fonction de {0,1,...,2n + 1} dans {L, R},
kg =8{r € {0,1,....2n + 1} tel que B(r) = R}.

Dans la suite, 0,, ® ®, sera noté o, ,P,. Ainsi, par cette notation, on obtient

(02 Py, .| = of L — ol R

T, T,

Notons que d’aprés le lemme 2.3 et la remarque 2.1, Ry, (t) est une somme de
2™ termes dont chacun d’entre eux est de la forme

Con (1) = (~1)7 / SO(=1)5 P20 000 ) (02D b))
0<ton <...<to<t 8

6(171—1)q)ﬁ(pl—l))p(aﬁ(pl)q)g(m))m(Uﬁ(pj—l)q)ﬁ(pj—l)) %

z,p1—1 Tp1—1 z,p1 1 z,p;—1 Tp;j—1

P(o%, ®000). (750 05 (o0 SV DO ) Pt . dt,

(o

oul =py <p1 <p2 <..<pj <pj+1 = 2n+2, p, est un nombre pair, j = N—2 avec
N est le nombre des projections P qui apparaissent dans 'expression de Cy,, ;(1).
Par conséquent, on obtient

J

. a1 —1
|Con; () (B2 C)|| < ||B®C| Z/M o H ;wR(@gfp»,,.@gglgl | dta, ... dto,
8 S2n >0 )
J
r 6( T _1)
< IBec] Z /0<t <. <to<t H }wR(QDgT(P )-'-(I)pri:l )‘ dtap, ... dto,
8 S2n >0 )

J
< |BeC| Z/ I |wa(®@rin) - Prip,—1)]| dton ... dto,
8 <ton <...<to<t

r=0

ol 7 est une permutation qui dépend de (5.
Ainsi, d’aprés le lemme 2.7, on obtient

||C2n,j(t)|| < Z Z / H}wR(éW(O—(2T))¢7T(U(2T’+1)))}dth...dtO’
B 0<ton<...<tp<t

a€Po,1,...,2n+1) r=0
2n+2 +1 &
= || ||1 2n+1(n+1)'7
ce qui implique que
tTL
Ron(8)|| < 2271\ B2 :
[ Ran (1)]] < Al 1)1
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Théoréme 2.9 5% -
/ (14 #)[h(8)|dt < o0
0

pour un certain 0 < & < 1, alors il existe d,, > 0 tel que
[Ban ()] < dt" ™.

Preuve: On a Ry, (t) est la somme de 2" termes dont chacun d’entre eux a la forme
de Uy, ;. Ainsi, afin de prouver le théoréme ci-dessus, on regroupe ces termes deux
a deux de la maniére suivante :

i 0 0 -1 -1 B(p;) ~B(p;
(1) focr < e (=1 P20 00O (o2 =D 2P PPl @)

z,p1—1 p1—1 j
(2T gDy (GFCm @y (o PCmED @) Pty .. dito +

z,2n—1 x,2n

j 0 0 -1 -1 . )
O DICARRAN D D G DY o (ot ok A BN (o Sl VO St el el

z,p1—1 Tp1—-1

B(2n—1) x.8(2n—1 B(2n) 7.8(2n B(2n+1) .8(2n+1
(O DT P 00 ) (0L T Pt .. dty =

x,2n—1 x,2n

(—l)j fogtgng...gtogt ZB(—1)kﬁP(Uf7((§))CI)€(O))...(oﬂ(pl_l)fbﬁ(pl_l))P...

z,p1—1 Tpi1—1

B(p;) xB(D; 2n—1 2n—1 2n 2n 2n+1 2n+1
PP (G @G (G @G (oS @) P

P(o2 o). (o5 @G Pl 00 ) (oSt RS P dtn . o,

5 z,2n—1 x,2n

Par conséquent, le membre a droite de 1’égalité ci-dessus est majoré par

j—1

. +1 Blppi1—1
/ [T |on@jroa)e @l )| (2.7
,3 0<t2n <...<to<t k=0

‘ [wR(cbf,}Pj)...@5722"’@5,23?1“)) - wR(q>§}Pj>...<1>§(2";”>(@55”@@&1’?”)} ‘ dton ... dbo.

n—

Notons que dans le terme situé entre les deux crochets de la relation (2.7), il n’y
aucun produit de fonctions a deux points, ou 2n est couplé a (2n + 1). De plus, ce
terme est donné par

> [T “r(@oteiar) Potrariny);
Uep(pj ,,,,, 2n+1) T:%pj

ol 2n n’est pas couplé a (2n + 1) et 7 est une permutation qui dépend de 3. Ainsi,
le terme dans la relation (2.7) est majoré par

Z/ H |wR(¢U(2r)®J(2T+1))|dt2n...dt0’
o 0<t2, <...<to<t

r=0
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o »__ est la somme sur tous les couples de {0,1...,2n + 1} telle que 2n est non
couplé & (2n + 1), (tany1 =0).
D’autre part, on a

n

/ H |WR(Po(2r) Po(arit))|dlan...dtg
0<tan<...<to<t

r=0
n

= / H ‘h(tJ(QT) - t0(2r+1))‘dt2n...dt0
0<tan<...<to<t ,._o
t
< cst HhH?tk/ |h(s)|s""ds
0
t
<cst e [ In(s)lscds,
0
ou 0 <k <n—1, ce qui finit la preuve. 0

Finalement, nous prouvons le théoréme suivant.

Théoréme 2.10 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
(1) (w+w Ha € L (R3),
(2) [;°(1+t)|h(t)|dt < oo, pour un certain 0 <e < 1.

Alors, les hypothéses du théoréme 2.2 sont satisfaites. En outre, l'opérateur K* est
donné par

K* =i /OOO > e P (o, DIV, Je TV, 1 ([0, ) P ds.

eesp([o,])

Preuve: La preuve du théoréme ci-dessus est une conséquence immeédiate des théo-
remes 2.6, 2.8, 2.9. U

2.3 Lindbladien du systéme spin-boson

Posons

L=iK"

On se propose dans cette sous-section de prouver que 'opérateur £ a la forme d’un
lindbladien (cf théoréme 1.33). Pour cela, nous introduisons la formule suivante,
connue en théorie des distributions

< +i 1
Fitw Jt = = + iV, (— 2.
/0 Mt = —— = mi(w) £ iV, (), (2.8)
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ou

/f(:B)Vp(%)d:)s — lim f(x) PP/MCZL

e—0 |z|>e x

/f($)xii0dx - li—r%/f

Ici on suppose que f: R > z — f(x) est une fonction continue, que les intégrales
dans les membres & droite sont bien définies et que les limites existent.

Notons que [0, .] admet 2, —2 comme valeurs propres simples et 0 comme valeur
propre double. De plus, les états propres correspondants sont respectivement donnés
par W) (9|, (W) (W, | et (W) (W], [0 )W _|.

Posons

(10 /00 /01 (00
"=\oo) """ No1 ) \oo) “7\10)

niX =n,X, an =Xn,, n*X =n_X, n®X = Xn_.

Alors, il est facile de vérifier que

1s([o,.]) = ninR
1 5([o.,.]) = nLnf,
Lo([os,.]) = ninf+nlnf.

La forme explicite du lindbladien est donnée par le théoréme suivant.
Théoréme 2.11 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
i) Sy ] s € pURDI(R) P d| + | fi € plk) a(R)[? k] dt < oo,
ii) « est une fonction de classe Ct sur un voisinage de la sphére
B(0,2) = {k € R®, |k| =2},
i) (1+w)a € L2(R3).
Alors, L =1K* a la forme d’un lindbladien et pour tout X € My, on a
L(X) i(Im(a, @)y — Im(er, a) ) [ny, X]
i(Im(e, @)~ — Im(ev, @) ) [, X]
Re(a, )t (20, X0 — {n,,X})
Re(a, Q, )—(2U—XU+ - {TL_, X})>

+ o+ o+
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o

p(k) +1

Im(a, ) = %/R S G
In(a,0)- = SPP / P8 ja i ar.
m(a,a)t = %PP/M_JF;M(IC)de,
Im(a,a); = %/ j(—f’2| (k)

Re(a, o)t

Re(a, )~

625—1 / lo(k)|?6(w — 2) dE,

m/R (k) |25(w — 2) dk.

Preuve: Par un simple calcul, on montre que pour tout X € M, on a

La([oz, DV, Je 8V, 1y ([0, ) PX

iSw

= [paw(a)paw (e

a) + paw(e

iSw

(o, DV, Je V1o ([0, ) PX

o isw

[paw (@)paw(e

a) + paw(e

iSw

a)paw(a

Lo([o=, DV, Je 8V, 1o ([0, J)PX

(20 )

iSSDAW(a)SOAW(e

= [e2

+ e paw

2is ( iSw

+[ 2ZSSOAW( )SOAW(eisw )+€ 2is§0AW(
—[e 7 o aw (@) paw (€™ )+€2ZS<PA (e

—[e**paw (@) paw (e*a) + e

Ainsi, pour tout X € M,, on obtient

2.
e€sp([o,])

[e* wr(paw (@) paw (™ a)) + e
+ [€2ZSWR(Q0AI/V(OZ)§0AW(67'8“)0()) + 62ZSWR(Q0AW(€ZSWOZ

iSw

@AW(

a)paw (o

iSCUR(QOAW (eiswa

) nyXn_,
)] n-Xn.,

a)paw ()] ny Xny
a)paw () n_Xn_
“a)paw ()] oy Xo-
a)paw ()] o-Xoy.

e P ([, DIV, Je Y, 0, (o, 1)(X)

Joaw(a))] naXn_
Jpaw(@))] n-Xn,

~2Re(¢* i paw () o (a) [0 Xo ~ . Xn.]

—QRe( “wr(paw(e

“a)paw(@))) [o-Xop —n_Xn_].
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Par suite, 'opérateur £ est donné par

£ = = | [ e ntar(@panlea)) + wnloa(a)par(@) ds| .-

[ [ e nteantaromntea + wntea(a)ear(@) as| n_xn.
—|—2Re</000 2 wr(paw (€™ a)paw (a)) ds) o  Xo_ —n Xn,]

—|—2Re</ e 2 wp(oaw (€ a)paw(a)) ds) o-Xo, —n_Xn_].
0

Notons qu’on a
. 1 . 1 ,
or(eav(@par(@a) = 5 [ =)+ latPdk+5 [ e =pilanf di

= wr(paw (e a)paw(a)).

Alors, d’aprés les hypothéses du théoréme ci-dessus, nous pouvons appliquer la
formule (2.8), afin d’obtenir

/ e wp(paw (@) paw(e*a)) ds = Re(a, @)t + ilm(a, o) — ilm(a, )7,
0
/ e P wr(paw (€ a)paw(a)) ds = Re(a, @)~ + ilm(a, o, )~ — ilm(a, @),
0
/ e**wr(paw (€™ a)paw (@) ds = Re(o, @)t — ilm(a, a)F +ilm(a, )7,
0

/000 e wr(aw (@) paw(e*a)) ds = Re(a, )~ + ilm(a, o) T — ilm(a, ).
Par conséquent, I'opérateur L s’écrit
L(X) = { ~Re(a, )" — Re(a, a)~ + i(Tm(a)7 — Im(a, @)*)
—i(Im(er, @)~ — Im(ev, ai))} nyXn_ + { Re(a, )™ — Re(a, o)~
—i(Im(a, a)T — Im(a, a)*) + i(Im(a, o) Im(a,a)i)}n_xm

+2Re(a, )[04 Xo_ —nyXny] + 2Re(a, @)~ [o-Xoy —n_Xn_]
= i(Im(a, @)y — Im(a,@)5) [ny Xn_ —n_Xn,]

+i(Im (o, @)~ — Im(e, @)T) [n_Xny —ny Xn_]

+Re(o, a)F[204 X0_ = 2n . Xny — (nyXn_ +n_Xny)]

+Re(o, a)-[20-Xoy —2n_Xn_ — (nyXn_ +n_Xny)].
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Comme nous avons
nyXn_+n_Xny ={n, X} —2n,Xn, ={n_, X} —2n_Xn_,
nyXn_ —n_Xn, = [ng, X],
n_Xny —nyXn_=[n_, X],

Iopérateur £ a la forme d’un lindbladien et il est donné par

LX) = i(Im(o, )7 — Im(a, @) F)[ny, X]
+i(Im(ev, )= — Im(a, @) ) [n—, X]
+Re(a, )t (20, X0 — {n,, X})
+Re(o, a, )= (20_-Xo, — {n_, X}),

ce qui prouve notre théoréme. [l

2.4 Propriétés de I’équation maitresse

Dans cette section, nous décrivons quelques propriétés physiques de 1’équation
maitresse associée au systéme spin-boson telles que la décohérence quantique et la
condition du bilan détaillé quantique.

2.4.1 Equation maitresse du systéme spin-boson

Soit p € My une matrice densité. Considérons 1I’équation maitresse du systéme
spin-boson

—— = i(Im(e, @)L = Im(e, @) )[04, p(t)]
+i(Tm(a, @)t — Im(a, @) ) [n_, p(t)]
+Re(a, ) (20 p(t) oy {n+, 1)
+Re(a, @)= (204 p(t) o— — {n_, p(t)}).

Posons

p(t) = pu(t) ny + p12(t) o4 + par(t) o— + paa(t) n—
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Alors, I’équation maitresse définie ci-dessus est équivalente au systéme d’équations
différentielles ordinaires suivant :

Soult) = 2Re(a, ) pnlt) ~ MRe(a, ) pu()

%plg(t) = [~i(Im(o, @) — Im(cv, @)7) + i(Im(er, @)= — Im(ev, @)7) — Re(er, )
—Re(a, a)*] pia(t)

%pgl(t) — [~i(Im(a,a)* — Im(a,a2)) + i(Im(a, a)* — Im(a, @)~) — Re(a, a)*
—Re(a, a)j p21(t)

d

%022(15) = 2Re(a,a)f pii(t) — 2Re(a, )~ paa(t).

Comme Re(a, )T = e?’Re(a, a)~, on vérifie facilement que I'état d’équilibre ther-

modynamique du spin pg est une solution de I’équation

dp(t) _
—— =0

De plus, pg est I'unique état stationnaire du semigroupe dynamique quantique as-
socié au spin-boson si et seulement si Re(a, )T > 0. En effet, si p est un état
stationnaire associé au spin-boson, alors d’aprés le systéme d’équations différen-
tielles donné ci-dessus, on a

pr2(t) = 0, par(t) =0, Vt >0,
ce qui implique que p12(0) = 0 et p2;(0) = 0. D’autre part, on a
2Re(a, o)t p11(t) — 2Re(a, )~ poa(t) = 0,
2Re(a, )~ paa(t) — 2Re(a, a)t pyy(t) = 0.

On obtient donc
pgg(t) = 62ﬁp11(t), Vit Z 0.

Comme py;(t) + pa2(t) =1, on a
pll(t) + €2Bp11(t) = 1, Vit Z 0.

Alinsi, on obtient

O = pu(0) = —— —
P11 = V) = 11 e28 o B eh

paa(t) p22(0) 11 e o By b

Notons que si Re(a,a)® = 0, alors on obtient py3(0) = 0, pg1(0) = 0, p11(0) = p
et p22(0) =&, on p et & sont des constantes telles que p+ ¢ = 1. Ainsi, on n’a pas
unicité de I'état stationnaire dans ce cas.
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2.4.2 Décohérence quantique du spin

Dans cette sous-section, nous allons décrire la décohérence du spin (cf sous-
section 1.2.3). Posons

I' = Re(a,a)” +Re(a, o)

e +1
= T— k)25 (w — 2)dk
Q = Im(a, )t +Im(a,a)t —Im(a, ) — Im(a, o).

Alors, d’aprés le systéme d’équations différentielles ordinaires donné ci-dessus, on a

pa(t) = e THp5(0),
por(t) = e T py(0).

Ainsi, le systéme spin décrit une décohérence quantique si et seulement si

/RB §(w — 2)|a(k)[2dk £ 0.

Par conséquent, la décohérence du spin est controlée par la fonction test a. De plus,
si [gs |(k)[?6(w — 2)dk = 0, on n’a pas unicité de I'état stationnaire et il n’ y plus
de retour a I’équilibre.

2.4.3 Condition du bilan détaillé quantique

On se propose dans cette sous-section d’étudier la condition du bilan détaillé
quantique du spin en interaction avec un réservoir modélisé par un gaz de bosons
libres (cf sous-section 1.2.4). Ainsi, nous prouvons le théoréme suivant.

Théoréme 2.12 Le générateur du semigroupe dynamique quantique du systéme
spin-boson, T} = (e“m)*, vérifie la condition du bilan détaillé quantique par rapport
a l’état d’équilibre thermodynamique du spin

6_160'2

P = Tr(e—ﬁaz) :

Preuve: Notons qu'on a

avec

H = (Im(a, )7 — Im(e, @)") ny + (Im(a, )~ — Im(ev, @) ) n
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et

Lp(X)=Re(a,a)f 20X o, —{n, X}) +Re(,a)- (20, X o_ —{n_, X}).

Par conséquent, il est clair que H est un opérateur auto-adjoint et que [H, pg| = 0.
De plus, il est facile de vérifier que 'opérateur Lp est un opérateur auto-adjoint
pour le produit scalaire (,),,. Cela finit la preuve de notre théoréme. O

2.5 Retour a I’équilibre du systéme spin-boson

Dans cette section, nous commencons par rappeler les résultats du retour a
I'équilibre du systéme spin-boson prouvés dans le cas hamiltonien (cf |JP2|). En-
suite, nous prouvons la propriété du retour a lI’équilibre pour toute température
T > 0 dans le cas markovien. Finalement, nous faisons une comparaison entre les
deux approches.

Dans les deux premiéres sous-sections, nous traitons le systéme spin-boson a une
température inverse 0 < < oo. Tandis que, dans la derniére sous-section, nous
examinons le systéme spin-boson a la température zéro (8 = o).

2.5.1 Cas hamiltonien

Pour toute fonction f € L2(R?), nous définissons f sur R x S par

oo —lsM2f(slk), s <0,
fls,k) = { sV2f(sk), s>0.

Posons
C(0) = {z€C| |Imz| <4},

+00
H*(8,m) = {f:C0) =n | [fllmn = Sup/_ 1f (@ + ia) [z < oo},

la|]<d 0
ou 7 est un espace de Hilbert. Le théoréme suivant est démontré dans [JP2].

Théoréme 2.13 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
(i) (w+w Ha € L2(R3),
(i) [gs 0(w — 2)|a(k)|*dk > 0,

(iii) 1l existe 0 < 0 < %’r tel que & € H?(5, L*(S?)).
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Alors, pour tout 5 > 0, il existe une constante A(3) > 0 qui dépend uniquement de
la fonction test « telle que le systéme spin-boson a la propriété du retour a I’équilibre
pour tout 0 < |A| < A(f).

Notons que dans la preuve du théoréme ci-dessus, les auteurs utilisent les pro-
priétés spectrales du liouvillien pour démontrer le retour a 1’équilibre du systéme
spin-boson. Ainsi, grace a la théorie de perturbation des états KMS (voir théoréme
1.19) , ils donnent la forme explicite du vecteur propre du liouvillien associé a la
valeur propre 0. De plus, ils démontrent que le spectre du liouvillien est absolument
continu pour tout A €]0, A(B)[ (en particulier pour une constante de couplage A
suffisamment petit) sauf pour la valeur propre 0. Par conséquent, le théoréme 1.25
permet de conclure. Ainsi, pour tout 5 €0, +o0l, le systéme spin-boson faiblement
couplé posséde la propriété du retour a I’équilibre.

2.5.2 Cas markovien

Dans cette sous-section, nous comparons les conditions du retour a I’équilibre du
systéme spin-boson & une température inverse 3 €]0, 0o| dans les deux approches
hamitonienne et markovienne.

A une température strictement positive 371, le retour a 1’équilibre du systéme
spin-boson est décrit par le théoréme suivant.

Théoréme 2.14 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
i) Im(a, o) < oo,
i) ng 5w — 2)|a(k)|?dk > 0.
Alors, le semigroupe dynamique quantique du systéme spin-boson a une température

inverse (3 €]0, 00| posséde la propriété du retour a ’équilibre.

Preuve: Posons

H = (Im(o, )] — Im(a, @) )ng + (Im(er, @)~ — Im(ov, ) D),
Ly = (2Re(a,a)H)Y?0_, (2.9)
Ly = (2Re(a,a)”)Y?0,.

Il est clair que H est un opérateur auto-adjoint. Rappelons aussi que le semigroupe
dynamique quantique du systéme spin-boson admet 1’état d’équilibre thermodyna-
mique pg du spin comme un état fidéle normal et stationnaire. Comme

{Lp, Liy H, k= 1,2} = {L, Li, k= 1,2 = CI,

nous pouvons conclure grace au théoréme 1.35. U
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Notons qu’en comparaison avec 1’approche hamiltonienne du modéle de spin-
boson, nous avons des simplifications de conditions du retour a 1’équilibre. Ainsi,
dans le théoréme ci-dessus, nous avons uniquement besoin que les hypothéses i) et
ii) soient satisfaites. En effet, 'hypothése i) entraine que les scalaires Im(a, o)
existent et sont finis, tandis que si ii) est satisfaite, alors les scalaires Re(a, o)*

— sont
non nuls.

2.5.3 Systéme spin-boson & la température zéro

Dans le cas hamiltonien, ’étude de la propriété du retour a 1’équilibre se base
sur le théoréme suivant (cf [JP2|, [DJ2]) : 7 Si un systéme dynamique quantique
(M, 7,11) (v est un état fidéle) dont le liouvillien admet un spectre absolument
continu sauf pour la valeur propre 0, alors ce systéme posséde la propriété du re-
tour a I’équilibre”. Malheureusement, ce résultat ne s’applique pas dans le cas du
systéme spin-boson a la température zéro, puisque 1’état d’équilibre thermodyna-
mique associé (état fondamental),

o=l = ()

n’est pas fidéle. Pour la méme raison, le théoréme 1.35 ne nous permet pas de
conclure aussi la propriété du retour a I’équilibre dans le cas markovien. Nous allons
donc démontrer la propriété du retour a 1’équilibre du systéme spin-boson a la
température zéro par des calculs directs.

Rappelons qu’a la température zéro, I’espace de Hilbert du systéme spin-boson
est

H=C*@T(L*R?)).
L’hamiltonien libre du systéme couplé est défini par
hy=0.®1+1®dl(w),
et I’hamiltonien total du systéme global avec interaction est 'opérateur
hyx = ho + Ao, ® p(a).

La limite de couplage faible du systéme spin-boson a la température zéro peut
étre prouvée de la méme maniére que lorsque la température est strictement positive.
De plus, le lindbladien du systéme spin-boson a la température zéro peut étre déduit
en prenant § = oo dans la forme explicite de celui & une température strictement
positive. Ainsi, on obtient

Loo(X) = —ivn[nyg, X] —ivan_, X| + 1320, Xo_ — {ny, X}),
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ou

1
by = / (k)2 d,
R

3w—|—2

1
vy — PP/w_Q\a(k:)de,

vs = 7w | |a(k)]?é(w —2)dk.

RS

Par conséquent, pour toute matrice densité p € M, ’équation maitresse associée
est donnée par

GU) i, o] + vl p(0)] + va(2p(0) 7 — . 1)) = L2x0(0).

Maintenant, nous prouvons le théoréme suivant.

Théoréme 2.15 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
Z) Vg < 00,
i) fRS 5w — 2)|a(k)|?dk > 0.

Alors, le systeme spin-boson a la température zéro posséde la propriété du retour a
I’équilibre. De plus, on a

lim Tr(e*>pA) = Tr(psA),

t—oo

pour tout A € My et pour toute matrice densité p.
Preuve: Considérons la base orthonormée de M
(W) (W |, W) (W, (W) (W, W) (W}

Ainsi, dans cette base, on a

00 0 0 0 0 00
01 0 0 0 -1 0 0
] o0 10| P=I1={o o 10]|
00 0 0 0 0 00
000 0 200 0
000 0 010 0
oo = Lol ™Ii=loo1 0|
20 0 0 0000
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Par conséquent, on obtient

e 2vs 0 0 0
. 0 e—tugeit(l/l—l/z) O 0
€ - 0 0 e—tuge—it(ul—u2) 0 ’
—e 41 0 0 1
ce qui implique que
lim e =TI7 .
ol
0000
« | 0000
e = 0000
1 001
Par un simple calcul, on montre que
I (A)=0_Ao, +n_An_, VA € M,.
Considérons maintenant une matrice densité
(o P
ot v € [0,1], # € C. Alors, on a
. (0 0 _ -
)= (o ) =] = s
Finalement, on obtient
tlim Tr(e s pA) = Tr(II7_(p)A) = Tr(pscA),
pour tout A € M. Cela prouve notre théoréme. [

2.6 Equation de Langevin quantique du systéme
spin-boson
On se propose dans cette section de donner explicitement I’hamiltonien associé

a I'équation de Langevin quantique du systéme spin-boson (cf sous-sections 1.3.3 et
1.3.4).
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Considérons les opérateurs Ly, Ly et H donnés par la relation (2.9) et posons
12
G=—3 ;LkLk —iH.

Alors, I'équation de Langevin quantique du systéme spin-boson est définie sur I'es-
pace C? ® I',(L?(R,, C?)) par

U(0) = 1. '

Notons que 'équation (2.10) est un cas particulier des équations de Hudson-
Parthasarathy, oi S} = 6;;1. De plus, d’aprés la sous-section 1.3.3, nous avons

S—1
Lu = (2Re(a, ) D)20_u® U, + (2Re(a, )2)Y20,u @ ¥_, Yu € C?,
L'u® o= (Y, 0)(2Re(a, )N 20, u+ (V_, ©)(2Re(a, ) 2) 20 _u,
Yau, p € C?,

L*L = 2Re(a, a)tny + 2Re(a, a)n_.

Ainsi, on obtient
vor N D(K,) ={® € 1p+ | a(07)® = a(07)® + LD}
et
K@ = (H+E—iL"a(07) +i(Re(a, a)Iny +Re(a, a)"n_)) @, Y& € vp= N D(K,),

ou K, est 'hamiltonien de Gregoratti associé a I’équation de Langevin quantique
du systéeme spin-boson.

Rappelons que I’hamiltonien du réservoir est 'opérateur £ = dF(z’a%). Donc
d’aprés le théoréme spectral, 'opérateur ia% est I'opérateur de multiplication par
un scalaire w. Ainsi, on obtient

E =dlI'(w),

qui coincide avec ’hamiltonien usuel du réservoir dans le cas ou w > 0. D’autre
part, 'opérateur

H = (Im(a,@); — Im(ev, @) )ns + (Im(ev, @)~ — Im(av, @) F)m_,

décrit 1’énergie du spin. De plus, les coefficients Im(a/a)E jouent un role physique
important. Dans un certain sens, ils contiennent des informations physiques sur
I’hamiltonien original du spin. L’évolution libre du systéme combiné est décrite par
lopérateur H; = H + E et I’hamiltonien K, apparait comme une perturbation
singuliere de Hy, ot 'opérateur L controle I'interaction entre le spin et le réservoir.
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2.7 Modéle d’interactions répétées associé au sys-
téme spin-boson

Dans cette section, nous nous proposons de donner un modéle d’interactions
répétées décrivant le systéme spin-boson (cf section 1.4 pour plus de détails). Nous
modélisons le réservoir par une chaine infinie Q). C?, définie par rapport a la suite

stabilisatrice (Q2),, ou
1 0
= (o) = (1)

est une base orthonormée de C?. Ainsi, I’hamiltonien d’interactions répétées associé
est défini sur C? ® C? par

1
H=0, I+ I®Hgp+ —=(0_®ad" 4+ 0, ®a),
R \/E( + )

ol

0
V = o_,

Hr = ( 0 3 ) est ’hamiltonien d’une copie C2,

a = ( 01 ) et a® est I’adjoint de a.
0 0

Pour justifier le choix de cet hamiltonien, on renvoie le lecteur aux discussions faites
dans la sous-section 1.4.3. Notons que I’hamiltonien d’interaction entre le spin et
une copie de la chaine est un hamiltonien dipolaire, ot & chaque état excité du spin
lui correspond un état désexcité d’'une copie de la chaine. Ici, les opérateurs a et
a* représentent les opérateurs de création et d’annihilation discrets sur C2. Comme
dans le cas du temps continu, 'hamiltonien d’une copie de la chaine est un multiple
de I'opérateur nombre a*a,

Hg = ~va*a.

L’évolution unitaire durant l'intervalle [0,h] est donnée par
U = e—ihH

L’évolution discréte associée est définie par

Unp4+1 = Un+1 Un,
{ e (2.11)
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2.7.1 Cas de la température zéro

Théoréme 2.16 La solution vy de l’équation d’évolution discrete (2.11) converge
fortement, quand h tend vers 0, vers la solution unitaire de l’équation de Langevin
quantique

dU(t) = {Godt + Ldal(t) — L* da}(t)} U(t)
{ o=

ou L = —io_ et Gy = —i0, — %O-+O-_.

Preuve:
Notons que les coefficients de la matrice de U = e~ dans la base {2, X'} sont
donnés par

US =(Q,UQ) =1 —iho, — thoyo_ + o(h),
Ul = (Q,UX) = —ivVhoy +o(vVh),
U = (X, UQ) = —ivVho_ + o(vVh),

Ut =(X,UX) =1 —iho. —ihyl — tho_o + o(h).

Ainsi, on obtient

Ud9—1I h—0 .
b— — Gy = —io, — o0,

2
Ui h—0 .
7 —L* = —ioy,

UY h—0 :
-4 —_ —
NG L 10_,

Par conséquent, grace au théoréeme 1.50, nous pouvons conclure. 0

Théoréme 2.17 Le semigroupe dynamique quantique du modéle d’interactions ré-
pétées du systéme spin-boson a la température zéro a la propriété du retour a l’équi-
libre.

Preuve: Notons que grace a la relation (1.9), le lindbladien associé a ’équation de
Langevin quantique définie par le théoréme ci-dessus est donné par

1
Lo(X) = i[o., X]+ 3 20, X0_ — {n., X}]. (2.12)
Ainsi, la suite de la preuve est analogue a celle du théoréme 2.15. 0
Notons que le lindbladien défini par la relation (2.12) ne dépend pas du choix
de ’hamiltonien Hgr d’une copie de la chaine. De plus, ce lindbladien a les mémes

propriétés physiques que celui du spin-boson a la température zéro, obtenu par la
limite de couplage faible.
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2.7.2 Cas d’une température strictement positive

Dans cette sous-section, nous supposons que lI’état d’équilibre thermodynamique
d’une copie de la chaine atomique associée au réservoir, & une température inverse

(3, est donné par
1 Gy 0O
P15 es” ( 0 b )

La représentation GNS du couple (C?, p) est le triplet (r, H, Qg) tel que
L QR = [7

oH = M, T'algébre des matrices 2 x 2 a coefficients complexes, qui est munie
du produit scalaire

(4, B) = Tr(pA*B),

e : My — B(H) est telle que (M)A = MA, VM, A € M.

Posons U = m(U) et @, = m(uy,). 1l est clair que I'opérateur U est défini sur C2@ Ms.
De plus, la suite (), vérifie I'équation

ﬂn—i—l - ﬁn-ﬁ-lﬂn 2 13
S 219

Théoréme 2.18 La solution uy ) de l'équation discréte (2.13) converge fortement,
quand h tend vers 0, vers la solution unitaire Uy de [’équation de Langevin quantique

dU(t) = { = (io. +iv6iI + 300 oro_ + tB10_0y)dt —io_(\/Bidai(t) + /Bodad(t))
_ —io (VB dai(t) + /By daj (1)) U ()
U0) =1.

Preuve: Posons

S (§ ) (20 e (5 )
VBN 0 )T BN 0) T BRB 0 =)
Il est clair que (Qg, X7, X2, X3) forme une base orthonormée de Ms. Donc les coef-

ficients de la matrice de U dans cette base sont donnés par
U = I —iho, —ibyBiI — LhBooro_ — thpio o, + o(h?),
U° = —iy/Bivho, + o(h3/2),
Uf = —iv/Bovho_ + o(h*2),

5 =o(h),
Ul = —iv/Bivhao_ + o(h3?),
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U2 = —iy/BovVhoy + o(h3/2),

U = olh),

UL =1+ o(h),
U2 =1+ o(h),
U =1+ o(h),

02— 0 = 0 = 0} = 0 = 02 — 0.
Ainsi, on obtient

[78—[ h—0

0_ _,; : 1 1
— —— Ly = —io, — Ol — §ﬁo<7+ 0— — 551 -0+,
U h—0 1o .
7 —— Li=—iv/bioy,
U9 h—0 1o .
ﬁ—>L2——z Boo—,
Ui h—0 1 .
N Ly = —iv/pro-,
% h—0

Vh —>L(2):\/EO-+7

et les autres termes convergent vers 0. Par conséquent, d’aprés le théoréme 1.50,
nous pouvons conclure. O

D’aprés la relation (1.9), le lindbladien associé au modéle d’interactions répétées
défini ci-dessus, a une température strictement positive 371, s’écrit

£o(X) =ilo-, X] + 3 fol20 Xoo — {0, X)]

+ %ﬁl[QaJFXU_ —{n4, X},

pour tout X € M. Notons que I'état d’équilibre thermodynamique pg du spin est
un état stationnaire du semigroupe (e'“#);5q si et seulement si la différence des
niveaux d’énergie d'une copie de la chaine est égale a 2, soit v = 2. On voit donc
qu'on n’a pas trop de choix de I’hamiltonien Hg. Ainsi, pour que les propriétés
physiques du systéme spin-boson soient encore les mémes, il faut que v = 2. Par
conséquent, le modéle d’interactions répétées défini ci-dessus correspond au systéme
spin-boson si et seulement si v = 2.

Théoréme 2.19 Le semigroupe dynamique quantique associé au modele d’interac-
tions répétées du systéme spin-boson, & une température strictement positive 371, a
la propriété du retour a I’équilibre.
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Preuve: Notons d’abord que v = 2. 1l est facile de vérifier que I'état d’équilibre
thermodynamique pg du spin est I'unique état stationnaire du semigroupe (ewﬁ)tzo.
De plus, on a

{o,,00,0_} ={oy,0_} =CI.

Par conséquent, d’aprés le théoréme 1.35, nous pouvons conclure. O

Notons que le modeéle défini ci-dessus est un cas particulier de celui introduit dans
|AtJ] avec un choix particulier de I'hamiltonien d’une copie de la chaine modélisant
le réservoir.

Dans le cas de la température zéro, le lindbladien £y, donné ci-dessus et le lind-
bladien L., obtenu par la limite de couplage faible sont les mémes a des coefficients
prés indépendamment du choix de ’hamiltonien d'une copie de la chaine Hg. De
plus, il est facile de vérifier que les équations maitresses associées possédent les
mémes propriétés physiques.

Cependant, & une température strictement positive, les deux lindbladiens obte-
nus respectivement par la limite de couplage faible et par le modéle des interactions
répétées sont aussi les mémes a des coefficients prés. Par contre, on n’a pas trop
de possibilités concernant le choix de ’hamiltonien d’une copie de la chaine. En
effet, pour que les équations maitresses associées possédent les mémes propriétés
physiques, il faut et il suffit que la différence entre le deux niveaux d’énergies d’une
copie de la chaine v soit égale a 2.
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Chapitre 3

Contribution n® 2 : Propriétés
markoviennes du modéle de
Pauli-Fierz

Dans ce chapitre, on s’intéresse au systéme de Pauli-Fierz qui représente un petit
systéme avec un nombre fini de degrés de liberté en interaction avec un réservoir
modélisé par un gaz de bosons libres (cf [DJ1|, [DJ2]|). Dans un premier temps, nous
décrivons le modéle de Pauli-Fierz et sa représentation semistandard. Ensuite, nous
donnons une preuve de la limite de couplage faible et nous calculons le lindbladien
associé. De plus, nous étudions les propriétés de ’équation maitresse associée. Nous
montrons que 1’état d’équilibre thermodynamique p, associé au petit systéme est
un état stationnaire. Nous prouvons que la condition du bilan détaillé quantique
par rapport a I’état d’équilibre thermodynamique pg est vérifiée. Finalement, nous
montrons la propriété du retour a 1I’équilibre pour toute température strictement
positive.

3.1 Le modéle

Dans cette section, nous commencons par présenter le petit systéme qui est
décrit par un hamiltonien Hy défini sur un espace de Hilbert X de dimension finie.
De plus, I'état d’équilibre thermodynamique associé, & une température inverse [3,
est donné par

e_ﬁHO
Pa = Ty(e-AMhoy

Le réservoir est décrit par I'espace de Hilbert Z = L?(R%), d > 3. De plus, si on
note w(k) = |k|, k € RY, I'énergie d’un boson isolé, alors ’hamiltonien du réservoir
est donné par la seconde quantification différentielle de w, dI'(w) qui agit sur I'espace

89
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de Fock symétrique I's(Z) construit sur Z. L’état d’équilibre thermodynamique

associé, a une température inverse (3, est I’état quasi-libre wg associé a

B 1
P= o 1

Finalement, I'hamiltonien libre de Pauli-Fierz est 'opérateur auto-adjoint défini sur
K ® D(dI'(w)) par
th = Ho ® 1 + 1 ® df(w)

3.1.1 Opérateurs de création/annihilation du systéme couplé

Soit ¢ € B(K, K ® Z) une facteur de forme. Nous définissons les opérateurs de
création et d’annihilation, ¢(a*) et ¢*(a) sur K @ I'y(Z) par

q(a®) : K ® Zm s K ® zotD
YR P10...00, — qop0..0d0,,
q*(a) : K ® Zon — K 21

Y@¢10...00, — (YR p1)o.. 00,
L’opérateur d’interaction de Pauli-Fierz est donné par

1
=—(q(a”) +q*(a)),
pla) = Z5lala’) +4°(a))
qui est essentiellement auto-adjoint sur K @ I'(Z) (cf [DJ2]), ou T'in(Z) est I'en-
semble des vecteurs U = (1,),>0 de &2 ,['"(Z) tel qu’il existe uniquement un
nombre fini de 1, qui sont non nuls.
En particulier, si ¢ est une facteur de forme simple, i.e : qp = (b)) ® f, on

feZ, heB(K), alors on a
q(a*) =h®@a*(f), ¢"(a) = K" ® a(f).

Si (fy)n est une base orthonormée de Z, alors pour tout facteur de forme
q € B(K, K® 2), il existe des opérateurs ¢, € B(K) (cf DJ1]) tels que

=) ® fur et llall> =" llawl%, pour tout ¢ € K.

Dans la suite, nous allons supposer que la forme de facteur ¢ posséde la décom-
position donnée ci-dessus et qu’il existe uniquement un nombre fini N d’opérateurs
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¢n non nuls. Ainsi, les opérateurs g(a*) et ¢*(a) s’écrivent

N
>t @a(fa),
n;l
S @ alf).
n=1

ou a*(f,), a(f,) sont les opérateurs de création et d’annihilation définis sur I's(Z).
De plus, nous supposons que pour tout n € {1,..., N}, f, € S(RY), o S(R?) est
I'espace de Schwartz sur RY.

L’hamiltonien de Pauli-Fierz avec interaction est donné par

Hy = Ho + dl'(w Z (4n @ a*(fo) + @ @ a(f2)).

Il est prouvé dans [DJ2] que si w™2¢ € B(K,K ® Z), alors l'opérateur Hy est
un opérateur auto-adjoint sur D(Hyy,). Dans notre cas, il est facile de vérifier que
cette hypothése est satisfaite puisque les fonctions tests f,, n = 1,..., N sont des
fonctions de Schwartz.

3.1.2 Représentation semistandard du systéme de Pauli-Fierz

Dans cette sous-section, nous présentons tous les résulats identifiés dans un
espace de Fock que 'on précisera (cf [DJ2]).

Soit D = {f € L*(RY)| w™2f € L*(R%)} le domaine de p*/2. Pour tout couple
(21, 20) € Z @ Z. on note W (21, z2) Vopérateur de Weyl associé. Ainsi, la représen-
tation d’Araki-Woods du couple (Z, p) est le triplet (I's(Z & Z), 7, ), ol

o7,z — W,(2), z€D, avec W,(2) =W ((1+ p)/?z @ p'/22),
e O est le vecteur vide de I',(Z @ Z).
Notons que dans la représentation semistandard, on a

N
paw(9) = fZ G @ a* (L+p)' P @ p' P o) + a5 @ al(1+p) 2 [ © 2 1))

De plus, le semi-liouvillien Libre de Pauli-Fierz est donné par
L™ = Hy + dlN(w @ —@).
Le semi-liouvillien total est I'opérateur

L™ = Hy + dl'(w @ —©) + Apaw (q).
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Introduisons maintenant Mg 'algébre d’Araki-Woods a gauche engendrée par
{W,(2), = € D}.

Pour la preuve de la proposition suivante, on renvoie le lecteur a [DJ2].
Proposition 3.1 Supposons que (1+w)(1+p)'/%2q € B(K, K® Z), alors le groupe
d’automorphismes ‘ . ‘ .

T;\(A) — ethiemlAe—thieml’
définit une W*-dynamique sur M, = B(K) ® Mpg.

Notons que I'hypothése (1 +w)(1 + p)t/%q € B(K, K ® Z) est satifaite puisque
les fonctions tests f, sont des fonctions de Schwartz.

3.2 Limite de couplage faible du systéme de Pauli-
Fierz

Notons d’abord que [Hy,.] est un opérateur auto-adjoint sur B(X) muni du pro-
duit scalaire (A, B) = Tr(A*B). Alors, il existe une base orthonormée {4, ..., A;}
de B(K) telle que

[Ho, AJ] = ijj, \V/] = ]_, ceey [.

Comme l'opérateur d’interaction ¢, € B(K), on obtient

l
qn = § anjAj7
j=1

.. . ! R .
ce qui implique que g, = ijl Up;, OU [Ho,vnj] = Wy, Up,, 1.€

—itHp — 6thnj

itHo
e 'Unj e 'Unj .

D’autre part, si [Ho, vy,] = wy;vy;, alors on a [Ho,v;j] = —Wp,Vp,. Cela implique
que [Hy, Up; + v;‘zj] = 0. Par conséquent, si g, est un opérateur auto-adjoint, alors il
s’écrit sous la forme :

k

qn = Z(Unj + U;;j)v (3'1)

J=1

ol
itHo —itHy __  ttwn. .
e v, e =e i, Vi =1,k

Dans la suite, nous allons supposer que les opérateurs d’interactions ¢,, n =1,..., N
sont des opérateurs auto-adjoints qui s’écrivent sous la forme (3.1) et qui satisfont
I’hypothése suivante :

—itHg — itwn .

e’tHovnje ey, Wy >0, (3.2)
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oll Wy, # Wy, pour tous j = 7'. Ainsi, le semi-liouvillien total de Pauli-Fierz s’écrit

N
Liemi — HO + dl—‘(w fan) —(D) —+ )\an &® SOAW(fn)>

n=1

ot paw (fn) est Popérateur de champ d’Araki-Woods, i.e :

1, . -
paw (fn) = ﬁ(a (L4 )2 o @ 2 ) +a((L+p) 2 o @ 02 1))
Introduisons les hypothéses suivantes :

<fnv ?itwfm> = um <fnu elitwfm% (3-3)
<fn7 empfm> = 5nm<fna eltwpfm>’ (3'4)

Les hypotheéses (3.3) et (3.4) sont satisfaites pour les fonctions f,,(z) = Y, m, (Z)gn(|2])
ot les Y sont les harmoniques sphériques et [, # [, ou m,, # m, pour tous n # r.

On se propose maintenant d’appliquer le théoréme 2.2 au systéme de Pauli-Fierz.
Soient

N N
n=1

n=1
N
Q = [V, ]=>Q", Q" =1, ]
n=1

do = [Lg™™,.), o =[L3™,.] =0+ AQ,
P(B®C) = wr(C)B® 1, zez), YBRC € M,.
Il est clair que P est de rang fini et de norme 1. De plus, on a
E = Péy = 6oP = [Hy, .|P et PQP =0.
Posons P; = 1 — P. Alors, 'opérateur K, (t) s’écrit

A2t )
Ky(t) =i / e BE PV, | PR P ds.
0
Lemme 3.2 On a lidentité suivante

A2t )
Ky\(t) =i / e I PV, | ARV | Pds 1) (IA) R, (1),
0

p=>1
ot
N
Rp(t) = Z/ 6—2toEP[Vm .]Uto (Pngn)Pl)m-(PlQén)Pl)[Vn, ]P dtp dto,
n=1 Y 0<tp<...<to<t

avec Qg") = U_4,[Va, JUs, pour tout j =1, ...p,
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Preuve: Notons d’abord que d’apreés les relations (3.3) et (3.4), on a

N
P[VY, ']e’iSPl[Lieml,.}Pl [V" ]P(B R C) — Z P[Vm ‘]6isP1[L§em@7_]P1 [Vm ]P(B ® C)
n=1
Ainsi, l'opérateur K,(t) s’écrit
N oo _
Kalt) = 030 [ e P, Je R, P s
n=1 0
N
= Z K)\,n(t>7
n=1

ou

A2 )
Kyn(t) =i / e~ E PV, Jes Pl Ry P ds.
0

Par suite, de maniére analogue que dans le lemme 2.3, nous montrons que

A2t _
K}\m(t) _ Z/ e_iSEP[Vn, .]eispl [Lge™i 1Py [Vm .]P ds +1 Z(Z’A)pngn) (t),
0

p=>1

ou
R{V(t) = / e PV, Uiy (PR P (PLQY P Vi, Py ..,
0<tp<...<to<t

Cela achéve la preuve du lemme énoncé ci-dessus. O

Introduisons maintenant la fonction a deux points

ol hy,(t) = wr(@aw (e f)oaw (fr)). 1l est clair que

m) = [ b [ e par
" 2 R3 65“’—1 " 2 R3 eﬁw—l " '
Rappelons que I'hypothése (14+w)(14p)Y2q € B(K, K®Z) est satisfaite puisque
les fonctions tests f,, sont des fonctions de Schwartz, ce qui implique que 77 est une
W*-dynamique sur M,. Maintenant, nous prouvons le résultat suivant.
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Théoréme 3.3 Supposons que ’hypotheése suivante est satisfaite :

sup/ (14 t%)|h,(t)|dt < o0,
0

n

pour un certain 0 < & < 1. Alors, les hypothéses du théoréme 2.2 sont satisfaites.
De plus, Uopérateur K est donné par

T—o0

IR .
K* = lim —/ P Ke L,
0

ot
N
K= E K,
n=1
avec

K, =i / e~E PV, ey, 1P ds.
0

Preuve: Rappelons que
N
K=Y Kalb).
n=1

Notons que d’aprés la preuve du théoréme 2.10, nous prouvons de la méme maniére
que

lim Ky n(t) = K,.

A—0

Ainsi, on obtient

lim K)\ = K,
A—0

ol

K = i / e BEP[V, 1y, 1P ds
0

N e _
= i) / e EPIY,, Je Y, P ds,
170

n=

ce qui prouve notre théoréme. [
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3.3 Lindbladien du systéme de Pauli-Fierz

Dans cette section, nous allons prouver que 'opérateur
L=iK*

admet la forme d’un lindbladien (cf théoréme 1.33).

Théoréme 3.4 Supposons que

an [T L

Alors, pour tout X € B(K), on a

\dk‘Jr‘/

k)\2dkH ds < oo.

N k
=33 i(tm(f, f)* 2 = Im (s £2)2,) (05,00, X]

n=1 j=1

+1 (Im(fn, fn):wnj - Im(fna fn)j;-nj) [U"J’U:Lj’ X]
+Re(fn7 fn)i— wn [2U*‘XU"J' B {U:Ljv”j’ XH
‘l‘Re(fm fn) —Wwn; [QU"JXU {U"J',U:Lj’ X}}’

o1

Relfus f) e, = o /|fn E6(w (k) — wn,) d,
Relhunfo) o, = T [ LnRIB(0) = )

m(fo, f)2e, = PP/ w?g;#lfn(k)ﬁdk,
Wty = [ S L
wihef, = [ 2 wPar

m(fmfn):wnj = PP/ w(kj)(i_)%vn(k)ﬁdk
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Preuve: Pour tout X € B(K), on a

ez‘tEe—isEP[Vn’ .]eis[Lgemi,.} [Vm .]Pe_itE (X)

_ [etho 6—st0 stoqne—thOX o 6thoe—sto isHo

qne e—itHoXeitHo
n

n€

q e—itHo]
n

iSw
Xwr(paw (fn)paw (€™ f2))
. |:€th0 qne—thOXethoe—stoqnestoe—tho o Xethoqne—stoqne—tho €ZSH0i|

Xwr(paw (€ fu)paw (fn))
_ [ei(t—s)Ho qne—i(t—s)Ho eitHoqne—itHoX o ei(t—s)Ho qne—i(t—s)Ho XeitHoqne—itH0:|

Xwr(@aw (f)paw (€™ fa))
o |:€itH0 qne—itHoXei(t—s)Ho qne—i(t—s)Ho o XeitHo qne—itHo ei(t—s)Ho qne—i(t—s)Ho]

XwR(@AW(eiswfn)QpAW(fn))- (35)

Notons que d’aprés la relation (3.2), on a

k

6i(t—s)H0qn€—i(t—s)Ho _ Z (ei(t—s)wnjvnj _l_e—z'(t—s)wnjvzj)’ (3.6)
j=1
k

ethoqne—tho _ Z (eztwnj,unj + e—ztwnj ,U:Lj)' (37)

1

<.
Il

Rappelons que g, = Z?Zl(vnj + vy, ). Ainsi, en remplagant les égalités (3.6) et (3.7)
dans la relation (3.5), on obtient les résultats suivants :
- Le coefficient de vanvnj,, j,7 =1,...,k est donné par

_git=s)wn; Jitwn wr(paw (fn)(PAW(eiswfn))

o eitwnj ei(t_s)wn .

S wr(@aw (€% fo)paw (fa),

- Le coefficient de v;ij;_,, j,j' =1, ...,k est donné par
J

_e—i(t—s)wnj e—ltwnj, wR(@AW(fn)@AW(eiswfn))
_6_itwnj e—i(t—s)wn i

J WR(@AW(eiswfn)SpAW(fn))>

- Le coefficient de v;ijnj, j # j' est donné par

_e—i(t—s)wnj eztwnj, wR(@AW(fn)SDAW(eiSW fn))

_itwnj ei(t—s)wn i

—e J WR(@AW(eiswfn)QpAW(fn))a
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- Le coefficient de v, Xv;;  j # j’ est donné par
J

_pit=s)wn; ~ilwn,, wR(@AW(fn)QOAW(eiswf"))

_itwn, —i(t—s)wn ,

e 7 Wr(aw (€ f) o aw (fn)),
- Le coefficient de Xvnjvnj, est donné par

eitwnj ei(t_s)w"j’ wR(goAW(eiswfn)SOAW(fn))>

- Le coefficient de Xovy vy est donné par
J

o itwn; e—i(t—s)wnj, WR(SOAW(eiswfn)(PAW(fn))a
- Le coefficient de Xvnjv;j, j # j' est donné par

eitwn - —i(t—s)w

i€ " wr(paw (€™ fo) paw (fn)),
- Le coefficient de szjvnj, j # j' est donné par

—itwy,. H(t—s)wn ,

e ie J wR(@AW(eiswfn)(PAW(fn))a

- Le coefficient de vnjvnj,X est donné par

ei(t—s)wnj eitwnj, WR(SOAW(fn)QDAW(eiSan))a

- Le coefficient de vy, vy, X est donné par
J

e~ s e (P aw (fa )P aw (€5 f)),

- Le coefficient de v, vy X j # j’ est donné par
J

e t=s)wn; o= iln wr(paw (fn)paw (€ fn)),

- Le coefficient de v;jvnj,Xj # 7’ est donné par

o~ i(t=s)wn; Jitwn wR(@AW(fn)wAW(eiswf”»’

- Le coefficient de v,,, Xv* est donné par
J n;

—e™ " wp(paw (fa)paw (€7 ) = € wr(paw (€ fo)paw (fn)),
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- Le coefficient de v;, Xv,; est donné par

18Wn —1SWn,

—e" " wr(@aw (fo)paw (€ f,)) — e iwr(@aw (" fu)paw (fn)),

*

- Le coefficient de Xuvy; vy, est donné par

1SWn

e wr(@aw (€ fu)paw (fa)),
- Le coefficient de Xy vy, est donné par

e wr(@aw (€ fa)paw (fa)):
- Le coefficient de vy, v X est donné par

e s wp(aw (fa)paw (€ fr)),
- Le coefficient de vy v,, X est donné par

e wr(paw (fa)paw (€ fu),
Notons que pour tout o # 0, on a

1 [?
: iot
lim — /0 e"dt = 0. (3.8)

*

Ainsi, d’apreés la relation (3.8), tous les termes vanvnj,, v,’;ijn_,, v,’;ijnj,

J
(] ?éj/)? ,Uan,U;ij/ (] #j/)7 X,Unjvnj/’ X,U;klj,u;klj/’ X,Unjlu;klj/ (] #j/)7 X,Unjv;ij/
(J#7")s Unyon, X, v;jv;j,X, vnjv;j,X (J #J'),vn,0n, X (j # j') disparaissent dans
la forme explicite de K¥, ou
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Finalement, on obtient

k

Ki=iy - /OOO T wp(aw (fo) P aw (€ fn))ds

j=1

_'_/OOO stanR QDAW( fn)SOAW(fn>)d8] UanU:Lj
[ /OOO = wr(@aw () paw (€ fn))ds

+/ e wr(paw(e ZISan)SOAW(fn))als} Up; X Un;

0

4 / iswn (pAw( fn)(PAW(fn))dS] Xv"jv;;j
0

+ / R (@ aw (e an)sko(fn))dS] Xy, Un,
0

+ / 5 wr(@aw (fo)paw (e ”“’fn))dS] Un Uy X
0

+ / " wr(@aw (fu)paw (e ““’fn))dS}v Vp, X
-J0

Maintenant, en utilisant le méme calcul utilisé dans la preuve du théoréme 2.11,

nous calculons d’une maniére analogue ’expression de Kfl et nous montrons que
pour tout X € B(K),

L.(X) = iK}X)

k
- ZZ(Im(fna fn)i— - Im(fm fn)UJn ) [U U"J’ X]
j=1
i (00 (fas )=, =T fu)2,) [om, 00, X]

+Re(fn> fn) —wn; |:2'U X'Unj {'U:;j’Unj, X}}
+Re(f”’ f")—wnj |:2UanU77/j - {U”jvr*zjv X}:| :

Comme on a K* = SN K% on obtient £ =43 K =SV £, Cela acheéve
la preuve du théoréme ci-dessus. [
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3.3.1 Equation maitresse

Soit p une matrice densité dans B(K). Alors, I’équation maitresse du systéme
de Pauli-Fierz est donnée par

= Z Z —z'(Im(fn, fn)i—wnj - Im(fna fn);n]) [U;jvnﬁ p(t)]

n=1 j=1

_Z(Im(fna fn) —wn, - Im(fna fn)wn ) [Ung n;? ,O(t)]
+Re(fo, fu) s, [20n,0(0)05, — {p(2), v} 00, }]
TR fn f) ", (200, ()0, — {0(8), 00,05, }].

Rappelons que K est un espace de Hilbert de dimension finie et que Hy est un
opérateur auto-adjoint sur /. Soit ¢ une constante réelle positive telle que le spectre
de Hy, 0(Hy) C [—c, ¢|. Notons que

e "1 () :/eitx</e_itse_ﬁs]l —e,q(s )ds)dt
R R

Alors, par le théoréme spectral, on a 1;_ 4(Ho) = I, puisque o(Hy) C [—c, c|. De
plus, par le calcul fonctionnel, on a

e~ BHo :/eitH‘)(/e_“se_ﬁs]l —eq(s )ds)d
R R

Ainsi, grace a la formule (3.2), on obtient
e_ﬁH%nj = eﬁw”ivnje_ﬁK et e_ﬁHov;j = ¢ Pemiy? € BHo yp =1, N; j=1,.. k.

Par conséquent, pour tousn=1,....N; j=1,....k, on a
e_ﬁHov;jvnj = v;_vnje_ﬁHO,
e_ﬁHovnjv;j = vnjv* e_ﬁHO
vnje_ﬁHov* —pw ”Jvnjv e 5H°
v;je_ﬁHOU 6“’"”1 Unj€ —BHo,

Il résulte que I'état d’équilibre thermodynamique & une température inverse 5 du
petit systéme p, vérifie

[v,’;jvnj, ps| = [vnjv;j, ps| =0, Yn=1,..,N; j=1,... k. (3.9)
D’autre part, on a

Re(f,, fn)twnje—ﬁw"j = Re(f,, fn)iwnj- (3.10)
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Alinsi, on obtient

Re(fn fo) Lus,, [20n; 0505, = {ps; v vn, 1]
+Re(fn; o) =w,, (200,050, = {Ps, vn, 07, 1]

= Re(fn, fn)© Long [2e 6‘“’%%1}” ps — 207 vnjps]
+Re(fu, fu) w2675 0] vn,ps = 200,05 pi]

= 2Re(f ) o € = Re(fus fu)ar Jouy05
+2(e™" i Re( fn, fo)=w,, = Re(fn, fn)_wnj)vnjvnj/)s-

Par conséquent, grace a la relation (3.10), le terme ci-dessus est nul. Ainsi, ps
est un état stationnaire.

3.3.2 Condition du bilan détaillé quantique

Rappelons que la condition du bilan détaillé quantique a été définie dans la
sous-section 1.2.4.

Théoréme 3.5 Le semigroupe dynamique quantique du systéme de Paul-Fierz vé-
rifie la condition du bilan détaillé quantique par rapport a ’état d’équilibre thermo-
dynamique du petit systéme ps.

Preuve: Notons d’abord que d’apreés la sous-section précédente, le semigroupe dy-
namique quantique associé au systéme de Pauli-Fierz admet p, comme état station-
naire fidéle.

Posons

=
M) =
M»

(Im(fn, f)t, —TIm(f,, fn);nj)v;;jvnj

3
Il
—
<.
Il
-

(Im(fm fn) Im(fm fn)wn )U”JUHJ

=
€9

>

I

M =
M- -

Re(fn, fn)1, [2v;ijnj — {vn;vn,4 X}

w

3
Il
Il
—_

14

+Re(fu, fo)—u, (20, Xvn, — {vn,0, X3,

Ainsi, d’aprés la relation (3.9), il est clair que [H, ps] = 0. De plus, il est facile de
vérifier que ﬁg est un opérateur auto-adjoint pour le produit scalaire (, ), . L]
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3.3.3 Retour a I’équilibre du systéme de Pauli-Fierz

Dans cette sous-section, nous allons montrer la propriété du retour a I'équilibre
du systéme de Pauli-Fierz. Notons que les coefficients de la partie hamiltonienne du
lindbladien de Pauli-Fierz sont des nombres réels finis, puisque les fonctions tests
fn sont des fonctions de Schwartz. Maintenant, nous prouvons le résultat suivant.

Théoréme 3.6 Si Re(fn, fn)E., > 0, pour tous j = 1,....k;n = 1,..., N, alors
J

le semigroupe dynamique quantique associé au systéme de Pauli-Fierz posséde la
propriété du retour a [’équilibre.

Preuve: Soient

N k
H = Z Z |: Im fn, fn Im(fnv fn)twnj>rU:Ljvnj
n=1 j=1
(Im( fn) - Im(fnvfn) )Unj nj |
L7lzj = ( e(fm fn) )1/2U"j’
Lij ( e(fnv fn) )1/2U”j7
k
G = _% SN W@yL) + L2 L) —iH.

Il
—_

n=1j
Alors, il est facile de vérifier que
{vn, v;/, vnjvfl_, Up Unyy =1, N3 g, 5 =1, k)
= {vn;, Unts =1,...,N; j,7'=1,...,k}.
Cela implique que
{Ly,,, L;’j, i=1,2,n=1,..,N;j45=1..k}
={H, L LZ*, i=1,2,n=1,.,N; 357 =1 ..k}

Comme pg est un état stationnaire fidéle pour le semigroupe dynamique quantique
du systeme de Pauli-Fierz, nous pouvons conclure grace au théoréme 1.35. O
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Chapitre 4

Contribution n° 3 : Un modéle
lindbladien pour une chaine de spins
couplée a des bains thermiques

Dans ce chapitre, nous considérons un modéle XY décrivant une chaine de N
spins couplée & des bains thermiques. Nous modélisons le bain thermique par une
chaine infinie de spins. Le systéme total est décrit par un hamiltonien d’interactions
répétées H défini sur Pespace de Hilbert Hg ® n ot Hg = @5_,C? et n = C2

Dans la section 4.1, nous calculons le lindbaldien décrivant une chaine de N
spins en interaction avec un puis avec deux bains thermiques.

Dans la section 4.2, nous étudions les propriétés markoviennes de la chaine
de spins couplée a ses deux extrémités a deux bains thermiques de températures
inverses respectives 3 et (3. Dans la cas ou § = (', nous donnons la forme explicite
de I'état stationnaire p® du semigroupe dynamique associé. Ensuite, nous étudions
la propriété du retour a I’équilibre pour tous 3, 3’ strictement positifs. De plus, nous
donnons des formes explicites pour les états d’équilibre thermodynamique locaux et
nous calculons la production d’entropie dans le cas ou les températures sont égales.

Dans la section 4.3, nous étudions le cas d'une chaine de N spins couplée a r
bains thermiques, 2 <r < N.

4.1 Lindbladien d’une chaine de N spins

4.1.1 Interactions répétées

Dans cette sous-section, nous considérons le méme modéle d’interactions répé-
tées introduit dans la sous-section 1.4.1. Rappelons que ce modéle représente un
systéme quantique Hj en interaction avec une chaine infinie de copies identiques H

105
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dont on fixe une base orthonormée {e;, i € JU{0}}, ou ey = 2 représente 'état
vide de 'atome. Le produit tensoriel infini @)y. H est défini par rapport a la suite
stabilisatrice (§2),. L’évolution unitaire associée, durant U'intervalle de temps [0, A,

s’écrit
U= > Uw®d.
i, j€JU{0}

De plus, I’équation d’évolution discréte associée au modéle d’interactions répétées
est décrite par la suite (V,,)nen qui est définie sur B(Hy ® Q. H) par

Vn+1 - Un-i—lvn
Vo=1.

4.1.2 Chaine de spins couplée a un seul bain thermique

Le systéme qu’on considére dans ce chapitre est une chaine de N spins telle que
chaque spin est décrit par 'espace de Hilbert n = C2. Par conséquent, I'espace de
Hilbert décrivant la chaine totale est Hg = ®i_ C?. L’hamiltonien de ce systéme
est 'opérateur

ol

(01 (0 —i /1 0
92=\10) %=\ 0 ) %270 =1

et B est un nombre réel décrivant 'influence d'un champ magnétique extérieur
dans la direction z, tandis que l'interaction entre deux spins voisins est décrite par
oy Jy ER.

Dans la suite, nous allons supposer que J, = J, = J et que le scalaire B est
égal a 1. De plus, nous modélisons le bain thermique par une chaine infinie de spins.
Considérons maintenant ’hamiltonien d’interactions quantiques répétées associé a
la chaine de spins couplée a sa premiére extrémité a un bain thermique

1
H:H5®I+I®HR+E(U§1)®Jw+g§1)®o—y),
avec Hr = o,. Notons que si on suppose que B # 1, alors les propriétés physiques
que nous allons prouver dans la suite restent vrai si et seulement si Hgp = Bo..
Posons

/01 (00 /10 (00
“=\ oo/ 7" \10) ™ \oo0o) ™" \o1)
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Il est facile de vérifier que
oM @0, + JZ(/I) 2o, = (W0, — iaél) ®o.)+ (W @o_ + ial(/l) ®o_)
= 2V @0, +0V @o).

Ainsi, nous déduisons que I’hamiltonien d’interactions répétées donné ci-dessus est
un cas particulier que celui obtenu dans [AtJ].
Considérons maintenant la base orthonormée {Q, X} de C? telle que

=(3) x-(2)

La matrice de H dans cette base dont les coefficients sont des opérateurs définis sur

Hs est donnée par
1 (D)
Jroy Hs—1I

Par conséquent, 1’évolution unitaire durant I'intervalle de temps [0, h] s’écrit

i _ [ I—ihI—ihHs —2h oMol 1 o(h2) —2ivh o) + o(h3/2)
—2ivho'l) + o(h¥/?) I +ihl —ihHg —2hoMo™ 4 o(h?) |

Rappelons que M, (C), I'algébre des matrices 2 x 2 a coefficients complexes, est
munie du produit scalaire

(A, B)s = Tr(ps A*B), VA, B € My(C),

. e P - 60 0
P8 = Ty(e=07-) 0 b
est ’état d’équilibre thermodynamique a une température inverse (3 d’un spin isolé.
De plus, la famille {Xg, X7, X5, X3} telle que

ol

B 1L 700 1 701 _ 1 G 0
werne g (20) m- e (3 8) e Aw (8 )

est une base orthonormée de M,(C) munie du produit scalaire (,)g.
Considérons la représentation GNS du couple (C?, pg), qui est donnée par le
triplet (w, H, Qg) tel que :
o Op=1,
o H = M,(C),
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o1 : My(C) — B(H), vérifiant (M)A = MA, VM, A € My(C).

Maintenant, nous montrons le résultat suivant.

Théoréme 4.1 Le lindbladien associé au modéle d’interactions répétées de la chaine
de spins couplée a un bain thermique a une température inverse 3 s’écrit
Li(X) =i[Hs, X] + 26,200 X0 — (0D x}]
+ 26, 200 x0M — (0, X},

VX € B(Hs).

Preuve: Soit U = m(U). Ainsi, dans la base { Xy, X1, X5, X3}, on a
U9 =1 — ihHg + ih(By — Bo)] — 2h By oMoV — 20 8, 6™ + o(h2),
00 = —2i\/Bo Vi ol + o(h¥/?),
U9 = —2i/Bi Vho" 4 o(h3/2),
U9 = o(h).
D’autre part, si on pose
Hy = Hg+ (8o — B)1,
L= —iHy — 28,00 —28,6W6"",
L0 = —2i/By o,
Lg = —2@\/@09,
alors il est clair que

2
1
0 . 0
L= ity — 5 ;le L0,

Par conséquent, grace au théoréeme 1.51, nous pouvons conclure. O

Remarque 4.1 Dans le cas ou N =1, le lindbladien ci-dessus s’écrit

L1(X) =1[Hg, X] + 260[20-Xo —{n_, X}]
+ 261204 X0 — {ny, X},

VX € My(C). Notons que ce lindbladien décrit un atome o deux niveaus d’énergie
en interaction avec un bain thermique. De plus, nous prouvons, de maniére ana-
logue que dans le chapitre 2, que les propriétés du retour a l’équilibre pour toute
température T' > 0, le bilan détaillé quantique, la décohérence quantique sont encore
vérifiées.
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4.1.3 Chaine de spins couplée a deux bains thermiques

Dans cette sous-section, nous supposons que la chaine de spins est couplée a
chacune de ses extrémités a un bain thermique. De plus, les deux bains thermiques
sont supposés de températures strictement positives 37! et 4/~!. Ainsi, ’hamiltonien
d’interactions répétées associé s’écrit

L a L 1 L N R N R
H:HS®I+I®HR+E(J§,)®U£)+a§)®a§/)+09(C '@ ol + oM @ o),

ot (R), (L) indiquent respectivement les bains thermiques a gauche et a droite.

La preuve du théoréme suivant est analogue a celle du théoréme 4.1.

Théoréme 4.2 Le lindbladien associé a la chaine de spins couplée a deux bains
thermiques de températures respectives 371 et 3'~1 est donné par

L(X)=i[Hg, X] + 20[20% Xa<+1 {(nY, x1]
+ 1[23 O — ), X))
+ 5[2a<_ XU(N) (n™, X}
+ 28,20 — (", X},

VX € B(Hs)

4.2  Propriétés markoviennes d’une chaine de N
spins couplée a deux bains thermiques

Dans cette section, nous étudions les propriétés markoviennes d'une chaine de
N spins couplée a chacune de ses extrémités a un bain thermique de températures
respectives 371 et 371, Nous commencons par donner I’équation maitresse associée.
Ensuite, nous montrons la propriété du retour a I’équilibre et nous calculons les états
locaux pour N = 1,2, 3, 4. Finalement, pour § = ', nous étudions la condition du
bilan détaillé quantique et nous calculons la production d’entropie.

Notons que dans la littérature, pour examiner les deux derniéres propriétés phy-
siques, nous avons besoin de connaitre explicitement 1’état stationnaire. Comme il
est trés compliqué de déterminer I’état stationnaire pour 5 # [, on se limite a
étudier ces propriétés uniquement dans le cas 8 = (3.
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4.2.1 Equation maitresse

[’équation maitresse de la chaine de N spins liée de chacune de ses extrimités
a un bain thermique de températures respectives 5! et 3'~!, est définie par

L(p) = —i[Hs, p] +
+
+
+

ou p € B(Hg) est une matrice densité.

26 (200 p o™ — (Y, p}]

26, 20V pat — (), p}] (4.1)
26 (208 p o™ — (™ p}]

26 20 p o™ — (0", p},

Notons que dim’Hg < oo. Donc il existe un état stationnaire de I'équation
maitresse ci-dessus. De plus, dans le cas ot § = (', I'état stationnaire est donné par

le théoréme suivant.

Théoréme 4.3 Si § = [, alors équation maitresse (4.1) admet un unique état

stationnaire fidele p® donné par

Pﬁ = ®£\i1pﬁa

ot pg est l'état d’équilibre thermodynamique d’un spin isolé.

Preuve: Notons d’abord que par un simple calcul, nous montrons que

[0s ® 0, + 0y ® 0y, pg ® pg] = 0.

Ainsi, on obtient

[Hs, p’] = 0.
De plus, si on note £} la partie dissipative de £*, alors il est facile de vérifier que
L:(p%) = 0. Cela implique que £*(p®) = 0.
Considérons maintenant un opérateur

A€ {Hs, O’S})

En particulier, on a

Ae {aﬁf), o,

ce qui implique que

A=1W

oit A; est un opérateur défini sur @5

avec Hg. On obtient donc
ol @ [Ay, 0P @ I + oV

T

—

8

](1) ® [A17

T

(N)

N @)

e ol

Y -

¥

(N)

N @)

>U+

},7

® Al ® [(N)’

o' C2. D’autre part, 'opérateur A commute

® [A1, 0P @ 1N 4

+ 1% ®[A, UéN_l)] ® UéN) +

(0® @ o+ + 0 @ o+ @ IN) = .
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Par conséquent, on a

[Al, 0'(2)] = [Al, 0'(2)] = [Al, O':E:N_l)] = [Al, O'(N_l)] = 0

T Y

Ainsi, 'opérateur A; s’écrit
Al =19 ® Ay @ IV,

oit Ay est un opérateur défini sur ®@; > C2,
Répétons cet argument autant de fois jusqu’a ce qu’on trouve A = AI. Finale-
ment, on obtient
{Hsg, a(j), o O'_(,,_N), O'(_N)}/ =CI.

Par conséquent, la fin de la preuve découle du théoréme 1.36. 0]

4.2.2 Retour a I’équilibre

L’objectif dans cette sous-section est de montrer que le semigroupe dynamique
quantique de la chaine de spins couplée a deux bains thermiques de températures
inverses (3 et 3’ posséde la propriété du retour a I’équilibre. Commencons par intro-
duire le théoréme suivant et pour plus de détails, on renvoie le lecteur a |Bul.

Théoréme 4.4 Soit L le générateur d’un semigroupe dynamique quantique uni-
forment continu (©y), sur B(K) qui s’écrit sous la forme

L(A) =) V;AV; + KA+ AK",
J
tel que V; € B(H), le nombre d’indices j est fini, K = iH — %ZJ ViViet H=
H* € B(K) (L(I) =0). Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
i) Le semigroupe dynamique quantique (©F); admet un étal stationnaire p,

i) L’espace vectoriel engendré par les opérateurs V; est stable par 'opération
“adjoint”,

iii) Si A € B(K) tel que ©,(A*A) = (0,A%)(60:A) pour tout t > 0, alors on a
A=CI

Alors, U’état p est un état fidéle et le semigroupe dynamique quantique (O7); posséde
la propriété du retour a l’équilibre, i.e :

w* — tlim O;¢ = p, pour tout état normal €.
—00
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Sous les hypothéses du théoréme énoncé ci-dessus, p est I'unique état stationnaire
pour le semigroupe dynamique quantique (©;);. En effet, considérons un élément
A € B(K) tel que [H, A] = [V}, A] = [V}, A] = 0, pour tout j. Notons que d’aprés
I'hypothése ii), [V}, A] = 0 implique aussi que [V}, A] = 0. On obtient donc

L(A) = L(A*) = L(A*A) = 0.

Par conséquent, on a ©,A4* = A*, ©,4 = A et ©,(A*A) = A*A pour tout t > 0. Cela
implique que ©,(A*A) = (0,4%)(0,A), pour tout ¢ > 0. Ainsi, d’aprés I’hypothése
iii), on a A = M. Comme p est un état fidéle, nous pouvons conclure grace au
théoréme 1.36.

Comme conséquence du théoréme ci-dessus, nous prouvons le résultat suivant.

Théoréme 4.5 Le semigroupe dynamique quantique {1} = ettt € Ry} associé a
la chaine de spins couplée & deuz bains thermiques de températures respectives 371
et 3’1 posséde la propriété du retour a l'équilibre vers un unique état stationnaire
fidele p 7"

Preuve: Notons que dimHg < oo. Donc le semigroupe dynamique 7% = (17);

admet un état stationnaire. De plus, ’espace engendré par {a(_l),ail),a(_N),aiN)}

est stable par 'opération “adjoint”. Ainsi, les hypothéses i) et ii) du théoréme ci-
dessus sont satisfaites.
Considérons un opérateur A € B(Hg) tel que

Ty (A*A) = (T,A")(T,A), YVt >0. (4.2)
En utilisant les propriétés du semigoupe, on en déduit que

T,(T:A)(T:A)) = T.((TA")(T:A))
= Ty(Ti(A™A))
= T, (A°A)
= (Ts+tA*)(Ts+tA)
(T(TA)")(TL(TA)),

pour tout s > 0, ce qui implique que T; A vérifie aussi la relation (4.2), pour tout
t>0.
Maintenant, par dérivation par rapport a la variable ¢ dans la relation (4.2), on
obtient
LT (A" A) = (LTA)(TA) + (T,A°) (LTA),

Comme T;A* = (T;A)*, on a

LUTA)TA)) = (L(TA))TA) + (TA")(LTA), Vi = 0. (4.3)
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En particulier, pour t = 0, on a
L(AA) = (LA)A+ A*(LA). (4.4)
Notons aussi que

LAA) — (CAYA— A(LA) = 450", A" [0V, A + 48[V, A]* [0V, 4]
+4B o™, AP [0, Al + 480, A [0V, A

Ainsi, si A vérifie la relation (4.2), alors on obtient
Ae{s" a(j),a( ) O’S_N)}.

Par conséquent,

A=1Vg Ax 1™

ot A est un opérateur défini sur @1 'C2. D’autre part, de la relation (4.3), I'opé-
rateur T;A vérifie aussi la relation (4.4). Ainsi, T;A a aussi la méme forme que
A,

TA=1Y @8 @ IM),
ol S est un opérateur défini sur ®N 5, C2. De plus, de la dérivée de T; A par rapport
a t prise au temps ¢ = 0, on en dedult que

L(A) = i[Hs, A]
— o0 [o® A @I +isM g [¢?, A © I

z Y
N—-2

+i IV g [Z B @ ol 4 o) @ g+, Z} ® I
=2

+i[(1)® [O’(N 1) A} ®0-( )+Z[(1)® [ (N—l)’ A} R o

xT

— [(1) ® é ® [(N)’

oit B = %gt}tzo' On obtient donc

Cela implique
;{ — [(2) ® ;{1 ® ](N—l)

Par conséquent, I'opérateur A s’écrit

A=IVgI® g A g NV g™,
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Comme T} A vérifie aussi la relation (4.2), par le méme argument que celui utilisé
Y
pour A, on montre que l'opérateur T; A s’écrit sous la forme

I(l) ® ](2) ® Et ® ](N—l) ® I(N)’
ol ét est un opérateur défini sur ®2V
qu’on obtienne le seul cas possible pour que la relation (4.2) soit vérifiée, est que
I'opérateur A soit un multiple de I'identité.

_32((:2. Répétons ce raisonnement jusqu’a ce

L unicité de I’état stationnaire p>? se déduit du fait que

{Hs, asrl), o, aiN), J(N)}’ =CI.

Par conséquent, grace au théoréme 1.36, nous pouvons conclure. O

4.2.3 Etats locaux

Rappelons que le semigroupe dynamique quantique d’une chaine de N spins
couplée a deux bains thermiques de températures inverses 3 et 3 admet un unique
état stationnaire fidéle p»%. Notons p®, la trace partielle de p?# sur la i-iéme copie
de C? définie par

Tr(pWAD) .= Tr(p*7 (I © AD @ 1)),
ot A® est un opérateur qui agit uniquement sur la i-iéme copie de C2.
Notons qu’afin de déterminer ces états locaux, nous avons calculé I’état station-

. ’ . “ , . .
naire p”% dans les cas ou la chaine est composée respectivement de 2, 3 et 4 spins.
Nous avons obtenu les résultats suivants :

-Pour N=2,0na

/ pg + pp pgtpy, 1
P = (ﬁ 9 ﬁ)®( 62 6)—5(%—5{))202@0}
el Al
—i—w[Tu@n_—n_@nJ+iw[a+®a_—a_®a+].
Par conséquent, on obtient

Wy _ Pstps 1 .ps—pp

@ _ Pstey 1 .py—pp
P 7t



-pour N =3, 0na

8.8 (PB+PB’)®

ps+ Py
( )
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3

(pﬁ+05')__(06—05') (Pﬁ—i-pﬁr) (2P

®

P 2

3 1/Ps— Py

2

ps+ Py

N 2

ps— Pp

2 2 2

1 ®
ps+ Py P+ Py ps+ Pp

; )@ (

(2 + Py

2

2

+

_|_

— )2[

- Pour N =14, 0na

3,8 (Pﬁ + Py

ps+ Py

— ) —0-®0.®(

) @0 @o_ —(

ps+ Py
)@ (

yo (B — (TR o (Rl o
—pg@ny@n_)+(n_Q@ny @ py —ny @n_ © py)]
P8+ Py

sl

)®O'_®O'+}

2

Ps+ Py

2

pp® 0L Q0. —ps R0 @ 0]
0-+®0-—®pﬁ’_0'_®0'+®p5/]

O'+®]®O'_+O'_®[®O'+:|

_'_ / 1 — /
pstpy L ps—ps

2 2 2
ps+ps _ pY+p?

2 2 ’
P+ Py Py — /76)

2 2 '

)7

1
5

ps + Py

P )@ (

2
P — pﬁ')

2

ps + Py
( )

0y 6
(pﬁ+p5’)

5 )

® (pﬁ _p,@’)

®

2

®

2 2

2

5 ®

ps+ Py
(et
pﬁ+pﬁ’)

ps + Py

P+ pﬁ’)

ps + Py

®(p,3 _pﬁl)

® (

2

32
(Bo — )

ps = Ps
(7

n_

2

)@ (

[

16

ps+ Py
( )

2

Pp — pﬁ’)

Ps+ Py
(=)

2
® ( ]

2
& ppr

2

2
ps+ Py
=)

5 ® n_}

) elen +n @le

Ps+ Py
)

5 ®n_@n_Qny]

®n+®n+®n_—|—

)]
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+1

—1

+1

—W [n_®n+®n+®(pﬁzpﬁ')+n+®n-®n—®(p6j;pﬁ,ﬂ

+% [n_®(w)®n+®n_+n+®n_®(w)®n+}

+(/60;72/66)2 [ps@n_®@ny@n_+ny Qny @n_® pgl

+(’60;7256)2 [p5/®n_®n+®n++n—®n+®n—®%’}

+(50;72/66)2(50+56)”+®n+®”—®”+

+(”60;72/66)2(61+ﬁ{)n_®n+®n_®n_
3(%37_2”66)2[n+®n_®n_®n+—|—n_®n+®n+®n_}

—% [n+®n+®n_®n_+n_®n_®n+®n+}

(503—256) (PBW;PB’)@)(@)@UJF@)U_

(503—256) (PﬁJ;Pﬁ’)@(@)@a_@mr
+Z.(ﬂ()3;266)0+®0_®(/76"2‘/76’)®(Pﬁ"2‘pﬁ’)
_z.(ﬂ()B%ﬂf))g_®U+®(Pﬁzpﬁ’)®(0ﬁ‘;pﬁ’)
+i(ﬁ°1;6ﬁé) (s ®py ®oL @0 — ps® py ®o_ R 0]
+i(ﬁ°%6/%) [0+ ®0-®ps®py —0- @01 ps @ py]
+z(ﬁ°%sﬁé) [0+®0_®(w)®pﬁf—U—®0+®(@)®pﬁ’}
b OB ()6 P 60 00— e (L) 60 0 0,]

.B(ﬁo?); 5h) (pﬁ‘gpﬁ’)®g+®a_®(W)

» 3(503; 3) (pﬁ;pﬁf)@w_@%@(wﬂ
—z'(ﬁogiféy[n+®n_a+®a_—n+®n_®a_®a+}
+i(ﬁ0;72/86)2[n_®n+®a+®a_—n_®n+®a_®a+}
—z'(ﬁogiféy[0+®0_®n+®n_—U_®U+®n+®n_}
—iw[0+®0_®n_®n+—U_®U+®n_®n+}

32
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(B — By)?
+ZT[n+®a+®a_®n_—n+®0_®0+®n_}
a2
+i(/8037250)[n_®a+®a_®n+—n_®0_®0+®n+}
1

+(i(50+66)2 —1—663)(50—56) [02®0+®I®0_+UZ®0'_®]®0+:|
1 2

64
1 /\2
_(6_4(ﬁo+/50) 1670
Ay
_%[n_®g+®l®a_+n_®a_®l®0+}

a2
_%[U+®l®a_®n—+0—®[®0+®”—}
_ A3
%l@%f@_U®a+®a_®l+[®a_®0+®ﬂ
(Bo — y)?
LTS
Y
_%[U+®U_®U_®U++U—®U+®U+®U_}'

Ainsi, les états locaux sont donnés par

)(ﬁo—ﬁ(’)) [0+®l®0_®az+a_®l®a+®az}

[0, ®0_ Q0. Q0_+0_®0yR0_R04]

ay _ Pstey 1 .ps—pp

@ — 0 pst+ Py _ p + pt
2 2

@ _ Pstey 1 opy—pp

P > T3l )

Pour N > 5, il est trés compliqué de calculer I'état stationnaire p?#. D’autre
part, d’aprés le calcul qu’on a fait pour les cas cités ci-dessus, nous observons qu’a
chaque fois que N augmente, le nombre des éléments non-diagonaux augmente plus
vite dans la forme explicite de la représentation matricielle de pﬁ’ﬁ, dans la base
canonique de Hg. De plus, les éléments non diagonaux n’interviennent pas dans
le calcul des traces partielles sur n’importe quel site. Cependant, les formes des
termes diagonaux donnés dans les cas N = 2, 3, 4, nous laissent croire que pour
tout N > 5, les états locaux sont donnés par

W _ petes 1 ps—ps
p 5 +ﬂ 5 ),
2 _ _ (N-1) _ Pp + pp p(l) + p(N)
P = ...=9p = _ 7
2 2
+ / 1 ’ —

Pz 2 2\ g
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4.2.4 Production d’entropie

Dans cette sous-section, nous traitons le cas d’'une chaine de spins couplée a
deux bains thermiques & une méme température inverse 3. Rappelons que, d’apreés
le théoréme 4.3, le semigroupe dynamique quantique associé posséde un unique état
stationnaire fidéle p” dans le cas 3 = /.

Soit p une matrice densité sur Hg. Posons p(t) = e'“"(p). Alors, I’entropie rela-
tive de p par rapport a p° est définie par

S(p(t)|p”) = Tr(p(t)(log p” — log p(1))).
Par conséquent, la production d’entropie est donnée par

olp) = —%S(p(tﬂpﬁ)‘t:o

= Tr(L*(p)(log p° — log p)),

ot p = . pi|V;)(¥;| est la décompositon spectrale de la matrice densité p et
Tr(L*(p) log p) est défini par

Tr(L*(p)logp) = Z (U, L*(p)¥;) log p;,
; _ ) oo st (W, LY(p)V) # O et p; =0
<\Ilj7 L (p)\I]]> lngj - { 0 si <\Ilja ﬁ*(p)\I’]> —0.

Pour plus de détails, on renvoie le lecteur a [SLJ.

Théoréme 4.6 La production d’entropie associée a une chaine de N spins couplée
a deux bains thermiques a une méme température inverse 3 est donnée par

o(p) = 460 D (¥, o W5) P+ (W, 00 ] (% s~ ;) (08 pi~log p; +26)],
gk
ot p =73 pj|V;)(¥;| est la décompositon spectrale de la matrice densité p.

Preuve: Notons qu'on a
L= L+ L],

ou L} désigne la partie hamiltonienne de L£* et L} = E;(l) + ﬁz(N) désigne sa partie
dissipative, avec

() = 26200 pa — (0, p}]

+26 (200 p ol — (), p}],
«(N N N N
™M) = 265208 pa™ — (0™, p}]

N N N
+26 [20% p ot — {n, p}].



Posons
N
HS =37 o),
z
k=1
Il est facile de vérifier que si Ay, ..., A, sont des opérateurs sur C?, alors on a

Tr(A ® ... @ Ay) = [ Tr(A)).
=1

Par conséquent, I'état d’équilibre thermodynamique p° vérifie

1
B _ 2 BHS
r=z° ’

ot Z = Tr(e~PH*). Ainsi, on obtient
log p? = —BHY) —log Z.
D’autre part, par un simple calcul, on montre que
Tr([Hs, p]log p) = Tr(Hs[p, log p]) = 0.
De plus, on a
Tv([Hs, pllog p”) = —=STe([H'®), Hs]p) = 0.
Par conséquent, on obtient
Tr(L;(p(log p” —log p)) = 0.
Cela implique

a(p) = oilp) +on(p)
= —Tr(Li(p)log p) — BT(L5(p)HD),

ol
0i(p) = —Tr(L3 (p) log p) — BTe(L; (p)H)

avec 1 =1, N.

119
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Maintenant, calculons les deux termes du second membre de la relation (4.5).
Ainsi, on a

Te(L) Y (p)logp) = 46 [Z (U, oD W) (W, o 05 ;s log py

7.k
= (@5, 0w pj log ﬂj]
j

+46, [Z (0, o0 (U, 0, p, log e

- Z vy, n+ j) pjlog /)J]

Tr(L; Y () HS)) = 8ﬂ02<\1f nw) py =860 > (W, 0 ) .

J J
Notons qu’on a
1 1 1
(0, n0;) = ||o—i’\1fj||2=2|<\1fk, AR I
1 1 1
Wy, n ) = oMy = Zw o Dw) 2.

11 suit
ai(p) = 45| 1(Ws, o W) pj(log p; — log pr — 25)]
ik

+46: |3 [y, WPy log gy — log i +28)]. (46)
ik

Par suite, si nous remplacons 3; par ¢?’3, dans la relation (4.6), alors on obtient
1
p) = 4050 [Z [Tk, o0 (¥ pr, — p;)(log pr — log p; + 25)} :
gk
De maniére analogue, nous prouvons que

p) = 400> 1(Wh, W) (201 — py) (108 pr — Tog p; +2)]
7.k

Cela finit la preuve.
O

Comme corollaire du théoréme ci-dessus, on a le résultat suivant.

Corollaire 4.7 On a
a(p) >0,

pour toute matrice densité p définie sur Hg.
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4.2.5 Condition du bilan détaillé quantique

Dans cette sous-section, nous supposons que 3 = 3’ et nous nous proposons de
démontrer que le semigroupe dynamique quantique associé, vérifie la condition du
bilan détaillé quantique par rapport a p°.

Théoréme 4.8 Le semigroupe dynamique quantique associé a la chaine de spins
couplée a deux bains thermiques a une méme température inverse 3, vérifie la condi-
tion du bilan détaillé quantique par rapport ¢ l'état stationnaire pP.

Preuve: On a
L= —i [Hs, ] + ‘C:b
ou L} est la partie dissipative de £*. De plus, on a [Hg, pﬁ] = 0. Notons aussi qu’il

est facile de vérifier que L} est un opérateur auto-adjoint par rapport au produit

scalaire (,) 5. O

4.3 Chaine de spins couplée a plusieurs bains ther-
miques

Considérons une chaine de N spins couplée a r bains thermiques de températures
inverses g1 gk2) gk o 2 < < N et k; désigne le k;-iéme site de la chaine.
Le couplage se fait de la maniere suivante : chaque k;-iéme spin de la chaine est lié a
un bain thermique de température inverse 5%3). Ainsi, 'hamiltonien d’interactions
répétées est donné par

H=Hs®I+1®Hp+— Z 5 4 ok) @ gk,

De maniére analogue que celle présentée dans la sous-section 4.1.2, nous montrons
que le lindbladien associé s’écrit

LX)=1i[Hs, X] + 28 26™ x00) — (n*)) X}
+ 200 2ol X ™) — (), XY
+ 2ﬂék2 [20(k2 Xo (k2 — {n(_k2), XV
+ 260 20 sz)Xa(_kz) - {nﬁfz), X1

205" 20" X — {n™)) X1
2/6(1% 20" (kr) x (kr {n(kr’ X},
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pour tout X € B(Hs).

Maintenant, nous prouvons le théoréme suivant.

Théoréme 4.9 Si g% = gt = = g = 3 alors p° = ps @ ... ® ps est
l'unique état stationnaire du semigroupe dynamique quantique 1, = ett”,

Preuve: La preuve de ce théoréme est analogue a celle du théoréme 4.3. 0

Le théoreéme suivant se démontre de la méme maniére que le théoéme 4.5.

Théoréme 4.10 Le semigroupe dynamique quantique {1} = et t € Ry} as-
soci€ a la chaine de spins couplée a r bains thermiques de températures inverses
g gk) B3k possede la propriété du retour o Uéquilibre vers un unique état
stationnaire, fidele.

Maintenant, on se propose d’étudier la production d’entropie associée. Pour cela,
nous supposons que 3#1) = gk2) = = gl) = 3 Nous avons choisi de traiter
uniquement ce cas, car nous connaissons explicitement 1’état d’équilibre thermody-
namique stationnaire.

Posons

k;
01 (p) = 480 D [[(Wn, o0, (6% pyy — ;) (log o — log p5 +28)].
7,m
Alors, il est clair que oy, (p) est la production d’entropie de la chaine de spins couplée
a son k;-iéme spin au k;-iéme bain thermique.
Théoréme 4.11 §i p*) gk) — 5ED) - glors la production d’entropie de la
chaine de spins couplée a r bains thermiques est donnée par

T

a(p) = onlp). (4.7)

i=1

Preuve: De maniére analogue que dans la preuve du théoréme 4.6, nous prouvons
que

olp) = —Tr(Lilp)logp) — B Tr(Ly(p)HS))
= DL () log p) = BT(L™ (0)HE)

= ngi<p)7
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ou
L) = 265 20" X0 — (n, X))
+26 1260 x o™ — (] x1].
De plus, on a
ok, (p) = 460 [ Y [[{Wm, o0V (e 1 — p;)(log p — log p; + 28)].
j,m
Cela finit la preuve de notre théoréme. O

Comme corollaire de la relation (4.7), on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 4.12 On a
a(p) >0,

pour toute matrice densité p. De plus, o(p) = 0 si et seulement si oy, (p) = 0 pour
touti=1,...;7.

Notons que si f*1) = g2 = = gk) = 3 alors il est facile de vérifier que
le semigroupe dynamique quantique associé a la chaine de spins couplée a r bains
thermiques, vérifie la condition du bilan détaillé quantique par rapport a 1’état
stationnaire p°.
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Chapitre 5

Contribution n° 4 : Interactions
quantiques répétées et marches
aléatoires sur les unitaires

On se propose dans ce chapitre d’étudier les équations d’évolution discrétes
décrivant des modéles d’interactions répétées dans le cas ou elles sont dirigées par
des bruits classiques discrets.

Dans la section 5.1, nous rappelons quelques notions de bases concernant les
marches aléatoires obtuses sur R™V. Plus particuliérement, nous décrivons la construc-
tion de l'espace canonique T'®(X) associé & une variable aléatoire obtuse X dans
RY.

Dans la section 5.2, nous construisons une famille d’opérateurs unitaires et nous
montrons que la solution de I’équation d’évolution discréte, dirigée par des bruits

famille.

Dans la section 5.3, nous traitons l'exemple des marches aléatoires obtuses
construites a partir des variables aléatoires de Bernoulli.

Dans la section 5.4, nous étudions les limites continues de ces modéles d’inter-
actions répétées et nous examinons le cas des équations de structure multidimen-
sionnelles.

5.1 Dynamique discréte d’une chaine atomique et
marches aléatoires sur R”.

Dans cette section, nous donnons dans un premier temps une description de la
chaine atomique & N + 1 niveaux. Ensuite, nous présentons quelques propriétés des
variables aléatoires obtuses sur R,
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5.1.1 Structure de la chaine atomique

Considérons un modéle d’interactions répétées décrivant un systéme quantique
Ho en interaction avec un systéme extérieur @ CV™. Fixons une base ortho-
normée {eg, ey, ..., ey} de CVT1. Nous notons parfois 2 au lieu de ey. La chaine
atomique & N + 1 niveaux sera notée

T — ®(CN+1,

i€EN

ou le produit tensoriel infini est défini par rapport a la suite stabilisatrice (£2),,.

Rappelons que si on note U 'opérateur unitaire décrivant I’évolution d’'une copie
de la chaine atomique associée au systéme extérieur en interaction avec le systéme
quantique durant un intervalle de temps [0, h], alors I'équation d’évolution discréte
associée est donnée par la relation (1.13),

N i i
Vo=1,
ou (U});; est la matrice de U dans la base {€2, ey, ..., ey} dont les coefficients sont

des opérateurs sur Hy et les opérateurs aé-(n) sont les bruits quantiques discrets
associés (cf sous-section 1.4.1).

5.1.2 Marches aléatoires sur RY

Nous allons voir ici comment les bruits quantiques aé(n) sont associés a des
marches aléatoires classiques.

Soit X une variable aléatoire dans RY qui prend N + 1 valeurs distinctes
Vg, ..., Uy avec des probabilités respectives py, ..., py telles que p; # 0 pour tout
i € {0,1,...,N}. Nous supposons que X est définie sur son espace canonique
(A, A, P),ou A =1{0,1,...., N}, A est la g-algébre des sous-ensembles de A et P
est la mesure de probabilité satisfaisant P({i}) = p;. Ainsi, la variable aléatoire X

donnée par X (i) = v;, vérifie P(X = v;) = P({i}) = p;, pour tout i € {0,1,..., N}.
Définition 5.1
i) Une variable aléatoire X a valeurs dans RY est dite centrée réduite si

E(X) =0, Cov(X)=1,

ii) Une variable aléatoire X dans RY prenant N + 1 valeurs distinctes vy, ..., Un,
est dite obtuse st
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Désignons par X', ..., X" les composantes de la variable aléatoire X dans la
base canonique de RY et définissons la variable aléatoire X° = 1 sur (A, A, P)
telle que X°(i) = 1 pour tout i € A. Considérons les variables aléatoires X* définies

par X(j) = , /p; X" (j) pour tous i, j € {0,1,..., N'}.
Proposition 5.2 [AtP2| Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) La variable aléatoire X est centrée réduite,
2) X est une variable aléatoire obtuse et les probabilités p; sont données par

Di Vie{0,1,.., N},

EEEATE

3) La matrice (X°, X', ..., XN) est unitaire.

Comme corollaire de la proposition ci-dessus, les variables aléatoires X°, X', ..., XV
sont linéairement indépendantes et elles forment une base de L?(A, A, P).

Maintenant, considérons un 3-tenseur T dans RY | i.e : une application linéaire
de RY dans My (R). Notons T,ij les coeflicients de sa représentation matricielle dans
la base canonique de RY. On dit que T est sesqui-symétrique si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

i) (i, §, k) — T,7 est symétrique,
i) (4, 4, I, m) — >, T,ijTlim + 0,01, est symétrique.
Pour toute variable aléatoire centrée réduite X dans R prenant N + 1 valeurs,

est naturellement associé un 3-tenseur sesqui-symétrique 7. Ce résultat est donné
par le théoréme suivant.

Théoréme 5.3 Si X est une variable aléatoire centrée réduite prenant exactement
N + 1 valeurs, alors il existe un 3-tenseur sesqui-symétrique T' tel que

X®X=I1+T(X).

Preuve: Rappelons que {X° X1 ... X"} est une base de L*(A4, A, P). Puisque la
variable aléatoire X*X7 est un élément de L?(A, A, P). Alors, X' X7 g’écrit comme
une combinaison linéaire des éléments de la base ci-dessus, soit

N
XX =>"TIX" (5.3)
k=0

Par un simple calcul, on voit que

T]ij — E(XinXk), pour tous i, j, k=0,1,..., N.
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En particulier
T0 =E(X'X') = 0ij-

Par conséquent, le 3-tenseur sesqui-symétrique 71" associé a X est donné par
T = (T} )1<ijr<n, ou les coefficients T;” sont définis par la relation (5.3). O

Fixons maintenant une variable aléatoire centrée réduite X dans RY. Sur 'es-
pace (AN, A®N PEN) " on définit une suite (X (p))peny de variables aléatoires in-
dépendantes de méme loi que X. Une base orthonormée de l'espace de Hilbert
TO(X) = L?(AN, A®N P®N) est alors donnée par la famille des vecteurs

= 11 ¥

(pi)eA

ol A est un sous-ensemble fini de N x {0, 1,..., N} et Xy = X° Notons que P'espace
TP(X) décrit ci-dessus est isomorphe a la chaine atomique & N + 1 niveaux TP et
I’isomorphisme entre les deux espaces consiste a identifier leurs bases canoniques.
Maintenant, si on note Myi(,), 'opérateur de multiplication par X*(p) sur
T®(X), alors dans le théoréme suivant, il est prouvé que la variable aléatoire X*(p)
peut étre représentée comme une combinaison linéaire des bruits quantiques discrets
a;(p)-
Théoréme 5.4 Soient X une variable aléatoire obtuse dans RY et (X(p))pen la
marche aléatoire associée, définie sur son espace canonique T®(X). Désignons par
T le 3-tenseur sesqui-symétrique associé a X. Si on note V' l’isomorphisme unitaire

naturelle de T®(X) dans T®, alors pour tous p € N, i € {1,..., N},

VMxipny V™ = ( +a0 ) + Z T]l ]

7,l=1
Preuve: Posons J = {1,..., N}. Alors, on a
N
X'(p)Xa = X'(p)Xalprga vees +ZX )Xalp e
j=1

= XaogoanLimmgamen + Y Xavimn Xi @)X (0) L, jea

j=1
N N
= Xavieay Liwmgavien + ) Xa(pa) ( > TiX )1(17,])
j=1 m=0

N
= XavwinLwmgavien + Y Xa(wi) (%’ + Z T#’LXm(p)) Lipjyea

j=1 m=1
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N
= Xav{inLpmgaviesn + D 05X a(piy Lpgea

7j=1

N N
+ Z > Tl X X (2) L pea
j=1 m=1

N
= Xav{pi Lprga, veery + XavipitLpipea + Z T3 X (i) yulem)} Lip.j)ea
jvm:]-

= ad(p)Xa+a)(p)Xa+ Z Tial (p)X 4.

j,m=1

5.2 Marches aléatoires sur les unitaires

Dans la suite, nous allons identifier la variable aléatoire X?(p) a l'opérateur
ad(p) + af(p) + ij . T/'a](p). De plus, nous notons X au lieu de X’(p).

Considérons malntenant le modeéle d’interactions répétées introduit dans la sec-
tion précédente. Parmi les équations d’évolution discrétes décrivant ce modéle, nous
nous intéressons dans cette section a celles qui sont dirigées par des variables aléa-
toires classiques.

Sous certaines conditions, nous prouvons dans la proposition suivante que les
équations d’évolutions discrétes (5.1) sont dirigées par des variables aléatoires clas-
siques.

Proposition 5.5 $i U/ = Zivzo T By, pour tous j,1 € {0,1,...N} ou B;, i =

0,.... N sont des opérateurs définis sur Ho, alors [’équation d’évolution (5.1) s’écrit
) ) 0>

n+l = Zz o BiXnaVa
{ Vel (5.4)

Preuve: On a

N
Visr = Y UiVudi(n+1)

1,7=0

N N N
= Uag(n+ 1)V, + Y Upah(n+ DV + > Ulal(n+ DV, + Y Ujal(n+ 1)V,

i=1 i=1 jl=1

Comme on a
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Bi == UZO - 8, V’l c {1,...,N}, BO - U(()),
Ul = Zﬁio T/ B;, pour tous j, 1€ {1,...,N},

on obtient
N ' N N N
Vipr = 3 Bidd(n+ D)V + > Bilah(n+ 1) +al(n+ 1))V, + > > TBial(n+1)V,
Jj=0 i=1 i=1 j,l=1
N N
= BV, + Z Bilaj(n+1)+aj(n+1)+ Z T a](n+1)]
i=1 =1

N
= BV, + > BX.,,V,

i=1

N
Y B
=0

ce qui est la représentation annoncée. [

Introduisons maintenant la notation suivante : pour un élément v = (aq, ..., ay)
de RY, on note o I'élément de RY™! donné par © = (1,ay, ..., ay). Notons qu’il est
facile de vérifier que v obtuse si et seulement si

(O, ) = 0, (5.5)
pour tous k # [.
Posons
N
Wi=) B,
j=0
avec la convention v) = 1, pour tout ¢ € {0,1,..., N} et les opérateurs B; sont

donnés par la proposition précédente. Alors, il est clair que les opérateurs W, sont
définis sur H,.

Notre objectif dans la suite est de prouver que ces opérateurs sont unitaires si
et seulement si I’évolution U décrivant le systéme quantique en interaction avec une
copie de la chaine atomique associée au systéme extérieur, durant un intervalle de
temps [0, h], est unitaire. Nous démontrons d’abord ce résultat dans une direction.

Proposition 5.6 Si U est un opérateur unitaire tel que Ulj = Zi]\io TlijBi pour
tous j,l € {0,1,...,N}, ou B;, i =0,...,N sont des opérateurs sur Ho, alors pour
tout 1 € {0,1,..., N}, Uopérateur W est unitaire.
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Preuve: On a N
WW; =Y vjv/BiB;.
i,j=0
Notons que d’aprés la relation (5.3), on a

N
i,J __ ij,,m
v = E 7",

m=0
Ainsi, on obtient

N
* 17, M D R*
WiW = > THo"BB,
2,7,m=0
N

N
= Y o' (> TiBi)B;.
=0

7,m=0
D’autre part, on a
N
J — tj — 779
Ul = E 1, B, B =U;,
i=0

ce qui implique que

N
* myrj 770%
Wi = > orULUY
7,m=0

N

= Y oY v,

m=0 3=0

Comme U est un opérateur unitaire, on obtient

N
> ULUY = 6ol

j=0

Par conséquent, on a

WW; =vl=1.
Cela achéve la preuve. O]
Maintenant, afin de montrer la réciproque, nous avons besoin d’exprimer les

coefficients de la matrice (UJZ)” en termes des opérateurs W;. Ce résultat est donné
par les deux lemmes suivants.
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Lemme 5.7 Pour tout i € {0,1,...., N}, on a

N
B =Y pujWi.

=0

Preuve: On a

N ‘ N ' N '
S = > pi(d ] viB))
=0

1=0 j=0
N N
_ , i, J
= > Bi(>_ pwiv])
§=0 1=0

ce qui prouve le lemme énoncé ci-dessus.

Lemme 5.8 Pour tous [, k € {0,1,...,N}, on a
N

Uf = Z vt
i=0

Preuve: Notons qu'on a
N
k Kl
Uf=>_ T/'B;.
§=0

De plus, d’apreés la relation (5.3), on a

N
XIXHF() =Y THX(vy),

=0
ce qui implique que

N
Lk _ kl, j
vivi—g T ;.

J=0

(5.6)



Ainsi, d’aprés le lemme 5.7 et la relation (5.6), on obtient

N
Uf = ZpiT]klvﬁWi

1,j=0

N N
= Z piW; (Z Tﬁ”i)
=0 =0
N J
=0

Maintenant, nous pouvons prouver la réciproque de la proposition 5.6.

Proposition 5.9 Si W; est un opérateur unitaire pour tout i € {0,1, ...

lopérateur U est unitaire.

Preuve: On a

N
UDUR) = > pipjofvfvio] WW;
k=0 ,5,k=0
N N
= Zp?(vf)2vazm[+ Z plp] T ] Uj TWW*
i,k=0 4,5, k=0
(]
N
= sz il ||U2||2+1 T+ Z Dip; Z
1=0 i,7 =0
iF ]

N

N
= Z bi pz ||U,||2 + 1)) I+ Z pipj<r&i’ ﬁj)”zl'vj
=0

i,j=0
iF]

Notons que de la proposition 5.2, on a

pi[lvil]* +1) = 1.
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, N}, alors

l,m *
vivj WiW;

De plus, d’aprés la relation (5.5), on a (v, 0;) = 0, pour tous 7 # j. Par conséquent,

on obtient

S (UHWE) = B(XX™)]T = b,ul.
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O

Comme conséquence des propositions 5.6 et 5.9, on a obtenu le résultat suivant.

Théoréme 5.10 L’opérateur U est unitaire si et seulement si pour tout | € {0,1,..., N},
Wi est un opérateur unitaire.

Maintenant, nous prouvons que la solution discréte de I’équation (5.4) est une
marche aléatoire sur le groupe engendré par {W;, [ =0,1,..., N}.

Proposition 5.11 Si U est un opérateur unitaire tel que UJ, = Zﬁio T4 B;, pour
tous j,m =0,1,...., N, alors on a

Vn+1 = VVan
avec probabilité p; pour tout | € {0,1,..., N}, ou Vo = I.

Preuve: Si X!, = v}, alors P(X},, = v}) = p;. Ainsi, avec probabilité p;, on a

N
Va1 =Y BV, = WiV,

=0

Cela prouve notre proposition. [l

5.3 Exemple : N =1

Nous allons spécialiser les résultats ci-dessus au cas particulier N = 1. Posons
Q = {0, 1} et désignons par F la o—algébre engendrée par les cylindres finis. Les
applications coordonnées seront notées v,, n € N.

Pour p €]0,1] et ¢ = 1 — p, on définit la mesure de probabilité p, sur (2, F) de
telle sorte que (1, ), soit une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes
et identiquement distribuées de loi pd; + ¢dp. Notons maintenant E,(.) I'éspérance
par rapport a p,. Alors, on a E,(v,) = E,(12) = p.

Posons
I/ J—
X, =2_F
VP4
Alors, il est facile de vérifier que X,, est une variable aléatoire obtuse dans R qui
prend les valeurs vy = 1/q/p et v1 = —+/p/q avec des probabilités respectives p et

q. De plus, il est clair que (X,), est une suite de variables aléatoires indépendantes
satisfaisant E(X,,) = 0 et Var(X,) = 1.
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Dans ce cas particulier, 'espace canonique associé a la suite (X,,),, est I'espace
de Hilbert
T®, = L*(Q, F, up).

Une base orthonormée de T'®,, est donnée par les éléments
XA - leinu X@ - ]l,

ou A = {iy,...,i,} est un ensemble fini de N.
La chaine atomique a deux niveaux est donnée par

Td = ®i€N (C27

appelé bébé Fock, ou le produit tensoriel infini est défini par rapport a la suite

stabilisatrice (2),, telle que
1 0
2= (o) o= ()

est une base de C2. Une base ortonormée du bébé Fock T'® est donnée par la famille
{Xa, AePr(N)}, ou X4 est décrit dans la sous-section 1.4.1 (partie b)).

Notons qu’il y a un isomorphisme naturel entre les deux espaces T'®,, et T'® qui
consiste a identifier leurs bases canoniques. L’espace T'®,, est appelé linterpretation
p-probabiliste de T'®. Dans ce cas particulier, le tenseur T est un scalaire et il est
donné par la proposition suivante (cf [At2]).

Proposition 5.12 On a

X2 =1+ c,X,,
ol ¢y = ‘\l/;p_’;.
Preuve: On a
2 I,y
X, = —(I/n — 2pv, + 1)
pq

1 2
= —(p®+pg—pg+ (1 —2p)v,
pq(p pq—pg+ (1 —2p)vy)
1
= 14+—(pp—q)+ (g —p)vm
pq(p(p q) + (g —p)vn)
Vn_p

= l+c
NG
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Ainsi, d’apres la proposition ci-dessus, on a T = c¢,,.

Notons maintenant a{(n), aj(n) et aj(n), les opérateurs de création, d’annihila-

tion et de conservation sur 7T'®. Si on désigne par M_f(n I'opérateur de p-multiplication
par X,,, alors la variable aléatoire obtuse X,, peut étre représentée comme une com-
binaison linéaire des bruits discrets a?(n), aj et aj(n). Ce résultat est donné dans
la proposition suivante.

Proposition 5.13 L’opérateur de p-multiplication par X,, est donné par
MY, = ay(n) + ag(n) + cpay(n).
Preuve: On a
XnXa = XpXalpga + X, Xalen

= Xaopmloga + Xam X Lnea

= Xaugmlnga + Xa\gp (1 + ¢, X0) 1nea

= Xaufnlnga + Xa\gmylnea + pXalea

= ai(n) X4+ aj(n) X4+ cpai(n)X 4.

O

Notons que dans la base {2, e;}, la matrice de I’évolution unitaire U dont les
coefficients sont des opérateurs sur C? s’écrit

By B

By Bs )’
ou B;, 1 =0,...,3 sont des opérateurs sur Hy. Ainsi, I’équation d’évolution discréte
définie par la relation (5.4) s’écrit sous la forme

Vn+1 = BOVnI + Blann—H
Vo=1

si et seulement si By = By + ¢,B; et By = By. Comme U doit étre un opérateur
unitaire, on obtient les contraintes suivantes :

BiBo+ BiB, =1
BoBi + BB =1

BoB; + BB} + ¢,B,B; = 0
BSBl + BTBO + CprBl =0.

Notons qu’il est clair que

P(Vigr = (By + \/%Bl)VN) = D
P(Vn—l—l = (BO - \/Z%Bl)vn) = q.
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Alinsi, si on pose

Wo = Bo++/q/pbBi,
Wi = Bo—+/p/qB,

alors on obtient

By = pWi+ qWs,
By = By=/pg (W1 — W),
Bs = W+ pWs.

Par un simple calcul, on vérifie que By et By vérifient le systéme donné ci-dessus.
La théoréme suivant est alors un cas particulier du théoréme 5.10.

Théoréme 5.14 L’opérateur U est unitaire si et seulement si Wy et Wy sont des
opérateurs unitaires.

Notons aussi que le résultat suivant peut étre vu comme une conséquence im-
médiate de la proposition 5.11.

Proposition 5.15 On a

Vit = WiV,
avec probabilité p et

Vi = WiV,

avec probabilité q, ou Vo = 1.

5.4 Equations de Langevin quantiques

Dans cette section, nous examinons le cas des équations de structure multi-
dimensionelles. Ensuite, nous montrons la convergence, quand h tend vers 0, de
la solution de I’équation d’évolution discréte (5.4) vers la solution d’une équation
différentielle stochastique classique dont on donne la forme explicite.

5.4.1 Equations de structure multidimensionnelles

Soit ® = T',(L*(R,, CV)). Alors, ® admet une interpretation probabiliste en
termes de martingales normales multidimensionelles. Pour plus de détails, on renvoie
le lecteur a |AtE| et [AtP2].
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Définition 5.16 Une martingale X = (X', ..., X"Y) & valeurs dans RN est dite
normale si Xo = 0 et si pour tous i, j, le processus X X] — 0iit, t > 0 est une
martingale.

Une caractérisation des martingales normales est donnée par la proposition sui-
vante.

Proposition 5.17 Les assertions suivantes sont équivalente :
i) Une martingale X = (X', ..., XN) a valeurs dans RN est normale,
i) Le processus [X*, X7], — 0;;t est une martingale,
i1) (X', X7), = 04t pour tout t € Ry,
Etant donné une martingale normale X = (X1, ..., XY) dans RV, on dit que X

satisfait une équation de structure si chacun des martingales [X*, X7], — §;;t est une
intégrale stochastique par rapport a X, i.e :

N t
[Xi,Xj]t :5@5—1—2/ T]z](s)de,
k=10

ol T,ij est un processus prévisible.
Une famille {A7, i, j,k € {1, ..., N}} vérifiant :

i) (i,7, k) — AY est symétrique sur {1, ..., N}3,
i) (i,5,7,5) — S0, A?Agjl est symétrique sur {1, ..., N}*,

est dite doublement symétrique.
Maintenant, nous énoncons le résultat suivant.

Théoréme 5.18 Soit X une martingale normale dans RN qui satisfait I’équation
de structure

N t
[Xi,Xj]t :5@5—1—2/ T]z](s)de.
k=10

Alors, pour presque tout (t,w), la famille {T,ij(s,w), i,5,k =1, ..., N} est double-
ment symétrique.

Notons qu'une martingale normale X dans RY qui satisfait une équation de
structure a coefficients constants, i.e : les coefficients T,ij sont, tous constants, peut
étre représentée en termes de bruits quantiques. Ce résultat est donné dans le théo-
réme suivant (cf [At3]).
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Théoréme 5.19 Soit X une martingale normale dans RY qui satisfait [’équation
de structure a coefficients constants

N t
X0, X, =6t + 3 /0 TIdxk, (5.7)
k=1

Alors, (X); posséde la propriété de la représentation chaotique. De plus, si on note
(Q, F, P) lespace canonique associé a (Xy):, alors Uespace L*(Q, F, P) est naturel-
lement identifié a . En outre, l’opérateur de multiplication par Xf s’écrit

N
My = al(t) +af(t) + Y TPdi(t).

1,7=1

Notons que dans le cas ott X* = (XF);50, K = 1,..., N est le mouvement brow-
nien, Il est prouvé dans |At4| que

M = ap(t) + ag(t).

Dans la suite, nous allons supposer que X satisfait I’équation de structure a
coefficients constants (5.7). De plus, X} sera identifiée a Uopérateur af(t) + af(t) +

N ij i
Zz’,j:l Tk]aj (t).

Considérons maintenant 1’équation d’évolution discréte donnée par (5.1).

Théoréme 5.20 5%

U) = I+ hLy+o(h),
Ué = UZ.0 = \/ﬁLi + 0(\/5), avec L} = —L;,
U = Si+o(h),

ot S = SV TP Ly + 051 et S = (SHi<ij<n est un opérateur unitaire, alors il
existe un opérateur Hy défini sur Hy tel que L) = iHy — % Zfil LL;. De plus, la

solution Vin de (5.1) converge fortement, quand h tend vers 0, vers la solution
unitaire de ’équation différentielle stochastique classique

AU, = LYUdt+ 3N L, UdX}
UO = ]7

avec X est une martingale normale dans RY qui satisfait I’équation de structure a
coefficients constants (5.7).
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Preuve: Puisque U est un opérateur unitaire, alors on a

N
USUg + > UPUY =1,
i=1
ce qui implique que
N
I+h(Ly +Ly+> LiL)+o(h) =1
i=1
On obtient donc

N
Ly + Ly = - LiL;.
i=1
Par conséquent, on a
- e
0% * _ _ (710 - * T
Ly + 5;@@- =—(Ly+5 ;LiL,).
Alinsi, il existe un opérateur Hy défini sur H tel que
|
0 * .
Lo+ ;LiLi — iH.
Il suit
1 N
0o_ «
LY =iHy — §ZLZ.LZ-.

i=1

Maintenant, on se propose de prouver que

N
Li=-Y LS} (5.8)
k=1
Notons qu’on a
N
U U + ) U UF = biol.
k=1

Alors, on obtient

N
Vh(Li+ > LiSF) = 6ol + o(h).

k=1
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Par conséquent, pour tout ¢ # 0, la relation suivante
N
—> LiSF=Li+o(Vh)
k=1

est satisfaite Finalement, en faisant tendre h vers 0, la relation (5.8) est satisfaite.

Ainsi, d’aprés le théoréme 1.49, la solution de (5.1) qui satisfait les hypothéses
du théoréme ci-dessus, converge fortement vers la solution unitaire de 1’équation
différentielle stochastique

N
dU, = LUdt+ Y LU/(da(t) + dal(t)) + Z ZT’ LiUdai(t)

i=1 lj=1 i=1

N
= LUt + > LUy(daj(t) + daf(t) + Z T/ dal (t

i=1 l,j=1

N
= LU +dtY LiUdX],

i=1

de condition intiale Uy = I. Cela prouve notre théoréme. O

D’aprés le théoréme ci-dessus, pour un bon choix des coefficients de 1’évolu-
tion unitaire associé au modéle d’interactions répétées, la solution de 1’équation
d’évolution discréte converge, quand h tend vers 0, vers la solution d’une équation
différentielle stochastique dirigée par une martingale normale vérifiant I’équation de
structure a coefficients constants. Un cas particulier est décrit dans la sous-section
suivante.

5.4.2 Limite continue

Considérons le modéle d’interactions répétées décrit précédemment tel que I’équa-
tion d’évolution discréte est donnée par la relation (5.4). Ainsi, nous prouvons le
résulat suivant.

Théoréme 5.21 Si pour tout i = 0,1, ..., N, W; est un opérateur unitaire et si on
a

N
Wi =1+ VR vlL;+hL)+ hwi(h),
j=1

avec limy g [|[w;(h)]| = 0, alors il existe un opérateur auto-adjoint Hy défini sur Hy
tel que la solution Viy de (5.4) converge fortement, quand h tend vers 0, vers la
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solution unitaire Uy de [’équation différentielle stochastique brownienne

dU, = GUdt+ YN, L;U,dB;(t)
Uy = 1,
ot G =—iHy— 1 Z]kvzl Ly L et Bi(t) = a(t) + ai(t) est le mouvement brownien.

Preuve: Puisque W; est un opérateur unitaire, alors la relation suivante est satis-
faite

WWr =1,

ce qui implique que

I+ h(LY+ LY + Z vt L} + o(h) = 1.
k,l=1

Par conséquent, on a
LY+ LY + Z vhF L L = o(1).
k=1

11 suit

N
1
Ly+5 ;H VL Ly = — (LY + — k% 1@ LLE) + o(1).

Ainsi, il existe un opérateur auto-adjoint Hy défini sur Hy tel que

LY = —zHO—— Z vlvkLl »+o(l).
k=1

D’autre part, on a

N
=2 nls = —ZZpaHo——Zpa > L) +of)
5=0

k=1

= —ZHO—— Z ZPJ 3 ) LiLi + o(1).

k=1 j=0

Comme E(X!XF*) = Z] o DjVLVF = Oy, il suit

N
1
0o _ . *
Ly = —ify— k§_1ij 4+ o(1)

= G+o(1).
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De plus, d’aprés le lemme 5.8, on a

Uy = ZPiWi

N N
= T+hL)+VhY > piwlL;+o(h)

i=0 j=1

I+ hL)+ \/EZ (Zpivg)Lj + o(h).

j=1 i=0

Comme YN p! = E(X7) = 0, on obtient
Uy = I+ hLy+ o(h).

Maintenant, pour tout m € {1, ..., N}, on a

N
Un=U" = > pal"W
=0
N N .
= E(X™)I +hEX™L)+ VhY pf (D> vlL;) +o(h)

i=0 j=1

= VhY LE(X™X’)+ o(h)

= VhL,, + o(h).

Finalement, pour tous k, [ € {1, ..., N}, les coefficients U}, sont donnés par
N
i=0

Ainsi, d’aprés le théoréme 1.49, nous pouvons conclure. O
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Chapitre 6

Contribution n° 5 : Equations de
Langevin quantiques associées a un
bain thermique quantique

Dans l'article [AtP1], nous observons deux normalisations du temps dans la
partie interaction de I’hamiltonien associé a un modeéle d’interactions répétées. Une
normalisation d’ordre v/h et une normalisation d’ordre h. Il est prouvé par Attal et
Joye (cf [AtJ]) que pour un bon choix de '’hamiltonien d’interactions répétées, la
normalisation d’ordre vh correspond a la limite du couplage faible. De notre coté,
nous avons montré que la normalisation d’ordre h correspond a la loi de densité
faible (cf [AtDh]). Ce chapitre est organisé comme suit :

Dans la section 6.1, nous décrivons le modéle d’interactions répétées introduit
dans [AtJ] qui représente un petit systéme Hg d’hamiltonien Hg en interaction
avec une chaine infinie de copies identiques C"*!' modélisant un bain thermique.
L’hamiltonien d’interactions répétées associé, noté H, est défini sur 'espace de
Hilbert Hg @ C"*1.

Dans la section 6.2, nous supposons que la partie interaction de H est d’ordre
V'h et nous rappelons les résultats essentiels d’Attal et Joye.

Dans la section 6.3, nous supposons que la partie interaction de H est d’ordre
h. Nous montrons, dans ce cas, la convergence de I’équation d’évolution discréte
associée a ce modele vers la solution unitaire d’une équation de Langevin quantique
poissonienne.

145
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6.1 Petit systéme en interaction avec un bain ther-
mique quantique

Nous présentons dans cette section le modéle d’'interactions répétées qui est
I’'objet de notre étude dans la suite. Ensuite, nous décrivons la représentation GNS.

6.1.1 Modéle d’interactions répétées

Considérons un petit systéme décrit par un espace de Hilbert séparable Hg
en interaction avec un bain thermique quantique qu’on modélise par une chaine
infinie de copies identiques telles que 'espace d’états de chaque copie est 1’espace
de Hilbert C"*!. Fixons une base orthonormée B = {eg, €1,...,en} de C™1, on
eg = €2 représente 'état vide de I'atome. Ainsi, la chaine sera décrite par le produit
tensoriel @y. C", défini par rapport a la suite stabilisatrice (Q2),. Supposons que
I'interaction entre les deux systémes se fait de la maniére suivante : le petit systéme
interagit avec les copies de la chaine I'une aprés 'autre durant le méme intervalle
de temps [0, h]. Par suite, I'interaction totale est décrite par I'espace de Hilbert
Hs @ Q- Ccrtt,

Une base orthonormée de B(C"*') est donnée par la famille {a}, 0 <4, j < n}
telle que

aéek = 5ik€j-

Les hamiltoniens respectifs du petit systéme et d'une copie de la chaine atomique
associée au bain thermique, sont les opérateurs auto-adjoints Hg défini sur Hg et
Hp défini sur C"*! tel que

n

0 1

HR:E Vi Qg
=0

ou les v;, ¢ =0, ...,n, sont des nombres réels.
L’hamiltonien total du petit systéme en interaction avec une copie de la chaine
Q- C", noté H, est défini sur Hg @ C"* par

H=Hs®I+1® Hgp+ Hy(h),

ot Hy(h) est 'hamiltonien d’interaction.
L’évolution unitaire associée, durant l'intervalle de temps [0, k], est donnée par

U — e—ihH

Notons maintenant (CZJrl la k-iéme copie de C"*! dans la chaine Q- C"*+1. Alors,
on définit Popérateur Uy sur Hg @ @y C** par

U, = { U sur Hg®Cpt!

I ailleurs .
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Ainsi, I’équation d’évolution discréte, décrivant le modéle d’interactions répétées du

petit systéme avec le bain thermique, est donnée par la suite (Vj)ren dans B(Hgs ®
Q- C*) qui satisfait

{ Vk+1 = Uk—‘rlvk (6 1)

Vo=1

Notons que dans la base B, 'opérateur U s’écrit

i.j=0

ou les U]Zf, 1,7 = 0,...,n, sont des opérateurs sur Hg. Par conséquent, en termes de
bruits quantiques discrets, I’équation (6.12) s’écrit

Vi1 = ZZj:O U;Vka§‘(k +1)
Vo=1.

6.1.2 Représentation GNS

Soit pg 'état d’équilibre thermodynamique a une température inverse 3 d’une
copie de la chaine associée au bain thermique qu’on explicitera dans chacun des deux
sections suivantes. Notons que dans la base B, la matrice densité ps est diagonale

P = dlag (ﬁOaﬁla 7671)

Maintenant, on se propose de décrire la représentation GNS du couple (C"*1) pg).
Posons ‘H = B(C"*1), I'algebre des opérateurs bornés sur C*™*, munie du produit
scalaire

(A, By = Tr(pgA*B).
Ainsi, la représentation GNS du couple (C™, ps) est le triplet (7, H, Qg) tel que :

- Qp=1,

- 7 H — B(H) telle que (M)A = M A pour tous M, A € H.

Posons B

U=mn(U)
et désignons par Hk la k-iéme copie de H dans la chaine Q- H. Alors, il est facile
de vérifier que Uk = W(Uk) agit comme U sur Hs ® Hk et comme l’'identité ailleurs.

De plus, si on note V;, = m(Vk), alors il est clair que (Vk)keN est une suite d’éléments
de B(Hs ® @y- H) vérifiant

(6.2)

‘:/k—i—l = ﬁk+1‘7k
Vo=1.
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Dans les deux sections suivantes, nous allons étudier la limite continue de la
solution de I’équation (6.2). Pour cela, nous avons besoin d’expliciter une base de
‘H. Posons

vy =1—01 — P — ... — B, pour tout k€ {1,....n}.
Considérons la famille {X?, 4, j € {0,1,...,n}} telle que :

- X0=1,

- X’ \Faﬂ’ pour tous 7 # j,

- XF = diag (A AL, o AFTE AR AR,

ou
>\°:/\2:...:/\”:_\/E, MoV 6.3
1 1 1 \/71 1 \//6_1 ( )
et pour tout k € {2,...,n}, on a
VD VAR = B 6.4

Aﬁ — Lj (6.5)
\/Vk—1\/@
A= M=l =X"T1=0. (6.6)

Alors, il est clair que la famille {X?, 4, j € {0,1,...,n}} forme une base orthonormée
de H muni du produit scalaire (A, B) = Tr(pgA*B). Par conséquent, la matrice de
U dans cette base est donnée par (Ukl)u kie{0,1,..n) telle que

Uit = Trg(ps(XF)UXD). (6.7)

6.2 Hamiltonien d’interactions répétées avec nor-
malisation d’ordre VA

Dans cette section, nous allons présenter le résultat principal démontré dans
[AtJ]. Nous supposons que la partie interaction H;(h) associée au modéle décrit
ci-dessus est de la forme

1 < .
Hi(h)= =) (Vi®d +V®a)),
ouV;, 1 =1,...,n, sont des opérateurs sur Hg. Ainsi, I’hamiltonien H s’écrit

H=Hs®@I+IQ Hp+ — Z (Vi@ a4+ V' @ah).

il
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L’état d’équilibre thermodynamique d’une copie de la chaine Q). Cnt! est

donné par
1

—BH
pﬁzzeﬁRa

ot Z = Tr(e PHr). 1l est clair que dans la base B, pg s’écrit

pp = diag(B, ..., Bn),

ol

eBr 4 . e Bm’

fi =

Supposons que 7y < 7; pour tout ¢ € {1,...,n}. Ainsi, on obtient 5y > ; pour
tout ¢ = 1,...,n. Considérons I'espace de Fock symétrique I J(LP(Ry, CHD )
construit sur lespa('e de Hilbert L*(R,, C"*D*~1). Notons dall(t), i,5, k1 =

0,1,...,n, les bruits quantiques définis sur I';(L*(R,, C(”+1)2_1)) par rapport a la
base orthonormée {X;, i, 7=0,1,...,n}. Alors, nous énoncons le théoréme suivant
qui est di a Attal et Joye (cf [AtJ]).

Théoréme 6.1 La solution V[t/h] de Uéquation (6.2) converge fortement, pour tout
t, vers la solution unitaire de ’équation de Langevin quantique définie sur [’espace

Hs @ To(LA(Ry, C+D*1)) par

= . ~ 1 . R
Vo= — |iHls + Z;ﬁml +3 ;Wk Vi+ BVAVE)| Vadt
— i Y [VBViVidag () + /BoViVidal 5 (1) (6.8)
k=1

+ VBV Vidayo(t) + v/ BoViVidag 'y (1)].

avec la condition intiale % =1.

Apt) = ﬁo — ﬁk \/ % 0
0,0

Al = (| b+ a5() (6:9)

Posons

ﬁo ﬁk

et

—i\/ Bo — BiVi-
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Alors, grace au regroupement donné par la relation (6.9), I’équation (6.8) s’écrit

- ~ IN~( Bo B )|V,
dv, = [ZHS_|_sz:05k%I+ 2;<60_ﬁkaWk+60_ﬂkaWk>]Wdt

n
S (WaVidAL ) — W VidAb (D).
k=1
Remarque 6.1 Par le regroupement donné ci-dessus, l’équation de départ (6.8) qui
est définie sur un espace de multiplicité (n+1)? — 1, est simplifiée en une équation
de Langevin quantique définie sur un espace de multiplicité n, Hg @ T (L*(R,,C")).

Maintenant, nous allons énoncer quelques propriétés des bruits définis par la
relation (6.9), qui sont appelés bruits thermiques quantiques. Considérons ’espace
® qui consiste a doubler I'espace de Fock T'y(L*(R,,C")),

& = I,(LX(R;, C") © T, (L*(R,,C")).

Les bruits quantiques définis sur la premiére et la deuxiéme copie de I'y(L*(R,,C"))
dans ® sont respectivement identifiés aux opérateurs a}(t) ® I qu’on note a’(t) et
I ® a}(t) qu’on note b’ (t). Soient

At) = 506_05, aO(t) + /Bﬁ - H(0)
i) = 506_05, ai(t) + /Bﬁ 5 .

ot f € L*(Ry, C") et fi(t) = (e:, f(2)).
La proposition suivante fournit des propriétés de bruits thermiques quantiques
définis ci-dessus (cf |AtJ]).

Proposition 6.2 On a
dAy(t)dAY(t) = 605—0 ﬁdt,
dAY(H)dAL(t) = 6()_@' ﬁdt.
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De plus, les opérateurs a(f), a*(g) forment une représentation de ’algébre des CCR
sur L*(Ry, C"), i.e :
[a(f), a"(9)] = (f, 9)1.

6.3 Hamiltonien d’interactions répétées avec nor-
malisation d’ordre h
Dans cette section, nous supposons que I'hamiltonien d’interactions répétées H
s’écrit

n
H:f&®l+1®ﬂg+%§:L%®ag
ij=1
ou D;; = (Dj;)*.
Maintenant, nous allons décrire la matrice de U dans la base B. Posons
D = (Djj)1<i j<n €t considérons la matrice M = (M;;)1<; j<n, 00 M;j = 0;;(Hs+v:1).
Notons que I’évolution unitaire U est donnée par

U = e—ihH _ § ihmHm
m)!
m>0

D’autre part, dans la base B, les hamiltoniens Hy et H s’écrivent

HR = dlag (707717"'77%)7

I - Hg + ol 0
B 0 M+3D )’

ce qui implique que
O(h?) 0
2 _
| L)

De plus, pour tout m > 3, on a

m _ [ o(h?) 0
(hH)™ = ( 0 D™+ O(h) ) '
On obtient donc

I —ih(Hg + vI) + O(h? 0
U:( (Hs K ) + O(h?) ]_ihM+(e—"D—I)+O(h))’ (6.10)

ce qui donne les coefficients de la matrice de U dans la base B, qui sont des opéra-
teurs sur Hg, a des précisions O(h) et O(h?).
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Supposons que I’état d’équilibre thermodynamique & une température inverse (3
est donné par

1

ol
- Z = Tr(e PHrR=1N)),
- N =diag (0,1, ...,n) est un opérateur sur C"*1,
- p est un scalaire, appelé potentiel chimique.

Notons que le petit systéme interagit avec une copie de la chaine atomique @y C"**
si et seulement si o < 0. De plus, il est clair que la matrice densité pg est une matrice
diagonale dans la base B,

P = dlag (ﬂOa ﬁl) cey ﬁn)>

ol ,
eIHB e=B7j

Bi

Maintenant, nous allons étudier la loi de densité faible du modéle décrit ci-
dessus. Pour cela, nous introduisons I’hypothése principale qui consiste a supposer
que la durée d’interaction entre le petit systéme et une copie de la chaine Q). CrH,
h, est liée au potentiel chimique g de la maniére suivante :

= oot e g oo = 0 (6.11)

h? = e,

Ainsi, il est clair que h tend vers 0 si et seulement si la fugacité e®* tend vers 0, i.e :
le potentiel chimique tend vers —oo.

Lemme 6.3 On «

ﬁOA(l] = O(h)7
BoA) = o(h), pour tout i > 2,
Sidt = O(h),
Bed = o(h), pour tous i > 1, k> 1 tels que (i,k) # (1,1),
ﬁk)\f)\f = o(h), pour tous i,j > 1 tels que i # j,
B(A2 = o(h), pour tous i,k >1 tels que i # k,
}llin%)ﬁk(kﬁ)z = 1, pour tout k> 1.

Preuve: La preuve du lemme ci-dessus est une conséquence immeédiate des relations

(6.3), (6.4), (6.5), (6.6) et (6.11). O
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Dans la suite, notons que la matrice de 'opérateur unitaire e =" est donnée dans
la base B par
—iD k
e = (5] )1<tk<n;

ot SF, k.l € {1,...,n} sont des opérateurs sur Hg.
Maintenant, nous prouvons le résultat suivant.

Théoréme 6.4 La solution ‘7[t/h] de (6.2) converge fortement, quand h tend vers
0, vers la solution unitaire de [’équation de Langevin quantique

AV, = — i(Hg+~ol)Vdt
N n
Y (S = (Y daii). (6.12)
4, k=1 i=1

avec la condition initiale ‘70 =1.
Preuve: D’aprés la relation (6.7), on a
Usy = Teg(psU).
Ainsi, grace a la relation (6.10), on obtient
Uso = foll = ihHs +~0hl) + fi(I — ihHs)
+ Bo(I —ihHg) + ... + B.(I — ihHg) + O(h?).

Cela implique B
Upp = I —ih(Hs + Boyol) + o(h). (6.13)

Maintenant, pour tous i,j € {0,1,...,n} tels que (4,7) # (0,0) et i # j, on a
Usp = TrglpsUX;)

1
= ﬁ(eh p5U€j>

= /Bile;, Ue;).

Par conséquent, on obtient deux cas :

- Sit=0o0uj =0, alors on a
Uso = Ui = 0. (6.14)
- Sii#0et 7 # 0, alors on obtient

ai={ o Szt (6.15)
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De maniére analogue, on prouve que
Uy =Ugo =0, Vk,1 € {1,...,n}. (6.16)

et que pour tous k,l € {1,...,n} tels que k #1, on a

= Loy whrl @17

Notons maintenant que pour tous i # j, k # [ et pour tous 4, j, k,l € {1,...,n},
on a

[72:{ = 5ik<el7 U€j>.

Ainsi, on obtient

Uyl =0, Vi#k. (6.18)

De plus, on a

Ul = (e, Uej) = S{ + O(h). (6.19)

Pour tout ¢ € {1,...,n}, le coefficient ﬁég est donné par

Uso = Trg(psUX]))

= Zﬂ] (e, Uey).

Notons que d’aprés le lemme 6.3, on a GoA} = O(h), BiA] = O(h), B! =
o(h), Vi > 2 et B;\] = o(h), pour tous i > 1, j > 1 tels que (i,j) # (1,1). Ainsi, on

obtient

rrig O(h) sii=1

Voo = { o(h) sii>2. (6.20)
De la méme maniére, on prouve que

70,0 O(h) si k=1

Uik = { o(h) i k> 2. (6.21)

Maintenant, pour tous i, k,l € {1,...,n} tels que k # [, on a
Ugr = Tfﬁ(/)ﬁ(Xf)*UX?)

= \/ﬁMf (e, Uey).

61, U6j>
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Comme on a v/BipA¥ = o(h) pour tous i, k,1 € {1,...,n} tels que i # k, on obtient

Uy =o(h), Vi # k. (6.22)
De plus, on a
Uil = VV'T"“ Si+ O(h). (6.23)
k—1

De maniére analogue, on montre que pour tous ¢, j, k € {1,...,n} tels que i # j,

Uy, = o(h), Vi #k (6.24)
et
U = VvV S+ O(h). (6.25)
’ Vi—1

Soient ¢,k € {1,...,n}. Alors, on a
Uy = TrglpsXiUX))

= ) BiNXN(e;, Uey)
=0

= D BNNST = 1)+ ) BMN T+ BANT + ofh).
j=1

j=1
Notons qu’on a
(XL XE) =) BINN = i
=0
Cela implique
Uiy = 0l + Y BMM(S] = 1) + o(h).
j=1
Ainsi, on obtient o
vk =o0(h), Vi#k (6.26)
et o | |
Ui = 1+ BODA(S! = 1)+ o(h). (6.97)

Maintenant, afin d’appliquer le théoréme 1.49, nous allons calculer les limites
suivantes o
Uit = dagyend
s — lim
h—0 hEk

© 00 4 00 _ ij _ ij
ol ggg =1, g =¢egp=1/2et g =0.
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Notons que d’aprés (6.14), (6.16) et (6.18), on a U00 = UO’] 0 pour tous

i,j€{l,...,n} et U,i{ = 0 pour tous ¢, J, k,l € {1,...,n} tels que ¢ # k. De plus, les
égalités (6.15), (6. 17) (6.20) et (6.21) impliquent que pour tous 4, j,k,l € {1,...,n}

(700 {7
lim —=L = lim —2 = 0.
h—0 \/h h—0 +/h
En utilisant les relations (6.19), (6.23) et (6.25), on obtient
lim 079 = 4,
h—0 7

pour tous i,7,l € {1,...,n} tels que j # [. De plus, en tenant compte des relations
(6.22), (6.24) et (6.26), on a pour tous 4,7, k, [ € {1,...,n} tels que i # k

}LH%UM = hm Uk’l = hm Uk

[’égalité (6.13) implique
= —i(HS + ’Yo[).

Finalement d’apres les relations (6.19) et (6.27), on a

lim (U

h—0"

—1)=8]—1,Vi,je{l,..n}

Par conséquent, d’aprés le théoréme 1.49, la solution de I’équation (6.2) converge
fortement vers la solution unitaire de 1’équation différentielle

AV, = —i(Hg+ ~ol) Vidt
+ Y SV dali()
s k=1 i=1
j#k
+ D (8] =DV day()
j=1 i=1

= —i(Hs + ) Vit

+ Y (SL= 0DV Y dagi(t)
i=1

Jk

avec la condition initiale Vj = I, ce qui prouve notre théoréme. L]
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Remarque 6.2 Si on pose

n

dAY(t) = ) dapi(2),

1=1

alors il est facile de vérifier que l’équation (6.12) peut étre interpretée comme une
équation de Langevin quantique définie sur Hg ® Fs(Lz(R+,C”2)). Ainsi, sur cet
espace, l'équation (6.12) s’écrit

dv, = —z'(HS+701) V,dt

+ ZS” Sl )Vid AL ().

De plus, les bruits quantiques dAi(t), g,k > 1 satisfont la table d’Ito. En effet
AA] (AT (1) = (Zdazi:?;u))(zdaz;”(t))

= Z dai (8 daiz " (1)

i1,t2=1

= Z 5(117J ), (i2,1) da’zlk ( )

i1,t2=1

— YT
=1

= SudAT(t).
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Résumé

En mécanique statistique quantique, un systéme quantique ouvert représente un petit
systéme de degré fini de liberté en interaction avec un systéme extérieur trés grand.

Pour décrire cette interaction, les physiciens et les mathématiciens utilisent souvent
deux approches : I'approche markovienne et ’approche hamiltonienne.

Nous comparons systématiquement les approches hamiltonienne et markovienne dans
les cas des modeéles de spin-boson et de Pauli-Fierz. Ensuite, nous présentons un modéle
lindbladien pour une chaine de IV spins couplée a des bains thermiques. Puis, nous étudions
le lien entre les interactions quantiques répétées et la loi de densité faible. Finalement,
nous étudions les propriétés des équations d’évolutions discrétes associées aux modeéles
d’interactions répétées, qui sont dirigées par des bruits discrets classiques.



