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9IntrodutionUn système quantique ouvert est un petit système HS en interation ave unsystème extérieur HR typiquement : réservoir, bain thermique, environnement...Dans la théorie des systèmes quantiques ouverts, les physiiens et les mathéma-tiiens s'intéressent souvent à dérire l'interation entre les deux systèmes (HS et
HR) et étudier les propriétés physiques qui y sont liées telles que : le retour à l'équi-libre (f [DJ2℄, [JP2℄, [FaR2℄, [Fr1℄), l'existene d'un état stationnaire (f [FaR1℄,[Fr2℄)...Pour faire ette desription, il y a dans la littérature essentiellement deux approhes :l'approhe hamiltonienne et l'approhe markovienne.L'approhe hamiltonienne onsiste à dérire l'ensemble du système : petit sys-tème, système extérieur et leur interation. Le petit système est dérit par un ha-miltonien HS dé�ni sur HS. Le système extérieur est dérit par un hamitonien HRdé�ni sur HR. L'interation entre les deux systèmes est dérite par un opérateur Qdé�ni sur HS ⊗ HR, qui est borné dans le as d'un système extérieur fermioniqueet non borné dans le as d'un système extérieur bosonique. Les outils essentielsde ette approhe sont : la théorie modulaire (f [BR1℄), la théorie des systèmesdynamiques quantiques, des liouvilliens, des états KMS (f [DJ2℄, [DJP℄, [JP2℄)...L'approhe markovienne onsiste à se onentrer sur la dynamique e�etive dupetit système (dans ette approhe, on renone à dérire le système extérieur, sou-vent trop ompliqué, inonnu ou inaessible). Cette dynamique e�etive est déritepar un semigroupe d'appliations omplètement positives (T ∗

t )t≥0 agissant sur lesétats (matrie densité sur HS) du petit système. Le générateur L∗ (lindbladien) dee semigroupe permet de dé�nir e qu'on appelle l'équation maîtresse assoiée à unétat intial ρ du petit système,
dρ(t)

dt
= L∗(ρ(t)), ρ(0) = ρ.Une telle équation permet d'étudier la déohérene quantique (f [BO℄), l'existened'un état stationnaire... Les outils essentiels de ette approhe sont : les semigroupesdynamiques quantiques (f [AlL℄, [Fa2℄) , lindbladiens (f [AlL℄, [L℄), équationsdi�érentielles stohastiques quantiques (f [HP℄, [M℄, [P℄)...L'un des outils qui permettent de passer de l'approhe hamiltonienne à l'ap-prohe markovienne est d'utiliser la limite de ouplage faible. Dans le as où HRest un système extérieur fermionique, il est prouvé dans [Da1℄, [Da2℄ que la limitede ouplage faible donne lieu à une dynamique markovienne irréversible agissantsur les états du petit système. Il est prouvé aussi dans [DF℄ que par la limite deouplage faible, on peut obtenir une dynamique markovienne irréversible agissant



10sur les observables assoiés au petit système. De plus, les auteurs ont montré qu'ily a équivalene entre les deux versions de la limite de ouplage faible. Dans le asd'un système extérieur bosonique ave un hamiltonien d'interation dipolaire, il estprouvé dans [AFrL1℄�[AFrL4℄ que la limite de ouplage faible donne lieu à uneéquation de langevin quantique. Dans [APV℄ et [Pe℄, les auteurs montrent aussique par la loi de densité faible, on peut obtenir des équations di�réntielles stohas-tiques à partir de la desription hamiltonienne des deux systèmes en interation HSet HR.À haque équation de Langevin quantique de solution unitaire U est assoiéeun groupe fortement ontinu à paramètre V (f [Ma1℄, [Fr3℄) de générateur K.L'hamiltonien K aratérise omplètement V et la solution U . En e�et, si Θ estl'opérateur shift de générateur E0, l'hamiltonien K permet de dé�nir la solution Uomme produit de deux groupes unitaires fortement ontinues à un paramètre
U(t) = Θ∗

tV (t) = eitE0e−itK , t ≥ 0.Cela permet d'obtenir une évolution hamiltonienne à partir d'une évolution irréver-sible.Réemment, dans les travaux d'Attal et Pautrat (f [AtP1℄), on modélise le sys-tème extérieur HR par un haîne in�nie de opies identiques ⊗
N∗ H. L'interationentre le petit système et la haîne atomique⊗

N∗ H se fait de la manière suivante :le petit système interagit ave les opies H l'une après l'autre durant le même inter-valle de temps [0, h]. L'interation entre le petit système et une opie de la haîneest dérite par un hamiltonien H dé�ni sur HS ⊗ H. On obtient don un modèledisret d'interations : les interations répétées. Dans [AtP1℄, il est prouvé que lalimite ontinue (h tend vers 0) de l'équation d'évolution disrète assoiée au modèledisret donne lieu à une équation de Langevin quantique. Dans ette limite, il ya trois normalisations du temps : une d'ordre 1, une d'ordre √
h et une d'ordre h.La relation entre la limite de ouplage faible et la normalisation d'ordre √

h à ététraitée dans [AtJ℄.Dans ette thèse, nous avons étudié les liens entre les deux approhes dans desmodèles partiuliers. Dans les hapitres 2 et 3, nous somme intéressé aux modèlesde spin-boson et de Pauli-Fierz. Les approhes hamiltoniennes de es deux modèlesont été traitées respetivement dans [JP2℄ et [DJ2℄. En partiulier, ils ont montré leretour à l'équilibre pour toute température T > 0. De notre �té, nous avons étudiéles propriétés markoviennes de es deux modèles. Nous avons donné une preuvede la limite de ouplage faible et nous avons alulé les lindbladiens assoiés. Nousavons prouvé quelques propriétés physiques des équations maîtresses assoiées tellesque : la ondition du bilan détaillé quantique et le retour à l'équilibre pour toutetempérature T > 0. Le retour à l'équilibre à la température zéro a été prouvé dans leas du modèle de spin-boson. De plus, nous avons présenté un modèle d'interationsrépétées assoié à e dernier.



11Dans la hapitre 4, nous avons présenté un modèle lindbladien assoié à unehaîne de N spins en interation ave r (1 ≤ r ≤ N) bains thermiques de tem-pératures inverses β(k1), ..., β(kr). Pour r ≥ 2 et β(k1) = ... = β(kr), nous avonsdonné expliitement l'état stationnaire et nous avons montrer qu'il est unique. En-suite, nous avons prouvé le retour à l'équilibre pour toutes températures inverses
β(k1), ..., β(kr). Les états loaux ont été alulés dans le as où r = 2 et N = 2, 3, 4.Finalement pour r ≥ 2 et β(k1) = ... = β(kr), nous avons donné la forme expliite dela prodution d'entropie.Dans le hapitre 5, nous avons étudié des équations d'évolution disrètes asso-iées aux modèles d'interations répétées et qui sont dirigées par des bruits las-siques disrets. Nous avons onstruit une famille d'opérateurs unitaires et nousavons montré que les solutions de es équations sont des marhes aléatoires sur legroupe unitaire. Ensuite, nous avons montré que la limite ontinue de es équationsdonne lieu à des équations de di�usion lassiques.Dans la hapitre 6, nous avons traité l'hamiltonien d'interations répétées aveune normalisation d'ordre h. Plus partiulièrement, nous avons établi le lien entreet hamiltonien et la loi de densité faible. Nous avons montré que par le passageà la limite ontinue de l'équation d'évolution disrète assoiée à e modèle, nousobtenons une équation di�érentielle stohastique dirigées par des bruits de Poisson.
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Chapitre 1Éléments de la théorie générale dessystèmes quantiques ouvertsCe premier hapitre est onsaré à rappeler quelques ingrédients mathématiquesnéessaires qui permettent d'aborder les approhes hamiltonienne, markovienne etles interations quantiques répétées.Dans la setion 1.1, nous présentons les outils liés à l'approhe hamiltonienne.Plus partiulièrement, nous allons dérire les notions des algèbres de von Neu-mann, théorie modulaire, systèmes dynamiques quantiques, liouvillien standard,états KMS, représentation ylique d'un système �ni, représentation d'Araki-Woodset retour à l'équilibre.Dans la setion 1.2, nous rappelons les dé�nitions des semigroupes dynamiquesquantiques, déohérene quantique, ondition du bilan détaillé quantique. Ensuite,nous donnons des résultats d'existene, d'uniité d'un état stationnaire et de retourà l'équilibre.Dans la setion 1.3, nous ommençons par rappeler les éléments de bases du al-ul stohastique quantique tels que : les bruits quantiques, intégrales stohastiquesquantiques, équations de Langevin quantiques. Ensuite, nous dérivons l'hamilto-nien assoié à une équation de Langevin quantique.Dans la setion 1.4, nous dérivons les modèles d'interations quantiques répétéeset nous présentons les résultats essentiels.1.1 Approhe hamiltonienneL'approhe hamiltonienne onsiste à dérire l'interation entre un système quan-tique et un système extérieur (réservoir, bain thermique,...) par un modèle hamil-tonien et étudier les propriétés ergodiques du système dynamique assoié. Dansette approhe, les outils néessaires sont typiquement : la théorie modulaire des al-13



14gèbres de von Neumann, les états KMS, les systèmes dynamiques, la représentationstandard et le liouvillien standard...1.1.1 Théorie de Tomita-TakesakiDans ette sous-setion nous rappelons quelques dé�nitions des topologies sur
B(H), où H est un espae de Hilbert séparable. Ensuite, nous dé�nissons les notionsde W ∗-algèbres, états et représentations. Finalement, nous présentons quelques ré-sultats liés à la théorie modulaire.a) Topologies sur B(H)Soit H un espae de Hilbert. On désigne par B(H) l'algèbre des opérateursbornés sur H.Topologies forte et σ-forte sur B(H) : La topologie forte sur B(H) est dé�niepar la famille des semi-normes (Pξ)ξ∈H, où

Pξ(A) := ‖Aξ‖, A ∈ B(H).Autrement dit, une suite génralisée (Aα) d'opérateurs bornés onverge fortementvers A ∈ B(H) si et seulement si
lim
α→0

‖(Aα − A)ξ‖ = 0, ∀ξ ∈ H.Considérons maintenant une suite d'éléments (ξn)n de H telle que ∑n ‖ξn‖2 <
∞. Alors, l'appliation

Pξn(A) :=
( ∞∑

n=0

‖Aξn‖2
)1/2

, A ∈ B(H)est une semi-norme sur B(H). L'ensemble de es semi-normes dé�nit la topologie
σ-forte sur B(H).Topologies faible et σ-faible sur B(H) : La topologie faible sur B(H) estdé�nie par la famille des semi-normes (Pξ,η)ξ,η∈H véri�ant

Pξ,η(A) := |〈ξ, Aη〉|, A ∈ B(H).Ainsi, une famille (Aα)α de B(H) onverge faiblement vers A ∈ B(H) si et seulementsi
lim
α→0

〈ξ, (Aα − A)η〉 = 0, ∀ξ, η ∈ H.



15Une famille d'opérateurs (Aα)α de B(H) onverge σ-faiblement vers un élément
A ∈ B(H) si et seulement si

lim
α→0

∑

n

〈un, (Aα − A)vn〉 := 0,pour toutes suites (un)n, (vn)n d'éléments de H telles que les séries ∑n ‖un‖2 et∑
n ‖vn‖2 onvergent.Il est lair que (Aα)α onverge σ-faiblement vers A si et seulement si, pour toutopérateur à trae ρ sur H

lim
α→0

Tr
(
ρ(Aα −A)

)
= 0.Notons que dans la littérature, la topologie σ-faible est appelée parfois topologie

w∗.b) Algèbres de von NeumannOn se propose dans ette partie de dé�nir les notions de C∗-algèbres et de W ∗-algèbres et pour plus de détails on renvoie le leteur à [BR1℄.Dé�nition 1.1i) On appelle algèbre de Banah, tout espae de Banah omplexe A muni d'unenorme ‖.‖ tel que
‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖, ∀A, B ∈ A.ii) Une ∗-algèbre de Banah est une algèbre de Banah munie d'une involution

∗ :A → A, A 7→ A∗ telle que pour tous A, B ∈ A, λ ∈ C, on a
(A+B)∗ = A∗ +B∗,

(λA)∗ = λ̄A∗,

(AB)∗ = B∗A∗,

(A∗)∗ = A.iii) Une C∗-algèbre est une ∗-algèbre de Banah telle que
‖A∗A‖ = ‖A‖2.Rappelons maintenant qu'une algèbre de von Neumann (ou W ∗-algèbre) peutêtre dé�nie d'une manière intrinsèque omme une C∗-algèbre spéiale. Cependant,nous allons onsidérer uniquement les algèbres de von Neumann onrètes, i.e : dessous-∗-algèbres unitaires d'opérateurs sur un espae de Hilbert H faiblement, σ-faiblement ou fortement fermé (f [BR1℄ pp.71-72, [Fa2℄ pp.10). Cela nous permet



16de parler plutard des projeteurs spetraux d'un élément a�lié à une algèbre devon Neumann, de dé�nir la notion d'une W ∗-dynamique, d'étudier les propriétésergodiques d'un système quantique...Dé�nition 1.2 Une algèbre de von Neumann est une sous-∗-algèbre de B(H),ontenant l'identité, qui est faiblement (ou σ-faiblement ou fortement ou σ-fortement)fermée.Maintenant, on se propose de donner une aratérisation des algèbres de vonNeumann. Considérons un sous-ensemble M de B(H). On dé�nit le entre de M,noté M′ par
M′ := {B ∈ B(H), tel que BM = MB, ∀M ∈ M}.L'espae M′ est appelé aussi le ommutant de M. De manière analogue, on dé�nit

M′′ := (M′)′.Une aratérisation des algèbres de von Neumann est donnée par la théorème suivant(f [BR1℄ pp.72).Théorème 1.3 (Théorème du biommutant)Si H un espae de Hilbert et M une sous-∗-algèbre de B(H) ontenant l'identité,alors les assertions suivantes sont équivalentes :i) M est une algèbre de von Neumann,ii) M = M′′.) États et représentationsL'état physique d'un système quantique est représenté par une forme linéairepositive ω, appelé état, dé�nie sur une C∗-algèbre A telle que ω(I) = 1. On dit que
ω est �dèle si

ω(A∗A) = 0 ⇒ A = 0.Un état ω dé�ni sur une W ∗- algèbre M agissant sur un espae de Hilbert Hest dit veteur s'il existe un veteur unitaire Ω dans H tel que
ω(A) := 〈Ω, AΩ〉, ∀A ∈ M.Un état ω dé�ni sur une W ∗-algèbre M agissant sur un espae de Hilbert H estdit normal s'il existe un opérateur à trae ρ positif sur H, appelé matrie densitétel que Tr(ρ) = 1 et
ω(A) := Tr(ρA), ∀A ∈ M.



17Dé�nition 1.4 On appelle représentation d'une C∗-algèbre A, tout ouple (H, π)où H est un espae de Hilbert et π est un morphisme de ∗-algèbre de A dans B(H).Une représentation (H, π) d'une C∗-algèbre A est dite �dèle si
π(A∗A) = 0 ⇒ A = 0.Soit π : M → B(H) une représentaion. On dit que π est normale si π est σ-faiblement ontinue. Il suit de [DJP℄ que π(M) est une algèbre de von Neumannonrète si et seulement si π est normale.Tout état ω sur une C∗-algèbre A peut être représenté omme un état veteur.Ce résultat est dérit par le théorème suivant (f [BR1℄).Théorème 1.5 (Représentation GNS)Soit A une C∗-algèbre unitaire et ω un état sur A. Alors, il existe un espae deHilbert Hω, une représentation πω de A dans B(Hω) et un veteur unitaire Ωω dans

Hω tels que :i) ω(A) = 〈Ωω, πω(A)Ωω〉 ∀A ∈ A,ii) {πω(A)Ωω , A ∈ A} est dense dans Hω.Le triplet (Hω, πω,Ωω) est appelé la représentation GNS (ou ylique) du ouple
(A, ω). De plus, le veteur Ωω est appelé veteur ylique de ω.En outre, ette représentation est unique à un isomorphisme près, i.e : s'il existeune autre représentation GNS (H′, π′,Ω′), alors l'opérateur

U : Hω → H
πω(A)Ωω 7→ π′(A)Ω′est unitaire, e qui implique que

ω(A) = 〈Ωω, πω(A)Ωω〉 = 〈Ω′, π′(A)Ω′〉.Maintenant, nous allons rappeler quelques résultats liés à la théorie modulaire(f [BR1℄, [DJP℄, [JP2℄).b) Opérateurs modulairesDé�nition 1.6 Soit N ⊂ B(K) une algèbre de von Neumann, où K est un espaede Hilbert et soit Ω un veteur de K.i) On dit que Ω est ylique pour N si NΩ est dense dans K,ii) On dit que Ω est séparant pour N si AΩ = 0 ⇒ A = 0.Pour la preuve de la proposition suivante, on renvoie le leteur à [BR1℄, pp. 85.



18Proposition 1.7 Soient N ⊂ B(K) une algèbre de von Neumann et Ω un veteurde K. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :i) Ω est ylique pour N ,ii) Ω est séparent pour N ′.Considérons maintenant un ouple (M, ω), où M est une W ∗-algèbre agissantsur un espae de Hilbert H et ω un état normal �dèle sur M. Alors, il existe unematrie densité ρ telle que ω(A) = Tr(ρA), pour tout A ∈ M. Soit (Hω, πω,Ωω)la représentation GNS assoiée au ouple (M, ω). Supposons que πω est normale.Alors, πω(M) est une algèbre de von Neumann onrète.Proposition 1.8 Si ω est un état �dèle, alors le veteur Ωω est ylique et séparantpour πω(M) et πω(M)′.Soit S0 l'opérateur anti-linéaire dé�ni par
S0 : πω(M)Ωω −→ πω(M)Ωω

πω(A)Ωω 7−→ πω(A)∗Ωω.D'après la proposition énonée i-dessus, S0 est densément dé�ni. De plus, il estfermable et on désigne par S sa fermeture. La déomposition polaire de S est donnéepar
S = J∆1/2,où J est un opérateur qui s'étend en un opérateur anti-unitaire sur H et ∆ est unopérateur inversible véri�ant ∆ = SS∗.Les opérateurs ∆ et J sont appelés respetivement l'opérateur modulaire et laonjugaison modulaire assoiés au ouple (M, ω).Le résultat prinipal de la théorie modulaire est donné par le théorème suivant(f [BR1℄).Théorème 1.9 (Théorème de Tomita-Takesaki)Soient M une W ∗-algèbre et ω un état sur M de veteur ylique Ωω qui est sé-parant pour M. On désigne respetivement par ∆ et J l'opérateur modulaire et laonjugaison modulaire assoiés au ouple (M, ω). Alors, pour tout t ∈ R, on a

Jπω(M)J = πω(M)′,

∆itπω(M)∆−it = πω(M).



19) Forme standardLa forme standard d'uneW ∗-algèbre M ⊂ B(H), où H est un espae de Hilbert,est un quadriplet (M,H, J,H+), où J est un opérateur anti-unitaire sur H et H+est une �ne auto-duale tels que :1) JMJ = M′,2) JAJ = A∗ pour tout A ∈ M′,3) JΨ = Ψ pour tout Ψ ∈ H+,4) AJAH+ ⊂ H+ pour tout A ∈ M.Notons que si M est une W ∗-algèbre, on dit alors que (π,H, J,H+) est la re-présentation standard de M si π : M → B(H) est une représentation injetive et
(π(M),H, J,H+) est une forme standard.Maintenant, nous énonçons le théorème suivant (f [DJP℄).Théorème 1.10 SoitM uneW ∗-algèbre. Soient ω est un état �dèle et (πω,Hω,Ωω)la représentation GNS du ouple (M, ω). Soit J la onjugaison modulaire asso-iée et H+

ω = {πω(A)Jπω(A)Ωω, A ∈ M}. Alors, H+
ω est une �ne auto-duale et

(πω,Hω, J,H+
ω ) est la représentation standard de M.1.1.2 Systèmes dynamiques quantiquesDans l'approhe hamiltonienne, un système quantique est dérit par un systèmedynamique quantique.Dé�nition 1.11i) Un W ∗-système dynamique est un ouple (M, τ), où M est une W ∗-algèbreet τ = (τ t)t∈R est un groupe d'automorphismes σ-faiblement ontinu sur Mappelé W ∗-dynamique.ii) Un système dynamique est un triplet (M, τ, ω), où (M, τ) est un W ∗-systèmedynamique et ω est un état �dèle normal τ -invariant, i.e :

ω(τ t(A)) := ω(A), ∀t ∈ R, A ∈ M.Considérons maintenant uneW ∗-algèbre donnée dans sa forme standard (M,H, J,H+)et soit τ une W ∗-dynamique sur M. Alors, la W ∗-dynamique τ est totalement dé-terminée par un opérateur auto-adjoint L (f [DJP℄).Théorème 1.12 Il existe un unique opérateur auto-adjoint L sur H tel que :i) τ t(A) = eitLAe−itL,ii) eitLH+ ⊂ H+, pour tout t ∈ R.



20L'opérateur L dé�ni par le théorème i-dessus est appelé liouvillien standard (ouliouvillien) de la dynamique τ .Notons que si M ⊂ B(H), (M,H, J,H+) est une forme standard et que si τ estune W ∗-dynamique sur M de liouvillien standard L, qui possède un état invariant�dèle ω de veteur ylique Ω ∈ H+, alors Ω est un veteur propre de L assoié àla valeur propre 0.En méanique quantique, un système physique est dérit par un système dy-namique (M, τ, ω) de liouvillien L. De plus, pour dérire l'interation entre unrésevoir bosonique et un petit système, nous avons besoin d'introduire une lassed'opérateurs donnée par la dé�nition suivante (f [DJP℄).Dé�nition 1.13 Un opérateur auto-adjoint Q est dit a�lié à M si tous ses pro-jeteurs spetraux sont des éléments de M.Soit (M, τ, ω) un système dynamique de liouvillien standard L et soit Q unopérateur a�lié à M. Le théorème suivant est démontré dans [DJP℄.Théorème 1.14 Supposons que l'opérateur L+Q est essentiellement auto-adjointsur D(L) ∩D(Q). Alors, l'appliation
τ t
Q(A) = eit(L+Q)Ae−it(L+Q); A ∈ M,est une W ∗-dynamique sur M.Le liouvillien standard du système dynamique (M, τQ, ω) est donné par la proposi-tion suivante (f [DJP℄).Proposition 1.15 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :i) L+Q est essentiellement auto-adjoint sur D(L) ∩D(Q),ii) LQ = L + Q − JQJ est essentiellement auto-adjoint sur D(L) ∩ D(Q) ∩

D(JQJ).Alors, LQ est le liouvillien standard de τQ.1.1.3 États KMSConsidérons un système quantique dérit par un espae de Hilbert H de dimen-sion �nie H. Alors, son énergie est représentée par un opérateur auto-adjoint Hdé�ni sur H qu'on appelle hamiltonien. De plus, à une température inverse
β = 1

kT
, où k est une onstante appelée onstante de Boltzmann et T est unetempérature �xée, l'état d'équilibre thermodynamique de e système est donné par

ωβ(A) :=
Tr(e−βHA)

Tr(e−βH)
, (1.1)



21pour tout A ∈ B(H). L'état ωβ est appelé état de Gibbs ou état anonique.D'autre part, si on onsidère un état normal ω dé�ni sur B(H) par
ω(A) = Tr(ρA)et si on désigne par τ la W ∗-dynamique dé�nie sur B(H) par

τt(A) = e−itHAeitH ,alors on a la aratérisation suivante.Proposition 1.16 Les assertions suivantes sont équivalentes :i) ω(Aτ t+iβ(B)) = ω(τ t(B)A), ∀A,B ∈ B(H) (dimH <∞),ii) ρ est donné par
ρ =

1

Z
e−βHoù Z = Tr(exp (−βH)).Un état ω véri�ant la relation i) de la proposition i-dessus est appelé état (τ, β)-KMS.Notons que aratériser les états d'équilibres thermodynamiques d'un systèmequantique par la relation (1.1) néessite que Tr(e−βH) < ∞, or e n'est pas sou-vent le as quand H est de dimension in�nie, d'où l'utilité de aratériser les étatsd'équilibres thermodynamiques par des états KMS.Dé�nition 1.17 Soient (M, τ) un W ∗-système dynamique et β > 0. On dit qu'unétat normal ω est un état (τ, β)-KMS si pour tous A,B ∈ M, il existe une fon-tion FA, B(z) analytique sur la bande {z, 0 < ℑz < β}, ontinue sur sa fermeturesatisfaisant aux onditions suivantes :

• FA, B(t) := ω(Aτ t(B))

• FA, B(t+ iβ) := ω(τ t(B)A)pour tout t ∈ R.Le théorème suivant fournit quelques propriétés des états KMS (f [DJP℄).Théorème 1.18i) Si ω est un état (τ, β)-KMS, alors ω est τ -invariant.ii) Si ω est un (τ, β)-KMS de veteur ylique Ωω, alors Ωω est séparant pour M.En partiulier, ω est �dèle et Ωω est ylique pour M′.



22iii) Si (M, τ, ω) est un système dynamique de liouvillien standard L et si ω est un
(τ, β)-KMS de veteur ylique Ωω, alors ∆ = exp(−βL), où ∆ est l'opérateurmodulaire assoié au ouple (M, ω).Si ω est un (τ, β)-KMS sur une W ∗-algèbre M de veteur ylique Ωω, alors ondit parfois, par abus de language, que Ωω est un veteur β-KMS.Maintenant, on se propose de donner un résultat lié à la théorie de perturbationdes états KMS (f [DJP℄).Théorème 1.19 Soient ω un état (τ, β)-KMS dé�ni sur une W ∗-algèbre M, deveteur ylique Ω et Q un opérateur auto-adjoint a�lié à M. Supposons que leshypothèses suivantes sont satisfaites :i) L+Q est essentiellement auto-adjoint sur D(L) ∩D(Q),ii) L+Q− JQJ est essentiellement auto-adjoint sur D(L) ∩D(Q) ∩D(JQJ),iii) ‖e−βQ/2Ω‖ <∞.Alors, on a

Ω ∈ D(e−β(L+Q)/2) et ΩQ = e−β(L+Q)/2Ω.De plus,
ωQ(A) = 〈ΩQ, AΩQ〉/‖ΩQ‖2est un état (τQ, β)-KMS sur M.1.1.4 Représentation ylique d'un système �niDans ette sous-setion, nous allons appliquer les résultats énonés préédem-ment pour dérire un système quantique �ni.Soit K un espae de Hilbert de dimension �nie. On note M = B(K) la W ∗-algèbre des opérateurs bornés sur K. Considérons un état �dèle normal ω sur M.Alors, il existe une matrie densité ρ telle que

ω(A) = Tr(ρA).Comme ρ est un opérateur à trae, on a ρ1/2 est un opérateur de Hilbert-Shmidt.Désignons maintenant par J 2(K) l'espae des opérateurs de Hilbert-Shmidt sur Kqu'on lui assoie le produit salaire suivant :
< A,B >= Tr(A∗B).Posons

Hω = J 2(K),

πl(A)a = Aa, A ∈ M, a ∈ Hω,

Ωω = ρ1/2.



23Il est lair que πl est une représentation de M sur Hω et que le triplet (Hω, πl,Ωω)est la représentation ylique du ouple (M, ω). Notons aussi que πr(A)a = aA∗ estune anti-représentation de M sur Hω. De plus, si on onsidère l'opérateur
JS : J 2(K) −→ J 2(K)

a 7−→ a∗,alors il est faile de véri�er que
J2

S = I, πr(A) = JSπl(A)JS.L'opérateur JS est un opérateur anti-unitaire sur J 2(K). D'autre part, il existe unisomorphisme anonique
J 2(K) −→ K⊗ K̄

|ψ >< φ| 7−→ ψ ⊗ φ̄.Par suite, grâe à ette isomorphisme, on a les identi�ations suivantes :
J 2(K) ≃ K ⊗ K̄
πl(A) ≃ A⊗ I

πr(A) ≃ I ⊗ Ā

JS : ψ ⊗ φ̄ 7−→ φ⊗ ψ̄.Posons
N = πl(M)Il est lair que

N ′ = JSNJS = πr(M).Considérons maintenant l'espae J 2
+(K) engendré par la famille {a ∈ J 2(K), a ≥

0}. Alors, pour tout a ∈ J 2
+(K), on véri�e que

a = a1/2ρ−1/4JSa
1/2ρ−1/4JSρ

1/2Ωω

= (a1/2ρ−1/4)JS(a1/2ρ−1/4)JSΩω,e qui prouve que
a ∈ {AJSAJSΩω , A ∈ M}.Réiproquement, si A ∈ M, alors on a

AJSAJSΩω = AΩωA
∗ = (AΩ1/2

ω )(AΩ1/2
ω )∗ ≥ 0.Comme J 2(K) est un idéal bilatère de B(K) = M, on obtient don

AJSAJSΩω ∈ J 2(K).



24Par onséquent, on a
H+

ω = J 2
+(K) ≃ (K ⊗ K̄)+est le �ne auto-dual assoié au ouple (M, ω).Ainsi, le quadriplet

(πl,Hω, JS, (K ⊗ K̄)+)est la représentation standard du ouple (M, ω).Soit
τ t(A) = e−itKAeitKoù A ∈ M et K est l'hamiltonien dérivant le système quantique. Il est faile devéri�er que (M, τ) est un W ∗-système dynamique. De plus, on a

πl(τ
t(A))b = e−itKAeitKb

= e−itKA(eitKbe−itK)eitK

= U∗
t πl(A)Utb,où

Ut : J 2(K) −→ J 2(K)

b 7−→ eitKbe−itK .Il est lair que (Ut)t est un groupe unitaire à 1-paramètre fortement ontinu. Ainsi,d'après le théorème de Stone, il existe un opérateur auto-adjoint L sur J 2(K) telque
Ut = eitL.Notons que

Lb =
1

i

d

dt
|t=0Utb = [K, b] et L ≃ K ⊗ I − I ⊗ K̄.L'opérateur L est le liouvillien standard assoié au système quantique.Posons

Ωβ =
e−βK/2

√
Tr(e−βK)

.Alors, d'après la proposition 1.16, le veteur Ωβ est un veteur (τ, β)-KMS.1.1.5 Espae de FokEn méanique quantique, une partiule est dérite par un espae de Hilbert H.L'espae à n partiules est donné par le produit tensoriel n fois de H dé�ni par
H⊗n := H⊗ ....⊗H



25et obtenu après omplétion de l'espae préhilbertien des ombinaisons linéaires �niesdes éléments de la forme u1 ⊗ ....⊗ un muni du produit salaire
〈u1 ⊗ ...⊗ un, v1 ⊗ ...⊗ vn〉 := 〈u1, v1〉....〈un, vn〉.Si A est un opérateur sur H, alors le produit tensoriel n fois de A est dé�ni sur

H⊗n (A⊗0 = I) par
A⊗n := A⊗ ...⊗ A (n fois).Dans la suite, nous nous intéressons uniquement aux espaes de Fok symétriquesqui permettent de dérire un gaz de bosons libres. On dé�nit le produit tensorielsymétrique des éléments u1, ...., un de H par

u1 ◦ .... ◦ un :=
1

n!

∑

σ∈Sn

uσ(1) ⊗ ....⊗ uσ(n),où Sn est le groupe de permutations de {1, ..., n}. L'espae fermé H◦n = Γn
s (H)engendré par {u1 ◦ ... ◦ un, ui ∈ H} est appelé espae bosonique à n partiules.L'espae de Fok symétrique (ou bosonique) onstruit sur H est le omplété del'espae

⊕∞
n=0H◦n = ⊕∞

n=0Γ
n
s (H), (H◦0 = C),qu'on note Γs(H). Dans la suite, Γs(H) sera noté aussi ⊕∞

n=0H◦n.D'autre part, si H est l'hamiltonien d'un boson isolé, alors l'hamiltonien duréservoir est donné par la seonde quanti�ation di�érentielle de H notée dΓ(H),qui est dé�ni sur D(dΓ(H)) ∩ Γn
s (H) par

dΓ(H)ψ1 ◦ .... ◦ ψn :=

n∑

i=1

ψ1 ◦ ... ◦Hψi ◦ ... ◦ ψn,où pour tout i, ψi ∈ D(H). L'opérateur Γ(H) := eidΓ(H) est appelé seonde quanti-�ation de H .Maintenant, pour tout u ∈ H, on dé�nit le veteur ohérent (ou veteur expo-nentiel) e(u) de u par
e(u) :=

∑

n≥0

u⊗n

√
n!
.Proposition 1.20 Soit M un domaine dense dans H. Alors, l'espae vetoriel

E(M) des ombinaisons linéaires �nies de veteurs ohérents d'éléments de M, estdense dans Γs(H).Théorème 1.21 Soient H1, H2 deux espaes de Hilbert. Alors, il existe un uniqueisomorphisme unitaire
U : Γs(H1 ⊕H2) −→ Γs(H1) ⊗ Γs(H2)

e(u⊕ v) 7−→ e(u) ⊗ e(v).



26 Finalement, l'interation entre les di�érentes partiules de bosons est dérite pardes opérateurs a∗, a, Λ qui sont appelés respetivement les opérateurs de réation,d'annihilation et de onservation. De plus, ils sont dé�nis par
a∗(g)e(f) :=

d

dε
e(f + εg)

∣∣∣
ε=0

, f, g ∈ H;

a(g)e(f) := 〈g, f〉e(f), f, g ∈ H;

Λ(K)e(f) := −i d
dε
e
(
eiεKf)

)∣∣∣
ε=0

, f ∈ H, K ∈ B(H).1.1.6 Algèbres des relations de ommutations anoniquesOn se propose dans ette sous-setion de dérire l'algèbre des relations de om-mutations anoniques et pour plus de détails, on renvoie le leteur à [BR2℄.Soit H un espae de Hilbert. On désigne par Γs(H) l'espae de Fok symétriqueonstruit sur H. On dé�nit l'opérateur auto-adjoint ϕ(f) sur Γs(H) par
ϕ(f) :=

1√
2
(a(f) + a∗(f)),appelé opérateur de hamp de Segal. L'opérateur de Weyl assoié à un élément f de

H est l'opérateur unitaire
W (f) := eiϕ(f).Le théorème suivant fournit quelques propriétés des opérateurs de Weyl (f [BR2℄).Théorème 1.22 Soit H un espae de Hilbert et K un sous-espae dense dans H.Alors, il existe une C∗-algèbre qu'on note CCR(K) des opérateurs sur Γs(H), uniqueà un isomorphisme près, engendré par les éléments W (f), f ∈ K tels que :i) W (f)∗ = W (−f) pour tout f ∈ K,ii) W (f)W (g) = e−

i
2
Im〈f, g〉W (f + g) pour tous f, g ∈ K.1.1.7 Représentation ylique d'Araki-Woods d'un réservoirbosoniqueConsidérons un réservoir bosonique dérit par un espae de Hilbert Z. Soit ρune matrie densité stritement positive dé�nie sur Z. On note Q(ρ) le domainede ρ1/2. Pour tout f ∈ Q(ρ), on dé�nit les opérateurs de Weyl Wρ,l(f), Wρ,r(f̄) sur

Γs(Z ⊕ Z̄) par
Wρ,l(f) = W ((1 + ρ)1/2f ⊕ ρ̄1/2f̄),

Wρ, r(f̄) = W (ρ1/2f ⊕ (1 + ρ̄)1/2f̄).



27L'opérateur de hamp assoié à la représentation d'Araki-Woods à gauhe estdonné par
ϕAW (f) :=

1√
2

(
a
(
(1 + ρ)1/2f ⊕ ρ̄1/2f̄

)
+ a∗

(
(1 + ρ)1/2f ⊕ ρ̄1/2f̄

))
,pour tout f ∈ Q(ρ).Désignons maintenant par Mρ,l (resp. Mρ,r) l'algèbre d'Araki-Woods à gauhe(resp. à droite) engendrée par l'ensemble d'opérateurs {Wρ,l(f), f ∈ Q(ρ)} (resp.engendrée par l'ensemble d'opérateurs {Wρ,r(f̄), f ∈ Q(ρ)}). Posons Cρ = CCRQ(ρ).Il est lair que l'appliation W (f) 7−→ Wρ,l(f) (resp. W (f̄) 7−→ Wρ,r(f̄)) est unereprésentation de Cρ dans Mρ,l (resp. une anti-représentation de Cρ dans Mρ,r), qu'on appelle la représentation d'Araki-Woods (resp. l'anti-représentation) des CCRet qu'on note πρ,l (resp. πρ,r). Notons aussi que ϕAW (f) est un élément a�lié à Mρ,l(f [DJ2℄).Soit ωρ l'état dé�ni sur Cρ par

ωρ(W (f)) = 〈Ω,Wρ, l(f)Ω〉
= e−

1
4
‖f‖2− 1

2
〈f, ρf〉,où Ω est le veteur vide de l'espae de Fok Γs(Z ⊕ Z̄). Comme πρ, l(Cρ)Ω (resp.

πρ,r(Cρ)Ω) est dense dans Γs(Z⊕Z̄), il suit que le triplet (Γs(Z⊕Z̄), πρ, l,Ω) (resp.
(Γ(Z ⊕ Z̄), πρ, r,Ω)) est la représentation (resp. anti-représentation) ylique duouple (Cρ, ωρ), qu'on appelle représentation (anti-représentation) ylique d'Araki-Woods.Dé�nissons maintenant l'opérateur η sur Z ⊕ Z̄ par

η(f1 ⊕ f̄2) = (f2 ⊕ f̄1).Il est lair que
η2 = I, η = η∗.De plus, l'opérateur JR : Γs(Z ⊕ Z̄) −→ Γs(Z ⊕ Z̄) dé�ni par JR = Γ(η) est unopérateur anti-unitaire véri�ant :

JR = J∗
R, J

2
R = I, JRΩ = Ω.Notons aussi que

Wρ, r(f̄) = JRWρ, l(f)JR,d'où Mρ,r = JRMρ,lJR, et Mρ,r = M′
ρ,l. Ainsi, JR est la onjugaison modulaireassoiée au ouple (Cρ, ωρ).Considérons maintenant l'espae de Hilbert Shmidt J 2(Γs(Z)) muni du produitsalaire

〈A,B〉 = Tr(A∗B).



28Alors, on a l'isomorphisme anonique suivant :
J 2(Γs(Z)) −→ Γs(Z) ⊗ Γs(Z)

|ψ〉〈φ| 7−→ ψ ⊗ φ̄.Par suite, grâe à et isomorphisme, on identi�e l'espae J 2(Γs(Z)) à Γs(Z)⊗Γs(Z).D'autre part, on a
Γs(Z) ⊗ Γs(Z) ≃ Γs(Z) ⊗ Γs(Z̄)et par la propriété exponentielle

Γs(Z) ⊗ Γs(Z̄) ≃ Γs(Z ⊕ Z̄).On obtient don
J 2(Γs(Z)) ≃ Γs(Z ⊕ Z̄).Notons que par un raisonnement analogue à elui de la sous-setion 1.1.4, on montreque
J 2

+(Γs(Z)) ≃ Γs,+(Z ⊕ Z̄)est le �ne auto-dual assoié au ouple (Cρ, ωρ). Par onséquent, le quadriplet
(πρ, l,Γs(Z ⊕ Z̄),Γ(ǫ),Γs,+(Z ⊕ Z̄))est la représentation standard du ouple (Cρ, ωρ).Soit h un opérateur auto-adjoint qui représente l'hamiltonien d'un boson isoléet qui ommute ave ρ. Ainsi, l'hamiltonien du réservoir est donné par la seondequanti�ation di�érentielle dΓ(h). De plus, la relation

πρ,l

(
eitdΓ(h)W (f)e−itdΓ(h)

)
= eit[dΓ(h),.]Wρ,l(f)e−itdΓ(h),.]dé�nit une W ∗-dynamique sur Mρ,l de liouvillien standard

LR = [dΓ(h), .] ≃ dΓ(h⊕ (−h̄))Notons aussi que le veteur Ω est un veteur (τ, β)-KMS si et seulement si
ρ = (eβh − 1)−1.1.1.8 Retour à l'équilibreSoient (M, τ, ω) un système dynamique de liouvillien standard L et (H, π,Ω) lareprésentation GNS assoiée. Dans la suite, nous présentons quelques résultats quipermettent d'examiner la propriété d'équilibre du système dynamique (M, τ, ω) etqui sont liés aux propriétés spetrales du liouvillien.



29Dé�nition 1.23 On dit que (M, τ, ω) a la propriété du retour à l'équilibre si pourtout A ∈ M et pour tout état normal µ
lim
t→∞

µ(τ t(A)) := ω(A).Par le théorème suivant nous donnons des aratérisations de la propriété duretour à l'équilibre d'un système dynamique (f [JP2℄).Théorème 1.24 Si ω est un état �dèle, alors les assertions suivantes sont équiva-lentes :a) Pour tous µ état normal, A ∈ M

lim
t→∞

µ(τ t(A)) = ω(A),b) Pour tous A, B ∈ M

lim
t→∞

ω(Aτ t(B)) = ω(A)ω(B),) w − limt→∞ e−itL = |Ω〉〈Ω|.Dans la pratique, la propriété du retour à l'équilibre d'un système dynamiquepeut être déduite des propriétés du spetre de liouvillien. Ce résultat est donné parle théorème suivant (f [JP2℄).Théorème 1.25 Soit (M, τ, ω) un système dynamique de liouvillien standard L. Sile spetre de L est absolument ontinu sauf pour la valeur propre 0, alors le systèmedynamique (M, τ, ω) possède la propriété du retour à l'équilibre.1.2 Approhe markovienneÉtant donné un système quantique en interation ave un système extérieur,l'approhe markovienne onsiste à modéliser le système extérieur et se onentreruniquement sur la dynamique e�etive du système quantique. Cette dynamiqueest supposée dérite par un semigroupe d'appliations omplètement positives, ap-pelé semigroupe dynamique quantique (ou semigroupe markovien) (f [Da1℄, [Da2℄,[FaR1℄, [R℄). Notons que es semigroupes peuvent être obtenus par dilatation deséquations de Langevin quantique (f [Fa1℄,[Ma1℄).Dans la suite, on se propose de présenter quelques propriétés des semigroupesdynamiques quantiques.



301.2.1 Semigroupes dynamiques quantiquesLes semigroupes dynamiques quantiques sont les modèles mathématiques natu-rels qui permettent d'étudier les évolutions irréversibles des systèmes quantiquesouverts. De plus, ils permettent de dériver les équations maîtresses qui dériventl'évolution d'états de systèmes quantiques. Notons que dans e ontexte, l'irriversi-bilité signi�e de point du vue mathématique que les appliations Tt assoiées à unsemigroupe dynamique quantique T = (Tt)t≥0 sur B(K) ne sont pas des automor-phismes de B(K).a) Appliations omplètement positivesSoient A et B deux C∗-algèbres unitaires (ave unités). Une appliation linéaire
Φ de A dans B est dite positive si

Φ(A+) ⊂ B+,où A+ et B+ sont respetivement les éléments positifs de A et B.Dé�nition 1.26 Une appliation linéaire Φ de A dans B est dite :i) n-positive si pour toute famille a1, ..., an de A et toute famille b1, ..., bn de B
n∑

i,j=1

b∗i Φ(a∗i aj)bj ≥ 0,ii) Complètement positive si elle est n-positive pour tout n ≥ 1.Une aratérisation des appliations omplètement positives est donnée par lethéorème suivant (f [Fa2℄).Théorème 1.27 (Stinespring)Soient K un espae de Hilbert et B une sous-∗-algèbre de B(K). Supposons que A estune C∗-algèbre unitaire. Alors, une appliation linéaire Φ : A → B est omplètementpositive si et seulement si elle s'érit sous la forme
Φ(x) = V ∗π(x)V,où (η, π) est une représentation de A et V est un opérateur borné de K dans η.Une appliation omplètement positive Φ : A → B est dite normale si Φ est

σ-faiblement ontinue préservant l'identité. Pour la preuve du théorème suivant, onrenvoie le leteur à [Fa2℄.



31Théorème 1.28 (Krauss)Soient K et η deux espaes de Hilbert et A une algèbre de von Neumann d'opérateursde K. Alors, Φ : A → B(η) est une appliation normale omplètement positive siet seulement si il existe une suite d'opérateurs linéaires bornés (Vj)j∈N de η dans Ktelle que la serie ∑∞
j=1 V

∗
j aVj onverge fortement pour tout a ∈ A et

Φ(a) =
∞∑

j=1

V ∗
j aVj .b) Générateur d'un semigroupe dynamique quantiqueDans la théorie des évolutions irréversibles des systèmes quantiques ouverts,plusieurs propriétés physiques se déduisent de la forme expliite du générateur d'unsemigroupe dynamique quantique.Dé�nition 1.29 Un semigroupe dynamique quantique (au sens de Heisenberg) surune algèbre de von Neumann A est un semigroupe à un paramètre T = (Tt)t≥0d'appliations normales omplètement positives de A dans A qui est σ-faiblementontinu et véri�ant Tt(I) = I, pour tout t ≥ 0.Soient H un espae de Hilbert séparable, B(H) l'algèbre des opérateurs bornéssur H et T (H) l'espae des opérateurs à trae sur H. Si T : B(H) → B(H) est unsemigroupe dynamique quantique, alors son dual T ∗ = (T ∗

t )t≥0 est un semigroupe àun paramètre qui préserve la trae et qui est fortement ontinu sur T (H).Le semigroupe T ∗ est appelé semigroupe dynamique quantique au sens de Shro-dinger. De plus, on a la relation de dualité suivante :
Tr(ρTt(A)) = Tr(T ∗

t (ρ)A), (1.2)pour tous ρ ∈ T (H), A ∈ B(H) et t ≥ 0. Maintenant, nous énonçons les résultatsuivante (f [Bu℄).Théorème 1.30 Si T est un semigroupe dynamique quantique au sens de Heisen-berg, alors son dual T ∗ est un semigroupe dynamique quantique au sens de Shrodin-ger. Inversement, si T ∗ est un semigroupe dynamique quantique au sens de Shro-dinger, alors il existe un unique semigroupe dynamique quantique T au sens deHeisenberg qui admet T ∗ omme semigroupe dual.Soit T : B(H) → B(H) un semigroupe dynamique quantique au sens de Heisen-berg. Le domaine du générateur in�nitesimal L du semigroupe T est donné par
D(L) = {X ∈ B(H), tel que w∗ − lim

t→0

Tt(X) −X

t
existe }.



32De plus, pour tout X ∈ D(L), on a
L(X) = w∗ − lim

t→0

Tt(X) −X

t
,où la topologie w∗ est la topologie σ-faible sur B(H).Maintenant, a�n d'avoir une forme expliite du générateur L, on onsidère dansla suite un as partiulier de semigroupe dynamique quantique.Dé�nition 1.31 Un semigroupe dynamique quantique T = (Tt)t≥0 est dit unifor-mement ontinu si

lim
t→0

‖Tt − T0‖ = 0.Notons que dans la théorie générale des semigroupes, un semigroupe dynamiquequantique T est uniformement ontinu si et seulement si son générateur L est unopérateur borné (f [AlL℄, [Fa2℄, [Da3℄).Théorème 1.32 Si T est un semigroupe dynamique quantique uniformement ontinusur B(H) de générateur in�nitesimal L, alors il existe un opérateur G et une appli-ation omplètement positive Φ tel que
L(X) = G∗X + Φ(X) +XG, ∀X ∈ B(H).Par le théorème suivant, nous donnons une autre forme du générateur in�ni-tesimal d'un semigroupe dynamique quantique uniformement ontinu qui est dû àLindblad et qu'on utilise souvent dans la pratique (f [AlL℄, [L℄).Théorème 1.33 Soit T est un semigroupe dynamique quantique uniformementontinu sur B(H) de générateur in�nitesimal L, où H est un espae de Hilbertséparable. Soit ρ un état sur H. Alors, il existe un opérateur auto-adjoint H et unesuite d'opérateurs (Lk)k∈N de B(H) tels que :1) Tr(ρLk) = 0, pour tout k,2) ∑k L

∗
kLk onverge fortement,3) Si ∑k |ck|2 <∞ et c0 +

∑
k ckLk = 0, alors ck = 0 pour tout k,4) Le générateur L du semigroupe T est de la forme

L(X) = i[H,X] − 1

2

∑

k

(L∗
kLkX +XL∗

kLk − 2L∗
kXLk),pour tout X ∈ B(H).



33L'opérateur L est appelé lindbladien.Généralement dans les artiles de physique, le générateur d'un semigroupe dy-namique quantique apparaît sous sa forme préduale. Ainsi, si T est un semigroupedynamique quantique de générateur L, alors d'après la relation de dualité (1.2) onpeut déterminer le générateur L∗ du semigroupe T ∗. Cela nous permet de dé�nire qu'on appelle l'équation maîtresse en méanique quantique qui dérit l'évolutiondes états d'un système quantique et qui est donnée par
dρ(t)

dt
:= L∗(ρ(t)).1.2.2 Existene, uniité, retour à l'équilibreDans ette sous-setion, nous présentons un ritère de retour à l'équilibre d'unsemigroupe dynamique quantique, qui est dû à Fagnola et Rebolledo. De plus, nousdonnons un ritère d'uniité d'un état stationnaire.Dé�nition 1.34 Soit T un semigroupe dynamique quantique uniformement ontinude générateur L dé�ni sur une W ∗-algèbre M.i) On dit que ρ est un état stationnaire de T si

T ∗
t (ρ) := ρ, ∀t ≥ 0,ii) On dit que T a la propriété du retour à l'équilibre s'il admet un état station-naire ρ et si

lim
t→∞

Tr(µTt(A)) := Tr(ρA),pour tout A ∈ M et pour tout état normal µ.Notons que ρ est un état stationnaire de T si et seulement si L∗(ρ) = 0, 'est à dire
ρ est une solution de l'équation maîtresse

dρ(t)

dt
= L∗(ρ(t)) = 0.Dans la théorie des évolutions irréversibles des systèmes quantiques ouverts, plu-sieurs propriétés physiques importantes déoulent du formalisme des semigroupesdynamiques quantiques telles que le retour l'équilibre, l'uniité de l'état station-naire, déohérene quantique, ondition du bilan détaillé quantique...Dans la suite, nous présentons le résultat prinipal qui permet d'examiner lapropriété du retour à l'équilibre et qui est basé sur la forme expliite du lind-bladien. Considérons un semigroupe dynamique quantique uniformement ontinu
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T = (Tt)t≥0 de générateur L dé�ni sur B(H), où H est un espae de Hilbert dedimension �nie. Supposons que L a la forme d'un lindbladien

L(X) = i[H,X] − 1

2

∑

k≥1

(L∗
kLkX +XL∗

kLk − 2L∗
kXLk), (1.3)pour tout X ∈ B(H), où les opérateurs (Lk)k et H satisfont les hypothèses duthéorème 1.33. Le résultat suivant est dû à Fagnola et Rebolledo (f [FaR2℄).Théorème 1.35 (Fagnola-Rebolledo)Supposons que H est un espae de Hilbert de dimension �nie et que le semigroupedynamique quantique T admet un état �dèle normal stationnaire dans B(H) dont legénérateur est donné par (1.3). Alors, T possède la propriété du retour à l'équilibresi et seulement si

{Lk, L
∗
k, H, k ≥ 1}′ = {Lk, L

∗
k, k ≥ 1}′.Notons que si dimH < ∞, alors il existe toujours un état stationnaire (nonnééssairement unique) pour le semigroupe dynamique quantique T . En e�et, onsi-dérons l'appliation

E : T (H) → T (H)

A 7→ E(A) = L∗(A∗A).Comme Tr(L∗(A∗A)) = 0 pour tout A ∈ T (H), l'appliation E est non surjetive.Par onséquent, E est non injetive, d'où il existe une matrie A non nulle de T (H)telle que
E(A) = L∗(A∗A) = 0.Posons

ρ =
A∗A

Tr(A∗A)
.Il est lair que ρ est une matrie positive véri�ant Tr(ρ) = 1 et que L∗(ρ) = 0.Un résultat d'uniité est prouvé par Frigerio dans le théorème suivant (f [Fr1℄).Théorème 1.36 (Frigerio)Soit T un semigroupe dynamique quantique uniformement ontinu sur B(H), où Hest un espae de Hilbert séparable. Supposons que son générateur L a la forme (1.3)et que T possède un état stationnaire �dèle normal ρ. Alors, les deux assertionssuivantes sont équivalentes :i) ρ est l'unique état stationnaire de T ,ii) {H,Lk, L

∗
k, k ≥ 1}′ = CI.



351.2.3 Déohérene quantiqueDans ette sous-setion, nous allons dé�nir la notion de déohérene quantiqued'un système physique donné (f [BO℄).Soit H un espae de Hilbert et T un semigroupe dynamique quantique sur B(H)de générateur in�nitesimal L, dérivant un système quantique. L'équation maîtresseassoiée est donnée par
dρ(t)

dt
= L∗(ρ(t)),pour toute matrie densité ρ.Dé�nition 1.37 On dit que l'évolution dynamique du système quantique dérit unedéohérene, s'il existe une base orthonormée de H telle que les oe�ients nondiagonaux de sa matrie densité ρ(t), évoluée en temps, dans ette base, tendentvers 0 quand t→ ∞.1.2.4 Condition du bilan détaillé quantiqueLa dynamique irréversible d'un système quantique est dérite par un semigroupedynamique quantique de générateur L. La ondition du bilan détaillé quantiqueonsiste à partager ette dynamique en une partie hamiltonienne et une partiedissipative. Pour plus de détails, on renvoie le leteur à [FrGoV℄. La dé�nition de laondition du bilan détaillé quantique donnée i-dessous, est dûe à Aliki et Lendi(f [AlL℄) ; il existe ependant d'autres dé�nitions (f [FrGoV℄).Dé�nition 1.38 Soit Θ le générateur d'un semigroupe dynamique quantique sur

B(H), où H est un espae de Hilbert, qui s'érit
Θ = −i [H, .] + Θ0,ave H est un opérateur auto-adjoint sur H. On dit que Θ satisfait la ondition dubilan détaillé quantique par rapport à un état stationnaire �dèle ρ sii) [H, ρ] := 0,ii) 〈Θ0(A), B〉ρ := 〈A, Θ0(B)〉ρ, pour tous A, B ∈ D(Θ0),où 〈A, B〉ρ = Tr(ρA∗B).1.3 Calul stohastique quantiqueDans ette setion, nous rappelons les éléments de base du alul stohastiquequantique (f [Fa2℄, [M℄, [P℄...). Nous ommençons par dérire les bruits quantiquessur un espae de Fok, ei est traité dans la sous-setion 1.3.1. Dans la sous-setion



361.3.2, nous rappelons la dé�nition des intégrales stohastiques quantiques (f [M℄,[P℄). Ensuite, nous dérivons les équations de Langevin quantiques (équation deHudson-Parthasarathy) (f [HP℄, [P℄), ei est donné dans la sous-setion 1.3.3. Fi-nalement, dans la setion 1.3.4, nous présentons l'hamiltonien assoié à une équationde Hudson-Parthasarathy (f [G℄).1.3.1 Bruits quantiquesLes opérateurs de réation, d'annihilation et de onservation introduits dans lasous-setion 1.1.5 permettent de dé�nir e qu'on appelle les bruits quantiques quidérivent l'in�uene d'un système bosonique extérieur sur un petit système.Soit Z un espae de Hilbert séparable dont on �xe une base orthonormée
{ek, k ∈ J}. On note Γ(R+), l'espae de Fok symétrique onstruit sur Z ⊗L2(R+).Ainsi, d'après l'identi�ation

Z ⊗ L2(R+) ≃ L2(R+,Z) ≃ L2(R+ × J),on obtient
Γ(R+) = Γsym(L2(R+ × J)). (1.4)L'espae Z est appelé espae de multipliité et dimZ est appelée multipliité del'espae de Fok Γ(R+).Maintenant pour tous 0 ≤ s < t, nous introduisons les espaes suivants :

Γ(s,t) = Γsym(Z ⊗ L2(s, t)), Γ(t = Γsym(Z ⊗ L2(t,∞)).Notons que nous avons une identi�ation naturelle
Γ = Γ(0,s) ⊗ Γ(s,t) ⊗ Γ(tqui est donnée expliitement par la propriété de fatorisation des veteurs exponen-tiels

e(f) = e(f(0,s)) ⊗ e(f(s,t)) ⊗ e(f(t),où
f(s,t)(x) = 1(s,t)(x)f(x), f(t(x) = 1(t,∞)(x)f(x).Dans la suite, nous allons voir que ette propriété de fatorisation joue un r�leimportant pour dé�nir les intégrales stohastiques quantiques.Dé�nition 1.39 Soit E l'espae vetoriel engendré par l'ensemble des veteurs ex-ponentiels des éléments de L2(R+,Z). On dit qu'une famille d'opérateurs L(t)t≥0sur Γ(R+) est E-adaptée si elle satisfait aux onditions suivantes :



371) Le domaine de L(t) ontient E pour tout t ≥ 0,2) Pour tous f ∈ L2(R+,Z), t ≥ 0, on a L(t)e(f(0,t)) ∈ Γ(0,t) et
L(t)e(f) = {L(t)e(f(0,t))} ⊗ e(f(t).Les bruits quantiques dans Γ(R+) sont les proessus E-adaptés dé�nis par
ai

0(t) := a(1(0,t) ⊗ ei),

a0
i (t) := a∗(1(0,t) ⊗ ei),

aj
i (t) := Λ(π(0,t) ⊗ |ei〉〈ej|),où i, j ∈ J, 1(0,t) est la fontion indiatrie sur (0, t), tandis que π(0,t) est l'opérateurde multipliation par 1(0,t) dans L2(R+).Maintenant, pour toute fontion f ∈ L2(R+,Z), on pose fk(t) = 〈zk, f(t)〉.Alors, il est faile de véri�er que les bruits quantiques introduits i-dessus véri�entles relations suivantes :

ai
0(t)e(f) =

∫ t

0

fi(s)ds e(f),

〈e(g), a0
i (t)e(f)〉 =

∫ t

0

gi(s)ds 〈e(g), e(f)〉, (1.5)
〈e(g), aj

i (t)e(f)〉 =

∫ t

0

gi(s)fj(s)ds 〈e(g), e(f)〉.ave a0
0(t) = tI et h0(s) = 1 pour tout h ∈ L2(R+,Z). De plus, es bruits véri�entla table d'Ito quantique :

daj
i (t)da

l
k(t) = δ̂jkda

l
i(t) pour tous i, j, k, l ≥ 0,où

δ̂jk =

{
0 si j = 0 ou k = 0
δjk ailleurs.1.3.2 Intégrales stohastiques quantiquesDans ette sous-setion, nous allons onserver les mêmes notations que ellesde la sous-setion préédente et nous allons rappeler la dé�nition d'une intégralestohastique quantique d'un proessus adapté par rapport aux bruits quantiques.Pour plus de détails on renvoie le leteur à [M℄ et [P℄.Soit Z un espae de Hilbert séparable dont on �xe une base orthonormée

{ek, k ∈ J}. L'espae de Fok symétrique onsidéré le long de ette sous-setion



38est donné par la relation (1.4). Considérons maintenant un autre espae de Hilbert
H qu'on appelle espae initial. L'interation entre un petit système et un systèmeextérieur (réservoir bosonique, bain thermique...) est dérite par l'espae

K(R+) = H⊗ Γsym(L2(R+ × J)) ≃ H⊗
∞⊕

n=0

L2(R+ × J)◦n

≃
∞⊕

n=0

H⊗ L2(R+ × J)◦n

≃
∞⊕

n=0

H⊗ L2sym((R+ × J)n)

≃
∞⊕

n=0

L2sym((R+ × J)n,H).Par onséquent, les éléments de K(R+) sont les veteurs Ψ = (Ψn)n≥0 tels que
Ψn ∈ L2sym((R+ × J)n,H) et

‖Ψ‖2
K(R+) =

∑

n≥0

1

n!
‖Ψn‖2

L2sym((R+×J)n,H) <∞.Désignons par M l'un des opérateurs a0
i , a

i
0, a

j
i . La propriété de fatorisation

(Mt −Ms)e(f) = e(fs)) ⊗ {(Mt −Ms)e(f(s,t))} ⊗ e(f(t), 0 ≤ s < t <∞permet de dé�nir e qu'on appelle l'intégrale stohastique d'un proessus adaptépar rapport à M . Soit
M = {f ∈ L2(R+, Z)| fi(t) = 0 sauf pour un nombre �ni de i}.Dé�nition 1.40 Soit D0 un domaine dense dans H. Une famille d'opérateurs

(L(t))t≥0 de H⊗ Γ(R+) est dite (E(M), D0)-adaptée si :i) Pour tout t ∈ R+, le domaine de L(t) ontient D0⊗E(M) (⊗ désigne leproduit tensoriel algébrique),ii) L(t)u⊗e(f(0,t)) ∈ H⊗Γ(0,t) et L(t)u⊗e(f) = {L(t)u⊗e(f(0,t))}⊗e(f(t), pourtous t ≥ 0, u ∈ D0, f ∈ M.Elle est dite régulière si, en plus, l'appliation t 7→ L(t)u ⊗ e(f) de R+ dans H ⊗
Γsym(L2(R+ × J)) est ontinue pour tous u ∈ D0, f ∈ M.Dans la suite, le produit tensoriel u ⊗ e(f) sera noté u e(f). Soit (tn)n∈N unepartition de R+, t0 = 0 et tn tend vers ∞ quand n tend vers ∞. Soit L un proessus
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(E(M), D0)-adapté dans H ⊗ Γ(R+). L est dit proessus simple par rapport à lapartition (tn)n∈N si

L(t) := L(tj) pour tous tj ≤ t < tj+1, j = 0, 1, 2...Pour tn ≤ t < tn+1, on dé�nit l'intégrale stohastique de L par rapport à M par
∫ t

0

L(s)dM(s)ue(f) :=

n−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

L(s)dM(s)ue(f) +

∫ t

tn

L(s)dM(s)ue(f)

:=

n−1∑

k=0

{L(tk)ue(f(0,tk))}(M(tk+1) −M(tk))e(f(tk)

+{L(tn)u e(f(0,tn))}(M(t) −M(tn))e(f(tn),qu'on note
Xt =

∫ t

0

L(s)dM(s).Notons que l'appliation t 7→ Xtu e(f) est ontinue. De plus, on a
Xtu e(f) = {Xtu e(f(0,t))}e(f(t).Par onséquent, (Xt)t≥0 est un proessus (E(M), D0)-adapté régulier.Un proessus (E(M), D0)-adapté L est dit mesurable si pour tous u ∈ D0,

f ∈ M, l'appliation t→ L(t)ue(f) est borélienne.Un proessus (E(M), D0)-adapté mesurable L est dit stohastiquement inté-grable s'il existe une suite de proessus simples (E(M), D0)-adaptés {Ln(s)}n telleque
lim

n→∞

∫ t

0

‖(Ln(s) − L(s))u e(f)‖2(1 + f(s)‖2)ds = 0. (1.6)Notons que si (1.6) est satisfaite, alors la limite
lim
n→0

(∫ t

0

Ln(s)dM(s)
)
u e(f)existe pour tous u ∈ D0, f ∈ M. Cette limite est notée ∫ t

0
L(s)dM(s) qui s'étendpar linéarité sur D0⊗E(M). De plus, ∫ t

0
L(s)dM(s) est un proessus (E(M), D0)-adapté régulier et l'appliation L→

∫ t

0
L(s)dM(s) est linéaire.Proposition 1.41 Soit L un proessus (E(M), D0)-adapté tel que pour tout

u ∈ D0, f ∈ M :i) L'appliation t→ L(t)u e(f) est ontinue à gauhe,



40ii) sup0≤s≤t ‖L(s)u e(f)‖ <∞ pour tout t.Alors, L est stohastiquement intégrable.Une famille {Lj
i (s), i, j ≥ 0} de proessus (E(M), H)-adaptés stohastiquementintégrables est dite stohastiquement intégrable si
∫ t

0

∞∑

k=0

‖Lj
i (s)u e(f)‖2(1 + ‖f(s)‖2)ds <∞.Notons qu'on a dans e as

X(t) = X(0) +

∫ t

0

∑

i,j≥0

Lj
i (s)da

j
i (s)est un proessus régulier. De plus, on a

〈u e(g),
[
Xt −X(0)

]
v e(f)〉 =

∫ t

0

∑

i,j≥0

ḡi(s)fj(s)〈u e(g), Lj
i (s)ve(f)〉dsave la onvention h0(s) = 1 pour tout h ∈ L2(R+, Z).1.3.3 Équation de Langevin quantiqueEn méanique quantique, on dérit parfois l'évolution irréversible d'un systèmequantique en interation ave un système bosonique extérieur (résevoir, bain ther-mique...) par une lasse d'équations di�érentielles stohastiques quantiques qu'onappelle équations de Langevin quantique (ou équations de Hudson-Parthasarathy).Le système quantique est supposé dérit par un espae de Hilbert H, tandis que lesystème extérieur est dérit par un espae de Fok symétrique Γs(L

2(R+, Z)), où Zest un espae de Hilbert séparable dont on �xe une base orthonormée {ek, k ∈ J}.Les ingrédients de l'équation de Langevin quantique, dérivant le système globale,sont des opérateurs bornés dé�nis sur un espae de Hilbert H et des bruits quan-tiques dé�nis sur Γs(L
2(R+, Z)).L'un des objetifs du alul stohastique quantique est d'étudier les équationsdi�érentielles stohastiques quantiques, qui sont des équations de Shrodinger per-turbées par des bruits quantiques et qui s'érivent sous la forme

dUt :=
∑

i,j∈J∪{0}
Li

jUtda
i
j(t),ave U0 = I et Li

j , i, j ∈ J ∪ {0} sont des opérateurs bornés sur H. Notonsaussi que es équations peuvent être érites sous forme d'équations intégrales sur
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H⊗ Γs(L

2(R+, Z)), soit
Ut := I +

∫ t

0

∑

i,j∈J∪{0}
Li

jUtda
i
j(t).Pour la preuve du théorème suivant, on renvoie le leteur à [P℄.Théorème 1.42 Soit H un espae de Hilbert et soient Li

j , i, j ∈ J ∪ {0} desopérateurs bornés sur H tels que
∑

i,j∈J∪{0}
‖Li

j‖2 <∞.Alors, l'équation di�érentielle stohastique quantique
Ut = I +

∫ t

0

∑

i,j∈J∪{0}
Li

jUtda
i
j(t),admet une unique solution dé�nie sur H⊗E , où E est l'espae des veteurs ohérents.Soient maintenant H, Lk, k ≥ 1 et Sl

k, k, l ≥ 1 des opérateurs bornés sur H telsque
H = H∗,

∑

j

Sk∗
j S

l
j =

∑

j

Sj
kS

j∗
l = δkl (1.7)et les séries ∑j S

k∗
j S

l
j , ∑j S

j
kS

j∗
l et ∑k L

∗
kLk onvergent fortement. De tels opéra-teurs sont appelés les opérateurs-système.Au travers des opérateurs H, Lk, k ≥ 1 et Sl

k, k, l ≥ 1, on dé�nit les opérateurssuivants :
S ∈ U(H⊗Z), L ∈ B(H,H⊗Z), G ∈ B(H),qui sont donnés par

Lu =
∑

k(Lku) ⊗ zk, ∀u ∈ H,
S =

∑
kl S

l
k ⊗ |zk〉〈zl|,

G = −iH − 1
2

∑
k L

∗
kLk = −iH − 1

2
L∗L.Le théorème suivant est dû à Hudson et Parthasarathy (f [HP℄, [P℄).Théorème 1.43 Supposons que les opérateurs-système satisfont la relation (1.7).Alors, il existe un unique proessus unitaire (E(M),H)-adapté et fortement ontinu

(U(t))t qui est solution de l'équation di�érentielle stohastique quantique dé�nie sur
K(R+) = H⊗ Γs(L

2(R+, Z)) par
{
dU(t) = {Gdt+

∑
k Lkda

0
k(t) +

∑
kl(S

l
k − δkl)da

l
k(t) −

∑
kl L

∗
kS

l
kda

l
0(t)}U(t)

U(0) = I.
(1.8)



42 L'équation (1.8) est appelée équation de Langevin quantique qui permet de dé-rire l'in�uene d'un système extérieur Γs(L
2(R+, Z)) (soure de bruits quantiques)sur un petit système. De plus, ette équation dilate un semigroupe dynamique quan-tique T , dérivant la dynamique e�etive du petit système, de générateur L au senssuivant : il existe un état Ω dans Γs(L

2(R+, Z)) tel que pour tout X ∈ B(H)

〈Ω, Ut(X ⊗ I)U∗
t Ω〉 = Tt(X). (1.9)En outre,

L(X) = i[H, X] − 1

2

∑

k≥1

(L∗
kLkX +XL∗

kLk − 2L∗
kXLk). (1.10)Réiproquement, si on se donne un semigroupe dynamique quantique T , déri-vant la dynamique e�etive d'un petit système sous l'in�uene d'un système exté-rieur Γs(L

2(R+, Z)), de générateur L admettant la forme (1.10), alors Γs(L
2(R+, Z))agit sur le petit système omme une soure de bruits quantiques. Par onséquent,l'équation (1.8) est l'équation type qui permet de dérire l'évolution du petit systèmeen tenant ompte de e qui se passe dans le système extérieur. De plus, si on note

U la solution unitaire assoiée, alors la relation (1.9) est satisfaite indépendammentdu hoix des opérateurs (Sl
k)k,l≥1 véri�ant la relation (1.7).1.3.4 Hamiltonien assoié à une équation de Langevin quan-tiqueÀ haque équation de Langevin quantique de solution unitaire U est assoié ungroupe unitaire à un paramètre fortement ontinu V qui s'obtient omme produitde U ave la seonde quanti�ation de l'opérateur shift Θ. Ainsi, par le théorème deStone, il existe un opérateur auto-adjoint K qui engendre le groupe V . Dans [G℄,Gregoratti donne une restrition essentiellement auto-adjointe de K. On se proposed'en donner une desription globale dans la suite.Soit θ le groupe unitaire à un paramètre, fortement ontinu sur L2(R,Z), dé�nipar

θtf(r) = f(r + t), ∀f ∈ L2(R,Z).On note Θ sa seonde quanti�ation dé�nie sur Γs(R) = Γs(L
2(R,Z)) par

Θte(f) = e(θtf), ∀f ∈ L2(R,Z). (1.11)Notons que Θ et U peuvent être étendus à des opérateurs dé�nis sur l'espae
K(R) = H⊗ Γs(R+) ⊗ Γs(R−) = K(R+) ⊗ Γs(R−) = H⊗ Γs(R),de la manière suivante :
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Θt = 1 ⊗ Θt in H⊗ Γs(R),

U(t) = U(t) ⊗ 1 in K(R+) ⊗ Γs(R−).Maintenant, nous énonçons le théorème suivant (f [Ba℄, [Ma1℄, [Ma2℄).Théorème 1.44 Soient Θ le groupe à un paramètre, fortement ontinu donné parla relation (1.11) et U la solution de l'équation de Langevin quantique (1.8) telleque les opérateurs-système véri�ent (1.7). Alors, on a
U(t+ s) = Θ∗

sU(t)ΘsU(s), ∀s, t ≥ 0.De plus, la famille V = {V (t)}t∈R telle que
V (t) =

{
ΘtU(t), t ≥ 0
U∗(|t|)Θt, t ≤ 0,dé�nit un groupe à un paramètre, fortement ontinu. La famille des opérateurs uni-taires à deux paramètres

U(t, s) = Θ∗
tVt−sΘs = Θ∗

sU(t− s)Θs, ∀s ≤ t,est fortement ontinu en t et en s. Elle satisfait la loi de omposition
U(t, s)U(s, r) = U(t, r), ∀r ≤ s ≤ t.L'opérateur U(t) = U(t, 0) = Θ∗

tV (t) est le produit de deux groupes unitairesfortement ontinus. Il permet de dérire l'évolution dynamique de l'état du systèmeglobale, du temps t = 0 au temps t. D'autre part, l'idée physique que l'on peut sefaire de la représentation U(t) = Θ∗
tV (t), 'est que l'évolution irréversible donnéepar l'équation de Langevin quantique est le produit d'une évolution hamiltonienne

V (t) du ouple petit système-réservoir et de l'adjoint du groupe unitaire Θt dont legénérateur est donné formellement par
E0 = dΓ(i

∂

∂x
).qui représente l'énergie libre du réservoir. Nous allons maintenant dérire les géné-rateurs des groupes Θt et V (t). Ainsi, d'après le théorème de Stone, on a

dΘt = −iE0Θtdt,

dV (t) = −iKV (t)dt.Les opérateurs H, E0 représentent respetivement les énergies assoiées au petitsystème et au réservoir. Tandis que, l'opérateur K représente l'énergie totale du



44système ombiné. De plus, les opérateurs Lk, Skl ontr�lent l'interation entre lesdeux systèmes. Notons que si Lk = 0, Skl = δkl pour tous k, l ≥ 1, alors on obtient
U(t) = e−itH , V (t) = e−itE0e−itH .Ainsi, on obtient dans e as, K = E0 + H , qui représente l'hamiltonien libre dusystème ombiné sans interation.Maintenant, nous allons dérire une restrition essentiellement auto-adjointe del'hamiltonienK qui apparaît omme une perturbation singulière de E0+H (f [G℄).Notons ξ le générateur in�nitésimal du groupe θ sur L2(R,Z). Il est lair que ξ estdé�ni sur D(ξ) = H1(R,Z) par ξu = iu′. D'autre part, a�n d'expliiter le domainede E0, nous introduisons l'espae de Sobolev

H
P

((R × J)n,H) = {u ∈ L2((R × J)n,H) tel que n∑

k=1

∂ku ∈ L2((R × J)n,H)},où les dérivées de u sont au sens des distribution sur (R × J)n, n ≥ 1 et
H

P
((R × J)0,H) = H.L'espae HP

((R × J)n,H) est un espae de Hilbert muni du produit salaire
〈u, v〉HP

((R×J)n,H) = 〈u, v〉L2((R×J)n,H) + 〈
n∑

k=1

∂ku,

n∑

k=1

∂kv〉L2((R×J)n,H).Dé�nissons HPsym((R × J)n,H) par
H

Psym((R × J)n,H) = H
P

((R × J)n,H) ∩ L2sym((R × J)n,H).Par onséquent, le domaine de E0 est donné par
D(E0) = {Φ ∈ K tel que Φn ∈ H

Psym((R×J)n,H), ∀n et ∑
n≥1

1

n!
‖

n∑

k=1

∂kΦn‖2 <∞},et pour tout Φ ∈ K, on a
(E0Φ)n = i

n∑

k=1

∂kΦn.Posons R∗ = R \ {0} et dé�nissons les sous-espaes de K suivants :
W = {Φ ∈ K | Φn ∈ H

P
sym((R∗ × J)n,H), ∀n,

∑

n≥1

1

n!
‖

∞∑

k=1

∂kΦn‖2
L2(R×J)n,H <∞},

νs = {Φ ∈W tel que ∑

n≥0

1

n!
‖Φn+1|{rn+1=s}‖2

Z⊗L2((R×J)n,H) <∞},

ν0± = ν0− ∩ ν0+ ,



45où Φn+1|{rn+1=s} est la trae (restrition) de la fontion Φn+1 sur l'hyperplan
{rn+1 = s}, pour tout s ∈ R∗ ∪ {0−, 0+}. Il est lair que ν0± ⊆ W.Soit a(s) : νs −→ Z ⊗K l'opérateur trae dé�ni par

(a(s)Φ)n = Φn+1|{rn+1=s}.Comme E(H1(R∗,Z)) ⊂ νs, on a
a(s)e(u) ⊗ h = u(s) ⊗ e(u) ⊗ h, ∀u ∈ H1(R∗,Z), h ∈ H.Notons aussi que W ⊃ D(E0) et que E0 peut être étendu en un opérateur nonborné sur W dé�ni par

(EΦ)n = i

n∑

k=1

∂kΦn.Théorème 1.45 (Gregoratti)Soit K l'hamiltonien assoié à l'équation de Langevin quantique (1.8) tel que lesopérateurs-système satisfont la relation (1.7). Alors, on a(1) D(K) ∩ ν0± = {Φ ∈ ν0± tel que a(0−)Φ = Sa(0+)Φ + LΦ},(2) KΦ = (H + E − iL∗a(0−) + i
2
L∗L)Φ, ∀Φ ∈ D(K) ∩ ν0±,(3) K|D(K)∩ν0±

est un opérateur essentiellement auto-adjoint.1.4 Modèles d'interations quantiques répétéesDans ette setion, nous dérivons le modèle d'interations répétées en méaniquestatistique quantique, qui représente un système quantique (petit système) H0 eninteration ave une haîne in�nie de opies identiquesH, l'une après l'autre, durantun même intervalle de temps �xé [0, h]. Pour plus de détails, on renvoie le leteurà [AtP1℄. Dans un premier temps, nous dérivons l'évolution disrète du systèmeglobal. Ensuite, nous disutons le passage à la limite quand h tend vers 0, a�nd'obtenir des interations ontinues.1.4.1 Modèle disretDans ette sous-setion, nous introduisons le modèle des interations quantiquesrépétées entre un système extérieur modélisé par une haîne atomique in�nie et unpetit système. De plus, nous dérivons la struture de la haîne atomique.



46a) Interations quantiques répétéesSoit H0 un système quantique en interation ave un système extérieur (réser-voir, bain thermique,...). On modélise le système extérieur par une haîne atomiquein�nie de opies de H dont on �xe une base orthonormée (ei)i∈J∪{0} telle que 0 /∈ J .Le veteur Ω = e0 représente l'état vide de l'atome et les veteurs ei, i ∈ J repré-sentent les di�érents états exités possibles.L'interation entre les deux systèmes se fait de la manière suivante : le systèmequantique H0 interagit ave les opies H, l'une après l'autre, durant un mêmeintervalle de temps assez petit [0, h]. L'hamiltonien dérivant l'énergie du systèmequantique en interation ave une opie de H est noté H . Notons que H est unopérateur dé�ni sur H0 ⊗H qui dépend du temps h. L'évolution unitaire assoiéedurant l'intervalle de temps [0, h] est donnée par
U = e−ihH .La suite des interations répétées est dérite par l'espae
H0 ⊗

⊗

N∗

H,où le produit tensoriel in�ni ⊗
N∗ H est dé�ni par rapport à la suite stabilisatrie

(Ω)n∈N. L'évolution unitaire du système quantique en interation ave la n-ièmeopie de H, notée Hn, est dérite par l'opérateur Un dé�ni sur H0 ⊗
⊗

N∗ H par
Un =

{
U sur H0 ⊗Hn

I ailleurs .L'équation dévolution disrète du modèle d'interations répétées est dérite parla suite (Vn)n∈N dé�nie sur B(H0 ⊗
⊗

N∗ H) par
{
Vn+1 = Un+1Vn

V0 = I.
(1.12)Maintenant a�n de représenter l'équation (1.12) en termes de bruits quantiquesdisrets, nous introduisons la famille d'opérateurs {ai

j , i, j ∈ J ∪ {0}} dé�nis par
ai

j(ek) = δikej.Il est lair que ette famille forme une base orthonormée de B(H). Les bruits quan-tiques disrets sont les opérateurs ai
j(n), i, j ∈ J ∪ {0}, n ∈ N∗, dé�nis sur ⊗

N∗ Het qui agissent omme ai
j, i, j ∈ J ∪ {0} sur Hn et omme l'identité ailleurs.Notons que dans la base {ai

j, i, j ∈ J ∪ {0}}, l'opérateur U s'érit
U =

∑

i, j∈J∪{0}
U i

j ⊗ ai
j,



47où U i
j , i, j ∈ J ∪ {0}, sont des opérateurs sur H0 qui sont les oe�ients de lamatrie de U dans la base (ei)i∈J∪{0} de H. Par onséquent, l'équation (1.12) est dela forme

{
Vn+1 =

∑
i, j∈J∪{0} U

i
jVna

i
j(n + 1)

V0 = I.
(1.13)b) Struture d'une haîne atomiqueSoit H un espae de Hilbert séparable dont on �xe une base orthonormée

(ei)i∈J∪{0}, où e0 = Ω désigne l'état vide de l'atome. On se propose dans ettepartie de dérire la struture mathématique de la haîne atomique ⊗
N∗ H, dé�-nie par rapport à la suite stabilisatrie (Ω)n∈N, qui modélise un système extérieur.Posons

TΦ =
⊗

N∗

H.Considérons les veteurs de type
XA = Ω ⊗ ...⊗ Ω ⊗ ei1 ⊗ Ω ⊗ ...⊗ Ω ⊗ ei2 ⊗ Ω ⊗ ...où A = {(n1, i1), ..., (nk, ik)} ⊂ N × J tel que ni 6= nj pour tous i 6= j et le veteur

eim , 1 ≤ m ≤ k, apparaît dans la nim-ième opie de H tandis que Ω apparaît dansles autres opies de H dans le produit tensoriel in�ni ⊗
N∗ H. Ainsi, si on pose

PN∗,J l'ensemble des sous-ensembles �nis de type A, alors il est faile de véri�erque la famille {XA, A ∈ PN∗,J} est une base orthonormée de TΦ. Notons aussi queles bruits quantiques disrets agissent sur les éléments de ette base de la manièresuivante :
ai

j(n)XA = 1(n,i)∈AXA\(n,i)∪(n,j) pour tous i 6= 0, j 6= 0,

ai
0(n)XA = 1(n,i)∈AXA\(n,i),

a0
j (n)XA = 1{(n,k)/∈A,∀k∈J}XA∪(n,j),

a0
0(n)XA = 1{(n,k)/∈A,∀k∈J}XA.1.4.2 Struture du hamp ontinuL'espae TΦ dé�ni préédemment admet une version ontinue dont on se proposede dérire sa struture et pour plus de détails, on renvoie le leteur à [At1℄.Dans la suite, nous onservons les notations de la sous-setion préédente et nousdésignons par H′ le sous-espae fermé de H engendré par les veteurs (ei)i∈J . Consi-dérons l'espae de Fok symétrique, Φ = Γs(L

2(R+,H′)), onstruit sur L2(R+,H′).On se propose maintenant de donner une autre représentation de Φ a�n de donner



48un sens à l'égalité Φ =
⊗

R+
H. Pour ela, nous ommençons par introduire e qu'onappelle l'interprétation de Guihardet de Φ.Soit Pk (P0 = {∅}) l'ensemble �ni de R+ × J , onstitué des éléments

σ = {(t1, i1), ..., (tk, ik)} tels que ti 6= tj pour tous i 6= j et soit P l'ensembledé�ni par P = ∪kPk. En ordonnant les omposantes réelles des éléments σ de Pk,l'ensemble Pk peut être identi�é à Σk × Jk, où Σk est le simplexe standard à k-éléments. Ainsi, Pk hérite la struture mesurée de Σk × Jk. Pour k = 0, on note δ∅la mesure dé�nie sur P0. Par onséquent, P admet une struture mesurée induitepar elles dé�nies sur Pk, pour tout k ∈ N et on note dσ ette mesure. Finalement,la σ-algèbre assoiée est notée F . Ainsi, l'espae de Fok Φ est identi�é à l'espae
L2(P,F , dσ) et les éléments de Φ sont les fontions mesurables f : P → C tellesque

‖f‖2 =

∫

P
|f(σ)|2 dσ <∞.Dans la suite, nous allons identi�er un élément σ de P à une famille (σi)1≤i≤N dessous-ensembles de R+ telle que

σi = {s ∈ R+, (s, i) ∈ σ}.Maintenant, on se propose de dérire e qu'on appelle les représentations pré-ditible et haotique d'un élément f de Φ. Pour ela, on a besoin d'introduire lafamille des ourbes χi
t et dé�nies par
χi

t(σ) :=

{
1[0,t](s) si σ = {(s, i)}
0 ailleurs .Il est faile de véri�er que ette famille véri�e les propriétés suivantes :- χi

t ∈ Φ(0,t) = Γs(L
2((0, t),H′)),- χi

t − χi
s ∈ Φ(s,t) = Γs(L

2((s, t),H′)) pour tous s, t tels que s ≤ t.- χi
t et χj

s sont des éléments orthogonaux de Φ pour tous i, j tels que i 6= j.Notons que les propriétés itées i-dessus nous permettent de dé�nir e qu'on appellel'intégrale d'Ito dans Φ (f [At1℄). Soit g = {gi
t, t ≥ 0, i ∈ J} une famille d'élémentsde Φ qui satisfont les hypothèses suivantes :i) t 7→ ‖gi

t‖ est mesurable, pour tout i,ii) gi
t ∈ Φ(0,t) pour tout t,iii) ∑i∈J

∫∞
0

‖gi
t‖2dt <∞.Une telle famille est dite Ito intégrable. Ainsi, si on onsidère une partition

{tj , j ∈ N} de R+ admettant pour diamètre δ et si on note Pt la projetion



49orthogonale sur Φ(0,t), alors l'intégrale d'Ito de g, I(g) =
∑

i∈J

∫∞
0
gi

tdχ
i
t, est lalimite dans Φ quand δ tend vers 0 de

∑

i∈J

∞∑

j=0

1

tj+1 − tj

∫ tj+1

tj

Ptjg
i
s ds⊗ (χi

tj+1 − χi
tj
).Théorème 1.46 L'intégrale d'Ito I(g) =

∑
i∈J

∫∞
0
gi

tdχ
i
t d'une famille Ito inté-grable g = {gi

t, t ≥ 0, i ∈ J} est l'élément de Φ donné par
I(g)(σ) =

{
gi
∨σ(σ−) si ∨ σ ∈ σi

0 ailleurs ,où ∨σ = sup{t ∈ R+ tel qu'il existe un entier k véri�ant (t, k) ∈ σ} et
σ− = σ \ (∨σ, i) si (∨σ, i) ∈ σ. De plus, on a la formule d'isométrie suivante :

‖I(g)‖2 =
∥∥∑

i

∫ ∞

0

gi
tdχ

i
t

∥∥2
=
∑

i

∫ ∞

0

‖gi
t‖2dt.Maintenant, si on onsidère une famille f = (f i)i∈J d'éléments de L2(P1) =

L2(R+ × J), alors on véri�e failement que la famille {f i(t)Ω, t ∈ R+, i J} est Itointegrable. De plus, son intégrale d'Ito est donnée par
I(f) =

∑

i∈J

∫ ∞

0

f i(t)Ωdχi
tet on a

I(f)(σ) =

{
f i(s) si σ = {s}i

0 ailleurs .Par itération de la dé�nition de l'intégrale d'Ito donnée i-dessus, on peut dé�nirde manière analogue l'intégrale d'Ito d'une famille f ∈ L2(Pk), soit
Ik(f) =

N∑

i1,...,ik=1

∫ ∞

0

∫ tk

0

...

∫ t2

0

fi1,...,ik(t1, ..., tk)Ω dχ
i1
t1 ... dχ

ik
tk

=

∫

Pk

f(σ)dχi1
tt ...dχ

ik
tk
.De plus, on a

[Ik(f)](σ) =

{
fi1,...,ik(t1, ..., tk) si σ = {(t1, i1) ∪ ... ∪ (t1, ik)}
0 ailleurs .



50 Finalement, si f = (fk)k∈N ∈ L2(P), alors I(f) est donnée par
f(∅)Ω +

∞∑

k=1

Ik(f).Par le théorème suivant, nous énonçons la propriété de représentation haotiqued'un élément f de Φ (f [At1℄).Théorème 1.47 Tout élément f de Φ admet une représentation haotique abstraite
f =

∫

P
f(σ)dχσsatisfaisant la formule d'isométrie suivante

‖f‖2 =

∫

P
|f(σ)|2dχσ.Dé�nissons maintenant les opérateurs suivants :

[a0
i (t)f [(σ) =

∑

s ∈ σi

s ≤ t

f(σ \ {s}i),

[ai
0(t)f ](σ) =

∫ t

0

f(σ ∪ {s}i)ds,

[ai
j(t)f ](σ) =

∑

s ∈ σj

s ≤ t

f(σ \ {s}j ∪ {s}i).Notons que es opérateurs ont un domaine ommun donné par
D = {f ∈ Φ,

∫

P
|σ||f(σ)|dσ <∞}.Le veteur ohérent e(f) assoié à un élément f ∈ L2(R+,H′) est donné par

[e(f)](σ) =
∏

i∈J

∏

s∈σi

fi(s).Il est démontré dans [At4℄ que les opérateurs ai
0(t), a

0
i (t) et ai

j(t) satisfont les égalitésdonnées par la relation (1.5)
〈e(f), ai

j(t)e(g)〉 =

∫ t

0

f̄i(s)g(s) ds 〈e(f), e(g)〉,



51ave a0
0(t) = tI et h0(t) = 1 pour tout s ≥ 0 et h ∈ L2(R+, H′) et qu'ils sontidenti�és aux bruits quantiques dé�nis dans la sous-setion 1.3.1.Notons qu'on a le tableau suivant :

Ω dχi
t dχj

t , i 6= j
da0

i (t) dχi
t 0 0

dai
0(t) dtI 0 0

dai
j(t) 0 dχi

t 0Cela implique que les bruits quantiques ontinus daj
i (t), i, j ∈ J ∪ {0} agissent surles éléments de la base {dχσ, σ ∈ PR+,J} de la même manière que les bruits disretssur les éléments de la base {XA, A ∈ PN∗,J} :

dai
j(t)dχσ = dχσ\{(t,i)}∪{(t,j)} 1(t,i)∈σ, pour tous i 6= 0, j 6= 0,

dai
0(t)dχσ = dχσ\{(t,i)}dt1(t,i)∈σ,

da0
j (t)dχσ = dχσ∪{(t,j)} 1(t,0)∈σ,

da0
0(t)dχσ = dχσdt1{(n,k)/∈A,∀k∈J}.D'autre part, d'après le théorème énoné i-dessus, l'espae Φ peut être inter-preté omme la version ontinue de l'espae TΦ. En e�et, la base orthonorméedénombrable {XA, A ∈ PN∗,J} est remplaée par la base orthonormée ontinue

{dχσ, σ ∈ PR+,J}. La base orthonormée de Hn dans TΦ est remplaée par la baseorthonormée {Ω, dχi
t, i ∈ J} de �Ht�. De plus, tout élément f de TΦ est représentépar

f =
∑

A∈PN∗,J

f(A)XA,qui est la version disrète de la représentation haotique dans Φ.On obtient don
Φ =

⊗

R+

H,d'où l'idée d'approher un modèle d'interations ontinu par un modèle disret.Maintenant, pour tout élément f de Φ et tous i ∈ J et t ∈ R+, on dé�nit sur Pl'appliation
[Di

tf ](σ) := f(σ ∪ {(t, i)})1σ⊂[0,t].Alors, on a la représentation suivante (f [At1℄).Théorème 1.48 Tout élément f de Φ admet une représentation prévisible
f = f(∅)Ω +

∑

i

∫ ∞

0

Di
tfdχ

i
t



52satisfaisant la formule d'isométrie
‖f‖2 = |f(∅)|2 +

∑

i

∫ ∞

0

‖Di
sf‖2 ds1.4.3 Théorèmes de onvergeneDans ette sous-setion, nous présentons les résultats essentiels qui permettentde dérire le passage à la limite quand h → 0 du modèle d'interations répétéesintroduit préédemment (f sous-setion 1.4.1). Nous énonçons le théorème prinipalqui est dû à Attal-Pautrat et qui dérit la onvergene de l'évolution disrète dumodèle d'interations répétées vers une équation de Langevin quantique dé�nie surl'espae de Fok Φ. Pour plus de détails, on renvoie le leteur à [AtP1℄.Soit S = {nh, n ∈ N} une partition de R+. Posons Φn = Φ[(n−1)h,nh]. Il est lairque l'espae Φ s'identi�e naturellement au produit tensoriel dénombrable⊗n∈N∗ Φn,dé�ni par rapport à la suite stabilisatrie (Ω)n∈N. Pour tous n ∈ N∗, i ∈ J, on dé�nit

X i(n) par
X i(n) =

1√
h

(χi
nh − χi

(n−1)h) ∈ Φn.Pour tout A ∈ PN∗, J , on dé�nit XA de la même manière que dans TΦ, soit
XA = Ω ⊗ ...⊗ Ω ⊗X i1(n1) ⊗ Ω ⊗ ...⊗ Ω ⊗X i2(n2) ⊗ Ω ⊗ ...Ainsi, si on désigne par TΦ(S) l'espae des éléments f ∈ Φ tels que

f =
∑

A∈PN∗, J

f(A)XA,alors l'espae TΦ(S) s'identi�e à la haîne atomique TΦ.Soit PS la projetion orthogonale de Φ sur TΦ(S). Alors, on a le résulat suivant(f [AtP1℄).Théorème 1.49 (Attal-Pautrat)Supposons qu'il existe des opérateurs bornés Li
j , i, j ∈ J ∪ {0} dé�nis sur H0 telsque ∑

i,j∈J∪{0}
‖Li

j‖2 <∞et
lim
h→0

∑

i,j∈J∪{0}

∥∥U
i
j(h) − δijI

hεij
− Li

j

∥∥2
= 0



53où εij = 1
2
(δ0i + δ0j). Supposons que l'équation de Langevin quantique

{
dUt =

∑
i,j L

i
jUtda

i
j(t)

U0 = I
(1.14)admet une unique solution (Ut)t≥0 qui est un proessus d'opérateurs bornés, denormes loalement uniformement bornés.Alors, pour tous t ≥ 0, φ, ψ ∈ L∞([0, t],H′), la solution V[t/h] de l'équationd'évolution disrète (1.12) véri�e

lim
h→0

〈a⊗ ε(φ), PSV[t/h]PSb⊗ ε(ψ)〉 = 〈a⊗ ε(φ), Utb⊗ ε(ψ)〉.Notons que dans les hypothèses du théorème énoné i-dessus, nous onstatonsqu'il y a trois normalisations de temps qui apparaîssent dans l'hamiltonien d'in-terations répétées. Une normalisation d'ordre 1, une d'ordre √
h et une d'ordre h.Notons aussi que si les opérateurs limites (Li

j)i,j sont donnés par
L0

0 = −(iH +
1

2

∑

k∈J

L∗
kLk),

L0
j = Lj,

Li
0 = −

∑

k∈J

L∗
kS

k
i ,

Lj
i = Sj

i − δijI,où (Sj
i )i,j∈J est une matrie unitaire, H est un opérateur auto-adjoint et∑k∈J L

∗
kLkonverge fortement vers un opérateur borné sur H0, alors d'après le théorème 1.43,l'équation de Langevin quantique, dé�nie dans le théorème i-dessus, admet uneunique solution (Ut)t∈R+ qui est un proessus d'opérateurs unitaires. Ainsi, dans eas partiulier, nous énonçons le théorème suivant qui est une onséquene immé-diate du théorème 1.49 (f [AtP1℄).Théorème 1.50 Supposons que les oe�ients de la représentation matriielle de

U dans la base (ei)i∈J∪{0} de H satisfont les égalités suivantes :
U0

0 = I − h(iH +
1

2

∑

k

L∗
kLk) + o(h),

U0
j =

√
hLj + o(

√
h),

U i
0 = −

√
h
∑

k

L∗
kS

k
j + o(

√
h),

U j
i = Sj

i − δijI + o(h),



54où (Sj
i )i,j∈J est une matrie unitaire, H est un opérateur auto-adjoint et∑k∈J L

∗
kLkonverge fortement vers un opérateur borné sur H0. Alors, la solution V[t/h] de l'équa-tion d'évolution disrète (1.12) onverge fortement, quand h tend vers 0, vers lasolution unitaire Ut de l'équation (1.14).Posons maintenant Ψ = ⊗N∗Ω. Alors, il suit de [AtP1℄

〈Ψ, V ∗
n (X × I)VnΨ〉 = Ln(X), pour tout X ∈ B(H0),où L(X) =

∑
i∈J∪{0} U

0∗
i XU0

i est une appliation omplètement positive. Le résultatsuivant est dû à [AtP1℄.Théorème 1.51 Supposons qu'il existe des opérateurs L0
0, L

0
i , i ∈ J tels que :i) U0

0 = I + hL0
0 + o(h),ii) U0

i =
√
hL0

i + o(
√
h).Alors, il existe un opérateur auto-adjoint H0 sur H0 tel que

lim
h→0

L(X) −X

h
= L(X), ∀X ∈ B(H0),où

L(X) = i[H0, X] +
1

2

∑

i∈J

(2L0∗
i XL

0
i −XL0∗

i L
0
i − L0∗

i L
0
iX).Preuve: Soit X ∈ B(H0). On a don

L(X) =
∑

i∈J∪{0}
U0∗

i XU0
i

= X + h
(
L0∗

0 X +XL0
0 +

∑

i∈J

L0∗
i XLi

)
+ o(h). (1.15)Notons que l'opérateur U est unitaire. Alors, on a

U0∗
0 U0

0 +
∑

i∈J

U0∗
i U0

i = I,e qui implique que
I + h

(
L0∗

0 + L0
0 +

∑

i∈J

L0∗
i L

0
i

)
+ o(h) = Iet

L0∗
0 + L0

0 = −
∑

i∈J

L0∗
i L

0
i + o(1).



55Ainsi, on obtient
L0

0 +
1

2

∑

i∈J

L0∗
i L

0
i = −

(
L0

0 +
1

2

∑

i∈J

L0∗
i L

0
i

)∗
+ o(1).Par onséquent, il existe un opérateur auto-adjoint H0 sur H0 tel que

L0
0 +

1

2

∑

i∈J

L0∗
i L

0
i = −iH0 + o(1). (1.16)Par suite, si nous tenons ompte des relations (1.16) et (1.15), alors on obtient

L(X) = X + h
{
i[H0, X] +

1

2

∑

i∈J

(2L0∗
i XL

0
i −XL0∗

i L
0
i − L0∗

i L
0
iX)

}
+ o(h).Cela prouve le théorème i-dessus. �1.4.4 Hamiltoniens d'interations répétées typiquesDans la théorie usuelle des systèmes quantiques ouverts, la plupart des équa-tions de Langevin quantiques dérivant un système quantique en interation aveun système extérieur s'obtiennent par l'intermédiaire des limites de ouplage faibleet loi de densité faible. Pour un bon hoix de l'hamitonien d'interations répétées,on démontre aussi que es équations peuvent être obtenues par des modèles d'inter-ations répétées. Ainsi, nous onstatons trois types d'hamiltoniens qui sont donnéspar

Hw = H0 ⊗ I + I ⊗HR +
1√
h

∑

i∈J

(Vi ⊗ a0
i + V ∗

i ⊗ ai
0),

Hl = H0 ⊗ I + I ⊗HR +
1

h

∑

i,j∈J

Dij ⊗ ai
j ,

H = H0 ⊗ I + I ⊗HR +
1√
h

∑

i∈J

(Vi ⊗ a0
i + V ∗

i ⊗ ai
0) +

1

h

∑

i,j∈J

Dij ⊗ ai
j.où H0, HR sont respetivement les hamiltoniens du système quantique et d'uneopie de la haîne atomique assoiée au système extérieur, (Vi) et Dij sont desopérateurs bornés sur H0 tels que Dij = D∗

ji pour tous i, j ∈ J.Notons que pour dérire l'in�uene d'un système extérieur sur un petit système,les physiiens utilisent souvent un hamiltonien d'interation dipolaire de type
V ⊗ a∗ + V ∗ ⊗ a.



56Ainsi, e type d'hamiltonien peut être interpreté de la manière suivante : à haqueétat exité du petit système lui orrespond un état désexité du système exétrieuret inversement. Cela explique le hoix des hamiltoniens de type Hw. D'autre part,les opérateurs ai
j permettent de dérire omment l'état d'une partiule du systèmeextérieur transite d'un état non vide vers un autre non vide tout en onservant lenombre total des partiules, d'où le hoix des hamiltoniens de type Hl. quant auhoix de l'hamiltonien H , il s'agit de tenir ompte des deux types d'interations.Une étude détaillée des hamiltoniens Hw et Hl sera donnée dans le hapitre 6.



Chapitre 2Contribution no 1 : Propriétésmarkoviennes du modèle despin-bosonDans e hapitre, nous omparons systématiquement les approhes hamilto-nienne et markovienne dans le as du modèle de spin-boson.La desription de l'approhe hamiltonienne de e modèle a été introduite dans[JP2℄. Jaksi et Pillet ont montré dans e papier que le système spin-boson ala propriété du retour à l'équilibre pour toute température stritement positive
T . Ensuite, les hypothèses du retour à l'équilibre introduites dans [JP2℄ ont étéaméliorées dans [DJ2℄.La limite de ouplage faible onsiste à abtenir une dynamique markoviennedérivant un petit système à partir de la desription hamiltonienne de l'interationentre e petit système et un système extérieur. La première preuve rigoureuse dela limite de ouplage faible a été développée par Davies (f [Da1℄) dans la as d'unpetit système en interation ave un bain fermionique où l'opérateur d'interationentre les deux systèmes est un opérateur borné. Notons aussi que la ondition de lalimite de ouplage faible introduite dans [Da1℄ a été ensuite a�aiblie dans [AFrL1℄�[AFrL4℄ et [DF℄.De notre �té, par la limite de ouplage faible, nous obtenons le lindbladienassoié de la desription hamiltonienne du système spin-boson où l'opérateur d'in-teration entre les deux systèmes est un opérateur non borné. Ensuite, nous étudionsles propriétés physiques de l'équation maîtresse assoiée telles que la déohérenequantique, la ondition du bilan détaillé quantique et nous montrons la propriétédu retour à l'équilibre pour toute température T ≥ 0. Finalement, nous explii-tons l'hamitonien assoié à l'équation de Langevin quantique et nous donnons unhamitonien d'interations répétées qui permet de dérire le système spin-boson.57



582.1 Le modèle2.1.1 Système spin-bosonLe modèle que nous onsidérons dans e hapitre est elui de spin-boson quireprésente un atome à deux niveaux d'énergie en interation ave un réservoir mo-délisé par un gaz de bosons libres en équilibre thermique à une température T = 1
kβ
,où k est la onstante de Boltzmann et β > 0 (T = 0 ⇐⇒ β = ∞). Dans la suite,nous introduisons le spin isolé et le réservoir. Ensuite, nous dérivons le systèmeouplé.Le spin isolé est dérit par un hamiltonien hs = σz dé�ni sur K = C2 par

σz =

(
1 0
0 −1

)
.Les énergies propres assoiées sont e± = ±1 dont les états propres sont notés res-petivement Ψ±. L'algèbre des observables du spin est M2, l'algèbre des matries

2× 2 à oe�ients omplexes. À une température inverse β, l'état d'équilibre ther-modynamique du spin est donné par
ωS(A) = Tr(ρβA), pour tout A ∈M2,où

ρβ =
e−βσz

Tr(e−βσz)
.La dynamique assoiée est dé�nie par le groupe d'automorphismes

τ t
S(A) = eitσzAe−itσz , pour tous A ∈M2, t ∈ R.Le réservoir est modélisé par un gaz de bosons libres, dérit par l'espae de Foksymétrique Γs(L

2(R3)). Si on note ω = ω(k) = |k|, k ∈ R
3, l'énergie d'un bo-son isolé, alors l'hamiltonien du réservoir est la seonde quanti�ation di�érentielle

dΓ(ω) de ω.L'opérateur de Weyl assoié à un élément f ∈ L2(R3) est dé�ni par
W (f) = exp(iϕ(f)),où ϕ(f) est l'opérateur de hamp donné par

ϕ(f) =
1√
2

(
a(f) + a∗(f)

)
.Soit Dloc l'espae des éléments f ∈ L2(R3) dont les transformées de Fouriersont à support ompat. L'ensemble des observables assoiés au réservoir est dérit



59par l'algèbre de Weyl Aloc = CCR(Dloc), la C∗-algèbre engendrée par les éléments
W (f), f ∈ Dloc (f [JP2℄). Il suit de [JP2℄ que W (eitωf) ∈ Aloc, pour tout f ∈ Dloc.L'état d'équilibre thermodynamique à une température inverse β du réservoirest dé�ni par

ωR(W (f)) = exp
[
− ‖f‖2

4
− 1

2

∫

R3

|f(k)|2ρ(k) dk
]
, (2.1)où ρ(k) est liée à ω(k) par la loi de radiation de Plank

ρ(k) =
1

eβω(k) − 1
.Notons que ρ est une fontion singulière en k = 0. Ainsi, si on onsidère une fontion

f dont la transformée de Fourier F(f) de f est à support C ompat, alors on a
|f(k)| = |F−1(F(f))(k)| ≤

∫

C

|F(f)(k′)|dk′.Par l'inégalité de Cauhy-Shwartz, on obtient
|f(k)| ≤ |C|‖f‖2,pour tout k ∈ R

3, e qui implique que f est une fontion bornée sur R
3. Paronséquent, la formule (2.1) est bien dé�nie.La dynamique du réservoir τ t

R induit une transformation de Bogoliubov,
τ t
R(W (f)) = exp(itdΓ(ω))W (f) exp(−itdΓ(ω)) = W (eitωf).Le système ouplé est dérit par la C∗-algèbre M2 ⊗ Aloc. La dynamique libreest donnée par

τ t
0(A) = τ t

S ⊗ τ t
R(A), pour tout A ∈M2 ⊗Aloc.2.1.2 Représentation semistandard du système spin-bosonDans la représentation semistandard du système spin-boson, il s'agit de onsidé-rer uniquement la représentation GNS de la partie réservoir dans le système ouplé.Introduisons maintenant la représentation ylique d'Araki-Woods du ouple

(ωR,Aloc), qui est donnée par le triplet (HR, πR, ΩR) où :- HR = J 2(Γs(L
2(R3)), l'espae de Hilbert-Shmidt sur Γs(L

2(R3)) qui estnaturellement identi�é à l'espae Γs(L
2(R3))⊗Γs(L2(R3)) et qui est muni duproduit salaire

(X, Y ) = Tr(X∗Y ),



60 - πR(W (f)) : X ∈ HR 7−→ W ((1 + ρ)1/2f)XW (ρ̄1/2f̄),- ΩR = |Ω〉〈Ω|, ave Ω est le veteur vide de Γs(L
2(R3)).Notons que par un simple alul, on montre que pour tout A = W (f), f ∈ Dloc,

ωR(A) = (ΩR, πR(A)ΩR).De plus, pour tout A = W (f), f ∈ Dloc, la relation
πR(exp(itdΓ(ω))A exp(−itdΓ(ω))) = exp(it[dΓ(ω), .])πR(A) exp(−it[dΓ(ω), .])dé�nit une W ∗-dynamique sur MR = πR(Aloc)

′′ dont le générateur est l'opérateur
LR = [dΓ(ω), .].Le semi-liouvillien libre assoié à la représentation semistandard du systèmespin-boson est dé�ni par

Lsemi
0 = σz ⊗ 1 + 1 ⊗ LR.Le semi-liouvillien total est l'opérateur

Lsemi
λ = Lsemi

0 + λσx ⊗ ϕAW (α),où λ ∈ R est appelée onstante de ouplage, α ∈ L2(R3) est appelée fontion testet ϕAW (α) est l'opérateur de hamp assoié à la représentation ylique d'Araki-Woods, que l'on identi�e sur Γs(L
2(R3)) ⊗ Γs(L2(R3)) à

ϕAW (α) ≃ ϕ((1 + ρ)1/2α) ⊗ 1 + 1 ⊗ ϕ(ρ̄1/2ᾱ),(f [JP2℄, [DJ1℄) et
σx =

(
0 1
1 0

)
.Pour la preuve de la proposition suivante, on renvoie le leteur à [JP2℄.Proposition 2.1 Si (ω + ω−1)α ∈ L2(R3), alors Lsemi

λ est un opérateur essentiel-lement auto-adjoint sur C2 ⊗D(dΓ(ω)) ⊗D(dΓ(ω)) pour tout λ ∈ R.Une onséquene immédiate de la proposition i-dessus est que le groupe d'auto-morphismes
τ t
λ(A) = eitLsemi

λ Ae−itLsemi
λdé�nit une W ∗-dynamique sur M = M2 ⊗ MR, i.e : le ouple (M, τλ) est un

W ∗-système dynamique.



612.1.3 Espae à une partiule du réservoirAprès avoir dé�ni la représentation ylique d'Araki-Woods (HR, πR, ΩR) duouple (ωR, Aloc), nous remarquons que l'état assoié au réservoir n'est pas un étatveteur sur un espae de Fok et e as est très ompliqué à traiter (f [AFrL1℄).Cependant, d'après [DJ1℄, [DJ2℄ et [JP1℄, nous onstatons que et état peut êtrereprésenté omme un état veteur sur un espae de Fok. De plus, on a les identi�-ations suivantes :- Γs(L
2(R3)) ⊗ Γs(L2(R3)) ≃ Γs(L

2(R3)) ⊗ Γs(L2(R3)) ≃ Γs(L
2(R3) ⊕ L2(R3)),- LR ≃ dΓ(ω ⊕−ω),- ϕAW (α) ≃ ϕ((1 + ρ)1/2α⊕ ρ̄1/2ᾱ).- ΩR ≃ Ω ⊕ Ω̄.Ainsi, l'état ωR est un état veteur dé�ni sur l'espae de Fok symétrique

Γs(L
2(R3)⊕L2(R3)). De plus, la dynamique engendrée par LR induit une transfor-mation de Bogoliubov

eitdΓ(ω⊕−ω̄)ϕAW (α)e−itdΓ(ω⊕−ω̄) = ϕAW (eitωα).2.2 Limite de ouplage faibleLa limite de ouplage faible onsiste à remplaer l'interation entre un petitsystème et un réservoir HI par λHI et onsidérer la dynamique réduite du petitsystème obtenue, en faisant tendre λ vers 0. Une telle limite nous permet d'obtenirune dynamique markovienne irréversible dé�nie sur l'algèbre assoiée au petit sys-tème. Le générateur de ette dynamique est appelé lindbladien. Notons dans e asque plus l'interation est faible, plus le temps d'observer l'in�uene du réservoir surle petit système est long. Ainsi, on obtient une nouvelle normalisation du temps :
τ = λ2t, où λ → 0, t → 0 et τ est une onstante. La première preuve de la limitede ouplage faible à été développée par Davies (f [Da1℄).2.2.1 Théorie abstraite de la limite de ouplage faibleSoit Y un espae de Banah et X son dual, i.e : X = Y∗. Soient P une projetionsur X et eitδ0 un groupe d'isométries à un paramètre sur X qui ommute ave P .Posons E = Pδ0. Il est lair que E est le générateur d'un groupe d'isométries àun paratmètre sur ImP . Soit Q une perturbation de δ0 telle que D(Q) ⊃ D(δ0).Introduisons maintenant les hypothèses suivantes :(1) P est une projetion w∗-ontinue sur X de norme 1,(2) eitδ0 est un groupe d'isométries w∗-ontinu (ou un groupe C∗

0 ) à un paramètresur X ,



62(3) Pour |λ| < λ0, iδλ = iδ0 + iλQ est le générateur d'un semigroupe de ontra-tions C∗
0 à un paramètre.Considérons maintenant l'opérateur
Kλ(t) = i

∫ λ−2t

0

e−is(E+λPQP )PQeis(1−P )δλ(1−P )QP ds.Pour la preuve du théorème suivant, on renvoie le leteur à [DF℄.Théorème 2.2 Supposons que les onditions (1), (2) et (3) sont vraies. Supposonsque les hypothèses suivantes sont satisfaites :(4) P est une projetion de rang �ni et PQP = 0,(5) Pour tout t1 > 0, il existe une onstante c telle que
sup
|λ|<1

sup
0≤t≤t1

‖Kλ(t)‖ ≤ c.(6) Il existe un opérateur K dé�ni sur ImP tel que
lim
λ→0

Kλ(t) = Kpour tout 0 < t <∞.Posons
K♯ =

∑

e∈spE

1e(E)K1e(E) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

eitEKe−itEdt.Alors, on ai) eitK♯ est un semigroupe de ontrations,ii) Pour tout t1 > 0,
lim
λ→0

sup
0≤t≤t1

‖e−itE/λ2

Peit(δ0+λQ)/λ2

P − eitK♯‖ = 0.2.2.2 Appliation au système spin-bosonRappelons que dans la représentation semistandard du système spin-boson, lesemi-liouvillien libre est l'opérateur
Lsemi

0 = σz ⊗ 1 + 1 ⊗ LR,tandis que le semi-liouvillien total est donné par
Lsemi

λ = Lsemi
0 + λσx ⊗ ϕAW (α).



63Soit V l'opérateur non borné donné par V = σx ⊗ ϕAW (α). Posons Q = [V, .] etnotons δλ le générateur de la dynamique τ t
λ dé�ni par

δλ = [Lsemi
λ , .] = δ0 + λQ,où δ0 = [Lsemi

0 , .].Soit P la projetion sur M telle que
P (B ⊗ C) = ωR(C)B ⊗ 1HR

, ∀B ⊗ C ∈ M.Il est lair que P est de rang �ni de norme 1. De plus, on a
E = Pδ0 = δ0P = [σz , .]P et PQP = 0.Soit P1 = 1 − P . Ainsi, on obtient

Kλ(t) = i

∫ λ−2t

0

e−isEP [V, .]eisP1[Lsemi
λ ,.]P1[V, .]P ds.Notons que P1 ommute ave [Lsemi

0 , .]. De plus, on a
eisP1[Lsemi

0 ,.]P1 = eis[Lsemi
0 ,.]P1 + P. (2.2)Dans la suite, on se propose de montrer sous ertaines onditions que l'opérateur

K = i

∫ ∞

0

e−isEP [V, .]eisP1[Lsemi
0 ,.]P1[V, .]P ds

= i

∫ ∞

0

e−isEP [V, .]eis[Lsemi
0 ,.][V, .]P ds.existe et que

lim
λ→0

Kλ(t) = K.Posons
Uλ

t = eitP1[Lsemi
λ ,.]P1, Ut = eitP1[Lsemi

0 ,.]P1.Lemme 2.3 On a l'identité suivante
Kλ(t) = i

∫ λ−2t

0

e−isEP [V, .]eisP1[Lsemi
0 ,.]P1[V, .]P ds+ i

∑

n≥1

(iλ)nRn(t),où
Rn(t) =

∫

0≤tn≤...≤t0≤t

e−it0EP [V, .]Ut0(P1Q1P1)....(P1QnP1)[V, .]P dtn ... dt0,ave Qk = U−tk [V, .]Utk pour tout k = 1, ..., n.



64Preuve: On a
Uλ

t = Ut + iλ

∫ t

0

Ut−sP1[V, .]P1U
λ
s ds.Ainsi, l'opérateur U−tU

λ
t satisfait l'équation

U−tU
λ
t = I + iλ

∫ t

0

(U−sP1[V, .]P1Us)(U−sU
λ
s ) ds.De plus, il s'exprime omme une série d'intégrales itérées

U−tU
λ
t = I+

∑

n≥1

(iλ)n

∫

0≤tn≤...≤t1≤t

(U−t1P1[V, .]P1Ut1)...(U−tnP1[V, .]P1Utn) dtn ... dt1.Notons que l'opérateur Utk ommute ave P1. Ainsi, si on obtient
U−tU

λ
t = 1 +

∑

n≥1

(iλ)n

∫

0≤tn≤....≤t1≤t

(P1Q1P1)...(P1QnP1) dtn ... dt1.Par onséquent, on a
Kλ(t) = i

∫ λ−2t

0

e−isEP [V, .]eisP1[Lsemi
0 ,.]P1[V, .]P ds

+i
∑

n≥1

(iλ)n

∫

0≤tn≤...≤t0≤λ−2t

e−it0EP [V, .]Ut0(P1Q1P1)....(P1QnP1)[V, .]P dtn ... dt0.

�Rappelons que d'après la relation (2.2), on a PU−t0 = P . Par suite, si on pose
Qn+1 = U−tn+1 [V, .]Utn+1 ,où tn+1 = 0, alors on obtient

Rn(t) =

∫

0≤tn≤...≤t0≤t

e−it0EPQ0(P1Q1P1)...(P1QnP1)Qn+1P dtn ... dt0. (2.3)Lemme 2.4 On a
Rn(t) =

∫

0≤tn≤...≤t0≤t

P [σx,0⊗ϕAW (e−it0ωα), .]P1....P1[σx,n+1⊗ϕAW (e−itn+1ω), .]P dtn ... dt0,où σx,r = e−itrσzσxe
itrσz .



65Preuve: Commençons par aluler P1QrP1 pour r ≥ 1. On a
Utr = eitr [σz ,.]eitr [LR,.]P1 + Pet
UtrP1 = eitr [σz ,.]eitr [LR,.]P1.Par onséquent, il en résulte

P1U−tr [V, .]UtrP1 = P1e
−itr [σz,.]e−itr [LR,.][V, .]eitr [σz ,.]eitr [LR,.]P1.De plus, l'égalité suivante est satisfaite

e−itr [σz ,.]e−itr [LR,.][V, .]eitr [σz ,.]eitr [LR,.](B⊗C) = [σx,r⊗e−itrLRϕAW (α)eitrLR , .](B⊗C).Rappelons la transformation de Bogoliubov
e−itrLRϕAW (α)eitrLR = ϕAW (e−itrωα).On obtient don
P1QrP1 = P1[σx,r ⊗ ϕAW (e−itrωα), .]P1.Notons aussi que Pe−t0[σz ,.] = Pe−it0[σz ,.]e−it0[LR,.] et que

e−it0EPQ0P1 = Pe−it0[σz ,.][V, .]eit0[σz,.]eit0[LR,.]P

= Pe−it0[σz ,.]e−it0[LR,.][V, .]eit0[σz,.]eit0[LR,.]P

= P [σx,0 ⊗ ϕAW (e−it0ωα), .]P1.Ainsi, de la relation (2.3), nous pouvons onlure. �Maintenant, pour tout entier n, on dé�nit l'ensemble Pn de permutations σ de
(1, ..., 2n) telle que

σ(2r − 1) < σ(2r), σ(2r − 1) < σ(2r + 1)pour tout r.Notons que l'état ωR est un état quasi-libre, i.e :
ωR(ϕAW (α1)...ϕAW (α2n)) =

∑

σ∈Pn

n∏

r=1

ωR(ϕAW (ασ(2r−1))ϕAW (ασ(2r))), (2.4)De plus, on a
ωR(ϕAW (α1)...ϕAW (α2n+1)) = 0.(f [BR2℄ pour plus de détails).



66Lemme 2.5 Pour tout n ≥ 0, on a
R2n+1(t) = 0.Preuve: Notons que

P [σx,0 ⊗ ϕAW (e−it0ωα), .]P1....P1[σx,2n+2 ⊗ ϕAW (e−it2n+2ωα), .]P

= P [σx,0 ⊗ ϕAW (e−it0ωα), .](1 − P )[σx,1 ⊗ ϕAW (e−it1ωα), .](1 − P )...

...(1 − P )[σx,2n+2 ⊗ ϕAW (e−it2n+2ωα), .]P. (2.5)Ainsi, le membre à droite de l'égalité (2.5) est une somme de termes tels quehaque terme est un produit d'éléments de la forme
P [σx,pk

⊗ ϕAW (e−itpk
ωα), .]....[σx,pm ⊗ ϕAW (e−itpmωα), .]P,où 0 ≤ pk ≤ ... ≤ pm ≤ ... ≤ 2n + 2. De plus, dans haque produit, il existe aumoins un élément de la forme

P [σx,r1 ⊗ ϕAW (e−itr1ωα), .]....[σx,r2p+1 ⊗ ϕAW (e−itr2p+1ωα), .]P,où 0 ≤ r1 ≤ ... ≤ r2p+1 ≤ ... ≤ r2n+2.Notons aussi qu'il est faile de véri�er que
[σx,r1 ⊗ ϕAW (e−itr1ωα), .]....[σx,r2p+1 ⊗ ϕAW (e−itr2p+1ωα), .]P (B ⊗ C)est une somme de termes telle que la deuxième omposante de haun d'entre euxest le produit de 2p+ 1 veteurs d'ondes. Comme la projetion P agit uniquementsur la deuxième omposante et l'état de Gibbs ωR est quasi-libre, on obtient

P [σx,r1 ⊗ ϕAW (e−itr1ωα), .]....[σx,r2p+1 ⊗ ϕAW (e−itr2p+1ωα), .]P (B ⊗ C) = 0,e qui implique que R2n+1(t) = 0. �Remarque 2.1 De la preuve du lemme préédent, nous onstatons que R2n(t) estla somme de 2n termes, où haun d'entre eux est un produit d'éléments la forme
P [σx,pk

⊗ ϕAW (e−itpk
ωα), .]....[σx,pm ⊗ ϕAW (e−itpmωα), .]P,tel que 0 ≤ pk ≤ ... ≤ pm ≤ ... ≤ 2n + 2 et le nombre de ommutateurs [σx,r ⊗

ϕAW (e−itrωα), .] dans la produit ompris entre deux projetions P est pair.La preuve du théorème suivant est une appliation direte du théorème de Lebesgue.



67Théorème 2.6 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :i) ‖R2n(t)‖ ≤ cnt
n, où la série ∑n≥1 cnt

n admet un rayon de onvergene in�ni.ii) Il existe 0 < ε < 1 et une suite dn ≥ 0 tels que
‖R2n(t)‖ ≤ dnt

n−ǫ.Alors, on a
lim
λ→0

∑

n≥1

(iλ)nR2n(λ−2t) = 0.Introduisons maintenant la fontion à deux points h(t) dé�nie par
h(t) = ωR(e−itLRϕAW (α)eitLRϕAW (α))

= ωR(ϕAW (e−itωα)ϕAW (α)).De plus, par un simple alul, on montre que
h(t− s) = ωR(ϕAW (e−itωα)ϕAW (e−isωα)). (2.6)L'expression expliite de h(t) est donnée par

h(t) =
1

2

∫

R3

e−itω eβω

eβω − 1
|α(k)|2dk +

1

2

∫

R3

eitω 1

eβω − 1
|α(k)|2dk.La preuve du lemme suivant est analogue à elle du lemme 3.3 dans [Da1℄.Lemme 2.7 Si ‖h‖1 ≤ ∞, alors pour toute permutation π de (0, 1, ..., 2n+ 1),

∣∣ ∑

σ∈P(0,1,...,2n+1)

∫

0≤t2n≤...≤t0≤t

n∏

r=0

h(tπσ(2r)−tπσ(2r+1))dt2n...dt0
∣∣ ≤ 1

2n+1(n+ 1)!
‖h‖n+1

1 tn,ave t2n+1 = 0.Maintenant, nous prouvons le théorème suivant.Théorème 2.8 Si ‖h‖1 ≤ ∞, alors on a
‖R2n(t)‖ ≤ 22n+1‖h‖n+1

1

tn

(n+ 1)!
.Preuve: Posons

Φr = ϕAW (e−itrωα), ΦL
rC = ΦrC, ΦR

r C = CΦr,

σL
x,rB = σx,rB, σ

R
x,rB = Bσx,r,
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β : est une fontion de {0, 1, ..., 2n+ 1} dans {L,R},
kβ = ♯{r ∈ {0, 1, ..., 2n+ 1} tel que β(r) = R}.Dans la suite, σx,r ⊗ Φr sera noté σx,rΦr. Ainsi, par ette notation, on obtient

[σx,rΦr, .] = σL
x,rΦ

L
r − σR

x,rΦ
R
r .Notons que d'après le lemme 2.3 et la remarque 2.1, R2n(t) est une somme de

2n termes dont haun d'entre eux est de la forme
C2n,j(t) = (−1)j

∫

0≤t2n≤...≤t0≤t

∑

β

(−1)kβP (σ
β(0)
x,0 Φ

β(0)
0 )(σ

β(1)
x,1 Φ

β(1)
1 )...

...(σ
β(p1−1)
x,p1−1 Φ

β(p1−1)
p1−1 )P (σβ(p1)

x,p1
Φβ(p1)

p1
)...(σ

β(pj−1)
x,pj−1 Φ

β(pj−1)
pj−1 ) ×

P (σpj
x,pj

Φβ(pj)
pj

)...(σ
β(2n)
x,2n Φ

β(2n)
2n )(σ

β(2n+1)
x,2n+1 Φ

β(2n+1)
2n+1 )P dt2n ... dt0,où 0 = p0 < p1 < p2 < ... < pj < pj+1 = 2n+2, pk est un nombre pair, j = N−2 ave

N est le nombre des projetions P qui apparaîssent dans l'expression de C2n,j(t).Par onséquent, on obtient
‖C2n,j(t)(B ⊗ C)‖ ≤ ‖B ⊗ C‖

∑

β

∫

0≤t2n≤...≤t0≤t

j∏

r=0

∣∣ωR(Φβ(pr)
pr

...Φ
β(pr+1−1)
pr+1−1 )

∣∣ dt2n ... dt0,

≤ ‖B ⊗ C‖
∑

β

∫

0≤t2n≤...≤t0≤t

j∏

r=0

∣∣ωR(Φβ(pr)
pr

...Φ
β(pr+1−1)
pr+1−1 )

∣∣ dt2n ... dt0,

≤ ‖B ⊗ C‖
∑

β

∫

≤t2n≤...≤t0≤t

j∏

r=0

∣∣ωR(Φπ(pr)...Φπ(pr+1−1))
∣∣ dt2n ... dt0,où π est une permutation qui dépend de β.Ainsi, d'après le lemme 2.7, on obtient

‖C2n,j(t)‖ ≤
∑

β

∑

σ∈P(0,1,...,2n+1)

∫

0≤t2n≤...≤t0≤t

n∏

r=0

∣∣ωR(Φπ(σ(2r))Φπ(σ(2r+1)))
∣∣dt2n...dt0,

≤ 22n+2‖h‖n+1
1

tn

2n+1(n+ 1)!
,e qui implique que

‖R2n(t)‖ ≤ 22n+1‖h‖n+1
1

tn

(n + 1)!
.

�



69Théorème 2.9 Si ∫ ∞

0

(1 + tε)|h(t)|dt <∞pour un ertain 0 < ε < 1, alors il existe dn > 0 tel que
‖R2n(t)‖ ≤ dnt

n−ε.Preuve: On a R2n(t) est la somme de 2n termes dont haun d'entre eux a la formede C2n,j. Ainsi, a�n de prouver le théorème i-dessus, on regroupe es termes deuxà deux de la manière suivante :
(−1)j

∫
0≤t2n≤...≤t0≤t

∑
β(−1)kβP (σ

β(0)
x,0 Φ

β(0)
0 )...(σ

β(p1−1)
x,p1−1 Φ

β(p1−1)
p1−1 )P...P (σ

β(pj)
x,pj Φ

β(pj)
pj )

...(σ
β(2n−1)
x,2n−1 Φ

β(2n−1)
2n−1 )(σ

β(2n)
x,2n Φ

β(2n)
2n )(σ

β(2n+1)
x,2n+1 Φ

β(2n+1)
2n+1 )P dt2n ... dt0+

(−1)(j+1)
∫
0≤t2n≤...≤t0≤t

∑
β(−1)kβP (σ

β(0)
x,0 Φ

β(0)
0 )...(σ

β(p1−1)
x,p1−1 Φ

β(p1−1)
p1−1 )P...P (σ

β(pj)
x,pj Φ

β(pj)
pj )

...(σ
β(2n−1)
x,2n−1 Φ

β(2n−1)
2n−1 )P (σ

β(2n)
x,2n Φ

β(2n)
2n )(σ

β(2n+1)
x,2n+1 Φ

β(2n+1)
2n+1 )P dt2n ... dt0 =

(−1)j
∫
0≤t2n≤...≤t0≤t

∑
β(−1)kβP (σ

β(0)
x,0 Φ

β(0)
0 )...(σ

β(p1−1)
x,p1−1 Φ

β(p1−1)
p1−1 )P...

...
[
P (σ

β(pj)
x,pj Φ

β(pj)
pj )...(σ

β(2n−1)
x,2n−1 Φ

β(2n−1)
2n−1 )(σ

β(2n)
x,2n Φ

β(2n)
2n )(σ

β(2n+1)
x,2n+1 Φ

β(2n+1)
2n+1 )P−

P (σ
β(pj)
x,pj Φ

β(pj)
pj )...(σ

β(2n−1)
x,2n−1 Φ

β(2n−1)
2n−1 )P (σ

β(2n)
x,2n Φ

β(2n)
2n )(σ

β(2n+1)
x,2n+1 Φ

β(2n+1)
2n+1 )P

]
dt2n ... dt0.Par onséquent, le membre à droite de l'égalité i-dessus est majoré par

∑

β

∫

0≤t2n≤...≤t0≤t

j−1∏

k=0

∣∣∣ωR(Φβ(pk)
pk

Φ
β(pk+1)
pk+1 ...Φ

β(pk+1−1)
pk+1−1 )

∣∣∣× (2.7)
∣∣∣
[
ωR(Φβ(pj)

pj
...Φ

β(2n)
2n Φ

β(2n+1)
2n+1 ) − ωR(Φβ(pj)

pj
...Φ

β(2n−1)
2n−1 〉〈Φβ(2n)

2n Φ
β(2n+1)
2n+1 )

]∣∣∣ dt2n ... dt0.Notons que dans le terme situé entre les deux rohets de la relation (2.7), il n'yauun produit de fontions à deux points, où 2n est ouplé à (2n+ 1). De plus, eterme est donné par
∑

σ∈P(pj ,...,2n+1)

n∏

r= 1
2
pj

ωR(Φσ(π(2r))Φσ(π(2r+1))),où 2n n'est pas ouplé à (2n+ 1) et π est une permutation qui dépend de β. Ainsi,le terme dans la relation (2.7) est majoré par
∑

σ

∫

0≤t2n≤...≤t0≤t

n∏

r=0

|ωR(Φσ(2r)Φσ(2r+1))|dt2n...dt0,



70où ∑σ est la somme sur tous les ouples de {0, 1..., 2n + 1} telle que 2n est nonouplé à (2n+ 1), (t2n+1 = 0).D'autre part, on a
∫

0≤t2n≤...≤t0≤t

n∏

r=0

|ωR(Φσ(2r)Φσ(2r+1))|dt2n...dt0

=

∫

0≤t2n≤...≤t0≤t

n∏

r=0

|h(tσ(2r) − tσ(2r+1))|dt2n...dt0

≤ cst ‖h‖n
1 t

k

∫ t

0

|h(s)|sn−kds

≤ cst ‖h‖n
1 t

n−ε

∫ t

0

|h(s)|sεds,où 0 ≤ k ≤ n− 1, e qui �nit la preuve. �Finalement, nous prouvons le théorème suivant.Théorème 2.10 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :(1) (ω + ω−1)α ∈ L2(R3),(2) ∫∞
0

(1 + tε)|h(t)|dt <∞, pour un ertain 0 < ε < 1.Alors, les hypothèses du théorème 2.2 sont satisfaites. En outre, l'opérateur K♯ estdonné par
K♯ = i

∫ ∞

0

∑

e∈sp([σz,.])

e−isEP1e([σz, .])[V, .]e
is[Lsemi

0 ,.][V, .]1e([σz , .])P ds.Preuve: La preuve du théorème i-dessus est une onséquene immédiate des théo-rèmes 2.6, 2.8, 2.9. �2.3 Lindbladien du système spin-bosonPosons
L = iK♯.On se propose dans ette sous-setion de prouver que l'opérateur L a la forme d'unlindbladien (f théorème 1.33). Pour ela, nous introduisons la formule suivante,onnue en théorie des distributions

∫ ∞

0

e±itω dt =
±i

ω ± i0
= πδ(ω) ± iVp(

1

ω
), (2.8)



71où
1

x+ i0
= lim

ε→0

1

x+ iε
,

∫
f(x)δ(x) dx = f(0),

∫
f(x)Vp(

1

x
) dx = lim

ε→0

∫

|x|≥ε

f(x)

x
dx = PP

∫
f(x)

x
dx,

∫
f(x)

1

x+ i0
dx = lim

ε→0

∫
f(x)

1

x+ iε
dx.Ii on suppose que f : R ∋ x 7→ f(x) est une fontion ontinue, que les intégralesdans les membres à droite sont bien dé�nies et que les limites existent.Notons que [σz, .] admet 2, −2 omme valeurs propres simples et 0 omme valeurpropre double. De plus, les états propres orrespondants sont respetivement donnéspar |Ψ+〉〈Ψ−|, |Ψ−〉〈Ψ+| et |Ψ+〉〈Ψ+|, |Ψ−〉〈Ψ−|.Posons

n+ =

(
1 0
0 0

)
, n− =

(
0 0
0 1

)
, σ+ =

(
0 1
0 0

)
, σ− =

(
0 0
1 0

)
,

nL
+X = n+X, n

R
+X = Xn+, n

L
−X = n−X, n

R
−X = Xn−.Alors, il est faile de véri�er que

12([σz, .]) = nL
+n

R
−,

1−2([σz, .]) = nL
−n

R
+,

10([σz, .]) = nL
+n

R
+ + nL

−n
R
−.La forme expliite du lindbladien est donnée par le théorème suivant.Théorème 2.11 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :i) ∫∞

0

[∣∣ ∫
R3 e

itω(1 + ρ(k))|α(k)|2 dk
∣∣+
∣∣ ∫

R3 e
itωρ(k)|α(k)|2 dk

∣∣
]
dt <∞,ii) α est une fontion de lasse C1 sur un voisinage de la sphère

B(0, 2) = {k ∈ R
3, |k| = 2},iii) (1 + ω)α ∈ L∞(R3).Alors, L = iK♯ a la forme d'un lindbladien et pour tout X ∈M2, on a

L(X) = i(Im(α, α)−+ − Im(α, α)+
−)[n+, X]

+ i(Im(α, α)−− − Im(α, α)+
+)[n−, X]

+ Re(α, α)+
−(2σ+Xσ− − {n+, X})

+ Re(α, α, )−−(2σ−Xσ+ − {n−, X}),



72où
Im(α, α)+

+ =
1

2

∫

R3

ρ(k) + 1

ω + 2
|α(k)|2 dk,

Im(α, α)−− =
1

2
PP

∫
ρ(k)

ω − 2
|α(k)|2 dk,

Im(α, α)+
− =

1

2
PP

∫
ρ(k) + 1

ω − 2
|α(k)|2 dk,

Im(α, α)−+ =
1

2

∫

R3

ρ(k)

ω + 2
|α(k)|2 dk,

Re(α, α)+
− =

πe2β

2(e2β − 1)

∫

R3

|α(k)|2δ(ω − 2) dk,

Re(α, α)−− =
π

2(e2β − 1)

∫

R3

|α(k)|2δ(ω − 2) dk.Preuve: Par un simple alul, on montre que pour tout X ∈M2, on a
12([σz, .])[V, .]e

is[Lsemi
0 ,.][V, .]12([σz, .])PX

= [ϕAW (α)ϕAW (eisωα) + ϕAW (eisωα)ϕAW (α)]n+Xn−,

1−2([σz , .])[V, .]e
is[Lsemi

0 ,.][V, .]1−2([σz, .])PX

= [ϕAW (α)ϕAW (eisωα) + ϕAW (eisωα)ϕAW (α)]n−Xn+,

10([σz, .])[V, .]e
is[Lsemi

0 ,.][V, .]10([σz, .])PX

= [e−2isϕAW (α)ϕAW (eisωα) + e2isϕAW (eisωα)ϕAW (α)]n+Xn+

+[e2isϕAW (α)ϕAW (eisωα) + e−2isϕAW (eisωα)ϕAW (α)]n−Xn−

−[e−2isϕAW (α)ϕAW (eisωα) + e2isϕAW (eisωα)ϕAW (α)] σ+Xσ−

−[e2isϕAW (α)ϕAW (eisωα) + e−2isϕAW (eisωα)ϕAW (α)] σ−Xσ+.Ainsi, pour tout X ∈M2, on obtient
∑

e∈sp([σz,.])

e−iseP1e([σz , .])[V, .]e
is[Lsemi

0 ,.][V, .]1e([σz, .])(X)

=
[
e−2isωR(ϕAW (α)ϕAW (eisωα)) + e−2isωR(ϕAW (eisωα)ϕAW (α))

]
n+Xn−

+
[
e2isωR(ϕAW (α)ϕAW (eisωα)) + e2isωR(ϕAW (eisωα)ϕAW (α))

]
n−Xn+

−2Re
(
e2isωR(ϕAW (eisωα)ϕAW (α))

)
[σ+Xσ− − n+Xn+]

−2Re
(
e−2isωR(ϕAW (eisωα)ϕAW (α))

)
[σ−Xσ+ − n−Xn−].



73Par suite, l'opérateur L est donné par
L(X) = −

[∫ ∞

0

e−2is
(
ωR(ϕAW (α)ϕAW (eisωα)) + ωR(ϕAW (eisωα)ϕAW (α))

)
ds

]
n+Xn−

−
[∫ ∞

0

e2is
(
ωR(ϕAW (α)ϕAW (eisωα)) + ωR(ϕAW (eisωα)ϕAW (α))

)
ds

]
n−Xn+

+2Re

(∫ ∞

0

e2isωR(ϕAW (eisωα)ϕAW (α)) ds

)
[σ+Xσ− − n+Xn+]

+2Re

(∫ ∞

0

e−2isωR(ϕAW (eisωα)ϕAW (α)) ds

)
[σ−Xσ+ − n−Xn−].Notons qu'on a

ωR(ϕAW (α)ϕAW (eisωα)) =
1

2

∫

Rd

eisω(ρ(k) + 1)|α(k)|2 dk +
1

2

∫

Rd

e−isωρ(k)|α(k)|2 dk

= ωR(ϕAW (eisωα)ϕAW (α)).Alors, d'après les hypothèses du théorème i-dessus, nous pouvons appliquer laformule (2.8), a�n d'obtenir
∫ ∞

0

e−2isωR(ϕAW (α)ϕAW (eisωα)) ds = Re(α, α)+
− + iIm(α, α)+

− − iIm(α, α)−+,
∫ ∞

0

e−2isωR(ϕAW (eisωα)ϕAW (α)) ds = Re(α, α)−− + iIm(α, α, )−− − iIm(α, α)+
+,

∫ ∞

0

e2isωR(ϕAW (eisωα)ϕAW (α)) ds = Re(α, α)+
− − iIm(α, α)+

− + iIm(α, α)−+,
∫ ∞

0

e2isωR(ϕAW (α)ϕAW (eisωα)) ds = Re(α, α)−− + iIm(α, α)+
+ − iIm(α, α)−−.Par onséquent, l'opérateur L s'érit

L(X) =
{
−Re(α, α)+

− − Re(α, α)−− + i(Im(α)−+ − Im(α, α)+
−)

−i(Im(α, α)−− − Im(α, α+
+))
}
n+Xn− +

{
−Re(α, α)+

− − Re(α, α)−−

−i(Im(α, α)−+ − Im(α, α)+
−) + i(Im(α, α)−− − Im(α, α)+

+)
}
n−Xn+

+2Re(α, α)+
−
[
σ+Xσ− − n+Xn+

]
+ 2Re(α, α)−−

[
σ−Xσ+ − n−Xn−

]

= i(Im(α, α)−+ − Im(α, α)+
−)
[
n+Xn− − n−Xn+

]

+i(Im(α, α)−− − Im(α, α)+
+)
[
n−Xn+ − n+Xn−

]

+Re(α, α)+
−
[
2σ+Xσ− − 2n+Xn+ − (n+Xn− + n−Xn+)

]

+Re(α, α)−−
[
2σ−Xσ+ − 2n−Xn− − (n+Xn− + n−Xn+)

]
.



74Comme nous avons
n+Xn− + n−Xn+ = {n+, X} − 2n+Xn+ = {n−, X} − 2n−Xn−,

n+Xn− − n−Xn+ = [n+, X],

n−Xn+ − n+Xn− = [n−, X],l'opérateur L a la forme d'un lindbladien et il est donné par
L(X) = i(Im(α, α)−+ − Im(α, α)+

−)[n+, X]

+i(Im(α, α)−− − Im(α, α)+
+)[n−, X]

+Re(α, α)+
−(2σ+Xσ− − {n+, X})

+Re(α, α, )−−(2σ−Xσ+ − {n−, X}),e qui prouve notre théorème. �

2.4 Propriétés de l'équation maîtresseDans ette setion, nous dérivons quelques propriétés physiques de l'équationmaîtresse assoiée au système spin-boson telles que la déohérene quantique et laondition du bilan détaillé quantique.2.4.1 Équation maîtresse du système spin-bosonSoit ρ ∈ M2 une matrie densité. Considérons l'équation maîtresse du systèmespin-boson
dρ(t)

dt
= i(Im(α, α)+

− − Im(α, α)−+)[n+, ρ(t)]

+i(Im(α, α)+
+ − Im(α, α)−−)[n−, ρ(t)]

+Re(α, α)+
−(2σ−ρ(t) σ+ − {n+, ρ(t)})

+Re(α, α)−−(2σ+ρ(t) σ− − {n−, ρ(t)}).Posons
ρ(t) = ρ11(t)n+ + ρ12(t) σ+ + ρ21(t) σ− + ρ22(t)n−.



75Alors, l'équation maîtresse dé�nie i-dessus est équivalente au système d'équationsdi�érentielles ordinaires suivant :
d

dt
ρ11(t) = 2Re(α, α)−− ρ22(t) − 2Re(α, α)+

− ρ11(t)

d

dt
ρ12(t) =

[
−i(Im(α, α)+

+ − Im(α, α)−−) + i(Im(α, α)+
− − Im(α, α)−+) − Re(α, α)−−

−Re(α, α)+
−
]
ρ12(t)

d

dt
ρ21(t) =

[
−i(Im(α, α)+

− − Im(α, α−
+)) + i(Im(α, α)+

+ − Im(α, α)−−) − Re(α, α)+
−

−Re(α, α)−−
]
ρ21(t)

d

dt
ρ22(t) = 2Re(α, α)+

− ρ11(t) − 2Re(α, α)−− ρ22(t).Comme Re(α, α)+
− = e2βRe(α, α)−−, on véri�e failement que l'état d'équilibre ther-modynamique du spin ρβ est une solution de l'équation

dρ(t)

dt
= 0.De plus, ρβ est l'unique état stationnaire du semigroupe dynamique quantique as-soié au spin-boson si et seulement si Re(α, α)±− > 0. En e�et, si ρ est un étatstationnaire assoié au spin-boson, alors d'après le système d'équations di�éren-tielles donné i-dessus, on a

ρ12(t) = 0, ρ21(t) = 0, ∀t ≥ 0,e qui implique que ρ12(0) = 0 et ρ21(0) = 0. D'autre part, on a
2Re(α, α)+

− ρ11(t) − 2Re(α, α)−− ρ22(t) = 0,

2Re(α, α)−− ρ22(t) − 2Re(α, α)+
− ρ11(t) = 0.On obtient don

ρ22(t) = e2βρ11(t), ∀t ≥ 0.Comme ρ11(t) + ρ22(t) = 1, on a
ρ11(t) + e2βρ11(t) = 1, ∀t ≥ 0.Ainsi, on obtient

ρ11(t) = ρ11(0) =
1

1 + e2β
=

e−β

e−β + eβ
,

ρ22(t) = ρ22(0) =
e2β

1 + e2β
=

eβ

e−β + eβ
.Notons que si Re(α, α)±− = 0, alors on obtient ρ12(0) = 0, ρ21(0) = 0, ρ11(0) = µet ρ22(0) = ξ, où µ et ξ sont des onstantes telles que µ+ ξ = 1. Ainsi, on n'a pasuniité de l'état stationnaire dans e as.



762.4.2 Déohérene quantique du spinDans ette sous-setion, nous allons dérire la déohérene du spin (f sous-setion 1.2.3). Posons
Γ = Re(α, α)−− + Re(α, α)−+

= π
e2β + 1

2(e2β − 1)

∫

R3

|α(k)|2δ(ω − 2)dk,

Ω = Im(α, α)+
+ + Im(α, α)+

− − Im(α, α)−+ − Im(α, α)−−.Alors, d'après le système d'équations di�érentielles ordinaires donné i-dessus, on a
ρ12(t) = e−(Γ+iΩ)tρ12(0),

ρ21(t) = e−(Γ−iΩ)tρ21(0).Ainsi, le système spin dérit une déohérene quantique si et seulement si
∫

R3

δ(ω − 2)|α(k)|2dk 6= 0.Par onséquent, la déohérene du spin est ontr�lée par la fontion test α. De plus,si ∫
R3 |α(k)|2δ(ω − 2)dk = 0, on n'a pas uniité de l'état stationnaire et il n' y plusde retour à l'équilibre.2.4.3 Condition du bilan détaillé quantiqueOn se propose dans ette sous-setion d'étudier la ondition du bilan détailléquantique du spin en interation ave un réservoir modélisé par un gaz de bosonslibres (f sous-setion 1.2.4). Ainsi, nous prouvons le théorème suivant.Théorème 2.12 Le générateur du semigroupe dynamique quantique du systèmespin-boson, T ∗

t = (eitK♯

)∗, véri�e la ondition du bilan détaillé quantique par rapportà l'état d'équilibre thermodynamique du spin
ρβ =

e−βσz

Tr(e−βσz)
.Preuve: Notons qu'on a

L∗(A) = −i [H, A] + LD(A),ave
H = (Im(α, α)−+ − Im(α, α)+

−)n+ + (Im(α, α)−− − Im(α, α)+
+)n−



77et
LD(X) = Re(α, α)+

− (2 σ−X σ+ − {n+, X}) + Re(α, α)−− (2 σ+X σ− − {n−, X}).Par onséquent, il est lair que H est un opérateur auto-adjoint et que [H, ρβ ] = 0.De plus, il est faile de véri�er que l'opérateur LD est un opérateur auto-adjointpour le produit salaire 〈, 〉ρβ
. Cela �nit la preuve de notre théorème. �2.5 Retour à l'équilibre du système spin-bosonDans ette setion, nous ommençons par rappeler les résultats du retour àl'équilibre du système spin-boson prouvés dans le as hamiltonien (f [JP2℄). En-suite, nous prouvons la propriété du retour à l'équilibre pour toute température

T ≥ 0 dans le as markovien. Finalement, nous faisons une omparaison entre lesdeux approhes.Dans les deux premières sous-setions, nous traitons le système spin-boson à unetempérature inverse 0 < β < ∞. Tandis que, dans la dernière sous-setion, nousexaminons le système spin-boson à la température zéro (β = ∞).2.5.1 Cas hamiltonienPour toute fontion f ∈ L2(R3), nous dé�nissons f̃ sur R × S2 par
f̃(s, k̂) =

{
−|s|1/2f̄(|s|k̂), s < 0,

s1/2f(sk̂), s ≥ 0.Posons
C(δ) = {z ∈ C | |Imz| < δ},

H2(δ, η) = {f : C(δ) → η | ‖f‖H2(δ,η) = sup
|a|<δ

∫ +∞

−∞
‖f(x+ ia)‖2

ηdx <∞},où η est un espae de Hilbert. Le théorème suivant est démontré dans [JP2℄.Théorème 2.13 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :(i) (ω + ω−1)α ∈ L2(R3),(ii) ∫
R3 δ(ω − 2)|α(k)|2dk > 0,(iii) Il existe 0 < δ < 2π

β
tel que α̃ ∈ H2(δ, L2(S2)).



78Alors, pour tout β > 0, il existe une onstante Λ(β) > 0 qui dépend uniquement dela fontion test α telle que le système spin-boson a la propriété du retour à l'équilibrepour tout 0 < |λ| < Λ(β).Notons que dans la preuve du théorème i-dessus, les auteurs utilisent les pro-priétés spetrales du liouvillien pour démontrer le retour à l'équilibre du systèmespin-boson. Ainsi, grâe à la théorie de perturbation des états KMS (voir théorème1.19) , ils donnent la forme expliite du veteur propre du liouvillien assoié à lavaleur propre 0. De plus, ils démontrent que le spetre du liouvillien est absolumentontinu pour tout λ ∈]0,Λ(β)[ (en partiulier pour une onstante de ouplage λsu�samment petit) sauf pour la valeur propre 0. Par onséquent, le théorème 1.25permet de onlure. Ainsi, pour tout β ∈ ]0,+∞[, le système spin-boson faiblementouplé possède la propriété du retour à l'équilibre.2.5.2 Cas markovienDans ette sous-setion, nous omparons les onditions du retour à l'équilibre dusystème spin-boson à une température inverse β ∈]0,∞[ dans les deux approheshamitonienne et markovienne.À une température stritement positive β−1, le retour à l'équilibre du systèmespin-boson est dérit par le théorème suivant.Théorème 2.14 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :i) Im(α, α)±± <∞,ii) ∫
R3 δ(ω − 2)|α(k)|2dk > 0.Alors, le semigroupe dynamique quantique du système spin-boson à une températureinverse β ∈]0,∞[ possède la propriété du retour à l'équilibre.Preuve: Posons
H = (Im(α, α)−+ − Im(α, α)+

−)n+ + (Im(α, α)−− − Im(α, α)+
+)n−,

L1 = (2Re(α, α)+
−)1/2σ−, (2.9)

L2 = (2Re(α, α)−−)1/2σ+.Il est lair que H est un opérateur auto-adjoint. Rappelons aussi que le semigroupedynamique quantique du système spin-boson admet l'état d'équilibre thermodyna-mique ρβ du spin omme un état �dèle normal et stationnaire. Comme
{Lk, L

∗
k, H, k = 1, 2}′ = {Lk, L

∗
k, k = 1, 2}′ = CI,nous pouvons onlure grâe au théorème 1.35. �



79Notons qu'en omparaison ave l'approhe hamiltonienne du modèle de spin-boson, nous avons des simpli�ations de onditions du retour à l'équilibre. Ainsi,dans le théorème i-dessus, nous avons uniquement besoin que les hypothèses i) etii) soient satisfaites. En e�et, l'hypothèse i) entraîne que les salaires Im(α, α)±±existent et sont �nis, tandis que si ii) est satisfaite, alors les salaires Re(α, α)±− sontnon nuls.2.5.3 Système spin-boson à la température zéroDans le as hamiltonien, l'étude de la propriété du retour à l'équilibre se basesur le théorème suivant (f [JP2℄, [DJ2℄) : � Si un système dynamique quantique
(M, τ, µ) (µ est un état �dèle) dont le liouvillien admet un spetre absolumentontinu sauf pour la valeur propre 0, alors e système possède la propriété du re-tour à l'équilibre�. Malheureusement, e résultat ne s'applique pas dans le as dusystème spin-boson à la température zéro, puisque l'état d'équilibre thermodyna-mique assoié (état fondamental),

ρ∞ = |Ψ−〉〈Ψ−| =

(
0 0
0 1

)n'est pas �dèle. Pour la même raison, le théorème 1.35 ne nous permet pas deonlure aussi la propriété du retour à l'équilibre dans le as markovien. Nous allonsdon démontrer la propriété du retour à l'équilibre du système spin-boson à latempérature zéro par des aluls direts.Rappelons qu'à la température zéro, l'espae de Hilbert du système spin-bosonest
H = C

2 ⊗ Γs(L
2(R3)).L'hamiltonien libre du système ouplé est dé�ni par

h0 = σz ⊗ 1 + 1 ⊗ dΓ(ω),et l'hamiltonien total du système global ave interation est l'opérateur
hλ = h0 + λσx ⊗ ϕ(α).La limite de ouplage faible du système spin-boson à la température zéro peutêtre prouvée de la même manière que lorsque la température est stritement positive.De plus, le lindbladien du système spin-boson à la température zéro peut être déduiten prenant β = ∞ dans la forme expliite de elui à une température stritementpositive. Ainsi, on obtient

L∞(X) = −iν1[n+, X] − iν2[n−, X] + ν3(2σ+Xσ− − {n+, X}),



80où
ν1 =

∫

R3

1

ω + 2
|α(k)|2 dk,

ν2 = PP

∫
1

ω − 2
|α(k)|2 dk,

ν3 = π

∫

R3

|α(k)|2δ(ω − 2) dk.Par onséquent, pour toute matrie densité ρ ∈ M2, l'équation maîtresse assoiéeest donnée par
dρ(t)

dt
= iν1[n+, ρ(t)] + iν2[n−, ρ(t)] + ν3(2σ−ρ(t) σ+ − {n+, ρ(t)}) = L∗

∞(ρ(t)).Maintenant, nous prouvons le théorème suivant.Théorème 2.15 Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :i) ν2 <∞ ,ii) ∫
R3 δ(ω − 2)|α(k)|2dk > 0.Alors, le système spin-boson à la température zéro possède la propriété du retour àl'équilibre. De plus, on a

lim
t→∞

Tr(etL∗
∞ρA) = Tr(ρ∞A),pour tout A ∈M2 et pour toute matrie densité ρ.Preuve: Considérons la base orthonormée de M2

{|Ψ+〉〈Ψ+|, |Ψ+〉〈Ψ−|, |Ψ−〉〈Ψ+|, |Ψ−〉〈Ψ−|}.Ainsi, dans ette base, on a
[n+, .] =




0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0


 , [n−, .] =




0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


 ,

σ−.σ+ =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
2 0 0 0


 , {n+, .} =




2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


 .



81Par onséquent, on obtient
etL∗

∞ =




e−2tν3 0 0 0
0 e−tν3eit(ν1−ν2) 0 0
0 0 e−tν3e−it(ν1−ν2) 0

−e−2tν3 + 1 0 0 1


 ,e qui implique que

lim
t→∞

etL∗
∞ = Π∗

∞,où
Π∗

∞ =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1


 .Par un simple alul, on montre que

Π∗
∞(A) = σ−Aσ+ + n−An−, ∀A ∈M2.Considérons maintenant une matrie densité

ρ =

(
α β
β̄ 1 − α

)
,où α ∈ [0, 1], β ∈ C. Alors, on a

Π∗
∞(ρ) =

(
0 0
0 1

)
= |Ψ−〉〈Ψ−| = ρ∞.Finalement, on obtient

lim
t→∞

Tr(etL∗
∞ρA) = Tr(Π∗

∞(ρ)A) = Tr(ρ∞A),pour tout A ∈M2. Cela prouve notre théorème. �2.6 Équation de Langevin quantique du systèmespin-bosonOn se propose dans ette setion de donner expliitement l'hamiltonien assoiéà l'équation de Langevin quantique du système spin-boson (f sous-setions 1.3.3 et1.3.4).



82 Considérons les opérateurs L1, L2 et H donnés par la relation (2.9) et posons
G = −1

2

2∑

k=1

L∗
kLk − iH.Alors, l'équation de Langevin quantique du système spin-boson est dé�nie sur l'es-pae C2 ⊗ Γs(L

2(R+,C
2)) par

{
dU(t) = {Gdt+

∑2
k=1Lkda

0
k(t) −

∑2
k=1L

∗
kda

k
0(t)}U(t)

U(0) = I.
(2.10)Notons que l'équation (2.10) est un as partiulier des équations de Hudson-Parthasarathy, où Sj

i = δijI. De plus, d'après la sous-setion 1.3.3, nous avons
S = I,

Lu = (2Re(α, α)+
−)1/2σ−u⊗ Ψ+ + (2Re(α, α)−−)1/2σ+u⊗ Ψ−, ∀u ∈ C2,

L∗u⊗ ϕ = 〈Ψ+, ϕ〉(2Re(α, α)+
−)1/2σ+u+ 〈Ψ−, ϕ〉(2Re(α, α)−−)1/2σ−u,

∀u, ϕ ∈ C2,

L∗L = 2Re(α, α)+
−n+ + 2Re(α, α)−−n−.Ainsi, on obtient

ν0± ∩D(Ks) = {Φ ∈ ν0± | a(0−)Φ = a(0+)Φ + LΦ}et
KsΦ =

(
H +E− iL∗a(0−)+ i(Re(α, α)+

−n+ +Re(α, α)−−n−)
)
Φ, ∀Φ ∈ ν0± ∩D(Ks),où Ks est l'hamiltonien de Gregoratti assoié à l'équation de Langevin quantiquedu système spin-boson.Rappelons que l'hamiltonien du réservoir est l'opérateur E = dΓ(i ∂

∂x
). Dond'après le théorème spetral, l'opérateur i ∂

∂x
est l'opérateur de multipliation parun salaire ω. Ainsi, on obtient

E = dΓ(ω),qui oinide ave l'hamiltonien usuel du réservoir dans le as où ω ≥ 0. D'autrepart, l'opérateur
H =

(
Im(α, α)−+ − Im(α, α)+

−
)
n+ +

(
Im(α, α)−− − Im(α, α)+

+

)
n−,dérit l'énergie du spin. De plus, les oe�ients Im(α/α)±± jouent un r�le physiqueimportant. Dans un ertain sens, ils ontiennent des informations physiques surl'hamiltonien original du spin. L'évolution libre du système ombiné est dérite parl'opérateur Hf = H + E et l'hamiltonien Ks apparaît omme une perturbationsingulière de Hf , où l'opérateur L ontr�le l'interation entre le spin et le réservoir.



832.7 Modèle d'interations répétées assoié au sys-tème spin-bosonDans ette setion, nous nous proposons de donner un modèle d'interationsrépétées dérivant le système spin-boson (f setion 1.4 pour plus de détails). Nousmodélisons le réservoir par une haîne in�nie⊗
N∗ C2, dé�nie par rapport à la suitestabilisatrie (Ω)n, où

Ω =

(
1
0

)
, X =

(
0
1

)est une base orthonormée de C2. Ainsi, l'hamiltonien d'interations répétées assoiéest dé�ni sur C2 ⊗ C2 par
H = σz ⊗ I + I ⊗HR +

1√
h

(σ− ⊗ a∗ + σ+ ⊗ a),où
HR =

(
0 0
0 γ

) est l'hamiltonien d'une opie C
2,

V = σ−,

a =

(
0 1
0 0

) et a∗ est l'adjoint de a.Pour justi�er le hoix de et hamiltonien, on renvoie le leteur aux disussions faitesdans la sous-setion 1.4.3. Notons que l'hamiltonien d'interation entre le spin etune opie de la haîne est un hamiltonien dipolaire, où à haque état exité du spinlui orrespond un état désexité d'une opie de la haîne. Ii, les opérateurs a et
a∗ représentent les opérateurs de réation et d'annihilation disrets sur C2. Commedans le as du temps ontinu, l'hamiltonien d'une opie de la haîne est un multiplede l'opérateur nombre a∗a,

HR = γa∗a.L'évolution unitaire durant l'intervalle [0,h℄ est donnée par
U = e−ihH .L'évolution disrète assoiée est dé�nie par

{
un+1 = Un+1 un

u0 = I.
(2.11)



842.7.1 Cas de la température zéroThéorème 2.16 La solution u[t/h] de l'équation d'évolution disrète (2.11) onvergefortement, quand h tend vers 0, vers la solution unitaire de l'équation de Langevinquantique {
dU(t) = {G0 dt+ Lda0

1(t) − L∗ da1
0(t)}U(t)

U(0) = I,où L = −iσ− et G0 = −iσz − 1
2
σ+σ−.Preuve:Notons que les oe�ients de la matrie de U = e−ihH dans la base {Ω, X} sontdonnés par

U0
0 = 〈Ω, UΩ〉 = I − ih σz − 1

2
hσ+σ− + o(h),

U1
0 = 〈Ω, UX〉 = −i

√
hσ+ + o(

√
h),

U0
1 = 〈X,UΩ〉 = −i

√
h σ− + o(

√
h),

U1
1 = 〈X,UX〉 = I − ihσz − ihγI − 1

2
h σ−σ+ + o(h).Ainsi, on obtient

U0
0−I

h

h→0−−→ G0 = −iσz − 1
2
σ+σ−,

U1
0√
h

h→0−−→ −L∗ = −iσ+,

U0
1√
h

h→0−−→ L = −iσ−,Par onséquent, grâe au théorème 1.50, nous pouvons onlure. �Théorème 2.17 Le semigroupe dynamique quantique du modèle d'interations ré-pétées du système spin-boson à la température zéro a la propriété du retour à l'équi-libre.Preuve: Notons que grâe à la relation (1.9), le lindbladien assoié à l'équation deLangevin quantique dé�nie par le théorème i-dessus est donné par
L0(X) = i[σz , X] +

1

2

[
2σ+Xσ− − {n+, X}

]
. (2.12)Ainsi, la suite de la preuve est analogue à elle du théorème 2.15. �Notons que le lindbladien dé�ni par la relation (2.12) ne dépend pas du hoixde l'hamiltonien HR d'une opie de la haîne. De plus, e lindbladien a les mêmespropriétés physiques que elui du spin-boson à la température zéro, obtenu par lalimite de ouplage faible.



852.7.2 Cas d'une température stritement positiveDans ette sous-setion, nous supposons que l'état d'équilibre thermodynamiqued'une opie de la haîne atomique assoiée au réservoir, à une température inverse
β, est donné par

ρ =
1

1 + e−β
e−βHR =

(
β0 0
0 β1

)
.La représentation GNS du ouple (C2, ρ) est le triplet (π, H̃,ΩR) tel que

•ΩR = I,

• H̃ = M2, l'algèbre des matries 2× 2 à oe�ients omplexes, qui est muniedu produit salaire
〈A,B〉 = Tr(ρA∗B),

• π : M2 −→ B(H̃) est telle que π(M)A = MA, ∀M, A ∈M2.Posons Ũ = π(U) et ũn = π(un). Il est lair que l'opérateur Ũ est dé�ni sur C2⊗M2.De plus, la suite (ũn)n véri�e l'équation
{
ũn+1 = Ũn+1ũn

ũ0 = I.
(2.13)Théorème 2.18 La solution ũ[t/h] de l'équation disrète (2.13) onverge fortement,quand h tend vers 0, vers la solution unitaire Ut de l'équation de Langevin quantique






dŨ(t) =
{
− (iσz + iγβ1I + 1

2
β0 σ+σ− + 1

2
β1 σ−σ+) dt− iσ−(

√
β1 da

1
0(t) +

√
β0da

0
2(t))

−iσ+(
√
β1 da

0
1(t) +

√
β0 da

2
0(t))

}
Ũ(t)

Ũ(0) = I.Preuve: Posons
X1 =

1√
β1

(
0 1
0 0

)
, X2 =

1√
β0

(
0 0
1 0

)
, X3 =

1√
β0β1

(
β1 0
0 −β0

)
.Il est lair que (ΩR, X1, X2, X3) forme une base orthonormée de M2. Don les oef-�ients de la matrie de Ũ dans ette base sont donnés par

Ũ0
0 = I − ihσz − ihγβ1I − 1

2
hβ0σ+σ− − 1

2
hβ1σ−σ+ + o(h2),

Ũ0
1 = −i√β1

√
h σ+ + o(h3/2),

Ũ0
2 = −i√β0

√
h σ− + o(h3/2),

Ũ0
3 = o(h),

Ũ1
0 = −i√β1

√
h σ− + o(h3/2),
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Ũ2

0 = −i√β0

√
hσ+ + o(h3/2),

Ũ3
0 = o(h),

Ũ1
1 = I + o(h),

Ũ2
2 = I + o(h),

Ũ3
3 = I + o(h),

Ũ2
1 = Ũ1

2 = Ũ3
1 = Ũ1

3 = Ũ3
2 = Ũ2

3 = 0.Ainsi, on obtient
eU0
0−I

h

h→0−−→ L0
0 = −iσz − iγβ1I − 1

2
β0 σ+ σ− − 1

2
β1 σ−σ+,

eU0
1√
h

h→0−−→ L0
1 = −i√β1 σ+,

eU0
2√
h

h→0−−→ L0
2 = −i√β0 σ−,

eU1
0√
h

h→0−−→ L1
0 = −i√β1σ−,

eU2
0√
h

h→0−−→ L2
0 =

√
β0 σ+,et les autres termes onvergent vers 0. Par onséquent, d'après le théorème 1.50,nous pouvons onlure. �D'après la relation (1.9), le lindbladien assoié au modèle d'interations répétéesdé�ni i-dessus, à une température stritement positive β−1, s'érit

Lβ(X) = i[σz , X] +
1

2
β0[2σ−Xσ+ − {n−, X}]

+
1

2
β1[2σ+Xσ− − {n+, X}],pour tout X ∈ M2. Notons que l'état d'équilibre thermodynamique ρβ du spin estun état stationnaire du semigroupe (etLβ)t≥0 si et seulement si la di�érene desniveaux d'énergie d'une opie de la haîne est égale à 2, soit γ = 2. On voit donqu'on n'a pas trop de hoix de l'hamiltonien HR. Ainsi, pour que les propriétésphysiques du système spin-boson soient enore les mêmes, il faut que γ = 2. Paronséquent, le modèle d'interations répétées dé�ni i-dessus orrespond au systèmespin-boson si et seulement si γ = 2.Théorème 2.19 Le semigroupe dynamique quantique assoié au modèle d'intera-tions répétées du système spin-boson, à une température stritement positive β−1, ala propriété du retour à l'équilibre.



87Preuve: Notons d'abord que γ = 2. Il est faile de véri�er que l'état d'équilibrethermodynamique ρβ du spin est l'unique état stationnaire du semigroupe (etLβ)t≥0.De plus, on a
{σz, σ+, σ−}′ = {σ+, σ−}′ = CI.Par onséquent, d'après le théorème 1.35, nous pouvons onlure. �Notons que le modèle dé�ni i-dessus est un as partiulier de elui introduit dans[AtJ℄ ave un hoix partiulier de l'hamiltonien d'une opie de la haîne modélisantle réservoir.Dans le as de la température zéro, le lindbladien L0 donné i-dessus et le lind-bladien L∞ obtenu par la limite de ouplage faible sont les mêmes à des oe�ientsprès indépendamment du hoix de l'hamiltonien d'une opie de la haîne HR. Deplus, il est faile de véri�er que les équations maîtresses assoiées possèdent lesmêmes propriétés physiques.Cependant, à une température stritement positive, les deux lindbladiens obte-nus respetivement par la limite de ouplage faible et par le modèle des interationsrépétées sont aussi les mêmes à des oe�ients près. Par ontre, on n'a pas tropde possibilités onernant le hoix de l'hamiltonien d'une opie de la haîne. Ene�et, pour que les équations maîtresses assoiées possédent les mêmes propriétésphysiques, il faut et il su�t que la di�érene entre le deux niveaux d'énergies d'uneopie de la haîne γ soit égale à 2.
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Chapitre 3Contribution no 2 : Propriétésmarkoviennes du modèle dePauli-FierzDans e hapitre, on s'intéresse au système de Pauli-Fierz qui représente un petitsystème ave un nombre �ni de degrés de liberté en interation ave un réservoirmodélisé par un gaz de bosons libres (f [DJ1℄, [DJ2℄). Dans un premier temps, nousdérivons le modèle de Pauli-Fierz et sa représentation semistandard. Ensuite, nousdonnons une preuve de la limite de ouplage faible et nous alulons le lindbladienassoié. De plus, nous étudions les propriétés de l'équation maîtresse assoiée. Nousmontrons que l'état d'équilibre thermodynamique ρs assoié au petit système estun état stationnaire. Nous prouvons que la ondition du bilan détaillé quantiquepar rapport à l'état d'équilibre thermodynamique ρs est véri�ée. Finalement, nousmontrons la propriété du retour à l'équilibre pour toute température stritementpositive.3.1 Le modèleDans ette setion, nous ommençons par présenter le petit système qui estdérit par un hamiltonien H0 dé�ni sur un espae de Hilbert K de dimension �nie.De plus, l'état d'équilibre thermodynamique assoié, à une température inverse β,est donné par
ρs =

e−βH0

Tr(e−βH0)
.Le réservoir est dérit par l'espae de Hilbert Z = L2(Rd), d ≥ 3. De plus, si onnote ω(k) = |k|, k ∈ Rd, l'énergie d'un boson isolé, alors l'hamiltonien du réservoirest donné par la seonde quanti�ation di�érentielle de ω, dΓ(ω) qui agit sur l'espae89



90de Fok symétrique Γs(Z) onstruit sur Z. L'état d'équilibre thermodynamiqueassoié, à une température inverse β, est l'état quasi-libre ωR assoié à
ρ =

1

eβω − 1
.Finalement, l'hamiltonien libre de Pauli-Fierz est l'opérateur auto-adjoint dé�ni sur

K ⊗D(dΓ(ω)) par
Hlib := H0 ⊗ I + I ⊗ dΓ(ω).3.1.1 Opérateurs de réation/annihilation du système oupléSoit q ∈ B(K, K ⊗ Z) une fateur de forme. Nous dé�nissons les opérateurs deréation et d'annihilation, q(a∗) et q∗(a) sur K ⊗ Γs(Z) par

q(a∗) : K ⊗ Z◦n −→ K⊗Z◦(n+1)

ψ ⊗ φ1 ◦ ... ◦ φn 7→ qψ ◦ φ1 ◦ ... ◦ φn,

q∗(a) : K ⊗ Z◦n −→ K⊗Z◦(n−1)

ψ ⊗ φ1 ◦ ... ◦ φn 7→ (q∗ψ ⊗ φ1) ◦ ... ◦ φn.L'opérateur d'interation de Pauli-Fierz est donné par
ϕ(q) =

1√
2
(q(a∗) + q∗(a)),qui est essentiellement auto-adjoint sur K ⊗ Γfin

s (Z) (f [DJ2℄), où Γfin
s (Z) est l'en-semble des veteurs Ψ = (ψn)n≥0 de ⊕∞

n=0Γ
n
s (Z) tel qu'il existe uniquement unnombre �ni de ψn qui sont non nuls.En partiulier, si q est une fateur de forme simple, i.e : qψ = (hψ) ⊗ f , où

f ∈ Z, h ∈ B(K), alors on a
q(a∗) = h⊗ a∗(f), q∗(a) = h∗ ⊗ a(f).Si (fn)n est une base orthonormée de Z, alors pour tout fateur de forme

q ∈ B(K, K ⊗ Z), il existe des opérateurs qn ∈ B(K) (f DJ1℄) tels que
qψ =

∑

n

(qnψ) ⊗ fn, et ||qψ||2 =
∑

n

||qnψ||2, pour tout ψ ∈ K.Dans la suite, nous allons supposer que la forme de fateur q possède la déom-position donnée i-dessus et qu'il existe uniquement un nombre �ni N d'opérateurs
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qn non nuls. Ainsi, les opérateurs q(a∗) et q∗(a) s'érivent

q(a∗) =
N∑

n=1

qn ⊗ a∗(fn),

q∗(a) =

N∑

n=1

q∗n ⊗ a(fn),où a∗(fn), a(fn) sont les opérateurs de réation et d'annihilation dé�nis sur Γs(Z).De plus, nous supposons que pour tout n ∈ {1, ..., N}, fn ∈ S(Rd), où S(Rd) estl'espae de Shwartz sur Rd.L'hamiltonien de Pauli-Fierz ave interation est donné par
Hλ = H0 + dΓ(ω) +

λ√
2

N∑

n=1

(
qn ⊗ a∗(fn) + q∗n ⊗ a(fn)

)
.Il est prouvé dans [DJ2℄ que si ω−1/2q ∈ B(K,K ⊗ Z), alors l'opérateur Hλ estun opérateur auto-adjoint sur D(Hlib). Dans notre as, il est faile de véri�er queette hypothèse est satisfaite puisque les fontions tests fn, n = 1, ..., N sont desfontions de Shwartz.3.1.2 Représentation semistandard du système de Pauli-FierzDans ette sous-setion, nous présentons tous les résulats identi�és dans unespae de Fok que l'on préisera (f [DJ2℄).Soit D = {f ∈ L2(Rd)| ω−1/2f ∈ L2(Rd)} le domaine de ρ1/2. Pour tout ouple

(z1, z2) ∈ Z ⊕Z̄ , on note W (z1, z2) l'opérateur de Weyl assoié. Ainsi, la représen-tation d'Araki-Woods du ouple (Z, ρ) est le triplet (Γs(Z ⊕ Z̄), πρ, Ω), où
• πρ : z −→ Wρ(z), z ∈ D, ave Wρ(z) = W ((1 + ρ)1/2z ⊕ ρ̄1/2z̄),

• Ω est le veteur vide de Γs(Z ⊕ Z̄).Notons que dans la représentation semistandard, on a
ϕAW (q) =

1√
2

N∑

n=1

(
qn ⊗ a∗((1 + ρ)1/2fn ⊕ ρ̄1/2f̄n) + q∗n ⊗ a((1 + ρ)1/2fn ⊕ ρ̄1/2f̄n)

)
.De plus, le semi-liouvillien Libre de Pauli-Fierz est donné par

Lsemi
0 = H0 + dΓ(ω ⊕−ω̄).Le semi-liouvillien total est l'opérateur

Lsemi
λ = H0 + dΓ(ω ⊕−ω̄) + λϕAW (q).



92 Introduisons maintenant MR l'algèbre d'Araki-Woods à gauhe engendrée par
{Wρ(z), z ∈ D}.Pour la preuve de la proposition suivante, on renvoie le leteur à [DJ2℄.Proposition 3.1 Supposons que (1+ω)(1+ ρ)1/2q ∈ B(K, K⊗Z), alors le grouped'automorphismes

τ t
λ(A) = eitLsemi

λ Ae−itLsemi
λ ,dé�nit une W ∗-dynamique sur Mρ = B(K) ⊗MR.Notons que l'hypothèse (1 + ω)(1 + ρ)1/2q ∈ B(K, K ⊗ Z) est satifaite puisqueles fontions tests fn sont des fontions de Shwartz.3.2 Limite de ouplage faible du système de Pauli-FierzNotons d'abord que [H0, .] est un opérateur auto-adjoint sur B(K) muni du pro-duit salaire 〈A,B〉 = Tr(A∗B). Alors, il existe une base orthonormée {A1, ..., Al}de B(K) telle que

[H0, Aj ] = ωjAj , ∀j = 1, ..., l.Comme l'opérateur d'interation qn ∈ B(K), on obtient
qn =

l∑

j=1

αnj
Aj ,e qui implique que qn =

∑l
j=1 vnj

, où [H0, vnj
] = ωnj

vnj
, i.e :

eitH0vnj
e−itH0 = eitωnj vnj

.D'autre part, si [H0, vnj
] = ωnj

vnj
, alors on a [H0, v

∗
nj

] = −ωnj
vnj

. Cela impliqueque [H0, vnj
+ v∗nj

] = 0. Par onséquent, si qn est un opérateur auto-adjoint, alors ils'érit sous la forme :
qn =

k∑

j=1

(vnj
+ v∗nj

), (3.1)où
eitH0vnj

e−itH0 = eitωnj vnj
∀j = 1, ..., k.Dans la suite, nous allons supposer que les opérateurs d'interations qn, n = 1, ..., Nsont des opérateurs auto-adjoints qui s'érivent sous la forme (3.1) et qui satisfontl'hypothèse suivante :

eitH0vnj
e−itH0 = eitωnj vnj

, ωnj
> 0, (3.2)



93où ωnj
6= ωn′

j
pour tous j 6= j′. Ainsi, le semi-liouvillien total de Pauli-Fierz s'érit

Lsemi
λ = H0 + dΓ(ω ⊕−ω̄) + λ

N∑

n=1

qn ⊗ ϕAW (fn),où ϕAW (fn) est l'opérateur de hamp d'Araki-Woods, i.e :
ϕAW (fn) =

1√
2

(
a∗((1 + ρ)1/2fn ⊕ ρ̄1/2f̄n) + a((1 + ρ)1/2fn ⊕ ρ̄1/2f̄n)

)
.Introduisons les hypothèses suivantes :

〈fn, e
itωfm〉 = δnm 〈fn, e

itωfm〉, (3.3)
〈fn, e

itωρfm〉 = δnm〈fn, e
itωρfm〉. (3.4)Les hypothèses (3.3) et (3.4) sont satisfaites pour les fontions fn(x) = Yln,mn(x̂)gn(|x|)où les Y sont les harmoniques sphériques et ln 6= lr ou mn 6= mr pour tous n 6= r.On se propose maintenant d'appliquer le théorème 2.2 au système de Pauli-Fierz.Soient

V =

N∑

n=1

qn ⊗ ϕAW (fn) =

N∑

n=1

Vn, Vn = qn ⊗ ϕAW (fn),

Q = [V, .] =
N∑

n=1

Q(n), Q(n) = [Vn, .],

δ0 = [Lsemi
0 , .], δλ = [Lsemi

λ , .] = δ0 + λQ,

P (B ⊗ C) = ωR(C)B ⊗ 1Γs(Z⊕Z̄), ∀B ⊗ C ∈ Mρ.Il est lair que P est de rang �ni et de norme 1. De plus, on a
E = Pδ0 = δ0P = [H0, .]P et PQP = 0.Posons P1 = 1 − P . Alors, l'opérateur Kλ(t) s'érit

Kλ(t) = i

∫ λ−2t

0

e−isEP [V, .]eisP1[Lsemi
λ ,.]P1[V, .]P ds.Lemme 3.2 On a l'identité suivante

Kλ(t) = i

∫ λ−2t

0

e−isEP [V, .]eisP1[Lsemi
0 ,.]P1[V, .]P ds+ i

∑

p≥1

(iλ)pRp(t),où
Rp(t) =

N∑

n=1

∫

0≤tp≤...≤t0≤t

e−it0EP [Vn, .]Ut0(P1Q
(n)
1 P1)....(P1Q

(n)
p P1)[Vn, .]P dtp ... dt0,ave Q(n)

j = U−tj [Vn, .]Utj pour tout j = 1, ...p.



94Preuve: Notons d'abord que d'après les relations (3.3) et (3.4), on a
P [V, .]eisP1[Lsemi

λ ,.]P1[V, .]P (B ⊗ C) =

N∑

n=1

P [Vn, .]e
isP1[Lsemi

λ ,.]P1[Vn, .]P (B ⊗ C).Ainsi, l'opérateur Kλ(t) s'érit
Kλ(t) = i

N∑

n=1

∫ λ−2t

0

e−isEP [Vn, .]e
isP1[Lsemi

λ ,.]P1[Vn, .]P ds

=

N∑

n=1

Kλ,n(t),où
Kλ,n(t) = i

∫ λ−2t

0

e−isEP [Vn, .]e
isP1[Lsemi

λ ,.]P1[Vn, .]P ds.Par suite, de manière analogue que dans le lemme 2.3, nous montrons que
Kλ,n(t) = i

∫ λ−2t

0

e−isEP [Vn, .]e
isP1[Lsemi

0 ,.]P1[Vn, .]P ds+ i
∑

p≥1

(iλ)pR(n)
p (t),où

R(n)
p (t) =

∫

0≤tp≤...≤t0≤t

e−it0EP [Vn, .]Ut0(P1Q
(n)
1 P1)....(P1Q

(n)
p P1)[Vn, .]P dtp ... dt0.Cela ahève la preuve du lemme énoné i-dessus. �Introduisons maintenant la fontion à deux points

h(t) =
N∑

n=1

hn(t),où hn(t) = ωR(ϕAW (e−itωfn)ϕAW (fn)). Il est lair que
hn(t) =

1

2

∫

R3

e−itω eβω

eβω − 1
|fn(k)|2dk +

1

2

∫

R3

eitω 1

eβω − 1
|fn(k)|2dk.Rappelons que l'hypothèse (1+ω)(1+ρ)1/2q ∈ B(K, K⊗Z) est satisfaite puisqueles fontions tests fn sont des fontions de Shwartz, e qui implique que τλ

t est une
W ∗-dynamique sur Mρ. Maintenant, nous prouvons le résultat suivant.



95Théorème 3.3 Supposons que l'hypothèse suivante est satisfaite :
sup

n

∫ ∞

0

(1 + tε)|hn(t)|dt <∞,pour un ertain 0 < ε < 1. Alors, les hypothèses du théorème 2.2 sont satisfaites.De plus, l'opérateur K♯ est donné par
K♯ = lim

T→∞

1

T

∫ T

0

eitEKe−itEdt,où
K =

N∑

n=1

Kn,ave
Kn = i

∫ ∞

0

e−isEP [Vn, .]e
is[Lsemi

0 ,.][Vn, .]P ds.Preuve: Rappelons que
Kλ =

N∑

n=1

Kλ,n(t).Notons que d'après la preuve du théorème 2.10, nous prouvons de la même manièreque
lim
λ→0

Kλ,n(t) = Kn.Ainsi, on obtient
lim
λ→0

Kλ = K,où
K = i

∫ ∞

0

e−isEP [V, .]eis[Lsemi
0 ,.][V, .]P ds

= i
N∑

n=1

∫ ∞

0

e−isEP [Vn, .]e
is[Lsemi

0 ,.][Vn, .]P ds,e qui prouve notre théorème. �



963.3 Lindbladien du système de Pauli-FierzDans ette setion, nous allons prouver que l'opérateur
L = iK♯admet la forme d'un lindbladien (f théorème 1.33).Théorème 3.4 Supposons que

sup
n

∫ ∞

0

[ ∣∣∣
∫

Rd

eitω eβω

eβω − 1
|fn(k)|2dk

∣∣∣+
∣∣∣
∫

Rd

eitω 1

eβω − 1
|fn(k)|2dk

∣∣∣
]
ds <∞.Alors, pour tout X ∈ B(K), on a

L(X) =

N∑

n=1

k∑

j=1

i
(
Im(fn, fn)+

−ωnj
− Im(fn, fn)−ωnj

)
[v∗nj

vnj
, X]

+i
(
Im(fn, fn)−−ωnj

− Im(fn, fn)+
ωnj

)
[vnj

v∗nj
, X]

+Re(fn, fn)+
−ωnj

[
2v∗nj

Xvnj
− {v∗nj

vnj
, X}

]

+Re(fn, fn)−−ωnj

[
2vnj

Xv∗nj
− {vnj

v∗nj
, X}

]
,où

Re(fn, fn)+
−ωnj

=
πeβωnj

eβωnj − 1

∫

Rd

|fn(k)|2δ(ω(k) − ωnj
) dk,

Re(fn, fn)−−ωnj
=

π

eβωnj − 1

∫

Rd

|fn(k)|2δ(ω(k) − ωnj
) dk,

Im(fn, fn)+
−ωnj

= PP

∫
ρ(k) + 1

ω(k) − ωnj

|fn(k)|2 dk,

Im(fn, fn)
−
ωnj

=

∫

Rd

ρ(k)

ω(k) + ωnj

|fn(k)|2 dk,

Im(fn, fn)
+
ωnj

=

∫

Rd

ρ(k) + 1

ω(k) + ωnj

|fn(k)|2 dk,

Im(fn, fn)−−ωnj
= PP

∫
ρ(k)

ω(k) − ωnj

|fn(k)|2 dk.



97Preuve: Pour tout X ∈ B(K), on a
eitEe−isEP [Vn, .]e

is[Lsemi
0 ,.][Vn, .]Pe

−itE(X)

=
[
eitH0e−isH0qne

isH0qne
−itH0X − eitH0e−isH0qne

isH0e−itH0XeitH0qne
−itH0

]

×ωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn))

−
[
eitH0qne

−itH0XeitH0e−isH0qne
isH0e−itH0 −XeitH0qne

−isH0qne
−itH0eisH0

]

×ωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn))

=
[
ei(t−s)H0qne

−i(t−s)H0eitH0qne
−itH0X − ei(t−s)H0qne

−i(t−s)H0XeitH0qne
−itH0

]

×ωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn))

−
[
eitH0qne

−itH0Xei(t−s)H0qne
−i(t−s)H0 −XeitH0qne

−itH0ei(t−s)H0qne
−i(t−s)H0

]

×ωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)). (3.5)Notons que d'après la relation (3.2), on a
ei(t−s)H0qne

−i(t−s)H0 =

k∑

j=1

(
ei(t−s)ωnj vnj

+ e−i(t−s)ωnj v∗nj

)
, (3.6)

eitH0qne
−itH0 =

k∑

j=1

(
eitωnj vnj

+ e−itωnj v∗nj

)
. (3.7)Rappelons que qn =

∑k
j=1(vnj

+ v∗nj
). Ainsi, en remplaçant les égalités (3.6) et (3.7)dans la relation (3.5), on obtient les résultats suivants :- Le oe�ient de vnj

Xvnj′
, j, j′ = 1, ..., k est donné par

−ei(t−s)ωnj e
itωn

j′ωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn))

−eitωnj e
i(t−s)ωn

j′ωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)),- Le oe�ient de v∗nj
Xv∗nj′

, j, j′ = 1, ..., k est donné par
−e−i(t−s)ωnj e

−itωn
j′ωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn))

−e−itωnj e
−i(t−s)ωn

j′ωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)),- Le oe�ient de v∗nj
Xvnj′

j 6= j′ est donné par
−e−i(t−s)ωnj e

itωn
j′ωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn))

−e−itωnj e
i(t−s)ωn

j′ωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)),



98 - Le oe�ient de vnj
Xv∗nj′

j 6= j′ est donné par
−ei(t−s)ωnj e

−itωn
j′ωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn))

−eitωnj e
−i(t−s)ωn

j′ωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)),- Le oe�ient de Xvnj
vnj′

est donné par
eitωnj e

i(t−s)ωn
j′ ωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)),- Le oe�ient de Xv∗nj

v∗nj′
est donné par

e−itωnj e
−i(t−s)ωn

j′ ωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)),- Le oe�ient de Xvnj
v∗nj′

j 6= j′ est donné par
eitωnj e

−i(t−s)ωn
j′ωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)),- Le oe�ient de Xv∗nj

vnj′
j 6= j′ est donné par

e−itωnj e
i(t−s)ωn

j′ωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)),- Le oe�ient de vnj
vnj′

X est donné par
ei(t−s)ωnj e

itωn
j′ωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn)),- Le oe�ient de v∗nj

v∗nj′
X est donné par

e−i(t−s)ωnj e
−itωn

j′ωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn)),- Le oe�ient de vnj
v∗nj′

X j 6= j′ est donné par
ei(t−s)ωnj e

−itωn
j′ωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn)),- Le oe�ient de v∗nj

vnj′
X j 6= j′ est donné par

e−i(t−s)ωnj e
itωn

j′ωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn)),- Le oe�ient de vnj
Xv∗nj

est donné par
−e−isωnjωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn)) − eisωnjωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)),



99- Le oe�ient de v∗nj
Xvnj

est donné par
−eisωnjωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn)) − e−isωnjωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)),- Le oe�ient de Xvnj

v∗nj
est donné par

eisωnjωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)),- Le oe�ient de Xv∗nj
vnj

est donné par
e−isωnjωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn)),- Le oe�ient de vnj
v∗nj

X est donné par
e−isωnjωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn)),- Le oe�ient de v∗nj
vnj

X est donné par
eisωnjωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn)),Notons que pour tout α 6= 0, on a

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

eiαtdt = 0. (3.8)Ainsi, d'après la relation (3.8), tous les termes vnj
Xvnj′

, v∗nj
Xv∗nj′

, v∗nj
Xvnj′

(j 6= j′), vnj
Xv∗nj′

(j 6= j′), Xvnj
vnj′

, Xv∗nj
v∗nj′

, Xvnj
v∗nj′

(j 6= j′), Xvnj
v∗nj′

(j 6= j′), vnj
vnj′

X, v∗nj
v∗nj′

X, vnj
v∗nj′

X (j 6= j′), v∗nj
vnj′

X (j 6= j′) disparaîssent dansla forme expliite de K♯
n, où
K♯

n = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

eitEKne
−itEdt.



100Finalement, on obtient
K♯

n = i
k∑

j=1

−
[ ∫ ∞

0

e−isωnjωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn))ds

+

∫ ∞

0

eisωnjωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn))ds
]
vnj

Xv∗nj

−
[ ∫ ∞

0

eisωnjωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn))ds

+

∫ ∞

0

e−isωnjωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn))ds
]
v∗nj

Xvnj

+
[ ∫ ∞

0

eisωnjωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn))ds]Xvnj
v∗nj

+
[ ∫ ∞

0

e−isωnjωR(ϕAW (eisωfn)ϕAW (fn))ds
]
Xv∗nj

vnj

+
[ ∫ ∞

0

e−isωnjωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn))ds
]
vnj
v∗nj

X

+
[ ∫ ∞

0

eisωnjωR(ϕAW (fn)ϕAW (eisωfn))ds
]
v∗nj
vnj

X.Maintenant, en utilisant le même alul utilisé dans la preuve du théorème 2.11,nous alulons d'une manière analogue l'expression de K♯
n et nous montrons quepour tout X ∈ B(K),

Ln(X) = iK♯
n(X)

=

k∑

j=1

i
(
Im(fn, fn)+

−ωnj
− Im(fn, fn)−ωnj

)
[v∗nj

vnj
, X]

+i
(
Im(fn, fn)

−
−ωnj

− Im(fn, fn)+
ωnj

)
[vnj

v∗nj
, X]

+Re(fn, fn)+
−ωnj

[
2v∗nj

Xvnj
− {v∗nj

vnj
, X}

]

+Re(fn, fn)−−ωnj

[
2vnj

Xv∗nj
− {vnj

v∗nj
, X}

]
.Comme on a K♯ =

∑N
n=1K

♯
n, on obtient L = i

∑N
n=1K

♯
n =

∑N
n=1 Ln. Cela ahèvela preuve du théorème i-dessus. �



1013.3.1 Équation maîtresseSoit ρ une matrie densité dans B(K). Alors, l'équation maîtresse du systèmede Pauli-Fierz est donnée par
dρ(t)

dt
=

N∑

n=1

k∑

j=1

−i(Im(fn, fn)
+
−ωnj

− Im(fn, fn)−ωnj
) [v∗nj

vnj
, ρ(t)]

−i(Im(fn, fn)
−
−ωnj

− Im(fn, fn)+
ωnj

) [vnj
v∗nj

, ρ(t)]

+Re(fn, fn)+
−ωnj

[
2vnj

ρ(t)v∗nj
− {ρ(t), v∗nj

vnj
}
]

+Re(fn, fn)−−ωnj

[
2v∗nj

ρ(t)vnj
− {ρ(t), vnj

v∗nj
}
]
.Rappelons que K est un espae de Hilbert de dimension �nie et que H0 est unopérateur auto-adjoint sur K. Soit c une onstante réelle positive telle que le spetrede H0, σ(H0) ⊂ [−c, c]. Notons que

e−βx
1[−c, c](x) =

∫

R

eitx
(∫

R

e−itse−βs
1[−c, c](s)ds

)
dt.Alors, par le théorème spetral, on a 1[−c, c](H0) = I, puisque σ(H0) ⊂ [−c, c]. Deplus, par le alul fontionnel, on a

e−βH0 =

∫

R

eitH0

(∫

R

e−itse−βs
1[−c, c](s)ds

)
dt.Ainsi, grâe à la formule (3.2), on obtient

e−βH0vnj
= eβωnj vnj

e−βK et e−βH0v∗nj
= e−βωnj v∗nj

e−βH0 , ∀n = 1, ..., N ; j = 1, ..., k.Par onséquent, pour tous n = 1, ..., N ; j = 1, ..., k, on a
e−βH0v∗nj

vnj
= v∗nj

vnj
e−βH0 ,

e−βH0vnj
v∗nj

= vnj
v∗nj

e−βH0 ,

vnj
e−βH0v∗nj

= e−βωnj vnj
v∗nj
e−βH0 ,

v∗nj
e−βH0vnj

= eβωnj v∗nj
vnj
e−βH0 .Il résulte que l'état d'équilibre thermodynamique à une température inverse β dupetit système ρs véri�e

[v∗nj
vnj
, ρs] = [vnj

v∗nj
, ρs] = 0, ∀n = 1, ..., N ; j = 1, ..., k. (3.9)D'autre part, on a

Re(fn, fn)+
−ωnj

e−βωnj = Re(fn, fn)−−ωnj
. (3.10)



102Ainsi, on obtient
Re(fn, fn)+

−ωnj
[2vnj

ρsv
∗
nj

− {ρs, v
∗
nj
vnj

}]
+Re(fn, fn)−−ωnj

[2v∗nj
ρsvnj

− {ρs, vnj
v∗nj

}]
= Re(fn, fn)

+
−ωnj

[2e−βωnj vnj
v∗nj

ρs − 2v∗nj
vnj
ρs]

+Re(fn, fn)−−ωnj
[2eβωnj v∗nj

vnj
ρs − 2vnj

v∗nj
ρs]

= 2(Re(fn, fn)+
−ωnj

e−βωnj − Re(fn, fn)−−ωnj
)vnj

v∗nj
ρs

+2(eβωnj Re(fn, fn)−−ωnj
− Re(fn, fn)+

−ωnj
)v∗nj

vnj
ρs.Par onséquent, grâe à la relation (3.10), le terme i-dessus est nul. Ainsi, ρsest un état stationnaire.3.3.2 Condition du bilan détaillé quantiqueRappelons que la ondition du bilan détaillé quantique a été dé�nie dans lasous-setion 1.2.4.Théorème 3.5 Le semigroupe dynamique quantique du système de Paul-Fierz vé-ri�e la ondition du bilan détaillé quantique par rapport à l'état d'équilibre thermo-dynamique du petit système ρs.Preuve: Notons d'abord que d'après la sous-setion préédente, le semigroupe dy-namique quantique assoié au système de Pauli-Fierz admet ρs omme état station-naire �dèle.Posons

H =
N∑

n=1

k∑

j=1

(
Im(fn, fn)+

−ωnj
− Im(fn, fn)−ωnj

)
v∗nj

vnj

+
(
Im(fn, fn)−−ωnj

− Im(fn, fn)+
ωnj

)
vnj

v∗nj

LD
ω (X) =

N∑

n=1

k∑

j=1

Re(fn, fn)+
−ωnj

[
2v∗nj

Xvnj
− {vnj

v∗nj
, X}

]

+Re(fn, fn)−−ωnj

[
2v∗nj

Xvnj
− {vnj

v∗nj
, X}

]
.Ainsi, d'après la relation (3.9), il est lair que [H, ρs] = 0. De plus, il est faile devéri�er que LD

ω est un opérateur auto-adjoint pour le produit salaire 〈, 〉ρs. �



1033.3.3 Retour à l'équilibre du système de Pauli-FierzDans ette sous-setion, nous allons montrer la propriété du retour à l'équilibredu système de Pauli-Fierz. Notons que les oe�ients de la partie hamiltonienne dulindbladien de Pauli-Fierz sont des nombres réels �nis, puisque les fontions tests
fn sont des fontions de Shwartz. Maintenant, nous prouvons le résultat suivant.Théorème 3.6 Si Re(fn, fn)±−ωnj

> 0, pour tous j = 1, ..., k; n = 1, ..., N , alorsle semigroupe dynamique quantique assoié au système de Pauli-Fierz possède lapropriété du retour à l'équilibre.Preuve: Soient
H =

N∑

n=1

k∑

j=1

[
(Im(fn, fn)−ωnj

− Im(fn, fn)+
−ωnj

)v∗nj
vnj

+(Im(fn, fn)−−ωnj
− Im(fn, fn)

+
ωnj

)vnj
v∗nj

]
,

L1
nj

= (2 Re(fn, fn)+
−ωnj

)1/2vnj
,

L2
nj

= (2 Re(fn, fn)−−ωnj
)1/2vnj

,

G = −1

2

N∑

n=1

k∑

j=1

(L1∗
nj
L1

nj
+ L2∗

nj
L2

nj
) − iH.Alors, il est faile de véri�er que

{vnj
, v∗n′

j
, vnj

v∗nj
, v∗nj

vnj
, n = 1, ..., N ; j, j′ = 1, ..., k}′

= {vnj
, v∗n′

j
, n = 1, ..., N ; j, j′ = 1, ..., k}′.Cela implique que

{Li
nj
, Li∗

n′
j
, i = 1, 2, n = 1, ..., N ; j, j′ = 1, ..., k}′

= {H, Li
nj
, Li∗

n′
j
, i = 1, 2, n = 1, ..., N ; j, j′ = 1, ..., k}′.Comme ρs est un état stationnaire �dèle pour le semigroupe dynamique quantiquedu système de Pauli-Fierz, nous pouvons onlure grâe au théorème 1.35. �
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Chapitre 4Contribution no 3 : Un modèlelindbladien pour une haîne de spinsouplée à des bains thermiquesDans e hapitre, nous onsidérons un modèle XY dérivant une haîne de Nspins ouplée à des bains thermiques. Nous modélisons le bain thermique par unehaîne in�nie de spins. Le système total est dérit par un hamiltonien d'interationsrépétées H dé�ni sur l'espae de Hilbert HS ⊗ η où HS = ⊗N
k=1C

2 et η = C
2.Dans la setion 4.1, nous alulons le lindbaldien dérivant une haîne de Nspins en interation ave un puis ave deux bains thermiques.Dans la setion 4.2, nous étudions les propriétés markoviennes de la haînede spins ouplée à ses deux extrémités à deux bains thermiques de températuresinverses respetives β et β ′. Dans la as où β = β ′, nous donnons la forme expliitede l'état stationnaire ρβ du semigroupe dynamique assoié. Ensuite, nous étudionsla propriété du retour à l'équilibre pour tous β, β ′ stritement positifs. De plus, nousdonnons des formes expliites pour les états d'équilibre thermodynamique loaux etnous alulons la prodution d'entropie dans le as où les températures sont égales.Dans la setion 4.3, nous étudions le as d'une haîne de N spins ouplée à rbains thermiques, 2 ≤ r ≤ N .4.1 Lindbladien d'une haîne de N spins4.1.1 Interations répétéesDans ette sous-setion, nous onsidérons le même modèle d'interations répé-tées introduit dans la sous-setion 1.4.1. Rappelons que e modèle représente unsystème quantique H0 en interation ave une haîne in�nie de opies identiques H105



106dont on �xe une base orthonormée {ei, i ∈ J ∪ {0}}, où e0 = Ω représente l'étatvide de l'atome. Le produit tensoriel in�ni⊗
N∗ H est dé�ni par rapport à la suitestabilisatrie (Ω)n. L'évolution unitaire assoiée, durant l'intervalle de temps [0, h],s'érit

U =
∑

i, j∈J∪{0}
U i

j ⊗ ai
j.De plus, l'équation d'évolution disrète assoiée au modèle d'interations répétéesest dérite par la suite (Vn)n∈N qui est dé�nie sur B(H0 ⊗

⊗
N∗ H) par

{
Vn+1 = Un+1Vn

V0 = I.4.1.2 Chaîne de spins ouplée à un seul bain thermiqueLe système qu'on onsidère dans e hapitre est une haîne de N spins telle quehaque spin est dérit par l'espae de Hilbert η = C2. Par onséquent, l'espae deHilbert dérivant la haîne totale est HS = ⊗N
k=1C

2. L'hamiltonien de e systèmeest l'opérateur
HS = B

N∑

k=1

σ(k)
z +

N−1∑

k=1

(Jxσ
(k)
x ⊗ σ(k+1)

x + Jyσ
(k)
y ⊗ σ(k+1)

y ),où
σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)et B est un nombre réel dérivant l'in�uene d'un hamp magnétique extérieurdans la diretion z, tandis que l'interation entre deux spins voisins est dérite par
Jx, Jy ∈ R.Dans la suite, nous allons supposer que Jx = Jy = J et que le salaire B estégal à 1. De plus, nous modélisons le bain thermique par une haîne in�nie de spins.Considérons maintenant l'hamiltonien d'interations quantiques répétées assoié àla haîne de spins ouplée à sa première extrémité à un bain thermique

H = HS ⊗ I + I ⊗HR +
1√
h

(σ(1)
x ⊗ σx + σ(1)

y ⊗ σy),ave HR = σz. Notons que si on suppose que B 6= 1, alors les propriétés physiquesque nous allons prouver dans la suite restent vrai si et seulement si HR = Bσz.Posons
σ+ =

(
0 1
0 0

)
, σ− =

(
0 0
1 0

)
, n+ =

(
1 0
0 0

)
, n− =

(
0 0
0 1

)
.



107Il est faile de véri�er que
σ(1)

x ⊗ σx + σ(1)
y ⊗ σy = (σ(1)

x ⊗ σ+ − iσ(1)
y ⊗ σ+) + (σ(1)

x ⊗ σ− + iσ(1)
y ⊗ σ−)

= 2[σ
(1)
− ⊗ σ+ + σ

(1)
+ ⊗ σ−].Ainsi, nous déduisons que l'hamiltonien d'interations répétées donné i-dessus estun as partiulier que elui obtenu dans [AtJ℄.Considérons maintenant la base orthonormée {Ω, X} de C2 telle que

Ω =

(
1
0

)
, X =

(
0
1

)
.La matrie de H dans ette base dont les oe�ients sont des opérateurs dé�nis sur

HS est donnée par
H =

(
HS + I 1√

h
σ

(1)
−

1√
h
σ

(1)
+ HS − I

)
.Par onséquent, l'évolution unitaire durant l'intervalle de temps [0, h] s'érit

U =

(
I − ihI − ihHS − 2h σ

(1)
− σ

(1)
+ + o(h2) −2i

√
h σ

(1)
− + o(h3/2)

−2i
√
hσ

(1)
+ + o(h3/2) I + ihI − ihHS − 2h σ

(1)
+ σ

(1)
− + o(h2)

)
.Rappelons que M2(C), l'algèbre des matries 2 × 2 à oe�ients omplexes, estmunie du produit salaire

〈A, B〉β = Tr(ρβ A
∗B), ∀A, B ∈M2(C),où

ρβ =
e−βσz

Tr(e−βσz)
=

(
β0 0
0 β1

)est l'état d'équilibre thermodynamique à une température inverse β d'un spin isolé.De plus, la famille {X0, X1, X2, X3} telle que
X0 = I, X1 =

1√
β0

(
0 0
1 0

)
, X2 =

1√
β1

(
0 1
0 0

)
, X3 =

1√
β0β1

(
β1 0
0 −β0

)
.est une base orthonormée de M2(C) munie du produit salaire 〈, 〉β.Considérons la représentation GNS du ouple (C2, ρβ), qui est donnée par letriplet (π, H̃, ΩR) tel que :

• ΩR = I,

• H̃ = M2(C),
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• π : M2(C) → B(H̃), véri�ant π(M)A = MA, ∀M, A ∈M2(C).Maintenant, nous montrons le résultat suivant.Théorème 4.1 Le lindbladien assoié au modèle d'interations répétées de la haînede spins ouplée à un bain thermique à une température inverse β s'érit

L1(X) = i [HS, X] + 2β0 [2σ
(1)
− Xσ

(1)
+ − {n(1)

− , X}]
+ 2β1 [2σ

(1)
+ Xσ

(1)
− − {n(1)

+ , X}],

∀X ∈ B(HS).Preuve: Soit Ũ = π(U). Ainsi, dans la base {X0, X1, X2, X3}, on a
Ũ0

0 = I − ihHS + ih(β1 − β0)I − 2h β0 σ
(1)
− σ

(1)
+ − 2h β1 σ

(1)
+ σ

(1)
− + o(h2),

Ũ0
1 = −2i

√
β0

√
h σ

(1)
+ + o(h3/2),

Ũ0
2 = −2i

√
β1

√
h σ

(1)
− + o(h3/2),

Ũ0
3 = o(h).D'autre part, si on pose

H0 = HS + (β0 − β1)I,

L0
0 = −iH0 − 2β0 σ

(1)
+ σ

(1)
− − 2β1σ

(1)
− σ

(1)
+ ,

L0
1 = −2i

√
β0 σ

(1)
− ,

L0
2 = −2i

√
β1 σ

(1)
+ ,alors il est lair que

L0
0 = −iH0 −

1

2

2∑

i=1

L0
i .Par onséquent, grâe au théorème 1.51, nous pouvons onlure. �Remarque 4.1 Dans le as où N = 1, le lindbladien i-dessus s'érit

L1(X) = i [HS, X] + 2β0 [2σ−Xσ+ − {n−, X}]
+ 2β1 [2σ+Xσ− − {n+, X}],

∀X ∈ M2(C). Notons que e lindbladien dérit un atome à deux niveaux d'énergieen interation ave un bain thermique. De plus, nous prouvons, de manière ana-logue que dans le hapitre 2, que les propriétés du retour à l'équilibre pour toutetempérature T ≥ 0, le bilan détaillé quantique, la déohérene quantique sont enorevéri�ées.



1094.1.3 Chaîne de spins ouplée à deux bains thermiquesDans ette sous-setion, nous supposons que la haîne de spins est ouplée àhaune de ses extrémités à un bain thermique. De plus, les deux bains thermiquessont supposés de températures stritement positives β−1 et β ′−1. Ainsi, l'hamiltoniend'interations répétées assoié s'érit
H = HS ⊗ I + I ⊗HR +

1√
h

(σ(1)
x ⊗ σ(L)

x + σ(1)
y ⊗ σ(L)

y + σ(N)
x ⊗ σ(R)

x + σ(N)
y ⊗ σ(R)

y ),où (R), (L) indiquent respetivement les bains thermiques à gauhe et à droite.La preuve du théorème suivant est analogue à elle du théorème 4.1.Théorème 4.2 Le lindbladien assoié à la haîne de spins ouplée à deux bainsthermiques de températures respetives β−1 et β ′−1 est donné par
L(X) = i [HS, X] + 2β0 [2σ

(1)
− Xσ

(1)
+ − {n(1)

− , X}]
+ 2β1 [2σ

(1)
+ Xσ

(1)
− − {n(1)

+ , X}]
+ 2β ′

0 [2σ
(N)
− Xσ

(N)
+ − {n(N)

− , X}]
+ 2β ′

1 [2σ
(N)
+ Xσ

(N)
− − {n(N)

+ , X}],

∀X ∈ B(HS).4.2 Propriétés markoviennes d'une haîne de Nspins ouplée à deux bains thermiquesDans ette setion, nous étudions les propriétés markoviennes d'une haîne de
N spins ouplée à haune de ses extrémités à un bain thermique de températuresrespetives β−1 et β ′−1. Nous ommençons par donner l'équation maîtresse assoiée.Ensuite, nous montrons la propriété du retour à l'équilibre et nous alulons les étatsloaux pour N = 1, 2, 3, 4. Finalement, pour β = β ′, nous étudions la ondition dubilan détaillé quantique et nous alulons la prodution d'entropie.Notons que dans la littérature, pour examiner les deux dernières propriétés phy-siques, nous avons besoin de onnaître expliitement l'état stationnaire. Comme ilest très ompliqué de déterminer l'état stationnaire pour β 6= β ′, on se limite àétudier es propriétés uniquement dans le as β = β ′.



1104.2.1 Équation maîtresseL'équation maîtresse de la haîne de N spins liée de haune de ses extrimitésà un bain thermique de températures respetives β−1 et β ′−1, est dé�nie par
L∗(ρ) = −i [HS, ρ] + 2β0 [2σ

(1)
+ ρ σ

(1)
− − {n(1)

− , ρ}]
+ 2β1 [2σ

(1)
− ρ σ

(1)
+ − {n(1)

+ , ρ}] (4.1)
+ 2β ′

0 [2σ
(N)
+ ρ σ

(N)
− − {n(N)

− , ρ}]
+ 2β ′

1 [2σ
(N)
− ρ σ

(N)
+ − {n(N)

+ , ρ}],où ρ ∈ B(HS) est une matrie densité.Notons que dimHS < ∞. Don il existe un état stationnaire de l'équationmaîtresse i-dessus. De plus, dans le as où β = β ′, l'état stationnaire est donné parle théorème suivant.Théorème 4.3 Si β = β ′, alors l'équation maîtresse (4.1) admet un unique étatstationnaire �dèle ρβ donné par
ρβ = ⊗N

i=1ρβ,où ρβ est l'état d'équilibre thermodynamique d'un spin isolé.Preuve: Notons d'abord que par un simple alul, nous montrons que
[σx ⊗ σx + σy ⊗ σy, ρβ ⊗ ρβ ] = 0.Ainsi, on obtient

[HS, ρ
β] = 0.De plus, si on note L∗

d la partie dissipative de L∗, alors il est faile de véri�er que
L∗

d(ρ
β) = 0. Cela implique que L∗(ρβ) = 0.Considérons maintenant un opérateur

A ∈ {HS, σ
(1)
+ , σ

(1)
− , σ

(N)
− , σ

(N)
+ }′.En partiulier, on a

A ∈ {σ(1)
+ , σ

(1)
− , σ

(N)
− , σ

(N)
+ }′,e qui implique que

A = I(1) ⊗A1 ⊗ I(N),où A1 est un opérateur dé�ni sur ⊗N−1
k=2 C2. D'autre part, l'opérateur A ommuteave HS. On obtient don

σ(1)
x ⊗ [A1, σ

(2)
x ] ⊗ I(N) + σ(1)

y ⊗ [A1, σ
(2)
y ] ⊗ I(N) +

I(1) ⊗ [A1, σ
(N−1)
x ] ⊗ σ(N)

x + I(1) ⊗ [A1, σ
(N−1)
y ] ⊗ σ(N)

y +

I(1) ⊗ [A1,

N−1∑

k=2

σ(k)
z +

N−2∑

k=2

(σ(k)
x ⊗ σk+1)

x + σ(k)
y ⊗ σ(k+1)

y )] ⊗ I(N) = 0.



111Par onséquent, on a
[A1, σ

(2)
x ] = [A1, σ

(2)
y ] = [A1, σ

(N−1)
x ] = [A1, σ

(N−1)
y ] = 0.Ainsi, l'opérateur A1 s'érit

A1 = I(2) ⊗A2 ⊗ I(N−1),où A2 est un opérateur dé�ni sur ⊗N−2
k=3 C2.Répétons et argument autant de fois jusqu'à e qu'on trouve A = λI. Finale-ment, on obtient

{HS, σ
(1)
+ , σ

(1)
− , σ

(N)
+ , σ

(N)
− }′ = CI.Par onséquent, la �n de la preuve déoule du théorème 1.36. �4.2.2 Retour à l'équilibreL'objetif dans ette sous-setion est de montrer que le semigroupe dynamiquequantique de la haîne de spins ouplée à deux bains thermiques de températuresinverses β et β ′ possède la propriété du retour à l'équilibre. Commençons par intro-duire le théorème suivant et pour plus de détails, on renvoie le leteur à [Bu℄.Théorème 4.4 Soit L le générateur d'un semigroupe dynamique quantique uni-forment ontinu (Θt)t sur B(K) qui s'érit sous la forme

L(A) =
∑

j

V ∗
j AVj +KA+ AK∗,tel que Vj ∈ B(H), le nombre d'indies j est �ni, K = iH − 1

2

∑
j V

∗
j Vj et H =

H∗ ∈ B(K) (L(I) = 0). Supposons que les hypothèses suivantes sont satisfaites :i) Le semigroupe dynamique quantique (Θ∗
t )t admet un état stationnaire ρ,ii) L'espae vetoriel engendré par les opérateurs Vj est stable par l'opération�adjoint�,iii) Si A ∈ B(K) tel que Θt(A

∗A) = (ΘtA
∗)(ΘtA) pour tout t ≥ 0, alors on a

A = CI.Alors, l'état ρ est un état �dèle et le semigroupe dynamique quantique (Θ∗
t )t possèdela propriété du retour à l'équilibre, i.e :

w∗ − lim
t→∞

Θ∗
t ξ = ρ, pour tout état normal ξ.



112Sous les hypothèses du théorème énoné i-dessus, ρ est l'unique état stationnairepour le semigroupe dynamique quantique (Θ∗
t )t. En e�et, onsidérons un élément

A ∈ B(K) tel que [H,A] = [Vj , A] = [V ∗
j , A] = 0, pour tout j. Notons que d'aprèsl'hypothèse ii), [Vj , A] = 0 implique aussi que [V ∗

j , A] = 0. On obtient don
L(A) = L(A∗) = L(A∗A) = 0.Par onséquent, on a ΘtA

∗ = A∗, ΘtA = A et Θt(A
∗A) = A∗A pour tout t ≥ 0. Celaimplique que Θt(A

∗A) = (ΘtA
∗)(ΘtA), pour tout t ≥ 0. Ainsi, d'après l'hypothèseiii), on a A = λI. Comme ρ est un état �dèle, nous pouvons onlure grâe authéorème 1.36.Comme onséquene du théorème i-dessus, nous prouvons le résultat suivant.Théorème 4.5 Le semigroupe dynamique quantique {T ∗

t = etL∗

, t ∈ R+} assoié àla haîne de spins ouplée à deux bains thermiques de températures respetives β−1et β ′−1 possède la propriété du retour à l'équilibre vers un unique état stationnaire�dèle ρβ, β′.Preuve: Notons que dimHS < ∞. Don le semigroupe dynamique T ∗ = (T ∗
t )tadmet un état stationnaire. De plus, l'espae engendré par {σ(1)

− , σ
(1)
+ , σ

(N)
− , σ

(N)
+ }est stable par l'opération �adjoint�. Ainsi, les hypothèses i) et ii) du théorème i-dessus sont satisfaites.Considérons un opérateur A ∈ B(HS) tel que

Tt(A
∗A) = (TtA

∗)(TtA), ∀ t ≥ 0. (4.2)En utilisant les propriétés du semigoupe, on en déduit que
Ts((TtA)∗(TtA)) = Ts((TtA

∗)(TtA))

= Ts(Tt(A
∗A))

= Ts+t(A
∗A)

= (Ts+tA
∗)(Ts+tA)

= (Ts(TtA)∗)(Ts(TtA)),pour tout s ≥ 0, e qui implique que TtA véri�e aussi la relation (4.2), pour tout
t ≥ 0.Maintenant, par dérivation par rapport à la variable t dans la relation (4.2), onobtient

LTt(A
∗A) = (LTtA

∗)(TtA) + (TtA
∗)(LTtA).Comme TtA

∗ = (TtA)∗, on a
L((TtA

∗)(TtA)) = (L(TtA)∗)(TtA) + (TtA
∗)(LTtA), ∀t ≥ 0. (4.3)



113En partiulier, pour t = 0, on a
L(A∗A) = (LA∗)A+ A∗(LA). (4.4)Notons aussi que

L(A∗A) − (LA∗)A− A∗(LA) = 4β0[σ
(1)
+ , A]∗ [σ

(1)
+ , A] + 4β1[σ

(1)
− , A]∗ [σ

(1)
− , A]

+4β ′
0[σ

(N)
+ , A]∗ [σ

(N)
+ , A] + 4β ′

1[σ
(N)
− , A]∗ [σ

(N)
− , A].Ainsi, si A véri�e la relation (4.2), alors on obtient

A ∈ {σ(1)
− , σ

(1)
+ , σ

(N)
− , σ

(N)
+ }′.Par onséquent,

A = I(1) ⊗ Ã⊗ I(N),où Ã est un opérateur dé�ni sur ⊗N−1
k=2 C

2. D'autre part, de la relation (4.3), l'opé-rateur TtA véri�e aussi la relation (4.4). Ainsi, TtA a aussi la même forme que
A,

TtA = I(1) ⊗ S̃t ⊗ I(N),où S̃t est un opérateur dé�ni sur ⊗N−1
k=2 C2. De plus, de la dérivée de TtA par rapportà t prise au temps t = 0, on en déduit que

L(A) = i
[
HS, A

]

= i σ(1)
x ⊗

[
σ(2)

x , Ã
]
⊗ I(N) + i σ(1)

y ⊗
[
σ(2)

y , Ã
]
⊗ I(N)

+i I(1) ⊗
[N−2∑

k=2

(σ(k)
x ⊗ σ(k+1)

x + σ(k)
y ⊗ σ(k+1)

y ), Ã
]
⊗ I(N)

+i I(1) ⊗
[
σ(N−1)

x , Ã
]
⊗ σ(N)

x + i I(1) ⊗
[
σ(N−1)

y , Ã
]
⊗ σ(N)

y

= I(1) ⊗ B̃ ⊗ I(N),où B̃ = d
dt
S̃t

∣∣
t=0

. On obtient don
[σ(2)

x , Ã] = [σ(2)
y , Ã] = [σ(N−1)

x , Ã] = [σ(N−1)
y , Ã] = 0.Cela implique

Ã = I(2) ⊗ Ã1 ⊗ I(N−1).Par onséquent, l'opérateur A s'érit
A = I(1) ⊗ I(2) ⊗ Ã1 ⊗ I(N−1) ⊗ I(N).



114Comme TtA véri�e aussi la relation (4.2), par le même argument que elui utilisépour A, on montre que l'opérateur TtA s'érit sous la forme
I(1) ⊗ I(2) ⊗ R̃t ⊗ I(N−1) ⊗ I(N),où R̃t est un opérateur dé�ni sur ⊗N−2

k=3 C2. Répétons e raisonnement jusqu'à equ'on obtienne le seul as possible pour que la relation (4.2) soit véri�ée, est quel'opérateur A soit un multiple de l'identité.L'uniité de l'état stationnaire ρβ, β′ se déduit du fait que
{HS, σ

(1)
+ , σ

(1)
− , σ

(N)
+ , σ

(N)
− }′ = CI.Par onséquent, grâe au théorème 1.36, nous pouvons onlure. �4.2.3 États loauxRappelons que le semigroupe dynamique quantique d'une haîne de N spinsouplée à deux bains thermiques de températures inverses β et β ′ admet un uniqueétat stationnaire �dèle ρβ,β′ . Notons ρ(i), la trae partielle de ρβ,β′ sur la i-ième opiede C2 dé�nie par

Tr(ρ(i)A(i)) := Tr(ρβ,β′

(I ⊗ A(i) ⊗ I)),où A(i) est un opérateur qui agit uniquement sur la i-ième opie de C2.Notons qu'a�n de déterminer es états loaux, nous avons alulé l'état station-naire ρβ,β′ dans les as où la haîne est omposée respetivement de 2, 3 et 4 spins.Nous avons obtenu les résultats suivants :- Pour N = 2, on a
ρβ,β′

= (
ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) − 1

8
(β0 − β ′

0)
2σz ⊗ σz

+
(β0 − β ′

0)

4

[
n+ ⊗ n− − n− ⊗ n+

]
+ i

(β0 − β ′
0

4

[
σ+ ⊗ σ− − σ− ⊗ σ+

]
.Par onséquent, on obtient

ρ(1) =
ρβ + ρβ′

2
+

1

2
(
ρβ − ρβ′

2
),

ρ(2) =
ρβ + ρβ′

2
+

1

2
(
ρβ′ − ρβ

2
).



115- pour N = 3, on a
ρβ, β′

= (
ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) − 3

4
(
ρβ − ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ − ρβ′

2
)

+
3

4

[
(
ρβ − ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) − (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ − ρβ′

2
)
]

+
β0 − β ′

0

8

[
(ρβ ⊗ n− ⊗ n+ − ρβ ⊗ n+ ⊗ n−) + (n− ⊗ n+ ⊗ ρβ′ − n+ ⊗ n− ⊗ ρβ′)

]

+ i
β0 − β ′

0

8

[
σ+ ⊗ σ− ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) − σ− ⊗ σ+ ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
)
]

+ i
β0 − β ′

0

8

[
(
ρβ + ρβ′

2
) ⊗ σ+ ⊗ σ− − (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ σ− ⊗ σ+

]

+ i
β0 − β ′

0

8

[
ρβ ⊗ σ+ ⊗ σ− − ρβ ⊗ σ− ⊗ σ+

]

+ i
β0 − β ′

0

8

[
σ+ ⊗ σ− ⊗ ρβ′ − σ− ⊗ σ+ ⊗ ρβ′

]

− (β0 − β ′
0)

2

16

[
σ+ ⊗ I ⊗ σ− + σ− ⊗ I ⊗ σ+

]
.Ainsi, on obtient

ρ(1) =
ρβ + ρβ′

2
+

1

2
(
ρβ − ρβ′

2
),

ρ(2) =
ρβ + ρβ′

2
=
ρ(1) + ρ(3)

2
,

ρ(3) =
ρβ + ρβ′

2
+

1

2
(
ρβ′ − ρβ

2
).- Pour N = 4, on a

ρβ, β′

= (
ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
)

−7

8
(
ρβ − ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ − ρβ′

2
)

+
1

2

[
(
ρβ − ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
)

−(
ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ − ρβ′

2
)
]

−1

8
ρβ ⊗ (

ρβ − ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ − ρβ′

2
) ⊗ ρβ′

−(β0 − β ′
0)

2

32

[
n− ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ I ⊗ n+ + n+ ⊗ I ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ n−

]

−(β0 − β ′
0)

2

16

[
(
ρβ + ρβ′

2
) ⊗ n+ ⊗ n+ ⊗ n− + (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ n− ⊗ n− ⊗ n+

]
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−(β0 − β ′

0)
2

16

[
n− ⊗ n+ ⊗ n+ ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) + n+ ⊗ n− ⊗ n− ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
)
]

+
(β0 − β ′

0)
2

16

[
n− ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ n+ ⊗ n− + n+ ⊗ n− ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ n+

]

+
(β0 − β ′

0)
2

32

[
ρβ ⊗ n− ⊗ n+ ⊗ n− + n+ ⊗ n+ ⊗ n− ⊗ ρβ

]

+
(β0 − β ′

0)
2

32

[
ρβ′ ⊗ n− ⊗ n+ ⊗ n+ + n− ⊗ n+ ⊗ n− ⊗ ρβ′

]

+
(β0 − β ′

0)
2

32
(β0 + β ′

0)n+ ⊗ n+ ⊗ n− ⊗ n+

+
(β0 − β ′

0)
2

32
(β1 + β ′

1)n− ⊗ n+ ⊗ n− ⊗ n−

+
3(β0 − β ′

0)
2

32

[
n+ ⊗ n− ⊗ n− ⊗ n+ + n− ⊗ n+ ⊗ n+ ⊗ n−

]

−(β0 − β ′
0)

2

16

[
n+ ⊗ n+ ⊗ n− ⊗ n− + n− ⊗ n− ⊗ n+ ⊗ n+

]

+i
(β0 − β ′

0)

32
(
ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ σ+ ⊗ σ−

−i (β0 − β ′
0)

32
(
ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ σ− ⊗ σ+

+i
(β0 − β ′

0)

32
σ+ ⊗ σ− ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
)

−i (β0 − β ′
0)

32
σ− ⊗ σ+ ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
)

+i
(β0 − β ′

0)

16

[
ρβ ⊗ ρβ′ ⊗ σ+ ⊗ σ− − ρβ ⊗ ρβ′ ⊗ σ− ⊗ σ+

]

+i
(β0 − β ′

0)

16

[
σ+ ⊗ σ− ⊗ ρβ ⊗ ρβ′ − σ− ⊗ σ+ ⊗ ρβ ⊗ ρβ′

]

+i
(β0 − β ′

0)

8

[
σ+ ⊗ σ− ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ ρβ′ − σ− ⊗ σ+ ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ ρβ′

]

+i
(β0 − β ′

0)

8

[
ρβ ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ σ+ ⊗ σ− − ρβ ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
) ⊗ σ− ⊗ σ+

]

+i
3(β0 − β ′

0)

32
(
ρβ + ρβ′

2
) ⊗ σ+ ⊗ σ− ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
)

−i 3(β0 − β ′
0)

32
(
ρβ + ρβ′

2
) ⊗ σ− ⊗ σ+ ⊗ (

ρβ + ρβ′

2
)
]

−i (β0 − β ′
0)

2

32

[
n+ ⊗ n−σ+ ⊗ σ− − n+ ⊗ n− ⊗ σ− ⊗ σ+

]

+i
(β0 − β ′

0)
2

32

[
n− ⊗ n+ ⊗ σ+ ⊗ σ− − n− ⊗ n+ ⊗ σ− ⊗ σ+

]

−i (β0 − β ′
0)

2

32

[
σ+ ⊗ σ− ⊗ n+ ⊗ n− − σ− ⊗ σ+ ⊗ n+ ⊗ n−

]

−i (β0 − β ′
0)

2

32

[
σ+ ⊗ σ− ⊗ n− ⊗ n+ − σ− ⊗ σ+ ⊗ n− ⊗ n+

]
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+i

(β0 − β ′
0)

2

32

[
n+ ⊗ σ+ ⊗ σ− ⊗ n− − n+ ⊗ σ− ⊗ σ+ ⊗ n−

]

+i
(β0 − β ′

0)
2

32

[
n− ⊗ σ+ ⊗ σ− ⊗ n+ − n− ⊗ σ− ⊗ σ+ ⊗ n+

]

+
( 1

64
(β0 + β ′

0)
2 − 1

16
β2

0

)
(β0 − β ′

0)
[
σz ⊗ σ+ ⊗ I ⊗ σ− + σz ⊗ σ− ⊗ I ⊗ σ+

]

−
( 1

64
(β0 + β ′

0)
2 − 1

16
β ′2

0

)
(β0 − β ′

0)
[
σ+ ⊗ I ⊗ σ− ⊗ σz + σ− ⊗ I ⊗ σ+ ⊗ σz

]

−(β0 − β ′
0)

2

16

[
n− ⊗ σ+ ⊗ I ⊗ σ− + n− ⊗ σ− ⊗ I ⊗ σ+

]

−(β0 − β ′
0)

2

16

[
σ+ ⊗ I ⊗ σ− ⊗ n− + σ− ⊗ I ⊗ σ+ ⊗ n−

]

+
(β0 − β ′

0)
3

64

[
I ⊗ σ+ ⊗ σ− ⊗ I + I ⊗ σ− ⊗ σ+ ⊗ I

]

+
(β0 − β ′

0)
2

16

[
σ+ ⊗ σ− ⊗ σ+ ⊗ σ− + σ− ⊗ σ+ ⊗ σ− ⊗ σ+

]

−(β0 − β ′
0)

2

16

[
σ+ ⊗ σ− ⊗ σ− ⊗ σ+ + σ− ⊗ σ+ ⊗ σ+ ⊗ σ−

]
.Ainsi, les états loaux sont donnés par

ρ(1) =
ρβ + ρβ′

2
+

1

2
(
ρβ − ρβ′

2
),

ρ(2) = ρ(3) =
ρβ + ρβ′

2
=
ρ(1) + ρ(4)

2
,

ρ(4) =
ρβ + ρβ′

2
+

1

2
(
ρβ′ − ρβ

2
).Pour N ≥ 5, il est très ompliqué de aluler l'état stationnaire ρβ,β′ . D'autrepart, d'après le alul qu'on a fait pour les as ités i-dessus, nous observons qu'àhaque fois que N augmente, le nombre des éléments non-diagonaux augmente plusvite dans la forme expliite de la représentation matriielle de ρβ,β′ dans la baseanonique de HS. De plus, les éléments non diagonaux n'interviennent pas dansle alul des traes partielles sur n'importe quel site. Cependant, les formes destermes diagonaux donnés dans les as N = 2, 3, 4, nous laissent roire que pourtout N ≥ 5, les états loaux sont donnés par

ρ(1) =
ρβ + ρβ′

2
+

1

2
(
ρβ − ρβ′

2
),

ρ(2) = ... = ρ(N−1) =
ρβ + ρβ′

2
=
ρ(1) + ρ(N)

2
,

ρ(N) =
ρβ + ρβ′

2
+

1

2
(
ρβ′ − ρβ

2
).



1184.2.4 Prodution d'entropieDans ette sous-setion, nous traitons le as d'une haîne de spins ouplée àdeux bains thermiques à une même température inverse β. Rappelons que, d'aprèsle théorème 4.3, le semigroupe dynamique quantique assoié posséde un unique étatstationnaire �dèle ρβ dans le as β = β ′.Soit ρ une matrie densité sur HS. Posons ρ(t) = etL∗

(ρ). Alors, l'entropie rela-tive de ρ par rapport à ρβ est dé�nie par
S(ρ(t)|ρβ) := Tr(ρ(t)(log ρβ − log ρ(t))).Par onséquent, la prodution d'entropie est donnée par
σ(ρ) := − d

dt
S(ρ(t)|ρβ)

∣∣
t=0

:= Tr(L∗(ρ)(log ρβ − log ρ)),où ρ =
∑

j ρj |Ψj〉〈Ψj| est la déompositon spetrale de la matrie densité ρ et
Tr(L∗(ρ) log ρ) est dé�ni par

Tr(L∗(ρ) log ρ) =
∑

j

〈Ψj, L∗(ρ)Ψj〉 log ρj,

〈Ψj , L∗(ρ)Ψj〉 log ρj =

{
−∞ si 〈Ψj, L∗(ρ)Ψj〉 6= 0 et ρj = 0
0 si 〈Ψj, L∗(ρ)Ψj〉 = 0.Pour plus de détails, on renvoie le leteur à [SL℄.Théorème 4.6 La prodution d'entropie assoiée à une haîne de N spins oupléeà deux bains thermiques à une même température inverse β est donnée par

σ(ρ) = 4β0

[∑

j, k

[
|〈Ψk, σ

(1)
+ Ψj〉|2 + |〈Ψk, σ

(N)
+ Ψj〉|2] (e2βρk−ρj)(log ρk− log ρj +2β)

]
,où ρ =

∑
j ρj|Ψj〉〈Ψj| est la déompositon spetrale de la matrie densité ρ.Preuve: Notons qu'on a

L∗ = L∗
h + L∗

d,où L∗
h désigne la partie hamiltonienne de L∗ et L∗

d = L∗(1)
d +L∗(N)

d désigne sa partiedissipative, ave
L∗(1)

d (ρ) = 2β0 [2σ
(1)
+ ρ σ

(1)
− − {n(1)

− , ρ}]
+2β1 [2σ

(1)
− ρ σ

(1)
+ − {n(1)

+ , ρ}],
L∗(N)

d (ρ) = 2β ′
0 [2σ

(N)
+ ρ σ

(N)
− − {n(N)

− , ρ}]
+2β ′

1 [2σ
(N)
− ρ σ

(N)
+ − {n(N)

+ , ρ}].



119Posons
H(S) =

N∑

k=1

σ(k)
z .Il est faile de véri�er que si A1, ..., An sont des opérateurs sur C2, alors on a

Tr(A1 ⊗ ...⊗An) =

n∏

i=1

Tr(Ai).Par onséquent, l'état d'équilibre thermodynamique ρβ véri�e
ρβ =

1

Z
e−βH(S)

,où Z = Tr(e−βH(S)
). Ainsi, on obtient

log ρβ = −βH(S) − logZ.D'autre part, par un simple alul, on montre que
Tr([HS, ρ] log ρ) = Tr(HS[ρ, log ρ]) = 0.De plus, on a

Tr([HS, ρ] log ρβ) = −βTr([H(S), HS]ρ) = 0.Par onséquent, on obtient
Tr(L∗

h(ρ(log ρβ − log ρ)) = 0.Cela implique
σ(ρ) = σ1(ρ) + σN (ρ) (4.5)

= −Tr(L∗
d(ρ) log ρ) − β Tr(L∗

d(ρ)H
(S)),où

σi(ρ) = −Tr(L∗(i)
d (ρ) log ρ) − β Tr(L∗(i)

d (ρ)H(S))ave i = 1, N.



120Maintenant, alulons les deux termes du seond membre de la relation (4.5).Ainsi, on a
Tr(L∗(1)

d (ρ) log ρ) = 4β0

[∑

j, k

〈Ψj, σ
(1)
− Ψk〉 〈Ψk, σ

(1)
+ Ψj〉 ρj log ρk

−
∑

j

〈Ψj, n
(1)
− Ψj〉 ρj log ρj

]

+4β1

[∑

j, k

〈Ψj, σ
(1)
+ Ψk〉 〈Ψk, σ

(1)
− Ψj〉 ρj log ρk

−
∑

j

〈Ψj, n
(1)
+ Ψj〉 ρj log ρj

]
,

Tr(L∗(1)
d (ρ)H(S)) = 8β0

∑

j

〈Ψj, n
(1)
− Ψj〉 ρj − 8β1

∑

j

〈Ψj, n
(1)
+ Ψj〉 ρj.Notons qu'on a

〈Ψj, n
(1)
+ Ψj〉 = ||σ(1)

+ Ψj||2 =
∑

k

|〈Ψk, σ
(1)
+ Ψj〉|2,

〈Ψj, n
(1)
− Ψj〉 = ||σ(1)

− Ψj||2 =
∑

k

|〈Ψj, σ
(1)
+ Ψk〉|2.Il suit

σ1(ρ) = 4β0

[∑

j, k

|〈Ψk, σ
(1)
+ Ψj〉|2 ρj(log ρj − log ρk − 2β)

]

+4β1

[∑

j, k

|〈Ψj, σ
(1)
+ Ψk〉|2ρj(log ρj − log ρk + 2β)

]
. (4.6)Par suite, si nous remplaçons β1 par e2ββ0 dans la relation (4.6), alors on obtient

σ1(ρ) = 4β0

[∑

j, k

|〈Ψk, σ
(1)
+ Ψj〉|2 (e2βρk − ρj)(log ρk − log ρj + 2β)

]
.De manière analogue, nous prouvons que

σN (ρ) = 4β0

[∑

j, k

|〈Ψk, σ
(N)
+ Ψj〉|2 (e2βρk − ρj)(log ρk − log ρj + 2β)

]
.Cela �nit la preuve.

� Comme orollaire du théorème i-dessus, on a le résultat suivant.Corollaire 4.7 On a
σ(ρ) ≥ 0,pour toute matrie densité ρ dé�nie sur HS.



1214.2.5 Condition du bilan détaillé quantiqueDans ette sous-setion, nous supposons que β = β ′ et nous nous proposons dedémontrer que le semigroupe dynamique quantique assoié, véri�e la ondition dubilan détaillé quantique par rapport à ρβ.Théorème 4.8 Le semigroupe dynamique quantique assoié à la haîne de spinsouplée à deux bains thermiques à une même température inverse β, véri�e la ondi-tion du bilan détaillé quantique par rapport à l'état stationnaire ρβ.Preuve: On a
L∗ = −i [HS, .] + L∗

d,où L∗
d est la partie dissipative de L∗. De plus, on a [HS, ρ

β ] = 0. Notons aussi qu'ilest faile de véri�er que L∗
d est un opérateur auto-adjoint par rapport au produitsalaire 〈, 〉ρβ . �4.3 Chaîne de spins ouplée à plusieurs bains ther-miquesConsidérons une haîne de N spins ouplée à r bains thermiques de températuresinverses β(k1), β(k2), ..., β(kr), où 2 ≤ r ≤ N et kj désigne le kj-ième site de la haîne.Le ouplage se fait de la manière suivante : haque kj-ième spin de la haîne est lié àun bain thermique de température inverse β(kj). Ainsi, l'hamiltonien d'interationsrépétées est donné par

H = HS ⊗ I + I ⊗HR +
1√
h

r∑

j=1

(σ(kj)
x ⊗ σ(kj)

x + σ(kj)
y ⊗ σ(kj)

y ).De manière analogue que elle présentée dans la sous-setion 4.1.2, nous montronsque le lindbladien assoié s'érit
L(X) = i [HS, X] + 2β

(k1)
0 [2σ

(k1)
− Xσ

(k1)
+ − {n(k1)

− , X}]
+ 2β

(k1)
1 [2σ

(k1)
+ Xσ

(k1)
− − {n(k1)

+ , X}]
+ 2β

(k2)
0 [2σ

(k2)
− Xσ

(k2)
+ − {n(k2)

− , X}]
+ 2β

(k2)
1 [2σ

(k2)
+ Xσ

(k2)
− − {n(k2)

+ , X}]
.

.

+ 2β
(kr)
0 [2σ

(kr)
− Xσ

(kr)
+ − {n(kr)

− , X}]
+ 2β

(kr)
1 [2σ

(kr)
+ Xσ

(kr)
− − {n(kr)

+ , X}],



122pour tout X ∈ B(HS).Maintenant, nous prouvons le théorème suivant.Théorème 4.9 Si β(k1) = β(k2) = ... = β(kr) = β, alors ρβ = ρβ ⊗ ... ⊗ ρβ estl'unique état stationnaire du semigroupe dynamique quantique T ∗
t = etL∗.Preuve: La preuve de e théorème est analogue à elle du théorème 4.3. �Le thèorème suivant se démontre de la même manière que le théoème 4.5.Théorème 4.10 Le semigroupe dynamique quantique {T ∗

t = etL∗

, t ∈ R+} as-soié à la haîne de spins ouplée à r bains thermiques de températures inverses
β(k1), β(k2), ..., β(kr) possède la propriété du retour à l'équilibre vers un unique étatstationnaire, �dèle.Maintenant, on se propose d'étudier la prodution d'entropie assoiée. Pour ela,nous supposons que β(k1) = β(k2) = ... = β(kr) = β. Nous avons hoisi de traiteruniquement e as, ar nous onnaissons expliitement l'état d'équilibre thermody-namique stationnaire.Posons

σki
(ρ) = 4β0

[∑

j, m

[
|〈Ψm, σ

(ki)
+ Ψj〉|2(e2βρm − ρj)(log ρm − log ρj + 2β)

]
.Alors, il est lair que σki

(ρ) est la prodution d'entropie de la haîne de spins oupléeà son ki-ième spin au ki-ième bain thermique.Théorème 4.11 Si β(k1), β(k2), , ..., β(kr), alors la prodution d'entropie de lahaîne de spins ouplée à r bains thermiques est donnée par
σ(ρ) =

r∑

i=1

σki
(ρ). (4.7)Preuve: De manière analogue que dans la preuve du théorème 4.6, nous prouvonsque

σ(ρ) = −Tr(L∗
d(ρ) log ρ) − β Tr(L∗

d(ρ)H
(S))

=
r∑

i=1

[−Tr(L∗(ki)
d (ρ) log ρ) − β Tr(L∗(ki)

d (ρ)H(S))]

=

r∑

i=1

σki
(ρ),



123où
L∗(ki)

d (ρ) = 2β
(ki)
0 [2σ

(ki)
− Xσ

(ki)
+ − {n(ki)

− , X}]
+2β

(ki)
1 [2σ

(ki)
+ Xσ

(ki)
− − {n(ki)

+ , X}].De plus, on a
σki

(ρ) = 4β0

[∑

j,m

[
|〈Ψm, σ

(ki)
+ Ψj〉|2(e2βρm − ρj)(log ρm − log ρj + 2β)

]
.Cela �nit la preuve de notre théorème. �Comme orollaire de la relation (4.7), on en déduit le résultat suivant.Corollaire 4.12 On a

σ(ρ) ≥ 0,pour toute matrie densité ρ. De plus, σ(ρ) = 0 si et seulement si σki
(ρ) = 0 pourtout i = 1, ..., r.Notons que si β(k1) = β(k2) = ... = β(kr) = β, alors il est faile de véri�er quele semigroupe dynamique quantique assoié à la haîne de spins ouplée à r bainsthermiques, véri�e la ondition du bilan détaillé quantique par rapport à l'étatstationnaire ρβ .



124



Chapitre 5Contribution no 4 : Interationsquantiques répétées et marhesaléatoires sur les unitairesOn se propose dans e hapitre d'étudier les équations d'évolution disrètesdérivant des modèles d'interations répétées dans le as où elles sont dirigées pardes bruits lassiques disrets.Dans la setion 5.1, nous rappelons quelques notions de bases onernant lesmarhes aléatoires obtuses sur RN . Plus partiulièrement, nous dérivons la onstru-tion de l'espae anonique TΦ(X) assoié à une variable aléatoire obtuse X dans
R

N .Dans la setion 5.2, nous onstruisons une famille d'opérateurs unitaires et nousmontrons que la solution de l'équation d'évolution disrète, dirigée par des bruitslassiques disrets, est une marhe aléatoire sur le groupe unitaire assoié à ettefamille.Dans la setion 5.3, nous traitons l'exemple des marhes aléatoires obtusesonstruites à partir des variables aléatoires de Bernoulli.Dans la setion 5.4, nous étudions les limites ontinues de es modèles d'inter-ations répétées et nous examinons le as des équations de struture multidimen-sionnelles.5.1 Dynamique disrète d'une haîne atomique etmarhes aléatoires sur R
N .Dans ette setion, nous donnons dans un premier temps une desription de lahaîne atomique à N +1 niveaux. Ensuite, nous présentons quelques propriétés desvariables aléatoires obtuses sur RN . 125



1265.1.1 Struture de la haîne atomiqueConsidérons un modèle d'interations répétées dérivant un système quantique
H0 en interation ave un système extérieur ⊗

N∗ CN+1. Fixons une base ortho-normée {e0, e1, ..., eN} de CN+1. Nous notons parfois Ω au lieu de e0. La haîneatomique à N + 1 niveaux sera notée
TΦ =

⊗

i∈N

C
N+1,où le produit tensoriel in�ni est dé�ni par rapport à la suite stabilisatrie (Ω)n.Rappelons que si on note U l'opérateur unitaire dérivant l'évolution d'une opiede la haîne atomique assoiée au système extérieur en interation ave le systèmequantique durant un intervalle de temps [0, h], alors l'équation d'évolution disrèteassoiée est donnée par la relation (1.13),

{
Vn+1 =

∑N
i, j=0 U

i
jVna

i
j(n+ 1)

V0 = I,
(5.1)où (U i

j)i,j est la matrie de U dans la base {Ω, e1, ..., eN} dont les oe�ients sontdes opérateurs sur H0 et les opérateurs ai
j(n) sont les bruits quantiques disretsassoiés (f sous-setion 1.4.1).5.1.2 Marhes aléatoires sur RNNous allons voir ii omment les bruits quantiques ai

j(n) sont assoiés à desmarhes aléatoires lassiques.Soit X une variable aléatoire dans RN qui prend N + 1 valeurs distintes
v0, ..., vN ave des probabilités respetives p0, ..., pN telles que pi 6= 0 pour tout
i ∈ {0, 1, ..., N}. Nous supposons que X est dé�nie sur son espae anonique
(A, A, P ), où A = {0, 1, ..., N}, A est la σ-algèbre des sous-ensembles de A et Pest la mesure de probabilité satisfaisant P ({i}) = pi. Ainsi, la variable aléatoire Xdonnée par X(i) = vi, véri�e P (X = vi) = P ({i}) = pi, pour tout i ∈ {0, 1, ..., N}.Dé�nition 5.1i) Une variable aléatoire X à valeurs dans RN est dite entrée réduite si

E(X) = 0, Cov(X) = I,ii) Une variable aléatoire X dans RN prenant N + 1 valeurs distintes v0, ..., vN ,est dite obtuse si
〈vi, vj〉 = −1 ∀i 6= j. (5.2)



127Désignons par X1, ..., XN les omposantes de la variable aléatoire X dans labase anonique de R
N et dé�nissons la variable aléatoire X0 = 1 sur (A, A, P )telle que X0(i) = 1 pour tout i ∈ A. Considérons les variables aléatoires X̃ i dé�niespar X̃ i(j) =

√
pjX

i(j) pour tous i, j ∈ {0, 1, ..., N}.Proposition 5.2 [AtP2℄ Les assertions suivantes sont équivalentes :1) La variable aléatoire X est entrée réduite,2) X est une variable aléatoire obtuse et les probabilités pi sont données par
pi =

1

1 + ||vi||2
, ∀ i ∈ {0, 1, ..., N},3) La matrie (X̃0, X̃1, ..., X̃N) est unitaire.Comme orollaire de la proposition i-dessus, les variables aléatoiresX0, X1, ..., XNsont linéairement indépendantes et elles forment une base de L2(A, A, P ).Maintenant, onsidérons un 3-tenseur T dans RN , i.e : une appliation linéairede RN dansMN (R). Notons T ij

k les oe�ients de sa représentation matriielle dansla base anonique de RN . On dit que T est sesqui-symétrique si les deux onditionssuivantes sont satisfaites :i) (i, j, k) 7−→ T ij
k est symétrique,ii) (i, j, l, m) 7−→∑

k T
ij
k T

lm
k + δijδlm est symétrique.Pour toute variable aléatoire entrée réduite X dans RN prenant N + 1 valeurs,est naturellement assoié un 3-tenseur sesqui-symétrique T . Ce résultat est donnépar le théorème suivant.Théorème 5.3 Si X est une variable aléatoire entrée réduite prenant exatement

N + 1 valeurs, alors il existe un 3-tenseur sesqui-symétrique T tel que
X ⊗X = I + T (X).Preuve: Rappelons que {X0, X1, ..., XN} est une base de L2(A, A, P ). Puisque lavariable aléatoire X iXj est un élément de L2(A, A, P ). Alors, X iXj s'érit ommeune ombinaison linéaire des éléments de la base i-dessus, soit
X iXj =

N∑

k=0

T ij
k X

k. (5.3)Par un simple alul, on voit que
T ij

k = E(X iXjXk), pour tous i, j, k = 0, 1, ..., N.



128En partiulier
T ij

0 = E(X iXj) = δij.Par onséquent, le 3-tenseur sesqui-symétrique T assoié à X est donné par
T = (T ij

k )1≤i,j,k≤N , où les oe�ients T ij
k sont dé�nis par la relation (5.3). �Fixons maintenant une variable aléatoire entrée réduite X dans RN . Sur l'es-pae (AN, A⊗N, P⊗N), on dé�nit une suite (X(p))p∈N de variables aléatoires in-dépendantes de même loi que X. Une base orthonormée de l'espae de Hilbert

TΦ(X) = L2(AN, A⊗N, P⊗N) est alors donnée par la famille des veteurs
XA =

∏

(p,i)∈A

X i(p),où A est un sous-ensemble �ni de N×{0, 1, ..., N} et X∅ = X0. Notons que l'espae
TΦ(X) dérit i-dessus est isomorphe à la haîne atomique à N + 1 niveaux TΦ etl'isomorphisme entre les deux espaes onsiste à identi�er leurs bases anoniques.Maintenant, si on note MXi(p), l'opérateur de multipliation par X i(p) sur
TΦ(X), alors dans le théorème suivant, il est prouvé que la variable aléatoire X i(p)peut être représentée omme une ombinaison linéaire des bruits quantiques disrets
ai

j(p).Théorème 5.4 Soient X une variable aléatoire obtuse dans RN et (X(p))p∈N lamarhe aléatoire assoiée, dé�nie sur son espae anonique TΦ(X). Désignons par
T le 3-tenseur sesqui-symétrique assoié à X. Si on note V l'isomorphisme unitairenaturelle de TΦ(X) dans TΦ, alors pour tous p ∈ N, i ∈ {1, ..., N},

VMXi(p)V
∗ = a0

i (p) + ai
0(p) +

N∑

j,l=1

T jl
i a

j
l (p).Preuve: Posons J = {1, ..., N}. Alors, on a

X i(p)XA = X i(p)XA1{(p,k)/∈A,∀k∈J} +
N∑

j=1

X i(p)XA1(p,j)∈A

= XA∪{(p,i)}1{(p,k)/∈A,∀k∈J} +

N∑

j=1

XA\{(p,j)}Xi(p)Xj(p)1(p,j)∈A

= XA∪{(p,i)}1{(p,k)/∈A,∀k∈J} +

N∑

j=1

XA\{(p,j)}
( N∑

m=0

T ij
mXm(p)

)
1(p,j)∈A

= XA∪{(p,i)}1{(p,k)/∈A,∀k∈J} +
N∑

j=1

XA\{(p,j)}
(
δij +

N∑

m=1

T ij
mXm(p)

)
1(p,j)∈A
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= XA∪{(p,i)}1{(p,k)/∈A,∀k∈J} +

N∑

j=1

δijXA\{(p,j)}1(p,j)∈A

+

N∑

j=1

N∑

m=1

T ij
mXA\{(p,j)}Xm(p)1(p,j)∈A

= XA∪{(p,i)}1{(p,k)/∈A,∀k∈J} +XA\{(p,i)}1(p,i)∈A +

N∑

j,m=1

T ij
mXA\{(p,j)}∪{(p,m)}1(p,j)∈A

= a0
i (p)XA + ai

0(p)XA +
N∑

j,m=1

T ij
ma

j
m(p)XA.

�5.2 Marhes aléatoires sur les unitairesDans la suite, nous allons identi�er la variable aléatoire X i(p) à l'opérateur
a0

i (p) + ai
0(p) +

∑N
j,l=1 T

jl
i a

j
l (p). De plus, nous notons X i

p au lieu de X i(p).Considérons maintenant le modèle d'interations répétées introduit dans la se-tion préédente. Parmi les équations d'évolution disrètes dérivant e modèle, nousnous intéressons dans ette setion à elles qui sont dirigées par des variables aléa-toires lassiques.Sous ertaines onditions, nous prouvons dans la proposition suivante que leséquations d'évolutions disrètes (5.1) sont dirigées par des variables aléatoires las-siques.Proposition 5.5 Si U j
l =

∑N
i=0 T

ij
l Bi, pour tous j, l ∈ {0, 1, ..., N} où Bi, i =

0, ..., N sont des opérateurs dé�nis sur H0, alors l'équation d'évolution (5.1) s'érit
{
Vn+1 =

∑N
i=0 BiX

i
n+1Vn

V0 = I.
(5.4)Preuve: On a

Vn+1 =
N∑

i,j=0

U i
jVna

i
j(n + 1)

= U0
0 a

0
0(n + 1)Vn +

N∑

i=1

U i
0a

i
0(n+ 1)Vn +

N∑

i=1

U0
i a

0
i (n+ 1)Vn +

N∑

j,l=1

U j
l a

j
l (n+ 1)Vn.Comme on a



130
Bi = U0

i = U i
0, ∀i ∈ {1, ..., N}, B0 = U0

0 ,

U j
l =

∑N
i=0 T

ij
l Bi, pour tous j, l ∈ {1, ..., N},on obtient

Vn+1 =

N∑

j=0

Bia
j
j(n + 1)Vn +

N∑

i=1

Bi(a
i
0(n + 1) + a0

i (n+ 1))Vn +

N∑

i=1

N∑

j,l=1

T ij
l Bia

j
l (n+ 1)Vn

= B0Vn +
N∑

i=1

Bi

[
ai

0(n + 1) + a0
i (n+ 1) +

N∑

j,l=1

T ij
l a

j
l (n+ 1)

]

= B0Vn +

N∑

i=1

BiX
i
n+1Vn

=
N∑

i=0

BiX
i
n+1Vn,e qui est la représentation annonée. �Introduisons maintenant la notation suivante : pour un élément v = (a1, ..., aN )de RN , on note v̂ l'élément de RN+1 donné par v̂ = (1, a1, ..., aN). Notons qu'il estfaile de véri�er que v obtuse si et seulement si

〈v̂k, v̂l〉 = 0, (5.5)pour tous k 6= l.Posons
Wl =

N∑

j=0

vj
lBj,ave la onvention v0

i = 1, pour tout i ∈ {0, 1, ..., N} et les opérateurs Bi sontdonnés par la proposition préédente. Alors, il est lair que les opérateurs Wl sontdé�nis sur H0.Notre objetif dans la suite est de prouver que es opérateurs sont unitaires siet seulement si l'évolution U dérivant le système quantique en interation ave uneopie de la haîne atomique assoiée au système extérieur, durant un intervalle detemps [0, h], est unitaire. Nous démontrons d'abord e résultat dans une diretion.Proposition 5.6 Si U est un opérateur unitaire tel que U j
l =

∑N
i=0 T

ij
l Bi pourtous j, l ∈ {0, 1, ..., N}, où Bi, i = 0, ..., N sont des opérateurs sur H0, alors pourtout l ∈ {0, 1, ..., N}, l'opérateur Wl est unitaire.



131Preuve: On a
WlW

∗
l =

N∑

i,j=0

vi
lv

j
lBiB

∗
j .Notons que d'après la relation (5.3), on a

vi
lv

j
l =

N∑

m=0

T ij
mv

m
l .Ainsi, on obtient

WlW
∗
l =

N∑

i,j,m=0

T ij
mv

m
l BiB

∗
j

=

N∑

j,m=0

vm
l

( N∑

i=0

T ij
mBi

)
B∗

j .D'autre part, on a
U j

m =

N∑

i=0

T ij
mBi, Bj = U0

j ,e qui implique que
WlW

∗
l =

N∑

j,m=0

vm
l U

j
mU

0∗
j

=
N∑

m=0

vm
l

( N∑

j=0

U j
mU

0∗
j

)
.Comme U est un opérateur unitaire, on obtient

N∑

j=0

U j
mU

0∗
j = δm0I.Par onséquent, on a

WlW
∗
l = v0

l I = I.Cela ahève la preuve. �Maintenant, a�n de montrer la réiproque, nous avons besoin d'exprimer lesoe�ients de la matrie (U i
j)i,j en termes des opérateurs Wl. Ce résultat est donnépar les deux lemmes suivants.



132Lemme 5.7 Pour tout i ∈ {0, 1, ..., N}, on a
Bi =

N∑

l=0

plv
i
lWl.Preuve: On a

N∑

l=0

plv
i
lWl =

N∑

l=0

plv
i
l

( N∑

j=0

vj
lBj

)

=

N∑

j=0

Bj

( N∑

l=0

plv
i
lv

j
l

)

=
N∑

j=0

BjE(X iXj)

=
N∑

j=0

Bjδij = Bi,e qui prouve le lemme énoné i-dessus. �Lemme 5.8 Pour tous l, k ∈ {0, 1, ..., N}, on a
Uk

l =

N∑

i=0

piv
k
i v

l
iWi.Preuve: Notons qu'on a

Uk
l =

N∑

j=0

T kl
j Bj .De plus, d'après la relation (5.3), on a

X lXk(vi) =
N∑

j=0

T kl
j X

j(vi),e qui implique que
vl

iv
k
i =

N∑

j=0

T kl
j v

j
i . (5.6)



133Ainsi, d'après le lemme 5.7 et la relation (5.6), on obtient
Uk

l =

N∑

i,j=0

piT
kl
j v

j
iWi

=

N∑

i=0

piWi

( N∑

j=0

T kl
j v

j
i

)

=
N∑

i=0

piv
k
i v

l
iWi.

�Maintenant, nous pouvons prouver la réiproque de la proposition 5.6.Proposition 5.9 Si Wi est un opérateur unitaire pour tout i ∈ {0, 1, ..., N}, alorsl'opérateur U est unitaire.Preuve: On a
N∑

k=0

(U l
k)(U

k
m)∗ =

∑

i,j,k=0

pipjv
k
i v

k
j v

l
iv

m
j WiW

∗
j

=

N∑

i,k=0

p2
i (v

k
i )

2vl
iv

m
i I +

N∑

i, j, k = 0
i 6= j

pipjv
k
i v

k
j v

l
iv

m
j WiW

∗
j

=
N∑

i=0

pi

(
pi(||vi||2 + 1)

)
vl

iv
m
i I +

N∑

i, j = 0
i 6= j

pipj

( N∑

k=0

vk
i v

k
j

)
vl

iv
m
j WiW

∗
j

=
N∑

i=0

pi

(
pi(||vi||2 + 1)

)
vl

iv
m
i I +

N∑

i, j = 0
i 6= j

pipj〈v̂i, v̂j〉vl
iv

m
j WiW

∗
j .Notons que de la proposition 5.2, on a

pi(||vi||2 + 1) = 1.De plus, d'après la relation (5.5), on a 〈v̂i, v̂j〉 = 0, pour tous i 6= j. Par onséquent,on obtient
N∑

k=0

(U l
k)(U

k
m)∗ = E(X lXm)I = δmlI.
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�Comme onséquene des propositions 5.6 et 5.9, on a obtenu le résultat suivant.Théorème 5.10 L'opérateur U est unitaire si et seulement si pour tout l ∈ {0, 1, ..., N},

Wl est un opérateur unitaire.Maintenant, nous prouvons que la solution disrète de l'équation (5.4) est unemarhe aléatoire sur le groupe engendré par {Wl, l = 0, 1, ..., N}.Proposition 5.11 Si U est un opérateur unitaire tel que U j
m =

∑N
i=0 T

ij
mBi, pourtous j,m = 0, 1, ..., N , alors on a

Vn+1 = WlVnave probabilité pl pour tout l ∈ {0, 1, ..., N}, où V0 = I.Preuve: Si X i
n+1 = vi

l , alors P (X i
n+1 = vi

l) = pl. Ainsi, ave probabilité pl, on a
Vn+1 =

N∑

i=0

Biv
i
lVn = WlVn.Cela prouve notre proposition. �5.3 Exemple : N = 1Nous allons spéialiser les résultats i-dessus au as partiulier N = 1. Posons

Ω = {0, 1}N et désignons par F la σ−algèbre engendrée par les ylindres �nis. Lesappliations oordonnées seront notées νn, n ∈ N.Pour p ∈]0, 1[ et q = 1− p, on dé�nit la mesure de probabilité µp sur (Ω, F) detelle sorte que (νn)n soit une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendanteset identiquement distribuées de loi pδ1 + qδ0. Notons maintenant Ep(.) l'éspéranepar rapport à µp. Alors, on a Ep(νn) = Ep(ν
2
n) = p.Posons

Xn =
νn − p√

pq
.Alors, il est faile de véri�er que Xn est une variable aléatoire obtuse dans R quiprend les valeurs v0 =

√
q/p et v1 = −

√
p/q ave des probabilités respetives p et

q. De plus, il est lair que (Xn)n est une suite de variables aléatoires indépendantessatisfaisant E(Xn) = 0 et Var(Xn) = 1.



135Dans e as partiulier, l'espae anonique assoié à la suite (Xn)n est l'espaede Hilbert
TΦp = L2(Ω, F , µp).Une base orthonormée de TΦp est donnée par les éléments

XA = Xi1 ....Xin , X∅ = 1,où A = {i1, ..., in} est un ensemble �ni de N.La haîne atomique à deux niveaux est donnée par
TΦ = ⊗i∈N C

2,appelé bébé Fok, où le produit tensoriel in�ni est dé�ni par rapport à la suitestabilisatrie (Ω)n telle que
Ω =

(
1
0

)
, e1 =

(
0
1

)est une base de C2. Une base ortonormée du bébé Fok TΦ est donnée par la famille
{XA, A ∈ Pf(N)}, où XA est dérit dans la sous-setion 1.4.1 (partie b)).Notons qu'il y a un isomorphisme naturel entre les deux espaes TΦp et TΦ quionsiste à identi�er leurs bases anoniques. L'espae TΦp est appelé l'interpretationp-probabiliste de TΦ. Dans e as partiulier, le tenseur T est un salaire et il estdonné par la proposition suivante (f [At2℄).Proposition 5.12 On a

X2
n = 1 + cpXn,où cp = q−p√

pq
.Preuve: On a

X2
n =

1

pq

(
ν2

n − 2pνn + 1
)

=
1

pq

(
p2 + pq − pq + (1 − 2p)νn

)

= 1 +
1

pq

(
p(p− q) + (q − p)νn

)

= 1 + cp
νn − p√
pq

.

�



136Ainsi, d'après la proposition i-dessus, on a T = cp.Notons maintenant a0
1(n), a1

0(n) et a1
1(n), les opérateurs de réation, d'annihila-tion et de onservation sur TΦ. Si on désigne parMp

Xn
l'opérateur de p-multipliationpar Xn, alors la variable aléatoire obtuse Xn peut être représentée omme une om-binaison linéaire des bruits disrets a0

1(n), a1
0 et a1

1(n). Ce résultat est donné dansla proposition suivante.Proposition 5.13 L'opérateur de p-multipliation par Xn est donné par
Mp

Xn
= a0

1(n) + a1
0(n) + cpa

1
1(n).Preuve: On a

XnXA = XnXA1n/∈A +XnXA1n∈A

= XA∪{n}1n/∈A +XA\{n}X
2
n1n∈A

= XA∪{n}1n/∈A +XA\{n}(1 + cpXn)1n∈A

= XA∪{n}1n/∈A +XA\{n}1n∈A + cpXA1n∈A

= a0
1(n)XA + a1

0(n)XA + cpa
1
1(n)XA.

�Notons que dans la base {Ω, e1}, la matrie de l'évolution unitaire U dont lesoe�ients sont des opérateurs sur C2 s'érit
(
B0 B1

B2 B3

)
,où Bi, i = 0, ..., 3 sont des opérateurs sur H0. Ainsi, l'équation d'évolution disrètedé�nie par la relation (5.4) s'érit sous la forme

{
Vn+1 = B0VnI +B1VnXn+1

V0 = Isi et seulement si B3 = B0 + cpB1 et B1 = B2. Comme U doit être un opérateurunitaire, on obtient les ontraintes suivantes :




B∗
0B0 +B∗

1B1 = I
B0B

∗
0 +B1B

∗
1 = I

B0B
∗
1 +B1B

∗
0 + cpB1B

∗
1 = 0

B∗
0B1 +B∗

1B0 + cpB
∗
1B1 = 0.Notons qu'il est lair que

P (Vn+1 = (B0 +
√
q/pB1)Vn) = p,

P (Vn+1 = (B0 −
√
p/q B1)Vn) = q.



137Ainsi, si on pose
W0 = B0 +

√
q/pB1,

W1 = B0 −
√
p/q B1,alors on obtient

B0 = pW1 + qW2,

B1 = B2 =
√
pq (W1 −W2),

B3 = qW1 + pW2.Par un simple alul, on véri�e que B0 et B1 véri�ent le système donné i-dessus.La théorème suivant est alors un as partiulier du théorème 5.10.Théorème 5.14 L'opérateur U est unitaire si et seulement si W0 et W1 sont desopérateurs unitaires.Notons aussi que le résultat suivant peut être vu omme une onséquene im-médiate de la proposition 5.11.Proposition 5.15 On a
Vn+1 = W0Vnave probabilité p et
Vn+1 = W1Vnave probabilité q, où V0 = I.5.4 Équations de Langevin quantiquesDans ette setion, nous examinons le as des équations de struture multi-dimensionelles. Ensuite, nous montrons la onvergene, quand h tend vers 0, dela solution de l'équation d'évolution disrète (5.4) vers la solution d'une équationdi�érentielle stohastique lassique dont on donne la forme expliite.5.4.1 Équations de struture multidimensionnellesSoit Φ = Γs(L

2(R+, CN )). Alors, Φ admet une interpretation probabiliste entermes de martingales normales multidimensionelles. Pour plus de détails, on renvoiele leteur à [AtE℄ et [AtP2℄.



138Dé�nition 5.16 Une martingale X = (X1, ... , XN) à valeurs dans RN est ditenormale si X0 = 0 et si pour tous i, j, le proessus X i
tX

j
t − δijt, t ≥ 0 est unemartingale.Une aratérisation des martingales normales est donnée par la proposition sui-vante.Proposition 5.17 Les assertions suivantes sont équivalente :i) Une martingale X = (X1, ... , XN) à valeurs dans RN est normale,ii) Le proessus [X i, Xj]t − δijt est une martingale,iii) 〈X i, Xj〉t = δijt, pour tout t ∈ R+.Étant donné une martingale normale X = (X1, ... , XN) dans RN , on dit que Xsatisfait une équation de struture si haun des martingales [X i, Xj]t − δijt est uneintégrale stohastique par rapport à X, i.e :

[X i, Xj]t = δijt+

N∑

k=1

∫ t

0

T ij
k (s)dXk

s ,où T ij
k est un proessus prévisible.Une famille {Aij

k , i, j, k ∈ {1, ... , N}} véri�ant :i) (i, j, k) 7→ Aij
k est symétrique sur {1, ... , N}3,ii) (i, j, i′, j′) 7→∑N

k=1A
ij
k A

i′j′

k est symétrique sur {1, ... , N}4,est dite doublement symétrique.Maintenant, nous énonçons le résultat suivant.Théorème 5.18 Soit X une martingale normale dans RN qui satisfait l'équationde struture
[X i, Xj]t = δijt+

N∑

k=1

∫ t

0

T ij
k (s)dXk

s .Alors, pour presque tout (t, ω), la famille {T ij
k (s, ω), i, j, k = 1, ... , N} est double-ment symétrique.Notons qu'une martingale normale X dans RN qui satisfait une équation destruture à oe�ients onstants, i.e : les oe�ients T ij

k sont tous onstants, peutêtre représentée en termes de bruits quantiques. Ce résultat est donné dans le théo-rème suivant (f [At3℄).



139Théorème 5.19 Soit X une martingale normale dans RN qui satisfait l'équationde struture à oe�ients onstants
[X i, Xj]t = δijt+

N∑

k=1

∫ t

0

T ij
k dX

k
s . (5.7)Alors, (Xt)t possède la propriété de la représentation haotique. De plus, si on note

(Ω,F , P ) l'espae anonique assoié à (Xt)t, alors l'espae L2(Ω,F , P ) est naturel-lement identi�é à Φ. En outre, l'opérateur de multipliation par Xk
t s'érit

MXk
t

= a0
k(t) + ak

0(t) +

N∑

i,j=1

T ij
k a

i
j(t).Notons que dans le as où Xk = (Xk

t )t≥0, k = 1, ..., N est le mouvement brow-nien, Il est prouvé dans [At4℄ que
MXk

t
= a0

k(t) + ak
0(t).Dans la suite, nous allons supposer que X satisfait l'équation de struture àoe�ients onstants (5.7). De plus, Xk

t sera identi�ée à l'opérateur a0
k(t) + ak

0(t) +∑N
i,j=1 T

ij
k a

i
j(t).Considérons maintenant l'équation d'évolution disrète donnée par (5.1).Théorème 5.20 Si

U0
0 = I + hL0

0 + o(h),

U i
0 = U0

i =
√
hLi + o(

√
h), ave L∗

i = −Li,

U i
j = Si

j + o(h),où Si
j =

∑N
k=1 T

ij
k Lk + δijI et S = (Si

j)1≤i,j≤N est un opérateur unitaire, alors ilexiste un opérateur H0 dé�ni sur H0 tel que L0
0 = iH0 − 1

2

∑N
i=1 L

∗
iLi. De plus, lasolution V[t/h] de (5.1) onverge fortement, quand h tend vers 0, vers la solutionunitaire de l'équation di�érentielle stohastique lassique

{
dUt = L0

0 Utdt+
∑N

i=1 Li UtdX
i
t

U0 = I,ave X est une martingale normale dans RN qui satisfait l'équation de struture àoe�ients onstants (5.7).



140Preuve: Puisque U est un opérateur unitaire, alors on a
U0∗

0 U0
0 +

N∑

i=1

U0∗
i U0

i = I,e qui implique que
I + h(L0∗

0 + L0
0 +

N∑

i=1

L∗
iLi) + o(h) = I.On obtient don

L0∗
0 + L0

0 = −
N∑

i=1

L∗
iLi.Par onséquent, on a

L0∗
0 +

1

2

N∑

i=1

L∗
iLi = −(L0

0 +
1

2

N∑

i=1

L∗
iLi).Ainsi, il existe un opérateur H0 dé�ni sur H0 tel que

L0
0 +

1

2

N∑

i=1

L∗
iLi = iH0.Il suit

L0
0 = iH0 −

1

2

N∑

i=1

L∗
iLi.Maintenant, on se propose de prouver que

Li = −
N∑

k=1

L∗
kS

k
i . (5.8)Notons qu'on a

U0∗
0 U

0
i +

N∑

k=1

U0∗
k Uk

i = δi0I.Alors, on obtient
√
h(Li +

N∑

k=1

L∗
kS

k
i ) = δi0I + o(h).



141Par onséquent, pour tout i 6= 0, la relation suivante
−

N∑

k=1

L∗
kS

k
i = Li + o(

√
h)est satisfaite Finalement, en faisant tendre h vers 0, la relation (5.8) est satisfaite.Ainsi, d'après le théorème 1.49, la solution de (5.1) qui satisfait les hypothèsesdu théorème i-dessus, onverge fortement vers la solution unitaire de l'équationdi�érentielle stohastique

dUt = L0
0Utdt+

N∑

i=1

LiUt(da
i
0(t) + da0

i (t)) +
N∑

l,j=1

N∑

i=1

T jl
i LiUtda

i
j(t)

= L0
0Utdt+

N∑

i=1

LiUt(da
i
0(t) + da0

i (t) +

N∑

l,j=1

T jl
i da

i
j(t))

= L0
0Ut + dt

N∑

i=1

LiUtdX
i
t ,de ondition intiale U0 = I. Cela prouve notre théorème. �D'après le théorème i-dessus, pour un bon hoix des oe�ients de l'évolu-tion unitaire assoié au modèle d'interations répétées, la solution de l'équationd'évolution disrète onverge, quand h tend vers 0, vers la solution d'une équationdi�érentielle stohastique dirigée par une martingale normale véri�ant l'équation destruture à oe�ients onstants. Un as partiulier est dérit dans la sous-setionsuivante.5.4.2 Limite ontinueConsidérons le modèle d'interations répétées dérit préédemment tel que l'équa-tion d'évolution disrète est donnée par la relation (5.4). Ainsi, nous prouvons lerésulat suivant.Théorème 5.21 Si pour tout i = 0, 1, ..., N, Wi est un opérateur unitaire et si ona

Wi = I +
√
h

N∑

j=1

vj
iLj + hL0

0 + hωi(h),ave limh→0 ‖wi(h)‖ = 0, alors il existe un opérateur auto-adjoint H0 dé�ni sur H0tel que la solution V[t/h] de (5.4) onverge fortement, quand h tend vers 0, vers la



142solution unitaire Ut de l'équation di�érentielle stohastique brownienne
{
dUt = GUtdt+

∑N
i=1 LiUtdBi(t)

U0 = I,où G = −iH0 − 1
2

∑N
k=1 LkL

∗
k et Bi(t) = a0

i (t) + ai
0(t) est le mouvement brownien.Preuve: Puisque Wj est un opérateur unitaire, alors la relation suivante est satis-faite

WjW
∗
j = I,e qui implique que

I + h(L0
0 + L0∗

0 +
N∑

k,l=1

vl
jv

k
jLlL

∗
k) + o(h) = I.Par onséquent, on a

L0
0 + L0∗

0 +

N∑

k,l=1

vl
jv

k
jLlL

∗
k = o(1).Il suit

L0
0 +

1

2

N∑

k,l=1

vl
jv

k
jLlL

∗
k = −

(
L0∗

0 +
1

2

N∑

k,l=1

vl
jv

k
jLlL

∗
k

)∗
+ o(1).Ainsi, il existe un opérateur auto-adjoint H0 dé�ni sur H0 tel que

L0
0 = −iH0 −

1

2

N∑

k,l=1

vl
jv

k
jLlL

∗
k + o(1).D'autre part, on a

L0
0 =

N∑

j=0

pjL
0
0 = −i

N∑

j=0

pjH0 −
1

2

N∑

j=0

pj

( N∑

k,l=1

vl
jv

k
jLlL

∗
k

)
+ o(1)

= −iH0 −
1

2

N∑

k,l=1

( N∑

j=0

pjv
l
jv

k
j

)
LlL

∗
k + o(1).Comme E(X lXk) =

∑N
j=0 pjv

l
jv

k
j = δkl, il suit

L0
0 = −iH0 −

1

2

N∑

k=1

LkL
∗
k + o(1)

= G+ o(1).



143De plus, d'après le lemme 5.8, on a
U0

0 =
N∑

i=0

piWi

= I + hL0
0 +

√
h

N∑

i=0

N∑

j=1

piv
j
iLj + o(h)

= I + hL0
0 +

√
h

N∑

j=1

( N∑

i=0

piv
j
i

)
Lj + o(h).Comme∑N

i=0 piv
j
i = E(Xj) = 0, on obtient

U0
0 = I + hL0

0 + o(h).Maintenant, pour tout m ∈ {1, ... , N}, on a
U0

m = Um
0 =

N∑

i=0

piv
m
i Wi

= E(Xm)I + hE(Xm)L0
0 +

√
h

N∑

i=0

piv
m
i

( N∑

j=1

vj
iLj

)
+ o(h)

=
√
h

N∑

j=1

LjE(XmXj) + o(h)

=
√
hLm + o(h).Finalement, pour tous k, l ∈ {1, ... , N}, les oe�ients U l

k sont donnés par
U l

k =
N∑

i=0

piv
k
i v

l
iWi

= δkl I + h δkl L
0
0 + o(

√
h).Ainsi, d'après le théorème 1.49, nous pouvons onlure. �
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Chapitre 6
Contribution no 5 : Équations deLangevin quantiques assoiées à unbain thermique quantique

Dans l'artile [AtP1℄, nous observons deux normalisations du temps dans lapartie interation de l'hamiltonien assoié à un modèle d'interations répétées. Unenormalisation d'ordre √h et une normalisation d'ordre h. Il est prouvé par Attal etJoye (f [AtJ℄) que pour un bon hoix de l'hamiltonien d'interations répétées, lanormalisation d'ordre √
h orrespond à la limite du ouplage faible. De notre �té,nous avons montré que la normalisation d'ordre h orrespond à la loi de densitéfaible (f [AtDh℄). Ce hapitre est organisé omme suit :Dans la setion 6.1, nous dérivons le modèle d'interations répétées introduitdans [AtJ℄ qui représente un petit système HS d'hamiltonien HS en interationave une haîne in�nie de opies identiques Cn+1 modélisant un bain thermique.L'hamiltonien d'interations répétées assoié, noté H , est dé�ni sur l'espae deHilbert HS ⊗ Cn+1.Dans la setion 6.2, nous supposons que la partie interation de H est d'ordre√

h et nous rappelons les résultats essentiels d'Attal et Joye.Dans la setion 6.3, nous supposons que la partie interation de H est d'ordre
h. Nous montrons, dans e as, la onvergene de l'équation d'évolution disrèteassoiée à e modèle vers la solution unitaire d'une équation de Langevin quantiquepoissonienne. 145



1466.1 Petit système en interation ave un bain ther-mique quantiqueNous présentons dans ette setion le modèle d'interations répétées qui estl'objet de notre étude dans la suite. Ensuite, nous dérivons la représentation GNS.6.1.1 Modèle d'interations répétéesConsidérons un petit système dérit par un espae de Hilbert séparable HSen interation ave un bain thermique quantique qu'on modélise par une haînein�nie de opies identiques telles que l'espae d'états de haque opie est l'espaede Hilbert C
n+1. Fixons une base orthonormée B = {e0, e1, ..., en} de C

n+1, où
e0 = Ω représente l'état vide de l'atome. Ainsi, la haîne sera dérite par le produittensoriel⊗

N∗ Cn+1, dé�ni par rapport à la suite stabilisatrie (Ω)n. Supposons quel'interation entre les deux systèmes se fait de la manière suivante : le petit systèmeinteragit ave les opies de la haîne l'une après l'autre durant le même intervallede temps [0, h]. Par suite, l'interation totale est dérite par l'espae de Hilbert
HS ⊗⊗

N∗ Cn+1.Une base orthonormée de B(Cn+1) est donnée par la famille {ai
j, 0 ≤ i, j ≤ n}telle que

ai
jek = δikej .Les hamiltoniens respetifs du petit système et d'une opie de la haîne atomiqueassoiée au bain thermique, sont les opérateurs auto-adjoints HS dé�ni sur HS et

HR dé�ni sur C
n+1 tel que

HR =
n∑

i=0

γia
0
i a

i
0,où les γi, i = 0, ..., n, sont des nombres réels.L'hamiltonien total du petit système en interation ave une opie de la haîne⊗

N∗ C
n+1, noté H , est dé�ni sur HS ⊗ C

n+1 par
H = HS ⊗ I + I ⊗HR +HI(h),où HI(h) est l'hamiltonien d'interation.L'évolution unitaire assoiée, durant l'intervalle de temps [0, h], est donnée par

U = e−ihH .Notons maintenant C
n+1
k la k-ième opie de C

n+1 dans la haîne ⊗
N∗ C

n+1. Alors,on dé�nit l'opérateur Uk sur HS ⊗⊗
N∗ Cn+1 par

Uk =

{
U sur HS ⊗ C

n+1
k

I ailleurs .



147Ainsi, l'équation d'évolution disrète, dérivant le modèle d'interations répétées dupetit système ave le bain thermique, est donnée par la suite (Vk)k∈N dans B(HS ⊗⊗
N∗ Cn+1) qui satisfait

{
Vk+1 = Uk+1Vk

V0 = I.
(6.1)Notons que dans la base B, l'opérateur U s'érit

U =

n∑

i,j=0

U i
j ⊗ ai

j,où les U i
j , i, j = 0, ..., n, sont des opérateurs sur HS. Par onséquent, en termes debruits quantiques disrets, l'équation (6.12) s'érit

{
Vk+1 =

∑n
i,j=0 U

i
jVka

i
j(k + 1)

V0 = I.6.1.2 Représentation GNSSoit ρβ l'état d'équilibre thermodynamique à une température inverse β d'uneopie de la haîne assoiée au bain thermique qu'on expliitera dans haun des deuxsetions suivantes. Notons que dans la base B, la matrie densité ρβ est diagonale
ρβ = diag (β0, β1, ..., βn).Maintenant, on se propose de dérire la représentation GNS du ouple (Cn+1, ρβ).Posons H̃ = B(Cn+1), l'algèbre des opérateurs bornés sur C

n+1, munie du produitsalaire
〈A,B〉 = Tr(ρβA

∗B).Ainsi, la représentation GNS du ouple (Cn+1, ρβ) est le triplet (π, H̃,ΩR) tel que :- ΩR = I,- π : H̃ −→ B(H̃) telle que π(M)A = MA pour tous M,A ∈ H̃.Posons
Ũ = π(U)et désignons par H̃k la k-ième opie de H̃ dans la haîne⊗

N∗ H̃. Alors, il est failede véri�er que Ũk = π(Uk) agit omme Ũ sur HS ⊗ H̃k et omme l'identité ailleurs.De plus, si on note Ṽk = π(Vk), alors il est lair que (Ṽk)k∈N est une suite d'élémentsde B(HS ⊗⊗
N∗ H̃) véri�ant

{
Ṽk+1 = Ũk+1Ṽk

Ṽ0 = I.
(6.2)



148Dans les deux setions suivantes, nous allons étudier la limite ontinue de lasolution de l'équation (6.2). Pour ela, nous avons besoin d'expliiter une base de
H̃. Posons

νk = 1 − β1 − β2 − ...− βk, pour tout k ∈ {1, ..., n}.Considérons la famille {X i
j, i, j ∈ {0, 1, ..., n}} telle que :- X0

0 = I,- X i
j = 1√

βi
ai

j , pour tous i 6= j,- Xk
k = diag (λ0

k, λ
1
k, ..., λ

k−1
k , λk

k, ..., λ
n
k),où

λ0
1 = λ2

1 = ... = λn
1 =

−√
β1√
ν1

, λ1
1 =

√
ν1√
β1

(6.3)et pour tout k ∈ {2, ..., n}, on a
λ0

k = λk+1
k = ... = λn

k =
−√

βk√
νk−1

√
νk
, (6.4)

λk
k =

√
νk√

νk−1

√
βk

, (6.5)
λ1

k = λ2
k = ... = λk−1

k = 0. (6.6)Alors, il est lair que la famille {X i
j, i, j ∈ {0, 1, ..., n}} forme une base orthonorméede H̃ muni du produit salaire 〈A,B〉 = Tr(ρβA

∗B). Par onséquent, la matrie de
Ũ dans ette base est donnée par (Ũ i,j

k,l)i,j,k,l∈{0,1,...,n} telle que
Ũ i,j

k,l = Tr eH(ρβ(Xk
l )∗UX i

j). (6.7)6.2 Hamiltonien d'interations répétées ave nor-malisation d'ordre √
hDans ette setion, nous allons présenter le résultat prinipal démontré dans[AtJ℄. Nous supposons que la partie interation HI(h) assoiée au modèle dériti-dessus est de la forme

HI(h) =
1√
h

n∑

i=1

(Vi ⊗ a0
i + V ∗

i ⊗ ai
0),où Vi, i = 1, ..., n, sont des opérateurs sur HS. Ainsi, l'hamiltonien H s'érit

H = HS ⊗ I + I ⊗HR +
1√
h

n∑

i=1

(Vi ⊗ a0
i + V ∗

i ⊗ ai
0).



149L'état d'équilibre thermodynamique d'une opie de la haîne ⊗
N∗ Cn+1 estdonné par

ρβ =
1

Z
e−βHR ,où Z = Tr(e−βHR). Il est lair que dans la base B, ρβ s'érit

ρβ = diag(β0, ..., βn),où
βi =

e−βγi

e−βγ0 + ... + e−βγn
.Supposons que γ0 < γi pour tout i ∈ {1, ..., n}. Ainsi, on obtient β0 > βi pourtout i = 1, ..., n. Considérons l'espae de Fok symétrique Γs(L

2(R+, C(n+1)2−1))onstruit sur l'espae de Hilbert L2(R+, C(n+1)2−1). Notons dai,j
l,k(t), i, j, k, l =

0, 1, ..., n, les bruits quantiques dé�nis sur Γs(L
2(R+, C(n+1)2−1)) par rapport à labase orthonormée {X i

j, i, j = 0, 1, ..., n}. Alors, nous énonçons le théorème suivantqui est dû à Attal et Joye (f [AtJ℄).Théorème 6.1 La solution Ṽ[t/h] de l'équation (6.2) onverge fortement, pour tout
t, vers la solution unitaire de l'équation de Langevin quantique dé�nie sur l'espae
HS ⊗ Γs(L

2(R+, C(n+1)2−1)) par
dṼt = −

[
iHS + i

n∑

k=0

βkγkI +
1

2

n∑

k=1

(β0V
∗
k Vk + βkVkV

∗
k )
]
Ṽtdt

− i

n∑

k=1

[√
βkVkṼtda

k,0
0,0(t) +

√
β0V

∗
k Ṽtda

0,k
0,0(t) (6.8)

+
√
βkV

∗
k Ṽtda

0,0
k,0(t) +

√
β0VkṼtda

0,0
0,k(t)

]
,ave la ondition intiale Ṽ0 = I.Posons

A0
k(t) =

√
β0

β0 − βk

a0,0
0,k(t) +

√
βk

β0 − βk

ak,0
0,0(t),

Ak
0(t) =

√
β0

β0 − βk

a0,k
0,0(t) +

√
βk

β0 − βk

a0,0
k,0(t) (6.9)et

Wk = −i
√
β0 − βkVk.



150Alors, grâe au regroupement donné par la relation (6.9), l'équation (6.8) s'érit
dṼt = −

[
iHS + i

n∑

k=0

βkγkI +
1

2

n∑

k=1

( β0

β0 − βk

W ∗
kWk +

βk

β0 − βk

WkW
∗
k

)]
Ṽtdt

+
n∑

k=1

(WkṼtdA
0
t (t) −W ∗

k ṼtdA
k
0(t)).Remarque 6.1 Par le regroupement donné i-dessus, l'équation de départ (6.8) quiest dé�nie sur un espae de multipliité (n+ 1)2 − 1, est simpli�ée en une équationde Langevin quantique dé�nie sur un espae de multipliité n, HS ⊗Γs(L

2(R+,C
n)).Maintenant, nous allons énoner quelques propriétés des bruits dé�nis par larelation (6.9), qui sont appelés bruits thermiques quantiques. Considérons l'espae

Φ̃ qui onsiste à doubler l'espae de Fok Γs(L
2(R+,C

n)),
Φ̃ = Γs(L

2(R+,C
n)) ⊗ Γs(L

2(R+,C
n)).Les bruits quantiques dé�nis sur la première et la deuxième opie de Γs(L

2(R+,C
n))dans Φ̃ sont respetivement identi�és aux opérateurs ai

j(t) ⊗ I qu'on note ai
j(t) et

I ⊗ ai
j(t) qu'on note bij(t). Soient

A0
i (t) =

√
β0

β0 − βi
a0

i (t) +

√
βi

β0 − βi
bi0(t),

Ai
0(t) =

√
β0

β0 − βi
ai

0(t) +

√
βi

β0 − βi
b0i (t).Au travers les opérateurs A0

i (t) et Ai
0(t), on dé�nit

a∗(f) =
n∑

i=1

∫

R+

fi(t)dA
0
i (t),

a(f) =

n∑

i=1

∫

R+

fi(t)dA
i
0(t),où f ∈ L2(R+, Cn) et fi(t) = 〈ei, f(t)〉.La proposition suivante fournit des propriétés de bruits thermiques quantiquesdé�nis i-dessus (f [AtJ℄).Proposition 6.2 On a

dAi
0(t)dA

0
i (t) =

β0

β0 − βi
dt,

dA0
i (t)dA

i
0(t) =

βi

β0 − βi
dt.



151De plus, les opérateurs a(f), a∗(g) forment une représentation de l'algèbre des CCRsur L2(R+, C
n), i.e :

[a(f), a∗(g)] = 〈f, g〉I.6.3 Hamiltonien d'interations répétées ave nor-malisation d'ordre hDans ette setion, nous supposons que l'hamiltonien d'interations répétées Hs'érit
H = HS ⊗ I + I ⊗HR +

1

h

n∑

i,j=1

Dij ⊗ ai
j ,où Dij = (Dji)

∗.Maintenant, nous allons dérire la matrie de U dans la base B. Posons
D = (Dij)1≤i,j≤n et onsidérons la matrieM = (Mij)1≤i,j≤n, oùMij = δij(HS+γiI).Notons que l'évolution unitaire U est donnée par

U = e−ihH =
∑

m≥0

(−i)m

m!
hmHm.D'autre part, dans la base B, les hamiltoniens HR et H s'érivent

HR = diag (γ0, γ1, ..., γn),

H =

(
HS + γ0I 0

0 M + 1
h
D

)
,e qui implique que

(hH)2 =

(
O(h2) 0

0 D2 +O(h)

)
.De plus, pour tout m ≥ 3, on a

(hH)m =

(
o(h2) 0

0 Dm +O(h)

)
.On obtient don

U =

(
I − ih(HS + γ0I) +O(h2) 0

0 I − ihM + (e−iD − I) +O(h)

)
, (6.10)e qui donne les oe�ients de la matrie de U dans la base B, qui sont des opéra-teurs sur HS, à des préisions O(h) et O(h2).



152Supposons que l'état d'équilibre thermodynamique à une température inverse βest donné par
ρβ =

1

Z
e−β(HR−µN),où - Z = Tr(e−β(HR−µN)),- N = diag (0, 1, ..., n) est un opérateur sur Cn+1,- µ est un salaire, appelé potentiel himique.Notons que le petit système interagit ave une opie de la haîne atomique⊗

N∗ Cn+1si et seulement si µ ≤ 0. De plus, il est lair que la matrie densité ρβ est une matriediagonale dans la base B,
ρβ = diag (β0, β1, ..., βn),où

βj =
ejµβe−βγj

e−βγ0 + eµβe−βγ1 + ...+ enµβe−βγn
, ∀j = 0, ..., n. (6.11)Maintenant, nous allons étudier la loi de densité faible du modèle dérit i-dessus. Pour ela, nous introduisons l'hypothèse prinipale qui onsiste à supposerque la durée d'interation entre le petit système et une opie de la haîne⊗

N∗ Cn+1,
h, est liée au potentiel himique µ de la manière suivante :

h2 = eβµ.Ainsi, il est lair que h tend vers 0 si et seulement si la fugaité eβµ tend vers 0, i.e :le potentiel himique tend vers −∞.Lemme 6.3 On a
β0λ

0
1 = O(h),

β0λ
0
i = o(h), pour tout i ≥ 2,

β1λ
1
1 = O(h),

βkλ
k
i = o(h), pour tous i ≥ 1, k ≥ 1 tels que (i, k) 6= (1, 1),

βkλ
k
i λ

k
j = o(h), pour tous i, j ≥ 1 tels que i 6= j,

βk(λ
k
i )

2 = o(h), pour tous i, k ≥ 1 tels que i 6= k,

lim
h→0

βk(λ
k
k)

2 = 1, pour tout k ≥ 1.Preuve: La preuve du lemme i-dessus est une onséquene immédiate des relations(6.3), (6.4), (6.5), (6.6) et (6.11). �



153Dans la suite, notons que la matrie de l'opérateur unitaire e−iD est donnée dansla base B par
e−iD = (Sk

l )1≤l,k≤n,où Sk
l , k, l ∈ {1, ..., n} sont des opérateurs sur HS.Maintenant, nous prouvons le résultat suivant.Théorème 6.4 La solution Ṽ[t/h] de (6.2) onverge fortement, quand h tend vers0, vers la solution unitaire de l'équation de Langevin quantique

dṼt = − i(HS + γ0I)Ṽtdt

+

N∑

j,k=1

(Sj
k − δjkI)Ṽt

( n∑

i=1

dai,j
i,k(t)

)
, (6.12)ave la ondition initiale Ṽ0 = I.Preuve: D'après la relation (6.7), on a

Ũ0,0
0,0 = Tr eH(ρβU).Ainsi, grâe à la relation (6.10), on obtient

Ũ0,0
0,0 = β0(I − ihHS + γ0hI) + β1(I − ihHS)

+ β2(I − ihHS) + ...+ βn(I − ihHS) +O(h2).Cela implique
Ũ0,0

0,0 = I − ih(HS + β0γ0I) + o(h). (6.13)Maintenant, pour tous i, j ∈ {0, 1, ..., n} tels que (i, j) 6= (0, 0) et i 6= j, on a
Ũ i,j

0,0 = Tr eH(ρβUX
i
j)

=
1√
βi

〈ei, ρβUej〉

=
√
βi〈ei, Uej〉.Par onséquent, on obtient deux as :- Si i = 0 ou j = 0, alors on a

Ũ i,0
0,0 = Ũ0,j

0,0 = 0. (6.14)- Si i 6= 0 et j 6= 0, alors on obtient
Ũ i,j

0,0 =

{
O(h) si i = 1
o(h) si i 6= 1.

(6.15)



154De manière analogue, on prouve que
Ũ0,0

0,l = Ũ0,0
k,0 = 0, ∀k, l ∈ {1, ..., n}. (6.16)et que pour tous k, l ∈ {1, ..., n} tels que k 6= l, on a

Ũ0,0
k,l =

{
O(h) si k = 1
o(h) si k 6= 1.

(6.17)Notons maintenant que pour tous i 6= j, k 6= l et pour tous i, j, k, l ∈ {1, ..., n},on a
Ũ i,j

k,l = δik〈el, Uej〉.Ainsi, on obtient
Ũ i,j

k,l = 0, ∀i 6= k. (6.18)De plus, on a
Ũ i,j

i,l = 〈el, Uej〉 = Sj
l +O(h). (6.19)Pour tout i ∈ {1, ..., n}, le oe�ient Ũ i,i

0,0 est donné par
Ũ i,i

0,0 = Tr eH(ρβUX
i
i )

=
∑

j

βjλ
j
i 〈ej , Uej〉.Notons que d'après le lemme 6.3, on a β0λ

0
1 = O(h), β1λ

1
1 = O(h), β0λ

0
i =

o(h), ∀i ≥ 2 et βjλ
j
i = o(h), pour tous i ≥ 1, j ≥ 1 tels que (i, j) 6= (1, 1). Ainsi, onobtient

Ũ i,i
0,0 =

{
O(h) si i = 1
o(h) si i ≥ 2.

(6.20)De la même manière, on prouve que
Ũ0,0

k,k =

{
O(h) si k = 1
o(h) si k ≥ 2.

(6.21)Maintenant, pour tous i, k, l ∈ {1, ..., n} tels que k 6= l, on a
Ũ i,i

k,l = Tr eH(ρβ(Xk
l )∗UX i

i )

=
∑

j

βj√
βk

λj
iδkj〈el, Uej〉

=
√
βkλ

k
i 〈el, Uek〉.



155Comme on a √
βkλ

k
i = o(h) pour tous i, k, l ∈ {1, ..., n} tels que i 6= k, on obtient

Ũ i,i
k,l = o(h), ∀ i 6= k. (6.22)De plus, on a

Ũ i,i
i,l =

√
νk√
νk−1

Si
l +O(h). (6.23)De manière analogue, on montre que pour tous i, j, k ∈ {1, ..., n} tels que i 6= j,

Ũ i,j
k,k = o(h), ∀i 6= k (6.24)et

Ũ i,j
i,i =

√
νk√
νk−1

Sj
i +O(h). (6.25)Soient i, k ∈ {1, ..., n}. Alors, on a

Ũ i,i
k,k = Tr eH(ρβX

k
kUX

i
i )

=

n∑

j=0

βjλ
j
kλ

j
i 〈ej , Uej〉

=
n∑

j=1

βjλ
j
kλ

j
i (S

j
j − I) +

n∑

j=1

βjλ
j
kλ

j
i I + β0λ

0
kλ

0
i I + o(h).Notons qu'on a

〈X i
i , X

k
k 〉 =

n∑

j=0

βjλ
j
kλ

j
i = δik.Cela implique

Ũ i,i
k,k = δikI +

n∑

j=1

βjλ
j
kλ

j
i (S

j
j − I) + o(h).Ainsi, on obtient

Ũ i,i
k,k = o(h), ∀ i 6= k (6.26)et

Ũ i,i
i,i = I + βi(λ

i
i)

2(Si
i − I) + o(h). (6.27)Maintenant, a�n d'appliquer le théorème 1.49, nous allons aluler les limitessuivantes

s− lim
h→0

Ũ i,j
k,l − δ(i,j),(k,l)I

hεi,j
k,l

,où ε0,0
0,0 = 1, ε0,0

k,l = εi,j
0,0 = 1/2 et εi,j

k,l = 0.



156Notons que d'après (6.14), (6.16) et (6.18), on a Ũ i,0
0,0 = Ũ0,j

0,0 = 0 pour tous
i, j ∈ {1, ..., n} et Ũ i,j

k,l = 0 pour tous i, j, k, l ∈ {1, ..., n} tels que i 6= k. De plus, leségalités (6.15), (6.17), (6.20) et (6.21) impliquent que pour tous i, j, k, l ∈ {1, ..., n}

lim
h→0

Ũ0,0
k,l√
h

= lim
h→0

Ũ i,j
0,0√
h

= 0.En utilisant les relations (6.19), (6.23) et (6.25), on obtient
lim
h→0

Ũ i,j
i,l = Sj

l ,pour tous i, j, l ∈ {1, ..., n} tels que j 6= l. De plus, en tenant ompte des relations(6.22), (6.24) et (6.26), on a pour tous i, j, k, l ∈ {1, ..., n} tels que i 6= k

lim
h→0

Ũ i,i
k,l = lim

h→0
Ũ i,j

k,l = lim
h→0

Ũ i,i
k,k = 0.L'égalité (6.13) implique

lim
h→0

Ũ0,0
0,0 − I

h
= −i(HS + γ0I).Finalement d'après les relations (6.19) et (6.27), on a

lim
h→0

(Ũ i,j
i,j − I) = Sj

j − I, ∀i, j ∈ {1, ..., n}.Par onséquent, d'après le théorème 1.49, la solution de l'équation (6.2) onvergefortement vers la solution unitaire de l'équation di�érentielle
dṼt = −i(HS + γ0I) Ṽtdt

+

n∑

j, k = 1
j 6= k

Sj
kṼt

n∑

i=1

dai,j
i,k(t)

+
n∑

j=1

(Sj
j − I) Ṽt

n∑

i=1

dai,j
i,j(t)

= −i(HS + γ0I) Ṽtdt

+

n∑

j,k

(Sj
k − δj,kI)Ṽt

n∑

i=1

dai,j
i,k(t),ave la ondition initiale Ṽ0 = I, e qui prouve notre théorème. �



157Remarque 6.2 Si on pose
dAj

k(t) =

n∑

i=1

dai,j
i,k(t),alors il est faile de véri�er que l'équation (6.12) peut être interpretée omme uneéquation de Langevin quantique dé�nie sur HS ⊗ Γs(L

2(R+,C
n2

)). Ainsi, sur etespae, l'équation (6.12) s'érit
dṼt = −i(HS + γ0I) Ṽtdt

+
n∑

j,k

(Sj
k − δjkI)ṼtdA

j
k(t).De plus, les bruits quantiques dAj

k(t), j, k ≥ 1 satisfont la table d'Ito. En e�et
dAj

k(t)dA
m
l (t) =

( n∑

i=1

dai,j
i,k(t)

)( n∑

i=1

dai,m
i,l (t)

)

=
n∑

i1,i2=1

dai1,j
i1,k(t)da

i2,m
i2,l (t)

=

n∑

i1,i2=1

δ(i1,j),(i2,l)da
i2,m
i1,k (t)

= δjl

n∑

i=1

dai,m
i,k (t)

= δjldA
m
k (t).
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RésuméEn méanique statistique quantique, un système quantique ouvert représente un petitsystème de degré �ni de liberté en interation ave un système extérieur très grand.Pour dérire ette interation, les physiiens et les mathématiiens utilisent souventdeux approhes : l'approhe markovienne et l'approhe hamiltonienne.Nous omparons systématiquement les approhes hamiltonienne et markovienne dansles as des modèles de spin-boson et de Pauli-Fierz. Ensuite, nous présentons un modèlelindbladien pour une haîne de N spins ouplée à des bains thermiques. Puis, nous étudionsle lien entre les interations quantiques répétées et la loi de densité faible. Finalement,nous étudions les propriétés des équations d'évolutions disrètes assoiées aux modèlesd'interations répétées, qui sont dirigées par des bruits disrets lassiques.


