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gnétisme et Radar de l’ONERA en collaboration avec l’Equipe Traitement des Images et du
Signal de l’ENSEA, je tiens avant tout à saluer toutes les personnes de ces deux équipes qui
m’ont toujours soutenue tout au long de ce travail. Au-delà de simples remerciements, je leur
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thèse, qui pour moi s’est révélée être une belle aventure. Les moments de doute mais aussi de joie
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C.4.4.1 Vecteurs Gaussiens réels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

C.4.4.2 Vecteurs Gaussiens complexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
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T Opérateur de tranposition
Im Matrice identité de taille m × m
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Asymptotique (pour le BORD et le BORD Asymptotique). . . . . . . . . . . . . 138
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Introduction

Les radars sont conçus pour détecter la présence d’objets d’intérêt noyés dans un bruit
aléatoire ambiant. Ce bruit perturbe la qualité de détection et provient généralement de l’élec-
tronique du radar (bruit thermique), modélisé à juste titre comme du bruit Gaussien blanc. Dans
certains cas, le radar doit faire face à l’environnement situé tout autour de l’objet à détecter :
c’est le cas des radars terrestres de surveillance qui scrutent l’horizon du sol. Ceux-ci sont alors
perturbés par les échos indésirables des réflecteurs constituant le sol, le sursol ou encore la mer.
Ces signaux parasites sont généralement assimilés à du bruit aléatoire se superposant au bruit
thermique, et constituent ce que l’on nomme le fouillis. Dans le cas où ce fouillis s’apparente
à du bruit Gaussien, les détecteurs conventionnels, construits sur cette hypothèse Gaussienne,
permettent alors une détection optimale.
Dans de nombreuses situations, la statistique du fouillis ne s’apparente plus à une Gaussienne.
Ce phénomène se produit, par exemple, lorsqu’un radar à fort pouvoir de résolution est utilisé,
ou bien que l’angle de visée du radar est faible. Dans ces cas-là, le signal reçu provenant de
chaque cellule d’analyse se compose d’un nombre trop faible de composantes pour les assimiler à
une statistique Gaussienne. Ce phénomène est également constaté lorque la puissance du fouillis
est aléatoire, ce qui nécessite de considérer le processus de fouillis comme Gaussien composé.
Une bonne description de ce phénomène est donnée dans [Jake76] pour des échos de fouillis de
mer. Dans chacune de ces situations l’hypothèse Gaussienne n’est pas validée et le caractère im-
pulsionnel des signaux de fouillis non-Gaussien engendre une augmentation du taux de fausses
alarmes, c’est à dire de fausses détections. Pour remédier à ce problème, le radar doit alors
adapter son seuil de détection pour réduire ce niveau de fausses alarmes, mais les performances
de détection sont par conséquent fortement dégradées.

De nombreux auteurs se sont intéressés au comportement de ces détecteurs classiques en pré-
sence de fouillis non-Gaussien. Les méthodes proposées ont principalement pour but de maintenir
un Taux de Fausses Alarmes Constant tout au long du traitement (procédure TFAC ou CFAR
- Constant False Alarm Rate - en anglais), en adaptant automatiquement le calcul du seuil de
détection à la variation locale du fouillis. Ces diverses techniques TFAC, issues d’un traitement
non-cohérent sur les données radar, sont pour la plupart adaptatives. Cependant, la stratégie de
détection initiale ayant été obtenue sous une hypothèse Gaussienne, l’optimalité des traitements
n’est pas atteinte.

La recherche de méthodes visant à déterminer une stratégie optimale de détection a été
initiée par les travaux de A. Farina et al. [Fari85], portant, pour la première fois, sur le pro-
blème de l’élimination du fouillis non-Gaussien par des traitements cohérents. Les échos du radar
sont considérés comme des processus complexes et toutes les informations contenues dans les
composantes en quadrature du radar sont alors conservées. A partir d’une modélisation réaliste
de l’environnement par des processus complexes non-Gaussiens comme les SIRP (Spherically
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Invariant Random Process), A. Farina ainsi que d’autres auteurs ont développé des stratégies
optimales de détection cohérente pour des environnements de statistique donnée. Il est ainsi
possible de construire les détecteurs optimaux pour du fouillis K-distribué, Weibull, Laplace,
Student-t, Cauchy, Rice, χ, Rayleigh généralisé, et même de prendre en compte le bruit ther-
mique Gaussien qui s’ajoute à ces perturbations.

L’utilisation des modèles SIRP a été justifiée lors de campagnes de mesures de fouillis (de
sol ou de mer), réalisées par des organismes tel le MIT (Massachussets Institute of Techno-
logy), l’ONERA (Office National d’Etudes et Recherches Aérospatiales) ou encore par [Trun70,
Gold76, Ward81, Watt85, Cont87, Cont91, Pent92, Gini00c]. Ces modèles se sont révélés être
en adéquation avec les mesures de fouillis, ce qui permet de construire des détecteurs adaptés à
leur statistique. Cependant, les stratégies optimales de détection, obtenues après modélisation
de l’environnement par les SIRP, sont basées sur une parfaite connaissance a priori de sa statis-
tique, et les détecteurs ne sont alors optimaux que si l’environnement suit le modèle choisi.

Ce travail a pour objectif de mieux caractériser l’environnement du radar, afin de trouver une
stratégie de détection adaptée à tous les types de fouillis. Le détecteur n’est alors plus dépen-
dant du choix du modèle d’environnement et peut s’utiliser dans toutes les situations. Pour ce
faire, l’approche adoptée, tout au long de ce document, consiste à supposer que l’environnement
est modélisé par un processus SIRP. Les SIRP sont des processus aléatoires dits ”composés”,
interprétés comme le produit de deux composantes aléatoires appelées speckle et texture. Le
speckle, dont le terme a été introduit par la communauté du SAR (Synthetic Aperture Radar),
est représenté par un processus Gaussien complexe circulaire multidimensionnel, caractéristique
des propriétés de ”cohérence” du radar. La texture, interprétée comme la variance du processus
Gaussien, est une variable aléatoire positive dont la densité de probabilité caractérise spatiale-
ment les variations locales de la puissance du fouillis. Un grand nombre de lois s’obtiennent par
cette modélisation, comme par exemple la K-distribution ou la loi de Weibull, représentatives
de la statistique de fouillis de mer ou de terre.

Un premier travail consiste à estimer, à partir de données de référence, la loi de la texture
du SIRP. Pour ce faire, j’ai utilisé deux méthodes différentes : une estimation ”paramétrique”,
découlant d’une approximation de Padé de la fonction génératrice de moments de la loi de la
texture, et un estimateur Bayésien de la loi de la texture. Pour chacune de ces méthodes, une
expression générale de la loi du processus SIRP peut être déterminée, et deux stratégies de détec-
tion sont alors mises en place : le PEOD (Padé Estimated Optimum Detector) et le BORD (pour
Bayesian Optimum Radar Detector). Ces deux stratégies optimales de détection s’adaptent au-
tomatiquement à l’environnement et sont valables quelle que soit la statistique des données.

Le travail s’articule autour de quatre chapitres, au fil desquels chaque point de la démarche
employée est détaillée. Après un bref rappel des principes de la théorie de la détection, le cha-
pitre 1 présente un état de l’art sur la détection radar. L’expression du détecteur classique,
communément appelé le filtre adapté, est rappelée. Les diverses méthodes d’optimisation de ce
détecteur sont ensuite explicitées, lorsque son optimalité est mise en défaut par la statistique
non-Gaussienne de l’environnement. Ces méthodes, dites TFAC, sont définies à partir du critère
utilisé pour l’estimation de la puissance locale du fouillis, réalisée sur un petit nombre de données
de référence. Le seuil de détection s’adapte ainsi localement aux variations du fouillis et le taux
de fausses alarmes peut être respecté. Enfin, les stratégies optimales de détection, qui ont été
obtenues pour un environnement donné et modélisé par un SIRP, sont décrites. Contrairement

2



aux méthodes TFAC, cette approche garantit l’optimalité des détecteurs dans leur environne-
ment désigné, et augmente très nettement le pouvoir de détection d’un radar.

Dans le chapitre 2, une synthèse des résultats théoriques relatifs aux processus SIRP est réa-
lisée. Parmi ces résultats figurent le théorème de représentation de K.Yao, le lemme d’invariance
par transformation linéaire et des théorèmes permettant la caractérisation de tels processus. Les
expressions de plusieurs lois jointes de vecteurs non-Gaussiens, issus de la famille des SIRP, sont
ensuite données, puis utilisées dans le cadre de la détection. L’expression du rapport de vrai-
semblance généralisé est explicité dans ce cas là, et les stratégies de détection optimales, dont
certaines sont décrites au chapitre 1, sont obtenues pour chaque loi de vecteur issu d’un SIRP.

Le chapitre 3 s’inscrit dans la continuité des deux premiers chapitres et constitue l’apport
original de ma thèse en détection radar. Deux nouvelles stratégies de détection optimales sont
obtenues, valables quelle que soit la statistique de l’environnement : après une analyse bayésienne
du modèle des SIRP, la densité de probabilité de la texture du fouillis est estimée à partir de
données de référence. Les densités estimées admettent des expressions analytiques pour chaque
méthode utilisée et permettent d’obtenir ces deux nouvelles structures de détecteurs. La pre-
mière, nommée PEOD (Padé Estimated Optimum Detector, [Jay00a, Jay01]), découle d’une
approximation de Padé de la fonction génératrice de moments de la texture. Sa densité de pro-
babilité est ensuite obtenue par inversion de la transformée de Laplace usuelle, et s’exprime
sous la forme d’une somme d’exponentielles complexes décroissantes ([Jay98, Jay99a, Jay99b,
Ovar99, Jay00b]) . Les performances du PEOD, évaluées dans différents types d’environnements,
sont comparées aux performances des détecteurs optimaux.

La deuxième stratégie de détection, nommée BORD (Bayesian Optimum Radar Detector,
[Jay02a, Jay02b]), découle d’une estimation bayésienne de la loi de la texture. Un prior non-
informatif est utilisé sur les données de référence et la densité estimée de la texture s’interprète
comme une mixture de lois inverse Gamma, dont les paramètres dépendent des références et
de leurs caractéristiques. L’expression du BORD dépend des mêmes paramètres et s’exprime
comme le rapport de deux sommes, fonctions des références et des observations.

Il conserve structurellement la propriété TFAC par rapport à la loi de la texture, ce qui
signifie, que quelle que soit la statistique du SIRP, la loi du BORD reste inchangée.
D’après son expression, une analyse asymptotique est réalisée. Lorsque le nombre de données
de référence devient grand, le BORD converge en loi vers un autre détecteur, appelé le BORD
Asymptotique. Ce dernier cöıncide avec l’expression de détecteurs déjà connus, obtenus soit sous
l’hypothèse Gausienne, soit en estimant la variable de texture au sens du maximum de vraisem-
blance. Ce détecteur vérifie également la propriété TFAC par rapport à la loi de la texture, et
peut donc s’exprimer en fonction du speckle Gaussien qui compose le SIRP. La loi du BORD
Asympotique est alors obtenue en utilisant un théorème sur la loi et l’indépendance des formes
quadratiques de vecteurs Gaussiens, le théorème de Cochran. Des analyses de performances de
détection du BORD et de sa version Asymptotique sont réalisées pour tester leur optimalité
ainsi que leur propriété TFAC.

Le chapitre 4 est consacré à la validation des résultats de simulation de plusieurs détecteurs
sur des données expérimentales. Elles représentent des données de fouillis de sol, enregistrées
par un radar opérationnel de THALÉS TAD (Thalès Air Defence) à faible incidence. L’étude se
concentre principalement sur l’analyse des performances du BORD et du BORD Asymptotique,
comparées à celles du détecteur classique (l’OGD - Optimum Gaussian Detector) et du détecteur
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optimal pour une K-distribution (l’OKD - Optimum K Detector).

Enfin, nous concluons ce travail en essayant de dégager les points importants du travail et
les perspectives à envisager.
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Chapitre 1

État de l’art

Ce chapitre fait état des résultats principaux concernant la détection radar en environnement
non-Gaussien. Les éléments essentiels de la théorie de la détection radar sont d’abord rappelés,
puis une synthèse des résultats est effectuée. Dans un premier temps, les différentes techniques
d’optimisation du détecteur classique sont présentées, suivies d’une synthèse des résultats déjà
obtenus en détection cohérente après modélisation du non-Gaussien par les SIRP.

1.1 Théorie de la détection radar

Le schéma classiquement utilisé en détection radar est le suivant :

y = ζ s + b (1.1)

H0 : ζ = 0 (1.2)

H1 : ζ 6= 0 (1.3)

Sous l’hypothèse H0, le signal complexe y reçu par le radar est supposé ne contenir que les
échos indésirables et nuisibles à une bonne détection, provenant des réflexions sur les différents
éléments de l’environnement. Ces parasites sont supposés admettre une certaine densité de pro-
babilité , notée py(y/H0) = pb(y/H0).
Sous l’hypothèse H1, le signal reçu y est supposé contenir le signal s provenant des échos de la
cible et noyé parmi les mêmes échos parasites que sous H0. Sa densité de probabilité est alors
notée py(y/H1).

Dans la suite du document, seules les hypothèses H0 et H1 seront utilisées pour représenter
la présence ou l’absence du signal cible. Le paramètre ζ nous permet juste de décrire le signal
reçu par le radar dans l’espace des paramètres d’intérêt.

L’objectif de la détection est de déterminer laquelle des deux hypothèses est la plus vraisem-
blable, tout en minimisant les erreurs possibles. Ces erreurs sont de la forme :

- Décider H0 alors que H1 est vraie. Dans ce cas, on parle de non-détection, avec la proba-
bilité Pnd = p(H0/H1) = 1 − p(H1/H1) = 1 − Pd,

- Décider H1 alors que H0 est vraie. Dans ce cas, on parle de fausse alarme, avec la proba-
bilité Pfa = p(H1/H0).
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Dans la pratique, il est très difficile de s’affranchir totalement de ces erreurs, à moins de
connâıtre parfaitement la statistique de l’environnement du radar ainsi que la nature de la cible
à détecter.

Un bon compromis est donné par le critère de Neymann-Pearson qui vise à maximiser la
probabilité de détection Pd (décider H1 lorsque H1 est vraie) pour un taux de fausses alarmes
Pfa = α fixé (dans la pratique, le plus faible possible). Il est montré que le test du rapport de
vraisemblance (RV), donné par :

Λ(y) =
p(y/H1)

p(y/H0)

H1
>
<
H0

η, (1.4)

est alors le test optimal pour le critère de Neymann-Pearson. Cela s’obtient facilement ([Kay98])
par la méthode des multiplicateurs de Lagrange en maximisant la fonction L = Pd +λ (Pfa−α).

Dans ce test, η, le seuil de détection, est déterminé pour avoir Pfa = α fixée, et se calcule en
résolvant l’une des deux équations suivantes :

Pfa = IP(Λ(y;H0) > η) = α (1.5)

Pfa =

∫

D0

p(y/H0)dy, (1.6)

où D0 est l’ensemble des y contenus dans le domaine de décision de l’hypothèse H0. Il est souvent
difficile d’obtenir une expression analytique de ces équations, et le calcul de η s’effectue soit en
résolvant numériquement (1.5) ou (1.6), soit par Monte-Carlo.
Une fois le seuil de détection déterminé, le calcul de Pd peut s’effectuer de deux manières diffé-
rentes :

Pd = IP(Λ(y;H1) > η) (1.7)

Pd =

∫

D1

p(y/H1)dy, (1.8)

où D1 est l’ensemble des y contenus dans le domaine de décision de l’hypothèse H1. Comme pour
le calcul du seuil de détection à Pfa fixée, il est très rare d’obtenir une expression analytique de
Pd.

L’expression du RV donné par (1.4) suppose que le signal ”cible” s est déterministe et connu,
ce qui n’a lieu d’être que dans une minorité de cas pratiques. Lorsque le signal ”cible”, toujours
supposé déterministe, est inconnu, le rapport de vraisemblance généralisé (RVG) est alors mis en
place. Sa qualification généralisé provient du fait que les paramètres d’intérêt du signal ”cible”
ont été estimés au sens du maximum de vraisemblance (MV) et que ces estimées ont remplacé
les vrais paramètres dans l’expression (1.4) du RV.
L’ensemble θ des paramètres d’intérêt du signal ”cible” est constitué, en général, de l’amplitude
complexe A du signal, de la fréquence Doppler fD de la cible (indicatrice de la vitesse de la
cible), du retard τ du signal (indicateur de la distance de la cible) et de la direction de visée du
radar. Le RV devient alors une fonction de θ et se note Λ(y, θ). De même, en écrivant le signal
s comme une fonction de ses paramètres (s = f(θ)), l’estimation de θ, au sens du MV s’écrit :

θ̂ = argmax
θ

Λ(y, θ) = argmax
θ

p(y − f(θ)/H0), (1.9)
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qui se résout difficilement dans son intégralité [Alte79].

Dans la suite, le signal ”cible” s est noté s = Ap, où p est le ”steering vector” désigné par les
tests, comprenant les valeurs estimées des paramètres autres que l’amplitude A. Le RVG s’écrit
donc :

Λ(y, Âmv) =
p(y, Âmv/H1)

p(y/H0)

H1
>
<
H0

η (1.10)

Il n’existe pas d’expression générale pour les estimations au sens du MV. Elles dépendent de
la forme de la vraisemblance des données, dictée par la loi du vecteur y sous l’hypothèse H1.

Par exemple, si le vecteur b est un vecteur Gaussien complexe, centré, de matrice de cova-
riance 2M, le logarithme du rapport de vraisemblance (RV), donné en (1.4), s’écrit en fonction
de A comme suit :

log(Λ(y, A)) =
1

2

(
Ay† M−1 p + A∗ p† M−1 y − |A|2 p† M−1 p

)H1
>
<
H0

log(η), (1.11)

où † désigne le transposé conjugué, et ∗ le conjugué.

La résolution de (1.9) en A s’effectue alors en maximisant (1.11) sur A, ce qui revient à trouver
les zéros de sa dérivée. On rappelle, que pour un nombre complexe z = x + j y, les dérivées de
toute fonction f(x, y) par rapport à z et à son conjugué z̄ s’écrivent (voir par exemple [Dolb90]) :

∂

∂z
f(x, y) =

1

2

(
∂

∂x
f(x, y) − j

∂

∂y
f(x, y)

)
(1.12)

∂

∂z̄
f(x, y) =

1

2

(
∂

∂x
f(x, y) + j

∂

∂y
f(x, y)

)
(1.13)

On obtient alors :

d

d A
[log(Λ(y, A))] =

1

2

(
y† M−1 p − A∗ p† M−1 p

)
, (1.14)

et l’estimation de A au sens du MV admet pour expression :

Âmv =

(
y† M−1 p

p† M−1 p

)∗
=

p† M−1 y

p† M−1 p
. (1.15)

Il suffit de remplacer cette expression dans (1.10) pour obtenir l’expression du RVG dans le
cas d’un bruit complexe Gaussien.

1.2 Le détecteur classique et l’Optimum Gaussian Detector (OGD)

Les premiers résultats obtenus étaient basés sur une hypothèse de bruit Gaussien. Cette
hypothèse était vérifiée de par la conception des systèmes radar et simplifiait considérablement
l’ensemble des calculs. En effet, le bruit est alors complètement déterminé par ses propriétés du
second ordre, sa covariance, et dans le cas stationnaire, par sa fonction de corrélation. Le test
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optimal découlant du RV cöıncide dans ce cas-là avec le filtre adapté classique.
Pour une observation y et un signal cible connu, le détecteur classique s’écrit :

ℜ(y s∗)
H1
>
<
H0

σ2 ln(η) +
|s|2
2

(1.16)

où σ2 est la puissance du bruit Gaussien et ℜ désigne la partie réelle. Lorsque l’amplitude a du
signal s = a q est estimée au sens du MV , le filtre adapté est suivi d’une étape quadratique, ce
qui donne :

|y q∗|2
H1
>
<
H0

2σ2 ln(η)|q|2 (1.17)

Le calcul du seuil de détection est alors donné par :

η =
√
−2σ2 log(Pfa), (1.18)

Dans le cas où un traitement cohérent est effectué, le signal observé est un vecteur complexe.
Le bruit Gaussien est alors déterminé par sa matrice de covariance M normalisée par sa puissance
2σ2. Le détecteur, appelé OGD, se comporte toujours comme un filtre adapté, suivi d’une étape
quadratique si l’amplitude du signal est estimée au sens du MV. Les deux expressions deviennent
alors :

ℜ(y† M−1 s)
H1
>
<
H0

σ2 ln(η) +
s†M−1 s

2
(1.19)

et :

|y† M−1 p|2
H1
>
<
H0

2σ2 ln(η)p†M−1 p. (1.20)

Une forme bien connue et bien particulière du RVG est donnée par E.J. Kelly dans [Kell86].
Ce dernier suppose observer K+1 vecteurs de taille m sous chacune des hypothèses, composés de
K vecteurs de bruit adjacents à la cellule d’observation. Sous l’hypothèse H0, les K +1 vecteurs
ne comportent donc que du bruit Gaussien, alors que sous H1, seuls K vecteurs ne représentent
que du bruit. Les lois jointes des K +1 vecteurs sous chaque hypothèse s’expriment alors comme
le produit des K + 1 densités Gaussiennes multivariées de chacun des vecteurs, en distinguant
l’observation des K références. Dans un premier temps, la matrice de covariance M des données
est remplacée, sous chacune des hypothèses, par son estimée au sens du MV M̂, puis l’amplitude
inconnue de la cible est remplacée à son tour par son estimée au sens du MV, qui cöıncide avec
(1.15).
Le RVG de Kelly s’écrit alors :

|p† M̂
−1

y|2
H1
>
<
H0

λp†M̂
−1

p

[
1 +

1

K
y†M̂

−1
y

]
, (1.21)

où λ = K (1 − η−1/(K+1)), et où M̂ est donnée par M̂ = K−1
K∑

k=1

yk y†
k.

Si l’on compare (1.21) à (1.20), la différence majeure résulte en la présence du terme additionnel

K−1 y†M̂
−1

y. Cette différence peut s’interpréter comme une mesure de l’erreur commise lors
de l’estimation de la matrice de covariance à partir des K vecteurs de référence. En particulier,
lorsque K devient grand (K → ∞), ce terme tend vers 0, M̂ tend vers sa vraie valeur M et le
RVG de Kelly tend alors vers le filtre adapté (1.20).
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1.3. Techniques d’optimisation du détecteur classique en environnement non-Gaussien

Les performances du détecteur classique sont évidemment optimales en environnement Gaus-
sien. Cependant, de nombreux résultats expérimentaux [Trun70, Gold76, Schl76, Jake80, Ward81,
Jao84, Watt85, Cont87, Cont91, Bill93, Ovar98, Shni99, Gini00c, Bill02] ont montré que les
bruits parasites réels ne sont ni Gaussiens ni stationnaires, notamment lorsqu’il s’agit de fouillis
de mer ou de terre, éclairé à faible incidence par les systèmes radar actuels. Dans ces environne-
ments impulsionnels, les performances du détecteur classique sont dégradées et le taux de fausses
alarmes augmente considérablement.

A la suite de ces constatations, deux axes de recherche ont été explorés : l’objectif du premier
est d’optimiser le détecteur classique par des techniques de mise en œuvre adaptatives. Cela a
pour effet d’adapter le seuil de détection à la puissance réelle du fouillis et de conserver ainsi un
taux de fausses alarmes constant tout au long du traitement. Le deuxième axe de recherche porte
plutôt sur la modélisation de l’environnement non-Gaussien et la mise en place de structures de
détecteurs adaptés à la statistique de celui-ci.

1.3 Techniques d’optimisation du détecteur classique en envi-
ronnement non-Gaussien

Pour mettre en place le détecteur classique, il est nécessaire de calculer la puissance du
bruit et éventuellement sa matrice de covariance dans le cas de traitements cohérents, pour
déterminer la valeur du seuil de détection. Lorsque la statistique du bruit est connue, ces pa-
ramètres peuvent être calculés de manière optimale, ou tout du moins s’approcher de leurs
valeurs théoriques, en utilisant par exemple la méthode des moments pour la puissance [Schl76,
Watt87, Cont91, Anas95, Anas99, Shni99], ou les statistiques d’ordre supérieur pour la corréla-
tion [Sadl94, Gini97b].

Dans le but majeur de conserver un taux de fausses alarmes constant tout au long du traite-
ment non-cohérent, des techniques appelées TFAC (Taux de Fausse Alarme Constant ou CFAR
en anglais) ont été conçues.

La technique du TFAC à moyennage de cellules (ou Cell-Averaging-CFAR en anglais), est
la plus répandue [Watt85, Watt87, Ragh95, Shni95, Watt96, Bark99]. Le seuil de détection
est calculé ”par blocs”, c’est-à-dire d’après la puissance moyenne d’une ”fenêtre” constituée de
quelques cellules de fouillis, adjacentes à la cellule testée. La fenêtre est ainsi déplacée sur toutes
les cellules, ce qui a pour but d’adapter le seuil de détection à la puissance locale du fouillis.
Cette procédure est optimale dans des environnements de fouillis Gaussien homogène, et lorsque
la taille de la fenêtre augmente, les performances du CA-CFAR tendent vers les performances
du détecteur classique à seuil fixe, calculé sur l’ensemble des cellules de référence bruit. Une
comparaison des deux approches (seuil fixe, seuil adaptatif) est par exemple effectuée dans
[Watt85] pour un environnement K-distribué. Dans le cas où cet environnement est corrélé, l’au-
teur montre que les fluctuations locales sont mieux appréhendées par un calcul adaptatif du
seuil. Cependant, cette technique souffre d’une augmentation de la probabilité de fausse alarme
lors des transitions du fouillis dans des environnements non-homogènes.

De nombreuses variantes à ce détecteur ont été proposées. Les deux plus proches sont le
Greatest-Of-CFAR (ou GO-CFAR) et le Smallest-Of-CFAR (ou SO-CFAR), qui utilisent plu-
sieurs fenêtres glissantes, pour déterminer non pas la moyenne des puissances, mais respective-
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ment la plus grande et la plus petite des valeurs. Dans le cas où deux fenêtres sont utilisées, elles
constituent par exemple les cellules précédant et succédant la cellule testée. Le GO-CFAR offre
de meilleures performances de détection que le CA-CFAR en présence de fouillis présentant des
ruptures alors que ses performances se dégradent en environnement homogène. Par opposition
au GO-CFAR, le SO-CFAR permet une meilleure discrimination en présence de cibles multiples,
alors que ses performances se dégradent en environnement présentant des ruptures.

Les techniques, dites de ”censoring”, procèdent à une sélection de quelques cellules pour
déterminer la valeur du seuil. Par exemple, l’Order-Statistic-CFAR (ou OS-CFAR, [Gand88])
ordonne, dans la fenêtre, les cellules de référence d’après leur puissance, et leur attribue un
”rang”, dont le plus grand est noté M . Le seuil de détection est ensuite calculé d’après la sta-
tistique d’ordre d’un rang préselectionné. Ce détecteur est plus robuste que le CA-CFAR en
environnement non-homogène et en situations multi-cibles. Ses pertes TFAC sont minimisées
lorsque la plus grande valeur M est utilisée. Il en existe une version adaptative, le AOS-CFAR,
[Gand89]), qui fonctionne comme le OS-CFAR à un test supplémentaire d’hypothèses près, utilisé
afin de déterminer la présence de rupture dans les cellules de référence. De même, le Selection-
Estimation-CFAR (ou SE-CFAR), présenté dans [Visw92], est lui aussi adaptatif et présente de
meilleures performances que le OS-CFAR aux transitions du fouillis.

Une autre technique proche du OS-CFAR est appelée Trimmed-Mean-CFAR (TM-CFAR,
[Gand88]). Les cellules sont ordonnées selon leurs puissances croissantes et un certain nombre
(prédéfini à l’avance) des plus grandes valeurs est éliminé pour ensuite procéder comme un CA-
CFAR. Cette procédure est robuste en situation multi-cibles et en environnement de fouillis
impulsionnel, très similairement à l’OS-CFAR.

La difficulté à trouver un traitement qui s’accommode de toutes les variétés d’environnements
rencontrées dans la pratique, mène au développement de procédures composées. Ainsi, R.Rifkin,
[Rifk94], combine le OS-CFAR et le GO-CFAR pour évaluer les performances de la procédure
dans du fouillis de Weibull.

Dans [Smit00], les CA, SO et GO-CFAR sont combinées pour donner le VI-CFAR (Variabi-
lity Index-CFAR). Cette procédure détermine un indice de variabilité (VI) des données et classe
les cellules selon l’homogénéité du fouillis. Cela permet de conserver les performances TFAC en
environnement homogène (par exemple en environnement Gaussien) et de garantir une bonne
robustesse du détecteur en environnement non homogène, incluant éventuellement la détection
de cibles multiples.

Une autre procédure, le GOS-CFAR (Generalized OS-CFAR), combine le OS-CFAR avec le
TM-CFAR, [Kim95]. En fait, le calcul d’un certain coefficient détermine l’utilisation de l’une ou
l’autre des procédures.
Dans [Nagl95], les auteurs étudient les performances du détecteur LCOS-CFAR (Linearly Com-
bined Order Statistic-CFAR) après avoir effectué une estimation robuste et efficace du seuil de
détection. L’environnement est supposé de loi exponentielle et deux méthodes d’optimisation
sont utilisées. La première utilise les estimées efficaces du paramètre d’échelle que sont les es-
timées CML (Censored Maximum Likelihood) et BLU (Best Linear Unbiased). Avec ces deux
estimées, les performances de détection sont meilleures que les performances des détecteurs OS
et TM-CFAR. L’autre procédure d’optimisation détermine des coefficients de pondération par
maximisation de la probabilité de détection (MPL-CFAR, Most Powerful Linear-CFAR) pour
des cibles fluctuant selon une loi de Swerling 2 [Swer54].
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Dans la série des techniques de ”censoring”, on trouve également une méthode basée sur un
test de corrélation. Cette méthode utilise la transformée de Fisher pour situer les ruptures dans
le fouillis et déterminer si la cellule testée se trouve dans du fouillis corrélé ou du fouillis non cor-
rélé, [Solt97]. Il est montré que la probabilité de détecter les ruptures augmente avec le nombre
de cellules et le coefficient de corrélation du fouillis. Un détecteur ”M-out-of-L” est proposé, qui
permet de détecter la cible dans M cellules parmi L observées.

Dans la majorité des cas étudiés, les performances du détecteur classique sont évaluées par
Monte-Carlo. La non-linéarité du test de détection ne permet effectivement pas d’obtenir la loi
des observations sous l’hypothèse H1, dont se déduit l’expression de la probabilité de détection
. Cependant, certaines méthodes permettent de résoudre ce problème numériquement. Ainsi,
dans [Hou87], des expressions théoriques de la probabilité de fausse alarme et de la probabilité
de détection sont données après avoir supposé que la fonction caractéristique des données pouvait
s’écrire sous la forme d’une fraction rationnelle. Dans [Hels84], les performances de détection sont
évaluées par la méthode d’intégration de la plus grande pente (steepest integration descent), avec
pour point de départ le point de selle (ou saddlepoint). Enfin, dans [Bird95, Jay00b], l’utilisation
de la fonction caractéristique cohérente radiale du fouillis permet d’obtenir les expressions de la
probabilité de fausse alarme et de la probabilité de détection à partir de la fonction génératrice de
moments. Dans [Amin91, Amin94a, Amin94b, Jay00b], une approximation de Padé est utilisée
pour estimer les densités de probabilité du fouillis. Les expressions résultantes permettent d’obte-
nir des expressions simplifiées de la probabilité de fausse alarme et de la probabilité de détection .

Malgré la diversité de toutes ces techniques, l’optimalité du détecteur n’est jamais atteinte,
dans des environnements de fouillis qui ne lui sont pas adaptés. Ces techniques permettent en
fait de conserver la structure simple du détecteur classique en réduisant partiellement le taux
de fausses alarmes.

Le deuxième axe de recherche, exploré plus récemment après la publication des travaux de
A. Farina et al. [Fari85], se base sur des traitements cohérents, pour lesquels l’information de
la phase est conservée. En utilisant des modèles statistiques de processus non-Gaussiens, tels
les SIRP (Spherically Invariant Random Process), la loi jointe des vecteurs d’observation est
déterminée et des structures optimales de détection découlent du RV.

1.4 Modélisation de l’environnement non-Gaussien et détection
cohérente

Le regain d’intérêt pour la détection radar cohérente trouve en fait sa source dans l’utilisation
des processus composés pour modéliser l’environnement non-Gaussien du radar. Ces modèles se
caractérisent par la modulation aléatoire au cours du temps de la puissance instantanée d’un
bruit Gaussien. Ils décrivent parfaitement certaines situations expérimentales (fouillis de mer,
de terre), et peuvent se représenter par les processus aléatoires sphériquement invariants (ou
SIRP, [Yao73, Gold76, Cont87, Rang91, Rang93, Rang95, Barn96]) dont la loi de probabilité est
connue dans de nombreux cas.

A partir de cette modélisation, le rapport de vraisemblance peut être obtenu quelle que soit
la statistique de l’environnement. Son expression dépend de la loi de la variance, appelée densité
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de probabilité caractéristique du SIRP, ou plus simplement la loi de la texture. A chaque SIRP
lui correspond sa loi de texture, connue analytiquement ou non. Par exemple, un SIRP issu
d’une K-distribution possède une texture de loi Gamma. En revanche, un SIRP issu d’une loi de
Weibull ne peut pas se caractériser par la loi de sa texture puisque son expression n’existe pas
sous forme analytique simple.

Les stratégies de détection optimales, obtenues après formation du rapport de vraisemblance,
ont été étudiées selon la statistique de l’environnement considéré. De nombreuses études se rap-
portent à un fouillis strictement K-distribué ou de Weibull [Cont87, Fari87, Cont91, Pent92,
Cont94, Cont98, Sang99], en effectuant des comparaisons entre les deux types de fouillis. On re-
trouve également du fouillis Gaussien, avec un signal cible aléatoire [Ragh95] ou plus réaliste, du
fouillis K-distribué plus du bruit Gaussien, représentant le bruit thermique, très souvent négligé
dans les analyses de performances [Gini97a, Gini97b, Gini98, Grec01b]. Les auteurs montrent
ainsi que la prise en compte, dans la modélisation, du bruit thermique, en plus du fouillis K-
distribué, permet encore d’améliorer les performances de détection par rapport à un détecteur
basé sur une hypothèse de fouillis K-distribué uniquement. De manière générale, les performances
des détecteurs SIRP dépassent très largement les performances du détecteur classique cohérent,
l’OGD.

Avec de telles stratégies, l’optimalité est atteinte dans l’environnement désigné. L’incon-
vénient majeur réside dans la structure même de ces détecteurs qui ne permet pas d’obtenir
des expressions simples pour le calcul du seuil ou de la probabilité de détection . Ainsi, des
études asymptotiques ont été menées pour tenter de simplifier ces expressions, en estimant, par
exemple, la variable de texture au sens du MV ou au sens du Maximum A Posteriori (MAP).
Ces approches se retrouvent dans [Kell86, Cont95, Gini99, Sang99, Gini00c] et les détecteurs
sous-optimaux ainsi obtenus cöıncident avec des détecteurs obtenus sous l’hypothèse d’un bruit
Gaussien.

Les préoccupations pratiques restant les mêmes, les propriétés TFAC et le caractère adaptatif
sont également recherchés pour ces détecteurs optimaux. La propriété TFAC se caractérise par
une loi du test indépendante de la statistique de l’environnement et ne peut être montrée que
pour les détecteurs sous-optimaux. En revanche, dès que les paramètres du fouillis sont estimés
à partir des données, les détecteurs sont déclarés adaptatifs. Par exemple, le RVG et l’ALQ
(Adaptive Linear Quadratic detector) sont adaptatifs et se différencient l’un de l’autre unique-
ment par la méthode d’estimation de la matrice de covariance . Pour le premier, l’estimation est
réalisée au sens du MV, alors que pour le second, une estimation NSCM (Normalized Structured
Covariance Matrix, [Gini00b]) est utilisée.

La modélisation de l’environnement par les SIRP a pris une part importante en détection
cohérente. Ceci dit, d’autres modèles encore plus généraux existent, comme les processus alpha-
stables, ou SαS [Tsih97, Szaj01], isotropiques et circulairement symétriques. Ces processus per-
mettent de modéliser des processus non-Gaussiens avec 3 ou 4 degrés de liberté. Pour ces modèles,
la variance du Gaussien n’est pas seulement une variable aléatoire, mais un processus stable po-
sitif, et de ces processus se déduisent certains SIRP.

Cette étude bibliographique nous a permis d’identifier la nécessité d’aptater les détecteurs
radar aux environnements de fouillis non-Gaussiens, modélisés par des processus SIRP. Notre
objectif est d’y parvenir sans connaissance a priori sur la statistique du fouillis, en estimant la
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loi de la texture du SIRP uniquement à partir des données reçues par le radar.

Pour bien comprendre le cheminement du travail, le chapitre qui suit est dédié entièrement
aux SIRP. Sa première partie rapporte les éléments principaux de la théorie des SIRP et des
processus composés, avec des propriétés et des théorèmes très importants sur ces processus. La
seconde partie applique la modélisation de l’environnement radar à la détection cohérente et les
principales stratégies optimales sont données.
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Chapitre 2

Les processus aléatoires
sphériquement invariants : les SIRP

Ce chapitre décrit les processus aléatoires sphériquement invariants, ou SIRP, caractérisés
par les vecteurs qui les composent, les SIRV (V pour vecteur). Des propriétés et théorèmes sont
d’abord énoncés, puis ces processus sont utilisés dans le cadre de la modélisation du fouillis
radar non-Gaussien pour obtenir des stratégies de détection optimales dans des environnements
de statistique connue a priori.

2.1 Modélisation de processus aléatoires non-Gaussiens

Les processus aléatoires sphériquement invariants (d’acronyme anglo-saxon SIRP) permettent
la représentation des processus aléatoires non-Gaussiens. Leurs formes composées donnent natu-
rellement les lois jointes de vecteurs non-Gaussiens, issus de ces processus, nécessaires en théorie
de la détection cohérente.

2.1.1 Théorie des processus Gaussiens composés et propriétés

2.1.1.1 Définitions

Un processus Gaussien composé est un processus aléatoire, tel que tout vecteur issu de ce
processus est un vecteur aléatoire Gaussien composé. Il en va de même pour les processus aléa-
toires sphériquement invariants (pour lesquels les Vecteurs de même nature sont des SIRV) et
les deux familles de processus se définissent à partir des vecteurs qui les composent.

Les deux premières définitions se rapportent aux processus Gaussiens composés, caractérisés
par la forme particulière des fonctions caractéristiques et densités de probabilité des vecteurs
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qui les composent.

Définition 1 (Les vecteurs aléatoires réels Gaussiens composés) sont des vec-
teurs aléatoires réels de taille m dont la densité de probabilité est donnée par

pm(y) =

∫ +∞

0
gm(y, τ) p(τ) dτ,

ou bien, dont la fonction caractéristique est donnée par

Φm(u) =

∫ +∞

0
exp

(
−τ uT Mu

2

)
p(τ) dτ.

gm(y, τ) est une densité de probabilité Gaussienne multivariée (à m composantes), de
matrice de covariance τM avec τ une variable aléatoire positive de loi p(τ), d’expression :

gm(y, τ) =
1

(2π τ)m/2
√

|M|
exp

(
−yT M−1 y

2 τ

)
.

Définition 2 (Les vecteurs aléatoires complexes Gaussiens composés) sont des
vecteurs aléatoires complexes de taille m dont la densité de probabilité est donnée par

pm(y) =

∫ +∞

0
gcm(y, τ) p(τ) dτ,

ou bien, dont la fonction caractéristique est donnée par

Φm(u) =

∫ +∞

0
exp

(
−τ u† Mu

2

)
p(τ) dτ.

gcm(y, τ) est une densité de probabilité Gaussienne multivariée (à m composantes), de
matrice de covariance 2τM avec τ une variable aléatoire positive de loi p(τ), d’expression :

gcm(y, τ) =
1

(2π τ)m|M| exp

(
−y† M−1 y

2 τ

)
.

De manière identique aux processus Gaussiens composés, les SIRP se définissent à partir des
caractéristiques de leurs vecteurs, les SIRV, comme l’indique la définition qui suit :

Définition 3 (Les vecteurs aléatoires sphériquement invariants ou SIRV) sont
des vecteurs dont la fonction caractéristique s’écrit sous la forme :

Φm(u) = f

(
uT Mu

2

)
,

fonction de la forme quadratique définie positive uT Mu. La fonction f(v) admet la re-
présentation intégrale

f(v) =

∫ +∞

0
e−τ v p(τ) dτ.

La dénomination sphériquement invariant est liée au fait que, par une transformation linéaire
du vecteur aléatoire y transformant M en la matrice identité, la fonction caractéristique Φm(u)
devient f(uT u/2) = g(‖u‖2), qui possède bien une invariance sphérique.
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Des deux définitions des classes de vecteurs, il découle que tout vecteur aléatoire sphérique-
ment invariant réel ou complexe est nécessairement de type Gaussien composé, respectivement
réel ou complexe. En effet, la fonction caractéristique du SIRV cöıncide parfaitement avec la
fonction caractéristique du vecteur Gaussien composé réel ou complexe. Une conséquence de ce
résultat est l’interprétation d’un SIRV y, réel ou complexe, sous la forme :

y =
√

τ x, (2.1)

produit d’une variable aléatoire τ positive par un vecteur réel ou complexe x Gaussien indépen-
dant de τ et de matrice de covariance M dans le cas réel. La matrice de covariance de y est donc
égale à IE(τ)M, où IE(.) désigne l’espérance mathématique.

Dans le cas complexe, le vecteur x = a + jb est Gaussien complexe circulaire. Cette
condition de circularité d’ordre 2, nécessaire et explicitée dans l’annexe C (C.6), nous donne
Mx = 2(Ma + jMab). La matrice de covariance de y s’écrit donc My = 2IE(τ) (Ma + jMab).

Remarque : Ce cas de SIRV complexe se rencontre dans les problèmes appliqués au radar.
Les composantes réelle et complexe de y sont alors appelées les composantes en quadrature
(ou speckle) du récepteur radar (respectivement, voie I pour la partie réelle et voie Q pour la
partie imaginaire), et sont indépendantes, identiquement distribuées, de moyenne nulle, de même
variance et de même matrice de covariance . Dans pareil cas, on a My = 2IE(τ)M, où M est la
matrice de covariance commune des composantes en quadrature de x. La densité de probabilité
de y s’écrit alors :

p(y) =

∫ +∞

0
p(y/τ) p(τ) dτ =

1

(2π)m |M|hm(α) (2.2)

où

hm(α) =

∫ +∞

0
τ−m exp

(
− α

2 τ

)
p(τ) dτ, (2.3)

avec α = y†M−1 y une forme quadratique définie positive, où † désigne le transposé conjugué.

Dans le jargon des radaristes, la variable aléatoire τ est appelée texture du processus et sa
densité de probabilité caractérise la loi du SIRV. Dans la littérature, la densité de probabilité
de τ est aussi appelée densité de probabilité caractéristique du SIRV, mais pour éviter
toute confusion avec la fonction caractéristique, nous l’appellerons tout simplement la loi de la
texture.

L’équation (2.2) montre que la densité de probabilité d’un SIRV est complètement déterminée
par la spécification du vecteur moyenne (nul dans ce cas), de la matrice de covariance M et de
la loi de la texture p(τ). De plus, la densité de probabilité d’un SIRV est une fonction de α, une
forme quadratique définie positive qui contient toutes les informations nécessaires pour identifier
la densité de probabilité du SIRV. Ces particularités sont proches de celles d’un vecteur aléa-
toire Gaussien et toutes les propriétés relatives aux SIRV peuvent être considérées comme des
extensions des propriétés des vecteurs Gaussiens. Il est à noter que le vecteur aléatoire Gaussien
est un cas particulier des SIRV et s’obtient quand p(τ) = δ(τ−1), où δ(.) est l’impulsion de Dirac.
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2.1.1.2 Le théorème de représentation d’un SIRV

Le théorème de représentation donné par K. Yao dans [Yao73] précise le lien entre un SIRV
et un vecteur aléatoire réel Gaussien :

Théorème 1 (Théorème de représentation - 1) Une condition nécessaire et suffi-
sante pour chaque classe de densités de probabilité {pm(X),m ≥ 1} d’appartenir à la
classe des densités de probabilité des SIRV est que :

pm(X) = (2π)−m/2 |M|−1/2 hm(α), (2.4)
où α = XT M−1 X, M est la matrice de covariance du vecteur X et hm(r) est donnée
comme une intégrale de Lebesgue-Stieljes pour 0 < r < +∞ par :

hm(r) =

∫ +∞

0
v−m exp(−r/2v2) p(v) dv. (2.5)

hm(r) est définie par continuité en r = 0 et p(v) est une densité de probabilité arbitraire
sur IR+.

Ce théorème peut s’étendre au cas des SIRV complexes en introduisant la contrainte de circularité
d’ordre 2 sur le vecteur X, qui modifie la densité de probabilité donnée en (2.4). De manière
plus générale, ce théorème s’énonce réciproquement pour des SIRV réels ou complexes :

Théorème 2 (Théorème de représentation - 2) Si un vecteur aléatoire est un
SIRV, alors il existe une variable aléatoire non négative τ telle que la densité de proba-
bilité du vecteur aléatoire conditionné par τ est une densité de probabilité Gaussienne
multivariée.

Remarque : Le parallèle effectué entre les définitions des SIRV réels et des SIRV complexes
permet d’énoncer les prochains résultats dans le cas réel. L’extension au cas complexe s’effectue
en considérant la densité de probabilité donnée en (2.2) associée au vecteur Gaussien complexe
circulaire.

2.1.1.3 Propriété d’invariance des SIRV par transformation linéaire

Par souci de clarté dans le texte, on notera un SIRV X de dimension m, de vecteur moyenne
µ, de matrice de covariance M et de loi de texture p(.) par X (m,µ,M, p).

Lemme 1 (Invariance d’un SIRV par transformation linéaire) Soit X un SIRV
(m,µ,M, p). Soit A une matrice de taille n × m telle que AAT est non singulière et
soit b un vecteur de taille n. Alors : Y = AX + b est un SIRV

(
n,Aµ + b,AMAT , p

)
.
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Remarques :

(1) Ce lemme permet d’étendre tous les résultats donnés pour les SIRV centrés aux SIRV de
moyenne non nulle. Par conséquent, seuls les résultats sur les SIRV centrés sont énoncés
dans ce chapitre.

(2) Ce lemme est très pratique d’un point de vue simulation numérique d’un SIRV, car, à
partir d’un SIRV blanc B (m,0, Id, p), on obtient aisément un SIRV X (m,µ,M, p) par la
transformation linéaire X = M1/2 B + µ.

(3) D’autre part, le lemme d’invariance par transformation linéaire permet d’établir l’in-
variance de la forme quadratique contenue dans l’expression de la densité de probabilité
d’un SIRV. En effet, considérons un SIRV X quelconque de matrice de covariance Mx

dont la forme quadratique Qx associée s’écrit Qx = X† M−1
x X. Soit un autre SIRV Y de

même loi de texture que X et dont la forme quadratique Qy associée est Qy = Y† M−1
y Y.

D’après le lemme ci-dessus, on peut trouver une matrice A telle que Y = AX, et de ce
fait, My = AMx AT .
La forme quadratique Qy s’écrit alors : Qy = (AX)†(AMx AT )−1(AX) = X† M−1

x X =
Qx.

L’invariance de la forme quadratique donnée en (3) a une implication statistique : quel que
soit le SIRV considéré, la densité de probabilité de la forme quadratique est toujours la même
(les détails des calculs se trouvent dans l’annexe C (C.19)). Sa statistique dépend de la loi de la
texture du SIRV et s’écrit, pour un SIRV réel y, de taille m, de matrice de covariance Mx et de
moyenne nulle :

pα(α) =

∫ +∞

0

αm/2−1

2m/2 Γ(m/2)
τ−m/2 exp

(
− α

2τ

)
p(τ) dτ, (2.6)

où α = yTM−1y = τ xTM−1x d’après le modèle (2.1) pour un vecteur réel. Dans le cas par-
ticulier où p(τ) = δ(τ − 1), à savoir où le vecteur y est Gaussien, réel, de taille m, la forme
quadratique α est alors une somme de m variables aléatoires N (0, 1) au carré, soit une variable
du χ2

m. Sa densité de probabilité cöıncide bien avec (2.6) pour p(τ) = δ(τ − 1). La connaissance
de la densité de probabilité de la forme quadratique du SIRV (réel ou complexe) est suffisante
pour identifier la loi jointe de ce même SIRV [Rang93].

Pour un SIRV complexe, Mx = 2M si M est la matrice de covariance des composantes en
quadrature de x. La forme quadratique s’écrit donc

α′ = y†M−1
x y = y†(2M)−1y =

y†M−1y

2
,

et représente, dans (IR2)m, la somme de 2m composantes (au lieu de m dans le cas réel). Sa
densité de probabilité peut se déduire directement de (2.6) en remplaçant m par 2m et où
α′ = α/2 :

pα′(α′) = pα(α′ =
α

2
) =

∫ +∞

0

α′m−1

Γ(m)
τ−m exp

(
−α′

τ

)
p(τ) dτ. (2.7)
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Remarque : La loi jointe d’un SIRV complexe a été précédemment exprimée en fonction
de M et non pas de Mx = 2M. La forme quadratique présente dans (2.3) est α = τ xTM−1x,
dont la loi se déduit de (2.6) pour 2m au lieu de m et dont l’expression est alors :

pα(α) =

∫ +∞

0

αm−1

2m Γ(m)
τ−m exp

(
− α

2τ

)
p(τ) dτ. (2.8)

2.1.1.4 Propriétés sur l’addition de deux SIRV

De même que pour les vecteurs Gaussiens, le résultat de l’addition de deux SIRV est encore
un SIRV. Il n’est cependant pas toujours possible de caractériser le SIRV résultant et deux cas
particuliers sont donnés ci-dessous.
La première propriété concerne deux SIRV de même loi de texture, mais dont les caractéristiques
du premier et second ordre (moyenne et matrice de covariance ) sont différentes.

Propriété 1 Soient X (m,µx,Mx, p) et Y
(
m,µy,My, p

)
deux SIRV statistiquement in-

dépendants et dont la variance de la texture est bornée.
Alors, Z = X+Y est un SIRV

(
m,µx + µy,Mx + My, p

)
si et seulement si p(τ) = δ(τ−a)

où 0 < a < +∞ et ainsi X,Y et Z sont des vecteurs aléatoires Gaussiens.

La propriété suivante détermine les caractéristiques d’un SIRV résultant de l’addition de
deux autres SIRV, de même matrice de covariance et de même vecteur moyenne, mais dont
toutes les autres composantes sont différentes :

Propriété 2 Soient X (m,µx,M, px) et Y
(
m,µy,M, py

)
deux SIRV statistiquement in-

dépendants et dont les lois de texture sont des fonctions absolument continues.
Alors, Z = X + Y est un SIRV

(
m, µx + µy, k M, pz

)
où :

pz(τ) =
√

k

∫ τ2

0

τ√
τ2 − t2

px

(√
τ2 − t2

)
py(t) dt, (2.9)

k =




∫ +∞

0
x2 px(x) dx +

∫ +∞

0
y2 py(y) dy

∫ +∞

0

∫ r

0

r3

√
r2 − t2

px

(√
r2 − t2

)
py(t) dt dr




2/3

, (2.10)

avec la condition d’avoir k borné.

Ces propriétés sont résumées dans Tab. 2.1 et les démonstrations peuvent se trouver dans
[Yao73].
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2.1. Modélisation de processus aléatoires non-Gaussiens

Taille Vecteur Matrice Loi de la Condition
du SIRV moyenne de covariance texture τ ⇒ Conséquence

X m µ M p

AX + b n Aµ + b AMAT p A de taille n × m
b de taille n

et AAT non singulière

X m µx Mx p IE(τ2) < ∞
Y m µy My p IE(τ2) < ∞

Z = X + Y m µx + µy Mx + My p ssi p(τ) = δ(τ − a), a > 0
⇒ X,Y,Z Gaussiens

X m µx M px px abs.continue

Y m µy M py py abs.continue

Z = X + Y m µx + µy k M pz

Tab. 2.1 – Quelques propriétés des SIRV
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Chapitre 2. Les processus aléatoires sphériquement invariants : les SIRP

2.1.1.5 Caractérisation d’un SIRV blanc

Pour caractériser un SIRV blanc de moyenne nulle et de matrice de covariance identité, il est
possible d’utiliser le théorème suivant, que l’on retrouve dans [Gold76] :

Théorème 3 (Caractérisation d’un SIRV blanc) Un vecteur aléatoire Y =
[Y1, · · · , Ym]T est un SIRV blanc de moyenne nulle et de matrice de covariance
identité si et seulement si il existe des variables aléatoires R ∈ IR+, θ ∈ [0, 2π] et
φk ∈ [0, π], k = 1, · · · ,m − 2 telles que quand les composantes de Y sont exprimées en
coordonnées sphériques généralisées comme suit :

Y1 = R cos(φ1)

Yk = R cos(φk)

k−1∏

i=1

sin(φi) (1 < k ≤ m − 2)

Ym−1 = R cos(θ)
m−2∏

i=1

sin(φi)

Ym = R sin(θ)
m−2∏

i=1

sin(φi), (2.11)

alors les variables aléatoires R, θ et φ sont mutuellement et statistiquement indépendantes
de densités de probabilité de la forme :

pR(r) =
rm−1

2m/2−1 Γ(m/2)
fm(r2) u(r) (2.12)

pφk
=

Γ((m − k − 1)/2)√
π Γ((m − k)/2)

(sin(φk))
m−k−1 × [u(φk) − u(φk − π)] (2.13)

pθ(θ) = (2π)−1 [u(θ) − u(θ − 2π)] (2.14)
où Γ(.) est la fonction Gamma-Eulérienne, u(t) est la distribution d’Heaviside et où la
fonction fm(t) est donnée par :

fm(t) =

∫ +∞

0
τ−m exp

(
− t

2 τ2

)
p(τ) dτ. (2.15)

Par ce théorème, tout SIRV blanc de vecteur moyenne nul et de matrice de covariance identité
peut être représenté en coordonnées sphériques généralisées, mutuellement et statistiquement in-
dépendantes. De plus, les densités de probabilité des variables θ et φk étant fonctionnellement
indépendantes du SIRV blanc considéré, seule la loi de la variable R change d’un SIRV à l’autre.

On peut noter que R, représentant la norme du SIRV (R2 =

m∑

k=1

Y 2
k = YT Y), est en fait la

racine carrée de la forme quadratique associée à Y. De par l’invariance de la forme quadratique
d’un SIRV par transformation linéaire, ce théorème reste valable pour tout SIRV. Les densités de
probabilité des variables θ, φk et R restent inchangées, quelle que soit la matrice de covariance
du SIRV.

Remarque : D’un point de vue simulation numérique, ce théorème permet de générer un
SIRV blanc de moyenne nulle et de loi de texture quelconque à partir d’un vecteur aléatoire
Gaussien, admettant lui aussi cette représentation. En effet, si on note par Z un SIRV blanc
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2.1. Modélisation de processus aléatoires non-Gaussiens

Gaussien de taille m, de norme Rg, alors les composantes du vecteur s’écrivent comme indiqué
par (2.11). Les densités de probabilité des variables φk et θ étant invariantes selon le choix du
SIRV, on a alors :

Zk

Rg
=

Yk

R
k = 1, · · · ,m, (2.16)

où R est la norme du SIRV blanc Y. Le lemme d’invariance des SIRV par transformation li-
néaire permet ensuite d’obtenir le SIRV voulu.
Cette procédure de simulation d’un SIRV à partir d’un SIRV blanc Gaussien de moyenne nulle a
été présentée par M. Rangaswami, D.D. Weiner et A. Öztürk dans [Rang95]. La difficulté réside
dans la simulation des variables de l’enveloppe R qui suivent la loi donnée par (2.12). En effet,
si la loi de la texture n’est pas connue analytiquement, et si la procédure classique d’inversion de
la fonction de répartition est difficile à utiliser alors il faut recourir à des méthodes de rejection
classiques ou généralisées.

Remarque (sur la remarque) : Lorsque la variable de texture peut être simulée directement à
partir de sa loi, la simulation de N SIRV quelconques réels ou complexes de taille m est immé-
diate : à partir de la représentation donnée en (2.1), il suffit de générer N SIRV Gaussiens réels
ou complexes de moyenne et de matrice de covariance voulues (obtenus après transformation
linéaire de N SIRV Gaussiens blancs réels ou complexes), puis de multiplier chaque SIRV par
une réalisation de la variable de texture.

2.1.1.6 Caractérisation d’un SIRV par les fonctions hm

Il existe une autre méthode pour caractériser un SIRV dont la loi de la texture n’est pas
connue analytiquement. Cette méthode découle de la relation de récurrence obtenue après dé-
rivations successives des fonctions hm de (2.3). On la retrouve dans [Rang93] dans le cas d’un
SIRV réel, dont la texture est non pas

√
τ , mais s. La relation diffère un peu, car dans pareil

cas, il faut distinguer les ordres pairs et impairs des fonction hm.
Dans la suite, les fonctions hm sont définies par (2.3). En calculant la dérivée première de hm,
la relation de récurrence est immédiate, soit :

hm+1(w) = (−2)
dhm(w)

dw
. (2.17)

Par récurrence, on obtient alors :

hm+1(w) = (−2)m dmh1(w)

dwm
. (2.18)

Pour que la densité de probabilité multivariée obtenue de cette manière existe et reste une
densité de probabilité, il est nécessaire que la fonction h1 soit positive, monotone décroissante.

D’après la relation (2.18), il est nécessaire de connâıtre h1 pour déduire les ordres supérieurs
de la fonction hm. Selon la statistique du SIRV, la fonction h1 s’exprime soit en fonction de la loi
marginale d’une composante du SIRV complexe, soit en fonction de la loi de l’enveloppe d’une
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Chapitre 2. Les processus aléatoires sphériquement invariants : les SIRP

composante.

Si la loi marginale connue est la densité de probabilité marginale d’une composante du vecteur
complexe Y, elle est directement reliée à h1 par (en posant m = 1 dans (2.3)) :

fYk
(Yk) =

1

2 π σ2
h1(α). (2.19)

Dans ce cas précis, α = |Yk|2 et σ2 est la variance commune des composantes en quadrature de
Xk. De plus, la loi (2.19) correspond à la loi jointe des composantes quadrature YkI et YkQ de Yk.

Si la loi marginale connue est la densité de probabilité marginale de l’enveloppe de Yk, la
relation entre h1 et cette loi marginale se déduit de (2.19). En effet, l’enveloppe et la phase des
composantes de Yk sont données par

Rk =
√

Y 2
kI + Y 2

kQ

et

φk = arctan

(
YkQ

YkI

)
,

où la phase est supposée uniformément distribuée sur [0, 2π]. En partant de la loi du couple
(YkI ,YkQ), en passant en coordonnées polaires (Rk,φk) on obtient la densité de probabilité mar-
ginale de l’enveloppe Rk (en intégrant sur la loi de la phase φk) qui s’exprime en fonction de h1

comme suit :

pRk
(r) =

r

σ2
h1

(
r2

σ2

)
. (2.20)

La fonction h1 ainsi définie, la relation (2.18) permet d’obtenir les lois jointes de tout SIRV
multi-dimensionnel et ce, quelle que soit la nature du SIRV.

Remarque : Il faut bien distinguer la loi jointe d’un vecteur en coordonnées cartésiennes et
la loi jointe d’un vecteur SIRV qui est toujours sous forme radiale. L’appellation ”sphériquement
invariant” provient de cette forme radiale, et par exemple, si la matrice de covariance du vecteur
est l’identité, alors la forme quadratique α, présente dans l’expression de la loi jointe, représente
l’équation de la sphère dans IRm (ou IR2m pour un vecteur complexe), d’où l’invariance sphérique.

2.1.1.7 Détermination des fonctions hm par la fonction caractéristique

La fonction caractéristique usuelle d’un SIRV (transformée de Fourier multidimensionnelle)
est une fonction sphériquement invariante à partir de laquelle il est possible de trouver hm.
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2.1. Modélisation de processus aléatoires non-Gaussiens

Comme précédemment, la démarche consiste à exprimer h1 en fonction de la fonction caractéris-
tique des composantes en quadrature YkI et YkQ de Yk, puis d’utiliser la relation de récurrence
(2.17) pour en déduire hm.
La fonction caractéristique bidimensionnelle des composantes quadrature YkI et YkQ de Yk

s’écrit :
ΦYkI ,YkQ

(w1, w2) = IE [exp(j w1 YkI + j w2 YkQ)] . (2.21)

C’est une fonction de
√

w2
1 + w2

2 (elle est sphériquement invariante) et en la notant Φ(w) on a
la relation suivante entre hm(α) et Φ(w) :

hm(α) =
(√

α
)1−m

∫ +∞

0
wm Φ(w) Jm−1(

√
α w) dw, (2.22)

où Jν(x) est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre ν. Toute fonction caractéristique
marginale paire et absolument intégrable peut être choisie pour Φ(w).

2.1.2 Lois jointes de vecteurs non-Gaussiens issus d’un SIRP

Les expressions des lois données ci-après et récapitulées dans les tableaux (Tab. 2.2) et
(Tab. 2.3) représentent les lois jointes du vecteur complexe y tel qu’il est décrit en (2.1).
Les densités de probabilité sont séparées en deux catégories : celles pour lesquelles la loi de la
texture est connue et celles pour lesquelles la loi de la texture est inconnue. Dans chacun des
cas, les expressions de hm et de la fonction caractéristique (quand elle existe) sont données.

2.1.2.1 Densités de probabilité pour lesquelles p(τ) est connue

Loi Gaussienne

La loi Gaussienne s’obtient avec p(τ) = δ(τ − 1) = 1 si τ = 1, 0 sinon, et la fonction hm(α)

est égale à exp(−α/2). La loi marginale est définie sur IR par pykI
(y) =

√
2π

−1
exp(−y2/2) et

la loi jointe d’un vecteur SIRV Gaussien complexe de moyenne nulle est donnée par :

p(y) =
1

(2π)m |M| exp
(
−α

2

)
. (2.23)

La matrice M est la matrice de covariance des composantes en quadrature de x ; dans ce cas-là,
la matrice de covariance My de y est égale à M. Pour déterminer (2.23), il est également possible
de passer par la fonction caractéristique radiale et d’utiliser (2.22).
Pour un vecteur Gaussien complexe, on obtient hm puis p(y) à partir de la fonction caractéris-
tique radiale qui s’écrit :

Φ(w) = exp

(
−w2

2

)
. (2.24)

Loi de Laplace
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La loi de Laplace de paramètre b s’obtient avec τ qui suit une loi exponentielle de paramètre
b2/2 (notée E(b2/2)) définie sur IR+ et donnée par :

p(τ) =
b2

2
exp

(
−b2 τ

2

)
. (2.25)

La loi marginale est définie sur IR par pykI
(y) =

b

2
exp(−b |y|). La fonction hm(α) dépend de la

fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce d’ordre m−1, Km−1(.) par la relation suivante :

hm(α) =
bm+1

√
α

m−1 Km−1(b
√

α), (2.26)

et la loi jointe du vecteur SIRV complexe admet donc l’expression suivante :

p(y) =
bm+1

(2π)m |M|√α
m−1 Km−1(b

√
α). (2.27)

Loi de Cauchy

La loi de Cauchy de paramètre b s’obtient quand τ suit une loi Inverse Gamma de paramètres
1 et 2/b2 (notée IG(1, 2/b2)) définie sur IR∗

+ et donnée par :

p(τ) =
b2

2
τ−2 exp

(
− b2

2 τ

)
. (2.28)

(La loi Inverse Gamma de paramètres a et b est la loi de l’inverse d’une variable aléatoire de loi
Gamma, de paramètres a et b.)

La loi marginale est définie sur IR par :

pykI
(y) =

b

π(b2 + y2)
, (2.29)

et la fonction hm(α) a pour expression :

hm(α) =
2m b Γ(m + 1/2)√

π

(
b2 + α

)−m−1/2
, (2.30)

et la loi jointe du vecteur SIRV complexe devient :

p(y) =
2m b Γ(m + 1/2)√

π (2π)m |M|
(
b2 + α

)−m−1/2
. (2.31)

La K-distribution

La K-distribution est une loi à deux paramètres ν et b. Le paramètre ν est appelé le paramètre
de forme car il détermine la forme de la loi. Quand ν est petit la densité de probabilité est très
”piquée” alors que quand ν tend vers l’infini, la densité de probabilité tend vers une densité
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2.1. Modélisation de processus aléatoires non-Gaussiens

de probabilité Gaussienne. La loi de la texture pour la K-distribution est une loi Gamma de
paramètres ν et 2/b2 (notée G(ν, 2/b2)) dont l’expression est la suivante :

p(τ) =

(
b2

2

)ν
τν−1

Γ(ν)
exp

(
−b2τ

2

)
. (2.32)

La loi marginale indiquée pour la K-distribution est la loi de l’enveloppe Rk des composantes
quadrature définie sur IR+ et est donnée par :

pRk
(r) =

2 b

Γ(ν)

(
b r

2

)ν

Kν−1(b r). (2.33)

De là, en utilisant (2.20) et (2.17) on obtient :

hm(α) =
b2m

Γ(ν)

(b
√

α)ν−m

2ν−1
Km−ν(b

√
α), (2.34)

et la loi jointe du vecteur SIRV complexe s’écrit :

p(y) =
b2m

Γ(ν)
√

π (2π)m |M|
(b
√

α)ν−m

2ν−1
Km−ν(b

√
α). (2.35)

La loi du SIRV dont la marginale de l’enveloppe est une K-distribution peut également s’obtenir
à partir de la fonction caractéristique radiale définie sur IR+ par :

Φ(w) =

(
1 +

w2

b2

)−ν

. (2.36)

La loi de Student-t

La loi de Student-t est une loi à deux paramètres ν et b. La loi de la texture du SIRV la
représentant est une loi IG(ν, 2/b2) dont l’expression est la suivante :

p(τ) =

(
b2

2

)ν
τ−ν−1

Γ(ν)
exp

(
− b2

2 τ

)
. (2.37)

La loi marginale est définie sur IR par :

pykI
(y) =

Γ(ν + 1/2)

b
√

π Γ(ν)

(
1 +

y2

b2

)−ν−1/2

, (2.38)

et la fonction hm(α) a pour expression :

hm(α) =
2m b2ν Γ(ν + m)

Γ(ν)(b2 + α)m+ν
, (2.39)

ce qui donne lieu à la loi jointe suivante du SIRV complexe :

p(y) =
2m b2ν Γ(ν + m)

(2π)m |M|Γ(ν)(b2 + α)m+ν
. (2.40)

Cette expression s’obtient également à partir de la fonction caractéristique radiale :

Φ(w) =
(b w)ν Kν(b w)

2ν−1 Γν
. (2.41)

Remarque : la loi de Cauchy marginale (2.29) se déduit de la loi de Student-t pour ν = 1/2.
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P

SIRV dont la texture est de loi connue p(τ) du SIRV

Densité marginale fY(y) hm(α) fτ (τ) E(τ)

Gauss
1√
2π

exp (−y2/2) exp (−α/2) δ(τ − 1) 1

Laplace
b

2
exp (−b|y|) b2m (b

√
α)1−m Km−1(b

√
α)

b2

2
exp

(
−b2 τ

2

)
: Exp

(
b2

2

)
2

b2

Cauchy
b

π(b2 + y2)

2m b Γ(m + 1/2)√
π (b2 + α)m+1/2

b2 τ−2

2
exp

(
− b2

2τ

)
: IG

(
1,

2

b2

)
∞

K-distribution
2b

Γ(ν)

(
by

2

)ν

Kν−1(by)
b2m

Γ(ν)

(b
√

α)ν−m

2ν−1
Km−ν(b

√
α)

(
b2

2

)ν
τν−1

Γ(ν)
exp

(
−b2

2
τ

)
: G

(
ν,

2

b2

)
2ν

b2

Student-t
Γ(ν + 1/2)

b
√

π Γ(ν)

(
1 +

y2

b2

)−ν−1/2
2m b2ν Γ(ν + m)

Γ(ν) (b2 + α)m+ν

(
b2

2

)ν
τ−ν−1

Γ(ν)
exp

(
− b2

2 τ

)
: IG

(
ν,

2

b2

)
b2

2(ν − 1)

Tab. 2.2 – Tableau récapitulatif : densité de probabilité des SIRV dont la texture est de loi connue
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Densité marginale fY(y) hm(α)

Chi
2 b

Γ(ν)
(b y)2 ν−1 exp (−b2 y2)

(−2)m

Γ(ν)
(b σ)2 ν

m∑

k=1

Gk αν−k exp (−b2 σ2 α)

Gk = (−1)k−1 Ck−1
m−1 (b2 σ2)k−1

m−1∏

i=1

(ν − i) ν ≤ 1

Rayleigh
η y

β2Γ(2/η)
exp

(
−
(

y

β

)η)
(−2)m−1 ησ2 exp

(
−
(

σ

β

)η

αη/2

)

β2 Γ(2/η)

m−1∑

k=1

Dk

k!

(
σ

β

)ηk

α1−m+kη/2

Dk =

k∑

n=1

(−1)n Cn
k

n−2∏

i=0

(n η/2 − i) η ≤ 2

Weibull a b yb−1 exp (−a yb)

(−2)m
m∑

k=1

Bk

(
a σb

)k

k!
αk b/2−m exp

(
−a σb αkb/2

)

Bk =
k∑

n=1

(−1)n Cn
k

n−1∏

i=0

(nb/2 − i) b ≤ 2

Rice
y exp

(
− y2

2 (1−ρ2)

)

√
1 − ρ2

I0

(
ρ y2

2 (1 − ρ2)

)
σ2m exp

(
− α σ2

2 (1−ρ2)

)

(1 − ρ2)m−1/2

m−1∑

k=0

(−1)k Ck
m−1 (ρ/2)k Bk

Bk =

k∑

n=0

Cn
k Ik−2n

(
ρ

α σ2

2 (1 − ρ2)

)

Tab. 2.3 – Tableau récapitulatif : densité de probabilité des SIRV dont la texture est de loi inconnue
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2.1.2.2 Densités de probabilité pour lesquelles p(τ) n’est pas connue

Lorsque p(τ) n’est pas connue analytiquement, il est nécessaire d’utiliser les fonctions hm

pour déterminer la loi du SIRV correspondant. Ces lois s’obtiennent à partir de la loi marginale
de l’enveloppe des composantes quadrature du vecteur complexe y. Pour simuler de tels vecteurs,
il est nécessaire d’utiliser la représentation en coordonnées sphériques donnée par (2.11).

La loi χ

La loi χ est à différencier de la loi couramment appelée loi du χ2. La loi marginale de l’en-
veloppe de la loi du χ2

n (n degrés de liberté) est connue pour être la loi de la somme du carré de
n variables aléatoires N (0, 1) alors que la loi du χ est la loi de la racine carrée de la somme du
carré de n variables aléatoires N (0, 1).

Dans le cas d’un SIRV dont la loi marginale de l’enveloppe des composantes en quadrature
suit une loi χ à ν degrés de liberté et de paramètre b donnée sur IR+ par :

pRk
(r) =

2b

Γν
(br)2ν−1 exp(−b2 r2), (2.42)

la fonction hm se déduit de (2.20) et de (2.17). En utilisant (2.20) on peut écrire :

h1(α) =
2(b σ)2ν

Γ(ν)
αν−1 exp(−b2σ2 α), (2.43)

et en utilisant (2.17) on a :

hm(α) = (−2)m−1 dm−1h1(α)

dαm−1
=

(−2)m−1

Γ(ν)
2(bσ)2ν dm−1

dαm−1

[
αν−1e−b2σ2 α

]
. (2.44)

L’expression de hm(α) qui en résulte est donnée dans (Tab. 2.3) et n’est valable que pour ν ≤ 1.
Cette condition est imposée par le fait que h1 doit être une fonction monotone décroissante, ce
qui est vrai uniquement pour ν ≤ 1.
La loi de y s’obtient en utilisant (2.2) et donne :

p(y) =
(−1)m−1

(π)m|M|Γ(ν)
(bσ)2ν

m∑

k=1

(−1)k−1Ck−1
m−1(b

2σ2)k−1 Dk(α, ν, b, σ), (2.45)

avec

Dk(α, ν, b, σ) =

m−1∏

i=1

(ν − i) αν−k exp(−b2σ2α), (2.46)

Ck−1
m−1 =

(m − 1)!

(k − 1)! (m − k)!
(2.47)

La loi de Rayleigh généralisée

La loi marginale de l’enveloppe des composantes quadrature de y est définie sur IR+ est une
loi de Rayleigh généralisée de paramètres η et β donnée par :

pRk
(r) =

η r

β2 Γ(2/η)
. exp

(
−
(

r

β

)η)
(2.48)
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Quand η = 2, on retrouve la densité de probabilité de Rayleigh usuelle.
La fonction hm, valable uniquement pour η ≤ 2 est donnée dans (Tab. 2.3) et la loi du SIRV
correspondant se déduit de (2.2) et donne :

p(y) =
(−1)m−1η σ2 exp

(
−
(

σ
β

)η
αη/2

)

2πm|M|β2 Γ(2/η)

m−1∑

k=1

1

k!
Dk(η)

(
σ

β

)η k

α1−m+kη/2, (2.49)

avec

Dk(η) =
k∑

j=1

(−1)jCj
k

j−1∏

i=0

(j η/2 − i). (2.50)

La loi de Weibull

La loi de Weibull est une loi à deux paramètres a et b. La loi marginale de l’enveloppe des
composantes quadrature de y est définie sur IR+ par :

pRk
(r) = a b rb−1 exp(−a rb). (2.51)

En utilisant là encore (2.20) et (2.17), on obtient la fonction hm donnée dans (Tab. 2.3), valable
pour 0 ≤ b ≤ 2. La loi résultante du SIRV donne :

p(y) =
(−1)m

πm|M|
m∑

k=1

1

k!
Dk(b) (aσb)kαkb/2−m exp(−aσbαkb/2), (2.52)

avec

Dk(b) =
k∑

j=1

(−1)jCj
k

j−1∏

i=0

(mb/2 − i). (2.53)

Remarque : La loi de la variable τ n’est pas connue analytiquement, mais admet cependant
une représentation intégrale. Cette expression est reliée aux fonctions G de Meijer et peut se
retrouver dans [Cont98]. Le lecteur pourra juger par lui-même de la complexité de l’intégrale à
calculer :

p(τ) =
1

2πτ2

∫ +∞

0
exp

[
−a rb/2 cos

(
πb

4

)]
cos

[
a rb/rb/2

sin

(
πb

4
− r

2τ

)]
dr. (2.54)

La loi de Rice

La loi marginale de l’enveloppe des composantes quadrature de y est définie sur IR+ et
dépend de la fonction de Bessel modifiée de première espèce et d’ordre 0, I0(.) :

pRk
(r) =

r√
1 − ρ2

exp

(
− r2

2(1 − ρ2)

)
I0

(
ρ r2

2(1 − ρ2)

)
, (2.55)

pour 0 < ρ ≤ 1. En posant

A =
α σ2

2(1 − ρ2)
,
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on obtient h1(α) :

h1(α) =
σ2

√
1 − ρ2

exp(−A) I0(ρ A). (2.56)

La fonction hm résultante est donnée dans (Tab. 2.3) et la loi du SIRV devient :

p(y) =
σ2m exp

(
− ασ2

2(1−ρ2)

)

(2π)m|M|(1 − ρ2)m−1/2

m∑

k=1

(−1)kCm−1
k (ρ/2)k Dk(α, σ, ρ), (2.57)

avec

Dk(α, σ, ρ) =

k∑

m=0

Cm
k Ik−2m

(
ρ

ασ2

2(1 − ρ2)

)
. (2.58)

2.1.3 Les SIRV généralisés

La modélisation de processus non-Gaussiens par les SIRP généralisés a été étudié par T.J. Bar-
nard pour ses travaux de thèse, dont on retrouve les principaux résultats dans [Barn96].

Dans le cas des SIRV traditionnels, le vecteur Gaussien modélise les fluctuations rapides du
fouillis, la matrice de covariance détermine la corrélation de ces fluctuations, et la texture carac-
térise les effets environnementaux associés à la cellule observée. Les réalisations successives de
la variable de texture sont indépendantes, ce qui signifie que les échos provenant des différentes
cases distance sont statistiquement indépendants, alors que cela peut s’avérer ne pas être le cas.

Deux limitations aux SIRV traditionnels sont soulevées dans [Barn96]. La première concerne
la dépendance des composantes du SIRV malgré une possible décorrélation. En effet, même si les
composantes du vecteur Gaussien sont indépendantes (si la matrice de corrélation est diagonale),
la densité de probabilité du vecteur SIRV résultant donnée en (2.2) ne peut pas se factoriser en
produit de m fonctions, dépendant respectivement de chaque composante du SIRV.
La deuxième limitation concerne l’indépendance des réalisations successives du SIRV. Cela est
dû aussi bien à l’indépendance des réalisations de la texture, qu’à l’indépendance des réalisations
du vecteur Gaussien. Physiquement, cela signifie que le modèle SIRV traditionnel traite les échos
des cellules voisines comme étant indépendants des échos de la cellule observée.

Généraliser les SIRV traditionnels permet d’outrepasser ces limitations et suppose que la
loi de la texture est différente pour chaque vecteur observé. Ce modèle s’écrit comme suit, en
considérant N observations de taille m pour lesquelles les vecteurs Gaussiens sont supposés
indépendants :

Y1 =
√

τ1 X1

... (2.59)

YN =
√

τN XN .

(2.60)

Ainsi, chaque vecteur Yi est un SIRV différent des autres. Les vecteurs Gaussiens Xi étant
indépendants, il en va de même pour les vecteurs conditionnels Yi/τi et la loi jointe du vecteur
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(Y1/τ1, · · · ,YN/τN ) s’écrit :

p(Y1, · · · ,YN/τ1, · · · , τN ) =

N∏

i=1

p(Yi/τi), (2.61)

où

p(Yi/τi) =
1

(2π)m|Mi| τm
i

exp

(
−Y†

i M−1
i Yi

2τi

)
. (2.62)

La loi jointe du vecteur (Y1, · · · ,YN ) résultant s’écrit alors :

p(Y1, ...,YN ) =

∫ +∞

0
...

∫ +∞

0
p(Y1, ...,YN/τ1, ..., τN )p(τ1, ..., τN )dτ1...dτN

= (2π)−mN

(
N∏

i=1

|Mi|−1

)
hmN (α1, · · · , αN ), (2.63)

où αi = Y†
i M−1

i Yi, et

hmN (α1, ..., αN ) =

∫ +∞

0
...

∫ +∞

0

[
N∏

i=1

τ−m
i exp

(
− αi

2τi

)]
p(τ1, ..., τN )dτ1...dτN . (2.64)

D’après cette expression, l’indépendance des composantes d’un SIRV généralisé peut être
réalisée en choisissant la taille voulue pour N et en posant m = 1.

On peut cependant faire une remarque sur les SIRV généralisés : les vecteurs Gaussiens
Xi étant de moyenne nulle, les vecteurs Yi sont décorrélés entre eux, et ceci quelle que soit
la corrélation des τi. Pour prouver ce résultat, il suffit de calculer l’intercovariance entre deux
vecteurs SIRV généralisés, qui s’écrit :

AYi,Yj = IE(YiY
†
j) − IE(Yi)IE(Yj)

†.

L’indépendance des Yi avec les τi et des Xi entre eux, on trouve alors que AYi,Yj = 0, tandis
que AYi,Yi = Mi.

Utiliser le modèle généralisé permet de prendre en compte l’éventuelle non-homogénéité des
échos de l’environnement du radar. Supposons, par exemple, que les données enregistrées se
présentent, pour une case distance et un azimut donnés, comme une mixture de trois lois. Dans
ce cas là, le modèle de SIRV généralisé s’appliquerait en considérant les données segmentées
en trois classes, avec trois lois de texture différentes. Le modèle SIRV traditionnel ne tiendrait
pas compte de cette non-homogénéité et la loi de la texture serait une ”moyenne” des trois lois
présentes. Ceci dit, il faudrait être capable de segmenter les données en plusieurs classes puis
d’identifier la statistique associée à chaque classe pour ensuite obtenir une loi globale sur toutes
les classes. L’alternative avec les SIRV traditionnels serait de se placer dans chacune des classes
pour lesquelles une statistique ”SIRV traditionnel” serait associée.
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2.1.3.1 Propriétés des SIRV généralisés

Les SIRV généralisés admettent certaines propriétés, qui peuvent être vues comme des ex-
tensions des propriétés des SIRV traditionnels.

La première est la propriété d’invariance par transformation linéaire où, à la ieme transforma-
tion sont associés une matrice Ai et un vecteur bi. Le vecteur formé des vecteurs zi = Ai yi +bi,
où i = 1, · · · , N est encore un SIRV généralisé, dont la loi jointe est donnée par :

p(z1, · · · , zN ) = (2π)−mN

(
N∏

i=1

|A†
i Mi Ai|−1

)
hmN (αz1

, · · · , αzN ), (2.65)

où αzi = (Aizi + bi)
† M−1

i (Aizi + bi) et où hmN (αz1
, · · · , αzN ) est donnée par (2.64) en

(αz1
, · · · , αzN ).

La deuxième propriété concerne les fonctions hmN des SIRV généralisés. De la même manière
que pour les SIRV traditionnels, les fonctions hmN admettent une relation de récurrence qui
découle du calcul de la dérivée partielle de hmN selon le vecteur (α1, · · · , αN ) :

h(m+1)N (α1, · · · , αN ) = (−2)N ∂NhmN (α1, · · · , αN )

∂α1 · · · ∂αN
. (2.66)

L’équation (2.66) est appelée le théorème de ”bootstrap” des SIRV généralisés. À partir de h1N ,
il est possible d’obtenir les SIRV généralisés d’ordres supérieurs.
De plus, en utilisant la définition suivante :

Définition 4 Une fonction f(x1, · · · , xN ) est monotone décroissante, si

f(x1 + δ1, · · · , xN + δN ) ≤ f(x1, · · · , xN ),

pour toutes les valeurs (x1, · · · , xN ) et pour toutes valeurs positives de (δ1, · · · , δN ).

on montre facilement que les fonctions hmN sont monotones décroissantes. Par application de
(2.66), les dérivées successives sont donc monotones, alternativement croissantes et décroissantes.

Enfin, T.J. Barnard montre dans sa thèse, que la transformation de Laplace simplifie l’ex-
pression des fonctions hmN . Ce résultat se trouve dans [Barn96], où l’expression simplifiée de
hmN en fonction de la transformation de Laplace découle d’une expression particulière de la loi
jointe de (τ1, · · · , τN ). Cette dernière expression est un produit de lois Inverse Gamma multi-
pliées par une somme de fonctions g dépendantes de l’inverse des τi. L’expression de hmN fait
alors apparâıtre une somme normalisée de dérivées meme de la transformée de Laplace de g,
dont les arguments sont les αi. Pour cette représentation des hmN , le théorème de bootstrap ne
s’applique pas car la loi jointe des textures dépend de m. La relation de récurrence donnée par
(2.66) n’est donc plus directe. De plus, avec cette représentation, il est possible de trouver une
paire de transformées de Laplace (i.e. une fonction associée à sa transformée) telle que la loi
jointe des textures ne soit pas une densité, alors que la loi jointe du SIRV générée à partir des
hmN est une densité.
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2.2 Stratégies de détection optimales pour un environnement
SIRV connu a priori

Dans le cadre de la détection radar selon le critère de Neymann-Pearson explicité dans le
chapitre 1, il est nécessaire de connâıtre la statistique des enregistrements effectués par le récep-
teur radar. Les données reçues dans chaque case distance après émission de chaque impulsion
radar sont des vecteurs complexes et représentent les composantes en quadrature (ou speckle).
La modélisation de ces données par les SIRV permet d’obtenir les expressions des lois jointes
des composantes sous chacune des hypothèses du critère de Neymann-Pearson, nécessaires à
l’élaboration du test du rapport de vraisemblance (RV). Dans cette section, l’expression du RV
est donnée sous une forme générale valable pour tout SIRV puis des exemples de détecteurs sont
présentés pour des environnements de fouillis donnés.

2.2.1 Le test du rapport de vraisemblance (RV) pour les SIRV

L’environnement non-Gaussien du radar est représenté par des vecteurs complexes reçus sous
les hypothèses H0 et H1 du test de détection, modélisés par des SIRV. Le test de détection s’écrit
alors :

y = ζ s + x
√

τ (2.67)

H0 : ζ = 0 (2.68)

H1 : ζ 6= 0. (2.69)

Sous les deux hypothèses, le vecteur complexe y est de taille m et sa matrice de covariance My

peut s’écrire en fonction de la matrice de covariance M du speckle comme My = 2 IE(τ)M.
La densité de probabilité sous l’hypothèse H0 du vecteur y est déterminée par (2.2) et s’écrit :

p(y/H0) =
1

(2π)m|M|

∫ +∞

0
τ−m exp

(
−q0(y)

2 τ

)
p(τ) dτ, (2.70)

où q0(y) = y† M−1 y est une forme quadratique non négative.
Dans le cas où le vecteur s est connu, la densité de probabilité de y sous l’hypothèse H1 se
déduit facilement de p(y/H0) par :

p(y/H1) = p(y − s/H0) =
1

(2π)m|M|

∫ +∞

0
τ−m exp

(
−q1(y)

2 τ

)
p(τ) dτ, (2.71)

où q1(y) = q0(y − s) = (y − s)† M−1 (y − s).

Avec ces deux expressions, le RV peut être donné pour tout SIRV, et la condition à vérifier
pour décider H1 ou H0 est :

Λ(y) =
p(y/H1)

p(y/H0)
=

∫ +∞

0
τ−m exp

(
−q1(y)

2 τ

)
p(τ) dτ

∫ +∞

0
τ−m exp

(
−q0(y)

2 τ

)
p(τ) dτ

H1
>
<
H0

η, (2.72)
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où le seuil de détection η est défini tel que :

Pfa = IP(Λ(y)
H0

> η) =

∫

{y:Λ(y)>η}
p(y/H0)dy = β. (2.73)

La région définie pour le domaine d’intégration correspond à l’ensemble de décision R1 = {y :
décider H1 ou rejeter H0}, le complémentaire de cet ensemble étant R0 = {y : décider H0 ou
rejeter H1}.

Remarque :La loi du vecteur SIRV y est fonction de hm comme décrit en (2.2). Le RV s’écrit
donc simplement comme étant le rapport des fonctions hm(q1(y)) et hm(q0(y)), soit :

Λ(y) =
hm(q1(y))

hm(q0(y))

H1
>
<
H0

η. (2.74)

Extension aux SIRV généralisés

Si le fouillis est modélisé par un SIRV généralisé, une expression générale du RV est donnée,
non plus pour un vecteur d’observation y reçu sous chacune des hypothèses, mais pour les N
vecteurs d’observations (y1, · · · ,yN ).

Dans le cas d’un signal cible s connu on a :

Λ(y1, · · · ,yN ) =
hmN (q0(y1 − s), · · · , q0(yN − s))

hmN (q0(y1), · · · , q0(yN ))
, (2.75)

où l’expression de hmN est donnée par (2.64).

2.2.2 Le rapport de vraisemblance généralisé (RVG)

Quand le signal cible s n’est pas connu, le rapport de vraisemblance généralisé (RVG) est
mis en place, après estimation au sens du MV de l’ensemble des paramètres θ inconnus du signal
cible. Comme au chapitre 1, l’estimation de θ s’effectue comme suit, à partir, cette fois, de
(2.72) :

θ̂ = argmax
θ

Λ(y) = argmax
θ

p(y, θ/H1). (2.76)

La quantité p(y/H0) n’apparâıt pas dans l’expression à maximiser, puisqu’elle est indépendante
de θ.

Si l’amplitude A du signal cible est la seule inconnue du problème (s = Ap où p est fonc-
tion des autres paramètres), le RVG, pour les SIRV, admet la même expression que (2.72), où
désormais :

q1(y) = q0(y) − |p† M−1 y|2
p† M−1 p

. (2.77)

Cette expression est obtenue en remplaçant A par son estimée Âmv, dont l’expression, donnée
au chapitre 1 par (1.15), reste la même que dans le cas Gaussien. En effet, les intégrales (2.70)
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et (2.71) étant positives et uniformément convergentes, le théorème de dérivation des fonctions
intégrales s’applique. En d’autres termes, annuler la dérivée de (2.71) revient à annuler la dérivée
de son intégrand, qui n’est rien d’autre que la dérivée de la fonction exponentielle.

La procédure d’estimation reste la même pour les autres paramètres du signal cible ; en
revanche, lorsque tous les paramètres doivent être estimés simultanément, un problème d’opti-
misation complexe se pose, pour lequel il n’existe pas de solution analytique. Dans ce cas, on
peut avoir recours à des méthodes numériques d’optimisation comme la méthode du gradient
(méthode du premier ordre, quand il n’existe pas de minima locaux), la méthode de Newton
(méthode utilisant le second ordre mais s’il n’y a pas de minima locaux), les méthodes dites heu-
ristiques comme le recuit simulé et les algorithmes génétiques, ou encore les méthodes MCMC
(Monte Carlo par Châıne de Markov).

Dans les exemples de détecteurs qui suivent, seule l’amplitude du signal cible est estimée et
les formes quadratiques sont données par q0(y) = y† M−1 y et par (2.77) pour q1(y).

Les expressions des détecteurs optimaux sont données pour les environnements de fouillis
non-Gaussiens dont les expressions des lois jointes sont données dans (Tab. 2.2) et (Tab. 2.3).
Les noms des détecteurs sont attribués en fonction de la nature de l’environnement comme
par exemple l’OKD pour Optimum K Detector (détecteur optimal pour un environnement K-
distribué) ou encore l’OCD pour Optimum Cauchy Detector (optimal pour un environnement
de Cauchy), et ainsi de suite. Le dernier détecteur présenté (OCpGD pour l’Optimum Clutter
plus Gaussian Detector) est un cas général pour lequel l’expression analytique ne peut pas
être déterminée : l’environnement est supposé être un SIRV de statistique quelconque (p(τ)
quelconque) auquel s’ajoute le bruit thermique engendré par l’électronique du système radar et
connu pour être un vecteur de bruit Gaussien.

2.2.3 Optimum K Detector : l’OKD

Lorsque la statistique du fouillis radar est connue ou supposée être K-distribuée (de para-
mètres ν et b), la loi de la texture est une loi Gamma de paramètres ν et 2/b2 (cf. (2.32))
d’expression :

p(τ) =
b2ν

2ν Γ(ν)
exp

(
−2τ

b2

)
. (2.78)

La loi du test sous l’hypothèse H0 est donnée par (2.35) pour le vecteur y et sa forme quadratique
q0(y) :

p(y/H0) =
b2m

Γ(ν)
√

π (2π)m |M|
(b
√

q0(y))ν−m

2ν−1
Km−ν(b

√
q0(y)). (2.79)

Pour un signal cible d’amplitude inconnue et estimée selon (1.15), le RVG devient ∀m ≥ 2 :

(
q1(y)

q0(y)

) ν−m
2

.
Kν−m

(
b
√

q1(y)
)

Kν−m

(
b
√

q0(y)
)

H1
>
<
H0

η. (2.80)
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Pour m = 1, q0(y) = |y|2 et l’expression devient :

|y|ν−1 Kν−1(b|y|)
H1
<
>
H0

(2β)
ν−1

2 Γ(ν)

2νη
. (2.81)

2.2.4 Optimum Laplace Detector : OLD

Ce détecteur peut être considéré comme un cas particulier de l’OKD puisqu’il cöıncide avec
ce dernier pour ν = 1. Avec l’expression de la loi jointe donnée dans Tab.(2.2) correspondant
à p(y/H0) où α devient q0(y), le RVG s’écrit pour m ≥ 2 :

(
q1(y)

q0(y)

) 1−m
2

.
Km−1

(
b
√

q1(y)
)

Km−1

(
b
√

q0(y)
)

H1
>
<
H0

η. (2.82)

2.2.5 Optimum Student-t Detector : OStD

D’après Tab. 2.2, le RVG s’écrit dans le cas où la loi marginale de y est une loi de Student-t :

(
b2 + q0(y)

b2 + q1(y)

)m+ν H1
>
<
H0

η. (2.83)

2.2.6 Optimum Cauchy Detector : OCD

La loi de Cauchy est un cas particulier de la loi de Student-t lorsque ν = 1/2. Le RVG
devient donc :

(
b2 + q0(y)

b2 + q1(y)

)m+1/2 H1
>
<
H0

η. (2.84)

2.2.7 Optimum χ Detector : OχD

Lorsque la loi marginale de l’enveloppe des composantes en quadrature de y est une loi χ
(cf. Tab. 2.3), le RVG s’écrit :

m∑

k=1

(−1)k−1Ck−1
m−1(b

2σ2)k−1 Dk(q1(y), ν, b, σ)

m∑

k=1

(−1)k−1Ck−1
m−1(b

2σ2)k−1 Dk(q0(y), ν, b, σ)

H1
>
<
H0

η, (2.85)
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2.2. Stratégies de détection optimales pour un environnement SIRV connu a priori

où, pour j = 0, 1 : Dk(qj(y), ν, b, σ) =
m−1∏

i=1

(ν−i) (qj(y))ν−ke−b2σ2qj(y), et Ck−1
m−1 =

(m − 1)!

(k − 1)! (m − k)!
.

2.2.8 Optimum generalized Rayleigh Detector : OgRD

Lorsque la loi marginale de l’enveloppe des composantes en quadrature de y est une loi de
Rayleigh généralisée (cf. Tab. 2.3), le RVG s’écrit pour η ≤ 2 :

(
q1(y)

q0(y)

)1−m

exp

(
ση

βη
[q0(y)η/2 − q1(y)η/2]

)
m−1∑

k=1

Dk(η)

k!

(
σ
√

q1(y)

β

)η k

m−1∑

k=1

Dk(η)

k!

(
σ
√

q0(y)

β

)η k

H1
>
<
H0

ξ, (2.86)

où ξ est le nouveau seuil, Dk(η) =

k∑

j=1

(−1)jCj
k

j−1∏

i=0

(
j η

2
− i), et Cj

k =
(k)!

(j)! (k − j)!
.

2.2.9 Optimum Weibull Detector : OWD

Lorsque la loi marginale de l’enveloppe des composantes en quadrature de y est une loi de
Weibull (cf. Tab. 2.3), le RVG s’écrit pour 0 ≤ b ≤ 2 :

(
q0(y)

q1(y)

)m

m−1∑

k=1

Dk(b)

k!
(aσb)k

√
q1(y)

kb
exp(−aσb

√
q1(y)

kb
)

m−1∑

k=1

Dk(b)

k!
(aσb)k

√
q0(y)

kb
exp(−aσb

√
q0(y)

kb
)

H1
>
<
H0

η, (2.87)

où Dk(b) =
k∑

j=1

(−1)j Cj
k

j−1∏

i=0

(
j b

2
− i), et Cj

k =
(k)!

(j)! (k − j)!
.

2.2.10 Optimum Rice Detector : ORD

Lorsque la loi marginale de l’enveloppe des composantes en quadrature de y est une loi de
Rice (cf. Tab. 2.3), le RVG s’écrit pour 0 < ρ ≤ 1 :

exp [K(q0(y) − q1(y))]

m∑

k=1

(−1)kCk
m−1(ρ/2)k Dk(q1(y), σ, ρ)

m∑

k=1

(−1)kCk
m−1(ρ/2)k Dk(q0(y), σ, ρ)

H1
>
<
H0

η, (2.88)
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où K =
σ2

2(1 − ρ2)
et pour j = 0, 1 : Dk(qj(y)) =

k∑

l=0

C l
kIk−2l(K ρqj(y)).

Iν(.) est la fonction de Bessel modifiée de première espèce d’ordre ν, et C l
k =

(k)!

(l)! (k − l)!
.

2.2.11 Optimum Clutter plus Gaussian Detector : l’OCpGD

Quand le bruit thermique b est pris en compte dans les données reçues par le radar, on a
alors, sous l’hypothèse H0 :

H0 : y = x
√

τ + b, (2.89)

où b est un vecteur aléatoire complexe circulaire de variables aléatoires Gaussiennes décorrélées,
de moyenne nulle et de variance 2σ2

b , c’est-à-dire que b ∼ CN (0, 2σ2
b I).

Ainsi la matrice de covariance de y conditionnellement à τ s’écrit :

My/τ =
1

2
IE(yy†/τ) = τMx + σ2

b I, (2.90)

où I désigne la matrice identité, et la densité de probabilité de y/H0 devient :

p(y/H0) =
1

(2π)m

∫ +∞

0

1

|τMx + σ2
b I|

exp

(
−y† (τMx + σ2

b I)
−1y

2

)
p(τ) dτ. (2.91)

Le RV donné en (2.72) sous forme générale admet dans ce cas l’expression suivante :

Λ(y) =
p(y/H1)

p(y/H0)
=

∫ +∞

0

1

|τMx + σ2
b I|

exp

(
−q1(y, τ)

2

)
p(τ) dτ

∫ +∞

0

1

|τMx + σ2
b I|

exp

(
−q0(y, τ)

2

)
p(τ) dτ

H1
>
<
H0

η, (2.92)

où désormais

q0(y, τ) = y† (τMx + σ2
b I)

−1 y, (2.93)

et q1(y, τ) se déduit de q0(y, τ) comme dans les cas précédents selon le degré de connaissance
sur le signal cible (cf. (2.77)).

Cette nouvelle expression du RV ne se calcule pas analytiquement, et ceci quelque soit l’ex-
pression de p(τ). F. Gini, M.V. Greco, A. Farina et P. Lombardo ont étudié ce cas précis en
considérant un fouillis K-distribué [Gini98]. Les auteurs montrent que si des détecteurs tels
l’OGD ou l’OKD sont mis en place alors que du bruit thermique est présent dans les données,
alors les performances de ces détecteurs sont dégradées en comparaison des performances obte-
nues par l’OKGD.

Une solution alternative, sous-jacente à la propriété d’invariance des SIRV après addition,
serait de considérer la somme des deux vecteurs de bruit (parfois plus que deux) comme un seul
et unique SIRV. Cependant, lorsque les composantes principales du SIRV (matrice de covariance
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et loi de texture) sont différentes, il n’existe pas, d’après les propriétés énoncées, d’expression
pour la matrice de covariance et la loi de la texture du SIRV résultant. On peut donc envisager
d’estimer ces quantités inconnues à partir des données reçues du radar en considérant être en
présence d’un seul et unique SIRV. L’expression du détecteur obtenue sous une telle considéra-
tion serait donc valable quelle que soit la nature statistique des données.

Dans le chapitre 3, deux méthodes d’estimation de la loi de la texture sont proposées, après
avoir mené une étude bayésienne du problème posé. Ces deux méthodes sont dans leur ordre de
présentation, la méthode des approximants de Padé (méthode basée sur une approximation sous
forme de fraction rationnelle de la fonction génératrice de moments) et une estimation bayésienne
à la loi de la texture. Le problème de l’estimation de la matrice de covariance est juste évoqué dans
ce rapport dans le but d’étudier l’influence de la corrélation sur les performances des détecteurs
obtenus et en prenant pour référence principale les travaux de F.Gini [Gini99, Gini00b, Gini00c].
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Chapitre 3

Stratégies de détection optimales
pour un environnement inconnu

Dans ce chapitre, deux nouvelles stratégies optimales de détection sont établies, après modéli-
sation de l’environnement par un SIRP. Elles constituent un apport nouveau et important en
détection radar puisqu’aucune connaissance a priori n’est nécessaire sur la statistique de l’envi-
ronnement. Suite à une analyse bayésienne du modèle SIRP, la loi de la texture est estimée à
partir de données de référence, selon deux méthodes différentes. La première utilise une approxi-
mation de Padé de la fonction génératrice de moments de la texture, ce qui permet d’obtenir le
détecteur PEOD, ou Padé Estimated Optimum Detector. La seconde méthode fournit un esti-
mateur Monte Carlo-bayésien à la loi de la texture, sous forme analytique, qui nous conduit au
détecteur BORD, ou Bayesian Optimum Radar Detector. Les performances de ces deux détec-
teurs sont analysées dans des environnements SIRV de natures différentes, et des résultats très
importants sont établis, notamment pour le BORD.

3.1 Analyse bayésienne du modèle SIRV

3.1.1 La règle de Bayes

L’objectif d’une telle analyse est de déterminer a posteriori la loi de la texture du modèle
SIRV de l’environnement du radar à partir de Nr mesures de vecteurs référence bruit.
Soit R = [r1, · · · , rNr ]

t une collection de Nr SIRV de taille m tel que, ∀1 ≤ i ≤ Nr, ri =
[ri(1), · · · , ri(m)].

D’après le modèle SIRV, on a : ri = xi
√

τ . Connaissant la loi conditionnelle de ri par rapport
à τ , à savoir une loi Gaussienne multivariée, la règle de Bayes nous fournit une expression de
la loi a posteriori de la texture, en fonction de sa ”vraie” loi (inconnue), de la vraisemblance des
références (connue) et de la loi du vecteur des références (inconnue). On a donc :

p(τ/ri) =
p(ri/τ) p(τ)

p(ri)
, (3.1)

où la constante de normalisation p(ri) est calculée par intégration de la vraisemblance des don-
nées p(ri/τ) sur la loi de la texture :

p(ri) =

∫ +∞

0
p(ri/τ) p(τ) dτ. (3.2)
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Dans (3.1), seule p(ri/τ) est connue. Afin d’en déterminer une expression analytique, une densité
a priori g(τ) est choisie pour représenter p(τ) sur les données de références. Ainsi, (3.1) se ré-écrit
en remplaçant p(τ) par g(τ) :

p(τ/ri) =
p(ri/τ) g(τ)

p(ri)
, (3.3)

et la constante de normalisation p(ri) se calcule désormais en intégrant la vraisemblance des
références sur le prior g(τ). On a donc :

p(ri) =

∫ +∞

0
p(ri/τ) g(τ) dτ. (3.4)

La densité a priori que l’on attribue à la texture est choisie selon le degré de connaissance sur
la variable aléatoire τ du modèle. Ce choix est explicité plus en détail dans le paragraphe suivant.

3.1.2 Choix du prior

La question du choix du prior est toujours sujette à beaucoup de discussions, surtout lors-
qu’aucune information physique n’est disponible sur la variable. Certaines personnes restent
sceptiques quant à l’application même du paradigme bayésien à un problème physique, alors
que d’autres y adhèrent totalement, en se détachant quelque peu de la réalité physique du pro-
blème. En fait, le paradigme bayésien représente une toute autre façon de penser un problème de
la physique classique, le but étant de ”laisser parler” les données du problème afin d’en extraire
les informations qu’elles contiennent.

Si les paramètres d’intérêt sont bien définis (intervalle de valeurs, distribution, ...), le choix
du prior est alors imposé par ces connaissances. Il serait effectivement dommage de considérer,
par exemple, un paramètre à valeurs négatives s’il est connu pour représenter une distance ou
une variance. Dans ces cas, tout le monde tombe d’accord sur l’utilité du prior.
Si, en revanche, aucune information, ou presque, n’est disponible sur les paramètres d’intérêt,
des priors définis comme ”non-informatifs” peuvent être utilisés selon la nature des paramètres.
Par exemple, de tels priors existent pour tout paramètre d’échelle ou de forme. Le scepticisme de
certains apparâıt alors, surtout si ces méthodes permettent d’obtenir de meilleurs résultats que
des méthodes déterministes : comment justifier que l’information apportée n’apporte justement
aucune information ?

Un autre choix de prior possible, est un prior dit conjugué. Ce choix est plus souvent justifié
pour des raisons de confort de calculs que pour des raisons physiques. Dans ce cas, la loi a
posteriori des paramètres d’intérêt appartient à la même famille de loi que la loi du prior. Ce
qui signifie que le choix du prior détermine la loi a posteriori. Dans pareil cas, je consens que
certains puissent croire que pour voir du rouge, il suffit d’en regarder.

Dans le but d’identifier la loi a posteriori de la texture à partir de données de référence bruit
seul, dont la statistique est inconnue, seules deux possibilités de prior s’offrent à nous : un prior
non-informatif ou un prior conjugué. Cette alternative est discutée dans le paragraphe qui suit
afin de justifier, à notre sens, l’emploi préférentiel d’un prior non-informatif.

44



3.1. Analyse bayésienne du modèle SIRV

3.1.2.1 Prior non-informatif

Pour un environnement radar inconnu, la seule connaissance apportée par la modélisation
SIRV est la positivité de la variable. Dans pareil cas, le prior de Jeffrey non informatif, propor-
tionnel à la racine carrée de l’information de Fisher, est choisi afin d’éviter toute restriction sur
le domaine réel de validité de la variable. Malgré le caractère impropre de la densité du prior de
Jeffrey, définie sur IR+ par ([Robe92, Robe94, Robe96, Tann96]) :

g(τ) =
1

τ
, (3.5)

son expression garantit la positivité de la variable tout en respectant le comportement en 1/τ
de la variance dans l’expression de la loi Gaussienne. Ainsi défini le prior de Jeffrey est valable
pour les paramètres d’échelle en général.

3.1.2.2 Prior conjugué

Une densité prior est dite conjuguée si la loi a posteriori résultante appartient à la même
classe de densités. Ceci traduit l’invariance de la famille de lois par la multiplication du terme
de vraisemblance. Quelques exemples de lois conjuguées, tirés de [Decl98], sont donnés à titre
indicatif dans Tab. 3.1 pour la famille des lois exponentielles.

Loi a posteriori p(τ/y) Vraisemblance Prior conjugué g(τ)
p(y/τ)

Normale N
(

σ2µ + β2y

σ2 + β2
,

σ2β2

σ2 + β2

)
Normale Normale N (µ, β2)

N (τ, σ2)

Gamma G
(

α + 0.5, β +
(µ − y)2

2

)
Normale Gamma G(α, β)

N (µ, 1/τ)
Gamma G(α + y, β + 1) Poisson Gamma G(α, β)

P(τ)
Gamma G(α + ν, β + y) Gamma Gamma G(α, β)

G(ν, τ)

Inverse IG
(

α + 1,
2β

2 + β(y − m)2

)
Normale Inverse IG(α, β)

Gamma N (m, τ) Gamma
Beta Be(α + y, β + n − y) Binomiale Beta Be(α, β)

B(n, τ)
Beta Be(α + m,β + y) Neg.Binom. Beta Be(α, β)

B(m, τ)
Dirichlet D(α1 + y1, · · · , αk + yk) Multinom. Dirichlet D(α1, · · · , αk)

Mk(τ1, · · · , τk)
Exp. E(λ − log(1 − y)) Beta Exp. E(λ)

B(α, τ)

Tab. 3.1 – Priors conjugués pour quelques lois

Dans le cas où le terme de vraisemblance est une Gaussienne, et que le paramètre d’intérêt
est la variance, le prior conjugué possible pour τ est une loi Inverse Gamma. La loi a posteriori
résultante est donc une loi Inverse Gamma.
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Si un tel choix est adopté, le réglage des paramètres de la loi conjuguée doit donc être effec-
tué avec précaution afin de ne pas égarer la loi a posteriori qui en dépend. Cependant, une loi
conjuguée devient presque non informative lorsque ses paramètres sont choisis exagérément. Par
exemple, si la loi Inverse Gamma IG(τ ; ap, bp) est choisie pour g(τ) dans (3.5) alors avec ap

proche de 0 et bp très grand on a : IG(τ ; ap, bp) ∝ ap/τ .

Le prior non-informatif de Jeffrey parâıt donc bien adapté à notre degré d’ignorance sur
la texture. En poursuivant les calculs initiés en début de ce chapitre, l’expression de la loi a
posteriori de la texture en découle.

3.1.2.3 Expression de la loi a posteriori instantanée de la texture

Connaissant Nr données de référence bruit, la loi a posteriori résultante est obtenue en
remplaçant g(τ) par (3.5) dans (3.1). Dans ce cas, la constante de normalisation p(ri) est calculée
par intégration du numérateur dans (3.1) sur le prior non-informatif de Jeffrey g(τ), et devient :

p(ri) =

∫ +∞

0

τ−m−1

(2π)m |M| exp

(
−r†i M−1 ri

2τ

)
dτ

=
Γ(m)

πm |M|(r†i M−1 ri)m
. (3.6)

Ainsi, la loi a posteriori instantanée (3.1) devient à son tour :

p(τ/ri) =
τ−m−1

(2π)m |M| p(ri)
exp

(
−r†i M−1 ri

2τ

)

=
(r†i M−1 ri)

m

2mΓ(m)
τ−m−1 exp

(
−r†i M−1 ri

2τ

)
. (3.7)

Cette loi représente la loi a posteriori instantanée de la texture. Elle repose sur la connais-
sance d’un seul vecteur de référence ri, et peut d’ailleurs être identifiée : elle correspond à une
loi Inverse Gamma de paramètres m et 2/r†i M−1 ri que l’on note IG(τ ;m, 2/r†i M−1 ri). On
peut déduire de ce résultat que, choisir un prior conjugué ou un prior non-informatif résulte en
la même loi, aux valeurs des paramètres du prior près. Le prior (3.5) peut être vu, dans ce cas,
comme un prior conjugué non-informatif.

Cette analyse a permis d’identifier la principale inconnue du modèle SIRV, à savoir la texture.
Une autre inconnue à déterminer est la matrice de covariance du speckle, et l”estimation de cette
matrice va être réalisée à partir des mêmes données de référence que celles utilisées pour la
caractérisation de la loi a posteriori de la texture.

3.2 Estimation NSCM de la matrice de covariance

Pour un vecteur r de taille m, sa matrice de covariance Mr est définie par :

Mr = IE(r r†) =

∫

IRm
r r†p(r) dr, (3.8)
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ou plus simplement, en calculant chaque terme de la matrice indépendamment pour i, j =
1, · · · ,m :

Mij = IE(ri r
∗
j ) =

∫
ri r

∗
j p(ri, rj)dridrj . (3.9)

Connaissant Nr vecteurs de référence bruit rNr
i=1, de taille m, l’estimation Monte-Carlo de la

matrice de covariance Mr des données s’effectue classiquement par :

M̂r =
1

Nr

Nr∑

i=1

ri r
†
i . (3.10)

Pour le modèle SIRV, la matrice de covariance présente dans les expressions est la matrice
de covariance M du speckle x. Sachant que cette matrice est reliée à la matrice de covariance
des données observées par :

Mr = 2 IE(τ)M, (3.11)

où 2IE(τ) représente la puissance d’une observation SIRV, une estimation dite NSCM (Nor-
malized Structured covariance Matrix) de M à partir des vecteurs ri s’écrit [Gini99, Gini00b,
Gini00c] :

M̂ =
m

Nr

Nr∑

i=1

ri r
†
i

r†i ri

. (3.12)

Dans cette expression, la matrice de covariance des données est divisée par la puissance
locale moyenne. Cela permet d’obtenir une estimation de la matrice de covariance du speckle
directement à partir de données de référence SIRV.

Cette méthode, utilisée dans le cas des SIRV et des vecteurs Gaussiens composés différencie
l’ALQ (Adaptive Linear Quadratic detector), pour lequel elle est utilisée du GLRT (rapport de
vraisemblance généralisé obtenu sous l’hypothèse Gaussienne) pour lequel la matrice de cova-
riance est estimée selon (3.10), avec des vecteurs Gaussiens. Les performances des deux approches
sont comparées dans [Gini00b].

3.2.1 Modèle de matrice de covariance utilisé pour les simulations

Pour analyser les performances des détecteurs présentés dans ce document, la matrice de
covariance des SIRV simulés est choisie d’après un modèle de densité spectrale Gaussienne dont
les caractéristiques sont les suivantes :

– Taille de la matrice : m × m, où m = 10,
– Période de répétition des impulsions : Tr = 10−3 (le spectre s’étale donc de 0 à 1/Tr),
– Puissance de bruit unitaire : Pc = 1,
– Le spectre est centré en f0 = 0,
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– L’étalement spectral est : σf =
σ0

2 m Tr
, où la valeur de σ0 est fixée à 5 ou 10, selon la

”force” de la corrélation voulue. Plus σ0 est faible, plus la corrélation entre les données est
forte, et inversement,

– Les coefficients d’auto-corrélation ρk (k = 0, · · · ,m− 1) sont donnés par la première ligne
(ou la première colonne) de la matrice ainsi construite.

La figure (Fig. 3.1) représente différents vecteurs de coefficients d’auto-corrélation, selon les
valeurs de σ0.
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Fig. 3.1 – Coefficients d’auto-corrélation des matrices de covariance des SIRV simulés, représen-
tés pour différentes valeurs de σ0 (l’étalement spectral est σf = σ0/(2mTr)). Tr = 10−3 ; Pc = 1 ;
f0 = 0.

3.2.2 Propriété statistique de la matrice estimée au sens NSCM

On peut noter que l’expression de M̂ donnée par (3.12) est statistiquement équivalente à :

M̂x =
m

Nr

Nr∑

i=1

xi x
†
i

x†
i xi

, (3.13)

où les vecteurs xi sont les vecteurs Gaussiens qui composent les données de référence. De cette
manière, l’estimée NSCM de la matrice de covariance des données de référence ne dépend pas
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de la densité de probabilité de la texture. On peut ainsi en conclure que l’estimation NSCM de
M selon (3.12) n’est pas un obstacle à la propriété TFAC d’un détecteur par rapport à la loi de
la texture.

Pour illustrer cette propriété, la figure (Fig. 3.2) représente les coefficients d’auto-corrélation
des matrices estimées au sens NSCM de SIRV K-distribué et de Student (pour m = 10 et
N = 1000). A chaque SIRV correspond deux estimations : l’une à partir des données SIRV (se-
lon (3.12)) et l’autre à partir du speckle du SIRV (selon (3.13)). On s’aperçoit que les estimations
sont très proches ce qui justifie l’expression (3.13).
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Fig. 3.2 – Indépendance des estimées NSCM par rapport à la loi de la texture du SIRV, montrée
pour un SIRV K-distribué (ν = 0.1) et un SIRV Student-t (ν = 2.24), m = 10 et N = 1000.

Après avoir caractérisé l’environnement du radar par estimation de sa matrice de covariance
et de sa loi de texture, à partir de données de référence, les traitements effectués sur les données
observées deviennent adaptatifs. Toutes les quantités présentes dans l’expression du RV donné
par (2.72) pour tout SIRV se déterminent à partir des données reçues, sans aucun apport exté-
rieur nécessaire.

Dans le paragraphe suivant, deux méthodes d’estimation de la loi de la texture sont présen-
tées. Ces deux méthodes, que sont l’approximation de Padé et une estimation MC-bayésienne,
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ont l’avantage de fournir analytiquement une expression de la loi estimée. Ainsi, deux stratégies
de détection peuvent être mises en place, après calcul des intégrales dans (2.72), nommées res-
pectivement PEOD (Padé Estimated Optimum Detector) et BORD (Bayesian Optimum Radar
Detector).
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3.3 Le PEOD : Padé Estimated Optimum (radar) Detector

L’expression du détecteur PEOD est obtenue après estimation de la loi de la texture du
SIRV, à partir de données de référence bruit seul. Dans un premier temps, les moments de la loi
sont calculés empiriquement, en utilisant des échantillons de texture générés suivant la densité
de probabilité a posteriori instantanée de τ donnée par (3.7). Une approximation de Padé de la
fonction génératrice de moments permet ensuite d’obtenir une expression de l’estimée de la loi
de la texture et de mettre en place le détecteur après formation du RV.

3.3.1 Estimation de la loi de la texture du SIRV par les approximants de Padé

L’étude bayésienne du modèle SIRV, menée en 3.1, a permis d’obtenir une expression de la
loi a posteriori instantanée de la texture, connaissant Nr vecteurs de référence bruit. Cette loi
étant identifiée comme une loi Inverse Gamma, de nouveaux échantillons de texture peuvent être
générés, à partir desquels une estimation empirique des moments est possible. Ce ”re”-tirage est
nécessaire pour appliquer la méthode des approximants de Padé, basée sur une approximation
de la fonction génératrice de moments (voir l’annexe C pour plus de détails).

En utilisant les Nr données de référence ri, Nr variables aléatoires τ̃ sont générées de telle
sorte que :

τ̃Nr
i=1 ∼ IG

(
τ̃ ;m,

2

r†i M−1 ri

)
, (3.14)

en rappelant qu’une loi Inverse Gamma IG(x; a, b) représente la loi de X = 1/Y avec Y qui
suit une loi Gamma G(a, b).

Pour procéder à une approximation de Padé d’ordre [L,M ] de la fonction génératrice de
moments, représentative des Nr échantillons τ̃ , 2M moments d’ordre supérieur (voir annexe C)
sont calculés empiriquement comme suit :

µ̃n =
1

Nr

Nr∑

i=1

τ̃n
i . (3.15)

(L’expression littérale des moments des variables aléatoires τ̃ ne peut pas s’obtenir d’après
la loi des variables aléatoires , car cette dernière dépend des données.)

L’expression obtenue, notée P [L/M ](u), est une fraction rationnelle, dont les polynômes du
numérateur et du dénominateur sont respectivement d’ordre L et M . La détermination des
coefficients de ces polynômes constitue l’approximation de Padé de la fonction génératrice de
moments. L’expression de la densité de probabilité des échantillons τ̃ s’obtient après inversion
de P [L/M ](u) par la méthode des résidus, qui résulte en deux séries de coefficients de taille M ,
αk et λk, complexes, conjugués deux à deux et/ou réels.

La densité de probabilité calculée à partir de ces coefficients est définie sur IR+ et admet
pour expression :

p̂(τ̃) =

M∑

k=1

λk e−αk τ̃ . (3.16)
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La détermination de l’ordre et les différentes étapes de l’approximation sont discutées dans
l’annexe B aux paragraphes B.3.1 et B.3.5. Cependant, la valeur de M admise pour vérifier les
conditions probabilistes et algébriques imposées par l’approximation de Padé n’est généralement
pas très élevée. Dans la pratique, une approximation de Padé d’ordre de 4 à 8 est toujours pos-
sible.

La forme de densité de probabilité estimée après approximation de Padé (une somme d’ex-
ponentielles décroissantes) assure un certain confort dans les calculs. Remplacer p(τ) par (3.16)
dans l’expression du RV donné par (2.72) permet effectivement d’obtenir une expression du
RV pour tout type d’environnement du radar. L’estimation est effectuée à partir de données
de référence sans nécessiter de connaissance a priori sur la statistique de l’environnement. Le
détecteur ainsi construit est appelé PEOD pour Padé Estimated Optimum (radar) Detector et
son expression est donnée au paragraphe suivant.

3.3.2 Expression du PEOD après formation du rapport de vraisemblance
généralisé

Après estimation de la statistique de l’environnement du radar par une approximation de
Padé et à partir de Nr données de référence bruit seul, les densités de probabilité des vecteurs
observés y (même taille m que ri) sous chacune des hypothèses du test de détection se calculent
par intégration sur la loi estimée (3.16).

À l’hypothèse Hj , où j = 0 ou 1, correspond p(y/Hj) donnée par :

p(y/Hj) =

∫ +∞

0

τ̃−m

(2π)m |M| exp

(
−qj(y)

2 τ̃

) M∑

k=1

λk e−αk τ̃ dτ̃

=
1

(2π)m |M|
M∑

k=1

λk exp

(
−qj(y)

2 τ̃
− αk τ̃

)
dτ̃

=
qj(y)

1−m
2

(2π)m |M|
M∑

k=1

λk (αk)
m−1

2 K1−m

(√
Bj

k(y)

)
, (3.17)

(3.18)

avec

* q0(y) = y† M−1 y ,

* q1(y) = q0(y − s) pour un signal cible s connu,

* q1(y) = y† M−1 y − |p† M−1 y|2
p† M−1 p

pour un signal cible dont l’amplitude est inconnue et

estimée au sens du MV selon (1.15),

* Bj
k(y) = 2 αk qj(y), pour j = 0 ou 1,

* Kν(x) est la fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce d’ordre ν.
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Le RV qui découle de ces expressions est immédiat et l’expression du PEOD devient :

(
q1(y)

q0(y)

) 1−m
2

M∑

k=1

λk (αk)
m−1

2 K1−m

(√
B1

k(y)

)

M∑

k=1

λk (αk)
m−1

2 K1−m

(√
B0

k(y)

)
H1
>
<
H0

η. (3.19)

3.3.3 Avantages et inconvénients de la structure du PEOD

Pour la mise en œuvre du PEOD, la statistique de l’environnement est estimée au préalable
sur données de référence. Elle est transcrite au travers des coefficients de Padé et seules les
observations changent.
Cependant, le PEOD étant construit à partir d’une approximation de Padé de la loi de la texture
du SIRV, et par conséquent à partir des moments de cette loi, quelques remarques peuvent être
faites selon le degré de connaissance de la statistique de l’environnement du radar :

- Si la loi de la texture du SIRV est connue (les moments théoriques sont alors connus) sans
toutefois permettre le calcul de la loi jointe du vecteur SIRV, alors le PEOD est ”idéal”.
Ce cas peut se produire, soit comme un cas d’école, soit après identification de la loi de la
texture à partir de données expérimentales de fouillis.
L’erreur engendrée par l’approximation de Padé ne provient alors que de l’erreur d’arrondi
dans le développement en puissance croissante à l’ordre 2M − 1 de la fonction génératrice
de moments (voir annexe B, (B.17)).

- Dans le cas le plus général où la loi de la texture est inconnue, les moments de cette loi sont
estimés empiriquement. L’erreur engendrée par cette première estimation est difficilement
quantifiable analytiquement sur l’approximation de Padé résultante ; cependant, l’étude
peut être menée numériquement à travers l’évaluation des performances du PEOD. On
constate alors, que si la valeur de la probabilité de fausse alarme est respectée, l’estima-
tion des moments n’influe que très peu sur les performances du PEOD.

Pour illustrer la première remarque, considérons un cas bien précis. Supposons que la loi de
la variance est une loi de Weibull de paramètres a et b. Les intégrales à calculer pour déterminer
les statistiques de l’environnement sous l’hypothèse Hj (j = 0, 1) du test de détection s’écrivent :

p(y/Hj) =

∫ +∞

0

1

(2π)m|M |τ
−m exp

(
−qj(y)

2τ

)
a b τ b−1e−aτb

dτ. (3.20)

Cette intégrale n’admet pas de solution analytique connue. En revanche, les moments théo-
riques de la loi de Weibull étant :

µn = a−n/b Γ(1 +
n

b
), (3.21)
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une approximation de Padé à l’ordre [10/11], pour b = 0.658 et a fixé pour avoir une variance
unité (a = 1.8328..), donne les coefficients réels suivants :

{αk}k=1..11 = {38.596, 5.713, 2.288, 1.268, 0.825, 0.589, 0.448, · · ·
0.354, 0.287, 0.236, 0.195} (3.22)

{λk}k=1..11 = {5.803, 1.313, 0.585, 0.261, 0.092, 0.022, 0.003, · · ·
2.520.10−4, 8.558.10−6, 9.257.10−8, 1.463.10−10}. (3.23)

Pour obtenir une telle approximation, les 22 premiers moments ont été utilisés. Cependant,
l’ordre [10/11] n’est qu’un exemple et, dans ce cas, tous les ordres inférieurs sont également
valables ; le nombre de moments utilisés est fonction de l’ordre obtenu.

Pour des valeurs de a et b différentes, et pour un ordre différent, les coefficients obtenus
peuvent être complexes. Dans l’exemple ci-dessus, l’ordre [10/11] est l’ordre le plus grand pour
lequel l’approximation est stable. Pour les mêmes paramètres, on peut obtenir des approxi-
mations aux ordres [9/10], [8/9], etc ... jusqu’à, raisonnablement, [1/2]. La figure (Fig. 3.3)
représente les tracés des erreurs relatives entre les densités de probabilité théoriques et approxi-
mées pour différentes valeurs des paramètres a et b. Les ordres des approximations sont indiqués
pour chaque estimée. On remarque nettement la convergence de l’approximation lorsque b → 1,
ce qui n’est pas surprenant car, lorsque b = 1, la loi de Weibull est une loi exponentielle. En
revanche, lorsque b devient grand, l’erreur est inconsidérée ; il devient alors délicat d’estimer une
loi ”en xb−1e−axb

” avec b grand par une somme d’exponentielles, et la même conclusion est faite
lorsque b est très petit.

Dans le cas où les moments théoriques ne sont pas disponibles, la qualité de l’approximation
de Padé va dépendre de la qualité de l’estimation des moments, dépendante du nombre de
données de référence regénérées. Pour illustrer cette remarque, les figures (Fig. 3.4), (Fig. 3.5)
et (Fig. 3.6) représentent, en fonction du nombre de données, les histogrammes des échantillons
de texture - théoriques et après retirages - et les moments de ces variables - moments théoriques,
moments estimés d’après texture théorique et moments estimés d’après échantillons regénérés.
Ces trois figures portent sur des SIRV K-distribués de paramètres ν = 0.1, 2 et ν = 20 et de
matrice de covariance connue pour des valeurs Nref = 10000, 1000, 100.

3.3.4 Performances de détection du PEOD

Les performances de détection du PEOD sont évaluées à la fois pour un environnement K-
distribué (pour lequel l’OKD est optimal) que pour un environnement de statistique inconnue,
pour lequel la loi de la texture est une loi de Weibull. On considère, dans les simulations, que la
matrice de covariance est connue et que l’amplitude de la cible détectée est inconnue et estimée
au sens du MV.

3.3.4.1 Comparaison à l’optimal

Les performances de différents détecteurs ci-dessous sont comparées :

- Performances du PEOD ”idéal”, (Fig. 3.7).
Le terme ”idéal” signifie que les moments théoriques sont utilisés.
Dans ce cas, le PEOD atteint les performances idéales attendues pour ce détecteur, soit
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Fig. 3.3 – Erreur relative entre la loi théorique et son approximation par Padé pour différents
paramètres.

une borne supérieure à celles obtenues sous des hypothèses moins favorables. L’optimalité
du PEOD peut être évaluée et comparée à l’optimalité effective de l’OKD dans pareil cas.
Les performances de l’OGD sont également tracées (détecteur non adapté) en vue d’une
comparaison lorsque ν est grand (convergence vers le cas Gaussien).

- Performances du PEOD ”non-idéal”, (Fig. 3.8).
Dans ce cas, les moments de la loi de la texture sont estimés empiriquement à partir des
retirages des échantillons de la texture selon (3.14).
Le PEOD est sous-optimal et cette étude permet d’évaluer l’influence de l’erreur d’estima-
tion des moments sur ses performances, comparées à la fois à celles de l’optimal, l’OKD,
et à celles du PEOD ”idéal”.

- Performances de l’OKD. Courbes optimales.

- Performances de l’OGD.
On constate une nette dégradation de ses performances dans un environnement non-
Gaussien. En revanche, lorsque ν devient grand, la convergence des performances du PEOD
et de l’OKD vers celles de l’OGD confirme bien la convergence de la K-distribution vers
la Gaussienne.
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Fig. 3.4 – Histogrammes et moments des variables de texture : texture théorique (en bleu),
texture a posteriori (en rouge) ; moments théoriques (”Th”, ronds rouges), moments empiriques
sur texture théorique (”MC-Th”, en bleu) et moments empiriques sur texture a posteriori (”MC-
AP”, en noir) pour un SIRV K-distribué : ν = 0.1, 2, 20 ; Nref = 10000.

3.3.4.2 Environnement inconnu

Les performances du PEOD ”idéal” et du PEOD ”non-idéal” sont évaluées et comparées dans
l’environnement inconnu décrit en (3.20), pour lequel la texture suit une loi de Weibull. Les
résultats sont montrés à la figure (Fig. 3.9). Les performances du PEOD sont comparées à
celles de l’OKD, dans l’hypothèse où l’environnement serait considéré comme K-distribué, de
paramètres ν = 0.1, 0.5, 2, et comparées également à celles de l’OGD.

3.3.4.3 Contexte des simulations

Les différentes étapes des simulations sont décrites ci-dessous, en fonction du SIRV généré.
Les analyses de performances du PEOD sont effectuées soit dans un environnement K-distribué,
soit dans un environnement inconnu tel un SIRV dont la texture suit une loi de Weibull.

Simulation de Nr échantillons K-distribués de taille m, de paramètres ν et bK :

- Simuler Nr vecteurs aléatoires Gaussiens complexes de taille m, de matrice de covariance
M (taille m × m), de variance σ2 = 1,

- Simuler Nr variables aléatoires de loi Gamma, G(ν, σ2/2ν) ou G(ν, 2/b2
K), indépendantes,

- Multiplier chaque vecteur Gaussien par chaque réalisation de la loi Gamma,
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Fig. 3.5 – Histogrammes et moments des variables de texture : texture théorique (en bleu),
texture a posteriori (en rouge) ; moments théoriques (”Th”, ronds rouges), moments empiriques
sur texture théorique (”MC-Th”, en bleu) et moments empiriques sur texture a posteriori (”MC-
AP”, en noir) pour un SIRV K-distribué : ν = 0.1, 2, 20 ; Nref = 1000.

- L’enveloppe de chaque vecteur (taille m) suit une loi K(ν, bK).

Simulation de Nr SIRV de taille m dont la loi de la texture est une loi de Weibull(a,b) :

- Simuler Nr vecteurs aléatoires Gaussiens complexes de taille m, de matrice de covariance
M (taille m × m), de variance σ2 = 1,

- Simuler Nr variables aléatoires de loi de Weibull, W(a, b), indépendantes,
- Multiplier chaque vecteur Gaussien par chaque réalisation de la loi de Weibull,
- La loi de chaque vecteur résultant n’est pas identifiée.

Calcul des coefficients de l’approximation de Padé :

- Calculer 2M moments théoriques de la loi Gamma,
- Calculer les deux séries αk et λk de M coefficients de Padé à partir des moments théo-

riques.

Calcul du seuil de détection pour une Pfa = 10−3 :

- Prendre Nr au moins égal à 106 et générer autant de SIRV K-distribué,
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Fig. 3.6 – Histogrammes et moments des variables de texture : texture théorique (en bleu),
texture a posteriori (en rouge) ; moments théoriques (”Th”, ronds rouges), moments empiriques
sur texture théorique (”MC-Th”, en bleu) et moments empiriques sur texture a posteriori (”MC-
AP”, en noir) pour un SIRV K-distribué : ν = 0.1, 2, 20 ; Nref = 100.

- Par Monte Carlo, évaluer le seuil pour vérifier le taux de fausses alarmes fixé.

Remarque :La procédure de calcul du seuil de détection peut être itérée plusieurs fois, de ma-
nière à préciser le comptage (par Monte-Carlo, la convergence est asymptotique). Ainsi, plutôt
que de générer 106 échantillons de bruit, il est possible de n’en générer que 104 et de procéder à
100 itérations pour le calcul du seuil.

Évaluation des performances de détection du détecteur :

- Générer Nobs observations K-distribuées,
- Ajouter une cible virtuelle dans les observations et faire varier le rapport signal à bruit

(RSB),
- Effectuer un comptage Monte-Carlo pour évaluer Pd selon le RSB.

La procédure est identique pour l’évaluation des performances de détection de l’OKD ou de
l’OGD, sans l’étape du calcul des coefficients de Padé.

58
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Fig. 3.7 – Performance de détection du PEOD ”idéal” pour une cible d’amplitude inconnue dans
un environnement K-distribué (ν = 0.1; 0.5; 2; 20). Comparaison avec le détecteur optimal OKD
et l’OGD. Pfa = 10−2, 10−3, m = 10, Mν=0.1 = 9, Mν=0.5 = 7, Mν=2 = 5, Mν=20 = 2.
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3.3.5 Synthèse sur le PEOD

3.3.5.1 Le PEOD ”idéal”

Le principal avantage du PEOD ”idéal” est montré au travers de la figure (Fig. 3.9). Ce
détecteur s’adapte à la statistique inconnue de l’environnement, ce qu’aucun autre détecteur
ne réalise, sans hypothèse supplémentaire. Les courbes de la figure (Fig. 3.7) pour lesquelles le
PEOD ”idéal” atteint les performances de l’optimal, l’OKD, permettent de penser que le PEOD
”idéal” atteint également l’optimalité de tout autre détecteur, qu’il soit connu ou non.

En revanche, dans des environnements connus pour satisfaire une statistique de Cauchy ou
de Student-t, le PEOD ”idéal” ne peut pas être mis en place systématiquement. En effet, les
moments théoriques de telles variables aléatoires n’existent pas (Cauchy), ou ne se calculent que
pour des valeurs particulières des paramètres des lois (Student-t). Dans pareil cas, il est toujours
possible d’estimer empiriquement les moments à partir des données générées pour la loi de la
texture (pour rester proche de l’idéal) ou bien après retirage des variables aléatoires selon (3.14).

3.3.5.2 Le PEOD ”non-idéal”

Pour mettre en place le PEOD ”non-idéal”, le calcul des moments s’effectue empiriquement
à partir des variables de texture regénérées. Or, la loi a posteriori est une loi Inverse Gamma de
premier paramètre m, pour lequel seuls m−1 premiers moments théoriques existent (cf. Annexe
A). L’ordre de l’approximation ne dépasse donc pas (m − 1)/2, et il peut y avoir des cas où
la méthode n’est pas valide. L’utilisation du PEOD est donc recommandée vivement dans sa
configuration ”idéale”.

La section suivante présente un autre détecteur, le BORD pour Bayesian Optimum Radar
Detector, nettement plus général que le PEOD. Son expression s’obtient après une estimation
MC-bayésienne de la loi a posteriori de la texture et ne dépend plus que des données de référence
et des observations.
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3.4 Le BORD : Bayesian Optimum Radar Detector

La stratégie de détection, appelée BORD pour Bayesian Optimum Radar Detector, s’obtient
après une estimation bayésienne de la loi de la texture du SIRV à partir de données de référence
bruit seul.

3.4.1 Estimation bayésienne de la loi de la texture du SIRV

D’après la règle de Bayes et une estimation Monte-Carlo d’intégrale, un estimateur bayésien
de la loi de la texture va être déterminé.

Pour ce faire, exprimons la loi de la texture sous la forme d’une intégrale sur l’ensemble des
données de référence ri :

p(τ) =

∫

IRm
p(τ/ri) p(ri) dri. (3.24)

Connaissant les Nr vecteurs de référence ri, une approximation Monte-Carlo de (3.24) s’écrit :

p̂Nr(τ) =
1

Nr

Nr∑

i=1

p(τ/ri). (3.25)

Asymptotiquement et sachant que les Nr échantillons de bruit de référence ri sont statistique-
ment indépendants, la loi forte des grands nombres s’applique pour assurer la convergence de
l’estimée vers sa valeur. Cela s’écrit :

lim
Nr→+∞

p̂Nr(τ)
p.s.−→ p(τ), (3.26)

où p.s. signifie presque sûrement.

En utilisant l’expression de p(τ/ri) donnée en (3.1), on obtient un estimateur bayésien à la
loi de la texture du SIRV. Son expression générale est donnée par :

p̂Nr(τ) =
1

Nr

Nr∑

i=1

p(ri/τ) g(τ)

p(ri)
, (3.27)

où g(τ) a été désigné pour être un prior non-informatif ou prior de Jeffrey (3.5). On rappelle
que ce prior admet pour expression :

g(τ) =
1

τ
.

Le terme p(ri) est la constante de normalisation donnée en (3.6). Elle est calculée à partir
du prior g(τ), associé à la texture des vecteurs ri, et admet pour expression :

p(ri) =
Γ(m)

πm |M|(r†i M−1 ri)m
.

La loi a posteriori instantanée de la texture étant donnée par :

p(τ/ri) =
Zm

i

2mΓ(m)
τ−m−1 exp

(
−Zi

2τ

)
, (3.28)
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où Zi = r†i M−1 ri, en utilisant (3.25), l’estimateur bayésien de p(τ) devient :

p̂Nr(τ) =
τ−m−1

2m Γ(m) Nr

Nr∑

i=1

Zm
i exp

(
−Zi

2τ

)
. (3.29)

L’estimateur ainsi déterminé à partir de données de référence permet d’obtenir une expres-
sion du RV pour des observations du vecteur y de même statistique que les références bruit.
L’expression du BORD est ainsi valable quel que soit l’environnement du radar.

3.4.2 Expression du détecteur BORD

L’expression du Bayesian Optimum Radar Detector ou BORD s’obtient après formation du
rapport de vraisemblance, pour lequel les expressions des lois sous les hypothèses Hj , j = 0 ou 1,
résultent de l’intégration de la vraisemblance des observations yobs/Hj sur la loi estimée p̂Nr(τ).
On a donc :

p(y/Hj) = ANr
m

Nr∑

i=1

Zm
i

∫ +∞

0
τ−2m−1 exp

(
−Wi,j(yobs)

2τ

)
dτ

= 22m ANr
m Γ(2m)

Nr∑

i=1

Zm
i

(Wi,j(yobs))
2m , (3.30)

avec
* Zi = r†i M−1 ri,

* (AN
m)−1 = (2π)m |M|N 2m Γ(m),

* Wi,j(yobs) = qj(yobs) + Zi.

Un calcul direct nous fournit l’expression du BORD, donnée par :

ΛNr(yobs) =

Nr∑

i=1

[
Zi

(q1(yobs) + Zi)2

]m

Nr∑

i=1

[
Zi

(q0(yobs) + Zi)2

]m

H1
>
<
H0

η. (3.31)

Les deux formes quadratiques q0 et q1 restent les mêmes qu’au chapitre précédent, à savoir :
* q0(yobs) = y†

obs M−1 yobs ,
* q1(yobs) = q0(yobs − s) pour un signal cible s connu, et

* q1(yobs) = y†
obs M−1 yobs −

|p† M−1 yobs|2
p† M−1 p

pour un signal cible dont l’amplitude est incon-

nue et estimée au sens du MV.
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L’expression du BORD ne dépend que des données reçues par le radar. Cette particularité
est très intéressante d’un point de vue opérationnel car cela ne nécessite aucun calcul annexe de
paramètres. La matrice de covariance s’estime à partir des données de référence selon son estimée
NSCM, et en remplaçant la matrice M par (3.12), le BORD est alors un détecteur auto-adaptatif.

3.4.3 Version adaptative du BORD

Afin d’employer les bons termes pour les bonnes expressions, la version ”correcte” du BORD
adaptatif est donnée par (3.31) où désormais :

* M̂ =
m

Nr

Nr∑

i=1

ri r
†
i

r†i ri

* Zi devient Ẑi = r†i M̂
−1

ri,

* q0(yobs) devient q̂0(yobs) = y†
obs M̂

−1
yobs ,

* q1(yobs) devient q̂1(yobs) = q̂0(yobs − s) pour un signal cible s connu, et

* q1(yobs) devient q̂1(yobs) = y†
obs M̂

−1
yobs −

|p† M̂
−1

yobs|2

p† M̂
−1

p
pour un signal cible dont l’am-

plitude est inconnue et estimée au sens du MV.

On obtient alors :

Λ̂Nr(yobs) =

Nr∑

i=1

[
Ẑi

(q̂1(yobs) + Ẑi)2

]m

Nr∑

i=1

[
Ẑi

(q̂0(yobs) + Ẑi)2

]m

H1
>
<
H0

η. (3.32)

En examinant les structures de ses deux versions dans le cas d’une cible inconnue, on re-
marque que le BORD vérifie la propriété TFAC par rapport à la loi de la texture. Cela signifie
que sa statistique est indépendante de la loi de la texture ; ainsi le calcul du seuil de détection
sera le même quelle que soit la statistique de l’environnement SIRV.

3.4.4 Propriété TFAC du BORD

Pour vérifier que le BORD admet la propriété TFAC par rapport à la loi de la texture,
différents environnements de fouillis ont été simulés (K-distribué, Gaussien, Student-t, SIRV
dont la texture suit une loi de Weibull) pour lesquels on a calculé les couples de valeurs (η, Pfa).
Les courbes de la figure (3.10) illustrent ces valeurs : les courbes de gauche ont été obtenues pour
des environnements K-distribués de paramètre de forme ν variant de 0.1 à 20, et les courbes de
droite ont été obtenue pour des environnements de natures différentes, à savoir un K-distribué
(pour ν = 0.1), un Gaussien, un Student-t et un dernier tel que la texture suit une loi une
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3.4. Le BORD : Bayesian Optimum Radar Detector

Weibull. D’après ces courbes, on constate que la statistique du test est bien indépendante de la
loi du SIRV, ce qui montre que le BORD admet la propriété TFAC par rapport à la loi de la
texture.
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Fig. 3.10 – Propriété TFAC par rapport à la loi de la texture du BORD. Environnements K-
distribués : ν = 0.1, 0.5, 2, 20 pour les courbes de gauche. Environnements K-distribué (ν = 0.1),
Student-t, Gaussien et inconnu (la loi de la texture suit une loi de Weibull), pour les courbes de
droite.

3.4.5 Performances de détection du BORD

L’évaluation des performances de détection du BORD est effectuée par Monte Carlo. Le
but étant de comparer les performances du BORD aux performances de détecteurs optimaux
existants, la valeur de la probabilité de fausse alarme est fixée à 10−3, dans toutes les simulations.
Pour des valeurs de Pfa plus faibles, l’optimalité relative du BORD reste vraie.

3.4.5.1 Contexte des simulations

Dans un premier temps, les performances de détection du BORD sont évaluées en environ-
nement K-distribué corrélé. Ce choix nous parâıt justifié pour diverses raisons :

* La loi de la texture est une loi Gamma à partir de laquelle il est possible de générer des
échantillons,

* La K-distribution est la statistique la plus appropriée pour modéliser des données de fouillis
de mer ou de terre,

* Le détecteur optimal, l’OKD, est connu,
* La K-distribution tend vers une Gaussienne lorsque son paramètre de forme devient grand.

De manière générale, les performances de détection du BORD sont comparées à celles de
l’OKD et de l’OGD pour différentes valeurs du paramètre de la K-distribution, ν = 0.1, 0.5, 2, 20.
Le second paramètre de la loi K est fixée de telle sorte que la puissance σ2 de l’enveloppe des

données soit fixée. Ainsi b = 2

√
ν

σ2
.

La deuxième série de courbes concerne des environnements SIRV, différents de la K-distribution.
Pour l’environnement de Student-t, le détecteur optimal l’OStD est connu et ses performances
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sont comparées à celles du BORD. Pour l’environnement ”inconnu”, pour lequel la loi de la
texture est une loi de Weibull, les performances obtenues par le BORD ne peuvent pas être
comparées aux performances optimales ; en revanche, les performances du PEOD obtenues dans
les mêmes conditions, sont reportées sur la figure.

La taille des vecteurs de référence et d’observation a été fixée arbitrairement à m = 10. Pour
parvenir à une valeur empirique ”acceptable” de la probabilité de fausse alarme , 100 itérations
sont effectuées pour le calcul du seuil de détection avec un nombre de données de référence
Nr = 104.

La matrice de covariance des données est choisie d’après le modèle décrit au paragraphe
3.2.1, pour σ0 = 10. La figure de gauche de (Fig. 3.11) illustre une telle matrice, en indiquant
(sur la droite), ses coefficients d’auto-corrélation, avec ρ1 = .

σ
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1
 = 0.096431
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Fig. 3.11 – Caractéristiques de la matrice de covariance M(m,m) utilisée dans les simulations

La matrice de covariance est, soit supposée connue, soit estimée au sens NSCM. La cible
introduite dans les simulations est d’amplitude inconnue estimée au sens du MV.

Toutes les courbes de performances représentent la probabilité de détection en fonction du
rapport signal à bruit (RSB) en entrée (par impulsion), pour une probabilité de fausse alarme
fixée.

3.4.5.2 Résultats des simulations

* Sur la figure (Fig. 3.12), l’optimalité du BORD relative à l’optimalité de l’OKD peut être
très nettement annoncée. Quelle que soit la valeur de ν, le BORD atteint l’optimal. De
plus, pour une grande valeur de ν, la convergence de la K-distribution vers la Gaussienne
se confirme à travers les courbes de performances. Ces résultats ont été obtenus connais-
sant la matrice de covariance et représentent donc les performances idéales du BORD,

* Sur la figure (Fig. 3.13), les performances du BORD sont comparées aux performances de
l’OStD dans un environnement de Student-t. Là encore, les performances du BORD sont
optimales, pour une statistique différente de la K-distribution,
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3.4. Le BORD : Bayesian Optimum Radar Detector

* Sur la figure (Fig. 3.14), les performances du BORD sont évaluées dans un environnement
de statistique analytiquement inconnue : la texture suit une loi de Weibull, ce qui ne per-
met pas de construire le rapport de vraisemblance facilement.
Les courbes obtenues sont proches de l’optimal si on considère que le BORD est effec-
tivement capable de donner les performances optimales quelle que soit la statistique de
l’environnement. Aucun autre détecteur, mis à part le PEOD n’est capable de fournir de
tels résultats dans des environnements de cette nature. Les performances du PEOD sont
d’ailleurs reportées sur cette figure, et on constate que les deux détecteurs fournissent les
mêmes performances.
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Fig. 3.12 – Performances de détection du BORD comparées aux performances de l’OGD et de
l’OKD dans des environnements K-distribués (ν = 0.1, 0.5, 2, 20), avec m = 10 et Nobs = 5000
et Pfa = 10−3. La matrice de covariance est supposée connue.
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Pfa = 10−3. Comparaison avec le PEOD. La matrice est supposée connue.
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3.4.6 Robustesse du BORD

La robustesse du BORD s’évalue par une variation du nombre Nr de références utilisées
pour ”l’auto-estimation” de l’environnement. Le seuil de détection est calculé pour respecter une
probabilité de fausse alarme fixée quelle que soit la valeur de Nr (seuil ”idéal”). De cette ma-
nière, on constate que le BORD atteint quasiment tout le temps les performances de détection du
détecteur optimal dans ce cas. Ce qui signifie que, dès que la probabilité de fausse alarme est res-
pectée, le BORD reste proche de l’optimal quel que soit le nombre de données de référence utilisé.

La figure (Fig. 3.15) interprète la robustesse du BORD. Le seuil de détection a été calculé
au préalable sur données de référence pour respecter une Pfa = 10−3, et les performances du
BORD sont évaluées dans un environnement K-distribué de paramètre ν = 0.5 pour un nombre
de données de référence variant de Nref = 10 à Nref = 1000. Ses performances tendent très
rapidement vers les performances optimales de l’OKD. Dans un cas de mise en œuvre d’un dé-
tecteur TFAC avec le BORD, le nombre de cellules adjacentes à la cellule testée, prises comme
cellules de référence, n’est pas nécessairement grand.
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Fig. 3.15 – Robustesse du BORD (en rouge) au nombre de données de référence, évaluée en
environnement K-distribué pour ν = 0.5, m = 10. Comparaison avec l’OKD (en noir). La
Pfa = 10−3 est respectée. La matrice est supposée connue.

Pour un nombre fini de données de référence, il est difficile d’obtenir la statistique du BORD
bien qu’il ne dépende que de formes quadratiques de vecteurs Gaussiens dont on connâıt les lois.
En revanche, on peut s’interroger sur sa statistique lorsque Nr devient grand, ce qui, statistique-
ment, revient à chercher la loi du BORD quand Nr −→ +∞. L’expression du BORD résultant
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en partie d’une estimation Monte Carlo d’une intégrale, sa loi doit théoriquement converger vers
la valeur de cette intégrale.

3.4.7 Comportement asymptotique du BORD

Sur des considérations probabilistes, et connaissant les Nr données de référence ri contenues
dans chaque variable Zi, l’expression du BORD (3.31) peut être considérée comme l’approxima-
tion Monte-Carlo de l’expression suivante :

∫ +∞

0

zm

(q1(yobs) + z)2 m
pZ(z) dz

∫ +∞

0

zm

(q0(yobs) + z)2 m
pZ(z) dz

, (3.33)

où Z est une variable aléatoire positive de loi pZ(z), dont chaque réalisation Zi dépend des

vecteurs de référence ri, tel que Zi = r†i M−1 ri.

La densité de probabilité de la forme quadratique Z a été déterminée au chapitre 2 comme
étant la loi de la forme quadratique d’un SIRV complexe. Son expression est donnée par (2.8),
soit :

pZ(z) =

∫ +∞

0

zm−1

2m Γ(m)
τ−m exp

(
− z

2τ

)
p(τ) dτ.

La loi de Z représente la loi de la forme quadratique des données de référence sur lesquelles
le prior g(τ) = 1/τ a été choisi. La loi de Z est donc déterminée ici en intégrant non pas sur
p(τ), a priori inconnue, mais sur le prior g(τ). On obtient alors :

pZ(z) =

∫ +∞

0

zm−1

2mΓ(m)
τ−m exp

(
− z

2τ

)
g(τ)dτ =

1

Z
. (3.34)

Le calcul de (3.33) s’effectue en intégrant le numérateur et le dénominateur par parties, ce
qui donne, pour j = 0, 1 :

∫ +∞

0

Zm

(qj(yobs) + Z)2 m

1

Z
dZ =

[(m − 1)!]2

(2m − 1)!

(
1

qj(yobs)

)m

, (3.35)

et (3.31) converge alors en loi vers (3.33), ce qui s’écrit :

lim
Nr→+∞

ΛNr(yobs)
L
=

(
q0(yobs)

q1(yobs)

)m

. (3.36)

L’expression du BORD Asymptotique cöıncide avec l’expression de détecteurs obtenus par
d’autres auteurs sous d’autres hypothèses. Par exemple, K. J. Sangston et al. dans [Sang99]
l’obtiennent en considérant la texture du SIRV comme un paramètre déterministe et en la rem-

plaçant par son estimée au sens du MV sous chacune des hypothèses, soit τ̂j,mv =
qj

2m
.

Ce détecteur, communément appelé le GLRT-LQ pour Generalized Likelihood Ratio Test -
Linear Quadratic, peut s’exprimer comme un filtre adapté classique (ou OGD) dont la puissance

71
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moyenne de fouillis est estimée sous l’hypothèse H0. Cela est montré dans [Gini97a], où F.Gini
en donne une expression similaire :

|p†M−1y|2
(p†M−1p)(y†M−1y)

H1
>
<
H0

m
√

η − 1
m
√

η
, (3.37)

qui peut se réécrire en fonction de q0 et de q1 comme suit :

q0(y) − q1(y)

q0(y)

H1
>
<
H0

m
√

η − 1
m
√

η
. (3.38)

Cette expression a également été obtenue par E.Conte, M.Lops et G.Ricci dans [Cont95] après
un développement asymptotique des fonctions hm du test optimum pour la détection cohérente
en présence de K-distribution. Antérieurement, V.A. Korado dans [Kora68], et B. Picinbono et
G. Vezzosi dans [Pici70] avaient déjà obtenu cette expression mais sous des hypothèses de bruit
Gaussien.

3.4.8 Version adaptative du BORD Asymptotique

Dès lors que la matrice de covariance est déterminée, le BORD Asymptotique est adaptatif.
En reprenant l’estimée NSCM de la matrice de covariance des données, le BORD Asymptotique
admet pour expressions (dans le cas d’une cible inconnue) :

(
q̂0(yobs)

q̂1(yobs)

)m H1
>
<
H0

η (3.39)

|p†M̂
−1

yobs|2

(p†M̂
−1

p)(y†
obsM̂

−1
yobs)

H1
>
<
H0

m
√

η − 1
m
√

η
(3.40)

|p† M̂
−1

yobs|2 − (1 − η−1/m)(y†
obs M̂

−1
yobs)(p

† M̂
−1

p)
H1
>
<
H0

0 (3.41)

Avec l’estimée NSCM, la dernière expression est appelée ALQ (Adaptive Linear Quadratic)
dans [Gini97a]. Son appellation provient de sa dépendance aux données par la statistique linéaire

p† M̂
−1

yobs et sa statistique quadratique y†
obs M̂

−1
yobs et se différencie du GLRT-LQ adaptatif

simplement par l’estimation de la matrice de covariance . Les études de ces détecteurs menées
dans [Cont95] et dans [Gini97a] montrent que le GLRT-LQ et l’ALQ vérifient la propriété TFAC
par rapport à la loi de la texture. Des courbes représentant les valeurs de la probabilité de fausse
alarme en fonction du seuil de détection pour différentes natures de la K-distribution montrent
bien l’invariance de la statistique des détecteurs à la loi de la texture.

Le BORD Asymptotique adaptatif coincide donc avec l’ALQ, qui admet la propriété TFAC
par rapport à la texture. Dans la section suivante, cette propriété est vérifiée en équation et
illustrée par des résultats de simulation.

3.4.9 Propriété TFAC du BORD Asymptotique

Le BORD Asymptotique conserve structurellement la propriété TFAC par rapport à la loi
de la texture de la même manière que le BORD. En effet, en remplaçant q0 et q1 par leurs
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expressions dans le cas d’une cible d’amplitude estimée selon (1.15), le BORD Asymptotique
devient indépendant de la texture, et par conséquent, sa statistique est indépendante de la loi
du SIRV considéré :

q0(x) − q1(x)

q0(x)

H1
>
<
H0

m
√

η − 1
m
√

η
(3.42)

|p†M−1x|2
(p†M−1p)(x†M−1x)

H1
>
<
H0

m
√

η − 1
m
√

η
. (3.43)

Cette propriété est illustrée à travers les courbes de la figure (3.16) représentant la valeur du
seuil en fonction de la Pfa. La figure de gauche concerne un environnement K-distribué corrélé
pour différentes valeurs du paramètre ν. Les courbes de la figure de droite ont été obtenues pour
différentes natures de SIRV de même matrice de covariance : K-distribué de paramètre ν = 0.1,
Gaussien, Student-t et le dernier est de statistique inconnue avec une texture qui suit une loi de
Weibull. Comme pour le BORD, on constate que, quelle que soit la statistique du bruit, toutes
les courbes indiquent la même valeur du seuil pour une Pfa donnée.
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Fig. 3.16 – Propriété TFAC par rapport à la loi de la texture du BORD Asymptotique. Envi-
ronnements K-distribués : ν = 0.1, 0.5, 2, 20 (courbes de gauche) ; environnements K-distribué
(ν = 0.1), Gaussien, Student-t(ν = 0.3) et dont la texture suit une loi de Weibull (courbes de
droite). Comparaison avec les valeurs théoriques (à droite).

La loi de ce détecteur se déduit donc de la loi des vecteurs Gaussiens qui le composent (et
plus précisément des formes quadratiques des vecteurs Gaussiens), indépendamment de la loi
de la texture. Contrairement au cas du BORD, la loi du BORD Asymptotique peut se déduire
des lois des formes quadratiques des vecteurs Gaussiens après s’être affranchi de l’indépendance
entre le numérateur et le dénominateur.
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3.4.10 Loi du BORD Asymptotique

Pour déterminer la loi du BORD Asymptotique, on utilise son équivalent statistique explicité
en (3.43), pour lequel les vecteurs bruit représentent des vecteurs de bruit Gaussien complexe.
Indépendamment l’une de l’autre, les lois du numérateur et du dénominateur se déterminent
facilement (formes quadratiques de vecteurs Gaussiens). En revanche, la loi du quotient ne peut
pas se déduire directement de leurs lois respectives, puisque ces deux variables ne sont pas in-
dépendantes l’une de l’autre.

En transformant l’écriture de (3.43), et en utilisant le théorème de Cochran, la loi du BORD
Asymptotique peut être déterminée. La preuve de ce théorème est donnée dans l’annexe C
(C.4.3), et son énoncé est le suivant :

Théorème 4 (Théorème de Cochran) Soit z un vecteur réel Gaussien centré, de
taille m, tel que z ∼ N (0, Im), où Im désigne la matrice identité de taille m×m. Suppo-
sons que la forme quadratique zT z se décompose en k formes quadratiques Qi = zT Bi z,
1 ≤ i ≤ m, avec ri le rang de Bi, matrice semi-définie positive.
Alors chacune des trois propositions suivantes entrâıne les deux autres :
(a) La somme des rangs ri des matrices Bi est égal à m,
(b) Chaque forme quadratique Qi = zT Bi z suit une loi du χ2

ri
, loi du χ2 à ri degrés de

liberté,
(c) Les formes quadratiques Qi sont mutuellement indépendantes.

Remarque 1 : Ce théorème est encore valable dans le cas d’un vecteur x Gaussien de
matrice de covariance M quelconque. Une première justification se trouve dans le fait que x
appartient à la classe des SIRV pour lesquels il est montré que la forme quadratique, définie par
xT M−1 x, est invariante par transformation linéaire. Par conséquent, cette forme quadratique
est statistiquement équivalente à zT I−1 z, où z est défini comme dans le théorème de Cochran.
Appliquer le théorème avec le vecteur z et sa forme quadratique associée ou avec le vecteur x et
sa forme quadratique associée revient au même.
Une deuxième justification peut être donnée : soit w = M−1/2 x. Le vecteur w est alors un vec-
teur Gaussien de matrice de covariance l’identité, puisque IE(wwT ) = IE(M−1/2xxT M−1/2) =
M−1/2MM−1/2 = I. Le théorème s’applique alors avec w et la forme quadratique associée wT w.

Remarque 2 : Dans le cas d’un vecteur Gaussien complexe y, de matrice de covariance 2Im

ou 2M quelconque, le théorème s’applique encore. En posant y = a + jb, avec a,b ∼ N (0,M)
et indépendants, alors le vecteur y peut être représenté dans IR2m (au lieu de C) par le vecteur
ỹ = [a b]T , vecteur à 2m composantes, de matrice de covariance de taille (2m × 2m) donnée
par :

M̃ =

(
M 0
0 M

)

La forme quadratique ỹTM̃
−1

ỹ est une somme de 2m composantes, et se décompose en k
formes quadratiques Q̃i = ỹTAi ỹ.
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Les propositions (b) et (c) reste inchangées tandis que la proposition (a) devient :
(a - C) La somme des rangs ri des matrices Ai est égal à 2m

Notre but est de trouver la loi de (3.43), que l’on note :

U =
|p† M−1 x|2

(p† M−1 p)(x† M−1 x)
, (3.44)

où x ∼ CN (0, 2M) et où le vecteur p est un vecteur dont les m composantes sont égales (par
exemple, p = 1m, un vecteur de 1).
Pour se retrouver dans les conditions d’application du théorème de Cochran, il faut modifier
l’expression de U pour déterminer les matrices Bi et leurs rangs associés. Nous allons vérifier
(a) dans un premier temps (cas réel), puis vérifier (a − C) qui impliquera alors (b) et (c).

3.4.10.1 Cas où x est réel

Dans un premier temps, considérons le vecteur x réel Gaussien de matrice de covariance M.
En posant V = U−1 pour (3.44) avec x réel, on a :

V =
(p†M−1p)(xTM−1x)

|p†M−1x|2 . (3.45)

Si on pose :
w = M−1/2x, (3.46)

et
q = M−1/2 p, (3.47)

alors :

* w est un vecteur Gaussien réel centré, de matrice de covariance Im (matrice identité de
taille (m × m)),

* le vecteur q est un vecteur de taille (m × 1).

La variable V se réécrit alors en fonction de w et q comme suit :

V =
wT w

wT q (q† q)−1 q† w
= 1 +

wT
(
Im − q (q† q)−1 q†)w
wTq (q† q)−1 q† w

= 1 +
Q1

Q2
. (3.48)

On peut alors écrire :

wT w = wT Iw = wT
(
Im − q (q† q)−1 q†

)
w + wTq (q† q)−1 q†w = Q1 + Q2, (3.49)

où, dans l’esprit du théorème de Cochran on a :

wT w = Q1 + Q2 = wT B1 w + wT B2 w, (3.50)

avec :
* B1 = Im − q (q† q)−1 q†

* B2 = q (q† q)−1 q†,
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* et B1 + B2 = Im.

L’indépendance entre les deux formes quadratiques Q1 et Q2 ainsi que leurs lois respectives
s’obtiennent par le théorème de Cochran. Il suffit de montrer que la somme des rangs des deux
matrices B1 et B2 est égale à m.

Rang de la matrice B2

On a : B2 = q (q† q)−1 q†.
Le terme q† q représentant le carré de la norme du vecteur q, la matrice B2 est proportionnelle
à la matrice qq†, qui est du même rang que q (pour toute matrice A, rang(A) = rang(A† A) =
rang(AA†)). On a donc r2 = 1. De plus, B2 étant idempotente (B2

2 = B2) et symétrique

(B†
2 = B2), c’est une matrice de projection orthogonale sur l’espace engendré par q.

Rang de la matrice B1

On peut montrer que les matrices B1 et B2 sont orthogonales. Pour ce faire, on peut montrer,
par exemple, que B1 q = 0 puisque q est l’espace image de B2 (noté Im(B2) ; son noyau est
noté Ker(B2). On a donc :

B1 q = (Im − q (q† q)−1 q†)q

= q − q(q† q)−1 q†q

= 0m. (3.51)

Les matrices B1 et B2 étant orthogonales, alors dim(Im(B1)) = dim(Ker(B2)) = m−1 car
dim(Im(B2)) = 1 = dim(Im(Im)) − dim(Ker(B2)). Le rang de B1 est donc r1 = m − 1.
La matrice B2 est une matrice de projection orthogonale sur l’espace orthogonal à q (elle est
idempotente et symétrique).

La proposition (a) du théorème de Cochran étant vérifiée (r1 + r2 = m), elle entrâıne les
résultats suivants :

* Q1 = wT
(
Im − q (q† q)−1 q†)w suit une loi du χ2

r1
, soit une loi χ2

m−1,

* Q2 = wT
(
q (q† q)−1 q†)w suit une loi du χ2

r2
, soit une loi χ2

1,

* Q1 et Q2 sont indépendantes.

Ainsi,
Q1

Q2
est le quotient de deux variables aléatoires indépendantes.

On rappelle que si A ∼ χ2
ν1

et si B ∼ χ2
ν2

, alors

C =
A/ν1

B/ν2
∼ F(ν1, ν2),
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où F(ν1, ν2) est une loi de Fisher de paramètres ν1 et ν2 dont la densité de probabilité est définie
sur IR+ par :

pC(t) =

(
ν1

ν2

) ν1
2

B
(ν1

2
,
ν2

2

) t
ν1
2
−1

(
1 +

ν1

ν2
t

) ν1+ν2
2

, (3.52)

où B(a, b) =
Γ(a) Γ(b)

Γ(a + b)
est la fonction Beta.

La loi de D =
ν1

ν2
C est donc définie sur IR+ par :

pD(t) =
t

ν1
2
−1

B
(

ν1

2 , ν2

2

)
(1 + t)

ν1+ν2
2

. (3.53)

Ainsi, par identification, on a :

D =
Q1

Q2
= (m − 1)

χ2
m−1/(m − 1)

χ2
1/1

,

dont l’expression est donnée par (3.53) pour ν1 = m − 1 et ν2 = 1, soit encore :

pQ1/Q2
(t) =

t
m−3

2

B
(

m−1
2 , 1

2

)
(1 + t)

m
2

. (3.54)

La loi de G =
1

1 + D
est alors une loi Beta, de paramètres ν2/2 et ν1/2, notée B

(ν2

2
,
ν1

2

)
,

définie sur [0, 1] par :

pG(t) =
t

ν2
2
−1 (1 − t)

ν1
2
−1

B
(ν1

2
,
ν2

2

) . (3.55)

La densité de probabilité de U =
1

1 +
Q1

Q2

est donc définie sur [0, 1] par :

pU (u) =

√
u (1 − u)

m−3

2

B

(
m − 1

2
,
1

2

) , (3.56)

qui représente une loi Beta de paramètres 1/2 et (m − 1)/2, notée B
(

1

2
,
m − 1

2

)
.

Le test de détection (3.43), dans le cas où x est réel se réécrit alors :

U
H1
>
<
H0

m
√

η − 1
m
√

η
= λ, (3.57)
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et la probabilité de fausse alarme est donnée par :

Pfa =

∫ 1

λ
pU (u) du =

1

B

(
m − 1

2
,
1

2

)
∫ 1

λ

√
u (1 − u)

m−3

2 du

=
2

3 B

(
m − 1

2
,
1

2

)
[
u3/2

2F1

(
3

2
,
3 − m

2
;
5

2
, u

)]1

λ

, (3.58)

où 2F1(x) est la fonction hypergéométrique F à 2 et 1 paramètres en argument, évaluée en x.
Cette fonction s’exprime avec les fonctions Gamma, dont la forme générale est donnée en annexe
D.

3.4.10.2 Cas où x est complexe

Dans le cas où x est complexe, on transpose le problème sur IR2m (équivalent à C
m) :

* w devient le vecteur z = [a b]T de taille (2m × 1), où a et b sont respectivement les
parties réelle et imaginaire de w, indépendantes, de loi N (0, Im).

* le vecteur q devient une matrice de taille (2m × 2), de rang 2, de la forme :

q =




q1,1 0
q2,1 0
...

...
qm,1 0
0 qm+1,2

0 qm+2,2
...

...
0 q2m,2




. (3.59)

La quantité q† q devient :

q† q =




m∑

i=1

q2
i,1 0

0

2m∑

i=m+1

q2
i,2




=

(
α2

1 0
0 α2

2

)
, (3.60)

et la matrice de projection q (q† q)−1 q†, de rang 2 est une matrice bloc diagonale de la forme :

q (q† q)−1q† =

(
Em/α2

1 0m

0m Fm/α2
2

)
, (3.61)

où les matrices Em et Fm sont des matrices de taille (m × m), de rang 1.

La forme quadratique zTz se décompose en somme de deux formes quadratiques P1 = zT A1z
et P2 = zT A2 z telles que :

A1 = q (q† q)−1 q†, (3.62)
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et

A2 = I2m − q (q† q)−1 q†. (3.63)

La matrice de projection A1 est de rang 2, soit r1 = 2.
Les deux matrices A1 et A2 sont orthogonales, puisque :

A2 q = (I2m − q (q† q)−1 q†)q

= q − q (q† q)−1 q† q

= 0m. (3.64)

Le rang de la matrice A2 est donc r2 = 2m − 2.

On a bien montré que r1+r2 = 2m, proposition (a−C) du théorème de Cochran, qui entrâıne
(b) et (c) :

* P1 = zT (q (q† q)−1 q†)z suit une loi χ2
2,

* P2 = zT (I2m − q (q† q)−1 q†) z suit une loi χ2
2m−2,

* P1 et P2 sont indépendantes.

La loi de (3.43), dans le cas complexe, se déduit donc des lois respectives de P1 et P2 comme
la loi de :

U =
1

1 +
P2

P1

, (3.65)

où la loi de
P2

P1
est donnée par (3.53), pour ν1 = 2m − 2 et ν2 = 2, soit encore :

pP2/P1
(t) =

tm−2

B (m − 1, 1) (1 + t)m . (3.66)

D’après le résultat général donné par (3.55), la loi de U, dans le cas complexe, est donc une
loi Beta B(1,m − 1), définie sur [0, 1] par :

pu(u) =
(1 − u)m−2

B(1,m − 1)
= (m − 1) (1 − u)m−2. (3.67)

Le test de détection (3.43), dans le cas où x est complexe se réécrit :

U
H1
>
<
H0

m
√

η − 1
m
√

η
= λ, (3.68)

et la probabilité de fausse alarme se calcule simplement :

Pfa =

∫ 1

λ
(m − 1) (1 − u)m−2 du = (1 − λ)m−1 (3.69)
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Le calcul du seuil de détection η pour une probabilité de fausse alarme donnée s’effectue
selon :

η = P
m

1−m

fa . (3.70)

Cette expression ne dépend plus que de la taille des vecteurs observés comme le montre les
courbes sur la figure (Fig. 3.17). Les courbes de droite représentent les valeurs du seuil de dé-
tection en fonction de m, à Pfa fixée, alors que celles de gauche représentent ces mêmes valeurs
en fonction de la Pfa à m fixé.

Les valeurs théoriques du seuil de détection sont comparées sur la figure (Fig. 3.16) pour
le BORD Asymptotique en environnements divers. On constate que la loi déterminée pour ce
détecteur est en adéquation avec la loi empirique, donnée par Monte-Carlo. Il en va de même
pour le BORD, comme cela est montré sur la figure (Fig. 3.18).
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Fig. 3.17 – Courbes théoriques déterminant la valeur du seuil de détection en fonction de la Pfa

(gauche) et en fonction de m pour une Pfa fixée.

3.4.11 Performances de détection du BORD Asymptotique

La simplicité de l’expression du BORD Asymptotique associée à l’expression théorique pour
le calcul du seuil de détection permet d’imaginer tous les scénarios possibles pour étudier les per-
formances de ce détecteur dans des environnements quelconques. Il est désormais facile d’analyser
les performances de détection pour des Pfa très faibles, comme par exemple Pfa = 10−6, 10−9

ou 10−12.

Avant de présenter de telles courbes, une première étude est réalisée sur l’influence de l’esti-
mation de la matrice sur les performances du BORD et du BORD Asymptotique, évaluées avec
la valeur théorique du seuil du BORD Asymptotique. La Pfa est fixée à 10−3 afin de comparer
ces résultats avec ceux obtenus par MC. La figure (Fig. 3.19) représente donc les performances
de détection en environnement K-distribué de paramètre ν = 0.1 selon le nombre de données de
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Fig. 3.18 – Adéquation entre les valeurs théoriques du seuil du BORD Asymptotique et les
valeurs MC du BORD.

référence utilisé pour estimer la matrice de covariance . Le nombre d’observations est Nobs = 200.
Les erreurs relatives de Pd sont également tracées ainsi que le taux de fausse alarme constaté,
du fait de l’utilisation du seuil théorique.

Sur cette figure, on constate que l’erreur d’estimation de la matrice devient négligeable, dès
lors que Nref est supérieur ou égal à 50. Le taux de fausse alarme est dû à l’utilisation de la
valeur théorique du seuil de détection, adapté au BORD Asymptotique, pour une matrice par-
faitement connue et non-singulière.

La figure (Fig. 3.20) représente les performances de détection comparées du BORD et du
BORD Asymptotique dans un environnement K-distribué de paramètre ν = 0.1, 0.5, 2, 20. Les
courbes sont tracées pour Pfa = 10−6. Le seuil de détection est calculé théoriquement pour
les deux détecteurs et la matrice de covariance utilisée est celle représentée sur la figure (Fig.
3.11). Les courbes en trait plein correspondent au cas où la matrice est supposée connue, et les
courbes en pointillés correspondent au cas où la matrice est estimée. Sur les différentes courbes
de cette figure, le nombre de données de référence utiles à l’estimation de la matrice est égal à
Nref = 1000 et le nombre de données d’observation est de Nobs = 500.

Jusqu’à présent, la corrélation des données n’était pas très forte. On s’aperçoit vite que
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lorsque la corrélation augmente, l’inversion de la matrice devient un problème. La matrice n’est
plus forcément de rang plein, et le calcul théorique du seuil de détection n’est plus valable. Dans
ces cas-là, on peut avoir recours à la pseudo-inverse de la matrice, et ceci est étudié plus en
détail dans la section suivante.

82



3.4. Le BORD : Bayesian Optimum Radar Detector

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

RSB en entrée ; m=10 ; N
ref

 = 10 ; N
obs

 = 500 ; Fouillis K-dist ( ν = 0.1)

P
d

Perfos de BORD AS et BORD - Seuil théorique - P
fa

 = 0.001 - K-dist( ν = 0.1)

N
ref

 = 10

P
fa

 = 0.001

Taux F.A. BORD = 4.10-3

Taux F.A. BORD Mest = 1,62.10-1

Taux F.A. BORD As = 0

Taux F.A. BORD As Mest = 1,94.10-1

BORD As - Mat
BORD As - Mest
BORD - Mat
BORD - Mest

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

RSB en entrée ; m=10 ; N
ref

 = 50 ; N
obs

 = 500 ; Fouillis K-dist ( ν = 0.1)

P
d

Perfos de BORD AS et BORD - Seuil théorique - P
fa

 = 0.001 - K-dist( ν = 0.1)

N
ref

 = 50

P
fa

 = 0.001

Taux F.A. BORD = 0

Taux F.A. BORD Mest = 6.10-3

Taux F.A. BORD As = 0

Taux F.A. BORD As Mest = 0

BORD As - Mat
BORD As - Mest
BORD - Mat
BORD - Mest

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

RSB en entrée ; m=10 ; N
ref

 = 200 ; N
obs

 = 500 ; Fouillis K-dist ( ν = 0.1)

P
d

Perfos de BORD AS et BORD - Seuil théorique - P
fa

 = 0.001 - K-dist( ν = 0.1)

N
ref

 = 200

P
fa

 = 0.001

Taux F.A. BORD = 0

Taux F.A. BORD Mest = 0

Taux F.A. BORD As = 0

Taux F.A. BORD As Mest = 0

BORD As - Mat
BORD As - Mest
BORD - Mat
BORD - Mest

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

RSB en entrée ; m=10 ; N
ref

 = 1000 ; N
obs

 = 200 ; Fouillis K-dist ( ν = 0.1)

P
d

Perfos de BORD AS et BORD - Seuil théorique - P
fa

 = 0.001 - K-dist( ν = 0.1)

P
fa

 = 10-3

N
ref

 = 1000

Taux de FA BORD, BORD Mest, BORD As, BORD As Mest = 0

BORD As - Mat
BORD As - Mest
BORD - Mat
BORD - Mest

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
10

-3

10
-2

10
-1

10
0

N
ref

E
rr

eu
rs

 r
el

at
iv

es
 d

e 
la

 P
d RSB = 0dB

P
fa

 = 10-3

Erreurs relatives de P
d
 entre le BORD et le BORD As dans K-dist( ν=0.1) selon N

ref

BORD/BORD Mest
BORD As/BORD As Mest
BORD As/BORD
BORD As Mest/BORD Mest

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
10

-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

N
ref

P
fa

 = 10-3

RSB = 0dB

T
au

x 
de

 fa
us

se
s 

al
ar

m
es

 c
on

st
at

é

Evolution du taux de FA constasté avec Seuil Th. et Estimation de matrice

K-dist ( ν=0.1)

N
obs

 = 500

Tfa BORD
Tfa BORD Mest
Tfa BORD As
Tfa BORD As Mest
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Le nombre de référence utile à l’estimation de la matrice varie : Nref = 10, 50, 200, 1000. Erreur
relative (courbe gauche en bas) de Pd en fonction de Nref . Evolution associée du taux de fausse
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Fig. 3.20 – Performances de détection du BORD et du BORD Asymptotique en environnement
K-distribué (ν = 0.1, 0.5, 2, 20). Le seuil théorique est utilisé pour une Pfa = 10−6. Le nombre
de référence utile à l’estimation de la matrice est fixé à Nref = 1000. Le nombre d’observations
est égal à Nobs = 500.
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3.4.12 Influence de la corrélation sur les performances

La corrélation des données n’influe pas spécifiquement sur l’estimation de la matrice de cova-
riance, mais sur son inversion, dépendante de son rang. Inverser une matrice qui n’est pas de rang
plein nécessite l’utilisation de la matrice pseudo-inverse. Dans ce cas-là, le théorème ne Cochran
ne s’applique plus, car ses hypothèses ne sont pas respectées. Les deux transformations (3.46 et
3.47), effectuées sur les vecteurs x des données et le vecteur p, pour se ramener à un vecteur
Gaussien de matrice de covariance Im, ne sont plus du même effet si la matrice est singulière.
Il devient alors difficile (voire impossible ?) de déterminer la matrice de projection qui rend les
deux formes quadratiques indépendantes. Ce problème reste ouvert et quelques perspectives sont
données à ce propos dans le paragraphe 3.5.3 qui synthétise les résultats obtenus dans ce chapitre.

Dans le souci d’interpréter ce phénomène sur les matrices (de taille 10 × 10), construites
à partir de la densité spectrale Gaussienne, la figure (Fig. 3.21) représente leurs rangs, leurs
conditionnements et leurs déterminants en fonction de la valeur de l’étalement spectral, σf =
0.2, · · · , 2. Le conditionnement d’une matrice est défini comme le rapport de sa plus grande valeur
singulière avec sa plus petite. Plus ce nombre est grand et plus la matrice devient singulière.
Les caractéristiques de la matrice utilisée dans les simulations de ce chapitre ne figurent pas
sur les courbes. Son étalement spectral est σf = 10, son déterminant vaut approximativement
det(M) = 0.9076 et son conditionnement est de 1.5467.
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à 2 (corrélation moyenne).
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3.5 Synthèse

3.5.1 Le BORD

Les résultats de simulation obtenus avec le BORD ont montré que ce détecteur atteint les
performances des détecteurs optimaux. Cela se vérifie aussi bien pour du bruit Gaussien que
pour du fouillis très impulsionnel, comme un fouillis K-distribué de paramètre ν = 0.1 (Fig.
3.12) ou un fouillis régi par une loi de Student-t (Fig. 3.13). Il en va de même lorsque la statis-
tique globale est analytiquement inconnue, auquel cas le BORD atteint les mêmes performances
que le PEOD ”idéal” (Fig. 3.14). Le BORD est construit de telle sorte que la loi de la texture
des données est ”apprise” par la seule présence des données de référence.

Dans sa version adaptative, les données de référence sont également nécessaires à l’estima-
tion de la matrice de covariance. Pour un vecteur de références de taille m = 10, la figure (Fig.
3.19) montre qu’à partir de Nref = 50, l’erreur commise sur la Pd à 0dB est inférieure à 2%.
La matrice de covariance (σf = 10) est estimée au sens NSCM et le seuil théorique du BORD
Asymptotique est utilisé pour vérifier Pfa = 10−3. L’utilisation de ce seuil est justifiée dans pa-
reil cas : la figure (Fig. 3.10) a été obtenue pour une matrice de covariance de taille 10× 10, de
même étalement spectral σf = 10. L’adéquation entre le seuil MC du BORD et le seuil théorique
du BORD Asymptotique peut d’ailleurs être observée sur la figure (Fig. 3.18).

Comme cela a également été montré, le BORD vérifie structurellement la propriété TFAC
par rapport à la loi de la texture. Cette propriété permet d’appliquer, à Pfa donnée, la même
valeur du seuil de détection, quel que soit l’environnement observé. Elle reste d’ailleurs valable
pour la version adaptative du BORD, puisque l’estimée au sens NSCM de la matrice de cova-
riance est indépendante de la loi de la texture du SIRP.

Tous ces résultats, importants aux yeux des radaristes, permettent d’affirmer que le BORD
est un détecteur optimal TFAC et adaptatif .

3.5.2 Le BORD Asymptotique

L’expression du BORD Asymptotique découle de la convergence en loi du BORD, lorsque le
nombre de référence devient très grand. D’un point de vue pratique, cela suppose que la matrice
de covariance peut être parfaitement estimée, puisque le nombre de données utilisé est bien plus
grand que la taille de cette matrice. En outre, l’information apportée par les données de référence
disparâıt, et des différences de comportement sont alors observées par rapport au BORD. Ces
différences sont d’autant plus importantes lorsque la statistique de l’environnement tend vers
une Gaussienne, comme le montre la figure (Fig. 3.20). La convergence en loi est établie à partir
du prior non-informatif de la texture, dont la forme est hyperbolique. Ce dernier est donc assez
éloigné de la loi réelle de la texture d’un bruit Gaussien, qui, dans ce cas est une distribution de
Dirac en 1.

Tout comme le BORD, le BORD Asymptotique est adaptatif, dès lors que la matrice de
covariance est estimée. L’estimation au sens NSCM est également utilisée pour ce détecteur, ce
qui contribue à sa propriété TFAC, vérifiée structurellement, par rapport à la loi de la texture.
Cette propriété a été montrée au travers des courbes de la figure (Fig.3.16) pour plusieurs lois.

86



3.5. Synthèse

Contrairement au BORD, la loi du BORD Asymptotique se calcule assez facilement à par-
tir de son équivalent statistique TFAC. Le BORD Asymptotique ne dépend alors plus que de
formes quadratiques de vecteurs Gaussiens et le théorème de Cochran peut s’appliquer. Le seuil
de détection s’obtient à partir de la valeur de la Pfa et de la taille m des observations. Les
valeurs théoriques sont en adéquation avec les valeurs obtenues par MC, sauf, une fois encore,
dans le cas d’un bruit Gaussien, où les courbes sont légèrement décalées.

Dans certains cas, l’expression du seuil théorique du BORD Asymptotique peut être utilisée
pour la mise en œuvre du BORD. La figure (Fig. 3.18) en donne la preuve, mais il faut toutefois
rester prudent selon les cas envisagés.

3.5.3 Validité du seuil théorique du BORD Asymptotique

Le théorème de Cochran s’applique dans le cas d’un vecteur Gaussien blanc ou d’un vecteur
Gaussien de matrice de covariance M quelconque, avec l’hypothèse implicite que cette dernière
n’est pas singulière. Si c’est le cas, la forme quadratique du SIRV est exprimée non plus en
fonction de l’inverse de la matrice mais de sa pseudo-inverse. Les deux matrices de projection,
permettant d’obtenir l’indépendance entre le numérateur et le dénominateur du BORD Asymp-
totique, ne sont plus évidentes à déterminer et il devient difficile d’en obtenir la loi.
Dans pareils cas, l’expression du seuil théorique du BORD Asymptotique n’est plus valide.
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Chapitre 4

Application sur signaux
expérimentaux

Ce chapitre est consacré à la validation des résultats de simulation du BORD, du BORD
Asymptotique et d’autres détecteurs sur données expérimentales de fouillis. Dans un premier
temps, le fonctionnement des systèmes radars actuels est rappelé. Les données expérimentales
de fouillis sont ensuite décrites et analysées avant d’évaluer les performances des détecteurs dans
cet environnement. L’attention est principalement portée sur le BORD et le BORD Asympto-
tique dont les performances sont comparées à l’OGD et à l’OKD. Ce dernier est mis en place
après estimation des paramètres relatifs à une K-distribution, supposée régir la statistique de
l’amplitude des données.

4.1 Principe opérationnel d’un radar

Dans un cadre opérationnel, les caractéristiques du radar déterminent la précision des mesures
effectuées et les traitements à mettre en place pour la détection et l’estimation des paramètres
en jeu. Il est donc important de mettre en correspondance les paramètres utilisés lors de la
modélisation des signaux avec les paramètres du radar, de la cible et du fouillis.

4.1.1 Le traitement théorique optimal

L’objectif des traitements de détection mis en œuvre, est de localiser avec précision la ou les
cibles détectées. Cela signifie qu’il faut être capable d’interpréter la nature physique du signal
reçu par le radar et de faire le lien avec les paramètres géographiques et cinétiques de la cible.
Considérons que le signal s(t), émis par le radar, rencontre une cible en mouvement. Ce signal
subit une transformation due à son trajet aller-retour (radar-cible-radar) et à l’effet Doppler
(notés conjointement par α), et est affecté d’une phase φ et d’une amplitude A, dépendantes
de la cible analysée. Aux distorsions qui caractérisent la cible, s’ajoutent les perturbations du
fouillis ambiant, considérées comme du bruit b(t). L’ensemble des paramètres de la cible est noté
θ = (A,φ, α) et le signal total x(t), capté en réception peut se modéliser par :

x(t) = s(t, θ) + b(t) (4.1)

= A ej φ s(t, α) + b(t) (4.2)

Le vecteur α est relié à la distance et la vitesse de la cible. Si on note par R0 la distance
réelle de la cible par rapport au radar, v sa vitesse radiale, ω0 la pulsation de la porteuse du si-

89



Chapitre 4. Application sur signaux expérimentaux

gnal émis, λ0 la longueur d’onde et c la célérité de l’onde dans le milieu, alors [Thou82, LeCh89] :

- la distance de la cible se déduit du calcul du retard
2R0

c
,

- la vitesse radiale se déduit de la mesure du décalage Doppler égal à
2ω0 v

c
=

2v

λ0
.

Pour déterminer ces quantités, un test de détection doit être mis en place. D’après la théorie
de l’estimation au sens du MV, la statistique S à maximiser est le logarithme du rapport de
vraisemblance. Dans le cas classique, où le bruit b(t) est supposé Blanc et Gaussien de puissance
2σ2, cette statistique s’écrit :

S = log(Λ(x) =
1

2σ2

[
2ℜ
∫ +∞

−∞
x(t, θ0)s

∗(t, θ) dt −
∫ +∞

−∞
|s(t, θ)|2 dt

]
, (4.3)

avec θ0 = (A0, φ0, α0), θ = (A,φ, α) et où ℜ(.) désigne la partie réelle.

Bien souvent, il n’est pas utile d’estimer le paramètre de déphasage. Les radaristes préfèrent
déterminer avec précision les paramètres propres aux cibles tels la vitesse, l’accélération, la
position angulaire, la position radiale, etc.... Les paramètres de déphasage Φ et d’atténuation A
sont considérés comme étant inconnus. Ils sont donc remplacés dans (4.3) par leurs estimées au
sens du MV, données par :

φ̂mv = arg

[∫ +∞

−∞
x(t, θ0) s∗(t, α) dt

]
(4.4)

Âmv =

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
x(t, θ0) s∗(t, α) dt

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
|s(t, α)|2 dt

. (4.5)

Une statistique équivalente à S est donc donnée par S′ :

S′ = log(Λ(x, Âmv, φ̂) =
1

2σ2

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
x(t, θ0)s

∗(t, α) , dt

∣∣∣∣
2

∫ +∞

−∞
|s(t, α)|2 dt

. (4.6)

Le traitement approprié consiste donc à effectuer un traitement quadratique sur la fonction
d’inter-ambigüıté entre le signal reçu et une réplique adaptée sur les bons paramètres. Le vecteur
α qui rendra cette expression maximale sera le candidat désigné pour caractériser la présence
de la cible et ainsi la localiser.

4.1.2 Le traitement opérationnel idéal

D’après le traitement théorique optimal, la procédure de détection efficace à mettre en œuvre
est basée sur la corrélation du signal reçu avec la réplique du signal émis adapté aux effets de
transformation physique qu’il a subie. Cette corrélation donne, pour les paramètres de transfor-
mation réels rencontrés, un niveau de sortie maximal, supérieur au seuil de détection. Pour les
autres paramètres, ce seuil ne doit pas être dépassé, sous peine d’engendrer des fausses alarmes.
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Le récepteur parfait pour les hypothèses fixées (bruit blanc Gaussien) doit alors être du type
”batteries de corrélateurs adaptés à un jeu de paramètres de cible fixé”. Toutes les valeurs de
l’ensemble des paramètres sont balayées de manière exhaustive et les maxima sont recherchés.

Le récepteur opérationnel idéal, limité à l’ordre deux (c’est-à-dire à la position et à la vitesse)
calcule le filtre adapté en sortie de tous les filtres Doppler et retards possibles, quadrillant ainsi
l’espace observé.
Dans le cas d’un signal Φe(t) émis en train d’impulsions de PRF (Pulse Repetition Frequency)
donnée, si on note Φr(t) le signal reçu, la sortie A(τ, fd) du filtre adapté idéal à l’ordre deux,
dans le filtre retard τ et le filtre Doppler fd prend la forme suivante :

A(τ, fd) =

∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
Φr(t) Φ∗

e(t − τ) e−2jπfd (t−τ) dt

∣∣∣∣
2

. (4.7)

Il est nécessaire de considérer les paramètres retard τ et Doppler fd du filtre adapté les plus
proches possibles des paramètres recherchés, ce qui évite d’adapter les paramètres en dehors de
la zone distance-vitesse intéressante.

Ce filtre adapté idéal est capable d’estimer toutes les positions et vitesses radiales d’un cor-
tège de cibles pour peu que le code utilisé soit performant (lobes secondaires bas), et que tous
les filtres Doppler et retard soient examinés. Si la première condition est réalisable, la deuxième
l’est difficilement, de par la charge de calculs trop importante que cela représente pour une zone
d’observation étendue.

L’alternative à ce traitement, certes idéal mais difficilement réalisable, consiste à transcrire
dans l’expression (4.7) le fait qu’un train de P impulsions élémentaires est émis. On émet alors
l’hypothèse que la fréquence Doppler reste cohérente, c’est-à-dire qu’elle ne varie pas dans l’im-
pulsion, mais d’une impulsion à l’autre. Contrairement au traitement idéal, il ne nécessite aucu-
nement de batteries de filtres Doppler à chaque retard.

4.1.3 Le traitement opérationnel classique

La structure du récepteur idéal théorique se simplifie dans le cas de l’émission d’un train de
P impulsions élémentaires ue(t) de période Tr, ce qui s’écrit :

Φe(t) =
P−1∑

k=0

ue(t − k Tr). (4.8)

Dans ce cas, la corrélation avec le signal reçu Φr(t) a pour expression :

A(τ, fd) =

∣∣∣∣∣
P−1∑

k=0

∫

T
Φr(t) u∗

e(t − τ − kTr) e−2jπfd (t−τ) dt

∣∣∣∣∣

2

, (4.9)

ce qui se réécrit comme :

A(τ, fd) =

∣∣∣∣∣
P−1∑

k=0

e−2jπfd kTr

∫ τ/2

−τ/2
Φr(t + τ + k Tr) u∗

e(t) e−2jπfd t dt

∣∣∣∣∣

2

. (4.10)
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Chapitre 4. Application sur signaux expérimentaux

Pour un retard donné, on remarque une somme discrète d’échantillons prélevés tous les kTr.
Ils proviennent de l’échantillonnage à l’instant kTr + τ de l’intercorrélation distance-Doppler de
l’impulsion k, avec l’impulsion élémentaire ue(t).
Si on fait l’hypothèse, que pendant la durée τ de l’impulsion, la phase fd t due au Doppler ne
fluctue pas trop, on peut alors négliger le terme de phase dans l’intégrale. Cette simplification est
justifiée si la vitesse des cibles observées est telle que la variation de phase engendrée par l’effet
Doppler n’est significative que d’une impulsion à l’autre, et non pas dans l’impulsion. Une autre
manière d’expliquer ceci, est de dire que la durée de l’impulsion est trop brève pour permettre
d’estimer cette fréquence Doppler.

Le filtre adapté devient alors :

A(τ, fd) =

∣∣∣∣∣
P−1∑

k=0

e−2jπfd kTr

∫ τ/2

−τ/2
Φr(t + τ + k Tr) u∗

e(t) dt

∣∣∣∣∣

2

. (4.11)

Cette procédure se décompose alors en trois étapes, pour chaque porte-distance c τ/2 :

1. Acquisition au cours du temps (variation de Tr) du signal reçu, et corrélation par l’impul-
sion élémentaire ue(t),

2. Échantillonnage aux instants τ + k Tr,

3. Transformation de Fourier Discrète des échantillons ainsi obtenus dans la case distance
c τ/2 pour résoudre le Doppler fd.

Par rapport au schéma du récepteur idéal qui nécessite une batterie de corrélateurs en re-
tard et en Doppler (plus précisément une batterie de filtres Doppler pour chaque retard), ce
récepteur ne nécessite qu’un seul corrélateur par porte distance. L’analyse en distance s’effectue
simplement par échantillonnage du signal en sortie du corrélateur aux différents instants τ pos-
sibles. L’analyse Doppler est réalisée en prenant, dans chaque porte distance, la transformée de
Fourier Discrète des échantillons obtenus dans celle-ci tous les Tr. Cette procédure, schématisée
sur la figure (Fig. 4.1), est couramment employée dans les radars actuels. Elle est d’ailleurs uti-
lisée dans le processus d’acquisition des données expérimentales, présentées dans ce chapitre. En
considérant l’expression (4.11) du filtre adapté, ces données sont issues du résultat de l’intégrale,
comme fonction de τ et de k.

Remarque :La corrélation temporelle du signal reçu par l’impulsion élémentaire est la sortie
classique du filtre adapté à la vitesse v = 0, quelle que soit la vitesse de la cible analysée.

Les traitements décrits ci-dessus et conduisant au filtre adapté découlent du caractère Gaus-
sien du bruit. Si cette hypothèse n’est plus vérifiée (par exemple si le fouillis non-Gaussien est
pris en compte), de fausses alarmes, déclenchées par des pointes de bruit, apparaissent en nombre
considérable lors de la détection.

L’objet du paragraphe suivant est d’effectuer un parallèle entre les traitements existants et
les détecteurs non-Gaussiens proposés dans le chapitre 3. L’étude se limite au cas des deux
versions du BORD, à savoir le BORD et le BORD Asymptotique.
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Fig. 4.1 – Récepteur optimal (OGD) en bruit blanc pour une émission d’un train de m impulsions
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Chapitre 4. Application sur signaux expérimentaux

4.2 Mise en place des deux versions du BORD

4.2.1 Le BORD

Pour améliorer la structure des récepteurs existants en insérant un détecteur optimal tel le
BORD, il est nécessaire de décomposer les différentes étapes réalisées dans ce détecteur. Dans
un souci de linéarité dans la lecture, rappelons ici l’expression du BORD adaptatif :

ΛNr(yobs) =

Nr∑

i=1

[
r†i M̂

−1
ri

(q̂1(yobs) + r†i M̂
−1

ri)2

]m

Nr∑

i=1

[
r†i M̂

−1
ri

(q̂0(yobs) + r†i M̂
−1

ri)2

]m

H1
>
<
H0

η, (4.12)

où :

* r1, · · · , rNr sont Nr données de référence supposées ne contenir que du fouillis,

* M est la matrice de covariance des vecteurs Gaussiens qui composent le SIRV,

* M̂
−1

est la matrice de covariance inverse estimée de M, blanchissant les données,

* q̂0(yobs) = y†
obs M̂

−1
yobs ,

* q̂1(yobs) = q0(yobs − s) pour un signal cible s connu, et

* q̂1(yobs) = y†
obs M̂

−1
yobs −

|p† M̂
−1

yobs|2

p† M̂
−1

p
si l’amplitude est estimée au sens du MV.

La première étape consiste à estimer M à partir des données de référence. Ensuite, une par-

tie du calcul de q1, soit l’expression |p† M̂
−1

yobs|2, réalise intrinsèquement la dernière étape du
filtre adapté classique, à savoir, la transformée de Fourier discrète et l’étape quadratique. On
considère que le vecteur p a déjà été ”́elu” à l’issue des étapes précédentes.

Le détecteur BORD peut alors être mis en place dans son intégralité, en calculant les autres
quantités. Sa structure, représentée sur la figure (Fig. 4.2), est certes plus lourde que le filtre
adapté, mais permet d’améliorer considérablement les performances de ce dernier.
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Fig. 4.2 – Mise en place du BORD en mode opérationnel, à partir du filtre adapté classique
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Chapitre 4. Application sur signaux expérimentaux

4.2.2 Le BORD Asymptotique

L’expression du BORD Asymptotique s’exprime en fonction du filtre adapté. Pour s’en
convaincre, il suffit déjà de remarquer, que le filtre adapté classique se réécrit comme la dif-
férence q0 − q1. Ensuite, en manipulant l’expression du BORD Asymptotique, qui est :

(
q0

q1

)m H1
>
<
H0

η, (4.13)

on retrouve aisément le filtre adapté, ce qui donne :


 1

1 − q0 − q1

q0




m

H1
>
<
H0

η. (4.14)

Il suffit donc, après avoir effectué les étapes du filtre adapté (q0 − q1), de le diviser par q0 et
d’effectuer la transformation décrite ci-dessus.

Le schéma de la figure (Fig. 4.3) résume les étapes de la mise en place du BORD Asympto-
tique, à partir du filtre adapté classique.

La suite de ce chapitre est consacrée à l’évaluation des performances de détection du BORD
et du BORD Asymptotique en environnement de fouillis réel, comparées aux performances du
détecteur classique. Les données opérationnelles de fouillis sont décrites, analysées, et des courbes
de performances sont tracées pour une cible factice d’amplitude inconnue.

[1-u]-m

y

p

M-1
�

[q0(y)]-1

OGD

�

BORD Asymptotique
Steering vector

Observations

Fig. 4.3 – Mise en place du BORD Asymptotique en mode opérationnel, à partir du filtre adapté
classique
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4.3. Analyse des données expérimentales

4.3 Analyse des données expérimentales

Les données traitées comportent un caractère fortement non-Gaussien dans les zones les plus
proches du radar. Au-delà d’une certaine distance, seul du bruit thermique est enregistré, ce qui
caractérise la faible incidence du radar. L’horizon radio-électrique se trouve à

√
17 h ∼ 15 km de

ce dernier [Bart88], où h = 13 m est la hauteur à laquelle est placé le radar. Au-delà, l’onde émise
se perd à l’horizon, sans rencontrer de réflecteur, et seul le bruit thermique de l’électronique du
système est enregistré.

4.3.1 Description des données

Les données représentent le signal écho enregistré par un radar opérationnel de THALES
TAD, placé à une hauteur de 13 m, et illuminant une zone de terrain à site bas, 0̊ . Les échos
du fouillis de sol (collines de la région de Colmar) sont situés dans différentes cases distance
(au nombre de 868), pour différents angles de visée en azimut de l’antenne (au nombre de 70,
couvrant chacun environ 1/8 de tour d’antenne), et pour m = 8 récurrences. Ces récurrences
représentent la fréquence de répétition de l’impulsion, ou Pulse Repetition Frequency (PRF), et,
par abus de langage, on dira que chaque récurrence est une PRF.

La première case distance se situe à 2 km du radar. Chacune est de longueur 60 mètres, ce
qui signifie que le radar éclaire un peu plus de 52 km de terrain. L’illustration des données sur
les cartes de fouillis de la figure (Fig. 4.4), permet de constater la non-homogénéité spatiale (par
case distance), ainsi qu’une forte corrélation temporelle (de PRF à PRF). La faible incidence du
radar, entrâınant une absence de réflecteurs au-delà de l’horizon radio-électrique est très bien
illustrée sur ces cartes de fouillis, par la présence des zones de faible amplitude, significative du
bruit thermique Gaussien. La figure (Fig. 4.5) illustre le rapport des puissances entre le fouillis
et le bruit thermique (CNR - Clutter to Noise Ratio) par azimut, comparé à la puissance totale
moyenne des données, du fouillis et du bruit thermique.

Les m = 8 PRF correspondent, dans notre cas, à la taille d’un vecteur de référence ou d’ob-
servation. Le nombre total d’observations (ou de références) nous est fourni par le nombre de
cases distance, soit Nref,obs = 868. Sachant que les données sont enregistrées pour 70 azimuts
différents, le nombre total de données disponibles est de 70 × 868 = 60760 données.

La non-homogénéité spatiale du fouillis nous incite, dans un premier temps, à sélectionner
les données par zones homogènes (bruit Gaussien blanc ou fouillis impulsionnel). Ensuite des
zones transitoires, dans lesquelles se situe une rupture bruit thermique / fouillis, sont traitées.

De manière générale, le nombre de données testées est égal au produit du nombre de cases
distance sélectionnées par le nombre d’azimuts pris en compte.

Dans la suite, une ”zone”désigne à la fois une sélection de plusieurs données et une procédure
d’évaluation de performances. On en distingue 8 (décrites au paragraphe 4.3.2), pour lesquelles
plusieurs figures sont tracées : celles concernant la caractérisation du fouillis et celles concernant
l’analyse des performances de détection.
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Fig. 4.4 – Cartes de fouillis de sol issu d’enregistrement réel par un radar opérationnel. Ces
cartes montrent le niveau de fouillis (en dB) pour 70 angles d’azimuts, 868 cases distance et
pour 8 PRF.

4.3.2 Définition des ”zones” de données

Pour évaluer les performances des détecteurs dans des situations diverses, 8 ”zones” de don-
nées, résumées dans le tableau (Tab. 4.1), sont définies :

* Les ”zones 1, 2, 3” sélectionnent des données de référence, uniquement pour l’apprentissage
du BORD. Les données d’observation sont utilisées pour évaluer les performances de tous
les détecteurs, et représentent, respectivement, du bruit thermique, du fouillis et une partie
transitoire bruit thermique / fouillis.

* Les ”zones 4 et 5”, zones de bruit thermique et de fouillis, ne font intervenir que des données
d’observation pour tous les détecteurs. L’estimation de la matrice de covariance s’effectue
donc à partir des mêmes données pour tous les détecteurs, ainsi que le calcul du seuil de
détection.

* Les ”zones 6, 7 et 8”, représentatives de bruit thermique, de fouillis et d’une partie tran-
sitoire, utilisent des données de référence pour l’apprentissage de tous les détecteurs. Les
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Fig. 4.5 – Evolution du CNR - Clutter to Noise Ratio - par azimut, comparé à la puissance
totale moyenne du fouillis, du bruit thermique et de l’ensemble des données.

données d’observation, de même nature que les références, permettent d’évaluer les per-
formances des détecteurs.
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”Zone” Références Observations Apprentissage Courbes
sur Références de performances

Zone 1 Bruit Thermique Bruit Thermique
C.d. : 478 à 642 C.d. : 560 à 706 BORD

Az. : 33 à 45 Az. : 55 à 65
Fig. 4.18 (gauche) Fig. 4.18 (droite) Fig. 4.20

Zone 2 Fouillis Fouillis
C.d. : 14 à 170 C.d. : 10 à 140 BORD

Az. : 1 à 31 Az. : 31 à 41
Fig. 4.27 (gauche) Fig. 4.27 (droite) Fig. 4.29

Zone 3 Transition Transition
C.d. : 60 à 354 C.d. : 178 à 308 BORD
Az. : 42 à 57 Az. : 1 à 13

Fig. 4.36 (gauche) Fig. 4.36 (droite) Fig. 4.38

Zone 4 Bruit Thermique
C.d. : 568 à 774 non

Az. : 22 à 38
Fig. 4.21 Fig. 4.23

Zone 5 Fouillis
C.d. : 22 à 212 non
Az. : 18 à 32
Fig. 4.30 Fig. 4.32

Zone 6 Bruit Thermique Bruit Thermique
C.d. : 375 à 552 C.d. : 641 à 812 OGD, OKD,

Az. : 22 à 34 Az. : 38 à 51 BORD, BORD As.
Fig. 4.24 (gauche) Fig. 4.24 (droite) Fig. 4.26

Zone 7 Fouillis Fouillis
C.d. : 10 à 168 C.d. : 16 à 78 OGD, OKD,
Az. : 31 à 44 Az. : 2 à 27 BORD, BORD As.

Fig. 4.33 (gauche) Fig. 4.33 (droite) Fig. 4.35

Zone 8 Transition Transition
C.d. : 94 à 250 C.d. : 176 à 306 OGD, OKD,
Az. : 37 à 52 Az. : 6 à 22 BORD, BORD As.

Fig. 4.39 (gauche) Fig. 4.39 (droite) Fig. 4.41

Tab. 4.1 – Définitions des ”zones” utilisées pour l’évaluation des performances de l’OGD, de
l’OKD, du BORD et du BORD Asymptotique
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4.3. Analyse des données expérimentales

4.3.3 Caractérisation du fouillis lors de la détection

Les ruptures fouillis non-Gaussien / bruit thermique se situent entre la 200eme et la 500eme

case distance. Pour préciser leurs localisations, la figure (Fig. 4.6) indique, pour chaque azimut,
le numéro de la case distance à laquelle la rupture définitive est observée. La courbe est approxi-
mative, mais permet une sélection des zones de fouillis homogènes ou hétérogènes.
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Fig. 4.6 – Case distance où la rupture définitive fouillis non-Gaussien / bruit thermique a lieu,
pour chaque azimut. Moyenne sur les 8 PRF.

Pour illustrer le caractère composé du processus de fouillis, sa puissance instantanée est tra-
cée pour chaque zone de même nature explorée et testée pour la détection (Fig. 4.9, Fig. 4.12,
Fig. 4.15). La variation de ces puissances représente la variation des échantillons de texture au
cours du temps, pour un azimut donné, dans toutes les cases distance et pour les 8 PRF. On
constate ainsi que les puissances sont de même niveau d’une PRF à l’autre (superposition des
courbes), alors qu’elles varient d’une case distance à l’autre.
Sur les figures (Fig. 4.10, Fig. 4.13, Fig. 4.16), on constate que les phases entre les voies I et
Q des données sont uniformément réparties entre −π et +π, ce qui confirme les suppositions
théoriques.

Pour chaque zone explorée, une comparaison à la K-distribution est effectuée (Fig. 4.11, Fig.
4.14, Fig. 4.17). Pour ce faire, on estime les paramètres ν et b d’une K-distribution supposée en
utilisant la méthode des moments. Les histogrammes empiriques et théoriques sont comparés et
les valeurs estimées de ν sont reportées pour chacun d’entre eux. Cette estimation est réalisée à
partir de l’amplitude des données de chaque zone, pour chacune des m = 8 PRF. Les paramètres
ainsi estimés sont utilisés, par la suite, pour la mise en place de l’OKD.
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Sur ces mêmes figures, les résultats des approximations de Padé de la loi de l’enveloppe des don-
nées sont reportés. Les approximations de Padé sont calculées à partir des moments empiriques
de l’enveloppe des données pour chaque PRF, et l’ordre des approximations est indiqué.

La dernière étape de caractérisation du fouillis consiste en l’estimation de la matrice de cova-
riance des données. Selon le détecteur utilisé, cette étape est réalisée, soit à partir de données de
référence (cas du BORD), soit sur les données d’observation sans cible (cas de l’OGD, de l’OKD
et du BORD Asymptotique). Pour l’OGD, on utilise l’estimation empirique classique (SCM),
alors que pour les trois autres détecteurs, l’estimée NSCM (donnée en (3.12) est calculée. Les
matrices estimées sont représentées pour certaines zones sur les figures (Fig. 4.7, Fig. 4.8).
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Fig. 4.7 – Zone de fouillis : Estimations NSCM des matrices de covariance des références et des
observations de la ”zone 2” et coefficients d’auto-corrélation correspondants.
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Fig. 4.8 – Zone transitoire bruit thermique / fouillis : Estimations NSCM des matrices de
covariance des références et des observations de la ”zone 8” et coefficients d’auto-corrélation
correspondants.
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Fig. 4.9 – Zone de bruit thermique (”Zone 1”) : Amplitude des données de référence (en haut)
et d’observation (en bas).
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Fig. 4.10 – Zone de bruit thermique (”Zone 1”) : Histogrammes des 8×2145 phases des données
de référence (à gauche) et des 8 × 1617 données d’observation (à droite).
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Fig. 4.11 – Zone de bruit thermique (”Zone 4”) : Histogrammes empiriques (en bleu), lois K(ν,b)
estimées (en rouge) et approximations de Padé (en vert) de l’enveloppe des observations de bruit
thermique pour chaque PRF.
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Fig. 4.12 – Zone de fouillis (”Zone 2”) : Amplitude des données de référence (en haut) et d’ob-
servation (en bas).
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Fig. 4.13 – Zone de fouillis (”Zone 2”) : Histogrammes des 8 × 4867 phases des données de
référence (à gauche) et des 8 × 1441 données d’observation (à droite).
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Fig. 4.14 – Zone de fouillis (”Zone 5”) : Histogrammes empiriques (en bleu), lois K(ν,b) estimées
(en rouge) et approximations de Padé (en vert) de l’enveloppe des observations de fouillis pour
chaque PRF.
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Fig. 4.15 – Zone transitoire bruit thermique / fouillis (”Zone 3”) : Amplitude des données de
référence (en haut) et d’observation (en bas).
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Fig. 4.16 – Zone transitoire bruit thermique / fouillis (”Zone 3”) : Histogrammes des 8 × 4720
phases des données de référence (à gauche) et des 8 × 1703 données d’observation (à droite).
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Fig. 4.17 – Zone transitoire bruit thermique / fouillis (”Zone 8”) : Histogrammes empiriques (en
bleu), lois K(ν,b) estimées (en rouge) et approximations de Padé (en vert) de l’enveloppe des
observations pour une zone transitoire bruit thermique / fouillis et pour chaque PRF.
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4.4 Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD
et du BORD Asymptotique

La matrice de covariance est estimée, soit classiquement (SCM), pour l’OGD, soit d’après
l’estimation NSCM pour l’OKD, le BORD et le BORD Asymptotique. Selon le rang de la matrice
obtenue, soit l’inverse, soit la pseudo-inverse est calculée, pour la mise en place des détecteurs.
Les problèmes engendrés par le mauvais conditionnement de la matrice ne sont qu’évoqués dans
les analyses de performances et n’ont pas constitué d’études plus poussées.

Pour la mise en place de l’OKD, les paramètres ν et b de la K-distribution, supposée régir
la loi de l’amplitude des données, sont estimés pour chaque PRF. Les valeurs moyennes de ces
paramètres sont retenues et alimentent ainsi l’OKD.
Le seuil de détection est ensuite déterminé, pour chaque détecteur, de manière à respecter la
Pfa, fixée à 10−2.
Ces étapes sont réalisées à partir de données, considérées comme étant les références. Elles cor-
respondent, soit à des données annexes, soit aux observations, dans lesquelles sont évaluées les
performances. La distinction est faite pour chaque ”zone” étudiée.

Pour illustrer le procédé de calcul du seuil de détection, le logarithme du rapport de vrai-
semblance est tracé pour chaque détecteur, relativement à la ”zone” testée. Ces courbes sont
représentées sur les figures (Fig. 4.19, Fig. 4.28, Fig. 4.37, Fig. 4.22, Fig. 4.31, Fig. 4.25, Fig.
4.34, Fig. 4.40).
La valeur théorique du BORD Asymptotique, donnée par (3.70), est reportée dans les cas du
BORD et du BORD Asymptotique, et la valeur théorique du seuil de détection, donnée par
(1.18) dans le cas Gaussien, est reportée pour l’OGD.

Les performances des détecteurs sont ensuite évaluées pour chaque ”zone” définie, à partir
des données d’observation sélectionnées. Les premiers tests se rapportent aux ”zones 1, 4, 6”,
zones de bruit thermique. Suivent les tests en environnement de fouillis des ”zones 2, 5, 7”, puis
ceux pour les zones transitoires bruit thermique / fouillis, ”zones 3, 8”.

Après toute évaluation de performances, le Taux de Fausse Alarme (TFA) constaté est donné.
Cela permet de vérifier si la Pfa initiale est respectée ou non, dans les données d’observation en
absence de cible. Si les observations ont été utilisées comme références pour le calcul du seuil,
ce TFA est alors égal à la Pfa. Sinon, il valide plus ou moins la valeur du seuil de détection.

4.4.1 Zones de bruit thermique Gaussien

4.4.1.1 ”Zone 1”

On rappelle que la ”zone 1” sélectionne des références pour seul l’apprentissage du BORD.
La matrice de covariance et les paramètres de la supposée loi K sont estimés directement à partir
des données d’observation, dans lesquelles les performances de détection sont ensuite évaluées.
Les données de référence, sélectionnées pour l’apprentissage du BORD, sont désignées par le
rectangle noir, sur la carte de gauche de la figure (Fig. 4.18). Ces données comprennent 165
cases distance (de la 478 à la 642) et 13 azimuts (du 33 au 45). Au total, Nref = 2145.
Sur la carte de droite, Nobs = 1617 données d’observation sont sélectionnées, pour 147 cases
distance (de la 560 à 706) et 11 azimuts (du 55 au 65).
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Fig. 4.18 – Zone 1 : Bruit thermique Gaussien pour les références (gauche) et les observations
(droite). Au total, Nref = 2145 et Nobs = 1617.
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Fig. 4.19 – Zone 1 : Vraisemblance des données utilisées pour le calcul du seuil de détection,
comparé au seuil théorique Gaussien (pour l’OGD) et au seuil théorique du BORD Asymptotique
(pour le BORD et le BORD Asymptotique).
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Fig. 4.20 – Zone 1 : Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD
Asymptotique dans du bruit thermique Gaussien
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Analyses des performances de la ”zone 1”

En environnement Gaussien, les détecteurs doivent fournir les mêmes performances de dé-
tection que l’OGD, dès lors que la probabilité de fausse alarme est respectée. Cela est le cas
pour l’OGD et le BORD Asymptotique, dont les mêmes données ont été utilisées pour le calcul
du seuil de détection et l’évaluation de leurs performances. Cette procédure est identique pour
l’OKD, qui présente cependant un TFA plus faible que la Pfa demandée. Cela peut s’expliquer à
cause des fortes valeurs estimées dans les différentes PRF pour le paramètre ν. Ces valeurs sont
moyennées et la différence provient de ce moyennage. La courbe représentant les performances
de l’OKD (en noir) devrait se trouver plus à gauche, et se rapprocher ainsi de celle de l’OGD.

En utilisant des données de référence uniquement pour le BORD, son TFA constaté sur les
observations, est, de fait, un peu différent de la Pfa souhaitée initialement. Il est à peu près son
double, soit TFA = 2.10−2, et les performances de détection, indiquées par le BORD ne sont pas
celles attendues (Fig. 4.20). Leur courbe représentative (en bleu) devrait être plus en retrait sur
la droite, si Pfa = 10−2 était respectée. Ses performances seraient alors plus proches de celles de
l’OGD.

Les performances du BORD Asymptotique décrochent par rapport à celles de l’OGD. En
comparaison des performances du BORD, elles leur sont tout à fait parallèles, ce qui ne peut que
confirmer son comportement asymptotique. Cet écart a déjà été constaté lors des simulations
effectuées en environnement Gaussien (K-distribué de paramètre ν = 20), présentées sur une
des courbes de la figure (Fig. 3.20), du chapitre 3. Le BORD Asymptotique est mal adapté en
environnement Gaussien, et cela se confirme sur les données expérimentales.
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4.4.1.2 ”Zone 4”

La ”zone 4” comporte une procédure idéale, mais peu réaliste. On suppose que les données
d’observation sont également utilisées comme références. Cela signifie que la Pfa est respectée
pour tous les détecteurs (excepté peut-être pour l’OKD, en fonction des valeurs estimées des
paramètres ν et b) et que les matrices de covariance estimées (SCM pour l’OGD et NSCM pour
les autres) représentent vraiment la corrélation des données testées.

Les données sélectionnées sont représentées par le rectangle noir de la figure (Fig. 4.21), et
comportent Nref,obs = 3296 données, dont 206 cases distance (de la 568 à la 774) et 17 azimuts
(du 22 au 38).

Sur la figure (Fig. 4.22), on constate que les valeurs théoriques des seuils de détection (pour
l’OGD, le BORD et le BORD Asymptotique) sont représentatives de la Pfa demandée.

Données d'observation

Cases distance

A
zi

m
ut

100 200 300 400 500 600 700 800

10

20

30

40

50

60

70

Fig. 4.21 – Zone 4 : Bruit thermique Gaussien des observations : Nobs = 3296.
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Fig. 4.22 – Zone 4 : Vraisemblance des données utilisées pour le calcul du seuil de détection,
comparé au seuil théorique Gaussien (pour l’OGD), ou au seuil théorique du BORD Asympto-
tique.
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Fig. 4.23 – Zone 4 : Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD
Asymptotique dans du bruit thermique Gaussien
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Analyses des performances de la ”zone 4”

Les performances des détecteurs sont présentées sur la figure (Fig. 4.23). La procédure d’éva-
luation étant idéale, les performances indiquées pour cette ”zone 4” sont donc ”plus optimales”
que celles de la ”zone 1”.

Les TFA constatés restent cohérents avec la Pfa demandée, pour tous les détecteurs, même
pour l’OKD, dont le paramètre ν retenu est très élevé. L’OGD présente de meilleures perfor-
mances que le BORD et l’OKD, malgré leur optimalité en simulations. Cependant, l’écart reste
faible : à Pd constante (entre 0.1 et 1), l’OGD gagne un peu moins de 0.5 dB en RSB, et pour
un RSB fixé, l’OGD gagne entre 3% et 7% en détectabilité.

En revanche, le BORD Asymptotique reste égal à lui-même en bruit Gaussien. Il perd à peu
près 2 dB de RSB pour une Pd donnée, et de 10% à 25% en détectabilité pour un RSB fixé.
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4.4.1.3 ”Zone 6”

Dans la ”zone 6”, les caractéristiques du bruit thermique (matrice de covariance et para-
mètres de la loi K supposée) sont évaluées à partir des mêmes données de référence, pour tous
les détecteurs (rectangle noir sur la carte de gauche de Fig. 4.24). Cette sélection comporte au
total Nref = 2314.
Les données d’observation, différentes des références pour tous les détecteurs, comportent Nobs =
2408 échantillons. Les performances des détecteurs sont évaluées dans cette zone, représentée
sur la carte de droite de la figure (Fig. 4.24).

Les valeurs des seuils de détection, obtenues en sortie de chaque détecteurs sous l’hypothèse
H0, pour respecter la Pfa = 10−2 fixée initialement, sont tracées sur les courbes de la figure
(Fig. 4.25) et comparées aux seuils théoriques. Comme dans la ”zone 4”, il existe une bonne
adéquation entre la théorie et l’empirique.

Données de référence

Cases distance

A
zi

m
ut

100 200 300 400 500 600 700 800

10

20

30

40

50

60

70

Données d'observation

Cases distance

A
zi

m
ut

100 200 300 400 500 600 700 800

10

20

30

40

50

60

70

Fig. 4.24 – Zone 6 : Bruit thermique Gaussien des références (gauche) et des observations
(droite) : Nobs = 2408, Nref = 2314.
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Fig. 4.25 – Zone 6 : Vraisemblance des données utilisées pour le calcul du seuil de détection,
comparé au seuil théorique Gaussien ou BORD Asymptotique.
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4.4. Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD Asymptotique
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Fig. 4.26 – Zone 6 : Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD
Asymptotique dans du bruit thermique Gaussien
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Chapitre 4. Application sur signaux expérimentaux

Analyses des performances de la ”zone 6”

Pour les quatre détecteurs, la Pfa n’est pas exactement respectée. Cependant, les TFA consta-
tés pour l’OGD et l’OKD sont les mêmes, ce qui permet d’avoir deux éléments de comparaison
proches. De manière générale, les TFA sont plus faibles que la Pfa, ce qui signifie que toutes les
courbes devraient se trouver plus à gauche qu’elles ne le sont. On constate, une fois encore, que
le BORD approche les performances de l’OGD, avec toujours un écart faible, comparable à celui
constaté pour la ”zone 4”. Le BORD Asymptotique présente également un écart du même ordre
de grandeur que précédemment.

Sur cette figure, un TFA supplémentaire est indiqué. Il s’agit du TFA que l’on aurait constaté
(comparable à la valeur de Pfa) si le seuil théorique du BORD Asymptotique avait été utilisé,
au lieu du seuil obtenu par MC. Cet exemple est trop singulier pour devenir général, mais la
validité de ce seuil théorique trouve toutefois une justification pratique.

Après avoir éprouvé les performances des détecteurs en environnement ”classique” de bruit
Gaussien, les trois prochaines ”zones” testées se rapportent à des zones de fouillis fortement
non-Gaussien.
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4.4. Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD Asymptotique

4.4.2 Zones de fouillis

Dans les zones de fouillis, les mêmes comparaisons sont effectuées. Les caractéristiques du
fouillis sont données sur les figures (Fig. 4.12, 4.13, Fig. 4.14), pour la ”zone 2” et la ”zone 5”.
Les paramètres estimés de la K-distribution semblent indiquer une bonne adéquation entre la
statistique des données et cette loi. Pour la ”zone 2”, les estimations des matrices de covariance
sont reportées sur la figure (Fig. 4.7).

4.4.2.1 ”Zone 2”

Des données de référence (sur la carte gauche de Fig. 4.27) sont utilisées uniquement pour
l’apprentissage du BORD. Elles comportent Nref = 4836 échantillons, prélevés de 156 cases
distance (de la 14 à la 170) dans 31 azimuts (du 1 au 31).
Les performances sont évaluées avec les données d’observation indiquées sur la carte droite de
Fig. 4.27. On observe Nobs = 1300 données, provenant de 130 cases distance (de la 10 à la 140)
pour 10 azimuts différents (du 31 au 41).

Comme dans la ”zone 1”, l’OGD, l’OKD et le BORD Asymptotique sont mis en place uni-
quement à partir des observations. Les vraisemblances des données sont reportées sur la figure
(Fig. 4.28). Dans pareille situation, les seuils théoriques de l’OGD et du BORD Asymptotique
ne satisfont pas la Pfa demandée. La corrélation des données de référence est trop forte pour
que les matrices estimées ne soient pas singulières, ou mal conditionnées. Les expressions de ces
seuils deviennent caduques et les seuils calculés par MC sont conservés.
Les performances des quatre détecteurs sont présentées sur la figure (Fig. 4.29).
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Fig. 4.27 – Zone 2 : Fouillis pour les références (gauche) et les observations (droite). Au total,
Nref = 4836 et Nobs = 1300.
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Chapitre 4. Application sur signaux expérimentaux
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Fig. 4.28 – Zone 2 : Vraisemblance des données utilisées pour le calcul du seuil de détection,
comparé au seuil théorique Gaussien (pour l’OGD) et au seuil théorique du BORD Asymptotique
(pour le BORD et le BORD Asymptotique).
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4.4. Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD Asymptotique
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Fig. 4.29 – Zone 2 : Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD
Asymptotique dans du fouillis
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Chapitre 4. Application sur signaux expérimentaux

Analyses des performances de la ”zone 2”

D’après les résultats de simulation du chapitre précédent, l’OKD, le BORD et le BORD
Asymptotique doivent se comporter en détecteurs optimaux, à condition que les paramètres es-
timés de la loi K soient réalistes pour l’OKD. Comme attendu, les performances de l’OGD sont
largement dépassées par celles des autres détecteurs, à faible RSB.

Toutes les courbes de performances sont comparables, puisque les TFA constatés sont en co-
hérence avec la Pfa désirée. Le TFA du BORD est cependant légèrement supérieur, et sa courbe
de performances devrait se trouver légèrement plus à droite. Comme pour la ”zone 1”, cette
différence entre le TFA et la Pfa est due aux données d’observation, autres que les références. La
matrice de covariance estimée sur les références ne correspond pas parfaitement à la corrélation
des données d’observation, et cela suffit à créer quelques fausses alarmes.

La forme particulière des courbes de performances du BORD, de l’OKD et du BORD Asymp-
totique, entre −10 dB et 0 dB, est due à la présence de bruit thermique dans les premières cases
distance des données d’observation. La baisse d’amplitude du bruit augmente le pouvoir de détec-
tion du radar, malgré le faible RSB. L’OGD, quant à lui, est insensible à ce changement, puisque
sa détectabilité n’est effective qu’à partir de +5 dB. En revanche, pour de forts RSB (au-delà de
+10 dB), l’OGD indique de meilleures performances. Cette particularité a été constatée lors des
simulations en environnement fortement non-Gaussien et s’explique difficilement. L’intérêt est
cependant plus particulièrement porté sur le gain apporté par les autres détecteurs à faible RSB.

Contrairement aux cas du bruit Gaussien, le BORD Asymptotique se comporte parallèle-
ment au BORD. Ses performances sont confondues avec celles de l’OKD, pour lequel une très
faible valeur de ν a été estimée. Ceci confirme d’ailleurs le caractère fortement non-Gaussien des
zones de fouillis.

Entre les performances du BORD et du BORD Asymptotique (et donc de l’OKD), il est
difficile de savoir lesquelles sont les plus optimales. Ces détecteurs n’ont pas été mis en place
identiquement, et la réponse est apportée par les tests effectués dans les ”zones” 5 et 7.

124



4.4. Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD Asymptotique

4.4.2.2 ”Zone 5”

De même que dans la ”zone 4”, seul un jeu de données est sélectionné. Ces données servent
de références et d’observation à tous les détecteurs et représentent Nref,obs = 2660. Elles pro-
viennent de 190 cases distance (de la 22 à la 212) prélevées dans 14 azimuts différents (du 18 au
32). Elles sont indiquées par le rectangle noir de la figure (Fig. 4.30).

Une fois encore, les expressions des seuils théoriques tombent en désuétude pour garantir la
Pfa. Cela peut être constaté sur la figure (Fig. 4.31), représentant les logarithmes des rapports
de vraisemblance des détecteurs.

La différence de performances, observée dans la ”zone 2”, entre le BORD et le BORD Asymp-
totique, devrait disparâıtre, ou du moins s’amoindrir. L’estimation de la matrice de covariance
correspond réellement aux données testées et le TFA devrait lui aussi s’accorder avec la Pfa.
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Fig. 4.30 – Zone 5 : Fouillis sélectionné pour les observations. Au total Nobs = 2660.

125



Chapitre 4. Application sur signaux expérimentaux
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Fig. 4.31 – Zone 5 : Vraisemblance des données utilisées pour le calcul du seuil de détection,
comparé au seuil théorique Gaussien (pour l’OGD) et au seuil théorique du BORD Asymptotique
(pour le BORD et le BORD Asymptotique).
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4.4. Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD Asymptotique
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Fig. 4.32 – Zone 5 : Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD
Asymptotique dans du fouillis
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Chapitre 4. Application sur signaux expérimentaux

Analyses des performances de la ”zone 5”

Les courbes de détection de la figure (Fig. 4.31) sont tout à fait satisfaisantes.
Pour chaque détecteur, la Pfa est conservée, ce qui est logique de par l’emploi d’un seul jeu de
données pour l’apprentissage et la détection. Cependant, dans la ”zone 4”, la même procédure
était utilisée, et le TFA de l’OKD ne s’accordait pas avec la Pfa. On peut donc supposer, que
la valeur estimée retenue (ν = 0.171) pour les paramètres de la loi K cöıncide parfaitement avec
la statistique des données.

Les performances du BORD, de l’OKD et du BORD Asymptotique sont donc tout à fait
comparables, et sont même confondues. Ceci nous permet d’annoncer, que le BORD et le BORD
Asymptotique restent optimaux en situations réelles de fouillis.

Comme précédemment, la forme légèrement bombée des courbes de performances (non
constatée sur simulations), entre −10 dB et 0 dB, est due à la faible amplitude des données
dans les premières cases distance.
L’OGD reste toujours insensible, mais, une fois encore, indique de meilleures performances à
partir de +12 dB. Le gain apporté se situe, à Pd constante, entre 0 et 5 dB, alors qu’à RSB
donné, l’OGD gagne de 0% à 7% en détectabilité.
Cela n’est rien comparé aux quelques 19 dB gagné en RSB à Pd = 0.2 par les autres détecteurs.
A RSB = 5 dB, le BORD, le BORD Asymptotique et l’OKD gagnent 68% en détectabilité par
rapport à l’OGD. La petite faiblesse de ces détecteurs, à fort RSB, n’est donc pas si importante.
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4.4. Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD Asymptotique

4.4.2.3 ”Zone 7”

La ”zone 7” est constituée de références, utilisées pour l’apprentissage de tous les détecteurs,
et de données d’observation utiles à l’évaluation des performances de ces mêmes détecteurs. Les
Nref = 2054 références se composent de 158 cases distance (de la 10 à la 168), provenant de 13
azimuts (du 31 au 44), et sont représentées par le rectangle noir de la carte gauche de la figure
(Fig. 4.33).
Les observations comportent Nobs = 1550 échantillons de 62 cases distance (de la 16 à la 78), et
représentant 25 azimuts (du 2 au 27). La carte droite de la figure (Fig. 4.33) en donne un aperçu.

Les seuils théoriques tracés sur les courbes de la figure (Fig. 4.34) sont une fois de plus
inutilisables, si on désire conserver la Pfa initiale.

Les performances des détecteurs sont analysées d’après la figure (Fig. 4.35). La situation est
plus réaliste que la précédente, et l’optimalité annoncée du BORD et du BORD Asymptotique
pour la ”zone 3”, peut être plus justement décrite.
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Fig. 4.33 – Zone 7 : Fouillis pour les références (gauche) et les observations (droite). Au total,
Nref = 2054 et Nobs = 1550.
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Chapitre 4. Application sur signaux expérimentaux
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Fig. 4.34 – Zone 7 : Vraisemblance des données utilisées pour le calcul du seuil de détection,
comparé au seuil théorique Gaussien (pour l’OGD) et au seuil théorique du BORD Asymptotique
(pour le BORD et le BORD Asymptotique).
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4.4. Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD Asymptotique
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Fig. 4.35 – Zone 7 : Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD
Asymptotique dans du fouillis
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Chapitre 4. Application sur signaux expérimentaux

Analyses des performances de la ”zone 7”

Les courbes de performances sont similaires à celles obtenues dans la ”zone 5”, à ceci près
que les TFA constatés pour le BORD, le BORD Asymptotique et l’OKD sont plus faibles qu’es-
compté. Leurs valeurs sont toutefois proches, et les performances de ces trois détecteurs peuvent
donc se comparer. L’OGD, bizarrement, conserve un TFA égal à la Pfa, sans toutefois égaler les
performances des autres détecteurs.

Une fois encore l’estimation des paramètres de la K-distribution semblent satisfaire à l’en-
vironnement observé. Les performances de l’OKD se confondent avec celles du BORD Asymp-
totique, tandis que le BORD indique des performances légèrement meilleures. Cela est dû à
son TFA, un peu plus élevé que celui de ses voisins, et sa courbe de performances devrait être
légèrement plus à droite pour satisfaire leur TFA. Il n’y a cependant pas de comparaison pos-
sible avec les performances de détection de l’OGD, qui s’affirme, cette fois-ci, à partir de +10 dB.

Les ”zones 3 et 8” comportent une transition entre le bruit thermique Gaussien et le fouillis.
Les courbes de performances attendues devraient donc avoir une forme bombée prononcée, si-
gnificative du changement d’amplitude brutal dans les données.
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4.4. Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD Asymptotique

4.4.3 Zones transitoires bruit thermique / fouillis

Les ”zones 3 et 8”, définies à partir de données présentant une rupture bruit thermique
/ fouillis, procèdent à l’apprentissage des détecteurs sur données de référence, différentes des
observations. La ”zone 3” utilisent ces données uniquement pour le BORD, alors que pour la
”zone 8”, les caractéristiques des données sont apprises sur références pour tous les détecteurs.
La ”zone 3” est similaire aux ”zones 1 et 6” et la ”zone 8”, aux ”zones 2 et 4”.

4.4.3.1 ”Zone 3”

Les données de références nécessaires à l’apprentissage du BORD sont désignées par le rec-
tangle noir sur la carte gauche de la figure (Fig. 4.36). La sélection représente Nref = 4410
échantillons, provenant de 294 cases distance (de la 60 à la 354) et de 15 azimuts (du 42 au 57).
Les données d’observation, prises comme références pour l’OGD, l’OKD et le BORD Asympto-
tique, sont représentées sur la carte droite de la même figure. On observe Nobs = 1560 données,
comprenant 130 cases distance (de la 178 à la 308) et 12 azimuts (du 1 au 13).

Les valeurs des seuils théoriques, données sur la figure (Fig. 4.37) et comparées aux valeurs
empiriques, ne respectent pas du tout la Pfa initiale. Une fois encore, le mauvais condition-
nement de la matrice devrait être pris en compte pour adapter le seuil théorique du BORD
Asymptotique dans pareilles situations.
Le seuil théorique de l’OGD est normalement inadapté, puisque les données ne sont pas Gaus-
siennes.
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Fig. 4.36 – Zone 3 : Références (à gauche) et observations (à droite) pour un zone transitoire
bruit thermique / fouillis. Au total, Nref = 4410 et Nobs = 1560.
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Chapitre 4. Application sur signaux expérimentaux
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Fig. 4.37 – Zone 3 : Vraisemblance des données utilisées pour le calcul du seuil de détection,
comparé au seuil théorique Gaussien (pour l’OGD) et au seuil théorique du BORD Asymptotique
(pour le BORD et le BORD Asymptotique).
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4.4. Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD Asymptotique
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Fig. 4.38 – Zone 3 : Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD
Asymptotique dans du fouillis
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Analyses des performances de la ”zone 3”

Comme pour les ”zones” cousines, les ”zone 1” et ”zone 6”, les performances du BORD sont
plus optimistes que celles de l’OKD et du BORD Asymptotique. La matrice de covariance es-
timée pour le BORD représente la corrélation des références et non celle des observations. La
différence entre ces détecteurs ne peut provenir que de là, puisque les TFA constatés sont tous
cohérents avec la Pfa.

Les courbes de l’OKD et du BORD Asymptotique sont confondues. Cela laisse à penser
qu’elles indiquent les performances optimales, ou tout du moins les meilleures possibles. La pro-
cédure utilisée dans cette ”zone” est effectivement idéale pour ces deux détecteurs, puisque les
observations sont également les références. La matrice de covariance estimée correspond bien à
la matrice observée. Les paramètres estimés de la K-distribution supposée, semblent convenir
parfaitement à la statistique des données, et nous indiquent un caractère largement non-Gaussien
(ν = 0.0988). Les composantes de fouillis semblent inhiber le caractère Gaussien des autres com-
posantes.

La forme bombée des courbes est bien confirmée. La rupture entre le bruit thermique et le
fouillis engendre une baisse de l’amplitude des données, et les performances des détecteurs en
est accrue, dans les faibles RSB. Cela n’est cependant pas vrai pour l’OGD, insensible à de telles
valeurs.

Comme précédemment, les performances de l’OGD dépassent celles des autres détecteurs
à partir de +12/13 dB, avec un gain maximal de 6/7% en terme de détectabilité. De même,
à Pd = 0.95, l’OGD est capable de détecter pour un RSB = 12.5 dB, alors que 18 dB sont
nécessaires aux autres détecteurs.
Cette particularité a déjà été soulignée dans les ”zones” de fouillis. Cependant, cet avantage que
présente l’OGD à forts RSB, n’est rien à côté du gain apporté par le BORD Asymptotique à
faibles RSB. Par exemple, à −10 dB, ce dernier détecte la cible dans 55% des cas. L’OGD, non.
Pour obtenir Pd = 0.55, l’OGD nécessite approximativement 22 dB supplémentaires.

La ”zone 8” procède égalitairement pour tous les détecteurs. L’apprentissage des données
est effectué au préalable pour tous les détecteurs, et les performances sont évaluées à partir
d’observations de même nature que les références.
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4.4.3.2 ”Zone 8”

Cette ”zone” est la dernière testée. Les références utilisées pour l’estimation des matrices de
covariance et des paramètres de la loi K sont représentées par le rectangle noir sur la carte de
gauche de la figure (Fig. 4.39). On totalise Nref = 2340 données, dont 156 cases distance (de la
94 à la 250) et 15 azimuts (du 37 au 52). Les transitions apparaissent surtout pour les premiers
azimuts mais ne représentent pas la rupture définitive donnée en (Fig. 4.6).

Les Nobs = 2080 observations prennent en compte 130 cases distance (de la 176 à la 306) et
16 azimuts (du 6 au 22). Cette sélection comporte des ruptures définitives, entre le 17eme et le
22eme azimut, au-delà de la 230eme case distance. Elles sont représentées sur la carte droite de
la même figure.

Les transitions entre le bruit thermique et le fouillis, dans les références, sont très bien
illustrées à travers les courbes de la figure (Fig. 4.40). Les rapports de vraisemblance sont très
chahutés et chaque partie, comprenant un ”pic de forte amplitude” suivi d’une zone homogène
de faible amplitude, correspond aux données prélevées dans un azimut. L’OKD, le BORD et le
BORD Asymptotique illustrent très bien la nature des données, alors que l’OGD ne prend en
compte que les fortes perturbations. Au-delà de l’échantillon 1600, la forme de la vraisemblance
de l’OGD ne laisse pas entrevoir la zone, de nouveau homogène, de fouillis. Cela est très net
dans les cas des trois autres détecteurs.
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Fig. 4.39 – Zone 8 : Zone transitoire bruit thermique / fouillis pour les références (gauche) et
les observations (droite). Au total, Nref = 2340 et Nobs = 2080.
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Fig. 4.40 – Zone 8 : Vraisemblance des données utilisées pour le calcul du seuil de détection,
comparé au seuil théorique Gaussien (pour l’OGD) et au seuil théorique du BORD Asymptotique
(pour le BORD et le BORD Asymptotique).

138
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Fig. 4.41 – Zone 8 : Performances de détection de l’OGD, de l’OKD, du BORD et du BORD
Asymptotique dans du fouillis
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Analyses des performances de la ”zone 8”

Les courbes de performances peuvent être comparées telles qu’elles sont présentées, puisque
les TFA respectent la Pfa initiale. Une petite hausse est cependant effective pour l’OGD, et sa
courbe de performances devrait se trouver plus à droite.

Les trois autres détecteurs affichent approximativement les mêmes performances. Le BORD
est cependant légèrement supérieur à l’OKD et au BORD Asymptotique (une fois de plus confon-
dus) entre −8 dB et −17 dB. A Pd constante, il gagne au maximum 0.2 dB et pour un RSB
donné, sa Pd est améliorée d’environ 3%. Autant dire que, dans un tel environnement, ces diffé-
rences sont minimes.

D’après les courbes obtenues dans la ”zone 3”, les performances du BORD restent compa-
rables à celles-ci. Bien que la statistique des données est différente d’une ”zone” à l’autre, les
procédures d’apprentissage et d’évaluation sont identiques pour ce détecteur. Les performances
de l’OKD et du BORD Asymptotique se sont donc rapprochées, dans la ”zone 8”, de celles du
BORD.

La forme bombée des courbes se retrouve encore, caractéristique des transitions rencontrées
dans les données. Le comportement de l’OGD à forts RSB suscite les mêmes remarques que
précédemment, et il est toujours intéressant de noter, qu’avec Pd = 0.5, le BORD, l’OKD et
le BORD Asymptotique sont capables de détecter une cible, pour un RSB 25 fois plus faible
(environ −15 dB) que ne l’aurait fait l’OGD (à environ +10 dB).
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4.5 Synthèse des résultats

En comparant les résultats de simulation avec les résultats obtenus sur données expérimen-
tales, on constate que les détecteurs se comportent de la même manière. Cela valide l’utilisation
du modèle des SIRP pour des données de fouillis radar non-Gaussiens, ainsi que les détecteurs
construits sur ce modèle.

Pour le bruit thermique Gaussien des zones 1, 4 et 6, le détecteur classique apporte les
meilleures performances. Le BORD se comporte en détecteur sous-optimal, et nécessite moins
de 1 dB supplémentaire pour atteindre les performances de l’OGD. L’écart provient très certai-
nement de la différence entre la densité prior utilisée pour la texture et sa distribution réelle de
Dirac en 1. Ce phénomène, qui n’a pas été constaté sur simulations pour le BORD, est bien plus
important pour le BORD Asymptotique. La convergence en loi a été établie d’après la densité
prior de la texture des références. Cet a priori a donc servi pour l’estimation de la loi de la tex-
ture et pour le calcul de l’expression du BORD Asymptotique. Ce détecteur cöıncide pourtant
avec le GLRT-LQ, obtenu sous l’hypothèse d’un bruit Gaussien, mais pour lequel la matrice
de covariance est estimée classiquement. Tel qu’il est mis en place, il est donc plus proche de
l’ALQ, obtenu après estimation au sens du MV de la texture. En présence de bruit Gaussien, le
GLRT-LQ tend asymptotiquement vers l’OGD et admet de meilleures performances que l’ALQ.
C’est un des seuls cas où l’ALQ est dépassé par le GLRT-LQ, ce qui confirme le comportement
du BORD Asymptotique en présence de bruit Gaussien.
Les performances de l’OKD sont difficiles à commenter. Les estimations des paramètres ν et b
permettent de considérer les données comme étant régies par une K-distribution, mais l’hypo-
thèse est difficilement vérifiable. Les performances de l’OKD sont toutefois proches de celles de
l’OGD et du BORD, avec de fortes valeurs estimées pour ν. Cela confirme bien que les données
de faible amplitude sont Gaussiennes.

Dans les zones de fouillis 2, 5 et 7, le BORD, l’OKD et le BORD Asymptotique se com-
portent en détecteurs optimaux. Bien qu’il est difficile de déterminer lequel des trois apporte les
performances les plus vraisemblables, la zone 5 est la situation la plus idéale pour effectuer une
comparaison. Les trois détecteurs fournissent les mêmes performances malgré leurs structures
tout à fait différentes, et sont certainement les meilleures possibles.

Les résultats obtenus dans les zones transitoires 3 et 8 sont analogues à ceux des zones de
fouillis seul. La statistique non-Gaussienne des données met l’OGD à défaut, mais permet de
démontrer, une fois de plus, le fort pouvoir d’adaptation des deux versions du BORD en en-
vironnements difficiles. Les courbes de la zone 8 sont plus significatives que celles de la zone
3, puisque tous les détecteurs ont été soumis au même régime : apprentissage sur données de
référence puis analyse sur données d’observation.

A l’issue de tous les résultats présentés, on peut émettre les remarques suivantes :

* L’OGD est toujours optimal en environnement Gaussien et présente de meilleures per-
formances que l’OKD, le BORD et le BORD Asymptotique pour de très forts RSB, en
présence de fouillis non-Gaussien,

* Le BORD est un détecteur qui s’adapte parfaitement aux situations de fouillis non-
Gaussien, même non-homogène, et présente un caractère quasi-optimal en environnement
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Gaussien. Quel que soit l’environnement rencontré, ses performances sont quasi-optimales,
voire même optimales, dès lors que la probabilité de fausse alarme est respectée,

* Le BORD Asymptotique est particulièrement bien adapté aux situations fortement non-
Gaussiennes même non-homogènes. En revanche, ses performances se dégradent en envi-
ronnement Gaussien. Lorsque la corrélation des données n’est pas trop forte (matrice de
covariance non singulière), l’expression théorique de son seuil de détection est valide et ne
dépend que de la taille des observations et de la Pfa souhaitée,

* L’OKD, mis en place à partir des paramètres estimés de la loi K par la méthode des
moments, présente des performances identiques à celles du BORD Asymptotique. Cela se
vérifie notamment en présence de fouillis non-Gaussien même non-homogène. Ces résultats
permettent de conclure, que les données expérimentales analysées dans ce chapitre sont en
adéquation avec une K-distribution. Les paramètres restent à déterminer selon les zones
étudiées.
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Conclusion générale

Cette thèse, présentant une nouvelle génération de détecteurs optimaux, s’est articulée au-
tour de la démarche suivante.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé les bases de la théorie de la détection et présenté
les différentes techniques de détection utilisées en environnement de fouillis non-Gaussiens.
Dans un souci de conserver la structure du filtre adapté, simple à mettre en œuvre, les di-
verses procédures TFAC présentées visent à en améliorer les performances, en adaptant le seuil
de détection à la puissance locale du fouillis. Ces techniques ne sont ni optimales, ni robustes
aux environnements de fouillis non-homogènes. Seuls des détecteurs adaptés à la statistique de
l’environnement peuvent vérifier ces propriétés, ce qui nécessite de repenser les structures des
récepteurs radar actuels.
Les modèles couramment cités et utilisés sont les SIRP, ou Spherically Invariant Random Pro-
cess, qui sont particulièrement bien adaptés aux environnements de fouillis impulsionnels. Les
détecteurs construits d’après ces modèles sont optimaux pour la nature du fouillis désigné, mais
en nécessitent une connaissance a priori. La restriction imposée par cet a priori empêche tou-
tefois une mise en œuvre unique du détecteur optimal, et notre travail a pour objectif de s’en
affranchir. Cela requiert une analyse plus fine des modèles SIRP afin d’élaborer des détecteurs
optimaux, capables de s’adapter à la statistique de l’environnement rencontré.

Dans le chapitre 2, les modèles SIRP de processus non-Gaussiens sont détaillés. Pour le besoin
de l’étude, nous avons étendu certains résultats théoriques au cas des processus complexes, et
notamment le théorème de représentation de K.Yao qui nous indique que ces processus sont na-
turellement des processus Gaussiens, dont la variance, appelée texture en radar, est une variable
aléatoire positive. Ainsi, la loi jointe des vecteurs issus de ces processus s’obtient en intégrant
la loi jointe du vecteur Gaussien sur la loi de la texture. Elle seule détermine donc la nature
statistique du SIRP.
Le travail s’est alors orienté sur la recherche de méthodes permettant d’estimer la loi de la
texture à partir de données de fouillis complexes, et sans aucune connaissance a priori sur leur
statistique. Le paradigme bayésien nous est apparu comme le concept le plus approprié à ce
problème et a contribué à l’originalité de ce document.

Le chapitre 3 constitue la contribution majeure de ma thèse. Après une analyse bayésienne
du modèle SIRP, réalisée sur les données complexes du radar, deux méthodes d’estimation de la
loi de la texture sont proposées. Deux stratégies optimales de détection en découlent et s’adaptent
à la statistique de l’environnement, sans émettre d’hypothèse supplémentaire.
Le premier détecteur proposé, le PEOD, repose sur une approximation de Padé de la fonction
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génératrice de moments de la texture. Lorsque les moments sont connus, elle s’effectue directe-
ment à partir de leurs valeurs et le PEOD est ”idéal”. Son expression permet une mise en œuvre
unique quel que soit l’environnement rencontré et ses performances de détection atteignent celles
des détecteurs optimaux.
Pour appliquer cette méthode dans un cadre opérationnel, les moments de la texture doivent être
déterminés. Des échantillons de texture sont donc générés selon sa loi a posteriori instantanée et
une estimation empirique des moments est réalisée.
Même si le PEOD ne constitue pas fondamentalement une révolution en détection radar, il faut
avant tout en souligner la démarche. L’analyse bayésienne permet de reconstruire des échan-
tillons de texture représentatifs de la nature des données de référence, et l’approximation de
Padé possède l’avantage indéniable de fournir une estimation de qualité, notamment lorsque les
moments sont connus, ou, bien estimés.

La deuxième méthode proposée repose sur l’estimation MC-bayésienne de la loi de la tex-
ture, obtenue en moyennant la densité a posteriori instantanée sur toutes les cellules de référence.
Injectée dans l’expression du rapport de vraisemblance sous chacune des hypothèses, cette ex-
pression permet de construire le détecteur BORD, qui possède plusieurs propriétés majeures.

En premier lieu, sa structure peut être mise en place après le traitement classique opéré par
le filtre adapté. Le BORD peut alors être considéré comme un post-traitement à effectuer afin
d’optimiser la détection. Ceci évite de procéder à un changement radical dans la conception des
récepteurs radar actuels.

On constate également que la statistique du test de détection est indépendante de la loi de la
texture des données. Cela confère au BORD la propriété TFAC et la valeur du seuil de détection
ne dépend pas cette loi. Cela signifie, qu’avec une estimation NSCM de la matrice de covariance
des références, le BORD est un détecteur adaptatif et TFAC par rapport à la loi de la texture.
L’évaluation de ses performances face à différents types de fouillis (Gaussiens et non-Gaussiens)
montre qu’il atteint les performances des détecteurs optimaux, quels qu’ils soient. Dans les situa-
tions où le détecteur optimal n’est pas connu sous forme simple, ses performances se confondent
avec celles du ”PEOD idéal”, et les deux approches se rejoignent alors.

D’un point de vue mathématique, la formulation complexe du BORD rend difficile l’obten-
tion de sa loi. Une étude asymptotique de ce détecteur (convergence en loi) a toutefois permis
d’en établir une forme plus simple : le BORD Asymptotique. Son expression cöıncide avec un
autre détecteur connu dans la littérature sous le nom de ALQ, établi après estimation de la
variable de texture au sens du MV.
Dans les mêmes conditions que le BORD, ce détecteur est adaptatif et vérifie structurellement la
propriété TFAC par rapport à la loi de la texture. Cela a été prouvé analytiquement et confirmé
à l’issue des résultats des simulations.

La loi du BORD Asymptotique a également été obtenue. Ce résultat enrichit considérable-
ment le travail, car il permet de garantir le taux de fausses alarmes voulu, indépendamment du
nombre de données traitées. Le seuil de détection peut alors être fixé théoriquement. Les simu-
lations, reprises avec ce seuil théorique, montrent que ce dernier reste valable pour le BORD et
ceci, quelle que soit la statistique du fouillis.

La boucle est pour ainsi dire ”bouclée”, puisque l’on dispose de structures optimales de dé-

144



tection, adaptatives, TFAC par rapport à la statistique du fouillis et dont les performances sont
mâıtrisées. Ce constat mérite toutefois d’être nuancé : tous ces résultats ont été obtenus dans le
cas où la matrice de covariance des données est supposée connue et non-singulière, ce qui signifie
que la corrélation temporelle n’est pas trop forte. Dans le cas où la matrice est singulière, son
inversion devient un problème, qui peut se résoudre soit en considérant sa pseudo-inverse, soit
en utilisant des techniques de régularisation de matrice comme la technique du diagonal loading.
Le théorème de Cochran ne s’applique plus dans les mêmes conditions et l’arrivée récente de ce
résultat ne nous a pas permis d’approfondir le sujet dans le cadre de la thèse. Quelques réflexions
à ce propos seront données en perspectives.

Pour leur originalité et leurs résultats, les travaux relatifs au BORD et au BORD Asymp-
totique ont été intégrés dans un projet d’étude amont (PEA) avec THALES TAD, qui vise à
améliorer les détecteurs radar actuels, voire à en développer de nouveaux.

Le dernier chapitre est consacré à la validation des résultats de simulation du BORD et du
BORD Asymptotique sur données expérimentales. Celles-ci proviennent de mesures de fouillis
effectuées par un radar de THALES TAD dans la région de Colmar. Ne disposant d’aucune
information quant à la statistique de ces données, il nous a paru logique de comparer les perfor-
mances du BORD et du BORD Asymptotique à celles d’un détecteur OKD optimal. Dans cette
optique, les paramètres de forme de la K-distribution ont été estimés au sens du MV à partir
des données expérimentales. On constate que les performances du BORD, du BORD Asympto-
tique, de l’OGD et de l’OKD sont analogues aux résultats des simulations effectuées sur signaux
synthétiques. Dans les zones de fouillis non-Gaussien, les performances de l’OGD sont très net-
tement dépassées par celles des trois autres. Dans les zones de bruit thermique Gaussien, l’OGD
prouve bien son optimalité, atteinte partiellement par les trois autres détecteurs. De manière
générale, le BORD, le BORD Asymptotique et l’OKD fournissent toujours les mêmes perfor-
mances, ce qui laisse à penser que les données ont un caractère K-distribué. Les paramètres de
forme estimés et les résultats des approximations de Padé, réalisées sur l’enveloppe des données,
confirment d’ailleurs cette adéquation entre les données et une loi supposée K-distribuée.

Les données expérimentales présentant une corrélation temporelle très forte (notamment
dans les zones de présence de fouillis), la valeur théorique du seuil du BORD Asymptotique ne
correspond plus au seuil estimé par Monte-Carlo. En revanche, dans les zones de bruit thermique,
les deux valeurs des seuils concordent. Comme cela n’est pas un résultat généralisable à toutes
les zones, les valeurs MC des seuils de détection ont été conservées pour tous les détecteurs,
et dans toutes les zones traitées. Du fait d’un nombre limité de données, cela ne permet pas
d’atteindre de très faibles valeurs de la Pfa.
Cette étude a cependant permis de valider la pertinence du modèle SIRP, tout comme les dé-
tecteurs construits à partir de ce modèle.

D’après les résultats présentés dans la thèse, un constat d’ordre général s’impose concernant
l’apport de l’analyse bayésienne menée sur le modèle SIRP. La variable de texture a pu être isolée
en tant que composante principale du modèle, et est alors devenue l’élément incontournable pour
la caractérisation de la statistique de l’environnement.
Jusqu’à présent, la majorité des études menées d’après le modèle SIRP s’attachaient à identifier
les paramètres de ce modèle, à partir d’une ou plusieurs lois fixées a priori pour la statistique
du fouillis. Cela a certes l’avantage d’en identifier la nature, pour permettre la mise en place du
détecteur optimal, mais le choix final du modèle n’est validé que dans ce cas particulier. Chaque
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changement de situation impose de renouveler cette étude préliminaire.

D’autres études se sont approchées de l’analyse bayésienne. La texture a parfois été estimée
au sens du maximum a posteriori, mais là encore en supposant connue la densité a priori de la
texture. Dans toutes ces études, on ressent nettement le besoin de rester attaché aux quantités
physiques du modèle, et c’est sûrement pour cette raison que l’approche totalement bayésienne
n’avait pas encore été utilisée.

Perspectives

Dans la formulation de l’analyse bayésienne, une densité a priori est requise pour accéder à
la densité a posteriori. Notre choix d’un prior ”non-informatif” reflète le degré d’ignorance sur
les paramètres du modèle et confère une certaine objectivité à l’analyse.
Un autre choix pourrait s’orienter vers un prior conjugué, en considérant, par exemple, une loi
conjuguée de mélange. Toute densité de probabilité pouvant s’estimer à partir d’un mélange de
lois, la densité prior représenterait un mélange de lois conjuguées, et plus précisément un mélange
de lois Inverse Gamma. Cette étude pourrait faire l’objet de nouvelles recherches, s’inscrivant
dans la démarche de trouver un prior représentatif des données traitées.

L’estimateur MC-bayésien de la loi de la texture est parfois appelé l’estimateur de la méthode
des noyaux. Dans ce cas, le noyau est la densité a posteriori instantanée de la texture, et son
expression dépend, une fois de plus, du choix effectué pour le prior.
On pourrait donc envisager d’effectuer une comparaison a posteriori entre les résultats provenant
de choix différents de priors afin de comprendre l’évolution de la loi de la texture selon l’origine
des données. Cette étude pourrait aboutir à une sélection a posteriori adaptative pour la loi du
prior, ce qui la rendrait encore plus attractive.

Revenons également à l’expression du BORD telle que nous l’avons obtenue, et plus précisé-
ment à son expression Asymptotique.

La loi du BORD Asymptotique a été établie sous des conditions idéales. La matrice de co-
variance des vecteurs Gaussiens est implicitement non-singulière et supposée connue.
Lorsqu’elle est inconnue et/ou singulière, deux problèmes peuvent être mis en évidence, tant
dans la complexité apparente du problème que dans l’application du théorème de Cochran :

- Dans le cas où la matrice de covariance est inconnue, son estimation dépend alors des
données et admet, de ce fait, une densité de probabilité : par exemple, la loi de Wishart
est associée à l’estimation Monte-Carlo de la matrice de covariance de vecteurs Gaussiens.
La détermination de la loi de la version adaptative du BORD Asymptotique nécessiterait,
en premier lieu, d’identifier la loi de la matrice estimée au sens NSCM. Ensuite, il faudrait
rechercher les matrices de projection orthogonales qui rendraient indépendants le numéra-
teur et le dénominateur du BORD Asymptotique. L’expression résultante permettrait de
quantifier les pertes TFAC dues à l’estimation de la matrice de covariance, en fonction du
nombre de données utilisé.

- Dans l’hypothèse où un grand nombre de données est disponible pour l’estimation de la
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matrice de covariance, on peut supposer qu’elle est parfaitement estimée et donc connue.
Si, en revanche, elle s’avère singulière, son inversion devient un problème à part entière. La
solution la plus répandue consiste à déterminer une pseudo-inverse de la matrice, auquel
cas l’expression du BORD Asymptotique se doit d’être redéfinie. D’autres méthodes per-
mettent de résoudre numériquement ce problème, comme les méthodes appelées voltage
domain methods qui opèrent directement sur les données radar sans calculer la matrice
de covariance. Ces méthodes mériteraient d’être étudiées plus en détail, bien qu’elles ne
paraissent pas fournir de résultats analytiques. Quelle que soit l’option choisie, il n’est plus
du tout certain qu’une décomposition sur des sous-espaces orthogonaux soit réalisable en
vue d’appliquer le théorème de Cochran. Dans l’hypothèse contraire, on pourrait envisa-
ger que la loi du BORD Asymptotique dépende non seulement de la taille des vecteurs
d’observation, mais également du rang de leur matrice de covariance.

Enfin, le dernier point qu’il faut évoquer concerne la validation des détecteurs sur les données
expérimentales.

Les résultats ont clairement montré que les modèles, et leurs détecteurs associés, pouvaient
être utilisés de manière pertinente dans un cadre opérationnel. Cela avait déjà été prouvé pour
les modèles SIRP en général, et pour certains détecteurs, tels l’OKD en particulier. Cependant, le
mode applicatif du filtre adapté (ou de l’OGD) consiste non pas à fixer un seuil de détection sur
l’ensemble des données (seuil fixe), mais à utiliser une procédure TFAC par fenêtres glissantes
(seuil adaptatif). Les performances de ce détecteur en sont améliorées, et si l’on suit l’évolution
de l’OGD, les performances du BORD et du BORD Asymptotique en auraient peut-être été
accrues. Les résultats qui seront obtenus à l’issue du PEA avec THALES éclaireront sûrement
ce point laissé en suspens.

Les données expérimentales fournies par THALES TAD n’ont été qu’un exemple d’applica-
tion pour le BORD parmi tant d’autres. On pourrait envisager d’en etudier le comportement face
à du fouillis de mer ou encore face à des zones du littoral présentant des transitions de fouillis
terre/mer. Ces zones de transition sont souvent problématiques, car les différents détecteurs
existants sont très peu robustes dans ces situations. D’après les résultats que nous avons obtenu
dans les zones transitoires entre le bruit thermique Gaussien et le fouillis, tout laisse à penser
que le BORD s’adapterait à ces zones de transition du littoral, tout du moins sur l’ensemble des
données traitées.
De nombreux autres cas pourraient être envisagés, selon les caractéristiques du radar, selon les
situations rencontrées pour le fouillis ou encore selon le type de cible à détecter. L’utilisation
d’un radar polarisé nécessiterait, par exemple, de prendre en compte la polarisation des données
dans le modèle comme dans la procédure de détection. Que se passerait-il dans le cas de fouillis
bistatique ? Dans le cas de brouilleurs additionnés au fouillis ? Dans le cas de cibles affectées
d’un Doppler (par exemple les pales d’un hélicoptère) ou encore dans le cas de cibles décrites
comme des processus non-Gaussiens ? Toutes ces études permettraient de comprendre plus en
détail le comportement du BORD et d’en établir une sorte de fiche technique selon les situations
rencontrées.

Toutes ces perspectives théoriques et applicatives montrent que tout l’avenir du BORD est
devant lui. A bon entendeur ...
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Annexe A

Densités de probabilité d’une
variable aléatoire et propriétés

A.1 Généralités

A.1.1 Probabilité d’occurrence, loi et variables aléatoires

En théorie des probabilités, l’ensemble des événements probables est appelé univers et la
probabilité associée à tout sous-ensemble de l’univers est égale au nombre des événements pro-
bables de ce sous-ensemble divisé par le nombre des événements contenus dans l’univers. Ce
comptage d’événements inclus dans tout ensemble E est appelé cardinal de l’ensemble E, se
notant Card(E), toujours positif. Soit un univers Ω et deux sous-ensembles A,B ⊂ Ω. La pro-

babilité d’occurrence du sous-ensemble A se note IP(A) et a pour valeur IP(A) =
Card(A)

Card(Ω)
. On

comprendra bien que la probabilité associée à tout l’univers est égale à 1.
De plus, on a les propriétés évidentes suivantes :

- IP(Ω) = 1,
- IP(Ac) = 1 − IP(A),
- IP(∅) = 0,
- Si A ∩ B = ∅ alors IP(A ∪ B) = IP(A) + IP(B),

et on dira que IP est une probabilité sur Ω si :

IP(Ω) = 1,
IP(A ∪ B) = IP(A) + IP(B) si A ∩ B = ∅,
Si (An, n ∈ IN) est une suite croissante dans l’ensemble probabilisé Ω avec A = ∪nAn,
alors IP(A) = lim

n→+∞
IP(An).

Il existe des variables aléatoires dites discrètes (de lois de probabilités discrètes comme Ber-
nouilli, binomiale, Poisson, géométrique, . . .) et des v.a. de lois de probabilité à densités continues,
dont plusieurs exemples seront donnés dans cette section.
Une v.a. réelle, par définition, est une application mesurable de Ω, univers dénombrable, dans
un sous-ensemble E de IR. Une v.a. permet en fait de transporter la mesure de probabilité IP
sur E. On dira que la mesure de probabilité PX(E) = IP(X ∈ E) est la loi de X.
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A.1.2 Fonction de répartition

On définit la fonction de répartition FX d’une variable aléatoire X comme l’application de
IR dans [0, 1] définie à partir de la loi de X comme suit :

FX(x) = PX(] −∞; x]) = IP(X ≤ x). (A.1)

La fonction de répartition vérifie les propriétés suivantes :
- FX est une fonction croissante, continue à droite,
- lim

x→−∞
FX(x) = 0,

- lim
x→+∞

FX(x) = 1,

- FX(x−) = lim
y→x−

FX(y) = IP(X < x).

D’après ces propriétés, IP(X = x) = IP(X ≤ x) − IP(X < x) = FX(x) − FX(x−) = PX(x). De
plus,

- La fonction de répartition caractérise la loi,
- Si une fonction F : IR → IR est croissante et continue à droite alors il existe une unique

mesure notée dF telle que dF (]a, b]) = F (b) − F (a),
- Cas particulier (le plus usuel) où FX est dérivable au sens de Lebesgue :

FX(b) − FX(a) =

∫ b

a
f(x) dx, ce qui signifie que dFX(x) = f(x), soit encore, que

la dérivée en x de la fonction de répartition de X est la densité de X si FX ∈ L1.

A.1.3 Fonction caractéristique

Par définition, la fonction caractéristique d’une variable aléatoire X est la transformée de
Fourier de la loi PX de X, soit :

ΦX(u) = IE(ei u X) =

∫

IR
ei u x PX(x) dx (A.2)

La fonction caractéristique vérifie les propriétés suivantes :
- ΦX(0) = 1,
- |ΦX(u)| ≤ 1,
- ΦX(−u) = ΦX(u),
- ΦX est continue.

La fonction caractéristique caractérise également la loi et on a la relation d’équivalence suivante
((d) signifie en distribution) :

X
(d)
= Y ⇐⇒ ΦX = ΦY . (A.3)

A.1.4 Fonction caractéristique cohérente radiale (f.c.c.r.)

La fonction caractéristique cohérente radiale de l’enveloppe d’un processus aléatoire complexe
est la fonction caractéristique bidimensionnelle de ce processus, exprimée sous forme radiale.
Soit un processus aléatoire complexe u(t) = a(t) + jb(t). Ce processus est caractérisé soit par la
densité de probabilité jointe de a et de b, p(a, b), soit dualement, par sa fonction caractéristique
bidimensionnelle C(u1, u2), transformée de Fourier bidimensionnelle de p(a, b) :

C(u1, u2) =

∫ ∫

IR2
p(a, b) ei (u1 a+u2 b) da db (A.4)
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A.1. Généralités

Cette expression peut être transformée en une fonction unidimensionnelle de la variable ρ =√
u2

1 + u2
2. Pour ce faire on effectue le changement de variables (a, b) 7−→ (r, φ) tel que :

r =
√

a2 + b2

φ = arctan

(
b

a

)

avec l’hypothèse que φ est indépendante de r et uniformément distribuée sur [0, 2π], soit pφ(φ) =
1/2π.
On obtient alors p(a, b) da db = pr(r) pφ(φ) dr dφ et :

C(ρ) =

∫ 2π

0
pφ(φ)

[∫ +∞

0
pr(r) ei ρ r cos(φ) dr

]
dφ

=

∫ +∞

0
pr(r)

[
1

2π

∫ 2π

0
ei ρ r cos(φ) dφ

]
dr

=

∫ +∞

0
pr(r) J0(ρ r) dr (A.5)

où J0(x) est la fonction de Bessel J ordinaire d’ordre 0.
En inversant (A.5), la densité de probabilité de l’enveloppe du processus s’exprime en fonction
de C(ρ) comme :

pr(r) =

∫ +∞

0
r ρC(ρ) J0(ρ r) dρ. (A.6)

Remarque : Pour un signal d’enveloppe constante A et de phase uniforme, sa densité de
probabilité est une distribution de Dirac en A, soit pr(r) = δ(r − A), et sa f.c.c.r. est donnée
par C(ρ) = J0(ρ A).

A.1.5 Propriété d’indépendance de variables aléatoires

Propriété 3 Pour que X1, · · · , Xd soient indépendantes, il faut et il suffit que

ΦX(u) =
d∏

j=1

ΦXj (uj), (A.7)

où X = (X1, · · · , Xd).

A.1.6 Propriétés sur la somme de n variables aléatoires X1, · · · , Xn

Propriété 4 Si S = X1 + · · · + Xn, alors ∀u ∈ IR

ΦS(u) =
n∏

i=1

ΦXi(u) (A.8)

Propriété 5 Si X1, · · · , Xn sont des variables aléatoires indépendantes, alors la loi de S =
X1 + · · · + Xn est le produit de convolution des lois des Xi,soit

PS = PX1
∗ · · · ∗ PXn (A.9)

151
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A.1.6.1 Relations de dérivation

Si IE(|X|n) < +∞, alors, ΦX(u) est de classe Cn(IR) et on a :

Φ
(n)
X (u) = (i)n IE(Xn ei u X). (A.10)

On note par f̂ , la tranformée de Fourier de f .

Si f ∈ L1 et f̂ ∈ L1, alors

IE(f(X)) =
1

2 π

∫ +∞

−∞
f̂(−u) ΦX(u) du. (A.11)

A.1.7 Moments d’une variable aléatoire

On appelle les moments d’ordre k (k ∈ IN), notés µk, d’une variable aléatoire le résultat du
calcul de l’espérance mathématique IE(.) de la v.a. élevée à la puissance k. On peut donc écrire :

µk = IE(Xk) =

∫

E
Xk PX(E). (A.12)

Dans les sous-sections suivantes, plusieurs densités de probabilité sont rappelées ainsi que
les fonctions caractéristiques, les fonctions de répartition et l’expression des moments d’ordre
supérieur relativement à la variable aléatoire représentée.

A.2 Loi uniforme sur [a, b] ⊂ IR, U([a, b])

La loi uniforme U([a, b]) est une loi à support compact sur IR, soit un intervalle [a, b] ⊂
IR, a < b et a pour expression :

p(x) =
1

b − a
1[a,b](x), (A.13)

où 1[a,b](x) = 1 sur [a, b] et 0 sinon.

A.2.1 Fonction de répartition de la loi uniforme

F (x) =

∫ x

−∞

1

b − a
1[a,b](t) dt =





0 si x < a,
x − a

b − a
si a ≤ x ≤ b

1 si x > b

(A.14)

A.2.2 Fonction caractéristique de la loi uniforme

Φ(u) =
ei u b − ei u a

i u(b − a)
=

sin[u (b − a)/2]

u (b − a)/2
ei u (b+a)/2. (A.15)

A.2.3 Moments de la loi uniforme

µn =
bn+1 − an+1

(n + 1)(b − a)
. (A.16)
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A.3. Lois Gaussienne ou normale N (m,σ2) définie sur IR

A.3 Lois Gaussienne ou normale N (m,σ2) définie sur IR

Une v.a. x, de moyenne m et de variance σ2 suit une loi Gaussienne (ou normale) N (m,σ2)
quand sa fonction densité de probabilité s’écrit, ∀x ∈ IR :

p(x) =
1√

2 π σ2
exp

(
−(x − m)2

2 σ2

)
, (A.17)

Quand m = 0 et σ2 = 1, N (0, 1) est appelée loi normale standard. Une Gaussienne est entière-
ment déterminée par m et σ2, et si X suit une loi normale standard N (0, 1), alors Y = σ X +m
suit la loi normale N (m,σ2).

A.3.1 Fonction de répartition de la Gaussienne

F (x) =

∫ x

−∞

1√
2 π σ2

exp

(
−(t − m)2

2 σ2

)
dt = 1 −Q(x). (A.18)

La fonction Q(x), classiquement appelée fonction de répartition complémentaire, ne se calcule
pas sous forme analytique. Étant utilisée fréquemment pour évaluer des erreurs de tests, des
tables de valeurs existent, que l’on peut trouver, par exemple dans [Abra64].

A.3.2 Fonction caractéristique de la Gaussienne

Φ(u) =

∫ +∞

−∞

1√
2 π σ2

exp

(
−(x − m)2

2 σ2

)
ei u x dx = exp

(
i u m − σ2 u2

2

)
. (A.19)

A.3.3 Moments d’une gaussienne

Par définition, µn = IE(Xn), pour toute variable aléatoire X. Si la moyenne m = 0, on a,
∀p ∈ IN :

µ2p+1 = 0 (A.20)

µ2p =
(2p)!

2p p!
σ2 p (A.21)

Quand m 6= 0, on utilise la relation suivante (formule du binôme) :

IE[(X + m)n] =
n∑

k=0

Ck
n IE(Xk) mn−k, (A.22)

où IE(Xk) est donné par (A.20) et (A.21) selon la parité de k.

A.4 Loi log-normale définie sur IR∗
+

Si X suit une loi normale N (m,σ2), alors la variable Y = eX (définie alors sur IR∗
+) suit une

loi log-normal :

p(y) =
1

y
√

2π σ2
exp

(
−(ln(y) − µ)2

2 σ2

)
(A.23)
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A.4.1 Fonction de répartition de la loi log-normale

F (y) =

∫ log(y)

−∞

1√
2 π σ2

exp

(
−(x − m)2

2 σ2

)
dx, (A.24)

De même que pour la Gaussienne, cette fonction ne se calcule pas sous forme analytique. Les
même tables de valeurs doivent être utilisées [Abra64].

A.4.2 Moments de la loi log-normale

µn = exp

[
n

(
m + n

σ2

2

)]
(A.25)

A.5 Loi de Cauchy

La loi de Cauchy est une loi à un paramètre a définie sur IR par :

p(x) =
a

π (x2 + a2)
(A.26)

A.5.1 Fonction de répartition de la loi de Cauchy

F (x) =
1

π

(
arctan

(x

a

)
+

π

2

)
(A.27)

A.5.2 Fonction caractéristique de la loi de Cauchy

Φ(u) = e−a |u| (A.28)

Les moments de la loi de Cauchy n’existent pas ; ils sont infinis de par la divergence de
l’intégrale.

A.5.3 Loi déduite des deux lois Gaussiennes N (0, σ2
1) et N (0, σ2

2)

Si deux variables X et Y sont indépendantes et telles que X ∼ N (0, σ2
1) et Y ∼ N (0, σ2

2),

alors U =
X

Y
suit une loi de Cauchy de paramètre a =

σ1

σ2
.

A.6 Loi exponentielle E(b) définie sur IR+

La loi exponentielle de paramètre b, notée E(b) admet pour densité de probabilité :

p(x) = b e−b x. (A.29)

A.6.1 Fonction de répartition de la loi exponentielle

F (y) =

∫ x

0
b e−b t dt = 1 − e−b x. (A.30)
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A.7. Loi de Laplace (ou exp. bilatérale) L(b) définie sur IR

A.6.2 Fonction caractéristique de la loi exponentielle

Φ(u) =

∫ +∞

0
b e−b x ei u x dx =

b

b − i u
. (A.31)

A.6.3 Moments de la loi exponentielle

µn =
n!

bn
. (A.32)

A.7 Loi de Laplace (ou exp. bilatérale) L(b) définie sur IR

p(x) =
b

2
e−b |x|. (A.33)

A.7.1 Fonction de répartition de la loi de Laplace

F (y) =

∫ x

−∞
b e−b |t| dt =





eb x

2
si x ≤ 0

1 − e−b x

2
si x ≥ 0

(A.34)

A.7.2 Fonction caractéristique de la loi de Laplace

Φ(u) =

∫ +∞

−∞
b e−b |x| ei u x dx =

2 b2

b2 + u2
. (A.35)

A.7.3 Moments de la loi de Laplace

µn =

{
0 si n est impair

2 n!

bn
si n est pair.

(A.36)

A.8 Loi de Rayleigh de paramètre b, définie sur IR+

p(x) =
x

b2
exp

(
− x2

2 b2

)
(A.37)

A.8.1 Fonction de répartition de la loi de Rayleigh

F (x) =

∫ x

0

t

b2
exp

(
− t2

2 b2

)
dt =

{
0 si x < 0

1 − e−
x2

2 b2 si x ≥ 0
(A.38)
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A.8.2 Fonction caractéristique de la loi de Rayleigh

Φ(u) =

∫ +∞

0

x

b2
e−

x2

2 b2 ei u x dx = 1 +
√

π e−
u2 b2

2
i u b√

2
Erfc

(
− i u b√

2

)
, (A.39)

où

Erfc(z) =
2√
π

∫ +∞

z
e−t2 dt = 1 − Erf(z),

et

Erfc(−z) = 1 + Erf(z) = 2 − Erfc(z).

A.8.3 Moments de la loi de Rayleigh

µn =
(√

2 b
)n

Γ
(n

2
+ 1
)

(A.40)

A.8.4 Loi de Rayleigh déduite de la loi normale N (0, σ2)

Si X ∼ N (0, σ2) et Y ∼ N (0, σ2), alors Z =
√

X2 + Y 2 suit une loi de Rayleigh de paramètre
σ2.

A.8.5 Lien entre la loi de Rayleigh et la loi exponentielle

Si X suit une loi de Rayleigh de paramètre b, alors Y = X2 suit une loi exponentielle de

paramètre
1

2 b2
.

A.9 Loi de Rice

La loi de Rice est une loi à deux paramètres σ et α définie sur IR+ ayant pour expression :

p(x) =
x

σ2
exp

(
−x2 + α2

2 σ2

)
I0

(α x

σ2

)
, (A.41)

où Iν(u) est la fonction de Bessel modifiée de première espèce dont on peut donner des repré-
sentations intégrales :

Iν(u) =
(u/2)ν

√
πΓν + 1/2

∫ π

0
e±u cos(θ) (sin(θ))2ν dθ (A.42)

=
(u/2)ν

√
πΓν + 1/2

∫ 1

−1
(1 − t2)ν−1/2 e±ut dt, avec ℜ(ν) > −1

2
(A.43)

A.9.1 Lien entre la loi Gaussienne et la loi de Rice

La loi de Rice s’obtient comme la loi de R =
√

X2 + Y 2 où X ∼ N (m1, σ
2) et Y ∼ N (m2, σ

2)
sont indépendantes. La loi de Rice obtenue a pour paramètres σ et α2 = m2

1 + m2
2.
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A.10. Loi gamma G(a, b) définie sur IR+

A.10 Loi gamma G(a, b) définie sur IR+

La loi Gamma est une loi à deux paramètres a et b et a pour expression :

p(x) =
1

ba Γ(a)
xa−1 e−

x
b (A.44)

où Γ(.) est la fonction Gamma donnée ∀z > 0 par : Γ(z) =

∫ +∞

0
tz−1 e−t dt.

A.10.1 Fonction de répartition de la loi Gamma

F (x) =

∫ x

0

1

ba Γ(a)
ta−1 e−

t
b dt (A.45)

Cette fonction n’a pas d’expression analytique mais est appelée, dans les tables, fonction Gamma
incomplète (GammaInc).

A.10.2 Fonction caractéristique de la loi Gamma

Φ(u) =

∫ +∞

0

1

ba Γ(a)
ta−1 e−

t
b ei u t dt = (1 − i u b)−a . (A.46)

A.10.3 Moments de la loi Gamma

µn =
bn Γ(a + n)

Γ(a)
. (A.47)

A.11 Loi Inverse Gamma IG(a, b) définie sur R+

La loi inverse Gamma de paramètre a et b est la loi de la variable 1/X où X suit une loi
Gamma(a,b). Elle est définie sur IR+ et son expression est la suivante :

p(x) =
1

ba Γ(a)
x−a−1 e−

1

x b , (A.48)

A.11.1 Moments de la loi Inverse Gamma

Les moments de la loi Inverse Gamma sont donnés par :

µn =
Γ(a − n)

bn Γ(a)
, (A.49)

et n’existent que si (a − n) /∈ Z, soit a /∈ N
∗.
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A.12 La loi Beta

La loi Beta est une loi à deux paramètres r > 0 et s > 0, définie sur [0, 1] par :

p(x) =
1

B(r, s)
xr−1 (1 − x)s−1, (A.50)

où B(r, s) est la fonction Beta, reliée à la fonction Gamma par :

B(r, s) =

∫ 1

0
tr−1 (1 − t)s−1 dt =

Γ(r) Γ(s)

Γ(r + s)
. (A.51)

A.12.1 Moments de la loi Beta

Les moments de la loi Beta s’exprime en fonction des fonctions Beta comme :

µn =
B(n + r, s)

B(r, s)
. (A.52)

A.13 La K-distribution

La K-distribution, loi à deux paramètres b et ν, est définie sur IR+ et doit son nom à la
fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce, Kν(x).

p(x) =
bν+1

2ν−1 Γ(ν)
xν Kν−1(b x) (A.53)

A.13.1 Fonction de répartition de la loi K

F (x) =

∫ x

0

bν+1

2ν−1 Γ(ν)
tν Kν−1(b t) dt = 1 − (b x)ν

Γ(ν)2ν−1
Kν(b x). (A.54)

A.13.2 Fonction caractéristique cohérente radiale de la loi K

C(ρ) =




1

1 +
ρ2

b2




ν

(A.55)

A.13.3 Moments de la loi K

µn =
Γ(n/2 + 1)Γ(n/2 + ν)

Γ(ν)

(
2

b

)n

. (A.56)

A.14 Loi de Weibull

La loi de Weibull est une loi à deux paramètres a et b, définie sur IR+ :

p(x) = a b xb−1 exp(−axb) (A.57)
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A.14.1 Fonction de répartition de la loi de Weibull

F (x) =

∫ x

0
a b tb−1 exp(−a tb) dt = 1 − e−x (A.58)

A.14.2 Moments de la loi de Weibull

µn = a−n/b Γ(1 + n/b). (A.59)

A.15 Loi du χ2 centrée

La loi du χ2 centrée est une loi à un paramètre ν (∈ IN − {0}, noté IN∗) déterminant le
nombre de degrés de liberté de la loi. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi χ2

ν (loi du
χ2 à ν degrés), si ∀x > 0, sa densité de probabilité est donnée par :

p(x) =
1

2
ν
2 Γ
(

ν
2

) x
ν
2
−1 exp

(
−x

2

)
(A.60)

La loi du χ2
ν cöıncide avec la loi Gamma de paramètres ν/2 et 2, soit G

(ν

2
, 2
)
.

Pour ν > 2, cette loi admet un mode en x = ν − 2. Lorsque ν = 2, la loi χ2
ν est une loi exponen-

tielle de paramètre 2 et pour 1 ≤ ν < 2, la loi tend vers +∞ en 0.

A.15.1 Fonction de répartition de la loi χ2
ν

La fonction de répartition de la loi χ2
ν admet deux expressions, selon la parité de ν. Elle se

définit sur IR+ par :

F (x) =

∫ x

0
p(t) dt = 1 −Qχ2

ν
(x), (A.61)

où, pour ν ≥ 2 pair, on a [Abra64] :

Qχ2
ν
(x) = exp

(
−x

2

) ν/2−1∑

k=0

xk

2k k!
, (A.62)

et pour ν impair, on a :

Qχ2
ν
(x) =





2Q(
√

x) ν = 1

2Q(
√

x) + exp(−x/2)√
π

∑(ν−1)/2
k=1

(k − 1)! (2 x)k−1/2

(2k − 1)!
ν ≥ 3

(A.63)

La fonction Q est la fonction de répartition complémentaire de la Gaussienne, dont l’expression
est donnée par (A.18).

A.15.2 Fonction caractéristique de la loi χ2
ν

Φ(u) =

∫ +∞

0
p(t) ei u t dt =

1

(1 − 2 i u)ν/2
. (A.64)
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A.15.3 Moments de la loi χ2
ν

µn = 2n Γ
(
n + ν

2

)

Γ
(

ν
2

) . (A.65)

A.15.4 Loi déduite la Gaussienne

La loi du χ2
ν est en fait la loi résultante de la somme de ν variables aléatoires Gaussiennes

standard i.i.d. au carré, soit encore la loi de
ν∑

k=1

x2
i , où xi ∼ N (0, 1).

A.15.5 Somme de K variables aléatoires χ2
νi

Soient K variables aléatoires indépendantes Xi telles que Xi ∼ χ2
νi

. Alors S =

K∑

i=1

Xi ∼ χ2
r ,

où r =

K∑

i=1

νi.

A.16 Loi du χ2 décentrée

La loi du χ2 décentrée est une loi à deux paramètres ν, le nombre de degrés de liberté, et λ,
la paramètre de décentralité, notée χ

′2
ν (λ).

Cette loi est la loi de x =

ν∑

k=1

x2
i , où xi ∼ N (µi, 1) et ainsi le paramètre λ est défini d’après

les moyennes µi comme λ =
ν∑

k=1

µ2
i . La densité de probabilité correspondante est définie sur IR+

par une intégrale ou une série par :

p(x) =
1

2

(x

λ

)(ν−2)/4
exp

(
x + λ

2

)
Iν/2−1(

√
λ x) (A.66)

où Ia(u) est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre a. Cette fonction est définie soit
sous forme intégrale, soit sous forme d’une série [Abra64].

Lorsque λ = 0, la loi χ
′2
ν (λ) se réduit à la loi du χ2

ν centrée.

A.16.1 Moments de la loi χ
′2
ν

µn = 2n exp

(
−λ

2

) +∞∑

k=0

(
λ

4

)k Γ
(
k + n + ν

2

)

k! Γ
(
k + ν

2

) . (A.67)
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A.17 Loi de Fisher F centrée

La loi de Fisher, ou loi F centrée est la loi de :

x =
x1/ν1

x2/ν2
, (A.68)

où x1 ∼ χ2
ν1

et x2 ∼ χ2
ν2

sont indépendantes. La densité de probabilité résultante, notée Fν1,ν2

est définie sur IR+ par : (
ν1

ν2

)ν1/2

B
(

ν1

2 , ν2

2

) xν1/2−1

(
1 +

ν1

ν2
x

) ν1+ν2
2

, (A.69)

où B(a, b) est la fonction Beta, reliée à la fonction Gamma par (A.51).

Remarque :La loi Beta B(r, s), définie sur [0, 1] avec r > 0 et s > 0, est la loi de
1

1 + s
r Y

,

où Y ∼ F2s,2r.

A.18 Loi de Fisher F
′

décentrée

La loi de Fisher décentrée est la loi de :

x =
x1/ν1

x2/ν2
, (A.70)

où x1 ∼ χ
′2
ν1

(λ) et x2 ∼ χ
′2
ν2

(λ) sont indépendantes. La densité de probabilité résultante, notée

F
′

ν1,ν2
(λ) est définie sur IR+ par :

F
′

ν1,ν2
(λ) = exp

(
−λ

2

) +∞∑

k=0

(λ
2 )k

k!

(
ν1

ν2

)ν1/2+k

B
(

ν1+2 k
2 , ν2

2

) xν1/2+k+1

(
1 +

ν1

ν2
x

)−(ν1+ν2)/2−k

. (A.71)

Lorsque λ = 0, la loi F
′

décentrée est réduite à la loi F centrée.

A.19 Loi de Student’s -t

Soit X ∼ N (0, 1) et Y ∼ χ2
r deux variables aléatoires indépendantes. La loi de

T =
X√
Y/r

est une loi de Student’s-t à r degrés de liberté, dont la densité de probabilité , définie sur IR est
donnée par :

p(t) =
Γ
(

r+1
2

)
√

π r Γ
(

r
2

)
(

1 +
t2

r

)−(r+1)/2

(A.72)
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A.20 Convergences vers la loi normale

A.20.1 Théorème central limite (TCL) pour des v.a. i.i.d.

Soit X1, · · · , Xn une suite de v.a. i.i.d. réelles. On suppose que IE(X2) < +∞ et soit m =
IE(X), σ2 = V ar(X). Alors :

X1 + · · · + Xn − n m√
n

(d),n→+∞−→ N (0, σ2) (A.73)

A.20.2 TCL pour des v.a. indépendantes non identiquement distribuées

Soit X1, · · · , Xn une suite de v.a. réelles indépendantes. Si ∀j ∈ IN, mj = IE(Xj) et
V ar(Xj) = σ2

j , alors

(X1 − m1) + · · · + (Xn − mn)√
σ2

1 + · · · + σ2
n

(d),n→+∞−→ N (0, 1) (A.74)

si et seulement si ∀1 ≤ j ≤ n, on a :
σ2

j

σ2
1 + · · · + σ2

n

n→+∞−→ 0.

Remarque 1 : Le TCL permet de montrer le caractère gaussien de toute somme de n v.a.
indépendantes quand n devient grand.

Remarque 2 : On peut, par une approche probabiliste et grâce au TCL, retrouver la formule
de Stirling (qui donne un équivalent asymptotique de n!, soit n! ∼ nn e−n

√
2 π n).

A.20.3 Convergence de la K-distribution vers la Gaussienne

On peut montrer par les fonctions caractéristiques radiales (f.c.r.) que la f.c.r. de l’enveloppe
de deux v.a. K-distribuées tend vers la f.c.r. de la Gaussienne quand ν −→ +∞ (paramètre de
forme de la K-distribution).
La f.c.r. de l’enveloppe d’une v.a. K-distribuée, de paramètres ν et b s’écrit :

C(ρ) =




1

1 +
ρ2

b2




ν

(A.75)

où les deux paramètres sont reliés par la puissance σ2 par b = 2

√
ν

σ2
. Ainsi, (A.75) peut

s’exprimer en fonction de ν et σ2, ce qui donne :

C(ρ) =

(
1 +

σ2 ρ2

4ν

)−ν

= exp

[
−ν

(
ln

(
1 +

σ2 ρ2

4ν

))]

Lorsque ν −→ +∞, σ2 ρ2/(4ν) −→ 0 et donc

ln

(
1 +

σ2 ρ2

4ν

)
=

σ2 ρ2

4ν
− σ4 ρ4

32ν2
+ O

(
σ4 ρ4

32ν2

)
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D’où

C(ρ)
ν→∞−→ exp

(
−σ2 ρ2

4

)
, (A.76)

qui cöıncide avec la fonction caractéristique de la Gaussienne N (0,
σ2

2
).
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Annexe B

Méthodes d’estimation de densités
de probabilité

Estimer une densité de probabilité est un problème délicat à résoudre si on recherche une
expression analytique de la loi sous la forme d’une fonction continue. La tâche devient encore
plus complexe lorsque la densité à estimer est multivariée (loi jointe d’un vecteur par exemple).
Dans cette section nous allons présenter trois méthodes d’estimation de densités de probabilité :
la première, la méthode des histogrammes est une méthode empirique puisqu’il ne s’agit que d’un
comptage de valeurs, à partir d’échantillons issus d’une même loi et le résultat de l’estimation
se présente sous la forme d’un histogramme de valeurs (d’où son nom). La deuxième méthode
généralise la première en apportant une pondération au comptage des valeurs sous forme d’une
fonction continue appelée noyau. Le résultat est en quelque sorte le lissage de l’histogramme
obtenu par la première méthode. Ces deux méthodes dépendent des échantillons de la loi.
La troisième méthode, les approximants de Padé, se base sur l’approximation de la fonction
génératrice des moments (transformée de Laplace de la loi) sous forme de fraction rationnelle.
Cette fraction rationnelle est ensuite développée en éléments simples et on retrouve la densité de
probabilité par transformée de Laplace inverse. Cette méthode permet d’obtenir une expression
analytique simple de la loi estimée, indépendante des échantillons traités (contrairement aux
deux premières méthodes).

B.1 Estimation empirique par la méthode des histogrammes

L’estimation f̂ d’une densité de probabilité f par un histogramme s’effectue en comptant le
nombre d’échantillons Xi égaux aux valeurs considérées, ramené aux nombre total des échan-
tillons (N). Le résultat obtenu n’est pas une fonction continue et on peut l’exprimer comme
suit :

f̂(x) =
1

N

N∑

i=1

δ(x − Xi), (B.1)

où δ(y) = 1 si y = 0 et 0 sinon. Cette méthode, dépendante des données, est très simple et
permet d’obtenir rapidement une idée de la forme de la loi. En revanche pour une estimation
plus précise, il n’est pas très judicieux de l’utiliser.
Pour introduire assez rapidement la méthode des noyaux, on peut généraliser, dans un premier
temps, la méthode décrite ci-dessus, en ne comptant pas le nombre d’échantillons égaux à cer-
taines valeurs, mais en comptant le nombre d’échantillons tombant dans un intervalle donné
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de longueur 2h (h ≥ 0). L’estimateur obtenu est appelé l’estimateur näıf ou rectangulaire et
s’exprime comme suit :

f̂(x) =
1

N

N∑

i=1

1

h
w

(
x − Xi

h

)
, (B.2)

où w(.) est la fonction poids définie par :

w(x) =

{ 1

2
si |x| < 1

0 sinon
(B.3)

Cet estimateur est loin d’être satisfaisant puisque f̂ n’est pas une fonction continue mais a des
sauts aux points Xi ± h et admet des dérivées nulles partout ailleurs. On peut donc généraliser
la méthode en remplaçant la fonction poids w(.) par une fonction noyau.

B.2 Généralisation de la méthode des histogrammes : la mé-
thode des noyaux

Soit K une fonction noyau, supposée symétrique et qui vérifie les propriétés suivantes :

∫
K(t) dt = 1

∫
t K(t) dt = 0

∫
t2 K(t) dt = k2 6= 0 (B.4)

On suppose de plus que la densité inconnue f est de classe C∞. L’estimateur noyau de f̂ admet
donc pour expression :

f̂(x) =
1

N h

N∑

i=1

K

(
x − Xi

h

)
(B.5)

où h est la largeur de la fenêtre. Dans la suite, nous donnons quelques exemples de noyaux
avec leur efficacité, notée eff(K) sans en donner le détail du calcul que l’on peut trouver dans
([Silv86]).

B.2.1 Noyau triangulaire

Le noyau triangulaire Kt est défini comme suit, et représenté sur la figure B.1 :

Kt(t) =

{
1 − |t| si |t| < 1

0 sinon
(B.6)

avec

eff(Kt) =

(
243

250

)1/2

≈ 0.9859
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Fig. B.1 – Noyau Triangulaire

B.2.2 Noyau bipoids

Le noyau bipoids Kb est défini comme suit, et représenté sur la figure B.2 :

Kb(t) =

{
15
16 (1 − t2)2 si |t| < 1

0 sinon
(B.7)

avec

eff(Kb) =

(
3087

3215

)1/2

≈ 0.9939
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Fig. B.2 – Noyau Bipoids

B.2.3 Noyau gaussien

Le noyau gaussien Kg est défini comme suit, et représenté sur la figure B.3 :

Kg(t) =
1√
2 π

e−t2/2 t ∈ IR (B.8)
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avec

eff(Kg) =

(
36 π

125

)1/2

≈ 0.9512
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Fig. B.3 – Noyau Gaussien

B.2.4 Noyau d’Epanechnikov

Le noyau d’Epanechnikov Ke(t) (du nom d’Epanechnikov 1969) est défini comme suit, et
représenté sur la figure B.4 :

Ke(t) =

{
3

4
√

5

(
1 − t2

5

)
si −

√
5 < t <

√
5

0 sinon
(B.9)

avec
eff(Ke) = 1

On notera que son efficacité est égale à 1, du fait que le calcul de l’efficacité, telle que nous
l’avons donnée ici, est relative au noyau d’Epanechnikov.
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Fig. B.4 – Noyau d’Epanechnikov
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B.2.5 Choix du paramètre h

La valeur idéale pour h, du point de vue minimisation de l’erreur quadratique moyenne
intégrée (MISE) approximée (B.10)

1

4
h4 k2

2

∫
f ′′(x)2 dx +

1

N h

∫
K(t)2 dt (B.10)

a été trouvée par Parzen, 1962 comme égale à hopt :

hopt = (N k2
2)

−1/5

{∫
K(t)2 dt

}1/5{∫
f ′′(x)2 dx

}−1/5

(B.11)

Expliquons-nous un peu : par définition, l’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE) est
définie comme suit :

MISE(f̃) =

∫
IE
[
f̃(x) − f(x)

]2
dx

=

∫ [
IE(f̃(x)) − f(x)

]2
dx +

∫
var(f̃(x)) dx (B.12)

où IE(.) désigne l’espérance mathématique.

Le premier terme du second membre de (B.12)

∫ [
IE(f̃(x)) − f(x)

]2
dx, n’est rien d’autre que

l’intégrale du carré du biais IE(f̃(x)) − f(x), avec :

IE(f̃(x)) =

∫
h−1 K

(
x − y

h

)
f(y) dy

si on considère f̃ comme étant l’estimée par le noyau K, et donc, en effectuant le changement
de variable y = x − h t, et sachant que

∫
K(t) dt = 1 :

biaish(x) =

∫
h−1 K

(
x − y

h

)
f(y) dy − f(x)

=

∫
K(t) [f(x − h t) − f(x)] dt

Un développement en série de Taylor donne :

f(x − h t) = f(x) − h t f ′(x) + 1/2 h2 t2 f ′′(x) + . . .

Avec les hypothèses (B.4) émises sur K, nous obtenons :

biaish(x) = −h f ′(x)

∫
t K(t) dt + 1/2 h2 f ′′(x)

∫
t2 K(t)2 dt + . . .

= 1/2 h2 f ′′(x) k2 + termes d’ordre supérieur en h

Ce qui nous procure une approximation du carré intégré du biais, nécessaire à (B.10) :

∫
biaish(x)2 dx ≈ 1/4 h4 k2

2

∫
f ′′(x)2 dx
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Revenons maintenant au deuxième terme du second membre de (B.12),

∫
var(f̃(x)) dx.

Pour le calcul de la variance, on a :

var(f̃(x)) =
1

N
var[w(Xi, t)] =

1

N

[∫
w(x, t)2 f(x) dx −

(∫
w(x, t) f(x) dx

)2
]

=

∫
1

N h2
K

(
x − y

h

)2

f(y) dy −
[

1

N h

∫
K

(
x − y

h

)
f(y) dy

]2

=
1

N h2

∫
K

(
x − y

h

)2

f(y) dy − 1

N h
[f(x) + biaish(x)]2

≈ 1

N h

∫
f(x − h t) K(t)2 dt − 1

N

[
f(x) + O(h2)

]2

≈ 1

N h

∫ [
f(x) − h t f ′(x) + . . .

]
K(t)2 dt + O(n−1)

=
1

N h
f(x)

∫
K(t)2 dt + O(n−1)

var(f̃(x)) ≈ 1

N h
f(x)

∫
K(t)2 dt

En remarquant que f est une densité, en intégrant cette dernière expression, on obtient une
simple approximation de l’intégrale de la variance, nécessaire à (B.10) :

∫
var(f̃(x)) ≈ 1

N h

∫
K(t)2 dt

Comme le montre (B.11), hopt dépend lui-même de la densité f inconnue ; l’idée est donc de
prendre en référence la famille des lois normales pour attribuer une valeur à f et d’en déduire
un hopt de référence. Ceci n’est pas gênant du tout pour notre approche puisque nous effectuons

notre estimation à l’aide d’un noyau adaptatif : f est une première fois estimée (f̃) avec hopt,

puis est ré-estimée avec cette fois-ci un hopt2 adapté à f̃ :

hopt2 = hopt × λ

où

λ =

(
f̃

g

)−1/2

log g =
1

N

∑
log(f̃)

En prenant donc pour référence une loi normale d’écart-type σ, et en posant Φ une densité
de loi normale standard, on peut affecter une valeur à

∫
f ′′(x)2dx

∫
f ′′(x)2dx = σ−5

∫
Φ′′(x)2dx

=
3

8
π−1/2σ−5

≈ 0.212σ−5 (B.13)

170



B.3. Les approximants de Padé

Pour déterminer hopt, substituons (B.13) dans (B.11) pour obtenir (B.14) :

hopt = (4π)−1/10

(
3

8
π−1/2

)−1/5

σN−5

=

(
4

3

)1/5

σN−5

= 1.06 σ N−5 (B.14)

B.3 Les approximants de Padé

Cette méthode nécessite de connâıtre ou d’estimer, jusqu’à un ordre donné, les différents
moments des variables étudiées. Connaissant les N données réelles xi, les différents moments µk

peuvent être estimés classiquement comme :

µk =
1

N

N∑

i=1

xk
i

Soit Φ(u) la fonction génératrice de moments, elle peut s’écrire sous la forme d’une série infinie
dont les coefficients du développement dépendent des moments µk :

Φ(u) =
∞∑

n=0

cn un =
∞∑

n=0

µn
(−u)n

n!
(B.15)

Classiquement, la fonction génératrice d’un processus Z est la transformée de Laplace de sa
densité de probabilité p(z) (unilatérale si p(z) est à valeur dans IR+) et s’écrit :

ΦZ(u) = IE(e−u Z) =

∫ +∞

−∞
p(z)e−u z dz

avec IE(.) désignant l’espérance mathématique. Si on note par µn = IE(Zn) =

∫ +∞

0
zn p(z) dz,

les moments d’ordre n du processus Z, l’expression de ΦZ(u) en dépend, en développant en série
e−u z ; on obtient alors (B.15).

La théorie des approximants de Padé consiste à construire une approximation de Φ(u), notée
P[L/M](u), sous forme de fraction rationnelle avec un dénominateur de degré M et un numérateur
de degré L, telle que son développement en série de puissance croissante cöıncide avec celui de
Φ(u) jusqu’à l’ordre L + M .

B.3.1 L’approximation de Padé à 1 point

L’approximation de Padé à 1 point de la fonction génératrice de moments Φ(u), d’ordre
[L/M ] et notée P [L/M ](u) est, par définition, la fonction rationnelle suivante :

P [L/M ](u) =

L∑

n=0

an un

M∑

n=0

bn un

(B.16)
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où les coefficients {an} et {bn} sont définis pour qu’on ait l’égalité :

L∑

n=0

an un

M∑

n=0

bn un

=
L+M∑

n=0

cn un + O(uL+M+1) (B.17)

La notation O(uL+M+1) signifie simplement que l’on néglige les termes de puissance d’ordre
strictement supérieur à L + M . Pour déterminer les deux jeux de coefficients {an} et {bn}, il
suffit d’égaler les coefficients

M∑

n=0

bn un
L+M∑

n=0

cn un =
L∑

n=0

an un + O(uL+M+1) (B.18)

La condition d’égalité des moments détermine dans un premier temps les coefficients {bn}, puis
{an} par multiplication. En imposant

b0 = 1

on obtient les équations matricielles suivante pour {bn} :

M∑

n=0

bn cL−n+j = 0 1 ≤ j ≤ M

M∑

n=1

bn cL−n+j = −cL+j 1 ≤ j ≤ M

(B.19)

qui peuvent être mises sous la forme plus lisible suivante :




cL−M+1 cL−M+2 · · · cL
...

...
...

...
cL−M+k cL−M+k+1 · · · cL+k−1

...
...

...
...

cL cL+1 · · · cL+M−1







bM
...
bk
...
b1




= −




cL+1
...

cL+k+1
...

cL+M




(B.20)

Les coefficients du numérateur {an} sont alors déterminés par (B.18), ce qui revient à effectuer
un produit de convolution entre les coefficients {bn} et {cn} :

aj = cj +

min(M,j)∑

i=1

bi cj−i 0 ≤ j ≤ L (B.21)

La détermination des coefficients {an} et {bn} constitue l’approximation de Padé de la fonc-
tion génératrice de moments.
Cette approximation est réalisée au voisinage de u = 0, ce qui permet de juger l’approximation
de la queue de distribution de la densité de probabilité ; pour des voisinages autres que 0 (cette
méthode n’étant pas valable puisque dans ce cas la série est divergente et ne peut donc pas être
approximée par une fraction rationnelle tendant vers 0 à l’∞), l’approximation de Padé à
deux points existe et fait intervenir les coefficients de Markov dn.
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B.3.2 L’approximation de Padé à 2 points

Le principe est le même sauf que l’approximation s’effectue à la fois en u = 0 et en u = ∞.
Il nous faut donc connâıtre le développement asymptotique de la fonction caractéristique Ψ(u)
(autour de u = ∞, développement en série en puissance de 1/u), et, toujours, son développement
en série autour de u = 0 pour obtenir :

Ψ(u) =

∞∑

n=0

cn un pour u → 0 (B.22)

Ψ(u) =

∞∑

n=0

dn u−n pour u → +∞ (B.23)

L’approximation de Padé à deux points de la fonction génératrice Φ(u), d’ordre [L/M ], notée

P
[L/M]
(J,K) (u) est définie par la fraction rationnelle construite pour avoir l’égalité des J premiers

termes de (B.22) et les K premiers termes de (B.23). Ainsi, pour L = M − 1, nous obtenons un
jeu d’équations pour les {an} et les {bn} :

P
[M−1/M ]
J,K (u) =

L∑

n=0

an un

1 +

M∑

n=1

bn un

=





J∑

n=0

cn un u → 0

K∑

n=1

dn u−n u → +∞
(B.24)

qui se transforme en J + K + 1 = 2M équations matricielles à 2M inconnues données par :

aj =

j∑

i=0

bi cj−i, 0 ≤ j ≤ J

et

{
aj = 0 j ≥ M
bi = 0 i ≥ M + 1

(B.25)

aM−l−1 =
l∑

i=0

di+1 bM−l+i, 0 ≤ l ≤ K − 1

et

{
aj = 0 j ≥ M
bi = 0 i ≥ M + 1

(B.26)

B.3.3 Expressions des fonctions densité de probabilité et de répartition

Une fois l’ordre de l’approximation déterminé (cf. paragraphe B.3.5), il est possible de cal-
culer très simplement la densité de probabilité et la fonction de répartition par la méthode des
résidus, dès lors que la fonction génératrice de moments peut se mettre sous forme d’une fraction
rationnelle du type (B.16) :

P [L/M ](u) =

L∑

n=0

an un

M∑

n=0

bn un

=
M∑

k=1

λk

u − αk
(B.27)
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Supposons que la fraction rationnelle P [L/M ](u) n’ait que M pôles simples αk distincts et à
partie réelle négative (pour assurer la convergence de la densité de probabilité) ; la densité de
probabilité p(x) et la fonction de répartition F (x) s’écrivent alors (calculées par la méthode des
résidus) :

p(x) =
M∑

k=1

λk eαk x (B.28)

F (x) = 1 +
M∑

k=1

λk

αk
eαk x (B.29)

B.3.4 Détermination de p(x) et de F (x) par la méthode des résidus

Nous avons vu que la fonction génératrice de moments Φ(u) était la transformée de Laplace
de la densité de probabilité p(x) ; il est possible d’exprimer la densité p(x) à partir de Φ(u), par
transformée de Laplace inverse et on a :

p(x) =
1

2 i π

∫ c+i∞

c−i∞
Φ(u) eu x du =

∑

k

res[Φ(u) eu x, αk] (B.30)

où
* le contour d’intégration est défini à droite de toutes les singularités de Φ(u), situées dans

le demi-plan gauche,
* αk représente les pôles à parties réelles négatives de Φ(u) (dans notre cas les pôles sont

simples),
* res[f(z), z0] représente le résidu de la fonction f au pôle z0. Si z0 est un pôle d’ordre m,

on a

res[f(z), z0] =
1

Γ(m)
lim

z→z0

dm−1

dzm−1
[(z − z0)

m f(z)] (B.31)

Les M pôles de Φ(u) sont distincts (conjugués deux à deux) et simples ; on va donc avoir, pour
chaque k :

res[Φ(u) eu x, αk] = lim
u→αk

(u − αk) eu x
M∑

i=1

λi

u − αi
= lim

u→αk

eu x


λk + (u − αk)

∑

i6=k

λi

u − αi




= λk eαk x

Ainsi, on obtient bien (B.28).

Pour la fonction de répartition, calculons, ∀x ≥ 0

F (x) =

∫ x

−∞
p(u) du = 1 −

∫ +∞

x
p(u) du

à l’aide de l’expression de p(x) de (B.28). On obtient :

F (x) = 1 −
∫ +∞

x

M∑

k=1

λk eαk u du = 1 −
M∑

k=1

λk

∫ +∞

x
eαk u du

= 1 −
M∑

k=1

λk

[
eαk u

αk

]u=+∞

u=x

= 1 +

M∑

k=1

λk
eαk x

αk

174



B.3. Les approximants de Padé

D’où l’expression (B.29).

B.3.5 Détermination de l’ordre de l’approximation

Il n’existe pas de méthode exacte pour déterminer l’ordre de l’approximation de Padé lorsque
ses coefficients sont utilisés pour estimer une densité de probabilité . La condition à respecter
dans ce cas-là est la négativité des parties réelles des pôles αk et si, à une valeur de M fixée, un
ou plusieurs pôles sont à parties réelles négatives, alors la valeur de M ne peut être acceptée. Il
est nécessaire de changer l’ordre et de calculer de nouveaux coefficients. Pour éviter ce problème,
H.Amindavar propose, dans [Amin91], une procédure de stabilisation des pôles. Cette méthode
consiste à trouver la plus petite perturbation possible à apporter aux coefficients afin de rendre
stable l’approximation, c’est-à-dire que toutes les singularités de la fonction génératrice de mo-
ments se trouvent dans le demi-plan gauche. Cependant, perturber les coefficients perturbe les
moments (les moments peuvent s’exprimer en fonction des coefficients) et la perturbation doit
donc être choisie avec soins.

La solution proposée ici (et présentée dans [Jay00b]) pour trouver une approximation stable
consiste, tout d’abord, à poser L = M − 1. Cette égalité assure la convergence vers 0 de la
fonction génératrice de moments lorsque u → +∞ et constitue une approximation dite sub-
diagonale [Amin91]. Ensuite, une valeur supérieure K de M (et donc également de L) est choisie
à partir de laquelle les coefficients sont calculés. Si tous les pôles sont à partie réelle négative,
alors M = K, sinon, on pose M = K − 1, de nouveaux coefficients sont calculés, et ainsi de
suite.
La valeur supérieure K est déterminée d’après le rang de la matrice de Hankel donnée en (B.20).
Cette matrice n’est pas toujours de rang plein, sauf quand il est égal à M . Ainsi, plusieurs valeurs
de M sont testées et on recherche la plus grande valeur K qui cöıncide avec M parmi les valeurs
des rangs de la matrice de Hankel cöıncidant avec M . Cela signifie que lorsque M ≥ K, le rang
de la matrice n’est pas plein.
Cette méthode permet de trouver plusieurs ordres pour lesquelles l’approximation est stable.

B.3.6 Qualité de l’estimation sur quelques exemples

Basée sur le développement en série autour de 0 de la fonction génératrice de moments de la
densité à estimer, l’approximation de Padé est particulièrement bien adaptée pour estimer les
queues de densités. Pour illustrer cette particularité, quelques études sur l’approximation de la
fonction de répartition sont présentées aux paragraphes suivants, :

* Qualité de l’approximation de Padé d’ordre [M −1/M ] calculée d’après les moments théo-
riques, pour la K-distribution (avec ν = 0.1 et ν = 1.67), pour la loi Gamma (avec a = 0.15
et a = 2.24) et pour une loi de Rayleigh de paramètre b = 0.76,

* Comparaisons des approximations de Padé en fonction de tous les ordres M déterminés
pour la K-distribution de paramètre ν = 0.1,

* Qualité de l’approximation de Padé en fonction du nombre N d’échantillons disponibles
pour le calcul des moments empiriques, pour la K-distribution (avec ν = 0.1). La qualité de
l’approximation est exprimée par l’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE en anglais,
cf. (B.12) pour son expression) pour N = 10 à N = 5000.
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B.3.6.1 A partir des moments théoriques, pour un ordre M

Le cas idéal pour effectuer une approximation de Padé à une densité de probabilité ou à une
fonction de répartition se présente lorsque les moments théoriques de la loi sont disponibles. Les
lois de référence sont ici la K-distribution, la loi Gamma et la loi de Rayleigh. Pour chacune de
ces lois, les 30 premiers moments théoriques sont calculés, à partir desquels les coefficients de
Padé sont déterminés selon la procédure explicitée au paragraphe B.3.1. L’ordre de l’approxi-
mation choisi est le plus grand des ordres possibles déterminés d’après les conditions données en
B.3.5.

Le figures (Fig. B.5) et (Fig. B.6) représentent les approximations de Padé de la fonction
de répartition de la loi K de paramètres respectifs ν = 0.1 et ν = 1.67. Les erreurs relatives
correspondantes sont indiquées par les courbes inférieures à celles sus-citées.

Les figures (Fig. B.7) et (Fig. B.8) se rapportent à deux lois Gamma de paramètres respec-
tifs a = 0.15 et a = 2.24, et la figure (Fig. B.9) se rapporte à une loi de Rayleigh de paramètre
b = 0.76.

Ces trois illustrations permettent de juger de la qualité de l’approximation de Padé sur les
queues de distribution, lorsque les moments théoriques sont disponibles. Ainsi, on constate que
la valeur du seuil de détection peut être estimée parfaitement jusqu’à une valeur de Pfa très
faible (allant jusqu’à 10−10 voire encore plus faible), dans le cadre d’une procédure de détection
d’enveloppe dans les trois environnements cités.

B.3.7 Comparaison des approximations de Padé en fonction des ordres dé-
terminés

Pour effectuer une comparaison des approximations de Padé obtenues pour chacun des ordres
possibles, les cas de la K-distribution de paramètre ν = 0.1 et de la loi Gamma de parmètre
a = 2.68 ont été étudiés. Les figures (Fig. B.10) et (Fig. B.11) représentent les différentes
fonctions de répartition obtenues pour chaque ordre et les erreurs commises relativement à
l’expression théorique (courbes du bas).

B.3.8 Qualité de l’approximation de Padé en fonction du nombre d’échan-
tillons disponibles pour l’estimation des moments

Les erreurs commises sur l’estimation empirique des moments d’ordre supérieur est tou-
jours un sujet délicat à traiter. Nous nous proposons donc ici de quantifier l’erreur quadratique
moyenne intégrée (MISE en anglais) en fonction du nombre d’échantillons K-distribués (ν = 0.1)
disponibles pour l’estimation des moments. Les ordres des approximations varient pour chaque
N , et l’ordre retenu est toujours le plus grand possible. Plus N est grand et plus la MISE est
faible, et on constate qu’à partir de N = 500, l’erreur commise sur l’ensemble de l’approximation
de la fonction de répartition est de l’ordre de 10−4. Ces résultats sont représentés sur la figure
(Fig. B.12).
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Fig. B.5 – Approximation de Padé d’ordre M = 10 pour la K-distribution de paramètre ν = 0.1.
Erreur relative correspondante sur la courbe inférieure.
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Fig. B.6 – Approximation de Padé d’ordre M = 7 pour la K-distribution de paramètre ν = 1.67.
Erreur relative correspondante sur la courbe inférieure.
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Approximation de Padé d'ordre 10 de la loi Gamma (a = 0.15)
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Fig. B.7 – Approximation de Padé d’ordre M = 10 pour la loi Gamma de paramètre a = 0.15.
Erreur relative correspondante sur la courbe inférieure.
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Fig. B.8 – Approximation de Padé d’ordre M = 7 pour la loi Gamma de paramètre a = 2.24.
Erreur relative correspondante sur la courbe inférieure.
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Approximation de Padé d'ordre 8 de la loi de Rayleigh(b=0.76)
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Fig. B.9 – Approximation de Padé d’ordre M = 8 pour la loi de Rayleigh de paramètre b = 0.76
et erreur relative correspondante sur la courbe inférieure.
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Fig. B.10 – Approximations de Padé d’ordres M = 2 à M = 10 pour la K-distribution de
paramètre ν = 0.1 (en haut) et erreurs relatives associées (en bas).

182



B.3. Les approximants de Padé
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Fig. B.11 – Approximations de Padé d’ordres M = 2 à M = 7 pour la loi Gamma de paramètre
a = 2.68 (en haut) et erreurs relatives associées (en bas).
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Fig. B.12 – Erreur quadratique moyenne intégrée calculée entre la fonction de répartition théo-
rique et son approximation de Padé en foncion du nombre N = 10 à 5000 d’échantillons K-
distribués de paramètre ν = 0.1.
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Annexe C

Les vecteurs Gaussiens

En probabilité et statistique la loi Gaussienne joue un rôle très important puisque nous la
retrouvons très souvent. Elle est très utilisée, par exemple, pour la modélisation de bruits, et
beaucoup de résultats tournent autour de la Gaussienne ou y aboutissent. Pour généraliser les
résultats donnés à la section 2.1. pour un loi unidimensionnelle, nous allons traiter, dans cette
section le cas des vecteurs Gaussiens en rappelant quelques résultats généraux de probabilité
ainsi que des théorèmes ou propriétés sur les vecteurs Gaussiens.

C.1 Rappels de probabilité

C.1.1 Convergence presque sûre (p.s.)

On dit que Xn
p.s.−→ X s’il existe Ω, avec IP(Ω) = 1, tel que

∀w ∈ Ω, lim
n→+∞

Xn(w) = X(w)

.

C.1.2 Convergence en probabilité (IP)

On dit que Xn
IP−→ X si ∀ǫ > 0, lim

n→+∞
IP(|Xn − X| > ǫ) = 0.

Proposition 1

Si Xn −→ X en IP ou p.s.
et si Xn −→ Y en IP ou p.s.

}
Alors X = Y presque partout (p.p.) (C.1)

Proposition 2

Si Xn
p.s.−→ X

et si Yn
p.s.−→ Y

}
Alors

{
Xn + Yn

p.s.−→ X + Y

Xn Yn
p.s.−→ X Y

(C.2)

Proposition 3

Si Xn −→ X en IP et p.s.
et si Yn −→ Y en IP et p.s.

}
Alors (Xn, Yn) −→ (X, Y ) en IP et p.s. (C.3)

Proposition 4 Si Xn
p.s.−→ X, alors Xn

IP−→ X.

Note : Nous ne pouvons en revanche rien dire quant à la convergence en loi.
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C.1.3 Convergence en loi (L)

∀f ∈ CK : (Xn
L−→ X) ⇐⇒ IE(f(Xn))

n→+∞−→ IE(f(X)).

Proposition 5

Xn
IP−→ X =⇒ Xn

L−→ X

Proposition 6

Xn
L−→ X = Cte, p.s. =⇒ Xn

IP−→ X

C.2 Définitions, propriétés

Les notions et notations de convergence étant introduites, on peut énoncer les différentes
définitions, propriétés et théorèmes concernant les vecteurs Gaussiens.

Rappel : La masse de Dirac en m, δm est une loi de Gauss, de moyenne m et de variance nulle.

Définition 5 Définition d’un vecteur Gaussien Soit X = (X1, · · · , Xd)
T un vecteur aléatoire à

valeurs dans IRd. Le vecteur X est Gaussien si toute combinaison linéaire de ses coordonnées
est une v.a. Gaussienne, soit encore :

(X Gaussien) ⇐⇒ (∀λ ∈ IRd, λ1 X1 + · · · , λd Xd =< λ,X > Gaussien).

C.2.1 Caractéristiques d’un vecteur Gaussien

- Vecteur moyenne : m = (m1, · · · ,md)
T , avec mi = IE(Xi)

- Matrice de covariance ou de dispersion D = (Dij , i, j = 1, · · · , d), symétrique et positive
avec Dij = IE(Xi Xj) − mi mj = Cov(Xi, Xj).

- Notation : X ∼ N (m,D)

Proposition 7 Soit X ∼ N (m,D) à valeurs dans IRd.
∀λ ∈ IRd, < λ,X > suit une loi de Gauss de moyenne < λ,m > et de variance σ2 =< λ,Dλ >.

C.2.2 Fonction caractéristique

La fonction caractéristique d’un vecteur Gaussien de moyenne m et de matrice de dispersion
D est donnée par :

ΦX(u) = exp

(
i < λ,m > −1

2
< λ,Dλ >

)
(C.4)

Proposition 8 Si m ∈ IRd est un vecteur et D = (Dij) une matrice symétrique positive alors
il existe un vecteur Gaussien de moyenne m et de matrice de dispersion D.
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C.2.3 Densité de probabilité du vecteur Gaussien N (m,D)

Soit D une matrice d× d inversible, symétrique positive, avec det(D) 6= 0. Soit m ∈ IRd. La
loi du vecteur Gaussien de moyenne m et de matrice de dispersion D est absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue sur IRd, avec pour densité (x ∈ IRd) :

f(x) =
1

(2π)d/2
√

det(D)
exp

(
−< (x − m),D−1 (x − m) >

2

)
(C.5)

Proposition 9 X est un vecteur Gaussien et X1, · · · , Xd indépendantes
⇐⇒ Matrice de dispersion diagonale,
⇐⇒ IE(Xi Xj) = IE(Xi) IE(Xj).
⇐⇒ Cov(Xi, Xj) = 0.

C.3 Les vecteurs Gaussiens complexes circulaires

Soit un vecteur complexe Z = X + iY où les vecteurs X et Y sont des vecteurs Gaussiens
de taille N à valeurs réelles de matrices de dispersion respectivement égales à Mx = IE(XXT )
et My = IE(YYT ). On note par Mxy = IE(XYT ) et Myx = IE(YXT ) les matrices d’intercor-
rélation des vecteurs X et Y.

C.3.1 Définition

Définition 6 Le vecteur Z, de taille 2 N est Gaussien complexe circulaire si et seulement si les
vecteurs X et Y sont conjointement Gaussiens et si, de plus :

{
Mx = My

Mxy = −Myx
(C.6)

Il vient de ces relations que la matrice de dispersion de Z s’expriment en fonction de Mx(=
My) et de Mxy(= −Myx) comme suit :

Mz = 2 (Mx + iMxy) (C.7)

Les deux relations de (C.6) expriment la circularité d’ordre 2 et permettent la détermination
de Mx et de Mxy à partir de Mz. Sans cette condition supplémentaire, il serait impossible de
les retrouver. Ces relations expriment également la décorrélation entre Z et Z∗ car IE(ZZ∗ †) = 0.

C.3.2 Loi d’un vecteur Gaussien complexe circulaire

La loi de Z est la forme privilégiée de la loi conjointe de X et Y, lorsqu’on les exprime en
fonction de Z et de son conjugué Z∗. Si on note par T = [XY]T , on a par définition :

Mt =

(
Mx Mxy

Myx My

)

La loi de T est parfaitement déterminée par les quatre matrices ci-dessus et s’écrit de manière
similaire à (C.5) pour T de taille 2N :

f(T) =
1

(2π)N
√

det(Mt)
exp

(
−< T,M−1

t T >

2

)
(C.8)
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On va chercher à déterminer les expressions de T†M−1
t T et de det(Mt) en fonction de

Z,Z∗,Mz et on a :

T†M−1
t T = 2Z†M−1

z Z (C.9)

det(Mt) =

(
det(Mz)

2N

)2

, (C.10)

où † désigne le transposé conjugué.
La loi du vecteur Gaussien complexe circulaire Z est donc :

f(Z) =
1

πN det(Mz)
exp(−Z† M−1

z Z). (C.11)

C.4 Formes quadratiques de vecteurs Gaussiens

Quelques théorèmes et résultats utiles sur l’indépendance et les lois de formes quadratiques de
vecteurs Gaussiens réels sont reportés dans cette section. Dans un premier temps les théorèmes
principaux sont énoncés, puis appliqués aux formes quadratiques particulières présentes dans les
lois jointes des SIRV.

C.4.1 Indépendance de formes quadratiques

Théorème 5 (Indépendance de formes quadratiques) Soient x1, · · · , xp, p variables aléa-
toires N (0, 1), i.i.d. et soit le vecteur X = (x1, · · · , xp). Soient les formes quadratiques Q1 et
Q2 définies par :

Q1 = XT BX, Q2 = XT CX,

où B et C sont des matrices (p × p) de rang inférieur ou égal à p.

Alors Q1 et Q2 sont indépendantes si et seulement si

BC = 0.

C.4.2 Lois de formes quadratiques

Théorème 6 Soit X un vecteur de p composantes x1, · · · , xp, i.i.d. N (0, 1) et Q = XT BX,
où B est une matrice (p × p) de rang r ≤ p.
La loi de Q :

(a) admet pour neme cumulant κn = 2n−1 (n − 1)! tr(Bn),

(b) est une loi du χ2
r si et seulement si B est idempotente (B2 = B).

Les deux théorèmes qui suivent couvrent des cas plus généraux.

Théorème 7 Soit X ∼ Np(0, σ2 Ip) et Q = XT BX, où B est symétrique de rang r.

Alors
Q

σ2
∼ χ2

r si et seulement si B est idempotente.
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La forme de B n’est pas forcément évidente à trouver. On peut toujours vérifier si les ma-
trices de projection X(XTX)−1XT et I − X(XTX)−1XT sont idempotentes.

Théorème 8 Soit X ∼ Np(0,Σ) où Σ est définie positive. Soit Q = XT BX, où B est symé-
trique de rang r.

Alors Q ∼ χ2
r si et seulement si BΣB = B.

C.4.3 Le théorème de Cochran

Ce théorème permet de décomposer des sommes de carrés de variables aléatoires en plusieurs
formes quadratiques, d’identifier leurs lois et d’établir leur indépendance.

Théorème 9 (Théorème de Cochran) Soit x un vecteur réel Gaussien centré, de taille m,
tel que x ∼ N (0, Im), où Im désigne la matrice identité (m × m). Supposons que la forme
quadratique xT x se décompose en k formes quadratiques Qi = xT Bi x, 1 ≤ i ≤ m, avec ri le
rang de Bi, matrice semi-définie positive.
Alors, chacune des propositions suivantes entrâıne les deux autres :

(a) La somme des rangs ri des matrices Bi est égal à m,
(b) Chaque forme quadratique Qi = xT Bi x suit une loi du χ2

ri
, loi du χ2 à ri degrés de

liberté,
(c) Les formes quadratiques Qi sont mutuellement indépendantes.

Preuve :
On peut écrire :

xT x = xT Im x =
k∑

i=1

xT Bi x,

soit Im =
k∑

i=1

Bi.

(a) =⇒ (b)

Choisissons une forme quadratique Qi arbitrairement, soit Q1 = xT B1 x. En effectuant une trans-
formation orthogonale x = Py, qui diagonalise B1, on obtient alors, en notant B1 = B1 + (Im − B1) :

xT B1 x + xT (Im − B1)x = xT Im x

yT PT B1 Py + yT PT (Im − B1)Py = yT PT Im Py

= yT Im y

Comme PT B1 P et PT Im P sont diagonales, alors PT (Im −B1)P l’est également. De plus, r(B1) = r1,
ce qui entrâıne r(PT B1 P) = r1 et, d’après (a), r(PT (Im −B1)P) = p − r1. En appliquant le théorème
(. Th. C.4.2), Q1 ∼ χ2

r1
et B1 est idempotente. Les résultats sont les mêmes pour les autres Bi, et ainsi

(a) implique (b).

(b) =⇒ (c)
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Rappelons :

I = B1 + B2 + · · · + Bk (C.12)

La proposition (b) implique que chaque Bi est idempotente (de rang ri). En choisissant arbitrairement
une de ces matrices, soit Bj , alors il existe une matrice orthogonale C telle que

CT BjC =

[
Irj

0
0 0

]

En multipliant (C.12) à gauche par CT et à droite par C, on obtient alors :

CT IC = I =
k∑

i=1,i 6=j

CT BiC +

[
Irj

0
0 0

]
.

Désormais, chaque CT BiC est idempotente et ne peut pas avoir d’éléments diagonaux négatifs. Ainsi, les
rj premiers éléments diagonaux de CT BiC doivent être nuls et les sous-matrices composées des éléments
(rj + 1, · · · , p × 1, · · · , rj) et des éléments (1, · · · , rj × rj + 1, · · · , p) doivent être les matrices 0. De la
sorte :

CT BiCCT BjC = 0, i = 1, · · · , k, i 6= j,

soit encore CT BiBjC = 0 qui n’est vrai que si BiBj = 0. Ceci reste vrai pour toutes les matrices Bi.
Ainsi (b) implique (c).

(b) =⇒ (a)

Si (b) est vérifiée alors Bi admet ri valeurs propres égales à 1 et p− ri valeurs propres nulles. Comme

I =
k∑

i=1

Bi, prenant la trace de cette expression, on obtient p =
k∑

i=1

ri. Ainsi (b) implique (c).

(c) =⇒ (b)

Si (c) est vérifiée, en élevant I =
k∑

i=1

Bi à une puissance s ∈ IN∗ quelconque, on a
k∑

i=1

Bs
i = I.

Calculant la trace de cette expression, on obtient

tr

(
k∑

i=1

Bs
i

)
= p, ∀s ∈ IN∗,

égalité vraie si et seulement si toutes les valeurs propres de Bi sont égales à 1, c’est-à-dire, si chaque

Bi ∼ χ2. Ainsi (c) implique (b).

Une version plus générale du théorème de Cochran existe. Nous l’énonçons sans le démontrer :

Théorème 10 (Version générale du théorème de Cochran) Étant donné X ∼ Np(0, σ2I),
on suppose que XT X se décompose en k formes quadratiques, Qi = XT Bi X avec r(Bi) = ri.

Alors Q1, · · · , Qk sont mutuellement indépendantes et Qi/σ2 ∼ χ2
ri

si et seulement si
k∑

i=1

ri = p.
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C.4.4 Formes quadratiques particulières

C.4.4.1 Vecteurs Gaussiens réels

On définit la forme quadratique particulière, associée au vecteur Gaussien réel x ∼ N (m,D),
de taille N , par :

Q = xT D−1 x. (C.13)

Cette forme quadratique est une variable aléatoire positive, dont la densité de probabilité
est déterminée en fonction du vecteur moyenne m et la matrice D, symétrique définie positive,
par une loi χ

′2
N (λ), où λ = mT D−1 m, dont l’expression est donnée par :

pQ(x) =
1

2

(x

λ

)(N−2)/4
exp

(
x + λ

2

)
IN/2−1(

√
λ x) (C.14)

Preuve :
Pour prouver ce résultat, posons w = D−1/2 x. Ce vecteur, de taille N est un vecteur Gaussien de vecteur
moyenne

µ = IE(D−1/2 x) = D−1/2 m

et de matrice de covariance

W = IE(wwT ) = IE(D−1/2 xxT D−1/2) = D−1/2 DD−1/2 = I.

La forme quadratique Q s’écrit alors :
Q = wT w,

et représente une somme de N carrés de variables aléatoires indépendantes N (µi, 1).

D’après le résultat de l’annexe A (A.66), la loi de Q est une loi du χ
′
2

N (λ), où λ =
N∑

i=1

µ2

i = mT D−1 m.

Si m = 0, la loi de Q devient une loi χ2
N , d’expression :

pQ(x) =
1

2
N
2 Γ
(

N
2

) x
N
2
−1 exp

(
−x

2

)
(C.15)

C.4.4.2 Vecteurs Gaussiens complexes

Pour déterminer la loi de R = z† D−1 z, où z ∼ CN (m, 2D) est un vecteur Gaussien complexe
circulaire de taille N , on se rapporte au vecteur v, réel, de taille 2N , défini par les vecteurs réels
indépendants, partie réelle et partie imaginaire de z. Si on note z = x + j y, alors v = [x y]T

est un vecteur Gaussien réel de taille 2N et de matrice de covariance M définie à partir de D
comme suit :

M =

(
D 0
0 D

)

La forme quadratique R est alors la somme de 2N carrés de variables aléatoires indépendantes
Gaussiennes N (mi, 1) dont la loi est une loi χ

′2
2N (λ), où λ = mT D−1 m, d’expression :

pR(x) =
1

2

(x

λ

)(N−1)/2
exp

(
x + λ

2

)
IN−1(

√
λ x). (C.16)

Lorsque m = 0, la loi de R devient une loi χ2
2N , soit encore une loi Gamma G(N, 2) d’ex-

pression :

pR(x) =
1

2N Γ(N)
xN−1 exp

(
−x

2

)
(C.17)
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C.4.4.3 SIRV réels

Soit un SIRV Y =
√

τ X, où τ est une variable aléatoire positive de loi p(τ) et où X ∼
Nm(0,M).
Soit

Q = YT M−1 Y = τ XT M−1 X.

D’après (C.15), la densité de probabilité de Q conditionnellement à τ est la loi de τ Z, où Z ∼ χ2
m,

soit une loi Gamma G(m, 2 τ) :

pQ/τ (u) =
τ−m

2

2
m
2 Γ
(

m
2

) u
m
2
−1 exp

(
− u

2 τ

)
. (C.18)

La loi de Q, indépendante du SIRV considéré, s’obtient en intégrant (C.18) sur p(τ), soit :

pQ(u) =

∫ +∞

0

τ−m
2

2
m
2 Γ
(

m
2

) u
m
2
−1 exp

(
− u

2 τ

)
p(τ) dτ. (C.19)

C.4.4.4 SIRV complexes

La forme quadratique Q
′

d’un SIRV complexe Y =
√

τ X, où τ est une variable aléatoire
positive de loi p(τ), X ∼ CNm(0,My = 2M) (M est la matrice de covariance commune des
vecteurs partie réelle et partie imaginaire mutuellement indépendants), définie par

Q
′

= Y† M−1
y Y = 2 τ X† M−1 X

admet la densité de probabilité suivante :

pQ
′ (u) =

∫ +∞

0

τ−m

2m Γ(m)
um−1 exp

(
− u

2 τ

)
p(τ) dτ, (C.20)

indépendante du SIRV considéré. La loi de U = τ X† M−1 X est donc la loi de Q
′

/2, soit :

pU (u) =

∫ +∞

0

τ−m

Γ(m)
um−1 exp

(
−u

τ

)
p(τ) dτ, (C.21)
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Résumé

Les échos radar provenant des diverses réflexions du signal émis sur les éléments de l’environnement (le fouillis)
ont longtemps été modélisés par des vecteurs Gaussiens. La procédure optimale de détection se résumait alors en
la mise en œuvre du filtre adapté classique. Avec l’évolution technologique des systèmes radar, la nature réelle
du fouillis s’est révélée ne plus être Gaussienne. Bien que l’optimalité du filtre adapté soit mise en défaut dans
pareils cas, des techniques TFAC (Taux de Fausses Alarmes Constant) ont été proposées pour ce détecteur, dans
le but d’adapter la valeur du seuil de détection aux multiples variations locales du fouillis. Malgré leur diversité,
ces techniques se sont avérées n’être ni robustes ni optimales dans ces situations. A partir de la modélisation
du fouillis par des processus complexes non-Gaussiens, tels les SIRP (Spherically Invariant Random Process),
des structures optimales de détection cohérente ont pu être déterminées. Ces modèles englobent de nombreuses
lois non-Gaussiennes, comme la K-distribution ou la loi de Weibull, et sont reconnus dans la littérature pour
modéliser de manière pertinente de nombreuses situations expérimentales. Dans le but d’identifier la loi de leur
composante caractéristique qu’est la texture, sans a priori statistique sur le modèle, nous proposons, dans cette
thèse, d’aborder le problème par une approche bayésienne. Deux nouvelles méthodes d’estimation de la loi de la
texture en découlent : la première est une méthode paramétrique, basée sur une approximation de Padé de la fonc-
tion génératrice de moments, et la seconde résulte d’une estimation Monte Carlo. Ces estimations sont réalisées
sur des données de fouillis de référence et donnent lieu à deux nouvelles stratégies de détection optimales, respec-
tivement nommées PEOD (Padé Estimated Optimum Detector) et BORD (Bayesian Optimum Radar Detector).
L’expression asymptotique du BORD (convergence en loi), appelée le ”BORD Asymptotique”, est établie ainsi
que sa loi. Ce dernier résultat permet d’accéder aux performances théoriques optimales du BORD Asymptotique
qui s’appliquent également au BORD dans le cas où la matrice de corrélation des données est non singulière. Les
performances de détection du BORD et du BORD Asymptotique sont évaluées sur des données expérimentales
de fouillis de sol. Les résultats obtenus valident aussi bien la pertinence du modèle SIRP pour le fouillis que
l’optimalité et la capacité d’adaptation du BORD à tout type d’environnement.

Mots-clés: Détection, Non-Gaussien, Processus SIRP, Méthodes bayésiennes, Approximation de Padé

Abstract

For a long time, radar echoes coming from the various returns of the transmitted signal on many objects
of the environment (clutter) have been exclusively modelled by Gaussian vectors. The related optimal detection
procedure was then performed by the classical matched filter. Then, the technological improvement of radar
systems showed that the true nature of the clutter could not be considered as Gaussian any more. Though the
optimality of the matched filter is no more valid in such cases, CFAR techniques (Constant False Alarm Rate) were
proposed for this detector in order to adapt the value of the detection threshold to the multiple local variations
of the clutter. In spite of their diversity, none of these techniques turned to be either robust or optimal in these
situations. With the modelling of the clutter by non-Gaussian complex processes, such as SIRP (Spherically
Invariant Random Process), optimal structures of coherent detection have been found. These models describe
many non-Gaussian laws, like K-distribution or Weibull laws, and are acknowledged in the literature to model
many experimental situations in a relevant way. To identify the law of their characteristic component (namely
the texture ) without statistical a priori on the model, we propose, in this thesis, to tackle the problem by
a Bayesian approach. Two new estimation methods of the texture law emerge from this proposition : the first
one is a parametric method, based on a Padé approximation of the moment generating function, and the second
one results from a Monte Carlo estimation. These estimations are carried out on reference clutter data and lead
to two new optimal detection strategies, respectively named PEOD (Padé Estimated Optimum Detector) and
BORD (Bayesian Optimum Detector Radar). The asymptotic expression of the BORD (convergence in law),
called the ”Asymptotic BORD”, is established together with its law. This last result gives access to the optimal
theoretical performances of the Asymptotic BORD, and may also applied to the BORD if the data correlation
matrix is non-singular. The detection performances of BORD and those of Asymptotic BORD are evaluated on
experimental ground clutter data. We obtained results that validate both the relevance of SIRP model for the
clutter, the optimality of the BORD and its adaptability to any type of environment.

Keywords: Detection, Non-Gaussian, SIRP Processes, Bayesian methods, Padé approximation
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