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Summary

Even if the Standard Model (SM) of particle physics meets an extraordinary
experimental success, some fundamental questions remain unanswered (origin of
hierarchies, observed mixing pattern in neutrino and quark sectors...). We need
to go beyond the SM and to find new principles/symmetries. The aim of this
thesis is to study phenomenologies of supersymmetric and/or extradimensional
models and to look at deviations from the SM, in the flavour sector.

First, we adressed the question of baryon- and lepton-number conservation
through R-parity in low-energy supersymmetric models. Precisely, we studied its
violation using experimental data and the rare kaon decay K → πνν̄ to derive
upper limits on R-parity violating couplings involved in it. In this context we
have pointed out the importance of R-parity conserving contributions and their
interferences with R-parity violating ones.

In the second part, we studied effects of an extra dimension (space-like and
compactified) on several examples: quantum electrodynamics and gauge inva-
riance, strong and electroweak unification, neutrino masses and mixing angles.
Typically, adding an extra dimension reduces the predictive power. However,
we are still able to know generic behaviours (order of magnitude predictions).
In particular, we pointed out the possibility of a weak neutrino mixing pattern
(CKM-like) at high energy for a signicative and reasonable parameter space.
This opens up new perspectives in the study of flavour symmetries and bonds
between quark and leptons.
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Résumé

Malgrès le succès expérimental rencontré par le Modèle Standard (MS) de
la physique des particules, certains phénomènes (les oscillations de neutrinos)
et certaines questions fondamentales (l’origine des hiérarchies entre les diffé-
rentes échelles caractéristiques) n’y trouvent pas de réponse. Il y a une nécessité
d’aller au-delà du MS pour le compléter. Le sujet de cette thèse est d’étudier
la phénoménologie des modèles supersymétriques ou extra-dimensionnels et les
déviations de leurs prédictions par rapport à celles du MS dans le domaine de
la saveur.

Tout d’abord, nous avons abordé la question de la conservation du nombre
baryonique et leptonique via la conservation de la symétrie de R-parité dans
les modèles supersymétriques de basse énergie. Plus précisemment, nous nous
sommes placés dans le cas où cette symétrie entre particules et ‘super’-partenaires
n’était pas conservée. En utilisant les données expérimentales disponibles pour
la désintégration rare du kaon chargé en une paire de neutrino-antineutrino et
un pion chargé, nous avons entre autres obtenu une limite supérieure sur la va-
leur permise de certains couplages caractérisant la violation de la R-parité. Nous
avons montré l’intérêt de prendre aussi en compte les contributions conservant
la R-parité, négligées jusqu’alors dans les autres études sur le sujet.

Dans une seconde partie, nous avons étudié l’impact de l’introduction d’une
dimension spatiale supplémentaire, repliée sur elle-même. Les exemples choisis
concernent l’électrodynamique quantique et l’invariance de jauge, l’unification
des forces forte, faible et électromagnétique ainsi que l’origine de la valeur des
masses et des angles de mélanges des neutrinos. Dans ce dernier cas, l’étude a
été faite dans le cadre du MSSM à 5dimensions. Typiquement, l’introduction de
dimensions supplémentaires réduit le pouvoir prédictif. Cependant, des compor-
tements généraux peuvent toujours être établis. Ainsi, nous avons pu mettre en
évidence la possibilité d’un mélange leptonique faible (de type CKM) à haute
énergie, pour une région significative et raisonnable de l’espace des paramètres,
résultat offrant de nouvelles perspectives pour l’étude de l’origine de la saveur
et des liens entre quarks et leptons.
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Introduction générale

Notre connaissance de la physique des particules est contenue dans ce
que l’on appelle communément le Modèle Standard (MS). Celui-ci décrit avec
beaucoup de succès les interactions électromagnétique, faible et forte entre
les constituants de la matière quand l’impulsion mise en jeu est au plus de
l’ordre de la centaine de GeV. Le MS est une application remarquable des
théories quantiques des champs et des théories de jauge. La physique décrite
est notamment invariante sous les symétries de Lorentz 1 et sous les symé-
tries de jauge fondamentales représentées mathématiquement par les groupes
SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y . Le comportement des particules entre elles est
donné par la collection de leurs nombres quantiques (autrement appelés leurs
"charges") associés à ces groupes de symétrie : la couleur C, l’isospin faible
T3 et l’hypercharge Y , respectivement. La charge électrique est alors donnée
par la combinaison Q = T3 + Y/2. En plus de ces charges, les particules de
matière (les fermions), se distinguent par leurs masses et sont regroupées par
générations. La structure des transitions entre générations de quarks est don-
née dans le MS par la matrice unitaire de Cabibbo, Kobayashi et Maskawa
(CKM) [4]. Toutes les transitions faibles entre quarks s’expriment en terme
des 3 angles et de l’unique phase contenue dans cette matrice. Cette phase
explique en particulier la violation de la symétrie CP dans les oscillations
observées des mésons neutres K0-K0. La physique de la saveur a pour objet
d’étude les transitions entre les différents fermions (i.e. les différentes "sa-
veurs"), les matrices de masses et les mécanismes à l’origine de leur structure.

Il reste encore un aspect important du MS à explorer expérimentale-
ment : l’origine du mécanisme de la brisure de la symétrie électrofaible et
son éventuel médiateur associé, le boson de Higgs. Cet aspect fera l’objet
d’investigations intensives au collisionneur LHC en cours d’installation au
CERN.

Les prédictions du MS ont jusqu’alors été vérifiées malgrès les recherches
de déviations. Certes, ses prédictions ne sont pas également justes pour toutes
les observables mais nous sommes loin d’une déviation claire. Cependant, le

1. c’est-à-dire les symétries relativistes de l’espace-temps
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MS se révèle insuffisant sur plusieurs points et il reste encore un certain
nombre de problèmes observationnels et théoriques sans solutions.

Depuis 1998 avec l’expérience SuperKamiokande, la physique des neutri-
nos s’est enrichie avec la mise en évidence des oscillations entre saveurs de
neutrinos lors de la propagation. Celles-ci sont caractérisées par les 3 masses 2

de neutrinos, 3 angles dits de "mélange" et éventuellement 3 phases (selon
la nature 3 du neutrino). Tout comme pour les quarks, une matrice unitaire
regroupe ces angles et ces phases, la matrice de Maki, Nakagawa et Sakita
(MNS) [5]. Dans le MS, par construction, le neutrino est une particule de
masse nulle. Ces oscillations nécessitant des masses non-nulles, elles sont un
signal fort de présence de nouvelle physique, c’est-à-dire d’un effet non décrit
dans le MS.

Les masses de tous les fermions (12 au total) sont des paramètres libres,
non-prédits par le MS. Nous n’avons aucun indice théorique concernant le
nombre de génération, et nous ne connaissons pas de relations particulières
entre-elles. De plus, ces masses sont très différentes : le quark up qui appar-
tient à la première génération est 105 fois plus léger que le quark top classé
dans la troisième génération. Ceci implique alors des valeurs très différentes
aux couplages de Yukawa caractérisant leurs interactions avec le boson de
Higgs. Comment peut-on générer une telle hiérarchie? Dans le MS il n’y a
aucune théorie de la saveur, juste une description ou une paramétrisation via
les matrices CKM et MNS, c’est au-delà de ce modèle qu’il faut se tourner
pour y trouver l’explication de ces différences entre les saveurs des fermions.

Il y a aussi des observations astrophysiques sans explication dans le cadre
du MS. La matière noire 4 présente dans les galaxies n’a pas les caractéris-
tiques d’une particule du MS. De plus, une asymétrie matière-antimatière
est observée dans l’univers. La phase dans CKM qui permet la violation de
CP, une des conditions nécessaires relevées par A.Sakharov [6] pour générer
l’asymétrie, n’est cependant pas suffisante pour en être à l’origine. Il doit
donc exister d’autres violations de CP au-delà du MS.

En dehors des considérations expérimentales, il y a aussi un problème lié à
l’énorme écart d’énergie entre l’échelle électrofaible, O(102) GeV, et l’échelle
de Planck, O(1019) GeV. En effet, le MS n’ayant aucune symétrie pour pro-
téger la masse du boson de Higgs celle-ci reçoit naturellement des corrections

2. Plus précisemment, ce sont les différences de masses carrées qui importent dans les
oscillations. La connaissance de 2 de ces différences suffit dans le cas à 3 saveurs de neu-
trinos.

3. c’est-à-dire si le neutrino est sa propre anti-particule (neutrino de Majorana) ou pas
(neutrino de Dirac)

4. appelée ainsi car elle n’émet pas de radiations et n’est donc pas observable dans les
télescopes
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quantiques de l’ordre de la masse de Planck. Hors ceci est incompatible avec
la nécessité d’avoir une masse du boson de Higgs de l’ordre de l’échelle de la
brisure de symétrie électrofaible (dont il est le médiateur supposé). Il manque
quelquechose au MS pour résoudre ce paradoxe.

D’un point de vue théorique, ces observations requièrent d’étendre le MS,
par exemple avec de nouvelles interactions (effectives) et un nouveau contenu
en particules. Ces nouvelles particules lourdes ne peuvent être produites qu’à
haute énergie (au-delà de la centaine de GeV). Le MS est alors considéré
de nos jours comme une théorie effective et ne nécessite plus d’obéir à la
contrainte de renormalisabilité. Il existe une théorie plus fondamentale qui
décrit la physique à plus haute énergie et qui apporte les solutions à une
partie au moins des problèmes énoncés précédemment. Mais le succès du
MS rend nécessaire que la limite de basse-énergie soit de la forme du MS
c’est-à-dire qu’elle partage son contenu en particules légères et ses symétries.
Une candidate possible, la théorie des cordes, donne par exemple une origine
dynamique à la valeur observée des paramètres du MS : ce sont les caracté-
ristiques propres comme la géométrie ou les symétries de la théorie qui les
déterminent 5.

Dans l’esprit d’une théorie effective des champs, on paramétrise la nou-
velle physique par des opérateurs non-renormalisables, supprimés par une
échelle de masse caractéristique. Ils sont construits avec le contenu en parti-
cule du MS et en respectant les symétries de celui-ci. Pour la physique des
saveurs de quarks, ce sont des opérateurs de dimension 6 qui sont pertinents.
Ils décrivent une interaction ponctuelle entre 4 fermions qui pourrait expli-
quer les changement de saveur dans certains processus rares. Pour la physique
des masses et mélanges des neutrinos, indépendamment du mécanisme précis
de leur origine, on introduit le seul opérateur possible de dimension 5. En
effet, il décrit une interaction ponctuelle entre 2 champs de Higgs et 2 champs
de neutrinos qui se traduit à la brisure électrofaible par un terme de masse
(de Majorana) pour les neutrinos. Le sujet d’étude de cette thèse comprend,
entre-autres, l’analyse de l’influence de ces nouveaux opérateurs et de leur
origine.

Le manuscrit de la thèse comporte deux parties, indépendantes, mais qui
se placent toutes les deux dans un cadre au-delà du MS pour en étudier les
propriétés au niveau de la physique des saveurs.

– Dans la première partie qui correspond à la première année de thèse, j’ai
utilisé la désintégration K+ → π+νν̄, observée mais rare, pour étudier

5. En pratique, nous ne connaissons pas encore les caractéristiques précises pour obtenir
complètement le MS à basse énergie avec une prédiction de ses paramètres.
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les modèles supersymétriques sans la symétrie dite de "R-parité". Les
résultats de ce travail effectué en collaboration avec A.Deandrea et
M.Oertel (actuellement LUTh) ont été publiés dans la revue JHEP [1].

– L’introduction de dimension(s) supplémentaire(s) apportant beaucoup
de nouveauté dans la construction de modèles, j’y ai consacré les deux
années suivantes. En particulier, beaucoup de temps a été passé sur
l’étude technique des corrections radiatives à une boucle et à son ap-
plication à l’unification des couplages des interactions électrofaible et
forte. Les résultats obtenus avec A.Deandrea, D.Davesne et T.Varin
(IPNL) sont publiés dans la revue Phys.Rev.D [2].

– Un autre travail est présenté dans cette seconde partie, en collabora-
tion avec A.Deandrea, P.Hosteins (SPhT) et M.Oertel. Il concerne les
corrections radiatives à la constante de couplage de l’opérateur de di-
mension 5 responsable des masses de neutrinos qui ont été calculées
dans le cadre d’un modèle supersymétrique à 5 dimensions. Ce résultat
permet d’aborder l’étude de l’évolution des masses et mélanges des neu-
trinos et de leur origine. Ce travail, offrant d’importantes perspectives,
a été soumis à publication [3].

Des "interludes", nécessaires à la compréhension des résultats présentés,
sont introduits au fur et à mesure. On pourra y trouver les aspects importants
de la supersymétrie et des dimensions supplémentaires ainsi que le vocabu-
laire associé et les techniques utilisées. Enfin, des appendices ont été ajoutés
dans lesquels on retrouve les détails techniques et les étapes intermédiaires
de certains calculs présents dans le corps du manuscrit.
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Première partie

La désintégration K → πνν̄
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Chapitre 1

Introduction : la physique de la

saveur au-delà du Modèle Standard

La physique de la saveur dans le MS n’est pas encore complètement dé-
terminée à cause des difficultés expérimentales et théoriques liées à l’obser-
vation et à la compréhension des processus pertinents. En effet, les taux de
branchements des processus intéressants sont en général faibles et sont dif-
ficiles à mesurer. De plus, l’extraction des éléments de la matrice CKM est
en général rendue délicate à cause des effets non-perturbatifs (les effets de
longue-distance) de la QCD qui sont encore mal maitrisés. Se pose alors la
question suivante : la matrice CKM peut-elle décrire avec ses 3 angles et sa
seule phase toutes les désintégrations faibles et jusqu’à quelle précision? Les
modèles au-delà du MS ont en général une physique de la saveur beaucoup
plus riche, par exemple à cause d’un contenu plus vaste en particules. Il nous
faut alors comprendre pourquoi la description en terme de la matrice CKM
est si efficace à la précision expérimentale actuelle et quelles sont les caracté-
ristiques de la nouvelle physique des saveurs. Par exemple, les contributions à
une boucle dans le MS exhibent la présence du mécanisme de Glashow, Ilio-
poulos et Maiani [7] (GIM) qui joue un rôle important dans la suppression
des courants neutres changeant la saveur (FCNC). Quel est alors l’analogue
de ce mécanisme dans les modèles au-delà du MS? Pourquoi la matrice CKM
décrit-elle si efficacement la physique de la saveur dans le MS?

Dans la recherche de physique de la saveur dans le MS et au-delà cer-
tains processus comme les désintégrations des mésons K ou B sont riches
d’informations et peuvent nous servir de guide. En particulier, c’est le cas
des processus rares changeant la saveur comme les oscillations K0 − K̄0 où
B0 − B̄0 mais aussi de la désintégration du kaon en un pion et une paire
neutrino/anti-neutrino, K → πνν̄. Ce dernier partage avec les autres proces-
sus FCNC une forte sensibilité à la physique de courte-distance et donc aux
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extensions possibles du MS. Notamment, deux faits rendent cette désinté-
gration très attractive : son taux de branchement est très faible, mesuré aux
alentours de 10−10 et nous sommes capable de prédire précisement sa valeur
dans le MS grâce à une astuce nous permettant de la rendre indépendante de
notre méconnaissance de la physique hadronique. Ce processus est donc très
utile pour trouver des signaux de nouvelle physique. Mais même avant de
détecter des déviations par rapport à la prédiction standard, nous pouvons
contraindre les paramètres de la physique au-delà du TeV par la comparaison
de la valeur expérimentale à la prédiction précise dans le MS.

Ainsi, nous utiliserons ce mode de désintégration dans le cas où la nou-
velle physique à l’échelle du TeV prend la forme de la supersymétrie (du
MSSM) avec brisure de la symétrie de R-parité. Dans les extensions super-
symétriques du MS, des particules scalaires portant des nombres quantiques
de saveur font leur apparition et peuvent dès lors contribuer aux processus
FCNC comme la désintégration K+ → π+νν̄. Celle-ci peut recevoir d’impor-
tantes contributions, mais seulement à l’ordre des boucles quand la R-parité
est conservée. Elles peuvent être de l’ordre de grandeur de celles du MS, et
nous le verrons, peuvent même saturer la limite expérimentale. En général,
les modèles de nouvelle physique comportent beaucoup de nouveaux para-
mètres dans le secteur de la saveur et c’est le cas de la supersymétrie avec
brisure de la symétrie de R-parité. Nous chercherons à contraindre les cou-
plages des interactions violant la R-parité c’est-à-dire l’ampleur de la brisure
de la R-parité intervenant dans ce processus. Mais la nouveauté de notre
travail sera surtout d’introduire les interférences entre les différentes contri-
butions au processus et d’en mesurer l’effet sur les limites supérieures que
l’on peut déduire sur les couplages λ′ violant la R-parité. Dans ce but, une
mise à jour des prédictions théoriques a été effectuée.

Après une introduction à la désintégration K+ → π+νν̄ dans le MS, nous
donnons les résultats obtenus de la prédiction de son taux de branchement.
Un interlude sur les modèles supersymétriques et la symétrie de R-parité fait
suite. Enfin, l’essentiel du travail effectué est présenté avec quelques détails
sur les contributions supersymétriques et sur l’obtention des contraintes.
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Chapitre 2

La désintégration K → πνν̄ dans

le Modèle standard

2.1 Calcul dans le Modèle Standard

2.1.1 L’expansion en produit d’opérateurs

Nous cherchons à calculer l’amplitude de transition de l’état initial K+

vers l’état final π+νν̄. Le formalisme de l’expansion en produit d’opérateurs 1

nous permet de représenter une telle amplitude comme ceci [9] :

A =
〈
K+ | π+νν̄

〉
=
∑

i

Ci(µ,MW ) 〈Qi(µ)〉 (2.1)

où 〈Qi(µ)〉 sont des éléments de matrice d’opérateurs locaux et les Ci sont
des coefficients appelés les coefficients de Wilson. L’échelle d’énergie µ est
l’échelle de factorisation. Elle correspond à une échelle d’énergie arbitraire
où l’on effectue la factorisation (2.1), elle est donc choisie par commodité
vis-à-vis des calculs.

Le calcul de l’amplitude A est alors séparé en deux :
– une partie "longue-distance" contenue dans les éléments de matrice des

opérateurs Qi(µ),
– une partie contenant la physique de "courte-distance" décrite par les

coefficients de Wilson Ci.
Nous pouvons aussi voir l’expression

∑

i CiQi comme étant le hamiltonien
effectif du processus en question. Les Qi sont alors des vertex effectifs (des

1. Ce formalisme permet la description d’un opérateur non-local (par exemple l’échange
d’une particule virtuelle) en terme d’une série d’opérateurs effectifs locaux (des interactions
de contact). Une introduction phénoménologique se trouve dans [8].
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interactions effectives) et les Ci sont les constantes de couplage associées. À
noter que l’amplitude physique doit être indépendante 2 de l’échelle µ ce qui
implique que la dépendance en µ des coefficients de Wilson doit être annulée
par celle des éléments 〈Qi(µ)〉.

Pour le problème qui nous intéresse, à savoir la désintégration du kaon,
nous pouvons réécrire l’amplitude (2.1) sous une forme un peu plus explicite :

A = 〈Heff〉 =
∑

i

Bi V
i
CKMη

i
QCDFi(mq)

︸ ︷︷ ︸

courte distance

(2.2)

où Bi est la partie hadronique, non-perturbative (correspondant à la partie
longue-distance/basse-énergie où on ne peut plus traiter la QCD de manière
perturbative à cause de la grandeur de son couplage gs). V i

CKM est un produit
d’éléments de matrice CKM issus de vertex entre états de quarks. Les ηi

QCD

sont les corrections de QCD à la transition et Fi(mq) sont les fonctions à
boucles électrofaibles entre quarks (et qui dépendent de leur masse). Ces
trois dernières grandeurs caractérisent la physique à courte-distance/haute-
énergie où les quarks ne sont plus confinés et où l’interaction forte (QCD)
peut être décrite perturbativement (à l’échelle MZ par exemple).

2.1.2 Le coefficient de Wilson du vertex effectif Zds̄

Dans K+ → π+νν̄, la contribution au niveau de l’arbre entre les états de
quarks correspondrait à une transition directe s̄ → d̄ + νν̄ et d’un quark
u spectateur (qui n’interagit pas et se propage uniquement). Or, dans le
Modèle Standard, il n’y a pas de courant neutre qui change la saveur à
cause du mécanisme de GIM. Il n’y a donc pas de contribution à cette
désintégration au niveau de l’arbre.

À une boucle en revanche, nous avons par exemple la transition entre d
et s de la figure (2.1). Ces transitions entre saveurs de quarks sont rendues
possibles grâce à la matrice CKM 3 notée V dans la suite. Une première
conséquence de ceci est que la désintégration de K+ en π+ et une paire νν̄
sera rare car supprimée par plusieurs facteurs : le 1/16π2 venant de la boucle,
les éléments de matrice CKM et les masses lourdes (MW ). Ce n’est pas le cas
par exemple du canal de désintégration voisin K+ → π0e+νe, figure (2.2).

2. Ceci n’est en général pas réalisé en pratique à cause de la troncation de la série
perturbative à un ordre donné, à une ou deux boucles la plupart du temps. L’échelle µ est
alors utilisée pour évaluer l’erreur introduite par la troncation.

3. Les transitions entre un quark de type "haut" et un quark de type "bas" de deux
générations différentes sont pondérées par un élément de la matrice CKM qui est plus
faible quand les générations sont éloignées.
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d s

W−

u, c, t

V ∗
ud, cd, td Vus,cs, ts

Fig. 2.1 – Exemple de transition à une boucle changeant la saveur : d → s
(ou s̄→ d̄), ceci illustre le mélange des quarks par la matrice CKM.

s̄

K+ π0

u
s

W+ e+

νe

Fig. 2.2 – Diagramme à l’arbre de la transition K+ → π0e+νe.

Pour calculer le taux de branchement de K+ en π+ + νν̄, il nous faut
d’abord calculer toutes les contributions à une boucle (diagrammes "boîtes"
et "pengouins") de la transition des quarks s̄→ d̄+ νν̄ (ou de façon équiva-
lente, d→ s+ νν̄). L’effet de celles-ci pourra être décrit sous la forme d’un
vertex effectif entre Z, d et s, figure (2.3).

d s

Z

Fig. 2.3 – Le vertex effectif Zds̄

Ce vertex effectif a été calculé par Inami et Lim en 1981 [10], nous ne
détaillerons pas tous les calculs :

Γeff =
∑

i

Γi,

Γi =
∑

uj=c,t

1

16π2

g3

cos θw
V ∗

ujsVujdFi

(

m2
uj

M2
W

)

(s̄d)V −A(ν̄ν)V −A (2.3)

avec (s̄d)V −A = s̄Lγ
µdL et (ν̄ν)V −A = ν̄LγµνL (la notation V − A signifie

l’insertion de 1
2
γµ(1 − γ5)). La fonction F (m2

uj
/M2

W ) s’obtient à partir des
diagrammes à une boucle de la figure (2.4).
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d s

W−

uj uj

Z

d s

φ

uj uj

Z

d s

uj

W W

Z

d s

uj

W φ

Z

d s

uj

Wφ

Z

d s

uj

φ φ

Z
Fig. 2.4 – Diagrammes pingouins contribuant au vertex Zds̄. uj = c,t repré-
sente un quark haut lourd. Les φ sont les bosons de Goldstone qui apparaissent
dans une jauge non-unitaire.



2.1. CALCUL DANS LE MODÈLE STANDARD 9

Les contributions venant des diagrammes "boîtes" peuvent aussi se fac-
toriser sous cette forme (mais avec en plus une sommation sur la saveur
du lepton échangé l), et nous définissons W l

ds comme la somme de toutes
les contributions (type "pengouin" et "boîte", sans oublier les corrections
des self-énergies des fermions externes). Le hamiltonien effectif total pour la
désintégration de K+ en π+ + νν̄ est alors [15]:

HSM
eff =

GF√
2

α

2π sin2 ΘW

∑

l=e,µ,τ

W l
ds(s̄d)V −A(ν̄lνl)V −A . (2.4)

La fonction W l
ds peut être séparée en deux parties, l’une dépend des pro-

priétés du quark charm (masse et mélange), l’autre de celles du top :

W l
ds =

(
V ∗

csVcd.X
l
c + V ∗

tsVtd.X
l
t

)
=
(
λc.X

l
c + λt.X

l
t

)
(2.5)

X l
t et X l

c sont respectivement les fonctions à une boucle du quark top et celle
du quark charm. La contribution du quark up a été négligé en partie à cause
de l’unitarité de la matrice CKM 4. En effet, on a :

V ∗
csVcd.X

l
c+V

∗
tsVtd.X

l
t+V

∗
usVud.X

l
u = V ∗

csVcd.(X
l
c−X l

u)+V
∗
tsVtd.(X

l
t−X l

u) (2.6)

De plus, la masse du quark up est très petite devant celle du charm et du
top 5, et X l

u(x = m2
u

M2
W

) ' 0 quand x� 1. On peut donc ignorer la contribution
du quark up à la désintégration. On dit qu’il y a une "suppression GIM forte"
pour exprimer cette suppression venant du mécanisme de GIM. Le fait que
go: Commande introuvable. dans cette désintégration les échelles pertinentes
soient MW , mt ou au moins mc traduit la nature "courte-distance" de ce
processus. Une remarque cependant : le fait que la masse du quark charm
soit aussi faible face à celle du top ne permet pas d’ignorer sa contribution.
Les facteurs CKM λc et λt rendent les deux contributions du même ordre
de grandeur.

Nous allons maintenant expliciter un peu plus ces fonctions à boucle pour
les deux contributions importantes.

Contribution du top

La dépendence des diagrammes de type "boîte" à la masse des leptons
chargés est négligeable car on a mt � ml et nous pouvons donc la laisser de

4. VCKMV †
CKM = 1

5. Pour rappel, on a mu ∼ 1 à 4 MeV, mc ∼ 1 à 1,4 GeV et mc ∼ 175 GeV
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côté. La fonction Xt du secteur top vaut, à l’ordre αs et à tous les ordres en
x =

m2
t

M2
W

[16]:

Xt(x) = X0(x) +
αs

4π
X1(x,µt) = ηQCDX0(x) (2.7)

avec

X0(x) =
x

8

(
x + 2

x− 1
+

3x− 6

(x− 1)2
ln x

)

(2.8)

La quantité ηQCD = 0,995 est un facteur qui prend en compte les correc-
tions de QCD. Sans ces corrections à l’ordre αs, la fonction Xt(x) dépend for-

tement de l’échelle (arbitraire) de renormalisation µt via x = x(µt) =
m2

t (µt)

M2
W

.

Ceci introduit une grande incertitude, O(25%). Quand on ajoute les cor-
rections de QCD, O(αs), l’ambiguïté due à l’échelle de renormalisation est
réduite à quelques % sur l’amplitude 6. Ces corrections sont même minimi-
sées pour le choix µt = mt, et pratiquement indépendante de mt. On peut
alors assimiler les corrections d’ordre supérieur à un facteur correctif. Dans
le calcul numérique de cette fonction Xt, nous prendrons la masse MS du
quark top, mt(µt = mt).

Contribution du charm

L’expression de X l
c est beaucoup plus compliquée et peut se trouver en

annexe. Dans le secteur du quark charm, on ne peut pas négliger la contribu-
tion du lepton τ dans les diagrammes de Feynman de type "boîte". En effet,
les masses du charm et du tau sont voisines (∼ 1,3 et ∼ 1,7 GeV respective-
ment). Le calcul de la contribution "charmée" s’en trouve plus compliquée.
En revanche on a la hiérarchie me < mµ � mτ entre les masses des leptons
chargés. Les contributions des électrons et des muons ne seront alors pas trés
différentes l’une de l’autre comparées à la contribution des taus. On peut
alors raisonnablement introduire une fonction Pc(X) telle que :

Pc(X) =
1

| Vus |4
(

2

3
Xe

c +
1

3
Xτ

c

)

(2.9)

De même que dans le secteur du quark top, il y’a une ambiguïté résiduelle
due à l’échelle de renormalisation µc. Cependant, les corrections de QCD
à une boucle dans le cas du charm restent encore très dépendantes de µc

ce qui se traduit numériquement par une incertitude élevée sur la fonction

6. L’incertitude est évaluée en faisant varier µt entre 100 et 300 GeV à mt fixé et en
calculant le rapport Xmax −Xmin/Xcentral.
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Pc, O(20%) 7. Pourquoi cette différence avec le quark top? Nous avons les
rapports mt

MW
= O(1) et mc

MW
� 1. Cette différence est importante dans

la façon dont sont effectués les calculs. En effet, nous pouvons travailler à
l’ordre le plus bas en mc/MW mais en même temps on a αS log mc

MW
� 1.

Nous devons donc sommer tous les ordres de la théorie des perturbations
en utilisant le groupe de renormalisation. Du coté du top, il n’y a pas de
logarithmes grands, on peut donc appliquer la théorie des perturbations. Mais
nous devons prendre en compte tous les ordres en mt/MW . On s’aperçoit alors
que ces deux contributions représentent des cas limites complémentaires.

2.1.3 Elément de matrice hadronique

En général, la partie la moins bien connue et qui amène le plus d’erreurs
théoriques sur les prédictions est dûe aux éléments de matrice hadronique.
Nous pouvons nous affranchir de cette difficulté dans le cas de K → πνν̄. En
effet, l’élément de matrice hadronique dans la désintégration est le même que
celui de K+ → π0e+νe quand la symétrie d’isospin 8 est exacte, figure (2.5):

〈
π+ | s̄Lγ

µdL | K+
〉

=
〈
π0 | s̄Lγ

µuL | K+
〉

(2.10)

u

K+ π+

s̄

d̄

Z
ν

ν̄

s̄

K+ π0

u s
W+

e+
νe

Fig. 2.5 – Transitions symétriques d’isospin, K+ → π+νν̄ et K+ → π0e+νe.

Plutôt que de calculer cet élément de matrice par des techniques non-
perturbatives sur réseau (avec de fortes erreurs théoriques), nous pouvons
utiliser cette symétrie d’isospin et donc utiliser la valeur expérimentale du
taux de branchement de K+ → π0e+νe. En plus de facteurs dûs aux ver-
tex différents dans les 2 désintégrations, on ajoute un facteur correctif pour

7. quand 1 GeV< µc <3 GeV
8. On parle ici de la symétrie d’isospin fort, SU(2)F , qui est une symétrie de saveur des

quarks. Sous cette symétrie u et d ou le proton et le neutron sont des doublets. Les pions
π+, π0 et π− forment un triplet. Cette symétrie est légèrement brisée car les particules
dans ces multiplets ont des masses proches mais différentes.
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rendre compte de la légère brisure de la symétrie d’isospin. Au final, nous
avons [17] :

Br(K+ → π+νν̄)SM =
κ̄+

3 | Vus |2
∑

l

|W l
ds |2 , (2.11)

avec

κ̄+ = 0,901
3αe(mZ)2B(K+ → π0e+νe)

2π2 sin4(θw)
(2.12)

2.1.4 Taux de branchement : expression phénoménolo-

gique

Le taux de branchement de K+ → π+νν̄ dépend, entre autre, des élé-
ments de la matrice CKM. Il existe une façon de paramétrer cette matrice
qui est très utile phénoménologiquement et qui est due à Wolfenstein [18].
Plutôt que d’avoir une matrice écrite en fonction de 3 angles et d’une phase,
comme dans la paramétrisation standard [19], on l’écrit en fonction de l’en-
semble {λ =| Vus |∼ 0,2 , A =| Vcb |, ρ et η}. Cette paramétrisation montre
que la matrice CKM est quasi-diagonale, c’est-à-dire que les couplages entre
les quarks de même famille sont proche de l’unité et qu’ils décroissent quand
les familles sont plus éloignées. C’est une paramétrisation approchée, valable
à un ordre donné en λ. A l’ordre λ4 nous avons :

VCKM =





1 − λ2

2
λ Aλ(ρ− iη)

−λ 1 − λ2

2
A

Aλ(1 − ρ− iη) −A 1



+ O(λ4) (2.13)

Nous utiliserons la paramétrisation de Wolfenstein pour la matrice CKM
à l’ordre O(λ6) pour écrire la quantité λt et à l’ordre O(λ4) pour λc :

λt = V ∗
tsVtd = −λ | Vcb |2 (1 − ρ̄− iη̄) + O(λ6)

λc = V ∗
csVcd = −λ(1 − λ2

2
) + O(λ4)

où

ρ̄ = ρ(1 − λ2

2
), η̄ = η(1 − λ2

2
). (2.14)

Le fait d’utiliser la paramétrisation à l’ordre O(λ6) pour λt permet de rester
cohérent avec la généralisation du triangle d’unitarité, figure (2.6). C’est im-
portant car les ajustements à partir des résultats expérimentaux sont donnés
en terme de ρ̄ et η̄ (abscisse et ordonnée du point A sur la figure).
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B = (0,0)

A = (ρ̄,η̄)

C = (1,0)

Rb Rt

Fig. 2.6 – Le triangle d’unitarité. Rb = (ρ̄+ iη̄), Rt = (1 − ρ̄− iη̄).

Négliger dans λc les ordres supérieurs ou égaux à 4 en λ n’introduit qu’une
erreur inférieure au pourcent mais permet de simplifier les calculs.

Sachant d’après les sous-sections précédentes que

BrSM =
κ̄+

3λ2
|
∑

l

λcX
l
c + λtXt |2 , (2.15)

il résulte que l’équation du taux de branchement peut s’écrire, aprés quelques
lignes de calcul, sous une forme simple :

BrSM = κ̄+

[(
Im(λt)Xt

λ

)2

+

(

λ4Pc(X)
Re(λc)

λ
+
Re(λt)

λ
Xt

)2
]

(2.16)

= κ̄+

[

− | Vcb |4 η̄2X2
t +

(

λ4Pc(X)(1 − λ2

2
) + λ | Vcb |2 (1 − ρ̄)Xt

)2
]

qui est une ellipse dans le plan (ρ̄, η̄).

2.2 Analyse numérique

2.2.1 Données expérimentales

Le taux de branchement de la désintégration K+ → π0e+νe a été mesuré
avec beaucoup de statistique par la collaboration E865 en 2003 [20] :

Br(K+ → π0e+νe) = (5,13 ± 0,15) × 10−2. (2.17)

Cependant, ce résultat était très différent de celui du Particle Data Group
(PDG) en 2004 [19],

Br(K+ → π0e+νe) = (4,87 ± 0,06) × 10−2, (2.18)
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qui n’avait pas inclu le résultat précédent (2.17). Aujourd’hui, le PDG donne
la valeur expérimentale:

Br(K+ → π0e+νe)2006 = (4,98 ± 0,07) × 10−2. (2.19)

A l’époque de ce travail, nous avions utilisé pour notre analyse une valeur
moyenne, où nous avions pris en compte les 2 mesures (avec leur pondération
due au nombre d’événement) :

Br(K+ → π0e+νe) = (5,08 ± 0,13) × 10−2. (2.20)

Cette nouvelle donnée de K+ → π0e+νe a augmenté la valeur centrale par
rapport au PDG04 de 4,4% (l’erreur a aussi augmenté). Avec les données
αe(mZ) = 1/127,9 et sin2 θW = 0,231 nous avions

κ̄+ = (7,97 ± 0,20) 10−6 . (2.21)

Les éléments de matrice CKM (dans la paramétrisation de Wolfenstein)
avaient été pris d’un ajustement de Stocchi [21] en 2004 et mis à jour suite
à de nouvelles données sur la masse du top :

| Vcb | = 0,04135 ± 0,0007

λ = 0,22385 ± 0,00355

ρ̄ = 0,190 ± 0,046

η̄ = 0,3485 ± 0,0275.

Pour la contribution du charm et du top nous avions obtenu en accord
avec [22], respectivement :

Pc(X) = 0,39 ± 0,07

Xt = 1,529 ± 0,042

avec mt = 168,1 ± 4,1 GeV 9, mc = 1,3± 0,5 GeV et αS(M2
Z) = 0,118± 0,02.

2.2.2 Résultats et discussions des erreurs théoriques

Résultat

Avec ces données, notre prédiction du taux de branchement de K+ →
π+νν̄ dans le Modèle Standard est de :

BrSM = (8,18 ± 1,22) × 10−11 . (2.22)

9. La valeur dans le schéma MS, mt(m̄t) = 168,1 ± 4,1 GeV, correspond à la valeur
expérimentale de la masse au pôle mt = 178,0 ± 4,3 GeV [23]. La relation entre la masse
au pôle et la masse dans MS peut se trouver dans [24].
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La valeur centrale diffère légèrement de la prédiction de Buras et al. [22] à
l’époque de ce travail, BrSM = (0,78 ± 0,12) × 10−10. Celle-ci est due à des
valeurs d’éléments CKM différents et à l’inclusion des données de E865.

Notre prédiction théorique est compatible avec le résultat expérimen-
tal [25]

Brexp = 1,47 +1,3
−0,8 × 10−10, (2.23)

même si la valeur centrale est deux fois plus faible que celle observée.

Fig. 2.7 – Mesure (ou limite supérieure) du taux de branchement de la désin-
tégration K+ → π+νν̄ par les différentes expériences, en fonction des années.

Discussion des erreurs

Dans le calcul des contributions des quarks top et charm, la masse des
quarks est une donnée très importante. La masse du top est connue à 2,8%
près alors que la précision sur la masse du charm est beaucoup moins bonne 10,

10. La raison est qu’expérimentalement, on ne mesure jamais directement la masse des
quarks, seulement des états liés (mésons, baryons), à cause du phénomène de confinement.
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16,7% . Cette imprécision expérimentale sur la masse du charm est donc une
importante source d’erreur. De même pour ρ̄ et dans une moindre mesure η̄.
Les études des désintégrations des mésons B devraient continuer d’améliorer
sensiblement ces incertitudes.

L’erreur théorique dans le secteur du charm, due à la dépendance en
l’échelle de renormalisation, peut se réduire en calculant les ordres supérieurs
des corrections de QCD. La prédiction de la désintégration K+ → π+νν̄ dans
le MS est relativement précise puisque l’erreur totale théorique est d’environ
15% (à 1 σ).

2.2.3 Nouvelle physique

Il est encore trop tôt pour spéculer sur la présence de nouvelle phy-
sique contribuant à cette désintégration car l’erreur expérimentale est encore
grande. Mais il est intéressant de noter que des effets possibles de nouvelle
physique pourraient être du même ordre de grandeur que ceux du MS sans
être en désaccord avec la valeur expérimentale. La précision théorique de la
prédiction K+ → π+νν̄ est très importante pour découvrir des effets au-delà
du MS et c’est ce qui rend cette désintégration très attractive. Nous verrons
par la suite l’influence de la supersymétrie sur cette désintégration.

2.2.4 Actualisation

La valeur expérimentale donnée en 2006 par le Particle Data Group est :

Br(K+ → π+νν̄) = (1,5+1,3
−0,9) × 10−10 (2.24)

Elle n’a donc que très peu varié (valeur centrale et erreur) depuis notre
analyse.

Le calcul des corrections de QCD à à 2 boucles calculées en 2006 par
Buras et al. [26] a permis de réduire sensiblement l’erreur sur la prédiction
théorique. Le rapport de branchement est alors :

BrSM = (8,0 ± 1,1) × 10−11 . (2.25)

La principale source d’erreur restante est due aux éléments de matrice CKM
c’est-à-dire de nature expérimentale.

Or notre connaissance actuelle de l’interaction forte à basse énergie est insuffisante. La
limitation vient des techniques non-pertubatives qui sont mal connues et l’extraction de la
valeur des masses des quarks s’en trouve affectée, d’où les incertitudes encore grande sur
la valeur de ces masses. Ce n’est pas le cas du top car celui-ci n’est jamais observé confiné
à cause de sa trop grande masse (il n’y a pas d’états liés avec le top).
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Chapitre 3

Interlude: Supersymétrie, MSSM,

R-parité

3.1 Introduction

3.1.1 La supersymétrie et son introduction

Tout d’abord, la supersymétrie est une symétrie dont l’effet est de trans-
former un état bosonique en un état fermionique et vice-versa, (donc ∆S =
±1/2 où S est le spin). Si nous appelons Q le générateur de la supersymétrie
qui réalise la transformation, alors très schématiquement

Q |boson〉 = |fermion〉 (3.1)

Q |fermion〉 = |boson〉 . (3.2)

Mais ceci n’est que l’aspect "physique des particules" de la supersymétrie
qui est une symétrie tout à fait générale. Plus formellement, la supersymétrie
a d’abord été introduite comme extension possible du groupe de Poincaré des
symétries d’espace-temps.

En effet, à l’origine, on cherchait à combiner les symétries externes (d’es-
pace temps, comme les translations) et internes (surtout globales) c’est-à-dire
à étendre le groupe de Poincaré par des transformations internes. Il y a eu
plusieurs essais dans les années 1960 mais en 1967, Coleman et Mandula
montrèrent de façon formelle qu’il est impossible de combiner les deux types
de symétries. C’est leur fameux théorème no-go [27]. En fait, il était sous en-
tendu que c’était impossible en utilisant des générateurs bosoniques (donc de
spin entier) habituels. Mais en 1971, Golfand et Likhtman [28] réussirent l’ex-
tension du groupe de Poincaré en utilisant des charges fermioniques, donc de
spin demi-entier. C’est la supersymétrie. La même année, Neveu, Schwarz [29]



18 CHAPITRE 3. INTERLUDE: SUPERSYMÉTRIE, MSSM, R-PARITÉ

puis Ramond [30] proposèrent des modèles supersymétriques à 2 dimensions
pour obtenir des cordes supersymétriques qui expliqueraient l’origine des
baryons. Quelques années plus tard, en 1973, Volkov et Akulov [31] appli-
quèrent la supersymétrie aux neutrinos (ils voulaient en faire le fermion de
Goldstone associé à la brisure spontanée) mais il fut montré un peu plus tard
que leur théorie du neutrino ne décrivait pas correctement les interactions de
basse énergie observées expérimentalement. Indépendamment, en 1974, Wess
et Zumino [32] proposèrent la première théorie des champs supersymétrique
à 4 dimensions d’intérêt phénoménologique. Puis, Zumino Iliopoulos et Fer-
rara [33] montrèrent que la supersymétrie permettait de supprimer beaucoup
de divergences des théories des champs usuelles. Ceci a rendu la supersymé-
trie très attractive et pendant un temps donné, elle fut beaucoup utilisée pour
tenter d’unifier les bosons et les fermions connus. Par exemple pour unifier les
particules de matière de spin 1/2 avec les particules de jauge de spin 1, ou les
particules de matière et les champs de Higgs, dans les même supermultiplets.
Puis en 1976, deux groupes [34] découvrirent que la supersymétrie locale (la
transformation de supersymétrie dépend alors des coordonnées dans l’espace-
temps) incluait une description de la gravitation. C’est ce que l’on a appellé
la supergravité.

Depuis, la phénoménologie de la supersymétrie a été énormément étu-
diée et les théories basées sur la supersymétrie se sont imposées comme les
candidates les plus sérieuses pour la physique au-delà du MS.

3.1.2 Pourquoi la supersymétrie

Pourquoi introduire la supersymétrie en physique des particules ? Les
motivations de son introduction sont principalement d’ordre physique avant
d’être esthétiques.

• En effet, la supersymétrie apporte quelque chose de très important dans
les théories des champs : elle apporte une solution à la déstabilisation de la
masse des scalaires et donc de celle du higgs sous les corrections radiatives. En
effet, quand nous calculons la contribution d’une boucle fermionique comme
celle de la figure (3.1 a), nous obtenons 1:

∆m2
H = − yf

16π2
[2Λ2 + 6m2

f ln(Λ/mf) + ...], (3.3)

où Λ est un cut-off ultraviolet utilisé pour restreindre les impulsions dans la
boucle et qui est de l’ordre de l’échelle de la nouvelle physique au delà du MS.

1. Pour le calcul, nous avons pris la forme usuelle du couplage de Yukawa du boson de
Higgs scalaire au fermion : yfHψψ.
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Nous voyons que la masse du Higgs diverge et que si nous supposons le MS
valable jusqu’à l’échelle de Planck, Mp ' 1019 GeV, alors Λ = O(Mp) et cette
correction est 1030 fois plus forte que la valeur raisonnable de la masse du
Higgs au carré (102 GeV)2 ! Cette constation est la même si nous considérons
plutôt une boucle d’un champ scalaire S, figure (3.1 b).

∆m2
H =

λS

16π2
[Λ2 − 2m2

S ln(Λ/mS) + ...], (3.4)

où λS est son couplage avec le boson de Higgs.

H

f
(A)

H

S
(B)

Fig. 3.1 – Corrections quantiques à une boucle à la masse-carrée du Higgs.
(A) boucle de fermion, (B) boucle de boson scalaire.

La masse du Higgs ne peut pas être naturellement de l’ordre de 100 GeV,
comme requis pour la brisure de la symétrie électrofaible, à cause des correc-
tions radiatives qui la "poussent" vers l’échelle de masse la plus grande de la
théorie.

Que nous apporte la supersymétrie dans ce cas? Si nous regardons de
plus près les 2 équations précédentes, les deux contributions divergentes (leur
terme ∝ Λ2) s’annulent si pour chaque fermion de notre théorie entrant dans
la boucle nous avons aussi 2 scalaires avec λS = y2

f . Nous verrons juste après
que c’est exactement ce que la supersymétrie se propose d’apporter ! Et de
plus, à tous les ordres (c’est-à-dire quand nous considérons des corrections
à plusieurs boucles) ceci est réalisé. Il nous reste alors une divergence loga-
rithmique mais qui n’induit pas de problèmes d’ajustements fins. A ce jour,
la supersymétrie fournit la résolution du problème de la hiérarchie la plus
naturelle et la plus efficace.

• De plus, les données expérimentales penchent en faveur d’un Higgs
relativement léger, mH = 85+39

−28 GeV [35]. 2 Or un Higgs léger demande, pour
stabiliser le vide électrofaible, que la physique à plus haute énergie partage
beaucoup de choses en commun avec la supersymétrie [36]. Inversement, les
calculs faits à partir du Modèle Standard Supersymétrique Minimal (voir

2. Cet ajustement combiné aux recherches directes au LEPII donne une masse du Higgs
à peu près entre 114 et 124 GeV.
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plus loin) donnent la prédiction mH ≤ 130 GeV qui est compatible avec les
ajustements expérimentaux.

• Les deux premiers arguments ne concernent que le Higgs. Considérons
maintenant les constantes de couplage qui caractérisent chaque force fon-
damentale. Si nous faisons évoluer les 3 couplages du Modèle Standard en
fonction de l’énergie, nous observons qu’ils tendent tous à se croiser à la
même échelle. Enfin presque, c’est quand nous ajoutons la supersymétrie
dans les calculs d’évolution que les couplages se croisent quasi exactement
au même point (autour de 2 × 1016 GeV). Personne n’est obligé de croire
en une "Grande Unification" qui repose sur cette unification des couplages,
mais il est très étonant d’observer que la supersymétrie réalise l’unification
aussi précisément. C’est tout de même un argument fort en faveur de la
supersymétrie car les théories de Grande Unification ont beaucoup de carac-
téristiques et de prédictions intéressantes pour la physique de basse énergie
(elles expliquent par exemple les nombres quantiques des particules comme
leur charge électrique).

2 4 6 8 10 12 14 16 18
Log10(Q/1 GeV)

0

10

20

30

40

50

60

α−1 

α1
−1

α2
−1

α3
−1

Fig. 3.2 – Evolution, en fonction du logarithme de l’énergie, des couplages
de jauge inversés, α−1

a (Q) = 4π/g2
a, dans le MS (tirets) et dans le MSSM

(lignes pleines).

• Il y a aussi un argument de ce type en faveur de l’existence de la
supersymétrie dans la nature. Les théories de cordes, qui fournissent à l’heure
actuelle une des seules solutions au problème de la gravitation quantique, ne
peuvent se passer de la supersymétrie sans souffrir de problème de stabilité du
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vide. Là aussi la supersymétrie semble un ingrédient essentiel pour construire
des théories cohérentes à haute énergie.

• Enfin, la supersymétrie peut aussi jouer un rôle dans l’explication de la
matière noire (si la R-parité est conservée, voir plus loin). C’est une des seules
théories qui possèdent dans son spectre de particules des candidats sérieux.
Ils ont pour nom, neutralino et gravitino, et la supersymétrie prédit dans un
cadre plausible leur stabilité. Ainsi, une fois créés, il ne se désintègrent pas et
ne peuvent pas être observés directement. Leur nombre peut donc contribuer
à la masse manquante sous la forme de matière noire.

Cette discussion montre que la supersymétrie est une symétrie très sé-
duisante théoriquement, mais surtout très utile. Nous n’avons encore aucune
preuve de son existence mais au vu de ce qu’elle apporte aux modèles en phy-
sique des particules, il est difficile d’y rester insensible. Nous n’avons donné
que des arguments qualitatifs dans cette partie, nous allons maintenant entrer
beaucoup plus dans le détail.

3.2 La structure d’une théorie supersymétrique

3.2.1 L’algèbre supersymétrique et les supermultiplets

Comme il a été dit précédemment, la supersymétrie combine des trans-
formations spatio-temporelles du groupe de Poincaré et des transformations
de symétrie interne (d’un groupe de jauge donné). La supersymétrie intro-
duit des nouveaux générateurs Qα, fermioniques, donc anticommutant entre
eux (ce sont des spineurs): deux opérations de supersymétrie ne commutent
donc pas entre elles. A priori, rien n’interdit l’introduction de plusieurs gé-
nérateurs, mais dans la version simple de la supersymétrie il n’y a qu’un seul
nouveau couple de générateurs, Qα et 3 Q̄α̇. C’est la "supersymétrie N = 1"
et c’est la seule dont nous parlerons dans cette partie. Si la raison est ici
pédagogique, dans la section suivante nous donnerons les raisons physiques
de ce choix.

La connaissance de l’algèbre de la supersymétrie (et d’une quelconque
symétrie) se résume à la connaissance des relations de commutation et/ou
d’anticommutation de tous ses générateurs (sa superalgèbre de Lie). Nous
avons, en plus des relations de commutation issues de l’algèbre de Poincaré,
des relations de commutation et d’anticommutation qui font intervenir les

3. Car les Q et Q sont des spineurs donc des objets complexes qui se transforment de
façons différentes sous le groupe de Lorentz et doivent être considérés par paire.
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générateurs Qα et Q̄α̇:

[P µ,Qα] = 0 = [P µ,Q̄α̇] (3.5)

{Qα,Q̄β̇} = 2(σµ)αβ̇P
µ (3.6)

{Qα,Qβ} = {Q̄α̇,Q̄β̇} = 0 (3.7)

{Mµν ,Qα} =
1

2
(σµν)

β
αQβ (3.8)

{Mµν ,Q̄α̇} =
1

2
(σµν)

β̇
α̇Q̄β̇ (3.9)

Quelle est la signification des Qα ? Tout d’abord, Q est une charge au
sens du théorème de Noether c’est-à-dire qu’elle est la charge conservée de
la symétrie. Elle commute donc avec le hamiltonien du système, cf (3.5).
Elle possède un spin 1/2 et peut alors s’écrire sous la forme d’un spineur
de Weyl 4. On pourrait aussi écrire Q sous la forme d’un spineur de Ma-
jorana à 4 composantes. De plus, si nous regardons le commutateur (3.6),
nous avons schématiquement {Q,Q̄} ∼ P c’est-à-dire que Q2 est une trans-
lation d’espace-temps. Q peut donc se voir comme la "racine carré" d’une
translation dans l’espace-temps.

Nous allons maintenant étudier les représentations irréductibles de cet
algèbre (les supermultiplets) et en détailler le contenu. En effet, nous voulons
appliquer la supersymétrie à la physique des particules, il nous faut donc
savoir comment ranger nos particules et quelles seront leurs propriétés de
transformation. Dans le groupe de Poincaré, il y a 2 éléments invariants
de Casimir : l’opérateur de spin W 2 = W µWµ, avec W µ = 1

2
εµνρσPνMρσ le

vecteur de Pauli-Lubanski, et l’opérateur de masse P 2 = P µPµ, où P µ est
la quadri-impulsion. Dans un multiplet du groupe de Poincaré, les particules
ont la même masse et le même spin. Mais dans l’algèbre supersymétrique,
W 2 n’est plus un invariant de l’algèbre. Nous avons

[P 2,Qα] = 0 (3.10)

[W 2,Qα] 6= 0 (3.11)

et donc, dans un supermultiplet les particules ont la même masse mais des
spins différents. Nous pouvons tout de même corriger W pour obtenir un
nouvel invariant dont les valeurs propres sont sous la forme 2j(j + 1)m4

avec j = 0, 1
2
,1,... le nombre quantique de superspin. Ce nouveau W est

invariant donc chaque représentation irréductible peut être caractérisée par
un couple [m, j] et le lien entre le spin S et j est déduit de la relation :

4. Elle possède donc 2 composantes complexes.
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MS = Mj, Mj + 1
2
, Mj − 1

2
, Mj. Dans un même supermultiplet, on aura donc

des particules de même masse et de même superspin. De plus, une propriété
importante est qu’il y a égalité dans un supermultiplet entre le nombre de
degrés de liberté bosoniques et fermioniques : nB = nF .

Nous pouvons maintenant construire les différentes représentations :
. La représentation fondamentale [m, 0] est appelée supermultiplet chiral (ou
scalaire). La valeur j = 0 implique MS = 0,+ 1

2
,− 1

2
,0 donc ce supermultiplet

contient 2 champs scalaires réels réunis sous la forme d’un champ scalaire
complexe (le sfermion), φ et un champ fermionique de Weyl (de spin 1/2),
ψ. Ces champs ont la même masse. Pour que la supersymétrie soit préservée
dans les boucles où les particules ne sont pas sur leur couche de masse (c’est-
à-dire P 2 6= M2) il faut que les degrés de liberté fermioniques et bosoniques
soient aussi équilibrés dans ce cas (‘off-shell ’). En effet, off-shell un fermion
de Weyl possède 4 degrés de liberté de spin au lieu de 2 on-shell. Il faut donc
ajouter au contenu de cette représentation un autre champ scalaire complexe
mais qui ne se propage pas (on dit qu’il est auxiliaire et il n’a pas de terme
cinétique). On-shell, nous utiliserons l’équation du mouvement F = F ∗ = 0
pour l’éliminer. Le contenu total du supermultiplet chiral est donc

Ψ = (φ, ψα, F ). (3.12)

. La seconde représentation que nous allons utiliser dans la suite est le
supermultiplet vecteur (ou de jauge) [m, 1/2]. Son contenu en champ est
obtenu de la même façon : un fermion de Weyl 5 (le jaugino), λa

α, un boson
de jauge (de masse nulle), Aµ

a , et comme pour le supermultiplet chiral, un
champ scalaire réel auxiliaire, Da.

Φ = (λa
α, A

a
µ, D

a), (3.13)

où a est un indice de la représentation adjointe du groupe de jauge.
C’est dans ces deux représentations (3.12) et (3.13) que les particules du

MS et leurs superpartenaires seront rangés. Nous allons maintenant construire
avec ces deux représentations une théorie des champs supersymétrique.

3.2.2 Théorie des champs supersymétrique

Avant de discuter de modèles en particulier et surtout de l’extension su-
persymétrique minimale du MS (le MSSM) nous allons d’abord présenter la
structure générale d’une théorie des champs avec supersymétrie. Pour com-
mencer progressivement, nous allons introduire le modèle de Wess et Zumino

5. où de façon équivalente un fermion de Majorana
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sans interaction, juste pour voir comment concrètement se transforment les
champs. Puis nous introduirons les interactions et ceci nous conduira à la no-
tion nouvelle de superpotentiel. Enfin, nous discuterons des champs de jauge
dans une théorie supersymétrique.

Le lagrangien libre globalement supersymétrique:

L’action la plus simple que l’on peut construire avec le supermultiplet
chiral est celle du modèle de Wess-Zumino, sans masse et sans interaction.
Dans le cas on-shell (sans F ), qui est suffisant quand il n’y a pas d’interaction,
nous avons simplement un fermion ψ et un boson scalaire φ :

Slibre =
∫
d4x (Lscalaire + Lfermion) (3.14)

Lscalaire = −∂µφ ∂µφ
∗ (3.15)

Lfermion = −iψ̄σ̄µ ∂µψ (3.16)

Si on applique une transformation supersymétrique globale de paramètre εα,
fermion de Weyl infinitésimal indépendant des coordonnées d’espace-temps
(∂µεα = 0 ), sur le champ scalaire φ, le résultat doit être proportionnel au
champ fermionique ψ :

δφ = εαψα et δφ∗ = ε̄α̇ ψ̄
α̇ (3.17)

⇒ δLscalaire = −εα (∂µψα) ∂µφ
∗ − ∂µφ ε̄α̇ (∂µψ̄

α̇) (3.18)

A noter que le fermion infinitésimal εα a la dimension d’une masse à la
puissance -1

2
contrairement à un fermion de Weyl usuel qui a la dimension

(masse)3/2 :

[φ] = 1, [ψ] =
3

2
, [ε] = −1

2
. (3.19)

La théorie physique est invariante si l’action est invariante (principe de
moindre action). Mais pour que l’action reste invariante sous une transforma-
tion de supersymétrie, il faut que la somme δLscalaire + δLfermion soit nulle à
une divergence totale près, qui ne contribuera pas à l’action. En considérant
aussi la dimension des 3 champs dont nous disposons, nous voyons que les
champs fermioniques se transforment comme:

δψα = i(σµε̄)α ∂µφ et δψ̄α̇ = −i(ε σµ)α̇ ∂µφ
∗ (3.20)

Mais est-ce que cette transformation correspond bien à une transformation
de supersymétrie? Pour s’en convaincre il suffit de partir, soit d’un fermion



3.2. LA STRUCTURE D’UNE THÉORIE SUPERSYMÉTRIQUE 25

ψ soit d’un boson φ, et de leur appliquer 2 fois ces transformations. Nous
avons la chaîne suivante :

φ→ ψ → ∂φ, ψ → ∂φ → ∂ψ, (3.21)

c’est-à-dire que dans les deux cas l’action de 2 transformations supersymé-
triques successives est équivalent à la dérivation donc à l’opérateur impul-
sion P (car P µ ∼ i ∂µ). Nous retrouvons le résultat de la section précédente,
Q2 ∼ P , et nos transformations réalisent bien l’algèbre supersymétrique.

Dans le cas off-shell, l’action Slibre est modifiée par l’ajout d’un terme
comportant le champ F :

Slibre =
∫
d4x (Lscalaire + Lfermion + Laux), (3.22)

Laux = F ∗ F, (3.23)

et les transformations de supersymétrie des champs ψ et φ s’en trouvent
modifiées. Pour le champ scalaire F , sa transformation doit faire intervenir
le champ ψ. Remarquons que la dimension du champ F est une masse au
carré. Avec les lois de transformation suivantes,

δF = i ε̄α̇ (σµ)β
α̇ ∂µψβ et δF ∗ = −i ∂µψ̄

β̇ (σ̄µ)α
β̇
εα, (3.24)

la variation du terme Laux donne :

δLaux = i ε̄ (σµ) ∂µψ F
∗ − i ∂µψ̄ (σ̄µ) ε F. (3.25)

Cette variation s’annule bien on-shell avec l’équation du mouvement F =
F ∗ = 0. Pour compenser cette variation dans le cas off-shell, la loi de trans-
formation de ψ devient :

δψα = i(σµε̄)α ∂µφ+ εαF et δψ̄α̇ = −i(ε σµ)α̇ ∂µφ
∗ + ε̄α̇F ∗. (3.26)

Les transformations de φ sont inchangées. Nous pouvons vérifier que δS = 0
sans faire référence aux équations du mouvement et donc la supersymétrie
est aussi réalisée off-shell avec ces lois de transformation.

Nous avons vu que le champ F était auxiliaire et ne servait qu’à l’utilisa-
tion off-shell de la supersymétrie. En fait, il a aussi un autre rôle. En effet, il
ne faut pas oublier qu’aux échelles d’énergies accessibles actuellement nous
n’avons pas observé de supersymétrie. Si la supersymétrie existe dans la
nature, elle a dû forcément être brisée à un moment ou un autre. Le champ
auxiliaire F , mais aussi le champ auxiliaire D, servent aussi à briser la super-
symétrie via le mécanisme de Fayet-Iliopoulos [37] ou d’O’Raifeartaigh [38],
respectivement.

Après cette section assez formelle, nous oublierons ces champs auxiliaires
en utilisant à chaque fois les équations du mouvement pour les éliminer des
équations.
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Les interactions du multiplet chiral

Nous allons maintenant ajouter à notre théorie la possibilité de termes
d’interaction entre ces deux types de champs qui composent les supermul-
tiplets chiraux. Nous n’allons pas le démontrer mais le terme d’interaction
le plus général, invariant sous les transformations de supersymétrie et renor-
malisable, que nous allons ajouter dans le lagrangien libre vu précédemment,
s’écrit sous la forme :

Lint = −1

2
W ij(φ)ψiψj − V (φ, φ∗) + c.c. (3.27)

La quantité W ij ne doit dépendre que des champs φ (condition d’holomor-
phie ou d’analycité), pour assurer que la variation lors de la transformation
de supersymétrie du premier terme de Lint puisse être compensée par la va-
riation d’un autre terme. Pour la même raison, W ij doit être complétement
symétrique. La seule forme possible pour W ij est alors :

W ij =
∂2W (φ)

∂φi ∂φj
, (3.28)

où on définit le superpotentiel W que l’on écrit sous la forme générale :

W =
1

2
mijφiφj +

1

6
yijkφiφjφk (3.29)

dans le cadre d’une théorie renormalisable.
Qu’est-ce que ce superpotentiel ? Tout d’abord, sa dimension est celle

d’une masse au cube. Il fait intervenir la matrice de masse symétrique mij

et la matrice totalement symétrique des couplages de Yukawa yijk entre un
scalaire et 2 fermions. Il résume donc toutes les interactions qui ne sont pas
de jauge. C’est, de plus, une fonction analytique des champs complexes φi

c’est-à-dire qu’il est fonction de φi mais pas du complexe conjugué φ∗
i . Ceci

est très important pour la suite.
De même, en imposant que Lint soit invariant sous transformation de su-

persymétrie, on détermine la forme du potentiel V . En présence d’interaction,
donc d’un superpotentiel non-nul, les équations du mouvement des champs
auxiliaires F i sont :

Fi = −∂W (φ)

∂φi
= −W ∗

i , F ∗i = −∂W (φ)

∂φi

= −W i. (3.30)

Nous pouvons les utiliser pour écrire le lagrangien sans les champs F , comme
dit plus haut. Le potentiel scalaire V de la théorie est :

V = W ∗
i W

i = FiF
∗i, (3.31)
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qui est automatiquement non-négatif puisque c’est la somme de carrés. Si
nous employons la forme générale (3.29) du superpotentiel, nous avons alors
le lagrangien général pour un supermultiplet chiral en interaction :

Lchiral = −∂µφ ∂µφ
∗ − iψ̄σ̄µ ∂µψ

− 1

2
mijψiψj −

1

2
m∗

ijψ̄
iψ̄j

− V − 1

2
yijkφiψjψk −

1

2
y∗ijkφ

∗iψ̄jψ̄k. (3.32)

Théorie de jauge supersymétrique

Le MS, qui est la théorie qui nous intéresse et que nous voulons "super-
symétriser", a, en dehors des champs fermioniques chiraux (les quarks, les
leptons), des champs de jauge de spin 1 (bosons W , Z, gluons,...). Dans la
section dédiée à l’algèbre supersymétrique nous avons vu que le supermulti-
plet vecteur pouvait accueillir de tels champs de jauge. Voyons donc comment
se comporte un tel supermultiplet, sans et avec interaction.

Le supermultiplet vecteur contient un boson de jauge Aµ
a , de masse nulle,

un fermion de Weyl, le jaugino λa, également de masse nulle, ainsi qu’un
champ scalaire réel auxiliaire Da qui est l’analogue du champ F précédent.
Ce supermultiplet est dans la représentation adjointe du groupe de jauge
(de constantes de structure f abc). La forme du lagrangien est complètement
déterminée par la condition d’invariance de jauge et la renormalisabilité :

Ljauge = −1

4
F a

µνF
aµν − iλ̄aσ̄µDµλ

a +
1

2
DaDa, (3.33)

où les dérivées covariantes de jauge Dµ et F a
µν sont donnés par :

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ − gf abcAb

µA
c
ν, (3.34)

Dµλ
a = ∂µλ

a − gf abcAb
µ, (3.35)

comme habituellement pour une théorie de jauge. Ce lagrangien est déjà
supersymétrique et les transformations de supersymétrie de paramètre ε pour
les champs du supermultiplet vecteur sont :

δAa
µ =

1√
2

(
ε̄σ̄µλa + λ̄aσ̄µε

)
, (3.36)

δλa
α = − i

2
√

2
(σµσ̄νε)αF

a
µν +

1√
2
εαD

a, (3.37)

δDa =
i√
2

(
ε̄σ̄µDµλ

a −Dµλ̄
aσ̄µε

)
. (3.38)
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Sans interaction avec aucun supermultiplet chiral, l’équation du mouvement
pour le champ Da est simplement Da = 0 que nous obtenons directement du
Lagrangien (3.33). Il n’a pas de terme cinétique et ne se propage donc pas.

Dans le MS, les champs de jauge interagissent avec les fermions chiraux.
Dans notre version supersymétrique il nous faut donc considérer les inter-
actions entre le supermultiplet chiral et le supermultiplet vecteur. Comme
dans le cas non-supersymétrique, les dérivées usuelles ∂µ des fermions sont
maintenant à remplacer par des dérivées covariantes de jauge Dµ. De plus,
le lagrangien doit comporter des termes supplémentaires qui traduisent les
interactions entre supermultiplets chiraux et vecteurs. Les lois de transfor-
mation supersymétriques du supermultiplet chiral changent pour prendre en
compte la variation des nouveaux termes. L’équation du mouvement pour
Da est alors (les T a sont les générateurs du groupe de jauge selon lesquels les
supermultiplets chiraux se transforment et g est la constante de couplage) :

Da = −g(φ∗T aφ) + CFI, (3.39)

et le potentiel scalaire complet est :

V = FiF
∗i +

1

2

∑

a

DaDa = W ∗
i W

i +
1

2

∑

a

g2(φ∗T aφ)2. (3.40)

La constante CFI (terme de Fayet-Iliopoulos) n’est présente que si le groupe
de jauge est abélien. Ce potentiel scalaire est aussi automatiquement non-
négatif et s’avère très important pour la brisure de symétrie. Nous parlons de
termes F et de termes D pour faire référence respectivement au premier et
deuxième terme du potentiel. Ce potentiel est complètement déterminé par
les couplages de Yukawa (via le terme F ) et par les interactions de jauge (via
le terme D).

3.3 Les modèles supersymétriques à basse éner-

gie

Nous allons maintenant appliquer les différents résultats obtenus. Le Mo-
dèle Standard fonctionne très bien, nous allons donc juste lui offrir une pro-
motion en le "supersymétrisant" et en conservant toutes ses caractéristiques.
Le modèle minimal que nous pouvons obtenir est le MSSM (Minimal Su-
persymmetric Standard Model). Nous présenterons son contenu en particules
(la nomenclature des nouvelles particules), nous décrirons la brisure effective
de supersymétrie (brisure dite "douce") et nous expliquerons comment la
symétrie électrofaible peut se briser.
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3.3.1 Les modèles N ≥ 2

Comme nous l’avons déjà dit dans la section (3.2.1), a priori le nombre
de générateurs supersymétriques Qα que nous pouvons introduire peut être
supérieur ou égal à 1 (nous parlerons de supersymétrie N ≥ 1). Après tout,
les théories supersymétries N ≥ 2 possèdent d’avantages de supersymétries
et de ce fait il se trouve qu’elles possèdent moins de divergences ce qui les
rend très intéressantes. En effet, dans le cas N = 2 il n’y a qu’un nombre
fini de diagrammes qui divergent et dans le cas N = 4 il n’y en a plus du
tout ! Une théorie supersymétrique N = 4 est intrinsèquement finie. Tout na-
turellement, nous aimerions donc construire un modèle N = 4 englobant le
MS. Malheureusement, à basse énergie (autour du TeV), les modèles N ≥ 2
ne sont pas réalistes. Ils ne permettent pas la violation de la parité que
nous observons dans les interactions faibles. Un supermultiplet d’une théorie
supersymétrique N ≥ 2 possède toujours les 2 hélicités opposées donc les
particules "gauches" et "droites" siègent dans le même supermultiplet. Ce
qui implique qu’elles ont les mêmes interactions (car elles sont dans la même
représentation du groupe de jauge). C’est malheureusement une conclusion
contraire aux observations expérimentales qui nous disent par exemple que
l’électron "gauche" (qui fait partie d’un doublet dans le MS) n’a pas la même
interaction avec le boson W que l’électron "droit" (qui est un singulet d’isos-
pin faible nul et qui ne "ressent" pas l’interaction faible). Les modèles N ≥ 2
ne peuvent donc pas décrire la physique des particules à basse énergie.

3.3.2 La zoologie du Modèle Standard Supersymétrique

Minimal

Pour englober le MS, les supermultipets dont nous disposons le cas mini-
mal N = 1 sont :

• le supermultiplet chiral qui comprend un fermion de spin 1/2 et un
boson de spin 0,

• le supermultiplet vecteur qui comprend un boson de spin 1 et un fermion
de spin 1/2.

Pouvons nous ranger toutes nos particules du MS dans ces multiplets?
Autrement dit, pouvons nous associer les quarks et leptons aux bosons W,
Z, au photon, etc?

Malheureusement non car cela poserait des problèmes pour la conserva-
tion des nombres quantiques. En effet, les bosons de jauge et les fermions
n’ont pas les mêmes propriétés de transformation sous les groupes de jauge
et donc ne possèdent pas les même nombres quantiques. La supersymétrie ne
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modifie pas ces nombres, on ne peut donc pas associer un boson de jauge à
un fermion connu ou inversement. Cela poserait aussi des problèmes pour la
conservation d’autres nombres comme le nombre leptonique car les bosons de
jauge que nous connaissons ont un nombre leptonique nul contrairement aux
leptons. Il nous faut donc inventer des (super)partenaires à toutes les parti-
cules connues ! Le tableau suivant, (3.1), donne à chaque particule connue le
nom, le spin et l’abréviation de son spartenaire.

Particule Spartenaire Spin

quarks q squarks q̃ 0
→ top t stop t̃

→ bottom b sbottom b̃
... ...
leptons l sleptons l̃ 0
→ neutrino νe sneutrino ν̃e

→ muon µ smuon µ̃
... ...

bosons de jauge jauginos 1/2
→ photon γ photino γ̃
→ boson Z zino Z̃
→ boson B bino B̃
→ boson W wino W̃
→ gluon g gluino g̃

bosons de Higgs H±,0
i higgsinos H̃±,0

i 1/2

Tab. 3.1 – Les particules du MSSM.

Avant de passer aux sections suivantes, nous allons formuler plusieurs
remarques. Tout d’abord nous avons aussi, outre les nouveaux spartenaires,
au moins deux doublets de bosons de Higgs. Pourquoi a-t-il fallu aussi ajouter
des bosons de Higgs? Dans l’étude des théories de champs supersymétriques
nous avons introduit la notion de superpotentiel. Celui-ci résume toutes les
interactions possibles des particules (mais qui ne font pas intervenir les bosons
de jauge) donc en particulier les interactions de Yukawa avec les champs de
Higgs. Ce superpotentiel ne peut pas être fonction de champs complexes
conjugués. Or dans le MS, pour donner une masse aux quarks type "up"
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nous utilisons un terme QU cH∗. Comme en supersymétrie ce genre de terme
est interdit nous devons utiliser un nouveau champ de Higgs, d’hypercharge
Y = −1, et le coupler simplement (sans conjugaison complexe) : QU cHu. Ce
nouveau champ, après brisure électrofaible nous laissera donc d’autres bosons
de Higgs dont certains seront chargés (voir plus loin). Ce nouveau doublet
de Higgs est aussi nécessaire pour annuler les possibles anomalies 6.

Deuxièmement, nous savons bien que dans le MS un fermion droit subit
un traitement différent d’un fermion gauche. Ils auront en supersymétrie
chacun un supermultiplet avec chacun un spartenaire. Par exemple qL → q̃L
et qR → q̃R. Ces deux squarks sont bien différents et pour les identifier nous
laisserons l’indice de chiralité L ou R tout en sachant qu’il n’a pas de sens
physique pour une particule scalaire (spin 0 donc une seule hélicité λ = 0).

Troisièmement, pourquoi avons nous fait le choix d’avoir des spartenaires
de spin inférieur? A priori nous aurions pu associer à tous les fermions du MS
des spartenaires de spin 1 et aux bosons de jauge de spin 1 des spartenaires de
spin 3/2. Cependant, introduire une particule de spin 1 signifie introduire une
nouvelle interaction et implique un modèle non-minimal. De plus, introduire
des particules de spin >1 rend la théorie non-renormalisable 7.

Enfin, les γ̃, Z̃, W̃ , H̃ ne s’observent pas directement. En effet, il ne
peut apparaitre expérimentalement que des combinaisons de ces jauginos et
higgsinos : celles-ci ont pour nom les neutralinos et les charginos :

• Les neutralinos Ñ0
1,2,3,4

8 sont de charge électrique nulle et mélangent en
particulier les fermions B̃, W̃ 0, H̃0

u et H̃0
d .

• Les charginos C̃±
1,2

9 sont chargés électriquement et mélangent les W̃±

et les H̃±.

Ces mélanges sont dûs au fait que les jauginos et higgsinos possèdent les
même nombres quantiques et ne sont pas distinguables séparément.

6. Les anomalies viennent de la brisure des symétries classiques du lagrangien par les
corrections quantiques à boucles. Pour les éliminer il faut introduire des conditions exté-
rieures comme des conditions sur l’hypercharge ou modifier le contenu en particule.

7. En analysant en théorie des champs ce qui rend les diagrammes divergents, on aboutit
à une condition pour qu’un terme du lagrangien soit renormalisable: ∆ = 4−d−∑i ni(si+
1) ≥ 0 où d est le nombre de dérivées, ni est le nombre de champs du type i dans le terme
d’interaction et si leur spin. Si le spin est trop élevé on tombe inévitablement sur des
termes non-renormalisables.

8. Notés aussi dans la littérature χ̃0
1,2,3,4.

9. Notés aussi souvent χ̃±
1,2.
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3.3.3 Le modèle

Le MSSM est l’extension supersymétrique minimale du MS. Les quarks
et les leptons sont alors mis dans des superchamps chiraux avec leurs su-
perpartenaires et ces superchamps forment des supermultiplets chargés sous
SU(3)C , SU(2)L et U(1)Y de la même façon que les multiplets du MS. Les
bosons de jauge sont quant à eux placés avec leurs superpartenaires fermio-
niques dans des superchamps vecteurs.

Le superpotentiel le plus général, mais minimal, du MSSM est alors :

W = YuU
cQHu + YdD

cQHd + YeE
cLHd + µHuHd. (3.41)

La notation ψc signifie que les champs du supermultiplet sont des champs
conjugués de charge. Les champs conjugués apparaissent car nous avons
choisi de ne travailler qu’avec des champs gauches. Les champs droits s’ob-
tiennent justement par cette opération de conjugaison. De plus, les indices
de SU(2) ont été supprimés pour ne pas alourdir l’expression. Nous avons en
fait µ(Hu)α(Hd)βε

αβ, (Yu)
ijU c

aiQ
a
jα(Hu)βε

αβ, ...
Les Y sont les matrices de Yukawa, 3×3 dans l’espace des saveurs et sont

sans dimension. Elles donnent les masses des quarks et leptons ainsi que les
angles et phases de CKM après la brisure électrofaible.

Les deux champs de higgs, Hu et Hd, ont été introduit pour respecter la
condition d’analycité du superpotentiel 10 et donner une masse aux particules
"up" et "down" ainsi que pour la condition d’annulation des anomalies. Mais
une fois que nous avons deux superchamps de higgs, un terme qui couple
les deux peut a priori exister. Ce terme (le couplage µ) donne cependant
naissance au "problème µ" : phénoménologiquement, il est de l’ordre du TeV
alors que dans le MSSM rien ne le force à être aussi bas. Dans un modèle plus
fondamental, µ pourrait être lié à l’échelle de brisure de la supersymétrie [39].

Une fois que ce superpotentiel a été écrit, nous pouvons trouver toutes
les interactions possibles (mais non de jauge) entre les particules et écrire
le lagrangien d’interaction, grâce à la formule (3.27), ainsi que le potentiel
effectif de la théorie, formule (3.40).

3.3.4 La brisure douce de la supersymétrie

Il reste à introduire dans le modèle la brisure de la supersymétrie car celle-
ci n’est pas observée aux énergies accessibles actuellement. Mais le mécanisme
et l’échelle réelle de la brisure sont encore inconnues. Ce que nous pouvons
faire c’est paramétrer à basse énergie cette brisure. Ceci se fait en ajoutant

10. C’est-à-dire l’absence de champs complexes conjugués φ∗.
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des termes au lagrangien qui brise explicitement la supersymétrie. La forme
générale de ce lagrangien de brisure Ldouce est :

L ⊃ Ldouce = −1

2
(Mλλ

aλa + c.c)−m2
ijφ

∗
jφi + (

1

2
bijφiφj +

1

6
aijkφiφjφk + c.c)

(3.42)
Il brise bien la supersymétrie car seuls les scalaires (φi) et les jauginos (λa)
ont un terme de masse. La brisure, bien qu’explicite, est dite "douce" ("soft"
en anglais) car on peut montrer qu’elle n’introduit pas de divergences quadra-
tiques. Tous les modèles de brisure, qu’ils aient leur origine dans les théories
des cordes ou de supergravité, conduisent à basse énergie à cette forme gé-
nérale de Ldouce. Avec les supermultiplets du MSSM, Ldouce s’écrit :

−Ldouce =
1

2
(M3g̃g̃ +M2W̃W̃ +M1B̃B̃ + c.c)

+ Q̃†m2
QQ̃+ ¯̃U †m2

Ū
¯̃U + ¯̃D†m2

D
¯̃D + ¯̃L†m2

L
¯̃L+ ¯̃E†m2

Ē
¯̃E

+ ( ¯̃U caUQ̃Hu − ¯̃DcaDQ̃Hd − ¯̃EcaEL̃Hd + c.c)

+ m2
Hu
H∗

uHu +m2
Hd
H∗

dHd + (bHuHd + c.c) (3.43)

Les masses M3, M2, M1 des jauginos sont en général complexes, ce qui
introduit 6 paramètres. Les mQ, mL, mū,..., sont les matrices de masse des
squarks et sleptons, hermitiennes et de taille 3×3 dans l’espace des saveurs, ce
qui fait 45 paramètres inconnus. Les couplages aU , aD,..., sont des couplages
trilinéaires, 3 × 3 et complexes donc caractérisés par 54 paramètres. Enfin,
les couplages bilinéaires des higgs introduisent 4 paramètres. En tout, Ldouce

introduit une centaine nouveaux paramètres inconnus ! L’introduction de la
supersymétrie nécessite donc beaucoup de paramètres même si en contrepar-
tie fait intervenir très peu de principes. Ce nombre de paramètres "soft" peut
cependant être diminué grâce à des symétries ou des hypothèses supplémen-
taires à haute énergie (l’universalité des masses des scalaires par exemple).
La mesure des paramètres de brisure douce permettra de tester les modèles
de plus haute énergie et ces hypothèses.

3.3.5 La brisure électrofaible et les bosons de Higgs su-

persymétriques

Le potentiel scalaire

Le secteur de Higgs du MSSM contient 2 doublets complexes :

Hu =

(
H0

u

H−
u

)

, Hd =

(
H+

d

H0
d

)

. (3.44)
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La brisure électrofaible est donc un peu plus complexe que dans le cas du Mo-
dèle Standard (à 1 seul doublet). Au niveau classique c’est-à-dire au niveau
de l’arbre, le potentiel scalaire effectif s’écrit, après plusieurs simplifications
que nous ne détaillerons pas :

V = (|µ|2 +m2
Hu

)|H0
u|2 + (|µ|2 +m2

Hd
)|H0

d |2 − b(H0
uH

0
d + c.c)

+
1

8
(g2

2 + g2
1)(|H0

u|2 − |H0
d |2)2. (3.45)

Les termes proportionnels à |µ|2 tirent leur origine des termes F et le terme
proportionnel aux couplages de jauge (g1, g2) des termes D. Les autres termes
viennent de Lsoft (en omettant les autres scalaires qui ne joueront aucun rôle
ici). Une brisure spontanée de la symétrie électrofaible ne peut exister avec
cette forme de potentiel que si le paramètre b vérifie :

b2 > (|µ|2 +m2
Hu

)(|µ|2 +m2
Hd

), (3.46)

et de plus, pour que le potentiel soit limité inférieurement, il faut :

2b < 2|µ|2 +m2
Hu

+m2
Hd
. (3.47)

Ces conditions ne sont valables qu’au niveau de l’arbre. Quand la brisure de
la symétrie a lieu, les deux champs H0

u et H0
d développent une v.e.v 11 :

< H0
u >= vu, < H0

d >= vd, (3.48)

qui sont reliées à celle du MS par :

v2 = v2
u + v2

d =
2m2

Z

(g2
2 + g2

1)
. (3.49)

On définit aussi le paramètre tan β par :

tan β =
vu

vd
, 0 < β <

π

2
. (3.50)

Au minimum du potentiel,

∂V

∂H0
u

=
∂V

∂H0
d

= 0, (3.51)

nous avons alors les deux relations :

|µ|2 +m2
Hu

= b tanβ − mZ

2
cos 2β, (3.52)

|µ|2 +m2
Hd

= b cotβ +
mZ

2
cos 2β. (3.53)

Elles sont très importantes car elles lient une quantité mesurable, mZ , à des
paramètres de brisure douce. Nous pouvons aussi noter que la phase de µ
n’est pas déterminée.

11. une valeur dans le vide non nulle : v =< 0 | φ | 0 >
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Les bosons de Higgs supersymétriques

Les deux doublets complexes comptent 8 degrés de liberté donc 8 scalaires
réels. Le mécanisme de Higgs, quand la brisure électrofaible se réalise, en
utilise 3 pour donner une masse aux 2 bosons W et au Z. Il reste alors 5
bosons de Higgs qui restent dans le spectre :

↪→ 2 sont neutres et pairs sous une transformation de CP , h0 et H0,
↪→ un est neutre et impair sous CP , A0,
↪→ les 2 derniers sont chargés, H±.

Les masses de ces bosons de Higgs supersymétriques sont au niveau de
l’arbre :

2m2
h0,H0 = m2

A0 +m2
Z ∓

√

(m2
A0 +m2

Z)2 − 4m2
A0m2

Z cos2 2β , (3.54)

m2
A0 =

2b

sin 2β
, (3.55)

m2
H± = m2

A0 +m2
W (3.56)

et de plus la masse du h0 est bornée supérieurement par :

mh0 < | cos 2β|mZ. (3.57)

En particulier, cette dernière relation nous donne mh0 < mZ .
Or ces relations ne sont valables qu’à l’arbre. Nous avons déjà vu que les

masses des scalaires de Higgs subissent des corrections radiatives importantes
au niveau d’une boucle. On a pour la masse de h au carré :

∆m2
h =

3m4
t

4π2v2
ln

(
mt̃1mt̃2

m2
t

)

+
3m4

t

8π2v2
f(m2

t̃1
,m2

t̃2
,µ, tanβ), (3.58)

où mt̃1,2
sont les masses physiques des stops (qui sont des mélanges des états

t̃R et t̃L) et f(m2
t̃1
,m2

t̃2
,µ, tanβ) est une fonction que l’on peut retrouver ex-

plicitement dans la référence [40]. La correction ∆m2
h dépend quartiquement

de la masse du top, ce qui la rend importante. En prenant en compte cette
correction, la masse du boson de Higgs supersymétrique le plus léger, h, pour
des masses de sparticules autour d’un TeV, est :

mh . 130 GeV. (3.59)

Ce boson de Higgs supersymétrique le plus léger a donc toutes les caracté-
ristiques nécessaires pour être le boson de Higgs favorisé par les ajustements
des données électrofaibles. Ceci constitue une prédiction importante de la
supersymétrie.
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3.4 La physique de la saveur dans une théorie

supersymétrique

3.4.1 Squarks et sleptons

Dans un modèle supersymétrique comme le MSSM, les matrices de masse
des squarks et des sleptons sont de taille 6× 6. 12 Dans le secteur des quarks
et squarks on peut définir une base appelée "super-CKM" dans laquelle la
structure en saveur des vertex quark-squark-jauginos, q− q̃− W̃ , est la même
que celle des vertex quark-quark-boson de jauge, q − q −W . C’est un choix
de base particulier dans laquelle les matrices de masse des quarks sont dia-
gonales.On a ainsi pour les squarks les matrices de masse suivantes :

M2
d̃
'
(

(m2
d)LL (m2

d)LR

(m2
d)

†
LR (m2

d)RR

)

(3.60)

et

M2
ũ '

(
(m2

u)LL (m2
u)LR

(m2
u)

†
LR (m2

u)RR

)

(3.61)

Les (m2)−− sont des matrices 3× 3 dans l’espace des saveurs et les indices L
et R font référence à la chiralité des partenaires fermioniques.

3.4.2 L’approximation d’insertion de masse

Etant donné le grand nombre de paramètres inconnus impliqués dans les
processus changeant la saveur, il est utile de faire appel au formalisme de
l’insertion de masse. Celui-ci est une paramétrisation des quantités inter-
venant dans les FCNC dans les modèles supersymétriques. Les insertions de
masse sont définis dans la base super-CKM, dans laquelle les couplages de
Yukawa des quarks bas et haut sont diagonaux et le couplage des gauginos
neutres est diagonal en saveur. Dans cette base, les matrices de masse des
squarks ne sont pas diagonales, voir (3.60, 3.61), le changement de saveur
est alors relié à la non-diagonalité des propagateurs de sfermions. On note
en général ∆f

ij les élements non-diagonaux, responsables des changements de
saveur, apparaissant dans les matrices de masse des sfermions. Les propaga-
teurs des sfermions sont alors développés en série de (δf

ij) = ∆f
ij/mf̃ qui sont

appelés insertions de masse. Clairement, la validité de cette approximation
dépend de la taille du paramètre d’expansion (δf

ij). Phénoménologiquement,

12. On réunit dans une seule et même matrice de masses les masses des sfermions
"gauches" et "droits" c’est-à-dire issus des fermions gauches et droits.
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les contraintes requièrent que ces paramètres soient petits, il est donc géné-
ralement suffisant de ne garder que le premier terme de l’expansion. L’in-
formation expérimentale sur les FCNC ou les observables qui violent CP se
répercute en limite supérieure sur ces δ.

L’utilisation de l’approximation d’insertion de masse est très pratique car
il n’est pas nécessaire de diagonaliser les matrices de masse complètes des
squarks pour effectuer une analyse de processus changeant la saveur dans le
MSSM. Il est suffisant de connaître le (les) seul(s) élément(s) contribuant à
un processus donné.

En termes des insertions de masse, et en prenant tous les éléments dia-
gonaux approximativement égaux à m2

d̃
, la matrice de masse des squarks bas

est 13 :

M2
d̃

m2
d̃

'
(

(δd
ij)LL (δd

ij)LR

(δd
ij)

∗
LR (δd

ij)RR

)

(3.62)

où les (δd
ij)−− sont des blocs 3×3 et les éléments diagonaux de M 2

d̃
/m2

d̃
valent

approximativement 1. Tous les éléments sont a priori complexes, il y a donc
30 nouveaux paramètres. Les valeurs des (∆)ij peuvent être relativement
différentes. De plus, dans le cas du MSSM, seules les insertions de masse de
type LL changent la saveur, les autres la conservent (donc i = j). Dans ce
cas, pour réaliser un changement de saveur LR (ou RL) il faut introduire une
double insertion de masse : une fois pour changer la saveur avec une insertion
de type LL, puis un changement LR conservant la saveur.

Comment l’approximation d’insertion de masse fonctionne? Soit une ma-
trice A hermitienne n×n, séparée en A = A0 +A1 où A0 = diag(a0

1,...,a
0
n) et

A1 n’a que des éléments en dehors de la diagonale. Si A est diagonalisée par
UAU † = diag(a1,...,an) et si f est une fonction arbitraire, au premier ordre
nous avons

U∗
kif(ak)Ukj ' δijf(a0

i ) + A1
ij

f(a0
i ) − f(a0

j)

a0
i − a0

j

(3.63)

Pour des squarks approximativement dégénérés et des éléments de A1 petits
on peut remplacer la différence par la dérivée de la fonction. Cette expression
permet de réécrire les propagateurs en une partie diagonale en saveur et une
insertion de masse A1

ij, dépendante de la saveur.

13. On a la même chose pour la matrice de masse des squarks hauts, mais avec les (δu
ij)LL

reliés aux (δd
ij)LL par une rotation CKM.
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3.5 La R-parité

3.5.1 Introduction : nombre leptonique et baryonique

Une question très importante dans la physique au-delà du MS, supersy-
métrique en particulier, est la conservation du nombre baryonique B et du
nombre leptonique L. Dans le MS, les symétries baryonique U(1)B et lepto-
nique U(1)L sont des symétries accidentelles du Lagrangien (défini comme la
somme de tous les termes renormalisables, invariant sous SU(3)c⊗SU(2)L⊗
U(1)Y , construit avec le contenu en particule standard). Ce n’est a priori
plus le cas quand on permet l’introduction de termes non-renormalisables
donc dans une théorie qui étend le MS.

B et L sont à la base des nombres quantiques fermioniques, associés
aux quarks et leptons. Mais en supersymétrie, chaque fermion possède un
associé bosonique. De ce fait, ceux-ci portent aussi une charge B ou L. Des
processus "médiés" par des squarks ou des sleptons peuvent donc conduire à
une violation de B et/ou de L. Ceci est extrêmement dangereux car on sait
notamment que le proton est très stable et donc, la violation de B et/ou L,
si elle a lieu, est fortement contrainte. Elle est en général problématique si
elle se fait à trop basse énergie.

Y’a t’il un moyen d’interdire ces nouvelles interactions supersymétriques
violant B et/ou L? Peut-on imposer une symétrie? Si on décide de permettre
la violation de B et L, quelles sont les contraintes auquelles elle est soumise?
Si ces violations sont contrôlées, peuvent-elles apporter des solutions à des
problèmes phénoménologiques importants? Sans entrer dans tous les détails
et sans chercher à passer en revue tous les aspects, nous allons néanmoins
aborder les grandes lignes et placer notre travail sur le mode de désintégration
K → πνν̄ dans ce cadre.

3.5.2 La R-parité

La conservation séparée de B et L ne suffit pas à interdire les interac-
tions "médiées" par les spins 0. Pour éliminer les interactions indésirables,
on peut imposer la symétrie discrète de R-parité. Aux particules ordinaires
on associe la parité +1, aux particules supersymétriques on associe la parité
-1. En demandant que cette parité se conserve à chaque vertex, on exclu
les interactions entre 2 particules ordinaires et 1 sparticule. Cette symétrie
de R-parité garanti que les particules supersymétriques ne puissent pas être
échangée entre quarks et leptons ordinaires, comme sur la figure (3.3)

La valeur de la R-parité d’une particule se construit à l’aide des nombres
baryonique et leptonique mais aussi du spin (car c’est le spin qui différencie
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d

u
q̃

e+

ū

Fig. 3.3 – Echange d’un squark entre quarks et leptons ordinaires, interdit
quand on impose la symétrie de R-parité. Sans cette R-parité, ce diagramme
contribuerait à la désintégration du proton.

les quarks et leptons des squarks et sleptons) :

Rp = (−1)2S(−1)3B+L = (−1)2S(−1)3(B−L) (3.64)

La quantité (−1)3B+L est appelée la parité de matière. Les bosons et fer-
mions ont une parité de matière opposée. Le fait que l’on puisse remplacer
(−1)3B+L par (−1)3(B−L) montre que la R-parité peut être conservée même
si la différence B − L est conservée alors que B et L ne le sont pas.

Plutôt qu’une symétrie discrète, peut-on imposer une symétrie continue
qui joue le même rôle ? Oui, on peut imposer l’invariance du MSSM sous
une symétrie continue U(1)R, telle que R = 0 pour les quarks et leptons et
R = ±1 pour les squarks et sleptons. Seulement, cette "R-symétrie" comme
on l’appelle, n’est pas phénoménologiquement viable. Celle-ci rendrait les
gluinos sans masse ce qui impliquerait l’existance de "R-hadrons" légers qui
n’ont jamais été observés. On préfère alors imposer la parité associée à cette
R-symétrie c’est à dire uniquement l’invariance sous le sous-groupe Z2 : c’est
la R-parité.

Quelle peut être l’origine fondamentale de cette R-parité ? La symétrie
de R-parité peut être vue d’un point de vue formel comme une symétrie de
réflection dans le superespace, θ → −θ (cf le dernier chapitre de la 2ème
partie). Mais plus concrètement, c’est peut être une symétrie résiduelle de la
brisure de supersymétrie dans théorie à plus de 4 dimensions.

3.5.3 Les couplages violant la R-parité

Le superpotentiel du MSSM est :

W = µHuHd + Ye
ijHdLiE

c
j + Yd

ijHdQiD
c
j + Yu

ijHuQiU
c
j (3.65)

où Ye
ij, Yij, Yu

ij sont les couplages de Yukawa. Uniquement à partir de consi-
dérations d’invariance de jauge, d’invariance de Lorentz et de renormalisa-
bilité, nous pouvons introduire dans le superpotentiel (3.65) d’autres termes
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qui n’ont pas de correspondance avec le MS mais qui ne conservent pas la
R-parité. Ces termes sont :

WRPV = µiHuLi +
1

2
λijkLiLjE

c
k + λ′ijkLiQjD

c
k +

1

2
λ′′ijkU

c
iD

c
jD

c
k, (3.66)

où λ,λ′,λ′′ sont des couplages sans dimension. Les deuxième et troisième
termes violent uniquement L et le dernier terme viole uniquement B. Dans la
notation, une fois encore nous n’avons pas fait apparaitre les indices de SU(2).
Quand on écrit un terme LiLjE

c
k, il faut lire (εabL

a
iL

b
j)E

c
k = (NiEj−EiNj)E

c
k.

Etant renormalisables, les termes de WRPV ne sont pas supprimés par une
échelle de masse grande. Ceux-ci induisent donc des effets de violation de B
et/ou de L potentiellement importants.

Les termes d’interaction résultant du 3ème terme (celui qui nous intéresse
pour K+ → π+νν̄) sont :

LLiQjDck = −λ′ijk(ν̃iLd̄kRdjL + d̃jLd̄kRνiL + d̃∗kRν̄
c
iRdjL

−l̃iLd̄kRujL − ũjLd̄kRliL − d̃∗kRl̄
c
iRujL) + h.c (3.67)

qui correspond à des vertex entre 2 particules et une sparticule et qui violent
B et L, comme schématisé sur la figure (3.4).

l̃

l

λ

l̄

q̃
q

λ′

l̄

q̃
q̄

λ′′

q̄

Fig. 3.4 – 3 types de vertex ne conservant pas la R-parité, faisant intervenir
les 3 couplages λijk, λ′ijk et λ′′ijk (les autres vertex ne sont pas montrés)

Les paramètres λ sont en tout au nombre de 9+27+9=45 (à cause de
l’antisymétrie des deux premiers indices de λ et λ′′ nécessaire par invariance
de jauge).

Une remarque : tant que la supersymétrie n’est pas brisée, la violation
de la R-parité peut être paramétrée par les couplages trilinéaires seulement.
En présence de termes de brisure douce, le potentiel scalaire et le superpo-
tentiel fournissent deux sources indépendantes de violation bilinéraire de la
R-parité. Ces deux sources ne peuvent pas être simultanément éliminées. Si
on redéfinit les superchamps de manière à faire disparaitre le terme bilinaire
de (3.66), des termes bilinéaires violant Rp feront leur apparition dans le
potentiel scalaire [41].
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3.5.4 Premières conséquences

Si cette R-parité est conservée, elle implique plusieurs choses importantes :
– les sparticules sont produites par paires, par exemple : p̄ p → q̃ g̃ X,
e+ e− → µ̃+ µ̃−,

– une sparticule se désintègre en une autre sparticule (ou en un nombre
impair de sparticules), par exemple : q̃ → q g̃, µ̃→ µ γ̃,

– la sparticule la plus légère, la LSP, est stable.
Dans le MSSM, par définition, la R-parité est conservée et la sparticule la

plus légère est stable donc ne peut pas se désintégrer. Cette LSP a un grand
interêt car pourrait constituer la majorité de la matière noire froide favorisée
par les modèles cosmologiques de formation des structures (galaxies,...). En
effet, au fur et à mesure du refroidissement de l’Univers (son expansion) les
particules se sont désintégrées, ont formé des baryons, atomes etc, sauf les
neutrinos et la LSP. Cette dernière nous paraît "invisible" car elle n’interagit
que très peu avec la matière et elle contribue alors à la densité relique de ma-
tière noire dont les bornes sont, d’après des mesures récentes de WMAP [42],
0,094 < ΩMNh

2 < 0,129 (à 2σ). L’existence d’une LSP est une prédiction
très importante mais sa contribution totale à la densité de matière noire dé-
pend des paramètres du MSSM. Parmis les candidats à cette LSP, il y a le
neutralino et la gravitino.

L’introduction de la violation de la R-parité nous fait perdre cette pro-
priété du modèle d’avoir une LSP stable.

3.5.5 Contraintes directes et indirectes

Dans le cas où la R-parité est violée, les termes de WRPV , eq (3.66),
donneront des contributions à tous les processus, y compris ceux changeant
la saveur. Par exemple, la désintégration du proton, b → s γ, les oscillations
B − B̄ ou la désintégration rare K+ → π+νν̄. Phénoménologiquement, il
faut pouvoir s’assurer que ces contributions soient supprimées et donc que
les couplages soient petits. En utilisant les résultats expérimentaux et en
calculant les contributions qui ne conservent pas Rp, on peut en déduire des
contraintes quantitatives sur les λ, λ′ et λ′′. Cependant, l’extraction de ces
contraintes est très difficile car en pratique un grand nombre de ces couplages
intervient dans un processus donné. Il faut donc faire appel à des hypothèses
simplificatrices, et parmis celles-ci il y a l’hypothèse de couplage dominant.
Cette hypothèse consiste à supposer que, dans un processus donné, il n’y
a qu’un seul couplage violant la R-parité qui domine sur tous les autres.
Ceci équivaut à dire que chacun des couplages λ, λ′ ou λ′′ ne contribue en
gros qu’une seule fois. On obtient des limites modérément fortes dans la
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plupart des cas, λ, λ′, λ′′ < (10−2 − 10−1) ×mq̃/(100 GeV), impliquant une
dépendance linéaire dans la masse des sparticules. Son utilisation est assez
restreinte 14 et en général on postule plutôt la dominance d’un produit de 2
(voire 4 couplages). Les processus concernés qui contraignent des produits de
couplages sont notamment :

– les processus hadroniques changeant la saveur, comme les oscillations
de mésons neutres,

– les désintégrations leptoniques ou semileptoniques de B ou de K (comme
K → πνν̄),

– les processus violant B ou L, etc.

Cette hypothèse de travail revient aussi à dire qu’il existe une hiérarchie
entre les violations de B et L ou entre les différentes générations de quarks
et leptons. Ceci n’est pas choquant car dans le MS il existe déjà une forte
hiérarchie entre les couplages de Yukawa.

Les implications générales sur les modèles théoriques des limites expéri-
mentales que l’on peut obtenir sont :

– les deux premières générations sont les plus contraintes (il faut savoir
aussi qu’il y a de meilleures données expérimentales généralement),

– les limites les plus fortes sont sur les produits λ′λ′′ (qui participent à
la désintégration du proton par exemple) ce qui suggère une incompa-
tibilité en une violation simultanée de B et de L,

– il existe en général une forte hiérarchie entre les couplages λ,λ′,λ′′.

3.5.6 Le choix de la base

En l’absence de R-parité et de la conservation du nombre leptonique, il n’y
a a priori pas de distinction entre le champ de Higgs d’hypercharge Y = −1
(Hd) et les superchamps leptoniques (Li) qui ont les mêmes interactions de
jauge. Les valeurs des couplages violant la R-parité dépendent de la base
dans laquelle sont définis les superchamps Hd et Li. Il existe cependant un
choix particulier de base dans laquelle le mélange Hd-Li induit par les termes
bilinéaires est paramétré de manière économique et physique. Il est aussi
possible de définir un ensemble complet de quantités indépendantes de la
base et qui paramétrisent les effets de violation de Rp [43].

De plus, quand on étudie les limites sur les couplages violant la R-parité,
il est également nécessaire de définir la base dans laquelle on travaille. C’est
d’autant plus vrai lorsque l’on utilise l’hypothèse de couplage dominant. Si

14. Elle concerne les interactions de jauge par courant chargé/neutre, la désintégration
ββ0ν et l’oscillation neutron/anti-neutron
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une hiérarchie entre les couplages est issue d’une symétrie de saveur à haute-
énergie, alors il paraît naturel de travailler dans la base des états de saveur.
La plupart du temps, sans hypothèse de structure de saveur à haute énergie,
les couplages pour les superchamps de quarks (resp. de leptons) sont définis
dans la base "super-CKM" (resp. "super-MNS").

3.5.7 Conclusions

Sans la symétrie de R-parité, les modèles supersymétriques sont diffi-
cilement viables 15 à cause des processus violant B et/ou L. Mais puisque
cette symétrie n’a pas encore de justification fondamentale, il est raisonnable
d’étudier et de discuter quantitativement de sa possible violation à travers
les nombreuses contraintes existantes venant de l’astrophysique jusqu’aux
accélérateurs. Le but des études sur les contributions violant la R-parité est
donc de savoir combien celles-ci, paramétrées par les coefficients λijk, λ′ijk et
λ′′ijk (+µi), peuvent être tolérées dans le superpotentiel et dans les termes de
brisure de supersymétrie.

La phénoménologie de la violation et de la conservation de la R-parité
sont très différentes et très riches, sa discussion est centrale à tout modèle
supersymétrique.

3.6 Récapitulatif des propriétés importantes

• Les particules sont rangées dans des supermultiplets de 2 types (en ce
qui concerne les modèles minimaux) :

– le supermultiplet chiral, qui comprend un fermion de Weyl, un scalaire
complexe et un scalaire auxiliaire;

– le supermultiplet vecteur, qui comprend un boson de jauge, un fermion
de Weyl (le jaugino) et un scalaire auxiliaire.

• Les interactions de jauge entre supermultiplets sont déterminées par les
dérivées covariantes dans les termes cinétiques. Les autres interactions sont
déterminées par le superpotentiel qui comprend au niveau renormalisable les
termes de masse, de Yukawa et éventuellement des termes violant la R-parité.

• La R-parité est une symétrie discrète entre particule et superparticule
qui protège des courants neutres changeant la saveur au niveau de l’arbre:

Rp = (−1)3(B−L)+2S

15. car ceci dépend bien sûr de la valeur des couplages violant la R-parité et donc des
symétries de saveur éventuelles



44 CHAPITRE 3. INTERLUDE: SUPERSYMÉTRIE, MSSM, R-PARITÉ

• La violation de la R-parité est paramétrée par 3 familles de couplages :
λ, λ′, λ′′ qui permettent respectivement la violation de L, L, et enfin B.
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Chapitre 4

K → πνν̄ dans le MSSM sans la

R-parité

4.1 K → πνν̄ dans le MSSM

4.1.1 Les nouvelles contributions

Les particules supersymétriques modifient le hamiltonien effectif (2.4) à
travers les contributions de nouveaux diagrammes en boîte et en pingouin les
faisant intervenir. À une boucle, les différentes contributions aux processus
∆F 6= 0 (changeant la saveur) peuvent se grouper en 3 classes (la figure (4.1)
donne quelques exemples) :

– les échanges de higgs et W ou quarks, qui contient le MS comme sous-
ensemble,

– les échanges de gluinos et squarks,

– les échanges de charginos ou neutralinos et squarks.

Les contributions potentiellement dominantes seront dues à la dernière caté-
gorie.

Pour la suite, nous regroupons sous le terme "contribution du MSSM"
toutes ces contributions, sans celles qui violent la R-parité car elles seront
discutées plus tard. Le terme "contribution SUSY" fera référence aux contri-
butions venant d’échange de particule(s) supersymétrique(s) (le MS est ex-
clu), mais toujours sans violation de R-parité.



46 CHAPITRE 4. K → πνν̄ DANS LE MSSM SANS LA R-PARITÉ

sL dL

νL νL

H±

t t

Z

(A)

sL dL

νL νL

χ

ũi
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Fig. 4.1 – Exemples de nouveaux diagrammes. (A)=contribution d’un
higgs chargé; (B)=contribution d’un chargino; (C)=contribution d’un gluino;
(D)=contribution d’un neutralino

4.1.2 Paramétrisation

La détermination des contributions SUSY est basée sur le même principe
que celles du MS. Il y a les diagrammes de type pingouin et boîte donnant
lieu à un vertex Zds̄ effectif. Sous certaines hypothèses, l’hamiltonien effectif
résultant peut être écrit de la même façon que l’équation (2.4), mais où la
fonction Xt est remplacée par [44] :

Xnew = rKe
−iθKXt (4.1)

et nous avons

HMSSM
eff =

GF√
2

α

2π sin2 ΘW

∑

l=e,µ,τ

Z l
ds(s̄d)V −A(ν̄lνl)V −A, (4.2)

avec Z l
ds = λtXnew + λcX

l
c.

Les fonctions rK et θK mesurent la quantité de nouvelle physique. Elles
dépendent des masses des nouvelles particules et des nouveaux couplages.
Toute la nouvelle physique proportionnelle à λc est incluse dans Xnew, don-
nant une contribution à rK et θK . Suivant les résultats du chapitre 2, le taux
de branchement de la désintégration K+ → π+νν̄ peut alors être exprimée
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sous la forme :

Br(K+ → π+νν̄) =
κ̄+

3λ2

(
Im(Z l

ds)
2 +Re(Z l

ds)
2
)

(4.3)

=
κ̄+

3λ2

[

(rKXt | Vcb |2 Rt)
2 +

(

λ4Pc(1 − λ2

2
)

)2

+2 | Vcb |2
(

1 − λ2

2

)2

λ4PcXtrKRt cos(β + θK)

]

où Rt et β sont introduits via ρ̄ = 1 −Rt cos β et η̄ = Rt sin β.

Afin d’écrire le hamiltonien effectif sous cette forme, nous avons supposé
qu’un seul opérateur de dimension 6 contribuait : l’opérateur s̄Lγ

µdL ν̄L
lγµν

l
L.

En effet, nous sommes dans le cas où la R-parité est conservée, il n’y a pas de
violation du nombre leptonique et baryonique (les neutrinos et antineutrinos
finals ont la même saveur). De plus, le contenu en particules est mimimal et
correspond à celui du MSSM. Pour que l’analyse décrite au chapitre 2 puisse
être réutilisée, nous supposons par ailleurs que

– l’unitarité de la matrice CKM à 3 générations est maintenue,
– les contributions de nouvelle physique aux désintégrations semilepto-

niques du B au niveau de l’arbre qui sont utilisées pour déterminer
| Vcb | sont négligeables,

– les contributions de nouvelle physique intervenant dans K+ → π0e+νe

sont elles aussi négligeables.

En étant un peu plus explicite, Xnew peut être écrit sous une forme
où apparaissent les contributions des différentes particules entrant dans les
boucles :

Xnew = X
(MS)
t +XH± +XC̃ +XÑ , (4.4)

On a respectivement les contributions du MS dans X (MS)
t , celles des Higgs

chargés et des quarks hauts, celles des charginos et des quarks hauts (et les
sleptons chargés dans les diagrammes à boîte) ainsi que celles des neutralinos
et des quarks bas (avec des sneutrinos dans les diagrammes à boîte). La
contribution des gluinos a été négligée à cause de leur masse élevée associées
à plusieurs propagateurs de squarks.

4.1.3 L’approximation d’insertion de masse

En utilisant l’approximation d’insertion de masse [45], on peut formuler
une paramétrisation des quantités violant la saveur et violant CP indépen-
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dante du modèle. Les matrices de masse des quarks/squarks seront alors
diagonalisées de façon perturbative et les calculs seront faits en utilisant les
insertions de masse, comme décrit au chapitre 3. Dans la plupart des cas, le
premier ordre suffit. Cependant, Colangelo et Isidori [46] ont montré que pour
les diagrammes avec une boucle chargino/squark, il était nécessaire d’aller
au-delà pour prendre en compte tous les effets potentiellement importants.

Nous définissons des paramètres R reliés aux paramètres d’insertion de
masse par [44]:

RD
sLdL

=
(m2

D)LL12

λtm2
d̃L

=
(δD

12)LL

λt

(4.5)

RU
sLdL

=
(m2

U)LL12

λtm2
ũL

=
(δU

12)LL

λt
(4.6)

RU
sLtR

=
(m2

U)LR23

λtmtmũL

Vtd =
(δU

23)LR

λtmt
VtdmũL

(4.7)

RU
tRdL

=
(m2

U)RL31

λtmtmũL

V ∗
ts =

(δU
31)RL

λtmt

V ∗
tsmũL

(4.8)

Les quantités m2
d̃L

(resp. m2
ũL

) sont les masses au carré des squarks bas (resp.

haut) des deux premières générations et (m2
D)ij (resp.(m2

U )ij)) sont les élé-
ments hors-diagonaux des matrices de masse des squarks.

Nous pouvons alors écrire les contributions de charginos/squarks et neu-
tralino/squarks à X

new
en séparant les paramètres d’insertion de masse et les

fonctions à une boucle :

XC̃ = C0 + CLLR
U
sLdL

+ CLRR
U
sLtR

+ CRLR
U
tRdL

(4.9)

XÑ = ÑRD
sLdL

(4.10)

4.1.4 Neutralinos

La valeur de RD
sLdL

peut être importante (sa limite supérieure est donnée
plus loin), la contribution des neutralinos est donc elle aussi potentiellement
importante et doit être prise en compte. Les fonctions à une boucle et les dia-
grammes des contributions de (4.9) sont donnés en annexe. Comme exemple,
nous allons détailler ici la contribution à Xnew des diagrammes pingouins
comportant l’échange d’un neutralino, figure (A.2).

les diagrammes pingouins

Les deuxième et troisième diagrammes de la figure, (B) et (C), com-
portent un vertex squark-squark-Z et s’annulent avec les contributions ve-
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sL dL

νL νL

s̃L d̃L⊕
Ñ Ñ

Z

(m2
D)sLdL

(A)

sL dL

νL νL

N

s̃L

d̃L
⊕
d̃L

Z

(m2
D)sLdL

(B)

sL dL

νL νL

Ñ

s̃L
s̃L

⊕
d̃L

Z

(m2
D)sLdL
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νL νL

⊕

Ñ Ñ

ν̃l

s̃L d̃L

(D)
(m2

D)sLdL

Fig. 4.2 – Diagrammes avec un neutralino virtuel contribuant au calcul de la
fonction N

nant de la self-énergie des quarks externes. Le diagramme (A) donne 1 :

(Ñ)Pen
nm = − 1

2
j(xnd̃L

,xmd̃L
,1)
√
xnd̃L

xmd̃L
W T

n (dL)[Wn4W
†
4m −Wn3W

†
3m]W ∗

m(dL)

− 1

4
k(xnd̃L

,xmd̃L
,1)W T

n (dL)[W ∗
n4W

T
4m −W ∗

n3W
T
3m]W ∗

m(dL) (4.11)

Ce résultat inclu la matrice unitaire W qui diagonalise matrice de masse MÑ

des neutralinos :

MÑ = W Tdiag(MÑ1
,MÑ2

,MÑ3
,MÑ4

)W, MÑn
> 0 (4.12)

Explicitement, (sθW
= sin θW , sβ = sin β etc)

MÑ =







M1 0 −MZsθW
cβ MZsθW

sβ

0 M2 MZcθW
cβ −MZcθW

sβ

−MZsθW
cβ MZcθW

cβ 0 −µ
MZsθW

sβ −MZcθW
sβ −µ 0







On a introduit la notation Wn(x) = T3(x)Wn2 + tan θW
Y (x)

2
Wn1, où T3(x)

est la troisème composante de l’isospin faible et Y (x) l’hypercharge de la
particule x. Les Wni sont les éléments de la matrice W .

1. Les règles de Feynman utilisées dans le calcul sont celles de H.Haber et G.Kane [47].
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L’intégration sur l’impulsion virtuelle circulant dans la boucle donne les
fonctions j et k :

j(x) =
x log x

x− 1
(4.13)

k(x) =
x2 log x

x− 1
(4.14)

où on définit une fonction à n arguments à partir d’une fonction à n − 1
arguments :

f(x,y,z1,...,zn−2) =
f(x,z1,...,zn−2) − f(y,z2,...,zn−2)

x− y
(4.15)

Enfin, xnd̃L
est une notation condensée qui exprime le rapport m2

Ñn
/m2

d̃L
.

Ce résultat diffère légèrement du résultat de [44] par un signe moins de-
vant la fonction k. L’influence numérique de ce signe est cependant minime
devant la contribution numérique des charginos.

résultat final

Les diagrammes à boîte de la figure (A.2) donnent quant-à-eux :

(Ñ)Box
nm = xWd̃L

[
k(xnd̃L

,xmd̃L
,xν̃Ld̃L

,1)W T
n (dL)W ∗

n(νL)W T
m(νL)W ∗

m(dL) (4.16)

+ 2 j(xnd̃L
,xmd̃L

,xν̃Ld̃L
,1)
√
xnd̃L

xmd̃L
W T

n (dL)Wn(νL)W †
m(νL)W ∗

m(dL)
]

Le résultat final de la contribution des neutralinos est donné par la somme
de tous les termes :

Ñ =
∑

n;m=1..4

(

(Ñ)Pen
nm + (Ñ)Box

nm

)

(4.17)

à multiplier par le paramètre R correspondant, RD
sLdL

.

4.1.5 Analyse numérique

La structure en saveur des modèles supersymétriques est inconnue et les
paramètres R sont des quantités a priori complexes. Malheureusement, la
valeur du taux de branchement est fortement influencée par ces paramètres
de saveurs. Il est cependant possible d’obtenir des limites supérieures sur
ceux-ci en utilisant différentes mesures expérimentales. Depuis les analyses
de [44, 46, 48], la situation expérimentale n’a pas énormément changé. Il
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n’y a pas de mise à jour réellement nécessaire, seules les futures expériences
pourront améliorer de façon significative notre connaissance de ces quantités
δ ou R. Nos limites obtenues à partir des données du PDG 2004, de mt et
des éléments CKM du chapitre 2 sont 2 :

RD
sLdL

≺ (−105 − 56i)
md̃L

500 GeV

RU
sLdL

≺ (−105 − 56i)
mũL

500 GeV

| RU
sLtR

| < min
(

219 (
mũL

500 GeV
)3, 43

)

| RU
tRdL

| < 41 (
mũL

500 GeV
)2

Seules les valeurs centrales ont été prises en compte. Si on inclut les incerti-
tudes sur les éléments CKM et sur mt, alors ces limites sur les R deviennent
légèrement plus élevées.

En faisant varier les paramètres du MSSM (masses, tan β etc.) dans les
régions permises par les contraintes expérimentales, les auteurs de [44] ont
trouvé pour rK et θK les intervalles typiques (figures 4.3 et 4.4) :

0.5 < rK < 1.3, − 25o < θK < 25o . (4.18)

Les paramètres entrants étaient :
– tanβ entre 2 et 6
– µ entre -300 et 300 GeV
– M2 entre 100 et 300 GeV
– mt̃R entre 150 et 300 GeV
– mQ̃L

entre 200 et 500 GeV
– mL̃L

entre 100 et 300 GeV

Cette analyse n’est pas restreinte à un modèle particulier. Elle reste valide
pour une extension supersymétrique générale du MS (conforme avec les hypo-
thèses de la deuxième section de ce chapitre) qui permet de nouvelles sources
de violation de la saveur et de CP (donc au-delà du CMSSM/mSUGRA dans
lesquels les termes de brisure douce sont universels et dont les contributions
sont proportionnelles aux angles CKM). Il faut cependant savoir que ces inter-
valles sur rK et θK ne sont pas exclusifs, ils indiquent seulement les valeurs
les plus probables. Notre propre analyse à partir de données plus récentes

2. Pour les deux premières limites, le signe “≺" signifie que la limite supérieure de la
partie réelle (resp. la partie imaginaire) des paramètres R est la partie réelle (resp. la partie
imaginaire) du second membre.
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Fig. 4.3 – Valeurs possibles de rK obtenues en faisant varier les paramètres
R de 0 à leur limite supérieure, en fonction de | µ |.

reste en accord avec ces intervalles, tout en les rendant plus probables. Sur
un certain nombre de points, nous avons comparé la valeur avec les anciens
paramètres et nos paramètres mis à jour et nous avons constaté que les rK

et θK étaient globalement plus faibles dans le second cas.
Ensuite, variant rK et θK à l’intérieur de ces intervalles, nous pouvons

prédire le taux de branchement dans le MSSM de K+ → π+νν̄. Nous obte-
nons :

Br(K+ → π+νν̄)MSSM = (8,18 +4,26
−5,23) × 10−11. (4.19)

c’est-à-dire une variation d’environ 50% de la valeur centrale du taux de bran-
chement dans le MS. En permettant des intervalles plus large, quoique moins
probables, nous pouvons obtenir un taux de branchement de K+ → π+νν̄ de
1,55×10−10 (avec rK = 1,5 et θK = −30o). Ainsi, les contributions du MSSM
pourraient suffir à obtenir la valeur centrale expérimentale, sans que l’on ait
besoin d’introduire de violation de la R-parité. Mais il faut bien sûr garder
en mémoire que le taux de branchement (4.19) n’est qu’une estimation. La
valeur précise des contributions supersymétriques nous reste inconnue. De
plus, nous n’avons pas réellement effectué une analyse systématique en in-
cluant par exemple les erreurs sur les éléments de matrice CKM. Cependant,
les résultats précédents nous montrent que les corrections dues aux parti-
cules supersymétriques peuvent être du même ordre de grandeur que celles
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Fig. 4.4 – Valeurs possibles de θK (en degrés) obtenues en faisant varier les
paramètres R de 0 à leur limite supérieure, en fonction de | µ |.

du MS 3. Ainsi, il paraît aussi nécessaire de les prendre en compte dans une
analyse où l’on cherche à obtenir des contraintes sur les couplages violant la
R-parité.

4.2 Contribution violant la R-parité, contraintes

4.2.1 Taux de branchement total

Dans cette section, nous allons introduire les contributions supplémen-
taires au processus K+ → π+νν̄ venant des termes brisant la symétrie de R-
parité. Ainsi, en utilisant la valeur expérimentale du taux de branchement,
nous allons pouvoir en déduire des contraintes sur les couplages des inter-
actions violant la R-parité (les λ′

ijk). Les termes supplémentaires introduits
dans le superpotentiel (3.66) donnent lieu à des nouveaux termes d’interac-
tion entre particules et sparticules. Ces termes induisent une contribution au
niveau de l’arbre à K+ → π+νν̄ par échange d’un squark.

L ⊃ ...− λ′ijk(d̃
c
kRν

c
idjL + d̃jLνidkL) + ... (4.20)

3. Il est aussi tout à fait possible qu’il y ait des interférences destructives entre les
contributions du MS et celles venant des nouvelles particules. La valeur dans le MSSM
serait alors plus basse que dans le MS, comme on le voit dans le résultat (4.19).
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Les diagrammes correspondant sont donnés dans la figure (4.5)
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Fig. 4.5 – Diagrammes des contributions violant la R-parité au processus
K+ → π+νν̄.

Les λ′ijk seront définis dans la base "super-CKM" discutée au chapitre
3. En incluant ces nouvelles contributions à l’analyse précédente, le taux de
branchement pour la désintégration rare K+ → π+νν̄ s’écrit :

Br(K+ → π+νν̄) =
κ̄+

3λ2

(
∑

l

| Z l
ds +

εll
4∆ (200 GeV)2

|2 +
∑

m6=l

| εml |2
16∆2 (200 GeV)4

)

(4.21)
où la somme est à faire sur les saveurs des ν et ν̄, et ∆ est un facteur
numérique donné par:

∆ =
Gfα(mZ)√
2π sin2(θw)

= 8,88 × 10−8 GeV−2 (4.22)

L’erreur expérimentale sur ∆ est inférieure au pourcent donc négligeable en
comparaison de celles sur les autres facteurs (comme κ̄+).

Les couplages violant la R-parité sont contenus dans les εij définis comme
suit:

εij =
∑

n

(

λ
′∗
i2nλ

′

j1n

m2
d̃nR

− λ
′∗
in1λ

′

jn2

m2
d̃nL

)

(200 GeV)2 . (4.23)

La référence de 200 GeV a été choisie pour la masse typique d’un squark. Les
λ′ijk sont a priori complexes, les phases des εij nous sont inconnues.

Nous pouvons remarquer que contrairement au MS ou au MSSM, les
contributions violant la R-parité peuvent conduire à un neutrino et un anti-
neutrino de saveur différente (dernier terme de 4.21). Ceci est attendu compte
tenu de la violation du nombre leptonique que nous avons maintenant per-
mis. Dans le cas où les états finals du neutrino et de l’anti-neutrino ont la
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même saveur, il y a interférence avec les contributions MSSM (premier terme
de 4.21). Expérimentalement, la saveur des neutrinos et anti-neutrinos n’est
pas mesurée, en principe il faut donc prendre toutes les contributions.

4.2.2 Analyse et contraintes

Nous allons maintenant contraindre les couplages λ′
ijk intervenant dans

le processus K+ → π+νν̄. Il ne sera pas possible d’établir des limites pour
chacun de ces 27 λ′, mais en faisant des hypothèses raisonnables, il sera pos-
sible de contraindre certaines combinaisons. Nous procéderons à une analyse
en 3 étapes.

Ordre de grandeur des λ′
ijk

Tout d’abord, nous allons mettre de côté toutes les contributions qui
conservent Rp et que nous avons étudiées auparavant. Ceci, dans le but d’es-
timer grossièrement l’ordre de grandeur des couplages λ′

ijk. Le taux de bran-
chement résultant des seules contributions à l’arbre violant la R-parité est:

BrRp =
κ̄+

48λ2 ∆2(200 GeV)4

∑

i,j

| εij |2 . (4.24)

En comparant directement avec la valeur centrale expérimentale (2.23), il est
possible d’en tirer une limite supérieure sur la somme des εij:

∑

i,j

| εij |2< 5,6 × 10−10 . (4.25)

Cette valeur correspond à des masses de squarks en unité de 200 GeV. En
mettant la référence des masses de squark à 100 GeV, nous avons plutôt :

∑

i,j

| εij |2< 0,4 × 10−10. (4.26)

Cette limite est inférieure d’au moins un ordre de grandeur aux limites supé-
rieures obtenues jusqu’alors : 2,3×10−9 [49] et plus récemment 2,3×10−10 [41].
Ceci montre à quel point les données sur K+ → π+νν̄ se sont améliorées de-
puis et montre que ces λ′

ijk sont petits, O(10−2 − 10−3). Il est donc justifié
d’inclure aussi les contributions à une boucle du MSSM, mais pas la contri-
bution à une boucle des interactions violant la R-parité.
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Interférences nulles

Puisque l’apport de notre travail est d’ajouter les contributions du MSSM
à ces contributions à l’arbre, voyons ce que deviennent les limites supérieures.
Ce sont des limites supérieures que nous cherchons à obtenir, nous allons
donc prendre le cas où la contribution du MSSM (incluant le MS comme
sous-ensemble) est minimale. Ceci correspond à peu près à rK = 0,5 et θK =
25o. Ainsi, nous laissons un maximum de place aux contributions violant la
R-parité. Pour simplifier un peu la discussion avant de passer à l’analyse
complète, nous allons mettre de coté les interférences. La limite supérieure
précédente (4.25) (évaluée sans le MSSM) peut être légèrement améliorée :

∑

i,j

| εij |2< 4,5 × 10−10 . (4.27)

Cette limite peut être transformée en limite sur le produit de 2 couplages λ′,
en mettant naïvement tous les couplages à zéro sauf un seul produit (voir le
chapitre 3 et la discussion concernant l’hypothèse de produit dominant) :

| λ
′∗
i2nλ

′

j1n

m2
d̃nR

| < 2,1 × 10−5 (4.28)

| λ
′∗
in1λ

′

jn2

m2
d̃nL

| < 2,1 × 10−5 (4.29)

Les masses de squarks sont toujours en unités de 200 GeV.

Analyse globale, interférences non nulles

Bien sur, des contraintes réalistes doivent s’obtenir en prenant en compte
la possibilité d’interférences entre contributions conservant Rp et contribu-
tions violant Rp. Cependant, cela rend l’extraction de limite beaucoup plus
délicate. Nous allons nous placer dans le cas où les neutrinos/antineutrinos
sont dans le même état de saveur final, εij = 0 si i 6= j. 4 L’équation générale
vérifiée par les εii peut s’écrire sous la forme:

∑

i=e,µ,τ

(

Re(εii) +
αi

2

)2

+
∑

i=e,µ,τ

(

Im(εii) +
β

2

)2

≤ R2 , (4.30)

Pour un εii donné (en supposant tous les autres nuls), cette équation décrit
un disque dans le plan complexe. Les valeurs des paramètres sont explicitées

4. La violation de la saveur leptonique est fortement contrainte, et pour simplifier l’ex-
traction des limites, nous négligeons donc la contribution du cas εij 6= 0 si i 6= j.
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dans le tableau suivant, dans le cas d’interférences avec le MS (rK = 1 et
θK = 0, première ligne du tableau) où avec le MSSM (cas ’minimal’, rK = 0.5
et θK = 25o, deuxième ligne):

αi ce, cµ cτ β R2

ci (2,0 × 10−5) 1 0,9 5,8 × 10−6 (1,9 × 10−5)2

ci (1,2 × 10−5) 1 0,81 5,5 × 10−6 (2,2 × 10−5)2

Les paramètres α et β dépendent des données CKM et des fonctions à
boucle Xt (Xnew) et X l

c. Les ci sont les corrections à α dûes à la dépendance
implicite aux masses leptoniques mi. Et enfin, le rayon R contient le terme

48λ2 ∆2

κ̄+(200 GeV)−4
(Brexp − Brth)

ainsi que α, β. Le détail est donné en annexe.
Dans le cas de ε11, la figure (4.6) nous montre les contraintes résultantes

sur la partie réelle et imaginaire. Les contraintes sur ε22 et ε33 s’obtiennent
de la même manière et sont similaires.

-3 -2 -1 0 1
Re

-2

-1

0

1

2

Im

MS

SUSY

Fig. 4.6 – L’intérieur du disque est la région permise (dans le MS ou dans le
MSSM) pour Re(ε11) et Im(ε11), en unité de 10−5 et pour une masse référence
des squarks à 200 GeV.

Pour avoir une idée plus précise de l’influence des interférences par rapport
au cas précédent, nous pouvons choisir le point de coordonnées (Re(ε11)=-2,
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Im(ε11)=-2) qui donne à peu près la valeur maximale de | ε11 |. Il donne :

| ε11 |= 2,8 × 10−5

On peut déduire, de la même manière que précédemment, des limites sur des
produits de couplages violant la R-parité 5:

| λ
′∗
i2nλ

′

i1n

m2
d̃nR

| < 2,8 × 10−5 (4.31)

| λ
′∗
in1λ

′

in2

m2
d̃nL

| < 2,8 × 10−5 (4.32)

Ces limites sont 30% plus grandes que les limites (4.28), (4.29). Ceci montre
clairement que les interférences ont une influence réellement significative.

L’influence de la masse référence des squarks bas sur les limites précé-
dentes est montrée sur la figure (4.7). Des squarks bas de l’ordre de 400 GeV
par exemple donnent à peu près une limite supérieure de l’ordre de 10−4 sur
les produits | λ′∗

i2nλ
′

i1n | et | λ′∗
in1λ

′

in2 |.

100 150 200 250 300 350 400
M_squarks

0

2

4

6

8

10

Fig. 4.7 – Valeur en unité de 10−5 de la limite supérieure sur | λ′∗
i2nλ

′

i1n | et
| λ′∗

in1λ
′

in2 | en fonction de la masse typique des squarks bas.

5. Le cas i=τ donne des limites légèrement plus basses à cause du facteur correctif
cτ = 0,81, mais les limites (4.31), (4.32) peuvent être utilisées pour les 3 saveurs.



59

Chapitre 5

Conclusions de la première partie

Dans cette partie, nous avons étudié la désintégration rare K+ → π+νν̄
pour les informations qu’elle procure sur la physique de la saveur dans le
Modèle Standard et au-delà. C’est en effet une désintégration sensible à la
physique de courte-distance, elle permet de sonder la physique à des énergies
plus grandes que celles accessibles expérimentalement auprès des collision-
neurs.

Dans le cadre particulier des modèles supersymétriques minimaux sans la
symétrie de R-parité, nous avons déterminé les limites supérieures des nou-
veaux couplages intervenants dans le processus. Pour aller plus loin que les
analyses précédentes sur cette désintégration, nous avons inclu les contribu-
tions à une boucle et les interférences possibles avec la partie qui ne conserve
pas la R-parité. L’analyse est rendue difficile par le nombre de paramètres in-
connus ainsi que par l’extraction des couplages. Cependant, on peut conclure
que les interférences entre ces deux parties sont importantes et réhaussent la
limite supérieure sur les produits de couplages des interactions violant la R-
parité, par rapport au cas où elles sont ignorées. C’est le résultat principal de
cette partie plus que la valeur elle même de la limite qui est elle susceptible
de varier en fonction de l’amélioration des données expérimentales. Cepen-
dant, nous avons mis à jour les paramètres et les prédictions importantes
pour ces limites. En particulier, nous avons pris en compte certaines mesures
de la désintégration K+ → π0e+ν qui n’avaient pas été incluses dans d’autres
travaux de l’époque.

Les limites ont été obtenues avec les valeurs centrales des mesures ex-
périmentales des éléments de la matrice CKM, des masses de quarks et du
taux de branchement de K+ → π+νν̄. L’analyse a été effectuée avec les pa-
ramètres supersymétriques minimisant la contribution globale conservant la
R-parité. Pour ces raisons, la limite obtenue n’est pas une limite supérieure
absolue, seulement une estimation raisonnable. Nous pourrions alors amé-
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liorer nos résultats en prenant en compte les erreurs expérimentales et en
réalisant l’analyse avec des paramètres supersymétriques étendus.

La désintégration voisine K0
L → π0νν̄ partageant les mêmes attraits n’a

cependant pas pu être utilisée pour obtenir des contraintes similaires car elle
n’a pas encore été observée et les limites supérieures expérimentales sont
encore loin de la prédiction théorique dans le MS.
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Deuxième partie

Effets à une boucle des

dimensions supplémentaires
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Chapitre 1

Introduction : la physique des

dimensions supplémentaires

Les premières idées concernant la physique des dimensions supplémen-
taires datent des travaux de Kaluza et Klein (KK) aux alentours de 1920 [50]
dans lesquels on retrouve une tentative d’unifier l’électromagnétisme de Max-
well et la gravitation d’Einstein. Ceux-ci proposèrent une théorie avec une
cinquième dimension compacte (repliée sur elle-même et non pas infinie
comme les 4 autres). Le photon était alors généré par la 5ème composante de
la métrique de l’espace-temps. 1 Ainsi, l’électromagnétisme pouvait se décrire
géométriquement comme la gravitation.

Depuis, il y a eu diverses tentavives d’unification de la gravitation et
des interactions forte et électrofaible dans une théorie quantique consistante.
Parmis ces théories, il y a notamment les théories des (super)cordes. Celles-ci
décrivent les particules observées comme des modes d’excitation de cordes
très petites mais de taille finie 2, vivant dans un espace-temps à 10 ou 11
dimensions. De plus ces théories ont la particularité d’inclure la supersy-
métrie comme ingrédient nécessaire pour des raisons de stabilité 3. Pendant
un temps, il était conventionnel de supposer que les dimensions supplémen-
taires étaient très petites, de l’ordre de la longueur de Planck, lP l ∼ 10−33

cm∼ 10−19 GeV−1.
Depuis un peu moins de 10 ans, il a été réalisé que des dimensions supplé-

mentaires beaucoup plus grandes pouvaient être permises sans qu’il y ait de
conflits avec l’expérience. Ainsi, une dimension supplémentaire très grande

1. Le graviton à 5D gMN se décompose en un graviton à 4D gµν , un boson vecteur gµ5

et un scalaire g55.
2. Dans l’approche des théories de cordes, les objets sont finis et l’espace est continu.

Dans d’autres théories de gravitation quantique, c’est l’espace lui-même que l’on discrétise.
3. La supersymétrie permet d’éliminer les modes tachyoniques.
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de taille R ∼ 1 TeV−1 pourrait tout à fait être découverte aux collisionneurs
tels que le LHC. Dès lors, il y a eu une activité considérable dans l’étude
de modèles qui incorporent des nouvelles dimensions spatiales. De plus, ces
modèles apportent de nouvelles perspectives d’étude des énigmes actuelles de
la physique des particules telles que : le problème de la hiérarchie de jauge,
la physique de la saveur et du neutrino, la matière noire etc.

L’attrait pour les théories extra-dimensionnelles vient de la richesse dans
la construction de modèles qui permettent de générer des phénoménologies
très différentes les unes des autres [51].

La suite de cette seconde partie comporte 3 chapitres.
• Dans le premier, nous allons aborder les rudiments des modèles avec

des dimensions supplémentaires. Nous commencerons par étudier l’effet de la
compactification sur les champs et le spectre de masse à 4 dimensions. Puis
nous introduirons la notion d’orbifold, très importante pour la construction
de modèles réalistes (c’est-à-dire incluant des fermions chiraux).

• Un des effets les plus importants des théories quantiques des champs
est la dépendance des quantités physiques en l’échelle d’impulsion. Cet ef-
fet à été observé expérimentalement dans le cas du couplage de l’interaction
forte mais concerne tous les paramètres d’une théorie donnée. Par ailleurs,
l’extrapolation à haute énergie des constantes de couplage des 3 interac-
tions forte, faible et électromagnétique montre la possibilité d’une grande
unification des interactions [52]. En 1998 [53], les corrections quantiques aux
couplages de jauge dans un contexte extra-dimensionel ont été calculées et
un comportement en loi de puissance, et non plus logarithmique, a été mis
en évidence. Dans la première moitié du second chapitre nous introduirons
le principe de la renormalisation et des théories effectives. La seconde moi-
tié nous nous concentrerons alors sur les différentes régularisation possibles.
Nous donnerons les résultats du calcul de la polarisation du photon dans une
régularisation par cut-off invariante de jauge. Ce chapitre se termine sur une
discussion autour de l’unification des couplages de jauge en loi de puissance.

• Le mélange observé dans le secteur des neutrinos et sa différence avec le
secteur des quarks (mélange faible, masses hiérarchiques) est une invitation
à une étude des corrections quantiques aux masses et angles de mélange des
neutrinos. Le comportement typique en loi de puissance peut apporter un
regard nouveau sur l’origine de la structure du secteur des neutrinos. Dans
le dernier chapitre, nous présentons les résultats concernant de calcul de ces
corrections quantiques à une boucle dans un modèle supersymétrique à 5
dimensions. Leur utilisation permet l’analyse des paramètres du secteur des
neutrinos à basse et haute énergie dont nous présenterons les résultats les
plus immédiats.
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Chapitre 2

Interlude : modèles avec dimensions

supplémentaires

2.1 Dimension supplémentaire compacte

2.1.1 Dimension spatiale ou temporelle?

Tout d’abord, il nous faut préciser de quel type de dimensions supplémen-
taires nous parlons. A D dimensions, si on suppose que notre théorie respecte
la symétrie de Lorentz à D dimensions, on a la relation de dispersion pour
l’impulsion à D dimensions (pour une particule de masse nulle):

P 2 = 0 = gMNP
MPN , (2.1)

Si on décompose la relation précédente en prenant une métrique plate de la
forme (choisissons le cas d’une seule dimension supplémentaire)

gMN = diag(1,− 1,− 1,− 1,± 1), alors

P 2 = p2
0 − p2 ± p2

5 (2.2)

c’est à dire que pµp
µ = ∓p2

5. Si la dimension supplémentaire est choisie du
type temporelle, alors du point de vue quadridimensionel, nous avons une
particule massive de masse m2 = −p2

5. La particule est ce que l’on appelle
un tachyon et pose de sérieux problèmes de causalité.

En général, nous prendrons des dimensions supplémentaires uniquement
spatiales.
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2.1.2 Théorie des champs scalaires

Prenons l’exemple d’une théorie des champs scalaire à (4 + d) dimen-
sions, avec un seul champ scalaire Φ(xM ) où M = 0,1,2,3

︸ ︷︷ ︸

µ

; 5,6,..,4 + d
︸ ︷︷ ︸

d

. Les

coordonnées supplémentaires sont appelées yd plutôt que xd. L’action décri-
vant une telle théorie est alors définie en terme d’une densité lagrangienne
de dimension (4 + d),

S =

∫

dMxLD(xM ) =

∫

dxµdydLD(xµ, yd) (2.3)

avec

LD =
1

2
∂MΦ†∂MΦ − 1

2
m2Φ†Φ. (2.4)

La dimension du champ Φ est [Φ] = [m]1+d/2, ce qui a une importante consé-
quence pour la renormalisabilité de la théorie extra-dimensionelle. En effet,
a cause du changement de dimensionalité de Φ, la plupart des termes d’in-
teraction du lagrangien (en dehors du terme de masse) auront des couplages
avec une dimension. Par exemple le terme d’interaction à 4 champs, renor-
malisable à 4D, aura un couplage λ de dimension [m]−2d rendant l’interaction
non-renormalisable.

Lorsque les dimensions supplémentaires sont compactes, comme c’est le
cas dans tous les exemples que nous prendrons, on peut décomposer le champ
Φ en série de Fourier (il y a une périodicité des dimensions supplémentaires)

Φ(xµ,yd) =
+∞∑

n1=−∞

+∞∑

n2=−∞
...

+∞∑

nd=−∞
φ(n)(xµ) exp(in.y/R) (2.5)

avec n = (n1,n2,..,nd) ∈ Zd et les rayons R sont identiques pour les d di-
mensions. Simplifions l’exemple pour avoir des expressions moins lourdes et
prenons le cas d’une seule dimension supplémentaire compacte. Topologique-
ment, cette dimension est circulaire, de périodicité 2πR, et on appelle l’espace
de cette dimension "S1" (la sphère unidimensionelle). On a

Φ(xµ,y) =
∑

n∈Z

φ(n)(xµ)e(iny/R) (2.6)

Les φ(n)(xµ) sont les modes d’excitation de Fourier du champ et on les appelle
les "modes de Kaluza-Klein". L’impulsion dans la 5ème dimension est alors
discrète 1 et vaut p5 = n

R
. Le champ Φ(xµ,y) se décompose donc en une infinité

de champs φ(n)(xµ) à quatre dimensions (ils ne dépendent que de xµ).

1. comme un champ classique dans une boîte où les fréquences sont discrètes ou encore
une fonction d’onde dans un puit de potentiel carré
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Pour identifier la limite de basse énergie de la théorie, nous pouvons
effectuer la réduction dimensionelle de notre théorie à 5d en l’écrivant comme
une théorie effective à 4d uniquement fonction des modes φ(n). Nous intégrons
donc l’action (2.3) sur la 5ème dimension :

S =

∫

d4x

∫

dyL5D(xµ, y) =

∫

d4xLeff4D(xµ) (2.7)

où

Leff4D(xµ) =

∫

dyL5D(xµ, y)

=
∑

n∈Z

1

2
(∂µφ

(n))†(∂µφ(n)) − 1

2
(m2 +

n2

R2
)

︸ ︷︷ ︸

m2
n

φ(n)†φ(n)

=
∑

n∈Z

L(n)
4D(xµ) (2.8)

Nous obtenons une somme infinie de lagrangiens de champs scalaires décri-
vant un mode de Kaluza-Klein du champ initial Φ(xM ). Dans les applications
phénoménologiques, il est équivalent et très utile de travailler avec cette der-
nière forme. On peut échanger notre théorie initiale, à 5 dimensions, contre
une théorie à 4d d’une infinité de champs aux propriétés identiques (même
nombres quantiques) mais aux masses de plus en plus élevées, m2

n = m2
0 + n2

R2 .
Le mode φ(0) est le mode fondamental de masse m0 et est indépendant de R.

Quand R−1 est très grand devant m0, alors à basse énergie (E = O(m0))
il apparaît uniquement ce mode fondamental et notre monde est approxi-
mativement quadri-dimensionel. Le mode fondamental sera le seul mode ci-
nématiquement accessible, aucun autre mode ne pourra être excité ou pro-
duit. L’appréciation de l’impact des excitations de Kaluza-Klein dépend ainsi
de l’énergie accessible expérimentalement et de l’échelle de compactification
1/R. Si on applique cette remarque à notre connaissance de la physique des
particules, on pourrait par exemple dire que notre Modèle Standard et son
contenu en particule seraient une description de basse énergie d’une théorie
plus fondamentale à (4+d) dimensions. La taille des dimensions supplémen-
taires seraient suffisamment petites pour qu’aucun signe expérimental n’ait
pu être déjà observé. Cette possibilité ouvre d’importantes "portes" à la phy-
sique au-delà du MS pour résoudre des problèmes qui n’ont pas eu de réponse
satisfaisantes jusqu’alors dans un contexte quadri-dimensionel.

En résumant, un champ (une particule) qui se propage aussi dans une
dimension supplémentaire compacte de rayon R est équivalent à une "tour"
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infinie d’états (de modes) de Kaluza-Klein, de masses m2
n = m2

0 + n2

R2 . Ceci
s’applique pour chaque dimension supplémentaire accessible au champ. La
figure (2.1) schématise la tour des états de KK.

Fig. 2.1 – Spectre des états de Kaluza-Klein d’un champ qui se propage dans
une cinquième dimension circulaire de rayon R.

Ces modes de Kaluza-Klein interviennent dans les calculs des corrections
quantiques, par exemple dans les couplages de jauge, via la production vir-
tuelle dans les boucles.

2.2 Orbifold

2.2.1 Fermions chiraux

La construction précédente pose cependant quelques problèmes phénomé-
nologiques lorsqu’elle est appliquée aux fermions. Une théorie à D dimensions
où D est impair ne permet pas d’obtenir des fermions chiraux. En effet, à
4d dimensions, la chiralité est obtenue par projection en utilisant la matrice
γ5. À 5d (les conclusions sont les mêmes dans le cas d’un nombre impair de
dimension), l’équation de Dirac s’écrit

(iΓM∂M −m)ψ(xM ) = 0 (2.9)

et ΓM = (γµ,γ5). La matrice γ5 est incluse parmi les matrices de Dirac
(on dit qu’elle fait partie de l’algèbre de Clifford). Or, il n’y a pas d’autre
matrices γ avec les même propriétés jouées par γ5 à 4d, c’est-à-dire à la fois
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l’anticommutation avec toutes les matrices de Dirac γµ et (γ)2 = 1. On ne
peut donc plus définir de chiralité et le spineur de Dirac à 4 composantes est la
représentation fondamentale des fermions. En conséquence, après réduction
dimensionelle, la théorie à 4d contient des fermions gauches et droits avec les
mêmes interactions (théorie "vector-like", comme la QED ou la QCD) ce qui
pose problème pour les interactions faibles. Dit d’une autre façon, un fermion
chiral, c’est à dire tel que 2 γ5ψ = ±ψ, n’est pas solution de l’équation de
Dirac à 5d.

Dans le cas d’un nombre total pair de dimensions, on peut construire
l’équivalent de la matrice γ5, définir des opérateurs de projection et donc
obtenir des fermions chiraux. Après réduction à 4d cependant, la propriété
de chiralité est perdue.

Cependant, on peut toujours introduire une autre contrainte extérieure
sur les fermions en se basant sur la géométrie des dimensions supplémentaires
(les conditions aux bords) pour qu’au moins les modes zéro soient chiraux.

2.2.2 Parité Z2

Nous pouvons ajouter à notre théorie la symétrie y → −y c’est-à-dire
une parité Z2. Nous resterons dans l’exemple d’une seule extra-dimension
puisque c’est la cas qui est étudié dans cette thèse. Dans ce cas, on dit que
l’on compactifie sur un orbifold S1/Z2. Il y a une identification des points
comme illustré dans la figure (2.2). La physique est équivalente (l’action est
invariante) des 2 côtés et l’intervalle pertinent est [0,πR].

champs scalaires

La condition imposée sur les champs (scalaires dans un premier temps)
est alors 3 : Φ(−y) = ±Φ(y). D’après la section précédente, une dimension
supplémentaire compactifiée sur un cercle S1 permettait de décomposer un
champ en une somme infinie de modes :

Φ(xµ,y) = φ(0) +
∑

n∈Z∗

φ
(n)
+ (xµ) cos (ny/R) +

∑

n∈Z∗

φ
(n)
− (xµ) sin (n.y/R) (2.10)

2. cette condition est équivalente à ψL,R = (1 ∓ γ5)ψL,R/2
3. D’une façon générale, Φ(x,τ(y)) = TΦ(x,y) où les τ(y) sont les points fixes (y=τ(y))

et où T ⊂ G, groupe d’une symétrie globale. Cette condition générale correspond à une
compactification à la Scherk et Schwarz.
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Fig. 2.2 – Identification des points y → −y lors de la compactification sur
un orbifold S1/Z2.

Un champ pair sous l’opération de parité, Φ+(−y) = +Φ+(y), s’écrira alors

Φ+(xµ,y) = φ(0) +
∑

n>0

φ
(n)
+ (xµ) cos (ny/R) (2.11)

et un champ impair, Φ−(−y) = −Φ−(y) :

Φ−(xµ,y) =
∑

n>0

φ
(n)
− (xµ) sin (ny/R). (2.12)

L’opération de parité permet de projeter les deux états, et seul le champ pair
possède un mode fondamental, figure (2.3).

champs fermioniques

Pour les fermions, si on impose

Ψ(−y) = ±γ5Ψ(y), (2.13)

un champ fermionique général s’écrit alors (si on prend le signe +) :

Ψ(xµ,y) = ψ
(0)
L (xµ) +

∑

n≥1

ψ
(n)
L (xµ) cos (ny/R) +

∑

n≥1

ψ
(n)
R (xµ) sin (ny/R)

(2.14)
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Fig. 2.3 – Tour des états de Kaluza-Klein d’un champ pair et d’un champ
impair sous l’opération de parité de l’orbifold.

On observe que le mode fondamental est chiral 4 et que les modes pairs sous
y → −y ont la même chiralité. Du lagrangien de Dirac à 5D 5,

L5
fermions = iΨΓM∂MΨ, (2.15)

on obtient par la réduction dimensionelle le lagrangien effectif à 4 dimensions :

Leff4D
fermions = iψL

(0)
γµ∂µψ

(0)
L +

∑

n>0

ψD
(n)

[iγµ∂µ]ψ
(n)
D +(

n

R
ψ

(n)

L ψ
(n)
R +h.c) (2.16)

Nous obtenons donc un mode zéro chiral ainsi qu’une tour infinie de
modes massifs de type Dirac (ψD = ψL + ψR).

2.2.3 Localisation : bulk et brane

Un orbifold implique l’existance de ce que l’on appelle des points fixes,
sous-espaces invariants sous la (les) opération(s) de parité. Dans S1/Z2, on
a 2 points fixes : les points y = 0 et y = πR. Sur ces points (ou sous-
espaces, appelés "branes", diminutif de membrane), on peut localiser (fixer)
des champs qui n’ont alors pas d’excitation de KK (ils restent à 4 dimensions).

4. γ5ψ0
L = −ψ0

L

5. Il n’y a pas de terme de masse car il n’est pas permis dans un orbifold à cause de
la parité. Pour donner une masse aux fermions à 4d, les modes zéro, on introduit une
interaction de type Yukawa.
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Le bulk est l’espace-temps entier. Une particule est dite "dans le bulk" si elle
est capable de se propager aussi dans toutes les dimensions supplémentaires.

Sur les branes on peut aussi localiser des interactions. Par exemple, tout
le MS pourrait être sur une brane (particules et interactions) et l’effet d’une
dimension supplémentaire pourrait être ressentie uniquement par la gravita-
tion (graviton et interaction dans le bulk), comme dans le scénario des di-
mensions supplémentaires de grande taille [54]. À noter aussi que la présence
de brane brise l’invariance par translation le long des dimensions supplémen-
taires. Ainsi, si nous sommes sur la brane et que nous avons une énergie
suffisante pour produire des modes de KK, une partie de l’énergie pourrait
"s’échapper" dans le bulk.

Une vison schématique du bulk et des branes est proposée dans la fi-
gure (2.4).

Fig. 2.4 – Schéma des branes localisées aux points fixes et du bulk, dans le
cas d’une dimension supplémentaire compactifiée sur un orbifold S1/Z2.

2.2.4 Brisure de symétrie

Un autre intérêt de l’orbifold (c’est-à-dire l’introduction d’une parité) est
la brisure de symétrie : symétrie de jauge ou supersymétrie. Par exemple, si
dans un supermultiplet chiral on assigne des parités opposées au scalaire et au
fermion, alors seulement l’un des deux aura un mode zéro. En conséquence,
à des échelles inférieures à 1/R la supersymétrie est brisée. De même, la sy-
métrie de jauge à 5d du bulk peut être brisée dans la théorie effective à 4d
par la compactification si on associe des parités différentes aux composantes
supplémentaires des bosons de jauge 4d. A 5d par exemple, la 5ème compo-



2.2. ORBIFOLD 73

sante du boson AM disparaitrait du spectre à basse énergie et la symétrie de
jauge du bulk ne serait pas apparente.

La compactification des extra-dimensions peut aussi introduire des condi-
tions aux bords non-triviales. Ce mécanisme est connu sous le nom de brisure
à la Scherk-Schwarz [55].

Le lecteur interessé peut se référer au cours [56] et à la bibliographie
s’y trouvant pour plus de détails sur les différents mécanismes de brisure de
symétrie basés sur les extra-dimensions.
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Chapitre 3

Les corrections radiatives à une

boucle

3.1 Interlude : corrections radiatives et renorma-

lisation

Les paramètres du lagrangien dans une théorie classique correspondent
aux masses et constantes de couplages physiques mesurées. Au niveau quan-
tique, cette interprétation se révèle fausse et il faut prendre en compte les
corrections des ordres supérieurs de la théorie des perturbations (comptés
en nombre de ‘boucle’ dans les diagrammes de Feynman), c’est-à-dire les
corrections quantiques ou radiatives. En plus de changer l’interprétation des
paramètres du lagrangien classique, la quantification introduit la nécessité
d’une renormalisation des ces paramètres.

3.1.1 Les corrections radiatives en théorie quantique des

champs

Le module carré d’une amplitude de probabilité d’un processus donné
peut s’exprimer en terme de ce que l’on appelle des fonctions de Green qui
s’écrivent [57] :

G(n)(x1,..,xn) =< Ω | T (φH(x1)...φH(xn)) | Ω > (3.1)

où | Ω > est le vide complet de la théorie (l’état fondamental du hamiltonien
complet) et T (φH(x1)...φH(xn)) est le produit chronologique des champs écrit
en représentation de Heisenberg 1. On peut réécrire (3.1) d’une façon plus

1. C’est-à-dire la représentation dans laquelle les opérateurs dépendent du temps mais
pas les fonctions d’onde.
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pratique pour le calcul perturbatif, grâce aux formalismes de l’intégration
fonctionnelle et de l’intégrale de chemin 2

G(n)(x1,..,xn) =
1

N

∫

Dφφ(x1)...φ(xn)ei
∫

d4xL (3.2)

où N est un facteur de normalisation 3.
Toute l’information d’une théorie quantique des champs est contenue dans

ses fonctions de Green G(n)(x1,..,xn). L’expression (3.2) conduit à la série des
diagrammes de Feynman lorsque l’exponentielle est développée. Par exemple,
dans une théorie de champs scalaires avec une interaction de type

− λ

4!
φ4

dans le lagrangien et en supposant que λ soit petit (pour justifier le dévelop-
pement perturbatif), on a :

ei
∫

d4xL = ei
∫

d4xL0(1 − i

∫

d4x
λ

4!
φ4 + ...) (3.3)

où L0 est le lagrangien libre. Ce développement donne les contributions dites
"à l’arbre" (le premier terme), "à une boucle" (le deuxième terme), etc.
En effet, il y a une intégration sur une coordonnée intermédiaire que l’on
représente schématiquement sous forme d’une boucle.

L’amplitude associée à un diagramme de Feynman à une boucle peut
faire intervenir des intégrations divergentes sur l’impulsion virtuelle 4. Par
exemple, dans le cas du terme à une boucle de la fonction de Green 5 à 4
points G(n)(x1,x2,x3,x4), on a le diagramme de la figure (3.1). Ce diagramme
comprend l’intégrale suivante 6 :

I ∼
∫

d4k

(2π)4

1

[(p+ k)2 +m2][k2 +m2]
∼
∫

d4k

k4
∼
∫ ∞

0

dk

k
→ ∞ (3.4)

L’apparition de la divergence dans l’UV (quand l’impulsion virtuelle tend vers
l’infini), et donc la dépendance en la physique de courte-distance, nécessite de
redéfinir les paramètres du lagrangien initial classique via la renormalisation.

2. L’élément d’intégration Dφ est une notation qui correspond à l’intégration sur tous
les champs φ(xi), Dφ = Πdφ(xi).

3. Ce facteur correspond en fait aux diagrammes de type vide-vide et s’écrit

N =

∫

Dφ ei
∫

d4xL[φ(x)]

4. On travaille en général plutôt dans l’espace des impulsions.
5. plus précisement la fonction de Green 1PI
6. Les impulsions sont euclidiennes.
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x1

x2

x3

x4

Fig. 3.1 – Diagramme à une boucle contribuant à la fonction de Green à 4
points d’une théorie scalaire avec interaction quartique.

3.1.2 La renormalisation

régularisation et renormalisation

La procédure de renormalisation d’une théorie quantique des champs com-
porte deux étapes importantes : la régularisation des intégrales divergentes
et la renormalisation proprement dite des paramètres du lagrangien.

• On exprime tout d’abord l’intégrale divergente I par une intégrale
convergente fonction d’un paramètre et telle que l’on retrouve l’intégrale
initiale dans une certaine limite de ce paramètre, appelé le régulateur :

I = lim
ε→0

I(ε) = Idiv + Ifinie (3.5)

où Idiv → ∞ quand ε → 0 et Ifinie est indépendante de ε. C’est ce que
l’on appelle la régularisation. Il existe différente façon de régulariser, les plus
connues sont [57] :

– La régularisation par cut-off où l’on coupe l’intégration à une échelle
d’impulsion Λ. Les divergences apparaissent en puissance de Λ et loga-
rithme de Λ.

– La régularisation dimensionelle. L’intégration est faite à 4 − ε di-
mensions où ε → 0 et les divergences apparaissent alors sous la forme
de puissance de 1

ε
.

– La régularisation de Pauli et Villars dans laquelle, pour chaque
particule circulant dans la boucle, on introduit une particule lourde et
fictive de masse M . Là aussi on a des divergences en logM/µ ou en
puissance de M .

Physiquement, une régularisation est une modification de la théorie à courte-
distance qui nous permet de calculer les corrections quantiques. La régula-
risation introduit une échelle d’impulsion au-delà de laquelle on modifie les
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interactions (la physique de courte-distance). La quantification d’une théorie
classique des champs introduit donc une échelle intrisèque.

• Ensuite, on absorbe la partie divergente dans la définition d’un para-
mètre libre du lagrangien (dans notre exemple, λ). C’est ce qu’on appelle la
renormalisation. Après renormalisation, les quantités observables sont expri-
mées en termes de paramètres mesurés expérimentalement. Notre ignorance
sur la physique à courte distance est donc cachée dans ces paramètres libres
de la théorie, déterminés par l’expérience. Dans une théorie renormalisable,
il n’y a qu’un nombre fini d’amplitudes (de diagrammes) divergentes (et un
nombre égal de paramètres) et les constantes de couplage ont une dimension
positive (ex : φ3) ou nulle (ex : QED). En principe 7, la dépendance au régu-
lateur disparait totalement des calculs. Dans une théorie non-renormalisable
toutes les amplitudes sont divergentes à un ordre donné de la théorie des per-
turbations (l’expansion de 3.2). Une théorie avec des constantes de couplage
de dimension négative n’est pas renormalisable, les prédictions ne sont pas
indépendantes du régulateur.

L’étape de la renormalisation est arbitraire car la séparation entre la par-
tie convergente et divergente de l’amplitude l’est aussi. Quand on fixe la
définition des paramètres renormalisés, on fixe ce que l’on appelle les condi-
tions de renormalisation ou les prescriptions de renormalisation. Cela re-
vient à spécifier l’échelle arbitraire à laquelle la renormalisation est faite.
On doit aussi fixer un choix de la partie divergente et se placer dans un
schéma de renormalisation donné (par exemple MS). Ce schéma peut être
ou non dépendant de l’échelle de renormalisation. Quand on renormalise en
pratique, on introduit 8 des contre-termes qui éliminent les parties infinies :
L = LRen + Lc.t ⇔ LRen = L − Lc.t. Il sont déterminés par les conditions de
renormalisation et le schéma de renormalisation que l’on s’est fixé.

Une remarque : les constantes de couplage et les masses ne sont pas les
seules à être renormalisées, il y aussi les champs eux-mêmes : φ0 =

√
ZφR.

Equation du groupe de renormalisation

La procédure de renormalisation n’est pas unique, on peut choisir des
conditions de renormalisation différentes pour définir la même théorie. Par
ceci on entend que les fonctions de Green ‘nues’ restent indépendantes de M
et λ (si λ est la constante de couplage et M l’échelle de renormalisation).

7. En pratique, il peut rester une dépendance résiduelle à un nombre de boucle donné
car la plupart du temps nous ne savons pas sommer tous les ordres.

8. Disons plutôt que l’on a séparé le lagrangien initial, "nu", en une partie avec les
paramètres finis renormalisés (physiques) et une partie avec les contretermes.
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L’équation de Callan-Symanzik est l’équation vérifiée par les fonctions de
Green, exprimant cette indépendance (ou la liberté du choix des conditions
de renormalisation) :

[M
∂

∂M
+ β(λ)

∂

∂λ
+ nγ(λ)]G(n)(x1,..,xn;M,λ) = 0 (3.6)

La fonction β(λ) et la fonction γ(λ) compensent le changement d’échelle
M →M+δM . Dans une théorie avec plus d’une constante de couplage il y a
une fonction "bêta" pour chacune, et dans une théorie avec plusieurs champs
(donc plusieurs masses) il y autant de fonction γ que de champs (de masses).
Plus précisement, concernant la fonction β(λ) on a :

β(λ) = M
∂

∂M
λ |λ0,Λ (3.7)

La fonction bêta est le taux de variation du couplage renormalisé à l’échelle
M , correspondant au couplage "nu" λ0 et au cut-off Λ (au régulateur). La ré-
solution de l’équation de Callan-Symanzik conduit notamment aux équations
du groupe de renormalisation pour le(s) couplage(s).

log

(
M

M0

)

= t =

∫ λ(t, λ)

λ

dx

β(x)
(3.8)

où M0 est une échelle de masse fixe et λ(t = 0, λ) = λ est la condition initiale
à M = M0. On peut réécrire cette équation autrement,

β(λ) =
∂λ(t, λ)

∂t
(3.9)

λ(t, λ) est le couplage effectif dépendant de l’échelle M et de sa valeur initiale
à une échelle M0. Son évolution est donnée par sa fonction bêta. En théorie
quantique des champs, on ne parle donc plus de "constante de couplage"
mais de "constante de couplage à une échelle (d’impulsion) donnée".

Selon le signe de la fonction bêta on a des évolutions différentes et donc
des comportements différents. Par exemple, dans le cas de la théorie QCD
la fonction bêta du couplage est négative et la théorie est asymptotiquement
libre à haute échelle d’impulsion.

3.1.3 Théorie effective des champs

introduction

Le principe d’une théorie effective est d’être une description appropriée
de la physique c’est-à-dire une description utile et adaptée à la région de



80 CHAPITRE 3. LES CORRECTIONS RADIATIVES À UNE BOUCLE

l’espace des paramètres qui concerne un phénomène étudié [58]. Utile au
sens pratique, c’est-à-dire que les calculs se font plus simplement que dans
la théorie complète. Adaptée car les phénomènes qui sont pris en compte
sont seulement les phénomènes dominants. La théorie effective est certes
approchée, mais en pratique beaucoup plus efficace.

La physique des particules comporte beaucoup de particules aux proprié-
tés différentes mais surtout de masses très disparates. De plus, les expériences
font intervenir des énergies très variées, si bien que l’on ne sonde pas la ma-
tière avec la même précision et à la même échelle. Une description sous forme
de théories effectives est donc capitale, et même indispensable pour pouvoir
interprêter les résultats expérimentaux et faire des prédictions. En physique
des particules, le paramètre pertinant est l’échelle de longueur (ou de masse)
caractéristique du système étudié. Par exemple, dans une théorie de gravi-
tation quantique les particules connues ont des masses extrêmement petites
devant la masse typique qui est la masse de Planck, MP l ' 1019 GeV. Ceci
revient à dire que l’interaction gravitationnelle, caractérisée par la constante
de Newton GN , ne joue qu’un rôle mineur à l’échelle typique 9 des autres
interactions entre ces particules. Pour l’étude des interactions des particules
connues aux échelles de longueur accessibles expérimentalement aujourd’hui,
on peut alors effectuer la simplification GN = 0 (ou MP l → ∞) et donc igno-
rer les effets de gravitation quantique. Ce qui nous sauve bien car à l’heure
actuelle nous n’avons toujours pas de théorie quantique de la gravitation ! 10

théorie quantique des champs effective

La théorie quantique des champs (QFT) est le cadre théorique actuel
dans lequel nous décrivons la physique (des particules) aux échelles du Fermi
et moins. Comme nous venons d’en discuter, pour correctement prédire et
reproduire la phénoménologie observée nous n’avons besoin "que" d’une des-
cription effective de la "réalité". Nous allons donc maintenant présenter com-
ment obtenir et utiliser une théorie quantique des champs effective (EQFT).

Une théorie quantique des champs effective est construite en masquant et
modifiant les effets de courte-distance, ce qui revient à ignorer les particules
trop lourdes pour être produites. Elles disparaissent du spectre des particules
mais leurs effets non-triviaux apparaissent dans les interactions de dimension
supérieure à 4, supprimées par une puissance d’une échelle de masse caracté-
ristique (la masse typique des particules lourdes). Plus précisemment, dans la

9. Disons le Fermi, ou en terme de masse O(100 GeV).
10. Bien que plusieurs pistes sérieuses aient été explorées, comme la théorie des cordes,

dont nous parlerons plus loin.
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théorie effective, on remplace les interactions non-locales 11 dues aux échanges
virtuels de particules lourdes par un ensemble d’interactions locales, construit
pour donner la même physique à basse-énergie (longue-distance), c’est-à-dire
celle qui nous intéresse. En réalisant ceci, nous avons donc volontairement
modifié la physique de courte-distance (haute-énergie, "UV") et notre théo-
rie effective n’est une description valable qu’à des échelles en dessous de la
masse des particules lourdes de la théorie initiale. Le comportement UV est
donc différent, et il faut s’assurer que notre théorie effective reste néanmoins
consistante (les symétries importantes à basse-énergie doivent être respectées,
comme par exemple la symétrie de jauge). Cette modification de la partie
courte-distance de la théorie n’est donc pas sans conséquences : la théorie ef-
fective résultante est non-renormalisable 12. Cependant, quand les masses des
particules lourdes sont très élevées (comparées à celles des particules légères
que l’on a gardé dans le spectre), la théorie effective est alors approximati-
vement renormalisable. C’est ce qui explique le succès de l’électrodynamique
quantique (QED) et du modèle standard (MS) (construit uniquement à partir
des termes renormalisables). Le domaine d’utilisation d’une théorie effective
a nécessairement une borne supérieure en énergie au-delà de laquelle elle n’a
plus de sens.

En poussant le principe de théorie effective à l’extrême, nous pouvons
même associer une théorie effective à chaque nouvelle échelle de masse,
comme sur la figure (3.2). Les bornes supérieures et inférieures du domaine
de validité sont données par les masses des particules voisines de celle de la
particule. Pour une impulsion inférieure à la masse d’une particule donnée,
on enlève celle-ci du spectre. Pour une impulsion tout juste supérieure, on
l’inclue. Cette façon de faire est souvent utilisée en QCD car les quarks ont
des masses très différentes, et selon l’énergie on travaille avec une QCD à 4,
5 ou 6 saveurs de quarks.

Toutes les théories effectives (et leurs paramètres) sont reliées entre elles
de proche en proche et de telle manière qu’elles donnent la même physique
aux bornes de leur domaine de validité. À l’ordre le plus bas de la théorie
des perturbations, cette condition implique l’égalité des paramètres des in-
teractions entre particules légères (les constantes de couplage sont continues
au passage d’une théorie à une autre). Les effets de boucle et les échanges
virtuels de particules lourdes apportent des corrections, ainsi que des nou-
velles interactions. On appelle matching conditions ou conditions de raccorde-
ment les relations entre les couplages imposées par la condition que les deux

11. La non-localité est due à la propagation de la particule lourde, le résultat peut être
développé en puissance de p/M pour donner la tour infinie d’interaction dans la théorie
effective.

12. quand la tour d’interaction est tronquée
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Fig. 3.2 – "Cascade" de théorie effective et liens entre elles. Nf correspond
par exemple au nombre de quarks dans la théorie effective. Les "EGR" sont
les équations d’évolution du groupe de renormalisation.

théories effectives décrivent la même physique à leur borne commune 13. Les
équations du groupe de renormalisation servent à relier les différentes bornes
entre les différentes théories effectives que l’on peut construire. En effet, en
commencant par la masse M de la particule la plus lourde de la théorie
renormalisable et fondamentale, nous pouvons calculer les conditions de rac-
cordement à µ = M pour les paramètres décrivant la théorie effective sans
cette particule. Puis, en utilisant les EGR, nous faisons évoluer la valeur
de ces paramètres jusqu’à µ = M ′, la masse la plus lourde juste après M .
Nous connaissons alors les conditions de raccordement pour les paramètres
de la théorie effective sans ces 2 particles, et de nouveau nous faisons évoluer
les paramètres jusqu’à la prochaine masse de particule etc. C’est une utili-
sation dite top-down des théories effectives, QCD en est l’exemple typique.
Les calculs sont rendus plus simples. C’est la procédure de raccordement
qui détermine la taille des termes non-renormalisables associés aux parti-
cules lourdes. L’évolution par le groupe de renormalisation dans la théorie
effective incorpore les termes en log(M) de la théorie complète.

Il y a une autre façon d’utiliser l’idée de théorie effective, et c’est ce qui
correspond à ce qui est fait en physique au-delà du MS. La cascade de théo-
ries effectives précédente peut être vue dans l’autre sens, de la basse vers la
haute énergie, bottom-up. Dans ce cas, nous ne connaissons pas la physique

13. Autrement dit, les conditions aux bords sont la différence entre le calcul dans la
théorie complète et la théorie effective.
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à plus haute énergie et la théorie plus fondamentale 14. Nous utilisons alors
la théorie effective des champs comme une description de la physique à une
certaine échelle d’énergie E et avec une certaine précision (ou incertitude) ε.
Nous ne connaissons pas ce qui se passe à des énergies arbitrairement hautes
mais nous pouvons paramétrer cette ignorance en écrivant dans le lagrangien
une "tour" d’interactions, de dimension 2 à infinie. Ces interactions renor-
malisables mais aussi non-renormalisables sont construites avec le contenu
en particules légères et les symétries de basse énergie. Il y a un nombre fini
de paramètres qui décrivent les interactions de dimension k − 4 , et les co-
efficients de chacun de ces termes d’interaction de dimension k − 4 sont de
l’ordre (ou inférieurs) à M−k, où E < M et M est une échelle de masse
indépendante de k. Ceci assure que seul un nombre fini de paramètres sont
requis pour calculer les quantités physiques à une énergie E et une précision
ε. Les contributions des interactions de dimension k sont proportionnelles à

(
E

M

)k

donc à une précision ε donnée, nous pouvons négliger toutes les interactions
de dimensions supérieures à kε.

ε ∼
(
E

M

)kε

⇔ kε ∼
log ε

logE/M

Plus on monte en énergie, plus il faut inclure d’interactions de dimension >4
pour garder la même précision.

Finalement, ce qui importe plus que la renormalisabilité c’est de pou-
voir calculer les observables physiques à une énergie et une précision donnée.
Pour cela, il faut un nombre fini de paramètres et un nombre fini d’interac-
tions, c’est tout. Et puisque la renormalisabilité n’est en fin de compte pas
un critère fondamental pour la phénoménologie au-delà du Modèle Standard,
nous devons plutôt voir notre MS comme un modèle effectif, auquel on peut
ajouter une tour d’interactions non-renormalisables. On voit aussi que la re-
normalisation et la théorie effective sont des concepts reliés entre eux. Les
effets inconnus de la physique à courte-distance peuvent être imités en ajou-
tant des nouveaux opérateurs dans le lagrangien initial (le lagrangien "nu").
Cela revient en fait à modifier d’une part les paramètres "nus" du lagrangien
renormalisable, et d’autre part à ajouter des opérateurs de dimensions supé-
rieures ou égales à 5, supprimés par des puissances de l’échelle caractérisant

14. qui peut aussi être vue comme une théorie effective d’une théorie encore plus fonda-
mentale...
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la physique de courte distance. Dans les deux cas, on utilise l’indépendance
de la physique à longue-distance des détails de la physique à courte distance.
La dépendance au cut-off (au régulateur d’une façon générale) est incorporée
dans les paramètres renormalisés de la même façon que la dépendance aux
masses des particules lourdes est incorporée dans les paramètres de basse
énergie de la théorie effective. Le groupe de renormalisation est simplement
le raccordement de la théorie à l’échelle µ avec la théorie avec l’échelle µ−dµ,
sans changement du contenu en particule.

3.2 Les corrections radiatives à 5 dimensions

3.2.1 Régularisations

Quand la 5ème dimension est compacte, la composante de l’impulsion
dans la 5ème dimension est discrète, de valeur p5 ∝ n

R
, n entier. De ce

fait, l’intégration dans l’espace des phases à 5d devient une somme discrète
d’intégrations dans l’espace des phases à 4d:

∫
d5k

(2π)5
[...] =

1

2πR

∑

k5

∫
d4k

(2π)4
[...] (3.10)

Calculer les corrections radiatives (à une boucle) à 5d d’une observable don-
née revient donc en pratique à calculer une tour infinie de corrections radia-
tives à 4d. Celles-ci se distinguent par la présence dans la boucle de modes
de Kaluza-Klein de plus en plus massif. La somme discrète et l’intégration
apportent toutes deux des divergences dans le calcul : il faut régulariser l’en-
semble. Il y a plusieurs façon de s’y prendre et nous allons en énumérer
quelques-unes en les commentant. Les détails explicites et les résultats pour
la polarisation du photon seront donnés dans la sous-section suivante (et les
détails sont exposés en annexe). Dans toutes ces régularisations, les calculs
faisant intervenir les matrices γ de Dirac sont effectués avant de définir la
régularisation de l’intégrale.

régularisation "mixte"

L’une des premières idées que l’on pourrait avoir si on voulait régulariser
une expression comme (3.10) serait par exemple de régulariser l’intégrale
par la régularisation dimensionelle et de couper la somme à un mode N très
grand :

∑

k5

∫
d4k

(2π)4
[...] −→

Λ5∑

k5

µε

∫
d4−εk

(2π)4−ε
[...] ∼ a

Λ5

ε
+ termes finis (3.11)
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Ainsi, le terme divergent est proportionnel au cut-off Λ5 de la somme multi-
plié par le pôle en 1/ε de la régularisation dimensionnelle. Mais il faut faire
attention à l’utilisation de cette méthode car couper la somme revient à cou-
per l’intégration sur la 5ème composante de l’impulsion virtuelle. Comme
toute régularisation par cut-off, la symétrie de jauge (ici à 5d) est générale-
ment brisée. De plus, nous modifions différemment la physique UV dans les 4
dimensions infinies et la 5ème dimension compacte. Mais c’est un choix de ré-
gularisation utile dans les calculs de corrections quantiques à des observables
physiques (par exemple à la correction du paramètre ρ [59]).

régularisation dimensionelle

Dans cette façon de régulariser, on effectue la somme infinie et on régu-
larise l’intégrale divergente par la régularisation dimensionelle [60]. Aucune
symétrie n’est brisée mais le résultat ne donne que les divergences logarith-
miques en dimension 4; les divergences en puissance sont masquées.

régularisation avec cut-off sur le temps propre

Nous pouvons aussi effectuer la somme d’abord et régulariser l’intégrale à
4d ensuite par un cut-off sur le temps propre [60, 53] c’est-à-dire sur l’intégrale
obtenue en utilisant la formule 15 :

1

A(k)n
=

1

(n− 1)!

∫ ∞

ζ→0

dt tn−1e−A(k)t (3.12)

Techniquement, le résultat obtenu n’est fonction que d’un seul paramètre
divergent, ζ. Là aussi il faut être prudent dans l’utilisation de cette régu-
larisation car la symétrie de jauge à 4d est brisée en général même si le
résultat donne la bonne forme de la divergence. La coupure est cependant
dite plus ‘douce’ car elle correspond en fait à une décroissance exponentielle

de l’impulsion virtuelle dans l’intégrale initiale (grâce à un facteur e−
M2

Λ2 ).

"régularisation" par les modes d’enroulement

Plus qu’une régularisation, c’est en fait une soustraction de la partie di-
vergente (un schéma de renormalisation):

A chaque diagramme à boucle de la théorie compactifiée on soustrait le dia-
gramme correspondant de la théorie non-compactifiée.

15. Cette formule vient directement de la définition de la fonction Γ et de sa forme
intégrale [61].
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Les divergences UV s’annulent car les deux théories sont les mêmes à courte-
distance (elles possèdent les mêmes divergences). Cela revient à supprimer la
contribution du ‘mode d’enroulement nul’ qui est un diagramme où la boucle
a une "taille" nulle (le propagateur interne ne s’enroule pas autour de la 5ème
dimension, il est contractible jusqu’à zéro). En effet, la formule de sommation
de Poisson permet de réécrire la somme sur les états de Kaluza-Klein m en
une somme sur des ‘modes d’enroulement’ n:

1

2πR

+∞∑

m=−∞
F (m/R) =

+∞∑

n=−∞
f(2πRn) (3.13)

où f et F sont reliées par une transformation de Fourier :

f(x) =

∫ +∞

−∞

dk

2π
e−ikxF (k) (3.14)

La prescription consiste donc à enlever f(0), les termes restants sont tous
finis ainsi que leur somme. C’est une "régularisation" utile dans le cas de
corrections quantiques à une observable, par exemple les corrections à une
boucle à la masse des états de KK [62]

régularisation par cut-off global

Si nous voulions éviter de régulariser différemment les 4 dimensions infi-
nies et la 5ème dimension, nous pourrions imposer un seul cut-off sur l’inté-
grale initiale à 5d. En général, la symétrie de jauge (les identités de Ward)
n’est plus respectée. Cependant, il existe une méthode pour définir un cut-off
sur l’intégration tout en préservant l’invariance de jauge dans le calcul [63].

Dans un calcul général de corrections radiatives (polarisation, correction
de vertex, etc.) plusieurs types d’intégrales sur l’impulsion virtuelle (ou sur
le temps propre) interviennent :

Kab =

∫
d4k

(2π)4

k2a

(k2 −m2)b
(3.15)

En introduisant 2 paramètres auxiliaires α et β, nous pouvons par dérivation
obtenir les intégrales nécessaires en fonction d’une seule :

Kab(α, β) =

∫
d4k

(2π)4

k2a

(αk2 − βm2)b
(3.16)

K(a+1)(b+1) =
∂Kab(α, β)

∂α
|α=β=1 (3.17)

...
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Ainsi, le cut-off est défini une fois pour toutes sur une intégrale bien choisie
et la régularisation de toutes les autres intégrales s’effectue de façon cohé-
rente vis-à-vis de la première. L’invariance de jauge est alors conservée 16.
Nous pouvons appliquer cette régularisation par cut-off aux intégrales à 4
dimensions sur l’impulsion virtuelle, eq (3.10) [2]. Nous obtenons la forme
logarithmique habituelle en log Λ2

M2 pour chaque intégrale. Ensuite, la somme
sur les modes de Kaluza-Klein est coupée à n = ΛR qui correspond gros-
sièrement au mode le plus lourd que l’on garde dans le spectre à l’échelle
d’impulsion Λ (on découple les modes de masse M > Λ à leur seuil). Nous
obtenons typiquement :

I ∼
ΛR∑

n

log

(
Λ2

m2
0 + n2/R2

)

∼ A log

(
Λ2

m2
0

)

+BΛR + C log
(
Λ2R2

)
+ ...

(3.18)

Cette régularisation de l’intégration et de la somme sur les modes de
Kaluza-Klein a l’avantage d’être adaptée à la philosophie d’une théorie ef-
fective des champs, de conserver les symétries fondamentales et de donner la
forme des divergences (logarithmiques et/ou en puissance). Elle ne permet
cependant pas d’obtenir la partie finie à cause des dérivations. Son utilisation
est alors restreinte aux calculs d’équation du groupe de renormalisation.

3.2.2 L’électrodynamique quantique à 5 dimensions

Nous allons maintenant discuter de ces corrections radiatives et de leurs
régularisations dans un modèle "pédagogique", l’électrodynamique quantique
(QED) à 5 dimensions. L’action de QED généralisée à 5d est :

S =

∫

dMx

(

−1

4
FMNFMN + Ψ(iγMDM −me)Ψ

)

(3.19)

où

M,N = (0,1,2,3,5) = (µ,5)

γM = (γµ, iγ5)

DM = (∂µ − iẽAµ, ∂5 − iẽA5)

En faisant le choix d’une compactification sur S1, suffisante pour ce que nous
cherchons à montrer, nous avons les décompositions de Fourier suivantes des

16. La régularisation préserve la structure tensorielle en q2gµν − qµqν de la polarisation
du boson de jauge et vérifie aussi l’annulation entre la correction du vertex et la self-énergie
de l’électron (dans QED), voir plus loin.
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champs Ψ, Aµ et A5 :

Ψ(xM) =
1√
2πR

+∞∑

n=−∞
ψ(n)(xµ)einx5/R (3.20)

Aµ(xM) =
1√
2πR

+∞∑

n=−∞
A(n)

µ (xµ)einx5/R (3.21)

A5(x
M) =

1√
2πR

+∞∑

n=−∞
A

(n)
5 (xµ)einx5/R . (3.22)

Pour obtenir le lagrangien effectif à 4 dimensions, avec lequel il est plus facile
de travailler, nous intégrons sur la coordonnée x5. Il reste alors :

S4 =

+∞∑

n=−∞

∫

d4x

(

−1

4
F (−n)µνF (n)

µν

)

+

+∞∑

n=−∞

∫

d4xψ
(−n)

(iγµ∂µ −Mn)ψ(n)

+

+∞∑

n,m=−∞

∫

d4x e ψ
(−n)

γµA(n−m)
µ ψ(m) +

+∞∑

n,m=−∞

∫

d4x ie ψ
(−n)

γ5A
(n−m)
5 ψ(m)

+
+∞∑

n=−∞

∫

d4x − 1

2
∂µA

(−n)
5 ∂µA

(n)
5 +

+∞∑

n=−∞

∫

d4x
−in
R

A(−n)µ∂µA
(n)
5

+
+∞∑

n=−∞

∫

d4x

(

−1

2

n2

R2
A(−n)

µ A(n)µ

)

+

∫

d4xLfixation−de−jauge (3.23)

Nous avons définit e =
ẽ√
2πR

le couplage effectif sans dimensions de la

théorie effective à 4 dimensions. La matrice de masse Mn des "électrons"
vaut (me + iγ5n/R) et son carré, M †

nMn, vaut (m2
e + n2/R2)I.

Quelques remarques sur le modèle :
– La théorie à 4d obtenue n’est pas uniquement une infinité de fois le

lagrangien de l’électrodynamique quantique ordinaire. En effet, la cin-
quième composante du champ de jauge initial (à 5d) reste dans le
spectre et interagit avec les fermions ψ(n) (4ème terme de 3.23). Ce
champ scalaire est cependant de masse nulle et ceci s’explique par l’in-
variance de jauge initiale à 5d qui exclut l’existance d’un terme de masse
pour AM et donc pour A5. Cette protection de la masse du champ sca-
laire est à l’origine de modèles dans lesquels le boson de Higgs est
identifié avec la cinquième composante d’un boson de jauge se propa-
geant dans 5 dimensions [64]. Ainsi, le higgs voit sa masse stabilisée par
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la symétrie de jauge. Pour se débarasser de A5, on peut introduire une
symétrie Z2 sous laquelle A5 est impair (ce sera le cas dans le prochain
chapitre).

– La non-renormalisabilité de la théorie initiale (3.19) se traduit dans (3.23)
par la présence d’une infinité de champs.

– Le sous-lagrangien ne contenant que les modes zéro des bosons, A(0)
µ et

A
(0)
5 , est invariant de jauge U(1) sous les transformations locales (à 4d)

suivantes :

A(0)
µ → A(0)

µ +
1

e
∂µθ(x

µ) (3.24)

A
(0)
5 → A

(0)
5

ψ(n) → e−iθ(xµ)ψ(n)

3.2.3 La polarisation du photon A
(0)
µ

Nous allons donner ici les résultats pour la polarisation du photon, A(0)
µ ,

en utilisant les régularisations des intégrales suivant les possibilités exposées
précédemment. Le calcul est réalisé dans le modèle précédent. L’expression
de la polarisation du photon à une boucle est alors :

iΠµν(p) = −e2
+∞∑

n=−∞

∫
d4k

(2π)4
Tr

[

γµ 1

k/−mn
γν 1

k/− p/−mn

]

(3.25)

mn

mn

p p

Fig. 3.3 – Diagramme à une boucle de la polarisation du photon dans lequel
la paire d’électrons virtuels se propagent dans la 5ème dimension.

Nous utiliserons α = e2

4π
où e est le couplage effectif à 4 dimensions entre

l’électron et le photon. De plus, dans le calcul nous allons explicitement sé-
parer les contributions de la boucle de fermions de modes nuls et celles de
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modes non-nuls. Dans l’exemple choisi de QED à 5d sur le cercle S1, il n’y
aucune raison particulière de le faire. En revanche, dans d’autres modèles
(d’autres compactifications et localisations des particules), les interactions
des modes nuls et des modes non-nuls peuvent être différentes. La distinc-
tion des contributions doit être faite. Pour garder un aspect général à notre
exemple particulier et par anticipation de la dernière section nous appelerons
b′ le facteur numérique venant des règles de Feynman des modes de Kaluza-
Klein non-nuls et b celui des modes nuls. Dans notre modèle actuel, les deux
coefficients sont égaux et valent 4/3. Enfin, la notation

∑′
n signifie que l’on

somme sur tous les modes (de n = −∞ à n = +∞) sauf le mode fondamental
n = 0 (et en général, un prime sur une quantité exprime qu’elle ne concerne
que la contribution des modes non-nuls).

régularisation avec cut-off global [2]

Pour être cohérent avec une approche effective donnant un sens physique
au cut-off, la somme sur les états de KK est coupée à n = ΛR et les modes
M > Λ sont découplés. La procédure de régularisation respecte les identi-
tés de Ward entre la correction du vertex A

(0)
µ et la self-énergie du n-ième

"électron" :

Γµ(p,p) = − ∂

∂pµ
Σ(p) (3.26)

Les contributions à Γµ(p,p) peuvent être décomposées en 2 parties représen-
tées par les diagrammes suivants :

p− k

A
(0)
ν (k)

p− k

A
(0)
µ (0)

ψ
(n)

(p)

ψ(n)(p)

p− k

A
(0)
5 (k)

p− k

A
(0)
µ (0)

ψ
(n)

(p)

ψ(n)(p)

De même, nous avons les deux types de contributions suivantes à Σ(p) :

p p − k

k

p p p − k

k

p

La transversalité du photon est aussi conservée (i.e. sa structure de Lorentz
en p2gµν − pµpν) et nous avons :

Π′
µν(p

2) |div=
α

4π
b′(p2gµν − pµpν)

ΛR∑

n

′ log

(
Λ2

m2
0 + n2/R2

)

(3.27)
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qui est la contribution divergente de (2ΛR − 1) modes non-nuls de Kaluza-
Klein 17. Dans le cas où ΛR � 1 et m2

0 � 1/R2 la somme des logarithmes
s’écrit :

ΛR∑

n

′ log

(
Λ2

m2
0 + n2/R2

)

' 2 log

(
ΛR∏

n≥1

Λ2R2

n2

)

(3.28)

En utilisant
N∏

k=1

ks = (N !)s, (3.29)

nous avons
ΛR∏

n≥1

Λ2R2

n2
=

(Λ2R2)ΛR

(ΛR!)2
. (3.30)

Enfin, avec la formule de Stirling pour (N !) nous obtenons

log(N !) = N logN −N +
1

2
logN + log

√
2π + ... (3.31)

et nous en déduisons que :

ΛR∑

n

′ log

(
Λ2

m2
0 + n2/R2

)

' 2 (2ΛR− log ΛR) . (3.32)

À une échelle d’énergie Λ, les (2ΛR − 1) modes non-nuls donnent donc la
contribution totale à la partie divergente :

Π′
µν(p

2) |div=
α

4π
b′(p2gµν − pµpν)

[
4ΛR− log(Λ2R2)

]
(3.33)

Le mode fondamental n = 0 donne quant-à-lui la contribution logarithmique
habituelle :

Π0
µν(p

2) |div=
α

4π
b(p2gµν − pµpν) log

(
Λ2

m2
0

)

(3.34)

régularisation avec cut-off sur le temps propre [53, 60]

Nous n’allons ici nous préoccuper que de la partie invariante de jauge
telle que

Πµν(p
2) = Π(p2)(pµpν − gµνp

2). (3.35)

17. Dans (2ΛR− 1) le facteur 2 est dû à la dégénérescence entre un mode n et un mode
−n et le −1 au fait que l’on a exclu le mode zéro.
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Nous supposons ainsi que la partie non-physique peut être ignorée sans inci-
dence. La somme sur les états de Kaluza-Klein est effectuée avant l’intégra-
tion sur le temps propre (et avant la régularisation de l’intégrale divergente).
Pour les modes non-nuls, leur contribution à Π(p2) est :

Π′(p2) =
g2

12π2

∫ 1

0

dx 6x(1 − x)

∫ ∞

0

dt

t
e−tx(1−x)p2

[

θ3

(
it

πR2

)

− 1

]

(3.36)

L’intégration sur t est régularisée par un cut-off aux deux bornes 18 :

Π′(0) |reg=
α

4π
b′
∫ R2

Λ−2

dt

t

[

θ3

(
it

πR2

)

− 1

]

(3.37)

et quand ΛR� 1,

Π′(0) ∼ − α

4π
b′ log Λ2R2 +

α

4π
b′2

√
πΛR (3.38)

Si on fait un choix particulier pour les deux cut-off, R → πR/4 et Λ−2 →
πΛ−2/4, on obtient :

Π′(0) ∼ − α

4π
b′ log Λ2R2 +

α

4π
b′4ΛR (3.39)

régularisation dimensionnelle [60]

La régularisation dimensionnelle conserve l’invariance de jauge, nous pou-
vons alors écrire la polarisation du photon sous la forme :

Πµν(p
2) = Π(p2)(pµpν − gµνp

2). (3.40)

Avec M2
n = m2

0 + n2/R2, la contribution des modes non-nuls s’écrit :

Π′(p2) = α(2π)ε b
′

4π

∫ 1

0

dx 6x(1−x)

′∑

n

∫ ∞

0

dt

t1−ε/2
e−πt[M2

n+x(1−x)p2]/µ2

(3.41)

La somme des intégrales sur le temps propre t donne

′∑

n

∫ ∞

0

dt

t1+ε
e−πt[M2

n+x(1−x)p2]/µ2

=
1

ε
− log

(2 sinh[πµ
√

m2
0 + x(1 − x)p2])2

πeγ(m2
0 + x(1 − x)p2)

(3.42)

18. Une régularisation infrarouge est aussi nécessaire car on a négligé la masse du mode
zéro.
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et on en déduit donc :

4π

b′α
Π′(p2) = −2

ε
− log(4π) + γ +

∫ 1

0

dx 6x(1 − x)

×[ log

(
m2

0 + x(1 − x)p2

µ2

)

−(2πR)
√

m2
0 + x(1 − x)p2

− log(1 − e−(2πR)
√

m2
0+x(1−x)p2

)2 ]. (3.43)

3.2.4 Discussion : loi de puissance et unification des cou-

plages de jauge

Discussion

Nous pouvons faire plusieurs observations :

– Les deux régularisations par cut-off exhibent un comportement en puis-
sance de Λ (linéaire dans notre cas à 5d). Ce comportement en loi de
puissance se retrouve aussi en régularisation dimensionnelle mais uni-
quement dans la partie finie et en fonction de l’échelle d’impulsion

√

p2.

– Les modes n > 0 apportent une loi de puissance ainsi qu’une évolution
logarithmique de signe opposé à celle du mode zéro.

– Dans les régularisations par cut-off, le résultat n’est valable que dans
la limite Λ � R−1.

– Le résultat (3.32) se retrouve après avoir redéfini les cutoff IR et UV
dans (3.38) par un facteur π/4.

Lors de la régularisation, le cut-off Λ introduit n’a pas de signification
physique précise dans la théorie. À la fin de la procédure, on voudrait pou-
voir associer Λ à une échelle de masse de notre théorie, typiquement l’échelle
à laquelle de nouveaux opérateurs (i.e. de la "nouvelle physique") sont à in-
clure. Cependant, l’identification de Λ ne peut pas se faire précisément avec la
seule connaissance de la théorie effective. Il faut une information extérieure,
par exemple un raccordement avec la théorie plus fondamentale. De façon
pratique, une régularisation par cut-off donne une indication de la présence
de corrections en loi de puissance, mais les coefficients de ces corrections ne
peuvent pas être obtenus sans connaître les détails de la théorie complète.
Dans le calcul précédent, (3.38) il faut une information supplémentaire pour
définir le cut-off UV. En introduisant a posteriori un facteur π/4, on retrouve
le résultat du calcul dans la théorie effective à 4 dimensions avec un nombre
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fini de modes, (3.32). Dans [65], la condition imposée est telle que les évolu-
tions des couplages dans la théorie effective à 4d tendent, dans la limite de
grand rayon, vers le même résultat que dans la théorie non-compactifiée à
4 + δ dimensions 19.

Les termes dépendant du cut-off peuvent donc être modifiés par une re-
définition du cut-off plus ou moins arbitraire dans la théorie effective à 4d.
Les corrections quantiques en loi de puissance sont très sensibles aux effets
de seuil de la physique "UV", c’est-à-dire au-delà du domaine de validité de
la théorie, contrairement au cas des théories renormalisables. En général, au-
cune prédiction précise ne peut alors être faite sans une théorie complétant
le modèle à D ≥ 5 dimensions 20 ou des hypothèses sur cette physique UV.
Néanmoins, le comportement général d’une quantité et son ordre de grandeur
restent accessibles.

Illustration par les couplages de jauge

Le comportement nouveau en loi de puissance est très intéressant pour
la phénoménologie. Des calculs précédents on peut déduire l’évolution du
couplage de jauge 21 en fonction de l’échelle Λ >> R−1, à partir de R−1 :

α(Λ)−1 = α−1(R−1) +
b′ − b

4π
log Λ2R2 − b′

π
ΛR (3.44)

Connaissant les b et b′ pour les 3 couplages associés à SU(3)C , SU(2)L et
U(1)Y , nous pouvons connaître les valeurs de ces couplages en fonction de Λ
à un R donné. La formule pour la fonction bêta d’un couplage de jauge dans
une théorie générale est :

βi =
bi
4π
α2

i (3.45)

b(gi) = −11

3
C2(Gi) +

2

3

∑

ferm

T (Rf) +
1

3

∑

scal

T (Rs) (3.46)

19. Dans la limite de grand rayon la compactification n’a plus d’effet et les divergences
sont les mêmes que dans la théorie équivalente non-compactifiée (la sommation discrète
devient une intégration).

20. Dans quelques cas particuliers [66], on retrouve une prédictivité équivalente aux théo-
ries de Grande Unification renormalisables.

21. Dans le cas abélien, les identités de Ward permettent de connaître la correction totale
au couplage de jauge uniquement à partir de la polarisation du boson de jauge. Les contri-
butions dues à l’auto-énergie du fermion et au vertex fermion-fermion-boson s’annulent
entre elles. Dans le cas supersymétrique, c’est le théorème de non-renormalisation qui le
permet.



3.2. LES CORRECTIONS RADIATIVES À 5 DIMENSIONS 95

où C2(G) = N dans le cas de SU(N) et T (R) = T (S) = 1/2 pour les fermions
et scalaires dans la représentation fondamentale. On en déduit alors dans le
cas du MSSM (avec la normalisation g2

1 = 3
5
g2

Y ) :

b(g1) = 11; b(g2) = 1; b(g3) = −3 (3.47)

et pour les modes n > 0 [53], 22

b′(g1) = 3/5 + 4η; b′(g2) = −3 + 4η; b′(g3) = −6 + 4η (3.48)

lorsque seuls les bosons de jauge, les bosons de Higgs et η générations de
fermions ont accès à la 5ème dimension.

En extrapolant à haute énergie, on trouve les évolutions tracées sur les
figures (3.4,3.5) pour différents choix de régularisation (et η = 0). Pour ce
qui est de la régularisation dimensionnelle, ce sont les évolutions des charges
effectives quand q2 � R−2 qui sont tracées [57] :

αeff(q
2) =

α(R−1)

1 − [Π(q2) − Π(R−2)]
(3.49)

Dans le cas d’une évolution logarithmique, l’influence des nouveaux états
à l’échelle d’unification MGUT peut être négligée car ils donnent de petites
corrections. Cependant, dans le cas d’une évolution en loi de puissance, la
présence de nouveaux modes lourds à l’échelle du cut-off peut changer la pré-
diction de l’échelle d’unification. On observe sur ces figures (3.4) et (3.5) des
exemples de sensibilité au cut-off de la prédiction de MGUT . Cette sensibilité
se répercute sur les prédictions typiques des modèles grand-unifiés, comme
par exemple la désintégration du proton et de l’unification du couplage de
Yukawa du quark b et de celui du lepton chargé τ .

Pour illustrer la discussion, nous obtenons les résultats suivants quand
R−1 = 103 GeV :

– Dans la régularisation par cut-off invariante de jauge raisonnant en
terme de théorie effective à 4d [2] et dans l’approche de [53], MGUT '
2.4 × 104 GeV.

– Avec la condition particulière de [65], MGUT ' 3.6 × 104 GeV.
– Dans la régularisation dimensionnelle [60], MGUT ' 1.8 × 104 GeV

22. Les modes n ≥ 1 appartiennent à des représentations de supersymétrie N = 2 à 4d,
leur fonction bêta générale est :

b′(gi) = −2C2(Gi) + 2
∑

ferm

T (Rf ) + 2
∑

scal

T (Rs)

où la somme est sur les fermions du MS et le nombre de doublets de higgs.



96 CHAPITRE 3. LES CORRECTIONS RADIATIVES À UNE BOUCLE

2.5 3 3.5 4

10

20

30

40

50

60

2.5 3 3.5 4 4.5

10

20

30

40

50

60

Fig. 3.4 – Unification des couplages de jauge à 5d, dans la régularisation
par cut-off de [53] et celle de [2] (à gauche) et avec la modification propo-
sée par [65] (à droite). La quantité α−1 = 4π/g2 est tracée en fonction de
log(Λ/mZ) pour R−1 = 103 GeV.
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Fig. 3.5 – Unification des couplages de jauge à 5d, dans la régularisation di-
mensionelle [60]. La quantité α−1

eff(q
2) est tracée en fonction de 1

2
log(q2/m2

Z)
pour R−1 = 103 GeV.
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Chapitre 4

Application aux masses et

mélanges de neutrinos

4.1 Interlude : superchamps, théorème de non-

renormalisation

4.1.1 Le formalisme des superchamps

Le formalisme des ‘superchamps’ pour la supersymétrie N = 1 à D = 4
se révèle très utile car la supersymétrie y est manifeste. Ces superchamps
décrivent les champs quantiques, leurs superpartenaires ainsi que les champs
auxiliaires en un seul objet contenant la structure supersymétrique. Les cal-
culs directement avec les superchamps sont plus simples qu’avec les compo-
santes des superchamps (les champs fermioniques, scalaires, les bosons vec-
teurs, etc.) car un seul ‘supergraphe’ contient plusieurs graphes de champs
standards. Nous ferons ici une courte revue de ce formalisme, en se basant
sur le livre de Wess et Bagger [67] et celui de West [68].

superchamp et superespace

Les superchamps sont des objets vivants dans le superespace qui corres-
pond à notre espace-temps standard et à l’ajout de deux coordonnées spino-
rielles anticommutantes (à deux composantes), θα et θ̄α̇. Dans le superespace,
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l’intégration sur les variables θ et θ̄ est définie telle que 1

∫

d2θ = 0, (4.1)
∫

d2θ̄ = 0, (4.2)
∫

d2θ θ2 = 1, (4.3)
∫

d2θ̄ θ̄2 = 1. (4.4)

Les éléments d’intégration sont :

d2θ = −1

4
dθαdθβεαβ (4.5)

d2θ̄ = −1

4
dθ̄α̇dθ̄β̇ε

α̇β̇ (4.6)

d4θ = d2θ d2θ̄ (4.7)

d8z = d4x d4θ (4.8)

De plus, dans le superespace, les fonctions δ(θ) = θ2 et δ(θ̄) = θ̄2 agissent
comme des distributions delta de Dirac.

Un superchamp est un champ fonction de xµ, θ, θ̄ et son expansion est
finie (ceci est dû à la nature anticommutante des coordonnées θ, θ̄) :

F (x,θ,θ̄) = f(x) + θχ(x) + θ̄χ(x) + θ2m(x) + θ̄2n(x) + θσµθ̄vµ(x)

+ θ2θ̄λ̄(x) + θθ̄2λ(x) + θ2θ̄2d(x) (4.9)

Ce superchamp contient 16 degrés de liberté bosoniques et 16 degrés de liberté
fermioniques 2. Pour réduire ce nombre afin d’assigner des superchamps aux
particules du MS, nous pouvons imposer des contraintes particulières.

superchamp chiral

Un superchamp chiral (gauche) φ(x,θ,θ̄) obéit à la contrainte :

Dα̇φ = 0 (4.10)

1. À noter que l’intégration et la dérivation sont identiques pour les variables anticom-
mutantes, dites de "Grassmann".

2. Ce superchamp général forme une représentation réductible de l’algèbre supersymé-
trique.
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où l’opérateur différentiel Dα̇ s’écrit :

Dα̇ = − ∂

∂θ̄α̇
− iθασµ

αα̇∂µ (4.11)

Lorsque que l’on développe le superchamp chiral, on obtient les champs
usuels en coefficients des termes en θ et θ̄ :

φ(x,θ,θ̄) = φ(x) + iθσµθ̄∂µφ(x) +
1

4
θ2θ̄2∂2φ(x)

+
√

2θψ(x) − i√
2
θ2∂µψ(x)σµθ̄

+ θ2F (x) (4.12)

On retrouve bien les composantes du multiplet chiral, à savoir un spineur ψ,
un scalaire φ et un champ auxiliaire F .

De même, on définit un superchamp antichiral (droit) par la contrainte

Dαφ = 0 (4.13)

où l’opérateur différentiel Dα s’écrit :

Dα =
∂

∂θα
+ iθασµ

αα̇θ̄
α̇∂µ (4.14)

Un produit de superchamps chiraux reste un superchamp chiral, ce qui
n’est pas le cas d’un terme comme Φ̄Φ. En revanche, sa composante selon
θ2θ̄2 se transforme comme une dérivée totale. L’action renormalisable la plus
générale pour une théorie de champs chiraux est alors : 3

S =

∫

d8z ΦiΦi

+

∫

d8z

[
1

2
mijΦiΦj +

1

3!
λijkΦiΦjΦk

]

δ(θ̄) + h.c. (4.15)

La première ligne correspond à la contribution cinétique des superchamps Φ
c’est-à-dire au terme "D" du superchamps ΦiΦi (sa composante θ2θ̄2). La
seconde ligne correspond à celle du terme "F" du superpotentiel (sa compos-
tante θ2) contenant les termes de masse (mij, symétrique) et les couplages
de Yukawa (λijk, symétrique).

3. Le lagrangien est invariant sous une transformation de supersymétrie, à une diver-
gence totale près
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superchamp vecteur

On peut définir un autre type de superchamps, le superchamp vecteur,
par la contrainte d’hermicité :

V = V † (4.16)

L’expansion en terme des coordonnées θ et θ̄ donne alors :

V = C(x) + iθχ(x) − iθ̄χ(x)

+
i

2
θ2[M(x) + iN(x)] − i

2
θ̄2[M(x) − iN(x)] − θσµθ̄vµ(x)

+ iθ2θ̄[λ(x) +
i

2
σµ∂µχ(x)] − iθ̄2θ[λ(x) +

i

2
σµ∂µχ(x)]

+
1

2
θ2θ̄2[D(x) +

1

2
∂2C(x)] (4.17)

où C,D,M,N sont des champs scalaires réels, χ est un spineur (de Weyl) et
vµ un champ vectoriel identifié au boson de jauge.

La généralisation supersymétrique de la transformation de jauge abé-
lienne est donnée par

V → V + i(Λ − Λ) (4.18)

où Λ et un superchamp chiral. Dans la jauge de Wess-Zumino, cette trans-
formation se résume à une transformation de jauge ordinaire pour le champ
vectoriel vµ et les autres champs C,M,N et χ sont éliminés. Il reste alors
comme expression du développement de V :

VWZ = −θσµθ̄vµ(x) + iθ2θ̄λ(x) − iθ̄2θλ(x) +
1

2
θ2θ̄2D(x) (4.19)

On retrouve les composantes du supermultiplet vu au chapitre 2 de la pre-
mière partie : un boson vecteur vµ, un fermion de Weyl λ (le jaugino) et un
champ auxiliaire D.

Le superchamp de force associé au superchamp vecteur est donné par les
superchamps (anti-)chiraux invariants de jauge :

Wα = −1

4
D

2
DαV (4.20)

W α̇ = −1

4
D2Dα̇V. (4.21)

Le champ de force tensoriel usuel Fµν se trouve dans la composante θ de Wα.
Le Lagrangien cinétique d’un superchamp vecteur libre est alors :

Ljauge =
1

4
W αWα |θ2 +

1

4
W α̇W

α̇ |θ̄2 (4.22)
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qui nous donne le lagrangien supersymétrique en terme des champs compo-
santes :

Ljauge ∼ −1

4
FµνF

µν + jauginos (4.23)

théorie de jauge supersymétrique (cas abélien)

Un superchamp (anti-)chiral se transforme sous une transformation de
jauge abélienne selon :

Φl → e−iQlΛΦl (4.24)

Φl → eiQlΛΦl (4.25)

où Ql est la charge du superchamp sous la symétrie et Λ est un superchamp
chiral. Pour que la partie cinétique du lagrangien précédent, eq. (4.15), soit
invariante, nous devons la modifier :

Lcin = Φle
i2QlV Φl (4.26)

Nous avons alors l’action suivante (renormalisable) la plus générale, dans
le cas d’une symétrie de jauge abélienne :

S =

∫

d8z[Φle
i2QlV Φl +

1

4
W αWαδ(θ̄) +

1

4
W α̇W

α̇
δ(θ)

+(
1

2
mijΦiΦj +

1

3!
λijkΦiΦjΦk)δ(θ̄) + h.c.] (4.27)

théorie de jauge supersymétrique (cas non-abélien)

Dans le cas non-abélien, les générateurs du groupe de jauge forment l’al-
gèbre de Lie suivante :

[T a,T b] = if abcT c (4.28)

où les f abc sont les constantes de structure et les générateurs T a sont norma-
lisés tels que

Tr(T aT b) = kδab, k > 0 (4.29)

Les transformations des superchamps chiraux se généralisent en

Φi → e−iΛijΦj (4.30)

Φi → eiΛijΦj (4.31)

avec
Λij = T a

ijΛa (4.32)
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Pour assurer l’invariance de jauge du terme cinétique chiral, le super-
champ vecteur doit lui se transformer selon :

e2gV → e−iΛe2gV eiΛ (4.33)

où V = T aV a. Le superchamp de force se réécrit :

Wα = −1

4
D

2
e−2gVDαe

2gV (4.34)

W α̇ = −1

4
D2e−2gVDα̇e

2gV (4.35)

et doit se transformer selon

Wα → e−iΛWαe
iΛ (4.36)

W α̇ → eiΛW α̇e
−iΛ (4.37)

L’action la plus générale (renormalisable) est alors :

SSY M = Sjauge + Smat (4.38)

Sjauge =

∫

d8z
Tr

16kg2
(W αWαδ(θ̄) +W α̇W

α̇
δ(θ)) (4.39)

Smat =

∫

d8z

[

Φle
i2QlV Φl + (

1

2
mijΦiΦj +

1

3!
λijkΦiΦjΦk)δ(θ̄)

]

(4.40)

La quantification de cette action introduit un terme de fixation de jauge,
∫

d8zLGF , et un terme de fantômes de Faddeev-Popov,
∫

d8zLFP , que nous
ne détaillerons pas. On peut les trouver ainsi que les règles de Feynman
dans [69].

4.1.2 Le théorème de non-renormalisation

Nous allons présenter ici un théorème très important des théories super-
symétriques, connu sous le nom de théorème de non-renormalisation. Il peut
être énoncé comme suit :

"dans une théorie supersymétrique N = 1, il n’y a pas de contribution
à la renormalisation de la masse et à la renormalisation des constantes de
couplage, en dehors de celles dues à la renormalisation des superchamps."

Autrement dit, le superpotentiel n’est renormalisé qu’indirectement via la
renormalisation des superchamps seulement.
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4.2 Renormalisation du couplage κ

4.2.1 Masse des neutrinos

L’interaction effective

Comme discuté au chapitre précédent, l’effet à basse énergie d’une nou-
velle physique à haute énergie (nouvelles particules, nouvelles interactions) se
décrit à basse énergie par une tour d’interactions effectives. Celles-ci sont pa-
ramétrées par des opérateurs non-renormalisables, organisés par dimension :

Leff = LMS +
O5

M
+

O6

M2
+ ... (4.41)

où M est une échelle caractéristique de l’interaction (par exemple la masse
d’une particule lourde virtuelle). En particulier, l’effet d’un mécanisme de
génération de la masse des neutrinos à une énergie M peut se paramétrer à
beaucoup plus basse énergie par l’interaction effective suivante :

− 1

4M
κAB(εijHiL

A
j )(εklHkL

B
l ) + h.c. (4.42)

Cet opérateur de dimension 5 est par ailleurs le seul opérateur de dimension 5
que l’on peut construire avec les symétries du MS et son contenu en particules.
Lors de la brisure de la symétrie électrofaible SU(2)L ⊗ U(1)Y , le champ de
Higgs développe une valeur dans le vide non-nulle, v, et cette interaction
devient équivalente à :

− v2

4M
κAB(νAνB) + h.c. (4.43)

c’est-à-dire un terme de masse (de Majorana) pour les neutrinos. Les limites
expérimentales 4 nous donnent l’ordre de grandeur M = O(1013 − 1014) GeV
en supposant que κ = O(1).

L’origine des masses

Un des exemples les plus simples à l’origine de l’opérateur (4.42) est le
mécanisme de la balançoire (‘seesaw mechanism’ [70]). C’est un mécanisme
minimal, sans nouvelles interactions de jauge, renormalisable et qui requiert
uniquement l’introduction de neutrinos lourds droits Ni. Ces nouveaux neu-
trinos droits se couplent aux neutrinos gauches via un couplage de Yukawa

4. On a une idée de l’ordre de grandeur de la masse d’un neutrino en prenant mν ∼
√

∆m2
23 ∼ 5 × 10−2 eV. La valeur dans le vide du champ de Higgs est de l’ordre de 200

GeV.
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(et donnent donc une masse de Dirac, mD). Les neutrinos droits peuvent for-
mer entre-eux un terme de masse de Majorana, de masse M � mW . Dans le
mécanisme de seesaw minimal, le lagrangien du secteur des neutrinos contient
alors :

− (Yν)ij HN̄i

(
ν
L

)

j
︸ ︷︷ ︸

“masse de Dirac” / couplage de Yukawa

−1

2
N̄iMijN̄j

︸ ︷︷ ︸

“masse de Majorana”

(4.44)

Si nous combinons ces deux types de masse dans une matrice de masse gé-
nérale, nous obtenons :

(νL, N)

(
0 MD

MT
D M

)

︸ ︷︷ ︸

Mseesaw

(
νL

N

)

, (4.45)

ce qui nous donne, en diagonalisant, la matrice de masse effective des neu-
trinos gauches :

Mν = MD
1

M
MT

D �Mquarks, leptons, (4.46)

où MD et M sont des matrices 3×3 dans l’espace des saveurs. Sous forme de
diagramme, le mécanisme de la balançoire est représentée sur la figure (4.1).

×

l l

νc νc

H H

MMaj

Fig. 4.1 – Diagramme de Feynman du mécanisme de seesaw de type I, res-
ponsable possible de la masse des neutrinos.

Il existe d’autres mécanismes de seesaw, non-minimaux, dans lesquels sont
ajoutés des champs supplémentaires. Le mécanisme précédent est souvent
appelé le mécanisme de seesaw de type I et n’est pas la seule possibilité
d’obtenir l’opérateur effectif (4.42). Dans le mécanisme de seesaw de type
II ce sont des Higgs lourds triplets de SU(2)L qui sont échangés et dans le
double seesaw, ce sont d’autres neutrinos (en plus des 3 du mécanisme type
I) que l’on ajoute, mais qui ne se couplent pas aux neutrinos gauches. Le
mécanisme se produit grâce au couplage avec les neutrinos droits.
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Il existe une alternative au seesaw dans le cas d’une théorie supersymé-
trique avec violation de la R-parité. En effet, comme le nombre leptonique
n’est pas conservé, il n’est pas étonnant que la supersymétrie sans R-parité
puisse apporter une explication aux masses et mélanges des neutrinos. Par
exemple, au niveau de l’arbre nous pouvons avoir un terme de masse de la
forme :

(Mν)ij =
µiµj

mSUSY

(4.47)

où µi est le couplage bilinéaire entre les champs leptoniques et le champ de
Higgs haut, cf partie 2 eq. (3.66). Au niveau d’une boucle il y a beaucoup de
possibilités. Par exemple, une boucle de slepton-lepton donnerait [41] :

(Mν)ij ∼
1

8π2
λinkλjkn

mlnmlk

mSUSY
, (4.48)

L’importance relative des contributions possibles dépend du modèle. Dans ce
contexte, nous pouvons établir une hiérarchie entre les masses, en générant
par exemple une masse à l’arbre grâce au terme (4.47) et les deux autres par
des termes du genre (4.48).

4.2.2 Résultat à 4 dimensions dans le MSSM

théorie de jauge supersymétrique générale

On rappelle que pour une théorie de jauge supersymétrique N = 1 géné-
rale on a le lagrangien suivant :

L =

∫

d4θ

NΦ∑

i,j=1

Φ
(i)

[e2g.V ]ijΦ
(j) +

(

1

4

∫

d2θ

Ng∑

n=1

W n
αW

nα + h.c.

)

+

(∫

d2θW + h.c.

)

+ LFP + LGF (4.49)

où W est le superpotentiel de forme générale :

W =
1

2

NΦ∑

i,j=1

mijΦ
(i)Φ(j) +

1

3!

NΦ∑

i,j,k=1

λijkΦ
(i)Φ(j)Φ(k) + (WNR). (4.50)

Les fonctions d’onde des superchamps chiraux reçoivent 2 types de correc-
tions : les corrections faisant intervenir une boucle de superchamps chiraux,
figure (4.2) et celles faisant intervenir une boucle de superchamps chiral et
vecteur, figure (4.3).
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Fig. 4.2 – Contribution d’une boucle de superchamps chiraux à la self-énergie
d’un superchamp chiral

Fig. 4.3 – Contribution d’une boucle de superchamps chiral et vecteur à la
self-énergie d’un superchamp chiral. Les superchamps chiraux sont représen-
tés par des doubles lignes droites et les superchamps vecteurs par des doubles
lignes ondulées.

Le résultat total à une boucle de la renormalisation de la fonction d’onde
d’un superchamp chiral est :

−δZ1loop
ij =

1

16π2

(
NΦ∑

k,l=1

λ∗iklλjkl − 4

Ng∑

n=1

g2
nC2(R

(i)
n )δij

)

1

ε
(4.51)

où δZij est défini comme ceci :

Φ(i)
nu =

NΦ∑

j=1

Z
1/2
ij Φ(j) (4.52)

δZij = Zij − 1ij (4.53)

Le facteur de théorie des groupes C2(R) est défini par

C2(R)δab =
∑

A

(TATA)ab , (4.54)

où les TA sont les représentations matricielles des générateurs du groupe
de jauge correspondant à la représentation irréductible R du champ Φ. À la



4.2. RENORMALISATION DU COUPLAGE κ 107

place du pôle en 1
ε

on pourrait avoir log
(

Λ2

µ2

)

où Λ est un cut-off et µ l’échelle

arbitraire de renormalisation.

MSSM

Dans le cas du MSSM, on a un superpotentiel qui contient les termes de
Yukawa suivant :

WY ukawa = (Ye)αβ(Eα)cH(1)
a εabLβ

b

+(Yd)αβ(Dα)cH(1)
a εabQβ

b

+(Yu)αβ(Uα)cH(2)
a (εT )abQβ

b (4.55)

et l’opérateur de dimension 5 responsable de la masse des neutrinos s’écrit :

Wκ = −1

4
καβL

α
a ε

abH
(u)
b Lβ

c ε
cdH

(u)
d (4.56)

Dans l’article [75], une méthode a été développée pour obtenir l’expres-
sion de la fonction bêta du couplage d’un opérateur quelconque, à partir des
constantes de renormalisation des fonctions d’onde (dans une théorie super-
symétrique). Le résultat pour l’opérateur de dimension 5 et son coefficient κ
est [72] :

βκ = −δZH(u) .κ− 1

2
δZT

L .κ− 1

2
κδZL (4.57)

= ακ+XT .κ + κ.X (4.58)

où X est une matrice, ZH(u) et ZL sont respectivement les constantes de
renormalisation des fonctions d’onde du supermultiplet de Higgs haut et du
supermultiplet leptonique. Ces constantes de renormalisation s’obtiennent en
calculant les corrections au propagateur Φ̄Φ.

D’après l’équation (4.51), les constantes de renormalisation de ZH(2) et
ZL sont [72] :

−(16π2)δZH(u) = 6Tr(Y †
u .Yu) −

3

5
g2
1 − 3g2

2 (4.59)

−(16π2)δZL = 2Y †
e .Ye −

3

5
g2
1 − 3g2

2 (4.60)

On en déduit donc

X =
1

16π2
Y †

e .Ye (4.61)

α =
1

16π2

(

6Tr(Y †
u .Yu) −

6

5
g2
1 − 6g2

2

)

(4.62)
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La fonction bêta de la constante de couplage κ est alors :

(16π2)βκ =

(

6Tr(Y †
u .Yu) −

6

5
g2
1 − 6g2

2

)

κ+
[
Y T

e .Y
∗
e

]
κ+ κ

[
Y †

e .Ye

]
(4.63)

L’évolution de κ est complexe, dirigée principalement par l’évolution du
couplage de Yukawa du top ainsi que de celle des couplages de jauge. On
retrouve les analyses du secteur des neutrinos dans les références [73, 74].

4.3 Calcul dans le "MSSM" à 5 dimensions

Le but est de reproduire le calcul précédent mais dans un modèle com-
portant une dimension supplémentaire. L’évolution des paramètres contenus
dans κ, compte-tenu de la loi de puissance discutée au chapitre précédent,
pourra être plus rapide et la structure de κ fortement modifiée.

4.3.1 Description du modèle et du spectre

Notre modèle est le MSSM dans lequel nous ajoutons une dimension spa-
tiale supplémentaire, compactifiée sur l’orbifold S1/Z2 et accessible dans un
premier temps à toutes les particules. Ce modèle ou sa réduction à 4d n’est
valable que jusqu’à une certaine échelle M au-delà de laquelle un modèle
plus fondamental (éventuellement renormalisable) doit prendre place. Ce
type de modèle permet l’unification des couplages, on peut donc imaginer
qu’à l’échelle M , la symétrie de jauge soit étendue dans un modèle de grande
unification.

D’après notre discussion au chapitre 2, à chaque superchamp nous asso-
cierons une tour infinie de modes de Kaluza-Klein de masse ∼ n/R où R−1

est un peu plus grand que le TeV. Les modes n ≥ 1 forment des représen-
tations de la supersymétrie N = 1 à 5d que nous pouvons réarranger en
représentations de supersymétrie N = 2 à 4d. En effet, la supercharge à 5
dimensions (qui est un spineur de Dirac) peut être décomposée en 2 super-
charges, spineurs de Majorana, formant une superalgèbre N = 2 à 4d. Donc à
un superchamp vecteur V du MSSM, nous associerons des modes de Kaluza-
Klein formant un hypermultiplet vecteur Ω = (V, χ) où χ est un nouveau
superchamp chiral appartenant à la représentation adjointe du groupe de
jauge du boson vecteur. De même, à chaque superchamp chiral Φ du MSSM,
nous associerons un hypermuliplet Σ = (Φ,Φc) où Φc est le superchamp chi-
ral miroir de Φ. Une description d’une théorie supersymétrique N = 1 à 5d
non compactifiée et de ses règles de Feynman se trouve dans la référence [69].
Nous avons adapté cette description à notre modèle, le MSSM sur S1/Z2, et
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le lagrangien détaillé se trouve en annexe à partir duquel nous avons effectué
les calculs.

La parité Z2 introduite permet, après réduction dimensionelle de notre
modèle initial à 5d, de ne garder que les superchamps V et Φ du MSSM.
Autrement dit, seuls ces superchamps sont pairs et possèdent des modes
zéro. Les superchamps χ et Φc sont en revanche impairs. Nous brisons donc
une supersymétrie sur la brane reliant V à χ et Φ à Φc. Leurs décompositions
de Fourier sont les suivantes :

V (x,y) =
1√
πR

[

V (0)(x) +
√

2
∑

n≥1

V (n)(x) cos
(ny

R

)
]

(4.64)

χ(x,y) =

√

2

πR

∑

n≥1

χ(n)(x) sin
(ny

R

)

(4.65)

Φ(x,y) =
1√
πR

[

Φ(0)(x) +
√

2
∑

n≥1

Φ(n)(x) cos
(ny

R

)
]

(4.66)

Φc(x,y) =

√

2

πR

∑

n≥1

Φc(n) sin
(ny

R

)

(4.67)

La seconde supersymétrie, celle du MSSM "habituel" à 4d, est brisée de façon
douce par les termes explicités au chapitre 3 de la première partie. De plus,
cette parité définit dans notre modèle la chiralité nécessaire pour les quarks
et leptons.

À des échelles d’énergie très inférieures à R−1, les excitations de Kaluza-
Klein sont invisibles et la physique se réduit au MSSM à 4 dimensions. En
revanche, pour E � R−1, nous avons une infinité d’états de Kaluza-Klein à
inclure dans le calcul des corrections quantiques. Cependant, à une échelle
d’énergie E donnée, seul un nombre fini de ces modes peuvent être considérés,
les modes de masse supérieure à E se découplent.

Les termes d’interaction entre 3 superchamps chiraux (ou plus) sont in-
terdits dans notre modèle par les symétries du bulk (invariance de jauge
SU(3)C×SU(2)L×U(1)Y , invariance de Lorentz à 5d et supersymétrie N = 2
à 4d). En revanche, sur les branes, nous pouvons localiser ces interactions de
Yukawa (et l’interaction effective 4.42). Nous avons fait le choix de placer ces
interactions au point fixe y = 0 :

Sbrane =

∫

d8zdyδ(y)

{(
1

6
λ̃ijkΦiΦjΦk +

1

4
κ̃ijLiHuLjHu

)

δ(θ̄) + h.c.

}

(4.68)
Nous allons maintenant donner les résultats du calcul dans ce modèle, les

détails et les étapes intermédiaires de calcul étant renvoyés en annexe.
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4.3.2 Résultats

Self-énergie d’un superchamp chiral

Tout d’abord nous allons chercher à calculer l’équivalent du résultat (4.51)
dans une théorie de jauge supersymétrique générale à 5D avec une interaction
de brane entre superchamps chiraux de la forme λΦΦΦδ(y), cf Eq.4.68. Nous
ne calculerons que les constantes de renormalisation des superchamps fon-
damentaux car ce sont celles-ci qui interviennent dans les fonctions beta des
couplages. Les superchamps externes auront donc des modes de Kaluza-Klein
nuls. Nous pouvons distinguer plusieurs types de contributions :

• Les contributions des termes du bulk (modes n > 0) consistent en une
boucle de V et Φ ou une boucle de χ et Φ. Dans ces 2 sous-contributions, les
modes de Kaluza-Klein dans la boucle sont identiques, figure (4.4).

• Les contributions des termes de branes des modes non-nuls comprennent
un diagramme dans le superespace avec une boucle de Φ, mais les sommes
de Kaluza-Klein sont cette fois de nature différente de celles du bulk. On a
une boucle de modes non-nuls qui ne sont pas contraints à être identiques, il
faut donc sommer sur les 2 indices. De plus, on a aussi une boucle avec un
mode zéro et une somme sur un mode n > 0 5, figure (4.5).

• Enfin, aux deux types de contributions précédentes il faut ajouter celle
des modes strictements nuls dans la boucle.

Φ
(0)

i
Φ

(0)
j

n ≥ 1

n ≥ 1

Fig. 4.4 – Modes de Kaluza-Klein dans la boucle dus aux termes du bulk.

Au total, nous obtenons pour la self-énergie d’un superchamp chiral :

−(16π2) δZ5D
Φ =

(

−8

Ng∑

n=1

g2
nC2(R

(i)
n )δij

)

ΛR +

(

2π

NΦ∑

k,l=1

λ∗iklλjkl

)

Λ2R2 .

(4.69)

5. Ceci vient de la décomposition de la double somme :
∑

n≥0,m≥0

[...] − [...]n=0, m=0 =
∑

n≥1,m≥1

[...] +
∑

n≥0

[...]m=0 +
∑

m≥0

[...]n=0
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Φ
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i
Φ

(0)
j

n ≥ 1

m = 0

Fig. 4.5 – Modes de Kaluza-Klein dans la boucle induits par le terme de
brane.

Ce résultat s’applique aussi bien aux superchamps de matière qu’aux super-
champs de Higgs. Nous avons alors :

−(16π2) δZHu = 12πTr(Y †
uYu)Λ

2R2 − (
6

5
g2
1 + 6g2

2)ΛR

−(16π2) δZHd
= 4π[3Tr(Y †

d Yd) + Tr(Y †
e Ye)]Λ

2R2 − (
6

5
g2
1 + 6g2

2)ΛR

−(16π2) δZL = 4π(Y †
e Ye)Λ

2R2 − (
6

5
g2
1 + 6g2

2)ΛR

−(16π2) δZEC = 8π(Y ∗
e Y

T
e )Λ2R2 − (

24

5
g2
1)ΛR

−(16π2) δZDc = 8π(Y ∗
d Y

T
d )Λ2R2 − (

8

15
g2
1 +

32

3
g2
3)ΛR

−(16π2) δZQ = 4π(Y †
uYu + Y †

d Yd)Λ
2R2 − (

2

15
g2
1 + 6g2

2 +
32

3
g2
3)ΛR

−(16π2) δZUc = 8π(Y ∗
u Y

T
u )Λ2R2 − (

32

15
g2
1 +

32

3
g2
3)ΛR

Fonctions β

Avec l’équation générale (4.57) nous en déduisons directement la fonction
bêta du couplage κ :

(16π2)βκ =

(

(−12

5
g2
1 − 12g2

2)ΛR + 24πTr(Y †
u .Yu)Λ

2R2

)

κ

+
([
Y T

e Y
∗
e

]
κ+ κ

[
Y †

e Ye

])
4πΛ2R2 (4.70)

Cette fonction bêta nous donne l’évolution de κ en fonction de Λ, à partir de
l’échelle d’énergie µ = R−1, selon l’équation différentielle :

β5D
κ =

dκ(Λ)

d log(ΛR)
(4.71)
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De même, nous pouvons déduire à partir des équations suivantes les fonctions
beta des différents couplages de Yukawa :

βYd
= −1

2
Λ
∂

∂Λ
(δZT

DcYd + YdδZQ + YdδZHd
)

βYu = −1

2
Λ
∂

∂Λ
(δZT

UcYu + YuδZQ + YuδZHu)

βYd
= −1

2
Λ
∂

∂Λ
(δZT

EcYe + YeδZL + YeδZHd
)

Nous obtenons :

(16π2)βYd
= Yd(3Tr(Y †

d Yd) + Tr(Y †
e Ye) + 3Y †

d Yd + Y †
uYu)4πΛ2R2

− Yd

(
14

15
g2
1 + 6g2

2 +
32

3
g2
3

)

ΛR (4.72)

(16π2)βYu = Yu(3Tr(Y †
uYu) + 3Y †

uYu + Y †
d Yd)4πΛ2R2

− Yu

(
26

15
g2
1 + 6g2

2 +
32

3
g2
3

)

ΛR (4.73)

(16π2)βYe = Ye(3Tr(Y †
d Yd) + Tr(Y †

e Ye) + 3Y †
e Ye)4πΛ2R2

− Ye

(
18

5
g2
1 + 6g2

2

)

ΛR (4.74)

Discussion

Numériquement, les fonctions β seront surtout dominées par les diver-
gences quadratiques en ΛR. Par rapport au cas quadri-dimensionnel l’évo-
lution sera alors très rapide. Cependant, cette forte dépendance au cut-off
est doublement dangereuse : d’un côté elle altère fortement la prédictivité (la
physique de la saveur dans notre modèle est très sensible à la physique au-delà
de Λ) et de l’autre côté elle nous amène très vite au domaine non-perturbatif

de la théorie, tel que
yt(MNP )2

4π
≥ 1.

Sur la figure (4.6) on observe même que le couplage de Yukawa du top
diverge avant que l’unification des couplages de jauge n’ai lieu. La non-
perturbativité est atteinte au bout de quelques ΛR et limite fortement l’ana-
lyse de la physique de la saveur dans ce modèle.
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Fig. 4.6 – Couplage de Yukawa du quark top (à gauche) et couplages de
jauge (à droite). Nous avons pris R−1 ∼ 1010GeV.

4.4 Localisation des fermions du MS sur une

brane

Pour éviter ces divergences quadratiques tout en localisant sur la brane
les interactions de Yukawa et l’opérateur effectif de la masse des neutrinos,
nous pouvons interdire l’accès à la 5ème dimension aux fermions du MS (et
à leurs champs associés). Ainsi, en l’absence d’excitations de KK pour ces
champs, nous n’avons plus de double sommation d’états de KK dans une
boucle et donc plus de divergences quadratiques. A la place, nous aurons des
divergences au plus linéaires. Le higgs ayant toujours accès à la cinquième
dimension, cette fois les constantes de renormalisation seront différentes entre
superchamps de matière et superchamps de Higgs. Nous avons alors :

−(16π2) δZf
Φ =

(

−16

Ng∑

n=1

g2
nC2(R

(i)
n )δij + 4

NΦ∑

k,l=1

λ∗iklλjkl

)

ΛR (4.75)

−(16π2) δZH =

(

−8

Ng∑

n=1

g2
nC2(R

(i)
n )δij

)

ΛR +

(
NΦ∑

k,l=1

λ∗iklλjkl

)

log ΛR

Comme dans le contexte précédent nous pouvons directement obtenir les
constantes de renormalisation pour chaque superchamps du MSSM et en
déduire les diverses fonctions bêta :

(16π2)βκ =

(

−18

5
g2
1 − 18g2

2

)

κΛR+6Tr(Y †
u .Yu)κ+

(
κ4Y †

e .Ye + 4Y T
e .Y

∗
e κ
)
ΛR .

(4.76)
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et pour les couplages de Yukawa :

(16π2)βYd
= Yd(3Tr(Y †

d Yd) + Tr(Y †
e Ye)) (4.77)

+ Yd

(

−19

15
g2
1 − 9g2

2 −
64

3
g2
3 + 12Y †

d Yd + 4Y †
uYu

)

ΛR

(16π2)βYu = 3YuTr(Y †
uYu) (4.78)

+ Yu

(

−43

15
g2
1 − 9g2

2 −
64

3
g2
3 + 12Y †

uYu + 4Y †
d Yd

)

ΛR

(16π2)βYe = Ye(3Tr(Y †
d Yd) + Tr(Y †

e Ye)) (4.79)

+ Ye

(

−33

5
g2
1 − 9g2

2 + 12Y †
e Ye

)

ΛR

Nous voyons clairement que les divergences en fonction ΛR ont été réduites
et la limite de validité de notre modèle est ainsi repoussée.

4.4.1 Analyse numérique des masses et angles de mé-

langes

Le but de cette sous-section est de présenter quelques résultats intéres-
sants obtenus dans notre modèle et qui concernent les masses des neutrinos
et leurs angles de mélanges.

L’étude numérique des corrections quantiques aux paramètres du sec-
teur des neutrinos (masses, angles de mélanges et phases) dans ce nouveau
contexte peut être effectuée avec le package Mathematica ‘REAP’ [73] après
y avoir inclu nos fonctions bêta. Les équations d’évolution analytiques appro-
chées des paramètres se trouvent dans les références [74, 76]. Elles s’adaptent
aisément à nos résultats.

Les masses

L’évolution des masses de la figure (4.7) montre tout d’abord une des
premières spécificités de notre modèle. On observe un comportement géné-
ral pour les 3 masses : une décroissance quasi-identique aboutissant à une
réduction d’un facteur d’ordre 5 au plus. Ceci est relativement indépendant
du choix des paramètres à basse-énergie pour la raison suivante. Analytique-
ment, l’évolution des masses est donnée par un coefficient universel négatif
et proportionnel à ΛR :

dmi

d(t = ln ΛR)
=

1

16π2

[
α + 4ΛRy2

τai

]
mi (4.80)

∼ 1

4π2
ΛR

(

−18

5
g2
1 − 18g2

2

)

mi (4.81)
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Dans le MSSM à 4d, la somme des coefficients α et C reste d’ordre 1, tout
en restant positive.
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Fig. 4.7 – Evolution des 3 masses pour le choix R−1 = 104GeV, m1 = 0.1eV,
θ13 = 0 et des phases nulles à MZ .

De même, les différences de masses au carré suivent les mêmes évolutions.
Cependant, dans un cas particulier, l’évolution de ∆m2

sol est moins triviale.
En effet, quand m1 n’est pas petit devant m2 (i.e.

√

∆m2
sol � m1), la domi-

nance des contributions dans l’équation d’évolution de ∆m2
sol peut s’inverser

et on observe la "bosse" de la figure (4.8).

d

dt
∆m2

sol =
1

8π2

[
α∆m2

sol + 4ΛRy2
τ

[
2s2

23(m
2
2c

2
12 −m2

1s
2
12) + O(θ13)

]]
(4.82)

Ce comportement se produit aussi dans le MSSM à 4d, mais sur des échelles
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Fig. 4.8 – Evolution de ∆m2
sol et ∆m2

atm pour le choix tan β = 50, R−1 =
104GeV, m1 = 0.1eV et des phases nulles à MZ .
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d’énergie plus longues. Pour ∆m2
atm, l’évolution dans le MSSM à 4d augmente

sa valeur typiquement de l’ordre d’un facteur 4, c’est à dire à l’opposé de ce
que qui se produit dans notre modèle (réduction typique d’un facteur 5).

Les angles de mélanges

Dans la figure (4.9) nous observons l’influence importante du paramètre
tanβ sur l’angle θ12. Ceci est vrai en général pour les autres angles de mé-
langes qui sont proportionnels au carré de yτ lui même proportionnel à tan β
(1/ cosβ en fait). L’angle θ12 est connu pour avoir l’évolution la plus forte
dans le MSSM à 4D. Il est même possible de réduire cet angle à haute énergie
à quelques degrés [74]. Nous reproduisons aussi cet effet dans notre modèle
mais sur un intervalle d’énergie beaucoup plus court, Λ ∼ 40R−1.

102 103 104 105
Μ HGeVL

15

30

Θ12

Fig. 4.9 – Evolution de θ12 pour différentes valeurs de tan β : {10,30,50},
R−1 = 104GeV, m1 = 0.1eV, θ13 = 0 et des phases nulles à MZ .

Le modèle que nous étudions permet de réaliser cela aussi avec l’angle θ23

ce qui est inédit, figure (4.10). En effet, dans le MSSM à 4d θ23 évolue de façon
logarithmique à un bon degré d’approximation (de même que θ13), le sens de
l’évolution étant donné par le signe de ∆m2

atm. L’évolution n’est cependant
pas suffisante pour amener θ23 à des valeurs basses à haute énergie. L’angle
θ13 qui dans le MSSM à 4d évolue grossièrement de façon logarithmique, varie
ici plus fortement.
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Fig. 4.10 – Les évolutions des 3 angles de mélanges sont représentées :
θ23 (courbe supérieure), θ12 (courbe intermédiaire) et θ13 (courbe inférieure).
Les paramètres choisis sont fixés aux valeurs suivantes : tan β = 50, R−1 =
104GeV, m1 = 0.1eV, phases nulles à MZ .

Comme l’illustre la figure (4.10), il semble que dans notre modèle à 5d
des scénarios tels que {θ12 = θ23 = ε, θ13 = ε2} ou {θ12 = θ23 = θ13 = ε}
soient réalisables à haute énergie (4 × 103GeV), anonçant ainsi la possibilité
de symétries de saveurs.
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Chapitre 5

Conclusions de la deuxième partie

Dans la deuxième partie, nous nous sommes intéressés à l’impact au ni-
veau d’une boucle de l’introduction d’une dimension supplémentaire com-
pacte. Dans un premier temps, nous avons passé en revue différentes régula-
risations. En particulier, nous avons présenté une régularisation par cut-off
préservant les symétries, qui a été développée récemment dans le groupe dans
lequel cette thèse a été faite. Cette régularisation a été appliquée à l’exemple
de la polarisation du photon dans un modèle "pédagogique", l’électrodyna-
mique quantique à 5 dimensions compactifiée sur le cercle S1. Nous avons
ainsi retrouvé la loi de puissance caractérisant l’évolution typique des cou-
plages de jauge d’une théorie extra-dimensionnelle. Notre résultat est basé
sur une approche effective où la somme des états de KK est tronquée au
mode n = ΛR.

Puis, nous avons discuté de l’influence de la régularisation sur la pré-
dictivité des modèles extra-dimensionnels en l’illustrant numériquement par
l’exemple de l’unification des constantes de couplages, sensible au choix de
régularisation.

Dans un deuxième temps, nous nous sommes intéressés à l’étude phéno-
ménologique des corrections quantiques au couplage κ de l’opérateur effectif
non-renormalisable de dimension 5, responsable possible des masses et mé-
langes des neutrinos. Ces corrections quantiques ont été calculées dans le
MSSM à 5d compactifiée sur l’orbifold S1/Z2 pour deux localisations diffé-
rentes des champs.

Dans le premier contexte, toutes les particules ont accès à la 5ème dimen-
sion. Cependant, ce scénario devient rapidement non-perturbatif et l’étude
de l’évolution des masses et angles de mélanges des neutrinos s’en trouve li-
mitée. En effet, les fonctions bêta du couplage κ et des couplages de Yukawa
dépendent quadratiquement du cut-off, ce qui implique par ailleurs une forte
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dépendance à la physique UV.
L’origine des divergences quadratiques remontant aux interactions de Yu-

kawa localisées sur la brane y = 0 et aux fermions ayant accès à la 5ème
dimension, le cas où les 3 générations de fermions du MS sont contraints
aux 4 dimensions infinies a été étudié. Le domaine de validité de ce scénario
étant beaucoup plus grand tout en restant perturbatif jusqu’à l’unification
des constantes de couplahes, nous avons pu aborder l’analyse numérique de
l’évolution des masses et angles de mélanges des neutrinos. Cette analyse,
bien que préliminaire, a mis en évidence des effets très intéressants et anonce
des possibles symétries de saveurs inaccessibles au MSSM à 4d. En particu-
lier, les masses des neutrinos sont typiquement réduites d’un facteur au plus
d’ordre 5 et les angles de mélanges peuvent "s’unifier" pour certaines points
de l’espace des paramètres à des valeurs basses à haute énergie.

L’analyse peut encore être approfondie et révéler d’autres effets intéres-
sants, en faisant intervenir d’autres paramètres, par exemple les phases. De
plus, nous pouvons aussi tester explicitement la viabilité de symétries de sa-
veurs inédites et explorer des liens avec le mélange du secteur des quarks
(dans une extension de grande unfication de notre modèle par exemple). Ce
travail aura donc permis d’ouvrir de nouvelles portes à l’étude de la physique
de la saveur à haute énergie.
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Conclusion générale

La physique au-delà du Modèle Standard et sa phénoménologie est un do-
maine très actif dans lequel la notion de symétrie en particulier est centrale
à toute étude. Les modèles construits pour prolonger le MS à des énergies
plus élevées comportent en général davantage de symétries. Qu’elles soient in-
ternes comme dans les modèles de grande unification agrandissant la symétrie
de jauge, ou externes dans les modèles extra-dimensionnels où la symétrie de
Lorentz est étendue à 5 ou plus dimensions, l’objectif est de faire apparaître
l’ordre sous-jacent au foisonnement de propriétés observées du monde des
particules. La supersymétrie joue un rôle particulier car elle relie le monde
bosonique au monde fermionique jusqu’alors distincts, permettant ainsi un
lien entre symétries internes et externes.

Les différences observées entre les saveurs de fermions (les différentes gé-
nérations) demeurent inexpliquées dans le MS. Leurs origines est un aspect
important de la Physique au-delà du MS. Dans cette thèse, nous avons étudié
différentes possibilités de "nouvelles physiques" et notamment des variations
de modèles supersymétriques. Le but était l’exploration du secteur de la sa-
veur par la désintégration changeant la saveur K+ → π+νν̄, dans la première
partie, ou par les masses et mélanges des neutrinos dans la seconde partie.

Ainsi, nous avons d’une part montré l’intérêt de l’analyse complète à
une boucle du processus K+ → π+νν̄ pour imposer des contraintes sur les
couplages de nouvelles interactions violant la symétrie de R-parité. Les li-
mites obtenues ont par la même occasion été mises à jour. Elles ne prennent
cependant pas en compte les diverses erreurs expérimentales des paramètres
intervenant dans le calcul du processus (masses, éléments de matrice CKM...).

D’autre part, dans le cas de modèles extra-dimensionnels nous avons étu-
dié la régularisation des intégrales intervenant dans le calcul des corrections
quantiques. Les couplages de jauge et leur unification illustrent les problèmes
de prédictivité inhérents à ces modèles. Nous avons discuté d’une nouvelle
façon de régulariser par un cut-off et de son application à l’électrodynamique
quantique à 5 dimensions pour retrouver l’évolution en loi de puissance.

Enfin, nous étudié le secteur des neutrinos dans un modèle supersymé-
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trique à 5 dimensions possédant le contenu en particules et interactions du
MSSM. Nous avons calculé les corrections quantiques à une boucle au cou-
plage κ de l’interaction effective à l’origine de la masse des neutrinos. Ces
corrections quantiques aux divers paramètres de saveurs (Yukawa, κ) ont des
comportements radicalement différents dans notre modèle par rapport au cas
standard du MSSM à 4 dimensions. Les effets nouveaux anoncent des symé-
tries de saveurs inédites et demandent une analyse plus approfondie, autant
du coté du modèle que du coté des divers paramètres de saveurs.
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Annexe A

La désintégration K+ → π+νν̄

Cette annexe consiste en un "formulaire" pour la désintégration K+ →
π+νν̄ dans le Modèle Standard, dans une extension supersymétrique typique
comme le MSSM (cf première partie ) avec ou sans la symétrie de R-parité.

A.1 K+ → π+νν̄ dans le MS [9]

Taux de branchement

Le taux de branchement dans le MS peut s’écrire sous la forme :

Br(K+ → π+νν̄)SM =
κ̄+

3λ2
|
∑

l

λcX
l
c + λtXt |2 , (A.1)

avec

λ = | Vus | (A.2)

κ̄+ = 0.901
3αe(mZ)2B(K+ → π0e+νe)

2π2 sin4(θw)
(A.3)

λc = V ∗
csVcd = −λ(1 − λ2

2
) + O(λ4) (A.4)

λt = V ∗
tsVtd = −λ | Vcb |2 (1 − ρ̄− iη̄) + O(λ6) (A.5)

= −λ | Vcb |2 Rte
−iβ (A.6)

Les fonctions X l
c et Xt sont les fonctions à boucle du charm et du top respec-

tivement. Elles sont données dans les sous-sections suivantes. Phénoménolo-
giquement nous pouvons écrire le taux de branchement précédent en fonction
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de la paramétrisation de Wolfenstein, ce qui nous donne :

BrSM = κ̄+

[

− | Vcb |4 η̄2X2
t +

(

λ4Pc(X)(1 − λ2

2
) + λ | Vcb |2 (1 − ρ̄)Xt

)2
]

(A.7)

Contribution à une boucle du top

Numériquement, l’influence de la masse des leptons dans les diagrammes
en boîte sont négligeables. La fonction Xt vaut alors (à l’ordre αs et à tous
les ordres en x =

m2
t

M2
W

):

Xt(x) = X0(x) +
αs

4π
X1(x,µt) = ηQCDX0(x) (A.8)

avec

X0(x) =
x

8

(
x + 2

x− 1
+

3x− 6

(x− 1)2
ln x

)

(A.9)

La correction de QCD est :

X1(x) = − 29x− x2 − 4x3

3(1 − x)2
− x+ 9x2 − x3 − x4

(1 − x)3
ln x

+
8x + 4x2 + x3 − x4

2(1 − x)3
ln2 x− 4x− x3

(1 − x)2
L2(1 − x)

+ 8x
∂X0(x)

∂x
lnµ2/M2

W (A.10)

où µ = O(mt) et L2(1−x) =
∫ x

1
dt ln t

1−t
. Le facteur de QCD, ηQCD, vaut 0.995

quand on prend mt = mMS
t (mt).

Contribution à une boucle du charm

La fonction à une boucle du charm est :

X l
c = CNLO − 4B

(1/2)
NLO (A.11)

où CNLO and B(1/2)
NLO correspondent respectivement aux diagrammes pingouins

et aux diagrammes en boîte. On a :

CNLO =
x(m)

32
K

24
25
c

[(
48

7
K+ +

24

11
K− − 696

77
K33

)(
4π

αs(µ)
+

15212

1875
(1 −K−1

c )

)

+

(

1 − ln
µ2

m2

)

(16K+ − 8K−) − 1176244

13125
K+ − 2302

6875
K− +

3529184

48125
K33

+ K

(
56248

4375
K+ − 81448

6875
K− +

4563698

144375
K33

)]

(A.12)
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avec

K =
αs(MW )

αs(µ)
Kc =

αs(µ)

αs(m)
(A.13)

K+ = K
6
25 K− = K

−12
25 K33 = K

−1
25 (A.14)

D’autre part, on a :

B
(1/2)
NL =

x(m)

4
K

24
25
c

[

3(1 −K2)

(
4π

αs(µ)
+

15212

1875
(1 −K−1

c )

)

− ln
µ2

m2
− r ln r

1 − r
− 77

3
+

15212

625
K2 +

4364

1875
KK2

]

(A.15)

Les autres quantités sont :K2 = K−1/25,m = mc, r = m2
l /m

2
c(µ), µ = O(mc).

Pour connaître la contribution du charm, il nous faut en plus :

αs(µ) =
4π

β0 ln µ2

Λ2

[

1 − β1

β2
0

ln ln µ2

Λ2

ln µ2

Λ2

]

(A.16)

β0 = 11 − 2

3
f β1 = 102 − 38

3
f (A.17)

Ici, dans le cas du charm, f = 4 et Λ = Λ
(4)

MS
.

A.2 K+ → π+νν̄ dans le MSSM [44, 46]

– xij dénote le rapport de deux masses carrées (par exemple : xit̃R
=

M2
C̃i
/M2

t̃R
),

– j(x1,..,xn) and k(x1,..,xn) sont les fonctions à une boucle

j(x) =
x log x

x− 1
(A.18)

k(x) =
x2 log x

x− 1
(A.19)

où on définit une fonction à n arguments à partir d’une fonction à n−1
arguments :

f(x,y,z1,...,zn−2) =
f(x,z1,...,zn−2) − f(y,z2,...,zn−2)

x− y
(A.20)

Les singularités de ces fonctions dans le cas d’arguments égaux de-
viennent des dérivations.
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Taux de branchement

Le taux de branchement dans le cas d’un modèle supersymétrique général
avec le contenu en particule du MSSM s’écrit :

Br(K+ → π+νν̄) =
κ̄+

3λ2

(

|
∑

l

Z l
ds |2

)

(A.21)

avec
Z l

ds = λt(Xt +XH± +XC̃ +XÑ ) + λcX
l
c (A.22)

Contribution à une boucle des charginos

sL dL

νL νL

ũi
A ũj

B⊕
C̃ C̃

Z

(m2
U)ABij

(A)

sL dL

νL νL

C̃

ũi
A

ũj
B

⊕
ũj

B

Z

(m2
U )ij

AB
(B)

sL dL

νL νL

C̃

ũi
A

ũi
A

⊕
ũj

B

Z

(m2
U )ij

AB

(C)

sL dL

νL νL

⊕

C̃ C̃

l̃l

ũi
A ũj

B

(D)
(m2

U)ij
AB

sL dL

νL νL

C̃

t̃R t̃R

Z

(E)

sL dL

νL νL

t̃R

C̃ C̃

Z

(F)

sL dL

νL νL

t̃R

C̃ C̃

l̃l

(G)

Fig. A.1 – Contribution des charginos à une boucle (les corrections aux self-
énergies des quarks externes ne sont pas montrées).
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On décompose XC̃ en fonction des paramètres d’insertion de masse :

XC̃ = C0
RR + CLLR

U
sLdL

+ CLRR
U
sLtR

+ CRLR
U
tRdL

(A.23)

avec

RU
sLdL

=
(m2

U )LL

λtm
2
ũL

=
(δU

12)LL

λt

(A.24)

RU
sLtR

=
(m2

U )LR

λtmtmũL

Vtd =
(δU

23)LR

λtmt
VtdmũL

(A.25)

RU
tRdL

=
(m2

U )RL

λtmtmũL

V ∗
ts =

(δU
31)RL

λtmt
V ∗

tsmũL
(A.26)

On note
– gt =

mt√
2MW sin β

le couplage du quark top

– U et V sont les matrices unitaires 2× 2 qui diagonalisent la matrice de
masse des charginos :

MC̃ = UT diag(MC̃1
,MC̃2

)V, MC̃i
> 0 (A.27)

MC̃ =

(
M2

√
2MW sin β√

2MW cos β µ

)

(A.28)

1- contribution RR

C0
RR =

∑

i;j=1,2

(
(C0)Pen

ij + (C0)Box
ij

)
(A.29)

(C0)Pen
ij =

g2
t

8
V †

2jVi2

(

k(xit̃R
,xjt̃R)Vj1V

†
1i − 2 j(xit̃R

,xjt̃R
)
√
xit̃R

xjt̃R
Ui1U

†
1j

)

(C0)Box
ij =

g2
t

2
xWt̃R

j(xit̃R
,xjt̃R

,xẽL t̃R)V †
2jVi2Ui1U

†
1j (A.30)

2- contribution LL

CLL =
∑

i;j=1,2

(
(CLL)Pen

ij + (CLL)Box
ij

)
(A.31)

(CLL)Pen
ij = −1

8
V †

1jVi1

(

k(xiũL
,xjũL

,1)Vj2V
†
2i − 2 j(xiũL

,xjũL
,1)

√
xiũL

xjũL
Ui2U

†
2j

)

(A.32)

(CLL)Box
ij =

1

2
xWũL

j(xiũL
,xjũL

,xẽLũL
,1)V †

1jVi1Ui1U
†
1j (A.33)
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3- contributions LR et RL

CLR =
∑

i;j=1,2

(
(CLR)Pen

ij + (CLR)Box
ij

)
(A.34)

CRL =
∑

i;j=1,2

(
(CRL)Pen

ij + (CRL)Box
ij

)
(A.35)

(CLR)Pen
ij = − mtgt

8mũL

V †
2jVi1 × (A.36)

(

k(xiũL
,xjũL

,xt̃RũL
)Vj1V

†
1i − k(xiũL

,xt̃RũL
,1)δij

−2 j(xiũL
,xjũL

,xt̃RũL
)Ui1U

†
1j

√
xiũL

xjũL

)

(CLR)Box
ij = − mtgt

2mũL

xWũL
j(xiũL

,xjũL
,xt̃RũL

,xẽLũL
)V †

2jVi1Ui1U
†
1j(A.37)

(CRL)Pen
ij = − mtgt

8mũL

V †
1jVi2 × (A.38)

(

k(xiũL
,xjũL

,xt̃RũL
)Vj2V

†
2i − k(xiũL

,xt̃RũL
,1)δij

−2 j(xiũL
,xjũL

,xt̃RũL
)Ui2U

†
2j

√
xiũL

xjũL

)

(CRL)Box
ij = − mtgt

2mũL

xWũL
j(xiũL

,xjũL
,xt̃RũL

,xẽLũL
)V †

1jVi2Ui2U
†
2j(A.39)

Contribution à une boucle des neutralinos

On note XÑ = ÑRD
sLdL

avec RD
sLdL

=
(m2

D)LL

λtm2
d̃L

=
(δD

12)LL

λt

Ñ =
∑

n;m=1..4

(

[Ñ ]Pen
nm + [Ñ ]Box

nm

)

(A.40)

Les fonctions à une boucle comportant les neutralinos sont :

[Ñ ]Pen
nm = −1

2
j(xnd̃L

,xmd̃L
,1)
√
xnd̃L

xmd̃L
W T

n (dL)[Wn4W
†
4m −Wn3W

†
3m]W ∗

m(dL)

−1

4
k(xnd̃L

,xmd̃L
,1)W T

n (dL)[W ∗
n4W

T
4m −W ∗

n3W
T
3m]W ∗

m(dL) (A.41)

[Ñ ]Box
nm = xWd̃L

{k(xnd̃L
,xmd̃L

,xν̃Ld̃L
,1)W T

n (dL)W ∗
n(νL)W T

m(νL)W ∗
m(dL)

+ 2 j(xnd̃L
,xmd̃L

,xν̃Ld̃L
,1)
√
xnd̃L

xmd̃L
W T

n (dL)Wn(νL)W †
m(νL)W ∗

m(dL)} (A.42)
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sL dL

νL νL

s̃L d̃L⊕
Ñ Ñ

Z

(m2
D)sLdL

(A)

sL dL

νL νL

N

s̃L

d̃L
⊕
d̃L

Z

(m2
D)sLdL

(B)

sL dL

νL νL

Ñ

s̃L
s̃L

⊕
d̃L

Z

(m2
D)sLdL

(C)

sL dL

νL νL

⊕

Ñ Ñ

ν̃l

s̃L d̃L

(D)
(m2

D)sLdL

Fig. A.2 – Diagrammes à une boucle avec un neutralino virtuel.

Ce résultat dépend de la matrice W qui diagonalise la matrice de masse des
neutralinos :

MÑ = W Tdiag(MÑ1
,MÑ2

,MÑ3
,MÑ4

)W, MÑn
> 0 (A.43)

Explicitement, (sθW
= sin θW , sβ = sin β etc)

MÑ =







M1 0 −MZsθW
cβ MZsθW

sβ

0 M2 MZcθW
cβ −MZcθW

sβ

−MZsθW
cβ MZcθW

cβ 0 −µ
MZsθW

sβ −MZcθW
sβ −µ 0







On a introduit la notation Wn(x) = T3(x)Wn2 + tan θW
Y (x)

2
Wn1, où T3(x)

est la troisème composante de l’isospin faible et Y (x) l’hypercharge de la
particule x. Les Wni sont les éléments de la matrice W .

Contribution à une boucle des higgs chargés

La contribution des higgs chargés est simplement donnée par :

XH± = XH±(xH =
M2

W

m2
H±

) =
m2

t

8M2
W tan

2β
xH

(
1

(xH − 1)
− ln(xH)

(xH − 1)2

)

(A.44)
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H H

ll

t

(C)

Fig. A.3 – Diagrammes pour la contribution des higgs chargés

A.3 K+ → π+νν̄ et la violation de R-parité [1]

Taux de branchement total

Le taux de branchement de K+ → π+νν̄ dans un modèle supersymétrique
du type MSSM mais sans symétrie de R-parité s’écrit

Br(K+ → π+νν̄) =
κ̄+

3λ2

(
∑

l

| Z l
ds +

εll
∆

|2 +
∑

m6=l

| εml |2
∆2

)

(A.45)

où

∆ =
Gfα(mZ)

4
√

2π sin2(θw)
(A.46)

et

εij =
∑

n

(

λ
′∗
i2nλ

′

j1n

m2
d̃nR

− λ
′∗
in1λ

′

jn2

m2
d̃nL

)

(A.47)

Ce taux de branchement peut se réécrire sous la forme :
∑

i=e,µ,τ

(Re(εii) + ai)
2 +

∑

i=e,µ,τ

(Im(εii) + b)2 ≥ R2 , (A.48)

où

ai = ∆
[
λcX

i
c +XtrKλ | Vcb |2 cos(θK + β)

]
(A.49)

b = ∆
[
XtrKλ | Vcb |2 sin(θK + β)

]
(A.50)

R2 =
∑

i

a2
i + b2 +

3λ2∆2(Brexp −BrMSSM)

κ̄+
(A.51)
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Polarisation du photon

k

k − p

p p

Fig. B.1 – Diagramme à une boucle de la polarisation du photon dans QED.

B.1 Régularisation par cut-off

QED à 4 dimensions

A 4d, la polarisation du photon à l’ordre d’une boucle s’écrit :

iΠµν(p
2) = −e2

∫
d4k

(2π)4
Tr

(

γµ
1

6 k −m
γν

1

6 k− 6 p−m

)

= −4e2

∫
d4k

(2π)4

Nµν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
(B.1)

où
Nµν = kµ(kν − pν) + kν(kµ − pµ) − gµνk(k − p) + gµνm

2 (B.2)
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En utilisant l’astuce de Feynman pour l’intégration (intégration sur x et
changement de variable l = k + xp) et en effectuant la rotation de Wick,
l0 = il0E, on obtient [57] :

Πµν(p
2) = −4e2

∫ 1

0

dx

∫
d4lE
(2π)4

N ′
µν

(l2E + ∆2)2
(B.3)

avec

N ′
µν = (

1

2
l2E +m2 + x(1 − x)p2)gµν − 2x(1 − x)pµpν (B.4)

et
∆2 = m2 − x(1 − x)p2 (B.5)

On définit alors les deux parties Π1(p
2) et Π2(p

2) telles que:

Πµν(p
2) = Π1(p

2)gµν − Π2(p
2)pµpν (B.6)

Explicitement,

Π1(p
2) = −4e2

∫ 1

0

dx

∫
d4lE
(2π)4

1
2
l2E +m2 + x(1 − x)p2

(l2E + ∆)2
(B.7)

Π2(p
2) = 4e2

∫ 1

0

dx

∫
d4lE
(2π)4

2x(1 − x)

(l2E + ∆)2
(B.8)

Quand l’invariance de jauge (la transversalité du photon) est préservée la
structure tensorielle est factorisable :

Πµν(p
2) = Π(p2)(pµpν − gµνp

2). (B.9)

et on a exactement

Π1(p
2)p2 = Π2(p

2) = Π(p2) (B.10)

= 4e2

∫ 1

0

dx

∫
d4lE
(2π)4

2x(1 − x)

(l2E + ∆2)2
. (B.11)

Si on appelle I l’intégrale suivante :

I =

∫
d4lE
(2π)4

1

(l2E + ∆2)2
(B.12)

Celle-ci peut se réécrire en utilisant la formule du temps propre de Schwinger :

1

An
=

1

(n− 1)!

∫ ∞

0

dt tn−1e−At (B.13)
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On a alors

I =

∫ ∞

0

dt t

∫
d4lE
(2π)4

e−(l2E+∆2)t (B.14)

L’évaluation de l’intégration intermédiaire sur lE donne :
∫ +∞

−∞

d4lE
(2π)4

e−l2Et =

(
1

4πt

)2

(B.15)

d’où

I =
1

16π2

∫ ∞

0

dt

t
e−∆2t (B.16)

et

Π2(p
2) =

α

4π

4

3

∫ 1

0

dx 6x(1 − x)

∫ ∞

0

dt

t
e−∆2t (B.17)

De la même façon, en utilisant
∫

d4lE
(2π)4

l2Ee
−l2Et =

1

8π2t2
(B.18)

on a :

Π1(p
2) = −4

α

4π

∫ 1

0

dx

(∫ ∞

0

dt

t2
e−∆2t + [m2 + x(1 − x)p2]

∫ ∞

0

dt

t
e−∆2t

)

(B.19)
Il faut alors régulariser l’intégration divergente sur t. Ceci peut être fait en
changeant la borne inférieure par un cut-off dimensionné ζ ou 1/Λ2, avec Λ de
la dimension d’une masse. Malheureusement, avec cette procédure nous ne vé-
rifions pas l’équation (B.10). Il reste un terme résiduel en gµνe2

4π2 Λ2 dans (B.9)
qui n’est pas physique car le photon doit rester transverse c’est-à-dire de
masse nulle. Hormis ce terme indésirable, on retrouve la divergence logarith-
mique attendue en log(Λ2/∆2).

QED à 5 dimensions

A 5 dimensions, quand la dimension supplémentaire est compacte et cir-
culaire, on a :

iΠµν(p
2) = −e2

+∞∑

n=−∞

∫
d4k

(2π)4
Tr

(

γµ
1

6 k −mn
γν

1

6 k− 6 p−mn

)

(B.20)

En suivant les mêmes étapes intermédaires que précédement, nous avons :

Π2(p
2) =

+∞∑

n=−∞

α

4π

4

3

∫ 1

0

dx 6x(1 − x)

∫ ∞

0

dt

t
e−∆2

nt (B.21)
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et

Π1(p
2) = −4

+∞∑

n=−∞

α

4π

∫ 1

0

dx

(∫ ∞

0

dt

t2
e−∆2

nt + [m2
n + x(1 − x)p2]

∫ ∞

0

dt

t
e−∆2

nt

)

(B.22)
où cette fois

∆2
n = m2

n − x(1 − x)p2 = m2 + n2/R2 − x(1 − x)p2. (B.23)

Nous allons maintenant présenter plusieurs façon de procéder.

Première méthode [53]

Définissons une intégrale S(ζ, ρ) telle que

S(ζ, ρ) =
+∞∑

n=−∞

∫ ρ

ζ

dt

t
e−n2/R2t (B.24)

En utilisant

θ3(τ) =
+∞∑

n=−∞
eiπτn2

(B.25)

on a

S(ζ, ρ) =

∫ ρ

ζ

dt

t
θ3

(
it

πR2

)

(B.26)

Si on suppose ζ, ρ >> R−2,

S(ζ, ρ) '
∫ ρ

ζ

dt

t

√

πR2

t
= −2

√

πR2

ρ
+ 2

√

πR2

ζ
(B.27)

d’où, si on réécrit les cut-offs, ζ = 1/Λ2, ρ = 1/µ2 >> ζ,

Π2(0) ' α

4π

8

3

√
πΛR (B.28)

Si on élimine la partie qui brise l’invariance de jauge, on peut dire que :

Π(0) =
α

4π

8

3

√
πΛR (B.29)
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Seconde méthode

Soit

T {ξ,δ} =

+∞∑

n=−∞

∫ ∞

ξ

dt

t
e−π(n2+δ)t =

∫ ∞

ξ

dt

t

(
+∞∑

n=−∞
e−πn2t

)

e−πδt (B.30)

La formule de resommation de Poisson nous donne l’égalité suivante :

+∞∑

n=−∞
e−πn2t =

√

1

t

+∞∑

m=−∞
e−πm2/t (B.31)

On en déduit en séparant le terme m = 0

T {ξ,δ} =

∫ ∞

ξ

dt

t3/2
e−πδt + 2

+∞∑

m=1

∫ ∞

ξ

dt

t3/2
e−πm2/t−πδt (B.32)

La première intégrale vaut par définition de la fonction Gamma incomplète :
∫ ∞

ξ

dt

t3/2
e−πδt =

√
πδΓ[−1/2, ξπδ] (B.33)

et

Γ[−1/2, a→ 0] ' 2√
a
− 2

√
π + O(a) (B.34)

La seconde est en réalité finie quand ξ → 0 et on a :
∫ ∞

0

dt

t3/2
e−πm2/t−πδt =

√
πδ

∫ ∞

0

du

u3/2
e−π2δm2/u−u (B.35)

Une des fonctions de Bessel peut s’écrire sous la forme intégrale suivante :

Kν(z) =
1

2

(z

2

)ν
∫ ∞

0

e−t−z2/4t

tν+1
dt (B.36)

et en particulier,

K 1
2
(z) =

√
π

2z
e−z (B.37)

On a donc pour la seconde intégrale, avec z =
√

4π2mδ :
∫ ∞

0

dt

t3/2
e−πm2/t−πδt =

1

m
e−2πm

√
δ (B.38)
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La somme donne quand δ > 1/
√

2π :

+∞∑

m=1

1

m
e−2πm

√
δ =

+∞∑

m=1

(e−2π
√

δ)m

m
= log(1 − e−2π

√
δ) (B.39)

Au final, l’intégrale T {ξ,δ} vaut :

T {ξ,δ} =
2√
ξ
− 2π

√
δ + 2 log(1 − e−2π

√
δ) (B.40)

En utilisant T {1/(Λ2R2), δ = m2R2 − x(1 − x)p2R2}, on a

4π

α

3

8
Π2(p

2) ' √
πΛR−

∫ 1

0

dx 6x(1 − x)π
√

m2R2 − x(1 − x)p2R2

+

∫ 1

0

dx 6x(1 − x) log(1 − e−2πR
√

m2−x(1−x)p2
) (B.41)

En accord avec la méthode précédente pour les termes indépendants de p2 et
avec [60].

B.2 Régularisation dimensionnelle

On définit cette fois

Rε(δ) =
+∞∑

n=−∞

∫ ∞

0

dt

t1−ε/2
e−π(n2+δ)t =

∫ ∞

0

(
+∞∑

n=−∞
e−πn2t

)

e−πδt (B.42)

En utilisant aussi la formule de sommation de Poisson et en séparant le terme
m = 0 on obtient

Rε(δ) =

∫ ∞

0

dt

t3/2−ε/2
e−πδt + 2

+∞∑

m=1

∫ ∞

0

dt

t3/2−ε/2
e−πm2/t−πδt (B.43)

Le premier terme est par définition

∫ ∞

0

dt

t3/2−ε/2
e−πδt = (πδ)(1−ε)/2Γ(ε/2 − 1/2) (B.44)

=
√
πδ(1 − ε

2
log πδ)(−2

√
π + O(ε)) (B.45)

= −2π
√
δ + O(ε) (B.46)
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Le second terme est fini quand ε → 0 et donne en utilisant la fonction de
Bessel K1/2 :

2
+∞∑

m=1

∫ ∞

0

dt

t3/2−ε/2
e−πm2/t−πδt = 2 log(1 − e−2π

√
δ) (B.47)

Au final,
Rε(δ) = −2π

√
δ + 2 log(1 − e−2π

√
δ) + O(ε) (B.48)

Remarque : Rε(δ) est finie, alors que les méthodes précédentes donnent une
divergence linéaire. Ceci était en effet attendu car la régularisation dimension-
nelle est connue pour ne garder que les divergences logarithmiques et masquer
les divergences en puissances. Le calcul dans la théorie non-compactifiée est
une intégrale finie pour un nombre impair de dimensions et partage les mêmes
divergences dans la limite de grand rayon que la théorie compactifiée.

Pour en déduire Π(p2), grâce à l’invariance de jauge préservée par la régu-
larisation dimensionnelle, il suffit de connaître Π2(p

2). L’intégration initiale
étant effectuée à D = 4 − ε dimensions, nous avons :

Π2(p
2) =

α

4π

4

3

∫ 1

0

dx 6x(1 − x)µε(4π)−ε/2
+∞∑

n=−∞

∫ ∞

0

dt

t1−ε/2
e−∆2

nt (B.49)

avec
∆2

n = m2 + n2/R2 − x(1 − x)p2. (B.50)

On peut donc insérer Rε(m
2R2 −x(1−x)p2R2) dans l’expression précédente

de Π2(p
2), on en déduit :

Π(p2) =
α

4π

8

3

∫ 1

0

dx 6x(1 − x) (B.51)

×
(

−π
√

m2R2 − x(1 − x)p2R2 + log(1 − e−2π
√

m2R2−x(1−x)p2R2
)
)

Il n’y a pas de terme en log(p2/µ2) car les logarithmes apportés par les
modes non-nuls et le mode fondamental sont de signes opposés. Dans les
compactifications sur des orbifolds, la fonction béta des modes non-nuls peut
être différente de celle des modes nuls et il n’y a pas toujpurs une annulation
exacte.
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Annexe C

Self-énergie d’un superchamp

chiral dans le MSSM à 5d

Nous allons ici expliciter un peu plus les résultats des sommations sur
les modes de Kaluza-Klein intervenant dans le calcul de la self-énergie d’un
superchamp chiral, section (4.3) 2ème partie.

C.1 Sommation des modes de Kaluza-Klein

Contribution du bulk

La contribution du bulk fait intervenir des sommes sur les diagrammes
de la figure C.1

0 0

n ≥ 1
m0

n ≥ 1

M0

Fig. C.1 –

Chaque diagramme nous donne une contribution proportionelle à l’inté-
grale suivante :

Inm =

∫
d4k

(2π)4

1

k2 −m2
0 − n2/R2

1

k2 −M2
0 − n2/R2

(C.1)
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En utilisant les manipulations typiques vu dans l’annexe 2 (paramètres de
feynman, rotation de Wick, formule du temps propre, introduction de la
fonction θ3), nous pouvons écrire :

K =
∑

n,m≥1

Inm =

∫ 1

0

dx
∑

n,m≥1

∫
dt

t
e−∆t

=

∫ 1

0

dx

∫ IR

UV

dt

t

[
1

2
θ3

(
it

πR2

)

− 1

2

]

(C.2)

où
∆ = (m2

0 + n2/R2)x+ (M2
0 + n2/R2)(1 − x) ' n2/R2 (C.3)

La forme approchée de la fonction θ3(x) quand IR, UV >> R−2 nous donne
alors:

K '
∫ 1

0

dx

∫ IR

UV

dt

t

(

1

2

√

πR2

t
− 1

2

)

(C.4)

=

∫ IR

UV

dt

(√
πR

2t3/2
− 1

2t

)

(C.5)

On intègre ensuite sur le temps propre t :

K = −
√
πR√
IR

+

√
πR√
UV

− 1

2
log

IR

UV
(C.6)

Si on prend comme forme de régulateurs UV = rΛ−2 et IR = rR2, alors :

K = −
√
π√
r

+

√
π√
r
ΛR− 1

2
log Λ2R2 (C.7)

Avec le choix particulier, r = π/4, nous avons finalement

K = −2 + 2ΛR− 1

2
log Λ2R2 (C.8)

' 2ΛR− 1

2
log Λ2R2 (C.9)

Termes de branes

Dans les termes de branes, les modes de KK circulant dans la boucle ne
sont pas contraints à être égaux. D’une façon générale on a donc une double
sommation à effectuer. Les modes fondamentaux et les modes n ≥ 1 étant
normalisés différemment, il faut décomposer cette double somme :

∑

n≥0,m≥0

[...] =
∑

n≥1,m≥1

[...] + 2 ×
∑

n≥0

[...]m=0 + [...]n=0, m=0 (C.10)
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Modes de KK différents (figure C.2)

0 0

n ≥ 1
m0

m ≥ 1

M0

Fig. C.2 –

De même que précédemment, on peut écrire que la contribition sera pro-
portionnelle à :

G =

∫ 1

0

dx
∑

n,m≥1

∫
dt

t
e−∆t

=

∫ 1

0

dx

∫ IR

UV

dt

t

[
1

2
θ3

(
itx

πR2

)

− 1

2

] [
1

2
θ3

(
it(1 − x)

πR2

)

− 1

2

]

(C.11)

où cette fois

∆ = (m2
0+n

2/R2)x+(M2
0 +m2/R2)(1−x) ' n2x/R2+m2(1−x)/R2 (C.12)

Toujours en utilisant la forme approchée de la fonction θ3(x), on a :

G '
∫ 1

0

dx

∫ IR

UV

dt

t

(

1

2

√

πR2

xt
− 1

2

)(

1

2

√

πR2

(1 − x)t
− 1

2

)

(C.13)

Après avoir développé le produit des 2 termes entre parenthèses, l’intégration
sur x peut se faire en utilisant les 2 intégrales suivantes :

∫ 1

0

dx
1

√

x(1 − x)
= π,

∫ 1

0

dx
1√
x

= 2 (C.14)

on a alors

G =

∫ IR

UV

dt

(
π2R2

4t2
−

√
πR

t3/2
+

1

4t

)

(C.15)

Ce qui nous donne au final :

G =
π2R2

4

1

UV
− π2R2

4

1

IR
+

2
√
πR√
IR

− 2
√
πR√
UV

+
1

4
log

IR

UV
(C.16)
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Si on prend comme régulateurs UV = rΛ−2 et IR = rR2, alors :

G =
π2

4r
Λ2R2 − π2

4r
+

2
√
π√
r

− 2
√
π√
r

ΛR +
1

4
log Λ2R2 (C.17)

et avec le même choix que pour l’intégrale du ‘bulk’ K, r = π/4,

G = πΛ2R2 − π + 4 − 4ΛR +
1

4
log Λ2R2 (C.18)

' πΛ2R2 − 4ΛR+
1

4
log Λ2R2 (C.19)

Une seule tour d’excitation de KK, figure C.3

Nous avons à compter 2 fois 1 la somme sur n ≥ 1 et m = 0, schématisé
dans la figure suivante.

0 0

n ≥ 1
m0

0

Fig. C.3 –

H =

∫ 1

0

dx
∑

n≥1

∫
dt

t
e−∆t

=

∫ 1

0

dx

∫ IR

UV

dt

t

[
1

2
θ3

(
itx

πR2

)

− 1

2

]

(C.20)

où
∆ = (m2

0 + n2/R2)x ' n2x/R2 (C.21)

En utilisant la forme approchée de la fonction θ3(x), on a :

H '
∫ 1

0

dx

∫ IR

UV

dt

t

(

1

2

√

πR2

x t
− 1

2

)

(C.22)

1. Ceci n’est valable que dans le cas de l’approximation M0 ∼ m0 << R−1
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et après intégration sur x,

H =

∫ IR

UV

dt

(√
πR2

1

t3/2
− 1

2t

)

. (C.23)

D’où

H = 2

√

πR2

UV
− 2

√

πR2

IR
− 1

2
log

IR

UV
. (C.24)

Si UV = rΛ−2 et IR = rR2,

H = 2

√
π

r
ΛR− 2

√
π

r
− 1

2
log

IR

UV
, (C.25)

et toujours avec le choix particulier r = π/4, on a :

H = 4ΛR− 4 − 1

2
log Λ2R2 (C.26)

' 4ΛR− 1

2
log Λ2R2. (C.27)
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