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INTRODUCTION



I'absorption de gaz acides par des liquides (''lavage' des gaz) est un
processus industriel important. Les applications principales sont de deux

types :

a) L'industrie de 1'ammoniac ol l'on produit un mélange d'hydrogéne
et de CO2 a partir du charbon ou des fractions pétrolieres, La quantité de

CO2 a enlever est de 1, 2 a 2, 2tonnes de CO2 par tonne d'ammoniac,
b} L'industrie du gaz :

1 - Traitement du gaz naturel contenant des concentrations hautes

en CO2

2 - Amélioration du gaz de ville produit par gazéification du

charbon ou reformage de fractions pétrolieres,

Comme aufres applications importantes nous citerons la fabrication
de : methanol, CO9 solide, carbonate et bicarbonate de potassium, acétyléne

et olefines par craquage de fractions pétrolieres,

L'épuration du gaz est plus ou moins poussée selon le cas ; ainsi pour
la fabrication de l'ammoniac, le mélange d'azote et d'hydrogeéne doit contenir
au maximum 10 & 15 ppm de COZ' Par contre, dans l'industrie du gaz, le

contenu en CO_ dans le gaz de ville arrive jusqu'a 2%,

2
L'absorption par liquide semble &tre le systéme le plus économique,
1'absorbant pouvant étre régénéré facilement par élimination du COz. Ces

liquides peuvent dissoudre physiquement le CO_ ou contenir un soluté capable

2
de réagir chimiquement avec 1lui ; la vitesse d'absorption est beaucoup plus

grande dans le second cas que dans le premier. I.'utilisation de réactifs chi-
miques devient indispensable lorsque 1'on veut réduire la pression partielle

de CO_ a des valeurs treés basses (ex. P = 4, 10_4 atm. dans la fabrication

2 CcO
de 1'ammoniac & partir de fractions pétroliéres).



L'absorption de CO2 par l'eau a été largement utilisée, mais aujour -

d'hui on emploie d'autres absorbants plus spécifiques [13 ]

- solutions de carbonate de potassium

- solutions d'amines (MEA, DEA, TEA).

Ce lavage des gaz se réalise, dans 1'industrie, dans des colonnes A
plateaux : le gaz a épurer, injecté en bas de colonne, doit traverser A contre-
courant le liquide, qui introduit en téte de colonne, remplit tous les plateaux,
Pour de faibles débits de gaz, on utilise aussi les colonnes & garnissage rem-
plies d'éléments suffisamment petits pour assurer une bonne surface de con-
tact entre le gaz et le liquide, Danckwerts [1] étudie les avantages de chacun

des deux systémes lorsque les débits utilisés permettent le choix entre leg

deux solutions.

Dans ce genre de procédés le probléme qui se pose du point de vue
de la commande est la détermination du débit minimal d'absorbant a intro-
duire pour satisfaire les spécifications concernant le gaz épuré i la sortie
de la colonne. Lorsque l'on est en présence de perturbations dans la compo-
sition et le débit du gaz a traiter, la solution de ce probléme passe par la
commande prédictive si on veut éviter de grands dépassements dans la com-
position de sortie ; en régime perturbé en effet la dynamique de l'absorption
du CO2 par le liquide est beaucoup plus lente que celle de 1'écoulement du gaz

a traiter dans la colonne.

Le travail présenté dans ce mémoire concerne la modélisation d'une
colonne d'absorption de C02 située au Département de Chimie Industrielle
de 1'Institut National des Sciences Appliquées a Toulouse, en vue d'établir
un modele pour la commande en boucle ouverte du débit d'absorbant (diétha-

nol amine : DEA) face 4 des perturbations dans la composition et le débit du

gaz a traiter.



Il s'agit d'une colonne a garnissage, en verre, qui traite un débit
3 . N
de gaz de 5 m /h, le gaz est un mélange d'air et de CO2 a 30% en volume,
L'amplitude des perturbations en débit ou en composition du mélange 2

traiter est de 30% autour du point de fonctionnement normal.

Les principales différences avec une unité industrielle proviennent,
outre la taille de l'appareil, de la réaction chimique qui a lieu dans la co-
lonne entre le CO2 et la DEA : celle-ci est trés influencée en effet par la
pression, qui est bien plus haute dans les installations industrielles (70 bars
dans les unités de lavage de gaz naturel de la SNPA & lL.acqg). Dans l'industrie,

ces colonnes sont généralement a plateaux, compte tenu du débit de gaz a

traiter,
On a divisé 1l'exposé en quatre chapitres qui portent sur :

Chapitre I - Etude du modéle théorique décrivant le transfert de CO2
du gaz au liquide dans la colonne. Le modéle est obtenu a partir des bilans
matiere dans la phase gaz et la phase liquide. Le CO2 réagissant chimique-
ment avec la DEA pour former le carbamate (la réaction ¢étant de second

ordre), on arrive & un modele aux dérivées partielles non linéaires,

Chapitre II - Traitement mathématique des équations obtenues dans
le chapitre I en vue d'obtenir une représentation externe donnant la composi-
tion du gaz épuré a la sortie de la colonne en fonction de la composition du

gaz a l'entrée, du débit de gaz a traiter et du débit d'absorbant utilisé.

En régime statique on peut parvenir a des résultats valables quan-
titativement seulement par simulation ; pour les régimes transitoires il est

nécesgsaire de connafire l'importance de la diffusion axiale, avant de procéder

a la simulation.

Chapitre III - Modele expérimental 4 partir des résuliats obtenus sur

1'unité pilote, et conséquences pour 1'établissement d'une loi de commande

du débit de DEA.
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On retient, compte tenu de la précision fixée pour la composition a
la sortie de la colonne, un modele linéaire de premier ordre avec retard
pur par rapport aux changements de composition du gaz et du débit de DEA,
et non linéaire en ce qui concerne les changements de débit de gaz. Il s'agit

d'un modéle adapiatif en ce sens que les parametres statiques sont calculés

chaque fois qu'on atteint un régime permanent,

Chapitre IV - Confrontation du modéle expérimental avec les résultats
obtenus & partir d'un modeéle théorique sous forme d'équations aux dérivées par-

tielles non linéaires,



CHAPITRE I

ETUDE THEORIQUE CHIMIQUE
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I-1 - DESCRIPTION DU PROCESSUS

I-1-1 - Aspects chimiques qui intéressent la conduite automatique de

la colonne

Ces aspects peuvent &tre résumés ainsi :

a) Processus continu

b} Ecoulement de deux fluides & contrecourant

c) Présence de deux fluides : 1'un, gazeux, auquel sont liées les pertur-
bations, 1'autre liquide auquel est liée la commande.

d) Transfert de matiére de la phase gaz a la phase liquide avec réaction
chimique.

e) Concentrations du gaz et du liquide dans la colonne, fonciions de la

coordonnée axiale,

I-1-2 - Description chimique du processus

I1 s'agit d'une unité d'absorption de gaz acides par la diethanolamine
(DEA). L'appareil dans lequel se produit cette absorption est une colonne a gar-

nissage qui opére a contrecourant.
Dans le schéma du pilote (figure 1) on note :

a) Préparation du gaz a traiter

On dispose d'air et de COz, a partir desquels on produit, dans le mélan-
geur, le gaz de composition désirée qui doit étre épuré dans la colonne d'absorp-

tion,

b) Colonne d'absorption

C'est une colonne en verre de deux meétres de hauteur et 100 mm de

diamétre intérieur, elle est construite en éléments de 250 mm. Tous les deux
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€léments on a disposé un plateau en PVC dans le double but de recentrer le li-
quide et de pouvoir prendre des échantillons de liquide et de gaz ; on a disposé
de plus, dans chacun de ces plateaux, un thermocouple. La colonne est remplie
d'anneaux Raschig de 10 mm de diamétre afin d'augmenter la surface de contact

entre phases,

La DEA est injectée dans la partie supérieure de la colonne et le gaz
entre par le fond. L.a DEA absorbe physiquement et réagit chimiquement avec

le COz. La réaction est exothermique.

On aura donc, en téte, le gaz épuré, et en fond la DEA chargée de 002

essentiellement sous forme de carbamate.

c) Régénération de 1la DEA

La DEA, pour é&tre utilisée, doit perdre le COz. Cette régénération
se fait en chauffant 1'amine & ébullition dans la colonne de régénération, com-
posée d'un bouilleur a fluide caloporteur (pour éviter a la DEA des températures
locales excessives) et d'une colonne de garnissage de 50 cm, de hauteur. Apres
régénération la DEA passe dans un premier échangeur de chaleur qui permet de
chauffer 1a DEA sortant de la colonne d'absorption, puis dans un deuxi®me échan-
geur a l'eau qui paracheve son refroidissement avant son entrée dans la colonne

d'absorption.

Pression ABSORPTION 1.250 kg/cm® (absolue)
Pression REGENERATION 1.100 kg/cm2 (absolue)
Température REGENERATION 100°C

Température ABSORPTION 25°C (téte) 30°C (fond)

Absorbant Solution de DEA 2M.
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1-1-3 - Variable de sortie. Perturbations. Variable de commande

Le but de l'installation est de maintenir la concentration de CO2

en téte de colonne au-dessous d'une certaine valeur.

Le gaz a traiter aura un débit et une composition variables et ce
sera en introduisant plus ou moins de DEA que 1'on maintiendra la concentra-

tion en téte au-dessous de la contrainte. Donc :

Variable de sortie Concentration de CO2 en téte de la colonne
Variable de commande Débit de DEA
Perturbations Débit de gaz a traiter

Composition du gaz a traiter.

Une autre variable qui peut éire considérée comme une perturbation

est la composition de la DEA (teneur en CO,)) a l'entrée de la colonne d'aborp-
tion, Pour un débit de DEA constant et une ’:empérature de regénération cons-
tante, cette composition ne devrait pas changer. Un capteur qui donnera la
teneur en eau et 002 de la DEA est en cours d'étude,

I-1-4 - Instrumentation

Al A2 Analyseurs de C02 a infrarouges. Schlumberger.

FRC1 Debit AIR
Diaphragme. DP Cell Foxboro-Convertisseur. Régulateur électri-
que CFTH-Convertisseur

FRC 2 Débit CO2
Diaphragme, DP cell Foxboro-Convertisseur. Régulateur

¢lectrique CFTH-Convertisseur
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FRC 3 Débit DEA

Diaphragme. DP cell ACB. Régulateur électrique

CFTH-Convertisseur

LRC1 Niveau ABSORPTION

DP cell ACB. Régulateur électrique - convertisseur
LRC2 Niveau REGENERATION

DP cell ACB. Régulateur électrique - convertisseur
PRC1 Pression ABSORPTION

DP cell Foxboro, Régulateur pneumatique Foxboro
PRC2 Pression REGENERATION
DP cell Foxboro. Régulateur pneumatique Foxboro

TRC Thermocouple. Régulateur CGA,

I-2 - ETUDE CHIMIQUE

I-2-1 - Hypothéses

On va déterminer un modele pour le transfert de matidre dans la

colonne d'absorption dans lequel :

a) On ne prendra comme variables indépendantes que le temps et la
coordonnée spatiale dans le sens axial, mais non la coordonnée spatiale ra-

diale, simplification habituelle lorsque l'écoulement est turbulent [ 2 ]

b) On négligera le terme de diffusion axiale (écoulement piston).
11 faudra vérifier a posteriori la validité de la deuxieme hypotheése, Grace a

ces deux simplifications nous obtenons des équations

a) aux dérivées partielles a deux variables indépendantes au lieu
de t{rois
b) du premier ordre (la diffusion axiale donnerait lieu & un terme

de dérivée seconde par rapport & la coordonnée axiale).



-~

A ——————

NOIIYYINIOIY

NOILaYOSQY

UNITE PILOTE D’ ABSORPT/ION

Fig. 71
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1-2-2 - Bilans matiére

Onva appeler :

"Hold-up' liquide
"Hold-up'' gaz
Taux de carbonatation

Concentration du gaz

S B

Débit spécifique de liguide

@

Débit spécifique de gaz

R  Vitesse de transfert

a Surface spécifique de
contact entre phases

Z Coordonnée axiale

S Section de la colonne

moles DEA/rn3 colonne
moles GAZ/m3 colonne
moles COZ/mole DEA
moles COz/mole GAZ
moles DEA/h, m?
moles GAZ/h, m?

2
moles CO, transférés /h.m

mz/m3 colonne

m

2

m

Etablissons un bilan matiére dans une section dz de la colonne -

Bilan CO2 dans le liquide

Eerivons que pendant le temps dt la somme des quantités de CO_ a la

sy

—— ~
sortie, L. X ; S.di, et accumulée dans la tranche dz,[W.X ’ ¢ - W.X[

t+dt]S'dZ’

est égale 3 la somme des quantités de CO2 a l'entrée, L. X iz+dz S.dt, et trans-

férée du gaz dans le liquide, R.a.S.dz.dt.

T st + [, - W], ,, Jsa -

X Sdt + RaSdsdt
J+dz

d'ou en division par S.dz.dt et en passant a la limite

(2.1.) o(wx) M),L R.a
K
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Bilan 002 dans le gaz

Par un raisonnement analogue on aboutit a

(2.2) J(UY) = _M - Ra
ot d;

Bilan liquide

Puisque le processus qui a lieu dans la colonne est une dissoclution
physique et chimique du CO2 dans la DEA, on peut considérer que ce transfert

de matiére ne modifie pas le débit liquide. On aura donc :

Ly S = L] sdb [wl, - wl,_, |sds
d'on
. JL oW
2.3 - = T
dy  dt
Si 1'on tient compte de la diffusion axiale ces équations deviennent :
s(wx)  o(tx) J%X
ot d) d}
S(G,Y ?
o om  OUT) &) oo, >, é_zz
ot 33 o

ol D1 et D2 sont fonctions des coefficients de diffusivité,

De (2.1) et (2.3) on obtient :

X‘; +\/\/9-V—)£=Xa +z_é5+€cp

£ oF o‘; dg
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d'ou

axX
(2.4) w g—g = 53 + Ra
C)(UI_) o é(GTY)__ Ra
St o3

(2.2)

Ra, le terme de transfert, est, par l'intermédiaire de la vitesse de réaction,

fonction de X et Y.

Dans ce modéle on a

wW=w(3,.4)  L=L(3t) X=x(3¥)
U= U(3,t) 6, =G, (3.£) Y= 7(3:t)

Le "hold-up'' liquide dans une colonne de garnissage peut &ire exprimé sous la
forme [3, 4]

= +
W K1 KZ.L

et le "hold-up" gaz par [3 ]

Uu=K . P
3

P étant la pression dans la colonne. On pourra prendre U = cte si la pression
a l'entrée reste constante et si la chute de pression dans la colonne est petite :
comme nous le verrons lors des résultats expérimentaux, elle est de 1'ordre
de 20 mbar ; les changements de pression en téte, pour l'amplitude maximale
des perturbations, est de 10 mbar. Or, a 20 mbar correspond un changement

dans le“hold—up"gaz de l'ordre de 10%, ce qui justifie la simplification.
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Dans ces conditions le systéme d'équations devient :

dx _ , oX
2.4.) WEB_F' 53 + Ra

S(&,Y)
(2.5) Ugéf:*‘—g;“’ea’

Dans l'unité pilote on mesure le débit d'air et la composition du gaz
apres le mélange entre 1'air et le CO2 ; cecl pour éviter d'avoir 4 mesurer
le débit total, puisque cette mesure effectuée par un organe deprimogéne de-

vrait étre corrigée selon la densité du mélange, fonction de la composition (1).

On a donc intérét a introduire ce débit d'air dans les équations. Le

débit total s'écrit :

Gr = Gyt Gcoz = G+ G Y

et GQ

Le systeme d'équations devient en négligeant le débit d'air que peut

absorber la DEA

oX éﬁ+fe@
Y d (T _ .
(2. 6) U%‘“Gﬂag(f-r) o

(1) Signalons a ce sujet les études effectuées au L. A. A.S. sur un débitmetre
thermique a lecture indépendante de la composition du gaz qui ont conduit & un
prototype en cours de réalisation au service Mesures, Capteurs et Instrumen-

tation [14] ).
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On va faire un changement de variables qui ne simplifie pas le systéme
mais qui a l'avantage d'éviter des corrections sur les bilans massiques, On va

utiliser le rapport molaire (y : moles COz/Mole AIR) au lieu de la corc entration

molaire (Y : moles C02/m01e GAZ). En effet, si on travaille avec des concen-
trations molaires, pour comparer la concentration d'entrée du gaz avec celle

de sortie, il faudra tenir compte dans cette derniére de la diminution de débit

total.

Compte tenu de la relation

Y

I=79y
d'on sv ; in
of ~ (1+y)* O

1'équation relative au gaz s'écrit ;

3"

On peut parvenir également & cette équation en considérant le "hold-

VY - 5y (1+y) 5;‘; - Ra(2,y) - (1+9)"

up” air U moles AIR/mB. Un bilan massique du CO

J(U'y) dy
T = - Gp 33 ‘ea’(x’ﬂ)

Si on suppose que le "hold-up'' total est

U= U"+ Ueo,

9 dans le gaz donne

on a

* 1
U= u(1-v) = "y U

IO TY R B
ot ‘Ué?[ﬂy (1+y)® (1+y) dt&
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Le systéme d'équations devient :

X
(2.4) W—A—K s L+ +Ra

dt d)

U dy G, 24

2.7 —0 37 T
(1+y4)* O€ ? d3

1-2-3 - Terme de transfert. Régime rapide. Régime instantané

Le transfert du CO2 du gaz dans le liquide se fait par absorption phy-
sique et réaction chimique, les deux processus étant simultanés. Le second est,

de loin, beaucoup plus important que le premier,

L'absorption physique peut étre décrite par le modéle & deux couches
limites trés minces, l'une associée a la vapeur et l'autre au liquide. A l'inter-
face on suppose que sont satisfaites les conditions d'équilibre. A chaque film
on associe un coefficient de facilité {équivalent & une conductivité thermique) qui
fixe la vitesse de transfert a travers le film, vitesse supposée proportionnelle
3 la différence entre la composition au sein du fluide et la composition a l'inter-
face.

Si KG est le coefficient associé a la couche limite gaz (mole/h. mz.3

)

. . o 2
fraction molaire), 'a' la surface spécifique de contact entre phases (m” /m

3

Y

Y la composition au sein de la vapeur, et Yi la composition & l'interface, la

vitesse de transfert sera :
e 3
Ra = Keg Q- (’T-T-z ) moles/h. m
De méme du cdté liquide

Ra = HLQ(XZ"‘X) rnoles/h_rm3
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Yi et xi seront liés par la courbe d'équilibre puisqu'on a supposé que l'on a

1'équilibre a l'interface
o = f(x)

Evidemment

Ra = Kg a(7-7)= koo (X-X)

Dans le cas de 1'absorption de CO2 par dissolution d'amines, il s'agit

d'un phénomeéne de transfert de matiére avec réaction chimique [1, 5, B ]

On peut décrire ce type de transfert de matidre par les phénomeénes

suivants :

a) Diffusion des réactants de la phase A (COZ) depuis le sein de sa

phase jusqu'a l'interface.

b) Diffusion des réactants (COz) de l'interface vers 1'intérieur de la

phase B.
c) Réaction chimique dans la phase B.

d) Diffusion des réactants initialement dans B et des produits de la
réaction, a 1'intérieur de la phase B, due aux gradients de concentration pro-

duits par la réaction chimique.

Les actions b, c et d ont lieu simultanément et interféerent multuelle-

ment, L.e processus résultant de b, ¢ et d a lieu en série avec 1'étape a,.

S1 1'étape a est contrdlante, c'est-a-dire si la vitesse avec laquelle
elle se produit est plus petite que la vitesse a laquelle se déroule le processus
_b_, c, ij_ la vitesse de transfert totale n'est pas influencée par la réaction chi-
mique et on peut considérer qu'il s'agit d'une absorption physique, le terme de

transfert aura la forme de 1'équation (2. 8),
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Si au contraire le processus b, c, d est contrélant, une expression du

type (2. 8) ne sera plus valable.

Astarita [5] propose trois régimes différents pour le transfert de ma-

tiére avec réaction chimique contrélante :

Régime lent
Régime rapide

Régime instantané
Danckwerts [1, 6] propose deux régimes :

Régime rapide de pseudo premier ordre

Régime instantané,

Dans la colonne d'absorption de COZ’ travaillant 4 basse pression et
sans catalyseur, la réaction la plus importante est la formation de carbamate.

La réaction globale est :

+
CO2 2R2NH —_——— RZNCOORZNH2

qui se produit en trois étapes :
a-CO, +R,NH —»R, NHCOO +H

+ +
b-RZNH-i-H —_— RZNH2

- +
C-RZNHCOO +R2NH2 ——--R2NCOOR2NH2

L.e taux de carbonatation (moles de CO, absorbés par mole de DEA)

2
maximum est de 0,5

Les réactions b et ¢ de par leur caractére ionique, peuvent &tre consi-
dérées comme instantanées. La réaction la plus lente, qui déterminera la vitesse
de réaction,est a. Il s'agira donc d'une réaction de second ordre, dont la vitesse

a pour expression :

= K, [RNH | coz]
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Avant de rentrer dans les expressions du terme de transfert proposées

par Astarita et Danckwerts nous définissons les symboles employés et leur di-

mension.

tion ;

c Concentration du gaz absorbé libre dans le liquide mole . L-3

s

c Valeur de ¢ a l'interface (solubilité physique)

c? Valeur de ¢ a 1'équilibre

<, Valeur de c au sein du liquide

r  Vitesse de réaction (1 ordre : mole 3 T_l)
K  constante cinétique de réaction (1 ordre : T_l)
D, Diffusivité du composant absorbé 2t

D, Diffusivité du réactant liquide p? ot 1

KL Coefficient d'absorption physique L. T

Volume de liquide par unité d'interface L

-3
Concentration du réactant liquide mole L,

T T B

Valeur de b au sein du liquide
Coefficient stoechiométrique (sans dimensions)
Coefficient de transfert dans le film gaz

Pression M L-l T-2

T T AR
!

Constante de Henry mole P m 772 1.2

Modéle d'Astarita

Sila réaction est de premier ordre, Astarita, définit le temps de réac-

¢-c'

R T

4
K
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Pour la  réaction de second ordre qui nous concerne Astarita prend
4 1
fa = =
K, [QZNH] K, by
et pour le temps de diffusion
Dy

L= —1
b (ME)Z
Régime lent

Condition tD<< tR

a) Régime diffusionel

J
Condition »te ¥ & Ra= kSa(e-c')
L
b) Régime cinétique
S
Condition % Cte ¥ T, Ra=¢ ra (cp-c')
L
Régime rapide
(2.9) Condition 7K - b & By R Jo kK a (o} ')
| | [y e A
[+
Régime instantané
P
) b o 3, g¢ci
(2.10) Condition 1K {7 » =% Ra=kK et —ZLT=°
R 9Co 22
Dy

Si les deux diffusivités sont égales, le terme de transfert devient

Ra = Mfa[%q*c;J
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Si bo/q 14 c(') le régime instantané fait dépendre le transfert seulement de la
composition du liquide, ce qui conduit & quelques résultats non explicables phy-
siquement ; en réalité comme le démontre Astarita méme si le régime est ins-
tantané il y aura une région dans la colonne ot le transfert sera fonction de la

composition du gaz. Astarita appelle ces deux régimes

bo

"inner reaction regime" Lo = Jéfa —7’——-

" . . i P Y
surface reaction regime Ro < Kg @

Modele de Danckwerts

Danckwerts, propose

(2.11) Ra

ti

CL Qa ﬁ“LO)Z*jf K, b, ~ D, K, b, Q,O:,

si YD, Kby KRS

Régime instantané

b
Condition ,i/_])f Ky b, » QLO (1' + o )

9¢

0 T+ % b;’
Ra = K, ac, 1 9%
Dy

Dy
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L'expression pour le régime instantané est la méme dans les deux
cas. De méme pour le terme de transfert concernant le régime rapide si on

prend dans la formule d'Astarita :

K:KZ bo

et si ¢' est négligeable devant C'O

L.a condition que pose Danckwerts --]/D,RZ ‘E’o > l{f pour simplifier le

terme de transfert n'est autre que la condition d'Astarita

+ t 1/ DK
2 >4 en effet 1/ D 250
R,

Vie

Finalement les conditions pour qu'il y ait régime rapide ou régime

instantané sont équivalentes dans les deux cas si

Co

[-2-4 - Parameétres qui interviennent dans les expressions du terme de transfert

Constante de vitesse de réaction K,

Danckwerts [1] donne T°C K2 litre/mole, sec
25 1500
35 2500
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Dans la méme référence est donné KL (L) et a (L) pour différents
types de garnissage, ceci pour des températures comprises entre 20 et 25 °C,

Nous ne tiendrons pas compte du changement de viscosité da a la température.

Diffusivités D et D

La référence [1] donne également les variations de D2 - diffusivité

de la DEA. Pour M = 2 moles/litre on lit D, = 4. 107° cmzfsec.
La diffusivité du CO2 dans l'eau est donnée pour différentes tempé-

ratures, Pour T = 25°C on a D1 = 2. 10_5 cmz/sec.

La correction & apporter pour déterminer la diffusivité du CO2 dans
des solutions aqueuses, d'apreés Danckwerts, consiste A la considérer com-

me inversement proportionnelle & la viscosité.

C'est la constante

z 2
R N X
Ll o [e0]- oy
[R.NHCOOT] [R N H," ] (1-
On a d'aprés [1] T = 20°C Ko=2.3. 10™* mole/litre
-4
et d'apres  [6 | T = 18°C Ko =0.8. 10  mole/litre

Aucune des deux références ne donne d'information sur la variation de K

en fonction de T,
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Constante d'Henry pour déterminer c¢'

On a dans [4] la solubilité physique du CO2 dans 1'eau HW

T H
W
°C atm, litre /mole
15 22.0
20 25.5
25 29.5
30 33.5

Danckwerts [1] propose une méthode d'estimation de H a partir de

H , pourlaquelle l'erreur est inférieure a 30%. La formule est :
W

1 L S o4 4 . .
SES H/HW KS LK =i g litres/g.ion
H Solubilité dans le solvant
H Solubilité dans 1'eau

W 1 2
I Force ionique g.ion/litre = 5 Z Concentration ion.(charge)
i+; i_, iG Contributions du cation, anion et du gaz.

Pour estimer la solubilité du CO2 dans des solutions d'amines carbo-
natées Danckwerts propose de considérer la réduction de la solubilité comme
¢tant équivalente a celle produite par une concentration molaire égale de bicar-

bonate d'ammonium. Les valeurs trouvées par cette méthode sont :
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T = 25°C T = 30°C |

X H X H

moles COz/moles DEA atm.1/mole

0.1 29.0 0.1 32.7
0.2 28.5 0.2 32.2
0.3 28.0 0.3 31.7
0.4 27.5 0.4 31.2
0.5 27.0 0.5 30.7

La val eur de c‘o sera

Co = =

feoa B Y
. H

[-2-5 - Régimes possibles dans la colonne d'absorption de CO

2

Comme on le verra dans la partie expérimentale, la température de
la DEA dans la colonne est voisine de 25°C en téte et de 35°C en fond, ces tem-
pératures étant fonction du débit de DEA utilisé, puisque la quantiié de chaleur
fournie en régénération est constante. Tous les parameétres déterminés en

[-2-4 sont fonction de la température.
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4
z’rg =
K, M (1-2X)
T = 25°C T = 35°C
K, = 1500 {/mole. sec K, = 2500 £ /mole. sec
X tR (sec) X tR {sec)
0.1 . 0.41 1073 0. 0.25 10‘3
0.2 0.56 10" 0. 0.33 10'3
0.3 0. 83 10'3 0. 0. 50 107°
0.4 1.67 10°° 0. 1.00 107°
Temps de diffusion
-5 2
T = 25°C D1 =10 "cm” /sec
T = 35°C D, = 1.2 107° cmz/sec
L = 210 mole/h Ko, =6 1073 cm/sec
L = 380 mole/h Ke =17.5 1077 cm/sec
Téte de colonne tD min = tD (L.=380) = 0.18 sec
Téte de colonne LD min = tD (L=380) = 0.21 sec

On a toujours tD » tR : on peut donc exclure le régime lent,
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On aura dans la colonne le régime rapide, l'instantané ou les deux

avec, dans ce cas, un régime de transition.

Avant d'étudier ces deux régimes dans la colonne d'absorption de
002 on va vérifier la coincidence, pour le régime rapide, des deux modeéles

exposés en 1-2-3, ce qui revient a4 vérifier que c'est négligeable devant ¢’

On calculec' avec la valeur de la constante d'équilibre K _ a 20°C,

C
la seule dont on dispose dans la littérature.

X c'

rnoles/cm3

0.1 0.036 107"
-7
0.2 0.255 10
0.3 1.29 10"7
-7
0.4 9.20 10

On détermine c'o avec la valeur de H a 20°C pour comparer avec les
valeurs de ¢'., La valeur minimale de c'o sera en téte de colonne, ol on aura

la valeur de H la plus haute (taux de carbonatation bas) et la valeur de Y la

plus basse

X =0.1 H = 25,0 atm/ 1. mole
3
Y c'omoles/cm
0.1 0.50 107"
-5
0.2 1.00 10

On a donc c¢' de l'ordre de 10_7 et c'O de 1'ordre de 10—5.
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Nous allons voir maintenant qu'il est possible de conclure quant a la
nature des régimes existant dans la colonne (rapide, instantanée, ou les deux)
d'apres les théories de Danckwerts et d'Astarita ; pour cela il faut que nous

ayons, d'aprés les résultats du paragraphe 1-2-3

by

>4
gCo
1 = 1 .
Pour C omax c oFond on a :
3
X b moles/cm Y g.c'
(0] O max
0.1 1.6 1073 0.3 2.16 107°
0.2 1.2 10'3 0.4 2,88 107°
-3
0.3 0.8 10
0. 4 0.4 10°°

On a vu en I-2-3 les conditions pour avoir le régime rapide et le
régime instantané. Danckwerts [1] précise ces inégalités de fag¢on & avoir
une précision de 10% dans les termes de transfert obtenus dans les deux cas.

Régime instantané DK, by Yy 10K —

ins A
gim antané D, N, by > L gey,

0 bO

1
Régime rapide 1/,‘01 Ky bo é 3 "ZL qc:,
ok, by = /D, KaM 1-2X

o bo MLOM 11__.2—?—(-
L o P Y
7o T
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d'on

Régime instantané

71-2X ¢ Yo,k M 9P _ 5
Y )

oM K H

Régime rapide 12X, AhKM9E g
Y 05 MKS H
|
A et B seront fonction de la température et du taux de carbonatation qui chan-

geront tout le long de la colonne, Ils seront, a travers KOL’ f(%nction aussi

du débit de DEA. En négligeant 1'effet du taux de carbonatatiorﬁl {(sur H) qui est

le moins important on a, avec les valeurs données en 1-2-4,

T L A B ‘
°C moles/h |
|
25 210 2,50 0.125
25 380 2.00 0.100
35 210 3. 50 0.180
35 380 2.90 0.145
|

Pour estimer la valeur du terme /1-2X/Y qui est, évidemment

fonction de z (hauteur dans la colonne)on donne différentes valeurs a Y, com-

position du gaz, entre 0.05 moles CO2/rnole gaz, ordre de la valeur de

YTETE et 0.35, valeur maximale que nous avons utilisée comme composition
a l'entrée, :

|
La composition de la DEA, en l'absence de capteur approprié, ne peut
I

pas étre encore mesurée, mais théoriquement la valeur maximale (formation de

carbamate) est de X = 0.5 moles COz/rnole DEA ; la valeur minimale que 1l'on
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pell;t atteindre par regénération en chauffant est d'aprés Whuitier [ 7] , X=0.11

Dans la table 1 ont été calculées les valeurs de '\'1—2X/Y pour diffé-

reni".es valeurs de X et de Y
|

0.1 0.2 0.3 0.4 X
0.80 (] 0.63 0.45 1-2X

0.05 18.0 15.4 12.6 9.0

0.10 9.0 7.7 6.3 4.5

0.20 4.5 3.7 3.1 2.2

0.30 3.0 2.6 2.1 1.5

0.35 2.7 2.2 1.8 1.3

Y

Table 1 - Valeurs de 1-2X/Y

Les valeurs dans la partie inférieure droite de cette table correspon-
dent & des conditions que 1'on rencontrera en fond de colonne, les valeurs dans

la partie supérieure gauche & celles en téte de colonne,

Pour atteindre le régime instantané il faudrait donc que la composition

du gaz soit plus haute et/ou qu'on dépasse la formation de carbamate {X=0. 5),

cecl pour la colonne et les débits utilisés. Pour s'assurer qu'on a seulement

le régime rapide, en supposant que la DEA est bien regénérée, il faudra utiliser

des compositions trés basses dans le gaz A 1'entrée (par exemple de l'ordre de
0.10 si la DEA arrive jusqu'a un taux de carbonatation de 0.4 en fond de colonne),

Pour des compositions du gaz plus hautes on peut s'attendre a 1'apparition d'un

régime de transition en fond de colonne,
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Pour ce régime de transition Danckwerts [1] recueille les résultats

obtenus par certains auteurs et rassemblés dans la figure 2. En abscisse il

porte | D,. Kz.bo/K"L et en ordonnée R/K°L. c'o . Le parametre pour les
1 1
différentes courbes est (bo/q. c O) . -{D27D1

Régime rapide Régime instantané

(diffusivités égales)

4 Dl’ Kz bO << bc -D-,- Kz bo >> bﬂ
ke g¢ch K o

. D, Ky b R b
y= 2 o 7Rel re - o 2
kf C:J K. K, Cé 9Co

On a représenté sur la figure 2 les trois régimes possibles.

Pour le régime de transition on aura

R m b, . D Mo M MH 1-2X
= f 1.'(,_0 J 7o, |~ f ——’EE;'—' {-2X TP Y

Il faudrait déterminer cette fonction f pour avoir une expression

algébrique du terme de transfert dans ce régime,

On ne doit pas perdre de vue que le but est d'intégrer le systéme
d'équations aux dérivées partielles, dans lesquelles intervient le terme de

transfert.

I-2-6 - Domaine de fonctionnement de la colonne d'absorption

Lia chute de pression par unité de hauteur de la colonne dépend du

débit gaz, et du débit liquide, elle a la forme indiquée sur la figure 3,

La pente de la partie jusqu'a A est voisine de 2, correspondant

a2 un régime turbulent,
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51 on continue d'augmenter le débit gaz on passe A une seconde région
AB dans laquelle la pente est supérieure a 2. ['écoulement dans la colonne
a le méme aspect , c'est-a-dire qu'on continue a avoir un écoulement de gaz

et de liquide dispersé dans le gaz.

S'agissant d'un régime turbulent en pente supérieure a 2 n'aurait
pas de sens physique, en fait, on l'explique en supposant que la section de
passage du gaz dans la colonne a diminué, c'est-a-dire que sa vitesse a augmen-

té, donnant lieu & une chute de pression plus grande.

Si on augmente encore le débit gaz on passe 4 une troisiéme région
caractérisée par une chute de pression encore plus grande ; la quantité de
liquide par unité de volume de la colonne augmente rapidement : il y a engor-
gement : le liquide va commencer a remplir toute la colonne, on aura du gaz

dispersé dans le liquide, ce gaz entrafne des gouttes de liquide a la sortie,

Pour le bon fonctionnement de la colonne, il faut que 1'on soit loin
de l'engorgement, maisen général il sera intéressant de rester dans la zone
AB ol la vitesse du gaz est plus grande qu'en 1, ceci diminuera la résistance

au transfert dans la couche limite coté gaz.

Pour le cas particulier qui nous intéresse, la résistance principale
au transfert étant dans la couche limite c6té liquide, on peut garder comme

seule contrainte que la colonne ne soit pas engorgée.

Pour s'assurer qu'on est loin de l'engorgement, on prend normale-
ment une section qui, avec le débit gaz & traiter, nous donne une vitesse de
V'ordre de 70% de la vitesse d'engorgement. Cette derniére est calculée par
exemple avec la courbe de Lobo. Dans la figure 4 sont représentées la ligne
d'engorgement et celle correspondant & une vitesse du gaz réduite a 70%.
On a pris le gaz comme étani de l'air et on a fait une approximation linéaire

de la courbe de Lobo dans le domaine intéressant.






1000

33
- w0 —
143 -
il 100 —-

N 667—
- 50 —-

R/K.C

b4

“F / ' nrfmmﬁd/ e
3 Y, _,

- § . REGINE a—

i / __NSTANTANE "

= // 05
r - Q-

2 1 AEWET| L oe v agd L 1111121
1 10 10* 1*

J0K, Gk

Fig 2 [1]

Transition entre le régime rapide
el le régime instantané

b mole DEA [

® 800
Viesse gax
= Vengorgement

800
Viteste ga3
287 Yere .

a0
Lt

200
Al \ .y -
' . 200 - 300 400  mole ga’%

Fig 3 Fig4
Chule de pression dans une Deébifs maximums dans /a colonne
colonne a garnissage d’ absorption

(adduits ‘e la coyrbe de Lobo)






41

[-2-7 - Equations aux dérivées partielles pour les régimes possibles

dans la colonne

(2.12) WCB& = L—&—)ﬁ-,LQ,a,
ot a3
U dy J;
(2.13) e, = -Gy, “Y_pa
(1+4)% ot d3
X =X (z,1) L =1 (z,t) W =W (L)
Y =Y (z,1) GA:GA“) U = cte

: - . P , |
(2.14) Ko = ]/@,, KoM (1-2X%)  «. o Y o= Ky y/1-2X __’:g.

ol KL est fonction de la température, donc de =z

Régime de transition

(2.15) Ra = / [RZ ¥ [-2X K f“-fg;‘x" ]CL

Ko ko (T, 0) Wy = Ko (T)

Régime instantané

Dy be
: ! D, ¢ cl
Ru = I{i Cé A .[.__f,“
Dy
D,
. . D, be
Dans l'expression de R.a, 1 n'est pas négligeagle devant =— —
1 A AL

puisque le rapport des diffusivités est de 1'ordre de 10 .






CHAPITRE II

RESOLUTION DES EQUATIONS

DU MODELE MATHEMATIQUE






45

II-1 - BUT RECHERCHE

A

On cherche a établir la loi de commande prédictive sur LT =L (Z,1)

qui permette pendant le régime transitoire d'avoir
Yr = E{(Z:t) < Yuax

t
m,n/ Lo (t)dE
2}

tous les cofits de fonctionnement étant associés au débit de DEA utilisé (cofit

de régénération, colit de pompage, ...).

Lia sortie du processus est localisée, la commande et les perturba-
tions sont aussi localisées, d'on 1'intérét, pour faciliter la détermination de

Y

la loi de commande, de passer a une représentation mathématique externe du

systéme, représentation qui nous donne la variable de sortie y (Z,t) en fonc-

tion des variables d'entrée X(Z,t), L(Z,t), GA(U’ t) et y (0,1).

II-2 - TYPE DE MODELE

Les compositions du gaz et du liquide dans la colonne sont données
par des équations aux dérivées partielles de premier ordre (en négligeant la
diffusion axiale), non linéaires & travers le terme de transfert, et A coeffi-

cients variables (débits).

X OX -

(ffy)g g% = ~GCp dj -£(xy)
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Avec comme conditions aux limites -

y(0¥) Ye (6
X (2,t) = Xy (t)

\

1

T.e débit liquide dans la colonne est donné par

oW _ dL

ot dj
Avec comme condition limite L(z, f‘) = L (t)

Sauf pour des faibles valeurs de Y (cf. I-2-5) il y aura, théorique-
ment, coexistence de deux régimes (régime rapide et régime de transition)
dans la colonne. Il faudrait, pour en tenir compte, déterminer une expres-
sion du terme de transfert dans le régime de transition et établir un critére

de transition entre les deux régimes.

II-3 - PROBLEMES POSES PAR L'OBTENTION D'UNE REPRESENTATION
EXTERNE, ETUDE DE CERTAINES METHODES EXISTANTES

Les difficultés rencontrées dans 1'obtention d'une représentation ex-

terne théorique peuvent étre séparées en trois classes :

a) Il s'agit, en fait, d'un réacteur chimique. La réaction chimique

est de second ordre ce qui, mathématiquement, se traduit par un terme de

réaction non linéaire.

b) Ce réacteur est distribué dans 1'espace ce qui introduit les déri-

vées partielles,

¢) La variable de commande est un débit ainsi qu'une des perturba-

tions, d'oll l'existence des coefficients variables,
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a) Les non linéarités dues aux réactions chimiques, lorsque l'ordre
est supérieur a un, sont dans la plupart des cas trop dures pour qu'une liné-
arisation autour d'un point de fonctionnement soit valable quantitativement,
c'est seulement par simulation qu'on peut espérer obtenir ces résultats. Dans
le cas particulier de la colonne d'absorption de COB par DEA on a deux pro-
blémes supplémentaires : une connaissance relativement pauvre des régimes

cinétiques présents, et des changements importants du point de fonctionnement

(cas de traitement du gagz naturel).

b) La résolution du sysiéme d'équations aux dérivées partielles avec

un terme de transfert linéaire et des coefficients constants, peut se faire par

la méthode de la transformée de Laplace aboutissant & une représentation par

transmittances ; cette méthode implique de passer aux équations incrémentales
valables autour d'un point de fonctionnement, lL.es gains de ces transmittances
ne seront que les approximations du premier ordre du modele statique des va-
riables de sortie que 1'on aurait pu obtenir a partir des équations différentiel-

les en régime permanent.
11 faut distinguer deux cas :

- avec diffusion axiale : L'intégration par rapport a la coordonnée

spatiale fait apparaftre la variable de Laplace p sous le radical, la seule so-
lution est de faire p = jw et d'étudier la réponse en fréquence en donnant des

valeurs numériques aux parametres et aux variables d'entrée [ 9, 10]

- sans diffusion axiale : On peut intégrer et aboutir aux transmittances,

Le résultat de l'intégration fera apparaftre des retards purs sans signification
physique ; ceci est dit au fait que 1'on a négligé la diffusion qui, physiquement,

existe toujours.

Les transmittances auxquelles on aboutit peuvent eétre trés complexes ;
en vue d'une utilisation pratique de ces transmittances certains auteurs[2, 8]

proposent des approximations (séries de Neumann, diffusion de Taylor) (voir

Annexe, page Al).
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Dans le cas d'un terme de transfert linéaire, on peut obtenir la so-
lution par séparation de variables, La solution est obtenue comme une série
de solutions particuliéres fonction du temps et de la coordonnée spatiale, La

linéarisation autour d'un point de fonctionnement n'est pas nécessaire.

La résolution des équations pourra se faire, évidemment, par discré-
tisation, sur calculateur, mais en donnant des valeurs numériques aux parame-

tres et aux variables d'entrée,

c) L'introduction de coefficients variables ne pose pas de problémes
tres graves, Par la méthode de la transformée de Laplace, par exemple, on
résout le probléme grace aux équations incrémentales qui seront a coefficients
constants ; celles-ci introduiront cependant des termes qui nécessiteront la

solution préalable du régime statique.

Dans le cas du pilote d'absorption de CO2 par DEA on aura une source

d'erreurs inévitable quelle que soit la méthode si le régime de transition s'éta-

blit réellement dans la colonne,

51 on se place dans des conditions ofi théoriquement le seul régime
existant est le régime rapide (basses valeurs de yF) la seule méthode utilisa-
ble sera la simulation. Auparavant, il faudra déterminer les coefficients des
termes de diffusion axiale pour que la discrétisation de la coordonnée spatiale
n'introduise qu'un terme de diffusion égal au terme réel [2, 8] (voir annexe
page A.4). Ces coefficients de diffusion axiale (diffusion superposée a4 un débit)
doivent étre déterminés expérimentalement, dans le cas d'un écoulement com-

plexe comme celui du gaz et du liquide & travers un garnissage.

Quant a la méthode d'intégration analytique, elle nécessite la linéari-
sation du terme de transfert : on peut donc s'attendre a trouver des résultats

quantitatifs faux. Pour le régime permanent cependant, ils pourront &tre ''va-

lables' pour une valeur particuliére de z (ce serait pourz = Z dans le cas ol
on s'intéresse a la régulation de y (Z)) s on détermine les coefficients de 1'ap-

proximation linéaire de facon A réaliser

|Y* =) - Y(z) | e
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*
dans tout le domaine de fonctionnement de la colonne, Y (Z) étant la solution
obtenue par intégration du systéeme simplifié et Y(Z) celle obtenue par simula-

tion des équations non linéaires.

On doit s'interroger aussi sur la validité qualitative des résultats ob-

tenus par simplilication du terme de transfert, Supposons que le gaz & traiter

dans la colonne est un gaz dilué

Yamr = Yporar ~ ¢t
ax dX -
gn - X,

{ ‘C)_‘J dy

-Gy Ery - Ra (x:Yy)

H

ot

avec Ra(X, y) correspondant au régime rapide.

- f ' - Yy ~t f '
Ra = K 1-2X .Y = Ky1-2X 1+y--—K 1-2Xy

X, taux de carbonatation de la DEA intervient dans le terme de transfert a tra-
vers la constante de vitesse de réaction comme nous l'avons vu en 1.2, 3 (la

réaction pouvant étre considérée du premier ordre).
On fait l'approximation linéaire de Ra du type
Ra=K (L) ¥

faisant ainsi dépendre y directement du débit d'absorbant au lieu de la concentra-
tion de DEA libre dans l'absorbant {1-2X). Cette approximation sera valable phy-
siquement si X varie peu tout le long de la colonne. Si on intégre 1'équation du

bilan gaz par la méthode de la transformée de Laplace (voir Annexe, page A.5)

on va trouver comme régimes transitoires :
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- pour y (Z,p}/y(O, p) : un retard pur

- pour y (Z,p)/L(Z, p) : une transmittance assimilable & un premier
ordre, L intervenant sur un coefficient de transfert

- poury (Z,p)/G (0, p) : une transmittance du type premier ordre

A .
retardée si on suppose que GA (z, p)/GA(O, p) contient un retard pur,
Un terme de transfert linéaire du type

Ra=A. X +B.y

du fait du couplage qu'il établit entre les deux équations nous donnera, dans
les trois cas, des réponses du type retard pour plus constante de temps

comme c'est le cas sur le pilote,

On peut trouver la solution du systeme d'équations avec cette ap-
proximation pour A = - B (échangeur thermique) dans la référence 2. Les
transmittances qui sont obtenues font apparafire des fonctions hyperboliques,
dont on peut prendre un développement limite en vue de leur utilisation prati-
que. La résolution avec A et B quelconques est plus lourde mais tout porte

& penser que l'on obtiendra les mémes résultats qualitatifs.

Compte tenu de 1'incertitude méme théorique attachée i la vitesse
de réaction, aux parametres cinétiques que la caractérisent, il est impossi-
ble d'échapper & une expérimentation sur pilote, Cette expérimentation aura
pour but d'identifier les parametres intervenant dans les coefficients des

€quations différentielles définissant la loi de commande sur LT.

Il faut souligner ici qu'aucune représentation déduite des lois de la
physique ne pourra expliquer théoriquement la présence dans les transmit-
tances de retards purs qui peuvent s'avérer trés pratiques pour établir une

loi de commande,



CHAPITRE III

ETUDE EXPERIMENTALE
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ITI-1 - RESULTATS EN REGIME PERMANENT

IIT-1-1 - Mesure des variables d'entrée et de sortie

Y

Ces compositions sont mesurées a 1'aide de deux analyseurs a infra-
rouges dont la précision, donnée par le constructeur, estde 1% de la déviation
totale, les étendues de mesure étant 0-100% et 0-50% COz. Ces analyseurs
doivent travailler avec un débit et une pression constants (le débit conseillé
par le constructeur est de 60 litres/heure). Dans le cas du pilote on a laissé
la sortie des analyseurs a l'atmospheére, le débit de gaz perdu de cette facon

étant négligeable devant le débit total.

L'étalonnage de ces analyseurs a été réalisé avec des gaz étalonnés
auparavant a l'aide d'un spectographe de masses. Les courbes d'étalonnage

sont données en Annexe (page A, 11).

b} Débit d'air. Débit de DEA

Ces débits sont mesurés avec des diaphragmes et des cellules de
pression différentielle. La précision est de 1'ordre de 5%. lL.es courbes d'éta-

lonnage sont données en Annexe (pages A.12 et A, 13)

111-1-2 - Résultats expérimentaux en régime permanent

On a mesuré la composttion du gaz en téte de colonne pour différents
points de fonctionnement (yF, LT; GA). Ces valeurs sont données dans les

figures 54 9.
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Fig. 5 en fonction de y_, avec G, et I, comme paramétres,
g Y F T P

A

Domaine étudié

LT 210 moles/h — 380 moles/h
GA 150 moles/h ——» 260 moles’h
Y 0.30 —— 0.50 moles CO2/m01e air

Fig. 6 Yo en fonction de Yo POUr GA = 190 moles/h, L., 210 et 300 moles/h

Yp 0.10 ——a 0.50 molesCOzfmole air

Figure 7 Y en fonction de LT avec yF et GA comme parametres,

Ce sont les mémes points que dans la figure 5.

Figure 8 en fonction de L, pour G, = 190 moles/h,y_ 0.28 - 0.48
g I A F

T
Ce sont les points de la figure 7 complétés les points Yo = Y pour

Figure 9 Yo en fonction de GA avec y., et LT comme parameétres
Ces valeurs ont été obtenues avec :

Colonne absorption Pression fond 250 mbar
Température DEA entrée 20-30°C
Température DEA sortie 25-35°C

Régénération Pression 100 mbar
Température DEA ébullition

Température téte colonne 95°C
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La température de la DEA & 1'entrée de la colonne est fonction de

T
la température en téte de la régénération avec L

L.,., celle de sortie de LT et de Yo On observe des variations de 5% dans
T
La quantité de chaleur fournie en régénération étant constante on

peut s'attendre & des changements de composition de la DEA régénérée,

lorsque varie LT. Cette composition n'est actuellement pas mesurable ;

cependant les variations de la température en téte de colonne sont une indi-

cation sur ces modifications.

Une autre perturbation pour la colonne d'absorption est la tempéra-

ture de la DEA, qui agira sur la vitesse de réaction. On pourrait réguler la

température d'entrée en agissant sur le débit d'eau dans 1'échangeur thermi-
que juste avant la colonne, mais les variations avec la composition du gaz

ne peuvent pas étre annulées. On a essayé de déterminer 1'effet de ces chan-
gements de température en faisant la mesure de Y pour un méme point de
fonctionnement avec des températures différentes (20°C et 30°C) de 1la DEA a
1'entrée, le changement en Yo est inférieur a 0. 01 moles COz/mole air (cette
mesure n'est valable que si la composition de 1a DEA a l'entrée est la méme

dans les deux cas).

II1-1-3 - Modéle statique expérimental

En vue de déterminer une relation mathématique entre Yp et les va-
riables d'entrée (yT, LT et GA) en régime permanent il faudra définir aupa-
ravant le domaine de variation de celles-ci.

Un domaine couvrant de grandes variations des trois variables d'entrée
n'aura de sens que pour le projet de différentes colonnes d'absorption ; on peut
s'attendre dans ce cas 3 trouver des relations non linéaires entre Yop et les

trois variables d'entrée.
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Une installation particuliére sera forcément limitée dans les ampli-
tudes acceptables de changement des variables d'entrée. Le probléme, d'ail-
leurs assez simple en général, qui se pose dans ce cas est de retenir l'ex-

pression la plus simple compatible avec la précision recherchée a 1'intérieur

du domaine de fonctionnement.

Lorsqu'on s'intéresse au probleme de la commande du débit LT
permettant de maintenir Yop constant en présence des perturbations, on se
fixe la contrainte sur yT, et on détermine les intervalles de variation de

LT’ GA et yF de facon que la commande puisse, dans tous les cas, ramener
Y 4 une valeur

yT \< y’I‘ max

On a pris : Y T max

G, : 150 - 260 moles/h
© 210 - 380 moles/h

= 0.12 moles COz/mole air + 0. 01

L
T
Dans la figure 10 sont représentés les intervalles maximums de va-

riation de Yy pour chaque valeur de GA tels qu'en agissant sur L_, on puisse

T
réaliser

yT “é miax

Dans ce domaine on a essayé dans un premier temps d'obtenir un modeéle &

parametres constants reliant Yo a des changements de Ip et de G avec

AJ
LT constant, Une approximation du type

(3.1) AyT=a.AyF+b1.AgA+b2.(AgA)Z

apparalt comme suffisante pour une précision sur yT
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Yo REEL ~ YT CALCULE £ 0.01 moles COz/mole air

dans tout le domaine

G, =150 moles/h Y3 0.38 - 0.54 moles CO2/m01e air
GA=190 yF0.32—0.48
GA=220 Y 0.30 - 0.44
GA=260 Y 0.28 - 0.42

) L 2
Dans l'expression (3.1), A gA est exprimé en mole/h.cm” pour une
simple raison technique concernant l'inversion de matrices, les valeurs numé-

riques devant &ire du méme ordre de grandeur que celles de A Y-

Les coefficients a, b1 et b2 sont déterminés par regression linéaire
en minimisant 1'erreur quadratique moyenne, Les résultats obtenus pour ces

coefficients au milieu du domaine de fonctionnement sont :

Point fonctionnement Coefficients

Lip Ca g a by 5 -1 b, 2
mole/h mole/h (mole/h.ecm”) (mole/h.cm”)
210 220 0.42 0.67 0. 050 - 0,042

250 220 0.42 0.62 0.048 - 0.039

300 220 0.42 0. 55 0. 043 - 0. 040

350 220 0.42 0. 46 0.034 - 0.035

380 220 0. 42 0.44 0. 030 - 0.039
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Pour les changements de LT on voit (figure 7) qu'une approximation

linéaire est suffisante, Pour GA =220 et yF = 0. 42 on lit

i L =L
| T oLy /s I
: 210 2.63 0.205
i 250 3.13 0.185
“ 300 3,75 0.165
| 350 4.40 0.140
’ 380 4.175 0.125
d'oll 1'on tire
! = _ )
yT 0,038 . IT
En définitive
/i y.,=-0.038. .\l +a. 'y . +b g, +hb (\.g )2
L Yo . s b S Y 1+ :8p g - (118,
d'ol la loi de commande en boucle ouverte ( . Yo * 0)
1 g \ . . 2
¢ - | by + . =+ . 3 .
Slp T goze LA Ve TPy gy TRy Lug,)
On peut voir maintenant s'il faut considérer les coefficients a, b1 et b2 fonc-

tion de LT compte tenu de la précision désirée sur Yo OU s'il est suffisant de

prendre les valeurs moyennes,



65

Pour cela on a comparé avec les résultats réels, ceux obtenus &
partir de

1) un modeéle a parametres constants (valeurs moyennes)

2
AyT— _0.038A1T+o.55AyF+0.030 AgA—O.OSB (AgA)

2) un modele a paramétres fonctions de IT' On a cherché a représen-

ter les coefficients a, b1 et b2 par :

=¢c +d..1
& Cl 1 T
b1 c2 + d2u1T
+ &>
by =eg tdgly

Cyenn d3 ¢tant déterminés par régression linéaire, en minimisant l'erreur

quadratique mo yenne, Les résultats sont :

=0.96 - 0.11 . lT

a

b1 = 0.077 - 0.009 , lT
= . +

b2 0. 045 + 0.002 , lT

Ces deux modeéles ont été comparés pour des variations autour du point
de fonctionnement :

L = 380 moles/h G

TO = 220 moles/h

AO

Ypo - 0- 42 moles COZ/m. air

auquel correspond une valeur

Yo = 0-125
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L.e modeéle a parameétres constants nous donne des erreurs absolues sur Yo
calculée allant jusqu'a 0, 024 moles COz/mole air ; on retiendra donc le mo-
déle adaptatif qui, lui, nous permet d'atteindre la précision désirée sur Yp
Ce genre de modéle conduirait & une complexité plus grande d'un bloc de com-
mande spécifique, qui devrait calculer les coefficients a, b1 et b2 chaque fois
qu'on arrive a un régime permanent, cette complexité est absolument mineure
lorsque 1'on se propose de conduire le processus par un calculateur numérique

comme c'est le cas de notre pilote par le C 80-10.

Le systéme de commande en boucle ouverte pour le régime statique

est représenté sur la figure 11.

IIT-2 - RESULTATS EN REGIME TRANSITOIRE

III-2-1 - Systéme d’analyse du gaz i 1'entrée de la colonne

Les résultats expérimentaux nous permettent de considérer 1l'ensemble
Tube-Filtre-Analyseur (figure 12) comme un systéme de premier ordre avec un

retard pur,

On a relevé la réponse de 1'analyseur & des échelons de composition
produits en changeant manuellement le gaz en @ (figure 12)., On donne en

Annexe des exemples des réponses obtenues (courbes AF1, page A, 14)

AT'1 | T (sec) : retard T (sec) T (sec) r(sec) : cte. de temps

wWoOow W W ow
o o =3 g oy
e
-~ © o o =3I
W oW W W
[ B S = 2T & 1 E « )
e e
P Y« S I © NI « RN |




Ay

SYSTEME
L
c

sust€me de commande en bovcie ouverfe
pour le veEgime sta r%qLie
Fig 11
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Pour la mesure de la constante de temps et du retard correspondant

il faut travailler avec un débit de gaz constant a travers 1'analyseur.

I-2-2 - Mélangeur, Acheminement des gaz jusqu'a la colonne

On a produit des échelons de débit de C.C)2 et d'air a l'entrée du mé-

langeur par des électrovannes, Le systéme est repreésenté sur la figure 14,
Pour réaliser un échelon de débit de COz, par exemple, on laisse

le régulateur du débit d'air en position automatique, celui de C02 en manuel

on ajuste le robinet A pour obtenir 1'amplitude nécessaire pour 1'échelon ; il

suffit alors de déclencher 1'électrovanne,

Les courbes AF3 en Annexe (page A.15), montrent la réponse du
débit de gaz & la sortie du mélangeur pour des échelons de débit d'air ou de

COz.

L'utilisation de sources indépendantes, air ou COZ’ a permis pendant
l'expérimentation, des changements de composition du gaz a l'entrée de la

colonne, sans modification du débit d'air.

La réponse du débit a4 la sortie du melangeur est suffisamment rapi-
des (temps pour 63, 5% de la valeur finale bien inférieur a 0.5 sec) pour consi-
dérer que la transmittance correspondante est un simple gain. Le capteur
utilisé pour le débit a la sortie du mélangeur était une cellule de pression dif-

férentielle ACB a sortie électrique,

On peut maintenant déterminer la dynamique associée ay mélangeur
proprement dit, et celle correspondante aux tuyaux qui conduisent le gaz de-
puis le mélangeur jusqu'au fond de la colonne. Pour cela, aprés un échelon de
débit de COZ’ on mesure la composition du gaz aprés le mélangeur et juste
a l'entrée de la colonne (& la connexion du manomeétre en fond de colonne)}, On

donne en Annexe des exemples de réponses obtenues (AF3 et AF4, pages A.15 et
A.16),
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En approchant ces réponses par celles d'un systéme de premier

ordre plus un retard pur on a :

AF3 GA = 150 moles/h GA =170 GA =190
T (sec) T T T T T
5.1 1.7 4.8 .6 4.0 1.2
4.6 1.5 4.2 1.5 4,6 1.5
5.2 1.8 4.7 1.8 4.5 1.6
4.6 1.7 4,2 1.4 4,2 1.7
5.2 1.9 5.0 1.6 4.5 1.7
AF4 = G, = =
GA 150 A 170 GA 190
T (sec) ol T T T T
5.1 1.5 4.9 1.5 4.6 1.4
5.2 1.6 4.9 1.6 4.6 1.4
5.1 1.5 4.9 1.4 4.7 1.6
5.3 1.6 5.0 1.6 50 1.4
4.8 1.5
j

On ne tiendra pas compte des légéres variations de T et T avec
le débit d'air. On considére que la constante de temps trouvée est celle du
systeme d'analyse déterminée en [1I-1-2-1. En prenant une valeur moyenne
du retard a l'enirée de la colonne de 5 sec on aura comme transmittances,

sans considérer les gains
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-3.5p

Systéme d'analyse des gaz a l'entrée 1+1.5p

. -1.5
Mélangeur + Tubes jusqu'a la colonne e P

Et pour les changements de débit

Mélangeur + Tubes 1

Pour le retard pur de 1,5 sec correspondant au mélangeur et aux tubes,

on peut le scinder a partir des valeurs moyennes des mesures en un retard de

1 sec correspondant au mélangeur et un retard de 0.5 sec pour les tubes.

I11-2-3 - Systéme d'analyse & la sortie de la colonne

On peut, expérimentalement, constater que l'ensemble Tube-Déverseur-
Pot de séparation Filtre-Analyseur {(figure 13) est assimilable & un systéme de

premier ordre avec un retard pur.

On a relevé la réponse de ce systéme d'analyse A des "'échelons' de com-
position produits par le mélangeur, la prise de gaz qui est en téte de la colonne
étant connectée & la sortie du mélangeur (point 1 dans la figure 12), Ce sont

les courbes AT1 en Annexe (page A 17).

G = 5 = 190
4 = 150 ; G,

(o2
w
oy
Ne3
p)
-]
&)
B
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du gaz 4 l'entree et d la sortie de la colonne, pour des
changements de composition , d débit d'air constant
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On prend pour le systéme d'analyse A la sortie de la colonne une
constante de temps * de 6 secondes et un retard T de 6 secondes (compte

tenu du retard propre au mélangeur),

Sur la figure 15 sont représentés les différents éléments identifiés

jusqu'ici,

III-2-4 - Colonne d'absorption

On produit des "échelons' de composition du gaz a l'entrée de la co-
lonne (fond) en agissant sur 1'électrovanne CO2 a l'entrée du mélangeur. On

enregistre la composition a la sortie de la colonne.

Il faudra tenir compte de la dynamique du systéme d'analyse en téte
"pour la soustraire' de la réponse obtenue, ainsi que celle du mélangeur et des

tubes jusqu'a la colonne,

Compte tenu de 1'allure des réponses observées on va essayer d'appro-
cher le régime transitoire par un retard pur plus un second ordre apériodique.
Pour déterminer la constante de temps propre a la colonne on a utilisé la pro-
pri¢té des systémes de second ordre séparables en deux constantes de temps
d'avoir des réponses a un échelon de 1'entrée qui atteignent & peu prés 73% de

la valeur finale aprés un temps t =1,3( Ty+ Tz ) [11] .

D'apreés la figure 16 on voit qu'on peut obtenir une approximation va-
lable du régime transitoire, avec une erreur absolue inférieure a 0. 05, ce qui,
pour une amplitude de changement de la variable de sortie de 0. 20 moles COZ/
mole air (valeur déja grande dans le pilote), nous donne une erreur absolue
inférieure 4 0. 01, ordre de grandeur de la précision de la mesure. La validité

de l'approximation dépend fortement du choix de la valeur du retard pur.
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Y

Le retard et la constante de temps obtenus & partir deg résultats expé-
rimentaux ne dépendent ni du débit de DEA ni de 1'amplitude de 1'échelon sur g
Par contre, on trouve une diminution de la valeur du retard lorsque le débit
d'air augmente, On ne peut rien conclure pour la constante de temps du fait de
la trop grande dispersion des valeurs mesurées. Dans la table 2 on donne les
valeurs du retard et de la constante de temps pour différents débits d'air. En

Annexe (page A.19) on donne un exemple du type de réponse obtenue sur le pilote.

II-2-4-2 - Changements de débit d'air
On produit des échelons de débit d'air a 1'entrée de la colonne en agis-
sant sur les électrovannes CO2 et AIR aprés avoir ajusté les robinets correspon-
dants pour que la composition du mélange ne change pas. On enregistre la com-

position & la sortie de la colonne.

Compte tenu de 1'allure des réponses observées on a approché le régime
transitoire par un retard pur plus un second ordre apériodique. La validité d'une
telle approximation a été vérifiée de la méme fagon que pour les changements de

composition.

Le retard et la constante de temps apparaissent comme indépendants de
1'amplitude de 1'échelon, de la valeur de la composition Yg et du débit de DEA
LT. Dans la table 3 on donne quelques uns des résultats obtenus. Nous donnons
en Annexe (page A, 20) un enregistrement du type de régime transitoire obtenu

sur le pilote.
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T (sec) : retard T (sec) T(sec) T (sec) : cte. de temps
3.5 4.0 3.5 2.8
4.5 4,8 3.0 4.4
2.7 3.8 4.0 2.2
4.5 3.2 3.0 2.2
3.2 5.2 4.0 2.8
3.2 3.2 3.0 4.0
4.7 5.2 3.5 4.4
4.5 5.6 4.5 4.4
3.0 5.0 2.7 3.6
3.0 4.8 3.2 4.0
3.0 4.0 3.5 3.6
4.5 4.4
Valeurs moyennes T = 3.5 sec T =4.0sec
Table 3

Retard et constante de temps pour yT/GA

ll1-2-4-3 - Changements de débit d'absorbant
Ayant disposé en paralléle sur la vanne pneumatique du débit de DEA
une électrovanne et un robinet, on produit les échelons de débit d'absorbant de

la méme fagon que pour le débit de COZ et d'air.

La réponse de la composition en téte de colonne, a été approchée par
celle d'un systéme de second ordre apériodique plus un retard pur. La validité
d'une telle approximation, a été vérifiée comme pour les changements de

composition du gaz a 1'entrée de la colenne,
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La dispersion des valeurs trouvées pour le retard et la constante

de temps est dans ce cas plus grande que lors des changements des autres

variables d'entrée ; ceci est di :

a) aux variations dans 1'écoulement du liquide & travers le garnissage
b) & l'erreur dans la détermination de la constante de temps due 3
la mesure de la valeur finale de la composition en téte : celle-ci est sensible
en effet aux variations dans les conditions de régénération et dans la tempé-

rature d'entrée de la DEA lors d'un changement de débit de DEA.

Nous avons vu que ces variations sont de 1'ordre de 0. 01 moles CO /
mole air, ce qui conduit, pour un changement de Yo de 0.10 & une erreur de
10% dans la mesure du temps de réponse & 73%. Ce temps de réponse est de

l'ordre de 40 secondes.

Dans la table 4 sont reportées les valeurs trouvées pour le retard
(T) et la constante de temps ( T ) pour différents débits d'air ; la dispersion
est trop grande pour qu'il soit possible de proposer une relation entre T et
avec le débit d'air ; aussi nous sommes nous contentés de retenir une valeur

moyenne.

En Annexe {(page A.21) on donne des exemples du régime transitoire

obtenu sur le pilote.

Sur la figure 17 est représenté le schéma bloc résumant les rela-
tions dynamiques, autour d'un point de fonctionnement entre le débit liguide,
le débit et la composition du mélange gazeux 2 1'entrée d'une part et la con-

centration en téte de colonne d'autre part.
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GA = 170 moles/h

T (sec) T (sec) T (sec) T (sec)
2 20 4 19

6 17 2 20

6 16 2 21

5 15 5 19

3 19 4 18

6 16 5 17

2 19

G, =210 moles/h

T (sec) T (sec) T (sec) T (sec)
2 21 5 17

2 19 2 19

5 19

GA = 240 moles/h

T (sec) T (sec) T (sec) T (sec)
2 18 4 16

1 21 1 19

1 20 3 19
GA = 260 moles/h

T (sec) T {sec) T (sec) T (sec)
3 186 2 15

2 15 2 17

4 16 1 19
Valeurs moyennes T = 3 sec r = 18 sec

Table 4 - R etard et constante de temps pour yT/LT
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FIG 17 Modéle dynamigue de fa
composition en *éfe cle colonne
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HI-3 - CONSEQUENCES POUR L'ETABLISSEMENT D'UNE LOI DE COM-
MANDE SUR LE DEBIT DE DEA '

Le régime transitoire le plus lent étant celui qui correspond a des
changements sur la variable de commande (rapport de 1 & 2 vis A vis des
perturbations), il faudra, pour éviter des grands dépassements sur Y. PEN-
ser & une commande de LT en boucle ouverte ; une commande en boucle fer-

mée pourra ajuster le débit de DEA aprés le régime transitoire.

Pour éliminer ce dépassement par une commande en boucle ouverte
il est évident qu'il ne suffira pas d'une commande "statique' affichant sur le
régulateur de débit de DEA la valeur calculée nécessaire pour revenir en ré-

gime permanent & une valeur de Yo \< YT max”

L'apparition simultanée de la perturbation {en débit ou en composi-
tion de gaz) et de la "commande statique' du débit de DEA (les deux en forme
d'échelons) donne, comme le montre la figure 18, des dépassements de 40%

du changement sur Yo €n absence de commande,
On a deux possibilités pour réduire ce dépassement :

a) Si on connaft & 1l'avance les perturbations qui vont affecter la

colonne (information du changement de puits dans le traitement du gaz naturel

E)

ou mesure possible, bien en amont de 1'unité de lavage du débit et de la com-
position du gaz), on peut déterminer a quel moment avant l'arrivée des per-
turbations il faut agir sur LT pour réduire le dépassement a la valeur accep-

table.

On peut, par exemple, si la perturbation est un échelon de débit ou
de composition, retenir pour la loi de commande un simple échelon sur LT,
dont 1'amplitude est celle nécessaire au régime permanent, et déterminer

I'instant d'application de cet échelon. C'est une commande non optimale mais

particuliérement simple de mise en ceuvre,
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La figure 19 représente les enregistrements de Yo SUur le pilote,
lors d'une perturbation en forme d'échelon sur Y et du changement de la
commande pour revenir a la valeur initiale de Y- Sur la figure 20 on peut
distinguer les variations de Y lorsque les deux changements sont simultanés,
et lorsque, disposant de la mesure anticipée de la perturbation, on produit
1'échelon sur LT 15 secondes en avance. Cette valeur a été choisie compte
tenu des valeurs du retard et de la constante de temps associées a Y pour

un changement de Y pour GA = 190 moles/heure.

Sur la figure 21 on montre les résultats qu'on peut attendre, d'aprés
le modéle dynamique déterminé en III-2, dans les deux cas. (le systéme d'ana-

lyse & la sortie est considéré comme un retard pur).

b) Avec ou sans connaissance anticipée des perturbations on peut,
pendant le régime transitoire, essayer d'établir une loi de commande qui
minimise la consommation de DEA tout en assurant une composition

Y € Y Tmax’ C'est un probléme d'optimisation dynamique qui sort du cadre

de ce travail. Pour étre réalisie la solution de ce probléme devra tenir comp-

te évidemment des contraintes sur L(t) et dL(t)/dt.

Pour reprendre le cas particulier d'une perturbation et d'une loi de
commande en échelons, on a tracé les variations de YT pour plusieurs ampli-
tudes de 1'échelon du débit liquide. L'examen de ces courbes sur la figure
18 bis montre que pour ne pas avoir de dépassement sur Y par rapport & la
valeur désirée il faut un débit double de celui qui serait nécessaire en régime

permanent,



CHAPITRE IV

COMPARAISON DES RESULTATS THEORIQUES ET EXPERIMENTA Ux

ETUDE CRITIQUE DE L'INTERET DU MODELE THEORIQUE
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Dans ce chapitre on se propose d'étudier 1'intérét que peut avoir
I'intégration du modeéle théorique, pour l'obtention de résultats permettant

d'établir une loi de commande du débit de DEA.
Cet intérét doit étre mis en doute du fait que :

a) on a une faible connaissance des régimes cinétiques présents

dans la colonne.

b} la nature du modeéle théorique impose des simplifications pour

son intégration (approximation linéaire ou discrétisation).

La comparaison des résultats obtenus sur le pilote avec ceux qui
peuvent &tre obtenus & partir du modéle théorique, nous renseignera sur la
validité d'un tel modele pour représenter une colonne d'absorption de CO

2
par DEA, a garnissage, travaillant a basse pression.

On verra qu'en régime permanent, seulement pour des grands

changements dans les variables d'entrée, il peut &tre intéressant de prendre
un modele sous forme d'équations différentielles ; et que, dans ce cas, comp-
te tenu de la faible connaissance des parameétres cinétiques, il est nécessaire

de procéder A une identification paramétrique.

En ce qui concerne les régimes transitoires, les simplifications a

apporter au terme de transfert, pour llintégration des équations aux dérivées
partielles, et le fait de négliger la diffusion axiale, font que les résultats théo-
riques donnent tout au plus une idée sur les temps de réponse. La simulation
de ces équations, sans connaissance de la diffusion axiale, n'améliore pas

la situation.
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IV-1 - COMPARAISON EN REGIME PERMANENT

Nous avons vu qu'un modele statique valable pour la commande de L ,

dans un domaine comme celui défini en I117-1-3, n'exige pas de recourir & un

modele théorique sous forme d'équations différentielles non linéaires du type
dX
=2 3 X = 0

L djl )[( ng

69%47[[)(,3):0

Un tel modéle va nous donner :

1) des relations non linéaires entre y.. d'une part, L, et G, d'autre part

décroissant lorsque L, , augmente

I
Yo croissant lorsque G

T

A augmente

On voit sur les figures 8 et 9, pages 59 et 60, qu'un modele tel que 4,1 serait
nécessaire seulement pour de grands changements dans les débits ( > 50 %) :
or une colonne & garnissage ne permet pas de si grandes perturbations, & moins
d'accepter qu'elle travaille trés en dessous de ses possibilités (pour les bas

débits)

A l'intérieur du domaine choisi, les résultats expérimentaux dans le

plan (yT, yF) peuvent €tre approchés par une forme linéaire (figure 5).

C'est seulement pour des grands changements de Y (allant de 0.10 &
0. 50 moles COz/mole air) qu'il sera nécessaire de considérer une forme non

linéaire (figure 6). Il serait intéressant, dans ce cas, d'essayer une identification

paramétrique d'un modeéle du type 4 1. Pour cela il faudrait auparavant pouvoLir

mesurer le taux de carbonatation X (z) ; en effet, cette mesure est nécessaire

pour :
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b) Etablir la nature du terme non linéaire : il s'agit de savoir en
définitive si, dans la colonne d'absorption, on a seulement le régime rapide
ou s'il apparaft aussi le régime de transition. A partir des résultats expeé-

rimentaux dont nous disposons il est impossible de conclure.

En effet, si on calcule & partir de ces résultats la vitesse de trans-

fert moyenne dans la colonne, pour différentes valeurs de ypona:

pour GA = 190 moles/h L = 210 moles/h
yF Ra
moles CO /mole air moles CO, transférées/sec. —
2
-6
0.145 0.36 . 10
0.250 0.61 . 1078
0. 400 0.78 . 10°°
0. 500 0.89 . 1070

Si on calcule a partir de l'expression de Ra pour le régime rapide
Ra = K.41-2X —¥
a 1+y

les valeurs de Ra en téte et en fond de colonne, et si 1'on prend la valeur

moyenne on trouve :

pour G 190 moles/h, L = 210 moles/h,

0.10 moles COZ/mole DEA

A
X
T



92

yF Ra XF
0.145 1.0 . 10°° 0.200
0.250 1.5 . 107° 0.260
0. 400 2.5 . 1078 0.310
0. 500 2.8 ., 107° 0, 340
Pour XT = 0. 20 on aurait obtenu
I yF Ra XF
% ‘ 0.145 0.9 . 1078 0..300
i 0.250 1.2 ., 107" 0.360
| 0. 400 1.8 . 1078 0,410
i 0, 500 2.0 . 10°° 0. 440

L'erreur absolue sur Ra qui produira une erreur sur y (Z) inférieure

a 0. 01 est de l'ordre de 10™ ' puisque

Gl; ‘-'{‘-f B T P _......E.w- 2.
g cRe gl g R

#

3
s étant de 1'ordre de 105 sec. cm /mole

Sur la figure 22 sont représentées les variations de Ra en fonction
de Yp i onne peut pas exclure la possiblité d'approcher les résultats expé-
rimentaux par un modele théorique(faisant intervenir seulement le régime

rapide), en ajustant les parameétres et la valeur de XT'

On a mesuré la composition du gaz en trois points intermédiaires
de la colonne (z = 50 cm, z = 100 cm, z = 150 em) ; les valeurs trouvées pour

y (z) sont représentées sur les figures 23 et 24, La pente de ces courbes est
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proportionnelle & la vitesse de transfert du fait que

On constate que, pour les faibles valeurs de yF, cette pente augmente avec
y (z), résultat en accord avec celui prévu par le régime rapide ; pour des
- valeurs importantes de Vg cette pente devient indépendante de y (z), surtout

en fond de colonne ; ceci serait explicable par une transition vers le régime

instantané.

Iv-2 - COMPARAISON EN REGIME TRANSITOQIRE

Les réponses expérimentales de Y ont été approchées par celles de

trois systémes de premier ordre avec retard pur

T (sec) : retard (sec) : cte de temps
yT/yF 7 -4 5
/Gy 3.5 4

La présence de retards purs et constantes de temps s'explique
théoriquement par la diffusion axiale et par le couplage entre les deux équa-
tions ¢€tabli par le terme de transfert. En Annexe (page A.22) on montre

'importance de ce couplage pour le cas d'un terme de transfert linéaire,

IV-2-1 - Changements de la composition du gaz a l'entrée

On a un retard pur qui diminue lorsque le débit de gaz augmente ; cet-
te variation est d'accord avec le modéle théorique : en effet, 1'équation du bilan

gaz est, en supposant GT constant le long de la colonne

Y oY
U= =—-—G,_a§ -£(XY)
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Si, pour des petites variations de Y autour d'un point de fonctionne-
ment, on fait une approximation linéaire du terme de transfert qui soit indé-

pendante de X, et on intégre par la méthode de Laplace on arrive & un retard

pur de valeur

T-Zz
Sy

Avec U = 32 moles/m3 pour la colonne d'absorption on a :

Yp © 0. 30 moles COz/mole air Valeurs expérimentales
GA GT T (sec) T (sec) T {sec)
150 195 8.5 7.0 7.5

200 260 6.5 6.0 7.0

250 325 5.1 4.7 5.0

Expérimentalement nous avons obtenu un transitoire plus long carac-

térisé par un retard T plus une constante de temps T° : ceci est dii, comme

nous le signalons plus haut, au couplage entre les deux équations (gaz et liquide)

¢tabli par le terme de transfert, et a la diffusion axiale,

IV-2-2 - Changements de débit d'air

Le retard obtenu expérimentalement est trop grand pour correspondre
au régime transitoire du débit de gaz dans la colonne ; en effet, en négligeant

la diminution de ce débit due a la réaction chimique, on a :

"hold-up' gaz U=K P
‘ dn 2
chute de pression "t_}" =K, 61
du _ _ dGr

bilan gaz vy -
& 5L 35
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Si on passe aux équations incrémentales on obtient par la transformée de

Laplace
o Ky o
?
R = e
B A Sy K2 4
f e 3
#
e J .
i v L
:
d'on
i S
R AT IV "'"._‘. ‘f..— EXS

La solution de cette équation avec comme conditions aux limites

pour z = 0 9r;gr(c‘F)

Z igl;o
d;

pour z

est :

q-(2) = §p[cj dech f 28R Kys Z
qu'on peut approcher par :

oote
g (fT'l{/

28k, K, Z°
1+ T212 s

On donne ci-dessous la valeur de cette constante de temps pour différents

débits d'air

G, mole/h T sec
T
200 0.20
260 0.26

320 0.32
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Lies valeurs expérimentales T = 3,5 sec et T = 4 sec ne peuvent pas

correspondre a ce régime transitoire,

D'autre part la réponse obtenue par l'approximation linéaire indé-
pendante de X pour le terme de transfert (voir Annexe, page A. 9) nous
donne un régime transitoire plus court et sans retard pur. En effet, pour un

gaz non dilué on obtiendrait, en supposant GT constant tout le long de la co-

lonne

aY_ ‘ dy_.
UEE“'GT;T{ KY

Y : moles COz/mole gaz

et en intégrant on arriverait 4 une réponse

N K{L) _Up.
Yr KIL) 1 = & Z[ gz }
— ==t % e 1-e

i)  &r Up

Si on approche cette réponse par une constantede temps de valeur

. U
T = 063 =« £

é?‘
on aura en fonction de c“;T
GT moles/h T sec
200 5.3
260 4.0
320 3.2

Le régime transitoire plus long trouvé expérimentalement doit pro-
venir de la réaction chimique, qui établit le couplage entre les deux équations,

et de la diffusion axiale.
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IV-2-3 - Changements du débit de DEA

La réponse de la composition en téte de colonne est pratiquement du
premier ordre (retard T = 3 sec, constante de temps T = 18 sec) ; la valeur
de la constante de temps est déterminée par le régime transitoire de 1'écoule-
ment de la DEA dans la colonne. Sur le plan expérimental on ne peut mesurer
que le retard pur lié a la transmittance LF/LT (T = 22 sec A rapprocher des
18 sec de la constante de temps relative a y /yF) . La mesure de la constante
de temps existant dans LF/LT nécessiterait une hauteur de liquide en fond de
colonne supérieure a celle qui est disponible sur notre unité pour pouvoir at-
teindre le régime permanent : l'expérience conduit au remplissage pur et sim-
ple de la colonne en 1'absence de régulation du niveau (position manuelle du

régulateur),

L'équation du bilan liquide, en négligeant la diffusion axiale, nous

donne pour la fonction de transfert L (0, p)/L{(Z, p) un retard pur de valeur
T =c., Z

¢ est donné par 1'expression du "hold-up' liquide ; pour la colonne d'absorption

clest

W=b+c.IL =50+3 . 10° . L

W : moles/m

L rnoles/h.m2
d'on ; T =¢. Z = 20 secondes

approximation assez bonne du retard déterminé expérimentalement
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La réponse de la composition en téte de colonne a un échelon de
débit de DEA obtenue par l'approximation linéaire Ra = K (L). Y pour le

terme de transfert est (Annexe, page A.10)

g Fiarar o GG |

I U i

! C+ = L ~
(c+2 )

si on approche cette réponse par une constante de temps de valeur

T:(ag— +G)Z,O.65
G

7
on obtient :
GT moles/h T sec
200 17.9
260 16. 6
320 15. 8

contre 21 secondes, valeur moyenne du temps de réponse & 63 % dans le

pilote.

Donc, l'intégration du systéme approché par un terme de transfert
du type K (L) y permet, tout au plus, d'avoir une idée du rapport existant
entre les temps de réponse de Y a des changements dans les perturbations,

et 4 des changements dans la commande,

Nous allons voir gu'une simulation des équations aux dérivées par-
tielles, sans connaissance préalable de l'importance de la diffusion, ne per-

mettra pas d'aller au dela de ce résultat.
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IV-3 - SIMULATION HYBRIDE DU REGIME RAPIDE

Le régime rapide a été simulé par EAI sur le calculateur hybride

EAI-690, la colonne étant divisée en 70 tranches | 12 .

En régime permanent les résultats sont d'accord avec ceux obtenus a

partir du modele statique intégré sur calculateur numérique (180 pas sur z).

En régime transitoire on a obtenu par simulation hybride :

a) Changements de y

Réponse a un échelon approchée par une constante de temps plus un

retard pur, les deux parametres diminuent lorsque le débit d'air augmente

)

A 200 moles/h T (retard) = 4.5 sec v (cte de temps) = 5 sec

o)
it

300 moles/h T = 3.0 sec * = 4 sec

b) Changements de GA

Réponse approchée par une constante de temps. Dans la simulation

on faisait :
glz, t) = g(0, t)

La constante de temps est indépendante de Y et de LT

= 5 gec

c) Changements de LT

Du fait de la discrétisation de z, le retard de 20 secondes entre L, (0, t)

et [L (Z,t) se divisait en un retard de 13 sec et une constante de temps de 7 sec.

La réponse de Y POUr un échelon de LT est approchée par une constan-

te de temps plus un retard pur

T =10 sec T =13 sec
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On constate que pour obtenir deg résgultats quantitatifs en régime
transitoire, la simulalion, qui introduit un terme de diffusion, n'est valable

ue si l'on connaft auparavant la diffusion réelle dans le processus qu'on veut
q p P

simuler. Dans le cas contraire, les résultats obtenus donnent tout au plus une
idée du rapport entre les temps de réponse,






CONCLUSIONS
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Dans le domaine de variation des variables d'entrée (changements
maximums de 30%), limité par les dimensions de la colonne et par l'existence
d'une commande susceptible de ramener la variable de sortie au dessous de la
contirainte, on constate qu'un modele linéaire (sauf pour le débit d'air) du pre-
mier ordre, avec retard pur est suffisant, ceci pour la précision désirée de
0.01 moles COz/mole air comme erreur absolue sur la variable de sortie.
Une précision plus grande impose la mesure de la composition de la DEA ré-

générée et la régulation de la température de la DEA a l'entrée de la colonne.

Pour obtenir un modele mathématique traduisant ces résultats, il est
préférable, compte tenu de la méconnaissance relative des régimes cinétiques
présents dans la colonne, de réaliser une identification expérimentale, Le mo-
dele théorique sous forme d'équations aux dérivées partielles ne fournit que

des résultats valables qualitativement.

En ce qui concerne le modele statique, la nature de systéme nonlinéaire
sera intéressante 4 considérer seulement pour des changements supérieurs dans
les débits, qui permettront aussi des variations plus fortes dans la composition
du gaz a 1'entrée. Quant aux régimes transitoires, pour obtenir, par simulation,
des résultats valables pour établir une loi de commande, il apparaft nécessaire
de déterminer expérimentalement la diffusion axiale pour le liquide et pour le

gaz.

Les résultats obtenus sur le pilote montrent le besoin d'établir une
commande en boucle ouverte pour éviter des dépassements importants dans la
composition en téte de colonne, le temps de réponse de celle-ci & des change-
ments dans les perturbations et dans la commande étant dans le rapport de un
4 deux. Le régime transitoire de Yp lors des changements de Yp est influencé
par 1l'écoulement du gaz et par la réaction chimique, la détermination de 1'im-
portance de chacun de ces deux facteurs n'a pu étre établie car ceci demande
soit l'intégration du systéme d'équations aux dérivées partielles non linéaires,

soit la mesure sur le pilote de la diffusion axiale, Pour le régime transitoire de
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Y d( a des changements de GA’ la réaction chimique semble étre le facteur
le plus important. Enfin en ce qui concerne leg changements de LT la dynami-
que de 1'écoulement du liquide a travers la colonne détermine le régime tran-

sitoire trouvé sur Y-

A la vue des résultats obtenus sur le pilote il apparailt intéressant de
réguler la température de la DEA a 1'entrée de la colonne, et de disposer d'un
capteur qui nous donne sa composition ; ceci permettrait de déterminer les ty-
pes de régimes cinétiques présents dans la colonne et procéder & une identifi-
cation paramétrique du modele théorique, D'autre part on pourra travailler
alors avec une erreur absolue sur la composition de sortie bien plus petite,
Ceci permetira aussi de se fixer une composition de sortie plus basse, la
valeur de 0.12 moles C02/mole air retenue jusqu'ici étant trop importante
par rapport & toutes les applications industrielles de lavage de gaz, Méme .
alors l'extrapolation de cette étude (surtout du modele statique) sur pilote a
une unité industrielle, sur le plan quantitatif, sera malaisée du fait des pres-

sions tres différentes existant dans chaque cas.

Ce mémoire est le premier concernant 1'unité pilote d'absorption,
Méme s'il n'accorde que trés peu de place A toute la phase de construction
et d'équipement, son principal mérite, croyons nous, est d'avoir tout d'abord
abouti & la réalisation d'une unité opérationnelle - ce qui est certes davantage
un probléme d'ingénieur que de chercheur - mais aussi d'avoir abordé sous
ses divers aspects théoriques et expérimentaux le probleéme de 1'identification
en vue de la commande du débit d'amine, Un approfondissement de ces travaux
est possible qui passe, dans bien des aspects, par la mesure de la concentra-
tion de l'amine. C'est un probléme qui doit étre maintenant étudié. Sur le plan
de l'automatique il devrait permettre d'aborder le probléme de la minimisation

de la consommation d'amine sous diverses hypothéses de fonctionnement :
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- modifications des compositions et des débits & 1'enirée connues a
l'avance, le débit pouvant, peut étre, &tre commandé en régime transitoire

pour pallier les contraintes sur la commande et sur la dérivée,
- modifications non connues 4 l'avance, mais mesurables.

- alimentation en amine plus ou moins régénérée a divers niveaux -
a déterminer - de la colonne, ce qui redonnerait de 1'intérét a 1'étude théori-

que sur les équations aux dérivées partielles.
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Méthode de la transformée de Laplace. Séries de Neumann
Diffusion de Taylor

Diffusion introduite par la discrétisation

Approximation Ra = K(L), Y pour gaz dilués

Courbe d'étalonnage Anir 11

Courbe d'étalonnage débitmeétre DEA

Courbe d'étalonnage débitmetre AIR

Réponse du systéme d'analyse a l'entrée, a un échelon de
composition (AFT)

Réponse du mélangeur (débit et composition) a un échelon

de débit de CO2 (AF3)

Composition du gaz & 1'enirée de la colonne aprés un échelon
de débit de 002 {AF4)

Réonse du systéme d'analyse & la sortie de la colonne pour un
échelon de débit de CC)2 (AT1)

Approximation e-Tp/1+'l: p pour le systéme d'analyse en téte
Composition en téte de colonne apres un échelon de composition
en fond

Composition en téte de colonne aprés un échelon de débit d'air
Composition en téte de colonne aprés un échelon de débit de DEA
Influence du couplage entre les deux équations (gaz et liquide)

sur les régimes transitoires
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METHODE DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE. SERIES DE NEUMANN,

DIFFUSION DE TAYLOR [2, 8]

On part du syst®me d'équations

H‘lj;%“" Hf\/fﬁ%-f— ’<12 (K"YJ =0
Hzgg*"’{avz j—}*— Kiz (Y-x} =0

il -
:'Hold-up" [mole. L 3_] constants

Hl’ H2 A
Vl, V2 : Vitesses[ L. T ]
K12 : Coefficient de transfert constant.
s . U4 _tVy
Normalisation par le changement de variables 3= ~ 6= -
oX | IX .
=+ =+ M (X=Y)=0
Y 3Y
& X No{r-Xx) =20
p de 7 d3 M )
avec
V2 Hy Vy Ha Va

TRANSFORMEE DE LAPLACE

a) On passe aux équations incrémentales (linéarisation autouwr d'un
point de fonctionnement)

1 - Si les débits sont constants il n'y a aucun probléme

2 - Si les débits sont variables, on néglige les produits d'incréments ;

il est nécessaire de résoudre le systéme d'équations en régime permanent au

préablable,



b) On prend la transformée de Laplace par rapport & une des variables

indépendantes (t dans le cas ol 1l'on cherche les transmittances).

c) On intégre par rapport a l'autre variable indépendante.

Les transmittances ainsi obtenues peuvent étre assez complexes,

c'est la raison pour laquelle on fait des approximations comme : séries de

Neumann, diffusion de Taylor,

SERIES DE NEUMANN

a) On passe aux équations incrémentales.
b} On prend la transformée de Laplace, par rapport a t, ce qui conduit,

en négligeant les produits d'incréments, a :

~I5

H,g—;_‘—: + H;\_frj%'* Kia (x4 ) = - Hy o

SRS

Hzg'g "'szzg%+ Kiz (y~x) =~ pyu;

f(, Y, V_ et V_ étant les valeurs de ces variables en régime permanent. Aprés

le changement de variables indiqué plus haut et transformation de Laplace on

obtient

Ne

(s+n) % + 5‘—; ~MF = pi3)-91s)

(Bs+ N2 ) § +adf—sz =P (3) 92(s)

o di __df
p(3) = d} Pz(?) d.;
9,ls) = U 9, (s) = -—'_5‘—



La solution de ces deux équations est :
e ey e g [ s
Z(38)=e q,(s)/ e p(5)dS + Ny € e §(%,s)dg
0 0

1 ) 1
o -a , Qs -Gy £ .
§Gis) = e 25%(3)/5‘ Cps)as o, € ;‘/e“‘ ¥(s,5) ds
3
avec a1 =s+N1;a2 = ﬁs +N2

et conditions aux limites
xX(0,s)=0 ¥F(1, s =0
puisqu'on a pris des incréments.

En substituant l'expression dey (z, s) dans X (z, s) on obtient une
forme récurrente, on prend une premigre valeur pour X (z, s) et en réalisant

l'intégration on arrive & la deuxiéme approximation et ainsi de suite,

On obtient de cette fagon X (z, s) et¥ (z, s) comme série de termes,

chacun associé a un retard pur et une constante de temps.

Cette méthode donne des bons résultats pour les hautes fréquences ;

3

la convergence d'aprés Gould [2] est bonne,

DIFFUSION DE TAYLOR

On travaille aussi avec les équations incrémentales, apres définition

d'une vitesse moyenne et d'une composition moyenne on arrive A une équation

de la forme :

dE J< J*g

— U_ — = X Pl

oF T M3y T T I
MV vitesse moyenne

§ : composition moyenne



Cette équation est résolue par la méthode de séparation des variables

On doit déterminer trois constantes d'intégration et la constante de

séparation, on dispose de deux conditions aux limites et d'une condition initiale.

La solution est obtenue comme une série de solutions particulieéres.

Apreés étre passé de 7 | composition moyenne, A x et y les transmit-

tances apparaissent comme une série de termes de premier ordre dont les

pdles ont une importance décroissante.

On obtient une solution valable pour les basses fréquences,

DIFFUSION INTRODUITE PAR LA DISCRETISATION |2, 8]

On part de 1'équation
a,l H;ﬁ!-;-er\G’% +Kip (X-7) =0
. 64

obtenue en négligeant le terme de la diffusion axiale

oot
<
Si on discrétise z on a :

a.2 4y - Hy Ei_?_; # Hyvy (Kp =Koz )+ Koy (K -7y

Lo o |

Développant xr_ p en séric de Taylor

‘ 2z,

Ay 4 “
e = k- ay O, 03 e
da 2t dy




On néglige les termes a partir du troisieéme degré, en portant cette valeur de

Xr—l dans a.2, aprésavoir divisé par Az on a :
. , z,
X dXr v vy o HiV a3 Jixr
H1 Bf*‘ Hy Y d} + KFZ(XT Yr) = 2_; v 0’;2

D'ou le coefficient du terme de diffusion introduit par la discrétisation

Hyvy 43
D= 2

Dans 1'hypothése ou le modéle mathématique retenu néglige, pour des
raisons de simplicité, la diffusion ; 1'expression ci-dessus donne un renseigne-
ment pour le choix du pas A z (aprés déterimination de D) qui introduira lors

de la discrétisation un terme de diffusion égal au terme réel,

APPROXIMATION Ra = K (L). y POUR GAZ DILUES

Lies équations du régime rapide étant

a,3 Wg—z_&=La&—j{<~+K-‘/1-2X-Y

Nre

Y Gy &k yTEY -
a.4 Udb Gna—g KWY

o K = Dl‘KZ' M. a.P/H = f (T) ; Y =rapport molaire (moles COz/mole air),

on a pris l'approximation suivante :

dX X -
) w <2 =L — .
a T T + K(L)-Y
2.6 U Y =_6g2Y _ k()Y
dﬁ' CJ;

Dans 1'équation a. 4 en effet, la composition du gaz dans la colonne
y =y (z, t) est fonction de la composition de la DEA X =X (z, t) elle méme
fonction du débit de DEA L = L (z, t).



Le fait que X n'apparaisse pas en a. 6 fait que dorénavant on aura
une seule équation & résoudre, celle correspondante au gaz L'équation
a.5 donne X = X (z, t), ce qui ne présente pour nous, actuellement, pas

d'intérét, aucun capteur n'étant disponible pour la mesure correspondante,

L'intégration du régime statique est immédiate.

Ga d_? +KY=0 Condition limite ?(O): ?F
dj - __k;
Y(3)=Y- e ©n
el pour z = Z = -2

Y Iy
6 21 - . el
a U St 6,,6‘; KY
Posons :
Y=Y (z, 0) §A=GA(0)
U=ﬁ:cte
X =X (2, 0) K=K (z, 0)

valeurs des variables dans le régime permanent précédent le nouvel instant
initial,

X =X +x = +
+

Y

- Ga”Catey
T+y K=K +k

L'€quation qui décrit le régime permanent étant

a7 §n§+,z'f=o



AT

L.'équation a. 6 devient

a8 Uég':_(@wg,,)é%"i’-(mm(w

T+

qui compte tenu de a. 7 s'écrit

o‘\y — ¥
a9 u-Z = - ”5—399 -ky-RY

en négligeant les produits d'incréments,

A partir des €quations en régime permanent on aura

L i 5
- - -—_—-) — o — El—
~Y.e Cn A7 K § o %
Y-V e ;a4 z
En remplagant ces termes en a. 9
J o 57 -&3
U e -G, N Ry+ K7, e 97 go- T e

Ayant choisi pour K une fonction K = K (L.), on a, au premier ordre

= ol . /f LL:Ljf«f
k (d!_), L |
L K(E)
i) T
—k(D)y + 222l g e *(.;._) L

el

. . L chify L7

\. E) i P U AN
} &

.10 Uudd . _ &
? s ?

En utilisant la transformation de Laplace par rapport 2u temps on obtient

- T Ty , L f' s e A sl f
a1l UpY =G iwigs + L i yam e E



A8

ol Flz.p) = L [y(5.¢) ]
gn (ﬁ’P) = 'C[gn(éff”
Elzp) = L[ 2(5.8)]

On va exprimer en a. 11 gA (z, t) en fonction de 'gA (0, t) et T {z, t)

en fonction de 1 (Z, t). Rappelons que, en ce qui concerne le débit gaz, on

a fail lors de 1'établissement des équations la simplification de le considérer

indépendant de z, on aura

gy (2 p) =g, (0,p) =g o0
Pour le débit liquide on va utiliser 1'équation ‘-5_—W = 9&
ot  J3

avec W =W + wetL = L.+ 1, 1'équation incrémentale sera

. Jw_éf
.12 3‘5_&;

i il
Lelholdvup liquide W est fonction du débit liquide ; il est classique

{3, 4] de retenir une expression linéaire
a, 13 W=b+c., L

d'ou

et 1'équation a, 12 devient

Lt
dt d}



Apreés transformation de Laplace

epd % condition limite UZ,p) = Loprp
d'on

~ ) A _.CP (Z_ J

é(j ,/J) = ‘gr e }

En remplacant en a. 11

a. 14 UP?Z-GQ%—R(E)Q’ +Ag. + B,
avecg ) _-K(L_);
A = kg—)ﬁ—e 3,
? (L) (z-1)
- == —P -3
= [dK G
5""(2@@.&

L'intégration de cetie équation avec comme condition limite
¥ (0, p) =

YFOND
conduit aux transmittances suivantes
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L.es gains en régime permanent seront

k(L)
= Z -
, - e Ga AL
Y Ye C§—Y}
K(E) a7
G = —5Z Y = T
e S ) Ga
k(L) -
- T % I,
Gy, =-2 z.7% Sa (gg_) _on
L = e - p—
Si on prend
~ - TGBP -~
Gal3p) = € 3,0 p)
on obtient pour la fonction de transfert S;TETE/Q'FOND
x(L) - u
5, MO . "~ e (55 %r )
= = —5 ke °F - e
e SR __"-_f_f_ - Top
G

A
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INFLUENCE DU TERME DE TRANSFERT SUR LES REGIMES TR ANSITOIRES,
A TRAVERS LE COUPLAGE QU'IL ETABLIT ENTRE LES DEUX EQUATIONS
(GAZ BET LIQUIDE). TERME DE TRANSFERT LINEAIRE

On part des équations déja utilisées dans la page A.2

Hy é-)-(— + Hy vy cx + Ky (X Yj

dt af
H, 2T 4 v, 7 L K, (r-x)=0

2 37 + H2V, e + Kz ( )
Normalisation par changement de variables

-1 6.t to, = L
271 te, SR

d'olt : avec :

X , dX \Z Kz L
T4 L+ N (X—T =0 = 2 Ny = 12
C\Q dﬁ ! ) /6 \/2 1 Hy Vs
d oY = Kiz L
e -———+N2(T'-X)-O Ny = <

P de  J3 A

On passe aux ¢équations incrémentales, et aprés transformation de

Laplace on obtient :

(s+N) X + gg“’/\’rg = Pr(ﬁ) ’71(5)
(AseN2) g + _3 ~ M X = P2(3).92(5)
. P,(3) di) /31(5)_ dz)

g, (=) =

~5.<l‘|§,_|1
K

L'influence du couplage entre les deux équations peut étre mise en
évidence en cherchant une solution approchée pour X (z) et Y (z) par les séries

de Neumann. On donne ci-aprés les résultats que Gould obtient dans la réfé-

rence 2.
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a) Transmittance Gl =X (1, 8)/X (0, s)

Pour le cas particulier N, = - N

1 "2

=N et """';.

= - 1, qui correspond

dans les équations de la colonne d'absorption & prendre L = G et U =W, on

a pour les deux premieres approximations

2 Nz 1
6 = {1 *+ 2(s+N) [1'_ 2 (s+N)

b) Transmittance G, =X (1, s) /ql(_g_)_

Aussipouer=-N =Netﬁ =-1, ona:

2

6l = KOOy sse)

S+N

X{o)-¥(1)
S+N

Gy =

Les

décroissante pour le régime transitoire.

)},

2
{1_ _A./.__ (1.___1'__)._e_seN
S+N S+N

solutions sont cbtenues comme des séries de termes d'importance

~-3N
Nze

4 (s+n)?

{#NZ(%---

)]}

Comme on pouvait s'y attendre, les premiéres approximations sont les

solutions qu'on obtiendrait avec un terme de transfert indépendant de Y, puis-

qu'on n'a pas tenu compte du couplage entre les deux équations, Ces solutions

sont du type de celle trouvée dans la résolution des équations de la colonne
d'absorption avec Ra = K.Y (page A.5), c'est-a-dire d'un retard pur pour le
changement de la condition limite, et assimilable & une constante de temps

pour le changement du débit correspondant.
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Si on regarde les secondes approximations, on voit que dans les deux

cas apparaissent ensemble des retards purs et des systémes d'ordre égal ou
supérieur 4 un. On aura des réponses qui pourront éire approchées par cellesg
d'un premier ordre (ou supérieur) avec retard pur, comme c'est le cas dansg
la colonne d'absorption ; l'importance du retard vis a vis de la constante de
temps (pour un premier ordre) sera fonction de la valeur des parameétres phy-
siques (Nl, N2 et [5 ). Enfin, les régimes transitoires obtenus avec ces secon-
des approximations seront plus longs que ceux obtenus en ne tenant pas compte

du couplage,

On donne ci-dessous les deux premi2res approximations pour la trans-

mittance YT(p)/YF(p) dans le systéme :

ax aX

W -~ = L + K{T-X
o = hay T
U ST 69 (vex)
oF 3
-k - Yp.
1 G Z G z
F = e e
KL Ui Ko i
F: LTI G 1 I
B -4 i | -
7 [ d e i+ = e : o 1‘ i__/'E E‘{E _§+‘_¢_ ) ‘+
* ;r a—1-1i _“_"_.I.‘ L} l;

quil sont d'accord avec les résultats donnés par Gould, pour U= W et L = G.
sans le changement de variables.

Un calcul similaire, non reporté ici, a été& fait pour la transmittance

Y (p)/Glp).
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NOTATIONS

On distingue les matrices des vecteurs en ce sens que ces derniers

sont représentés par un caractére souligné

l@

€F\T

matrice A fransposée

{ ieme vecteur ligne de la matrice ©

€lément i1 de la matrice Z

matrice unité

matrice nulle

vecteur nul

fonction exponentielle de la matrice A multipliée par le scalaire T
symbole qui désigne un estimateur

Kspérance mathématique de y

Espérance mathématique de y conditionnée par la connaissance de &
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IDENTIFICATION - MODELISATION

L'identification dynamique d'un processus est un procédé qui consiste a
élaborer un modeéle mathématique qui représente, aussi fidélement que possible,

l'évolution du processus au cours du temps,

Par exemple un processus linéaire, monovariable, du premier ordre, peut

se modéliser dans l'espace discrétisé du temps par la relation :

W Vg "R v PRty

Si on se référe aux ouvrages spécialisés dans la modélisation statique
(c'est-a-dire que le modele obtenu n'a pas un forme récurrente telle que (1)),

on constate que l'on peut classer les modeles suivant le type des variables figu-

rant dans la relation mathématique qui leur correspond,

Ainsi, on distingue les variables aléatoires mesurables, c'est-a-dire

que l'on peut connaftre a un instant donné une réalisation de ces variables, des

variables aléatoires non mesurables,

Dans la relation (1) :

si u est une variable déterministe,
v esl une variable aléatoire non mesurable,
Ol et B sont deux parameétres & déterminer,

alors y est une variable aléatoire mesurable

ques linéaires statistiques, ce qui sous entend des équations qui lient dans le temps

a l'aide de parameétres, des variables déterministes et des variables aléatoires

a



ces équations sont linéaires par rapport aux parametres et par rapport aux va-

riables aléatoires,

CLASSIFICATION DES MODELES

Classe 1 :

Hypothése : On peut mesurer exactement u

tion (1), (VK € [0, e[ )

K et Vg figurant dans la rela-

La variable aléatoire Vs non mesurable, représente ici une erreur d'équa-

tion ou de dynamique.

Le modéle défini par 1'équation (1) est un modale de prédiction.

Connaissant exactement U, ety. d'une part, et les parametres A\ et 3

d'autre part, on est capable de calculer la prédiction en valeur moyenne :

(2) ll':yK_M — ol,yk +B.U_ si EVK:O
yK/uK
Classe 2 :

Hypotihese : On ne peut mesurer exactement Yk ( V’K { [0)00[ ) mais
on observe

(3)

e Ew. _=20
avec WK

La variable aléatoire non mesurable Wi représente ici une erreur de

mesure ou d'observation

|
WK¢[f
e plp b __.._4><§J_&4_,>@\/ I I B E)——Tk

 Chons

me est une variable aléatoire mesurable.



Dans ce cas on ne peut calculer que :

_ m

T: Ygep = O v+ Poug
12'a)
e 1Y

Classe 3 :

Hypothése : Il y a & la fois un bruit dans la dynamique et un bruit de

Vi Wi

U D@ D@j? Yk+4 ><%\\ T Yk > ST:
.“EQ‘J

Y est ici une variable aléatoire non mesurable,

Les modeles qui seront élaborés dans ce travail appartiendront & 1'une

quelconque des irois classes ainsi définies,

PROBLEME DE REGRESSION - ESTIMATION DE PARAMETRES

Lorsque 1'on a choisi une écriture mathématique telle que (1) pour modé-
liser un processus, on a choisi en fait une relation siructurelle ou structure et

il reste & déterminer la valeur & attribuer aux paramétres inconnus Ok et 3

Ce probléme est un probléme de regression multiple ; il s'agit de trouver

la meilleure (par exemple au sens des moindres carrés) parmi les relations du

type (1), soit par exemple :

= o
(4) Vi1 S O R

qui permet de calculer la prédiction en valeur moyenne de yK+1.



A~ N
A et R
des parameétres inconnus A et |3
fan N
o

I'estimation linéaire : le but étant de déterminer des ¢stimateurs

et 8 sont considérés ici comme des variables aléatoires.

ESTIMATION DE L'ERREUR RESIDUELLE

ce .

£ N

On appelle généralement erreur résgiduelle (ou bruit résiduel) la différen-
K YK+l " YK+

A
&
pour A 2 A

et 'lc—j

e

alors que l'erreur totale (ou généralisée) est :

N B - ) ~ o~
Sk T Vke1 Vi T St ARy + BBy
si Ag(\:o(_&h
AR =R-B

oi les parametres estimés =x etg sont sans biais
< o
E Al-0 , EX -«
E A/f; =Q

danc ce cas E ?K = E g K
lymﬁ |Yi<+/1

A~

On considérera E K’ dans le cas d'une estimation sans biais, comme un estima -
teur de éK et on conservera l'appellation bruit résiduel,

On peut se demander ce que représente 1l'erreur résiduelle dans le cadre
des trois classes de modeéles précédemment définies.

Classe 1

On reprend la relation (1)

= A, + 3. +
YK+1 Vg *Roug v



N
et d'apres (4), yK+1 ¢tant la sortie du modeéle avec recalage sur la sortie réelle

observée & l'instani précédent K

o _ o~ N P _
| )’K+4_Ed\-JK+EB.UK:o(,yK +(3.uK:tyKM
!-\jkll’\K \)’KIMK \JK,MK ' ]_\JK,HK
e _ ~
e = Yrea - YRia = Vi

jK—M'\.\/K ‘U'K

Iwet1 Y 1Yy

€
est un estimateur de v
K K

Classe 2
N - —~
- (i\. m +
YK+1 K 3. ug
donne :
N S~ m
EX - Bd F s ™
JK-M — Yk "‘“tB'V“K — O(_\jK_PB_uK
o ’ " m
K IMK HKJUK \jK)U'\.c.
~ o~
pour A et R suffisamment proches de A et (3 , on peut utiliser le modéle

comme filire du signal me et calculer :

N a o~ o~
= . +
YK+1 Vg T By
(yKJrl est ici la sortie du modeéle sans recalage), ceci a condition que 1'initialisation
de cette récurrence soit a effet rapidement négligeable (cas des systémes asympio-

tiquement stables), par exemple :

P = W\ P T —— E

Yo = A Yo Biue = Ao 4 BLUe 4 olw,

o~ A — N S -5
Yo o= XN, L B, :cx?j\jo 4RAR. Ue 4 Boua 4 At w,

si le modéle est stable, l'effet du dernier terme s'annule rapidement,



alors

E? . \YV\ PN

g, S T e =
KM/J‘KJ ® \&lKM?\J\:\\)uK

e

On choisit 6 K comme estimateur de WK

Classe 3

S

On peut raisonner de la méme fagon que précédemment : E représente

K
iei 1'effet combiné de Vi ef de Wi d'une part, ef de 1'erreur sur les parameétres

d'autre part,

PLAN DE L'ETUDE

Dans une premiére partie on s'intéresse tout d'abord au probléme de la
représentation d'un processus multidimensionnel i l'aide d'une relation entrée-

sortie multivariable,

L'adjectif multivariable est employé ici dans le sens de plusieurs entrées-
plusieurs sorties ; le qualificatif multidimensionnel est utilisé pour indiquer qu'il
s'agit d'un systéme dynamique de grande dimension aussi bien par le nombre des
composantes du vecteur d'état que par celui duy vecteur d'entrée efou de sortie.
Cette représentation est étudiée dans plusieurs cas pour lesquels le concept

d'observabilité est étendu ou du moins précisé,

On propose ensuite d'estimer les parametres de la relation précédente a
l'aide de méthodes linéaires telles que la méthode des moindres carrés ou celle
de la matrice instrumentale : on parvient ainsi a des expressions explicites des

estimateurs des parameétres et de la précision sur chacun d'eux,

Dans une seconde partie est abordé le probléme de la validation du modéle
a l'aide de tests statistiques. Apres avoir étudié 1'influence d'une nouvelle entrée
(ou variable exogeéne) dans la relation qui modélise le systéme a identifier, on

s'intéresse A la détermination d'intervalles de confiance sur les parameétres et



par 1a méme sur la prédiction du modéle, On peut alors tester la validité du

modele ou plutdt, on dispose alors d'un critére de rejet, 4 un niveau de con-
fiance donné,

Dans une troisiéme et derniére partie sont présentés les résultats d'une
expérimentation des algorithmes précédemment étudiés et qui permettent dans

certains cas, la réalisation de sous-programmes d'utilisation générale,

L'expérimentation est effectuée par simulation numérique et par appli-

cation a l'identification de processus réels,






PREMIERE PARTIE

LE MODELE MULTIVARIABLE ENTREE-SORTIE
ESTIMATION DE SES PARAMETRES
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I - DESCRIPTION DE LA RELATION ENTREE-SORTIE A 1.'AIDE D'UNE
EQUATION MATRICIELLE AUX DIFFERENCES

I-1 - PASSAGE DE LA REPRESENTATION EN CONTINU DANS L'ESPACE
D'ETAT A LA REPRESENTATION DISCRETE

Soit le systeme linéaire, multivariable, stationnaire décrit par le

systéme d'équation (I-1) {(figure 1)

Y 95 M X *
‘__—_:>‘ B_r - J/ — ’ —> H —
T M e
Figure 1
ou x est un vecteur (n, 1)
A est une matrice (n, n) telle que (R_é |: A& ’J < 0 (%4341“')’“)
B est une matrice (n, L) A’h valeur propre de A

u est un vecteur (L, 1)
y est un vecteur (M, 1)

H est une matrice (M, n)

On supposera dans tout ce qui suit qu'il n'y a pas de liaison directe

enirée-sortie.

Si les séquences d'entrée-sortie sont enregistrées avec une période
d'échantillonnage T constante, le modeéle discret (figure 2) associé aux équations

(I-1) s'écrit :
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i1 FEK tG U
{(I-2) {
I ¢ Hxg
U Xket [ X K R Yk .
!
Fke—
Figure 2

On sait que la solution de 1'équation différentielle vectorielle du sys-

téme (I-1) est donnée par
£

() = B eea)xle) + ) Fl65) B ule)ds

AL A

Si 1'on fait de plus 1'hypothése que u (t) est constant dans 1'intervalle

]to, q et que A est non singuliére on peut écrire -
A. (e-t,)

x) = € ) - A7

A. (L{-,)J Bult)

Le modeéle discret associé s'obtient alors en faisant -

t. =1 noté K
t =t noté K+1 K+1 K

Remarque : Si la période d'échantillonnage est suffisamment pelite et si on peut

faire 1'approximation :

¢4t # T +a. 71



15

Alors on peut facilement calculer la valeur des parameéires du mo-

dele continu & partir des parameétres du modéle discret.

Sinon il faut calculer A = —,lf— Log { F} par développement en
série de Neumann pourvu que les n valeurs propres de la matrice F vérifient la
condition (A, - 1) L1, k=1, n

3

/

I-2 - LE MODELE STOCHASTIQUE DISCRET ASSOCIE

En général la modélisation d'un processus ne peut se faire de facon
précise, sous une forme linéaire, dans un contexte déterministe pour plusieurs

raisons ;

- Des hypothéses simplificatrices et des approximations (par exem -
ple des développements limités) sont souvent nécessaires pour représenter la
dynamique d'un processus par une équation matricielle du type (I-1) ou (I-2)}. Des

(uaﬂ) .. (r)

perturbations, variables d'entrée non mesurables, ., u '), peuvent agir

sur 1'évolution du processus au cours du temps.

On n'adoptera pas comme relation dynamique pour modéliser le

processus la relation compléte :

*
- (1) (2) (1) (1+1) (r)
K © g T T
mais la relation :
_ (1) (2) (1)
21 g(}%{’u ke Y oR e U og) T

ol Vi est un vecteur aléatoire qui tient compte des perturbations (bruit de dynami -
que ou erreur de modélisation). Ses composantes sont des variables aléatoires
dont les caractéristiques statistiques sont en général mal connues ; elles peuvent

&ire notamment intercorrélées ou autocorrélées.

La matrice de covariance du vecteur VK est notée
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2 :E[ -YKt] 81 E[EK] - 0

- Le relevé des sorties se fait en général au moyen de capteurs,

convertisseurs, qui donnent des mesures entachées d'erreur,

L'équation d'observation est donc -

- Hx +
e Tty

ol Wi est un autre vecteur aléatoire (bruit de mesure ou erreur d'observation),

Sa matrice de covariance est notée

> . ; . ]
w‘E[‘EK WK] 5 E[WK] 2
En résumé le modele stochastique associé a (I-2) est ;

v = F: + +
a1 T T A Y Gup g
(I-4)
= +
Y T HXp towg
Lee processus stochastique ainsi défini est supposé stationnaire et ergodique

compte tenu des hypothéses que 1l'on fera sur les caractéristiques probabilistes

des bruits.

I-3 - LA RELATIONS MATRICIELLE ENTREE -SORTIE

On supposera maintenant que le processus modélisé par (I-1) ou

(I-2) est stable et completement observable et commandable,

Pour obtenir une relation entrée-sortie il suffit d'éliminer 1'état

dans le systéme d'équations (1-2).
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I-3-1 - ler Cas

La relation H qui lie Xk a I est biunivoque, H est réguliére et il

n'y a pas d'erreur de mesure.

. -1 . . .
On peut alors écrire x H Y et obtenir facilement la relation

—K
désirée :
“HFH 'y +HGu
IK+1 K =
On dira que ces processus sont parfaitement et directement observés
(cf {I-11).

1-3-2 - 2éme Cas

Mémes conditions que précédemment mais on admet qu'une erreur

de mesure (bruit additif) a été commise,

L."équation d'observation est donc :

m
g T H R T W Y Wy
avec y 2 mesure de y
KT K
Ce qui conduit & :
M ooerFE ly PrHGcu, + HFH
K41 YK Ik 7 R4 YK
-1
on pose E__K:\EK_HHHFH Wi
méme si Woe est un vecteur de bruit blanc, cf,_K est un vecteur de bruit corrélé :
N — _4 £
E(éK ék_4) = E.[(V_VKM - HFEH VXK) (V-Yk ~ HFH Y\—/K—'l)]

F+ 0
—-HFHT" 2, # @ car Hx O
H “équligre
Z . delfinie positive
Cette mairice de covariance ne sera pas en général diagonale,
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C'est le cas des processus imparfaitement mais directement observés,

1-3-3 - 3&me Cas

La relation x > y n'est pas biunivoque et il n'y a pas de bruit

dynamique ni d'erreur de mesure.

On peut écrire successivement :

M équations Yy © H x

K
(I-5) M eql;latlons Y41 = H g = HF 3_;_% -;HG u -
4 FE = = - + -
M équations -XK+p_1 H-}-{K+p~1 HF Xy HE GEK
p-3
+ HF Gr_l_}"KJr“_w 4 HGg_K+p_2

On dispose de p x M €quations, p étant le nombre minimal d'échantil -
lons qui permet d'éliminer 1'état XK dans la relation (I-6) (On dit que 1'état Xx est
observable enp échantillons).

(I-6)

-1 -
“Hx, = HFPx o+ HFP Gu, + HFP ? Gu,  +...+ HGu

LK+p “K+1 "K+p-1

K+p

Le probléme du choix de la structure de la relation entrée-sortie
réside dans le fait qu'il faut extraire n €quations indépendantes parmi les p x M

(p x M> n) équations dont on dispose.

On pose.pour éctire le systéme d'équations (I-5) sous forme condensée :



ZK
Kip_d

(FrM,fl)

18

CLLK

— Kip-2

(("‘4) )

I'indice supérieur (i) indiquant le numéro de 1'entrée ou de la sortie

i hw
h®
i

(P"MI(P~4)”‘L)
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h(“ indique la iéme ligne de la matrice H.

La matrice ‘a-re est de rang n,

On peut alors écrire -

. & W,
(\g\qp_,‘ — ‘ _.X_K Y % : Q Ktp—2
(px™,4) (exMm)  (ma) (PxM, (p-A)at) ((p"t)xl./l)
qui est la forme condensée de (I-5)
Choisir n équations indépendantes parmi les equatlons (I-5) revient

. o K
a travailler sur un vecteur g X et sur des matrices ‘_A“'C et % formés
+p-4
par les n lignes choisies de '3 ‘a*f) et %
Kre-A

Ce qui revient & considérer la relation -

*< * * K
CZK-fp_A _ % . —>-<—K — % . M

— K+p-Z

(’“r") (’“i’“) (w 1) (N\),(p—’i))k\_) (('p—"\xL)/q

ol la matrice 9'6 est carrée et non singuliére; on a alors :

* -4 KR *— 4 * K
{(I-7) éK = \_’(}\{' 1“\4 K"'P 4 - ‘3{) C({ U“ Kt p-&

Il suffit de reporter (I-7) dans (I-8) pour obtenir la relation entrée-

sortie désirée ;

(1-8) — H F ‘3“(;\& 1 HF—P * 1 & K
Eﬁt*\f;; Czt fre- - * % [u’—-vwv—z

T (v ) MG ((peie )

P-1 P2
A7 Gu wHF™Gu e

T T e e

+

ou sous une forme plus condensée -

1-9) Frep = Ok'%*:wm + P

(M) (M) () (M) (exld)

avec
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TRt it

A -2 i | FoA 3
[HFP GIHE™ Gl L HG _[HFPB{ G r@]
' Y

w XL
I i

t t

i~ K -

U Ktp-2
Q)

7 — w Kyp-1

— Kyp-4 — o

Ky p-4

K
Kap_a

On aurait pu aussi exprimer ‘XK-'-p en fonction de tout le vecteur C%
et compléterd par des colonnes de zéros ce qui permetirait d'obtenir p blocs

carrés (M, M) chacun figurant une relation

g, Bl

Ces processus sont dits parfaitement et indireciement observés,

\j-K-rp-L C=d - )p

Remarque 1

Pour chaque ligne i (i = 1, ..,, M) de la relation (I-9) le nombre
de parameétres dxcé (j =1, Jn) liant la sortie i 4 elle-méme et différents de 0,

détermine 1'ordre partiel relatif a la sortie i.

On retrouve la dimension de 1'espace d'état dans (I-9) : c'est le

nombre de colonnes de d\ . Il correspond a 1'ordre total du sysiéme,
Remarque 2

Lorsque 1'on doit estimer les paramétres figurant dans une relation
entrée-sortie dont la structure n'est pas connue a priori on doit s'efforcer de dé-
terminer celle qui "convient le mieux' selon un critére donné, c'est-a-dire de

déterminer les ordres partiels et 1'ordre total du systéme,
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1-3-4 - 4éme Cas

C'est le cas le plus général des processus imparfaitement et indi-

rectement observés,

Le raisonnement suivi au cours du paragraphe précédent, pour le
systeme totalement déterministe, peut &tre repris pour le systéme stochastique
(I-4) du point de vue théorique,

En posant :

W v )
(2 (2}
w o V%
i |
1 1
W{H)K v('n)k
“} A
W{ K14 V{[ )) KA
2,
AT K W %4 ay " V%
— H _— i
— K4 p-4 WMKH — KypA ™ VM\« A
(. ] oy
{Pari) Lo | (pxwa) | :
‘ i ) [ t :
L
W(z*)wd e
W ke poa Y Z)K-rp-‘l
1 1
Am) !
:,Vyﬁl‘_f’_* _4_‘ Vll:\__*_P_—i_J

et en partant de la relation (I-4) écrite sous la forme

K= Fx oo [6 1] [4
) ) (o Lem) (Lag)
\J-K = H >iK + V\_/K

(M,2) MAwa)  (m)4)

ot I est une matrice unité (n, n)

On parvient & une expression de la forme :

Sk K * 1
(I-10) \JLK-rP :O\([é_ Kipot T E) %+ d W

— Kip-A4
Ma) (bl emd(exi, ) (fm) ()

+ WS W

oS T G
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Remarque 1

L.e vecteur de bruit équivalent
>k [ ¥
- —_-]:O(:l] (VR 4+ R
MA) ™ o K+p —— K4p-A
" I (et (M, px ) (prm, 1)
¢st un vecteur de bruit corrélé.

. - . N
Suivant le choix des lignes du vecteur Kipe1l -
* T e
- on aura une réalisation E et la séquence { - K} a des pro-
— —*¥lo

priétés statistiques différentes,

* N-/\ K N-Al
- de méme la séquence ’1_/(_7 présente dans M
“jo — Kypt ) o
peut apparafire, pour un horizon de N couples entrée-sortie (N fini), comme

une reéalisation de processus stochastiques ayant des propriéiés statistiques

différentes.

Remarque 2

Dans ce dernier cas la notion de matrice singuliére n'est plus
aussi nette ; cependant on voit que le fait de créer une colonne non nulle supplé -
mentaire dans d\ revient & avoir choisi n + 1 lignes dépendantes dans \6‘{)

pour former \3*6 singuliére,
Cette particularité sera reconsidérée par la suite.
Remarque 3

A ce sujet dans [I—2]est propos¢ un algorithme qui permet de trou-
ver une structure telle que si une colonne j est nulle dans un bloc [OK]L . la

colonne j de tout bloc [d:[(.+4} - [Oq P est nulle aussi.

I-4 - LA RELATION ENTREE-SORTIE EQUIVALENTE OBTENUE AVEC UN
FILTRE LINEAIRE AUXILIAIRE

I-4-1 - But du procédé

La relation entrée-sortie dont il a été question jusqu'a présent

a €té définie dans 1'espace discrétisé du temps. Si on veut connaftre la relation

continue qui lul correspond il faut effectuer notamment des transformations sur
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les parameétres de la relation discréte (cf. paragraphe I-1) : dans le cas o ces
parametres sont déterminés par des méthodes statistiques il s'en suit alors une

perte de précision difficilement évaluable.

Le procédé¢ de filtrage linéaire des observations permet d'obtenir
une relation entrée-sortie continue eéquivalente od les variables qui y figurent

sont directement et parfaitement observées & des instants discrets,

Le procédé peut se schématiser ainsi -

e
pema——
— Fil+ Alooris
u Processus % S e Jerthme

= — 1 == =3t

fzﬂi_fBg avxiliaire

o

|

o

/ .
dp-\-d E d'ests Mokion
deP

de

Fil"'f‘e,

I

Patammetreg

avxiliaireg
N.B, : Les d?ux filires auxiliaires d h
ont méme siructure 7—_>—--

Figure 3

L'équation différentielle matricielle qui décrit le comportement du processus
tel qu'il est observé a travers le systéme de mesure H peut se mettre sous 1a

forme générale (I-11) expression continue de (I-9),

] d™y ary d
o G =LA L] )y

Cltfhf/\
A T s N
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Chaque composan’nay1 et u est l'entrée d'un filtre défini par 1'équation différentielle

2 C\/]’\M
(-12) 4TS S S L ds
e M T T M T T M S
44
4 N, STR ] 4R R
Y TTae T Y4 ST T Yau

ou les par‘amétres/ui et \7 sont connus,
i

I-4-2 - Exemple du premier ordre monovariable

Soit & identifier les parameétres a €l b de la relation différentielle

entrée-gortie

_3%'_ =ay+bu ou (p-a)Y =bU (p £ variade de Laplace)

On programme le filtre numérique suivant ;
z

S _ ds . & -
%z _/u/l-;\fé:—*l'/(/(;_g—fR Ou (P%MP_/W)S_R

é_ﬁ.t[é ’1]5 . [O]P\
d¢ Mz Aha 4

S={1 o] %

Vi la sortie du filtre est yF

1

en faisant R =

R = Upe la sortie du filtre est u

1.'égalité (p-a) _ Y -
(Pef/m p-Ae) (Pz‘—/*ﬂ‘ p-Me)

peut aussi s'écrire
(p‘—a)YF - b
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Fl
Comme 1'on a accés a yF et gtL d'une pari et a uF d'autre part, les parameétres

a et b de la relation entrée-sortie initiale peuvent €tre directement estimés.

[-4-3 -~ Conséquences

a) La relation (I-11) conduit & une forme analogue a (I-9)

\:{r':wy\. :[ﬂl ;{:;,1\-4 Foreow [ﬂ—l,?\_/q \:J-Tﬂ»\ * [H]/T\, \i-fr\
+[B]4 {LLTHJH T 4{6149\-4 EFKM + [B]q %—Fv\

ol u F et yKF sont les sorties EF (t) et XF(t) du filtre a 1'instant t

K =] K

L] et y Kl sont les dérivées des sorties précédentes au mé&me instant

tK ete, .,

Les parametres figurant dans cette nouvelle relation entrée-sortie
sont directement identifiables aux parametres de la relation continue décrivant

le comportement du processus a identifier,

b) Deux conditions ayant fait l'objet de remarques dans [1—3] doivent

etre remplies afin que le procédé demeure valable,

- Le filtre doit &ire peu sensible aux conditions initiales, c'est-a-

dire que l'effet de conditions initiales arbitraires devient rapidement négligeable.

- Le filtre ne doit pas sensiblement atténuer les signaux comportant
une information utile & 1'identification,

Le plus souvent on réalise un compromis entre ces deux conditions.

¢} Du point de vue stochastique on peuti dire que la relation (I-11) est
perturbée par un bruit g (t) continu dont une réalisation sera une entrée du filtre

linéaire (I-12) superposée au vecteur ¥.
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II - ESTIMATION DES PARAMETRES D'UN SYSTEME MULTIDIMENSIONNET

II-1 - DE LA MODELISATION A L'ESTIMATION

Lorsque 1'on a choisi une structure pour modéliser un processus

générale :

(Ir-1) ;{K+p = Y-C[—L\ \J‘KT{J—A T +[d] P \j»v\ N {ﬁjd %-Ku\_'t T "*[B]q%n*' §'K1’P—4
M) M) (M) ML) (1) M)

Cette forme peut étre écrite de fagon plus condensée comme (I-9)

(I1-2) ‘jkw) = lid \ 81 X kyp-i ¥ Sc'_\&_*p_/\
(M) (M peMeqnt) (ortiqu4)  (M4)

2
avecl X - “rp-a

— Kyp-1 - w
¢ % Kiq-4

ompose © = [0k} 6]

On décale les observations de (p-1) périodes d'échantillonnage et on

forme de nouveau les vecteurs 0‘_3 et Us de facon a obtenir % ::
Kt4-p — -pP+1

— K—P-T/l
posantes des vecfeurs,

et , les plus anciennes observations figurant dans les derniéres com-

11 vient :

(11-3) -PX L&
Kt 4 - K — W
Du fait de la présence du vecteur aléatoire _(_C_K on ne peut trouver
les p x 1\/[2 + qx M x L inconnues 4 1'aide du méme nombre d'équations (sachant
que 1'on dispose de M équations & chaque insiant d'échantillonnage).

Dans ce cas on fait appel & des techniques sfatistiques afin de calculer
un estimateur de la matrice noté  ©
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Remarque :

Dans tout ce qui suit on supposera que le bruit é-K est indépendant

de la commande u et sauf si c'est précisé, que le bruit est a moyenne nulle

‘Kﬂ
soit £
EE, - o
Notation :

On exprimera les dimensions des différentes matrices en fonction

des quantités MY = M
MX=p.M+q, L

II-1-1 . Forme globale sur 1'horizon d'étude

On appelle "échantillon K" une paire ( Y, )_(,k_/‘ ). L'horizon
: . . Kz W=
d'étude est de N échantillons si on dispose des séquences {?_(_K } “
=Q

K=n
ef g . le vecteur x_ étant choisi pour conditions initiales,
Kik-0 =0

Sachant que 1'équation (II-3) se répéte N fois on peut écrire :

[1445\:‘115 E\QN] = @'[A"l‘é"li—"‘\\'-xw.;]-'t‘[éoi.é,.:\ }\éy_,l]

—

Soit

(II-4) y =08, X, &
(MY, N (M‘{N))(MX_,N} (M)

II-2 - METHODE D'ESTIMATION PAR MATRICE INSTRUMENTALE

Pour N . M Y équations (M , MY > aunombre de paramétres in-

connus) on peut essayer de résoudre l'équation (11-4) par rapport a 9‘

Pour cela on multiplie & droite par la transposée d'une matrice Z

de mé&me dimension que X, il vient -

YZ{:: © XZ% -+ EZJC
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et & condition que la matrice X2 soit non singuliéere :

w9 ve (et ezt (xay
(MY,Mx) (NY,N)(N‘,NY) (Mx,™Mx) (MYN)IN,MX)

Cette méthode est citée dans [1-3] et [I1-1]

1I-2-1 - Conditions & remplir pour que la matrice 7/ soit une maitrice

instrumentale
-1
Pour une séquence d'entrées donnée {QK} , Z est une matrice
O
instrumentale si :
(I1-6} f@wv\ A EZ%: (@)
N-=1o NV
(IT-17) L lom 4wzt non singuliére
N-=>po N

Rappel : On dit qu'un vecteur aléatoire x (N)-(—{é(x)} tend en probabilité
K=o
vers un vecteur x si

Liszﬂ{l'ﬂw)_ﬁ\’zv.k: o ¥ >0

N—bbo
ou encore

Lum Lo {l}_(w)_éi: 9} =4

N-D oo

et on écrit

.E 'Q‘WV\ l&(N) = X
N—opoo

. —n
[I-2-2 - Expression de 1'estimateur © -

On choisit comme estimateur
P~ 4
(I1-8) GN = YZ,t . (XZ%)-

1"indice N signifiant que 1'horizon d'étude est de N échanfillons.
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/"'--.
Remarque :La m¢thode conduit 4 une expression explicite de P ; son exploitation

en temps réel peut étre envisagée,

II-2-3 - Propriétés des estimateurs obienus par la technique de la

matrice instrumentale

a) l'estimateur est convergent

A
Rappel : un estimateur x (N) de x converge vers x si P lim
_______ = N>

¢
Soit E /@6[/1’ M] , un vecteur ligne de la matrice ©

o~
-4

(N) = x

ou

B (vz)l(xz )yt _ (ez9) (rzert
Parallélement :

P ge (€290 (xzo)?
ff/m Bl 9%4 Prow (£29%(rzt )yt = o8
-0 N—ooo

d'apres (II-6) et (I1-7).

On peut reprendre le méme raisonnement pour les autres lignes qui forment G

donc

(11-9) f@um@\ - ¥

N—=>T2

b) I'estimateur est asymptotiquement non biaisé

Rappel : un estimateur X (N) de x est asymptlotiquement non biaisé si :

E /\(N)=_X_

P
N ==
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Cette propriété résulte de la précédente, donc

B
(I1-10) E9y =0

N—= o<

II-3 - ESTIMATION AU SENS DES MOINDRES C ARRES

II-3-1 - Le critére

-
On cherche un estimateur © de ® tel que le eritere

Q= g (g“““" "/9\ ék) (H\HA"@\Z&«)b

soit minimum.

On voit que ceci revient & minimiser la variance de 1'erreur de

P P
prédiction & un échantilion &  _ _BXK sur tout 1'horizon d'étude,
- K- j\/&i—’\ ="

En effet, connaissant ‘z&K et ' © on peut prévoir quelle sera la valeur

- /\
moyenne de Yk+1 notée yK+1

A~ ) 6‘
IK+1 2K
By, =9 x ~ Ep-0
IK+1 2K 51 =
o
Remarque : La limite inférieure de la variance du vecteur & K est égale a la
variance 25 du vecteur EK

P
11-3-2 - L'estimateur ®  ausens des moindres carrés

On se trouve alors devant le probléme de la minimisation de la ma-

trice Q, ce qui sous entend procéder aux M minimisations des quantités :
¢ ’VJ( ¢ O ( 4 Y €
4 . : -
ouy K41 est la f ieme sortie eéll M-]

Py /Q
On montre (cf. {2-27]) que l'estimateur 0% qui minimise Q est
donné par :

T o0 (xxt)?
|
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Par extension (cf, [2»—3] ) I'es timateur de & est -
(11-11) P- vxt. (x xt)-*

Cette expression est a rapprocher de (II-8), (II-11) est en effet

/"-n_
l'expression de l'estimateur © obtenu par matrice instrumentale Z 2 X

II-4 - LA MATRICE INSTRUMENTALE A OBSERVATIONS RETARDEES

Ce paragraphe constitue une extension de la meéthode proposée dans

[2-4] au cas des systémes multidimensionnels :

Dans le cas des systémes a une sortie (MY = 1) et lorsque 1'on choisit
X pour matrice instrumentale, I'expression (I11-5) s'écrit :
-1 . -1
o wxt . (xxf)" gk (xxd)
thrx) () Ivmey - (mx,mx) (AN MR (Mx, Mx)
En présence de bruit corréleé,par exemple lorsque la sortie Yk est bruitée par

_ t t,-1 t
une erreur de mesure, le terme £ X~ (XX ) ne converge pas vers O " en pro-

babilité. La limite de Tir— éxt est en effet :

[EEK ® :: Eék‘jk_m: - |: Eéxljx-vﬂ ': Qt]
4”9) (’I,MX—P)

Certaines parmi les p premiéres composantes de ce vecteur ligne sont diffé-

rentes de O,

1l s'agit donc de trouver une matrice instrumentale 7, telle que les

1 t .
p premieres composantes du vecteur limite N Q_S, Z soient nulles.
Définition :

Si {E K'g est une séquence de variables aléatoires scalaires elle est

dite correélée d'ordre r si on peut écrire
N

Ey = %—_O B Crs)

2
ou e(‘M est une variable aléatoire centrée telle que Eeu.) e(d) = Ge 5:‘)
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et ou les Zfe\ sont tels que au moins \b/h, =+ 0

Si {c_SK} est une séquence de vecteurs aléatoires on dira qu'elle
est corrélée d'ordre r sir est l'ordre de corrélation de la composante qui a

1'ordre le plus élevé,

Dans ce cas on choisit la matrice instrumentale 4 observations retar-

dées Z telle que

| |
{II-12) [Z“ ..-_‘LM Lmm -Z-—NA—’L}
(Mx N) ' |

CgK—‘L
Z = | TKpvin

—K Ktdq-p
Cb[, T9-P
— Kh-pt14

ol

(c'est-a-dire que Z , est formé par les mémes composantes relatives &4 u que

K
K’ les composantes relatives a y étant celles de X retardées de r périodes)

alors chaque ligne de la matrice -4 &Zb tend vers O en probabilité.
N~

Remarque : 11 est facile de voir que dans le cas d'un bruit de mesure, le vecteur
E'K est correlé d'ordre p qui est 1'ordre partiel le plus élevé de la relation ma-

tricielle entrée-sortie,

I1 faut montrer ensuite que cette matrice instrumentale vérifie

la condition (11-7).

On peut a cet effet montrer {cf. paragraphe 11-5) que la limite

de L x ZJE est une mairice d'éléments [N—Z {R,d{: (Z)]
v, .

N
avec la notation

Y{A% (2) = ——/lg- 2_ A(ma)
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(01‘1 R/\\{r (?) est un estimateur de la fonciion de corrélation de s et de t)et
a condition de négliger les termes au début et & la fin de certaines sommes 3

cause du nombre N fini d'échantillons.

Cette limite étant une corrélation est finie ; On supposera que pour
une séquence d'entrées donnée et une séquence de réalisation du bruit, on peut
trouver une matrice instrumentale a observations retardées telle que cette limi-

te goit non singuliere,

Remarque 1 :

Cette matrice limite est symétrique par bloc,

Cependant 1'estimation des corrélations avec un nombre N fini n'abou-
tit pas & des blocs symétriques car les réalisations prises en compte sont diffé-
rentes,

La sous-matrice formée par les corrélations des enirées est symé-

trique de dimension ( g x L., g x L),

Remarque 2 :
Le fait d'estimer les parameétres a partir de corrélations pour un

reiard G="C au moins ¢gal a p, explique la baisse de précision qui peut &tre

enregistrée sur ces parameétres, par rapport a une autre méthode,

IT-5 - FORMULES RECURRENTES SUR LES OBSERVATIONS

A La formule (II- 8) donne de facon explicite l'expression de 1'estima-

teur ; 9N+4 peut étre calculé a chaque instant ou 1'on digspose d'un nouveau cou-

ple (XKJrl’ X..) sans qu'il soit pour cela nécessaire de conserver en mémoire les
KN
N+1 couples {(iKM ; éK\}K*-O

XZt est une matrice de dimension (MX, MX) qui peut &tre calculée
U"\KN)(V;M)()
par une formule récurrente :



35

ANU »QM_ m*swf\w_.w;u UU_,._._.dg

— —
ey ey by R Yy e
, R ™~ . : . . ..
G G T e ] L e .
_ I | . . . «, g
R P

. * . / -u

) . R / .

EROAILL B ?‘5 Db ©)nery T {9}y c\m.f.ﬁﬁw.m::ﬁv&-ftcﬂw_m
d.&;:»_:m o ﬁf-_uf:u.:,m My T (e (0) ...,._._sm ,m@._:wfdx ) hey

: - . . . ~ . .

. . . . - / . *
PRy eyl (g (| (9),m e (9o Sy Sy o @) oy
(xbvb) worswaug el 3p 383 BdwgowiSmos 12> k) (R o (9,0 by ?&.&zﬂ.&. ey hhy

(W rf«n..m () vﬁ,crm ﬁv&l& ...) Avx_ L
| - | _, o | | m !
(- 5 hhy oy hby
hrnuu:..vr ﬁv .&v«_vﬂ
?AJ aitrd S ﬂ .nJ n r,m AvvrunNJdthM o ﬁrorsnvu‘..tﬁm nf1uu...<._lr¢ T —r-a_vvjtmw_ nfum».pwmtﬁ,m " ..T.-m...ryc :r& - Arr...rntrx e Afpaw_.ntr.m A.L Im:h,m ...... Aﬂvvmtﬁ
o ..h . ; . : _ : | S e nf ..... (3,55
)y e Ay --?Er,,; b Rylle-dy Ry e e, ulte iRy ) ARy el ey ARyl iy o ARy




36

(XZ&)NT/l = (XZJc)N + A .Z%

ZE

N
(%, M%)
avee  (x2°),.%x.Z°
de méme
(:.
(y Zt (\K Z&‘)N -+ ﬂrNV] ;N
{my, mx) avec b’Zt )4 =

4 —o

Pour des raisons de calcul numérique et afin d'assurer la convergence des

récurrences on programmera des récurrences du type :

(11-13) (XZt)NM = _:%A (XZ‘—)N + —/1N:l (Z(,NH_Z_,E\J

H

(II- 14) (\/Zt)N e (\IZ*) + A (\QNM _N)
SN

I'estimateur 9!\/-#4 est donné par

AN
(IT-15) 6 = (7 Z+)

N4

(z)

N+ A N+

II-6 - CALCUL DE L'ESTIMATEUR DE LA VARIANCE DU BRUIT EK
PRECISION SUR LES PARAMETRES

1I-6-1 - Estimation de Z £

Un estimateur non biaisé de 1a matrice de covariance de §

donné par :

est
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pulsque P@/«n - & on peut montrer gue chaque ¢lément de la matrice
N_>oo
Z? tend en probabilité vers chaque élément correspondant de la matrice ZE’.

On peut écrire sous une forme plus facilement programmable :

T~ 4 w e
1-16 ~ A ) ( & ¢
e Z - e R =y g Z (4, 25) 8!

M o Vok SR

)
g Ben) o B Sl 8

Il suffir alors de calculer de facon récurrente les matrices suivantes .

(1I1-17) (YY")NM: AS {Y\/{')N + "Ni; (ﬁw' \3:;4)

V44

(11-18) (Y?ﬁe)NM = ( t) L\:Lmqétw)

(11-19) (Nt) - N (70**) 4+ (X %Y )

N+4 N4 Ny A —N N
P S L
a-200 2~ = N %( (YX) @t (Y)@t + 9, ()(X) @t}
NE N-M%

Remarque :

Dans le cadre d'une estimation au sens des moindres carrés les ma-
trices apparaissant 4 gauche des formules (I1-18) et (II-19) permettent de cal-

A
culer © (cf. (I1-11)), dans ce cas la formwvle (I1-16) peut se simplifier et

donner

A~
2z,

A N-Mx {(W ) ‘—/@N(\/ﬁt)f’}

4 condition que l'on puisse inverser (XX ") avec une bonne précision,

N
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[1-6-2 - Estimation de la matrice de covariance d'une ligne de la

mairice des parameétres

1l s'agit de calculer .
Zgr = E{IR et [0 o]
d'aprés (IT-5) et {I1-8) :
S R

Eg((m)‘”)? z & efzr (xz' )]

iCD>

Pour N suffisamment grand on peut écrire -

Zae = (L)) Z e €zt ()
or Eleg 5@} __.\iz §]qg que l'on remplace par son estimateur -

Finalement :

20) '/é\ga - [é‘: é] W{((xzt)'ﬂ)’t_zzb. (XZ%)..,/‘}

Cette formule reste valable pour € = 1,

On programmera : {cf, 11-13)

e By o [ ey, bor

avec

(I1-22) (ZZ*) - N (ZZJ‘) A (Z .zt )
N4 NEA N NA N VAT N

ol Z est défini en (1I-12).

EN+1
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Remarque :

NN
Les écarts types de chaque élément de G sont donnés par la racine

carrée de 1'élément correspondant de la diagonale principale de Z/\(
N

II-7 - CAS D'UN BRUIT A MOYENNE NON NULLE

Le vecteur aléatoire éKest dit & moyenne non nulle si au moins une

de ses composantes est elle méme 4 moyenne non nulle,

Dans ce cas il suffit d'augmenter la dimension de 2_&__K d'une unité

L
et faire L/LKM: A Vi &lona]

Les parameétres a identifier sont alors ceux de (I1-23)

(11-23) Ve = ED{]A My t-- + {d.-lp Y por [lﬂ4 \—/-Lw*(-p“"*{ﬁlq%wrw"
+DS] -4

La moyenne estimée est [B‘I . ék ¢tant ramené a un bruit & moyenne nulle,
(MYA)
II-8 - ESTIMATION DE LA MOYENNE DU BRUIT

On peut vérifier a posteriori que le bruit 'fk est & moyenne nulle en

calculant 1'estimateur :

s N-A
_ Q
(}/—YLQ - N % (\érm/\“ @“’)—SK\
S MoA Ao, M
A
1-24) mé TV %o \Q‘KM B QN % wq:o)_<K
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L+1

Dans le cas on Uge =1, c'est-a-dire que :
(2], = ] 4.
X MxH
on peut veérifier que d'aprés (I1-13) et (II-14)
NA £
Z X, est donné par la derniére colonne de (XZ )
Kco ™ N
N-A S
A = \i cst donné par la derniére colonne de (\]Z )
N K=0 K1 N

CONCLUSION DE LA PREMIERE PARTIE

La méthode d'identification présentée ici consiste a estimer les

parameétres d'une relation entrée-sorfie muliivariable.

On a vu que, dans le cas le plus géneéral ou des perturbations agissent
sur la dynamique du processus et oll un bruit de mesure perturbe 1l'observation
des sorties du systéme, on était amené & introduire dans le modéle stochastique
une variable aléafoire vectorielle corrélée : cet inconvénient est dd au fait que
dans la relation & paramétrer doivent intervenir des variables mesurables (di-
rectement observables). La méthode de la matrice insirumentale a obgervations
retardées, étendue au cas des systémes multidimensionnels, permet de con-

tourner cette difficulté.

Si cela est nécessaire, il est possible, a 1'aide d'un filtre auxiliaire
convenablement calculé, d'estimer les parameétres de la relation continue équi-

valente, toujours sur la base d'observaiions discrétes.

Une étude de la précision des estimateurs, compte tenu du bruit ré-

siducl, permet d'aborder le probléme de la validité du modele obtenu.,
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DEUXIEME PARTIE

LES TESTS STATISTIQUES EFFECTUES SUR LE MODELE
LA VALIDATION DU MODELE






III - ETUDE DE L'INFLUMNCE D'UN NOUVEL ENSEMBLE DE VARIABLES

D'ENTREE DANS L'EQUATION DE REGRESSION

On rarsonnera par sonct de clarté dans l'exposé  sur la modélisation
i L

d'un processus a L enrrées ot une sovtie du premuer ordre

I équation {11 -3) donne

(II1-1) N R A . &

(%) )‘.,; "")

Dans les probiemes de régression statigne  les variables qui cons-
rituent le vecreur §< son' anss) appelées variables explicatives ou indépendan-
Tes ou exogenes Dans les modeéles dynamiques des variables endogénes retar -
dées font partie des variables explicatives.

Ir.1.

ETUDE DU BIAIS INTRODUIT DANS LUESTIMATION DES PARAMETRES

LOBSQUE L'ON NE TIENT PAS COMPIRE DE [OUTES LES VARIABLES

D' ENTREE MFSURAB!ES
B9 (M %-a,4)
On parnitionne le vecteur X A I t;:lf"'f_ R
(ﬂ!"‘)&,/ﬁ) BN {/"3/4)

, - !
et le vecreur (TS f}L :‘l @4*7 | 921—]

le modele simphii¢ & (MX-g) variables explicatives s'écrit done

A (‘ i:. \’l’

¢
W AN . S
b, W44 AL 4,4 LR A
En reprenantle raisonnemen' déja suivi au paragraphe [1-2
(lére parfie), on ecbvrent comme estimatcur de '@,ﬁﬁ: au sens des moindres carrés

e raisonnemen' es: 1dentique pour un estimatenr par ma'rice instrumentale)

\ p & ot 1, L R b (g y b)Y
@’"w = F{” * r,)f? - Ao A /} - [7&"\’“4} + 6f<-1 ‘l\x" Ra
ey ey ) D) e (s e
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.. t t t, -
Pour que le biais Ba.()iz )sl ). (Xl xl )

il faut qu'au moins une des deux conditions suivantes soit vérifide :

1 e t
converge en probabilité vers Q

1°) Bt - Q_{: c'est-a-dire si le modeéle simplifié convient

2°)  Plon (Xg X:C): @ c'est-a-dire si les variables composant X
N— e

—1,K
sont orthogonales A celles de 2_&_2,K ou non corrélées avec elles s'il sfagit de
variables centrées,

Remarques :
.. ies s @{:
- On peut parler ici de convergence en probabilité si Y9 2_22 K est

considéré comme une perturbation non mesurable,

- La deuxiéme condition dépend des propriétés des échantillons sur
1'horizon, pour N fini. Rien ne permet d'affirmer que ces propriétés, sur un
horizon débutant a 1'échantillon N + 1 sont identiques. Ce probléme est analogue
a celui de la prévision par interpolation dans le cas de modeles statiques
(cf. [3-1:[ ), c'est-a-dire lorsqu'on se limite au domaine couvert par l'ensemble
des variables explicatives sur 1'horizon des N €chantillons (par opposition a la
prévision par exirapolation).

Cependant, cette incertitude est levée pour un systéme dynamique si 1'hypothése de
stationnarité est vérifiée et si les N échantillons proviennent d'un fonctionne -

ment normal du processus.

- Il ne faut pas perdre de vue 1'utilisation possible du modele A des
fins de commande : pour un probléeme de régulation un modeéle simplifié peut

suffire,

Exemple :

Soit un processus a deux entrées et une sortie, du premier ordre

Ik
S 9%, 1 €, wee K= [ | Xux
o #3) (3n) B s Ko

e 9= [ Bl B
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i 2 . 1 1 . N
Il est possible que u g D€ soir pas correélé avec u mais, a

K.‘J
moins que u - ne soit assimilable & un bruit blanc, il est improbable que

. PR . . L A~
u K ne soit pas corrélé avec Y Dans ce cas il y a risque de biais sur o

et Py

III-2 - TEST DE SIGNIFICATION DE LLA DIMINUTION DE LA VARIANCE DU
BRUIT RESIDUEL

LIII-2-1 - Hypothése d'un bruit résiduel blanc de distriburion gaussienne

Jusqu'a présent, en effer, aucune hypothése n'a été faite sur la dis-
iribution du bruit EK et on a montré que s'il éiai* corrélé on éiait capable

d'estimer sans biais les parameires,

Au cours de cette seconde partic., on sera amené souvent & faire 1'hy -
pothese que le bruif résiduel suit une lor normale et qu'il est non corrélé. Cette

derniére hypothése n'est en général pas rigoureusement vérifiée,
g P

Le bruit résiduel ou plus exactement 'erreur iotale (cf. Introduction)

est défini comme étant 1'écart

(1-2) K YK+t " YK+l
ot ‘YK+1 est la sortie observée a l'instant K + 1
et /§E+l est la sortie du modele recalé sur les observations précédentes,

A~ @t

¥ =Y X

K+l —K
/A\ e
Un estimateur Z@ de la matrice de variance de EK est donné

au paragraphe II-6~1. Dans le cas d'un systéme & une sortie certe mairice se

P
réduir & un scalaire noié G‘EE

Remarque importante

On a vu que si un bruit blanc de mesure affecie la sortie observée

cecl introduit une corrélation fictive vis & vis de 1'équation de regression, Si
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les parameétres du modeéle sont estimés par la technique de la matrice instrumen-
tale, et s'il n'y a pas de bruit de dynamique alors le bruit résiduel <_€_K détermi-

né a partir du modele non recalé sur les observations, est un bruit blanc.

III-2-2 - Application des tests statistiques lorsque 1l'hypothése pré-

cédente n'est pas rigoureusement vérifiée

On ne traitera pas ici des conséquences d'un écart par rapport a
I'hypothése de base.

Dans les ouvrages spécialisés dans la déduction statistique((II1-2 |
ou EII-S] ) il est dit qu'un test de moyenne, tel que celui de Student, est peu
sensible {le niveau de confiance reste sensiblement exact) 4 un écart de la dis-

tribution du bruit résiduel par rapport & une loi normale ; mais la dépendance

des erreurs risque, si elle est trés forte, de fausser notablement le résultat

de la déduction. Par contre des tests de variances sont plus sensibles & un tel

écart.
II1-2-3 -~ La diminution de la variance testée par le rapport des
variances
€ t
On teste 1'hypothése Hc : @2 = O
+ t
contre l'hypothése H 4 P, =% O
On forme la variable F :
N
(111-3) F.. N-MX (C’?«x—/r" MX
= - —
A \ G oy

.
ou G, estla variance estimée du bruit résiduel sous 1'hypothése H

o~
et GMi_Aest la variance estimée du bruif résiduel sous 1'hypothése HO

On montre (cf, EHI—B] ) que F est distribué suivant une loi
F (s, N-MX) tabulée. L'expression entre parenthéses est en effet le rapport de

2 i
deux variables'x indépendantes avec respectivement s et N-MX degrés de

liberté quand H_, est vraie,

0
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Procédure :

On se fixe un niveau dg qui représente le risque d'erreur de lére
espeéce c'est-a-dire la probabilité de rejeter H0 qui est en réalité vraie -
l'erreur de 2éme espéce étant la probabilité d'accepter H0 alors qu'elle est
e

Ceci définit un domaine critique tel que la probabilité pour que la

fausse et son niveau est souvent noté

variable du test appartienne a ce domaine, sachant que H_ est vraie, est ol

0
Dans le cas traité,si la valeur F calculée est supérieure A FO
valeur de la variable F (pour les degrés de liberté fixés, au niveau D(%’ )

limite inférieure du domaine critique (1'ensemble des valeurs de F> FO)J
alors on rejette 1'hypothése HO'

IV - DETERMINATION DE L'ORDRE TOTAL D'UN SYSTEME MULTIDIMEN -
SIONNET,

IV-1 - LIMITES DANS LA DETERMINATION DE LA STRUCTURE DU SYSTEMIS

Les différentes structures €¢quivalentes d'un systéme déterministe

a plusieurs sorties, ont été précisées au paragraphe 1-3-3,

On peut déterminer, de fagon relativement précise, 1'ordre minimal
de l'espace d'état qui permet de représenter un processus stochastique ; c'est-
a-dire déterminer le nombre n de colonnes non nulles de la matrice d\ (cf pa-
ragraphe II-1). Par contre il n'est pas possible de déterminer quelle structure
adopter (ce qui revient  fixer les n lignes indépendantes extraites de la matri-

ce % de dimension (p x M, n)).

Les résultats de 1'estimation pour plusieurs représentations possi-
bles équivalentes, confrontés entre eux a l'aide de certains critéres tels que
précision obtenue (cf. chapitre V) ou nombre de parametres, peuveni guider
dans ce choix.

Cependant, il ne faut pas oublier que les résultats obtenus dépen-
dent beaucoup des réalisations des bruits qui sont prises en compte (cf. remar-
que 1, paragraphe 1-3-4),

1
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IV-2 - LE TEST DU RAPPORT DES VARIANCES

Au paragraphe II1-2-3 - on a donné une application possible de ce
test pour la détermination de 1'influence d'une variable explicative supplémen -
taire (ou d'un ensemble de variables). On peut procéder de la méme facon pour

tester simultanément les ordresg partiels d'un systéme multidimensionnel,
Procédure : (cf, [IuZ:] )

On part d'une structure initiale telle que figurent dans éK les varia-
Lo 1 . . . .
bles y{{K (=1, ..., M), on introduit ML Si la réduction des variances n'est
e : L : 1
pas significative au niveau D{;g on ne tient pas compte de y

pour #>1.

e o
K-1 M 9Y k%

. . 1 , .
Sinon on retient y 1 et on passe au test de la réduction des va-

riances quand on introduit y Ko1°

On poursuit la procédure jusqu'a ce que l'iniroduction d'une nouvelle

variable endogéne retardée n'entrafne pius de réduction significative.,

IV-3 - ETUDE DU RANG DE LA MATRICE D'INFORMATION X Z* ET DE LA
PRECISION SUR LLES PARAMETRES ESTIMES

La matrice XZ" (cas général d'une estimation par la technique de
la matrice instrumentale) tend vers la matrice limite définie au paragraphe 11-4,

quand N tend vers l'infini,

Cetie matrice limite contient pratiquement toute 1'information utile

extraite des observations enirée-gortie,

Lorsque 1'on procéde a une estimation au sens des moindres carrés,
. . . t )
la matrice d'information est XX . LEE [IV-I] , a montré, dans le cas mono-
variable, que cetie matrice est de rang MX si le modele a une structure correcte,

pourvu que U soit indépendant linéairement de u u , etc, .. (condition

K-1" "K-2
qui n'est pas trés siricte cependant).
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De méme si une au moins des variables endogénes retardées figu-

rant dans les vecteurs X __ et ZK n'est pas correlée avec au moins une desg sor-

K
. t . .

ties y€K+1 (pour £ = 1, ... M) alors la matrice XZ est singuliére et son rang

est inférieur &4 MX. Le probléme qui se pose est celui du test du rang de la ma-

irice XZJ{ lorsque les observations sont bruitées, L.e bruit a en général pour

: . b . : . - .
effet de rendre la matrice XZ réguliére, mais e¢lle peut éire mal conditionnée

cependant.

Sl on compare alors, comme il est exposé dans [)IV—2] , le rap-

port des déterminants :

&
(I1V-1) MZ__&’@.Z_::“_H
A XZS, X—A+A

On se rend compte, que, pour de faibles niveaux de bruits, ce rappor! présen-
te une croissance assez netie lorsque MX-s+1 est supérieur d'une unité au rang

1
de la matrice XZ .

Parallelement, la précision sur les parametres communs A la struc-
ture MX-s et a la structure MX-s+1 diminue (cf. (II-20), (IT-21) et chapitre V),

bien que la variance estimée du bruit soit en général plus faible,

Cependant lorsque le rang de la matrice d'information est en réa-
lité égal & MX-s on remarque que cette diminution de précision esti beaucoup

plus importante, Cette observation rejoint celle notée dans [IVwS] .

IV-5 - REMARQUE SUR LES CHAPITRES I1I ET IV

Cette recherche effectuée sur la détermination des variables expli-
catives figurant dans l'équation de regression peut étre effectuée en ligne, bien

que les calculs matriciels nécessaires ne sojeni pas simples 4 programmer,

FEn effet, on peut appliquer les formules de récurrence sur les ob-
servations pour un nombre de variables explicatives suffisamment grand ou
tout auv moins voisin de celui suggéré par une connaissance a priori du proces-

sus a identifier ; ce nombre de variables fixe la struciure a priori initiale,
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Les formules expliciles (II-15), (II-20), (II-21), (I1-24) peuvent &tre
calculées aisément pour la structure initiale et chaque structure correspondant
& la suppression d'une variable explicative ; ce qui revient a supprimer une
ligne et une colonne des matrices de dimension (MX, MX) et une colonne des

matrices de dimension (MY, MX),

V - INTERVALLES DE CONFIANCE DES PARAMETRES

L'hypothése II-2-1 est reconduite. On raisonnera sur un systeme

multidimensionnel & une sortie,

V-1 - PRECISION SUR LES PARAMETRES

On montre dans EIII-S] ou [Vul] que chaque composante i du vec-

5 est telle que la variable définie par :

t - (6,'} - QL) . {{/Z\é\{

-1/2
(14
J

Jie
A= /1/ - MX
suit une loi de Student 4 N-MX degrés de liberté N
On construit alors 1'intervalle de confiance associé a ,\: tel que

(V-1) P {@; _t ['ZT ]4;3< ot~ G +t [f,\t ]m} - ()

oYz /ﬁ\s LC\ N afz

(/"JK] étant le niveau de confiance auquel on travaille,

Remarque importante

SN
. . . . L
L'intervalle de confiance calculé pour 1'estimateur (9.\; n'est pas

Py
en général indépendant de celui calculé pour l'estimateur (Bi , puisque ces

deux estimations ont été faites i partir des mémes observations, Cependant,
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du fait de 1'hypothése gaussienne, et si GN est peu corrélé avec (B'N
P
(une estimation de la corrélation est donnée par LZ%-; —J&'f ) la probabilité

Py P
our que ¥ et €9 soient compris tous deux dans les intervalles correspon-
p q N v p P

dants est (1 - ok )2

V-2 - INTERVALLES DE CONFIANCE POUR N GRAND

Lorsque le nombre d'échantillons N augmente, le nombre de degrés de
liberté n = N-MX augmenteaussi et la variable t suit approximativement une loi

normale.,

Une approximation du calcul de t, ~pour n supérieur & 30 est donnée
par Cornish et Fisher dans [V—l:l .
51z suit une loi normale (/VJ(O, 1)

-3 - g 3 -
(V-2) t -7, v S AP SFE s A6z 43z,
x Yo N &
Pour un seuil A % donné on est capable & tout moment de calculer l'intervalle

A
de confiance correspondant & un paramétre @)

VI - INTERVALLE DE CONFIANCE POUR I.A PREDICTION

La prédiction du modeéle obtenu a l'instant K, aprés un horizon de N échan-

tillons, et recalé sur les observations précédentes, est donnée par

N

- at
Ve T O X

s'il s'agit d'un processus & une sortie, sachant que la sortie observée sera :

-9t x

Ve T2 - B o+ &g

e

L'écart entre ka1 ef \EK\jWM est di d'une part 4 l'erreur commise
AR

dans 1l'estimation des parameétres du modéle, d'autre part au bruit & K non mesuré,
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S~ ~
La variance de Yka1 compte tenu uniquement de 1'imprécision sur EN

est :

[\jm e Y] E@) L] - FLacles o (g 291
_owbk o ¢ £ t L
=X, Eﬁﬁ[}{gw!@ V(804 x,
= ke ‘-§t T =K

XN

Si on tient compte aussi de la variance 62?" de Yri1 autour de sa

valeur moyenne, on a alors :

ALNEN B S

& —¥

La variable :

£ = (G ) B g - X \!

est une variable de Student & N-MX degrés de liberté,

-
Si on remplace c%"‘ par son estimateur Galet Z@b par son estima-

. P . ) TN
teur z:,\ on peut associer a Vg1 UP intervalle de confiance :

Vllf Eizx‘“/z\ X’”&éE < U
SK*A A~ & +"K. é\;‘;} — I&K\jkaﬁ - kj -+ el/g .

si (:Ld)est le niveau de confiance auquel on travaille,
A T'instant K+1 lorsque 1'on mesure Yigpr O vérifie si sa valeur est comprise
dans cet intervalle centré autour de/y}:}l) c'est-a-dire si le modeéle permet de

faire une prédiction acceptable au niveau o{;,

Remarque :

A~
La prédiction yK_I_lr-este valable sous 1'hypothése qu'il n'y a pas eu de
variations de parameétres (si la structure du processus et les caractéristiques

statistiques du bruit sont supposées invariantes).
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o1 la prédiction s'avére inexacte au niveau Og,,choisi‘, le modeéle
(=]

n'esi pas validé avec un risque A dravoir été rejete a tort,

La procédure reste valable dans le cas d'un processus a plusieurs
sorties : sous les mémes hypothéses, le modeéle est rgeté gi 1'écart entre la
prédiction /3>1K+1 et la sortie observée le+1 est supérieur en valeur absolue,
a un demi-intervalle défini en (VI-1) quel que soit 1-£. [wl, M:{ . Iei non plus

les intervalles de confiance ne sont en général pas indépendants,

VII - ANALYSE DU BRUIT RESIDUEL

Lorsque 1'horizon d'étude comprend un nombre N suffisamment grand

3

d'échantillons, on peut, sur la base du modéle défini par ‘/Q analyser le bruit

N
résiduel.
La relation (III-2) généralisée au cas d'un systéme a M sorties
s'écrit
£ g z
(VII-1) i — A est une estimation de
‘_'TK 41’\“\’4 - LTX‘K‘\'" —K 5""4
LMW") (MYII\) (™My4)
Puisque E ?E«k: G , la fonction d'autocorrélation de éK est donnée
par :

R (3)—:E<": ::cE E—J pour Z:o}:’l

ge S

on choisit comme estimateur non biaisé de R € (?)

N MNE A~ AL
; Roals) - A
(VII-2) é":(a) - v éo éK §K+Z

Ré‘é‘_ (Z)converge en probabilité vers REF (’Z;) lorsque N tend vers 1'infini,

Bartlett KVII-2] reférencié dans [VII—I:[ a montré que pour N grand



(VII-3) Cov i{ﬁajg )[R't]pq } o % KZ::Q{[RK]CP . [RK+’°"2]§<1 +

[R Mt]c,q [ Rm&']ép }

. N
ou [Rg] -Lé est 1'¢élément ij de la matrice R\gg (’Z) et ou 1'opérateur cov { . s '}

représente le moment centré d'ordre 2.

Cette expression est valable a condition que les moments de _5__“

existent jusqu'a l'ordre 4 au moins.

L'expression de la covariance d'un €lément ii de la matrice [Rz]

s'obtient a partir de (VII-3) :
PN — Foo
(VII-4) COV{[Rz]cC)[R&]LL} ~ A KZ {[R] IR K]

[R K+21u‘ KR K~Z] AL 1'(
o [Rel = [Reu] .

A4

On sait d'autre part (ef, paragraphe [-3-4) que le bruit résgiduel

est un bruit corrélé d'ordre p au plus ; donc :

[RZ]KJ. =0 pour 3 > P

(VII-4) s'écrit alors :

Cov S’[@a]“ )[ﬁzlu.] ~ % {[\Q} 4+ 2 Z [R}

4 = Z__ [R“.;L].-'[RK‘L]/C:L]

k=-p L=

(VII-5) Cov {[ﬁg]‘u) Y_@a]u} g 3[&] L3 Z [R}
£ BRI,

KA L-go
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Si on admet que Ra] est asymptotiquement normal alors 1'intervalle

de confiance, au niveau 5%, de [ﬁg‘_[.:g est donné par :
P o | N P PK - - 4/2,
(VII-6) [R?’l‘ui 4"66{% {g[@u N 3\; {R;JA;/L +€i§ LZ:o '[Q le.’L‘ [ﬁ:—l]&”v 1

La probabiliié pour que la variable de Student t soit supérieure &

1. 96, pour un nombre de degré de liberté infini, est <L = 0, 05,

Application :
T
On calcule YF\‘E](,; pour quelques valeurs de € ; le modele n'est

pas accepté s'il y a plus de 5% des points qui sont situés en dehors de 1'inter-

valle (VII-6) pour & > p.

Remarque 1 :

I1 ne faut pas donner & ‘€ des valeurs trop grandes car la précision
en valeur relative est alors trés faible puisque [R gj i - 0 quand & aug-

mente.

Remarque 2 :

L'expression (VII-2) peut étre calculée de fagon récurrente :

s A N-< e Py %
§§ (g) - E’:TZ %@ (i\ﬂ’l - @N' éK) (j—K—}’HZ - @N ' )i“*z)
N-2 N-'e AN
= ,\%gi(%g \-:Lm’ i:-t'ltZ)-’ (é \-‘;Y‘ﬂ.?swr'g) | © "

T @N ‘(é?ém° k\iiwﬁz) T @N ’ (g éné:w) /@:
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or . N
75 2, Yo Ge = Ryy @
NS + o~
(VI1-7) fg é 4, ZS:*'Z — Efjé(g—ﬂ
,T,EIE é Z<K )«Ema = f\),b& (&)

Si N est grand et si on admet un biais faible sur ces estimateurs,

certains termes des expressions (VII-7)

(II-13), (I1-14), (1I-17), (II-18), (11-19},

sont contenus dans les expressions

CONCLUSION DE LA SECONDE PARTIE

Un des buts de ce travail était de déterminer des moyens de validation

du modeéle obtenu, une fois ses parametres estimés.

Des tests statistiques peuvent étre utilisés dans ce but lors d'une pre-
miere approche du probléme ; mais on constate que des hypothéses plus restric-
tives doivent étre faites si 1'on veut que l'ensemble estimation des parametres-

validation du modeéle soit d'une mis en oeuvre relativement facile,

Il resterait encore a définir d'une maniére plus rigoureuse le domaine

d'application de tels procédés, On s'est limité ici & l'expérimentation de 1'ensem -

ble sur des exemples simples simulés ou réels.
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VIII - PROGRAMMATION DES ALGORITHMES D'ESTIMATION DE PARAMETRES

VIII-1 - REALISATION - MOYENS DE CALCUL

Toute la programmation a ¢té réalisée en langage FORTRAN et de
telle sorte que les instructions sources soient acceptées par un compilateur peu

évolué,

L'engsemble des sous-programmes qui ont été mis au point, [VIII~11
permet d'appliquer les algorithmes étudiés au cours de la premiére partie, a
1'estimation des parametres d'un processus linéaire multidimensionnel quelcon-

que, sur la base d'observations entrée-sortie,

L'appel & cet ensemble se fait au moyen d'une seule instruction

FORTRAN du type CALL (nom de 1'ensemble) suivie d'une liste d'arguments,

L'encombrement en mémoire et le temps de calcul ont été optimisés
compte tenu des contrainies imposées par le nombre illimité de variables pou-
vant apparaitre dans le modele. Les réservations de tableaux sont effectuées par
programme principal ; la seule limitation esi la capacité en mémoire centrale

de 1'ordinateur utilisé.

Les applications qui sont présentées dans ce mémoire ont été effec-
tuées sur l'ordinateur I. B, M. 1130 (version 2} du Laboratoire d'Auiomatique

et de ses Applications Spatiales, avec une configuration de 8 K mots.

L'option choisie est :
. 1 mot pour un nombre entier
. 3 mots pour un nombre réel

{soit 31 bits pour la mantisse)
chaque mot est composé de 15 bits.

L'ensemble ESTMC version 1 (ESTimation des parametres d'un sys -

téme multidimensionnel par la méthode des Moindres Carrés) occupe au total

2240 mots.
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L'ensemble ESTMI version 1 (ESTimation des parameétres d'un

systéme multidimensionnel par Matrice Instrumentale) occupe au total 2438

mots.

VIII-2 - ORGANIGRAMME GENERAL

L'organigramme général, simplifié, du sous-programme ESTMI

est décrit ci-dessous :

A chaque nouvelle observation entrée-sortie, on forme les vecteurs

Jr+1 g_i__K et éK et on fait appel au sous-programme en précisant le numéro de

1'échantillon dont 1'identificateur est : IT.

Un indicateur dont 1'identificateur est ISORT, permet d'orienter les

aiguillages de l'organigramme :

ISORT =1 Seuleg les récurrences sur les observations sont
effectuées

ISORT = 2 Tous les calculs sont effectués

ISORT = 3 Les résultats sont imprimés.

Ceci permet de proceéder au traitement hors ligne d'un enregistre-
ment dans des conditions analogues A celles du traitement en ligne ; on peui

ainsi tester le comportement de 1'ensemble en vue d'une application en temps

réel.

Indications complémentaires :

- Le sous-programme RECOB traite les récurrences du type :
A7 L A (VIVAS N I (VYA )
NtA N1 N N+A LoNiA " —Nred
ol UN+1 et VN+1 sont des vecteurs de dimensions respectives (M, 1) et (L, 1)

et sont formés d'observations correspondant a 1'échantillon N + 1.
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- L'inversion de la matrice )ﬁZt se fait suivant la méthode de diagona-

lisation,en utilisant 1'algorithme de Gauss [II=2:|

Afin d'avoir un renseignement sur le conditionnement de cette ma-
trice on effectue, par sous programme, le produit (2§Zt)-1n (X Zt) et le produit
(XZt) . (2§Zt)—1 et on cherche dans les deux cas quel est 1'élément de la diago-
nale principale qui s'écarte le plus de la valeur l.et celui, en dehors de cette

diagonale, qui s'écarte le plus de 0..Les écarts maxima sont imprimés,

Organigramme

initialisation des
récurrences
remise a zéro 7

Appel au sous-programme RECORB
pour iraiter les récurrences
(II-13), (II-14), (II-17), (1I-18),
(I1-19), (11-22)

% _ASORT - 19 "M

- _
— _L7 P P
/
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ISORT=ISORT-1

Inversion de la

maitrice (XZt)

k _non
1ngu11ér ‘]

Calcul de :
(II-15)
My (11-24)
N
£ (I1-20)
out ISORT = 3
| P
Impression de : \ !
t . t
(YY )N+1,(XY )N+1 non
t . t
(X'Xt)NH’(YZ )N+1
(XZ )N—H
Impression du déter-
minant de (XZ!)
+
et du résultat duN 1 Y
test sur 1'inversion

mpressmn de -
e ; ¢
2

Vo
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Calcul de la matrice
de covariance de la A
ligne M de la matrice®
Calcul de la ligne M
de la matrice des
écarts-types.

oui

| ,
Impression de la

matrice de cova-
riance

ouil

non oui

mpression de la
matrice des écarts

yYpes

I
|

ISORT=1




68

X - ESTIMATION DES PARAMETRES D'UN SYSTEME LINKATRE MULTIDI-
MENSIONNEL - SIMULATION NUMERIQUE

IX-1 - REPRESENTATION MATHEMATIQUE DU SYSTEME DANS L'ESPACE

D'ETAT

Il s'agit d'un systéme a 2 entrées et 2 sorties du 3eme ordre, peu

différent de celui présenté dans [I-1}

Les €quations de dynamique et d'observation sont respectivement :

-1 1 0 1 0
. S PN 0 x + |0 1] u
dt = =
0 0 -3 0 2
(IX-1) ﬁ
1 0 1
.\ X" X
0 1 1

Le schéma bloc du systéme est représenté figure 4,

La matrice de transfert du sysieme est :

:_4__) A2

P+ [pvd)F (pr3 '

)-’(P) = - = = el ull Q(P) p € variable de Laplace
(A 7 (pe3)

Puisque la sortie yl dépend, par l'intermédiaire de 1'état xl, de
2 o
1'état x°, lui-méme indirectement observé par y2, les bloes [cl]; {cf. I-3-3)

ne seront pas diagonaux.

L'échantillonnage est fait avec une période T = 0.2 (unité de temps)
On calcule F = € AT par série de Neumann (cf. (IV-3)); le modele discret sto-

chastique du systéme imparfaitement et indirectement observé est alors -
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X = 0 A 0 X + 0 R u + V.
J’ K+1 0 0 X K 0 S K K
(IX-3)
l 1 0 1
Y. = X + ‘_]_V_
K 0 1 1 X K
avec A = 0. 819 B= 0,181 5= 0.549
S =0.301 = 0.164 V= 0.018
- S
, l
7'.&_1 > ] - haa |
] I
(
—{ o | |
\J/? l\j4
\ ®————f>
T @ [ >y
i
T 4
Qa9 |
v ooy,
Y
R
~— 1 4
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Lie raisonnement suivi au cours du paragraphe I-3-3, conduit a

écrire dans le cas déterministe :

T N - .
le 1 o 1 0 0 0 0
2
Yk 0 1 1 0 0 0 0 -
1 1 ,, 2
Y ka1 A u § X 3 (S-r\?) 0 0
2 l 1
2 KL T : K
Y ke 0 & ¥ - 0 (R+5) 0 0 ut
1 2
y K19 o ed/u 5?' @B) (0\91(-’5“4-2{5) ?;, (&f\?)
2 g ,
Ygwa| |0 & ¥ 0 (Ba+ds) 0 (3+5)

On voit que I'étatiK

est observable en 2 échantillons puisque la ma-
. H
trice (-:- est de rangn = 3.
[HF .

Quatre structures sont possibles : elles sont obtenues en prenant

respectivement les lignes 1-2-3, 1-2-4, 1-3-4 et 2-3-4 de cette matrice pour

¢liminer 1'état dans la relation :

=f(x,, u

FR+2 XK U pq)

K’ XK+1

1X-2 - RESULTATS DE L'ESTIMATION DES PARAMETRES DU SYSTEME

LORSQUE LES SORTIES SONT IMPARFAITEMENT OBSERVEES
(BRUIT DE MESURE)

Le vecteur KK est nul \7/ I

e est formé de deux variables aléatoires gaussiennes,
Le vecteur Wk

sensiblement indépendantes et de variances égales a 0, 01
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La simulation numérique du systeme est effectuée pour procurer

1000 échantillons [EK’ ZK+11 pour K {E], 999 ] .

On a choisi comme entrées 2 séquences binaires pseudo-aléatoires

d'amplitude + 1.

La figure 5 donne 1'évolution des entrées, des états

du systéme déterministe pour K € [Oy 99] (WK -0 VYK)

et des sorties

La figure 6 montre l'effet du bruit de mesure sur les sorties,

Un tiret vertical a été tracé toutes les unités de temps (tous les 5 points),

La relation entrée-sortie s'écrit -

o, d

11

Tt "

X

21(><

(ef. (II-2)).

12

22

A

X

13

1
i
i
|
I
[
23 1
|

B13 814

B28 B24

—

+ £
—K

X

L'estimation des parametres O(ij’ Bij est faite par matrice ins-

trumentale a observations retardées,

Structure A

Le vecteur XK est formé de :

Le tableau 1 donne les résultats obtenus :

U1
i
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parameétres dll dlZ d13 Bll 612 BIS B14
vrais 1.469 | -0.533 | 0.028 | 0.181 | 0.318 | -0.118 | -0.259
L EAN
estimés By, 1.474 | -0.540 | 0,031 | 0.168 | 0.325 | -0.102 | -0.289
T A
[Z] 0.153 | 0.128 0.016 | 0.010 | 0.008 | 0.030 0. 044
Fax!
Vi
parameétres A 51 d\2 N 53 le Bz 2 3 - 3 54
vrais 0.851 | -0.697 | 0.531 | 0. 0,482 | -0.154 | 0,043
estimés /\ZJ. 0.791 | -0.644 | 0.525 | 0.001 | 0.489 | -0.141 | 0.055
N Al2
[Z‘A} 0.125 | 0.104 0.013 | 0.008 | 0.007 | 0.024 0.036
2
% .
— 0.036 | 0.016
Zf_c_“ 0.016 | 0.024
déterminant _0.513. 10—3

de Xzt

Tableau 1




73

= - - =
Structure B 2 2
- Yk Y K-3
1 1
Y x-1 Y K-4
L teurX, est formé de : 2 . 7 de 2
e vecteurs - est forme : Y k-1 P LK J K.4
g .
U1 K -1
Le tableau 2 donne les résultats :

\t I
parametres A1q Agy A3 31 Biz B3 B4
vrais 2.361 | 0.670 |-1,665 0.181 | 0.318 | 0,148 0.929
estimes O 2.887 | 0.662 [-2.033 0.197 | 0.309 _ 0.134 |-1.171

" ]4/2 - - h : ]
LZ/\ 0.560 | 0.028 10.385 0.020 | 0,017 0.022 |0.258

—'Ju
parametres 0(21 Ol‘22 d23 321 B22 | (7323 \"324
I o | |
vrais 1.368 | 0 '_0.449 0 l 0.482 | 0. -0. 346

) 3 s |
estimés Oy 1.489 | L1073 i-0,538 0.016 . 0.482 | 0.014 ' -0.402
: j
s Af2. : i ! 1
[ZA } 0.277 | 0.014 0,191 | 0.001 . 0,008 ' 0,011 .0.128
z ! . .
AL Z 1
e _ e AU .o .
o~ 0.141  0.053
A —
£ 0.053 | 0.034
I
S ) i ‘
Aot -3 ]
XZ - 0.414 10 ; Tableau 2
}




74

1 "1 ]
Structure C Y K Y K-3
2 2
Y g Y k-3
Le vecteurX est formé de 1 Z_ de 1
Ak Y k-1 2K Y K-4
“K °K
EK-I_J EK-I_J
Le tableau 3 donne les résultats -
r
’fparametres X g Fi2 | %yg | By Bia | Py 314
]
I T —
| vrais 1.446 | 0.038 | -0.513 | 0.181{ 0.318 |-0.114 | -0.270
| | !
i:_ _ e N .. i ; e e b
| estimés 9 1.471 1 0.051 | -0.540 { 0.169| 0.326 |-0.101 | -0.293
| o - |
T (e : | !
| {ZA . 0.169 | 0.021 | 0.143 . 0.010| 0.008 ;0.031 0.055
: 81 | | |
= ; ; N B s SR IS
: : ; ' , s |
parametres | Dkzl O’\22 0(23 le BZZ [323 Bz4
vrais | 0.390 | 0,741 ! -0.318 | o, 0.482 |-0.071 | -0.168
- o~ T I o [ E—
estimés % | 0,361 ' 0.737 | -0.203 | o 008 | 0.487 | -0.072 | -0.161
o~ 4l B T -
2on ] | 0.120 | 0.015 | o0.101 0. 039
L7092 Ly
P 0.036 | 0,009
Z{g‘ 0. 009 0.018
A xzt -0.378 10 3 Tableau 3




Structure D 1 1
YK Y K-3
2 2
VK Y K-3
) 2 2
Le vecteur XK est formé de Y k-1 , ~-Z—K de Y k.4
. U
u u
—K-1 J "K‘l_l
I.e tableau 4 donne les résultats :
~ Ao a B R R
parametres 11 12 13 1 11 12 F"’13 14
vrais 0.819 - 1,046 -0.722 1 0.181] 0.318 0. -0.556
A ; + e
estimés @ | 0.817 | 1,218 -0.842| 0.181 ! 0,320 | 0.002 | -0,641
' LZM _ 0.016 0.303 0.209 | 0.011 | 0.009 0.013 0.138
: Y AL
paramétres A o e :
21 22 23 le Bzz f?)23 B’24
vrais 0. 1.368 -0.449 | o. 0,482 0. -0. 346
estimés 925 0. 006 1.455 -0.517 | 0.0159] 0,482 -0,017 | -0.388
= "™ 0.015 0.273 | 0.188 0.010 | 0.008 | 0.012 0.124
2@1 !
i |
f 0. 041 0.023
g 0. 023 0.033
] Tableau 4
DNxzt ~0.373.10-3
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| T o ;
parametres 11 12 | 13 B 12 B Pis
A e e e e
vrais 0. 819 1.046 | -0.722 | 0.181 | 0.318 | 0. -0.556
I L ]
estimés Q| 0. 801 0.021  -0.001 § 0.166 | 0.331 | 0,023 -0.084
! ?
— Af2. ! | :
_"1,\4“} . 0.009 0.034 | 0.024 | 0.007 | 0.006 | 0.008 0,017
L : |
S | |
; ; ’ " ‘l I oL o = T eyt
! { 1 i
. parametres 21 22 | X g - T PP EPP E
. vrais ! 0. 1.368 | -0,449 | 0. 0.482 | 0. -0.346
S ; ; - S . B . . R ]
| estimés @a‘ ! 0.036 0.303 | 0.261 0.008 | 0.491 | -0.019 | 0.140
i i
e —— . 1‘. ——— e oo b - — [
e e 0,008 0.029 . 0.020 0.006 | 0.005 | 0.007 0.014
= — A A E
L~ 0.018 0.002 .
B A
& 0. 002 0.013
; - Tableau 5
A xx 0.557 10-3
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Remarques

- On voit que l'estimation des paramétres par mairice instrumen-
tale a observations retardées donne des résuliats corrects pour les quatre
structures équivalentes identifiées., Par conire dans chaque cas l'estimation
de la matrice de covariance du bruit QK est différente (cf, remarque 1
paragraphe 1-3-4), Ceci a pour effet notamment de modifier la précision esti-

mée sur les parametres, en particulier dans la structure B,

Au seuil  x-30% (qui correspond & tu,/z = 1.04) chaque intervalle
s

associé a un parametre ‘9{6- encadre la valeur vraie 9«'3

A la structure D correspond un nombre de parameétres minimum :

¥

o~
les intervalles de confiance associés a /f-ilg et {323 encadrent la valeur 0,
) 1

et on peut a la vue des résultats de I'estimation supprimer la composante U1

dans les vecteurs_XK et -%K'

A titre de comparaison on donne, tableau 5, les résultats obtenus

par la méthode des moindres carrés (cf. paragraphe 11-3-2) pour la structure

D.

Au niveau de confiance 95% on voit que la méthode des moindres
carrés ne donne pas des résultats acceptables ; les bruits de mesure créent
une erreur correlée dans 1'équation de régression, les estimateurs au sens

des moindres carrés sont biaisés.

IX-3 - RECHERCHE DE L'ORDRE DU SYSTEME

Dans les mémes conditions que précédemment on a cherché a

identifier le systéme avec la structure incorrecte suivanie {ordre du systéme =

4)
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Tableau 6

i 7
Ig —! J»XK—B
DO Y
Le vecteurzK est formé de K-1 ’ZK de K4
4K Ik
u u
—K-IJ “K-1
Le tableau 6 donne les résultats
parametres | Oy, | A, g Ra| Biy | By EPP By
e , _ .
estimés ©,; | 1.160 | 0.544 [-0.284 | -0.356 | 0.174 | 0.324 |-0.052 | -0.430
4
Py 4l2. N o
[Z@J 0.430 | 0.810 {0.357 | 0.583 | 0.015 | 0,009 |0.068 | 0.256
L2 P i
: E LB
parametires 0(21 0(22 0\23 | @24 (321 § 99 \%23 ﬁ24
PN i
estimés 9&3 0.415 | 0.651 | -0.338 | 0.062 0.007 | 0.487 |-0.081 | -0.138
—_— Afz ;
[Z@"li 0.327 | 0.617 | 0.271 | 0.444 | 0.010 | 0.007 |0.052 | 0.195
l ——— e e - - -
/Z‘A ; 0.304 | 0.010
€ ;
. 0.010 | 0.018
] _
. -0.129 107"
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I1 faut noter ici la précision faible que 1'on obtient sur les parametres
o~
A et la perte de précision sur certains parameétres Y'_7> par rapport aux structures
précedemment identifiées,

D'autre part le calcul du rapport des déterminants

Nt
XZ (ordre 3) ~ 200

AX ZJL (ordre 4)

s . St . A - . .
indique que la matrice X7 tend & étre mal conditionnée pour un ordre supérieur

a 3.

IX-4 - CAS D'UN BRUIT DE DYNAMIQUE ET D'UN BRUIT D'OBSERVATION

Les vecteurs y_K et \EK sont constitués de variables aléatoires

gaussiennes, ind¢pendantes, de variances égales a 0, 01,

La figure 7 montre l'effet des bruits dans la dynamique et dans

1'observation.
La structure D a été choisie conformément au paragraphe IX-2,

Le tableau 7 donne les résultats obtenus par matrice insirumentale

A observations retardées.

Le tableau 8 donne les résultats obtenus par la méthode des

moindres carrés,
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\ ol A | 3 i3
parametres 11 12 13 E)11 12 13 14
vrais 0. 819 1. 046 -0.722  0.181 0.3181 0. -0. 558
estimés 5 | 0. 822 1.115 -0.780  0.179 | 0.307 | -0.002 | -0.589
/"‘l\ 1fe
Z A 0. 023 0. 459 0,321 0.016 0.015 0.019 0.208
L P
. X ol
parametres 21 29 23 3, Bzz Ry, B4
vrais 0. 1.368 -0, 449 : 0. 0,482 0. -0. 346
o~ - . o o T
estimés 5 | 0.010 1.402 | -0.483 = 0.019 | 0.482 | -0.024 | -0.368
_/Z\ M1 0. 019 0.385 | 0.270 ! 0.013| 0.013{ 0.016 | 0.174
9 | |
A % :
/2\ 0. 090 0. 053
€ 0. 053 0. 063
[ ._:. Tabl
A x 7t 401 10°° Lableau 7

(Matrice instrumentale)
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{(Moindres carrés)

parameétres 0(11 0{12 dlS \311 \?)12 '[31? Bl4
vrais 0. 819 1.046 ~0.722 0.181 ! 0.318 0. -0. 558
estimés ‘945 0.783 ~0.020 0. 034 0.166 | 0.327 0.028 | -0.061
P Al
[ ZA ] 0.013 0.034 | 0,024 0.010 | 0.009 0.012 0.018
0.
- Ao
& o3 cA
parametres 21 O(22 23 le Bzz 3, B24
vrais 0, 1.368 | -0.449 0. 0,482 0. -0.346
e .
estimés @3& 0. 026 0.515 |0.125 0.014 | 0.495 |-.0.024 0. 034
[/Z\ Ta 0.012 0.032 {0,022 0.010 | 0.008 0.011 0.017
u 0% |ic R -
o 0. 040 0. 016
z_’g‘ 0.016 0.035
S — Tableau 8
A\ xxt 0. 146 10~
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Dans le premier cas (matrice instrumentale) on voit, en comparant ces résultats
avec ceux du tableau 4, que le bruit de dynamique affecte surtout la précision des

parametres estimés,

Dans le second cas (moindres carrés) on se rend comptie encore une fois que la

plupart des parametires sont biaisés.

Il convient de noter ici que la méthode des moindres carrés appliquée

dans de telles conditions accorde une grande confiance a des résultats faux,

IX-5 - TEST SUR LA PREDICTION

On se place dans des conditions analogues a celles du paragraphe

précédent,

On procede 4 une estimation de parametres sur la base de la struc-

. L, . 1 A
ture D mais on a supprimé la variable u dans les vecteurs X_ et Z

K-1 K =K
A 1'itération 200 de la simulation du systéme on effectue une variation

. 1 X R : .
de parametres relatifs a 1'état x et le modéle du systéme continu devient :

-2 0 0 3 0
ax 0 -1 o x + |o 1
dt - = u
0 0 -3 0 2
(IX-4)
1 0 1
¥= X
0 1 1
Le modele discret s'éerit alors
0.670 0 0 0. 495 0
r .
X, =10 0.819 0 B, 0 0.181 | w.
0 0 0, 549 0 0.301
(IX-5) < — = - e
y 1 0 1
i K= 0 1 1 K
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La figure 8 montre 1'évolution des entrées, de 1'état et des sorties

du systéme depuis 1l'itération 150 jusqu'a l'itération 250 de la simulation,

L'itération 200 est repérée par une fléche sur les courbes le et
1

A partir de 1'échantillon 100 et jusqu'a 1'échantillon 300 inclus on
calcule la prédiction et son intervalle de confiance comme il a été exposeé au

chapitre VI (2éme partie),

Dans le tableau 9 on donne, pour différentes valeurs du niveau de
confiance, les numéros des échantillons pour lesquels la prédiction n'a pas été

validée pour au moins une sortie du systéme.

Tableau 9

soriie pour laguelle la
Seuil Z 4 N° de 1'échantillon prédiction était incor -
recte
5% 1. 960 _
10% 1.645 234 X
20% 1.282 7 152 _ ) X
155 X
188 X
191 x X
196 X
198 X
211 X _ -
228 X
230 x
931 - S X X
T 234 ' e x X
293 b'd X
294 X
296 X
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Les figures 9 et 10 montrent respectivement pour les sorties 1 et 2,
1'évolution de la prédiction (0), centre de 1'intervalle de confiance au seuil 20%

(repéré par un trait continu), et 1'évolution de la sortie observée (%),

Les échantillons pour lesquels la sortie observée est en dehors de

l'intervalle de confiance (irait discontinu), sont repérés au bas des courbes,

La fléche indique 1'itération 200,

Résultats :

Au seuil 5%, le modéle n'est Jamais rejeié

Au seuil 10%, le modeéle est rejeté une fois a raison, 34 échantillons apreés la
variation de parametres

Au seuil 20%, le modele est rejeté 6 fois a tort et 9 fois i raison, dont la premiére

fois 11 échantillons apres la variation de parameétres.

Remarque 1
Ces résultats sont en partie faussés du fait que les sous-programmes
générant des variables aléatoires gaussiennes donnent, souvent en séquence, des

réalisations de ces variables qui ont une probabilité théorique d'apparition faible.

Remarque 2

Comme résultat positif on peut retenir que c'est la prédiction de la

sortie yl, apres l'itération 200, qui est le plus souvent incorrecte au seuil 20%.
En effet, d'apres la structure D du modele, choisie a priori, ¢'est la prédiction

1
y K+1 qui dépend fonctionnellement de la sortie Y  par laquelle 1'état le est

observé.

Remarque 3

On s'est volontairement placé pour cette expérimentation dans des
conditions peu favorables : 1'horizon d'étude est au plus de 200 échantillons pour
estimer les parametres du premier modele et de ce fait 1'intervalle de confiance

associé aux estimateurs est assez large,
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Conclusion

Certe expérimeniation a ¢1é réalisée dans le but de meiire en évi-
dence les problémes posés par la validation du modele, abordée par 1'étude de

la prédiction,

Dans l'exemple présenté ici le bruir résiduel est corrélé et les ni-
veaux théorigues de confiance ne sont pas a‘teints, De ce fait le risque de pre.-
miere espece {regerer le modele 4 tort) n'est pas exaciement celu fixé a 1'avan.

ce,

Un compromis doit &tre établ: entre la rapidité de détection d'un

modele incorrect et le risque de premiére espece,

Cependant cerie approche semble mtéressanie, parce que d'une mise
en oeuvre simple  le procédé serar’ plus rigoureux si on pouva't connafire une

relation entre les niveaux de confiance et 1'ordre de corrélaiion du bruit résiduel

o

X - APPLICATION A LIIDENTIFICATION D'UN_PROCESSUS INDUSTRIEL [ X -1

Lorsque 1'on rraij‘e des données (observaiions enirée-sortie) issues
d'un processus réel. on se heurve aplusieurs difticultés qui feront le principal

objer de ce chapiire et du suivanry,

Chaque applicarion est en fait un probléme bien pariiculier e né-
cessite au préalable, une éiude expérimeniale hors ligne afin de définiy le mi-
numum de connaissance a prior: nécessare a la mise en neuvre d'une méthode

telle que la méthode de la marrice ‘nstrumentale a observations rerardées,

On n'abordera pas le¢ probléme du choix de la période d’échantil-
lonnage avec laquelle les observations doivent éire relevées. puisque le tra-
vail présenté ic1 consiste & iratter hors ligne. par des méthodes applicables

en temps reéel. un enregistrement donné,

Le processus indusiriel éudié est un pro cessus de conditionne -

meni thermique de verre en écnulement.,
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Ce processus peut se schématiser comme indiqué figure 11,

Chmu‘\?aﬁe vemtilation
u u?
‘ Zome &
; >
‘temr’oeratlurea studien Température
dlemtrée U de Sortie \J

Figure 11

X-1 - TRAITEMENT DU ler ENREGISTREMENT

Cette premieére acquisition de données a été effectuée a une cadence

d'échantillonnage T = 300s.

Cet enregistrement représente une durée de fonctionnement de

10 H 45 mn, ce qui correspond & un horizon d'étude trés court puisque de 129

échantillons seulement.

Laa figure 12 donne 1'évolution au cours de ce temps des variables

définies figurell suivant la numérotation des courbes repéree dans le tableau
10.

n°® courbe variable
I B I
IR T R
3 U—3
4 y

Tableau 10

Le processus, en cours de fonctionnement normal, (le point de fonc-
tionnement correspond ici & une température y voisine de 1160°C), a été 16 ge-

rement perturbé par deux échelons appliqués sur I'entrée-chauffage, les auires

entrées étant maintenues sensiblement constantes.
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Afin de montrer l'amplitude des variations, on donne, dans le

tableau 11, les minima et les maxima des différentes variables .

Minima Maxima
ul 5.536 m° /h 12,527 m°/h
u? 369 m°/h 427 m° /h
W | 11930 1197°C
y 1152°C 1169°C
Tableau 11

X-1-1 - Cas d'observations & moyenne statistique non nulle

Lie premier probléme rencontré est lié a 1'existence d'une compo-
sante continue importante dans toutes les observations., Ceci entrafne des dif-
ficultés de calcul numérique et masque le régime transitoire qui en fait contient

toute l'information utile.
Pour contourner cette difficulté plusieurs solutions sont possibles -

- On peuti filtrer les observations numériquement a 1'aide d'un filtre
passe haut mais ceci peut avoir un effet néfaste dilau bruit, et demande une cer-
taine connaissance a priori sur le processus et les perturbations auxquelles il

est soumis,

- On peui, comme indiqué dans [XZ] . estimer de fagon récurren-
te la composante continue qui est contenue dans chaque mesure d'une sortie
et rectifier les nouvelles observations en conséquence : malheureusement cette
procédure pose des problemes de convergence dans le cadre des méthodes qui
sont proposées ici : les premiers échantillons qui servent & obtenir une estima-
tion de ces composantes continues, doivent étre écartés ensuite de I'horizon
d'étude si 1l'on veut obtenir une meilleure précision sur les parametres pour

un horizon fini.
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- On utilisera plutdt la propriété de linéarité du modele :

Soit un processus a une sortie et deux entrées, du ler ordre dont

le modele discret est :

™

™M A 2,vn
\jK-t-/\:OL\j\,q _\_(54\/\‘& ”\Fise_u"\ﬂ “'K

l'indice supérieur m indique qu'il s'agit de valeurs mesurées,

On peut écrire,d'apreés le principe de superposition :
N N ~ N

o = YT

Kz0
ou encore
N 54 4 LY Y AN
Zy =x4.2 ABA W
KA -

ﬁ:_ Kzo

on pose

.+_\_
[\/R
g

?

Id

— _ N
Y=4 ‘j Wed = u™
Ned K20 JK Net k=0 K ’

On fait l'approximation guivante valable pour N grand :

= 1\4 Z %‘A»}A

MM K=o \5"\

Et/puisque . .
_ A A
Yz AY + pAA + B, W 4 ¥
11 suffit alors de soustraire ces quantités aux observations pour
annuler la composante continue. En procédant ainsi on se rameéne au cas d'un

bruit & moyenne nulle,

Dans une application en temps réel on ne connaft pas i 1'avance les
moyennes statistiques des observations. Cependant et afin de mieux condition-
ner les matrices XZJC ou XXJE qui doivent étre inversées, on peut, connaissant
les amplitudes maximales autorisées sur les entrées et les sorties, prendre

- =1 =2 s
pour valeurs de y, u et u les valeurs médianes.

On se place ainsi dans le cas d'un bruit & moyenne non nulle et le
modele proposé au paragraphe II-7 {1ére partie) doit étre impérativement
utilisé,

Remarque : Si on veut diminuer les intercorrélations des différents parametres
o

avec le parameétre ¥ il faut alors que les variables Py‘)ﬁl et u2 s'identifient
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aux moyennes statistiques des observations,

Afin de metire en évidence ce probléme dli aux cbservations & moyen-
ne non nulle, on a procédé a une estimation multivariable de parametres (métho-
de des moindres carrés) avec comme valeurs initialement choisies :

El

3 =o. =9.03L : T° =398, - T° - 1195,

et on a cherché a estimer les paramétres du modele suivant :

4

\jKtJ\: Ok\j\r\ T Py W

Les résuliats obtenus a 1'itération 129 sont donnés dans le tableau 12,

2 2 .
W o, W By B &

X B /B\L /(::5:‘ £

parametres estimes 0.892 | 0.381 0.012 | 0,045 | 124.875

u Al

|§§t} 0.017 | 0.044 0.005 | 0.080 | 198.735
—di4

/A"t

Sg 0.371

Tableau 12

-1
L.e test sur l'inverse (XX') a donné comme écart le plus grand
0.125.

A partir de ces résultats on calcule :
—_ -~
v= 6/, -% ) - 1154.600

valeur que 1'on soustrait aux observations Y pour procéder & une nouvelle

estimation dont les résultats sont donnés dans le iableau 13.
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Param@tres estimés 0. 892 0.381 0.012 0.045 0.185

0. 042 0. 004 0,076 0.109

Praaiing N
[Zé‘t:, 0.016

AA

Ggf 0.333

Tabhleau 13

Le test sur l'inverse a donné comme écart le plus grand une valeur
de l'ordre de 3. 10°°,
Enfin une nouvelle itération pour laquelle y= J/(1--5*:‘) =1156.308

o~ -
a donné des résultats équivalents, seul & ( ~, 10 7) differe,

-~

Les résultats obtenus par matrice a observations retardées sont don-

nés dans le tableau 14,

N B B = 22
Parameétres estimés 0. 889 0.387 0.012 0.052 10-6
—
Z.‘At] 0.017 0. 042 0.004 0.077 0.091
6]
’6—}2 0.333
|

X-1-2 - Etude de 1'influence de la température d'entrée et de la venti-

lation dans la modélisation : comparaison avec un modeéle

simplifié

On procéde a une estimation, au sens des moindres carrés, des para-

metres du modeéle simplifié :

jK44 = d\ L\SK + r%/l uqv\ + CEK
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Le tableau 15 donne les résultats obtenus

X 33
parameétres estimés 0. 889 0,394
P i
Zﬁt ,- 0.015 0.043
L T lAd
6?? 0. 349
L.
Tableau 15

Les tableaux 16 et 16" donnent respectivement les résuliats obtenus
par matrice instrumentale et ceux obtenus par filtrage non linéaire, avec modéle

continu et observations discreétes, appliqué a l'estimation des parameétres [anil

TR 5 =R
parameéires estimés {0,886 0.393 0. 832 0.472
~ . 2 ; . TTTT
. I
[ @{' - 0.015 ; 0. 043 0.019 0. 030
— AL H i o
g | 0.349 |
e . |
Tableau 16 Tableau 16’

Compte tenu de la précision obtenue sur les parameétres estimés,

les résultats des méthodes linéaires sont équivalents.

On applique le test du rapport des variances introduit au paragraphe

II1-2-3, aux résultats donnés par les deux modélisations.

Pour cela on calcule la variable :

5 X
Fo429 u| %8 — Wf | 3,

2 & —
"3
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N
2
ou C‘a—g est l'estimateur de la variance du brut résiduel sous 1thypotheése
p A
HO M 9: [[—54]
N
et ol n est l'estimateur de la variance du bruit résiduel sous I'hypothése
oA
™
H, : D=|n,
3
Lies tables donnent .
Fe (2, 125) = 3, 07
dg= 5
Fe (2,125) = 4,78
Ay =1
Conclusion :

Au seuil &= 1% on ne rejette pas 1'hypothése {3g= Py= 0.
par contre au seuil o= 5% on est a la limite du domaine critique de rejet

de HO et l'on ne peut en fait se prononcer,

Remargq_e_ :

sous l'hypotheése H0 on peut s'attendre a ce que les parameéires
N et Tg)" ne soient pas biaisés de fagcon importante car, (cf. 2&me partie,
paragraphe III-1), d'une part les parameétres ﬁz et T‘?;; ont des valeurs faibles,
d'autre part les variations de débit de ventilation, considérés comme des per-

turbations, peuvent étre assimilables 4 un bruit blanc.

L'estimation de la matrice de covariance des parameétres est,

sous l'hypothese H1 :

0260107 L0.49310% 0 122107%  -0.538 100

/g?r B 0.176 1077 -0.568 107° 0.546 107
B 0.199 10°% 0. 168 1074
0.58210-%
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~~
On vérifie en effet que le parameéires 3, est peu corrélé avec les

autres parameéires,

X-1-3 - Etude du bruitf résiduel

Afin d'approfondir 1'éiude des deux modéles obtenus par la méthode
des moindres carrés, on estime les fonctions dfautecorrélation des bruits rési-

S
duels §IK ct clEHK qul sont les écarts entre la sortie observée et la prédic-
“4

Ho

tion,lorsque le modéle est recalé sur les cbservations précédenties de la sortie,
Les fonctions d'autocorrélation soni tracées figure 13,

L'allure des deux courbes est semblable. Cependant on peut remar-
quer que pour les premiéres valeurs de & ( & - 0, 1, 2) l'autocorrélation est

moins importanie lorsque 1'hypoihése H1 est prise en cousidérafion,

X-1-4 - Biude du modéle sans recalage

On a simulé le processus sur la base des deux modeles obienus

. . 1 2
en prenant comme entrées les observations u K’ u Ke u K
registrement. On compare les sorties des deux modeles avec la soriie obser-

figurant dans l'en-

vée figure 14,

On remarque que le modeéle multivariable (X) répond mieux a

1'échelon positif et a 1'échelon négatif que le modéle monovariable (+).

L.'écart par rapport & la sortie observée pour l'abscisse 5 heures
s'explique par le fait que 1'entrée u  a sensiblement varié a ce moment ; il
semble que 1'effet de ces variations soit masqué par la forie quantification

jouant le rdéle de bruit de mesure sur la sortie observée,

X-1-5 - Conclusion sur cetie étude

Bien que l'acquisition de données aii éié faite dans des conditions

peu favorables & l'estimation des parametres d'un modéle a plusieurs enfrees,

il apparaft néanmoins que ce type de modéle peut &tre d'une grande utilité

a
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en effet on peut faire une bonne prédiction de la sortie en tenant compte des
différentes variables d'entrée et sans recaler le modeéle sur les observations
précédentes de la sortie ; ainsi la sortie du modele est assimilable a la sortie
reelle du processus, sortie qui n'est pas parfaitement observable, Ce type de
modele multivariable peut étre utilisé lorsqu'il y a des problémes de sécurité
qui se posent ou lorsqu'il s'agit de résoudre un probléme de commande pré-

dictive pour une régulation par calculateur,

X-2 - TRAITEMENT DU SECOND ENREGISTREMENT

Il s'agit du méme processus mais les conditions de fonctionnement
ne sont pas tout a fait identiques. Cet enregistrement ne permet d'estimer cor-
rectement que les parameétres d'un modele monovariable du premier ordre, Ce-
pendant les résultats de cette identification sont présentés ici car ils font net-
tement apparaftre les avantages de la méthode de la matrice instrumentale 3

observations retardées.

X-2-1 - Caractéristiques de l'enregistrement

On peut le diviser en trois séries de 310 échantillons chacun ; en
effet les variations de débit de chauffage ont été effectuées sous forme de sé-
quence binaire pseudo aléatoire de période égale a 310 fois la période d'échan-

tillonnage qui est de 1 minute,

La température de sortie n'est pas relevée exactement au méme

point que dans le premier enregistrement,

Afin de donner 1'amplitude des variations on dresse le tableau 17,
Les observations entrée-sortie sont repérées figure 15 pour 100 échantillons

environ.
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|

Observation de Minima Maxima i
DC ‘

y L1117, 143 1126. 386 i

| , i

| : |

L3 /h 16. 166 17. 543 ;

PSS R

Tableau 17

On voit que les variaiions sont d'amplitude plus faible que lors de la

premiére acquisition de données,

Le bruit de mesure est dii d'une part 4 la précision limitée du capteur
de température d'autre pari a une quantificarion des valeurs enregistrées de 1g

sortie qui apparait clairement sur la gure 15,

On cherche a estimer les paramerres d'un modeéle du ler ordre :

ym« :O(.\“(K - r-s_‘vLK 4+ éK

X-2-2 - Estimation des parameéires par la méthode des moindres

carreés

Le fait d'identifier le processus en trois périodes séparées permet

de vérifier a posteriori l'hypotheése de stationnarité.

Le tableau 18 donne les résultats,
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L T ]
N° des échantillons I i\ 4y -|[ /B\ Afy, A 6 ! 6\2
| XX | G2
pris en compte Pz [Z @“lﬁ i z [Z@;-Lz | €
. 9 | D |
: i
: |
Je1, 331] 0-965 1 018 b  0.088
£ 0,011 I %0.039 : |
1331, 64]) 0.964 0220 g, ~ 0.100
t 0.011 0,041 | ‘
R __ . ]
J641, 951 co e 018 e 0.106
! . 0.020 . £0.044
.- j , f
— \ S
é ; !
~J21, 951 I A R YT ~ 0.098
; f + 0.007 - 0,024 !
L ] | | f 5

Tableau 18

On remarque que les estimateurs déterminés a 1'aide des échantillons

de la 3éme série sont assez différents des autres valeurs trouvées.

X -2 3 - BEstimation des paramétres par matrice instrumentale

Les résultats sont repérés dans le tableau 19.
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% * B
N° des échantillons o~ Afo 1 s " A P
| X t 6"&
pris en compte F * Z ’Q‘"]M p {Zﬁf‘] 20 z €
a1, 331 0.975 0.188 0,442 0. 089
+0.011 +0. 039 ‘
|
331, 641 0.978 0.200 0.588 0. 101
+0.011 +0. 042 ;
To41, 951 0,974 0.161 {0,140 0.109
0. 022 +0. 045 :
TJe1, 951] 0.971 0. 186 0,437 0.099
- +0. 007 - +0,024 | !
_ ] S i N
T'ableau 19

A titre de comparaison on donne, tableau 20, les résultats obtenus

par une méthode de filtrage non lin€aire déja citée au paragm phe X..1-2,

| = | A
N°® des échantillons ‘ A ! o~ = Al
pris en compte i + LZ@J : :t[ Z@J
I [ = ‘ . 22 !
i_" P L Dee e e u,,f PO ___r_ !
| - | |
| ]21, 331] | 0.976 0.163
| C +0.010 t+ 0.022
1 . -
1331, 84] : 0.978 0.152
* (.010 +0.023
]641, 951] 0.968 0.148
+0.013 + 0.023
_ ! |
; 21, 951] 0.980 0.169 '
! %.0.010 * 0,016 |
|

la;_bleau 20
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X-2-4 - Comparaison des résultats

Il semble que la méthode des moindres carrées donne des estima-
teurs biaisés au moins pour la 3&¢me série. En effet, 1'intervalle de confiance

3 95% (t,, ~ 1.960) sur A donne O\ = 0,923 + 0, 039

L'intervalle de méme niveau de confiance calculé pour les estima-

teurs des 2 autres méthodes donne respectivement :

A
d —

0.974 £ 0. 043
0.968 = 0, 025

Les trois intervalles se recoupent,mais le troisiéme ne comprend

pas la valeur de l'estimateur au sens des moindres carrés.

On peut penser, a ce niveau de confiance, que cet estimateur est
biaisé ; ce biais esi di au bruit de mesure : en effet la quantification constante
des valeurs observées de Yy @ une importance relative plus importante dans la

troisiéme série du fait d'une diminution en valeur movenne de la température.
Y

Les minima et maxima des observations y_ et u_ sont repérés

K
tableau 21
N° des , m3/h , c
: : K K
échantillons . .
Min. Max Min Max

Jo1, 331 16.256 | 17.501 1118, 823 1126. 386

1331, 641 16.166 | 17. 543 1117. 143 1123. 025

le41, 951 16.290 | 17.449 1117.983 1122, 185
L | S . b _

Tableau 2"1
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X-2-5 - BEtude du bruit résidyel

On a tracé figure 16 la fonction d'autocorrélation du bruit résiduel

pour la 3&éme série et pour les deux modéles obtenus par les méthodes linéaires,
Les deux courbes sont semblables.

On a tracé sur le graphique le seuil d'acceptation au niveau 5%
(cf. chapitre VII) : on voit que dans les deux cas le bruit résiduel est corrélé
d'ordre 1, ce qui confirme 1'hypothése d'un bruit de me sure non négligeable

affectant la sortie yK.

La figure 17 représente les fonctions d'autocorrélaiion du bruit
résiduel (pour la méme série d'¢chantillons), lorsque les deux modéles ne sont

pas recalés sur les observations précédentes.

La fonction d'autocorrélation du bruit résiduel du modeéle obtenu

par matrice instrumentale a une amplitude plus faible,

Le bruit résiduel, qui est une estimation du bruit de mesure si le

modele estcorrect, ne peut pas €ire considéré ici comme un bruit blanc.

Enfin la figure 18 représente la sortie des deux modeéles non reca-

lés, et la sortie observée (+).

Le modéle obtenu par matrice instrumentale (0) se comporte mieux

que le modele obtenu par les moindres carrés (X).






du processus

Ventrée et de la sortie
(second enregistrement)

de

observations

t

MM M ne et e

x-xuunn-unxnnxn:nnnx-xuunxu

LR N & 8

LE K & & 8

LR S & 8

LEL RS 8 & 8 F § ¥ X R g EvEvye I

L]

LLE T E F

MW

E3

LEE LR s T e

"

o

.

=

ve
300
fvs

v

tes
[ I1Y
(103
"%
€4
”"e
1179
s
LI
[11)
| 113
ocs
(1)
e
ite
”e
$Zs
(11
26
26
126
oze
s
e

T i1e

r"ns
1383
414
£ls
i1
11s
ols
604
2048
108
04
08
“04é
s
[44]
106
008
L 11
[13 ]
Lee@
968
A1)
(1)
e

160

osn
[11]
tee

e
(11]
vy
g
141
1ee
oes
610
”7e
Ly
*"He
[ 71 |
g
(13 ]
ILe
tLe
ocLe
(34
"
irn
*”"s
134

Pl'gure 15






121

91 2unSyy

T e

.....
|

00

S S S

v







Q3 ]

024

0.4

Figure 11

123

autocorrelation du bruit residuel

modeles sans recalage

¢ moindres carres

x Mmalrice instrumentale

o ¥ =

+

! T

l-—l.-nﬁ-li-i-—nt-.-_".qHM—&M“I—"H.—Q“M“Hl-l'-'—'"'-ll—uh.—l“hﬂq"“unuﬂl—.—nﬂﬂHH.-."HM""H""l-l>
+






LR R 2R 2 L AL LI K K 20 R IR 2 N 3

00”0000 »

o

(®1ojuswnayysuy ow) Ijspow apaos

-]

B w._:_..md

{$9240> $3Jpulow ) s)apow ¥jdog ™

23449590 aydos *

(-]
°
t .
*e+ e ‘““““”“"”m!"."'
K B 3 ©
= o
co
o
° o%°
o o®
°®
°
° oao
o

AL R N *

0‘0‘0“00

L2 2

o
,00°M¢00’Q.

+*






127

X[ - IDENTIFICATION DES COMPOSANTES DU TENSEUR D'INERTIE D'UN
SATELIITE

XI-1 - BUT DE L'IDENTIFICATION

Il s'agit d'identifier les composantes du tenseur d'inertie d'une ma-
quette de satellite non équilibrée, défini suivant des axes géométriques précis,
afin de diagonaliser ce tenseur, Cet equilibrage doit se faire auy moyen de mas-
ses dont la valeur et 'emplacemeni sont calculés a partir des résultats des

estimations des différentes composantes [)&1—1]

XI-2 - LE MODELE MATHEMATIQUE DU MOUVEMENT

Un senseur solaire délivre deux signaux analogiques, notés GOy =
qui sont deux cosinus directeurs de la direction de reférence par rapport au

triédre lié aux axes géométriques de la magquette,

Le satellite tourne a une vitesse constante autour de son axe de
plus grande inertie : une impulsion lui donne un mouvement oscillatoire ires
peu amorti (mouvement de Poinsot) auiour de la direction de référence, les

couples exiérieurs étant négligeables,

L'équation du mouvement peut alors s'écrire,en négligeant les

termes du second ordre (pour de faibles amplitudes du mouvement) :

~ ~ ~F —~
g - ..da% +a:‘2.%?_+0b.d.+0«.|3 + O
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Ce modéle est linéaire et les méthodes présentées dans ce travail

peuvent &tre mises en oceuvre.

XI-3 - OBTENTION D'UNE RELATION CONTINUE EQUIVALENTE

~ ~
On dispose de deux enregistrements des signaux & et B, échan-

tillonnés avec une période T = 200 ms,

Le ler correspond au cas du satellite déja équilibré par une métho-

de plus classique, le tenseur d'inertie est alors supposé éire diagonal,

Le second correspond au cas du satellite volontairement déséquili-

bré par des masses connues placées a des endroits précis sur la maquette,

K= 2
100 points de ces deux enregistrements sont représentés respectivement

o~ ~ K=A400
Dans les deux cas on dispose de relevés { d‘K , Py }

figure 19 et figure 20 (1 volt = cos directeur d'un angle de - 12°),

Puisque les dérivées premic¢res et secondes ne sont pas directe
ment observables,on transforme la relation (XI-1) en une relation équivalente
o~
en filtrant les observations o, et ¥, al'aide d'un filire linéaire de fonction
de transfert: S_ A4
R™ P

On programme le filtre sous forme d'équations d'état :

(cf. paragraphe I-4),

o 1 0 0
dx
= - +
% 0o 1 x 0 R
(X1-2) -1 -3 -3 1
S = 10 o] x
d'ou :
AT -1 [ ~ AT ]
Xy m € xeraT | €70 -] B Ry
(XI-3)
ok TH . xg
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avec
0 1 0 0
A= 0 0 1 B= |0 H = [1 0o of
-1 -3 -3 1
et’ U =0,2s
L'entré du filire sera successivement
r~ et
RK K ei on obtient SK K
o4 = F
t = 1 f = %
e RK R g €t on obiient SK ‘ K

A chaque itération on dispose d'une information sur les quantités ;
- . —
~ Vad
() (%
K B
~e ~SF
Eey . B
£ /k

(5,

qui sont 1'état du filtre a 1'instant K,

De ce fait les paramétres a,j sont directement identifiables puisque
1

les variables figurant dans la nouvelle relation (X1-4)} sont direciement et parfai-

tement observableg

& _ o d
- 4

e ca L e e

A dt A2 Ak A3
(XI-4)

%1:2 = & . 4 o 8B L a Y T A, EY Y
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Les expressions des vecteurs AK" éK et Ya1 sont alors :

() (49).,
[45). £,
X = | (&), z, = (&),
(%) ().,
1. i 1. i
@)
o

XI-4 - OBTENTION D'UN MODELE CONTINU APPROCHE A PARTIR D'UN

MODELE DISCRET

Une autre approche consiste a estimer les paramétres du modéle

discret :
ot
A, =) X et 7 * 3
K+2 44" e ¥ s ‘SKM + 43'&‘& x Aq'BK Bl i/ls

o —~ P S
Bk+2 :jﬂ".d\\ﬂ-r'\ N ;(?-2-‘ (?)K—r’l +’£?—3pg\ﬂ i ‘g"-h'ﬁﬂ + ‘gzs

(XI-5)

Le passage au modéle continu se fait en écrivant successivement :
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1 ~
R
2 o5
o BK+1
3 _ ~
K O{K
4 _ Pl
* Kk BK
Soit :
= = 1
by B fig Iy rf15
N ) R S SO S V) o . fos .
_— + - ) - .
K+l 1 0 0 0 K 0
0 1 0 0 0
» | n N
0 0 1 0
g = X
K 0 0 0 1 K

qui est une forme standard du type ;

k]

{ k+1 U X K
Yy T H 2y
Pour obtenir une représentation discrete correspondant au modele continu

donné par les équations physiques, on effectue la transformation linéaire

suivante :
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avec
ST
o Lo L
G -
] 0 1 0
_O 0 0 1 |

* * ¥ *
= +
Eap T X TG
- o *
Ix B xg
N * -4
ol F = SFY
c¥ = sa
HY= HZ' . H
contiinu :
dx
—_— - + =
Ep Ax Bu (u 1)
y=Hx
aveoe
411 412 413 414
a a a d,
21 22 3 24
A - 2
1 0 0 0
0 1 0 0
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et

Pour calculer les parameétres a,j 4 partir des parametres fij on peut
1

. . . * AT
faire l'approximation F=€ "~ 4 1+ AT

*
. FT-14
Soit A # T
*
B # ¢
T
Remarque :

Les approximations qui sont faites au cours de cette procédure ne per-
mettent pas de déduire la précision obtenue sur les parametres aij a partir de

celle obtenue sur les parametres fij“
XI-5 - RESUL.TATS

A titre de comparaison on donnera les résultats obtenus par la mé-
thode de filtrage linéaire de Kalman-Bucy,lorsque les observations sont aussi
préalablement filtrées comme indiqué précédemment, ceci toujours dans le but
de rendre 1'état du systéme directement observable.

Cette méthode a été mise en oeuvre au LAAS, ainsi que celle de fil-

trage non linéaire, par G. ALENGRIN {X-3] .

Il faut noter que ces deux méthodes permettent d'utiliser la propriété

du systéme suivante :

11 7 " %99

a = a = ~-Tro, a

14 23 11

ol ro est la vitesse de spin supposée constante et mesurée en cours d'enregistre -

ment (ro # 1.1lrd/s).
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De ce fait les équations du mouvement s'écrivent sous la forme

suivante en posant :

~
_dd _,d ¥
X,I = W ....... X,l— (T
_dB . (d’éfl*
Xy FYRREERERET P} at
~ F
X3= e X3= (g )K
r\J
_ _ =k
X’*" B ...... Xl'\ ( )K
XS:all ...... X = all
Xg T a.12 ...... Xe = a12
X,11 = 813 ...... Xg = 313
X8=8.15 ...... st '15
Xa = 321 ...... X?’: 8.21
X40=324 ...... X40=a24
44 " B95 oo *ar " %25
filtrage filtrage
non linéaire linéaire
dx
1 =X X, +x X, +x
dt 5 1 6 2 7
dx2

d:n:3 o
dt .
dx: :

11 _ 0

dans le cas d'un filtrage préalable

dans le cas d'un filtrage préalable

dans le cas d'un filtrage préalable

dans le cas d'un filtrage préalable
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Il y a 7 parameétres a estimer : les x pour i = 5, 11.

s ..y

Alors qu'a partir des relations (XI-4) ou (XI-5) et compte tenu de

I'algorithme proposé ici, il y a 10 parameétres 3 estimer simultanément,

Satellite équilibré :

On donne tableau 22 les valeurs des parametres estimés et leurs

écarts-types pour les différentes méthodes mises en oeuvre,

Filtrage linéaire Matrice instru- Matrice instru- Matrice instru-
(Kalman-Bucy) mentale + filtre mentale + filtre mentale, Mod¢le
i A A28 di t
+ filtre TE?W s 22, iscre
0.003 0. 007 0. 351
an +0.01 +0. 001 +0. 006 -0.065
0.614 0.633 0.502
312 + 0.025 +0. 001 +0. 006 0.632
N - 0.549 -0.553 70, 443 0. 564
13 + 0,017 <10- : +0. 005
0. 002 -0, 011
%14 T2y <10-3 +0. 005 -0. 006
1.113 0.964 0. 690
a5 0. 300 +0. 012 +0. 172 0.906
=0, 646 0. 644 20,510
%21 +0. 026 <1073 £0. 006 -0.638
) 0.016 -0.336
822 21 <10-3 0. 006 -0.038
20,011 76,019
293 %14 <10-3 +0. 005 0. 002
20, 554 70,553 20,437
304 +0. 014 <10-3 +0. 005 -0. 556
0.327 0.389 0. 332
495 +0.300 +0, 008 +0. 173 0. 406

Tableau 22




Satellite non équilibré :
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I.es résultats sont repérés tableau 23,

Filtrage linéaire

Filtrage non

Matrice instru-

Matrice instru-

+ filtre -4 . linéaire mentale + filtre mentale, Modale
(p4) A discret
(peAY
- 0.010 0. 009 0. 003 0. 056
11 +0. 010 <10-3 +0. 002 TYe

0. 631 0.676 0. 640

312 +0, 032 ~10-3 +0. 002 0.624

i

-0, 522 -0, 538 -0, 519

213 +0. 020 ~10-3 +0. 001 -0.536
0. 015

314 -rO all —I‘O all i’O. 001 -0. 030
7.302 7.732 7,522

815 +0. 480 +0. 01 +0. 043 8.157
~0. 650 ~0.636 0. 653

421 10, 032 ~ 10-3 +0. 001 -0.679
0. 008

222 e T8 £0. 001 -0. 036
0. 020

223 214 314 +0. 001 -0. 022
0. 524 -0.521 0. 526

224 +0. 020 ~ 10-3 +0. 001 -0.508
12. 350 12,325 12. 571

a .
25 +0. 580 +0. 01 +0. 022 12.230

Tableau 23
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XI-6 - ANALYSE DES RESULTATS, CONCT.USION

La faible précision donnée par le filtrage linéaire s'explique par le
fait que la matrice de covariance du bruit de mesure, qui est une connaissance
a priori nécessaire 3 la mise en ceuvre de la méthode, comportait des termes

diagonaux assez grands,

La matrice instrumentale 4 observations retardées donne des résul-
tals comparables au moins pour les parametres qui ont une valeur importante,
La précision limitée des données, le nombre de parametres important ne per-

mettent pas de mieux estimer ceux qui ont une faible valeur.

Le probleme du choix du filtre auxiliaire est mis en évidence par les

résultats du tableau 22,

La relation (XI-1) est une modélisation approchée du processus ; elle
€st notamment obienue en linéarisant les équations du mouvement. De ce fait

on doit tenir compte d'un bruit de dynamique assez important.

Ceci est confirmé par 1'estimation de sa matrice de covariance lors
de la mise en oeuvre de la méthode de la matrice instrumentale, pour estimer

les parametres du modeéle discret,

Le filtrage non linéaire serait la méthode d'estimation la mieux
adaptée a ce probléme particulier, en tenant compte dfun modéle plus complet ;
cependant une initialisation de 1'algorithme a 1'aide des résultats obtenus par

des méthodes linéaires devrait assurer une meilleure convergence du filtre,
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Un algorithme simple est proposé pour estimer sans biais les pa-
rametres d'un systéme linéaire multidimensionnel, quelles que soient les carac-
téristiques statistiques des perturbations qui agissent aussi bien sur la dynami -
que du systéme, que sur l'observation des sorties, Cet algorithme permet de
calculer les estimateurs des parametres et de leur précision a chaque nouvelle

observation entrée-sortie ; sa mise en oeuvre en ligne est possible.

Le probléme du choix de la structure du modele lin¢aire n'est pas
résolu, mais une étude de 1la précision obtenue sur les estimateurs permet de
déterminer au moins 1'ordre du systéme : c'est le minimum de connaissance

a priori qu'il faut avoir du processus a identifier pour obtenir une estimaiion

sans biais.

Lorsque 1'on veut aborder ensuite le probléme de la validation du
modele, on s'apercoit trés vite de la nécessité de faire des hypothéses assez
restrictives sur la nature de la distribution et les propriéiés probabilistes des

perturbations, si 1'on veut appliquer a cet effet des principes de déduction sta-

tistique déja connus.

Ces hypotheéses ne sont pas rigoureusemeni vérifiées en pratique ;
une €tude théorique plus approfondie et deg applications a des cas réels de-
vralent définir de fagon plus précise les niveaux de confiance que 1'on peut

prétendre atteindre,

Des applications hors ligne ont donné des résultats comparables
a ceux obtenus par d'autres méthodes pour lesquelles la connaissance du pro-
cessus nécessaire a priori est plus importante, Cependant l'avantage d'une mé-
thode telle que le filtrage non linéaire, par rapport & une méthode linéaire sem-
blable & celle qui est proposée ici, est la possibilité d'estimer les parametres
d'une relation entre variables qui ne sont pas touies directement ni parfaitement
observables ; l'information a priori qui est nécessaire dans ce cas peutl étre cons-

tituée sur la base des résultats obtenus par une meéthode linéaire,
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Quelle que soit la méthode qu'il a employée pour identifier un pro-
cessus, l'automaticien a besoin de valider le modéle obtenu. Une approche de
ce probleme est présentée dans ce travail ; des recherches plus rigoureuses
d'un point de vue théorique devraient venir compléter ce travail, si l'on veut
que les méthodes avancées d'identification stochastique soient utilisées de facon

plus rationnelle.
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