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INTRODUCTION

. °
mlm =t

Nous qualifions de déformable un satellite dont on ne peut négliger
a priori les mouvements relatifs internes, soit entre parties rigides reliécs
ou articulées, soit du fait des déformations structurales locales, soit encore
lors du ballottement de liquide dans des réservoirs.
Du point de vue de l'ingénieur chargé de la synthése du systéme
de stabilisation d'attitude d'un satellite non rigide, deux phénoménes fonda..
mentaux, {oujours présents et d'ailleurs li¢s, sont a pr@ndre en considéraiion :
- la dissipation d'énergie interne, dont les sources pr1nc1pd]es sont
les paliers et les réservoirs de liquides ;
- les déformations de la structure, dues notamment 4 la flexibilité des
panneaux et antenncs déployables nécessités par les hesoins en énergie et
en transmission,
Le probléme qui se pose est de savoir dans quelles conditions
le modeéle utilisé pour la synthése d'une commande d'attitude doit tenir
compte de ces phénomeénes et, le cas échéant, quelles sont les méthodes
les plus pratiques pour les modéliser correctement, De plus, pour une
étude détaillée de leun;performances, certains satellites technologiques
prévus depuis 1970 exigent, de par leur grande taille et leur flexibilité,
une amélioration en conséquence de nos méthodes d'analyse et de synthese.
Dans la conception d'une stabilisation pour satellite flexible, nous
avons ainsi été confronié a deuyw problémes cssentiels
- le premier est d'élaborer un modale mathématique de la dynamique
du satellite qui rende aigée I'étude analytique de 1a stabilité du systéme
autonome et qui permette d' appliquer les théories modernes de la
Commande Automatique ;
- le second est que la réalisation d'une loi de commande efficace nécessite
théoriquement la mesure de toutes les variables d'état du processus ou
leur estimation a 1'aide d'un filtre, ainsi que la connaissance parfaite de

tous les parametres du systéme ; il convient donc de tenir compte de la



sensibilité du systéme cemmandé aux incertitudes et variations de ces
parametres,

Pour résoudre ces problémes, nous propeosons dans cette these
une méthode pour la conception du systéme de stabilisation d'un satellite
déformahble,

Dans la premi¢re partie,nous €1ablissons les équations générales
qui régissent Ja dynamique des satellites non rigides. Le "mod2le de
connaissance’ ainsi obienu & partir des théories de la Mécanique Classique,
de la théorie des Vibrationg et de U'Elasticité est présenté sous une forme
gui facilite V'étude de stak:lMié du systéeme autonome, comme Nous I'illustrons
dans quelgues cas Concretrs,

Liobtention d'ur ‘mod#le diaction’ fait 1'objet du début de la
seconde partie  En effer, il faui digposer d'un modele mathématique réaliste
mais suffisamment simple pour permetfre des simulations économiques et
la synthése d'une loi de comamande 4 partir des théories de la Commande
Automatique.

Sur la base des résuliats obtenus, nous proposons, dans le cas
dtun satellite flexible stabilis¢ “trois axes” par roue sur cardan, une méthode
systématique de mise en oeuvre d'une loi de commande & partir de la mesure
des angles de roulis et de tangage et d'une information sur le lacet pendant
les phases transitoires,

Le seul gsystéme d'unités employé dans les applications numériques

est le systeéme international MKSA de Grorgi.
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Figure 1 : quelques satellites & comportement anormal
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MODELE DYNAMIQUE THEORIQUE D'UN SATELLITE
DEFORMABLE DANS SON ENVIRONNEMENT

Avant d'aborder ce chapitre, cousacré en tait 4 la modélisation du
svstime qui fait 1'objet de notre travail, nous voudr:ons rappeler que la
Mécanique est une science exp€rimentale é1ablissant, a partir d'observations,
des axiomes sur la base desquels'édification diune théorie mathémanque
esl possible,

L.e mouvement des satellites artificiels est représenté avec une
précision suffisante par la Mécanique classique non relativiste; celle.ci
considére comme grandeurs fondamentales, ahsolues et indépendanies la
masse, la longueur et le temps et en dédui! irs torces par des axiomes
induits de l'expérience. I.a Dynamique s'édifi= sur ces résultats et raisonne
directement en termes de forces.

Dans 1'espace géoméirique considéré (espace euclidien a trois
dimensions), les référentiels ou “reperes' ou “axeg’ que nous utilisong
sont tous des trieédres directs de vecteurs de hace orthonormésg,

Si, dans un rep2re donné, les accélérations dec élémeunis d'un
systéme isolé ne sont ducs qu'ad des interacilons enire ces élémenis, e
repere est dit jnertiel, iney ri.al; galiléen ou encore absoly ; on congoit
combien cette définition est académigne, seul Yinivers entier pouvant gtre
cHectivement considéré comme ‘1501¢" ! Nous trailerons comme inertiel
tonr repére qui, pour Tes hezoina de Vetude, < érifie sult samment bien la
Proprieré eroncée, Rappelons que tous les repires pgaliiéens sont en trans-~

lation rectiligne a vitesse constante les uns par rappori aux autres,



12

I.1. NOTION D'EQUILIERE D'TIN SATELLITE VISCOELASTIQUE

CONTENANT DES ROTORS |

11, Fgumlibre statique

[.'expeérience montre qu'un corps ~1scoélasiique qul ne présente
aucun mouvement d ersemble vis-a-vis d'un repére inertiel et n'est soumis
a aucune action ¢xtéricure (champ de forces. contacts, ete,..) ou du type
“eqyecrion de masse prend aprés un ceriain temps une forme bien définie |
dite d'équilibre statique, l.e concep? d'équilibre statique peut ais€ément Bire
étendu au cas des corps partiellement rigides - partiellement viscoélastiques,
au cas de pluglieurs corps connectés pourvuy que les connexions contiennent
ur rappel dissipant et enfin an cas important ot ie corps déformable contient
des rotors rigides de révolution antour de leur axe de rotation, 1'équilibre
atatigire élant défin alors moteur coupé €t rotor arréié ; puisque ces rotors
sont syméiriques, leur position propre a 'artvét est indiscernable et n'affecte
en rien la contiguration du systeme,

Par contre, dars le cas d'artficulations sans rappel dissipatif
{rowr sur cardane par exemple) on dans le cas de masses liquides (réservoirs),
le sysiéme conserve, en l'abgence de toute action interne ou externe, la
constiguration quron (ul unpose 4 un instant donné ; c'est le cas des cardans
et du hiquide sur la figure 2.

On dit que dans ce cas 1'équilibre statique est indétini, indéterminé
ou encore indiftérent ; 1l ne s’agit plus en fajt d'un systéme seulement
vies oélast:que . mals diun systéme de plusieurs corps connectés,

Remarquons que s la configuration du systéme n'est pas sensi-
blement maditr ée par "action de 1a gravité terrestre on par le mouvement
de la Terre, l'équilibre statique peut &tre réalise au sol,

Er résumé 1'équ:libre gratique d'un systéme vigcoélastique est
par définition réalisé lorsque tous seg ¢léments constitutifs sont au repos
dang un repére mnertiel €1 que le systéme ne met en action aucune source
d'énergie, intérieure ou extérieure, Dans le casg d'un corps totalement rigide,
L'équ tibre statique peut dgalement exister en présence de forces extérieures

pourvu gue celles.cr constituent un torseur nul, Eo effef, le corps n'est
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alors pas mis en mouvement : de plus, sa forme ne peut en aucun cas &tre

affectée, C'est la le domaine de la Satique des solides,

i1.1.2, BEquilibre dynamique :

Lorsque le systéme viscoélastique de la figure 2 est en mouvement
et soumis a des forces exierieures et intérieures (rotors, cardans et moteurs
en marche notamment), sa configuration varie en général. Mais il se peut
que, pendant un temps fini et sous l'actlon combineée de ces forces, le
systdme garde une configuratior constante tout en se déplagant de maniere
voulue par rapport a un repére inertiel ; il est alors dit en état d'équilibre
dynamique,

Nous verrons plus loin comment cet équilibre dynamique est
défini mathématiquement et sous queliles conditions il existe. Pour l'instant ,
il suffit de savolr que tout systéme mécanique peut avoir zéro, une ou
plusieurs configurations d'équilibre dynamique dans un environnement donné.
S'il n'y en a pas, nous prendrons comme référence dans la suite la configu-
ration d'équilibre statique. 5'1l v en 2 plusieurs. nous prendrons celle qu'on
désire plus particuliérement étudier, Ainsi, la figure 3 montre une configu-
ration d'équilibre dynamique possible pour le systéeme de la figure 2, ol
cette fois les positions relatives de tous les points sont déterminées. Cette
configuration est en général dictée par le type de mission, ainsi d’ailleurs
que son orientation dans l'espace : par exemple, si G est le centre de
masse de la configuration d'équilibre dynamique, on peut désirer que l'orien-
tation de celle-.ci par rapport a un repere d’équilibre d'axes el soit telle
que l'indique la figure 3. Le mouvement des axes ei esi supposé connu ; il
peut s’agir d’axes inertiels, d'axes orbitaux, d'axes en rotation rapide,
d'axes qui suivent les lignes du champ géomagnétique ou de tout autre repeére

selon le type de migsion envisagé,

1.2, DEPLACEMENTS GENERALISES D'UN SATELL!TE DEFORMABLE :

Dans son mouvemeni général 4 configuration variable, le systéme

précédent, soumis & des forces d'origine interne et externe. revét &
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l'instant t une forme quelconque du type représenté figure 4 &t dont le
centre de masse est G. Pour spécifier & tout instant la forme et la posilion
de la structure par rapport & un repére inertiel, la définition des coordonnées

de tous ses points, donc de leurs déplacements,s'impose,

1.2.1. Déplacements d’ensemble :

Le plus simple est d'imaginer (figure 4) au méme instant 1 une
struciure fictive de centre de masse Hidentique a celle de 1'équilibre
dynamique mals dont les rotors sont immobilisés dans leur cardan interne,

et des axes x d'origine G liés & cette structure of qui_ont un mouvement

qu'on déterminera plus loin, Ce sont les six coordonnées de position de ces

axes, par exemple les trois composantes e dans les axes irertiels 1 du

vecteur position (3 de G par rapport & T et les trois angles de Bryan 8_1
faisant passer de;axes 11 aux axes x (annexe B), qui con%tituent les dépla-
cements d'ensemble de la structure, L'orientation des axes _:5_ par rapgort
& la structure fictive se;a délerminée lors de 1'obtention des équations du
mouvement,

' Le repére inertiel ch0151 est le repére équatorial vernal d'axes

1 (flgure 5).

1.2.2, Déplacements relatifs :

Soient_}ietz les vecteurs position par rapport & G d'un €lément
de mati¢re situé au point P dans la structure réelle et dans la structure
fictive, respectivement (figure 4). Si P ne se trouve pas dans un rotor, on

définit le déplacement de déformation en P par le vecteur

A (%1 = x (% 1) - X[t) (1.1)

Cette définition est lagrangienne en ce sens qu'elle définit les
déplacements en fonction des positions 4 1'état de référence, ou encore
parce qu'elle considire 1'évolution des particules individnelies du matériau,

SL P se trouve dans un rotor, on définit son déplacement de défor-
mation u comme celui que prendrait le point correspondant (méme x) diun
‘rotor fictif "figé'" dans son cardan interne, c'est-a-dire sans rotation propre

(figure 8).
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Figure 5 : coordonnées célestes du satellite’ \\
g P'lan or\bﬂ'al
rl‘ : cenire de la Terre ) -
5 : point repérant la position du satellite
N : point nodal (intersection équateur-orbite), mobile
¥ point vernal (intersection écliptique-équateur), fixe
X : agcension droite > 0 vers l'est
(S : déclinaison
ok : ascension droite du point nodal
E : angle horaire > 0 vers l'ouest
1 :inclinaison 4
&+ H = g £ temps sidéral x 270/ (8.64 107)
J)é =17.28.10"° rd/s : vitesse angulaire de rotation de la Terre,
M

Figure 6 :déplacements, du fait des déformations

, d'un rotor "'figé"
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Les déplacements de déformatiror; consiituent, avec les déplace.

ments de rotation propre des rotors, les déplacements internes de la

structure.

I3, FONCIIONS CINETIQUIS

Lies équations du mouvement font 1nter yenir principalement troig

fonctions cinétiques classiques.

L.3.1. Quantité de monvement résultante abaolue -

Elle est définir par :

-

(t)-—-'v[‘ > dm = (M,,jt)o"(,?)i dx  dx
E - C_ n C € S T T

volume = B
total

ot 07(%) est la masse volurnique 2 1'équilibre dynamique au point considéré,

Si P ne se trouve pas dans un rotor, cna

_t_ -

[ . . 1
on X estla dérivée temporelle de x relativement au repere x (ce

. - o
+x = Q +x+0) x x

ol

. i
vecteur a X comme composantes datis les axes x , de meme
que la dérivée temporelle absolue () de C’ a comme compo -

santes C ; dans le repére wnertief, cf., aurnexe B) ¢ on a de

) o]
toute évidence X = 0.
' q r bl i
. -Q €st la vitesse ansuiaire absolue dis axes x|

St P ose tyouve dang e K-'éme rotor de centre de masse o1 3

N
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A~ k . ; . i
,Q est la vitesse angulaire du k-ieme rotor vis-a-wng deg axes x
k// . 1 oy g Tare ' T 'f 3 s arday 1
/) est la vitesse angulaire rar rapport & son cardan interne, du

k-1ieme rotor, Ce vecieur esr paraliéle a axe du rotor

o 9k k k ko .

u - oua k{ (Z -0 Y ) x v neet nag en général 'a vitegcse de
1

dépiacement vra: de P refativcment avy sxes 37 (se rappeler

la détinition de u 8 1.2 2 | =aut _/2 /- 0 (roue “fipee”

sur son axXe " o a dore relete de fa ntegse de déplacement

relatif Ja partie roration propre de roior)

N
e

Remarquons qu'on a ¢! encors - D puisque les rotors de la

structure fictive de référence sont i i'arrdér De plus, on posera

kd k k :
—Q _O. - Q Y . VItesse anguranre ou k-ieme rofor par rapport

1 . “
aux axeg ¥ du fait des déformanions de 1o wiractiare

Finalement, puisque f dm - {imasse totale) et
Yo

E_dm 0 tpar définition de -(T:.), on obtient :

1h 8}

e d ed .
PR R (i.2)

e

= m e . quantité denrrafmement di au mourement de G

e

avec

d ° . . ' :
= 1 dm. guaniité relative de déformation -
o = a

ed . s
= { iju dm, quaniité comgpliémentaire de couplage entrafne-

o e |
|=,!

m ment-déformatinn,

1.3.2. Moment cinétigue résuitan’ ahsolu autour de G :

XX C dena
m _—

:J‘ X X (E +,§+J_)_;%)m+z xx(ﬂ_%/zg)cim
m = Bimg T

Cin le définit par hir) =

—

ol implique une sommatior sur ous les rotors

I implique une nfépration suy 19 masge du k-1éme rotor.
m

R
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avec
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=[x
1 esii
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t
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ol b

wh g

i .

Kk i ok
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= o .

LB &

d

hed

-J\ uodm x ()
m -

N

X !(j,m?
;

fengeur -un

s

3 sav cardan cnterne

4 4 £
ch - Rt et (1. 3)

.

P -

13 matrice.urn)é ﬂ ;

moment celaud du ke ieme rotor par rapport

Caxe du

R-1&me rotor |

L=
f X % v dm o momenrn relat de deformation
m

av la sirucure rorale déformée

. A . i
morpent d'enlrarrement do 4 la rotation des axes x

L)

svdipend aotarnment de la configuration. done de u

IENREUY dinert e E}ﬂ? par rapport a G

e ta ponr matrice dans tout systeme d'axes

. ¢'est un vecteur paraliele

JLorotor U que celui-cl est de révolution

]

N K "
oLy ] dm  tengeur central dinertie du

momerr compiémentaire de couplage

A 2 o
enivatnement -déformation,

1.3.3, Energie cinétique résy tanie abgolue -

Eile vaut par défirn

4

Apres développement.

7T, =T -7

¥ d [

T =T
e

avec

lhémufiﬂ“i

I -
-3 [0

(] N
A4+ L O )
o o ety :

o obtiernt
L (1. 4
’s?d fd (1. 4)

Ve

N 1
tpg axeg x°

- . . A
WO RN e, énergie d'entrainement par

a
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T// 5 L energie relative due a la rotation propre
des rotors @
IR 2 . ‘ . .
Td: 5 !! u “ dm, énergie reiative de deformation ;
m £t .
‘ i L. h* énergle complémentalre de couptage entrainement-
e e
. rotation propre des rofors o
n d d ! = ed A, fd, ,

. ; . P - e o . 2 17 -

T 4 Q_ p {2_ . b7 5! (_ p 4., h 7). énergie complémen

tarre de couplage enirainement.déformation ;
: o kd kg . . .‘
T V4 d [y . b ¢nergie complémentaire de couplage rotation
) e A Frye—
k -

propre des rotors-déformation,

DEGREs DE LIBERTE ET COORDONNEES GENERALISEE!

[.4.1 Choix des ;JXE__%__g_

il est hort de rappeler 4 présent gue les axes x ne sont encore
aucunemernt ‘liés 4 la struciure réelle (of . figure 4). I1 v a plusieurs possi-
bilités pour deéfirir des axes x “liés a une structure déformable : aussi

devons-nous nous :mposer un chorg de ce repére,

- . 1 .
Certains auteurs choisissent pour axes x les axes principaux

centraux dinert:ie insianianés de la structure réelle, ou encore des axes

d‘origine au centre de masse giobal G et tels que le moment cinétique relatif
(}_1‘d + 1_1_"’//) soit nil a tout insfant {axes de Tisserand utilisés dans 1'étude des
planétes déformabies), Mais l'orientation de tels axes se définit par des
équationg quil menent & un modate inexiricable dars le cas géneéral,

D'autre=. inuwoquant le fajt que leg satellifes comporient presque
toujours umn ou plusieurs corps rigides, préferent her les axc::sii a l'un
de ceux-ci. Dans ce cag, tous les termes recensés dans Yes fouctions
cinétiques du § 1. 2. sont présents L7 7, '1 3 23, 30, ’19 50 ‘T«/]

De plus ce choix ne conduit pas & une forme générale. applicable
dans tous les cag, des équanons de Jagrange 1 implique donc 1'élimination
de forces et couples de véaction entre les parities constitutives du satellite,
Cette meéthode des axes réeilement liés se réwele cependant la plus rapide

dans les cas sirnpi€s.
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Nous adopterons quant 4 nous comme axes "liés' les axes
introduits dans E’GJS-;' 58/5%' et définis a fout insfant par les coniraintes

(certains auteurs disent "liaigsons')

\I\ udm =0 {1.5)

m
j\ X% udm 70 (1. )
m

l.a premi®re de ces relations r:-ntraftnejm x dm = 0 et donc que
G coincide avec G , on a ainsi positionné l'origine deg axes 3{_1 au centre de
masse global. l.a seconde a ponr effet d orienter les axes _’i]. par rapport a
la structure réelle déformée. Fn conséquence. le mouvemeni de ces axes
€st a présent fixé par ie mouvement de la structure réelle : on les a 'liés"
a cette structure par six contraintes analytiques, L'avantage de ce choix
est de simplifier considérablement les fonctions cineiiques. En effet, par
dérivation immeédiate dans les axes 11 des six conirainfes de définition
(I.5) et (I.8), on obtient -

o —_— o
f ndm =0 eff ¥xu dm =0

m m

|70

d
ce qui entraine l'annulation de r.p . et la simplification notable de

f et Ted qui s'écrivent 4 présent

d f
- u_x

m

j=©

dm : T =) pd (1.7)
e.d —_—

Ainsi, p ne comportie plus que la quantité d'entralnement da au
mouvement de G, et les termes en E_etﬁ. contenus dans h et T sont du
second degré.

Iin ouire, les axes 3:_1 défims par ([.5) et (1. 6) rendent minimum

V3
la quantité \fm " u " dm, ce qui valide au mieux les hypotheéses de
1inéarisat10n[i .Z.]

1.4.2. Degrés de liberté et coordonnées généralisées -

Nous avons vu que le systéme de ia figure 4 posséde six degrés

de liberté de déplacement d'ensemble par rapport aux axeg inertiels : les
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_—

coordonnées généralis€es correspondantes sont Qi et é-i (i=1, 2, 3). Pour
ce qui est des déplacements relatifs, supposons qu'il y ait Dy rotors :
il ¥ a donc nY coordonnées angulaires \f/; de rotation propre des rotors
(k =1,2,..., n ¥ ) ; quant aux déplacements de déformation u, ce sont

soit des déplacements "discrets' (d'un corps rigide principal, de plusieurs

corps rigides articulés, d'amortisseurs discrets de nutation, de corps
commandés tels que cardans ou panneaux solaires en rotation, etc...},

soit des déplacements ''répartis’ (c'est-a-dire des déformations continues

de parties flexibles ou de liquides) ; aux premiers correspondent des
coordonnées généralisées K en nombre fini (1=1,2... ,nX ) et aux

<
seconds correspondent des fonctions réparties {(par exemple le déplacement

relatif % (X,t) de tous les points d'un panneau solaire par rapport au corps

principal du satellite}. Ainsi, un satellite déformable comporte en toute gé-

néralité nq =6 + nw +n, coordonnées discrotes condensées dans la matrice
_ =1 =1 T / T 1
moxvan=[F 65 ¥y, ¢ ] (1. 8)
o 5T [5.5,6. ] Y- ] //T:[l 2 "fl
5" -[6.8,.6, ]y [¥.¥ . RN ARG

ainsi que des coordonnées réparties W (E—: t)} dont on t&chera de trouver

des combinaisons linéaires scalaires et adimensionnelles de la forme
’D ( \S t) ol \S est une variable spatiale adimensionnelle (l'abscisse
réduite d'un point du panneau solaire par exemple),

C'est en ce sens qu'on parle de coordonnées hybrides pour carac-

tériser un satellite flexible,

Quoi qu'il en soit, les relations (1. 5) et (I.6) de définition des
axes _x_l constituent un systéme de contraintes qui permettent théoriquement
d'éliminer six des coordonnées généralisées de déformation ; ceci sera
explicité au § 1.8 et on supposera cette élimination effectuée par la suite
(on est alors en présence d'un systéme non contraint ol les coordonnées

généralisées forment un systéme complet de variables indépendantes).
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I.5. FONCTIONS POTENTIELLES :

Les équations du mouvement font encore intervenir des fonctions
potentielles, qui sont de deux types : d'origine extérieure et d'origine

intérieure au systéme .

1.5.1. Energie potentielle des forces de gravitation :

De toutes les forces extérieures s'exercant sur un satellite, seules
les forces gravitationnelles dépendent, du moins de maniére sensible et
exprimable analytiqguement, des variations de configuration, c'est-a-dire
des déplacements de déformation. Clest pourquoi nous nous en tenons au
calcul du potentiel V des forces de gravitation. Un bon modéle de ce poten-
tiel est obtenu en assimilant la Terre & un sphéroi‘de[i O]= Si les harmoni-

ques zonaux sont prédominants,

N RS R \" @ (.
4= L~ oo () B

ouj M _=3.99 107" N.m /kg est la constante de gravitation terrestre ;
=3
. sont des constantes (02 =1.08 10 7, ete...)
=6.38 106 m est le rayon terrestre ;

r
4

@n (sin ¢£) est un polyndme de Legendre ( ¢£ : latitude)

~

En ne gardant que le premier terme de ce développement (Terre

() H (dimensions

du satellite petites comparativement 3 la distance qui le sépare du centre

supposé€e sphérique et homogéne) et en supposant ” X " << ,

de la Terre), il vient, jusqu'au second ordre en " x" / ll é'

\/=—— ._...__4' c{mﬁ—_/_u_g_ i._:x;.c-—.—_..M
IS IN o e TR 1T F i

Pour donner a ce potentiel une forme analytique compacte, il faut

définir un repére orbital local d'axes o (figure 7) tels que :

- — -4 =
QO = " C_ ” _Q_ (ce vecteur pointe donc le zénith);
o 3 "_Q"I_h" ( ()°étant la vitesse angulaire absolue de G
o ou__v_itesse orbitale},
QO 2 = ._,23 X ,Q_l (la vitesse de G est paralléle & ce vecteur en orbite

circulaire).
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repére orbital

B gure 7o

P : périgée .
v : anomalie vraie (rotations > 0 dans le sens de£ )
NA : noeud ascendani (direction du point nodal)

W =27 - Ve "argument' du périgée
e = ¢/a : excentricité

tewsion

r s

déformq.fioh
P

Figure 8: courbe d'hystérésis viscoélastique
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diagramme ternsion-déformation st de la forme donnée a la figure 8 alors
que, pour des migeg en charge trés lentes (isothermes), il correspondrait
a la droite en irait diaxes e£t. pour des mises en charges instantanées
(adiabatiques) entrecoupées par des temps d'arrét, il prendrait la forme
du paraliélogramme poiatillé (il v a fluage pendant les temps d'arrét sur
les segments de drciie horizeoniaux),

Dans les matériaux polycrigtallins, les propriétés thermoélas-
tiques de chaqgue crigtal déperndent de son orientation par rapport a4 l'axe
de mise en charge et la largeur de la boucle d'hystérésis dépend par
conséquent de l'integsité des échanges calorifiques entre les différents grains
du meétal done de la grosseur de ces grains, Comme il egt bien connu que
la surface d'un corpuscule avgmente moinsg vite que son volume lorsqu'on
accroft son diametre. 'hyvstérésis doit ¢tre particuliérement importante
dans les matériaux & grains fins, ce qui est confirmé par 1'expérience ; il
va de sol que la nafure métallographique des joints de grains joue également
un role imporiani. L'aliure d¢ la courbe dhygérésis dépend du type de maté-
riau aussi bien que duv mode de mise en charge et de son amplitude, Quoi
qu'il en soit, cette courbe reste dans tous les cas excessivement plate
du fait que l'arnortissement structural est en réalité tres faible ; ceci
permet de séparer les effets d'élasticité et d'amortissement tout en suppo-
sant que ces phénomenes sont linéaires,

Dans les cas que rions aurons a traiter, 1'énergie potentielle
élastique sera toujours une somme de termes quadratiques, de la forme
générale

. ) v - B N
i . B NS - . 2 )J_

i -y
Sno e J7) DZ’) 4}‘1-11)

. /

o S Y N ]

on a tenu comple de la partie constante (4 1’équilibre dynamique) des

"forces potentielles’

évoqués au g§.i.4,2

¥, est une coordoanée scalaire adimensionnelle de déplacement (corres-

"
t
! . . N :
i la dépendance en &1 4 provient des éventuels amortisseurs discrets
:
H
k
1
pos

‘pondant aux déplacements relatifs ¥ comme au B 1.4.2.) ;
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\5 est une coordonnée sratiale scalaire adimensiannells définie surJ 0, ][
{une abscizge réeduite  rame au 81 4.2, ouune comboarzar ineéaire

de telles ahscizarcc),

[.a el G O A N ALr dy '539,711,:”.“%%, PLEt SE TE L alr e avele e
discretigé o gito,

Mentiornons €n oumye e, s v g dugen dans Uareembiape du
satellite thypothese de 1inéar té de a srvudture complere #2164 demment
CEMISE €N question merme & '6x elemenis ( onstorunfe prow séparément,
onture compoeriemest Cuscaciastique Jindane - oe o oldéme demanderait une

étude plus pougsée

Foho MOMENT DES cob pl Es EXTERIME B

Les équations du mow ement font e emr enie jon ‘orces et
couples au sens de Newror o0 de cource « x1¢r cure ain saleiliie. 1a fnree
réesultanie F AUl sfexerce wur ure satellite prowvient d'une part de | atiraction
terrestre (1‘_}1— s'agit, par (i, 12), de son poide =~ m/ugﬂ("ﬁ T3 é .5 des
termes du second degté on ” X “ / U ém ” prres) x—l.‘ dlauire pari, de la
pression de radiation solaire (a chi*frer e dernment dans chaque ¢as
particulier) et des effets de l'attracton Tnn solaire. les antres forces etant
négligeables dans la plupart des cas,

Approfondissors piuter le cas de~ coupies,

,=,
-,
—

Couple du gradisns e prpe 1o

Supposant ta Terre woherigue o hoamogsne  fa torce €lémentalre

qui s'exerce sor Veiament de mas<e dm g

g L év X (i, 12
i{ ((): - jnrjf[ (0‘. ) (ll'n gr‘ad(}lﬁ:’:}j’ﬂ‘ o= M/&;ﬁz;i‘l}c[m L 12)

Le moment du coupie 1Eseiiang autaur de (e o aiar -

Ly = | x4
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. - Iy ! - 1l . .
Sous l'hypothése que ;' .. flE ; ‘i i;ﬁ , on obtient, jusqu'au second
\ " ' A il :
e L . U i )
ordre en | * !i / i e gh
A R
L o
J" v s 1 . . ]
- J. - i
ll
r 4’" E : . w -
Sl T S S-SR R

T K
ook

v I :
LT 1 L e
ou, en notations matricielles en axes x (cf. figure 7)

L.

T : (1.13)

I.8.2., Couple magnétique :

L.e satellite comporte toujours un moment dipolaire magnétique
résultant d soit comme résidu parasite, soit pour des besoins de commande

d'attitude. Son interaction avec l'induction géomagnétique locale b~ crée un
g

couple
fn () = d x b indépendant par hypotheése de 1'état de déformation

En idéalisant le champ géomagnétique comme celui d'un '"'dipdle

géomagnétique’’ centré au centre de la Terre, orienté Nord-Sud, et de moment

dipolaire ng on a

R A S S . o (1.14)
§ }

Ecrivons cette relation sous forme matricielle en axes x

ou en utilisant les angles des figures

SRR | (1.15)

Set 7 : .



(- , . ""?
avec /io = 97T 40  H/m . permeéarnilité magnétique du vide
R . £y . . i o Nece , . ¢ \ . 1
- matrice de rotafion ‘arsart passer des axnes o' aux axes x
Evoir 2..7,59 ).
I ﬂ” = 8.0¢ 407" 4 m
~ mo
Dés Tors, en axes ! o ot (], 1)

e ﬂpnrc5 rn:rvwa °

Diauvtres couples, olus o mor= 4 mMpariants seion les coas sont
le couple de pregsion de vadiatior solar e (1) et le coupie aéradyramique
f(t) s dépendent entre anives deg curiacs . arparentes ot doivent Erre
evalués. r,-u.m%‘:r;qmwilsr-m’ Megvaphiqieme st dans chague ¢as partculier comme
nous Pavons fa. @"f:‘! J [2@,] Corore cpatement les couples pertur.
bateurs dus 3 @ atir a-c* O Mg}

Ert.a les couplee dus auy MpAacts des mecrameréorites auy

Interactions cotlombrenres cntve leg | charges elediriques emhbarquees ¢1 13

magnetosphere. aux forces magneétiques de Lorents ang les Couranis opéra-
tionnels et de Foucauli, <1c, . sonf negl oes

il convient de mentionrer ceperdant Goe auire sonrcea de coupie 1
(accompagné d'une forre 1_i'd allleurs) qu; <31 engendrée par des jets de gaz
pour les marceuvres commandees tcorrections d'orbite ef désaturation des
stabilisateurs gyroscopiques),

A titre 1ndicatit. la figure 9 montre  pour différentes valeurs de
Pargument du périgée. la rézultsaie des coupies pariurbatedrs, couples
d'inertie commrris quy s exercest a); teng diune grisie anre le eateil,ie DIAPO.

satelliie 4 stsbilisaran sar le cbamp geomagnéique  donr nous a ons erudie

[25":[ 'a ‘aisa HHTES Tarbute st Lupposds polAIYes mAarrftigae.

5T QHAT iONS LINE ’F?E,‘a DL 1\1()!

¥

L 7.1 Equations de Lagrarge -

Loexamen des eapresaions des Arerg es cinetique (7 4) et poren.

telle (110 7. 11) monivre que reilea. o acnt de la farme
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ou bien ’D-{O, t) ~ constante : (I.23)

un condition similaire ou 0 est remplace par 1 :

ey o .
(“5 - Y G N (t) ot 24
)30 @(B”"(" ¢)) dv (5{ u:)_(ct)

ou hien %U_ (0. 1) - con:,tame :

S
une condition similaire ou 0 est remplaceé par 1.
L

—

(1.25)

Dans ces équations, les tonctions

;j ) (é) (<: (f‘z/"'/ ”7)) gﬂ(]!f); :"f:;% ({'J; 7’7{ [(-}, j?,]; (‘7}_/ ;7'4 [é

sont appelées forces généralisées (au sens de Lagrange) respectives aux

coordonnées

q ) (=4 2m ), (30, N(2t), (1L, 2I(¢), 9_2/4 L),
“J o3

On remarquera que, pour l'obteniion de ces équations, on a consi-
déré les ""déplacements d'exirémités’” comme des variables supplémentaires ;
ceci facilite grandement l'obtention des équations dynamiques pour certains
satellites. Ainsi, dans le cas d'un satellite a corps principal rigide sur
lequel sont encasirés des mats flexibles lestés par des masselottes d'extré-
mités, les équations (T, 20) représenteront les mouvements du centre de
masse global et des axes x {ou '¢ mouvement du corps principal comme on
le montre an § C4.4.) ainsi que crlul des amortisseurs discrets et des rotors
gur cardans qui se trouvent éventueliement dans le corps principal ; quant
aux équations {1, 21). elles caractériseron: les mouvements des méts flexibles ;
les conditions au limites sevont algéhriques du type (1,23, 1, 25) aux extré-
mités 10" et différentielles du type (I.22) aux extrémités "1 ; ces derniéres
fournissent ipso facto le mouvement latéral des masseloftes d'extrémités

(supposées ponctuelles) : ceci évite de devoir calculer leg efforts tranchants
o) P cect e Iy

ay ras des masselottes, calcul délicat qui est etfeciué dans l’:fl,]

Les équations de lLagrange (1, 21) évitent également le calcul fastdieux des

moments de flexion et efforts tranchants & la jonction mats-corps principal,



Ayart sou’igné ce point  notons nutl faut bien voir en les équa-
tzong de Lagrange ce gu elies son réeiement . c'est o.dire un principe,
ou une défirition des forces géneranaees. comme on - oudra  Leup avantage

lie

y

est de foarmir les équavana diftérerieiles nu auy der ée s du
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frart;
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mouvermern) erlermes dic var Ables phvaigues ew nre es el couples de
reaction SIPUCILYAlen £ 7670 ALlam-aT10uement ¢ m e o vlapparatssant

jamais dang le:

equatinT g,

1,.7,2, Bumararon de =% conrdaonagées o

Les equarninnzs de | auray

frowonl detirae s cor oun sysieme complet

de conrdonnées 1 oévendarn

Chesr Leen o8 gue nious 2 cns sUPppose A la

findu g1 4.2, 0 Towe ooz tes cortraintes 17 95) e1 {1 4) aont en général

non In€aires ou 'rigonamen ques en fes rooydonnée s dae retes X [SM]
4
Ifélimination de six de celles. v rpalai-de,  o,re mypossible | les contraintesg

H

sont alors dites ron holor LYs equarions de Lagrange peuvent

néanmoims s'uliliset dans re cas fa ontroduisant ies contraintes dans jes
premiers membres & i'aide de s1x mu nphcateurs de Lagrange [Sg]

qui gont considérés comme des 1eonries supplementaires puls en résolvant
le systeme (équations ~ cortraintes) ains: obienu. Mais. notre bul é+ant
I'étude des petits mouvementis les équations de lLagrange que nous obtien-
drons seront linéarisées en ex coordonnées generalicées s ] on veut que
les multiplicatenrs de Lapgrange [ouend 16 méme rale (done soent du meme
ordre) que les autres *ariabies e coniraintes doi e elles aussi eire
linéarisées vpour que le vesuitat snns mathematiquement cohévent, Ce
faisant, on ieg 1."f—-"1d‘b‘:}_ﬁ_ov_]g'}__r}j_gﬁ cat arors MAnmenation de six coordonnées
KL du systeme hneaire «s' immédmare o6 Tai! sera 1llusiré au parapraphe

i.8.1.

ordonréss ove hiques

SIERATONS £ncore qulune coordonree diacydre g est dite cyclique
: ¢ At Lench

oulgnorable s Ion'en dépend pas exvplritement e1 o ,m;q“ 0 tles autres

forces généra.isees ¢iant suppnsées ne pas aépendre de qc)..



Soient les coordonnéeg cycliques en nombre n,s leur propriété

essentielle est que

O L

Si l'on définit alors le Routhien

constante {¢ ~ 1.2..., n_ ) (1.26)

1 M. -
R = r’fﬁ 4 = Z ( SES ) (r.27)
K 59 )
Jo < :
les équations de Lagrange ot l'on remplace L par R forment, avec les
équatione (1, 26), le systéme complet des équations du mouvement,
Dars notre probléeme. il n'y a pas de coordonnée ignorable a

priori « en effet :

Fl peut v avoir des forces généralisées sur chacune des coordonnées q

i {(par exemple les couples moteurs des rotors) ;

. V peut dépendre de B et de q.

1.7.4, Mouvement du centre de masse :

Celui-ci correspond aux équations de Lagrange relatives aux
coordonnées C’_L . Pour un satellite, on néglige les variations de masse
dues aux éjections de gaz : de plus en plus d'ailleurs, les jets de gaz ne sont
utilisés qu'en phase intermittente pour des corrections d'orbite ou pour des
opérations de désaturation des siabilisateurs gyvroscopiques. L'effet de
cette éjection de masse est alors assimilé 3 une force purement extérieure
et les fonctions cinétiques ne dépendent pas explicitement de 1.

7l est cependant plus simple, pour obtenir le mouvement de G,

dtutiliser le théoréme de la quantiié de mouvement du systeme global, qui

ge déduit directement du principe de Newton l—;’ﬂ"l et s'écrit :

p o= i (L.28)

ol _1: est la résgultante des forces extérieures (voir § 1. .8),
En ne tenant compie que deg effets de la graviiation terresire,

ce mouvement suit les lois classiques de Képler et nous re nous y étendrons
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L.7.5, Mouvemernt autour du centie de masss

Celurecl torre=pord anx équations de lLagrange relatitres aux

coordonnées a . Toutetor = une certaine sinplinication est apportée par

Tutilisaiion des QUARL -4 IF s Ses ,{’2‘. detanres eon anreve [ [—S-G] . "avantage

est cependant assez manre 51 le Lagrang.en est fonciinn. Q’l_Jf,TP des _/:)_; .

des 9; CE QUL £~ narre cas en presesce du potent;el de gravitation V
il est bien pias cimple pour ofdemy le maou-ement avtour de €

toujours dang | hvpothy -+ des variationg de ma<sge nepligeahles dunitiger

le théoreme du mornen

s di o svston plobal ,Aul peut egalement se

déduire du privceipe de Niwrag L51 1 st
bl (L 30)

ou | est la réesyliante e - COUMES exterienr s oy a4,
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Dans le but d'obtenir des équations du mouvemeni linéaires, nous

linéariserons h, notamment en les variables de déformation ; rappelons
- . ‘ e
que dans ce cas. par {L . 3) et {i.7), h =h + h”
I —_— v
. e 1
Ceite relation et le fait que p - p valent aux axes x_le nom de repere

- e
oli h est linfaire en u,

moven en ce sens que le sysidme n'a par rapport a lui aueuoe quantité de

mouvement et aucun moment cinétigue relatit de deformaiion,

Définigeons 66 {i = 1,2.3) comme les arigles de DBrvan des axes
x par rapport aux axes d'équilibre dynamique ' déhrms au § .1 2. (higure

10). Pour que ces angles restent pefits au volsinage de cet équilibre 1l faut

1 R 'y . .
que les axes x coincident avec les axes £* a l'équilitre dvnamique, Le

efo
p L A \ .
mouvement des axes &  éfant donné & priort. la witesse angulaire L) des

-

azes @' par rapport aux axes 0° €81 connue dés gue Je mouvement orbital
est connu,
La connaissance des relations (1. 29) permei de donner une forme

. ; . : L
explicite a la vitesse angulaire des azes X ¢

Ceci se visualise facilement sur leg figures 5, 7 et 10,
XA
Selon l'annexe I3, on a [{] = R I,E__J a')u/.jusqu'au second
ordreen © ., R © est de la forme donnée en (B11),(B18).

1.7.6, Forces classiques et forces généralisées :

En examinant les seconds membres des équations (1. 28) et (7.30),
on remarnue que les forces et couples classiques (au sens de Newtoa) ne
sont que des cas parficuliers des forces généralisees (au sens de Lagrange)
correspondant & des coordonnées discrétes.

En fait. on peut démontrer qu'elles sont liées par la relation :

1. )

C) - V4 §
_ = Jdr -4 2 (1. 32)
=1 = di (=t ny)

“gysieme '

ol df est la résultante des farces classigques s'exercanl sur ['élément de

Amer



Figure 10

rangles de Bryan du repére moyen par rapport au repére
d'équilibre dynamique

Figure 11 : satellite déformable & corps principal rigide

E
3

: point 1ié au corps rigide et qui cofncide avee G dans la
configuration d'équilibre dynamique; ;

: axe li€ au corps rigide et qui colncide avec x dans la
configuration d'équilibre dynamique (i = 1,2, 3) :

: "décalage' du centre de masse.
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masse dm et

-

ne dérivani pas d'un potentiel lagrangien, c'esf a.dive n'étant pas

telle que d,f& _ J(j? P_)_Z "l,_. :g_v_; (s ¢ <l j""C) J

ug;h L
n'étant pas une réaction de contrainte holonomc saps frottement

(par exemple, la force de sustentation d'un arbre sur ua palier bien

L,.l ubrifié n'intervient pas).

Iin pratique, étacrt donné qu'on supposera fonjout & les forces
élastiques comme dérivaprt dun potentiel lagrangien. qu'or évitera les
contraintes de butee et que le satellite ne sera soumis a aucune
réaction de contrainte provenant de [‘extérieur les forces généralisees
ge résumeront pour nous aux couples extérieurs ne dérivant pas d'un

Sm o T C , .
potentiel (17, 1, 1" et 1), ades forces motrices infernes {tels gue les

couples moteurs des rotors et cardans) ef enfir aux forces dues a 'amor-

iissement,

1.8. CAS PARTICULIER D'UN SATELLITE DEFORMARLE A CORPS
PRINCIPAL RIGIDE :

T.es satellites comportent tou]Joulrs ad moins un corps rigide (dit
principal quand c'est lui gui contient les imstruments d'observation au de
télécommunication et quand c¢'est 4 lul qu'on umpose les spécifications de
pointage). corps auquel se trouvent connectées les parties mobhileg et
flexibles, soit & l'intérieur (cardans amorrisseurs disacreis, réservolrs de
liquides, ete. ..} soita l'extérieur (mats de stabilisation panneaux solaires
antennes, etc...), On regardera donc ia ngure 11 comme abtsolument générale
bien qutun seul appendice déformable v aif €le reprézente,

Remarqguons que le poiri R peut 1rés haen se trour #r e dehors
du corps principal rout en étant 'lié"" a celui-c: - 1) en va de meme des

i o
axes r ! La structure en trait pointiflé caractérise comme a la tigure 3

la stiruciure N1ctive de référence,
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I1.8,1, Elimination de gix coordonnées :

Soient U (1= 1,2,3) les angles de Bryan des axes_;rll par

¢
rapport aux axes X et soul un vecteur )/ qui a )’L pour composantes en
, o= — o
axes 51 : K_ =[x JT X . On posera de méme AL = [J_C]Tu, et é:[g 5
T
aingi que w = [r_] T W &t on remarguera que r - l'g_} B X (puisque r
a memes composantes en axes zf:_ que E 2 aXe g ;x_'i)n

La figure 11 fournit :mmédistement

X - é trtw . diou
u X X g Fly o3 v w et pay projection en ages x ‘
¢ T o ¥ —
us= & R.D, -y ¥ RY T (1,33)

ou la matrice de rotation F?,K est fourree par (R 11) (B, 18) et(B° 19).

— -~
On obtient alors : _4g ~v & + X A4 W+ b’IJC + Ju. (. 34)

Ainsidonc, le déplacement u. linéarisé en et W , peut se mettre
P . p

——

sous la forme s:mple «i( ™ § + Zf_x g + E (I 35)
Cette forme linéarisée nous suffit a exprimer les contraintes

(I.5) et (I.6) puisqu'on a ~u que celles.ci pouvalent &tre linéarisées en vue

de l'obtention d’¢quations du mouvement linéaires

~J
La relation (1.5) entrdine & -+ Y f&"im-{_ w—dm: .
(24}

m
Par deéfinition de G, cette reiation se réduit a 4
s -1
Tem W (I.38)
on W = w dm, l"intégration portant uniquement sur les parties
mMd
deformables, ot est défini w.
- n
La relation (7 &) entraine = = = {
ALl L4 *rikyaine :I m m o D:W :(.D.

En vertn de {(R.5). la premiére jniégrale n'est autre que la
matrice dlinerfie I 4 I'équilibre dynam:que = ¢’est ure nouvelle forme,

compacte et maniakle. que nous proposors pour désigner les matrices

d'inertie,
On obtient donc 2}, : fl P (1.37)
ot P = X woln .

My



ILes relations linéaires (J, W) « {1 37} sonm dune interprétation
physique aisée loreguion les déyrive jar rapprort av 1emps @ la quantité de
mouvermnent d'ensemble m £ ile moment « vérque densemble JL};') sert &
comtrebalancer la guaniné de mour ¢:aeat de dotarmaition \;‘l {le moment
cinélique de déformaiion 1'3) D crest atsg) ‘e sirs physique de Ta définition
des axes MOyans ._x_:}

Des iors. s1 1on g6 donne 1a rorvemie des dépiacements w, siX coor-
données (£ et ¥ ) peuvent &tre immediatement éliminées du systéme & 1'aid.
des relations (1. 36) ef {I. 37),

Remarquons cncore gu-on a, par {., 35]

1 -7 ..1°* S A B ! - T -
T T = WT m 1W . L PP ou T S w  w dm {1.38)
d W 2 2 W i

h";‘.

. 8.2, Matrice d'inertie a Lfétat déformé .

En utilisant la forme que nousg a' ons proposée en (B, 5), cette

matrice est

I —
c - Ee WA Ny — ~y ~NT AT AL
J o= X x m_—.-_—I-i—(x L+ a3 odm o+ XL ol
28] m in

A 1'aide de (1. 33), de {I, 3t} et des relalions (R &), on peut mettre
cette matrice J sous la forme -
. AT
gor¥Ti-@ ) wY Y W W

79 T N AT Y w T o
ou S‘) = (x " w + WrI %) dm et w w dm

e}

¢ My 1 f‘l’}d‘

sont des matrices connues des instant ou on se donune 1'expression dew

Jusqu'au second ordre en { §  w) donc #n w par i 37), on a

gréce a (B.11) et (K. 18) .
oy . —. /!-.f'?‘ (_) . :\,!] ] e g Y ——fﬂ"“!—l-i w ‘P
G LD R [(} (Z+3)+ (r+ W) } A1y v [‘Zf T+I¥ /‘Jl"f' T—Wmw

(1.2
.t o
Etant donné que, par (1 7], § =s1 duy meme ordre de grandeur
que w (g1 I'inertie de ia partie flexibie rniest pa~ négligeahie par rapport
Ty

a Vinertie totale), la formule (1, 39) montre a anité de vouloir exprimer .l

jusqu’au second ordre en rie faisant appel gqu'a Uelasticiteé linéaire ; en fait,
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R
des termes non linéaires de '3 dans le premier terme peuvent trés
blen rivaliser avec les termes quadratiques qui le suivent. La formule

met aurst en évidence le coupisge nwaiion.-déformations.

I 9. FORME DISCRETISEE DiS EQUA TIONS LINEAIRES DU MOUVEMENT

. 9. 1. Methode des ¢léments finis
Des simulations numdrigues et surtout "élaboration d'une loi
de commande ne peuvent étre réalisées que sur des sysiémes a un nombre
fin1 de variables., L'obtention de ce resultat est réajigée par la methode

des €léments finis qui consiste a 1deahiser la structure par un assemhblage
coielts 1Tl f g

d'éléments de forme géométrique ¢icmentair e (barres, pouires, membranes,
plaques, coques, etc...) et de fonction sirycturale simple bien connue de
laThéorie des struciures, tout en émettant a priori des hypothéses sur la
deformée de chaque €lément, en se basant sur I'expérience et sur le hon
sens (méthode de Rayleigh-Ritz) ¢ ¢, fOspeciant la contunuité du charp des

déplacements aux jonctions entre élé ments ],j";’|
L
S1 le satellile ne se compuse que de quelques éléments simples,
on peut résoudre analytiquement le probléme aux valeurs propres permet-
tant de calculer les modes normatux de la structure globale, C'est la
méthode modale , nous en ferons une application au Chapitre il. Par
conire, si le satellife est trés complexe, seules des méthodes d'itération
perfectionnees permeftent de résoudre numériquement le probléme ; citons
a ce propos les programmes DY NANM ([Iniversit¢ de l.iege) et NASTRAN
{(NASA) qui permettent de trouver tes modes normaux d'une € ructure quel-

conqgue idéaligée par ¢léments fins,

Notons enfin gue l¢s réservolrs ef amortisseurs a liquides cons-
truits actuellement pour etre embargues a bord de satellites sont génera -
lement compurtimentés, de manieére 5 conten:r' plus ou moins les
mouvements du liquide . on peul alors faire des hypotheses sur les dépla
cements de celui-c1 y..;i -! et ufiitser integralement la méthode qui va suivre,
Lie probléme de reprégenter 18 dyvnarmuue de flutdes dans des réservoirs en

~
mouvermnent dang ie cas géntral n'est pas cncore @ Esoluf b j,_j .
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[. 9. 2. Hamltonien, équilibre dynamique d’attitude

Nous supposons que les déplacements de déformation u sont

au plus quadratiques en de petites variables de déformation /35y en nom-

bre fini { V 1 2 n) :

2

w(F, )= 2 [ﬂy(g%(—)ﬁ(&)ﬁ/@y (x)] (1. 40)

Dans cette expression, les ﬁ,_, sont supposés indépendants :
1'¢élimination des six coordonnées discrétes redondantes est donc supposée
effectuée (cf, § [.7.2) : quant aux autres coordonnées discrétes de déforma-
tion {amortisseurs, etc...), elles sont & présent comptées parmi les
variabies ﬁ*’ . Ceci nous ameéne a remanier légerement la matrice

donnée en [i.8). Celle-c1 devient a présent la matrice (nq x 1)

?(t): [ CETJ 57, ¢ 3 T}T (L 41)
/3 [ﬁhﬂu’ /}J - ainsi, Hq=6+n ¢ *o

Notons que les y dépendent de la maniére adopiée pour
modéliser les déplacements du systéme, leur choix n'est donc unique en
aucune maniére ; ils peuvent caractiériser des déplacements discrets
aussi bien que des déformées continues ainsi qu'on le verra au chapitre IIL.
Toutefois, siles liaisons sont holonomes , la Mécanique lagrangienne
(définie sur 1'espace des g ou espace de configuration) est reliée a la
Mécanique newtonlenne (definie sur 1'espace des C’ ou espace géométrique)
par un changement de variables et 1l importe que la matrice jacobienne

de cette translformation soit de rang trois EE,SJ pour tout point P et a tout

instant, ce qui s'écrit

N
rang .;:/__(_g_")‘_. :3 ’V‘ (Cj L‘)
o (4.
De plus. les quantités e (1) et aft) sont supposées deux fois dérivables
en Mécanique.

Le Hamailtonien est défini par la relation :
Ng — Ne

_L']_.. —~ )
2 ;—1—— § -~ L =2 =R q -R,
ALK kst 09,
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les i étant supposés non cycliques pour k = 1,2,,,,, nq - N,
SiT = To T T‘z ow I'mdice rappellie le degré des formes
homogeénes respectives en q , en vertu d'un théoréme d'Euler sur les

gy i .
fonctions homogeénes (> ’c;%!"‘ 9 =b Th ). on obuient que
T=4 <9
H - '1"2 + (V- TO) pour autant que V¥ = V({q.t),

Ainsi, méme dans ce cas, le Hamiltonien différe de 1'énergie

totale, donnée par IU = T + V. d'une quantité varable ¥ - 1 = ’T1 + 2 To ;
méme st 1 = O, 1l n'y a donc pas forcément conservation d'énergie au
sens classique du terme, La quamm‘-LV (q. 1) = '!‘O iq, 1,)|est appelée

potentiel dynamique . ¢'esl elle qui doui qu'il y art des coordonnées cycliques

ou pas, étre mimimale 3 l'équilibre dynamique, Mathematiquement, toutes
les configurations d'¢quilibre figurent done comme solutions du systéme

de (n_ - n_) équations aigébriques ?) (V 7:,,)
q c ’ e s =0 (l ad v, 177-711) (I.43)

I. 9. 3. Formulation mairicielle lin¢aire des équations du mouvement,

—_ e/l
D'spres le § [. 7. 5, moyennant la connaissance de et de (2

les inconnues se réduisent a (9/ ‘f//’/etﬂ o .

Comme l'a montré Wﬂlems‘,:5’-'15:!J il est possible alors de donner
une forme absolument générale aux ¢qualions gouvernant les variables
8 et /3 dans les cas des sateilites déformables contenant un rotor
stabilisés par rotation ou par gradient de gravité. On peut méme étudier
les deux cas simultanément EHSI‘

T

En posant y - L@ Tﬁ /3 ;j , hous montrons en Annexe C que le

mouvement en ces variables est regl por 1'¢quation chifférentielle
My + Gy+Cy: D Zv (1 . 44)

-

ou|M est la matrice d'inertie générolisée symérique > O - elle n'est

diagonale que si l'on ut:lise les modes normaux de I'ensemble et si

G est la matrice gyroscopique généralisée, antisymeirique
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C est la matrice d'élasticité généraliseée, symetrique ; ces trois matrices
son! des mairices [(n+3) X (n+3)l( gui ne sont constantes que si les rotors
-4

tournent i vitesse constanie par rapporti a leur cardan interne (les a; sont

alors consiants) ¢ .

Z est la matrice [_(n+3) % {n+3) d'amortisse ment généralisée, symétrique
> ¥ la prendre constante revient a faire 1'hypotheése de 1'amortissement

vigqueux (of, g 1,10},

D es' 1A matrice lﬁ(n+3} X 11 des petites perturbations variables, dues

A 'excentyiciié, & la précession orbitale et & la régression du point nodal,

aux fores de commande et aux couplages entre l'accélération angulaire

dee rotors et les délormations.

e

Tou'es ces matrices sont données au & C.4.3, Ce résultat est

o3

obtenu moyennant deux conditions d'équilibre, l'une sur la partie constante
de 1'scceéleration angulaire des rotars, l'autre sur la partie constante ¢

des forces potentielles'’. Dans le cas d'un satellite & corps principal

ripide, le § C.4.4, donne le changement de variable permettant d'exprimer

les équations dans les axes r! l1és a ce corps principal.

-

L_10. AMORTISSEMENT DANS LES SYSTEMES DISCRETS

Revenons a préseni a 'important probléme de la dissipation
énergéi.que, déja évoque au ;; 1.5.2; les forces d'amortissement sont
cetie fois représentées par le terme - Z V dans (1. 44 }.

En toute généralité, Z est une matrice symétrique)@ qui
déepend du temps et de la fréquence de la perturbation D (modele dit
“héréditaire’’)  cetie mairice Z est inconnue a priori et peut &ire
analysée_ sur chaque gystéme phys:ique, par la meéthode des déphasages
caractéristiques [-Hl . L'amortissement viscoélasiique des matériaux
est de ce type ; on peut le représentier par un ensembie de cellules

elémentaires du type de la figure 12 a,
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(Ll
Figure 12 :
modéles mécaniques & amortissement
a) viscoélastique b) visqueux
Comporl‘emtnb Zone de COm,»oré‘emenl’

du Ejpe caoubehouc Eransilion du Eype verre

§leq

Att"cisremeni' de ,pre'tru.nce & temfe'rq,fure conslante
ow e
D}mihubion dp btm[ae'ratl'ure a" fre’chnce COhIfqh[C

Figure 13 :variations de la raideur €¢lastique complexe avec la
température et la fréquence



La courbe d'hysterssis « orrespondant & ce modele est mdé..
pendante de la [rdquence d'excrut.on et d'atiure ell.ptique © 81 le matériau
envisagé a une courbe plus pomntuce ffigure 3. 1 sultd (e remplacer, dans
le modele de la figure 12 a. le dash.pol par ulle un-te o (1 olfement sec de
Coulomb (qui produit une force conaane opposee & 58 d rection du mou-
vernent),

Toulefors, les mgeneurs ont coutume d'apphiquer 1 une des trois

meéthodes approximatives susatr es.
1.10. 1, Amortissement . .squels

Cette approche cons.ste & o donner & prior: une matrice Z
conslante. i y correspond lemndeiemecansue de ia figuce 12 b et la
courbe d'hystérésis est alors une vilipse qui sfentle or-gu'augmente la
fréquence du systéme . les maicriaus meialliques n'ont en fait pas du
tout ce comportement. Ce modélc es” cependant digne dintérét car il est
montré dans [5"3] quiun systéme mmude l1s¢ par des s ellules visqueuses
(figure 12 b) a les mémes tréquenc s ¢ jnodes normasx qae lo squ'on

le modélise par des cellules vigscoelastigues (figure 12 a).
1. 10. 2. Raideur ¢las!.cne compliexe

Puisque 'amortissemen des maiéranx sermble se traduire par
un simple déphasage de la determat on sur fa fension {i.gure 8), on a
essaye de représenter le phénoméne en oy ehles complexes en infrodursanm
, ) : re? Ll ENT A
une raideur €lastique compiexc (e 6 )« J e ) e jEt
. 7 . ) - A
A( he. & ) correspond lo composane de dilaton en phase avec la fension
et a ( om 4 ), ta composante dephosce de Y07, Tontelons, forsqguton chois:t

s
les matrices (re ~ ) er t,m 4 ) constantes, on pent montrer

qu'on viole le principe de caugnioe f



oy

la caracleristique prine -pale des matériaux en régime dynamique

est leur grande sensibilile 3 la iréquence et & la rempérature. Il s'agit dong,

dans fe choix des raydeurs complexes., de tenir compte de la figure 13

tqualitativer -4 haute trequens ¢ tou basze temporature)  (re {f’ 1 st
7o . . . )

grand e’ \w({) petit parte Que (¢ oderoulement ¢ enroulement successils

des chaines modécuiares ne pettent suivie le rythme de 12 fens:on, le

Matéray es Juas: Clostigue o @ .hie {réguendc e {ou haute temporiiure)

al comyaire, les déromemen s er enroulements des (ha'nes moleculaires

survent i@ tenson en phase e o va guere deénergie dossipée (clest la

région  cacvichounére ' 4 des frédguences mtermedaires, 1l y a une

region de fronsit,on ou le lecielr de perte iml/2 ) pgese par un maximum
g ! [

et on ja dissiparion énergetigque est mAaximale,
LoT0. 3. Sysidéme consertat’ associo

On peut enfin ¢ ud,er theor yquement et trouver les
} |

modes nor -

N s . N - s
maux du svstéme conservatif assoc.d (e'eat- a dire tel que 2 4D )

),
puis mtroduire vn facteur d amori.ssement a posterior!  dans ['dquation
de chague mode normal obtenu, so1* comme terme - 1squeux,
1l est bien €xident que cetie pratique conslitue une

soil comme
terme viscodlasrique

entorse & ia réalitd physique e meme mathématique, ainsi quiil est montré

dans [23 ! . Le modéle dynamrque obtenu est cependent trés représenta
tif du systéme reéel pour des coetticients d amorfissement de trés taible

valeur © on ne peut empioyer ¢ette md ‘hode que v 1s-a-vis de Pfamortisgsement

Structural e non bien sur  pour ies amortisseurs discretrs,



Menitionnons enfin que, dans le cas des liquides, la matrice
Z dépend de la viscosité du liguide et du type d'écoulement choigi pour en

modéligser le mouvement au contact des paroils du réservoir,

L 11 SIABILITE DU SYSTEME AUTONOME AU VOISINAGE DE
L EQULIBRE DYNAMIQUE

Lo 11 1. Srabilie du systéme hybrade

Au lieu de défimir comme en (I-42) le Hamilionien sur le systéme
discrétisé, on peut le {aire direciement sur le systéme hybride et définir
fe"1l v a r riomainea élastiques distincts)

) 15\
H = LZ__. I = ke é, + Z :‘J—** ’j J; =L (1.45)

]

te e ke O"fl

ou la matrice q ne comprend comme il se doil que les coordonnées discretes,

Un systéme est dit stationnaire {ou invariant) s dH = 0
On peut démontrer qu'on a alors D :
; n \'f 5
1 . .
H (&) = 3 Yo 7(l E;; ((jt);( 1,4 _(S%)_(]‘,é)d K{ (1 486)
¢

H est la pm%sance dissipée par les gources d'énergie du systéme (moteurs,
etc,. .1 et par l'amorfissement ; seul ce dernier sera considéré ici
puisqu’on envisage le systeme 8 ufonome,

Les équations du mouvement (I - 20) et (I - 21) contiennent
des dérivés du second ordre par rapport a t ; en doublant le nombre de
variables. on peut imaginer ies metire sous la forme d'une équation d'éiat,
qui ne contrent plus que la dérivée premiére d'un certain vecteur d'état, que
nous symboliserons par J& (1). A chaque mouvement du systéme hybride
correspond alors une irajectoire dans l'espace d'état S sur lequel est défi-
n1 ce vecteur <2 {t) et qui n'est autre d'ailleurs que le produit cartésien
des espaces d'état relatifs a4 ['équation (I - 20) et & toutes leg équations
(I 21)., 1l est apparu depuis plusieurs années que la gtabilité paramétrique
des systéemes mécaniques holonomes stationnaires pouvait étre étudiée

par la méthode directe de Lianouncy 2n cuolsissant 1J comme "fonction' de



Liapounov, 1l s'agit en fair 1ci d'une fonctionnelle puisque H peul dependre des

dérivées des 7 ar rappor! 2w s , Ce dernier point empéche bien
J p ! A

&
souvent e pouvoir déterminer les signes de H et de [1.S: iton peut
trouver une autre fonctionnelle scalare HI << M e qui ne dépend plus
de ces dérivees, on peut toujours ¢videmmeni 1'uiiliser comme fonction

de Liapouro

On peut alors appliquer le THEOREME DE STABILITE suivant

ara uatrw, gy

S'it existe une fonciionnelile scalaire H telle que i-l s0it semi-
défime negative le long de 1oure 'rajectoire du systeme et si, de plus,
il n'existe aucune trajecioire dans S le long de laguelie H O Y, si
ce n'est le pomnt d"équiithre 25 it} = O+ £ , alors si on peut trouver

une fonctionneile définie positive H] telle que H] < H V t, la solation

7 = est asymptoliquemen: sinble,

Ce théoréme est connu dans la littér'a‘fur‘elsz):]snus le nom de
théoréme de Kelvin.Tait -Chetaevet peut se déduire également des ocuvres
de liapounov ou de Kraso: v,

La construction d'une lonciionnelle My peut se faire a l'aide
des premieres valeurs propres du systéme élastique, qui bornent toujours
Inférieurement le quotient de Rayleigh [3"“] Mais cela ne suffit pas car
H] est alors souvent une somme d'intégrales définies sur les différents
domaineg elastiques. [ est partors possible de metire Hl sous la forme

- A4
H, = ' l Jf“,! JL d L {cas de r domaines élastiques) et de tester
la fonction” &L, parlecritere de Sylvester appliqué a sa matrice hessienne
au voisinage de l'équilibre et en tous les points, S frouver X, n'est pas
possible, on peul encore. a l'arde de 1'inégalité de Schwartzappliquée aux
fonctions, éliminer la dépendance en les variables T et tester une

L

fonctioﬁ H2 << HI‘ au voisinage de 1'cquilibre par application du critere
de Sylvester. Tout cecl exige évidemmen' la connaissance d l'a pproxima -
tion quadratique, en les coordonnees géneralisCes, de toutes ces fonctions

ou fonctionnelles,



A
.

Le rézultal obtenu est néanmoinsg peu concluant car 1l est

évident que les condifions de stab:ilité obtenues peuvent étre beaucoup
ly op slrctes

l.a soiution ia meilleurc serait une @tude de stabilité du systeme
discretise par une troncature roedaie & un nombre fini de modes normaux
de I"ensemble mais lo probiéme qu: se pose est alors de savolr combien
de modes retenir dans le modéle marthématique. Nous donnons notre
coniribution personnelle sur ce sujet au § it1.4 en montrant de combien
la tromnicature modale enfremt les intégrales premiér es du mouvement
jors d'une réponse a une impuision de Dirac, Considérant que ceci fournit
une base quantitett e valablie nquant au nombre de modes a retenir, nous

vigageons a présent Ia stabihité des systémes discrétisés.
i. 11, 2, Critere de stabilité du systeme discrétise

Dans le cas du systéme dis cret holonome stationnaire, on a
. h‘T ol _ »
gimplement H (1) - 2> ¢ (t) OI ((‘J
k=4 .
Consiwdérons une orbite circulaire (le ferme C_ e 2] est alors constant
et peut érre oubl.é) et 1'inexisience de perturbatlonb (D = 4} ainsi que
l'absence de commande sur le rowor ( 3//// est alors une variable cyclique

et ne joue plus). Les seules variables restantes sont & et /3 et la

seule force généralisé-e est I'nmorfissement, On a ;

['z,\, yeovliZy (1. 47)

-

Or, en prémuitiplian 'équation (! 44) du systéme par yl et en effectuant

sa primiive, on obtient (& condifrons initales nulles)
L,

- - / r .
Pyt yey--] ]

Donc , :im J_" M /:] + % ’:I""{-_J = H (Y. 48)

ou encore 4 47 M T 2t A T oA V- T
- - 2t 1 B = -
2 (/ J -z z d (/ °
puisque H ”1‘2 AV T



C'est au Hamilionien et non a 1"¢nergie {otale qu'il faut attribuer
un sens énergétique. Un systéme mecanique est dit amortl s1 H est

&

gemi-défime négative 1l est complétement amort: si H est "pervasive’
i - - 5

clest A.dire vérifie tes hypothéscs du théoréme de stabitité du § I.11,1.
l.e néologisme ''pervasive ¢ran rendu nécessaire par le lant qué cette
notion est plus restrictive que semi definre négative  mais moins que
"definie négative. On trouvera une discussion de 'amortissement complet
dans les trois dissertations fondamenrales de Pringle l_l)i?‘.ifljifl,, En résumé,

. v r T T T
nous pouvons écrire, si &F = L ’(T ; J ]

| tez=C Ve ; ®eZ=5VE, 5 I, 3 0;
H] 22 W] detmie neganie gy [ H 2=0,c<ct]=0 |
| H Iéf'é 3“’E@,§)){{t]_<i
- o . ~

(0] semidehine negatne g, T - 0 i

HL oy {i)" seml-définie négally e gommm, H L’c‘f’t <, ; e C‘J: o

Hl2es,; tee]=0

i H | 2< S, el <o

HL > (t)] “pervasive” é—_—_:}}li[- X2 (t)] sem1-définie négative avec

s, )@

e T

On supposera qu'a '¢qu.libre X=® , ona H (M) = O.

Pour le systéme discret dont la roprésentation linés ( eirépond a 1"équation
(I - 44), le Hamiltonien peut étre utilisé directement comme fonction de
TLiapounov el le théoréme de Kelvin Tair Chetaev ge résume aux
propositions qui suivent. Nous donnons dans la reférence [‘111 une synthése
de la démonstration., Ces théses peuvent d'ailleurs se dédulre direciement

P N . iy 2
des théoremes de Liapcunov donnés dansg 20
}.

Q | : . ] o < - . ~ .
1°) Auvoisinage de 1'équilibre &= €, un systéme mécanique complétement
amort: est

asymptotriquement siabie si1 1l est défin: positid g

.

instable si H peut prendre des valeurs négatives,



"
(B3]

La deéfinie- posiiiviié de H joue donc le role de condumn nécessai-

re et suffisante de stabilité asymptotique des Sybtemes mécan ulue%

complétement amortis (Pe(‘l auss: blen pour les systémes lmealres
- AN

gue non linéaires d'ailleur‘s) 11l stagit donc réellement d'un critére de

gtabilité au méme titre que le critere de Routh-Hurwitz de la théorie
Iinéaire. De plus,;s1 le systeme est linéaire,le nombre de racines de
I'équat-on caractéristique de (I 44) situées dans le demni-pian de droite

est égal au nombre de valeurs propres positites de C (supposdée défine).

2°} Au voisinage de l'équilibre X -U | un systeme mécanique amorti
egt
siable si H est défimt positif |

instable s1 H est defint négataf,

l.a définie positivité de H n'est donc gu'une condition sulfisante

a la stabihite des sysi¢mes mécaniques amortis.

3°) La stabilité au voiginage de l'equilibre des systémes mécaniques

amortis, complétement ou non,ne dépend ni1 de 1'amplitude, ni de la forme
SRR e 2R R = PR, L RE e AP

analytique de la puissance dissipee H,

4%) La stabilité du systéme linéaire et celle du systéme non linéaire corres-
pondant sont liées par le théoréme suivant, du & Liapounov

.

le systéme décrit par 'équation X =AF -+ f(af) ou { est une fonction

non linéaire telle que Ith M_”_,, - o

-~ X . . s, T2 ]
asymptotiquement stable gi le gystéme linéarise ['est

")
0
—*

mnstable si le svstéme linéari1s¢ l'est.

La stabilite au voisinage de l'equilibre d'un systéme inecanique non

linéaire n'est donc déterminée par les termes non linéair ¢s que dans le cas

ou la forme 1;1;§'arls(‘e d‘un b\f%ftme amorti est non lns[‘ih]e e ddns les cas

ou H n'est que semi--delini,



5°) Puisque la matrice M est définie positive, I'expression (I - 48) montre

que la condition nécessaire el suffisante de stabilité asymptotique d'un

systeme mécanique holonome stationnaire complétement amorti et

autonome est que la matrice d'¢

lasticité généralisée C intervenant dans

sa représentation lincaire (T - 44) soit délinie positive ou,ce qul revient

au méme, que son potentiel dynamique (V - To) soil mmimal a I'équilibre

dynamique Y = ().
miaue 4 .

On congoit facilement 'avantage que, dans les cas compliqués, cette
methode présente par rapporti aux autres méthodes d'étude de stabilité
lineaire ; par exemple n'esi-il pas bien plus lacile de tester par le critére
de Sylvester la défime-positivité de ¢ donnée en (C.22) pluiét que d'appliquer
le critére de Routh-Hurwitz au systéme compliet de U'équation (1 - 44)%

Quant au probléme de savoir, dans les cas compliqués, g1 un systéme a
matrice d'amortissement généralisée Z semi-détinie positive (cas évidem-
ment le plus fréquent) est compléiement amorii, il se résume an calcul

du rang de certaines matrices données dans 133] et calculées & partir de
(I - 44). D'une maniére grossiére on peut dire que I'amortissement est
complet lorsque le systéme d'équations "couple' toutes les van ables de
maniére a ce que l'amortissement puisse affecter chacune d'entre elles

apreés un temps plus ou moins long.

. 11. 3. Extensions du critere de stabilité [3¢, "¢ |

Nous donnons en annexe 1) quelques exrensions du critére précé..

dent, utiles dans les cas litigleux et utilisant les 1atégra.es premicres,

L-11. 4. Limitations de 1'etude locale de siabilité

Méme lorsqu'on conclut a la stabilité asymptotique d'un systéme
linéarisé, donc du systéme non linéaire corresponds ul, on peut se demander
dans quel voisinage de 1'égquilibre le résultat est valable. 1l faul ponr cela
calculer la matrice hessienne du potentiel dynamique (V - To) ; la nature

qualitative de la stabilité changeant aux 'points de bifurcation" (c'est-a-dire



lorsque le déterminant de cette matrice hessienne s'annule), on peut
trouver, dans l'egpace des coordonnées qa, - la zone bornée ol le comporte-
ment sera asymplotiquement stable et ¢galement y tracer les courbes

d'égal porentiel dynamique L ?_‘{) 49 ]



CHAPITRE 1II

ANALYSE DYNAMIQUE DE SATELLITES PARTICULIERS

II. 1. STABILITE DES SATELLITES STABILISES PAR GRADIENT DE
GRAVITE OU PAR ROTATION

II. 1. 1. Satellites & gradient de gravité

Deux applications en ont été faites dans [i;jJ; 1'une traite d'un
satellite équipé¢ d'un long ressort dissipateur d'énergie avec masse d'ex-~
trémité (type "TRAAC", voir figure 1) et 1'autre, d'un satellité équipé d'un
mét & articulation dissipatrice (type "DORADE', voir figure 14). Ony a
donné les zones de stabilité dans 1'espace des paraméires.

Nous regardons briévement ici le cas général ; dans le cas d'un
amortissement complet, les (n + 3) conditivns nécessaires et suffisantes
de stabilité sont obtenues en applignant le critére de Sylvester a la matrice

C donnée en (C,22). On obtient, pour a;=a, =0 :

13 —Iz+a3> 0, 4([3 -Il) ta, N, 0, 12‘> Il""' det C >» 0.
Les trois premieres conditions de stabilité sont suffisantes pour un gyrostat
rigide ; pour les satellites compleétement amortis, elles deviennent aussi
nécessaires, Les autres condilions marquent la réduction du domaine de
stabilité en présence de déformaticns et sont vérifiées si la "raideur
interne' du satellite esi suffisante. Quand agq > 0, la présence du rotor
accrolt la stabilité,

Lorsque le satellite dégénére en un simple rotor rigide symétrique

(I1 =L, =I5 ag = 13 ../25 }, les deux premiéres conditions deviennent

A - Te-T
W->X)Ns— X >0, (1-X )12 -4+ X>0 oo K= —s.
L'amortissement n'est pas complet dans ce cas et la troisidme condition ¢
n'est pas strictement vérifiée ; on ne peut conclure qu'a une stabilité

partielle,
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relations classiques pour un dual-spin et, si ag = 0, on retrouve la condi.

tion que le corps doit tourner autour de son axe de plus grande inertie.

H. 2. DYNAMIQUE DU SATELLITE DORADE

fl. 2. 1. Specifications et caractéristiques du satellite

L'objectif de la mission du satellite DORADE, dont nous avons

étudié en ]_‘i‘.vln. J la faisabilite d'un systéme de stabilisation, esi d'obtenir

une résolution el une précision meilleure dans les parametres du géoide

(utilisation d'un faisceau laser pour déterminer l'orbite), Ce satellite est

symétrique ; 1l est essenticl que son axe de révolution soit aligné sur la

géocentrique a mieux que 1° et que 1'orbite ne soit pas perturbée plus d'une

fois par semaine,

I.e tableau suivant rassemble les principales caractérig-

tiques relatives a ce satellite,

Orbite

Masse

a =7.18 106m e ={0.015, 8~ 1.04 10-3 rd/s ;
L2607 <X = -6.7010"7 rdfs; V= -1.7010"7 rd/s

100 kg, dont 12 kg pour la stabilisation et la détermination

d'attitude

Corps principal

rigide

longueur = 0.9 m

surface latérale couverte de panneaux solaires

8 panneaux

solaires rigides

longueur 0.9 m, mclinaison sur le corps principal = 45°

. 2 . . ,
Moments d'inertie 1l =20 m” kg  moment d'inertie transverse = 26 m

zkg

Moment magné.

tique résiduel

de ["opdre de 0.1 .A;m2 et d'axe Inconnu

k.

Ces caraciéristiques impliquent une faible action du gradient

de gravite (qui aurait é1é bénéfique) et des couples 1mportants de pression
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aérodynamique et solaire, auxquels s'ajoutent des eltets de derive
notables causés par le couple d'inertie de précession d'orbite (surtout

en présence d'un momeni cinétique interne) et par le couple magnetique.

11.2. 2. Choix d'un systeme de stabilisalion, couples periurbatenrs

Pour diminuer 1'effet du couple aérudynarasgue constani. on
peut envisager de rapprocher le centre de masse de ls hise des panneaux
(ol s'exerce & peu prés la résultante de pression, vour figure 14 a).

D'autre part, les systémes de sfabiiisation par jets de paz et ceux
a actionneurs magnéiiques ont été rejerés, les premicrs pdrce gu'ils
risquent de perturber 1'orbite{on ne peut caler deux tuycres de maniére
exactement symétrique), les seconds parce quiils exigent i@ determination
des trois angles d'attitude (d'oll un probléme de detection du iscet), Notre
étude s'est donc portée vers une stabilisation parc roue d"inertleffa vitesse
modulable et dfaxe fixe dans le satellite, selon £:{{» lant donne que ies
couples perturbateurs les plus importants s’exercent en tangage). La
conception d'un tel systémne est donnée (iarlsl:ff,x;fet nous ne i1 reprendrons pas
ici, notre but étant unquernent de montrer comment la méthode exposée
au Chapitre 1 permet la mise en équation complete du mow ement de ce
satellite pour une version de stabilisation semi. passive que nous décrirons
plus loin,

Les couples aglssant sur le satellile sont, & ce »iade, donnes
1.

par le tableau suivani en axes x
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gage

Axe Couples d'inertie perturbateurs Couple extérieur
beénéfigue
- e g e M D ]
précession orbitale excentricité gradient de gra‘vité([)y}
4 L F 2,
2}_1 (lacet) 146,10 ° (Il+a3)cos("kf—‘l‘{‘ o n
NS . -€ 4. . «
x?(roulis) ¢ 10 (4T L ag)sin i ~3.2 4o (T ) 9%
3 (- v) » e
}:; (ta ga- O 2 A }]— ik vl ~3.0 A0 ( L T4 4_) {).,_'.
ge o i ’ — l‘
Axe Couples extérieurs perturbateurs
- magnétique ( g ) aérodynamique ~ radiation SDld.ll"e/j’ :)
1 ¢ ) (£ -
x (lacet) |44 19 [lel‘f.hl,sr.-;g(ir.m;,j ) O
2 i . .
-5 v ; _ - -
. (roulis)ieg 4 45 [‘J}‘;"‘lSL’&SH?(’VZ‘H;{)J —-¢.5 Ao 6&, 6. 167 ¢ ay pire
3 =5 , ;
tan- 49 - ‘ AR : -£ b L
i.( an Hﬁ {? (df Cos (v J"“):' - 6.5 fo™" C. Ao i (1"«:- CE") au pire
Za, sin (V-v.) ] :

Les couples de précession orbitale,d'excentricité et de gradient

de gravité s'obtiennent directement & partir des formules (C23) et (C22)

puisque, pour un satellite rigide, les axes x! sont évidemment liés stric-

tement au satellite ; le couple magnétique se déduii de (I15) o, étant donné

I"imprécision sur le moment dipolaire magnétique résiduel d du satellite,

nous avons considéré que u(’ ”: a et que RH = ‘J: ; les couples aérodyna-

mique et de radiation solaire ont dil étre évalués en fonction des surfaces

apparentes du satellite.

De ce tableau, il ressort d’abord 1'importance de 1'influence

de la precession orbitale , aussi avons-nous tracé figure 15 les amplitudes

des oscillations en roulis-lacet non amorties résultant de cette précession

en fonction du moment cinétique de la roue. Si1'on tient compte du couple

magnétique avec d3 = . 0.1 A.m? et ]dl\: O.lAmzj la courbe d'amplitude

en roulis doit encore 8tre translatée vers le haut de 0.1 rd. Dans tous les

cas, pour des valeurs intéressantes de “ h~ i! , l'erreur de pointage permise

de 1° est largement dépassée si 1'on ne prévoit aucun moyen auxiliaire,

Pour remédier a cela, deux solutions sont possibles :



64

satellite DORATE

b) & 1'état déformé
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(cowurbxys 7,.2,56) LHc&T

fa’ﬂz (amp/rlfﬂaﬁ) - (courbﬁ; 3,4,7,8) RouvLLs
/20_ ._Rad:.an;

foo B
Ao o rd /s % )
I, = 20 m?Lq ]L_=2im kg
l"” >0 pour courkbgs /3"1 £ (5‘"'} "’"‘”f)

for— h’ o} < O pour courbps2,4,6,8

6o, /

Figure 15 : influence du couple de précession orbitale sur DORADE

. = 8o m""g
&
(5) / gy
t 7 ll ll
(6)(8) = (m?kg)
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a ce moment, Q',qul est toujours parallele a r s'aligne sur x3 = & 3;

donc les axes z_gi soni princrpaux cenfraux d'inertie a I'équilibre ((‘:fgé' C.4.2),

On ¢'impose encore l2 Ty 7.
F ' e
l.es s1x coordonnces < el 4, de position du Corps principal

ar rapport aux axes X soni alors ériminées en utilisani la défini‘ion de
p3 8 X

ces axes (¢f. § i.8.1) et en considérant 1'¢tat deforme (figure 14b)
f“\‘ﬂ

"
E e W -
| 3]

. . 1 . - ,
U W, = - m, dh_g p3dy= 5 fAoaee yaommCe
- -
f=-T"P= 17T
e
- T oamd,
o 2 gy .. AN T s T x
ou ]";1 = M, C!..m, (.Cj'i + S)/ﬁ 5 55‘!3 = -'vd/‘f' aveC : 2 g
. Dt 2. i
da G ' e

Ces relationg soni d'interprétation physique aisée dans ce cas simple.
Afin de déterminer les matrices /\ et JT intervenant dans les
¢quations du mouvement 1l faut calculer jusqu'au second ordre la matrice

d'inertie »J a 1'état deformée. Nous utiliserons (1.39) . on a

o o h
o
Wb S . 3
i (@ i Q.%§ @ bt . 4 4 ]
! el = = SR '0“""’3? ; /Ou/- donc

T o -rp >

on peut calculer la forme {C1} de ““5

ou les seuls éléments non nuls de et de 7—! (e sont icl des scalaires

puisque n - 1) sont
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Ce U montre bien gutii n'y 0 pas de delormation seion axe x© et que les
moments d:merfie ne varient pas du premier ordre,

N , . ; .
Quant & M7, gui ¢s' 5 un scaisire m i ze deduit de (1, 38)

ct’
Y S A T 1 4 , >l S Y ) - Zd
: . - 2 »"’ B 3 i LT -_-_,r_'; '

Comme [ oo laquentaée b est nudle puisquiil n'y a pas de déforma.

11on selon x2 (el

definition de[“fau & C,1.1.). {l reste a calculer
) 1)

I"influence du rotor dans etat deformé, Puisque celui-ci est lié au corps
]“ O i

principaiona (§ C.1.20) ief en peut écrire ia relation (C2)
sous la forme ! 0!
- ¢ i B : )/-—“__1
: L
b, f ,g[/' -t
7t } . C ' /
b/ e it i e YR 9 |
I‘:;A: “f W ] g _i, .. kf I (J

oy o — P N
RS - J:-fﬁ/ (27% Y

"‘f‘;:; .o )‘_‘ /:“f it ; LT /--\1 f,/\ 2 :::, )

Enfm ¢ > 1 7Y, ondon versre U Jusquiau second ordre | i1, puisgue

S0y 7 sdamatrice 0 est nuile {pas de second ordre dans /) 1.

Les equat,ons du mouvemennn  sont alors enficrement donnees par "Annexe

n

~ Rl . ] - 1 i Dyt T
C. En projetant ces ¢quatsons dons tes aves vt du corps rigide ( % C.4.4.)
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I
en supposant qu'il n'y a aucune commande active a l'articulation du mat,
il. 2. 4. Conclusions

Pour ce qui est des conditions d'équilibre (C24), la seconde

indique une force 'potentielle’ ¢ - % ou Eﬂ: lqt-1.1 10 5 d;+4.8 10"‘6)/"_

Py

7
force genéralisée due a la présence de couples exiéreurs consants

& la configuration d'équiiibre statique, le mat est donc legérement mcliné

sur le corps principal,

Quant a la premiere condition (C24), elle n"est vériliee que
;

pour sa composante en tangage . 5.2 106 N.m - l// ‘;‘// . ce gul
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permet de prévoir le temps que va mettre la roue a "saturer',

I.es deux autres composantes de la premiére condition (C24)
he sont pas strictement vérifiées puisque, comme on peut le voir sur ke s
€¢quations de roulis et de lacet, il subsiste un couple constant sur chacun
de ces axes ; une partie peut &tre éliminée en s'arrangeant pour que
(12 = 0 mais le couple constant en roulis dft a la radiation solaire doit &tre
compensé par un systéme annexe sinon il n'y a pas, strictement parlant,
équilibr-e(le satellite va précessionner).

Il convient enfin de vérifier, a l'aide des équations de lacet, de
roulis et du médt, si les couples perturbateurs harmoniques n'entrafnent
pas des oscillations en roulis qui dépassent la précision de pointage requise ;

ce caleul n'est pas effectué ici.

1. 3. DYNAMIQUE D'UN SATELLITE GEOSTATIONNAIRE MUNI DE

PANNEAUX FLEXIBILES

II. 3, 1. Description du satellite

La plupart des satellites de télécommnunications envisagés actuel -
lement comportent deux grands panneaux solaires, flexibles qui l'alimentent
en éncrgie €lecirique, ainsi qu'une roue de vitesse modulable autour d'une
valeur constunte dlevie et d'orientation commandable par l'intermédiaire
de deux caedans, afin d'obtenir une stabilisation "trois axes' du satellite,
Leur contiguration sénérale ost du type représenté a la figure 16a, moyennant
I'hypoilicse gue Je contre de masse de chacun des doux cardans coincide avec
celui de ls roue (point G.. ) et que les axes de rotation des cardans et de
la roue passent par G ; ceci implique donc que les balourds causés
par le moteur de la roue et par celui du cardan interne soient équilibrés
par des contrepoids (figure 16 b), l'emplacement du point G étant par
ailleurs quelconque dans le corps principal rigide,

Lies deux panneaux solaires sont identiques, encastrés paralle-
lement sur le corps principal et symetriques par rapport au plan de roulis,

L& distance dr enire leur point d'attache et le plan de tangage est la méme,
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Figure 16 : satellite géostationnaire muni de panneaux et d'une roue sur double
cardan,

Parﬁfav. - §

a) a 1'équilibre dynamique

c) a 1'état déformé
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A 1'équilibre dynamique, la configuration désirée est celle de la
figure 16 a, le repére orbital étant le repére d'équilibre. Les panneaux
solaires sont des structures essentiellement discontinues : certains peuvent
etre modélisés par un méat homogeéne qui sous-tend une membrane couverte
de cellules solaires, ou par tout autre assemblage d'éléments finis, Afin de
ne pas nous limiter & un seul type technologique de panneau, nous les
idéaliserons comme des plaques planes homogénes de rigidités flexionnelle
et torsionnelle égales aux rigidités correspondantes du panneau réel, ces
données étant supposées fournies par les spécialistes de la structure. Ce
modeéle trés simple donne en réalité une représentation suffisamment fidéle
du comportement du systéme pour les modes & fréquence basse.

Le satellite se compose d'un corps partiellement rigide, par-
tiellement flexible (la carcasse et les instruments de bord plus les panneaux)
connecté a trois corps mobiles (les cardans plus la roue) ; nous mettrons

ce systéme en équations en distinguant deux modes opérationnels.

II. 3. 2. Equations en mode "'normal'’ ou régime permanent

Dans cette phase, les couples perturbateurs sont trés faibles
et varient a la pulsation orbitale m & 2 TU /86400. = 7.27 10-5 rd/s
pour ce type de satellites,

Comine la premiire pulsation propre est, nous le verrons, de
1.78 rd/«, les panneaux peuvent 8re considérés comme rigides en mode
normal. On pourrait alors en ¢ludier la dynamique aux grands angles a
taide du formaiisme s'appliquant aux systémes de ceorps rigides articulés[?-ﬂ
out simplement en appliquant & chacun des corps rigides le théoréme du
moment cinétique et en éliminant les couples de réaction, ce qui est simple
danys ce cas-ci, Par contre, il peut para’itre utile, le systeme devant &tre
stahilis¢ au voisinage du renire orbital, d'obtenir les équations du mou-
vement sous ‘a2 forme (i.44), o0 vue notamment d'étudier la stabilité du
svaténe antonome en régime permanent. Nous utiliserons pour cela

'approvhe exposée aun chapitre T le résultat est alors immédiatement

trunsposable au cas d'une rouc sur curdan a un degré de liberté aussi
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bien qu'au cag de la roue fixe.

Dans cette élude, nous supposerons encore gue le satellite
globhal est 1nertiellement de réevoluiion (Il IZ It) et qu'il en est de méme
du systéme roue plus cardans (if : 12‘" . lt"( ). Remarquons que ioutes
les hypothéses de symeéirie faiies jusqu’ici ont pour but de simplifier
'"écriture des formules mathématiques mais n'invalident en rien les
formalismes proposés.

Nous utiliserons la propriété de fort momeni cinétique interne
et supposerons a, %% [. En défnissant la “pulsation de nutation’
CJ N( > 0 ou < 0) comme le rapport entre la composante sur QS du moment
cinétique de la roue a l'équ:libre et L I'hypothése ci-dessus s'écrit aussi

C;.DN S>> 1N puisque g N - I, &)N, A titre indica,tif/en supposant que 1'inertie

fransverse du satellite ne dépasse pas 103 m?2

kg et en admettant que
0.01 << 1, il suffit que le moment cinétique nominal soit supérieur 4 1N. m. s.
En examinant les matrices du Jg; C.4.3., on remarque alors que les matrices
A ) TT ) r (qui ont des éléments du méme ordre que ceux de [) n'inter.
viennent pas. Ceci revient & supposer que le gradient de gravité ne joue pas et
que les variations de la matrice d'inertie dueg aux rotations des cardans
sont négligeables ; les seules matrices a calculer a 1'aide d'une approxima-
tion quadratique sont donc (5’1/. ‘fzj \/ 3e'ﬂ: Zgj_

Commengons d'abord par éliminer les six déplacements du corps
principal a 1'aide de (I.36)et de (1.37). On a évidemment & ?”m‘le: O
(pas de déplacement du centre de masse lors d'une rotation de cardans) et

(figure 16 b)-

¥ =-T"P=-IT | Fuwdm
md
. A ; -
:wI""( %“ﬁ—/«i"‘)WC!.m-—I" fg,“"uro[m
Jimy R
0 ~J
= — ! T gt dm X = T T (1. 1)




74

Vintégration g'étend sur le sysiéme (roue plus cardans) ;

Ot

- [I% o o] ,

e o IF O 5 X =lug s
PO O I;J o |
‘;; est le moment d'inertie de la roue autour de son axe de rotation ;
i; contient le moment d’inertie transverse de la roue el du dispo-
sit1f de suspension & la Cardan .

»1 ¢1 %, sont ies petits angles de rotation des cardans autour des

) axes, pris dans l'ordre de Bryan.

Rappelons que les axes moyens sont bien principaux centraux
d'inertie a I"équilibre puigsqu1ll n'y a de moment cinétique nominal interne

aque melon £,

D'aprés (Bl1l) et (BB18), nous pouvons écrire, en axes x1,

W e RITRTE L s (F8)+ (T4 J‘Tﬁ-f&’_l b

O :h"" =] < est le moment cinétigue de la roue exprimé dans ses propres
V) o
A Xen, L“ b
Tyt
Ceci donne, a i‘aide de (l1i.1) :
Y, o q %,
I‘H . T l‘f'/
/Y
— (1’ ‘X._I
2 2 2
1 - L (o + ;)
= Z




£
expression permet d'exprimer n” sous la forme (C. 2) avec :

?L j:[/ ?Z o= :; et Z“:'[jr/"* zo (:1.2)

D'autre part, on a f"’" /\q/ fz’l/" © (?/

_ T
La matrice ""déformation'' étant ici ﬁ :1_°<1, < 2J . cefte

£y

ou ,Q Y esi la vitesse angulaire - (du fait des rotations de cardansg) de

la roue par rapport aux axes r' du corps principal ;
R st . L isad o i
) est la vitesse angulaire des axes r* vis-a-vis des axes x°.

——

Des lors,

0% [2)7A™ (2 TP T (RT R 2)< [x ]

——

avec, par (B15) etik: 18),

Jl‘i: RFT ‘Z R* T-LU'{ + 24_‘6::: + L ,3,-5‘.30(5'3'7%] -f—[?)/;-g-(?)yd- L/J;‘Lﬂ?}'éjjﬂ; }’:
%+ f 4+ ”—(&'-ﬁ UJ"aau(sjyjc(-f- d’o<+ (3’ e d’”jf‘_—_
S g o, + &, ?;’3~~')’3c>'g1 ]

94
o+ LY, -G ¥t
= -

Il est remarquable que 1la partie quadratique de la troisiéme

composante de cette matrice ne dépend pas de ‘Z, : cela nous permet

<

d'exprimer {L  sous la forme (C8) avec

11 nous reste enfin & exprimer Md. On a, par (1 38),

T—LL = } If 0’ (O(j + C() pursque

2 . s
' l

T - e
Woooal ill'r', = g- ol
Z.

IO
M

() 5 dmt = 4 T

({. N iy d,
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ce qui permet d'exprimer Tq sous la forme (C6) avec :
Md“ I‘;‘ol o
= 1o I:‘i (11. 4)

—

Connaissant les matrices (I1-1) a (II-4), le systéme se met

sous 1a forme générale (' -18) avec

e

— s [ —
T 0, r O, 9qI
M- — ) G s a;n Q,, ) gt[,ﬂ
s ] d ~qT Oy o*TC

— (II. 5)
-
'ﬂ 2 024 Ci iz
O - ,
I= ; C = Ay 12 ®12 © sz,
'_4 O Ezﬁ"gca;
. st
_.CI 1, QW’ +\’7‘ﬂ;],
| =
T” est une matrice telle que I[z = -}, elle est unitaire et

antisymétrique. La matrice c® représente un éventuel rappel élastique
des cardans (si ceux-ci ne sont pas commandés), Dans ce cas, on peut
voir que le Hamiltonien n'est que semi défini et que l'amortissement est
incomplet puisque, le tangage étant complétement découplé, une dérive
peut apparafitre sur cet axe ; |I'étude de stabilité peul &ire obtenue comme
décrit au § 1,11.3

Dans le cas ou les cardans sont commandés, on préfére écrire
explicitement les équations projelées dans les axes ‘r’_i liés au corps
principal, sous la forme (C25}. Ceci peut se faire en postmultipliant les

matrices (IT-5) ¢i-dessus par une matrice -1 donnée en (C26) avec, ici,
d . ot :
1= 1 jll (I1. 6)



A A AT g -
En définissant les matrices @) = [O_”ﬁzj et ¢/g_: IR
les équations de roulis-tacet s'ecrivent alors
corps rigide
R Y R " v .
:'_"'\ perne ) _— g L Fa i . L 1 )
<) X Y Vel I S £ A
G A e C L N (R SR
cardans
o N A Y. ) T B U
(Te/r)A cwp(@ Al v b (YA (gr) - i (g2
- a) .

i et (_;xfi: e &
el dlinerioe
{‘7"{)%' [E rfl [); j ! coupies moteurs de comme e que le corps pr 1.

5 B pal exerce sur les cardans.
Par soustiraciion el par addition (& un facreur constant pod <) e

ces équations, on obilent les forme~ plus simples

corps rigide

—e L ‘F o o 4
L - @ = eaf - j = oéo avec I,"g = L4 (1. 7)
cardans : :
. .y . 3 . Ji A pisd
IT‘. (@ + l/f + ({”‘H vft)I(G)A-%Oé“)‘{— (UJNI(_ ;7_)(@ ) ,«j’): L (15, 8)
On peut vérifier intuitivement ces résuliats : la premiére
équation con sidére la carcasse rigide {corps rigide plus panhesux) soum:se
.4 des couples perturbaleurs et aux réactions des moleurs @ la seconde
revient a conzidérer le systéne (roue plus cardansg) comime un reoon oo
soumils aux counles moleurs (cecl gse justifie par je fa.t que les penr~ g

de rotations se découplent en approuximation linéairel,
f Pl

I e P . e oos e R
. Cquation de 1angave 5 G0y iy € P i M O (17, 1)

et 1'équation de la roue est fewrnee par Péguation de | agrange

I, 3, 3. Equations ¢n mode ¢

Craluralion O f€u. i £l li) e

Aprés avolr 1oncs e aboer fe h Lernes il rmode “normni Lo



=1
o

variation du morucat cinétigue e la roue par rapport & sa valeur nominale
de 1'équilibre dynamique atte:r, et ce, 4 cause des couples perturbateurs
constants en axes mertiels, +oe [imite qui, technologiquement, ne peut

étre dépassée, Par varmation 1 moment cinétique, nous ertendons
'accroissemen: de vitesse auss; bien que la dérive de 1'axe de la roue. Les
opérations de "désaturation’ de cette vitesse ou de “recalage” de cet axe
peuvent s'effectuer a 1'aide de magnétocoupleurs ou a 1'aide de jets de gaz

la seconde solution s'impose ic: vu la faiblesse du champ géomagnétique

a 'altitude des Satellites synchrones, Un couple en échelon de quelques
dizaines de secondes est alors réalise a 1'aide de tuyeres placées symétri-
quement sur le corps principal. Une excitation transiloire se produit égale-
ment lors des corrections diorbite : ce sont les opérations de "maintien &
poste' {(*'station k'eepinsji,j", Les désaturations, recalages et corrections d'or-
bite se traduisent en genéral par une excitaiion des parties déformables qui,
dir fait de 1'amortissement siructural, ont une constante de temps de l'ordre
de Ta mvinute. Sur un temps aussi court, nous considérons le repére orbital
comme inertiel,

Nous utilisons 1'approche du ? 1.10.3 et étudions d'abord le SYS-
teme conservatil associé, Nous a vons vu plus haut qu'on peut scinder le
satellite en deux sous-systémes : (corps rigide plus panneaux) et (roue plus
cardans), échangeant entre eux le couple 2“ . En appelant @i(i=1,2,3)
les angles "moyens' du sous-systéme déformable (corps rigide plus panneaux),
les trois premiéres équations de (T44) s'écrivent ici, puisqu'on suppose

n=0

3

16° . p°

(I'indice rappelle de quel sous-systeme il s'agit), ou encore, puisque

O = 0%+ ¥ = 6° — (@ P,

i . s o 2 II - 11
ou P - g jiﬁf"f[m est cette fois Je moment cinétique relatif de déformation
LY 2P
Zm

P des panneaux par rapport au corps rigide,



Le mouvement des panneaux non encore 'discrétisés'” ne peut
s'obtenir a 1'aide de !'"Annexe C mais bien par les équations de Lagrange
(1 - 21} des systémes continus. 1.'énergie cinétique s'écrit, jusqu'au second
ordre « T = T, + Td ou T ; est donnée par(l - 38) Explicitement
e mC —Q € +-_— * T8t 6T ere + T . (11.12)
Notre hypothese sur les deplacements est qu'ils stetfectuent tous dans la
direction de _1_'_1 (figure 16 £). Pour tout point d'un quelconque des panneaux,

nous délinissons le changement de variable

et le changement de fouction

dl’ D(I,t) — R, ( :\(t_,) = Wy (A ,[‘)
‘S sera l'abscisse réduite ”:) . le déplacement de flexion réduit et
. l'angle de torsion {compté positivement Lorsque les sections droites
effectuent une rotation positive autour de ‘1_13) et nous affectons ces valeurs
de l'indice a ou b pour indiquer de guel panneau il s'agit. Soient encore

les changements de fonctions suivants :

(38 = 1.+, D8 = 7,
G(3Y= Tt (8= 2,-7,
Nous utilisons les abréviaiions /O: rb ,O-i- ’Y) (}6‘*/’ ete .,

Avec ces définitions, on calcuie Facilement que :

',ﬂ \ (j +’D )c!ja— 5(‘( +Z)ol,} (I1. 13)

ou m est a masse d‘un panneau

4

Pour ce qui est du potentiel élastique, il ne coniient pas de
"forces potentielles' puisque le satellite est quasi inertiel et qu'il n'y a de
moment cinétique nominal interne que selon Qd ; on peut s'en convaincre
en examinant (C-24). Ce potentiel est alors fourni directement par la
Résistance des matériaux I“* | . Dans le cas d'une poutre homogéne en

flexion-torsion, il peut s'écrire :
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(7. 14)
\/ \{i j' ’\V)O[I““ — Egl I S (/O + 3”Z)J§ (G:torrl;or J(Z)z z) JJ‘i
o 19[ ot GC‘ . SO lgs modules de Young et de (1salllement d'un -

panneau ;
— 3 —_ i 3 .
Lpi= be /12 Ty = be’/3;
(EFII;“)QT (Gl_w Ii‘oi“) sont les rigiditég flexionnelle et rorsionnelle

4'un panneau,

- T.es seuls ¢1éments non nuls de P et W sont
P, - A A dhj -y d'l b Ol d d
2 3 1 = i +
Jam, pee | (3daldp)7) @3
. ~ 2 hae)
o ¥ . )
Pg” /ll’wj, dim = e b f C, ol} (J7.15)
J2im 42
p o
W, = -~ 4
1 W Clh‘) = mMm c{
. L 1 PP f ,D-i- d}
2 b1 0

On en déduit Y °_ _O_-a)-*-—p et & o —bitW (11, 186)
Ces relations fournissent 1'interprétation physique des indices (+) et ()1

1'indice (+) se rapporte aux modes symétrigues des panneaux (entrafnant

en flexion, un "décalage du centre de masse' el, en torsion, le tangage

du corps rigide) et 1'indice(-), aux modes antisyméiriques (entrafnant,

en flexion, le roulis du corps rigide et en torsion, par le moindre effet).
Les relations (T .- 12) a (1 - 16) nous permetitent & présent de

4
mettire le Lagrangien sous la forme /_ = faf a’} avec
( 1.17)

s RT =R -QT A « R . ;b. ~4 -
o= ;i C mQ +4 0 1% +(, mpclp’:)++® m (31‘ )j_;i—éj 2"7/')
I.'équaticn de Lagrange {1 - 21), appliquée successwemem aux fonctions

y ‘ fournit les équarions aux vibrations
S ng—, Z.,-_ J C_ d

du systéme global
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—_— aF ..R ‘H[

(E ‘.L?,) /Dim . ’j = - 2 K4

e ds * b dP

CE ( T I) 227 ¢ _ dl" 2
000 = 2 o

g B (11.18)

(G-tf,;zwl /-7, = 263

I‘nPb d},/ffz

G‘(’or Iﬁ‘)t’) > - Z,‘ = O

e

2
42
mP by dPI
Lie second membre de ces équations représente les forces

d'entrainement dues aux mouvements du corps principal. Remarquons

bien que ce second membre dépend des déformations puisque, par exemple,

-~ el .

92:8 +2fz';—_<90

. —
2 ‘B/Ib

2
. 2 i . »

:90 _,mEo[E j ﬂr d
- = U (K+d;)b_ !

. o ) <] o
ot seul ©, ne dépend que de I'excitation, selonla lor I p 9, b

ILles conditions aux limites correspondant a (Il - 18) sont

V(o) = M) =m_(ey= ()= Ty(o)=T ()= 0
(panneaux encastrés sur le corps principal) et

D) = XY= (4) = DZ(H)= TL(4) = TL(4) = ©

(pas de moment de flexions, ni d'effort tranchant, ni de moment de torsion aux

extrémités libres des panneaux) (I[.19)
o

Les équations (il .- 11}, (11-15) et (11 - 18) montrent que les trois

axes sont completement découplés. l.es équations des cardans et celle de

la roue sont données par (I1 - 8) et (II - 10) o1 = 0,

11T, 3. 4. Cas de la roue dinertie

5i l'axe de la roue est fixe dans le corps principal, on a
X 1 = & 2 = 0 et, en mode normal, le satellite se comporte comme un
gyrostat rigide. En mode transitoire, on remarquera que les équations

(IT -18) et (II - 19) des panneaux restent inchangées, tandis que 1'équation
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(IT - 11) du corps principal est remplacée par

o N ? -
@4 + Q)N 920 = 21 /r(; {lacet) 1

. ) e »
92 ~ Wy 94 4 PZ /‘Lt‘ = E‘,_/Iz_{roull‘s)

e

8 ; + ’P_’) /I3 = 2; /I3 (tangage)

"

L'équation de la roue est dans tous les cas donnée par (If -

10},

(I - 20)



SECONDE PPA RTIE

COMMANDE D'ATTITUDE D'UN
SATELLITE DEFTORMABLE
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Dans la Premi¢re Partie, nous avons résolu, a l'aide des
théoreémes de la Mécanique, 1'important probléme de représenter par
une équation aussi simple que possible la dynamique d'attitude des
satellites non rigides. La conception ef la réalisation d'une commande
d'attitude faisable, ou simplement i'obtention d'une fonclion de transfert
utilisable, exigent pourtant des simplifications plus draconiennes encore,
Nous voulons parler de 1'hypothése de découplage des axes ou encore des
procédures de troncature modale , ces deux pratiques ne goni pensables
que si elles sont justifiées par la nature de l'excitation qui sera appliquée,
Dans cette Seconde Partie, nous traitions principalement le cas
d'un satellite stabiligé "trois axes'’ a I'aide d'une roue sur cardan et muni
de deux grands panneaux solaires flexibles : c'est le type le plus prometteur
des satellites d’application actuellement envisagés. Le systéme de commande

a pour butl

- d'agsurer un régime transitoire accepiable aprés les phases de
désaturation, de recalage d'axe ou de correction d'orbite,
- une preécision de pointage excellente durant le mode opérationnel

normal.

Dans la conception d'une loi de commande recouvrant ces spéci~

fications, nous avons rencontre deux problémes délicats

- il faut &ire en possession d'un modeéle d'état réaliste de la dynamique
du systéme mais suffisamment simple pour pouvoir lui appliquer les
méthodes classiques de synihése des systémes de commande ; cela exige
une représentation modale fortement tronquée, que nous justifierons au
Chapitre lII sur la base de considérations énergétiques

- la commande optimale nécessite toutes les variables d'état du
systéme ; une partie de celles-ci étant non mesurables physiquement, il

faut les estimer a 1'aide d'un filtre. L'observateur de l.uenberger nous a



13

paru intéressant pourvu qu'il soit peu sensible aux brulie, gue ceux 1
proviennent des non-linéarités dynamiques. des ncert;iudes sur les
parametres ou des détecteurs ; ¢’est la 1 ¢tude contenve dans le Chapitre 1V,

51 la tendance actuelle est d'utiliser « omme moyen de stabill.
sation les roues sur double cardan, ¢'est que cof ac :onneur 3N mise les
risques d'exciter les modes ¢élastiques du satellite en L€ gime permanent,
tout en permettant un pomntage tres (in a I'aide de peu d'intormation . de

plus, ses caractéristiques (poids, consommation eft..,) <ont avants geuses.
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CHAPITRE 111

OBTENTION ET PROPRIETES DE LA
FONCTION DE TRANSFERT

Ii. 1. MODES NORMAUX DE VIBRATIONS DANS LE CAS GENERAL :

Un processus physique est d'autant plus simple & simuler et &
commander que le systéme d’équations qui le représente est plus découplé.
Ceci amene tout naturellement les ingénieurs 4 tdcher de représenter la
dynamique d'un systéme sous forme d'équations ”normalgfii c'est-a-~dire
entierement découplées. Bien que pas toujours simple, cette transforma-
tion est cependant possible dans le cas qui nous occupe. Nous savons qu'au
voisinage de 1'¢quilibre dynamique, le mouvement d'un satellite & un

nombre fini de degrés de liberté est régi par 1'équation :
My+(G+Z)y+(C+A)y =D (I 1)

Le mot "fini'' n'implique en réalité aucune restriction car, com-
me nous allons le montrer au § {IT. 2 en nous basant sur des considérations

purement énergétiques, méme une structure continue ne fait intervenir

effectivement qu'un nombre réduit de modes en présence d'une perturbation
q 1 presence ¢ p

donnée. La seule hypothése, c'est que nous accepions de regarder le Sys-
téme pendant un temps suffisaminent court pour que les matrices M, G, Z,
C et A solent constantes.

Il n'existe aucune transformation ponctuelle permettant de metire
1'équation (III. 1) sous forme normale dans le cas général., Autrement dit,
M, (G + Z) et (C + A} ne sont pas simultanément diagonalisables, Si 1'équa-
tion (III. 1) est familiére aux dynamiciens pu1$que chacun de ses termes a
une sigrification dypamique bien précise, les automaticiens, quant a eux,
ont bati des théories sur les équations différentieiles d'état du premier ordre.
Puisqu'une transformation de contact (faisant intervenir a la fois les coor-

données et les vitesses généralisées) est nécessgaire, définissons le vecteur



} ) o "r' - E oy
dee o[ vy

i'equatton (I - 1Y s'Cermi alors
. <
Nz + 57 3
(c« A) D
() ™

arehl guUe

)

o N

de equation (i 29,

S (_I) i matrce des Lecteurs propres a4ssociés

D= [OQf P

Considerons ¢galement 1'équation adjornte homogéne

VR (7

4, A
et uppelons (L

S on effectue 12 transformation

o ohoem k (p |\| (P) \I 4 ((P Q @)Ads

il eSS ma'rices entre })dr eniheses

e svstéme so redur done

L dia b
g Ay

O ™, J i

Remarquons que. courarmment,
compiexe conjuguee de k’,p _

l.es wecreurs propres «ant
chrant pas du iow en phase, IV
Ires idesgate,
bois 240 MODES N()R.J\'h'\.lf}&f. Ly EN S

/\NNEAI‘-X FTLEXIBLES
Cag de fa roue sur

l.es modes normaux sont
(oI5 e {0, 1IT8)

Ators & (: a8

periur be,

) R oi;'nm;j (A, Ay, e,

on ¢tudie

ATELLL

done

(¢ "N )" 9D
)2h+6) *

un systéme ou 7 - A < @/,.

nmrerpretation physique du ca

sa ma‘rice de vecteurs propres,

sont diagonales !:3 1 .

_ (117, 2)
@ (A
(C-}/‘i) (@ + 'Z)
#¢ a la partie homogéne
- P ’d’") (L71.3)
"D
4
(11T-4)

. ! "
iy complexes et les composantes de y ne

B GEOSTATIONNARE A

double cardan

définis & partir des equations (1I, [1:
du régime lransitorre du systéme conservatil non

E_)’C

¥ e etoE, an

s général est

N , . . a #
‘a dire ou N est sviné’rique et S antisymetrique, On a alors CP = (P

5)
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c'est-a-dire que les axes f sont 1mnertiels ou encore que le mouvement
du corps principal est uniquement di aux déformations des panneaux et
participe aux oscillations propres du systéme global. J.es équations du
mouvement sont totalement découplées, ce qui nous permet d'essayer comme

solution particuliére

n:)+-(,j t) —-“:) (})cos g ¢ M- ((‘ {'),. 7)- (I)cm w, (.‘
T+ (3,6) = TL(y)<os w3+t : (113 &)

I.es relationg (I - 15) fournissent alors immeédiatement

W, (t) = S cos (’“)‘1 B(t) = I} Cos w ) &)

. _ |
ou (fit. 7)

Siem O'PJ Dh(p)dy
I’ = mpdz J (kﬁ* r[dp) T)Z(1) A
T = el e (n dy

L'équation {I1, 11) ot g =€ et une equation similaire pour les

P, (6]~ Ty cos wib

T;

) YR .
translations (m (" + W=  )admettent pour solution

R n i 24
G { = 6,{ = ff_i Col Lu;j,{f p ()2 = “,z = G..i = 5‘3 o 5
A _ o A o N o R ] h 7]
O+ = ¥, = 0, 6, = §; = h/ cos Wb, O3 = X3 = d7 Cos Wel, (111, 8)

pourvu que h h n ¢
6-4:— S,‘/m, KL‘-“—I& ;—j) 3’32_1—;/1-3'
On peut enfin récrire les équations (II 18) des panneaux :

o ST

/:)—— - /1) D_ = 2 (/qj)"(r;.o(ﬁ/o[ﬁ) Y.
Z:// + (1)_,,,) 21’ - -2 yr)z 3’; ({11, 9)

A (Vi) R S
\ | p
ot 1'on a posé

m,,d3(w;’gz/(effrg,)=jgu,f)’ , md (wﬂ)/(&/,dﬂ) (/ i
(wsJ/(fl Gror Teor) = (%} r)ﬁm Coor T =<(V-)
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I.es conditions aux limites sont semblables a (11, 19).
ki résolvant les équations en 3 (III. 9), on doit bien garder a 1'esprit

que le second membre dépend de la fonction mais non de la variable !

Ainsi, pour traiter le cas de la flexion en roulis, on remarquera que la

solution est de la forme

/On, (3): Xln [&1 Sih (/4'1?)+ Bcos(/ﬂl)+x sinh§u3])+c:!cah94fj)—l(k+§_;’:)}{III, 10)

qui verifie identiqguement 1'€quation, On s'apergoit qu'il ne s'agit 1 que
d'une maniére d'écrire puisque in est fonction de U_n ' Toujours
est-il que Y ‘)n est constant et que ’9_n n'est définie qu'a un facteur
constant prés, ce qui rend l'expression licite. Les quatre conditions aux
limites sur /D_n fournissent les valeurs exactes de a, b, cetd en

fonction de /L( ™ et de dr/dp' Il reste & vérifier 1'équation. Pour cela,
multiplions (II1.10) par ( ‘s +d /d ) et intégrons de 0 a 1 ; il vient :

“Ehr= (10 g ey e ey s i e
" Loah(pry)=2 (30 9 %) 193

ou a, b, ¢ el dsont supposés remplacés par leur valeur.

Intégrée, cotte relation s'écrit [28]

h
@( _) = — R (I11. 11)
la fonction Q(/Ar'_ ) et ja constante r sont données dans le tableau
Cci-despous, ainsi que pour les autves types de mouvemeut, Dans tous les

cus i Q =4 of, e plus, Q@ esr une fonction monotonément
> ¥

}A D ) o '

V4
croimsante qui dpend de ou Vet en roulis, de d /d mais en aucun

3 > r v‘_,’
1

cas does ooty dhimertie du saiellite.

e U —
MOUVEMENT Q (M oow ) n
flexion antisvmeaetrigue u DLA 4 LL s L%‘Q + tb towELhFG—-, bdil T2
il R e el
_"___A_ ﬁ}jn Hle ) *}f A+ ek Aed?/u) 5
exion syreétrique Lo‘, e te E/L‘ o

o A

transiation verticale //(A ( 4 N 42( /‘4 ,‘*EVK/ /L& M;C.
;';r':a‘iurr; ¥ ;:TT ;ri o : N *~;M ¥ l—/l
[t o % o e 3
| v o
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Dans ce tableau,

]g est le moment d'inertie du corps rigide par rapport a _r:z

—

3

f-=21P-2m & [1/'3 +(1+d./dyd /d ]est le moment d'inertie
2 2 P P r'p et Tpl
de la partie flexible par rapport a l'axe _x2 a 1'équilibre,

m, est la masse du corps principal (corps rigide + roue + cardans),

me = 2 mp est la masse de la partie flexible,

]g est le moment d'inertie du corps rigide par rapport a 533
1; «2{P =2 m b2/12 est le moment d'inertie de la partie flexible par
3 2

rapport & ;;_',3 a I'équilibre.

—

La courbe @ du roulis esi tracée a la Ngure 17 pour dr./dp = 0.1
et permet de déterminer graphiquement, par mtersection avec une horizontale
, r f , .
d'ordonnée - T2 / IZ , les fréquences propres en roulis de ce type de

satellites,

Les équations Q= r jouent donc le rdle d'équations aux fréquences
du systéme et ne sont vérifiées que pour une 1nfinité dénombrable de
fréquences propres réduites /” : r /ﬂ%j et )JL.;:W auxquelles correspondent
une mé&me infinité de formes propres f:):'j_ YT et ("¢j ,

En torsion antisymétrique par contre, iln'y a pas de second membre a
1'éguation (I1I, 9) et les quatre conditions aux limites, pour &tre compatibles,
exigent que Cog }/f’—" 0(n 1, 2, etc...) sil'on veut une golution autre
gue la golution triviale ¢ -~ 0. Ceite condition ne dépend évidemment
pas du corps rigide ; 1l y a également une infinité dénombrable de formes

~”
propres ¢ _ correspondantes.

La validité de ceg résuliats peut &ire vér:ifice en congidérant
les cas limites ; nous supposerons les panneaux donnés (c¢'fest-a. dire

m_, d , b et e fixés).
pT P

r . )

- Pour 12 —p ¥ OU POUT L =edp le dénominateur de Q(/u)
doit tendre vers zéro, donc ala limite (1 + CUS/“ Cosb A =0,
équation clagsique des vibrations entlexion d'une poutre encagirée sur

. Y r
base d'inertie infinie : pour I

g =mws G, ON A de méme a la limite
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Co0sS & = & | dinterprétation 1dentique. I est remarquable que ces

fréquences ue nous appellerons pour la facilité fréquences ""encastrées’

q ; bp freduences  encaslrees .
L . . te r R g )

par opposition aux [réquences globales /U et VvV  , sont données par

les pdles de 1a fonction Q, el donc que les fréquences "encastrées'

- LI '
alternent avec les fréquences ''globales''.

Si le satellite est excité a la pulsation &4 | il aura (en théorie
linéaire au moinsg) une réponse 'infinie', ou encore, la résonance se
produira pour le véhicule tout entier ; si, par contre, on l'excite a une
pulsation 'encastrée’ (appelons la ,{xfn)j le corps principal ne bouge
absolument pas tandis que les panneaux absorbent toutes les vibrations
a pareille frégquence ; cela veul dire qu'il y a antirésonance du corps
principal, Il faut noter que si les fréquences de résonance doivent étre
évitées pour préserver la précision de pointage requise, les fréquences
dlantirésonance doivent &tre évitées pour des raisons technologiques evi-
dentes. Les perturbations extérieures vérifiant en général ces exigences},

a l'ingénieur de concevoir un systéme de commande qui les respecte
également.

- Pour dr‘ —s 0, m —s- 0 et Pé".—-a:- 0, on obtient {en regroupant ies
modes symétriques et antisymétriques)
(Sin/u- COS“]/u- — Cos U S'ih")/u)( .Sin/f-t COSB/U; + COS/‘“’ Sl‘”ll/“) = O,
clest-a-dire 1 - cos (2/u.) cosh (2’/1'& Y= 0, quin'est autre que 1"équation
aux fréquences d'une poutre uniforme libre-libre de longueur 2 d_,
autrement dit exactement ce qu'est devenu le saiellite : pour Ig____w 0,
on obtient de méme sin/.al_ COS/LA- =0, c'est-a-dire sin ?/'-* = 0,

d'interprétation identique,

La résolution de 1'équation Q = - r permet de tracer des courbes
du type de la figure 18, qui montre 1l'influence (& panneaux donnés) de
1'inertie du corps principal sur les six premieéres [réquences propres
globales pour dr/ dp = 0.1 ; lorsque Iré—-—d e on retombe sur les fréquen-
ces "encastrées''. Les paramétres choisis sont ceux du satellite étudié

au § v, 1. 2.

-
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Des aliagues pratiques comme ceux de la frgure T9 2ot Cop

plus tnréressanis ; nous donnons sur cetre Ligure Uévolation te o (v,

freguence propre rédurte en fonction des deus paramdoty e dingons oo

ettectifs en roulis. L'axe des ordonndo- COorrespard o oy Tt o o
lvéquence ‘encagree’. Ces abadgques poaven: &ire utilsde e I
dimensionnement a prioy)  du sateili'e.

' ne nous reste plus & présent qu'a chercher les o i

d'orthogonalite puis & normer les formes Propres que nous avonas o,

traitons a titre d'exemple le cas du roulis. Multiplions 1'ec vatiom dii., 0
P [ ]

Ll
par %7 et intégrons-la deux fois par parties en tenant compte des

'\j'
dit.ons aux limites puis écrivons la méme equation oft 1Yon 4 interwo

indices n et m : par goustiraction et addition de ces deux €yguit G-

eI

i‘ Les . 5 T ¢ R
. e S N 5
l d o £ 3; ﬁ/.? ou A
f
» !
pour B W L6y o
(orthogonalité) | f VD = h) {+11.13)
b - {4 == -
tlo
o 4
¥l Z
o . : ‘ :
l q,,,*.n) “’\? = (fﬁ } = constante arbitraire {fri 14)
pour n < m ; Jey -
] .
ati | a3 2 o~ L
(normation) ! b ir J s \ . _,;,
SR Ry E T
< z ’
Ayant choisi (C ) , on peul, en se servant de (ITL10) et de (1 .
. \/I, N L g i
calculer la valeur des ¢, a partie de la connarssance des—./’ulq DL
ne fart intervenir que des mtéors! ons de loneticons ITIgonGnh-rhyud -
) . ) . S ¢
hyperboiiques. On rema rguerd que i normation fixe oo )7 ppop,
T R OGO (A LR VR SEEE e W S SR _
nellemoent & ((‘2)“_, B
Un raisonnement sigoureusement identigue peul ¢lre teny p.
\ m *} .
la flexion symétrique ( ¢ " T ) ainsi que pour la torsion (o .
.P tne b .

[T 2.2, Cas de la rove d'inertie

Le raisonnement suit pas & pas celur du paragraphe precede

toutefois, la roue est ici liee au corps rigide non seulernei par e

o
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couple de commande 1; mais encore par des réactions inconnues sur
paliers. Autrement dit, le moment cinétique propre de la roue va influer
sur le mouvement du systéme libre, donc intervenir dans la définition des
modes, Citons A ce propos les travaux de Hughes [18] .

On peut toujours prendre comme solution particulidre les formes
(I11,6). Les relations (III.7) sont alors inchangées ; par contre, les

équations (I 20} du corps principal admettent, pour les translations, une

solution identique a (III. 8) et, pour les rotations, la solution :
R

o h " A . n n A 0 h
94= X4= Y4 Sln wl-t) 613 3'2‘; 6,2 Cﬂswz_’b) 63 =I3=(3 COSW;;_t

pourvu que (Ii1. 16)
" (’JN n
\64 == 'a;zr_ X)_ )
n - x; , X; - - E)
i 2 I, [4 - (W (0] z-] I3

relations qui étaient loin d'8tre évidentes a priori.

De mé&me, les équations des panneaux conservent leur expression
(II1. 8) ainsi que leurs conditions aux limites. Les formes propres sont
encore du type (III.10) ; X: a simplement un sens différent, tandis que
les coefficients a, b, ¢ et d sont les m&8mes.

Les équations aux fréquences (III.11) sont également les mémes,
hormis la fonction Qy‘), a laquelle il faut ajouter le terme :

PR
Wyl ™y 9,

N ELT)

Ainsi, dans ce cag-ci, Q (/U._ )ﬂ — ©¢ . de plus, les
-

fréquences ''globales'' tendent bien vers les fréquences ''encastrées" pour

I Wy l-—-—- ©<o . Les relations (III. 12) a (II1.15) d'orthogonalité
el de normation restent ici valables enflexion symétrique-translation
verticale et en torsion syrcétrique-tangage. Par contre, en flexion anti-

symétrique - roulis - lacet, elles deviennent :

4
[0 004 - 18 ) )
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f ,,:)h)),.o"wcl} -2 b ,- L..)H a—; r:- (h#-In))

(ep Tp)

f (D) dﬁg = (% (I, 17)
j (QUFdy = 2 G-I ey oy

La figure 20 montre 1'évolution des fréquences propres ''globales'

en roulis-lacet en fonction du moment cinétique interne. Lorsque

(f.)N = 0, la premiére {réquence propre est nulle et correspond en fait au
mode rigide de rotation de 1'ensemble. l.orsque I(;JH l croft tout en restant
pelilt par rapport 4 la premiere pulsation élastique effective G)z )le mode
rigide est remplacé par une nutation quas: ripgide a la pulsation (AJ‘{ GJN,
les puisations élastiques restant non affecidées Sy CAJN s'acerolt encore

cependant,le mode de nutation devient moins !

/

ce ne peut s'accroftre sans exciter les modes élastiques. De plus, les

rigide"” parce que sa fréquen-

pulsations de ces modes élastiques ((ﬂi,w‘;, ..~} iendent a s*accroftre,
Chaque pulsation propre subit en fait un glissement dés que GJ" devient
suffisant mais se stabilise a la pulsation "'encastrée' puisque le corps
principal ne peut plus participer au mouvement si la raideur gyroscopique

de la roue est suffisamment élevée,

III. 3. FONCTION DE TRANSFERT DU SATELLITE GEOSTATIONNA IRE

II. 3. 1. Cas de la roue sur double cardan

Nous reprenons a présent les équations du mouvement forcé

en présence de flexihilité Nous savons que, dans ce casg, Nnous pouvons

R
écrire @ = 9°+ a;o et eR =eo+ & avec, par définition

= £° et r eo = -F (111.18)

Il suffit, pour obtenir une forme complétement découplée des équations
finales, de dével e ulement n sérile
inales, velopper non se e ”D+) /o_ , t"‘/ Z_ en séri
infinie deg mrodes propres définis au S IM1.2.1., mais de faire de m@&me

our . ¢'est-a-dire d'écrire
P e*/ Uzet )‘; r
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2. G- 5, DR AL, ) (Y- ; ) q)/ (&)

OQ

Ze (3,6)= 2 < (>)AJ»‘ C_(1.9= ?‘t"ﬁ)/’ (¥,

)= oty €, )= Cliv 7 £3589
(94(#) 6°(L/f} (6) @(E-) “}‘_ 4?);/ ) BRI EY

67 (8) = O3 1 - 03+ 2, v A ()
Erisuite et prenant dguarion by 0

8} de fiexion syméirique

o \ - ‘- o e e . 4 vy s .
(par exempiel. en la muit,plant p ’7:)+ (%) puls en | oniégrant deux
fois par parcties en renant compre des conditions aux mites. des défini-
tions (itE T2} et des reinr-ons d aothogonalae ¢ de normation

(11, T2 4t ITHY on pear o me e sous ia forme in 1, 2)eTcﬂ )

oo 0
L /32-}- W) /H = KH,C a ?Q;,L- 1 3 (I11. 20)

et obtenit de mani¢re analogue ‘(
- 2 h')

h/;[/‘_)):_ﬁ + (ca) /‘]2 g; (C); ou

J=
LA reny AL
[/3 - F (‘*Js) /- ]

T.es equations (111 i) du repdére moyen forcé’ par l'excitation

"

g_: (711, 21)
d2/ o\
()1
e ﬁ" 2% ¥
3 (93 it 3= - :i {111 22)
i_j?,,l:/«fz fi)z~i
2I7 ‘Yy;
O (111, 23)

extérieure  accompagnees des cquations il 20) a 11§11, 22) des modes
normaux du systéme giobal 'oroos par Uentramemen: du repére moyen,
constituent un ¢ys'Cime gui N oest coupd€ gue pEr exotalion extérieure,
Augsi noug contente: ons: nois (M exsininer un Seul mons ement, a savolr

la fiexion ansisymdctrigque en rouss  Gul nous parail le plus mmportant a
comrandel cec nous perme de taisser tomber les indices () el (2ou |'.:).
Par transiormation de Lapiace des equarions correspondant a ce mouvemem)
on chtient ia fondtion de transler! suwvante

, (,5) _____ f_i;“ + ;_j,, A J

S P (111, 24)
Eo(‘J) I},‘A n=4 A+ Gy,
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ﬁm . (:‘13 )2

. —- . £ T

) '.'ﬂ,_,di A )"‘ L+ ;——-(/ iy )‘L- (14, 27)
AT A B Ve

Ne cons deran! quo O exon antesyimelrigue en roung dacer on pew

tracer te graphe de ivens o de o figure 21 e ona par exemple

Py :
(9;'( A) = Loi(d) « £/ (_‘.;f“,//l/‘f + }: —_— (1, 28)
(4

; \ mad e P
(,«,JN ) J:,_ /(f +
Toes modes propres defing de o sorte pararssent bien naturers

e

Cilp rer oQUTUNe puisd hion prapre di SvSIeme pesse por o puisanion
du mede rigdde de nuraroon, e peu! plus vy avosr de detormations ¢isstiques,

par i 25 e (UL 21,

vifb, 3, 3.0 Propri¢tes des game modaus

[~
<
fu—
N
P
b}

s gans modaux s ndependants de 19 nox mation chorsie.
Cecy résuite de leur detngion - dang le cas de la flexion anfigy
méirigue par exemple, nous savous par le & L2 1, que le rapp ort
[ pie, f \ | Pl

L oagn 2 o .
((.‘2/ ‘ﬁz 17 est indépendant de i« 2) B

27 l.es gains modaux son posoils, - auf dans un cas précs,

En effer, sou par exewmple P (0’ "7;“ +- 3( v )ﬂl
te déploccernent totel seron <P an pont du panneau @ lors d'une oscillarion

du nrerne ode en flex on ant svmety ue e sol

: ! Wy oy
ot Gyt e o ¥UN
AL O R J .
4 ( > J o < //
le deplas ement oppose du port «or pespondant dans le panneau b, On nhlsem}
en infégrant sur tout le sareller

dons ce cas de 1o rone 3w ca-rlans

4

2. 7 i & PR
. 2 /b . ke . £
[ (e dre = }.LF (() T2 r.(d, PRED] ZHP_JE (/Q] >0,
Cest oA dire kr;)! ;\, \7‘ 1, i

dans ie cas de 1a roue ' nert,e

a

i

(uq)?dr” - { l-! (‘df‘,")f‘; Z If‘(dg)i{/* [
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f

c'est & dire k;_ > 0 pour autant que le numérateur de (I1IL. 27) soit
pos:tif ou encore que ! G ] < (u; Comme on peut le voir sur la
fipure 20, a (JQH fixé. cn ne peut avolr de gain modal négatif que pour
tes frequences propres les pius hasses. En général , on a uniquement

Ko< o

~No

.

3') Lo_série des gains modanx est absolument convergente

Considérons le vas de ja flexion antigymetrique ,

Cette propri¢ie a ¢1¢ démonirée rigoureusement dans [-’féyj
Nous donnons cette dé monstration {irés courte) en Annexe ¥. On peut
toulelors s'en convaincre heur:stiquement’’ en considérant la fonction
de translert (111, 24) ou encere {Jii. 28) et en imaginant une excitation telle
que |st >> bdh‘VLﬂ'n(c-e gui revient a appliguer un couple en impulsion de
Dirac) @ les panneaux deviennent slors beaucoup trop ‘'mpus’’ pour répondre
de quelque fagon que ce soi1t 4 I"excitation et ne participent pas au mouvement,

qui est uniquement repris par le corps principal rigide. On peut donc

écrire
dans le cas de la roue sur double cardan -
CHC (A Z Bo) ~v Ly
Ly~ mA ad
d'on A _— . (I11. 29)
-:_‘?—_‘f g,n _ "r'_.F /I;’i_ s
la surte des sommes pariielles Z kn est dansg ce casg monotonément

‘ n =1
croissante

dans le cas de la roue d'imeriie
en prensnt B_1 = 0. on obtient le méme résultat qu'en (11 - 29) pour le
roulis,
Dans tous les cas, on conclut que lim kn =0 (111.30)

Fi—a oo

fii. 3. 4. Applications numeriques

Nous avons mis au point un programme numérique général

permetiant de calculer les fréquences propres globales' et 'encastreecs’
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amnsi que les formes propres K; et é'_-: et les po s muddux pour fous
les satellites stabiiges trois axes ¢t munis de deux panneaux tlexibles
comme sur la figure 16, quiils sowent stabilises pag rove sur vardans

ou par roue diinertie, I algoy ithme qui ser? G rerner ies é!t’ quences gt un
simple algorithme de resserrement de [fimrerso ot hoforse! Que nous
appuquons aia foncrion Q. Ce programine jroys @ ser & iracer nolamment
les courbes des figures 17, Td, 19 e 200 i1 nons 8 saciout pesmis de
vérifier quantidativemen! les resulats €nonces o pooseraphe sunant ¢

atrocer, a parlir des kn)l(-?h courbes de i@ tigure 22,
e, 4 l\TERPREl‘A TiON EN ERGI] IQUTE DSy FRON ATURES MODA LES

Pour Lixer les 1dees, €iudions te cas de iz Liexion antsyméirique
en roulis du satellite stabilisé par roue sur double cardan. Applauons un
Iy e
couple en tmpulsion de Dirac a l'instant 1 () L)O = fg d (_f-"— C‘J . LLaissons

ensuite vibrer le systéme Dbremeni. Blexpression it P20 e+l 13) de

]

f"énergle c:netigue nNous monire gue celle ¢ est quédrs! igue en les v itesse

e

généralisees |, 11 y aura donc, pous t 5 0, consersai on de inergle su sens
classique du terme et le [Iomiltonien reprigenie Jinergie toraice bode

ce systéme. En utiligant Uexpression (i1 T4 an porentel emaligue aims: que
Jes relations de normaiion e d orthol nin e b Y2 a T s,

on monitre gue

Hoe £E=T+V = T:__;{ )((905)2 + z; giﬂé}fﬂﬂﬁm) ( Xn)im;,:ﬂ;

Par transformarion de laplace Jes equiiuns du mousement

(P 181 e 1111, 210 purs par transicmanon mver Se, oboiyou e tpour 1> 0)

B,(t) = 2 €t/ ,/3’,7 (t)= R, £ sinlcr t) flu, 0n To)

Amsi, ona

, - A
l ( (">o0)= H (o+) = pe ({ v %; /3,)/{’ T,) = ZQZ/(ZI;J (i, 520

Pour t » 0, H esf une mtégrale prem:ere du movtemen’ et u

egt bien évident quon i"enflremt en prariguail une roncature modare, Nous



Pensons que cecl peut aider & Jusi'tier ce genre de troncature pour autant
gquion puisse chifirer i'erreur «omm:ise pour une troncature a n - N, Nous

proserouns donc

oo 1y
< - g .
2 M= n=4

cetle erredr @81 Connue puisdue Hobis BN 0ns CAlcuic BnE Ly gquemely o vaeur
e la gerie Qui L ConsiLe e Prelier terme € que Loi e Drogrammae no
aidrrgue peut nous donner e second fpour awant que N s suifiEa mment
[6:ble pour me pas taire enirer en Lpgne de cotmpre 1@ precis on du calouldieur )

Posons

2 N
o~ ) A4 _ S
S = H o PR e 5 g, )/ (z ,LO) (i 43)
- ES -

LB est Terreur commise sur o nergie tofale par suoe de i@ ironcature,

Y ol - or FTTERE <
On obfient que AHH SN (B, 340

’ Nor'o
Cette redation nous perme’ de 'racer ies courbes de a hgure 22 donnant

Perreur ¢nergetique relat: ¢ cormmise jors d'une tronca'ure au premier
et au second mode. On démon'terai de méme, 4 Vaide de (B2} que
"erreur relative sur le moment ¢:n¢ tique fotal h es? fgaie a — gf‘f .

Nous estimons,apreés 8- oir tracé de telles courbes. qu'elles
peuvent fournir a I'ingénieur un outil facile qui lul permeite de sa\ oir §)
Our ou non un mode supplé menta.re dolt eire pris en lrgne do compte dans
te modele dynamique et a quel prix i peut le negliger. il {aut temir compte
en plus de la bande passan e des a«c.*;;onneur.r}quz peuven! communiquer a un
mode d'ordre elevé e energie suftizante pour de” en.r significanf,

Enfin, le systéme fronque peur se metire sous 'a ‘crme dhseydie

.44 et la theorie de la stgh.)>ie en (egime sulonome r'hjﬁf [ 11,2 peuat 1w

eire applajur e,

HLo 5. BLOUS - DIAGRAMMES ET MODELES MECANIQUIES EQU ivA LENTS
bee bloc. diagramme «orrespondant & s fonciion de transfert
en roulis it 24) est montr ¢ & e perie gauche de @t gure 2% . se compose

de boucles en paralicie, Comme annoncé au § v .3 3 1, nous v 8o0ns

FaJoute un amortissemen " isgueux empiy ique (of § 1 H003). Lie systéme
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Figure 22 : erreurs sur 1'énergie totale dues aux troncatures modales,
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peut egalement étre modélisé a I'aide des modes encastrés', délfinig
lorsque le corps rigide est d'ineriie infinie.
Lies fréquences propres corresnondantes sont .0,, (n*1,2 etc, .., )

nous en avons déja parlé au§ ilf.2.1. Ce sont les modes de Ja théorie
des vibrations classique. AEe g leure teppe e Propies o '} )} s oon ey
norme a la mantere des modes “globaux', on peut des elopper @(K[‘ en

serie infinie de ces modes M, (})01 éorire
O

(7,0 < {; ", (1) A,,(t) (111.35)
etpar (IL.45) Pl = )_ Jo b, (t) (117, 36)

[.es ¢quations du mouvement devienneni aiors

LY

R O{‘
I, 0, + 2 1, b, = /£, (141, 37)

h=-
z 2. 3 Y >
4], =T =3 3—3"75 & (r=4 2, ele...) (I11.38)
4 e Yp
v que J 'Yl h 0’1 o ‘VL h#
Ces modes Correspondeni done & la fonction de transiert
Z ,
O, (4) _ 4 i Koo— 23 (I11.39)
= i n -
2 Z
Eo(/".) To4 (4 4 % <f‘l+ E’J.) < r"Pa{br

On démontre de la méme manicre aue pour les modes globaux que Kn

est indépendant du coefficient de normation c2 ot que

o0

>_ kK, = Lo /7o (111. 40)
ha= 4

La fonction de transfert (I1].39) condui' au dia gramme de droite
sur la figure 23  les boucies sont ceite fols en réaction. Lorsque, sur
les équations du mouvement (en termes de modes encastrés aussi bien que
de modes globaux). nous effectuons les changements de variables indiqués
au bas de la figure 23. on peut verifier que ces ¢quations correspondent
au mouvement des systémes mécaniques representés & la figure 24. Le
fait que les modes globaux soient les modes naturels" ou ‘normaux’’
de la structure compiete ¢ ondurt evidemment a une infinité d'oscillateur s
découplés. Les points Imporitants sont les suivanis

- les oscillateurs sont identiques (A 1a raideur el 3 la viscosilé de

'articulation prés)}
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- I'excitation se répartit de maniére connue (proportionnelle a kn)
dans chacun des oscillateurs,

- la somme des réponses des corps Ir reconstitue la réponse du

corps rigide réel,

L.e mouvement reste bien sQr totalement couplé dans le cas des
modes encastirés, Ja somme des inerties des corps Ifi reconstituant
l'inertie If de la partie flexible réelle,et le mouvernent du corps Ir‘
représentant celui du corps rigide réel.

Nous pensons que 1'élaboration d'une loi de commande aussi
bien que la simulation sont notablement simplifiées par 1'utilisation des
modes globaux plutdt que celle des modes encastrés. Par contre, les cons-
tructeurs de panneaux, de mats, etc. .. »ne fournissent évideminent que les
modes encastrés. Aussi avons-nous tenté de relier analytiquement les deux
cas en nous inspirant de ce que les fréquences globales et les fréquences
encastrées vont toujours par ''paires' de fréquences voisines. Le diagram-
me de Bode de la fonction de transfert dans un cas particulier est d'ailleurs
donné figure 27. Au vu d'une telle fonc tion, on congoit que si la fréquence
encastrée et la fréquence globale d'une meéme "'paire" sont trés rapprochées
(par rapport a la distance qui sépare deux "paires'’), ce qui se produit
lorsque Ir > If (voir figure 17), le fait de tronquer & n = N les modes

globaux ou les modes encastrés doit produire le mé&me effet sur la fonction de
transfert, donc sur Ia réponse physique du systéme : on peut alors égaler
les fonctions de transfert (111, 24) et (111, 39) fronquées, ce qui conduit a

1'identité

[44’ A ;2-7 17 +u,, ] [’f 47 é; 47 _71"] 1 D

Nous avons dang ce cag déprontré les récurrences suivante g :

1 n-1
kn - e —— 1+ > k}) (II1.42)
1 - Z Ki j b J B
]' g 1
= - 1
CJ . ﬁ kn
h n -1 « +4
1 + Z _,___1_‘_%' (I1I.43)
i -
1 -(,?r)
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ou on a pose k- &y =0,
On vérifiera que ces recurrences sont compatiiblesg avec les

relations kn — () et G, —F-'ﬂ,, ]

N —w oo e oo

Les récurrences (1,1, 42) ef ({i1,43) g'obticnment imme diatement

a partir de (1. 41) . la premiére pour |4 | S>> Gpy )
la seconde pour 4 J ﬁ,\, .

Grace a elles, on peut passer sans difficulte d'un modéele ‘encagrré’
ad ur modele global dordre @uss: €leve que 1'on »eul. Nous &vons verifié
numeriquement Jes relations (111,42} et (11!, 43) sur des cas particuliers
et leg résuitats concorden’ aved une précision (rés grande pour autant
que L > liu

Pour les cas ou i < l‘ par con‘re, 1l fau! connasire N + 1 ou
t t

N + 2 valeurs de Kn et _.(,l pour pourolr construlre (par des récurrences
n
analogues a c1-dessusg) seutement N valeurs de kn el (J_ avec une précision
n

valable L’fB] . Cec1prouve que les modes globaus el les modes encastrés

ne sont pas équivalents,
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ITRE IV

STABILISATION "TROIS AXES" D'UN SATELLITE
MUNI DE PANNEATUX FLEXIBLES, A LL'AIDE
D!'UNE ROUE SUR DOUBLE CARDAN

IV. 1. REPRESENTAT fONS D'ETA L, COMMANDABILITE, OBSERVABILITE

[V, 1. 1. Regime transitoire

Comme nous nous intéressons principalement ici a 1'influence
de la flexibilite d'un satellite sur la synthe¢se d'une commande d'attitude,
nous n'abordons pas la commande en mode normal, ol le satellite peut
&tre considére comme rigide ; la synthése d'une commande en rmode
normal peut &ire réalisée a l'aide d'un observateur d'ordre minimal {5} ﬁ]

Nous étudions le satellite g€¢ostationnaire de la figure 16 et plus
particulierement, puisque les axes sont découplés, la flexion antisymétrique

N

en roulis, indispensable & réguler s1 'on veui obtenir un pointage trés fin ;
la torsion symétrique en tangage, moins dramatique, se traiterait de manidre
analogue. L'excitation des parties flexibles se produit essentiellement
pendant les opérations de recalsge de l'axe de la roue (ou la désaturation

de celle-ci pour le tangage) ; ces operalions ont nécessitées par la présen-
ce de couples perturbateurs constants en axes mertiels ou a la [réquence or-
bitale en axes §l (cf. les couples magnclique « e précession orbitale
dans le cas de DORADE, f’ 11.2.2.).

Supposons qu'on se fixe un moment ¢inétujue nominal pour “ E//u
de 100 N, m. &, qu'on tolére une dérive de 0.1 rd pour [es angles de cardang
et qu'on présume un couple consiant en axes inertiely ayant pour norme
environ 10°° N. m ; les opérations de recalage seront done séparées d'un

intervalle de temps A t a2l | /107 0.1 .5100/10°5 = 106 g,



soit environ une dizame d ol tes.

Pour effeciuer les opdrations de désa‘uration a J'attitude des
gateilhiies considérés | seuls les sysiemes a €)eciion de masse sont
ur:iiicables ': jels de ;1:17.‘?’;

Noug supposcrens i que se couple de reca.age est obtenu
a 1'grde de deux tuyéres & jet J'hydras ne d une poussee de
0.5 N placees syme!riguenment sue je corps principal & une distance de I m

0.1 x 100
PEIYY o0l

0.5 x1

il faudra done  pour recarer Uaxe uneiups AL 5
Le couple de reczlage ¢ranr 1 és ¢levé par rapport aux couples

pertuibateurs 11 est possibie d'envisager une commande prédictive |

moyennant une connaissance de 1@ fouciion de tranglert des tuyéres.
Pour cce gus est du lacer . la prégence d'un détecteur de vitesse

rermet & l'ajde d'une simple mtcgration (acceptabie sur un temps court)
. £ P

i
]

de générer ie couple ,D , P3r un asservissement classique
o Q .( &, A ' . -
L, = A 6Lde+ 96,
[} . N P
‘ o . . o 0 T éo /P Z &
afin de commander ie lacer seion | cquation | ,G | 1” 1 1
o . Py ,
On choisira k de facon que f p | max k {]691{ max, valeur maximale
roleree en lacet, En fait forsquon passe du régime permanent au régime
o 7 1 . 1 1 A
transitoire, i'angle de lace! n'es! pas nul et vaut sau plus 'erreur ‘ (94 [
de régime permanent. Du poin de vue de ia (:'nmmande}cem revient & {aire
% . .
une erreur systémarique sur & mesure de (94 et en tin de régime transitoire

. r . r r o
l‘erreur zur © sera au plus Je l@ ]]n * i(9 ; [max,ﬂ quantité

! ¥
qu'on peut borner en choirssant pour le mode permsanent et pour le mode
transitoire des pgaims adéquars, 1o commande nécessite done deux senseurs

terrestres (roul.s, @npagel e un Jditecteur de vitesse angulaire {lacet).
ool 2 Caractdris aues numériques

Nous choisissons un saleinte du type de 1a {figure 16, d'inertie

rofale oo 600 m2 kg ef dont les caractérishiques utiles sont les suivanies -
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e B T,

“orps princip 0.5 m ; [=618 rv 'k
Cor ps_}f incipal dr 0.5 m ; [r 6 » K9

Panneaux ‘ ( ESTR S300 N, mZ : E¥,m;2.4169ﬁﬁ§52

111[ - 8 kg, Llp =bm ;b -Im e - 10-4m
g

X 2
\ 5 m” kg

R cue sur cardans 1

Apphdgue 4 ce cas, notre programme d'obtention des modes
propres a fonrnt les résultats sulzants | se reporter aux blocs diaprammes

de la figure 23 ouaux cquations (IT.18, TI1,21) et (IT1.37, 171 338).

fn i Modes ‘plobaux't || Modes Tencastros
V.—.~..,.-_..,. i LT i =S ’(; =
'&;\_Jn(rdfs) k| b/n @] nird/s) K, :jn(nr'kg)
1 1.7806 0.266 0.22 i.5821 0.210 129,
2 9, 9730 0.015H 0.0¢ 9.4154 0,005 27,
3 27,7942 0.003 0.03 27.7641 0.002 13.
4 54.4270 0.000 0.00 b4 4060 6. 000 0.
- J___.__ - —

Les coefficients d'amortisseincut Z'n et 2}3,, sont piris égaux
a T) = 10“25’(‘/ n. On peut vérifier que, pour ce satellile, les récurrences
(IT1.42) et(111.43) sont vérifides & micux que 0.1 % ; ceci ext dd au fait que
i = 61 L2 ' '1
]r 618 m kg>«1t 7
tracé de la figure 18, De plus Z L‘H =0.284 alors que
1o

=177 m? kg . Le sateliite env1sa gt v respomd an
3

£

> ko)1 0,287
N4 ' 1 r
Les abaques de la figure 22 ou encore ia relation (111 34) indiquent
que 1'on commet une erreur relative sur l'énergie tolale de O.4 % en con-
servant deux modes et une errcul de 1.7 % cn conservant un seul mode,
Jugeant celte derniere approsimation sutfisanre eu epard aus auires sitn-
plificalions et hyputhié ses mhérentes au modéle adopic, nous cholsigsony

le mudeéle & un seul muode, dont 'equiva lent mecan e {(figure 24 gauche)
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- A
se compose d'un seul ogcrilateur avec lﬂ; s DT L,

e mouvemen: du gateilite est donc repre<enic pay Jne fgquation
différentielle du quatriéme ordre lincaire a coctficients constants, 11
convient cependant de garder & l'esprii la présence de ‘il des aulres modes
qui répondront plus ou moins,quol qu'on fasse, aux commandes el aux
perturbations, rendant ains: ia réponse du corps principa! légérement

différente de la o1 qu'on est en droit d'atfendre de la théaorie.
V. 1. 3. Equation d’éat

La premiéye représentation d'état qui vientia Mesprit {¢'est
par contre la plus lourde a l'usage) est celle qul utilise les angles absolus

© 1 et e ‘1 de ce mode¢le ;. il y correspond {'équation d'¢tat
r

>; = Ax + Bu ave-w (IV.1)
e, 6 6 ]
= U . n
X l: L RIS o 0 o [1
i = : N ‘ - Tt :T.'“ I vl! 2y f Z T,
ID Ir + If L u Po 1 ) EE% Lo ; \)jk{‘{ i‘r(ﬂ{&_“‘
T 'Iv-w.z "::wii er;fr “2:{(“1IF
B = [05 0, 1/[1" 0] . +

fl est bon de nuter dés a présent que la matrice A est singuliere

et que ses valeurs propres sonti 0, double {mode rigidu:

! -

C@_,f{i | -1z ! Vi T ] {inode élastique) .

ot

I
Une autre représentation d'état siobtient directement & pas s,y des variables

de Lagrange du systeme { @, o /L ).

- ‘n _—
_ l O.. /\1 G . 3 1} ; of o1 |o
a- P A- o]l oo |1
) v 1T ol 610 |o
B -[0, 0, 1/1_, k/ (110),] n I
Of -t ] 0 Dea o6y
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Aucune de ces deux représentations n'étant canonique et le systéme
étant commandable et observable (voir paragraphe suivant), nous

avons recherché, par la méthode générale [32], une reprégentation
cancnique & partir de la premiére des matrices A ci-dessus ; on obtient

le vecteur d'état

— £ 0 —
X ? [\’@lc{ '~)£i':.{. 9,@ -4 5 l/L(:g“ h:h)] :)} [(%i+2}@z[@4‘@“tﬂ)

~I, (91!:3{-9%) - I, ((9

l T
) ¢
/14 |
o
La complexité de ce vecieur d'état provient ¢n partie du
caractere artificte!l de ['amortisserment que nous avons introduit a
posteriori ; pour les faibles coelficients d'amortissement en jeu, il est

plus simple, dans ce chapitre sur la commande optimale, de négliger
la dissipation (\5: 0) . En eftet, la constante de teynps du systéme est
de (\‘ i‘_.«),d)"' = 96 s et on fera en sorte que le systémce comnmandé ait des
constantes de temps beaucoup plus courtes que cetie constante d'amor-
tissement structural. TLes variables canoniques prennent alors un sens

trés tangible puisqu'il g'agit de
- ’ z ‘) 2 — = SN
x =1 [ 6 wl) ’ &E {/((..J,,) ;7 A [(9#‘ - 0. s T [(9.,1’4_913 JJ

Ce vecteur d'état canonique s'obtient & partir du premier vecteur d'état cité

dans ce paragraphe par le changement de variables X - S x (IvV.2)
v e fuer el Jan] o T T
5 1. dlot SR —
0 0 0 1“/&{17 C&Jl'*/IO U Y 0 N
Lo| -1 o | o 0 &)?/TU 0 /1,
0 [ |- < ‘
0 e 1 O Pl o (o |
On obtient alors la représentation canonique
ot B w ENERENE
u=tos A-osaste 00t 0 (I7.3)
_ i - 010 o0 1
B = S = 03 0: 2 1] (
B [ 0 e 0ol o w?l o
On a de plus erl = X, 4+ A X5

I



o1, 4. Commandabrive observabiul e

Nous a-ons iesté Ces propricies sur la premiere des représentations

curées au paragraphe precédent e avons obfenu (pour E - 0)

2 3 4 2
det r B AB AT 13 A H_[ W/ ) /!0
L 1 O r

5 (Iv.4)
done Ge svstéme odt commandable,
Pour ce11bier <on vhsertabiité, supposons ['information réduite

ouminenum  ¢est a dire a 13 mesure de & A9 .. Onaalors comme
.=

yl®
v Ux avee O Ll; 0. 0. 0:!!/ (IV.5)

on calcule {"oujours pour ¥ 0) quc

delL(_‘I At et a2t A8t ]:. C\)l(lf/lo)z /0, (TV. 6)

donc e svsréme est obscr-abre

On aurail pu conciure directement a la commandabilité et a
"'observabilie din systéme global reel a partir du bloc..diagramme de la
figure 23 gauche, En effei. Je sysiéme se compose de blocs séparément com-
mandables e obserables superposés en paralléle cfest 1a une condition
né-cessare et suffisante pour gue le systéme total sort commandable et
observsbie.

Notons que le sysiéme tend a devenir 1nobservable lorsque
I"inertie de la pariie ilexible der tent portion négligeable de 1'inertie totale;

par conre le systéme reste toujour s commandable,
1. 2. SYNTHESE D'UNE 1LO! DE COMMANDE "OPTIMALE"
v, 2. 1. Mc¢thodes possibles

i'n sysieme de « ommande idéal remplit les conditions suivantes

/
1l versiie les opéoet cations

de simplicite . de taisabitite, de fiabilile,
. de pmds}d‘ encomhby ement,

de consomm:2iion




. il tient compte

des exigences du type de commande (en ligne ou hors ligne),

des contraintes imposées aux détecteurs et actionneurs
(limitations technelogiques des composants);

de bonnes performances :

une slabilité asymptotique au voisinage de 1'équilibre dynamique,

une regime transitoire acceptable,
. une grande précision en régime permanent ;

il présente une bonne immunité, ¢'es-a-dire une faible sensibilité

aux erreurs
- " 3 . - . . - .
du modeéle dynaraique {noun linéarites, variations de par'ametres}

bruits),
des détecteurs {(erreurs de mesure, bruits),

des actionneurs (bruits).

Nous avons souligné les points qui, dans le cas qui nous occupe
jouent un rdle primordial,
Il existe actuellement iroi- types de méthodes pour tenter de
résoudre le probléme :
la méthode fréquentielle classique,
. 1la méthode du placement des pdles,

la méthode d'optimisalion dvaamique.

IV.2.2., Méthode frequentielle

Les meéthodes fréqueniielles Clasy. s calealent, par les
méthodes graphiques (diagrammes de Bode, Black-Nichols, Nygquist,
lieux d'Evans) un compensateur acceptable pour le systérrw[ﬁ ] Les

fonctions de transfert (tigure 24 gauche) sunt de la forme s

O (ﬂ: (Io/r,,_) (/3/(“-4‘)'& 4+ 2 }LA/M)‘LT ij[ o
Por (O T, 4% [ (Mwd* + 2 LAy + 4] (1v.7)
g‘i‘{ (A): < } (.J/ by + 4

oo () 1 [ (My? + 2 (4t + 1] e

il présente, en présence de pertiurbations previgibles ou imprévisibles,
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w0 _.:'_ re
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Figure 25 : diagrammes qualitatifs de Nyquist

L [G (i . %('0)
‘\h !m(i""-’]m ‘i [Ea(fi!d)]
Odl

al e = o S g
I
|
~%0 Ju: ' :
r 4 |
a8 :
Ly .

-3+

Figure 26 : diagrammes qualitatifs de Bode
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Les diagrammes de Nyquist et les diagrammes de Bode qualita-
tifs de ces fonctions de transfert sont représentés sur les figures 25 et 26.
On retiendra surtout de ces courbes la nécessité d'une compensation et la
difficulté d'amortir le mode souple. De plus, les retards inhérents aux
actionneurs et aux détecteurs peuvent rendre conditionnelle la stabilité du
systeme,

Suite au raisonnement effectué en fin de g 1IL. 5, il est clair que
la fonction de transfert compléte G}L (s)_/]o(s) ne pourra s'exprimer comme
produit de fonctions du type (IV.7) que sous la condition de "séparabilité’
des paires de fréquences voisines, a savoir si kn ! 45 n ou, encore,
si l'inégalité If < Ir- est raisonnablement vérifiée (ce qui est absolument
notre cas). Dans cette hypothe¢se, le tracé du diagramme de Bode exact
pour ©, (4 / [)o (-4,\.ne présente aucune difficulté (figure 27).

Le critere de Naslin permet de tenir compte du numérateur de
la transmittance du systéme bouclé,c'est-a-dire du fait que les dérivées
de la commande influencent la dynamique du systeme. Cette approche
classique n'est pas avantageuse pour les systémes d'ordre élevé et nous
ne l'effectuerons pas ici ; elle suppose implicitement 1a connaissance exacte

de tous les paramétres du systéme (Ir" I, ('x)l s ] ).

f

IV.2.3. Méthode du placement des pbdles :

Nous avons vu au § 1V. 1.3, que la matrice canonique d'état d'un

systéme commandable et observable pouvaitr s'écrire
'— I

|@ L

4

— s A )

A = |- =t (IV.9)
: — X7

ol aT - [aoj a1 Cees an] n'est autre que la matrice des coefficients

de 1'équation caractéristique de 1'équation différentielle en (9,n. ; pour le
systéme en boucle ouverte :

o n n-1
det A =g +a S +...+a_ gta_ =0



| -n.tb-)‘ ﬁ,ah‘; w)
o 4 % .
4. i 3 410 .35 (r:;;)
{
i
‘10"' i i
b
AT
w1
a1l
ih
.(oq.\\\p\
i
~-$04 i
\
|
|
i
|
ol |
i
, O (jw)
‘d. j[ ’o(J"")]
+430°¢ - % »
3. . .
=
- ' T NG

Figure 27 : diagramme de Bode du modéle complet
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Sila commande est liréaire, c'est-a-dire si

- Kx=Kzx (avec K =K Sul) 3 (IV.10)

il est possible de faire en sorte que le systéme bouclé ait ses pdles a des
endroits arbitraivementi choigis du plan de gauche. c'est-a-dire que la

matrice d'état du systtme bouclé (aprés transformation canonique) s'écrive

g !

_— e @'nw-d A 4 ﬂ‘

(/.) FBK)= | (1V.11)
-7

ua!

ol ¢ est la matrice des coefficients de l1'équation caractéristique de 1'équa-

tion différentielle en (9,(_{ désirée pour le systeme houclé, En effet,

U [ C S
BK={A+RK)-A = 'Cdj;);{ (IV.12)
ctdone K :(a-c), (IV. 13)

matrice de gains théoriquement toujours réalisable pourvu que le systéme
solit commandable.

Cette méthode nécessite non seulementi la connaissance des
parameétres du systéme, mais encore 'accés a toutes les variables d'état,
pour injecter leur mesure dans la commande K x ; de pius, elle ne fait
intervenir que l'équation caractéristique, donc uniguement les pdles du
systéme et fait abstraction du numérateur de la transmittance de celui-ci.
Il est raisonnable de penser que plus €levées seront les performances exigées
du systeme, plus délicate sera la réalisation du kloc de commande effecti-
vement capable de la réaliser.

La méthode du placement des pbdles a été envisagée pour la

stabilisation de laboratoires spatiaux a parties flexiblesl_}) "f

IV.2, 4, Méthode d'optimisation dynamique :

I.a commande optimale 4 critére quadranque se propose, pour

un systéme linéaire commandable et pour une commande u(t) non contrainte,

de déterminer la commande “optimale” u(t) qui minimise le critére quadra-

tique oa

J = j ( JC'TDQ x4+ " K ,u) ‘i t ot (1v.14)
(&)

N
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Q est urne matrice (o ¥ n) symétrique 2 0)
R est une matrice (r x r) symétrique > @)
‘a mimirnisation de la fonctionnelle J s'effectuant sous la contrainie qus
consritue L'équation d'état (IV, 1),

1 ne faudrait pas croire qu'a lfencontre des deux méthades
précedentes . qun larssaient a 'utilisateur le libre chorg du compersateur
ou des poies du systéme bouclé, ceite méthode fournrt d emblée {a structure
duo bloc de commande, En fait, dans le choix des matrices Q ¢ R interyvient
cour une honne part les qualités empiriques dfon bon systéme de cnmrnande,
qualiteés que nous avons énumeérées au §1V. 2, 1. et qu. <ot la plapari du
temps contradictoires, Si les performances réalisées gont bonoes, e
choix d'ur horizoa imfinl ne doit plus &ire considéré comme une restriciion,

51 is systeme est en plus invariant, l'approche optimale préserte ajors

—

es avantages sulvants par rapport aux avtres méthodes |

. elie fournit un retour a gain constant, solution d'une equation mairicielie

de Riccati réduite (algébrique) optimale pour tout état imitial x (0 «),
. elle garaniit I'existence et l'unicité d'une solutior agymptotigunement
: : ] . 1102,
stable si la paire (A, B) est comrmandable et la paire (A, Q i observable [.ZJ)

elle €s1 systématique aprés sé€lection du critere I,

. €lle peut traiter des systémes multi-entrées, mulii-sort.es
elle respecte I'intégrité de 1'équation détat tout en walidant son
caractere lindaire :
en effet, le caraciére approximatif de (iV. 1) peut #1re levé en
remarvquant que cette équation n'est gque le prem.er ferme d'urn
développement en série de Taylor du systeme rnon linéajre
)‘; - fix. u) et en écrivant
x "Ax+But+ o (x,u)

et pour (IV. 5), y =Cx ¢ /:’g(‘x, u)
ou &, ©t /%g soni au moins quadratques en (8, 4} un criderse
quadratique a donc pour effet de mimimiser 1"effet de termeg 1673
que o et Ao f_ 2 J et on devrait chowsivt Q €gale 4 la ma-

irice hecsienne du systeme non linéair<. mairice gur heras esi en

général impossible a connafire,



Passons & la résolution propremerr dite du probléme : en

considérant un systéme mono-entree 5 commande linéaire scalaire

u” Kxetenprenant B 1, le criiere derent
oe -

3-_-,“{ DCT(Q + KTK) x At
O ‘

d

r_‘]?-,
trigue. Cette relanor devant &tre ~raie 4 x. on démontre , en faisant

T T T . ) .
Supposaons que ¥ 1Q + K K} x tx P x!ou P est une matrice symé-
intervenir 1"énquation d'érat, que le probleme se raméne a la résolution de
I'équation de Riccat réduite :
T a0 sk O

A+ RBK) P+ PIA + BR! i@ + K K) . (IV.15)

Notang #n passant qu'on démoo're en théorie de la commande
optimale qu'une condition secessaire €1 suffizante pour qu'une matrice M

ait toures seg valeurs propres négatives est que

YR >0 J P50 @ MTP+rPM=-Qs.
Lre fois la solution P de i "équatinon {1V, 15) de Riccati obtenue,
on démontre ¢galement que la commande optumale est donnée par

K .BVp 5 (IV. 16)

¥

. T
la valeur minimale du critére vaut alors »(0 4)° P x (0 +),
La résolution du probléme esgt rendiue systématique en mettant
le systeme bouclé sous torme canonique ¢n posant :
= S N iy 1T =1
P 1S ) PS et Q- 1S ) QS (IV.17)

Dans ce cas «o effer, Uégquanon de Riccati (IV, 15) devient :

— e = T = e e I
R-BR) P-PA-FR Qg R KT O (IV.18)
Par (IV.16) et {(I1V.13) on a alors K . P L {a -.c)T (IV.19)

oll pT est la derniesre ligne de P.

La maftrice des gains K est la seule chose qui nous intéresse dans
l*élaboration de ja cammarnde : K (a - c):]. S. Nous montrerons dans
l'annexe F' que ¢ peut s'obtenir cans 1a convaissance compléte de f’:, mais

bien seulement de sa derricre ligne {ow rolonpe) ou, par (IV,19), des
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¢léements de a ¢ l¢ calcul de la valeur minmimum du critére nécesgiterait
par con're la couanalssance complete de P
L'anvexe Fmonire également gque dansg le cas du quatrieme ordre
gul nous occupe, la résplution de "2guation de Riccati peut &tre ramenée
3 ia reésoluion duuae équation algébrique du quatriems degré, Une fois les
coefticients ¢ caloulés
17) on cho:sit 13 golutior {unique) qui rend Jes valeurs propres de
{A+ BK) négaiives, done le systéme asympiotiquemert stable, en recherchant
par exemple €5 racines de ] 'equation caractéristique
27) on éitlie que ces racmines covrespondert. dans Ie plan complexe,
a des perfermances accepiables pour la matrice @ choisie ; c’est d'ailleurs
par cette méihode gue nous nous fixerons fa matrice @ |
37} or étudie la sensibilité d'une telle commande aux incertitudes sur
les parameétres,
La commarnde optimale réclame elle auss) la connaissance précise

des parameétres du systérme. mais surtout 'acceasgitalité a tout 1'état,

1V, 2.5 Commande optimale lincaire du sateilite flexible :

Appliquons a notre modéle “un mode” la théorie du paragraphe

précédent, Nous cho:sissons ie crifére

(IV.20)

|
{

J= ()\@,544-/4(?;4+u1)0“‘ o U= M

c'egt-a-dire ure matrice Q de la forme -

Notolo
2
Q:—"IUJHZ" O/AOO N )
(" ‘) NP ou {/&ZON
ololo|o

Alors. par (IV,2) et {1V _17),

-'hwf (A yu) /J’ifoz o 71" wi/(z, Jj}) o

« = (T uj})l ° o 0 0
; 1 - —_—
Nw, /(51.) o ,\/f: o
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Nous 3vong alors resoln numériquement 'equat:orn d- Riccatd
en ‘aisant ~arier iri. 3 F 2)
4 ‘ 2 g FARS 4 & g
L5 = Qu +a) = (L) w (A /() = o (Lo
el Cca, pour frois fynes de critlees o
! . o e .
L4 Qe rpenaiigaror [eépondevante des deplacomerty des par‘.neaux))
g
/"L <X N proal cation prépordévants des deyetapges du corps
pranciyar),
X 3—’—/“' ipondeyation cgale gur e coYPS Trincirdn of sur les

panreauv,

o,

.es ré

oy

Litats =ont reportes i la figure 28w on oA tyacéd le beu
des opoma v quedl en tanciion des duferants crirery s comme anronce
ci-dessus - crs conrhes permettent de détermiey [es conrl clents X el/k
idonc le critere :! ) &n {orctran de ta réponse temypors i~ conha.iée. Cette
méthode d'optimisation =& doit doric Btre cons.dérés que comme un outil

au meme tre que s méthodes deg asgeriseements CasEaes puisqutl
reviert er fir de comyte a Dingénienr de chorsiv A marric s Q cur ra bage
de considerariars prafiques rragure 23),

Enfin, poer étudier la.gerzaibd ité de ¢ty mptomigai o, nous

o

avons ‘race a la figure 29 le ey des optima présentas . & me 'leur compro-
mias de corgiante de temnsg | )\ /“ 12.5%) et.n la fienre 20 les lieux

des gainsz oprima K corvespondants, lorsqu'cr T3t a3 fv /;0 de 0.5a 1 :
! 1 r ,

3

dans ce cas, la varianor du parawmntre (AJ‘, et gue A acalocul effeciué
avpartit de 13 hguee 10) et rfa pas c1é conaiddre s Do les raz on ﬁ_r gerait
‘rferieur a ' par cortre. ] conierdrait de tecoy covagee sxacts mect dag
variatons de 6)4 an fonction de d [ LY rtter oy des vesiotarse cohérents
CAY NOUE 237072 UE (.Qi infer-ient dans & £330 de Tort o, Sur leg
figures 290 et 30 | les poiste “optima ’ dans e ras nl o ono 3 esacrement
P 00777 somr maraues doune cro v, NOwE colonnt o gue om nensibilit
LAY

de la lo1 de commande opr.male & ce param-"te ot gt eammenl Taible

EON

pour polrorr 26 conttenter de o pertormar or: rEdu e Sro 03 de Epeg e erreur
drestimation du rappoct d o oeertie

De foutes facons, une contrainte phus ompa A te gnu erne le
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K=-Leow @, w(2), (3), #]

[}
<, =5 A= = <22
7

Figure 30 : sensibilité des gains aux variations d'inertie



choix des gains, En effet, on peut demander au systéme d'avoir une cons-
tante de temps del'ordre de la seconde, maig 11 ne faui pas perdre de vue

ue le chorvy de | 1 t ), donc de ¢, est soumis a deux obligations :
q g

0
“u deit #ire suffisamment grand pour pouvoir contrer les plus forts
coupies perwurbateurs prévisibles. Or on a, par transformation de

Laplace de (1V, 3} @

Z(4)=[ad-(A+B 127)‘]”r B (4)

. 1 _
A ‘22] ot A = 4% 0, 4 o, 45 g s
(4

L B . . Cy —
don : © (i« ,(..«(41) ((—uf-r-/l/.ws.)
R4 "4.) = - .
O (4 T,
Le trausitolire amorti, on peut alors considérer que, pour un couple

f e . P
en #chelon d'amplitude % ,

TL P
Oy (t»0) = ;Z’_di “f U

<, Lo RNV .
A G P ¢l 17,_,,. AA
s () e \ > .y
De 1a (\ Nep )= 'm;ou (6, 2 o ax est le dépointage
maximum admissible ; er tolérant 0.1° pour cette valeur et en

considérant un couple de recalage énorme de 0.5 N.m, on obtient

X =2
(‘ )\ .f/u)min L

€0 doit etre suffisarminent faible pour ne pas rendre excessive la
consommation électrique ou simplement pour que le couple de commande
soit rnatérielleme:.t réalisable, En supposant que les moteurs de car-
dams putssent fournir un couple de 0,6 N.m pour un dépointage du

corps prinecipal de 0,1° 2 0,002 rd, on voit que 1'ordre de grandeur
des gains K,i dost etre de 300, ce qui correspond, pour un satellite
idéalisé comme rigide, s une valeur de A '.L/‘A A3 10=25 valeur qui,
dlapres la tigure 28, ertraine une constante d@ temps de 2 s pour le
corps principal et de 10 s pour les panneaux. ce qui constitue une
performance tres acce plable,

On peut alors calculer la matr:ce des gains a 1'aide de la formule
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I 2 —_— T, .
K= KS = ]:( Wy —’Cz__) I,, «-,ca(fz _1;‘(%2_ 2)/ £, a)—,c4(‘1.:iz+§ﬂ(lv., 21)
s 7]

-2
ce qui donne K = [a 293,, +42,, - 595, , - 71J pour )\7(" =10 “/2.

1V.3. COMMANDE PAR ORSERVATEU'R D'ETAT :

Liinconvénient essenile’ d'une commande linéaire optimale est
gu'elle utilise toutes les variables d'éiat ; comme 1l esi préférable de ne
pas placer de senseurs sur leg panceaux [augmentation de poids mais
surtout complication de 1'électron.que), une observation (déterministe)
ou une estimation (stochasiique) de la partie ron mesurable de 1'état
s'impose,

Un moyen de résoudre le probléme egt d'utiliser comme estima-
teur le filtre de Kalman-Bucy [2 o_] . Ce iiltre est optimal (au sens des
moindres carrés) vis-a-vis des bruifs supposés blancs-gaussiens et ses
équations sont duales de celles de 'a commande optimale | autrement dit,
les pdles du filtre sont choisis d'apr®s les propriéiés statistiques deg
bruits et ce sont les matrices de covariance de ces bruits qui jouent le
rbdle des matrices @ et R du critére quadratique, Si le processus est
linéaire invariant et que la statistique desg bruits est elle-méme invariante,
le filtre de Kalman-Bucy devient un systeme linéaire invariant gouverné par
les sorties du processus (filire de Wiener) et on peut le considérer comme
un compensateur linéaire. Toutefnis. pour notre systeme, les bruits ne
sont ni blancs ni gaussiens et leur statistique n'est absolument pas connue ;
de plus, dans le cas d'un sysieme bien modélisé, le niveau de bruit est
faible et la position optimale des poies du filtre stochastique tend vers
- o0 (dang le cas du systeme non bruité 'estimateur optimal se réduit a
des dérivateurs). Enfin, le filtre de Kalman-Bucy a la mé&me dimension
que le processus,

Ces faits nous ont condint a envisager plutdt 'utilisation d'un

observateur déterministe d'ordre mirimal comme le filire asymptotique de

Luenberger [35 J .
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IV.3.1. Cas général :

Soit un systéme lhinéaire invariant commandable et observable

gouverné par l'équation d:état

X o= Ao -8 e BRLLT (1V, 22)

ol les perfurbatiors entyenr en ligne de compte,
On desire realiser ja commande optimale ,(L;;f‘ K x, Cela est
impossible pour deux raisons :
les parametres ( :.k-)],, * S I.Y_q Z:".f,) intervenant dans le calcul de K ne

gont connus quiapproeximativement ; on ne pourra done espérer réaliser que
A Fas

o K x ou Kegt caleule 3 partir de valeurs des parameires estimées -
on n'a pas accés a tour 'étal x, mais uniquement a un certain nombre

de sorties linéairement indéperdanies rassemblées dans la matrice (m x 1)

y = Cx :on est donc obligé de véaliser

WYy kY (1V.23)

avec z, matrice (f % 1) des sorties de l'observateur, de la forme
z(t) -~ T x{1) + eft) (Iv.24)

ou elt) est "'erreur diobservation' .
Pour cr qui est de ia dimersgion de l'observateur, Luenberger a

démontré le THEOREME suivant -

Touwre combinaison Timéaire de 1°état peut &ire observée 4 1'aide }
d'un chservateur possédant E ~{Y . 1} valeurs propres arhitraires :
YV oest] indice diobzervabilitg, défini comme le plus petit entier positif

pour lequel :

R

- ™ i [ - 2 p-i- T ).) B ¢y e
rang [_(31> alet ad)t T (A 1)TCT_] s n

Ponur rout systeme ohservable, (V. 1) < m-m) Si(P-1)< (numb

Lobservation dune combiraison linéaire de 1'état peut étre obtenue beaucoup

plus simplement quien reconsiruizant tout 17état,



134

Supposons que les parameétres du systéme ne soient connus
C

: . ) . P
qu'approximativement en sorte qu‘on ne connaisse A, B7, B", C et K que
L, N A AP A AN
par leurs valeurs calculées A, B, B , Cet K, Posons :

AA A /fi efc, .. (IV, 25)

. < p c
L'ohservateur est gouverné par les entrées u et y (on suppose

a ce stade les perturbatinng tofalement inaccessibles) selon 1'équation
2= Fz +Gy +Hu' (IV. 26)

Par simple remplacemeni dans les équations (IV.22) a (IV. 26),

il vient que, si la structure de l'okservateur verifie les contraintes

o) A
TA-FT GC, (IV.27)
AC
H-TE; (IV.28)
y A 7 ~
K'C+K'T K, (IV. 29)

le systéme bouclé a pour équation d'etat

. 1
b Ml1 M 2 % fﬂ. PP
N . - 4 B u (IV.30)
& M M e |- T
. —~ CA ;
ou : MUl =a+BYK kYA O
1
M2 = BYKA
21 C 2,y :
M = GAC-T ABYUK+K A O-TAA
M22 - . rart K2

Nous avons ainsi démontré deux points esseniiels :

. le théoreéme de ' séparation’ de la dynamique du processus de celle

de l'observateur invoqué par Luenberger n'est exact que lorsque les
matrices A C. A BC et A\ A sont nulies {la matrice le est alors
nulle et les pdles du systéme global comprennent ceux de 1'observateur
et ceux du systdme idéal btouclé en 'absence d'observateur) ; ce résul-
tat serait tout aussi vrai pour le filire de Kalman, Une €tude de sensi-
bilité s'impose donc si on veut éviter de graves dégradations de per-
formances en présence de bruit de mesure (A C), derreurs

. P
d'actionneurs (A BL) ou d'erreurs de modele (DA, AB ) ;
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l'erreur d'observation e en régime permanent est directement influen-

. . P L :
cée par les perturbations u  quji agisseni sur le processus,

La procédure de Luenberger ne '&ve point lfarbitraire sur les
paramétres que contient toujoirs la synthége d'un compensateur,

Comme lfentrée uc est 1el scalaire, les coniraintes (LV, 27),
(IV.28) et (IV.29) constituent un systeme de Pn + £ + o) équations et les
matrices T, F, G, H, K‘y et KZ comyporient (t”_n +£2+Fm =‘~£ +m -Jmf.a)

inconnues, En l'absence d'erreurs el de periurbations, on a, d'aprés (IV, 30)
e(t) = el0) exp (Ft) ;

afin d'&tre maftre de la dynamique de *obgervateur, nous nNous Imposerons
donc les éléments de F, en nnmbre-fz_, Supposons étre dans le cas ol

B (P -1) = (n-m) : il reste alors lEaﬁm +-l? -n) »mfin- m) éléments a
choisir, en nombre égal aux éléments de G. Luenberger a montré que,
étant donné I et G, 1l'équation {IV, 27) admet une solution T unique pour
autani que A ei F aient des valeurs propres différentes,

D'apres les probiemes que nous avons rencontré dans la synthése
d'un observateur, nous pouvons dés & présent dire que les critéres suivants
doivent guider le choix des parametres de 1'observateur :

. veiller & ce que les paires (F, G) et (F, H) soient commandables : il
est bien évident , bhien qu'il en soit peu question dans la littérature, qu'il

faut éviter de construire un cobservateur qul ne serait pas commandable vis-

a-vis de ses entrées (figure 3ia) :
ne choisir une configuratinn qne si fous les gains qui composent les
matrices G, H, K‘Y et K.Z ont urie valenr aheolue réalizahle physiquement,
Nous insistons suv ces deux points car ils nous ont apparu pri-
mordiaux dans la réalisation d'un observateur pour le systéme que nous

avions & compenser. L'observateur et le bloc de commande réunis prennent

l'agpect d'un compensateur classique airsi que le montre la figure 31 b,

[V.3.2. Application au satellife :

Nousg supposorns ['snformation rédeite a la mesure de 1l'angle de
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Noug avons effectué une étude de sensibilité des péles du systéme
global en présence d'incertitudes ou de bruits ; les seules variations qui,
d'expérience, sont critiques,sont les erreurs d'estimation de la pulsation

propre (—*)1 du systéme, c'est-a-dire que 1'on aura (§1V.3.1.)
AB(= AB-AB)=0, &AC=0, AA+ O

Les pbtles du systéme bouclé (1V, 30) en l'absence de perturbation

sont donnés par les racines de l'équation
A z -1
det [sfﬂ_—A=BK +BK" (s4 - F) TAAJ = 0.

Le plus simple est de passer i la forme canonique. On calcule
-1 -1
facilement que le seul élément non nul de [SBKZ(sﬂ-F) T A AS J est
1'élément (4, 3) qui vaut
2 3 . =
A Gy T, Ih — JHI:F
I/L 1:4 A — FL-

. A . .
on A &{,2 est l'erreur commise sur CLZ[ ; il suffit alors de rajouter

cet élément (4, 3) a 32 dans 1'élément (4,3) de (s - A - B f(c), ef, (IV.11),
pour pouvoir calculer numériquement les racines de 1'équation du septiéme
degré qui en résulte. La figure 32 montre les déplacements des pbdles

pour des erreurs D W, /W, allant de - 20 % a + 20 % . On remarque que

si le mode rigide est peu influencé, le mode élastique quant a lui présente
une sensibilité critique aux erreurs négatives sur la fréquence. Ceci améne
tout naturellement au probléme de 1'identification des fréquences propres
et de 1'adaptation de la commande, dont nous discuterons au paragraphe

suivant. I1 convient de souligner qu'il vaut mieux sous-estimer & que le

surestimer. Ceci peut se comprendre 1antuitivement par le fait que dans le
dernier cas , on suppose la structure plus rigide qu'elle n'est en réalité ;
la premiere fréquence élastique tombe alors dans la bande de fréquence
de 1'actionneur et le premier mode entre en résonance,

Le choix de la matrice F = diag (- 3,, -5., =7.) semble un bon
compromis entre le désir d'avoir d'une part un ohservateur a dynamique
plus rapide que celle du systéme bouclé idéal dépourvu d'observateur et,

d'autre part, un gain statique K quil ne soit pas prohibitif,
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Les matrices de l'observateur, calculées sur ordinateur a partir
p

des relations données en arnexe (;, sonti

-1.13 -0, 0694 + 0,375 +0,0231 -3.59 + 0,607
T =| +5.32 + 0,137 - 1,08 - 0,0274 .G [ +27.3 ;H‘—il?)3 - 1,92
-5, 19 -0, 0711 40,739 +0,0102 -36.7 +1.20

K% = KY [ 1, 1, 1] avec KY - - 12.10° .

ceci conduit au compensateur équivalent (figure 31c)

¢ 3 e242 0l s 4 7,328 % 2.22
LN 10 5 Te. Ut s 24 ET 428
y 3

g + 1&52‘% GFR, 5 s + 141,

Pour conndltre la maniére dont l'observateur de Luenberger
compense le systéme au sens clagsique du terme, nous avals faét tracer
le lieu d'Evans de la fonction de transfert en boucle ouverte %_ sur un
écran de visualisation & mémoire couplé a un ordinateur ; dans ce dispositif,
les coefficients de la fonction de transfert sont affichés sur pupitre spécia-
lisé par l'intermédiaire de potentiométres, le calculateur en faisant l'acqui-
sition sous forme de tensions analogiques et les coefficients multiplicatifs
correspondant & 1l'ordre de grandeur de chaque parameétre étant codés sur
ligne numérique, Le gain ut:lisé comme variable étant - Ky/(mlo) , hous
avons obtenu les résultats de la figure 33, La figure 33a montre le tracé
complet. Pour ce qui est du svstfme avtonome, on reconnalt le pdle double
a 1'origine d0 au mode rigide airsi que la paire de poles (& | Cdl) et la
paire de zéros (+ ] E W l) compiexes conjigués dus au modé élastique ;
pour ce qui est de l'observateur, il possede un pole et un zé€ro réels ainsi
qu'une paire de zéros et une paire de psles complexes conjugués. La figure
33b consiste en un agrandissement de la zone iniéressanie montrant la
position du gain choisl pour K (limité, rappelons-le, par les antionneurs).
La figure 33¢c montre le hénéfice et la perte qu'on aurait en choigissant
un gain K respectivement deux fois plus fort et irois fois plus faible,

Enfin, nous avons mis au point un programine de simulation
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Figure 33 : lieux d'Evans du systéme commandé par observateur d'état
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Figure 34 amortissement actif du roulis suite & une condition initiale
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Figure 35 : amortissement actif du roulis en présence d'un couple de recalage
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11
complet de la dynamique du saiellite (modele 3 ‘modes‘,,‘l cf. §iV.1.2)

commandé par l'observateur du premier mode décrit ci-dessus. Les
équations de la dyramigue misessous la forme d'équation. diétat (1V, 1) ont

été discrétisées [5'1 ] sous la forme :

x [(Reat]fexp(Aat)]x[Aat]+[] exprrpde] u [hat]
avec un pas temporel suffigammernt faikbie (0.005 s) pour rendre compte

de la dynamique de l'obger:ateur et des irnis modes,. La figure 33 constitue
un résultat classique, elle montre 'amortissement actif du roulis suite

4 une condition imitiale de 0,025 rd 22 1.4 Quant & la figure 34, elle
montre le méme cas mais ol durant les virgt premisres secondes, on
applique un couple Epﬁf 0.5 N.m, durée et valeurs approximatives d'un
couple de recalage ; on y .oit, enrre i 10 et 1. 20, la tendance de QA

3 dériver due au mode rigide (terme (;"“277(2—7—2) ), divergence irés bien

"rattrapée'' par la suite,

IV.4. IDENTIFICATION ET ADAP TATION :

Nous avons montré au paragraphe précédent que la sensibilité
du systéme a des variations déiermimesies ou aléatoires de parametres peut
devenir critique lorsqu'on exige des performarces d'amortissement des
modes élastiques en plus du mode rigide; dans ce cas en effet, le risque
d'une instabilité conditionnelle du systeme bouclé due aux erreurs de modele
est élevé (figure 32),

Ceci nous amene a discuter de 1'intérét d'une 1dentification des
paramétres et principalemert, dans le cas des sat«llites flexibles, des
premieres frégquences propres,

Dans le cas ol seul le poistage du corps tigide principal esi
soumis A des gpécifications séveéres, on peul montrer soit par simulation.
soit en calcnlant la trangformeée de Laplace inwerse de {1V, 7) que 1famplitude
des oscillations du corps principal d'un satellite de 1élécommunications
du type envisagé actuellemeri est de I'ordre de 0, 01" lors d'une excitation
en échelon égale a celle d'un couple de recalage, Cette amplitude érant

nettement en dessous du maximum inléré, il paraft peu intéressant de vouloir
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amortir activement ceg ogcitlations élastiques,

Nous avons toulefols rmontré au paragraphe précédent qu'une
telie gtabshsation esf possible, an prix cepandant d'un risque d'instabilité
condmonneile diu tail dex [ncervtinudes sar fes tréquencas elagtiquesy
celies. i avoisirent en eiter la bande de fréquences excitées par i'actionneur.
I"amortissement as 11t des osc:llations elastiques peut par contre devenir
indispensable dars Ie cag de satellites fortement flexibles {trés grands
panneaux solaires) nu encare lorsqu on désire ur pointage fin de la partie
flexible eile. mrme (antenne par exemnple), On retrouve dans ce cas le
meme protivme que celur de la srart-higation des lanceonrs flexibles [2 4 ‘]}
avec le prohleme gubsequent de emplacement des senseurs et actionneurs
['fé ] Pourrant, nous re pensons pas gque la statilisation des satellites non
rigides so1l auss: delicate que celle des lancenrs et missiles flexibles ;
en eftet, ceux-ci évoluen, dans un enyirennement hautement variable et
levr propre configuration {angle d'attague. momerits d'irertie, décalage
du centre de masae par consommation de combustible, ete, . .) change
davs des proportons gue ne connaissent pas les safellites artificiels.

Quanrt a Identi¥ication des fréquences elastiques, elle peut se
révéler uiiie, soit simplement pour »abider le modale dynamique employé
pour les moder flexibles ‘ca- des sareliites de 1élécommunications envisagés
actuellement), soit pour réaliger yne adaptation de la cornmande (cas des
satellites 1res tvlexibles), Nenhre de méthedes d'idertification sont possibles :

- la transformée de Fourier rapide [ 53 ])
la correiation [f;; ‘ l 5
- le filire de Kalma: genéralige ('exiended Kalman filter) [‘/5],

leg viteggeg ariatlex d'éc hart Mloonage € variable sampling rrva.te”)[‘l 0])
cles Ulirre guiyeur s [H:I el

Nous croyons aussi que les sysiemes a verrouillage de phase
("phase -locksd toop cvstems”) penvent conduite a4 une idenstification
valable des Iréquences elaatiques dominantes.

Citorns eatin les systémes didentiiication avec modele ajustable
et les travanx récernis de Landayu [22] surt la synthése d'oiservateurs d'état
adaptatifs er préesence de variations de paramrires par la théorie de 1'hyper-

stabibité - nong donnone un bref anpercu de cetie méthode en anmexe H,
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CONCLUSION

La stabilisation d'attitude des satellites déformables souléve
deuxproblémes essentiels : le premier est de modéliger correctement la
dynamique de ces satellites, le second est d'évaluer 'interaction entre les
phénomeénes de déformation et les performances du systeme de commande,

Dans la premi¢re partie de cette thése, nous avons présenté une
méthode systématique pour la mise en équations de la dynamique d'un
satellite déformable quelconque ; la formulation proposée permet de repré-
senter de maniére réaliste les phénomenes de déformation et de dissipation
d'énergie, ainsi que l'influence des principaux couples perturbateurs.

l.es équations obtenues ont été données sous leur forme continue,
applicable lorsqu'on peut modéliser analytiquement le gatellite comme un
"continuumli ainsi que sous leur forme linéaire discrétisée, applicable lorsqu'on
présume que le systéme ne fait effectivernent intervenir qu'un nombre fini.
de modes de déformation ou lorsqu'on le discrétise a priori. Notre étude
s'est portée plus particulieérement sur les satellites comportant un corps
principal rigide auquel sont connectées des pariies mobiles et flexibles ou
qui comporte des rotors internes : nous avons utilisé les équations dyna-
miques correspondantes pour étudier la stabilité en régime autonome
de satellites pariiculiers, en utilisant 1'entité énergétique qu'est le
Hamiltonien comme fonction de l.iapounov.

Dans la seconde partie de notre travail, nous avons étudié le
régime transitoire des satellites a grands panneaux solaires flexibles,
stabilisés "trois axes'" a 1'aide d'une roue sur cardan. A partir des modes
normaux de la structure globale, nous donnons une interprétation énergétique
aux troncatures modales, pratiquées de maniére trop souvent empirique
par l'ingénieur. Ceci permet d'obtenir une transmittance directement
utilisable pour la synthése d'un compensateur,

Nous avons ensuite fourni une méthode systématique de synthése
d'un réseau correcteur stationnaire en nous basunt sur la théorie de la
commande optimale. Etant donné les incertitudes sur les parametres et

les bruits, une étude de sensibilité de ce systéme commandé s'imposait.
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Nous avons montré d'une part que le fait de vouloir stabiliser activement
les modes élastigues présente le risque de rendre le systéme ingtable

en présence d'erreurs sur les fréquences propres et, d'autre part, qufon
ne peul dissocier le probleme de la commande de celui de I'estimation ,
du fait des incertitudes sur les parametres ou sur les bruits,

Nouis pouvors coaclure que dans le cas ou les osciliations du
corps principal induites par leg vibrations des panneaux deviendraient
genantes, ce qui ne peut ase produ.re que pour des satellites plus flexables
que ceux qui soht prévus dans un futur immédial, la synihése d'une
stabilisation par rvetour d'état telle que nous 'avons proposée est possible
movyennant goit deg capievurs supplémentaires situés sur les parties souples,
solt une 1dentification intermittente des fréquences élastiques. Cecl cons-
tituerait un prolongement de nos fravaux, notamment dans le cas d'une
commande par calculateur embarqué, dont le spectre de fréquence risque

de recouvrir certaines fréquences de vibraiicons du gatellite,
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ANNEXE A

NOTATIONS ET OPERATIONS EN CALCUL TENSORIEL

A.1. NOTATIONS - DEFIN. T'ONS :

Sont utiliee s dans e rexte des tenseurs d'ordre zéro (scalaires),
diordre un {vecteurs) et deux (spmplement noammeés tenseurs) de l"egpace
euclidien a troits dimersions  lordre d'un tenseur est indiqué par le nombre
de barres sousc la ietire qu. ie représente ‘nataiton renscrielle ou symbolique
de Gibbs)., VYu que jes seuls reperes niilisée sont orthenormeés. leg compo -
santes de tout tenseny dans un réferentiel déterminé sont d'un seul type

(a la fois covariantes e contrerariantes) er sont repérées par des indices
inférieurs. en nombre égal 5 fordre du tenseur, Ainsi on parlera par
exemple de la composante x  du wecteur x selon le vecteur de basels:_l (ctest
la projection géoméfrique de x sur 31).« mals avssi de la composante inu du

"

tenseur X selon ie tenseor de hase X (on verra ci-dessous quelle opération

permet de construire les tenseurs de base s partr des vecteurs de base,
d'interprétation géoméirique évidente),

On a donc les relations de définition suivantes entre la notation
indicielle (dans un reprre déterminé) et la noiation iensorielle (indépendante

de la base choisie) :

x XB _{E (A.1)
LY )
X X X (A, 2)
—_— M=
3
la répétition d'un indice dans un meme monéme impliquant toujours la P
1
sur cel indice (convention d'Eingtein),
Quant aux composantes d'un vecteur x dans un repére donné,

elles peuvesnt foujours Btre représentées par une matrice {3 x 1) x, Ainsi, a

la relation (A, 1) correspond la représentating matricielle
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A 2, OPERATIONS :

A.2,1, Produit tensoriel (ou dvadique)

Le produit iensoriel de deux fenseurs génere un tenseur d'ordre
égal & la somme des ordres des tenseurs du produit ; il se représente par
simple juxtaposition des symheles des tenseurs du produit ; il esi associatif
distribuiif et non commutarif en général,

Par défimition, les tensenrs de base sont les produits tensoriels
des vecteurs de base correspondarnis -

X0 T (A, 4)

18l

, m J , . .
ot les composantes de X ern. axes x sont données par la matrice

an . xm XAniI'

Comme les vecteurs de base sont orthonormés, ies éléments de

. , L, mn.
cetie matrice sont nuls excepté 1 X )

1 . De la sorte, on pourra parler
des neuf composantes an d‘un teﬁseur X dans les axes l{_l et les repré-
senter par une matrice (3 x 3) X en sorte que a (A.2) correspond la repré-
sentation matricielle

X X X (A.5)

A .2, 2, Produit scalaire :

Le produit scalaire de deux tenseurs génére un tenseur d'ordre
égal 4 la somme des ordres des tenseurs du produit moins deux (opération
de "contraction’) : il se représente par un poirt : il est asgsociatif, distributif
et non commutatil en général (sauf é-idemment dans le cas du produit sca-

laire de deux vecteurs, qui est un scalaire),

Par exemple, on écrira : h - [ Q

La norme d'un vecteur -aut n x“ X.

1 s c'esi un
scalaire, Puigquiun tenseur n'est jamais qu‘un produit tensoriel de vecteurs
de base, la définition du produit scalaire de deux vecteurs de base suffit,
Par définition, le produit gcalaire de deux ecteurs de hase vaut

£1 . X] - X] r XJ
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, , il g
Comme ces vectedrs de base sont orthonormés, on o x HX‘] =

)

L
symbole de Krorecker

(S 0 s11¥F3
Li :

A.2.3. Produit . (an*{-‘l ;

Cette opération ne peut ¢'wffectner qu'entre deux vecteurs a et b

2t génére ua veoteur o Smit le tenseur V2 a b - ba: dans un repere donné,

ce tenseur a pour matrice Y - alk . ba qui st une matrice antisymé.-
trique : on dira que le tensenr ¥ est “antisgvinéirique’’ . La matrice V ne

contient que trois éléments indépendants qu: permetient de former un
vecteur v dont les composantes dans les mémes axes sont données par

v o= [ \;’32‘, Vl!_?i” ‘\:"21 ] ! . Notons que cette opération, contrairement aux
deux précédentes, ne plem se defin:t dans des espacesg 3 plus de trois
dimensions ; elle dout étre considérée comme un succédané du produit

tensoriel. Le produ:i rectoriel se représente par une croix : il esi non

commutatif (sauf s'il esi nul},

A.2 4, Produits mixies

Les produits scaiaires ef tensoriels sont distributifs et associatifs
entre eux, et avec les combivaisons linéaires ; on peut donc toujours se
ramener & des produits tensoriels on scalaires de vecteurs de base. Par

exemple :

} ~ ,( ' ,\,.'ﬂ - i : g
LA = (Jg X {")a(ﬁg: )= *3:;-@_,@( x"). x" =
By Dapx (2 xM= Ty 2 djpa= 3
JoX = (3 2 ) (X2 x‘":x )_ T Xip x' x".

i €.
'lQ,

de méme :

l.es regles du calcul matrie1e! se dérjnissent alors de maniére

immédiam 1 alrs1, &1 fon prend 1 comme indice de ligne, on écriva :

CVZRT NN
(&)/T\jip::: NE Xg
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ANNEXE B

OPERA TTONS FONDAMENTALES EN GYRODYNAMIQUE

B.1. QUASI-CC OORDONNEES - - MATR.CE DUALE DYUN VECTELR

Soient up triedre mobhile d'axes 11 et un triedre de référence
d'axes ii . mobile également. Soit encore un vecteur v dont la mairice
(3 x 1) des composantes en axesgj cst ¥ et dont la matrice (3 x 1) des com-
posanfes €n axes 11 est r. Soit enfir A la matrice unitaire (3 x 3) de rotation
faisant passer deg axes 31 aux ax€s l;i“ Ators. s1 l'on définit les matrices

{3 x 1) de vecteurs :

- 12 3|7 ' 1 2 3| T
=] |2 £x et [L] ror.x )

on peul écrire :

[t 217
L] A[] et done 1 - Ax

Par dérivation, on obfiert r - Ax +Ax

) ~t . th )
ou, en définissant la mairice antisvmeririque & = AA S (B.1)
. D N
Ax 1 Wi (B.2)

Celte relation n'est avire que la dérivation vectorielle classique

de la mécanique :
x r
i{; (T 9‘;_

dbt olt

avec

v+wxy

T A

=V v={r]2 ) QIM‘JW) W= [("’32) “fs 241J
dt

CJ est la vitesse argulaire (ou “vecteur -r"mafionninstamanée” ou "vecteur
de Poisson'') des axes Ll reratiyement aux axes x . Tl est souvent bien plus
facile de calculer immédiatemerd cette itesse angulaire plutotl qu'a l'aide

N -
de (B.1) : on notera qu'on ohtient alors 3 par les relations :



11‘. 1K t k (B.3)
- o1

ol « . 7 5 {1 - kiok - 4) 1] - ) est le symbole de e - vita

]

t4ses parce qu'elles

ne soni pas danc 1+ cax péréral les dérivees de coordornées angulaires

physiquement mesuraldes do sveieme,

De la rnfme mamere que 1o dessus, nous pouvons congtruire,
a partir de la ma'rice (3 x 1) des composanies (dans un repére déterminé)
de tout vecteur w une marrice (3 x 3) antisymétrique Gfappelée matrice
duale de w dans le repere en question,

La propriété essentielle de cette matrice est qu'elle permet

la représentation matriciesle du produt vectoriel dans un repere déterminé :

F o

C>§'XE e{’:‘_‘_.—'"‘_:‘_.—_'"%? (_‘w'ab (BQLL)

Nous en avons trouvé quelques autres propriétes :

i ']‘ ) f

Ab cbaliat

s T L . T

xT‘.x.j Sy xb Y- s ox (B.5)
""‘Il o NN AP ) I .—[ T,

X wWorow X 2 (% “*A) ﬂ %W - owx

et, s1 A est une nuatrice (3 x 3) uaitaire céelle -
S o (B, 6)

Notgr. “hin que fe rarsonnerment de ce paragrayie . appliqué non

. ‘ Y T A N A ;
plus 4 un vecten - mais a un tengeur Vo 'x f X 1_}(‘; chr 0 R [__\S(Bu 7)

. T . s AT - -
conduita R = A ~ "7 et par derivaiion, &8 1 A X AT"‘ R+::R. RS (B.8)

qui constitue la geoéraliaation de (1) 2),

B.2. APPROX/MA ITONS QUADRATIQUES .

ANGLES DI

. i i
Supposnns gque la rofation laxes X ——a8%€s I | s compose
d'une rotation fiiie constante de matrice B suivie d'une penife rotation

s ¥
variable de matrice R™ | donc que A R R, (B.9)



Partionnens la matrice-unité en trois matrices-colonnes :
1 n2 43 . . . . .
1= [ 1. 1% .1 . Sita petite rotation s'effeciue d'un angle ¥ autour
de I*axe n® i seulement, il est facile de développer Jusqu'au second ordre

les sinus et cosinus contenug dans Ta matrice de roration; on obtient :

~ I
:Rxg 1-04 -f-zzbi 1 1 (B. 10)

Pour rendre compie dian changemeni d'axes, irois rofations
successives de ce tvpe doi~ent #ire effectuées - le probléme se corse
alors du fait que 'approximartion guadratique ohtenue dépend de 1'ordre
dans lequel on a effectué les rotations (il esr bien connu en Théorie des
Groupes que les opérateurs de rofations ne commutent pas : seule leurs
approximations linéaires commutent). A l'aide de (B, 10), on monire, par
simple développement jusquianx termes du second ordre, que, quel que

. ) W
soit I'ordre des rotations, la forme génerale de R™ est

~ ~F o jnﬂ'fj ‘-“k (Jl‘tx
RK’_‘: ﬂ—b’+iz'f(?f?h by (Y Y j) (B.11)

oll

Y=Ly, ., 617,
~ o ‘5’3 a:z . matrice duale de X
I=1Y, o -4

-y, ¥ 9]

dia :
Y g':dlag(?f_qb/qb/)‘
Uik 1 2 3
U J% &gt une matrice antigyméirique dont les éléments non nuls
sont + 1, les signes étant choisis iels que, pour des rotations effectuées
dans l'ordre (1, j. k) . oo art

} I\.l]k i

i_jk . '(Tlijk -t
j jk 1k

U,
i

La seule restriciion esr donc que les rorations soient du type
Tait-Bryan plutét que du type Euler {c'est-a-dire que la troisiéme rotation
ne doit pas s'effectuer auiour d'un axe de m&me numéro que la premiére).

, X T X . i . .
Soit _[)_ [x_ﬂ] _/2 la vitesse angulaire absolue (c’est-a-dire



T Yo
relativement a un repere inertiel) des axes x et f]_ [r I )

1
vitesse angulaire absolue des axes v ; rappelons qu'on a _/) f.‘ Tt

et donc
Y . )
VRN WO (13, 12)
fe) 3 X l]k . 1 1 - i y
En posantp * R /17 er U Ul vient. par (B 11) er (8 9),

k

2 2

AN < RTp e pe (P07 s 090" ) )

Or a aussy, par (B 1) et (R 11)
~ 2T A = "" oo oo m" "'M deet sy
w = AA = R'R ’\_ﬁ(f*.-g-( J JJ’ d’ ~d§ Ui Oh 1)
On démontre alors. soit en repassant auvx notaiions 1ndicielles
[Sl], solt par simyple ingpection de la matrice (3 x 1) (2}9;_ ou of #=stl une
m

atrice (3 x 1) quelconque, que

b Jad& Symy g,
2({-12{4_% ¥ ﬂXJ)Y ity 15)

2
N I ]
ou '*UH o © 5 v
_ S
u (1"-’»3 —_ o u& 4 O } X i B’;. @] E!
L O o Uﬂ; N Xz. B/{ O_

Finalemerit. en combinant (R, 12), (B.13) e1 (. 15). on obtient
N ~ ~ . - : o uiJﬂ“,! JM-} 1 )
v , A4 VAN L / !
N [ F o ep +_.[ ST S TR A AV IR
[S«Fdep] + 4|7 J L VAR

L'approximation Lnéaire de cette relation est bieo connue e

. . [\) o
s'écrit, pour R - {
ST

N - NS = 5 « %% (R.17)

N > A } ‘A
Remarquors que <i I'on eut connafire les compoasantes de 1
i " . T T, . ] T
en axes "_)_zfj 1l sufi1r de déveiopper A _O_ Jusquau second ordre a partir

de (B.9), (B 11) et IR, 1)} ; de m&me pour W)
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Dans cette thése, nous n'effectuerons que des rotations de

Bryan dans l'ordre (1, 2, 3) en sorte que

11123 = 0o 0o 1 1 (B.18)
-1 0 1
-1 1 0
£ nous poserons : !
ac > a4 diaa ‘o
s 4 (T -y (5.19)
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ANNEXE ¢
DISCRETISATION ET L'NEARISA TION DES EQUATIONS
DUMOUVEMENT

Sauf mennon explicite du contraire, foute mairice reprégente 1oi
1 Lo . .
des composartes e 8xee ¥ ¢ 0N &8 Ieporte 4 l'ex wess1ion (i, 40) dee n et
* . had

on utilise  ies approximations quadratiques (§ B 2),

C. L.

5 TONCTIONS CNETIQUES -

C.1.1. Expression de h° -

On a sirictement -7+ + 07 au

y P =T , - :

P ix X T X% 7 )dm. rnatrice dfinertie a l'equilibre dynamrque -
N & | :

Jow 2% udl K u - a¥ )dm. matrice lindaire en u :

: I’ .
rey il o uwe ) dm, rnatcice quadratique en u -
L.

Soieni les mairices (h g 1) -

! - ‘ a7
b, = 10 i, 0y ]

n b TR Ty Ty Yy Ty ‘#1‘.‘*J°‘“”
' .
fla répétition d'un indice dans um mEmMe mMondme rmplique la :;,t sur cet

]

indice},
et leg matrices {n % 5)

7 . X ] : : 7
i ( ; . & &t - A sr f -

\ . ‘P b a FEF SRR |

. - b A

i 5
H
'
1

AL »
o [ - A font i | Ns ’
5, P (yg Yol 7

' . .
; iy A
Sy Co 7 a
P 7 (A L

N
’
<
i
,
[
]
-
N,
-
-
-
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r. .o T .
- =(FJ f[% iy <y~ Yo By 1

T () = A rd

b

définies ¥ 1, j, k ~1.2.3 .

Ainsi au froisiéme ordre prés .

M = k{)Uu/g ﬁ ‘Pﬁ) ﬁ
j?“’-&ﬁ Xwﬁg
L & ﬂrﬁ

4 2 .
Remarquons que fes matrices [ ,J et par conséquent J sont

r/

symétriques, Pour avoir une représentation matricielle {sans indices), il
est bon de définir la matrice (3 x 3} syméfrique /\ dont les éléments sont

) l : ) L
les matrices >\ ':I] les matrices (3 x 3) symetnques/A ’ r—,, m dont

R B
]; T7 Lremarquons

que les dimensions exactes de A et A .. TT sont respeciivement

i 4 , . 1]
les é1éments sont les matrices respectives A

(3n x 3) et (3n x Sn)] et enfin la mairice {3n x 3)

o O
H= 10 0
o o 4

(>3
De la sorte, on peut écrire h 102

avec : J A~ I+ TQ)T/\ —f—@TTT(S{) (C.1)
ol S’JT—/\ - /\T\PJ . Toute autre procéedure qui donne | sous cette

forme est évidemment la tienveaue (cf. par exemple le § [.8.2).

// K

C.1.2. Expression de h

Soient k dec axec liés au k-ifme rotor figé tictif servant ala
K &
définition des déplacements de déformation @ ces axes sont donc liés au
o . - P - L N
cardan interne du rotor réel : on les gupposera défims de mamere a etre

1. a
superpogés aux axes x a l'équilibre,
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o . I i
Soient alors ’f 1 2,3) les angles de Rr‘van des axeg k
: k.;/ . .
par rapport aug aves 8 : on a [ k] [ ] ol R est similaire a

k k
(B.11). Soit enfin h 4 la matrice 12 x 1) des composantes de h 4 £ axes

k. On wolt aiors que si 'on éer:d \l/ 2ous fa forme ¢

— RT

Y= o /3
on obtient 2// E [( ELK . 3“)3 Z j.t))z //f (C,2)

. - = kT . , ] k , .
ou les matriceg {3 % n) - et les matrices (3n x 3n) > sont parti-

tionnées comrmme suit :

B

b — Bag b1 B3
*T ] L EtE s
b ooy | R --43 1 Bz 423
L %1 )T , 2= 252 )
- ha\" 22 L 23
") s S
L J -
d -
C.1.3. Expression 1 de h g 4j r ‘J
Définissons la matrice Q - | &: 2 Y
oo TY)
- J
On obtient : hd - 533 T Q /; (C.3)

C.1.4, Expressiori de T, :

On a directement Te

-;mé e + 172 307 (C.4)

1.5, Expression de 7T
L¥pression de o /

Exprimor s par exemple les vecteurs intervenant dans le produit

IZM IU/

scalaire
ﬁﬁj/ [rgj {29// . ,é// [.g] épfn"

n obtient immédiatemens T 'y ,(Z,y
O kst 1 d 1// [(_Q / — “;‘ (VAJ//

oul I est le moment dirertie de la roue ef LIU son angle de rotation propre.

(4

par leurs composantes dans les axes k'

(C:.5)
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C.1.6. Expressionde T, :

. . . d
En détinigsant une maitrice In x n) symétrique M dont un

d -
¢lément quelconque waur M~ f 4’) Ty dm o il vient ¢
2 S
Ty= 4 4" (
d= 3 AN

C.6)
M est symetrique > O par définition de Td,
> 1.7, : 10! T . ., T :
C.1.7. Bxpressiopsde T, o T 40 Tyy
On a tout de suife :
o d
! L T // = —0— ﬁ g - f v
Te// - () f 1 T—ea{ = (C.7)

. kd ) . . , 7T
Quant 3 ./l , 1V g'obvient en prémultipliant par R ¥ une
forme similaire a (B, 15), ce qui donne

-t

AMe (4 vty o 2UYTT)Y

‘ ~ AT ) e
Comme Y - - /i , ceci peut encore s'écrire :

/)‘M (T RT \/»,g : (C.8)
N (o /i
ol la matrice (3n x n) -
k . . . k /51
\/ﬂ est partitionnée comme suit : \/ VS
*/&3
‘11 . g

D'on T}{_d = ﬁT Z:r [BD( + é\g/‘—ﬂj% \/!ﬁ%i)]/apk/{ (. 9)

= 4

C.2. CALCUL DES FONCT'ONS POTENTIELLES :

C.2.1. Potenuel de graxitatior

Supposons " C “ connn - Vexpression (1. 10) fournit alors V_ puis-
que O est connu jusqu'au second ordre en & par une forme similaire

4 (B.11) ei que I egt convu jusga’an second ordre en /_f par (C.1).

C.2.2. Potenuel élastique :

Celui.c1, dans sorn approximat:orn quadratique (hypothése du
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matériau nookien) s'écrit
T 1 T d
= + =
vy c/j 2/‘3 C/3 (C.10}

R
2 e n]f’

d
C" est une matrice (n x n).

ol

£ estla matrice des forces ''potentielles’’ qui travaillent lors d'une défor-
mation structurale ; il en a été question en début du g 1.5.2. et on Jeur
donne ici une valeur constante, celle qu'elles prennent a 1'équilibre dynami-
que {on déterminera d'ailleurs ¢ a l'aide de la condition d'équilibre dyna-
mique (C.24) qui en explicite les différents termes). (Td est la matrice
(supposée constante) symétrique > O des coefficients d'élasticité,
Notons que, bien que constantes, les matrices C~ et ¢ . ainsi d'ailleurs que
toutes les matrices de ce chapitre, dépendent du choix des ﬂ” , donc
de la maniére dont on modélise les déformations. Remarquons aussi que Vd
n'est pas minimal a 1'équilibre dynamique:
r‘;)_yi( o) : . . . 4
rb ﬂ) * O  (ceci est évident puisque le satellite est soumis a4 des
tensions internes causées par les forces ¢ a 1'équilibre dynamique). Par
contre, s'iln'y a pas de tensions internes résiduelles & 1'équilibre statique

)
{on /3 = ﬂ }, dans le cas oul celui-ci existe, on sait que V  doit vy &tre

d
s 4
minimal. On peut alors déterminer /3" moyennant la connaissance de ¢ :
7

M V1.0 do 14 [C‘iy{,c (C.11)
o(A) (7 %

Ceci n'est possible que lorsque C.d est non singuli®dre. c'est-a-dire
lorsque les modes de déformation par rapport & la configuration d'équilibre
dynamique sont tous des modes élastiques et non des modes rigides. l.a
configuration d'équilibre dynamique est alors connue si 1'on connalt la -
configuration d'équilibre statique, et vice versa {cf. g1 ).

Pour en terminer avec le potentiel élastique, disons encore qu'il
peut contenir des termes représentant le potentiel des torces capillaires
dans les cas ou celles-ci doivent &tre prises en ligne de compte pour modé .-

liser le mouvement de liquides dans des réservoirs cloisonnés.
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e onar o A 5 0 Lo e GO - b el dea s g e boee i ry vt ding e fonction

de drssmparon WAy v erudsd pay Raweyeh

o ‘ VAT B (C.12)
- T A L' . fa ! S 'J
( S h
- -
g oSy e oAt oy ’ e %) w e :.1;' ComAT R ’;}, (B irar une
. ! z
Pavrar an 20t es daocdon des o) CUO0eST Te e Campi e de 1T amortiSse -

< Goreract,on duomoerent dipotasre d odu

fea ec de champ wédomagndtique) Les ioioes d amartisssmenrt aont

(It -n'-'-of-.p» < i du LA A R L VA,

€ 22 Coupiedn grade S
Penl donrd directemenc parc {01
C o4 EQl ,\ 74()\3 [)' MO AT \IT N
oG 0. Njo\‘ VT ik~ AXE D TLOVET
Foooax-a x ¢ guaron b ) s eerit b fj b p G EOCOLE

.

s A prem e grde e iy /3' /,,/j'

(T ¥AN) A+ BAN AT )/1 .

(AT I ‘-u-».._) ﬁ/ n"""g“—m- ) ,-)// —— e e 1)
lj [ / s ’ 'If“; 1 ~J ~ 3 /.v
7 | =Y (g 2R) w24 %/*)’M 7

42 Tgn svee dynar aue d arrocde

(et I e =810 Lo tevngs er gosnrne 2ot o de 40 13 Mars on

perr g Maide de 10 12} decon v das s gqueis cas oef equpiinre cat réaligé

’J‘J

sy e yepere orbiral (eas tréque a1 ou i mis=ion crapose de poarer fa Terre)

. 5 &fe . ) LI 2. 2312
darg ¢e cas /)_ F e erarr dovne que ol ore cos vl Slloe)



ol n = (/g em la "7itesse angulaire orbitale moyenne, les composantes
de .f). en axes x s'obtiennent facilement, a partir de (f.31), sous forme
risée en & . ar [
linéarigé @\’GL %N, TN
B

L = Q. +7 0, + o Cos (Vv=-Vp)sin ¢ n
h — + B ' ¥
93 »‘fh('f fZecosv-)—?fN‘Fo(N Cos ¢ |

ERr

. A T'equilibre dvnamique . on a évidemment /37 /? - ©@ et
-0 - @ . De plus. par defirition, on y a aussi ﬁ =0 et G =0-
51 l'on prerd alors 1'exemple d'une orbite quasi circulaire telle qu'on puisse

négliger e, w:,\] et o N O remarqgue qu'a l'equilibre, /) = (D et que (C.13)

se réduit a ;
AT N+ N ;Z; v

51 l'on suppose enfin que la vitesse des rotors est modulée de

Iy Y LRy
i S

maniére a compenser l'effet des couples perturbateurs autres que le

gradient de gravité, c'egi-a. dire s1

: SR
E.r g = g—ij) (C.15)

ﬁ[/ ot ,
il reste par (1.13) fll'ﬁ e Zﬁ XnlotT o7 (C.186)

ot X - 3sil'on trent compte du couple du gradient de gravité et X. = 0 sinon.
A 1'équilibre. on a EZ:, P’M éﬁ (ef. . 2) et nous
'_.‘ T
poserons cette marrice égale a ) [al’ 2y agj .
A I'equilibre sur le repire orti*al, on a également, par (C.14),

T - T . .
—-Q = 10, 0.n ] - la relation (( 1+x) s'éerit alors

[ - 'r_m‘v-1 . . 7 -
o3 T 0 v AFETTo =X o T ot
ce gqui n'est possihle gue si
- -
T o ) “ (4 %) (C.17)
' o rz; - {'tl

| " x) Ty
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- . .
ou I 122 et 13

11’ sont quelconques,

3
Ainsi s1 la régultante des moments cinétiques des rotors est a

] ) 3 , 1 o
1"équilibre selon x . 7 est diagonale et les axes X sont principaux centrausx
d'inertie de la structure fictive de référence (figure 4) : on a alors

1 Pt ot T, 1, 1, sont les moments d'irertie princi.

R P Y DL S B I L N S B
paux centraux du satellite a U'équitibre dvnamique.

i . .
Dans tous les cas cependant. les axes x sont posuioanés par

rapport a la structure ficiive de référecce (81 2. 1) par la relation (C, 17) .

Le raisonnemeni de ce paragraphe est rigoureusement valable
pour les satellites er rotation {gpin rapide ‘QA ) nomivalement autour de

N efo A ) —
O T(alors L2 / = 178 ) 2l suffii de remplacer ¢i-dessus ™ par

{ s 7).

C.4. 3. Equationg rmatricielies :

Nous poserons -

X -3 et fl,@ s pour les satellites a gradient de gravité,

X-0et ), (“{)A 1"-1:,1)p<:nur les satellifes er rotation,

ainsi que h églnlibre ' —/la [al, ay a, } T {cette matrice peut &ire
variable). En utilisant (C, 13), (1.134), (i,20) et (7, 18) tout en tenant compte
des expressions {C 1) a (C. 10) ainsi que de {C. 12) et de (C.14). on peut
montrer par un calcul assez !ong mais grandement facilité par les partitions
de matrices que nous avons défnonies. que les équations du mouvement en

les variables 9 et /‘J sont données, an voisinage de 1'équilibre dynamique

y = © et dans le cas d'un seul rotor, par l'équation différentielle matricielle,

My+Gy+Cy D_-Zy {C.18)

ol y o= {g“r; /jr:lh (Cv}_g)
A

M - d (C.20)

QM
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- B A o
] X4 a7 r
- R £~ L £
o, Y 14 Ay O R “'«f%
(C.21 i 3 R
2 _;; 23 w < (’J 33 1 P~ g . £y L ~ i
- :\wﬁ ~az,\)~(\+aq-~‘ﬁs~)~»( pghay)len e

oty Z[ ¥ e },J (f‘(' ¥ 4,;&’)1%&{(/}‘“ 1?./:;_72;.,]}‘
o (v B (AT Jeal P

: R
- . X . 237 e )
T T Ta © R S e ay)
(@] (/‘(‘ 1)(1-33 I )-,-aj X cf—i g(‘hixiz-(_a -l
C:‘. «lf).zo s L o _"Zm _Z !
Yo _ L
— mﬁ., ’)((12_ ’X(I'_zz‘f-w) - X }\.f 7
C,22 ; . o L - : e )
( _ (\Jf- "JL"? I q_’,‘:’ﬂ [(X-H) /“jiqj?fq‘&ﬁ[ — X >\H L 'fi"ﬁ"”.;.(_fq—t:/ﬁ

ol

N N .

; / -1 3T 1L o327 2i 33T
LC = —a, (Z 4= /J ~q1(2’f‘+) )"‘J"-z Zhz”

g . LR,
Séparons (1- 1°) en une partie constante et une partie variatle « (1 . 1?") L (1 - lg)
et faisons de méme pour g,"‘ , force généralisée apgiasant syr

. ‘/:i A . " o . 3 . v

A ST P L ;T =B G <
Aors: o n L+, i, O T+ 265 D+ o T D (C: 23)




_x:os(’!f-’lf,.,) Sin L (]:,1+'I:,3—I22+a3)—-az(osc

Sin {11’-1/“”) Sin C (Izz+f33",fﬂ+a3>+9i Cos ¢
4+ X
“Sih (V-T) Siet o, ~ A, cos(V-vy)Simc

Sin ('u-\ ’U“") Sin ( ( )\“-1- oy ‘?2 -—ez‘?’)ﬁL Cos(ﬂf—v’,,)x

Sin ¢ ("/\“-1‘- a;f’]-qj‘?j + <os L'(ljéf.a‘,? Lo{f }0&)

- o
Sin V=L — o Cos v A,
e cos v (,3“2)—05 Sin U v, - -~0"..
D = 2 (X+1) o1 :D"f:_ 4+ X
I33 Sin U O
$3 1 o 33 el
Cos ’lf(l e, ? aﬁ) —(1 +dzf*ﬁ4§’)

Les termes constanis gqui, Jors du calcul, apparaigsent dang les
équations de Lagrange doirent se compenser, fournissant ainsi les condi-

tions d'équilibre supplémeniaires

(E‘ f?) = an et o= '%. ‘}\33 %‘-.('XL-Z 13‘12 lﬂ)'f‘(az?ia;gz).{.gﬂ
(C 24)

Dans l'expression de c,rous reconnaissons successgiement un

terme di & la force centrifuge, un dil au gradient de graviié. un dit anx

raideurs gyroscoplques et le dernier di 4 d'éventuellegs commandes,

Quant a 1'équatiorn du rotor, elle obtient directement a 1'aide

de l'équation de Lagrange (i, 20) relative a la coordonnée \f/ﬁ

C.4.4. Cas particulier du sateliite 4 corps rigide principal :

Dang ce cas particu’ier umporiant, on peur dégirer, pour mieux
visualiser les performanrces d'un systeme de stamiisation d'atiitude, espri-
. Lo
mer les équations non plus en axes moyvens mals dans les axes r liés an

corps rigide (figure 11},
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Ceci s obtient trés sumplement en remarquant que, en vue de
l'obtention de m coordennées généralisées ndépendantes //i_ ., NOous avons
éliminé les six déplacements scalaires du corpe proncipal a 'aide de six
relations linéaires! pour les rotatiors . ceg re‘a“'ons éiajent (I, 37). Des
lors, si l'on veut remplacer les angles de Rryvan (- des axes moyens
par rapport aux axes _f;-;:]' par les angies de Rryan o - des axes _Ij_i par
rapport aux mémes axes g—;i‘., il auftit de remarquer que, en approximation
linéaire, ©° .. 94 VO B
Or, en coordonnées discrates, la matrice P glécrit P = Idﬂ

/

ot la matrice (3 x n) 17 est connue. Nous supposerons de plus que (/[ - .«,—;g

)
done D, ne dépend pas de 9 et que (- ‘tg) ne s'appiique qu'au corps
. ;% dr[‘ . ., .
principal ; la force généralisée g/ vaui alors - L 7 ! : (- g).,
Liéquation (C, 18) est rigoureusement 1deriique a
Mryr . Gri}r 5 C.ryr D . Zr;r (C. 25)
s AT T
ol yr 1_9 ) ﬂ b F 2[ s‘exprime ev {niction des coordonnées voulues,
pour autant que
-1 -1 : w1 - -1
M= MF, G GFT T CFT e 28 zE (C.26)
1d |
P
avec : T ' qui existe toujours puisque det F=1,
O, 1 |
Lo 0o

L.e méme raisonnement peut se tenir pour ieg translations en

. — .
. DR > e 1
tenant compte e (1. 3R) et du fait que ( C- 7 ou, .. axesx,

&

A



170

ANNEXE D

EXTENSIONS DT CRITERE DE STAB{LITE

Le critére de stabidite éronce au g .11, 2 e reouve en défain
el exigs 1'étude du sysiéme non Lineaire dass 1ro1s cas, gul ne & excligent

avcunement d'ailierdrs,

=t pas compiftement amortl @ cec: peul toutefois

nigtre quiapparenr a1 le avarome possode des oniégrales premisres @ on et
alors en présence d'un probléeme a-2¢ contrainies, On a dé)a rencontreé ce
cas au § 1.7,2 et on sait gu o peut hinéariser les contraintes. 101 les m

intégrales premicres. sous la forme

ou A1 et A2 sont des matrices Im % 1) congrantes (m < ). On peut

alorg s'exprimer sous forme guadratique en v et en les v. restants et
- e e o ———————  ——r am = & = = — o o s H -_—— -

étre tegté a l'aide du critere de stabk. l1é. En effet, cette procédure reviem

a prendre comme fonction de Liapounc. le Hamiltonien initial augmenté
dfune fonction des m ratéegrales premisres (H n'est d'ailleurs défini quia

une constante prés) de mariére a eliminer m  Lilesses généralisées ¢ la

dérivée de cette fonction de liaaponnor veste ators épale a T.{ La wérifica.
tion de l'arnortissement compler 2o tait 1o encore en testant le rang d'ure
matrice, laguelle tient compte cette 1nr2 des (atégrales premisres [38 :[
et le critere de stabil:lé asymprotigque jarie e re.jent aiegler la déiime
positivité de H exprimé en torclroa d an nomtre moindre de »niesses génd -
raliséeg. On peut aiors er général roncinye 3 ia srabiiite asymptotique
“totale du systéeme Linéazre i1 du non La€aive} car Jes vilesses génera-
lisées éliminées tendent €a géreras ers 7ero a.¢¢ les autres variables

comme le montre (1D, 1),
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H olest pius ainrz vl roneon de Liapouaos adéquate |or sgus

1'équation du sysréme 5 Aoy
My Gy v o Ay oAy i.2)

ou les matrires onr ia meme secficaton go en 1041} excepts A o1 aous
I'hyporhese quy #1816 Gne mary cé g pavimet gy A ietteque A 28
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complet pour ce cas egl donnée dans [ 5 (?J

Par comwe dans ! drude durtriple-epin détormabhle ) trou ter A'i
devient impossitle dans ‘o cas géneral et 1] faut, pour etnudier la giabitité
utiliser le théoreme de Sturm  qus s'appiigue a0x équations caraciér istiques

a reoefficients comples .»L%L‘tﬁ_] .
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CALCUL DE L.A SERIE DES GAINS MODAUX

Nous allons trouver la valeur de la gérie des kn dans le cas de
la roue a double cardan, donc prourer par vore de conséquence que cette
série est absolument conergente,

Il suffit d’appliquer ie théoreme du moment cinétique au corps

rigide considéré comme isolé ;

o (&) & E.1
T,6, =0+ 170 5 [/f)h(0)~dﬁ O)J/;, (E.1)

bz 4
dp
ol le second terme du memkbire de drote constitue la résultante des

moments de flexion et du moment des =iforts tranchants a l'encastrement

des panneaux,

Des transformées de Laplace des équations (I11, 18), (I11.21) et
(E.1), éliminons (90 (.4) et A,” (A - par transformation inverse de ‘9/1 (»:i)]
il vient, pour un couple en imbu'l.sion de Dirac BO 4 5 (¢ -0),

T, 6 (t)=LE+ %ﬁi{f__fﬁg_[qhm 0"*3 (o)]

P

((u) E Smu

Lu
8’ (F.2)

De cette relarion et des rransformeées de (111, 18) et (1I1. 21), on

déduit , pour ce type d'escitation :

T 6x(0+) = To 0, (e4)= Tud A (o)) by = /

Des développemenis en serie (11, 19) »ésulte alors l'égalité

K>
= R =1;/1 (E-3
b=
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ANNEXTIE F

RESOLUT-ON DE 1 EQUATION DE RICCATE REDUTE

1o CAS GENERA L

. 7 [} 2
, - r T Ty
Posrns P [ P ! » 4 > 3 Hop T B
0% P ;J 2 3 2 l o .

Hest alors laecsie, pay semple dereloppement  de monryep g
Trequation de Riccari 74 18) peur s forite o

iR 1 — 1
. T3 - i+ oa
P 9 3 5 ) ¢ Q@ +a3 )

dont le second memlbre far connyy Ll astisce de 'a méthode consists 3 can
culer ieg pains rl e €limanant de 4[’2 - P,)P ) ies &iémerts de P T. Py
ce faire. on a voiy qu il su‘tit décrire les @éléments aPz + PZT}H 1ede
gue {1+ j) soit paiy, Bin «fiet, s on 2

P Fa) o [ Fo

sz R f’—f

o]
i

B I .
[ O

r
™
|
N
Ny si
~

+
._d

_i
i

alors P




Les cases barrées contiennent des éléments qui ne sont pas
utilisés, Nous montrons le cas ot n est pair ; le cas ol n est impair
s'obtient de maniére analogue.

" Par inspection de cette matrice, il est évident qu'en combinant
linéairement les équations de Riccati scalaires correspondant aux éléments
d'une meéme ''zone oblique'’ (teile que la zone renforcée), il est aisé d'en
éliminer les éléments PiJ : les équations obtenues ne fonf plus intervenir
que les inconnues ¢ )

K

F.2., CAS DU QUATRIEME ORDRE :

Dans ce cas, Pz + PZT = 1O ‘F:).
2%, Barps

2%,
lPL

.

et on obtient immédiatement les combinaisons linéaires des équations de

Ricatti scalaires correspondant aux quatre "zones obliques'':

o
2
= ¢
€0 1
2 .
01 -2 CO c2 C‘2
c 2 -2c¢. o, *+*2c¢c =C
2 193 0 3
2 _, c
- 2c¢, 7 C
kcii 2 4
en posant(” . _ = N 2
7R T3y
— —_ 2
C = - 2 + a - 2
PRV ST A %0 9
Cg 2y - 2Ry *a, ~2aa, %224,
— 2
Y= + .
1G4 ™ Quq T g - 23




Puiaque (3]“ > 0. onoa dothee C0 : V . 1 (CG > 0 pour que

P £F ) <, = nbrtent par 1é:clunon de 'équation du quatriéme degré

2
1 2 . Wy e 2
- ’{‘2 { 0 ( {) A td((U( - ( _‘)74 4 (.2(,4 {< 3 2(:0) =0
Fiord,r ¢ . ‘r(' - Zc-'—m‘ c - rL + 2¢ le tri d
forid o« ) . \i y 9 | b M 9 COC2 5 ri de

Ao Lon & fftectuany de mase re 3 avoulr des radicands non négatifs,

On peet s érdier que poar @ D, on retombe sur ¢ = a.
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ANNEXE G

DETERMINA TION D'UN OBSERVATEUR POUR LE
SATELLITE "1 MODE"

G.1, CALCUL DES MATRICES DE L'OBSERVATEUR : .

Pour un observateur de dimension trois, nous donnons ci-dessous

les dbmensions des matrices du systéme :
. y . z A .
dim K" (1 x1);dimK =(1x3);dimK=(1x4);dimF={3x3);
dim A =(4x4);dim B (=B°=8BP) =(4x1);dim C=(1x4);dim T = (3x4).

L'amortisgsement est supposé négligeable ( ) ~ 0) ; on suppose
donnée la matrice F = diag (Fl’ Fz’ F‘3) de 1'observateur,

Nous avons vu au §IV. 3.1, que les éléments de G pouvaient &tre
choisis arbitrairement ; dans le cas ol il n'y a qu'une sortie mesurable, il
revient au meéme de choisir les éléments soit de Kz, soit de H, en nombre
égal & ceux de G, pourvu qu'on conserve la commandabilité et 1'observabilité
de 1'observateur,

I.a résolution de 1'équation (IV. 27) fournit la forme générale :

14 0 0 Flfl Fl fl 1
= 1
T 0 T24 0 sz:2 F2 f2 (G. 1}
0 0 T34 F3f3 F3 f3 1
ol : L 2 Z—
E r .
f = S [:J‘_ A (l =4,2, 3)) consgtantes connues ;
b W, T
1 ¢
(G.2)
i G : . '
T, = - —— ((:4 2 3) valeurs encore inconnues.
i4 z . 2 270)
F; (—ftﬁ.)
L.es trois derniéres équations de (IV, 29) peuvent g'écrire :
z _ A ~ A ) .
K™ = [ Kz, KB: K4J ‘?/ diag [ T14’ '1"24, 'I‘34 ol la matrlce?

ne dépend que des Fi‘ Ainsi, fixer les KiZ revienta sedonner les 1;4 ou,
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comme on l'a w6 en (G, 2) Jes G on encore, par {1V, 28), les H ., La
1 1

premere equation {1V, 29) montre alors que K ne dépend pas de T,

Le rius simnple ponr la synthese de 1fobservateur est d'imposer

, 7 ., 2 e Y -

N AN K K (¢ s)
| 2 3

Percanables de | obserateur sont alors du meme orde de
grapdenr que celles duprocessus hmatrice Tde Yordrs de 1) et K jous
-~ ode de paLe statique  pour le aysteme,
Lees trous dermeres équations de (1V, 29) fouronigsent alors
[N 'E'J e L2 ) et da relation (G 1) permet dVen dédurire KYT - la premiere

) v e > " . .
equation (V. 24) Lixe ensuite défirsti ement KW, ce qui permet de connaitre T

Entia, la veration 17V, 28) permet de calculer

e (G 2) fixe des eléments de (G,

G.2. ASPECT "COMPENSATELR' DE L'OBSERVATEUR

Nous reporiani 4 !a higure 3o, noug pouvons écrire

“Los Ko+ K / 40 - HKT) ( G+ H KD;) (G, 5)

ou K7 KV [11 L. ]i

.

Tout caicul eftectnné . an trouve

T S N AP i S I T G
PN B - . P
Ui AT D, AT g A T,

;”"
O ‘: D - h h h

h, - (KY

]
v
—_
)
[\
=n
~
+
o
=
v
+
>

2
’ - I I =
) IH]HJ_ Hz'f 3 Hle)

D h. h.t k2 TH U v b, +HH B 1 2" H HH
Chyhyhy s R by e R H e ol
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=z
1

g "Dy tg et

2.

=D - _(F. + - (F. +
y =Dy - (F+Fg -(F*F)g, - (F+F)g,

= +
D, * F,F.g +F Fog +FF, g,

2

avec g = G, +H K =1,2,3).
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ostatelite de ce aveterae, jourrissant doolfice la fonction de Liapouwnoy
carespondacie 13 solation o st cependan pas completement déterminée
FuoCE sers qu il reste comms tnulours . des degres de oreité arhitraires
41 fibhre choex de Tyngérienr
Nous rerc over s g [2 i frour la svothege d v nbgervateur d'état

cdapran® en peésence de v ar.ations ds parametos s
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