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La théorie des Systémes Dynamiques s'est tout d'labord ¢ - -
pée en tant que branche de la théorie des équations différentielles ordinairer,

avec les célebres travaux de Henri POINCARE.

Dep.is quelgues années cette notion a été étendue ay cas de
systémes qui, soit directement, soit indirectement, sont décrits par deg

relations telles que :

- (.
n+l I (xn) ¢

= L:ﬁy(x .o (o=
b I

X étant un vecteur de dimension N, et n un eniier.
~n

X

%
—n-+1

La premiére de ces relations est dite ¢quation aux rée iwrencsy

autonome et la deaxiéme, fquation aux récurrences non acvtonome,

Une équation telle que (0-1) définit ausai une transfnrmatiog
ponct .elle g fait correspondre & ur point Mn (_:izn) de V'espace & N dimensio.
n point Mr ‘1 {x _I+1) du meéme espace Dane le cas non autonome ceite 1, 2.
1 i

formation 28t définie pour un n donngé.

D'un point de vue formel on parle de Systémes Discrets lovs -
la variable de temps considérée est diseréie, comme pour les systeman
d'équations aux récurrences définis ci-dossus,

i.'¢tude des équations aux récurrences, ou simplement recu

rences ne présente pas un intéreét purement mathématique mais elle trouy-

auassi une importance croissante dans 12 domaine des applications con-r

En effet les é¢quations telles que {0-1} ou {(-2) constituen izz
maodeles mathématiques des systemes 2 information discréte (Systémes &
Données Echantillonnées, Systemes a Impulsione, Systémes 3 Tommande mar
Ordinateur, ...). En outre ces éguations peuvent servir d'outil pouy Sfudsor

les systémes a information continue avec paramétre variant périodigueme |
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©oorre netl ods, qul dans un prender temps s'appliguait suriout aux probidmes
w40 Mlgcanigae Céleste, a trouvé un champ fertile dans plusieurs branches
tes briences Appliguées telles que U'Electronique, (17, 1a Meécanique des
Cuecades e, 44 2 467 , la Cominande Automatique [i5_ 17], la Théorie

e frinfila

- el lo Dynamique des Satelliteg [ 45]

Lesiravaux de G.D. BIRKOFF sur les transtor mations ponc-
bbeti=s @ les sysiemes dynamiques ont augmenté considéravlement la portée
gv s veithoae dicriie ci-dessus ainsl que la connaissance des propriétés dus
£ iutions des fguations aux récurrences, dans le cas conservatif du second

e

L.z premiéres recherches de caractére nettement appilqud st
LrOw N parms 1es travaux des auteurs russes, notamment AL A, ANDRONOYW |
oM BAVTIN et ALG. MAYER qui ont utilisé la méthode des transformations
joritugss s nour étudier la dynamigre d'un certain nombre de systemes liné-
#rés par morceaux. Dn particulier furent ainsi traités (1944-1947) les pro-
sléries de Vyshnegradski et Mieses concernant la commande et la stabilisa-
t

o 3utomatigue d'un avion, D'auires applications se trouvent décrites dans

Houvrage bien connu d'Andronov "Théorie des Oscillateurs'' [17] .

Les recherches d'Andronov furent reprises par ses disciples
Au vein du groupe connu sous le nom d'Ecole de Gorki qui a effectué de nom-
breux travaux dans cette direction, Ces travaux portent surtout sur les cas
critiques de stabilité au sens de Lyapunov, ies hifurcations par traversée de

ag eritiques, 1'application 2 des problémes d'équations différentielies ot

Vapplication 2 un grand nombre de systémes physiques. Y, NEIMARK est

parmi les plus représenturils deg auteurs de cetie Ecole [16] R

En outre, de nombreux travaux concernant les transformations
poncivelles conservatives ont paru depuis 1854, Les résultats de
KOLMOGOROVY, V. I. ARNOLD et J, MOSEH ont pérmis un certaiy progrés

dazny ce domaine,






De son c6té, 'énuipe 'Mecanigue nor nnédaire” du Laborats,

d'Automaticue el d'Analyse des Sysémes Jdu O, N R, 3, s'est surtout amac.
depwis quelgues années, & dévolopper ef a compléter la connaissapc? -

propriétés des solutions des équatione aux récurrernces non linéaires, - ..

Papplication des résuliats 4 diétudes telies o

- l'influence de non lindarités sur le comporiement de syaiarn:
4 données échaniillonnées [8_ 9_1n]]

- I'analyse de certains syvstémos ave: éiéments a foncuanne
ment discontinu tels que 3 redresne. v contrdlis ne tourant slernatid
avee commande en boucle fermée [ 52 | 58 ]

-~ certaing problemes de programrmation hoh linéaire T_Zp i

- les systémes commandés par impiusions modulées en fré
quence (IPFM) [ 53 ]

- certains systémes cdvnanngues conservatifs décrits par « .
¢équations différentielles & coefficients périodiques du second ordre qui
vent, par exemple, représenter en premiére approximation le mouvenie
transversal d'une particule dans un acceierateur a gradient alternatif |

!

- quelques problémes relatifs aux satellites qui peuvent Btre ro.

menés & la considération d'une équation du iype précéden :ﬁ!‘]

Sur un plan plus théorique ces études out po1(l sur des points
concernant les propriétés des solutions des systeémes d’équations aux récur-

rences (dans le cas réel) comme :

- l'analyse des états stationnaires (poin.. © izs, ¢ vcles, ré-
gions & comportement "stochastique’ de caractére attractif, etc..) notam-

ment en ce qui concerne la stabilité locale et globale { § _ 527 (cas du second

ordrel,

- 1'étude des cas critigues {second ordre) au sens de Lyapunov,

correspondant 2 1'existence d'un seuwl multiplicateur réel unitaire ou de deux



dans le ternps et les systémes utilisant des éléments discontinus (relais,
thyristors, ...). A l'opposé des équations différentielles relativement peu
d'études ont ét¢ menées dans le domaine des récurrences, Ceci ne peut que
renforcer 1'intéret des recherches sur les méthodes d'établissement de mo-
déles mathématiques de la forme (0-1) ou {0-2) et sur les propriétés des so-

lutions de ces équations aux récurrences,

00000

Historiquerment c'est en tant qu'outil associé & une équation dif-
férentielie décrivant un systéme continu, que s'est développée 1'étude des
équations telles que (0-1}. En effet, pour mettre en évidence 1a notion de ¢cy-
cle limite Poincaré fut le premier 4 associer a une équation différentielle au-
tonome d'ordre 2, une récurrence autonome du ler ordre, les peoints doubles
de cette récurrence correspondant & des cycles limites de I'équation diffé-
rentielle, Ceci fut étendu par lui-méme au cas des équations différentieiles
du 3&¢me ordre et des équations différentielles a coefficients périadigues du
Zéme ordre auxquelles était associée une récurrence autonome du 2éme or-
dre (appelée aussi, transformation d'une surface en elle-m@me),

Cette extension était surtout liée au probléme restreint des trois corps (sys-
téme différentiel autonome du 4&me ordre) auguel il consacra une grande
partie de son ouvrage 'Méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste'', A Jtai-
de d'une intégrale connuele probléme était ramené a celui des équations dif-
férentielles du 3&me ordre et la transformation ponctuelle associée était dé-
finie par I'intermédiaire d'une "surface de section'. Dle plus cette transfor-
mation possédait un invariant intégral & deux dimensions, c'est-a-dire qu'elle

£tsit 'conservvative '
L.idée directrice de i'utilisation a'ane rransiormation ponctuelle
¢tait de diminuer 'ordre effectif ¢u probiéme 1nitial ob d'en eliminer Ja de-

pendance expilcite par rapport au temps {(cas des coeffioents périediaques ),



b} Forrmulation de critéres de stabilité ou d'instabilité
en utilisan! la deuxi2me méthode de Lyapunov pour un systéme d'équations
différentielles (4 coefficients périodiques) associé A la récurrence étudiée.
L'existence d'un tel systeme différentiel est démontrée au 2éme chapitre
dans un contexte plus général. ['apparente contradiction de recourir a la
considération d'une formulation différentielle est soulevée par le fait que
les coefficients qui dépendent du temps dans le systéme différentiel associé
correspondent aux itermes de degré aussi élevé que l'on veut (ce degré
peut &tre fixé "a priori’). On ne considere que les cas ol la stabilité est
{ixée par un nombre fini do termes du développement en série de la récur-
rence donnée (et par conséouent, du systéme différentiel associé.) T.e pro-
hléme de la stabilité reviem alors & la question de la stabilité selon une ap-
proximation d'ordre fini, =~u sens de MALKIN, d'un systéme dféquations dif -

férentielles autonome du second ordre,

c) Fxtension de méthodes utilisées par Lyapunov pour unc
étude analogue dans le cascontinn [[14] . Cette extension permet d'étudier
la stabilité de la solution banale du sysieme différentiel associé et par conseé-

guent la stabilité de l'origine pour la récurrence envisagée,

L'étude du cas critique pour une récurrence, autonome d'ordre
N + 2 (cas réel}, a seconds membres analytioues, ayant a l'origine (point
double) deux multiplicateurs unitaires de multiplicité deux, tous les autres
étant non nulgs et inférieurs & 1'unité en module, est réduite 4 la considération
du cas du second ordre citéplushaut (I)), La démonstration de la validité
d'une telle réduction est faite & l'aide d'un théoréme di & Malkin, appliqué

4 un systeme différentiel associé a la récurrence étudiéc,

Par ailleurs il est possible d'étendre ce résultat au cas critique
plus général lorsqu’il y a M ( # 0) multiplicateurs de module unitaire , tousy

les multiplicateurs restants étant non nuls et inférieurs a 1 en medule,



D0 a la complexité et & 1'extréme instabilité de certains mouve-
ments qui péuvent apparaftre, d'autres auteurs, utilisant la théorie Ergodi-
que, ont ét¢ menés & une description statistique {(BIRKHOFF, HOPF,
ANOSOV, SINAL, ... [38] ). Cependant les résultats disponibles sont encore
limités & une classe trés spéciale de mouvements, de sorte que l'étude de
cas plus courants doit faire appel & des procédés basés sur le calcul numéri-
que ou sur des méthodes "mixtes", analytiques-numériques [36][40 & 43] .
Ces mouvements complexes loin d'étre des cas particuliers, ont été mis en

évidence dans plusieurs systémes (m@me non conservatifs) L4247 50 _

48],

L'étude des transformations conservatives est lide a des pro-

blémes physiques tels que :

- mouvement d'une étoile dans une galaxie [59]

- oscillations planes d'un satellite sur orbite elliptique [45]
- mouvements d'oscillateurs couplés

- focalisation de particules dans un accélérateur [42]

- oscillations de satellites, stabilisés par moment cinétique,

lorsque les inerties sont des fonctions périodiques du temps [51] .

Les récurrences utilisées comme modele mathématique des
systémes 3 information discreéte ont fait 'objet d'études poussées, surtout
dans le domaine de 1'Automatique, C'est ainsi que la théorie des systémes
4 données échantillonnées a été développée dans les cas linéaire et non
linéaire [19 - hbH _ 56] . Cependant la portée des résultats dans le cas non

linéaire reste encore trés limitée.

Les systémes & modulation d'impulsion ont aussi fourni des

thémes de travail dans ce domaine {57] .
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deux multiplicateurs unitaires de multiplicité deux.

2) Le deuxiéme chapiire est consacré au cas critique corres-
pondant 4 une récurrence d'ordre N + 2, réductible au cas précédent, Les
méthodes utilisées sont étendues 4 d'autres cas critiques de nature pius gé-

nérale (plusieurs multiplicateurs unitaires en module).

3) Enfin, dans le troisi¢me chapitre on traite le probléme des
transformations polynomiales préservant 1'aire et osculatrices A une trans-
formation analytique. La comparaison entre transformation osculatrice et
exacte cst faite sur plusieurs exemples, notamment celui concernant une
transformation ponctuelle associée au mouvement d'un satellite stabilisé

par moment cinétique.



multiplicateurs du type ei'j?[FJ - 7] En particulier les cas de la réson-
nance paramétrique ont été envisagés (cas d'exception pour certaines va-
leurs de % commensucables avec 27) [46] .
- 1'étude de cas critiques pour les récurrences d'ordre supé-
rieur a deux :
- 1e cas du 4eme ordre 3 4 multiplicateurs complexes du
rype er"lf{ e":;’\e?-ESfl] .
- 1e cas d'ordre nr 2 a 2 muitinlicateurs du type e"&‘w')
feus ies aulres etant inférieurs 4 1'unité en module (et non nuls} [26_}
1"étude rdes changements de comportement quahitatifs de la so-
‘ution dYine récurrence, par traversée d'un cas critique sous 1'effet d'une va-
riation de paramétre {13]
- i'analyse du comportemenrt 4'up gysieme conservatif decru
par une eguation différentieile du second nrare i coefficients perTiodinues Zzs]
337
- "étuge des propriétés de solutions a comportement stochastique
T47. 221 de certaines rransformations noncruelies conservatives ou non

conservatives,

L2 rappel historique permet ge gituer le travail présenté dans

C& 1emoire gui porte essentiellement sur deux problémes :

-

tnde du cas critique pour une récurrence réelie et autonome,
U sécond ovdre, i seconds membres anaiytiques, possédant a l'origine un
point double caractérisé par deux multiplicateurs unitaires de multiplicité

teux. Cette étude est entreprise en utilisant trois méthodes différentes ;

a) Mise en évidence de courbes invariantes (au sens défini
au ler chapitre) passant par l'origine, ce qui permet dans certaing cas de
conelure A l'instabilité de Vorigine, 11 est alors possible d'établir 1'allure des

irajectoires discrétes au voisinage de l'origine



CHAPITRE 1

ANALYSE D'UN CAS CRITIQUE POUR UNE RECURRENCE

AUTONOME DU SECOND ORDRE
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L'étude d'un tel cas est réductible & la considération d'un cas critique d'or-

dre M oli tous les multiplicateurs sont en module unitaires,

II - Li'établissement d'une transformation ponctuelle associée a
un systeme d'équations différentielles a coefficients périodiques qui décrit
un systéme dynamique conseérvatif, n'est pas en général une opération aisée,
L.es cas o0 elle peut s'exprimer de fagon explicite sont trés particuliers, De
plus, lesexpressions analytiques sont en général fort complexes, Quant aux
méthodes numériques ol le conséquent d'un point est calculé par intégration
numérique, elles présentent deux inconvénients principaux : le temps de cal-
cul demandé et l'impossibilité d'appliquer les résultats disponibles dans la
théorie, de fagon directe, Le temps de calcul devient important lorsque la
précision exigée et le nombre d'itérations sont élevés, De plus, dans le cas
d'une transformation conservative il est connu que les problémes de préci-
sion sont critiques, & cause de la grande sensibilité numérique de ces trans-

formations [39] .

A partir de la connaissance des termes initiaux du développement
en séries de la transformation ponctuelle exacte, autour de l'origine (point
double) il est possible de construire des transformations osculatrices jusqu'a
un certain degré fixé, i.e., ayant les mémes termes initiaux que la transfor-

mailon originale, jusqu'a ce degré,
q

Dans un voisinage de l'origine ces transformations osculatrices
ont un comportement qui se rapproche de celui de la transformation exacte,
et peuvent donc la remplacer pour une étude approchée, Les transformations
osculatrices proposées sont polynomiales et de calcul aisé, De plus, elles

préservent le cavactére conservatif du systéme considéré,

Le plan de ce mémoire s'établit comme suit :

1) Dans le premier chapitre sont étudiées la siabilité et 'a nature

d'un point double d'une récurrence d'ordre deux, réelle et autonome, ayant



[-1 - INTRODUCTION

Le premier chapitre a pour but 1'é¢tude de la stabilité locale
d'un état stationnaire du type point double ou cycle, d'un systéme décrit

par une récurrence analylique autoncie du deuxieme ordre de la forme :

X - (x, v, Yy =Gix, ¥) (T-a)

an o = , Y
fou hien : i (Xn _Yn) Yat1

= Gix , vy}
n n
lorsque ce probléme correspond & un certain cas critique au sens de

Liapunaov,

Sansg perte de généralité, considérons seulement le cas d'un
point double (xx, 3‘?{) de (I-a). Co point satisfait alors les relations suivan-
tes .

x* =¥ (xﬂ, }'K) s y* =G (xx, yx) {I-b)
SiPon iranslate l'origine au point double (xx, yf), une récur-

rence M du lvpe :

Mo:x, - ax tby +X (x, ¥y} , Y, =ex +dy +Y(x, y) (I-a

peut &ire obtenue a partir de ([-a), X ¢t Y étant des fonctions analytiques ne
contepant dans leur développement en série que des termes de degré non in-
férieur & deux,

Un cas critigque au sens de Lyapunov aura lieu lorsque au
a-3 b

< d-s
des irajectoires discrétes dans un voisinage arbitrairement petit du point

moins une des racines de = (¢ est en module égal 4 1, 1'allure

double ne peut alors se déduire de 1' approximation linéaire, La stabilité
dépend essentiellement des termes non linéaires dans le cas ol aucune des
racines précédentes est en module supérieur 2 1, Ces racines sont.par défi-

nition les multiplicateurs 5, et 52 du point double,

1






el A N T O (1-d)

X et Y commencant par des termes de degré non inférieur & deux.
La récurrence (I-c) peut toujours &tre ramenée i la forme :

x, =x+y+X (x, ¥}

(I-e)
Yy 7Y + Y (x, y).

4 1'aide d'un changement linéaire de variables, lorsque les conditions IV

sont satisfaites,

L'intéret de 1'étude des cas criuques a été souvent souligne
par plusieurs auteurs [15_16 .18 11] . Le probléme de la bifurcation
ou changement qualitatif du comportement d'un sysieme est généralement
lié &4 I'investigation d'un cas critique lorsgue certaines conditions de diffe-
rentiabilité sont vérifiées, Ce probléme peut &ire ¢'une grande importance
pratique M1 . En effet, si 1'on considére un systenie physique (par exem-
ple les systémes échantillonnés) fonctionnant prés de la frontuere de stabi
lité (guny P'espace des parameétres), il ost necessaire de connalire la nature
de la bifurcation lorsqu'un certain paramétre varie (par exemple, par veil-
hissement! afin de savoir si ['instabiile entrainée par latraversée de la fron-
t1ére de stabilité représente un danger ou s1 sun caractére purement local
(stabilité pratigue) permet encore l'ulitsation du systeme, Ou parle alors
de {roniiére dangereuse ou non dangereuse au sens de Bautin [11] . cexs

correspond en pratique i deux types de changement de comportement gl

litatsl o

- £ 10 0n:

Criiiague, ~iend de la bifurcation est stabic,

Pl

fraptiere non dangercuse au sens de Baoting Jue changemoeny

P

ssivement @ d'une facon réversibis Seficl sur les solutions

nyec s peptosbation subit par le parometre {_12]
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I1 est possible de constater que les résultats de la deuxidme

partie peuvent aussi €tre obtenus par la méthode utilisée dans la troisiéme,

Contrairement au cas des équations différentielles le problame
de la stabilité n'est pas (méme le problédme d'ordre deux) complétement ré-
solu. Ceci est trés vraisemblablement dQ aux structures extrémement com-
plexes pouvant se produire autour d'une solution d'équilibre, Iorsque l'on
traite de transformations ponctuelles, caractérisées par la présence de
points homoclines et hétéroclines. C'est le cas par exemple des points fixes
elliptiques d'une iransformation ponctuelle analytique préservant l'aire [2] .
Bien que plusieurs travaux aient été entrepris sur ce point E21 22 .23_24]

le probléme n'est pas totalement éclairei,

1-2 - DEVELOPPEVMENT THEQRIQUE ET ANALYSE DU CAS CRITIQUE

5011 un sysléme déerit par la récurrence du deuxigme crdre 3

o

variabjes réelles ci-apres .

X)ta by +X (x, y) o, v, Ty +Y (%, y) (L=
! !
X, ¥ étani des fonctions analytiques, doni les déveioppeinents en série com-
mencent par des termes de degré non inférieur au gecond, Ltorigine O an

plan (x, ¥) est done un point doubic,

On étudie ici "allure des trajectoires discrétes de /1-1) autour

de l'origine st 1l stabilité de ce puint,

Sont exclus certains cas particuliere se produlsant lorsque 1forj.

gine n'est pas un point double isolé,
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5i (i-c) est une récurrence réelle a variables réelles, I'analyse

des cas critiques peut se réduire A la considération des situations suivantes :

D 8,1, 0¢s5,41
a h 1 0
Im s, =1, 8. =1 ; =
1 2 e d 01
m)Sl:eﬂ Szze_ﬁ (PRI, k=0, +1, £2,.,.)
h a b 10

]
[y
o

"
—

v

V) S1

Les cas restants, ayanti des multiplicateurs réels négatifs, sont ramenés

. 2
aux cas précédents par la considération de M .,

Birkhoff a étudié les transformations penctuelles du type (I-c¢)
dans le cas conservatif [2] . En particulier il a donné une série de résultats

fondamentaux concernant les cas II, III et IV ci-dessus.

Nous citons encore les contributions de Lévi-Civita [4 ] (cas
LI, ¥ commensurable avec 270 ) et de Cigala [Sj {cas III, ¥ non commen-

surable avec 27 ).

Plus récemment, les trois premiers cas ont ét¢ abordés par

Neimark, Mira, Roubellat, Babary et Abatut [6_7_8_9 _107 .

Il est possible d'établir une relation entre les cas critiques pour
une récurrence et les cas critiques pour une équation différentielle de méme
ordre, Ces derniers furent étudiés par Lyapunov [13] et ultérieurement,

une généralisation fut entreprise par Malkin [15] ,
Le premier chapitre traite le cas 1V,

Le cas correspondant pour les équations différenticlles o été

étudié par Lyapunovi:l‘ij sous la forme :



o1 T g \j_E
{1-3)

].j j.] E:O J_g )

1
-
+
v
b
L
W
(o>

Il est possible de voir que les coefficients correspondants aux
¢quations (I-3) peuveut prendre des valeurs fixées "a priori” en choisissant

convenablement les qij et i
1

Les coefficients de (I-2) peuvent étre choisis de fagon & annuler
jes seconds membres de (I-5), D'autre part, de (I-4) on voit que 1'en peut

annuler soit XKO' 501t YK—l 1

Si on cffectue sur {I-1) successivement, des substitutions du ty-
pe {I-2) avec K = 2, 3, ...M, cherchant systématiquement & annuler les
?K 11 et les expressions (I-5) la récurrence prendra, dans les nouvelles

variables u, v {(x—»u, y—v), la forme suivante :
M
] Bl
u, = u + v+ jjm LPJO ey (u, v}

™M . o
v1=v+ Z‘*’jou‘]JrOM(u, v) ;M (3 m, )
j=n

Pour simplifier les notations, les variables u ei v seront écri-

tes x et y :

N .
oxrTye Zm q)jo"J"OM (e, ¥
! (1-6)

Si par contre on cherche a éliminer systématiquement les 4‘:]\ 0
la forme finale sera :
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- si le cas critique est par contre instable, la situation est
fort différente. Méme des faibles perturbations du paramétre peuvent don-
ner naissance 4 des modifications importantes du systéme avec générale-
ment risque d'irréversibilité. La frontiére est donc dangereuse au sens de

Bautin,

Le but de ce chapitre est la caractérisation des singularités
qui peuvent apparaftre lorsque le cas critique vérifie les conditions IV,

c1-dessus.

Le développement théorique de cette étude est basé sur la dif-
ficulté de traiter par une seule méthode le probléme général de la stabilité.

Nous distinguerons trois parties :

Premiérement sont considérées les conditions d'existence et
la détermination de certains invariants analytiques, plus précisément, de
courbes invariantes analytiques, réelles, passant par l'origine, Ceci permet
de conclure a l'instabilité dans certains cas qui seront précisés et de déter-

miner 'allure des trajectoires discrétes autour de 1'origine,

La deuxiéme partie utilise un résultat démontré au chapitre II,
permettant d'associer a la récurrence (I-e) un systéme différentiel du se-
cond ordre & coefficients périodiques satisfaisant certaines conditions, Ce
systéme est trouvé 4 partir du systéme différentiel formel autonome asso-
cié a {f-e) 2 _20] . La méthode directe (ou deuxiéme méthode) de Lyapunov
permct de formuler d'autres critéres d'instabilité et notamment, de stabilité

asymptotique,

La iroisiéme partie est basée sur une extension de la méthode
utilisée par Lyapunov dans 1'étude du systéme (I-d), aux systémes différentiels

a coefficients périodiques associés aux récurrences du type {1-e),
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Par définition la courbe (I-8) est dite invariante par rapport
a {1-1) si la courbe transformée

x=F tr+ Gty +X (F 1), GI(t))

(1-9)

y=G{)+Y (F ), G{t)
est identique & (I-8). Dans ce cas, il existe la transformation de paramé-
tre t1 = P (t) définie ci-dessus, vérifiant les relations (I-9) lorsque l'on
remplace x par F (tl) ety par G (tl).

Il est possible de montrer que la série t = £ (t) commence par

& x
un terme lingéaire [2], clest-a-dire ty= Pt+.... (P+0). Cerésultat

permet de conclure que si F et G sont de la forme

F(t)=pté\+...,G(t):qtpW‘... (I-10)
avec [pl +lgl F0et d, B entiers,dors d¢ P . En effet, dans ce cas
# ®
¥ (t1) =p ¢ Jt‘; + ... et G (ti) =q Pptfa + ... D'aprés les relations (I-9)

ol ¥ et ¥y sont respectiverment remplacés par F {tl) et G (tl) il est possible
de constater que !'identité formelle des deux membres de ces relations ne

peut se vérifier que lorsque P > d .

Comme il sera vu plus tard, lorsque (I-1) admet des courbes
invariantes réelles du type (I-8), certaines sont données par des équations

paramétriques de la forme
2 ¥
x = F{t) = £t L y=Gysrt ...
{ 6 entier supérieur a 2},

Ces courbes invariantes particuliéres peuvent aussi s'expri-

mer sous la forme v = { (x),  (x) éatoant une série du type :

" .
yeil=pyx + 2 pixo(ﬂm (> 1) {1-11}
1= 1

ou™ est une fraction pusitive de dé nominateur 2 ou un entier positif et i est

entier. (I-11) représente une série & puissances entieres de x lorsque o{est
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1-2-1 - Changements de variables préliminaires

Dans le but de simplifier 1'analyse de (I-1) nous effectuons des

changements de variables (non singuliers autour de l'origine) du type :

X =X + E N

= 1}

K (K> 2) (1-2)
yIy+ Z P’l 3

i+er M

Pour chague valeur de K, on détermine les coefficients C'»~<_lj
et ﬁij de fagon 4 éliminer le plus grand nombre de termes de degré K de
la récurrence résultante, Il est évident que (I-2} ne changera que les coeffi-

cients de (I-1) correspondants aux termes de degré non inférieur a K,

Considérons les fonctions X et Y écrites sous la forme

o0 o0
X (x,y) = E X.ox v, Yix oy - 2 v, xy! (1-3)
i} jrjm2
i+j=2 ]

La récurrence (I-1) devient par la substitution {I-2) :

o o0
X =T 4T % =S ooz < —i—j
x1=x+y+ X,.xy,y1:y+ Z Y. .x vy
irj=z M +jmz Y
ou i_.:X,‘Et—{{i,:Y“ s1 1rt] 4K
1) i] ij Ll

Pour les coefficients i'j et i’w_j, i +j = K on obtient les rela-
i i
tions suivantes :

!
I

(I-4)
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{i=1, 2, 3, ...)sont aussi réels, et, sauf dans le cas A avec n pair , ils
s'annulent pour i impair (f (x) est donc une série de puissances entieéres de
x).

1-2-2-2 - Existence de courbes invariantes réelles

L'existence de courbes invariantes réelles est ici examinée

dans les différents cas A, Bet C,

Considérons tout d'abord les courbes correspondant a une re-

présentation du type (I-11)

Cag A:n<¢2m-1

Si n est pair les expressions (I-13) correspondent 4 deux cour-
bes réelles. En effet, ceci est évident si \PnD est posgitif. Pour éviter la
considération de coefficients imaginaires dans (I-11) lorsque \PHO est népga-

tif il suffit d'effeciuer dans {I-1) {ou (I-6)) la substitution
X—» - X , Yy—= - ¥

5i par contre n est impair (I-13) ne définira des courbes réelles
que lorsque k‘PnO sera positif puisque dans ce cas, (I-11) egt une série de
puissances entiéres de x. Une telle série ne représente une courbe réelle

qué lorsque tous ses coefficients sont aussi réels.

Donc, dans le cas A si n est pair, ou s'il est impair avec
LP'xO > 0, alors il existe deux courbes invariantes données par les deux déter-

minations de 2y
Cas B:n=2m - 1

D'apres les relations (I-14) & est ici toujours entier et comme
pour le cas A avec n impair, il faut que tous les coefficients de (I-11) soient
réels pour que cette série représente une courbe réelle, Le coefficient Py

ainsi que les Py (1=1, 2,3, ...)seront réels si la condition suivante est



M
X, =x Ty +0 (x, vy}

! (i=%)
M o~ M-1 ~ ,
vy g Yodey Y 1XJ + oM, y)
1 j=n! i¢ i=m'-1 1

l.a forme ([-8} sera aduntée dans ce qui suit. En faisant Ifyne-
W

‘no
points doubles traversant 'origine son® exclus,

thése ; n fim et ¥ 0, les casg nparticuliers oft il existe une courbe d-

Hn 0

1-2-2-1 - Détermination de certaines courbes nvarisn..

L.es courhes invariantes dans le voisinage de 'origine soe o,

portantes Aang Hétude an la stabilité et de la nature de la singularits.

Nous considérons ici les ~ourbhes invariantes passant pouas o

gane déhinics par les €quations paramétriques L?]
RO S N B0 = G(9) = 0) AERE

o, priory, Foet G osont des géries formelins de puissances entiéres de
non nulles simultanément

SE I el oconv ergent pour It| petit, on parlera de courbe analytique invierias
e,

5i les séries F et G n'ont que des coefficients réels on regardera (I-8) ¢ o1,

e uns courte réelle formelle,

Deux courbes du type 1-8) seront considérees identigues -
P'ine peut Otree ohlenue & pariir de Sautre par un changement de paramesr
L i oo Cest une serie formelis de ~wssances entidres de T o une ouge -

Sanrs racimnnaire digw 1elje go-:
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- B2 + 2 0
(A m{ 4W110/m i )
qui correspondent 4 chacune des deux déterminations de Py
SiY o> Oalors & >¢2 o €t par conséquent q, et q, sont négatifs et
n m
1'inégalité (I-1G) est forcément vérifiée,
Si ‘1"[10 < Dalors g . g, = AY Y oo ma_{. 0. Ceci monire que dans ce cas

un des q est négatif ou alors q; = q, = A =9,

Ces considérations permettent de conclure que :
a) si L?
sont analytiques

b} si W

0 > 0 les deux courbes correspondantes & (I-14)
n

10 < 0 une au moins de ces deux courbes est analytique,
r

1-2-2-3 - Quelques criteres d'instabilité de 1'origine

Sur les figures 1-1, I-2 et 1-3 sont réunis les types de singula-
rités possibles dans les cas A, B et C, lorsqu'il existe des courbes invarian-
tes réelles du type (I-8). Les singularités pouvant se ramener aux précéden-

tes par la substitution x —» - x, ¥y — -~ ¥y n'y figurent pas.

Chaque courbe invariante peut &ire divisée en deux branches
invariantes : x > 0 et x < 0 sauf si elle n'est pas définie pour x positif ou

x négatif (cas A, n pair),

51 un point, sur une branche et dans un voisinage suffisamment
petit de (9 tend vers 0 par itération successive de {I-1) alors on parlera
de courbe invariante {1 et si au contraire il s'en éloigne, de courbe invarian-
te of . Sur les figures I-1 a4 [-3 le sens de la fléche indique si l1a branche

corregpondante est de iype 12 ou o

La détermination de l'orientation des diverses branches est fai-
te en remarquant que d'apres (I-6), sur les courbes invariantes y = { (x) la

différence
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entier et p, = 0 pour { impair.

On remarque ici que les coefficients P; peuvent prendre des

valeurs imaginaires mé&me si F et G sont réels.

Une courbe y = f (x) invariante par rapport a {I-1), satisfait

1"équation fonctionnelle (x]) = yl, goit
Pl +f ) +X X, &N =) +V(x fx) {I-12)

“onsidérant la forme réduite (I-6) de la récurrence {I-1) on
voit que les termes non lin€aires de plus bas degré, indépendants de y dans
les expressions de x, ety sont respectivement P ' et YW xn_ Selon

L 1 mo 0
les valeurs de m et n la résolution de (I-12)Yméne  a trois cas possibles

wolr details dans 1'Annexe A 1) :

Slead A o Do 1)

¢

RTINS F A })l‘” -2 LFUC‘ /oin o+ 1) (1-13;
as Rin =2 m -1
[? e
S T (e YR rd /m)i2 {(i-14:
© Py ‘mO"v\? mo " "ho’ ) i-14;
-yas Cin>2m - 1) .
& nom~1 avee p.=¥ (¥ +n-1
¢ Py nO’( 'n“(m n-1})
(1-15}
an, & T 1 avec po= - M
0 mi

Les coefficients p, i =1, 2, 3, ..) peuvent &tre déterminés 4

sartir des conificients de (1-1) et des pJ_ (} < i). Cependant, dans le cas I3,

ot ene Thinegalité

S tarp o F - (gl b (g > O,entier) 1-15}
L i
A0 e LT ey feemargue D oriadossons )
Prie o Pinmoevs A

Choronstare gue <o e pdel o
!
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s cnvecdnntu réelie {voir teooarque 1 cl-dessous!t,

Clotnrad bol e o deax ddterminations entiéres et P e

orecsios b pelatior s sont toujours duus o Torios

Lo “lle
Cles conditoapy Atevisience de cnurbes invarianles e o, ot

oo Toraeeon cwoalde v a0y cunrbits de la forme gonernic {8,

i convergance de (1211) pour | x° (CJ‘, avec d positif et suf.
Boserur ed? pelit, dane 1@ ras réel. ost une conséquence des résultois .
“seiaviee (Yo} Par censéquence les courbes réelles qui viennent d'¢ire

Luneldérévs duns les trois cas poseibles sont aussi analytigues.

Dans le cas B, supposant vérifides les inégalités (1-16) et

17 11 existe deux courbes réelles définjes par (I-14} & mouins que
2 ; )
+ 4 = W

Prno it fm =m0 (¥ <o
auguel cas une seule courbe réelle sera définie,
Remarque 2 :

51 (1-16) n'est pas vérifiée, alors il existe un certain entier

q > 0el gus
2 + = . 1‘()(..{.

En utilisant les relations {(I-14) deux expressions pour q sont

T N N R LYAL A I I

oblenurs



~ Les cas ol les courbes invariantes réelles du type (I-11}
ntont que des branches L
Une partie de ces cas est traitée dans la section suivante a

l'aide de la méthode directe de Lyapunov (ou deuxiéme méthode {137 ),

1-2-3 - Etude de la stabilité a 1'aide de la méthode directe de
Lyapunov

Tout d'abord seront présentés ici, certains résultats théoriques
concernant les récurrences autonomes du second ordre et leurs équalions
différentielles associées. Les travaux de G.D. Birkhoff [ 2] sur les trans.

formations ponctuelles représentent une partie importante dans ce qui suit.

Bien que ces résultats soient applicables a des récurrences plus
générales que celles du type (I-1} ils ne seront ici considérés que pour ¢e

casgparticulier,

L.a méthede directe (ou 2éme rméthode) de Liyapunov permettra
de mettre en évidence des criteres de stabilité {ou instabilité) pour certains
cas qui ne vérifient pas les condiiions a) - e) de la section 1-2-2-3,

I-2-3-1 - 139_1.1_211;1_(111_5 différentielles associées A la récur-

Soit la transformation T définie par (I-1). le k-iéme conségquent
(xk, yk) d'un point (x, y), par itération successive de T peut s'exprimer par

(2] : -
X o =x+ ky + Z q)i‘(k) x yJ

irj=z Y

oD
Wi
¥y H Z l'IJ..( ) x yJ (k, entier)
ifj=z M

(1-19)
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Proposition I[-1 :

Les séries formelles (I-19) satisfont le systéme différentiel
formel

k e
el U (xk, yk) T T v (xk, yk) (k reel) (I-23)

avec les conditions initiales Xy TR et Yo T ies séries U et V étant définies

par les relations :

2
x . 3yk

s Vix o) =

—k (1-24)
k=0 ok y-g

U (x, .Y):Tk—

qui sont donc de la forme w
Ub,yl=y+ 2 Ukl

Vix,y) = o Vi“ x' y‘l
ity M
La proposition 1-2 qui suit est une conséquence d'un résultat

plus général démontré au chapitre IT (p. 80 , Proposition II-1),

Proposition I-2 :

"1 est possrble de définir un systéme différentiel 4 coefficients
périodiques de la forme

i.

ax 5 i

Gyt Boox y + B (=, yit)

dt ].{*j-;_-,: i} 1

(I-286)
I, L
itj T !
E_-’;m Lij et ViJ sont des wony oot réeln ey Er) sont des fonctions nor -

£ o
digues en t, de période . avart taies Leurs dirivées partielles comini e
ob .. . . .
(cdasse C ) ; L est un enliop fresltil, rouvant @ire choisy arbitrairement
1. N 2 i .
grand et E_, Ezmo N < foe x4 v goit
H



_ n n
Yoo q')nox O x)
est de méme signe que LPnO xn, si ]x)] est suffisamment petit. Par exemple,
n+l/2
pour le cas n ¢ 2 m-1, LPnO > 0, npair. la courbe y =‘/ Z\Pnol(nﬂ) X / +..

+ :
est invariante de typex et y :—J 2"]-’11 ;ﬁn+1)xn 1/2+, .. est invariante de type. fL

ir fig, I- R
(voir fig. I 1}Ce raisonnement peut ¢tre généralisé pour les autres casSoit

la courbe invariante
- 'x +

Y= pg X c

et soit la fonction C (x) définie par
n+o
= -1

Clx) LVnDPDX (1-18)
Alors pour x > 0 (x € 0) :

a) - 81 C (x) > 0, la branche correspondante 4 x > 0 (x < 0) est

du type o

b} - si C (x) ¢ 0la meéme branche est du type {2

A partir des relations (I1-13) - (I-15) et du signe de C {x) dans
chaque cas, il est possible de dériver des conditions d'existence de courbes
invariantes . Or, l'existence de ces courbes implique 1'instahilité de 1'ori-

gine done ces conditions sont aussi des critéres d'instabilité de I'origine.

CRITERES D'INSTABILITE

L'origine © du plan x, y est un point fixe instable pour (I-1) si

l'une des conditions ci-dessous est vérifiée par sa forme réduite (I-8) :

a) n pair
i i 0
b) n impair, "PnO >
¢)n impair, m pair, WnO <0, n>2m-1

d) n impair, m impair, HunD <0, LP? >0, n>2m-1

0

< 4, \{Jm0> 0, pe t4Y  m 0

¢in 2 m r 1 (impair)
! (imp s \Pn iy ny

¢
i.es cas restants sont essentiellemoent de deux ypes |
- Les cas ol il n'y a pas de courbes invariantes réelles du type
1-8)
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1-2-3-2 - Systeme différentiel formel associé a la

L.e systéeme différentiel formel associé a (I-6) sera dans ce

cas de la forme :

o0
dx Z i
de Sy i Ciry
d (1-27)
d = i
T2 Py ey
e ij
i+j=n

Dans 1'Annexe A 2 nous avons calculé certains des coefficients
C‘j et Dij’ nécessaires pour notre étude. Deux cas sont & considérer :
1 u

a)sim=n

=4 .

D = ——
no 2 e L’Jnf)’ n-1,1 2

Cn{)
b)sim ¢ n

¥ {1-29)

1} =
mo n0 no

LO.

mna

De fagon 1out a fait snalogue a celle utiligée dans la section [-2-1, il est
possible de teouver un changewment de varizhles topnlogique autour de

Horvigine, du type .
I. . . 1, R
— i i
x= 5 Z_Nij}"nJ.y:’Yh Zﬁ,.gﬁ'ﬂ {1-30}
i+Hj=m ! foitjEn J
(L. >n)
tel au'wvee lesnouvelles varinbles § et M le systeme (I-27) soit ramené a

1z forme

1
1=m (1_31}




k
Nous pouvons trouver les expressions des coefficients LPij( )

et '*I’ij(k] {coefficients qui sont desogonctions de k) & 1'aide des relations

rox :x+(k+1)y+Z LP_.(kJr:{)xiyj

k+1 — ij
0 i+j=2 (I-20)
(kt1) i j
_yk+1=y+z Y. Vit y
itj=2 N
et
—Xk+1:x +yk +Zz"? xk k
=l (1-21)
Yyuq = z Y. ¥
L “ktl k 52 ij k k

ou X, et ¥, sont donnés par (I-19) et les coefficients L?ij’ \Yij sont donnés par
(I-3). Par identification des seconds membres de (I-20) et (I-21) nous obte-
nons pour chague L?ij(k) et \Pij(k) une équation aux différences, linéaire et
du premier ordre de la forme :
+
Q@ kD g 0.5 g
ij ij ij
ou (1-22)
k+1 k)
LA A

et Q . sont des fonctions de k trouvées a partir des fonctions L? (i)

P,
ij r,s

et ‘-P ( ) {r +s ¢ 1+ j}. Les coefficients de (I-19) sont alors calculés par

inductlon.

Sion impose les conditions initiales
Y (0) "‘P (0) =0 (i+j>

l
ces coefficients ‘-? k) et LP (k) sont obtenus de fagon unique, Ils seront des

polynomes en k.

/

Dansg 1'article [14] de G, D, Birkhoif se trouve (pages 11-13)

démontrée, sous forme plus générale,la proposition suivante :
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.

%L:w“ gnai§i+ol“(1?,‘§;t)

(I-35)
L

dm i n L )
Ftl_ iZn bi§ +c'f? +0Q ("Q,§,t)

[-2-3-4 - Etude de la stabilité du systéme différentiel

Supposant L, dans le systéme (I-35), donné par :

L=m+n-1

(I-36)
on définit alors une fonction de Lyapunov par 1'expression [:29] :
2 L i+1
- £
VIR g - 2 by Ay (t-37)

V est une fenction définie positive si n est impair et bn (= ‘1“’“0) <0,

Calculons la dérivée de V ( }, ’\7) par rapport i t utilisant le
systéme (I-35} :

dv._®V df v dm

dt _'o's dt ‘a-rl dat

_ L i L i L

-2 b xIME 3 ax +0 (MY 4
i=n i=m

M

: n
*MCY by cem 0Ny -

isn
n+1

__qu _bnam§m+n+0m+nhl,§;t)

Deux cas sont 4 considérér :
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L
lim IEll/P = lim |E2| / PL = 0 pour chaque valeur de t]
P+ p->0
tel que, si (xo, yo) € @, S) étant un voisinage suffisamment petit de l'ori-
gine @etsip(t;x

, yo) et q{t;x_, yo) représentent la solution de (I-26)

0 0
passant par Xy Yo 2 l'instant t = 0, alers la transformation ponctuelle

(xﬂ, yo) - (xl, yl) définie par
) =pllixg, yod o vy mallx,, e
est identique & la transformation T donnée par (I-1) . Dans ce sens le sys-

teme différentiel (I-26) sera dit "associé' 2 la récurrence (I-1)."

Si les itérés successifs (xl, yl), (xz, yz), (XK. Bk} de

(xo, yO), appartiennent tous 4 & alors on peut écrire pour k ¢ K :

x, b kixg, vl . yk=q(k;xo, Yo

Ceci permet de démontrer la Proposition I-3.

Proposition 1-3 :
Si le mouvement x = ¥ = 0 du systéme (I-26) est asymptotique-
ment stable ou instable, alors le point fixe x =y = 0 de {I-1) est aussi asymp-

totiquement stable ou instable, respectivement.

Remarque 1 :
On représentera parfois soit El,soit E2 par le symbole
ol x, y;th

D'une fagon générale un tel symbole représentera une fonction

arbitraire E (x, y, t) telle que :

glsim |E (};rz’ ol ( F2= 2+ 42
— 0 ~

uniformément par rapport & t.



39

- on est dans le cas (g) ("foyer'' stable) ou (4) ("foyer' instable}
n0
<0

etdeplusonan=2m-1 ; L?mO

Les cas (2} et {(4), non inclus ci-dessus, correspondent A des

"noeuds",

[-2-4 - Etude de la stabilité du point fixe x = ¥ = 0 de la récur~

rence ({I-1) a l'aide de certaines fonctions transcendan-

tes définies par lLyapunov

Sont considérés ici parmi les cas restants, ceux dont la stabili-
té de l'origine ne dépend que des coefficients des séries (I-3), correspondants
aux termes de degré non supérieur A un certain entier M, Ces cas seront
dits "algébrigues' par opposition aux casdits "transcendants" , ol la stabili-
té dépend de tous les coefficients de ces séries. Cette terminologie est adop-
tée par analogie aux cas traités par Lyapunov dansg [143 ou l'on trouve une
¢étude de la stabilité du mouvement non perturbé x = y = 0 d'un systéme dif-

férentiel du type :

—3}=y+1(x, . —;Lﬁ (x, y) (1-38)

et une généralisation & certains systémes d'ordre plus ¢levé dont la matrice
de la partie linéaire est caractérigée par deux valeurs propres nulles de mul-
tiplicité deux (comme précédemment} , tous les autres ayant des parties réel-
les négatives,

m et{gsont des fonctions analytiques de x et ¥, ne contenant que

des termes de degré non inférieur A deux,

Remarque ; Un exemple tr2s simple d'un cas "transcendant" est le suivant :

x1=x+y+x3

y, 7y~ %

11 s'agit d'un cas conservatif[ 2 J a Jacobien fonectionnel unitaire

du type elliptique {au sens de Birkhoff),
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81’ EZ étant des séries formelles avec des termes de degré supérieur 4
L; ai, bi et ¢ étant des constantes. Pour une valeur arbitraire de c il est

toujours possible de trouver O(ij et f3 i de fagon a arriver & la forme {[-31)
L

Les constantes & et bn sontindépendantes de la valeur choisie pour c. Les

relations {I-28) et (I-29) permettent d'écrire les expressions suivantes ;

m=n: a = L?nO - \?nD R bn = LPnO (1-32)
m<n:am=q>m0 s bn= LPnB (1-33)

En effet, il est facilement vérifié que dans le premier cas :

= i/ T =
an CnO " Dn—l, 1" ®n DnO
2t dans le second cas

am=cm0 ! bn= Dn(l

D'apres la Proposition I-2 de la section I-2-3-1 il existe un sys-

réme différentiel a coefficients périodiques de la forme :

L
dx i3 L
_— + -
a Y i-'gmcijxy+0 x, y;t)
1 (1-34)
d L i j L
J (voir remarque 1 - 1-2-.3-1)
agsocié & (I-1) {m4n), au sens précisé dans la méme Proposition (p. 31 )
Les coefficients ij et Di‘ (i +jsL)sont les mémes que ceux du systeéme
différentiel formel (I-27), 11 est donc clair qgue le changement de variables
iI-30) -ramenant (I-27) a 1a forme (I-31)- effectué sur (I-34),

ncuveauy systéme (m g n) :

donnera le



Bl (1-42)

‘-P(x)=Bx'ﬁ+B1x
avec Bf0et P21, saufsi Y(x) =0,

Seront considérés ici les cas ol of est impair, A 0 et tels

que =1 on écrit X =248 -1 alors

(n B >t.a ou
2
(1} p =t-1 avee B  +4Pa <o
Sans perte de généralité on peut encore supposer A = - 1 (ceci

peut s'obtenir par un changement linéaire de variables). Définissons ensuite

les fonctions transcendantes Cas & et Sn@' par les relations :

dCs 9 d Sn of 1@
o - Sn , T Cs (1-43)
Cs 0 =1, Sn0 =0 (1-44)

Ces fonctions vérifient 1'égalité :
Cs2 1(9' + 1 Sn2(9' =1 (I-45)
et sont périodiques en & de période 2 W

/21
= T/
2W=2 I NP YER
" étant 1a fonction I clagsique (ou fonction factorielle}.

D'autres propriétés peuvent Btretrouvées dans [_14] . Avec

ces définitions et en supposant que ﬁ) t- 1 (cas I}, le changement de va-

riables

x=rCs[9 . ¥y :—rESn@' {1-486)

transforme (I-40) en



a2 06 b L0 m, e,
T -
Dans ce cas, cholsissant {1-30) de fugon &4 avoir ¢ > 0, la
fonction dV /dt sera définie positive et par conséguent ie mouvement non

perturbé sera instable,

) a <0 ; bn < 0 ;m, nimpairs
ici, {I-30) est choisi tel que ¢ ¢ 0. Alors, dV/dt est définie

né'*gativé et le mouvement non perturbé sera asymptotiquement stable.

Ces résultats peuvent &tre appliqués A la récurrence (I-6) a
'aide des relations (I-32) et (I-33), en tenant compte de la Proposition I»3
de 1-2-2-1. Considérant la forme réduite (I-6) de {I-1) on peut formuler

les criteres de stabilité ou d'instabilité suivants :

- Le point fixe (0, 0} sera asymptotiquement stable si 1'une des

conditions suivantes est vérifiée :

o - g <y
1} m n,nlmpalr,‘-}’no<0 0 “Tho

. i 3 - . <
2) m<n ; n, mlmpalrs,‘-]"no <0 ,LP 0 0

- Le point fixe (0, 0) sera instable si l'on a :
. >
<0 LPnO l']“nO

4) me¢n ; n, m impairs ;Lym)(o ; (.Pmo;-.o

3) m=n ; nimpair ; LPnO

53) mp>n ; nimpair ;"\Jnoio

On remarque que le point fixe x = y = 0 est comparable 4 un
point singulier du type foyer lorsqu'il n'y a pas de courbes invariantes réel-
les du type (I-8) (voir figure I-B), Si ces ccurbes existent, dans les cas que
nous venons de considérer, la singularité sera une sortie de noeud stable ou

instable (voir figure 1-4).

Nous avons donc des 'foyers” si :
- on est dans le cas (1) (''foyer' stable) ou (3) {''foyer' instable),

ou si



unique si on impoge pour 91 =0
U, =u, = ...... =Q
{Ceci n'est pas essentiel).

Supposons alers que dans la sunite

u,, u (I-49)

g0 Ugu Ugs o
la premiére fonection non périodique soit U Celle-ci est de la forme

Uy g@ +v (g #0 ;v périodique en 9). En tenant compte de la condition
r >0, nous pouvons affirmer que si g > 0, le mouvement non perturbé est

instable. Inversement si g< 0, il est asympiotiquement stable.

Le cas II est traité de la méme facon, i 'aide d'un changement

de variables (voir[14] p. 160) du type

rEr. exp[f R, (G)dE]
0

Rl (@) étant une fonction périodique en G .

On considére ici le probléme de stabilité du systéme (I-39).

Il sera montré par la suiteque siL > N+21. 2 (uN étant la
premiére fonction non périodique de la suite (1-49)), alors le mouvement
non perturbé du systdme (I-39) sera instable si g£< 0 ou asymptotiquement

stable si g > 0, tout comme pour le systéme (1-.38),

Supposons déja effectué sur le systéeme (1-39) le changement de

variables gui ramene (I-38) a la forme (1-40), Dang ce cag Xx, 0) = 0.

Comme dans la section 1-2-4-1 nous définissons ensuite la

substitution (x, y) — (r, @) par

x=rCs , y=-rf'Snt91



Dans c¢e qu suit, un rappel des résultats de lLyapunov est tout

d'abord présenté, aprés quoi 1'analyse est divisée en deux parties :

a) Bxteusion des résultats de Lyapunov pour les systéemes du
type (I-38), aux systémes du type

dx |

i y + Lix, :f)+0L x, y;t)

(I-39)

d L
E{_: 15 x, iI+0 {x, y; 1)

ou O (x, y ;t) représente ici, des fonctions périodiques en t de période 1,
appartenant a la classe Cl, i arbitrairement grand et ayant la propriété de

la Remarque 1 de 1-2-3-1,

b) Application aux cas ''algébriques’ de la récurrence (I-1), non

iraités auparavant, i 1'aide des Propositions I-1,1-2,1-3 de la section [-2-3-1.

1-2-4-1 - Rappel des résultats de Lyapunov

Congidérons un systéme du type (I-38). Il est aisé de voir que
par la substitution y + L= y +X (x, ¥}, ’I {x, ¥} étant une fonction analytique

quelconque de degré supérieur 4 1, ce systéme prendra la forme :

d - -

]

av 11 —_
Ei’—= (x, ¥) (1-40)

Le probléme de stabilité est équivalent pour les deux systemes,

_g.lpposons mainténant que X {x, 0) = 0. Dans cette hypothese
développant 'Id en série de puissances de y on obtient :q= fx)+yP0+ ...
Si f (x) n'est pas identiquement nul,il est possible de 1'écrire comme une sé-
rie de la forme :

+1

f(x)=Ax°(+Alx°< + ... (1-41}

avec A f 0 et o » 2 . De la méme manigre \ (x) peut s'écrire sous la forme



goit vérifiée pour ¢ £ r < f’n et pour tout O et t réels.

Définissons les deux ¢gquations différentielies :

~ ~2
da - R L EO -;N*:J, (1_5?)
d 1+7®
et
v v2
de R £, N2 (1-54)
@ L Le
P S v b
Soient T = ¥ { G > Ty (9‘0) et r = L?( (O L 90) les solutions

de {1-53} et (1-54) respectivement, avec les conditions initiales :

rew G- 6

= 3 )O ;
"o

et snit r = L? ((9[ R r‘{}, ln), t = ?-—(Gl; Py 90, TO) la solution du systéme
(I-51) avec les conditions initiales

a-

reTy e P G’(J

0

-~ -~
Dlaprés la relation (I-52) on peut facilement montrer que lorsque ¢ , k‘P

et Uﬂ gont inférieurs a P , alors ona
0, R
P <9 (1-55)
pour G = 9‘0 et tU arbitraire.

1l est donc clair que si le mouvement non perturbé de (I-53) est
stable il en sera de m8me pourle systéme (1-39) d'autre part 51 le mouve-
ment non perturbé de {I-54} est instable, celul du =ysteme (I-39) sera aussi

ingtable,

Par hypothése, la premitre fonction non périodique de la suite

(1-49) est Uy Cette fonction satisfait une équation dn type

du
N
TQ'RN(&)+E§(9’)
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4
A
(I-47)

a@_ ta1 ¢

—_c + @

dt v
ol Ret @ sontdes séries de puissances entiéres de r a coefficients pério-
diques par rapport a (9‘ Ces coefficients sont des fonctions rationnelles en-
tidres de CS(9| et Sn(g' et par conséquent , définies et continues pour toute
valeur réelle de l'argument. R et & convergent uniformément pour r suf-

fisamment petit [14]

Il est possible de considérer sans perte de généralité r > 0
(voir {147 p. 149). Sialors, r est suffisamment petit, G peut remplacer
la variable de temps t, dans le probleéme de stabilité conditionnelle de (I-47)

et ce probléme est ainsi réduit au probléme de stabilité relatif a4 1'équation

2
dr _ £ R (I-48)
A&~ ¥ @« N
Le second membre est représenté par une gérie gu type :
2 3
R2 o+ RS r +t...

uniformément convergente pour r suffisamment petit, les coefficients Rz,

RB‘ ... étant du m@me type que ceux de R ou &

Le probleéme de stabilité de (1-48) est traité de la facon suivante
13 - 14] :

Soit une fonction r, satisfaisant (I-48), définie sous forme d'une

série
3

2
r = + u + u C +,,.
Ty € 3

de puissances entitres de la constante arbitraire ¢, ot u sont des

u
g Ugs «o-
fonctions de & » indépendantes de ¢ obtenues par identification et dene par

les équations (duZ/d(Q) = Rq, (du3jd(91 ) = Ry +2 u, Rz, ..., d'une fagon
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dc &

avew gt 0, B Dt nne tanerion serodique

TVapres les régultats de la section précédente nous pouvons al-
firmer que

a) sl ¢ >0, alers le point fixe » = v = 0 de la récurrence (I-1)
cst instable

b) sig <0, le point fixe sera agymprotiquement stable.

Iin effet, on peut associcer 4 la récurrence {I-1) (voir Proposi-

tion 1-2 - 1-2-3-1) un systéme différentiel de la forme :

(s ™)
—(é% sy + Lix, y) + ol (%, ¥y ;1)
{1-58)
¥
c(i:( U (<, y) + or (x, ¥:;1)

~ A~

oty L et’% représentent respectivement les séries X etu (formelles), tron-
quées A partir des termes de degré 1L + 1, Etant donné que Uy est calculé a par-
partirdes lermes de degré non supéricura N + 2 2.2, de &L et %Jalor‘s il suffit
de prendre L - N+ 2.2, D'aprés les résultats de la section précédente il est
pegsible d'dnoncer les criteres a) et b) ci-dessus,

[e vag F) St ne présente pas d'autres difficultés easentiel-

les ot peut 8tre Stodid de tagon semblable.
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Supposons que la suite correspondante a (I-49), pour 1'équation

of1 Cj‘p( 9’) est une fonction calculée & partir des fonctions R

(I-53) soit
Uy
et pour 1'équation {I-54)

1

Si on choisit EO tel que
ta
0 S (g

il est évident que Uy et Uy seront aussi les premi¢res fonctions non-périodi-

ques des suites correspondantes, et auront pour expression :

:(g‘r&O) G‘+v((9!}
=(g-eo)9'+v((9n

=

N

=<

N
Par congéquent si g >0, on aura l'instabilité pour (I-54) et si g < 0 on aura

la stabilité asymptotique pour {I-53).

On peut alors affirmer que si g > 0 le mouvement non perturbé

de {1-39) est instable et si g<¢ 0 il sera stable asymptotiquement,

IL'analyse du cas ﬁ =¥ _ 1 est faite de fagon semblable moyen-

nant un changement de variables (voir [14] p. 180).

Considérons tout d'abord le systéme différentiel (1-38) comme
étant le systeme différentiel formel associé & la récurrence (I-1) (voir
Proposition™ - 1-2-2-1). Il est possible de procéder de fagon analogue &
celie de la section I-2-3-1 en utilisant les régles usuelles d'opérations entre

séries formelles et aingi déterminer les nombres &, ﬁ , A, B des expres-
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1-2 - RESUME DES RESULTATS OBTENUS DANS LE CHAPITRYE I, CONCIER-
NANT LA STABILITE DE LL'ORIGINE, POUR UNE RECURRENCE DU

TYPE (I-1)

Reécrivons cette récurrence

5 TRy FX (5 )
{t-1}

7y Sy +Y (x, ¥

Dans 1a section 1-2-1 nous avons défini un changement de variables pour oble-

nir la forme réduite de (1-1)

o m+1 Al A"
X, =xt v+ S 4 X N+
1 5 k—P’“U Y k‘P“I‘,’ Y, y)
{1-6)
noy 1 | ol
- F Y % K - ' !
[ o T s V¥ R
im0
Hodva i suppose a4 L FE R VT
! ot

e el il

P Sarnad ro s s e e mene © o, T,

e stabiG e s ognd T w o w e 11T S odans e haol e,
L T R BT T L R AN tS £=S S TPU RERTPRPIN RAROVERNS IO IPINUTT
[ . .
i At (SRR Y VORI RS 1) I oot g whialile vt
in A L T S A ST AN s -1
3
i i
. 5y
b



Considérons 1main' oan o yeclvrenee co=101 Bse sous 1ortie

réduite clest-i-dire (T-6).

Les relations entr: "o o aantirds A, ‘9 o \P (1 hes -
T HA

titeg o, (3 , A, B, seront érablivs 0 Se Lniant auy cas tels grne mog

Dans cette hypothii: cesoa o diferentiod Topwel associe

la récurrence (T1-1) peut prendre ia torri- 1-31). 1 est ators possible 'éa-

lir les relations -

X =n A=b 5 B omel , B E=ma

A nartir des expressions ([-32) et (1-33) il ¢+ e de vour gae

I} ~ le cas }%)E‘-], 0(:2?-1, a0 o oascond aune

récurrence du type (1-6) felle que

U‘)n() <0, n<2m-1 {nimpair,m g n)

M -tecas f = P_o1,e=2t-1,4a <0, B 4qb 4 <, corves-

pond & une récurrence du type (I-8) tel que

, 4y
W 2 __'n0

<0 ,n=2m .1 ,LP +
mb hed}

<A
nft
Ure partie de ces cas a été étudiée d'une facon ditiirente {mé-
thode directe de l.yapunov) dans la section 1-2-3. Les autres car peuvent
(dans le cas algéhrique) 8ire traités par 1la méthode exposéc en 1.2-4. Ces

cas sont les suivants

i) m=n, LFnO = LFH s Wn() {0 , nimpair

2 n0
ii = -1 4 —_— T ireTal
ii} n=2m ’LFmO p= {0, +nD {0, nimpair,
m pair

iii) n <2m-1 , m¢n , ¥

il < 0, n ilmparr



L'etude d'un tel systéme est alors faite par la méthode exposée
dans la section [-2-4-1, Nous remarquons cependant qu'il n'est pas essentiel
que,dans 1o systeime (1-40) ,'_I_,(x, 0} soit identigquement nul, I1 suffit que cette
expression ne contienne que des termes de degré supérieur & m. En suppo-
sant que la premicre fonction non péricdique de la guite (I-49) soit donnée
par 'expression

“—N:HG’ rv (B,

v (B étant périodique en Get g £ 0, si de plus [ 2 N + n-1, alors le point
Uixe x =& =0, de ([-1) sera
aj asvmptotiquement stable =i 5 ¢ 0 et

DY Instable, sig> 0

1ty
9 H
=2m -1 W <o ¢ = no

HERTAY ’ no i

Vans ce cas on peut procéder de lJa mBme fucon que précddern-
rent. bvsquti M yaention de ddauation Bt rentiells corprogpondant a (T-48)

11 seru ators Jde 1 “orme

wrt , . M . A . _
s T e [ S [RES S

Ceent Grrooads oo it cone e e sl ‘Jr LA Uorigine seva
’ BRIt ;
.
N . . PN LR - [ . . H -y - ERY s
LYt e snhde 00 st ‘-L - TRt I aivte by canrhiptong 192 o
PR T e pesnling Lean ctA e e A e 1 T e e e e iy, o
nlo e e,
[
ST . . , .
castirte ey et e ie R Pl [ELEANR S PLI LI s S DEEPN : v
. ! i
A
IO IR AT R i
h 1
~ - ! 3
4 3o X L s i vt
SN oo roen
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i 7§ L'origine sera instable si
[ 2

(11y  npair
(2} nimpair, ¥ = >0
nu LP LIJ
. . - > 0
(I3) n impair, m = n, UPmU e 6 <
(T4) m impair, LPmU >0, ms&gn
{I5}  m pair, n » 2m-1
\ o @ 2, oo
{I6) m impair, n = 2m-1, 0 + 2
(I7) nimpair, m>n, ¥ <0

n0

E Parmi les cas restants, ceux dont la stabilité est définie
par des termes de degré non supérieur 4 un certain entier M {cas algébri-

ques}, sont étudiés de la fagon suivante :
y m = i ir e = o]
Cag [l:m =n, nimpair et LPnO L?ng <

Effectuons tout d'abord Ia substitution

-1/n-1

) . X

X_..(_LPHO

-1/n-1

nD) ¥

y — (-

On obtient ainsi une récurrence du méme type, avec

LPnD = LPn() = - 1. Ensuite on détermine le systéme différentiel formel as-

gocié, du moins jusqu'aux termes d'un certain degré L { > n). Considérons

le systéme différentiel formé des termes de degré non supérigur a L :

dx  _
5 Y +X(x, y)

dr =1j(X. ¥)

<l



Figure I-4 : Trajectoires discrétes correspondant aux exemples du § 1-4-1

-2 -
Ech, : (x) 1div =10 7; (y) 1 div = 10 3. Les courbes invariantes

sont représentées en trait continu.



On presantera plus tard, un exemple d'application (ecction
1-4-37 Ja recurrencz considérée €tant de la forme .

if ! 1 Pt P41

LPERE I A o ‘n+i, N . O (&, W

i

vas Ly e fn, n £ 2m-i L‘Pnu < v, nimpat

Ce cay peut 8tre traité de la méme fagon que pour le cas 1, &4

mo.ns aue 12 gt bilitd goit déja définie par (S2) ou ([4).

sot - FREWMEPLEY BT SIMULATIONS NUMERIQUES

Deans cette section quelques exemples sont donnés a titre d'ii-

iusiration

1-4-i - Quelques cas étudiés dang le paragraphe 1-2-2,

Courbes invariantes aus sens employé dans la section
[-2-3

Exemple 1 : Considérons la récurrence

o~

x1=x+y+x—

¥, sy +3x

Cette récurrence appartient au Cas A (I-2-3) et elle admet les

courbes invariantes :

/o
y=+ \/;xg’£+....

la singularité étant donc du type rebroussement ou cuspidal. La figure
{-4-a est le résultat d'une simulation numérique consistant en 1'itération
de quelques points initiaux pris autour de l'origine. On remargque nettement

la présence des courbes invariantes qui ont un caractére asymptotique par
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Par analogic au cas continu (6gquations différentielles) on peut
Jdistinguer autour du point fixe des secteurs du type parabelique, elliptigue
el hyperboeligue délimilés par les lignes invarianies., L'origine est semi-

stable (fig. I-4-d).

1-4-2 - Quelgues exemples pour la Section [-2-3

Exemple 1 : "Foyers" et "Centre"

3
1-a) X, =x+ty-hx

3
, ¥, = -3x
1 ¥

1
Comme il & été souligné a la p. 38 ce cas est du type "Toyer'
stable (fig. 1-5-a).

3 3
1-b) x1=x+y+5x ,y1=y-3x
est un "Foyer' instable (Fig. 1-5-b).

3 3
l-¢) X11x+y—3x ,y1=y—3x

Tl s'agit ici d'un cas spécial, dont la stabilité n'est définie par
aucune des méthodes proposées auparavant, Cette transformation préserve
l'aire car le Jacobien [onctionnel est unitaire. On se trouve donc en présence
d'un cas elliptique (au sens de Birkhoff [ 2] ) dont I’étude présente trés cer-
tainement des diflficultés sembiables & celles rencontrées dans les cas ol le
multiplicateurs sont de la forme ei’jq}( Wi2KkN,k=¢t1, 22, ...y [2-

24 - 23] .

D'aprés la section I-2-4 nous pouvons encore parler de cag
transcendant. Pour le systéme continu correspendant {voir [14] p. 152} le
mouvement non perturbé est stable lorsque toutes les fonctions uz,us, Ca
sont périediques (p. 43). Donc, dans le cas intégrable, c'est-a-dire, sile
systeme différentie]l formel (I-27) est tel que les séries qui le définisgent
sont convergentes dans un voisinage de 1'origine, il est possible d'affirmer

que le point fixe est stable, la stabilité étant du type conservatif.



rapport aux trajecteires discretes.

Lxemple 2 : De fagon analogue les récurrences suivantes ont été simulées
numérigquement,

2_a) X1:x+y+x3

y, sy *3 -
(Cag A (1-2-3})

Dans ce cas les courbes invariantes sont données par :
3 2
=t = o
L
(voir fig. I-4-hj
2-1) x1:x+y—3x
y, 7Y - 9 "
{Cas B (I-2-3)}
Les courbes invariantes sont :
11 V5 o3
s (S=)

¥ X ..

a

2-¢) X, =x +y+ S AR L?30x3

1 20
" 3 4
gy 7y - Y
n- ¥, cV2 . B a8 Y =

Ici, nous n'avons qu'une seule courbe invarianie (Cas B (I-2-3))
(Fig. I-4-¢)

2
y=-Xx + ...
et 1'origine a un comportement semi-stable.
- =_2 =2,375 ;¥ -2
1) LPZO LPBO ’ 40
Ici nous avons deux courbes invariantes :

2+ V2 2

yEoomT—— % + ...,
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Cependant on ne peut pas, en général, déterminer "'a priori"”

1'intégrahilité d'une telle transformation ponctuelle.

Pour 'exemple traité ici, nous avons d'apreés la fig. I-5-¢ un
comportement apparemment stable, du type centre.
3
Exemple 2 : x1=x+y-3x
5
¥y =y -3x {Cas B - 1-2-3)

Les courbes invariantes sont

=(~32Lﬁ\{5_)x3+...

Ces courbes n'ont que des branches atiractives et la stabilité

est du type asymptotique (figure I-5-d).

1-4-3 - Une application de la section 1-2-4

Sont établies ici des conditions de stabilité {ou instabilité) pour

la récurrence suivante :

¢ B+1

x1=x+y+Bx +H1z{ + ...
221 2P
- X + ...

vy, * +Ax (t=2,4,86, .

Supposons vérifiée la condition :
2
B” -4/l <o
On se trouve ainsi dans le cas II de la section 1-3.

Le systeme différentiel formel correspondant sera de 1a forme

(1-27} avee m= et n = 20-1.
- 518 2 nous 2avons

C,o- B, =
1 . B

. 1-213 1B
. . ) - - 3L

00 1 2 3 s Dy =3/2.D = A+ 5




Figure [-5 : Trajectoires discrites correspondant aux exemples du § 1-4-2.

10°%, =107

Sqxy 1 div

Ech,
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Pour arriver 4 la forme (I-40) on peut effectuer une substitution
du type
- 2 * 3
Yy=y+Bx +B1x +oL
3
ol By =3B+ —— (X x, 0) =0).

Les nouveaux coefficients sont

:\:2(]‘(30*({*, Cp=-B

- _1 =
Pay + Dy 7y R
Dy, =2B , D, =38 -28°+3

@t les expressions (I-41) et (1-42) sont données par :

3 1
fix)=-s5 +40, x + ...

1
Pix)

a 2
2'Bx+(3131-2B“+3)x“+...

D'apres les résuliats de Lyapunov, la premicre fonction non-
neriodique de la eéquence (T-49) associée & 1'équation (1-60) (p. 51 ) sera en
yvenéral u, et g aura le mBme sigre que l'expression

2

L=6A B-6R +15 (1, +1)

Les figures [-6-a - [-G-d illustrent quelques situations possibles.

. 5iT. 20 il ya stabilité asymptotique

LSiL> 0 il ya instabilité

- Sit >2, I'expression de . est donnée par

L=Y(+1) Ay B 2R+ 1)+ 1) B

= (2+1) [P,A1 B+ (2l+ 1} ]'}'1]
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qui est une récurrence du type {I-1}. Considérant la forme réduite (I-6)nous

avons de fagon immédiate, les relations :

t :“(%+?)P : WSO:'/_‘;S

30

- Si P’ est négatif, le critére (I2) (p. 50) permet de dire que le
systdme est instable. (D'ailleurs ceci est évident A partir de l'expression de

la récurrence traitée).
- 5i ﬁ est positif, d'aprés les critéres (S 1) et (I 3) il y aura :
a) stabilité, si -'E; >1/2
b) instabilité , si T <« 1/2  (voir figs. 1-8-a - I-8-c).
11 est intéressant de noter que si T - 1/2 la récurrence est

conservative (fig I-8-4d}.
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I-4-4 - Analyse de la stabilit¢ d'un systéme de commande

échantillonné, décrit par une récurrence de type (I-1)

On considére ici le systéme de la figure I-7, ol f (v) est un

bloc non-linéalre de la forme

fv) = ﬁ) vl‘J
¢+ N i x . Ko
- ——)@—GX!——! By o K/Fz!—— e

i!.%J CT
L}

L
4

T .

Migure

Posant v = -—— on obtient pour 'évolution du systéme entre les
wstams d'ecnantillonnage nl” et {n+l)1', un systeme différentiel treés simple

Ao la forron s o

e - 5

- oo b Ty )

YT

» wtw , étant les valeurs de x et y & l'instant nT. Par intégration on déter-
mine la récurrence suivante :
3

T-;
IR - (Ki{: =Ty
T L z [3 B ‘:z”

= 4 T T ';'_
; = Lo Koy o f o
net " Yn : n Yy
. T ol L
Par le changemenrt de variable ¥ = Ty, et en posant j% =Ty
=t T= 7,0 on est ramene au gysieme .
L il ‘Z
R T B e VI I G S ol A
n+1 |2 7ot v o
; = 3 o~
: Ty - v o+ Loy ) (
Yegy TV, Ry v (T > 0)
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F‘igure I-8 Trajectoires discrétes pour I'exemple du § 1-4-4.

-2 . -
Ech, : {a} i div = 10 , (y) 1 div =10 3
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{stable}
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poo,

(b

-8

Figure I
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-Cas A (< m) ,n<2m-1:

L'identification des termes de plus bas degré de (A1-3)

{2 % - 1 a droite et n 2 gauche) conduit aux relations

X=(n+1)/2 |, o(p02= k-1"no (A1-4)

et 1'identification des termes de degré 29+ i/2 - 1 conduit a (i = 1, 2, 3,...)
i
— = Al -
(2 o+ — )Popi Fi(po, T {A1-5)
Fi étant des polynomes de ses arguments.

Sin est impair alors p, = 0d=1,3, ..., 2k+1, ...} donc
f (x) est une série de puissances enti¢res pour n impair,
-Cas B (X=m) n=2m-1
- Identification des termes de plus bas degré (20(- 1 et n) :
o=m , 0(1302 + L?ml) X py = Wno (AL -6)

- Identification des termes de degré 2 e+ i/2 - 1 :

XPppy (X +i/2) py (p+ ¥ D=Gip Py, up, ) (A1)

i-2
(Gi : idemn Fi ci-dessus ),

pour i pair. Siiest impair p; = 0 (f(x) est série de puissances entiéres).
Une conditions suffisante pour que tous les P, (i pair) soient bien
définis par (A1-7) est :
pp (2m*a) + ®  (m+q) £0 , ¥q > 0 . qentier (A1-8)
CasC ®K>m) n>2m-1:

Sion suppose &= mavec n > 2m - 1 on obtient comme

auparavant :

(%X =m) %Dy (pg + “?mo)zo



ANNEXE A1l

COURBES INVARIANTES

La détermination des courbes invariantes ¥ = {x) est faite

& partir de 1"équation fonctionnelle (I-12) {(ch. I) qui est réécrite ci-apreés :
e+ £ (x) + X (x, P00 = £ 0 + Y (x, £ (x)) (A1-1)

On cherche les courbes invariantes pouvant s'ex rimer sous
P

la forme : o0
T N T (a1-2)
8] . 1
i=1
(voir p. 23)
En portant (A1-2) dans {A1-1) et réarrangeant les termes on
obtient :
-1 -1
o(po x (f (x) + X} + (f'{x) -D(pox W (x) + X) +
. (i 4
2 e ex] - v o) w e
j=z
Considérant la forme réduite (1-6) de {I-l) en a
X, 0= ™+ ety 0=Y M+ .

mO n0

Ne connaissant pas a l'avance la valeur de &, on envisage donc,
Ssuccessivement les hypothéses & > m, « = m, o £ m. L"'identification des
termes de plus bas degré dans (Al-3) permet de distinguer les trois cas cj-
dessous, indirectement.

) (9 . derivee drordre |



ANNEXE A2

EQUATION DIFFERENTIELLE FORMELLE ASSOCIEE A (I-6)
(m gn) , l.?mO#Oet LPHO#O

Tout d'abord réécrivons la récurrence (I-8) sous la forme :

o0
x1=x+y+‘§ Xi(x,y)

oo 17

=m
¥y =y * 1Z=:i{x’ y)

ol Xi et Yi représentent des polynomes homogeénes en x et y, de degré i.

(A2-1)

La série {I-19) prendra, dans ce cas, la forme :

o0
X, =x tkyt Z Xi{k) (x, ¥}
w 0 (A2-2)

vt 2 vy

i=n
k .
ol Xi( ) . Yi(k) représentent encore des polynomes homogénes mais dont les
coefficients sont des fonctions de k. Certains de ces coefficients, nécessai-
res pour le premier chapitre sont déterminés ci-dessous :
A partir des équations (A2-1) et {(A2-2) on peut déduire les re-

lations suivantes :



66

soit, Py = - ¢ o (A1-9)

et pour i pair :

_ Al-10
P, P, Hi (po, Pos - pi_z) ( )

(Hi : idem que Fi ci~dessus) pi = { pour i impair,

(A 1-9) est obtenue par !'identification des termes de degré

2m -1 et (A1-10) par 1'identification des termes de degré 2&(-1 + i/2.

Supposant maintenant % > m on obtient de fagon analogue les

relations :

X =n-m+1 (>m),o(pULPmO=LPn0 (A1-11)

(o 1/2) 8 b+ Kby Py, = H by, py ) (A1-12)

pour i pair (ﬁi :idem que ¥ ci-dessus).

pj = 0 pour j impair ou négatif {Noter P mo e dans (Al1-12)}.
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- De fagon analogue, si m ¢ n on obtient :

(k) _ (k) _
LPno =k LPno : k1Omo k LPmo (A2-17)

D'aprés la Propesition I-1 de la section I-2-2-1, s on écrit

I'équation différentielle formelle associée a (I-1) sous la forme :

o)

dx _ i3
L2 vt § :,]
o v C x

i+i=m 1

(A2-8)
ol
Ay . ; D xl y‘]
d e ij
itj=n
alors
J L?i~(k) dLP__(k)
o =1 , D =11 {A2-9)
ij dic k=0 i) dk k=0

Utiligant les expressions (A2-6} et (A2-7), nous obtenons :

a) pour m = n :

Coo=Po-—5>.p =Y b

= HUnOn/z (A2-10)

n0 no nod n0 n-1,1
Yaz,1 =9
b) pour m < n
CmO ) L?m() ’ DnO ) LPHO (A2-11)
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a)Sim-=n

Yn(kH) ) Yn(k) - Yn (x + ky, v)
(Az-3)
{k+1) k) _, (k)
X X =Y X (x+ky, ¥)
b) sim < n
y )y )y (x + ky, v)
n n It
{A2-4)
Xm(k+1) _ Xm(k) =X (x +ky, y)

Soient L?,k(k) et \P,k(k) les coefficients correspondants au ter-

me x’ yk des polynomes Xi(k) et Yi(k) (i = j + k) respectivement.

- 5im = n, on obtient les équations aux différences suivantes :

p el oy oy

n0 n0 n0

(le+1) (k) _
q}n-l,l Y s = "PnUAk.n + Wn-

11—1 1

2

1,1 (A2-5)

(kt1) (k) _ (x)
¥ -4 - 9 0" Ls)no

no nQ n

Avec les conditions initiales qJnO(O) =Y (0 =9 S a,

n-1,1 no
les solutiong de {A2-5) sont données par les expressions :
Yoy
no n0 y
) ¥no 2y -n — 004 (A2-6)
L}’n_l L 2 n-1,1 3

(k) Yo 2 l'PHO
o 3 k+(kPn0_ 7 K




CHAPITRE 11

ANALYSE D'UN CAS CRITIQUE POUR UNE RECURRENCE

AUTONCME DE DEGRE SUPERIEUR A DEUX






iI-1 - INTRODUCTION

Dans c¢e chapitre seront considérés les cas critiques pour une
récurrence d'ordre N + 2, admettant un  point double dont deux multiplica-
teurs sont unitaires, de multiplicité 2 (comme au chapitre I) et tous les au-

tres sont en module inférieurs a 1funité.

Dans un premier temps (Sec. T1I-2), quelques résultats dus a
G.D. Birkhoff [2 3] et D.C. Tewis [20] sont bridvement rappelés,
puis utilisés pour la démonstration de la Proposition I1-1 { % I1-2-2). Cette
proposition employée aux premier et second chapitres permet d'associer a
une transformation ponctuelle, autour d'un point double, un systéme d'équa-
tiong différentielles & coefficients périodiques, T.a propriété principale de
ce systéme est qu'il peut &tre construit de fagon que les coefficients non
ronstants (par rappoct au ternpza) ne figurent que dans les termes de degré
non inférieur a 1., T'entier 1. pooat 2tre {ixé 4 T'avance et aussi élevé que
tton veut. Il est sous entendu gue la transformation ponctuelle satisfait la
condition de "pseudo- inc onunens aruhilité’ définie par Lewis. Cependant il
convient de noter que celte conmiion ne porie que sur les termes [indaires

de 1a transformation.

Dans la Sec. fI-3 la récurrence envisagée est définie ainsi que
czrtains changements de varables permettant de la ramener sous une forme
convenable |

A I'aide de la Froposition II-1 on peut lui associer un systome
différentiel semblahle a celul décrit ci-dessus. Alors, au lieu de considérer
le prubléme de stabilité du point doukle on considére la stabilité du mouve-
menl on perturbé trivial Ju svsic e dadidrentiel associé, comme dans les

A8 114 a0 T-2.4 du chapites g cédent,

Yar des consitderat ions sur les propriétés du systéme différen-

tiel associé (See. 10-4) un vérifiz que ce systéme satisfait les conditions d'un






- l'origine p = q = 0 est un point {ce de TC, alors il existe

un systéme dynamique associé du type :

dp . °H dg

it " @q ar
ad
ot H = H (p, q,T} est périodique par rapport a T et H € C  , dont la

I-2)

solution 8 {T ; p (0), q (0)) passant par le point (pf0), q (0)) & 1'instant

% = 0 définit une trensformation ponctuelle

(p(1), g =8 {et;p(0), q(0) {I1-3)
{ & étant la péricde de H en T) identique a ’T‘C.
Remarque : La transformation Tc préserve l'aire si son jacobien fonction-
nel est unitaire.Tcesta]ors conservative avec fonction ""quasi-invariante"
sgalal[2].

0000

Considérons maintenant les transformations analytiques du

type : ”
[ i
p, = ap +bq + 2 Popd
i+j=2 ] (11-4)
0 1 I}
9 =eprda+ Yea
i+j=2

telles que ad - be # 0 et 1'on pose

A = a b
c d
Evidemment cette classe de transformations ponctuelles est plus générale

que celles des transformations conservatives.

On se propose par la suite d'obtenir un résultat analogue &
celui du cas conservatif, c'est-a-dire, de construire un systdme d'équations

différentielles 4 coelficients périodiques associé a (II-4) dans le sens spé-



théoreme dit a Malkin [15] ( 8 11.5-1). Le probléme est alors ramené a co-
1ui de la stabilité selon 'approximation d'ordre K1 {Maikin LIE:I , K1 €tant
un entier non inférieur & 2) du mouvement non perturbé trivial diun systéms
différentiel d'ordre deux. Ceci ge fait 3 'aide des résultats du chapiire @

{ ¥ 11-5-2). Comme conséquence, 'investigation de la stabilité du poinf dou -
ble de la récurrence a N + 2 dimensions peut se réduire a la considération
d'une récurrence d'ordre deux analogue A celle traitée au premier chapitrs,

Ces résultats se trouvent condensés dans la Proposition I1-3.

A titre illustratif un exemple du quatridme ordre est fourn;

ala Sec., II.G.

Dans un dernier temps une extension de la méthode utitisée pey
met de considérer le cas critique plus général ol un ou plusieurs multiplics

teurs sonl unifaires en module.

D'une part, ceci constitue une fagon alternative d'étude des ca.
¢ritiques traités dans [ 873 (un multiplicaieur réel unitaire) et dans 267
(deux multiplicaieurs complexes conjugucs, unitaires en module). D'autre
part, la méthode proposée ici permet 1a considération de cag ol il Y & possi-
bilit¢ d'un cas d'exception, ou de cas a plus de deux multiplicateurs de modu-

le unitaire.

I1-2 - SUR LES SYSTEMES DIFFERENTIELS ASSOCIES A UNE TRANSFOR-
MATION PONCTUELLE

Dans une note [3] publiée en 1928, G.D. Birkhoff a montré

que si

T,opp =% . =Y, {11-1)

est une transformation ponctuelle préservant l'aire telle que :

-9 , W sont continues ainsi que toutes leurs dérivées partielles (classe Coo Y,
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Considérons alors T {I1-5) comme une transformation analyti-
que et non singulizre du voisinage de l'origine de 'espace n-dimensionnel
en lui-m@me. Le k-iéme itéré de T, noté¢ par Tk, est défini lorsque k
est un entier et peut se représenter par des séries de puissances convergen-
tes, dont les coefficients sont fonctions de k. D'autre part la relation

+1
'I‘k

= Tk T}l est verifiée pour des valeurs entieres k et 4 quelconques, La
question qui se pose ici est de savoir s'il est possible de définir Tk pour
des valeurs non entitres de k de fagon 4 rendre valable cette relation pour
des valeurs réelles de k etl. A 1'aide de certains exemples on peut montrer
Ju une dépendance analytique par rapport 4 k est un cas exceptionnel. Dans
s note [20] » Lewis montre cependant, qu'en général, on peut définir les

s neificients de Tk pour tout k (k € R} de telle mani¢re que TkJrE = Tk TE

2 virifie d'une fagon purement formelle, sans considération de la conver-
gence les séries Tk. Par ailleurs, les coefficients de ces séries sont des

. - . k
puiynoemes en k et d'un nombre fini d'expressions du type el .

Avant Lewis, Birkhoff avait traité ce sujet dans [2] , les
‘ranstormations considérées étant du type conservatif, & deux variables,
C#es dux systémes dynamiques (conservatifs).

four les transformations du type '"pseudo-incommensurable'
l.ewis a pu montrer la validité de la relation Tk+e: Tk TE . Ce type de
srenstormations est e type général dans un sens trés large. La situation est
essentiellement différente pour les transformations qui ne sont pas de ce type,
Hganmowns si T est une transformation (formelle) non-singuliere quelcongue,
«d ¢#t toujours possible de trouver en entier .J positif, tel que TJ soit du type

nseudo-incommensurable.

Par simplicité, on ne considére par la suite que le cags n = 2,
les résultats €noncés pouvant s'étendre sans difficulté esgentielle aux autres

cas,
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cufid ci-dessus (voir ({1-3] ), De pius, les résultats s'étendent sans difficul-
tés aux franslormations muliid.mensionnelles 4 'aide de certains résultats

présentés dans le paragraphe qui suit,

[1-2-1 - Rappe! de certains résultats de G. D). Birkhoff et

D.C.

“anpclons {out o'abord la notion de 'psendo-1commensurabili -

e introduite par 7. Tewis D207
Derpaiien 1, U ensemble fing de vaieurs complexes 4‘ A ~ - 1
Déluanon 1 Un enser o de vaisurs complexes 4 oy, jra, Fow g
est drpseudo-ineommensurable quand il existe des nombres complexes
i&}’ o & possédant les propriétos -
! - Uhaque f‘“ m=1,2 ..., N)peut g'exprimer sous la for-
N
me 1 = I E,, ol les Nmsont des eniiers algébrigques (Nn. € Z).
il fry i I

Il 7l n'existe pas de combinaisons linéaires des §  dy type
<

L % (N &7Z) donnant un multiple non nul de 2 JUi,
i

= o J

Dénnition 2 : Soit une transformation ponctuelle complexe a n dimensions

o

S
T:x (1) = .5) v Uteop) i1 i2 jn
j1+j2+--.+jn:1 5 .xI(U) 32(0) .. .xn(O)

s=1,2 .. ,n {11-5}

les XS(“‘JZ‘ B ']ﬂ)étant des constantes complexes et soit A la matrice formée
par les coefficients des termes linéaires de T. T.a transformation sera alors
du type pseudo-incommensurable si les valeurs propres SS (s=1,2, .. .n

[ i igi = 3 = 3
de A sont telles que 1'on puisse choisir les valeurs f-l-l 1n Sl, ]J—z in 52,
cees }Ln = Iln Sn de fagon & former un ensemble pseudo-incommensurable,

Note : Le logarithme de S a plusieurs déterminations complexes,
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un systéme différentiel formel D, associé¢ a T [2 - 20] sera donné par :

i = or (T P % =Ulp, .q,}
dk T kK
D T =0 (1I-9)
da, _ T, Py qk) )
dk 3T k' 'k

T =0
Les expressions (I1-6) satisfont formellement le systéme D

(k réel), C'est dans ce sens que le mot "associé" est ici employé.

ooloo
Introduisons aussi les notions d'osculation entre deux transfor-

mations ponctuelles ou entre deux systémes différentiels, Supposons que ces
transformations ou ces systémes différentiels soient définis par des zéries
qui peuvent 2tre simplement formelles., Alors on dira qu'une transfermation
ponctuelle T (systeme différentiel J ) est osculatrice & une autre transforma-
tion T' (un autre systéme oD’) A l'ordre L., si les séries qui les définissent
coincident jusqu'aux termes de degré 1. (inclus}.

R ) )

L
Notation : T ~o T7

I1-2-2 - Systémes différentiels & coefficients périodiques asso-

ciés a la transformation T

I.a proposition démontrée dans ce paragraphe permet d'associer
4 la trangformation T, un systéme différentiel 4 coefficients périodiques sa-

tisfaisani certaines conditions précisées plus loin.
Dans ce qui suit on utilisera ia notation
1.
ulp, 4 ~ O (p, q)

pour indiguer que la fonction u (p, q) est développable en série de puissances
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Seit alors T définie par les expressions {II-4). Il est donc
possible d'écrire Tk {k entier) sous la form%
il
P = alk) . p+blk) . Q+Z ‘P..(k)p q
co ij
K itj=2
00 (II-8)
q =clk) . p+dk) . q+ 2 ‘ﬂj () p o

i+j=2
{voir par ex, [2] ou, pour un cas particulier I'Annexe AZ; pour le cas a n

dimensions voir-f2 o].

. k .
11 est clair que les séries de T sont convergentes du moins

pour des valeurs entiéres de k, autour de l'origine (p = g = 0}.

Pour déterminer ces séries on impose Py= P et qo = g, ce

qui implique que :
a{0) = d{0) =1 , b(o)=c(0) =¥ (0) - ‘P_j 0 =0

Les coefficients de {I1-8) sont alors obtenus par résolution de

systémes linéaires d'équations aux différences.

Avec 1'hypothése de pseudo-incommensurabilité il est possible
de choisir les exposants }J.(Déf_ 2) de fagon & vérifier les propriétés de la
Déf, 1. La solution de ces &quations aux différences peuventalors s'exprimer
par des polyndmes de e * P'nk kE ( P- G, 1,2, . .. ;}-Ll, ],L2 = détermination
particuliere de En S1 et Pn S,) de fagon unique ( [20] p. ‘803).

Comme conséquence de la pseudo-incommensurabilité la rela-
tion

(13-}

(11-8)
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volsinage suffisamment petit de 'origine p = q = 0.
Démonstration :
Réécrivons T et D comme ci-aprés :
oD
i .
p (1) =a p(0) + b g(0) + Z Y. p0) . q(0)
i+j=2 M
T >

Ay =cpO +dao)+ 2 Y pl go)
=2 Y

qd
EE=U(p, q)

D
D=y p, @
Définissons le systeme différentiel D :

~ LT, a

D (11-11)
%E =V (p, q}

T et V étant les polyndmes définis dans 1'énoncé.

Par conséquent on a la relation

D ~ D (voir page79)
Bien évidemment D est un systéme analylique, ayant la solution triviale
p{k) = q (k) = 0..e Théoréme d'Existence et d'Unicité est alors valable
dans un certain voisinage?; de l'origine (p = q = 0) et pour un intervalle
d'intégration t&( k (’Cz avec 'C'l L-let T 5 1.

Pour simplifier utilisons la notation vectarieile X = P, )

X(k) = (p k), q (), F () = (3, G, ete... ot L= (U, v, 2 = (11, v)
etc. .

Soit S (k, X (0)) la solution de Bavec la condition initiale
S=X(0)pour k=0, X(0)€E b,.; , t’l < k 4?:2. S est analytique en ses
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de p et g, convergente dans un voisinage de l'origine (p = q = 0) et dont leg
termes sont de degré supérieur & L. De méme, siv (x) est une fonction vec-
torielle du vecteur x= {p, q) et si elle est définie par des fonctions du méme
type que ci-dessus on dénotera

v ix)~ o (x

Bien évidemment on a

lim vyl .,
x1— 0 1x|"

les normes €tant ici des normes Euclidiennes.

Proposition II-1

"Soit T une transformation ponctuelle analytique définie par
(T-4). Supposons le cas oit T est réelle et telle que le systéme différentiel
D défini auparavant puisse &tre choisi réel (voir pages 87 et 91 ). Alors
51 T est du type pseudo-incommensurable, on peut associer a T {au sens

précisé & la page 75 ) un systéme d'équations différentielles réelles du type

e - T (., + B
o (p. q) 1 kopy @)

(k réel) (I-10)

| da

=V (p, + E
By (p, a) 1(k, P, Q)

dans un voisinage suffisamment petit de l'origine p = q = 0. Les séries 1] et
V ne dépendent pas de k de fucon explicite ef sont les séries finies obtenues
a partit des séries formelles ) et ¥ ae D {1i-9) par tronecature des termes

deo demré sunérieur 4 un entier . 2 1 arbitrairement élevé. Dans e cag T

=L, s0T des fonetions poras Lo s nw d raycog s unitaire sarisfaisant lec
:
[
Lo~ 0 T (i
podr fou e valeer resile o - o Cons et ey dérivées partiel
Pew o e Guelt 5y L

GPoappit tonay
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-
Définiggons la fonction X (k).

o) = T(k) + 100 (F (k) - X (i)

(II-117)
k
ou £ (k) - c_f e FU-P) 4o 5 ¢k <1 (11-18 )
0
¢ étant choisi de fagon & avoir £ (1) = 1; f(k) = 0 (k<0), f{k) = 1 (k>1)
£
4
I
I
/-;V R
of 1 o

Etant aussi analytique par rapport & A{0) pour chaque
k & (7:1,?3'2), X% peut dtre développé en série de puissance de p(0) et

q (0} autour du point p = q = 0. Comme ce développement esgt de la forme

{I1-19)
et det (Ak)f 0, alors pour chaque couple! X™(k), k), ke ( T 'Cz), il ¥
a un seul vecteur X(0) satisfaisant (II-18), si lxﬁ(k)l et] 2(0)} sont suf-

fisamment petits. On voit ainsi que les courbes X*(k) dans l'espace ( ¥ ,k)

remplissent un veisinage du segment '7:"1< k < %2 de l'axe k, sans se recou-~
per,

On peut ainsi constater que f (k) est continue ainsi que toutes
ges dérivées pour —eo < k ¢ oo

. Ces dérivées sont nulles pour k > 1
etk £0.

=

Dérivant par rapport a k l'expression (II-17) on a

~ (k& 7 5
d& d%. d Rk df

(11-20)
+F(R) (X (k) - R(k))
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arguments.
Deéfinissons la transformation ponctuelle

T=X(1}-S(1: A{) (T1-12)

Cette transformation est analytigue et en plus, il est évident qu'elle posséde
un inverse (analytique)

T =81 %) (11-13)

La matrice A étant régulicre, si 3’; est suffisamrent petit on peut aussi défi-
nir de fagon unique 'inverse T_l, analytique et satisfaisant -1 (0) = 0. Les

-1

transformations T, T7%, T et':l‘“_l sont par cons¢quent analytiques autour du

point fixe commun p = ¢=0 [27] .

. = L = .
Comme D fl_, D alors T ~~ T. On peut aisément monirer

- .o=-1
aussiqueTl ,L T ™.

Les transformations étant continues autour de 1'origine p=q=0,
il est possible de trouver un voisinage { de l'origine suffisamment petit,
?C }:, tel que si A (0) € f alors W {0) = "f‘-lT (& (0)) est bien défini et
F(0) € Y, . Pasons R(1) =T (% (0)) et (1) =T (%(0)), Il est facile de
voir que
X(0) - (o) ~ol { 2(0), &1y -&W)~0" (x@) (114
{(voir déf, mo“ (X) alapage 80 ),
Considérons alors les solutions S de (II-11) définies par
X(k) =S (s X(0) , Xl =8k; X (o)) (IT-15)
pour '(‘.41 < <?'i-2 et R(0)e ¥ . La premitre des relations (II-14) permet
d'écrire
X0 - % ) ~ ol (x o) {I1-16)
pour chaque k € ’C’l, t’z)
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@t At X (R@) - X ()
dk B0 d RcO
dery 4% = L(tw) = L (x7()
dk & o dk feod

On peut donc vérifier sur I'expression {II-23) que

€ (1, x") - € (©, 2 =0 (11-25)

Comme 81 est continue par rapport a k dans l'intervalle {0, 1), cela dé-

2

montre que E (k, %) est continue par rapport 4 K,-ea <k < oo
P

- k.4
b} L'analycité de E par rapport & X autour de X = 0 est une
*
conséquence de l'analycité. de 84 {k, X ), pour chaque k € ('Z’M’C’a) .

Il est donc possible de développer en série de puissances de
* *
p¥ et q*( X'= (p*, q*)), la fonction E (k, X }, les coefficients de ces séries
¢tant des fonctions périodiques en k, de période 1, continues et nulles pour

k=0,1%1, £2,

Montrons que E (k, X*) € C*° | En effet, d'aprés (I1-17) re-
gardant x*(k) comme une fonction de k et de X {0) et écrivant
X =8 e, % (o)
alors S* e C”puisque f (k) posséde toutes ses dérivées continues et X
et X sont des fonctions analytiques de k et % (0),

-1
La fonction inverse X (0) = s*

(k, X*(k)), définie pour
[?C*l suffisamment petit, appartient aussi & la classe C°° (?74 s TH)

puisque det (Ak) 40 (voir (II-19) et seq.)

Comme toutes les dérivées de f (k) s'annullent pour k = 0

et k = 1 alors il est possible de voir d'aprés (T1-17), (1I-20), (I11-21) et



Gl-200 que coutes lew dérivées des coefflteients du dévelnppement en série de
£, (&, *™) {par vayport A ?t*) s'annullent aussi pour k = 9 et k = 1

Cus coctficients nnt done toutes les dérivées continues et nulles pour k = 0
et k = 1. DNautre part E1 . A™) appartient aussi A la classe c® pour | ?(*l
suffisamment petit et k € (%, T, ). Comme 51 s'annulle, avec toutes ses
dérivées partielles pour k = 0 et k = 1, alors il est clair que E (k, ?L')

est aussi de vlasse C % avec la méme propriété aux instants k=0, £ 1, +2...

Finalement, on peut définir le systéme différentiel
=X () v B R -0 2k <00 (I1-26)

ayant les propriétés suivantes :

I - le second membre est analytique par rapport 8 X autour

de l'origine ® =8 (p = q = 0) et ® {k) = 0 est une solution triviale de {11-286)

I - E (k, X ) peut 8tre représenté par des séries de puissances
de p et q, 4 coefficients périodiques en k, de période 1, possédant des déri-
vées d'ordre quelconque continues, par rapport 4 k, Ces séries n'ayant que

des termes de degré supérieur AL, E vérifie la relation :

" 1B kA
im T T
X = 0 x|

uniformément par rapport 2 k (les normes ici sont des normes Euclidiennes.)

IIT - Soit ¥ un voisinage de l'origine du plan {p, q) tel que le
Théoréme d'Existence et d'Unicité soit vérifié pour X (0) & Y*(xlo) étant
la condition initiale) et 'C'l < k <T2 avec {tl L -1 et 't’z > 1, On peut
encore supposer que les transformations T et T ~ goient définies dans ce
voisinage ; alors si les points

T xon, ™Mo, T X o, & o)

TX©O), .. . T oy, N ox 0 (w1
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* * .
appartiennent tous a b" , et si57 (k ;X (0}) est la solution de (II-26 ) pas-
sant par X (0} 4 I'ingtant k = 0, nous pouvons écrire :

STk K0 = TE (% (o))

k=1,2, ...,N ou k=-1%, ..., M.
La Proposition est donc démontrée,

Cette derniére propriété II1 permet d'affirmer que si le mouve-
ment non perturbé (¥ (k} = 0) de (11-26) est stable (instable) au sens de
Lyapunov alors le point fixe ¥ = 0 de la transformation T sera aussi stable

(instable) au sens de [.yapunov (étendu au cas discret) [:28] .
Remarque :

51T n'est pas du type pseudo-incommensurable, comme 1'a dé-
o L
montré C, Lewis [20] » 11 existe un entier positif L (fini) tel que T gera
du type pseudo-incommensurable, 11 n'est pas difficile de voir que si TL a

un point fixe stable (instable) a l'origine, il en sera de m&me pour T,

La Proposition II- 1 peut &tre étendue aux cas 4 n dimensions

sans difficultés théoriques.

Finalement on remarque que dans le cas réel & n dimensions,
le sysieme différentiel formel associé pourra &tre choisi réel (selon la déter-
mination des expusants }J- ) si tous les multiplicateurs réels sont positifs.
Une condition nécessaire et suffisante pour cela est que A soit le carré d'une
matrice réelle ( P A selon la notation de la Dé&f. 2 ci~dessus) (voir aussi
page g1 ). De cette maniére Tz n'aura pas des multiplicateurs réels négatifs.
Alors, si T ne satisfait pas les conditions de la proposition, permettant de
déflinir le systéme différentiel réel D, il existe un certain entier J tel que
T‘J vérifie ces conditions, c'est-a-dire TJ est du type pseudo-incommensura -

ble et tous ses multiplicateurs réels sont positifs.



[1-3 - DEFINITION DE LA RECURRENTY FTUDICT, CHANGENENTS DT

VARIABLES PRELIMINAIRES

La récurrence qui sera étudiée par la suitc est une récurrence

d'ordre N + 2 (N 2 1}, a variables réelles, du type

+ N+ N+2
oy v € RN 2 et F ' R 2 — R est une fonction réelle et analytique au-

tour de l'origine.

Les multiplicateurs & 1'origine (point double) seront supposgés
tels qu'il existe une paire de multiplicateurs unitaires de multiplicité deux
{comme dans le cas du premier Chapitre) et que tous les autres sont en
module inférieurs a 1'unité. Par un changement linéaire des variables

cette récurrence peut B&tre mise sous la forme

X, =x+y+X{x,y, z)

1
T1 ¥y =¥ +Y (x, v, 2) (I-31)
7 =Az+Z (x, ¥y, a)

ol x, YER, z € RN 3 X, Y et Z sont des fonctions analytiques dont les
développements er série ne contiennent que des termes de degré non infé-
rieurs a deux-.

A est une matrice N x N réelle dont les valeurs propres sont en module in-

férieurs a 1'unité.

Nous montrons ci-aprés qu'il existe un changement non linéai-
re de variables, non singulier, permettant de ramener la forme {I-31) a
une forme gsemblabie, mais telle que Z (x, ¥, 0) ne contienne que des ter-

mes de degré supérieur 4 K en x et ¥, K étant arbitrairement élevé.

Comme il est montré dans 1'Annexe B1, il existe une solution

formelle v, de 1'équation fonctionnelle :
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A vix,y) + ’/:[_x,y,v(x,yﬂ-v[x+y+X(x,y,V),y+Y(x,y,V.)]" 0
(11-32)

Elle est de la forme

vix, y) = Z 'U__ ¥ yJ (II-34)

i+j=2 Y
. n r
(odv &R, ’0115 R
Définissant 1la fonection Vk (x, y) par :
K
v (x, y)= z (U' X! y‘]: (11-35)
K itj=2 2
alors le changement de variables :

z =2+ Vi (x, v) (I1-36)

rameénera le systeme ([-31) & la forme proposée ci-dessus. En effet le nou-

veau systéme sera denné par

X =x+y+§(x, v, Z)

1
Y Ty *tY (%, v, 7) (1-37)
71 =AT + Z (x, v, 2)
ol (%, ¥y, z) = X[x, ¥,z + Vi (x, y)]

Y (x, y,2) = Y[x, v, 7+vk {x, y)j at

Zoy, T s A (x oy -

Il est donc aigé de constater que

(x +y +_I>E, ¥ +¥) +7x,y,2 + vk}

Z{x,y,0)=A vk(x,y)-vk[x+y+><(x,y,vk),y+Y(x,y,vk)]
+ Z(x,y,vk) (1i-38)
Comme la {fonction Vi {x, ¥) est osculatrice 4 la solution formelle de (11-332)

jusqu'au degré K alors (II-38) ne contient pas de termes de degré intérieur

4 K +1. Utilisant la notation introduite 4 la page 79 on peut écrire -
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Tx, v, 00~ OF (x, v) (I1-39)

II-4 - SYSTEME DIFFERENTIEL FORMEL ASSOCIE A LA RECURRENCE

(IT-31)

Supposons déja effectués les changements de variables permet-
tant la vérification de la relation (II-39) pour la récurrence (II-31), La puis-

sance k-iéme de ’[‘1 peut s'exprimer par le systéme :

Xy = x + ky + X(k) (x, y, z)
'J‘lk Y TY+ v (x, v, 2) (I1-40)
z, = Akz + Z(k) (x, vy, z} {k » 0, entier)

k k
Les coefficients de X(K) Y( ), Z( ) {qui sont fonctions de k

évidemment) sont trouvés a partir d'équations aux différences linéaires du

premier ordre données par leg relations :
(k
KLUy e xR vox® Ak, 4 20

L)) (1)

Y =Y {(x+ky+ X7, y‘rY(k), Akz +Z(k) ) (11-41)

Z{k+1) - Az(k) = Zix + ky + X(k), v+ Y(k), Akz + Z(k))

On peut noter que pour chaque k
k K
Z( )(x, ¥, 0) v O (%, y)

(k)

En ocutre, les termes de X et Y(k)

qui gont indépendants de
», de degré non supérieur 4 K + 1, sont calculés & partir des coefficients

de X (x,y, 0) et ¥ {x, y, 0) ; ces termes sont d’ailleurs indépendants de ceux

de la fonction 7,
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Suppesons que T]. est du type pseudo-incommensurable,
Désignons par Sp(h =1, 2,..., n) les valeurs propres de A et afin d'obtenir
un systéme différentiel formel 4 coefficients réels, faisons 1'hypothese sup-
plémentaire que les valeurs proeopres réelles de A sont positives. On choisit

alors les exposants By = En S de la fagon suivante : P = Bn A
a) si \'\[,Lest réel, rl-hsera la détermination réelle de }Lhzkf\- 7‘[-,_

b} les }\hcomplexes formant des paires conjuguées, les A1

currespondants 4 chaque paire seront choisis complexes conjugués.

On obtient ainsi un systéme différentiel formel réel de la

forme
-
Eey+ Xy, o)
d
D, = Yix, 5, 2) (II-42)

%7{' = Oz +5(x, v, z)

x . . .
ol O.( )est une matrice n x n réelle, X ,H ainsi que chaque composante
de

, sont des séries formelles réelles de x, y et z ne contenant que des

termes de degré supérieur a un.

Dlautre part les termes de indépendants de z sont de degré
non inférieur 4 K + 1 et les coefficients de 9k (x, v, 0) et‘lj (x, ¥, 0) cor-
respondants aux termes de degré non supérieur & K + 1, sont calculés exclu~

sivement 4 partir des coefficients de X (x, ¥, 0) et ¥ (x, y, 0).

Soient AL | 1j et B les séries finies formées & partir de L
'3 et % par troncature des termes de degré supérieur & K, D'aprés ce que

() A=



1'on vient d'observer L (x, y, 0} et’\j {x, v, () sont aussi les séries finies
obtenues par la troncature analogue des séries formelles qui définissent le

systeme différentiel formel associé & la récurrence du second ordre :

x, =x+y+X(x, vy, 0)
T (11-43)

I
: Y1=y+Y(x,y,0)

Le systéme T sera appelé "systéme réduit'. La section sui-
vante montre comment le probléme de stabilité de la récurrence {II-31} peut

se réduire a la considération du mé&me probléme pour le systéme réduit TR.

En outre , al'aide de la Proposition II-1 étendue aux cas
a N-dimensions {N 2 2} nous avons un systéme différentiel réel a coeificients

périodiques asgsocié 3 Tl’ de la forme :

dx =y + X (x, ¥, 2)+Ex k, x, ¥, 7)

dk

- Yix, v, 2+ Bk %, 0y, 2) (I1-44)

dz
dk

= L2+ % {k, x, y, 2} +EZ (k,x,v,z} (N2}

K K
ot(d'aprés la notation de la page ) EX ~ O (x, y, Z) Eyf\; O (x,y,z)
et Ezr'u OK {x,v,2) : EX, Ey, EZ gont de classe C 7 , périodiques par rap-
port & k {période = 1) ;% (k, x, v, 0) ~g OK {x,y), uniformément par rapport
ak.

1.5 - STABILITE DE L'CRIGINE POUR [LA RECURRENCE T A K+2 DIN -
SIONS

Dans la section précédente il a été montré que si les hyvpothises
des pages 90 et 941 Sur T1 sont vériliées, il existe un systome difrérentiel

a coefficients périodiques du type (I1I-44) associé a Ty. T.e probléme de sta-
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bilité pour T1 est ainsi ramené a l'étude de la stabilité du mouvement non
perturbé x =y =0, z = 0 de (I1-44), Il serait alors possible de faire une ex-
tension des méthodes proposées par Lyapunov dans l14] pour !'étude du cas
analogue mais a coefficients constants. Cependant, le systéme (I1-44) satis-
faisant les hypothéses d'un Théoréme dft & Malkin f15] sur les cas critigues,

son application au probleme envisagé simplifie I'analyse.

II-5-1 - Théoréme (Malkin)

Bemarque : Ce Théoréme est énoncé ci-dessous sous une forme plus parti-

li¢re que celle trouvée dans [15] (voir aussi [287 ).

Soit le systéme d'équations différentielles autonome

|‘<:c

=Qy+R

| %

+gly, x)

(M-1)

In¢e

=Px+hy, x

ol ¥ est un vecteur a I dimensions et X un vecteur 4 J dimensions ; @ et P
représentent des matrices. Les composantes de_g et h sont développables
en séries de Taylor par rapport a4y et x. Ces séries n'ont que des termes
de degré non inférieur a deux . De plus supposons que :

- la solution banale x = 0 du systéme linéaire auxiliaire & = Px
est asymptotiquement stable,

- les composantes de E (g, 3(_) commencent par des termee de
degré non inférieur a o

- la solution triviale (y = 0) du systeme réduit y =Qy + gly, )
est stable, asymptotiquement stable ou instable selon la k-igme a—ppr:.o;:irr-l;--

tlon (voir définition dans le classaire).

Théoréme . Sy k ¢ o, o stabilité de la solation (riviale (x=y=0idu systime com.

plet (M-1) est fixé= par ja stabisté de e soiation ¥ 7 0 du syetéme redud
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Comme conséquence du Théoréme précédent si le mouvement
nen-perturbé x = v = 0 de

Ly Xy 5 TYhy,0 (11-49)

dk dk
est stable ou instable selon la Kl-iéme approximation, K1 & K +1, alors
le mouvement non perturbé de (I[-44), x =y = 0, =z =0 sera aussi stable ou
instable, respectivement. La section qui suit montre que si le gystéme ré-
duit TR a la stabilité du point double x = y = 0 définie par ses termes de de-
gré non supérieur a Kl’ alors le mouvement non perturbé x =y = 0 de
(11-49) sera stable ou instable selon la Kl -idme approximation. Il est done

possible de réduire 1'analyse de la stabilité de la récurrence T., A celle du

18
systeme réduit (I1I-49) lorsque les valeurs propres réelles de T1 sont positi=-
ves, T1 est du type pseudo-commensurable, et la stabilité de x = ¥ = 0 pour
le systéme réduit est définie par ses termes de degré non supérieur a

K, (g K+1)

II-5-2 - Stabilité selon la KI -i¢me approximation, pour le

systéme (I1-49)

Supposons que le systéme réduit soit du type "algébrique" {voir
§ 1-2-4), et que la stabilité de I'origine soit définie par les termes de degré

non supérieur a Kl.

la stabilité ou l'instabilité du systeme (I1-49) selon la K1 -iédme
approximation {au sens de Malkin [15 - 20]) se démonire de la méme fagon

que celle utilisée pour déterminer la stabilité du systéme (I-39), probléme

traité lors de 1'étude des cas du § I-2-4, [ci ce systétme prend la forme
dx d
PR S ¢ LA
T + El (x, v, © , Tk 1{5 + E2 {x, v,k)

ol El et E2 sont des perturbations arbitraires pourvy qu'elles satisfassent une¢

relations du type
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K1+l
[Ei] + 1B, ] & 2ltx, w0 , a>0 (11-50)
pour‘l {x, y)i_-gd‘, d‘ étant une certaine valeur positive, et pour k » ¢ (k est

ici employé & la place de t).

Les autres cas algébriques dont 1'instabilité de l'origine a été
déterminée a partir de 'existence de courbes invariantes o , correspondent

aussi & des systémes du type (II-48) dont 1'instabilité est indépendante des

perturbations telles que E1 et Eg ci-dessus ; pour Ky suffisamment grand,

En effet, considérons le systéme "'perturbé" (par rapport au cas

o —
T +:f..(x, ¥, O)+:E1 (x, ¥, k)

{11-51)
e
Ei:— =Y, y, 0)+ E, x, v, K

El’ E, satisfaisant une relation du type (II-50),

Suppesons que le systéme réduit T est déja sous la forme ré-

R
duite (I-6). Dans ce cas nous pouvons écrire (voir Annexe A 2)

@(x, v, 0) = ‘Pne T+ 0" (x, v

et par conséquent si |y |$[x] et|x]e f le signe de %](L est donné par le ter-
w z

me

En d'autres termes si (x,y) se situe dans
la région fermée hachurée de la figure
II-1 {=i-contre) nous avons

(o ULy (0,0) (11-52)
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Nous avons ici essentiellement deux cas d'instabilité 4 exami-
ner : le cag oli une courbe o est située dans le ler quadrant (x » 0,y 2 0}
et le cas ot une courbe & est située dans le déme quadrant {xz 0, ¥ & O).
Les autres cas sont évidemment réductibles aux précédents par la substity-

tion x — - x, y —a - y (qui ne modifie pas la partic linéaire de T, ).

R

Supposons maintenant K1 = max {m, n) et définigsons les Sys-
~ v

t D D
émes R et R

—~ %:y+itx,y,0)~E(X,y)

Dp . (11-53}
—ikl Yilx, y, 00+ E (x, y)
L

y —g—i:y-;i-E(x,y)

Dy _ (11-54)
L_(C%:H (X, ¥, 0) - F (x, y}

n+l n+l - —
avee Elx, Y)=(|XI | ¥l YL, Ao
Il est clair qu'il existe un certain o tel que

> B et E > '|E1| (k2 0)

dans un voisinage suffisamment petit de I'origine; nous pouvons alors écrire

les relations

dax (dac, (dar_) . (dg) (dg dgj
.. \==), <= v A= sl 5(-__) (I1-55)
(d&)DR de’g, dk B, dkBg dh)D& df

Considérons premiérement les cas on TR a une courbe invarian-

te o{ dans le premier quadrant, Dans ce cas ona nécessairement ¥ 0 > 0.
n

P
Dans 1'Annexe B 2, il est moniré que D1 aura aussi une courbe

o~~~
invariante « , €', dans le méme quadrant,



a7

S
[P

i
V) x
I
P
Figure II-2

Y

Choisissant un certain P 1> 0, suffisamment petit la région

hachurée H de la figure II-2 aura les propriétés suivantes ;

a)Si(x,yJ EB etx #0

i)y > o0
dk B
R
~~
L) Si(x, y) € C, et x # 0alors

0 (4% (= e (98 (98
o~ ~
dk Dy dk ‘Do =1°) Dg df e
-~
Nous pouvons montrer facilement que la solution de I)R passant

-~
par un point 1’0 € C, aussi proche de I'origine que 1'on veut pour k = 0 tra-
versera la droite x = Pl pour k suffisamment grand. Ceci implique 'instali-

o~

lité du mouvement non perturbé de DH'

51 on considére maintenant une courbe B au teme quadrant,
alors nécessairement \‘P 0 < €. Par un raisonnernent analogue & celui du
n
v
cas précédent et & l'aide d'une courbe™® de J_)I situce au méme quadrant, nous

S
démontrons ausgi 'instahilité du mouvement non perturbé de Dl'
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[.es résuliats ci-dessus permettent de conclure que :

"Si la stabilité du point double x = y = 0 de TR est définie
par les termes de degré non-supérieur a Kl alors le mouvement non per-

turbé x = y = 0 de (I1-49) aura sa stabilité définie par la K-iéme approxi-

mation'.

FPar le Théoréme du paragraphe [I.5-1 (voir page 94 ) il est

donec possible d'étudier la stabilité du systeme complet T, , ayant un systé-

1’
me différentiel associé du type (II-44), & l'aide du systéme réduit TR. Ce-

ci est mieux précigé par la proposition suivante.

Proposition I1-2

"Si 4 la récurrence (I1-31) i1 est possible d'associer un syste-
me différentie! du type (II-44), moyennant la transformation (II-36), alors
le probléme de stabilité de TI aupoint x =y =0, z = 0 est équivalent 4

celui de TR au point x =y = 0 lorsqu'il peut &tre résolu a partir des ter-

mes de degré non gsupérieur 4 K + 1 dans les seconds membres de (I[-43)",

D'aprés la remarque a la fin du % I-2-2, si T1 ne vérifie pas
I'hypothése de cette proposition alors il existe un certain entier J > 0 tel
qu'elle sera satisfaite par TIJ, Par ailleurs, si la relation (I1-39) est va-
lable pour T1 alors 'T]J sera de la forme (11-40) ot k = J et

()

Z (x, v, 0) "VOK (x, ¥}

(J)

l.e systeme réduit le TlJ , étant noté par Tp™ ' . sera défini

par :

x x4 gy x ¥, 0

y+ v, v, 0

4
[
H

On peut constater que la relation suivante est valable :

p 4N

J K+1
~ R

T
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Ceci implique que si x =y = 0 est un point double de TR dont
la stabilité est délinie par les termes de degré non supérieur 4 K + 1, des
expressions (I1-43), il en est de m&me pour le point double x =y = 0 de
TR(J) (_T)De cette fagon les problémes de stabilité du point double x =y = 0

de TR

ou e ’I‘R sont équivalents.
les conditions de la Proposition II-2 peuvent donc 8tre affai-

hlies, ceci se tradulsant par la Proposition suivante :
’roposition II-3 :

"Considérons la récurrence T, définie par les expressions

(I-31). Soit le systeme réduit défini par
T 5y SRR, v (0D, Y%y, v, (6, 5) (TI-56)

ou e cst la fonetion vectorielle donnée par (IT-35). Alors, sila stabilité du
point double x =~ y = 0 de T'R est définie par les termes de degré non supé -
rieur 4 K +1 ce point sera soit asymptotiquement stable soit instable. Dans
ce cas le point double x =y =0, =z =0, de ”[‘1 sera augsi asymptotiquement

stable ou instable, respectivement''.

On voit ainsi que la Proposition 11-3 n'impose sur les valeurs

propres de A d'autres conditions que celle considérée dans tout le chapitre ;
i.e., qu'elles soient & 'intédricur du cercle unitaire du plan complexe (et

non nulles).

[I-6 - EXEMPLE

Pour illustrer l'application de la théorie développée on étudie

la récurrence du 4éme ordre suivante ;



X, =x 4+
\1 X +y

— ca iy @)

Jx - x

(11-56)
Zl(l) :P(Cos e z(l) + sin B 2(2))" Xy

22(1) =p (-sin B .7,(1) 2

+cosB z(“5+Pyz(1) [|P|<4)

(variables et constantes réelles).

Posons cos & =

a et sin® = b, D'aprés I'Annexe B 1 (B1-5)
on voit aisément que

wel )] ]

0
alors
2
0 Pa-1 Pb A [1} !:Pa—l Ph} . |r1]
20 1, Pu fa-1 1 g Pb Pa-1 02 0
soit,
_B
) ’x2+B'2
£ N -
fb’u: \ ot A= Pa-1 E=Pb
- —_—
A“+B2
On peut alors écrire (voir Annexe B 1 (B1-3)):
B (U_, (d)
@) “Taz gl oz .
v(xey) = (11-57)
Ly) a 9+ ) J
T Az 4 B2 oz
Si dans l'expression de ¥y on pose
1 B 1 2 2 A 2 2
z( ) s - 1\2+B2 Xy +0U'( )02 ¥y et 7( ):-—9—,) Ny +(U' ¢ )v

AT+pT
on obtient le systéme réduit
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(
+["~To'2+q}'(aj‘“1?':’c

<~

;! A+ B
= = - £
Ty o= X wy Yy =y *\ e, g2

) xag_ x?
Par un changement de variables du type (I-2) (Ch, I) on obtient la forme ré-
duite (I-6). On peut d'ailleurs constater facilement que

(A+B)

3(a%+p%)

men=3, ¥, - -1 et ¥z -

D'aprés les criteres S1 et I3 (Sec, I-2) on peut affirmer pour

le systéme réduit qu'il ya :

a) Stabilité asymptotique si

+
L=_(A—2]§% (-3 et (1158
(A +B7)
b) Instabilité si L > - 3 (I1-59)

f8i L. = 3 il faut considérer les termes de degré supérieur de v {x, y)).

La Proposition II-3 permet d'étendre ces conditions a la récur-

rence compléte (I1-56) . (Dans la Proposition, K = 2, pour cet exemple).
L peut aussi s'écrire de la facon suivante :

1-f{a+h

L = 1—_':?—("‘5_—2&)- (II-60)

140(P - 2a) > 0 si {P]( let la} £ 1 ce quiest vrai par hypothese,
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P-" a b o L fig,
1.1 0.5 0.866 | +12,5 | - 3,29 II-3
Stable 1.1 | -0.866 0.5 -9 -3.53 -4
1.05 | 0.866 | -0.5 -2 - 6.07 -5
1.1 0.5 D.866 | -5 1.318 | II-6
Instable 1.1 0.5 0.866 | +5 -1.318 | 117
1.1 |-0.868 0.5 -2 - 0.78 -8

Tableau II-1 - Valeurs de parameétres pour les figures,
B=1
Nous avons tracé dans le plan %, y les valeurs successives prises

par ces variables, sur quelques trajectoires de (II-56). Par exemple les con-
ditions initiales correspondantes i la figure II-1 sont :

_ -2 -3 (1y _ (2) -2
xy 7 - 5. 10 s Yy . s 2q “ =

2

X

-3 -3 (1) _ (=)
= Z

o = 8- » Yy T 61077 e =2,10°

(deux trajectoires).

Pour mieux discerner la séquence des points, deux itérations

successives sont liées par un segment de droite,

Lecas L. = + 3,29 présente une convergence vers 1'origine par-
ticuliérement lente, tandis que le cas L = - 6,07 aprés une période transitoi-
reassez longue (d0 au fait que P est trés voisin de 1), spirale vers Morigi-

ne plus rapidement,



2
5 B i
R
=
3
) 2
P :
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-7 - CAS CRITIQUE GENERAL POUR LES RECURRENCES AUTONOMES

(Sans multiplicateur nul au point double considéré)

Une généralisation de la méthode précédente peut &tre faite
pour les cas critiques oh il y a un ou plusieurs multiplicateurs {a Morigine)
unitaires en module, tous les autres étant, non nuls et inférieurs a 1'unité,

en module,

l.a récurrence considérée ici, est de la forme :

X, = C & .,.X (2 ,2),24= Az, z(x,:z,) (11-81)

on )L'?e,‘f E,R.Mj 24,2 € RN ; C est une matrice Mx M ; A est
une matrice N x N ; X,Tz' sont des fonctions analytiques du type

A RM X RN — RM et -'g : RM X RN - RN. Les valeurs propres de
% sont supposées unitaires, en module, et celles de A, non nulles et infé-
rieures & 1'unité, en module, On suppose aussi que Xetz n'ont pas de

termes linéaires ou constants.

Comme pour le cas étudié dans les sections précédentes
11
(C = (0 1) } il est possible de trouver une substitution du type

Z =2 4 V(%) (Z4=22,40 () (m-s2)

telle que le nouveau systéme

Cx +i(x,i)

Xy =
- (I1-63)
2, = Az . & (x,2)
satisfasse 1a relation
Z(x,0) = 0% (1) (11-54)

e, z[?(p) n'a que des termes de degré supérieur i K.
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I.'existence d'une transformation (11-62) est une conséquence de
Vexisience 'une série formelle du type :

v(?c):(z)v(?()+(3)v(?f)+... (11-65}

(3 (1) (2) (M)

ol "y (X ) sontdes formes d'ordre j en les variables X, x ..., .

satisfaisant formellement 1'équation fonctionnelle

Av(Xyrz[r, vix) v x +K(x, v (X)f=0 (1-66)

Ceci est démontré 4 la [in de 1'"Annexe B 1. On peut ajouter

encore que la solution dutype (11-65) est unique. Définissons maintenant
K

v txs 3 e (12-67)
i=2

Tl est alors aise de constater 1la validité de (I1-64).
Considirons le sys*lme 'réduit’” défini par :
X,oox X0k, v (11-68)

Suppesant la transformation (I1-68) du type pseudn-incommensurable et que
C n'a pas dex valeurs propres réelles négatives, on peut lui associer une

crpuation difféerentielle formelle réelle du type .

] .
;f =X (x (11-89)
29
“), (2) (M
v X a4 comme cmnprasantegm CX ) o, X Jqui sont desg séries formelles
4 :
en x J} I(u, S, x| cans termes constants. Si xKﬂ représente

tes stries précédentes, tronquées & partir destermes de degré K + 2, le

swstéme

dx . .
Ik ket L) (1I-70)

et nadurellement analvtique, Par l'intermédiaire de la Proposition 11-1
npeut ihrmer que siola solution triviale de (I1-70) est asymptotiquement

soatie (owomstablel selon la {IK+] 1 -iéme approximation |, alors le point double
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X(l)zxu):“” =X(M)=Z(1) -Z{z):... =Z(N)=Oestaussi

asymptotiquement stable (ou instable).

Nous pouvons par exemple utiliser ce résultat pour l'étude des

T
cas critiques ot M = 2 et les valeurs propres de C sont du type e"‘]q) , avec

¢ commensurable avec 2T (Dans [26] , cette situation est excluelorsqu'un

cas d'exception est possible).



ANNEXE Bl

EQUATIONS TONCTIONNTI.T.ES (11-32) et(I1-66)

Réécrivant 'équation (‘IIABZ) ona

Av o,y +E 00y, v GOy -vxy X, y, v,y Y s v, 0] 6

(B 1-1)
11 est possible de déterminer une golution formelle du type
ol
v (x,y) = Z v,k Yl 17 1.2}
i+j=g N
(voir (1I-34)). En eflet, si on rééerit v (x,y) sous la furme
2 3
v(x,y)=( .)v(x,y)+{ )v (x, yh+ ... (15 1-3)
. (k! _ N
ol les v {k =2,3,...) sontl coruposés de formes d'ordre k, clegt-a-dire

i
que chaque composante du vecteur( )v est un polynome homogene de degré

i en x et y, les identités suivantes doivent 2ire vérifides

8% 0oy - @Dy ey - P2 y,0 - 0
3 3 3
APy - Oy oy v O F o ya =0 A
A (k)v (x,¥y) - (k)v (x+y,y) + (k)ﬂ?(x,y,ﬂ) =0
ol 2)

Z est la somme des termes du second degré de & (x,v,0) et les k) (j

sont des formes d'ordre k obtenues a partir des coefficients 'U'_i (i+] ¢« k) et
l.

des coefficients des termes de degré non supérieur a k de & (x,y,7),

X by, z)etY (x,y,7).



A partir des identités (B 1-4) on peut déterminer les cpefficients 'U'ij de

{B 1-2} {de fagon unique) de la manidre suivante :

Pour i+ } = 2 on obtient facilement les systémes algébriques

suivants, a partir de la premiére des relations (B 1-4) :

aen v =% A U - )’UZD + 2

20 20 i1
(B 1-5)

a-n W

"
——
(o
[——
=
=
+
p———n
N
=
o
—
+
&

02
g 2 2 _(2
o X vy vy e,y - P2ix, 5. 0

De fagon analogue on déduit des autres relations (B 1-4) , suc-

cessivement, pour i+ j=L (L =3,4, 5, ...), les systdmes suivants :
(A= IU' = Sﬁ
-0 L,o .0
L.
- = +
a0V L= (0, 9;;_1,1 (B 1-6)
""""""""" S P S
a-nl - ( )U o
L-il - =5 g 4 Dok Lo (T-j=1)
j=1,2, ... L

Comme 1'on suppose que les valeurs propres de A sont toutes
inférieures a l'unité, bien évidemment la matrice (A-T) est régulidre. Par
conséquent les solutions des systémes existent et déterminent de fagon uni-
que les vecteurs ”J’i_ {i+j = 2,3, .,.}. Ceci démontre 'existence de la solu-

tion formelle du t;vp‘e (B 1-2).

Considérons maintenant le cas plus général de la Section II-7

(équation (I1-66)) :
Avi)+ 20, v -vex + K (X, v(x)y=0 (B1.7)

(=) (7)= m

nt(monyl
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Il existe foujours un changement linéaire de variables du

type X = BE
H
tel que BT € B soit de la forme

%, 4,
j = 6—1CB = \\ \\\ d\:iou 0‘
O ~ M-
SNy

~
~ 4
13 peut 2tre complexe, mais les valeurs propres imaginaires de C apparais-

Sent par paires conjuguées).
Tesant v {B } )y = g ) neus avons d'aprés (B 1-7)

AuBI+EEE , u(y N -u Y+ X B, u(E o

{B 1-8)
Comme précédemment écrivens u { § ) sous la forme :
2 3
s -Pache Oy pye (© 1-9)
1

ou {m) uf ; ) est une forme d'ordre m dans les variableg 'f ( ), 2(2) . g(M)

Pour chaque m = 2,3, .... il faut obtenir des identités du
type :

S ST B gm(g)

ol leg ﬁm sont des formes d'ordre m, Pour m = 2 bien entendu,
5 = {2) :*:(Bg .U (E )} et pour m supérieur i 2 les formes fgm sont cal-

culées a partir des () u (§ ) {; < m) et des fenctions connues dans (B 1-8).

Posant

iy ia im
{m) _ ? (1) {2) (M)
(&)= .. .
u ik g+ 4y =m 11’1.2""’11\/1§ E 5

nous pouvons déterminer les vecteurs |y successivement dans 1'ordre suivant :



112

On commence par 11 =m (12 = 13 = L. 1N] = {), les autres
coefficients s'en déduisent dans 1'ordre indiqué ci-dessous, ]
L'l \—Z LM
i i i I m-1 0 1 0-—-—10
iy by e - i
m-2 1 1 0-=---0
m 0 0 0 -—-—-- 0
m-2 0 2 8] 0
m-1 1 0 ¢ | |
m-3 2 1 !
m-2 2 0 0-—-~--0 | |
______________________ m-3 1 2 | i
0 m 0 0 0 ‘ m-3 0 3 ‘
{
m-4 3 1 : |
m-4 2 2 | 1
m-~4 1 3 | |
m-4 0 4 | :
A S
| ! !
I | I
ete, | 0 " m 0-—-—-0

La condition essentielle, suffisante pour l'existence et 1'unicité

de la série u ( § }, est que toutes les matrices :

i i i
1 2 )\ M.
A‘()‘; >\2 Ay T

soient réguliéres. Or,ceci est conségquence des hypothéses faites sur A et C.

'



ANNEXDT B2

COURBES INVARTANTES DES SYSTEMES
~ h'd
DIFFERENTIRET.S DR(II—SS) et DR (T1-54)

FaY
Nous pouvens définir les transformations ponctuelles TR et
-~ v
’I‘R associées & DR et DR respectivement, liant 1'état de chaque systéme
A
pris & un instant t{J a celui prig a 'instant t0 + 1, Il est évident que TR

et TR seront de la forme

5 2
x =X+-y+ LPEOX + L.

. {1
TR (B 2-1)
y1:y+‘+’”ﬂ.‘<n+.“
5o
y lix]—x+y+ \’?on L
TR {B2-2)
y1:y+wn0xn+...
m S1 m < n+1
9 {
ntl si m 2z n+1
et v - ="’Pm0 si m < n+1
e =P i = Pppm st montd
= . si m > n+1

lorsque x, v, Xl’ y]; 0 ou lorsque x, -y, Xy -¥ 2 0 (noter que I {x,y)

1
dans (II-53) et (II.54) n'est pas nécessairement analytique ; il faut en général

A v
considérer les restrictions de TR et TR au premier out au quatritme qua-
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drant o1 elles sont données par des fonctions analytiques).

Il est maintenant facile de voir que le systéme réduit TR

étant déja sous la forme
m
=x+y+ ¥ +
X x+y g * s
T (B 2-3)

n
=y + o
y1 y qJn()x

alors, s'il existe une courbe % de T_ au premier quadrant ( ¥ >0

R ~ ni
néceggairement) il en sera de méme pour TR. En effet ceci peut &tre véri-

fié sur les formules (I-13}, (I-14) et (I-15) pour les divers cas possibles.

Pareillement si TR a une courbe & au quatridme quadrant,
-~

TR en aura une aussi,.



CHAPITRE III

TRANSFORMA TION PONCTUELLE POLYNOMIALE

PRESERVANT L'AIRE ET OSCULATRICE A UNE TRANSFORMA TION
ANALYTIQUE ASSOCIEE A UN SYSTEME DYNAMIQUE CONSERVA TIF






TI-1 - INTRODUCTION

Les systémes dynamiques conservatifs 4 deux degrés de liber-
té peuvent s'éludier a l'aide d'une transformation ponctuelle associée. 11
stagit ici d'une transformation plane préservant l'aire. Cette méthode a
été développée par Poincaré [11 et plus tard, par G.D. Birkhoff [2] .
Cnonsidérant le voisinage d'une trajectoire périodique d'un tel systéme.il
est posgible d'écrire les équations différentielles du mouvement sous la

forme : [30]

dp _ _®H(p,q9,t} . dg _ _®H(p, q,t)

1I1-1
dt ?q > dt 2p ( )

o la trajectoire p = q = 0 correspond au mouvement périodique dans 1'espa-
ce (p, q, t) et H est périodique en t, de période 2 par exemple, de fagon

que t peut aussi &ire considéré comme une variable angulaire.

1 est connu [T 2] qu'il est possible d'associer a (III-1) une
transformation ponctuelle liant les valeurs de p, g 4 un certain instant
t = 27 n,a celles a I'instant t = 270 (n + 1), les derniéres étant représeniées

par pys d;- Nous avons done, une transformation de la forme :
M: p =Plp, q) ; a4 = Q (p, @ (I1T-2})

51 H est une fonction analytique, M est biunivoque et analytigue
dans un voisinage de l'origine p = q = 0 du plan {p, q), qui correspond au
mouvement périodique considéré. De plus, M préserve l'aire (Jacobien

fonctionnel J unitaire),

Cependant, d'un point de vue pratique, les expressions analy-
tiques ou algébriques de P et Q sont en général inconnues. Pour quelques

cas spéciaux il est possible de les écrire sous forme explicite :
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Exemple 1 [21] : Considérant le systdme

dx=y —g{—:-x+ZJ(t—nT)~x2 (111-3)

dt -
n=-=

ot 8 (t) est 1a fonction de Dirac, alors les expressions correspondanies a
(III-2) sont

x =xcost+(y+x2)sint, y =-xsint+(y+x2)cos't'

1 1

Ici, (x, y) est 1'état A un instant n T et (xl’ yl) l'état 4 l'instant (n + 1) T

Exemple 2 [32] :

?“’F—:y H —gtzz-)("'f(t) Xz (111—4)

ol f (t) est une fonction périodique et constante par morceaux, le nombre de

sous intervalles 4 f constant étant fini pour une période.

A l'aide des fonctions elliptiques [327] il est possible d'obtenir
analytiquement la solution de (III-4) sur chaque sous intervalle avec f constant.
La transformation totale est le produit des transformations partielles et le

résultat esten général trés complexe,

Les équations (III-3) et (1II-4) ont par exemple, un intérét, dans

1'éiude du mouvement transversal d'une particule dans un accelérateur A

gradient alterné [26 - 44] .

Le but de ce chapitre est de construire une transformation
ponctuelle préservant l'aire, qui représente le comportement des solutions
de 1'équation (I1I-1) dans un certain voisinage de la trajectoire périodique

p=q =0, avec une certaine précision.

En général, pour une étude strictement locale, on n'a pas be-
soin des expressions "compietes" de P et Q,mais seulement de quelques

termes de leurs développements en série. Dans [337] (voir aussi[537] } une
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méthode de calcul des termes initiaux de ces développemenis a été proposée
pour le cas d'une équation différentielle du second ordre de la forme

2
X k=P (IT1-5)
dt
ou f {t) est une fonection périodique et constante Par morceaux et

P (x) = °(X2 + ]3){3 (X, B constantes).

L.a considération des termes de degré supérieur devrail amélio-
rer la connaissance du comportement des solutions autour de I'origine mais
la limitation des développements en série de {IIT-2) détruit en général 1a con-
servativité et change donc les proprictés qualitatives des trajectoires dis-
crétes dans le plan (p, q). De cette maniére, les points singuliers du type

centre peuvent se transiormer en foyers stables ou instables.

Ce chapitre porte gur une méthode permettant 1o décrmination
d'une tranuformation ponetuclie veculatrice 4 W Justua oun certain degrdon,
Loe, ayant les mémes fermes que M jusqu'au deged o (compriz), De plus,
la transfermation ciac‘ului—rice propogte préseirve Vabre G 0 1)y 11 s'agil aingd,

d'une trancforimatlon Crémonieane entiere of canseryntive,

DPans co gui suit oo indiguera tout d'abord o tagon donl Tes tero
mes initiaus de {177-2) sont déterminés (JIT-2}. Phonite on traile succeesives
ment Vosculation jusgu'au second 1% i11-3) ot du froisicme deyrdés (BII-4), Tin
principe, U'nsculation jusqu'aux degrés supéprienrs remble possible mais le
volume de calcul devient de plus en plus important  es exempies (fapplica-
tion sont présentés dans lex Sections [11-5 of 11{-6 =!in de permettee une esti-

mation de Pelfficacite de cette approche,



120

III-2 - DETERMINATION DES TERMES INITIAUX DES SERIES P ET @@
DE (III-2}

Rappelons britvement les idées directrices de 1a détermination

du développement en série de P et Q, définis auparavant.

Ayant développé H {dans(III-1}) en série de puissances de x et
y neus considérons que les coefficients périodiques sont constants par mor-

ceaux,

Il est donc possible de considérer sur chaque intervalle de
temps, ou ces coefficients sont constants, un systéme du type {III-1), Hamil-
tonien mais & coefficients constants. Moyennant un changement de varia-
bles linéaire , la récurrence qui associe 1'état {x, y) au début d'un tel in-

tervalle et celui (Xl' yl) 4 sa fin, est d'une fagon générale, de la forme -

(-4
x1=Px+ [‘ l‘Pm xmyn

n n
m+n=2 (I1-6)
oo
-1 m n
v, = x + 2 Y x'y
1 P m+in=2 mn

o1 P ¢ , ¥ sont des constantes complexes. Le k-idme conséquent de
mn mn
(x, y}, par itération successive de (I11-6) peut s'exprimer sous la forme :

o
Z k
Xk:PkX+ LPmn()xmyn

m+n=2 (HI—'T)
a0

-k (k)
S y+Z Yoy

ol &P mn(k), 'Pmn(k) sont des polynémes en P k, P -k et k dont les coefficients
L

¥,

dépendent des constantes K? .
mn mn
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Considérant (III-7) comme la solution de 1'équation différentiel-
le autenome considérée, avec les conditions initiales‘xo =X, Yp T Y les

séries X et Y dolvent vérifier le systéme différentiel :

dx dy
k k
— = 3 B —— =
T U md dk (0 ¥
,axk |r .ayk {ITT-8})
Uix, v} =| —5— s Vix ¥y s
2k k=0 Lok Jis
La détermination de 9, ¢ et Y se fait alors en identi-
min Imri

fiant les systémes différentiels (I1I-1) et (I1I-8), dans chaque sous intervalle
ou les coefficients de (I11-1} sont constants, moyennant un changement 1i-
neéuaire de variahics,

La translormation finale est alors donnée par le produit de tou-

tes fes transformations partielles sur une pétiode.

fodetails de cette méthode sont fournis par les références

[33 - s3] .

-3 - OSCULAVUION SUSQUIAY SECOND DLGRE

Feaposonys mainrenant que les termes da premier et second de-

gre de 1T el @ alenl 01é cateulés par 1a méthode précedente. Alors, nous
avons la transformation tronguée suivante :

(1I-11)

Celle-ci nest pag nécessairement au type couservaril, Afin dob-
fenle Setle nropretd on cherche d construnre une trans ormation RresEer -
vant Malee el anenlatrice 4 T nsquag secomd deord, 1w, avant les mémes

Termes deodegrd non supdériour a denx,



Pour gimplifier, la transformation T ci-dessus, est décompo-

S€e en un produit de deux transformations T ; &t %2

p, 9) —6—» (U, V) O (u,, vil= (P1’ a,)

T Ty
La premitre, T, est linéaire et conservative :
=ap+
T, U =ap+bg ad-he = 1 (IT1-12)
V =cp+dq

La deuxieme, Tz. s'écrit

U, =U+ L{>20U2+Lf11UV+‘PO,V2
T, “ (1T1-13)

_ 2 : 2
vl-v+ tpzov + Lf'HLV+L|J02V

=4

ol, les constantes (P i et w'j sont des combinaisons linéaires des LP 1]
i i

Y i de (III-11},
M préservant l'aire, les relations suivantes doivent se vérifier
Wi r29y=0 2Wopt Py =0 (1H-14)

Le probl2me qui se pose maintenant est la construction d'une transformat ion

polynomiale et conservative osculatrice a (III-13}.

A partir de (ITI-14), il est évident que quatre (au plus) des six
coefficients Lpij et wij sont indépendants. 1l est done nécessaire de disposer

d'une transformation osculatrice A quatre paramétres indépendants,
Considérons la transformation donnée par Engels [ 34

2
x' = g {x, y)=x+ﬁ(o(x+ﬁ y)
2 {IIT-15)
¥' = h(x, y):y-O((O(x+[5y)
qui préserve l'aire, indépendamment de of et B. A partir de (ITI-15) on peut

définir la transformation :
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2
Ny gl y) 407 (x,y) (Eil-16)
2

¥y - ho(x,v) + Xxlz =h(x,y) + Z{[g {x, ¥} + th (x,y)]

préservent encore l'aire. Quatre paramitres indépendants ligurent dans les
expressions (II1-15) et (I11-1G). 1ls seront choisis de fagon qu'il y ait oscula-

tion entre (III-16) et T,’z_ Cecinous méne au systeme
2 2 3
Pc( :(?ZOI ZO(F) = LP'H il ﬁ, '\'J:'[‘Po?_) 'D(3+K= wzo (HLVH

Supposant &PBO 0 et @ 11 # 0, la transformation osculatrice
4 T, sera définie par :
1 V. ;‘on U P44 v) ]2
P1—U+q)zo [U+ V:|+ LPOZ* ) ( +2
Yo
(H[ 18)

q,= V-& U LP'H z ('Pao
ik e Vg ) 4 (Fao s )

e cas tel que \PZ() = ‘PH =0, est résolu, en prenant o = j3

d‘ = LP T aa = =) = - . -
"PDO : ap - [-C8 cas ‘?20 D,LPH ou L‘?BU :Q, ‘-?” 0 st
réductibles au premier, par un changement de variahles dans (1TT-1%3)
usl, vE Vo U 51 q)zu =0 {TII-14)
et
u =T - ).L—\’ , vEYV 51 L?“ =0 (111-20)

.
Fn  effer, les nouveaux coelficients ‘? obtenus par ce chan-
i
gement sont
! b ‘
= + - - = +2 D
RET IR S o FPIR s UL Tzt mean
pour (I11-19) et

Wop = ¥op Yy Ry, IR ST AT T
pour (II[-20)

i 2
(kF”f“P”:-HJ.LPEOHfL Yoo (F11-22)
I est clair que la partic lindaire de (TI1-12) reste inchaneee

par (TI1-19) ou (TTi-20}
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Remarque :

D'un point de vue pratique, le parametre B utilisé dans
{T11-19) ou {II1-20)} joue un rdle important. En effet, considérantles expres-
sions (II[-18) on voit que les termes de degré supérieur a deux, dépendent
du rapport r = \PU/ 2y 20 et de son inverse r'-l. Si 1'une de ces valeurs
25t sensiblement supérieure & l'unité en module, les termes cités ne peu-
vent pas &tre négligés méme dans un voisinage relativement petit de 1lfori-
gine, et l'approximation par la transformation osculatrice ne serait accep-
table que dans un domaine excessivement petit de l'origine. Ainsi, le para-
metre i doit 8tre choisi de fagon a augmenter le domaine de validité de

I'approximation et peut donc 8tre regardé comme un autre degré de liberté,

Pour les exemples de la Section I1I-5, les meilleurs résultats

it été obtenus pour une valeur «e w donnant r sensiblement égal a 1
i

Le dlagramme ci-aorets indique en trait continu, ce w nest
raiment vffectue en pratique puur 'obtention de la transformation nscula-

Loe comnigte o

[l 2 — —
L e WU, T - s —ee il T T P vty
1 .
> . o
. { @ ~
i " ssculation’ ;
T 7} R t ]
: 3 H
BRI PRIV Ls R IR SR
S SOIEIOPNS 0N ot e s

_@_. Vot e a0 ghlao

AN RS S AP BV e



-4 - OSCULATION JUSQU'AT TROTSIEME DEGRFE

i.e point de départ maintenant est une transformation polyno-
miiitle :
- m n
T.=U+ vV
! 1 E L l.?mn
min=2

(I11-23)

<
I

3
— m n
L TVoE L p UtV

m+n=2

1 est supposd¢ que la transformation (I11-12) a 6té déja effectude. Nous avons
done les relations dues a la conservativité :
+ =0 ; 2 + =
LlJll 2 LF 20 ’ LPG:Z L?ll 0
Yo, 2R Y rad o W g
21 20 11 30 11 20 (117-24)
4 ¢ + -+ - =0
2L¥12 le!PZ{)WOZ k?]1 LPll 2LP21 4&?02\.})20

W IR Wyt k?12'“?(:12 Wy, o0

Alors, dans les expressions (II1-23) il y a 14-5 = 9 coefficients

indépendants comme par exemple :
UPZZO’ q)Il’ LP(J2' LPQO' LP.’%O’ LP21’ LPIZ’ L'Pl.').'i’ k{}30

De fagon analogue au cas précédent, nous commengons Par une

transiormation ponctuelt]c pulynomiale du troisidme degré (voir Engels [34] )

Vg Gy e x o Pl ((O(1X +”31y)2 +a (o(1 X + ﬁ)]_ y)B)

{IIT-25)
v - ho(s, v) = v - X 1 (( & : X +ﬁ1y)2 +a(D<1X +F1y)3)



qui préserve l'aire, ensuite on construit la transformation {qui préserve
1'aire) :

x, =X+ Jy‘z + E—y's =g (x,¥) w82 (x,y) + Ep? (x,¥)

{111-26)

" y'+‘5x21+‘9x13 = F‘('x.lﬂ) +X142 sV ox?

1

La transformation x, y —0—» X ¥y contient 7 parameétres indé-

endants, & _, ,a d £.Y ,Q , donc il n'est pas en général possible
p 1 1 ' 9, g
d'obtenir directement 1'osculation.

I1 est nécessaire d'introduire deux paramétres supplémentaires.
Nous avons vu que & 1 Pl’ J ¥ assurent l'osculation jusqu'au second degré.
It est possible de disposer de deux parameétires supplémentaires en effectuant

sur (I1I-23) un changement de variables défini successivement par les trans-

formations :

1 =
"t‘t vt-vu 3 {111-27)
4 V' =V + t1 u
Ut = Ut et v
r 2 (111-28)
ka2 V=

Ces transformations ont été choisies non seulement pour leur

simplicité mais aussi parce que les inverses sont bien définis etd'obtention
aisée,

Avecles nouvelles variables U", V" nous avons encore la préser-
vation de l'aire. Comme auparavant, le diagramme ci-aprés, indique la sé-

quence d'opérations effectuées (trait continu).
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B A Vi (p],qlJ

i &7

MR 1 i
(Crvn { Py
-4
th? 1 1 é T{
nsculation 2
L) )—H J\T f”
(s, v — e (L 1,\ 1)
D changement de variables
—O—= transformation
r{, osculation jusqu'au 3éme degré,

Pour simplifier, on a supposé que le changement ([II-19) ou
(T1-20) a déja été effectué avec une certaine valeur de B (qui peut &tre

choisie de fagon a avoir LFH/Z P a1y . T.a détermination de o > [5 \ , ¥

20
et é\ se fait comme dans le cas précédent. Ensuite il faut résoudre un ENE
téme linéaire a trois équations ayant a, t1 et t2 pour inconnues.  bnfin,

E et sont obtenus facilement a partir des parameéfres précédents. 1.es

résultats essentiels sont donnés ci-dessous et les doétails de calcul se trou-

vent dans 1'Annexe C 1.

Posons
r:”iu/zk?m (1I1-29)
Alors on a succesgivement
Ty oy, fa
20 o (I11-30)
ry
_ 11
R Pog -5 (1I1-31)
IR Y11 - Foeray - 2%y, hl:l /A (ui-32)
PREL TS (:;Up” p-29 0] /a (111-33)
a:‘Pm_i] \P“,a=0(] Ba (Ti1-34)
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- Figure ITI-1
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Il est possible de déterminer les premiers termes de la trang-

formation ponctuclle associée a II1-40, en utilisant la méthode développée

dans [33] . l.es résultats sont donnés ci-dessous
3 .
X, = pX+ > P xTY, p- T (I11-41)
1 " mn
m+n=2
Y1 = X*I (% : conjugaison complexe)
X=x+jy=x+j gj
ol o T L
- ) -i0
Paom 2 e (4079
L&
(T RE:]
of ~J
9, - — © ( -4)

(IIT-42)
AT 2 98 e g _2)®
Fao= & 25 ¢ (& - 1) +——,ﬂ (e -4} ]

=37 3 . L
u;z‘__eJ [%;(3039_8"_3_989“38 )~3J_9,813_]

-0V w2, b 50 2B 3,8 3R, 2;®
=e e " _4d_3e Ge ™ _ze -2 (e v 4
fare” 2 + - Sete 4]
SiTe w2, 4 3i8 KL 4@
I Rpy=-e Eqa(e _2e _4,ze )+_§E(e _i)]
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étant le nombre d'itérations elfectucdes, a partir d'une méme condition ini-

tiale

FEvidemment, 1'écart entre les deux résultats est d'autant plus
sensible gue 1'on s'éloigne de l'origine. C ependant, il est & remarquer que
dans la région "quasi-intégrable’ I'erreur se développe en 'phase", plutat
qu'en "amplitude”. La conséquence de ceci est que le portrait de phase est
pratiquement le méme, du moins avec la précision du tracé de la figure I1I-1,
qui alors représente aussi les résultats obtenus par la transformation oscula -

trice {du troisieme degré).

Les positions des points des cycles C1 s Cz, (‘.3, C«L et Sl, 52’
SB’ S4 de la transformation osculatrice, ont etg trouvées a l'aide d'un pro-
gramme numérique, avec une précision de 1077, utilisant & la fois la métho-
de du gradient et la méthode de Newton (Programme "Cyderec" [527). Par
un test, utilisant l'intégration numérique, il a été posgible d'estimer que ces
cycles représentent les vrais cycles (transformation M) & une précision de

107° prés,

Aussi bien pour 1'intégration numérique que pour la transforma-
tien osculatrice, il n'a pas été possible de détecter des points homoclines oy
hétéroclines sur les courbes invariantes issues des "cols'' §. ... &

1 4
{Deux de ces courbes soni montrées sur bz figure I11-2, entre S] et Sq). Ce
fait est en relation avec le caractdre quasi intégrable de la région intérieure

2 [ qui contient la structure en {lots correspondante i ces cols,

La figure [II-3 a été obtenue avec l'osculation du second degré.
Quantitativement la validité de I'approximation est restreinte & un domaine
plus petit, autour de l'origine, La structure en flots existe encore mais le

portrait de phase est assez distordu par rapport i la figure [11-2.
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Exemple C : T =1,5709 ; 6-=0,1 ;e =_-10 ;f=-.1

Ici, 1a valeur de T est trés proche de 271 /4, ol théoriguement
une résonance parameétrique devrait avoir lieu comme montré dans [53]
Pour les valeurs choisies de o et f3 cette résonance correspond & un point
hyperbolique [2] avec 8 courbes invariantes issues de l'origine. L'allure
des trajecioires obtenues par intégration et par osculation sont trés proches

comme 1l'on peut voir d'aprés le détail sur la figure ITI-6.

I.e tableau TII-3 donne les valeurs des parametres utilisés pour

l'osculation, dans les trois exemples ci-dessus.

I convien! encore de noter que les séries tronguées i partir
des termes du 4&me degré, conduisent & des résultats satisfaisants pour
un nombre non élevé d'iterations mai ceci n'est plus vrai lorsque ce nom-
bre vroft. Par exemple, considérant 1'origine ou bien les "centres'' des
iléts, les courbes invariantes par M ou M4 fermées les entourant disparais-
sent . Un comportement du type foyer stable ou instable est alors observé

ce qu'indique la destruction de la conservativité.

Remarque : I.a méthode d'intégration numérique utilisée est la méthode de
Runge-Kutta (4¢me ordre), a pas adaptatif - Ralston [35] : Erreur esti-

. -8
mée ¢ 10 7,
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Transformation osculatrice Intégration numérique —‘

n X Y X Y

[+ 0,05 [+] 0,05 0
1006 0,03727 ~0,03919 0,3728 -0,0391¢2
200 0,05036 -0,003%u 0,05035 -0,00342
W00 ~0,00726 0,0LERS -0,00730 Q,04A88
600 =-0,04u048 «0,0255% ~0,04405 -0,02560
00 -0,00349 -0,0uB853 ~0,00857 -0,0L852

0 0,15 ] 0,15 a

4o 0,0u45k -0,14284 0,0u41s =0,15405

80 Q,04127 -0,15363 0,03822 -0,1515¢8 |“3 Lo

ol

120 C,0u252 -0,168113 0,03723 «0,16081 |sLoc hast.
60 0,0n662 -0,18021 0,03230 ~0,16470 |
00 C,07649 -0,20u55 0,0222¢ -0,15151)

o 0,2 ~0,08 0,12 -0,05
100 0,138u1 -0,22519 0,14023 -0,27533
200 0,13488 -0,199uy 0,13655 -0,70198
00 ©,1049¢ ~0,17561 0,10167 ~0,17381
L0 ©,07614 -0,17172 0,07838 ~0,17138
800 0,13197 =0,22343 0,122%7 -0,21994

Tableau 11i-2 : T =1,63 ; 8 =0,36 . «

Exemple B
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-6 - APPLICATION & T'ETUDE DU COMPORTEMENT DYNAMIQULE
D'UN SATELLITE DONT 1.ES INERTIES SONT DES FONCTIONS

PERIODIQUES DU TEMPS

Cette application a été inspirée de |'étude entreprise par
Li¢geonis [51]concernant 'établissement d'une récurrence agsociée au
comportement dynamique d'un satellite sourm:s & des variations d'inertie
Dans ce travail la récurrence était déterminde par une méthode numérique

basc¢e sur les propriétés de conservativité du satellite.

Dans cette section une approche différente de ce probléeme est
présentée. Pour cela la méthode d'osculation est utilisée, mais avee une
variante qui permet une meilleure approximation dans ur voisinage plus im-

poriant de la configuration d'équilibre,

HI-6-1 - Systéme différentiel décrivant le compuortement hibre

Ju corps principal

Ce systéme peut s'exprimer cous la forme

- . [acd
THW ST W wr e =0 (177-43)
ot J (t} est la matrice des inerties centrales, dont les élémoents sont sup-
posés periodiques par rapport au temps. De plus nous allons SUPpPOser
{comme dans E;’)]] } que J (1) est une matrice diagoenale de la forme

\ 2
Jxx““ ) \
J{t)= 7., [t

Tyl (ITi-41)
Voo I, 0
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wd x
Le vecteurg[t}:(wy}sst te vecteur de rotation instantanée dans le systéme
(S %3
1 donné hz' i, et w 1 i ° -9 Wy
de coordonnées choisi, et w est la matrice Wy o _ wx
~Wy, Wy Q
Aqy lieu du vecteur de rotation instantané il est possible de

considérer le vecteur formé par les cosinus directeurs of , ﬂ '_5 du mouve-

—
ment cinétique H = J w ©

1 [ 1
=— . == | J w
D< H IXXwX-] ! {3 H ]: YY Y_J
(I11-45)
. L
I [Jzzwz
—
ol H, module de H, est une constante du mouvernent
Le systeme (I11-43) s'écrit alors :
. (7., -dJ JH
o 4 T/,AI LS S
A ARSY
. {(J -J, H
R e A B (111 - 46)
"rzZ XX
. (J - I H
K + %Y]Y }X?ﬁ o3 ﬁ =
"YY TxXX
Comme nous avons
2 4
¥4 A% LS =4
il est possible d'éliminer une des variables, par exemple ¥ . Pour bien
) et J définies par les

fixer les iddées on a supposgé les inerties J .
PP xx' yy 5 Yzz
cxpressions
Joo = A T
xX ' YY

J = C
D (+E(‘os(w01)

{volr [51] Yavee BL A £ C.

= B+ Ecos (UJO )
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Nouns avons donc le systéme différentiel a coefficients va-

riant périodiquement dans le temps

& =-1 () B /Al R)
JB Q =;—— (I1i-47)

fz’»:-G(t)o(_/Q(D(..@:) V]—(0(§+j32)

ou F et G sont les fonections périodiques suivantes

. . (¢ -8B H
F o) - 4
[C + € cos nwot)] [B + € cos{W, z):]
(I11-438;
] C-A+8cos((.00‘£) i
G (t) = X 3

C+ Ecos ( wo t)
avec u.JO =2TN/ T, T étant la période,

L4 iransformation ponciuelle 3; engendree par le systéme
(111-47) iant les valeurs deof ¢t {3 4 l'instantt = § a celles a 1'instant t = ™©
est conservative avec {onction quagi invariante Q (au sene de Birkhoff [ 2 .
mais elle ne préserve pas l'aire au sens ordinaire. 11 est cependant possibie
d'effeetuer un changement de variables permettant d'cbtenir la propriété gde
préservailon d'awre, Tn effet, la transiormationrja posséede Minvariant infe

gral

IUJ):J‘J Qia, Brdet dfi =1(Jg (D)
i)

Cherchons donc une substitution (&, ) ——— (u, v)avec le

jacobien SCAUTE I Q (%, f3)., Pour cela il suffit de la définir par les re-
KLY}
latien :
V-
P B
u = j Q (o, s} ds = Arc sin ——————— (ITI-48!

e
0 Vi - ?
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On peut [acilement constaler que le jucobien de (111-43) satis -

fait la relation ci-dessus.

Réderivons (I11-49) avee les nouvelles coordennées u et v -

. X6 :
u=—;a,o—~=~[(2 ) - ¥ (“c)sin')u] v

v (ITL-50)
v = jjfi: F (i) sin u cos u (1 - v2)

ou

X[ vwsin®ua-Bea Gl

Ce systéeme est [Tamiltonicn et la transformation ponciuelle
associee préserve ['aire au sens habituel. 11 est alors possible dtappliquer
les résultats des Sections I1I-3 et IT1-4. Deux mdéthedes d'obtention de
transformations osculatrices sont décrites ci-dessous : Posculation directe
et 1'osculation indirecte. La premiére est une application directe de I11.2
et I11-3. L'osculation indirecte ¢st basée sur la connaissance de la solution
exacte {(sous forme analytique) du systéme non perturbe (€ = 0} et permet
en général d'élargir le domaine de validiteé de 1a transformation approchée,
lorsgue € st suffisamment petit,

Remarque : Le changemeni de variables (ITT-49} fransfornie le cercle unitaire
o« 4 B2 -l enun rectangle défini parw = = M/2(-1a v < 1)t

VMord (- T2 4w ¢ /2).

III-6-2 - Osculation dirccte

La transformation (ul, vl) = Y% (u, v)ne contient que des ter-
mes de degré impair. Il est donc nécessaire soit d'adapter la méthode des
sections III-3 et IT11-4 {puisqu'elle presuppose Uexistence de termes de second

degré non nuls) soit d'élaborer une autre méthode permettant NMosculation en
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abgence de termes de degré pair. Dans un premier 1emps nous avons opté

pour la premiére possibilite a cause de la simplicité de Padaptation néces -
- . A : Tr_

Salite ‘n effet. supposons une transformation ponctuelle J preservant

l'aire de la forme :

—
I IJ1 =L 4P

AU VeV Ve, (VL

1 3
ou f‘,j et Q,{ représentemt les termes du troigsiéme degré. En outre supposons
que fous les autres termes sont de degre 1mpaur,

L'idee consiste 4 introduire un terme du second aegre dans

-~ . v o
iz transformation J , de calculer une transformation 4 asculatrice a .

(Jusgu‘aux termes du 3eme degré} et ensuite d'éliminer les termes du se-
cond degré en faisant le produit de lu iransformation osculatrice par une

transformation conservative possédant des termes du second degré (Tc ).

"
Au heu de ] , nous considérons alors une transformation
de la forme

r‘—Jl

b
J":Ul :U-cv‘+P3(U,v)+..., V= VrQ (U v,

Par la méthode des sections IT1-2 et II1-3 nous pouvons déter-

—_— e W o
miner une transformation préservant l'aire et telle que T’V J .

Alors en définissant j:_ par :

j" 2
ctU =U+eV. v -v (TIT-51)

e F 3 * !
il est clair que  J_ TA T

L'inconvénient qui se pose ici est l'introduction de termes du
-
4eme degré¢ g n'existent pas dans J . Dans un voisinage assez petit de

I'origine leur influence est cependant réduite,

En pratique ¢ est chois: de fagon 4 minimiser la différence

entre iransformation osculairice et transformation tronquée,

Le diagramme correspondant o celus de 1o Section [1- 2

[SLEE I IS
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A
7, T, 7, 3
(W, vl — o (U, V) - O (U, V) o (u,, v )

\

T, ? @J’(:
Tt1(©) ()

7 i

3’*2@ @ e,

{ ) — S~ G

ssculakion

Osculation directe (variables u, v)

Ll-6-3 - Osculation indirecte

‘ila perturbation est de petite amplitude { £ ), la méthode

)
wropoesée auparavant peut étre rendue plus efficace de la fagon indirnén ~j-

lessous,

pres

LPour un certain £ désignons par J; ia transformation ponc-
‘uclle associ¢e a (1I1-50). Nous poivons décomposer cette transformation en

un produit de deux transfermations (préservant 1'aire)

T’; = J, 1, qT1-52)

ol ff;est la transformation associée a (I11-50) lorsque & = 0, En outre nous

= =
avons IE = j; T; - Il est donc possible de caleuler les coofficients des
premiers termes de IE a partir de ceux (déterminés numériquement comme

e o
JE (Remarque : en fait, Jo peut

indiquée a la Section 111-2) de T;t et
icl étre déterminé analytiquement), i.'obtention de IE (premiers termes) se
réalise simplement par voie numésique comme indique 'Annexe C 2. Bvio
demment I& tend vers la transformation unitaire, iorsque £ tend vers véro

{clest-a-dire, Io sdu, v) — e, v,

Comme Ig préscrve l'aire nous pouvons déterminer, par
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la méthode du § 111-6-4, une transformation polynomiale l£ qui lui est

osculatrice.

e ,
Désignons par J& et Ju les transformations correspondantes

a ':]; et j;, dans le systéme initial de variables ( * .3 ). Alors nous pou-
vons ecrire la relation -
3 = ~ —~ 4~
Te ~ T, o = T, 0 I,c (I11-58)

o O {x ﬂ) ) —= {u, v)estla transformation définie par (1I1-49),

-

La transformation '{o peut &re obtenue sous forme analytique
{voir par exemple [ 51] } et TE”tend" vers Jplorsque € —=0. En outre
il est possible de constater que les termes de degré supérieur a trois dans
~ 2
IE. , ont £ en facteur, donc leur influence est relativement réduite lorsque

£ 0.

Pour simplifier nous n'avons considéré que le cas A = B

(satellite symétrique). Dans cette hypothese To est définie par les relations :
o = - i
1 D(eoquP T- psinwp T

T (II1-54)
o ]31=0(sinu)? T+ jbcosu.)PT

W, - CA—CA /1—(b<2+)$2)

5i A #Biln'y a aucune difficulté de principe mais il faut utiliser les fone-

tions elliptiques (voir [51] ) pour définir 'J,o .

L'amélioration apporiée par ce procédé peut étre estimée &

partir des considérations suivantes :

Soit 2(/: (rxip) , )(42(0(“}31), alors X1='t‘a(?()_
Ep outre, s1 X, = TE (X} alors

S R U S 03 (%) (I11-55)

¢

4
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fa
~~ D ) . . N
Désignons par J £ la transformation osculatrice obtenue directement a
~ D - D
partir des premiers termes de TE . Posant 7(1 = ’]E (X) ., NOUs avons

la relation
3* 0% % (IT1-56)
Ry - Xy~ (%} ;

Cette derniére différence ne tend pas vers zéro lorsque &€ tend vers zéro
comme pour (IT1-55), On veit ainsi qu'en principe, si & est petit 'oscula-
tion indirecte doit fournir une meilleure approximation de J.

X

Il1-6-4 - Exemples numériques

Pour plusieurs valeurs des parametres du satellite, nous
avons comparé les résultals obtenus par la transformation osculatrice avee

ceux obtenus par intégration numérique.

I-6-4-1 - Osculation directe

Nous avons supposé ici A =17, B =6, C = 8.9, 1 = 18,66,
W = 0,05, Sur les tableaux 11-4 et [I[-5 figurent les coefficients du dévelop-
pement en série (e :TE, et les paramétres qui définissent lu transformation

osculatrice, correspondant a quelques valeurs de la période T,

Nous avons tracé quelques courhbes représcentant des tra-
jectoires discrétes obtenues par la transformation osculatrice et par inté-
gration numérique {figures TI1-7 a [[1-10). On observe un c¢eart plus sensi-
ble entre les résultats seit lorsqu'on s'éloigne de 1'origine soit pour des

conditions initiales voisines d'une courbe invariante passant par l'origine,
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.. Osculation directe

In-‘é’:grod_‘ion.
Tagure I11-7
P T = 5. 05
wWa 0,05

&

3 -0,z —04 Ao 04 62" 0,3)
/ /

P
_b;-.. — -04 /
H Bl I
t
t _o2
=2 QOsculation directe
_____ Integration,

Figure 111-8
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[=3
i |
[ 1 —-0,2
“t* QOsculabion directe
e Tntegration,
Ligure [I-9
751
4 3 wo= 0,05
l

._.—-.\\

A
=

0,2

\\_______'/

Osculabion dirccle
_____ ]ntegraéion .

Figure I1-10
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Pour la transformation exacte (TE Jily a symdtrie par rap-
port aux axes ¢f et ﬁ, . L petite dissymélrie obseryée pour les résullats
approchés est due aux termes de degré supérieur a trois de la transforma-
tion osculatrice.

Les figures montrent 'évolution du "portrait de phase'' lors-
It 1

e

gue T augmente de 5. 4 5.1 :

- T = 5.: Il existe autour de 'origine un cycle centre d'ordre

deux, L'origine est un col de type trois.

- T = 5.05: Les pentes des directions invariantes & l'origine
ont augmenté par rapport au cas précédent et les multiplicateurs en ce point
sont plus proches de la valeur - 1. Cette valeur correspond & une bifurcalion
qui a lieu pour une valeur de T comprise entre 5.05 et 5. 06. La bifurcation

est décrite par le schéma

(0, 0} col type 3 — (0, Q)centre + cycle 2 - col

{une telle bifurcation a été déja décrite dans [447] ).

Le cas critique associé a ce changement qualitatif a été étudié

z
dans le Chapitre I (Cas A, n = 3 de la figure I-1, considérant ZI’E IR

- T = 5,06 : L'origine est devenue un centre, Les deux cols

nés de la bifurcation décrite ci-dessus se situent sur 1'axe fb

- T =25.1: Les cycles d'ordre 2 {col et centre} s'éloignent de
l'origine dont le domaine d'influence augmentc,

La position de ces cycles, lorsqu'ils sont situcs suffisamment
T

prés de l'origine, peut éire estimée A partir des premiers termoes de £

(variables u, v) et des propriéiés de symétrie, Ainsi, pour calculer les

coordonnées approchées du cycle 2 -centre nous posons :

) 3 i o I
ulfvar('?USv F...70 —» \mt"__l.‘fog



et pour le cycle 2-col

Y1

Remargue

dans le plan o , l’s est conservé en passant au plan u, v,

<

s cu t W,30U.J+*... =0

— Y
B el

; l'axe of correspond a I'axe v et 'axe ﬁ i l'axe u ; la symétric

En utilisant la transformation (IT1-47) nous avons dans le

planD(,P:

Cycle 2-centre

Cycle 2-col

(voir tableau 111-6).

K SEyb/q o, B0
X =9 ,r)-}:sin e f LPH()

(IIT-57)

(1II-58)

T Origine Cycle 2 col Cycle 2 centre
Col de type 3
5 S171/8,57-1. 035 X=10171 , f-o
py=-p, = 0.71
1 2
Col de type 3
5.05 | 5,-1/8 =-1.0156 o= +0.236 ., f=o
PPy * 3.05
bifurcation
5.06 Centre o=0, B=+0.033 =+ 0.247 B0
5.1 Centre o = D,ﬁ:iO.I{}S = + 0,287 'Pf 8]

les caractéristiques suivantes :

Tableau II1-6 - Cycles 2 autour de 'origine

: Sl, S2 sont les

multiplicateurs & l'origine ; I’y. Py sont les
pentes des directions invarianies.

111-6-4-2 - QOsculation indirecte

On considére ici les cas d'un satellite symétrique (A =

A:DB=g ,

8.

4

B

B) avec

H = 18,66



La transformation osculatrice est obtenue par la méthode in-
directe 8 101-6-1. Ceci permet une précision accrue des résultats appro-

chés dans une région plus étendue du plan des variables.
Exemple 1: €=0,05 , T =3,5

Pour cet exemple, 1'origine est un centre. L'influence de 1a
perturbation se traduit nettement par la forme elliptique des trajectoires

proches a 1'origine {pour & = 0 on aurait des cercles),

Pour la précision du tracé de la figure 1I-11 il n'y a pas
d'écart sensible entre les trajectoires obtenues par la transformation oscu-

latrice et celles oblenues par intégration.

Si la perturbation { £ ) augmente, une bifurcation décrite par

le schéma :

(0, 0} centre —» {0, 0) col type 3 + cycle 2 centre

a lieu (voir aussi dans (447 ).

Le cas critique associé se ramane 3 celui considéré au Cha.
pitre I (Cas A, n = 3), tout comme pour la bifurcation gue nous avons consi-
dérée dans If1-6-4-1, Pour la valeur de bifurcation, les multiplicateurs sont

€gaux a4 - 1 et l'origine est du type elliptique (dans le cas précédent elle était

du type hyperbolique).

Exemple 2: £€=0,25 , T=23,5

La configuration des trajectoires est analogue A celle de cer-
tains exemples du § I11-6-2-1. L'écart plus prononcé entre la solution appro-

chée et exacte est due A l'amplitude assez élevée de 1a perturbation.

Nous avons aussi tracé les courbes invariantes passant par

I'origine (figure I11-12). Il n'a pas été possible de détecter des points homo-

clines sur ces courbes,
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LExemple 3. & =0,05 , T -4

Sur la figure II1-13 on vérifie que l'approximation est asserz

satisfaisante mé&me pour des mouvements trés ¢loignés de l'origine.

Nous avons aussi utilisé dans ce cas 1'osculation directe pour

ce cas, L'erreur était alors beaucoup plus importante que celle correspon-

dante a la méthode d'osculation indirecte, pour |\ . Iﬁl > 0,2,

00000

L5

e
S =

T

I

Csculalbion imdiracle

prs Grorbion

Figure 117-13



Pour les irois exemples ci-dessus les coeffieionts de

I~ o
1 (: T T ) sont réunis sur le tableau 111-7.
€ e £
R i
e Lh a b Pao 9. D ¥ 0a
)

Y1 ¢ ! Y30 ¥ Wi Koy
3.5 1. 00104 0. 02264 0o03NTE | -0 02t o tuszT | oLotnis
(£-0.05) | - 002245 0. 99917 0.C30BL | - 010565 D026 | -0.usiaT
3.5 1. 01032 01153 0 17T0e 0. et aUare7 |0, 02810
(£ -0.25) [ - 0,11083 1.00247 0, 175818 - L e T 08 (DI I RV -4, 18000
1.5 0.98970 | -0 02452 001434 | -0 018 014920 | noi129
(E-0.08) | - 0,02151 1.01100 -0 01983 S0t 01087 -0, 0006

oy e
Tablean I1-7 - Coefficients de IE { = J TE )

l.e tableau [II-8 donne les parameéefres correspondants a la

transformation osculairice

Periode T
eriode 1 2.5 3.3 4

(& =0, 056) (€=0.05)

Parametr

= 1 1 L

c 0.1 0.6 0.2

r 1. i, 1

tl 0, 41809 0. 30444 0.30289
t2 0.00125 0.00914 0,00624
~ 0. 049923 0.271958 0, 01141
£ 0, 03443 0,17344 0. 04788
a -0, 00573 - 0.03514 - 0.06GT2

Tableau 1II-§ - Param&ires de It(vmr Annexe 2], ¥-4-0.

~



IM-6-5 - Translormations osculatrices sans terme de degré

pair.

Dans la méthode du § I11-6-2, la transformation osculatrice
contenait des termes de degré pair, tandis que la transformation réelle ne pos-
gédait que des termes de degré tmpair. Pour éviter l'erreur introduite dans la
transformation osculatrice par les termes de degré pair (notamment ceux du
quatrieme degré), on propose ci-dessous une méthode d'obtention de transfor-

mations osculatrices & symétrie impaire.

#
Considérong la trangformation ponztuelle J du § II1-6-2

et posong

PV 2 95 UV, Qy(u V) 2 Wi UtV s

L+J:3 L+“)=3

Tout d'abord, nous allons supposer
Pip # © ek Y, >0 (11-60)
Définissons alors les gquantités -

Rzl = B/ 395 Riz = &?42 /3U?30 (1-61)

Reprenons ensuite les transformations (ENGET.S E34] )
'3’:U,!:U_;.A(UJ‘.F‘V)?"]V_V+%(U+r\/)3

r 1=
{ITI-62)
T U U A [(UssV)? v .Uy %ﬂ(u+s\/)3
dont 1o produit 3",. T; est de la forme
T 3;:
3 3
U1=U+A(U+T‘V) +KA[U45V)+.-..:’PLL(U)V) (111-63)

Vi eV e ALuaevy L XA UL sV, U (v, v)

f'n wlentifiant les termes en US, 112V et VR de Ul avec ceux

de it (U, V) nows obtenoos les relations

A{Ars] =By | BA(r-ocs )= By 3A(r% x5%)2@,, (11-64)
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Posant maintenant ¢ = -r ces relat. nsg deviennent

Aldix)= Py , 3As (tx_'t)-;“?m ) 3As? My, = P,

Aprés quelques calculs élémenteires .ous r™*=nons
i NS jad L
s=_r=% R, (R—1z >0),D<=-’1.";F{ )/\4"—‘1?— ) (1L woy

avec Rv*= Y, R-12 /R'Zl

"
La transformation osculatrice 4 J est alors donnée -.ar

Wv,v) 5 & [V (o]
W (UV) 4 Y U]

U,

I

(II1-66)
V'ﬁ

|l

ol {par identification du terme en V3 dans U1 avec celui de P3 et du terme en

U3 dans V4 avec celut der) les valeurs de € ety sont définies par

€= Wyt AP (dx) | V=Y Ad-x)/s (111-67)

Considérations pratiques

a : les hypothéses (III-60) peuvent en sénéral &tre vérifiées en
utilisant le paramétre},&.(voir page 124).

L : Pour des raisons semblables a celles de la remarque du

& III-3, il faut chercher & obienir S R f 1 par un choix convenable de AL

II1-6-5-1 - Simulation numérique

Nous avons simulé l'exemple 3 du § III-6-4-2 utilisant la

méihode ci-dessus,

On a en effet constate un écart moins proponcéd entre la trans-
fermation ironguée et la transformation osculatrice que celui trouvé précédem-
menf, surtout pour des mouvements de grande amplitude (o 3 = 0.4) . En
outiy, la symétrie originale est mieux préservée, tandis que dans le cas du
§ [i-6-1-7, elle ¢tail cndommagée par les termes de degré pair, introduits

par la mdéthode utiligée,



CALCULS INTERMEDIAIRES POUR L1'S SECTIONS
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ANNEX® C1
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K%

m+n=2, 3

VoS4 Z .m _n
1 tpmn U N
m, n

(C1-1)

Aprés avolr effectud les changements de variables (11-27) et (III-28) nous

obtenons
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e
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+

=+
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'n identifiant {C 1-3) et (I11-26), les termes du second degre

etant calculés comme dans la section II1-3, nous arrivons wu systeéme d'équa-

tions
a 0(13 (31;(?30_11{’11 (€ 1-4.1)
3a 0(12 p12_2p13 o(ld‘ a‘?zl_zrlwuzwtz‘%’zo (C 1-4.2)
33°<1ﬁ13'4(51°(126\mq12+212w11'2t2u‘}20 (©1-4.3)
a [514-26<13§+&=‘?03—;—312 Yoo -t 9, (C 1-4.4)
—a 0(14472 [SIO(IQ‘SN = W3O_t1l¥11+2t1(? 00 (C 1-4.5)

0(4)J51 s Cf €tant connus, les éguations (C 1-4.1) a (C 1-4, 3}, linéaires par

rapport a a, tl‘ t2’ permettent la détermination de ces parameétres, Finale-

ment € etV gont fucilement calculés 3 partir des relations (C 1-4, 4} et
(C 1-4.5),
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L'objectif de ce mémoire a été essentiellement 1'analyse
d'un cas critique pour une récurrence, jusqu'ici peu éiudiée, ainsi que la
considération du probléme de l'association d'une transformation conserva-
tive & un systdéme dynamique conservatif. Ce systéme est décrit par une
¢quation différentielle non linéaire A coéfficients périodiques.

Dans un premier temps le cas critique est considéré pour
une récurrence autonome du second ordre & variabies réelles. La stabilité
du point doubie,ainsi que l'allure des trajectoires discrétes autour de ce
point,sont alors déterminées, Certains cas (dits "transcendants" au Chap. I}
restent indéterminés quant 4 la stabilité qui dépend alors d'un nombre
infini de termes de certaines séries formelles. A notre connaissance
aucune etude n'a ¢té entreprise sur ces cas, Une telle étude semble présenter
des difficultés comparables a celles relatives au probléme de la stabilité d°
un point elliptique du iype général[2 - 23 - 24] .

L.e cas critique étudié correspond 4 une classe de biturcations
gui peuvent se produire de fagon relativement fréquente dang les systeémes
congervatifs {voir é III -6 - 4 et [6 D_]) ou non conservatits, Ce cas est
par exemple lié 4 la coalescence d'un centre (ou foyer) et d'un col, de 7
cols et un centre {cu foyer), d'un noeud et un col, etc. ..

Dans un deuxi®me temps, }'é¢tude précédente a é1¢ généralisce
au cas d'une récurrence (réelle et autonome) dlordre gupérieur a deux, L'
analyse de la stabilité est faite principalement en réduisant le probleme
initial a la considération d'une récurrence d'ordre deux du type précédem-
ment étudié,

Les résultais obtenus ont des ressemblances avec ceux de
Malkin, concernant les cas critiques pour les équations différentielies [15]
Cette analogie ne peut en general s'@tabir que moyennani I'hypothese de
“pscude-incommensurabilité'’ dlune transtormation ponctaeile (notion mtrg-
duite par D. ¢ TLewis[20]. Ceci est e au fait qgu'il n'esi pos toujours

poseinle de trouver ur systéme d'equations différeutielios sutonani:
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possédant une récurrence autonome associée, ayant le m&me comportement
qualitatif qu'une récurrence autonome donnée, de méme ordre que le systéme
différentiel. Comme exemple, citons le cas bien connu correspondant & un

cas d'exception caractérisé par la présence de deux multiplicateurs du type

*)
oY

B avec'-f = 2W/3, et présentant le phénomeéne de résonnance paramétri-
que [10_]. (Remarque: la distinction faite ici est différente de celle relative
4 'existence de points homoclines ou hétéroclines).

En outre, nous avons aussi abordé les cas critiques a plusieurs
multiplicateurs de module unitaire. Sont inclus dans cette classe les cas
envisagés dans [16.37_8 -9.10.327]. D'une part la méthode présentée a
la section II-7 peut 8tre utilisée comme une fagon alternative pour étudier
de tels cas et d'autre part elle permet aussi la considération des cas d!
exception qui sont restés sans réponse dans[ZG:] .

Eafin le troisiéme chapitre fournit une méthode d'obtention
de transformations ponctuelles conservatives pouvant représenter de fagon
approchée le comportement des solutions d'une équation différentielle
non linéaire & coéfficients périodiques, au voisinage d'une solution périodigue.

Comme application, nous avons choisi des systemes dynamiques
conservatifs liés a 1'étude du mouvement transversal de particules dans un
accélérateur ou dans un anneau de stockage[447] (B I11-5) et a 1'étude des
oscillations d'un satellite dont les inerties varient périodiquement par
rapport au temps [51] (§ II1-86).

Nous avons constaté (sans justification rigoureuse) que soit
qualitativemment soit quantitativement, les transformations approchées
{ou osculatrices) représentaient assez précisément le comportement de ces
systémes, dans un certain voisinage d'une solution de référence,

"

L transformation "exacte", donnant le comportement réel,

@ €té obtenue par intégration directe de précision relativement élevée

{méthode de Runge-Kutta, 4eme ordre; erreur absolue ml[)_d).
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Dans le premier exemple, nous avons cherché la position
de cycles autour de l'origine, la frontiére de "'quasi-intégrabilité' et 1’
allure des courbes invariantes qui partent de cols (appartenant 4 un cycle}
situés dans une région a compoertement stochastique. On a constaté ainsi
qu'unc transformation osculatrice a la transformation exacte, jusqu'aux
termes du troisiéme degré, donnait des résultats suffisamment précis dans
ie voisinnage considéré,

Dans le deuxiéme exemple, la récurrence associée au
comportement dynamigue du satellite ne présente que des termes de degré
impair. Une adaptation de la méthode des sections III-3 et IiI-4 est alors
nécessaire, mais elle ne présente aucune difficulté. La méthode adaptee,
appellée "Osculation Directe” (§ I11-6:2), permet 1'6tude de mouvements
suffisamment voisins de la configuration d'équilibre. Afin de pouvoir
considérer des mouvements plus éloignés de cette configuration {(compor-
tement aux grands angles) nous avons proposé une variante de la méthode
précédente, basée sur 1'hypothese de 'faible perturbation' des inerties du
satellite, Ce procédé, appelé "Osculation Indirecte'' a en effet permis 1’
obtention de transformations osculatrices qui représentaient le comportemen
du systeme, méme pour des valeurs assez élevées des variations des cosinu:
directeurs du moment cinétique; ainsi, le voisinage ou les résuliats sont
suffisamment précis est généralement bien plus grand que dans le cas de 1
osculation directe,

L'avantage d'avoir des expressions algébriques définissant i
transformation ponciuelle associée au systéme dynamique est évidente: des
resultats théoriques peuvent s'appliquer directement et d'une fagon générale
le caleul des itérations successives sur ordinateur se fait beaucoup plus
ropidement gue 81 une méthode d'intégration numérique était utilisée, Ce
dernier point présente un intérét pour les simulations numériques, souveni
uliligees dans 1'¢tude des transformations ponctuelles qui préservent l'aire

fa0-41-42-47.44]
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Le travail que nous avons présenté laisse encore de nombreuses

questions sans réponse et il demanderait 4 8tre poursuivi sur différents

points qui ont été incomplétement traités.

C'est ainsi qu'en ce qui concerne les cas critiques, nous pouvons

définir quelques extensions de ce travail

compléter 1'étude du cas critique envisagé au premier
chapitre, notamment par 1'analyse des cas appellés
"transcendants' et des cas ofl le point double considéré

n'est pas isolé. En outre il conviendrait aussi de caracté-
riser de fagon plus précise l'allure des trajectoires autour
du point double dans les divers cas possibles.

application de la méthode de la section 1I1-7 & 1'étude des

cas critiques a plusieurs multiplicateurs de module unitaire.
Citons par exemple le cas a quatre multiplicateurs complexes

du type et'slh 3_3‘-?? Ce probléme a été abordé dand 53-

et e
54]visant plus particuliérement la mise en évidence des
conditions de résonnance paramétrique {(cas d'exception).
Un tel cas peut représenter le mouvement des particules
dans un Bétatron (Récurrence autonome du 4eme ordre).
envisager les bifurcations par traversée des cas critiques
étudiés,

examiner les cas ou la stochasticité a lieu au voisinage 4’
un point fixe a cause de la présence de points homoclines

ou hétéroclines [44] .

Dans le cas de la méthode présentée au dernier chapitre, 1'

extension pourrait porter sur :

l'amélioration de 'approximation obtenue par la censideé-
ration de termes de degré supérieur a trois {(dans la trans-
formation ponctuelle associée au systéme envisagé)

i'étude de 'erreur inhérente & la méthode nour mieux
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estimer son applicabilité,
1'application 4 d'autres sysidmes physiques conservatifs
décrits par des é¢quations différentielles non linéaires &

coéfficients périodiques.
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GLOSSAIRE

- Equations aux récurrences, transformations ponctuelles, notées T (pour

le second ordre) ; relation qui au point Mn (xn, yn) fait correspondre le

{x Yo

t M
pemn n n+l

+1 " nt+i’

Vo418 x yn)

Mn+1 est appelé conséquent de I\/in. Les équations (1) ont été écrites dans le
cas autonome ; le cas non autonome se différencie par le fait que 1'instant
discret n apparalt explicitement comme argument des fonctions f et g.

Supposons { et g uniformes,

- Point double : M() (XO, yo)
il vérifie

XO =1 (xo, yOJ
(2)

vo © # (XO’ yO)
- Cycle d'ordre m, m entier = tout point Mm (x , yn) dont les coordonnées
YOk U orere I, n

verifient

n+m n *net f *n
{3 et pour? entier ¢ m

yn+m B yn yn+E f yn



- Jaccbien, matrice des dérivées partielles

c'est la matrice

?r of
‘bxn Byn
Cad-
dg og
Dx DY
n n

le jacobien est le déterminant de la matrice aux dérivées partielles : J.

- Transformation ponctuelle qui conserve les aires

Elle est telle que le jacobien est égal & 1 en tout point du

plan (xn, yn].

- Trajectoire discréte

C'est l'ensemble des conséquents d'un point quelcongue Mn.

- Equation caractéristique, multiplicateurs

{*our un point double, l'équation caractéristique est

det([s]-s 1) _
Yo' Yo
1 stant 1a matrice unitaire,
Les racines en S sont appelées multiplicateurs du point double. Pour un cy-
cle, la matr'ice[J__] est obtenue par multiplication (a gauche) des matrices
aux dérivées partielles, calculées en chaque point du cyele, 4 chague pas

d’application de la transformation T.
-~ Cas d'exception
La définition exacte demanderait I'introduction de netions qul

échappent 4 notre contexte. Flle pourra éire trouvée dans [1(]] . Nous rap-

pelons seulement une situation particuliérement inléressante : ¢'est iorsegu'tl
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cst possible de deéfinir g directions invariantes passant par le point doublee
{ou cyele) (les multiphicateurs au point double considéré sont du type

s
S] 5 - e‘JL?, ¥oom kg k, 4 entiers),

.o

- Courbe invarianie Hormelle, anulviigue, réelle} passunt par l'origime

Voir définition rigourcuse au & I-2-2-1,

- Stabilité selon la m-&éme approximation LQSJ

Soit le systéme différentiel

. {r +1
(4) B A U S S
ou les composantes de f(k) (%, 1) sont des formes d'ordre k en xlgxg, . xn
(x = (XI’ Xornon, xn)) avec coefficients continus et bornés. Le terme g (x, t}

comprend tous les termes dont le degré dépasse le nombre m, de maniére

que

(5) Ig (x,1} ] < a ’ x ] m {a = constuante)

(normes euclidiennes).

Définition 1 : Le mouvement non pertur-héi = 0 de (1) est dit stable selon
la m-&me approximation si pour tout € > 0, un nombre 4 » 0 deépendant

seulement de E eta, peut &tre déterminé de fagon a avoir pour

]Bf_(to) ]< d . l'inégalité

|X_(t)|4E, t >t
indépendamment de 1a forme particuliére de g (x, t}), pourvu que 'inégalite
(5) soit satisfaite. Si de plus lim I_)i (t) l = 0, la solution est dite
t-sc0o

asymptotiquement stable selon la m-2&me approximation,

8i avec la méme hypothése sur g (x,t) i1 existe un nombre
€ >0 (dépendant de 2) et un nombre T = T E_)tel que pour d arbitrairement

petit et un choix arbitraire de g x, )il ¥y a au moins un meuvement x ()
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~ f > H ~
avee | X ;t()) | « ¢  qu sausfasse la relation ’ xit+ Tz E, alors e
mudvement non perturbé x = 0 st dit insiable selon la m-eéme approxima -

1]
Remarqgue © Dans la notation x le trait indique que X est un vecteur., Nous le
supprimons dans fe rexte lorsqu'il n'y a pas possibilité de confusion.
. Cas crifique au sens de LTAPUNOV,
Un des multiplicateurs {au moins) est égal & 1 en module (les autres Atant

inférieurs a 1).

Points hompclines, hétoroclines

Points d'intersection de deux c¢ourbes invariantes analytiques. Dans le cas ol
ces courbes sont issues d'un méme point double ou de deux points appartenant
au inéme cycle, il s'agit d4'un point homocline. Dans le cas contraire, on

parle de points hétéroclines.
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