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INTRODUCTION



Depuis Te début de V'exploration spatiale, i1 est admis
que les effets de non-rigidite sont critiques dans Ta stabilisation
d'attitude des vahicules spatiaux. C'est ainsi que, déja en 1958, 1le
premier satellite américain EXPLORER 1 montra un comportement anormal et
i1 est apparu que des phénoménes de flexibilité dans les antennes &taient
a mettre en cause. Depuis, la liste des satellites présentant le méme
genre d'anomalies n'a cessé de s'allonger [LIK].

Parallélement 3 ces expériences laborieuses dans le secteur
spatial, les problémes de flexibilité devenaient de plus en plus impor-
tants en aéronautique et en ballistique, les dimensions des engins crois-
sant plus rapidement que leur masse.

Suite & ces difficultés et ce depuis prés de vingt ans, les
effets de déformation dans les engins spatiaux ont recu une attention
toute particuliére, notamment aux Etats~Unis [HOQ]. Le sujet étant vaste, -
il en suivit un grand nombre de publications traitant aussi bien les
"aspects "dynamique" que les aspects "automatique".

Malgré ces nombreux travaux, de nombreux aspects des pro-
blémes de non rigidité dans les satellites n'ont pas encore &té compi@-
tement &claircis. Certaines publiéations trés récentes [pHK, LAR, GET] '
ainsi qu'un trés récent projet de contrat ESRO/ESTEC [FSR] le prouvent.

IT existe plusieurs configurations de satellites pour les-
quelles Tes déformations ont des Eonséquences non négligeables ; princi-
palemenp, il convient de citer :

1. Les sateliites a rotation multiple [@Ig]qui se composent de n
rotors tournant autour du méme axe et pour lesquels les effets de flexi-
bilité peuvent &tre localisés sur 1'axe entre chague paire de rotors
consécutifs (fig. 1).

2. Les satellites qui se composent d'un corps principal massif sur
Tequel sont connectés de longs appendices (mats, antennes, panneaux
solaires, etc.) [MOD]. Le cas particulier le plus important est celui
décrit par la figure 2. Il s'agit d'un type de satellite dont le corps
principal peut &tre supposé rigide et pour Tequel les effets de déforma-
tion sont localisés dans deyx Tongs panneaux solaires disposés symétri-
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quement autour du corps principal @HK, ESR, GEﬂ . Chaque panneau est,
en fait, un ensemble de sous-panneaux connectés par des charniéres, et
Tes phénoménes de déformation peuvent &tre soit des effets d'élasticité

dans les sous-panneaux, soit des rotations relatives localisées aux
charniéres.

3. Enfin, i1 faut encore citer les satellites poessédant simultané-
ment les deux aspects précédents ; ainsi, un satellite 3 double rotation
avec 1'un des rotors muni d'appendices flexibles est parfaitement conce-
vable. '

L'eétude de ces différentes configurations serait beaucoup
trop vaste, ce mémoire de thése sera restreint & 1'&tude de la seconde
configuration et, plus précisément les satellites décrits par la figure 2
et.cela essentiellement pour deux raisons :

- d'une part parce que, pour ce type de satellites, il est admis que
tes phénoménes de déformation dans les panneaux sont non négli-
geables [GET],

- d'autre part, parce que cette configuration a &té retenue pour
plusieurs satellites européens futurs (par exemple, le satellite
expérimental de télécommunication ESRO/OTS).

Le type de satellites a étudier &tant fixé, le sujet -
reste néanmoins trés &tendu. Aussi, au lieu de survoler 1'ensemble du
probléme, le présent travail se propose plutét d'étudier de maniére
approfondie quelques points précis de ce vaste sujet. L'attention a
€té portée sur des aspects des problémes de non rigidité encore non com-
plétement éclaircis dans les travaux antérieurs et qui peuvent entrer
dans le cadre du récent projet de contrat ESRO/ESTEC. C'est ainsi gque les
trois principales contributions sont :

1. L'eétude approximative des oscillations non lingaires libres des
panneaux avec la mise en évidence, dans certains cas qui seront précisés,
de ph&nomé&nes typiquement non lingaires.

2. L'étude, dans le cadre de la théorie des systémes linéaires, des
problémes de filtrage rencontrés lors de Ta synthése d'un systéme actif
de maintien en attitude.



3. Enfin, un critére de "faible observabilité" dans certains systémes
lingéaires sera proposé, avec application aux modes flexibles du satellite.

Toutes ces questions seront abordées sous leur aspect
theorique, ce qui permettra un traitement assez général pouvant s'appli-
quer & toute la classe de satellites considérés. Les simulations recou-
vriropt une plage de valeurs numériques réalistes.

L'approche moderne (vecteur d'état) dominera tout au long
de 1'exposé. La théorie moderne de la commande et du filtrage sera tlar-
gement exploitée ; ces techniques sont d'ailleurs de plus en plus utili-
sées dans le domaine spatial @HK, LAR, ESR, SCHI, SCHM].

Certains résultats, présentés dans ce mémoire, pourront
8tre utilisés dans 1'avant-projet du systéme de commande d'attitude
d'un satellite avec panneaux solaires. Mais il est bien évident qu'ils
ne pourront étre séparés de la prise en considération de tous les aspects
du probléme (type de mission, spécifications, problémes technologiques,
etc.).

Le contenu du mémoire se présente comme suit :

Dans le premier chapitre, un formalisme de mise en &qua-
tions de la classe de satellites retenue est proposé. Les panneaux sou-
ples sont discrétisés en un nombre fini de corps rigides interconnec-
tés EMD, LIK, GEf]. En utilisant & la fois les principes eulérien et
lagrangien, des moddles linédaires et non linéaires sont obtenus. Les
propriétés fondamentales en sont déduites. I1 ressort de ce chapitre
que la dynamique des satellites considérés se compose d'une dynamique
rigide et d'une dynamique flexible, couplées entre elles.

Le second chapitre étudie a partir d'une approximation au
3éme ordre la solution des équations différentielles non linéaires du
mouvement des satellites munis d'un certain type de panneaux déformables.
Les outils mathématiques utilisés sont d'une part la méthode de KRYLOV-



BOGOLTUBOV-MITROPOLSKI et d'autre part la méthode de la récurrence associce
de G.D. BIRKHOFF [?ER]. Certains phénoménes typiquement non linéaires seront
mis en évidence ; néanmoins, ceux-ci n'apparaitront que pour des configu-
rations particuliéres de panneaux trés précises. Aussi, en dehors de ces

cas "dangereux", les modéles lindaires s'avérent étre valables : telle

est Ta conclusion de ce chapitre.

La suite s'appuie sur les équations linéarisées du mouve-
ment en considérant des configurations de panneaux ne recouvrant pas les
cas dangereux.

Les trois chapitres suivants sont axés sur Ta synthése d'un
systéme actif de maintien en attitude. Plus précisément, nous considére~
rons un systéme de pointage fin pour lequel Tes bruits des senseurs et
les couples perturbateurs doivent é&tre pris en considération [PAR, SCH(].
La théorie moderne de 1a commande optimale stochastique, qui consiste &
mettre dans la boucle de régulation un filtre et un régulateur détermi-
niste optimal en cascade, est bien adaptée a ce probléme. Cette approche
a d'aileurs déja é&té proposée [LAR, SCHM].

Le probiéme de synthése proprement dit est abordé dans le
chapitre 5 ; le formalisme échantilionné est retenu en ayant en vue la
mise en oeuvre de Ta Toi de commande sur calculateur digital. En invo-
quant te théoréme de séparation, la synthése du régulateur optimal a été
séparée de celle du filtre. L'attention a &té avant tout portée sur ce
dernier aspect car, si aucun probléme particulier n'apparait du c6té du
régulateur, i1 n’en va pas de méme pour le filtre. En effet, tout en
étant observables, les modes flexibles du sateliite montrent manifeste-
ment un aspect de "faible observabilité", ce qui méne & plusieurs compli-
cations.

Aussi, avant d'aborder le chapitre 5, certaines études
préalables sont indispensables. I1 est tout d'abord nécessaire de résou-
dre certains problémes théoriques de filtrage, ce qui est fait au chapi-
tre 3. Ensuite ces développements théorigues permettent aussi d'aborder
le chapitre 4 qui précise le concept de "faible observabilité".



De maniére plus précise, le chapitre 3 traite le probléme
inverse du filtrage linéaire discret [FAL]. En gros, ce probléme peut se
définir comme suit : &tant donné un filtre linéaire stationnaire discret,
déterminer, s'il existe, le probléme de filtrage statistique qui y corres-
pond. La solution en est donnge ; le Tien entre ce probléme et la reali-
sation stochastique [FAU] est etabli.

Le chapitre 4 traite de la “faible observabilité". I1
faut entendre par 13 des conditions sous lesquelles un probléme de fil-
trage, quoique bien posé théoriquement, doit &tre considéré comme mal
posé du point de vue pratique. Des conditions d'existence, dans un
systéme 1inéaire complétement observable, de modes "faiblement observa-
bles" y sont données. Les conséquences tant théoriques (localisation des
poles du filtre stationnaire optimal, etc.) que pratiques (mauvaise con-
vergence des algorithmes de %i1trage, etc.) y sont exposées.



CHAPITRE 1

DYNAMIQUE DES SYSTEMES DEFORMABLES
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Ce premier chapitre considére les satellites déformables
comme constituant une classe de systémes dynamiques. Aprés la partie
modélisation, les propriétés les plus fondamentales de ces systémes
sont déduites.

Le premier paragraphe fait un exposé trés succinct sur les
satellites déformables et, en méme temps, précise ce qu'il faut entendre
par "déformable”.

Dans le second paragraphe, en utilisant une méthode finie,
un formalisme de mise en équations de ces satellites est développé. Cette
méthode méne aisément & la formulation lagrangienne globale du probléme.

La troisieme partie applique cette méthodologie au cas du
satetlite se composant d'un corps principal massif et de deux panneaux
déformables. Les propriétés essentielles sont déduites. Les problémes
de commandabilité et d'observabilité sont abordés, non pas en uti-
lisant Ta méthode de KALMAN, mais bien en partant de 1a formulation
lagrangienne.

Le quatriéme paragraphe fournit les modgles lingaires de
ce type de satellites, ainsi que leurs propriétes.

1.1. LES SYSTEMES DEFORMABLES

Dans un satellite, les déformations peuvent prendre des
aspects trés variés ; aussi est-il nécessaire de considérer le terme
"déformation" dans un sens large. Plus précisément, par "déformation",

il faut entendre un effet appartenant a 1'une des deux classes suivantes :

Cl. La premiére comprend les phénoménes d'élasticite proprement
dits, au sens de la théorie des milieux continus. Ainsi, par exemple, une
Tongue -antenne fix&e sur le corps principal d'un satellite va manifeste-

| ment présenter des propriétés de corps élastique.

C2. Cette seconde classe recouvre toutes les déformations locali-
sées dues au mouvement relatif de certaines parties du satellite par
rapport aux autres. Ainsi, pour les satellites composés de n corps rigi-
des articulés [LAR, ROQ] » 1es rotations relatives localisées aux char-
niéres peuvent &tre considérées comme des déformations.



2.

A premiére vue, ces deux classes de phénoménes sont diffi-
cilement comparables. Néanmoins, i1 sera justifié plus lein que C1 et C2
définissent deux probl&mes qui ne sont pas fondamentalement différents.
Aussi, i1 est légitime de regrouper Cl et C2 dans une classe plus géné-
rale C de phénoménes de déformation. Dé&s lors, par "satellite déformable"
ou plus généralement par "systéme déformable", i1 faut entendre un sys-
téme mécanique pour lequel des effets du type C ne peuvent pas étre
négligés a priori.

Arrivé en ce point, il est nécessaire de mettre en évidence
les similitudes existant entre Cl et CZ.

Les phénoménes d'&lasticité proprement dits, repris dans
Cl, sont régis par la mécanique des milieux continus. Dans le cadre de
1a théorie de 1'@lasticité du premier ordre, la dynamique d'un systeme _
glastique est décrite par des équations aux dérivées partielles linéaires
soumises a certaines conditions aux limites. En général, la solution
peut s'exprimer sous forme d'un développement en serie de modes propres
orthogonaux [?OE] . A ce stade, le systéme posséde un nombre infini de
degrés de liberté. Neéanmoins, des considérations énergétiques montrent
que seul un nombre restreint de modes propres ont une contribution no-
toire, les autres pouvant étre négligés. Une telle analyse est faite
sur un cas particulier dans [POE]. Das lors, 1'ingénieur pratique tou-
jours la troncature modale qui consiste & ne retenir dans le daveloppe-
ment en série de la solution qu'un nombre fini de termes. Tronquer la
solution revient & se donner un modéle ne possédant plus qu'un nombre
fini de degrés de liberté. Or, justement, un tel modéle mathématique

admet comme équivalent mécanique un systéme déformable du type C2.

Comme illustration, considérons la figure 1.l.a. qui
représente un satellite de la classe Cl. En admettant que Tes panneaux
sont des lames flexibles encastrées sur le corps principal et ne subis-
sant qu'un mouvement de flexion antisymétrique, la théorie des milieux
continus méne 3 une suite infinie de modes propres de déformations [POE].

La troncature modale, qui consiste 3 ne retenir que les deux modes les
plus lents, méne au modéle décrit par la figure 1.1.b. I1 s'agit d'un
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satellite polyarticulé (avec couples de rappel aux articulations) qui
entre &videmment dans la classe C2.

Ainsi, est-il légitime de considérer un systéme polyarti-
culé du type C2 comme une approximation d'un corps g8lastique de type Cl.

Cette approche est d'ailleurs souvent indispensable. En
effet, la théorie de 1'élasticité ne permet pas, en général, de décrire
de maniére pratique le comportement des satellites flexibles. I1 y a bien
entendu quelques exceptions, notamment te cas du satellite a corps
principal massif muni de deux panneaux flexibles encastrés (fig. 1.l.a.)

[PoE] .

Aussi, pour modéliser un satellite de la classe Cl, il
est souvent nécessaire d'approcher les corps flexibles par une série
de corps rigides interconnectés. Ainsi, pour le satellite de 1a figure
1.1.a., chaque panneau flexible peut &tre approché par un réseau de
masses localisées, chaque masse subissant des rotations et des transia-
tions relatives avec, respectivement, couples et forces de rappel
(fig. 1.1.c.). I1 est bon de signaler que ce n'est pas la seule méthode
de modélisation.

Le satellite & double rotation (fig. 1) est un autre
exemple intéressant. La partie flexible de 1'arbre, située entre les
deux rotors, est modélisée par un joint de cardan avec couples de
rappel et dissipations [PIQ]. Ce modéle C2 d'un satellite exhibant des
effets d'élasticitd de classe Cl s'est avéré trés satisfaisant.

De ces constatations, il ressort qu'il n'y a pas de diffée-
rence fondamentale entre les classes Cl et C2. De plus, le formalisme C2
doit étre considéré comme plus général ; en effet, il est admis que les
effets Q'é1asticité propres & la classe Cl peuvent &tre modélisés par
des effets de déformation caractéristiques de C2.

Aussi, pour d'évidentes raisons d'uniformité de langage,
le formalisme C2 sera le seul retenu. 11 conviendra toutefois de ne pas
oublier qu'a travers ce formalisme une large classe de phénoménes de
déformation est évoquée.
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Ainsi, en s'appuyant sur des modéles €2, ce mémoire étudie,
sous certains aspects, les satellites composés d'un corps principal ri-
gide et de deux panneaux déformables.

I.2. UN FORMALISME DE MISE EN EQUATION

S0it un satellite du type C2, composé d'un corps pr1nc1pa1
C et d'un appendice déformable a (fig. 1.2. )-

Le corps principal est massif et ne subit aucune déforma-
tion. Le repére (O,E;,E;,f;) est rigidement 1ié a ce corps principq]; 0
étant un point de référence quelconque et (C Cy .C_) un triédre orthonor-
mé. Sa rotation instantanée est W et la der1vat1on temporetle dans ce

repére sera notée 0.

La partie deformable a est composée de N corps rigides a
dys...3y interconnectés en une structure de chaine. Les corps a; et a,
sont consécutifs. On écrira a = va,u ...LJaN. Les masses peuvent

1!
i+l

8tre distribuées ou localisées. Par commodité, la figure 1.2. ne montre
qu'un seul appendice déformable ; 1 pourrait néanmoins y en avoir plu-
sieurs sans que le probléme fondamental ne soit modifiéa. La généralisa-

-

tion & une structure topologique d'arbre est généralement immédiate.

Le mouvement relatif de deux corps consécutifs a; et aJ,
ou déformation, est soit une rotation, soit une translation. A chaque

déformation sont associés d'une part une variable q qui en précise
1'amplitude et d'autre part un vecteur unitaire d qu1 la caractérise
géométriquement.

Si j est une rotation, 9; est 1'angle entre Tes corps a;
et aJ, d. est un vecteur unitaire co]1nea1re a charniére et P
est un po1nt quelconque sur cette charniére. Les conventions sont telles

que qJ dJ est le vecteur de rotation de a; par rapport & a,.

Si j est une translatTOn,q est la distance entre a; et aJ
mesurée le long du vecteur dJ qui preC1se la direction de cette trans-

lation. La vitesse relative de a par rapport 3 est d. q..

3
A chaque variable q » des forces généralisées peuvent
étre associées (couple de rappel ou couple moteur, dissipation.. ).
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Figure 1.2.b.
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IT est clair que la déformation j influence tous les
corps situés en aval ; ceci méne au concept important de "corps généra-
1isé". Par "corps généralisé" Aj,il faut entendre 1'ensemble des corps

situés entre j et la fin de la structure. On a donc A =a.vua .LJaN.

J ;|+1LJ

Ce type de structure déformable est suffisamment générale
pour représenter la plupart des phénoménes de déformation.

La position du centre de masse global G du satellite n'est
pas fixe et varie avec les variables de déformation et le temps. On a donc:

06 = 06(g,,9,,---, 9y, t) (1.1.)
cette fonction est supposée cornue & priori.

Considéré dans son environnement, le satellite de la figure
1.2.a. est généralement sur orbite géostationnaire (fig. 1.2.b.). La
commande d'attitude vise a faire coincider le triaédre (C C C. ) 1ié au
satellite avec le triédre orbital local (O 0 0. )

J0,) & (T,.T.C

Le passage de (0,0 vCs

w0y ) se fait par :
1. Une rotation d'angle ¥ autour de ﬁ;
2. Une rotation d'angle 6 autour du nouvel axe X

3. Une rotation d'angle g autour du nouvel axe Y.

On a :
(OX D/v Oz) = (CXC)’CZ) R
avec |
ctcd-s0s5¥s4 sYcd +sdpc¥sg -5¢pcd
R = -sYco cBcY 50
s¢cY + chsBsY sps¥ -chc¥se cecd

Pour des raisons de commodité, on introduit un repére iner-
o - . - . ®
tiel (I,ix;iy,iz) i la dérivation temporelle dans ce repére sera notée

Le mouvement du centre de masse G ob&it aux lois de la
mécanique céleste et doit &tre considéré comme donnée du probléme ; donc :

= ﬁ,(t) donné- (1.2.)
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Intuitivement, i1 ressort déja qu'un satellite déformable est
modélisé par un systéme complexe qui se compose de deux sous-systémes
couplés.

-

Le premier sous-systéme représente la "dynamique rigide" ;
c'est-a-dire la dynamique du satellite global, toute déformation étant gelée.

Le second sous-systéme représente la “dynamique déformable" ;

c'est-a-dire la dynamique des déformations, le corps principal étant fixe.

La mise en équation est basée sur cette décomposition.
Pour chaque sous-systéme, un groupe d'équations sera obtenu.

Les équations de la dynamique rigide se déduisent du
théoréme du moment cingtique appliquée a 1'ensemble du satellite.

Pour la dynamique déformable, la démarche utilisée est
moins classique. Elle consiste & écrire dans le repére non inertiel
(0 C C C. ) les équations de LAGRANGE de 1'appendice déformable. Le
forma11sme 1agrang1en a été retenu car il s'adapte trés bien aux systé-

mes déformables [NIL] .

Deux groupes d'équations sont ainsi obtenus formant une
représentation mi-eulérienne, mi-lagrangienne du systéme. La formulation
lagrangienne globale du probléme s'en déduit aisément.

. Avant d'aborder la mise en équations proprement dite,
au préalable, nous présenterons deux lemmes. Le premier dorne
les &quations de LAGRANGE écrites dans un repére non inertiel. Le second
gtudie une structure déformable fondamentale. A 1'aide de ces lemmes, la
mise en &quation est presque immédiate.

1.2.7. Lemmes

femme 71.2.1.1.

Soit une masse m situde au point M, soumise a des forces
de résultante F. So1ent OM la der1vee temporelle absclue de OM dans 1e
repére inertiel (I, 1 y A ) et OM la dérivée temporelle relative de OM

dans le repére non 1nert1e1 (0, Cx Cy CZ) Soit W le vecteur de rotation
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instantané du triadre (E—,—;,E;). La Toi fondamentale de 1a mécanique :

X
m f. = F
peut encore s'écrire dans le repére non inertiel
moM = F + F"
avec
F™ < -m[2x0% + x0M + G (@ x 3) + | as

F"  sera appelé "force d'inertie".

On définit 1'énergie cinétique relative de la particule -
par 2
1 (L1.4.)

T"® = +m (Eﬁq

Soient ¥ Tes coordonnées généralisées repérant la position de la masse
dans le repére (O,E;,E;,E;). Dés lors, on déduit facilement que le mou-
vement est décrit par

d o TS T f + f'." (1.5.a.)

E Jq. . ‘ 1

d JqJ | DqJ J J

avec

[ = F. g—ﬁ (1.5.b.)
J qi
fin - Fn, JoM (1.5.c.)
J 99

e ) in s o
fj est une force généralisée classique ; fj sera appelé force généra-

lisée d'inertie.

Ainsi, les 8quations de LAGRANGE peuvent étre utilisées
avec 1'énergie cinétique relative, vue dans un rep&re non inertiel, &
condition d'ajouter au second membre un terme correctif appelé “force
généralisée d'inertie".

tepme 1.2.71.72.

Ce Temme donne 1'expression du moment cinétigue et de
1'énergie cinétique d'une structure fondamentale composée de trois corps
interconnecteés.
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Soient ¥ , o(l et o ? trois corps interconnectés {figure
1.3.). Les corps généralisés sont définis par Al =o(1U 0(2 et AZ = o ,.
(fl,-?; ,ify ,iz ) est un repére orthonormé rigidement 1ié a g ; la de-

rivation temporellie dans ce repére est notée e.

~&<t

Yo'

1 et 2 sont des translations ou des rotations. Elles sont
caractérisées par les variables K1 ,Kl et par les vecteurs 81 . 8,_
de 1a méme maniére que précédemmen’& Si i est une rotation, TT; est un

point quelconque sur la charniére SL .

Soit dm une masse &lémentaire localisée au point M.

Dans le repere (fL ,¥,, Xy, §,), e moment cinétique
total par rapport & {L est 9
_ﬂ —_— ———
A= (AMxAM) dm
FUK,UO(J_
et 1'énergie cinétique totale est

_o_
T o1 S “ﬂM
YJu,Ua
Quelle que soit 1a nature des déformations 1 et 2, le
moment cinétique et 1'énergie cinétique de la structure peuvent se mettre
sous la forme générale :

2
dm

X1 X1 R
-.-—-[L —— —— —
Ka

Mz1 | Maza
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/K’z; ’«’2'1 K?.

Les M et Tes 4 sont des moments généralisés qui s'expri-

ment aisément sous forme condensée. En effet, soient

57 = vecteur quelconque
Vi (1) 2 EL X si i = rotation
iz, 2 —
v.() 2 &; si i = translation
wenyz Y, (7)% T, x7
dé§ Tors
ij=§ Voo (TH) . 7} () dm (1.6.2.)

(E<j) A :éj vJ.(W).vi(mM) dm (/(’tj”’bjt) (1.6.b.)

Etant basés sur du calcul vectoriel &lémentaire, ces
résultats sont admis sans démonstration. L'essentiel est de noter les

analogies entre les moments M et 4b.

1.2.2. Théondme du moment cinétique

Soient

—0 —

H® =, (OM xOM) dm

HO = ( (6MxGH) dm
tes moments cinétiques totaux du satellite par rapport a 0 et G respec-
tivement ; on a :

— 0 — 2

H®=H" - m (G0 xG0) (1.7.)

oG m désigne 1a masse totale du satellite.
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Le moment cinétique total du satellite par rapport i 0 est
manifestement une fonction linéaire en wx,wy,wz,ql,...,qN ; donc

o) (1.8.)

A.. : matrice d'inertie totale du satellite dans le repére (O,E;,E;,E;).

Ard : matrice de mowents généralisés des corps de 1'appendice par rapport

aux axes C et d . Ainsi, en vertu du lemme 1.2.1.2.

(Ard)wj = jAJ- Viw (OM).VJ'(PJ-M\ dm |
Les matrices Arr et Ard sont toutes deux fonction des va-
riables de déformation QqsGps- - -0y

Le théoréme du moment cinétique s'é&crit

"He-1 (1.9.)

ol L est Te moment par rapport i G de la résultante des forces extérieures.

De (1.9.) et (1.7.), on tire
=0 — —p — 9o _ LI - L [ — T
H ",‘m(OGXOC‘:)"!T]OGK[CUXDG+2U)XOG+U_JX((UXOG]]:L (1.10.)

C'est Te premier groupe d'équations décrivant la dynamique
rigide. En effet, ces équations peuvent étre considérées comme celles
d'un systéme de variables de configuration w , excité par les déforma-

tions g},é, g

1.2.3. Equations de LAGRANGE DES DEFORMATIONS

Ces équations vont former un deuxigme groupe décrivant la
dynamique déformable. Elles sont obtenues en écrivant, dans le repére

(O,E;,E;,E;), les équations de LAGRANGE des déformations de 1'appendice
(Temme 1.2.1.1.}.
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L'énergie cinétique relative, vue dans le repére
(G,E;,E;,E;), de 1'appendice déformable est

Tre o ij f
a_ zCL

Cette énergie cinétique relative est manifestement une

2
dem (1.11.)

2
oM

forme quadratique des variables a1 qZ""’qN'
Elle prend donc la forme
re » . . A ::I‘l 1 12
- | - -
Ta =7 (4929 Mg | 92 (112
aIY

Add sera appelé matrice d'énergie cinétique relative de
1'appendice. Chaque &lément est fonction des variables de déformation et
peut se calculer en utilisant (1.6.b.) du Temme 2. Ainsi :

(Add)ij . SAJ_ Vi(RF) Vi (FM) dm (i<
(Ac{d)cj - (Aclcl )J’c'.

Généralement, 1'appendice déformable admet une fonction

potentielle :

V :\/((:11,t:]1’___}qN)

Ainsi, par exemple, pour modéliser un effet d'élasticité,
un potentiel défini positif doit &tre introduit.

Dés lors, le lagrangien relatif 3 1'appendice est défini
par :
‘ Ye re
La. (Cl«ucla.;““:qN) = Ta_ _\/
Soit W une fonction de dissipation :
W = W[q,uqm“-—:q:\l)

cette fonction peut, par exemple, représenter un amortissement structural.

A chaque variable qj sont associées les forces généralisées:

ce
F_ = force généralisée de commande (couple moteur aux articulations.
J par exemple),
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ex

fj = force généralisée extérieure (effets de gravitation par exemple),

—,
5
L[}

force généralisée d'inertie (lemme 1.2.1.1.). De (1.3.), on déduit:

—e—
-"\ —
=

1

R . . . _ o C)m
-S {waomi—t(a +GO + WOXOM + wx(wxom , dOM dm  (1.13.)
a Jq-
]
Dés lors, les équations de LAGRANGE des déformations
s'écrivent :

4oL W ¢ 1.14.
LA N T )
9y 9 q;
Ce second groupe d'équations est celui de Ta dynamique
flexible. En effet, ces équations sont celles d'un systéme de variables

de conf1gurat1on g%, excité par la dynamique rigide ( W et w ) et par
1'accélération 7% du centre de masse.

La décomposition du systéme en une dynamique rigide et
une dynamique déformable est illustrée par le graphe de la figure (1.4.).

Ainsi, les équations (1.1.), (1.2.), (1.10.) et (1.14.)
forment une description compléte du satellite déformable.

co in, ex

f.

J

dynamique dynamigue
Y fdg dé{orma?le

1.10) (T.14)

ol

Figure 1.4.
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1.2.4. Passage au formalisme Lagrangien global

La description ci-dessus est & 1a fois eulérienne par (1.10.)
et lagrangienne par (1.14.). Son principal avantage est de bien mettre
en évidence une possibilité de décomposition (fig. 1.4.).

Or, pour un systéme physique, il est souvent intéressant de
disposer de la formulation lagrangienne globale, car il est possible d'en
déduire certaines propriétés fondamentales du systeme. En fait, la formu-
lation proposée méne aisément & une formulation quasi-lagrangienne globale.

En effet, 1'énergie cinétique totale du satellite déforma-
ble est :

T =

1
2

(77l e

m nlénz - Fm ”5“2 £ T° (1.15.)

1
PN

avec
.« 2
0 .
T = -'-2'- jt ”Ol"’l“ dm
T°est 1'énergie cinétique totale par rapport au point O,

) . ‘o . . . .
Cependant, T s'exprime aisément en fonction des matrices introduites
dans la formulation euléro-lagrangienne. Ainsi, une conséquence du

Temme 2 est :
T T o [ &
TS = 2 (wT ") AT, (1.16.)
2 g
avec
AO - Ar'r Af’a‘
T At | A
Le Tagrangien total du systéme est donc :
2 Loy o
L= 2mfief - 1m|eof| +T°-v (1.17.)
et Tes équations de LAGRANGE assocides sont :
49 L= (1) (1.18.a.) .
dk bww Cw
4 2 —9_L+M=1c°°+fex (1.18.b.)
dt 34, dq . i i
9 9 a‘h J J
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Manifestement, les équations (1.18.a.) et (1.18.b.) doivent
respectivement &tre équivalentes & (1.10.) et (1.14.}. On en déduit que la
partie de [ proportionnelle & W est -Ajq ; donc :

; T .
Fm = —Ard._o‘_) .-

11 faut remarquer que la formulation obtenue n'est pas,
strictement pariant, lagrangienne ; elle n'est que quasi-lagrangienne
[FHi]. En effet, l’expresgion {(1.16.) de 1'énergie cinétique renferme @
et non les dériveées 9 , ¢ et 4’ des coordonnées lagrangiennes vraies.
Une expression typiquement lagrangienne de 1'énergie cinétique sera obte-
nue aprés avoir exprimé dans (1.16.) W en fonction de é . <$ et ‘P.
D'autre part, (1.18.a.) ne sont pas des é&quations de LAGRANGE vraies ;
ce sont en fait des équations de LAGRANGE en quasi-coordonnées [ﬁHI]

1.3. SATELLITE AVEC DEUX PANNEAUX DEFORMABLES ; PROPRIETES FONDAMENTALES

Le cas particulier sur lequel notre attention sera exclu-
sivement portée est celui du satellite composé d'un corps principal
massif et de deux panneaux déformables disposés symétriquement autour du
corps principal {fig. 2).

Le satellite étant sur orbitegéostationnaire, 1a courbure
de 1a trajectoire de son centre de masse'p est trés faible, Aussi, il
est 1égitime de négliger 1'accélération I6 de ce centre de masse ainsi
que Ta rotation instantanée du triédre orbital local.

De maniére plus précise, on considérera un intervalle de
temps suffisamment court pour que les deux approximations ci-dessus
soient valables.

Les effets de gradient de gravitation seront &galement
négligés.

Une étude de ce satellite en présence d'excitations montre
que le premier mode de flexion antisymétrique des panneaux est le plus
important [Poﬁ]. Aussi, tous les développements ultérieurs seront res-
treints @ ce type de déformations.
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Cette restriction, jointe aux évidentes propriétés de sy-
métrie du satellite, en simplifie 1'étude. En effet, dans ce cas, le
centre de masse global G reste fixe par rapport au corps principa1 et il
est commode de poser 0 = G. Une autre simplification réside dans le fait
que le nombre de degrés de liberté de déformation est divisé par deux.

Dans le modéle utiTisé, un ensemble polyarticulé de cel-
lules rigides élémentaires sera choisi comme approximation de chaque
panneau (fig. 1.5.). Chaque cellule i est homogeéne ; G;, 2L, (>0) et
m; (> 0) représentent respectivement son centre de masse, s$a longueur
et sa masse. Ii est son moment d'inertie par rapport 3 1'axe passant
par G et paralléle aux charniéres. Les cellules subissent seulement
des rotations relatives et toutes les charniéres sont paralléles. Entre
les corps i-1 et i s'exerce un couple de rappel - ki q; o ki (> 0)
désigne la constante de raideur.

La matrice d'inertie du corps principal dans (G,E;,C—,E_)

y*z
est
J-xx "J;y "sz
I, = -ny Iw -:fyz (1.19.)

~Je  -Jyz N

Ce modéle, bien que simplifié, est cependant suffisamment
général. En effet, il peut représenter soit une flexion due & des effets
d'élasticité dans les panneaux, soit des phénoménes de non rigidite
dans les interconnections de deux sous-panneaux consécutifs.

Ce modéle de 1a fiqure 1.5., avec les approximations dé-
crites ci-dessus, sera donc définitivement adopté par la suite. Bien
entendu, ce systéme peut étre mis en équation en utilisant le formalisme
proposé  dans 1.2.

Ce paragraphe a donc défini, dans un premier temps, le
modéle qui sera utilisé. I1 se propose, ensuite, de donner les fondements
physiques de ce modéle et d'en déduire immédiatement les propriétés
fondamentales. Ainsi, les problémes de commandabilité et d'observabilité
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seront abordés, non pas aprés aveir explicité toutes les équations, mais
en montrant que ces propriétés sont des conséquences immédiates du carac-
tére lagrangien du modéle.

Le systéme de la figure 1.5. posséde N+3 degrés de liberta:
0,9,Y, Gys---»0y. Avec un léger abus de langage, ©® , ¢ ,¥ seront
appelés "variables rigides" (indice r) et qq5dy5- -+ Ay "variables de
déformation" (indice d). On notera : ‘

e
(j‘_) x: |5

<)

Le systéme est complétement décrit par 1'expression de son
lagrangien globa)l

L(x,i) = 1 K Alghx - %XTBX (1.20.)

A(q) est la matrice (symétrique) d'énergie cinétique
totale du systéme. Yu que 0=G, 1'indice 0 apparaissant dans (1.16.)
peut &tre supprimé sans risque de confusion ; donc :

Arr(q) Avd {q}
Avd (q) | Ag (q)

B est la matrice symétrique semi-définie positive de

A(q) =

potentiel
O 00
B | B o 00 (:)
rr rd = o o b y . - B 20
Bdr de O ;'1\‘5
O"'kN

Lo, L¢ et Ly sont les forces géndralisées associées
a6 ,¢ ety ; c'est-a-dire les couples exercés respectivement
autour de E;,E;,f; . Ce seront les seuls couples considérés.

Le hamiltonien du systéme s'écrit :

H(x,i) = 4 5TAQx + 1xBX (1.21.)
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tn s'appuyant sur cette formulation lagrangienne, les
considérations suivantes peuvent é&tre faites.

Theoneme 1.3.1.  Algq)>0 Vg

En effet, dans le cas contraire, aux alentours de la con-
figuration x, il existerait un mouvement X auquel correspondrait une
énergie cinétique nulle. Ce qui est physiquement inadmissible pour le
modéle posé.

Conollaine 1.3.2. Ao} >0

Le moddle lingarisé autour de x = 0 du satellite déforma-
ble est aussi un systéme lagrangien :
i(xli) TAL) X -
#e (x %) xTAYX &

x" B x
xTB X

]
[ ST S P
pla M

Le mouvement libre du systéme lagrangien est donné par :

Al)X + Bx =0 (1.22.)

Théonéme 1.3%3.4.

Le modéle lingarisé (1.22.) du satellite déformable posséde
un pble d'ordre 6 & 1'origine et N paires de pdles (f J Wk s k=1,...,N;
Wy réel > 0) sur 1'axe imaginaire. De plus, la matrice A-1(0)B est
diagonalisable.

En effet, en posant z = A(0)x 1'équation (1.22.) donne

71=0, E%=0, i%=0 : c'est-a-dire trois intégrateurs, ce qui donne 6 péles
a 1'origine.

D'autre part, de (1.22.) on déduit :

- T -1 -1
oe 0 ’ —Ar: Ard (Add —Ard.Arr Ard.) BJJ X =0

T - -1
0 ‘ (Acla'_Ard.A:rArd) de
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la régularité des matrices d inverser découle de la propriété
"definie positive" de A(0). Cette nouvelle forme de (1.22.) permet d'en
isoler la partie déformable :

(Ay ~AaAr Ag)d + Bg =o (1.23.)

Ce systéme (1.23.) posséde une constante du mouvement :

%d(qﬁq):%.T(Add _‘A:dAr:Ard)ﬁ *%HT dec] = cste
Le polynome caractéristique de (1.23.) montre que si s est
un pdle, -s est aussi un pdle. Dés lors, si (1.23.) n'a pas tous ses
péles sur 1'axe imaginaire, il existerait au moins un pdle instable, ce
qui- violerait #,(q,q) = constante, vu que Byg > O-

Le polynome caractéristique de (1.23.) donne les N paires
de poles (% j 0, ; k=1,...,N ; W réel >0) restantes de (1.22.).

La matrice A !

(0) B est diagonalisable. En effet, dans le
cas contraire, la forme canonique de cette matrice posséderait un bloc
de JORDAN sur la diagonale et 1a solution de (1.23.) contiendrait un
séculaire (terme du genre q T ). Vu que By >0, ceci serait

de nouveau incompatible avec &ﬁj(q,é) = constante.

Conollaine 1.3.5.

Lla matrice A'l(O)B posséde une valeur propre triple a
s 2
P'origine et N valeurs propres réelles positives (W k=1,...,N ;

k
@y réel > 0).

Le modéle lingarisé (1.22.) du satellite déformable est
complétement commandable par (la,Lle. Ly).

Le systéme (1.22.) ayant tous ses péles sur 1'axe imagi-
naire, il suffit de montrer qu'il est stabilisable par (lg L¢ [%0.
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En effet, les équations du systéme (1.22.) forcé sont :

Lo

Alo)¥X +Bx = [ ¢ (1.24.)
Y
0

La contre-réaction linéaire :

Le = 7u99-xeé

Lq, = -«/ud,(b -)\4,4:. /,l.r}\ >0 (1'25')_

Lq; i 1/QP? - %?[V

revient d'une part & compléter Te potentiel {c'est-a-dire & le rendre
défini positif) et & introduire des amortissements. En effet, le systéme

bouclé est : W 8
, Ny
Al)X +Box=| _ag¥ (1.26.)
O

avec

feo e O
B = O C /M? >0
ke oo
O 5Ky
Etant donné que le potentiel Bc est défini positif, le
systéme bouclé (1.26.) n'a qu'une seule position d'aquilibre stable O.
Montrons qu'elle est asymptotiquement stable.

Le hamiltonien du systéme bouclé (1.26.) est
L] .T a
B (x,x) = 2xALIX + 4 xTB, X

Manifestement, Eﬂ: est daéfini positif. D'autre part, la
dérivée’du hamiltonien le long de 1a solution de (1.26.) est :

B = -3 (At 208 + 2467

é% n'‘est que semi-défini négatif. Né?nmoins, il n'existe
aucune trajectoire de (1.26.) le long de laquelle }% est identiquement
nul ; autrement dit, 1'amortissement dans (1.26.) est complet [qu .
Ceci est démontré dans 1'annexe A.
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D&s lors, le systéme bouclé (1;26.) est asymptotiquement
stable en vertu du théorame de KELVIN-TAIT-CHETAEV [KRA]. (1.24.) est
donc stabilisable par (lglg Ly). Le modéle lingarise (1.22.) du satel-
lite déformable est donc complétement commandable par (L91-¢ Ly ).

Lemme 1.3.7.

L'observabilité d'un systéme linéaire n'est pas affectée
si, & partir des variables de sortie disponibles,une rétroaction
Tingaire sans mémoire est faite.

C'est une conséquence immédiate de la propriété :

. (B,H) observable => (# + KH, H) observable V K

Théondme 1.3.8.

Le modéle lindarisé (1.22.) est complétement observable

par (6 ¢ Y).
Pour cela, on montre que :

AlD)X + B x =0 (1.27.)

est observable par (8¢ Y ) ; ce nouveau systéme (1.27.) étant obtenu
a partir du premier, (1.22.), en effectuant une contre-réaction avec les
variables rigides qui sont disponibles.

La propriété "définie positive" de A(Q) et de BC impose
au systéme (1.27.) d'avoir tous ses p6les sur 1'axe imaginaire pour les
mémes raisons que celles invoquées dans le théoréme 1.3.4. Il suffit
dés lors de prouver que (1.27.) est détectable par (8 ¢ Y).

La démonstration procéde par dualité.Par définition, le
systéme lagrangien dual de (1.27.) est, aprés avoir ajoutd les forces
généralisées

Bl K + Ao} x - (1.28.)
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IT est aisé de voir que ce systéme posséde toutes les
propriétés du primal (1.27.). En particulier, son potentiel est défini
positif et, de plus, i1 ressort de 1'annexe A que

Lo = =R P (1.29.)
ly = —%¢?
Lq: —Ayw

est aussi un amortissement complet pour (1.28.). Le dual (1.28.) est donc
stabilisable par (lgly Ly ). La paire

O3+~ I5+N 0
—BtAﬂ(o) O3+M —]55‘
est donc stabilisable ; i1 s'ensuit que
Osn | Laen (15}0 | O)
A'0B. | Osen |

est une paire détectable. Ce qui veut dire que le primal (1.27.) est
detectable par (6 & Y ). Le modéle linearisé (1.22.) du satellite défor-
mable est donccomplatement observable par (B¢ Y ).

Les problémes d'observabilité et de commandabilité ont été
traités récemment par OHKANI et LIKINS [pHK] en utilisant explicitement
1a méthode de KALMAN ; ce qui, hélas, obscurcit 1'aspect physique du
probléme.

1.4, STRUCTURE GENERALE DES MODELES LINEARISES

Ce paragraphe étudie, sous certains aspects, la structure
des modéles linéarisés. Plus particuliérement, une expression générale
et pratique de la fonction de transfert et de la représentation d'état
est déduite.

Pour alléger les rotations, il ne sera plus écrit explici-
tement que les matrices sont calculées pour q=0 : ainsi A représentera
en fait A(O).
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Les équations de LAGRANGE (1.14.) des déformations s'&cri-
vent, aprés linéarisation :

. o (1.30.)
Ar§+ Biyq=-Alg &

Les panneaux déformables constituent donc un systéme oscil-
lant excité par w.

Le théoréme du moment cinétique (1.10.) donne, aprés linga-

risation :
& 4o
- . 1.31.)
Arr ¢. + Ar = ’gﬂ (
¥l 9 by

Le sous-systéme "rigide" est donc un ensemble de 3 inté-
grateurs excités par les déformations 4.

Le regroupement de (1.30.) et (1.31.) permet de retrouver :

8
.o 1.32.
AI-*EJZL:-E; ( )
[#]

Ce systéme est & mettre sous forme canonique, Pour cela,
il faut se rappeler que A lp est diagonalisable.

Dés lors, vu le corollaire 1.3.5., a"lp posséde 3 valeurs
propres nulles. En remarquant que les 3 premidres colonnes de A“lB sont
nulles, on peut choisir comme vecteurs propres correspondants :

A o]

0 A
3. 13)

O 0

c'est-a-dire trois vecteurs propres indépendants.

oleco

Les N autres valeurs propres de A_lB sont #0. Soit S
ta matrice des N+3 vecteurs propres indépendants :

Iy Srd

O Sdd

o=
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IT est légitime d'écrire :

03 o -4
A-:LB - 5 ( 2_) s (1.33.)
< St
avec LU?' , ©
n* 2 ( “e )
= o . w:-

WpsWos LWy sont appelés "fréquences propres globales du satellite
déformable".

Aprés la transformation x = Sg, (1.32.) devient

fe
S 054 o] _ 5-—1A—i fc}) (1.34.)
+ = ) NCL N
¥ < - Q_a)“ir Ly
Or
5-1.— I5 l"SI'ClS‘:A_i IS\ A;: Avd
0 ]5’11; ~lo \ st
et

-4 T -t - -
o (Are-Ard Add Ard) | 6.4 " 5T BLY

A T - -1
B;llok s;(:. -Q-2 Sr:L ] (Aﬂti-—Aro‘. Ardv- Ard)
1a régularité des matrices intervenant dans les blocs diagonaux est con-

séquence du fait que A est définie positive.

Dés Tors :

e =F o] A:.- {e
q* + ’% = » ‘ — i (1.35)
o | S Biu 5S4y 0257 Ly

HECEOL
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Ce qui est trés prés de la représentation d'état du -systéme.

lLa fonction de transfert se tire aisément : de (1.35.), une
représentation en est donnée figure 1.6.

I1 convient de remarquer tout particuliérement les trois
intégrateurs et les N oscillateurs en paraliéle.

ANNEXE A

On démontre que 1'amortissement dans les équations (1.26.)
est complet [WIL].

Pour cela, on démontre que la seule solution de (1.26.)

le Tong de laquelle 6= 0, =0 et ¥ =0 est 1a solution iden-
tiquement nulle.

Cette propriété est due, d'une part, & 1'antisymétrie du
mouvement des panneaux et, d‘autre part, a 1‘existence d'un rappel
élastique sur toutes les charniéres.

Pour s'en apercevoir, considérons la figure 1.5. Soit un
mouvement propre pour lequel le corps principal reste immobile : 550,
=0 et ¥=0. Montrons que cela implique q,=0, 62 = 0,...,ﬁN = 0.

.

En effet, une raideur &tant associée aux charniéres (il et
dN+1’ il s'ensuit que tout mouvement propre antisymétrique des panneaux
va avoir une réaction sur le corps principal et 1'entrainer dans un
mouvement de rotation. Donc pour gue le corps principal reste immgbile,
il faut-que les panneaux 1 et N+1 soient immobiles ; c'est-a-dire dleao.

Soient donc le corps principal et les panneaux 1 et N+l
immobiles. Considérons les charnidres Eé et HE;Z' Une raideur % &tant
associée, il faut, pour que 1'ensemble formé par le corps principal et
Tes panneaux 1 et N+1 reste immobile, que les panneaux 2 et N+2 le restent
aussi. Ce qui implique 62 = 0.
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En poursu1vant le méme raisonnement, on arrive a qssgo
('14=_=_0,... et enfin qN.-=_ 0.
Donc, € =0, #=0 et ¥=0 impliquent d'abord g =0 et
ensuite X =0, Ce qu'il fallait démontrer. .

L' amort1ssement dans (1.26.) est donc complet. Ceci impli-
que que la matrice A~

(0) B ne peut avoir aucun vecteur propre ayant
Tes trois premiéres composantes nulles

Cette propriété de 1a matrice A~ (O)B implique que ,
1'amortissement (1.29.) est aussi complet pour le systéme dual (1.28. ).






CHAPITRE 2

ETUDE DU SATELLITE DEFORMABLE

DANS LE CAS NON LINEAIRE
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I1 est généralement admis, & priori, qu'un satellite avec
panneaux déformables est décrit de maniédre satisfaisante par les équations
lindarisées du mouvement [bOE GET, LIK, SCHNU L'expérience pratique
semble d'ailleurs démontrer ce fait.

Aussi, 1'étude de ce satellite dans le cadre de la théorie
des systeémes non linéaires n'a peut-étre pas encore été abordée.

Le but de ce chapitre est précisément d'apporter une contri-
cette &tude. Néanmoins, comme le probléme dans toute sa généra-
Tité est trés complexe, il a été nécessaire de le restreindre considéra-
blement.

=

bution &

. D abord le satellite sera considéré avec £ = 0 (fig. 1.5.)
et f = Y - ﬁ ‘f = 0 , ce qui permet de considérer uniquement l1a dyna-
mique autour de 1'axe de roulis Cx.

Ensuite, seules les petites oscillations libres, autour
d'une certaine configuration, seront considérées. Les développements
n'iront que jusqu'au 3é&me ordre.

Enfin, 1'étude sera faite d'une part sur le cas : 1 mode
(N=1) au paragraphe 2.1. et d'autre part sur le cas : 2 modes (N=2) au
paragraphe 2.2.

La principale contribution est 1'étude de deux oscillateurs
couplés par des non linéarités d'ordre 3 (2.2.). La méthode de la récur-
rence associée de BIRKHOFF est utilisée.

Bien que cette analyse non lingaire ne porte que sur quel-
ques cas trés restreints, des conclusions générales et pratiques se
profilent. Elles sont exposées dans le troisiéme paragraphe qui dresse
Te bilan de ces investigations.

1. SATELLITE 1 MODE

Ce cas est assez trivial ; néanmoins, son étude constitue
une excellente introduction au cas 2 modes qui est nettement plus complexe.
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Soit donc &
(figure 1.5.). On déduit 8 = @ .

En vertu de (1.12.) 1'expression de 1'énergie cinétique
relative de la partie déformable s'écrit :

re +2
= 1 2.1.
Ta = 2 Add(%)"h (21)
avec
A iy )
ad () = 2(T,+myly
L'énergie potentielle due aux déformations est

Z 2 '
\/: k1q1 = .% de q1 (2.2.)

La force généralisée d'inertie associée a q se déduit de
{1.13.) et s'écrit :

in

{1 Y (.glrml,l + 2 Lolymy cos%)
_wxl(z mq L1 by "aihc|1) (2.3.)

(2.1.), (2.2.) et (2.3.) ménent a 1'équation de LAGRANGE de la déforma-
tion : (voir 1.14.)

(L] L ?_
(I1+m1L11)c11+k1q1 = ~wx(!§m,l., #LLym, coso|1)
~wkt(mytlysin q,) (2.4.)

Le moment cinétique total par rapport a G est :

2 2
H': [(.Ux[lto m1+[‘.|.ol,1 chosq":J'xx:'_g.rnA‘Lc‘ )—-
+c'11(zl.ol1m1c05c11 +_§.m1l1)]cx = Hx C, (2.5.)

Dans le cas du mouvement libre, le théoréme du moment ciné-
tique méne a :
Wy Tox +2Lomas al,l g 17 m,)
xlJyx t2lomis 4 o1m1cosq1+3 q My
' 2 » .
+q1[2lol1 mq ¢0sq, + § Ly m) - dlobimy w, 4, sin 9, (2.6.)

~2l,lym, sing, c'1:' =0
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L'énergie totale est :

Wy
TP (2.7.)
E = 3 (“’x GIJA (ch) + V(‘M
avec, & partir de (1.16.) ;
2
Jox +qu+2m1l: 2144 2myl4
s 2my L3 e am, Lol tosq, +2mqloly cog a,
A =
21, s 2mly 2T, + zml?
+ 2 myl,l4 COS%
(2.8.)

Ala) | Al
Acfr' (‘M | Add(qa)

Les équations de LAGRANGE (2.4.) et le théoréme du moment
cinétique (2.6.) constituent une description suffisante du systéme.

De plus, (2.5.) et (2.7.) fournissent deux constantes du
mouvement, non indépendantes des &quations (2.4.) et (2.6.).

IT est commode d'introduire les notations suivantes :

11: 2 ke A, = pulsation propré encastrée
LI,
« 2 _Lo
2|.1
A
r;- Jxx 1Hpe ¥
81,

a,,(q,] g _i%li‘)_: 3’4-35(24. 3dcosq4>o b‘q"
: 8 14

ard(%)-? Mi—(jl)-: 1+%o<cosc|1>o Vch
GRS
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e £ E
41,
h 2 _Hx
414

Dés lors, les équations (2.4.) et (2.6.) du satellite

déformable deviennent respectivement :

:1.14._9_12(11—-6(14- dcoSq,‘\ _g_ 1D(‘.-‘»I'I"lch (2.9.)

(b’+5°l+5cxcosc|1\+q( o osq+1) - 3ot sing, 64, - 3asmo|c| =0 (2.10.)

tandis que les constantes (2.5.) et (2.7.) du mouvement s'écrivent :

.2 1.
L:q:+qﬂ+(¥+5d2+sacosq1)e +26q, (1 gdcosqq) z e (2.11.)

9'(39(2+30(C05C11+X)+(:11(_3_o(c05<11+ 1) - h (2.12.)

11 a été dit qu'un satellite déformable est constitué de
deux sous-sytémes couplés : le sous-systéme rigide et le sous-systéme
déformable (figure 1.4.). Or il est possible d'isoler le sous-systéme
déformable et 1'étude peut alors se porter sur ce dernier systéme, de
dimension réduite.

Pour ce]a, i1 faut remarquer que 1'intégrale premiére (2.12.)
permet d' exphmter 9 et 6 en fonction de ql,él et 'q'l. Daés lors,
1'élimination de 0 et & entre (2.12.) et (2.9.) méne & :
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. | 2
c11[(50(2+ 30(Cosc11+a’)z- (gdcosq_'n) (5«"4- Jx o5 cL +a']]
+c1:' [{5« cosc,1+5ot"+3') 53. asing (1+ 3 acosq,] - {_21’ qca5q1+1)13u sing,
+ 3 [iéucosah+ 1)10( sin q1]
+.ﬂ.:' ( 3o 5dcosq1+3]2q1 + _25.. hza Sin d,
+ 611[;' {50{5inc’1)(1+,}o{msq1)- 3h(32 cosq, +1) ot sin q,] =0

(2.13.)

De méme, en &liminant 6 et .9. entre (2.12.) et (2.11.),
on obtient : '

_n.:q: + i (342 + 300005 G r¥)- (5120“050!1*1‘ h* =e(2.14.)

(32 + 30¢08q,+¥ ) (3«1 3 Cosq,+¥)

expression dans laquelle i1 est nécessaire de remarquer que :

(30( +3ucosq1+r) (3acosc| +1) >0 Vch

Ainsi, (2.13.) est 1'&quation du sous-syteme déformable
découplé qui apparait comme un systéme du 2éme ordre dont (2.14.) est
une intégrale premiére. Ce sous-systéme excite Te sous- systéme rigide
(2.10.), cette excitation n'allant pas en sens contrawe Ces faits sont
illustrés par le graphe de la figure 2.1.

q1’c.,1'.oi1

50Us- systéme
dé [ormable

équa tion (1.13)

constante (m.14)

SOU5~5y5téme

iol
éo,uo.atios (z.10)

Figure 2.1.
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L'étude du satellite 1 mode dans le cas non linéaire
commencera donc par 1‘'étude du sous-systéme déformable (2.13.).

En développant en série les non Tindarités de 1'équation
(2.13.) et en explicitant par rapport a qqs ON obtient :

<:|1+u:1 '12 o(mc,1 + Z o ochm (2.15.)

1 m=1 m=3
n |mptl.lr m rmrmr
avec ) 2 )
w2 - 28,0, (o +r3hd s o

a,lo [arr(ol - afid (o)]
(W1'= pulsation propre globale).

Les coéfficients des termes du 3éme ordre sont :

Ay = - 3ol Ay o) [qrr(o\ ‘qf'd-(o)] < O
20,0 [t o} - @ (o) ]
, (2.16.)
83p= -2ka 0jal (o) o, q {©) [a,d(o)-a,, lo)]

+h 1“&" (0) [y lo) - et gy (o)
3o’ [-2a,, b+ ay O)a,, (o) + a?, ()]

L'annexe B étudie 1'équation différentielle non linéaire
(2.15.) jusqu'au 3éme ordre, en utilisant 1a méthode de la récurrence
associée de BIRKHOFF. I1 en ressort que, jusqu'au 3éme ordre, (2.15.)
est une équation stable, ne présentant pas d'amortissement. Ainsi, le
systéme déformable (2.13.) garde une origine du type centre jusqu'au
3éme ordre ; ce résultat était d'ailleurs prévisible vu que ce systéme
est conservatif par {2.14.). En vertu de cette propriété, le systéme défor-
mable (2.13.) va garder une origine du type centre jusqu'a n'importe
quel ordre.

=

La conclusion pratique & en tirer est que 1'équation (2.15.)

linéarisée décrit suffisamment bien le systéme.
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I1 est bon de remarquer que la pulsation globale “1 dépend
de h.

Enf1n, en utilisant la méthode KBM (KRYLOV-BOGOLIUBOV-
MITROPOLSKY) ,  une conclusion peut &tre déduite de 1'osculation jusqu'au
3éme ordre de (2.15. ) 3 soit

7

.. 2 3 o2
9y + @19 = A3, + &y, 4,9, .(2.17.)

Cette méthode E’OP] suggére d'essayer comme solution appro-
chée de (2.17.}

9,(t) = at) sin [w,l: +(e)]
q1 () = adlt) W, cos[w,l: + ‘f’[f:)]

En T'utilisant explicitement, elle méne 3 dcxldb =4 La
solution approchée est donc une oscillation d° amplitude constante ;

i

résultat absolument compatible avec le fait que 1'origine est un centre
pour (2.17.). Mais la conclusion intéressante de cette methode est :

2
%‘:ﬁ -.8_%)_1 (3°‘30+w12°‘12)

n

Autrement dit, elle prévoit une variation Aw:diﬁ de
pulsation propre en fonction de 1'amplitude. On calcule

Aw=- a X {lf“rrl"’)[“rr("‘"qrd(") } {‘360{.& ar.foa (o} [a (o) -a (o)]
+hzi-ﬂo(arr(o)[a"(o)-a:d(o)]-.ﬁédn[-BaM(o)+1ard(o)+1,ar:l (o)l} ;} (2.18.)

Lorsque le moment cinétique total est nu] {ce qui implique
que la dérive moyenne dans le temps du corps principal est nulle), on
voit facilement que Aw <0 . Pour Ih[ # 0, mais suffisamment petit,
cette conclusion reste valable. Quand Jhl devient plus grand, il est
hasardeux de donner une-conclusion car (2.17) n'a qu'une validité locale.
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Une solution approchée ql(t) de 1'équation (2.13.) du
sous-systéme déformable donne facilement © (t} par (2.12.).

2.2. SATELLITE 2 MODES

La méthodologie adoptée pour traiter ce cas 2 modes est
semblable a celle du cas 1 mode.

Aprés la mise en équations, le sous-systéme déformable est
isolé par élimination des variables rigides. Ce sous-systéme est conser-
vatif et apparait sous la forme de deux oscillateurs couplés. La diffé-
rence avec le cas précédent réside dans le fait que 1'intégrale premiére
doit se répartir, non plus sur un oscillateur, mais bien sur deux oscil-
lateurs. Alors que dans le cas précédent, 1'"énergie totale" ne pouvait
se distribuer que sur un oscillateur en lui conférant ainsi des propris-
tés précises, il devient maintenant impossible de prédire & priori comment
cette "énergie" va se distribuer sur les deux modes. Les développements
ci-dessous, restreints au 3éme ordre, &clairciront ce point. Il sera
montré que, dans certains cas, chaque mode conserve 1'énergie que Tui
ont conférée les conditions initiales, résultat prédit par le modéle
linéarisé du systéme. Dans d'autres cas, dits cas de résonance, des
&changes d'énergie entre les deux modes ont lieu, ce qui &chappe totale-
ment 3 une analyse Tindaire.

Le chemin suivi est donc le méme que pour le cas 1 mode.

2.2.1. Mise en dguation

Onpose £=0, d=¥=0b =¥V =0et N-=2 (figure 1.5.)

e
{l
|

Energie cinétique relative de la partie déformable ;

[

T‘Ze ) %{Cl'lq ) Add (ﬂﬂch) :11 (2.19.)
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811 *8124_2#12 (%)2
1
+ 12 Iz (E)Cos Olz 8I2+1212(:‘_:)C05c12
Add(qvclz):
L
811 + 12 Iz(_';_l) Cos<12 811

Energie potentielle des déformations

Vq4,92) = 2(q, q,) B, (‘jh\ (2.20.)
B 2ky o©

dd - o} 2k,

Forces généralisées d'inertie :

][-:h _-B [3]:1-}-811 +6I1(L_)CDSC‘ + 17_12 !'.[_;;f cosq
+24Il(t‘) tos o, + 612(10)0:5{(1 +q,)+ 24 Iz((n ) ]
-9 [6I (lo) smq +121, L_L.%j sino + 61, (‘l[‘z_)s'"(‘ln*'qz)]
+éqz[24 Iz(%) sih (72]

‘[;'n 9 [3];,_+ 12 Iz(h cosc] + 61 ( Cos (0,14-61,_]]
-9 [6I2 (L°)Am[c11+q2_ + 111, [ )Si“ ”]2.]
-6, [ 24 IQ(L*) singy, ]
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Equations de LAGRANGE des déformations :

4q, [I4+Il+ 312[%\14- 3T, (%)cos 011] - 12?11!%7_:(1[%) sin 9,
+ 2::1' [21’2 +31, {f_‘)cosqll-éﬁll (1‘}51’:10!1 + k.‘ch =
-8 [4I,+#Iz,+51 [‘P")Cosq + 61 {&j*)wsci +12°1 (‘0‘)6056{1
+31, (fo)cos{c] *‘11) #4127, [;ﬁ)
[BI ( )5#]16’ + 61 (J’o&) sih q1+al (’P")sm[?'-p-qz_]

,P 2.
+9q9_42 I (! ) Sm?Z
2

(2.22.3.)

41, 91 ¥ 2(:1 [211+ 3I2( )cosczj ] + 6% (‘P“)smﬁ + k9, =
-8 [4124-61'1 (f‘)cosqz +3 I,_(‘P Jcos(o’ +c|2)]

-9 [31,_(zPo]sm(q1+ql) + 61, ( 1 ) sih 012.]

-90,1 [41 I, (.{1

7))

(2.22.b.)
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Moment cinétique total :

HX = é[J + 61, (i’sz:ral +111 &*)wsq +812+2LI,_[L)1
+24 T, (11)(7055] +1n L {10)4:05(0’4-(72)4-241 (‘pf’i") cz:'.sci_1
+6T, (52_)2] :
+¢:'11 [811 +61I, (é)cosq1+24I2 2_1}24. 812.+2"I9-(,%] sq,
R TR

C| [812+ 121, (‘E‘JCosq + 6T (fo) “’5(71*‘]2_”

(2.23.)

Théoréme du moment cinétique :

‘9.[-]- +6I (_‘:') +BI1+1II (! )cosq +8I,+ 24‘1 («&)
24_]:2({'4

T cosq + 121, (100)cos(r71+ol,_)+61 (1:) +241, {‘FP‘)(Mol_,]
+29 [41 + 3T (‘f )COSC? +12I, (&

‘3) +¢Iz+lzlll_ff
L3I, (_)fos(fwa )]
P2, [4Ta e 6T, (B eos g, v 51, (& )eoslq e g,

_9.(%1 [,,21- (t"o)s,h71 F 12 Iz{fa)srn[cf+%} + 241, (fo&) ,ﬂnc)]
_9'('11[24]'_ (ﬁ:)sznq4+1zl (-e:] sun(7,+%)]
~§ (6T (2 Y smg, #a1, i [orsr enalle) sintos, |

co3q, +61 (1'6’1) cosq,
2
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._c":_ [4111(%12)@10111» 612{% sfn(c’|+o|z)]
- qﬂqz[‘““ll (.%_) 51‘11(11 rel, (%‘i ) s:'r\{%i—t?)d)-f-éll(%‘_;) sih {q'+(7l):o

(2.24.)

Energie totale :

Wy
E - %(wx c.11 Clg_) A(%‘m (ch)
qa

(2.25.) .

1

+241, (171 +241 (ﬁ)cosqz +12 1 (f‘;)ms(‘h“’lﬂ

2

Arr(%) = J . +61, (,%Y+ 8I,+121 {,{’o) cosq, + 81,
£

+24 1, (£of1) cosq + 6T (,ﬁ )2
"(x; ) > 1,
8L, +61, (ﬂo)cosol + 241 (L) - 8L, +
4,
Ard. z +8l, +24 1, (’e;\t:osolzf- 111 (ﬂ?)“”% 4212(%]“’5(19_*"
Lo ol ¢o
+ 6I2(E) Cos(f14+C|2_) 6T, (%) ¢ 5{'7.“{2)
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8I1+BIZ+2412(%)2
£ b4
A +24 1, (Iﬂ cosq, 81, + 1112(711)«)5(;‘1
dd ~
811+11Iz %)COSﬁl 8]:2.

Le systéme est décrit de maniére suffisante par les équa-

tions (2.22.) et (2.24.) . (2.23.) et (2.25.) sont les constantes du

mouvement qui ne sont pas indépendantes des équations (2.22.) et (2.24.).

Notations :

J&x - r

1, X

oo Ql |
41, (2.26.)
ks n?*

v,

-22 - /eo = q 'Po d

AR L A

ﬁ.& = h

I

E_ _ e

I

1

ce qui donne

Premiére équation de LAGRANGE des déformations :

q (1+ 0(254-30( +3a) cos ]_ 54 G, o sin
1 1 b4 21 92 ﬂlﬂz 21 qz

a 3 2 2 2 . 2
+q’-(°{2‘ * _2_0(21 cos %) - 5_3"72 %24 5””12. + 'Q'1 9 =

-9[1-1-0(:1 + 3

2 2
¢ 3
0‘01 os% + 5 c:(,_1 doz cosah + 30111 (.'osq:l

3
t+ -E K21 Koy 0509, +q, | + 30(11]
o2
5 . 2 _ 3 .
-0 {_, Foy SINqu+ 2 oy o sing. + 2 %1%, 51n[q1+a’,_J]

+6q13d:1 sinqz

(2.27.a.)
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Seconde équation de LAGRANGE des déformations :

3 L4 ll 2
3
%2494 011(0(21 I 21cosq1)+ 110(21&:1:114- .0..2 q, =
3 3
[dn c°5°|2 "‘°‘21°‘ C°5(‘11*°|z)]
2

o 2
-0 [ o{ 0(02511(:,11-0'1) + 3 o(‘21 5in cfz]

-84 3o sin
T 2 (2.27.5.)

Constance du moment cinétique total

'e[f+6dl +8+12c . Co B>, + 2L of %
o1 o4 5°I1+ 04 24 11*' b 21 cos ‘11

3 3 2
MR PYIL PR {‘11"'0’1.] + 24 “11 #2085 G, + 6y ]
¥)

. 2
+2(14[I;+3d°16050,1 + 42.0(21+40(,_1 + 11, 605(11-}60(“0(01 ces q,

* 5 “21 %2 Cos(q1+qz]]
+29, 46> + 6 c 3o o ( h
92 bdy, + 21939, * 21 % €08 ‘1#%)] =
(2.28.)

Dans les déve]oppemen-ts ultérieurs (2.27.) et {2.28.) seront
utilisés comme description suffisante du systéme.

2.2.2. Isolement du sous-systlme défonmable et approximations

Comme pour le cas 1 mode, le sous-systéme déformable est
isolé par é&limination des variables rigides & et § entre d'une part les
équations de LAGRANGE des déformations (2.27.) et d'autre part 1'expres-
sion (2.28.) de la constance du moment cinétique total. Dés lors, le
graphe du systéme global se présente de nouveau comme sur la figure 2.1.
et 1'attention peut-étre portée sur la dynamique du sous-systéme défor-
mable.
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Afin d'éviter des calculs littéraux devenant trés vite
fastidieux, de nouvelles simplifications sont introduites. Ces nouvelles
restrictions n'empéchent pas de faire des considérations intéressantes
et de tirer des conclusions.

D'abord, dans (2.27.) et (2.28.), on pose kl = k2’ ce qui
méne & Q5 . al - q?

Ensuite, on pose h = 0 3 donc H = 0. Les moments cinétiques
du corps principal et des panneaux s annu]ent C'est encore le cas ol la
dérive angulaire moyenne dans le temps du corps principal est nulle.

Dés lors, en &liminant © et & entre (2.27.) et (2.28.),
on obt1ent deux équations implicites en q1 et q2 ; ces deux équations
sont celles du sous-systéme déformable isols.

On se propose d'étudier qualitativement la solution de
ces équations considérées jusqu'au 3éme ordre. Or, ces équations font
intervenir le paramétre J . En faisant J =, Ta structure de ces
équations, osculées jusqu au 3éme ordre, n est pas modifiée. De plus, il
s'est avéré qu'aucun paramétre, décrivant le comportement qualitatif de
Ta solution, osculée jusqu'au 3&me ordre, des équations du sous-systéme
deformable isolé, ne passe par une valeur critique quand Jxx-—bcca

Dés Tors, pour 1'étude qualitative des oscillations non
lingaires du sous-systéme déformable considéré jusqu'au 3éme ordre, il
est 1égitime de faire JXX—* oo dans les équations de ce sous-systéme.
Le volume de calculs s'en trouve considérablement diminué.

Tous calculs faits,cette procédure donne :

4(-44—3"(:1 + &3, +3°(:2,)_ 6#:' qi 2(2::&? . 3%: )-34:‘ c’: -q-4
2(200y + 3¢3,) - 32, g2 4a} , 7
Gs 42,83, 8,G, 92+ 6 95 &2 q, 3

+ 49 /= L 6,9, + 0 (2.29.)
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Ce sont les équations du sous-systéme déformable, découplé
du sous-systéme rigide, les non linéarités étant considérés jusqu'a
T'ordre 3. A ce sous-systéme déformable, osculé jusqu'au 3éme ordre, il
correspond le Tagrangien et le hamiltonien

L5, 9 o ¢ U ahesad) - 6al gt '
H(q q :i’i(% q,_) 2 @a . : . / ) q.
., 92) ll*3°‘t|)-3°(g.q,_ s .
4ol gy q,_
N
-3 di(%qz)("'n ° ) 9 (2.30.)
° ¢ \ Qs (2.31.)

) Les équations (2.29.) osculées jusqu'au 3éme ordre, sont
les équations de LAGRANGE correspondant a (2.30.).

(2.31.) est une constante du mouvement, jusqu'au 3éme
ordre, de (2.29.).

IT faut remarquer que la matrice d'énergie cinétique inter-
venant dans (2.30.) n'est définie positive que pour q situé dans un voi-
sinage de 1'origine. Les équations (2.29.), osculées jusqu'au 3éme ordre,
n‘ont donc qu'une validité locale. :

Les développements ci-dessous se proposent d'étudier les
oscillations non Tinéaires (2.29.), jusqu'au 3éme ordre.

Pour cela, en explicitant (2.29.) par rapport a &1 et ﬁé
et en ne s'intéressant qu'aux termes d'ordre inférieur ocu égal a 3, on
obtient :

. . 41“‘:-‘:‘!‘1*60\’&"' .
A AR il % =M “ ":.t “'qtqa + 4 2N 9.9 +0§ (2.32.)
E‘- q‘- _Gq" qze‘&l 3
' H
avec )
4 _ 2clu +3
& 4 364y, 2‘*:!(41-30(:;)
M =
24 +3 4+ 3oz + o} + 34k
2du (4+300) | Nui (4 +362)
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r 9 o5, A2 +63 ofz, + 3£ d:.'g W
(4 3e40)" Az (4 + Bedz )T
N =
2
A2 + 63ot2( + 36 o2t AB + 66 Kai + 63 oz, +48 o5
4“21(4{-3“&]2 aq;[“* 3“‘-')‘
L

/

IT est aisé de voir que Te paramétre « 21 joue un réle de
toute premiére importance. Les autres paramédtres (c(OI,cxoz,fo ) ne sont
pas essentiels et ont &té éliminés avec Jyx™ @ 5 c'est 13 un autre
avantage de ce passage & la Timite.

Pour analyser les &quations (2.32.), il est nécessaire
d'en découpler la partie linaaire.

D'abord, 1a matrice M étant symétrique, elle peut se mettre
sous la forme :

a b \/M o a -b (2.33.)
M= _ a o )fz b a

avec ad 4+ b =1

o

) VRS (par convention)

Les fréquences propres globales Wi, W, du systéme sont
données par :

UJ_,'" = 4 -cl—z ALI

‘ 2.34.
wr . et (2.34.)

Dés lors, aprés la transformation
qt cl. b Qi |
gz) ~ b a_) Qz} | (2.35.)

les équations (2.32.) prennent la forme :
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~ z 6] s O 2 «)
Q:L +w; Qi = X 3000 R4 + Haoto Q4 Rz + cz‘{-'mz':>"'l"(:'z7'-

i) . .
ol @ o0 @ R 4 o) QG QR

OO3n
) At (ST © oA A
-+ ﬁmqi Qi “+ 4(00'7.'@2 Qz + °"Alqm Q-.I,QL Qi_

-+ 0((0 Q."ézq,z, -+ 03

o444

(2.36.)
i=1,2

A ces équations, il correspond un lagrangien et un hamil-
tonien du type

z -
A+ Qg Q| + Q-I'LQIQ:. Gty Qfa + C‘f- Q‘Q"-

L (G’,, ?s éu é&) * Az QF + Sz QF Q

- 4(6.4)
. 2 1 N2, .
H (Q*‘!QJOJQ‘}QL) C..-qu-t'C-tzQ.qQ,_ A g h‘Qf.' b'zQ"Q 6‘

L 2
+ Car Qo + by q;-

3 %(Q-Q‘)(u: ii)(c;‘)

Ainsi, le sous-systéme déformable, osculé jusqu'au 3éme
ordre, prend 1'aspect de deux oscillateurs harmoniques couplés par des

(2.37.)

non linéarités d'ordre 3. On se propose maintenant de déterminer le
comportement qualitatif, jusqu'au 3&éme ordre, de la sotution de (2.36.).
Une question majeure est de savoir si la solution des équations non
linéaires (2.36.) va différer notoirement de celle de sa partie linéari~
sée.

L'étude, jusqu'au 3éme ordre, d'un systéme d'équations du
genre (2.36.) est abordé dans 1'annexe B de maniére rigoureuse par la
méthode de la récurrence associée de BIRKHOFF. Il en ressort que le rap-
port w2/ul prend une importance particuliére et qu'il faut distinguer
deux cas : "'2/”1 £ 3et 02/01 = 3.
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ler cas uz/uﬁ # 3

C'est le cas normal, de non résonance. L'origine reste,
jusqu'au 3&me ordre, un centre pour (2.36.), c'est-a-dire qué cette solu~
tion est qualitativement 1a méme que celle de la partie lindarisée des
équations. L'énergie totale (2.37.) se répartira sur les deux modes en
fonction des conditions initiales et chaque mode conservera son énergie
totale, résultat qui était d'ailleurs déja prédit par la partie linéarisée
de (2.36.).

Donc, Te sous-systéme déformable conserve une origine du
type centre jusqu'au 3éme ordre ; en d'autres termes,on garde un cas cri-
tique de stabilité jusqu'd cet ordre et les développements doivent &tre
poussés plus Toin pour connaitre exactement le comportement du systéme,
Ces calculs &tant trop fastidieux, on se limitera 3 cet ordre. En conclu-
sion, le sous-systéme déformable est assez bien représenté par son modéle
linéarisé.

Dans Te cas particulier important oG les deux SouUS-panneaux
ont la méme longueur (0(21 = 1), on a

wr - z;"—‘ (9-V= )

(2.38.)

ce qui donne wz/wlff 6. On est donc en dehors du cas de résonance. On a:

o
i

0.955
b =~ - 0.305
(2.39.)

Avec o,y = 1, 0* est le seul paramétre restant libre ;
en effet (2.36.), osculé jusqu'au 3&me ordre, devient dans ce cas :
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Qi Q= 3w‘ [Q4Q ab(a-b)+Q, de‘b(b o)
-©§Q4b(b +201b+03)+02 Q,a(a%b +202b)

+(.Q4 Q2Q4 2a*b(b-a) + C'Q4 Qz Q, 2a3(a._b)]
_ 1%2[ 2L (106 Fhab 120%) +Q2a(3?a™ 122ab
_338) +§, 0, a(- 120> 4B olb+ 35k ab’s ThE’)

020, b (- 32ab" 375+ 2ba® 18547b)]

Q,+w]Q, = 2410, b(a 2a5"5)- &,Q,abla)
+Q'Q, a(-a*- 20b+b3) q, Qab(bm)
+¢4QQ,2b2’(b+a) +0,0,9, (_Qob) (b+al
‘T[ o2 (37"~ 370 1220b)+o Q,b(-126°
L g ab’ +354azb_'ll+a3)+@, “a(_3424°b

+37a% 2062~ 180k’ ) + Q2a* (- 1216° + Thab

+ M0 )] o

Numériquement :

B, +wfQ, = 00193, Q, +0.059G,Q, + 0.016 &,
+0.045Q, @, + 0418Q,0,Q, +03704,0,Q,

_i_éf (1661 Q.+ 48 538Q) +430.246Q, Q, +
137.565Q;Q,)
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. 22 S . 2
Q+wQ, =-2462Q,Q,-0.432Q Q, - 1.6824,Q,
-1.351 Qin - O.ZWQ,, QQQA - 0.865 QquQz
_ 3%12( 6106Q° +45.291Q Q, + 10+-283QQ;
A
+63.943Q))
(2.41.)

La figure (2.2.) montre une simulation des équations (2.41.)
avec.fl = 5,27 sec "1. De plus, Ta solution numérique de (2.41.), c'est~
d-dire de 1'osculation jusqu'au 3&me ordre avec Jxx""D » est comparée
avet la solution numérique des &quations {2.22.) et (2.24.), c'est-a-dire
les équations complétes avec Jxx fini.

2éme cas wz/w1 = 3

C'est Te cas de résonance qui s'obtient pour 0(2128 0.476.
Dans ce cas, 1'origine reste encore un centre pour (2.36.) mais 1'annexe
B montre encore qu'il y a des possibilités d'échange d'énergie entre les
modes. Ce phénoméne étant typiquement non linéaire, le comportement du
systeme peut différer de celui de sa partie linéarisée.

2.3. CONCLUSIONS

Le but de ce chapitre a &té de dégrossir le comportement
des satellites déformables dans le cas non linéaire.

Lorsqu'il n'y a qu'un seul mode de déformation, le compor-
tement du systéme non linéaire est trés voisin de celui du systéeme
linéarisé correspondant.

Des effets non 1inéaires notoires n'apparaitront donc gue
pour des satellites a plusieurs modes de déformation ; dans ce cas, en
effet, des phénoménes de résonance entre les modes peuvent éventuellement
se produire.
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) {rad)
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N
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Lorsque Te moment cinétique total est nul, dans le cas
deux modes, un phénoméne de résonance du 3éme ordre a &ta mis en évidence
pour W, = 3!#1. On congoit aisément que ce résultat peut se généraliser
de Ta maniére suivante : dans le cas N modes (W, L w TR L ¥4

wN) 2 2) un phénoméne de résonance du niéme ordre sera mis en
ev1dence pour ”j =n wi.

Donc, pour H = 0, des phénoménes non linéaires notoires
n'apparaitront que 1orsque certaines relations précises entre les fré-
quences propres seront vérifiées. Il s'ensuit que ces phénomeénes ont,
pratiguement, peu de chance de se produire ; et, en dehors de ces cas
de résonance, le systéme est bien représenté par son modéle linéarisé.

Dans 1a suite, i1 sera implicitement admis que H = 0 et
que Te systéme est en dehors des cas de résonance 3 ceci assure la vali~
dité des modéles linéarisés.

Enfin, lorsque HX # 0, d'autres phénoménes non linéaires
peuvent apparaitre. Ce cas n'est pas abordé dans le cadre de cette étude.

ANNEXE B

Les équations différentielles rencontrées dans le chapitre 2
sont étudiées, jusqu'au 3éme ordre, par la méthode de Ta ré&currence
associée de BIRKHOFF.

B.1. ETUDE DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE

" 2 3 2 3 (B.1.)
CL + uu’ c14 = 30q4 +0(42CLGL' to

soit

F(CL/(.L) :0(30({':’ +°(1zc|4q,,2
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11 est commode d'introduire Tes variables complexes

%

* = ﬂt! +J Wy

1 . § (B.2.)
— A
o CL —J_J,,

Das lors, {B.1.} devient

% =~y +‘J F(?E:‘ﬁ x - 9w4)+05

N

.o _J 4
Y _Ju),,ﬂ @F(ng ZJ w,,)+o (B.3.)

-

La récurrence associée a (B.3.) exprime les conséquents
X éx(b—T) et }’.é g(t-ﬂ') en fonction de :L:-’L‘(t) et l_.j = 9(}.‘)
En ne considérant que les termes jusqu'au 3éme ordre, cette récurrence
s'écrit : ‘

_jw,T 3, 2
X = e x+\goa:3+‘f;3tj +E1x9+ﬁ2:t92+03

T ‘3 .
)/_-:e‘lw y +\EOH +l|003 ﬁmﬂ F‘mg o> (8.4.)

w, | _B'UJ
avec \F - eJ A—GJ )  Oag —O g
30 2 Bw?
_jwl (B.5.)
\'ﬁ)g - 3JUJ4 J(U . 30 —0(42"’042
A 8 wf
. jeel
‘f)2'1 = JTeJ - e Py
ewr
(.U -
‘P _é’ 1 J 1 3)0(3.O+0(,,,_U!),,2
A2 ESLL%Z

La récurrence (B.4.) contient des termes du 3éme ordre non
essentiels, pouvant étre é&liminés par une transformation non linéaire des
variables. En effet, considérons la transformation non lingaire (substi-
tution de CIGALA):



.67.

L+ kg
3 't-—b-q
3 3 4 2
{TIZ:%'*'@OE*- oa"?*'e’m%"?"‘e’/lz?’? (B.6.)
¥*
M=%
En choisissant :

By = Yoo

T _ AT

=— : B.7.
Pos e¥WT _ _JuT (8.7.)

Bz1= O

(les dénominateurs &tant #0 si T est convenablement choisi), la récur-
rence (B.4.) devient, aprés la transformation (B.6.) :

TJUJ1— 2 3
%29 43?:_,3@1}%7(4_0 (B.8.)
1] = el +ﬂ4§"’1+0
ol i%; est le conséguent de %? c'est-a-dire é{ (t+T).

La stabilité de (B.8.) s'étudie en considérant 1a récurren-
ce sur les modules. Soient

g -l%|—
=H=| 2[R

Dés lors, la récurrence sur les modules prend 1a forme
JWN 4 ’ (B.9.)
R -r+2i:?e(‘f) rt .ot

La stabilité asymptotique de 1'origine pour (B.8.) pourra

2

étre affirmée au 3&me ordre si et seulement si

He(kf’m ejw‘r) <O
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la condition d'instabilité é&tant {B.10.)

Re('f, € de )>O

Mais dans le cas qui nous intéresse :

\{) Jw“ JT 3“30'[" 0o LU,,Z
Buw?

donc
Re (f, e Jju,T _0 ‘ (B.11.)

ce qui signifie que 1'origine est, jusqu'au 3é&me ordre, un centre pour
(B.8.) et, donc, pour (B.1.}. Ainsi, (B.1.) ne présente ni amortissement,
ni instabilité jusqu'au 3éme ordre.

B.2. ETUDE DU SYSTEME D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES
éi +w£2Qi "—'°<;¢£310on q;ng Qz 0(15:;]20 Q2
330 2t 4(2130 Q4 Q +qﬁo4QQ 02
+ %002 Q«Q ‘;:0 Q,+ é:LQQQ
P * qo(c;iz QzQz +0°

La méthode utilisée pour étudier ce systéme d'é&quations
différentielles ressemble & celle utilisée du cas précédent. D'abord,
on introduit les variables complexes :

— I ul *
m4-Q4+J% Yy = %4

(B.12.)

(B.13.)
.1;2=Q2+J,%22_ 52___35:

Dés lors, la récurrence associde a (B.12.), exprimée avec
les variables Xq et X5 s'écrit :

_.Jw,,
X_ :x:+ ﬁlmn 454 292

k+|+m+n

Ky = eI S f e O

k+|mn

(B.14.)
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Comme dans le cas précédent, une transformation non liné-
aire de variables va permettre d'é&liminer dans (B.14.) certains termes

du 3éme degré non essentiels. A ce stade, i1 faut déja distinguer deux
cas : w2/w1 # 3 et wz/wl = 3.

B.2.1. wz/w1 # 3

Dans ce cas, il existe un changement non lingaire de
variables (substitution de CIGALA) :

74 — Y,
72 +«——» Y, ,
3%4 -« Iy 074 = %:

gy > 0 M2 :%2"*

pour laquelle (B.14.) se raméne 3 :

—Jjw, T, (1) 2 (1) 3
Z =0 & DS oS5, 1,0

1w, T (2}, 2 (2) 2
Zf‘ e % +0021%, T * fano 5,05 + O

IT faut remarquer que Tes coefficients des termes du 38me
ordre restants dans (B.15.) n'ont pas &té affectés par le changement
de variables. La récurrence (B.15.),avec Tes nouvelles variables, cons-
titue un cas critique d'une récurrence du 4&me ordre [BER]. La stabilite
asymptotique de 1'origine pour (B.15.) pourra &tre affirmée au 3éme

ordre si et seulement si les conditions suivantes sont remplies [BER]:

(B.15.)

A<O
A, <0
ArAg-BuBs 0 & A-Pa >0
/\2-E51 'Al‘igk
avec
() J ;T
Aa—Re[ﬁwoe ]



parées avec (B.10.a.).

Bi= Re[ﬂo:f er‘Tf

B Re[wo e.
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~

/

(B.16.)

Les conditions de stabilité asymptotique peuvent étre com-

En exprimant les coefficients de la récurrence

(8.15.) en fonction des coefficients du systéme différentiel (B.12.),

on obtient, tous calculs faits :

N T ]
\PZ:O)O " éJw4 [50(:;))00 20{2110@
2} qwT
B efwl = 3, [Btso0s +Witiors)
451,4 ejw;r: ﬁj“* 0‘42;.0 + wzo(fgoz
‘f’mo el T;j?uz r04\2,,1?0 . wfoté;),;ﬁ

A, =0
A, =0

Ceci signifie que 1'origine reste, jusqu'au 3éme ordre,

(B.17.)

un centre pour la récurrence (B.15.) et, donc, pour le systéme d'équa-

tions différentielles (B.12.).

ni amortissement jusqu'au 3éme ordre.

Ainsi, (B.12.) ne présente ni instabilité,

De plus, 11 est intéressant de faire des considérations

energétiques ; en effet, ces considérations vont mettre en &vidence une

divergence entre les deux cas envisagés.

associée a (B.15.)

soit

E &

5 1, + XE, 1,
a[ZH]+o %ﬂj {5 9, +%5 )

Soit 1a fonction d'énergie E

(B.18.)
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En calculant AE 1e long de Ta soltution de {B.15.), on
obtient :

AE-:_O-*O"' ¥

A(E,7.) = o+o0"
A(g,n) - o+ on

Ceci signifie qu'avec les variables ;; et ¥,. chague mode
conserve son énrergie totale jusqu'au 4éme ordre.

B.2.7. wz/wl = 3 (cas de néscnance)

Lorsque le rapport des fréquences propres w2/w1 vaut 3,
1'etude du systeme (B.12.) ne peut plus &tre ramenée 3 celle d'une récur-
rence du type (B.15.). En fait, une transformation non linéaire de va-
riables (substitution de CIGALA)

(?I."a:1

?:‘ e 3('.3_
'71 “—v Y, Re = ?-:
P2 < N I P = ?:

permet seulement de ramener {B.14.) & la récurrence

..jw"r ) @ “! 3
% = & ‘?1 + l)ozum ?:- P + ﬁem‘ 'f_,?,_ P + fozqo 7: ?,_ +0

-jquT

. y (B.19.)
%z:e ?z-t-%ou ﬁapz-i- Uf::p EZE*'H(::HZs*.Os

qui est plus complexe que {B.15.).

Les conditions de stabilite asymptotique (B.16.) restent
valables pour cette nouvelle récurrence.

Les coefficients intervenant dans 1a récurrence (B.19.)
s'expriment en fonction des coefficients intervenant dans le systame dif-
férentiel (B.12.} :
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) Jwir J [ & 2 @
2100 = gw, L 345000 + Wi 200
@) W, T ' (2 @)
lpc.o'u eﬁ : - _éf.L.J 3 Aoozo -+ UD: °(90|I.

1
(4) J‘w‘ . (4)
ot € -4"—@- °(2-o-¢o + ‘U % 4002
[ ]
P e § [ 4® 1y @
e = 7}_!:7' - 2o T %oz
2
t) jmT . i H
) {a)
(POMO e '= ,—éa—;;" N q‘zam + dtlo! w mj‘ -
\P @) Ju{r_ J o{‘ (-a) (2.) wd
11" C - 'é‘l;& A 42,00 £]

Encore une fois, nous avons :

Ay, -o
Ag = O

]

LY
oz.‘o wf]

]

(B.20.)

ce qui signifie, de nouveau, que 1'origine est, jusqu'au 3eme ordre, un
point du type centre pour (B.19.) et, par conséquent, pour (B.12.).

dent apparait au niveau des considérations &nergétiques.

Une divergence entre ce cas de résonance et le cas précé-

Considérons de

nouveau la fonction d'énergie E. La variation , soit AE, calculée le
long de la solution de (B.19.) devient cette fois :

tout of.

Jwy
77 ?b[ew.r OZ:IO

tnle T
?

+d e

-J w,T

J‘thT'

+d e

* (2)

3 con

aoro ]

(B.21.)

Cette fois, AE n'est plus nul jusqu'au 4éme ordre pour

(B.19.) si et seulement si :

;3 w,T

@)
q: _ e ‘ (.POZHQ
e- Jw, T *C'L)

3ococ

E sera une constante du mouvement jusqu'au 4éme ordre pour

(B.22.)
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car alors AE = ¢ + ¢o?

Cette fois, i1 n'existe plus de variables '?4 et ?‘ , pour
lesquelles chaque mode conserve son énergie totale. I1 y aura donc des
possibilités d'échange d'énergie entre les modes.

o peut s'exprimer en fonction des coefficients des équa-
tions différentielles (B.12.). Ainsi,

23 2] &y
oo W A goto + Fmaod W10y . ol 5w (8.23.)
ks Dﬂscg)oo - 0(3%00\0-3‘3'

On démontre que X = 3, ce qui est, notamment, une consé-
quence du fait que (B.12.) posséde une intégrale premiére du genre
(2.37.); ce qui impose certaines relations entre les coefficients inter-
venant dans (B.12.).






CHAPITRE 3

LE PROBLEME INVERSE

DU FILTRAGE OPTIMAL
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La synthése d'un systeme "fin de maintien en attitude
pour satellite déformable™ peut se faire par 1'approche moderne IFSR,
LAR, OHK, SCHI, SCHM] . Dans ce cas, la chaine de réaction se compose
d'un filtre et d'une 10i de commande déterministe optimale.

Une étude sérieuse des problémes de filtrage rencontrés dans
la stabilisation d'attitude des satellites présentant des modes dé&forma-
bles nécessite, au préalable, Te traitement du probléme inverse du fil-
trage optimal.

Strictement parlant, le probléme inverse du filtrage optimal
se définit comme suit : &tant donné un observateur [}Uﬁ] linéaire sta-
tionnaire et un processus lingaire stationnaire 3 observer, i1 faut da-
terminer, s'ils existent, des bruits blancs agissant sur le processus
tels que le filtre stationnaire optimal correspondant soit 1'observateur _
donné. Toutefois, dans ce chapitre, ce probléme prendra une signification
plus large. Plus généralement, seront regroupés dans ce probléme inverse
du filtrage optimal toutes les relations existant entre un probléme de
filtrage statistique 1ingaire et Jes péles du filtre lingaire station-
naire optimal correspondant.

Dans ce chapitre, tout comme dans les développements ulté-
rieurs, le formalisme échantillonné sera le seul retenu.

Ce chapitre est essentiellement théorigue. Néanmoins, ses
nombreuses conséquences pratiques seront mises en &vidence dans les
chapitres suivants.

3.1. OBSERVATEUR DE LUENBERGER [LUE]

Soit le systéme lindaire, discret, stationnaire, non
perturbé :

Xy = Xy + Guy (3.1.)
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avec :

>

: vecteur d'état (n,1)
u : vecteur de commande déterministe (r,1)
: matrice de transition d'état {n,n). @ est non singuliére ;
ses valeurs propres seront appelées "pSles du systéme"
z : vecteur de mesure {m,1) (m<n)
H : matrice {(m,n) de rang m
G : matrice (n,r) d'entrée
(4,H) : est une paire observable.

On construit un autre systéme lingaire stationnaire de
mémes dimensions que (3.1.). Ce nouveau systéme étant excité par Uy et Zy s
on veut que 1'état ik de ce nouveay systéme tende asymptotiquement vers
1'état Xk du premier ; c'est-a-dire : -
Tim T - -
Koo (xk XK)-O

Ce nouveau systéme est appelé "observateur de LUENBERGER
d'ordre maximum" du systeme (3.1.). Ainsi, 1'observateur peut étre du
type :

X1 =¢2k+6uk+K(ﬂq1~H¢§k_Héuk)

ou X, o= (L KH)OR (I kAU r Kz, (3.2.)

Si on définit 1'erreur :

A A
(3.1.) et (3.2)a menent a :

€ in =(In-KH)d> e, (3.3.)

Considérons
(T,-KH)d = &-K(Hb)

(#.H) est observable et # non singuliere = (f,HP) est observable. Dés
lors, @ et H &tant fixés, on démontre que les valeurs propres de @-K(Hf)
peuvent &tre placées n'importe ol dans le plan complexe en choisissant
convenablement le gain K [HON]. En particulier, on peut trouver un gain K
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qui stabilise asymptotiquement (In-KH)ﬁ, c'est-a-dire :

Vi (1¢i¢n) lxi(I“-KH)dJ\ <1 (3.4.)

&éme

(A; deésigne la '™ valeur propre d'une matrice).

Dés lors, 1'équation (3.3.) montre que 1'erreur est amortie
asymptotiquement et, dans ce cas, on dit que (3.2.) est un observateur
de (3.1.).

Les valeurs propres de (In-KH)ﬂ seront appelées, par la
suite, les "p6les de 1'observateur".

Jusqu'ici, 1'aspect stochastique n'a pas &té considéré.
En pratique[?CHﬂ » on choisit Te gain K de telle maniére que les péles
de 1'observateur soient compatibles avec les spécifications, les bruits
agissant sur le systéme et les imperfections inhérentes au modéle. Mais,
il semble que Te choix de ces p6les en fonction des données concrétes
du probléme soit une étape pour laquelle i1 n'existe pas de méthode sys~-
tématique. De plus, comme nous le verrons par 1a suite, nous risquons
de faire un placement de pdles incompatible avec la structure, les pro-
priétés et les bruits du systéme.

Néanmoins, soient les pdles de 1'observateur choisis. Le
gain K qui permet de calculer convenablement les valeurs propres de
(In-KH)ﬂ se détermine en passant par la forme canonique de LUENBERGER
[@0@] du systéme (3.1.). Malheureusement, pour le cas multivariable,
cette protédure est trés lourde et certaines propriétés du systéme n'ap-
paraissent pas clairement.

Une autre maniégre de faire la synthése d'un observateur,
c'est-a- d1re de trouver un gain K qui stabilise asymptotiquement (I —KH)H
consiste & construire une équation de RICCATI discréte associée et d en
trouver la solution stationnaire.
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3.2. TOUT FILTRE DE KALMAN EST UN OBSERVATEUR DE LUENBERGER

Reprenons le systéme (3.1.). On supprime 1'entrée déter-
ministe Uy s le prpb]éme fondamental n'en &tant pas modifié. En invoquant
le fait que tout systéme physique est perturbé, on ajoute des bruits
blancs gaussiens sur le systéme (3.1.) ; ces bruits peuvent aussi repré-
senter les imperfections du modéle, Ainsi, on obtient (3.5.) :

- T - — T
Xk+1-d>xk+wk EWij = stj = LL gkj -
Q symétrique » 0

(#,L) commandable

Ew'kvar o) (3.5.)

.
z--ka»fvk EvkvJ = R&kj

R symétrique > 0
(@,H) observable
¢ non singuliére
On ne considére que le cas standard non singulier [RAﬂ
pour lequel (#,L) est commandable et R > 0. Dans ce cas, sans perte de
généralité, il est commode de poser R = Im‘
La condition R > O sera toujours vérifiée dans les aspects

concrets.

‘ Les équations du filtre de KALMAN associées d (3.5.) peu-
vent se mettre sous la premidre forme qui fait intervenir 1'estimation :

%, = E

Dans ce cas, 1'dquation du filtre est

Xeoq = 0%+ K (2, - HOX ) (3.6.)

Xkl 2y Ty lk-.z)'“)

avec
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'k:o, 1, 2, ——

P30

Po= E(R -x )R -x )

k ~ k "k Tk Tk '

T T T
Pe = Lok H) R _&'+Q)(T,-K H) + K K, (3.7.a.)
T T T -1

K = (o  &+Q)H [H(¢P,(_1¢T+Q)H +Im] (3.7.b.)

La seconde forme fait intervenir 1'estimation (prédicteur
1 pas) :

- a A

Xe = BElxelzy o 2g - ) = ¢ Xy

L'équation du filtre est :

Ko = O + 0K (2~ HR ) (3.8.)
avec k=012,

Po 30

Pe = E(Te-x)(Fe-% ) < &P 4"+ Q
Ke= PH(HBHT« I,.)7"
Prer = 9P 0 - OP HT (HR M+ I HE ¢" +Q

Des résultats sont présentés ci-dessous sous forme d'une
suite de théorémes. Seuls les résultats originaux sont démontrés.

(3.9.)

Théondme 3.2.1.

La récurrence (3.9.) associée au probléme de filtrage (3.5.)
est telle que 5; > 0 pour k2n

Ce résultat est démontré dans [RAP] .

Conollairne 3.2.17.

La récurrence (3.7.) associée au probleme de filtrage (3.5.)
est telle que Pk > 0 pour k 2 n.
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En effet, de {3.9.), on déduit :

P.=P - B HT(HﬁkHT+Im)-1H Py (3.10.)

Dés lors, la proprigté "définie positive" de P_k pour kK n
implique celle de Pk pour k » n en vertu du lemme d'inversion matri-
cielle [FOR].

Conollaine 3.2.3.

Pour kxn, le gain du filtre donné par (3.7.b.} peut se
mettre sous la forme simplifiée :

Ky = PkHT (3.11.)

En effet, pour ky n, Pk et P_k sont toutes deux définies
positives, ce qui rend la forme (3.11.) du gain valide [SOR].

Corollaine 3.2.4.

Pour k > n, les matrices
(L,-K H)d et &(1,-K.H)
sont non singuliéres.

En effet, on a [SOR]:
Pe = (Th-KHY) Py (3.12.)

Le fait que Pk et .ﬁ_k soient définies positives pour k » n
implique l1a non singularité de (In-l(k H) pour k 3 n. g &tant aussi non
singuh‘{are, Te résultat annoncé est dés lors évident.

Théondme 3.2.5.

La récurrence (3.9.) converge asymptotiquement vers une
limite ITOO bornée et > 0. De plus, P—O'o est 1'unique solution symé-
trique et définie positive de 1'éguation algébrique correspondante
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—_ — — T, — -
Po = $Pud ~dF,H (WP H+ I ) HE.$" + Q (3.13.)
Ces résultats sont &tablis dans [RAP] et [PAY] .

Corollaine 3.2.6.

La récurrence (4.7.) converge asymptotiquement vers une

limite Py, bornée et définie positive. De plus P, ,’K et Q satis-

00
font 1'ensemble de contraintes:

'Puo = (Im'KmH)((bpm‘bT“' Q)(IH-K«,H]T ¥ Koo K; (3.14.a.)

POOHT= K (3.14.b.)

Les matrices (I -K, H)J et G(In~K°b H) sont asymptoti-
quement stables et non singuliéres.

La stabilité asymptotique de ces matrices est démontrée
dans [RAE] - Leur non singularité est une conséquence du corollaire
(3.2.4.).

Comme conséquence du théoréme 3.2.7., on peut faire la
synthé&se d'un observateur du systéme (3.1.) en bruitant artificiellement
ce systéme : on obtient (3.5.). Alors, le gain stationnaire de KALMAN
Ko de ce probléme de filtrage stabilise (In—KH)ﬂ. Ce gain de KALMAN
peut donc servir de gain pour 1'observateur (3.2.).

Cette méthode qui donne systématiquement un gain qui sta-
bilise jln-KH)ﬁ est peut-étre plus simple que celle qui consiste a
passer par les formes canoniques [FDN]. De plus, i1 ressortira que cette
méthode va placer les pdles de 1‘'observateur conformément i la structure

du systéme, 3 ses propriétés et aux bruits qui agissent. Ce point sera
illustré dans le chapitre 5.



.84.

Théoneme 3.2.8.

Ce résultat est, de par (3.11.), une conséquence immédiate
du fait que P, est définie positive et rang H = m.

Théoagme 3.2.9.

Si Vi (leig¢n)  |n#|) Lalors (#,K, ) est commandable.

On démontre ce résultat par 1'absurde. Supposons que
(H,Kw ) est non commandable. Alors, il existe un vecteur V (n,l} tel que :
V=2V et ¥ Koo = 0 (ol x est une valeur propre de §f et V le
teansposé conjugé de V).

De (3.14.a.), on déduit successivement :

0= VPov - V(¢Pp +Q)v (3.15.a.)

0 = (1~lx|2) VP,v - VQv (3.15.b.)

Si A=1, (3.15.b.) méne & ¥&v = 0, ce qui est en contra-
diction avec le fait que (#,Q) est commandable. D'autre part, si |A]>1
et P, définie positive, on déduit de la formule (3.15.b.) que ¥V Qv <0,
ce qui est absurde.

______________

Dans ce cas monovariable (m=1) , dire que (#,K) est comman-
dable &quivaut a imposer que les matrices g et (IanH)‘¢ n'ont aucune
valeur propre commune.
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En effet, soient A(z) et B(z) respectivement les polynomes
caractéristiques de(l -KH)§ et §

h-1
Alz) = z"+a2""+ __ta,, 2z +a,

B(z) = z™b,2""+ ~--+ by 2z + b,

(In-KH)d et @ n'auront aucune valeur propre commune si et seulement si
A(z} et B(z) n'ont aucune racine commune ou, en d'autres termes, si la
fraction rationnelle

G(Z) é A(Z) - B(Z.)

B(z)

n'a aucun facteur commun simplifiable. Aprés avoir remarqué que G(z) est
une transmittance réalisable, i1 est aisé de la réaliser sous forme cano-
nique observable. G(z) n'aura pas de facteur simplifiable si et seulement
si la réalisation est commandable. Tous calculs faits, on trouve que
cette derniére condition est équivalente & (#,K) commandable.

La remarque 3.2.11. n'est pas toujours valable dans le
cas multivariable (m > 1).

Théonéme 3.2.13,

La matrice hamiltonienne
T I | & HH
QT | 6+QdTHTH
liée au probléme de filtrage (3.5.) est non singuliére. Si A est une
valeur propre de cette matrice, A1 en est également une. Enfin, les
valeurs propres asymptotiquement stables de 98 sont les racines caracté-

ristiques des transitoires de 1'équation de RICCATI (3.9.) associée a
(3.5.).-

(3.16.)

Ces résultats sont démontrés dans [VAU] .
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Les valeurs propres stables de ® sont les valeurs propres
des matrices (I -K,, H) § et B(I Koo H).

En effet, de (3.8.) et (3.9.a.), on déduit la seconde
forme de 1'équation du filtre non excité :

Ry = 16 - SR HTHPLH eI H| %

ou éncore

e = (67 RHHO™] R,

avec, bien entendu :

3 411
(e PHRE) = $(T,-K, H) g
B Soit N\ une valeur propre quelconque de (¢f1+-Ep¥ﬂiﬂdf1)

et V le vecteur (n,1) correspondant :

-1 T -z\T
(¢ + PLHH ) v = AV
X4 est manifestement une valeur propre quelconque de ﬁ(In-Koo H). On
démontre que c'est aussi une valeur propre de ‘b . En vertu du théoréme

3.2.13., i1 suffit de démontrer que M est une valeur propre de W et,
pour cela, vérifier que :

2 (25 - »(%)

en faisant, notamment, usage de 1'équation algébrique de RICCATI (3.13.).

-Le point essentiel traité dans ce paragraphe est le suivant :
tout filtre de KALMAN associé au systéme (3.1.) a un gain stationnaire
qui stabilise asymptotiquement (In-KH)ﬁ et qui peut donc servir de gain
pour 1'observateur (3.2.). En ce sens, tout fittre de KALMAN est un
observateur de LUENBERGER.

Maintenant, considérons le probléme inverse. Soit K un
gain pour 1'observateur {3.2.), obtenu en utilisant les méthodes de pla-
cement de péles |FON]. On se pose la question : est-ce un gain de KALMAN ?
Autrement dit : existe t-il des bruits blancs gaussiens tels que le
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gain stationnaire Ko de KALMAN du systéme (3-1.), excité par ces
bruits, soit le gain K d'observateur ? Le but du paragraphe suivant est
précisément de répondre 3 cette question.

Convenons d'appeler ce probléme : “réalisation de KALMAN
d'un observateur".

3.3. REALISATION DE KALMAN D'UN OBSERVATEUR

~ Soit le systéme (3.1.), soit 1'ensemble des pdles de
1'observateur (3.2.) spécifié a 1'avance, soit K le gain correspondant
de 1'observateur.

On pose la question ; existe t-i1 une version 1imitée
du type (3.5.) pour le systéme (3.1.), telle que le gain stationnaire
de KALMAN de cette version Timitée soit K 7.

Plus précisément, existe t-il des matrices symétriques
Q7 0 et R> 0, satisfaisant les conditions posées dans (3.5.), telles
que le gain stationnaire Kop de KALMAN, associde 3 {3.5.), soit &gal a K?

On verra ci-dessous que ce n'est pas toujours le cas ;
donc, que la réalisation de KALMAN d'un observateur n'est pas toujours
possible.

Dans ce paragraphe, on posera : R = Im' Dans le cas mono-
variable, ceci n'engendre aucune restriction sur la réalisation. Dans le
cas multivariable, la réalisation se trouve restreinte i une classe parti-
culidre. Néanmoins, cette restriction n'est pas génante pour les applica-~
tions concrétes o0l les bruits de mesure sont bien connus, alors que de
nombreuses incertitudes rdgnent au niveau des bruits de dynamique.

De plus, une autre restriction consiste i imposer au gain K
de 1'observateur de vérifier les deux conditions suivantes :

(1) Vi/.j (Ki,jén) )\L(IH—KH)(I)# )\J'CP (3.17.a.)
(@) yi (1€ i&n) ’\E(IVHH)QB# 0 (3.17.b.)
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La condition {3.17.b.) est nécessaire pour que le gain K
admette une réalisation de KALMAN, en vertu du théoréme 3.2.7. La condi-
tion (3.17.a.) n'est pas nécessaire ; elle pourrait étre évitée au
prix de nombreuses complications supplémentaires.

Tous les développements reposent sur un algorithme de base.
Des critéres de réalisabilité peuvent en étre déduits ainsi que des
méthodes systématiques pour trouver une matrice Q correspondant & un gain
K donné réalisable.

L'algorithme de base est d'abord présenté rapidement. Son
approfondissement ainsi que ses implications sont présentés sous forme
d'une suite de théorémes...

Soit R=Im, aprés avoir posé K=Ky les relations (3.14.)
deviennent :

R, =(1,-KH)OR T, -KH] + (T,-KH) QL KHJ+ KK (3.18.2.)
K = RH" | (3.18.b.)

Avec R=Im, Ta réalisation consiste & trouver P et Q, sy-
métriques et respectivement > 0 et > 0, satisfaisant (3.18.) ou #,H
et K sont fixés. Posons : -

\V 2 (IH—KH)Q) (matrice stable) (3.19.3.)
T
S .A.. (IH—KH)Q(I“—HH)+KKT(matrice symétrique) {3.19.b.)

alors (3.17.) devient : .
Qo z\{JEJok,JT-;-S (3.20.a.)
FgoHT =K (3.20.b.)

C'est 1'équation de Ta réalisation stochastique [FAU].

Dés lors, la réalisation peut se faire en deux étapes :
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1) Trouver, si il en existe, une solution (Peo » S) de (3.20)
(avec Pop et S symétriques et respectivement > 0 et’> 0).

2) Dans le cas ol la premiére étape peut &tre accomplie, avec la
matrice S (symétrique et > 0) qu'elle a fournie, déduire Q de (3.19.b.),
si cela est possible.

Pour voir quand et comment les deux &tapes peuvent étre
menées a bien, on doit faire intervenir les théorémes qui suivent.

Théoneme 3.3.1.

Sous la condition (3.17.a.), la paire (Y ,K) est commandable.

En effet, si (Y ,K) n'était pas commandable, i1 existerait
un vecteur V (n,1) tel que V¥ = AV et VK =0. Ce qui implique
v d=2AV; dans ce cas, ¥ et § aurait Ta valeur propre A en commun:
ce qui contredit la condition (3.17.a.).

Théontme 3.3.7.

La condition (3.17.b.), jointe aux conditions imposées
dans (3.5.), assure 1'observabilité de ( WV .K).

En effet, de par (3.5.), (#,H) est observable. Ceci méne 3
(#,Hg) observable. D'ou : pour tout K (n,m), 1a paire (B-KHE HB) = (Y ,He)
est observable. Montrons, par 1'absurde, que cela implique que (Y ,H)
est observable.

La paire (§, H#) est observable ; c'est-a-dire :

\Zrug(ﬂ,‘l)J UW£0; (Tn~KH)Pu = u => HOu £0
par hybbthésg absurde, ({,H) n'est pas observable :

3v(n,1)/v¢o; (I, ~HH)pv=Av => Hv =0

On en déduit :

H(L, ~KH)Pv = AHv=0
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(1, - HK)HOv =0

Le fait que H@v # 0 implique que (Im—HK) est une matrice
singuliére.

D'autre part, il existe une forme canonique de (3.1.) pour
laquelle H = (Imio). Das lors, si

Kplm
K: Kz | n-m

m
1a singularité de (Im—HK) implique celle de (Im~K1). Mais,

I..-1
I -KH = LP—
-Kz | Lpom

d'ol (In-KH) et, donc, (In-KH)ﬁ seraient singuliéres. Ce qui est contraire
& la condition (3.17.b.).

Sous les conditions

(q),H) observable

(qJ,K) commandable (3.21.)

Ly asymptotiquement stable
des propriétés du systéme d'équations (3.20.) sont présentées dans [FAU].

Ci-dessous, 1'étude du systéme (3.20.) est abordée d'une autre maniére.
Ceci fournira des développements originaux ainsi que des résultats nouveaux.

Théontme 3.3.3.

Sous les conditions (3.21.), le systeme d'équations (3.20.)
admet {au moins)une soluticn (P, ,S) avec Py, et S symétriques et semi-
définies positives.

Ce résultat se démontre de 1a maniére la plus simple par
une méthode spectrale.

En effet, soit P (z) un spectre (m,m) rationnel. S (z)
doit donc vérifier les canditions:

ba(z) :fT(z"U (3.22.a.)
P(el®) 20 y B reel (3.22.b.)
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La propriété (3.22.a.) et le fait que le spectre est
rationnel Tui imposent de pouvoir se mettre sous la forme:

Fle)= Aot HPET -9 K+ K (2 T,-$ Y HT

avec Ap matrice (m,m) symétrique
H matrice {n
K matrice {
Y matrice {n,n) asymptotiquement stable
(q),H) observable

(Y,K) commandable.

D'autre part, la propriété (3.22.b.) jointe au fait que
le spectre est rationnel lui impose en plus de pouvoir aussi se mettre
sous la forme:

A e vt oT
Flz) = HzL,-¥ SE"T.-V H
avec S matrice (n,n) symétrique semi-définie positive.

L'gquivalence entre ces deux formes implique dé&s Tors

1'existence de deux matrices (Pgy ,S) symétriques et semi-définies posi-
tives satisfaisant les contraintes (3.20.).

Pratiquement, pour trouver une solution {(Pyo 5S) (Rp »S
symétriques > 0) de (3.20.), on construit avec les matrices Y, KetH
. _ W - T -1 1 _wh-1 (7T
données le spectre P (z) = HK + HY (2 I~k + k(2 L-Y) LI/H
dont Ta factorisation spectrale donne S. Pour trouver P » 11 suffit dés
lors de résoudre 1'équation de LJAPOUNOV (3.20.a.).

Théondme 3.3.4.

Une matrice S (n,n} symétrique et semi-définie positive
est solution de (3.20.) si et seulement si elle vérifie dans le domaine
fréquentiel 1'égalité:

UK+ T, -9y " HeK (2], -9 ) "WH =
HzL-¥) 'S (z'I,-y7) "

(3.23.)
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On démontre d'abord que la condition ({3.23.) est nécessaire.
En effet, soit (Ry »S5) une solution de (3.20.). D&s lors, 1'égalité
(3.23.) se démontre aisément en développant les deux membres en série de
puissance de z et en vérifiant, aprés y avoir injecté les relations
(3.30.), que les coefficients des termes de méme puissance sant &gaux.

Montrons ensuite que Ta condition (3.23.) est suffisante.
Soit S(n,n) symétrique et > 0 vérifiant (3.23.). On definit Poy comme
solution de 1'éguation de LJAPOUNOV:

F%o"q)F%okVT =-ES

par :
ou encore

oouK:OLIJ

11 reste donc & démontrer que le Py construit de cette
maniére vérifie (3.20.b.). Pour cela, on développe de nouveau en série de
puissance de z les deux membres de (3.23.). Dés lors, 1'Bgalité des coef-

ficients des termes en z° donne HPy, HT = HK ; celle des coefficients des
termes en z~! donne HY Poo HY = HYK et ainsi de suite. On arrive donc a :

H(RH")=H{K)
HY(BH) =HY(K)
HY? (RHT) = HWH(K)

pas lors, 1'observabilité de la paire (W ,H) conduit a
T

Poo H =K.

Ainsi, {3.23.) est la version fréquentielle du systéme
d'équations (3.20.). Formellement, Te passage de (3.20.) & (3.23.) se fait
par élimination de Py .

Maintenant, considérons le probléme de la redondance ; il
faut entendre par redondance 1'existence éventuelle de plusieurs solutions
de (3.20.). Soient (Py,5;) et (P2’52) A(Pl,PZ,Sl,S2 symétriques et > 0)
deux solutions de (3.20.). Soient AP = P,-P, et ASE S,-S,- Des Tors,
te couple ( AP, AS) satisfait les équations de la redondance :
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AP =WAPY+AS (3.24.3.)
APH'=0 (3.24.b.)

Théonéme 3.3.5.

Les eéquations (3.24.) de Ta redondance admettent un en-
semble de solutions (AP, AS) ( AP et A'S symétriques) non vide et
ne se ramenant pas a la solution triviale.

Ces résultats sont assez évidents.

Theondme 3.3.6.

La condition nécessaire et suffisante pour que ta matrice
symétrique A'S soit solution des équations (3.24.) de Ta redondance est
qu'elle vérifie, dans le domaine fréquentiel;

H (LW ASE T, -V 'H'=0 (3.25.)

Le fait que la condition (3.25.) est nécessaire est une
conséquence immédiate du théoréme (3.3.4.).

Montrons maintenant que (3.25.) est suffisante. Soit AS
symétrique vérifiant (3.25.). On définit AP comme solution de

AP -YAPY'=AS

ou de maniére équiva]ent‘e par

AP- ZLPAS‘P

I faut demontr‘er que Te couple { AP, AS) vérifie (3.24. ).
Pour cela, 11 suffit de démontrer qu'il vérifie (3.24.b. ). En effet, en
deve]oppant en série de puissance de z le premier membre de (3.25.) et

en annulant les coefficients de z°, z 1, z°°,..., on obtient successive-
ment : H(ADHT) =

HY (APH)=0

HY2(APHT)=0

-——
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I

Dés lors, 1'observabilité de ({,H) implique AP H =0.

Théongme 3.3.7.

Les équations de la redondance (3.24.) et (3.25.) n'admet-
tent pas de solution AS différente de 0 et semi-définie positive.

En effet, soit une matrice AS> 0. On démontre gu'elle

doit étre nulle. AS &tant » 0, i1 existe une factorisation AS = T

Dés lors, 1'équation de la redondance (3.25.) donne :

HzTn-W) MM (2], -V "H= 0
vz= el® quec B reel
QU encore

. 4 T
H(zln-—_q/) M H(ZIh-L,U)qM =0
VZ = eJe avee O réel

ce qui mene a ) y
H(Zln-LP) M ::O

cette &égalité jointe & 1'observabilité de (Y,H) donne M = 0, donc A S=0.

Conollaine 3.3.6.

Les &quations de la redondance (3.24.) et (3.25.) n'admet-
tent pas de solution A S différente de 0 et semi-définie négative.

Ceci est une conséquence triviale du fait que si (AP, AS)
est solution des équations de 1a redondance, (- AP, - AS) 1'est aussi.

Les restrictions sur les A 'S solutions des éguations de
la redondance n'existent pas sur les A P.

Théonéme 3.3.10.

Sous les conditions (3.21.), le systéme d'équations (3.20.)
n'admet que des solutions Py, définies positives.
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En effet, soit Py symétrique et semi-définie positive
solution de (3.20.). Dés lors, i1 ex1ste un vecteur V(n,1) tel que
v P, V=0. De @ 20.2.), on dedu vy e, qJ V=0 et ensuite

\{JPookP k}’zT ({JSl{J » Ce qui méne VTLP PL}J vV = 0.
Et ainsi de su1te On arrive donc & :

VIR, =0

VYR, =0

VYR, =0

En faisant usage de (3.20.b.), on obtient :

VIK =0

VYK =0

VTq)zK:O

ce qui contredit la condition (kP,K) commandable.

Theontme 3.3.11.

Sous les conditions (3.21.), le systéme d'equations (3.20.)
admet un ensemble de solutions (Peo »S) (avec Py et S symétriques et
respectivement > 0 et} 0) borné, fermé, convexe.

En effet, 1'existence d'une solution (Poo ,S) est garantie
par le theoréme (3.3.3.). Montrons qu'il existe des soTutions non tri-
viales ( AP, AS) de 1'équation de 1a redondance telles que P, +AP>0
et S+ AS > 0 ; auguel cas (Po + AP, S +AS) est une nouvelle
solution de (3.20.).

Considérons d'abord le cas pour Tequel Ta solution (Pp »5)
de (3.20.) fournie par le théoréme 3.3.3. est telle que S>> 0. On se
rappeHe que P est toujours > 0. En remarquant qu'il existe toujours
des solutions ( AP, AS) de 1! équation de 1a redondance aussi petites
que T'on veut, 1'existence d'une telle solution respectant P+ AP> 0
et S+ AS> 0 est dés Tors évidente.

Maintenant, soit la solution (Po »S) telle que S 2 0et
non > 0. Donc, S appartient & la frontiere duy cone des matrices définies
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positives (fig. 3.1.). Dans ce cas, en vertu du théoréme 3.3.7. et du
corollaire 3.3.8., i1 existe une solution { AP, A S) de 1'équation de
1a redondance suffisamment petite telle que S + AS soit & 1'intérieur
du cbne (c'est-d-dire > 0) tout en respectant Py + A P> 0. Ces faits
sont illustrés par la figure 3.1.

Le fait que (3.20.) admet un ensemble de solutions est
donc démontré.

Pour démontrer gue cet ensemble est borné, on se rappelle
d'abord que toute solution de (3.20.) peut se mettre sous la forme
{(Pp + AP, S + AS) avec (Py ,5) une solution fixde de (3.20.) et
(AP, A S} une solution quelconque de 1'équation de la redondance. Le
fait que 1'ensemble des solutions de (3.20.) est borné est dés lors une
conséquence du théoréme 3.3.7. et du corollaire 3.3.8.

Le fait que 1'ensemble des solutions de (3.20.) est fermé

et convexe est évident.
3

AS admissibles
solutions de (z. 24)

espace des malrices Symétri(iu.es

Py
r
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Conobflaine 3.3.17,

Le systéme d'équations (3.20.) admet toujours des solutions
(Pp » S) avec S> 0.

Cela ressort clairement de 1a démonstration du théoréme
3.3.11,

Cette suite de théoremes &claircit la premiére &tape de
1'algorithme qui permet de trouver la matrice de covariance Q correspon-
dant & un gain K donné, vérifiant les conditions (3.17.). Cette premiére
étape consiste & trouver une solution (P, ,5) de (3.20.). L'existence
d'une telle solution a &té démontrée. Pratiquement, pour trouver une
telle solution, on peut, par exemple, utiliser 1'algorithme de FAURRE
(FAU) ou encore 1'algorithme de MEHRA [MEH] . Toutefois, on verra plus
loin que 1'algorithme de FAURRE n'est pas approprié & ce probléme. Une
autre méthode pour trouver une solution de (3.20.) est d'opérer 1la
factorisation spectrale introduite dans le théoréme 3.3.3.

La seconde &tape de 1'algorithme consiste a trouver Q 3
partir d'une solution (Py ,S) de (3.20.). Pour cela, on utilise (3.19.b.)
et (3.17.a.), ce qui méne a:

Q= (1, K (S -KKN T, kH)™

(3.26.)

La matrice Q construite de cette maniére est symétrique
mais elle n'est pas nécessairement semi-définie positive. Le fait crucial
est qu'il n'existe pas toujours une solution (Py ,5) de (3.20.) rendant
le second membre de (3.26.) semi-défini positif. (IT est facile de bitir
de petits contre-exemples). De plus, méme si i1 existe une solution de
(3.20.) pour laguelle le second membre de (3.26.) est > 0, la conmada-
bilite de la paire (#.0), condition reprise dans (3.5.), n'est pas
a55urée“é priori. I1 ressort de tout cela que la réalisation de KALMAN
d'un gain K n'est pas toujours possible. I1 est bien évident, qu'en cas
de réalisabilité, Ta matrice Q n'est pas toujours unique.

Les considérations suivantes é&claircissent la seconde
étape de 1'algorithme.
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Théoneme 3.3.15.

Un gain K d'un observateur,respectant les conditions
(3.17.) admet une réalisation de KALMAN si et seulement si il existe deux
matrices symétriques (n,n) Py et 5 respectivement définie positive
et semi-définie positive telles que:

P, -YRY =S (3.27.a.)
R H=K (3.27.b.)
S—KKT}O (3.27.c.)

Le fait que (3.27.) est nécessaire est avident.

Pour démontrer que (3.27.) est suffisant, i1 faut d'abord
remarquer que 1'algorithme donnant Q peut gtre conduit sans probléme;
en particulier, (3.26.) donne un Q:} 0, de par (3.27.c.). 11 reste a
s'assurer que le Q obtenu satisfait la condition ( ¢ Q) commandable. I
s'avére que cette condition sera sat1sfa1te si 1a réalisation du gain
est faite a partir d'une solution (PDo ) ) de {3.20.) pour laque11e
S :> 0, ce qui est toujours possibie (corollaire 3.3.12.). Soit Q
cette réalisation . Elle est donnée par:

Q= (Iﬂ_wu)”(s‘i KK )1, -|»<H)"T (3.28.)

Das lors, on se rappelle que la propriété (#,Q ) comman-
dable est équivalente & Po= @ P, g7 + Q> 0 et on démontre cette der-
nigre inégalité. Pour ce1a on remarque que P, j?D est équivalent a :

YBY S KK >0

ou encore a :
% T
et i1 suffit de démontrer cette derniére inégalité. En effet, on a :
X T
S-KK >0
X % T T
Ro-VYROW -KK 30
* T * T 3.29.
R -KK> YR .
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Mais S*} 0, donc, de par (3.20.a.), P;} 0 et dés lors
¥ T
(3.29.) donne 2 0 - KK' > 0.

Pour Ta réalisation, i1 est donc recommandé d'utiliser une
solution (Pog ,S) de (3.20.) telle que $> 0, dans le cas contraire en
effet 1a commandabilité de la paire (#,Q) n'est plus assurée. Or, 1'algo-
rithme de FAURRE [FAU] méne & une solution de (3.20.) pour laquelle S
est singuliére ; aussi cet algorithme est-il & déconseiller pour la pre-
miére étape de la réalisation.

Congllaine 3.3.14.

Un gain K d'observateur respectant les conditions (3.17.)
admet une réalisation de KALMAN si et seulement si i1 existe une matrice
{(n,n) symétrique et définie positive vérifiant 1'inégalité linéaire ma-
tricielle:

R-YRYLKK™ | RHIK
(R)-| =12

HE, -K 0
Théoneme 3.3.15.

>0 (3.30.)

Un gain K d'observateur respectant les conditions (3.17.)
admet une réalisation de KALMAN si eE seulement si la fonction: '
- - TV=4,, 7T
T(z) & HK+HY(2L,-W) K+K'(Z To-Y) Y
-1 T A Ty~ T
~HEL-Y) KKz T -7

(3.31.)

est un spectre discret; c'est-id-dire qu'elle vérifie les propriétés:
Ty _a
T(z)=T({z") (3.32.3.)
T(eJe)QO Vo réel (3.32.b.)

En effet, en utilisant d’abord le théoréme 3.3.4., on
remarque que :

T(z)= I—I(zI,,-LP)—q(S- KKT)(Z'qn— LVT)JHT (3.33.)

Dés lors, (3.32.) apparait équivalent i (3.27.) et le
théoréme est démontré.
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Ainsi, les théorémes 3.3.13, 3.3.14 et 3.3.15. fournissent
des critéres permettant de dire si les deux &tapes de 1'algorithme de
réalisation peuvent &tre utilisées. Si 1'un des critéres s'avére vérifig,
le gain K de 1'observateur admet dés lors une réalisation de KALMAN.

La conclusion de ce paragraphe est la suivante : étant
donné un observateur du type (3.2.) pour le systéme (3.1.), 1'observateur
gtant défini par son ensemble de pdles ou encore par son gain X, cet
observateur n'est pas toujours le filtre de KALMAN stationnaire associé
a un systéme du type 3.5.

Une autre maniére de se rendre compte de ces faits est
de considérer 1'ensemble des pdles du filtre de KALMAN stationnaire
associéd a (3.5.), la matrice de covariance @ parcourant le céne des ma-
trices symétriques semi-définies positives.

3.4. L'ENSEMBLE DES POLES D'UN FILTRE DE KALMAN QUAND LES COVARTANCES
VARTENT

Tout comme dans le paragraphe précédent, le probléme pré-
sentera certaines restrictions. En effet, on considérera 1'ensemble des
p6ies du filtre stationnaire optimal associé & (3.5.) quand la matrice
de covariance Q des bruits de dynamique varie, la matrice de covariance R
des bruits de mesure restant fixée & Im'

L'étude de cet ensemble de péles est basée sur le théoréme
3.2.14. qui dit que les pdles du filtre de KALMAN stationnaire associé
3 (3.5.) sont Tes valeurs propres stables de la matrice hamiltonienne
définie par (3.16.).

Les p6les du filtre stationnaire optimal associé a (3.5.)
sont donc les racines stables de

- ' 3.34.
dét (®7-1, 2) =0 G-

En remarquant que

gf_d_: ¢T-+ H'H ¢—‘G l - HTH¢“| (3.35.)
- ¢-4Q I ¢~t
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1'équation caractéristique (3.34.) s'écrit :

oeb (F ™ In z)“—' (3.36.)
— 4
dét (¢4 Loz ) det|(97Ta2) -H'H(z" Tn-¢) @] =0

T avec L fixé et fini. Etu-

Maintenant, soit Q = Tt o
dions le lieu des racines de (3.36.) quand ¥ varie de zéro i plus

1'infini.  Pour cela, i1 faut considérer deux cas différents :

3.4.1. Cas monovariables

C'est le cas pour lequel HT et L sont tous deux des vec-
teurs colonnes. Dés lors, aprés aveir défini la transmittance:

G) = H{zIn-¢)" L . M@ (3.37.)
d (=)
(3.36.) devient:

oLit (67" Tp2) = (3.38.)
dét (¢ L Tpe) dét[($TTa2) - (HTL)G(z"*) 7]

Sans perte de généralité, soit la paire (#,H) sous la
forme canonique observable :

-~y 4 0 — o (3.39.)
p=|"% © t —o ,-H=[4.o—0]
I 4
avec %Xy 0 9 T ©
dék (Iﬂ.z“d): zn"' d.Zn"-‘- -_—F dn_lz. +d": d—(z)
Dés Tors, (3.38.) devient
. : T30 A (3.40.)
dét (BT, 2) - dét($T 2)dét (4-1,2) - oo -0 6l o

o o ---0
Maintenant, si on se rappelle que le déterminant d'une

somme de deux matrices est &gal & la somme des déterminants des matrices
formées avec des lignes de la premiére et les lignes complémentaires de
la seconde, de (3.40.) on déduit :
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det (B " Tpnz)- e
dét(f.l.@)[“"&(‘ﬂ I,z)- eLz--)radét.(;g;__I_})} (3.41.)

ol
4_?"‘"_'_‘

. T N . . s ..
¢ ‘Inl est la matrice @ -1z 3 laquelle la premiére ligne a été supprimee.

On a :

det ( by s --- 4y ) - - n(z) (3.42.)
& -Tyz

Et, des lors, (3.41.) devient :

dit (#®7-1,,2) = (3.43.)
dit 2 [ 0" 4G da) ¢ ot nizhnie )]

Donc, le lieu des pdles du filtre stationnaire optimal
quand @ varie se raméne a un lieu d’EVANS. Donc, quand 9 —= 0, Tes pbles
du filtre stationnaire optimal tendent vers les péles ou 1'inverse
des pdles du systéme selon la stabilitd ou 1'instabilité de ces pdles.

Quand U—se2, ay moins n-1 péles du filtre stationnaire
optimal tendent vers les zéros ou 1'inverse des zéros de la transmittance
selon la stabilité ou 1'instabilité de caes zéros ; au moins un pSle du
filtre tend vers 1'origine du plan complexe.

3.4.7. Cas wmultivariable

Dans ce cas HT et/ou L ne sont plus des vecteurs colonne .

Toutefois, la procédure est la méme que précédemment, mais
alle est beaucoup plus lourde. Le traitement de ce cas multivariable dans
toute sa généralité est difficile ; aussi, sera t-i1 simplement illustré
par un exempie, technologiquement important, au chapitre 5.
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3.5. CONCLUSIONS

Ce chapitre a donc &tudié les relations existant entre les
covariances des bruits agissant sur un systéme lindaire discret et les
poles du filtre stationnaire optimal correspondant.

L'intérét théorique de ce probléme est &vident.

De plus, ses conséquences pratiques sont importantes.
Ainsi, Tes résultats théoriques de ce chapitre permettront de préciser
le concept de "faible observabilité" au chapitre 4.

On verra au chapitre 5 que les modes déformables des
satellites munis de panneaux possédent la propriété de "faible observa-
bilite".

Les développements théoriques de ce chapitre vont mener
d une technique permettant de déterminer, pour un systéme 3 observer,
un ensemble de capteurs qui assurera 1'absence de modes "faiblement
observables" dans le processus de filtrage ; cette technique sera
suggérée au chapitre 5.






CHAPITRE 4

SUR LA "FAIBLE OBSERVABILITE"

DANS CERTAINS SYSTEMES LINEAIRES
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En s'appuyant sur te probléme inverse du filtrage optimal,
ce chapitre se propose de donner une définition de la "faible observabi-
Tité" de certains modes dans un systéme linéaire. Tout comme dans le
chapitre précédent, les idées sont présentées dans le formalisme échan-
tillonné, ceci afin d'uniformiser le langage.

Le probléme est traité dans le cadre de 1a théorie moderne
du filtrage, dans le cas ou il n‘y a qu'une seule mesure disponible. La
notion de "faible observabilite" qui est précisée ne dépend que de la
structure du systéme ; elle est indépendante des bruits qui agissent,
aussi pourra t-elle &tre appelée "faible observabilité par structure".

Les conséguences de la présence dans un systéme d'un mode
faiblement observable seront présentées ; on verra qu'un tel mode rend
le probléme de filtrage mal posé et méne i plusieurs complications (mau- -
vaise convergence des algorithmes notamment).

4.1. FAIBLE OBSERVABILITE PAR STRUCTURE

Considérons le probléme du filtrage linéaire discret:

Xpr = O X v Buw (4.1.a.)
Yo = HXe+ v (4.1.b.)
avec
X vecteur (n,1)
Y scalaire
Wk bruit bianc
vecteur (n',1)
) matrice non singuliére (n,n) (4.1.c.)
< (€, H) observable
E W, ng =0 Skg Q symétrique ) 0
EY W' =0
T -
R=1>20

(ﬁ, BQBT) commandable.
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Dans ce probléme de filtrage, il n'existe qu'une seute
mesure disponible ¥y dans ce cas, sans perte de généralité, on peut
poser R = 1.

Soit A(Q) = {)‘1’ AZ""’)\nl 1'ensemble des péles du
filtre stationnaire optimal associé a (4.1.) et correspondant a 1a ma-
trice de covariance Q. En s'inspirant du paragraphe 3.4., considérons
1'ensemble des A (Q) quand Q parcourt le cdne des matrices symétriques
semi-définies positives, tout en respectant la condition "(ﬁ,BQBT) com-
mandable®. Pour certains systémes dynamiques lind&aires, i1 existe une
partition A(Q) = AU A(Q) od A ,(Q) ne contient que des pdles
situés trés prés du cercle unitaire, et ceci pout tout Q. Dans ce cas,
on dira que le systéme (4.1.) posséde un mode (a) faiblement observable
par structure.

Dans le chapitre 5, on verra que les modes déformables
du type de satellites défini dans le paragraphe 1.3. posséde 1a propriété
de faible observabilité par structure.

Pour détecter dans un systéme la présence d'un mode fai-
blement observable, les résultats du paragraphe(3.4.), qui &tudie 1'en-
semble des /A (Q) quand Q varie, sont d'une utilité certaine. De méme,
les résultats du paragraphe 3.3. permettent parfois de voir qu'un ensemble
de p6les A pour un observateur n'admet de réalisation de KALMAN que si
une partha/\a de ces pdles est située tout prés du cercle unitaire dans
une zone bien précise, auquel cas le mode correspondant aux péles /\a est
faiblement observable.

Le concept de “"faible observabilit&" ayant &té précisé
et quelques suggestions pour détecter Ta présence d'un tel mode ayant été
données, voyons maintenant les conséquences de la présence dans un sys-
téme lingaire d'un tel mode.

4.2. CONSEQUENCE DE LA PRESENCE D'UN MODE FAIBLEMENT OBSERVABLE

Nous distinguons deux conséquences importantes : la
premiére est relative & 1a matrice de covariance P, de 1'erreur station-
naire, la seconde est relative & la partie transitoire de 1a solution de
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1'équation de RICCATI associée i (4.1.).

Examinons d'abord la premiére conséquence. Pour cela, soit
Keo Te gain stationnaire de KALMAN associé a (4.1.). Soit Y 2 (Iﬂ—KmH)&#
sous forme découplée :

O
ﬁlﬁ kaa

soient encere :

P ala F&b
FLa FLb

00 a désigne le mode faiblement observable. Das lTors, de (3.18.a.), it
vient :

~ T
Exq.z q;a.E;oftz; +(t;a(}aqFﬁIL + k;ﬂ-KWL (4.3.)
d'od - T'k
® K . T
P.= E__o Y (‘iguam‘l’mKaK,, ) . a (4.4.)

Par définition de 1a faible observabilité, Hfulaura tou-
Jjours ses valeurs propres tras prés du cercle unitaire. Dés lors, de (4.4.)
on déduit que P,a 3Ura toujours une norme &levée. Donc, suivant les direc-
tions faiblement observables (a), Ta covariance de 1'erreur sera toujours
importante.

La présence dans un processus de filtrage d'un mode fai-
blement observable aura en plus une seconde conséquence, au niveau de la
solution de 1'équation de RICCATI associée. En effet, le théoréme 3.2.13.
nous montre que les péles du filtre stationnaire optimal sont aussi les
racinés caractéristiques de 1a partie transitoire de la solution de
1'équation de RICCATI associée. D'ou, on déduit que, suivant les direc-
tions faiblement observables (a) 1a solution de 1'équation de RICCATI va
converger trés lentement vers sa valeur stationnaire. Ce fait conduit a
de graves complications numériques.
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4.3. CONCLUSTONS

Ce chapitre a donné une définition de la faible observabi-
lité de certains modes dans un systdme lingaire. I1 s'agit 1a d'une pro-
priété de structure du systéme.

Quelques suggestions pour détecter un tel mode dans
un systéme linéaire ont &té données. Les conséquences de la présence
dans un systéme d'un mode faiblement observable ont été présentées.



CHAPITRE 5

LA STABILISATION D'ATTITUDE DES SATELLITES

DEFORMABLES : L'ASPECT FILTRAGE
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Ce chapitre aborde, sous certains aspects, le probléme
de 1a synthése d'un systéme actif de maintien en attitude pour satellite
déeformable.

Le satellite a stabiliser, représenté par la figure 1.5.,
est celui décrit au paragraphe 1.2. Ce satellite posséde un corps princi-
pal massif et est muni de deux panneaux solaires. On admet que la seule
déformation que peut subir ce satellite est le premier mode de flexion
antisymétrique des panneaux solaires. Cette simplification est légitime
car le mode de déformation qui a été retenu est le plus important [POE].

‘Un systéme de pointage fin, dont les calculs en temps
réel sont exécutés par un calculateur digital, est a concevoir. Le but
d'un tel systéme est de maintenir les angles &, # et ¥ de dépointage
en roulis, tangage et lacet (voir chapitre 1), aussi prés que possible
de z&ro. La synthése d'un tel systéme devra prendre en considération
les bruits des senseurs ainsi gue toutes les perturbations agissant sur
le satellite @CHI LAR] Le satellite restant prés de sa position nomi-
nale (8, ¢4, Y, qps-- sy = 0), Ta synthése du systéme de commande
sera faite & partir du modéle lindarise correspondant. L'approche moderne
est trés bien adaptée 3 cette tdche. En se basant sur le théoréme de
séparation, cette approche propose de faire 1a synthése du systéme de
commande en deux &tapes (figure 5.1.)

1) Synthése d' un filtre qui, & partir des mesures disponibles Z
construit une estimée Xk de 1'état X

k?
K
2) Synthese d'une 1oi de commande déterministe qui, a partir de

1'estimée Xk de 1'état Xk’ élabore une commande Uy -

Dans ce chapitre, 1'attention sera avant tout portée sur
la premiére étape. En effet, 1'aspect filtrage est apparu le plus inté-
ressant tant au point de vue théorique, gu'au point de vue technologigue.
Neanmoins, la fin de ce chapitre donne quand méme quelques indications
concernant 1'aspect commande.

. Ainsi, dans le premier paragraphe, les problémes de fil-
trage rencontrés dans la stabilisation d'attitude des satellites défor-
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mables sont abordés dans 1'optique des chapitres 3 et 4. On verra que

le mode déformable du satellite est "faiblement observable" & partir de
mesures données par des senseurs localisés dans le corps principal, ce

qui ne va pas sans conséquences pratiques. De plus, Tes lieux de p6les
introduits au paragraphe 3.4. seront utilisés pour mesurer 1'observabilité
des modes et pour déterminer un ensemble de capteurs assurant 1'absence

du mode "faiblement observable”.

Le second paragraphe survole rapidement le probléme de
la commande. Bien qu'un aspect de "faible commandabilité" puisse étre
décelé, ce dernier s'avére étre sans conséquence pratique et do1t étre
considéré comme non essentijel.

Pour simplifier 1'étude, on considérera le satellite de
Ta figure 1.5. avec € = 0. Dans ce cas, la chaine de roulis peut se
découpler complétement du lacet et dy tangage et on est ramenéd au cas
“un axe". La fonction de transfert de 1la dynamique de roulis du satellite
se déduit du paragraphe 1.4. et s'écrit :

ols) _ 1 R (5.1.)
29 (9) Age 52 (514- w,")
avec :
s : symbole de LAPLACE
“ 8 : angle de dépointage en roulis
fe t couple exercé autour de 1'axe de roulis

A99 : moment d'inertie total autour de T'axe de roulis

wl : fréquence propre globale du premier mode de flexion antisy-
métrique des panneaux

€, -+ constante modale du premier ordre de flexion antisymétrique
des panneaux.

. Un ensemb]e de valeurs numériques réalistes est [POﬁ]
/\99 : 795 kgm X m

@ :1.78 sec”!

¢ ¢ 0.266
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Une représentation d'état minimale de la fonction de
transfert 5.1. est!

0 Wy} © o© 0 (5.2.2.)
. - ' Z.a.
X = - Wy o 0 X + —(U15 fe
0 o 0 1 o) A99
0 0 o} o cu{l
2 2
g = (—c1c,o4 0 |w, © ] X (5.2.b.)

Les matrices sont partitionnées afin de bien mettre en
évidence le fait que la dynamique du satellite se compose d'une dynamique
rigide (p6le double en 0) et d'une dynamique déformable (paire de pdles
t jwl) couplées. La représentation d'état {5.2.) est commandable et ob-
servable parce que minimale. '

Comne le formalisme &chantillonné va &tre utilisé, il
ast nécessaire d'obtenir la version discréte de (5.2.). Soit T la période
d'achantillonnage et supposons que 499 soit une fonction en escalier,
constante sur tout intervalle [ﬁT,(k+1)T] (k = entier quelconque). Si

X, = X(kT), © (2 BT et (Rg)y 2 Ay(kT), de 5.2. on deduit :
; cosw,T Sihwr | 0 0 fcosw,T-1)w;
X [ -sinw,T coswT 10 0 Yy - sinw,T wyt [ Bg
ke k e (5380
o 0 1 T T 20, 00y
o o] o 1 TTCU:
N L/
3 b 2 T T\T
ek = ("C1w1 O | (U., O) Xk X = (Xd\xr) (5'3'b')

Ceci est la version discréte de (5.3.) qui sera utilisée
dans la suite.

La principale limitation sur la période T d'échantillon-
nage est le senseur d'horizon qui ne peut émettre de mesure de 1'angle
de dépointage en roulis qu'au maximum toutes les 0.2 secondes. Dans la
suite, on posera T = 0.2 sec.
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On remarque que le systéme discrétisé (5.3.) est toujours
observable mais qu'il est commandable que pour T # .%}L (k entier quel-
conque) . 1

La transmittance du systéme (5.3.) est :

A
G(Z) = 8[2) = 1 L X
£g {2} Agp (z-1)*(z*-22¢05w, T + 1)
261 (03w T-1) + T2l 3 _2cq TP 42(00-T2w02) cosw,T 2
2wy 2wk
2 2
2(cq-THwy ) cosw, T+(T wl-2¢,) , 2¢4(1-cosanT) + T2
2w} 2wt
(5.4.)
IT faut remarquer qu'elle posséde :
- un pdle double en +1 (péle “"rigide"),
- une paire de pbles e Tyt
(pbles "déformables")
~ un zéro en -1 .
- oros o £d T
- une paire de zéros e (5.4.a.)
avec
2.¢4(1-cosw,T) + T*wi cos w,T
‘P = arc cos 1 1 ! 1 (5.4.b.)
2 ¢q{1-cosa,T) + T? w?

Examinons maintenant les problémes de filtrage et de
commande concernant 1'équation (5.3.)

5.1, FILTRAGE

On pose le probléme de la reconstruction de 1'atat Xk a
partir de mesures données par des senseurs. On considére ci-dessous trois
" cas différents, chaque cas correspondant i un ensemble donné de capteurs.
L'observabilité du systéme a partir des mesures données par les capteurs
est alors appréciée en utilisant les lieux de péles introduits au para-
graphe 3.4. ; on sera tout particuliérement attentif a la présence d'un

mode “faiblement observable".
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5.1.1. Un senseun d'honizon

Dans ce premier cas, la seule information disponible est la
mesure de 1'angle B de dépointage en roulis donnée par un senseur
d'horizon dont le signal de sortie est

Z = 9tV (5.6.)

Vk est le bruit du senseur qui peut é&tre approché& par un

bruit blanc :
Evy, =1’ Skﬁ (5.7.)

une valeur numérique réaliste de 1'écart-type de ce bruit est :
r = 1 minute d'arc

La covariance r2 du bruit du senseur est assez bien connue.
Mais le systéme (5.3.a.) est aussi perturbé. Ces perturbations ainsi que
toutes les incertitudes du modéle seront représentées par un bruit bianc
agissant en tant que couple autour de 1'axe de roulis. Donc :

.(_‘E?ﬁ = W Ew W, = T? SH (5.8.)
/AGB

L'incertitude quant aux perturbations agissant sur le
systéme est grande. Aussi, J° sera considéré comme un paramétre suscep-
tible de varier de zéro & 1'infini. Ceci suggére de tracer le lieu des
ples du filtre stationnaire optimal correspondant & (5.3.,5.6.,5.7.,
5.8.,5.9.) quand 0" varie de zéro a plus 1'infini. Un tel lieu de pdles
a &té introduit au paragraphe (3.4.). Les figures 5.2. montrent ces
lieux de p6les pour différentes valeurs des paramétres ﬂl et Cl. On cons-
tate partout que le lieu se compose de deux paires de branches.

1) Une paire de branches rigides qui partent du p6le double +1
de la transmittance G(z) et qui se dirigent vers 0 et -1.

2) Ugg pgire de branches daformables qui partent chacune de 1'un
W, . .. . +
des pdles e I et qui se dirigent vers le zéro e J¥,correspondant.
Ces résultats étaient d'ailleurs prévus au paragraphe
(3.4.)-
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Les figures 5.2. montrent que le lieu des pdles correspon-
dant au mode déformable restent toujours dans une zone bien précise, tres
prés du cercle unitaire. Cela est di au fait que les pdles eTIT sont
trés prés des zéros e'tJ.\P correspondants. I1 ressort de ces constations
que le mode déformable de la dynamique de roulis du satellite est "fai-
blement observable" (au sens de la définition donnée dans le chapitre 4)

i partir d'une mesure de 1'angle de dépointage en roulis.

La comparaison des figures (5.2.a.) et (5.2.b.) permet
d'observer 1'évolution des lieux de pdles quand C1 varie a Hl constant.
11 en ressort que quand Cl augmente, la branche déformable du lieu pénétre

plus & 1'intérieur du cercle unitaire ; cela est dit au fait que quand C

; 1
+ janT
e g

augmente, les zéros erJ? s'dcartent des pdles correspondants;
1a‘formule (5.5.b.) le prouve. La conclusion a en tirer est que 1'obser-
vabilité du mode déformable s'améliore quand C, augmente. Cela n'a rien
de surprenant. En effet, considérons {5.3.b.); i1 est aise de voir que
1'angle de dépointage en roulis 6 K dont le senseur d'horizon donne une
mesure, est une pondération de la partie "rigide" (Xr)k et de la partie
"déformable" (Xd)k du vecteur d'état X, . Quand C, augmente, la pondéra-

tion favorise le mode déformable qui doit donc devenir mieux observable.

La comparaison des figures 5.2.c., 5.2.d. et 5.2.e. permet
aussi d'observer 1'évolution des lieux quand Cl varie a ”1 constant.

Examinons maintenant comment Tes lieux de pdles &voluent
quand Ul varie 3 Cl constant. Pour cela, on compare les figures 5.2.a.
5.2.c. et 5.2.f. pour lesquelles C_ = 0.266. On peut aussi comparer les
figures 5.2.b., 5.2.d. et 5.2.g. pour Tesquelles C1 = 0.5. On remarque
que lorsgue Ul augmente 3 C1 constant, la branche du lieu correspondante
au mode déformable pénétre plus a 1'intérieur du cercle unitaire. Bonc,
1'observabilité du systéme s'améliore quand Ul augmente a C, constant.
Ce fait, confirmé par les simulations, peut se justifier de 1a maniére
suivante : 1'angle de dépointage en roulis © K dont une mesure est la
seule information donnée au filtre, est une superposition d'un signal

w,T
"rapide" (correspondant aux péles e T4 )

et d'un signal "lent" (corres-
pondant au p&le double +1) ; quand Wl augmente, la fréquence du signal
rapide augmente, le filtre parvient & discriminer plus facilement les

deux signaux et donc & mieux observer le processus.
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En conclusion, la dynamique de roulis {5.3.) du satellite
déformable présente un mode "faiblement observable" quand une mesure de
1'angle 8 K de dépointage en roulis est la seule information disponible.
Pour &liminer ce mode "faiblement observable", une mesure supplémentaire
s'avere &tre indispensable ; en particulier, on peut penser ajouter un
gyrométre qui donne une mesure de la rotation ékJ ék QG(kT)) autour de
1'axe de roulis.

5.1.2. Un senseun d'honizon et un gyromitre

I1 est aisé de voir que la rotation Gk(autour de 1'axe
de roulis s'exprime en fonction des variables d'état par:

* 3 1

On considére donc 1e probléme de la reconstruction de
1'état du systéme (5.3.a.) a partir des mesures Zk données par un senseur
d'horizon et un gyrométre. On a :

2 2
-,wy o w, o )
Z = v 5.10.
k ( o -euw}| o ! Xe # Ve )

Vk est le vecteur des bruits de mesure :

' EVkVLT = ngl (P\)O) (5.11.)

Dans les simulations, R sera une matrice diagonale dont les
éléments sont égaux.

Le lieu des pdles du filtre stationnaire optimal corres-
pondant quand 0" varie est donné par les figures 5.3. Chaque Tieu se com-
pose encore de deux paires de branches : une correspondant au mode dafor-
mable, 1'autre correspondant au mode rigide. La branche correspondant
au mode déformable part du péle ei-‘Jw1T de la transmittance G(z) et se
dirige vers le zéro eid? correspondant. lLes branches correspondant au
mode rigide partent du pdle double +1 de 1a transmittance G{z) pour se
diriger vers 1'origine et vers un point Zg situé sur 1'axe réel entre
0 et +1. '
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Pour démontrer ces faits, i1 faut généraliser le paragra-
phe 3.4. au cas multivariable. Cette généralisation n'est pas trés com-
pliquée ; aussi, elle ne sera pas appliquée 3 ce cas particulier. Ci-
dessous, au paragraphe 5.1.2., cette généralisation est présentée sur
un autre exmple d'importance technologique supérieure ce qui suffit pour
suggérer la procédure générale & suivre.

La conclusion & tirer des figures 5.3. est que 1'adjonc-
tion du gyrométre au senseur d'horizon ne parvient pas 3 éliminer le
mode faiblement observable.

Les conclusions du cas précédent restent d'ailleurs vala-
bles. Ainsi, en comparant les figures 5.3.a. et 5.3.b., on conclut que,
comme dans le cas précédent, 1'observabilité du mode . déformable s'améa-
liore quand Cl augmente 3 0 constant. La comparaison des figures 5.3.b.
et 5.3.¢. permet de se rendre compte que le mode deformab]e devient mieux
observable quand H augmente & C; constant.

L'utilisation du gyromdtre ne change donc rien au mode
déformable ; elle ne fait que modifier la paire de branches correspondant
au mode rigide en supprimant 1'influence du zéro situé en -1 de la trans-
mittance 6(z). Pour supprimer 1a propriété de "faible observabilite" du
mode déformable, i1 faut utiliser un autre capteur qui supprime 1'in-
fluence néfaste du zéro etJ? de la transmittance G(z).

5.1.3. Un_ senseur d'hornizon et un systeme optique donnant une
' mesure de fa déformation des panneaux

Pour supprimer le mode "faiblement observable", i1 faut
ajouter au senseur d'horizon un capteur capable de donner une mesure
directe de 1'angle qQq de déformation des panneaux (figure 1.5.). Ce cap-
teur peut &tre, par exemple, un systéme optique qui observe la déforma-
tion des panneaux i partir du corps principal. De tels systémes sont en
cours de développement dans 1'industrie.

En utilisant Te paragraphe (1.4.), i1 est assez aijsé
d'exprimer 1'angle qq de déformation des panneaux en fonction du vecteur
d'état X de la représentation (5.3.) du systéme.
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On trouve :
= .12.a.
W= b ol o o)n, o)
avec '
M= (1+c1)w11(4+5%) (5.12.b.)
1
Les équations des mesures peuvent s'écrire :
0 o o
z = | A X v 5.13.
(e 0l a SR (5:13)
ol Vk est le bruit blanc de mesure
T-u-
Evv, = Ré, (R>0) (5.14.)

. Dans les simulations, R sera une matrice diagonale dont
les é1éments sont égaux.

Les lieux des pdles du filtre stationnaire optimal corres-
pondant quand 0" varie de zéro & 1'infini sont montrés par les figures
5.4. On voit que les lieux partent des pdles du systéme pour O = 0 et
se dirigent, d'une part, vers 0 et -1 et, d'autre part, vers Z,et Zz,
points situés & 1'intérieur du cercle unité. Cette fois, le systéme ne
contiezg?p1us de mode "faiblement observable" ; 1'influence néfaste du
d

zéro e a 8té supprimée par 1'utilisation d'un capteur supplémentaire

donnant une mesure de la déformation des panneaux.

I1 est intéressant de suggérer la justification analytique
des lieux des pdles des figures 5.4. Ce sera 1'occasion de compléter les
résultats du paragraphe 3.4 en traitant un cas multivariable.

La méthodologie utilisée pour le cas multivariable est

trés semblable & celle du paragraphe 3.4. ; elle est basée sur 1'utili-
sation de formes canoniques pour systémes multivariables.

Ecrivons 1a matrice H sous Ta forme partitionnée :
H - (_Jl:l__)
dés lors : hy .
‘ -1 B(z 5.15.
6(z) = hy(eI,-¢)7L = Ol (5.15.)

o (2)
Age
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Introduisons 1la transmiftance :

6, (z) :ﬁﬁ: h, (114-¢)-1L - plomwT-1)(z+ 1) (5.16.)

W (z2-2z 08wy T+ 1)

On remarque que le dénominateur de cette transmittance

n'est que de degré 2 ; ceci est une conséquence du fait que 1a paire

(ﬁ,hz) n'‘est pas observable.

La suite de vecteurs lignes hl’hl ﬁ,hz,h d est linéaire-

ment indépendante. Donc, il existe une forme canonique (d,ﬁ,t) du triplet

(#,H,L) pour Taquelle :

205 w,T 1 o 0
— (5.17.a.)
¢ - -1 0 0
q§1 421 2 1
By for | -1 O
(5.17.b.)
- (4 ° 1)
o] 0 g o
_ _ _ - =T
To(d &, I Eu) (5.17.c.)

q;gi, qgéz’ q541 et q542 sont des éléments non ﬁuTs qui se calculent

aisément.

En utilisant la représentation canonique (5.17.), i1 est

possible d'exprimer sous forme assez simple le polyndme caractéristique
de 1'inverse éH%"l de Ta matrice hamiltonienne. De (3.36.), on déduit :

dét (Iez— %-1) -

- , - T, —te1— =T
et (31,2 )det [(§7-1,2) - AR (< '1,-3 LT 2] (5.18.)

En remarquant que

H(z'1,-3) 'L -

G, ("]
G (z7)
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(5.19.) devient :

det (Tgz-R") = (-z)* dét ¢ 'd(z") x (5.19.)
=8, 6D, 64(z") Eﬁ 6,271, \ |
o 0 o o o
dat (I1fz~d> ]+cr1 67, 6lle, ey 64,

0] O o o

En se rappelant que le déterminant d'une somme de deux ma-
trices est @gal & la somme des déterminants de toutes les matrices cons-
-truites avec Tes lignes de la premiére et les lignes complémentaires de
la seconde, on obtient :

det (Igz- ’3{3") .
(-2)" [d(z'.)&i(Z”) + 0t M(z)]dé_t & (5.20.2.)

avec
M(Z) = #M (Z'1+1)(2'1—1]Z { (5.20.b.)
w1
NEEEN;
det S 7RI ¥
: [e] Qa z-2 4
6 o 1z
Z-2c005w,T 4 - ‘?;1 - ﬁ.,
+ dét T ‘- *“Fszm - foz _
nz A, a(z') A, alz )by m{z-) A,
C 0] ~1 e

En considérant (5.20.a.), il est clair que le Tieu des
poles du filtre stationnaire optimal quand @ varie de zéro 3 1'infini

=

se raméne d nouveau d un Tieu d'EVANS.

Pour 0° ~*0, les pdles du filtre vont manifestement tendre
vers les pdles du systeéme.

_ Pour 0"+, les pdles du filtre tendent vers les racines
du polyndme M(z).
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Si on remarque que 21: 21 :/,{(msw,T-u)w;l', on déduit M(-1):0;
ce qui signifie que le zéro -1 de la transmittance G(z) garde son influ-
ence sur le lieu des pdles. Donc, pour 04w , une branche du lieu va
tendre vers -1.

De (5.20.), i1 est aisé de deduire M (et‘”’) #0;
ce qui signifie que 1'influence néfaste des zéros e*J¥ sur le lieu des
ples a €té supprimée ; maintenant, il n'y a aucune branche du lieu qui
converge vers e?

La solution de 1'équation M(z) = 0 permet de trouver le
point Z4, vers Tequel 1'une des branches converge pour ¢+ . Ce point
Lo est situd a 1'intérieur du cercle unité, pas trop prés du pdle eJ"hT
ce qui attire le lieu & 1'intérieur du cercle unitaire en améliorant
1'observabilité du systéme.

En conclusion, le senseur d'horizon et le systéme optique
de mesure de la déformation des panneaux forment un ensemble de capteurs
assurant 1'absence de mode "faiblement observable" dans le processus de
filtrage. Ce fait est trés bien représents sur les tracas des lieux des
pdles (figure 5.4.).

En considérant ces lieux des péles, d'autres conclusions
peuvent &tre tirées. Ainsi, les figures 5.4.a. et 5.4.b. montrent
1'influence de C1 sur le tracé du lieu. On remarque que, lorsque C1
augmente, la branche "rigide" du lieu pénétre moins moin & 1'intérieur
du cercle unité ; ceci peut se justifier de la maniére suivante : quand
C1 augmente, 1'observabilité du mode déformable est améliorée au détri-
ment de celle.du mode rigide. La comparaison des figures 5.4.a. et 5.4.c.
permet de se rendre compte de 1'influence de Hl sur le lieu des pdles.
Enfin, les figures 5.4.a. et 5.4.d. montrent 1'influence de p4 sur les
Tieux: quandfi augmente, Ta branche rigide pénétre de nouveau moins loin
a 1'intérieur du cercle unité ; ceci est di au fait que quand Al augmente
1'observabilité du mode déformable est améliorée ay détriment de celle
du mode rigide.
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5.2. COMMANDE

On peut, par exemple, choisir une loi de commande linéaire
stationnaire du genre i K = G Xy optimale au sens du critére quadratique
sur horizon infini

e 2
> (e, + u | (5.21.)
=o

Dans ce cas, on démontre que pour tout 0 , les pdles
correspondant au mode déformable du systéme optimal en boucle fermée sont
situés dans une zone bien précise, tout prés du cercle unité ; c'est
1'aspect "faible commandabilité" du mode déformable.

Cet aspect n'est cependant pas important car on a toujours
la liberté de choisir une autre fonction de pénalisation ; ainsi, le
critére : % (q—l 91 . U,l( 2 uz )

+

keo* © Tk 1 Ch) k K

peut mener i un systéme optimal en boucle fermée dont tous les pdles

sont bien amortis.

5.3. CONCLUSTIONS

Ce chapitre a principalement &tudié les problémes de
filtrage dans les satellites déformables.

En utilisant Tes résultats du chapitre 3, on a mis en
gvidence le fait qu'il est difficile d'observer Te mode déformable du
satellite a partir de mesures données par des senseurs situés dans le
corps principal. La technique utilisée est basée sur la considération
des lieux des pdles du filtre stationnaire optimal quand la covariance

du bruit de dynamique varie de zéro a 1'infini.

Ld situation peut se résumer en disant que le mode
déformable du satellite est "faiblement observable" (au sens du chapi-
tre 4) & partir de mesures données par des senseurs situés dans le corps
principal.
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Pour supprimer ce mode "faiblement observable", 1'utilisa-
tion d'un capteur supplémentaire donnant une mesure de la déformation des

anneaux s'est avérée indispensable. Ce fait a été mis en évidence par la
P D

considération des lieux des péles du filtre stationnaire optimal corres-
pondant.

Les résultats du chapitre 3 sont donc intéressants pour
Jjuger 1'observabilité des modes d'un systéeme et pour déterminer un ensem-
ble de capteurs tel que le processus de filtrage ne contienne pas de
mode "faib1ement observable".
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Ce mémoire de thése a &tudie, sous certains aspects, une
classe importante de satellites : les satellites composés d'un corps
principal massif sur lequel sont connectés, symétriquement, deux panneaux
solaires déformables.

Le contenu de ce mémoire peut se diviser en deux parties :
1) Une partie "mécanique appliquée" (chapitres 1, 2),

2) Une partie "filtrage" (chapitres 3, 4, 5).

La partie "mécanique appliquée" propose d'abord dans le
chapitre 1 un formalisme euléro-lagrangien de mise en équations des satel-
lites composés d'un corps principal rigide et d'appendices déformables.
L'étude des propriétés de cette classe de satellites fait un usage pré-
pondérant des méthodes lagrangiennes. Ainsi, i1 faut tout particuliére-
ment retenir 1'utilisation du formalisme lagrangien pour faire des consi-
dérations d'observabilité et de commandabilita dans les modéles Tingari-
sés. Ces questions sont ainsi tranchées de maniére presque immédiafe,
tandis que Ta méthode de KALMAN aurait demanda des calculs fastidieux.

IT est espéré que Ta méthode proposée dans le chapitre 1
soit plus abondamment utilisée pour traiter les questions d'observabilite
et de commandabilité dans les satellites déformables.

Cette méthode qui consiste & &tudier 1'observabilité et
la commandabilité par le formalisme lagrangien est appliquée dans le cha-
pitre 1 3 des systémes linédaires. Neanmoins, elle pourrait éventuellement
€tre appliquée i des systémes non lindaires. I1 y a 1a une voie qui
reste ouverte pour de futures recherches.

Le chapitre 2 &tudie les équations non linéaires du mou-
vement des satellites munis de panneaux déformables. La principale contri-
bution est 1'étude du "satellite deux modes" pour lequel le probléme cen-
tral est celui de la stabilité de deux oscillateurs couplés. I1 est montré -
comment la méthode de la récurrence associée de BIRCKHOFF peut étre
utilisée pour cette étude.
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Bien que le chapitre 2 traite de cas assez particuliers, la
méthodologie proposée pourra néanmoins &tre appiiquée a des cas plus
complexes.

La seconde partie de ce travail est axée autour des pro-
blémes de filtrage rencontrés dans Ta synthése d'un systéme actif de
stabilisation d'attitude pour un satellite munis d'appendice déformables.
L'attention a été portée sur ce qui est apparu comme étant Te point cru-
cial ; & savoir : les modes déformablies du satellite sont "faiblement
observables" & partir de senseurs localisés dans le corps principal.

Cette seconde partie commence par le chapitre 3 qui est
essentiellement théorique. I1 traite le probléme inverse du filtrage opti-
mal en présentant des développements théoriques originaux. Ce probléme
consiste & trouver les relations existant entre les covariances des bruits’

agissant sur un processus a observer et Tes pbles du filtre stationnaire
optimal correspondant.

La lecture du chapitre 3 ne va pas sans suggérer des idées
pour des recherches ultérieures. En particulier, 1'ensemble des pdles
d'un filtre stationnaire optimal, quand les covariances des bruits agis-

sant sur le processus a observer varient, pourrait étre étudié plus en
profondeur.

Le chapitre 4 montre comment le probléme inverse du fil-
trage optimal permet de définir la "faible observabilité" de certains
modes dans un systéme linéaire ; cette propriété ne dépend que de la
structure du systéme et non pas des niveaux des bruits. IT est montré
que la présence d'un tel mode dans un processus de fiitrage a des conse-
quences génantes.

Enfin, dans le chapitre 5, les résultats des deux chapi-
tres précédents sont appliqués aux problémes de filtrage dans les satel-
1ites munis de panneaux déformables et y prennent toute leur significa-
tion. I1 est montréd que les modes déformables sont "faiblement observables"
i partir des mesures fournies par des capteurs situés dans le corps prin-
cipal. De plus, on y suggére quelques méthodes, basées sur des lieux des
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péles, permettant de mesurer 1'observabilité des modes déformables des
satellites considérés.

Certes, les résultats présentés dans la seconde partie
sont susceptibles de trés nombreux développements ultérieurs. Néanmoins,
les chapitres 3, 4 et 5 proposent suffisamment de résultats et d'idées
pour jeter les bases d'une technique, s'appuyant sur le probiéme inverse
du filtrage optimal. El7e permet de mesurer 1'observabilitéd des modes
d'un systéme, de détecter la présence de modes "faiblement observables®
et de trouver un ensemble de capteurs tels que Te processus de filtrage
correspondant ne contienne pas de mode "faiblement observable".
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