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Reésumt

Un "questiomaine 1éalisable" est un graphe anbovescent mo-
délisant un processus sdquentiel d'identification cu de décision. tes dom-
mels terminaux sont assocdds aux Buventualifés ou objets 4 identifien, Les
sonmets pon feaminaux & des questdons, c'est-d-dine des partitions sun
L'endemble dea Gventualiféa. C.F. PICARD {1965, 1972) a tudid fes pro-
pALELts des questionmaines en relation avec fa théondie de £'infjormation.
Ted, £'ensembfe dos questions posadibfes ¢st restrednt a un ensemble de
questions "formulables" donnd a priond, et on cherche & construire un
questionnathe minimisant Le coldt moyen d'identification.

Nous présentons un nouvel algerdithme de ndalisation opfimale
de questionnaine, bas® sur une rechenche séquentielfe "en profondenn
d'abond”, impfimentée en PL/I. L'apport fe plus oniginal concerne L'éiude
de critines hewiistiques powr guidexr f£a construction de bonnes sofutions
sous-optimales. Un nouveau critdre est présenté, meilBewn que celui de fa
thionie de L'informaticn habituellement priconisé. les résultats acquis
sont utilisrés dans deux applications : L'CétabLissement de plans d'inspec-
tion poun e diagnostic de panne ; La traduction des tabfes de dEcisions
2 entnées Limitées en onganighammes.

ABSTRACT

A "foasible questionnaire” {4 a tree nepresenting a sequentind
procesd of identification on decision-making. Teaminal vertices comrespond
to the different objeets or eventualities 20 be identified, and non-tewminal
vertices to questions, which are partitions of the sel of eventualiiies.
C.F. PICARD (1965, 1972) has atudied the properties of questicnnaires,
from the main point of vue of information theony. Here, the sct of avad-
Lable questions {A restricted to a set of "feasibfe” questions given a
priond, and the aim {4 1o build a questionnaine which minimizes the expec-
Led cost of identd fication.

We give a naw algorithm fon the optimal sofution, based ¢n a
sequential seanch "in depth finst™, {mplemented in PL/T. The moat oniginal
contribution is the study of heundatic criteria which would Lead to the
comdlruction of good sub-optimat sclutions. A new caitenion 48 presented,
which {s better than that generally mecommended given by the in{oimation
theony. The results obtained ane used for two applications : the setting
up of an {nspection dchedule for faifute diagnesis ; the convernsion of
Limited-cntry decision tables to §Lowchants.
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PREAMBULE

Le d2vefoppement des moyens informatiques a permis et onients
Les necherches et fLes applications vens des problemes nouveaux, caracté-
888 pan Leun aspect complexe et combinatoire : neconnaissance des
formes, commande et test des ghands systimes, recherche opérationnelle,
voire "intelligence arntificielle”. La nialisation de questionnaines en est
un exemple typique, & La fo0is par son intérit pratique et som inténét
théonique.

Etant donné un ensemble d'Bventualitss E décrivant Les Etats
possibles d'un systame diterministe, ainsi qu'un ensemble Q de questions
-c'est-a-dire des partitions sur E- permetiant de sépanen ou d'isolen ces
eventualites ; L &'agit de comstrwine une procédure d'identification 2
L'aide des questions, ayant pour but de netrouver L£'dventualits qui con-
nespond & L'état du systime. Aux Eventualités sont agfectés des poids ou
des probabilitds, aux questions des coiits. Toute procédure d'identifdca-
tion possede donc d prioni une espérance mathématique de coit, qu'on
cherche a4 minimisen.,

On montrera que £'approche des questionnaines héalisables est
La plus interessante pour nésoudre ce type de problme d'identification.

Un questionnaire rnéalisable est un graphe anborescent moddfi-
dant un processus séquentiel d'identification ou de décision, dont Les
sommets non Lerminaux sont associds aux quedtions, ot Les sommets teaminaux
aux éventualites sépandes.

Les questionnaines néalisables 4'opposent aux questionnaines
Libnes etudiss principalement parn C.F. PICARD (1965, 1972), dans Lesquels
Loutes Les questions (c'est-a-dire partitions sun E) imaginables peuvent
ethe postes. Ici au contraire, £'ensemble des quesidions possibles est
nesireint a un ensemble Q de questions dites "formulables", donnd a priond.

Outrne, Les problemes de codage et Le test des cirewits Logiques
qui ont constitu, semble t-4if, fa premilre application de ce modife, fe
diagnostic de panne en milieu industriel, fe diagnostic médical, La trhans-
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formation des tables de décisions en organighammes, La classification en
neconnaissance des formes, et Les probfemes combinatoines tels Les Tnis,
peuvent se poser en termed de questionnaines néalisables ; c'est-a-dire,
d'une manidre générale, tous Les problimes d'onganisation en vue de La
prise de décisions.

Le modéle que nous avons Etudif fait intervenin Les aspects
poids des Zventualités, et switout coidts des questions qud sont souvent
négligés.

Le but de notre travail est d'établin et d'dtudien des algo-
rithmes de construction de questionnaires néalisables, fournissant des
solutions optimales, puis hewristiques.

Le mémoine est divise en trhois parties :

Dans une premiZre pantie, on définit Les questionnaires ndali-
sables par un algonithme de conmstruction récursif, et on en déduit Les
proprittts classiques des questionnaines. Aprds avoir donnt Les différentes
expressdons du coit d'un questionnaire : coiit moyen, coit maximum, et des
bornes indérieunes, on Ztudie des outils de reprBsentation de £'univers des
sofutions, et des problimes Equivalents & La construction de questionnaines.
Le probeeme de La ndalisation optimale est engin situé, grdce a de nécents
Travaux sur La complexii® des algonrithmes, dans L'ensemble de La Recherche
Optrationnelle, soulignant £'impontance des méthodes sous-optimales pour
La résolution pratique.

La seconde partie est consacrde aux constructions directes de
questionnaires nialisables, optimales et heunistiques. Aprds nevue des
diffenentes méthodes et amélionations possibles, on construit, a partin
de La dEfinition, un algorithme optimal nouveau, {mpf&menté en fangage
PL/T. Une 2iude siatistique de L'algonithme est gaite, grdce d un généra-
Teun pseudo-aliatoire de problimes d'identification.

Pour guider La construction de bonnes solutions sous-optimales,
un nouveau critdre hewristique est construit et compard thioriquement et
pratiquement avee celul prdeonisé habituellfement.

Les nlsultats acquis sont utilists en thoisidme partie, pour
deux applications :




- Re diagnostic d'incidents n@pertonils : une implantation en site
industriel est présentée @ partin d'un cas concret,

- fa traduction des tables de décisdions en oaganighammes.
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.13.

CHAPITRE .

HyPOTHESES ET BUT - HISTORIQUE - FORMALISATION

1.1. HYPOTHESES ET DEFINIFITIONS

Un probléme d‘identification a pour données Te quadrupiet
(E,Q.e,q) ainsi défini :

+ les éventualités forment 1'ensemble fini E = {El, Ez,...,Ep}, appelé
aussi, selon les applications, ensemble de causes ou d'objets a
identifier.

+ un poids e,i)o est affecté & 1'éventualité E;- On pose
e = (el, ez,...,ep). La notion de poids est aisément remplacée par
celle de probabilité, en normant le vecteur e de fagon que Zei=1.

+ les questions, ou tests, forment 1'ensemble fini Q = {Ql, 61:,'.5.?,0“}
Une question Q. Qétermine une partition de E en bi classes

{81, E?,..., 21 . Le nombre entier bi’ supérieur ou égal a 2, est
appelé base de 1a question.

On peut aussi considérer une question comme une application surjec-
tive, de E dans 1'ensemble {1,2,...,b1.} des b1. premiers nombres en-
tiers, définie par : Q (EJ.) = sé-)Ej GE,: On dit que s est 1'issue

de la question Q. pour 1'éventualité EJ..

# un coiit qi)O est affecté & la question Q;. On pose g = (ql’q2"“’qn)‘

Ces données peuvent &tre résumées sous forme d'une table
d'identification dont un exemple est donné figure I.1. La table est &
double entrée : les p colonnes sont étiquetées par les noms des p éventua-
lités, avec leur poids respectif ; les n lignes sont &tiquetées par les
noms de n questions, avec leur coit. Enfin, 1'é1ément de la table situé
ligne i, colonne j est 1'entier Qj(Ei)'

On dit qu'une question Qi partage ou sépare un sous-ensemble
F de E si et seulement si i1 existe Ek’EC € Fck, tels que Qi(Ek)#Qi(E’.).
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Exemple : Q1 partage F ={F2, E3, E4} » tandis que 03 ne partage pas F
(Figure I.1.).

On appelle question élémentaire, une question de base 2 qui
‘sépare E en isolant une seule éventualité des autres. Uhe question non
élémentaire est dite globale. Exemple : la question Q3 de la Figure I.1.
est &lémentaire car elle isole 1'&ventualité El‘ Les autres questions
sont globables.

Ey E, E, Ey
(0.4) (0,3) (0,2) (0,1)
Q; (20) 1 1 2 2
Q, (10) 1 2 1 2
() | 2 1 1 1

" Figure L.1.

1.2. SEMANTIQUE ET BUT : LA PROCEDURE D'IDENTIFICATION

Les données précédentes servent de modéle & une situation
dans laquelle nous voulons identifier une éventualité qhi vient de se
réaliser, sachant que :

- ¢'est 1'un des éléments de E,
- 1'identification ne peut se faire qu'en utilisant les questions de Q
et leurs issues.

Exemple : Un sac contient 10 jetons :
' 4 jetons ronds et blancs

3 jetons triangulaires noirs

2 jetons carrés blancs
1 jeton carré noir.

Aprés le tirage aveugle d'un objet; on doit déterminer, &
1'aide de questions, la nature du jeton tiré. Les seules questions auto-
risées sont :

- le jeton est-il carré ? (colt 20 francs)
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- le jeton est-il noir (codt 10 francs)
- le jeton est-il rond (colt 5 francs)

On doit payer le prix indiqué pour chaque question posée.

La figure I.2. résume la situation. On remarque qu'elle est

jdentique a la table de la figure IL.1. Une question non formulable serait,
par exemple, celle qui effectue la partition {O .] ) i‘ [:]} .

“sont

1.3.

O A 0 ®H
@ 3 @ @

carré 7 | NON | NON | our } oul
(20)

noir ? NON QUI | NON oul
(10)

vond 7 | OUI | NON | NON | NON
(5)

Figure [.2.

Le but i atteindre est de mécaniser 1'identification des éventualités,
en produisant, pour chaque table donnée, une procédure d'identifica-
tion déterministe.
Lorsque 1'identification d'une géventualité est faite, les réponses
obtenues aux questions utilisées caractérisent'un élément et un seul
de E, sans ambiguité. Autrement dit, 1a procédure & construire doit
permettre de séparer les &léments de E les uns des autres, & 1'aide
des questions de Q.

Ceci n'est possible que si toutes les colonnes de la table
différentes.

Toute procédyre étant déterministe (c'est-a-dire qu'une méme éventua-
1ité est tougours identifiée de 1a méme fagon), on pourra attribuer
3 chacune un—coQit : codt fixe, colt maximum, ou espérance de codt,
suivant les t}bes de procédures.

DIFFERENTS TYPES DE PROCEDURES D'IDENTIFICATION

Deux types de procédures peuvent étre développées & partir

des hypothéses précédentes :
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On cherche un sous-ensemble de tests de Q, tel que 1'applica-
tion simultanée, ou dans un ordre quelconque, de tous ces tests, permette
de distinguer toutes les éventualités les unes.des autres.

Dans 1'exemple figure I.1., 1'ensemble (01,02) suffit a séparer
E entiérement. Montrons sur le méme exemple, qu'il s'agit en fait d'un
probléme classique de recouvrement (minimal).

La table I.3. est construite ainsi : si un test permet de dis~-

_tinguer un couple d'événements, 1'&lé&ment correspondant (& 1'intersection
de 1a ligne du test et de la colonne du couple) vaut 'l', sinon '0'.

BB EE EE EE  EE EE

o, | o 1 1 1 1 0 | e—
0, | 1 0 1 1 0 1 «—
o | 1. 1 1 0 0 0

Figure I.3.

Résoudre le probléme d'identification par une procédure de type "combina-
toire", c'est s&lectionner un sous-ensemble de lignes, qui, dans leur en-
semble, couvrent (par des 'l') toutes les Cz colonnes de 1a table.

J.F. POAGE (1963) a remarqué que ce probléme est identique &
celui de trouver une couverture (minimale) d’une fonction booléenne a
partir d'une table d'implicants premiers. I1 existe des méthodes classiques
pour le résoudre.

L'idée de 1'identification “"combinatoire" est reprise princi-
palement par H.Y. CHANG (1965) et W.H. KAUTZ (1968), dans le domaine du
test des circuits digitaux. F. BEGON et R. TREMOLIERES (1971) formalisent
le modéle 3 1'aide de 1a logique mathématique, en vue de 1'appliquer au
diagnostic médical. Tous proposent des algorithmes pour construire des
procédures d'identification combinatoire, optimale ou “assez bonne". Dans
la derniére référence apparaissent les notions de cot des questions et
poids des éventualités.
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Jusque 1a les questions é&taient posées indépendamment les unes
des autres ; au contraire, on tient compte maintenant, au cours de 1'iden-
tification, du résultat des questions précédentes pour poursuivre.

La procédure est décrite par une arborescence (exemple figure
1.4.) dont les sommets non terminaux représentent les questions & poser.
-en particulier la racine indique la premiére- et les sommets terminaux
correspondent aux différentes éventualités séparées.

' Une fois la procédure construite pour un probléme d'identifi-
cation donné, on utilise un seul chemin de )'arborescence & chaque identi-
fication nouvelle, depuis l1a racine jusqu'a 1'@ventualité recherchée.

Le chemin est déterminé par les issues successives des ques-
tions, figurées par les arcs de sortie des questions.

Qo
A 2
Qs | Q4
af. 2 4 2
E E3 E,_ Eq
Figure 1.4.

I1 s'agit bien d'une precédure déterministe, puisque pour une
méme éventualité, on posera toujours les mémes questions dans le méme ordre.
Cette remarque est importante car elle permettra d'affecter un colt a
chaque procédure choisie. On pourra dés lors parler d'optimalité ou sous-
optimalité d'une procédure, et nous verrons que 1'approche "questionnaire"
est plus intéressante que la premiére, car de colt moindre.

L'idée d'arborescence de questions est apparue indépendamment
dans de nombreux domaines. Les principaux travaux dans lesquels la méme
formulation est étudiée sont ceux de H.Y. CHANG (1968) et W.H. KAUTZ (1968)
en vue du test des circuits digitaux, dans lesquels les notions de poids
des éventualités et de colit des questions n'apparaissent pas. Des algo-
rithmes de construction de procédures sous-optimales sont proposés dans
ces articles. Les questionnaires (C;F. PICARD (1965)) sont des procédures
d'identification séquentiélle dans lesquelles toutes leés questions (c¢'est-




.18.

d-dire les partitions) imaginables peuvent étre utilisées. Seules, les
éventualités 3 séparer sont pondérées, les questions ont des codts égaux.
On rejoint les problémes sur le codage étudiés: par D.A. HUFFMAN (1952).
P.P. PARKHOMENKO (1969) fait apparaitre le codt des questions. L'idée de
restreindre 1'ensemble des questions & un ensemble de "questions formula-
bles", de fagon & englober dans le modeéle des problémes plus concrets,
était déja contenue implicitement dans les derniers chapitres de 1'ouvrage -
de C.F. PICARD (1965). Elle est développée par F. DUBAIL (1967) et dans la
nouvelle édition sur la théorie des questionnaires de C.F. PICARD (1972),
Tome 2, sous le nom de “questionnaire réalisable" repris dans ce mémoire.
Ces auteurs s'intéressent aux aspects théoriques du probléme 1iés i la
théorie de 1'information et la combinatoire. Y. TABOURIER (1971) et la
S.E.M.A. (1970) utilisent le mod&le pour le diagnostic de pannes dans les
usines de fabrication, et proposent des algorithmes pour construire des
questionnaires optimaux ou sous-optimaux appelés "plans d'inspection®.
M.R. GAREY (1972 a,b) étudie spicialement les propri&tés des
questionnaires réalisables optimaux, (questions de base 2) pour en facili-

ter 1a construction, et propose un algorithme basé sur la programmation
dynamique.

Nous verrons en troisiéme partie que le probléme de la traduc-
tion des tables de décision se pose dans des termes presque identiques.
Citons, par exemple, L.T. REINWALD et R.M. SOLAND (1966) (Construction
de procédures optimales), S. GANAPATHY et V. RAJARAMAN (1973) (Construc-
tion sous-optimale).
| Les processus de décision arborescents peuvent &tre utilisés
en reconnaissance des formes. Exemple : E.G. HENRICHON et KING-SUN FU (1969),
J.R. SLAGLE et R.T.C. LEE (1971). De méme en informatique pour les algo-
rithmes de tris et de recherche : voir C.F. PICARD (1972, chap. 14),

D.E. KNUTH (1973).

- Dans la suite du mémoire, nous utiliserons toujours le mot
“guestionnaire", 1'adjectif "réalisable" &tant sous-entendu sauf mention
explicite. Nous ne nous intéresserons plus qu'ad ce type de procédure
d'identification.

La figure I.5. schématise les deux &tapes de 1'identification :
- 1'étape de construction du questionnaire, 3 partir de la table




.19.

d*identification, analogue a 1'étape compilation d'un programme
source. (L'analogie deviendra réalité pour la traduction des tables
de décision).

- 1'&tape utilisation du questionnaire, analogue & 1*etape exécution du
programme objet, dans laquelle les "données™ seraient les issues suc-
cessives des questions. '

algorithme de procédure
construction d'identification :
du questionnaire uestionnaire

e a  ma e e D e .

table d'iden-
tification

chemin de questions
questionnaire aboutissant & 1'éven-
tualité reconnue

—— o e o s - -

éventualité
a identifier

- - -

1
1
]
'
§
w

Figure 1.5.

1.4. DEFINITION ET CONSTRUCTION DES QUESTIONNATRES REALISABLES

La définition plutot intuitive du paragraphe précédent doit
~ &tre remplacée par une définition plus formelle, qu'on présente sous
forme d'un algorithme de construction.
A partir de cette définition, on dégagera les propriétés
principales des questionnaires (réalisables).
La terminologie employée pour les graphes est en accord avec
celle exposée par C.F. PICARD (1972), Tome 1 : Graphes.

un graphe'£2= (X, construit par 1'algorithme QUESTIONNAIRE (F) ci-aprés.
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Un sommet du questionnaire (un &lément de X) est de la forme

(As1), avec A sous-ensemble de F, et i€ Nou i = 0. Un sommet (A,i) re-
présente le fait de poser la question Q sur 1 ensemble A d 8ventualités,

Si

i=

0, on ne pose pas de question.
Dans 1'algorithme QUESTIONNAIRE (F), ia fonction CHOIX (F)

fournit 1'indice d'un question qui partage F ; si aucune question ne
partage F, CHOIX (F) vaut "0".

1 algorithme : QUESTIONNAIRE (F) récursif ;

O 0 ~N O O & WM

10
11
12
13

a)

b)

c)

i : = CHOIX (F) ;
produire le sommet (F,i), appeléd "racine du questionnafre sur F" ;
811 # 0 alors faire ;
pour s : 1 4 by, pas 1, faire ;
;= Fnss ;
51 Fs # P alors faire ;
QUESTIONNAIRE (F3) ;
produire un arc orienté de (F,i) vers la
racine du questionnaire sur F> ;
fin ;
fin ;

———

fin 3

fin QUESTIONNAIRE ;

Commentaires
lTorsque F vaut E lui-méme, on obtient un questionnaire pour le pro-
bléme (E,Q,e,q). ,
plusieurs questionnaires sur E, différents, peuvent &tre construits
a8 partir d'une méme table. L'algorithme de construction, gréce &
1a fonction CHOIX, contient potentiellement toutes ces possibilitas.
La fonction CHOIX peut-8tre considérée comme non-déterministe, au
sens ol on ne peut en prévoir le résultat avant 1'exécution ; et
de méme pour 1'algorithme (voir 1a discussion du chapitre 1IV).
un questionnaire sur F formé d'un seul sommet est dit d&généreé.
Cela se produit lorsque F n'est séparable par aucune question de Q :
le sommet est donc (F,0). Dans ce cas :
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- soit Card (F) = 1, et F correspond & une éventualité isolée ;
- soit Card (F) >1, et F est constitué d’'éventualités inséparables,
ayant des colonnes identiques dans 1a table d'identification.

d) l'ensemble des F? non vides produits par la ligne 6 de 1'algorithme
constitue une partition de F. Cela découle directement du fait que

{&S%, 6i§=--- Ei?i} est une partition de E.

P1 : un questionnaire sur F est
.so0it réduit & un sommet : (F,0). ‘
.s0it le sous-graphe obtenu par suppression de la racine (F,i) est
formé de questionnaires dont Tes successeurs de {F,i) sont les
racines.

Cette proprigté, illustrée par la figure [.6., découle direc-
tement de la forme récursive de la définition : si i = 0 (1ligne 4), 1'al-
gorithme se termine en n'ayant produit qu'un seul sommet ; sinon, la boucle
(1ignes 5 & 11) produit pour chaque issue de la premiére question, un
questionnaire nouveau possédant au moins un sommet. [J

/A I, \\ .l' ‘\
/oy ron T Questionnaire
AN / \ / \
Aquesty, Jfquest’, Jquest?, sur F.
Jsur Y Jsur \ Jsur N
) \ 7 \ I 1 \
/! F.l v/ F.2 \ ’ F-ib'l \
PN YR A R ) Lo L . Y
Figure 1.6.

PZ : un questionnaire est une arborescence finie.

Pour montrer que c'est une arborescence, montrons, dans le
cas non dégénéré, qu'il existe un sommet et un seul (la racine), relié 3
tout autre par un chemin unique dont i1 est 1'origine :
- par construction, il y a un chemin depuis la racine du questionnaire
jusqu'a tout sommet,
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- tout sommet, sauf la racine, posséde un antécédent et un seul :
en effet, tout sommet est créé par la ligne 3 de 1'algorithme, et
e seul arc incident intérieurement & ce sommet est créé par 1'algo-
rithme au niveau de récursivité précédent, ligne 9 ; le chemin est
donc unique depuis 1a racine jusqu'a tout sommet,

= la racine est le seul sommet possédant cette propriété, puisque, en
particulier, aucun arc du questionnaire n'aboutit 3 la racine.

Montrons, en deux &tapes, que le questionnaire est un graphe
fini :

- si le questionnaire sur F est infini, alors 1'un au moins des ques-
tionnaires sur les F: est infini (le nombre d'issues de Q est fini).
En poursuivant ainsi par induction, on exhibe un chemin infini depuis

Ta racine. '

- or, si le sommet (A,i) est 1'antécédent du sommet (B,j), on a B A,
T'inclusion étant stricte. Le long d'un chemin, les sous-ensembles
de E sont inclus les uns dans les autres. Aucun chemin ne saurait

~ donc &tre de longueur supérieure a Card (E)-1, et ceci contredit
1'hypothése du graphe infiniD

En démontrant que le graphe produit par 1'algorithme est
fini, on démontre du méme coup que cet algorithme se termine effectivement.

P3 : 1'ensemble des sommets d'un questionnaire non dégénéré peut étre
partagé en deux classes :
- la:classe des sommets terminaux de 1'arborescence, du type (A,0).
- la classe des sommets non terminaux du type (A,i) avec i # 0, ayant
au moins deux arcs incidents extérieurement.

L'accés & 1a boucle (ligne 5 & 11) qui produit des arcs inci-
dents extérieurement, est commandé par le test sur i ligne 4. Par conséquent,
i = 0 équivaut 3 (A,i) sommet terminal, et i # 0 : (A,1) sommet non
terminal.

Supposons i # 0. Par définition de CHOIX, Q partage A en
au moins deux Sous-ensembles ; dans la boucle {5-11), 1la cond1tion
Afldss # 0 (ligne 7) sera vraie au moins deux fois : le sommet (A,i) a au
moins deux arcs incidents extérieurement. Oy
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Les sommets non terminaux apparaissent donc comme les sup-
ports des questions, tandis que les sommets terminaux supportent Tes
éventualités simples ou inséparables.

Si toutes les éventualités sont séparables, les sommets
terminaux sont (El,O), (EZ,O)...(EP,O).

Dans la représentation courante des questionnaires, un sommet
non terminal sera représenté par un carré avec le nom de la question, un
sommet terminal par le(s) nom(s) de(s) éventualité(s) séparée(s) entouré(s)
d'un cercle. {exemple figure I.7., reprenant les données de la figure I.1.).

(€,2) Q
{E ,E\l3 E, E
({.,; 3}) ) ({z, #}11) Qy Q,
([E,J,O) ({£3},0) ({Ez,]lo) ({E.,],O) 3 . £
Graﬁhe du questionnaire Représentation courante

Figure I.7.

P4 : sur tout chemin d'un questionnaire, les indices des questions
employées sont distincts.

Soient (A,i) et (B,j) deux sommets quelconques d'un méme
chemin, (A,i) précédant (B,j) sur ce chemin.

I1 vy a une issue et une seule, s, de la question Qi sur A,
conduisant au sommet (B,j), et donc Be= AN 6? Par conséquent,

(VE, Eg € B) (0;(E,) = Q;(Ep)) : Q; ne partage pas B, et donc i # j.0O

De cette propriété, on déduit qu'aucun chemin du graphe ne
peut &tre de longueur supérieure & Card (Q).

Remarquons que 1a méme guestion peut étre employée sur deux
chemins distincts du questionnaire.
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P5 : dans tout questionnaire, il existe un chemin du sommet (A,i) au
sommet (B,j) si et seulement si ADB.
Autrement dit : la relation d'ordre partiel induite sur les som-
mets du questionnaire est &quivalente a la relation d'inclusion
pour les sous-ensembles de E utilisés.

. On a déja montré que si (B,j) est un descendant de (A,i},
alors BeA.

Réciproquement, supposons Bez A :

- soit (A,i) et (B,j) sont sur le méme chemin, auquel cas (A,i) ne
peut étre qu'un ascendant de (B,j),
- soit {A,i) et (B,j) ne sont pas sur le méme chemin.

Considérons le chemin intersection des deux chemins menant
de 1a racine & (A,i) et (B,j), et nommons (C,k) le dernier sommet de ce
chemin {(ce peut &tre la racine du questionnaire). Voir figure 1.8.

A et B sont alors deux sous-ensembles de C correspondant a
des issues distinctes de la question Qk sur C ; donc ANB = .

Conclusion : la seule possibilité, lorsque BcA, est que
{B,j) soit un descendant de (A,i). 0O

' I racine
:

A (C,k)
(4

F N

/

(A1) \ (8.3)

Figure 1.8.

Le nombre d'arcs incidents extérieurement & un sommet (A,i)
sera appelé base réelle de la question Qi appliquée sur A. I1 se peut
qu'une base réelle de Qi soit inférieure & bi' .

Enongons la propriété classique des arborescences :
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P6 : soit a = (3,, a2,...,am) 1'ensemble des bases réelles des m
questions utilisées pour un questionnaire séparant E complé-

tement. Alors Zi: a, - m+.1=_Card (E).
441¢m !
En effet, il y a 4 sgﬁ arcs incidents extérieurement, et

m - 1+ Card (E) arcs incidents intérieurement dans 1'arborescence. D

1.5. RESTRICTIONS ET EXTENSIONS DU MODELE

De nombreux modéles rencontrés en informatique et en algo-
rithmique se mettent sous la forme de problémes d'identification : diagnos-
tic, traduction des tables de décision, codage, reconnaissance des formes,
recherches en tables, tris,...

Parmi les modéles proposés pour les étudier, nous avons: déja
cité les questionnaires avec questions libres de PICARD.

Nous allons présenter rapidement deux problémes typiques
d'identification, cas particuliers du modéle général exposé : 1'identifi-
cation &lémentaire et 1'identification lexicographique ; puis une extension
possible : les pseudo-questionnaires.

Identification @Lementaire

Un objet caché se trouve dans une boite parmi n, qu'il
s'agit de déterminer. La probabilité pour 1'objet d'étre dans la boite i
est ey, le coiit d'ouverture de la boite est q,.

C'est un probléme d'identification de n objets avec n ques-
tions élémentaires, dont nous reparlerons. I1 existe un algorithme pour

construire un questionnaire optimal en ken-<log n &tapes (M.R. GAREY (1972 a)
et chapitre V.2.).

Un mot inconnu X doit &tre identifié ou classé parmi n 'clés'.
Les questions autorisées sont du type : nY est-i1 inférieur, &gal ou supé-
rieur & Ki 2%, Le résultat de 1'identification sera :
X = K{ {probabilité pi)
ou bien K, ;< X < K; (probabilite Pyl
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On se donne comme hypothése les 2n+l probabilites
Pys p2""’pn et pfo’ p'l,...,p'n, avec :Epi + zip'i = 1.

Ce probléme, qui a une grande importance en informatique
(recherche en tables, codes) a &té atudié pour le cas p; = 0 par
T.C. HU & A.C. TUCKER (1971), qui proposent un algorithme pour construire
un questionnaire opt1m31 en K-n-log n étapes, et par D.E. KNUTH (1971) dans
le cas général (K. .n? étapes).

D'autres références et une présentation plus compléte sont
établies dans D.E. KNUTH (1973, chap. 6).

Ce probléme peut &tre posé comme un probléme d'identifica-
tion, avec 2n+l éventualités : E'p, Eis E'ys By Efgs..osE s E' 7, avec :
poids de E i p'i, poids de Ei : p; 5 la question Q; effectue la partition:

{E'O’ Epr Blpoees Biop E'1'-1} '[Ei] {E i* Berr Blyepee 0By E'n}

Notre modéle suppose qu'une méme éventualité provoque tou-
jours la méme issue d'une méme question. Ii peut étre intéressant pourtant
d'utiliser un type de question, dont 1'issue, pour une méme éventualité,
serait plus ou moins sdre.

I1 se peut méme, pour certaines applications, que ce soit
le seul type de question disponible, par exemple pour certains diagnostics
médicaux.

Pour &tre plus précis, au lieu de se donner des partitions
sur E, on se donne pour chaque question une matrice de probabilités condi-
tionnelles (matrice stochast1que)

= (ef) avec ei = {1ssue J/E; } .

Dans le modéle précédent, ces eJ valaient O ou 1.

De T1a méme fagon, on établit un graphe arborescent.

A chaque sommet est associé, non plus un sous-ensemble de E,
mais un vecteur donnant la probabilité de chaque éventualité, &tant donné
le chemin parcouru. Ce vecteur est calculé & partir des matrices M et de
1a distribution initiale des probabilités sur E.

Dans le modéle précédent, le processus s'arréte {sommet
terminal) lorsque 1a probabilité d'une éventualité, &tant donng le chemin
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parcouru, est 1 {on suppose toutes les éventualités séparables). Ici, on
pourra ne jamais aboutir 3 un tel résultat. En plus du choix des questions,
vient donc se greffer le probléme de 1'arrét de processus.

Cette généralisation des questionnaires a é&té étudiée par
M. TERRENOIRE (1970) et D. CHENAIS & M. TERRENOIRE (1971).

On trouvera d'autres types de problémes voisins d'identifica-
tions et de recherches dans les bibliographies de S.S. KISLITSYN (1966) et
J.M. DOBBIE (1968).
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CHAPITRE 1II.

CoOTS D'UN QUESTIONNAIRE - BORNES INFERIEURES

11.1. COUTS D'UN QUESTIONNAIRE

Introduction

Soit un probléme d'identification (E,Q,e,q), et F un sous-
ensemble de E pouvant &tre E Tui-méme, sur lequel on construit un question-
naire particulierZ, dont nous alions évaluer le coit.

On supposera, dans ce chapitre, que toutes les éventualités
de £ sont séparables, c'est-a-dire que les sommets terminaux de notre
questionnaire sont du type ( {Ei} » 0). Si tel n'est pas le cas, on s'y
raméne simplement en regroupant les sous-ensembles de E inséparables en
nouvelles éventualités dont les poids sont 1a somme des poids des éventua-
lités regroupées, et en renommant E. A tout éventualité de F correspond
donc un unique chemin maximal dans le questionnaire.

Lorsque nous utilisons pratiquement le questionnaire, nous
empruntons un chemin maximal et un seul pour chaque nouvelle identification.
Nous définirons naturellement le coldt d'une identification par la somme
des colts des questions utilisées ;

Soit 251 1'ensemble des indices des questions utilisées pour
jdentifier Ei dans le questionnaire, c'est-d-dire les indices des questions
sur le chemin maximal aboutissant & ( iEi}’ 0) :

2; = {k/ (A,k)}est un ascendant de ( {Ei}, 0) . Le coiit d'identifi-
cation de Ei est alors q-
k€G;
Pour @valuer le colt d'un questionnaire, on s'intéresse :
- soit au colt maximum d'une identification, auquel cas les poids ou
probabilités des éventualités n'interviennent pas,
- soit au colt pondéré d'une identification ; c'est ce dernier codlt
qui sera le plus intéressant dans la pratique, car il fait interve-
nir.-le poids des éventualités.
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Dans les deux cas, on parle de codt du_guestionnaire sur F,
et on le note respectivement K(F) et C(F), en faisant référence implici-
tement au questionnaire donné Q.

TS e e e e

c'est donc K(F) = Max Z qi( (1)
E;€F ke€g;
Montrons que (1) peut se mettre sous la forme récursive :
K(F) = q. + Max  K(F3) (2)
1<s<b,

avec la convention : Card (A) =0 oul=pK (A) =0 ; od (F.rl) est la racine
du questionnaire, et I((Frs.) le colt du questionnaire sur F:', obtenu aprés
suppression de 1a racine dans Q(Voir définition § I.4. et figure I1.6.).

- tous les 61. dans (1) comportent 1'indice r de 1a racine, donc on

peut isoler dans (1) Q.. apparaissant sous tous les Z:
K(F) = q + Max (2 q) ;
E;€F kEGNT
en faisant apparaftre la partition induite par Qk sur F, on obtient :

K(F) = q. + Max Max (Z qk)} ]
1<shb,( E;€F5 YA

1'expression entre accolades n'est autre que 1'expression (1) de K(Ff_), en
accord avec la convention &noncée. O

Lorsque qj =1 Yj, K(F) est 1a hauteur du questionnaire.

e e e 20 i

Par définition, ce sera la somme pondérée des colts des
chemins maximaux du questionnaire :

¢ = Le (L o) @)

E;€F " k€4
Soit Ej 'ensemble des indices des &ventualitss qui nous am@nent 3 utili-
ser Q\,j pour &tre identifides :
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={k 7 3 (A.3) tel que ({E.} . 0) est descendant de (A,j) }. Le
poids de la question Qj, ou bien la probabilité de poser cette question est
défini par ké. e 5 (EJ- =P si QJ. n'est pas utilisée par le questionnaire).
D'ol une autre "expression du colt d'un questionnaire, somme des codts pon-
dérés des questions posées :
oF) = 2 o (L e (@)
Q (Q k€E;

Les expresswns (3) et (4) sont égales :
A notre questionnaire sur F, nous pouvons faire correspon-
dre de fagon unique Ta matrice binaire B suivante.:
B = (b, ) Jj de 1 & Card(Q) (lignes)
i de 1 a Card(E) (colonnes)
et by = (JEZ) Autrement dit, b, .=1 si et seulement si on

utilise Q pour identifier E s et b, 3-0 sinon. (b .-O si E. ‘F et bk .=0
si Q n est pas utilisée, Vk)
A]ors : Z k Q> et (3) devient :
KEZ." 0€Q
Z e.(z b., q.) = Z e. b.. q. ; soit encore:
1 ik 'k E'EE 1 13
Ei6F  QtQ 1
QJEQ
C(F) =qBe' (5)

oll e' est le transposé de e = (e1:855-..,8 ).

Mais §€ G (( {E5}, 0) est descendant d'un (A.§))&y i € f,

Donc b1 (i € E, ).L'expression (4) devient a son tour :
zq (Z bkj ek) Z qj b'ij ei=del o
Ei¢E

Nous avons trouvé, pour montrer que (3) et (4) sont égales,
une nouvelle expression (5) du colt d'un questionnaire. Remarquons que les
ensembles 31- et EJ et la matrice B sont 1iés & la donnée d'un question-
naire particulier sur F.

Le coQit moyen d'identification peut se mettre aussi sous
forme récursive :

) =P g+ L O (6)
14 5< by
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avec P(F) = Z: e:, et 1a méme convention que pour (2) :
Es¢F "

Card (A) =0 ou 1 = C(A) = 0.

La preuve que (3) et (6) sont &gales est analogue & celle utilisée au § 2

pour montrer (1)=(2).

Les expressions récursives (2) et (6) permettent d'inclure
facilement le calcul du codt qu'un questionnaire dans 1'algorithme -
définition 1.4.

Exemples de calcul du colt pour le questionnaire et la
table correspondante, ci-dessous :

e, E K
Q, (0,4) (0,3) (0,2) (0,1)
Q (20) | 1 1 2 2
Qs Q, 0, (10) | 1 2 | 1 2
Q, (5 2 1 1 1
D &G & 8

(1) K (E) = Max (1045, 10+5, 10+20, 10+20) = 30

(2) K (E) = 10 + Max (5,20) = 30

(3) € (E) = 0,4.(1045) + 0,3.(10+20) + 0,2.(10+5) + 0,1.(10+20) = 21
(4) € (E) = 10.(0,4+0,3+0,2+0,1) + 5.(0,4+0,2) + 20.(0,3+0,1) = 21

0101\ /0,4

(5) C(E)=(20105) {111 1) 0,3) =21
1010/ \o,2
0,1

(6) C (E) = (0,4+0,3+0,2+0,1).10+3+8 = 21

---------------

La matrice B définie ci-dessus caractérise en quelque
sorte le questionnaire choisi, et son colt. Elle est de dimension
Card (Q) x Card (E), comme 1a table d'identification définie en I.1.




.33.

Dans cette table, nous allons "marquer" la case, colonne i,
ligne j, si et seulement si bij = 1, c'est-d~dire si dans le questionnaire
considéré, Qj est utilisée pour identifier Ei‘ On donne un exemple,
figure II.1., d'une questionnaire et de sa table marquée associée.

Qa E

1 B B
0,4 0,3 0,2 0,1
Q, a2 |1 1] 2
Q, 10 | 1 2 I|E
3 Q| os ]

K(E) = 35 ; C(E) =19
Figure II.1.

Appelons 'valeur' d'une case marquée le produit ey 45
Le colit C(F) est 1a somme des valeurs des cases marquées. K(F) est le
maximum de la somme, par colonne, des valeurs des cases marquées.
La correspondance questionnaire-table marquée est-elle bi-
univoque ? Non :
- on ne peut Faire correspondre une table marquée & une arborescence
si aucune ligne de 1a table n'est complétement marquée pour
Ei € F : Ta question de la racine est utilisée pour toutes les
éventualités,
- 3 une table marquée peut correspondre deux ou plusieurs question-

naires : exempie figure II.2. ; mais deux questionnaires ayant méme
table marquée ont méme codt.

Nous sommes maintenant en mesure de comparer, par leur
colits, les procédures combinatoires et séquentielles (questionnaires) dé-
finies en 1.3. Par codt d'une procédure combinatoire sur F, noté V(F),
on entend la somme des colts des questions sélectionnées.

- soit V*(F) le minimum de V(F) pour toutes les procédures combina-
toires possibles sur F. Ordonnons les questions sélectionnées pour
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Q, Q

Q, Qe Q Q4
(2 E2) (&) (E4) (Es Es Y}

Figure II.2.

V*(F), solution optimale, de fagon & Tes utiliser en arborescence : on
forme un questionnaire dans lequel des questions sélectionnées peuvent ne
pas étre utilisées, car inutiles ; mais aucun chemin n'a un colt supérieur
a v (F) Donc, pour ce questionnaire, nous avons : K(F) <.V*(F) Appelons
K (F) le minimum de K(F) pour tous les quest1onna1res réalisables sur F :
K" (F) €K(F) ; par conséquent K* (F) <€ v (F).

- Pour tout gquestionnaire :
C(F) = Ze1 (Z qk) < Z(e -Max Z qk) = P(F).K(F).

Ei€F i k£31

Considérons un quest1onnaire pour lequel K(F) K* (F) s pour celui-ci on a
également C(F)<P(F).K(F), et C(F)sP(F).K (F). Soit c* (F) Te minimum de
C(F) pour tous les questionnaires sur F : on obtient alors

¢*(F) < P(F).K*(F)
En résumé : | C*(F) / P(F) < K*(F) < V*(F) (7)

Ces inégalités justifient ce qui a été dit en 1.3. : les
questionnaires sont une approche plus intéressante, puisqu'ils peuvent
fournir un codt moyen et un colt maximum meilleur que celui d'une procé-
dure d'identification combinatoire. Exempie : pour la table de la figure
I1.3., nous avons :

V*(E) = 35 ; K*(E) = 25 ; C*(E)/P(E) = 22,5

E,E E  E E

(1) (@) @) (1)
0, (20) | 1 1 2 2
Q, (10) | 1 2 2 2
Q; (5) 1 1 1 2

Figure I1.3.
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- S0it un questionnaire £ donne sur E, pour un probléme (E,Q,e,q),
ol e et q peuvent varier. Dans ce paragraphe, on notera les coilts
de ce questionnaire 2 par K(q) et C(e,q).
De (1), on déduit immédiatement :
K(Ag) = AK(a) (8) et K(gtp) < K(a) + K(p)  (9)

De (5) :  C(he,pa) = AP Cle,q) (10)

C(e"'d,Q) = C(ESQ) + C(dsQ) ] (11)
C(e,q+p) = C(e,q) + C(e,p)
pe 3) : 2C = T g (12) et oc _ ) & o (13)
de; k€D dq, ke

- K et C sont des fonctions continues des q et e ; Teurs minima sur
tous les questionnaires pour le probléme sont également des fonc-
tions continues de g et e.
Notons K*(q) min K(q) et C*(e,q) = min C(e,q); que devient
C*(e.q) Torsque e et q subissgt les variations Ne et Agq ? On s'intéres-
se & la quantiteé Ac* = C*(e+ De, q+ Aq) - C‘(e,q). On fera 1'hypothése :
g ey = EiZEE(ei + _Aei)= P(E), ce qui est logique puisqu'on compare ainsi
deux colts pour une méme pondération totale (Si tel n'est pas le cas, on
s'y raméne aisément). M.R. GAREY (1972 b) a démontré la formule suivante :

l AC‘IS_ ( Z min (q.,q.+Aq.). Z‘AeJ + P(E). Z_ ‘

ST B 713 05 Q
Pour 1a démonstration, i1 suffit de considérer le cas C‘(e,q)ﬁ(_C*(e+Ae,
q+ ), a cause de la symétrie de (14). A C"'(e,q) correspond un certain
questionnaire optimal, de matrice associée B ; soit C' Te colt du méme
questionnaire, mais utilisé pour e+ e, q+Aq : C' = (q+Aq) B (e+ Ae)'.
Nous avons : C*(e,q) < C%(e+fe, g+ Aq)&C' ; donc d AL ¢t e,y - ¢ s
C'(e,q) et C' sont des colits pour un méme questionnaire ; il suffit donc
de montrer que C(e,q) ne subit pas de variation, AC, en valeur absolue,
supérieure 3 1'expression (14), pour un méme questionnaire :

Dans la table marquée, la valeur de la case (i,j) marquée,
subit l1a variation :

AQJ‘ (14)
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Ac-ij = (e-i"'Ae-i) (QJ+AQJ) - & qj.
= Zlei (qj+[§qj) + [qu e = f&ei.qj +[qu.(ei+[§ei)
d'oD:lACijIQAei'. (qJ.+qu) + \AHJ‘ . e
S‘Aei‘- 43 "'MQ‘ (e-“'Ae-)

En sommant pour i de 1 & Card(E), en utilisant 1'hypothése
Ze Z(e +Ae) P(E), puis pour j de 1 & Card{Q), on trouve :

Zj\Acwl <(me (a; .q3+ﬁq ). ZLAe 1+ pee). Z_\Aq

Mais ‘AC‘( [IAC ‘ » car on ne change pas le sens de 1'inégalité en
ajoutant 1esIACi I pour les cases non marquées. O

- On trouve aisément une formule du méme type pour K(e,q), le colt
maximum :

par (9) : K(q+fq) - K(q) £ K(Qq) = max L b Aq

E oJEQ
" ga %SZ'A%‘

puis par un raisonnement analogue au précédent, on prouve :

| At 5%2%3qu| (15)

11.2. RECHERCHE DE BORNES INFERTEURES DU COUT PONDERE

La conmaissance d'une borne inférieure ou du colt d'un
~questionnaire ainsi qu'une solution obtenue par exemple par un procédé
heuristique, de colt C, fournit un intervalle dans lequel se situe le
colt optimal : m SC' < C ; d'autre part, la connaissance d'une borne
inférieure permettra d'orienter la construction d'un questionnaire optimal
{voir § V.1.). I1 existe plusieurs méthodes d'obtention de bornes infé&-
rieures, et souvent, les meilleurs bornes (c'est-a-dire les plus proches
de E*) seront aussi 1es plus difficiles & obtenir en général.
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Méthode des "cases essentielles"”

On cherche s'il n'y a pas, dans la table d'identification,
des cases qui seront obligatoirement marquées pour tout questionnaire,
nommées "cases essentielles"”.

Si, pour un couple d'éventualités E, et E., i1 n'existe
qu'une seule question Qk pouvant les séparer, alors les cases (i,k) et
(j>k) sont "essentielles". La somme des valeurs des cases essentielles”
fournit une borne inférieure du codt pondéré. Cette évaluation peut étre
encore améliorée, sachant qu'au moins une ligne de la table sera entiére-
ment marquée.

E4 E2 E3 Ey
(0,4)  (0,3) (0,2)  (0.1)
0 (20) 1 @ 2 @ =8 ou 20
Q, (10) 1 2 @ @ ~3 ou 10
03 (5) 2 1 1 1 >0 ou 5
Figure 11.4.
Exemple : sur la figure II.4., les cases essentielles sont cerclées. Elles

correspondent, dans la figure 1.3., aux colonnes ne possédant qu'un seul
'1'. En faisant la somme de la valeur de ces cases, on obtient m = 11. Mais:

s Ql est la racine, le colt est au minimum 20 + 3 + 0 = 23
S'i Qz 1} n " " n t " n 8 + 10 + 0 = 18
S.i 03 n L1} 1] H n n n [1] 8 + 3 + 5 = 16

une meilleure borne inférieure est donc m = 16.

Cette méthode est exposée dans S.E.M.A.(1970) et

TABOURIER (1971). L'expression (3) peut se mettre sous la forme C = e; C4»

E;
ol c; apparait comme le codt de séparer 1'éventualité Ei des autres;

ce coldt a un minimum ry» pour 1'ensemble des questionnaires, et correspond

i la séquence de questions de colt minimal, permettant d'isoler Ei : c'est
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le "colt de preuve minimal" de Ei' Une borne inférieure du codt d'un
questionnaire est alors 2: c. t..
gee !

La détermination de r; est un probléme de recouvrement ana-
togue & celui de 1'identification combinatoire présentéd § 1.3. : une fois
dressée la table de couverture (exemple, figure 1.3.), on doit couvrir au
moindre colt les colonnes étiquetées par E;-

Un algorithme efficace est présenté dans S.E.M.A. (1970,
note n°4). Exemple : probiéme figure II.4. : on trouve ry=s (03), r2=25
(gl et 03), r3=15 (g2 et 03), r4=30 (gl et gz)
d'od m=5.0,4 + 25.0,3 + 15.0,2 + 30.0,1 = 15,5.

Remarquons qu'on retrouve dans cette borne au moins la
somme des valeurs des cases essentielles, puisqu'on utilise au moins les
questions obligatoires correspondant & ces cases (questions soulignées
dans 1'exemple précédent).

On pourra également faire une étape supplémentaire en sup-
posant la premiére question déjd posée et en reportant 1'évaluation sur
les sous-famii]es séparées ; on prend le minimum obtenu pour chaque ques-
tion prise comme racine ; toutefois, 1'amélioration obtenue ne compense
pas en général 1'effort de calcul requis.

Lorsque les questions sont peu nombreuses, nous aurons
beaucoup de cases essentielles, et la premiére méthode s'avére avantageuse
car rapide. Au contraire, s'il y a beaucoup de questions disponibles, et
peu de cases essentielles, on aura recours a la méthode du “colt de
preuve minimal" pour obtenir une borne intéressante.

Supposons que 1'on connaisse & priori 1'ensemble des colts
des questions effectivement utilisés pour un questionnaire optimal, soit
c=(c1,c2,...,cm), ¢ étant une famille extraite de q=(q1,q2,...,qn), ainsi
que 1'ensemble des bases réelles de ces questions : a=(a1,a2,...,am),
vérifiant 1'égalite I(P6).

Un questionnaire libre, c'est-a-dire autorisant toute par-
tition pour les questions, utilisant les deux ensembles c et a, s'il est
optimal, fournit une borne inférieure du colt d'un questionnaire réalisa-
ble pour le probléme initial.
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Or, ce questionnaire libre de colt minimal se construit
aisément par une extension de 1'algorithme de HUFFMANN exposée dans le
livre de C.F. PICARD (1972) ; rappelons-le ici :

Algorithme de HUFFMANN &tendu, pour la construction d'un
questionnaire Tibre optimal sur les ensembles (e,c,a) :
1) construire un questionnaire de HUFFMANN sur (e,a), c'est-a-dire :

a) renommer les e, et a, de fagon que :

e 2e72 »... Z_ep japZas2 ... 2a,

b) sélectionner les an poids les plus faibles, en faire la somme o,
supprimer de la Tiste les poids sélectionnés, y ajouter o
enfin supprimer an de 1a liste des bases .

c) si la Tiste des bases est non vide, aller en a), sinon :

d) construire 1'arbre correspondant aux regroupements de poids
effectués, depuis les noeuds terminaux jusqu'a la racine :
c'est le questionnaire de HUFFMANN cherché. A chaque sommet
non terminal, affecter un poids, somme des poids des sommets=-
fils.

2) affecter aux sommets non terminaux, ordonnés en poids non crois-
sants, les colts c; en ordre non décroissant.

Le colt pondéré de ce questionnaire libre optimal (somme
des colits pondérés des sommets intérieurs) est une borne inférieure
du codt d'un questionnaire réalisable sur (E,Q,e,q).

Malheureusement, on ne connait pas a priori les ensembles
a et c tirés de Q, bases réelles et colts employés dans un questionnaire
réalisable optimal. Tout au plus peut-on savoir que 1'ensemble a vérifie
I-(P6) et que les questions correspondant i des cases essentielles
seront utilisées dans le questionnaire réalisable optimal.

Des difficultés surgissent du fait qu'une méme question de
Q peut étre utilisée plusieurs fois. En particulier, si toutes les bases
valent 2, on ne peut pas simplement choisir pour ¢ les n-1 colts les plus
faibles. De méme, une question peut &tre employée dans le guestionnaire.
avec une base réelle plus faible qu'au départ. Notons qu'une question
&lémentaire n'est utilisée qu'une seule fois, et plus généralement, la
questions Qi est utilisée au plus min Card(d??) fois. Dans le cas des
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des questions toutes dichotomiques ces remarques permettent de sélectionner
une famille c' avec c', gci Yi.

Exemple (figure 11.4.) : ; toutes bases 2 donc a=(2,2,2); Q (5) est
&1é&mentaire, et les autres questions sont nécessaires : c'=(5, 10 »20).
questionnaire de HUFFMANN construit sur e a des sommets non terminaux de-
poids : 1 0,6 0,3 , qu'on affecte respectivement des cofts 5 10 .20 H
d'od Ta borne inférieure m=17.

D Sy S e - —— —— ot  mm h o -

Nous voulons dans cette méthode purement algébrique &viter
de construire le questionnaire de HUFFMANN, support de 1'évaluation précé-
dente. Nous nous restreindrons & un.ensemble de questions dichotomiques
(base 2) et supposons ;E .=1. On notera C* le coGt minimal d'un ques-
tionnaire réalisable suEr1 pour le probléme (E£,Q,e,q) : on appellera

longueur d'un questionnaire son colit lorsque toutes les questions sont
‘de co0t 1. Soit L* 1a longueur minimale pour le méme probléme. Enfin, .on
note I(e) = Z‘: e; 1092 "i_ 1'information au sens de SHANNON, contenue
dans la distnbution e.

On sait que I(e) est une borne inférieure de 1a longueur
d'un questionnaire construit 1ibrement sur E, c'est-i-dire sans contrainte
sur les partitions (voir C.F. PICARD 1972). En particulier : I{e) € L* (16

Lorsque toutes les questions sont de colt x, le cofit optimal
sera x L*. Comparons x* et c* grdce & 1'inégalité (14) : seuls les codts
sont modifiés et on obtient :

[e* - x*ig Z Iq = (17)
- posons Z 'qj-xl U(x) ; en utilisant (16) et (17) on obtient une
borne inférieure pour c* _
x 1(e) - U(x) s c* | (18)

mais qui dépend de x. Cherchons le maximum de x I(e) - U(x) pour obtenir
1a meilleure borne inférieure :

- Ordonnons les q; pour que q, & ng... Sqn. La fonction U(x) est
représentée par une ligne polygonale convexe avec un sommet pour
chaque X=q4 (voir la figure I11.5. qui correspond i 1'exemple
figure I1.4.). Pour x<q;, la pente vaut -n, pour x)qrl elle vaut +n,
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entre q; et 941 (sauf si confondus) la pente est égale a -n+2i.

- La fonction x I(e) - U(x) posséde bien un maximum : pour séparer E
il faut au moins f1092 Card(E)] questions dans Q. D'autre part, on
sait que I(e) < log, Card(E), donc n 2 1(e). Pour x—p+o8
x I(e} - U(x) ~> -o8; de méme pour x —» -0&;

- La fonction x I(e) - U(x) é&tant polygonale concave, le maximum est
atteint en un point X=qy (ou sur un intervalle > sl dans des cas

particuliers, mais cela ne modifie pas le raisonnement) que 1'on va
déterminer :

Vx:xI(e) - U(x)<q Ie) - U(qy)

donc si x -»q, a droite : I(e)< U(x x:qU k) = = p o+ 2k
k
. . U(x) - U{qk) _
et si X -»q, & gauche : I(e);: %=, =-n+2 (k-1)

20 +
4ot
N 1 x’
5 #Ae 0
Figure I1.5.

En conclusion, une borne inférieure est QY I{e) - U(qk) pour
k verifiant -n + 2(k-1) < I{e) £ =n + 2k.

Cette borne est généralement moins bonne que les précédentes,
mais elle est beaucoup plus facile & calculer car elle ne fait intervenir
que des opérations algébriques.
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Exemple (figure I1.4.) : I(e) = 1,846 ; n=3 ; k=3 ;
9 I(e) - U(qk) = 11,92 ; comme le colt est un mult1ple de 0,5 on peut
affirmer m=12.

Une méthode intermédiaire est obtenue en remplagant I(e)

par 1a longueur du questionnaire de HUFFMANN vu au paragraphe précédent.
Pour le méme exemple : Ly (e) = 1,9 ; m=13.

Pour les problémes 3 questions de bases supérieures 3 2,
on n'a rien’ trouvé d'intéressant qui puisse dispenser de construire un
support, @ part de prendre les logarithmes dans la base maximum. On rejoint
les problémes d'"information hétérogéne" et "acquisition" discutés dans
1'ouvrage de C.F. PICARD. 7

Cette m&thode ne donne de bons résultats que si les colts
sont relativement homogénes ; sinon U(qk) devient trop grand.

Remarquons qu'une borne inférieure du colt moyen en est
une aussi pour 1e colt maximum K (I1.{7)). On vérifiera qu'une borne infa-
rieure pour K peut &tre obtenue :

- en prenant le maximum des codts de preuves minimaux pour chaque
éventualite,

- en remplagant I(e) par | log, Card(E)| , dans la derniére méthode :
2

c'est une borne inférieure du nombre maximum de questions nécessaires
pour une identification dichotomique.

La table suivante donne la valeur des bornes inférieures
du codt pondéré obtenues par ces différentes méthodes, pour notre exemple,
pour un exemple de M.R. GAREY (1972 b), et enfin pour un probléme rael

~d'identification d'incident (plan d'inspection) rencontré en fabrication
industrielle.

Probléme
Exemple M.R.GAREY réel
(fig.11.4.) (fig.I1.6) (fig.II1.7.)

Cases essentielles 11 27,5 50,475
" amélioré 16 31 54,475
Colt de preuve mini. 15,5 27,5 50,775
Quest. libre 17 37 26,825

Th.de 1'information 12 24,5 négatif
Codt optimal 19 42 75,425
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Dans 1'exemple de M.R. GAREY (figure II.6.), toutes les
lignes comportent des cases essentielles.

Les questions sont dichotomiques et p=n-1.; pour le question-
naire libre, on peut donc prendre c=c'.

Pour le probléme réel (figure 1I.7.), le travail peut com-
mencer aprés suppression des questions 11 (qu'on peut remplacer par 3 et
4) et 14 (& cause de 3 et 13) qui sont redondantes(voir V.2.).

E
1 2 3 4 5 6 7
6,2 0,2 0,1t 0,1 0,2 0,1 0,1
0, 25 2 | 1 @ @ 2 | 1| 1
Q, 15 1 @ 1 @ 1| 2} 2
5 1 @ 1 1] 1)1
% ®
q 20 SENIOIERICIERE
05 20 1 11| (@) s
Qg 15 1 1 11|11 @
Figure I1.6.
RTL - PAS
NOMERE DE CAUSES = 13
NOHBRE OC TESTS = 14
MATRICE CCS RELATIONS TESTS-CAUSES COUTS
22222222222 1 ~§~5‘ﬁ§ s
W222222022Q222 2 5
222222222 12 3 5
e 2 222 222222112 4 5
2222@ec22222¢ 5 <
222022222222 8 5
222702222222 7 5
222232M22222 g <
22222Qc2®g 222 9 5
22222022202:20Q 10 5
—2 22— P22 2-A—2 2 -1 1€
2222 253332 22222 12 12
C
1122202221 21 13 26¢
—2-2 bbb T b b2 332 4 - 1 ¥ 1) S
PO1DS
50 150 10 85 ic 10 12C 9% 19¢ 50
25 25 160

Figure II.7.



.45,

CHAPITRE 111,

CONSTRUCTIONS DE QUESTIONNAIRES :
OQUTILS DE REPRESENTATION, ET PROBLEMES EQUIVALENTS

On aborde dans ce chapitre 1la construction des questionnaires,
éventuellement optimaux, en recherchant de nouvelles représentations du
probléme. On vise deux buts :

a) dégager des outils de représentation de 1'univers des solutions,
en vue de la résolution pratique décrite en seconde partie de ce
mémoire,

b) vérifier, par des tentatives de "réductions”, si le probléme n'est
pas d&ja connu sous une autre forme, qui en rendrait plus aisée la
résolution.

111.1. REPRESENTATIONS DIRECTES

Arbne des sofutions

Soit un probiéme (E,Q,e.,q) dont toutes les éventualités
sont séparables. Choisissons dans un questionnaire sur E, des sommets sur
des chemins distincts, a partir desquels nous supprimons les descendants
véritables de ces sommets.

Le sous-graphe obtenu est appelé questionnaire inachevé sur
E. I1 représente une &tape dans la construction d'un questionnaire d'amont
en aval, lorsque toutesles &ventualités ne sont pas encore séparées.

La facon la plus naturelle de représenter 1'univers des
solutions possibles, pour la construction d'un questionnaire, consiste a
le développer sous forme d'arbre. Les sommets non terminaux de cet arbre
représentent des questionnaires inachevés ; la racine correspond 3 1'état
original du probléme, lorsqu 'aucun choix n'a encore &té fait ; un question-
naire complet est figuré par une sommet terminal ; le chemin aboutissant
i ce sommet représente les différentes &tapes dans la construction du
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questionnaire, c'est-a-dire les choix successifs des questions. Un début
d'arbre est donné figure III.1., pour la table I.1.

e g
e N
a « 3
Lk BE BBy  EEy E:E,E.,’ E,
FA “ :" : \\ PN
I'I " \‘ .._f’ : \ “; \\\
.'" "' ‘\‘-. s Q° ‘l Q’
' v 0, 3) G &
Eaks Q. B | Es) B
k :
Gy N Q
Q4 Qa & Q
32 &)(&h) (& B) (B) (&) (E

. Dans la construction de 1'arbre des solutions, on rencontre
deux types d'expansion des sommets pendants, correspondant en fait aux
deux sortes de choix distincts & opérer pendant la construction d'un ques-
tionnaire :

a) le choix de 1'issue & développer : 1'algorithme - dé&finition
impose 1'examen des issues dans 1'ordre indiciel, mais i1 est
évident que 1'ordre est sans importance, pourvu que toutes les
issues soieit explorées. Le choix est du type ET.

b) le choix de la question & employer pour séparer un sous-ensemble
d'&ventualités, du type OU (exclusif).
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Construisons le graphe orienté suivant, possédant deux
types de sommets :

a) des sommets ET figurant les questions posées, ayant pour succes-
seurs immédiats des sommets associés aux sous-ensembles d'éventua-
1ités séparés,

b) des sommets OU représentant des sous-ensembles d'éventualités a
séparer, et dont les successeurs immédiats supportent les diffé-
rentes questions qu'il est possible de poser.

Un chemin dans ce graphe est formé d'alternances de sommets
ET de sommets OU. Le graphe entier correspond a 1'ensemble de toutes les
exécutions possibles de notre algorithme - définition.

On extrait un questionnaike.de ce graphe entiérement
développé, en sélectionnant de proche en proche, depuis la racine
jusqu'aux feuilles, soit un seul arc incident extérieurement pour les
sommets OU, soit tous les arcs pour un sommet ET. Cette extraction est
directement liée & une exécution particuliére de notre algorithme -
définition.

Une &conomie supplémentaire est réalisée en n'écrivant
qu'une seule fois dans le graphe les sous-ensembles distincts d'éventua-
1ités. Un sommet OU peut avoir plusieurs arcs incidents intérieurement.
Un sommet ET n'a toujours qu'un seul arc incident intérieurement, et une
solution-questionnaire extraite a toujours une forme d'arbre.

La figure I11.2. représente le graphe ET/0U des solutions
pour 1'exemple I.1. Les arcs sont implicitement orientés de haut en bas.

Les sommets OU, de forme ovale, contiennent les sous-
ensembles d'dventualités & séparer sous forme d'une liste d'indices. Les
sommets ET sont carrés et supportent 1'indice de la question utilisée.

Le petit arc de cercle reliant les arcs incidents exté-
rieurement aux sommets ET rappelle que ces arcs doivent étre sélectionnés
ensemble si le sommet 1'est. On n'a pas besoin de représenter les sommets
OU contenant une seule éventualité.

Les chiffres placés prés des sommets permettent le calcul
d'un questionnaire de colt pondéré optimal. Explicitons ce calcul en
anticipant sur sa justification, apportée au chapitre V par la formuie
V-(1) du codt pondéré optimal ; on procéde d'aval en amont :




Figure III.2.

a un sommet ET terminal est associé le coOt de 1a question, pondéré
par le poids des &ventualités séparées,
- lorsque tous les successeurs d'un sommet OU ont été valués, 1'arc
aboutissant au sommet de valuation minimum est marqué (ici par
une fléche) et on reporte cette valuation sur le sommet OU pére,
- pour un sommet ET, non terminal, dont tous les successeurs ont
éte valués, on fait 1a somme du coldt pondéré de la question et des
valuations attachées & tous ses successeurs immédiats,
- on propage cette valuation jusqu'a Ta racine du graphe.
Soit F un sous-ensemble d'éventualités, associé & un sommet.0U. En
suivant les arcs marqués d'une fléche, depuis ce sommet jusqu'aux
sommets terminaux, on met en &vidence un questionnaire de codt
minimal sur F. En particulier, en partant de la racine, on isole
un gquestionnaire optimal sur E. (en traits renforcés, figure III.2.).
Le méme algorithme peut servir & trouver un questionnaire
d colt maximal optimal, si on remplace dans le calcul précédent "codt pon-
déré d'une question" par "colt de la question" et “somme" par "maximum“.

Cette représentation de 1'espace des solutions sous forme
de graphe ET/0U semble 1a plus é&conomique, car elle ne contient aucune
redondance, contrairement 3 la représentation sous forme d'arbre (paragra-
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phe'précédent), et & 1a représentation sous forme de chemin dans un graphe
que nous verrons tout a 1'heure.

Nous avons vu au paragraphe [.4., que 1'aigorithme -
définition des questionnaires réalisables pouvait étre considéré comme
non-déterministe, du fait de Ta fonction CHOIX non précisée. La liaison
entre algorithme non-déterministe et graphe ET/OU nous a été suggérée par
1'ouvrage de N.J. NILSSON (1971). Bien qu'écrit dans un contexte différent
(intelligence artificielle), on y trouvera des informations sur 1'utilisa-
tion et la résolution des graphes ET/0U.

111.2. PROBLEMES EQUIVALENTS

Soient (A,i), (B,j)s...(G,2) 1'ensemble des sommets termi-
naux d'un questionnaire inachevé . {A, B,...,G} est une partition de E,
car VEi € E, par construction Ei appartient & un et un seul des sous-
ensembles précédents.
Construisons le graphe valuyé suivant :
1) T'ensemble de ses sommets est 1'ensemble des partitions qu'il est
possible d'effectuer sur E avec des questionnaires inachevés,
plus les sommets ot={iE}} et "'):{iEl" {EJ ye e iEp}} .
2) il y a un arc de Aa M si on peut passer de la partition A& la
partition M en développant un seul sommet d'un questionnaire
inachevé effectuant A .
3) soit (A,i) le sommet développé pour passer de la partition;k ala
partition 'J . L'arc ()\,|J) est valué par la quantité v = a3 Zek
Ex€A
Ce graphe posséde les propriétés suivantes :
- un seul sommet n'a pas d'antécédent : & ; un seul sommet n'a pas
de successeur : (0
- en associant a chaque sommet le nombre de blocs de la partition
correspondante, on définit sur le graphe une fonction ordinale .
(par exemple, KAUFMANN A. 1968, chap. 3);
- ce graphe est sans circuit, et tout chemin de & & w peut étre as-
socié a la construction, question par question, d'un questionnaire
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dont le colt pondéré est 1a somme des valuations des arcs. Récipro~
quement, & tout questionnaire correspond au moins un chemin dans
ce graphe. - .

En particulier, un questionnaire de colt pondsre optimal
correspond 3 un chemin de longueur minimale dans notre graphe. On connaft
de bons algorithmes pour ce probléme, mais le nombre de sommets de graphe
croft extrémement vite avec Card(E) et Card(Q) ce qui rend la résolution
du probléme du questionnaire optimal difficilement praticable par cette
méthode.

' La figure II1.3. donne le graphe des partitions pour notre
exemple figure I.1. ; le plus court chemin est renforcés.

Figure IIl.3.




.51,

Lensemble {Q, (E,)s Qp (E)5--.50, (E,)} des issues des
questions obtenues pour une éventualité Ek (kiéme colonne de la table
d'identification), constitue les coordonnées d'un point dans un hypercube
a& Card(Q)=n dimensions : H=Q¥Q[ 1,2,...,bi} .

Supposons construit un questionnaire sur E, entiérement
séparable. Au.chemin identifiant Ek’ associons dans 1'hypercube 1'ensemble
Fr des points de coordonnées (X5 xz,...,xn) qui vérifient xj=0. (Ek) pour
toute question Qj utilisée sur ce chemin. (Fk = {(xl,xz,...,xn) ¢H /

JE Gy = x; = O (E)})-

D'aprés cette définition, Fk est une place de 1'hypercube,
d laquelle appartient le point de coordonnées xj = Qj (Ek), caractéristique
de Ek.

Supposons tout d'abord les questions dichotomiques, nous
verrons ensuite comment généraliser. Montrons la propriété :

P7 : & tout questionnaire dichotomique séparant E complétement,
correspond un recouvrement de 1'hypercube H= {1,2} n par autant
de faces disjointes que d'éventualités:

Soit x = (xl,xz,...,xn) un point de H. L'ensemble des xj
considéré comme issues des questions Qj, permet de suivre dans le ques-
tionnaire réalisé, un chemin et un seul aboutissant 3 une éventualiteé Ek.
Donc x € Fk ; supposons d'autre part que x 4 EE ,&# k ; alors le chemin
suivi devrait aboutir a Eg # Ek : c'est impossible. Tout point de H appar-
tient donc & une face Fk et une seule 0O

Lorsqu'il se trouve dans Q des questions de base supé&riéure
d 2, ces questions peuvent étre utilisées dans le questionnaire avec une
base réelle inférieure 3 1a base d'origine : ure telle question aura alors
une jssue ou plusieurs non utilisées.

Soit m le nombre de sommets du questionnaire. Le nombre
de sommets terminaux, plus le nombre d'issues non utilisées est Z:'bi
- m+ 1. En tenant compte des faces d'hypercube qui correspon- (?§%££L
dent & des issues non utiiisées, on peut énoncer la propriété plus géné-
rale :
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P'7 : & tout questionnaire e séparant E complétement, correspond
un recouvrement de l‘hypercube H= 1:n§{},2,...,bi} par
Z (b1-1)+1 faces disjointes.Q‘

(AR eQ Gy
140
&
E, B2 B3 B Q
4 Y X
ABRBNEAE 6,
oilelife]  [a  Ja L
l1]2]2]2
| 2)
%,

Figure I11.4.

La figure 111.4. représente un questionnaire réalisé pour
la table indiquée, et le recouvrement, traits forts, d'hypercube associé.

La réciproque des propriétés P7 et P'7 est fausse : on voit
par exemple figure II1I.5. un recouvrement d'hypercube par des faces dis-
jointes ne pouvant correspondre 3 aucun  questionnaire. _

Remahquons que 12 recherche d'une procédure d'identifica- .
tion combinatoire (1.3.) n'est autre que 1a recherche d'un sous-espace
de 1'hypercube H tel que les projections des points - &ventualités sur
ce sous espace soient distinctes.

L R e e

Revenons 3 des questions exclusivement dichotomiques.
Soit r(Ek) le rang de E1 dans le questionnaire, &gal au nombre de ques-
tions sur ce chemin. La face Fk posséde r(Ek) coordonnées spécifiées et
comporte donc 2" T(Ek) points. De P7 on tire alors :
D" E) 2 oM | sott L 2riE) .y (1)
ExéE ‘ Egct '

On retrouve, comme dans 1fouvrage de C.F. PICARD (1972,
tome 2) sur les questionnaires 1ibres, 1a limite supérieure de 1f1néga11-
té de KRAFT pour les Tongueurs des mots d'un code instantan&. Un question-
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naire est effectivement équivalent & un codage instantané de Card(E)
mots dans 1'alphabet constitué par les issues des questions utilisées.
Pour des bases supérieures & 2, on peut généraliser (1) en:
T L« (2)
EEE 168Dy
1'égalité ayant lieu : si on remplace les bi par les bases réelles em-

ployées, ou si on étend 1a sommation aux chemins aboutissant aux issues
non utilisées.

Es

Figure I1I.5.

Programme_Lintaine_en_variable bivafente

Dans le cas des probl2mes & questions exclusivement dicho-
tomiques, la contrainte exprimée par la propriété P7 peut se mettre sous
forme d'&galité matricielle MX=U :

soient F1’F2’°" Fi""i 1'ensemble des faces de 1'hypercube H
qui contiennent un point-&ventualité et un seul,
soient hl' h2""’hd’ avec d=2" 1a liste des points de 1'hypercube,
on définit 1a matrice M par mij=1 si hj € Fi

=0 sinon
X est un vecteur (xl,xz,...,gl ) caractérisant un questionnaire
réalisable, défini par : X; = 1 si Fi fait partie de recouvrement
correspondant au questionnaire.

La contrainte "h. est recouvert une fois et une seule par

une face" se traduit par § Moy X5 = 1, et pour tous les points : MX=U

ol U est un-vecteur de longueur d, d'&léments unités.
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- a toute face Fj, associons les colts kj et c,, é1éments du colt
maximal et du codt pondéré, calculés grdce aux valeurs dans la
colonne corkespondante dans la table. Le probléme de trouver un
questionnaire de codt minimum s'énonce :

minimiser Max k. x, ou minimiser Z: C.: X.
1<j< L J 14jeed 3
sous la contrainte MX = U.

La résolution effective du probléme sous cette forme parafit
'impraticab1e, les dimensions de la matrice M croissant trés vite avec la
taille de 1a table d'identification.

De plus, on doit vérifier que 1a solution X obtenue, re-
portée en cases marquées, correspond bien & un questionnaire.

s e i A Y A A

Nous supposerons toutes les &ventualités séparables.
Enongons 1a propriété :

P8 : Dans tout questionnaire, la séparation de deux &ventualités
se fait avec une question et une seule.

La démonstration s'appuie sur une propri&té des arbores-
cences :

- si (Ek,O) et (El ,0) sont parmi les somm@t; terminaux du question-
naire, au moins une question les sépare.

- supposons que Qu et QV’ employées dans le questionnaire, sépargnt
Ek et El : 11 existe un sommet (A,u) ayant deux arcs distincts
incidents extérieurement, menant a Ek~et gl ; et de méme pour un
autre sommet (B,v).

(A,u) et B,v) sont ascendants de (Ek,O), et i1 existe un
chemin de 1'un & 1'autre. D'aprés PS5 (1.4.), on a donc (par exemple) B < A.
Nous sommes dans la situation de la figure III1.6. : il y a

deux chemins distincts de (A,u) & (El ,0) ce qui est impossible dans une
arborescence. 0
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(Ep +0)  (E0)

Figure 111.6.

Soit G 1'ensemble des paires (non ordonnées) d'éventualités.
La propriété précédente montre qu'a tout questionnaire, on peut associer
une application 'GHQ telle que (E- E.) = Qk équivaut a : E'i et
E sont séparées par Qk dans le questionnaire.

Inversement, on peut construire des app11cat1ons~f vérifiant

¥ (E SE ) Qk si E et EJ peuvent étre séparées par Qk 3 malheureusement

elles ne correspondent pas toujours & un questionnaire : exemple, figure

[1I1.8. L'idée est de construire pas 4 pas une fonction\f réalisant un
questionnaire, de codt intéressant ou optimal.

Nous sommes aidés par la connaissance des cases essentiel-
les (11.2.), notion qui fait intervenir des paires d'éventualités.
La construction figure II1.7. correspond & 1'exemple,
figure I.1.
Dans la partie supérieure, on a indiqué les possibilités
de séparations, pour chaque paire d'éventualiteé. L'arborescence représente
la construction d'une solution optimale par une méthode SEP (voir le

chapitre V). Les questions choisies sont écrites sous Tes colonnes corres-
pondant aux paires séparées.
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E2 E4 E3 E4 E1 E2 E1 E3 E2 E3 E1 E4
Ql 1 1 1 1
Qz 1 1 1 1
Q3 1 1 1
a b c i
G,| Qz Q}. Q‘I
] M 18 24
4
d e
A4S 265
£ 9
15,5 19,%
h k
Q, Q
18,3 26,5
2,
m
A4

Figure I11.7.

Les colonnes ont &té préalablement ordonnées, de facon
que les premiers choix s'opérent sur les cases essentielles, puis sur
les doubles possibilités, ...etc... ceci afin d'accélérer 1a convergence

de 1'algorithme. Les lettres minuscules indiquent 1'ordre de production
des choix.
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L'affectation sélectionnée est représentée en traits
forts. Elle est indiquée, sous forme de cases marquées, en bas et a
gauche de la figure. On vérifie qu'il s'agit bien d'un questionnaire.

[y
m
(7%
m
~N
m
w
m
[y
m
-+

EiEj|E2E4iE3E4‘ElEZ|E
NN |03.|03|01 | %

[l |

L]
]
]

Figure 111.8.

CONCLUSTON

Les différents essais de réductions proposés semblent
inopérants -sauf peut-&tre pour la séparation des éventualités 2 & 2-
pour la réalisation pratique des questionnaires. Le chapitre suivant ap-
porte des lumiéres théoriques sur ce semi-échec. Mais, nous avons pu
cependant dégager d'autres outils de représentations.

A cet &gard, les graphes ET/OU constituent le meilleur
outil de représentation, car non redondant et 1ié directement a 1'algori-
thme -définition I.4. On 1'aura toujours & 1'esprit en seconde partie,
lorsque nous étudierons la construction directe des questionnaires.
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CHAPITRE 1V,

LE PROBLEME DU QUESTIONNAIRE OPTIMAL

EST POLYNOMIAL COMPLET

Le but de ce court chapitre est de résumer les travaux de
S.A. COOK (1971), R.M. KARP (1972), L. HYAFIL et R.L. RIVEST (1973) sur la
complexité des problémes combinatoires, mesurée en temps de caicul néces-
saire pour la résolution. En particulier, le probleme de former un ques-
tionnaire de coiit optimal est fortement suspecté de n'étre pas résoluble
en temps polynomial en fonction de la taille des données. Nous en tirerons
les conséquences pour la résolution pratique.

I1 est généralement admis que seuls les problémes solubles
en un temps borné par p(l), ol p est une fonction polyndme et L 1a taille
des données, sont traitables en temps raisonnable et satisfaisant sur cal-
culateur. Soit P 1'ensemble de ces problémes, parmi lesquels on trouve :
chemin minimal dans un graphe, coupe minimale, résolution d'équations
lindaires,...

I1 existe beaucoup d'autres problémes, de recherche opéra-
tionnelle notamment, qu'on n'est pas encore parvenu d résoudre en temps
polynomial, mais seulement par des procédures de recherches en arbre avec
retour arriére possible sur les choix déja faits ("backtracking") : "Branch
and Bound", procédures de Séparations et d'Evaluations Progressives (PSEP)
ou Séquentielles (PSES), etc. Soit NP 1'ensemble des problémes ainsi réso-
lus, avec des arbres de recherche bornés polynomialement en profondeur.

On trouvera une définition plus formelle de NP dans les
travaux cités. R.M. KARP montre que NP est aussi 1'ensemble des problémes
solubles en temps polynomial par des algorithmes non déterministes. Ce
terme sous entend également une définition formelle issue de la théorie
des automates. Les algorithmes non déterministes n'ont pas d'existence
réelle. On peut en avoir une idée en imaginant un algorithme qui, confronté
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a un choix entre plusieurs alternatives, posséde la faculté de se dédoubler
en autant de copies de Tui-méme qu'il y a de choix possibles, pouvant en-
suite travailler parallélement ; ou bien, un algorithme qui, placé devant
un tel choix, peut de fagon magique "deviner" la bonne solution.

Par exemple, notre algorithme définition du paragraphe I.4.,
doté d'une fonction CHOIX magique donnant la question qui assure toujours
P'optimalité du questionnaire, nous permettrait une construction de ce
questionnaire en un temps borné par un polyndme fonction de 1a taille du
probléme. (La taille &tant ici Card(E) x Card(Q) par exemple). Le probléme
du questionnaire optimal appartient donc & 1'ensemble NP.

Cet ensemble paraft trés vaste. Cependant, i1 existe des

problémes, issus de la theorie des langages, dont 1'appartenance & NP
fait encore doute.

| Plutét que d'essayer de montrer, pour chaque probléme de
NP pris séparément, qu'il est ou n'est pas dans P, on essaie de montrer
globalement soit P = NP, soit P # NP. Dans une telle démarche, i1 faut
pouvoir comparer les problémes entre-eux ; on dit qu'un probl2me L est
réductible & un probléme M si on, peut convertir les données de L en don-
nées pour M, ceci en temps polynomial. S.A. COOK (1971) a démontré 1'im-
portant théoréme : tout probléme de NP se réduit au probléme de satisfia-
bilité. La satisfiabilité est le probléme de déterminér si une fonction
booléenne, &crite sous forme conjonctive normale, posséde un point vrai.

La définition‘suivante est due & R.M, KARP (1972) :

L est polynomial complet si a) L€NP ; b) la satisfiabilité se réduit
alL. :

Ces problémes sont en quelque sorte les plus compliqués
dans NP. Voici le résultat obtenu par KARP : soit les probiémes polynomiaux
complets sont tous solubles en temps polynomial, soit aucun d'entre-eux
ne 1'est. Dans le premier cas, 11 suffit de le montrer pour un seul
d‘entre-eux, et P = NP.

Les problémes suivants sont polynomiaux complets : program-
mation lindaire en variables bivalentes, couverture minimale d'ensembles,

circuit hamiltonien dans un-graphe, nombre chromatique, ordonnancement
~de tiches:::
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L. HYAFIL et R.L. RIVEST (1973) ont montré, par une suite
de réductions successives, que le probiéme du questionnaire de colt
optimal est polynomial complet. Nous avons vu pourtant au paragraphe I.5.
deux .cas particuliers de ce probiéme (identifications élementaire et
lexicographique) a résolution polynomiale.

Remarquons que la réduction, paragraphe III.1., du probléme
du questionnaire optimal & un probléme de P (chemin minimal) ne peut se
faire en temps polynomial.

Ces études théoriques ont pour 1'ingénieur 1'intérét d'in-
diquer des limites de faisabilité, des points de repére pour la résolution
pratique de ces probliémes : bien qu'on n'ait pas encore prouvé & 1'heure
actuelle que P # NP, cette &tude montre qu'on peut douter de pouvoir ré-
soudre les problémes polynomiaux complets, et celui du questionnaire opti-
mal avec eux, en un temps croissant moins vite que 1'exponentielle en
fonction de la taille des données.

La résolution optimale du probiéme du questionnaire parais-
sant intrinséquement difficile,il semble primordial,lorqu‘on est confronté
i la pratique, de développer des méthodes heuristiques permettant de cons-
ruire en temps raisonnable, des questionnaires sous-optimaux aussi proches
que possible de la solution optimale ; en somme, un algorithme heuristique
doit comporter une fonction CHOIX réelle, aussi proche que possible de 1la
fonction magique de 1'algorithme non déterministe.

Ceci est 1'objet du chapitre VI de la seconde partie.




2tME  PARTIE

CONSTRUCTIONS DIRECTES

DE QUESTIONNAIRES REALISABLES

————
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INTRODUCT ION

Aprés avoir vu en quels termes se pose le probléme de la
construction des questionnaires, et les diverses représentations qu'on peut
lui donner, nous abordons la construction pratique.

La voie directe nous parait la meilleure : les formulations
en termes de plus court chemin, de recouvrement... ne semblent pas pouvoir
amener une résolution plus simple.

Par méthode directe, nous entendons la construction d'un
questionnaire, question par question, soit de la racine vers les feuilles
(amont-aval), soit inversement comme dans la construction de HUFFMANN pour
les questionnaires libres (II.2.), d'aval en amont, depuis les éventuali-
tés séparées jusqu'a la premiére question.

Nous présentons d'abord, chapitre V, une recherche d'algo-

rithmes pour la résolution optimale, puis pour une construction heuristique
chapitre VI.

Grace aux algorithmes optimaux, les solutions obtenues
peuvent étre comparées a celles produites par des procédures heuristiques
dont on veut apprécier la valeur. L'étude des algorithmes heuristiques
refléte le soucis d'applicabilité des méthodes de résoiution. On obtiendra
en fait des solutions souvent optimales, toujours en temps raisonnable.
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CHAPITRE V.

CONSTRUCTIONS OPTIMALES

Construire un questionnaire réalisable optimal est un pro-
biéme de nature fortement combinatoire, et les recherches présentées au.
chapitre IV nous incitent a penser qu'il n'existe probablement pas de
méthodes autres qu'énumératives pour le résoudre.

On s'intéressera principalement au critére du colt pondéré ;
1a plupart des algorithmes s'appliquent cependant au critére du colt maxi-
mum.

Le premier paragraphe décrit les différentes méthodes pos-~
sibles de constructions optimales. Puis, on présente au second paragraphe
des améliorations possibles dues & la structure méme du probléme, basées
principalement sur 1'échange des questions.

~ Enfin, on &tablit pas & pas un nouvel algorithme de réalisa-
tion optimale de questionnaires. Deux méthodes avaient €té jusqu'ici
proposées : 1'une, par F. DUBAIL (1967) et reprise par M.R. GAREY (1972 b)
avec des améliorations, d'aval en amont ; 1'autre, est une procédure de
séparations et d'évaluations progressives, &crite par la S.E.M.A. (1970),
opérant d'amont en.aval. Nous avons programmé un algorithme basé sur une
recherche "en profondeur d'abord", d'amont en aval.

V.1. DIFFERENTES METHODES POSSIBLES

Rappelons 1'expression I1.(6) du coOt pondéré d'un question-
naire & construit sur FS E, pour les données (E,Q,e,qg) :

C(F) = P(F).q_ + Z: C(FS
() = P(Pg v o) CFD)

avec : P(F) oee 84 Fi est le siéme bloc de 1a partition qu'effectue
1
Q. sur F. Par convention C(Fi)=0 si Card(Fi)=0 oul. Qr est la ques-
tion racine du questionnaire.




Nous notons C*(F) e coit minimum d‘un questionnaire sur F.
Démontrons i'expression récursive du colt pondéré optimal :
¢*(F) = min { P(F).qq + L c‘(rf)} (1)
Q;¢Q 1€ 55b;
- Supposons optimal le questionnaire 2 construit : C(F) = C‘(F). Nov
avons aussi C(F:) = C‘(F:) Vs, sinon C‘(F) pourrait &tre minimiss,
et ne serait pas optimal. Donc :

¢*(F) = P(F). L ¢
RN

Mais Qr est la racine du questionnaire optimal. r est donc 1'indice assura
Te minimum de 1a quantité :

L
P(F).q,l + 143

shC‘(F?)

ce qui prouve (1).

Cette formule généralise 1'expression de 1a Tongueur d'un
questionnaire réalisable (q,=1, ¥ 1) mis en &vidence par F. DUBAIL (1967)
dans la premigre &tude faite sur le sujet. La forme récursive de (1) évoque
1a programmation dynamique, mais 1'expression est a 1a base de toutes les
méthodes que nous allons voir, méme celles ne relevant pas explicitement
de la programmation- dynamique.

Le "principe d'optimalité", selon Tequel toute solution par-
tielle d'une solution optimale est elle-méme optimale, est ici théoréme.

On montre de la méme maniére pour le codt maximum :

K*(F) = min { K*(F3) ] (2)

Q€0

q; + max
T 4gsghy

e 1

Dans le cas des questionnaires Tibres, 11 est remarquable
de constater que seules -3 notre connaissance- des procédures opérant.

d'aval en amont (algorithme d"HUFFMAN) fournissent des solutions optimales,
sans énumération.
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Une construction par 1'algorithme de HUFFMANN qui respecte-
rait la sémantique serait optimale. Mais dans le cas général, on ne trouve
pas toujours de question correspondant au regroupement d'éventualitas
demandé par 1'algorithme.

La méthode générale de construction aval-amont reléve expli-
citement de la programmation dynamigque : on construit de proche en proche
des solutions partielles optimales, en commencant par des questionnaires de
deux éventualités, puis trois... et ainsi de suite, jusqu'au questionnaire
de Card(F) éventualités, en s'aidant & chaque é&tape des résultats obtenus
aux ordres précédents. C'est la méthode utilisée au paragraphe III.2., mais
facilitée par la connaissance du graphe ET/0U.

Cette voie, déja indiquée par F. DUBAIL (1967), a &té choisie
aussi par M.R. GAREY (1972 b).

ITya?2 sous-ensembles de F, ce qui correspond, en appli-
quant brutalement la méthode, & autant de sous problémes a résoudre, cha-
cun nécessitant |F|.|Ql étapes. On ne peut donc pas pratiquement utiliser
directement cette procédure, tant pour la place mémoire que pour le temps
d'exé&cution nécessaires, avec |F| dépassant 15 ou 20. La méthode nécessite
des améliorations (V.2.).

Dans les constructions aval-amont, on va engendrer des sous-
ensembles & séparer qui sont peut-étre "non-formulables”, c'est-a-dire
n'appartenant pas au graphe ET/0U des solutions. C'est 1a 1'inconvénient
majeur de la méthode. Voyez, par exemple, figure III.2. : il n'y a qu'un
seul sous-ensembie & trois éventualités formulable .

Les solutions partielles obtenues pour ces sous-ensembles
non formulables ne seront d'aucune utilité par la suite.

La construction amont-aval, se situant strictement sur le
support du graphe ET/0U, évite ce défaut.

Constructions amont-aval

Les solutions sont développées en arbre ; chaque sommet de
cet arbre des solutions o&(voir I11.1.), s'il est non terminal, représente
un questionnaire inachevé. Au cours de 1'exploration de /£, les question-
naires 8numérés sont construits de proche en proche, en commencant par la
racine, puis.le second niveau de question... enfin les &ventualités
séparées.
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On veut &viter d'explorer explicitement o€ en entier. Pour
cela, on s'aide d'une fonction &valuée en tout sommet s (questionnaire
inachevé) de ofexaminé. Un colt peut déja étre attribué 3 s, celui des
questions déja posées ; d'autre part, un colit minimum peut étre évalué
pour compléter la solution (cf. Tes techniques du paragraphe 11.2.). La
somme de ces deux colts fournit une borne inférieure des coits de toutes
les solutions complétes pouvant étre développées & partir de s. Soit Ls
cette borne inférieure. A ce niveau deux méthodes générales d'énumération
(B. ROY, 1970, tome 2 et A. KAUFMANN, 1968) peuvent &tre ici appliquées :

- une procédure de séparations et d'évaluations séquentielles (PSES),
parfois nommée énumération implicite.

On explore en profondeur d'abord, c'est-d-dire en s'en-
fongant toujours dans 1'arbre des solutions, directement vers un question-
naire achevé’ quand c'est possible, sinon en remontant au dernier sommet
laissé pendant. L'avantage est de conserver en mémoire uniquement le che-
min aboutissant au sommet actuellement examiné, sous forme de pile. Si on
connait déja une solution compléte, soit par une méthode heuristique, soit
obtenue par 1'énumération, de colit C, on ne développera pas les sommets
tels que L, 2 C. Les solutions issues d'un tel sommet &liminé sont impli-
citement explorées. A chaque fois qu'on obtient une solution compiéte, on
1a conserve en mémoire & 1a place de celle retenue antérieurement, si son

colt est moindre. L'algorithme s'arréte aprés exploration compléte (impli-
cite) de 1'arbre o% .

- la procédure de séparations et d'évaluations progressives (PSEP),
ou "Branch and Bound".

La fonction Ls qui précédemment était une aide, devient ici
le "moteur" de 1'algorithme. Appelons “sommet pendant® de o, un sommet
examiné (c'est-a-dire évalué) mais non encore développé. A chaque &tape,
on sélectionne le sommet pendant possédant la plus petite valeur LS. Si-
nous pouvons ainsi sélectionner un sommet terminal (questionnaire achevé),
nous avons une solution optimale. Sinon, ce sommet est développé, donnant
naissance d d'autres sommets pendants, et on reprend la sélection comme

plus haut, parmi tous les sommets pendants. Le développement de % se
fait en somme, en largeur.

Cette méthode nécessite beaucoup plus de place mémoire‘que
la précédente, car i1 faut mémoriser tous les sommets pendants. £lle a
été décrite et programmée par la S.E.M.A.(1970).
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La connaissance d'une bonne solution compléte de coit C
n'est utile que pour libérer la place occupée par les sommets pendants
tels que L 2C.

Bien que la méthode PSEP, contrairement & sa concurrente,
exige du temps de calcul pour les rangements en mémoire, les comparaisons
et sélections, on peut penser qu'elle a des chances d'étre plus rapide. En
fait, cela dépend de 1a complexité du probléme, du temps d'évaluation de
Lgs de 1a place mémoire dont on dispose, et du temps d'accés & la mémoire.

Ces deux procédures laissent encore deux degrés de liberté,
liés davantage a l1a nature du probléme :

1) le choix de la fonction Ls

2) le choix dans la fagon de construire 1'arbre des solutions : en
effet, un sommet pendant peut étre développé de différentes ma-
niéres, pourvu que 1'on n'omette aucune solution pouvant découler
de ce sommet : ici, on peut jouer sur 1'ordre d'application des
questions, ou du développement des issues.

L'efficacité d'un algorithme dépendra pour beaucoup de ces
deux choix.

La méthode PSES a 1'avantage de fournir rapidement des
solutions, de plus en plus proches de 1'optimum ; mais on ne peut pas don-
ner une bonne évaluation de cette proximité. Au contraire, avec la PSEP,
nous avons, a chaque étape, un intervalle dans Tequel se trouve c* - sup-
posons obtenue une solution compléte {par une méthode heuristique, ou par
développement d'un sommet ayant donné naissance & un sommet terminal) de
cout C ; si LS est 1a fonction associée au dernier sommet sélectionné,
alors : LSSC*S C. On peut arréter 1'algorithme dés que 1'intervalle
est jugé assez étroit. De plus, & tout moment, il est possible de "plonger”

vers une solution compléte, a 1'aide d'un algorithme heuristique (VI).

V.2. AMELIORATIONS DUES AU PROBLEME LUT-MEME

Certaines améliorations peuvent &tre apportées aux méthodes
générales d'énumération. Citons par exemple la procédure “alpha-béta", dont
on trouvera une présentation dans le livre de N.J. NILSSON (1971). On

BT e 0 A e e 3
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s'intéresse plut6t aux améliorations dues aux propriétés des questionnaires
permettant de réduire 1'énumération. Certaines seront employées dans le
programme que nous avons &crit. '

- - T s S o

Soient F = [FI’FZ’ - } et G = {GI,GZ, ,Gh‘}deux parti-
tions sur un méme ensemble. On dit que F est plus fine que G (noté F<G)
si et seulement si V,,J, F. N G # ﬂ.-i',»F <= G C'est une relation d'ordre
partiel sur les partitions d un ensemble, permettant de construire une
structure de treillis. Un chemin dans le graphe des partitions (I11.2.)
est constitué de partitions de plus en plus fines.

- redondances du premier ordre : une questiOn~Qi est dite plus fine
que Q si la partition induite par Qi est plus fine que ce]le in-
du1te par Q Autrement dit, Q sépare davantage que QJ , de
plus, q; < qj, Q peut étre él1m1née de la table d' ldent1f1c3t1on,
car elle est redondante : Te remplacement de QJ par Q1 dans toute
construction, permettrait de réduire le coGt. Dans la figure V 1 .,
Q2 est &liminée par Ql.

gL E B E Eg
o, )1 |1 |2 |23
Qz 6] 1 1 2 5 2 Figure V.1.

- redondances du second ordre : on dit que H= [Hl, 93 Hn} est
la partition produit de F et G (noté H =F.G.) si et seulement si :
Vke3(1:3)/H = F N 6. Ona HF.6. % HE Fet HKG.

L'utilisation de deux questions Qi et Qj permet d'induire
sur 1'ensemble séparé, la partition produit des deux partitions effectuges
par Qi et Q Soit Q Q Ta question fictive obtenue ainsi par produit des
partitions, a 1aquelle on attribue le colt q, +q (ou max (qi’qa) si on
s'intéresse au coOt maximal). Toute question Qk telle que Q 0 Qk’ et
q. +q <9, (ou q, 2 max (qi’q.}) pour le colt maximal) peut étre éliminge.
de 1a table d'identification : le remplacement de Qk par la succession
Qi'oj dans toute construction ne peut que réduire le colt. Figure V.2.,

Q3 peut &tre élimin&e, en fonction de Q1 et 02.
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| B, B
Q, (5) 2 |1 |1 |2
Q, (%) 2 | 2 1 |2
Qg (10) 2 |1 2 |2
.—mm e smeee— oS ey Y

QI.QZ(IO):LZEB 11 o2

rcecctocacedonenedeacwnad

Figure V.2.

- ces deux types de redondance sont aisément généralisés au produit
de 3 ou plusieurs partitions de questions.

Ce type d'amélioration est intéressant dans la construction
amont-aval. On a intérét a &liminer au moins les redondances de ler ordre,
non seulement dans la table d'identification du probléme original, mais
aussi pour les sous-problémes engendrés.

L'amélioration suivante est due 3 M.R. GAREY (1972 b) ; cet
auteur 1'utilise dans un algorithme de construction aval-amont, dans le
cas de questions toutes dichotomiques. Elle vise a éliminer & priori
certains sous-problémes qui ne peuvent faire partie de 1a solution opti-
male. Donnons une idée de la méthode, qui ne concerne que le critére
colt pondéré.

- deux &ventualités sont compatibles si :

a) elles ne sont séparables 1'une de 1'autre que par 1'empioi
d'une question &lémentaire,

b) 1'éventualité de plus fort poids est identifige avec 1a question
&lémentaire de plus faible colt (les questions élémentaires man-
quantes sont supposées avoir un codt infini).

- cette notion permet d'énoncer le théoreme :
"si E et E sont compatibies, avec -<cﬁalors i1 existe une
so1ut1on opt1ma1e dans laquelle EJ appart1ent d tout sommet non

terminal qui contient Ei“' (Ei est isolée avant ou en méme temps
que Ej)'
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- la construction de "partitions ordonnges" permet, grdce au
théoréme,d' engendrerlexicographiquement un nombre plus restreint
de sous-problémes i traiter.

Ainsi, 1'exemple donné par cet auteur (figure I1.6.)
nécessite 1'examen de seulement 43 sous-problémes au lieu de 27-7-1=120.

En fait, 1'amélioration obtenue dépend essentiellement de
1a structure du probléme, et est d'autant plus grande qu'il y a d'éventua-

1ités compatibles. Elle nfempéche pas 1'examen de sous-ensembles “non-
formulables".

T i e e e o e

L'idée d'échanger les codts des questions est & la base
de la construction du questionnaire de HUFFMANN avec coQts libres rappelée
au § III. (P.P. PARKHOMENKO, 1969 et C.F. PICARD, 1972, T2). Mais dans le
cas des questionnaires réalisables, on se heurte 3 la sémantique des ques-
tions : on &change aussi les partitions.

Ceci ne concerne que 1'optimisation du colt pondéré. On
se limite aux questions dichotomiques.

Soit un questionnaire sur F, duquel on isole le sous-
graphe formé de Ta premidre question (soit U) et de 1a suivante (soit V),
sur 1'une des issues de U (figure V.3. ). La succession des deux questions
induit sur F 1a partition {u g g}

Les deux questions sont dites échangeables, si la succes-
sion U-V peut &tre changée en V-U sans modifier la partition induite.

L'idée est d'optimiser localement le questionnaire en ob-
servant si 1'échange de questions successives peut réduire le colt du
questionnaire.

Ayant choisi la racine U, on rejettera, comme successeurs,
les questions V, &changeables avec U, si la configuration U-V codte plus
que V-U : elle conduirait & une solution obligatoirement non-optimale.

Quand deux questions sont-elles &changeables ?

- si V partage &, la succession V-U ne produit pas Ta méme parti-
tion, U et V ne sont pas &changeables ;

- sinon, les questions sont &changeables. Soient u et v Tes colts
respectifs de U et V. ’
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colit local de la succession U-V : u.P(F) + v.P(pUﬂ
cot local de la succession V-U : Vv.P(F) + u.P(%Up)

F=aUBUY F
I" l--.\\
Sl
[4 ]
[ . L
‘\ v /J [ 4 n (3
‘\~ ",’
6 3 « X C)
Figure V.3. ' Figure V.4.

En posant k = L&& (cas @ figure V.4.) ou k =E\-(7@(cas® .
on déduit facilement qu'il faut rejeter la succession U-V si k > 2=

Lorsque k = Egﬂ , une seule des deux configurations néces-
site un développement.

Remarquons que si U et V sont &changeables, ils le sont
seulement pour une issue de U ; en effet, V ne partage pas o -

Pratiquement, dans le cas de questions &changeables, seule
la bonne succession est & retenir.

Enongons la régle :

- une question &lémentaire est &changeable avec n'importe quelle
autre question. Dans ce cas, on retrouve localement les résultats
de M.R. GAREY, _

- plus généralement, deux questions sont &changeables si leur parti-
tion-produit a trois blocs.

Pratiquement, pour chaque sous-probléme, on effectue Cﬁ
comparaisons, en notant pour la suite les successions 'interdites’.
L*amélioration en temps de calcul dépend encore de la

nature du probléme : la réduction du nombre de sous-problémes a examiner
ne compense pas toujours Te temps utilisé & calculer les successions
interdites. Le tableau V.5. donne les résultats obtenus avec notre algo-
rithme, pour 1'exemple de M.R. GAREY (figure I11.6.), et pour un exemple
industriel reel (figure 11.7.), avec et sans échanges. Dans le second
exemple, 1'&change des questions permet de réduire le temps de calcul

d'un facteur 3.




.76.

sans échange avec échange
lo| || n t n t

Figure II.6. 6 7 37 0,05 18 | 0,09
Figure II1.7. 14 |13 12 146 82 1172 27

n = nombre de sous problémes rencontrés.
t = temps de calcul, en secondes, sur IBM 370/168

Tableau V.5,

Y s @ e s e e s e il ot T —— . . - o T o

‘Lorsque p &ventualités sont a séparer par des questions
toutes élémentaires, le questionnaire prend 1a forme d'un succession de
p-1 questions (figure V.6.).

D'aprés 1'stude sur 1'échange des gquestions, une condition
nécessaire d'optimalité est : .fi.zfﬁtl pour deux questidns Q.i et Q
successives. o H T e '
- si Jol={El- 1, le resultat précédent permet de construire direc-
tement le questionnaire optimal,
- sinon, |Ql=[E), et une question de Q ne sera pas utilisge.

i+l

4
®
Q,
d E,
Q
/G
0o
E EY,

Figure V.6.
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Pour déterminer la solution optimale, sans énumération, on
peut utiliser la procédure suivante :

On numérote les p questions de fagon que : ) ke

Le questionnaire optimal est 1'un des p qui csrresﬁbndent qP
aux séquences S, = 101, 02,---,0p} ~Q

Soit Bk la matrice binaire associée & la séguence Sk
(voir I1.1.), on a : Bk =D+ [&k} avec D : triangulaire supérieure, et

p- ] -~
|
1
1
]
]
]

A, - i

0 +1 0

LI
coiit de 1a séquence S, : q D, + g [&k e

q Ak e = e (kgqul)' qk(k§<P ) qk >

ou bien, en posant d . = e, q; - e; q 20:

q Ak e (k<z$P k1)
Le questionnaire optimal correspond 3 1a séquence Sk pour
laquelle q Z}k e est minimum.
Une procédure analogue avait &té établie par M.R. GAREY
(1972 a). Un contrexemple tiré de cet article montre en particulier que ce
n'est pas toujours la question ayant le plus petit rapport .§¥ qu'il faut
gliminer (figure V.7.a.):séquence Q; - Q, : codt 13 !

séquence 02 ~ Q3 : coGt 10,5.

Suffirait-il1 alors d'dter la question la plus chére ?
Notre contrexemple, figure V.7.b., montre que non : le questionnaire de
coiit optimal 01-03 (11,5) a pour racine la question la plus chére.
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1 2 €
(0,5) (0,25) (0,25) ?E
Ql (10) 1 2 0,0500
QZ (6) 2 1 0,0415
03 (6) 2 2 0,0415
@
£ f o E o
(0'7) (0.2) (0’1)_ T'q;
Ql (10} 1 2 0,0700
92 (9) 2 1 2 0,0222
Q; (5) 2 | 2 1 0,0200
®
Figure V.7.

V.3. ETUDE D'UN ALGORITHME DE CONSTRUCTION DE QUESTIONNAIRES, DE COUT
PONDERE OPTIMAL

- A

4 L'algorithme proposé est construit i partir de 1'algorith-
me-définition (I.4.). Nous conservons la forme ré&cursive, ce qui a deux
avantages :

1) 1'&troite parenté avec 1'algorithme-définition, et 1'expression

récursive du colt optimal (1), constitue une preuve du programme

2) la compréhension en est facilitée, les risques d'erreurs de
programmation sont diminués. ,
Cette forme récursive dissimule en réalité une exploration
de l'arbre des solutions selon une méthode de type PSES, & 1'aide d'une
pile gérée implicitement par 1'algorithme.
Nous avons choisi PL/1 comme 1&ngage de programmation,
car il permet 1'emploi de fonctions récursives, les traitements logiques
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de masques, et les chatnages par pointeurs trés utiles pour mémoriser une
structure d'arbre. De plus, le programme est rendu plus lisible et plus
souple grdce a la structure de blocs.

Dans les différentes versions présentées ici, la procédure
centrale "QUESTOPT" comprend de 100 & 150 instructions PL/1 ; le programme
entier comporte environ 400 instructions PL/1, correspondant a 25 K octets.
La mémoire utilisée au total varie de 75 & 130 K octets selon les problémes
traités. L'ordinateur utilisé est un IBM 370/168 du réseau CIRCE.

La figure V.8. montre en paralléle deux organigrammes.

Le premier : QUEST (F,3,C) construit sur F un questionnaire & de coOt C.
I1 est identique & 1'algorithme-définition I1.4., mises a partlles modifi-
cations suivantes :

- F est supposé entiérement sé&parable, ce qui permet de supprimer
lignes 4 et 12 de la définition, le test correspondant aux éven-
tualités non séparables ;

- on ne construit pas les sommets de type (E,0) du questionnaire :
ils sont sous-entendus et occuperaient inutilement de la place
mémoire. Pour ce faire, on modifie la ligne 7 en : "si Card(F?)

# 0 ou 1 alors faire :".

Le second organigramme : QUESTOPT (F, QL*, C*), construit
sur F un questionnaire optimal 52* de codt C*. C'est 1a traduction algo-
rithmique de 1'expression récursive du cout optimal, rappelée en-dessous.
On remarque en particulier ia boucle extérieure de minimisation, avec ses
variables auxiliaires.

L'intérieur de 1a boucle est identique & QUEST en vis-a-
vis, ol les questionnaires construits sur les sous-ensembles F? séparés
sont optimaux.

Toutes les variables sont locales & leur niveau de récur-
sivité, et les arguments sont transmis par valeur.

La fonction QUESTOPT calcule toutes les solutions possi-
bles, @ une restriction importante prés : & tout niveau, lorsqu'on cherche
un s+liéme questionnaire optimal, on a déja trouvé des questionnaires
optimaux pour les s premiéres issues.
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I1 n'est pas nécessaire d'examiner toutes les issues d'une
question, lorsque ce qu'on a déja construit dépasse en codt une solution
meilleure retenue. En @) , nous pourrions donc mettre un test : "Si C 2c,
passer & la question suivante". Nous pouvons encore aller plus loin dans
ce type de raccourci et utiliser aussi la dépense déja faite aux niveaux
antérieurs de récursivité. Pour cela, nous utilisons c* 2 1a fois comme
paramétre d'entrée et de sortie de la procédure QUESTOPT : on recherche
un questionnaire optimal de coit inférieur c* (paramétre d'entrée). S'il
en existe, alors, comme précédemment, le résultat se trouve dans 2* et
¢t (paramétre de sortie) : sinon, 9% est retourné vide et c* reste in-
changé. Ces améliorations introduisent 1'exploration implicite de 1'arbre
des solutions.

Le paramétre d'entrée ¢* transmis au premier niveau, sera
le colt calculé par une procédure heuristique.

On ne transmet pas, bien sOr, les paramétres él* sous
forme d'arbre explicitement. I1 suffit de transmettre 1'indice de la
question racine du questionnaire optimal, soit r* et de conserver dans une
table annexe tous les couples (F,r*)engendré;au cours de la construction.
Une fois la procédure terminée, la connaissance de la racine suffit, grdce
i la table, pour reconstruire le questionnaire optimal.

Un méme sous probiéme peut étre rencontré plusieurs fois
au cours de:1'énumération. La consultation de la table permettra de
gagner du temps si une solution optimale y figure d&ja. Cet ensemble de
solutions partielles déja calculées doit étre organisé de fagon efficace
pour accélérer son accés. On a donc choisi une structure d'arbre binaire,
pour laquelle un élément peut &tre retrouvé en un temps moyen proportionnel
au logarithme du nombre total d'é@léments (D.E. KNUTH, 1973). Cette
structure d'information a aussi 1'avantage de pouvoir étre utilisée con-
curremment en construction et en consultation. L'é&l&ment, représentant
un sommet &ventuel du questionnaire optimal, comprend 5 champs :
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M e ¥ Tien droit | lien gauche

- M est le masque d'un ensemble F (iéme bit de M & '1' si Ei € F)
- Sie# 0 : @ est 1'indice d'une question racine d'un questionnaire
optimal sur M, de codt x.

-Sig =0 : 1l n'‘existe pas de questionnaire sur F de colt inférieur
3'6.
La clé de comparaison et d'accés est M, considéré comme
un nombre écrit en binaire.

Redondances

-

Enfin, nous ajoutons un "filtre" qui &limine, pour chaque
sous prob1éme examiné, les questions qui ne séparent pas et celles qui
sont redondantes au ler ordre. Pour faciliter cette opération, les ques-
tions sont ordonnées au départ en coOts non décroissants.

La figure V.9. montre 1'organigramme général du programme
écrit. '

s o

Une autre version integre 1'&change des questions (v.2.) :
on intercale la recherche des successions "interdites" aprés 1'élimination
des questions redondantes. Les indices des questions ne pouvant succéder
sous peine de non-optimalité, sont passés comme paramétres a la procédure
de niveau suivant. Le nombre d'appels de Ta fonction récursive est trés
sensiblement réduit. Dans 1'exemple de M.R. GAREY (tableau V.5.) ce
nombre passe de 37 & 18 (43 sous problémes sont examinés par une méthode
aval-amont, d'aprés cet auteur). Pour 1'autre exemple, de 12 146 3 1172.
Ma1heureuseﬁent, cette réduction se paye:par un temps de calcul plus
long & chaque &tape, si bien que cette version ne devient intéressante que
dans le cas ol 1a proportion de questions &lémentaires est proche de 1. I1
semble que 1'échange des questions et 1a retenue de solutions partielles
n‘aient pas d'effets complémentaires : 1'échange &vite de repasser souvent

par des solutions d&ja construites, mais consomme beaucoup de temps de
calcul.
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Pour &tudier le comportement statistique des différentes
versions, nous avons construit un générateur de problémes d’'identification
dont les paramétres sont :
le nombre d'éventualités |E |
le nombre de questions |Q|
la proportion de questions &lémentaires : QE
1a proportion de questions de base 3 : Q3 (les autres sont de
base 2).

A 1'aide d'un générateur de nombres pseudo-alédatoires, on
produit une série de tables d'identification , avec leurs vecteurs coits
‘et poids, en accord avec les valeurs donndes des paramétres.

Les poids et colits engendrés sont des nombres entiers,
dont on peut faire varier la distribution et 1'é&chelle (nombre de chiffres).

. Les courbes 1,2 et 3 donnent les temps moyens de calcul
Topy €0 1/100 s sur 1a machine IBM 370/168, dans les conditions suivantes :

taille du probléme nature des questions
1o = el QE Q3
Courbe 1 6—»17 0 0
Courbe 2 10 0-»1 0
Courbe 3 : 15 0 0—»l

Les distributions des colts et des poids sont uniformes
entre 1 et 1000 ; chaque point est une moyenne sur 100 problémes diffé-
rents, de mémes caractéristiques. Pour les courbes 1 et 2, toutes les
questions sont de base 2 (Q3 = 0). Le chiffre 100 a &té choisi empirique-
ment, en tenant compte du fait que les résultats obtenus pour 50 et 100
problémes engendrés sont trés proches.

L'allure de ces courbes traduit la nature fortement com-
binatoire du probléme.

Les temps obtenus sont équivalents pour une distribution
gaussienne des poids et/ou colts. Lorsque le nombre de chiffres signifi-
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catifspasse de 1 & 4, les temps de calcul sont diminués d'environ 10 %.
(pour les problémes du point A), ce qui correspond au fait que, lorsque

1a précision est plus grande, les coilts des solutions sont moins proches
les uns des autres.

T . Les &carts-type sur les temps de calcul sont de 1'ordre
oP

de —7— 3 d titre indicatif, nous avons, pour deux points de la premiére
courbe ;

fol = |el =10 lal = 1El =

temps de calcul _ 23 141
(11) (97)

nombre d'appels de la 102 432
fonction récursive (46) (249)
nombre de solutions 68 247
partielles retenues ' (22) (105)

Les &carts-type sont indiqués entre parenthéses sous les
moyennes On sait qu'il n'est pas aisé de mesurer exactement le temps
CPU pur passé sur une partie de programme pour une machine travaillant en
multiprogrammation : d'aprés une &tude de consistance des temps fournis
par le sous-programme chronométreur, on peut admettre 10 % d'erreur.

La figure V.10. donne un exemple de répartition des
temps de calcul pour un Tot de 100 problemes de taille 15 X 15. Nous pré-
sentons figure V.11. un exemple de table d'identification de taille
32 x 32 fournie par le générateur, et son traitement page suivante, par

un algorithme heuristique (chap. VI) et par un algorithme de construction
optimale.

Les mesures sur 1'effet de la rectangularité de la table
montrent que les temps de calcul dépendent beaucoup de IE| Torsque

iel<ial; si El> 1ol . 1'ordre de grandeur est le méme que pour une
table carrée.

Rappelons qu'on doit fournir, & 1'entrée de la procédure
QUESTOPT un paramétre : le codt d'une solution possible ou codit initial Ci.
Si C > c* » on obtient en fin de calcul un questionnaire optimal, et sinon
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pas de solution. Dans les résultats précédents, nous avons pris Ci = CH’
colt d'une solution heuristique. Or, ce choix n'abaisse pas sensiblement
le temps calcul moyen par rapport au choix Ei$>C*. Cela tient au fait que
1a recherche "en profondeur" fournit rapidement des solutions complétes.
On a tout de méme intérét 3 choisir Ci = CH d cause de certains cas de

nette amélioration, d'autant qu'une solution heuristique se calcule
rapidement.

Pour un sous-ensemble donné, les questions sont examinges
dans 1'ordre non décroissant des colts. En guidant les choix successifs des
questions par un critére heuristique (voir chapitre VI), on diminue sensi-

‘blement le nombre d'appels récursifs, mais on augmente malbeureusement le

temps de calcul. (Les variations sont respectivement - 10 % et + 60 % au
point B courbe n° 1). |
Un méme type de r&sultat est obtenu si on examine les
issues des questions, en commencant par celles associées aux sous-ensembles
F? de plus fort poids.
Ces deux idées ne sont pas & abandonner pour autant :
une programmation plus adaptée ou un algorithme différent pourraient peut

- 8tre les mettre en valeur.

. A - e  aa

— On sait trouver d'une manigre non &numérative la solution
optimale d'un probléme ne comportant que des questions &lémentaires (V.1).
La courbe n°2 suggére d'utiliser concurremment les deux algorithmes : on
détecterait, & 1'intérieur de notre procédure, les sous-problémes n'ayant
plus que des questions &lémentaires, et ces sous-problémes serafent traités
directement par le second algorithme. Ceci serait utile sp&cialement pour

les problémes industriels d'inspection (chap. VII) od QE est proche de 1
en général.

— Une procédure de construction amont-aval permet aussi
d'utiliser les 'Bventualités compatibles" (V.1).
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— L'évaluation de coits minimaux de séparation pour des
sous-ensembles non encore séparés (I11.2.), en réduisant 1'énumération, est
susceptible de diminuer également le temps de calcul. Ceci est utilisé dans
la PSEP programmée par la S.E.M.A. (1970).

— L'algorithme est aisément adaptable en critére du colt
1]
maximum- : on remplace “P(F).qi" par "qi", et "Ca—C + SC* par
"Ce—Max (C,SC*)" (figure V.9.).

— La version itérative de ce programme récursif abaissera
certainement les temps d'exécutions; mais sans pour autant modifier 1'al-
Ture des courbes 1.2.3.
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CHAPITRE VI.

CONSTRUCTIONS HEURISTIQUES

Les &tudes théoriques présentées au chapitre III et 1'allure
exponentielle de la courbe n® 1 au chapitre V (temps de calcul de solutions
optimales en fonction de 1a taille du probléme), soulignent 1a nécessité
de constructions heuristiques pour la réalisation pratique des question-
naires. :

Nous appelons heuristique une méthode permettant 1'obtention
rapide de "bonnes" solutions sous optimales, c'est-a-dire proches de 1'op-
timum. Toute la difficulté consiste & apprécier cette proximité, et & jus-
tifier les guides heuristiques utilisés.

C'est ce que nous tenterons de faire, aprés avoir examiné ce
qui existe déja dans ce domaine, et propesé un nouveau critere heuristique
pour la construction de questionnaires.

On se borne, dans ce chapitre, au coldt pondéré.

VI.1. PRINCIPES DE LA CONSTRUCTION HEURISTIQUE

Le principe général est d'éviter 1'énumération et pour cela
de ne pas revenir sur des choix partiels déja effectués.

Pour &tablir des plans d'inspection, la S.E.M.A. (1970) uti-
lise une construction amont-aval : on développe le questionnaire depuis sa
racine jusqu'aux éventualités séparées, en choisissant, pour séparer chaque
sous-ensemble d'éventualités, la question maximisant un certain critére.
L'algorithme de la définition (I.4. et organigramme figure V.B.a.), dans
lequel 1a fonction CHOIX (F) fourni 1‘'indice de 1a question qui maximise
un critére heuristique, &labore une construction de ce type. Le critére
choisi par la S.E.M.A. est le suivant :

R (Q) = g1 (Pys PyseeooBy)
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ol .les pj sont les probabilités (renormées) des a classes de la
partition effectuée par Qi sur F
P;>0, 2 p.=1

15jcal
.a est 1a base réelle de Q{ sur F
1
.1 (Dls Dzs---,Pa) = l PJ- ]095--
1€j<a J

La fonction I(pl,pz,...,pa) est appe1éé "fonction d'information de SHANNON".
Le maximum de I est atteint lorsque les P; sont &gaux et vaut log N. La base
du logarithme doit é&tre la méme pour toutes les questions.

L'idée d'un critére de 1a forme I/q est employée également
‘par S.GANAPATHY et V.RAJARAMAN (1973), dans le contexte de 1a traduction
des tables de décisions.

Les propriétés de 1a fonction d'information de SHANNON, liées
& la longueur de cheminement dans un questionnaire libre, ont &té mises
en évidence par C.F. PICARD (1965, puis 1972, tome 2).

Dans les deux emplois cités du critére I/q, il n'y a pas de
justification mathématique a proprement parler. Voici cependant une inter-
prétation possibie :

Une intenprnitation du criidre heunistique 1/q

e i vt e v ———  ———— - a8 o —

- soit un questionnaire inachevé (figure VI.1.), effectuant sur E
1a partition A. Soit & séparer le bloc F de A.
Si pour cela nous utilisons la question Qi’ cela induit sur
F une partition F', et A est transformée en une partition plus fine notée
Ar-
Appelons C(A) le codt déja dépensé pour effectuer A, Somme
des coﬂt§ pondérés des questions utilisées. On a :

C(AF) = C(A) + a;.P(F) (1)

Figure VI,1. Al
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- Soient (pl’pZ""’pN) les poids des blocs de la partition A ;
notons abusivement I{A) = I(pl,pz,...,pN). Une propriété fondamen-
- tale de l1a fonction I est : (additivité et pondération)
l(plapzﬁ ------ 'sPN-tspN(l"t))= I(plspza---:pﬂ) + Py - I(t, 1-t).

Cette propriété se généralise facilement au cas ol on par-
tage py en plusieurs morceaux : soit o+ A + ... + A=1

on a aussi : I(pl’p2""’pN-1’ Py - Py -ﬁ,---‘,DN A)
= 1(pys Pyse-sBy) + By - H(&u poeecs A).

Ce qui entratne, dans notre construction :
I(A}) = 1(A) + I(F') . P(F) (2)

C.F. PICARD appelle I(F') : information traitée par Q
I(F') .P(F) : information transmise par Q;

et I(el’eZ""’eIEl) = information transmise par le questionnaire. Lorsque,
apr@s des questions successives telles Qi’ le questionnaire est compléte,
I(A}) vaut I({E}) = I(e)s€5,-- -8y ). (On retrouve un résultat de

C.F. PICARD : la somme des informations transmises par les questions est
égale 3 1'information transmise par le questignnaire). Remarquons que
C(A;) dépend du choix des questions, mais I(A;) uniquement de la parti-

. i
tion AF..

- Les expressions (1) et (2) ont une forme analogue.
_ Formons le rapport :
C(Af} C(A) +q; . P(F)

1AL 1(A) + I(FY) . P(F)

(3)

qui caractéri§e le questionnaire au fur et @ mesure de sa construction.
Alors que C(A;)_converge vers C({E}), cot du questionnaire, non connu

a 1'avance, I(A;) converge vers I ({E}) connu a priori. Or, au miveau du
choix de Qi’ la forme de (3) montre que le plus petit accroissement du
rapport C/I est obtenu pour la question assurant le plus petitrqijl(Fi),
justifiant ainsi ce critére heuristique.

A vrai dire, il est possible de construire des fonctions de
forme analogue 3 (2), de valeur fixe pour tout questionnaire achevé.



.96.

Exemples :

. 3(A) = somme des poids des &ventualités isolées dans la partition A
S(Al) = S(A) + s(FT)

t s (fE}) = Le.
¢ (i}) Eiel?‘

le critere & maximiser serait :  S(F') / q
N(A) = nombre d'éventualités isolées dans A :

N(A;) = N(A) + N(Fi) ; N([E}) = e} 5 critere : N(Fi)/qi

.des combinaisons lingaires des fonctions précédentes, par exemple :
A 1ALy + PS(AF) =AI(A) + M S(A) + M(F‘) P(F) + p S(FY).
D'od le critére local & maximiser :

i S(FT)
\ (AI(F ) op it )

Remarquons que Tes critéres issus de S et N ne visent pas
a4 partager "moitié-moiti€", comme I; dans la pratique, elles ne sont pas
assez discriminantes. Les résultats expérimentaux obtenus pour ces critéres
y compris les combinaisons lin&aires, sont moins bons que ceux obtenus
avec le critére de 1'information de SHANNON.

Est-11 possible de construire un questionnaire heuristique
d'aval en amont, comme dans 1'algorithme de HUFFMANN ?

On se heurtera toujours & des problémes de sémantique si
on s'interdit les retours en arridre sur les choix déja faits. Il semble
donc que la construction aval-amont soit impraticable pour les heuristiques.

V1.2, CONSTRUCTION D'UN CRITERE HEURISTIQUE

NoUs voulons construire un critére-guide & maximiser, de la
forme CR(Q ) = a»— (91'92’*- ’pa) ; avec J fonction symétrique des Pys
probab11ités {renormées) des blocs de 1a partition effectude par Q1 sur le
sous-ensemble & séparer.

La fonction J que nous allons &laborer ne posséde pas la
propriété d'additivité (2). Sa justification sera etablie d'une autre
fagon, en deux étapes.
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Le principe conducteur est de rechercher les propriétés
locales d'une situation globale optimale, et d'essayer de les traduire par
le choix de 1a fonction J.

Avant d'effectuer un classement entre les questions candi-
dates par le moyen du critére, nous les comparons d'abord 2 & 2.
En se restreignant d& deux questions Ql et QZ’ pour séparer E,
deux cas sont possibles :
1) le produit des partitions a 4 blocs, auquel cas les questionnaires
possibles sont tous de colt q; + Gy et 1'ordre des questions est
indifférent.

2) le produit des partitions a 3 blocs, et nous pouvons é&changer les
questions (V.2.).

=

Nous sommes donc amenés & examiner les problémes du type
suivant :

E = (€, E,» Es} e <fu, 8.y} oA+pey=1
Q= {05 0} q ={u. v} o = {{Eds g £}

Q, = {{Ez}’ SRRy

pouvant @tre résumés par la table d'identification :

R T
() (8) (})
Q1 (u) 1 2 2
Qz {v) 2 1 2

Ce probléme se pose réellement & la fin des constructions

des questionnaires, lorsque les sous-ensembles a séparer n'ont plus que
3 éventualités, ce qui arrive assez souvent.
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Deux questionnaires sont possibles :

0 Q
Ey 0, E, 9
Ea E3 Ey E3
Questionnaire U Questionnaire_V
cont:u+v(ﬁ+5) cot‘it:v+u(oc+a)
Posons : t =4 | si %Zt 1'arbre U est optimal
v

ﬁSt 1'arbre V est optimal.

Dans des axes de coordonnées (« , {5) (figure a), un probléme
de ce type est représenté par un point M(o, [5) du triangle 0AB et la droite
OT de pente t. Cette droite partage le triangle 0AB en deux triangles :

M € OAT&>1'arbre U est optimal
M € 0BT&=»1'arbre V est optimal (figure b)

1t & 4
xM U=Opt
T
0 ? —>f =Opt B -3
Figure a Figure b

Supposons choisi un critére heuristique. Nous pouvons aussi
partager le triangle OAB en deux régions R1 et R2 telles que :

M€ Rl@ U est le questionnaire heuristique
M € R, &= ¥ est le questionnaire heuristique.
Dans le cas du critére fourni par 1a théorie de 1'informa-

tion au sens de SHANNON, et en:-supposant t<1 (sans nuire & 1a géndralite
de 1'exposé), on montre que ces deux régions sont partagées par une courbe
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0B symétrique par rapport d 1'axe d (/B= 0,5) et tangente en 0 & 0T, en

"B @ BS (figure c) et entiérement située sous 0SB. Les ré&gions R1 et R2 sont

indiquées sur la figure d. La démonstration est reportée en fin de para-
graphe «.

o | o
A

P
-

A

Figure d -

On a R_c OTB. En comparant Tes figures b et d, on s'apergoit
que pour les problémes tels que M € 0TB N R1 (région hachurée figure c) les
questionnaires heuristiques ne sont pas optimaux.

Pour tous les critéres tels que la fonction J est symétrique,
on montre que ta courbe séparatrice des régions R1 et R2 est symétrique
par rapport & 1'axe d. Un meilleur critére heuristique pour ce type de pro-
bléme simplifié est obtenu lorsque la région R2 se confond avec le triangle
0BS (figure c) ; on peut vérifier que ce critére est défini par:

J(plspz) = min (pl’pz)

La région pour laquelle le plan heuristique n'est pas opti-
mal est réduite au triangle BTS.

On déduit également de cette étude, qu'avec une fonction J
symétrique, on peut toujours fabriquer des problémes pour lesquels le
guestionnaire heuristique n'est pas optimal.

En utilisant cette fonction J dans le cas général des pro-
blémes avec questions de base 2, les résultats "expérimentaux" sont les
suivants :
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NSO

= nombre de solutions heuristiques qui sont optimales sur les 100
problémes engendrés (voir V.3. pour le générateur)
R = moyenne du rapport (CH - C*) / C*; CH : colt heuristique .
' ¢* : colt optimal.
ol = Iel = 10 ol = IEl = 15
NSO Ren % NSO Ren%
J(pyspy) = Zp,- Tog %— 36 | 1,6 - 10 1,7
=42 i
J(pl,p2)= min (pl,pz) 66 0,6 43 0,6

Le nouveau critére est meilleur que celui issu de la notion
d'information au sens de SHANNON, bien que relativement proches.

— On pose H(x) = x log %+ (1-x) Tlog %"-_i . La frontiére entre

Ry et R, est composée de points (x.p) tels que H{x) = t H(a), avec
t €1 ; soit L le Tieu de ces points. La fonction H(x} est symétrique par
rapport 3 la droite x = % (figure VI.2.), c'est-a-dire que H(x) = H(1-x).
On en déduit que si (u,p) ¢L, alors (1-x,A) €L, de méme (ot, 1-3)
et (1-a, 1-A). I1 nous suffit donc d'étudier ce Vieu pour 0<ot$%— et
0<p< % .

Sur l’intervaﬂe]O, 1‘12-] H(x) est inversible. Pour f3 fixe

dans 10, 7], t H(B)< Tog 2 et o, tel que H(w) = t H(B) est unique,
dans ]0,%—]. ~

- Montrons que Y (X, ) €L, ona oltp :
H(x) est concave ; t H(x) € H(tx) ; donc H({x )< H(tA) et comme H est
croissante monotone sur )0, %-] » alors «<tB ; la courbe séparatrice
des régions R, et R2 est bien située toute entigre dans le triangle 08S.
A 1'évidence, 0 fait partie du lieu L, par continuité.

— Montrons que L est tangent en 0 & OT.
Soit f(x) la fonction implicitement définie par
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H(F(X)) = t H(x), 0<tS1,F(x) et x€]0 -2-]0n a % H(x) € ]0 log 2] , et

H est inversible sur cet intervalle : f(x) = (t H{x)). Donc f(x) est
continue, dérivable ; f'(x) = t.-g(x), avec g(x) = H'(x)/H' [t H(x)] .

cherche 1u% g(x). Les f;(x) qu'on va construire tendent vers O pour x-p0

H'(x) = log (--—) = - log x + E (x) 3 t H(x)—> 0 pour x-»0

donc : H' [t H(x)] = - log [t H(x)] + Eé x} 5 g(x) = }33 ; - ﬁ%éx%(x) +6,(x)

o . 1
g(x) a la méme limite que Tagﬂﬁ%%y 3 H(x) = -x [-109 X -1+ 63(x)] 3

‘on pose X = -log x —= + o8 pour :K—-O+ ; Hlog H{x) = - X + log[x-l +‘£3(x)] .

1_0510_2_(%). =1- log [x-1 ;(63(’()]—-1 pour X-w o8 ; donc f'(x)—»t pour

X—» 0+EI

H(x)
4

log2

- - ——— -

Si on généralise le nouveau critére par J(p,sPy>-- "pa) =
min P> ON obtient de mauvais résultats lorsqu'on emploie des questions
Je bases différentes. En effet, on a alors max J = %-, or, 3 codt égal,
lorsque la base des questions augmente, 1a profondeur de 1'arbre diminue
et le colt de 1'arbre aussi. Un critére heuristique doit donc favoriser
les questions de bases supérieures.

I1 nous faut trouver un moyen de mesurer 1'efficacité d'une
question de base a par rapport & une question de base b.
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La situation globale optimale dont nous voulons extraire les
propriétés locales sera fournie par 1a séparation optimale de N éventuali-
tés équiprobables par des questions de base a (ou inférieure & a), de
coiit 1. PICARD (1972) a wontré que 1'arbre optimal de séparation a un coiit
Lo(N} = Tog, N+ £(a, N), avec  &(a,N) positif et d'ordre inférieur &
loga N pour N croissant.

L. (N) log_ N
Donc -2— tend vers a__Inb pour N —» o3
L, (N) logg N Tna

Yoici quelques valeurs pour a = 2, b = 3 ; %%—% = 1,58
N 4 6uvnn... 9 10.....100
Ly (V)
L3 (N)

I 1,66 1,33 1,45....1,61 1,55....1,57

Ces arbres optimaux ont la propriété locale d'avoir des
questions "équilibrées", ¢'est-d-dire que les poids attachés aux issues

d'une question tendent vers 1‘'@galité. On conservera cette proprié&té pour
la généralisation :

A
Jp = Wax J(py,...spy) = J(Il;s

o [

1
LG | b)

— Entre un arbre optimal A de questions de bases a, cofits Ca
et un arbre optimal B de questions de bases b, colts Cb

Ca L, (N) ca n b
le rapport des colits vaut : —————— et tend vers - . s
¢ L (N) C, na
b b
La proposition "A est meilleur que B" se traduit au niveau
giobal par :
C
@ ¢ I3 nour N oassez grand) (5)
Cb Inb
Au niveau local, nous voulons traduire cette proposition par:
A
13; /3; Ca Ja
=2 > 2 . soit 22 (6)
C c, ! ¢, 7
a b b b
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pour que (5) et (6) soient compatibles, i1 est donc souhaitable que :

T .
“a _ lna 7)
’é‘b n b

__On remarquera que pour le critére J = Zpi 1og2 %— de
j*information , on a‘ﬁL = 1092 b et la condition (7) se trouve Ybien
réalisée.

_ 11 nous faut trouver une fonction J vérifiant (7) et égale
i k.min (pl,pz) pour b = 2 ; deux voies sont possibles :

J(py> pz,...,pb) b log b min p,

4<i¢b

b1
ou I(pys Poe-eBy) = 7oy (17 mx py)

Les meilleurs résultats "expérimentaux” sont obtenus avec
la seconde fonction.

__ La courbe 4 compare les performances des deux critéres

I= Zpi log %‘
1<i¢b i
4€i¢h

et donne, pour [0} = El = 15, en fonction de la proporgion Q3 de questions

de base 3, la valeur de la moyenne du rapport R = E (sur 100 problémes
‘ C

engendrés).

La courbe 5 donne les temps de calcul des solutions heuris-
tiques, en 1/100 sec. pour des problémes avec questions de base 2.

_ Une résolution heuristique nécessite au plus le calcul de
1q} critéres en chacun des m<IEl - 1 noeuds intérieurs de 1'arbre, et
pour caiculer chaque critére, on parcourt les lEl éventualités. Le temps
de calcul est donc de 1a forme Ty £ k.|Q|.|E|2; expérimentalement, pour |

I i
={E}=14 on a =8,5%.
TopT
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Courbe n°® 4. Proximité relative des solutions heuristiques aux
solutions optimales en fonction de la proportion de tests de
base 3, pour les critéres I et J - |Ql=]E|= 15.

A TH en L sec.
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/
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+
4
=
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0 g 10 15 20 >

Courbe n° 5. Temps de calcul des solutions heuristiques en fonction
de la taille du probleme.
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La figure VI.3. représente un questionnaire heuristique
obtenu par le critére J, pour un probléme de plan d'inspection pris dans
le rapport S.E.M.A. (1970). Notons que, si le coOt obtenu par le nouveau
critére J est meilleur que celui obtenu par le critére I de la théorie de
1'information, 1a recherche d'une solution optimale a été abandonnée éga-
Tement aprés 5 minutes de calcul.

Pour comparer deux questionnaires, 1'un heuristique, 1'autre
optimal, on se reportera & la figure V.11. (probléme de taille 32 x 32).

V1.3. COMPARAISON THEORIQUE DES COUTS OPTIMAUX ET HEURISTIQUES

-
Expérimentalement, la différence relative Eﬂ~é;£— est toujours

de 1'ordre de quelques pour cent pour les problémes engendrés pseudo-
aléatoirement (voir la courbe 4). Dans quelles limites théoriques le
rapport %E-peut—i1 croitre en fonction de la taille du probléme ? Ceci
parait difficile a résoudre. Cependant, M.R. GAREY et R.L. GRAHAM (1974)
ont démontré que dans le cas des questions de colt 1, et avec une heuris~
tique qui partage aussi &galement que possible les poids attachés aux
issues (c'est le cas des fonctions I et J), %% ne peut étre borné par une
constante. Plus précisément, il existe des problémes pour lesquels :

% > L 1og, 1El
c* 10 Tog2 1092 1E]

L'ordre de croissance du maximum de ce rapport, en fonction

de la taille du probléme, n'est pas encore connu.

Le probléme semble encore plus difficile dans le cas général
des codts distincts. Pour la table d'identification simplifiée discutée
en VI.2. avec |E}= 3, nous pouvons montrer cependant : '

Cy . 1 . .
E;-<:2 , pour notre critére a; J(pl,pz), J(pl,pz) = m1n(p1,p2) :

— Dans la région ol le questionnaire heuristique n'est pas

optimal (triangle STB, figure c), on a R = tﬂ-= 3 I z%%:;; = §f: 1(if;3) .

Pour t et P fixés, R croit lorsque o décrofit.
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29
31,

NTYIFICATION

NGMBRE D'EVENTUALITES =
NGMBRE CE QUESTIONS =

TABLL D'ID
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: ~eC25==1E261
{ -=1£2%5)
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NN D=DP O =N O~D0D
e R = Py

1 ==Cl9=-1E22)

3l
Figure VI.3.
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CUESTITLNAIRE HEUPISTINUD  (easbhone T)
--Q 1-=1L 1}
1
1 ==C 2-=(C 2)
1
[ ==C 3-—{F 3}

I
1 --C 9--C 8--{1E25}
1

1
1 1 --{£29)
1 1
1 I —-C 7--(L 6)
1 1
1 I ==-Q15--(E &)
1 . 1
1 1 «=ylB8=«(E T}
! | i
1 1 ==Q26-~-{E M
1 !
1 I ——-{E10)
1
I =-Q24--(E27}
1
I ==C 4=-={E11)
(A S . .
1 1 =--3 S==(E12) Figure VI.3. (suite)
1 1
1 1 —--Q 6~-(E}5])
1 I .
1 I =-Q13—-(ELM) ) -
1 1 .
1 I —-Ql4--{E14)
! 1
1 1 =--Q22-«{El&)
! ]
I ] w=Q2C~-LELT)
1 1
| 1 =--Q12--(EL19}
1 I
1 1 -«Qle=~(E18)
I - I
1 [ ~~¢19-=1E22)
1 1
1 1 -=C23-~{E2L}
I 1 *
1 1 -=C27-=(E20)
1 I
I I =-=Q28~-={E23)
1 1
1 1 =«Q29+«(E24)
H 1
1 . 1 -=-C25--{E26)
1 1
1 . 1 ==1E25)
1 .
I =--Q17-~1E 4}
1 :
I ==tE 3
CCOUT DU QULSTICNMAIRE HEURISTIQUE = . 1436746

TLMPS 'S CALCUL DOF LA SCLUTION HEURISTIQUE €N 1/100 S » 46
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% décroit jusqu'ad ce que le point M(« »() soit sur le segment SB :

x=1t (1-8), gt alors R = ‘tl'}:"t_l{;ﬁ - Lorsque A1, alors

R —» 1+t en croissant.

Conclusion : Ej'iblﬂ<1 +tg 2 o
c

VI.4. METHODES HEURISTIQUES SEMI-ENUMERATIVES

On peut obtenir des solutions sous-optimales encore meilleures,
en utilisant des méthodes mixtes issues des &tudes sur les procédures opti-
males (chapitre V), et sur les algorithmes heuristiques ici présentés, mais
au-prix d'un temps. de calcul plus long. Remarquons en effet que, dans
1'a1§orithmé de construction optimale, toutes les questions sont "essayées"
pour chague sous-probléme rencontré, alors que dans les constructions
heuristiques, une seule question est directement s&lectionnée gréce au
critére. L'idée naturelle est de choisir un moyen terme entre ces deux
solutions extrémes, en limitant le nombre de questions essayées pour chaque
sous-probléme & 2 ou 3, ces questions &tant sélectionnées par un critére
heuristique.

C'est ce que nous avons expérimenté, en reprenant 1'algo-
rithme optimal du chapitre V, auquel trés peu de modifications sont néces-
saires afin d'obtenir cette méthode heuristique semi-énumérative.

Les résultats obtenus sont consignés dans le tableau suivant
qui regroupe &galement les valeurs correspondantes des atgorithmes opti-
maux et heuristiques, afin de faciliter la comparaison :

1
NSO R T —_ .
n "_ en % en —o5 sec
algorithmes | pur 1 43 0,6 8
heuristiques

. semi- 2 88 0,04 21
(eritere J) | enumeratif { 3 97 0,005 38
algorithme toutes
optimal questions || 100 0 141
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Les essais portent sur un lot de 100 problémes engendrés
pseudo-aléatoirement, de taille IQ} = IE} = 15.

n = nombre de questions "essayées" a chaque sous-probleme.
NSO = nombre de solutions, parmi les 100 obtenues, qui sont optimales.

" Cy - ¢*
C*

meyenne du rapport

—
It

temps de calcul moyen d'une solution sur IBM 370/168.

De ces résultats, i1 faut retenir qu'en un quart du temps
de calcul des solutions optimales, on peut obtenir par la méthode semi-
enumérative, des solutions heuristiques qui sont 97 fois sur 100 optimales.

CONCLUSTON

Nous avons dans ce chapitre étudié différents critéres-
guides heuristiques pour 1a construction directe de questionnaires, sans
retours en arriére. La plupart de ces critéres fournissent des solutions
trés proches de 1'optimum. Nous avons construit cependant un critére
heuristique qui semble statistiquement plus robuste que celui issu de 1a
théorie de 1'information préconisé habituellement. Les propriétés infor-
mationnelles de la fonction J construite seraient a étudier.

Un compromis trés intéressant a été mis en évidence, entre
les algorithmes heuristiques purs sans "packtracking", et les procédures
optimales ol toutes les questions doivent étre essayées (implicitement
au moins) & chaque étape. Ces méthodes heuristiques semi~-énumératives
devraient pouvoir étre encore perfectionnées ; par exemple, en modulant
le nombre de questions essayées, en fonction :

- du niveau dans 1'arbre

- de la proximité relative des critéres obtenus pour les meilleures
questions

- du temps attribué au calcul, ou déja écoulé.
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INTRODUCTION

L'approche des questionnaires réalisables est susceptible de
s'appliquer & de nombreux problémes pratiques d'identification : diagnostic.
d'incidents, tests logiques de circuits, diagnostic médical, traduction des
tables de décision, reconnaissance des formes, tris combinatoires,...

Ces problémes ont en commun :

- une expression sous forme logique (par opposition a stochastique),
conséquence d'un comportement déterministe sous-jacent ;

- une redondance de 1'information, disponible sous forme "parai-
1ele" (la table d'identification) dans laquelle on cherche & opérer
une sélection séquentielle.

T e

i
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CHAPITRE VII.

DIAGNOSTIC D' INCIDENTS REPERTORIES

Ce probléme a déja &té modélisé sous la forme questiommaire
réalisable par 1a S.E.M.A. (1970) sous le nom "établissement de plans
d'inspection”. Nous appuyant sur 1'étude théorique exposée précédemment,
nous avons repris cette idée dans le cadre de 1'opération "Automatisation
Intégrée", visant au "contrfle et d la conduite de chaines de fabrication
de dispositifs & semiconducteurs" (L.A.A.S. 1973,1974) poursuivie au
L.A.A.S. en collaboration avec les industriels intéressés.

I1 s'agit d'automatiser, ou d'aider le diagnostic de pannes
de systémes industriels.

VII.1. LE MODELE

Le document de base pour le diagnostic est le “catalogue
d'incidents" : on y trouve la liste de tous les incidents qui peuvent se
produire sur tout ou partie du systéme.

En regard de la description de chaque incident, on peut
lire une liste E de causes possibles (éventualités) pour expliquer 1'inci-
dent, et une liste Q de tests (questions) praticables, avec leurs issues
possibles. Les causes sont affectées de probabilités et les tests affectés
de colts exprimés en monnaie ou en temps.

Lorsqu'un incident se produit, e modéle suppose qu'il est
do & une cause et une seule de 1'ensemble E qui 1ui correspond dans le
catalogue. Au cours de la réalisation matérielle d'un test, il se produit
un événement qu'on associe & une issue et une seule. Enfin, les relations
causes-tests sont données par une matrice analogue & une table d'identifi-
cation, décrivant les partitions effectuges par les tests sur 1'ensemble
des causes possibles.

Si on introduit la panne particulidre correspondant au fonc-
tionnement correct du systéme, on transforme le probléme du diagnostic en
probléme de maintenance. '
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VIT.2. DISCUSSTION DU MODELE

Les causes sont considérées comme exclusives. Mais, on peut
toujours faire figurer dans la liste E, des causes correspondant & des
pannes multiples, si on juge leur probabilité non négligeable .- Exemple :
soit Py et Py deux pannes distinctes éventuelles, auxquelles on associe
les detx causes'E1 et EZ' E1 signifie "panne Py seulement". La panne mul-
tiple;pln P, sera associée & une troisiéme cause E3, distincte des autres.

Nous cherchons 3 utiliser au mieux Hinformation contenue
dans la table d'identification, de fagon & faire un diagnostic au moindre
- cout. Aussi, alors que certaines causes seront "caractérisées" par un test
spécifique, d'autres seront seulement isolées par “&limination". Dans 1a
réalité, i1 se peut qu'une cause ne figurant pas dans E soit la véritable

origine de 1'incident. Le questionnaire obtenu &tant déterministe, on
isolera”toujours une cause de E.

Faire un diagnostic de fagon que toute cause isolée soit
“caractérisée" suppose un autre modéle beaucoup plus simple, par exemple
celui de W.W. CHU (1967), dans lequel tout test Q; est &lémentaire et
caractéristique de la cause E;- I1 suffit alors d'ordonper 1'application

de ces tests dans 1'ordre des rapports E% non croissants pour obtenir un
diagnostic optimal. On doit bien distinguer les deux modéles.

En principe un test doit étre considera comme une "prise
d'information" sur le systéme, et ne doit pas le modifier. Cependant, on
peut admettre des tests modifiant le systéme (en particulier pour des
tests élémentaires et destructifs) & condition que la modification n'en-
traine pas de changement dans 1a partition des autres tests. On pourra
toutefois contourner la difficulté en fixant des contraintes dans 1‘ordre
d'application des tests.

D'une fagon générale, on pourrait définir la "faisabilita"
d'un test comme fonction logique de 1'application d'autres tests.

Plus précisément :

A chaque &tape, définissons
.= 1 si le test n® i a &été effectue

. =0 sinon
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puis
Yy = 1 si le test n°® m-est applicable
Yo = 0 sinon.

On aurait

Y = fm (xi,xj,...,xl)

fo fonction de variables logiques.

Notre modéle suppose qu'une méme cause provogue toujours la
méme issue d'un méme test. Nous avons écarté tous les tests ne possédant
pas cette propriété.

11 peut étre intéressant d'utiliser pourtant un genre de
test dont 1'issue, pour une méme cause, serait plus ou moins siire. I1 peut
arriver, pour certains incidents, que ce soit le seul type de test disponi-
ble. On est ramenéd alors au modéle des pseudo-questionnaires présenté en I.5.

VI1.3. ETABLISSEMENT DU CATALOGUE D'INCIDENTS

Nous avons recherché une méthode systématique de recueil des
données, permettant d'é&tablir le catalogue d*incident. Pour cela, nous nous
sommes appuyés sur la structure particuliére de chaine du systéme a diagnos-
tiquer.

Tout d'abord, un incident est caractérisé par une sortie ou
une combinaison de sorties hors normes pour des tests effectués de facon
systématique sur la chaine (mesures, points de contréle...). La figure
vil.1., tirée du rapport L.A.A.S. (1973, partie 1), représente en haut, la
structure de chaine (début). Les opérations successives sont numérotées en
séquence, les liaisons indiquées correspondent aux variables entrant en Jeu,
et/ou modifiées en cours de traitement.

Pour dresser un catalogue d'incidents, on fera 1a liste
chronologique des tests systématiques. Chaque test ou groupe de tests ainsi
effectué a un endroit précis de la chaine détermine un ou plusieurs inci-
dents (partie intermédiaire de la figure).

Pour chaque incident mis en &vidence, on dresse une liste de
causes pouvant 1'expliquer, aussi exhaussive que possible E, avec Teurs
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probabilités (e) (partie inférieure de la figure) ; puis une liste de tous
les tests complémentaires imaginables Q pouvant séparer E, avec leur coiits.
IT est utile de remarquer que les tests de Q ne doivent pas en principe
comporter de tests systématiques, mais uniquement complémentaires.

La cause est & rechercher évidemment en aval du test systéma-
tique ayant servi & caractériser 1'incident. L'analyse structurelle de la
chaine sera utile pour effectuer une recherche aussi compléte que possible
des causes.

Cette facon de procéder utilise au mieux 1a structure série
du processus. On doit tendre vers un découpage de la chaine en trongons

dont les bornes seraient les points de contrdle, comme c'est le cas
figure VII.1.

VIT.4. IMPLANTATION EN SITE INDUSTRIEL

Nous avons écrit un programme de diagnostic en FORTRAN, pour
étre implanté en site industriel. Ce programme, décrit dans L.A.A.S.
(1973, partie II), posséde les caractéristiques suivantes :

L'algorithme Tui-méme est entouré de sous-programmes utilitaires,

notamment :
.stockage du catalogue sur disque

.routines d'entrées-sorties & partir d'un télétype
.comptabilité, éditions diverses.

=

- On peut compléter et remettre & jour le catalogue d'incidents ;
les probabilités peuvent étre modifiées.

- IT est possible de réajuster périodiquement les probabilités, sur
un modéle de type bayesien (S.E.M.A., 1970, note n° 1), en fonc-
tion d'incidents survenus lors de 1a derniére période, avec pondé-
ration variable du passé.

- I1 est possible de fixer des contraintes sur 1'ordre d'exécution
des tests, en fournissant comme donnée supplémentaire au program-
me une matrice de priorités MPRIO :

MPRIO (I,J) = le&p le test n°J ne peut étre effectud qu'aprés le
test I. Si i1 existe I et I' tels que MPRIO (I,d) = MPRIO(I'J) =1,
alors J ne peut étre effectué que si I et I' sont faits.
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- Des tests de base quelconque peuvent étre utilisés (en fait
Jjusqu'a 5 mais ceci est modifiable).

- Le programme est implanté sur des calculateurs de taille moyenne ;
il est utilisé & chaque fois qu'un incident est signalé, et doit
fournir une solution rapidement. Pour ces deux raisons, nous avons

bien slir opté pour une procédure heuristique.

- Lorsqu'on utilise un plan d'inspection, résultat du programme, un
seul chemin est suivi depuis le premier test appliqué jusqu'a la

~ cause isolée. Beaucoup de sommets ne sont pas utilisés. On pourrait
donc s'épérgner du temps de calcul en soumettant les résultats
test par test, et en les appliquant au fur et i mesure, au lieu de
fournir 1'arbre tout entier. Mais, les temps de calcul des solu-
tions heuristiques nous permettent de proposer ce plan en entier,
recalculé a chaque incident. De plus, une exploitation "pas a pas"
serait ressentie comme trop directive. Le plan proposé doit rester,
dans ce type d'application, une indication. Le responsable de la
recherche de la panne doit conserver toute liberta d'action.

R R R

Le premier document est un formulaire en deux feuilles per-
mettant la description compléte d'un incident, avant mise sous cartes
perforées. C'est une page du catalogue d‘'incidents.

Ici, le formulaire est rempli selon des données recueillies
au L.A.A.S.

Le second document montre le traitement d'un incident réel
figurant sur les catalogues R.T.C. (seuls figurent la matrice test-cause,
les poids et coiits). Le plan optimal est identique au plan heuristique
(on a utilisé le programme décrit en 2&me Partie).
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CONCLUSTON

L'approche questionnaire réalisable, appliquée au diagnostic
d'incidents, posséde deux avantages principaux :

- le premier est 1i& bien entendu i 1'am&lioration en cofit du dia-
gnostic, obtenue par rapport & une résolution par 1'expérience
"seule, ou méme 3 1a main avec le catalogue établi.

- le second avantage, d'ordre quatitatif, n'est cependant pas négli-
geable, et a &té constaté "sur le tas" : 1'effort de systématisa-
tion requis pour dresser le catalogue d'inspection permettra de
rassembler les connaissances des divers spécialistes en un document
disponible pour tous, transmissible et autorisant un suivi. Le
plan d'inspection peut souligner jes points faibles du diagnostic,
et, sans toutefois la remplacer, soutenir utilement 1'expérience
du responsable.

Enfin, on pourra, dans un stade ultérieur, exploiter le ca-
talogue en vue d'une meilleure connaissance de la structure de la chafne,
et des liaisons logiques entre variables.
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CHAPITRE VIII,

TRADUCTION DES TABLES DE DECISIONS

A ENTREES LIMITEES EN ORGANIGRAMMES

INTRODUCTION

La traduction des tables de décisions a entrées 1imi tées
(abréviation : TDEL) en organigramme, peut se poser en termes de réalisa-
tion de questionnaires.

Dans ce chapitre, nous montrons comment utiliser les résul-
tats &tablis en seconde partie -algorithmes, critéres- pour la traduction
des TDEL.

La présentation des TDEL est faite a partir des tables
d'identification (abréviation : TI). Les problémes spécifiques et améliora-
tions pbssib]es, par rapport & la construction de questionnaires, sont
gtablis a la lumiére des travaux déja effectués dans ce domaine, revus en
fin de chapitre.

VITI.1. LES TABLES DE DECISIONS A ENTREES LIMITEES

On appelle ainsi une TI comportant :
n questions nommées ici conditions, affectées ou non de coiits,

3 deux issues possibles : oui ou non
. 2" ayentualités nommées régles, affectées de poids ou fréquences

- la correspondance habituelle conditions-régles sous forme tabu-
laire. Aux 2" régles développées correspondent les 2" combinai-

sons de conditions

on se donne en plus un ensemble d'actions A = {Al,...,A#} , parti-
tion de 1'ensemble des 2" régles : v Ei €E,E; appartient a un Aj
et un seul. ;

£

R
i

i
1]
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L'analogie avec les fonctions booléennes de n variables a
valeurs dans A est totale.

- o o = o = Y b e -

Le probléme de la traduction en organigramme se formule ain
établir un processus déterministe qui, pour chaque combinaison possible de
entrées conditions, permet d'identifier, non pas la régle correspondante
(probléme trivial) mais 1'action qui contient cette régle.

Comme dans le probléme d'identification génaral décrit au
chapitre I, deux voies sont ouvertes :

- une voie "combinatoire" ou interprétation
- une voie “séquentielle" par 1'approche questionnaire, que nous
allons étudier ; le résultat est un organigramme sous forme
d'arbre de conditions, les sommets terminaux figurant les actions
La seule différence avec 1a construction de questionnaire
est la suivante : la séparation des ensembles d'éventualités peut s'arréte
dés que le sous-ensemble F de régles & séparer appartient & 1'un des Ai'
Les solutions possibles sont des questionnaires inachevés. On cherchera &

minimiser le colt moyen de 1'arbre, ce qui correspond & minimiser un temps
moyen d'exécution de programme.

Exemple
R R, R R R R R Rg
(0,15)  (0,2) (0,05) (0,1) (0,2) (0,2) (0,05) (0,05
¢, (10) | o 0 0 0 N N N N
C, (8) 0 0 N N 0 0 N N
C; (5) 0 N 0 N 0 N 0 N
Ay A Ay




.127.

Figure VIII.1.

La figure VIII.1. représente une table complétement
développée et une traduction possible, de colt :
10 + 8 + 5.(0,05 + 0,1 + 0,2 + 0,2) = 20,75.

Comme pour les problémes d'identification, (II1.2.), on peut
représenter une TDEL, et sa traduction, sur un hypercube : exemple figure
VIII.2. On remarque que tous les points de 1'hypercube sont "attribués",
ce qui n'est pas le cas en général pour les problémes d'identification,
exemple figure I111.4, '

4C3
Ay
A,
Ay "
Ay
A G
(7

Figure VIIIL.2.
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En fait, on représente rarement une table de décision sous

forme complétement développée. Des simplifications d'écriture sont obtenue:

grice aux

1)

2)

On aurait

3)

conventions suivantes :

L'utilisation d'une colonne “AUTRES" permet de regrouper des
régles non explicitées menant 3 une seule action.

I1 n'est pas nécessaire de distinguer logiquement un ensemble de
régles appartenant 3 une méme action. Si dans cet ensemble,

figure des régles "adjacentes", c'est-a-dire ne différant que pal
1'issue d'une seule condition, ces régles peuvent &tre regroupée:

en utilisant un '-' (dash) pour cette condition. Avec k '-' on
regroupe 2k régles.

La table précédente peut &tre ainsi simplifige :

R12 R3 RG R78 AUTRES

(Rys)
0 0 N N
0 N 0 N
- 0 N -
Al A3 A4 Az

La représentation condensée n'est généralement pas unique.

pu ici regrouper R2 et R3 plutdét que R1 et RZ'

Lorsque des conditions sont lides, certaines régles peuvent deve
nir impossibles sémantiquement, comme le montre 1'exemple de la
figure VIIL.3. : la régle R, correspond & une impossibilité.
Comme elle ne se produit jamais, on pourrait la regrouper avec
R, pour faire"0 -" ou/et avec R3 : "= 0". Certains auteurs parlen
alors d'"entrées impliquées” et notent R, “O'N*", Ry wN* ov
ou "0 (N)" et “(N) 0". Cela revient a supprimer la régle impos-
sible dans la TDEL. Nous verrons les difficultés introduitent
par ces impossibilités dans 1'optimisation de la traduction.
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Cl : x <0 0 0 N N

C2 :x 1 0 N 0 N

Figure VIII.3.

Consistance

Une TDEL est généralément gcrite sous forme condensée, en
tous cas dés que le nombre des conditions dépasse 5 ou 6. 11 faut donc
vérifier si les simplifications implicitement faites en utilisant les '-!'
sont correctes, c'est-d-dire si les ensembles Ai forment bien un recouvre-
ment disjoint de 1'ensemble des régles compiétement développées.

C'est un probléme de consistance, au départ syntaxique, mais
pouvant comporter des aspects sémantiques : le recouvrement de deux ensem-
bles Ai et Aj peut étre di & 1'existence d'une régle impossible, comme nous
1'avons vu si des conditions sont liées.

Dans la pratique des tables de décision, ce probiéme de
consistance est important et difficile. I1 va de pair généralement avec la
simplification des tables (maximisation du nombre de "-") analogue au pro-
bleéme de simplification de fonctions booléennes. Ceci sort du cadre de notre
travail et nous supposerons par la suite que nous avens a traiter des TDEL
consistantes, développables sans ambiguités, avec des régles impossibles
connues implicitement ou explicitement, et des conditions exprimées sous
forme abstraite.

Bien que formellement proches, les TI et Tes TDEL sont des
modéles de deux réalités différentes, qu'il importe de distinguer :

‘Pour une TI, on se donne d'abord 1'ensemble E des éventuali-
tés, correspondant aux &tats possibles du "systéme" identifié, non néces-
sairement en nombre 2". Puis, on détermine les issues des questions formu-
jables pour chaque éventualité, issues bien définies puisque le systéme est
supposé déterministe.
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Ay contraife, dans une TDEL, ce sont les conditions et
teurs combinaisons qui détermine 1'&tat du systéme. On ajoute en plus une
correspondance états —s actions.

VITI.2. AMELIORATIONS POSSIBLES DUES A LA STRUCTURE DU PROBLEME

Nous présentons dans ce paragraphe, deux notions introduites
par S. GANAPATHY et V. RAJARAMAN (1973), qui permettent d'optimiser la tra-
duction des tables en organigrammes. Ces notions s'appliquent parfaitement
dans le cadre strict de la définition donnée ci-dessus des TDEL. Mais dans
le cas, fréquent en pratique, ol des régles ne sont attribuées a aucun A

(cas des régles impossibles), nous montrons par un contrexemple que 1’ appli-

cat1on de ces notions peut amener des erreurs. On complétera les définitions
pour que les résu]tats soient utilisables.

"51 les régles d'une action ne peuvent en aucune fagon se
combiner pour former un *-* pour une condition particuliére, alors la con-
dition est dite pertinente pour cette action. Si une condition est perti- -
nente pour toutes les actions, elle est dite totalement pertinente".

Propriété : les auteurs cités affirment qu'on peut tester
en premier les conditions totalement pertinentes sans nuire i 1'optimalite
de 1'arbre, puisque "une condition totalement pertinente doit étre testée
sur tous les chemins de 1'arbre".

Démonstration compléte :

- Soit C s pertinente pour Ak’ et R une régle de Ak Notons R la
régle adJacente & R obtenue en changeant dans R 1'issue de C Si
R1 appartient & une action Ag , alors Agp ¢ Ak, sinon C ne sera1t
par pertinente ; R et R1 devront étre séparées, la seule fagon de
le faire étant d'employer Ci.

Ci se trouve donc sur ie chemin menant i R.

Si C est totalement pertinente, alors le chemin aboutissant

d toute régle R cont1ent C » toujours & condition que R1 soit une régle

appartenant d une action, c 'est-d-dire non impossible n

g
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Le contrexemple figure VIII.4.a. montre 1'erreur qu'on peut
faire si on ne tient pas compte du fait que R et Ri doivent &tre possibles.
La définition d'une condition totalement pertinente doit &tre ainsi préci-
sée pour pouvoir utiliser la méme propriété :

Définition : "Si Tes régles d'une action ne peuvent en aucune
facon se combiner pour former un n.v .y compris avec des régles impossibles,
pour une condition particuliére, alors 1a condition est dite pertinente
pour cette action. Une condition pertinente pour toutes les actions est

totalement pertinente”.

La redondance est employée ici dans un sens différent qu'en
V.2. "Si une méthode existe pour combiner des régles de fagon & obtenir

Propriété : un arbre optimal n'emploie pas de condition
redoridante ; une telle condition peut donc gtre 6tée de la table.
Démonstration :

- Soit Ci une condition redondante. R désigne une régle non impos-

sible. Deux cas sont a envisager : ]

1) Si, VR, R' est non impossible &galement, alors R et R appar-
tiennent 3 un méme Ak, et utiliser Ci revient & partager le pro-
bléme en deux problémes identiques au premier au point de vue
des actions. Aucun gain n'est retiré de 1'opération. On peut
Oter Ci de la table.

2) Si 3 R non impossible, telle que Rl est impossible, alors en
utilisant Ci on ne partage pas le probiéme en deux problémes
jdentiques au premier. On ne peut donc Oter Ci de la table O

Le contrexemple figure VIII.4.b. montre 1'erreur qu'on peut
faire si on utilise les régles jmpossibles pour déterminer les conditions
redondantes. La définition d'une condition redondante doit &tre ainsi
modifiée :

pDéfinition : “Si on peut combiner entre elles des régles
attribuées a une méme action, sans utiliser les régles impossibles, de
facon & obtenir uniquement des "-" pour une condition, cette condition

est redondante".

uniquement des “-" pour une condition, cette condition est dite redondante".
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R1 R2 R3 R4 AUTRES R1 R2 R3 R4
C1 0 jO [N |N Cl 0 |0 [N |N
C, O N |O|N C2 0 [N O [N
C3 O|NI|IN|N C3 -l-1- 1~

* - » ]
A1 A2 A3 A4 impossibles A1 A2 A3 A4
Sans combinaison avec les ré- Maximiser le nombre de '-'

gles impossiblies, les 3 condi- pour C5 en combinant avec les.
tions sont 'totalement pertinentes'. régles impossibles rend cette
Or aucune ne doit étre obligatoire- condition faussement 'redondante'
ment sur tous les chemins de la alors qu'elle peut & 1'évidence
traduction. servir dans un arbre optimal.

Figure VIII.4.

VIT1.3. UTTLISATION DES RESULTATS ACQUIS EN SECONDE PARTIE POUR
L'OPTIMISATION DE LA TRADUCTION

. ———— - o

© — P.J.H. KING et JOHNSON R.G. {(1974) ont montré qu'il est né-
cessaire, pour optimiser une traduction, de connaitre les fréguences atta-
chées aux régles complétement développées. On s'expose sinon, comme le
montre 1'exemple figure VIII.5., & produire des arbres auxquels on ne pour-

rait attribuer un codt. Une solution consiste & admettre que les fréquences
se partagent également entre régles regroupées.

- La table doit étre complétement développée.

— Deux interprétations sont possibles pour les régles affec-
tées de fréquences nulles :
1) On les considére comme des régles habituelles au point de vue
logique, mais de fréquence négligeable. Elles sont attribuées
dans la table & une action, et donc aussi dans Ta traduction.
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. R " R1 R2 R3 R4
12 3 4 @) {(p) (0,2) (0,4)
(0,4)  (0,2)  (0:4) 0
61(10) 0 N N en développant :| 0 O N N
- 0 N 0 N
62(10) 0 AN
A
1 2 Al A2
Deux traductions sont possibles
¢ C2

codit : 10 + 10.(0,6) = 26 Codt : 10 + 10.(p+ 0,4) = 24 + 10.8

peut varier de 0 a 0,4 suivant 1a répartition des fréquences entre
R, et R,. $if< 0,2 1a traduction de droite est meilleure : pour optimiser,
on doit connaitre la fréquence des régles daveloppées.

Figure VIII.5.

2) Ce sont des régles logiquement jmpossibles auguel cas on 6te
ces régles de la table. Toute traduction aura pour effet d'attri-
buer implicitement une régle impossible & une action, inconnue
au départ.

Avec ces hypothéses, la TDEL se présente comme une TI, avec
en plus 1'application de 1'ensemble des régles dans celui des actions. 11
est clair que 1'algorithme-définition 1.4. peut étre utilisé pour produire
une traduction, pourvu qu'il soit modifié de fagon qu'un ensemble F de
régles constitue un sommet terminal (F,0) du questionnaire dés qu'il
existe un Ai contenant F.

st
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La méme modification portée dans 1'algorithme de construc-
tion optimale construira une traduction optimale de ta TDEL.

Le test de production des sommets terminaux doit subir la
modification suivante (figure V.8. et V.9.).

QFfl =0 ou devient : lGAk / F? =
, ‘!:p q:n’

On montre sans difficulté que les techniques d'échange des
questions et d'élimination des questions redondantes de lére et 2éme espéce

(le sens est différent de celui du § VIII.2.) exposées en V.2., s‘appli-
quent également ici.

La traduction optimale n'est praticable sur ordinateur que
Torsque e nombre de conditions ne dépasse pas 6 ou 7, en tous cas si le
nombre de régles développées, non impossibles, reste de 1'ordre de
quelques dizaines.

Sinon, ou pour des calculs manuels, on devra recourir aux
méthodes sous-optimales, comme dans le cas des questionnaires.

Avec les mémes hypoth&ses et modifications que précédemment ,
1'algorithme heuristique développé au chapitre VI construit des traductions
sous-optimales. ,

Cependant, les résultats risquent de ne pas &tre bons si le
choix heuristique des conditions pour chaque séparation ne tient pas compte
de 1'application de E dans A, déterminante pour 1'optimisation. A cette
fin, nous proposons :

1) Soit d'utiliser un critére heuristique du type :
(I1+5')/q ou (J+S')/q (notations du chapitre VI)

avec §' = somme pondérée des fréquences des régles regroupées en ac-
tions distinctes (s&parées) dans la: partition.
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La fonction S' a des propriétés analogues a celles de S
gétudiée au chapitre VI.

2) Soit d'utiliser 1'algorithme de S. GANAPATHY et V. RAJARAMAN (1973)
basé sur la théorie de 1'information, et tenant compte des regroupements
possibles en actions :

- avant de calculer la valeur du critére pour une condition, maximi-

ser le nombre de "-" pour cette condition.

- poser py = somme des fréquences des OUI }

pour la condition
examinée

1t

somme des fréquences des NON

Po PN Po
Po*Py po*”u) = {5gvn

PN

Po*Py Pn
- calcul 1 1
er I ) Tog ( 5 )+ (p0+pN)109( Py
et I' = (p0 + pN) I

- choisir la condition qui maximise le critére I'/q.

3) Notre critére J développé au chapitre VI peut prendre place dans
le schéma précédent :

- aprés avoir maximé le nombre de n-v. calculer :
Po PN

5 o PN
P0+PN ’ p0+pN

PotPy ~ Po*Py

) = min (

Cpuis  d' = (pg t py) 9 = min (pg»> Py)

- choisir 1a condition qui maximise le critére J'/q. On obtient un
critére plus simple & calculer, et qui, d'aprés les validations
faites sur les questionnaires, doit donner des résultats au moins
aussi bons que pour le critére issu de la théorie de 1'information.

Cette derniére méthode est illustrée par la figure VIII.7.
qui représente la traduction manuelle d'une table de décision tirée de
1'article de M. VERHELST (1972) et reprise par K. SHWAYDER (1974). L'arbo-
rescence compléte est dessinée figure VIIL.6.

Comparons avec la traduction faite par ce dernier auteur,
utilisant le critére de la théorie de 1'information :
1) pour cette table, les régies correspondent directement & des
actions. I1 n'y a pas de regroupements supplémentaires possibles.



.136.

hypothése.

2) On doit supposer, au cours de 1a traduction, que les fréquences
des régles regroupées se partagent moitié-moitié lorsquon les
développe (cas des régles R2 et R3). Par un curieux hasard, Te
colit de 1'arbre de K. SHWAYDER peut se calculer sans faire cette

3) On trouve un arbre de codt trés 1égérement inférieur (1658 au

" lieu de 1663).

4) Les calculs sont beaucoup plus simples

: on n'a pas-besoin de

recourir & une table de logarithme, et les seules opérations
utilisées sont : addition, division, minimum, maximum.

o]

cour : AE58 e
3 45

Figure VIII.6.

D B
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VITI.4. BREVE REVUE DE LITTERATURE SUR L'OPTIMISATION DES TDEL

On trouvera une présentation généraie des tables de décision
dans les ouvrages de BAGLIN G. et KLEE J. (1970) pour 1'initiation, et
POLLACK S.L., HICKS H.T. and HARRISON W.J. (1971).

Des travaux de base pour la traduction par interprétation
("rule mask techniques") sont présentés dans les articles de KING P.J.H.
(1966) et MUTHUKISHNAN C.R. and RAJARAMAN V. (1970).

Pour la traduction en organigramme, tous les travaux recensas
~ visent & minimiser le colt moyen de 1'arbre, ou la place mémoire utilisée
dans la traduction. Pour le premier cas, les travaux les plus significatifs
sont les suivants :

.POLLACK S.L. (1965) donne un algorithme de construction heuristique,
basé sur le compte des "-" pour une condition. Les codts sont sup-
posés égaux.

.REINWALD L.T. and SOLAND R.M. (1966) proposent un algorithme opti-
mal, avec colts distincts, basé sur une méthode “"Branch and Bound"
faisant intervenir un colit minimal de séparation pour les régles
non encore séparées.

-SHWAYDER K. (1971) propose une modification de 1'algorithme de
POLLACK, utilisant le critére de la théorie de 1'information.

.L'algorithme heuristique de VERHELST M. (1972) introduit des colts
distincts dans celui de POLLACK ; mais son algorithme optimal est
incorrect, comme le montre 1'article de KING, P.J.H. and

JOHNSON R.G. (1974).

-Enfin, S. GANAPATHY et V. RAJARAMAN (1973) et de méme SHWAYDER K.
(1974) reprennent le critére heuristique de 1a théorie de 1'infor-

mation, mais sous la forme 1/q et avec les améliorations discutées
en VIII.2.

I1 faut signaler également 1'article trés complet de
MYERS H.Jd. (1972) sur les problémes d'implémentation des compilateurs
de tables.
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CONCLUSTION

Le nouveau guide heuristique construit au chapitre VI nous
procure un outil simple et efficace pour la traduction des tables de
décision.

En allant dans le sens des préoccupations actuelles en
matiére de programmation structurée (exemple E.W. DIJKSTRA, 1972), on peut
dire qu'il n'est pas souhaitable, ou possible sans erreur, de dresser
manuellement des tables de décision ayant une taille supérieure a 6 condi-
tions. Nous restons alors dans le domaine ol la recherche d'une solution

optimale est encore pratiquement possible sur ordinateur, soulignant ainsi
' 1'intérét de 1'algorithme développé au chapitre V, pour la traduction
optimale des tables de décision.

Les plus grandes tables se rencontreront, soit Torsqu'on
voudra combiner une cascade de tables plus réduites, soit lorsqu'elles
pourront é&tre engendrées directement par un niveau supérieur.
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ConcLuSsION

Babniaumibnss e

Pour résoudre les problémes d'identifications déterministes,
nous avons défini deux approches possibles : les procédures de type combi-
natoire, et les procédures de type séquentiel ou questionnaires réalisa-
bles, et montré que ce dernier modéle est le plus intéressant du point de
vue du codt de 1'identification.

. Un questionnaire réalisable a &té défini formellement comme

un objet mathématique produit par un algorithme, ce qui offre 1'avantage
d'une définition a la fois précise et directement opérationnelle pour les
constructions optimales et heuristiques proposées. A partir de cette défi-
nition, on a donné de nouvelles démonstrations des propriétés classiques
des questionnaires, ainsi que des expressions du codt pondéré et du coit
maximum qui sont des généralisations des notions de longueur et de hauteur
des questionnaires sans codts. On a donné une nouvelle expression du cofit
pondéré, sous forme de produit matriciel, mettant en évidence ses proprié-
tés de lingarité. Une étude a &té consacrée aux-’ recherches de bornes in-
férieures du colit pondéré : a cOté des méthodes du "codt de preuve minimal"
et du “questionnaire libre" déja existantes, nous avons proposé une méthode
par les "cases essentielles" et une autre utilisant la théorie de 1'infor-

T

e

mation.
Avant d'aborder la construction des questionnaires, nous avons

dégagé des outils de ;gprésentation de 1'univers des solutions, tels les
graphes ET/0U. La réalisation (optimaie) a &té mise sous forme de la re-
cherche d'un chemin (minimal) dans un graphe, de recouvrement d'hypercube,
programme linéaire en variable bivalente, de séparation des éventualités
deux 3 deux (affectation) ; ces "réductions" visaient & vérifier que le
probléme n'était pas plus facile & résoudre sous une autre forme. En fait,
des travaux récents en informatique .théorique ont montré& que le probléme

de former un questionnaire réalisable optimal est "NP complet", c'est-a-
dire équivalent en complexité au probléme du voyageur de commerce, ou de la

déemonstration automatique de théoréme ("satisfiabilité"). Ceci permet de
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situer le probléme dans 1'ensemble de la Recherche Opérationneile, et
montrent 1'importance des &tudes sur les algorithmes approchés.

L'intérét des algorithmes optimaux n'est pas seulement théo-
rique : ils permettent aussi de comparer les solutions optimales aux solu-
tions heuristiques dont on veut mesurer la valeur. Deux méthodes ont &té
jusqu'a présent proposées ; 1'une, par F. DUBAIL (1967) et reprise par
M.R. GAdEY (1972 b), d'aval en amont, basée sur la programmation dynamique;
1'autre est une procédure de séparations et d'&valuations progressives,
écrite par la S.E.M.A. (1970), construisant les questionnaires en partant
de 1a racine. Nous avons programmé, sous forme récursive, un algorithme
- de recherche "en profondeur d'abord", implémenté en PL/1, utilisant des
techniques adaptées pour le stockage des solutions partielles et pour
faciliter 1'énumération implicite. Une amélioration intéressante, basée
sur 1'&change des questions successives, a &té& proposée. Un générateur
pseudo-aléatoire de problémes d'identification permet d'étuder statisti-
quement 1e comportement de 1'algorithme, en temps de calcul et place mémoire
utilisés, en fonction de la taille du probléme et d'autres paramétres.
Cette étude pourra servir de base de comparaison avec d'autres algorithmes.

L'apport le pius original concerne 1'étude de critéres heuris-
tiques pour guider la construction de bonnes solutions sous-optimales. Le
critére proposé habituellement est issu de la théorie de 1'information :
on choisit & chaque étape du développement de 1'arbre l1a question maximi-
sant le rapport information de SHANNON apportée sur colt de la question.
Nous avons donné une interprétation de ce critére, basée sur le fait que

colt pondéré. et information possédent des propriétés analogues d'additivité
et de pondération.

Un nouveau critére a été construit, justifié théoriquement
et pratiquement : pour une question de base 2, soient Py et P, les poids
des deux blocs séparés par l1a question, et q son cofit. On choisit, pour
développer Te questionnaire, 1a question maximisant le rapport J(pl,pz)/q,

avec J(pl,pz) = min (pl,pz). Ce critére est généralisé pour les bases

supérieures en : J(p,Pys---sPy) = 9-51—?9—1—9- (1 -422§hp1.)
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Les résultats expérimentaux obtenus avec ce critére tres
Simp]e montrent qu'il est au moins aussi bon que le critére de la théorie
de 1'information. D'une facon générale, les colts heuristiques sont tou-
jours trés proches des colits optimaux.

On a construit d'autres algorithmes heuristiques semi-
anumératifs en utilisant ces critéres dans 1'algorithme optimal présenté :
en limitant le nombre de guestions “essayées" pour chaque sous probléme a
2 ou 3, en les sélectionnant par un critére heuristique, on Timite le
"back-tracking" et on obtient des solutions encore meilleures que par
1'heuristique directe ; au prix, certes, d'un temps de calcul plus éleveé.

Ce compromis entre deux méthodes extrémes donne des résultats trés inté-
ressants.

L'intérét pratique des questionnaires réalisables a &té sou-
1igné en derniére partie, par la présentation de deux applications a ca-
ractére d'actualité dans le domaine des Sciences pour 1'lngénieur : le
diagnostic des systémes déterministes et la traduction des tables de
décision.

Le diagnostic d'incidents a &té étudié du point de vue de
1'établissement de "plans d'inspection". Une application industrielle a
ata realisée. I1 ressort deux avantages principaux de 1'approche question-
naire : le premier est 1ié & 1'optimisation possible du colt de diagnostic ;
le second, non négligeable, vient de 1'effort de formalisation et de sys-
tématisation requis.

Poser sous forme de probléme d'identification la traduction
des tables de décision, permet &galement une meilleure formalisation des
tables et facilite la compréhension des problémes posés par la traduction :
simplifications, consistances. Les algorithmes proposés en 2de partie
peuvent étre utilisés avec peu de modification.

Des arguments pratiques aussi bien que théoriques montrent
que les méthodes heuristiques sont appelées a étre de plus en plus utili-
sées ; nous pensons qu'il faut appuyer les recherches dans ce sens, essayer
d'unifier les principes communs & ces méthodes, forger et gétudier des ou-
tils nouveaux. L'informatique est peut-étre un art, mais c'est avant tout
une science expérimentale.
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