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ANALYSE STRUCTURALE DES SYSTEMES COMPLEXES

EN VUE D'UNE COMMANDE HIERARCHISEE.

RESUME

Les travaux présentés dans cette thése se situent dans le
domaine de Ta commande hiérarchisée des systémes complexes.

Dans le premier chapitre, aprés avoir rappelé les caractéristi-
ques des systémes complexes (nombre important de variables, pluralité des
objectifs de commande) et les types de structures hiérarchisées de commande
(décomposition en niveaux d'influence, fonctionnels, de décision), on étudie
les différents problémes de synthése de ces structures. En particulier, on
montre la nécessité de développer des méthodes d'analyse structurale des 5ys-
témes afin, d'une part, de déterminer les possibilités de ieur partition et,
d'autre part, de trouver des sous-systémes faiblement couplés.

Dans le second chapitre, on présente une méthodologie générale
pour la partition des modéles des systémes, basée sur 1'utilisation des gra-
phes. Deux types de partition sont &tudiés et correspondent d des sous-systé-
mes connectés en série-paralléle et de facon quelconque. Ces partitions sont
obtenues par 1’analyse des propriétés de forte et de simple connexité, respec-
tivement, du graphe de la structure du systéme. Pour le premier type, aux sous-
systémes correspondent les composantes f-connexes du graphe. Pour le second,
aux variables de couplage des sous-systémes correspondent les éléments d‘un
ensemble d'articulation du graphe, et aux sous-systémes, les composantes s-
connexes du sous-graphe engendré par la suppression de 1'ensemble d'articula-
tion. Cette étude est i1lustrée par des exemples concernant notamment la décom-
position des programmes d'optimisation linéaire et non-linéaire. Un algorithme
de recherche d'ensembies minimaux d'articulation, basé sur une méthode de flot
maximal dans un réseau, est proposé et se révéle trés efficace pour les graphes
de grande dimension,

Dans le troisiéme chapitre, 1a notion de couplage dans un sys-
téme statique de dynamique est précisée et on propose d'analyser ces couplages
par 1'analyse des données. Pour les systdmes discrets, on utilise les concepts



d'entropie, d'information de la théorie de 1'information et on montre qu'ils
permettent 1'analyse quantitative de relations, de couplages complexes entre
les variables d'un systéme. L'obtention de relations fondamentales de décompo-
sition d'information entre les variables, mesures des couplages statiques ou
dynamiques dans un systéme, la définition de matrices de couplage dont les
éléments sont des mesures du couplage statique ou dynamique entre deux varia-
bles constituent des résultats importants utilisables pour la partition d'un
systéme en sous-systémes faiblement couplés.

Dans le quatriéme chapitre, on présente deux exemples de
synthése de structures hiérarchisées de commande. Le premier concerne la com-
mande d'une chaine de fabrication de dispositifs d semi-conducteurs dont
1'objectif général est une automatisation intégrée. Aprés analyse de la nature
particuliére du processus et des objectifs techniques et économiques, on pro-
pose un systéme hiérarchisé de commande basé sur la division des objectifs et
des fonctions de commande. Pour la gestion technique de l1a chaine, dont le but
est la maitrise des caractéristiques des produits, on définit un systéme hié-~
rarchisé de surveillance et de commande qui est un ensemble de programmes de
diagnostic, de surveillance et de décision statistiques, de surveillance et de
commande automatiques, utilisant des modéles de nature différente (modéies
logiques, relations statistiques, modéles statiques ou dynamigques paramétrés)
obtenus par 1'analyse structurale de la chaine par les données. Pour cette
analyse, on utilise conjointement 1'analyse en composantes principales normées
et les concepts d'information entre variables développés dans le chapitre
précédent.

Dans le second exemple, on &tudie la synthé&se d'une structure
hiérarchisée d'optimisation. Les probliémes de coordination, de transfert d'infor-
mation entre les niveaux, et de convergence des algorithmes de coordination sont
analysés. On montre analytiquement qu'ils sont fortement dépendants des cou-
plages entre les sous-systémes et que cette synthése est réalisable & 1'aide
du graphe des équations de couplage. Un algorithme de partition optimale et
sous-optimale d'un graphe est proposé, basé sur une méthode de flot maximal.

-

Dans 1a conclusion, plusieurs prolongements & nos travaux sont
mentionnés.
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CHAPITRE I

SYSTEMES COMPLEXES ET STRUCTURES HIERARCHISEES

DE COMMANDE



I.1. - INTRODUCTION

Lors des tentatives d'application des méthodes classiques d'analyse,
de commande soit & des systémes industriels de production, soit a@ des systémes
socio-&conomiques (par exemple, systémes de transports urbains) ou biologiques
(prothéses, orthéses), les automaticiens ont constaté que la nature méme de ces
systames leur imposait 1'@laboration d'une méthodologie nouvelle pour la concep-
tion d'une commande réalisable.

Pour souligner la spécificité de ces systémes, on les dit complexes et
1'usage de ce qualificatif révéle la difficulté de leur définition précise et
autorise des significations différentes. Nous dirons quant & nous qu'un systéme
complexe est un ensemblie d'un grand nombre de parties ou sous-systémes plus ou
moins simplement et intensément interconnectés.

En premier lieu, cette définition sous-entend un grand nombre de variables
ndcessaires a une description compléte du systéme, une dimension importante des
modéles. Les variables d'un méme syst@me peuvent étre de nature différente {conti-
nues, discrétes, déterministes, aléatoires) et 1'obtention de modéles doit faire
appel & des méthodes de discipiines scientifiques différentes. Par exemple, la
modélisation d'une unité de production requiert le concours de physiciens, d'auto-
maticiens, de gestionnaires, d'économistes, de sociologues pour appréhender les
multiples aspects du fonctionnement de 1'unité. La tdche d‘'analyse, de modélisa-
tion revét alors une importance primordiale pour la compréhension et la maitrise
des systémes complexes.

En second lieu, la dimension importante de ces systémes s'accompagne
dans la plupart des cas, d'une pluralité des objectifs de commande, quelquefois
antagonistes,qui complique fortement la tdche de commande. Les objectifs d'une
unité de production qui portent principalement sur Ta qualité et la quantité de
produits ouvrés, sur les colts de production et de stockage et sur les conditions
de travail sont évidemment concurrents. Une meilleure qualité est bien souvent
coliteuse ; un accroissement du volume de production peut entrainer une augmenta-
tion des cadences qui influe sur les conditions de travail etc....

Ainsi la connaissance des propriétés de chaque partie et des Tois d'inte-
raction ne permet pas, en général, une déduction aisée des propriétés d'ensemble



du systéme, 1'affirmation réciproque é&tant évidente. Comme le notent FOSSARD et
al [5] » le compromis & faire entre une connaissance détaillée et une connais-
sance synthétique est finalement fonction des objectifs de commande. De plus,
face a 1a diversité des fonctionnements possibles du systéme, aux perturbations
qui les affectent, a la pluralité des objectifs, les décisions & prendre, les
actions & effectuer sont nombreuses, de nature et de fréquence différentes.
Enfin la dimension du systéme rend difficile et parfois irréaliste 1'exécution
d'une maniére globale de fonctions de commande telles que la régulation, 1'opti-
misation. Dés lors toute approche globale pour 1a réalisation de la commande

est inadéquate.

Pour introduire 1'approche de la commande hiérarchisée on peut rappeler
cette anecdote rapportée par SIMON [2] dans une étude datant des débuts des tra-
vaux de recherche sur les différentes formes possibles de hiérarchie pour 1'ana-
lyse et la commande des systémes complexes.

Soient Pierre et Pﬁu1, deux fabricants de montres composées d'environ
1.000 piéces. Pierre a choisi de monter une montre en assemblant les 1.000 piéces
a la fois. Paul a choisi de la monter en assemblant 10 piéces 3 la fois. I1 doit
donc réaliser 111 assemblages pour achever un montage.

Les clients passent commande par téléphone et, Pierre ou Paul répondent
personnellement si bien que tout assemblage en cours est détruit. Si p est 1a
probabilité que le té&léphone sonne lorsqu’une piéce est en cours de montage, on
montre que, pour p = 1/100, i1 faut, en moyenne, environ 4.000 fois plus de
temps a Pierre qu'ad Paul pour fabriquer une montre(1).

I1 apparait que les perturbations que sont ici les appels téléphoniques
ont des effets moins importants sur le processus d‘assemblage de Paul que sur
celui de Pierre et ceci est dii & Ta structure hiérarchisée de 1'assemblage de
Paul. SIMON a montré que les systémes vivants ayant une structure hiédrarchisée
sont ceux qui évoluent le plus rapidement face aux changements de 1'environnement.

(1) - L'assemblage est un processus de Markov & états discrets qui n'a qu'un
seul régime limite.



1.2, - NOTIONS SUR LES STRUCTURES HIERARCHISEES DE COMMANDE

Dans ce paragraphe, on rappelle briévement les différents principes et
concepts de la commande hiérarchisée, plus complétement développés et illustrés
par ailleurs [ 2-8]

Les structures hiérarchisées reposent sur le principe de décomposition
de la commande. Cette décomposition peut &tre issue d'une division des objectifs,
des fonctions de commande & assurer pour atteindre les objectifs ou d'une décompo-
sition de la structure physique du systéme. Dans ce dernier cas, on parie plutdt
de la partition du systéme.

La décomposition de la commande implique 1'existence de différents orga-
nes de commande dont les décisions doivent étre harmonisées en regard des objec-
tifs globaux, c'est-d-dire coordonnés. Cette coordination est réalisée par échange
d'informations dont la nature dépend du type de décomposition.

1.2.1. - Décomposition sur la base des niveaux d'influence

A chaque niveau de commande, on utilise un moddle du systéme approprié
aux objectifs de ce niveau, faisant appel & des variables, des lois spacifiques.
Les divers modéles mis en jeu portent sur un fonctionnement d'autant plus général
du systéme qu'on s'éléve dans la hiérarchie et les décisions des plus hauts niveaux
sont prioritaires et moins fréquentes.

En reprenant 1'exemple d'une unité de production, on peut distinguer trois
niveaux d'influence {fig. 1.1). Au premier niveau, commande et contréle de produgc~
tion, les objectifs ont trait & la fabrication de produits, a leur qualité. Au
second, gestion de production, on s'intéresse aux flux des produits ce qui conduit
d 1'¢laboration d'ordres de production. C'est au troisiéme niveau que sont faits

les choix &conomiques et sociaux.

La coordination se fait par &change de mesures, de performances {rende-
ments, colts) dans le sens ascendant, de critéres, de contraintes dans le sens
descendant. Ce type d'organisation est trés naturel et permet de mettre en oeuvre
une commande & objectifs multiples.
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[.2.2. - Décomposition sur la base des niveaux fonctionnels de commande.

Un probléme de commande est dé&fini par un triplet (modéle, critéres,
contraintes) dont chaque &lément peut étre affecté par des perturbations. Comme
Ta connaissance de tous ces &léments est nécessaire pour 1a réalisation de la
commande, 1'approche globale pour la commande prenant en compte toutes ces pertur-
bations n'est pas imaginable. On définit alors une structure hiérarchisée de com-
mande ol les différentes fonctions & assurer pour maitriser chaque type de per-
turbations sont placées & des niveaux différents de telle fagon que les décisions
prises a chaque niveau sont nécessaires a 1'&laboration de celles des niveaux
inférieurs, Ta commande ne pouvant étre effectivement réalisée que Torsque toutes
les décisions sont connues. Ces différents niveaux apparaissent sur la figure I1.2.

Le premier niveau, niveau de commande directe, de régulation, a pour
réle d'assurer un fonctionnement du processus qui, sur la base de mesures, de
modélies, respecte des valeurs de consigne en dépit de perturbations affectant
les variables.

Le second niveau, niveau d'optimisation, est chargé de calculer ces
valeurs de consigne pour un fonctionnement, statique ou dynamique, optimal du
processus, sur la base de mesures, de modéles, de critéres. Des points de consi-
gne optimaux, des réponses dynamiques optimales sont ainsi définis.

Le niveau de modélisation doit réaliser en permanence ta fonction appren-
tissage. Comme on 1'a déja précisé, 1'obtention de modéles de systémes complexes
peut étre difficile et longue et pour ce faire, on doit développer & ce niveau
d'une part des méthodes d'analyse structurajevisant & mettre en évidence les
dépendances entre les variables du systéme, d'autre part des méthodes de modali-
sation, d'estimation adaptative de paramétres dansle cas, par exemple, de modifi-
cations des caractéristiques techniques des matériels.

Enfin Te dernier niveau dit d'organisation a pour réle de définir les
composantes du triplet en fonction d‘objectifs généraux éventuellement définis
par un niveau d'influence supérieur. C'est lui qui fixe notamment sur Ta base d'une
analyse et d'un choix multicritéres la structure du processus, les matériels
utilisés.

La coordination est directe par transfert d'informations sur les &léments
du triplet dans le sens descendant, de mesures dans le sens ascendant.

Les structures hiérarchisées basées sur les deux types de décomposition
de la commande pré&cédemment décrits ont des caractéristigues souvent différentes



11

(objectifs des niveaux d'influence, fonctions de commande ﬁrécises des niveatx
fonctionnels) suivant la nature du systme complexe & commander. Toutefois pour
Tes exemples industriels développés notamment dans les références [ 5, 6, 7, 9,
11, 23], on retrouve les principes d'organisation exposés ci-dessus.

I.2.3. - Décomposition sur la base de 1a partition du systéme.

Méme en dehors des problémes de moyens de calcul, la réalisation des
fonctions de commande telles que la modélisation, 1'optimisation, et méme 1a
commande directe est d'autant plus difficile que la dimension du systéme est
grande ce qui condamne aussi dans ce cas 1'approche globaie.

Les premiers travaux sur la décomposition des algorithmes ont porté sur
la résolution des systémes linéaires (KRON [127] ) et des programmes linéaires
(DANTZI1G-WOLFE {13 ]).

Le systéme est décomposé en sous-systémes interconnectés et le probla-
me global est ainsi décomposé en autant de sous-problémes que de sous-systémes.
Cependant la présence d'interactions dans les modéles ou les critéres, nécessite
1'introduction d'organes de coordination ou coordonnateurs pour résoudre le pro-
bléme global. On aboutit alors & une structure hiérarchisée de commande, de type
pyramidale (fig. I1.3), dans laguelle les décisions prises par chaque organe
de coordination concernent un nombre de sous-systémes d'autant plus grand que
cet organe est placé haut dans la hiérarchie. On note d’autre part que dans
chaque coordonnateur on peut trouver tout ou partie des fonctions de commande
précédemment décrites et que chacun de ces coordonnateurs peut donc avoir une

structure hiérarchisée de niveaux fonctionnels.

Les deux paragraphes qui suivent ont pour but d'illustrer deux types
possibles de partition d'un systéme.

1} - Décomposition des systémes d'équations - Programmation paralléle.

Soit le systéme d'équations suivant :
fi(X)=0 i=1,n35 X= {x;,%, ..., X, }

On se propose de le résoudre par morceaux et il s'agit alors de trouver
des sous-systémes d'équations pouvant &tre résolus séparemment, si le systéme
est disjoint, ou séquentiellement si les différents sous-systémes sont connectés
en série-para]lé]e[ 14, 15] . Si aucun des deux types de résolution précédents
n'‘est possible, on utilise une technique de décomposition par déchirure : on fixe
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a priori la valeur de variables, qui une fois fixées, rendent le probléme

global décomposable. Un algorithme de coordination calcule de fagon itérative

la valeur exacte de ces variables [14].

D v
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1 1 1 1
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1 \
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Figure 1.3 - Niveaux de décision

Figure 1.4. - Graphe d'une structure hiérarchisée
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Le probléme précédent est en partie semblable i celui de 1a recherche, dans
un programme de calculateur, d'instructions exécutables en parallégle afin
d'utiliser au mieux les possibilités des calculateurs multiprocesseurs [16].

Lorsque la résolution de ces problémes est effectivement possible par
décomposition, la structure du systéme d'équations ou du programme est hiérar-
chisée et représentable sous forme d'un graphe de type arborescent (fig. 1.4)
dont les sommets sont des sous-systémes d'équations ou des sous-ensembles
d*instructions.

2) - Optimisation hiérarchisée

Les méthodes de décomposition-coordination ont surtout &té développées
pour la résolution des programmes linéaire [13] puis non-linéaire [4, 17, 18] .

Dans le cas‘statique non-linéaire, le systéme est décomposé en N sous-
systémes interconnectés (fig. 1.5} et le probléme d'optimisation, Torsque le
critére global est sous forme additive et sé&parable, se formule comme suit :

N
extr F = 2 fi (Xi, Mi)
Xi, Mi, Zi, i=1
sous Zi = 71 (Xi, Mi) équation du modéle
[
Xi = 2" Cij Zj équation de couplage
i=1

xi € R™, g R™ . zi¢p Zi

La décomposition du probléme est obtenue par séparation du Lagrangien

N .
be 2o [rximy s T @-mo i my s @7 (i > i zd)]
i=1 J

N

Le Lagrangien prend la forme séparable L = Z:% {i (Vi, U) ou Vi sont
1=



Sous-systéme __9 Yi

o

i [ 7

M1

Figure 1.5. - Sous-systéme n° i

n

Xi, 71 Calcul de ei

i=1,N

extr £i (Xi, Mi) + Qi' Xi -Z(JjT Cj i zi

sous Zi = T{(Xi, Mi)

Figure 1.6 - Coordination par le critére
(non-admissible)

e_.l i Calcul de 7i

i=1, N

ext fi (Xi, Mi)

sous Zi = Ti (Xi, Mi) Al
Xi =3 Cij Zj
j

Figure I.7 - Coordination par le modele (admissibie)

Xi g pi - Calcul des fi’ Zi

i=1,N

pi,Zi

extr. fi (Xi, Mi) + ()‘iT X4 -ZFI CjiZi
J

sous Zi = Ti (Xi, Mi)

Figure 1.8 - Coordination par le critére et le modéle (mixte)
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lTes variables du sous-probiéme n°i et U les variables qui, une fois fixées,
permettent de découpler les N sous-problémes - U sont les variables de coordi-
nation pour lesquelles on trouve, désormais de fagon classique, les choix res-
pectifs suivants : U = @5 [17]; v =1zi[18] ; U=pietzi[4].

On formule alors N sous-problémes d'optimisation locaux dont la réso-
Tution donne Vi (U) et les variables U sont calculées a un niveau supérieur,
par un organe de coordination et suivant une procédure itérative. Les trois
méthodes de décomposition - coordination sont schématisées par les figures
6 9’7, 8 et Teur étude détaillée a &té réalisee par TITLI [4Jet etendue &

1'optimisation des systémes dynamiques [197].

Enfin ces techniques de décomposition ont également &té appliquées &
la décomposition des algorithmes de filtrage linéaire des grands systémes [20]

I.3. - INTRODUCTION A LA SYNTHESE DES STRUCTURES HIERARCHISEES.

Les avantages de T1'approche hiérarchisée appliquée au probléme de la
commande de systémes complexes découlent du principe méme de décomposition.
Ainsi la commande multi-objectif devient réalisable dés lors que Tes objectifs
ont été classés par degré de généralité ce qui permet de définir pour le systéme
de commande des niveaux d'influence. On obtient également une meilleure dé&fini-
tion d'un probléme de commande en recensant toutes les perturbations qui agis-
sent sur le systéme et en précisant les différentes fonctions de commande a
intégrer pour les maitriser.

Ceci conduit également & une meilleure utilisation des matériels infor-
matiques. A chaque fonction de commande peut &tre affecté un matériel spécialisé,
pour 1'acquisition de données au niveau de commande directe, pour 1'exploitation
de programmes aux niveaux optimisation et modélisation. Au niveau organisation,
la tdche est complexe puisqu'il s'agit, en fonction d'objectifs généraux, de
définir Ta structure du processus, Tes machines utilisées, des critéres et de
contraintes de fonctionnement précis. Elle ne peut étre entiérement exécutée
par programme et nécessite un dialogue homme-machine devant &tre facilité par
des matériels informatiques appropriés.

(1) - Cf. Annexe 1 sur 1'admissibilité d'une coordination par l1e critére de
systemes interconnectés par des stocks.
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Dans le cas d'une décomposition sur la base de la structure du processus
et si le probléme de 1a coordination est bien résolu, cette approche permet le
traitement de probliémes de grande dimension et donne au systéme de commande une
fiabilité accrue {21].

Enfin T'implantation sur un processus complexe industriel d'un systéme
de commande ne peut étre que progressive pour des raisons a la fois économiques
et de sécurité ; 1'approche hiérarchisée qui énumére 1'ensemble des objectifs,
des fonctions de commande, mais spécifie &galement leur imbrication, les dépendan-
ces respectives, permet de réaliser par étapes successives et de facon rationnelle
1'intégration compléte.

Cependant, 1'ensemble de ces avantages doit étre vu en regard des nom-
breux problémes de synthése diis & 1a spécificité de chaque processus complexe
{modéies et objectifs différents) et aux difficultés de coordination introduits
par la décomposition de Ta commande.

-~ =

Un des problémes majeurs & résoudre consiste & déterminer la place et
le role de 1'homme en tant que décideur, analyste, opérateur dans une structure
de commande dans 1a mesure ol la commande entiérement automatique d'un systéme
complexe est une perspective souvent irréaliste et qu'une évgiution de cette
structure est souvent nécessaire en fonction du volume et de la précision des
connaissances acquises sur le comportement du processus ainsi que du degré de
maitrise des perturbations.

En dépit de principes directeurs d'organisation, la conception de struc-
tures hiérarchisées de commande bas€es sur les niveaux d'influence et les niveaux
fonctionnels de commande reste une entreprise difficile nécessitant une connais-
sance approfondie du processus.

Les problémes de synthése des structures hiérarchisées basées sur la
partition du systéme sont mieux définis puisque, pour certains modéies de proces-
sus, on dispose d'algorithmes permettant Ta réalisation par décomposition-coordi-
nation de fonctions de commande (filtrage, optimisation, commande directe).

Considérons une structure de commande d'un systéme de grande dimension
comportant les niveaux fonctionnels de commande directe et d'optimisation, 1'opti-
misation statique fournissant les points de consigne optimaux aux régulateurs et
T'optimisation dynamique, les lois de commande optimale.
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Les performances des algorithmes d'optimisation se dégradant rapidement
lorsque la dimension du systéme croit, comme nous 1'avons mentionné au paragraphe
1.2.3., on cherche alors & mettre en ceuvre une optimisation hiérarchisée. Pour
ce faire, i1 faut décomposer le probléme d'optimisation en sous-problémes de
dimension satisfaisante et donc disposer de méthodes de décomposition.

Lorsque le probléme est décomposé, les solutions des sous-problémes
qui sont interconnectés doivent &tre coordonnées par un organe de coordination.
L'échange d'information entre les niveaux d'optimisation et de coordination, la
convergence des algorithmes de coordination sont évidemment fonction des interac-
tions entre les sous-problémes. La synthése d'une structure hiérarchisée d'optimi-
sation, lorsque des contraintes sont imposées sur les capacités des voies de
transmission entre les modules d'optimisation et de coordination, sur les capa-
cités de calcul des organes de coordination, sur les temps de coordination,
nécessite donc une étude des couplages entre les sous-problémes.

L'approche hiérarchisée pour Ta commande directe a &té jusqu'ici faite
sous 1'angle de T'optimisation dynamique hiérarchisée et si elle suscite de
nombreux travaux, par exemp1e[:24, 25, 26] , 1a commande en ligne n'a pas recu
de solution satisfaisante sauf dans 1e cas de systémes Tinéaires a critére
quadratique [27] . La difficulté provient de ce que, dans la formulation retenue,
le probléme global de la commande optimale doit &tre résolu pour déterminer
1'action du coordonnateur et seuls des systémes & dynamique lente peuvent étre
ainsi coordonnés en ligne.

Cependant 1'approche décentralisée (décomposition de la commande sans
coordination) peut étre justifiée pour des raisonsde fiabilité, de coit de réali-
sation notamment. Chaque sous-systéme est alors commandéd localement et les inte-
ractions sont considérées comme des perturbations. Dans une telle optique, les
problémes de stabilité, de dégradation des critéres de performances deviennent
essentiels et toutes les études d ce sujet(:28—33, 35,37:)montrent 1'"importance

du réle des couplages entre les sous-systémes et la nécessité d'avoir des sous-

systémes faiblement couplés.

I1 en est de méme au niveau de la modélisation du systéme. Dans 1a me-
sure odl un modéle global ne peut &tre obtenu, on définit des modé&les partiels
dont 1'aptitude & décrire le comportement réel du systéme, c'est-a-dire la
validité, est d'autant meilleure que les couplages entre Tes sous-systémes sont

faibles.
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Ainsi i1 apparait que la partition d'un systéme est une phrase essen-
tielle dans Ta mise en oeuvre de toute fonction de commande par des structures
hiérarchisées et une partie importante de notre &tude porte sur le développe-
ment de méthodes d'analyse structurale des systémes en vue de leur partition.

Dans le chapitre II, Analyse structurale des modéles par les graphes,
nous traitons 1'aspect combinatoire de la partition en utilisant les concepts
de la théorie des graphes et nous ilTustrons cette &tude par des exemples
concernant la recherche de matrices réductibles, la décomposition des systémes
d'équations et des programmes d'optimisation.

Dans Te chapitre 11I, Analyse structurale par les données, nous pré-
cisons 1a notion de couplage dans les systémes statiques et dynamiques et plus
particuliérement dans les systémes discrets (@ nombre fini d'états) pour lesquels
sont utilisés les concepts d'entropie, d'information de 1a théorie de 1'infor-
mation pour la définition de la notion de sous-systémes faiblement couplés et
de matrices de couplage,

Au chapitre IV, nous présentons deux exemples de synthése de structures
hiérarchisées. Le premier concerne la commande d'une chaine de fabrication de
dispositifs a semi-conducteurs. Aprés une analyse de la nature particuliére du
processus, des objectifs de commande, on d&finit un systéme hiérarchisé de com-
mande comprenant des niveaux d'influence et des niveaux fonctionnels et 1'accent
est mis sur 1'analyse des données pour la modélisation et la commande du

processus.

Dans te deuxiéme exemple, nous &tudions Ta synthése d'une structure
hiérarchisée d'optimisation dans taquelle sont analysés les problémes de coordi-
nation, de transfert d'information entre les niveaux et de convergence des algo-~
rithmes de coordination. Nous montrons que cette synthése peut &tre réalisée a

1'aide du graphe des &quations de couplage des sous-systémes.

Nous avons mis en Annexes des &tudes sur certains points abordés dans
les chapitres précédents.

En Annexe 1, nous présentons un résultat original sur 1'admissibiliteé
d'une coordination par le critére de systémes interconnectés par des stocks.

En Annexe 2, nous établissons des conditions suffisantes de convergence
et de minimalité pour 1'optimisation hiérarchisée des systémes statiques.



CHAPITRE II

ANALYSE STRUCTURALE DES MODELES PAR LES GRAPHES
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IT.1. - INTRODUCTION

Les structures de systémes exploitées pour la réalisation de fonctions
de commande par des techniques de décomposition-coordination sont de deux caté-
gories. Dans la premiére catégorie, les sous-systémes sont connectés en série-
paralléle ce qui permet la décomposition de la commande en phases séquentiel-
les et paralléles [3,86 ], la coordination étant réalisée par transfert simple
d'information entre les sous-systémes. Dans Ta seconde catégorie, les inter-
connexions entre les sous-systémes sont quelconques et ta commande est décom-
posee en commandes partielles de chaque sous-systéme, coordonnées par un organe
supérieur qui calcule certaines informations concernant les couplages entre les
sous-systémes {4,13 ] .

Le probléme de la partition d'un systéme se pose donc en termes de
reconnaissance, de recherche d'une structure particuliére & partir de la con-
naissance d'un modéle qualitatif (par exemple, relation binaire liant les va-
riables du systéme) ou quantitatif (relations fonctionnelles entre Tes varia-
bles). Si pour des systemes simples, cette structure est aisément reconnaissa-
ble, i1 n'en est pas de méme en général pour les systémes de grande dimension.
Ce probléme de Ta partition devient combinatoire et sa . résolution systématique
doit &tre envisagée en utilisant un graphe de la structure du systéme dont la
définition est &videmment fonction, dans chaque cas, du systéme considéré et
de la structure recherchée.

Les premiers travaux dans ce domaine ont été réalisés par HARARY [46] s
STEWARD [14] et concernent les structures série-paralléles pour la décomposi-
tion des matrices des systémes lindaires, la décomposition des systémes d'équa-
tions. I1s ont montré que ces structures peuvent &tre trouvées par 1'analyse
des propriétés de connexité forte d'un graphe.

Nous allons montrer que pour des structures d'interconnexion
quelconques, la partition se raméne a 1'atude des propriétés de connexité simple
de graphes et qu'ainsi de fagon générale, les poséibi]ités de partition d'un
systéme sont 1iées aux propriétés de connexité du graphe du systéme.

Aprés avoir rappelé quelques définitions et résultats essentiels de 1a
théorie des graphes, nous &tudierons deux types de structures hiérarchisées des
graphes induites par la connexité et nous présenterons ensuite des applications
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dans lesquelles ces structures sont utilisées.

II.2. - RAPPELS SUR LES GRAPHES

Pour le rappel des concepts essentiels de la théorie des graphes utili-
sés dans ce chapitre, nous utiliserons les notations et définitions extraites
du remarquable ouvrage de ROY [38].

Ghraphe - Refation binairne - Application multivoque - Matrice boofZenne
associée au ghaphe.

- un graphe est un schéma constitué :
. d'un ensemble X d'éléments appelés sommets du graphe (| X1 = n)
. d'un ensemble U de lignes reliant seulement deux sommets dis-
tincts ou non - chaque ligne est notée (xi, %x.) et porte le
nom d'arc si elle est orientée, le nom d'aréte si elle ne
1'est pas.
On note le graphe G = (X,U)
On appelle :
- graphe bi-parti : un graphe pour lequel il existe une partition de
X :g Y, v } telle que chaque ligne de U a une
extrémité dans Y et 1'autre dans Y'.
I1 est noté G = (Y, Y', U ).
- sous-graphe de G = (X, U) : Gy = (A, Uy) » AC X, UAC:U
- Un graphe G peut &tre considéré comme la représentation graphique d'une
valeur refation binaire définie sur X.
Xj R % si et seulement si (ssi) (Xi’ xj) e\
Réciproquement, a partir de toute relation binaire définie sur X, on
peut définir un graphe G :

(xi, xj) € U ssi xR xj
Un graphe bi-parti est la représentation graphique d'une relation binaire

de Y dans Y'.

un graphe G peut étre également considéré comme la représentation
araphique d'une application multivoque I définiesur X. Un graphe est égale-
ment noté G = (X, I ).

- On associe 3 un graphe, une matrice booléenne carrée d'ordre n,
M=[mij] telle que :
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Mg = 1 ssi (xi,xj)éu pour i, j = 1, n

mi; = 0 autrement. (1)
Chaine - Cycle - Chemin - Circuit

S0it une suite de sommets (non nécessairement tous. distincts).
Xiqs wreees xip, Xipsls »oovee xiq

Cette suite est une chaine si :

(xip, x1p+1)é£ U ou (Xip+1’ xip)éll pour p = 1, g-1

Si de plus (xiq’ xil)éi‘u ou (xil’ X )& U, c'est un cycle

q
Cette suite est un chemin si :

(xip’ xip+1) & U pour p =1, gq-1
Si de plus (Xiq’ Xi1) € U, c'est un cireuit

Deux chemins (chaines) sont disjoints au sens des arncs (anétes) s'ils n'ont
aucun(e) arc (aréte} en commun et sont disfoints au sens des sommets s'ils
n'ont aucun sommet commun sauf éventuellement le premier et le dernier.

Reflexivite - Thans {Livite.

Un graphe est néflexif ssi :

(X x;) €U ¥ xg X
IT est transitif ssi :

(xi,x“].)eu et (xj,xk)EU—;>(x1.,xk)€U.
Soit Lg (X) T'ensemble des graphes définis sur X.

- Fermeture néflexive : soit un graphe G non réflexif.
L'application P » déefinie sur fB(X), qui fait correspondre
d G, e plus petit graphe réflexif le contenant comme graphe partie1{
est appelée femeture néflexdve

- Feametune thansitive : Soit un graphe G non transifif.
L'application & , définie sur %; (X), qui fait correspondre
a G, le plus petit graphe transitif le contenant' comme graphe partiel
est appelée fermeture transitive. La relation binaire associée au
graphe ainsi obtenu est : "on peut en suivant un chemin de G aller

de X, a x.".
1 3

(1) - Pour un graphe non orienté, M est symétrique car on peut considérer
une aréte (Xi’ Xj) comme un ensemble de deux arcs { (Xi’ Xj)’ (xj, xi)}
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L'application G (ou 9'??) eif appelée femeture néglexo-
thansitive et le graphe obtenu G est réflexif et transitif
(préordre}. La détermination pratique de a'et de sa matrice
booléenne associée'ﬁ'est rappelée dans le paragraphe I1.3.1. B

Connexité

Soit un graphe G = (X, U). On définit deux relations binaires de
connexite.

- Redation binairne de connexité simple : Rs

Xi R4 Xj ssi i1 existe une chaine entre X5 et Xj ou ssi Xi = xj

- Relation binaire de connextité fonte : R4

RE s

X3 5

i ssi il existe un circuit passant par X et x‘j ou

ssi X5 = Xj
On montre que ces relations binaires sont des équivalences (réflexives,
symétriques et transitives). Chacune d'elles induit une partition de X en clas-
ses d'équivalence qui portent lesnomsrespectivement de composantes simplement
connexes (s-connexes) et de composantes fortement connexes (f-connexes) du

graphe G (1).

Résultats fondamentaux.

a) Soit Cs (x) la composante s-connexe contenant un sommet quelconque
xE X.

Cs (x) est également 1'ensemble des sommets adjacents & X
dans G du graphe non orienté G.

b) Soit Cf (x) la composante f-connexe contenant un sommet guelconque
x€ X
Cf (x) est également 1'ensemble des sommets qui sont a la
fois précédents et suivants de X dans‘e du graphe

orienté G.

Graphe réduit

On appelle graphe néduit de G = (X, U), le graphe Gr = (Cf, Ur) tel
que :

(1) - On donne é&galement le nom de composante s-connexe (f-connexe)au sous-
graphe de G engendré par une composante s-connexe  (f-connexe).
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Cf = ensemble des composantes fortement connexes de G (partition de X)
fleficfy e, | Cf;,0f; € Cf} ssi Jx €Cf, et x € Cf; tels
que  (x,.%;) € U.

Le graphe Gr est sans circuit. I1 est s-connexe si G 1'est.

Rang d'un sommet dans un graphe sans circuit.

Dans un graphe sans circuit, un sommet x est de rang 2 ssi le nom-
bre maximal d'arcs de tout chemin admettant x comme extrémité terminale est
précisément x.

Ainsi i1 n'existe pas d'arc entre les sommets de méme rang.

I1.3. - STRUCTURES HIERARCHISEES DES GRAPHES

IT.3.1. - Structures hiérarchisées induites par la connexité forte.

Le graphe réduit de G = (X,U) structuré suivant le rang croissant de
ses sommets fait apparaitre la structure hiérarchisée du graphe G. A chaque
niveau, se trouvent les sommets de méme rang auxquels correspondent des compo-
santes f-connexes de G (1) et le cheminement entre les niveaux est unidirec-
tionnel, dans le sens croissant des rangs.

Exemple II.1. - Soient le graphe 64 (fig. II.1) et sa matrice booléenne asso-
ciée (fig. II.2.).

10

11

Sous-graphe GIJ Sous-graphe G,y
Figure II.1 - Graphe G1

(1) - Dans ce qui suit, on parlera de rang d'une composante f-connexe défini
comme le rang du sommet correspondant du graphe réduit.
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Figure IT.2. Matrice M1 associée @ G]

Les composantes s-connexes de G1 sont :

Csp = {1, 2,3,4,5, 6,7, 8} ; Cs, ={9, 10, 11}

Les composantes f-connexes de G1 sont :

ety = {8} 5 of, = {4} ;Cf3={1,3,7} ; oy ={2.6] 3 cfg = {5}

Cfy = {9, 11}; cf; = {10}

Le graphe réduit Gr,1 est représenté par la figure II.3, sur laquelle sont portés

les rangs de chaque sommet.

rang 2 8

rang 1 (1,3,7) 5 {10

rang 0 (9,11)
4 (2,6)

Figure 11.3. - Graphe Grl
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Le graphe G est constitué de 2 hiérarchies séparées correspondant aux deux
composantes s-connexes de G.
= Une composante s-connexe d'un graphe G a une structure hiérarchiséc ssi elle
n'‘est pas f-connexe.

En effet, si elle est f-connexe, le graphe réduit correspondant n'a
qu'un seul sommet.

Ces différentes structures des graphes impliquent des structures parti-
culiéres pour les matrices associées.

- S1 un graphe G n'est pas 4-connexe, alors il existe une matrice de permuta-
tion P telle que M = P~ lip est une matrice-bloe-diagonale.
Pour le graphe Gy de 1'exempie II.1, une permutation p1 est :

py ={CspsCs,) = { 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} (1) (voir fig. 11.2)

D'autres permutations peuvent &tre obtenues 3 partir de permutations
dans Cs1 et Csz.

- Si un graphe G est s-connexe mais non §-connexe, alors il existe une matrice
L4
de permutation P' telle que M' = P-'MP' est une matrice bloc-triangulaine.

Pour le sous-graphe G11 =(Csl, UI) de Gl,une permutation pl' est :

Py ={8,5,1,3,7,2,6,4} (voir fig. I1.4)

=

D'autres permutations peuvent &tre obtenues & partir des permutations
des composantes f-connexes de méme rang.

pzl ={8, 1,3:7:5,4:2:6} (VOir f'ig' II'S)'

Pour le graphe Gys la permutation p = { 10,9,11,8,1,3,7,5,4,2,6 }
permet de faire apparaitre les deux structures {(bloc-diagonale et bloc-triangu~
laire)dans 1a matrice ﬁ1 (fig. I1.6).

(1) - La matric

e permutation associée d une permutation p = { 3,1,2}
est P =

Vet PP
0

TN
—oo®
OO
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Algorithmes de recherche des structures hiérarchisées des graphes s-connexes.

On présente ici la méthodologie générale de ces algorithmes. Leur
description détaillée se trouve dans les références mentionnées.

A) - ALGORITHME DE STEWARD [14]

A partir de la matrice associée au graphe G, on obtient une struc-
ture bloc~triangulaire en exhibant les différentes composantes f-connexes.
Cet algorithme ne donne pas le rang de chaque composante f-connexe puisqu'il
existe en général plus d'une structure bloc-triangulaire pour une structure
hiérarchisée donnée.

B) - ALGORITHME DU GRAPHE REDUIT

I1 comporte trois étapes :
1°) - Recherche des composants §-connexes

a) algorithme de ROY {35, p. 263 ]; processus de marquage
b) algorithme de RAMAMOORTHY [42] : on détermine la matrice

T= WOH,
A A
avec M = matrice associée au graphe G. On montre que:
A -
M=n" U MU L um U T
= mun"

Remarque : Pour les matrices de grande dimension qui sont gé&néralement
creuses, il est avantageux d'en tirer parti pour le calcul
de M (voir ROV [38, p. 255] , LEDET et a1[44]). Le nom-
bre de lignes distinctes de T est &gal au nombre de compo-
santes f-connexes de G. Les €léments non nuls de chaque ligne
distincte sont les &l&ments d'une composante f-connexe.

2°) - Comstruction du graphe rdduif et détermination des rangd.
Voir ROY [38, p. 264]

' 3°) - Comstruction du graphe structuré par rang et d'une matrice
bLoc-diagonale.

Pour déterminer une permutation p', il suffit d'écrire
les composantes f-connexes par ordre décroissant de Teur rang (matrice bloc-
triangulaire inférieure) ou par ordre croissant {matrice bloc-triangulaire
supérieure}.
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C) - ALGORITHME DE WARFIELD [40]

Cet algorithme réalise une synthése des algorithmes précé-
P
dents. A partir de 1a matrice M, on construit la structure hiérarchisée en

partant par le bas et en déterminant simultanément les composantes f-connexes
et leur rang.

Une composante f-connexe Cf; est telle que (cf 11.2.5) :
R E(lf"_i S(x) M P (x) = Cfi '
S(x) = ensemble des suivants de x dans G
P(x) = ensemble des précédents de x dans G.

De plus, une composante f-connexe Cf; est de rang 0 ssi
Vx € Cf. S (x) nP(x)=P(x)=Cf1.
Une composante f-connexe (:f_i est de rang 1 ssi :

¥ x € Cf,  Sq(x) Py (x) = P, (x)

$;(X) = ensemble des suivants de x dans le sous-graphe
A
G, = (X - 2_ composantes f-connexes de rang 0,61)
P,(X) = ensemble des précédents de x dans le sous-

7~

graphe G1

De proche en proche on détermine ainsi toutes les composantes f-connexes
de méme rang. .

Exemp1e 11.2 : Composantes f- connexes de rang 0 du sous-graphe

Gll (fig. 1I.1). La matrice ﬁ11 est donnée par la figure II.7 et
on a porté dans la figure I1.8, les ensembles de suivants et de

précédents de chague sommet de 6u On voit qu'il y a deux compo-

santes f-connexes de G“de rang 0. Ce sont :

cf, ={2,6} 5 ¢f, = {4}
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1 2 3 45 6 7 8
1 1 01 00011
2 11101111
3 10100011
~
Mll = 4 1 0110011
5 c 00 C 10 OGO
6 1 1101111
7 1 01 ¢ 0 011
8 0 00 00O O0O0 1
- ! - A
Figure II.7 - latrice ”11
S (x) P (x) S{(x). N P (x)
1 1,3,7,8 1,2,3,4,6,7 1, 3,7
2 1,2,3,5,6,7,8 2,6 2,6
3 1,3,7.8 1,2,3,4,6,7 1, 3,7
1,2,4,7,8 4 4
5 5 2,5,6 5
6 1,2,3,5,6,7,8 2,6 2,6
7 1,7,8 253,4,6,7 7
8 8 1,2,3,4,6,7,8 8

Figure I1.8

I1.3.2. - Structures hiérarchisées induites par la connexité simple.

On a vu que lorsqu'un graphe G n'est pas s-connexe, il est constitué
par la juxtaposition de ses composantes s-connexes et que Ta matrice booléenne

associée est bloc-diagonale (Cf II.3.1.)

Pour trouver les composantes s-connexes d'un graphe orienté ou non, il
suffit de le rendre symétrique et de rechercher les composantes f-connexes du
graphe ainsi obtenu qui sont les composantes s-connexes du graphe initial

[45] .
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Ensembfe d'articulation

Dans un graphe s-connexe G = (X,U), tout sous-ensemble C tel que le
sous-graphe GA = (X-C, UA) ne soit pas s-connexe est appelé ensemble d'anticu-
Lation (c'est un point d'enticulation Tlorsqu'il ne contient qu'un seul
élément ).

Exemple I1.3. : sous-graphe Gll de la fiqure II.1
L'ensemble [3, 7] est un ensemble d'articulation de Gy,

Ensemble minimal d'articulaticn

Soit un graphe s-connexe G = (X, ) et soient k sous-ensembles disjoints
Al’ cees Ak de X tels que :

PAiﬂAj=m iAg3s i, = 1,k

Soit une k + 1 - partition de X : { Xl’ .....

C } telle que :

° o i =
1°) Xy 2 A, i=1,k

2°) T 0 XKy=@ i#330,3=1,k

3°) | C{ minimum.

C est appelé ensemble minimal d'articulation. 11 est en général non
unique.

Exemple 11.4. : sous-graphe G 1 de la figure II.1

Pour A; ={8}; A, ={5], les ensemdles ¢, = {1} ; ¢, = {6} ;
&y = {2§ sont des ensembles minimaux d'articulation.

Remarque : Le nombre d'ensemblesC peut &tre trds élevé pour les
graphes de grande dimension et la recherche systématique de tous ces
ensembles est alors trés longue. On présente ci-aprés  un algorithme
qui permet d'obtenir rapidement un ensembie minimal d'articulation a
partir d'ensembles Bl’ e Bk (Xi = Bi > Ai) déterminés a
priori

- Un ensemble d'articulation C d'un graphe s-connexe définit une partition
de X = {xl, S SO

q L

Xk’ ¢ } telle que les sous-graphes Gxi = (Xi ,U1 }

sont s=-connexes.
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$1 C; est un ensemble d'articulation d'un sous-graphe Gy » 11 definit  yne
‘ i

partition de X, = {x“, ceen X
graphes GX = (X
ij

ij o> o Xi]’ Ciﬁ} telle que les sous-

i Uij) sont s-connexes.

A partir d'ensembles d'articulations (s'ils existent) des sous-graphes succes-
sivement obtenus, on définit des partitions de plus en plus fines de X et on
convient de représenter par un arbie, cette structure induite par 1a connexité

simpie (fig. 1I1.9).

Figure I1.9

Cet arbre n'est pas unique pour un graphe donné et dépend des ensem-
bles d'articulation successivement choisis.

$i°G n'est pas s-connexe, on associe un arbre 3 chaque composante
s-connexe.

= Pour chaque ensemble d'articulation C d'un graphe s-connexe, il existe une

-1

matrice de permutation P" telle que M" = po MP" est une matrice dont la

forme est représentée par la figure 11.10.

ZI\
\
N
N

Figure 11.10
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Sur cette figure, les matrices carrées Mii sont les matrices associées
aux sous-graphes s-connexes Gy =(Xi’ Ui) et MC est la matrice associée au
sous-graphe GC = {C, Uc)‘

Exemple II.4. Soit le graphe G2 de la figure I11.11 qui peut é&tre
considéré comme le graphe non-orienté du graphe orienté Gl (fig. I11.1)

b

8 2

4

9
10
5
1 3
11
7
Sous-ghaphe 621 = (XZI’UZI } Sous-graphe G,, = (Xzz, UZZ)

Figure II.11. - Graphe Gy

1T est constitué de deux composantessconnexes qui engendrent les sous-
graphes 621 et 622

Le sommet 6 est un point d'articulation du sous-graphe GZl' La partition
de Xpp est: {¥p115 Xpppo 6} (pyp = {1.3:,4,7.8) 5 X5 = {2,51)

oy

et 1'arbre correspondant et la matrice M21 aprés permutation sont données par
les figures II.12 et II1.13.

Le sommet 1 est un point d'articulation du sous-graphe 6211 = ( {1,3,4,
7.8}, Upyy) de Gyy . La partition de X, est : {(3,7), (4,8), 1} . (voir

fig. 11.14).

Le sous-graphe 622 n'a pas d'ensemble d'articulation et 1'arbre se réduit a
un seul sommet.

ar
La permutation p = {3,7,4,8,1,2, 5.6 } permet de faire apparaitre dans M2 les
2 structures liées a la connexité simple (fig. II.15)
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6
(1,3,4,7,8) (2,5)

Figure [1.12

1 3 47 8 2

.

0 00 0O
6 0 0 0O

9700055 8)

Figure I1.13
6

/1<\ (2,5)
(3,7) (4,8)

RERRY

RN

QOOOOO

SN 00N R W e

Figure II.14
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Algorithmes de recherche d'ensembles minimaux d'articulation.
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Figure II.15

A} - ALGORITHME DE MALGRANGE {54] .

Seit k = 2. Dans ce cas, la partition cherchée est :
X={X1,X2,C} avec Alg X1 et AngZ

Soit Mc la matrice du graphe complémentaire de G. La sous-matrice de
Mc définie par les lignes correspondant a Xl et par les colonnes correspondant
& X2 a tous ses éléments égaux & 1. On démontre que cette sous-matrice com-
pléte est premiére et que toutes les sous-matrices premiéres de Mc définissent
des ensembles d'articutation minimaux C.

L'algorithme de Malgrange consiste, & partir d'une couverture de sous-
matrices complétes de Mc, & trouver par des transformations logiques succes-
sives, toutes les sous-matrices premiéres de Mc.

On obtient avec cet algorithme toutes les solutions. Cependant lors-
que n est grand, le nombre de solutions devient important et le programme de
calcul, bien que ne comportant que des opérations logiques simples, nécessite
beaucoup de temps d'exécution et de mémoire {45] .

B} - METHODE DU FLOT MAXIMAL,

L'algorithme que nous proposons ici permet d'obtenir une des solutions
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optimales(pour k = 2}. Soit Gc = (Xc, ["¢) Te graphe obtenu, a partir du
graphe G, en remplacant Al et A2 respectivement par les sommets & 1 et ot
tels que :

2

P = Te ()

TR = The ()
X = { Uy U - (4 U A
Le nombre maximal de chaines du graphe G reliant CH ("'VL'a1 € Al) é-az
(*f a, S Az) et n'ayant aucun sommet commun autre que 2y et'a2 est &gal au
nombre maximal de chaines du graphe Gc reliant ™, et 0<2 et n'ayant aucun
somet commun autre que 0<1 et D(z.
D'aprés te théoréme de Menger [38,55]ce nombre est &gal au nombre

minimal d'&léments d'un ensemble d'articulation qui déconnectezx1 et o<, donc
qui déconnecte Al et AZ'

Démonstration On transforme le graphe Gc en un réseau de transport R. On

considére Gc comme un graphe orienté symétrique. o(l est 1'entrée du réseau
et & 2 la sortie.
Tous les autres sommets i du graphe Gesont éclatés en 2 sommets ie, is tels
que :
1°} - le sommet ie recoit les arcs incidents vers 1'intérieur & i
2°) - du sommet is partent les arcs incidents vers 1'extérieur & i
3°) - ces deux sommets sont reliés par un arc (ie, is).

Tous les arcs du réseau ont une capacité infinie sauf les arcs (ie,
is) qui ont une capacité unitaire. Le réseau R ainsi défini est un graphe anti-
symétrique. A partir de 1'exemple de la figure II1.16 on obtient le réseau R
(fig. 11.17).

La valeur du flot maximal entre X, et X, sur le réseau R, est égale
au nombre maximal de chemins disjoints au sens des arcs entre &, et X, donc
au nombre maximal de chaines disjointes au sens des sommets entre o, et 0(2
sur le graphe Gc. Elle est aussi égale & 1a capacité minimale d'une coupe
(théoréme de Ford-Fulkerson [56] ).

Comme cette capacité est finie, la coupe ne contient que des arcs (ie,
is) dont la suppression coupe tous les chemins entre °<1 et0<.2. '
Les sommets i correspondants, sur le graphe Gc, sont les éléments d'un ensem-
ble d'articulation et sont obtenus par application de 1'algorithme de Ford-
Fulkerson.
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Figure 11.16

Figure I1.17

‘Mise en oeuvre de 1'algorithme.

- Pour la simplicité de la démonstration, on a réduit les ensembles
Al et AZ da des sommetso<1 etlx2 respectivement entrée et sortie du réseau.
Cette réduction n'est pas nécessaire et on pourrait appliquer 1'algorithme sur
" un réseau dont tous les sommets de Al seraient des entrées reliées & une source
cammune o et tous les sommets de A2 des sorties reliées a une sortie commune
oo Le choix du type de transformation du graphe G en un réseau R est fonction
des facilités de programmation de la méthode.
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- L'ensemble d'articulation C est tel que sa suppression déconnecte
Al et Az. On obtient alors un graphe qui n'est pas s-connexe dont les sommets
sont les &léments de 1'ensemble { X1U Xz} (Alg;_ Xl s Ay c X2). Cependant ce
graphe peut étre composé de plusieurs composantes s-connexes.

On peut montrer qu'a 1'ensemble Xl correspond toujours une composante
s-connexe mais que le sous-graphe dont les sommets sont les &léments de X2
n‘est pas obligatoirement s-connexe. La démonstration se fait & partir du
résultat du processus de marquage des sommets dans 1'algorithme de Ford
- Fulkerson.

Sur 1'exemple de Ta figure 11.18, si A, ={1} et A, = {6} , 1'en-
semble minimal d'articulation est {5} et X1 = {1,2} » Xy = {3,4,6,7};
le sous-graphe Gz = (X2,U2) a deux composantes s-connexes.

Figure 11.18

- Une répétition de la procédure sur les sous-graphes successivement
définis permet d'obtenir une (k+l) - partition de X satisfaisant les contraintes
A, g;Xi, i =1, k. Si des contraintes supplémentaires sont introduites sur

j
\ Xi | , 1'ajustement de 1a dimension des Xi est réalisable en faisant varier i

chaque é&tape, le nombre d'é@léments de A1 et AZ‘

Résultats (1)

Les temps de calcul ne sont pas uniquement fonction de la dimension
du graphe. Le nombre d'arétes de ce graphe intervient lors de sa transformation
en un réseau. D'autre part, le nombre d'éléments de 1'ensemble d'articulation
est @galement un facteur puisque le flot maximal lui est &gal. Les conditions
d'essais dont les résultats apparaissent sur la figure II.19 sont :

(1) Je remercie M. le Professeur B.CARRE (Université de Southampton) pour
m'avoir donné sa version programmée d'un algorithme de recherche d'un flot
maximal @ colt minimal que j'ai utilisée ici.
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a) k=2
b) K = rapport nombre d'arédtes/nombre de sommets =~ Cte
c) IC} ~Cte. ‘

On constate que dans 1'intervalle [ 50,100t], 1'accroissement est quasi
lingéaire ce qui montre 1'efficacité de 1'algorithme.

On remarquera que Ja condition b) est trés sévére dans 1a mesure o,
généralement, plus le graphe est de grande dimension, plus le rapport K est

faible. T ’
‘ T (seconde)

1,0
0,5 /

’ T4

/]
\ .
L4

0,2

0,1 e

10 20 50 100

Temps de calcul en fonction de 1'ordre du graphe
(calculateur IBM 370/165)

Figure 11.19
I11.4. - APPLICATIONS

Tout le probléme de la partition réside dans la définition du graphe
de 1a structure du systéme qui sera donc différente suivant le systéme consi-
déré,

Pour illustrer ce fait, nous présenterons bri&vement deux applications
concernant les matrices réductibles et la décomposition des systémes d'équa-
tions, développées respectivement par HARARY[:46] et STEWARD [14]Jet basées
sur 1'utilisation de structures induites par la connexité forte.
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La troisiéme application concerne la décomposition des programmes
d'optimisation linéaire et non-Tingaire pour laquelle nous utiliserons les
propriétés de connexité simple de graphes.

I1.4.1. - Matrices réductibles (HARARY [46], VARGA[47])

Une matrice A(nxn) est dite néductible s'il existe une matrice de per-
mutation P telle que A = P'1 AP est une matrice bloc-triangulaire {bloc-
diagonale comme cas particulier) (fig. II1.20) . Sinon, A est dite widductible.

A

11
Ay Ay 0
A= !

i
A Asy

| \

| ‘\

|
Aml Amm

AL{ : matrnices carnies

Figure I1.20

S
A et A sont deux matrices semblables.

Donc : - dét A =dét A = dét A11 . dét A22 .... dét Amm

- A et 'K ont Tes mémes valeurs propres.
Si on désigne par V(A) 1'ensemble des valeurs propres de A

V(A) = V(A;) UV (Ay) U ...l UV (A )

Pour une matrice de grande dimension, le calcul du déterminant ou des valeurs
propres est trés imprécis & cause des erreurs d'arrondi dans les opérations
faites avec un calculateur et il est alors souhaitable de rechercher si la
matrice est réductible. ’

Graphe de la matrice A =[ aij]

Soit X un ensemble de n &léments {xl, e X }
La relation binaire R définie sur X telle que :

X4 R X3 ssi aij £ 0

définit le graphe orienté G = (X ,U) de A qui est une représentation graphique
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de la structure de A.

o
Si G n'est pas s-connexe, i1 existe une matrice A bloc-diagonale car il
existe une matrice M bloc-diagonale. Le nombre de blocs m est &gal au nombre
de composantes s-connexes Csi de G. Une permutation p est : { Csl, ceees Csm 3

-

. S1 G est s-connexe mais non f-connexe, alors il existe une matrice

A Dbloc-triangulaire car i1 existe une matrice W bloc-triangulaire. Le
nombre de blocs m est &gal au nombre de composantes f-connexes Cfi de G.
Une permutation p peut &tre 1a suite des &léments dps composantes f-connexes
ordonnés suivant‘!eur rang.

Application aux systémes linéaires.

Soit le systéme d'équations linéaires :
AX = B x € j" A réguliére (1)

Si A est réductible, alors le systéme (1) s'écrit :

Ap*r = B
Ao X1 + Ay X = By
)
i
1
Aml XI * + Amm xm = Bm

Les sous-matrices Aii sont des matrices réguliéres et le systéme (1)
est décomposé en sous-systemes interconnectés (ou indépendants si A est
bloc-diagonale) mais qu'on peut résoudre séquentiellement.

Cependant A n'est pas caractéristique du systéme (1). Toute permuta-
tion des lignes de A donne une matrice A' qui d&finit un systéme identique au
systéme (1). Si A est réductible, A' peut ne pas 1'étre et si A est irréduc-
tible ceci n'implique pas qu'il n'existe pas de matrice A' réductible.

Exemple I11.5
f d e x1 b1
0 a o Xo | = b2
o b ¢ x3 b3



o la 0 o0
Pour la permutation p = { 2, 3, 1} : A = b ¢
d e
D a 0 0 X2 b2
’ b ¢ o Xa | b3
d e f Xq b1
o a o
. .
Soit A%, = f d e } ( permutation des deux premiéres lignes
0 c de A).

Le graphe de A' (fig. I1.21) est f-connexe et A' est irréductible.

Figure I1.21

Pour trouver la forme bloc-triangulaire ou bloc-diagonale, si elle
existe, dans un systéme lingaire, i1 faut, en général, effectuer deux permuta-

tions différentes des lignes et des colonnes de A. (cf. paragraphe suivant
11.4.2.). '

I1.4.2. - Décomposition des systémes d'équations (STEWARD [14] ).

Soit un systéme d'équations algébriques linéaires ou non lindaires :
f. (X):O;i=1,n,x=ix1, ..... ,xn} (2)

On appelle F 1'ensemble des équations du systéme.

F={f1, ........ . fn}

Soit la relation binaire R de F dans X telle que:

fi R x; ssi 1'équation fi contient la variable xj



Cette relation binaire

Exemple I1.6

fy, (g %30 %)
fs (x2, x4)
fq (xz, x4)
fy ‘(xl, Xos X3)
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definit un graphe bi-parti'G = (F, X, U)

I
o

|
je

Figure T1.22

On détermine un couplage maximal du graphe G qui est un ensemble

maximal d'arcs W < U tel que deux arcs quelconques de W n'ont aucun sommet

commun.

On montre que si

lWl<n,

il existe un sous-ensemble d'équations

contenant moins de variabies que d'éguations (ce résultat découle du théoréme
de Koenig-Hall.ROY [ 38, p. 354 ] } et dans ce cas le systéme d'équations est
soit indéterminé seit sans solution.

Supposens qu'il existe un couplage W de F sur X (1Wl= n).

A partir de G = (F,X,U}, on construit un graphe GF = (F, UF) en remplagant chaque

sommet xj, sommet terminal d'un arc (fi’ Xj } de W par le sormet fi'

Dans 1'exemple II.6, un couplage W de F sur X est constitué tes arcs

en traits forts sur la figure 11.22. Le graphe GF correspondant est représenté

par ta figure II.23
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f £, 5 f,
f 1110
f, O 1] 10
flg 0|1 ]1]o0
fa l 101 |0

Figure 11.23

Le gr‘aphe-GF est une représentation graphique de la structure du
systéme d'équations.
On montre que si GF n'est pas s-connexe, alors le systéme (2) est composé de
sous-systémes indépendants et réciproquement quel que soit le couplage W choisi.
Les €léments d’'une composante s-connexe sont les équations d'un sous-systéme.

Si GF est s-connexe mais non f-connexe, le systéme (2) est composé
de sous-systémes qu'on résout séquentiellement et réciproquement quel que soit
le couplage W choisi. Les &léments d'une composante f-connexe sont les &qua-
tions d'un sous-systéme. Leur ordre de résolution est défini & partir du rang
de chaque composante f-connexe.

Considérons 1'exemple II1.6

Les composantes f-connexes de GF sont

¢f, ={f4}; cf, = { 2 f3} 5 cofy ={f1}

Le graphe réduit de GF‘est celui de la figure I1.24

rang 2 (fo, T3)
rang 1 fy )
rang 0 f4

Figure 11.24

L'ordre de résolution des équations est :

(Fps F3)s  (£7) 5 (f,).



46

En effet Ta relation binaire définie par le graphe réduit est
"Pour résoudre Cfi’ il est nécessaire d'avoir résolu ij“.

Les deux permutations a effectuer pour faire apparaitre la structure bloc-

=

triangulaire de M (matrice associée a G) sont :

permutation des lignes : { f2, f3, fl’ f4}
permutation des colonnes : { Xgs Xo» X35 xl} {on remplace

dans. la permutation précédente, les f. par X5 tel que (f,, xj) € W).

La matrice M est celle de 1a figure II1.25

f2 //{/// 010
fa /}// 010
//1// 0

I AG 2L 5T

Figure 11.25

11.4.3. - Décomposition des programmes d'optimisation

Al - Optimisation &intaire

L'optimisation hiérarchisée des systémes linéaires s'applique, en
particulier, aux problémes de 1a forme suivante [13, 23](1) :

min F (X) = E'X Ee R (3)

xe R
sous les contraintes {.A X =8B A {mxn) . BER™

X >0
avec - mgn, rang A =m
-AX =B Aii Xi = Bi i=1,N-1
{ N j Apy (my xong)
= M X 7 By

(1) Le rappel’des algorithmes d'optimisation hiérarchisée dépasserait le cadre
de cette étude. On en trouvera les détails dans les références citées.
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- X = (X

A est dite bloc-angulaire (fig. 11.26)

) ©

O W//
BT 7 77 X7 el

Figure I1.26

Si ANj =0 (j =1, N), Ta matrice A est pseudo-bloc-djagona1e (car A
n‘est pas une matrice carrée) et le probléme (3) se décompose en {N-1) sous-
problémes d'optimisation indépendants, L'ensemble des équations a, correspon-
dant aux My derniéres lignes de A sont telles que leur suppression donne une
matrice pseudo-bloc-diagonale. Pour mettre en oeuvre une optimisation hiérar-
chisée lingaire, il s'agit donc, & partir d'une forme quelconque de A, de
trouver ces équations particuliéres. -
Soient X 1'ensemble des n variables, X = { Xps +res Xn} , et

1'ensemblie des m équations a;, A= { Ays ceees am} .

G= ( AX,VU) est le graphe bi-parti de A (cf § 11.4.2.)

Graphe du systéme des contraintes

Soit 1a relation binaire R définie sur X.
a; R aj ssi 3 xke X tel que (ai, xk)eu et

(aj’ xk)E U )
En d'autres termes, a; et aj sont en relation ssi i1 existe une variable
commune X, dans 1'expression de a; et de aj.

R définit un graphe GA = ( A, Uy ) du systéme des contraintes (AX = B}).
Ce graphe est symétrique. ‘

- Si G 4 n'est pas s-connexe, alors i1 existe une double permutation des
Tignes et des colonnes de A qui la transforme en une matrice pseudo-bloc-dia-
gonale. ;
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Le nombre de matrices Aii est égal au nombre de composantes s-connexes.

Si Csi (i = 1, N-1) sont les {N-1) composantes s-connexes de G A une permu-
tation des lignes est

Py = & Csl, ..... s CSN—l}

Une permutation des colonnes de A est obtenue & partir de p] en écri-
vant la suite des variables communes aux équations a; appartenant aux compo-
santes S-connexes.

- 51 G est s-conﬁexe, pour tout ensemble d'articu]afion Cde G A il existe
une double permutation des lignes et des colonnes de A qui Ta transforme en
une matrice bloc-angulaire.

L'ensemble des équations a, définissant les matrices ANj {i= 1, N}
est donc 1'ensemble des &laments de C et les &quations a; définissant les
matrices Aii sont les éléments des composantes s-connexes Csi du sous-graphe
de G4 obtenu par suppression de C.

Une permutation des lignes est :

Py = { Csqs vunen > Csy_qs © }

a partir de Pps ON peut obtenir une permutation des colonnes.

Exemple 11.7

al (Xls Xps X33 Xgs Xg» )(6) = b]_

3 (k12 xq) = Py

I
o

a3 (X‘Z’XB) =
64 (Xzs X4) = bq_

35 kg xg) = bg
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Xl X2 X3 X4 X5 )(6
141 1] 1] 1
1|0 |0 ]1]0]o0
0 l1 {11000
0 |1t |01 {010
0 {0 {0 |0} 171

Matrice assocdie & G

Figure 11.27

Matrice associée & GA

Figure I1.28

4

a
Graphe G,

Figure II.2

C=[a1} C51={a2, a3 a4} c
Py = i 2> 33> 8> 8g, al}

Pe= {0 2 % % % %)

Xl X X )%l

9

2 ° { as}

Witz 77
ihi2%:

X¢ X5
o |0
o | o
o | o

B

Gren %Y

R IR

Figure 11.30
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La recherche des structures bloc-angulairesde A nécessite la recherche
des ensembles d'articulation de G A et on obtient en général plusieurs struc--
tures possibles suivant les ensembles C choisis. S$i les matrices Aii sont
encore de trop grande dimension, on répéte la procédure de décomposition ce
qui définit une optimisation hiérarchisée & plusieurs niveaux.

Cette méthode apparait plus simple et plus souple d'utilisation que
celle proposée par WEIL et al [49] qui utilise les résultats concernant les
matrices bloc-triangulaires.

B) - Optim{sation non Lindaire (RICHETIN [51))

Dans le paragraphe I.2.3., nous avons montré que 1'opitimisation hié-
rarchisée s'appliquait aux systémes interconnectés. Dans ce cas, le critére
est déjad sous une forme séparable et les équations de couplage sont connues.
Lorsque des interactions existent & la fois dans les critéres et les contrain-
tes, la décomposition du probléme d'optimisation nécessite la détermination
des variables de couplage. S'il est possible de les trouver dans les cas
simples, lorsque le probleme est de grande dimension, il faut disposer d'une
méthode de recherche systématique que nous proposons dans ce paragraphe.

Soit le probléme d'optimisation non-Tinéaire :

min F (X) xe RN (4)
X 94 (X)
sous les G (X) »0. avec G = i g: = contraintes
contraintes (X) égalité ou
In inégalité.
On appelie également X 1‘ensemble des variables X = Ko venes Xr]}
Supposons qu'il existe une partition de X = { Xl’ v XN’ V}‘ telle que :
1) - F (X) apparaisse sous 1'une des 4 formes suivantes :
N
i=1
N
- F(X) = ' lFi (Xi, V) (6)
i=1 ’

]
- F (X) =]__]'Fi KN+ S R (KL V) (7)
i=1 i
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1 q¢ 1 N.
- F(X) = ! | Fo (e )+ > Fo (X, V) + ) Fo (X, V) (8)
i=1 i=1

i=1+1
oi ] Xi|= ng o i= 1, N ; lv) = n,

2)- G (X) puisse s'écrire :
| G: (Xsa V) , =1, N-
g = | ' ’ >0 (9)

L : | hy (V)
3
91 Xis V) et W (V) - !
Yimi Ay V) my
Le probléme giobal d'optimisation se décompose en N sous-problémes

d'optimisation interconnectés par les variables V et les méthodes d'optimisation
higrarchisées sont alors utilisables [ 4,50 ]

Supposons qu'on ait obtenu la forme (5) du critére.
Le Lagrangien s'écrit :

mi my
L = Z [Fi (Xi, V) +;Hij gij (Xi’ V)] +“Zf”< hk (V)
J: =

paramétres de Lagrange si les contraintes correspondantes
sont de type Egalité

avec riij’ }lk “| paramétres de Kuhn-Tucker si les contraintes sont de type
inégalite. '

La figure 11.31 donne le schéma de résolution dans le cas ol on utilise
un algorithme du gradient au niveau coordonnateur.

—

_ Rt
V(t+l) = vV (t) Ka—-———v _&
si fkk = paramétre de Lagrange:
Niveau de - oL
coordination Py (8F2) = poy (1) +K S
si Py = paramétre de Kuhn-Tucker:
Jy (£+1) = min { 0,y () + ;‘ L )5
P
X1, }J.'i‘] A vV
Niveau minFy (V)
d'optimisation Xi
sous G, (X1, v} = 0

Figure I1.31
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Remarques

1°} - §$'i1 n'y a pas de contraintes hk (V)20 (k= E_:7H;), la mé-
thode de coordination est admissible: les contraintes sont
satisfaites pour toutes valeurs de V dé&livrées par le coordon-
nateur.

2°) ~ En Annexe 2, les conditions suffisantes de convergence et de
minimalité sont établies pour que le probléme global soit résolu
par cette méthode d'optimisation hiérarchisée,

La recherche d'un ensemble V est ici encore un probléme de reconnais-
sance de la structure du probléme (4) qui peut étre faite systématiquement
a partir de sa représentation graphique.

Dans le cas de 1'optimisation linéaire, on a vu que la décomposition
du probléme nécessite la recherche d'équations particuliéres et on a défini un
graphe ol 1'ensemble des sommets est 1'ensemble des équations linéaires.

Ici, pour la décomposition, on recherche des variables particuliéres
et on va définir un graphe ot 1'ensemble des sommets est 1'ensemble des varia-
bles du probléme d'optimisation.

a) - Graphe d'un ensemble R de fonctions

Soient X = {xl, ces Xn} un ensemble de variables et

R = {rl,...,rmk un ensemble de fonctions r d'un ensemble de

variables Ai_C,X.

Soit 1a relation binaire R définiesur X telle que :

X R X3 ssi 3 Ak tel que xié Ak et ij_Ak.

Cette relation définit le graphe Gp = (X »Up) de 1'ensemble R de
fonctions. I1 est réflexif, symétrique et on le considére par la suite comme
non orienté.

Exemple II. 8 :
X = { X1s X55 X35 Xps Xg }
R=(rps rps rg) A1={X1=Xz=>‘3‘; : Azz{xz’ "4};
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%4
Graphe onientd Gp Graphe non ohdienté GR

Figure I1.32

b) Graphe de 1'ensemble des contraintes G(X)

Suivant la définition précédente du graphe d'un ensemble de fonctions,
1'ensemble R devient T'ensemble G = { 9ys 9ps +ves g"l} et le graphe est noté
GG = (X, UG).

Considérons la forme (9) de G(X). Le graphe GGA = (X-V, UGA) defini comme
précédemment,n’est pas s-connexe puisque { Xl, Cee XN’ v } est une partition
de X.

V est donc un ensemble d'articulation du graphe GG'
Réciproquement, a partir de tout ensemble d'articulation V, on peut obtenir
un systéme de contraintes de la forme {9).

Exemple 11.9 _ .
X = { Xqs Xss X33 Xgs x5}
G ={Agl, 9ps 932 Oy } H Al ={ X1 xz} H A2 -={ Xqs x3} 3

Xg Xg
Figure 1I.33
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V = { x3} est un ensemble d'articulation (fig. I1.33) et
91 J
G {X) = [ Gl ,(xl, Xo s V) [ 0

« e <[]

1°) - On obtient des variables de 1'ensemble V qui sont des variables

n

2 (Xg» %
Remarques

simples de 1'ensemble X. Ce ne sont pas obligatoirement les
seules variables qui permettent de décomposer le systéme de
contraintes. Dans certains cas, il peut exister des fonctions
de variables ayant la méme propriété.

Exemple I1I.10
X = { X1 Xos X3y Xpy Ko, X }

G ‘{91’ 92} A ={ X1s Xp» X3a "4} 2 Ry ={X1’ Xps Xg» XS}

De facon évidente VY ={ X1 xz} est un ensemble d'articulation. $i x

1
et x, apparaissent dans 9; et g, sous la forme d'une fonction de X1 %95

Vo= x X, est une variable de couplage qui décompose le systéme de contraintes
G (X) et ceci conduit & une réduction du nombre de variables de coordination.

De telles fonctions de variables ne peuvent &tre trouvées que par une &tude
particuliére de chaque exemple.

2°) - Si le graphe GGI n'a pas d'ensemble d'articulation, la dé&composi-
tion des contraintes n'est possible qu'au moyen de pseudo-variables [ 52,53 1

c) - Graphe du critére F (X)

On suppose qu'initialement F(X) est sous la forme d'une somme de fonc-

tions f; (i=1, ...... »8). Chaque f; est une fonction d'un ensemble de variables

Aj.

Dans ce cas,F = { fl, fz, cee fs}- et on définit le graphe GF = {X,U

du critére.

)

Considérons les formes (5), (6), (7)., {8), de F (X,V). Le graphe Gppy *
(X-V, UFA) n'est pas s-connexe pour les formes (5), (7). (8) et mais 1'est
pour la forme (6).
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Un ensemble d'articulation V conduit donc & une forme (5) qui contient
les formes (7) et (8). Afin de trouver la forme multiplicative (6) (ou celle
contenue dans (7) et (8), on peut :

1°) - Soit considérer F(X) sous 1a forme f1 (X). fo(X).... f (X) et
déterminer le graphe G & partir de F = [_fl’ cees T } .

Exemple II.11

Xz=lx 12 %95 x3,x 4 xSE
FX) = f) (A F(R)). F3(A) = F ={f), f,, f3]
A =% %} s A= Xp0 X33 Ay ={x3, xgs %5

V = [x3] est un point d'articulation du graphe G¢ (fig. 11.34).

X4
Figure 11.34

IN vient : F (X) fl (xl, xz). f, (xz, V). f3 (v, Xgq x5)

CF (X)) = F1 (Xl’ V). F2 (XZ’ V).
avec F1 = fl. f2 3 X1 = { Xq5 x2§
Fa =13 b % = L xg)

2°) - Soit analyser de fagon particuliére certaines formes multiplicatives.
Considérons le cas suivant : F (X) = i8N (i # J)
» .
S'31 existe une factorisation de F(X), elle est de 1a forme :
| F (X) = (»xl ST + xp) (xq + ..., + xr).
Alors le graphe complémentaire de GF n'est pas s-connexe.



56

Exemple 11.12

|
T —
<
—
1

XlX5+X3X4+X1X2+X1X4+X2X3+X3X5-

= (Xg * x3) {xp + xg + %5)

2 X X2

* \\bf//////’/, E |
*g X

) 4
Graphe Gy Graphe complimentaire de G

F

Figure 11.35

La forme (8) est trés difficile & trouver car elle contient des formes
multiplicative et additive pour un méme sous-ensemble de variables. Avec
1'hypothése que F(X) se présente initialement sous la forme d'une somme de
fonctions, cette méthode permet de trouver les formes (5) si F(X) est décom-
posable. Notons que les formes (6), (7), (8) sont accompagnées de conditions
restrictives qui en Timitent 1'intérét (cf. Annexe 2).

d) - Graphe du lagrangien

Le Lagrangiew du probléme (4) est :

m
L= F(X) +§pi g; (X)

=

Le graphe GL = (X ’UL) du Lagrangien est déterminé & partir de L = {f

fs, Qgs -eeo gm} .
Pour que le probléme d'optimisation soit décomposé, i1 faut que le Lagrangien

1* e

s'écrive :
N
L=2___ Li(X, V) +L (V).
i=1

Les variables V sont alors les é&léments d'un ensemble d'articulation de GL.
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Exemple II1.12

X = { x> xpe onee ng

f(X) = f1 (xl, X5 x5) + f2 (x3, Xy s x5)

600 = [ay (34s %) 7
9 (xl’ X4)

93 (XZ’ X5)

N 94.(X3s Xq 2 XS)_J
L= {fe T2 90 955 05 %}

X 1 X"Z

X4
Ghaphe du Lagrangien

Figure I1.36

v ={x4,x5} est un ensemble d'articulation de GL (fig. I1.36) et en remplacant
X4 par v, et X par v, le Lagrangien devient :

2
L =1'=Zl L; = l:fl (Xys Xg5 VE) + Hy g9y (x5 xz) t Mo gy (X, V) +

* P393 (% "5)]" [fz (x32 Vg» ¥5) + 1y 9g (x50 ¥y V5)]

I1.5. - CONCLUSION
Comme 1'attestent ces différentes applications, la représentation sous
forme d'un graphe d'un systéme décrit par un ensemble de relations permet

une analyse systématique de sa structure en vue de sa partition.

Deux types de partitions ont &té &tudiées et nous avons montré qué
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dans les deux cas, par une définition judicieuse du graphe du systéme, les
possibilités de partition sont liées aux propriétés de connexité de ce graphe. -

Le premier type concerne la partition d'un systéme en sous-systémes
connectés en série-paralléle qui conduit & une décomposition de 1a commande en’
phases séquentielles et paralléles. La connexité forte 1iée & 1'existence de
couplages, de relations orientés est la propriété étudiée du graphe du systéme
et aux sous-systémes correspondent les composantes f-connexes de ce graphe.

Le second concerne la partition en sous-systémes interconnectés de
facon quelconque qui conduit & la décomposition de la commande en commandes
partielles coordonnées. Dans ce cas, c'est 1a connexité simple qui intervient
dans 1'étude de la partition. Aux variables de couplage entre les sous-systémes
correspondent alors les éléments d'un ensemble d'articulation et aux sous-
systémes, les composantes s-connexes du sous-graphe engendré par la suppression
de 1'ensemble d'articulation.

Plusieurs partitions sont en général admissibles. Le choix de 1'une
d'entre elles est un difficile probléme de synthése dans lequel interviennent
les &léments tels que le nombre et la dimension des sous-systémes, le nombre
de variables de coordination. A ces éiéments correspondent dans le graphe, le
nombre de composantesf ou s-connexes, le nombre de sommets de ces composantes,
Te nombre d'éléments d'un ensemble d'articulation etc.... L'analyse structurale
par les graphes en permettant la maitrise de ces différents &léments est alors
un outil d'aide & la recherche de partitions satisfaisant certaines contraintosy
de décomposition.

Cependant, les Timites & 1'utilisation des graphes pour 1a partition
des syst@mes découlent du fait qu'un graphe ne traduit que 1'existence ou non
de liaisons entre des &léments et que 1'intensité de ces Tiaisons, importante
par exemple pour la coordination de sous-systémes, n'est pas prise en compte.
. C'est pourquoi nous avons été conduits & développer des méthodes complémentaires
d'analyse structurale.




CHAPITRE III

ANALYSE STRUCTURALE PAR LES DONNEES
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IT1.1. - COUPLAGE ET ANALYSE DES DONNEES.

L'analyse structurale par les graphes des modéles des systémes, en
donnant les partitions possibles d'un syst2me en vue d'une décomposition d'une
fonction de commande est plus une analyse qualitative que quantitative bien
qu'on puisse, comme nous 1'avons indiqué, prendre en compte certains critéres
pour 1a partition (dimension des systémes, nombre d'interconnexions, etc...)

La notion de couplage intervient également au niveau du comportement
du systéme (réponse & des commandes, des perturbations) qui est d'autant plus
difficile & analyser, & maitriser que le nombre de variables du systéme est
important, que les interconnexions sont nombreuses.

Pour franchir 1'obstacle de 1a dimension, une méthode consiste i ré-
duire Tle nombre de variables du systéme afin de diminuer la dimension des
modéles. La difficulté dans ce cas, réside dans la recherche de variables
explicatives permettant de décrire au mieux le comportement vréel du systéme.
Ces variables sont obtenues soit parmi 1'ensemble initial des variables, soit

aprés agrégation de plusieurs d'entre elles, par des transformations linéaires,
par exemple [62] .

La méthode d'analyse que nous développons dans ce chapitre, s'appuie
sur 1'hypothése généralement vérifiée que, dans un systéme de grande dimension,
toutes les variables ne sont pas en relation ou, si eiles le sont, qu'il existe
une hiérarchie dans 1'intensité des couplages entre les variables. Le but de
1'analyse est alors de dé&finir la structure du systéme en termes de sous-systé-
mes faiblement couplés ce qui permet la mise en oeuvre efficace de méthodes
de modélisation par modéles partiels, de commande décentralisée, d'optimisation
hiérarchisée, de filtrage hiérarchisé (la coordination qui est un processus
dynamique est d'autant plus rapide que les sous-systémes sont plus faiblement
couplés}.

La connaissance du modéle d'un systéme peut faciliter cette analyse
(cf. 4§ 1V.3). Cependant pour les grands systémes, les non-lingarités, la dimen-
sion des matrices des modéles Tinéaires la rendent difficile le plus souvent.
En fait Ta présence de couplages est toujours décelable dans les réponses du
systéme a des excitations diverses puisque leurs effets se concrétisent par des
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évolutions non indépendantes de certaines variables du systéme. Comme ces
réponses se présentent sous la forme de données enregistrées, on utilise les
méthodes de 1'analyse des données pour T'analyse structurale du systéme.

Considérons un systéme S défini par un ensemble de variables noté
S = {Xl, cens XN} . Le Xi sont des variables intervenant dans Te modéle {va-
riables d'entrée, de sortie, de commande, d'état) ou caractérisant le fonction-
nement du systéme (temps de réponse, critéres, etc....).

Les données sont s observations ou mesures des N variables (fig. III.1)

Variables
Xl Xi XN
1
Observations J Xij
S

Figure II1.1 - Tableau des données

Les méthodes d'analyse de tels tableaux s'appuient sur des concepts
probabilistes et une observation est la réalisation d'un vecteur aléatoire
(Xl, ..«.s Ky). Cependant la nature du systéme, déterministe ou stochastique,
n'intervient pas dans 1'analyse puisqu'il n'est pas nécessaire de spécifier
comment les données ont été obtenues. En fait, le but de 1'analyse n'est pas
de trouver comment telle variable varie lorsqu'une autre prend des valeurs
connues mais plutdt de savoir si la valeur de cette variable dépend de cette
autre et de mesurer le degré de dépendance. C'est en ce sens que les concepts
probabilistes sont les outils de 1'analyse des relations causales dans un
systéme complexe.

Nous supposerons que sur 1'horizon des mesures, le systéme est.station-
naire. Pour les systémes statiques, 1'ordre des mesures dans le tableau peut |
8tre quelconque. Pour les systémes dynamiques, les mesures sont des observa-
tions de 1'état du systéme a des instants donnés suivant une période d'échan-
tillonnage fixée. Le choix de cette période est important. Une grande période
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peut conduire a des résultats peu significatifs sur les relations causales
puisque des évolutions rapides du systéme ne seront pas observées et par
conséquent, certains couplages ne pourront pas &tre décelés. En toute rigueur,
la fréquence d'échantillonnage est fixée par le théoréme de Shannon [ 64 ] et
ceci impose une analyse spectrale des différents signaux issus du systéme.

La nature des données est spécifique du systéme considéré et les
variables peuvent étre soit continues, soit discrétes (1'ensemble des valeurs
possibles est fini). Le but visé ici de 1'analyse des données est 1'extraction
d'une matrice de couplage dont 1'é1ément ij est une mesure du couplage (dépen-
dance statistique) entre les variables X, et X, appelé aussi indice de simila-
rité [74] et & partir de laquelle est effectuse Ta partition du systéme.

Pour les systémes continus, le couplage est exprimé, dans le cas sta-
tique, au moyen d'un coefficient de corrélation simple ou partiel, dans le cas
dynamique, au moyen de fonctionsd'auto-corrélation et de corrélation [64,66]

Pour les systémes discrets, on utilise les concepts probabilistes de
la théorie de 1'information. A 1'aide des travaux d'ASHBY [72] . de Mc GILL [7QL
de CONANT|:68] ,» nous étudierons comment les notions d'entropie, d'information
permettent 1'analyse de couplages complexes.
Ces études seront ensuite utilisées pour l1a partition de systémes statiques
ou dynamiques en sous-systémes faiblement couplés.

I11.2. - CONCEPTS DE LA THEORIE DE L'INFORMATION [71]

IIT.2.1. - Entropie : - Soit une variable aléatoire X prenant ses valeurs
] 3 3 —_
dans 1'ensemble fini U = { Xy eeees xn}
La T1oi de X est :

n
P(X=x_i)=p]_ avec 0<p1<1 et iZIp_i:l

L'entropie d'une variable aléatoire est une mesure de son indétermination
a priori. C'est &galement 1'incertitude moyenne sur sa réalisation. Elle est
définie par :

n
H(X) = - zz: p; log, p; . L'unité de H(X) est Te bit si a=2 (1)
i=1 ‘

11 résulte de cette définition que :
0L H (X £ log, n ( H(X) = Tog, n Torsque p; =

5| -
o
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- Soient deux variables aléatoires X, Y prenant leurs valéurs dans les ensem-
bles finis U et V

U = { Xps weees Xn}

V= { Ypo oeees ¥y }
La loi conjointe de X et Y est : P(X = Xss Y = yj) ol
Les deux lois projetées sont :
m
POX = x3) = p. = b,
i=1
n
PY =y = o= 2 by,
i=1
et les deux lois conditionnelles sont :
P (X = x, | Y= Y.) = p, (i) = _Eii_
o1 J h pj
P{Y = X = = i) = - i
(‘.YJ'I "X-i)'p-i(.])‘ p__i—”"

A partir de ces lois, on définit les quantités suivantes :

Enthopie confodinte

n m

HGYy = - 2= 2

i=1 351 Pij 109, Pyj
Entropies conditionnelles

H) = = 2 27 pi; log,
1 J p.j

P

H(Y) = - 2_ Zpij log, i
X i p

. i.
H(X) est 1'incertitude moyenne relative i la variable aléatoire {v.a.) X
quelle que soit Ta valeur de Y.

HY(X) est T'incertitude moyenne relative i X lorsqu'on est informé de
ta valeur de V.

Relations fondamentales entre Les entropies

a)  H{X,y)

H(Y) + H (X) H(X,Y) > H(Y)
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b) H(X) - HY(X) > 0 - L'égalité est vérifiée lorsque les variables
aléatoires X et Y sont indépendantes (2b).
STY=f(X) alors HX(Y) = 0 et H(X,Y) = H(X)

II1.2.2. - Information entre variables aléatoires

(X Y) =H () -H (X)

I (X :Y) est la différence positive ou nulle entre 1'incertitude a priori sur
X et 1'incertitude sur X Torsque Y est connue. L'incertitude sur X est donc
réduite par (ou reste la méme aprés) la connaissance de Y.

En d'autres termes, I (X : Y) est la quantité d'.information contenue dans V
au &ujet de X.

Les propriétés de I (X : Y) sont :

ay I (X:Y)y0 - L'égalité est vérifide lorsque les variables X et Y
sont indépendantes.

b) I (X:V¥)=1(¥:X)

c) T (X :Y)=H(X) +H{(Y)~H(X,Y)

Les concepts d'entropie et d'information ont &té initialement dévelop-
pés par SHANNON pour 1'étude de la transmission des signaux[:71] . Etant donné
un signal Y recu & la suite de 1'émission d'un signal X provenant d'une source
(fig. I1.2), i1 s'agit de retrouver quel est le message émis, & partir de la
connaissance des caractéristiques de la voie de transmission et du signal
recu Y.

X » Voie de transmission - v

Figure II11.2

Le codage optimal d'un message en fonction des performances de la voie
de transmission est une des applications majeures de ces concepts.
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Dans la théorie de la communication, X et Y sont différencigs, 1'un
étant le message & 1'émission, 1'autre & la réception. Cependant cette diffé-
rence n'apparait pas dans des expressions comme 1'entropie H (X,Y) , 1'infor-
mation I (X : Y) qui sont symétriques en X et Y. La voie de transmission peut
étre considérée comme un systéme S 3 deux variables X et Y. H (X, Y) repré-
sente alors 1'incertitude moyenne sur 1'état du systéme. I (X : Y) est une
mesure du couplage entre X et Y di au systéme S mais ne permet pas de connaf-
tre Te sens de la liaison. Celui-ci doit étre déterminé a partir de considé-
rations physiques.

II1.2.3. - Généralisations aux systémes multivariables

- Dans le cas d'un systéme de N variables aléatoires, 1'entropie et
1*information sont définies comme suit :

H (X]s Xos coeen Xy) = H (X)) + HX1(X2) + HX1’X2(X3) o
M T XN_I(XN)(l) (4)
1 (X1 PXy : XN) = H (Xl) + H(XZ) +o... + H (XN) -
= B{X 3K s el XY) (5)
Théoréme 111.1
I (X1 : X2 e 2 Xy) =0 ssi les variables sont indépendantes.

Condition suffisante : évidente a partir des définitions de H et de I.
Condition nécessaire :

I (X, : X CXy) = 0 =H (X, X

1 2 : N) Dy eres N)

= H (Xl) + H (XZ) +
‘ + ...+ H (XN)
En remplagant dans cette derniére relation H(Xl) par son expression tirée de
(4), i1 vient:

Euxz)-Hxl(xzil s E4(X3)—HX1X2(X3)] b E”XN)-Hxl"LXN-l(XN{] - 0

(1) - Dans la notation, H, X1 (Xj), (Xl"" Xj _1) est une variable
vectorielle aléatoire dont Ves réalisations possibles sont obtenues a

partir des combinaisons des réalisations de Xl’ e Xj—l‘



67

Chaque terme entre crochets est positif ou nul d'aprés (2b). Ceci implique
les égalités suivantes :

(%) = Hy (1)
H(X3) = ”x;,x2 (X3)
TN =B xe O

Pour toute permutation des variables dans 1'expression de H (Xl, XZ’ oo X

on obtient un ensemble de relations analogues.

B0 =ty () (6)
H (Xk) = Hx‘il’xiz (Xk) (7)
H(Xm)sz_,x_ x (x‘m)

il i2 im

D*aprés (6), on démontre que [ 71 ] :

Yi, Vi, Xi et X5 sont indépendantes.
Compte tenu de ce résultat, d'aprés (7) on obtient :

Vi, V. Vk Xi’xj’ X, sont indépendantes.

k
De proche en proche, on démontre ainsi que toutes les variables sont indépen-
dantes. D'ol le corollaire :

Corollaire III.1

15X e 2 X)) = 0D (X; = Xj Dt X )=0
{ Xs Xj s e Xk} : sous-ensemble de { ST XN}

- Soient (xl, . XN) et (Yl, - YM) deux variables vectorielles aléatoires.

On définit les relations suivantes :
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HO((Xqse e X a (s Yy)) = H(X o, Xy) + H K- X, (v‘l, Yy
(8)
H(Ypsenn V) + H Y, (Xgs -on Xy)
D {0 Xy) 3 (Yaeee V) = B W) = By (Y, Yy)
1 N
(9)
= H(X[,...X) - H ooty (Xys -vn Xy)
Comme 1'a mentionné ASHBY [ 72 ] H (X{s X55 «.. Xy ) peut &tre consi-

déré comme une mesure de la complexité d'un systéme puisqu'on évalue ainsi
1'indétermination a priori sur 1'état du systéme. Plus le nombre de variables
est grand, plus le nombre de valeurs possibles pour chaque variable est impor-
tant et plus 1'entropie risque d'avoir une valeur &levée. Cependant cette
valeur dépend essentiellement des couplages dans le systéme : si, par exemple,
la connaissance de Xi entraine celle de toutes les autres variables de facon

certaine, alors H (X Xy) = H (Xi)'

o oeees Xy

D'aprés les définitions et résyltats précédents, I (X1 : X2 : : X
peut &tre considéré comme une mesure des couplages entre toutes les variables
du systéme. Nous verrons dans les paragraphes suivants, comment cette infor-
mation est reliée a différentes informations mesurant des couplages entre des

groupes de variables.

N

IIT.3. - PARTITION DES SYSTEMES STATIQUES

I11.3.1. - Obtention des lois de probabilité

Pour calculer les différentes valeurs des entropies et des informations,
il est nécessaire de connaitre les lois de probabilité des variables.

Le caractére aléatoire des variables d'un systéme est di soit a 1la
nature du systéme a analyser, soit & la facon dont le systéme a &été excité au
moyen, par exemple, d'entrées aléatoires de lois de probabilité données ou
non. Comme onll'a déja précisé, il ne s'agit pas ici d'analyser les lois de
probabilité de toutes les variables mais plutdt d'analyser les relations entre
Tes variables,

Soient X et Y deux v.a. prenant leurs valeurs dans les ensembles
Uu = {xl,.”.,xn} et V :{yl,.”., m}



69

Y
yl————yj—~~~y
*1
1
|
I
1
X xi aij
]
t
|
]
)
X
n

Figure II1.3 - Matrice de contingence A

La matrice de contingence A (fig. II1.3) est le résultat d'une série
d'expériences au cours desquelles on a relevé les valeurs prises conjointement
par X et Y. Cette matrice est déterminée & partir d'un tableau de données

=

analogue a celui de la figure III.1.

3 est le nombre d'occurences de 1'événement (X = Xio ¥ = yj)

H

a; = E::aij nombre d'occurences de 1'évenement (X = x.)
J

¥i)

a; = E:Taij nombre d'occurences de 1'événement (Y =y,
i

E;: 2 ;5 =8 (nombre de mesures du tableau des données).
i J

Les différentes probabilités sont alors définies par :

P, = —id pp = M p. =3
i s 1 S J S
a. . a..
pj (1) =—4 p; (§) = M
3 1

Les lois ainsi obtenues dépendent essentiellement de la nature des
expériences réalisées sur le systéme et on les qualifie de lois empiriques
d partir desquelles on définit des entropies et des informations empiriques.

Les conclusions qui seront formulées sur la structure du systéme aprés
analyse des couplages entre les variables seront dépendantes des expériences
réalisées et il est nécessaire qu'elles le soient en grande nombre.
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II1.3.2. - Quelques propriétés des entropies et des informations dans les

systémes multivariables.

A. - Soit un systéme S de N variable Xi' Supposons que la mesure des
X; se fasse & travers un systéme d'observation R (fig. III.4) qui fournit M
variables Yj (M £ N)

(s oeee X s (Vs e Yy (10)
N T
|
| " 2
V| s =z ok d
] — T
w1

Figure II1.4

L'ensemble des systémes S et R est un systéme S' défini par 1'ensemble
des M variables Yj‘

D'aprés (8) :
H{Xps oo X (Yoo Yl = HOX 000 X+ H Ko Xy (Yiseen V)
= H(Y ..o Yyt H Vyror Yy (Xpaeon X))
Mais d'aprés (10} : H X v (Ygs oen YM) =0
1o Xy
= H (X{, .. Xy) = H (Y, ... Y,) +H Yy aee Y (Xps ven Xy)
H(Xps coo Xy D0 HOYp, oo V) (11)

L'égalité est vérifiée lorsque 1'application R-l est injective ce qui
n'est pas vrai dans le cas général.
L'incertitude sur 1'état du systéme S' est moins grande que(ou égalte a)celle sur
1'état du systéme S. Le systéme S' est dit moins complexe que Te systéme S en
ce sens que 1'incertitude moyenne sur son état est moins grande. Savoir si
le systéme S' est représentatif du systéme S est une question difficile.
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Le modéle du systéme S' portant sur les variables Yj est un modéle agrégé de S
(cf. II1.1) et sa validité pour décrire S dépend des caractéristiques du syste-
me d'observation mais &galement du systéme S lui-méme.

B. - Soit un systéme S de N variables. Supposons qu'on veuille définir
ce systéme 3 1'aide des (N-1) premiéres variables. Appelons S' ce systéme.

Par définition de 1'entropie et de 1'information pour les systémes
multivariables, on a :

X = O Xy Xy) = HOX e X (k)

r 17 Ay-1
H(Xl,XN) - H (Xlg-..anl) = H xl"" xN-l (Xn) (12)
N
I (X] 5 oen 2 Xy) = ;S% HOG) = H (X ween X)) (13)
1=
N-1
I (X1 R XN—l) = ;;; H (Xi) - H (Xl, - xN-l) (14)
D'aprés (12), (13), (14), en notant I (X1 tees XN) par I (S), on a :
I(S) - I(S') = H(X)-H, X
(S) - 1(s") () = Hy o, O
I (S) - I{S") = 1 ((Xl, cos XN~1) : XN ) (15)
On a alors : R (S) > H(S") (16)
1(5) » I(s") (17)

L'inégalité (16) a la méme signification que 1'inégalité (11).
L.'inégalité (17) signifie que 1a mesure des couplages dans.le systéme S lors-

qu'on observe N variables est supérieure ou égale & la mesure des couplages
obtenue & partir de 1'observation de (N-1) variables. La complexité intrinsé-

que du systéme peut devenir plus difficile @ analyser et la relation (15)
donne la perte d'information sur la mesure des couplages.

Remarque.

L'entropie H(S') se calcule a partir d'une matrice de contingence
transformée de la matrice initiale de contingence.
Considérons le cas ol § = [X VP S = {X}
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X et Y prennent leurs valeurs sur les ensembles U et V
U= {xl,.”.,xn} V=={y1,.n.,ym}

La matrice de contingence A de $ est celle de la figure II1.3
H (X) est 1'entropie calculée & partir de 1a matrice de contingence A’
(fig. 111.5).

L)
1]
oy

Fad
—
M
a3
it
L)

>
>
-
M3
o)

L]
I}
—

b
=
M-
2

nJ

G
i
b—t

Figure III.5 - Matrice de contingence A’
On dit que A' est obtenue par une agrégation de A.

C. - Considérons une variable Xi prenant ses valeurs dans 1'ensemble

Ui ={ x}, ceees x; } et supposons qu'il existe une variable Y dont les

valeurs sont obtenues par 1'application F suivante :

i i i i i
X1 Xg X501 Xgooves X1 0 X Xp evennes Xo
. vy AN J L J
" ! i i
yl Y3 Y eeeen. Y
Cette abp]ication cerrespond & une partition moins fine sur 1'ensem-
ble des valeurs d'une variable. On montre [ 64 ]que :
H (Xl"“’xi""‘ XN) > H (Xl""‘ Xi-l’ Y, X1+1, ..... XN)
I (X1 ...... X1 ....... XN) > 1 (X1 ..... X1_1 Y X1+1 XN)

Il y a donc perte d'information sur les couplages dans le systéme
Torsqu'une ou plusieurs variables sont mesurées moins finement.

Ces quelques propriétés de 1'entropie d'un systéme et de 1'information
entre les variables du systéme montrent 1'aptitude de ces concepts pour 1'ana-
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tyse d'un systéme complexe multivariable. Dans les paragraphes suivants, nous
supposerons que le systéme est entiérement défini par un ensemble de variables

X1 prenant leurs valeurs dans des ensembles finis et donnés.

I11.3.3. - Décomposition de 1'information entre les variables.

Soit un systéme S ={ Xl,x2 , - N} et soit une partition de
1'ensemble des variables, S = {51, 82, . M} , 0 S, { Xy10 Xip0 oo Xip}
On note : 1 (X. Xig 2 vven s Xip) = 1 (Si)
H (X11, ip2 trers ) = H (S )

On a alors la relation fondamenta1e suivante :

I (X1 P Xyt XN) = j{: I(s5) +1 (S : Syt SM) (18)
Démonstration
D'aprés (5) : I(Si) = H(Xil) + H (Xiz) + .... +H ( ) - H (X11, "xip
= H(xil) + H (X. )+ ... +H (xip) - H(§)
M
I]vient:le(Si Z:lH(X)-ZH(S) (19)
is= j-=
D'autre part, d'aprés (5) :
M
(s : 52 feeean Sy) = Zl H(S;) - H (S, Sps ... Sy)
*l—
E:l H(Si) = H (Xps Xpu v X)) (20)
1 =

De (19} et (20), on tire :

I

N
; L(S;) +1(S; 55y oun 1 Sy ZJ-.-.lH(XJ') ~H(Xps Ko een X))

I (Xl : X2 T ases 2 XN) CQFD

Remargue : On convient de poser I (X ) = 0 de facon 3 ce que 1'identité (18)

{"1] ,i=1,N

Cette relation est extrémement importante. Elle exprime que 1'informa-

soit vraie V'S;, en particulier pour S

tion dans un systéme est &gale & la somme des informations dans chaque sous-
systeme plus 1'information entre les sous-systémes, cette dernigre &tant nulle
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si les sous-systémes S; sont indépendants (théoréme III.l). Elle permet donc
d'apprécier la validité d'une partition d'un systéme lorsqu'on recherche des
sous-systémes faiblement couplés. Cependant on ne peut envisager, pour les
systémes de grande dimension, de choisir la meilleure partition & partir du
calcul de I (S1 : 52 R SM) pour toutes les partitions possibles. Une
démarche simple consiste & calculer 1'information entre toutes les paires de
variables, ce qui permet de définir une matrice de couplage, (cf. § II11.3.4)
et d'effectuer la partition & partir de cette matrice. La validité d'une
telle approche est précisée par la relation suivante, démontrée par Mr GILL

[70]:

I (X1 8 PR AR : XN) = zz: I (& : Xj) + 2{: Q (% R Xj’ Xk) o
1, 1,5,k
i# ]
7 +Q (Xg5 -enn XN) (21)
Introduisons les quantités ( (Xi’ Xj, R, Xm).

Définition et propriétés de Q (xia_gj, Cen Xm)

a) - considérons le cas ol N = 3
La relation (21) devient :

I (X1 : X2 : X3) = (X1 : X2) + 1 (X X3) + 1 (X2 : X3) +Q (Xl, Xos X3)

(22)
On démontre que :
Q (%], X5, X3) = 1X3 (X; 2 %) = T (X & X,) (23)
= IX2 (X1 P X3} -1 (X1 : X3) (24)
| = le (X, : Xg) = I (X, : Xg) (25)
ol I, (xj : xk) = HXi (X5) + Hxi (X - Hxi (X35 %) (1)

L'information Iy, (Xj : X)) est une mesure des couplages entre Xj et X,
1

lorsque les valeurs de Xi sont connues. C'est une information conditionnelle,

donc une mesure du couplage direct entre Xj et Xk'

L'information I (Xj : Xy ) est une mesure des couplages entre Xj et Xk
Torsque les valeurs de X; sont ignorées.
Q (X5, Xj, X ) est alors une mesure des couplages entre les 3 variables

X'i’ XJ’ Xk.

1) - I,.(Xs @ X)) est 1'espérance mathématique de I i, (X : i
(1) = Iy (X5 = X P 9 (x; = xhy ( 5040 au

est 1'information entre Xj et Xy pour la réalisation J (Xy = x})
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D'apras {23), (24), (25), la relation (22) devient :

I (X2 X, E Xa) = 1 (X; t X)) + I (X = X3) + le (X, @ X3) (26)
= ] (X2 : Xl) +1 ()(2 : X3) + IX (X1 : X3) (27

2
=T (Xg X))+ T (X3 2 %) + Iy (X)  X,) (28)

Supposons maintenant que IX (X2 : X3) =0, é‘est—é—dire qu'il n'y
a pas de couplage direct entre X2 et X,. Alors Q (Xl’ XZ’ X3) £ 0 et

3
I (X 2%, 8 X3) = 1 (X 2 %) + 1 (Xt Xg),

La présence simultanée de couplages entre, respectivement (X1 et X2)
et (X1 et X3) peut engendrer un couplage apparent entre Xz et X3, di & X1 et
mesuré par I (X2 : X3). Ceci justifie gque Q (Xl’ X2, X3) puisse étre négatif
dans (22).

b) - pour N quelconque, on démontre que [70:]:

1) Q(Xi’x_j’ ....Xm)= Qxi (Xj’ ....Xm)— Q (XJ.,..J..Xm)
et Q (X, X, X)=1 (X X)) -
=y X., 3 .9 1Y
X1 i Xk n* p )(_I XJ Xk Xm p
-1 (X X}
X'I’Xj’ Xk n p

2) - Q est une fonction symétrique par rapport 3 toutes les variables.
- D'autre part, ASHBY [72:]a démontré que si 1'ensemble des variables
{_Xi’ Xj”"' Xm } peut &tre partitionné en deux sous-ensembles tels que
tout sous-ensemble de variables de 1'un soit indépendant de tout sous-ensemble
de T1'autre alors : { (Xi, Xj, - Xm) =0
Cependant Q (Xi, Xj’ “en Xm) = 0 ne permet pas d'affirmer qu'il
existe des sous-ensembles indépendants.

- Si les valeurs des différents Q (X;, Xj, ... X,) sont €levés en valeur
absolue pour des ensembles { Xi’ Xj, e Xm } comprenant un grand nombre de
variables, ceci impligue des couplages directs et indirects importants entre
des groupes de variables. Le systéme est intrinséquement complexe et son
analyse ne peut étre valablement réalisée a partir des couplages entre les

différentes paires de variables.

Si toutefois, dans les systémes de grande dimension, les couplages entre un
nombre important de variables sont faibles, on constate que 1'analyse des
couplages & partir d'une matrice de couplage reste imparfaite. Notons cependant
que la qualité de toute partition est évaluable a posteriori en utilisant

la relation fondamentale (18}.
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II1.3.4. - Matrice de couplage statique

I (Xi : XJ) est une mesure du couplage statique entre X et )(‘9
Cette quantité dépend notablement de H (X ) et H (XJ) Dans 1e but d'éliminer
1'influence du nombre de valeurs poss1bTes pour chaque variable, on définit
un coefficient de couplage mij tel que :

I (Xi : Xj)
miy = s (29)
VHX;) H (X))

On démontre aisément que :

0 & T (% :X) mm[H(X)H(X)]30<1Jél
De plus :
mi; =1 <>11 existe une application biunivoque de U dans U . Ceci
entra1ne tm. o= 1.

11

La matrice M (n x n) est 1a matrice de couplage entre les variables et
on déduira de son analyse, une ou plusieurs partitions du systéme.

Remarques.
1°) - S=(Xs 5X; ) {(X; X ) est une mesure du couplage direct entre
X; et X et une %na]yse du systéme est réalisable en définissant une
matr1ce de couplage & partir de cette information. Cependant, certains
couplages entre X; et Xj {par exemple, I (X; : (Xj, ) # 0et

I S - (X X;) (X : Xj) = 0), certes peu fréquents,ne sont pas ainsi
mesures) ! ‘
De plus te calcul de 1 (X ;: X-) nécessite pour étre

S- (Xl’ Xi) 1

significatif,un plus grand nombre d ob§érvat1ons que celui nécessaire a un
calcul significatif de I (X; : Xj). En effet I S-(X; , X;) (% : xj) fait
intervenir le calcul de 1'information entre X; et Xj pou% chaque réalisation
de ( S - (X, X))

1 J

I o (v, (Xi : X;) sera surtout utilisée dans le cas de la
recherche d'uhé dtructure d'un modéle d'un systéme afin de connaitre les
variables explicatives de variables dépendantes. Dans le cas de la recherche
d'une partition sous-optimale, on utilisera I (X5 : Xj) puisqu'il s'agit
plutdt de trouver des sous-ensembles de variables dépendantes.

2°) - Supposons que le systéme S soit composé de M sous-systémes Si
indépendants. Alors I (S1 : 52 Dol SM) =0
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Théoréme III1.2 - Si un systéme est composé de M sous-systémes indépendants,

tout sous-ensemble de variables d'un sous-systéme S est indépendant de tout
sous-ensemble de variables d'un sous-systéme S; (¥Yi,¥j (G £3)=1n )

Démontration - D'aprés le corollaire du théoréme I11.1 .

(S 8yt i5y) =0 = I(S;:55) =0 ¥Yi, N5 (i #d) =10

So1ent{ Xs oenn Xn} et { Vis <eee Y"{§1es variables des sous-systémes Si et
SJ respectivement.

DS 2 85) = 1 (0, e X)) 2 (Vg oul ¥ ) = H(Xs oon X)) -

Soit une partition de { Yis oene '};‘}ri {{Yl’ e Yk} ,{Y], .;. Ym}} et

soit 1'entropie HY1 .... Y, (Xl, . Xn)
DA e X)) 2 (Vs ey Y0) = H (X, . Xp) = Hy v Xps - X
+ H (X » X)'H (X: X
YI""Yk 1 n Yl" Ym 1
Comme :
H (X, X }-H (Xy5...X )=
Yl, Yk 1 n Yl,..YkX],..Ym 1 n
Iy oy (O X)e (Y, ))
I((X1 Xn):(Yl,...Ym)) = 0 entraine :
I((Xl Xn)5( k)) =0 :
I ((X,,.. X)( booaY )Y =0
Yl"' K 1 ] m
En partitionnant 1'ensemble { Xysee Xn} et partant de la relation
DUy -oo X)) 2 (Yg,..0 ¥,)) = 0, on obtient de fagon identique Ta rela-
tion suivante : I ((X 1> v X ) ( .. k)) =0
Comme les partitions sont que]conques, tout sous-ensemble de S; est
indépendant de tout sous-ensemble de Sj CQFD

Du théoréme précédent, on tire :
I (X, %) =0 ¥ X €58 et \fx]e:sj
Yi, %5 (k) -

On peut alors énoncer le résultat suivant :
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"Une condition nécessaire pour que le systéme S soit compdsé de sous-systémes
indépendants est que 1a matrice de couplage M soit bloc-diagonale".
On notera que réciproquement, si la matrice M est bloc-diagonale, 1'hypothése

d'indépendance devra étre testée en calculant I (S1 : S2 e

Toute partition du systéme obtenue a partir d'une analyse de la matrice
de couplage - en recherchant par exemple une partition de cette matrice telle
que la somme des éléments des matrices-blocs hors de 1a diagonale soit mini-
male - sera, dans le cas général, sous-optimale.

Parmi les "bonnes" partitions suggérées par 1'analyse de M, on retien-
I (s, :

dra celle dont le rapport 1
1 (X1 D PR .

est le plus faible.

I111.3.5. - Exemple

Considerons 1'exemple tiré de la référence [69]

S ={x1, Xy X5 Xg x5}

Le tableau de données est le suivant : (s = 14)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

x|t |1 ]3]3 |3 |2j2]1]1 21211112
X011 2]z |1 ]1i1]2]e2 2t 11122
.01 |3 (3|33 ]3]2]2]|1 32121113
AR R R R 12121212
Xsl1 |1 1211111101 ]2]1 2l 211|241

Tableaulll.6 - Tableau des données
La matrice de couplage statique M = [ mij] est



1 2 3 4 5
X1 1 0,0 0,34 0,08 0,0
X2 0,0 1 0,06 0,02 0,16
X3 0,34 0,06 1 0,21 | 0,02
X4 0,08 0,02 0,21 1 0,05
X5 0,0 0,16 0,02 0,05 1

Tableau III.7 - Matrice de couplage statique

Cette matrice de couplage est schématisée par la figure IIL.8 sur
laquelle on n'a fait figurer que les liaisons entre variables les plus impor-
tantes.

Figure III1.8 - CoupTages principaux entre variables
Si dans le cas des systémes de grande dimension, l1a partition doit
étre réalisée 3 1'aide de méthodes systématiques ,d 1'aide par exemple du
graphe associé a la matrice de couplage, sur cet exemple, la partition est
suggérée par 1'examen de la figure III.8.
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S = { Xps Xps X3 Xg» X5} '
5 = {Xl’ Xgs Xgo} 3 Sy - { *z» Xg

La relation (18) s'écrit :

I (X1 : X2 : X3 P Xy X5) =1 (X1 P Xy X4) + 1 (X2 : X5) +
T((Xs X35 Xg) t (X, & Xg))
I (X 1 Xy X 2 Xy @ Xg) = H (X]) * H(Xp) + H(X3) + H(Xz) + H(Xg) -

- H{X)s Xp» X3, Xg, Xg) = 2,09

I (X, : Xg) = 0,15

I((Xl, X3, X4) : (XZ’ X5)) = 1,07

L (%) %35 Xg) ¢ (55 X5)) o7

I (Xt Xy 0 Xg i X ) 2,09

1° 72 4 °
Le systéme considéré dans cet exemple n'est donc pas décomposable en

sous-systémes faiblement coupiés.
Remarque

On a vu que la matrice de contingence A permettait de définir des
lois de probabilité empiriques pour les différentes variables. Dés lors, il
devient possible, a partir de la connaissance de ces lois, de calculer la
matrice de corrélation empirique et de la considérer comme la matrice de couplage
M.
M(NxN)=1[m
(Nxhy = [my5]
m.. = (X, X.) 3 e (X,, X.) = coefficient de corrélation linéaire
ij . i’ i
de X, et X_.
1 J
Une condition nécessaire et suffisante pour que| G (Xi’ Xj)] = 1 est

que X; et Xj soient liées par une relation lingaire.

Une condition nécessaire pour que Xi et Xj soient statiquement indé- '
pendantes est : @ (X;, Xj) = 0. Lorsque e(xi, Xj) = 0, Xi et Xj ne sont pas
corrélées, c'est-a-dire qu'elles ne sont pas liées par une relation linéaire.
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Le coefficient de couplage défini par (29) est donc plus général que
le coefficient de corrélation puisqu'il permet de mesurer toute dépendance entre
deux variables et en conséquence de décider de leur indépendance.

IT1.4 - PARTITION DES SYSTEMES DYNAMIQUES.

Soit un systéme dynamique S défini par un ensemble de N variables X ,
chacune d'elles prenant ses valeurs dans un ensemble fini. La période d'&chan-
tillonnage des mesures est T et on suppose que 1'dtat de S & 1'instant (k+1) T
est uniquement fonction de 1'&tat de S 3 1'instant kT.

s (k1) —F Mo s (k1) T)

Le tableau de données (fig. I1I.1) est donc dans le cas d'un systéme
dynamique un ensemble, ordonné dans le temps, de mesures des variables du

systéme.
Pour 1'analyse des couplages dans le systéme, deux ensembles sont i
considérer:
S (kT) = S (k) = { Xy (k) X5k}, oeenn , xN(k)}
S ((k+1)T) = S (k+1) = { X1 (k+1), X2 (k+1), ..... R XN (k+1)}

a partir desquels on développe une méthode d'analyse des couplages du systéme.

-

Désormais, on notera Xi une variable d un instant quelconque d'échan-
tillonnage et X% cette variable a 1'instant suivant.

‘i . _ i i .
Considérons deux variables Xi et Xj (Ui = { Xy Xos wenes . X"i } H
S TRV N J : a AFind
U, ”{ X§s xJs waenn xnj}). A partir du tableau de données, on définit une

matrice de contingence A du couple { Xi’ Xj%.

Exemple
SEEE" X!
1|1 |1 1 3
2 | 2 |1 TN
3 | 1 | 2 s P ] 0
4 2 3

Tableau de données Matrice de contingence A
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La valeur d'un_é]ément a1 de A est le nombre d'oécurences de 1'événe-
ment (Xi = x; 3 Xj = x%). On note que le nombre total d'événements qui peuvent

étre pris en compte est (s-1).

A partir de cette matrice de contingence, on calcule les entropies
H(Xi), H(Xj) et 1'information I (Xi : Xi).

I (Xi : Xé) est une mesure du couplage entre Xi a un instant donné et
Xj a 1'instant suivant. C'est donc une mesure du couplage dynamique entre X;
et Xj, dans te sens X —= Xj . [ (Xj : X%) est une mesure du couplage dynami-
que entre Xi et Xj dans le sens ¥ - Xj .

Un couplage dynamique entre X et Xj mesuré, par exemple, par
I (Xi
plages dynamiques indirects. Aussi, dans la suite on rencontrera 1'informa-

: Xj) peut &tre di & des couplages statiques entratnant ainsi des cou-

tion ISk (X : Xj), mesure du couplage entre X et X& torsque les valeurs
i
des variables de Sk sont connues et I (% @ X%) est une mesure du couplage
S-X% J
direct entre X; et Xj.

Une analyse des couplages dans un systeme dynamique a été proposée
par CONANT [69]3a partir de 1'analyse de 1'information I {((S, 5"))

L ((S:5")) = T (X & Xy tewes Xy i Xj 2 X t..o

Soit une partition de S : { Sl’ ..
relations suivantes en utilisant la relation (18) :

M
I ((S,5")) =1‘Z=1 I((S;,84)) + T((S1551)1(85,55) 1o -1 (SyysSy)) (29)
I {(S,S") = T(S)+1(S')+1(S:8s") (30

Selon CONANT, si le systéme S est composé de M sous-systemes Si
faiblement couplés alors :

i,j = 1,0 1 ((5,5";) : (S5 ST & T((s;,8')) + 1 ((sj, s'j))
M
T (51, 8"7) = (S, 8'5) & oeen, : (Sys SIM))<<§ 1 (Fsi,s'i))

Ce résultat est difficile & justifier dans la mesure oi le choix de
1{(S,S"')) pour mesurer Tes couplages est relativement subjectif et nous propo-
sons d'analyser le comportement dynamique de S a partir de I(S : S'). Cette
analyse est complexe si on ne fait aucune hypothése sur 1a structure du
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systéme. En particulier la notion d'indépendance dynamique de sous-systémes
apparait difficile & dégager.
On supposera donc que le systéme a la structure suivante :

Xy (k1) = £ (X (k) X5 (K)s oennn » Xy (k) L
ou i=1,N (31)
X'y = Fy (Xs Xps vnnnn , Xy)

Nous proposons de mesurer les couplages dynamiques dans le systéme S
par la quantité I. suivante : '

N
Ins =ZI (S : X'3)
=1

. 1 - ] - ]
Or I(S: Xi } = H {X i) HS (X 1.)
Puisque la connaissance de S implique celle de X‘i d'aprés (31},

HS (Xli) =0 et IDS prend la forme simple suivante :
N .
Ips = ;E;:l H(X")) (> H(X,) Torsqu'on dispose d'un grand

_ nombre d'échantillons). IDS est donc la somme des incertitudes moyennes sur
la réalisation de chaque variable.

I11.4.1. - Décomposition des couplages dynamiques.

Soit une partition de S : {_Sl’ ....... SM } .

La relation suivante a &té démontrée par Mc GILL [ 66 ]

F(X (Y, 2Z) )=1(X, Y) + IY (X : Z) (32)
D'aprés (32) :
I (S :X% ) = 1.(5, :x% ) + ISk ((S - ) :XY5)

il vient alors :

M M
Inc = . le:x-.) Z(Z I $-5 :x'.)33
DS kZ=1('i€Sk G2 X9 k=1\7€s5, (5-5¢) | i7)33)

=1 + 1

DP DEP

IDP est une mesure des couplages dynamiques dans les sous-systémes.
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IDEP est une mesure des couplages dynamiques entre tous les sous-systémes,
C'est une somme d'informations conditionnelles et donc une mesure des coupla-
ges dynamiques directs entre les sous-systdmes. On dit que les sous-systémes
sont dynamiquement indépendants si IDEP est nulie.

La relation (33) va &tre utilisée pour valider toute partition du systéme
lorsqu'on recherche des sous-systémes faiblement couplés.

II1.4.2. - Analyse des couplages dynamiques.

Comme dans le cas statique, 1'analyse des couplages dynamiques est
faite a partir des couplages dynamiques entre les variables prises deux a

deux. N
I ((le v XN) : Xli) = ;g; I‘(X‘j : X'i) + g?;(Q(XJ’ Xk, Xli) +
j?g;](J (Xj, Xk, XI’ X'i) +Q (Xl’ ..... XN’ Xli) {34}

Q a la méme définition que celle donnée au paragraphe I11.3.3.. La relation
(34) se déduit simplement des relations démontrées par Mc GILL [70:] dans le
cas des systémes comportant une variable {de sortie} dépendant de plusieurs
variables (d'entrée).

Les remarques formulées dans le cas des systémes statiques concernant

la validité d'une analyse & partir des couplages entre paires de variables,
restent valables dans ce cas.

IIT.4.3. - Matrice de couplage dynamique.

Le couplage dynamique entre Xi et Xj dans le sens Xi _....,..Xj est mesuré
par I (Xi : X'j) et on définit 1'€1ément ij de Ta matrice de couplage M par :

I (X, : X*))
mis o = L J (35a)
VH (X,) . H (X J.)
Comme dans le cas statique, on démontre que :

-0 ¢m, (1

m. .
1J
mij =1 «= i1 existe une application biynivoque de Ui dans

1 [ = Y.
u 5 { Uj = ensemble des valeurs de Xj UJ )
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Cette derniére condition nécessaire et suffisante'est trés restrictive
quant @ 1a forme de liaison entre X; et X'j et CONANT [ 69 ] définit un
coefficient mj; plus général tel que :

I (X, = X', .
m; 5= ( L X 3) {35b)
H (X J.)
mij est égal a 1 lorsque simplement i1 existe une application de Ui dans U3 .
Dans ce cas, 1 (Xi : X J.) = H (X j) - HXi (X j) = H (X J.)

Remarques

1°) - A partir de 1a définition de 1'indépendance dynamique de sous-
systemes (IDEP = 0), on ne peut pas déduire une condition nécessaire
sur la structure de la matrice de couplage, comme dans le cas statique.

25) - IDEP fait apparaitre des informations conditionnelles. On peut
alors penser a définir la matrice de couplage & partir de 1'informa-
tion IS_Xi (Xi : X J.) en posant :
Ie _ ¢ (X, = X'))
mi.o o= S - K i i (35¢)
’ Hox, (X'y)
On &limine ainsi des couplages Hynamiques apparents seulement dis i
des couplages statiques. En effet, si I (Xk : Xi) # Oet I (Xk : X' ) #£0,

alors on peut avoir I (X : X'.) # O bien que 1 X X' L 0.
J S—X_i i 3

Cependant malgré une procédure simplifiée de calcul de ces informa-
tions conditionnelles proposée par RINK[:TB ], comme on 1'a mentionné dans
le cas statique, i1 faut beaucoup d'é&chantiilons pour qué les résultats soient
significatifs et cette procédure apparait beaucoup plus longue que celle de
calcul des informations I (X : X ).

[11.4.4. - Exemple

Considérons le systéme S étudié dans e paragraphe 1I1.3.5. comme un
systéme dynamique. Pour le calcul de Ta matrice de couplage, les approxima-
tions du type H (X;) = H (X3 ) n'ont pas eté faites et cette matrice dont les
éléments sont calculés a partir de (35b), est donnée par le tableau III.9.
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Xl 0,24 0,16 0,72 0,43 0,21

X2 0,10 0,06 0,01 0,17 0.0

3 0,55 0,06 0,46 0,27 0,07

X4 0,03 0,67 0,07 0,0 0,09

X5 0,0 0,0 0,01 0,05 0,09

Tableau III.9 - Matrice de couplage dynamique

Sur la figure III.10, on a représenté, sous forme d'un graphe, cette
matrice en ne faisant figurer que Tes couplages principaux.

X3 X5

Figure III.10 - Couplages principaux entre les variables.

On note que 1a variable X5 a peu d'action sur les autres variables,
relativement & 1'importance des autres couplages et que sa dynamique est
surtout déterminée par la variable X

!

1
S1 on recherche par exemple, une décomposition du systéme en 2 sous-
systémes faiblement couplés de dimensions assez voisines, 1'examen de la
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figure III.10 suggére la partition { 51,52} ainsi définie :
5= { Xps %30 %]
) = [xz, X )

La relation (33) s'écrit alors :

5
I = 1:5:& I(S:X'y)

S

1 (S1 : X'l) +1 (S1 : X'3) + 1 (S1 : X'5) + 1 (52 :

+ 1S, 1 X'y) + Ipgp

On obtient les résultats suivants:

Ipg = 5.85
I (S1 : X'l) = 1,24 I (S2 : X'2) = 0,75
I (S1 : X‘3) = 1,43 I (S2 : X'4) = 0,25
I (S1 : X‘S) = 0,70
21 (sy 2 X'y) =337 2 1(S, : X*;) = 1,00
i €s, : €s,
DEP
IT vient : IDEP= 1,48 et —=0 . 1,48 ~ 0,25
IDS 5,85
Si on considére la décomposition suivante :
;= L% X |
S0 g Xy X4}
On obtient :
IDS = 5,85
I (S1 : X'l) = 0,48 - | (S2 : X'2) = 0,79
[ (S; :X'G) = 0,4 (S, :X'3) = 0,81

I(S,:X'y) = 0,51

> 1 (S ¢ X';) =0.8 21 (S, s x'y) = 2,11
€S, ' i€s,
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1

) ' DEP 2,85
IT vient: IDEP = 2,85 et — = ~ 0,49
IDS 5,85

La premiére décomposition est la meilleure et un modéle grossier du
systéme pourra &tre de la forme suivante :

([ Xy (k1) = £y (X (K)5 Xg(k) )
Xy (k+1) = F, (X, (K), X,(K) )
< X3 (k+1) = f3 (X1 (k), X3(k) }

Xg (K1) = 4 (X, (K), X,(K) )
Xg (k+1) = fo (X (K) )

i

-~ 75

II1.5. - CONCLUSION

Ce qui fréquemment caractérise un systéme complexe est 1'impossibilité
d'en obtenir un modéle mathématique complet et souvent les seules informa-
tions pertinentes dont on dispose, sont des données enregistrées au cours de
différents fonctionnements. Lorsqu'un modéle existe, sa dimension est souvent
telle que 1'analyse des couplages par traitement des équations mathématiques
est trés difficile et dans de nombreux cas, la simulation sur calculatrices
analogiques ou hybrides s'avére indispensable.

I1 s'agit donc, & partir de réponses réelles ou simulées, de trouver
les relations essentielles de causalité permettant d'expliquer le fonctionne-
ment du systéme, de dégager la structure de ces relations afin de réaliser
une partition en sous-systémes faiblement couplés.

Notre étude a surtout porté sur les systémes discrets et ce sont essen-
tiellement Tes concepts d'entropie, d'information qui ont &t& utilisés.
Nous avons montré qu'ils permettaient 1'analyse quantitative de relations,
de couplages complexes entre les variables d'un systéme. L'obtention de deux
relations fondamentales ((18) et (33)) de décomposition d'information entre
les variables, proposées comme mesures des couplages respectivement statiques
et dynamiques dans un systéme, et la définition de matrices de couplage dont
chaque é1éments est un coefficient de couplage statique ou dynamique entre
deux variables, constituent les résultats importants de cette &tude. Une
méthode heuristique pour la partition en sous-systeémes faiblement couplés
consiste alors a rechercher cette partition par analyse des matrices de cou-
plage statique ou dynamique puis & évaluer, 3 1'aide de ces relfations, les
couplages entre les sous-systémes.
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Pour les systémes continus, de telles relations ne peuvent étre obte-
nues, les notions de corrélation ou de fonctions de corrélation ne portant
que sur des couples de variables aléatoires ou de fonctions aléatoires. Si
tout systéme continu peut &tre discrétisé par discrétisation de 1'intervalle
de variation de chaque variable, nous avons vu que ceci s'accompagnait d'une
perte d'information sur les couplages ; en conséquence, chaque systéme doit

faire 1'objet d'une étude particuligre sur 1'opportunité d'une discrétisation.

La détermination des é&léments des matrices de couplages ne nécessite
pas de calculs trés importants. Ainsi des systémes de grande dimension peu-
vent étre étudiés. Dans ce cas, la partition du systéme, a partir de la
matrice de couplage, doit faire appel a des méthodes rationnelles, par
exemple, de classification automatique [75 ], graphiques (Cf. IV.3.5)

Enfin nous soulignons que 1'analyse structurale d'un systéme n'est
valable que si on dispose d'un ensemble minimal de variables sans lequel
nombre de phé&noménes ne peuvent &tre expliqués et sont alors considérés comme
des bruits. C'est au cours de la phase de définition de cet ensemble que doi-
vent nécessairement intervenir les spécialistes du processus.






CHAPITRE IV

EXEMPLES DE SYNTHESE DE STRUCTURES HIERARCHISEES

DE COMMANDE
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IV.1. - INTRODUCTION

Aprés avoir développé dans les chapitres Il et Il des méthodes
d'analyse structurale des systémes, nous présentons dans celui-ci deux
exemples de synthdse de structures hiérarchisées de commande.

Le premier exemple concerne la commande hiérarchisée d'une chaine
de fabrication de dispositifs 4 semi-conducteurs ; le second traite de la
synthése d'une structure hiérarchisée d'optimisation.

Bien que ces études soient de nature différente, on est confronté
dans les deux cas, & des problémes d'analyse de couplages abordés, dans le
premier cas, par 1'analyse des données, et dans le second, de fagon analyti-
que.

Dans le premier exemple, ces travaux sont insérés dans une analyse
générale du processus, des objectifs de commande de la chaine & partir de

laquelle une structure hiérarchisée du systéme de commande est proposée.

i,
i

IV.2. - COMMANDE HIERARCHISEE D'UNE CHAINE DE FABRICATION DE DISPOSITIFS
A SEMI-CONDUCTEURS.

Cette étude a &té realisée dans le cadre d'un collectif de recherche
L.A.A.S. sur 1'automatisation intégrée de processus complexes de production
dont la finalité est la mise en oeuvre d'un ensemble de moyens, d'actions
permettant 1a surveillance et la commande automatique du processus, 1'optimi-
sation de certains critéres de production, 1'adaptation aisée et rapide du
systéme d'exploitation & de nouvelles exigences de production [?6, 77] .

L'ampTeur du projet, la diversité des thémes particuliers nécessite
la collaboration de plusieurs chercheurs et ingénieurs automaticiens de spé-
cialités différentes. Une telle recherche ne peut &tre valablement entreprise
et menée sans un support permettant d'une part de tester dans des conditions
réelles de mise en ceuvre, les méthodes et algorithmes de commande développés
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par les chercheurs sur des bases théoriques et d'autre pdrt de dégager des
axes de recherche. '

Le processus complexe étudié est une chaine de fabrication de
dispositifs a semi-conducteurs et les partenaires industriels sont la Radio-
Technique Compelec - Caen ef la Sescosem - Saint-Egréve.

IV.2.1. - Description d'une chaine de fabrication

Une chaine de fabrication de dispositifs a semi-conducteurs est
composée de deux parties. La premiére, la partie physique de la chaine, com-
prend toutes les opérations allant de la fabrication ou la réception des 1in-
gots (ou des plaquettes) de silicium jusqu'a 1'obtention des composants élec-
troniques sur plaquettes. Les propriétés électriques du composant sont prati-
quement acquises & 1'issue de cette premiére phase. La seconde, Te montage et
Tes tris, concerne 1'élaboration de ces composants sous leur forme commercia-
lisée. '

La partie physique sur laquelle portent nos travaux comporte de nombreuses
opérations technologiques (20 & 50) connectées en série : oxydation, photo-
gravure, diffusion, lavage, métallisation..... Chacune des opérations traite
un lTot de plaques (100 & 300) de silicium, contenant chacune potentiellement
de nombreux composants {10 a quelques milliers). L'état du lot peut étre en
principe contrdlé aprés chacune des opérations (fig. IV.1), ce qui peut con-
duire & sa destruction ou éventuellement & son recyclage. Cependant, ces
contréles sont souvent partiels et de qualités variables. I1 est & noter aussi
la présence de stocks a différents stades de 1'&laboration, en particulier
entre la partie physique et la partie montage.

Le nombre de variables mis en jeu est trés important et les interac-
tions sont nombreuses. Une phase essentielle dans 1'étude des systémes comple-
xes est la définition qualitative de ces interactions. Elle consiste & repré-
senter sous forme d'un graphe la structure du processus afin d'en tirer parti
pour scn analyse et sa commande (cf. chapitre [I).

Un composant électronique est caractérisé a tout instant de sa fabrica-
tion par un ensemble de propriétés physiques élémentaires (épaisseur, taux
d'impuretés,etc..... ). Lors d'une opération, certaines propriétés physiques
peuvent étre modifiées, d'autres introduites. Les propriétés électriques résul-
tent de 1'ensemble des propriétés physiques acquises tout au long de la chaine
dont i1 devient nécessaire de connaitre, quatitativement dans un premier stade,
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comment ces derniéres sont élaborées, modifiées au cours de la fabrication.

Graphe de la chaine [76.1]

IT est construit a partir de la représentatien schématique des opéra-

tions de fabrication {fig. IV.2)

E.
i

o

— 3 Opération >

n°i

M.
i

Fig. IV.2 - Schéma d'une opération

Xi = propriétés physiques du composant qui sont modifiées au cours de 1'opé-
ration n®i

Zi = propriétés physiques du composant a 1'issue de 1'opération n°i

E. = propriétés physiques du composant qui interviennent dans 1'@laboration

d'autres propriétés physiques mais qui ne sont pas modifiées au cours
de 1'opération n® i

M. = variables du processus élémentaire de fabrication associé & 1'opération
n°i;ce sont soit des consignes soit des commandes.

Les liaisons entre les variables Xi’ Zi’ Ei sont définies & partir d'une
connaissance initiale du processus de fabrication en partant de 1a premiére
opération jusqu’d la derniére puisque les opérations sont connectées en série.

Le graphe obtenu visualise les interactions entre les variables
(fig. IV.3). I1 est complété au fur et a mesure de 1'analyse des données expé-
rimentales, c'est-a-dire de 1'acquisition de connaissances plus fines sur cha-
que opération.

Tout au long du graphe, les variables "pendantes" sont les propriétés
physiques finales du composant.
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IV.2.2. - Objectifs de la commande.

La commande d'une chaine de fabrication n'a pas un objectif unique et
le concept de choix multi-critére est ici essentiel [78] . Les composantes
principales du multi-critére sont :

- qualité et quantité de produits finis
- colts de production et de stockage
~ conditions de travail.

La difficulté principale au niveau du processus de fabrication (partie
physique) est la stabilisation de la qualité de Ta fabrication. Le rendement
est trés fluctuant et sa variabilité provient dans une large mesure de Ta
complexité du processus 1iée autant au nombre de variables mises en jeu qu'a
la haute technicité des procédés de fabrication sensibles aux perturbations de
diverses natures.

D'autres facteurs tels que la présence de nombreux opérateurs humains,
1'utilisation de produits ou de matiéres premiéres insuffisamment caractérisés,
le vieillissement du matériel technologique, 1'inhomogénéité dans le traitement
des lots interviennent également dans cette complexité.

En outre, bien que les variables ne soient pas toutes &galement influ-
entes sur la qualité du composant en fin de fabrication, 1'ensemble des varia-
bies mesurables est restreint par rapport 3 1'ensemble total. Les mesures
portent essentiellement sur des témoins accompagnant les lots, ces mesures
8tant destinées A tester soit des opérations particuliéres soit des groupes
d'opérations. L'information sur 1'état du processus est donc pauvre a priori.

Toutefois, si les variabies mesurées sont trés explicatives, en moyenne-
de la qualité finale du composant, compte tenu de spécifications données, 1'in-
formation détenue pourra étre qualifiée d'essentielle. On note qu'elle le sera
d'autant moins que les spécifications sont plus resserrées. En remarquant de
plus que la modélisation des composants électroniques complexes obtenue &
partir des lois physiques ne se retrouve parfois que trés imparfaitement dans
la modéiisation obtenue & partir de données expérimentales, 1'analyse du pro-
cessus est une fonction primordiale & réaliser afin de préciser les relations
entre les variables et les opérations.

Le processus étant incomplétement spécifié, modélisé, la commande de la
partie physique va prendre souvent 1'aspect de surveillance ce qui diversifie
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encore. les fonctions de commande. ‘ '

~

Une chaine de fabrication constitue donc un trés bon exemple d'un
systéme complexe puisqu'on retrouve toutes les caractéristiques de la comple-
xité (processus de grande dimension - commande multicritére - diversité des
fenctions de commande). Ceci conduit & 1a conception d'un systéme hiérarchisé
de commande.

Les travaux jusqu'ici réalisés ont surtout porté sur la maitrise des
perturbations intervenant dans la qualité des composants. Les &tudes ultérieures
devront prendre en compte les autres composantes du multicritére et dans cette
optique un schéma général du systéme de commande a été proposé.

IV.2.3. - Systéme hiérarchisé de commande [77.1 ]

Deux niveaux d'influence ont &té distingués (fig. IV.4) : le niveau
supérieur fixe la politique de production (niveau de management) & partir de
données techniques, économiques, sociales et le modéle utilisé de la chaine est
de nature économique.

Sont alors fixés sur un horizon temporel, les critéres, les contraintes
et les moyens de production qui portent sur les stocks, la planification, la
qualité des produits, les machines et les personnels, les coilits de production,
etc..

L'objectif du systéme de surveillance et de commande (S.S.C), placé au
deuxigme niveau, est de définir les actions a prendre pour que 1a production
(chaine de fabrication) remplisse les objectifs fixés par le premier niveau.
L'identification incompléte de la chaine dans le stade actuel de la connaissance
peut provenir soit d'un mangue d'information sur 1'état de la chaine (nombre
Timité de variables mesurées) soit d'une surabondance d'information ne pouvant
étre traitée par des moyens humains, et entraine une régulation aléatoire de
la qualité des composants et de ce fait une régulation difficile du volume de
production. Le S.S.C. est donc un ensemble de programmes de surveillance, de
commande, de recherche opérationnelle, d'aide & Ta décision destinés a maitriser
les perturbations et leurs effets apparajssant dans 1a chaine.

Le S.S.C. doit &tre un systéme de dialogue homme-machine car on se
place dans 1'optique d'une implantation progressive d'une automatisation sur
un processus complexe. I1 s'agit d'abord d'assister les opérateurs, ies analys-
tes, les décideurs dans leurs tdches propres. Au fur et 4 mesure de 1'améliora-
tion du degré de connaissance, certaines de ces tdches peuvent éire automatisées
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Figure IV.4. - Systéme hiérarchisé de commande

alors que d'autres pour lesquelles les actes, Tes décisions sont complexes

et non entiérement réalisables par une machine ou un programme continuent

d'étre en partie traitées par 1'homme.

L'objectif du $.S.C. dans le cas de 1a régulation de la qualité est

la maitrise des variations sur les caractéristiques du produit fini.

Actuellement, la commande en divers points de la chaine s'effectue
d'aprés des plages de consigne souvent déterminées par 1'expérience & cause
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de 1'identification incompléte de la chaine. I1 en résulte une dispersion
importante des caractéristiques. Cette dispersion est également due & des
pannes sur les machines, a des variations non mesurées sur d'autres caracté-
ristiques du composant en cours de fabrication.

Ceci conduit & la mise en place d'un S.S.C. comportant des programmes
différents suivant 1'information dont on dispose sur la chaine (mesures, mo-
déles) et on distingue trois niveaux de surveillance et de commande :

1) - Surveillance et commande automatique (SCA) [76.111]

Ce mode de commande est classique dans la conduite des processus.
11 s'agit essentiellement de régulations, de commandes adaptatives réalisées
de maniére analogique ou numérique et les exemples sur la chaine sont nom-
breux qu'il s'agisse de régulations de température, de débit ou qu'il s'agis-
se d'automatismes séquentiels.

Ce mode de commande n'est possible que si on posséde une information
trés compléte sur le processus & commander (modéle, mesures en temps réel).

Aprés détection d'un écart d'une variable par rapport & une consigne, 1'action
automatique de correction est tocalisée.

2) - Surveillance et décision statistiques (SDS)

Lorsque le fonctionnement d'une opération ou d'un groupe d'opérations
ne peut étre expliqué par des relations fonctionnelles entre les variables
mesurées qui sont associées 3 cette partie de la chaine (information incom-
ptéte), la surveillance se fait alors @ partir de données statistiques.

Ce fonctionnement peut &tre caractérisé, par exemple, par un rendement de
fabrication au niveau de la qualité des composants. Ce rendement est fonction
de plusieurs variables dont on posséde des mesures et & un rendement donné ou
d une plage de rendement donnée peuvent correspondre des configurations de
valeurs des variables différentes (statistiques différentes). A la notion de
modéle d'opérations se substitue la notion de famiiles (ou classes) de lots
définis par des données statistiques sur les variables du composant et des
opérations.

A un point donné de la chaine, 1a décision de rejet, de recyclage ou
de corrections ultérieures, connaissant les valeurs des variables déja
mesurées, est fonction des valeurs probables des variables mesurées ultérieu-

rement (par exemple un rendement). Les commandes de correction ne sont donc
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pas localisées a priori car elles peuvent porter sur des ‘variables différentes
suivant les configurations cbservées.

Ce mode de surveillance et de commande fait actuellement 1'objet de
recherches et son importance est justifiée dans le paragraphe IV.2.4.

3) - Diagnostic [76.11, 77.1V ]

La présence de ce niveau est rendue nécessaire par 1'insuffisance voire
1'absence possible d'information dans la banque de données pour la détermina-
tion des causes d'un incident de fabrication.

Dans le cas d'un incident répertorié dont on connait un ensemble de
causes possibles {(chacune é&tant affectée d'une probabilité) auquel est asso-
cié un ensemble de tests de colts donnés (matrices logiques tests-causes),
on définit un plan d'inspection optimal.

Ce sont donc la qualité et la quantité des informations sur le fonc-
tionnement de Ta chaine qui déterminent les modes de surveillance et de com-
mande possibles. Ainsi, plus le nombre de variables mesurées est grand, plus
Jes modéles peuvent &tre élaborés et plus le degré d'automatisation de la
commande croit.

11 faut noter que le colGt des actions de surveillance et de commande
intervient notablement dans le coit de fabrication et la prépondérance d'un
mode de commande est décidée suivant la fréquence des perturbations.

4) - Coordination.

La fonction des organes de surveillance est de générer des interrup-
tions qui doivent étre prises en compte, filtrées et analysées par un organe
de coordination dont le rdle est de gérer en fonction des objectifs et des
contraintes de production 1'ensemble des programmes du S.S.C.

Les interruptions peuvent étre de natures trés diverses (dérive ou sor-
tie de tolérance des caractéristiques des composants, panne sur une machine,
ete..... )} et peuvent mettre en cause une ou plusieurs opérations. Dans 1'état
actuel des &tudes sur cette coordination [80], les moyens et méthodes utili-
sables sont :
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- des tables de décision (logique de la coordination)

- un fichier des données de coordination (données relatives
aux interruptions passées et aux résultats des décisions
associées)

=

- une analyse de ce fichier devant affecter & chaque
interruption un mode de coordination (automatique, semi-
automatique, "manuel").

IVv.2.4. - Rdle des fonctions d'analyse.

Chaque niveau de commande utilise des fichiers spécifiques de la bangque
de données : le premier, des fichiers concernant Tes performances et les capa-
cités des machines, des algorithmes, des personnels, le second, des fichiers
contenant outre des mesures, des modéles de la chaine.

Pour é&laborer ces différentes données, il est nécessaire de mettre en
place & chaque niveau de commande une fonction analyse.

1} - L'analyse du systéme “chaine-5SC"

Les performances de la chaine de fabrication sont fonction
- de Ta qualité des moyens matériels et des personnels au niveau
de la fabrication

- de 1'information disponible dans la banque des données

. - de 1'ensemble des moyens de surveillance et de commande mis
en place.

Une analyse est alors nécessaire du systéme "chaine-SSC" devant r&aliser
une évaluation de ses performances par rapport aux critéres, contraintes et
moyens définis par 1'organe de décision de la politique de production. Ceci
peut conduire :

- s0it & une évaluation des efforts & produire gquant & 1'acqui-
sition de nouvelies données, 1'élaboration de nouveaux moyens de surveillance
et de commande pour remplir les objectifs. Ainsi c'est & ce niveau d'analyse
que des propositions de modifications de Ta structure du S$SSC sont faites en
fonction principalement de la fréguence des perturbations.
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- s0it d@ la mise en cause de ces objectifs et contraintes par
suite d'incompatibilités ou d'insuffisances constatées dans les choix {commande
multicritére).

L'ensemble des programmes d'analyse constitue un module d'apprentissage
s'insérant dans la boucle de commande globale (figure IV.5).

Analyse du Politique
Systéme de
"chaine-SSC Production
Banque Surveillance
de "_ et
données commande
chaine

Figure IV.5

2) - Analyse structurale de la chaine (77.11]

Les trois niveaux du SSC précédemment cités mettent en jeu trois
catégories de modéles :
a) - des relations logiques sont exploitées par les programmes
de diagnostic d'incidents répertoriés,

b) ~ des dépendances statistiques sont traitées par le niveau
SDS.

c) - des modéles paramétres qui lient des variables mesurées
sont a la base des programmes de SCA. Ces modéles sont
obtenus a 1'aide de techniques de régression ou de
fittrage[ 76.111 ].

L'analyse structurale a alors pour rdle de mettre en évidence les rela-
tions entre les variables mesurées de fagon 3 définir les modéles utilisés
par le 5.5.C. Ce module d'analyse s'insére également comme module d'appren-
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tissage dans une boucle de commande (figure IV.6)

Analyse Surveillance
et
structurale commande
Banque
de — Chaine
données
Figure IV.6

Si 1'obtention de relations logiques provient de 1'analyse du graphe

de la chaine, les modéles b) et c¢) sont obtenus & partir de 1'analyse des
données.

La nécessité d'une analyse préalable des données dans un systéme com-
plexe est justifié par la difficulté de déterminer a priori toutes les varia-
bles explicatives d'une variable dépendante. Ceci est particuliérement vrai
pour les chaines de fabrication de semi-conducteurs comme le montre 1'exemple
suivant ;:

- On dispose des mesures de 10 variables sur un échantillon de 88 lots
(circuits intégrés) couvrant une année de production (tableau IV.7).

A partir de considérations théoriques, les relations suivantes entre les 10
variables ont &té proposées par les physiciens :

R
(1) P-=a _EJZSEEE + bR +c
a
(2)

aRpg émet +b
(3) RyuB =aRg épit+b

el
O
=

[l
0

(4) Log BY = a Log BV.ry+ b Log (FB +1) ¢

(s
[wxi
<o

i

(5) BV =aR g épit+bRp As +C

Un programme de régression a donné les résultats suivants :
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Tableau 1V.7
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(1) : a = - 2,58 (da = écart-type de a = 613)
b = -3,3 (@b-=7,5)
c = 147

T = pourcentage d'explication de 1'8cart-type initial de la
variable dépendante = 9 %

(2) : a=-2,8 (ca =0,5)
b= 19,4
T= 119
(3) : a =8,5.10"° (ga = 50.10°)
b =169
T o
(4) : a = 0,65 {(Ta = 0,08)
b = 0,012 (db = 0,027)
c = 1,95
T 244
(5) : a = 5,10°% (ga = 2.107%
b = 0,40 (gb=0,16)
c = 30,5
T = 5%

L'estimation de a dans la relation (4) a été également faite 3 1'aide
d'un algorithme de filtrage (fig. IV.8). On constate que les relations pro-
posées sont peu.vérifiées expérimentaiement. Les faibles valeurs de T signi-
fient que d'autres variables sont explicatives. Ceci est dii & ce qu'en
théorie, i1 est difficile de prendre en compte les nombreuses variables
intervenant dans 1'@laboration des caractéristiques d'un composant dans les
conditions de fabrication industrielle.

Une méthode de recherche systématique de ces variables explicatives est
1'analyse des données en composantes principales normées (ACPN) puisque les
variables mesurées ici sont continues.
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Sans entrer dans les détails de cette méthode d'analyse [66,77.11]
on rappelle que 1'ACPN permet de visualiser les relations entre les variables
mesurées {la distance entre deux variables est une fonction du coefficient
de corrélation de ces deux variables), les similitudes entre les observations
que sont ici les lots, et en représentation simultanée, les relations entre
variables et observations. |

La figure IV.9 a est le premier plan factoriel relatif aux données du
tableau IV.7. Un lot est représenté par un numéro (1'ordre correspond & un
ordre de fabrication) et une variable est repérée par un symbole C..(1). A
partir de 1'examen de ce plan factoriel et de la matrice des corrélations
(tableau IV.9 b), 3 sous-ensembles de variables ont &té distingués tels que
les corrélations de deux variables d'un méme sous-ensemble sont plus grandes
que les corrélations de deux variables appartenant & 2 sous-ensembles diffé-
rents.

Ces trois sous-ensembles sont :

s, = {co1, coz, cos} ={BV.p,. BYcggs Rolg |
S, = {coa, cor} = fRRg B
s3 = { co3, cos, coa} ={ B Reent Rg emet }

Remarque : les variables C09 et C10 n'ont pas été prises en compte car peu
corrélées avec les autres variables.

Des relations linéaires entre les variables d'un méme sous-ensemble
ont été recherchées par régression multiple et se présentent sous les formes
suivantes :

S1 { BVCBO = 1,80 (0 = 0,22) BVegg + 15,63
T=12414

BVegg = 1,69 (0= 0,28) BVyeo + 0,09 (= 0,06) Ryl + 12,44
v -2

(1) - 1a correspondance entre les symboles et les variables est indiquée sur
le tableau IV.7.
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+ 0,49

s, {R = 0,017 (@=0,0033) Ry

T=10%

S3 { F,: 4,56 (0= 0,51) Rgent + 36,77
T=28%

{ F3= 4,59 (9°= 0,59) R gent + 0,41 {0 = 3,44) R_émet + 34,72
T=2719%

Si les résultats ci-dessus sont dans 1'ensemble plus satisfaisants
que ceux obtenus sans 1'aide de 1'ACPN, Tes modéles ainsi dégagés ne permet-
tent pas d'expliquer toutes les variations des variables et les estimations
de paramétres sont assez imprécises, ce d'autant plus que la dimension des
modéles croit ; les causes peuvent &tre multiples : approximations linéaires
des relations liant les variables non valides, absence de mesures ou de
prises en compte de variables certainement explicatives et couplages faibles
mais effectifs entre plusieurs variables entrainant la non-satisfaction des
hypothéses concernant Tes bruits résiduels dans les modéles linéaires recher-
chés par régression multiple.

Afin de mieux évaluer 1'importance de ces couplages, on a complété
1'analyse des données de la chaine en utilisant les méthodes proposées dans
Te chapitre 1II basées sur les concepts de la théorie de 1'information.

- Rappelons que pour un ensemble de N variables { Xl, ceees XN}.1a matrice de

couplage M est définie par :
I (X, : X))

M(NxN)=[m1,j] m, -

Vo) E )

et que 1'identité fondamentale permettant de mesurer les couplages entre des
sous-ensembles de variables est :

L
DO Ky e i Xy) = Y I(S) + 1 (S £8) ¢ oo 0 §))
i=1

{ Sl’ 52, e SL} = partition de 1'ensemble { Xl’ XZ’ Cees XN}

a) - les 10 variables mesurées étant continues, on discrétise 1'intervalle
des valeurs des variables qui sont au préalable, réduites et centrées. Le
choix du nombre de classes et de la Targeur de ces classes est un probléme
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délicat souvent résolu empiriquement. Compte tenu du nombre d'observations
disponibles (88), on a choisi 10 classes pour chaque variable réparties symé-

triquement autour de Ta moyenne et deux largeurs 1 de classe : 1 = 0,6 et 1 =
0,5.

Les fréquences dans les classes sont indiquées dans les tableaux IV.10a
(1 =0,6) et IV.10 b (1 = 0,5).

Les matrices de couplage (symétriques) M1 et M2 correspondant a ces

deux discrétisations, apparaissent respectivement dans les tableaux IV.1l a
et IV.11b.

On constate que les valeurs maximales et minimales des coefficients de
ces matrices sont respectivement plus faibles et plus fortes que celles, en
valeur absolue, des coefficients de la matrice des corrélations (tableau 1V.9 b)

b) Les coefficients les plus élevés des matrices M1 et M2 sont :

m {(CO3, CO06)
m (CO1, €02)
m (C06, CO8)
m (CO4, CO7)

0,378 et 0,374
0,340 et 0,303
0,267 et 0,263
0,235 et 0,286

=

Ces résultats sont tout a fait semblables & ceux concernant Tla matrice
des corrélations.

|p (€03, COB)| = 0,693
|@ (CO1, Co2)| = 0,647
o (cos, co8)| = 0,486
0 (co8, CO7)] = 0,482

Cependant, si & partir de la matrice des corrélations on a pu distinguer
3 sous-ensembles de variables faiblement couplés au sens précisé plus haut,
i1 n'en est pas de méme avec les matrices M1 et MZ’ la dispersion de leurs
aléments étant faible. A 1'examen de ces matrices, il apparait qu'il existe
des couplages entre toutes les variables.

En effet si on considére comme précédemment les 8 premiéres variables
€01, C02 .... CO8 et la partition qui a &té proposée { 51, 52, 53 avec
Sy = { col, co02, c05}, S, = { co4, 07 } ., Sy = { C03, €06, €08}’ , on a
les résultats suivants :



D% -.0,6_‘_”1,2i 1,% 2*? _ gz:lizle réduite
5 6 7 8 9 10
coly 2 1 8 10 25 | 18 14 8 1 1
co2| ¢ 2 7 16 20 | 22 13 5 2 1
03] O 0 8 19 27 | 16 10 2 5 1
coal O 2 7 19 28 7 13 8 1 1
cos5y 3 2 ) 5 22 | 25 18 7 0 0
coe| © 0 2 24 28 | 14 9 3 5 3
co7y O 2 8 15 16 | 26 12 6 1 2
cog| O 0 2 30 24 112 9 7 3 1
cog| O 0 3 33 14 | 10 15 9 4 0
ciof O 0 2 26 28 11 6 9 3 3
Tableau IV.10 a (1 = 0,6)
Classes
-2,0 -1,5 ~-1,0 -0,5 0 0,5 1,0 1,5 2,0 variable
} l t t ; I t t j— réduite
centrée
variables L z 3 4 5 b U 8 9 10
corp 3 3 8 8 24 15 12 13 0 2
co2| O 3 9 18 15 20 8 10 3 2
co3l O 1 g 19 25 15 7 4 3 5
co4| 1 4 4 19 28 7 13 7 1 4
Ccos 3 7 3 6 19 19 21 7 3 0
Coe| O© 0 9 29 16 13 10 3 2 b
co7) 1 4 12 11 13 22 14 3 6 2
cog| O 0 5 27 24 7 13 5 5 2
co9| O 0 14 25 11 8 9 14 4 3
C10| O 0 12 25 19 10 6 6 6 4

Tableay 1V.10 b (1 = 0,5)




Co1
€02
co3
Co4
Co5
Coe
co7
cos
co9
€10

€0l
Co2
Co3
co4
co5
coé
co7
co8
CQ9
C10

1i4

co7

col c02 co3 co4 €05 Cos cos co9 c10

1,0

0,340 1,0

0,177 {0,216 | 1,0

0,197 0,166 0,178 1,0

0,204} 0,205 | 0,148 | 0,204 | 1,0

0,179 0,149 0,378 0,164 | 0,139 1,0

0,197 0,178 ] 0,198 | 0,235 | 0,183 | 0,191 | 1,0

0,154 | 0,204 | 0,158 { 0,160 {0,167 | 0,267 | 0,174 | 1,0

0,180} 0,192 | 0,208 | 0,192 {0,155 { 0,199 0,182 0,191 | 1,0

0,147 ;0,176 | 0,164 | 0,169 | 0,151 | 0,189 | 0,157 | 0,145 | 0,206 i,0
Tableau IV-11 a - M1

Co1 co2 Co3 co4 C05 C0o6 co7 Cco8 co9 C10

1,0

0,303 | 1,0

0,204 | 0,177 [ 1,0

0,213 | 0,200 | 0,222 | 1,0

0,187 10,204 10,178 {0,224 {1,0

0,146 | 0,164 | 0,374 (0,171 {0,146 | 1,0

0,211 | 0,207 10,196 | 0,286 {0,180 {0,196 | 1,0

0,206 {0,155 | 0,199 | 0,204 {0,156 | 0,263 | 0,141 { 1,0

0,184 | 0,215 {0,195 | 0,209 {0,181 {0,199 | 0,201 | 0,218 { 1,0

0,161 | 0,203 | 0,155 {0,203 |0,219 | 0,217 | 0,187 | 0,149 | 0,224 }1,0

Tablea_u Iv-11 b - M2
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- pour 1 = 0,6 :

I (COL :CO2: ... :€C08) =1 (COL :CO2: CO5) + I (CO4 : CO7) +

+ 1 {C03: CO6 : CO8) +
+ I {{(Col, CO2, CO5) : (C04,C07) : (CO3,C06,C08))
= 1,511 + 0,438 + 1,387 + 6,612 = 9,948

I(Sy: S,: S.,)

I(CO1 : CO2 : ..CO08)

- pour 1 = 0,5
I (CO1: CO2 :...:C08) = 1,624 + 0,562 + 1,558 + 7,079 = 10,823
I (S; : S, :5S,)
1- 72" 73 = 0,65
I (Col : CO2 : ...C08)

On vérifie ainsi que les couplages entre les sous-ensembles de varia-
bles sont importants-couplages certainement non-linéaires - et ceci explique
en partie 1'insuccés relatif obtenu lors de la recherche de relations linéaires.

On vérifie 8galement, comme nous 1'avions indiqué dans le paragraphe

III1.3, que 1e coefficient mi§ = I (Xi : XJ)
H(Xi) H(XJ)
ficient de corrélation puisqu’il permet de mesurer des couplages non-lindaires.

est plus général que le coef-

Toutefois les résultats obtenus sont dépendants de la discrétisation choisie.
Dans Te cas présent, les deux discrétisations donnent des résultats simi-
Taires.

La poursuite de 1'effort de modélisation impliquant la recherche de
relations non-linéaires liant plusieurs variables, on constatera les grandes
difficultés rencontrées dans la modélisation d'un nombre important d'opérations.

La commande automatique qui, pour étre efficace demande en général un
modéle assez précis du systéme d commander, n'est alors envisageable gue pour
des opérations simples plus facilement modélisables. L'approche probabiliste
pour la surveillance et la commande de la chaine devient nécessaire et les
résultats de 1'ACPN peuvent é&tre utiles dans la mesure ol les premiers plans
factoriels, dans la représentation simultanée font apparaitre les relations
causales essentielles entre les variables et les observations.
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Ainsi, dans le plan factoriel représenté par la figure IV.9 a,
on peut suivre a posteriori la fabrication (lignes joignant les points-obser-
vations) et déceler certaines dérives de la chaine caractérisées par des loca-
lisations de points-observations consécutifs dans des zones du plan factoriel,
et correspondant 3 des variations importantes de certaines variables (lots
1-12 : faibles valeurs des variables 3 et 6 notamment, lots 13-23 : fortes
valeurs des variables 1 et 2 etc..... )

Des recherches sur une description statistique de la chaine comme
celle évoquée dans le paragraphe IV.2.3.2. en vue de la surveillance et de
la commande doivent étre développées afin d'accroitre les moyens de maitrise
des caractéristiques des composants.

Les études jusqu'ici réalisées ont permis de dégager une structure pour
le systéme de commande d'une chaine de fabrication fond&e principalement sur
la décomposition de la commande {niveaux d'influence = politique de production,
surveillance et commande ; niveaux fonctionnels = analyse, commande directe).

La diversité des programmes du SSC pour la maitrise de la qualité des
composants est rendue nécessaire par la nature et la qualité des informations
sur la chaine. Un des résultats importants concerne 1‘anaiyse structurale par
les données dont on a montré le réle essentiel dans la modélisation de la
chaine. L'utilisation conjointe de 1'ACPN et des concepts d'information a
permis 1'analyse des couplages entre les variables en vue de 1'obtention de
modéles, et de mettre en évidence la difficulté sinon 1'impossibitité d'obte-
nir avec les mesures actuellement faites, des modéles utilisables efficace-
ment pour la commande automatique, ce dernier résultat impliquant le dévelop-
pement de méthodes probabilistes pour la surveillance et la commande de la
chaine.

D'autres travaux restent a entreprendre pour que le systéme hiérarchisé
de commande réalise efficacement une automatisation intégrée. Ils doivent por-
ter en particulier sur 1'analyse et la commande mu]ticfitéres, sur 1'intégra-
tion dans le SSC de programmes de gestion de production (ordonnancement, ges-
tion de stocks), sur la coordination des programmes du SSC.
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IV.3. - SYNTHESE D'UNE STRUCTURE HIERARCHISEE D'OPTIMISATION [ 81, 82 ]

La décomposition des algorithmes d'optimisation est basée sur la partition
du systéme en sous-systémes interconnectés (cf. [.2.3).La plupart des travaux
dans ce domaine ont porté sur les structures a deux niveaux[ 4, 17,18, 63]

(fig. 1.6-1.8).Les différents sous-problémes d'optimisation sont coordonnés
par des variables dites de coordination dont la nature dépend de la méthode
de coordination choisie (admissible, non-admissible, mixte). Cependant dans

tous les cas, ces variables sont définies & partir des &quations de couplage
des sous-sysiémes.

Pour les systémes de grande dimension , le nombre de variables de coor-
dination, peut étre trés élevé et une structure & plusieurs niveaux est néces-

saire si des contraintes sont introduites sur Tes capacités de calcul des
coordonnateurs, sur les capacités des voies de transmission entre les niveaux,
sur les temps de coordination. On réalise ainsi une décomposition du probléme
de coordination conjointement & une décomposition du probléme d'optimisation.

Plusieurs structures sont alors admissibles et afin de guider Teur
synthése, dans les paragraphes suivants, on é&tudie Ta décomposition des équa-
tions de couplage, la généralisation de méthodes de coordination et on analyse
1'influence des interactions entre les sous-systémes sur Te transfert d'infor-
mation entre les niveaux et sur la convergence des algorithmes de coordination
lorsque les couplages sont linéaires.

IV.3.1. - Graphe de 1a structure du systéme

Afin de reéaliser par la suite cette synthése, on définit & partir des
équations de couplage, le graphe de la structure du systéme.

Considérons un systéme composé de N sous-systémes (Cf fig. 1.5) inter-
connectés par les équations suivantes :

Xi= Hij(Zys -onn Zy)

i=1,N ‘ (1)
X . . Z
X;€ R M52, €R 7
Soit le graphe G=(S,t) ( [S| = N ) tel que :

. s U ssi X . =H. ----- aZ. [ . . 3
%5 € j i G i-17 797 i
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5i @ chaque sommet S de G correspond un sous-systéme i, G est une

représentation graphique des interconnexions entre les sous-systémes

appelé graphe de 1a structure du systéme.

Exemple IV.1

X1-=ZN'.I=1 ‘iml’N
X =2 Gy 7y (1 #3)
j=1
0342 00
X, 2 000 0 2 7,
"l (030100 :
: 2 000 2 0 :
Xy - 0003 0 2 A
1010 2 0

Le graphe correspondant est celui de la figure IV.12

56 51

Sy

Figure IV.12

: G est

(2)

De plus on affecte a chaque arc Uij un poids %4 dont la valeur est

définie dans les paragraphes suivants selon les cas d'utilisation du graphe.

On appelle partition du graphe en sous-graphes, 1'ensemble des sous-

graphes associés a une partition de S.
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IvV.3.2. - Décomposition des équations de couplage.

Dans une structure a& plusieurs niveaux, chague coordonnateur traite
les interactions entre des groupes de sous-systémes. Un coordonnateur "contrdle"
un nombre d'autant plus grand de sous-systémes qu'il est placé haut dans la
hiérarchie. Ainsi si n, =2 (fig. IV.13), Te coordinateur du yeme niveau traite

les interactions entre 2 groupes de sous-systémes.

A 1a décomposition de la coordination correspond une décomposition des
équations de couplage qu'on suppose linéaires :
N
X.= 3 G5 (3)
i=1

Soit I T'ensemble des numéros des N sous-systémes. A chaque niveau
coordinateur, on associe une partition de I d'autant plus fine que ce niveau est
plus bas dans Ta hiérarchie et qui décrit la répartition des sous-systemes

dans les groupes.

Supposons que v = 2.
2éme niveau coordonnateur: I vil_ 13 = { I}

ler niveau coordonnateur: 12 = {P% s eeens P2 }

(n2 = nombre de coordonnateurs
au premier niveau)

Les equations de couplage (3) s'écrivent alors :

2
X; = > Ciy Z; * > Vo avec (Vi € I (4)
; ) Vi, i €risi i € P
Vk (K # r si 1ePE)e{1,...,n2}
ka =.Z 2(‘_”. Z avec (Vi g I (5)
JeP Vk (k#rsii€ PJeflanny)

Pour v quelconque, la décomposition des &quations de couplage est

réalisée a partir des différentes partitions.



eme .
v hiveau coordonnateur

Ny = 1

ler niveau coordon-

nateur.nz.coordon— M ...

nateurs J, b
N sous-problémes .. ..

d'optimisation _I L
' [

1 | t i ! I |
| | t | | | I !

I I i t t | [ [
Sous-systémes L_______/’j(

Figure IV.13 - Structure hiérarchisée d'optimisation

Figure IV.14 - Partition de la matrice de couplage C

— e ke S — —— — —

Figure IV.15
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Exemple IV.2
N=8;vs=3; n, = 4 ny = 2 i=1

1% = {(1,2), (3,8), (5:6), (7.8)} 5 IO = {(1,2,3,8), (5.6.7,8)}

2
_ 2 3

X, = > Ci5Z *+ Vip + VI

, 971

Vi Gz I3+ 0y 7

T S S S P

13 15 L5 ¥ Cig Lg + 07 2, + Cyg 7

Schématiquement (fig. IV.14), cette décomposition correspond a des
partitions successives de Ta matrice de couplage C. La structure hiérarchisée
correspondante est représentée par la figure IV.15.

Dans le cas général, ng est le vecteur entrée de couplage du sous-
systeéme a provenant d'un groupe de sous-systémes b correspondant & une partie
de la partition I°.

Méthodes de coordination.

L'utilisation de méthodes de coordination (par le critére, par le modé-
le, mixte) dans les structures a deux niveaux est soumise a des conditions
d'application dont 1'étude a &t& faite par TITLI[4 ], qui portent sur les
dimensions des vecteurs d'entrée, de sortie, de commande de chaque sous-
systéme. La généralisation de ces méthodes pour les structures & plusieurs
niveaux apporte des résultats supplémentaires sur leur validité.

On considére un systéme statique pour lequel chaque sous-systéme a un
modéle de la forme : Zi =Ty (X5 My)

N Le critére global d'optimisation est additif et séparable : min F =
min > fi (X5, MJ). Compte tenu des contraintes de type (4) et (5), le
i=]

Lagrangien s'écrit
N

13

PR b %Azik (Vg - 2G5y +Z1>\31'1 (V?f%cij £3)

L= 37 [f; (s M)+ RI(Z5 - T3 (Xgs M) ) +0] (% - 325” - (o

]
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Par analogie avec la méthode de coordination admissible, supposons
que Z, V?k’ V?] ..... soient calcuiés respectivement au 1%7, an, 3eme

coordonnateurs.

niveaux

On peut voir aisément dans la relation (6) que cela ne suffit pas a
donner au Lagrangien une forme séparable additive dans le cas ol 1'information
circule verticalement. I1 faut en plus avoir fixés les A gb pour pouvoir
répartir les termes de couplage,liés aux équations (6), dans Tes groupes de
sous-systémes adéquats.

C
Si Aab est caiculé & 1'aide d'un algorithme de type gradient,

o L
Agp (ke1) =/\gb (K)+M D_'):_; , MO0 ; oL Vo - J_Ecij Z; , le coordon-

3 3
. C 3 Asb . .
nateur qui calcule )hb doit donc connaitre les variables Zj intervenant
dans Bj?%—- . ceci détermine le niveau coordonnateur le plus bas ol peuvent
ab

étre calculés les 'Agb (voir fig. IV.13 pour 1'exemple IV.2Z).

Dés lors, toutes les équations de couplage ne sont satisfaites que
Torsque tous les niveaux coordonnateurssauf le dernier,ont convergé. Il n'y
a donc pas de méthode de coordination admissible pour une optimisation a plu-
sieurs niveaux (v >1).

- De plus ng et Acab peuvent &tre simultanément calculés au ¢ niveau
de coordination. Dans ce cas, ceci conduit & la méthode de coordination mixte
[84] qui utilise les conditions de stationnarité du Lagrangien par rapport a

ye et AFC :
ab 3 ab 51
LA - =0 ;2 —=vS - > cC.. 1 7
b ea >y ¢ ab ij “3 (7)
bvgb o ab J

Ces relations permettent le calcul de Ve et AC pour E et Z.
a ab a i

b
donnés.

Ainsi & tout v niveau coordonnateur (v >1), on peut mettre en oeuvre
un algorithme 3 itération directe [ 83].
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Iv.3.3. - Transfert d'information entre les niveaux.

L'optimisation & deux niveaux implique une décomposition du probléme
globa1 d'optimisation en N sous-problémes. Dans les structures & plusieurs
niveaux, développées ici, i1 y a & la fois décomposition de 1'optimisation et
de la coordination. L'intérét majeur de ces structures réside dans le fait
qu'on diminue 1'échange d'information entre niveaux et les volumes de calcul

a effectuer & chaque niveau, ceci en dépit de 1'accroissement du nombre
total de variables du systéme,

En effet, soient par exemple deux structures hiérarchisées CHI (v1 = 1)
et CH2 (v2=2) pour lesquelles on met en oeuvre une méthode mixte de coordina-
tion. Les figures IV.16 a et 1V.16 b visualisent les transferts d'information
entre niveaux.

Dans la structure CHl, le nombre de variables

N
1°} & transférer entre les 2 niveaux est : VTl = 3 2(z; + xy)
i=1
N
2°) & calculer au niveau coordonnateur est : VC1 = j{:(zi + xi)

i=1
Dans la structure CH2, au ler niveau de coordination, pour le jéme coordonna-
teur (j = l,n2 )|

VT2 j

1}

E; 2 (z + x3) )
i .
i€ Pj

VC2j

2: (z; + x3)
1
I1 est évident que : { VTlT > v12 j
Vel > V2 j

=1, n2
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a) CH1
2 a2
‘ v AS_
Z )P
£y
b) CHZ
Fig. IV.16

c C
Les autres transferts d'information concernent Vab et >\ab

En général pour N grand, a matrice de couplage C est creuse et le nombre
de composantes identiquement nulles de Vag et )\gD peyt &tre important
mais dépend de la partition correspondante de la matrice C.

Partition de la matrice de couplage.

Soit Pi; le poids de 1'arc Uij du graphe de la structure du systéme
On pose :

p = p!. avecP 1. - 0 silacolonne 1 de 1a matrice
ij fop i ij
Cj' est nulle.
i
P }j = 1 autrement

pij est le nombre total de composantes de Zj qui interviennent dans Xj.
Considérons la structure CH2 (fig. IV.16 b). Trouver une partition du systéme

en groupes de sous-systémes qui minimise le nombre de Zj transférés du

n

2
1erniveau au second, revient d& trouver une partition du graphe G en n,
sous-graphes telle que la somme des arcs reliant ces sous-graphes soit

minimale.
Si la matrice C est trés creuse, ceci peut conduire & une partielle minimisa-

tion du nombre de composantes non nulles des vecteurs ng . Cette derniére



125

minimisation est meilleure si on pose, compte tenu de la forme de 1'équation

(4) :

X, p!j =0 si la Tligne 1 de la matrice Cji est
§i: 1

pij = pij avec nulle.
1=1 p] =1 autrement.

Les partitions successives de la matrice de couplage satisfaisant
certains critéres pour le transfert d'information entre niveaux,peuvent &tre
alors réalisés & 1'aide du graphe de la structure du systéme (cf. 55 Iv.3.5.)

IV.3.4. - Convergence de la coordination

Dans ce paragraphe, on étudie 1'influence des interactions sur la con-
vergence de la coordination dont 1'importance a été mentionnée trés tét par
SPRAGUE [36].

Supposons que : y = 2, n, = 2 Notons V et A les variables de coordi-
nation au second niveau coordonnateur (méthode mixte) et Z, X, M,(’,rt
les autres variables du probléme d'optimisation. La valeur optimale d'une
variable est notée % .

=

Pour le calcul de Vet A , on utilise un algorithme a itération
directe dont on étudie la convergence.

Dtaprés (7) : O ¢*?
u 12
Ve Vv(z) avec v(z) =(C.'2 O)Z ; C "(C;l Cz.’-)
Cll, sz, Clz, 821 = sous-matrices de C correspondant a la partition

des N sous-systémes (n2 = 2)

A 1'iteration i du 2™ niveau de coordination on a :

VAVE) . AV (74 z* £r AV gs
( )“az( ) N v=T; e

. , . )} (8)
()\-)\*)z.‘i‘:.\./(e‘:e*) g4 o dA €p

de de



126

Pour V' et A’ fixés, 1orsqué les optimisations locales et le 1% ni-

veau de coordination ont convergé,

L XMHNL" il Al -0
K( 4'+I ;2+|} P;u ? )
LH( , ™M ) =0

aH

(He

* ,\‘) O

L (X“"M"“, u:) LO
L?'(X"“”, Z'Vv4) L0

En réalisant un développement au 1&°
le systéme d'équations suivant :

DLxl DL.x Eu +
Ol ' E““" + -glll * E”'
X e ¥ T oM lx

QL-.E- E'LH-;- DLZ[ EA'H

d I e+
DM! " EA.M _I__& EA-FI
3 SH e T
Dl &;”‘ + 2ke

X e OF |x

De {8) et (10) on tire :

(E,;H)Eﬂﬂ EAA—! ETII)E&H
(Obx dx o x
X M DEL
oM ol O 2L
2X DM opr
B-lO O 0O *=
* o)
op ol b
oK oM 2
(2t 0 2 ©
oX 07
E* a la structure suivante :
(0 0 x 0 x)
00 x 0 x
E* = 0 0 x 0 x
0 0 x 0 x
0 0 x 0 «x

At

DL)“ E:M-l
t

I*E)\ = O
DA:! £¢'=0

e“" +__f_| £y =0

Alors,d'aprés (11) il vient :

)=

obx

ol X représente

IE"”_O

(f]

0O o,

O 0O

O _2lz
VA

O O

Loke o

Y *

*

¢ (€, EL E; e* E")

les équations suivantes sont vérifiées :

(9)

(10)

valeur de la
fonction & la

solution opti-

male.)

O O 0O

une sous-matrice non nulle

(11)

ordre des fonctions précédentes on obtient
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. i de dv b, Az d)
4 ~bpz 5 T bﬂ’:),\ de

x = Z . 7 ‘“. 'é.u

-1
Ez(%)‘%) b,_?(g 3)i i(xx:r.) bep (xx3): sous-matrices de By
Puisque les équations de couplage sont Tinéaires (X = CZ), on a :
ol & ot ode (O g, _ =(1 0)
Sv oL T dz (c” 0)’ SX-‘"L?'O ’HF’I i PN
o c* b (9 <
baz 2 o 20| u o
¥ = Ie) CIL O C.z‘r (13)
b6z v 0 ] be | 0]

D'aprés les équations (8) et (11), pour étudier 1a convergence de la
coordination, i1 suffit d'étudier le systéme dynamique discret (12). Si les

valeurs propres de F* ont un module inférieur & 1, alors la coordination est
stable.

F dépend de 1a partition de la matrice de couplage comme cela apparait dans

(13), explicitement par v et OLZ

dz B
bZZ’ bzf s b oz b?? puisque la matrice B, contient les sous-matrices

cll 0o \¥
otz . dp [z _
op oz | Jp 0 ¢

Afin d'obtenir 1a convergence la plus rapide, on constate donc qu'il
est difficile de trouver la partition optimale. Cependant 1a nature de F
suggére une partition sous- optimale de C,

» implicitement par les sous-matrices

Soient A

= d. .
i
Al = Z 2ay; ]
_ i J
T(A) Te rayon spectral de A

On sait que [35]

T(A) £ min [ max 3~ 'a'ijl . max 3 laijl]
' 3 i i
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De plus [47 ]

2 T
TR > max[ mf;x A A

j 1

»  max A T Al ] [A. = 3¢ ligne de A
Al

je colonne de A.

Considérons le systéme dynamique lingaire (12). Dans 1'expression des €l&ments
fij de F* , tous les éléments de Clz, C21 sont des termes muitiplicatifs. En
recherchant une partition de C qui minimise |012| + [CZII, on tend & diminuer
le module des fij et par conséquent & diminuer les bornes supérieures et infé-
rieures de TT(F*) dont la valeur détermine principalement la dynamique du
systéme. On tend ainsi a accroitre la rapidité de la convergence de la coordi-
nation.

On note que 1'influence de la partition dans les matrices bZZ’ bZE s
t)?z’ beé est difficile & estimer ce qui ajoute au caractére sous-optimal
de la méthode précédente.

Exemple IV.3

On considére N sous-systémes identiques (modéles linéaires, critéres
quadratiques).

La matrice de couplage C est celle de 1'exemple IV.1
I1 y a 10 partitions possibles. Au 28" niveau de coordination, on met en
peuvre un algorithme @ itération directe. Il est instable dans tous les cas.
On cherche alors k tel que, pour V = k V (Z) et A=k A(e), 1'algorithme
soit stable.

Les résultats apparaissent dans le tabieau IV.17 et la figure IV.18
pour K = | c¥? + [c?.
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K k

ElZBg 2456} 9 0,94

124) (356 16 0,48

(125) (346) 23 0,24

(126} (345} 16 0,36

(134) (256) 15 0,33

(135) {246) 24 0,15

(136) {245) 19 0,18

(145) (236) 15 0,44

(146) (235) 22 0,22

(156) (234) 21 0,14 0 i I S—
10 20 K

Tableau IV.17 Figure 1IV.18

On constate une bgnne corrélation entre k et K (fig. IV.18). Pour des
valeurs peu différentes de K, cette corrélation est moins forte et ceci pro-
vient du caractére heuristique du critére pour la partition. Cependant, ces
résultats montrent bien 1'influence des couplages sur la convergence de la

coordination.

a

La partition peut &tre faite 3 partir du graphe de la structure du
systéme. Dans ce cas on pose = pij = icjil et comme précédemment, on cherche
une partition du graphe en sous-graphes telle que le poids total des arcs
liant ces sous-graphes soit minimal.

Iv. 3.5. - Partition optimale d'un graphe

Dans cet exemple, comme dans le précédent (_¢ 1v.2.4), nous avons été
confronté 3 un probléme de partition optimale d'un graphe qui a suscité de
nombreuses études, les résolutions proposées ayant toutes des limites d'utili-
sation dues soit & la dimension du graphe soit aux contraintes du probléme.
Nous proposons ci-aprés un algorithme basé sur une méthodologie heuristique.

Soit G = (X, U) (IX] =n } un graphe orienté. Chaque arc U 5 est affec-
té d'un poids Pis-

On appelle poids des liaisons entre deux sous-ensembles disjoints A et
B de X, la quantité P,, suivante : P,, = 2 _ > (psi: + Pis:)
AB AB ichA jEs 1] J1
Le probléme de partition optimale du graphe G est :

Trouver une k-partition de X : {Xl, ceees Xk} telle que :
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1°) |x.|< M
2°) =) Py X i, j =1, kK soit minimal.
itg '

Algorithmes de partition optimale ou sous-optimale d'un graphe.

A) - La formulation du probléme en termes de prograrmation 1inéaire a variables
bivalentes est trés él1égante [57 ]. Cependant le nombre de variables est pro-
portionnel & n2.

B) - On peut également se ramener & un probléme de coloriage du graphe G en k
couleurs lors pij =1 (¥i, V¥j) [59:]. On souhaite dans ce cas, une dimen-
sion des sous-graphes Gi = (Xi’ Ui) (i =1, ..., k), voisine de n/k mais

on admet un faible écart par rapport & cette valeur si P est sensiblement
diminué.L'algorithme proposé est assez complexe.

) - 11 est parfois avantageux de tirer parti de 1a structure part1cu11ere
du graphe pour définir des algorithmes spécifiques plus efficaces [57]

D) - KERNIGHAN [58] a développé une méthode dont la mise en oceuvre est relati-
vement simple et qui permet de prendre en compte différentes contraintes sur
la dimension des sous-graphes Gi'

Supposons k = 2, n=2m, |X| = Ile =
Si la solution optimale est {,XI*’ XZ*} alors toute solution s'écrit :

X, = X% +A, - A

1 1 2 1

5. + A

X 2

- A

N

2 1 2

11 s'agit alors de trouver A1 et AZ. L'algorithme qui donne une solution sous-
optimale, consiste, a partir d'une solution initiale, & rechercher les sommets
de X1 et X2 a interchanger pour diminuer P & chaque itération, sans examiner

évidemment toutes les combinaisons possibles. Cette méthode peut étre étendue
a k, IXil quelconques. Les résultats montrent que le temps de calcul est pro-

portionnel & n~>" environ.

E) - La méthode proposée, suggérée dans [ 58 Jmais non développée, s'appuie
sur le théoréme de Ford-Fulkerson relatif aux flots maximaux dans un réseau

[56].
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Supposons que k = 2 et qu'aucune contrainte ne soit imposée sur la
dimension des ensembles Xi'

Transformons le graphe G = (X, U) en un graphe symétrique Gs = (X, Us)
tel que :

1°)uijEU=}>u..€U_et u_.. € U

pS'ij = p

Considérons le réseau composé du graphe Gs, d'une source S reliée a
un sous ensemble Al de X par des arcs de capacité infinie et un puits T
relié a un sous-ensemble A2 de X par des arcs de capacité infinie avec :

AN Ay =9 F'Al N Ay = P et F’AZ N Ay =D

Y =XUS UTest donc 1'ensemble des sommets du réseau.

Soit une partition de Y, { Yl’ Y2 } telle que :

iN

R TN S

Y, = { Xy> T } (A, C X,)

Xl)

La coupe (Yl’ Y2) est 1'ensemble des arcs allant d'un sommet quelconque
de Y1 a un sommet quelconque de YZ‘ La capacité d'une coupe est la quantité :

2
i€y
1€Y2

$1J

D'aprés la construction du réseau, cette quantité est égale a P pour

la partition { Xl’ ng du graphe G, telle que Alg Xl’ Azg X2

Soit un flot maximal de S & T. D'aprés le théoréme de Ferd-Fulkerson,
la valeur de ce flot maximal est égale a 1a capacité minimale d'une coupe.

Soit (Y*l, Y*Z) cette coupe obtenue aprés 1'application de 1'algorithme

*

de Ford-Fulkerson. Alors la partition correspondante (X 1 X*Z) du graphe G

est optimale (P minimal).
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On constate que la dimension de X1 et de X2 est quelconque. Cependant
pour faire varier |X;| ou |X2| , i1 suffit de faire varier le nombre de
sommets 1iés a Ta source et au puits sur le réseau. D'autre part, si une
contrainte impose que 2 sommets i et j ne peuvent appartenir 3 un méme ensem-

ble Xl ou XZ’ alors i1 suffit de relier 1'un & la source, 1'autre au puits.

Pour k = 2, la solution obtenue est optimale. Pour k guelconque, une
bi-partition doit é&tre effectuée sur les différents sous-graphes successive-
ment obtenus. Dans ce cas, le résultat est sous-optimal.

Cet algorithme qui utilise un programme de recherche d'un flot maximal,
performant méme pour les graphes de grande dimension (cf.I11.3.2) est un outil
d'aide d Ta décomposition en ce sens que pour prendre en compte différentes
contraintes de décomposition i1 est nécessaire de 1'utiliser plusieurs fois
en particulier dans Te cas ol on désire des dimensions précises des Xi'

Toute méthode de decomposition optimale et sous-optimale d'un
graphe présente un caractére combinatoire. I1 en résulte que 1'efficacité des
algorithmes a mettre en oeuvre dépend fortement de 1a dimension du graphe
considéré. Un probléme d'optimisation est en général défini par un critére
et des contraintes. Ces derniéres, comme nous 1‘'avons indiqué, sont soit du
type inégalité (nombre 1imité d'éléments d'un ensemble) soit du type appar-
tenance (un é&lément spécifié doit appartenir & un certain ensemble}. Une

alternative apparait alors dans la méthodologie des procédures de résclution.

Une premiére démarche consiste & résoudre le probléme avec un
algorithme optimal ou sous-optimal gui prend en compte toutes les contraintes
Cependant les méthodes participant de cette démarche consomment beaucoup de
temps.
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La seconde consiste & définir un algorithme donnant une solution opti-
male ou sous-optimale qui dépend de paramétres initiaux. La résolution du
probléme se fait alors par étapes, en modifiant, par expérience, ces paramé-
tres afin de tenir compte des contraintes. Les algorithmes utilisant la
théorie des flots suivent cette derniére démarche et on a montré qu'ils sont
efficaces pour les graphes de grande dimension. Cependant, 1'avan§age de la
mise en oeuvre sur calculateur de telles méthodes n'est décisif que si on
dispose de moyens informatiques de dialogue homme-machine.






V. ConcLusION
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Tenir compte de tous les impératifs techniques, &conomiques est
une difficulté majeure dans la commande des systémes complexes, qui condamne
toute réalisation par une approche globale. D&s lors, décomposer les taches,
les coordonner est une démarche séduisante, naturelle i la base de Ta commande
hiérarchisée. Mais la mise en application de ce principe de décomposition -
coordination n'est pas chose aisée et 1a phase d'analyse du systéme est essen-
tielle pour la conception d'un systéme hiérarchisé de commande, afin de préci-
ser, définir, les objectifs de commande, la nature et la structure du systéme.

Nous avons souligné lors de 1'@tude générale des structures
hiérarchiséesde commande, la nécessité de développer des méthodes d'analyse
structurale des systémes complexes en vue de leur partition. Aprés avoir rappe-
1é les résultats importants obtenus dans ce domaine, nous voudrions également
mentionner Tes prolongements possibles ou nécessaires a nos travaux.

Pour 1'analyse structurale des modéles, 1'utilisation systéma-
tique des graphes et de leurs propriétés de connexité a &té faite. Nous avons
développé ainsi une approche unifiée a la partition des modéles des systémes
comme le montrent les différentes applications présentées. Un autre champ
d'application particuliérement intéressant du fait de 1'essor actuel de 1'infor-
matique répartie (réseaux de calculateurs, calculateurs multiprocesseurs) est
celui de la décomposition des grands programmes pour calculateur et les premiers
travaux dans ce domaine méritent d'étre poursuivis.

Nous avons montré que les relations de causalité, les couplages
dans un systéme pouvaient &tre étudiés & 1'aide de 1'analyse des données. En
particulier pour les systémes discrets, les concepts d'entropie, d'information,
de Ta théorie de 1'information permettent de mesurer les couplages entre des
sous-systémes et ainsi de trouver, a partir d'une matrice de couplage, des
partitions optimales et sous-optimales de ces systémes.

L'application de ces méthodes d'analyse a Ta partition des
réseaux de production et de distribution d'énergie électrique est actuellement
envisagé en vue, dans un premier temps, d'études de stabilité. Les modé&les
dynamiques des réseaux sont non-linéaires et en général de grande dimension.
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Lorsque les perturbations ont de faibles amplitudes, les domaines de stabilité
sont déterminéds 3 partir d'un modéle linéarisé. Dans le cas de fortes perturba-
tions consécutives d des défauts d'interconnexion (court-circuit, coupure de
lignes), cette approximation n'est plus valable et on a généralement recours a
la simulation pour déterminer ces domaines. Cependant, le domaine d'influence
d'un défaut est sans doute 1imité & une partie du réseau et si cela est, on
conservera pour cette partie, un modéle non-linéaire tandis que pour le reste,
un modéle linéarisé sera utilisé. Ceci doit conduire & la simplification des
modéles et & 1'utilisation des résultats concernant la stabilité des systémes
interconnectés. I1 est alors souhaitable de disposer de critéres qui seront
obtenus aprés analyse structurale par les données du réseau permettant de
déterminer la partition du réseau quelle que soit la localisation du défaut
et évitant ainsi une simulation de chaque cas de défaut.

Par ailleurs, nous pensons que pour les systémes dynamiques
linéaires multivariables, une @tude analytique des couplages doit étre faite
en exploitant la structure linéaire des modéles et les résultats déja acquis
[65,85 Jafin d'obtenir des critéres de découplage de sous-systémes, ceci dans
un optique de commande décentralisée ou hiérarchisée.

Dans le but de créer les moyens d'utilisation des résuitats
de 1'analyse structurale, nous avons développé des algorithmes de partition des
matrices de couplage & partir des graphes de ces matrices, en tenant compte
principalement des contraintes de temps de calcul afin de pouvoir traiter des
problémes de grande dimension.

Pour 1a commande d'une chaine de fabrication de dispositifs &
semi-conducteurs nous avons proposé une structure hiérarchisée permettant de
définir un systéme intégré de commande. Les études sur 1'analyse structurale
de 1a chaine ont montré que les technigues classiques de commande directe ne
pouvaient étre appliquées pour 1a maitrise de 1a qualité des produits du fait
de 1'impossibilité d'obtenir des modéles de 1a chaine suffisamment précis, ceci
&tant did 3 une information incompléte sur le fonctionnement de la chaine. }
L'approche probabiliste d& la surveillance et & la commande qui a été suggérée
est nouvelle et mérite d'étre approfondie et développée. Pour réaliser effec-
tivement 1'automatisation intdgrée de cette chaine, il reste a &tudier, en
particulier, les problémes d'analyse et de décision muiticritéres et a inclure
dans le systéme de surveillance et de commarde, des algorithmes de gestion en
temps réel de la production.
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A travers nos travaux, on peut constater, eh remarquant notamment
la multiplicité des méthodes utilisées pour 1'analyse structurale et tirées
de 1a théorie des graphes, de 1'analyse des données, de la théorie de la com-
mande automatique, de 1'optimisation, en mentionnant aussi la diversité des
études faites pour 1'automatisation intégrée d'une chaine de fabrication de
semi-conducteurs, que la pluridisciplinarité est de régle pour 1'analyse et
1a commande des systémes complexes. D&s lors, il nous semble que ceci justifie
1a conception d'un enseignement nouveau, d'une recherche nouvelle évidemment
pluridisciplinaires adaptés aux multiples aspects, objectifs, contraintes
technigues et &conomiques de ces systémes.






ANNEXE 1

ADMISSIBILITE D'UNE COORDINATION PAR LE

CRITERE DE SYSTEMES INTERCONNECTES PAR DES STOCKS
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Dans Te cadre de 1'optimisation hiérarchisée des systémes inter-
connectés par des stocks, on montre que la coordination par les paramétres
de Lagrange (méthode dite "non-admissible" ou de coordination par le crite-
re [17])devient "admissible" (au sens de la programmation mathématique) si
les instants de coordination sont déterminés en fonction de 1'évolution
dynamique des stocks qui est Tiée a celle de la coordination.

Al.l. - EORMULATION

On considére N sous-systémes connectés par P stocks.

Mi commandes

Sous-systéme

n°j
Sorties
Figure Al.1. - Sous-systéme n°®i
Coordinateur
. ?\ |? Z. , i = 1IN
X5 j ¢ J
Commande du
sous-systéme i
) Mi N Sous-systémes
X, . Z.
s-systeme i
i Sous-sy
n® i

Figure Al.2 - Systéme de commande
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Xi est le vecteur décrivant les entrées du sous-systéme n° i, Zi,les sorties
et Mi,les commandes sur le sous-systéme.

Les équations d'interconnexion, considérées en régime statique,
se présentent sous deux formes possibles du fait de 1a présence de stocks
(Le choix se fait en fonction du graphe des interconnexions).

N
Xy = ?:1 Cij Zj (fig. Al.3 a)
ou N
Z. = > Lo X, (fig. Al.3 b)
i =T
\ ?
. . s X,
Figure Al.3 a Figure Al. 3 b

Remarque 1 : 1les équations précédentes sont vectorielles dans le cas général
et les stocks multidimensionnels (représentation de plusieurs stocks physiques
en paralléle).

Remarque 2 : en régime dynamique, 1'équation {pour la figure 3 a) prendrait
la forme

jo (X, - 2—  © . Z;) dt =0

. 1
j J

lorsqu'on désire un flux conservatif sur 1'horizon 7.

Probléme d'optimisation :

On recherche un état statique optimal du systéme défini par le
probléme

]
]
e
—
>
-
=
St
-
il
o
-
=

N équations de modéle

(N équations de modéle des sous-systémes)
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X, = 2_C., 1
1 . 1] J
et/ou J P équations d'intercon-
Z. = 2_C' ¥, nexion.
1 j LN I

On veut résoudre ce probléme par une méthode d'optimisation hiérarchisée
utilisant une coordination non admissible (variables de coordination : para-
métres de Lagrande G% associés aux équations d'interconnexion [4,17:])

Comme on a en général ,

X; # Zﬁ: C 7. et Z. # 2 C . x.
j

.ij'J 1 j 1] J

a tout instant de coordination, le niveau de stocks varie dans le temps.

Probléme de coordination admissible

Partant d'un gtat initial X; (0, w,(0), 7.0 "5 (O) " gopispay
sant ou non les contraintes d'interconnexion, trouver une politique de coordi-
nation par une méthode non-admissible, telle que, & tout instant t, au cours
de Ta coordination on ait :

min
Sm 5;. Sm (t) 5; Srmnax
(dans Te cas vectoriel, 1'inégalité doit étre vérifiée sur chaque composante

de Sm).

Remarques - notations

- Les valeurs de Xi’ Mi’ Z,i sont définies par unité de temps u.

- On note par:

A (k) = la valeur de A & 1'itération k du coordonnateur
t(k) = 1'instant de 1la keme itération du coordonnateur
Sm(t) = la valeur de Sm en fonction du temps

- L'algorithme de coordination envisagé ici est du type gradient ;

k+1) _ , (k (k (k
R A

(k+1) (k) ] , (kK > 0)
C o rx [ g, ZEZCij X5 ] (2)

(1)
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Dans ce qui suit, on ne considérera que les paramétres de
Lagrange définis par (1}, 1'@tude &tant identique pour les paramétres définis
par (2).

- K est une matrice diagonale lorsque le stock est multidimen-
sionnel. Sans altérer la généralité du raisonnement, on supposera par la suite
que Sm’ Xi et Zi ont une seule composante (scalaires).Le raisonnement condui-
sant & la détermination d'instants critiques, i1 suffit, dans le cas vectoriel,
de rechercher ces instants sur chaque composante des stocks.

Al.2. - ANALYSE DU PROBLEME

On se place @ 1'itération k du coordonnateur.

_ Ayant délivré Gh(k), il recoit des niveaux inférieurs, Xi(k),
Zi(k), Sm(k). L*&volution ultérieure du stock est donnée par:

st = 5,0 +[Z e 20 - 0] ey, [y 0] 3

Cette évolution est linéaire (fig. Al.4) et le coordonnateur est

capable de prédire & quel moment les contraintes de stocks deviennent saturées
(instant critique).

max -
Si \\\
instants critiques
min 4_._. —
S
m i -—
£ (k) t

Figure Al.4 - Evolution du stock Sm

“En fait le coordonnateur agit ainsi :
A 1'itération k, ayant constaté une dérive positive (négative) du stock Sm

(équation (3)), i1 décide & 1'itération {k+1) d'augmenter (de diminuer) la
valeur de (%1 {équation (1)).
La question qui se pose alors est la suivante :
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L'augmentation (resp. diminution) de em va-t-elle entrainer

(k+1)

d partir de t une diminution {resp. augmentation) du stock Sm ?

S1 oui, en effet, pour que la coordination devienne admissibie,

i1 suffira d'appliquer la valeur ()&k+1) avant 1'instant critique pour le
stock Sm.

Afin de répondre & cette question, faisons une étude a posteriori
de la dynamique de la coordination.

k)

A- Supposons que T'dvolution de ?m(
figure Al.5 (pour K fixg)

(k)
?m

O

soit de la forme schématisée par la

k
——
Figure Al.5 - Evolution de em(k)

dans ce cas, & 1'accroissement constamment positif de (Pm

correspond un accroissement constamment positif du stock Sm d'aprés les équa-
tions (1) et (3). Soit S(O) la valeur initiale du stock et soit N le nombre
d'itérations du coordonnateur nécessaire pour réaliser 1'optimisation globale.
Pour que l1a coordination soit admissible, i1 faut que :

N-1
N | 5(0) > (k) (k)
S =S = 2 C z - X, k+1 k max _ (0)
moTm = [ 3 ii g i ] (t -t) <§ So Sh
En particulier si tk+1 - tk
max (0)
S - 5
T é m m

=Cte =T, on a :

N-1 (k) T ®
— 5 - x. (k)
g[%c .2 X: ]

T? est donc le temps fixé maximal entre deux instants de coordination pour que
celle-ci s'achéve sans saturation de la contrainte de stock Sm'
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Remarques
a) si 1'accroissement de @5 est constamment négatif, dans (4)
i1 faut remplacer Sﬂax - Séo) par Smm no_s (0

m

N-1
b) pour K donné, la quantité > [E:(Zij zj(k) . Xi(k)] est
caractéristique de la coordination et ne déﬁggd pas du temps. Par contre, cette

quantité n'est connue qu'a posteriori.

¢) - si 1'évolution de tous les P4 est de la forme précédente
et si & chaque itération k, tous les 91, sont modifiés simultanément, le temps
maximal entre deux instants de coordination est :

B - Supposons que 1'évolution des @m soit de la forme schématisée par la
figure Al.6 {pour K fixé)

A T

G | —— e

Figure A1.6 Evolution de fh(k)

A 1'itération 1, Pﬁ(l) est trop élevé et ceci s'accompagne
d'une diminution du stock Sm. A 1'itération 2, (7(2) est trop faible et
m

ceci s'accompagne d'une augmentation du stock Sm.

Supposons qu'a 1'itération 1, le stock STn soit trop élevé. Dans
ce cas, une nouvelle itération du coordonnateur peut &tre différée de facon
a diminuer le stock Sm.

Par contre, si Tle stock Sm est trop faible, 11 faut appliquer

(7#2) de fagon a@ reconstituer le stock Sm.
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On constate donc que, lorsque 1'évolution de €a est oscilla-
toire, le calcul des instants d'itération du coordonnateur est fonction de
1'état du stock et que le temps global de coordination est fonction de la

convergence de la coordination.

Al.3. - EXEMPLE

Figure Al.7

Considérons le systéme représenté par la figure Al.7. On a con-
sidéré pour chaque sous-systéme un modéle linéaire pouvant &tre obtenu aprés
linéarisation d'un modéle plus complexe.

Modé&les
Zi = Aixi + BiMi
Critéres
£ = C (X = %% Z a0, - MA 2
On a pris
Ay =B, =X = mF =
C. =D, =1
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Les résultats apparaissent sur les figures Al-8, 9, 10, 11.
Bien que les ei et les Zi soient constants entre les instants de coordination,
on a choisi une représentation montrant plus clairement 1'&volution de ces
variables.

Pour tous les cas, on a pris pour instants de coordination
les instants critiques. On constate que le temps de coordination croit avec K.
Cependant, dans le cas de la figure Al.8, ce temps est limité par 1'évolution
constamment positive de @y aprés quelques itérations (figure Al.10). Ceci a
pour conséquence de saturer le stock S1 et de ce fait, Tes derniére itérations
du coordonnateur ne peuvent plus &tre effectudes en ligne et la valeur opti-
male de 61 doit é&tre calculée et appliquée trés rapidement.

, Au caractére oscillatoire de 1'évolution des stocks correspond
une évolution du méme type des entrées du stock (figure Al.11).

La dynamique de 1a coordination est fixée par K. Les valeurs
de K donnant un régime oscillatoire amorti sont plus grandes que celles donnant
un régime non oscillatoire. Ces valeurs peuvent étre déterminées par une
analyse hors ligne de la sensibilité de la coordination,.

La méthode admissible de coordination par lesprix dont les
valeurs successives sont données par 1'algorithme du type gradient,consiste
donc & placer dans le temps les instants de coordination.

Ces instants de coordination sont fonction des instants critiques
de tous les stocks Sm. A chaque instant de coordination, on effectue une jté-
ration du coordonnateur sur tous les ?1.

Ces instants peuvent &tre déterminés par le coordonnateur qui

recoit de chaque sous-systéme les valeurs X5 (k), Z; (k) (éventuellement Sm (k))

i
mais également par les sous-systémes eux-mémes.

Lorsque les itérations ont lieu directement sur le processus,
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Max
34 /
\ﬁS,]
»* st
P T
/ K, =0,25
Ko = 0,105
\& // Temps de coordination : 17y
gin N
Max
S’2— £ h
* AN J{ v
O — — A s
?2 II*II’ K ™ ,»’:
’ N
!
?2/, { X ,
£ ’_:' \ !
A
H VU
AR
] ¥
!
/
{
min ! J
32 1 S -
1 5 10 50 100

Figure Al.8
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ceci permet d'intégrer les fluctuations de la production absorbées par les
stocks.

Evolution de la coordination.

On observe deux types fondamentaux d'évolution (figure Al.10)
des paramétres de coordination suivant la valeur du coefficient K de 1'algo-
rithme (gradignt) :

- 51 K est faible : les paramétres ?i sont & évolution monotone, ainsi
que Tes commandes, mais lTe temps admissible de coordination est court et
fonction du niveau initial des stocks et des bornes Smmm et Smmax.

- si K est élevé, 1'évolution des ei est du type oscillatoire et le
temps admissible de coordination peut &tre i1limité, mais les commandes pré-
sentent des oscillations, ce qui peut &tre considéré comme génant (ce cas
est d’ailleurs souvent rencontré dans la réalité). On peut d'ailleurs modifier
les paramétres de 1'oscillation en réduisant 1'intervalle entre les bornes
supérieures et inférieures admises pour les stocks.






ANNEXE 2

SUR L'OPTIMISATION HIERARCHISEE :

CONDITIONS SUFFISANTES DE CONVERGENCE ET DE MINIMALITE
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On détermine des cenditions suffisantes de convergence d'une procédure
d'optimisation hiérarchisée (on utilise au niveau coordonnateur un a]Qorithme
de type gradfent) et de minimalité de la solution obtenue Torsque le probléme
d'optimisation non-linéaire (I} est décomposé sous la forme (II)

(min P (Y)
veRr" (1)
[sous G (Y) » O

[min PPy (Xys V)0 Py (Xpy V)5 ceeny Py(Xys V) (11)
X5, V
sSous ’G1 (Xl, V) >0
Gy (Xy> V) >0
~ \ H (V) 2 0
ot ¥ =1 X1s Xps veees Xy v}

P est sous k'une des 4 formes suivantes :

A-P = 5 P, V)

N
T
= N
C-P = S5 P (Xi, W)+ 3T Py (Xi, V)

N
D-P = TT Py(Xi,V)s >= Py (Xi, V) + 32 Pi(X.¥)
'i:'i 'i'_"]_ 1'=.|+1
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NOTATIONS :
nx nv
X, V = vecteurs colonnes X € R | vV ¢ R
P(X, V) = scalaire
0P ' D P
2x | we 2v | eP
'axnx OVnv
+ [ 2 ___ PP
2p _ P8P _ e DX @V
DX DV DX DV 22p - a%p
'bx‘l 'an,v 'aan av‘\’\.-\f -
© A%P o%p H
a?'P a¥4 —'bK,1 'bXn_)(
b?. -
: %P o%p
T 2
L?)anb)cl 2 X x |
dXy dX4
dvy  dVny
X = X(V) =» dX . :
dV C]an _ dxﬂ-x
dv’l dvt‘t.\f
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A2.1 - OPTIMISATION HIERARCHISEE SANS CONTRAINTE

Soit le probléme d'optimisation :

min  P(X,V) X ¢ R™, v ¢ rMW (1)
X, Vv

On propose de résoudre (1) par une structure d'optimisation & deux

niveaux :
ler niveau : 2éme niveau
!
min P (X, V) ! min P [X*(V), V]
X* (V)
X )
i |
pour Y donné |
v
Si Ta solution existe, elle est de - 1'algorithme proposé a ce

. I
la forme X = X* (V) et vérifie | niveau est de la forme :

nécessairement Ay 3P

DP 2%
—= 0 3 0 t oV
ox Ve 2 d

1°) - Cette procédure est-elle convergente ?
2°) - Si oui, le point stationnaire obtenu est-i1 un minimum
par rapport @ X et V de P(X, V) ?

1} - Convergence :

Soit :
I
L) (2 (2)
2 Qv oV
Si chaque composante de jﬁﬂ_ est continue et bornée, alors F est
une fonction de Lyapunov. ov
?z_(DP)T d( DP)(DP) (3)
ov dv OV oV |
o O*P

Mais (DP)= (‘)P Cdx _ % ax |, o
dv AV DX dv/ v SVE DXOV  dv Ve

(3) devient :
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Mo

2 25 _
-(%if[aﬂiv 2w 13

Au ler niveau on a : WV

/ })X
2 2
pour X=X"(V) = ( ):QP dx+5P —o
. *av JIXZ ay VM
. P L ea
Si est réguliére alors :
IxZ + w2
X _ ( )’ ) (4)
v dx2 AV AIX
) ™ 2z 2 -1 Z
— Fo=_ BP) [é P _d°P ) S P (QP) (5)
Y dVZ IRV axz VIR I AV
Une condition suffisante de stabilité asymptotique de la procédure est :
Tout au long de la trajectoire de V, avec X = i?V)
2 2 o -4 4
[B P._2o°P 9 P) 9P ]>o avec réguliére (6)
AVZ O IXIV N XA PR S
Remarque : une condition suffisante pour que (6) soit vérifiée est :
( 3P 3P
IXZ X
M = y2p \2p >0 tout:. au 1'ong de la
——;FSI] —E;gzr trajectoire de V avec
[ ® , x = x* (V)
A B
En effet, &crivons M = ( )
c D
- M 0 = A réguliére _ _ _ _
? Al s atereat aaler 11
- A regulitre = I Mt - Ceea’l F avec F=(D-CA "8 )
(formule de Shur)
“M>0 = ML 0
Soit y = Mx. M &tant réguliere : V y # 0, }{x;erJ] x y]

M étant une matrice symétrique, la forme quadratique x Mx s'écrit

My =xMiim =x M mltm=y uly

Donc
¥y £ oy mly=xTmux>o

Mais M2 0 = F > 0=F 7t > 0
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2z,
Donc M > 0=>|A = ;Pz réguliére
X

- 2 Z2p 2 -1 2
Flz[BF;__a (aP) BP]>O
OVE XAV N Jx2 IV X

La condition (6) est donc vérifiée.

2) - Minimum de P (X, V) :

Supposons qu'il y ait convergence de 1'algorithme. On obtient alors,

pour ie probléme global,un point stationnaire x* (V*), V*, noté plus généra-
lement %
jéji_ =03 oP =0
QK I AV 1%
Supposons d'autre part que :
nal . : . .
> 0 minimum relatif strict au ler niveau (7)
'3742 *
dzpP } 0 minimum relatif strict au 2&me niveau (8)
dve |x

Alors le point stationnaire est un minimum relatif strict pour
le probiéme global.

Démonstration :
! d
Explicitons (8) . ( dX ) P + P
dv dv DX AV
N E AR ANEANE I L5 K SR8
vl av\av DX dv DX dv ORI IKIV gy v
Comme il 0
Al n
(9) =

2 T 42 T 32 2
P _ { dX AP dX dX 9°p P dX , 32p
5 = (d\l ) o2 avt (dv) SVSX Y IX SV W iz (10)

En remplagant (4) dans (10), il vient

dzp_[azp‘ d2%p BZP)_l azp]
a2 TL o3¢ dxav \aw IV J > 0

(11)

Une condition suffisante pour que le point stationnaire =% soit un
minimum relatif strict pour le probléme global est :
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22 p 32 p
x° 3V DX
M, - > 0
BZP BZP
| OX oV Y Y

MI > 0 si et seulement si tous les mineurs principaux successifs sont

*

positifs.
D'aprés (7},Tes ny premiers sont positifs.
Le (nx + 1) eme (i=1, ..., nv) est de 1a forme :
;
| e _®P_ |
| 19V, 9%y OV, 8%y :
2 2
| P L 220 N/ P |
| dX? [PYa2Xnx VL Xy |
| l .12
| T T T T T 2_”_1 ___________ | foxe
| ePp e FP e
}—axd N, axnxa\q: V2 VL Wy |
|_22p N op | PPN il
:’BX,‘B\/,; DX Vi IV BV BVE |
|
| | !

. . -1
Mais ‘ pii _ piT (Z)Pz) me

P1“ est le i°
O X

P'L'\._ PLT (

3°%p
AX?

mineur principal successif de

M

{11), qui est positif. Comme _bgli_ 0, le (n, + i)éme mineur principal suc-
X

. "y OX#&
cessif de MI . est positif.

Remarque :

C.Q.F.D.

Les hypothéses (7) et (8) interdisent 1'arrét de 1'optimisation, tant

au premier niveau qu'au second, sur des points d'inflexion.

3) - Formes particuliéres de P (X, V)

On considére maintenant les 4 formes de critére suivantes :
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N
A-P(X, V) = > Py (X5 V)
i=1
N
B-P(X, V) = T P1(X1, V)
i=1 N
1
C-P(X,'v')= T—[ Pi(x.i’v)'i' Z P'i (X]s V)
i=1 i=1+1
1 qgl N
R RTINS R ORI R sl
i=1 i=1 i=1+1
La procédure d'optimisation devient :
ler niveau 28me niveau

min P, (X, V) i = T;W min P (X* (V), V)

|
1
X |
| v dp
|

pour V donné par?f_ = - SV

Nous allons étudier les conditions particuliéres de convergence et de
minimum pour ces quatre formes de critére.

N
AP, V)= 5= P (X, V)

i=1
1) - Convergence :
2 N 2
Dans ce cas on a : 3" P - :Z: 3 P
av2 i=1 > v
(f_@_)’q o
%P\ IXE I
(Eﬁﬁa B 0 I ('BZP ‘y4
| . XY
J B
¥pP B DV AX,
AV OX ¥* P

(6) devient : VDA
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N
Z( ¥R TR (aaﬂ)*" P )>o; X R reguliere(i=TN) (12)
=1PaVE ax v RX /v Ay T Ix2

Une condition suffisante pour que (12) soit vérifige est :

9 R 2% p; bzf:t)—d BZP.; .32% réguliére(i=1,N) (13)

- >0
V2 X OVN dxE/ v axy %

Une condition suffisante pour que (13) soit vérifiée est :

[ 2%p ?p, |
X2 AV X —
M~ - >o { 1= 1,N)
L > 2
TP P
| X, 9V dve

2) - Minimum de P (X, V) :

Les conditions suffisantes (7) et (8) deviennent :

BZPL! >0 ('l:]j\l)
»*

DX
2
o P} 5o
dVe I«
N
B-P (X, V) =5 P (X, V)

i=1
1} Convergence :

Dans ce cas on a :

N N N
2 25 : -
P > 2P TT Fﬂé _*;2:: :;;: ?BPL('BFB)T TT P
3VZ =1 BV2 peK, =1 37 RV AV ek

avec K1 i {(1})N)-A’}
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A (3294)—4 o
Py....Py Y ox#
2
(’B F’)"\ N
D X? N
O 4 ( BZPN )—4
R1”"PN-4 X2
e, P P
2°P | dV3Xy 2 N
VI, N4
(6) dev1ent : o -
2 2 -1 2 p.
§:( PP °R (B R) 2% P )>0
av?— L= N-1 3%, Y dx2 VIR

On constate que pour un critére multiplicatif, des conditions suffisantes de

stabilité asymptotique sont difficiles & obtenir.

2) - Minimum de P(X, V) :

Pour que (7) soit vérifiée, i1 suffit que :

2. D -—
i IS P.| >0 (i=1N)
DXZ | % *

Dans ces conditions, si (8) est vérifiée alors le point station-

naire est un minimum.relatif strict de P(X, V).

C - PG V) - -r~1" Po (X5 :EZ::: P, (X, V

i=1+1

1) - Convergence :
Les conditions suffisantes de stabilité se déduisent évidemment
des conditions formulées dans les cas A et B.
2) - Minimum :

Une condition suffisante pour que (7) soit vérifiée est :

P, . . . e
Si% ~0 (i=1,N) ; P, >0 (i=1,1)

x *
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T qg 1 N
D-P(X, V) = P_ (Xi’ V) + :E::: Pi (Xi’ V) + :E' Pi (Xi, ¥)
. i . N
— 1=i i=1 ——m qis1¢] —

1) Convergence :

Les conditions suffisantes de stabilité se déduisent des cas précé-

dents.
2) - Minimum :
Pour cette forme de critére on a :
"‘;yl _
Ay P .P 0
—'32
(4+P Pqtf Pq.‘_/‘....PQ)
ED)(q
lz%uﬂ_(a....p Prez - Pg)
¥ p _ oW 9
2 % Pp
DN - P (P Pp,)
2
O°PP 4
13)<€+4
2
0 3%P,
ox2
Une condition suffisante pour que \ >0 (7) est :
>0(1=ﬂ) et Pi\>0 (i=1,N)
D %
A2.2 - OPTIMISATION HIERARCHISEE AVEC CONTRAINTES EGALITE :
Soit le probléme d'optimisation :

min P (X, V)

X, V : (14)

sous {‘G(Xi V) = 0 p quations (p <n )

H(V) =0 q équations (g <’nv)
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On suppose que :

G(X, V) = O forme un systéme régulier pour X {15)
H(V) = 0 forme un systéme régulier pour V ‘ (16)
alors  G(X, V) = 0 -} forment un systéme régulier pour (X, V) (17)
H (V) = 0
En effet, (17) s'exprime par :
-334 ____3%4 : 631__ B%‘
5% < an 1 % Vny
Bép N/ 99p : 'BSP____§SE1_
DXy Xnyx | ©V4 Ny
C= | ___ __ _ _ __ _
: Dy 2ha
O e
| Oha 7 dha
| ®Vj4 aV“v

Or si {15) et (16) sont vérifiées, on peut extraire de A et de B des matrices
réguliéres A' et B' respectivement d'ordre p et q et on peut alors extraire de
C une sous-matrice d'ordre p + q de 1a forme :

l D ]‘ = | A | B'} # 0. D est une matrice réguligre d'ordre (p+q)

C.Q.F.D.
Le Lagrangien du probléme (14) est :
L=P (V) + A6 (V) +p HY)

On propose de résoudre (14) par une structure d'optimisation a deux

niveaux.
ler niveau 2éme niveau
min P(X, V) min P (X* (v), V)
X 50US

sous G (X, V) =0

pour Y donné
Si une solution existe, elle est

de 1a forme { X = x* (V)
A = &% (V)

H(V) =0
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et vérifie nécessairement | 1'algorithme proposé est :

BL g3k g ¥ () o Rl
X N N @) dt Y
A i
— 20 dans v
D %2 J SL
EX ={ zé—g— z = 0} ' dH =+ —

X t RIS

1) ~ Convergence :
Soit :
F:_l_(BL)T 3L +_1__(BL)T !
2\ 3y 2\ dp DIve

Si chaque composante de JL/dV et dL/ dp est continue et bornée, alors F
est une fonction de Lyapunov.

o T \
TR Sy R L) 4

Car au 2" niveau 2\5 est une fonction de V,}.I.}X* vy, A
%— est une fonction de V
- - %_L_)T SHETLI b_t_)T, ! (2L){2 )T DAL (g
_, /v Y Bpj YA YRR
N /
A B

I]vient:A-B=A—AT. Comme A est un scalaire ;: A-B =0

o= F- (3 30 (3
3L

d/3dL. . L ~
D'autre part, en notant que W{——bﬂ est en fait la dérivée totale de SV

par rapport a V :

i(ﬂ_)zazl_'c{x %L aa+§j_L:“
DV YDV DRV dY dnd 4V 2V

° _ _EET[a_z‘;_ﬂ 2L d)\ QZL] dL 19
= F= (av) XN av TN av N V& (a\l) ()

Au 16" niveau, les équations suivantes sont vérifiées :
%
2L _o [ 3L - ¢ (x"(, N(v), V)]
DX b L =X '
oL _ o 3.‘1‘_ = X*(V vV



171

Donc :

> 2 2
d B_L_) -0 2L dx &L dN 9% L

o\ 3 X2 4V T _RDIX AV mv an
d (EL_ -0 %L &X +;§31_

il

2L 2L ] [ax [ R% T
3 X2 AIANIX dV || VX
%L 0 dX _ %L
JIXIA av BV DA
~ N /S0 R L D wnl
Si la matrice N est réguliére, du systéme précédent on tire & et dA qui
peuvent &tre substitués dans (19) av dv

Cependant, on constate que les conditions suffisantes de stabilité

sont difficiles a établir dans le cas général.

Sous réserve d'hypothéses simplificatrices, des conditions suffisantes
peuvent &tre trouvées | 4, pp. 174-175 ]

2) - Minimum de P(X, V)

Comme précédemment (§ 1.2) supposons que 1'algorithme d'optimisation
est convergent. Le point stationnaire % obtenu vérifie :

BL =C . _Q_.l:: - O . —BL\ =0 ’ EL‘:O
ﬁ—_*-— ) - ——* ) »*%

X AN 1 -\ 9
Si:
2°L d £ - 9G4, -0
Ay RO {5 X 97 % (20)
d2L 2 H
>0 dans &, = { = = O } 21
AVl Y ] Y J e

Alors, e point stationnaire est un minimum relatif strict du probléme
d'optimisation.

Démonstration

Comme au § 1.2, on peut montrer que :
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.
( DL ¥
8 dV DX
>0 dans E= E,+ & (22)
Dy 2L
DN DV A *
K Vg

Or &£ est un espace vectoriel de dimension p + q, qui est le méme que celui
défini, d'aprés (17), par { t] Ct=0 } avec

(26 =26
<X SV
C =
0 2 H
=Y

(22) constitue une condition suffisante pour que le point stationnaire soit un
minimum relatif strict.

2.3. - Formes particuliéres de P (X, V)

; Gy (X5 V) =0
A-P(X, V) = = P (X, V) 56 (X, V) =
—_ L iEd :
i Gy (Xy» V) = 0
H (V) =0

Une condition suffisante pour que (20} soit vérifiée, si les Gi (Xi’ V)
forment des systémes réguliers pour les Xi est :

2 6, o
ST, z1=0} (i=1N) (23)

%1 0 dans Eix = { z ]
2 i
X 5
x
(23) exprime qu'd la solution % , chaque sous-probléme d'optimisation au ler

niveau, admet un minimum relatif strict par rapport au Xi‘

N Gy (¥, V) =0
B - P(Xs V) = P'i (X.i: V) ; G (X s V) = : '
LY -
1 Gy (Xy> V) = 0
H (V) =0

Une condition suffisante pour que (20) soit vérifiée est :
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P \ £ >0
2
> P, '
__ﬂ_zl >0 dans € X. (i = 1,N) (24)
DY L
-i *
2
> P e {BGi >\)
2 M I
9 X dx \ 3¢ x
§ i
2 L )
En effet (24) est une condition suffisante pour que B_T_ % > 0 dans
X7,

&

X, - Les conditions suffisantes pour les cas de critéres’ C et D se dédui-
i
sent de (23) et (24).

A2.3 - QPTIMISATION HIERARCHISEE AVEC CONTRAINTES INEGALITE :

Soit le probléme d'optimisation :
min P (X, V) (25)
X,V

sous {G (X, V) >0

H (V) > 0

On se propose de résoudre (25) par une structure d'optimisation & deux niveaux :

ler niveau [ 28me niveau
: % |
min P (X, V) X2 (V), AT (V) v _ dL
sous G (X, V) > 0 | o dt })_U‘ sL
pour V donné v i&“ _ o s oK >o et M=o
l dt %—L— autrement
1) Convergence : l M

La recherche de conditions suffisantes de convergence par 1a méthode de Lyapunov
est tras difficile dans ce cas étant donné le caractére non lindaire de 1'algo-

rithme d'optimisation au Fme niveau. On doit alors avoir recours & d'autres
méthodes [4].

2) Minimum :

Si les conditions de Xuhn - Tucker sont vérifiges aux 1" et 2 &me b iveaux

pour le point stationnaire obtenu, alors les conditions suffisantes de minimum
sont les mémes que dans le cas d'une optimisation avec contraintes &galité,

en considérant les contraintes inégalité saturées comme des contraintes é&galité.
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