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RESUME :

Cette étude présente la théorie et la conception d'un algo-
‘rithme d'ordonnancement pour la gestion en temps réel sur un calcula-
teur numérique des tAches soumises A des contraintes individuelles de

délai d'achdvement,

Le systéme considéré ici est constitué par un monoprocesseur
travaillant dans un environnement temps réel critique ot les demandes
de service ne peuvent pas &tre prisesen compte immédiatement et doivent

staccumiler en file d'attente pour &tre satisfaites,

La solution proposée est basée sur une action de commande ap-
plicable chaque fois que l'arrivée d'une nouvelle tfche repousse la
fin df'exécution d'au moins une téAche de la file d'attente accrue au-

deld de son délai d!'achdvement,

L'étude conduit & la réalisation d'un algorithme de commande
sous-optimale pour la minimisation de L'espérance mathématique du nom-
bre de téches dont la demande d'exécution n'est pas satisfaite et dont

les résultats sont vérifiés par simulation.
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l,- Introduction

Le probléme considéré ici est celui de 1l'ordommancement dyna-
mique des travaux en temps réel pour les systdmes informatiques oll le
respect des délais dl'achdévement individuels pour chacune des tAches

est pris comme une contrainte critigue, [16]

Le systéme informatique considéré ici est constitué d'un pro-
cesseur unique couplé & un processus extérieur tel que la réponse A
chacune des demandes de traitement provenant du processus doive &tre

complétée dans un délai défini & l'avance.

En général, un mécanisme d'interruption signale au Processeur
la demande d'exécution d'une tfche qui, correctement complétée, per-

met le retour d'une réponse au processus,

Les délais d'achdvement critique ou absolus, qui ne peuvent
8tre reculés sous aucun prétexte,caractérisent les processus dits de
temps réel critique [16] alors que les délais relatifs ol certains re=-

tards sont admissibles, caractérisent les processus dits de temps

réel non critique.

Les systimes informatiques destinés au contrdle des processus
ol les temps de réponse préfixés doivent &tre respectés, comme par
exemple la commande des vaisseaux spaciaux [5] s constituent des exem-

ples typiques d'une situation en temps réel critique.

Par contre, les syst2mes informatiques du type exploitation

en temps partagé, oll l'interaction lente du processus constitué par
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l'ensemble des utilisateurs, permet des retards acceptables pour cha-
cune des demandes individuelles et qui ne dégradent en général pas le
service rendu, constituent des exemples typiques de situations temps

réel non critique,

Le probléme de lt'ordonnancement tel qu'il est posé ici, ol1 le
monoprocesseur Joue le rdle d'un serveur unique, n'est pas exclusif
du domaine de 1l'informatique et peut 2tre rencontré dans un grand nom-
bre d'applications ol les demandes d'exécution de tAches donndes sont

canalisées vers un ou plusieurs serveurs,

La théorie fondamentale est conmue sous le nom de Théorie de

ltOrdonnancement (Scheduling Theory, en anglais) [1], [2], [3], [4],

Lels (1], [24], [26], [a].

"Il est en général accepté que les performances des systdmes
de service dépendent essentiellement de la stratégie d'ordonnancement
des demandes, Etant donné que ces systdmes n'offrent pas tous le méme
type de service, il est logique que les critdres de performances 2

satisfaire soient différents,

Par exemple dans un syst@me d'exploitation en temps partagé,
dans lequel normalement les utilisateurs payent pour l'exécution de
leurs programmes, le critdre de performance considéré est le débit en
programmes traités par l'unité centrale qu'il stagit de maximiser sous

la contrainte d'un délai d'ach&vement moyen acceptable [7].

Par contre, dans les situations de temps réel critique et en
particulier dans les applications de contrdle des bProcessus, les con=
traintes individuelles de délai d'ach&vement doivent &tre respectées
au moyen d'une stratégie d'ordonnancement appropride. Cette méme stra-
tégie n'a aucune raison de satisfaire également les critdres de per-

formance de délai d'achdvement moyen acceptable,

I1 est en conséquence rajisonnable de stattendre 3 ce que les

stratégies d'ordonnancement soient différentes dans les deux cas,
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D'une fagon générale cependant, la littérature sur la théorie
de 1'ordonnancement semble s'intéresser trds peu aux probldmes de temps
réel ecritique, La plupart des travaux portent sur l1'analyse statistie-
que des performances des systémes du type exploitation en temps par-
tagé oty comme il a déja été dit, la moyenne des délais d'achivement

doit &tre satisfaisante,

Ce manque d'intéré&t pour le temps réel critique avait déja
été remarqué par Mc Naughton [13] en 1959 et par C.IL., Liu et J,W, Lay-
land [lh] en 1973, Il est encore confirmé par les recherches de 1'au-

teur, malgré le temps écoulé depuis 1959.

Les raisons de ce manque d'intéré&t semblent &tre les suivan-—

tes:

Premid¢rement les disciplines d'ordonnancement les plus connues
telles que "Premier Arrivé, Premier Servi", "Plus Petit d'abord" et
"Temps Partagé " (respectivement connues par FCFS, SJFS, RR, de ltan-
glais "First Come First Served", "Shortest Job First" et "Round Robin")
qui dans le cas le plus intéressant de l'ordonnancement dynamique sont
les plus simples & manipuler, ne sont pas en général optimales pour le
critére de satisfaction des délais d'achdvement individuels, ce qui
n'est pas trés surprenant vu que le paramdtre délai d'achdvement n'y

figure pas,

En fait, dans le cas de l'ordonnancement dynamique et pour des
séquences d'arrivées aléatoires, 1'utilisation de disciplines appro-
priées pour le respect des délais dl'achdvement individuels complique
beaucoup 1l'établissement de moddles mathématiques satisfaisants car
les propriétés probalistiques des processus d'accumulation correspon-

dants sont difficiles & établir (Voir Chapitre 3),

Deuxidmement, dans les situations de congestion en milieu temps
réel critique, il est impératif dfintroduire des critdres de perte

associés aux différente niveaux dlefficacité désirés [13].
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Dans la pratique, en fait, une fonction de perte est quand
méme utilisée & la fois dans le cas de temps réel critique et nmon cri-
tique lorsque, en cas de saturation du systéme informatique, les nou-

velles demandes de service sont refusées,

Cependant dans les situations de temps réel critique ol un
‘Processeur unique assume la responsabilité de la commande automatique
d'un processus dynamique, la ou les fonctions de perte doivent &tre

définies d'une manidre plus précise.

Ainsi, en prenant par exemple pour critdre de perte une fonc-
tion du nombre des demandes de service pour lesquelles le délai d'a-
chdvement individuel n'est pas respecté, la valeur finale de cette
fonction sur un intervalle de temps donné ne doit pas dépasser une

limite acceptable,

14 encore, trds peu de travaux s'intéressent & 1'é&tude d'or-
donnancement ofi une fonction de perte est associée au non respect des

délais d'achdvement individuels,

J.P, Gouyon [2], H.H. Johnson [ 3], (4], et R. Mc¢ Naughton [lj]
consid&rent tous implicitement une fonction de perte, mais le dernier
uniquement en fournit une définition claire, dans [13], oll les retards
dt'achdvement par rapport aux délais préfixés sont permis et le critd-

re & minimiser est une fonction des retards encourus,

L'étude présentéeici par contre, est basée sur lthypothdse
que le traitement exécuté par le processecur est inutilisable stil n!

est pas terminé dans les délais individuels fixés pour chaque demande,

Comme dans les situations de congestion les demandes de servi-
ce ne peuvent pas &tre immédiatement satisfaites, elles doivent &tre
rangées dans une file d'attente avant dl'accéder au contrdle de 1'uni-~

té centrale,.



Les retards ainsi causés peuvent alors repousser certaines

dates de fin d'exécution au deld de leur délai d'achdvement,

Toute demande en té&te de file pour laquelle cette situation

se produit est alors ignorée par le processeur,

Le plan de travail de l1l'étude présentée ici est le suivant:

Le chapitre 2 fait l'objet de la formulation du problime, de

l1'analyse d'une file dfattente statique qui aboutit A ltoptimalité de

Ja discipline d'orientation pour le critdre Cl de satisfaction des dé-

lais d'achévement individuels.

Le chapitre 3 fait 1l'objet de 1'étude des propriétés du pro-

cessus dl'accumulation constitué par une file d'attente orientée et dé-

finit le processus de faisabilité associé.

Le chapitre U4 présente 1lt'étude d'une

timale pour la minimisation de la fonction de

Le chapitre 5 est consacré a 1'étude
taux fournis par une simulation en Fortran du

chapitres précédents,

loi de commande sous-~cp-

cottit ¢c2 = E [c(o0,t)].

des résultats expérimen-

modéle défini dans les

Le chapitre 6 fait 1'objet d'une discussion sur les hypothéses

faites, les lignes possibles de recherche comme continuation de 1!'é&tu~

de présentée et la conclusion finale.
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2, Analyse d'une file d'attente

Soit UC un processeur unique couplé A un processus temps
réel critique P, Le processus P envoie & UC une séquence de demandes
de traitement & satisfaire,

D'une manidre générale, UC reconnait les demandes & 1'aide
d'un mécanisme dlinterruption et retourne les réponses appropriées 2
P sous forme de signaux de commande, Ce couplage entre UC et P est ma-—
térialisé par des interfaces spécialisés,

Dans les conditions de congestion pour UC, le probléme que
l'on propose de résoudre est celui de l'organisation de la séquence
de demandes E de traitement de fagon & satisfaire les deux critdres
Cl et C2,

Cl.- Les délais d'achdvement individuels pré-définis de cha—
que demande sont respectés, si possible et

C2.- une fonction donnée du monbre de demandes ignorées est

satisTaite,

Ainsi donec, le processeur et la séquence d'arrivées E peu-
vent &tre considérés comme un systéme dynamique S sur lequel est ap=
pliquéeune action de commande U ~la stratégie d'ordonnancement- gqui
satisfait une fonction de cofit donnée C ~expression du nombre de de~
mandes insatisfaites-.

La résolution du probldme ainsi posé est basée sur la conse

truction d'un moddle mathématique simple,

2el.~ Hypothtses sur la statique du moddle

L'ensemble des paramdires gqui décrivent la structure du mo-

déle cherché définissent ce que nous appellerons la statique. Ces pa~

ramétres sont relatifs au pProcesseur UC et & l'ensemble des demandes (1)

de traitement en provenance du Processus P,

(1) Le sens du terme "demande" e¢st ici identique A celui de "taAche"
pour laquelle la demande est faite, Une tlAche est en fait un program-—

me de réponse A une demande donnée,



.
Pour 1'ensemble T des demandes, les hypothdses faites sont

les suivantes:

Al,~ L'ensemble T des demandes est fini ou infini.

AZ,- Chaque demande individuelle appartenant & T est défi-
nie par un identificateur Jn' une durée d'achdvement maximum RT, et
un temps de service PT, L'indice n se rapporte A l'arrivée de la ni-

2me demande,

La variable RT représente l'intervalle de temps compris en-
tre la date d'arrivée de la demande au processeur UC et le délai d'a-

chévement limite.

La variable PT représente la somme des intervalles de temps
pendant lesquels la demande est traittée par le processeur UC jusqu'd

sa fin d'exécution,

La définition du temps de service PT est telle que les temps
d'unité centrale nécessaires 2 la gestion des demandes peuvent &tre

considérés comme négligeables ou bien inclus dans chaque PT.

A3.- Les demandes de service sont mutuellement indépendane

tes,

Aingi l'exécution d'une demande quelconque n'est ras condi-

tionnée par l'exécution d'une autre demande,

En ce qui concerne le processeur UC lthypothdse faite ici
est que:

Ali,- Le processeur UC dispose d'une mémoire centrale infi-
nie et d'un syst®me d'interruptions pour la reconnaissance immédiate

des demandes

1L est donc possible de mémoriser sans limitation d'espa-
ce toutes les demandes arrvivant A 1'UC et surtout dtavoir un accés 1im

médiat & chacun des programmes de réponse associés & chaque demande.

En particulier A4 permet de staffranchir de l'organisation

dynamique de la mémoire en tant que contrainte d'ordonnancement, En
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fait, du point de vue du respect des délais d'ach2vement, toute limi=-
tation de la momoire centrale se traduirait par des incréments des
temps de service individuels PT correspondant & la pagination et au-
tres échanges entre mémoire secondaire et mémoire centrale, comme il

a déja été envisagé en A2,

2.,2,= Demandes acceptables et files d'attente infaisables

Seit tn_la date d'arrivée & UC de la nidéme demande J_ de la
séquence E., Pour ngm, l'ensemble des demandes de E dont les dates d!
arrivée sont comprises entre t, et 4y inclus, constitue une sous-sé-

quence de E que l'on notera E(tn,tm).

L'existence d'une séquence &(th, ti ) pour laquelle l'arri-
vée 21 se produit lorsque UC est encore occupé définit une situation
de saturation pour UC dont la durée est l'intervalle (th, tm) dit in-

tervalle de saturation,

Or, un processeur unique tel que UC peut, & une date quel-
conque 1, réaliser le traitement d'une seule demande uniquement et 17
ensemble Q(t) des demandes en attente de fin d'exécution dé&finit une
file dt'attente,

L'objet de ce paragraphe concerne 1!'&tude des arrangements
des éléments d'une file d'attente Q(t) 4 un instant donné gquelconque
t, de fagon & déterminer les configurations de Q(t) qui satisfont le

critére Cl défini en page6

En accord avec les hypothéses faites en 2.1, chacune des de
mandes JﬁET est définie par une paire Jn = (PT, FT) oll les composan—
tes PT > 0 et FT > O sont connues du processeur UC A& la date d'arri-
véeu)tn et vérifient

RT = PT 4+ FT

olt FT est le temps libre intrins&que.

(1)Le cas de demandes ol PT est variable est traité en 2.k
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Il est & vemavquer gufaucune des paires (PT,O) et (O,FT)

P> 0, T2 O n'appartient & T,

DEfinittion

1

A unec date donnée +, vne file d'attente statique Q(t) est

un enscmble ordenné de N(1) éidments [k] (1) appartenant & T, k = 1,

evesy N(t), en attente de [in d'exdcution, ol 1'élément sc trouvant

en position 1, ou téte deo file, est en cours de traitement par 1'UC.
L4

L¥indice k définit la position d'un élément dans la file 4a!

attente de sorte que [k] est plus pré&s de la té&te de file que de [k+1]

A 1'instant t = tn correspondant & la date dltarrivé de la

ni¢me demande de B, celle=ci est insérée dans la file dltattente en po

sition k!t

(2 )

(3)

(37)

2 . . . .
( ) suivant une loii donmée D appelée discipline, telle que
k!t = D(Jn’ Q(t)) k' = 1, ...., N'(t)
ot N'{t) est le nombre d'éléments de la file d'attente ace

crue, La demande [kﬂ est définic par la paire

[1¢] = (rry, (t), FT_ (t)) od
PT(t), , = PT
FT(t), , = FT ~ SP(t) v _;
ol 1 kt-1
avee SP(Lerer =0 ST pr()
J=i

ce qui entraine pour la durée d'achévement de D{ﬂ
RT(t)k, = RT = PT 4+ FT

L'expression du temps libre FT (t)k' en (3) peut stécrire

(1) Lr'indice ontre crochets indique le contenu de la position corres-

pondante,

(2) Les positions correspondant 4 une Tile dlattente accrue apres 1t

insertion dfun nouvel &lément seront notdes !
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(u) FT(t), , = RT(t),, - sp(t),,
De méme & l'instant t 4 dt,

(u1) FT (t+dt)y,, ;o p = RO(t+dt),, 5,y = SP(t+dt), ., 4

ol it est la position la plus proche de la t&te de file tel-
le que 0 <« dt < SPi‘(t) de sorte que (4') devient

(urv) FT(t +dt)k'+ io1 = Rfr(t)k,+ jopmdt - SP(t)k,+ 41 Hdt
ctest a dire
(5) FO(t+dt), , ., = FT(t),, ._ N
k'4i=1 XK' i-1 , dt £ tn+1 t‘n
d!on

Théordme 1 Pour toutes les deirandes [k] , k=1,,..., N(t) d'une file
dtattente donnée Q{(t), les temps libres FT(t)k Testent constants en-

tre deux arrivées successives tn et tn+1 (l).

Une conséquence importante de ce théordme est:

Corollaire 1 Une condition nécessaire pour l'exécution satisfaisante

d'un élément quelconque [k] d'une file d'attente statique est
(6) FT(t), > ©

Le Tait que la condition (6) ne soit pas suffisante sera

montré au chapitre 4, §U,1

(l) L'UC est une machine séquentielle qui peut réaliser une secule opé-
ration & la fois, Les demandes simultanées sont donec prises en consi-

dération séquentiellement par UC.
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Définition 2

A un instant deonné t, tout &lément [k] d'une file dtattente

Q(t), k=1, ...., N(t) est dit acceptable si son temps libre FT(t)k

est positif, Sinom il est dit inacceptable,

Définition 3

A un instant donné t, une file d'attente Q(t) est dite fai=-
sable si tous ses N(t) éléments sont acceptables. S'il existe au moins

un 81ément [k] pour lequel FT(t)k:sg(), la file dtattente est dite in-

faisable,

Dtaprés le Théordme 1, étant donnée une file d'attente faisa-
ble Q(t), & la date t=tﬂ d'arrivée d'une nouvelle demande Jn en posi-
tion k' = D(J), ltévaluation d'aprds (3) de tous les temps libres
FT(tn)i',i';; k' de la file d'attente accrue fournit un test pour la

faisabilité de la nouvelle file dl'attente Q(tn).

Comme par définition, seules les files dlattente faisables
respectent les temps de réponse individuels, il est équivalent de di-
re qu'une file d'attente donnée Q(t) est faisable ou que le critdre

Cl est satisfait pour Q(t).

Le probléme est maintenant de savoir s'il est possible, é-
tant donné une file d'attente statique Q(t) infaisable, de réarranger
ses N(t) éléments de fagon & ce que Q(t) devienne faisable, Si ceci
est possible, alors tous les &léments de Q(t) pourront &tre servis

dans les délais individuels donnés et Cl est satisfait,

. 2¢3.- Optimalité de la discipline d'orientation pour le critdre C1 de
faisabilité.

Le but de ce paragraphe est d'étudier les arragements com-
binatoires des N(t) éléments d'une file d'attente statique Q(t) et de
retenir ceux pour lesquels les délais individuels des demandes sont

respectés,

Ce probleme a été exhaustivement étudié par H.H., Johnson
qui a publié les résultats fondamentaux dans[ 4].
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Dans ce qui suit, les théordmes de base dus & H,H. Johnson

sont donnés sans leur démonstration.

Définition 4

A un instant donné t, une file d'attente Q(t) est dite orien-

tée si ses N(t) éléments sont tels que

A10) RTi(t) < RT,

fen () L= 1, ., N(Y)

En appelant dk(t) le délai d'achdvement correspondant & 1!
é1ément [k] y la relation (10) est équivalente 2

(rov) di(t) £ d

i+l(t)
puisque les délais et les temps de réponse sont liéds par la
relation di(t) = RTi(t)+-t, ol t est la date courante d!'ob-

servation,

L'ordonnancement défini par (10')} est appelé SDFS (de 1tan-
glais Shortest Deadline First Served) clest A dire 1la discipline du

"plus petit délai d'abord",

Par la suite il sera équivalent de dire qu'une file d'atten-
te donnée Q(t) est orientée ou que ses &léments sont rangés suivant
la discipline SBDFS. Les 'deux notations utilisées seront @ et SDFS res-—

pectivement,

La propriété¢ remarquable de la discipline d'orientation @
se traduit par les deux théordmes suivant dont la démonstration peut

8tre trouvée en (4),

Théordme 2
Les éléments de toute file, d'attente faisable peuvent
&tre arrangés de fagon telle que la file d'attente résultante soit

faisable et orientée,

Théoréme 3
81 une file d'attente orientée donnée est infaisable, il n!

est pas possible de réarranger ses éléments de fagon telle que la file
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dtattente résultante soit faisable,

Ces deux théordmes peuvent 2tre combinés en un seul

Théordme 4

La discipline d'orientation & est optimale pour le critére
Cl de faisabilité,

Une démonstration directe du théordme 4 peut &tre donnde

comme suit:

Soit t = t  la date dltarrivée de la nidme demande Iy = (P, ¥T)
et soit Q(t) la file d'attente faisable trouvée par Jn' D'aprés le
Théordme 2 il est toujours possible de supposer gque Q(t) est orientée

ce gue nous noterons Qo(t), et faisable,

En raisonnant par ltabsurde il sera prouvé que si lt'inser-
tion de J en position i' = @ (J_, Qo(t)) en utilisant la discipline
dtorientation 0, cause l'infaisabilité de la file d'attente accrue
Qte(t), alors l'insertion de J,, en position m' = D(Jn, QD(t)) avec
m!' £ i', en utilisant toute autre discipline D £ & causerait aussi 1!

infaisabilité de la file dtattente accrue Q'D(t).

Considérons pour celd les hypothgses HL et H2 suivantes:

H1

Avec la discipline d'orientation ¢, la demande Jn = (pPT,FT)
est insérée en position i!' = i pour laguelle RT = PT 4 FT vérifie:
{11) RTi_l(t) < RT <RTi(t) i=2, ....5 N(t)

0 € RT < RTl(t) i=1
RTN(t) < RT i=N(t)

et la file dfattente accrue Q'G(t) est infaisable.

H2

En utilisant une discipline D différente de la discipline
d'orientation d, J est inséré en position m! £ i'et la file d!atten-

te Q‘D(t) accrue est faisable,
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Sous l'hypothdse Hl, L'infaisabilité de Q'O(t) est die 2

1'une des trois possibilités:

Hl, a.~
Seul le nouvel élément [iﬂ est inacceptable, ce qui s'!'écrit:
i=1l
(12) T < S PTj(6) et
3oL
PT < FT,"(t)
ol FTim(t) représente le plus petit des temps libres FTk(t)
tels que 1 & k € N(t), clest & dire:
(121) FTim(t) = min (FT, (%))
1€ KN
Hl, b,~

Le nouvel é&lément Jn en position i' est acceptable, mais un
ou plusieurs éléments de la file dl'attente accrue devienment inaccep-

tables, ce qui se traduit par:

i-1
(13) FT > > PT.(t) et
=7 J
J
PT > FT."(t) S ig€kEN(E)
Hl, c,-

Le nouvel élément Jnen Positicn i' et un ou plusieurs 41é-

ments de la file d'attente acecrue sont innaceptables, ce qui se tra-

duit par:
iml
(1h4) FT £ Ej_l PTJ.(t) et
PT > FT;"(t) i <k <N(t)

Si HR et Hl.a sont toutes deux vraies, ceci entraine qutil

existe une position m' = m dans la file dtattente orientde Qd(t) tel-

le que l £€mi~1 et qui vérifie:
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(16)

(16%)

(16t1)

-l e

=1

m
PT (t T PT.(t t
Z_l ;) < < E_“l 5(t) e
J= J=
PT < FTim(t) m<i
Mais par définition de la position m
PT < FT_(t) m<i
ce qui entraine
m
PT+FT = RT < Ej_l PTJ.(t) + FTm(t) = RTm(t)
et puique RTm(t) < RTi_l(t), il vient finalement

RT < RTm(t) < R’I‘i_l(t)

ce qui est contraire & (11) et & 1l'hypothdse HIL,

Si H2 et H1l, b sont toutes deux vraies, soit n la position

la plus éloignée de la té&te de file telle que n = max (i: PT 3 FTim(t)L

il existe alors une pesition m' = m gqui vérifie igngm telle que:
m
(17)
FT PT (¢t et
> Ej:l 5(%)

(177)

(1711)

m
F’I‘m(t) > PT > FT, (t)
L m
d'olr 1'on tire RT = PT4 FT >§ P’I‘j(t)+FTi (t)
Jj=1

mais aussi
n
RT > § PT.(t) + PT_(t) = RT_(t)
501 J n n
et puisque RTn(t) >LRTi(t), on obtient finalement

RT > RTn(t) P RTi(t)
ce qui est contraire & (11) et & Lthypothese HI,

Enfin, H2 et Hl, c¢ ne peuvent pas &tre toutes les deux vraies
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puisque une discipline qui vérifirait A la fois

i1

(18) FT > ) PTJ.(t) et PT < F’I‘im(t)
j=1

insérerait la demande J  dans une position m' telle que

m!' € i=l et m' > i & la fois ce qui est bien sir impossible,
/

L'optimalité de la discipline d'orientation pour le critdére

de faisabilité Cl se trouve ainsi démontrée,

Une autre forme d'ennoncé pour l'optimalité de la discipline

d concerne 1'&tude des temps libres d'une file d'attente statique,

Théordme 5
Pour une file d'attente statique donnée Q(t), la discipline

qui maximise le temps libre minimum est celle dl'orientation d,

" Démonstration

Avec les notations déja utilisdes, soit QD(t) une Tile dtat-
tente statique donnée, non orientée Par le fait qu'il existe une seu-

le position k telle que

et soit Qd(t) la file d'attente statique orientde COrTrespon-
dante, Alors Qo(t) et QD(t) différent uniquement en ce que les &léments
en position k et k+l dans Qrﬂt) sont en position k+l et k respective-

ment dans Qo(t), ol la barre indique 1'ordonnancement correspondant a

Qo(t).

Les deux files d'attente sont identiques pour les premidres
k-1l positions et pour les N(t) -(k+l) dernidres et il est é&vident gue
chacune des tfches correspondant A ces N(t}-2 éléments débute et est

complétée & la meme date exactement,

Pour toutes ces positions les temps libres T, (t) sont donec

rigourcusement les mémes dans chacune des deux files,
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En fait QD(t) et Qd(t) diffeérent en ce que les temps libres
des éléments [kJ et [E] et Ek+ﬂ et Eﬁ+i] respectivement sont diffé-

rents,

Soit FT" le plus petit des N(t)-2 temps libres PP, (t) iden-
tiques pour Qd(t) et QD(t).

Pour QD(t) nous avons:

_ .
(197) P, (t) = RT (t) ~ (P7 (t) + i PT;(t))

J=1
ke~
(1911) FT, 4 () = RTy (%) - (PTk(t)+PTk+l(t) + z - PTj(t))
J=

ce gqui entraine
(20) F’I‘k(t) P Frl-{+l(t)
puisque RTE(t) v RTE+l(t) et PTE+l(t) > 0
De mé&me, pour Qg(t) nous avons:
k-1
(21) FTp 1 (8) = RO, (8) - (PTg, () + PTL(%) + ;PTj(t))

_—

(211) FTp(t) = RTL(t) - (PT—E(t) + gpfrj(t))

3=1
ot

RT-(t) < RTE+l(t) ) RTk(t)

1l

RTE+1( t) ’

RTk+1(t) = RTE(t) , PTk(t) PTE+l(t) et
PTk+l(t) = PTE(t)

En comparant les expressions (19'?') et (21), il vient

(22) Pre,, (8) < P, ()
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puisque RTk+l(t) = RTE(t) < RTE+l(t) et les sommes entre parenthdses

sont les mémes,
En comparant les expressions (21') et (19") nous avons

puisque PTk(t) > 0
les inégalités (20), (22) et (23) entrainent finalement

(24) min (FTm(t)r FTk(t): FTk+l(t));> min (FTm(t)! FTR(t)’ FTE+l(t))

ce qui établit le Théoréme 5,

En conclusion, les Théordmes 4 et 5 prouvent ltoptimalité

de la discipline d'orientation pour le critdre de faisabilité C1,

En conséquence, la discipline dtorientation @ sera utilisée dahs tou-

te la suite de ce travail, sauf mention explicite,

Finalement, une propriété de la discipline @ concernant les
priorités assocides aux demandes d'exécution de taches par 1'UC peut

&tre énnoncée comme suit:

Lemme 1

La discipline dl'orientation est interruptible,

Une discipline est dite interruptible lorsqu'elle peut inter-
rompre l'exécution de la demande en t&te de file pour passer au trai-

tement d'une autre demande,

Suivant ce+te définition, 1la discipline G est nécessairement

interruptible sinon un nouvel élément avec un temps de réponse RT<:RTl(t)

ot RTl(t) est le temps de répomnse A& la date t de 1L!'&lément en position
1 (en cours dtexécution), serait inséré en position it » 2 telle gue
RTl(t) > RTi,(t) = RT ce qui contredit la définition de la discipline

d'orientation ¢,

Le caracteére interruptible de la discipline d'orientation ne
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doit donc pas 8tre introduit en tant qu'hypothése, comme clest souvent

le cas pour dl'autres disciplines [;5].

La seule hypothése en fait concerne le type d'interruption
utilisé qui est ici du type "avec reprise", ol la tAche interrompue
est reprise au dernier point d'interruption, lorsgue son exécution n!'

est pas définitivement abandonnée par 1!'UC.

Dans le modele considéré ici et d'un point de vue théorique
au moins, ltoptimalité de 1la discipline d'orientation implique qutil
n'est pas nécessaire dl'associer des priorités externes aux demandes

de traitement en temps réel,

En fait, dans les cas ol la perte de demandes de traitement
doit &tre envisagée, il est nécessaire dl'introduire une partition de
1'ensemble T des demandes en différentes classes, Cet aspect du pro-

bléme est envisagé au chapitre 5.

2,4,~- Cas des demandes & temps de service wvariable

Soit Q(t) une file d'attente donnée, faisable et orientée,
et soient t; et ti respectivement les dates de début et de fin de traie

tement intrinsdque de 1!'&1ément Ell en téte de la file Q(ti).
f 4
Pour toute date t, t7 < t < ] , t ¢ Y DZ | @ A€ sont les

intervalles de temps pendant lesquels 1'élé&ment en téte de Q(ti) est

interrompu, nous avons
(25) PTl(t) = PTl(ti) - (t - ti) + h(t)

On dira que 1'é&lément [l] en ti est & temps de service varia-

ble si h(t) > 0 et & temps de service non variable si h(t) = o.

Cette définition entraine PTl(ti):> 0 et PTl(t{) 0 respec-

tivement,

Dire que PTl(t) est variable peut alors &tre considéré équi.-
valent & dire qu'il existe une sous séquence de demandes de E, commen-
gant A la date t, ti < tt <:ti y avec un temps dl'inter-arrivée A = pT

Pour toutes les demandes de la sous séquence,



8i maintenant 1'on supposc J = (DT, DT) pour chacune de ces

demandes, alors d'aprds (1) en 2. 2.
(26) DT + DT = RT < RTl(t*)

puisdque pav définition de DT,1%¢1ément £1] en téte de i~

Le a une durée d'achdvement RTl(t') qui. vérifie précisément (25).

Ainsi les demandes Jn de la séquence considéréc sont "insé-
rées" en position 1 aux dates ty ¢'+ DT, t'+ 2DT, t!'+ 3DT, ...

La sous sdéquence de B s'arréite aun moment olt 1'une de ses
"demandes™ causc 1tinfaisabilité de 1la file accrue ou bien lorsguc 1!
arrivée d'une demande "vraie" avec unc durde dtachévement RT {_RTl(t)

interrompt le traitement de la demande 2 temps de service variable,

Ze5.= IMles dtattente infaizables avece pertes

Dans les paragraphes précdédents il a &1¢ montré comment 1!
enscemble des demandes cn attente d'exécution doit &tre ordonnée suie
vant la discipline d'orientation ¢ de fagon & satisfaire le critdre

Cl de faisabilité,

Ainsi, dl'aprds lloptimalité de 1la discipline dl'orientation,
toute file dtattente statigue Q(t) orientée et infaisable reste infai-

sable pour tout autre arrangcment de ses éléments,

Dans lecs cas ol L'arrivée d'une nouvelle demande transforme
unc file dltaittente statique dennée, Taisable et orientée, en une file
dlattente infaisable, la gquestion est alors de savoir ce qu'il faut

faire des éléments devenus inacceptlables dans la file accrue,

Dans son travail en référence[:h], H.H., Johnson définit 1leo

test d'acceptation suivant pour toute nouvelle demande arrivant dans

unce file d'attente faisables:

S5i l'insertion de la nouvelle demande J, en position i':d(Jn,Q(t)



constitue une transition & un état infaisable de la file dl'attente ac—

crue, alors J, est refusée,

Sinon Jn est acceptée et la file dl'attente accrue reste ai-

sable,

Pour la réalisation de ce test, il suffit df'évaluer les N1(t)
temps libres FTk'(t) a4 la date t=t d'arrivée en T (voir (3) en 2.2)
n
Ainsi donc la réalisation de ce test dl'acceptation entraine
qu'd tout instant donné t, une file d'attente Q(t) est, soit vide, soit
faisable, mais toutes les demandes qui causent 1'infaisabilité de la

file accrue sont pcerdues,

La somme dans le temps de toutes les demandes refusées dé&rfi-

nit un coflt cumulatif,

Une alternative possible & ce test d'acceptation consiste a
permettre l'insertion de toute mnouvelle demande Jpdans la file d'atten-

te, méme lorsque celle-ci résulte en une Tile accrue infaisable,

Les diverses fagons suivant lesquelles la file d'attente ace
crue devient infaisable ont été analysées dans la démonstration du Thé-—

oréme 4 en 2,3,

Par définition, il existe alors un élément au moins qui de-
vient inacceptable, clest A dire dont le temps libre correspondant de-

vient négatif ou nul,

Soit t = th la date d'arrivée de la nouvelle demande J et
soit D(t ) 1'cnsemble ordonné par position croissante & partir de ila
t&te de file, de tous les éléments inacceptables de la file d'attente

accrue Q'(tn).

Par définition méme, lorsque le premier &lément de D(tn) at-
teint la t8te de file on est slr que son traitement sera complété aprds

son délai d'achdvement,
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En faisant l'hypothé&ése que chacune des demandes dont le trai-
tement est complété aprds le délai correspondant est inutilisable, il
est alors logique que 1'UC ntentreprenne ras ltexécution dlune telle

demande qui sera par conséquent ignorée,

Le reste des éléments de la file dtattente, s'il en reste,
/verront leurs temps libres respectifs augmentés de PTl(t). Cependant
s'il existe cncore des éléments appartenant 2 D(t), pour lesquels cet=
te augmentation du temps libre ne suffit pas & le rendre Positif, a=
lors la situation ol un él&ment inacceptable atteint la t&te de file

se produira de nouveau et cet élément sera ignoré aussi par 1t'UC,

Plus précisément, A chaque instant t = tn ot L'arrivée d'une
demande J entraine 1l'infaisabilité de la file d'attente accrue Q'(t )

il est p0551ble d'associer une perte L définie comme suit:

Définition 5
A chaque instant t = tn dtarrivée dfun élément J n’ la perte
L =1L (t=t ) associée est le nombre d!'éléments appartenant A D(t)

dui seront pcrdus lorsqu'ils atteindront la t&te de file,

Pour toute demande Jn ne causant pas 1lt'infaisabilité de la

Tfile d'attente accrue, alors D(t) = ¢ et L, = 0.

Il est donc possible de déterminer au moment de I'insertion
d'une nouvelle demande dans la file d'attente Ila perte L associée &

cette insertion,
Considérons maintenant quelgues propriétés de Ln.

Soit Q(t) une file d'attente faisable qui devient infaisable
lorsqu'elle est accrue d!'une nouvelle demande Jn a 1vinstant +t = t,.

Soit I(t) le nombre d'éléments de 1'ensemble D(t) des deman-
des inacceptables et N'(t) le nombre d!'éléments de la file dtattente

accrue Q'(tn). La double inégalité suivante est satisfaite;

(27) L, < I(t) < nN*(v)
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Pour une file dl'attente donnée faisable, la partie droite de
ltinégalité traduit le fait que tous les éléments de la file dtatten-

te accrue infaisable ne peuvent &tre tous inacceptables,

En effet, le nombre d'éléments inacceptable est maximum lors-—
due la nouvelle demande est insérée soit en position 1 avec FTl(t)=FT:>O
et tous les autres éléments sont inacceptables, s0it en position 2 et
tous les £léments en position i>2 satisfont FTi(t) £ 0, Mais alors le
nouvel élément en téte de file dont le temps libre est inchangé, res-

te acceptable,

La partie gauche de (27} itracuit le fait que pour I(tn):> 1,
4 moins que le premier &lément de D(tn) lorsqu'il atteint la t&te de

file & la date tn+-T, T > 0 ne satisfasse

(28) PT (£ + T)> IFTj(tn+ T)| ¥§ eD(t + T)
ot FTJ.(t‘n+ T) £ 0
alors L = I(tn) - 1

Lemme 2

La transition d'une file dtattente faisable orientée en une

file d'attente infaisable orientée entraine une perte Ln >

o]

1, connue
deés 1llarrivée de la demande Jn correspondante,

En conclusion, étant donnée une file d!'attente faisable orien-—
tée Q(t) A chaque date t = t dtarrivée d'une nouvelle demande J, tel-
le que la file dl'attente ordonnée accrue soit infaisable, il existe

trois possibilités:

a) Laisser la file d'attente accrue infaisable telle qutel-
Lle est ; alors L = 1,

b) Réordonner la file dlattente accrue, mais dtaprés 1'opti-
malité de la discipline dlorientation, la file d'attente résultante
restera infaisable, En plus, comme la discipline dlorientation maximise
le temps libre minimum —voir Théordmec 5-, il se pourrait que par le ré&-—
arrangement considéré, certains éléments acceptables deviennent inac~

ceptables, d'ol L, =1
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¢) Refuser l'insertion de la demande Jn dqui cause 1'infaisa-
bilité et alors Ln =1,

Le chapitre suivant a pour but dtétudier le probléme de 1'or-
donnancement avec pertes en utilisant 1'information fournie par la dy-

namique de la séquence dtarrivées .,



CHAPITRE 3



3.~ Le processus dl'accumulation Q{t)

Dans le chapitre précédent, le concept de perte a &té intro-
duit pour les situations de congestion ol des demandes devenues inac—~
ceptables, atfeignent la tdte de file de Q(t),

v

Tl a été montré comment & chaque date t = tn dlarrivée de la

niéme demande J,» qui entraine 1'infaisabilité de la file d'attente

accrue, est associée une perte L -

Une premiére question est de connattre la nature de la séquen-—
ce des transitions de Q(t) auxquelles est associée une perte Ln
et de se demander s'1l n'est pas utile d'étudier la somme cumulée c(o,t)

des pertes Ln sur un intervalle de temps donné.

Ainsi définie, C{0,t) constitue une variable de coflt dont on
se propose de minimiser l1l'espérance A partir de données probabilisti-

ques concernant la séquence E d'arrivée de demandes & 1'UC.

Cette information probabiliste est indispensable pour au moins

deux raisons,

=D'abord sans cette information supplémentaire fournie par la
dynamique de E, le probldme &tudié est déja pourvu d'une solution qui
est toul simplement celle du test d'acceptation de H,H. Johnson comme
il a été montré A la fin du chapitre précédent. Cette solution ne peut

étre améliorée sans information supplémentaire,

~Fnsuite 1'établissement d'un mod2le probabiliste pour la sé-
quence E des arrivées de demandes permet d!étudier leo comportement decs
stratégies d'ordonnancement devant les perturbations aldatoires sur E

ce qui est souvent le cas dans les applications réelles de commande

automatique de processus dynamiques,

Lorsque la séquence dlarrivée E présente des variations dans

la régularité des arrivées(l) et/ou dans les temps de service et les

(1) Le cas oi 1'arrivée des demandes suit une loi périodique est dtudide
en réfTérence [}h] et [lSJ
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temps libres individuels, la file d'attente qui se crée dans des situa-
tions de congestion définit un processus slochastique appelé processus

d'accumulation, [9],[1&]

3.1.~- Hypothéses sur la dynamigue du moddle

Comme il vient d'&tre dit, toute quantité mesurable associde
au processus d'accumulation considéré ici varie dans le temps autour

d'une valeur moyenne,

En général,[lﬁ],un processus dl'accumulation est défini par la
donnée de la loi d'arrivée des demandes, la loi des temps de service

et le mécanisme dtaccumulation,

Cependant dans le mod&le que l'on se preogpose d'établir ici,
il faut ajouter la loi des durées d'achdvement ce qui introduit déja
une différence avec les mod&les classiques utilisés en théorie des

files d'attente.

~La Loi d'arrivdée

La loi d'arrivée des demandes est définie par la séquence {t ],
Il
n=o0, l,... des dates d'arrivées successives., Il revient au méme de con-

sidérer la suite des intervalles de temps A n entre arrivées on

A -
(1) n4lo=t -t

La suite An sy n=0,1,,., définit une séquence de réalisations
dtunc variable aléatoire A appartenant & une fonction de proba-

bilité Fy (A ,t) de paramdtre A telle que

(2) Pr[A<d = r(A,¢)

=La J.oi de service

Le temps de scrvice pour chaque demande Jn est la composante
PT de la paire Jn = (prT, FT) olt PT est supposé &irc une variable alda-

toire appartenant & une fonction de probabilité F, ( r,s) de paramétre
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telle que:

(3) pr [PT <s] = F,(p,s)

=La 1.0i des durdées d'achévement

La durée d'achdvement RT pour chague demande Jn est supposée

8tre une variable aléatoire.

Sachant que les variables aléatoires PT et RT intrinséques
sont liées par la relation RT = PT4 IFT, il suffit alors en connaissant
la fonction de probabilité de PT de domner celle de RT ou bien celle
de FT pour définir compldtement la paire aléatoire J, = (pT, FT).

On suppose ici que la fonction de probabilité des temps libres

intrins&ques FT est donnée et que FT et PT sont indépendantes en pro-

babilité et respectivement indépendants de A .

La fonction de probabilité FB(P s}, de paramdtre P est telle

ques

() p [T &a] = m,(p,n)

~Le mécanisme d'accumulation

Le mécanisme d'accumualation est défini par la loi dtordonnan-

cement qui fixe la séquence des éléments cn attente de traitement.

Le choix de la discipline d'orientation 0 pour 1'ordonnance-
ment des éléments d'une file d'attente a &té justifié au chapitre prée-
cédent,

On sait que cette discipline"classe" les &léments en attente
de fin d'exécution par ordre non décroissant des durdes d!achévement

RTi(t), ¥t > 0,
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La connaissance des fonctions Fl' Fo, et F3 et la discipline
dlordonnancement suffit A définir compl2tement le systéme dynamique

constitué par la séquence E des arrivées et le monoprocesseur EB(C,

3.2,= Caractérisation du processus d'accumulation

Pour décrire complétement une file d'attente orientée Q(t) a
tout dinstant donné t, il est nécessaire et suffisant de donmner le nom-

bre N(t) de ses &léments [i] et les N(t) paires [1] = [PTi(t), FTi(t)]

Le fait que N{t) ne suffise pas 2 décrire la file d'attente
Q(t) est une deuxidme différence importante (Voir 3.1} avec les modé-
les classiques généralement utilisés dans la théorie des files dl'atten~

tes,

Plus précisément, définissons le processus d'accumulation

{Q(t), t >()} v continu dans le temps et dont 1l'état est donnd par

l'ensemble ocrdonné
(5) Q(t) = {N(t), P (t), FTy (), vovos PT(t), PR ()]

L'expression {3) ci-dessus représente bien un état de Q(t),
puisque lfaddition de toute autre information pour décrire Q(t) serait
redondante et la suppression d'au moins un terme de Q(t) ne suffirait

Pas & décrire le processus {Q(t), t;(D} 4 une date t quelconque.

La discipline d'orientation utilisée ici définit 1'insertion
d'une nouvelle demande J, = (PT, FT) dans une des N'(t) positions de
la Tile accrue, ce qui rend trds diffidile le calcul de la probabilité
dtavoir un état Q'(t) A partir de la connaissance des &tats passés et

présents,

Avec un choix approprié des fonctions Fiy F, et F3 des varia-
bles aléatoires A, PT et Fr, le processus d'accumulation Q(t) possidde

alors des propriétés simples,



Soient donc

I
H

Fl(ﬁ ,y t) exp (- At)
() { y(pes) =1 - exp (-pre)
FB(P ,T) = 1 ~ exp (-P )

alors {Q(t), t = O} est un processus markoVien puisque la pro=-
babilité d'avoir un état Q(t+T) & partir de la connaissance des états

passés et présent Q(t) et Q(s), s<t ne dépend pas des états passés.
si € est llensemble des états possibles de Q(t), 1'on a donc:

(5)  »r[a(wsT)e € / a(t), a(s)]= pr [a(t+1)€ € /a(t)]

D'autre part, si les paramétresk,ﬁ etP en (4) sont invariants
dans le temps, alors Q(t) a une distribution stationnaire, Mais 1'&tu-

de de 1'évolution de Q(t) dans le temps reste quand méme difficile,

Cependant, d'aprés la définition de faisabilité donnée au cha-
pitre 2, il suffit de considérer les temps libres FTi(t) pour connaitre

la faisabilité d'une file d'attente orientée Q(t) A toute date t.
Nous allons ici étudier maintenant un processus associé 2 Q(t)
qui décrive les transitions entre les états Taisables et infaisables

de Q(t).

En définissant pour chaque position i dans Q(t) la fonction Yi(t)

¥, (%)

s FTi(t)> 0
(7) ¥, (t)

si FT,(t)<0

fl

et la fonction Z{t) associde A l!'ensemble des N(t) éléments
de Q{t):

N(t)
(8) 2(t) = ﬁ v, (%)

i=L
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on obtient alors

Lemme 3: Quelle que soit la date t, Q(t) est faisable (infaisable) si
et seulement si Z(t) = 1(= 0)

A partir de Z(t) et des intervalles d'infaisabilité nous allons

construire un processus stochastique, plus simple que Q(t).

3+3.= L'ensemble des intervalles d!'infaisabilité

Etant domné une file dtattente faisable Q(t) et une nouvelle
demande J _ arrivant & la date ¢ = t,» la file dlattente accrue Q'(t)
devient infaisable s'il existe une position i au moins de Q(t) telle

que l'événement
m
(10)  {Rrr,(t)< mrgRT, (t) et (PT< FI{(t) et/ou ¥ <P (t)]
est certaih.
Ol PT et FT sont les composantes de la paire aléatoire Jn et on

P (e)

pin FT(t) 3 sP (%) = lZPTJ.(t) et
=1

RTi(t)

SPi(t) + F’I‘i(t)

Pour chague position i! dans la file d'attente accrue Q'(t)

définisons les intervalles Ii,l(t), Ii'z(t), Ii|3(t)

1i'l(t) = ]Iﬂ}(t) ' RTi+1(t)]
(11) T, ,(t) = :]FT': (¢) , o0 [
Ii|3(t) = ]O ' SPi(t)]

L'ensemble d'infaisabilité de Ii'(t) associé & la position i!

est défini par l'ensemble des trois intervalles de R c¢ci-~dessus.



-31l-

1z T

(12) JEPIE ENNCONNE NN CO B N CSY.
Pour i' = 1, les expressions en (11) s'écrivent:
Ii,l(t) =]o , RTl(t)]

Il (0,00 |

I ,4(t) = ]0, of

et pour i' = N{t)

(111) ¢ 1., ,(¢)

INl(t)

]RTN(t),oo[

(x1r0) 7 (%) = ]oo, o0 [

:]o, SPN(t)]

Soit maintenant A 1'événement défini par

Tq(0)

(12) A:{ 4 la date tztn dtarrivée de la nidme demande I Q' (t) est

infaisable}

La réalisation de A implique celle de 1'événement Aj,(t), ir=1,
t v e 00y N'(t) déflni rars

(121) & la date t=t_ d'arrivée de J_, la terne (rT, PT, FT)
1 ]
A (t) — n n
5 T € A l'ensemble Ii'(t)}

C'est & dire qu'il existe une position i' dans la file accrue

telle que 1'éveénement
(13)  {nmre I00(t) et (PP € 1.,,(t) et/ou rre Ii‘s(t))}
est certain,

De sorte que les Svéncment A et Ail(t) en (12) et (12') sout

1liés par la reclation:



(14) A=Y Aj(t)

Jj=1
Mais par construction méme des ensembles d'infaisabilité
Ii'(t) nous avons, pour if j, Ii(t) # Ij(t) ct donc

(1hr) ()N ag(e) = p

La probabilité de réalisation de 1'évinement A Peut alors s!

écrire en vertu de (14) et (14)

N'(t)
(15)  p [ad=3 | P [Aj(tﬂ
J =

Par extension de la définition de demande J donnée au Chapie-

tre 2, 1tévinement en (13) ci-dessus sera noté symboliquement JnE'Ii'(t)

ol I (rRT, PT, ¥T),

Alors 1'évidnement {J' € I (t)U J, €I (L)......UJne IN(t)}

sera noté, toujours de Tagon symbollque.
(1r6) J, € I(1) ={Jn6 (t) ... eee J € IN(t)}

olt T(t) est l'ensemble d'infaisabilité associé 2 la file Q(t),



3.4.= Le processus de faisabilité

Dtaprés sa définition en (8), Z(t) est une fonction détermi-

niste de Qt).
/(16) z2(v) = Y(a(+))
ol le processus dlaccwnulation lui-méme est décrit par

(17) a(v+at) =¥ (a(t)) + w,
W, est la perturbation aléatoire correspondant & 1l'arrivée d'
une demande Jn dans lt'intervalle (t, t+dt) et \P est une fonc tion non

croissante des composantes de Q(t).

Considérons maintenant la probabilité dtavoir une file dtat-

tente infaisable & la date t + dt, étant donné une file Q(t), ctest a

dire:

(18) P [Q(t+dt) infaisable / Q(t)]
T
que nous pouvons &crire

(19) P, [2(t+7T) = 0/ a(t)]

ou encore

(191) P [z(t+7) = 0/ q(v), z(t)]
puisque étant domné Q(t), la connaissance de z{t) n'apporte

aucune information supplémentaire nécessaire A& la détermination de

z(t + at) /a(t).

Donc & la date t, 1tétat futur de Z(t + dt)/ Q(t) est condi-
tionellement indépendant de Z(t).



-

Ceci n'entraine pas que le processus constitud par la suite
des {Z(t), t > O] soit une sdéquence indépendante, car la connaissan-—

ce de Q(t) en (19) entraine celle de Z(t).

Le processus {Z(t), t = O} représente bien la séquence des
¢tats faisables / infaisables de Q(t), mais sans autre information Sup-
plémentaire il n'est bas possible de calculcer simplement les probabi-

lités de transition:
(20) P [Z(t +dt) = 3/ Z2(t) = i:[ i=j=0, 1

Par contrc,au moyen des intervalles d'infaisabilité introduits
au paragraphe précédent, il est possible de calculer la probabilité

en (19).

En effet, en utilisant les notations symboliques définies en

3.3 , nous pouvons é&crire:

(21) P [Z(t+c1t)=0 / Q(t)] = pr[A < dt et Q(t +dt) £ @ et
J, € I(t+at) / Q(t)]

ot la variable aléatoire /\ est indépendante en probabilité

de Q(t), Q(t+dt) et de J, s de sorte que l'expression ci-dessus devient:

(22) P [Z(t-}-dt)zo / Q(t)] = P |:A <dt].pr [Q(t +.dt) £ 06 et
J, € I (t+dt)/ Q(t)]

Au paragraphe 2,2 du chapitre 2y, il a été précisé qu'il n'exis-

te pas de demandes Jn = (0, 0) € T. Donc la réalisation de Ll'évinement

I € TI(t +dt) implique celle de Q (t+dt) £ @ dron

(23) P [2(t+at)=0 / ()] =Pr[Agdt].Pr[Jne r(teat) / a(e)]

En prenant pour fonction de répartition de la variable alda-

toire A, 1'expression Fl() st) donnée en (4), l'expression devients

(24 P_ [Z(t rar) = o / q(t)]= A.Pr [TnéI(H-dt)/Q(t)J .at

qui satisfait bien la condition

{25) Pr E(t+dt) =0/ Q(t) < pﬂ] = 0



puisque l'ensemble d'infaisabilité I(t +dt) pour Q(t +dt)= @
est composé dlintervalles ]o, O] et la partie droite de (24) est bien
égale A 0.

Lorsque Q(t) évolue dans le temps, la suite des variables
aldatoires { Z(t+dt) / Q(t)J définit un processus stochastique que
nous noterons {F(t+-T), t > O} et que nous appellerons le processus

de Taisabilité associé A q(t),
En reprenant 1'expression (24) plus haut, nous dérinissons
maintonant le taux dtinfaisabilité du Processus {F(t)) par lt'expression
t),
a, (%)

(26) a,(t) =A. PrI:Jn €CI(t +dt) / Q(t)]

de sorte gque pour les transitions de F(t) a 1tétat 0, nous

avons:
(27) P [F(t+dt) = o] = qo(t) . dt
avec, bien sfir, ql(t) =1 - qo(t).
Ainsi donc,au processus d!'accumulation a(t), t3= O} est as~

socié le pTOCGSSHS{Z(tﬂ, fonction déterministe de Q(t), qui décrit les

états faisables/infaisables instantanés de Q(t),

Les &tats futurs de z(t), connaissant Q(t). sont alors repré-
sentés par le processus de faisabilité {F(t-kdt), t>= o } ot la proba-
belité d'avoir F(t 4+dt) = i » 1 =0, 1, est précisément donnde par (24),



CHAPITRE 4
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4,~ Etude de la commonde du processus de faisabilité

Dans le chapitre 3, 1'introduction de données probabilistes
pour le modele de file d'attcnte considdéré a conduit & la carectérisac
tion du processus dltacecunilation {Q(t), t > O} du processus de faisa-
bilité associld {F(t), t ;.O} et & l'expression explicite du taux df

infTaisabilité qo(t).

A 1'aide de ces résultats ot en précisant les notions de per-
te introduites dans les chapitres 1 et 2, on se propose maintenant de
fairce une étude des possibles lois de commande qui permecttent de con-

sidérer la minimisation de 1'espérance du nombre ¢(0,t) des demandes

ignorées,

Les commandes considérées dans los paragraphces qui suivent
consistent justement 2 détermincr les demandes qui deoivent &tre ignorées

par le processeur et ceci 3 chaque transition de z(t) & 1rétat 0,

En reprcnant les considérations faites au chapitre 2 sur la
perte I, & chaque changement d'état de Z(t), il est clair qu'il exis-—
te plusieurs manidres de rejeter des &léments de la Tile d'attente

accrue,

Dans les paragraphes qui suivent les hypotheéses suivantes

sont faites pour 1tétude de la commande de F(t),

H.3.- La file Q(t) doit &tre faisable & toute date t, saufl peut-&tre
aux dates de transition tn. Comme condition limite on admettra qultune

file Q(t) vide est faisable,

H,4,- La loi de commancde cherchée est constitude d'une suite de com-
mandes u. applicables aux dates de transition de Z(t:tn) a 1tétat 0
uniquement et qui consiste & déterminer les demandes qui doivent étre

ignorées par le processcur.
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H.5.,= La pertc Ln‘associée 4 chaque transition de F(t) & 1ltétat O est

imposée égale a 1,

Il sera admis par la suite pour que la noticn d'état de Z{t)
garde son scns, que 1'état Z(t) = i ne peut changer qu'd 1l'arrivée d!
une nouvelle demande. Clest & dire que si Z(t) = 0 aprds l'arrivée d!
une demande et si ltaction de commande u,osur Q'(t), laisse la file
commenddée dans un état faisable forcé, celle=ci sera considérée quand
mé&me infaisable jusqu'd la prochaine arrivée, biea que pour 1'UC,

Qr{t, un) soit de mouveau faisable.

Comme il a été dit, l'action de commande cherchée consiste 2
déterminer 1L'élément A rejeter de la file accrue infaiszable mais ltace
tion elle-méme de rejel peut avoir lieu lorsque la demande choisie

atteint la téte de file ol elle est alors ignorée par le processeur,

h,1.,- Commandabilité du processus de faisabilité

Soit Q(t) une file d'attente faisable orientée et non vide 2

la date t:tn dtarrivée de la nidme demandce Jn‘

Il a ¢été montré en 3.2 que si la demande Jn appartient & 17
ensemble dt'infaisabilité I(i), la file d'attente Q'(t) accrue par in-

sertion de J_ en position i':G(Jn,Q(t)) est infaisable,

Ltensemble D{t) de tous les éléments [kﬂ inacceptables de
Q'(t) a été introduit en 2.4,

Soit 1' ~la position en Qt{t) de 1télément de D(t) le plus
prés de la t8&te de file. D'aprds 2,4 1'on sait que i'o>- 1,

Soit V(t), l'ensemble des éléments [ j¢] ,j' < it de la file
accrue Q'{t) dont le temps de service PT.,(t) est supéricur au plus

grand temps libre nég:itif de [kﬂ € D{(t) ce qui stécrit

(l) PT.'(t):> max
J K'ED(t)

rT,, () 1€ it & it




V(t) n'est jomais vide puisgue au moins le nouvel &1ément Jn
en position i' lui appartient, de sorte quc si p(t) est le nombre d!
éléments de V(t), l'on a p(t) > 1.

T1 est & noter que dans le cas oll le nouvel é&lément Jn 1ui-~

méme est inacceptable, alors i':i‘o.

Ainsi cdonc 1l'action de rzjeter m(t) < p(t) 6léments de v(t)
& chaque transition de 4(t) & 1'état 0, définit une commande pas & pas

qui satisfait le critdre €3 dit de faisabilité:

€3 = {Q(t) est faisable ¥ t # t oy n=0,.... }
(2)
= {z(t)zl,:v t At n=0,.... }
Une telle loi existe toujours puisque pour m(t) = 1, on connait

déja la commande dlacceptation de H.H. Johnson qui satisfait bien C3.

Dtaprds sa définition, l'ensemble V(t) contient uniguement
des éléments acceptables de Q'(t), sauf lorsque le nouvel é1lément I

enn position i' = i‘0 est lui aussi inacceptable,

Par conséquent, la condition (6) du chapitre 2 n'est pas suf-

fisante, comme cela avait ét& annoncé.

Cetie loi de commande qui rejette A chaque transition de Z(t)
“1tétat 0, 1 (ou plusieurs) éléments de v(t), fournit en principe une
valeur pour le critére C2 = E [C(O,t)l sy dqui n'a aucune raison d!'&tre

optimale pour la wminimisation de ce critére,

Nous dirons qu'une telle loi est acceptable pour la minimisa-
tion de C2,

Sachant que 1l'ensemble des lois de comnande acceptables pour

i 5 P toamal -
min C2 n'est pas vide, nous nous proposons maintenant dtaméliorer la



performance des lois de commande acceptables pour le critdre de minimi-

sation deo C2, compte tenu des hypothtses H3, H4 et HSB ci~dessus,

Cette recherche d'unc loi de commande sous optimale et non
pas optlimale est dite au fait que ni les transitions de Q(t) aux &tats
futurs ni celles de Z2(t) aux états futurs ne sont connues et sont dif-

Ficiles & déterminer,

Ainsi dome, 3 la date dlarrivée ¢ — tn de la imBme demande I
soit u(t:tn) la commande A appliquer & Q(t) que nous noterons

(3) uj; = {A la date t:tn, rejeter 1l'élément [ji] & V(tn)}

i1
et U 1'ensemble des commandes accentables uJ P
n i n  est défini par

W= el ey

C'est ensemble n'est Jamais vide, puisque V(tn) ne l'est ja-

mais non plus,

Mais toute action de rejet an modifie la file d'attente Q‘(tn)
qui devient Q (¢, un) et si la longueur de Q en temps de service des
éléments de Q@ (¢, un) est telle que Q@ > dt, dt> 0, alors les enseme
bles d'infaisabilité I(t+ dt) qui sont bien str des fonctions de Q'(tn-l- dat)

deviennent en plus des fonctions de la commande ug que l'on écrira
J
I(t dt, us ).

Or dl'aprés les expressions (24) et (25) du chapitre précédent

le taux d'infaisabilité qo(t) est fonction de I(t+ dt, an) ce qui

entrajine
_ J
(5) 1,(t)) = a (u’ )

et la commandabilité du taux d'infaisabilité qo(t) bour le

critére min €2 est &tablic,
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Nous dirons que qo est F-commandable pour min C2 et que les

commnandes ugre Un sont accepitables pour ce critére,

La dynamique des processus Q(t), Z(t) et F(t) alors déerite

par les &quations

alt,+at) = (as), wl)e w

(6) 2(6,) = ¥ (a(t_)

Pt 1) = 2(t,+ T) / Q(t, W)
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h,2.,= Biude de 1a commande du proecessus de faisabilitéd pouyr le critére

c2 =1 [efo,t)].

Au paragraphe précédent il a été montré que sous les hypothé-~
ses H.3, H.M et H,5, Un est l'ensemble des commandes acceptables 2 1t

"inslant tn donec que le processus {F(t+T), t2>0} est commandable pour

€2,

Ainsi done, toute suiteéza

N telle que

(7) ‘xN:{uO, .....,uN}

O chaque u, est unc commande appartenant 3 l'ensemble des
commandes acceptables u, =1 (t:ti) definit une loi de commande zccen-

table pour la minimisation de €2.

En appelant &€ 1' ensemble des suztes&f en (7), nous nous
Proposons de monlrer que la loi de commande Qf 6 &é,COHbLTUlte A pare
tir de ltensemble des commandes u, qui. & chaque transition de Z(t ) a
11état O minimisent le taux d‘1nfa151b111to qo(ui) est une loi de comman-

d sous-optimale pour min 2 qui vérifie
' *
(8) E [c(o,tN,:fN.)] S [c(o, by s &‘,’N)]

oll ;fN est une loi de commande acceptable appartenant 2 éZf

différente de la loi de commande optimale:ﬁeg.

. * . . .
Nous appellerons ;fN’ la loi de commande du taux d'infaisa-

bilité mindimum,

Dtapres le chapitre 3 et compte tenu des hypothdses H. 3, H.h
et HM,5 du Paragraphe 4, 1, nous savons que le cofit L A chaque transi-
tion de Z(t } & 1'état O cst unc variable a]eqt01ro qui peut prendre

les valeurs O et 1 de sorte que lL'espérance du colt LrL +1/Q(L )]

stderit

(9) B [Li+l / Q(t:i_)] = Xty ) a0t )
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olt X (t,

l+]) est la probabilité d'avoir unc arrivée & la date

iel”

A chaque date tg dec transition de Z(ti) a 1tétat 0, la com-

mande ui € Ui qui minimise lc laux d'infaisabilité qo(t_ ui) miiige—

i+l?
mise l1'espérance du colit 3 1'instant ti+l et nous pouvons fcrire, avec
Q(ti) = Qi
(10) B L) /4y J=a (b0, u) (t500)

et l'horizon de la commande us est constitué par lt'intervalle

(t ).

o L

i? Tl

#*
Par conséquent la loi de commande &fN est sous-optimale pour

; = {uz.}f telle que

N N
(11) By 1(u)/Q | E{} L(u;)/Qi:l
i=o

min €2, car il existc une suite >

Théoréme §&:
. Qf* . . Lo ..
La loi de commande N du taux d'infalisabilité minimum est

meilleurce que toute loi QEN acceptable, différente de £ °

Nt Pour la mi-
N

nimisation du critére C2.

Pour démontrer 1'inégalité (8) que nous écrivons

g1 N N
(81) E[ZL(ui)/Q;_J ..< E[E L(u*i&)/Q;]
i=o i=o |

nous allons d'abord démontrer le Théoréme suivant, plus gé-

néral?

Soit {X ' n:O,....N} un processus markovien et soit U = {u }
n n n
1'ensemble des commandes acceptables 3 la date tn pour la minimisation

du ecritdre N

E |> L(ui) / X y ty 2t ., oL E [;(ui) / x%] est l'espé-

1=1n

rance du collt de la transition de Xn a Xi en utilisant la commande

+1

u., connaissant X = x .,
i T n
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Soit u; la commande appartenant A Ui telle que pour tout i
vérifiant tjﬁ> tn Iton ait

el

(12) 15 I:L(ui) /xn] >

D [L(u;) / an

Théordéme T

La loi de commande

définie par la séquence des commandes
{ / } est meilleure

N
que celle dLJlnle pdr{u / x X }i:n
pour la minimisation du critdre E [‘E L(u ]

N
(8'1) E 7 L(u.)
i1i=0 1

clest A dire

N
/};0 E Zléu )/}'

Pour la démonstration de ce thdéordme nous utiliserons la pro-

priété lide 2 la diffusion du processus markovien {X y O,...,W}
donnée par

(13) o [L )y / xk:l E [L(ui)/xj]

pour i, k et j tels que tké:tjégti,
Ecrivons:

B

(14) B v(w,)/x,

:E L LA I IR I )
i Srie1 J [(u“+3-)/xn+1+ e XHHJ

expression qui d'aprés (13) est majordée par

-
(15) E:L(u Yx, | =E L(un+l)/xn+........-I-L(UN_.J_)/anJ
i=n+1 L
En portant terme & terme sur (15) 1liinégalité (12) il vient:
B N
(16) B n(u)/x, | >R (2 _r(et)/x
i =n+1 i=o

et en ajoutant des deux cB8tés de 1'expression (16)
le tcrme E L(u;)/x P

ci-dessus
- 0, i1 vient
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N N
(17) E [L{un)/xn :l+ Eé L(u,)/x | » 1 § L(u:)/xn
L=n+41 i=n

Mais dlaprés (12), le membre & gauche de 1'expression(1l7) ci-

dessus est majoré par

N

N
7 (18) E EJ(ULH)/XH:I +HY L(u)/x | =1 > 1(u)/x,

=n+4 1 i =11

de sorte que nous obternons finalecmont

N
(19) EiL(ui)/xn > EZL(U?_)/xn

=11 1=1n

Supposons maintenant que l'expression (19) ci-dessus soit
vrale pour tn+1' Comme il wvient d'&tre démontré qutelle cst vraic pour
tn’ par wécurrence en arridre sur n, on montre que (19) est vraie pour

to’ clest & dire que

N
(20) B) L{u,)/x,
L=

ce qui démontre le théordme 7

Pour la démonstration du théordme6il suffit de remarquer gue
la commande du taux dfinfaisabilité wminimum satisfait bien 3 l'l'expres-

sion (12) Puisgue nous avons:
(21) Bl L(u )/ Q, ] >E[L(u;)/ Qn:l

et que le processus dtaccunmulation {Qn] est markovien comme
il a été vu au chapitre 3, ce qui permet dintiliser la propriété en
(13) et d'éerire finalemoent:

N

N
(22) > ag(a) > 2_ay(wh)

1=0 1=0



La sous~optimolité des lois de commande A horizon (t,t
n’ n4l

est on particulier intéressante pour les processus X horizon Tuyant

)

puisqu'il sufTit & chaque date tn de choisir la commande u; aui minie-

mise B [L(un)/un:l .

bans le cas du processus c'accumulation Q(t) conszidéré ici
la simplicité de calcul du taux ('infaisabilité qo(t) se préte bien A
l'utilisation d'une loi de commande du type *fﬁ*, qui comme 1l vient
d'étre démontréd améliore la verformance d'une loi de commande Jdu type
"test d'acceptation" ol la dernidre domande entrainant 1'infaisabili-

té de la file accruc est rejelée,



wltfm

%,3.~ Réalisation de la solution sous—optimale

Ce paragraphe a pour but de synthétiser les résultats obtenus
Jusqu'ici en vue de définir les séquences de base d'un algorithme de

commande qui satisfadse aux critdres Cl, C2 et 3.

Sachant que la discipline d'orientation @ (ou SDPS) est opti-
male pour le critére Cl de respecct des délais dtachdvement individuels,
celle~ci est utilisée pour déterminer la position i!' = O(Jn, Q(tn)) de

chacunc des demandes Jn arrivant & 1'UC aux dates t:tn, n=0, ly...sye.

Le critére €3 intervient lorsque la file d'attente orientée

Q' (t) devient infaisable aprés insertion d'unc nouvelle demande Jn-

En rejetant n'importe quel élément de l'enscmble Vv(t) des é-
léments [jj pouvant &tre ignorés, V(t) étant construit A partir de 11
ensemble D(t) des éléments inacceptables de la file acerue Q' (t), 1t

on définit une commande ui Pas & pas qui satisfait le critire 3.

L'ensemble Un tel quo1%1€ Un est lL'ensemble des commandes

acceptables pour 2,

A chacune de ces commandes ui correspond une valeur du taux
dtinfaisabilité qo(ui) qu'il est possible de calculer au moyen decs in-

tervalles d'infaisabilité,

Ltélément [jf] de V(t) pour lequel qo(ug ) est minimum dé&finit

une commandce aopltimale & la date tn.

Connaissant Q{t), l'expression de l'ensemble dtinfaisabilité

4 la date t+4 dt, est donnde par les relations suivantes:

Ii,l(t +dt) = 11Ti+j_l(t), RTi+J.__l(t) - dt
\m -
(14) Ii,g(t +dt) = F'1i+j_l(t),
Ii,B(tert) = 0, spi+J_l(t) - dt
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ol j est la position la plus proche de 1la tdte de file Q(t)
telle que O0<dt < SPJ.(t)

Les wvariables @léatoires FT et PT sont supposées &tre indépen-~
dantes et identiquement distribuées et comme PT+ FT = RT, la fonction
,de probabilité G de RT permet de caleculer qo(t4—dt) & 1taide des expres-
sions (14),

Pour la recherche de 1la commande ug qui minimise qo(t—+dt),
le calcul est répété pour les p(t) éléments de V(t), clest & dire pour

chacune des p(t) commandes de U .

La demande pour laquelle q(ui) est minimum est rejetde de la

file Q'(tn) qui devient alors Q'(ui).

Dans le¢ cas ol il existe plus d'une commande ui minimisant

qo(u;) y 11 faudrait alors définir un critére supplémentaire de choix,

Ce cas n'est pas traité ici et ntimporte laquelle de ces com-

mandes est utilisdée,
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4oli,- Eltude d'un cas particulier important

Dans tout ce qui précdde et de facon A donner 3 cette étude
une portée suffisament générale, les variables du processus d!aceunu-
lation concernant les composantes aléatoires de chaque demande Jn=(PT,FT)

ont &été prises indépendantes,

Il existe cependant un cas important oft PT et T sout lids

par la relation linéairec,
(15) RT = K , PT

o K e¢st une constante appelée coefficient d'urgence et telle
que K>1, L'expression en (15) alloue un temps de réponse proportionnel
au temps de service (Voir [7] P. 97) el permet dAlautre part de définir

RT d'une manire raisonnable lorsque PT uniquement ¢st bien connu.

La constante K est la méme pour toute les demandes appartenant

La relation de proportionalité (15) ntest pas en Tait restrice
tive puisque dans le cas général ol PT et FT sont mutuellcoment indépen-
dantes, l'urgence moyenne rcprésentée par la moyenne de la distribution
calculée de RT cst en fait L'équivalent du coeflicient d'urgence X dont

la valeur est comnune & tous les éléments Jn de T,

Dans les deux cas il est alors possible de définir des clas—
ses de demandes dl'aprés le coefTicient d'urgence ixé pour chadque clas~
se, c'est & dire la moyenne de la distribution de RT dans le cas génée-

ral et la valeur de X dans le cas considéré ici.

Etant donné la relation RT = FP4+ PT, l'expression du temps de
réponse RT dans (15) dovient

(16) FT = (K - 1) , PT
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de soric que chacune des demandes Jn6‘T est complé&tement dé-

finie par la donnée de PT uniquement et Jn = Jn(PT).

Avec les relations (13) et (16), la nidme demande J arrivant
a4 la date t:tn entraine lL'infaisabilité deo la Tile accrue s'il existe

une position i dans Q(t) telle que
r n - m
{(17) { R’I‘i(t) < K.PT RT; l(t) et(PT>FTi(t) et/ou (K—l).PTé\SPi(t))}

et les expressions des intervalles d'infaisabilité Ii'l(t)’

Iilg(t) et Ii‘B(t) de la file d'attente accrue sont:

Pour i' =2, ,,.., N'(t) - 1, (Voir 3.2.1)
( () - e, (4) R l(t{]
™= K
(8§ e = (0, oo
\3%J3(t)= It ’Efﬁéél ]
Pour i' = 1

:lm“i‘ (t) ,00[
o of

et pour i' = N'(t)

INl(t) ::]Ezigil ' 00[:

(19) I,,(t)

IlB(t)

(20) Too(t) = :l"o ) °°[
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Les intervalles ci-dessus portent sur la seule variable PT de

sorte que l'on cherche la position it' = i:

(21) { PTe T, ,,(t) et PTE I..,(t) et/ou PTE Ii,B(t)}
ou crncore

(211) {PT e Ti0(8) N (1, ,(+) U Ii.B(t))}

L'ensemble d'infaisabilité Ii'(t) correspondant & une position

i' de Q‘(t) porte sur la seule variable PT et peut s'écrire
(22) I,,(t) = Ii,P(t) N Th(8) avec

Ii,P(t) = I.,,(¢t) et Ii|f(t) =I,,,(t)U Ii,B(t)

Or par définition, les intervalles Ii'p(t) = Ii'l(t) sont decs

intervalles disjoints et il en est de méme de Ii'(t) it=l, ,..., N1(t).

Par conséquent, pour lt'événement {Jné Il(t)l) Jne Ig(t)....v
‘216 1N1(t)} y il est possible d'écrire :

(23) fo,€ 1,(8) U... JnelN,(t)}E Jne(Il(t)u...UIN,(t)}

et en définissant l'ensemble d!infaisabilitéd pour Q(t) par
Nt ()

=Y, Lo

(2%)

1texpression (25) devient, avec J= Jn(PT)
(25) {Jne jL;jit) Ii(t)} ={Jné I(t)} :{PTG I(t)}

qui n'cst plus, comme dans le cas général, une notation SYm-

bolique mais une égalité mathématique.
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Ltexpression du taux d!'infaisabilité qo(t) est déterminée par
la connaissance des fonctions de probabilité des variables aléatoires

A et PT.

Comme Asappartiont & une distribution exponentielle négative

de paramdtre A (Voir 3.1.) la probabilité qo(t) devient:

(26) qo(t) = A P [PT € I(t +at) / Q(t)]

Ainsi,avec la relation de proportionalité entre RT et PT, 1!

expression du taux d'infaisabilité est simple & calculer,

D'une Tacon analogue & celle de 3.5, il est possible alors de
rejeter de Q'(t), 1'éiément j° de V(t) qui fournit la valeur minimum

de qo(ui).

En conclusion, dans ce chapitre 4 nous avons montré que la loi
de commande du taux d'infaisabilité minimum est meilleure que toute
autre loi de commande acceptable pour la minimisation du critére C2,

saufl bien sfr la loi de commande optimale,

Cette loi sous~optimale est constitudée par la séquence des com=
mandes qui & chaque transition de Z(t) & 1'état O minimisent le taux

dtinfaisabilité,



CHAPITRE 5



5. La simulation RTSTM

Ltétude faite dans les chapitres précédents a abouti A la réa-
lisation df'un mod2le mathématique =imple du systdéme constitud par 1'0C
et la séguence E d'arrivdées des doemandes de traitement,

A 1'aide de ce moddle il a été possible de determiner d'une
part la loi d'ordommancement cptimale pour le critdre Cl de Taisabili-
té et d'autre part, dans le cas dynamique, de montrer que la loi de
commande N du taux d'infaisabilité minimum est meilleure que la loi
de commande‘ N définie par le test d'acceptation, pour la minimisation

du critdre €2 = E(c(0,t)).

Ainsi posé et smous les hypothdscs &tablies en début de mémoi-

re, le probline théorigue a été résolu,

L!'étape suivante qui fait 1'objet de ce chapitre concerne 1t

étude expérimentale des solutions proposées.

Cette étude expérimentale est basée sur une simulation réali-
sée A4 partir du modele mathématique obtenu et est constitude par un

programme en langage FORTRAN IV appelé RTSTM,

Le but de RTSIM est principalement de tester la sous~optima=-
1ité de la loi de commande du taux dt'infaisabilité minimum défini en

3.4 mais aussi de simuler les processus dtaccumulation du type défini
en 3,1 et 3,2,

Cependant, RTSIM a été écrit pour le cas olt les durées d'aché-
vement RT sont proportionnelles aux temps de scervice comme il a &té&

vu en 4,4 du chapitre 4,

Les résultats discutés ici correspondent donc A cetlte situation.
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5.1,~ Description de RTSIM

La simulation RTSIM cst constitude d'un ensemble de trois pro-
grammes dcrits en langage TORTRAN IV dont il existe deux versions, Une
premidre pour le calculateur CDC6GOD et une deuxidme pour le calcula-

teur IBM 1130 et autres machincs compatibles,

RTSIM est en fait le nom du bProgramme principal de la simulae

tion qui utilise deux sous Programmes: ALGHJI et ALGDJ,

D'unc manidre générale RTSIM simule le processus dtaccumulation
désiré alors que ALGHJ et ALGDJ réalisent 1'action de commande CoOrresw
pondant & la méthode du test d'acceptation et 3 celle du taux dt'infai-~

sabilité mindinmum respectivement,
Les fonctions réalisées par RTSIM sont les suivantes:

a) Génération des demandes aléatoires (temps inter-arrivées

et temps de service PT) de la séquence dlentrée E,
b) Choix de la discipline D dfordonn ncement
¢) Choix de la loi de commande (ALGHJ, ALGDJ)

d) Décrémentation du temps de service de 1'élément on téte de
file et passage & 1'exécution de la demande suivante, entre
1'arrivée de demandes successives. 5i la Tile d'attente est

vide, exécution d'une boucle drattente,

e) Insertion dlunc nouvelle demuande dans la file dlattente lors-
que sa date d'arrivée est é&gale ou inférieure 4 1'heure cou-

rante,
f) Test de Taisabilité de la file d'attente accrue,
g) Bn cas d'infaisabilité, appel de sous progremme de comman—

de choisi et inerémentation dt'unc mité du nombre de demandes

insatisfaites,
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h) En cas de (aisabilité dec la Tile accrue, si le temps de
simulation n'est pas complété, retour a d), sinon
i) Tmpression decs résultats de la simulation

Les fonctions réalisées pavr le sous programme ALGHJ sont les

suivantes:
j) Refus de la demande courant (Voir g) ci-dessus)
k) Retour & RTSIM en d) ci-dessus.

Les fonctions réalisées par le sous programme ALGDJ sont les

suivantes:

1) Recherche de tous les &léments inacceptables de la file !

attente accrue.

m) Recherche des p(t) éléments de l'ensemble U(t) des comman-

des acceptables,
n) Test du rejet d'un élément de V(t),

o) Calcul des intervalles d'infaisabilité correspondants, & la
date t + dt,

p) Calcul du taux d'infaisabilité correspondant,

q) Passage A 1'élément suivant de V{t), jusqu'au dernier ot

retour & n)
r) Recherche du taux d'infaisabilité minimum q(y? (t))
s) Rejet de 1'élément corrcspondant de V(t)

t) Réarrangement de la file d'attente.



1) Retour A& RTSTM en d) ci-dessus,

La génération des demandes aléatoires considérée en a) est ba-
sée sur les techniques classiques pour la géndération pscudo~aldatoire
sur calculateur numérique de réels y identiquement distribués et tels

fQ}le
(1) 0. £ ¥y £1

Pour la génération des y entre O, et 1,, RTSIM utilise la fonc-—
tion RANF de la bibliothque du calculateur CDC 6600 ou le sous pro-
gramme RANDU de la biblioth&gque du calculatuer IBM 1130, suivant la

version utilisée,

A partir de RANF ou de RANDU il est alors possible de générer
des séquences de réalisation de variables aldatoires appartenant a

des fonctions de probabilité donndes,

Les fonctions de probabilité Fl(A yt) et F, (M y8) choisies
pour la génération des variables aléatoires Aet PT introduites en 3,1

sont exponentielles négatives:

(2) (A n) = pr[Agr] = 1. M &

\'4
o

et

1s
(3) F, (Mys) = Pr [PTgs]=1~e 1 s> 0
Les expressions (2) et (3) constituent des conditions suffi-
santes d'indépendance de la séquence {F(t), t‘230} du processus de
faisabilité introduit en 3.2.

La génération dtune valeur t ou d'une valeur s appartenant
respectivement & (2) et (3) consiste A& trouver la solution de 1'edqua-

tion:
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(J{) Y = 1l - ¢ -—At
ot y cst un nombre réel satisfaisant a (1),

La valeur de v est donnée par la foncltion RANF, ce qui four-—

nit pour la rdéalisation + de
(h') t = -Loge(l - v) /A

Naturcllement une telle wméthode implique 1 'existence d'une bi-

Jection entre 1l'ensemble des y et celui des t, ce qui est le cas pour

les distributions cxponentielles négatives telles que (2) et (3).

Dlaprés la relation linéaire (50) entre PT et RT, la généra-
tion des temps de service PT Tixe les valeurs associées des temps de
réponse RT,

In ce qui concerne la discipline d'ordonnancement, RTSIM pecut

simuler des processus dl'accumulation basds sur les disciplines sui-

vantess:

~Orientation (SDF¥S)
~Plus petit dlabord (SJrs)

~Premier artivé, Premier servi (FCFS)

¥l suffit pour cela d'indiquer le¢ code correspondant en début

de simulatlon au moyen de la variable TDISCPL {voir Al )

Le choix de la loi de commande est aussi fixé en début de si-

mulation par la variable ICNTROL (Voir Al )

Le mode d'emploi du programme RTSIM est donné dans l'annexec Al

L
en fin du mémoire,

5.2.= Comparaison des performnances de ALGDI et ALGHJ

Le but principal des résultats oblenus A l'aide deo RTSTM est



de pouvoir comparcr lcs performances de 1talgorithme de commande du
taux dtinfaisabilité minimum (ALGDJ) avec llalgoritime de rejet de

.11, Johnson (ALGIJT),

La comparaison des performances de ces deux algorithmes porte
sur le nombre total C(0,t) de demandes rejetdes & la fin de chaque si-

mulation dfune durée (0,t).
Ce nombre constitue la mesure de performance utilisde,

RTSIM pecut générer différents processus dl'accumulation et dife
férentes séquences d'arrivée E, Pour une simalation donnée (discipline
et séguence E fixées) RTSTM est exécuté deux fois, une pour chacun des

algorithmes ALGDJ et ALGHJ,

Telle qu'elle a été utilisbée par ltauteur, la simulation est
répétée pour les NAK valeurs du coeflicient d'urgence AK liant RT et
PT et pour quatre valecurs décroissantes de la moyenne r de l1la fonction

de répartition F(“,A) des temps de service PT,

Toutes ces combinaisons sont décrites par les cartes données

de RTSIM (Voir annexe Al)

Les valeurs finales de la mesure C(O,t) obtenues pour quatre
valeurs différentes du coefficiente =lﬁﬁ sont celles des tables 5, 6,
7 et 8, ol la moyenne A de la suite{&]{jes temps enlre arrivées est
maintenue fixe et égaled 14,3 et ol les quatre valeurs de la moyennc

sont respectivement M= 7, 1k,1, 14,9, 22,2,

Pour chaque simulation présentée ici, la durée est de TEND &
1000 unités DT = 0.1 seconde; la séquence dlarrivée E est constitude

de 6% demandcs Jn.

Le coefficient d'urgence AK prend succéssivement les NAK =15

valeurs 1,5, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15.
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Pour la wvalcur AX = 1,5 du coefficient dfurgence (grande urgene
ce) les algorithmes ALGDI ot ALGHJ fournissent & peu prds le mdme nome
bre C(O,t) de demandes rejetées, pour des valcurs croissantes du coef-

ficient de trafiec RO.

Ceci s'explique par le fait que pour RO 1l le processus dtac-
cumulation présente un petit nombre N(t) d*éléments en moyenne et lorse
qutune transition & 1'état 2 {(t) = 0 sc produit, le nombre p(t) d!élé-

ments de V(t) & tester est petit.

Pour RO < 1, comme AK = 1,5 est petit, le nombre de transitions
a L'état Z(t) = 0 est relativement élevé, ce qui entraine que le nom-
bre d!éléments N(t) du processus d'accumulation n'est jamais trds &le
vé en moyenne, puisque ALGDJS et ALGHJ rejettent alors une demande pour

chaque transition 3 Z(t) = 0,

Par conséquent le nombre p(t) dtéléments de V(t) est petit

aussi,

Ainsi donc pour AK = 1.5 (RO < 1 et RO 1) ALGDJ apporte
peu d'améliorations au rejet de la domande Jpaui cause l'infaisahilité

de la file dfattente acerue, tel qutil est réalisé par ALGUJ,

Pour des wvalcurs plus grandes de AK et pour RO petit, la situa-
tion consgidérée plus haut sec reproduit et ALGDJ n'améliore pas la per-
formance de ALGHJ, car le nombre p(t) diéléments de V(t) est petit
avec N(t),.

Par contre, pour les valeurs croissantes du cocfficient de traf-
fic RO, le nombre N(t) d'éléments du Processus dl'accumulation ecrott

avee le nombre p(t) dféléments de V(t),

Bien entendu, pour RO donné, le nombre C(0,t) d'éléments re-

jetés diminue avec 1/AK, ctest A dire avec 1'ur zence des tAches,
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DISCIPLINE D'ORIENTATION SDIFS

RO = 0,490

AK 1.5 213 4 5 6 7 3 9 (10 {11 t12 J13 |14
ALGDJ 7 3 a
ALGOT v 3 0
Table 1
RO = 0,986
AK 1 2 3 l 5 6 7 8 9| 10{ 11| 12 13 14
ALGDJ 9 8 |2 0
ALGHJ 1.0 1h L{o
Table 2
RO = 1,045
AX 1.5 213 L 5 5 7 8 9 |10 |11 {12 |13 |14
ALGDJ 10109 2 0
ALGHJ 101 10 6 0
Table 3

AKX 1.5 213 ] 5 6 7 8 9 (10 |11 (12 |13 | 14
ALCDT 12110 | 6 3 1
ALGILT 1% P19 112 8 7 0

Table 1]
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Les résultals oblenus au cours de cette simulation refldtent
Ltamélioration que d'une fagon globale ALGDJ apporte par rapport & 1ia
performance de ALGIL en particulier pour des traffics élevés de la sée

quence d'arvivée E,

Dtautres résultats intdrcssants fournis pPar RTSITM conceornent
Itutilisation d'autres disciplines d!ordonnencement, en particulier
FCIS (ou premicr arrivd premicr servi) c¢t SJFS (ou le pilus petit dta-
bord), pour les méme séquences dlarrivée T gque pour la discipline dt

Oricentation SDFs,

Tout dlabord, en comparani les valeurs dc c(0,t) fournies par
ltutilisation des disciplines SDI'S (Tables i, 2, 3, 4) et FCPS (tables
5, 6, 7, 8) avec ltalgorithme ALGHJ, clest 3 dire on refusant toute
demande gui cause 1'infaisabilité de la Tile accrue, il apparait clai-
rement que la discipline FCI'S est loin de minimiser le nombre total

de demandces rejetées €(0,t),

En ce qui ceoncerne les performances comparées de ALGDJ et ALGHJ
pour la discipline FCFS, les explications des résultats ocbtenus sont

analogucs & celles pour la discipline SDFS,

Tant que le nombre d'éléments N(t) de la file d'attente reste
petilt =soit parce que RO cst petit, soil parce que AK cst petit pour
RO correspondant & des traffics importants— ALGDJ n'améliore pratique-

ment pas la perlformance de ALGHT,

Par contre, dés que N{t) devient plus grand avec le nombre
dféléments p(t) de V(t), ce qui correspond A des valeurs élevées du

coefficient dturgence AK (faible urgence) pour RO = 1
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DISCTPLINE FCFS

RO = 0.h90
AK 1,5 2 ] ly 5 1) 7 8 9 [10 {11 112 |13 |14} 15
ALGDJ 154113 11t 10} 9 9 o) 8 6 5 5 5 5 5 L
ALGILT 5 (13|12} 101 9 1919|9715 5 51 5 5 l
Table 5
RO = 0O, 986
AKX 1.5] 2 ] L 5 6 7 8 9 {10 [ 131 |12 |13 )14} 15
ATGDJ 2 | 271 23| 24| 24| 21) 16| 16} 1711111 | 10 9 8 8
ALGHT 2h 1 271 26| 25| 24|21 19 19 17 1717115 | 14111 10
Table 6
RO = 1,045
AX 1.5 2 3 4 5 3] 7 8 9 l1o (111211314 15
ALGDJ 241 2571 26| 25 23| 21| 18| 16| 16|12 {12 | 10 9 9 9
ALGHT 251 28|28 27 |26 a2k Ry 19| 19[19 {17 |16 [ 16| 154 15
Table 7
RO = 1.556
AK 1.5] 2 3 I 5 6 7 8 9 |10 111 | 12| 13) 14 15
ALGDT 31 361 33 27| 23|21 (18 (17 |16 |16 {15t 1412} 11! 11
ALGILT 32 |38 39 36| 23132 132 |32 [ 29 128 | 28] 26| 26| 261 24

Tuble 8
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alors ALGDJ améliorc nettement les performances fournies par ALGHJ,.

Pour unec valeur fixée du coefficient de tralffic RO, c(0,t)
diminuc avee l/iK, mais bicen plus Rentement qu'avee la discipline d!

oricentation SDRS,

Pour la discipline SJI's du plus petit d'abord, lecs résultats
oblenus pour les qualre valeurs de RO habituclles sont données par les

tables 9, 10, 11, 12,

La premidre constatation est que les valeurs du nombre C(O,t)
de valeurs rejetdes obtenues avec la discipline SJFS sont cexactement
les mémes que celles obtenuecs avee la discipline SDHDRS ( pour RO=0,490)

ou presque Lles mémes (RO=0,986 ot RO:l.QhS).

Ceci s'explique par le fait que le nombre d!'éléments N(t) de
la file dtattente pour les valcurs considérées de RO est ‘petit et com-
me RT = K, PT, les files d'attentes Q(t) ot %gt) sont & peu pras les

$IFs 5

~
memes.,

Pour RO = 1,556, C(0,t) prend de nouveau A peu prds les mdmes
valeurs qu'avee la discipline dlorientation, mais il faut arriver 2
des valcurs plus grandes du coefficicent d'urgence AK (AK = 10 pour la
discipline SJIS contre AX = 6 pour la discipline SDFS) pour obtenir

des files d'attentes faisables sur tout l'intervalle (0,t).
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DISCIPLINE SIS

RO = 0,h90
AK 1.5 2 . L 5 6 2 10] 11| 12 13/ 14 15
ALGDYT 7 3 0
ATGHLS 7 3 6]
Table 9
RO = 0,986
AK 1.5 2 3 4 5, 6 8 10 |11 j12 (13| 14 15
ALGDJ 101! 8 2 1 0
ALGHJT 11| 1hy 2 L 0
Table 10
RO = 1,045
AK 1.5 21 314 l5]| 6 3 10118 |12 | 13| 14| 15
ALGDJ 11| 9 z 1 0
ALGIY 10| 10| 2 1 0
Table 11
RO = 1.556
AK 1.51 2 3 L 5 6 8 1011 iz 13 14| 15
ALGDJ 13| 104 7 3 1 2 1 1 0
ALGIIT s 19 11y 7 1 8 ] 1 0

Table 17
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En conclusion, lcs résultats obtenus par la simulation RTSTM

permeltent de confCirmer cxpérimentalement les points suivants:

Premidrement la discipline dloricntation SDFS est "meilleure"
que les disciplines SJIIS et TCIS en ce sens que les valeurs de C(O,t)
obtenues pour les trols disciplines & l1L'aide de ltalgorithme ALGHJ

basé sur le test dl'acceptation (Voir 2,5) sont telles que

(6) C(O’L)SDFS \<.'mln (C(O!t)SJI\S b C(O’t)}lxcy\s)
avec les motations habifuelles., Or 1'on sait que le nombre €(0,t) ob-
tenu avec ltalgorithme ALGHJ est égal au nombre de demandes de la sé-

quence E qui causent l'infaisabilité du processus dlaccumulation,

Donec & chaque arrivée dlune telle demande,la discipline SDFFS
satisfait bien le Théordme I et & ll'expression (24) du chapitre 2

dtoptimalité pour le critdre CL,

Deuxidmement, la loi de commande du taux d'infaisabilité mi-
nimum, siwulée par ALGDJ est meilleure que la loi dtacceptation simu-
lée par ALGHJT qui est une commande accepltable pour min C2 en accord

avec les résultats théoriques fournis au chapitre 4,



CHAPITRE 6



6.- Conclusions

Dans les chapiltres précédents i1 a é1é montré comment il est
possible, en utilisant un modile mathématique simple, de résoudre un
des problimes posés par lL'ordonnancement dynamique des demandes de trai-
/temont sur um nmoncoprecesseunr, lorsque celles—ci sont soumises & des

contraintes de délai d'achévement critique,

I1 a &t¢ montré au chapitre 2 gue la discipline d'orientation
SDIS est optimale pour le critére Cl de respect des délais dl'achdve-

ment individuels des éléments dtune file d'attente statique donnée,

Cependant, une file statigue orientée peut deveniyr infaisable
ce qui implique la perte des éléments inacceptables qui atteignent 1la

tédte de file, dfolt la definition de L.

Au chapitre 3, Itintroduction de données aléatoircs pour la
définition de la ségucnce d'arrivées E a permis 1!'étude dynamique du
proccssus d'accumulation Q(t) et des conditions sous lesquelles le cri-

tére de faisabilité €3 peut &tre satisfait.

Ensuite, le processus de faisabilité {z(t), t> 0} associé au
processus dl'accumulation {Q(t), t?(ﬂ-a.été défini comme l'observation

des états faisables/infTaisables de Q(t).

Au chapitre 4 i1 a été montré gu'd chaque date t dtarrivée
d'une nouvelle demande Jn telle que Z(tn) = 0, il existe un ensemble

Un de commandes acceptables ug applicables & ltinstant tn gui satis-

font le critlre C2,.

L'enscemble des séquences de ces commandes constitue 1'ensem—
bleéz? des lois de commandes acceptables pour la minimisation du cri-
tére C2 = B [b(o,t)] olt la variable aléatoirc €(0,t) représente le nom-
bre dtéléments dgnorés par 1'UC sur ltintervalie (0,t) sous les hypo-
th&scs :



.

n,s3 m(tn) 1, ¥ tn t.q.Z(tn) =0

Hoh  z(t)

il

L, ¥ t £ t s 1= 0,...

Finalement, il a été montré qu'il existe une loi de commande
sous optimale pour min, C2 wais qui améliore la performance de

la loi de commande du test dlacceplation.

Cetle loi est définie par la sulte des commandes acceptables
gui & chaque transition de Z(t) a 1ltétat O, minimisent le taux dfin- "

faisabilité q(ui).

Au chapitre 5, la solution proposée a été programmée en FORTRAN
et utilisée par la simulation RTSIM, Ainsi les disciplines d'ordonnan-
cement SDFS, FCTFS et SJIFS de méme gue la loi de commande du taux d!in-
Taisabilité minimum ont pu &tre testées pour la satisfaction des cri-

téres Ci et C2.

Cependant, les résultats obtenus au cours de cette étude sont

basés sur un certain nombre d'hypoth®ses qu'il convient de discuter,

a) La loi de commande sous optimale préscntée ici repose sur 1!
hypothdse que tous les dléments Jn qui constituent la séguence dtarri-
vées E ont la méme valeur pour UC, en cc sens que le rejet définitif
d'unc demande cause la méme déterioration du service fourni a 1l'envi-
romnement temps réel critique P et ceci quelles que soient les carace

téristiques individuelles de la demande refusée,

Dans un grand nombre dl'applications réelles cette hypothdse
ntest pas acceptable, puisque par exemple, des demandes de traitement
correspoundant & des alarmes de sécurité ne peuvent pas &tre rejetdes

sans tenir en compte leur nature,

Unc premicre solution consiste A diviser lt'enscemble des deman-
des en deux classes. L'appartenance de toute demande A une classe conge-

titue un nouveau paramdtre qui doit figurer de fagon explicite dans
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ltexpression I définie en 2.2,

Les demandes J de la classe supéricurce oll privilégide faiji-
sant partic de 1'ensemble V() sont telles que les commandes uif& Un
correspondantes nc sont pas considérdées pour le calcul du taux d'infai-
"sabilité minimum ct sont par conséginent exclues de l'ensemble Un desg

commandes acceptltables.,

Ainsi lcs demandes de la classe privilégide ne peuvent pas

&tre rejetées dfune file dlattente devenue infaisable.

De fagon & prevoir le cas olt seules des demandes de la classe
privilégide appariiendrait & V(t) pour certaines transitions de Z(t)
& 1'état 0, la possibilité de rejeter m(t)> 1 demandes de la classc

commune ou non privilégide pourrait &tre envisagée,

I1 est 4 noter gue la partition de 1'ensemble T considérée
ci~dessus revient & définir deux classes de priorités -priorités d'a-
chévement~ différentes, Cependant lc paramdtre d'appartenance 3 la clas-
se privilégide ou prioritaire ntest utilisé que dans les cas ol la

demande correcspondante appartient & l'ensemble V(1).

Ceci est différent du mécanisme de priorités —-prioritds d!
accls- généralement utilisé, puisque ce dernier est utilisé en fait

our ltordonnancement des demandes,
P

D'apres lloptimalité de la discipline dlorientation pour le
criteére de faisabhilité C1, tout ordonnancement basé sur un systdme de

priorités fixes n'est pas optimal pour C1,

D'une maniére plus générale, la partition de 1'ensemble T des
demandes pourrait &tre étendue & M classes différentes i, toujours au

sens d'une commande de rejet,

Le critlre €2 & minimiscr pourrail alors &tre une Tonction

des espérances E Ci(O,t) i=1l, ....M.
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b) La séqguence dlarrivées E a été munie d'une structure probabi-
liste de Tagon & &tre aussi générale que possible du point de vue de
1tuc.

Il faut remarquer quec cette géndéralité n'inelut pas on fait
le cas des demandes périodicques, En effet dans ce cas le param&tre re-—
présentatif de la période dtapparition des demandes devrait aussi &tre
explicité dans lvexpression de Jn.

Les recherches entreprises par C,L, Ldiu et J,W, Layland[lh]
et J, Labetoulic [i?] étudient cette situation et montrent que la dis-

cipline SDI'S n'test plus optimale pour le critére de faisahilité €1,

c) Dans 1'étude faite jci, il a été supposé que le temps d'exé-
cution de 1'algoritihume de recherche de la commande ug 4 chague transi-
tion de Z(t) & 1'étal O ecst négligeable ce qui est inexact dtun peint

de vue pratiaue,

Dans 1a réalité il peut &tre admis que la durée d'exdcution
de 1l'algorithme ALGDJ est proportionnelle au nombre N(t) aréléments
dans la file d'attente accrue et au nombre p(t) A'éléments de L'ensemble
Vit), en admettent que le temps nécessaire pour tester un élément de

V(t) pour une position donnéc de Q'(t dt) soit sonctant.

Par conséquent il est possible d'évaluer le temps d'unité
centrale nécessaire au calceul de la valeur mirimale de q(u'(t)) 4 cha-

que transition du processus d'infaisabilité a 1'&tat 2(t) = o,

Le temps d'UC peut alors &ire inclus dans le temps de service
PT de la demande Jn venant dl'arriver et les calculs habituels avec

cette nouvelle valecur de PT peuvent alors atre entrepris,

Dans certains cas ol le temps de calcul de 1'algorithme d'op-
timisation est néanmoins prohibitif il faudrait alors peut-dtre consi-
derer une retgle de déeision au sujet de 1texécution compldte de

ALGDJ & partir du moment ol sa durés d'exdcution a été é&valude.
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Par exemple il serait possible de fixer un seuil défini par
un pourcentage du plus petit terps libre positif dans la file Taisable

avanl dinsertion dc Jn'

Si lec rapport du temps de calcul évalué sur un temps Llibre
minimem est supéricur au pourcentage établi, alors ll'algorithme de
commande niest pas exdcuté et la dernidre demande I, dtarrivée est

refusée suivant le test dtacceptation cn 2.4,
Sinon, l'algorithme ALGDI cst exécuté normalement,

Par aillcurs il est intdéressant de remarqguer qu'avec les pos-
sibilités techniques des mémoires ROM programmable (PROM) ol les temps
de lecture sont pratiquement réduits dec moitié, le temps dlexécution

de programmes de service du type ALGDJ devient moins prohibitif,

a) Ltalgorithme de commande ALGDT présenté dans ce mémoire est
basé sur le calcul du taux dlinfaisabilité qo(ui) sous lthypothése quec
llaction de rejet est 1réalisdée 2 la date t:tn dtarrivée de la demande

J causant 1t'infaisabilité,

Plus précisement, ALGDJ insdre J,, dans la file d'attente et
tout autre élément appartenant & V(t) ~pour p(t) > 1- peut &tre dgale-
ment rejeté en accord avec la définition de 1'ensemble U(t) des com=~

mandes acceptables pour le critdre C2.

Ainsi donce, aprés constitution A la date t:tn de 1l'cnscmble
Un des commandes acceptables pour le critdre €2 il est toujours possi-

ble de rejeter un &lément de V(tn) a une date t telle que:

(1) tll<téiz'
olt t' est au plus égal & la date de début de traitement du

dernier éldément de V(%), et de satisfaire C3.

Dans ces conditions, le choix de la commande u(t)e U{t) ol
t vérifie (1) ne dépend plus uniquement de L'expression du taux d!in-
. - j S . . . o ‘o
faisabilitd qo(ua(t)) minimum mais aussi de 1'instant t = t7 vérifiant

(1),
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Fnfin, dturn point de vue thdéorique, il serait intéressant de
résoudre lec problime de la commsande optimale pour le critdre C2 =
min E C{0,t) méme si la mise en ocuvre de ltalgorithme corrcspondant
aboutit & des temps d'exécution prohibitifs el donc contraires, en pra-

tigque, & la satisfaction du critére de faisabilité C1,

En conclusion, 1t!'étude présentée dans ce mémoire a pour hut,
d'une part de metire en relief 1'impoertance du concept délai dlachéve-
moent individuel diment explicité et qui permette de gérer les demandes
dfun environnement tomps réel critigque d'une manidre individuelle par
opposition aux ordonnancements dont la tendance statisticue uniguement
intéresse, et dtautre part de montrer comment il cst possible d'appor-
ter des améliovations sensibles d'une commande sous optimale dont le
collt en temps dl'exdéoution est moins prohibitif gue cclui d'une comman-—

de optimale,



ANNEXES
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Al. Mode dfemploi de RTSTM

Le mode d'utilisation de la simulation RTSIM est trbds simple

et consiste sculcment & constituer corrcctement la séquence des cartes

domnées,

Les paramdtres utilisés par RTSIM pour la définition d'une si-

mulation sont les suivants:

a) IWRITE, INTWRIT
b) DI, M, ALAMDA

c) IGENST

d) TETAS, TETAM, AMU
e} NAK, AK

f) TDISCPL

g) ICNTROL

h) IEND

a) IWRITE et TNTWRIT sont deux paramdtres qui fixent l'impression des
résultats intermédiaires et peuvent chacun prendre la valeur O ou 1

dans le format TI1,

INTWRIT = 1

Imprime (Voir Fig, 1)

1) L'identificateur Jn et la date d'arrivée d'une nouvelle do-
mande et dans le cas ol la file d'attente accrue est infaisable,
2) L'identificateur Jn et la date de rejet de la demande per-

due déterminéde par ALGDI ou ALGILT.

IWRITE = 1

Imprime (Voir Fig. 2);
3) Ltidentificateur (Jn) et la date de fin de traitement de 1t
€1lément con téte de Tile ayant &t& complété,

b) Ltétat Qt(t) de la file dtattente accrue d 1'arrivée dlunc

nouvelle demande.
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En cas dfinfaisabilité de @'(t), pour les p(t) éléments de V(L):
5) Ltidentificateur Jn de 1'81ément de V(%) testé pour son rejet.

6) Les intervalles d'infaisabilité correspondant au rejet de
J € V(L)

7) La valeur du taux d!'infaisabilité correspondant au rejet de
7
Jne\(t).

8) Le nouvel état de la f{ile dtatiente aprds le rejet de 174~

lément de V(t) gqui minimise le taux d'infaisabilitd.
IWRITE = O Supprime les impresions 3) et 8)

INTWRIT = O Supprime les impressions 1) et 2) ce qui impligue

IWRITE = O et imprime les résultats finaux,
9) Les résultats finaux de la simulation (Voir Fig., 3)
Ainsi donc les combinaisons possibles pour l'impression de 1é-

sultats intermédiaires illustratifs de 1'évolution d'un processus d'ac-—

cumulation donné sont les suivants (Tab, 1)

Messages

imprimés ITVRITE {INTWRIT
9 0 ]
i, 2, 9 0 L

1’2’3’1*,5!6!7’8!9

Table 1

La combinaison (0,0) permct de conmaitre les résultats finaux

de la simulation tels qu'ils apparaissent dans la Fig. 3.



La combinaison {0,1) permet de suivre la séquence d'arrivée
des demandes, la séquence de rejet des &léments perdus et de connattre

les résultats finaux,

La combinaison (1,1) permet de suivre 1'état de la file dtat-
“tente entre les arrivées, &4 1llarrivie dc chadque nouvelle demande (file
accruc laisable ou infaisable), de connattic les intervalles dtinfai-
sabilité, le toux q(u?(t)) et les résultats [inaux,

La combinaison (1,0) est interdite.

b) DT, M, ALAMDA

Le paramétre DT fournit la période de résolution de lthorloge

CLOCK de RTSIM dans le Tormat 10,1,

Le paramétre M dans le format I3 définit le nombre maximum de
demandes Jnpdans le cas oll ce nombre est connu de 1'unité centrale 5i=

maldée,

Le paramt&tre ALAMDY définit la moyenne A de la fonction de pro-

babilité Fl( A ,t) de la variavle aléatoire /A dans le format Fi0,3,

DT,M, ALAMDA sont lus sur la m@me carte de donnée (Fie.1, I3,
r10,3).

c) IGENST est un paramdtre qui choisit la Tonetion de probabi-
1ité de la variable aléatloirc PT des temps de service. En effet, RTSIM
permet de générer des temps de service appartenant & une fonction ex-
ponenticlle négative du type Fl( N yT) mais aussi A une distribution

normale N(r, o?).
IGENST peut prendre la valeur 1 ou 2 en format 11,

d) TETAS, TETAM, AMU

Les parandires TETAS et TETAM représentent 1'décart type et la

moyenne de la fonction de répartition de la variable aléatoire DT,



=Tl

. _ 2
lorsque cellem~ci est cholsic comme étant normale N(N, o~ ).

TETAS et TETAM sont lus sur la méme cartc de dommée dans le

format 2F10.1.

I.,e paramdtre AMU d&finit Ia moyenne 4 de la fonction de proba-~
hilitd 7, ( N,y) de 1la variable aldatoire PT, lorsque cclle~ci est pri-
se comme cxponenticlle négative (Voir p, ). Le format de lecture de

AMU esl FLO.3.

e) AK, NAK
Le paramdtre AK fournit la valeur du coefficient d'urgence K
défini dans la reolation de proportionalité

Le format de lecture correspondant est 5.1,

Le paramétre NAK Tournit le nombre de répétitions d'une simu-
lation donnde pour différentes valeurs de AK., Le format de lecture de
NAX est 12.

NAK est utilisd comme paramétre dlune boucle DO dtexécution de la si-

mulation.

Adinsi donc, aprés avoir fixé NaX, l'utilisateur doit fournir

NAK valeurs dec AK sur NAK cartes différentics,.

) IDISCPL
Le param&tre TDISCPL fixe la discipline d!ordonnancement dési-

réepour la simulation envisagle,

IDTSCPL peut prendre les valeurs 1, 2, 3 avec la signification

sulvantoes

Discipline INIscrL

Oricutation 1
ers 2
SIS 3

Talble 2



Le Formal de lecture de TDISCPL est IL.

) TCNTROL

Le paramétre ICNTROL fixe 1talgorithme de commande choisi pour

te traitement des files dtattente in faisables.

TCNTROL peut prendre les valeurs 1, 2 ou 3 dians le Tormat 11

avee la signiliecatbion suivanto:

Algoritlme de commande INCTROL
ALGDJ 1
ALGHJ 2
Table 3

h) IEND
Le paramdtre IEND fixe la durde de la simulation qui starréte

lorsque la valeur entidre ICLOCK de Llthorloge est supérieurc & TEND,

L'organisation de la séquence de donndes pour RTSTM est done

La suivante

carte n? Tormat Paramétre
1 IL IWVRITE
o I1 INTWRTT
3 F10,.1,TI3,F10,5 DT, M, ALAMDA
L T1 TGENST
5 2710.1 ou 1110,3 TETAS, TETAM /AMU
6 12 NAK
il w
O+ 1 I ). i } NAK AK
GANAK 41 11 IDISCPL
GHNAK 42 1L TCNTROL
CapNAKES 15 TEND

Table 4




FIGURE 1
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