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I NTRODUCTTION



Depuis environ une quinzaine d'années, NOUS pouvons constater

que les automaticiens s'orientent vers 1'étude de systémes de plus en
plus complexes, phénoméne qui refléte le besoin d'élaboration de
méthodes pour 1'&tude de processus comme les systémes industriels de

production, les systémes socio—&conomiques :..

En ce qui concerne la stabilité, propriété importante en
particulier pour la sécurité de fonctionnement d'un systéme dynamique,
mis i part les méthodes de simulation numériques ou analogiques, la
recherche de conditions suffisantes est basée principalement sur
1'utilisation de plusieurs fonctions scalaires définies positives ou,
d'une fagon plus générale, sur l'utilisation de fonctions vectorielles
possédant certains types de propriété de positivité. La méthode,
proposée presque simultanément par R. Bellman [/5/ et V.M. Matrozov [42]
et développée principalement par ce dernier [43] [45] et . connue sous
le nom de principe de comparaison, est applicable & 1'€tude des systémes

dynamiques décrits sous forme d'équations d'état.

La méthode consiste 3 associer au systéme dynamique qui
fait 1'objet d'une &tude de stabilité un autre syst&me dynamique,
dit systéme de comparaison, dont 1'étude de stabilité est moins
difficile et dont la stabilité implique la stabilité du systéme
étudié. L'obtention du systéme de comparaison ekt effectuée par
une transformation du vecteur d'état du syst@me &tudi&, en
utilisant des fonetions vectorielles dont les composantes sont
définies ou semi-définies positives (fonctions vectorielles d&finies
positives) ou dont la fonection valeur maximale des composantes est

définie positive (fonctions de classe U).

L'utilisation d'une fonction de transformation vectorielle, au
lieu d'une fonction scalaire (méthode de Lyapunov), fournit un outil
puissant pour 1'étude de la stabilité des systémes d'ordre &levé ou de
structure compliquée puisqu'elle permet la décomposition du systéme
Etudié en sousw=systémes et par conséquent une décompesition du probléme
global en sous-problémes. Cette approche, qui a été appliquée pour la
premiére fois par F. N. Bailey [4/ dans 1l'étude de la stabilité des
systémes continus interconnectés, connalt de nes jours de nouveaux

développements dans 1'&tude d'autres propriétés des systémes dynamiques.



Les travaux présentés dans ce mémoire constituent une

extension des méthodes bas@es sur le principe de comparaison.

Le premier chapitre est essentiellement divisé en deux

parties.
Dans la premi&re partie, nous présentons les classes des

systémes dynamiques continus et discrets qui font 1'objet d'une
analyse de stabilité dans notre mémoire.

Dans la deuxidme partie, nous considérons en géndral le
probléme de la stabilité des systémes dynamiques en rappelant
d'abord les définitions des différents types de stabilité par
rapport d tout ou partie de composantes du vecteur d'état et les
définitions des domaines de stabilité.

Puis, nous présentons les principales méthodes d'analyse
de stabilité par 1'utilisation d'une fonction scalaire définie
positive, en particulier la seconde méthode de Lyapunov [417 et
les méthodes de comparaison bases sur les travaux de C.

Cordunéanu [15] et de L. Hatvanyi /317.

Le deuxiéme chapitre est consacré i 1'établissement d'un
nouveau systéme de comparaison et son &tude.

Dans une premi&re partie, nous définissons une classe de
fonctions vectorielles dites fonctions de classeWJ(pﬁ.seront
utilisées comme fonctions de transformation du vecteur d'&tat du
systeme &tudié pour la construction du systdme de comparaison.
Cette classe de fonctions est plus générale que celle des fonctions
vectorielles définies positives_ en ce sens qu'on n'exclue pas le
cas ol certaines composantes sont négatives pour certaines valeurs
de leurs arguments.

Puis, aprés la présentation des théorémes de comparaison,
sur les inégalités différentielles de type de Wazewski [68/, nous
€tablissons un nouveau systéme de comparaison dont la stabilité
partielle implique la stabilité de 1'origine du systéme étudié.

Enfin, une quatri&me partie est consacrée i 1'étude de la
stabilité partielle du systéme de comparaison oll nous &tablissons
des conditions de stabilité asymptotique uniforme et de stabilité
exponentielle ; de méme que nous abordons le probléme de 1'estima-
tion de leur domaine de stabilité et de 1'estimation du comportement

transitoire.



Dans le troisidme chapitre, nous développons le prcbléme
de 1'estimation du domaine de stabilité d'um systé&me dynamique
toujours par l'étude du systéme de comparaison qui lui est associé.
Ce probléme se pose soit lorsque le systéme de comparalson ne peut
tre considéré comme tel que dans un sous—ensemble de 1'espace
d'état du systéme étudié, soit lorsqu'il est dé&fini dans tout

1'espace d'état, mais lui-méme est localement stable.

Ayant développé le support théorique de la méthode
d'analyse de stabilité basée sur le principe de comparaison, nous
abordons le probléme de la construction méme du systéme de compa-—
raison. Le sujet du quatriéme chapitre est donc la présentation des
différentes approches de construction du systéme de comparaison.
Dans une premidre partie, nous montrons comment la construction du
systéme de comparaison d'un systéme dynamique d'ordre €levé peut
gtre conduite i partir d'une partition convenable du systéme
global. Cette partition, lorsqu'elle est possible, améne une
décomposition du probléme de la construction et de 1'analyse de
la stabilité du syst&me de comparaison en un certain nombre de
sous~problémes plus simples qui, dans certains cas, peuvent étre
indépendants les uns des autres. Dans les parties suivantes, nous
présentons brigvement des méthodes d'agrégation~décomposition et

d'agrégation directe.

Le principe de comparaison, utilisé initialement pour
1'étude de la stabilité des systdémes dynamiques, a ét& récemment
envisagé pour 1'8tude des problemes de commande. Les résultats
présentés dans le cinquiéme chapitre constituent une contribution
3 la recherche sur 1'utilisation du principe de comparaison dans
ce type de problémes. Dans un premier paragraphe, nous considé-
rons le probléme de la commande en temps minimal, en donnant un
théordme sur l'existence d'une telle commande. Par la suite, en
se basant sur ce théordme et les propriétés du systéme de comparai-
son développées dans le chapitre II, nous proposons une solution a
quelques problémes de synthése des systémes de commande : systémes
i temps de réponse fixe, avec comportement exponentiel prespecifié,

i colit borné.
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NOTATIONS

Matrices & éléments a,.,b..... s =[a.. s B= b..] .
i ij ij

J7 1]

Matrices transposées des A,B,...

Vecteurs colonne

Vecteurs ligne

Composantes des vecteurs X, U, V, W,...

Norme "somme des valeurs absolues : X = E:[xd

Norme Euclidienne : (XT-K)”2

Matrice unité

Ordonnance partielle de vecteurs i u. £ V.

L'espace Euclidienne de dimension n

Le '"quadrant" non négatif de R®

L'ensemble de temps continus ¢ =§F G,R+S

c

L'ensemble de temps continu T =[to,c0) ou toe_TC
L'ensemble de temps discret Td =Ek = 0,1,2,...1

L'ensemble de temps discret rd =}F K +],..loﬁ kR T
0 o' o o

Symbole représentant soit T soit ¢

d
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- , c .
Symbole représentant soit T0 solt

L'cpérateur de dérivation

L'opérateur de différence

Symbole représentant soit

D soit
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SYSTEMES COMPLEXES

DEFINITIONS DE STABILITE - METHODES D'ANALYSE

I1.1 - INTRODUCTION
1.2 - LES SYSTEMES COMPLEXES

1.3 - PDESCRIPTION DES SYSTEMES ETUPDIES

I.3.1- Systémes dynamiques continus

I1.3.2- Systémes dynamiques discrets
1.3.3- Formalisation unique adoptée dans la mémoire pour les systémes
dynam iques continus et discrets.

I1.3.4- Systémes interconnectés.

1.4 - LE PROBLEME DE LA STABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES

1.4.1- Dafinitions relatives aux propriétés de stabilité de 1'état
d'équilibre X = o
I.4.1.a — Définitions de stabilité par rapport & toutes les

composantes du vecteur d'état.

T1.4.1.b - Définitions de stabilité par rapport & une partie des

composantes du vecteur d'état.
1.4.2 - Définitions des domaines de stabilité

I.4.3 - Méthodes d'@tude de la stabilité des systémes dynamiques

1.4.3.a - Fonctions scalaires définies ou semi~définies positives.

I.4.3.b

1

La deuxigme méthode de Lyapunov.
I.4.3.¢ - La méthode de Corduneanu.

1.4.3.4°

La méthode de Hatvanyi.
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I.7 - INTRODUCTION

Ce premier chapitre est consacré d'une part 4 la description
des systémes étudiés et d'autre part au rappel de certaines notions
fondamentales et de quelques méthodes plus ou moins classiques relatives

4 1'8tude de la stabilité des systémes dynamiques.

Dans une premi&re partie, nous préciscns le sens que nous
donnons & la notion de systdme complexe dans ce mémoire. Cela nous
permet de clarifier les différences conceptuelles entre les termes de
systéme réel ou processus et son modéle abstrait mathématique. Dans le
méme contexte, nous précisons le sens des termes "systéme complexe”,
"systéme i grande &chelle" et "systéme interconnecté" qui sont parfois

employés indifféremment.

‘Dans cette premidre partie, nous soulignons aussi 1'importance
de 1'8tude des modéles mathématiques complexes qui sort d'ailleurs le

sujet de notre mémoire.

La deuxidme partie est relative au probléme de stabilité& des
systémes dynamiques. D'abord il est rappelé et précisé le sens dans
lequel seront utilis&s les termes relatifs aux différents types de
stabilité, ceci nous paraissant nécessaire vu le grand nombre de notions

de stabilité émaillant la litté&rature sur le sujet.

Enfin, nous rappelons trois mé&thodes d'é&tude de la stabilité
des systdmes dynamiques non linéaires basées sur l'utilisation d'ume
fonction scalaire définie positive. En particulier, aprés avoir rappelé
la méthode directe de Lyapunov /417, nous présentons une approche die &
C. Cordundanu [15] .qui montre que les théorémes de Lyapunov peuvent se
ramener 3 une formé simple d'un principe de comparaison plus général.
La troisi&me méthode qui généralise l'approcheda Corduneanu est & la
base d'un théordme présenté récemment par L. Hatvanyi [31] relatif au

principe de comparaison associé @ la notion de stabilité partielle.

La présentation de ces trois méthodes, dont il sera fait souvent
appel au cours du développement de notre &tude, a pour but de faire ap-
paraitre les relations entre nos résultats basés sur l'utilisation des
fonctions vectorielles de classe \J avec ceux obtenus par 1l'utilisation

de fonctions scalaires définies positives.
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1.2 - [ES SYSTEMES COMPLEXES

Lorsque nous parlons de systdme nous entendons "un ensemble
d'objets avec leurs relations". Nous faisons la distinction entre les
systémes réels et les systémes abstraits » ces derniers étant supposés
décrire des systémes réels. Dans notre mémoire mnous étudions une classe

de systémes mathématiques sous forme d'équations d'état.

Un systéme mathématique est un ensemble de relations entre les
attributs mesurables qui caractédrisent les objets ou parties d'un
systéme réel [71/. Ainsi, dans notre cas ce sont les composantes du
vecteur d'&tat, du vecteur d'entrée ou de commande et du vecteur de
sortie qui en constituent les attributs.

Selon H.H. Simon [66] “par systemes complexes on entend ceux
qui sont composés d'un grand nombre de parties interconnectées d'une
fagon non simple" ; donc un systéme complexe est & la fois "systéme i
grande échelle™ et "systéme interconnecté". Cependant dans notre
mémoire nous ferons la distinction entre les trois termes "'systéme
complexe”, "systéme 3 grande échelle et'systéme interconnecté".

Nous attribuons i un systéme le qualificatif "complexe" pour
exprimer la difficulté soit i bien décrire, soit & &tudier certains
de ces aspects fonctionnels ; difficultés dfies 3 sa structure, c'est-

d-dire & la forme des relations entre ses différentes parties ou ses

attributs.

Par "systémes a grande &chelle" nous entendons les systémes
dont le nombre d'attributs qui les caractérisent est relativement
élevé. Dans le cas des systémes &tudiés dans ce mémoire ce nombre

sera la dimension du vecteur d'état.

Par "systémes interconnect&s" nous entendons ceux qui sont
composés de deux ou plusieurs sous-systémes interagissants entre eux ;
cette décomposition du systdme en sous—-systemes pouvant 8tre guidée
soit par des considérations physiques reflétant une décomposition
spatiale ou fonctionnelle du systame réel, soit par des considérations

purement mathématiques.
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I1 est &vident qu'en général la complexité du systéme croit
avec sa dimension et surtout avec le nombre de variables interconnectées.
Ceci vient expliquer pourquoi les qualificatifs 'complexe", "i grande

échelle" et "intercomnecté" sont souvent employés indifféremment.

Lorsqu'on envisage l'&tude du comportement d'un systéme réel
a partir de l'analyse d'un modéle mathématique on peut Etre confronté
au dilemne suivant : précision de la ' description " et réalisabilité

de 1'étude de ce modéle.

A ses tout débuts, lTautomatique théorique s'est intéressée
au développement des méthodes pour l'Etude des mod&les mathématiques
relativement simples. Ces méthodes qui permettent une étude détaillée
et parfois exhaustive du modéle mathématique se révélent souvent impuis—
santes. Cela arrive lorsqu'il s'agit de systémes réels complexes
parce que 1'8tude détaillée du mod&le me peut pas compenser les
incertitudes ou approximations faites au niveau de la description du
modé&le réel. Ainsi, dés le début des années 60 les automaticiens se

sont orientés vers 1'approche "systémes complexes'.

Cette orientation était encouragée par les progrés de la
technologie informatique qui offrait de nouveaux moyens pour 1l'dtude
des modé&les complexes. Néanmoins, reste 3 notre sens un besoin en
méthodologie et c'est une des tentatives de ce mémoire que d'apperter,
principalement dans le domaine d'analyse de la stabilit&, une contri-

-

bution & l'avancement de ce probléme.
P

1.3 - DESCRIPTION DES SYSTEMES ETUDIES

-

Dans ce mémoire, notre &tude se limite & une classe de
systémes dynamiques de dimension finie comme définies dans la thiorie

des syst@mes mathématiques (R. E. Kalman et al. [34]).
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A la notion de systéme dynamique est asscociée un ensemble
ordonné T de temps. 8i T est 1'ensemble T© = [o,oo) , c'est-a-
dire 1'cnsemble des nombres réels non négatifs,alors le systéme
dynamigue est dit continu. 53 T est 1'ensemble des entiers nom
négatifs que nous désignons par Td s Td = {Q,],Z,...} , alors
le systéme dynamique est dit disecret. Dans notre étude nous considérons

les deux cas.

1.3.1 - Sysilemes dynamiques continus

Les systémes dynamiques continus qui font 1'objet de notre

étude sont décrits par 1'équation différentielle :
D X(t) = F [e.x 6) , v ()] 11.7)

ol D est l'opérateur de dérivation.

La fonction F [ t, X (), U (t)] est supposée définie pour
tout (t, X, e 1 xWxW , oa X et 1L sont respectivement des
sous ensembles connexes des espaces réels R" et R". Elle prend ses

n
valeurs dans R™.

La fonction U (t) dite entnfe du systéme appartient i une
classe G2° des fonctions U : T° —e qui sont continues par

c .
morceaux pour tout t e T. Nous désignerons par U [t t‘] la
b 1

restriction de la fonction U (t) dans 1l'intervalle &, t'] , t&t’.
Dans notre étude l'entrée U (t) représentera fa commande du systéme

et S% sera dit eusemble de commandes admissibles,

bans tout ce qui suit nous supposerons que la fonction F
est suffisamment lisse pour qu'd toute condition initiale
. . _
t .X)eT xX ,X étant un sous ensemble connexe de X ,
O &} Q Q

: . - c
toute fonction U (t) SEC et tout t e;TZ , ou T = [to ,oo)
o

corresponde une scolution X {t; t, ,XO) unique Wt < Tg.

On sailt que pour un tel systéme il existe une fonction
o ~ c . . .y
S L ) -— Y, dite {onction de thansition du

- c .
systéme, tolle que pour tout (tO . XO) e T X:x;o et toute fonction

C
L (e e
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t. x (to) - @ (e, s € * Xo g U[to, to_l) - Xo
2. x () = dese X Ur t}) Nt e T
o) 2

4. Si pour deux U’ et U, U' g Q¢ et U e & , Oon &

U’ = U

[to ’ t]] [to ? tll

alors

TN Uito,tl]) = Py oeE, U[to, tff

Le vecteur X(t) est dit &faf du systdéme & l'instant t et
dans le cas que nous étudions représente aussi sa sortie 3 l'instant
t.

Il faut souligner le fait que les deux fagons de décrire le

systéme, soit par l'8quation différentielle (I.1), soit par la relation

X (ese X)) = & ey, X, Ure o (1.2)

sont équivalentes. Autrement dit, chacune des fonctions F et @
contient toutes les informations nécessaires pour définir le comportement

du systéme.

Notons que dans notre &tude toutes les variables et fonctions
ne dépendent pas de facteurs al&atoires. Ainsi, compte tenu aussi des
propriétés de la fonction ‘? , les systémes gtudiés appartiennent 3 la

classe des systémes déterministes et non anticipatifs,
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Dans un premier temps, nous ncus préoccupercns plus
spécifiquement du probléme de la stabilité, c'est~a-dire que nous
considererons le systdme (T.1) avec une entrée (commande) U (t) donnée.

Moyennant quoi, la représentation adoptée par la suite sera

X() =F [ e,x ()], x (t) =X (1.3)

[s]
ou

X =dse, x) (1.4)

Enfin, tout au long de notre étude, 1'état X

o sera supposé &tre

un  état d'équilibre. Ceci est &quivalent i

F (ts O') = 0
ou a

& (c, t,» ) =0

C C
vto e T et t e T,

1.3.2. - Systemes dynamiques discrets

Parmi les systdmes dynamiques discrets, dans notre étude, nous

ne retiendrons que ceux qui sont décrits par une équation aux diffé&rences

du type

AX) =F[k,x(k), U (W] (1.5)
ou AX ) 2 X (k+ 1y - X(k) appartenant i Td.

La fonction F : Td x L x W est supposée continue ou
continue par morceaux par rapport 4 X et U pour tout k € Td, de

strte que pour toute condition initiale (k o XO) = Td X :ﬂb et
toute entrée U (i ) appartenant &2 1'ensemble 19 de suites bornées,

la solution X (x 3Kk 0 XO) de (I.5) existe et est unique pour tout

k etd ou 7l ={k kot 1 }
[&] 8] s}

Tout ce qui  est dit pour le systéme dynamique continu (I.1) se
transpose au cas du systéme dynamique discret (I.5). Ainsi, il existe une

fonction de transition

d d d
- k .
$ (k; o ,XO’U[I;O:R])’ P97 xxoxﬂ — G

qui a les mémes propriétés que dans le cas du systéme dynamique continu.
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Par la suite, nous ferons souvent appel & la description
équiyalente

(ks k » X)) = $ (x sk s XO,U[k ,k])du
(o]

systéme {(I.5)

" Dans le cas oli l'entrée U est nulle ou fonction
donné de 1'&tat X (k) et / ou de la variable de temps k

nous adopterons la notation &quivalente :

AX (k)

il

F (k, X (k)) ,X=% (k) (1.6)
ou

X (k)

$(k 5k, , X)

Q
Dans ce cas aussi, l'origine X = 0 sera supposée &tre un
&tat d'équilibre, ce qui est &quivalent & la relation

F(k, 0,0) = 0 F ke 18

1. 3.3 -~ Foumalisation unique adoptfe dans £e mimoire pour £es
systimes dynamiques continus ou discrets

Un nombre important de ré&sultats de notre &tude ont une
forme analogue pour les deux cas : syst&mes continus, systémes discrets.
I1 nous paraft donc naturel d'unifier la représentation de ces deux
classes. Pour cela nous adoptons le symbole D et le systéme dynami-

que prend la forme suivante :

Dx @ = Flv, @, U (@ | (1.7

Le symbole D représente 1'opérateur D ou A selon que
1'on s'intéresse d un systéme continu ou discret. D'une fagon analogue
la variable de temps & appartient 3 l'ensemble T¢ s'il s'agit d'un
systéme continu,ou & Td s'il s'agit d'un systéme discret. Nous

désignons par T 1'ensemble ordonné du temps : T € T.

Nous ferons aussi appel & la représentation du systéme (I.7)

par sa fonction de transitiom :

X (%33, X) = @(’&';f&;,xo,u[,c - (1.8)
o’
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Pour une classe importante de processus réels leurs
caractéristiques sont supposées invariantes dans le temps.

Par conséquent, les relations mathématiques qui décrivent leur
comportement ne changent pas avec le temps et 1'&quarion (1.7)

prend la forme suivante

DX ()

Frlx o , v (o] (1.9)

La fonction de transition de cette classe de systémes
dynamiques, dits 4ysflmes dynamiques {nvariants, posséde une
< s - . .
propriété supplémentaire : Pour tout couple ( ?%, ?;)GE TxT
et tout couple de commandes (U, U’) € §2 x S2 telles que
)
U(r) = u* (T+ 85 - 250) A el > &, > la relation

5 b .t ’ - .
DT+, ~G B Vg ge -2 T 20T Ko Uy o]
est vérifiée pour tout X € pe et T, T2 Ts

a o ’al

Si de plus 1le systéme (I.9) est £ibre, c'est-i-dire
U (") = 0, alors le systéme dynamique est dit aufenome , et

prend la forme suivante :

DX () = F[x()]

1.3.4 - Sysilmes Linterconneciiés

Une classe particulié&re des systémes dynamiques complexes
est celle des systémes inferconnectds qui, comme nous 1'avons dit
plus haut, sont composé&s par un certain nombre de sous systémes qui
réagissent entre eux. Cette décomposition en sous systémes peut &tre
inspirée soit par la nature mfme du systéme physique &tudié (p. ex.
régeay de production et de transfert de 1'énergie électrique) soit

par une étude mathématique en vue de simplification de 1'analyse.

Dans ce deuxiéme cas, le mode de décomposition adoptée
dépend de la méthode choisie pour 1'analyse. Nous adopterons deux
modes de décomposition. Le premier consiste 3 faire apparaitre
explicitement les Sous-systemes {40€és  c'est-a-dire lorsqu'ils

sont découplés et (es Lermes d'interconmnexion qui décrivent 1'action
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des autres sous systdmes sur chaque sous systéme isolé&. Dans cette classe

de systémes appartiennent les systémes complexes représentés sous la
forme suivante :

si: DX =F, [T, X, (&3] + ¢]%, X(2))] (I.10)
i=1, 2, ..., 8

h.
Dans (L.10), Xi e GNR \représente le vecteur d'état du

sous-systéme § de dimension n; ot RT =gr" x R™2 x..,. R"S

.

L1} H.

. i 1 .
La fonction F. =T x GNR™M —=R™  gscrit le comportement du sous-—

systéme Silorsqu'il est découplé, c'est-ad-dire lorsque Gi = 0 :
. . & t 3 -
La fonction Gi iT x % R Di représente 1'action des autres sous
systemes Sj sur le sous systéme S.. Nous n'excluons. pas le cas:oﬁ'Gi
dépend aussi de Xi ,» ce qui peut correspondre & une contre rd8action du

sous-systéme sur lui-méme.

Le deuxilme mode de décomposition consiste & mettre le systéme
sous unschéma hiérarchique oli chaque sous-systéme est découplé des sous-
systémes qui le suivent. Cette classe de systémes complexes est représen-

tée sous la forme suivante

Dx (v = F lwx ()]

(I.11)
Dx, (» = 1, [T.x, (2]
Dx (z) = 7, [T.% (B, % (T), ...k ()]

1.4 - LE PROBLEME DE LA STABILITE DES SYSTEMES DYNAMIQUES

Il existe de nombreuses définitions et concepts différents
concernant la stabilité&. Il n'est pas dans notre intention d'en faire ici
une liste exHaustive mais plutot de présenter les définitions et méthodes

qui nous seront utiles dans la suite du mémoire.

Tout d'abord disons que notre étude est restreinte & 1'étude des
propriétés de stabilité& d'un état d'équilibre qui sans perte de généralicé

sera l'origine.
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Dans une premi&re partie de cette section, mnous présentons les
différentes notions de stabilité auxquelles nous nous réfererons par la
suite. Puis dans une deuxiéme partie, nous nous proposons de rappeler les
principales méthodes d'étude de stabilité des systémes dynamiques non-
linéaires basées sur liutilisation d'une fonction scalaire définie positive ;

méthodes qui feront 1'objet d'un développement dans ce mémoire.

I1.4.] - Definitions nelatives aux propriétés de stabilité de P'dtat
d'éguilibie X = 0

Dans le cas général la notion de stabilité relative i un systame
dynamique est li8e A la topologie de l'espace ol ce systéme est défini.
Les notions de stabilité que nous allons adopter dans ce mémoire seront

liées 3 la norme, somme des valeurs absolues [x]‘+, XZ’ + ....+l X

_ T
L= LXI’XZ"" xn} » que nous désignerons par |[X ) (*).

1.4.1.a - Définitions de stabifité parn napport o toutes Les composantes
du veeteun d'état [307.

Déganition 1.1.

L'état d'équilibre X = O du systéme dynamique (I.10) est
dite. ‘

1.8table selon Lyapuncv  si pour tout nombre réel positif & et
tout T & T, il existe un nombre réel positif 5 ( 2%, £}, dépendant en

général de ?% et de £ , tel que l'inégalité || XOI\ < § implique que

n X(¢;s gb,XO) | < € pour tour ¥ € To.

2. Uncfomnement stable si le nombre J de la définition cisdessus

ne dépend pas de ?;O

3. Atthactif si pour tout Zi) € T 1il existe un nombre réel
positif 7 (C,) , dépendant en général de 2%, tel que de 1'in&galité

I X Il < 77 il suit que lim || X (T: T, X0 =0
% w00

(*) Tour au long de notre étude, s'il n'est pas indiqué autrement,

”-Hreprésentera la norme "somme des valeurs absoluesg".
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De maniére &quivalente :
Pour tout 7_eT il existe un nombre réel positif (¢,) tel que
pour tout nombre réel positif & il existe un %' (Z , &) tel que si
o

”XO” <M alors || X (7, s XO)H‘<Epour tout T ;’Gu %;, e T.

4, Uniformdment attractif si le nombre ™ de la défimition
ci-dessus ne dépend pas de ’50 et la convergence de || X(%; %’O,XO)\[

est uniforme par rapport a ?;0.

Ceci peut s'énoncer de la fagon suivante :

Il existe un nombre réel positif"v\ tel que pour tout nombre réel
positif £ 11 existe un 2'(e) eT tel que si || XO“ <
alors 11X (252, X)Il< ¥CeT et %%+ %, 7Zel.

5.Asymptotiquement stabfe  s'il est i la fois stable et
attractif.

6.Unifonmément asymptotiquement stable s'il est & la fois

uniformément stable et uniformément attractif.

?.Exponentietlement stable s'il existe trois nombres réels

positifs a, b et 7 tels que

x5z, »x)0 ga - hx0 - exp [-b (B-2))

pour tout Xo € DGO s X < 7 » G T et TeT_ .
8. Instable s'il n'est pas stable.

1.4.1.b - Péfinitions de stabilit? par happort d une partie des
composantes du vectewr d'etat [497 , [56].

L'objectif de ce mémoire est d'&tudier les propriétés de 1'équili-
bre X = 0 au sens des définitions données précédemment. Comme un
grand nombre de résultats qui seront &tablis par la suite sont basés sur une
analyse de la atfabilité partielle [49] d'un systéme auxiliaire dit
systéme de comparaison, il nous est donc apparu nécessaire de rappeler les

définitions de ces notions.

Soit un systéme dynamique décrit par 1'équation
Dz(zy =8 L& 2 ()] (I1.12)
ou H {3 ,0)=0.
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Supposons que le vecteur d'atat ze grY *s soit décomposé en
deux sous vecteurs Y € R? et W e RS , Z=1L YT s WT ] T et gsoit
. . _ ) L, 4 T . T T .
2 (%5 ,z) = LY (=; TaL) o, W (% T»2) ] la solution

générale de (I.12).

S1 1'on ne s'intéresse qu'au comportement de la composante W du
vecteur d'état, alers les définitions présentées dans I.4.la paraissent
trés restrictives. Pour cette raison ont &t& introduites les notions de

stabilit& partielle ou W - stabilité de 1'&tat d'équilibre Y = 0, W= 0.

Ainst, 1'&tat d"équilibre Y = 0 W = 0 de (I.12) est dite
W - stable sefon Lyapunov, si pour tout nombre réel positif & et tout
Q%) € T i1 existe un nombre réel positif 5(72%, & ), dépendant en
général de ?% et de € , tel que de 1'indgalité \\Zo\\ < 3 il suit que

Ww ¢ z; T ZO)]\ < & pour tout Tel, .

Cette définifition est tout a fait analogue & celle de 1a

stabilité selon Lyapunov donnée précédemment. D'une fagon analogue, en

remplacant XO par Z0 et X (7, ?% . XO) par W (¢, 26 , ZO) dans

les définitions correspondantes domnnédes dans I.4,la on obtient les
définitions des notions de W-stabilits undforme , W-attractivité ,

W - attractivité uniforme , W - stabilité asymptolique , W - stabifité
asymplotique uniforme et (0 ~ stabilité exponenticlle.

Comme il est souligné par Hahn /307, les notions de stabilit&
partielle sont particulidrement importantes pour les systémes dynamiques
(I.12) qui sont décomposables en deux sous—systémes du type

Pr(zm = F [ 2,1 (2)]

Dwin = n L2, v, v )

C'est justement ce cas qui nous intéressera dans 1'étude du systéme de

comparalison.
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1.4.2 - Définitions des domaines de stabilité

Nous présentons les définitions des concepts de domaine
de stabilité dans le cas général de la stabilité partielle. Ces
domaines que nous désignerons par R(Z) sont des sous-ensembles

connexes appartenant 3 R ° et Rz N {Og#: &,

Définition T1.1Z.

R.(2) est un domaine de W - attraction de 1'équilibre Z = 0
de (I.12) si pour tout nombre réel positif & et tout ’E‘o e T 1il existe

un 2’ (_Z’o ,E)eT tel que || W (%%, > ZO)“<E pour tout

Z0 = {R:(Z) et’t}?;' + 2—0.

Déginition 1.3.

R,(Z) est un domaine de W - atthaction uniforme de 1'€quilibre
Z = 0 de (I.12), si pour tout nombre ré&el positif £ il existe un

Z* (g) e Ttrel que | W (%7, ,2)0l <€ pour tout

Zoe?\(z) , T,eT et T 2T T .

Deginition 1.4

R. (z) est un domaine de W - stabilité asymptotique s'il est un
domaine de W — attraction et 1'équilibre Z = 0 est W - gtable selon

Lyapunov.

Deginition 1.5.

R(Z) est un domaine de W - Atab{lité asymplolique uniqorme
s'il est un domaine de W - attraction uniforme et 1'8quilibre est

uniformément W - stable.

La définition suivante relative i la borne des solutions du

systéme (I.12) est &troitement liée aux définitions ci~dessus.
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Définition 1.6

R (2) est un domaine des trafectodnes W - bornEes si pour tout
G & T et ZO =3 R, (2) il existe un nombre réel positif.g( ’CO,ZO)

[o]

tel que

supll W (e ;?%f ZO)\\ < 5(11”20) pour e

1.4.3 - Méthodes d'ztude de fa stabilit? des systimes dynamiques

Ici encore, il nous paraft difficile d'établir une classification
exhaustive des différentes méthodes d'analyse de stabilité des systémes
dynamiques non linéaires et on peut dire que, contrairement au cas des
systémes lin&aires, il n'existe pas d'approche systématique suffisamment
générale pour pouvoir englober toute &tude de stabilité dans le cas des
systémes non-lingaires. Les différentes méthodes obtenues se particularisent
non seulement en fonction de la notion de stabilitd retenue mais parfois,
et ceci est plus génant, en fonction de la forme mémedu systéme &tudié.
Néanmoins, essayant d'établir une classification, trois approches nous
paraissent se dégager du fait de leur relative généralité : 1'approche

fréquentielle, la méthode de linéarisation et les m&thodes du type Lyapunov.

L'approche fréquentielle initialisée dans le domaine des systémes
non lindaires par les travaux de Popov [52] fait 1'hypothése d'une classe
particuli&re de systémes : & non-lindéarité comprise dans un secteur avec
argument combinaison linéaire de 1'état. Elle s'intéresse a4 1'analyse de la
stabilité absolue, c'est-d-dire la stabilité de 1'état d'équilibre pour
toute variation de la non-linéaritd & 1'intérieur du secteur mentionné

ci-dessus, /327 , [397.

L'approche par lin&arisation qui est applicable lorsqu'il ne s'agit
pas de cas critiques, ne permet que d'étudier la stabilité locale d'un &tat

d'équilibre.



.27,

La deuxiZme méthode de Lyapunov est certainement celle qui a
soulevé le plus grand nombre de développements. Basée sur l'utilisation
de fonctions auxiliaires possédant certaines propriétés de positivité, on
peut dire qu'elle tendait & conclure sur la stabilité d'un &tat d'équilibre
par une étude des variations d'une distance généralisée entre cet état
d'équilibre et les états du systéme le long de ses trajectoires. Relative-
ment récemment, par les travaux de Corduneanu /157, il a &té montré que
cette méthode n'est qu'un cas particulier d'un principe plus général, dit
principe de comparaison. En régle générale, toutes les méthodes qui
cécoulent de cette approche sont basées sur la transformation du vecteur
d'état par une fonction ayant certaines propriétés de positivité

particuliéres.

Par la suite, dans une premi&re partie nous rappelons les
définitions. des fonctions scalaires définies positives. Puis, nous
présentons les trois méthodes de comparaison bas&es sur les travaux de
Lyapunov, de Corduneanu et de Hatvanyi [31]. Cette derniére méthode qui
généralise les deux premiéres, sera l'objet d'une extension que nous

développoné dans le chapitre II.

1.4.3.a - Fonctéions scalaines définies ou semi-dédinies positives

Nous rappelons ici les définitions des fonctions scalaires

définies ou semi-définies positives y ( 275, %), v : T x2X =R

+
x N { 0 } £ o0 qui sont i la base des méthodes de comparaison

que nous allons présenter dans les paragraphes suivants.

pEginition 1.7,

La fonction v (X), v: )G —= R_ est dite semi-défindie
positive dans L si v(7w, X ) > 0 pour tout (T, XNDeETx et
v(%o0) =6 ¥Ze T.

DEginition 1,8

La fonction v(X), v: X —»R+ est dite difinie positive
dans X5 , si v(0) =0 et V(X)) >0 ¥Xxe X —{0}-



.28,

Déginition 1.9.

La fonction v ( “%,X) , v: T x 00 —» R, est dite
définie positive dans G st v(B,0) =0 T eTet il existe une
fonction v*(x) , vils —*R, . définie positive dans X telle que

v (X)L v(E, X)) (T, X) eTx .

Autres définitions sont également nécessaires pour particulariser

certains types de stabilité

Définition 1.10

La fonction v{( % ,X) ,v : T x 0 —a R+ est dite admetinre une
borne supéricure ingindment petites, s'il existe une fonction v* (X)

v': X0 —» R da&finie positive et continue dans 02G ; telle que

v(iT, X) v’ (X).

+

/AN

Définition 1.11

La fonction Vv ( %, X) ,v : T x R —p R+ est dite
nadialement non boinée si pour tout nombre réel positif a il existe
un nombre réel positif b tel que H X H > b implique
v(i%, X)) ya N@erl.

1.4.3.b - La deuxidme méthode de Lyapunov

La méthode consiste i déterminer leg propriétés de stabilité de
1'état d'équilibre X =0 3 partir d'une étude du signe de "1'accrois-
sement" d'une fonction scalaire définie positive le long des trajectoires
du systéme étudié. Cette méthode &tablie initialement pour les systémes
dynamiques continus /[41] a &té étendue aussi dans le cas des systémes
discrets /297 , [33].

Soit une fonction v(t, X) , VO3 ¢ x G —» R, continue
et définie positive dans 3G . L' "accroissement™ D v (t, X)(I 13y de
la fonction v (t,X) le long des trajectoires du systéme dynamique continu

(I.3) est défini par

Dv(t, X)(I.3) = lim sup V[t h gt' };(t + Et)] -V [t, X (t)]
t

dt-—» 0
+
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Si la fonction vy (t, X) est dérivable par rapport &8 t et X
pour tout (t, X) € T¢ x %G, alors on obtient :

T

2 v (£,X) 2V (t, X)

D v(t,X) = ——l _ A - F (t, X
(1.3) 2t [ 2%

Pour le syétéme dynamique diseret (I.6) "l'accroissement"
AV(k,X)(I6)delafonction v{k,X), V=dem-—rR+

le long des trajectoires du systéme (I.6) est défini par :

AV (kL0 g VKL FCED+X] -V (k ,D

Représentons les systémes (I.3) et (1.6) sous leur formalisa-

tion unique :

2x (®» = F[T, X (B)] (1.13)

oll X = 0 est un état d'équilibre. Alors

Thécrnéme .~ 1.1.

S'il existe une fonction scalaire v : T x W - R_
définie positive dans un voisinage By (X) (“’*)de l'origine telle que
- v (3, X)(I.13) soit semi-définie positive dans B, (X) alors
1'8tat d'équilibre X = 0 du systéme (T.13) est stable selon

Lyapunov.

Théoneme 1.2.

S'i] existe une fonction scalaire v : T x o—= R, définie
positive et admettant une borne supérieure infiniment petite dans un
voisinage B & (X) de l'origine telle que - v (7%, X) (1.13) soit semi-
définie positive dans Bg(X)alors 1'état d'équilibre X=0 de (I.13) est
uniformément stable.

Thiondme 1.3

$'il existe une fonction scalaire v : T x 3G —= R_ définie

positive et admettant une Borne supérieure infiniment petite dans un
voisinage Bs (X) de l'origine, telle que -Pv (7 X (1.13) soit
définie positive dans B 4 (X), alors l'état d'équilibre X = 0 de (I.13)

est uniformément asymptotiquement stable.

( *) Par B (X) nous désignons un ensemble {X e R" = Izl ¢ }

oi o est un nombre réel positif.
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5i en plus, le systéme dynamique est défini dans T x RD » les

. e n
hypothé&ses ci-dessus sont vérifiges pour tout ( ¥, X) T x R
et la fonction v est radialement non bornée, alors 1'état
d'équilibre X = 0 de (I.13) est globalement uniformément

asymptotiquement stable.

Remarquons qu'une fonction v : T x G — R définie
positive dans JO représente la distance paramétrique cl,t (X, 0
entre le point X est 1'origine dans 1'espace R” muni de 1a

distance paramétrique [69] :
v{T, X + v (%, X si X #£X%*
d_(X,x) &
,a( )
0 st X =X’

Ainsi, d'aprés les théorémes de Lyapunov, on peut conclure
sur la stabilité seleon Lyapunov ou la stabilitéa asymptotique si on
peut trouver une distance paramétrique qui décroft au sens large ou
au sens strict le long des trajectoires du systéme (I.13), ce qui est
en général assez restrictif. Cet inconvénient a &té particulidrement

levé par

1.4.3.c - la méthode de Cornduneanu

Cette méthode tire son origine d'un théoréme de Cordunmeanu
[15] relatif a la stabilité des systémes dynamiques continus. Ici,
nous présentons cette méthode sous la forme d'un théoréme relatif &

la stabilité du systéme général (I.13).

Théongme 1.4.

Soit une fonction v(?:)X), v:TxX _, R, définie

positive dans Ji et vérifiant pour tout ( T, X e T x7Y, 1'inégalité

Dv (=, X <n [Lwsvie, 0] (I.14)
(I.13)

Soit aussi le systéme de comparaison

Dwcry = [ %, win)] (I.15)

associé i cette indgalité, pour lequel on suppose l'existence et
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1'unicité des solutions w(’n;zé,wo) pour toute condition initiale

(‘to,wo) eT x Bg(w)NR,_, que W = 0 est une solution d'équilibre :

h (2,0) = 0 et que dans le cas discret la fonction h(k,w)+ w soit

non décroissante par rapport a W.

a) S1i la solution d'équilibre = o0 du systéme de
comparaison (I.15) est stable selon Lyapunov (uniformément stable),
alors 1'état d'équilibre X = 0 de (I.13) est aussi stable
selon Lyapunov (uniformément stable si en plus v admet une borne

supérieure infiniment petite).

b) 8i la solution d'équilibre = 0 du systéme de
comparaison (I.14) est asymptotiquement stable {(uniformément
asymptotiquement stable) alors 1'état d'équilibre X = O de (I.13)
est aussl asymptotiquement stable (uniformémentaasymptotiquement

stable si en plus v admet une borne supérieure infiniment petite).

c) §'il existe deux nombres réels positifs 7 M,

tel que
WL v D < KN, M(TeTx X

et la solution d'équilibre w = 0 de (I.15) est exponentiellement

stable, alors la solution X =0 de (I.13) 1l'est aussi :

Les hypothéses de ce théoré&me n'exigent pas la monotonie
de Dv (%, X)(I.IB) puisque la fonction & ( 2 ,w ) peut
prendre de valeurs positives pour certains & . Toutefois, si la
fonction © est indépendante de % , alors b (w) doit &tre non
positive pour tout w appartenant 3 un voisinage BF(W)F\R+ de
w = 0, ce qui rejoint les conditions de la deuxi&me méthode de

Lyapunov.

1.4.3.d ~ La méthode de Hatvanui

Lorsqu'on applique la méthode de Corduneanu, on
s'apergoit qu'il n'est pas toujours facile de trouver une estimation
) [?7, v (?;,X)I de 1""accroissement" i)v(’C,X)(I'IB) qui ne dépende
pas explicitement de X. Ainsi, on est souvent amené Z faire des
majorations, ce qui peut conduire & des conditions de stabilité trés

restrictives.



.32,

La méthode que nous présentons par la suite est basée sur
un théoréme donné par Hatvanyi /317 relatif a la stabilité gelon
Lyapunov , aymptotique simple et uniforme deg systémes dynamiques
continus. L'importance de ce théorsme que nous donnons icli sous
une forme plus générale consiste au fait que la fonction h qui
majore 1'expression .bv'(’ZQX)(I.13) peut dépendre aussi de la
variable d'état X, ce qui donne la possibilité d'établir de
meilleures estimations de $Hv( T,X)

(I.13)°

Thécneme 1.5,

Soit une fonetion v{( %, X) , v : T x L R, , définie
positive dans JG et vérifiant pour tout (&,X)eT x 0

1'inégalité
DT (4 $h 0KV (2,10)] (1.16)
Soit aussi le systéme de comparaison

DY(Z)

F [2,Y(%) (T.17)

Dw(z) b [, Y(T),w( %)

associé a (I.13) et (I.16), pour lequel on suppose l'existence et
1'unicité des solutions Y(ft;f%,YO), w( Z:ig,Yo,wo) pour toute
condition initiale (EQ,YO,WO) & T xXx Baﬂw)(]R+ et que Y = 0O,

w = 0 est une solution d'équilibre de (I.17) : (T 0,0) =0.

De plus, pour le cas discret nous Supposons que la fonction

h(k,Y,w) + w est non décroissante par rapport i w.

a) 8i la solution d'équilibre Y = Q s W = 0 du systéme de
comparaison (I.17) est w-stable selon Lyapunov (uniformément
w-stable), alors 1'état d'équilibre X = O de (L.13) est stable selon
Lyapunov (uniformément stable si en plus v admet une borne supérieure

infiniment petite).

b) Si la solution d'équilibre Y=0, W=0 du systéme de
comparaison (I.17) est asymptotiquement w~stable (uniformément
asymtotiquement w-stable), alors 1'état d'&quilibre X=0 de (I.13)
est asymptotiquement stable (uniformément asymptotiquement stable

si en plus v admet une borne supérieure infiniment petite).
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¢) S'il existe deux nombres réels positifs Ogl,q?z

tels que

R € v X <y il (X)) ETX L

et la solution d'équilibre ¥ = 0, w = 0 de (I.17) est exponentiellement

w—stable alors l'état d'équilibre X = O de (1.13) est exponentiellement
stable.

Nous ne donnons pas ici les démonstrations de ces versions
générales des thBorémes de Corduneanu et de Hatvanyi, puisque ces

théorémes sont des corollaires des théorémes plus généraux que nous

allons &tablir dans le chapitre suivant.
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I11. 1 - INTRODUCTION

Le principe de comparaison est basé sur la transformation
du vecteur d'état du systéme dynamique &tudié par une fonction
vectorielle possédant certaines propriétés de positivité et sur les
théorémes de comparaison relatifs & une classe particuliére

d'inégalités différentielles ou aux différences.

Nous pouvons résumer la philosophie de la méthode dans le

cas de systémes continus comme suit :
Soit le systé&me dynamique
S : DX(t) = F [t,X(t)]]

oi XeR®, F : T x R"—»R® et F (t,0) =0.

Soit aussi une fonctiom V(t,X) , V : TR Ricontinue par
rapport dt,X telle que V(t,X) = 0 si et seulement si X=0,
Désignons par DV(t,X) (s) 1' "accroissement” de la fonction V le
long des trajectoires du systéme S, et supposons qu'il existe une

fonction H[t‘,‘Y,WJ s H : T x R" x RS—'RB,H(t,Y'-’,o)=o , telle que
DV(E,X) gy < B [6,X,V(,0 ]

S8i la fonction H posséde certaines propriétés de croissance

(propriété %) alors en considérant le systéme dynamique

DY (t) F oLt v(t)]

]

DW (t) B [t,Y(t), wt)]

dit systéme de comparaison, on peut 8tablir les inégalités
*
Vo(e) £ W (et Y LW )

avec

W
o]

Y
s} o]

E. 3
v (to)
X
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R . . . ca o .
o V7(t ) est une solution continue de 1'inégalité différentielle

DX(t) = F [t,X(t)]
® *
DV ()  H {t,X(t), v (t)]
Donc pour toute solution X(t;to,Xo) de § il suit que
v [t,x(t';to,xoﬂ IR SR

avec WOEV(tO,XO) et Yozxo.

Ainsi, par 1'utilisation de cette dernisre inégalité i1 est
rossible de conclure sur le comportement des solutions du systéme S,si
on connait le comportement du sous~vecteur W du vecteur d'état (¥,W)
du systéme de comparaison. On peut donc dire que le principe de
comparaison consiste 3 définir les propriétés de fonctions de trans-
formation V qui permettent de conclure sur la stabilité& de 1'aétat
d'équilibre X=0 de S par la stabilité partielle par rapport a W

de 1'état d'équilibre du systéme de comparaison.

Le présent chapitre consacré au développement de ce principe

de comparaison est composé de quatre paragraphes :

Dans un premier paragraphe nous donnons les définitions d'une
classe de fonctions vectorielles, dites de classe ¥, qui seront utilisées
comme fonctions de transformation en vue de la construction du systéme
de comparaison. Cette classe de fonctions englobe celle des fonctions

vectorielles a composantes définies ou semi-définies positives.

Dans un deuxi&me paragraphe nous exposons quelques théorémes
dits de comparaison, concernant les inégalités du type S% Nous donnons
des conditions nécessaires et suffisantes pour que les solutions d'inéga-
lité différentielle ou aux différences socient majorées par les solutions

du systéme de comparaison associé.

Le principe de comparaison mettant en &vidence le lieu sur les
propriétés de stabilité de 1'état d'&quilibre d'un systéme dynamique
et celles de son systéme associd est exposé dans un troisiéme

paragraphe.

Enfin, le quatriéme et dernier paragraphe de ce chapitre
concerne 1'établissement de critéres de stabilité pour les systémes

dynamiques particuliers que sont les systémes de comparaisom.
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11.2 - LES FONCTIONS DE CLASSE U ET LES FONCTIONS VECTORIELLES
DEFINIES POSTTIVES

C'est Lyapunov qui le premier a introduit 1'utilisation
de fonctions scalaires définies positives dans 1'étude des systémes
dynamiques continus. En 1957, définissant dans le cadre de la
deuxiéme méthode de Lyapunov la notion de stabilité partielle,

B.B. Rumiantsev [56/ a introduit l'usage de fonctions scalaires
définies positives par rapport & une partie des variables. Enfin,
c'est vers le dédbut des années 60 qu'en introduisant le concept de
fonction de Lyapunov vectorielle (le terme plus correct serait
fonction vectorielle définie positive [9/), R. Bellamn /57 et

V.M. Matrosov [42] apporteront une généralisation importante dans
1'utilisation de la deuxi&me méthode de Lyapunov pcur 1l'étude de la

stabilité de systémes dynamiques complexes.

Dans ce paragraphe, nous présentons les définitions d'une
classe de fonctions vectorielles plus générale que celle de fonction
vectorielles définies positives. Ces fonctions seront utilisées
comme fonctions de transformation du vecteur d'état de systémes

namiqu en vue ac i u st c i .
dynamiques vue de la construction d'un systéme de comparaison

Soit la fonction vectorielle V(%,X) , V : T x 3&-*RS
ot X est un sous ensemble conmexe de R entourant 1'origine.

Supposons que le vecteur X est décomposé en deux sous—vecteurs,

Yyer"1,zer®2 , n +n, =n ,X=[YT,ZTJT
Définition 1I.1.

La fonction V(%,X),V : T x RY _oR® est dite fonction de
classe ’(9‘2 dans X si V(%,0) = 0 %%l et il existe une fonction
scalaire v*(2), v’ : R"2 — RS+ définie positive dans R™2 , telle
que :

m§l1x (v:.L (7, XNz v* (2) N ('Z')X) e TxX.,

Si on remplace Z par X dans cette définition on otient la
notion de fonction de classe 15;. Dans le cas oil la fonction V ne

dépend pas de T on peut donner la définition suivante :
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Définition 11.7

La fonction V(X) , V :L-+R° est dire gonction de classe UX

dans 5 | si v(0) = 0 et max (vi(X))> 0
i

Exemple 11.17

a) Soit la fonetion vectorielle V(g,X), V : T x R4 ——-RB
définie par : x? . (l+8)_]X§ _ X2
3
V(X)) = {XB‘ (I1.1)
max (1,1, 1,1, 1)
Elle est une fonction de classe ’U" dans R4 car V('c M=0 et il
existe une fonction scalaire v* (X)“ max [x - x3,|x2],[x3| ’lXAl]

définie positive dans r{4 telle que

VOO Cmax G+ (1007 xd = w2, x| ma (xp) s J%4)51,])

b) Soit aussi la fonction vectorielle V(Z,X),V '.TXRZ{_,.R3

définie par

2 2
x] + X2 X
V(T,X) = x I _
3 (11.2)

max (‘X3| ,|x4|)

Elle n'est pas de classef{}/ mais est de classe U’ avec Z = [x],x3,x4]T
car V(ZT,0) = 0 et conSLderant la fonction scalalre

2 2 . e . ., 3 .,
v (Z) = [ : X ,|x3|,lx4[] qul est définie positive dans R® il

vient

v'(Z)gmax[x? +’Z”x§ - x§,|x3| ,max(|x3] ,].xal)]v(,‘t,X)eT X Rl‘.

Une sous-classe importante des fonctions vectorielles de

classe U’z est celle de 4onctions vectonieblos 7 - déginies positives,

Dépainition 171.3,

La fonction vectorielle V(zZ,X) , V:T xx-—oR?’ est dite
Z — définie positive dans X si elle est de classe ”J‘z et toutes ses

composantes sont non négatives pour tout (Z,X)eT x.X.
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D'aprés les définitiogs IT.1 - I1.3 on voit que si une
fonction V(%,X) ; V : T x W wR a5t de classe’U% dans JC, alors la
fonction vectorielle | V(T X) |$[|vl (%X, ... ,]v (%,X)} ]T est

8

définie positive. D'autre part si

V(GX) est de classe’Ué alors la fonction scalaire max [vi(ﬁnx)] est

Z-définie positive, mais l'inverse n'est pas vrai.

On peut noter une certaine redondance dans les fonctioms
(IT.1) et (II.2), car en effet si on leur supprime leur deuxiéme
. 2 . .
composante l x3|, les fonctions V(%,X), T x52_,R" qui en résultent

restent respectivement de classe’Uk et de classe @E. Dol la
Déginition 11,4,

La fonction vectorielle V(2,X) , V : Txﬁi_a.R? de classe
q}i dans X est dite surfective s'il n'existe pas d'indice i tel
que la fonction

V> (5X) & [vl (GX),eeovy _(BE) , v (’?;,X),...,vs(‘c',x)]T

soit de classe Q}i dans 3G,

Exemple 11.12
D'aprés cette définition la fonction vectorielle
V(zX), vV : T x R4___..R2 de classe %E, z =[x1,x3,x4 ]T, définie par :

2 oem? o 2
V(zX) = 1 2 3 (I1I.3)

max (|x3\,\x4‘)

est surjective. Au contraire la fonction V(%,X) définie par (II.2) n'est

pas surjective.

péginition 11.5

La fonction vectorielle V(Z,X) , V : T x Rn_+Rf_ s
Z - définie positive dans G est dite Aéguli@he. si elle peut s'éerire

sous la forme

T
VA(BX) =[ v (TY,2)), v, (TY,2,) ...,V (’G,Y,ZS)'_\



oii Zie;XJ\Rn2i , i =1,2,....,s et R"2 = R™22 x . ,x RS >
s

n

: i=1

2i

Bien évidemment, la régularité implique la surjectivité.
De plus, toute composante vi(z;Y,Zi) d'une fonction vectorielle
Z - définie positive dans G et régulidre est une fonction scalaire

Z, = définie positive dans LNRM x R™2i.

Exemple I1.3

Seit la fonction V(#,X), V : T x RS_J—-RE définie par

L+ (1+Z)']x‘f]x§

V(Z,X) = [%,] (II.4)

2 2
5 T %g

X

.. - - . o 5
Elle est Z - définie positive et réguliére dans R~ oi

Z = [xz, x3, x4,x5, jT

11.2.1 - Quelques prophiBiis des {onctions de classe T

Pour pouvoir déterminer le type de stabilité de 1'équilibre

du systéme étudié, les fonctions de classe 1? utilisées doivent parfois

posséder certaines propriétés supplementaires, D'abord celle de
l'existence d'une borne supérieure infiniment petite afin de définir

l'uniformité des résultats obtenus :
Déginition 11.6.

La fonction vectorielle V(%,X) s Vi T x 6 ._“;—RF est dite

admetitne une borne supiriewre Anginiment petite par rapport i Z

. . . . , n
s'il existe une fonction scalaire v (Z) , vi: R 2

>
- - - R+ '
Z-définie positive et continue telle que

max (v g v(@) ., Y& e TxX.

1
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Exemple 11.4

La fonction vectorielle (II.1) admet une borne supérieure
infiniment petite par rapport &2 X ; en effet, considérant la fonction

scalaire
. 2 2
vi(X) = max [7x1+ X, . x3‘,lx411
qui est définie positive dans R4 il vient

4
max (v (BX) ) g v, Y (BX e TxR -
i
Au contraire, les fonctions dé&finies en (I1.2) et (II.3)
n'admettent pas de borne supérieure infiniment petite ni par rapport

i X ni par rapport a Z

Pour pouvoir définir des propriétés de stabilité globale
il est parfois nécessaire que les fonctions de classe’Uz utilisées

possédent la propriété suivante

Definition 11.7.

n 3 . .
La fonction V(%,X)s V : T x R —eR™ est dite xadialement
non boanée par rapport 4 Z si pour tout nombre réel positif a il

existe un nombre réel positif b tel que

Nzlsb = m?X[vi(Z,X)]ﬂ YT er

Par exemple, la fonction V(Z,X) définie par (II.4) est
. . N T .
radialement non bornée par rapport a Z —[xz, Xq5 A’XS] ,ilals non

par rapport a X.

Considérant la classe des fonctions V(%,X) continues par
rapport 3 X certaines définitions précédentes peuvent s'interpréter

au moyen de fonctions dites de classe K /307 :

La fonction Q(r) ,‘NO:R.WLM..R.+ est dite de classe K si elle
est continue, définie positive est strictement croissante dans R,
Ainsi
a) La fonction V(G,X), Vv : T xJZ_,RR continue par rapport
4 X est de classe'ﬂé dans &, si V(T,0)=0 et il existe une fonction
qide classe K telle que

max v (G0]y Uz, ¥ (EHE Tx X (11.5)
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. 8 ,
b) La fonction V(Z,X) ; V : T x)6 —_wR continue par rapport
a2 X admet une borne sup&rieure infiniment petite dans 3 s'il existe

une fonetion Pde classe K telle que

max [lvi(t,xn] < Pzl F(oXeT x L (11.6)
1

¢} La fonction V(Z,X), V : T xJS,,RS continue par rapport 3
X est radialement non bornée s'il existe une fonction Y(r) de classe

K vérifiant (II.5) et telle que

1im Q(r) =0

|

I1.3 - LES THEQREMES DE COMPARAISON

Les théorémes donnés dans ce paragraphe sont applicables
d 1'étude de propriétés des solutions d'inégalités différentielles

du type
Px@) = FlEx )] (11.7a)

Pv@ <ulzx @, v@ | (11.7b)

oii la fonction H vérifie certaines conditions données ultérieurement.
Nous allons successivement traiter les cas ol ﬁ)représente 1'opérateur

de dérivation et 1'opérateur de différence.

11.3.1 - Inéqalitis différentiofles

Le but recherché est de ramener 1'étude de 1'inégalité

différentielle
DX(t) = F(t,X(t) (1I.8.a)
DV(t) < Hft,X(1), V(t)]‘ (I1.8.b)

a celle du systéme différentiel

DY (t)
DW(t)

Flt,Y(t)] (II.9.a)
H[t,Y(t), W(t)] (II.9.b)

Ii
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La fonction H : T° x ¥xu) —wR® est supposde continue par
rapport A tous ses arguments ; 96 est un socus—ensemble connexe de
RY et W= {w €R” 1 W < w<ﬁ}, W>0,-W >0 (™). La fonction H
satisfait des conditions garantissant 1'existence et 1l'unicité des
solutions Y(t) = Y,(t;tO,Yo) 3 W(t)=w(t;tOYO,WO) pour toute
condition initiale (tO,YO,Wojéi T x XL x2 et tout t >t pour laquelle
Y{t)E et W(t)el). Enfin, par solution de (II.8) nous entendoms
toute couple de fonctions X(t;to,XO) ; V(t;to,XO,Vo) continues par
rapport i t et vérifiant (I1.8) ¥t >

> t, pour lequel X(t)e X et
Vit) e 20.

Nous allons supposer que la fonction H posséde, en plus

des propriétés précédentes, la propriétéd suivante :

Propriéte €.

La fonction H(t,Y,W) ; H : Tx Y x?d_,RS est dite
posséder la propriété ¥ (aussi appelée 'croissance par rapport aux
variables hors diagonales, Habets et Peiffer /28] ) par rapport
a W, si V(W,W)eluxidtels que wo = W', et W <wl N G i,

J
alors :

by (6,%,W) ¢ by (6,Y,W)  ¥(t,9) e Tx G

Le th&oréme de comparaison. suivant tire son origine des

résultats établis par T. Wazewski [eaj

Théordme 11.1.

Les deux propositions suivantes sont &quivalentes:
a) La fonction H posséde la propriété W.par rapport i

W dans TC x Y x o

b) Si X =Y ,V, <V

alors % < W v W
Vit »X V) < Wese LY, 0)

( ™) Nous employons le symbole > pour désigner 1l'ordonnance partielle

. [ » . - »
des vecteurs: W WO &> Vi > Vi de la méme fagon WO >/WO<:;.w0i>w

¥

ol -
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pour tout (tO,YO,VO,WO)ELTC xLxWx ) et t ;;to tel que V(t) € 29

W(t) €2d et Y(t) € XL ol V(t; tO,XO,VO) est une solution de (IT.8)

avec conditions initiales (t ,X ,V ).
0’0’ o
Démonstnation

1) a=»b :La relation X(t ) = Y(t ) implique que
. _ . "o .
X(t,tO,XO) =Y (t,to,XO), d'ot il suit que (II.8) et (II.9)
satisfont les hypothéses du théoréme de Wazewski/687, donc a =b,

2) b=pa : Par 1'absurde. Supposons que b soit vrai, mais que pour un
triplet (tO,YO,WO)éE T xXx 20 et deux indices i,q,itq , il

existe un nombre réel positif & tel que

= ’ ] ] = ..
Woi T W o] jF# 9 j 1,2..,s

woq < W’OC‘ < w0q+ =

implique 1'inégalité

»
hi (to’Yo’wo) > hi (to’Yo’wo)
Dans ce cas, pour la solution W (t;tO,YO,Wé) de (II1.9.b) et la solution
particuliére ¥ (t;tO,YO,WO) = W(t;to,Yo,Wé) de (IT.8.b) avec econditions

intiales X = Y ot V =W on aurait
o 0 0 o

D [Wi(t;to,Yo,w ) - Vi(t;tO’XO’VO)] < 0

E=t
o]

cequi implique, compte-tenu de la continuité par rapport & t des
solutions de (I1.9) et de 1'hypothése que ¥ est ouvert, l'existence

d'un intervalle 3¢t = (to,t' + to) tel que
. ’
Wirt,to,Yo,WO] <vi(t,to,Xo,VO) Yte 3t

ce qui contredit les hypothéses de la proposition b.

Bien évidemment, ce théoréme donne Egalement une relation

entre les solutions du systéme (II.9), & savoir que s1
f

W& W)

0

alors

. - #
Wlese LY W) L W(EsE LY ,WA)
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'ﬁt:;to tel que Y(t)e3G et W(t)e <) . Cette remarque est
équivalente au fait que dans la fonction de tramsition du
systéme (I1.9) la partie correspondante au vecteur W et notée
@W(t;to,Yo,Wo) est crolssante par rapport & toutes les composantes
c
w . de W_po t LY e xH6x ettt tel
e W pour tout { o’ O,WO) T Hx e >t tel que

ol
r(t)eXer ¢ (r)ed

11.3 2 - Inlgalités aux dif4crencesd

Le théoréme de comparaison présenté ci-dessus est transpo-
sable moyennant de minimes modifications au cas discret d'inégalités
aux différences [9/. Il consistera donc & lier 1'étude des propriétés

des solutions de

AX(k) = F [k,X(k) ] (I1.12.a)

AV(k) £ H (k,X(k) , v(k)] (11.12.b)
a celles de

AY(k) = F [k,Y(k)] (1T.13.2)

AWCk) = B [k,Y(k)HCK) | (I1.13.b)

Nous supposons ici encore que la fonction H : Td xJSxLU_,RS est
continue par rapport i Y et W, les ensembles G et «? &tant définis dans
le sous—paragraphe précédent. Nébus supposons de plus que les conditions

initiales Vo’ wo appartiennent 3 un ensemble

w={weRs: wgqgﬁ}
O O —0 (o] o]

ofi ﬁ0>0, - W0, u) < 245, pour lequel

d
w<k0+ 1 kO,YO,WO) & pour tout (kO,YO) e T x L

Théondme I1.2.

Les deux propositions suivantes sont &quivalentes:
a) La fonction H (k ,Y,W) + W est croissante par rapport d toutes les
d xuhccﬁg
b) si X =Y et VW, ol (xo,vo,wo) elﬁxug xcdo, alors

composantes de W pour tout triplet (kY,W) & T

) . I.1
V(s k X V) < WCkik Y0 (11.14)
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pour tout k & 19 et k;>ko tel que X( k)eX , wk-l )G(J%:

V(k‘i)é;aé, V(k;ko,YO,VO) étant une solution de (IL.12)

Démonstnation
1) a=b : L'inégalité (II. 14) est vérifiée pour k = k . Supposons la
aussi vérifiée pour un instant k > k tel que Y(k) €L et

W( k)cw, v( kye e,

alors

V) calk,X (o, v )]+ v

<ulk,y (), w ] + Wk = Wikl

2) b=sa : La démonstration se fait comme précedemment par l'absurde.
Supposons qufil existe un triplet (k Y W )é;Td xLGx QJ tel que
pour un nombre réel positif Elsufflsamment petit et deux indices

i,q 1A¢xq les relations

w = y’, j+4q i=1,2...s

»
woq < woq < woq+ £
impliquerait 1'inégalité

L (k : ' . (k .
hl( o’Yo’wo) v i< hl ( o’Yo’wo) * Voi
Dans ce cas,pour la solution w(k;kO,YO,wo) de (IL1.13b) et la solution
s - . 'd = . = = ’
particulidre V(k,ko,ho,vo) W (k,ko,Yo,Wo) avec YO XO, VO wo de
(I1.12.b) il viendrait

» N k H] » .
Wi (ko +1) hl ( o’Yo’wo) M Yoi

< hi (ko’xo’wo) * Yoi vi(ko+])
ce qui contredit les hypothdses de la proposition b.

Si la fonction H satisfait les conditions énoncées dans la
pProposition a alors la partie %w de la fonction de transition du
systéme (II.13) et correspondant au vecteur W est croissante par
rapport i toutes les composantes w oi de Wo)pour tout triplet
(k Y W)ET x}ﬁxod etk sk  tels que Y(k)e 26 et w(k—l)eag.
Notons aussi que si 1a fonctlon H (W, Y,W) + W est croissante par
rapport & toutes les composantes de W alors la fonction H(k,Y,w)

posséde nécessairement la propriété H par rapport a W.
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11.4. - LE PRINCIPE DE COMPARAISON

Considérons le systéme

Dx @ = Flax@]| (I1.15)

Supposons qu'il existe une fonction vectorielle V {(z,X)
de classe ’l};{ et continue par rapport & X dans T x 5. Supposons
aussi l'existence d'une fonction H (&Y,W) satisfaisant aux

propriétés suivantes

1 H est dé&finie pour tout (2, Y,W)& T xLx oii ¢ et ¢ sont

n s .
des sous—ensembles connexes de R et R respectivement, entourant

l'origine.
2 - H possdde la propriété ¥ par rapport i W pour tout
(z,Y,We T xXxi) et dans le cas discret oi T = Tc1

H (k,Y,W) + W est non décroissante par rapport a W.

H (%Y,0) = 0 pour tout (T,Y)ET xL.

W
|

4 - H vérifie 1'inégalité

Dv [’r,x(’é‘)}(n-ls) < HBx@, v (r,x(a))]

pour tout (T,X)ET x L.

ol DV EZ)XQ;)JII 15) représente la dérivée ou différence totale
de V (‘z,X () le long des trajectoires de (II1.15)

Le systéme différentiel ou aux différences

DY @
Dw @

I

Flz,Y(2)] y
{5y (@), V@] (119

défini pour (T,Y,W) e T x X xUJ est appelé systime de comparaison
de (II.15). Supposons de plus que H satisfait aux conditions

suffisantes garantissant 1l'existence et l'unicité@ des solutions

Y (t;'to,Yo), W (t;‘%,Yo,WO) pour tout triplet (EO,YO,WO) eT xAxW
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et tout T pour lesquels (Y{7) W(T)) e xUJ. D'aprés
l'hypothése 3 , Y=0 W=0 est solution d'équilibre pour (II.16).
De plus, des hypothé&ses 2 et 4 et des théor@mes du paragraphe

précédent i1 vient que si

X =Y (I1.17a)
o] o
V(T ,X YLW (I1.17b)
0’0 o
alors
V[“G,X(ZEE:O,XO)] S W (& gLY W) (IL.18)
pour tout (TE,YO,WO)GZT x Lxo) et 7;;22 tel que

(Y(Z), W(Dex 1.

A partir des relatioms (II.17) et (II.18) nous montrerons
que 1'Etude des solutions de (II.15) dans un voisinage de la position
d'équilibre X = 0 peut se ramener & 1'étude du comportement par
rapport a4 W de la position d'équilibre Y=0, W=0 du systame de

comparaison dans T xleciz ou uj+=£ﬁﬂR+ .

Notons tout d'abord que pourtoute condition initiale

(?,:),Yo,wo)eT XUCXLQL il vient

W (T E,Y W) 20 N 2T, (I1.19)

La démonstration se fait aisément & partir des hypothéses
qui sont retenues pour la fonction H. Dans le cas continu, par
exemple, (LI.19) est vérifide parce que pour tout t et W(t)tels
que w. (t)=0 et L (£)2>0 ¥ji#i, du fait de la propriété % et
de H (%,Y,0)=0, il vient

Dw;(t) =he, (), we)]»0

-

Les théorémes qui suivent correspondent donc & 1'&tablissement

des propriétés de stabilité de (II.15) A partir de celles de (II.16).



.53,

Théordme 11.3,

§'11 existe une fonction V(%,X), V = T xX% _,R® de classe
’L}; dans &G et continue par rapport 4 X et une fonction H : T x.Iéxu}_,RS
possédant les propriétés | 3 4, alors la W - stabilité selon Lyapunowv
de la solution d'équilibre Y=0, W=0 du systéme de comparaison (IL.16)

dans T x](:{ xu._g implique la stabilité selon Lyapunov de 1'état d'’
d'équilibre X=0 de (II1.15).

Démons thation

De la W-stabilité selon Lyapunov de 1'&quilibre Y=0, W=0
de (II.16) il suit que pour tout E’>O et xeT il existe un
! |
5’(ZB,5 } >0 tel que

Py v |l <3'= nax [wi(‘c*;g,‘ro,woﬂ@: o,

C'est-ad-dire, reprenant les relations (II.17.2) et (II.17.b)

1'implication précéddente devient :
Nx 4+lv (%,Xo)ll@'ﬁ;fm?x [Vi[’é',x(?;’g,xo)]}é MeeT — (11.20)

D'autre part, du fait de l'hypothése de continuité de v &X) par
]
rapport & X, il suit qu'il existe un 5’('&61 % ) >0 tel que
1
x l<d=x [+ 0v (g, x )l < (I1.21)

Enfin, V(%,X) étant de classe ’U’; dans X, il existe une fonction

‘-Pde classe K telle que

% x|l £ max [vi ('a',x)]

donc

max(v, (G0)]<Es X @550 <€ (11.22)

1

- ] .. . .
cuf=* : (¢ ). Ainsi, des relations (II1.20) - (II.22) il suit que
pour tout ’EOGT et €0 11 existe ung(’q‘),%) >0 tel que
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Iz I<dslx X)) <€ ¥ eeT, (11.23)
c-q.f.d.

Si de plus, la fonction V(&,X) admet une borne supérieure
infiniment petite et la solution d'équilibre ¥=0, W=0 de (II.16) est
uniformément W-stable alors les nombres 3° et & ne dépendent pas

de /?a;, d'ol le théoréme

Théondme 171.4

§'il existe une fonction V (X)), VT x’.)G_,.RS de classe
@; dans X, continue par rapport 4 X et admettant une borne supérieure
infiniment petite et une fonction H : T xLxu) __5R® possédant des
propriétés | & 4,alors la W-stabilité uniforme de la solution
d'équilibre Y=0, W=0 du systéme de comparaison (I1.16) dans
T xXx«,_ implique la stabilité uniforme d'état d'équilibre X=0 de
(II.15).

Les deux théorémes suivants concernent la propriété

d'attractivité de 1'état d'équilibre X=0 de (I1.15)

Théontme 11.5

S'il existe deux fonctions V (%,X) et H (%,Y,W) possédant
les propriétés énoncées au théoréme I1.3,alors la W-attractivité
dans T X:EXLLQ_F de la solution d'équilibre Y=0, W=0 du systéme de
comparaison implique 1'attractivité de 1'&tat d'équilibre X=0 de

(II.15).
Démonstration

Par hypoth&se pour tout ’EOET il existe un nombre réel
PP, - | . .
p051t1f5(‘t,;) tel que pour tout 6'70‘(E=(P (€)),1l existe
un 2’ ('%,E,’ )T tel que

WY I+ WW ey = m?X(Vi[’(‘,’,X (@, 7,X )< Yy g+

C'est-a-dire, d'aprés (II.17.a) et (II.17.b)
I+ v (2.x )cE :m?x (vi [t,x('t,to,xo)])<a’

\iz‘ég +T?
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La démonstration se poursuit de fagon identique & celle du théoréme

(II.3). Donc avec les mémes notations et définitions des (II.20) et
(I1.22) il vient :

Ix ll<¥=slx Bz x)l<e ¥ Ty +¢
c.qg.£.d.

L3 encore, si la fonction V (%,X) admet une borne
supérieure infiniment petite et si la W-attractivité de la solution
d'équilibre Y=0, W=0 du systdme de comparaison (II.16) est uniforme,

alors les nombres z’,3", 5 ne dépendent pas de Q%, d'od :

Théongme 11.6

Les fonctions V et H vérifiant les propriétés &noncées
au théoréme I1I.4, alors,si la solution d'équilibre Y¥=0, W=0 du
systéme de comparaison (II.16) est uniformément W-attractive dans
T xiixiﬁ; , 1'état d'équilibre X=0 de (II.15) est uniformément

attractive.

A partir des théorémes précédents il est possible d'énoncer

un théordme concernant la stabilité asymptotique.

Théoneme 11.7

g'il existe une fonction V(23;X) ; V : T xJqu.RS de classe
1& et continue par rapport & X, (et admettant une borne supérieure
infiniment petite) et une fonction H (&Y, W), H : T xLxw _»R°
possédant les propriét&s 1 a 4, alors la W-stabilité asymptotique
(w-stabilité& asymptotique uniforme) de la solution d'&quilibre
Y=0, W=0 du systéme de comparaison (II.16) dans T x:ﬁX(17+ , implique
la stabilité asymptotique (stabilité asymptotique uniforme) de 1'é&tat
d'équilibre X=0 de (II.15).
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Théondme 11.§

§'il existe une fonction V (LX) , V : T xZﬁ_.Rs

de classe CZ vérifiant les inégalités

m%x[vi (z;xi];:?ﬁ]\XH (I1.24)

v @i, x| (11.25)

/ql,ﬁb €tant de nombres réels positifs, et une fonction H (2,Y,W)
H: T xLxW—wg® possédant des propriétés | a4 4 alors la
W-stabilité exponentielle de la solution d'équilibre Y=0, W=0 du
systéme de comparaison (II.16) dans T x¥Ux LCL implique la

stabilité exponentielle de 1'état d'équilibre X=0 du systéme (II.15),.

Démonstrhation
La solution d'équilibre Y=0, W=0 du systéme de comparaison
(II.16) &tant exponentiellement W-stable dans T x]lxcLi, il existe

trois nombres réels positifs 5’,m‘f% tels que si

Yl <y
alors

| w @32, Y W0« (Y | +)W ) Yexpl ~{5(€a15)] (II.26)

pour tout ’éo eT et T ETO

D'aprés (IL.24) il suit que

I R I N b o P R SRS &
pour tout G & T. Donc pour tout xeXa [ x +'Q2)“l§" et

€ eT il existe un Woe us tel que || X \\ + \\wo N< J* et

[V (gx ) =W on vl 21,

des (I1.26) et (IL.!1) il suit que
max [vi[?:,X (T3 255X ] go{nxonﬂ\v (’cg,xo)l\]] exp| A7)
1

Volseens ]Vs\jT. Par conséquent,

et de (IL.24) - (II.25)

hx @57 ,x )i <1 Lo (e NN exp - @],

-1
pour tout l]XO[|<5; BBGET et?:eTo, §/= (1 +?2) 0 » c.q.E.d
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Remarque

Les théorémes (TIL.3) - (11.8) peuvent &tre considérés

comme des extensions de travaux antérieurs:

1) Si la variable X n'apparait pas explicitement dans le deuxiéme
membre de 1'inégalité de la propriété 4 sur H, c'est-d-dire

81 on peut &tablir une inégalité du type

DV (T, X (B < H [T,V(T ,X(@)

(I1.16) [ ] (11.27)
alors le systéme de comparaison (II.16) prend la forme

DY () = FlwY @]

Vw @ = °H[nv @]

c'est~3-dire une forme faisant intervenir deux systémes découplés.

Le systéme de comparaison se ré&duit en fait a :

NDw @ = H[?;,w (fz.-)]

Cette approche est celle de Matreosov [42] -[15].
En général, on peut dire que pour arriver i un tel systéme de
comparaison on est amené & effectuer des majorations plus fortes
que celles nécessaires & 1'8tablissement d'un systéme de comparaison

du type (II.16).

2) Dans le cas oli 1la fonction V est scalaire, on retrouve la méthode

de Halvanyi.

3) Enfin, si la fonction V est scalaire et la variable X n'apparafit
pas explicitement dans le deuxiéme membre de 1'inégalité (IIL.27) ,

alors on retrouve la méthode de Corduneanu.

17.5 - CONDITIONS DE STABILITE D -SYSTEME DE COMPARAISON

Tout 1'intérét de systdme de comparaison de type (IT.16)
réside dans la possibilité que nous aurons & énoncer pour de tels
systémes des conditions de stabilité relativement simples et pratiques,

C'est 1l'objet du paragraphe qui vient.
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Nous avons vu dans les théorémes (I1.3) 3 (II1.8) que pour
conclure sur la stabilité de 1'état d'équilibre X=0 de (II.15), il
suffit d'étudier le comportement du systéme de comparaison dans le
"quadrant" positif de R® ; c'est—d-dire dans T x R" x Rf. Ainsi,
sans perte de généralité nous supposons par la suite que le

systéme de comparaison

DY @ = Flay @]
Pw (@ = u{w Y@, W]

est défini dans T x R" x Ri - Les problémes qui se posent lorsque

le systdme de comparaison n'est défini que pcour (Y,W) appartenant
& un sous-ensemble de R" xf{f ; problémes qui sont liés 3
l'estimation des domaines de stabilité du systdme é&tudié (II.]S)I

seront traités dans le Chapitre III.

Notons que les conditions de stabilité que nous allons
€tablir dans ce paragraphe sont des extensions des conditions
analogues obtenues dans [9/ pour les systémes de comparaison non

linéaires de type de Matrozov.

11.5.]1 - Systames de comparalison continus

Par la suite, nous nous référons au systéme de

comparaison continu
DY (t) = FLt,Y (£)] (1I.28a)
DW (t) = H [t,Y(t),W (t)] (1I.28b)

défini dans 1% yx g% x g%
+

Nous présentons d'abord un th&oréme relatif 3 1'existence
|2

d'une borne des solutions de ce systéme.
¥y

Théordme 11.9

. . - 5 . r
5'il existe un vecteur W € R+ 4 composantes positives

tel que _
H (t,Y,W) L0 (T1.29)

pour tout (t,¥) T x R" alors le domaine
Raw = fewmer” x &%, :w g'ﬁ’}
est un domaine de trajectoires uniformément W-bornées et

W (t;tO,YO,wO) < W
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C

]

pour tout tO € 7", (YO’WO)(iﬂ{(Y,w) et teT
Démons Tration

Si (Yo,w )élﬁ%v(Y,W), alors Oéﬂﬂ)é W donc d'aprés le
(o]
théoréme II.1 11 suit que
0 . - . IR
SW (bge WY W ) LW (65e LY W)
n c

pour tout (to,Yo)éiTC X R et t&;TO. I1 suffit donc de montrer

que -
W (t;tO,YO,W) LW

pour tout (tO,YO)E}Tc x R" et t e_TZ . Or cette inégalité est
Ces s c
vérifiée parce que pour tout t Q'Tb tel que

W, (t,to,Y M) = W,

; et wj (t;tO,YO,W)gﬁr. i#£L 3=1, ,...s,

]
de (IT.29) il vient :

Dw, (e36 Y, W) = b, [t,Y (630 .Y ), W (t3 €YW) ]

< hi[t,Y (t5t_,Y.), W ]

£0

11.5.1a - Conditions de stabilité asymptotique undforme

Théonéme 11.10

S'il existe deux fonctions L{r), L :[O,E “’Ri
T étant un nombre réel positif, et Yit,Y,r),¥: ¢ x " x lo,f]d,Ri

telles que

1. Toutes les composantes 1i(r) i=},2,...8 de L(r) sont
continues, dérivables et strictement croissantes dans [o,i] et

L (0) = 0.
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2. Toutes les composantes '\Pi (t,Y,r), i=1,2,...,s de
VY sont définies positives par rapport & r dans

T x R" x \__O,E:l et vérifiant

H[t,Y,L(r)jg “WY(e,t,) (I1.30)
pour tout (t,Y,rYe TS x R™ x [0,7:],
alors
Roy,w = {(Y,W)ERD x R, + WgL() }
est un domaine de W-stabilité asymptotique uniforme pour la solution

d'équilibre Y = 0 , W = 0 de (II.28).
Démonstration

D'aprés les hypothéses faites sur la fonction L chaque
. . ~ -1
composante 1i admet une fonction inverse, notée 1i s elle

méme continue et strictement croissante

1;] : [o,li(f):l ,-[o,}].

Soit la fonction scalaire v*(VY,W)jv"‘;(.RJ(X,W)..[o,f—]

v LW (11 o - max [1;‘ {wi)] (1I.31)

Cette fonction est W-définie positive. Soit qj j=1,2,...,m m<s

-1

les indices pour lesquels v*(Y,W) = 1q (Wq ). Alors pour tout

teT® et Y e R™ il vient ] J
[a17) )
Dv*(Y,W) (11.28) £ max -4 9 hy (6,7,W) ] (1I.32
9; dw ] -1
aj a1 )
D'aprés les hypothéses sur L (r) les dérivés 4j q].
d w
q.
J

existent pour ngi sli(f) et sont positives. De plus, puisque H
£ a . . -1
poss&de la propriété € et du fait de la croissance de li et 11'.

par rapport d leurs arguments, il vient

by (6,Y,W)= hq'(t,Y, (1, (1;] Wy)seens 1 (1'1 W )) 11‘)
j i
: -1
<hy (£,7,L [1q_ CAR
j i j

pour J = 1,2,...,m.
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Ainsi, puisque r= 1 (w ) gr de (I1.32) et (IL.30) il suit

3 43
que
) SICARE ,
DvT(Y,W) (11.28)1\._111&1{ ( 3 3 R wqﬁ[tﬂ&(r)})
q:
1 dw
43
donc —Dv (Y’w)(II.ZS) est W-définle positive dans

1€ xﬁi(Y,W) et par conséquent [49/ la solution Y=0, W=0 de (11.28)

est uniformément asymptotiquement W~stable. De plus, puisque
S _
Rt = L@ er] v W F

il suit queﬁR{Y,W) est un domaine de W-stabilité asymptotique
uniforme de la solution d'8quilibre Y=0, W=0 de (TI1.28).
De ce théoréme découle naturellement le corollaire

sulvant

Conolbaine 11.1
Si les fonctioms L (r) et W{(t,Y,r) du théoréme (II.10)

s : s
sont définies pour tout refo,oe) , L : R, =R/

KP: ¢ x R" x Rs¥—aRi et lim li (v} =s0 , alors la solution

ro—e o

d'équilibre Y = 0, W=0 de (IL.28) est globalement uniformément

asymptotiquement W-stable.

Les conditions données dans le théoreme (IT.10) de par leur
généralité semblent relativement ardues a satisfaire. Le corollaire

suivant en est une version plus simple

Corollaine 11.7

. . -- g .o
g'il existe um vecteur WéiR+ a composantes positives et
; 3 C n o= .

une fonectiom W (t,¥,r), ¥ : T x R =x Lo,r_} a composantes

P . N C n s T
définies positives par rapport a v dans T X R X {_o,r]verlflant

B (6,Y,r g ~ % (6,Y,7) (T1.33)

pour tout (t,Y,r)e€ ™ x R" x [o,fi], alors le domaine

R (v, W ={(Y,W)€ R xRS rWE W}

est un domaine de Westabilité asymptotique uniforme de la solution

Y = 0, W=0 de (II.28). Si de plus, les hypothéses du corollaire sont
vérifiées pour tout Fe{b,uﬁ alors la solution d'équilibre

¥Y=0 W=0 de (I1.28) est globalement uniformément asymptotiquement
W-stable.
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La démonstration s'effectue de la méme manidre que
pour le théoréme (II.10) avec L (r) = rﬁ, et la fonetion scalaire

v¥(Y,W) n'est alors autre que la fonction de type Rosenbrock /557 :

= Yi
v (Y,W)gmaxé—_—) .
i W.

1

I171.5.1b - Conditions de stabilité exponentielle

Théonéme 1I.11

v . - s . -
S'11 existe un vecteur W&R 3 composantes os1tives
. p P

et un nombre réel positif /5, vérifiant

H (t,Y,r-ﬁ) - rﬁﬁ
pour tout (t,Y,r)&TC x R'x [o,f],f €tant un nombre réel positif,
alors

&(Y,W) = {(YSW)GRH X RS+ : ngﬁ }

est un domaine de W-stabilité exponentielle de la solution d'équilibre

Y=0, W=0 de (IIL.28).

Demonstrhation
La fonction
» N Yy
v (Y ,W) = max ( )

W.
L 1

et W-définie positive dans Q(Y,W) et vérifie 1'inégalité

wl W
- | L) LLANS (I1.34)
hw i min v':ri
i
Soit q i=1,2,...,m m s les indices pour lequels
W
1j
vYL,W) =
w
43
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Il vient alors

Dv (Y, W)

(11.18) & = by (E’Y’WD>

q s q- J

La fonction H possdde la propriété TG, De plus

wﬂ.j = V*(Y,W)iﬂl_ = 1,2,.. .,m
]
w., < v WL i+ q, i=1,2,...8
1 1 1
donc 1
> - * iy
Y, W) W
Dv (Y,W)(II-28)5; max ( — . hq. L t,Y,v (Y,W) } )
q. W J
J q,
1
Or,

V;(Y,W)ng', ce qui implique d'aprés les hypothdses

Dv (Y, W)

VYL WD) ?qq )
e i
q.

h|
< - & v (Y,W)

(11.28) € — (

Par consé&quent

VY@L ] ¢ VW) s exp [ =3 (et ) )

et d'aprés \\ﬁﬂi
N cese il ¢ ——— QW - e = Bleme )]
vy
1

pour tout (YO,WO) & ?{(Y,W), toe ™ et teETS, c.q-f.d.

111.5.2 - Systeémes de comparaison discrets

Comme dans le cas du systéme de comparaison continu ici

aussi nous nous référons au systéme de comparalson.

ANY (ky= FlLk,Y0)] (11.352)
Dw ) = H k.Y GY (11.35h)
que nous supposons défini dans Td x R x Ri
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Théonéme T11.12

. . - s . .o
S'il existe un vecteur W & R, 3 composantes ositives,
+ p b

tel que _
i (k,Y,W) £0 (I1.36)

pour tout (k,Y)< Td X Rn, alors

KoY, W) ={(Y,W)eRn X Rf P WL W}
est un domaine de trajectoires uniformément W-bornées et
(s kLY W) W

d

pour tout ko =/ (Yo,wo)e@,(Y,W) et k& Td

o
Démonstration

D'aprés le théoreme IT.2, il suffit de montrer que

Wk ,Y W) g W

n d d . .o .
pour tout YOQR ’ koc;. T et kETO. Cette inégalité est vraie pour
k = ko. Supposons qu'elle soit violée pour la premiére fois 3 un

certain instant k’}ko et pour un indice i, ¢! £s

W, (k ;kO,YO,W) >W]._ (I1.37)

Alors, compte-tenu de (II.36)et de 1'hypothése que H(k,Y,W)+W est
non décroissante par rapport a W, il vient
Wy (k* kLY L) - hi[k’—-l,Y(k‘—I;ko,Yo),w(k'-l;ko,Yo,W)] s (k" =13k LY W)

’_ r_1. w -
< hiLk LY (K*=15k Y ) i |+ W

< wi

ce qui contredit 1'hypothdse (II.37).

I11.5.2a - Conditions de stabilite asumptolique uniforme

Théondme 171.13

. . . - s - _
§'il existe deux fonctions L(r), L :[o,r] —=R_ ,r &tant

un nombre réel positif et Ll)(}l(,Y,r),‘LI): ¥ x R" x [o,?r:l—oRf

possédant les propriétés
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1 , Toutes les composantes 1i(r) i=1,2,...,s de L(1)

sont continues et strictement croisgsantes dans

[o,f] et L{o) = 0.

2 . Toutes les composantes "_LJ)(R,Y,r) i=1,2,...,s de S
i

sont définies positives par rappert & r dans

Td x R™ x Lo,f]

et vérifiant .

nle,Y,L(] ¢ -WeY,0) (11.38)
pour tout (k,Y,r)€T x R" x [,O’i] , alors le domaine

Ro(Y,W) ={(Y,w)eR“ xR 1 WL (i)}

est un domaine de W-stabilité asymptotique uniforme pour la solution

d'équilibre Y=0, W=0 de systéme de comparaison (IL.35).
Démons thation

Comme dans la démonstration du théoréme II,10, d&signons
par 1:1 (Wi)’ 1;1: [o,l(f)]_fto,'f] i=1,2,...,5 les fonctions
inverses des li (r) 1i=1,2,...,s.D'aprés les hypothéses du
théoréme, ces fonctions existent et elles sont continues et
strictement croissantes.

Soit la fonction scalaire v (Y,W) ,v*: rR" x Rf_ __..[o,f]
définie par

v (Y,W) = max {1;] (wi)]

Cette fonction est W-définie positive dans RAY, W) et vérifie
i'inégalité
WL VY, W ] (T1.39)

Désignons par Av™ [Y(k),w(k)](ll 35) la différence totale de la
fonction v (Y,W) selon le systéme (IL.35). Alors

= -1 =1
AV Y00 ] gy g5ymmax (1 [wi(km];-m?x (1 v ()
=m.s_1x<1;1[hi (k,Y(k), W(k))+wi (k)]> -
1

- max (1? IWJ (k)])

3
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Ainsi, puisque H(k,Y,W)+W est non décroissante par rapport a W,

de (II.39) il suit
B [ (k) , 1 (k)] Lmax (1;] [hi(k,Y(k) L VY (k) ,W(k))])+
(T1.35) i
+ 1 [V ,W(kn]) - R ) ,WK)
et d'aprés (II.38)

WY, W] zmax (17 -9 (Y00 v H (2 00 WGOD+
(I1.35) 1

+ 1i[v“(Y(k) ,W(k))]) - III[H [ Ve ) ,W(k))l]

-1 . . e s
parce que 1i (wi) sont strictement crolssantes et y&(k,Y,r) définies
positives par rapport & r. Le deuxidme membre de cette inégalité est
une fonction W-définie négative, d'oi la W- stabilité asymptotique

uniforme de 1'&quilibre Y=0, W=0. De plus, puisque
n s s —
R, (Y, W) =i(Y,W)€R x R+ v (LW ¢ 1—}

g{(Y,W) est un domaine de W stabilité asymptotique uniforme de la

solution d'équilibre Y=0, W=0.

11.5.2b -~ Conditions de stabilitd exponentielle
Théordme 11.14

. . g - P
5'il existe wun vecteur W€£R+ 4 composantes positives et

un nombre réel positiffb,()<ﬂ<ﬂ vérifiant

B (k,Y,r-W) < -r BW (I1.40)
pour tout (k,Y,r)E’Id x R” x[b,f] » T &tant un nombre réel positif,
alors

n s e
G, (v, w) ={(Y,W)€R x R, : W(T w}

est un domaine de W-stabilité exponentielle de la solution
d'équilibre Y=0, W=0 de {I1.35)
Démonstration

Soit la fonction v™(Y,W), v*: rR" x Rf—-R+ définie par

W,
v (Y, W) = max(r=i7—>
i

qui est W-définie positive dans@t(Y,W) et vérifie les inégalités

Itwll gv“(Y,w)( W w i (IT.41
LW min w
i i




67,

et

W gv*(Y,w) W (11.42)

On a alors
w. (k+1) w. (k)
AV [Y(k) ,W(k)i\ =max (—i———-—-—ﬁ—-> - max (ﬁ-——}——-——-—)
- ° w

(LI.35) 3 W, i j

by (¥ (0 W) v ()
S —— RIS
. _

1

i

De (I1.42) et des hypothéses sur H il suit

h (1, G,y 00 weo i [rao wao ) w;
AG‘(Y(k),W(k))(II'35)\‘m§x ( ) -
1

W
1

- ;[Y(k) ,W(k)l
Enfin, puisque vY(k) ,W(k)lé ., de (II.40) il suit

A0, W] (g a5 <8V [0 W)

ou

\?[Y(kﬂ),wckﬂ)] & U=p) G‘[Y(k),W(k)]
Donc

vlr ) ,W(k)] < (]*ﬁ)k_ko v [YO,W()]

Si on pose

*_ 1ln !
& —

alors

lrao W] ¢ V(L) e | - ﬁ*(k—ko)]
et d'aprés (IT.41)

W |

min w.
N 1
i

| Wlksk Y00l ¢

[lwoll exp[}weﬁ(k-Ko)]

c.q.f.d.
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IT.5.3. - Applications

Nous proposons maintenant quelques applications des
critéres de stabilité de 1'équilibre Y=0, W=0 des systémes de
comparaison que nous avons &tablis dans les paragraphes précédents.
Nous montrerons que pour quelques types de systémes de comparaison

ces crit&res prennent une forme algébrique simple.

I1. 5. 3a - Systeme de comparaison Lindaire Lnvariant

Supposons que l'utilisation d'une fonction vectorielle de

classe ’U; conduise 3 un systéme de comparaison du type

Duie) = AW(D (I1.43)

oli la matrice carrée A = [ a_j] constante d'ordre s x 5 a tous
1]

ses éléments hors diagonaux non-négatifs. Pour le cas discret,

nous supposons de plus que les &léments diagonaux a;. vérifient

les inégalités =1 < aii<'0'

D'aprés les théordmes (II.11) et (II.14), la solution
d'équilibre W=0 de (II.43) est exponentiellement stable s'il

. = s . ‘s
existe un vecteur W € R, & composantes positives tel que

AWCLO

Or, d'aprés la théorie de M matrices cette condition est
Bquivalente aux conditions de Sevastianov - Kotelyanski /[16/
a a
a,, <0, det 1 12150, ... (=% det &> 0 (I1.44)
21 %22

11.5. 3b - Systéme de comparaison du Lype de Lurd'e

L'utilisation d'une fonction vectorielle définie positive

V(Z,X) conduit dans certains cas & une indgalité de la forme suivante :

DV [”G,X(’e‘)](w.e) < AVEZ,x@ ] + 3O (e V[ %,X(e)]) (I1.45)
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-
[}

[aijl est une matrice carrée d'ordre sxs

o
1]

[bij] est une matrice d'ordre sxm

[Cijl est une matrice d'ordre mxs

. T m m
La fonction B8(7) =[9] (zL),...,Qm(zm)] , B: RI__,R" est
supposée appartenir soitd la classe
- —_— . m
®1={9- . <§’i i= 1,2,..,m ¥z e R }

soit & la classe
g. (z.)
i
®,= { & Yzex® 13e RT=—1—_<;¢J

- T
i E=[l§l’ }‘32,. . fm] est un vecteur dont les composantes sont
des nombres réels positifs.

Pour qu'une inégalité de la forme (II.45) conduise 3 un
systéme de comparaison pour tout GE—@l ou O¢€ @2 il est
nécessaire que les &l&ments hors diagonaux de la matrice A sont

non-négatifs et que la fonction

aAw+Balcw)
possé&de la propriété J6 .
Par la suite nous supposerons que les fonctions & sont

non-décroissantes et que le couple des matrices (B, C) appartient

4 une des trois classes suivantes :

Premiére classe :

b.. > 0 1=1,2,44.,s i =1,2,...,m

> 0 i=1,2,...,m i =1,2,0..,8
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Deuxigme classe :

bii 2 0 i=1,2,...,m
bij = 0 i#]
Cij > 0 1 # ]

Troisiéme classe =

b.. c.. 30 i3
= 0 i

Sous les hypothé&ses ci-dessus le systdme de comparaison prend

la forme suivante

DWW = AW(D + B OECW (I11.46)

Ce systéme de comparaison a été initialement &tudié par
Lj. Gruji¢ /25 qui a proposé comme conditions de stabilité le
critére fréquenciel de Popov. Nous proposons ici d'autres
critéres plus simples basés sur les résultats obtenus dans les

paragraphes précédents.

Considérons d'aberd le cas oli tous les &léments de la
matrice B sont non-négatifs et la fonction € appartient i la
classe @].

Théoreme 11.15

§'il existe un vecteur W aR_'S_ d composantes positives tel

que AW+BEW <o (I1.47)

-—

T = diag( fl,E,...,;f-;)
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et ﬁ= [63 ...,WS]T avec

s
A —
W, = max (0, ;ga cij Wj)

alors 1'état d'&quilibre W=0 de (I1.46) est globalement
exponentiellement stable pour tout § &€ C%f

Démonstrnation

Désignons par W_ =[:w01,...,w0m'] le vecteur défini
par

CW = W

o}

Puisque la fonction & est supposée non-décroissante,

alors pour tout r € [o,oo) et i=1,2,..,8 nous obtenons

s
Qi (E_l cjj T wj) = Qi (7 ;)
< max (Qi(rﬁoi)‘o)
< H; (o))

De plus, puisque rﬁi > 0, de (II.47) il suit que

1

Ainsi
—_— — — ~ —
ATW + BO (CtW) £ AtW + BEr.W < -2 W
pour tout r e{:o,ao Y , avec
wi
2= min ( e )
i W,
1

oi W= AW+ BIW , W= [w?,...,w; ]T, et d'aprés les Théorémes
II.11 et 1II.14 la solution d'équilibre W=0 de (IV 45) est

globalement exponentiellement stable.
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La condition de stabilité (IV.47) donnée dans ce théorame

prend une forme particuli&re pour chacunedes trois classes de couples
(B.C)

Dans ce cas ol tous les éléments des matrices B et C sont

non—négatifs on obtient
N —_
W = CW
et la condition de stabilité exponentielle de 1'&quilibre W=0 de

(IV.23) prend la forme

(A+BICW L0 (IV.48)

Puisque la matrice A + BIC a tous ses &ldments hors diagonaux non-
" . - — s . ‘s

négatifs, 1'existence d'un vecteur W € R, a composantes positives

vérifiant (IV.48) est garantie par les conditions de Sé&vastianov -

Kotelyanski.

Deuxieme classre

Pour cette classe de systdmes de comparaison nous donnons

deux conditions simplifiées

1. Si la matrice A+ BIC" oi ("= [c_,] avec
1]

Cij = max (o,cij)

satisfait aux conditions de Sévastianov-Kotelyanski, alors la solution
d'équilibre W=0 de (IL.46) est globalement exponentiellement stable

, . . = s
pour tout fonction B€& 61, parce qu'il existe un vecteur W < R, a

composantes positives tel que

rAW + B-O(rCW) rAW + B -8 (i

4N

rAW + rBE CW

~ N

8]

pour tout r € (o, o°).
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Thoisiime classe

$i 1a matrice
A+ BEC
ol

~ ™ - . . *> .
oi B = [bij] avec bij = b.lj i#j, b, =max [o, \bii\ Slgn(ciibii)]’

satisfait aux conditions de Sevastianov-Kotelyanski alors la

solution d'équilibre W=0 de (IL.46) est globalement exponentiel-

lement stable pour tout @€ Gﬂ.

Considérons maintenant le cas ol la fonection =

appartient a C)Z:

Si le couple (B,C) appartient & la deuxiéme classe,
alors 1'existence d'un vecteur ﬁ_e.Ri i composantes positives
tel que

AW <0

=\

CW (O

garantie la stabilité exponentielle globale de la solution
d'équilibre W=0 de (II.47). En effet, sous ces conditions pour
toute fonction & appartenant & 592, le vecteur W vérifie
1'inégalité

FAW+ BO(CH) < T AWKLO

pour tout 1T € [o,==2).

11.6 - CONCLUSIONS

Nous avons apporté dans ce chapitre un certain nombre
de résultats concernant d'ume part 1'établissement d'un systéme
de comparaison de type nouveau et d'autre part 1'énoncé de
conditions de stabilité partielle pour une classe particuliére de
systémes dynamiques qui peuvent &tre considérés comme systémes

de comparaison.
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Pour conclure ce chapitre, il nous parait utile de

faire les remarques suivantes

1. De part la construction du systéme de comparaison
si l'origine Y=0, W=0 est stable par rapport & W, alors elle
est aussi stable par rapport 3 toutes les compOSantes[IT,wT] T.
L'avantage de 1'établissement d'un tel systéme de comparaison
réside dans le fait que, vu sa forme particulidre, 1'étude de
la stabilité partielle par rapport 3 W est, en général, moins
ardue qu'une analyse directe du systéme initial. Notons aussi
qu'on peut envisager l'établissement de méthodes d'analyse de
stabilité qui donnent des conditions de stabilité moins dures
que celles développées dans (II.15). De plus, il faut sculigner
que la possibilité de faire apparaftre explicitement la
variable X dans la fonection HD{,X,V(?,Xﬂ peut conduire 3 des
majorations moins dures que celles faites dans les travaux
antérieurs (systéme de comparaison du type de Matrozov) et donc

4 une meilleure estimation de 1'accroissement ‘V(z,X)(S).

2. Les résultats obtenus sur la stabilité par rapport
d toutes les composantes du vecteur d'état X du systéme E&tudié
se transpose directement dans le cas od l'on s'intéresse a la

eqs . - . T
stabilité par rapport i une partie Z = [xq . xq ] s
1 m

l_éqm_/:n » m{n de ses composantes. Pour cela, il suffit de
choisir une fonction vectorielle V('z,X) de classe QDZ pour

établir le systéme de comparaison.
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T11.]1 - INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme de
1'estimation du domaine de stabilité asymptotique ou exponentielle
de 1'8quilibre des systémes complexes & 1'aide du systéme de
comparaison. Ce probl&me qui dans le cas non linéaire revét
effectivement une importance de tout premier plan,se pose
aussi dans le cas de systdmesde comparaison linéaire &

coefficients constants.

Dans un premier paragraphe, nous rappelons briévement
les conditions suffisantes pour 1'établissement des propriétés
de stabilité globale. Pour cela, il est nécessaire que les
relations qui conduisent 4 1'&tablissement du systéme de
comparaison soient vérifiées dans tout l'espace d'é&tat du

syst&me complexe &tudié.

Le probléme de 1'estimation des domaines des propriétés
de stabilité locale est abordé dans le deuxiéme paragraphe.

Ce probléme nous l'envisagerons dans deux cas.

Dans le premier cas, le systéme de comparaison peut
&tre considéré comme tel dans tout 1l'espace d'état, mais il ne
posséde qu'un domaine de stabilité borné. Il s'agit &videmment

d'un systéme de comparaison non-linéaire.
P

Dans le deuxi&me cag, le syst&me de comparaison ne
peut &tre considéré comme tel que dans un sous—ensemble de son
espace d'état, dit ensemble de validité de son espace d'état.

I1 faut donc déterminer 1'emsemble des états initiaux du systéme
de comparaison pour lesquels les trajectoires ne sortent pas de

-

1'intersection des ensembles de validité et de stabilité.

Ce dernier probléme a &té pour la premiére fois
abordé par S.Weissenberger [70] dans le cas des systémes lingaires
continus. Ce méme probléme a été aussi traité dans [10/ et les
résultats ont 8té étendus au cas des systémes discrets [117. Les
résultats présentés dans ce chapitre peuvent &tre considérés
comme une extension de ceux obtenus dans [9] pour le cas général

des systémes de comparaison non linéaires.
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L'estimation de domaines de stabilité asymptotique ou
exponentielle consite i 1la recherche de domaines d'attraction,
puisque les qualificatifs asymptotique et exponentielle
dépendent soit des propriétés de stabilité, selon Lyapuncv, de
1'8quilibre soit du comportement transitoire des trajectoires.
Ainsi, par 1a suite, le terme stabilitd sera employé indifférem-
ment pour désigner soit la stabilitéa asymptotique scit la

stabilité& exponentielle.
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111.2 - STABILITE GLUBALE

Soit le systéme dynamique

DX (B) = F[’Z’,X(’c)] (I11.1)

défini pour tout(%,X}eT x R™. Le choix d'une fonction

V(t,X), V : T x RP_,RS de classe ﬂi permet d'&tablir 1'inégalité

DV [E% @] qpy.y<H @XE 5 VEX @) (I1I.2)

que nous supposons vérifige pour tout (X} T x R" s

n s s L . . R
H:TxR xR _,R &tant une fonction possédant la proprité

36 . Le systéme de comparaison s'établit donc comme suit

Y ()
HW ()

Flz,¥ ()] (II1.3a)

1]

[, Y (@), W @) (LI1.3b)

Si la solution d'équilibre Y=0, W=0 de (IL.3) est
asymptotiquement w-stable (exponentiellement w—stable)
dans un domaine R" XQ%(W) s R € R® tel que
pour tout (#,Y)&T x R” i1 existe un W'e @l(w) qui

vérifie 1l'inégalité

V (5,Y) « W (111.4)

alors 1'état d'équilibre X=0 de (IIL.1} est
globalement asymptotiquement stable {exponentiellement

stable).
En effet, de (ILIL.2) il suit que

V[T;X(T;ZO,XO)] < W (T32,Y W) (II1.5)

pour tout (T ,X)eTan ,ZeT , avec X =Y et W =7V (& ,X).
o Q o o o (o] 8] o]

De plus, il existe un W' & R, (W) tel que V(?%,Xo) = WOQ;W'

doncg

W(ET LY W)W (G LY L) yTe I

et de (IIL.5) et de 1'hypothdse que V(%,X) est de classe'ﬁg il
vient

0 < lin  max (v [%X@%,x)]) < lim || ¥ (z37,,Y W)l =0

ZL’W | — T
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d'oit

Lin || X(Z37,X )0 = 0

—- oD

pour tout (’Eb,XO)ELT X Rn.

Le cas le plus socuvent rencontré dans les applications
et celui ol la fonction V utilisée est définie positive et
radialement non bornée. Dans ce cas, pour qu'on puisse conclure
sur la stabilité globale de 1'équilibre X = 0 de (IIL.1) il

faut quefR(W) = Rf. Nous illustrons cela dans 1l'exemple suivant
Exemple 111.1

Soit le systéme

~ ) ~ 2 2.1/2
x, T3+ 2VT %y b oxgxg - 3 ox (x] 4+ x))
2 2.1/2
5 X, _ 3x2 + 29V2. Xy * XoXg = 3 X, (xl + xz) (I1I.6)
2 2 1/2
X — .
3 4x3 4x3|x3| + (3+x3)(x1 + xz)

ou
2 2
ViR = ] xg
0On obtient alors
2
-3 4 v - 3yl + Vi Yy
DV (111.6) € "
2
3 -4 v, - 4v2 v, v,
pour tout XeERn, d'ol le systdme de comparaison
-3 4 -3w? 4
¥ LTS T
D) = H@W) = + (I111.7)
2
3 4 v, —4w2 + Wy W,

On peut remarquer que 1'approximation lin&aire ne permet

de conclure ni sur la stabilité de (III.6) ni sur celle de (III.7).
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_ 4 T
Cependant si W =[——— ;1 , alors
3 -
4r2 7
re|0,ee
H{(rW) £ - ¥ [ )
2
— r
3 _

donc, d'apré@s le corollaire II.2 la solution d'équilibre W=0 du
systéme de comparaison (III.7) est globalement uniformément
asymptotiquement stable dans R2+ . Par conséquent, puisque la
fonction V(X) prend ses valeurs dans Rz et admet une borne
supérieure infiniment petite, il suit que 1'&tat d'équilibre

¥=0 de (III.6) est aussi globalement uniformément asymptotiquement
stable.

I11.3 - STABILITE LOCALE

I1 y a deux cas oG on ne peut pas conclure sur la
stabilité globale de 1'&quilibre X=0 de (III.l) par une étude de
son sjstéme de comparaison (IIT.3). Dans le premier, l'inégalité
(IIL.2) est vérifiée pour tout (2, X)eT x Rn, mais le systéme de
comparaison n'est W-stable que dans un domaine R, (Y,w). Il peut
alors exister des couples (Z,X)e T x R" tels que Y(Y,W) € R, (X,W
les relations

Y = X

W o= ¥V {T,X)

ne peuvent €tre vérifiées.
Dans le deuxiéme cas, 1'inégalité (IT1.2) n'est vérifiée
que pour X appartemant i ?{x) ou @%(x) est un sous-ensemble au sens

. n 1 - =
strict de R . Nous allons considérer séparément ces deux cas.

111.3.1 - Systeme de comparaison défind dans tout £'espace d'état

Supposons que l'inégalité (IL1L.2) soit vérifiée pour tout
(T, X)ET x RY et que 1'équilibre Y=0, W=0 du systéme de cotmparai-

. I . .
son solt w-stable dansﬂﬁ(Y,w)CfoR.Nous pouvons distinguer deux cas.
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Le domaine de w—stabilité‘R(Y,W) peut se mettre sous
la forme R® xﬁi(W) ou ?L(W)C:RS. C'est le cas ofi 1a fonction
H de 1'inégalité (IL.2) ne dépend pas explicitement de X. C'est
également le cas lorsque le domaine de W-stabilité du systéme

. P n N
de comparaison se présente sous la forme R xﬁe(W) oii

R, (W) ={W6Ri : Wgt}}

comme les domaines é&tablis dans le Chapitre II.

alors :

R = {xc—:Rn t (YTeT I WeRM): V(T,X) gw;}

est un domaine de stabilité de 1'dtat d'équilibre X=0 de (IIT.1).

La démonstration de cette propriété est analogue a celle

donnée pour la stabilité globale.

Deuxidme cas

Supposons maintenant que le domaine de W-stabilité
R (Y,W) de 1'équilibre ¥=0, W=0 de (III.3) ne peut pas se mettre
sous la forme R" x R(W), il s'agit donc du cas oii la fonction

H 'dépend explicitement de X.
Ici aussi on peut affirmer que le domaine
RE = {x cr" : (¥Zer 3(Y,w) e R(Y,W) : X=Y et v (r,X)gw}

est un domaine de stabilité de 1l'état d'équilibre X=0 de (III.1).

Ces estimations du domaine de stabilité de 1'étar
d'équilibre X=0 de (III.1) sont bas@es sur 1'estimation du domaine
de W-stabilité de 1'équilibre Y=0, W=0 du systéme de comparaison
(III.3), ces derniers domaines pouvant E&tre établis par l'utilisa-
tion de méthodes différentes que celles présentées dans le

chapitre précédent.

Toutefois, dans certains cas on peut &tablir une estimation
du domaine de stabilité de 1'&tat d'équilibre X=0 de (III.!) par la
construction d'une fonction de Lyapunov du type de Rosenbrock/55/.
Nous allons montrer cela dans le cas de la stabilité asymptotique
uniforme d'un systdme continu ; les autres cas &tant analogues vu
les démonstrations des théorémes sur les conditions de stabilité de

comparaison que nous avons présentées dans le Chapitre IT,
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Thégniéme II17.1

vs . - s . o
S'1i1 existe un vecteur W E‘Rs 4 composantes positives

tel que
H (t:X’rﬁ) é —k{)(tixir)

pour tout t&€T , ré[o,?] ,f>0 et XER(X) ol

Rox) = { XeR" ¢ V (t,X) <FW VteT}

les composantes de la fonction W (t,X,r), ¥ : T xR (X) x [o’f]
étant définies positives par rapport & r dans [o,¥| et la
fonction H possédant la propriété 3 dans T x Rx)x, Ri, alors
R(X) est un domaine de stabilité& asymptotique uniforme de 1'état

d'équilibre X = 0 de (ILI.1).

Démonstration

Choisissons la fonction

v™ (t,X) = max Vi (t,%) (I11.8)
i w.
1
comme fonction de Lyapunov pour le systéme (III.I)
Désignons par qj ,» 3 =1,2,...,m m(s les indices pour legquels
- v (t,X)
VXY = 9 (I1T.8)
W
q,
]
alors v, (t,X) ¢ Qi, v o(t,X) i=1,2,...,s i%cH

Denc

1
DV (6, X(0) ) gp, gy € max (% Yay [ ex®] 1.0y )

et de (I11.2)

DV*E:,X(t)] ar.y < mcalx (? hqj [t,X(t),V(t,X(t))])
] 43
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De (III.8) et compte-tenu de 1'hypothése sur H, il suit que

W

] qJ

. * _ d .
et puisque v [t,X]e [o,rl pour tout (t,X)eT x%R.(X) on obrient

1
DV*E:,X(t)}(IIL])g max(m 'hq .[t,X(t) )\?[t,X(t)-]Lwﬁ)
q. J

I —
D v"[_t,x (t)J(III.l) < m:;;(-— —%—;’Y’q‘j (t,X(t), xfr“[t,X(t)]W)
]

donc Dv° [t,X(t)] (T1I.1) est définie négative dans R.(X)

De plus,puisque

RXD ={x : XeR" , v™ (¢£,X) gfr}

&(X) est un domaine de stabilité asymptotique uniforme de 1'&quilibre
X=0 de (III1.1)

Exemple 111.7
Soit le systéme dynamique discret AX(k) = F T_k,X(k)]

x, (k)] [-0,9  0,2sin(k) 0,58[X (k)] x, (k)
Al %) |s]-0,25 - 0,26(x®)] | . | %, (1T1.9)
2, L0 0,58k cos (k) 0,8 x4 (&)

oi X = [X.i ,XZ,XB]T

-
Le clioix de la fonction vectorielle V(X)) = [v ,v2,v3]
1

ol vi(x) = \xi! conduit au systéme de comparaison
AY ) = F[k,Y()]
AW (&) = B[Y0W
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H &tant la matrice carrée d'ordre n x n définie par
P

- 0,9 0,2 0,5lef{r o] | |
. 0,25 -1 0,2]e{r ]|
0 0,58 (k]| -0,8

]

Vu la forme de la matrice H, il est &vident que si
. . = _ .3 .
pour un YoéER il existe un vecteur W<£R+ 4 composantes positives

tel que

HE)WLO

alors cette inégalité est aussi vérifiée pour tout

Ye5R3 : IG(Y)\ < {Q(YO)]. L'existence d'un tel vecteur est
garantie par les conditions de Sevastyanov Kotelyanski [16/. Om
obtient alors }Q(Y)iéIQ(YO)[ = 2,1

Soit Woe_Ri le vecteur propre de la matrice H (YO)
correspondant 3 la plus grande valeur propre. Ce vecteur est &

composantes strictement positives et vérifie 1'inégalité
H (Y 0
( 0) WO<

Si donc o{ est le plus grand nombre réel positif pour

lequel

VOO <XW 216012,

alors

H (X ={XER3 : 1xi\§xwoi i=l,2,3}

est un domaine de stabilité expomentielle de 1'état d'équilibre

X =0 de (II1.9).

111.3.2 - Systeme de comparaison dégind dans un sous-ensemble de
£'espace d'état

Dans les applications du principe de comparaison, souvent
ot L.y
1'inégalité (III.2) n'est vérifiée gque pour )(G?ﬁ%(x),ﬁa(x) étant

. n
un sous—ensemble au sens stric de R .,
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' ,
C'est le cas par exemple lorsque nous imposons d'avance la forme de

la fonction H. [Q] [ﬁQ] [gif [3;[

Dans ces cas le systéme (III.3) ne peut &8tre considéré comme
systéme de comparaison de (III.l) que pour YER™(X), sans
toutefols pouvoir affirmer quefRRX) est un domaine de stabilité

de 1'équilibre X=0.

Supposons que l'état d'équilibre Y=0,W=0 du systdme de
comparaison soit W-stable alorsﬁl(Y,w). Le domaine de stabilité
qu'on peut &tablir par une &tude du systéme de' comparalison ne peut

donc &tre qu'un sous— ensemble de

Rx) = {xe@f‘(x) NTeT A(Y,WeR(y, W) & X=Y,V(%,X)¢ w)}

On peut conclure que R(X) est un domaine de stabilitéd de 1'équilibre

N
X=0 de (III.1) si pour tout (ZQXO)ELT x R(X) il suit que

X(2; %, +%,) R VZer, .

Par la suite nous allons considérer ce probléme dans
le cas le plus souvent rencontrée dans les applications:
c'est-3-dire lorsque la fonction vectorielle V(7%,X) utilisée
pour construire le systéme de comparaison est définie positive

n - . - . sy e,
dans R, ce qul nous conduit & &tudier la stabilité du

- . n ]
systéme de comparaison dans R x R+.

111.3.2a - Systéme de comparaison non Lindainre

Nous avons vu dans le chapitre précé&dent qu'une propriété
importante du systéme de comparaison est que si WO S:Wé
alors
. - !
WETHY W) < WEg,Y W)
. 8
pour tout (Zg,Yo)é_T x R" et 7:€5T0. De plus, si Wo & R, alors

. : n e
W (’E,’?,”O,YO,WO)>/O pour tout (?O,YO)ET X R et CTO.

Une conséquence immédiate de ces propri&tés est que si
(YO,W(;)E,Rn X RS+ appartient au domaine de W-stabilité& de
1'équilibre Y=0, W=0 de (III.3), alors tout couple

(Yo,wo)éiRn x R + : woégwé appartient aussi a4 ce domaine.
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Ainsl, par la suite nous supposons que nous connaissons des
estimations du domaine de W-stabilité de 1'équilibre Y=0, W=0

du systéme de comparaison du type R(Y) xR.(W) ol

Ru(W) ={WERf : wgwog

N s N A
ou WO =1 R+ est un vecteur a composantes positives. Nous n'excluons
pas le cas oll certaines des composantes LAY i=1,2,...,s8 de ce
vecteur sont infinies ce qui signifie que l'ensemble R(w) peut
8tre défini par
R(W) =SLW6RS+ : wq_\<woq. j =l,2,...,m}
J ]
ol woq sont les composantes de WO d valeurs finies.
De la méme fagon, nous supposons que le domaineR'(X)

oli 1'inégalité (III.2) est vérifide, est donné par
R0 ={X€Rn POVEXILY, &?;ET}

ol certaines des composantes voj du vecteur V0 peuvent Etre
infinies.
o L ¥ * > *T -
Désignons par WS le vgcteur W= W]’w2""’w31 ol
* . L .
w.=min (woi,voi), i=1,2,...,8. Sans perte de généralité nous
supposons par la suite que les q premi&res composantes
W.*‘
1
L]

. . e s . T
wi*, 1=g+l,...,s sont infinies. 8i donc nous posons W¥=[y1,...,w;]

y 1=1,2,...,q9 ¢q ¢8 sont finies et les s-q composantes

1
alors le plus grand domaine qu' on puisse établir pour une é&tude

du systéme de comparaison est donné par
— - *
Rmax(x) _ix : XeR(y), VATX) W) \’rzeT}

Lo T . . )
od Vl—[V],Vz,...,Vq] . Toutef01s,ﬁ%max(x) n'est un domaine de
stabilité de 1'équilibre X=0 de (TII.1) que si pour tout

ES
(F,X)eT xR (X)), X(@3%,% )e RIX) pour tout Tert,.
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Th2ondme 111.7

' - . T _ef =T-Y .~ q g—q
5’11 existe un vecteur W = [W], szou w] = R+,W2C—.R
ﬁ] gw;* d composantes positives, tel que
1{%x,u (g0 (II1.11)
pour tout (ZX)&T XR(X) ol
Rx ={X€Rn PV (TE) W V"CQT} (ITI.12)

alors R(X) est un domaine de stabilité de 1'&tat d'équilibre X=0
de (III.l).

Pemonstration

I1 suffit de montrer que pour tout (‘2,;,}(0) eTx R

il suit que

v [”G,X(c;*%,xo)] <V, ¥TerT, (III.13)
et

lin V(%X (ziz ,X =0 (III.14)

0?0
T oo
E
parce que dans ce cas X ('Z;’aa,Xo)e R V’IETO et lim x(?;;a,a,xo)= 0.
'E--’OD

Des (III.11) ; (II1.12) et des hypoth&ses sur la fonction H,
pour tout (’G;,YO)QT X'R»(X) il suit que
V(g Y W <W NTeT
et puisque (YO,E)E'R(Y) x R(W), on obtient
lim W (Z;2°,Y_ ,W) =0
0’ o
G e 0o

Ainsi, si (,X)€T x R (X) alors V(g ,X ) WWV, -

Donc

0gV [”g;x(z';go,xo)] W (TN WLV wrel

avec Y0=XO; D'ol les relations (III.13) et (II1.14).
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p—

r',

. x
3

De ce thé&oréme il suit naturellement le corollaire
suivant qui donne une condition pour que‘RhaX(X) soit un

domaine de stabilité de 1'état d'équilibre X=0 de (III.1)}.

Corollaine 111.1
Si 1'inégalitée
hd i T T
Hy @5 [W) W, <o
e 5-q -
est vérifiée pour tout (E,X,WZ)G;T x @%max(x) x R, ol

T . oo
H = .
1 [hl""’hq ! alors(R:aX(X) est un domaine de stabilité
de L'état d'équilibre X=0 de (III.1).

-

I11.3.2.b - Systeme de comparaison Lindaire & coefficients constants

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment les
résultats du paragraphe précédent se transposent dans le cas ol le

systéme de comparaison est du type

DW(Y) = AW ) (III.15)

A &tant une matrice carrée 3 coefficients constants. Cela nous
permettra d'étendre ces résultats en tenant compte des particularités

de tels systémes.

Afin de faciliter la présentation nous partitionnons la

matrice A comme suit

ou les matrices Ayys A s Ay, Ay, sont de dimensions q x q,
gx (s-q), (s-q)xq et (s—q) respectivement. Nous désignons aussi par
Vo = [Vbl’ Vi gatees voq:lT le sous vecteur de Vo formé par les

-

composantes A valeurs finies.
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Ainsi, le Théoréme III.2 se transpose dans le cas du
systéme de comparaison (III.15) comme suit
. . = =T -T
S'il existe un vecteur w=[w1, wz:lT .

— q — s—q
WléE R . WZEIR +

W] < wT’a composantes positives tel que

AW <O

FZAN

alors
R (X ={X6Rn PV (X)W "QL”L‘G.T}

est un domaine de stabilité& de 1'état d'équilibre X=0
de (III.1).

Notons que la stabilité exponentielle de 1'8quilibre
w=0 de (III.15) garantit l'existence d'un tel vecteur /167 et
le probléme qui reste est celui de maximiser en un sens

1'estimation R(X) choix convenable du vecteur W.

1. Dans le cas que nous étudions le plus grand domaine
de stabilité& de 1'équilibre de (III.1) qu'on puisse établir par
une &tude de la stabilité du systéme de comparaison (III.15) est

donné par

@’max(x) ={X€Rn: Vl (?"’X)évol VKGGT}

Ainsi, la condition donnée au corollaire III.1 se
transpose pour ce cas comme suit
Si
AV, €O (I1I.16)

et

A12 =0 (I11.17)

alors ﬁ%ax (X) est un domaine de stabilit& de 1'état

d'équilibre X=0 de (III.I).
En effet pour que
T T 4Ty _ _
H ( [VO] Wy ] ) = AV, + AW, (O

soit vérifiée pour tout W er®" 4 » 11 faut que A,,=0 et A. .,V 0
255 12 11 ‘g1
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Notons que les conditions (ITI.16) et (III.i17) ont été
initialement établies par S.Weissenberger /[70/dans le cas d'un
systéme de comparaison continu, 3 1'aide d'une fonction de

Lyapunov de type de Rosenbrock /557.

Exempfe 111.3

Soit le syst&me $ suivant composé de trois sous-systémes

interconnectés entre eux :

Sl H DX] = F1 (X], t) + G] (X,t)
5, DX, = F, (X,) + ¢, (X,t)
S3 : DX3 = F3 (x3) + G3 (X,t)

ol X= [er’ X5 X:ng > K=y 2l s X [xpr) s %= [xgys *32 ]

_ 2+ 3 -
(=) - 2t ) Yy vy, - 9)
1+t
Fl(t,Xl) =
2
1+ 2 ¢t
( X - V x2 + x -9
e 11 XIZ) ( 11 12 )

Fyle,X)) = [ - 3Ey, 4 Xgl ]

F3(t,X3)

. _ T _ . A
Les fonctions Gl —I:g]], 312] » G2 = 89> G3 = [831s 832]

définies pour tout (t,X) € T x R5 satisfont aux inégalités:
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TR MY glz}é(%\\xl\l + %aHXZH + b xR

2

4
2 =
V~x]eR » ¥;€R” , X,€R: l|x21]<5 et teT

1
Fx180,] € clx,) + ST+ ezl i)l

2

lvtxz €R, X;€R", x]eRZ :ux]ngz. et t&T

[ %37 831)% 1235 23| <X+ el x5, x5 Y

’VLXIERZ, X, € R, X3€R2et t 1"

oi a,b,c,d, et e sont des paramétres ré&els non négatifs et

-l la norme Euclidienne : ||x|[= (x* X)I/Z. Le probléme

consiste 4 &tablir des conditions sur ces paramdtres garantis-
sant la stabilité asymptotique du systéme S et 3 estimer le

domaine de stabilité.

I+ 2 ¢2 2 + 3 ¢?
2
v = X + X
1 L+ 2 M |+ 2 12
Vp T \le\
v, = x2 + 3 x2
3 31 32

Si nous dé&signons par S. i=1,2,3 les sous—systémes isolés

S.: DXi = Fi (t,Xi)
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alors -
2 2
Dv, | <V, (\/x]] + x|, - 9 ) + v,
(Sl)
< v, (vl 8)
sz £ —3\:;211 + x%]
(s
2
évz (v2 - 3)
D, - -
31
3
De plus
T 2 2 T
2V, 1 2t 2+ 3¢t
R P E I B b %
BXI 1 t
] 3 t2
L— ————“3“—([xl1gl1(X,t)]+‘x12g12(x,t)‘)
v, t
1 3t 2 |
£ il s Zallx gl six D xgl
{2v av, + 3 bv,
v,
G2 = GZ
sz
< elx e =g+ alxl
1
g Ccv + m—— Vz + dv3



T
_ava i
€3 = —(x3) 83 * x5, g83,)
3X3 v,
3
< — A+ ezl x )
2v3
¢ 3 3
S— V., + — ey
5 1 9 3
ainsi nous obtenons :
v, - 8 + 2 a 3b ] B
1
ovit,x(t)] ¢ < vy =3 + — d
T 5
., 3
ER ° 2+
— a
pour X € RI(X), on
R = {xer: v <

.94,

-~

Nous pouvons alors écrire

-2 a
c -2
Dv(t) ¢
(s) 3 0
2

pour V] e Vol ou

4

(III.18)
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D'odi le systéme de comparaison @

=2 a 3b v,
DW =AW= C -2 d v, (I11.19)
3 3
7 0 24 'i' e W3

Vu. la forme des composantes v, i=1,2,3 de lg fonction
vectorielle V utilisée pour 1'établissement de l'inégalité (I111.18),
la stabilité exponentielle de 1'équilibre W = O du systéme de
comparaison (IIT.19) implique la stabilité& exponentielle de 1'&tat
d'équilibre X=0 de S mais on ne peut pas affirmer que cette

propriété est globale.

Le plus grand domaine de stabilité exponentielle

§Lmax(x) qu'on peut &tablir est le domaine @U?X). Pour cela,

d'aprés (III.16) et (III.17), il faut que

-2 a 4
AVer T . <0
c -2 ——
5
3b
A12 = =0
d

Donc, 1l faut que

ac < 4

De plus il faut que
e —§~

afin de garantir la stabilité exponentielle de 1'équilibre W=0 de

II1.18. Sous ces conditions l'équilibre X=0 de S est exponentiellement

stable dans le domaine
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2 2
1+2t° 2 2+43t° 2 c
R X ={ X € R’ VS R F. <4 yreT™
4
[ %5y € 3“} -

2. Supposons maintenant que nous ne pouvons pas affirmer
que A max(x) soit un domaine de stabilité de 1'équilibre X=0 de
(I1I.1), ce qui signifie que les conditions (TIL.16~17)ne sont pas
vérifiges. Nous allons donc chercher un vecteur maximal [407
W= [ﬁ? s ,{Jg ]T, %JIGRq aIJZER_SF_q » %Jl < WF qui satisfait i
1'inégalité. .

nJ
AW LO (111.20)

n
Un vecteur maximal W possé&de la propridté donnée dans le théorame

suivant /9/.

Théonéme TI17.3

AY]
S1 W €& Rf est un vecteur maximal qui vérifie (IIL.20),

alors il existe un indice p y 1<p ¢ q tel que

s
> a M., =0 (II1.21)
pi ]
j=1
Vo= w* (III.22)
P p
Demonstration

D'abord nous allons montrer qu'il existe au moins un indice
P; 1 €p < q tel que

s
la¥

a.w. = o I11.23)
PJ 1 ¢

=1

Supposons le contraire, c'ést~d-dire qu'il n'existe aucun indice
’ P

1 p ¢ga vérifiant (I1I1.23), on a alors

") "

App WP o A W, O
AL s

Agp WP+ Ay W, (O
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AL A T
T ~ . , - C .
avec W =[ wl , W2 :1 . Done il existe un nombre réel positif

r:r >»1 tel que

~J A s
A Fp H A iy S0
o LV ~s ~d
Bgp Wy F by, oW, Ay W+ Ay, W, (O

. A
ce qui contredit 1l'hypothése que W est le vecteur maximal.

Soit, maintenant P i=1,2,..,m m s, les indices pour lesquels

~
Nous pouvons alors mettre l'expression AW £ 0O sous la forme

Favl vl
Am Your MEVE-o0 (I11.24)
AL ~F
Aem Yoy Pmm Y3 <o (ITI1.25)
ow W= [ W L% L ]T,’»‘a’_{a;_,t;- - f
m p,’ Py Py SRR T A B (sm)

A, , Aﬁﬁ sont des sous-matrices convenables de A,

Nous venons de montrer que parmi les indices Py il existe

au moins un qui vérifie lfgpi £ q- Pour compléter la démonstration,
. .. A
il faut montrer gque pour un tel indice Wp = w; .

i i

Supposons pour l'instant qu'il n'existe aucun indice

€

P,

- =
p; ¢ 1 Spi £q tel que wP W .

i
Puisque Amm satisfait aux conditions de Sevastianov-

Kotelyanski /167, on peut trouver un vecteur

oo, 6 1

i composantes positives tel gue

JZaN
AN

0 <Eb gif# - W 1 p: q

i P 1 '
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De plus, de (II1.23), il suit qu'il existe un nombre réel positif
r: 0 <r ¢l tel que

fa's NI
. E + A_ — - .
Amm r - Amm wm + Amm Wm é;O (I11.27)

Donc, de (IIT1.24)-(II1.27), on obtient

1
A Bum | [, *+YE_ | A Vgt A WobA rE]
- N <o
o W Agm Y T Amm Vg tAmaTEn
g

Ce qui contredit 1'hypoth&se que W est maximal.

Pour appliquer ce théoréme, considéeons le cas ol
- } - ' e
A12 0, mais ol Allvol € 0 n'est pas vérifiée. Dans ce cas
les conditions (III.16), (III.17) ne sont pas satisfaites,
donc on peut conclure que ilmax(x) solt un domaine de

stabilité, Nous allons donc &tablir un domaine de stabilita

du type
R(x) = {XGR“ PV (2,X) gv‘:l, Ve e T}

oii ﬁ} SV = wf‘, mais ﬁ]7éw;i Pour cela nous allons
chercher un vecteur maximal ﬁ: tel que

" -4

LI

-k
A Wpgo

En appliquant le théoréme III.3 nous pouvons réduire considéra-
blement le domaine dans lequel il faut chercher ce vecteur. En

effet, puisque les &léments hors diagonaux de la matrice A]l

sont non négatifs, d'aprés (IIL.21), (IIT.22) le vecteur maximal
A
WI se trouve sur les hyperplans

s

W= oW (I1.28)

oi i sont les indices pour lesquels

q
b3
jél a].-j wj >0 (111.29)
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Pour illustrer ce résultat nous donnons 1'exemple

suivant :

Exemple 111.4

Reprenons le systéme S &tudié dans 1'Exemple III.3.
Supposons que les paramé&tres a, b, ¢, d, e, ont des valeurs

données comme suit : a=c=e=] et b=d=o. On a donc le systdme de

comparaison

-2 1 0 W,
DW= 1 -2 0 W,
3 0 _1 ||,
2 2 3

L'équilibre W = 0 de ce systéme de comparaison est
exponentiellement stable, donc 1'8quilibre X =0 de S 1l'est
aussi. Toutefois, on ne peut pas affirmer que g%max(x) soit
un domaine de stabilité expomentielle parce que 1l'inégalité

(II1.16) n'est pas vérifiée :

-2 ] 4 -36
<
A V., = =
I el 1 -2 4 12
5 5

D'iprés (I1.28), (I1.29) pour le vecteur maximal

n~ nt ~nt
W] =[w], wzil nous obtenons

n _ 4
Y2775
et 2
v -~ 4
> a,. W. = W, = 2.-—m—= 0
P21 2] ] 1 5
Donc
~ o 8B
I'°7 73

et un domaine de stabilité exponentielle de 1'é&tat d'équilibre

¥=0 de § s'établit comme suit :
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2 2
1+2¢t 2+3t
_ ~03 . 2 2 8 c 4
%(X) = {XCR : s X1t 5 X]2<_-_5 Yt eT ,|x2]|\<——5 }

I+t I+t

11T, 4 - CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons apporté& un certain nombre
de résultats concernant 1'application du principe de comparaison
pour 1'estimation du domaine de stabilité de systémes dynamiques

complexes.

Pour cela nous avons posé le probléme de la fagon
suivante : "Etant donné le domaine de validité du systéme de
comparaison et le domaine de stabilité partielle de son équilibre,
trouver une estimation de domaine de stabilité de 1'&quilibre du
systéme &tudié". Ainsi, les résultats que nous avons obtenus sont
indépendants de la méthode utilisée pour l'estimation du domaine

de stabilité de 1'équilibre du systéme de comparaison.
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V. 1 - INTRODUCTION

Au premier stade de 1'application du principe de
comparaison dans l'analyse de stabilité des systémes dynamiques,
se trouve la construction d'un systéme de comparaison, bien que
son existence a, dans le cas de certains types de systémes
dynamiques, fait 1'objet d'&tudes parmi lesquelles nous pouvons
citer celles de Laskmikantham et al [36], le probléme de la
construction d'un systéme de comparaison reste encore ouvert.

Nous nous proposons donc d'aborder ce problzme dans ce chapitre.

Dans une premi&re partie, nous présentons quelques
critéres qualitatifs qui guident dans le choix des fonctions
vectorielles L3x en vue de la congstruction d'un systéme de

comparaison.

Dans les paragraphes qui suivent, nous présentons trois

approches de construction d'un systime de comparaison.

Tout d'abord, nous montrons qu'une partition d'un grand
systéme en sous—systémes sous la forme d'un schéma hiérarchique
facilite la construction d'un systéme de comparaison et son

analyse de stabilité.

Dans le paragraphe suivant, nous présentons bri&vement
1'approche de décomposition - agrégation oii on considére que le
systéme est décomposable en sous-systémes isolés et termes

d'interconnexion.

Enfin, dans un dernier paragraphe, nous présentons

l'approche d'agrégation directe.
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IV. 2 - LE CHOIX DE LA FONCTION VECTORIELLE DE CLASSE ’t&

Pour un systéme dynamique donné la forme de son
systéme de comparaison dépend essentiellement du choix de
la fonction vectorielle de classe ’E& choisie pour sa

construction.

Ce choix doit tenir compte de différentes exigences
et contraintes que sont le type des propriétés de stabilitd
recherchées (uniformes, exponentielles...), les possiblités
de décomposition du systéme &tudié en sous- syst&mes inter-—
connectés et le type du systéme &tudié, l'objectif final
restant la détermination d'un systéme agrégé (systéme de
comparaison) qui doit r&aliser um bon compromis entre son
aptitude i pouvoir fournir des conditions de stabilité
suffisamment réalistes et une complexité raisonnable ; 11
s'agit 13 d'un probléme délicat et encore largement ocuvert a
des recherches. Sans prétendre vouloir faire le tour du
probléme nous alleons exposer dans les paragraphes qui suivent
quelques critéres qui guident dans le choix des fonctions

vectorielles de classe’UE.

1V.Z2.1 - Le type de stabilfite

Nous avons vu dans les théorémes II.3 - II.8 que
pour que la stabilité du systéme de comparaison implique le
méme type de stabilité du systéme étudié il faut que la fonetion
vectorielle V(%,X) de classe T; choisie pour construire le

systéme de comparaison possi@de les quelques propriétés suivantes :

1. Pour conclure sur la stabilité selon Lyapunov ou sur
la stabilité& asymptotique, il faut qu'il existe une

fonction @ (WX 1) de classe K/30/telle que
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¢ (hxf) ¢max [ v, &0 ] TEneT x L (Iv.1)

1

2. Pour conclure sur la stabilit& uniforme ou sur la
stabilité asymptotique uniforme il faut, en plus,
que la solution V admette une borne supérieure
infiniment petite ou, ce qui revient au méme, qu'il
existe deux fonctions ¢] AxH et ¢2 ¢ ) de

classe K telles que

¢, M) ¢ max [ v, (7%
1

(IV.2)
max [lvi (%,X) \1 £ (PZ(an)
i

3. Pour conclure sur la stabilité exponentielle, il
est nécessaire que la fonction vectorielle V

choisie satisfasse une inégalité du type

m?x{ viCG,X)] ;fvl\\x\\ (1IvV.3a)
v @xlgp, i x) (IV.3b)

ot pl,'qz sont des nombres réels positifs.

1V.2.2 - Le type de décomposition du vecteurn d'état

Suivant les dé&finitions de régularité et de surjectivité
données pour les fonctions de classe ﬂ;, nous pouvons aussi parler
de décomposition régulidre, surjective ou non-surjective du vecteur
d'état X= [xl,...,xn] T. Ainsi, si nous décomposons le vecteur
d'état XcR" en s sous-vecteurs XZ appartenant 3 dessous—espaces
R "idisjoints, c'est-a-dire tels que R” = R7l x....x R"S, alors
nous pouvons parler d'une décomposition négufi2re. De la méme
fagon, si aucun ensemble constitué par s-—1 sous-espaces R ne
recouvre 1l'espace R alors nous parlons d'unme décomposition
surfective tandis que s'il existe s—1 sous-espaces R™M qui recouvrent

1'espace R" alors nous parlons d'une décomposition non suwrfective.
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Exemple IV.1
. . T
Soit le vecteur X =[:x1,x2,x3,x4] , XeRr
a) La décomposition

SRR xz]T

de X est réguliére

T
X, = Lxy 5 %)

b) La décomposition
T T
X1 = [x], xzil R X = [x], x3, x4]
de X est surjective.
c¢) La décomposition
T
X =[x, %5 ]

de X est nom surjective.

% = Dy 10 %y =[xy, xﬂT

A chacun de ces trois types de décomposition du vecteur
d'état correspond un type analogue de fonctions de claSSe’U;. La
décomposition du vecteur d'état, facteur essentiel pour le choix
de la fonction vectorielle définie positive, peut &tre guidée par

des considérattons physiques ou simplement méthodologiques.

Par exemple, si 1'on s'intéresse particulidrement au
comportement de certains sous-vecteurs Xi du vecteur d'état X
(ce qui est souvent le cas par exemple dans les systémes socio=
économiques) alors il est naturel de choisir une fonction
vectorielle V(%,X) du type V(Z,X)= [v] CZ,XI),....,VS (ZQXS):IT
correspondant & cette décomposition et ensuite utiliser les
inégalités

v [ X (@) ¢ v [ B (z:o,xo)]

pour estimer le comportement de Xi(%).
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D'autre part, la décomposition du vecteur d'état et
le choix de la fonction V(Z,X) qui en résulte peuvent &tre
guidés par la forme du systéme &tudié comme nous allons le voir

dans les paragraphes qui suivent.

Cependant, il faut souligner que tout choix initial
de la fonction V guidé par les critdres énoncés ne peut &tre
considéré que comme provisoire, en ce sens qu'il est parfois
utile d'ajouter d'autres composantes i la fonction V initiale,
si cela facilite la construction du systéme de comparaison.

Cela est illustré dans l'exemple suivant :
Exemple 1V.2
Soit le systéme continu § : DX = F(X) définie par
’ -3x]|x2“l +V xf+x§) Xy X, (2 + x;)
D | ®y1 3 |73x, x| (1 +Y x?*’"i) toxy xy (2 %))

2 2
—4xy (1 + |x,)) + (35 x\Vx] +x;

L

b
w

Choisisons la fonction V(X):{vl(x],xz), v2(x3)]T ol
12 2
Vi (pxp) = VP xRy vy (xg) = xg

Cette fonction vectorielle est définie positive et réguliére.

On obtient alors

~(3v, + 3v2)(x, | + (2V2 v, +v, v x I
way 4 ] 1%l 2+ vy v2)| %

- ) (Iv.5)
(s) 4v2 + 3vl + v, v, 4v2

d'oli le systéme de comparaison

2
m(3w] + 3w])|x2|+(2u2 W, + WIWZ\IXZI
DW

2
- 4w2 + 3wl + W, W, - 4 W,
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Il n'est pas difficile de voir qu'on ne peut pas
conclure sur la stabilité de L'équilibre W=0 par une
application des critéres de stabilité énoncés dans le

chapitre II.

Vu la forme de 1'inégalité (IV. 6), il paraft
naturel d'ajouter une composante supplémentaire v (xﬁ —|x2]
a la fonction V(X) afin de construire un nouveau systéme de
comparaison. Si donc on pose V (X)=[ (X],Kz),vz(x3),v3(xz)] T

alors on obtient

2 ,
3v] vy - 3v1 vy o+ vy (zﬁvz + v vz)
k) = - - 2
v (X)(S) = 4 v, + 3v] * v, 4v2
2 2 .2
i 3v3 -3 vy v+ 2v2 vy * ViV, |
d'oll le nouveau systame de comparaison
2
_ Wy © -3 0 ¢ v, —3W w3+2f§-w2w3+wlwzw3
DW=H(W) = 1 3-4 0 v, |+ + w.w —4w2
@ - a2 2
Wy 0 2 =3 Wy 3w3. LI Wy W,
Soit W =[—;— )1 1] T, Alors

4 =22+ 4r

H(rﬁ) = -r . 8

3
I + 3r

[

Les composantes de la fonction H(rW) sont définiesnégatives pour

re& [0, =Y. Donc 1'équilibre W=0 du systéme de comparaison est globalement
exponentiellement stable dans R3 De plus la fonction V* vérifie les
inégalités (IV-~3a) et (IV-3b). Par conséquent, 1'&quilibre X=0 de (8)

eat globalement exponentiellement stable.
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IV.2.3 - La fonme du systéme tudil

Comme nous l'avons signaléd dans le paragraphe précédent
le type de décompesition du vecteur d'état et le choix de la
fonetion vectorielle définie positive qui en résulte dépendent
grandement de la forme du systéme &tudié. Il faut noter que,mis
i part certaines classes particulidres de systémes, il n'y a pas
de méthode systématique pour résoudre le probléme de la
construction du systéme de comparaison. Cependant, on peut

distinguer deux approches légérement différentes.

La premiére approche connue comme approche de
décomposition - agrégation consiste en la décomposition du
systéme &tudi& en sous—-systémes, eux-méme faisant apparaltre
deux parties : 1'une représentant les sous—-systémes lorsqu'ils
sont isolés, l'autre représentant leurs interconnections avee les
autres sous-systémes. Le choix des composantes de la fonction
vectorielle définie positive s'effectue principalement en

fonction de la forme des sous—-systémes isolés.

La deuxiéme approche gqu'on pourraitappeler d'agré&gation
directe ne considére pas séparément les sous—systémes isolés et
leurs interconnexions. Le choix des composantes de la fonction
vectorielle définie positive est basé sur la partition du vecteur
d'état et la forme générale des sous-systémes lorsqu'il sont

interconnectés.

Avant de présenter ces deux approches ainsi que certains
cas particuliers nous nous intéresserons d'abord & l'application
du principe de comparaison dans les syst&mes dynamiques i grande

échelle.

IV.3 - L'APPLICATION DU PRINCIPE DE COMPARAISON DANS L'ETUDE DE
STABILITE DES SYSTEMES A GRANDE ECHELLE.

Les difficultés liées & la construction du systéme de
comparalison associé & un systéme dynamique, s'accroissent

généralement avec la dimension du systéme.
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De plus, la dimension du systéme de comparaison dans le cas
général s'accroft avec la dimension du systéme &tudié, ce
qui pose des problémes supplémentaires pour I'analyse de

stabilité.

Il est donc intéressant avant toute tentative
d'établissement du systéme de comparaison de décomposer le
systéme é&tudié d'une fagon qui facilite la construction du
systéme de comparaison et, si possible, 1'analyse de
stabilité de ce dernier. Nous allons présenter une telle

approche par la suite.

IV.3.1 - la pantition des sysiémes & grande echelle

Etant donné un systéme dynamique

Px @ = Flz, x(@)) (1V.6)

d'ordre n, nous définissons comme matrice d’'occuwrence [35] 1a

matrice carrée (= {c ij} d'ordre n x n avec «c:i: = 0 si la

1]
composante fi de F ne dépend pas de la composante x; de X et

cij=l dans le cas contraire.

Soit par exemple de systdme dynamique (D‘X-F(’G‘,X),XERS,
F:Tx RS___,RB [35]7 :

D . £, (&x),xg)

D X, = f2 (’c‘;’,xl,xz)

SJXB = i (?;xz,XB,XS)

Dx, = £, (%,%4,%,,%,) (IV.7)
Dxy = £5 (TxyHxg)

&)x6 = 5 (Bx5,%g,x,)

EDx7 = f (?:,XB,nyxs)

fst = fg (Z;XZ,XS)
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Sa matrice d'occurence C s'&tablit comme suit

.71 o o o o o o 1|

£, |t 1 0 0 0 0 0 O

£, O 1 1 0 1 0 0 0

£, [0 0 1 1 0 0 1 0 (1V.8)
f£ (0 0 0 1 1 0 0 0

£, |0 0 0 o 1 1 1 0

£, /0o o 1 0 0o 0o 1 I

fq Lo 1 0 0 o0 0o 0 1

Une matrice carrée est dite Luiéductible si elle ne
peut pas se mettre sous la forme d'une matrice quasi-triangulaire
par une permutation de ses lignes et colonnes. Une matrice
quasi-triangulaire est dite canoniquement unique [35]/ si toutes

ses sous-—matrices diagonales sont irréductibles.

Par exemple, la matrice d'occurence C du systéme (IV.7)
n'est pas irréductible parce que par une permutation de la
troisidme ligne et de la huitiéme colonne elle peut se mettre

sous la forme quasi-triangulaire suivante :

Xl XZ X8 xl} XS X6 X7 X3
e [0 { ]
52 o1 || @
g | O b Yt o
g, o o o1 0o o 1 1
£, |0 0 o { 1 1 0 o0 o
£, |0 0 o0 I c 1 1 1 o
£, o o 1 o 0 0 1
£y o 1 0 : o 1 o o o]
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Cette matrice quasi-triangulaire n'est pas canoniquement
unique parce que sa deuxifme sous-matrice diagonale n'est pas
irréductible, mais par les permutations 3-7 et 7-6 nous

établissons la matrice quasi-triangulaire canoniquement unique

sulvante
XI X2 X8 X‘{+ X5 X7 X3 X6
- | -
£ | 0 1
|
£ 11 o @
|
fg _0 _1 1
£ o——o_—g—l—l__—_—lb_l—'_—__
4 | 0 ; (IV.9)
i
P | t
5 0 0 o I 1 1 0 o !
| O
f 0 0 | 0 0 ] ro|
7 | |
£, 0 1 0 { 0 1 0 1|
_____ __F____.__.__.___f____
£, 0 ) 0 |0 | 1 0 } 1

En adoptant la terminologie de Kevorkian /35] par
partition du systéme dynamique (IV.6) nous entendons la

transformation de sa matrice d'occurence C en sa forme quasi-
triangulaire canoniquement unique. Cette transformation nous

permet de présenter le syst@me (IV.6) sous la forme suivante :

5,1 ﬂ)xl = Fl (BX)
S, D Xy = F, (TX,X)
: (IV. 10)
ép: D X, = F, (®X], XZ"”’Xp)
oil xieR“i L F, s TxRM x . x R R™ ) R™ = R x. .. .x RUS.

Cette pré&sentation correspond # une décomposition du systéme (IV.6)

en p sous-systémes -84» i=1,2,...,p de sorte oue le comportement du
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Sous—-systéme Si est indépendant du comportement des sous-systémes
Sj » j=itl,...,p. Un systéme dynamique décomposé de cette fagon

peut €tre présenté par le schéma suivant

54

- - —
- ———
——— . —— i —— ]

— ———

IyY

Sp

\ v v
X4 X2 X3 Xp.2 Xp_1 Xp

Par exemple, d’aprés (IV.9), le syst@eme (IV.7) peut &tre décom-

posé en trois sous-systéemes qui ob8issent au schéma ci-dessus.
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Q —
D x = £ (Tx,xg)
S D x, = £, (& xp.x%))
D xg= fg (ZQXZ,XS)
Dx, = £, (5x5,%,,%,)
Dxg = £ @x,,xg)
s : (Iv.11)
? 9
¥ 7 b (Bxgexg,xg)
g}x3 = f3 (ijs,x7)
S3 : Dx = r (&x_,x. ,%x.)
; 6 6~ XgrXgaXy

Notre but n'étant pas de développer des méthodes de
décomposition de grands systémes, nous ne donnons pas icl
d'algorithmes pour une telle partition. Un tel algorithme pour
l'obtention de la forme quasi-triangulaire canoniquement unique
de la matrice d'occurence a ét& développé par Kevorkian [357.
Par la suite nous montrerons qu'une telle décomposition est
bien adaptée pour la comstruction du systéme de comparaison et
facilite aussi 1'application des critéres de stabilité &tablis

dans les chapitres précédents.

IV.3.2. - Construction et 8tude du systdme de comparaison d'un
grand systeme partitionné,

La partition du systéme (IV.6) en sous—systémes du
type (IV.10) facilite considérablement la construction de son
systéme de comparaison. Deux approches peuvent &tre envisagées :
dans la premiére la construction du systéme de comparaison est
effectue en p Etapes ; & chaque étape il est tenu compte des
fonctions vectorielles de classe‘U; utilisées dans les é&tapes
précédentes. La deuxidme approche considére le probléme de 1a
construction du systéme de comparaison comme p problémes

indépendants les uns des autres.
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A la premiére &tape on cherche une fonction vectorielle
ou scalaire VI(ZQX]) de classe Q%Xlet une fonction H](%ﬁYl,Wl)
possédant la propriété X par rapport i W

| et vérifiant 1'inégalité

@Vl["%x1<3>](1v_6) <Blaxy@, vi@exm] aviza

A la deuxi&me &étape on cherche une fonction vectorielle

ou scalaire V2(Z;X2) de classe 1ﬁi et une fonction
2
H, (QQYI,YZ,WI,Wz) possédant la propriété X€par rapport &

T TqT P Vez oy
[Wl s Wz'] et vérifiant 1'inégalité (IV.12b)

v, [25,®] (.6 < B [B%@50.7, [ (AG)]’VZF’XZ(Z)]]

ol VII?T,XI(QDJ est la fonction utilisée dans la premi&re &tape
et ainsi de suite jusqu'd la p-éme étape.
T T T
Ainsi, la fonction V (%,X) = EVl(z;XI) yeeray Vp(z;xp) ]
est de classe fo et la fonction :

T T T
H(Z,Y,W) —[H]('Z.',Y],Wl), s BCBY Y YT W) 1

posséde la propriété 3 par rapport i wu4:w§ ,wg,....,wi JT.

Par conséquent, le systdme de comparaison du systéme (IV.6) s'é&tablit

comme Sult

Dv,@ =F, [y, ®]

Dy =7 [BY@,....7 @]
Dw (2 =1, [Z',Yl('z;) WL (D) ] (1V.13)
DV (@ =1 | ©Y @), Y @ (D W, (D]
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Du fait de la partition initiale du systéme (IV.6)
cette approche de construction du systéme de comparaison est
plus simple que la recherche directe d'une fonction vectorielle
V (%,X) de classe Q}X par rapport 4 X et d'une fonction
H (%,Y,W) possédant la propriétés >G par rapport 4 W et tel que

Dv[E 2@ 6 < B[x@ V@ @)

Lorsque l'ordre du systéme (IV.6) est trés grand, la
premié&re approche peut nécessiter un calcul trés volumineux. Il
peut donc Etre préférable de décomposer le probléme de 1la
construction du systéme de comparaison en sous—problémes plus
simples et indépendants entre eux. Dans le cas oli le systéme (IV.6)
est partitionné en p sous-systéme de la forme (IV.10) cette
décomposition conduit 3 trouver des fonctions vectorielles ou

scalaires Vi(ELXi) de classe 4}% et des fonctions
i
Hi(Z;Yl,YZ,.... Yi’wi) possédant la propriété 2€ par rapport 3

wi telles que ;

gjvi[?"zxi(@](w.s) < Hi[t'}ﬂ @) se e X ()W, (D) ]

De cette fagon le systéme de comparaison du systéme (IV.6)

s'établit comme suit :

DY@ = r oy, @]

DY@ = FlY @, @] (Iv.14)
D@ - Hl[a,vl(r),w](a—)]

Du@ = ey @, %@, @ |
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La partition du systéme (IV.6) en sous—systémes facilite
non seulement la construction du syst&eme de comparaison qui peut
prendre les formes (IV.13) ou (IV.14), mais aussi 1’étude de sta-
bilité de ces derniers. Pour cela nous donnons d’abord le théoré-

me suivant :

Théoneme 1V.1

Soit le systéme

Py @ = Flarm )

D @ - uler@.m @) .
Iv.15

Du,@ = B[ET@ W, @4, |

DH@ = ERYE@ W @, W, @]

ayant Y =0 , W= [WT,....,Wg ]‘T = 0 comme solution d'équilibre.

Alors, sa solution d'équilibre Y = 0 , W = O est W-stable selon
Lyapunov si et seulement les solutions d'équilibre Y=0, [W?,...,Wg:F=O

de sous—-systémes Si 3 1i=1,2,...,p

DY @ =F[7,7(E)
. Dy @ = H[TY@ My (@)oo W, (B)]
i

Dw, @ = B[T,Y@ .0 (D). ¥ ()]

sont partiellement stables selon Lyapunov par rapport i Wi'

Démonstrnation

1. L'état d'équilibre Y=0, W=0 du systéme (IV.15) é&tant
W-stable selon Lyapunov, alors MNE>O et g; T A3 (7;0’5)> 0
tel que

Iy W §p: W, W=7 (&5 2,7, )\\+>l_)‘_1 W, (@55, Y W Ie Vel
j=1 i=

donc

P
1Y+ 2 Mooyl =il (0 5%, Holi<e ¥t
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et comme wi CZ;E;,YO,WO) ne dépend pas des wo_ j=i+l,...,p, 11

sult que ]

i
oy i+ ?J'_;Zl W icss Wy @33,7 0, W0 W Dl Yo et

c'est-a-dire le 50uUs—-systéme Si est partiellement stable selon

=

Lyapunov par rapport i Wi.

2. Supposons maintenant que les solutions d'&quilibre
T T .
[YT,W],....Wi ]T =0 des sous—systémes Si i=1,2,....,p sont
partiellement stables selon Lyapunov par rapport i Wi. Alors
pour tout £>0, T&T et tout i s i=1,2,...,p il existe
£
Si(%‘o, _E)>O tels que

i
” Yo” + JZ=1 il woj“ <§]:_‘—'§’“wi (,G;gO’YO’WOI . .Woi)n<%¥'2'€To

Donc

P
A _Zl W sicmin Sjsliu @sq,v_ u )l ¥eer,
1= ]

D
parce que IlW (ztz;,Yo,Wo)“: zz:\\Wj(z;zg,Yo,wOI...Woj)ﬂ , Cce

j=1
qui signifie que 1'état d'équilibre Y=0, W=0 du systéme (Iv.15)
est W-stable selon Lyapunov.

Notonsqu'il n'est pas difficile d'établir des théoremes

analogues pour les autres types de stabilité (stabilité asymptotique,

exponentielle, uniforme, etc ...)

D'aprés ces théorémes, 1'étude de la stabilitd partielle
par rapport a4 W du systéme de comparaison (IV.13) est ramenée 3

1'étude de la stabilitéa partielle par rapport i Wi des sous-systémes.

Dy, @) - [z, @]

Ql)ﬁfi(‘c) = F ['Q,Y]('G),.,Yi(‘c)]
DU 0 = 1 6,7 @), (0 ]
D, @ = H L&Y, @,.....7. (@ .wl('@)-...,wi('c)]
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De la méme fagon 1'Etude de la stabilité partielle
par rapport & W du systéme de comparaison (IV.14) est ramenée
4 1'étude de la stabilité partielle par rapport & W, des

sous-systémes.

Dy,@ =F (7Y @]

ci;) Yi(a-) = Fi [.-?;,YI(E) ’Yz(’a‘)s""Yi(z)]

D@ =1 B @,0,@,. Y@, W @]

On peut aussi envisager le cas oii les inégalités
(IV.12a) (IV.12b)... ne dépendent pas de Xi i=1,2,...,p. Dans

ce cas le systéme de comparaison s'établit comme suit

Dy v =rl2,y (»)

CDuw,@ =4 lew @7
D, = H,[5W,®,0,@) ]
EANGEES SIANORACRR N )

et il suffit d'étudier les propriétés de stabilit& de la solution

d'équilibre W=0 du systé&me
D) =ulzW@ |

ou les propriétés de stabilité partielle par rapport 3 Wi des

solutions d'équilibre [ WIT,....,WiT ] T _ 0 i=1,2,... p des
sous-systémes

Dw @ =nfew @]

Dw,@ = H,]z5W @) Wy @)

D e = Hi[a,wl(z),--.,wi(%’)j
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IV.3.3 ~ Conditions de stabilit? pour un systime de comparaison
pariitionne.

Nous allons montrer dans ce paragraphe que 1'établissement
de conditions de stabilité pour le systéme de comparaison du
type (IV.13) peut se ramener i la considération de p problémes

indépendants.

Thégngme 1V.2

m .
S§'il existe p vecteurs W= [VJ‘*T WL W?'I;]T W éRSJ
i i1*7iz2» *Tii v 1] +

i=1,2,... p & composantes positives et p fonctions Llji(’é;',YI,...Yi;r)

n ; S P . =
qﬁ': T x R'! x R™ x R+*4_R+1 définies positives par rapport i

r et vérifiant les inégalités.
+* »
Hi(%‘,Yl,...,Yi,r WS ],..,:wiix}lri’(z-,Y],...,Yi,r)

i=1,2,...,p Tf(@;Y],...,Yi,r)g;T x Rl x ... R x R, salors 1la
gsolution d'équilibre Y=0, W=0 du systéme de comparaison (IV.13)
est globalement uniformément asymptotiquement W-stable.
Demonstration

Il nous faut simplement montrer qu'id partir des Wz

i=l,....p il est possible de trouver un vecteur unique ﬁ-E.Rf

S=51 + sz+...+sp satisfaisant les hypoth&ses du corcllaire II.Z2.

Soit p nombres scalaires positifs 9 9 £
i=1,2,...,p définis par les relations
=1
qP
q = min {lmax( geR iqW” 2. W, ;
PTl vl <p Vo-i,p-1 2 5,P-1J

i=1,2,...,p—1

. »* P
Ces nombres existent parce que les vecteurs wij sont supposés i

composantes positives.
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Désignons par ({Ji les fonctions

L}Ji : T x R™ x... x R x R, _ wR°1L dé&finies par les relations
Iy £
Yo (BY Yy, 01,0 S \_Vi('ar,Y],Yz,...Yi,rqi)

Il est &vident que les composantes des fonctions
.Liji sont définies positives par rapport 4 r. S5i donc nous
considérons que les fonctions H, possédent la propriété

3¢ par rapport i wii alors

T3 Ead L
Hi (’é’,Yl,Yz,...Yi, rq, wll’rq2w22""rqi wii) <

. - W o W
£ H; (57,5 Y, ,rq Wy rq W rq W)

é_ I'Pi('z,Ylszy"'Yi:rqi) g
é- Wi(z:Yl’Yz""Yivr)

NL(’Z,Y],YZ,...Yi,r) eTxR'1x ... xRM x R_. Ainsi, si nous

pesons

= _ T . T e — T

W—[q]WT] ,...,qupp] et L-P_[t.{)l""’qul alors
H(%,Y,r ﬁ)g—flf(z,Y,r) Y(ZT,Y,0ET x R" x R,

et d'aprés le corollaire II.2 la solution d'équilibre Y=0,W=0
du systéme de comparaison (IV.13) est globalement uniformément

asymptotiquement W-stable.

Si de plus q}i(’é',Y,r) =T ﬁw: ou ﬁ est un nombre réel
positif alors la solution Y¥=0, W=0 de (IV.13) est globalement

exponentiellement stable.
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Conollaine IV.1

Soit le systéme de comparaison
DY (v) = F Ea;y(gj]

ﬂ)wl(z) = All[?;Y(ij W, (@ (LV.16)

Du,y (v = AZII:?;,Y(Z)] W (@ + Ay, [a:Y(z)] W, (2)

D@ = afar@]ve + o [ave] v @

Si les Eléments des matrices Aij i#] sont bornées

pour tout (Z,¥Y)&T x R” et il existe de p vecteurs W;} e %1 ,
i=1,2,...,p & composantes positives tels que
. e e
AL (51 W < —ﬁwii (IV.17)

pour tout (Z,Y) € T x Rn,[B*étant un nombre réel positif, alors
la solution d'&quilibre Y=0, W=0 de (IV.16) est globalement

exponéntiellement w-stable.
Démons thatlion

Puisque les &léments des matrices Aij 1 #j sont bornées
alors pour tout i il existe des vecteurs ij E:Rij j=1,2,...,1i-1
4 composantes positives tels que

1
»* E >
2 A @O W
j=1
ofi a¥« [5*
Par conséquent de (IV.17) il suit que
i

Z’_ A.. (%‘,Y)r W].’.‘j < -r(f;icf)w.’.‘ )'{f'r G.Ri

ij ii
j=1

donc d'aprés le théoréme (IV.2) la solution d'équilibre Y=0, W=0

de (IV.16) est globalement exponentiellement W-stable.
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Ainsi, par exemple, soit le systéme de comparaison

ﬁ)w](z-) = AW, @
@wz('z) = A, W (D) + Ay, WD)
Spr(fr) T A W@ APQJP(@)

ol Aij sont des matrices 3 éléments constants. Si les matrices
A;, satisfont aux conditions de Sevastianov ~K oteliansky g,
alors la solution d'équilibre W=0 est globalement exponentiel-
lement stable parce que ces conditions garantissent 1'existence

des vecteurs W;i et d'un nombre réel positif'[S*'vérifiant (Iv.17).

1V. 4 - LA METHODE DE DECOMPOSITION - AGREGATION

L'approche de décomposition - agrégation a &té originel-
lement utilisée par Bailey [4] qui a &été le premier & appliquer
le principe de comparaison dans 1'étude des systémes intercon-—
nectés. Nous présentons bridvement par la suite cette approche

sous sa forme la plus générale.
Dans une premiére &tape le systéme (IV.6) est décomposé
en s sous—-systéme Si i=1,2,...,8 de la forme

550 Dx@ =1 [nx@] + ¢ [2x@)

1
8

; nj n; n4
ou XiéiRnl, Fi : T xR 1R, G : Tx RER™ et p = > n..
i=] 1

Dans cette représentation

si: DX, @ = F; [ﬁ,xi(m]

sont les sous=-systémes isolés, Gi(?;X) étant alors les termes
d'interconnexion entre les sous-systémes. De plus, on suppose que
X, =0 i=1,2,...,s sont des &tats d'équilibre pour §; et
également S;, ce qui implique Fi (&,00=0 et Gi(Er,O =0

i=1,2,..., s
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Ce type de décomposition peut Etre inspiré soit par
des critéres physiques soit par des critéres méthodoligiques,
mais dans les deux cas on suppose que 1'étude de stabilitd
pour les sous=systémes isolés est une tache relativement simple.
Pour la deuxiéme étape de cette approche nous considérons par
la suite séparément les deux cas des systémes continus et

discrets.

IV.4.1 - Sysitemes continus interconnectis

Pour les systémes continus composés de s sous—-systémes

S; ¢ DX (t) = F, [t,xi(t)]+ Gy [t,X(t)J (IV.18)

les fonctions d'agrégation du vecteur d'état des sous—systdmes

. . c :
Si sont des fonctions scalaires Vi(t’xi)’ vi:T X Rnl__,R+

définies positives qui satisfont 3 une inégalité du type

Dvi[:t,Xi] (y.)é*HJ [t,Xi,vi(t,Xi)] (IV.19)
ou *
v, (£,%) 7T v, (£,X.)
Dv, [t,x.‘l sty " S F.(t,X,) + _r
* SRRCHY 3X, ot
L (IV.20).

est la dérivée temporelle de vy le long des trajectoires du

sous-systéme isolé

S, + DX; (£) = F, [t,xi(t)]

C
et h, | (£,Y.,W.), b,y : T

0 i x RM x R, .»R une fonction telle que

by, (,¥,0) =0.

La plupart des auteurs supposent que le probléme de
1'8tablissement de 1'indgalité (IV.19) est une tiche facile, ce
qui est considér& comme un avantage de la méthode par rapport a
une agrégation directe. Cela nous amd@ne 3 dire que le choix de la
fonction vectorielle définie positive V= [v],vz,...vs']T est

déterminée 3 partir de la forme des sous-systdmes isolés.
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Une fois la fonction V choisie, on fait intervenir

les interactions en &tablissant des inégalités de la forme

T
v, (t,X.)
— ] e (e,% g by, [ €%,V (£,%) ]
a3 X,
i
oi les fonctions hiz(t,Y,W) s hi2 : T x R" x Ri possédent

la propriété Flpar rapport & W et vérifient les relations

hiz(t,Y,O) = 0. Puisque
— :av] (e, xp ] T
Dvl(t,X])(S.l)*'-_T . GI(t,X)
Eavz (t,Xz) T
v, (t,X,) S e - 6, (t,X)
DViry.18)
Dv_(t,X) | NI G, (£,%)
| (5 |

ERS

. _ _ T
sl on pose Hi_hil + h et H = [h],hz,...,hs} , alors

i2
DV (1y.18) < B Le,x,v(e,x) )

. s
Compte—tenu que la fonction H(t,Y,W), 1.7 x ®" x Ri-—-R
posséde la propriété Tépar rapport 3 W, le systdme de

comparaison s'établit comme suit

DY(t) = F [t,Y(t) |
- (IV.21)
DN(t) = H [t,Y(e),W(c) |
ou simplement comme
DW(t) = H [£,W(t) | (1V.22)

si les fonctions hij ne dépendent pas de Y [77.
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approche a connu des développements par D.D.Siljak, Lj.Grujiec,

A.Michel, D.W.Porter, A.A.Piontkovski, L.D.Rutkovskaya,

H.K.Ramapriyan, C.Gentina, P.Borme, G.Bitsoris, C.Burgat,

V.M.Matrozov ...(/8], [14] - pof , [25] -~ Pl [as) [us]

[BQ] N ZBLZ ZBQ/ . [EZL"). Dans tous ces travaux le systéme

de comparaison est du type (IV.22).

dans les détails de cette approche.

travaux a é&té fait par Burgat /[14/.

de donner un exemple pour illustrer

Exemple V.3

Nous n'entrerons pas ici
Un classement de ces

Nous nous contenterons

la méthode.

Soit le systéme sulvant compos& de deux sous—systimes

S1 et 82

2
ey ¥y tax, (k¢
+ a ( 2 +

¢ %5 1*12 Y12
c. x + a.x (x2 +
22 2%21 ¥y
+ ( 2 +

€ %2 dx¥72 X9

2 2
byxyp (xgy *+ x5))

G, (X))

]

interconnectés

DX1

= F]

(XD + ¢, (0

= T, (X) + G, (O

(IV.23)

X1=[X11“1£F ’ X2=[X21’X221T et

2 2
byxyg (xpy + x99)

X

X

X

X

2

lﬁ

2

2

12)

22)

2

22)
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2 2
b.x (x + x7.)
6 X - %91 (X1 * ¥y,
2 2 2
boXyy (X1y * %))

ewecal<0 > a2<0.

Ces équations différentielles qui représentent 2
oscilateurs couplés peuvent décrire un systéme mécanique articulé
(p. ex.satellite a panneaux flexibles, mouvement de particules

dans un accélérateurs i gradient alterné) /[14/.

Il est facile de voir gu'on ne peut pas conclure sur
la stabilit& du systéme i partir de la premi&re approximation
parce que les valeurs propres de la matrice du systéme linéarisé
sont jljcl et i‘jcz. Nous allons appliquer la méthode présentée
précédemment. Pour cela nous choisissons les fonctions scalaires

définies positives

2 2
viX) o= ox xR,
2 2
VoK) = Xyt Xy,
et obtenons
2
Dv = 2 a, v
1,4 272
(s}
2
Dv = 2 a, v
2, 2 72
(s}
ou
s, DK = F(X)
S, * DX, = F(XZ)
et
a'vl (X]) T
G] xy = 2 b, vy Y,

B¢
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T
v, (X,)
G.X) = 2b. v.v
2
Donc
Dv 2 v2 + 2 (0,b.)
| < al ; max »b, .v}v2
(s))
Dv < 2max (0O,b.) v.v., + 2 a v2
2 == T2 172 272
(s,)
et le systéme de comparaison s'établit comme suit
W ") a, max(O,bi) v
DW= 2
0 W2 max (0,b,) a, W )
Si la matrice
a max(O,b]) l
A=
max(O,bz) a,

est stable, ce qui est &quivalent aux conditions

a]<o

{(Iv.24)
a2 L 0.

a,a, > max (O,b]) - max (O,b2)

. . - 2 2 ..
alors 11 existe deux vecteurs wtaR+ s W*EER+ 4 composantes positives
tels que
A o= -y

On obtient alors

e oy et »*

W, 0 w] ) wI wl
2 Ar =-2r
0 ™ w W
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pour tout r é;R+. Donc les conditions (IV.24) garantissent
la stabilité asymptotique uniforme de 1'8quilibre X=0 de
(1v.23)

IV.4.2 - Systemes discnets interconnectis

Comme fonctions d'agrégation du vecteur d'état on

choisit des fonctions scalaires définies positives

+

d : . -
vi(k,Xi), v, o® T x R™ _wR. continues par rapport & Xi
pour tout k e:Td fixé et vérifiant les inégalités.

Avi(k,x)(s,i) < hy, [k,Xi,vi (k,xi)} (Iv.25)

| v; (X2 = v, (kX010 < bk, WX = X)) (1v.26)

pour tout (k,Xi,Xi)GE Td x R™M x Rni, ol

A (%) g1y =vi{k+ 1L F, (6, X0+, ] v, (k,X,)

est la différence totale de v, le long des trajectoires du sous-—

- . . . .nd
systéme isolé §;. Les fonctions hil(k’Yi’wi)’hil'T

' ’ d - .
et hi2(k’r)’ hi2 : T x R+_,R+ sont supposées contlnues par

X Rni xR+4-.R

rapport & Yi’ w. et r et satisfont les relations hi](k,Yi,O) =0

= i . . LW, )WL
et hiz(k,O) 0. De plus les fonctions hlz(k,r) et hl](k,Ylwl) W,
sont supposés non décroissantes par rappert i r et LA respectivement.

Dans un deuxiéme stade on fait intervenir des

interconnexions Gi(k,X) en établissant des inégalités de la forme

he; ol < hj, [o%v0,0] (1v.27)

- T . "
ol V= [vj,....,vsi] et les fonctions hiz(k,Y,w),

n
s - \ =
hi2 : Td x R x R+,_...R+ sont non décroissantes par rapport a

toutes les composantes W, de W.
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Soit &vi (k)(si) la différence totale de v, le long des tra-
jectolres du systéme §;:
By (kXD o= v, [R+1LF (X )+ Gi(k,X)+Xi]~vi(k,Xi)
D* aprés (IV.25)-(IV.27) on obtient
AV (k,X,) (5™ [k+1,F, (k,X,)+G, (k,x>+xi]-
'Vi[k”’Fi(k’Xi) RLEATIR AT SIS A
- Vi(k’xi)

< hiy G, HG G, + by [lGX v, (6,X) ]

1" -
<y (1, by, Dox v ) «ng [, uv, Ge,x) |

et si on pose
’ = L1}
hy (,7,W)= b, | ke 1L, (Y, 0 J+ by (6,Y.,w,)

alors on peut &crire

BVGY) gy SH LKV, ]
T
ou H = [h], LN
Ainsi, puisque d'aprés les hypoth&ses la fonction

H [k,Y,W:}+ W est non décroissante par rapport & W, le systéme

de comparaison s'établit comme suit
P

AY(K) = F [k,Y() )

AWk

B [k, Y (), W) |

ou simplement

AW(k)

B k,w(k) |

dans le cas ol la fonction H ne dépend pas de Y, /9/.
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IV. 5 - LA METHODE D'AGREGATION DIRECTE

A 1'opposé de la méthode d'agrégation-décomposition, iei
on ne consid&re pas que le systdme est décomposé en sous—systémes
isolés et interconnexions. Le choix de la fonction de transformation
V (%,X) est donné a priori (P.ex. Norme vectorielle, fonctions
vectorielles 3 composantes quadratiques etc) de fagon & correspondre
4 une décomposition donnée du vecteur d'état (p.ex. décomposition
surjective, réguliére ...ete). Ici aussi on peut dire qu'il n'y a
pas de méthode - systématique pour la construction du systéme de
comparaison, sauf pour certaines classes particuli&res de systémes.
Nous allons pré&senter par la suite une telle méthode pour la
construction du systéme de comparaison d'un systéme dynamique du
type

Dx(m) =Mu{xxE@)] X (2 (Iv.30)

oi X € R" et M est une matrice carrée d'ordre n x n.
Notons que pour un systéme dynamique
DX (0 = F[X(’G)] (Iv.31)

tel que F (0) = O et dont la fonction F : R™ ~ R™ est continue et

continument dérivable,si nous posons

M) = gz A
o a3 (rX)

alors il peut &tre représenté sousla forme
DX @ = M[XD]K @
bien que cette représentation ne soit pas unique.
L'application du principe de comparaison pour 1'étude de
la stabilité de cette classe de systémes dynamiques a &té initialement
entreprise par C.Gentina [20/ et P. Bornme [13/ qui ont utilis& comme
fonctions de transformation une classe particuliére de fonctions de

classe ﬂ}k : les normes vectorielles [54/ dont la définition est

donnée par
Déginition 1V.1

T
La fonction P(X) =[p](x),...,ps(X)] , Pt Rn,__..Rf
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est dite norme vectorielle de dimension s du vecteur X si

op (X)) 20 ¥ x e r", N i=1,2,...,s
2. pi(X) =0 §1 et seulement si X=0, Mi=1,2,..,s
3. pi&X)=lth(m VX ERY, ¥re R, N\i=1,2,..,s
Ge R (V)P (X) + (D) (X, 1) € R%RY ¥i=1,2,.4,s

Nous présentons rapidement par la suite cette approche séparément

pour les deux cas de systémes continus et discrets.

I. Systimes continus

Nous allons considérer dans ce paragraphe des systémes

continus du type

DX () = M[t,X (6)] X(t) (1v.32)

Deginition 1.2

La matrice A (t,X) = (aij (t,xX)) , aij L7 x RnﬁﬂhR
i,j=1,2,...,5 est une matrice pseudo majorante de (IV,32) déduite
de la norme vectorielle P(X), P : Rn<*,.Ri si et seulement si
1'inégalité

D, P (X)(IV.SZ) < A(E,X) P (X) (1V.33)

est vérifide pour tout (t,X) & T% x R.

Pour qu'une inégalité du type (IV,.33) conduise 3 un
systéme de comparaison, il faut que les &léments hors—-diagonaux
de la matrice A(t,X) soient non-négatifs pour tout (t,X)é;deRn.
Avec cette hypothése le systéme de comparaison s'établit comme

suit DY (t)

e x(e)] ¥ (o

(1V.34)
Ale,Y(0)) W (©)

DW (t)

L'avantage de cette approche est la fagon systématique

avec laquelle on peut construire la matrice M, donec le systéme
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de comparaison aussi. Nous présentons par la suite cette
approche [20] :

Soit P(X) =[pl(X}),...,pS(XS)1T , X e R,

n

R" = rR™1 Rr"2 ... gUs

une norme vectorielle et Pri i=1.2,...,s

les op&rateurs de projection de R® dgpe ROi : Xij=P,.X. Soit un autre
1

ensemble d’ operateurs Pij_j=l,2,...,s de R™ dans R"! tels que

- 7 y 4
R" = Rl x »™2 x...x R"s

On peut alors définir les matrices pseudo-majorantes

suivantes
1. Matrice peuso-majorante du type M(t,X) :
2p;€Y.) |T
22 | pr, me,x) PR PRy
aY. 1 1 1
% i
aii (t,X) = sup - pi (Yl)
' Y<R
i=1,2,...,8
T
|: aPi(Yi)jl
- - ® %
Pr.M (t,X) Pr. PT.Y
BYi 1 (£,%) J J
aij (t£,X) = max | O, sup
Yer" Py )
1=1,2,..,s
3J=1,2,..,8
i#]
2. Matrice pseudo-majorante du type A (t) :
T
ap. (Y.)
. Pr, M(t,Y) Pr}‘“ P¥i Y
Y,
+. (£) = su
a;; (t) p . )
YER i1

i=1,2,..,8
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T
rap, (Y.
rtr Pr. M(t,Y) P¥, PE. v
—BY. 1 ] J
aij(t)= max (0, sup =
TR Py (V)
1;_'] = 1,2, ,S ]_?1;_]

3. Matrice pseudo-majorante du type A.
T

ap.(Y.)
[——%g-i—} Pri M (t,Y) Pr? Pr? Y
a.. = sup Yi
ii
c
teT

op. (Y.)
__1_1}%. M (t,Y) Prr Py ¥
Y. L ] J
1
a.. = max |0.su
ij »SUP Y p. (Y.}
YER 33
t €TC

i,5=1,2,...,s i

Il faut noter que dans le cas oil la norme vectorielle
P(X) est régulidre et Pri = Pr? i=1,2,...,8 la matrice A(t,X)
définie ci-dessus estla plus petite majorante de A relativement
a P (X) en ce sens que pour toute autre majorante A (t,X)

déduite de norme P(X) il suit que /20]:

’ T
aij (£,X) g alj (£,X) 1,j=1,2,...,s

pour tout (t,X) e x R".

I1 faut aussi noter que pour un grand systéme du type
(IV.32) il est préférable, avant toute tentative de construction

de sa matrice pseudo-majorante, de procéder & une partition comme
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nous l'avons exposée dans la section IV.3 de ce chapitre,

Cela facilite la construction de sa matrice pseudo~majorante et
1'étude du systéme de comparaison qui dans ce cas prend la
forme (IV.16).

2. Systemes discnets

Nous considérons maintenant des syst@mes discrets du
type
AX (k) = M[k,X& | X (k) (1v.35)

Dédinition 1V.3

La matrice A™(k,X) = (a{}(k,X)) . a;} : Td x R, R

i,j=1,2,..,8 est une matrice pseudo~majorante de (IV.35) dé&duite

de la norme vectorielle P(X) , P : Rn__,Ri si et seulement si
1'inégaliteé
o L3
AP(X)(IV-SS)Q[A ,x) -1 ] px) (Iv.36)
est vérifiée pour tout (k,X) < Td x R".

Par cette définition il suit que tous les &léments de la

d

matrice M sont non-négatifs pour tout (k,X) € T° x R*. On obtient

alors le systéme de comparaison

AY(k)

MLk, Y(k)| Y(k)
AW(k)

A [k,Y(k)] W(k)
oi A=A -1

Avec les mémes notations pour les opérateurs de projection
] . P
Pri’ Prj que celles utilisées dans le paragraphe précédent on peut

définir les matrices pseudo-majorantes suivantes 137

l. Matrice pseudo-majorante du type A (k,X)

x *x
P; (Pri M(k,X) Prj Prj Y)

aij(k,X)=max 0, sup ‘ i,

n
YER . (Y.
Py (J)

=]1,2,..,8

[Py
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2, Matrice pseudo-majorante du type A" (k)

(Pr. M(k,Y)Pr. Pr. ¥
A Tr. > T. Tr.
Pt LI B

a;.(k)= max 0,sup N — i,j=1,2,...,s
J YER p: (Y.)

3. Matrice pseudo-majorante du type A

¥ 34
pi(PriM(k,Y) Prj Prj Y)

a;j(k) = max O,supn i,j=1,2,...,s
YER p. (Y.)
d ] ]

keT
Les remarques que nous avons faites dans le cas des
systémes continus sont aussi valables pour le cas de systémes

discrets.

Pour compléter cette premiére partie de notre mémoire
qui concerne le probléme d'analyse de stabilité nous présentons
deux exemples qui nous donnerons 1'occasion de comparer nos

résultats avec des résultats antérieurs.

Exemple V.4

Le mouvement longitudinal (avec sa commande) d'un avion
est représenté par le systdme d'Bquations [517

D X, = -P';_ X + T i=1,2,3,4

(IV.37)

o
a
[}

4

Z bi X, - qps - f (&)
i=]

-~ *.

ol pi>0, qNM0 , p >0 et bi sont de constantes, xieR , SR

et la fonction f : R—=R est continue dans R et vérifie les

relations f (Q) = 0 et &f (CS)>0 si o4 0.

Soit la fonction vectorielle définie positive V(X,5) =

[V(X) v (U)]T od V(X)=XTXavec X={x X, ,X x]Tet
1 U2 i 1272273274

VZ(G )= 62. Nous obtenons alors
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4
25, (X) + 2 ls| - Zx lxil
l=

DV(X,5) L

L 4

Iv.

W3 hpejel-2 %, - 2-qp-v, (5)
5

o p= min (p;) et b = max (ibi]). De plus, puisgue
i i
1/2

4
> Il £ V2 v @
i=1

il vient 1/2 1/2 -
-l;vl (X) + 2 V2 (G) - V] (X)
DV(X, &) L 2

(IV37) /

2 b vl(X)] 2vz(cs-)— qpv, (5)

d'oli le systéme de comparaison

1/2
1/2
W) v, 0 -pt 2 v,
D =H(W)=2
1/2 1/2
W, Q Vo 2b qp Vo
Si
fap > 2b (IV.38)

T
alors il existe un vecteur W = [w], WZ] tel que

P p’* 2 _ _
WL -Bw
2b -gqp
ol Q) est un nombre réel positif. Donc
H(r W) £ - 2 §W o,
ol €= min (w],wz) et par conséquent l'équilibre X=0 de (IV.37) est

globalement exponentiellement stable,
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Par l'utilisation d'un systéme de comparaison lindaire
Piontkovskii et Rutkovskaya /517 ont obtenu la condition de

stabilité exponentielle
2

7, ) @

i=] PP

Ce méme systéme a &t& aussi étudié par A.N.Michel [46]
par l'utilisation d'une fonction scalaire de Lyapunov, donnant

comme condition de stabilité exponentielle

Toutes ces deux conditions sont plus restrictives que

celles données par (IV.38).

Exemple y. 5

Soit le syst@me continu § .

Zsat (x; +2x,,) (2l w3ix;, Dxyy SETEIPIDESY
DX,=-2a X 4 +611 plz
2XyHaxg, Gey ] +21xp 5%, Clxg ph +ixp ) dxgy
2sat ey ¥ 2xp))1 | (Fx 3%, Dxp CORRESTIPEDY
DX,="2a,X,* P &
2xy; ¥ 4%o Y R P DL P B (SE P LS DEO

T
of X = L)%, ]T R TR PR
X si -l <x <1

sat (x) = ! si x>l

- i 1
1 Sl X é
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T
Soit V(X) = [vl(xl) , vz(Xz)] Vo RL-Rf la fonction

vectorielle définie positive :

V&P lel‘ " lxlzl

vy (X)) = |x21| + ]xzzl
I1 vient alors par majoration

= 2(a,-4) 0 2]5” \512 "1(X1)2
D, V(X) VA V(X)+

%) 0 “2(a,=4) 28 By "z(Xz)2

D'ol le systéme de comparaison

2
-2(a-4) 0 2311 IBlzl W)
DW= W+
: 2
0 ~2(a-4) B,y By, | 1v)
si
L 0
TT311 -
B,, £ 0 (1v.39)

?5”‘_522 %“512|'| e’zl\

T
alors il existe un vecteur W = ['ﬁr? s ‘_.\73 ] R 3:1> 0, i'a2> 0 tel que
29, h)’]zl
WL -8
21Byf By
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%)

—2(3—1'4) 0 1 2 Bl] §12 ;?
r s + r £ -2r(a¥-4)-W

_ - - -2
0 2(a—4) Wy 2 52] 522 W,

N * . .
pour tout re& V,o),cdi a = min (a1 , 4a 51 done

al> 4
a, > 4

alors 1'équilibre X=0 du systéme S est globalement

2)'

exponentiellement stable.

Ce systéme a &té aussi étudié par C.Gentina [20] par
1'application du critére de Popov. Pour le cas a,=a, il a obtenu

les conditions

By, Lo
Pop < 0
8B B2 >(|5121 + 208y ]) i

qui sont plus restrictives que celles données par (IV.39).

IV, 6 - CONCLUSTICON

Nous avons présenté certaines approches facilitant la
construction d'un systéme de comparaison relatif # un systéme

dynamique.

Tout d'abord, nous avons montré que la partition d'un
grand systéme sous la forme d'un schéma présentant une certaine
hiérarchisation, peut faciliter non seulement la construction de
son systéme de comparaison, mais aussi, 1'analyse de stabilité de ce
dernier. Pour certains types particuliers de grands systémes
(systémes linéaires, systémes de la forme hX= A(T,X) X), cette
approche peut &tre considéréee comme systématique, en ce sens qu'on

peut développer des programmes de similation numérique pour
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résoudre les problémes posés 3 chaque niveau de 1l'analyse
Partition par 1'algorithme de Kevorkian, construction et &tude
de stabilité€ du syst&me de comparaison par l'approche développée
par C.Gentina (20/ et B.Berne /137,

A nos yeux, une approche du type agrégation -
décomposition est mieux adaptée a 1'étude des systémes de
structure mathématique compliquée, mais d'ordre relativement
faible, qu'a 1'étude de systimes de grande dimension. Ainsi, cette
approche est plutdt une &étude du couplage des syst@mes intercon-—
nectés, ce qui implique qu'elle ait surtout &té utilisée pour la
synthése (p.e. détermination des paramétres intervenant dans les

termes d'interconnexions assurant la stabilité du systéme couplé).

L'approche d'agrégation directe est la plus promet-—
teuse puisque en général elle autorise des majorations plus faibles
que celles nécessaires pour utiliser la méthode d'agrégation -
décomposition, principalement lors de la comstruction du systéme

de comparaison.

Enfin, notons que les seules méthodes systématiques
de construction de systémes de comparaison développées i ce jour,
a notre comnaissance, sont celles de H.K.Ramapriyan /53] et
G.5. Vakonia et al, /67] pour les systdmes linéaires 3 coefficients
constants, et celle de C. Gentina f20] et B. Borne /137 pour les
systémes du type HX = A (7,X)-X.







CHAP

I

T R E

v






v.i

V.2

V.3

V.4

V.5

V.6

SUR  QUELQUES  PROBLEMES DE  COMMANDE

INTRODUCTION

COMMANDE EN TEMPS MINIMAL

SYNTHESE DE SYSTEMES A TEMPS DE REPONSE FIXE

SYNTHESE DE SYSTEMES A COMPORTEMENT EXPONENTIEL PRESPECIFIE

SYNTHESE DE SYSTEMES A COUT BORNE

~ CONCLUSTONS






.149.

V.I1. - INTRODUCTION

Si a l'origine 1la méthode de Lyapunov &tait principalement
utilisée pour 1l'analyse des propriétés de stabilité des solutions
des systémes dynamiques, certains travaux se sont par la suite
attachés a montrer qu'elle pouvait &tre de quelque utilité en vue de
la synthése de lois de commande /22]. Tous ces travaux portent sur
l'utilisation d'une fonction scalaire définie positive sans aucune

décomposition du systdme &tudié en sous—systémes.

L'introduction de la notion de fonction vectorielle dé&finie
positive est étroitement liée pour son application aux systdmes
complexes au fait qu'il permet une décomposition du syst@me global
en un certain nombre de sous-systémes. C'est la raison pour laguelle
1'utilisation de fonctions vectorielles définies positives et du
principe de comparaison paralt adaptée pour le probléme de synthése
de commandes de grands systémes et plus particuliérement pour la

synthése de commandes de type decentralisée

Certains travaux ont été déja entrepris dans ce sens.
Ainsi D.D. 3iljak et M.B. Vuk¥evi¢ /657, en utilisant des fonctions
vectorielles définies positives et le principe de comparaison,ont
dans le domaine des systémes linéaires et bilinéaires déterminé
une classe des systémes interconnectés stabilisables par commande
décentralisée. Le probléme consistait & la recherche des commandes
locales stabilisant les sous-systémes isolé&s i un degré suffisam-—
ment élevé, de sorte que leur stabilité ne soit pas détruite par

1'introduction des interconnexions.
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Dans un autre article [64/, ils ont proposé une commande 3 deux
niveaux : le niveau supérieur diminuant les effets des intercon~-
nexions entre sous-systémes, le niveau local devant assurer un
degré de stabilité suffisant pour chaque sous-systémes isolé. Ces
approches ont &té appliquées pour la stabilisation d'un grand

télescope /637, [65] et d'un modéle linéaire de Skylab [62].

Dans [21] J.C.Geromel et J.Bernussou ont pProposé un
algorithme pour la détermination des degrés de stabilité minimaux
a fixer au niveau de chaque sous-systéme afin d'assurer la stabilité
du systéme global soumis & des perturbations structurelles. Enfin,
V.D. Furasov [187, [197 a considéré le probléme de stabilisation
des systémes non linéaires interconnectés et a &tabli des conditions
pour qu'une classe de commandes au niveau local assure la stabilité

du systéme global avec un comportement transitoire pré-spécifié.

Dans ce chapitre, nous montrons comment par l'utilisation
de fonctions vectorielles définies positives et du principe de
comparaison il est possible de résoudre quelques problémes de
commande de grands systémes dynamiques, sans faire la décomposition
de chaque sous-syst@me en sous-systémes isol&s et termes d'intercon—
nexions. Dans un premier paragraphe nous considérons le probléme en
temps minimal en proposant une extension d'un théoréme de
N. E. Nahi /[48/. A partir de ce théoréme et de 1'analyse du
systéme de comparaison développée au chapitre IT, nous considérons

par la suite trois problémes distincts.

. Synthése d'une commande assurant que tout &tat initial
pris & l'intérieur d'un domaine entourant l'origine est transférée

d l'8quilibre dans un temps donné.

2. Stabilisation d'un grand systéme avec un degré de

comportement exponentielle prespécifié,

3. Synthése des systémes d cofit borné.
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Dans ce chapitre, nous ne considérons que des
systémes dynamiques continus décrits par une &quation différentielle

du type

DX = F (t,X,U0) (v.1)

oi X &R"™ est le vecteur d'état et U e R le vecteur de commande ,
la fonction F &tant définie dans TS x R™ x R™. Notre but &tant
d'étudier certains problémes de commande en bouche fermée, les
commandes U seront supposées €tre fonctions de rtemps et de 1'état

du systéme , U = U (t,X) et appartenir & un ensemble <3¢ dit

ensemble des commandes admissibles.

Comme nous 1'avons signalé dans 1'introduction nous nous
intéresserons plus particuli&rement aux problémes de commande
décentralisée, ce qui dans notre étude correspondra & l'hypothése que

le systéme V.1 est décomposé en s sous-systémes du type
x; = F; [6xu; ] i=1,2,...,8  (V.2)

- nq, L4 . m
o X. &R , RU=RMx ... xr" et U, € R, R = RMx, L xRS,

V.27, COMMANDE EN TEMPS MINIMAL

Soit le systéme dynamique continu décrit par 1'Bquation

différentiel

DX(t) = F [t,X,U ] (v.3)
od X & Rn, UeR” et X=0 est un état d'équilibre en 1'absence de
commande. Etant donné un ensemble 525 de fonctions U(t,X)
u: 1" x RP ___..Rm et un domaine connexe ﬁ%(x) Q;Rn entourant

1'origine, le probléme consiste & la détermination d'une fonction

o ; ; - . 3
U € s dite commande en Lfemps minimal telle que tout &tat initial
X(t) = X, X & R(X) du systeme

DX(t) = F [t,X,U(t,Xﬂ (V.4)
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soit transféré d l'origine X=0 dans un temps minimal. Le théoréme
suivant donne des conditions d'existence d'une solution de ce

probléme et fait apparaltre une méthode pour sa détermination.

Thighéme V.1

S'il existe une fonction vectorielle définie positive
N
Vit,X) V: T x an_a.Rf et une commande U(t,X) < :Qf
telles que
T
A v Tgv. T

F (X, Demin [ [ | - T (,X50] i=1,2,...,s  (V.5)
IX UeST| 19 x

Y(t,x0e 1« r®

T
374 S .

“F (t,X,0) + —% = . Lt,V(t,x)] i=1,2,...,8 (V.6)
oX ot t

2.

ou la fqnction H= [h},...,hs<]T, H: TC x Ri __,RS posséde la

propriété 3€ dans Rf et H{t,0) =0.

3. Tout &tat initial W(t) =W , W_ € 2 o on
(o]

Ry 2 {WERi (3, € T x R 1 vie,x) = w}
du systéme de comparaison
DW = H{t,W) (V.7)

est transféré & l'origine W=0 dans un temps fini, alors

a. U est une commande en temps minimal du systéme (V.3).

b. Le temps de transfert de 1'&tat X(to) = XO i 1'équilibre ¥X=0 du
systéme (V.4) est €gal au temps de transfert de l'état

W(to) = V(tO,XO) d 1'équilibre du systéme de comparaison (V.7).

pPemonsthation

AN
Désignons par X (t; to, XO) les trajectoires du systéme
(V.4) et par XK(t; tO,XO) les trajectoires du systéme (V.3) pour une
autre commande U € .52°% qui transfére 1'état initial XO 3

1'équilibre X=0 dans un temps fini.
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Puisque la fonction V{t,X) est définie positive, le temps de
transfert d'un état initial X(t0)=X0 4 1'8quilibre X=0 sur la
trajectoire X(t; to, XO) est égal au temps de transfert du

. _ “ ar e s ] . )
point VO— V(tO,XO) i 1'origine sur la trajectoire V [t,X (t,tO,XOﬂ

Des hypothéses 2 et 3 11 suilt que

~ _ C
i [t,x(t;to,xo)] = wW(tse LW ) ¥t e T

avec
wo =V (to,xo).
pour tout (tO,XO) c T % EL(X) ; donc la proposition (b) est vraie
c
i e X).
puisque V(tO,XO)e 'R(W) pour (tO*XO)CT x RKo( )

Pour montrer la proposition (a) il suffit de montrer que

pour toute autre commande U &£ s€ 1'inégalité
v [ eXeese ,x 07 < v Dexcese X ) (V.8)
0’0 o’"o

est vérifiée pour tout (tO,XO) e 1% x 32,(}() et t 6Tg

L'inégalité (V.8) est vérifiée pour t=t_. Elle est aussi

vérifide pour t Zt,, parce que pour tout t' » t, et tout indice

i pour lequels

A~ —
vy [t',X (t;to’Xo):l= v, Lt’,X (t';tO,XO)]

vj [t’,g((t’ ;tO,XO)] gvj [t',X(t';to,Xo)] j=1,2,...,s

j#i
d'aprés les hypothéses 1 et 2 nous obtenons
D ( vi[t,ﬁ(t)] - Vi‘[t,X(t)]A%=t =
. av.| T v,
= btV [en k@D Flen xen o, xern) -
' X e | .
t=t
R évi T Bvi
g, ',V (20, X0)) - — Flet,X(e, 00 x| - 5
oX Jat | t=t*
_V.,
1 T . BV]-_ T
< Flet,xe),U (e, x ] -l— | F (X, uE,xwn) ]
aX ) ¢
40

E
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c.q.f.d.

Ce théoréme constitue une extension d'un théoréme &tabli
par N.E. Nahi /48] pour le cas d'une fonction scalaire v(X) et

d'un systéme de comparaison autonome d'ordre 1.

Tl est évident que la satisfaction des hypoth&ses | et 2
est en général un probléme trés délicat. L'hypothése 3 découle
naturellement des deux premiers si pour le systéme &tudié le probléme

de commande en temps minimal a une salution.

Le probléme de la minimisation simultanée des expressions

bvi T

~— 1 - F (t£,X,1) i=1,2,...,s (V.9)
JX

n'a de solution que dans des cas particuliers. L'utilisation d'une
fonction vectorielle définie positive est recommandée lorsque le
systéme étudié & la forme (V.2) et les contraintes sur les commandes
locales Ui sont indépendantes entre elles. Dans ce cas, les problémes
de minimisation des expressions (V.9) sont aussi indépendants entre

eux.

L'application du Théordme V.l est dans le cas général une

tdche difficile, c'est pourquoi on est amené 3 chercher des commandes
sous-optimales:

D'aprés le théor&me de comparaison IV.1, s'il existe une
fonction V(t,X) définie positive, et une commande U(t,X) telles que
T

oV EY
Sz | 0 F Lexoe,x] + 5 <H[6vED ] (V.10)

ol la fonction H possiéde la propriété JG et H{(t,0) =0, alors

v [t,X(t;tO,XO)] < W (Ese_ W) (V.11)

ol W0=V(to,X0) et W'(t;to,Wo) est la solution du systéme de

comparaison

DW = H(t,W) (V.12)
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Puisque V(t,X) est définie positive le temps de transfert
T(tG,XO) de 1'état initial X(to) = XO 4 l'origlne est donné par
la relation

T (t,X)) = max (VItsx(ese ,X) ) =0
téTO

et d'aprés (v.11)

T (t X )< T (t W)

oa T (to,wo) est le temps de transfert & l'origine de l'état initial
W (to) = WO du systéme de comparaison (V.12). Ainsi le choix de la
commande U doit 8tre effectuée de fagon 3 conduire & un systéme de
comparaison pour lequel le temps de transfert de:ses Etats initiaux

soit le plus petit possible. Pour cela nous donnons le Théoréme

suivant

Théoneme V.2
Soit les systémes dynamiques

DW = H (t,W)
~ sy n
DW = H (t,W)

olii les fonctions H et H possédent la propriété €. gj

H (£,W) < ﬁ(t,W)

pour tout (t ,W )ET x RS , alors
W(t;to,wo) gw(t;to,wo) w.13)

s
u £ WH)eT et t =t ,
pour tou (to, O) X R =t

Démonstrnation

L'inégalité (V.13) est vérifiée pour t=t_. Elle est aussi
vérifiée pour ¢t ;;to, parce que s'il existe un instant t';;to et
un indice 1 telsque

. ~

W, (t ;to,wo) = w.(t’;to,WO)

wj (t';to,wo) < ﬁj(t';to,wo) j #1
il vient

et . — (e ‘. -
D[wi(t,to,wo) wi(t,to,wo)]tzt' hilt JW(E ,to,wo)]

~h, [o W e W )]&0
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Ce théoréme montre qu’ il est convenable de choisir comme
”~
commande U 1la commande U qui minimise 1'expression

av T

Flt, x,U0 (£,X)
. L&, = }

lav]
parce que sl pour une autre commande U on peut trouver une fonction
fa%
H possédant la propriété 96 et satisfaisant i 1'inégajité

T

°v Fle,x,0 (e,0] + 2¥ < H[t, V(t,X) |
aX Jt

la)
alors on peut toujours trouver une fonction H possédant 1la

propriété € et satisfaisant a 1'inédgalité

2v] T v N
“a— F Lt,x,ﬁ(t,X)] +—¢H [t,v(t,X)] C H [t,v(t,X)]
X ot

En effet, on a alors

~ AL
T (to,Wo) < T (to,Wo)

Ia ~
oi T et T sont les temps de transfert 3 l'origine de 1'atat

initial W(to) = WO pour les systémes

~
DW = H (t,W)

et
o ~
H(t,W)

]
=,
It

respectivement.

Avant de montrer que le principe de comparaison peut &tre
appliquée dans la synthése des lois de commande sous eptimale, nous

donnons un exemple d'application du théoréme V.11.
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txemple V.1

Soit le systéme suivant, décomposé en deux sous-systémes

S] et 52
— 2 2 -
X a.x,. ,+ b,x, + x x X u
s, D{ Pt Pt .31 11 222 . 11 (V. 142)
%15 1 7By 2y ohe 0%, 7% Xy Yo ]
+ b,x 2 xz -
%21 A L LV DA P L B RE ST P Uy
S.: D = + (V.14b)
? ~b + + 2 x2
x99 R A VAL VL PR L) Yog -
les vecteurs de commande [u ] et U, [ U iST
11412 217 Y22

2 . 2, 2 .2
12 S Py et uyy U2 $P2

ou p,, p, sont de nombres réels positifs.

P . 2
vérifiant les contraintes u 11+ u

.. T
Soit la fonction vectorielle définie positive V(X) = [VI(XI)’VZ(XQ)]

T T
X= [XII’XIZ:I X, = [%5)5 Xy, | avee

2
vy K= Xt xp
X)) = -
vy (X)) = Xyt Xy
Alors
T
>, .
—_— F (X,U0)= 2a v]+ 2v v, + 2 [Xll’ x]2] U1
d X
T
Y,
—— | CF(XU) = 2 agv, 2V, + 2 [x2], xzzj
2 X
donc
A -1/2 T
A TR ATty
et -
A /2 [ .
Uy =23V | %210 22]
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d'oii le systéme de comparaison

aw, W W, TP W,

DW=H(W) = 2 - (v.15)

i 1/2
azwz + W] Wz p2 W2

11 est facile de voir que 1'équilibre W=0 de ce systeme
n'est pas globalement attractif, denc il faut faire une estimation
de la région % (W) des états initiaux qui se transférent i
1'équilibre dans un temps fini. Pour établir une telle estimation
on essaiera de se ramener d un probléme linéaire de la fagon suivante.

T

Soit un vecteur W: = [wa"], W:z ] i composantes
strictement positives et le systéme
N . -1/2
aw, + x.\f"?“w1 - PVl
P 171 la]
DW=H (W) = 172 (V.16)
A nr: -p."2
&2 Y Yo1V2 T 2

DW = H (W)
oW =H (W

1'inégalité

H (t,W) £ 'Y (t,W)

est vérifiée pour tout (t,W)eTcx@(ﬁ) :

~ ~ 2 ~ 3 .
= - =
L)) {W€R+ : Woiéwoi i J,ZI

alors d’aprés le théoréme-V.2
W(t;to,wo)é_ﬁf(t;towo)

pour tout tt’:_TD pour lequel ﬁ(t) e,'R(W). Donc si les &tats initiaux
WOG.Q.CW) du systéme (V.16) se transférent i 1’ origine dans un temps
fini et W(t;to,ﬁo)eﬂ(ﬁ) \{'tG.TO alors il en va de méme pour le systéd-
me (V.15). Par conséquent,compte tenu du fait que le systéme (V.16)
posséde la propriété &, il suffit de déterminer un vecteur W: qui

se transf@re & 1’ origine dans un temps fini et (d’aprés le théoréme

I1.9) 'ﬁ'(w;‘)éo.

Par séparation des variables nous pouvons &tablir les solu-

tions du systéme {(V.16) comme suit :



~ l (a.+w’™) 2
Ea v . .
W (t ,t ,w ) = exp = = 2 (t_t +t-e<) - : =1
o’ o (a.+u®,) ot t; j=i
i Yoj 2 2
*_ 2 1/2
t;’= - — 1n . - Lt wWwR) W, 1#1
i o Ty [Pl (a1 WOJ) W, } j#i
i Toj
avec
>
ai + woj £ 0
M1/2
- > . -
1 (ai + woj) LR > 0 i

fa¥
Ainsi le temps de transfert T (WO) de 1'état ﬁo i 1'origine

est donné par la relation

~ 2 a; + w;. 1/2
T (WO) =max | - — In ( ! - AT %oi ) j#£1
i a.+w™ P
i o] i
done
“ 2 ai +W;j 1/2
T (W) = - - * P i
( o) m?x In (1 w01 ) j#£1
»
3 "3 Py

e o s . e e 4 .
et pour définir une région des &tats lnitlaux Xoéi R quli se
transférent 3 l'origine X=0 il suffit de cheisir un vecteur
T . L. . . .
V%T = [wgz, WSE ] i composantes positives qui satisfait aux

relations
1/2

s n . . .
P; ~ (a:.L + woj)- LIPS > 0 1#] i

1,2

ai+wc;"j~7f':0 iFi i=1,2

car ce vecteur satisfaira aussi 1'inégalité
N >
H (Wo) < 0

V. 3 ~ SYNTHESE DE SYSTEMES A TEMPS DE REPONSE FIXE

L'approche que nous avons développée dans le paragraphe
précédant peut E&tre également utilis@e pour la synthése de systémes

i temps de réponse fixé avec commande décentralisée.
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Soit le systéme
DXi = Fi (t,X,Ui) i=1,2,...,s
T

]
‘ - T T T
ou Xié_Rnl , x=[x],x2,...,xs 1 n=3=n

U, € R, et F, : T° x R" x R R™ avec F, (£,0,0) = 0.

Le probléme consite & trouver de commandes locales Ui(t,X) i=1,2,...,s
du type || U, 1|e £p; ou l\-ﬂe est la norme Euclidienne et p; de

nombres réels positifs, telles que tout &tat initial XO appartenant

au domaine

GE,(X)={XER“: hx, W, <4 i=l,2,...,s}

e 1

ou di sont des nombres réels positifs, soit ramené & 1'origine

- - P Fad
dans un temps non supé&rieur i un temps donné T

Pour résoudre ce probléme on choisit une fonction vectorielle
définie positive WV(t,X) = [vl(t,xl),..., vs(t,XS):]T et on cherche

A
des commandes Ui (t’X’Pi) telles que

'évi T BVi

% | - F [t,x,ﬁ\i (t,x,pi)] min . Fi[t,x,ui(t,x)])
i “Ui “egpi i

ol p; est un nombre réel positif 3 déterminer.
Dans une deuxiéme &tape on &tablit le systéme de comparaison
DW=H (t,W,P)
o ﬁ (t,W,P) est une fonction possédant la propriété ¥ telle que
(

i
-ﬁ £,0,0)=0 et
v T V| A
—— | - FLE,X0 (6,X,P) |+ — ¢ ® [ t.v(t,0,p ]
X dt |

ou P = [pl,...,pS] .

A
Soit W 1le vecteur défini par la relation

=
]

sup e, 5]
(£,X)eT xR (X)
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od le sup est pris composante par composante. Puisque pour

tout Wosgﬁ il suit que

~
Wo(tst LW ) LW (E5t W)

le probléme initial est ramend A la détermination d'un vecteur
M~

s A - e s
P €.R+ composantes positives tel que 1'état initial

a
W W 2
(to) = WO du systéme

Fal A~
DW=1H (t,W,P)

soit transféré 3 l'origine dans un temps infé&rieur ou &gal &4 T*

Nous allons illustrer cette approche par deux exemples.

Exemple V.2

Soit le systé&me linéaire, décomposé en s sous-systémes

Si , 1 =1,2,...,s8.

s DX, = S A.. X, + B, U, (V.18)

i

o ni i .
oi X. £ R L, U.€« RL, A,, sont matrices d'ordre n, x n, et B,
i 1 1j i 3 i

des matrices carrées d'ordre n.xn, et de rang n.. Le problé&me

-~

consiste d trouver des commandes locales Ui,\\Ui]\e ST R

dtant la norme Euclidienne, telles que toute condition initiale
X € R

@J(X)={X€Rn:“){i I, <d; i=l,2,...,s}

e
od di’ i=1,2,...,5 sont des nombres réels positifs scit transférée

- . s " -
4 1'crigine dans un temps mnon supérieur 3 un temps donné T,

Soit s matrices carrées symétriques Qi définies positives
et V(X) la fonction vectorielle définie positive

T Y _ T
V(X) = [vl(X]),...,vs(XS)] o v,(X;) =X,” Q; X;. alors,

T
F (X,0)

s
T T
z . Q.A. X, X. Q.B.U.
'ax 2 J:]Xl QlAlJXJ + 2 1 QlB].Ul

L



162,

/\ - - . - P
et les commandes Ui qul minimisent ces expressions sont domnnées

par les relations suivantes

(v.19)

1/2

BiT Q; %
TS
B o %l
~
U (X)) =
0 s1 . =0
1
Donc
dv, T s
A T T T .
o F, (X,0)= 2 .2_] X; Q Ajy Xy - 2p; (X5 Qp By By QX)) ic1,2,..,s
. -

Soit s €3 les nombres réels (positifs) minimaux téls que

les matrices

QA5 T Y
2
Qi Ql - ciin
T 2
Ajs Ay 1% 14
soit semi~définies négatives et f%. i=1,2,...,5 les nombres réels
maximaux tels que les matrices
T 2
Q By By - A

soit semi-définies positives. On obtient alors

1/2 B I
Dvi 5; 2 c; V.o 2 e vy 2 Cijvj
J
ji
31 nous désignons par C la matrice
- -
€1 Cri€127 “11%1s
c = | ©22°21 €a: €22%2

" 2pp vy

1/2
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alors le systéme de comparaison s'établit comme suit

- r 1
i/2 1/2 B ]
vy @ ! Pr My
w;/z V]J/z
. | Py o
DW= 2 © 12 . - .
¢ Vs 12
B — s | 1 Ps P's |
. ~ 1/2
Avec 1le changement des variables W=, ce
systéme de comparaison prend la forme suivante
nS AL fa%
Y ¥ F1(t)
D o =G| 3 -1 %
v ) Ty ()
o o ar”
W W rs(t)
n T A
oii R {t) = [;')l(t) . %}S(t)l , avec ?:Ji(t)=0 si wi(t)=0 et

r () =y sl Vri(t)=0.

Ainsi les solutions de (V.2!) sont données par

(V.20)

(v.z2D)

?J (t) = exp [C (t—to)}ﬂ‘w)O -exp (Ct)[ ftexp[-czx] E(‘g)d’&'*]
t

Q

L™ ~ ~ ~ T s s
Soit W =[w1, wz,...,ws:l le vecteur dé&fini par les

relation T 0.
wo=minl wo: X Qg Xpew, VX, € RL L x, N g |
. - . N S 1
11 suffit alors de déterminer le vecteur R € R ou
A
T

. = DP. o s i vérifie 1 ion
i P; ‘_Ll qui vérifie la relat:

£ +T"
exp (CT*) ﬁ - exp [C(T*-yto)][ Jo exp [- C@*Jdrg*l /ﬁ =0
t

(o]

(Vv.22)
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Puisque on peut toujours arriver 3 un systéme de
comparaison oli la matrice C est non singuliére, la relation

(V.22) peut se mettre sous la forme suivante

exp | C T*] W exp[C T*]c—] (/“- exp [—CT”Dﬁm
~ / A
R = (T- exp [—CT“D - CW

N
et les paramétresp i des commandes Ui données par (V.19) sont

calculées par les relations

i=1,2,...,s.

Exemple V., 3

Scit le systéme (V.10) &tudié dans 1'Exemple V.1.

Supposons que l'on cherche deux commandes locales U1 et U2

pour que tout &tat initial X04£ @L(x).
4 .
Ru(X) ={x er s lx M <a, 1=1,2}

ol1 d], d2 sont deux nombres réels positifs, soit ramené & 1'origine

- -~ - *®
¥=0 dans un temps non sSupérieur & un temps donné T .

Suivant 1'approche tracée dans 1'exemple V.l ce
probléme se raméne a la recherche de deux nombres réels

positifs P, et p, tels que

a +w0_‘|
i . ‘e
- i e —— e e e i
a.+w ", P
1 9] i
od
w*, = d. Donec
o]
R
p; = ( 1 - exp |- T -(ai+dj)di i=1,2 if]
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V.4 - SYNTHESE DE SYSTEMES A COMPORTEMENT EXPONENTIELLE PRESPECIFIEE

Soit le systéme
DX ;= Fi (t,X,Ui) i=1,2,...,8 (V.23)

Le probléme consiste & trouver des commandes locales du type

“ Uine Y p; Pour que pour tout &tat initial X & §L(X) :
@(X)E{xeR“: | X, {1, ¢4y i=1,2,..,s‘%
la solution X (t;to,XO) du systéme (V.23) satisfasse & 1'inégalité
| x s x ), <R - expl- Ble-t )] NeeT!

(V.24)

oii K et ﬁ: sont des nombres réels positifs dont ﬁ>est donné

d'avance.

. . c . P
Soit s fonctions vi(t,Xi), v, T x Rnl.~.R+ définies

positives satisfaisant aux inégalités
2
i1 Wx e v x) < gl (v.25)

oﬁ’ﬁ&j i=1,2,...,8 j=1,2 sont des nombres réels positifs.
Suivant la procédure développée dans les paragraphes
précédents nous &tablissons un systéme de comparaison
A
DW = H {t,W,P) (V.26)
Si W est le vecteur défini par les relations

—_ 2 .
W, —'711 di i=1,2,...,8 (V.27)

alors le probléme initial est ramené i la détermination d'un

/\ - - - -
vecteur P tel que 1'inégalité

A - A —
H (t,rW,P) < - 2rW (V.28)

. e c
soit vérifiée pour tout t & T et r61[o,]]
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En effet, si (V.28) est vérifiée alors d'aprés le
Theoréme II.!! les solutions du systéme (V.26) vérifient
1'inégalité
H W (t;to,wo)H:g i W\L ]1W0H exp[f ZﬁS(t—to)J (V.29
minw.
1
c c _ . e 5 | -
pour tout toe;T , tGETO et tout é&tat initial Woé£R+ : WO\\w.
De plus, puisque
V[t,X(t;to,Xo)] LW It;tO,V(to,Xo)] ,
de (V.25) et (V.29) il suit que

s 7 o 5 2
Z:l oy \ Xi(t;to’xo)“egu Wl S iy I\ %, R expl:-Zﬁ(t—to)] Yt € Tg
l=

pour tout X, & R : v, (t,X, ) < w. , donec d'aprés (V.27) pour tout
io i i/ = "1 P
XO S GL(X). Enfin, en posant
c’(2 i i w i max 7.,
mlnwi mln'ﬁi]

nous obtenons

I x Cese,xnll € o T x M expl=Seme )]

pour tout (to’xo) e T x EL(X) et t € T

O

Exemple V. 4

Soit le systéme linéaire (V.18) &tudié dans 1'Exemple V.2,

Etant donné un nombre réel positif (> et la région
R (XD ={xoeR“ s xoillgdi i=l,2,...,s}

nous cherchons des commandes locales Ui pour que 1'inégalité
(V.24) soit vérifiée pour tout Xoéiﬁﬁ(x). Suivant la procédure de

1'Exemple V.2, nous établissons le systéme de comparaison
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1/2 1/2
vy © Wy Py Yy
- 1/2 1/2 _
DW= 2 w2 C w2 p2P2
1/2 172
@ wS w,S pS HS

S1 Ai et -bi i=1,2,..,5 sont respectivement les valeurs

propres maximales et minimales des matrices Qi’ alors les nombres

. L - 2
M1 et Ny des inégalités (V.25) sont donnés par iy = &i et
Mg = R’i . Par conséquent, le vecteur W est défini comme suit
. 2 2 2 2
e T N S
—1 1 -8 s

~
Pour déterminer donc les commandes locales Ui

T
By 4 X

, = Py T Si X.# 0
T
: I8} o x,ll *

>

0

qui assurent un comportement transitoire du type (V.24), il guffit
de déterminer les nombres réels non négatifs p; pour lesquels

1'inégalité

— >\ d o —_ — — —
=y ! A ydy P]PJ
1/2 A dy s | A ,%2 PoHy
2r -2 r el -
@ Peds | | Bgds| | Peb
Ca2 .2
bl d,
<~ 2r 2
> A ,dy
2
- sds J

Soit vérifiée pour tout rE:[O,l]
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I1 suffic donc de choisir le vecteur

~1 I _ _
H 0 A d |
-1
Yo ; t2 %
P = . .max .|, (C +ﬁ'ﬂ)
#-1 M 2, d
- s — B

On aura alors

% Cesegax ) fl <oz, exp L= oo - e ]

pour tout X € R , £ € ¢ et ¢

Exemple V. 5

Considérons le méme probléme pour le systéme (V.14).

Suivant la méme procédure on &tablit le systéme de comparaison

. _ 1/2
81¥p T MWy T Py W
DW=2 -~ 1/2
BgWy VW T PpYy
2
Puisque v.(X.)=lIX.\[ il suit que 1}, ='7, =1 donc
. i1 i il i2
7 _[dZ 42 ] T e
I Bl B ) )

I1 suffit donc de déterminer les valeurs minimales non négatives

des paramétres P;» P, POUL lesquels 1'inégalité

2 2.2 2 1/2 2
rald1 + r)d1 d2 r p]dl d1
2 . g;-Zr(%
2 2.2.2 _ _1/2 2
ra2d2 + T dld2 T pzd2 d2

soit vérifiée pour tout I'E-EO,]].
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On choisit alors les P donnés par les relations

p., = max (_0, max ( 1:]/2 di{:ai + >+ rd?j]j) i=1,2 i#]

' r€[o,1]

V.5 - SYNTHESE DE_SYSTEMES A COUT BORNE

Soit le systéme

DX, = F. (6,5,U) i=1,2,...,8 (V.29)

et le domaine
n .
@(X)-_{XER : Hxiﬁegdi 11,2,...,5}

otll di sont de nombres réels positifs.

Nous considercons le probléms suivant :

Etant données s fonctions scalaires définies positives

“Pi(t,Xi), ”Pi ¢ TC x Rni.-a--R+ dérivables par rapport

it et Xi et s nombres réels positifs ‘gi,

déterminer de commandes locales Ui i=1,2,...,5 telles

gue pour tout t0 e 1% et Xoéi R (X) les solutions

X (t;to,XO) du systéme (V.29) satisfassent les inégalités

[o2=4
[ "f“i[t,xi(t;to,xo) } dtgﬁ i=1,2,...,8 (V.30)

o

Pour résoudre ce probléme nous appliquens 1'approche
développée dans les paragraphes précédents en choisissant la fonction ¥
T .
Y (£,X) = Eﬁﬂ(t,xl),..., ’$;(t,xsﬂ comme fonction de classe’U:.
Nous &tablissons donc une inégalité du type
A
DW(£,8) g o) < ELE, W (0, 2] (v.31)

d'ol le systéme de comparaison

fa¥
DW = H (t,W,P) (V.32)

. = s s .
Soit W € R, le vecteur défini par les relations

suivantes
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_ . c
v, = mln(fwi(t,}() < v, YEET et “Xuegdi> (V.33)
i
Il suffit alors de déterminer les composantes minimales non
négatives P du vecteur P pour lesquelles 1'inégalité

H (t,rW,P) 'Y —r(Sw (V.34)

= maX(-—%) (V.35)

1

avec

soit vérifiée pour tout rt5[9,11

En effet, si (V.34) est vérifiée alors

W(t ,to,w)é W. exp[ﬁ(t-to) ]
pour tout toeTC et tat [97. Denc

a\f*

f wi(t;to,_ﬁ) dt Gi / exP[ (-t ]dt- \}f'i
to
t

i=1,2,...,s o (v.36)

Puisque, d'aprés (V.33) les inégalités
’+& (to,Xio).g’G. i=1,2,...,s

1
sont vérifiges pour tout (t ,X )€ ¢ xREX), de (v.31), (v.32) i1l
suit ¥, L e,X (k50 LX)} Cw(ese W is1,2,. 0,8 (v.37)

pour tout (to,Xo)eiTc x REX) et tesTg. Par les inégalit&s (V.36) et

(V.37) nous obtenons donc les in&galités (V.30).

Exemple V.6

Reprenons le systdéme linéaire &tudié dans 1'Exemple V.2 et
associons 3 chaque sous-systéme le critére :

/ x (£) Q; X, (v) dt<§ i=1,2,...,8

ty

ol Qi sont des matrices carrées définies positives.

Dans ce cas les fonctions ’Y;(Xi) sont définies par les

relations

T .
’\Pi(xi) = X; Q; X, i=1,2,...,s

Ainsi avec les commandes locales
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T
By @y X

i 1 Bi Q xi\|

nous établissons le systéme de comparaison

1/2 N M 1/2) B 7
v ¥ LSRN
DW= 2 2. c | M2 | P2 P
" 1/2 1/2 '
Ys Ys Ps Fs
Dans notre cas le vecteur W de la relation (V.33) est donné
-2 2 -2 2 T
= _ 3

ol ?Ei sont les valeurs propres maximales des matrices Qi

et 2 2

Suivant donc l'approche développée dans 1'Exemple V.4 le vecteur

P est donné par la relation

F}AI] o | o W [ _i\ld]h

.—] —
P = Pz 0 ﬁﬂ) Ayd

- max , (C +-E
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V. 6 - CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons abordé le probléme de 1a
synthése de lois de commande, synth&se bas&e sur le principe
de comparaison. Si une telle approche a &été largement &tudiée
dans le cas scalaire, le cas vectoriel est encore, 3 notre

sens, insuffisamment exploré.

Le résultat principal de ce chapitre est domné par le
théoréme relatif au probléme de commande en temps minimal.
Nous montrons que s§i les commandes qui minimisent les dérivées
totales de toutes les composantes d'une fonction vectorielle
définie positive conduisent & un systéme dynamique dont le
deuxiéme membre posséde la propriété'TﬁL, alors elles sont de

commandes optimales.

Par la suite, en se basant sur ce résultat nous
apportons un début de réponse pour quelques problémes particuliers
concernant la synthése de lois de commandes de type décentraligé

pour l'obtention d'un comportement transitoire prespécifié,

1] faut noter que le but de ce chapitre &tait de
montrer que le principe de comparaison peut donner des réponses
8 certains problémes de commande. Reste i développer cette

approche en essayant de la rendre moins contraignante.
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Dans ce mémoire nous avons essentiellement tudié le
probléme de l'analyse de la stabilité des systémes complexes.

Pour ce faire, nous avons utilisé& deux outils théoriques :

- Les fonctions de classe VY dont les fonctions
vectorielles définies positives constituent une

sous—-classe particuliére, et

- Le principe de comparaison,

Alors qu'au début de son développement le principe de
comparaison apparaissait, théoriquement, comme un cutil trés
puiséant, ses applications ultérieures ont révélé un certain
nombre d'inconvénients. Le premier &tait induit par les fortes
majorations nécessaires 3 1'établissement d'un systéme de
comparaison. Le deuxidme provenait de l'absence de conditions de

stabilité& spécifiques des syst@mes de comparaison non-lingaires,

L'objectif principal des travaux présenté&s dans ce
mémoire était de rendre cette approche moins contraignante,
c'est-i~dire d'élargir le domaine de son applicabilité. Ainsi,
notre étude a &té développée dans deux directions : la premiére
orientée vers la diminution des restrictions lors de la construction
du systéme de comparaison, la deuxime consistant en 1'étab1iss§ment
des conditions de stabilité relativement simples pour les systémes

de comparaison mon-linéaires, sous leur forme générale,

Dans le deuxidme chapitre, nous avons &tabli un nouveau
systéme de comparaison en s'appuyant sur la notion de stabilité
partielle et incluant comme cas particulier ceux du type Matrozov.
Ce type de systéme de comparaison présente un avantage important,
en ce sens qu'il permet de faire apparalftre la variable X dans le

deuxidme membre de 1'inégalité qui conduit & sa construction.
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Cela peut en général conduire 3 des majorations moins dures que
celles utilisées dans des travaux antérieurs, et par 13 méme a
une meilleure estimation de 1'accroissement de la fonction

d'agrégation le long des trajectoires du systéme &tudié.

Le systéme de comparaison que nous avons proposé peut
€tre considéré comme composé de deux sous-systémes dont le
premier est le systéme &tudié lui-méme ; les conditions de
stabilité partielle que nous avons &tablies se déduisent de

1'analyse du deuxi&me sous-systame.

Cette démarche apparait tr&s naturelle &tant donné
que l'analyse directe du systéme &tudié est souvent trés
difficile. Notons aussi que les conditions de stabilita
partielle présentées dans ce méme chapitre ont &té& &tablies

dans le cas général de systémes non-lindaires.

, Dans le troisidme chapitre, nous avons abordé le
probléme de l'estimation du domaine de stabilité du systéme
€tudié & partir d'une analyse du systéme de comparaison associé.
Les estimations que nous avons développées concernent le cas des

systémes linéaires et non-lin&aires.

Dans le quatri&me chapitre, notre apport concerne le
développement d'une méthode de partition d'un grand systéme en
vue de la comnstruction de son systdme de comparaison. Ce qui, 3§
nos yeux constitue le point fondamental de cette partition,
réside dans la possibilité de décomposer le probléme de 1l'analyse
du systéme de comparaison en sous~problémes indépendants entre

eux,

Enfin, dans le cinquiéme chapitre, nous avons essayé
de montrer comment le principe de comparaison peut &€tre utilisé
pour résoudre quelques problémes de commande. Cette 8tude, loin
d'8tre compléte, avait pour but de poser des bases pour une
recherche future dans un domaine qui n'est pas encore suffisam-

ment exploré,
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L'étude entreprise dans le domaine de 1'analyse de
stabilité par l'utilisation du principe de comparaison nous a
montré au travers des résultats que nous avons obtenus, que

cette méthode présente un certain nombre de faiblesses.

L'analyse objective de ces faiblesses permet de
faire apparaitre un ensemble de questions cuvertes. Parmi
celles—ci on peut distinguer le probléme posé par 1'élaboration
de méthodes systématiques permettant la comstruction de
systémes de comparaison ; cela doit &tre suivi, trés naturel-
lement, par la recherche de conditionsde stabilité moins

dures.

Enfin, il faut insister particulidrement sur la
nécessité d'un effort de recherche s'appuyant sur 1'utilisation
du principe de comparaison, d'une part, vers d'autres aspects
de 1'analyse des systémes dynamique /587, [597, d'autre part,
vers l'application de ce principe 3 des problémes concréts,

domaine qui 3 cette date est encore largement inexploité

({607 - [63]).
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