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GENERALE



Le but de ce mémoire est d'apporter une contri-
bution dans le domaine de 1'analyse (stabilité) et de la synthé&-
se (regulation) des systémes complexes du type : systémes inter-

connectés.

Les outils et méthodes gqui vont &tre développés
s'appuient sur la structure interne du systéme gui permet de

distinguer :

- des sous systémes,

- un schema de couplage entre ces parties (interconnexions).

C'est une des caractéristiques des études actuelles sur
les systémes interconnectés que d'exploiter cette structure en
vue de l'elaboration d'outils spécifiques. Nous ne rentrerons
pas ici dans le probléme important de la décomposition méme des
systémes complexes et faisons 1l'hypothése d'une décomposition

"a priori" pouvant par exemple &tre induite par la nature physi-

gque du processus (ex : réseaux de transport d'énergie électrigue).

Nous nous intéressons plus particulirement a
deux problémes, le premier est 1ié & 1'€tude de la stabilité au
moyen de fonctions vectorielles de Lyapunov et le second est re-—
latif a4 la commande (ou plus exactement, régulation) 3 structure
décentralis@e. C'est en présentant le plan de ce mémoire que nous

discuterons plus en détail des points qui se rattachent 3 ces
deux grands volets,

Le mémoire est constitué de quatre chapitres.
Le premier chapitre est divisé en deux parties qui constituent
chacune une introduction aux chapitres II et III. La premi&re
partie a pour but de rappeler synthétiquement quelgues résultats
importants sur l'analyse de la stabilité des systémes dynamiques
au moyen des méthodes de type Lyapunov, insistant plus particu-
liérement sur leur adaptation au cas des systdmes de grande di-
mension : fonctions de Lyapunov vectorielles, principe de compa-
raison, etc.

Dans la deuxiéme partie, nous essayons de pré-
senter de fagon aussi générale que possible le probléme de la

commande des systiémes interconnectés afin de bien spécifier le



point qui sera ultérieurement traité et qui concerne la commande
décentralisée. Dans cette présentation, nous parlerons du coiit
de transfert d'information entre sous systé&mes, obtenant alors
un probléme d'optimisation "mixte" (variables continues et en-
tiéres), probléme qui, i notre avis, ne rosséde pas encore de
solution.

Le chapitre II est entidrement consacré 3 lTap-
proche "fonctions de Lyapunov vectorielles" et "systéme de com-
paraison". Tout comme pour le cas scalaire, la gualité des résul-
tats obtenus par une telle méthode dépend grandement du choix ef-
fectué pour les "fonctions de Lyapunov". Le principal résultat
de ce chapitre réside dans 1'élaboration et la solution d'un
probléme d'optimisaticn paramétrique permettant la d&termination
d'un systéme de comparaison "aussi bon que possible”", c'est-3-
dire, fournissant des conditions suffisantes de stabilité "aussi
peu restrictives que possible" et ce, dans le cas de systémes
lineaires invariants. Une discussion critique est faite mon-
trant les limitations et faiblesses d'une telle approche dans
le cadre de la stabilisation par commande décentralisée et de
la stabilité& sous perturbations de structure.

Enfin, nous présentons dans ce chapitre un ré-
sultat nouveau concernant la détermination de bornes sur la so-
lution de 1l'équation de Lyapunov.

Le troisiéme chapitre, 3 notre sens le plus im-
portant, porte sur le probléme de la commande (régulation) avec
contrainte de structure décentralisde. Nous y développons une mé-
thode primale traitant les divers problémes induits par la mé&tho-~
de. Nous traitons tout d'abord du probléme de 1l'obtention de gra-
dients matriciels et fournissons une technique de calcul simple
de mise en oeuvre. Le probléme de projection matricielle est en-
suite &tudié et présenté&, encore, comme un probléme d'optimisa-
tion paramétrique, relativement facile 3 résoudre dans le cas de
contraintes multiples (linéaires).

Les problémes de commande 3 structure contrainte
posent en général le probléme de la dépendance de leur solution

bar rapport aux conditions initiales. Ce probléme est la plupart



du temps résolu en considérant le vecteur condition initiale
comme un processus stochastigque 3 caractéristiques connues
(moyenne et variance). Nous allons comparer cette approche avec
celle consistant & faire la synthése de la commande 3 partir de
la définition d'un probléme de "jeux" et qui revient & optimiser
le pire des cas.

La stabilité de la structure est &tudiée et des
conditions suffisantes sont fournies pour que 1l'algorithme (pri-
mal) de détermination de la commande décentralis&e optimale con-
verge bien vers une solution stabilisante. Ce point n'avait, &
notre connaissance, par encore été& ré&solu et les quelques algo-
rithmes existant dans la littérature nécessitaient la vérifica-
tion a posteriori de la stabilité de la solution obtenue. Enfin;
a la fin du chapitre nous traitons un probléme formellement plus
complexe ol, outre les contraintes de structure sur la commande,
interviennent des contraintes de type instantanné sur 1'état et
la commande.

L'application des résultats obtenus auparavant
est ensuite faite au probléme de l'estimation d'état décentrali-

sée,

Le dernier chapitre constitue le "chapitre ap-
plication". Le probléme de la régulation charge-fréquence dans
les réseaux d'énergie électrique y est abordé. Nous nous y at-
tachons a4 montrer 1l'applicabilité des résultats (algorithmes) a
un systéme de taille relativement significative et 3 comparer
nos résultats a4 ceux trouvés auprés d'auteurs spécialistes en la

matiére.



CHAPITRE I

SYSTEMES INTERCONNECTES :
PROBLEMES DE STABILITE ET COMMANDE



[-1, INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous allons principalement rappeler
certains résultats concernant l'analyse de la stabilité pour les
systémes interconnectés au moyen de la méthode de Lyapunov pour

terminer par une bréve présentation du probléme lié 3 la décom-

position-décentralisation pour la commande de tels systémes.

Il serait illusoire que de veculoir, en gquelques pages,
faire un tour d'horizon complet des études et résultats obtenus
dans le cadre de la théorie de la stabilité selon Lyapunov, de-
puis la parution de ses travaux & la fin du siécle dernier. Nous
nous attacherons donc essentiellement & distinguer ceux gqui ont
un rapport direct avec le probléme gue nous étudierons au deuxié-
me chapitre et concernant la stabilité des systémes interconnec-—

tés.

La seconde methode de Lyapunov est apparue comme une
idée extrémement séduisante car (et c'est une des caractéristi-
ques essentielles) elle exigeait seulement la connaissance du
modéle mathématique (équation différentielle) du systéme 3 1'étu-
de. Sa mise en ceuvre nécessite la d&termination d'une fonction
dite "fonction de Lyapunov" & partir de laquelle peuvent é&tre
énoncées les conditions (suffisantes en général) de stabilité.

Le choix, non unique, de ces foncticns de Lyapunov constitue le
point crucial de la méthode et parfois aussi son pcint d'échop-

pement.

Dans le cas de grande dimension, cette détermination
peut se révéler extrémement laborieuse et c'est pourquci nombre
de travaux se sont attachés 4 considé&rer le cas des systémes in-
terconnectés qui conduisent en fait 3 une décomposition du pro-
bléme. Dans ces travaux, les hypothéses suivantes, sont généra-

lement admises :

- il existe pour chagque scus systéme isolé une fonction de
Lyapunov au moyen de lagquelle ses propriétés de stabilité

sont €tablies
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- les termes de couplages entre sous systémes peuvent &tre
caractérisés (majorations) dans la base que constituent

les fonctions de Lyapunovpour les sous=—-systémes.

Avec ces hypothé&ses, deux approches peuvent &tre considérées
(Sandell et al 1561l } : 1l'une consistant a4 rechercher une fonction
de Lyapunov globale pour le systéme, l'autre conduisant 3 la dé-
finition d'un vrai systéme dynamique : appelé& systéme de compa-
raison. C'est la deuxiéme approche gui retiendra plus particu-

liérement notre attention.

Parmi les personnes gqui furent d 1l'origine du dévelop-
pement d'une telle approche nous citerons Corduneanu 1211 qui &
partir d'un systéme de comparaison scalaire a montré qu'il n'était
pas toujours nécessaire que la dérivée temporelle de la fonction
de Lyapunov soit négative {(cas non invariant), et Matrosov (51l
gui, a partir des résultats de Wazewski 1641 sur les inégalités
differentielles, a défini un systéme de comparaison vectoriel 3

partir des "fonctions de Lyapunov vectorielles”™ (Bellman 1101).

Enfin, il nous faut mettre en évidence le travail
pionnier de Bailey 181 dans le cadre des systémes interconnectés,
travail qui a ensuite suscité de nombreuses contributions
(8iljak 1581 ), (Michel et Miller 1521) et (Araki 141).

Bien que nous n'ayons personnellement pas envisagé
son €tude il nous parait bon de ne pas passer sous silence 1'ap-
proche "input-output" gui a également fourni un grand nombre de
travaux dont les références et principaux résultats peuvent &tre

trouvés dans le livre de Michel et Miller 1521.

[-2, STABILITE DES SYSTEMES INTERCONNECTES

Le principe de la deuxiéme mé&thode de Lyapunov peut
@tre introduit & partir de considérations énergétiques (cf.
Kalman et Bertram 1401).

Supposons un systéme physique isolé, d'énergie expri-
mée en fonction de 1'état x : E(x). Si dE(x)/dt est négative pour

tout x, a l'exception d4'un point isolé X, (unique), 1l'énergie va
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décroftre continuellement jusqu'd atteindre sa valeur minimum

PoUur X=X .
P e

Pour un systéme dissipatif, 1'énergie permet donc de
déterminer la stabilité d'un point d'équilibre. Toutefois 1l'ex-
pression de 1l'énergie est, dans le cas ol un systéme est décrit
par un modéle mathématique, trés difficile a déterminer. La
deuxi®me méthode de Lyapuncov généralise cette idée d'énergie par

la considération de fonctions dites "fonctions de Lyapunov" 1401 .

"Un systéme dynamique est stable (retour & la posi-
tion d'équilibre aprés perturbation) si il existe
une fonction scalaire de 1'état telle que V{(x)>0,

ﬁ(x)(O pour x#xe et V(x)=§(x)=0 pour x=xe“.

Bien sir V(x) = E(x) satisfait les conditions précé-
dentes et une interprétation géometrique peut &tre fournie. En
effet con peut considérer V(x) comme une mesure de la distance
entre x et X et donc si G(x(t)kio, V(x) est continuement dé-

croissante ce qui implique x(t) -— X, pour t—ow

Dans ce gui suit nous nous restreindrons au cas de

systémes invariants dans le temps, et décrits par

%=F (x) x(0)=x t 20 (1)

0 r
- n n n . . . .

ol x¢eR™ et F(.) : R==R est une fonction continue satisfaisant

la condition de Lipschitz (unicité des solutions de (1}, 1401).

Le cas discret ne sera pas évogué ici (voir Bitsoris 1161},

I-2-1., QUELCUES DEFINITIONS

Supposons que l'origine est un point d'égquilibre iso-
lé pour (1) c'est-a-dire F(0)=0. Par la suite nous noterons

n 2311/2 n

xi = { z Xi} {norme euclidienne du vecteur xeR") et
1=1

¢ﬁt,xo)cRn l'unique solution de (1).

DEFINITION I-1, Le point d'équilibre x=0 de {l) est stable si V

€>0 il existe 8(e}>0 tel que

Nx ngd(e) — Nad(t,x e ViE>0 (2)
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DEFIN:TION I-2. Le point d'égquilibre x=0 de (1) est asymptoti-

guement stable si il est stable et s'il existe un nombre n>0 tel

gue

Hx 0 €nq -— lim IItb(t,xO)ll =0 (3)
0 t—w

DEFINITION I-3. Le point d'equilibre x=0 de (1) est dit expo-

nentiellement stable s'il existe 0>0 tel queve>0 il existe

5(e)>0 tel que

-ot

Hx n<8le) —  md(t,x )< ee vtz O {4)

0

Ces trois définitions ont les interprétations géomé-

trigue suivantes

stable

exponentiellement
stable

asymptotiguement
stable

—_—— -

Fig. I-1. Interprétation géométrique des
définitions de stabilité
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Exemple I.1. Soit le systéme (1) avec F(x)=Ax, ol A est une ma-

trice reéelle, soient Ai(A) i=1l...n ses valeurs propres sSuppo-
sés distincts. I1 existe alors une matrice T inversible (Bellman
191) telle gue

. -1

nen = et M= 7 YN <" L nenae™n
avec un = exp {max Re[h.(Aﬂ} . Nous avons donc
1£ign 1
H¢(t,xOMI=ueAtx0“ge(T)2.uxou. exp{max Re[Ai(A[]t}
1{ign
ot e(T) % = wonur” lu. Finalement si on prend
() = e/ o(T)*
o= — max Re{k.(A)}
i1€ign
il vient
a) Sie= 0 alors x = 0 est un point d'équilibre stable

du systéme linéaire X = Ax
b) Si ¢ >0 alors x = 0 est un point d'équilibre expo-

nentiellement stable du syst@me linéaire » = Ax.

I-2-2. FONCTIONS DEFINIES POSITIVES

Tout d'abord, rappelons la définition suivante des

fonctions dites de classe k (Hahn 1371).

DEFINITION I-4. Une fonction continue ¢:[0,0)—=R"est dite une

fonction de classe k (¢ek) si «{0)=0 et ¢ est strictement crois-

sante dans son intervale de définition.

Considérons maintenant la fonctions scalaire v(x):Rﬂ>R continue

alors :

DEFINITION I-5. La fonction v{.) est dite définie positive (semi-

definie positive) si v(x)>0 (v(x)20) pour vxe R® et v(x)=0 si et

seulement si x=0.
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Il est évident que d'aprés la définition I-4., v(x) est une fonc-

tion dafinie positive s'il existe une fonction evek telle que

vi(x) = e(Uxn) vX ¢ g™ (5)

et v(0)=0. Nous sommes en mesure maintenant 4d'étendre ces défini-
tions pour les fonctions vectorielles. Considé&rons une fonction

Vix): REmR™ continue, alors

DEFINITION I-6. V{x) est dite définie positive (semi-définie po-

sitive) si Va cRHH c&>0 i=l...m, la fonction scalaire v{x}=a'V(x)

est définie positive (semi-définie positive).

Nous devons noter gue d'aprés cette définition, une
fonction V(x)'=[vl(x),...,vm(x)] est définie positive si vi(x)20

pour tout i=l...m et si l'ensemble

M(x)= {xe Rn/vi(x)=0, i=l..Jﬂ} (6)
est constitué simplement de l'élément zéro, c'est-d-dire Mb{)={0}.

Exemple I-2. Soit 1a fonction V(x)'=[vl...gm]:Rp—> rR™  avec

vi(x)=x'CiCix oli C, est une matrice de rang inférieur ou égal &

n alors d'aprés la définition ci-dessus et (6) nous avons

=

Mix) = N N(Ci)
i=1
ol N(Ci) dénote 1'espace nul de Ci alors V{x) sera définie posi-

tive si M{x)= {0}. Dans le cas contralre elle sera semi-définie

positive.

Par définition, si V{(x) est une fonction vectorielle
définie positive, alors nous pouvons lui associer une fonction
scalaire définie positive. Ce faitest fondamental pour comparer
les deux approches classiques, fonctions de Lyapunov vectorielles
et sommes pondérées, pour l'étude de la stabilité des systémes

dynamiques interconnectés.,
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I-2-3. LA DEUXIEME METHODE DE LYAPUNOV

Dans ce paragraphe nous allons passer en revue les di-
verses propriétés que peuvent présenter les fonctions de Lyapunov
et noter les types de stabilité que ces propriétés induisent pour

le systéme dynamigue (1}).

L'application de la deuxiéme méthode de Lyapunov con-

siste 3 e¢valuer "l'accroissement par rapport au temps”

Vo(e) = 1lim | y{tr8E)-v(E)
- . 5t
5t -0

(7)

de la fonction continue v{t). Bien sir si v(.} est différentiable
alors

dv (&)

v+(t) = v(t) at

1l

(3)

Considérons la fonction v(x{(t)) ol x(t) est solution de (1), alors

(9)

v+(x) = lim ; 5t

v(x(t+6t))-v(x(t))§
st 0"

Comme x(t+&t) — x{(t)+5stf(x{t)) lecrsque 5t——>O+, il vient

v, (x) = lim V(X(t)+ng(x))~v(x(t))$ (10)
+
5t — 0
soit dans le cas différentiable
v o(x)=V(x)=Vv(x) "£(x) (11)

<+

Pour ne pas surcharger 1'écriture, nous adopterons 3 partir d'ici

la notation G(x) dans tous les cas.
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THEOREME I-1. S'il existe une fonction définie positive v(x)

telle que
a) ¢ (nxmLv (x) < @, (i)
*
b) v(x)g0
¢ et ¢. étant des fonctions de classe k alors le point d'équi-

1 2
libre x=0 de {1} est stable.

Démonstration : Soit X, une condition initiale quelcongue pour

{l1) ,alors de 1'hypothé&se b) nous tirons :

t

v(®(t,x))=v(x,) =-£ V(o(g,x,))az
<0 V £330 (12)

Ve >0, prenons &«¢)>0 tel qgue ¢E(6)gﬂi(£) alors si uxd|s 5(¢e)

nous avons :

0 (£) 2 ¢, (8) 2 @, (nx n)»v(x,) (13)

mais avec (12) nous pouvons reécrire (13) sous la forme :

‘Pl(c)>v(d>(t,x0))>} ‘Pl( ||q>(t,x0)||) (14)
et comme chk il vient
Wt x < e Vv t20 (15)

et le theoréme est prouvé par la dé&finition I-1.

THEOREME I-2. S$'il existe une fonction définie positive v {x)
tellie que

a) ‘Pl(uxll)gv(x) £ 9"2(llxll)
b) \'f(x)é—%(uxu)

ol e @ et #3 ek alors le point d'éguilibre x=0 de (1) est
asymptotiquement stable.
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Démonstration : Commne ¢§>O, d'aprés le thécoréme antérieur nous
pouvons conclure gue le point d'équilibre de (1} est stable.

D'autre part avec b) nous avons

t
v(¢(t,xc))-v(x0}=_g\3(¢(I;,XO))d§
s-_é' ey (ND(T %) )AL VE0 (16)

supposons maintenant que pour n>0 nous avons uxousin alors

vixg) < @2(ux0u) < % (n) (17)

d'aprés (16) et l'hypothése a) il vient

w(u¢(t,xonl)<v(¢(t,xo))

1
t
< wz(n)—_g' 2 (1T, x N )dY vE20 (18)
comme en particulier ¢1£k
t
e 21in [ e (ne(g,xn)dg (19)
t oo 0

finalement, comme v, et ¢§ak, si on impose une borne finie sur

NXH (19) implique

limu¢(t,xohi=0 (20)
t—oo
et le théoréme est prouvé par la définition I-2. -

THEOREME I-3. 5'il existe trois constantes positives telles que

a) pluxngv(x) < By uxH

b) v(x)<- R

alors le peint d'équilibre x=0 de (1) est exponentiellement sta-

ble.



Démonstration : Comme avant, nous pouvons écrire

t.
v(¢(t.XO))—V(XO)={ e, %)) AL

t

s—{ p3ll¢(C,xO)ll ag
K r

- = [ vieg,x ))d (21)
H 0 0

Il est aisé de voir qu'une solution possible pour cette inéqua-

tion intégrale est

vie(t,x,)) < et

V(XO) (22)
avec 0=M /p,. Finalement, pour Ve>0 prenons &(e)=ep /K., alors
3 2 1 2

nous avons d'aprés (22)

- H -
1e "t <2 pxon 7t (23)

1
||¢(t,x0)|| g—'rv(xo i ol

1
alors si uxwlga(z), (23) implique queu¢(t,x0)u gse-at pour vtz0
et le theoréme est prouvé par la définition I-3. -

Avec ces conditions, dans les paragraphes suivants,
nous allons pouvoir établir le principe de comparaison pour

1'étude de la stabilité des systimes dynamiques interconnectss.

I-2-4. LES THEOREMES DE WAZLWSKI ET CORDUNEANU

Dans ce paragraphe nous allons rappeler deux théorémes
dus & Wazewski 1641 et Corduneanu 1211 qui Furent a l'origine de

1'énonce du principe de comparaison développé par Matrosov 1511

DEFINITION I-7. Une fonction C(x):R" R® continue est dite quasi-

monotone si pour toutes ses composantes gi(x) et tout vecteur,

R = ' 7 i
X,¥e¢ tels que x;=y; et xjg}j (i#3) on ait gi(X)<gi(Y)
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THEOREME I-4. Soit 1'inégalité différentielle

T ()KG(x (L)) x(0)20 (24)

ol la fonction G(.);Rn—-Rp est une fonction continue qui satis-
fait la condition de Lipschitz. Si pour toutes les composantes

93
tion x(t)»0 vtx0 qui satisfait (24).

: gi(x)zo pour xi=0 et szo (i#j) alors il existe une fonc-

Démonstration : Par l'absurde. Supposons gu'il n'existe pas une

fonction x{t)20 vt=0, telle que (24) soit satisfaite. Comme
x(0)20 alors il existe un instant £©>0 tel que xi(tf)=0 et
xj(t*)20 (1#3)

D'autre part comme G(x) est continue et satisfait la
condition de Lipschiltz alors il existe toujours une solution de
1'equation différentielle

X (t) =G (x(t)) (25)
gui satisfait évidemment (24). Donc pour t=t nous avons
x, (t) = g, (x(£*))>0 (26)
1 t=t* iR

ce qui implique que xi(€+dt)>0 et donc comme ceci est valable
pour tout t*>0 cela contredit 1'hypoth&se de non existence d'une

solution x(t)20 Vtz0 ce gqui prouve le théoréme. -

THEOREME I-5. (Théoréme de WAZEWSKI).Soit 1'inégalité différen-
tielle

X (£)<G(x (L)) x(0)=x, (27)

- n n . . . . .
ot G(.):R"— R est une fonction guasimonotone gui satisfait la

condition de Lipschitz et soit aussi 1'équation différentielle
y(£) =Gy (£)) v (0)=y, (28)

alors 1l'inégalité Xo<Yy implique x(t)lgvy{t) vt>0 .
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Demonstration : Comme dans le théoréme antérieur, ceci est prouveé

par l'absurde. Dans ce cas, il existe un instant t* >0 tel que
xi(t*) = yi(t*) et xj(t*).g yj(t*) (i#3) . Alors d'aprés (28) et

du fait que G(.) est guasimonotone il vient :

vit) = Gy (t")) 2 G(x(t*)) = £(t) (29)
t=t* t=t"

c'est-d-dire que pour t=t" +dt nous avons x(t) < y(t) et comme

=

t* = 0 est complétement arbitraire, le théoréme est prouvé.

Finalement, nous devons noter que si la fonction G(.)
du théoréme antérieur satisfait aussi l'hypothé&se G(0)=0 alors

{(Théoréme I1I-4.) © £ X5 g Y, implique 0 ¢ x(t) < v(t) vt> 0.

Ce résultat sera d'une importance fondamentale pour
etablir les pPropriétés du systéme de comparaison dans le paragra-
phe suivant,

THEOREME I-6. (Théoréme de Corduneanu). Soit v (x) :R"mw R une

fonction définie positive tel due son accroissement temporel par

rapport a une trajectoire de (1) satisfasse

V(%) € hiv(x)) (30)

Considérons le systame dynamique scalaire dit "Systéme de Compa-

raison"
& =h (w) (31)

pour lequel on suppose l'existence et 1'unicits des solutions
VU(O)=ub > 0. On suppose de plus que w=0 est un point d'équilibre
isolé de (31). Alors -

a} 8'il existe # et ¥, ek telles que q N < vix)
< ﬁz(uxu) et si (31) est stable alors le point

d'équilibre de (1} est aussi stable

b) S'il existe 9 et ¥ek telles que g nxn) € vix)
<% (Ixn) et si (31) est asymptotiguement stable
alors le point d'équilibre de (1) est aussi asymp-

totiquement stable
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c) 5'il existe My > 0 et y> 0 tel gue pluxu:gv(x)
£

alors le point d'é&quilibre de (1) est &galement

B UxN et si (31) est exponentiellement stable

exponentiellement stable.

Démonstration : D'aprés le théoréme de Wazewski nous pouvons con-

clure gque vi(x(t)) € w(t) avec w(() = v(xo) et comme v(x}) est une

fonction définie positive : 0 ¢ vi{x(t)) ¢ w(t) vt > 0.

a) Comme par hypothése w=0 est un point d'égquilibre
stable de (31) et comme h(.) est une fonction
scalaire alors il existe un voisinage
B(r) ={w /0 € w r} de l'origine tel que h(w) £ 0
VweB(r). D'autre part

. ~1

vix) €« hiv{x)) €0 vx/mxi £ @ {r) (32)

ce gul prouve la stabilité du point d'équilibre

de (1) par le théoréme I-1.

b) La stabilité asymptotique du point d'équilibre w=0
de (31) impligque gu'il existe un voisinage B(x) de
l'origine tel que h(w)  -¢(w), ¢eck pourVweB(r)
et donc

Vix) € hiv(x)) € -e(v(x))

< - @ ey (nxN))

< - %(leil) YR/ XN £ so;l (r) (33)

et par le théoréme I-2. la stabilité asymptotique

de {1) est prouvée,

c) Comme le point d'équilibre w=0 est exponentielle-
ment stable alors 3v>0 tel que h{(w) € -vw YweB(r), donc

V(x) < h{vi{x)) € =vv{x)
< - MR

< - B3N Y X/NXH < (34)

2
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et par le théoréme I-3. avec Hy= v > 0, la partie c) est prou-

vée.

Insistons sur le fait gue ce théoréme a établi des
conditions de stabilité pour le systéme de départ (1) & partir
de 1'étude de la stabilité d'un systéme scalaire appelé "systé-

me de comparaison”.

Dans le prochain paragraphe, nous allons yénéraliser
cette 1ldée et établir un systéme de comparaison vectoriel gqui
nous permettra de mettre en évidence les aspects de la "décompo-

sition” pour 1l'étude de la stabilité des systédmes interconnectés.

I-2-5. LE PRINCIPE DE COMPARAISON. THECREME DE
MATROSOV

Dans cette section nous allons &tablir le "principe
de comparaiscn" & partir de la généralisation du théoréme de
Corduneanu. L'id&e principale est de construire un autre systé&me
dynamique (nous allons considérer ici seulement le cas linéaire

et stationnaire) de telle fageon que

a) L'étude de sa stabilité implique celle du systéme

initial (syst&me de comparaison)

b) L'étude de la stabilité du systéme de comparaison
doit étre simple (structure simple, dimension ré-

duite par rapport au systéme de départ)

c) Le syst@me de comparaison doit tenir compte de la
structure du systé&me global (sous systémes - inter-

connexions) .

Pour satisfaire ces objectifs, Bellman 1101 et
Matrosov 1511 ont proposé de considérer pour le systéme global
une fonction de Lyapunov vectorielle V{x)= [vl,...,vN]'oﬁ
Vi(Xi) est une fonction de Lyapunov scalaire associée 4 chaque
sous-systéme isolé. La premiére application pratigue montrant
l'efficacité de cette approche a ¢té faite par Bailey 181 ,
suivi par de nombreux auteurs (Siljak 15381 , Michel et Miller
1521 et Araki 141}).
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DEFINITION I-8. Une matrice réelle Lt RVFN est dite M-matrice

si tous ses élements hors diagonaux sont non-positifs (lij £ 0,

i#]) et si tous ses mineurs principaux sont positifs :

det = A, (L) >C  k=l...N (35)

THEOREME I-7. Soit Le RNXN une (=pM)=-matrice (-L est une M matri-

ce) alors les propositions suivantes sont &quivalentes

a) AML)cC (stabilité asymptotique)

b) (--l)kAk (L) >0 k=1l...N (conditions connues comme

conditions de Sevastyanov-Kotelyanski)

¢) Il existe un vecteur yaRN ;1 Yy > 0 tel gue Ly < 0

Démonstration : Voir par exemple (Fiedler et Ptak 1271) qui Ffour-

nissent bon nombre d'autres conditions equivalentes.

L'obtention du systéme de comparaison procéde de la
fagon suivante : soit le systéme (1)
(S) X = F(x) (36)
ol F(.) est une fonction non linéaire telle que (36) peut &tre
ecrit sous la forme
[ .
(Si) X, = fi(xi)+gi(x} i=l...N (37}
ol gi(x), i=1l...N, est une fonction additivement séparable et
qui satisfait
N
9300 = 2. 9;40x)
_]_
41 .
B i=1...N (38)
N N
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ol hij est un nombre réel non négatif. Considérons maintenant,
le ieme sous-systéme isolé

(Si) X, = fi{xi) (39)

n, n,
ol fi(.):R t— r 1t est une fonction telle que Xi=0 est un point

d'équilibre isolé, Supposons encore associé i chagque Si une fonc-

tion de Lyapunov telle que
i IXG < v (x)) My o X0

[ ] -~
Vi(Si) < TR X (40)

NIV sy

avec . > 0 ¥i = 1...N et k=1,2,3 et 4, Nous devons noter gue
les hypothé&ses sur les interconnexions (38) et sur la fonction
de Lyapunov de chaque sous-systéme isolé (40) ont &té prises de
cette fagon simplement parce que nous les retrouverons dans les
cas que nous allons traiter dans le prochain chapitre. N&anmoins
leur généralisation (avec des hypothéses moins restrictives et
Plus générales) n'induit aucune difficulté supplémentaire sur le

développement que nous allons maintenant faire.

Considérons l1l'accroissement temporel vi(x) sSur une

trajectoire de (Si), alors nous avons

N
- _ - - .
Vis,) T Vi) * Vi 2 955(x)
1 1 ]#l (41)
N
<= By a0+ B4 j};ﬁ:i hijlllel i=1l,..N

Utilisant les bornes sur v données en (40) nous pouvons réécri-

re (41) sous la forme

. E %, by .
vy £ - == Vit By > = v, i=l...N (42)
Hi2 i1 My1
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alors si on définit le vecteur V' = [vl...vN] , (42) s'écrit

sous la forme matricielle

[ ]

VLV (43)
ol les élements de la matrice L sont définis par

-1 .
Hi3 Ko =]
1,. = i,j=1...N (44}
+J -1 o
Mg By Byy 173

Comme lij > 0, i#j alors la fonction vectorielle 1i-

neaire G(V)=LV est une fonction quasimonotone et donc elle sa-
tisfait les hypothéses du théoréme I-4. et du théoréme de

Wazewski. Si on considére l'é&quation différentielle linéaire
L
W = LW (45)

alors 0 € V(0) € W(0) implicque 0 € V(t) € W(t) Vvt > 0.

THEOREME I-8. (Théoréme de Matrosov). Si le systéme de comparai-

son W = LW satisfait les définitions I-1-I-3. alors le point
d'équilibre x = 0 du systéme dynamique (36) satisfera la méme
définition.

Remarques :

1. Le théoréme de Matrosov a été établi originalement
pour un systéme de comparaison non linéaire
W= G(W) oil G(.): RN gN est une fonction qui sa-
tisfait les conditions du théoréme de Wazewski (pour
cela voir par exemple Matrosov 1511 , Burgat 117l

Bitsoris 1161).

F

2. Evidemment, le systéme de comparaison dépend forte-
ment des bornes supérieures pour les normes des in-
terconnexions (38) et surtout des bornes de la fonc-
tion de Lyapunov associée a chague sous systéme iso-
1é (40). C'est pour cela que le choix de la fonction
de Lyapunov de chague sous—-systéme isolé est trés im-

portant et sera le sujet de notre prochain chapitre.
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3. L'étude de la stabilité d'un syst&me dynamique
interconnecté qui admet pour chagque sous-systéme
isolé une fonction de Lyapuncv avec les propriétés
(40) peut aussi &tre abordée par la méthode des

"sommes pondérées" (llichel et Miller 1521},

Considérons pour le systéme global une fonction de

Lyapunov scalaire

dx) = v. v, (x:) {45}

avec y >0. Alors, ¢#(x) satisfait (Michel et Miller 1521)
i

Hiiixhg € 9(x) € p,yixty (47)

™=

o0 #p =minly, ) > 05 py =
: .

. Yikip>0 et uxip = mgx(nxflx

1 i

Sa dérivée temporelle par rapport & une trajectoire de (8) vé-
rifie

bg (X) = igl vy ‘\'ri(si) (x,) (48)
d'aprés (41) il vient

. N N

Hx) € izl{ T Y pgaixgh + oy, jiihij“xj"} (49)
et si on considére y' = [yl...yN] et  o(uxn)' = @xf\ . uxNﬂ

(49) peut &tre reécrite sous la forme
L
Hx) < y'L, oluxn) (50)

ot L, est une matrice définie par

Ki3 1=]
T = (51)
Hig Pys i#3
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Finalement, comme toutes les composantes du vecteur ¢é{(nxn) sont
non négatives et comme #(x) est borné (47) alors le systéme dyna-
mique interconnecté de départ sera asymptotiquement stable si

3y >0 telle que L) y < 0. C'est-a-dire (Théoréme I-7.} que L,

(et donc L,) doit &tre une ({(=M)-matrice. Dans ce cas
. N y )
J(x) < mix jil vy 1y guxu00 = = B NXig (52)

Cela impose une condition de stabilité moins restric-
tive que celle obtenue avec le systéme de comparaison (45). Evi-
demment cette conclusion est valide avec les hypothé&ses que nous
avons faites sur les fonctions de Lyapunov des sous-systémes iso-
lés. Ceci n'est pas toujours vrai, comme nous allons le montrer

pour le cas des systémes linéaires interconnectés.

I-2-6. QUELQUES PROPRIETES PARTICULIERES DES SYSTEMES
LINEATRES

%onsidérons maintenant un systéme linéaire, inva-
riant 8 = S,
. i
i=1
. N
(s;) xi=Aixi+£§aAijxj i=l1...N {53)
j#L
ol Ai est une matrice telle cue A(Ai)CZC-. Soit en plus la ma-

trice Qi=D'iDi de telle sorte que la paire (Ai,Di) est observable.
I1 existe alors une matrice unigue Pii> 0 qui satisfait 1'éqgua-

tion matricielle lin&aire (&¢uation de Lyapunov).
'D 4P L. L=
AP +P A +D, 0 (54)

Considérons finalement la fonction scalaire définie positive

. 1/2
v, (k) = {npi noxIPx, } (55)
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qui satisfait (40) avec

_1 172
By = 1 Bip = Fi4 ={ nPiu "Pi H} = @

i=1l...N (56)

Si on considére sa dérivée temporelle par rapport aux trajectoi-

res de chaque sous-systéme isolé nous avons :

1 XiQixif
LJ -
v, , - £ - a,v : a, = min = { 3-——-_= {(57)
1(Si) i7i i <. 2; xiPiXi
i
et aussi d'aprés (40) en faisant
-1..1/2
L oedh |
I-Ii3 = 3 W . Amin(Qi) i=l...N (58)
i

Si finalement on définit la "matrice des interconnexions” HERNXN
comme étant

H = {hij/hij = "Aij" i,j = 1...N} {59)

nous pouvons obtenir la matrice du systéme de comparaison 1i-
néaire (45) sous la forme
Amin (94)

L = - diag % + diag (e)H (60)

Amax(Pi)
mais d'aprés (57) rien ne nous empé&che, 3 la place de L donnée

par (60), de considérer L donnée par

L = - diag(ai) + diag (ei)H (61)

ce qui, évidemment, sera plus intéressant car 2a > Amin(Qi)/
i
AmaX(Pi). Finalement, comme 6, > 1 i=1.,.N, nous pouvons

reécrire {61) sous la forme
L = diag(ei){ - diag(qi/ei)+H }= diag(ei)L (62)

et l'étude de la stabilité de (53) peut &tre faite 3 partir de

la matrice T (voir lemma II-1.),
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Si maintenant on considére 1l'approche des sommes pon-
dérées avec la fonction de Lyapunov (46) nous pouvons trouver la

matrice L, sous la forme

AL Q)
— 34 34 1 "min "1 _ ; ~
L, = dlag(ei) diag [2 :——~T§IT}+ H dalg(ei)LV
max (63)
pour comparer les deux approches faisons
~ ~ A 3 (Q‘) qa
AT =T -1, = diag | -2 21_ . 2 (64)
v 2 A (p.) e,
max 1 i

i < & . . . . 1
mais etaﬁt donné que B, >1 et 2ay ;.Amln(Ql)/Amax(Pl) alors la
matrice AL n'a pas nécessairement un signe défini et donc nous

ne pouvons pas dire laquelle des deux approches sera la meilleure.

Nous pouvons remarquer que les deux approches vont dé-
pendre du choix de la matrice Qi dans (54). Dans le prochain cha-
pitre nous allons traiter du probléme du choix des matrices Qi
permettant d'obtenir les conditions de stabilité les moins res-
trictives possible. Le probléme du choix de la matrice Qi peut

- s'exprimer comme suit (voir Théoréme I-7.).

Probléme 1. concernant la matrice L : Trouver les matrices Q;

i=l,,.N telles que

L(Q*.l)yé L(Q,)y vy > 0 (65)

ce gui se réduit a

max u.B.(P.)_l sous A'!'P.+P.A.+D!'D, = 0 {66)
D iii iTi i TiTi
i
Probléme 2. concernant la matrice L, : Trouver les matrices Q;

i=1,..N telles que

L,y € L, (Q))y vy > 0 (67)
ce gui se réduit a
1 Amin(DiDi)
max = —————— S0ous Al!P.+P.A.4+D'D, = 0 (68)
D, 2 Amax(Pi) iTi Titi Titi

1
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Nous verrons dans le chapitre suivant qu'il est possi-
ble de proposer une solution pour le probléme 1 alors gque le pro-

bleme 2 "résiste" 3 notre avis 3 toute tentative de solution,

[-3, LA CoMMANDE DECENTRALISEE

Nous allons dans ce paragraphe discuter de quelques
aspects qui concernent la commande des syst@mes dynamiques inter-

connectés,

La structure de la commande 3 implanter sur de tels
systémes doit bien sfr tenir compte de contraintes induites par
la structure méme du systéme : au niveau de chague sous Systéme
on dispose d'un certain nombre d'actionneurs (points de commande)
et de capteurs (points de mesure). Les performances obtenues vont
bien sfir dépendre de la structure des échanges (informations) que
l'on va se permettre entre ces points de commande et ces points
de mesure. Plus cette structure sera riche et compléte plus les
performances du systé&me seront bonnes. Toutefois il est raisona-
ble de penser, surtout dans le cas de systémes distribués géogra-
phiguement, que les é&changes entre sous-syst&mes seront affectés
d'un colit opération. Le choix d'une structure de commande peut
dans ce cas &tre envisagé comme un compromis fait pour obtenir
un bon comportement du systéme avec une structure de la commande

gui ne soit pas excessivement chére.

Il n'est pas a priori sﬁr-que la solution de ce probla-
me se trouve aux extrémes, c'est-a-dire, soit la solution complée-
tement centralisée ofl tous les organes de commande disposent de
toute 1'information collectée sur le systéme global, soit la sc-
lution complétement décentralisée oi pour chaque sous-systéme
les commandes locales sonté&laborées simplement & partir des me-

sures faites sur le sous systéme correspondant.

Nous discuterons par la suite de la formulation mathé-
matique du probléme qui consiste i chercher la structure de com-
mande optimisant un critare dépendant non seulement de la per-

formance du systéme mais aussi du cofit de la structure d'infor-
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mation né&cessaire pour l'obtention de cette performance. La so-
lution de ce probléme nous semble encore ouverte ; un des pre-
miers papiers & mentionner ce problé&me est celui de Athans 7]

gui établit une revue des problémes ouverts dans le domaine de

la commande optimale des grands systémes (voir également Sandell
et al 1561).

I-3-1, LE COUT DE L'INFORMATION DANS LA COMMANDE
DES SYSTEMES INTERCONNECTES

Considérons un systéme dynamique S ainsi noté
5 = S(X,Y,U) (69)

ol x:R" est le vecteur des variables d'état, yeRr le vecteur des
variables de sortie {(observations) et weR™ le vecteur des varia-

bles de commande. Supposons gu'on ait la décomposition suivante :

N
§= U Si(x,yi,ui) (70)
i=1
r. m. N N
avec y.eR 1 ; u,eR Toar = T r.etm= Z m,. Pour mesurer la
i i PR j=1 *

performance de (70) considérons le critére (fonction objectif)

que, pour simplifier nous allons prendre additivement sé&parable

N
min J(x,u)= min .2 Ji(xi'ui) (71)
i=1
Soit Ii un sous ensemble de I = {1,2,...,N}. La commande de cha=

gue sous-systéme dépend d'un ensemble de mesures faites sur le

systéme S, c'est-ad-dire

A A T ={yj/jcxi} (72)
i i

Finalement, il est raisonnable de penser que chagque commande
donnée par (72) a un cclit d'implémentation qui varie selon 1l'en-
semble de mesure YI. car cet ensemble définitles liaison & faire
pour le transfert 1 des informations nécessaires. Le critdre

d'optimisation se transforme en :
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Vu de cette maniére, la solution de (73) est trés com—-
plexe, une premiére simplification peut &tre faite en considérant
By € A C RN un vecteur de variables bouléennes (0-1) de telle fa=-

¢on que
Pij

c'est-a-dire que *ﬁj sera €gal & "1" si la commande (actionneur)
du sous-systéme (i) posséde l'information de la mesure faite au
niveau du sous-systéme j (capteur) et "0" dans le cas contraire,
L'ensemble Ai représente des cogtraintes structurelles par exem-
ple By =1 i=1...N et/ou '21 By 4 < Cpisg N (contrainte de
capacité). Alors le probléme (%3) peut é&tre reécrit sous la for-

me :
N
N
S = igl Si(x,yi,ui) (75)
u, = '&(Ypi) Ypi = {yj/”ij =1 j=l...N}

Notons que la résolution de (75) est encore difficile
car nous devons chercher N fonctions Yi (ou paramétres) et N vec-

teurs de variables 0-1 de fagon 3 minimiser un critére donné,

Pour mesurer cette difficultéd considérons le cas le
plus simple ol S représente un systéme linéaire, Ji un critére
quadratique et Yi des fonctions linéaires. Dans ce cas nous pou-

vons écrire (75) sous la forme
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N [0 o]
min .2 { J[(XiQixi+uiRiui)dt + Ci(pi)}

lj 1 |.ll£ Al i=1 0
. N
X; = Aixi+Biu. + jil AijxJ xi(0)=xiO (76)
¥y = Ci¥y

N

Ui T 21 Mig Fi3 Y3

finalement, en principe, nous pouvons penser que la solution de

(76) peut é&tre faite par la décomposition en deux problémes :

Probléme Malitre : Choix des vecteurs BiE A i=1...N

S5ous-Probléme : Avec les vecteurs Bie A résoudre

[s o]
min Tr {(Q+C'k'RkC)X(t)} dt
ke(@) 0
X(t) = (A-BkC)X(t) + X(t) (A-BkC)' (77)
X(0) = X,
ol QXp) = {k/kij = 0 si "ij = 0}

Remargques :

1. Dans notre mémoire nous allons proposer une méthode
numérigue pour la résolution des sous-problémes (77)
c'est-d-dire pour By € Ai fixé. La solution du pro-
bléme global (76) passe donc par la définition d'une
méthode pour la tdche du probléme maitre. La forma-
lisation du probléme paralt parfaitement adaptée
pour l'application de la méthode de décomposition
de Benders généralisée. Néanmoins 1l'application de
cette méthode nécessite que les sous-problémes (77)

soient convexes pour tout choix des variables en-
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tiéres Bie Ay propriété gque nous n'avons pu

mettre en évidence.

2. Pour le probléme (76) on pourrait songer a ré-
soudre les problémes (77) pour toutes combinaisons
possibles des My et cholisir ensuite la solution
fournissant le minimum du critére (76). Ceci n'est
guére envisageable que dans le cas oﬁ,|& est de di-

nension relativement réduite.

Finalement, il est é&vident gque pour pij =1V¥i,j =1..N
(77) corresponde & la solution centralisée du probléme (76). Si
de plus C = I (matrice identité&) et XO‘> 0 alors la solution pas-

se par la résolution de 1'éguation de Riccati :

A'P+PA-PBR 1

B'P+Q = 0 : k= R "B'P (78)
qui a wune solution P >0 unique si (A,D} ; QO=D'D est une paire

observable.

D'autre part, si pij = 0 Vi#j et Bij = 1 alors (77)
correspondra a la solution complétement décentralisée de (76) qui

sera étudiée en détail dans le chapitre IIZ,

[-4, CONCLUSION

Nous avons fait dans ce chapitre une introduction pour
les deux chapitres qui vont suivre » afin d'amener et justifier

les études que nous avons entreprises

- sur l'utilisation des fonctions de Lyapunov vecto-
rielles pour l'analyse de stabilité et le probléme
de stabilisation décentralisée des sytémes inter-
connectés

- sur les aspects décentralisation (commande et esti-

mation) des systé@mes linéaires interconnectés.
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Les points originaux de ce chapitre nous semblent ré-
sider en une discution comparative de l'approche "fonctions de
Lyapunov vectorielles” et "somme pondérée" dans le cadre des sys=
témes invariants., Cette discution nous conduit i dire qu'en gé&né-
ral il n'est gudre possible de dire a priori laquelle des deux ap-
proches est la plus performante et ceci différe de ce qgui est nor-

malement admis.

Notons aussi la présentation d'un probléme d'optimi-
sation "mixte" pour prendre en compte, au niveau de la synthése
de la commande, le cofit de la structure d'information nécessaire

d son &laboration.






CHAPITRE II

DECENTRALISATION « STABILITE
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[1-1. INTRODUCTION

Depuis quelques années et plus particuliérement depuis
la parution de l'article de Bailey (81, on a pu noter un nombre
impressionnant de travaux relatifs a4 l'analyse des propriétés de
stabilité des systémes interconnectés. Les livres de Michel 1521
et Siljak 58l fournissent des listes détaillées de références

bibliographiques.

L'idée fondamentale soutenue dans chacun de ces tra-
vaux consiste a8 tirer partie de la structure varticuligre des
systémes qui apparaissent comme une collection d'unités (sous-
systémes) liées entre elles au travers des termes de couplage
(interconnexions). L'étape premiére consiste en la d&termination
de fonctions de Lyapunov scalaires pour chacun des sous-systémes
considérés alors complétement découplés. Pour la deuxidme é&tape
deux voies sont possibles : soit la détermination d'une fonction
de Lyapunov scalaire pour le systéme global {(ex : somme pondérée
des fonctions choisies pour chaque sous-systéme) ; soit, par
utilisation du principe de comparaison sur des inégalités diffé-
rentielles vectorielles, la détermination d'un vrai syst&me appe-
le systéme de comparaison. En général, la dimension de ce systéme

est egale au nombre de scus-systémes (cf. chapitre I).

Dans ce chapitre nous allons essentiellement considé-
rer la deuxidéme approche, en notant au préalable que, dans le
domaine des systémes interconnectés linéaires gqui nous intéressent
ici, il est possible de montrer gqu'elle fournit au moins d'aussi

bons résultats gue la premiére (Bernussou [121).

Le chapitre est composé de deux paragraphes principaux.
Dans le premier nous traitons, dans le cas de systémes linéaires
interconnectés, de la construction du syst@me de comparaison a
partir du choix des fonctions de Lyapunov scalaires assocciges a
chaque sous-systéme. Nous définissons un probléme d'optimisation
paramétrique qui nous permet l'obtention d'un syst@me de compa-
raison gue nous qualifierons d'"optimal®, en ce sens qu'il fournit

des conditions de stabilité les moins restrictives possibles.
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Ce probléme présente la particularité importante de dé-
finir des calculs de type décentralisé, c'est-a-dire, a4 effectuer
au niveau de chacun des sous-systémes. Une étude critique sera
faite des résultats obtenus, mettant en évidence certaines "lacu-
nes" de l'appreoche fonctions de Lyapunov vectorielles. Enfin,
nous nous intéresserons au probléme de stabilisation par le biais

d'une structure de régulation décentralisée.

Dans le deuxiéme paragraphe, nous traiterons du cas
des perturbations structurelles, perturbations gui peuvent &tre
etendues soit comme des variations dans les termes de couplage
(pannes de processus) soit comme des incidents au niveau de la
structure (multi-niveaux) de commande. Le probléme sera celuil de
la synthése, au moyen de fonctions de Lyapunov vectorielles, de
commandes assurant la stabilité du systéme dans toutes les éven-

tualités.

[1-2. SysTeME DE CoMPARAISON "OpTIMAL”

Comme nous l'avons dit en introduction, le gualifica-
tif optimal est utilisé& pour mettre en évidence le fait gque le
systéme de comparaiscn obtenu est parmi 1'ensemble des systémes
de comparaison possibles celui gui fournit les conditions de

stabilité les moins restrictives possibles.

Comme nous traitons le cas de systémes interconnectés
lineaires, le choix des fonctions de Lyapunov scalaires pour cha-
gque scus-systéme se fera dans la classe particulidére des fonc-
tions quadratiques. En effet, c'est & partir de fonctions guadra-
tigues que le iemme de Lyapunov fournit des conditions nécessaires

et suffisantes.

II-2-1. QUELQUES DEFINITIONS

Soit (S) un systéme linéaire invariant décrit par

(

[9s3

) X = Ax ; x(0) = x4 (1)
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ol xeR", Nous faisons l'hypothése gue (S) présente une structure
particuliére (syst@éme interconnecté) permettant de mettre en
évidence sous-systémes et couplages de telle sorte que (1} s'écri-

ve &galement :

N
[
X, = Ayx, 4 ;éi Bjy¥y
(s;) 371 i=1...N (2)
X (00 = %44
n, N
ou xisR +» % n, = n. Nous dénoterons par A(Ai) 1'ensemble des
i=1

valeurs propres de la matrice A, et par (Si) le iéme sous-svstéme
isole, obtenu & partir de Si en le supposant totalement décou-
plé du reste du systéme : Aij =0, Jj=1...8, 1 # 7.

Le sous-systéme (Si) est asymptotiquement stable si
et seulement si A(A;) CC™.

Nous appelons o; degré de stabilité de (Si) le nombre
reel positif défini par

o = min {’Re(lj)’ ; VAj € A(Ai) } (3)
l<i<n,

Dans la suite du chapitre nous allons considérer que
les sous-systémes isolés (Si), i = 1...N sont asymptotiquement

stables avec un degré de stabilité o sSupposé connu 4 1'avance.

Bien que le développement soit fait dans le cas des
systémes lineéaires, la généralisation aux systémes »résentant
des termes de couplage non lindaires est triviale, & condition
toutefois que ces termes satisfassent en norme les inégalités
présentées au chapitre I qui permettent la détermination du sys-

téme de comparaison associe.
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I1-2-2 - SYSTEME DE COMPARAISON ET CONDITION DE
S5TABILITE

A chaque sous-systéme isolé (Si) nous associons une
fonction de Lyapunov du type (Geromel et Bernussou I131])

1/2

_ -1 v
vilx,) = {npi T xiPixi} (4)

- . _
ot ll.I est la norme spectrale de (.). Ici "‘i" Amax(Pi) car Pi
est la matrice symetrique solution de l'équation algébrique de

Lyapunov.

AP, + P_,A, + D'D, =0 (5)
1 1 1 1 1 1

et dans l'hypoth&se ol la paire (Ai,Di) est observable, P, est

definie positive (Pi:>0) (Anderson et Moore |11).

Le choix de vi(xi) sera justifié par la suite on il
sera montré que cette forme permet d'obtenir le systéme de com-
pParaison sous une structure directement exploitable pour la dé&-
finition du probléme d'optimisation conduisant & la détermina-

tion du systéme de comparaison optimal.

La dérivée temporelle de vi(xi) le long des trajec-
toires de (Si) donne

. 1 %iDPiDyx;
Viia = — = —— 5 V. (x.) (6)
1(Si) 2 xiPixi i 71
et pour (Si) il vient
v Voa o, (Wv,)! f% A (7)
, = v, v, L LX.
1(Si) l(Si) i =) i3l 3
J#L
vefinissant
XiDiDiXi
2a, = min - ; h,. = NA, .|l (8)
X, xipixi 1J +J
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d partir de (7) nous obtenons les inégalités différentielles
N
Vi < - v, vl j§l hyy x0 (9)
j#L

De plus, la fonction vi(.) en (4) satisfait

, oV, \ < . , N
Hxlu vl(xl) %}Pl) "X1 ni (10)
ine R
HVviu < %}Pi)
on Bi(Pi) = upin "Pllﬂ est le "condition numper" de la matrice
Pi(Aoki 12] ). Finalement nous obtenons
o N
£ - LV i=1,..
vy a v, + Bi(Pi) jgl hijv] i=1 N (11)
j#L
soit, sous forme matricielle avec V = [vl... vN]'
v £ Lv (12)
ot L e RV ogt donnee par
= L. = - . 8. . + 0 . . i,3=1...
L {11] al§lj l(Pl)hl:l i,j=1 N } {13)

et 51j est le symbole de Kronecker.

L est une matrice & &€léments hors-diagonaux non né-
gatifs (hij 2 0) gqui satisfait donc les conditions de Wazewski
(cf. Chap. I). Comme nous l'avons wvu au chapitre antérieur, 1la
stabilite de (S) peut se déduire de 1'étude de la stabilité du

systéme de comparaison

W=1Lw (14)

car V 0 £ V(0) ¢ W(0) implique 0 £ V(L) € W(t) pour vt = 0.

Il existe un grand nombre de conditions de stabilité
€guivalentes pour des matrices telles que L (Fiedler et Ptak

1271') parmi lesquelles nous nous bornerons i citer celle dite de
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Sevastyanov-Kotelyanski

. . k
" L est stable si et seulement si (-1) Ak(L) = 03
k=1...N, Ak(L) €tant le mineur principal d'ordre

k de la watrice L"

II-2-3. LE SYSTEME DE COMPARAISON "OPTIMAL"

Ecrivons L définie en (13) sous la forme

L={-5+ eH}-= o{-e"!'s +u}= oFf (15)

l,...nN) H © = diag (91,...,9N) et HERNXN est

la matrice d'interconnexion définie par

ol S = diag (a

H = {hij/hij = WA ;4,3 = 1...N } (16)

Lemme TI-1. L est asymptotiquement stable si et seulement si T,

est asymptotiquement stable.

Démonstration. La démonstration est immédiate i partir des condi-

tions de Sevastyanov-Kotelyanski et notant que

k
Ak(L) = jzl ej(Pj). Ak(L) (17)

Or, la matrice T repvresente la propriété& intéressante
que tous les termes variables, c'est-j-dire dépendant du choix
des fonctions de Lyapunov Vir Se trouvent isolés sur la diagonale

principale

~

L = - diag {ql/el,...,aN/BN} + H (18)

Le systéme de comparaison optimal dans le sens de la
restriction des contraintes imposées par les conditions de sta-
bilité sera bien sfir celui pour lequel la matrice L présente des
termes diagonaux le plus négatifs possible. Donc le probléme de
la determination du systéme de comparaison optimal apparalt com-
me pouvant &tre résclu par la solution de N problémes d'optimisa-

ticn parametrigue suivants -
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max u.O.(P.)-l
iiTi

i=1...N (19)

sous A'P.+P.A.+D'D. = 0
1 1 1 1 1 1

Malheureusement, la solution de (19) ne peut &tre di-
rectement obtenue compte tenu de la non différentiabilité de la
fonction objectif gtﬂﬁ'par rapport aux é&lé&ments de D, - Nous

allons donc par la suite transformer le probléme initial (19).

Considérons tout d'abord le probléme

max %_%(Pl)_l
0 < p < o. ;0.
i % Y174 (20)
50US F'P, + P.F, + D'D, = 0
iti iti i~i

-

A F. = A, + 8 . . . .
ol F, Al plI et o; est le degré de stabilité de (Sl)

THEOREME II-1l. Les problémes (19) et (20) sont éguivalents dans

le sens que les optima de leurs fonctions objectif sont E&gaux.

Démonstration. Soient (a;,

respectivement 4 l'optimum des problémes (19) et (20). Dé&montrons

initialement que ﬁi/ﬁ;:é 0;/9;. La contrainte du probléme (20)

s'écerit

B;) et (B;,S;) les valeurs obtenues

] ] a —
AP, + PA; + (DID; + 2BP,) =0 (21)

et avec la définition du paramétres o il vient

' ' "y M
_ ¥i (D302 B Py )% o *¥iDiPi%;
a. = min = = = p, + min —5—=
2 X:P.x. i x,P,.x,
Xi 1 1 1 Xi 1 1 1
(22)
et denc
NI < ) o 0
B,/ < a/8 < aj/8f (23)

~

Montrons maintenant gque a;/e{ < B;/ei. La contrainte en (19) peut

&tre écrite

0 [ o t - o _
(Ai+uiI) Pi + Pi(Ai+aiI) + (DiDi ZGiPi) = Q (24)
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-]

Or, par définition de a, ; (DiDi—Zu;Pi) 2 0. Il existe donc une
matrice D, telle que D'D, = p'D, - 2a°p,., Cela signifie qu'a 1l'op-
i i7i i7i i

|

i
timum de (19), il existe un B, et Bi solutions admissibles pour

le probléme (20) et donc

(1] ~ ~

o o
/8 = B/O < B;/E; (25)
De (23} et (25) il vient u:._/a; = ai/'ai i=1...N. -

Si le probléme (20) parait plus abordable gue (19)
il n'en reste pas moins gue 1'écueil principal de la non diffé-
rentiabilité par rapport i D, subsiste. L'étape ultérieure va
consister en la définition d'un probléme similaire qui fait tom=
ber cette difficulté,

La definition du problé&me passe par la mise en évi-

dence de certaines propriétés de ei(Pi). Tout d'abord il est aisé

de voir que v pegMEN et P>0 (Gé€romel 1281)

1< % Tr(P)Tr (P71 < e(p)? ¢ Tr(p)Tr (P Yy (26)
n

et de plus :

Lemme II-2. Soit l'ensemble I = {PERnxn/P > 0} alors

1 = min 82(p) = % min Tr(P)Tr (P~ 1) (27)
Pg!')) PEE;

=3

et P* est une solution optimale de (27) si et seulement si
P = N, I

Démonstration : La premidre égalité est évidente, pour la seconde

calculons VkTr(P)Tr(P_l) = [P(Al)... }Nhn)T :

bt = 3 RS P S i L

WIN (P) } = =—F—— {Tr(P)Tr (P Jr= 1-

1 A, (P) ) ?\j(P) )\i(P)
(28)

4 1'optimum |4Ai(9)f =0, Vi = 1...n donc p{max Ai(P)} =
pfmin Ai*(P)} = 0.
Ai(P} = X = cte, c'est-a-dire P* = ¥. T,

Ceci est réalisé si et seuiement si
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A partir des relations (26) et du lemme II-2, nous pro-
posons le probléme

max By ® ei(Pi)_l
0 < B, (29)

) . _ -1 0y —_—
Pi donné par gln{ J(Di)—Tr(Pi)Tr(Pi )/FiPi+PiFi+DiDi 0}
i

Dans le paragraphe suivant nous allons proposer une
methode de calcul pour la solution de (29) et nous discuterons de
l'équivalence entre (29) d'une part et (19) ou (20) d'autre part.
Pour des raisons de simplicité dans 1'écriture nous nous affran-
chissons de préciser l'indice (i) sachant bien slr que pour cha-

gie sous systéme il faudra traiter des problé&mes identiques.

ITI-2-4, METHODE NUMERIQUE POUR L'OBTENTION DU SYSTEME
DE COMPARAISCN COPTIMAL

La solution du problé&me (29) peut se décomposer en la

maximisation par rapport & P et la minimisation par rapport 3 D

r
c'est de cette derniére que nous allons nous intéresser en premier.
Soit donc 4 résoudre :

-

min J(D) = Tr(P)Tr(P—l)

D (30)
sous F'P + PF + D'D = 0

Les hypoth&ses sur B(P < o) font que AMF)CC , la paire

(A,D) etant observable, la solution P, dé&finie positive, de
1'eéquation algébrique de Lyapunov s'écrit
[+ o]
P :_{ F't p'D ef gt (31)

Par substitution de (31) dans (30}, on obtient une

fonction objectif qui s'écrit de fagon explicite par rapport & D.
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Néanmoins sous une telle forme le calcul de dJ (D) /dD (matrice gra-
dient) est relativement compligué (Géromel 1291 ) et il est préfe-
rable d'adopter un calcul indirect consistant a adopter une for-
mulation lagrangienne (dualisation par rappert aux contraintes).
Le lemme suivant fournit des résultats applicables au cas de la
derivation matricielle de fonctions composées (fonction de fonc-

tion) de matrices (Bernussou et Géromel 1131 ).

Lemme IT-3, La matrice gradient de la fonction composée f(X,G({X))

(£ : fonction scalaire) est dornnée par

d_£&,6(X))_ 3 LX,v*, ¥

= £ __ 2
% 3% {(32)
ol L(X,Y,A) = £(X,¥) + Tr {N(G(X)-Y)} et Y*, A* étant les valeurs
satisfaisant les conditions de stationnarite
3 L(X,Y,A) o L(X,Y,A)
= 9 = 33
Y 3 0 (33)

Demonstration : Le développement en série de f(X+8X, G(X)418G (X))

limité aux termes du premier ordre fournit

st = 1r{ S5 sx |y mr {3 56 | (34)
ol 8G(X} = {SG(X)ij} avec
d G(X) . .
8G(X) 5 = Tr? (4% iy, st (35)
finalement, on peut écrire
8f = Tr % . 8X +Z Z(BG i dXG(X)lj)- 5X (36)

et par utilisation directe du lemme de dérivation matricielle
(cf. chapitre III) nous obtenons

d £({X,6(X .
'&i( (X)) _+LZBG iy .%G(X)lj (37)
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Enfin, posant

Ao 9 T

of
= 2= (39)
aY v =gy ©°F
il vient
d £(X,G(X)) of n o) 1
= == = Tr .Y G(X)
ax 5x *ox | 40)
_ 3 L(X,Y*, &)
RE
ce gul démontre le lemme. -

Cette maniére d'aborder la dérivation matricielle d'une
fonction composée est, 4 notre avis, trés intéressante car elle
simplifie notablement les calculs. Nous illustrercons ce fait dans
ce dquli sult et principalement au chapitre IITI ol nous allons gé-

néraliser le lemme préceédent au cas de contraintes dynamiques.

THEOREME II-2., La matrice gradient de la fonction

J(D) = Tr(P)Tr(P_l) ol P est 1l'unique sgoluticn, définie positive,
de l'équation linéaire F'?P + PF + D'D = 0, est donnée par

4 J() _

a0 = 2DA(D)

FA(D) + AD)F' + (b)) =0 (41)

1 2

¥(D) = T { P(D) ~ }I - Tr { P(D)} P(D)

DEMONSTRATION : Par application directe du Lemme II-3. et la fonc-

tion lagrangienne

LD, P, A) = Te(P)Tr (P~ 1) + Tr { A'(F'P+PF4D'D)} (42)
il vient

d J(Db) _ o L{Db,P,A) _ ;

35 = 55 = 2DA (43)

avec les conditions de stationnarité de L(D,P,\)
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g_L\: (Der\) = I"'p + D F 4+ D'D = 0
‘ (44)
AL (D,P,N) | . d -1
_55 = '\ + AF + d—P Tr (P) Tr (P }
or
% Tr(B)Tr (PTY) = 2e (PN - tr(p)pT2 = y(p) (45)
et le théoréme est prouve., -—

Nous sommes maintenant en mesure de proposer un algo-
rithme pour la résolution du probléme (30), qui est une part im-
portante du probléme original (29) pour la définition du systéme

de comparaison optimal.

Supposons donnée une condition initiale pour la matrice
Dl tel gue Rang(D) = n (I par exemple) alors l'algorithme présen-

te les pas suivants (Bernussou et Géromel {151},

Pas_1 : Résolution de 1'équation de Lyapunov

v ' -
FPk-I-PkF-I—Dka—O

Pas_2 : Obtention de la matrice gradient par
_ -1, _ -2
= calcul de w(Dk) = Tr(Pk T Tr(Pk)Pk
- = i 1 ' =
resolution de F Ak + \kF + ¢%Dk) 0

=~ détermination de la matrice gradient

dJ (D) _ A -
an = 2D =6
D=Dk

- test : si "Gk" ~ 0 stop, sinon aller au pas 3

k

Pas 3 : Trouver un paramétre £ > 0 tel que J(Dk— ska)<iJ(Dk)

Pag 4 : Faire Dk+l =D

k" Eka, aller au pas 1.

Compte tenu de la fonction objectif J(D) il est aisé
de voir que 1'algorithme précédent géndre une suite de matrices
Pl’ P2,... strictement définies positives et donc inversibles,
ce qui est nécessaire pour le pas 2. En effet, si Ai(P)-—+ ot

dalors J(D) — +eo.
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Remarque : La méthode précédente permet la détermination d'un mi-
nimum local de la fonction objectif J (D). De plus, il n'est pas
evident qu'a 1'optimum du probléme (30) on obtienne toujours une
diminution de 6(P)}, néanmoins pour les essais numérigues nombreux
effectués il en était toujours ainsi. Le lemme suivant nous four-
nit une base permettant de discuter des propriété&s de la solution
de (30).

Lemme II-4. Soient D° et P° les valeurs obtenues i la convergence
de l'algorithme précédent. Soit X, € R™ un vecteur propre de P°
associe a la valeur propre hi(ﬁﬁ. Alors si X € R(D°"), p{ki(f)}=0,
ol R{.) repreéesente l'espace image de (.).

DEMONSTRATION : A 1'optimum de (30) on a

dJ (D) _ 0.0 _
a5 = 2 DA = 0 (46)
et donc DWY(D°)D°' = 0. Si xicR(Do') alors 1y, tel que xi=D°'yi
et donc
1O [} o — 1 o —
yiD" #(D")D vy = xjwd%)x, =0 (47)
or
0 i 1 A (e°) 2
X;¥(D )x, = — {1~ x.Il- =
i i e o 2, 0 i
=1 A (%) N (P°)
= w{N @ P < o (48)
i i
ce qui implicue qui(Po)} = 0. -
Si D° est de rang plein rang (D°) = n , alors
p{ki(Po)} =0 i=l...n ce qui implique P? = X1 et également
8(P%°) = 1. Or, P° = I n'est solution de 1'égquation algébrique
de Lyapunov gque si et seculement si Fo o= (F+F')/2 £ 0, ce gui est

bien sr un cas trés particulier.

S . o ases . .
Dans le cas ol F~ est de signe indéfini,le lemme pré-
cedent permet donc d'affirmer que D° n'est pas de rang plein,
mais de rang r < n et il existera donc au moins un vecteur pro-

pre de P’ qui n'appartient pas 3 R(D?"').
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Exemple ITI-1. Le probléme (30) a été résolu avec

o 1 0
p_]0 0 1
o o0 0o 1
-1 -4 -6 -4

Pour une condition initiale D; = I et un test 2 HGkH £ 10_4, la

convergence de l'algorithme a été obtenue au bout de 25 itéra-
tions avec

0.08 -0.07 0.18 0.05
°. [-0.03 0.59 0.15 0.55
0.26 -0.01 0.65 0.38
0.16 0.96 0.76 1.20

Comme F° est une matrice de signe indéfini, il n'existe pas de
matrice D telle que 8(P) = 1 et donc, rang (D®) < 4. La figure

II-1. nous montre comme &voluent, par itération, les termes pré-
sents dans 1l'inégalité ({26).

F:Y
100

1
MJ\#\
\
15 \

Spf— N

o’ tp)

],
~ ) n2 ! \_‘_____‘_-__
-a,ué}__
5

-
.-
T SN N

g it RS SR N 212
10 15 20 25

v

o .

Figure II-1. Evoluticn de B(P)2 et J(D)
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_ o
25 = D0

2
De plus, pour Dl = I nous avons BU{H = 84,3 et pour D
B(P25)2::6.5 ce qui constitue donc une réduction certaine et

importante de la valeur de 8(F).

Revenant au probl&me initial (29), il reste le pro-
bléme de la maximisation par rapport a ﬁi. Nous pouvons réécrire

ce probléme sous la forme

max PBC(p) (49)
0{pge
ot C(p) = 8(r°)" 1, P° stant solution de

min Tr(P)Tr(P_1

3]

)

(A+BI)'P + P(A+PI} + D'D = O

Numeriquement, la solution de (48&) peut &tre obtenue par appli-
cation d'une méthode classique de recherche unidimensionnelle

(par ex: la méthode de Fibonacci).

Nous presentons ci-dessous 1'algorithme numérigue pour
la résolution des problémes d'optimisation paramétrique (49-50)

associés a chague sous~systéme,

Pas 1 : Etant donneé Ai asymptotiquement stable, calculer son de-

gre de stabilité o et faire

_ o 8
pimin = max { 0, mln{ Amax(Ai)’ oi}}

ou Ai est la partie symétrique de A

Pas_2 : Si Bimin = a; alors la solution optimale pour le sous-sys-
~ o o _ a
téme est ui/ei .
5i Bimin 7 o faire pi = pimin et aprés résoudre (50)

calculer C(pi). Faire l'indice k = 1 et aller au pas 3.

1
Pas_3 : Faire Bk+l = p§
————— i i

+ ap? avec 0 <« 5p§ < oi—ﬁt et ré&soudre

le probléme
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min Tr(P.)Tr(PTl)
i i
D,
i
k+1 k+1
+ ' + + 'D, =
(A B, "I)'P; P.(A+B TI) 4+ DDy 0
, + . =
soient P}.(+1 et D}F 1 les matrices obtenues & la convergence.

Calculer C(B]i<+l) .

a) si B}f—l = o la solution optimale est aic(ai)

b) si gt o (P> pic(p), faire k <« k+l et aller

au pas 3 sinon stop, la solution optimale est p];C(p};)

Se pose bien sir le choix du pas ap];fl ; dans 1'al-

gorithme utilisé il é&tait fixé de maniére adaptative

k+1 k . k+lc

oy = v oepy  siogp e > pfced
(51)

BB]; “«— v, 6]31; dans le cas contraire

avec v > 1, 0 < v, <1let 6|3j1_ arbitraire,

Exemple II-2. Soit le syst®me du 4&me ordre

0 1 0 1
-4 -4 0 0
2
X = pid
0.1 0 0 1
0 0 -9 -6

Dans ce cas 01=2 et 02=3 avec Blmin= p2min=0' Les ré&sultats nu-

meriques sont fournis dans la table suivante

s50us o e ] 0

systéme pi qi/ ei Temps de calcul
1 1.09 0.39 0.58 sec.
2 1.64 0.44 0.55 sec.

Tableau II-1. Résultats numéricues
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et pour Bi = IBZ . 1i=1 et 2 ncus avons
0.55 0.56 0.83 0.54
o _ . o _
Dl = ; D2
0.86 0.88 0.94 0.61
On peut &galement vérifier gue det(Di) = det(D%):zo. La matrice

~

L gui fournit le systéme de comparaison optimal est

-0.39 1

1. -
opt 0.1 ~0.44

gqul est asymptotiquement stable.

Il est & noter que les valeurs optimales obtenues
pour @78° sont pour les deux systdmes relativement &loignées
de la valeur des degrés de stabilité respectifs (qui bien sfir
sont une borne supérieure pour le rapport a/e). Nous discutercns
de ce probléme ultérieurement et comparerons nos résultats avec

ceux présentés dans (S8iljak 1591).

Cette publication 1591 avait &galement pour but de
donner une méthode permettant d'obtenir un syst&me de comparai=-
son aussi "bon" gque possible., La méthode proposée est la sui-
vante. Considérons

X0, X,

1 7i¥i"i
2 X!P.x,

X, iti7i
ol Pi est la solution de 1'équation de Lyapunov associée au sous
systéme (i) Aipi+PiAi+Qi=0’ Supposant gue A; a toutes ses valeurs
propres distinctes, effectuons le changement de variable Xi:Tiii

de telle sorte que

Ki = diag H A} {53)



56

on obtient alors g.=T!P.T. et 6.=T!Q.T. ot P. est solution de
~ 1 "i73171i i "i7ivi i

Aipi+PiAi+6i:0' Finalement, Qi et Pi sont prises telles que

9, =-22%-0 et DB =1 (54)
1 1 1

Il est aisé de voir gqu'ainsi le choix des matrices
o D _ vy =lws -1 . s .
S . T ., = = : LT, n fait a8 faire
Pl (Tlll) et Ql 2(Tl) AlTl revient e a
l'estimation parfaite du degré de stabilité, c'est-a-dire, elles

fournissent la solution du probléme

1
max min L figifi

! ' 55
0, > 0 X, 2 XiP.x, (55)

Il est également aisé de voir gu'une telle approche
ne fournit pas nécessairement le "meilleur" systéme de comparai-

son car en effet

(a;/0; (P;)) = (o /0, (T, T!)) < (a)/0)) (56)

La méthode développée précédemment permet donc la dé-
termination d'un systéme de comparaison "optimal"” qui est obtenu
aprés la résolution de N problémes d'optimisation paramétrique
indépendants. Il peut se faire que dans certains cas il ne soit
pas nécessaire de pousser les calculs jusqu'au bout pour prouver
la stabilité et dans ce cas il pourrait &tre avantageux d'utili-
ser le résultat du lemme suivant qui a l'avantage de donner des

tests de stabilité eux-mBmes complétement décentraliscs.

Lemme II-5, Soient y,n ERN deux vecteurs & composantes positives
tels que

{H - diag (“i""'"N)} y <0 (57)

od H est la matrice relative aux termes d'interconnexion définie
en (16). Alors (14) est asymptotiquement stable si

a; > niei(Pi) i=1,..0 (58)
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Démonstration, Considérons la fonction de Lyapunov (Rosenbrock

1541 )
W, (t)
E(t) = max = } (59)

Yy
1< i< N

-

ol yy est la iéme composante de y. L'accroissement par rapport au
temps de &(t) le long des trajectoires de (14) s'écrit (cf.
Chap. I)

. _oqs E(W(t+8t)) ~ E(W(t))
§+(t) = lim . 5t E
8t —0 (60)
- lix g§(W(t)+6tLW(t))—E(W(t)) }
st
st—0"

mais, & partir de (59), il vient

E(W(t)+8tLW(t)) < E(W(t))+stE(LW(t)) ; &t > 0 {61)

donc, avec (61) ncous avons

. N W,
g (t) <« E(LW(t))= max { 2 [-a. 5 .+8h,. —1} (62)
+ 1<i <N i=1 1717 1 13} Yy

N
comme t) = W.(t . ji=1..N et par hypoth&se X h..v. LV

() TRAES S P YP 2 i9Y5 < ™Yy
par substitution, il vient

o N
§+(t)< max 3 5(t) b

1¢igu ¥y 4=1
< max {(—Cl..-l-ﬂ. B)g(t)} {63)
1<1 <N ol

< -_— mi n {(1." LLAN . B } §(t)
1 £ig¢N

donc, (59) fournit une condition suffisante de stabilité. -~

Il est intéressant de remarquer que la condition (58)
est la méme que celle que 1'on obtiendrait en &tudiant, par le
biais de la méme fonction de Lyapunov vi(xi) le systé&me non 1i-

néaire suivant
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X, = A%, + £.(x.)
1 1 1 1

(Si) (64)
NE, (xO < w

Par utilisation des tests de stabilité (58} il est
clair que les problémes d'optimisation suivants doivent &tre

considérés
pax e o, (Py)
i i=l...N (65)

A'P, + P.A, + D'D. =0
1 1 1 1 1 1

Utilisant les mémes considérations que pré&cé&demment
nous proposons les problémes suivants

max B~ ™ 8 (P2) (66)

ol P; est la solution de

min J(D,) = Tr(P.)Tr(Pfl)
D i i i

i i=1,..N (67)
F'P, + P.F. + D'D. =

i i iti i1

Il faut remarguer qgue les conditions données par le
lemme antérieur sont simplement des conditions suffisantes de
stabilité du systé&me de comparaison (14) alors que les conditions
de Sevastyanov-Kotelyanski sont, elles nécessaires et suffisantes.
La qualité des résultats obtenus par (58) dépend du choix du vec-
teur y (voir section II-3-3.).

I1-2-5. QUELQUES PROPRIETES DU SYSTEME DE COMPARAISON
OPTIMAL

Compte tenu du fait que ei(Pi)jz 1 et a; < o alors

le rapport °;/9; posséde la borne supérieure

o
— £ 5Up { —
8 9,

i i

= o {(68)
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en fait, nous avons pu constater sur certains exemples gue
cette borne supérieure était extrémement "optimiste", le but du

présent paragraphe est d'affiner cette borne.
n,xn.
THEOREME II-3. Soit AiER * ' une matrice asymptotiguement stable

écrite sous la forme compagne. Alors

VD, — a £ min {1, \det(Ai)|} o, = T @ (69)

Démonstration : La démonstration se fait par 1'absurde. Consi-

deérons un systéme dynamique de la forme

[
*1 By Hy *1 *1
= . = Ae {(70)
L
%2 Hy Ai %2 *2
n,xn,
ol HiER est une matrice quelcongque de l'ensemble dﬂAi)z

¢C(A1)U¢L(Ai) ol

@C(Ai) {Hj/Hj = Ain 3=1...ni}

(71}
P (A))

H/H = 1.A, '=l...n.}
{j/j T i

et Ij=d1ag(6kj) k=1...n

(70) s'écrit

i Le systéme de comparaison associé 3J

-a; %:“Hfl

i

e
!l

LW avec L (72)

p,-WH. I ~a,

Le choix des matrices d'interconnexions Hi dans (70) a é&té fait
de telle sorte que la matrice globale de (70) présente soit deux
lignes (Hie ¢L(Ai)) soit deux colonnes (Hi Eqb(Ai)) identiques.
Elle posséde donc (au moins) une valeur propre nulle donc (35)
ne peut &tre asymptotiquement stable et donc (36) ne peut é&tre

asymptotiquement stable, ce qui fournit la condition

-t

uiéllHiII - 9 VHi £ CIJ(Ai) (73)
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Il nous faut donc chercher la norme minimum HHiH ’

ce qui est aisément réalisé&, du fait de la structure particuliére

de la matrice Hi (seule une ligne ou une colonne n'est pas nulle)

n,
i
min IH%”Z = mini 1, 2 ai
HE(I)L(A:L) :]=1 lrj
* (74)
, 2 . 2 .
min HHiH = min <a_ ’ min (1 + a )
Hicdb(Ai) i,1 2 <7 <ny i,J
bien évidemment, notant que a, =-det (Ai), il vient d'aprés
(74) i,1
min  HH M = min {1, {det(Aiﬂ} (75)
Hi£¢(Ai)
ce gqui démontre le théoréme, -

Corollaire II-4. Dans le cas ol la matrice Ay n'est plus sous
forme compagne, le paramdtre ﬁi du théoré&me antérieur est fourni
par

% = min {ng..ll . ua..n} (76)
i léjgni ij ij

ol gij représente la j@me colonne et Eij la jéme ligne de la ma-
trice Ai.

Demonstration. La démonstration s'effectue de la méme maniére que

pour le theoréme précédent. -

Enfin, a partir des résultats antérieurs il est possi-
ble d'enoncer le théordme suivant :

THEOREME II-5. Si la matrice H,e¢ RHXN definie par

Hr = H - diag (f,..., ) (77)
ne satisfait pas les conditions de Sevastyanov-Kotelyanski alors
le systéme de comparaison (l14) ne peut &tre asymptotiquement sta-
ble gquelles gque soient les matrices Di en (5) choisies pour la

determination des fonctions de Lyapunov vi(xi) en (4).
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Démonstration : La démonstration découle directement du fait que
L =@©L=0{H- diag(f,..., &)} +
+ e{diag(ﬁl,...,ﬁN) - o} s} (78)

« ~ 9 - ~ -
@H, + diag {Tﬁ 1 01,...,nN6N “N}

et d'aprés le théoréme anterieur, la matrice L est terme 3 terme

toujours non inférieure 4 H,.

Le théoréme II-5. fournit donc un test qui permet de
determiner, a priori, si l'approche "fonction de Lyapunov vecto-
rielle et systémes de comparaison" pourra permettre de dé&terminer
la stabilité du systéme interconnecté en &tude. Il est évident
dque nous retrouvons ici la condition de "faible couplage", simple-
ment l'approche présentée pour la détermination d'un systéme de

comparaison optimal permet de relacher au maximum cette contrainte.

IT-2-6. APPLICATION A LA STABILISATION DECENTRALISEE
DE SYSTEMES LINEAIRES INTERCONNECTES

Soit le systéme dynamigue interconnecté

N
%, = A.X. + B.u. + 2: A .
i i i7i =t i9%5
(Si) j#i (79)
xi(O) = Xiq
n, n, . ' - .
o xicR 1’ uiER i. Nous faisons l'hypoth&se que vi = 1.,.N les

paires (Ai, Bi) sont commandables. Nous nous posons le -probléme
suivant : Determiner pour chaque sous-syst@me une commande décen-
tralisee u; = - kixi de telle sorte que le systéme global S=U S,
soit asymptotiquement stable, sachant que les tests de sta- i=1

bilite sont effectués sur le systéme de comparaison associé.
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Comme chague sous systéme isolé (Si) est commandable,
i1l est toujours possible de déterminer une boucle de contre
reaction de gain ki assurant 4 chaque sous-systé&me un degré de

stabilite o,» quelconque (Wonham 165 ). C'est-a-dire

AAS + aT)CC” i=1...N (80)
i i
ol Ai = Ai - Biki. La recherche d'une commande décentralisée op=-
timale dans notre approche (Géromel et Bernussou 1321) consiste

en l'accroissement successif des degrés de stabilité de chaque
sous systéme 1isoclé jusqu'd 1l'obtention d'un systéme de comparaison
optimal satisfaisant les conditions de Sevastyanov-Kotelyanski.

Nous proposons pour ce faire l'algorithme suivant.

Pas_1 : Determination de la matrice H (interconnexions)
H={h..h_=IIA..Il i'=1...N}
i3/ ij i3 -
et prendre une condition initiale pour o i=1...N
m;Xn,
Pag_2 : Déterminer pour chaque sous-systéme une matrice k,eR

telle que A(Ai + aiI)CC—.

Pas_3 : Résoudre pour chaque sous-systéme le probléme (29).

Soient p; et P; les solutions optimales. Calculer alors

~ _ s ) o,-1 o o,—~1 }
Lope = H = diag {870 ()71, .. g0, (2%)
Pas_4 : si Eopt satisfait les conditions de Sevastyanov-

Kotelyanski stop, sinon incrémenter g, et retourner au pas 2.

Pour spécifier complé&tement l'algorithme précédent,
il faudrait decrire la technique qui est utilisée au pas 2 pour
la deétermination des gains ki quil assurent le degré de stabilité
o, pour chaque sous-systéme isolé. Nous ne discuterons pas de ce
probléme et supposerons qu'un choix a &té fait a priori (par ex :

optimisation critére quadratique - Anderson et Moore I11).,
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Il est trés difficile de pouvoir spécifier a priori
pour guelles classes de systémes l'algorithme précédent va con-
verger. A l'inverse, en utilisant les résultats des paragraphes
précedents il est wossible de déterminer les cas oll surement une
telle approche ne convergera pas (et donc de l'éliminer). Le
seul probléme qui se pose pour l'obtention des bornes du rapport
a/e8 est gue maintenant a chaque itération la matrice Ai change.

Le théoréme suivant fournit une réponse pour c¢e cas.

THEOREME II-6. Si la matrice HY définie par

c . C c
H® =H - diag (ﬂl,...ﬂN)
(81)
n° = min { Ne. .0 . nte. I }
i =J.,1 3+1,1

iji

ol Eji est la jéme colonne de T;l et Eji est la déme ligne de Ti ;
'1‘i est la matrice de transformation de Luenberger 1491 pour le
iéme sous systéme iscleée ; ne satisfait pas les conditions de
Sevastyanov-Kotelyanski alors l'algorithme précédent ne conver-—
gera pas (l'ensemble J.l sera exactement défini dans la démonstra=-

tion gui suit).

Démonstration : Supposons initialement que m, = 1, alors la matri=-

ce Ti est la matrice de transformation qui permet d'obtenir un

systéme sous forme compagne

¥. = %%, + B.,0
i ivi i7i
(82)
L ~ .
Xi = Iixi r ui = Liui
ol gi = [O 0...0 1) . Comme pour le théoréme II-3. considérons

le systémes

® A H X, B 0 it

i i i i i h
= + (83)

2 ~ ~ ~ ~ ~

X . IT, N %, 0 B. a,

i i i i i i

qui ne peut &tre stabilisable lorsque HiE [ (X.) ou
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$ ( =dH./H =1.3 L= - 4
$_(A,) —{Hi/Hi Iin 3 1...(ni 1)} (84)

la méme propriété vaut pour le systéme transformé inverse

[ ] -
Xy Al Hi X Bl 0 ul
= + (85)
-
. 3 u
xl H Al )1 0 Bl 1
Or ce dernier systdme, avec la commande u; = - kixi a pour sys-
téme de comparaison
_ui %{Pi).HHJ
»
W = LW H L = (86)
. ). HH, -a,
el(Pl) H 1" a,
P, €tant solution de 1'équation de Lyapunov
- ' — 1 —
(Ai Biki) P, o+ Pi(Ai Biki) + DiDi 0 (387)

alors pour vD, et k, tel que A(Ai~Biki)C:C- en (87), on doit
avolr
. -1z,
aj < min IITi Hifin. Bi(Pi) (88)

H.e®(R. )
1 1

Il est facile de voir que

i X , — m—l Y - t
"Ti HiTi“ = "li IinTiH "Ej,i" . "tj+l,i" {89)
d'ol 1l vient
< i KT T = e (2
o min o duk, g0 WE,, u fe () = e (p))
lsj<n,-1 (20)

Luns le cas ol m.2 2 la méme démonstration reste valable & condi-
tion que j prenne ses valeurs dans Ji' qui est l'ensemble des in-
dices gui correszondent a une ligne nulle dans la matrice trans-

formee Bi' Dans le cas m, = 1, évidemment Ji = 1,2,...(ni—1) .
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Si Hg ne satisfait pas les conditions de Sevastyanov-
Kotelvanski, T, ne pourra pas les satisfaire car L est terme 3
. e s C ;
terme toujours non infirieure 3 Hy et donc l'algorithme ne pour-

ra converger. -

Exemple ITI-3. Soit le syst@me linéaire interconnecté

0 1 0 3
L ] L.
xl = X, + uy + '% Aijx3 i=1,2,3
0 0 1 J=1
J#1
avec A12 = A23 = A31 = 0 et
2 0 0.15 0
A3 = PRy S
¢ 2 0
0 6.3
0 0
le calcul fournit
0 2 -1 0 2
H=[0.15 o0 0| 5 H =H-I =|0.15 -1 0
0 0.3 0 0 0.3 =1

Les conditions de Sevastvanov-Kotelyanski sont remplies par H:
et la loi de commande (pas 2) a été choisie comme k;, = [oi 20#]

La condition de stabilité pour T s'écrit
(6]/67) = v0.09 ~ 0.45

Dans le tableau ci-dessous sont donnés les résultats de 1'algo-
rithme précédent traité sur IBM 370/165 du CIRCE avec 2,4 sec., de

calcul.

0 0 / O
% Pi B/ 83
1 0.54 0.25 L =123
2 1.09 0.40
3 1.64 0.44
4 2.18 0.46

Tableau TI-2, Solution optimale du probkléme (29) & chaque
itération
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D'aprés la relation antérieure on voit que o, = 4 i=1,2,3 est
le degré de stabilité qui guarantit le stabilité asymptotique

du systéme de comparaison et donc du systdme global avec la com-

mande

u, = - (16 8] X, i=1,2,3

Il est 4 noter gue dans cet exemple si on ne considé-
rait pas le probléme de la recherche d'un systéme de comparaison
optimal et 1'on utilisait les fonctions de Lyapunov vi(xi)(4)
determinées pour D; = I il ne serait pas possible de déterminer

une commande décentralisée donnant le systéme de comparaison
stable méme avec o, —— tw.

II-3. LE PROBLEME DE LA STABILITE ET DE LA STABILISATION SOUS
PERTURBATIONS STRUCTURELLES

Dans les paragraphes suivants nous allons nous inté-
resser au probléme de 1l'analyse de la stabilité des systdmes in-
terconnectés soumis & des variations de structure et au probléme
de la synthé&se de commandes de type robuste, c'est-d-dire permet-
tant d'assurer la stabilité pour toute éventualité de perturba-

tions structurelles (stabilité& "connective" - Siljak 1581).

Bien évidemment, les résultats du paragraphe II-2-6.
sont applicables mais nous allons adopter ici une voie un peu
différente (Siljak 1581 ; Géromel et Bernussou 1311 ). Nous allons
considérer que les lois décentralisées sont obtenues & partir de
l'optimisation d'un critére quadratique pour chaque sous systéme
isolé, la matrice de Riccati calculée servira aussi 3 ia déter-
minaticn des fonctions de Lyapunov vi(xi) d partir desquelles

sera determine le systéme de comparaison.
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II-3-1 - DESCRIPTION DU PROBLEME

N
Soit le systéme linéaire invariant 5 = U S, ol
i=1
N
xl = A Xy + Blul + Z: Aijxj
J=1
(s;) )7 (91)
x; (00 = %44
n, mi
od xiER * ; uisR et (Ai,Bi) controlable i = 1...N. Les cri-

téres locaux sont

w

_ 1./~ 2 2
J;luy) = 5 (lej_uQ_ + ||ui||R_)dt (92)
0 i i
avec Qi = Qi = 0, Ri = Ri‘> 0. Nous allons considérer le cas
d'une loi de commande (retour d'état) i "deux niveaux"
N
ugo= o= kgxg - ), T3 5%; i=1...N (93)
j=1
ol k, = RIlBiPi avec P.> (, solution de 1'équation de Riccati
A'P. + P.A, - P.B.R.'B!'P. + Q. = 0 (94)
1 1 1 1 1 1 1 l1 1 1

et ol Tij représente un bouclage sur 1'état global, ayant pour

but de faire que la commande globale ﬁille dans le sens de 1l'op-

timisation du crit&re global J(u) = 3 J;(u;). La figure sui-
i=1

vante montre l'impleémentation envisagée 3 deux niveaux pour la

commande (93).
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teme .
Z nveau

de {a commande

— Commande et de la commande
-~ "~ observztion
7 N
/
I - -
| ; } Inkerconnexion
\
\ )
N\ - ki %
~ P
e

Figure II-2, Structure de la commande

Nous allons considérer que les perturbations de struc-
ture se traduisent par une rupture de liaison entre le niveau

supérieur et les sous-systémes ; deux types sont & considérer

1) les perturbations de commande, se traduisant par
une rupture de liaisons "descendantes" de la figure
antérieure

2} les perturbations d'observation, qui correspondent

4 une rupture des liaisons "ascendantes",

Pour une meilleure caractérisation de ces perturbations intro-

duisons dans le modale (91) une matrice 3 &léments binaires .
E = {eij/eij =0o0u1l , i,j =1...N } (95)

alors la dynamique de chagque scus-systéme s'écrit

N
L]
X, = (Ai—Biki)xi + z (A, .~

. .-e. B, T .
* SRS IR R A SIS (98)

i“ij
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Une perturbation du type 1) entre le sous-systéme (i) et le ni-

veau supérieur se traduit par eij =0 vj=1,2,...N, alors que
celle du type 2) se traduit par eji =0,v]) =1,2,...N. Nous
supposons bien slir gqu'en 1'absence des perturbations (eij =1,

vV i,3) le systéme S est asymptotiquement stable.

Le probléme gque nous posons est celui de la détermina-
tion d'une commande locale u; = - k°ixi i=1l...N qui assurer la
stabilité 2our toute matrice E de perturbation.

IT-3-2. LE SYSTEME DE COMPARAISON

Nous reprenons ici la m&me démarche qu'au paragraphe
II-2-2, c'est-d-dire : & chaque sous systéme isclé nous associons
la fonction de Lyapunov

_ -1 t 1/2
vi(xi) —{HPi 1 xiPixi} {97)

oi Pi est la solution de (94) qui satisfait aussi

X < vi(xi) < e lx
(98)
v it < ey
Aprés avoir calculé la dérivée temporelle de vi(xi)
le long des trajectcires de (96) et majoré certains termes 3
partir des inégalités (98), on obtient les inégalités différen~

tieiles

N
L]
. € —a,.v, .- A = . i=1...
vy av, + o jgl hlj(el])v] i=1...N (39)
od
xi(Q.+P.B.RTlB!P.)x.
2a. = min i i ii 4474
i XIP,x,
Xy imivi
{100)
h..{e..}) =WaA,. — e,. B.T..N
ij 713 ij ij TiTij
sous forme matricielle avec V = [vl,...,vN]' le syst&me (e compa-

raison s'ecrit

ﬁ = L(E)W (101)
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L(E) = {lij(eij) = a8, * eihij(eij) ; 1,3=1...N}
(102)

Afin de pouvoir assurer la stabilité de (96) sous
toute éventualité de perturbations structurelles il nous faut
donc nous assurer gue le systéme de comparaison associé au cas
le plus défavorable soit stable, ce que nous voulons

W = max L(E).W (103)

E

Il n'est pas du tout facile de déterminer la plus mau-
vaise (au sens de Lyapunov) matrice L(E). Ce probléme 13 est en
effet de nature combinatoire avec un grand nombre de combinai-
sons a tester, d’'autant plus grand que le nombre de sous-systé-

mes sera éleve.

Une fagon d'éviter ce probléme est de maximiser indé-
pendemment chaque terme de la matrice L(E) pour finalement obte-
nir

max L(E) = -8 + © max H(E) = L (104)

L} M
E E
ol § = diag(al,...,aN), © = diag (91,...,9N) et

_ M _ C o
HM—max H(E) = {hij = zax “Aij eijBiTij“ i,j=1...N
ij (105)

-

,

ce qui fournit le systéme de comparaison majorant

L
W = LMW (106)

Remarques

1. LM peut ne pas avoir de signification physique,
c'est-d-dire ne correspondre 3 aucun cas de pertur-
bations structurelles physiques possibles. Pour
une etude plus fine, il est possible de déterminer
"le plus mauvais" systéme de comparaison correspon-
dant & un vrai cas de figure mais pour la suite de
l'exposé cela n'est pas nécessaire et allongerait

inutilement le développement
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2. La commande dé&centralisée sans perturbations est
un cas particulier du probléme précédent avec
E=0

3. Il est aisé de voir gue

ij(eij) < (l—eij) hij(O) + eijhij(l) vi,j (107)

et donc
m h,.(e..) = m h..(e, . Vi, 108
e 2% ou 1 lj( l]) 0 < o 1 1] 13) & ( )

. e. .
i3 ij <
c'est-a-dire que (106) est aussi le systéme de comparaison majo-
rant pour le cas ol eij pourrait varier continement dans l'inter-
vale [0, 1].

II-3-3. DETERMINATION DES DEGRES DE STABILITE POUR
CHAQUE SOUS-SYSTEME

Nous devons cbtenir une matrice LM = -5 + QHM
qui soit asymptotiquement stable, ce gui comme nous 1l'avons vu

est équivalent & EM = = o1 s + HM asvmptotiquement stable.

La strategie de synthése que nous aveons adoptée est
basée sur la recherche de commandes assurant 4 chaque sous-sys-—
téme un degré de stabilité suffisant pour que puissent &tre sa-
tisfaites les conditions de Sevastyanov-Kotelyanski pour le sSys-—
téme de comparaison. Le probléme qui se pose alors est comment
choisir (ou guider le choix de ) ces degrés de stabilité pour
chaque sous-systéme isolé (répartition de l1l'effort nécessaire lo-

calement).

Tout d'abord il est toujours possible de choisir un
vecteur w= [ﬂl,... "N]I d composantes positives tel que

Hy - diag ("1""'"N) solt asymptotiquement stable. Il y a bien

sfir une infinité de solutions.

Pour éviter cela définissons le probléme suivant que
nous justifierons par la suite et qui va nous permettre de sé-

lectionner un vecteur w particulier
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min £ (m)
Ty (109)

w20 ; y>2€ >0 {HM—diag(vﬁ,...,ﬂN)} vy €0

8i m*est solution du probléme précédent alors W= n*4+¢ est tel

que HM— diag (ﬂl,...,nN) est asymptotiquement stable.

Les conditions de stationnarité de (109) s'écrivent
(avec 1'hyopothése que les contraintes w30, v » £ » 0 sont

strictement satisfaites)

Vi {m) - diag(yl,..,yN)
+ u= 0
0 HM—dlag(w ,...,nN)
(110)

{HM - diag{m ,...,nN)} £ 0

Y
W{HM - diag(ﬂl,...,ﬂN)} y =20
M= 0 sm >0 Yy > 0

ces conditions ne permettent pas dans le cas général 1'écriture
d'une solution analytique, aussi avons nous considéré deux cas
particuliers

Cas_l : Soit f£(m) = C'w , avec C;> 0, i=1l...N et H,, une matrice
symétrique. Alors (110) se réduit &

|
o

{H, - diag (ﬁl,.,.,rrN)}u
{HM - diag (nl,...,nN)}y =90 (111)
diag (yl"f"yN)# = C

qui fournit la solution

pi o=y = \/61 >0

i i
N (112)
M
n* =
A Z hyyvey/c; >0
J=1
Cas_z_: Dans la littérature on rencontre le cas od f(m) = m

("i =m= cte) c'est-3-dire ol un degré de stabilité uniforme est

impose 4 tous les sous-systémes (Siljak 1581 ). Dans ce cas, il
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vient

{oy, - w1}ty =0 (113)

qui compte tenu des propriétés particuliéres de la matrice Hy,

donne la solution unique (Fiedler et Ptak 1271)
) (114)

Répétons qu'en général la solution de (109) n'admet pas de solu-
tion analytique et doit 8tre abordée au moyen des techniques de

programmation mathématique.

I1T-3-4. LES COMMANDES LOCALES STABILISANTES. LEUR
DETERMINATION

La stratégie de commande peut &tre la suivante. En
fonctionnement normal, sans perturbation, on applique la commande
(93) au svstéme ce qui assure par exemple 1l'optimalité globale.
En présence de perturbations on applique localement une commande

u, = - K%x, (115)

i i%i
ol kg est calculée de fagon a ce que

* o N

X.=(A.-B.k%)x, + . .—e,.B,T,.)x. i=1...

i (B -B kS )%, jgl (Aj5me; 4By lj)xJ i=l...N {(116)
soit asymptotiquement stable pour toute matrice de perturbation

g. Les commandes locales sont donc choisies telles que

o _ -1 \ .0
ki Ri Bi Pi (117)

oll PZ est la solution définie positive de 1'égquation de Riccati

A, +a1I)'P? + P%(a,+ - p°B R 'B!P° =
( jte Iy Py P, (A +aT) P/ByR "BIPT + Q=0 (118)
Un tel choix nous permet également d'obtenir directement une

fonction de Lyapunov pour chaque sous-systéme
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v, (x,) = dupdly x!P‘?x_.}l/z (119)
1 'l 1 1 1 i

et a4 partir desquelles nous écrivons le systéme de comparaison

W= Lio)W = e{-e'l(s+z) +HM}W (120)

ol o= [a ,...,oN]' et Z= diag(ol,...,UN). Comme nous 1'avons
fait pour le lemme II-5. il est possible d'obtenir un test de

stabilité tout 3 fait décentralisé avec

Lemme II-6. Soient deux vecteurs y et m 34 composantes positives

tels que
{HM - diag (m,...m) ! y <0 (121)

alors (120) sera asymptotiquement stable si a + o> ™, 8

(
Yi=1,...,N.

Les résultats nous permettent de proposer l'algorithme suivant

—— e

Pas 1 : Calcul de la matrice HM représentative des intercon-

nexions et des perturbations

HM = {h?./h?. = max HAi.-ei.BiTi.H i,j=l...N}
J e..=0 ou 1 J J J
1]
Pas_2 : Obtention des paramétres nI par solution du probléme

Pas_3 : Pour chaque sous-systéme isolé, & partir d'une initiali-

sation sur o,

a) résoudre 1l'équation de Riccati (118)

b) calcul des paramétres 8; et a et de la commande
locale k% = r7! pip°
i i iti
C) test : si a. + o, > nt.@, faire i -— i+1 et aller
1 1 1 1
au pas 3. Sinon augmenter o et aller en 3-a).

Exemple TI-4. Soit le systéme § = SIUS2 avec

{5 ) X, = X, + u, + x
! ol -3 T i ! —0.5] 2
(S,) %, = [3] x, + [1] u, + [ 2] x,



et soit le critdre guadratique additivement séparé

2z w
1 2 2
J = Z -z-fllxill + "ui" dt
= 0

gui est minimal pour la commande donnée sous la forme (93) avec

k, = [0.85 0.25] ; 7, =[0.17 0.60]
T,y = [1.99]
k, = [6.16] ; T, = [0.30 1.69] ; Ty, = [-0.93]

2
au pas 1 de l'algorithme précédent nous avons trouvé

-[,

La solution du probléme (109) avec la matrice H, symétrique,

11 M M
c'est-3-dire HS = {h..= max (h, ., h..)}
1] 1] J1l
0.88 2.67
HS =
2.67  0.93
et f£(m) = 0.94 w + 0,06 m, ont donné ™= [1.56 11.52]'. Les

conditions de stabilité au pas 3 ont é&té satisfaites avec
a=[5.0 4.2]' correspondant aux commandes décentralisées sta-

bilisantes

k) = [17.17 -2.74] ¢ k9§ = [14.54]

o
1
Le cas de la commande décentralisée "simple"” (E = 0)

a ete traité avec

et nous avons trouvé w'= [0.56 §.85) ; o= [0.17 2.88]"

correspondant aux commandes décentralisées

k] = [0.98 0.28] ; k% = [11.85]
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Exemple II-5. Soit le systéme S = U §; avec
i=1

. [ 0 1] [1] [0.5 1] [0.6 ()] «
(5.) X, = x. + u. + X, + 3
1 1 2 -3t 1] L 1 o] 2 0 1
. [ 2] [3 0] [0.5 1 [1 0.5
{S.,) Xo = X. + a. + X, -+ X
2 N FE 0 4] 2 0 -0.5] 1! 0 -0.5 [ 3
) 1 [2] [1 0 ] [1 0
(5.) = X. + u. + X. + x
3 3 -3 -4 73 2| 3 o o0.5] 1 0.5 o | 2

Nous wvoulons deéterminer une commande décentralisée stabilisante.

Xe

Alors au pas 1 de l'algorithme antérieur on obtient

0 1.28 1
HS =11.28 0 1,14
1 1.14 0
le pas 2 avec f(w) = O.Sr& + O.lné + 0.4n3 fournit
m= [1.46 5.15 1.69]' et le test de stabilité est satisfait
pour o= [4.08 2.97 3.72]' avec les gains correspondants
kK, = [11.51  -0.55]

kS = ; k3 = [4.96  0.06]

II-3-5 - LA DETERMINATION DE LA FONCTION f(w) A PARTIR
DES BORNES DE L'EQUATION DE LYAPUNOV

Nous avons supposé que la commande déterminée en ab-
sence de perturbations allait dans le sens de la minimisation du
critére (92). Nous nous proposons ici la détermination de comman-
des décentralisées qui,en présence de perturbations, détériocre le
moins possible les performances du systéme (du point de vue du

critére (92)). Pour cela nous allons déterminer le degré de sous-
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optimalité de chaque sous-systéme isolé et déterminer f(m) de

fagon 3 le minimiser,

La détermination de f(w) passe par la détermination
des bornes de 1l'équation matricielle de Lyapunov (Geromel et

Bernussou 1331).

Soit 1l'équation différentielle de Lyapunov

P(t) = A'P(t) + P(£)A + O : P(O) = 0 (122)

ol A(A) CC . La solution d'gquilibre satisfait 1'éguation algé-

brigue

A'P + PA + Q =0 (123)
supposons Q@ = Q' >0 et définissons

A(R) ={x+:RnX“/x>o et ~H{X) < 0 } (124)

ol H(X) = - (A'X + XA)

THEOREME TI-7. La solution P(t)> 0 de (122) satisfait

t t
J eMatocrr «f e Paro we s o (125)
0 0
ol
_ x'H{Q)x . _ 4. X'H(Q)x
R= max-;ﬂ5;—— ; E= min ~—§T§§— (126)
X X
Démonstration : Rappelons que la solution de (122) s'éerit
t t
Al A
pt) = [ %0 Pt = [ T(n)ax (127)
0 0
et considérons la fonction définie positive v(§) = x'"T(g)x avec
XeR - {0} . 5a dérivée
gz(g)— - x'eA 5 H{Q) eAcx {(128)
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admet les bornes

'T AL A'C AL
r 1
~ max A,gH(g%e = v<é_§% < - min eA,CH(gée g
b =) Qe ’x X x'e Qe Px
{129)
compte tenu du fait que eAc est inversible v » 0 on obtient
dv
ce qui par intégration fournit
v (0) < vig) e %y (o) (131)
compte tenu du fait que v(0) = x'0Qx, intégrant encore une fois
il vient
t t t
j. e—pgdgx'Qx < j. v{g)dt = x'P(t)x,gj- e—§§d§ X'0x
0 0 0 (132)

et le théoréme est démontré car (132) est valable pour vx eRn-{O}
et vt > 0. -

Corcllaire II~-8. La solution de {123) satisfait

€ P g (§>0) (133)

il
ile

Démonstration : immédiate 3 partir du théoréme précédent -

Nous devons noter que >0, VQ >0 car A &tant
asymptotigquement stable H(Q) ne peut &tre semi définie négative,
par contre il est facile de voir que § > 0 implique Q ¢ A(A).

Il nous semble que c'est 13 1a seule borne supérieure proposée

pPour la solution de 1'éguation de Lyapunov.

Enfin, comparons les résultats (borne inférieure) avec
ceux donneés par (Kwon et Pearson 1451 ) qui est un des derniers

articles sur le probléme. Dans cet article nous trouvons

AL (D)
min . non
Pz T wen s Seen (134)
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Par une majoration supplémentaire (133) fournit

A (O)
P> W_E%E_w“ I nen > ﬂ%ﬂ (135)
Or, c'est facile de montrer que
p<20(Q) nan (136)

donc (135) donnera au moins d'aussi bons résultats gque (134)
- . +

lorsque &(Q) = 1, c'est-3a-dire lorsque Q = gqI ; YvgeR .Notons

cependant que ce n'est pas le seul cas ol nous obtiendrons de

meilleurs résultats comme le montre 1'exemple ci-dessous.

Exemple II-6. Soient

A = et Q

(133) donne
0.184 Q < P £ 1.766 Q

et (135) P = 0.33I ; NPN » 1.32, tandis qu'avec (134) il vient
P 2 0.24I, NWPn = 0.97.

Appliquons ce résultat & 1l’équation de Riccati (118)

1

(A+0oI) "P°+ P° (A+o6I) -P°BR B'P® + g = 0 (137)

Dérivant cette équation par rapport 3 ¢ il vient

-1 dep® | ap° -1 o
(A=BR "B'P°+ oI)' - + 3= (A-BR™ B'P°+o1)+2P°= 0
(138)
ol (A—BR-lB'P°+aI) est asymptotiguement stable et P® > 0 (Anderson

et Moore 111).

Sur cette derniére équation les résultats précédents fournissent
(avec 137 )

H(2P%) = 2(0 + P°mR"'5'p%) (139)
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et donc il vient

p° dp® 5
= ¢ 2F =
2 Pl < 2 3 (140)
ol
B= max X'(Q+POBRhlB'P°)X
ble x'P%x
141
in X' (Q+P°BR_IB'P°)X ( )
€= min
X x'"P°x

Notre proposition pour définir la fonction f(n):RN—a-R
est la suivante : chaque sous systéme isolé a une commande gui

minimise le critdre Jquadratique

o0
_ 1 2 2 _ 1 .,
Ji = 5 ﬁlﬁxillg_ tlunp )dt = 3 %X5oPi%, (142)
i i
0

od P, est la solution de 1'équation de Riccati (92). Dés qu'ar-
rive une perturbation, pour avoir la stabilité du systéme global
on doit changer cette commande locale pour une autre ¢dui minimise
le critére quadratique modifié

a0
20 t .
o _ 1 i 2 2 1 o
Ji =5 jre (uxinQi +uuﬂ|Ri)dt =73 Xig PixiO (143)
0

ol Pi satisfait (118). Alors supposant o faible nous pouvons dé-
velopper Jg en série de Taylor autour de o, = 0. Se limitant au
ler ordre il vient

- Xipr 9 (144)

o LT. - J o
= g;_i_j__i < Ei (145)
Bi i i
Comme Pg = P, alors nous pouvons facilement déterminer les
o. =0
L

paramétres B; €t &, pour obtenir les bornes du degré de sous-op-
timalite pour chaque sous-systame iscla.
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Nous proposons donc de choisir f({mw) comme une fonction
lineaire de w de telle fagon que la somme des bornes supérieures
des degres de sous-optimalité des sous-systémes isolés soit mini-

male., D'aprés (145) :

£(m) = 3 Cin. ; c. = &, {(146)

ITI-3-6. CONSIDERATIONS SUR LA CONVERGENCE DE
L'ALGORITHME PROPOSE

Il est trés difficile de déterminer la classe des sys-
témes interconnectés pour laquelle la convergence de l'algorithme
antérieur pourra &tre assurée. Bien sfir, les résultats du théora-
me IT-6. restent valables, fournissant, rappelons-le, un test 3

priori de non convergence,

Evidemment si 1l'ensemble Ji est vide alors le Théoréme
II-6. n'imposera aucune borne sur le rapport ai/ei, cas gque nous
etudierons maintenant. Avant tout, il est aisé de voir que Ji est
vide si et seulement si rang (Bi) = n, ce qui implique que Bi est

une matrice carrée inversible (Bernusscu et Gé&romel 1141),
Ty
Considérons alors yjeR un vecteur propre normalisé

(nyf| = 1) de la solution de l'équation de Riccati (118} et soit
Aj la valeur propre associée. Si on multiplie cette &quation &

gauche et a droite par yj nous obtenons

2 -1 S .
A 'B.R, 'v o) - . ANy, )=yl y.= =l...n,;
j(yJBlRl Blyj) 2AJ (yjAlyj+ a,) ijlyJ 0 j=1 n,
(147)
lorsque o, — +o0 , comme Aj> 0 j=l...ni, nous avons
S
yviATy . to,
A » 213 3 j=1...n. (148)
J le R_]-Bly 1
joiti Pit3
Considerons AM = max Aj et Am = min Aj . d'aprés (148) il wvient
j 13 .
-1
A ¥'B.R, Bly
lim H-omid im (149)

A -1
m L} ]
o~ YMBiRi Bin
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Finalement comme par hypothése rang(Bi) =n, et Ri> 0 alors
BiR;1B£>hO et nous pouvons reécrire (149) sous la forme

1

[+] - v P —
) < 8 (BRI"B!) < e i=1...N (150)

1im 0. (P
1 1

ag, -+ 00

1

Alors il est évident que la condition de stabilité
donnée par le lemme II-6. sera vérifiée lorsque o, —> +®
car Qi(Pg ) admet une borne supérieure finie. Hors de ce cas
particulier consideré, il n'est pas possible d'établir une borne
supérieure finie pour Bi(P;
en utilisant le résultat du Théoréme IT-6. nous pouvons dire que

) car ei(BiR;lBi) = , néanmoins

o, + o < ng.ei. Alors s'il existe au moins un paramétre n;
solution du probléme (109) tel gue n;>.n§, l'algorithme proposé
ne convergera pas. Donc,nous devons introduire cette contrainte

sur le probléme (109) et on obtient alors

min C'm
LIS
{HM—dag(nl,...,nN)} Yy £ 0 (151)
Yy > ¢
0 < w « "~ i/rang(B.,) <n
i sy RS i
0 « ™ i/rang(Bi) =1,

Si ce probléme admet au moins une solution alors les
etapes suivantes de l'algorithme devant &tre faites pour essayer

de satisfaire pour chaque sous-systéme la condition de stabilité.

Par contre, s'il n'admet pas de solution alors 1'al-
gorithme ne convergera pas. Heureusement, comme dans le Théoréme

II-6. le test de non convergence est donné par la matrice

~

H, = H - aiag (a%,...) (152)

ol H est obtenue en enlevant de H toutes les lignes et les colon-
nes correspondantes aux Sous-systémes tels que rang(Bi)=ﬂi. Si

H_ ne satisfait pas les conditions de Sevastyanov-Kotelyanski

alors 1'algorithme ne convergera pas.
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[I-4, CONCLuéION

L'outil "fonction de Lyapunov vectorielle" est connu
comme étant un outil relativement simple dans son utilisation
(du moins en ce qgui concerne son principe) mais il donne en gé-
neral des conditions relativement sévéres pour l'analyse de la

stabilite des syst@mes complexes.

Nous nous sommes attachés dans la premiére partie de
ce chapitre a voir comment il é&tait possible, dans le classe des
systémes interconnectés linéaires invariants, d'améliorer les
résultats fournis par son application. En effet, si le principe
de la méthode de Lyapunov est bien connu, rien 3 notre connais-—
sance n'avait été fait pour le cas vectoriel, pour guider dans
le choix des fonctions de Lyapunov scalaires associées 3 chaque
sous-systéme. Or, bien sfir la qualité des résultats obtenus dé-

pend, tout comme dans le cas scalaire, de ce choix.

Nous avons proposé& ici un probléme d'optimisation pa-
rametrique portant sur une matrice de 1'équation de Lyapunov et
dont la solution permet de tenter de construire un systéme de
comparaison fournissant des conditions de stabilité aussi peu

restrictives que possible,

Il n'en reste pas moins que méme avec cette améliora-
tion l'approche "fonction de Lyapunov vectorielle" souffre de
desavantages qui en fait paraissent inévitables. Ils sont pPrin-
Ccipalement dfis au fait que cette approche provoque une perte
d'information relativement grande au niveau des termes d'inter-
connexion qui sont finalement représentés pour leurs normes.
Cette perte d'information fait, en particulier, qu's un systéme
de comparaison on peut associer (transformation inverse) une
vaste classe de sYstémes interconnectés. Cela a &té utilisé pour
montrer les limitations d'une telle méthode fournissant par
exemple des testes "a priori™ nous permettant d'éliminer surement

les problémes ol une telle approche se révéle inopé&rante,
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Au vu des résultats obtenus nous avons discuté du
probléme de la stabilisation par régulation décentralisée {tou~
jours dans le cadre de 1'application de la méthode de Lyapunov)
ainsi que dans une deuxidme partie du probléme d'analyse et syn-

thése sous porturbations structurelles.

Le dernier probléme a fait l'objet de nombreuses pu-
blications. Pour la stabilisation sous perturbations de structu-
re, le principe est simple, il s'agit d'augmenter la "rigiditéa"
de chaque commande locale (degré de stabilité) pour atteindre
la satisfaction des tests de stabilité. Nous avons proposé une
méthode pour le choix de ces degrés de stabilité en essayant de

conserver un degré de scus optimalité gatisfaisant.

51 les résultats obtenus sont encore relativement
"conservatifs' a la décharge d'une telle méthode nous disons gue,
outre sa simplicité, elle nécessite un effort numérique raison-
nable, ce qui ost aussi un caractére non négligeable lorsque on

la compare 3 d'autres techniques existantes.



CHAPITTRE III

DECENTRALISATION : COMMANDE ET ESTIMATION
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III-1, INTRODUCTION

Depuis quelques années on a pu noter un souci dans le
développement d'outils mathématiques pour le traitement de Sys=-
témes de grande dimension du point de vue de leur cptimisation.
Parmi eux, on peut citer le développement des outils de calcul
hierarchisé, 1'utilisation de la théorie de la dualité, le trai-
tement pour guelques problémes particuliers des matrices "épar -

ses",.

Nous nous intéresserons plus particuli&rement dans ce
chapitre aux problémes d'optimisation dynamique : syst@mes 1i-
néaires-critére quadratique. Sans vouloir entrer dans une longue
discussion (déja largement développée et depuis longtemps) sur
la justification d'une telle formalisation (Athans 151 ), disons

que leur solution conduit & une structure en boucle fermée.

Dans le cas des systémes de grande dimension le cal-
cul de la commande optimale nécessite la résolution d'une é&qua-
tion (différentielle ou algébrique) matricielle non lindaire qui
fait intervenir des matrices de dimension n x n, n é&tant 1'ordre
du systéme & commander. Cette t&che devient de plus en plus ar-
due a mesure que la taille du systéme croit. De plus sa mise en
place (en boucle fermée) nécessite une centralisation de toutes
les informations (etat, état estimé, etc.) ce qui peut &tre une

contrainte trés dure dans certains cas (systémes interconnectés).

Dans le cas des systémes interconnectés, les mé&thodes
de calcul hiérarchisé peuvent rermettre une décentralisation des
calculs (Lasdon 1161) généralement avec 1'hypothése de séparabi-
lite du critére. Parmi les méthodes envisageables citons celles
s'appuyant sur la théorie de la dualité (coordination par le cri-
tére-méthode non admissible) (Tamura 1601) et celles qualifiées
de methodes mixtes (coordination par le critére et par le mod&le)
{Takahara 1611 » Titli ¥621). L'inconvénient de telles mé&thodes
€st gu'elles ne permettent gu'une implantation en boucle ouverte
de la commande générée, ce cui pose le probléme, bien classique,

de sensibilité vis 4 vis de variations du modé&le ou de perturba-
tions.
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Il est donc naturel d'envisager un compromis cntre
optimalité et faisabilité pratigque. Ncus verrons que dans le cas
des systémes interconnectés un tel compromis peut &tre satisfait

par le choix d'une structure décentralisde de commande.

La détermination d'une telle commande peut &tre réso-
lue par la solution d'un probléme d'optimisation sous contrain-
te de structure. Ces problémes nous semblent avoir une importance
pratique ré€elle du fait des inévitables contraintes techniques

et technologiques qui se posent au moment de la réalisation.

La littérature fournit d&ja un certain nombre d'exem-
ples résolus d'optimisation sous contrainte structurelle. La pre-
miére contribution a &té faite par Levine et Athans 1471 avec le
probléme de la commande optimale par retour de sortie-critére
quadratique-horizon infini, Dans 1421 Kleimnan et Athans ont ré-
solu le probléme de la commande sur horizon fini dans le cas ol
les moyens de son implémentation sont fixes a priori (encombre-
ment mémoire). Dans le cadre de la commande stochastique, Johnson
et Athans 139F ont résolu le probléme de la commande optimale &
compensateur dynamique de dimension définie a priori (voir aussi
Chong et Athans 1201 et Cohen 191).

Il faut noter gque pour tous ces problémes, les condi-
tions nécessaires d'optimalité sont extrémement difficiles 3 ré-
soudre numériguement. Dans |1l r Anderson et Moore ont discuté
des propriétés de convergence des algorithmes proposés pour fina-
lement conclure que cette convergence ne pouvalt 8tre assurée a
priori.

Kosut 1431 a repris le probléme de commande par la
sortie introduisant certaines approximations (aux justifications
heuristiques) qui permettent 1'obtention d'une solution écrite
directement sous forme analytigue mais qui n'assure pas 1la stabi-
lité du systéme. Citons encore aAnderson et Moore I1I pour lesqguels
la commande était contrainte & &tre du type P.I.D..

Le but de ce chapitre est de fournir une généralisation
des etudes précédentes au cas de systémes de grande dimension

(interconnectés). La solution des problémes sera conduite par le
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bhiais de la programmation mathématique étendue au probléme matri-

ciel, comme il a été proposé initialement par Athans 61 .

Dans une premiére partie (la plus longue) nous nous
interesserons au probléme de la commande décentralisée. Aprés
une mise en place des outils mathématiques nécessaires (matrices
gradient-projection) nous proposerons un algorithme pour la dé-
termination d'une commande décentralisée (Geromel et Bernussou

1351') . Nous étudierons ses conditions de convergence et montre-
rons qu'il permet 1l'obtenticon d'une commande stabilisante. L'es-
timation du degré de sous optimalité sera proposé dans le cas

d'un critére quadratique a horizon infini.

=

I1 sera montré comment obtenir la commande 3 partir
d'une structure de calcul 3 deux niveaux et le probléme de 1'in-
dépendance de la commande vis 3 vis des conditions initiales se-
ra abordeée. Un probléme plus complexe sera traité 3 la fin de
cette partie oll 4 cbté des contraintes structurelles figureront

des contraintes de type "instantané".

La deuxiéme partie, plus succincte traitera de 1l'es-
timation d'état décentralisée (filtre de Kalman) et pour une clas-
se de systémes linéaires nousaméliorerons les résultats propo-

sés en 1561 par Sanders et al.

[I1I-2. La CoMMANDE DECENTRALISEE

Les systémes considérés sont les systémes dits inter-
connectés, c'est-a-dire des csystémes constitués d'un ensemble de
sous-systémes de dimension relativement réduite, et 1iés au moyen
d'une structure d'interconnexion. Le choix d'une structure dé=-
centralisée de la commande c'est-3-dire d'une structure faite de
N (nombre de sous-systémes) crganes de commande locaux utilisant
les seules informations disponibles au niveau de chaque sous-sys-
téme, peut se justifier par le fait que le cofit de transfert de
1'information devient prohibitif pour 1'implantation d'une com-
mande de type centralisée (dans 1'hypothése oli cette derniére

serait possible a déterminer).
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Davison et Rau 1221 ont traité du probléme par la mé-
de Rosenbrock 1531 qui consiste en une évaluation expérimentale
de l'accroissement de la fonction objectif sur des directions
definies (Hill climbing method). Il est a noter qu'une telle ap-
proche nécessite un grand nombre de fois 1l'é&valuation de la fonc-
tion objectif ce qui est une trés lourde charge. Dans 1631 Wang
a proposé une méthode itérative pour résoudre les conditicns
d'optimalité, enfin une application a &té& proposée par Elgerd et

Fosha 1261 dans le cas des réseaux d'énergie &lectrique.

Dans ce paragraphe nous allons proposer un algorithme
pour la détermination des matrices de gain pour une structure
décentralisée de commande. Auparavant, nous allons adapter au
cas du calcul matriciel, certaines méthodes connues de program-
mation mathématique, suivant en cela, les travaux de Athans I6l .
Cette approche nous permettra de traiter aisément, comme nous le
verrons, des problémes & contraintes "multiples", ce qui &tait
quasiment impossible d'envisager 3 partir des méthodes utilisées

dans les articles cités précédemment.

ITI-2-1. DEFINITIONS - REMARQUES PRELIMINAIRES

Par la suite nous dénoterons A(A) 1l'ensemble des va-
leurs preopres de la matrice AERnxn. La matrice A est asymptoti-

quement stable si et seulement si A(A)CC .

Nous appellerons Q(S) l'ensemble des matrices bloc-
diagonales.

m. Xn,
a(s) = {k/k=bloc diag(k ,.. k), ker & * i=1...N} (1)

Une telle notation sera évidemment utilisée pour caractériser
l'ensemble de commande décentralis@e d'un systéme S constitué
de 1'interconnexion d'un nombre N de sous systémes de dimension

n, respectivement, la dimension de la commande locale associée 3

chagque sous systéme &tant my -
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Soit ¥{.) l'application qui & tout matrice XeR"*"
(dimension m x n) fait correspondre un vecteur xcR(n'm) (dimen-
sion (m.n x 1))
*11 %12 o0 *in *11
X = —- x=¥(X) = Xin (2)
Xml an an

Cette application posséde les propriétés suivantes (Athans 161)

Pl - {(.) est une application linéaire
P2 - ¥(.) est inversible
P3 - ¥(.) préserve le produit scalaire, le produit scalaire de

n

deux matrices A, BeR™" &tant défini par (A,B)=Tr(A'B)

Les propriétés Pl et P2 sont &videntes, quant & la
propriété P3 elle est aisément vérifiable et
n

m
(y¥(R), ¥(B)> = (A,B)=Tr(A'B)= X
i=1 j=1

b (3)

a,.b, .
13 13

La quantité

AN = {Tr(A'A)}l/Z = {wa e P2 = g (4)

est dite norme euclidienne de A. Cette norme ne posséde (malheu-

reusement) pas la propriété suivante : NABH < WAN - KRN , par contre

on verifie aisément que Tr(A'B) < HAN-NBH

Par la suite nous faisons un usage intensif de déri-

vées matricielles (gradient matriciel de fonctions scalaire) :

soit f£(X) une fonction scalaire d'une matrice XERmxn, nous défi-

nissons la matrice gradient df(X)/dX comme suit

aEx) _ Yaf(x) ., _
ax = 95%. ; i=l...m , j=1...n (5}
ij
Lemme III-1.(Généralisation, Kleimnan 1411). Soit £(X) : R, g

telle que f{X+edX)=f(X)+ sTr{M(X).&X} quand ¢ — 0 alors
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df (¥X)

faanin.dg = M3 ! ()
% M({X) (6)

Démonstration : par définition

f(Zt+ee,el)-f (X)
=l:|.m ( l:] ):

df (X)_J}of

dx axij e 0

£

i=l...m,j=l...n} (7)

oll e, est la iéme ligne de la matrice unité. D'aprés 1'hypothése
du lemme il vient

gxij = Tr {M(X).eieé}

l

m) ;0 Vi3 (8)

ITI-2-2. GRADIENTS MATRICIELS. PROBLEMES DYNAMIQUES

Dans le chapitre II nous avons présenté une méthode
qui permettait le calcul de la dérivée matricielle d'une fonction
composée, et ce, dans le cas de contraintes statiques. Nous
allons ici &tendre ce résultat au cas de contraintes dynamiques
et faire sur quelques exemples 1'illustration de 1'intérét

(rapidité, facilité) d'une telle méthode (Bernussou et Géromel
1131},

Soit
T

3 = [ £x(t), kAt + g(x(m)) (9)
0

avec X (t) = F(X(t),k), X{0)=K, ol X(t) et k sont des matrices de
dimensions appropriées.

YHEOREME TIII-1. La dérivée matricielle de J (k) par rapport i k
s'exprime par

T

aJg(K) _ d H(X,A Xk)dt (10)
k - dk
0

°0 H{X,Ak) = £(X,k) + Tr { AF(X,k)} . X et A &tant les solutions

fournies par les conditions de stationnariteé
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9H | AL - dg
5x F 0 AT = T
(11)
dH _ & _ _
SA X =20 X(0) = XO

Démonstration : Elle s'inspire de celle du théoréme qui traite le

cas statique mais elle présente un niveau de complexité supérieur,

C'est la raison pour laguelle elle est reprise ici.

Nous supposerons que f, g et les composantes de F sont

des fonctions dérivables de leurs arguments. Tout d4d'abord

T

J(k+esk) = [ £(x+e5X,k+ebk)dt + g(X(T)+£8X (T))
0
(12)

T

_ afl afl

= J{k)+ c{ Tr{§§ .6X1}+Tr{§i .ak}dt +
_{ag’

+ ETI‘{dX(T) 6X(T)}

de plus i+£6§ = F(X+edX,k+e8k) avec X(O)=X0 et 8X(0)=0, ce qui

[ ]
sur les composantes de 85X s'écrit

. aFij aFi.
6X1j=Tr (—a—-)-(-—) 8X » + Tr 1 (_—lak ) ka ; ﬁhij(0)=0
(13)
Les conditions de stationnarité (11) s'écrivent
%%+%Tr{I\'F(X,k)} +A= 0 A(T) =§X(T)
(14)
F(X,k) ~ X = 0 X(0) = X,

Le but ultime est d'exprimer dans (12) l'accroissement

8J (k) en fonction de 8k unigquement, c'est-i-dire, d'éliminer les
termes en &X et 8X(T). Tout d'abord, multipliant {(14) par &X' et

prenant la trace il vient

Tr(-g—f('. 8X) +Tx (g—x 'I'r(I\'F)) 5X| + Tr(ABX) = 0 (15)
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soit, intégrant (15)

T T \
of ' S .
Tr { LBX)dt + Tr?(— lr(I\F)) X ydt +
Jo' 3K { X
T o .
+Tr(N8X) | - [ Tr(AsX)dt = 0 (16)
0 0

Sachant que 8X(0) = 0 et A(T) =dg/dX(T) nous avons

T . :
f 'I'r(% .8X)dt + Tr{g«%ﬁT . 6X(T)}=
0
T '
= Tr?l\'a).( - (g}—( Tr(l\'F)) 8% E dt (17)
0

Regardons maintenant comment se transforme 1l'expres-

sion sous le signe intégrale du second membre de (17)

Tr(A'8X) = I X A.. 6X
i ij ij
aFij aFi.
(18)
=Tr{a—(2 zAF)'&X}+Tra(Z I A,F )'ak}
X T T Miytis LR S
i 3 i 3
= Tr o Tr{A'F) l 8X » + Tr o Tr (NF) lak
ax - ak
A partir de (12), {17) et (20) il wvient
T '
J(k+edk) = T(k)+ ef TrK%% + S Tr( AF) akfdt
0 ok
(19)
Soit
T [ ]
T (k+£8Kk) =3 (k) +eTr f d H(X , Ak)'dt. 8k (20)
3 3k
et donc, usant du lemme III~1. il vient
dg (k) _ fT D H(X ,A,k) dt (21)
dk ok

0 -
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Corocllaire III-1. (Cas direct). Soit la fonction

T-1
J(k) = X £f{X ,k) + g(X.) (22)
T T
t=0
et Xt+l = F(Xt,k) avec XO comme condition initiale. La dérivée
dJ (k) /dk s'exprime par
T-1
dJ (k) _ 5 0 H(Xt. A, k) (23)
ak - oK t
t=0
~ — 1 & -—
on H{Xy, Ay, k) = £(X k) + Tr {AL(X,,k)} . X_ et A_ &tant four

nies par les conditions de stationnarité :

- B _ . 1y =49

S - A, =0 E=(T-1)...1 5 AT-1) = 320,
(24)

o _ =0 t=0...(T-1) ; X

oA t+1 S ' 0 -

Remarque : Nombre de problémes de commande peuvent se ramener a
des problémes d'optimisation paramétrique. Ces problémes présen-
tent une complexité assez grande du fait que la fonction & opti-
miser dépend de fagon relativement complexe des paramétres (dé-
pendance du critére, dépendance des trajectoires, etc.). Le théo-
réme précédent permet l'obtention formelle simplifiée de la matri-
ce gradient, en s'affranchissant par exemple de la détermination
directe de la dépendance des trajectoires par rapport aux para-
métres. Par exemple, méme dans le cas linéaire guadraticgque

(Levine et Athans 1471 ) horizon infini, le calcul de la matrice
gradient directement par utilisation du Lemme IIT~1. demande un
volume de calculs non négligeable. Le théoréme précé&dent permet
d'envisager des probldmes plus complexes et généraux (ex : systé-—
mes non linéaires).

IIT-2-3. EXEMPLES DE CALCUL DE MATRICES GRADIENT

Traitons tout d'abord du cas continu, critére quadra-

tigue, systéme linéaire invariant, commande fonction linéaire de
l'etat
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1'état
T
£(.) = [ (x'Ox+u'Ru)dt + x(T) 'sx (T)
0 (26)
X = Ax + Bu . u = = kx

Q, R et S sont des matrices symétriques. Le probléme est la dé-
termination de la matrice gradient df/dk. Avec Xlt)=x(t)x(t)"',
(26) s'écrit
T
f(k) = g' Tr {(Q+k'RK)X(t)}dt + Tr{sx(m)}

(27)
X(t)

f

(A-Bk)X({t) + X(t) (A-Bk)" ;7 X(0) = XO

La fonction H(.) du théoréme IIT-1. s'écrit
H(X,P,k) = Tr{(Q+k'Rk)x}+Tr{P'[(A~Bk)X+X(A—Bk)']}(28)

Les conditions de stationnarité par rapport & X et P (11) don-
nent

Q+k'Rk+ (A-Bk) 'P+P (A-Bk) +B = 0 P(T)=S

(29)

(A-Bk) X+X (A~Bk) '=X = 0 X(0) =%,

et finalement, P(t) &tant symétrique

T

T
df (k) _ 1' gthrP:k>dt= 2 f (Rk-B'P(t))x(t)at (30)
0

dk 0

Pour 1'horizon infini (T—> o) ; P(t) = P(k) constante et

oo
AW 5 kmr) [ x(0ae (31)

0

o

c'est-3-dire

Ltk -, (Rk-B'P (k)] V(k) (32)
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(A-Bk) 'P(k)+P (k) (A-Bk)+Q+k'Rk = 0
(33)

(A—Bk)V(k)+V(k)(A-Bk)'+X0 =0

Nous avons supposé& dans les calculs précédents que (A-Bk) était

asymptrotiquement stable. Le cas discret s'exprime par

T-1
£f(.)= E (xtht+utRut)+xTSxT
t=0
(34)
Xe1 = Axt + But yooU =T k X,
: - 1 1A :
ce qui avec Xt = xtxt s'écrit
2l s |
£(k) = tEO Tr $(Q+k'RK)X_ | + Tr (sng
a (35)
_ - - 1
X (A Bk)Xt(A B,) , Xy
De mani&re similaire au cas continu
H(X P k) = Tr {{(Q+k'RK)X | + Tr{P' [(a-Bk)X_(A-Bk) ']}
(36)
et du corcllaire III-1, 1l vient
T-1 T-1
gkl "y %EH(Xt'Pt' Joo % {Rk—B'Pt(A—Bk)}Xt (37)
t=0 t=0
ol Xt et Pt sont solution de
Q + k'Rk + (A-Bk) Pt(A-Bk) - Pt-l =0 PT—l:S
(38)
(A—Bk)xt(A—Bk) - Xt+1 = 0 XO



98

Pour un horizon infini, avec (A-Rk) asymptotiquement
stable il vient

et {Rk ~ B'P (k) (A~Bk) } V (k) (39)

ol V(k) et P(k) sont solution des deux équations de Lyapunov

(A-Bk) 'P (k) (A~Bk} ~ P(k) + Q + k'Rk = 0
(40)

(A-Bk)V (k) (A-Bk) "' - V(k) + Xy =0
Remarque : Il est i noter que dans les deux cas continu et dis-
cret, pour l'horizon fini, 1'obtention de la matrice gradient
dépend essentiellement de 1'intégration de deux équations (dif-
férentielles ou aux différences) de Lyapunov découplées, 1l'une
d'entre elle devant se faire a rebours (P). Dans le cas ol la
place mémoire poserait certain probléme, il est possible d'inté&-
grer au préalable, i rebours l1'équation sur P afin de calculer
la condition initiale PO pour ensuite intégrer, conjointement

Pt et Xt dans le méme sens.

Dans le cas de 1'horizon infini, le probl2me dépend
essentiellement de la possession d'un algorithme bien adapté i
la résclution d'équation de Lyapunov. Un de ceux qui nous parais-
sent le plus performant a &té& récemment fourni dans (Hoskins et
al 1381),

III-2-4. PROBLEME DE PROJECTION DU GRADIENT MATRICIEL

Dans la classe des mé&thodes primales pour les problé-
mes d'optimisation, les méthodes dites de "gradient projeté"
sont trés importantes dans le cas de contraintes linéaires., Le
principe de ces méthodes est simple : i partir d'une solution ini-
tiale satisfaisant les contraintes on détermine une direction de
progression qui doit générer d'autres points satisfaisants égale-
ment les contraintes ("feasible direction"), avec décroissance

de la fonction objectif. Dans cette classe de méthodes, seules
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sont testées les conditions nécessaires d'optimalité (Kuhn-Tucker),
conditions qui sont é&galement suffisantes pour la classe des pro-

blémes convexes.

Parmi les méthodes de projection citons celle de Rosen
1551 ol l'opérateur projection est déterminé de maniére analyti-
que et Zoutendijk 1661 ol le probléme de projection est résolu
au moyen d'un programme linéaire. Nous proposons ici la résolu-
tion du probléme de projection au moyen de la dé&finition d'un
probléme d'optimisation quadratique strictement convexe pour le-

quel les méthodes duales sont particuliérement bien adaptées.

Considérons le prokléme général suivant

min £(X) sous C(X) = Cq (41)
XeXx
ol £(.) est une fonction différentiable de ses arguments, C{.)

une fonction linéaire telle que C(0) = 0, et

x= {xer™x < x <% (42)

Supposons gue X est unhe condition initiale : X & X
C(X) = CO telle que le gradient df(X)/dX est non nul. Le problé-
me est alors de trouver une direction DeR" D

un pas a>0 et f(X-aD) < £(X).

telle qu'il existe

Définissons les enzembles d'indices

o = {63075, 5755 |
(43)

J (X} = {(l'j)/xijlej }

Une matrice D peut &tre obtenue par solution du pro-
bléme

)

min % "g% -~ DIl ® scus C(D) =0 (44)

DeD (X)
ol D(X) = ;DeRmX“/Dij €0 (i,3)eI(X) ; Dy > 0 (i,3) ¢ J(X)]



11 est possible Je fournir une interprétation g&omé-
trique du probléme (44) & partir de 1'opérateur ¥(.) introduit
au paragraphe III-2-1. Soit d = ¥(D) alors (44) s'écrit

min z ”¢%g§) - dll 2 sous Cy (dy =0 (45)

dey(D(x)) 2

Dans la figure III-1.,, Ilest le sous espace linéaire
de pMXN
d est donc le vecteur de I' mirimisant la distance entre les

points Z el et y = §(X) + w%).

défini par les contraintes C¢(d) = 0 et d e ¢(D(X)).

Figure III-1. Interpr&tation géométrique de (45)

§'il est intéressant de considérer le probléme vec-
toriel (45) pour une interprétation géométrique il en va tout
autrement pour la solution du probléme de départ. La raison es-
sentielle vient du fait qu'il est pénible dans la plupart des

cas de déterminer la contrainte Cy(d) & partir de C(D). Par
rxm

~

exemple & C(D) = ADB = 0 avec AER
trice C¢£R(r.q)x(m.n)

nx
;, BER q correspond une ma-

telle que C¢¢4D) = 0, dont la détermination
est assez difficile.

'l est bien plus intéressant de considérer directement
le probléme matriciel (44) qui peut etre ré&solu au moyen de la

méthode duale. Soit Y 1a matrice des variables duales associée
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d la restriction C(D) = 0. Alors la solution de (44) s'effectue

par
max ¢(Y) (46)
Y
ol ¢(Y¥) est la fonction duale définie par

$(Y) = min L(D,Y) (47)
DeD (X)

avec L(D,Y) est la fonction lagrangienne définie par

af
ax

df

L(D,Y) = =

s EGE - & -y} o+ oeiviem  (es)
Le lagrangien étant une fonction strictement convexe
par rapport a D, la fonction duale &{Y) (46) est différentiable,
sa matrice gradient d¢/dY peut &tre aisément obtenue par appli-
cation du lemme de dérivation matricielle III-1.. L'obtention de
D est donc un probléme relativement simple. Montrons maintenant

que pour D # 0, 3a >0 telle gque f(X-aDb) < f (D).

Par un développement limité au premier ordre autour
de a= 0 de f(X-abp) il wvient

f(X-abD) = £(X)} -~ aTT«{gél. D} (49)

la solution D du probléme (44) est bien évidemment telle que

2 ]
Hgs - ol 2 < HEE'? (50)

ce gui fournit
df’ w1 2
e {557 p}> 5?50 (51)

et donc il existe bien un a>0 tel que f(xX-aD) < f(X) lorsque
D # 0. D=0 correspond & un minimum local du probléme (41),
Nous allons, dans ce qui suit, développer trois problémes de

projection qui nous seront utiles pour la suite du travail
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ler cas :
min 1 "Qﬁ - ol 2 sous GDH = 0 (52)
D 2 7 d¥

Les matrices G et H sont des matrices de dimension
appropriée et de rang plein. Soit Y la matrice des variables

duales associées a 1la contrainte, alors
. _ 1 F df _ 1
L(D,Y) = 3 Tr {(—-A— D)I(5§ D)} + Tr{'YGDH} (53)

les conditions de stationnarité s'écrivent

BL . __(_i£ 1 AL
-aﬁhD dX+ G'YH' =0
(54)
%% = GDH = 0
gqui admettent une solution unigue
*_ vy -1 daf 1oy —1
Y = (GG') G 3% H(H'H)
(55}
=9 gieeyle € gy tlyie o (Af
D" = Ix G' (GG") G I H(H'H) H'= HE(dX)

oll Hyest l'opérateur projection sur le sous ensemble ¥ d&fini
par GDH = 0

HZ(.) = (.) - G'(GG')—lG(.)H(H’H)-lH' (56)

La solution obtenue dans ce cas une généralisation
au cas matriciel de celle proposée par Rosen 1551 dans le cas
vectoriel. L'unicité de la solution découle de l'inversibilité
des matrices (GG') et (H'H) qui est une conséquence de 1'hypo-

thése faite sur le rang des matrices G et H.

28me_cas
min 104 - p 2 (57)
DeD (X)
ot D(X) est un domaine d&fini Dar des contraintes linéaires d'iné-
ralitd D) {Uiﬂmﬁnfb<j = UL, 30 2(X) ; Dijia 0 (i,j)EJ(X)}

S er (U4) sont déFinis en (43). Le lagrangien s'écrit
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L(D,Y) ‘—‘%Tr {(%{;— D)' (%—D)} +Tr{Y'D} {58)

et les conditions d'optimalité

daf

D - 3% * Y=10 : DeD (X)
{59)
r {Yy'D}=0 ; Y £Y(X)
o0 Y{X) est d&fini par
vij > 0 (1,J)YeI(X)
Y(X) ={ Yer™", Yy <0 (i,9)eJ(X) (60)
Y.. =0 ailleurs
1]

Comme précé&demment (59) posséde une solution analy-
tigue unique

df .
max (0, dX..) {1,3)eI({X)
1]
* . df oo
Hj = min {0, dX..) {i,3)eJ(X) (61)
1]
0 ailleurs
et
. df .
min (0, dX..) (1,2)eI(X)
173
. df .
Dij = max (0, dX‘.) (i,3)eT(0) (62)
i]
df .
ax ailleurs
1]

d'olu l'opérateur de projection

nij = min (0, (.)ij) (i,9)eI(X)
HD(.) = Iﬁj = max (O,(.)ij) (i,3)eJ(X) (63)
”ij = (-)ij ailleurs
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3éme_cas
Lo - py 2

min =
D€ C!(S)2 dx

(64)

ol Q(S) est 1'ensemble défini par les contraintes de décentrali-
sation défini au paragraphe IITI-2-1.. Le lagrangien est celui

écrit en (58) et les conditions d'optimalité

df

_ gar Y =
D dx+ G D e Q(S)
(65)
Tr {¥'D}=0 Y £ Q(s)
ol 0(S) est l'ensemble complémentaire de Q(S) (Q(s) U f(g) = RXD
et S)NQS) = ¢ ). La solution des relations (65) fournit

l'expression de l'opérateur de projection qui dans ce cas s'ex-
prime par :

lIo(.) = bloc diag {(.)l,...,(.)N b (.);eR

(66)

La projection sur l'ensemble de décentralisation con-
. siste simplement & annuler dans 1'expression du gradient matri-

ciel les termes non bloc-diagonaux.

ITI-2-5, UN ALGORITHME PRIMAL POUR LE CALCUL DE LA
COMMANDE DECENTRALISEE - OPTIMISATION AVEC
HORIZON FINI

Le probléme qui va &tre traité dans ce paragraphe est
celui de la détermination d'une commande décentralisée optimi-~-
sant un critére quadratique sur horizon fini. Nous considérons

le systéme interconnecté décrit par

L ]
X, = A.x, ¥+ B.u. + z
i i1 i1 i
N
z, = ¥ A..x. i=l...N (67)
1 3=1 1] 3
Xl(o) = XiO
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i1, m.

3 . = . . .

®.£R l, v f R 7’ la contrainte de décentralisation s'exprime
1

par

u, :ﬂkix' i=1...N {68)

de plus, les matrices de contre réaction locales doivent satis-

faire les contraintes

G.k.H, =0 (69)
iTid

T, xXm, n.xq,
ol GiER {(rang Gi = r; o< mi) et HiaR (rang Hi=q. < n,).

Le probléme consiste en la minimisation de
N T
= : AulR.ou. : X,
£(.) . iil ~/n(XiQiX1 uiRlul)dt+xl(T)Slxl(T) {(70)
o

De maniére globale le probléme peut se formalier de
la maniére suivante :

T
min f (x'Ox+u'Ru)dt + x' (T)Sx(T)
S)

ke
X = Ax + B u x{(0) = Xq (71)
= - kx
GkH = 0
N N
ol kaRmxn, weRT {n = ¥ n.Jj, ueR™ {m = ¥ m,), A= :A..,
i=1 j=1 * 1]
(i,3) = 1...N: et les matrices ¢ = Q' > 0, R = R' > 0, s =8'=0,

B, &G, U sont des matrices bloc-diagonales.Le probléme (71) peut

s'écrire de manicre équivalente avec X{t) = x(t) x(t)"

min  J(k) = ‘flTr;(Q+k'Rk)X(t)s dt + Tr jsx(1)]
Keas) ¢ (72)

X(t) = (A=BK)X(£) + X(t) (A=Bk)' ;%(0)=X

GkH = 0
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Il est clair que la solution optimale k® du problénme
précédent, va, en général, dépendre de la condition initiale

X Une fagon d'é€liminer cette dépendance a été proposée

= ! -
0~ *o%o
par Levine et Athans 1471 , elle consiste simplement 3 considé-

rer 1l'€tat initial comme une variable aléatoire gaussienne avec

(73)
EZxoxég = E%X P o= X > 0

(E(.) - opérateur espérance mathématique). Il s'agit alors, pour
le critére de minimiser son espérance mathématigque et comme la
dynamigque et le crit®re sont linéaires en X(t), le nouveau pro-

bléme s'exprime de maniére identique & (72) avec X(0) = §0°

Partant des résultats des paragraphes précédents, un
algorithme basé sur des techniques de (gradient-directions ad-

missibles) est proposé :

Pas 1 : initialisation de 1l'indice d'itération j=1 et dé&termina-
tion d'un k1 initial admissible, c'est-d-dire satisfai-
sant les centraintes k € Q(S) et GkH = 0

Pas_2 : détermination de la matrice gradient de la fonction ob-

Jjectif (équations 29 et-30), c'est-d-dire

o+k? Rk7+(a-Bk3) 'p+p(a-BkI)4+B = 0 ; P(T) = S

(A—Bkj)X+X(A—Bkj) '—i =0 ;. X(0) = XO
(74)
T
%%(k)| = ddk)_ .f (RkI-B'P (£) )X (t)dt
. dkJ
K=k’ 0

Pas_3 : faire la projection de la matrice gradient sur l'ensemble
des contraintes. Portant sur des &léments différents, il
est possible d'effectuer cette opération en deux étapes

distinctes
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a) projection sur l'ensemble de décentralisation (8)

I%{ég.) = bloc diag a7 yem s —é% (75)
dk 3 dkg dky

b) projection sur l'ensemble I défini par la contrain-

te linéaire GkH = 0
My(.) = () - G'(G6") ™  (HE'H) 'H (76)

Enfin, obtenticon d'une direction de progression

j dJ _ aJg
D- = N_oll.(—.) =11 (g (—.)) (77)
243 Z dk-

Pas_4 : test d'optimalité : &tant ¢ un scalaire positif arbi-

trairement petit, si nDIn < e stop, sinon aller au pas 5.

Pas_5 : recherche du pas optimal, i.e., résolution du probléme

menovariable
min J(kJ - apJ) (78)
a>0

soit a°= al la solution

Pas & : faire kj+1 = xJ - ajD], j=Jj+1 et aller au pas 2.

Remargues H

l. Le plus gros travail dans cet algorithme se situe
au niveau du calcul de la matrice gradient dJ/dk qui nécessite la
résolution de deux équations différentielles matricielles. La so-
lution de ce problé&me se trouve grandement facilitée par le fait

que ces éguations sont découplées.

2. Le pas 3 de l'algorithme précédent consiste dans
le probléme de projection, qui de fagon générale s'écrit
min 1 ||%% - ol sous GDH = 0 (79)

D e Q(S) 2



108

avec comme conditions d'optimalité

dJ ' -
D - Ik + Y + G'pH 0
Y £ Q(s) (8C)
D & (S)
GDH = 0

la solution de ce probléme est

* ars., _ .. ey — 1 ad vegy — 1o,
D" = Miglgp) = G'(G6") ™ 6 N (G HMH"H) T H

(81)

aJ
Mo Mg (F)

D'aprés (81), D* peut &tre obtenue par l'application
en cascade des opérateurs de projection Hn et HE' Il est & noter
que l'inversion des matrices (GG') et (H'H) ne constitue pas un
travail insurmontable du fait de la nature bloc~diagonale des

matrices G et H.

1 1 1

(GG') bloc diag {(GlGi) feeer (GGY)

(82)

-1 1 1

L | : 1 1 -
(H'H) bloc diag {(HlH ,...,(HNHN)

1!
3. Il est & noter que le test au 'pas 4 correspond bien
d un test d'optimalité pour le probléme proposé, c'est-3-dire,
que si D* = 0 est solution du probléme de projection alors la
valeur correspondante de k satisfait aux conditions nécessaires

d'optimalité.

En effet, les conditions d'optimalité de (72} s'écri-

vent
dJ
—_ O ' LI
dk-* + G'SH 9]
0 e Q(S) {83)
k £ 9(s)
GkH = 0
qui sont les m@mes que (80) avee D = 0, Y= -6 et H= -f
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4. Le pas 5 consiste en un problé&me d'optimisation
unidimensionnelle dont les techniques de solution sont bien con-

nues. La détermination du pas optimal a® nécessite généralement

le calcul de J(k) en divers points (Luenberger 1481), or
J(k) = Tr{P(O)XO} (84)
ol P(0) est la matrice des variables duales P(t) 3 t = 0. La dé&-

termination de cette matrice peut &tre un travail relativement
grand et c'est pourquoi 11 est généralenent avantageux pour la
fixation du pas a d'adopter une méthode adaptative comme par

exemple

si  J(kI-aiDd) < (0

u] -— v203 dans le cas contraire (85)

- 1 . .
ou v > 1 et 0 < v, < 1, avec pour e une valeur arbitraire.

5. L'algorithme présenté a &té particularisé au cas
de la commande décentralisée (k € Q(S) et GkH = 0}, néanmoins il
est aisément généralisable A tout probléme d'optimisation sous
contraintes linéaires de structure et nous présentons par la sui-
te un exemple relativement simple pour permettre un calcul "ma-

nuel”. Cet exemple est tiré d'un article de Kalman et Bertram
14018 ,

Exemple TIII-1. Soit le systéme linéaires

X = A x , A = x(0)=x

g r
le probléme d'optimisation paramétrigue étant

aD
min J(.) =‘]~ Bxn 2 dt
3 0

Pour se ramener 3 la formulation précédente, prenons

B' =[0 2] et#' =[1 0] alors, le probléme se raméne 3
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ao
min J (k) :fTr gx(t)$ dt
k 0
L4 [ Id _ kT
X = (Aj-BK)X + X(A -Bk) . Xy = Xy
kH = 0

L'existence menue du probl&me nécessite l'hypothése

(AO—Bk) asymptotiguement stable (£>0). Les calculs menés pour
deux valeurs différentes de 20
cas 1 ?0 = I (matrice identité)
_ [10
cas 2 : X, =
0 0 o

ont fourni pour la matrice gradient (k = [O §] }

%% = [— 2k 1 - §-2 ] cas 1

- 1. -

%% = [2(§ l—§) 1—'55 2] cas 2

et pour la direction projetée sur l'ensemble d&fini par DH = 0
-2
D = [0 1 -5 7] cas 1
-2
D = [o 1 - % £ ] cas 2

Nous obtenons
kO

kO

donc pour les deux cas traités une solution unique

Lo 1]

cas 1

cas 2

1
[o *V% ]

qui sera obtenue par l'algorithme précédent pour n'importe quelle

initialisation avec

&>0,

La figure III-2. qui représente le lieu des racines

(paramétrisé en &)

montre la position des pdles du systéme dans

les deux cas étudiés.
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,“Lfsomﬂon optimale

du cas 2 (E= 1
V2
Re

e
0

solution optimale”
du cas 1 (E=1)

Figure III-2. Le lieu des racines paramétrisé en § (& > 0)

Il est a remarquer que sans 1la contrainte kH = 0, du
fait que le critére ne fait apparaitre aucune pondération sur la
commande, la solution optimale tendrait & positionner les poles
du systéme a - @ (ce qui est possible car (AO,B) est une paire
commandable). Cette singularité est &liminée par la contrainte

kH = 0.

ITI-2-6. COMMANDE DECENTRALISEE -~ HORIZON INFINI -
STABILITE

Uniquement pour des raisons de simplicité& dans 1'ex-
position nous traiterons du probléme oll seule intervient la con-
trainte de décentralisation k £ Q(S), le probldme se pose alors

de la fagon suivante

an
./.Tr §(Q+k'RK)X(£)} dt

min  J(k) =
keQ(s) 0 (86)
X(t) = A(-Bk)X(t)+X(t) (A-Bk) "
X(0) = X,
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Il est bien connu que dans le cas du probl&me non con-
traint et moyennant les hvpothdses (suffisantes)de commandabilité
de la paire (A,B) et d'observabilité de (A,C), Q = C'C, la solu-
tion est u{t) =-k°x(t), ol k®°est une matrice 3 éléments constants
solution de 1'égquation de Riccati et telle que (A-Bk®) est asymp-
totiquement stable.

Pour le probléme présent et tout comme dans le para-
graphe précédent, la solution k° wva dépendre des conditions ini-
tiales (XO). Cette dépendance peut &tre levée de la méme fagon
qu'auparavant en considérant Xy Ccomme une variable aléatoire et

minimisant alors l'espérance mathématique du critére.

Un point crucial dans la spécialisation de 1'algo-
rithme itératif présenté au paragraphe précédent concerne la sta-
bilité de la matrice (A-Bk) & chaque pas de l'algorithme. Il faut
en effet assurer qu'a chaque pas le probléme (86) conserve un
sens. Nous verrons par la suite comment fournir des conditions
suffisantes qui assurent l'existence et la convergence vers une

solution k-stabilisante.

Désignons par =(S) l'ensemble des commandes décentra-
lisées telles que (a-Bk) soit asymptotigquement stable, c'est-a-
dire

=(5) = {keRmxn/kEINS) et A(A-Bk) c ¢~ } (87)

Partant des résultats du paragraphe précédent, un

algorithme est proposé :

Pas_1 : initialisation de l'indice d'itération j=1 et détermina-

tion d'un gain initial k! telle que xle =(8).

J
w
w
N

calcul de la matrice gradient de la fonction objectif
(eq. 32 et 33), c'est~a-dire

—— -

(A‘Bkj)'P(kj)+P(kj)(A-Bkj)+Q+kj'Rkj =0

(A—Bkj)V(kj)+V(kj)(A—Bkj)' + X, =0 (88)
g k) = LMy Y rkdesead) ! vad)

k=kJ  gkJ
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Pas 3 : détermination de la direction de progression (projection)

e

(89)
axJ

J 2
D7 = Ilg

Pas_4 : test d'optimalité : &tant e un scalaire positif arbitrai-

rement petit, si WD < e stop, sinon aller au pas sui-

vant.

Pas 5 : recherche du pas optimal, i.e., résolution du probléme

monovariable

min J(kj— aDj) = Tr {P(kj— GDJ)XO}
a0 (90)

sous kJ - uDj e Z(8)

soit a’= aJ la soluticn

pas 6 : faire k37! = kd - o D’ ; 3 = Jj+1 et aller au pas 2.

Remargues :

1. Il nous faut tout d'abord initialiser 1l'algorithme
avec k1 € =(S), c'est-d~dire trouver une commande décentralisée
stabilisante. L'hypothése (A,B) commandable ne permet pas d'af-

firmer que Z(8) est non vide (Acki 131 }.

Davison 231 a proposé un algorithme gui permet de
savoir si Z(8) est non vide, il a pour principe la recherche des
modes fixes de (A~Bk), Vk € fS). 5i un de ces modes fixes est
instable alors =(8) est vide. La recherche des modes fixes pour
un systéme de grande dimension constitue un travail assez consi-
dérable et qui peut dans ce cas, &tre remplacé par la mé&thode
proposée au chapitre II, sans toutefois, rappelons le, assurer
sa convergence dans tous les cas.

2. Pour que le probléme garde un sens i chaque itéra-
tion, il faut s'assurer que l'algorithme précédent fasse & chague
itération la détermination d'une commande dé&centralisée stabili-

sante. Le lemme suivant fournit des conditions suffisantes pour
gu'il en soit ainsi
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Lemme III-2. Soit J(k) : R**P . R la fonction matricielle défi-
nie par J{k) = Tr §F(k)X0€ ol
®
F (k) =f e(A—Bk)'t(Q_'_k,Rk)e(A-Bk)t at (91)

0

qui est différentiable par rapport 4 k pour Vk tel que A(A~-BKk)
C C7, alors

a) si k € =(8), il existe un pas a>0 tel que
J(k-aD) < J(k), D = nn(%%) lorsque D # 0

b} si la paire (a,C) est complétement observable
et Xg > 0 alors pour tout a tel que J(k- aD)
<J(k)< e nous avons (k- aD) e Z(8)

Démonstration : Pour la partie a), comme k e ={s),

J(k) = 1r 3P(k)xo€ et linarisant J{.) autour de a = 0 il vient
J(k=aD) = J(k} + a_d_J(k-aD)( (92)
da
a= (
or
1
J (k= -
d_ J(k-eD) - gg_ap(k ap) . %, (93)
a=0 a= ()
- _ dJ!
= Tr{a-'-]z . D}
et de par le fait qgue D = M, (dJ/dk) il vient
J(k=-aD)-J (k) = *uTr{% . D} = —CIIIDI!2 (24)

donc, pour D # 0 il existe alors un a>0 tel que a) est vérifisa,

La démonstration de la partie b) est basée sur le fait
que la matrice F(k) est strictement définie positive car (A,C)
est par hypothé&se une pPaire complétement observable. En plus,
F(k) est finie si et Seulement si (A-Bk) est asymptotiquehent
Stable, mais F(k) > 0 et finie implique Tr 3F(k)%<.m

donc & démontrer qu'il existe un a tel que Tr 3F(k-uD)$ est finie.

. Il reste

Tr {F (kaD) A (X0) T (kmaD) < N (x )3 (k) < (95)
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oll Amin(') est la plus petite valeur propre de (.). -

Il est & remarquer que le lemme permet seulement
d'affirmer l'existence de valeurs de a telles que (k- aD) est
stabilisant. Il est nécessaire & chague pas de s'assurer gu'ef-
fectivement le gain obtenu est stabilisant. Le pas 5 peut, par

exemple, &tre défini de 1la fagon adaptative suivante :

S = val si Tr {P(k]—nJDJ)XO} < Tr {P(kJ)XO}
et P(k7-a’DJ) > ¢
(96)
al *—-\buj dans le cas contraire

avec vl>let0<v2<1

3. Dans le cas o XO;; 0 , le lemme antérieur n'est
- 3 = ] ~
plusnzilable car alors Amin(xo) 0. Ecrivons XO HOHO oll
HOER , rang (HO) = r £ n, donc

Qo
J(k)if Ter+k'Rk)x(t){ dt = Tr }F(k)xog =
0

r
—_ r
= X hOiF(k)hOi (27)
i=1

ou hOi représente la i2me colonne de la matrice Ho,l'hypothése
(A,C) observable impligue

lim exp §(A-Bk)t hy; =0 i=1l...r (98)
i
t—> oo
Si Xy appartient a4 1'espace image de HO alors
x(t) = cp(t)x0 ( #(.) étant la matrice de transiticn) tend vers
z€ro lorsque t —— w , Il est clair que cela n'implique pas que

(A-Bk) soit asymptotiquement stable sauf si r = n, c'est-a-dire

X0>O.

Si la paire BA—Bk),HO] est commandable alors (98)
implique (A-Bk) asymptotiquement stable. Il est clair gu'une
telle condition n'est que de peu d'utilité pratique car on ne
connailt pas bien str, a priori, la séquence de k qui sera géné-

rée. Toutefois, si la paire (A, HO) est commandable alors
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[(A—Bk), HO] est commandable prescue partout.

D'autre part, une condition sufifisante pour assurer

que [(A-Bk), Ho] est commandable Vk est que

R(B) < R(H}) (99)
oll R(.) repré&sente l'espace image de (.). La démonstration est
évidente : elle deécoule du fait que si la paire (A,B) est com-

mandable, alors la paire ﬂA—Bk),B] est commandable pour Yk
et R } (A-Bx) B} C R;(A—Bk)qHOC g=0,1...n (Wonham 165l ),

La condition (99) peut &tre testée soit directement
sur les matrices B et HO (ce gui peut présenter quelques diffi=-
cultés si l'ordre du syst@me est grand) soit A partir du résul-

tat suivant

Lemme III-3. R(B) C R(HO) si et seulement si P(HO)B = 0, ol
P(HO) =71 - HO(HéHO)_lHé est l'opérateur projection sur 1l'espace

nul de Hé.
Preuve : — Comme par hypothése R(B) C R(HO) alors Vv x e R{B)
impligque xc.R(HO) = N(H('])l donc la projection de x sur N(Hé) doit
&tre nulle, c'est-a-dire P(Ho)x = 0, ce qui impligue que

P(HO)B = 0.

-~ [WHO)B = 0 ce qui impligque gue bis N(Hé)lzR(HO),
bi etant une colonne quelconque de B, donc ¥x £ R(B) implique
X E R(HO) .

1II1-2~7, DEGRE DE SOUS OPTIMALITE

Dans ce paragraphe nous nous posons le probléme de
l'estimation du degré de sous optimalité cbtenu par la commande
décentralisée par rapport 3 la commande optimale sans contrainte
{(cas de l'horizon fini)

min J (k)
k

H

Tr ?F(k)xgg
(100)

[v0]
F (k) ZJ' e (A=BK) 't (0 in o (R=BRIE o
0
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avec R = R'> 0, Q = C'C 20 et (A,C) observable. En absence de

contrainte, il est bien connu gue la solution de (100) est

k° = R 'p'p° : A'P°+0°A - P°BR™IB'E® + Q=0 {(101)

En présence des contraintes de décentralisation,
Lo mxn . .
k ¢ Q(S), considérant 2A ¢ R la matrice des variables duales
associées & cette contrainte, la solution déterminée précédem-

ment satisfait les conditions nécessaires d'optimalité

2(Rk=-B'P)V + 2ZA =0

(A-Bk)'P + P(A-Bk) + Q + k'Rk = 0 (102)

(A-Bk)V + V(A-Bk)' + XO =0

AeQ(S) ; keQ(s)

Supposons X, > 0 (condition suffisante) et soient

0 L)
k , P,V ,A les matrices satisfaisant (102) avec (A-Bk ) asymp-

totiquement stable, B > 0 et ¥ > 0, alors

k =r1's'p -rlA¢-! (103)

Portant cette valeur de k dans la deuxi®me équation
de (102) il vient

A'P +BA-BBR B'S +0+ 7 ARTTA T =0
(104)

ce qui montre & 1'évidence que P satisfait une équation de
Riccati qui ne différe de celle définissant P° (101) que d'un
terme indépendant,

La valeur du critére sans et avec contrainte de dé-
centralisation est

o

J? = 7r ZP X
(105)

[
if
H
H
H
>
o
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Le but est ici de calculer ou estimer la différence
AT = F - g° sans bien sGr effectuer le calcul des équations de
Riccati (101) et (104). Pour cela nous proposons le probléme

suivant : soit
r(3) = Tr ;P(B)xog (106)

ol P(B) est la solution de l'équation de Riccati paramétrisée

en .
A'P(B) + P(BIA - P(BIBRB'P(H) + 0+ 60, =0  (107)
ol QA =¥ -1 A'R_l AV _l. Bien évidemment r(0) = J° et r(l)=3 H

comme r(f) est une fonction différentiable par rapport 3 B8, nous
allons prendre le développement en série de Taylor pour 8 =1,

et se limitant aux premiers termes du développement on peut obte-

nir une valeur approchée de AJ = r(1) - r(0), soit
p-1 . .3 J -
ag = -y L7 o) 4 P - X, (108)
P j:l J: dBJ I@ -1

Désignant par 9P, azP,.... la dérivée premi&re, se-
conde, etc... de P(B) au point g= 1, i1 vient

(A~BR 1B )' 9P + dP(A-BR IlR'S ) ¢ =0
(109)

'B'2 )1 9% + &% (a-pr~lp' )=29PBR™IB" ap=0

(A~BR™

Comme (A-BR™!L

B'P ] est asymptotiquement stable, r(g)
posséde toutes ses dérivées bornées, de plus aP = 0, 82P <0

donc dzr(B)/dB2 <. 0. La fonction r(g) est donc une fonction con-
cave. Il est & remarquer que l'obtention des dérivées successives
de r{B) se fait par 1'intermédiaire de 1la solution d'une équation
de Lyapunov toujour du méme type, ce qui est un avantage pour le
calcul du développement (108) .

Exemple III-2. Nous reprenons ici l'exemple considéré au chapitre
II

00
min J(.) =.f Tr 3(I+k'k)x(t)zdt
k £ Q(8) 0
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Le gain kl initial est celui fourni

c'est-i-dire

au chapitre IT

11.51  -0.55 0 0 0 0
0 0 2.30  0.62 0 0
kl=
0 0 0.82  3.41 0 0
0 0 0 0 4.96 0.06

et 01=0.1, vl=1.2, v2=0.5. L'algorithme présenté& au paragraphe
précédent (programmé en double précision sur IBM 370/165) a pour

une précision €= 10-4 (pas 4) convergé en 4 secondes (59 itéra-
tions)
1.21 0.35 0 0 0
k= 0 0 1.43 0.45 0 0
0 o 0.87 2.46 0 0
0 0 0 ¢ 58 0.24
0 0 0.27 C.06 0.44 -0.18
A = 0.59 0.34 0 0 0.39 0.11 . 10—1
2.21 -1.36 0 0 0.94 -1.01
1.67 -0.45 0.45 0.05 0 0
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La figure ci-dessous présente 1l'estimation du degré

de sous optimalité obtenu.

e
_.app. tineaire
f .
J =3.005 T T T
. ‘\\“app.quodruhque
2.693
=
2.674 e

Figure III-3. Estimation du degré de sous-optimalité

Sur cet exemple, l'approximation linéaire fournit
J°3 0,8 % prés et l'approximation quadratique 3 0,07 %. La bonne
qualité des résultats obtenus dans cet exemple paralt &tre logi-

que compte tenu de la "petitesse" relative de la matrice A.

IIT-2-8. CALCUL DE LA MATRICE GRADIENT PAR DECOMPOSITION

Pour l'application de 1a mé&thode présentée aux para-
graphes pré&cédents il est &vident que la partie la plus consé-
quente du point de vue tache de calcul e€st au niveau de la matri-
ce gradient et de la résolution des équations de Lyapunov (dif-
férentielles ou algébriques) qui peuvent pPoser un probléme déli-

cat dans le cas de systémes de grande dimension.,

Le but du paragraphe est de montrer comment dang cer-
tains cas on peut obtenir des propriétés de structure afin de dé-
composer le probléme et utiliser une structure de calcul paral-
léle avec coordination, chaque organe de calcul ayant d résoudre

un probléme de dimension sensiblement plus faible que celle du pro-
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bléme initial.

Nous considérerons dans ce qui suit un modéle dynami-

gue discret avec un crit&re additivement séparable

N T-1 N
1 t 2 t 2 t 2
J(k}= X z 2 {HXiHQ + “ui"R + "zi"S } = X Ji(k)
i=1 t=0 i i i i=1
xt+l= A.x. + B.u, + G zt + dt
i iTi i i
E N {(110)
zi = X Aijx
jA1 J
u? = - k.C xF
i iTii

ou Qi = Qi > 0, Ri Ri > 0 et Si = Si > 0. I1 est 34 remarguer
que dans la formulation ci-dessus le critére apparait sous forme
additive séparée et que de plus il fait intervenir une pondéra-
tion avec matrice strictement définie positive des termes d'in-
terconnexion. Il s'agit donc d'un cas particulier, mais qui,
comme on le verra sur un exemple dans le dernier chapitre, pré-
sente un intéré&t pratique.

Soit AE et p: les variables duales associées aux con-

traintes dynamiques dans (110), l'Hamiltonien pour le probléme
global s'écrit

N  T-1 ¢
H(x,k, A p) = X H, (x.,k,, A, n) (111)
3 1 1 1
i=1 =0
ol
t 1 £ 2 g 2
Hi(xi,ki,i\,u) =3 {IlXiII . + Nz g } +
Qi+cikiRikici i
t,, _ t t, .t to, .t _
(A {(Ai Bk, C,)xt4G, zFrat }+(pi) 2t (112)
N
- I (pi.:)'Ajixz
iFL
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par application directe du corollaire III-1., il vient

T-1
d _ 7y {R.k.c.xF-B!AF }(x?)‘C! (113)
dki £=0 iTiTiTti T4iTi i i

ce qui montre que la matrice gradient dJ/dki peut se calculer

simplement a partir de 1'état de chaque sous systédme et de sa

variable duale associée.

Ce probléme, dd & sa stricte convexité peut &tre ré-
solu par la méthode duale classique 1461 en un algorithme & deux

niveaux. La t&che du niveau supérieur est de maximiser la fonc-
tion duale

max ¢{p) (114)

ol  ¢(p) est défini par

N T=1
$(p) = X min *  H;(x{,k;,0,8)
i=l ot t=0
* (115)
sous xF+l = (A—B.k.C.)xF + G.ZF + dF
1 1 1 1 1 1 1 1

La détermination de la fonction duale est alors (pour
fixé) faite par la résolution de N sous problémes linéaires
quadratiques strictement conveXes (Si > 0), donc & solution uni-

que. La fonction duale est alors différentiable et son gradient
est fourni par

t t .
db(p) _ _ L A ; ;v 110N, t=0...(T-1)
j#Ai

t
api (116)

La structure de calcul est alors montrée dans la fi-
gure III-4. . La variable duale AE est bien sfr calculé&e au ni-
veau de chaque sous probl&me. En effet, l1l'é@criture des condi-

tions nécessaires (et ici suffisantes grdce d& la convexité) du
sous probléme (i) fournit
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t+1_ t_ ool ,t, t -1t 0 .
X —(Ai BikiCi)xi Gisi GiAi+di GiSi u x5 donné
t=-1 t t N t
A =(Ai—BikiCi)')\i+(Qi+CJf_k]f_RikiCi)xi- I A" .
jEL It
-1
Ai =0 (117)
t _ =1, .t t
z, = Si (GiAi + Fi)
max ¢(p)
M
t
1] AT
T-1 £
m%n E Hi(xl,kl,ori‘)
z§ t=0

t4+1 t t .t
. = .~B.K,C, G,z +d,
sous X; (Al Blklcl)xl Glzl dl

Figure III-4. Structure de calcul & deux niveaux

La solution des sous probl2mes se raméne 3 la solution
de problémes aux deux bouts 111} . Il est 3 noter que chacun des
sous problémes, étant &galement strictement convexe, peut &tre
résolu au moyen de la méthode duale. Un algorithme pour le calcul

de la matrice gradient est proposé.

Pas 1 : conditions initiales arbitraires sur pE i=1...N,

t=0...(T-1) et indice d'itération g=1

Pas_2 : résoudre les N sous problémes (115), obtention de XE’
AE et Z; i=l...N, t=0...(T-1) qui satisfont (117)
Pas_3 : calcul du gradient de la fonction duale ¢(.)

N
08K _ .t . 3 A xF-eb ic1...N, t=0...(T-1)
t i i 11 ] 1
a"i b (118)
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N T-1
Pas 4 : si 3% b3 He§l|<e » € >0 arbitrairement petit aller au
"""" i=1 t=0

pas 6 sinon aller au pas 5

Pas_5 : calculer les nouvelles variables duales au moyen par

exemple de la méthode du gradient conjugué : soient

o' o D' T-1"
p'= ["1"""N R ]
o' Gr 0 T=1"
o' = [el"' @ s Chren. ey ]
alors pq+1 = ;ﬂ + o 9 o]¥!
d_ g q-1 1: 1
r-=e* + ﬁ%—l r r e
2
__nedy
Pg-1 = -1 2
ne< ™"y

et le pas o est tel que

ol = {a /max ¢(;ﬁ + arq) } , faire g=g+1 et aller au pas 2.
23

Pas_6 : calculer les matrices gradient
T-1 c

= 3 {R.k,C.x. - g At
1 1 1 1 1 1

ad

dk,

t
J)'e! 119
= }(xl) ! (119)

Remargues :

l. A pas 5 1'optimisation de ¢(.) par rapport 8 aest
facile 3 réaliser du fait que ¢{p) est une uadratigue en p,.

Si pour pg = pq + rd on trouve qg alors
q9.9
ad = e r (120)
(eq-eg)'rq

2. Il est & priori difficile d'affirmer que la struc-
ture de calcul parall2le pour le calcul de la matrice gradient se
montrer plus rapide qu'un organe de calcul centralisé traitant
du probléme global sans décompositicn
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La différence réside dans le fait gque chagque organe de

calcul manipulera un probléme de dimension beaucoup plus réduite

que le probléme initial,

La vitesse de convergence de l'algorithme dépendra

également de la dimension de la fonction duale gqui est donnée

par
N T-1 £
dim (¢d(p)) = £ dim (zi) (121)
i=1 t=0
On sait en effet que dans ce cas la convergence avec
e = 0 est théoriquement obtenue au bout d'un nombre d'itérations

égal 4 la dimension de la fonction duale (121) (Luenberger 148l1).
Le cas le plus favorable se présentera donc lorsque dim(z§)=1

et cela correspond au cas de l'exemple qui sera traité au chapi-

tre IV et qui concerne la commande optimale d'un réseau d'énergie

électrique.

3. Un inconvénient de la méthode de calcul présentée
dans ce paragraphe est que les calculs sont développés par une
condition initiale particuliére Xq et gqu'il ne parait pas possi-
ble de traiter directement le cas de conditions initiales, varia-
bles aléatoires comme il avait été fait de mani&re globale en mi-

nimisant l'espérance mathématique du critére.

Une fag¢on de lever ce probléme consiste 3 traiter sé-
quentiellement de mani&re parall&le le calcul de la matrice gra-
dient, x, devenant tour & tour les colonnes de la matrice XO' Ceci

0
bien sir augmente considérablement le temps de calcul.

IITI-2.9. L'INDEPENDANCE VIS A VIS DES CONDITIONS
INITIALES. DETERMINATION PAR LE CAS LE PLUS
DEFAVORABLE

Le solution du probléme linéaire gquadratigue sous con-
traintes de structure dépend généralement des conditions initia-
les. La maniére la plus couramment utilisée dans la littérature
pour contourner ce probléme consiste, comme nous 1'avons fait

auparavant, a considérer la condition initiale comme une variable
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aléatoire avec caractéristiques stochastiques connues et d'ef-

fectuer l'optimisation sur la valeur moyenne du critére,

Le but du présent paragraphe est de proposer une so-
lution différente & ce probléme afin de la comparer 3 l'anté-
rieure, L'idée générale est contenue dans un article de Kalman
et Bertran 140l (voir également Bernhard 1111), elle sera adaptée

ici dans notre contexte (Geromel 1301') . Soit le probléme

T—-1
min J(.) = X Tr }(Q+k'Rk)X + Tr ] SX
keQ(S) t=0 3 ts g Tz
Xt+l = (A-Bk)Xt(A~Bk)' (122)

XO denné

Reprenant les termes de Kalman, nous définissons un
probléme de jeu entre "l'homme et la nature"., L'homme agit sur
k, la nature sur XO, 1'un a pour objectif la minimisation de

J(.) et 1'autre sa maximisation. Mathématiquement le probléme
peut 2tre décrit par

min wlk) (123)
keQ(s)
o mxn . s
ol w(k) : R — R est une fonction définie par
wlk) = max { J(k,XO) : "XO“ 2 £ l} (124)
X
0

D'aprés (122) il est clair que J(k,XO) est linéaire
en XO' comme la contrainte onﬂ2 £ 1 est strictement convexe,
le probléme (124) admet une solution unique. Soient P  t=0...(T-1)
les variables duales associfes i la restriction dynamique et
YO la variable duale associée i 1la contrainte NX H2 € 1, alors

0
les conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité de

{124) sont

Q + k'Rk + (A-Bk)'P(A-Bk) - 2Y¥,X, = 0
2
X 1 < 1 (125)
Y, 2 0

2
n)(HXOH -1) =0
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ce dqui peut &tre écrit sous la forme

Q + k'Rk + (A-Bk)'PO(A-Bk) -P ;=0
P_1
Xo = W .0 (126)
-1
1
Y, = 5 WP_ .M

(125) et (126) montrent i 1l'é&vidence que Xy est lié & P_,, matri-

-

ce des variables duales associée & la contrainte dynamique. Par

application du corollaire III-1l. auquel on peut adjoindre natu-
rellement (126) il wvient

-1
dw(k) { _ ' _
Tk =2 I Rk - B'P (aBk){ X,
£=0
Q+k 'Ric+ (A-Bk) 'P_(A-Bk)=P__; = 0 t=(T-1)...0
P, =5 (127)
1
(A-Bk)Xt(A-Bk)' - Xt = (0 XO = ﬁﬁjzi

La solution de (127) se ram@ne encore a4 la ré&solution
de deux équations de Lyapunov couplées par l'intermédiaire d'une
condition initiale ce qui n'entraine aucune difficulté particu-
liére : on effectue d'abord la résolution de l'équation relati-

ve a Pt' pour ensuite faire celle relative & Xt'

Le cas de l'horizon infini se déduit trés simplement
par passage & la limite et 1'on obtient

2= 2 {Rk - B'P(K) (A-BK) | V (k)

(A=Bk) 'P (k) (A=Bk) - P(k) + Q + k'Rk = 0 (128)
= - LI -i(ﬁ =

(A-Bk) v{(k) (A-Bk) vik) + B o 0

Le cas continu se résoud de manidre identique avec
pour résultat :
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T
d '
a};—’ = 2 _g (Rk - B'P(t))X(t)dt

0=k 'Rk+ (A=Bk) 'P+P (A-Bk)+P = 0, P(T)=S (129)

L s _ P(0)
(A-Bk)X + X(A-Bk) X =0, X5 = %0

et pour l'horizon infini il vient

dw _ o

Ix - 2(Rk-B'P(k))v (k)

(A-Bk) 'P (k) + P(k) (A-Bk) + O + k'Rk = 0 (130)
(A-BK)V (k) + V(k) (a=Bk)' + (K _ ¢

e (k)

Faisons l'application de cela & 1'exemple III-1.

Exemple ITI-3. (idem III-1l,) Le probléme se définit ainsi

min w(k)

kel
avec I'= gk/kH = O% et w(k) donné par
[o ]
w(k) = max 1- Tr 2X(t); dt/HX0H2 <1
X 0
0
X(t) = (A =BK)X(t) + X(t) (AjBk)"
X{0) = X

0
Considérant k= [0 £], & > 0 alors d'aprés (130) il vient

2
b= 1 (9w _ 28° + 1 Lo 1 =27

I "dk 1/2
frD

d'oll la solution unigue

kK° = [0 _l_]
V72
o 1 V2 1/2
X -
0 V3 1/2 ~2/2

on retrouve la la solution obtenue au cas 2 de 1l'exemple III-1
avee la valeur remarguable 50250.712.
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Remarque : Si on considére le cas de l'horizon infini on peut
voir que cette méthode d'élimination de la dépendance par rap-
port aux conditions initiales conserve les propriétés trouvées
5 = ioi> 0.
En effet, l'hypothé&se (A,C), 0 = C'C observable implique P (k)
définie positive et donc Xg = P(k)/NP(K)H > 0. Ceci fait que
les conditions pour la partie b) du Lemme III-2. sont remplies,

dans le cas ol X4 était un vecteur aléatoire avec X

De plus, dans ce cas l'expression du critére w(k)

a une signification particuli@rement intéressante

= P(k) (_
(131)
n 1/2
2
= T A (P(k))
{l=l 1 }

ITI-2-10. UN PROBLEME D'OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES
DE STRUCTURE ET CONTRAINTES INSTANTANEES
SUR L'ETAT ET LA COMMANDE

Le but de ce paragraphe est principalement de faire
1'illustration de l'applicabilité des idées et résultats anté-
rieurs sur un probléme plus complexe d'optimisation. En effet,
outre les contraintes de structure qui en fait n'interviennent
directement qu'au moment de la projection de la matrice gradient,
nous allons considérer le cas de contraintes instantanées sur
1'état et la commande.

Sans prétendre 3 une réalité physique particuliére,
le probléme qui est exposé par la suite a &té pensé en s'inspi-
rant de certains problémes d'optimisation rencontrés dans le do-

maine de la gestion de ressources énergétiques (Geromel et
Baptistela 1361, Luna 1501 ).
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T-1
min J(.) = ¥ $ix, ,a, ) + ¢ (%)
k, e () £=0 £t TT
Cxt + Dut > bt t=0...(T-1) a
Xt+1 = Axt + But + dt b (132)
; k
u = X X C
t 3=0 i ot=3
k k. € k. =0..... d
2y <Ky j J 0

avec les conditions initiales Xqr x_l,...,x_e . Les fonctions ¢
et Qr sont dérivables par rapport 3 leurs arguments et # est un
nombre entier fixé& 3 priori.

Le probléme (132) fait intervenir des contraintes que
nous avons classifiées en deux grands types

- les contraintes de type instantané : (132-a) gqui
sont des contraintes d'inégalité& portant a la fois sur 1'état et
la commande, (132-b) les contraintes correspondant 3 1l'évolution
dynamique du syst@me et (132-c) les contraintes liant la commande
et l'état du systdme. En fait, cette dernidre contrainte peut
eégalement &tre classifiée dans le deuxisme groupe fournissant
les contraintes de structure, le paramétre représente par
exemple la guantité de "mémoire" nécessaire a4 1'&laboration de

la commande.

- les contraintes de structure (132-d) n'intervien-
nent pas directement en fait dans le calcul de la matrice gradient

mais simplement au niveau de la condition initiale (solution ad-
missible).

Il est évident que sans la contrainte (132-a} le pro-
bléme pourrait 8tre traité par la mé&thode du gradient matriciel
comme il a été exposé& dans les paragraphes précédents. On pour-
rait donc penser & utiliser la méthode duale en dualisant par
rapport a la contrainte (132-a).



131

Soit e la variable duale associée 3 cette contrainte,
alors pour By "fixé", le probléme est du méme type de ceux consi-
dérés auparavant (contraintes d'égalité). Malheureusement, on ne
peut assurer la convergence de la méthode duale dans ce cas, car
pour p. fixé nous ne pouvons en général ni affirmer la stricte
convexité du probléme résultant par rapport a kj ni l'unicité de
ses solutions. Cela signifie soit que la fonction duale n'est
pas dérivable en tous points ce gui rend la coordination trés
difficile soit qu'elle présente un "gap" de dualité, ce qui
alors rend impossible la convergence vers la solution optimale
{(Lasdon 146l ).

Pour ces raisons nous allons entreprendre la résolu-
tion de (132) au moyen de la méthode dite de pénalisation. Il est
d noter qu'ad priori le probléme (132) ne peut pas admettre de
solution admissible ou un tré&s petit domaine de solutions admis-
sibles. Nous proposons donc de traiter le probléme (132) en deux
étapes : la premiére étape correspond d la recherche d'une solu-

tion admissible, la seconde & la recherche de 1'optimum,

Pour résoudre la, premi®re é&tape considérons le pro-

bléme suivant
T-1
min b3 C(St)
Str> O;kjen(S) t=0

St+ Cxt + Dut> b t=0...(T-1)

X = Ax, + Bu, + d (133)

ol C({(.) est une fonction dérivable, strictement convexe et mini-

male pour St=0. Ecrivons (133) sous la forme
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T=1
b3 k.
min s wt( ])
k. e Q(s)
: 34
Xipp = Ax + j:o Bijt-j + dg (134)
k.< k. < k ; =0,..
=5 5 3 ] r
ol wt(.) est défini par
w(cy) = min {C(st)/—st+btg vt(kj)} (135)
St; 0
8
ol v_(k.) =Cx, + X Dk.x,_.. Pour pouvoir appliquer la mé&tho-
t ] t 4=0 t=-3

de développée dans les paragraphes précédents il nous faut nous
assurer que wt(kj) est bien dérivable par rapport 3 kj(j=0...6).

Soit My le vecteur des variables duales associé & la
contrainte d'inégalité apparaissant dans le sous probléme (135},
les conditions de stationnarité de RKuhn~Tucker pour ce probléme

s'écrivent

0 < Pt"<‘ VC(St) a
=5, + b, < v, (k) b

Sp= 0 c (136)
W, (=8 +b v, (k) = 0 a

(VC(St)—i‘t)'St =0 e

Compte tenu du fait que C(.) est une fonction stricte-
ment convexe, §t gui satisfait (136) est unique. Deux cas peuvent
alors se présenter : ét:> 0, alors d'aprés (136-e) on a

ﬁt = VC(§t) ou ét = 0, alors d'aprés (136-a) 0 < fi ¢ VC(§t) .

¢ _:
St~0

0
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L'unicité de la variable duale P implique quc la fonec-
tion wt(.) est différentiable par rapport a Ve (Luna 1501}, ¢n
effet

t=0...(T-1) (137)

L'illustration du résultat ci-dessus c¢st fournie dans

le cas ol Ve est un scalaire

Figure III-5. La foncticn w, par rapport & Ve

Compte tenu du fait que vt(kj) est bien slir dérivable

par rapport a kj H wt(kj) est dérivable par rapport & kj

d .
weliy) o a v kg
X, t dk, .
3 .

Qu

(138)

4 _J_ -
dkj{ HCxy - KD

M

k.x, .
§=0 J t"J}

et pour la fonction objectif globale du probléme (134) nous avons

T-1

d wlk)_ d : : 9

K- —m; z ( B CX = D T KX, .
j jtt=0 =

{139)

6
xt+l=Axt + E Bk.x .+ d
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Pour calculer du(k)/dkj {(j=0...6), l'application di-
recte des résultats du corollaire III~1. peut &tre faite. Appe-
lant A_, t=0...(T-1) les variables duales associges i la con-

t
trainte dynamique, 1'Hamiltonien du probléme (139) s'écrit

]
Hix,, k.) = X {—'CX*p'Dzk.X_}
¢ £=0 N
{140}
T-1 ( 1]
x A Ax + I Bk.x + d )%
£=0 t 3=0 t t
et donc
T-1
g wik} = ¥ 3Bl -D ptg X‘t':- j=0... 6
J t=0 J
Zg 3 t+3  Hets c t-1 P Ay
) j_ (141)
]
dt + 3‘—"2—0 Bk xt J+Axt t+l 0 H XO:X__l...X__B connus

L'obtention des matrices gradient dw(k)/dk est rela-
tivement simple du fait qu'il né&cessite uniquement la soluticn
de deux équations dynamigques non couplées portant sur la varia-

ble primale x, et la variable duale AL (sens rétrograde).

t

Remarque : dans la définition du probl&me (133) portant sur la
détermination d'une solution admissible il reste une certaine
indétermination quant au choix m@me de la fonction de pénalisa-
tion C(St). Ce choix sera bien &videmment fait de fagon 3 minimi-
ser le volume et la complexité des calculs nécessaires. Par exem-

ple, la solution du probléme (135) fournissant w (k ) s'exprime

t
de maniére simple dans le cas oilli C(S ) = % IISt 2 . En effet
B, =S
t Tt (142)
i i i
S = — i =
t max {O, bt vt(kj)} i=l...r
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r étant la dimension de la variable S Il vient alors

£
S| i i 2
= = § -
w (k) = I imax }0, by vt(kj)g (143)
i=1
Retournons maintenant au probléme de départ {132). Sa

résolution au mcyen de la méthode de pénalisation ceonsiste en la

solution de problémes du type

T-1
min b3 n.C(St) + J{k.)
S, > 0,k.e€{S5) t=0 J
t J
S, t Cx + Du > by t=0...{(T-1)
X1 ~ Axt + But + dg (144)
5 k
u, = ¥ X, .
t y2p 33
< k. < k. j=0....
=5 g 5 J é

oll n est un nombre réel positif arbitrairement grand. La procé-
dure classigque (Luenberger 1481 ) consiste 3 résoudre (144) sé-
guentiellement pour une séquence de valeurs de n croissantes,
on obtient alors une ségquence de valeurs de kj convergeant vers
la solution du probléme (132).

Utilisant les notations introduites au sous paragra-

phe précedent, (144) peut &tre reécrit scus la forme

T-1
min J(k.) + T nw, (k.) = wlk.)
k ea(s) ] t=0 & J
a

X,y = Axg 4+ jio Bijt_j+dt (145)

k. ¢ k. € k =0...

25 3 i r J ¢
L'introduction de J(.) dans la fonction cbjectif ne

pose aucun probléme et a partir des résultats précédents, 1l'ap-

plication directe du corollaire I1I-1. fournit
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Tl aw
dkj w (kj) = tio { ?rﬁz (B +D pt)} Xy
g k! dB'A__ .-+ Q¥ L +A'A -A, =0
j=0 3 t+3 et aut+j ax, He £ t-1
a¥aq
AT_.1= Ix_ (146)
T
]
dt + jfo Bijt_j+Axt—xt+l=0 Xgsee.. X_, connus

avec ﬁ£=rrpt, t=0...(T-1). La solution du probléme (144) peut donc
étre fournie au moyen d'un algorithme primal qui consiste, pour

un kj admissible en la détermination de 1la matrice gradient pour
ensuite déterminer une direction de progression admissible pour
les gains par la solution de problémes de projection sur les en-
sembles associés aux contraintes de structure (decentralisation,
contraintes de borne). Nous fournissons ci- dessous une descrip-
tion détaillée du type d'algorithme possible ; o0 on suppose con-

nus  a priori les gains initiaux kj tels que kjE Q(s), Ej é,kj &£ Ej

Pas_1 : calcul de la fonection q:(kj) t=0...(T-1)
)
Vt(kj) = Cx, + _E ijxt_j
J=0
8
Xt+l = Axt + jio Bijt_j + dt (147)
XO""X—B connues
Pas_2 : déterminer la valeur des fonctions W, (k ) t=0...(T-1) et

—— e ——

de la variable duale Be asscciée, Calculer ensuite la va-
leur du critére global par sommation

T-1
Mk.)y = ] X k.
w{ ;) J(k]) + tion w, { 5) (148)

-

a) si la valeur du critére est plus grande ou égale 3
celle antérieure diminuer le pas a et aller au pas 6
b) cas contraire aller au pas 3
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Pas 3 : calculer les matrices gradient de la fonction objectif

globale
T-1
dw” — a"p ] - | ed } 1

ol A t=0...T-1 est dcnné& par (146). Aller au pas suivant

Pas_4 : determination des directions admissibles sur les gains
k. (projection).
Sgient Dj’ j=0... 8 ces directions
a) si ID.Il <e , ¢ &tant un réel positif arbitrairement
petit, s%op : les gains kj obtenus sont optimaux

b) cas contraire aller au pas 5

Pas 5 : trouver le pas a maximal possible, c'est-d-dire

& = maxzcx/kj—aDj, j=0...8 soient admissibles%

faire @= & et aller au pas 6

Pas 6 : actualisation des gains : kj -— kj—(xDj et aller au

pas 1.

Remarque : Il se peut que les contraintes fixées pour le probléme
(132) fassent gue ce problé&me soit en fait sans solution admissi-
ble ou que le domaine des solutions admissibles soit exagérément
réduit rendant alors le probléme d'optimisation sans grand inté-
rét. La méthode de pénalisation utilisée précédemment permet de
contourner cette difficulté en cherchant la solution gui viole

le moins possible la contrainte (132-a). En fait, dans la plu-
part des problémes physiques il est peu réaliste de considérer

la contrainte (132-a) de fagon trés stricte, en d'autres termes
on peut admettre une certaine fourchette admissible pour la vio-
lation de cette contrainte. Une maniére de formaliser cette to-
lérance est de considérer le vecteur bt ¢ R" comme une variable

aléatoire avec fonction densité de probabilité P(bt) donnée,

Pour simplifier le probléme nous supposerons que les

€léments du vecteur bt sont des variables indépendantes, c'est-
d-dire

P(bt)

]
=R
d

-
o

+) (150)



Nous sommes alors confronté & un probléme de program-
mation stochastique qui peut &tre résolu par une méthode de péna-
lisation, nous allons discuter par la suite du choix de la fonc-

tion de pénalisation.
Supposcons que pour une valeur donnde des matrices de

gain kj’ J=0....68 on ait

Cxt + Dut = Y t=0...(T-1) {(151)

et considérons la fonction linéaire par morceaux suivante :

Aqﬁb+)

Figure IIT-6 : La fonction de pénalisation pour le probléme

stochastique
c'est-a-dire
i i i i
i ; (PL-vi) by €« v¢
g3 (bt) = ' (152)
i_ 1 i i
B; (bL-vy) by > ¥y

cll a, et 6i (i=l...r) sont des nombres positifs sSupposés donnés.
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Finalement, considérons la fonction de pénalisation

r .
Cly,) = _}:ll«lzqi(bi)f
l:
z Yi i
. aif (5-y{)P, (£)dg +
i=1
-
e o)
i
+8, /; (T-y; )P, (5)ag (153)

Ye

et définissons le probléme déterministe suivant

T-1 T-1
min )3 Cly,) + X lx_,u.) + ¢ (x)
v.,k.eq(S) =0 sy BT T
t ]
Cxt + Dut =Y = 0
X = Axt + But + dt {154)
: k
u = Z X
t 4o 3D
k. < k. < k. i=0...6
..]é i . ]

T1 est aisé de voir que pour les valeurs de a; et Bi
choisies telles que sur la figure III-6, l'introduction dans la
fonction objectif du terme C(yt) effectue une sorte de pénalisa~
tion car C(yt) augmente lorsque Yy diminue, c'est-i-dire que la

probabilité de satisfaction instantanée de la contrainte yt;> bt
diminue.,

Il est 3@ noter que le probléme (154) et le probléme
(132) sont fondamentalement différents puiscue la contrainte
inégalité (132-a) qui nous a causé guelques problémes a disparu
et que nous sommes ramenés & un probléme qui peut directement 2tre

traité au moyen des outils présentés aux paragraphes précédents.

Il est évident que la solution optimale de (154) va
dépendre du choix des paramé&tres o, et @i. il est &galement clair
que ce choix doit &tre tel que
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155
Bi > a;» 0 ( )
ceci afin d'encourager les soluticns ol Yy soit grand c'est-a-dire
o0 la probabilité de la satisfaction de la contrainte yt:; b

t
(132-a) soit Elevée.

Exemple IIT~4. Considérons le probl&me suivant

min = nx20H2
k.ef}{3)
]
Cxt‘; b t=0...19
¥epp T AXg T Bug +dy
1
u, = X k. x
Eoymg 3 Tt

ky < kj < kj j=0,1 H x0=x 1= 0

Le systérie est constitué de 1l'interconnexion de deux

sous-systémes de dimensionsrespectives (2x2) et (3x3), c'est-3-

. 1! 2! 1 2 2 .3 .
dire x! = [Xt ;X5 ] avec x, €R”, xeR”. Les matrices h, B et d

consideres sont :

o 1 0 0 0 0 (1]
-1 2 0 1 0.1 0 0
a= |-1 1 10 B=| 0o 0.1 o0 a=|o
0 0 - 0 o 0 1

[ 2 -1 0 0 -1 | o 0.1 o

Les contraintes instantanées sur l'etat, de borne sur

les matrices kj et l'ensemble Q(S) ont &té considérés comme
etant

-1 0 0 0 o0 -1 2 3

0 0 1 0 o -1 1 0 1



141

2
Q(s) = {k/k = bloc diag (kl’kz)’ kliRlxz, k2£R x3 }
A partir du probléme ci-dessus, nous avons examiné

trois cas :

Cas_1 : Nous avons résolu ce probléme sans les contraintes ins-

tantanées avec les gains admissibles initiaux kj=0, j=0 et 1 et

nous avons obtenu comme sclution optimale (€ = 10_3)

[ -1.34 -2.74 1
k.= 0.57 0 -0.14
L 0.03 1.50 =-0.02]

[-0.89 -2.17 7
k.= 0.39 0 0.03
! -1.63 0.72  0.40)]

aprés 35 itérations et 9.9 sec. de calcul. Sur la figure corres-
pondante nous pouvons voir que la contrainte Cxt;a b n'est pas

toujours satisfaite.

Cas_2 : A partir des gains admissibles initiaux kj =0, =0
et 1 nous avons résolu le probléme de recherche d'une solution
admissible et aprés 2 itérations et 1.2 sec. de calcul nous

avons obtenu :

-0.17 =-1.82 7

ko= 0.03 0 0.35
-0.13 1.5 =~0.63

-0.95 -1.27 .

Kk, = 0.82 0 -0.11
-1.17 0.07 0.30]

les trajectoires correspondantes 3 ces gains sont fournies sur
la figqure III-§.

tiaux solution optimale du cas 2 et n= 103. Aprés 100 itérations
et 21.9 sec. de calcul toujours sur 1'IBM 370/165 du CIRCE nous

avons obtenu comme solution optimale

Cas_3 : Nous avons résolu le probléme pProposé avec les gains ini-
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=-2.41

[~0.51

0.56
=0.48

~0.51

1.5

0.04
0.63 ]

.85
-1.82

0.14

la solution optimale

P . 5
Nous avons vérifié aussi gue pour n=10

ci-dessus reste sensiblement la ménme.

Solution optimale du cas 1

Figure III-7.
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Solution coptimale du cas 2

Figure III-S8.

Solution optimale du cas 3

Figure III-9.
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IT1-3. L'EsTiMATION D'ETAT DECENTRALISE

Dans cette section nous allons nous intéresser au pro-
bléme du filtrage optimal de 1'&tat d'un systéme linéaire inva-
riant, dans le cas oll le filtre est i structure contrainte : 4é-
Centralisée. Comme nous allons le montrer, le développement n'est
possible que dans le cas ol on suppose qu'il est possible d'ef-
fectuer directement les mesures sur les termes d'interconnexion
(Sanders et al 1571 ), (Sandell et al i561 ).

La figqure ci-dessous présente de fagon schématique le
probléme.

bruit additif
sur (efuf(wﬂ
|nferconnecf|r1u_ SSE(Xﬂ i sortie -
Y. X .

—t Mesures L gl filtre ()L 71 o

bruit additif sur
les mesures {#6,)

Figure III-10. Le schéma de filtrage de 1l'état du iéme

sous systéme

X représente le vecteur des variables d'état, z; le vecteur des
interconnexions et S§ le vecteur des sorties du iéme sous—-systéme.
En pratique, il nous semble que l'hypothése de mesure sur les in-
terconnexions n'est pas tré&s dure, en tout cas, dans le probléme
particulier que nous traiterons ici et gui représente un réseau
de transport d'é&nergie électrique cette hypothése est tout & fait
valide (Elgerd 1251),
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Le prcbléme gue nous nous posons ici est celui de la
détermination des filtres "locaux" au niveau de chaque sous-sys-
téme, c'est-ad-dire, de filtres gqui 4 partir des mesures faites
localement (sortie-interconnexions) sont capables de reconstrui-

re 1'état du sous-systéme correspondant.

Soit le systéme liné€aire invariant et interconnecté

décrit par

i. = A . X.+D,z.+w,
i i7i Tivi
N ]
z, = LiX = -E Lijxj i=1l, 2,...N (156)
J=1
j#L
s, = C.x
i iTi
= +
Yy Sy + Hiz el

n, T, m,
- i i i .
ol xiaR ’ ziER et yiER . Nous allons par la suite supposer

que

- w et Bi sont des bruits blancs gaussiens, indépen-
dants, de moyenne nulle et de matrices de covariance respectives

Qi et Ri

- xi(to) est un vecteur aléatoire gaussien de movenne
210’ matrice de covariance Xig et indépendant des bruits w;, et Bi

- (wi,ej) sont indépendants de mé&me que (wi,xjo),
(Bi,xjo) et (XiO'XjO) pour i,j = 1...N et 3j#i.

L'équation du filtre pour le iéme sous-systédme est

prise comme (Kwakernak et Sivan 1441)

[ ]
X, = A, X, + ki(Ji - Cixi)

(157)
xi(to) = X0

Définissant 1'erreur d'observation comme ei(t)=xi(t)-
ﬁi(t), il wvient

[ ]
e, = (Ai-kici)ei+ui_kiei + (Di-—kiHi)Linj

(158)

I M=

j=1
j#1
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Le probléme est de minimiser l'erreur quadratique
moyenne du filtre, soit
15 r e = h 1 ) 159
h(eiwiei\ Tr zwih(eiei)f ( )
avec w, = wi > 0. C'est-a-dire en fonction de la moyenne de

l'erreur Ei(t) et de sa matrice de covariance Pi(t)=IQ[ei(t)—éi(t)]

[e;(0)-8, ()] car

E:efw-eié = Ei(t)wiéi(t) + Tr 3wiPi(t)$ (160)

D'aprés 1'équation (158), il est clair que la moyenne
de l'erreur Ei(t) pour le iéme sous-systéme va dépendre des va-
leurs moyennes des états des autres sous-systémes. Ceci signifie
gue méme si (Ai—kici) est asymptotiquement stable, il pourra se

faire que ei(m) # 0,

La possibilité de la détermination d'un filtre décen-
tralisé sans "biais" nécessite que puissent &tre satisfaites les

contraintes

(Di—kiﬁi)Lij =0 i=l...N , j=1...N 1#7 (161)

Supposant ces contraintes satisfaites, & partir de
1'éguation (158) et compte tenu des hypothéses d'indépendance des
bruits w; s Bi et des conditions initiales, les équations permet-
tant la détermination de la valeur moyenne de l'erreur et de sa

matrice de covariance sont {1431}

(Ai—kici)ei ; eiO = xiO - X i=1...N

Tle
i

(162)
- - ' 1 —
(Ai kici)Pi+Pi (Ai kici) +Qi+kiRiki Pi(O) X

e
It

i0

Firalement, le probléme d'estimation de l'état peut
&tre mis sous la forme
N - -
ﬁ_mfﬁ,(t) izl{ ei(t)'wiei(t)+Tr3wiPi(t)$}
i0r g (163)
sous (161-162)



147

Le premier terme de la fonction objectif dépend seul
o = Xig’ i=1...N.
D'autre part, la solution de (163) (lorsgu'elle existe) fournit

de iio’ il est bien évidemment minimisé pour ii

un gain ki(t) variant dans le temps ce qui pose un probléme
d'utilisation pratique. Intéressons nous plutdt au cas limite
to-a -0, alors Pi(t) = Pi = constante solution de 1'é&quation
algébrique de Lyapunov (162) :

Tr ;w.P }

min P,
i i

ki EIE i

M=

1 (164)

(A,=k.C.)P.+P (A, ~k.C.)' + Q. + k.R.k'=0
L 1l 1 1 1 A 1 1 1 1 1 1

ol I} est l'ensemble défini par les contraintes lin&aires (161)

n.xm

- i™i _ _
L = {kiSR /(1:)i k(H ML, = 0} (165)

Il est aisé de voir que le probléme (164) peut 8tre

aprés quelques petites manipulations ramené& i la forme suivante

o
N 1 —
Jin '£Tr 3(Qi+kiRiki)xi(t)g dt = J, (k)
o4 i=1...N
X, = (A,-k.C.)'X.+X, (A.~k.C.) (166)
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Xi(O) =W,
Il est 3 remarquer gque le probléme d'estimation 4'état
précédent avec les hypoth&ses faites se décompcse en N sous pro-

blémes tout a fait indépendants et ceci est une différence notable

par rapport au probléme de commande qui lui nécessitait un calcul
portant sur le systéme global.

Enfin, par application des résultats antérieurs (théo-
réme III-1) la matrice gradient dJi(ki)/dki est donnée par



1438

ax vy Geg) FyRy-Py (kp)ey
(167)
(Ai-kici)Pi(ki)+Pi(ki) (Ai—kici) +Qi+kiRiki =0

-] ' - -
(Ai KiCi) Vi(ki)+Vi(ki)(Ai kiCi)+wi 0

Sans la contrainte kit Ii la solution optimale est
obtenue avechi(ki)/dkfﬂ)et on retrouve bien le gain optimal
du filtre de Kalman qui est indépendant de la matrice de pondé-
ration wi. Par contre, dans le casg présent, avec contrainte de
décentralisation, la solution optimale de (166) va dépendre du
choix de W, .

L'étude faite sur la stabilité avec commande décen-
tralisée dans le paragraphe III-2-6. reste encore valable {pro-
blémes duaux) dans le cas de l'estimation décentralisée.

Il est bien sfir nécessaire pour le développement pré-
cédent gue 1'ensemble Fi soit non vide, c'est-i~dire

R(LiDi) C R(LiHi) (168)

et en plus, le nombre de contraintes linéairement indépendantes
en I; est donné par

lI(I})=nirang(HiLi)=ni.min3rang(Li),rang(Hi)f (169)

Nous avons trouvé ici (168-169) une généralisation des
résultats fournis dans (Sanders et al 1571 ) et en nous attachant

d ne pas spécifier les formes particuliéres pour les matrices en
Preésence.

r . xm. Par exemple, dans (Sanders et al 1571') la matrice
HiER * % est choisie [Ii 0], I, étant la matrice unité (r xr,)
ce qui n'implique pas de perte de généralité mais qui pour un pro-
pléme réel peut demander un certain travail pour obtenir cette
forme.

En plus, les auteurs avaient supposé rang(Li)=ri et

avec cette hypothése (168) est équivalent a R(Di)CR(Hi) et (169)
fournit



149

1.40) = ngorg > 1T (170)
~ n.xm,
on [ ={kerR * */p.-k;H, =0} cI;

Dans 1'exemple qui sera trait& ci-dessous les inter-
connexions seront de type dynamique et il est aisé de voir que

les calculs précédents sont encore valables.

Soit le systéme

.
X, = A, x, + D.zZ.+ w,
i 174 i7i i
. N
z, =L,x. = ¥ L,.x. (171)
i i1 .o i373
j=1
y; = Cixi + Hizi + Bi

pour l'équation du filtre (157), l'erreur d'estimation est donnée
par

t
(Di-kiHi)Lijf x4 (8)ag
0

{172)

&, = (A.,=-k.C,)e.+ w -k, 0, +
1 1 I 1 1 1l 1 1

HM=Z

j=1

et sous la contrainte kis I&, le probléme se raméne alors au pré-
cédent.,

Exemple IIT-5.: Soit un ré&seau de production et transport d'éner-

gie électrique composé de N aires interconnectées (cf., chapitre

IV) décrit par les équations différentielles suivantes

T &f, + 6f, = k_ (8P - &P, =- &P, )
Py 1 Pj i d; £y
{ .
T 5P + &P = &8X (173)
Ty 9 93 oFl
. 1 .
T 8X_ + 8X_ = - — B&f, i=1...N
g. e, e. T, i
1 1 1 1
[ ]
8, = X T,. (&f,-5f.)
ti je Si ij i 3
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ol Si est l'ensemble des indices des aires coupldes & 1'airce ().
- 11da ' _ ~ -
Si on considére le vecteur d'état xi [afi, BPg', bxci] , 1'in
terconnexion z; = [BPt Jet la perturbation sur 1'cétat
o Kp, i
w; =L i 6Pdi, 0, O] nous avons
Pj
[
X, = A.Xx. + D.z. + w
i i%i i i
z . L
.= ¥ L. X
i =1 ij 73
ou - k T "k n
1 Pi o _ Py
T T T
Py Py Py
- 1 1 _
Ay = 0 T, T by = 0
o T,
i i
1 1
- riT 0 T 0
i 95 94 | 8 i
L, = [j.:.s Ty O 0] ; Ly = [—Tij 0 0] (i#jes;)
i

Nous allons considérer le cas pratique dans lequel
on peut mesurer en chaque sous-systdme les variables afi et
5P (Elgerd |[251), alors
i

y; = Cyx, + Hiz, + 0,

9]

1l
=
Il

Nous avons considéré le cas d'un systdme de deux aires
avec les données suivantes :
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i Tpl ]«:pi TTl Tgi r, T T,y 5,
1 20 120 0.3 0.08 | 2.4 X 0.545| 2
2 20 120 0.3 0.08 | 2.4 | 0.545 | x 1

Pour les variables stochastiques nous avons considéré

2 -6 2 -6 . .
E%&Pdlf =10 H E%anzf = 10 et on peut déterminer
k
Pi 2
(T_i) 0 0 36 0 0
P, -
0, = * Efspl | = . 107°
+ 0 0 o0 i 0 0 ©
0 0 0 0 0 0
R, = 10.107°.1 i=1,2

1

Avec les matrices de pondé&ration w, = I pour i=1 et
2 nous avons obtenu les gains et les matrices de covariances
optimaux suivants

5.80 -6.00 5.80 =-0.45 -1.58
k.= |-0.45 0. ; P, o=[-0.45 0,129 o0.22) .1073
~1.57 0. ~1.58  0.22 0.56
i=1,2

Les calculs ont été effectuds sur 1'IBM 370/165 du
CIRCE. Avec un test d'arrét de lO—4 sur le module de chaque
élement de la matrice gradient projeté, le temps de calcul a &té&
de 0.51 sec. pour les deux sous-systémes pour un nombre d'itéra-
tions de 39. La valeur choisie comm e condition initiale sur les
gains de chacun des filtres a &té
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Les figures III-11, 12 et 13 fournissent les résultats

de la simulation numérique.

Remarque : L'extension au cas discret ne présente pas de difficul-

té majeure. Scit le systéme

t+1

X, = A, x, + D,z + w
i i
I
zz =Lx{= I L, %t i=1...N (174)
gL ]
yz =C,x., + H,z, + ¢
et pour 1l'équation du filtre
LA O T R A CIE-L
i i7i i i ivi
(175)
20 - &
i io0
. . , , t _ _t ~t .
l'erreur d'estimation e~ = x~ - X~ est alors donnée par
el - a.-k.coeb + w -k, 0 + E (D.-k.H.)L..xC
i i 0171’ S R T N SR el RS T Tk I i
jAL (
176)
et0 =X, — R
i0 i0

pour X;, = iio et k, £I} i=1...N le cas discret du problé&me

(163) peut &tre ramené i

oo

min_ E Tr §(Q,+k.R. kDX’ }
k, eI, £=0 o
1 1
t+l _ vot i -
x;h= (B -k C ) XD (A -k C,) i=1...N (177)
Xq = W
1 1

qui est du méme type que le probléme du régulateur d'état discet.



ITI-4, CONCLUSION

La premiére partie de ce chapitre a &té consacrée a
l'etude de la commande décentralisce tant dans le cas discret
que continu. Nous ne reviendrons pas sur l'intérét pratique de

1'étude de commandes sous contraintes de structure.

Nous avons abordé ce probléme an moyen d'une mé&thode
primale directe basée sur le calcul de matrices gradient et 1la

recherche de directions admissibles.

Pour le calcul des matrices gradient nous avons déve-
loppé une maniére systématique d'obtention qui & nos yeux, sim-
plifie de maniére notable les calculs. Pour démontrer cela, plu-
sieurs problémes ont été abordeés et leur solution a été& comparée
d guelques travaux "classiques" dans le domaine. Le probléme de
la projecticn du gradient matriciel a également &té abordé et ré-
solu, €tendant en cela certains résultats obtenus dans le cas
vectoriel.

Pour l'algorithme prcposé, nous avons fourni des con-
ditions suffisantes permettant d'affirmer sa convergence vers une
solution {(matrice des gains) stabilisante, probléme qui est bien

sr d'une importance pPratique évidente.

La méthode adoptée présente l'inconvénient de devoir
effectuer les calculs nécessaires sur le modé&le global du systéme.
Nous avons montré qu'il était parfois possible d'effectuer une
décomposition du probléme et d'utiliser un procé&dé de calcul a

deux niveaux {méthode duale) .

Comme dans tout probléme d'optimisation sous contrain-
te de structure, nous avons été confronté au probléme de la dé-
pendance de la solution vis & vis des conditions initiales. Aprés
avolr résolu ce probléme de 1la maniére classique qui consiste 3
considérer les conditions initiales comme variables aléatoires et
a minimiser 1'espérance mathématique du critére, nous avons adopté
dans notre probléme de commande décentralisée une idée mentionnée
par Kalman 1391 | Elle revient 3§ définir un "jeu" entre "homme

et nature" ; la nature agissant sur les conditions initiales cher-
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che 4 maximiser le critére, alors que l'homme disposant de la
commande cherche lui 3 le minimiser. Il a été montré gque la so-
lution d'un tel probléme satisfait les conditions suffisantes

assurant l'eobtention d'une commande stabilisante.

Nous avons ensuite considéré& un probléme d'une com-
plexiteé relativement plus grande en adjoignant aux contraintes
de structure des contraintes de type inégalité instantanées.
Intérassant d'un point de vue pratique, nous avons regardé le
cas ol ces contraintes devraient &tre satisfaites non impérati-
vement mais "en probabilité" définissant alors un probl&me avec
contraintes stochastigues. La méthode utilisée pour résoudre ce
probleme a €té& une méthode avec pénalisation pour lagquelle 1'ap-

proche directe (gradient-projection) s'est avérée efficace.

La deuxiéme partie de ce chapitre, plus courte, a eu
pour but de montrer que le probléme dual {(estimation) pouvait
se résoudre é€galement au moyen des outils présentés au début de
la premiére partie. La différence essentielle du probl&me de
l'estimation décentralisée par rapport a4 celui de la commande
décentralisée est que, lorsqu'il est possible, il conduit i des
calculs complétement décentralisés (effectué&s au niveau de cha-

que sous-systéme ).






CHAPITRE IV

LA COMMANDE DECENTRALISEE : UNE APPLICATION
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[V-1. InTRODUCTION

Nous nous proposons dans ce chapitre d'appliquer les
résultats antérieurs 4 un problé&me physique qui concerne la ré-
gulation "fréquence-puissance" pour un réseau d'énergie é&lectri-
gue. Cela nous permettra de mettre en évidence les potentialités

de la méthode ainsi que ses lacunes.

Dans le cas de réseaux de génération et transport
d'énergie électrique la contrainte de décentralisation se justi-
fie aisément car une des caractéristiques de tels réseaux rési-

de dans leur distribution géographique.

Des travaux ont dé&ja été publiés dans ce domaine.

Fosha et Elgerd 128l ont considéré le probléme de la régulation
optimale & partir d'un modé&le linéaire-critére quadratique, la
solution globale ne satisfaisant évidemment pas la contrainte
de décentralisation. La solution décentralisée a été& proposée
dans (Elgerd et Fosha I126l) par une méthode tr&s directe, qui
n'est guére envisageable gque dans le cas o@i le nombre de varia-
bles d'optimisation est tré&s ré&duit. Il nous faut &galement citer
le travail de Davison et al 124] ol est résolu le probléme de
la commande décentralisée au moyen de la méthode dite de Rosenbrock

153! qui consiste en une recherche pas a pas de directions pour
faire decroitre la fonction objectif., Enfin, dans 118} , Calcvic
a considéré le probléme de régulation en rajoutant celui de
"dispatching" optimal.

Nous allons considérer ici le probléme général avec
contraintes de décentralisation et contraintes linéaires sur les
matrices de contre réaction avec de plus le probléme de réparti-

tion optimale de charge.

Ce chapitre comprend deux parties : dans la premidre,
aprés une modélisation du problé&me (systéme dynamique continu)
nous appliquerons l'algorithme du chapitre précédent et ferons
une comparaison des résultats obtenus avec ceux de Elgerd et
Fosha 1260 . Dans une deuxi@me partie (plus restreinte) nous mon-

trerons comment appliquer la méthode de décomposition duale
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(voir chapitre III) afin d'obtenir la matrice gradient des gains

de chague sous-systéme.

IV-2, LE PROBLEME DE LA COMMANDE UPTIMALE "PulSSANCE-FREQUENCE”
POUR UN Reseau pD'ENERGIE ELECTRIGQUE

Un réseau d'énergie électrique peut &tre caractérisé
comme un ensemble de N aires interconnectées, chacune composée
de n, i=l...N générateurs. Le probléme qui se pose est le sui-
vant : trouver une commande pour chaque générateur de fagon que
pour une perturbation de charge donnée, le systdme retourne 3
un état d'équilibre préspdcifié en minimisant un critére de per-
formance (généralement. quadratique). L'E&tat d'équilibre doit sa-
tisfaire les objectifs suivants (Elgerd [251)

1. La réponse a un échelon de charge doit pPrésenter
une erreur en régime permanent nulle pour toutes les aires du
réseau c'est-i-dire

8f . (@) = 0 i=l...N
i

2. En régime stationnaire, la puissance regue ou four-

nie pour chaque aire doit 8tre nulle

&P L)y = 0 i=l...N

tie, i
c'est~-a~-dire qu'en régime stationnaire, chaque aire doit &tre ca-
pable de satisfaire l'accroissement de sa demande, Evidemment

les interconnexions sont Justifiées car elles permettent gqu'une
aire aide les autres pendant le transitoire de telle fagon que

le systéme global ait une performance plus satisfante.

3. Comme chaque aire est en principe composée par un
groupe de générateurs avec cofits marginaux opératoires diffé-
rents, il est nécessaire d'imposer qu'en régime stationnaire,
la production de chaque unité soit telle que le cofit de produc-

tion d'énergie soit minimum tout en satisfaisant la demande

n.

1

z apgi{. > &Py i=1...N
j=1 J i
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Elgerd 1251 propose une stratégie de commande en con-
sidérant les objectifs (1-2) et (3) séparément. Tout d'abord il
est déterminé une premiére boucle de réalimentation, avec un temps
de réponse de quelgques secondes, par la solution de la commande
décentralisée "Puissance-Fréquence" (CDPF). Aprés, pour ne pas
trop changer la dynamique du systéme ainsi commandé€, une autre
boucle est mise en place mais avec un temps de réponse d'ordre

de quelgues minutes pour satisfaire 1l'objectif 3.

Dans ce chapitre nous allons adopter la stratégie
suivante : tout d'abord, ncocus allons déterminer les consignes
des générateurs de telle fagon que l'objectif 3 soit satisfait
et aprés nous allons optimiser & la fois les deux boucles de com-

mandes deécrites ci-dessus.

IV-2-1, LE MODELE LINEAIRE CONTINU POUR UNE AIRE

Tout d'abord, une aire est définie par un ensemble de
générateurs cohérents 1251 c'est-a-dire tels gue, une variation
de charge en tout point du réseau entraine une variation de fré-
quence en leur sortie égale en premié&re approximation. Suivant
Elgerd 125! , nous allomnsconsidérer un modé&le linéaire pour

l'ensemble "Turbine-Générateur-Commande de vitesse" :

R-1
i

1] 1 i)
+ 9 t

Figure IV=-1, Un groupe "Turbine-générateur-commande vitesse"
de 1l'aire (i)
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cll les variables indiquent :

éfi(t) : la variation de fréquence de l'aire (i) (Hz)
Gng : la variation de puissance produite par le jéme géné-

rateur de l'aire (i) (pu MW)

apij : la variation de puissance demandée au générateur j
de l'aire (i) (pu MW)
D'aprés la figure antérieure, on peut voir gue si on
considére 6Pij = 0 et Fi(S) = £ 6fi(t)) = éfﬂ/s (échelon

unitaire) alors

6T
fi3 T T =9
577

i

(Hz/pu MW) (1)

ol les variables avec une barre supérieure correspondent aux va-
leurs en régime permanent. De plus, si ani correspond 4 la

buissance totale générée par l'aire (i), alors
n

i
8P = X SPE. et de (1) vient
94 j=1 J
5P ny
oo % 5 gl (2)
i F i]

Suivant 1231 , apraés une perturbation de charge 8P
sur l'aire (i), l'équation de balance d'énergie dans cette aire -
s'écrit

8F_ - 8P, =~ &P = k“l(Sf.+T _— afi) (pu MW)

g, d P, i p

. tie,i . dt
i i i i (3)

oll :

GPg : est la puissance totale générée par l'aire (i)
apdl : est la variation de charge sur l'aire (i)

aptie i : représente la puissance "importée" ou "exportée" par
r

l'aire (i) avec les aires adjacentes
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Dans les équations (1-3) nous avons consid&ré& une ca-
pacité maximale de génération Pr. en MW (base de l'unité pu MW).
i

Alors d'aprés (3) et le modéle linéaire pris pour re-
présenter les générateurs, nous avons l'ensemble d'équations dif-

férentielles qui définissent la dynamique d'une aire

[ ]
T 8f, + 8f, = k_ (8P_ - &P, - &P, . .)
P; i 1 Py g3 di tie,1
nl
sp = I spﬁj
1=l i=1...N (4)

t
v . 802, + 59, = x5,

i3 %13 ij ij

{

9 %%, + 5x°. = &pC.- R.L  sf.

ij ij ij i i i

Nous devons noter que le systdme linéaire ci-dessus
a £té obtenu par linéarisation du processus réel autour d'un
peoint d'opération connu a priori 1251 et donc les conditions

initiales de (4) sont

8£, (0) = aptie'i(O) =0
i=1l...H, j=l...ni (5)
g = e =
apij(o) = axij(O) =0

Considérons maintenant une aire isolée, c'est=-d=-dire

c _
tie,i ij - 0,

j=l...ni, alors pour une variation de demande en échelon d'am-
plitude &P

&P = 0 et sans commande sur ses générateurs : &P

nous avons

d I
i
n.
— l -
8f, =k * &P9. - 8P
Pil 5=1 1 i
(6)
559, = s%°. = - r7L  &E,
ij ij ij i

finalement, 3 partir de (2) =t (6) nous avons

8P

dy -1 -1
—= —-(k + R.,7) = - 8. {pu MW/Hz) (7)
6fi Py i i
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ce paramétre ﬁi est appelé "Area frequency response characteristic"
(AFRC) .

Nous pouvons maintenant définir une autre variable qui
va jouer un rdle important dans les sections Ssuivantes, c'est

1'Area control error", définie par la relation

ace, = 6Ptie,i + Qi Bfi {8)
D'aprés Elgerd 1251 , en pratique, nous pouvons mesu-

rer la variation de puissance demand&e ou fournie 8P ar

tie,i P
toutes les aires du réseau. Toutefois 1'industrie spécifie que

la commande soit établie 3 partir d'une combinaison linéaire qui
est exactement l'acei. Comme nous allons le voir, d'aprés les ré-
sultats numériques de la section suivante, 1'introduction de (8)
cause toujours une détérioration de la valeur optimale du cri-
tére choisi. Ce fait a &té& observé &galement par Elgerd et Fosha

1261 .

IV=-2-2, LE PROBLEME DE REGULATION DECENTRALISEE
"PUISSANCE-FREQUENCE"

Soit Ji l'ensemble d'indices correspondant aux aires
directement connectées 3 1'aire (i) au travers de lignes de trans-

mission, alors nous avons 1251

&P . , = Z &P, . .
tie,i jEJi tie,ij
(9)
I
= I T, . (8f,-58f.)dt
jeJi I (% 1 J

ol Tij est un coefficient dit de synchronisation, Soit

aPtie,i = 'Z Tij(afi—afj)

£
(10}
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Donc le modéle linéaire du réseau est représenté par
1'ensemble des équations (4) avec les conditions initiales (5)
gqui donnent le comportement dynamique des aires et par 1'équa-
tion (10) gui fournit le comportement dynamique des variables

d'interconnexion.

Pour satisfaire les trois objectifs dé&crits, nous pro-
c P . -
posons gue la commande aPij sur chague générateur solt composée

de deux parties

5. = - 5P, - &I, . j=1...n,, i=1l...N (11)
ij i 1] 1
ol aPi et SIij gsont respectivement la partie proportionnelle

et intégrale de la commande (contrdle PI}. Considérons donc

1 2
6Pi = kp. aptie,i + kp. afi
1 1 (12)
5I, . = _ft kL. sp + k2, sf, + x_ . (609.-889 )at
ij = 0 Ii © tie,i Ii i Iij ij ij

~9
ol aPij indique la valeur optimale du probléme de "dispatching
optimal".

Il est évident qu'a partir de (12), si on considére

les contraintes linéaires

1 2
.k -k =0
g Py Py
{(13)
1 2
Bi in in =0

alors les parties proportionnelle et intégrale de la commande

peuvent &tre écrites directement en fonction de l'ace.l :

8P, = kl ace
i pi i
N (14}
s1.. = [ xl.ace. + x_, . (509, - s89.)at
i] 0 Ii 1 Tig 13 ij

Nous sommes maintenant en mesure de formuler le pro-

bléme de la "Commande Décentralisée Puissance-Fréquence" : Trouver
. 1 2 1 2
les k . . i= )=
gains pi, kpi, kIl' in, inj pour tout i=1...N, j—l...ni
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tel que
n
N i
= f 6f +8P ie i+riapf_ + = {(apg -.spg 2
i=1 0 ’ i=1 SRS
r.
T 5i‘.2.;} at (15)
n, i]
1
sous {(4), (5), (10), (11) et (12)}

ol r, > 0 sont les pondérations sur la commande. Bﬁg est donné

par la solution du probléme

i
. g
min i Cij(GPij)

i=1...N (16)

Nous avons considéré en {15) une pondération 0< r;<<1
sur les parties proportionnelle et intégrale de la commande 51m—
plement parce que ceci implique que les gains optimaux, solutions
de (25) sont finis. Néanmoins nous pouvons considérer r = 0,
i=1...N avec des contraintes de borne sur les gains correspondants.
Comme nous 1l'avens vu dans le chapitre précédent, 1'algorithme
présenté est aussi avplicable dans ce cas 13.

La mise en place de 1la structure de commande proposée
prend comme hypothése qu'il est possible de mesurer a chaque ins-
tant les variables af 6Ptle ; et GPEj j=1...N ce qui est une
hypoth&se réaliste (Elgerd l25|). En régime permanent, on a a

partir de (4)

8, = 8P, = 8P, = 0
(17)
8P.. = BX-. = - 5T, . =6f>.g
1] 1] 1] 1]

et comme le probléme (15) est un probléme linéaire quadratique,
Si on considére stn, ch et ueR" comme &tant les variables

d'etat, de sortie et de commande du systéme global, avec
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Vo 9 _sn9 e _ .89
x' =[sf ,8p7 -8b),, 8%, -8&D

~g q_ﬁg
11 11’ 1 +ér &8P &p

11780, T0F7 /8P 5=8P 75, .n.

er BPLig qreeee]
v o g _ 39 g _sp9d
y [6fl,6P11 807, . 8P, 5P12,...,5Ptie’1,...] (18)
' - [ ]
u' = [5?1, 81,1, 81 5,0, 8P5,...]

i=1 i=1 T i=1 *t
le probléme (15) peut s'écrire sous la forme
o
min -[ (yv'y + u'Ru)dt
keq(S) 0
X=Ax+Bu x(0) = Daﬁg (19)
y=Cx
u = -ky

ol aﬁé = [Sﬁf& ’ 6@?2 ,...] est le vecteur solution du probléme
(16) et Q(S) est l'ensemble de décentralisation dé&fini par

mxr

Q(s) = {kER /k=bloc diag (kl""’kN)} {20)

d'aprés la structure de commande choisie (12}, chague &€lément

de la matrice bloc-diagonale ci-dessus a la structure suivante

- .

K2 0 0 ... k!
Pi Pl (21)
2 1 n.+1l,n.+2
ki = in inl 0 ... in eR T i
2 1
in 0 inz e in
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Finalement la commande décentralisée obtenue a partir
de l'acei reut étre obtenue var la solution de {19) si on con-
sidére ke€(S) N I'(8) olt I'(S) est défini par

r's) = {ki/kiHi -0 i=1...N } (22)

ou Hi = [—l 0....0 Bi] est obtenue directement 3 partir des

contraintes (13).

Donc le probléme global (19), avec actuellement les
contraintes linéaires (22) est exactement du type considéré
dans le chapitre antérieur et donc peut &tre résolu par la mé-

thode developpée auparavant.

Nous devons finalement noter que notre définition des
variables d'état (18) rend le systéme global (19) d'ordre non

. . - . _
minimal car d'apras (10) et du au fait que Tij = (Pr./Pri)Tji
Vi, J

a N N

dt iil Pri 6Ptie,i = 121 . fJ.PriTij(afi-af') =0

JEdy (23)

et donc

N

r p &P, , .= 0 vt = 0 (24)

. I, tie, i

i=1 i

ce qui permet d'écrire 1la puissance d'une aire quelcongue com-
me fonction de celles des autres et diminuer d'un le nombre des
variables d'état.

Finalement en (10), les matrices B, D et R sont des
matrices bloc~diagonales et A est une matrice pleine. Elles
sont facilement déterminées 3 partir des paramétres et de la
topologie de chaque réseau particulier. Dans la prochaine sec-
tion nous fournissons ces matrices pour un réseau de deux aires

interconnectées prises pour notre essai numérique.
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IV-2-3. QUELQUES RESULTATS NUMERIQUES

L'exemple retenu pour nos expérimentations numériques
est celui donné dans (Elgerd et Fosha 126t), (voir aussi Geromel
et Bernussou 1341).

Considérons donc 2 aires de puissance (N = 2) intercon-
nectées chacune composée d'une unité de génération (nl=n2=l) avec
les données numérigques suivantes

Pr = Pr = 2000 MW

1 2
g _— m9 =
Tll T21 0.08 sec
t _ ..t _
T11 = T21 = 0.3 sec.
Ry = Ry, = 2.4 Hz/pu MW
(25)
T =T = 20 sec.
Py Py
k =k = 120 Hz/pu MW
B D /P
1 2

le = T2l = 0.545 pu MW/Hz

51 = 62 = 0.425 pu MW/Hz

8P, = 0.01 pu MW 5P, =0

1 2
Dans ce cas, évidemment (16) implique aﬁfl = 6Pd et

- : : !
P, = 0 et (24) implique que BPtie,l + 6Ptie,2 0 alors le
probléme (19) a 9 variables d'état, 6 variables de sortie et

4 variables de commande
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_ -
5f a _
g _s29 5
8P1,=8P7, £
e .= g _z39
8Xy,-8P7, 8P =8P,
~g
5 5P .
8 ,%8P1, Piie,1
X = 6f2 ;Y = 6f2 H
g — Ag !
8P5178P3, 5pd _s77
o .. 21797
5x° 8P
21 Agl 8P 1
51, +58J i ]
BPtie,l
L -
5P,
51
u = 11 (26)
5P,
51
21

alors, d'aprés (26) on peut obtenir facilement :

1 0 0 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 0 0 o0
c= |0 0 0 0 0 0 0 0 1
00 0 0 1 0 0 0 o0
0 0 0 0 0 1 0 0 o (27)
[ 0000 0 0 0 0-1|
[0 121 ) 00 0 0 o0
D'=
0 0 0 0 0-1-1 1 ¢

1l'ensemble de décentralisation défini en (20), dans ce cas parti-

culier est tel que chaque bloc doit avoir la structure suivante
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1
p .
1 1 i=1,2 (28)
1
I

1a matrice R du critére a été choisie : R = 0.1 I et la dynami-
que du syst2me est donnée a la page suivante. Nous pouvons ré-

écrire (19) dans la forme matricielle suivante :

[s 0]
min J (k) =f Tr {(C'C+C'k'RkC)X(t)} dt
0
ke’ (29)
X(t) = (A-BKC)X(t) + X(t) (A-BkC)'
X(0) = Dapgapg'n' = D&PdﬁPéD'

Comme nous avons vu dans le chapitre antérieur,
la solution optimale de (29) dépendra du vecteur de perturba-
tion de charge &P4. Pour gliminer cette dépendance nous allons
considérer an comme étant un vecteur de variables aléatoires
(ce qui est tré&s réaliste) gaussiennes avec E{&P 5P'} =1,

a
dans ce cas X{(0) = DD'.

Nous avons résolu le probléme (29) avec l'algo-
rithme fourni dans le chapitre antérieur pour 4 cas différents,
chacun avec un ensemble différent de contraintes pour la matrice
k (voir tableau ci-aprés). Pour ces 4 cas, nous avons choisi

pour initialiser l'algorithme au pas 1 la matrice

o 0 o0 0
1»3101
k™ = 0 0 0 (31)
0 B 0 1

Cette matrice est telle dque ;NA—Ble)CC— et klen(s)ﬂr(s).
D'aprés les résultats du chapitre antérieur, la matrice gradient

par rapport 3 k de la fonction objectif en (29) est donnée par
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aJ (k \ \

D=2 frre - BRI} ViKIC

(A=BKC) 'P (k) +P (k) (A-BkC)+C' (I+k'Rk)C = 0 (32)
(A=BKC) V (k) +V (k) (A-BKC) "+DD' = 0

Au pas 3, les opérateurs de projection sur 1'ensemble

Q(s) et I'(S) sont facilement obtenus : l'opé@rateur de projection

sur Q(S) est simplement une opération de bloc-diagonalisation et
sur I'{S) il est donné par

HF = (.).bloc-diag(Pl,Pz) {33)

ol Py i=1,2 sont donnés par

2 0 8
61 i
p,=—2 _ | o 1 o (34)

i 2
1+ 8
i ﬁi 0 1
D'aprés les r@sultats obtenus et fournis dans le ta-
bleau ci-dessus nous avons fait la simulation du systéme en étu-
de (voir figures IV-2, 3, 4 et 5) et nous pouvons remarguer guel-
ques aspects :

1. Dans les gquatre cas gue nous avons considérés
(2-5) nous avons baissé la valeur optimale du critdre (en prenant
comme référence le cas 1) mais dans le troisiéme cas, en 20 sec.
de simulation, les écarts de fréquence dans les deux aires ne sont
pas arrivés au point d'équilibre ce qui est inacceptable dans un
systéme réel 1251 ,

2. Les cas 2 et 4 ont a peu pré&s la md&me valeur du
critére et les m@mes trajectoires, ce qui implique que la bouclage
de la variable d'état correspondant 3 la puissance produite sur
chague générateur ne permet pas une amélioration du transitoire
du systéme. Il faut noter qgue dans ces cas, nous faisons la com-

mande & partir de afi et &P et non 3 partir de l'acei.

tie,i
3. 81 on compare les cas 3 et 5 ol nous avons imposé
que la commande soit faite & partir de l'acei, nous pouvons remar-

quer que dans ces deux cas la, la boucle de puissance joue un réle
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tréds important car c'est alors elle qui permet une améliocration
sensible du transitoire du systéme. Donc, nous pouvons conclure
que si on veut faire la commande sur chaque aire 3 partir de son
ace, alors il est nécessaire d'introduire dans le processus d'op-
timisation le paramétre correspondant & la boucle de puissance

produite sur chaque générateur de chaque aire.

4, Nous avons pu constater que dans les quatre cas
traités, a chaque itération la paire (A-BkC,D) é&tait commandable.

Ceci implique qu'ad 1'optimum (A-Bk®°C)cCC™.

V-3, LE ProBLEME DE “CDPF” avec LE MobiLE DynAMIQUE DISCRET

Comme nous avons pu le constater dans les sections
antérieures, le modéle dynamique d'un réseau d'énergie électrique
a une structure tré&s favorable pour 1'application des mé&thodes de
décomposition pour calculer la matrice gradient par rapport aux
gains de commande locaux (voir section III-2.8). Pour simplifier
considérons le cas n,=1, i=l...N (le cas n. > 1 peut 8tre égale-

ment considéré) alors si on pose

x} = [Bfi, 5Pgi—5fvgi, sxei—af’gi, 5Ii+5f>gi]

v} = [afi, apgi—aﬁgi, 8P o i

2y = [aPtie,i] i=1..N (35)
ul = [5Pi, aii]

Nous pouvons réécrire les équatioﬂs {4, 10, 11, 12) sous la forme

. Loy ] Ll
x; = Aixi + Biui + Dizi xi(O) = X:q
. ot
2, = Z By z,(0) =0 (36)
Jjed,
i
i7i
Yi =
z.
i
u, = - k.y
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oll les matrices en (36) sont données par

-1 -1
-7 k T 0
P; Py Py 0 0
N o -rt o oTh 0 5 0 0
Al= i i Bi =
-1 - - - -1 0
Rl o, ol gl Ty
L9y 9i 93 1
0 -1
0 0 0 0
=~ -1 '
D! =[-k_ T 0 0 0 x,. =10 -1 -1 1]8&pP (37)
i P; P; ] i0 [ ] di
2 1
[1 0 0 0} N 0 kg
= . = 1 1
€1 T * 2 1
0 1 0 0 kI k; kg
1 1 1
A, =02 Ty 00 0] By o= [-Tij 0 0 0] jeJy

jed,

Nous allons modifier légérement le critére (15) en
faisant r, = 0 mais alors afin de ne pas obtenir des gains de
contre réaction trop grands nous allons imposer des contraintes
de borne sur ces gains ce gqui est ré&aliste d'un point de wvue
pratique. D'autre part, compte tenu de la dynamique du systéme
plutét que d'optimiser sur un horizon infini nous allons le pren-

dre fini (de l'ordre de 20 s.).

-

Le probléme s'écrit :

~

N T
min 2 (xjcleixi+zizdt = J(k) (38)

g <
k. = k. - k.

sous (36)
Nous devons ajouter en (38) la contrainte de struc-

ture sur les gains ki donnée par (37) et éventuellement, la con-

trainte que la commande soit générée 3 partir de l'acei.
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Comme dans la section ITI-2.8., notre propos est d'ob-
tenir la matrice gradient dJ/dki i=1...N par la méthode de décom-
position duale, nous allons discrétiser pour cela le modéle conti-
nu (36).

Considérons l'approximation
L ]
X, = (xi(t+5t) - xi(t))/Bt (39)

.+
et notons XE 1

xi(t+6t) et XE = xi(t) alors (38) se transforme
en

N T-1
min _ J(k) = > D at{ HCix§"2+uz§H2 }

. £ k, £ k., i=1 t=0
=i i i
xt+1 = A . X, + B,u, + D zt xg = X
i i iTi i i0
SEtl 25 4 > a.. xt zq =0 {40)
i i . i) 3 1
JeJ,
1 t
Cixi
t _ _ t . t _
By ST Ryy S S
i

ol A; = I + atKi ; By = 8B, ; D, = 5tD, et T = T/st. Considérons
k. partitionné de la fagon suivante : ki = [ki kg] tel que

I | t 2.t ,
u; = kicixi kizi donc nous avons (voir paragraphe III-2-8.)
T-1
éET = -5t x B! abxit ¢!
Kk t=o 1t 2
(41)
T=1
oL — - st z B! Ab gt
ok t=0
1
et finalement, d'aprés la dé&finition des variables de sortie de
chaque sous-systéme yE, il vient
T-1
az  _ _ , Wttt .
ax; 5t éé% B! Ay, i=1...N (42)
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Finalement, il faut noter que AE est la variable duale
optimale associée aux contraintes dynamiques de 1'état (XE) du ré-
seau en (40) et peut 8tre déterminée pour ki fixé par solution du

probléme

N T-1 £

min z =z Hcixiﬂ + Nz,

zt i=1 =0

1

t+l 1 t 2, t L.
X/ —(Ai BikiCi)xi + (Di Biki)zi i=1,..N (43)
z§+l= zF + X A..XF

. i] ]
JEJi

Ce probléme est du type linfaire guadratique et sa
solution optimale peut &tre facilement obtenue par dualisation
de la contrainte de couplage (ZE)‘ A ce moment 13 nous aurons des
sous problémes linéaires guadratiques découplés i résoudre ce qui
peut &tre fait en paralléle au niveau de chagque aire. D'autre
part, la solution de ces sous-problZmes est obtenue indépendem-
ment par sclution de problémes a deux bouts bien connus et & la
convergence de la coordination nous pouvons obtenir immédiatement

les variables AE utilisées dans (42).

Nous penscns que l'obtention de la matrice gradient
en (42) par cette méthode est particuli&rement intéressante car
dans ce cas zz est scalaire et la fonction duale obtenue par dua-
lisation de la contrainte de couplage en (43) a une dimension la
Plus réduite possible ce qui est un fait trés favorable pour son
application .

IV-4, CoNcLusION

Dans ce chapitre nous avons appliqué lesg algorithmes
développés dans le chapitre antérieur sur un probléme de conduite

optimale d'un réseau d'énergie é&lectrigque,

Aprés la modélisation de 1la dynamique, nous avons pro-
pos€ une commande relativement plus complexe que celles é&tudiées
auparavant en ce sens gu'elle fait intervenir 1le probléme de
"dispatching optimal". Les essais numériques effectués ont montré

que méme pour un probléme relativement modeste le temps de calcul
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est assez important. Ceci est une caractéristique des mé&thodes de
type gradient d convergence lente prés de l'optimum. NEanmoins
cet inconvénient est relativement compensé par le fait que la mé-

thode fournit & chagque pas une solution admissible (stabilisante).

Le temps de calcul est aussi grandement pénalisé& par
le fait gu'il est nécessaire de résoudre deux Equations matriciel-
les de Lyapunov, ce qui nécessite 1'utilisation des algorithmes

trés performants pour cela.

Une maniére de contourner ce dernier inconvénient ré-
side dans le calcul des matrices gradients par décomposition.
Dans ce cas, le calcul passe par la résolution de problémes 3
deux bouts pour lesquels existent des méthodes bien connues et
gui sont de dimension é&gale & la dimension des sous-systémes. Il
faut également remarguer que dans ce cas on peut utiliser une

structure de calcul paralléle.



CONCLUSION GENERALE
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Dans ce mémoire nous avons principalement abordé deux

problémes intéressant les systémes dynamiques interconnectés :

- un problé&me d'analyse : Etude de la stabilit& des
systémes dynamiques interconnectés au moyen des fonctions de
Lyapunov vectorielles avec application du principe de comparaison

- un probléme de synthé&se : détermination de régula-

teurs 4 structure décentralisée (plus généralement 3 structure

contrainte) .,

Le chapitre premier constitue une introduction des
deux chapitres suivants, Dans une premi&re partie nous avons rap-
pelé quelques résultats concernant la deuxiéme méthode de Lyapunov
et présenté le probléme de l'optimisation des conditions de sta-
bilité obtenues dans 1'approche "fonctions de Lyapunov vectoriel-
les", probléme qui est traité au second chapitre. La deuxi&me
partie est consacrée a une discussion sur le cheix d'une structu-
re de commande avec sa structure de transfert d'information asso-
ciée, ce choix est guié par la prise en compte du cofit d'implan-

tation de la structure.

Dans le deuxiéme chapitre, le probléme de 1l'cbtention
du systéme de comparaison "optimal" a été abordé, 1'optimalité
étant définie par rapport aux conditions de stabilité (minimisa-
tion}. La solution du probléme passe par la résolution de problé-
mes d'optimisation paramétrique au niveau de chaque sous-systéme
{dimension réduite). Ce résultat a &té appliqué ensuite au pro-
bléme de la synthé&se au moyen de fonctions de Lyapunov vectoriel-
les de commandes décentralisées stabilisantes et nous avons dis-
cuté des possibilités et lacunes d'une telle approche. Dans ce
chapitre nous avons également donné de nouvelles bornes pour la
solution algébrique de 1'é&quation de Lyapunov, bornes qui se sont
révélées sur de nombreux exemples meilleures que celles dé&ji four-
nies dans la littérature.

7 Dans le troisiéme chapitre nous nous sommes intéressés
d la commande et a l'estimation d'état 3 structure contrainte,
plus particuliérement décentralisée. Une contribution a consisté

d développer une maniére simple pour le calcul de gradients ma-



190

triciels utilisés dans le développement des algorithmes numériques
proposés. Nous avons fourni des conditions suffisantes permettant
d'assurer qu'a la convergence de l'algerithme proposé&, la commande

décentralisée est stabilisgante

Nous avons également regardé le probléme de la dépen-
dance de ce type de commande vis 3 vis de conditions initiales.
Nous avons pour cela généralisé une idée de Kalman et Bertran 139

qui consiste 3 optimiser "le plus mauvais" des cas.

Dans ce méme chapitre nous avons aussi montré que,
sous quelques hypothéses, nous pouvons déterminer les filtres de
Kalman décentralisés pour estimer 1'état de chaque sous systéme.
L'obtention d'un filtre "sans biais" impose gquelques contraintes
linéaires sur les gains de chacun de ces filtres. Ce probléme peut

8tre résolu par les mémes algorithmes développés pour la commande.

Finalement, le gquatri&me chapitre est entiBrement
consacré & l'application des résultats obtenus sur le probléme de
la commande décentralisée "Puissance-Fréquence" d'un réseau

d'énergie électrique.

Les contributions que nous pensons avoir apportées
dans ce mémoire laissent bien entendu de nombreux points ouverts
dans ce domaine complexe gue constitue la "maitrise des systémes
interconnectés". Parmi les points qui nous semblent &tre une ex-
tension plus ou moins directe de notre travail et sur lesquels

nous envisageons de poursuivre notre effort, citons :

- L'obtention de conditions de stabilité optimales
dans 1'approche "somme pondérée"

- La résolution de problémes de commande avec res—
trictions iscparamétriques

- Le precbléme de commande modale

-~ La résolution du probl&me faisant intervenir esti-

mation et commande conjointement.
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