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���� #��� �� 	����
�� ����2��� ������
���� 4 #���
� ��

����� �� ������� �����
���������

5
+������ �2�2� <5
+������ �*�� ��
������=2 -�
� Ω �� �������� ��
��
�
���< H
��� !��
��� �� 	������< H ��� ��� �
����	�
� �
 (

G Ω ∈ H
G ∀ M ∈ Ω< NMO ∈ H
G ∀ 3< A ∈ H< 3 ∩ A ∈ N3< A< ∅O< 	���� 4 �
�� ��� ���� 	������ ���� ��
� �
�2�
����<

��
� 	�������� ����� ���� ��������

6��� �� ����
�� �� ��������� ��� �������< ��� �������� �
�
�
��� �� 	����
1	��
�� ���

��� #�
�	
#������� ������##��� ���� ��� ������ � � ��� �������� �
�
�
��� ���� 
�����
���

�� #��	/���� 4 	����� 
�����
�� �� 	��
� �� �� 	����� 4 �
�
��� �� �� #���
�
�������� ��

	���� 	������ 6
8������� ������)
�� �� 	��
� �� 	������ 4 #����)�� �� �� #���
�
�������� ��

�� 	����� 	��
�
� ��� ��� #��#������ ��� ������)
�� ���� #��!�
� ���
���
���< #��!�
� )�
����

#�� �� ���	
 ���#�
�
���
��� ��� �������� ��
�
���� ��� 	�
�/��� ������ �� ������� ��

������� ������ ��� ��
����
� �� �� �
��/��� #��� ������� �� ����
�� ����� #���
�
���

	
�
�����
�

�� �������� �
�
�
���< 	���� ������ ��� �������� �� ��������� �� �������< #������

���##�
���� 4 ���� ��#�� �� �������< ��� �������� 
��
�
���0���
����� �� ��� �������� ��

�
��
�
���
����

 ���)��
���� )������ ����� ������� �
�
�
�� � �� !���� ��
����� (

������
�����	�

P1 = Ω H

k ← 1 H

���� �� k < n Kn ����� �� ������ ����� ��
��
�
���L �
	�� (

�1
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�� 	��
�
� C ∈ Pk

�� ������
��� KC1, C2L ��� #���
�
�� �� C

�� Pk+1 = Pk∪ NC1, C2} − {C}

�� k ← k + 1 H

��� ���� ��

�� �
8������ ��)��
����� �
�
�
!� �� 	����
1	��
�� �� �
��
�)���� #�� (

G �� 	��
� �� �� 	����� C 4 �
�
��� 4 	����� 
�����
�� H

G ����)��
���� �� #���
�
�������� �� �� 	����� C �� ���� 	�������

"���
���� ������)
�� ��� ��� ������##��� #��� �������� 	�� ���� #����/��� ��2����

��� �������� �
�
�
��� �� 	����
1	��
���

/ ����� � �� ����� 7 ������

P 	����� ���#� k �� ����)��
���� �
�
�
! �� 	����
1	��
��< �� � ��� #���
�
�� Pk �� k

	������ �� Ω< Pk = (C1, C2, ..., Ck) ��� ��� Ci ∩ Cj = ∅ ��
⋃

i=1,...,k Ci = Ω� P 	�����


�����
�� ����� ��� #���
�
�� �� k 	������< �� ��
� 	��
�
� ��� 	����� �1� �� �� �
�
���

�� 2 ����0	������ #��� �����
� ���	 Kk + 1L 	������� "���
���� ������)
�� �� 	��
� ��� ���

������##��� (

G �
�
�
�� �� ������ ��� 	������ ( 	���� ��� ������)
� #���
	��
/������ �
�#�� #�
��������

	���
��� 4 �� #�� !�
�� �� 	��
� �� 4 �
�
��� ������ ��� 	������ 4 	����� ���#� H

G �
�
�
�� ����� ��� 	���	���
��
��� ( 	���� ��� ������)
� ��
 	���
��� 4 �
�
��� ���

	����� 4 	����� 
�����
�� �� !��	�
�� ����� 	���	���
��
��� ��1�
� ���
���
������<

�� 	� ���� �� ��� ��
��
	�� ��� �
����	�
� �� ��������� �
��
 �� ������� ��� #��
���

���� �������� @�� 	���	���
��
��� ������� ��
�
��� ��� �� �
��/���� 9�##����� ��� ��

�
��/��� ����� 	����� ��� �� #��� )����� �
��
�
���
�� ����� ���� 
��
�
��� �� 	����

	������ �� 	������ ������ �
��
 
��
	��� #�� ����� �
��/���� H

G �
�
�
�� �� �� 	����� ��
 �#�
�
�� �� #���
�
�� ( 	���� ��� ������)
� ��
 	���
���

4 	��
�
� �� �
�
��� �� 	����� ��
 ����� �� ��
������ #���
�
�� �� ���� ���� 	�
0

�/�� ���������
�� :� -�
� Pm = (C1, C2, ..., Cm)< ��� #���
�
�� �� � 	������ ��

Ω� -
 �� �
�
�� ��� 	����� Ck �� ���� 	������ (C1
k , C

2
k)< �� ���
��� �� #���
�
��

Pm+1 = (C1, C2, ..., Ck−1, C
1
k , C

2
k , Ck+1, ..., Cm)� � 	��
� �� �� 	����� Ck 4 �
�
���

��
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�� !�
� �� �#�
�
���� �� 	�
�/�� W (Pm+1)� %� 	���	�� ���	< #���
 ������ ��� #��0

�
�
��� �� m+ 1 	������< ��������� �� �� �
�
�
�� ����� 	�����< 	���� ��
 �#�
�
�� ��

	�
�/�� :�

����� �2�2�2 �� 	� �� �
��� ���� 
� ��� ��� ������� �����
���	� � ������� �

W (Pm) =
m∑

k=1

Q(Ck) K�����L

	� Q(Ck) ���
� 
� ��
��� �� 
� �
���� Ck !	����	� �"	���� �� ������� �� �
����
Ck �� # �
����� C1

k �� C2
k $ 	� � �

W (Pm+1) = W (Pm)−Q(Ck) +Q(C1
k) +Q(C2

k) K�����L

%	�� 
� �������	� Pm+1 �� 	������� W (Pm+1) ��	������ ��� ������	� �� 
� �
����
Ck �� 	������� 
� �������	� � ������� Q 
	���	� ������ Ck �� ��& �
�����$ �����'
('���� 
� ����� ������� �

∆(Ck) = Q(C1
k) +Q(C2

k)−Q(Ck) K�����L

6��	 #��� 	��
�
� �� 	����� 4 �
�
���< 
� !��� ��1�
� ��� � #���
�
��� �� ���� 	������<

��� � 	������ �� Pm< #�
� �����
� 	���� ��
 �#�
�
�� ∆(Ck)�

/ ��������������� �*�� �����

�� ��
��� #���
���� �������� �
�
�
��� �� 	����
1	��
�� �� �
8������� ������)
�� �� #��0

�
�
�������� ����� 	����� � �� ����0	������� @�� �##��	�� ��������� ��� �� �
�
�
�� �����

	����� � �� � 
��
�
��� �� ���� ���� ��������� ��� �
��� ���� �� �
�
�
���� �� 	�
�/��

��
����
� 
����	����� W �

W =
∑
Ck

I(Ck)

����� �##��	�� ������� ��� 	���
�����
�� �� ������ ��� �
#���
�
��� #���
����� ����0

�����
�� 	��#�/�� �� ������ ��� �
#���
�
��� �� n 
��
�
��� 	����
� 4 ������� �� ����
��

�� K2n−1 − 1L �
#���
�
���< 	� ��
 ����� #�� #���
��� #��� �� n )����� 31� �� ����
��

	���� 	��#���
��< ��� �##��	�� #��#���� ���� �� 	�� ��� ���
����� �����
���
���< ��� ��

�
�
��� �� 	����� C ����� ��� �����
�� �
��
�� �� �� !���� Q Yi ≤ c R Q< ���	 Yi ���

���
���� �����
���
�� �� c �� ������ �� 	��#���� -
 �� 	����� C ��� 	��#���� �� n 
��
�
0

���< #��� 	����� ���
���� �����
���
�� Yi< 
� � � Kn− 1L �
#���
�
��� KC1, C2L �
8�������

��
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���
��� #�� 	� #��	����� �� �
�
�
��� +� �8��< ������� ��
� �� #�
�� �� 	��#��� �����

���� ��������
��� 	����	��
���< �� �
#���
�
�� 
���
�� ��� �� �,��� �� 	��
� �� #����

��������� Kn − 1L �����
��� #�� ���
���� �1� �� )������ ������ ��� �
#���
�
���< ���� �

����� 4 	��
�
� �� ������ ������� ����� ���� ��������
��� 	����	��
��� 	���� ������

�� 	��#���� -
 
� � � p ���
����� �����
���
���< �� 	��
�
�� #���
� ��� p(n−1) �
#���
�
���

�
8�������< 	���� ��
 � �� #��� #��
�� ������ ��
����
� 
����	������ +� �����	��< #��� ���

���
���� ����
���
�� Yi< 
� � � K2mod−1−1L �
#���
�
��� KC1, C2L �
8������� �
 �	� ���
)��

�� ������ �� �����
��� ����� #��� �� ���
���� �� �����
���

�2�2�2� /*��������� �� ����� ����������� � 0����� � ���

�� 	����� �� >������ ���� 
����� ��� ������� �� "��!������ *� >������< �� ����
���0

�
�� �� ��	�����)
� ��7���
�S
< ��
 � �
� �� #�
�� ����)��
���� ��
 #���� ��� ��� =>����?�

���)��
���� -%5 K-��!0%�)��
T
�) 5�#L< ��� ��
�
�� �� ��� 2���� ���� ��� ����
��� ��0

���
����< ����
��� ���� �������� 
� � !�
� ��� #������� ����� �� ���
� ��/� ��
�
�� #���

�� �
����
���
�� �� ������� ����
�
����
��������� +� �8��< ����� �� !�	���� 4 ��)���#��

��� ������� �
�
��
��� �� ����� �� #������#�� 	���� �� �����
1	��
�� ��	���
���� ��C��

�� 	����
1	��
��< 
� �����
�� �� 	��������
�� �� �� ��#���)
�< ���J �� 	�#�	
�� 4 #����
��

��� ��#��������
��� ���������< ����� �##���� #������#��< �� ��	����� ��!������< ��� ���

	����� ���)��
���� -%5 ��� ���	 �� ��)��
���� ������0��)��
���
�� ��
 #��2���� ����0

#�	� ��� ������� ��� �� ��#�	� �
�	��� �� !�
��� �
����
�� ����� �##���� 	����< �����

L(C,W )� � 	���� ��� 	����
���� #�� �� �������� C �� �������� 
����	�������� ��

	����� ��
�
���� ���� �� #���
��� ���� �� #��� ������� ��� ���
��
� ��)��
���< ���� 	�����

�U�� ��� �		�#� #�� �� �������� P 	����� ������� �� �� 	���� ��� ����	
� �� ��	����

��!����� wc �� ����#�	� ��� ��������W ��� ���	 ���������� �� ���� ��� ��	����� ��!������ (

W = w1, w2, ..., wm�

��##����
���)� �8�	��� #�� ��� 	����� ����0��)��
����
	�� !�
� �� ����� ��� 	�� ��	0

����� ��!������ 	�#���� �� �
��� �� ����
�� �� #�����
�
�� ����02�	���� ��� ��������
����

��� �##����
���)� 
������
� �� 	��������
�� �� �� ��#���)
� �� 
�#��� ��� ���� ��������

c �� r< ��
�
�� #�� ��##��� 4 �� ��#���)
� �
�	�/�� �� �� 	����< ��
��� ����	
�� 4 ����

��	����� wc �� wr< #��	��� #�� ��##��� 4 �� �
����	� 	��
�
� ��� ��� ��������

��
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���)��
���� 	���
�/�� �� ������ �� �������� �� n ��������
��� X = z1, z2, ..., zn ∈
R

p �� �� ����
� �����
� �� ������ �� m ��������� P 	����� ������� c ��� ����	
� ��

�������� ����������
��� �� �� ��	���� ��!����� wc ∈ R
p�

���#�	� �� ��#��������
��< Lc< �� ������� c ��� ���	 ����#�	� R
p� ���#�	� �� ��#�����0

���
�� �� �� #���
�
�� L ��� �� 	���� L(C,W )� ��� ��)��
���� ��� 	��#��
�
! ( ���� �� ��

#��������
�� ���� 
��
�
�� 4 �� 	���� �� ��
 ����	
� �� ������� �� #��� #��	��< 	����040�
��

�� ������� ���� �� ��	���� ��!����� wi ��� �� #��� #��	�� �� ���� �� �� �
����	� ��	�
0

�
���� �� ��	���� ��	�
���� ��
��
�
��� ���)��
���� ��
�
�� �
��
 �� �
����	� ��	�
�
����

d(zi, wc) = ‖zi − wc‖ ����� ��� ��������
�� zi �� �� ��	���� ��!����� wc ∈ R
p�

@�� ����
�� ���	����
��� �� ��� ����
�� ���	� �� ����)��
���� ��
����� (

/� ������ 9���������� � ����)��
���� ��� 	����� ��#���)
���� ��� �� ��)��
����


�����
!� 6��� �� ����
�� ���	����
���< 4 	����� 
�����
�� ��� ��������
�� zi �� ����������

���##����
���)� ��� 	��
�
� ������
������ �� ��� �
����	�� ����� 	���� ��������
�� �� ����

��� �������� �� �� 	���� ���� 	��	������ � ������� c ���� �� ��	���� ��!����� ��� �� #���

#��	�� �� zi �� ���� �� �� �
����	� ��	�
�
���� ��� �##��� ������� )�)���� (

c = arg min
r=1,...,m

‖zi − wr‖

3#�/� ���8�	���
�� �� ��
��
�
�� �� ������� �� #��� #��	��< ���� ��� ��	����� ��!������

��� �������� �� �� 	���� ���� �
� 4 2��� ����� �� �����
�� ��
����� �� ���	���� �� )���
��� (

wt+1
r = wt

r + α(t)KT (δ(c, r))(zi − wt
r)

�J t ��� �� ���#�< zi ��� ����������
�� #�������� �� ������ �� ���#� �< KT (δ(c, r)) ��� ���

!��	�
�� �� ��
�
��)� ������ �� ������� )�)���� c �� T = T (t) �� ����� �� ��
�
��)�

��
 ��	��V� �� 	���� �� ���#�� α(t) ���
)�� �� #�� ���##����
���)�� 31� ��������� ��

	�����)��	� �� ����)��
����< 
� ��� ��	����
�� ��� �� !��	�
�� 1���� �� #�� ���##����
���)�

��	��
��� �� 	���� �� ���#� �� ���
�!���� ��� 	���
�
��� �� ���##���
���
�� ���	����
���

��
������ ( ∞∑
t=0

α(t) =∞ et
∞∑

t=0

α(t)2 <∞

� !��	�
�� �� ��
�
��)� KT (δ(c, r))< ����� ����
 KT (δcr)< ��� ��� !��	�
�� �����

#��
�
�� �� ������
���� ����� !��	�
�� #����� ��
������
�� ��� T���� ��
�W���	� ������

��
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�� 	����� ������� �� ��� !��	�
�� �� �� �
����	� δ(c, r) ����� �� ������� )�)���� c ��

�� ������� r ��� �� 	����� ����� �
����	�< ����� ����
 δcr< ��� )����������� ��	�
�
�����

6��� ��� #���
/��� !����� �� ����)��
���� -%5< �� !��	�
�� �� ��
�
��)� ��
�
��� ���
�

��� !��	�
�� Q������Q ��1�
� �� �� ���
/�� ��
����� (

hcr(t) =
{
α(t) si δcr < T (t)

0 sinon

�J T (t) ��� �� ����� �� ��
�
��)� ��
 ��	��V� ����
 �� 	���� �� ���#��

"��� ����< ��� !��	�
��� )������������ ��	��
�������< ������ ��� ��� !��	�
��� D���0

�
�����< !����� #��#����� 	�� ����� �		��/���� �� 	�����)��	� �� ����)��
����� @� ����#��

�� !��	�
�� 	��������� ��
�
��� ��� �� ��
����� (

KT (δcr) = e
− δ2cr

2T (t)2

������ ��� � 	
� ������ �� ��
����
� 
����� ��������� ���� ����� �� �����
��� �� �� ������ ��� ������
���

������� �������
��
� �� ��
����
 KT (δ) = exp
− δ2

2T2 ���� ������
��� ������� �� �������� T � �� ����

���� �� ���� T ���
� ��� ������� 10, 5, 2, 1, 0.5

� !������ �� �
�� 4 2��� ��� ��	����� ��!������ ��� �� �������� �� ���##��	�� ���	���0

�
��� ���
�� �� 	�
�/�� �� 	����
1	��
�� ��� ���� ���� �
�
�
��� (

1
n

n∑
i=1

∑
r∈C

KT (δcr)‖zi − wr‖2 → min
W

��
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����)��
���� ��� �� ��
���� (

"�������� �

�������������� �

� t = 0

� 	��
�
� ��� 	���� L(C,W 0) 
�
�
��� �� �� ����/�� �� #�
�� 
�
�
�� W 0

��
������ � t = t+ 1

� 	��
�
� ��� ��������
�� zi #���
 ��� n ��������
��� �##�������� 4 ����������

���##����
���)��

� ������
��� �� ��	���� wc ��
������ �� ���� (

c = arg min
r=1,...,m

‖zi − wr‖

� ������
��� �� ��
��� �� ��
�
��)� T (t) �� �� #�� ���##����
���)� α(t)

� ������ 4 2��� �� ����/�� ��� ��	����� ��!������ W ����� �� �
�� 4 2��� ��

����)��
���� �� )���
��� ���	����
��� (

wt+1
r = wt

r + α(t)KT (δ(c, r))(zi − wt
r)

>
��� ��
������ (����*7 �������������

� #���
/�� ���#� 
�
�
��
�� ��� ��	����� ��!������ ����	
�� ��� �������� �� �� 	�����

� ��	���� ���#� 	���
��� 4 ����	�
����� �� 
��
�
�� �� ��
� �� ���������� ���##����
�0

��)� #�� �
��)�< 
��
�
�� ��� ���� #������� �
��	������ �� ������� %� !�
� ����� ������

��
��
�
�� �� 	��#��
�
�� �� !�X�� 4 ������
��� �� ������� )�)����� � ������� ��
 �

���#���� �� 	��#��
�
�� ������
�� �� 	����� ����� T��� �� �� 	���� �##���� ��
�
��)�<

T��� ���� ��������� ���
� �� 	���� �� ���#�� � #���� ��
�����< �
�� �� �
�� 4 2���<

���
1� �� #��
�
�� ��� ��	����� ��!������ �� !�X�� 4 ��� ��##��	��� �� ��
��
�
�� #�������

�� ������� �� �������� ���� �������� #��� ��##��	��� �� ��
��
�
�� �� �����
�� ���
��

���� #��	��� ��� �� 	���� �� ������� ��
�������

@�� ����
�� A��	� �� ����)��
���� ��
��� �� 	���
��� 4 ������ 4 2��� ��� ��	�����

��!������ �#�/� #��������
�� �� ���� ���������� ���##����
���)��

�.
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/� ������ &���� � �� ���
/�� 
����
��� 4 ����)��
���� ��� ����� �����
���� =6	D+&�?<

�� ����
�� ���	� ��� 	����� �� >������ =>����? =*D���? =*�� �? 	��#���� ���� #�����

�
��
�	��� ( ��� #���� ���8�	���
�� �� ��� #���� �� ��#��������
���

��� �� �� #���� ���8�	���
��< �� ��1�
� ��� !��	�
�� ���8�	���
�� f �� ����#�	� ���

������� ���� �� 	���� C< ��
 4 ���� ������� zi ����	
� �� ������� ���� �� ��	���� ��!�����

��� �� #��� #��	�� �� zi �� ���� ����� �
����	� )������
��� ����� dT �� ��
 !�
� 
�������
�

���� ��� �������� �� �� 	���� (

dT (zi, wf(zi)) =
∑
c∈C

KT (δ(c, f(zi)))‖zi − wc‖2

� !��	�
�� ���8�	���
��< ����� fW < ��� ��1�
� 	���� ��
� (

fW (zi) = argmin
r∈C

dT (zi, wr) K�����L

fW 
���
� ���	 ��� #���
�
�� P = {Pc; c = 1, ...,m} �� ���������� ��� ��������
��� �J

	����� #���
� ��� ��1�
� #�� Pc = {zi ∈ X; f(zi) = c}�
��� �� �� #���� �� ��#��������
��< ����)��
���� ��� 4 2��� ��� ��	����� ��!������

�� �� 	����< ���� �� �
�
�
���� ��� !��	�
�� 	�Y�< ����� +< 	������������� 	��
�
�� �

!��	�
�� + ������ ���	 ���������
�� ����� ��� #���
�
�� P �� ��� 	���� ��#���)
���

L(C,W ) �� � #��� ��#����
�� (

E(f,W ) =
∑
zi

dT (zi, wf(zi)) K����$L

� !��	�
�� E ����� 	������ #�� ��##��� ��� #����/����W < �� �
�
�
���
�� ��� �������

#��� �� ������ ��
 ������ �� ���
��� (

∂E

∂wc
=

∑
zi

KT (δ(c, f(zi)))(wc − zi) = 0

%� 	��
�
� #��� 	��� �� ����/�� ��� ��!������ W ∗ ��
 �
�
�
�� E< �� �����
�� ���

��
��� =*�� �? �� ��� ������ #�� (

w∗
c =

∑
r∈C

KT (δcr)Zr∑
r∈C

KT (δcr)nr

K�����L

� 
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�J Zr =
∑

zi/f(zi)=r

zi< ��#������� �� ����� �� ������ ��� ��������
��� ��
 ��� ���

�8�	���� �� ������� r �� nr = card(r) ��#������� �� ������ ����������
��� �8�	���� ��

������� r�

���)��
���� ��� �� ��
���� (

�������������� �

� t = 0

� 	��
�
� ��� 	���� L(C,W 0) ���	 W 0 �� ����/�� �� #�
�� 
�
�
���

��
������ � t+ +

P ��
�����
�� t ���������� ��� ��!������ W t−1 �� �����#� #��	������ ��� 	�����

� ?��� �*�,������� � �� �8�	�� 	����� ��������
�� zi �� ������� c ��1�


#�� f(zi) = argmin
c
dT (zi, wc)

� ?��� �*������������ � ������
��� �� ������� ����/�� ��� #�
��W t∗� "���

	����� ������� c (

w∗
c =

∑
r∈C

KT (δcr)Zr∑
r∈C

KT (δcr)nr

>
��� ��
������ (����*7 �������������

��� ��)��
���� #����� ���	 �� 	������
�� ��� ��
�� �� W 0< W 1<���< W t�

P �����#� �< fW t−1 ��� 1���< �� #���� ���#�
�
���
�� ������
�� �� ������� ����/�� ��

#�
�� W t< �
�
��� ��
��� �� E(fW t−1 ,W )< ����� #�� �� �����
�� K�����L� %� � ���	 (

E(fW t−1 ,W t) ≤ E(fW t−1 ,W t−1) K�����L

� !��	�
�� ���8�	���
�� fW t ����	
�� 4W t ��� ��1�
� #�� �� �����
�� K�����L< ���� #�����

�������
� ��� 
��)��
��� ��
������ (

∀zi ∈ X dT (zi, fW t(zi)) ≤ dT (zi, fW t−1(zi))

-�
� �� ��
�
���� �� ��1�
�
�� K����$L �� E(f,W ) (

E(fW t ,W t) ≤ E(fW t−1 ,W t) K����&L

6�� 
��)��
��� K�����L �� K����&L ���� �
���� �� ������ 
��)��
�� (

E(fW t ,W t) ≤ E(fW t−1 ,W t) ≤ E(fW t−1 ,W t−1) K�����L

�#
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� ��
�� Et = E(fW t ,W t) ����� ��	��
������ �� �
����� #�� T���< ��� ���	 	�����0

)����� ���#�	� ��� #���
�
��� ��� ���������� ���##����
���)� ����� 1�
< �� ������ ��

!��	�
��� ���8�	���
�� #���
���� fW t ��� 1�
< �� ��
�� Et �� #��� #������ ����� ������

1�
 �� �������< ���� ��� ���	 ����
����
��� � ����
�����
�� �� �� ��
�� Et ��� �8�	�
�� �/�

��� ���� ������ 	����	��
!� ���� �)���� +� �8��< �
 4 ��
�����
�� t ( Et−1 = Et< ���#�/�

K�����L ���� ����� ���)��
�� E(fW t−1 ,W t) = E(fW t−1 ,W t−1) ���� �� �����
�� ��
��� ���

W t−1 = W t �� ��
�����
�� t �� ���
1� �
 �� ����/�� ��� #�
��< �
 �� !��	�
�� ���8�	���
��

������� 4 ��
�����
�� t − 1� 6��	 	���� #��� �� 	�� ��� ����� �����
���� =6	D+&�?<

�� �
��� �� ������� ��� ����)��
���� !�
� ��	��V��� �� 	�
�/�� 4 	����� 
�����
�� 2�����4

	�����)��	� =*D���?�

>����� �2�2�2 �	���� 
� 
��� ����� 
�� ���	��� �� ���� ��� 
�������������� ����
������� �� )���"� �	� 	������ (C,Γ) *���� ������� �� )���"� ����� �� ��������
�������� δ �� 
� ����� � �	� �	� �	�
� �� ���	��� (c, r) �� 
� �����$ δ(c, r)$ �	��� δcr$
��� ��+��� �	��� ����� 
� 
	�)�� � �
� �	�� �"���� ����� c �� r ,�	�� +)�� - #. 

Voisinage d’ordre 1 de c�

c�

Voisinage d’ordre 2 de c�

Voisinage d’ordre 1 de c�Voisinage d’ordre 1 de c�

c�c�

Voisinage d’ordre 2 de c�Voisinage d’ordre 2 de c�

������ �� � !������
�����
 �� �� ��������� �������� �"�
� ����� ��������#�� $ ���� ���
���
� ��
���%

���� �� &�'(�' 
����
�� � ���#�� ���
� �������
�� �
 
����
� �

��� ��� ���	���	��� ��� ������� �����	����

� ������ ��� ������� ��#���� ( ��� �
��
���� ��
�!�����
��� ���� 	����	���� 	�����

2��� #�� ��� ��)��
����� 31� ������
���� ����� #��
�
��� 	��	������
�����< ��� �����#�
���

����2�������
 �
���� ��� ��������� 4 ����
���� ���� #����	�
�
�� ��
� ����
 4 ����
����

���� ������)
�� "��� 	���< 
� ��� ��	����
�� �� �
�#���� ����� ��	�
��	���� ��	��
��� �#�	
0

�$



�������� � ������������ �� ������! !"#$���%��!

1���< 	�#���� ���8������ �� ��1 �� ����#���� ��� ������� K���	S�)�L �� ��� ���
�������

K�������L� +� �8��< ����� ��� ��� ����� �� ������� ���� ��##����� ����
���� �� #�
��

�� ��	
�
��< #������ ���� ��� #��)�/� ��	�����)
���� �� ��� 	��	�#�� ����)��
���
�� ���

����� �� ������� ���� 	��	������ ��� �� �������
�� �� #����/��� ������	�
������� -
 ���

��������� ����� �� ������� #��������� �� ���	S�� ��� ������� ��
�!�����
��� ���2����

#��� 
�#������� 4 ��� 	�Y�� �� #��� �� #��� !�
����< !��	� ��� �� 	�������� ��� ��� ��0

������ ��������� 	����
���� �� ���� #��� ���#���� #��� �� ���
������ ��� 
�!�����
��� ��


���
������ �� #��� �� #��� �
	��� �� 	��#������ +� �8��< �� ��#��������
�� ������
�� 	���0

�
��� ��� ������� � �� #����
� ��#����
! �
�
��< ��
 �� #����� #�� �� #������ �� 	��#��

��� 
�!�����
��� 	��#�����< 	���� #�� ����#�� �� ���
��
�� #��#�� ��� �������< ��

��	��� ��� �����
��� �� ��#�����	� ��)
��� ����� ���
������ 6� #���< �� ��#��������
��

�
��
�	�� ��� 
��
�
��� �� ��� 	������ ���� ��������� 	����
���< �� #����� #�� �� ����
�
���

	�� ����
/��� �� �� #��	�� 4 �� �
���� ��������	�
�� ��#��
���� �
����,� �� 	��
� ���

������� ������
���� #��� �����
��� 	� ������ 
�#������ ��
�!�����
��� ��� (

G �� #������ �� 	��#�� ���� �� �����/��< �� ���
�� �� ���
��
�
�� 
���������� �� ��
�

���� )���#� �� �������� �� ������� ������� �� �� �
�
���� #��� ��� 
��
	������

	������� 	��	���� ��� ��� ��������
��� H

G �� #�������� ��� �������� �����
����� ��� ��� ������� �������< ������ ��� ��� ��0

������ �� �
����
���
��< ��� �������� �� 	����
1	��
��< ��	�

�� �������� �� ������� �����	����

+� ������� �� ������� ������
����< ��� ������� ���� ��	�
��� ���� �� ������� �J

	����� 	��� #��� 	�����
� ��� ��������� ��� ������ ����
���
�� �� �����
���
�� ��
���

��
� �)������� �� �������� �� �������< �� 
���������< ��� �
���
���
�� ��� �� �������� ��

������< ��� ��
 �� #�����
�
��< ��� !��	�
�� �� ��� �/)�� �� ��#�����	�� %� �
�� ����� ���

	����� 	��� �� ������� 	���
��� ��� ���������	� ����	
���� �������� �� ������ �������

��	���
�� ���	 �����#���
�� �� ��������� �� ������� 4 ��������� �� ������� ������
�����

�1
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��$�� "� %��������� ��� ������ �����������

� ��1�
�
�� �� ���
���� � ��� ������� �1� �� #����
� ��	�
�� �� 
��
�
�� ��� ���

���
���� #�� #���
���� ������� �� ����
�� ����������
�� O< ����
�� �� ������� ������0

��
���� %� ���
1� ����� �� ����
�� �����
��� ����� ���
���� ������
��� #�� ��##��� 4

	���
 ����� ���
���� 	����
����

@�� ���
���� ������
��� Y ��� ����� ��1�
� #�� ��� �##�
	��
�� (

Y : Ω→ D

w → Y (w) = d

���	 (

G Ω ( ���������� ��� 
��
�
���� %� !��� 
	
 �� �
8����	� ����� �� 
��
�
�� �� ��� 	�����

��
��
�
��� H ��� 	������ �##���
������ 4 P (Ω)< �������� ��� #���
�� �� Ω�

G D ( ���������� ��� ���	�
#�
��� ��
��
�
���< ����
 �
�� ��� �� 	����� ��
��
�
����

G S ( ���������� ��� ��2��� ������
����� @� ��2�� ������
��� s 	����
��� ��
�����
��

����� 	�����< 
� �� ��1�
� 	���� ����� ��� ���	�
#�
�� ds ���
� ����� !��	�
�� a

�� 	��	�� ��������
��� ����� !��	�
�� !�
� �##�� 4 �� �#������� �� 	��#���
��� R

����� ���	�
#�
���� �������
�� ���� ��2�� ������
��� ��� !����� #�� ����������

��� 
��
�
��� ��#������ �
�� 4 �� ���	�
#�
���

���2�� ������
��� ����� ������ ��� ���
��� 	��� ��
�����
�� �� ��������
��� �� !��0

���
��� ��#���� �� �
��
�	�
�� ����� 	��#������
�� �� ������� ����� 
��� ��3������ ��

;
	��� K����L 	
�� ���� =6
��&?� 3� �
�� �� ��1�
� ����2�� ������
��� 	���� �� 	��#��

K
�����
��< ������
��L< �� ��1�
� 	���
0	
 	���� �� 	��#�� K
�����
��< ����� �� 	��	��

�� ��������
��L< 	� ��
 #��� �����
�� ����#���/�� 	�)�
�
�� ����� �������� ����� 	������

�� 	���
��� #�� ��	����
������ ���� ��� ����#��
��� ����� 	����� ��
� �� ����� �� ���

��	����V����

�2�2�2� / ������ � ���������� ���������

� ����
�� �� ���	�
#�
�� 6 ����	
� 4 Ω ��� 	������
� ��� �� �������� �� ���
�����

IZ �1< ���< �p< �� #��� ���	�
�� 6Z 61×���× 6p< �J 	����� ���
���� ��� ��� �##�
	��
��

��



�������� � ������������ �� ������! !"#$���%��!

�� �� !���� �j ( Ω −→ 6j � � ���	�
#�
�� ��� 6 �� ���� 
��
�
�� wi ���	 i = 1, ..., n

�� ���� ( I(wi)ZK�1(wi)<���< �p(wi)L< �J 	����� �j(wi) ���
)�� �� ���	�
#�
�� ����	
�� 4

wi ��� 6j ���	 j = {1, ...p}� *��� ����
�� 6j ��� �� ����
�� �� ������� ������
����<

��
 #��� ���	�
�� 4 #���
� ���� ����
�� Oj �� ������� ��������
���< ������ ��� �� ��#�

����
���
! �� �����
���
!� *��
� ��#�� �� ����
�� ���� 	���
����� (

G Dj = Oj � %� #���� �� ���������	� ����
��< �
��
��< ���
���� �
�#�� �� 	���
���

�
�#��� "�� ����#�� dw = bleu�

G Dj = P (Oj)< ���������� �� #���
�� �� O� %� #������ ����� �� ���������	� �
��'

��
�� ���
���� ����
#�� �� 	���
��� 
���������� "�� ����#�� dw = {bleu, vert}�
G Dj = [0, 1]m ���	 m = card(Oj)< ���������� ��� !��	�
��� �� Oj ���� [0, 1]� %�

#������ ����� �� ���������	� �	��
�� "�� ����#��< dw #��� ,��� ��� �
���
���
�� ��

#�����
�
�� ��� Oj �

6���� ���
/�� )�������< �� #���� ����� ���������	� ����	
��� ����� ���
���� �� ��

�
��
�)�� �� ����
�� ����������
�� Oj �� ����
�� �����
���Dj �� �� ���
����� �� �������

�� ����
�� ����������
�� Oj ������ 	���
������ 	���� ��� ���	�
#�
��� ��������
��� ��

��	��� ��� ������� ��������
��� 4 #���
� ���������� ������ 	������
��� ��� ���	�
#�
���

�
��� ������
���� �� Dj �

�2�2�2� /� ��(�� ����������

@� ��2�� ������
��� s ��� )����������� ��1�
 #�� �� ��
#��� (a,R, d)< �J d ��� ���

���	�
#�
�� ��� 6< R �� �#������� �� 	��#���
��� ��� 6 �� a ��� !��	�
�� ���##�������	�

!��	�
�� �� d �� R< #��������� �� 	��#���� �� ���	�
#�
�� ���	 ��� ����� ���	�
#�
�� (

a : Ω→ L

w → a(w)

��
 ������ �� ��)�� ���##�������	� ���� 
��
�
�� w 4 ��������
�� �� s�

@� ��2�� ������
��� �����
�� �� 	��	�#� �� ��#
�
������� ��� 	������ ��������	�

���� ��2�� ������
��� ��� ���������� ��� #��#�
���� ��	�
���� �� 	��	�#� �� �� 	������

��� #��#�
���� ���� ��� 	���
�
��� ��	����
��� �� ��E������ #��� ����� 
��
�
�� ���

���
�!�
���� �##���
���� �� 	��	�#� �� 4 �� 	������ @� ��2�� ������
��� #���/�� ����


��
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��� �&�����	�< ��
 ��� �� �
��� �� ��� 
�����	��� @�� 
�����	� ���� ��2�� ������
��� ���

�� 
��
�
�� ���
�!�
���� ��� 
�����
���

%� ���� [d′Rd] ∈ L< �� �������� �� �� 	��#���
��� ����� ���� ���	�
#�
��� d′ �� d

#�� R< ���	 L = {V rai, Faux} = {0, 1} �� L = [0, 1]� -
 L = {0, 1} �� #���� ��	�����

����	
���� �		
����� -
 L = [0, 1] �� #���� ��	����� ����	
���� �	��&�

�2�2�2� 5�,
���� ���� �*��������� ����������

%� ��1�
� #���
���� !����� #���
	��
/��� ����#����
��� ������
����� ;��� 	�����0

X��� #�� ��1�
� ����
�� �� ���� �� ����� ��#����
�� ������
��� (

5
+������ �*�������� 
�
������ � @�� ������
�� ��������
�� ��� ����
�� �� ����

�� ����� ��#����
�� ������
���� +��� �� ��##���� 4 �� �������� ��
��
�
��� Ω K���


���� ����
�� �� ���	�
#�
�� 6L �� ���	�
� ej = [YjRjdj ]< �J Yj ��� �� ����
�� Dj < dj

���
)�� ��� ���	�
#�
�� �� ����
�� Dj ��1� Rj ��� �� �#������� �� 	��#���
��� �����

Yj �� dj �

G ��� ������
�� ��������
�� ��������� ��� �� 	�� #���
	��
�� ��������
�� ��������
��

�J Dj ��� �� ��#� ��
����� �� ����
0����� �� Rj ��� ���#������� ���##�������	�

K∈L �� ��
�	���
�� K⊆L ����� �� ��#� �� Dj H

G ��� ������
�� ��������
�� #�����
�
��� ��� �� 	�� #���
	��
�� ��������
�� ��������
��

�J Dj ��� �� ��#� ������

5
+������ �*�� ��(� �������� � @�� ������
�� ��� �� ��2�� ������
��� �Z(a,R, d)<

��
 �� ��##���� 4 �� �������� ��
��
�
���� ��##�
	��
�� a ��� ��#�
��� ���� �� !����

����� 	��2��	�
�� ��������
��� ��������
��� ( a =
∧

j=1,...,p

[YjRjdj ]< �� ��	��� ( a =∧
j=1,...,p

ej � 6��� ��� ������
��< �� 	���
�/�� ��� ������ ��� ������
��� ��������
��� #������

��� �� ���� �� �,�� 
��
�
�� ��� Ω� %� #��� ���	 ���
� �� �����
�� a(w) =
∧

j=1,...,p

[Yj(w)Rjdj ]�

� �����
�� a(w) ��#������� ���	 �� ��)�� �������������� ���� 
��
�
�� w 4 �������0

�
�� �� s�

@�� ������
�� ��#��� ���	 ��� �� 	��
� ����� ���	�
#�
�� �� D �� ����� !��	�
�� ��

��



�������� � ������������ �� ������! !"#$���%��!

	��	�� ���##�������	� a< ��1�
� 4 #���
� �� !��	�
��� f �� h (

a : Ω→ L

w �→ a(w) = f(h1(d1, Y1(w)), ..., hp(dp, Yp(w)))

�� 6�1�
�
��� ��� !��	�
��� f �� h (

-�
� L< �� �������� �� ������� �� ���
��� +� #���
	��
��< L = {0, 1} �� L = [0, 1]�

%� 	���
�/�� �� !��
��� �� !��	�
��� h (

hj : Dj ×D′
j → L

(dj , d
′
j) �→ hj(dj , d

′
j)

� !��	�
�� hj ������ ���������
�� ����� ���	�
#�
�� d′j ∈ D′
j 4 ��� ���	�
#�
��

dj ∈ Dj � -�
���� �� ������ �� D′
j �� Dj ���� ��������� #�� �� ��
�� ��������

����#��� �� !��	�
��� �� 	��#���
��� K��
� ��$��L�

%� 	���
�/�� �� !��	�
�� ���)��)��
�� f (

fj : L × ...× L → L

(x1, ..., xp) �→ x

�� !��	�
�� ��
 �)�/)� ��� ������� �� ���
�� �������� #��� 	����� 	��#���
��� �!0

!�	���� ��� KDj , D
′
jL< j = {1, ..., p}� ;��� ��������� #�� �� ��
�� �������� ����#���

�� !��	�
��� ���)��)��
��� K��
� ��$��L�

��� ���� !��	�
��� ���� #�
��� �� 	��#�� ���� �� ��1�
�
�� �� �� !��	�
�� �����0

����
��< as< ����� ������
�� s�

�� 3�����
��� ����������

5
+������ �2�2�2 ��� ������
�� s ��� �
�� ���������< �
 a ��� ��� �##�
	��
�� 4
������� ���� N <�O (

a : Ω→ {0, 1}
w �→ a(w)

5
+������ �2�2�2 �������
�� ����� ������
�� ��������� s ��� �)��� 4 (

extw(s) = {w ∈ Ω|a(w) = 1}

��
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��
� a =
∧

j [Yj ∈ dj ] �� w �� 
��
�
�� �� ���	�
#�
�� δ = (δ1, ..., δj , ..., δp)� 6��� ��

	�� �������< ���##�
	��
�� a ��� ��1�
� 	���� (

a(w) =
p∏

j=1

hj(dj , δj) où hj(dj , δj) =
{1 si δj∈dj

0 sinon

�� 3�����
��� �������

5
+������ �2�2�2 ��� ������
�� s ��� �
�� ������< �
 a ��� ��� �##�
	��
�� ��1�
�
4 ������� ���� = <�? (

a : Ω→ [0, 1]

w �→ a(w) =
p∏

j=1

h(dj , Yj(w))

5
+������ �2�2�2 �������
�� ����� ������
�� ������ s #��� ,��� ��1�
� �� ����
���
/��� �
8������� (
G �� 	���
�/�� ���� ������� ��� ���� 
��
�
�� w ∈ Ω #��� �##�����
� Q#��� ��

��
��Q 4 ��������
�� �� s< �� !��	�
�� �� ��� ��)�� ���##�������	� a(w) (

extΩ(s) = {(ω, a(ω))|ω ∈ Ω}

G ���� ��� ����
/�� �##��	��< �� #��� 	���
����� ��� ���##�������	� ���� 
��
0
�
�� ω 4 ��������
�� �� s ��� ���
�� �
 �� �����
�� a(ω) ��� �� ��
�� �)��� 4 ��
���
� α 1�� (

extΩ(s) = {ω ∈ Ω|a(w) ≥ α}

5
+������ �*�� ��(� @��� � �� #��� ��
� ��� ����� =6
��&? 	���� ��� 	��2��	0

�
�� ��������
��� #������ 	��	��� ��� �� 
��
�
�� �� Ω� %� �� ���� h(ω1, ..., ωn) =∧
i=1,n

si(ωi) = (a,R, d)< ���	 a : Ωn −→ L �� d ∈ Dn< �J Dn ��� ���������� ��� ��������

�� Ωn 	��#������ n �������� �
��
�	�� �� Ω�

�������
�� ����� ����� h< ����� ext(h)< ��� ���������� ��� �������� Lj = (ω1j , ...ωnj)

�� Ωn ���� ��� ∀i = 1, ...n ωij ∈ ext(si)

��$� &������� ��� ������ �����������

%� ��#���� 	
0������� ��� ��1�
�
��� �� �
������ #��#�
���� 	��	������ ��� ��2���

������
����< ������� ���� =6
�&�? K���! ����� ��� ����� ��!����	� ��� #��	
���L�

��
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�2�2�2� >������� � ��
������� ��� ��(�� ����������

A��� ��������� � -�
� � ��� �����
�� ������� ��� 6< �� ��
� 3 ���������� ��� ��2���

������
���� ������
���< ������� ������
��� ≤A ��� 3 ��� ��1�
 #�� ( �< � ∈ 3< � ≤A �

⇐⇒ extΩ(a) ⊆ extΩ(b) �� dardb� �� ���)
� ���� #��0����� #���
�� ��� ��� ���	�
#�
��� ��

��� ������
���� -
 � ≤A �< �� �
� ��� � ���
�� �� �< ��� � ��� #��� )������ ��� �< ��� �

��� �� ��	������ �� � �� ��� � ��� �� ���	������ �� ��

>������ �*
�������� � � �����
�� �����
�����	� =A ����� ��2��� ������
����

������
��� ��� ��1�
� #�� ( �< � ∈ 3< �=A � ⇐⇒ extΩ(a) = extΩ(b)

6���� ��������� � -�
��� ���� ��2��� ������
���� s1< s2 ∈ -< ����
�� ������
���

s1 ∪s s2 ��� �� 	��2��	�
�� �� ���� ��� ��2��� ������
���� �� - ���� ��������
�� 	���
���

���������� ��� �������� �� ext(s1) ∪ ext(s2)�

���������� ��������� � -�
��� ���� ��2��� ������
���� s1< s2 ∈ -< ��
������	�
��

������
��� s1∩ss2 ��� �� 	��2��	�
�� �� ���� ��� ��2��� ������
���� �� - ���� ��������
��

	���
��� ���������� ��� �������� �� ext(s1) ∩ ext(s2)�

�2�2�2� %���-�� � ������
 �� ��(�� ����������

%����
��� � @� ��2�� ������
��� ��� 	��#��� ����� 
� ��	�
� ������ ��� #��#�
����

�� ��� ������
�� K�� ��2�� 	��#��� ��� �� #���
� 
�����
������� ���� 	��	�#�L�

9��������
 � @� ��2�� ������
��� � ��� �������� #��� �
�#�� ��� �� ������ ����0

����
��� ��������
��� ��
 �� ��	�
���� ��� #��� #��	�� �� #��� #��
� ������ ��������
���

��������
��� ���� �� 	��2��	�
�� � �� �,�� ������
���

"B���� � @� ��2�� ������
��� � ��� �������� #��� �E�� ��� ��� ������
��� ���0

�����
��� ��
 �� ��1�
����� ��� ��� ������
�� #��	�� �� 	���� �� ��

?������ � ���������� � � #�����
�� �� ���	�
#�
�� ���� ��2�� ������
��� �ZK�<

9< �L �J �ZK�1<���< �pL< ��� �� ������ �� ����#��	��� ��1�
 #�� �� #����
� 	�����
�� ���

���	�
#�
��� ������
���� ���������� �1 ∈61<���< �p ∈6p =�����?�

�.
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A�
����� � �����
��� � -�
��� P (Ω) ���������� ��� #���
�� �� Ω �� 3 ����0

������ ��� ��2��� ������
���� ������
���< ���	 ≤A ������� ������
��� ��� 3� -�
��� ���

�##�
	��
��� ) ( 3 −→ P (Ω) �� ! ( P (Ω) −→ 3 �� ���� 	��#��� �Z !◦) ( 3 −→ 3� � ���

�� �#������� �� 	��#������ �
 
� ���
1� ��� #��#�
���� ��
������ (

G 
�����
� ( ∀ �< � ∈ 3< �≤A � → �K�L ≤A �K�L

G 
���#����	� ( ∀ � ∈ 3< �K�K�LL=A �K�L

�2�2�2� %���-�� � ������
 �� ������ �*��(�� ����������

	
�
�������� <��������
= � �� ���)
� �� �� 	�#�	
�� ����� 	����� 4 ,��� ��#��������

#�� ����2�� ������
��� �� #��� #��
�� ������
�� ��
 	���
��� ����
�� ��� ������
��� ���

�������� �� �� 	������ +��� #��� ,��� ������� #�� ���	��� ����� ����
�� �� ��������
�� ��

��������
�� �� ����
���

�,������ � ����� �� #��� #��
� ������ ����2��� ������
���� ���� �� ����
�� ���

������
��� ��� 	������� ���� ��������
�� ��� �������� �� �� 	����� K���	 �� ��
�� ��

����������� #���
���L�

�2�2�2� %���-�� � ������
 �� ������+������� �*��(�� ����������

@�� 	����
1	��
�� #��� ,��� 	��#�/��< �E���< �
�#��< ���
� ��� ����� )������
���	�

�� �� !�
��� �8�
������ ��
���� ��� ��� 	������ �� ����� ��#���������� ��� ��� ����
���

��
������ (

>�������� � � ��	������	� ����� 	����
1	��
�� ��� �� ��)�� �� ��	��������� ���

������
��� ��� ��2��� ������
���� ��#��������� ��� 	������ �� �� 	����
1	��
���

@
������ � ����
���	� ����� 	����
1	��
�� ��� �� ����
�� �� �����
��)� ��� 	������

����� �����< #�� ����#�� �� ������ �� 	������ �� �����
�� �����
��)��

��$�# !���������

'�	� 4 	� ������� !�����
��� �� ���	 	���� ������
�� ������� ������
��� ��� �����0

���� �� ������� ������
���� � �##���� 4 ��������� �� �������< ��� �������� �##��	��

� 
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�� ��#��������
��< �� ���
������ �� ��
����#�����
�� ��� ������� ��
�#���� "��� 	���<

���� #��������� ���� �� ��
�� �� 	� 	��#
���< ��� ���
�� �� ��������� �� ������� �����0

�
���� �
��
 ��� �������� �������� ��24 ��������� ���� �� 	���� �� ��������� �� �������

������
�����

��! "��	� �� ������� ��� ������� �����	����

6��� �� 	���� �� ��������� �� ������� ������
����< �� �
��
�)�� ���
���������� ���
�

��#�� �� 	��#���
��� (

�� 	��#���
��� ����� ���� ���	�
#�
��� 	����
���� H

�� 	��#���
��� ����� ���� ���	�
#�
��� ������
���� �� �,�� ����� H

�� 	��#���
��� �� �� ���	�
#�
�� ������
��� ���� 
��
�
�� 4 	���� ����� 	������

� #���
�� 	�� ��� 	���
 ��� ���� ���	����� ���
���������� �� ������� �� �������<

	���
 �J ���� 	��#��� ��� ���	�
#�
��� ��
 ���� ��� 	��2��	�
��� �� ������� ����
����

��� 	����� ���	�
#����� %� #��� ��
�
��� ���	 ��� 
��
	�� ������ �� �
�
���
��C�
��
�
���
��

��� ��� ������� ����
���
��� �� �����
���
����

� ����
/�� 	�� #���� ��� �� 	��#���
��� �� ���	�
#�
��� ������
���� �� �,��

����� K�����
�� 4 ���� 
��
�
��� �� ���� 	������< #������ ,��� #��� 	��#����� ��� ����

�� 	���� 	����
���L� �	
 �� �����
��� ������
�������� ��� ��� ���	�
#�
��� ����	
��� ���

������
��� ������
�����

� ���
�
/�� 	�� 	�����#��� 4 �� 2�)����� ���##��
������ %� 	��#��� 
	
 ��� ���0

	�
#�
�� ������
��� �����
�� 4 �� 
��
�
�� �� ��� ���	�
#�
�� ������
��� �����
�� 4 ���

	������ +�	��� ��� !�
�< ��� ��2��� ������
���� 
�#�
���� 
	
 ���� ������
�������� ���

������
��� ������
�����

6��� 	�� �
8������ 	��< �� #������ #�� ���� �� ���)�)� �� 	��#���
��� ����2���

������
����< �
�� ��� ������ ��� ���	�
#�
��� ����	
��� ��� ��2��� ������
���� ��
���

�8�	�
������ 	��#������

��'�� (�������� �� ����������� ����� ������������ 	 h

+� ������� �� ������� ������
����< ������� �� ����������	� ����� ���� 
��
�
���

���
��� 4 ������� �� ����������	� ����� ����� ������� �� ���������	�� "��� 	��#���� ����

�#
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��	����� �� ���	�
#�
���< �� #��	/�� ������� #�� 	��#���
��� ��� ���	�
#�
��� ���
����

#�� ���
����< #�
� #�� �)��)��
�� �� 	�� 	��#���
����� 6��� 	� ��
 ��
�< �� #�������

�������� ������� �� �
��
�
���
��� ��
 ��
���������� #��� #���
	��
/������ ��� ������
���

������
�����

�2�2�2� A�
������ � ����������� ��� ����������� �������
�

;��� ��1�
����� ���� 	� ��
 ��
�< �������� !��	�
��� �� �
����	� ��������
��� �� 6j×
6j ���� [0, 1]�

G 	�� �
��
�� ( h(dj , d
′
j) = 0 �
 dj = d′j < � �
����

G 	�� ���
��� ( h(dj , d
′
j) = 0 �
 dj = d′j < � �
����

G 	�� 	���
�� (

h(dj , d
′
j) = |dj − d′j |/(Max{di

j}i=1...n −Min{di
j}i=1...n)

�2�2�2� A�
������ � ����������� ��� ����������� ����������
�

@�� ���	�
#�
�� ����
0������ δ< ��� �� �������� �� �����
��� �� �� 
��������� �� ��0

��
�� ����������
�� O� "��� 	��#���� ���� ���	�
#�
��� ����
0������� δA �� δB �##����0

���� �� �,�� ����
�� �� ���	�
#�
�� P (O)< �� ��1�
� ��� !��	�
�� h : P (O)×P (O) −→
R

+< ��
 #��� ,��� ��� �
�
���
��< ��� �
��
�
���
�� �� ��� �
����	��

%�� �������� � -�
� �� �������� O �� n ��2��� 
��
	�� #�� k = 1, ..., n �� ��	�
�� #��

p ���
����� 
���������� Y1, ..., Yp� -�
� (xkj)n×p �� ����� �� ������� ������
����� ���2��

k ��� ��	�
� #�� �� kème �
)�� (

xk = (xk1, ..., xkp) = ([ak1, bk1], ..., [akp, bkp])

��
 	�����#��� �� ��	���)�� Qk = [ak, bk] = [ak1, bk1] × ... × [akp, bkp] ���� ����#�	�

��	�
�
�� R
p� �� ��
��� #���
���� �������� �� 	��	�� �� �
��
�
���
��� ����� � ��	���)���

Q = [a, b] �� Q′ = [a′, b′] ∈ R
p� ;��� ������ ��1�
� 	����
��� ������� ����� ��
 ���� ������

��
��� #�� �� ��
�� (

�� �� �������	�
��� � ����� � ����� �������

d(Q,Q′) =
p∑

j=1

h(Qj , Q
′
j) K��$��L

�$
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h(Qj , Q
′
j) = hπ(Qj , Q

′
j) + hs(Qj , Q

′
j) + hc(Qj , Q

′
j)

• � ����� hπ< 	��#��� �� #��
�
�� �� ���� 
���������� (

hπ(Qj , Q
′
j) =

|aj − a′j |
|Yj |

�J |Yj | ��� ���	��� ���
��� �� �� ���
���� 	���
������

• � ����� hs 	��#��� ��������� �� ���� 
���������� (

hs(Qj , Q
′
j) =

lQ − lQ′

ls

�J lQ = |bj − aj | �� lQ′ = |b′j − a′j | �� ls = |max(bj , b′j)−min(aj , a
′
j)|

• '
�������� �� ����� hc 	��#��� �� 	������ �� ���� 
���������� (

hc(Qj , Q
′
j) =

lQ + lQ′ − 2.|Qj ∩Q′
j |

ls

�� �� ������� ��	����� �

� �
����	� ��	�
�
���� ����� ��� �
�
��� µQ = (a + b)/2 �� µQ′ = (a′ + b′)/2

���#�	�
!� �� Q �� Q′ (

G � 	�� ����� �
����
��< 	���� 4 �
�� Q = [a, b] �� Q′ = [a′, b′] ���� ���� 
����������

�� R
1 (

d2(Q,Q′) = |µQ − µQ′ |2 = 1/4|(a− a′) + (b− b′)|2 K��$��L

G � 	�� p0�
����
����� (

d2(Q,Q′) = ‖µQ − µQ′‖2 = 1/4‖(a− a′) + (b− b′)‖2 K��$��L

�� �� ������� � ��� ����� �

����� �� ����� ��� �
����	�� ��	�
�
����� ��� 2p ������� ( uε = a+ ε ∗ (b− a) ��

u′ε = a′ + ε ∗ (b′− a′) �� Q �� Q′< ���	 ε = (ε1, ..., εp) ∈ {0, 1}p ��� �� #0��	���� ��

T��� �� ��< �� ε ∗ u = (ε1u1, ..., εpup) (

G � 	�� ����� �
����
�� (

d2(Q,Q′) =
∑

ε∈{0,1}1

|uε − u′ε|2 =
∑

ε∈{0,1}1

|a− a′ + ε ∗ (b− b′ − a+ a′)|2

= (|a− a′|2 + |b− b′|2) K��$��L

�1
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G � 	�� p0�
����
����� (

d2(Q,Q′) =
∑

ε∈{0,1}p

‖uε − u′ε‖2 =
∑

ε∈{0,1}p

‖a− a′ + ε ∗ (b− b′ − a+ a′)‖2

=
∑

ε∈{0,1}p

p∑
j=1

[(1− εj)(aj − a′j) + εj(bj − b′j)]2

= 2p−1(‖a− a′‖2 + ‖b− b′‖2) K��$�$L

�� �� ������� � ������
� �

� �
����	� ����� ���� ��������� �� ���� ��	���)��� Q �� Q′ ��� ��1�
� #�� (

dH(Q,Q′) = max{sup
α∈Q
{ inf

β∈Q′ d(α, β)}, sup
β∈Q′
{ inf

α∈Q
d(α, β)}} K��$��L

���	 d(α, β) ��� ��� �
����	� ����� ���� �������� �� ���� 
���������� ������� ���

R
p =3����? =��B �?� 6��� �� 	�� #���
	��
��< �� 	��
� ����� �
����	� ��	�
�
����

#��� d< �� � (

G � 	�� ����� �
����
��< 	����040�
�� Q = [a, b] ��Q′ = [a′, b′] ���� ���� 
����������

�� R
1 (

d(Q,Q′) = d1([a, b], [a′, b′]) = max{|a− a′|, |b− b′|} K��$��L

G � 	�� p0�
����
����� (

d(Q,Q′) = dp([a, b], [a′, b′]) = (
p∑

j=1

d1([aj , bj ], [a′j , b
′
j ])

2)
1
2

= (
p∑

j=1

(max{|aj − a′j |, |bj − b′j |})2)
1
2 K��$�&L

%�� ������� ������� � ������� �

�� �� �������	�
��� � ����� � ����� �������

d(Qj , Q
′
j) = hs(Qj , Q

′
j) + hc(Qj , Q

′
j)

hs(Qj , Q
′
j) =

lQ − lQ′

ls

��



�������� � ������������ �� ������! !"#$���%��!

�J lQ = ������ �� 	���)��
�� ���� .= |Q| �� lQ′Z������ �� 	���)��
�� ����

Q′ = |Q′| �� |Qj ∩ Q′
j | = ������ �� 	���)��
�� ���� Qj ∩ Q′

j �� lsZ ������ ��

	���)��
�� ���� Qj ∪Q′
j = lQ + lQ′ − |Q ∩Q′|

hc(Qj , Q
′
j) =

lQ + lQ′ − 2.|Qj ∩Q′
j |

ls

�� �� �������� � �����
����� � �� ��� � �� ��1�
� ��� !��	�
�� h : P (O)×
P (O)→ R

+ ����� ��� #��� δA ∈ P (O) �� δB ∈ P (O) (

h(δA, δB) = |δA ⊕ δB| − |δA ∩ δB|+ 1/2 ( 2 |δA ∩ δB| − |δA| − |δB|) K��$��L

3��	 | | ��� �� 	���
��� ����� O ��� �
�	��� �� ��������� �� ��
��������� ������� O
��� 	���
��� ⊕ ��� ����
�� 2�
��� ��
 ��� ��1�
� #�� (

G δA ⊕ δB = [min(ai, bi),max(as, bs)] �
 δA �� δB ���� ���� 
���������� [ai, as] ��

[bi, bs]�

G δA ⊕ δB = δA ∪ δB �
 δA �� δB ���� ���� ����������

>����� �2�2�2 �� δA �� δB �	�� ��& �������

�� ���� δA �⊂ δB �� δB �⊂ δA$
�
	�� h ����� 
� �������� ����� 
�� ��
��& �� δA �� δB

�2�2�2� A�
������ � ����������� ��� ����������� ������

@�� ���	�
#�
�� ������ ��� ��
� ��� �
���
���
�� �� #�����
�
�� ��
� ��� !��	�
��

���##�������	� 4 �� �������� W��� ;��� ������ ���� 
��������� 
	
 ��� �
���
���
���

�� #�����
�
��� -�
� �� �������� O 1�
< ���� �
���
���
��� δA �� δB ��
 ����	
��� ��

#�
�� δ(x) 4 �� ������� x �� O< ��
 #��� ,��� ��� #�����
�
�� ���2�	�
�� !����
� #��

�� ��#��� �� ��� !������	� ����	
�� 4 ��������� x� "��� 	��#���� ���� )���#��< 
� ��

���� #�� #���
��� ����
�
��� �� �
����	� �� χ2< 	�� ���� #����� #���[� �� 	��#���� ����

�
)��� ���� ������� �� !������	�� �������� �� !������	�� ���� �
��� ������� ����� �����

���� 	��	����� ��� �� �,�� �������� ��
��
�
���� %�< ���� ����� 	��< ��� !������	�� ����

Q	���
�
��������Q 	�� ����� ���� 	��	����� ��� ���� )���#�� �
8������� �� ��
��� 	�#��0

���� ��� ������� �� �
����	�� ����� �
���
���
���< ���� �� #��� �
�#�� ��� �� �
����	�

��	�
�
���� ���� �� 	�� �
�	��� �� �� ����� L2 ���� �� 	�� 	���
�� (

d2(δA, δB) =
∑
x∈O

(δA(x)− δB(x))2 K��$�� L

��
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d2(δA, δB) =
∫

R
(δA(x)− δB(x))2dx K��$���L

@�� ����� �
����	� ��� �� �
����	� �� 7���
�)�� �##���� ����
 �
����	� �� 5����
��

=5��$�?< =5��$$? (

d2(δA, δB) =
∑
x∈O

(
√
δA(x)−

√
δB(x))2 K��$���L

d2(δA, δB) =
∫

R
(
√
δA(x)−

√
δB(x))2dx K��$���L

@�� ����� �
����	� �##���� �� ������� �*�B���
 =A;&$?< =A;  ? K��
 ���� ��
�
���

���� ��� ��� �##�
	��
��� �� 	��#
��� $L (

d2(δA, δB) = 2 ∗ (1− a(δA, δB)) K��$���L

���	 � ��� �� 	��E	
��� ���E�
�� ��1�
 	���� ��
� (

a(δA, δB) =
∑
l∈O

√
δA(l)× δB(l)

��'� )�������� ���*�*����� 	 f

3#�/� �� 	��#���
��� ��� ���	�
#�
��� ���
���� #�� ���
����< �� �)�/)� 	�� 	��#���
0

����� �� !��	�
��� ���)��)��
�� #��#����� ���� ��� ��
������ Kpj ( #�
�� �� �� ���
����

IjL (

G � ����� ��� 	��#���
����< 	���� �� �
����	� �
�� A��	S (
∑p

j=1 pjhj(dj , d
′
j)�

G � ��	
�� 	���� �� �� ����� ��� 	����� ��� 	��#���
����< 	���� �� �
����	� ��0

	�
�
�����

G � ���
��� ��� 	��#���
����< 	���� #��� �� �
����	� �� ��������� (

Maxp
j=1{pjhj(dj , d

′
j)}

G � �
����	� �� 5
�S�M�S� ������� α ( ��
� ���� ��2��� ������
���� s1 �� s2 ��

��	����� �� ���	�
#�
��� δ1 = (δ11 , ..., δ
p
1) �� δ2 = (δ12 , ..., δ

p
2)� @�� ������ �� ������0

����	� ����� s1 �� s2 ��� ��� !��	�
�� (

d : Ω× Ω→ R
+

(w1, w2)→ d(w1, w2) = (
p∑

j=1

hj(dj , d
′
j)

α)1/α K��$��$L

��
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���	 hj ��� !��	�
��� �� 	��#���
��� ����� ��� ���	�
#�
��� ��� ��� ���
���� ���0

���
��� Yj �

��'�# )�������� �������������

����� ���� �� 	�� ��� ������� �� �
��
�
���
���< �� ��
�������� 
	
 ��� ������
���

������
����< ��	���� ���
	
 ��� ���� ������
��� 4 	��#���� ��� ��� ������ �
��
�	�� (

���� ����� �� �[�� �� ��2��< ������� �� ��!������ ��	
 ��##��� ��� 	�� ���� ��������

��
��� ���
� �� ���	�
#�
��� 	��#��
����� %� �
�� ��� �� ����
�� D �� ���	�
#�
�� ����

��2�� ��� 	��#��
��� ���	 �� ����
�� D′ �� ���	�
#�
�� ���� ��!�����< �
 �� #��� �	�
�� (

D = D1×...×Dp �� D′ = D′
1×...D′

p< �J Dj �� D′
j ���� ��1�
� 4 #���
� �� �,�� ��������

Oj �� ������� ��������
��� �� �J Dj ��� �� ��#� ��
�� )������ ��� D′
j K∀j = 1, ..., pL�

%� ������ ����� ���##��
����� 4 ���
�� �� !��	�
��� )������� ���##��
����� �� ��

!���� f ◦ρ ( D×D′ −→ [0; 1]< �J f ��� ��� !��	�
�� ���)��)��
�� ��1�
� �� ([0; 1])p ����
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���� #�� p ���
����� ����0������� Ỹ1, ..., Ỹp< ��
 	�����#������ ���

p 	������� ����	
��� 4 �� ����� �������� #�� �� ����,�� -.< ��	�#�� ��� ���� #���
���

����
����� 6��	< 4 	����� 
��
�
�� w ∈ Ω 	�����#��� �� ��	���� �� ���	�
#�
�� Ỹ (w) =

(Ỹ1(w), ..., Ỹp(w))�

� ����� �������� �� �� ����,�� -. ��� �� �� !���� ��
����� K��
� ������� ���L (

Ω D Ỹ1 ��� Ỹj ��� Ỹp

� ���
��� ���


 G(i) ��� ��� Ỹj(i)
��� ���

� ���

*������ ��� G +������� �� ��#��� �������� �� �� ����,�� -.

P 	����� 
��
�
�� w ∈ Ω< 	�����#��� �� ��	���� (Ỹ1(w), ..., Ỹp(w)) �� �� �����

G(w) ∈ {e1, ..., eK}� 6� ���
/�� �
�
��
��< 4 	����� ���
���� ����0������ Ỹj : Ω −→ Oj <

j = {1, ..., p}< 	�����#��� �� (j + 2)ème ����
��� �� �� 	����� -���	�� Oj ��� ����#�	�

����������
�� �� Ỹj ��1�
 4 #���
� �� ��#� �� (j + 2)ème ����
����

5
+������ �2�2�2 A�
����� � �
�
���������� 89@/11:

��
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3���� �� 	������	�
�� ��� ��2��� ������
����< �� ��1�
� ��� ���
���� ������
���

Yj : E −→ Dj < �J E = {e1, ..., eK} ��� ���������� ��� ������ ��� �����
��� #�
��� #�� ��

���
���� ����0������ D�

3���� ��� #�#����
�� Ω ��	��#���� �� K ��������� �� )���#�� (G1, G2, ..., GK)<

	����� ���
���� ������
��� Yj : E −→ Dj ��� ��1�
� 4 #���
� �� �� ���
���� ����0������

Ỹj ��1�
� ��� �� #�#����
��� �� ���� #�
�	
#��� �#�������� �� )������
���
�� ��
�
���

���� (

�� "��� ��� ���
���� �����
���
�� Ỹj < �� ��1�
� ��� ���
���� 
��������� Yj ( Yj(k) =

[ak, bk] ��� ��� ak = min
w∈Gk

Ỹj(w) �� bk = max
w∈Gk

Ỹj(w) ���	 w ∈ Ω �� 
��
�
�� ��

)���#� Gk< k ∈ {1, ...,K}� 6��� 	� 	��< Dj ��� ���������� �� ���� ��� 
����������

!����� 
�	��� ���� �� ����
�� �� Ỹj �

�� "��� ��� ���
���� ����
���
�� Ỹj < �� ���
���� ������
��� 	�����#������� #��� ,��� (

G ��� ���
���� ����
0������ Yj < 	����040�
�� ��� 	�����#�����	� K���0������ !��	0

�
��L �J Yj(k) ��#������� ���������� ��� ������� ��������� ��� ��� 
��
�
��� ��

)���#� Gk �� Dj ��� ���������� ��� #���
�� �� ����
�� �� Ỹj H

G ��� ���
���� ������ Yj �J Yj(k) = (ηk
1 , . . . , η

k
l ) ��� �� �0��#�� ��
 ��#������� ���

#�
�� ����	
�� ��� 	���)��
�� 1, . . . , l �� �� ���
���� Ỹj �

� ������� ������ �#�/� )������
���
�� ��� �� ������� �� ������� ������
���� ��

��
��� K × p< �J 	����� 	��� 	���
��� ��� ���	�
#�
�� δij K��
� ������� ���L (

E Y1 ��� Yj ��� Yp

e1 ���
��� ���

ei ��� ��� Yj(i) = δij
��� ���

eK ���

*������ ��� G *������ ������
��� ������ �#�/� )������
���
��

��
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"��� 	����� ����� ei ∈ E< �� ��1�
� �� ��2�� ������
��� si = (aei , R, dei)< ��


	�����#��� 4 ��� )������
���
�� ��� 	���	���
��
���� ��� 
��
�
��� �##�������� �� �,��

)���#�� ��������� E ��� �� �������� ����2��� �� ���������� ��
 ���� ��	�
�� #�� ���

���
����� ������
���� (Y1, ..., Yp)�

�������� dei = (δi1, ..., δip)< ���� ����
 di #��� �
�#�
1�� �� �##��� ���	�
#�
�� ���0

���
��� �� ��������� �< ��� �� ��	���� ��
 	�����#��� 4 �� ième �
)�� �� ������� �� �������

������
����� di ��� �� ���	�
#�
�� �� ei #�� ��� ���
����� ������
���� (Y1, ..., Yp)�

� �����
�� R ��� ��1�
� #��� 	����� ���
����� -
 �� 	��#��� �� 
��
�
�� w ∈ Ω

���	 �� ���	�
#�
�� ������
��� di �� ��������� ei �� E< �� �����
�� R ��� �� �����
��

���##�������	� K∈L� -
 �� 	��#��� �� ������� �� D 4 �� ���	�
#�
�� di< ���� 	� 	�� ��

�����
�� R ��� �� �����
�� ��
�	���
�� K⊆L�

 � � "�� ����+��� ,-" �������� ���� ������������

%� #������� ��
������� ��� ����,��� -. ��
 ���� ��
�
���� #�� ���#������� �� )�0

�����
���
�� #��� �������	�
�� ��������
��� 4 #���
� ��� ����� �� ������� �����
���������

*����� ��� ��	��
���� ��� ����� �� ������� �����
�������� ���� ��
�
���� �1� �� 	������
��

��� ������ #���
������ #��� ���������� "�� �� �,�� ����#�� ���� ������ 
�������� 	��

	
�� ��#�� �� ������ ��������� ��� ����,��� -. #�
��� �� 	���
�����
�� #�� ���#�������

�� )������
���
�� �� #��������� �� 	������	�
�� �� �� ���� ����2��� ������
�����

����� ��� C�'2 !� ���� �� �	����� ��
���	���

� ��
���� ��� 
� ���� @�2 !��

�������� �� �	� �	
	�� ������� �	�� 
�� �"A���& !� ���� �	������ 23 �"A���&$ ��

	�� ��� �	��� ��� 21 �&����� ( ������ ��� ��"����

	� �� �	���

�� ����� �� 3 ������

��6������� ,1983$ 1985 �� 1990. *"��� �"A��� �	����� �� ����

���	� ����������� (

�� ��)�	� !� ��"��� ��
���	���
 �� 
� ���� @�2 ��� �

���� ��� 
� +)�� # # 

�2�2�2� /� ���D� � �
������ � �� ���������� � ��� 
�������������

����� �� ����,�� ��
 #����� �� �#�	
1�� �� #�#����
�� Ω< �� ���
���� �� ��)���#�����

��� 
��
�
��� �� Ω �
��
 ��� ��� ���
����� ���	�
#�
��� K��24 
������
�� ���� �� ��	�
��

��
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������  � � �� ����� �������

�� �� �� ���� �� ��

��� *)+

���L� ����� ����,�� ��� ��
�
��� #��� �����
�� ��� 
�!�����
��� ��
������ (

Ind]ID,Group]ID, Ind]V 1, ..., Ind]V k

� ����� )������ #�� �� ����,�� -. ��
� 	�����
� �� ��
�� ��� ���
� 	������� ( ���]�6

K	�����#������ ��� 
����
1���� ��� 
��
�
���L< D���#]�6 K	�����#������ ��� ������

��� )���#��L �� ��� ���
���� ���]B2 K��	�
���� ��� 
��
�
���L� �� ���
����� �����
��0

�
��� 	����
���� 4 �� 	����
�� �� ���
����� �� ��#� 
���������< ����� ��� ��� ���
�����

����
���
��� 	����
���� 4 �� 	����
�� �� �
���� �� ������� �� �� �
���
���
��� �� #�����
0

�
���C!������	���

������ �� ��
��� �� ��������
�� �� �� ����,�� ��� ���# 
�#�������< ���� �8�	����� ��

�	����
������)�� "��� #��� �� ����
�� ��� �� ������� ���	����
������)� #��#���� ��
�

=-���&?�

����� ��� C�'2 1����	�� ( 
��&���
� �� 
� ���� @�2 � �	� ����� �������� ���4��$

�	� ��	�� �"	��� �� ��
����	���� 
�� �"A���& ��� ����� �	��� �������� ,�	�� ���
��

# :.$ ������+�� ��� 
� �	
	��� �� ���� � ��	��� ��������� ����� 
�������
� ��� �"A���&

�� 
�������
� ��� ������ !� ���4�� 
���� � �"A��� ��� �����$ ��� 
�)�� !�������+���

��
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� )�	�� ��� ��+�� ��� 
� ���	��� �	
	��� �� ��� 
� �	� � �"A��� %	��$ ( �"���

�"A��� ���� ���	��� � 	���� ����	
��� !�� #- �&����� 	�� �	�� 
�� #< �"A���& �	�


�� ��	�� ������ ,-B=<$ -B=: �� -BB8. ���� ��������� �	��� ������ 4��� ��������� 

!�� �������� �	�� �	�� ������� ��� 
�� #- �	��� ��� �&����� ,������
�� ������������. ��

��& ������
�� ��
�������� � 
� ��
������
���� �� 
� ��
����� !� ���4�� ����������

��	������ 
� ���
� # : ��� �� ���4�� ���
��� ��	���� �� ��� �� �����+���� ��3�����$ �� 	�

�� 
� ����	�� )�����
����� ��� ���� 
�� ����� �CD% !� ���4�� ��! �	�����	������

��� 
� ������� �

��������� ���������	
���
� �� ��� ���
���

	
�
� �����
���������
��� � ����

��	 ��� ����
�������
��� ����
������		�������� ����
������		
�
��

���� ����
�� ���
� ���� �����	
 �� ����
�������
�� � �����	
�����
��

����� �� �����
���������
��� � ����

�� ����
�������
��� ����
������		�������� ����
������		
�
��

���� �����	
�� !
��

�6 ������� �����
1	��
�� ���������� +�#���� . . . +�#�����

3�������&� 3����� ;� � . . . � 

3�������&$ 3����� ;� $� . . . �&

3�������� 3����� ;� �� . . . &�
���

���
���

��� . . .
���

5��)�����&� 5��)��� ;� �� . . . �$

5��)�����&$ 5��)��� ;� �$ . . . ��

5��)������ 5��)��� ;� &� . . . �$

*������ ��$ G �� ��#��� ��������� �� �� ����,�� �� ����	�
�� �� �� #�#����
�� K��F����L

�� ������#�� B�;

!� ���
��� �� 
�	������� �� )�����
�����	� �� ����� ���
� ��� � ������
� �� #<

)�	��� E �"��� )�	�� ��� ���	��� �� �������	� ��������� � �"A��� �� �� ��� �	����'

��� �� #- ������
�� ����	
���� �������

�� �� �� # ������
�� ����	
���� �
���	����
��

,( ���	�� ��
������
���� �� ��
�����. !�� ������
�� �������

�� �	�������� �"����

�.
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� �������	� ��� �	��� ��� �&���� �	� � �"A��� 

�2�2�2� /� ���D� � �
������ �� �������� ������� ��� �� ������

� ����,�� -. !����
�< ��
� #�������� �������
�� ��� 
�!�����
��� ��##�������
���

��	�
���� ��� )���#�� (

Group]ID,Group]V 1, ..., Group]V k

�� ����� )������ #�� �� ����,�� ��
� �� ��
�� 	�����
� ���� 	������� KD���#]�6 	��0

���#������ ��� ������ ��� )���#�� �� ��� ���
���� D���#]B2 ��� ��� )���#��L� �����

����,�� #����� �����
	�
� �� ���	�
#�
�� ����� ������
�� #�� ��� �� #���
���� 	���	��0

�
��
���� �� )���#�� ����� 	�� 	���	���
��
���� ���� ��������� �� �
���� ��� )���#��<

����� ���� �##����� ���
����� ���
��� ��
0��������

����� ��� C�'2 1����	�� ( 
��&���
� �� 
� ���� @�2$ �	� �	�	�� ��	���

��� �������� ��������� 
�� �"A���& /�� �&���
� �	� �	�	�� ���	��� 
�� ��������


����
����$ ���	���� �� ����	 � �
���� ,�	�� ���
�� # F. !� ���4�� �	����'

�	������ ��� 
� ������� �

�	�� *"����$ 3���

���	�$ ����+���$ 2	���� �� *������

�
�� *"����

������� 3##�����
�� -�#��1	
� ;����� �� ��
����

3����� -�
�� +�
�
�� � �&  

������ A���	 -�
�� +�
�
�� �$ ��$  
���

���
���

���

5��)��� 5��)��� �� �$   

*������ ��� G +���#�� �� ����� �������� �� �� ����,�� �� ����	�
�� ��� ���
����� 3##��0

���
��< -�#��1	
� �� ;����� �� ��
���� #������ ��� ��� ��F�����

� 
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�2�2�2� /� ���D� � �
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����� ����,�� ��� ��
�
��� �1� �������
�� ��� ���
���� ����
0������ ��
 ��	�
� ���

)���#��� ��	
 	����
� 4 �����
	�
������� �� �� ���	�
#�
�� ����� ������
�� #�� ��� ��0

�
���� ����
0������� �� 
�!�����
��� �����
��� #�� �� ����,�� ���� ��� ��
������ (

Group]ID,QUALIT]V,Cardinal

� #���
/�� 	������ �� �� ����� �������� 	���
��� ��� ������ ��� )���#��< �� ��	����

	���
��� ��� ��� �����
��� �� �� ���
���� ����
0������ �� �� ���
�
/�� ��� #�������
��

�� �� �����
���

����� ��� C�'2 /	� �� ���� �� ���4��$ �	� �	�	�� ��	��� 
�� ����)�� �	�

�"��� �"A��� *"��� �"A��� ��� �	������ ��� 	 �
����� ����)�� ,�	�� ���
��

# >. !� ���4�� �	�����	������ ��� 
� ������� �

�	�� *"���� *"����$ *���)�$ @�
��

�
�� *"����$ *���)�

! 
 *"���� *"����G*���)� *"����

������� ��#�)� B�����

3����� ��������0'���	 $ 

3����� 5����� $ 

������ A���	 ��������0'���	 � 

������ A���	 5����� � 
���

���
���

5��)��� ��������0'���	 �<$

5��)��� ��������0-���
)��� �$

5��)��� 5����� � 

5��)��� "��
�0B����� �<$

*������ ��� G � ����� �������� �� �� ����,�� �� ����	�
�� �� �� ���
���� ���
�� ����
0

������ ��#�)�

�#
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�2�2�2� /� ���D� � �
������ �*�� ������ ������� ���������

�� 
�!�����
��� �����
��� #�� 	���� ����,�� ���� ��� ��
������ (

Group]ID,Min]V alue,Max]V alue

3��	Min]V alue ��Max]V alue ���� ���#�	�
������ ��� ������ 
�!��
���� �� ��#��
����

�� ��
��������� �� �� �������� ���
���� ��	�
���� ��� )���#�� 	�����#������ 4 �� ���
����

�� ��)���#����� Group]ID�

�2�2�2� /� ���D�� � �
������ � ���������

������
� ��
��� ��� �������
� ��� ��� ������� ����� ���
���� #���
	��
/��< 	���� 
�!��0

���
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� ��� �� 	���� ����	�
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∑
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p∑

j=1

(wj
i − gj

k)
2

• ��� ����
���
! ���
���

6��� 	� 	��< ��� 
��
�
��� ���� ��	�
�� #�� �� �������� �� ���
����� ����
���
���

���
������ @�� ���#� #���
�
��
�� 	���
��� ������� 4 ��	���� ��� ������� ���������

���� �� !���� ���� ������� 4 	���)� �
�2��	�
! 	��#��� !���� �� ������� ����

 �
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����#�	� Bm = {0, 1}m�

φ2(wi, gk) =
m∑

j=1

1
f.j

(
fij

fi.
− gj

k)
2

���	 fij = wj
i

n..
< fi. = ni.

n..
< f.j = n.j

n..
< n.. = np �J n ��� �� ������ ����� ��
��
�
���< p

�� ������ ����� �� ���
�����< m �� ������ ����� �� �����
��� �� wj
i �� ��#���������

�� ��
��
�
�� i #��� �� �����
�� j ���� ����#�	� B = {0, 1}�

n.j =
n∑

i=1

wj
i

ni. =
n∑

j=1

wj
i = p

gj
k =

∑
wi∈Ck

fi.
fij

fi.∑
wi∈Ck

fi.

=
wj

i (k)
p ∗ n(k)

���	 wj
i (k) =

∑
wi∈Ck

wj
i �� n(k) �� ������ ��
��
�
��� ���� �� 	����� Ck�

φ2(wi, gk) =
m∑

j=1

np

n.j
(
wj

i

ni.
− gj

k)
2

φ2(wi, gk) = (n ∗ p)
m∑

j=1

1
n.j

(
wj

i

p
− gj

k)
2 K�����L

6��	 �� 	�
�/�� ��
����
� ����� 	����� C ���� �� 	�� ����
���
! ���
��� ��� �� ��
���� (

IgC (C) =
∑

wi∈C

fi.φ
2(wi, gC)

^���� ����� �� ��#�	� ���
 ����� ����
��� ��	�
�
����< ����� �
�
�
��� �� 	�
�/��

������)���
�� ����	
� 4 �� #���
�
�� �� ���� 	������ (C1, C2) �� C ���
���< ���#�/� ��

�����/�� �� 7��)���< 4 ���
�
��� ��
����
� 
����	����� A< ��1�
� #�� (

B(C1, C2) = µ(C1)d2(gC , gC1) + µ(C2)d2(gC , gC2)

6��� ����� 	��< ���� ��
�
���� �� 	�
�/�� ��
����
� 
����	����� A #��� ���������
�� ���

�
#���
�
���� ���
�
���
�� �� 	� 	�
�/�� #����� �� ����
�� 	���
����������� �� 	��#���
��

��� 	��	��� 	� ��
 #����� �������
� ��� 
�#��������
�� �E	�	� �� ����)��
�����

 .
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6� #���< ��
����
� 
����	����� A 	�����#��� ����
 �� 	�
�/�� �� :��� =:����? (

B(C1, C2) =
µ(C1) ∗ µ(C2)
µ(C1) + µ(C2)

d2(gC1 , gC2)

� 	�
�/�� ���������
�� �� �� �
#���
�
�� ���� ����� 	�� �� ������ ���	 4 �� �
�#��

�
����	� ����� ��� 	������ �� )���
�� ��� ���� ����0	������ C1 �� C2 !������ �� �
#���
�
��

�� C� 6� #���< ���� �� ���������
�� �� ���������� ��� #���
�
��� ���
��
����< �� 	��	��

��� 	������ �� )���
��� gC1 �� gC2 �� ���� 	��#���� 	����	��
���< ci �� ci+1< �� ����
�

!�	
������ )�F	� ��� !������� (

gC1(ci+1) =
µ(C1)gC1(ci) + µ(A)gA

µ(C1) + µ(A)

gC2(ci+1) =
µ(C2)gC2(ci)− µ(A)gA

µ(C2)− µ(A)

-
 �� ���
���� Y ���
��� ��� �����
���
��< A ��� ���������� ��� 
��
�
��� ���� �� ������ ��

Y ��� 	��#�
�� ����� ci �� ci+1� -
 �� ���
���� Y ���
��� ��� ����
���
�� ���
����< A ���

���������� ��� 
��
�
��� ���
1��� �� �����
�� ����� ��� ���� 	��#���� 	����	��
��� ci ��

ci+1�

���)��
���� #��#��� ��� ���	 �� ��
���� (
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�������������� �

P1 = Ω H

k ← 1 H

E��� F� k < K − 1 ����� (

�� "��� 	����� 	����� C ∈ Pk

G "��� 	����� ���
���� I

G "��� 	����� 	��#��� ci< 	��	���� ��
����
� 
����	����� B(C1, C2) �� �� �
0

#���
�
�� (C1, C2) �� C

B(C1, C2) =
µ(C1) ∗ µ(C2)
µ(C1) + µ(C2)

d2(gC1(ci), gC2(ci))

"���
 ������ ��� �
#���
�
��� 
���
���< �����
� 	���� ��
 ���
�
�� A

�� "�
� 	��
�
� �� 	����� C ∈ Pk ��
 ���
�
�� (

W (Pk)−W (Pk+1) = IgC (C)− IgC1
(C1)− IgC2

(C2)

�� Pk+1 = Pk∪ NC1, C2} − {C}

�� k ← k + 1 H

G�� E��� F�

/ �������� �� ������ ��������� �

6��� �� #���
��� 
� � � ������� ��� ������� ����������� "���
���� ��	��
���� ���

��� ������##��� #��� �������� 	� #����/��� �����
��� �� 	�� ��	��
���� ��
�
���� ���


��
�
��� ����� ��� ������� ����������< �������� ���
���� #���[� �� �
����	� ����� ����

��	����� �� ������� ����� ��� ������� ����������� � ������� ��� ���� #��#�����

���
�� ��� ������� ����������� ����� ���� ����� 	��
�
 �� 	�
�/�� ��
����
�< 	��� ��	���
��

�� ��#��� �� 	��	�� ��� 	������ �� )���
�� �� ������ ��� �
#���
�
��� 
���
��� #��� 	�����

���#�� � 	��	�� ���� 	����� �� )���
�� �� ����
�� ��� ���������� ��� ������� ����������

�
��
�
�� ����� ��� ������ ��������� ��� �� ���
���� ���
���< ���� ����
�� �8�	�� 4 ��

	����� �� �� �
#���
�
�� 
���
�� ���� �� 	����� �� )���
�� ��� �� #��� #��	��� � ��	��
���

	��
�
� 
	
 #��� �� 	��	�� �� �� �
����	� ����� �� ��	���� wi �� �� ��	���� 	����� �� )���
��

gk< 	�������� ��� ������� ����������< ��� �� ��
����� =_6&&? (

 #
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%� ��1�
� ������� �� �
����	� dj ����� ���� ��	����� ��� ��� ���
���� j (

dj =
{ 0 si wj

i ou gj
k est manquant

wj
i − gj

k sinon

����
�� �� �
����	� ����� wi �� gk ��� (

d2(wi, gk) =
p

p− d0

p∑
j=1

d2
j

���	 d0< �� ������ ��� ������� ���������� ���� wi �� gk �� ��� ����� .���� 
� ��� �

#�� �� ������� ����������< ����T ��� d ����� ����� ��� �� �
����	� ��	�
�
�����

#� �# ���*������ �� �� ������������ 1 �� *����������� ����������

����� ��	��#��
�
�� � ��� 
���)��� �� #��	����� �� )������
���
�� ������
��� 4 #���
�

��� ����� �� ������� �����
��������� "��� 	����� )���#� �����
� �� �� ���� �� �������<

�� ��	��#��
�
�� ��� �##�
���� ��� ��� 
��
�
���� � ������ �� 	������< > #��� 	�����

)���#�< ��� 1�� #�� ����
�
������� ;��� ������ ��
�
��� �� 	�
�/�� �� ����
��< ��1�
 ��

	��#
��� �< #��� ������� ���##��� �� �� ��	��#��
�
��� 9�##����� ��� �� ����
�� �����

������
�� s �� ���	�
#�
�� d 	�����#������� 4 �� )���#� G ��� ��1�
� 	���� (

Dens(s) =
|ext(s|G)|
vol(d)

����� �2�2�2 �� ������� 
��&���
� �� 
� +)�� # = � �"������ # K1�>8L$ �	���

��� )�	�� G1 �� >: �������� �������� �� ��& ������
�� ������������ Y1 �� Y2 �� ��

)�	��$ 
�	������� �� )�����
�����	� ��	��� 
��������	� ������� �

a = [Y1 ∈ [2, 131]] ∧ [Y2 ∈ [17, 115]]

!� ��
�� � ������� �� ������� ��
�
� �� ����� �������	� ��� �� 
�	���� �� 0.006 

!����
�����	� �� �� )�	�� �� 
� ���"	�� �� ���	��	����	�$ ����� �� 
� ���"	�� ��������

��	�	��� ������������$ ������ �� 
� ������� �� M �	�')�	��� %��� 
� �������� �����'

��	�$ 
� �
���� ( ������� ��� 
�������
� ��� �������� � )�	�� G1 �� ����� 
�� �,�'-.

���������	�� �	����
�� ,� � �	���� �� ������
��$ � � �	���� ����������.$ �	�� -M= �������'

��	�� ,*-$ *#.$ 	� �"	���� ��

� �� � 
� �
� )����� ������� ������
���� *��� �� ������ ���

 $
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� �����	� ������� 7Y1 ≤ 75.57 %��� � ��&���� �����$ 	� ������ 
��� ��� �
����� *-

	 *# !� ���

��� �	
��	� ��� �� �"	���� *- �� �� ���������	� ,*--$ *-#. �	�����	�����

( 
� �����	� ������� 7Y2 ≤ 547$ ��� �

� ����� 
� �
� )����� �������	� �� 
��������

������
���� 0����� 
� �
���� *# ��� �"	���� ����� 
�������
� ��� �
����� ,*--$ *-#$ *#.

�	� 4��� ������� �� ,*#-$ *##. !� �����	� ������� �	�����	������ ��� 7Y2 ≤ 75.57 

*	��� 
� �	���� �� �
����� +&� � ������ ��� �������$ 	� �����4�� ( �� ����� !������

�� ������	� +��
 ����� ��� �	��� ���"	�� �������� ��� �	�� 
� ������ �

������ ,�, � 5���� �� �������
 ������� ��� �� ������ ��������

*�� ����� �� ������	� ,+)�� < <. ��� 4��� ���� ���������� ��� 
������ "������"���

�� 
� +)�� < M N�� �
���� ������� ����� �� ���� ��� ����������� �
� "�� ���� 
������

"������"��� �+� ����	�� 
�	���� �� ���	��)� ,+)�� < M. 

������ ,�. � 5���� ���������#�� ������� ��� �� ������ ��������

�� ����	
��
��� ����� 	����
��� ���
����� !����
���� ���##��
�
�� ��� 
��
�
��� �� 	��0

#1
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0 20 40 60 80 100 120 140
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110

120

Y1

Y2

C11

C12

C21

C22

75.5

75.5

54

������ ,�1 � �� �����������
 �
 . ����%������� �� �� ��
����������
 ����
��

���#������ #�� 4 ��� 
��
�
��� �������� �� �
���� �� �� ���	�
#�
�� ������� #�� )������
0

���
�� ������
���� ����� �� �� ��
� ��� �� 1)��� ��$< �� ��	��#��
�
�� ����
��� � #���
�

����
�
��� ��� T���� �
��� 	�����#������ ��� 
��
�
��� ��� �������� �� �� 	���� ��� 	������

����)/��� �� ���� �� ����� 	�
�/�� ��
����
� ����	�
����� "��� �����
1�� ������
����
��

�##����� ��� ���	�
#�
��� #�� 	���� ��	��#��
�
��< �� #��� ��
�
��� �� 	�
�/�� �� ����
��

#��#��� #�� =-���&?� +� �8��< �� �������� ������ �� 	�
�/�� �� ����
�� �#�/� ��	��#��
�
��

��� �� ������� �� 0, 1�

#� �$ 2���������� ��� �������� �� �� ������������

������ )���#� ����� �
�
�� �� �� ������ 1�� �� ����0)���#��� ;��� ����� ���0

��� ���� �� #���)��#�� #��	����� ��� 	���� ��	��#��
�
�� #��� ,��� �����
��� #�� ��

����� �� ��	
�
�� �� #�� �� ����� �
����	�
���� 3��	 	�� �����
���
���< ��� ���
�������

�����
���� ��	���
������ ����
�
���
�� �����
�� �� �� �����
� ��� ������< #�� ����#�� �� �
�0

���	� ����� ���� )���#�� ����� ,��� ����� ��� ��� �
����	� ����� ���� ������� '���

��������� �� ���� ������� � ��������� �� ������ �*��(�� �����������

@���� �

� �����
���
�� �� )���#� �� ���	 �� 	��	�#� ����	
�< #��� ,��� ����
��� #�� �� ��2��

7����� 9�##����� ������ ����� ��� ��� 	��2��	�
�� ��������
��� #������ 	��	��� ��� ��


��
�
��� "�� ����#�� �� )���#� #��	����� #����� ,��� ��1�
 #�� (

[[Y1(w1) ≤ 75.5] ∧ [Y2(w1) ≤ 54]] ∧ [[Y1(w2) ≤ 75.5] ∧ [Y2(w2) > 54]]

#�
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∧[[Y1(w3) > 75.5] ∧ [Y2(w3) ≤ 75.5]] ∧ [Y1(w4) > 75.5] ∧ [Y 2(w4) > 75.5]]

�J 	����� ������� �� 	���� ����� ��� ��1�
 4 #���
� ����� !��
��� �� ������� �� ��	
�
���

� )���#� #��� ,��� �����
�� #�� ��� �
�2��	�
�� ���� ������ 1�
 ��������
����

������ ������
�� ��#������� ����
 ��� !��
��� �� ������� ������� ;��� ��1�
����� ���	

��� �������� ��#��������
�� ��� ���� �##���� ����
0������
���

!������������� �

5
+������ �2�2� <!�������������� ����
���=2 @�� ����
0������
�� ���������Ms

��� �� �������� �� k ��2��� ������
���� {(d1, R, a1), ..., (dk, R, ak)} �J 	����� ��2��

������
��� ��� ��� ������
��� k ��� �� ������ �� ����0)���#��� @�� ����
0������
�� ���0

������ ��� ���	 ��� �
�2��	�
�� ��������
��� �����������

6��� 	� 	��< ��������
�� �� 	���� ����
0������
�� ��������� ��� �)��� 4 (

extω(Ms) = {ω ∈ Ω| max
j=1,...,k

(aj(ω)) = 1}

@�� !�
� �� ��	��#��
�
�� ����
���< ���##�
	��
�� �� ����� �#������� �� )������
���
��

��� �� )���#� G1 �����
� �� ����
0������
�� ��������� ��
����� (

[Y1 ∈ [41, 74] ∧ Y2 ∈ [17, 46]] ∨ [Y1 ∈ [2, 23] ∧ Y2 ∈ [62, 83]]

∨[Y1 ∈ [103, 131] ∧ Y2 ∈ [42, 72]] ∨ [Y1 ∈ [77, 109] ∧ Y2 ∈ [79, 115]]

5
+������ �2�2� <!�������������� ������=2 @�� ����
0������
�� ������ Ms ���

�� �������� �� k ��2��� ������
���� {(d1, R, a1), ..., (dk, R, ak)} �J 	����� ��2�� ���0

���
��� ��� ��� ������
��� k ��� �� ������ �� ����0)���#��� @�� ����
0������
�� ������

��� ���	 ��� �
�2��	�
�� ��������
��� ��������

�������
�� ����� ����
0������
�� ������ Ms #��� ,��� ��1�
� �� ���� ���
/��� �
8�0

������ (

G �� 	���
�/�� ���� ������� ��� ���� 
��
�
�� ω ∈ Ω #��� �##�����
� Q#��� �� ��
��Q

4 ��������
�� �� Ms< �� !��	�
�� �� ��� ��)�� ���##�������	� 	��	��� 	���� ��
� (

extω(Ms) = {ω ∈ Ω|(w,max
j

(aj(ω)))}
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6��� 	� 	��< �������� �� �� ������� �� 	����
1	��
�� ������
��� ���� ��� ������	�

����2��� ������
��� ���������� s1, s2, ..., ��	�
�� #�� ��� ���
����� 
�����������

G !��
�������� ��� �� ������������ 	������� � ��� �##��	�� #�����
�
���

��
 #����� �� ��#�������� 	����� 	��� #�� ��� ��
 ��	�
���� �� ���
��
�
�� ��� �������

���������� +� �8��< 	���� 	����� 	��� �� �� 	���� ��#���)
��� ��� ����	
�� 4 ��

��#��0��	���)�� ����������
�� ��� ������	
�� 4 	�� ��#��0��	���)��� ��� �
���
���
��

��
!����� @�� ����� ��� �� ��#�������� 	����� ������� #�� ��� �
���
���
�� ���0

���� ����
0���
�� �� ������� m(r) �� ����
	� �� ���
��	�0	����
��	� Vr< �J m(r)

��� �� ��	���� ��� �������� ��� ���
����� 	��	����� ��� ��� 
��
�
��� �� ������� �<

�� Vr 	��	���� ����
 ��� ��� 
��
�
��� �� ������� ��

�2�2�2� !��
�������� �� !�����������

�
��� ��� ���##�
���� �� ��)��
���� �� 	����
1	��
�� ��� �� 	���� �� ����
�� �� ��0

���
��� ��� �������� �##�������� 4 �� �,�� 	����� ����� �##���� ��	��0	������ #�� ���

���	�
#�
���� ;��� #��#����� ��� #���
/�� �##��	�� ��
 	���
��� 4 �����
��� ��� ��	��0

	������ #�� �� ��2�� ������
��� "��� 	� !�
��< �� �##�
��� ���#������� �� )������
���
��

������
��� ��� ���������� ��� 
��
�
��� !������ �� ��	��0	������ 5�
� ���	 	���� �#0

#��	�� �� #��� ��
�!�����
�� ���##�������	� ��� 
��
�
��� 4 �
8������ ���������

@�� ����� �##��	�� #��������� �� )����� 	���� 
�!�����
�� 	���
�����
� 4 �����
��� ���

��	��0	������ #�� ��� ����
0������
�� �� #�� ��� ����� K��
� �����L� ;��� #��#�����

���	 �� �����
��� 	����� ������� �##�������� 4 �� ��	��0	����� #�� ��� ������
�� �#�/�

�##�
	��
�� �� ���#������� �� )������
���
�� �� ����
�� �� ��	��0	����� ���� �����
��� #��

��� �
�2��	�
�� ��������
��� �� ��� 	��2��	�
�� ��������
����

#.



�������� + ������!����� �� � �������� �� ������! !"#$���%��!

�� ������	��

6��� 	� 	��#
���< ���� ����� ������ �� #����/�� �� ��������)���
�� ��� ���	�
#�
���

	����� #�� �� )������
���
�� ������
��� ��#���
���� ;��� ����� ����
�� #��#��� ��� ����0

�
�� ��
 	���
��� 4 ��	��#���� ��� ���	�
#�
��� �1� ������
���� �� ����
�� �� 	�� ����
/����

� ������� #��#���� #���/�� 	����
��� �
�
��� 	������ ��� �������� �� ��)������
�� (

�� ��� 	��!����� �� #����/�� �� �� 	��#���
�� ������� ��� ���
����� ����
���
��� ��� ����0

	��# �� �����
���� � #����/�� �� �� ������
���
�� �� ������ �� 	������ ����� #�� ���

#��� ������� +� �8��< 	���� 4 ����
�
������ �� �� 1���� �� ����
� ���	 
���������� �� �������

�� 	�
�/�� ��
 	�����#��� 4 �� 	��#���
� ����� �� 	�
�/�� ��
����
� �� 	���
 �� �� ����
��

����� ���	�
#�
�� ��
 #����� �� 1��� �� ������ �� 	������� � ������ �� 	������ �#�
���

#��� ����
 	�����#����� �� ��
����� #�
�� �� �� 	����� �� 	��
����	� �� 	�
�/�� �� ����
��

K��
� 1)��� ���L�

������ ,�3 � �� ���
� �� ���� ����� �������
�� �� ������� �� ��
���� ��������
� $ , �������

6�� �����
���
��� ��� ��� #��#����� �1� ������	
�� 4 	��	�� ��� )���#�� �������

��� ���	�
#�
�� )������
���� ��� ������� ��������� �� ��
� �� )���#�� ;��� ����� ����


#��#��� ��� )������
���
�� ������
��� ��� ��#���
��� ����� ��� ����)��
���� ��� 	�����

��#���)
���� �� >������� ����� )������
���
�� #����� �� ����
�� ��� ������� �� �������
�

����
 ��� ���	�
#�
��� ����� ��� ����	���� 	��#���� �� ��	�
���� ��� )���#�� ����)/����

# 



�������� + ������!����� �� � �������� �� ������! !"#$���%��!

##



	
������ �

�������	� ��� ������ �������	����

����!����	����	��� ��� �������� ��

�	��	�	���	���

 �� ���������	��

+� ������� �� �������< �� ��� ������� ����� 4 ���
��� ��� ������� ����� ��� ����	0

���� 	��#����< 	���� #�� ����#�� ��� ������� ���������� =A6���?< 
������
��� ��

	��#
��� � K������� ����� ��� ����	���� 	��#���� ������ ��� ��� 
����������< ��� �
���
0

���
���< ���L< ��� ������� ������������
� K������< ��	������< b5L< ��� �������

)����������� K	����� 
��
�
�� ��� ��	�
� #�� ��� !��	�
�� ��)��
/�� �
�	���
��� �� ��

������ 1�
 �� #�
��� ����������
��L< ��	� 6��� 	� 	����< ��� �������� 	����
���� ��

	����
1	��
�� ������ ��� �� 	��	�� ���� 	����� �� )���
�� �� #������ #��� ,��� ��
�
����

	�� ��� 
��
�
��� �� ���� #��� ��	�
�� #�� �� �
�#��� ��	����� �� R
n� 31� �� ��������

	� #����/��< #���
���� �����
��� ���� ���
��)������ ����� �� ������ ��� ������� ( #��

����#�� ����
�
���
�� �� ��	��
���� �� ��	���)� ��� ���	�
#�
��� =�9 �? =�9 �? #��� ���

������� ������
����< �� ��	��� ����
�
���
�� ���� �#������� �� #��2�	�
�� ���� �� 	��

�� ������� !��	�
�������� =9-��? =�DD9 �?� ��#������< 	�� �������� ��	���
���� ���

����� 	����
����	� � ���	�� ��� �������< �� 
�#����� �� )������ 4 ����
�
������ �� 1���

	����
�� ����0#����/���� K#�� ����#��< �� 	��
� �� �� ���� �� #��2�	�
�� ���� �� 	�� ��

������� !��	�
��������L�

'��� ��������� ���� �������� ��������� �� ���������� �� ����� �



�������� , ���������� ��! �����! ������*�%��! ����-��*���!������! �� ��$���� �� ��!!�#�������!

0����� ��� ������� � ������������
� =D�D �? =D�D9 �?� +� �8��< �� -%5 ���

���� ��� �� ���
�� �� 	����� �� )���
�� �� ��������������� 	� 	��	�#� ����� #�� �##�
	����

��� ������� 	��#������ ;���� ��� ��� �� ���
1�� ����)��
���� ��� 	����� ��#���)
����

�1� �� #�������� ��� �##�
	��
�� ��� ������� �� �
��
�
���
���� ����� �##��	�� #�����

�� ���
������ �
�� ��� �
8������ ��#�� �� �������< 	�� ����� �� ��1�
�
�� ����� ������

�� �
��
�
���
�� ��� ��	����
�� �� ����������� �� �� ��������

� ������� ��� ���� #��#����� ��#��� ��� ��2�	�
!� ��
����� (

G ���
��� ����
 �
�� ��� ������� 	����
���� ��� ��� ������� 	��#����� H

G !����
� ��� 
����#�����
�� ��� �������� �� ���	 ��� 	������ ���������

6��� ����� ��)��
����< ���� ���� ������ ����� ��� �� ����
�� Q���	�Q ��� 	�����

��#���)
���� �� >������ =*D���? =*�� �? ��	�
�� �� 	��#
��� �< ��	�
�� �������� 9�#0

#����� ��� ���� 	���� ����
�� ����� �����
���� ��� 	����� ��#���)
���� ��� #������#��

�� ���� #��� ��	��	���� 4 	����� !�
� ����� #������� ��� ��������
�� ��
� �#�/� ���

#���� ���8�	���
�� �� ��
���)���
�� ��� �������� ����� ��� ����
�� ��� ���	����
��� ��

����)��
���� ��� 	����� ��#���)
�����

 �� ������ ��&��'	���� ��� ������� �� �	��	�	��	���

�
��� �� �����
���� ��� ��� �������� �� �
��
�
���
���< #����� �� #���
� �� �������

#��� )�������� �� �� ���
��� ���� ��#�� �� ���
����� K	����
���� �� 	��#�����L�

3���� ��� �������� �� �
��
�
���
���< ���� ������ ��
������� #�������� ����)��
����

��� 	����� ����0��)��
����
	�� ��� 	� ��#� �� �������< ����� �##���� 5���9A!�

$� �� &�������

����� #��� �� -%5 	����
���< �� 	���� ��� ��	�
�� #�� �� )��#�� (C,Γ)� � #�
�0

	
#��� �
8����	� ��� ��� ���� �� �����
��� #��� ��� ����#�	� R
p ��
� ��� �� �������� ���

������ ��� �
��
�
���
�� ����� d ��� ��1�
� K	���� �� ��#�	� ����
��� �J �� �
��
�
���
��

��� ��� �
����	�L�

���#�	� �� ��#��������
�� Lc �� ������� c ��� ���������� ��� #���
�� �� Ω �� 	���
���

q 1�� ( 	����� ������� c ��� ��#������� #�� �� ����(��� 
�)�
�� ( ac = {zj1 , ...zjq}<

$1



�������� , ���������� ��! �����! ������*�%��! ����-��*���!������! �� ��$���� �� ��!!�#�������!

���	 zji ∈ Ω� %� ��
� ���	< ��� 	�����
������ 4 ����)��
���� 	����
���< �J 	����� ��!�����

#��� �
������� ������� ���� ����#�	� ��� ������� ���� ���
��< ���� ���##��	�� #��#����


	
 	����� ������� ��� ����� ������ 1�
 �� ��#��������
��� 4 �� �
�#��
�
���

���#�	� L �� ��#��������
�� �� �� #���
�
�� ��� �� 	���� L(C, a)< ���	 a = {ac; c =

1, ...,m} ���������� �� ���� ��� 
��
�
��� ��!������ �� �� 	�����

%� ��1�
� ��� �
��
�
���
�� )������
���< dT �� Ω×P (Ω) ���� R
+< 	���� ��� ������

���������
�� ����� �� 
��
�
�� zj ∈ Ω �� �� 
��
�
�� ��!����� ac< #�� (

dT (zi, ac) =
∑
r∈C

KT (δrc)
∑

zj∈ar

d2(zi, zj)

���	 KT (δrc) �� !��	�
�� ����� ��
 ��#��� �� �� �
����	� ����� �� ������� c �� �� �������

r �� �� #����/��� �� ���#������� * K#�� ����#��< KT (δ) = e−
δ2

2T2 L� 9�##����� ��� #���

�� #����/��� * ��� #��
�< #��� �� ������ �� �������� 
�	��� ���� �� ��
�
��)� ��� ����
��

"������ ���##����
���)�< �� 	���	�� 4 �
�
�
��� �� !��	�
�� 	�Y� E ��
�����< ��

��������� ��� #����� ���8�	���
�� �� ��� #����� �� ��#��������
�� (

E(f, L(C, a)) =
∑
zi∈Ω

dT (zi, af(zi)) =
∑
zi∈Ω

∑
r∈C

KT (δ(f(zi), r))
∑

zj∈ar

d2(zi, zj) K�����L

����� !��	�
�� ������ ���������
�� ����� ��� #���
�
�� 
���
�� #�� �� !��	�
�� ���8�	��0

�
�� �� ��� 	���� L(C, a)�

��� �� �� #���� ���8�	���
��< �� !��	�
�� ���8�	���
�� f ��� 	���� ��
 �8�	�� ����


��
�
�� zi �� ������� �� �� 	���� �� #��� #��	�� �� ���� �� �� �
��
�
���
�� )������
���

dT � +� 	�� ���)��
�� �� �8�	�� zi �� ������� �� #��� #��
� 
��
	� (

f(zi) = argmin
c∈C

dT (zi, ac) K�����L

"�� �� ��1�
�
�� �� �� !��	�
�� ���8�	���
�� �� ��	��
����	� �� E ��� ��������

��� �� �� #���� �� ��#��������
��< �� 	���	�� �� ����/�� ��
��
�
��� ��!������ a∗ ��


��#������� �� �
��� ���������� ��� ��������
��� �� ���� �� E� � 	�
�/�� E ����� ���
�
!<

	���� ���#� ���#�
�
���
�� 	���
����
�� #��� ,��� ����
��� �� ���
/�� 
���#������� #���

	����� �������� %� �
�
�
�� �� �8�� m !��	�
��� �� �� !���� (

$�



�������� , ���������� ��! �����! ������*�%��! ����-��*���!������! �� ��$���� �� ��!!�#�������!

Er =
∑
zi∈Ω

KT (δ(f(zi), r))
∑

zj∈ar

d2(zi, zj) K�����L

6��	 #��� 	����� ������� r< �� 	���	�� ��
��
�
�� ��!����� ar ��
 �
�
�
�� Er� 3����0

���� �
�< ������� ��� q ��
������ 
��
�
��� zj ∈ Ω ��
 ��#��������� �� �
��� �� ������� r�

+� 	�� ���)��
�� �� ����	�
���� ��� 
��
�
��� zj �� #��� #��
� 
��
	��

� 	�
�/�� E ��	��V� ���	 2�����4 	�����)��	�� 6��� �� ����
�� ���	� 	����
���< �� �
�
0

�
���
�� �� �� !��	�
�� E ��� 
����
��� 	�� �� #��
�
�� ��� ��	����� ��!������ ��� ������

	���� �� 	����� �� )���
�� �� ���)� �� #�
��� #������ #�� �� !��	�
�� K�

$� � "���*������� 
���,)2

�������������� �

� k = 0

� 	��
�
� �� ����/�� 
�
�
�� �� ��!������ a0 �� �� 	���� L(C, a0)� '
��� T 4 Tmax

�� �� ������ ����� ��
�����
��� 4 Niter

��
������ � k + +

P ��
�����
�� k< ���������� ��� 
��
�
��� ��!������ ak−1 �� �����#� #��	������ ���

	����� ���	���� �� �������� ������ ��

T = Tmax ∗ (
Tmin

Tmax
)

k
Niter−1 [*�� �]

� ?��� �*�,������� � ������ 4 2��� �� !��	�
�� ���8�	���
�� fak ����	
��

�� ����/�� ak−1� %� �8�	�� 	����� ��������
�� �� ��!����� ��1�
 4 #���
� �� �������
��

K�����L�

� ?��� � ���
�������� � ������
��� �� ������� ����/�� ak∗ ��
 �
�
�
��

�� !��	�
�� E(fak , L(C, a))� "��� 	����� �������< ak∗
c ��� ��1�
 �� ���
/�� ��
��� 4

#���
� �� �������
�� K�����L�

>
�
�� ��
������ (����*7 � �� �*�� ������ T = Tmin

$� �# !���.��� �� ������*����

5��)�� ��� �##������ �
�#�
	
��< ����)��
���� ��� 	����� ��#���)
���� ����� ������ !���

	��#���� 4 �������� ���� #�
�� �� ��� ��������
���� 6��� �� 	�� ����
�
����
�����< 
�

$�



�������� , ���������� ��! �����! ������*�%��! ����-��*���!������! �� ��$���� �� ��!!�#�������!

����
��� #�� 4 	� 2��� �� ��������� �����
���� #������� �� ���
/�� �
)������� �� 	�����0

)��	� �� ����)��
����� ���� ������ �Y �� !�
� ���
� ��� ����,������ �
E	
�� ����#�
���

������� ���� �� ������ �� �
����
�� ��#��
���� 4 ��� � 	�����)��	� �� ����)��
���� ���0

	����
��� ���� �� 	�� ��� 	����� �����
����
�������� � ��� ��24 #������ =�'&�? =�'��?�

+� #���
���< 
� ��� �
E	
�� �� 1��� 	����
�� #����/���� ���� ��� �� ������ ��
�����
���<

Niter< 4 �8�	���� #��� �������� �� 	�����)��	� �� ����)��
����< �� ��� �
����
��� �� ��

	����< xdim �� ydim< ��	� "��� 	���< ���� ������ #�������� ��� ���
� �� 	�
�/��� ���� �����0

���
�� �� 	���� �� ����������� �� ����)��
���� #��������� ���� 2�)�� �� 	�����)��	� ��

#�� �� �,�� �� 2�)�� �� #���
���	� ��� 	��
� ��� �
8������ #����/���� �� �� 	���� 	���
0

������ "���
���� �� 	�� 	�
�/��� ���� 
���� ��� �������� �� 	����
1	��
�� �������
����

����
�
���������

�2�2�2� ����� 0����

6��� ����)��
���� >����� =5�	�$?< �������� ��1�
� �������� >����� 	���� �� �����

��� �
����	�� �� 	���� ����� 	����� 
��
�
�� �� �� #������#� ��
 ��
 ��� ����	
�< �� #����0

��#� ����� �� 	����� �� )���
�� ���� �� 	�� ������� ����� ������ 	�����#��� 4 ��� ������

�� �����
1	��
��� 6��� ����� 	��< �� #������#� �� 	�����#��� #�� �� 	����� �� )���
��

�� �� 	����� ���� �������� �� �
��� �� 
��
�
�� �� �������� >�����< ���� ����� 	��< ���	�
�

����� (

Ekmeans =
∑
zi∈Ω

∑
zj∈af(zi)

d2(zi, zj)

�2�2�2� ����� � ���������� �����

Ekoho =
∑
zi∈Ω

∑
r∈C

KT (δ(f(zi), r))
∑

zj∈ar

d2(zi, zj)

�� 	�
�/�� ��� �� ����� �� #����
� �� ���� !�	������ � #���
�� !�	���� KT (δ(f(zi), r))

	����
��� 4 �� 	��������
�� �� �� ��#���)
�< ����
� ��� �� ��	���<
∑

zj∈ar

d2(zi, zj)< 	����
���

4 �� ����� ��#��������
�� ��� ������� #�� ��� 
��
�
��� ��!�������

$�



�������� , ���������� ��! �����! ������*�%��! ����-��*���!������! �� ��$���� �� ��!!�#�������!

�2�2�2� %�������� �*�,��������

� ������ �� 	���)������ ���8�	���
�� ��
��
�
��� ��� 	������ ����� ���� 
�����
���

��		���
��� ��� �� ��� 
��
	������ ��� #��� 
�#������� #��� 2�)�� �� �� ����
�
�� �� �� 	�����

+� �8��< �� ������ �� 	���)������ ���8�	���
�� ��
� �
�
���� ��#
������ �� ������

����  #��� ���
� � �
� ����
�
��� �� !��� 	�#������ ����� ��� �������	� �� 	���)������

���8�	���
�� �� �
)�
1� #�� ���
� � �
� 	�����)��	� �� ����)��
����< 	�� �� ����
�� ���	�

�� ���)��
���� ����� ������
�
���< 
� ��� !��� #���
��� ��� ��� 
��
�
��� ��!������ ��
���

��� �
�
�� ��	����

$� �$ �������������� �� �� �����

6��� ����� ��)��
���� ��� #������#�� ����	
�� ��� �������� �� �� 	���� �� #������

,��� ��� ��� 
��
�
��� �##�������� 4 ���������� ���##����
���)�� �� ��
��� ���	 ����

�
8������� �������� ��
�
�
��
���
��< ��
�
�
��
���
�� Q���
0������
��Q �� ��
�
�
��
���
�� #��

������� !�	���
���� ��� �������� �� �
����	�� K3'*6L�

�2�2�2� �������������� H������
�����H

����� ������)
� ��
�
�
��
���
�� ��� ������������� �
�� ���#��� 4 ����� 	��� +��� 	���
���

4 	��
�
� ������
������ ��� ��	����� ��!������ #���
 ��� ��	����� �� ��������

�2�2�2� �������������� ��� "GE5

����� ������� ��
�
�
��
���
�� !�
� �##�� 4 �� ��	��
��� �� ��������� !�	���
���� ���

�������� �� �
����	�� K3'*6L� � ��� �� ��������� !�	���
���� ����� �������
� ��� ��#��0

������
�� ���� �������� ��
��
�
��� ���� �� ��#�	� �� �
����
�� ��
���� �� !�X�� 4

���
�
��� ��
����
� #����� #�� 	�� ��#�	�� 3���� �� ������� �� �
��
�
���
��� ���� ��
0

�
������ ��3'*6 �#�/� 	�������� ���
�
�� ��	�
�� �� 	��#
��� �< ��	�
�� �������� � #���

#�
�	
#�� ��
����
� !����
 #�� ��3'*6 ��� �� #��� ��
 	������� �� �
��� ��� #���
�
���

����� ��� 
��
�
���� %� �� #�
�	
#��� 	���	���
��
��� ����� 	���� �� >������ ��� 2����0

���� 	���� 	��������
�� �� �� ���
�� �� #���
�
�� ����� ��#�	� ��� ������� �� ��#�	�

��� ��������� +� 	��������	�< ����)��
���� �� >������ �� 	���	��� ��� 	��1)����
��

$�



�������� , ���������� ��! �����! ������*�%��! ����-��*���!������! �� ��$���� �� ��!!�#�������!

��� #������#�� ���#�	���� �� �
��� 	���� 	�����
��� �� #���
�
��< �� �
�� ��� �
�� ��

	�����
)�� ��� #������#�� 4 ,��� ���������� ��� �� �,�� #���< �� #��� ���
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���
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 ��))/�� ��
�
�
��
��� �� 	���� �� #��X��� �� ��#��� �� ����)��
���� ��� #������#�� ���

	� #��� #�
�	
#�� ��
����
�< �1� �� �
�
��� ����#���� ��� ���
1	��
��� ���� �� ���##���0

�
���)�� 6� #���< �� #����)��
���� 	�� #������#��< 	����040�
�� �� #����� 	[�� 4 	[�� ���

�� #��� ��� #������#�� 	����� ��#�������� ��� ������� #��	���< �� �
�
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�� 	��	�� ��� ������� #��#��� �� ��	����� #��#��� H

�� ��
 ��� ��������� �� 	��
� ��� ���� ��	����� #��#��� ����	
�� ��� ���� #���
/���

������� #��#��� H

�� 	����
�� ����� )�
��� �� #�
��� ��� �� #��� !���� #�� ��� ���� ��	�����< 	������

��� ����
)
�� �� ������� ��#/��< �� �
����
��� (var(x), var(y))< ���	 var(x) =

|xmin − xmax| �J xmin �� xmax ���
)���� ���#�	�
������ ��� ������� �
�
����� ��

���
����� ��������� ���� ����#�	� �� #��2�	�
�� �� var(y) = |ymin − ymax|< �J
ymin �� ymax ���
)���� ���#�	�
������ ��� ������� �
�
����� �� ���
����� �����0

���� ���� ����#�	� �� #��2�	�
��� %� ���
��� �
��
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� '
)��� ���L H

�� ����� ��� 	���������� �� ���������� ��� 
��
�
��� ��� �� #��� �� #��2�	�
��< �����0

�
��� �� ����/�� ��
��
�
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�
�
�� a0� ������ ������� c ���� ��#�������

#�� ��
��
�
�� i �� #��� #��	�� �� ψc �� ���� �� �� �
����	� ��	�
�
���� ���� ����#�	�

�� #��2�	�
���

� 	��
� �� �� �
����
�� �� �� 	���� �� ����� �� �������� ��� �� #����/�� ���
	�� ��


�� �� #��� #�� #��� ��� ������ ��)��
����� �� 	����
1	��
�� ��� ��#���
��� #�� #������#��<

#��� �������� �� 1�� ��
������� �� ������ �� 	����� 4 #�
��
� +� ������ �� #�� #��� ��
�
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��� ��
 	���
��� 4 ���#��� ��� 	����� ��� �������< 
� ���
��� #���
��� ����

����� 
�
�
��
���
�� #�� 3'*6 �� 1��� ��� �
����
��� ��������� ����� 	���� �� ����� ��

������ �� �������� �� ��
�
���� ��� ������� #��#��� ����	
��� ��� ���� ���� !������ ��

#��� #�
�	
#�� ��
����
�� "��� �� ������ �� 	������ 1�� 4 #�
��
< �� ������ �� ��������

�� 	����� 	[�� �� �� )�
��� ��	���)���
�� ��� #��#���
����� 4 �� ��	
�� 	����� �� �� ������

#��#�� K�	���0��#�L ����	
�� 4 ����� �
��	���� �� �,�� 	[�� =+����?� +� #���
���< 
� ���)
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�� �������� ��� ���� �����
��� ��
������ ({
xdim× ydim = nombre de classes

xdim
ydim =

√
λ1√
λ2

�J xdim �� ydim ���� ���#�	�
������ ��� ������� �##��	���� �� �� ���)���� �� ��

���)��� �� �� 	���� �� ����� �� ��������< ����
� ��� λ1 �� λ2 ���� ���#�	�
������ ���

#���
/�� �� ����
/�� ������� #��#����

�
����,� �� 	���� ������� ��� �� #�������� �� #��	�� �� #��� )���� ������ ��

�������� ��
���� ����� #������ �� #��� )����� #��� ��
����
�< �� ���	 �� #��	�� ��������

#��� �� �������� ��� �� ���)� �� #�
��� ��� �����)� ��
���� ��� ��� ���� �
��	�
���
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�	
#�����
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��#��������� ��� ������� H 
� ������ 	���� �� ��� #��2���� ���� �� �,�� ����0��#�	� �1�
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�� ����� ����� 
�
�
��
���
��< 
� ��

���� #�� ��
�� �� ���
1�� ���������� �� #��
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�
�
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�� ��� #������#���

� �
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���
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