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Chapitre 1

Introduction

L’éclatement d’un idéal dans un anneau quotient d’'un anneau de po-
lynomes est un outil trés important en Géométrie Algébrique, principalement
en Théorie des Singularités, ou on éclate souvent des idéaux maximaux. En
Algebre Commutative, D.Rees a introduit 1’algebre de Rees d'un idéal, dont
le Proj est I'éclatement de cet idéal. La fibre spéciale de cet idéal est la fibre
de I’éclatement au dessus de 'origine.

Il y a tres peu de situations ou ’algebre de Rees et la fibre spéciale peuvent
étre données explicitement. Dans sa these, P. Gimenez a calculé la dimension
de la fibre spéciale pour un idéal torique simplicial de codimension 2. Ce
travail a ensuite été complété dans [GMS] et [BM2], ou une présentation de
la fibre spéciale est donnée.

Le premier objectif de cette these a été d’étendre tous les résultats de
[GMS] et [BM2] au cas d'un idéal de réseau de codimension 2. A cet effet,
remarquons que les idéaux toriques sont les idéaux de réseaux premiers. Les
méthodes développées dans [GMS] et [BM2] ne s’appliquent pas ici, et nous
avons du faire une preuve plus conceptuelle. Il en résulte que la fibre spéciale
d’'un idéal de réseau de codimension 2 est une variété projective Cohen—
Macaulay de degré minimal.

Les équations des variétés Cohen-Macaulay de degré minimal ont été
étudiées par M. Barile et M. Morales dans [BM3], [BM4]. Ce qui nous a
amené naturellement a étudier une classe d’idéaux binomiaux introduite par
M. Morales, et appelée idéauz binomiaux simpliciauz. Il s’avere que les idéaux
binémiaux simpliciaux correspondant a un arbre généralisé définissent ce que
dans [BM4] est appelé un “scroller” et dans [EGHP] une “small variety”, et
qui ont des propriétés tres intéressantes. Plus généralement, nous donnons
une large classe d’idéaux binomiaux simpliciaux pour lesquels le nombre de
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réduction est 1.

Nous somme persuadés que toutes les propriétés des idéaux de Stanley—
Reisner s’étendent aux idéaux binomiaux simpliciaux. Par exemple, nous
sommes en train d’étendre le résultat de [EGHP] sur la propriété Ny, des
idéaux de Stanley—Reisner.

La thése est construite comme suit :

Soit £ un réseau positif dans Z", i.e. tout vecteur non nul dans £ a des
coordonnées positives et négatives. Soit R = K[zy,xs,...,z,| Panneau de
polynomes a n variables sur le corps K. L’idéal de réseau I, C R associé a
L est I'idéal binomial :

Ir=(x*-x"|abeN'cta—beL),

ou x* = z{'xg?---x% pour a = (ay,as,...,a,). Les idéaux toriques sont

ceux associés a un réseau saturé, et ce sont des idéaux de réseau premiers.

La résolution libre d'un anneau gradué R /I est toujours un outil impor-
tant en Algebre Commutative. C’est une suite exacte

F:...— Z.H(I’i_“)p’i&)Fi_lq’i_*l}..._ﬂg/]
de modules libres F; gradués et d’applications ®; : F; — F;_; homogenes.

La résolution est [linéaire si toutes les applications ®; sont linéaires, et elle
est 2-linéaire si de plus I est engendré par des formes quadratiques. On dit
que [ satisfait la condition Ny ), si I est engendré par des formes quadratiques,
et ®; est linéaire pour i < p.

Campillo-Marijuan [CM] et Bruns-Herzog [BH] ont démontré que l'on
peut décrire les modules de syzygies combinatoirement a partir du réseau L.
Pour le cas des idéaux de réseau de codimension 2, I. Peeva et B. Sturmfels
ont définit entierement la résolution libre de R /I, de facon combinatoire. En
particulier, les générateurs de I, sont en correspondance biunivoque avec un
sous—ensemble de Z? (la base de Hilbert de I.).

Dans le deuxieme chapitre, nous rappelons quelques définitions et les
résultats de [PS] pour les idéaux de réseau de codimension 2, et nous définissons
le graphe de syzygies. C’est un graphe planaire, dont les sommets corres-
pondent aux générateurs de I, et les arréts donnent des informations sur
les syzygies. Le complexe simplicial de dimension 2 engendré par ce graphe
est appelé le complexe de syzygies. C'est un complexe “shellable”, dont les
triangles donnent les premieres syzygies, et deux triangles avec une aréte
commune donnent une seconde syzygie.
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Dans le chapitre 3, nous allons étudier 1’algebre de Rees et la fibre spéciale
d’un idéal de réseau de codimension deux.

Soit I C R un idéal engendré minimalement par n éléments {f;}1<i<m.
L’anneau de Rees de I est 'anneau gradué

R[It] = E 1",

k>0

La fibre spéciale F(I) de I est le quotient R[It]/mR[[t], avec m I'idéal maxi-
mal irrélevant de R. La dimension de la fibre spéciale est appelée “I’analytic
spread” de I.

Introduisons m variables indépendantes sur R, appelées {T;}1<i<m, et
considérons l'idéal J = ker w, ou

R[T] = R[If] — 0
T, — fit '

On obtient une présentation R[[t] ~ R[T]/J de 'anneau de Rees.

De la présentation de I'anneau de Rees on déduit une présentation de la
fibre spéciale F(I) ~ K[T]/J, ou J est I'image de J modulo mR[T].

Par conséquent, toute relation entre les générateurs {f;}1<i<m, de I a
coefficients dans l'anneau K[z, xs,...,z,] donne un élément de 7, et la
méme relation modulo m donne un élément de 7.

Dans la section 3.2, nous étudions une classe d’idéaux binomiaux en-
gendré par au plus quatre éléments, qui contient les idéaux de réseau ayant
quatre générateurs. Les anneaux de Rees et les fibres spéciales sont décrits
explicitement.

Dans les sections 3.3 et 3.4, considerons un idéal de réseau I de codi-
mension 2 ayant au moins cinq générateurs. A partir du graphe de syzygies,
nous déterminons un ensemble d’éléments A dans I'idéal de présentation de
I'anneau de Rees R(I). Puis, nous étudions de fagon combinatoire I'idéal (\A)
des images de ces éléments dans la fibre spéciale F (7). Nous démontrons

Théoréme 1.0.1 (Théoreme 3.4.12, et Théoreéme 3.4.15).
2 < dim(F(I)) < 3.

Dans le cas ou KC est infini et I est un idéal radical qui n’est pas une intersec-
tion compléte, nous avons dim(F(I)) = 3, et (A) est l'idéal de présentation
de F(I). Par conséquent, la fibre F(I) est Cohen—Macaulay, réduite, de degré
minimal.
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Nous en déduisons aussi des propriétés pour I'anneau de Rees :

Théoréme 1.0.2 (Théoreme 3.4.19). L’anneau R(I) est Cohen—Macaulay,
et engendré par des formes de degré au plus deux.

De plus, a partir du complexe de syzygies, nous pouvons décrire expli-
citement une réduction de F(I), et montrer que son nombre de réduction
est 1.

Nous rappelons la notion de réduction d’'un anneau R/.J.

Soit J C R un ideal gradué homogene pour la graduation standard et
d = dimR/J. Un ensemble de formes linéaires {g1, ¢2,..., ga} est une
réduction de R/J, si

(91, 92, gd)m”:mpH( mod J)

ou m est I'idéal maximal de I’anneau de polynomes R. Le plus petit nombre

p lorsque 1'on considere toutes les réductions possibles est appelé le nombre
de réduction de R/J.

Le théoreme suivant de Eisenbud-Goto caractérise les variétés de degré
minimal.

Théoréme 1.0.3. [EG] Soit R un anneau gradué standard réduit, définissant
une variété algébrique projective. Alors nous avons la suite suivante d’impli-
cations :

(1) R est un anneau de Cohen-Macaulay et e(R) = 1+codim R, ot e(R)
est la multiplicité de R et codim R sa codimension;

= (2) R a une résolution 2—linéaire ;
= (3)r(R)=1;
= (4) e(R) <1+ codim R

D’autre part, si R est un anneau de Cohen—Macaulay, alors les quatre impli-
cations sont des équivalences.

Dans le quatrieme chapitre, nous étendons les propriétés des anneaux
Cohen-Macaulay de degré minimal apparaissant dans 1'étude de la fibre
spéciale. Plus précisement, a partir d’'un complexe simplicial A, nous définissons
un idéal binomial simplicial Ba. Les idéaux binomiaux simpliciaux sont
une généralisation des idéaux monomiaux de Stanley—Reisner. L’idéal de
présentation de la fibre spéciale F(I) est un cas particulier.

Pour les idéaux de Stanley—Reisner, Froberg [Fr] a démontré les théoremes
suivants :
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Théoreme 1.0.4. L’anneau de Stanley—Reisner d’un complexe simplicial A
est un anneau Cohen-Macaulay de degré minimal si et seulement si

1. Le graphe G(A) est un d—arbre, et
2. A est le clique complex de G(A), i.e. A = A(G(A)).

Théoreme 1.0.5. L’anneau de Stanley—Reisner d’un complexe simplicial A
a une résolution 2—linéaire si et seulement si

1. Le graphe G(A) est un d—arbre généralisé, et
2. A = A(G(A)).

Nous rappelons qu’'un d—arbre généralisé sur un ensemble V' de sommets
est un graphe defini récursivement par les propriétés suivantes :

(a) Un graphe complet de d + 1 elements of V' est un d—arbre généralisé.

(b) Soit G un graphe sur un ensemble V' de sommets. Supposons qu'il existe
un sommet v € V' tel que :

1. La restriction G' de G a V' =V \ {v} est un d—arbre généralisé,

2. I y a un sous—ensemble V" C V' ayant exactement 1 < j <
d sommets, telle que la restriction de G to V" soit un graphe
complet, et

3. G est le graphe engendré par G’ et le graphe complet sur V" U{v}.
Si j = d dans la définition ci-dessus, alors nous dirons que G est un d—arbre.

Nous pouvons en partie étendre les résultats de Froberg pour les idéaux
binomiaux simpliciaux :

Théoréme 1.0.6 (Théoreme 4.3.9, et Proposition 4.4.11). Si A est un
arbre généralisé, alors B définit un “scroller” (ou une “small variety” selon
[EGHP]), et une réduction de B est décrite explicitement.

Une généralisation des “scrollers” est formée des variétés pour lesquelles
le nombre de réduction est 1. La proposition 4.4.7 nous donne une classe de
complexes simpliciaux A, qui ne sont pas des arbres généralisés, pour lesquels
le nombre de réduction de Ba est 1.
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Chapitre 2

Idéal de réseau, générateurs,
codimension deux

2.1 Nombres de Betti, syzygies

Dans cette section, nous allons donner quelques résultats sur les syzygies
et les nombres de Betti des idéaux de réseau. Ces résultats sont été démontrer
pour les idéaux toriques dans [CM], [BH]. Pour les idéaux de réseaux ces
résultats se trouvent dans [PS] et [ES].

Soit £ un réseau positif dans Z", i.e. tout vecteur non nul dans £ a des
coordonnées positives et négatives. Soit R = K[z1,xo,...,z,| anneau de
polynomes a n variables sur le corps K. L’idéal de réseau I, C R associé a
L est I'idéal binomial :

[[;:(xa—xb|a,b€N"eta—b€L’),

ou x* = z'ws? - - - x% pour a = (a, as,...,a,).

Remarquons que la codimension de I est égale au rang de L.
Soit H = Z"/L. L’anneau R = K[z, xo,...,z,] ainsi que son quotient

R / I sont munis d'une H—graduation. La proposition suivante est bien
connue, nous renvoyons le lecteur a [ES] :

Proposition 2.1.1. R admet une structure naturelle de H—-anneau gradué,
de plus toute variable est non diviseur de zéro, et dimyx(R/Iz)n = 1 pour tout
he H. St M est un H-module gradué de type fini sur R, alors les résolutions
libres de M sont H-graduées, et tout module de syzygies de M est H—gradué.

Nous reprenons ci-dessous le résultat principal de [BH].
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Soit I un idéal monomial de R. On note B = I + I,. La résolution libre
F de R/B admet une structure H-graduée et le module F; se décompose
en somme directe @, R(—h)”» (ici, les B, sont les nombres de Betti de
R/B). Alors, on a :

Tor;(K, R/B) = € K(—h)"».

hecH

De plus, la résolution libre minimale de K sur R est donnée par le complexe
de Koszul K(x,R), et comme Tor peut étre calculé a partir d’une résolution
libre de IC ou de R/B, le nombre de Betti (;, est aussi déterminé par le
complexe de Koszul. En effet,

H;(K(x,R/B)n) = @) K(~h)*».

heH

Nous calculons le nombre de Betti 3, en utilisant des complexes simpli-
ciaux.

Définition 2.1.2. Pour chaque degré h € H, nous définissons un complexe
simplicial Ay, comme suit : un sous—ensemble F' de {1,2,...,n} est une face
de Ay si et seulement s’il existe un élément non—négatif a dans la classe
d’équivalence h tel que le support supp(a) := {i : a; # 0} contient F. Le
complexe simplicial I'y, est un sous—complexe de Ay défini comme suit :

a

Th={F€Antelquedach, a>0, — eI}
X

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.1.3. Soit C(An, K) (resp. C(Tn, K)) le compleze d’homologie
simpliciale réduite de Ay, (resp. de T'y), et H(An, Tn; K) ’homologie relative
du couple (An,I'n). Alors, nous avons :

1 K(x, R/B)w = (C(4n, K)/C(T, K) ) (~1).
2. ﬁih = dlm]C ﬁifl(Ah, Fh; ’C)
Remarquons que dans le cas des idéaux de réseau, I = (0), et le com-

plexe I'y, = () pour tout h € H. Donc, le nombre de Betti 3;, est Bin =
dim,c Hifl(Ah;’C).

Corollaire 2.1.4. Le binome x® —xP est un générateur de I, si et seulement
si Ap n'est pas conneze pour h = [a] = [b].
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Définition 2.1.5. Le plus grand nombre ¢ tel que §;, # 0 pour un h € H
est appelé la dimension projective de R / I, noté projdim(R / I).

La proposition suivante nous donne une borne de la dimension projective
de R / I.. Cette proposition est fait dans [PS]; on a préféré reprendre ici la
preuve.

Proposition 2.1.6.

projdim(R | I) < 2edme) 1,

PREUVE : Rappelons que L est de rang r. On a aussi que r = codim/(I).
Soit {vy,va,...,Vv,} la base de L. Supposons que projdim(R / Iz) =1 et
h € H tel que G, # 0. Remarquons que la classe d’équivalence h est une
translation du réseau L, donc pour tout élément a € h, on peut écrire a
comme :

a=h+XM\vi+---+ v,

avec \; € Z Vi.
Nous notons mody ’homomorphisme Z" — (Z/27Z)".

Soient Fi, Fy, ..., Fy les facettes de Ay. Alors, il existe s éléments ay,
ay, ..., a; dans hNN" tel que supp(a;) = F; pour tout i = 1,2,...,s. Nous
allons démontrer que s < 2".

Supposons au contraire que s > 2". Dans ce cas, il existe deux éléments
a; et a; tels que
a; = h + )\livl + -+ /\rivm

aj = h"‘)\lJVl + "'+)\er7‘7

avec mods(Ay;) = mody(Ay;) pour tout u = 1,2,...,r. Considerons le point
b = %(ai +a,;). Comme %()\m + A\uj) € Z pour tout u, on a aussi que b € N”.
Il est évident que b € h. Ceci implique que supp(b) est une face de Ay,. De
plus, le support de b est égal a la union du support de a; et le support de
a;, i.e. supp(b) = F; U F;. C’est une contradiction avec la fait que F; et F;
sont des facettes de Ay,.

Nous avons donc que le complexe Ay a au plus 2" facettes. En utilisant
la suite exacte de Mayer—Vietoris, nous avons que H;(Ap; ) = 0 pour tout
1> 2" — 1. D’ou la proposition. O

Exemple 2.1.7. Considérons l'idéal I, de définition de la courbe (z =
sty=3s¥z=st3w=1t"):

I = (yz — 2w, 2° —yw? y* — 2%z, 22° — y*w).
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Sa résolution libre est :

—z 2z yw y: 22
—y 0O —z 0 —y
w —w 0 -z 0
x -y zZ —x w
0— R R* R — I — 0

— Les monomes
xyzQ, y3w, 222w

sont tous de méme degré h = [(1,1,2,0)] dans H. Donc Ay est le
complexe simplicial :

Ap = supp(zyz) U supp(yw) U supp(zzw),

et il est immédiat que dimg f[l(Ah,(Z); K) =1. D’ou 35, = 1 qui cor-
respond a la premiere colonne de la matrice des premieres syzygies
apparaissant ci-dessus.
— Les monomes
ry23, xytw?, yiaw, ¥ 22w
sont tous de méme degré g = [(1,1,3,0)] € H. Donc Ay est le complexe
simplicial :

Ag = supp(zyz) Usupp(zyw) U supp(yzw) U supp(zzw)

qui n’est autre que la sphere de sommets z,y, 2z, w, dont nous savons
que dimy Hy(Ag, 0; ) = 1. D’ot B34 = 1 qui correspond exactement a
la derniere syzygie apparaissant ci-dessus.

2.1.1 Le cas d’un idéal de réseau de codimension 2

Dans cette partie, nous allons étudier plus en détails les syzygies d'un
idéal de réseau de codimension 2.

Soit £ C Z" un réseau positif de dimension 2. Soit {vi,ve} C Z" une
base de L. Soit B la matrice dont ses vecteurs colonnes sont v; et vy. Posons
B = (v1,v3). Nous avons £ = {Bu | u € Z*}.

Un élément a € Z" peut étre écrit uniquement comme a, —a_, ol a,; et
a_ sont deux vecteurs dans N" et supp(a;) N supp(a_) = 0.

Soit I = I C R = Klzy,x9,...,x,] I'idéal de réseau associé a L, nous
avons [ = (x(PW+ — x(BW- | u € 72).
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Une conséquence directe de la proposition 2.1.6 est que 3;;, = 0 pour tout
i > 4 et tout h € Z"/L. De plus, si R/I; a une i syzygie de degré h,
alors la preuve de la proposition 2.1.6 implique aussi que le complexe Ay
a deux, ou trois, ou quatre facettes. Pour avoir plus de propriétés de Ay,
nous considerons d’abord l’ensemble des monomes de méme degré h. Soit
a € hNN". Considerons le polygone

P, :=conv ({u € Z’ | Bu<a}).

Grace a 'application P, — N", u — a — Bu, chaque point u de P, nous
donne un mondéme de degré a. Remarquons que si a et b sont deux éléments
dans h, alors 'un de P, et P, est une translation de I'autre. Nous pouvons
donc prendre P, comme la classe d’équivalence de P, par la translation.
[’ensemble des monomes de degré a peut étre identifié au polygone Py,.

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.1.8. [PS] Supposons que R /I, ne soit pas une intersection
compléte, et qu’il a une ™ syzygie de degré h. Alors, le complexe Ay est
équivalent a la sphére St de dimension i — 1, et Py est primitif (i.e. son

intérieur ne contient pas de points entiers).

St i =1 alors Py, est un segment; st i = 2 alors Py, est un triangle; si
1 = 3 alors P, est un quadrilatere.

Dans la proposition précédente, quand ¢ = 2 nous appelons P}, un triangle
de syzygies ; quand ¢ = 3 nous appelons P, un quadrilatére de syzygies.

Dans la suite, nous allons donner une description des générateurs de 1'idéal
I;. Le cas ou I est simplicial est traité par Marcel Morales [M1] (ici, “sim-
plicial” veut dire qu’il y a un ensemble des variables qui est un systeme de
parametres pour /). Dans [PS] est donnée une description dans le cas général.

Définition 2.1.9. Soient by, ..., b, les vecteurs lignes de B. Pour un vecteur
u = (z,y) € Z*, on pose u* = (—y,z). L’ensemble G% = {b},...,b’} est
appelé le diagramme dual de Gale. Apres re-numérotation des ces vecteurs,
nous pouvons supposer qu’on peut les placer dans un plan de fagon cyclique,
i.e. aucun des vecteurs de G} n’est dans l'intérieur du cone

pos(b;, by, ) = {Abj + ubi; : A >0, = 0},
ou nous avons posé by ; = b7.

Définition 2.1.10. Soit H; la base de Hilbert (systeme de générateurs mini-
mal) du monoide pos(b}, by ;)NZ?. La base de Hilbert de G.* est I’ensemble :

He={u€Z? tellequeuet —uc HyU..UH,}/~,

ou ~ est I’équivalence donnée par u ~ —u.
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Théoréme 2.1.11. [PS] Pour un vecteur u € Z?, [u] est dans la base de
Hilbert H,. si et seulement si x'PW+ —x(BW— fait partie d’une base minimale
de I;. De plus, st Iy n’est pas une intersection compléte, I, a un unique
systéme minimal de générateurs (a signe pres), qui se trouvent en correspon-
dance biunivoque avec les éléments de H .

L’anneau R/I; n'est pas Cohen—Macaulay si et seulement si le nombre
de générateurs de I, est au moins 4. Dans ce cas, un quadrilatere primitif
[0,u,v,u+v] est un quadrilatére de syzygies si et seulement siu+v et u—v
sont dans la base de Hilbert de I,. Ce quadrilatére est noté [u,v].

Dans I'ensemble des quadrilatere de syzygies [u, v|, nous allons construire
un arbre en définissant des arétes orientées de [u, v] & [u, u+v] et de [u,v] a
[u+ v, v]. Cet arbre est appelé arbre d’homologie de I, noté 7, (voir [PS]).

A partir de maintenant, nous allons supposer que R/I, n’est pas Cohen—
Macaulay, donc I = I, admet un systeme minimal unique de générateurs
binomiaux. Ces générateurs correspondent a la base de Hilbert H, de L.

2.2 Graphe associé a un idéal de réseau de
codimension 2

2.2.1 Le graphe des syzygies

Dans la suite, nous allons introduire un graphe, noté G, associé a I.

Rappelons que chaque classe dans la base de Hilbert de I a deux éléments
u et —u dans Z2. Par la suite, nous allons noter simplement, sans qu'’il y ait
d’ambiguité, la classe de u par u, et cette classe sera vue de facon naturelle
comme un vecteur dans Z?2.

Soit {uy,us,...,u,} la base de Hilbert H,. Le graphe G est construit

comme suit :

— Pour chaque point u € H,, nous aurons un sommet de G, appelé aussi
u.

— Soient u, v deux sommets de G. Le segment (u,v) est une aréte de G si
et seulement si les points u, v correspondants dans la base de Hilbert
satisfont la condition |det(u,v)|=1 (i.e. u et v forment une base de Z?).
Si c’est le cas, nous dirons que u et v sont des voisins dans G.

Définition 2.2.1. Le graphe G est appelé le graphe associé a 1.
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Par construction, le nombre des sommets de G est égal au nombre des
générateurs m de l'idéal I, et il existe une correspondance naturelle biuni-
voque entre les sommets de G et les points dans la base de Hilbert H . Donc,
nous pouvons considérer la combinaison linéaire au + bv (a,b € Z) de deux
sommets u, v dans G comme la combinaison linéaire de deux points dans Z2.

Remarquons que G ne contient que des points primitifs, c.-a-d. des points
dont les coordonnées sont premieres entre elles.

Remarque 2.2.2. Soient u,v deux voisins dans G. Alors il existe au plus
deux points u 4+ v et u — v qui peuvent étre des voisins a la fois de u et de v.
Dans le cas ou les deux vecteurs u + v et © — v sont dans G, on notera par
[u, v, u+v, u—2v|le quadrilatere réunion de deux triangles [u, v, u—v] et
[u, v, u+v].

Remarque 2.2.3. Pour un degré h € H donné, on a vu que chaque syzygie
de second ordre est représentée par un quadrilatére, noté [u,v], de 'arbre
d’homologie 7, tel que les points u,v,u + v,u — v sont dans la base de
Hilbert de I; et [PS, Corollary 4.7] montre que le nombre de quadrilateéres
de 7 est m — 3. Donc, le nombre de quadrilateres [u,v,u + v,u — v] de G
est au moins m — 3. Cependant, la remarque 2.2.2 implique que le nombre
de quadrilateres [u,v,u + v,u — v] est au plus m — 3. Ainsi, le nombre de
quadrilateres [u, v, u+ v, u — v] est m — 3, et nous avons une correspondance
biunivoque entre les quadrilateres [u, v, u —v,u + v] de G et les quadrilateéres
de syzygies [u,v]. Ceci implique que pour deux voisins u, et v dans G, au
moins u + v ou u — v est dans G.

Définition 2.2.4. Soient u et v deux voisins dans G. On dit que (u, v) est
sur le bord de G si et seulement si seul I'un des deux points u + v et u — v
est dans G, i.e. 'aréte (u, v) n’appartient qu’a un triangle dans G.
Exemple 2.2.5. Considérons 'idéal I, C kla,b,c,d, e, f] associé au réseau
L = {vy, v}, ot 'y = (—1,-5,-1,2,3,2), et vy = (—3,1,4,3,—2,-3). Le
diagramme dual de Gale ainsi que la base de Hilbert sont présentés dans la
figure suivante :
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La base de Hilbert de I est donc

{(17())’ (071)7 (171)7 (_171>’ (271>7 (172)7 (_271)}‘

Donc, le graphe G est comme suit :

u U
4 2 ug
u3
ur U1
us
et I’arbre d’homologie est :
[u27 U3]

U1, u4) o« [ug,ugl o [ui,us]

Les générateurs de I, correspondants a la base de Hilbert sont :

a; = ab’c — d%e’ f?, as = a®e f3 — betd®,
as = ab' f — A, ay = a’e® f° — 1960,
as = a’t’ — Adet f, ag = a'bPeft —cd®,

ar = ade® T — 'S,
Exemple 2.2.6. Considérons l'idéal I, C kla,b,c,d, e, f] associé au réseau

L =A{vy, v}, ot fog = (1,2,1, -1, -2, 1), et fvy = (—2,-1,2,2,1,—2). La
base de Hilbert de I est aussi

{(170)7 (Ovl)’ (171)7 (_1’1)7 (271)7 (172)7 (_2’1)}'
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Donc, le graphe G est le méme que dans 'exemple précédant.

Les générateurs de I, correspondant a la base de Hilbert sont :

a1 = ab’c — de*f, as = a’bf? — Pd%,
as = aef® — bcld, ay = a’b’ f — cd®e?,
as = et — 3 f1, ag = a5 — P,

ar = a*® — d*e’.

Ces deux exemples ont la méme base de Hilbert, le méme graphe des
syzygies et le méme arbre d’homologie, mais comme nous le verrons plus
loin, leurs fibres spéciales sont non isomorphes.

A partir de G, on construit un graphe 7 dont les sommets sont les tri-
angles de G, et deux sommets de 7 sont liés si leurs triangles correspondants
ont une aréte commune. Remarquons que 'on peut construire 7 de 'arbre
d’homologie 7, en y ajoutant une feuille. Alors 7 est aussi un arbre. Ceci
implique que |G| est contractible, et G n’a pas de circuit de triangles.

Exemple 2.2.7. L’arbre 7 associé au graphe G dans les exemples 2.2.5 et
2.2.6 est :

[u2, u3, ug)

(w1, ug, 7] S [u, ug, ug] *+——[u1, ug, uz]—————*[u1, us, us

Le complexe simplicial associé a G, noté A(G), dont les faces maximales
sont les sous—ensembles F' de ’ensemble des sommets de G tels que le graphe
complet sur F' est un sous-graphe de G, est appelé le complexe simplicial des
syzygies de 1.

Il est facile de calculer le nombre des arétes et le nombre des triangles de
G, et nous avons que :

Lemme 2.2.8. Le graphe G a 2m — 3 arétes et m — 2 triangles, et /\(G) est
“shellable”. Donc, l'anneau de Stanley—Reisner de /\(G) est Cohen—Macaulay.

LE CHEMIN EUCLIDIEN : Soient u et v deux voisins dans G. Comme G est une
chaine contractible de triangles, pour tout point w € G il existe une chaine
qui lie (u, v) et w, et donc il existe un couple (a,b) € Z? tel que w = au+bv.
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Puis, comme G n’a pas de circuit de triangles, cette chaine est unique. Nous
pouvons l'obtenir en utilisant ’algorithme d’Euclide pour calculer le p.g.c.d
de a et b. Dans le diagramme suivant, on donne un algorithme pour construire
la chaine dans le cas ou a,b > 0. Les autre cas sont déduits de ce cas en
changeant le signe de u ou de v, sans changer la géométrie de G.

Début

Oui Non

S < g

Construire u

. l

Construire v

L

Fin

Remarque 2.2.9. Le graphe planaire G est divisé en quatre parties comme
dans la figure suivante :

w = au + bv w = au + bv
(ab < 0, b|<]al) " (0<b<a)

w = au + bv v w = au + bv
(ab < 0, |a|<|b]) (0 <a<b)

Nous en déduisons que pour chaque aréte (u, v), s’il existe un point
w = au+bv € G avec ab > 0 (resp. ab < 0), alors le point u + v (resp. u —v)
est dans G.

Remarque 2.2.10. Le dessin dessus prouve également que 7 est un arbre.
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2.2.2 Graphe des syzygies, point de vue algébrique

Maintenant, nous étudions algébriquement le graphe G. Soit (u, v) une
arete dans G. Notons f, et f, générateurs correspondants a u et v. Nous

avons :
fu = aPxlab+ — a xSk,

T ot eV (T)

fo = aPxiz¥t —a"xtaV,
avec
2P le p.g.c.d du premier terme de f, et du premier terme de f,,
2! le p.g.c.d du premier terme de f, et du deuxiéme terme de f,,
2" le p.g.c.d du deuxieme terme de f, et du deuxieme terme de f,,

x° le p.g.c.d du deuxieme terme de f, et du premier terme de f,.

Remarque 2.2.11. — Les monomes zP, z' 2", x° sont premiers entre
eux, et les supports de p, t,r, s sont disjoints.
— Les monomes x#+, xt-, x¥t, x¥- sont premiers entre eux, et les sup-
ports de iy, p_, vy, v_ sont disjoints.

Notation 2.2.12. Pour éviter toute ambiguité, utilisons les notations plus
précises :
T(u,v) := p.g.c.d(z B+ 2Bv)-

Lemme 2.2.13. Soit u un point primitif dans Z*. Si u n’est pas dans G,
alors le binome f, = P+ — 2B correspondant a u est dans l'idéal mI, ou
m = (21, Ta,...,T,) est l'idéal maximal irrelevant de R.

PREUVE : C’est une conséquence directe du fait que I est un idéal gradué
et que I a un systeme minimal unique de générateurs binomiaux correspon-
dant a la base de Hilbert H,. O

Remarque 2.2.14. Avec les notations définies dans (}), nous avons des
représentations des générateurs correspondant a u + v et a u — v comme

suit :
TPt gt — ke V-

fu—f—v

fuw = aHar+al- — p2gh-gvt

(1)
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De plus, si [u,v,u 4+ v,u — v] est un quadrilatere de G, i.e [u,v] est un
quadrilatere de syzygies de I, alors la résolution libre minimale est (voir
Construction 5.2 dans [PS]) :

—af xVraP V-t —xv-at —avtat
xt xh-gt xhtaP  xpt-xs phtgt
x" —xt = 0 0
—xP 0 0 g z"
O R R4 R4 (fu fo futv fu v) R

Lemme 2.2.15. Soient u et v deux voisins dans le graphe G. Alors les af-
firmations suivantes sont équivalentes :

1. (u, v) nest pas sur le bord de G.

2. Dans (1), les termes aP, ', x", x° sont dans m, et les supports de

p, t, r, s sont disjoints.

Autrement dit, Uaréte (u, v) est sur le bord de G si et seulement si x? = 1,
ouvz" =1, ouxt =1, ouz®=1.

PREUVE : Remarquons que (u, v) n’est pas sur le bord de G si et seule-
ment si u+v et u—wv sont dans G. Donc le quadrilatere primitif Q = [u, v] € Z?
est un quadrilatere de syzygies et 'implication (=) suit du Corollaire 4.3

de [PS]. En fait, les monomes m; = z#+z"+a?Px®zt, my = rh-a’+aPa’z%,

msg = rhra’-aPr e, et my = zf-zv- 2 2zt sont de méme degré C' =
m m
Py +ve +2p+ s+t € Z' /L. En effet, nous avons MACI — Bu, AL
my my
m
—Bu, 4 - _B (u+v), et A¢ est le complexe simplicial dont les facettes
m

1
(i.e. les faces maximales) sont les supports des monomes my, mq, mg, et my.

(<) Selon l'exactitude du complexe présentée dans la remarque 2.2.14,
si 'un des quatre monomes {z?, z", z', 2°} est une unité, alors soit f,,, ou
soit f,_, engendré par f, et f,. Donc, u + v ou u — v n’est pas dans la base
de Hilbert de I, i.e. (u, v) est sur le bord de G.

Le lemme est prouvé. O



Chapitre 3

Fibre spéciale d’idéal de réseau
de codimension deux

3.1 Anneau de Rees, fibre spéciale, relation
de Plucker

Dans cette section nous allons étudier I'algebre de Rees et la fibre spéciale
d’un idéal de réseau de codimension deux. Nous allons mettre en évidence
quelques éléments de 1'idéal de présentation de ’algebre de Rees; pour cela,
nous aurons besoin des relations de Pliicker. D’abord, nous considérerons le
cas ou l'idéal I est engendré par trois ou quatre éléments, dans lequel nous
pouvons décrire ’algebre de Rees et la fibre spéciale par générateurs et rela-
tions, ainsi que l’algebre symétrique. Ensuite, nous traiterons le cas général ;
nous décrirons la fibre spéciale par générateurs et relations, et trouverons des
propriétés de 'algebre de Rees.

Soit R = K[x1, 22, ..., x,] 'anneau de polynémes sur le corps K. Soit [
un idéal engendré minimalement par m éléments { f; }1<i<m.-

Définition 3.1.1. L’anneau de Rees de I est 'anneau gradué
R[It] = @ I*t*.
k>0

La fibre spéciale F(I) de I est le quotient R[It]/mR[[t], avec m I'idéal maxi-
mal irrélevant de R.

La dimension de la fibre spéciale est appelée “I’analytic spread” de I.

Introduisons m variables indépendantes sur R, appelées {T;}1<i<m, et
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considérons l'idéal J = ker w, ou

RIT] ™ R[] — 0
T, — fit '

On obtient une présentation R[[t] ~ R[T]/J de 'anneau de Rees.
De la présentation de I’anneau de Rees on déduit une présentation de la

fibre spéciale F(I) ~ K[T]/J, ot J est I'image de J modulo mR[T].

Par conséquent, toute relation entre les générateurs {f;}i<i<m, de I a
coefficients dans l'anneau K[z, zs,...,z,] donne un élément de J, et la
méme relation modulo m donne un élément de 7.

Notons [J (1) 'ensemble des relations linéaires entre les générateurs { f; }1<i<m
de I, i.e. les premieres syzygies de [. L’algebre symétrique de I est par

définition Sym(7) = R[x, T]/J(1).

Considérons une matrice 2 x 4 a coefficients dans un anneau commutatif
quelconque et notons par A, ; le déterminant de la sous-matrice formée des
colonnes 1, 7, alors nous avons la relation de Plicker :

Ay 9Az 4 — Ay 3D 4 + Ay 4Ag 3 = 0.

3.2 Idéaux binémiaux a trois ou quatre générateurs

Nous allons étudier dans cette section, ’anneau de Rees et l'algebre
symétrique pour une classe d’idéaux binomiaux engendrés par quatre éléments.
Les idéaux de réseau feront partie de cette classe.

Soit f, et f, deux binomes quelconques dans ’anneau de polynomes
Klz1,xa, ..., x,)], tels que le p.g.c.d des deux termes de chaque binome est 1.
Notons

2P le p.g.c.d du premier terme de f, et du premier terme de f,;

2! le p.g.c.d du premier terme de f,, et du deuxiéme terme de f, ;
z" le p.g.c.d du deuxieme terme de f, et du deuxieme terme de f, ;
z° le p.g.c.d du deuxieme terme de f, et du premier terme de f,.

Nous avons :
fu = opaPatzt+ — BiaTatat- )
fo = aorPriaz’t — Box"xlat-

ol «aq, aw, 1, B2 sont des éléments non nuls dans le corps K.
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Remarque 3.2.1. La remarque 2.2.11 est valable aussi dans ce cas. Plus
précisément, nous avons :
— Les monomes z?, xt, 2", 2° sont premiers entre eux, et les supports de
p,t,r, s sont disjoints.
— Les monomes x#+, xt-, x¥t, x¥- sont premiers entre eux, et les sup-
ports de py, p—, vy, v_ sont disjoints.
— (2t at) = (2t 2vr) = 1, et (25, 20+) = (2%,27) = 1, et (2P, 2V-) =
(2P z¥=) =1, et (", xk+) = (2", 2"+) = 1.

Considérons deux nouveaux binoémes, notés f,, et f,_,, obtenus de f,
et de f, comme suit :

= aqapr?Prtt ot — Rl ot i
fu—v = aqfox®ztta’- — apfa ottt
Considérons l'idéal I = (fu, fu, futv, fu—v). Dans la suite, nous allons

décrire explicitement l’anneau de Rees et ’algere de symétrique de 1.

3.2.1 Idéaux bindmiaux a trois générateurs

Proposition 3.2.2. Si l'un dans quatre termes xP, xt, a", x° est une unité,
alors I est de codimension 2, et soit I est une intersection compléte (i.e. I
est engendré par deux éléments) soit I est une intersection presque compléte
(i.e. I est engendré par trois éléments). Dans tous les cas, l'anneau de Rees
et 'algebre symétrique sont isomorphes.

PREUVE : Supposons que I'un des quatre termes z?, x!, ", z° est une
unité. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que 2P = 1. Dans ce
cas, Nous avons f,_, = Box’~atf, — Bz~ a° f,, et I devient I'idéal engendré
par les mineurs 2 x 2 de la matrice :

Box’~ 2" —anxtt
apett =Gttt
—xf xt

Nous avons donc les relations suivantes :
v_ 'S S
Box"’~x" f, + 't fy — 2 fui =0,

aox”t fo + Pra*=a" fy — 2t fure = 0.
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Remarquons que si de plus 2° = 1 ou 2! = 1, alors I est une intersection
complete, engendrée par f, et f,. Dot R(I) = Sym(I) = K[x, T]/(f.T, —
foT)-

Considérons le cas o1 z° et 2 ne sont pas des unités. Dans ce cas, 'anneau
R/I est Cohen-Macaulay de codimension deux par le théoreme de Burch.
Posons

Ly = Box”~ 2" T, + cpa"+ T, — 2°T, 1,

LQ = ()621"/+Tu + 61‘7;“_ ITT,U - xtTu+U.

Nous avons que L; et Lo sont les premieres syzygies de I, d’ou Sym(I) =
K[x,T]/(L1, La) ; et Ly et Ly sont dans I'idéal de présentation J de I’anneau
de Rees de I. Notons A l'idéal (L, Ly). Remarquons de plus, que Ly, Ly est
une suite réguliere dans K[x, T|, car §’il y avait une relation non triviale :
PL,+ QLy = 0, cela donnerait une seconde syzygie pour I, ce qui est impos-
sible par le théoreme de Burch. Donc codim(A) = codim(J) = 2, et 'idéal
A n’a pas de composantes primaires immergées.

Nous allons prouver que A n’est pas contenu dans l'idéal (z*,z%). Rai-
sonnons par I'absurde. Supposons que A C (', 2*). Notons z" le p.g.c.d.
de zt et de x“~, et notons z*2 le p.g.c.d. de 2! et z#+. Comme zH+ et
x¥~ sont premiers entre eux, les termes z'' et z%2 le sont aussi. Ecrivons

xt P R s
T = — 2" = — 2" = —. Comme L, € (x', %), nous avons :
Thigt2 xh xt2
vt TT _ ,u’ tQT S t1 ,,.t2 .t3
Gox"=a 2" T, = —anxt+aT, + ax® + bx" x*2x",

avec certains a, b € K[x, T]. Si " # 1, alors en annulant 0 toutes les variables
dans z'* et toutes celles dans z*, nous avons —alx“@xtva = 0. C’est une
contradiction. Donc zft = 1. De méme, nous avons z2 = 1. Ceci implique
que z#+, -, x' sont premiers entre eux. De plus, en annulant toutes les
variables dans le monome z! et toutes celles dans 2%, on obtient Gy~ 2"T,, =
—a2*+T,. Or les deux termes de ce binome sont premiers entre eux; nous
avons une contradiction. D’ou ’affirmation.

Considérons un idéal premier minimal p de A. Nous avons p 2 (zf, z%).
Supposons que x® ¢ p. Apres localisé en p, 2° devient une unité. Il est facile
de vérifier que A, = J,. Ainsi, A = J. O

3.2.2 Idéaux bindmiaux a quatre générateurs

Dés maintenant, nous supposons que z?, z”, xt, 2° ne sont pas des unités,
et donc I est minimalement engendré par quatre éléments (f, fo futo fuv)-
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Considérons la suite suivante :

—xf o+ aP  [oxV—a"  —[GoxV—at —aurttat
xt Bixt-a" apxttaP Bat-x® agartalt
x" —at —x 0 0
—aP A 0 0 xP x" A I
0—R — R R* — R.

Il est facile de vérifier que cette suite est exacte (voir par exemple [BE2]).
Donc c’est une résolution libre minimale de 1.

La premiere matrice de syzygies nous donne les relations de I'idéal 7 :

L= aga" 2T, + ot o' T, — o' T,

Lo = [ox"—a"T, + cyat+aPT, — x°T, 1y,
_ .t _

Ly = —Box"a'T, + Pt~ a°T, + 2T, _,,

L, = —apz"* 2T, + aqa 2! T, + 2" T, _,.

De plus, en calculant la relation de Pliicker de la matrice

(xp Brasxh- Boxta¥= By fex"at- v~ )
)

" ozttt aprtrtt aqanaPatt bt

nous obtenons o fox’+x¥~ f2 — i f1at+ 2 f2 — fusvfu—w = 0. Ainsi, nous
avons que

o v v_r2 _ 2
Q = cfox" 2T — oyttt T) — Ty Ty
est aussi dans J.

Théoréme 3.2.3. L’anneau de Rees R(I) est égal a KC[x, T|/(Ly, Lo, L3, Ly, Q),
i.€.

\7 = (Lla L27 L37L47Q)‘

Pour démontrer ce théoreme, nous considerons d’abord 'idéal A = (L1, Lo, L3, L4, Q).
Nous allons trouver quelques propriétés de A, et puis nous démontrerons que

A=J.

Remarquons que
250y —2'Ly = 2" Ly — 2Ly = f, T, — f.T,.

Donc, le polynéme f,T,, — f.,T, est dans A. Posons Ls = f,T,, — fuT5.
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Lemme 3.2.4. L’ensemble {Ly, Ly, L3, L4, L5, Q} est une base de Grébner
de A, par rapport a l'ordre lexicographique < :

T <X << xpy, <1y <Ty <Typy <Tysy.

PREUVE : Avec cet ordre <, les termes dominants sont in(Q) = TyypTu—v,
in(Ly) = 2'Tyry, in(Ly) = x°Tyyy, in(L3) = aPT,_,, in(Ly) = 2" T,_, et
in(Ls) = in(f.,)T,. 11 est facile de voir que F,G € {Ly, Ls, L3, Ly, L5, Q}, et
plgnc(§>(fn(;;(zizg)) est dans A = (Ll, LQ, Lg, L4, L5, Q)
Selon I’algorithme de Buchberger, il découle que {L1, Lo, L3, Ly, L5, Q} est
une base de Grobner de A. O

que le terme s(F, G) :=

Proposition 3.2.5. L’anneau K[x,T]/ A est Gorenstein de codimension 3.

PREUVE : Rappelons que n est le nombre de variables de ’anneau de
polynomes R. Comme l'anneau de Rees R(I) = K[x, T|/J est de dimension
n + 1, nous avons :

codim(K[x,T]/J)=n+4) — (n+1) = 3.
Or, la suite
0— J/A— K[x,T|]/A— K[x,T]/T — 0
est exacte. On en déduit que codim(K[x,T]/A) < 3.

Cependant, in(Ls) = in(f,)7T, est le terme dominant de ayaPx'a#+T, —
fra"x*x#=T,. Supposons que in(Ls) = aPax'z’+T,. Les monomes x°T,.,,
2" T,_, et aPxtzt+T, forment une suite réguliere de I'idéal initial in(A), car
ce sont des monomes a support disjoints (c.f. 3.2.1). De méme, si in(Ls) =
" w2+ T,, Vensemble {z'T, 1, 2PT,_,, x"x°2*-T,} forme une suite réguliere
de l'idéal initial in(.A). Dans tous les cas nous avons que

codim(K[x, T]/in(A)) > 3,
et la codimension de K[x, T|/A 'est aussi.
Nous avons donc codim(K[x, T]/A) = 3.

De plus, c’est facile de vérifier que A est engendré par les Pfaffians 4 x 4
de la matrice 5 x 5 suivante :

0 —Tuto prat=T, —Pex"-T, aF
Tt 0 oz T, —aqzh+tT, —x"

M=\ —paxT, —asx"T, 0 —Tv xt
Gox"=T,  ayxt+T, Ty v 0 —z°

—P z" —xt i 0
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Dt a [BE1], nous avons K[x, T]/A est Gorenstein. O

Par conséquent, nous avons :

Corollaire 3.2.6. A n’a pas de composantes primaires immergées. Plus
précisément, toute composante primaire q de A est de hauteur 3.

Maintenant, nous allons prouver le théoreme 3.2.3. Remarquons que la
[EH, Proposition 2.9] ne s’applique pas ici .

La démonstration du Théoréme 3.2.3 :

Le théoreme sera prouvé si I’on peut démontrer que les localisations de A
et de J en un idéal premier quelconque p coincident. Soit p un idéal premier
associé a A. Il suffit de prouver que A, = J,. L’idéal (2P, 2%, 2", 2%) est de
hauteur 4 dans K[x, T| car 2P, z', 2", x* ne sont pas des unités et premiers
entre eux. Rappelons que la hauteur de toute composante primaire p de A
est 3. On en déduit que p 2 (aP, 2!, 2", 2%). Le fait que ht(a?, 2!, 2", 2%) = 4
implique ainsi que 1'un de ces quatre monomes est un non zéro—diviseur dans
K[x,T]/.A. Supposons que x* l'est. On a donc x° ¢ p. Apres localisant a p,
le terme x® devient une unité. Or on a les relations suivantes :

[L'SLl = .Z'tLQ + l'rLg — [L‘pL4,
2Q =T, Ly — 2"+ TyLy — 2"~ T, Ly.
Ainsi, on a Ay, = (Ls, L3, Ly)y, €t
(IC[X7 T]/(L27 L37 L4))($5) = (K[Xa Tu7 T’U7 Tu—’u]/(L37 L4))(:BS) (*)

Puis, considérons 'idéal I' := (fu, fu, fu_v). Puisque I’ est engendré par
les mineurs 2 x 2 de la matrice

—Qpr"txt  —FoxVat
oyttt Pt xf ,
" P
on a I’ est Cohen-Macaulay de codimension 2. D’aprées la proposition 3.2.2,
I’anneau de Rees et ’algebre symétrique sont isomorphes :

Sym(I') 2 R(I') =: K[x, Ty, T, T/ T

Remarquons que Sym(I') = K[x, Ty, Ty, Tu—v]/(Ls, Ls). On obtient que
(L3, Ly) = J'. Ainsi, l'idéal (L3, Ly) est premier dans K[x, Ty, Ty, Ty_y].
Donc () implique que A, est premier. Comme A, et 7, sont des idéaux
premiers de méme codimension, et A, C [, ils coincident. O
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Corollaire 3.2.7. “L’analytic spread” de I est 3, et la fibre spéciale F(I)
est

F(I) = K[, Ty, Ture, T}/ (Q),
o1l @ est [i'mage modulo m de Q).

Remarque 3.2.8. Des résultats similaires a la proposition suivante appa-
raissent dans [Val, et dans [HRZ], mais notre preuve est directe, sans aucune
hypothese sur K.

Exemple 3.2.9. Dans Z*, considérons le réseau
2 2 =2 =2
L= ( 4 0 -3 -1 )

engendré par deux vecteurs u = (2,2, —2,—2), et v = (4,0, -3, —1). L’idéal
I C K[x,y, z,w] associé a ce réseau est de codimension 2.

Dans la section suivante, on étudie les idéaux radicaux de réseau de codi-
mension 2 dans le cas ot le corps K est infini, et on prouve que ses anneaux
de Rees sont Cohen-Macaulay et engendrés par des formes de degré 2 au
plus, et “I’analytic spread” est 3.

Dans cet exemple, grace au théoreme 3.2.3, nous avons toujours que
“I’analytic spread” de I, est 3 indépendemment de la caractéristique et
du cardinal de KC, et méme dans le cas ou I, n’est pas radical. En fait,
si char(K) = 2, alors \/I; = I,,,, ol le dernier est I'idéal de réseau associé
au réseau saturé L, de L :

11 -1 -1
‘Csat:<4 0 —3 —1)'

Plus précisement, I'idéal I, est I'idéal de définition de la courbe (s%, s3¢, st3, %),

et

sat
2 y2w>‘

I = (22° — y*w,y?2* — 2%2w?, 2* — z2w®, y* — 2Pw).

Iz, = (yz — zw, 23 —yw?, y® — 2%z, a2

En appliquant le théoreme 3.2.3, on obtient en toute caractéristique et sans
conditions sur le corps K que

R(I) = K;[Jﬁ, Y, z, ta T1> T2> T3> T4]/j7
ou l'idéal J est engendré par

2T 4+ wTy + 2Ty, y*T) + T + wTy,
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zw?Ty + 2*Ty + y*Ts,
[L‘Qle + y2T2 + 22T4,
swT? + Ty + TsTy.

Il découle que
f(I) = K:[Tla T2a T3a T4]/(T22 + T3T4).

3.2.3 Algebre symétrique

Nous savons que 'algebre symétrique de I est
Sym([) = k[X, T]/(Ll, LQ, I;g7 L4)
Notons J(1) I'idéal de présentation (L, Lg, L3, Ly) de Sym([). Remarquons
que J (1) € IN(aP, a2t 2", z%). Le but de cette section est de prouver 1'égalité.

Théoreme 3.2.10. L’idéal de présentation de l'algebre symétrique de I ad-
met une décomposition primaire comme suit :

J(1) =g N (P, 2", x%).
En particulier, nous avons dim(Sym(I)) =n+ 1 = dim(R(1)).

PREUVE : Il suffit de prouver que (2%, z*, 2", 2%) N (Q) C (L1, Lo, L3, Ly).
Choisissons un élément quelconque a € k[x, T| tel que aQ € (2P, z*, 2", z%).
Nous avons
a@) = apa? + ax’ + a,x® + a,.x" avec ap, ar, Ay, as € k[x, T].
= aQ — ayr’ — qt — ax® — a,x" = 0. (%)
Considérons l'idéal a = (Q, 2P, 2", 2", 2%). 1l est facile de vérifier que
{Q, xP, x', 2", x°} est une base de Grobner par rapport a lordre < défini
dans la section 2 de a. Alors (%) est un syzygies de a. Du fait que in(Q),
aP, xt, 2" et x° sont premiers entre eux et de I’algorithme de Buchberger, on
déduit que a € (aP, 2", 2", 2%). Clest a dire a = bya? + bya' + bsz® + b.a" avec
by, bi, by, by € k[x, T|. Considérons le terme 2P() :

PQ = 2P(efertx’-T? — aySiat+at=T? — Ty T )
= —Tu_H,Lg - ZE’u_TyLQ + ZL’V_TuLl

Alors 2PQ) est dans (Ly, Lo, L3, Ly).

Pour 2"Q, 2'Q, et z°Q, nous obtenons des situations similaires. Ainsi
a@Q € (Li,Ls, L3, Ly). Ceci implique que

(xp7xt’x7’7xs) N (Q) C <L1>L2a Lg, L4)
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3.3 Relations quadratiques dans I’anneau de
Rees

Le cas ou G n’a que quatre sommets a été traité dans la section précédente.
Ici, nous allons traiter le cas général.

Dans cette section, nous considérons une aréte (u, v) qui n’est pas sur
le bord de G, et w = au + bv un sommet de G. Nous allons construire des
relations quadratiques entre f,, f, et fu.

Remarquons qu’il suffit de considérer le cas o 0 < a < b. Les autre cas
sont déduits de ce cas en changeant le role de u par v ou en changeant le signe
de u ou de v. A partir de maintenant, dans cette section, nous supposons que
0<a<hb.

Dans [GMS, Prop 4.1], il a été établie qu’il existe une matrice 2 x 4 telle
que fu, fos fu—u, [ apparaissent comme les mineurs 2 x 2 de cette matrice,
puis en prennant la relation de Pliicker, les auteurs obtiennent la proposition
suivante :

Proposition 3.3.1. [GMS, Prop 4.1] Il existe une relation quadratique :
(31) G[u v (u—v) w] ‘= qufwfv - vafwfu - fufvfw = 07

ou P et () sont des monomes dans S :
p.g.c.d.(z+, 200t Dtgne) oy ged. (z-, p0matsgr-)

P
p.g.c.d.(xomn+, xpb-alt) p.g.c.d.(zom— zb-a)s)

Y

et
O = greqr-BECLEat, 270 pged (@at, o070
=TT '
p.g.c.d.(xom+, pb-alt) p.g.c.d.(xom— gb-a)s)

Remarque 3.3.2. Les relations G, , (4—v) «) donnent des éléments dans
I’idéal de présentation de ’anneau de Rees R(I), leurs images modulo m
sont des éléments dans 1’idéal de présentation de la fibre spéciale F([I).
Notre but consiste & donner ces images exactes dans F(I). Les conditions
(pour que P =1 et pour que Q = 1) qui nous permettent de le faire sont
présentées dans le théoréeme 3.3.15.

3.3.1 Conditions pour que P =1 ou () = 1.

Lemme 3.3.3. P =1 si et seulement si w satisfait les conditions suivantes :

p.g.C.d.(ZEa“*‘,x(b*a)t> =+ (*)
p.g.C.d.(ﬂjau—’x(b*a)s) = -
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PREUVE : (<) est claire.
(=) Si P =1 alors

p.g.cd(z+, 0t Vigne) = ged. (2, 20D, (i)
p.g.c.d(z-, gb=otDsgr—y = pged.(x-, p(0-99), (i)

De (7) nous avons que V x; € supp piy :
z; | a | p.g.ed. (x0T Dighey = p g ed. (z00r, g0 | g0t

Or z; € supp t. Ceci implique que supp py C supp t. Alors

min{a deguJr zi, (b—a+1) deg, xiereng i}

apy (b—a+1)t ot} —
p.g.c.d.(z+ x zh) HmEsupp g Ti
min{a deguJr zi, (b—a)deg, z;}

divisible par Hziewpp ps Li
= p.g.cd.(x™] x(bia)t)'

Nous avons ’égalité si et seulement si pour tout z; € supp iy,
min{adeg,,, z;, (b—a+1)deg, v;+deg,, v;} = min{adeg,, x;, (b—a)deg, z;},

i.e min{adeg,, v;, (b — a)deg,z;} = adeg,, x; pour tout x; € supp ji,.
Cest-a-dire que %+ | 2= e p.g.c.d.(x+, pb=D) = par+

De la méme fagon, nous avons (ii). Le lemme est prouvé. a

Lemme 3.3.4. (Q = 1 si et seulement si x¥+ = x¥~ = 1 et w satisfait les
conditions suivantes :

p.g.C.d.(l‘a““',x(b*a)t) — o
p.g.c.d.(z- p0=0s) = glb-a)s - ()

PREUVE : C’est pratiquement la méme que la preuve du lemma 3.3.3. O

Lemme 3.3.5. Si 2"+ = a2~ =1 alors le point u a exactement trois voisins :
u—v, etv, et u—+w.

PREUVE : Avec les mémes notations dans (f) et dans (f1), si 2+ =

x¥~ = 1 alors les bindmes correspondant aux u, v, u — v et v+ v deviennent
fu = aPatat+ — g xtah-, fo = P’ —a"al,
fuw = a2tk — a®5gh- fuse = x?Pah+ — 2 gh-,

Alors, nous avons

T(u,u —v) = p.g.c.d.(zPz’z"+ 2*2") = 1,



38 Fibre spéciale ddéal de réseau de codimension deux

S(u,u—v) = p.g.cd.(a"z*z" 2*ak+) = 1.

Nous déduisons du lemma 2.2.15 que (u, u — v) est sur le bord de G, donc
u—2v n’est pas dans G. De méme pour u+ v, nous avons aussi que (u, u+v)
est sur le bord de G, et u 4+ 2v ¢ G. Donc, u a exactement trois voisins :
U—U,0,U+ 0. O

Lemme 3.3.6. Nous avons les affirmations suivantes :
1. T(u,v), S(u,v), P(u,v), R(u,v) # 1 si et seulement si (u, v) n'est pas
sur le bord de G.
2. Conditions (x) implique que T(v,w) = S(v,w) = 1 et supp wy C
Supp v4.
3. Siavt = x¥~ =1 alors (xx) implique que T(u,w) = S(u,w) = 1 et
supp w4+ C Supp U+.

PREUVE : La premiere affirmation est déduite directement de 2.2.15.

Pour démontrer la deuxieme, remarquons d’abord que les conditions ()
impliquent que :

x(aer)pxbzq_ m(bfa)s I(aer)TIbV_ x(bfa)t

fw: -

rak— Trak+

Alors supp wy C supp vy, et donc T'(v,w) = S(v,w) = 1.

I1 est similaire pour les conditions (k). O

Maintenant considérons la relation Gy, (,—v)w dans la proposi-
tion 3.3.1.

Lemme 3.3.7. Dans le cas a = b, la relation Gy (u—v)w €5t un trinome
aves P = @ = 1 seulement si card(G) = 4. En particulier, si G contient au
moins & sommets alors soit P # 1, ou soit (Q # 1.

PREUVE : Comme G ne contient que des points primitifs, la condition
a = b implique que a = b =1, et on a alors :

G[u,v,w] = G[u,v,u—v,u+v] = 22" fufw—o — "2 fo fro—u — fu—vfuw-

Lem3.3.5
e Q=a"a"- =1l =2 =1 °

u—v, v, U+ .

u a exactement trois voisins

Lem3.3.5

o P — ghtgpht- =1 & ght+ = gt =1 v a exactement trois voisins

uUu—uv, u, U-+.
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Donc, si Gly,p,u—v,u+v] €St un trindme avec P = () = 1 alors le graphe G
contient exactement quatre sommets u, v, u — v, u+ v; et si G contient au
moins cing sommets alors soit P # 1 soit () # 1. Remarquons que le premier
cas est traité completement dans la section précédente. O

Deés maintenant supposons toujours qu’il y a au moins cinq som-
mets dans G.

Définition 3.3.8. Soient u, v et w trois sommets dans G. On dit que w est
engendré par u et v s'il existe deux nombres entiers a et b (a > 0,0 > 0) tels
que w = au + bv.

Considérons un point w = au+bv € G, avec b >a > 0 :

w = au+bv=alu+v)+(b—a)

= a(u+pv)+(b—pa)v:\}O_/(u—k(p+1)v)+(a—r)(u+pv),

ou p, r sont entiers tels que b=pa+1r (0 <r < a).

Ainsi, en suivant le chemin euclidien pour aller a w dans G, nous devons
passer les points : u, v, u+wv,..., u+pvet u+ (p+1)v. Nous avons de plus
que le point w est engendré par u+pv et u+(p+1)v. Ceci implique qu’il existe
une présentation de w : w = wq +wsq, o wy et wy sont deux voisins de w dans
G tels que w' = aqqu+biv (0<a; <b)etw =au+bw (0<ay<by),
avec a1 + as = a, et by + by = b.

A) Conditions sur w quand P = 1.

Lemme 3.3.9. Si P = 1 alors nous pouvons choisir une chaine de points
dans G

C: w=wy, wy, - ,Wp =10
telle que
— L’aréte (w;, wiy1) est sur le bord de G,V i=0, 1,---, k—1.
— w; satisfait les conditions (x), Vi=0,1,---, k—1.

PREUVE : Nous avons deux cas :
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Cas 1 : w est dans I’éventail d’origine v. Dans ce cas w = u + bv, et les
conditions () deviennent :

oM+ ’ x(b_ 1)t
- ’ x(b_ 1)s

D’apres le lemme 3.3.6, nous avons T'(v, w) = S(v,w) = 1, alors [v, w] est
sur le bord de G. Choisissons la chaine C comme suit : wg = w, w; =v. O

Cas 2 : w n’est pas dans I’éventail d’origine v. Dans ce cas nous avons a > 1,
et w',w” # v. Donc a;, as > 0. Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3.10. Si w satisfait les conditions (x), alors soit w' ou soit w”
satisfait les conditions ().

PREUVE : Comme a = a; + as, et b = by + by, nous avons b — a =
by —ay

(b — a1) + (by — as). Parce que a; > 0, ay > 0, deux quotients
ay

by — as
a2

et

sont bien-définis. Quand w’ et w” sont dans la base de Hilbert

b b b1 —a by —a
de I, nous avons que L #+ 2. Alors — ! #* 2 2. Supposons que
ai ) ai Qg

by —a b —a
! L2 2 On en déduit que asby > a1by. Ainsi,

a1 a2

bl—al > (bl—a1)+(b2—a2)_b—CL>b2—6L2‘

a1 a1 + Qo a as
= Cb(bl — CLl) > (b — a)al‘ = J}(b_a)alt ‘ I(bl—al)at.
De plus, le premier ligne de (%) implique que x®#+ | z0=@)at QOr

U | plbr—an)t

De méme, du deuxieme ligne de (*), on déduit que z%#- | glb1—a1)s,

Ainsi, nous avons supp w', C supp vy, et supp w'_ C supp v_, et w' sa-
tisfait les conditions (x). D’otu le lemme. O

Pour prouver le lemme 3.3.9, nous utilisons le lemme 3.3.10. Nous sup-
posons que w' satisfasse les conditions (x). Comme w et w’ satisfont les
conditions supp wy+ C supp v+, et supp w'y C supp vy, nous avons que
supp we N supp w'+ = 0. Alors T'(w, w') = S(w, w') = 1. D’apres le
lemme 2.2.15, 'aréte (w’, w) est sur le bord de G.
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La chaine C est construit par récurrence :

wo=w, wy =W, -, Wy = 0.

B) Conditions sur w quand @ = 1.
Maintenant, nous étudions les conditions (kx). Les arguments développés
dans A) sont aussi utilisés pour ce cas.

Lemme 3.3.11. Si w satisfait les conditions (xx), alors soit w' soit w” sa-
tisfait les conditions (xx). Nous pouvons supposer que ce soit w'. De plus, si
't = o= =1, alors Uaréte (w, w') est sur le bord de G.

PREUVE : La preuve est presque identique a celle du lemme 3.3.10. O

Ce lemme implique facilement le résultat suivant :

Lemme 3.3.12. 57 Q) = 1 alors
1. ¥+ =a¥ =1, et donc u a exactement trois voisins : u — v, v, U+ v.

2. 1l existe une chaine dans G

C: w=wy, wy, -, Wp=1u
telle que :
— L’aréte (w;, wiy1) est surle bord de G,V i=0, 1,---, k—1.
— w; satisfait les conditions (xx), Vi1 =0, 1,---, k—1.

PREUVE : La premiere assertion découle du lemme 3.3.5. La deuxieme
est similaire au lemme 3.3.9. O

Puis, étudions la propriété de la forme quadratique G/, correspondant
a une aréte (u, v) qui n'est pas sur le bord de G et un point w = au + bv
(b > a > 0). Dans le cas ot a = b nous avons a = b =1 et

G[u,v,w] = G[u, v, u—v, utv] — fo - Pf3 - fu—vfu-I—v

ou soit Pf, € ml soit Qf, € ml. Nous allons démontrer que I’assertion
similaire est aussi valide pour le cas ott b > a. Considérons G|y, v, y—v, w]-

Proposition 3.3.13. Avec les mémes notations que dans la proposition
3.3.1, nous avons
Pfy,_,€ml.
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PREUVE : Remarquons d’abord que, d’apres le lemme 2.2.13, le binome
fuw—wu est dans mI si et seulement si w —u € G. Alors Pf,_, ¢ ml si et
seulement si P =1 et w — u ¢ G. Séparons le probléme en trois cas.

Casl:a=1ie w = u+ bv est dans I'éventail d’origine v. Dans cette
situation, nous avons w — u = bv. Comme G ne contient que de points dans
la base de Hilbert de I, le point bv est dans G si et seulement si b =1 = a.
Ceci contredit I'hypothese que a < b. Alors w —u ¢ G. Donc f,,_, € ml, et
Pf,_, est aussi.

Cas 2 : a > 2. Supposons 'opposition. Comme f,,_, € ml si et seulement si
w —u ¢ G (selon la remarque 2.2.13), nous avons que P =1 et w —u € G.
Grace au lemme 3.3.9, il existe une chaine C;, qui est une partie du bord de

g

. 1 _ 1 1 1
Cy: Wy = W, Wy,..., Wy, 1 =&, Wy, = .

On a vu que w est engendré par u + pv et u + (p+ 1)v, ou b = pa + r
avec 0 < r < a. Rappelons une représentation de f,,

x(aer)pxbzq_ x(bfa)s x(aer)rxbu_ x(bfa)t

fw o rak— N TaAH+
et les conditions (x) pour w
p.g.c.d.(z+, p0=0t) = pons
p.g.c.d.(z- p0=0s) = gou-
Comme g+ | b=t = getr—at  —  glle=Datrlt gelon (%),

et glP=Datrlt | gpat car (p — 1)a + r < pa, nous avons %+ | xP%. Alors on
a x#+ | 2P'. De méme, nous avons z*- | zP*. Donc u + (p + 1)v satisfait les
conditions (x). Ceci implique que (u+ (p+1)v, v) est sur le bord de G (voir le
cas 1 de A). Ainsi u+(p+2)v ¢ G. On conclut que w(lkl_l) =& =u+(p+1)v.

Puis, considérons w — u.

w—u = (a—Du+bv=(a—1)(u+v)+(b—a+1)v

(@ —1)(u+pv)+ (b—pa+ p)v
(a—1)(u+pv)+ (r+pov

(r+p—a+1)(u+(p+1)v)+(a—1)(u+pv), sita—1<r+p
- ~~ -4 N’
>0 >0
_ ) Ap)ut+p+lv)+a—1—r—p)(utpv), sia—1>r+p
>0 >0
(r+p)(u+ (p+1)v), sia—1=r+p
0
. >




3.3 Relations quadratiques dans [’anneau de Rees 43

Dans les deux premiers cas, le point w — u est engendré par u + (p+ 1)v
et u + pv. Dans le dernier cas, nous avons que a — 1 = r + p. Donc w — u =
(a — 1)[(u + pv) 4+ v]. De plus, parce que G ne contient que de points dans
la base de Hilbert de I, le point w —u € G si et seulement sia — 1 =1, i.e.
a = 2. Ceci implique que r = 1,p = 0 et alors b = 1 < 2 = a. Contradiction
a I’hypothese que a < b.

Les conditions (*) impliquent aussi que :

et xH- ’ x(b—a)s ‘ x(b—a—‘rl)s

i.e. w — u satisfait les conditions () aussi. D’apres la proposition 3.3.9, il
existe une autre chaine :

Csy: w(Q):w—u, w%,...,wig_lzfg, wz2:v,
sur le bord de G. Parce que (v, &) et (v, &) sont sur le bord de G, et de
plus, dans la méme direction de v aux points avec coordonnées positives par
rapport a (u,v), ils doivent coincider et coincident a u+ (p+ 1)v. Et les deux
points suivants dans les deux chaines coincident aussi. On en déduit que soit
C1 C Cy ou soit Cy C Cq. On conclut que w —u et w sont dans la méme chaine
commencant de v et passant u + (p + 1)v. Parce que (a — 1,b) <. (a,b),
le point w — u doit étre dans le chemin de v a w. Alors il existe un voisin
w' =cu+dv (¢, d>0)dew—utel que w = a(w—u)+ fw avec a, § > 0.

w
w—u w
u+(p+1)v
(O Chaine C; o Chaine Coy
Il découle que
a = ala—1)+pc = aa—a+ fc
b = ab+ Bd > b '

On a ’égalité dans le deuxieme ligne si et seulement si a = 1 et 3d = 0.
On conclut que a = a — 1+ Ge. Done, f=1etc=1, d =0, ie w = u.
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Alors w et w — u sont dans I’éventail d’origine u. Ainsi, il existe un nombre
entier a > 1 tel que w = au+wv. C’est une contradiction. D’ou la proposition.O

Pour le terme @ f,_, nous avons une proposition similaire.

Proposition 3.3.14. Si Qf,_, € I\ ml, alors Q =1 et il existe w—v € G.
De plus, les points u, v — v, w, w — v sont dans l’éventail d’origine v, et
tout le point dans cet éventail entre u et w — v a exactement trois voisins.

PREUVE : De méme a la démonstration de la proposition 3.3.13, I’égalité
Q) = 1 implique que w et w — v satisfont les conditions (xx). Grace a la
proposition 3.3.12, nous pouvons construire deux chaines :

) 1 1 1 1 _
C - Wy =W, Wy,..., Wy, 1 =E&, Wy, = U,

: 2 _ 2 2 _ 2 _
Cy : Wy =W — U, W,..., Wy, 1 =&, Wy, = U,

qui sont sur le bord de G, dont les points &; et & sont des voisins de u et
satisfont ().

Remarquons que u + v satisfait («x) aussi, car

1 = 2079 = pged (i, 207D
1 = 207V = pged(at-,2070%)

Alors [u+ v, u] est sur le bord de G. Nous avons donc & = & = u+v. Ainsi,
Cy et Cy ont les mémes deux premiers points. On conclut que w et w — v sont
dans la méme chaine.

U +

u+(p+1)v

(O Chaine Cq O Chaine Co

Nous pouvons déduire qu’ils sont dans le méme éventail d’origine v avec u
et u —v. Une conséquence est que la chaine C; est celle contenant des points
de cet éventail : v, u+v,..., w—u, w. Comme celle-ci est une partie du
bord de G, tout point u, u+ v,..., w — u a exactement trois voisins. O
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3.3.2 Les relations quadratiques

Nous allons résumer les résultats techniques que nous venons de démontrer.
D’apres la proposition 3.3.13 et la proposition 3.3.14, nous obtenons :

Proposition 3.3.15. Soit [u,v,u —v] un triangle de G, et w = au+bv (0 <
a < b) un point quelconque de G. Alors il existe une relation

G[u,v,w] - qufw—v + vafw—u - fu—vfw =0,

u+v
ou P, () sont des monomes dans R tels que : uf 4 \ ...... iw v
— Pfy_y €ml. w
o wa—v SR e v

- Si Qfw_ € I\ mI, alors Q =1 et le point w — v est dans G. De plus,
les points uw — v, u,w — v,w sont dans un €Eventail d’origine v, et tout
point entre u et w — v a exactement trois VoOISINS.

Pour le cas général, en changeant le signe de v — —v ou de u — —u, s’il
est nécessaire, nous pouvons nous ramener au cas ot 0 < a < b. On obtient
que :

Théoréme 3.3.16. Soit (u, v) une aréte qui n’est pas sur le bord de G, et
w = au + bv un point quelconque de G, (w # u,w # v). Alors
— Si |a|=|b|, alors |a|=|b|=1 et il existe une relation

_ r2 vy W £2
G[u,v,w] = G[u,v,ufv,u+v] = ghtalt fu —xtx fv - fufvfquU;

ot soit xt+at- soit ¥+ x¥- est dans m.
— Si |a|#)b|, alors il existe une relation

G[u,v,w] = qufw*v + vafw*u + fu*vfw =0,

o uxv=u—0vsiab>0,etuxv=u+vsiab<0;etwxu=

w — sign(a)u, w x v =w — sign(b)v. De plus, s0it Q fuwy 0U S0it P fyuy

est dans ml, et

— S0 Q fuwww & mI, alors |a| < |b| et |Q|=1; et w*v est dans G tel que
u*xv, u, wxv, w sont dans l’éventail d’origine v, dont tout point
entre u et w * v a eractement trois voisins.

— S0 Pfysu & mI, alors [b| < |a] et |P|=1; w*u est dans G tel que
u*xv, v, wxu, w sont dans [’éventail d’origine u, dont tout point
entre v et w * u a exactement trots voisins.
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3.4 Relations dans la fibre spéciale

Soit R = K[zy, xe, . .., z,]) 'anneau de polynomes sur le corps K. Soit / un
idéal engendré minimalement par m éléments { f; }1<;<m. L’ anneau de Rees de
I est 'anneau gradué R[It] = @), -, [*t*. La fibre spéciale de I est le quotient
R[It]/mR[It], ot m = (x1,Za,...,2,) est I'idéal maximal irrélevant de R.
Introduisons m variables indépendantes sur R, appelées T = {T}}1<i<m, et
considérons l'idéal J = ker w, ou

RIT] ™ R[] — 0
T, — fit '

On obtient une présentation R[/?] ~ R[T]/J de 'anneau de Rees. D’ott, on
déduit une présentation de la fibre spéciale R[It]/mR[[t] ~ K[T|/TJ, ou J
est 'image de J modulo mR[T].

Dans notre cas ou [ est un idéal de réseau de codimension 2, les m ele-
ments f; correspondent a m points, dits {u;}1<;<m, du graphe G. Rappelons
que toute relation Gy vuw) = @ fufwsw+ P fo fusu+ fusw fu deduite du théoreme
3.3.16 nous donne un élément dans I'idéal 7, et son image é[u,v,w] modulo
mR[T] est dans I'idéal 7. On obtient donc le résultat suivant :

Théoréme 3.4.1. Soit (u, v) un aréte qui n’est pas sur le bord de G, et soit
w = au + bv un point quelconque de G (w # w,w # v). Alors la relation
suivante est dans l'idéal de présentation J de la fibre spéciale F(I) de I :

G[u,v,w] = e, Ly Tipso + 0T Lo, — Tu*va> € € {07 1}

ol £,6, = 0, et de plus
— st e, 0, alors uxv, u, w*xv, w est dans [’éventail d’origine v, dont
tout point entre u et w *x v a exactement trois voisins.
—sie, #0, alorsuxv, v, w*xu, w est dans [’éventail d’origine u, dont
tout point entre v et w * u a exactement trois vVoisins.

Notons S 'ensemble des G [u,0,w] Précédentes. Remarquons que tout élément
dans S soit de type T, T, avec u, v non—voisins dans G, soit de type T, T\,_, —
TuTy avec u — v, u, w—v, w = au+ b (a,b € Z2,) dans le méme
éventail d’origine v (aprés un changement des signes de u, de v et de w, s’il
est nécessaire).

Lemme 3.4.2. Siu—v, u, w—v et w = u-+bv sont dans le méme éventail
F d’origine v de G tels que :

6JTY[u,v,ufv,w] = Tuwav - Tu,va,
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alors pour tout point P=u+cv € F, et Q=u+dv (b>d>c>0)€F,
nous avons :

é[P,v,va,Q] = TPTQ—v - TP—UTQ € S.

PREUVE : On a vu que pour tout point P = u + av € F, le bindme fp
correspondant a P est

x(a+1)pxu+ Z.az/_;,_l.(afl)s _ x(oﬂrl)rxu_ V- I(afl)t

fr=

p,g,c.d,(gjlur7 x(a—l)t)p‘g‘chd(xu, , x(a—l)s)
Pour le point w = u + bv, car CNJ[W’u,v’w] =T, Ty — To_oTh, NOUS aVODS
Tt =a" =1et

p.g.c.d.(xt+ g®- ) = -1t
p.g.c.d.(xt=, b5y = pb-Ds

Alors pour 0 < a < b,

p.g.cd.(zi+ 2oty = gplo-t
p.g.cd. (-, zle"bs) = glabs

x(a+1)pxu+ x(a+1)rxu—
Donc fu-l—av =

L1t gla-Ds pour tout P =u+ av (0 < a <D).

Considérons le point P = u + cv et le point Q = u+dv (0 < c <d <b).
Nous étudions la matrice 2 x 4 suivante :

ol . ZEdrIM_
D
X ple—1)s X p(d=1)s
xcpxnu‘+ .pox“+
x" z’

et p(d=1)t
Calculons tous ses mineurs 2 x 2, nous avons Ayy = fyieo = fp,
et A1,3 - fv> et AlA = fqudv = an et A2,3 = fqu(cfl)v = fP*Ua et

7 w .

A2,4 = JICpI'“h;B(z—_t)tfdv c m[, et A374 = fqu(dfl)v = fQ—v' La relation
de Pliicker nous donne Gpy p—v,q) = TPTg—v — Tp_,1g € S. O

Lemme 3.4.3. Soient u — v, u, w — v et w = u + bv quatre points dans
le méme éventail F' de G satisfont la méme condition comme dans le lemme
3.4.2. Supposons aussi qu’il existe une relation quadratique T;,—T,, T, € S,
ot w_ et wy sont deuz voisins dew dans G. Alorsw_ = w—v, etw; = w+wv,
et la relation Gy v u—vwio] = TuTw — Tu—oTwyo € S.
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PrREUVE : Comme é[w,V,w—V,w—&—V] = T2 — T, T, € S, nous pouvons
supposer que w_ =w — V et wy = w4V, avec un voisin V' de w. Le lemme
3.3.4 et le lemme 3.3.5 impliquent que w a exactement trois voisins. Comme
w—v et v sont aussi des voisins de w, et w —v n’a que trois voisins : w—2v, v
et w, on conclut que v = V. Ainsi, w_ =w—vet wy =w+v=u+(b+1)v.
Nous avons alors :

x(b+2)qu+ x(b+2)rx,u‘—

futo = bt

xbs
Counsidérons la matrice 2 x 4 suivante :

x(b-l—l)rxy,
Al T /L ——

xbs
(b+1)p it
o ptp s T

bt

La relation de Pliicker nous donne é[u,v,u,v,ww] =T.T, — Ty Ty, €S. O

Remarque 3.4.4. Apres le changement de signe v — —v, nous avons ce qui
suit :

Sl existe une relation quadratique T2, — Tu—v)_Tu—v), €S, 0t (u —v)_
et (u—wv)y sont deux voisins de u —v dans G, alors (u —v)_ = u — 2v, et
(u—v)y = u. De plus, la relation Glu—vvu—200] = Tu—vTw—v — Tu—2,T,y est

dans S.

Définition 3.4.5. Une chaine v — v, u, u + v,..., v+ bv de longeur plus
grande que possible telle que la relation quadratique T, Tyt (p—1y0 — Lu—oLutbo
est dans S est appelée un éventail binomial d’origine v de G.

Exemple 3.4.6. Pour les exemples 2.2.5 et 2.2.6, le seul sommet de G est
uy = (—1,1). Donc, nous devons considerer la relation G, u,usu,] dans les
deux exemples. Les autres relations n’engendrent que des monomes.

— Pour 'exemple 2.2.5, nous avons :

ar = ab’c — d*e3 2, as = a*e’ f3 — bt d®,
ar = aded fT — b'1eb, ay = a’e’ > —1°ld.
Donc, la matrice associée a ces binomes est

(a de®f? b5 betd? )

d Vc ae’f’ a?ef3?
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La relation de Pliicker nous donne : abce? f3a? — da? +asar = 0. D'on,
la relation 1577 est dans I'idéal de la fibre spéciale, et

Sy ={N\Ts, ToT5, T5Ty, T5T7, Ty Ty, Ty T4, T5Tg, T517, T Tr, ToT7 }.
— Pour I'exemple 2.2.6, nous avons :
a; = ab’c — de*f, as = a’bf? — Ad%,
ar; = a*h® — d*e®, ay = a’b’ f — cd®e’.
Dongc, la matrice associée a ces binomes est

ab® f cd’e d3e?
de? ¢ a’bf a®b® |-

La relation de Pliicker nous donne : a*bd*ea} — ai + asa; = 0. D’on,
la relation —T7 + TyTy est dans I'idéal de la fibre spéciale, et

Sy = {1 Ts, ToTs, T3 Ty, T3 T, TuTs, TuTs, Ts T, Ts T, TeT7, ToTr — T }.
Donc les fibres spéciales de deux exemples sont non isomorphes.

Remarque 3.4.7. Remarquons que I’ensemble complet des relations qua-

dratiques concernant T, ,, Ty, Tyiv,---, Turpw = Ty, sont données par les
mineurs 2 X 2 de la matrice suivante :

Tufv Tu Tu+v ce Tu-l—(b—l)v

Tu Tu-l—v Tu+2v Tu—i—bv

De plus, il n’existe pas de relation de type T2  — T, (u—v)_ L(u—v), Ou de type
72 - T, T,, dans S.

En fait, comme on va voir dans la suite, chaque éventail binomial est
caractérisé par son origine et ses deux extrémes.

Définition 3.4.8. Le graphe G , qui est obtenu de G en remplacant chaque
éventail binomial de G par un triangle construit par son origine et ses deux
extrémes, est appelé le graphe reduit de G.

Ug
Ug Us
Us _— Uy
uy
ur u3 Uy

Graphe G

U6

ul

Graphe G
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Remarque 3.4.9. 1. Pour chaque couple de deux non—voisins u, v dans
G, on a T, T, est un monome dans S.

2. Nous pouvons colorer G par trois couleurs comme suit :
— Choissisons un triangle 7 quelconque de G, et colorons chaque som-
met de ce triangle par une couleur. B
— Deux non—voisins u et v, qui sont dans le méme quadrilatere de G,
ont la méme couleur. B
Ainsi, les sommets de chaque triangle de G ont des couleurs différentes.

Notons I'; ’ensemble des sommets de couleur ¢ dans G , et prenons

gi=Y Tu i=1,23.

uEFi

On remarque que g1, g2, et g3 sont indépendantes algébriquement sur AC.

Considérons I'idéal A engendré par S. Comme dans le théoreme 3.4.1,
nous avons A C J. Le but de cette section est de prouver I'égalité. Afin de
démontrer que K[T|/A = F(I), nous allons indiquer d’abord qu’ils ont la
méme normalisation de Noether.

Théoréme 3.4.10. Prenons J = (g1, g2, 93), et soit my lidéal maximal de
K[T]/A. Alors
(mT)2 = JmT.

PREUVE : Remarquons que c’est une conséquence de la proposition 4.4.7.
En fait, la coloration précédente est bonne, et que le graphe G fabrique un
arbre généralisé. O

Théoréme 3.4.11. Soit A := Klg1, g2, g3]. Alors A est la normalisation de
Noether de K[T]/A.

PREUVE : Il découle directement du théoréme 3.4.10 que K[T]/ A est
intégralement clos sur A. Alors I'application A — K[T]/A satisfait le théoreme

Going-up. Donc, dim(K[T]/A) = dim(A) < 3. (Vois [Ma, Theorem 20] pour
les détails.)

En fait, comme nous verrons dans le chapitre suivant, nous pouvons
démontrer que :
A= N Az,
7 un triangle dans ¢

ou Ar est 'idéal engendré par les mineurs 2 x 2 de la matrice suivante :
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Tu—v Tu Tu-l—v v Tu-l—(b—l)v
Tu Tu-l—v Tu+2v cee Tu—i—bv ’

et par les variables T, avec u € G\7, si le triangle 7 = [u — v, v, u + bv] avec
{u—v,u,...,u+bv} est un éventail binomial de G, et Ay = (T, | u € G\T)
sinon (c’est une conséquence de la proposition 4.2.1).

Il est connu que ./17— est un idéal premier de dimension trois pour tout 7.
Ainsi, dim(K[T]/A) = 3. On en déduit que g, ga, g3 sont algébriquement
indépendants sur K[T]/A.

De plus, K[T]/ A est un A—module de type fini, et engendré par 1, et par
les T, ot u € G\ T avec un triangle 7 quelconque de G. O

Considérons la composition des applications :
A K[T]/A — F(I),

ou le dernier est un épimorphisme canonique. Alors, F (I) est le quotient de
K[T]/A, et dim(F(I)) < dim(K[T]/A) = 3. Par suite, c’est connu qu’en
général on a dim F(I) > codim(I) = 2. Dans le cas ot le corps K est infini et

I est radical, on a 1’égalité si et seulement si I est une intersection complete
(voir [CN]).

Théoréme 3.4.12.
2 < dim(F(I)) < 3.

Dans le cas ou K est infini et I est un idéal radical qui n’est pas une inter-
section compleéte, nous avons dim(K[T]/A) = dim(F(I)) = 3.

Dans la suite, nous allons considérer en détail le dernier cas, c.-a-d. le
cas ou l'idéal I est radical, et I n’est pas une intersection complete, et IC
est infini. Nous rappelons d’abord la définition du nombre de réduction d’un
anneau.

Définition 3.4.13. Soit R un anneau de polynomes en n variables sur un
corps k. Soit Z C R un ideal gradué homogene pour la graduation standard
et d = dimR/Z. Un ensemble de formes linéaires {g1, ¢2,..., ga} est une
réduction de R/Z, si

(91, 925, gam’ =m""( mod I)
ou m est I'idéal maximal de I’anneau de polynomes R.

Le plus petit nombre p lorsque l'on considere toutes les réductions pos-
sibles est appelé le nombre de réduction de R/Z.
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Remarquons que 'égalité entre les dimensions ainsi que le lemme 3.2
[BM2] impliquent que A est la normalisation de Noether de F(I) par rapport
a la composition. Parce que K[T]/ A est engendré par des formes linéaires

comme un A—module, son quotient F(I) 'est aussi. Ceci implique que le
nombre de réduction r (F(I)) = 1.

Puis, considérons le resultat suivant de Cortadellas et Zarzuela :

Lemme 3.4.14. [CZ] Soit (R,m) est un anneau noetherian local, et soit
I un idéal engendré minimalement par m éléments de R. Supposons que [
est une intersection compléte générique(i.e. I, est une intersection compléte
pour tout p idéal premier minimal associé a 1), et l'analytique spread est
[ :== dim F(I) = hauteur(I) + 1. Si r (F(I)) = 1, alors F(I) est Cohen —
Macaulay. De plus, la fonction de Hilbert de F(I) est

Hr(t) = %};llﬁ

On conclut que :

Théoréme 3.4.15. Soit R = K[x1, 1, T, . .., x,] anneau de polyndmes sur
IC. Soit I un idéal de réseau de codimension 2. Supposons que I n’est pas une
intersection compléte. Alors

F(I) = K[T]/ A.

PREUVE : Le théoreme 3.4.12 implique que [ := dim F (/) = 3. Soit m le
nombre de générateurs de I. En utilisant le lemme 3.4.14, nous avons
1+ (m—3)t
(1—1¢)3 - Hf(f)(t) < H/C[T}/K(t)~

Choissisons un triangle 7 := [T, 9, Ty_1,Tn] de G. Grace au théoreme
3.4.11, 'application suivante est un épimorphisme :

A @négg A[-1] — K[T]/JA — 0
€o - — 1
€ = T;
Alors
Hyppy i) < Hpyg s apy(t) = W

Donc, les anneaux F (1) et K[T]/ A ont la méme fonction de Hilbert. Or (1)
est un quotient de KC[T|/A, on en déduit que F(I) = K[T]/A. O
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Corollaire 3.4.16. - ml est intégralement clos.
~ I® cmI, ot I® est la deuziéme puissance symbolique de I.

PREUVE : La premiere assertion découle facilement de la démonstration
de la proposition 3.11 [Hii], car la fibre spéciale F(I) est réduite, et 1'idéal I
est radical.

Pour la deuxieme, remarquons d’abord que dans K[z, zs, . .., z,], la dé-
monstration de [Hii, Théoreme 1.2, (iii) = (7)] est aussi valable indépendam-
ment du caractere de K. Puis, la démonstration de la proposition 3.11 dans
cet article est aussi applicable. O

Corollaire 3.4.17. Posons q; = ZuGFi fus (i = 1,2,3), et soit Q =
(¢1, G2, q3) un sous-idéal de I. Alors

(Q]>m - It?i'

[m = Qm =V (Q1>C]2>CI3)>

Ceci implique que

et ara(ly,) < 3.

Pour le cas ou I est l'idéal de définition d’une variété monomiale de
codimension 2, Barile et Morales [BM2] ont prouvé que I'idéal de presentation
de 'anneau de Rees R(It) est engendré par des formes de degré 2 au plus.
En appliquant le théoreme précédent, nous obtenons le méme résultat pour
un cas plus général. Le résultat crucial est dii a Huckaba et Huneke :

Lemme 3.4.18. [HH, Theorem 2.9 et 4.5] Soit R un anneau Cohen -Macaulay
local, et soit I un idéal de hauteur d > 1, et “analytic spread” I(I) = d + 1.
Supposons que les idéaux premiers de R/I sont tous de méme hauteur, et
que les idéaux premiers associés de R/1 sont de hauteur au plus d + 1. De
plus, supposons que I est une intersection complete générique, et qu’il existe
une réduction minimale J de I telle que r;(1g) < 1 pour tout idéal pre-
mier (I C)Q avec codim(Q/I) = 1. Finalement, supposons que depth(R/
I) > dim(R/I) — 1. Alors, l'idéal de présentation de ’anneau de Rees R(It)
de I est Cohen—Macaulay, et défini par des éléments de degré au plus deux.

En outre, il est prouvé dans la proposition 2.1.6 que pour tout idéal de
réseau I nous avons :

projdim(R/I) < 2%0%ml 1,
En particulier, si I est un idéal de réseau de codimension 2, alors :

depth(R/I) = dim R — projdim(R/I) > dim R — 3 = dim(R/I) — 1.



54 Fibre spéciale ddéal de réseau de codimension deux

Ainsi I'idéal de réseau I remplit tous les hypotheses du lemme 3.4.18 si [
n’est pas une intersection complete de codimension 2. Ceci implique que :

Théoreme 3.4.19. Soit I un idéal de réseau radical, de codimension 2, et
I n’est pas une intersection compléte dans R = Klxy,xa,. .., 2], ot le corps
K est infini. Alors, l'idéal de présentation de l'anneau de Rees R[It] de I est
Cohen—Macaulay, et engendré par des formes de degré deur au plus.

Cependant, nous n’avons pas répondu aux questions suivantes :

Question 3.4.1. Est-ce que l'idéal de présentation de ’algebre de Rees est
engendré par les relations linéaires et les relations quadratiques introduites
dans ce chapitre?

Dans tous les exemples que nous avons calculé, la réponse a cette question
est positive.

Question 3.4.2. Si I est un corps fini, pour tout [ idéal de réseau radical
de codimension 2, a-t-on que “I’analytic spread” [(I) est toujours 37



Chapitre 4

Idéaux binomiaux simpliciaux

4.1 Définitions et notations

Dans ce chapitre, G signifie un graphe simple fini. On note respectivement
Vg et Eg l'ensemble des sommets, et des arétes de G. Le graphe est complet
si BEg = ((u, v) | u#wv € Vg), ou (u, v) est 'aréte des sommets u, v.

Soit S un sous—ensemble de V5. Notons G \ S le sous-graphe de G obtenu
de G en effacant les sommets de S et les arétes incidentes. De méme, on note
Gs le graphe induit de G sur S.

Un sous—graphe C induit de G est appelé un cycle si I’'ensemble des som-
mets peut étre ordonné, Ve := {x1,z9,...,2;} et z;x;41 € Eg pour tout
i=1,2,...,0 (ot x4 = x1), il sera noté C = (2125 ... 23x1). Le nombre [ est
la longueur de C. Le cycle C a une corde s’il existe un nombre j # i+ 1(mod 1)
tel que z;2; € Eg. Appelons C un cycle minimal si C est de longueur au moins
4 et C n’a pas de cordes.

Un complexe simplicial A sur un ensemble des sommets Vi = {21, z9, ..., 2,}
est une collection de sous-ensembles de V telle que :

— Pour tout 4, 'ensemble {z;} est dans A,

- Si FelAetGCF,alors G € A.

Un élément d’un complexe simplicial A est appelé une face de A. La
dimension d’une face F' de A\, noté par dim F, est définie par [F| —1, ou |F]
signifie le nombre des sommets de F. La dimension de A, noté dim A, est
définie par la dimension maximale des faces de A. Les faces maximales, pour
I'inclusion, dans A sont appelées les facettes de A.

Remarquons qu’en prenant toutes les faces de dimension 0 et 1 de A,
i.e. les sommets et les arétes, on associe a /A un graphe simple Gao. Une
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facette F' de A devient un sous—graphe complet de Ga, et est appelée aussi
un |F|-clique de Ga.

4.1.1 Idéaux simpliciaux et binémiaux simpliciaux

La notion d’idéal simplicial a été introduite par Marcel Morales. Elle
consiste a associer un idéal a un complexe simplicial et a une famille d’idéaux
indexée par I'ensemble des facettes. La notion d’idéal simplicial généralise
celle d’idéal de Stanley—Reisner. Dans ce chapitre, nous allons considérer
quelques cas particuliers et étudier quelques propriétés de ces idéaux simpli-
ciaux.

A chaque ensemble des sommets VA = {x1, 29, ..., x,}, on associe un an-
neau de polynémes R = K|xy, zo, . .., x,] (ici, par abus de notation, z; désigne
un sommet dans V et aussi une variable dans ’anneau de polynomes). Il est
connu que a chaque complexe A sur cet ensemble des sommets, on associe
un idéal, appelé idéal de Stanley — Reisner, défini comme suit :

IA = (l’il.fEiQ R | N<ig< - < ir,{wil,xiQ, .. .,.CL"Z'T} §é A) .
Cet idéal est engendré par des monomes.

Maintenant, nous allons présenter la définition d’un p—complexe et d’idéal
simplicial.

Définition 4.1.1. A chaque facette F; de A\, ajoutons quelques points {yg)},
0]
]
le simplexe sur I’ensembles F; U {yi(;), (1,7) € E;} est une p—facette. Par abus
de notation et par ce qu’il n’y aura pas de confusion, nous appelerons Fj la

p—facette obtenue a partir de Fj.

avec i, j dans un ensemble Ej. Les points vy, sont appelés points marqués, et

Un p-complexe A associé 4 A est le complexe simplicial dont les facettes
sont les p—facettes ou les facettes de A n’ayant pas de points marqués.

On associe & un p—complexe A un graphe, noté Ox.

Pour chaque facette F', on note F*° I'ensemble des points de A, qui ap-
partienent uniquement a la facette F' de A.

Soit A un p-complexe construit par A et par un ensemble des points
marqués. On associe a A l'anneau de polynémes R = K[x,y] (ici, {L’,yg)
désigne un sommet dans A et aussi une variable dans ’'anneau de polynémes).
Notation 4.1.2. Nous noterons (E) (resp. K[E]) 'idéal engendré par E

(resp. 'anneau des polynomes dont les variables sont les éléments de E).
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Définition 4.1.3. Pour chaque p—facette Fj, on se donne un idéal premier
7, C (F)) de 'anneau K[Vs] tel que [; C (Vx \ F;) pour toute p—facette F;
de A distincte de F.

L’idéal simplicial Px associé au p—complexe A est défini comme suit

Px = Y LIz,

F, p—facette de A

ou Zx est I'idéal de Stanley — Reisner du complexe simplicial A.

La pfacette F;

Nous allons considérer une classe particuliere d’idéaux simpliciaux engendrés
par des binomes :

Une facette F' de dimension d de A est dite propre si F' contient ¢ arétes
(wo, 1), (x0, T2),..., (%0, T,) appartenant uniquement a la facette F'. Dans
ce cas, ces arétes sont appelées les arétes propres de F'.

Définition 4.1.4. Considérons un p—complexe A. Soit Z; l'idéal engendré
par les mineurs 2 x 2 de la matrice :

l l l
yO 0 o)

i1l 112 tee i1

o e T,

@ @
Y1 o Vi,
0 IO

ile .. ikl

O] O] '
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Nous appelerons idéal binomial simplicial By I'idéal simplicial associé a A
et aux idéaux Z; correspondant aux p—facettes Fj.

Nous avons que [; C (Vi \ F;) pour toute p—facette F; de A distincte
de Fl En effet, tout d’abord remarquons que (on) (Vx \ Fi) et ensuite
(l)

is

€ (Vx \ F}), parce que nous avons que :UO € Vx\ F; ou x(l e Vx \ Fi,

! !
car dans le cas contraire xé) et xgg)

laréte (.:1:(()1), .TEZ)

sont dans Fj, ce qui impliquerait que
) € Fj, en contradiction avec la définition d’aréte propre.

On va démontrer dans la suite que la classe des idéaux est une extension
de la classe des idéaux de Stanley — Reisner associé a un complexe simplicial.

4.2 Décomposition primaire

Il est connu que l'idéal de Stanley — Reisner d'un complexe simplicial
admet une décomposition en idéaux premiers correspondant aux facettes du
complexe, ou chaque idéal est engendré par des variables qui ne sont pas
dans la facette correspondante. Dans cette section, on va prouver la méme
propriété pour l'idéal Px.

Soit Px l'idéal associé au p-complexe A. On définit d’abord les idéaux
premiers associés aux facettes de A.

Considérons une facette F; de A. On associe & F; un idéal premier

comme suit :
- J = (VZ\ Fl), si F; n’a pas de point marqués (en fait dans ce cas

0).
- Ji= (L, (Vz\ ), sinon.
Notons que Vi \ F; désigne l'ensemble des sommets de A qui ne sont pas
dans F;. Nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.2.1.
Py = N -

£, facette de n

PREUVE : Tout d’abord, rappelons le fait bien connu que si I,.J sont
des ensembles des variables disjoints et Z = (I),J = (J) alors TN J =

(pglpel,qgeld).

On va prouver la proposition par récurrence sur le nombre [ des facettes
de A. Notons A’ le p—complexe construit par les [ — 1 premieres facettes du
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p—complexe A et Px7 I'idéal associé au p-complexe A/, et J/ I'idéal premier
associé a la i*™¢ facette de A/, Remarquons que J; = (J/, x| x € F?) pour
tout (1 = 1,2,...,1 — 1). Par récurrence, nous avons Px; = [ J;. Soit F]
la [*™ facette, si F} n’a pas de points marqués nous poserons Z; = 0. Nous
avons que J; = (Il, Vx\ Fl) , et

PN: < Z Ik;-,Z'.A/) , et PZ: <Z Ik +IZ>IA> .

1<k<i-1 1<k<l

Pour 'idéal monomial de Stanley—Reisner Zx, nous savons que :

(T, F)((Va\ F) = Ix ()

D’autre part, parce que Z, C (VZ \ Fl) pour tout k # [, nous avons :

Y Zic(Vx\R). (3)

1<k<I-1

De plus, parce que Z; C (VZ \ Fl/) pour toute facette Fjy # F; dans A, on a :

L c(\(Va\F) = (Tz. 7). ()
V#

On en déduit que :
Pz C (Pxr 7)) (T Vs \ ) -
On va démontrer ’autre inclusion :

soit 7 € (Pxr, F) ﬂ (7, Va\ B),

alors r =u+v=p+q, avec u € 34 Ly, v € (Zzr, FY), p € T, et
g€ (Vx\ F). Daprés (8) et (v), on a

(@)

v—p=q—uc (Vz\Fl)ﬂ(IN,Ff) = Tx.
Donc
r=u+(v—p)+pe Z Iy +Ix+1 =Px.
1<k<i—1
D’ou, on a :

Px = (Par 7)) (@ Vs \ F)
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De I’hypothese de récurrence on déduit que

-1 -1 -1
Px = <ﬂ$’, ﬂ) o= ) (T=FT%
i=1 i=1 i=1

La proposition est prouvée. O

Corollaire 4.2.2. Pour l'idéal binomial simplicial By associé au p—complexe
A nous avons :

- T = (Vx\ F) si F} n’a de points marqués.

- J = (2 x 2 mineurs de la matrice M; ; (Vx\ Fl)) , sinon.
La décomposition primaire de Bx est

Bx = N -

F, facette de &

Remarque 4.2.3. Pour toute facette Fj, I'idéal J; est premier et de dimen-
sion 1+ d;, ou d; est la dimension de Fj.

On en déduit un corollaire sur la dimension de Bx comme suit :

Corollaire 4.2.4. dim(Bx) = 1 + dim(A) = dim(Z,).

4.3 Arbres, “Scrollers” ou “small variety”

Dans cette section, nous allons étudier quelques propriétés géométriques
des idéaux simpliciaux selon le point de vue abordé dans plusieurs articles
récents par Barile-Morales, Eisenbud—-Green—Hulek—Popescu, et M. Morales.

D’abord, nous rappelons le théoreme suivant de [EG] :

Théoreme 4.3.1. Soit R un anneau gradué standard réduit, définissant une
variété algébrique projective. Alors nous avons la suite suivante d’implica-
tions :

(1) R est un anneau de Cohen-Macaulay et e(R) = 1+codim R, ot e(R)
est la multiplicité de R et codim R sa codimension

= (2) R a une résolution 2—linéaire ;
= (3)r(R) =1;
= (4) e(R) <1+ codim R
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D’autre part, si R est un anneau de Cohen—Macaulay, alors les quatre tmpli-
cations sont des équivalences.
La définition suivante a été considérée par [BM3] et [EGHP] :

Définition 4.3.2. Une suite (ordonnée) Xi,...,X; C P" de sous variétés
projectives irréductibles est linéairement jointe si pour tout ¢ = 1,...,1 — 1
nous avons :

XZ'Jrl N (X1 U..u XZ) == span(XiJrl) N span(X1 Uu..u XZ)
ou span(X) est le plus petit sous—espace linéaire de P" contenant X.
Cette notion a été considérée dans [BM3] de fagon algébrique et dans le
cadre suivant :

Dans I’anneau de polynomes lC[x(m), y™ om =1, .., [] muni de la gradua-
tion standard, soit Z,, I'idéal engendré par les mineurs 2 x 2 de la matrice

(m) . (m) (m) | (m) (m) (m) (m)
M. — Lo Yilw - yiljil Yio1" -+~ yini yikml T yikmjikm
m* (m)  (m) m) | (m) (m) (m) m"™ |
Y1 Y2 - Ty Yipg -+ Ty, Yip 2 - Ty,

Soit X/ la variété projective (non dégénérée) définie par I'idéal Z,,, dans
I’anneau des polynomes, dont les variables sont les entrées de la matrice M,, ;
et soit X, la variété projective X/ plongée dans l'espace projectif associé a
'anneau de polynomes K[x™) y(™ m =1,...,1]. L’idéal de définition 7, de
X peut s'écrire I, = (Zpn, Q). Remarquons que @, est 'idéal définissant
la variété linéaire span(X,,).

Notation 4.3.3. Dans cette section, pour un ensemble @ C K[x®,y®], la
notation (QQ) signifie le K-espace vectoriel de K[x®,y®] engendré par Q, et
(Q) est I'idéal engendré par Q.

Pour établir que la suite Xi,...,X; C P" de sous—variétés projectives
irréductibles est linéairement jointe, d’apres [BM3, page 163], il suffit d’établir
que pour tout k=1, ...,1 :

Te + NN T = (Qn) + (NEZHQ:)).

Dans cette situation, nous dirons que les idéaux 71, ..., J; sont linéairement
joints.

Exemple 4.3.4. Considérons les complexes simpliciaux A\ suivants, nous
allons démontrer que les idéaux premiers associés a Bx sont linéairement
joints.
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4, (4,2 (4,3)

— Dans les deux cas (4,1) et (4,2), nous avons deux facettes Fi, F et

Vx\ Fi = F5,Vx \ Fy, = F}.
Selon 4.2.2, I'idéal Bx a deux composantes irréductibles :
BZ = (Ilv FQO) N (127 Flo)

Donc avec les notations ci-dessus, nous avons @)1 = Fy, et Q2 = F7.
D’autre part, par définition de Z; et Zy, nous avons que Z; C (FY), et
T, C (Fy). Il en suit que

(1, 1) + (Za, 17) = (F3) + (F7) = (Q1) + (Q2).

— Dans le cas (4,3), nous avons trois facettes Fy, Fy, F3, et

Va\ b1 = F; UF U {c},

VZ\FQZFFUF:;,
Vo Fy = F° U S U {b.

Soient 7, Zs, I3, les idéaux engendré par les mineurs 2 x 2 des matrices :
(& Ty ... xs) < by ... yt) <c 21 ... zu)
1 Tog ... b ’ Y1 Yo ... C )7 21 Z9 .. d )’
La proposition 4.2.2 implique que Bx a trois composantes irréductibles :
Bx = (T, F5, F3,c) N (Zy, FY, F3) N (Zs, FY, F5 ., b).
Donc avec les notations ci-dessus, nous avons
Qi=FSUF;U{c}, Qo= FUF;, Qs = FY UF; U {b).

D’autre part, par définition de Z;, Z,, Z3 nous avons que Z; C (FY),
Iy C (F3)+(b), Iy C (F3) + (¢), I3 C (Fy), il en suit que

(o, By, B3, 0) + (To, BT, F3) = (F3) + (FY) + (¢) + (F5) = (Q1) + (Q2),
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et
(Zs, FY, Fy,0) + (Th, 5, F3 ) N (2o, YL FY) =
= (1—37F10aF207b)+(IlaIQaF?:)?(Ff)m(F;?C))
= (F7, F5 )0, FY).

D’autre part,

(Q3) + ((Q1) N (@a)) = (FT U K5 U{b}) + (F5)

D’ou, finalement on a

(T, 15, By ) + (To, 1Y) = (Q3) + ({Q1) N (Q2))

ce qui complete la preuve.

I1 est a remarquer que le cas (4,3) avait été traité par [BM2].

Définition 4.3.5. Un d—arbre généralisé sur un ensemble V' de sommets est
un graphe defini récursivement par les propriétés suivantes :

(a) Un graphe complet de d + 1 elements of V' est un d—arbre généralisé.

(b) Soit G un graphe sur un ensemble V' de sommets. Supposons qu'il existe
un sommet v € V' tel que :

1. La restriction G' de G a V' =V \ {v} est un d—arbre généralisé,

2. Il y a un sous—ensemble V" C V' ayant exactement 1 < j < d
sommets tel que la restriction de G to V" soit un graphe complet,
et

3. G est le graphe engendré par G’ et le graphe complet sur V" U{v}.

Le sommet v dans la définition ci—dessus sera appelé extremal.

Si j = d dans la définition ci-dessus, alors nous dirons que G est un
d—arbre.

Remarque 4.3.6. Soit A(G) le “clique complex” de G, i.e. le complexe
simplicial dont les sommets sont les sommets de G et les facettes sont les
simplexes a support les sous—graphes complets de G. Dans [M2], M. Morales
associe a A(G) un graphe H(G) dont les sommets sont les facettes de A(G)
et deux facettes sont liées par une aréte si et seulement si leur intersection
est non vide. Il démontre que G est un d—arbre généralisé si et seulement si
H(G) est un arbre.

Nous pouvons énoncer les théoremes suivants du a Froberg [Fr] :



64 Ildéauz binomiauzx simpliciauz

Théoreme 4.3.7. L’anneau de Stanley—Reisner d’un complexe simplicial A
est un anneau Cohen-Macaulay de degré minimal si et seulement st

1. Le graphe G(A) est un d—arbre, et
2. A est le clique complex de G(A), i.e. A = A(G(A)).

Théoreme 4.3.8. L’anneau de Stanley—Reisner d’un complexe simplicial A
a une résolution 2—linéaire si et seulement si

1. Le graphe G(A) est un d—arbre généralisé, et
2. A =A(G(A)).

Nous pouvons en partie étendre ces résultats pour les idéaux binomiaux
simpliciaux :

Théoreme 4.3.9. Supposons que Ga soit un d—arbre généralisé, ayant [

facettes. Pour chaque p—facette F,, ayant des arétes propres <a:(()m), a:l(in)), .

(2", F

par les mineurs 2 x 2 de la matrice M,,. Soit Bx l'idéal de K[A] associé au

ey

), on se donne l'idéal premier I,, dans l'anneau K[F,,]|, engendré

p-complexe A. Alors il y a un ordre dans les idéauzx premiers associés de
Bx de sorte qu’ils sont linéairement joints. De plus, lidéal Bx admet une
résolution 2—linéaire.

PREUVE : D’apres la proposition 4.2.1, les idéaux premiers associés a
Bx sont J,, = (Im,VZ\Fm), pour m = 1,...,I. Nous allons démontrer
qu'il existe un ordre dans les facettes de A\, de sorte que la suite des idéaux
J1, .., Ty soit linéairement jointe. La preuve est fortement inspirée de [M2],
elle se fera par récurrence sur le nombre n de sommets de Go. Nous allons
également démontrer par récurrence la proprieté suivante qui sera utile dans
la démonstration :

M=t {Va \ Fi) = 0. (+z)

Les premiers cas non triviaux sont pour n = 4

b d b d

(42) (4,2 (4,3)

Dans ces cas, nous avons vérifié le théoreme cas par cas dans I'exemple 4.3.4.
Cependant, il nous reste a vérifier dans chacun des cas la condition (xx).
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— Dans les deux cas (4,1) et (4,2), nous avons deux facettes Fy, F; et
(Va\ 1) NV \ F2) = (F3) N (F7) = 0.
— Dans le cas (4, 3), nous avons trois facettes Fy, Fy, F3 et
(VA\ F1) N (VR \ F2) N (Vx \ Fy)
= (F; UF) N (FY U FY) N (FL U FY)
= (F5)N(FLUFy) =0.

Maintenant, supposons que le théoreme et la condition (*x) soient vrais
pour n, nous montrons les pour n + 1. Parce que c’est un d—arbre généralisé
il existe un sommet extremal zy. Soit F' la facette de Ga, contenant z,. Soit
[ le nombre de facette de A\, notons les Fy, ..., F;_1, F; avec F; = F. Soit A/
le complexe simplicial dont les facettes sont Fi, ..., F_1, et A’ le p-complexe
correspondant.

Par hypothese de récurrence, il y a un ordre dans les facettes Fi, ..., Fj_4
de A’ tel que la suite des idéaux premiers associés a /A’ soit linéairement
jointe. Nous allons conclure en reprenant la démonstration de 4.2.1.

Pour toute facette (ou p-facette) F,, de A, I'idéal correspondant J,, est
T = (Im, Vi \ Fm) , et pour toute facette (ou p—facette) F,,, de A, I'idéal
correspondant J, est

Tr = (T, Var \ Fn) -
D’ou, pourm=1,...., —1lona:
TIm = ('-77%7 Flo) .
Nous rappelons que, par convention, Z,, = 0 si F},, n’a pas des points marqués.

Par hypothese de récurrence, pour tout k=1,....0 —1:
Ti+ S T = (@) + (MZH@))

avec Q) = Vi \ Fi. Or Q) = Vx \ F, = Vi \ Fi, U FP, donc il en suit
immédiatement que pour tout k=1,....,01 —1:

T + mfz_llji - (Qk) + (mf:_11<Qi>)‘
Il nous reste a démontrer que
Ji+ 021 T = (Q0) + (NZ1H(@Q).

Mais
J+N21 T =T+ (Va\ R) + N2 (T (FY)),
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et par hypothese Z; C NiZ} (Vix \ F;) C NLZ1J;, done
Ji+ 007 = (Ve \ B) + 0o (77 (F)

Or B+ (Fp) = niZH (J7, (FP)) , par la décomposition. De plus, par définition
By = Y21 T, + Ty, D’abord, par hypothese Y01 Z; C (Va \ F1), ensuite
I'idéal monomial Zx7 est inclus dans (Vx \ F}), car autrement il y aurait un
monome générateur M de Zx7 dont le support H serait inclus dans F; N V7
et par définition d’un arbre le simplexe de support H est une face aussi bien
de F; que de A, ce qui contrédit le fait que M est un générateur de Z.

D’ou
Ji+N5Ji = (Var \ ) + (F)

D’autre part,
Q=Vx\F=Vx\F etpouri=1,...,01—1, Q; =Vx \ F,UF,.

D’ou
NZ{(Qi) = N2 Vs \ Fy U FY)

NZ(Qi) = N (Vs \ ) + (FY).

Comme la condition (/) est vraie, nous avons Ni_} (V7 \ F;) = 0. D’olt

NZ1(Qi) = ()

et finalement
(@) NNZHQi) = (Var \ By N (F?) =0,

qui est la propriété (+x) pour le p-complexe A. Puis, on a
(@) + (NZH(Q:) = (Var \ F) + (F).
Nous pouvons conclure que
Ji+NMoJi = (@) + (NZH@) = (Var \ F) + (F),

ce qui termine la preuve de la récurrence et du théoréme.

En particulier, la variété algébrique définie par I'idéal binomial simplicial
Bx est un “scroller” (selon Barile-Morales [BM3] ) ou “small” (selon Eisenbud
et als. [EGHP]), et a une résolution 2—linéaire.
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4.4 Nombre de réduction 1

Définition 4.4.1. Soit R un anneau de polynomes en n variables sur un
corps K. Soit Z C R un ideal gradué homogene pour la graduation standard
et d = dimR/Z. Un ensemble de formes linéaires {g1, ¢2,..., ga} est une
réduction de R/Z, si

(917 g2, -, gd)mp :mp-I—l( mod Z)

ol m est 'idéal maximal de 'anneau de polynomes R.

Le plus petit nombre p lorsque I'on considere toutes les réductions pos-
sibles est appelé le nombre de réduction de R/Z.

Dans [BM1], Barile et Morales ont décrit une classe des complexes simpli-
ciaux dont I'idéal de Stanley—Reisner a le nombre de réduction 1. Rappelons
d’abord quelques définitions.

Définition 4.4.2. Une (d+ 1)-coloration d'un graphe G est une partition de
I’ensemble des sommets Vg en d + 1 sous-ensembles, appelés classes de cou-
leurs, telle que deux voisins dans G appartiennent a deux classes de couleurs
différentes. Pour chaque sommet = € G, notons C(x) la classe contenant x.

Une (d + 1)-coloration de G est bonne si les sommets de chaque cycle
appartiennent a au moins trois classes de couleurs différentes. Remarquons
que cette définition a du sens uniquement pour d > 2.

Proposition 4.4.3. [BM1, Theorem 1.1] Soit /A un compleze simplicial de
dimension d. Notons Ra son anneau de Stanley—Reisner. Supposons que /\
admet une bonne (d + 1)—coloration. Notons Cy, Ca,...,Cqy1 les classes de
couleurs et pour chaque i =1,2,...d+ 1, posons

z;€C;

Alors g1, g2, .., gar1 est un systeme de paramétres de Ra. En particulier,
le nombre de réduction de R est 1.

Dans cette section, nous allons généraliser ce résultat pour les idéaux
binomiaux simpliciaux.

i1 ’ iklw 9 Zdl

Notation 4.4.4. Soit F; = {x(()l),x(l) OB a:(-l)} une p—facette de A.

Notons {(x(()l), xg)>, o (x(()l), 951(2>} Iensemble des arétes propres avec des

points marqués de Fj, et I, = {xg),x(l) cen ,x(l) }

i1 ik,
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Pour les idéaux binomiaux simpliciaux, on n’a pas besoin de colorer tout
Gx. En effet, pour chaque p—facette F, il suffit de colorer des points extre-
maux dans chaque bloc de la matrice associé a Fj. On construit un nouveau
graphe

Définition 4.4.5. Le graphe réduit, noté QVZ, de Gx est donné par :

— L’ensemble des sommets ng se compose des points de A et des points
marqués yl(j)l (avec j > 2) pour toute p—facette Fj.
— L’ensemble des arétes Egz se compose des arétes sans points marqués

({)17 x(l)> (avec j = 2, ky)

i 2

de A et des arétes <x((]l), a:(l)>, (yg)l, :Ug)), et (y

11

pour toute p—facette Fj.

Exemple 4.4.6. Considerons le p—complexe suivant :
a

a
e‘ / |
d s g
f C fC

pfacette graphe réduit

D

La p—facette F' = [a, b, ¢, d] a des arétes propres (a, b), (a, c), et {a, d).
La matrice associé a F' est

z

g0

M= { a |y
Alors, le graphe réduit associé a cette p—facette est comme dans la figure.

Cc

z b

Nous avons la propositon suivante :

Proposition 4.4.7. Supposons que Ga admette une bonne (d+1)—-coloration.

St pour chaque p—facette Fy avec des arétes propres (xg), xgl)>, (xg), xg)>, e

<xél), x,(cll)>, le point xél) n‘appartient qu’a la facette Fy de /\, alors Gr admet
une (d + 1)-coloration telle qu’il n’y a pas de cycle de deuzx couleurs (en

fait, pas de cycle colorié par deux couleurs dans Eéz N Ex), et pour chaque
p—facette F; on ait :
1. ¢(zVy = c(z),

12

2. C(yl(j)l) = C(a:(l_) ) pour tout (j = 2,k; — 1)

ij+1
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3. card(C(y(l) )N F) =1.

ik, 1
Soit Cy, Cy,...,Cqy1 les classes des couleurs. Posons
z;€C;
Alors, on a :
ymz + Bx =m’
(91, G255 Gay1)mz A= My,

ot mx~ = (X est l'idéal mazimal de 'anneau de polynomes R := K|x, y|.
~=(xY) poly Y

En particulier, le nombre de réduction de R/B est 1.

Avant de démontrer la proposition, on considere un exemple.

Exemple 4.4.8. Le graphe réduit du p—complexe dans I'exemple 4.4.6 admet
une bonne 4—coloration comme suit :

v rouge
o vert
o jaune
o bleu

Une bonne 4 — coloration

Les formes linéaires sont g1 = a+c¢, go =b+e, g3 =d+y, et g4 = f + z.
Pour le monome ab dans m?, on a : ab = ags — ae = ae = eg; — ec. Comme
ec € B, on a ae € (g1, g2, g3, ga)m + B. D’oti, le monome ab est dans

(91, 92, g3, ga)m + B aussi.

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.4.7 : Pour avoir une (d+ 1)—coloration pour
A, il suffit de colorer xg) par la couleur de xg) Z(Jl)l par la couleur
de xl(j)ﬂ Comme le point x((]l) n’appartient qu’a une facette Fj, ce changement
ne touche pas I'hypothese sur les couleurs des cycles dans E§z N Ea.

et colorer y

Considérons un monéme zy € m>.. On doit démontrer que :
Ty € (gla g2, .-, gd+1)mZ+BZ (*)

La démonstration est divisée en plusieurs cas, qui couvriront tous les

cas. Nous noterons la mi®™® p-facette par F,, = {x((]m), 2™ x((i:)} s et
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rappelons que Z,, est I'idéal engendré par les mineurs 2 x 2 de la matrice :

(m) (m) (m) (m) (m) (m) (m)
M. -— Lo yirlZ s yiljil yi;lZ o Yigg yikml e yikmjikm
m=\ (m) () (m) | (m) (m) (m) m)" |
Yl Yip2 Ly 92 oo Ly Yig,2 -+~ L

Pour un point z, nous notons g, la somme des variables dans la méme classe
de couleur de .

0-a) Siz et y ne sont pas dans une méme p-facette alors zy € Bx.

0-b) Si cardC(z) = 1 et y € F°, alors xy = g,y ( mod Bx). Donc, le
monome zy vérifie (x). Ainsi, pour toute p—facette Fj, et pour tout

@ @ @
1

p € FY et 0#j ¢ I, les mondmes z;'p et ; p et Yigg 1P vérifient (x).

I) F, est une p—facette quelconque, et x # y apparaissent dans la matrice
M, associé a Fj et xy # x;,x;, pour 1 <l <m < k.

I1) = # y sont deux points coloriés dans Gx tels que (z, y) € Eg NEA. ie.
xy est I'un des monomes x;x,, pour 1 <[ <m <d.

IIT) Pour une variable quelconque = =y, .

Le cas I : Dans ce cas, puisque xy n’est pas I'un des monomes xz;,;,, avec

1 <1 < m < k;, on peut supposer que = est un point sur l'aréte (x(()l), x£2> et

o 0

y est un point sur l'aréte (x;’, x2n> avec 1 < m < n < k. On va démontrer

(*) par une récurrence descendante sur m et n.

I-a) Sim = 1 et n = k, alors en utilisant les relations binomiales de la

matrice M;, on se ramene aux cas :
)
1

— Yy = x; p, avec p un point marqué dans F}’; ce cas a été traité dans
0—0),

-y = pyi(i)1 , avec p un point marqué dans F°; ce cas a été traité dans
0—0),

—xy = x(()l)yi(izl’ on remplace yi(21 par gyg,?l’ Comme xél) n’appartient

qu’a F; et par la coloration, Cy(z) NF = {%(21}’ on a :
gy 1
) ( !
)

Donc (*) est vraie pour le cas m =1 et n = k.
I-b) Supposons qu’il existe un couple m < n tel que (x) soit vraie pour tous
les couples (mg, ng) ot 1 < mg < m < n < ng < k, nous allons prouver
que (*) est vraie pour (m + 1,n) et pour (m,n — 1).
I-b1l) On va traiter d’abord, le cas (m + 1,n). En utilisant les relations
binomiales de la matrice M;, on se ramene aux cas :
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@

~ay=af 0 L0y

p avec p 6 FY un point sur 'aréte (z,’, x;’

mt1)
noa
Dans ce cas, on a C( i, +1)) NEF = {yf)l, E)H}. Alors :
@ @ __
LitmanyP = 9yl z D—Y; 1D+ BA‘
i)

Par récurrence, (k) est vraie pour le couple (m,n). D’ou, le monéme

l ! ; .
yi(nzlp est dans (g1, go2,-.., gaty1)Mx + Bx, donc xg(znﬂ)p I’est aussi.

— xy = qyfl)l avec ¢ un point non colorié sur (w((]l), xEZH),

— Yy = y’L(2+11y7,(n)17 qui ne peut pas étre réduit par les relations binomiales

Nous traitons ces deux cas en meme temps, dans le deuxieme cas
() o _ .

nOus posons ¢ = Y, 4. Nous avons qy; , = qugl) + Bx

Puis a nouveau en utilisant les relations binomiales de la matrice

M;, le monome qxz(()+ N est équivalent a xii) +1)p ol p' est un point
1,0

marqué sur <x(()l), 2" ), oua(q Yint1y1 AVEC ¢’ un point marqué sur
0

i(n+1)
@ .0 A
(xy, i, +1>>‘ Le monome z; |

O]

— azW
- Wiy

)p modulo (gla g2, - .. 7gd+1)mZ+BZ7

P, qui vérifie (%) (parce que, par récurrence, (x) est vraie

1,,(1)
i(n+1)

devient y;

pour la couple (m,n+1)). Il nous reste a traiter le cas ¢'y,

¢’ un point marqué sur (x(()l), 7 ), qui apres le méme argument se

Ym+1)

0] ’ . 4 o .0

ramenera au cas qy; (421 avec ¢ un point marque sur (xo , xi( +1)),
0]

et ainsi de suite, comme le cas qy;; a été traité dans 0-b), on en
déduit que xy vérifie (x).
Ainsi, (%) est vraie pour (m + 1,n).

1 avec

I-b2) C’est pratiquement la méme démonstration pour le couple (m,n —1).
En utilisant les relations binomiales de la matrice M;, on se ramene au
cas : xy = x(-l)p avec p € F un point sur l'aréte <£L'(()l), xl(-lii )} ou xy =

qyl(() ,1 Avec g un point non colorié sur <x(()l), x(l)> ouzy = %(21%(? 1

3
ou ry = xé)yf) 1 sim = 1. Avec les arguments presque identiques au

cas du couple (m + 1,n), on peut vérifier aussi que les trois premiers

monomes satisfont (x). Pour le monéme zy = x(())yl() L1, comme x(())

n’appartient qu’a Fj, en remplacant yl() jabarga o ona:

nll
1), (1 1), (
xy_x((])yz(n) 11—95(()) 5)1 (- mod By).

Par récurrence, (x) est vraie pour le couple (1,n), donc xél)xgi)l vérifie

(x). D’ot, le monome x(())yl( ) 1 Vérifie (x) aussi. Ainsi, () est vraie pour

(m,n—1).
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Le cas II : zy est I'un des monomes x;x,, pour 1 <! <m < d;. On remplace
x par g,

Yy = G2y — Z Y mod ((917 g2y, ngrl)mZ—i_BZ)
2€C(x), 2y¢Bx

D’apres les cas 0) et I) seuls restent dans la somme les monoémes yz, avec y et
z dans une méme p—facette F,,, pour lesquels (y, z) € EgszA- On va conti-

nuer de remplacer tous les termes yz par g,z en modulo (g1, g2, - - ., ga+1)Mx+
BZ .

vy = Z Z y1z mod ((91, g2, .., gd+1)mZ+BZ)
z€C(x) 1y €C(y)
yz ¢ Bx 2y ¢ Bx

Ou a nouveau, d’apres les cas 0) et I) seuls restent dans la somme les monémes
Y12, avec yy, z dans une méme p—facette Fy, pour lesquels (z, y); € EgZﬂEA-

S’il existe encore de monomes dans la somme, on va continuer de développer.
On va démontrer que ’'algorithme se termine apres quelques étapes. Sup-
posons au contraire que l'algorithme ne se termine jamais. Alors, il existe
une chaine infinie de monomes zy, yz, 2y1, 121, ... Comme le nombre de
variables est finie, il faut avoir un cycle dans cette chaine, c.-a-d. on a un
cycle dans Egz N Ex. De plus, chaque point de ce cycle est colorié par la

couleur de z ou par la couleur de y (ici, on a C(z) # C(y) parce que z et y
forment une aréte de Gx), donc on obtient un cycle colorié par deux couleurs

dans Egz N Ea. Cest une contradiction avec le fait que sz admet une bonne

coloration.

D’ou, l'algorithme se termine, c.-a-d. :
vy € (91, g2, -5 Yap1)mz + Bx.

Le cas III) : Pour terminer la démonstration, on considere le cas x = y.

@

e Le cas I1I-a) : = est un point marqué Yi,m avec m = 2.

. . PN . l
En utilisant les relations binomiales, on se ramene au cas yi(j)lp, ou au
) - 4 @ Oy p : ]

cas px; ' avec p un point marqué sur (g, T, ). Donc on revient sur les cas

précédants.
o Le cas 1) : & =y

ij1

pour un j € I;.
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Ona 0] ( o, (
! ! I
(yz‘j1)2 = gyl(;)lyi]-)l - xz‘jllyz‘j)l + Bx.
De nouveau, le cas I) implique que :L’gllyg)l
aussl.

o Le cas III-c) : x = x;.

vérifie (x), donc (y\1)? vérifie (%)

ij1

On remplace x; par g,; :

z? = TjGe; — Z z;p + Bx.
peC(z;), z;pEBx

Parce que p et z; sont de meéme couleur et se trouvent dans une meme p-
facette, ils ne forment pas une aréte de Gx. Donc pz; a été considéré dans le
cas I). Ainsi, on a x? vérifie (*).

La proposition est donc prouvée. ]

Remarque 4.4.9. La démonstration précédente étend au cas des idéaux
bindémiaux simpliciaux le principal résultat de [BM2]. Le probleme rencontré
dans cette extension consiste dans la compatibilité entre la coloration d’'un
complexe simplicial et les matrices M,;.

Exemple 4.4.10. Sans I’hypothese que x((]l) n’appartient pas qu’a Fj, la pro-

position précédente n’est plus valable. Considérons le p—complexe suivant :

Les matrices associées aux p—facettes sont :

—(*Y
e (0

associée a la p—facette [0, a, h, d] avec des point marqués z, y;

)

b t
e (1!

)
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associée a la p—facette o, b, e, a] avec des point marqués z, t;

cC v u
MS::<U f b)

associée a la p—facette [0, ¢, f, b] avec des point marqués u, v; et

M4I:<dq p)
q g |C¢

associée a la p—facette [0, d, g, c|] avec des point marqués p, q.

Il est facile de vérifier que la coloration de A par 4 couleurs : rouge (r),
vert (v), bleu (b), et jaune (j) précédent est bonne.

Cependant, s’il existe une coloration pour I' qui satisfait ’hypothese de la
proposition 4.4.7, alors les points a, b, ¢, d sont forcement de méme couleur,
et la classe de couleur de o ne contient qu’un point unique : o. Donc, nous
disposons seulement de deux couleurs pour colorer les points e, f, g, h, x, 2,
u, et p. D’on, entre ces huit points il existe au moins quatre points de méme
couleur, notons les oy, s, as, ay. De plus, il faut noter que les couleurs
de e et z sont différentes. Ainsi que les couleurs de f et u, de g et p, de
h et x. Cela implique que ay, as, a3, oy appartiennent a quatre p—facettes
différentes. Alors, les points aq, aso, as, ag, et a, b, ¢, d fabriquent un cycle
qui est colorié par deux couleurs. On a une contradiction avec la définition
de bonne coloration. C’est-a-dire, il n’existe pas une bonne 4—coloration pour
I. O

Dans la section précédente, on a vu que si Ga est un d—arbre généralisé,
alors Bx admet une résolution 2-linéaire, et donc le nombre de réduction de
R/B est 1. Le but de la proposition suivante est de donner une expression
explicite de la réduction.

Proposition 4.4.11. Supposons que Ga soit un d—arbre généralisé. Alors
g} admet une bonne (d+ 1)—coloration telle que pour chaque p—facette F; de
A, on ait :

1. C(xy) = Clayy),

2. Cy)) =C(z!

ij+1

3. card(C(y(l) )N E) =1.

ix, 1

—~ N

) pour tout (j =2,k — 1)

Soit Cy, Cy,...,Cqy1 les classes des couleurs. Posons

gizzx-

z; €C;
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De plus, on a :

ot mx~ = (X est 'idéal mazimal de 'anneau de polynomes R := K|x, y|.
~=(xy) poly Y

PREUVE : On va démontrer la proposition par récurrence sur le nombre
[ de facettes de A.

e [ =1 : La proposition est évidente si la facette n’a pas de points marqués.
Supposons que c’est une p-facette F' = {xg, x1,..., x4} avec les points
marqués yj,, sur les arétes (zg, x;) (j = 1,k avec 1 < k < d). Dans ce cas,
les classes de couleurs sont :

G =A{a=},

C, = {$0>$2},

C;  ={yg-v1,2;}, pour tout j =3k,
Chy1 = {ykl}a

C. ={x,_1}, pourtout n ==~k+2,d+ 1.
Ce cas a été traité dans [BM2]. D’on, la proposition est vraie pour [ = 1.

e Supposons que la proposition soit vraie pour [ > 1, montrons la pour [ + 1.
Comme G est un d—arbre généralisé, il possede un sommet extremal, notons
le u. Soit F la facette de A contenant u. Considerons A’ le p—complexe
construit par les [ facettes différentes de F' dans A. On pose U = F N V.
D’apres la remarque 4.3.6, le graphe Ga/ est aussi un d—arbre généralisé. Par
récurrence, le graphe é; admet une bonne (d + 1)-coloration comme dans
la proposition, et pour tout xy € m%, on a :

ou C/, g; sont la i“" classe de couleur et la somme correspondante. Nous

avons deux cas :
1. F est une facette sans points marqués de A.
2. F est une p-facette de A et les points marqués sont sur les arétes liés
a xg, notons-les (xg, x1),...,{(xo, ;) (1 <1 <d).

Pour chaque cas, on va colorier u ainsi que les points dans F° (si F' est une

p—facette), et on va définir les sommes g;.

Premier cas : On peut supposer que F = {u,z1, xa,..., Tx}, et U =
{z1, z9,..., ,} (1 <n<k<d),etz €Cl pour tout i = 1,n. Pour
obtenir une (d+1)—coloration vérifiant la proposition, il suffit de colorier
u et les points z; ¢ U par des couleurs quelconques C} avec j > n. Par
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exemple, on peut colorier z; par la i couleur (Vi = n + 1,k), et u

par la (d + 1) couleur. Donc, on a :

C;=Clet g =g, pour tout i =I,noui=Fk+1,d,
C;=CiU{x;} et gy =g;+x5,5=n+1k,
Car1 = Cypy U{u} et gar1 = gy +u.

Remarquons que pour tout j le support de g; — g;- est inclus dans F°.
Considerons un monome xy € m% Il faut démontrer que

Ty € (917 g2y, ngrl)mZ—i_ BZ (*)

Traitons précisement toutes les situations.

—x,y € F° := {u,x,41,...,2}. Alors, C(x) N F ne contient que x.
Donc on a yp € Bx pour tout p € C(z) et p # x. Ceci implique que
xy = yg, + Bx. Clest-a-dire zy vérifie (x).

~x € F°ety ¢ F°: Dans ce cas a2y € By sauf si y = z; € U. Si
c’est le cas, parce que C; N F = {z;} et x € F°, on a aussi que
ry = xx; = v9; + Bx.

— x,y ¢ F° : Alors z et y sont dans GVN Par récurrence, on a :

d+1

Yy = Zmigg ( mod Bxy),
i=1

avec m; € My;.

Mais
d+1 d+1 d+1

D omigi =Y migi— > mi(g;— gp).
=1 =1 =1

Or m; € my;, et d’apres le cas précédent nous avons yz vérifie (x)
pour tout y € Va7, 2 € F°. Ainsi, le monéome zy aussi vérifie ().
On termine donc le cas ou F' n’est pas une p—facette.

Deuxiéme cas : On peut supposer que FFNVa = {zg, 1, To,..., 2} (1 <
| < k < d). D’abord, il faut remarquer que les arétes propres de F
n’appartiennent pas a A/, c.a-d. soit xy € F°, soit ; € F° pour tout
1 = 1,[. La matrice associée a I est de la forme

M = To Y1 - Y1 | Y21 - Y24, e Y - Yy, ‘
Y11 Y2 ... 1 Y22 ... T2 Y2 .. Iy

a) xg € F°, i.e xy ¢ U : Pour colorier 55, on donne a chaque point x
dans Va \ {U, 2o} une couleur qui n’est pas utilisée pour U, et on
donne :
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— a xg la couleur de x5 ;

— a Y- la couleur de z; pour tout j = 3, 1.

— ayy la (k+ 1) couleur.

On peut supposer que z; € C; pour tout i = 1, k. Alors, on a

g2 = gé+x0, si [BQGU,

g2 = gh+ X9+ x0, sl xe ¢ U

gi = g;+y-1n pour tout j =3,l et x; € U;

gi = g;+xj+yg-11 pour tout j = 3,1 et x; ¢ U;
gn = ¢, +x,pourtoutn=1n=10+1ketz,¢U;
gi = g, pour les autres couleurs;

ki1 = Gry1 T Y-

Remarquons que pour tout j le support de g; — g} est inclus dans
FO

Comme dans le cas précédent, on va vérifier (x) pour tout mondéme
xy € mQZ. Nous avons les cas suivants :

e r # y, x et y apparaissent dans M et xy # x,,7, : Remar-
quons que 'on a xy € F°, donc les arguments utilisés dans la
démonstration de la proposition précédente sont applicables
ici. Alors, ce cas est vérifié.

o v £y, x € F° et yn’apparait pas dans M : Il suffit de vérifier
le cas oty = z; avec k > j > [+ 1, car sinon on a y ¢ F,
donc zy € Bx. Soit y = z;, alors la classe de couleur C; de z;
ne contient pas d’autre point de F' autre que x;, alors, on a :

xy = xg; + Bx.

Ceci implique que xy vérifie (x).

e 7,y € V57 : Par récurrence, on a :

d+1

zy =) mig; ( mod Bgy),
i=1

avec m; € mz7. D'ou,
Par récurrence, on a :

dt1
Ty = Zmigg ( mod Bxr),
i=1

avec m; € Mxr.
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Mais
d+1 d+1 d+1

Z migé = Z mig; — Z mi(g; — 9£)~
=1 =1 =1

Or m; € mx7, et d’apres le cas précédent nous avons yz vérifie
() pour tout y € Vxr,z € F°. Ainsi, le monome zy aussi
vérifie (x).

e r =y € F° : Dans ce cas, si de plus x n’est pas colorié, en
utilisant les relations binomiales de M, on se ramene aux cas
précédents. Si x est colorié, on remplace x par la somme g,
de toutes les variables dans la classe de couleurs de x, on se
ramene au cas r # y : xy = gx?/_szC(x),p;éx py. On en déduit
que zy vérifie (x).

b) 2o ¢ F° : Alors, x; € F° pour tout i = 1,/. On peut supposer que
U= {zo,2m,...,x} avec | < m < k, et que x; € C; pour tout
j=m,k, et xg € Co. On pose :

Cy = CiU{x};
Cy = ChU{xs};
C; =

Cl U {x;,yu—1)1} pour tout i = 3,1;
C, U{x,} pour tout n =101+ 1,m — 1;
C, = C; pour tout j > m;

Crv1 = Chpy U{yn}-

N
|

Alors, on a
g1 = g+
g2 = gyt
g = g} +x +yu-1y pour tout i = 3,1;
gn = g, +x,pourtout n=101+1,m—1;
gj = g; pour tout j > met j#k+1;

k1 = Grp Ty

Maintenant, on va vérifier () pour tout monéme zy € m2.. Comme

dans le cas a), nous avons les cas suivants :

e © #£ y, v et y apparaissent dans M : Supposons que x est dans
le m®™ bloc, et que y est dans le n®™ bloc (1 <m <n <)
de la matrice M. On va démontrer (x) par récurrence sur m
et n.

— Sim =1 et n =k, alors en utilisant les relations binomiales
de la matrice M, on a
— soit xy = x1p,
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soit xy = py;1 avec p est un point marqué dans F°;

ou Ty = oY,

ou ry = x11;.

Dans le premier cas, comme C;NF = {x} et que p € F°,
ona:qp € Bx Vg € C et g # x;. Donc z1p = g1p
mod(Bx).

De méme pour le deuxieme cas, comme Ci1 N F = {yn },
on a aussi que py;; = pgr+1 mod(Bx).

Pour le monome zy = zyy;1, on remplace zy par g,. Car
Yy € F° et par a coloration, Co N F' = {xg, x2}, on a :

Y = goyn — T2yn + Bx.

Mais on a aussi que zo € F°, donc oy = xagry1 (mod
Bx). Ainsi, le monéme oy, vérifie (x).

Pour le monéme z;x;. Parce que z; € F° et CyNF = {z1},
on a ryz; = ¢12; (mod Bx).

Dot (%) est vraie pour le cas m =1 et n = k.

— Supposons que (*) soit vraie pour le couple (1,m) (1 <m <
1), nous allons prouver que (x) est vraie pour (1, m—1). En
utilisant les relations binomiales de la matrice M, on se
ramene aux cas :

xy = x1p avec p € F° un point marqué dans le bloc m—1,
ou Y = qYm—1)1 avec ¢ € I'° un point non colorié¢ dans
le premier bloc,

ou Y = ToY(m-1)1,

ouxYy =T1Tmym—1-

Pour le premier et le dernier cas ou x = x1, comme p et
ZTm—1 sont dans F° et que C; N F = {x;} on a: zy =
1y = g1y (mod Bx).

Pour le deuxieme cas, en remplacant y,—1)1 par gm,
comme ¢ € F°, on a : qYum-1)1 = ¢Ym — qTp (mod Bx),
tandis que gz, vérifie (%) par récurrence.

Pour le troisitme monome, parce que ym,—1)1 € £'°, on a:

LoY(m—1)1 = F2Y(m—-1)1 — T2Y(m—-1)1-
Puis, parce que x5 € F°, on a :
T2Y(m—1)1 = T2gm — L2Tm-

Mais on a aussi que x,, € F°, donc xex,, = T,g2 —
ToT,. Par récurrence, on a que o, vérifie (x). Ainsi, le
monome ZoY(m—1)y1 verifie (x) aussi.
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Remarquons que le cas m — 1 = 1 néccessite quelques no-
tations adéquates, mais se traite de la méme facon.
D’ou (%) est vraie pour (1, m — 1).

— Supposons qu'il existe un couple (m,n) avec m < n tel que
(%) est vraie pour (m,n), nous allons prouver que (x) est
vraie pour (m + 1,n).

En utilisant les relations binomiales de la matrice M, on se
ramene aux cas :

TY = T(m41)P avec p € F° est un point dans le n®™e bloc,

ou ry = qyp avec ¢ € F° est un point marqué dans le
(m + 1) bloc,

OU TY = Tyyy1Tn.

— Dans le premier cas, on a Cpi1 N F = {Ym1, Tnt1) }-
Alors :

T(m+1)P = Jm+1P — Ym1D + Bx.

Par récurrence, (x) est vraie pour le couple (m,n). D’ot,
le monome y,,1p est dans (g1, ga, - - ., gar1)Mx+Bx, donc

!
20
(m+1
— Dans le deuxieme cas, on remarque que q¥,1 = ¢gn_1 —

¢ (n41)+Bx. Puis a nouveau apres modulo Bz, le monome
qT(n+1) est équivalent & x(,,41)p’ avec p’ un point marqué
dans le (n+ 1), ou & ¢'y(,11)1 avec ¢’ un point marqué
dans le (m + 1)*™° bloc. Apres modulo

(91,92, - -+ gay1) mx + Bx, le monome (4 1)p" devient
Ym1p, qui vérifie (%) (parce que, par récurrence, () est
vraie pour la couple (m,n + 1)). Comme qyn = qyri1
(mod By), on en déduit que xy vérifie ().

— Dans le dernier cas, parce que x,, € F°, apres remplacant
i1 PAT g1, ON A & Ty 1%y = Gmi1Tn — Ym1Tn (mod
Bx). Par récurrence, le monome y,,1z, vérifie (x). On
déduit que x,,11x, vérifie aussi (k).

Ainsi, () est vraie pour (m + 1,n).

b vérifie (*) aussi.

e # y x € F°et yn’apparait pas dans M : Il suffit de considerer
le cas y = x; avec ¢ > [. On a alors C; N F' = {x;}. Donc, en
remplacant x; par g;, on obtient xy = zg; (mod Bx).

er =xpety =x;,avecl+1 <1 < m—1: Dans ce cas
y € F°, donc zy = g2y — x2y. On revient sur le cas précédent
ou x € F° et y n’apparailt pas dans M.
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e z,y € V&7 : Par récurrence, on a :

d+1
ry =) mg; ( mod Bgy),
i=1

avec m; € mzz. D’ou,
Par récurrence, on a :

dt1
Yy = Zmigg ( mod Bxr),
i=1

avec m; € Mxr.

Mais
d+1 d+1 d+1

D omigi =Y migi— > mi(g;— g;).
=1 =1 =1

Or m; € mzs, et d’apres le cas précédent nous avons yz vérifie
() pour tout y € Vxr,z € F°. Ainsi, le monéme xy aussi
vérifie (x).

e r =y € F° : Dans ce cas, si de plus x n’est pas colorié, en
utilisant les relations binomiales de M, on se ramene aux cas
précédents. Si x est colorié, on remplace x par la somme g,
de toutes les variables dans la classe de couleurs de x, on se
ramene au cas z £y:ay = gxy—zpec(x)m#x py. On en déduit
que zy vérifie (x).

D’ou la proposition. O
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