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0.1. OBJECTIFS ET MOTIVATIONS 9

0.1 Objectifs et motivations

L’objet de cette these est I’étude de certaines Equations Différentielles
Stochastiques Rétrogrades (notées EDSR) dites a croissance quadratique et
une motivation particuliere de cette étude se trouve dans le champ des appli-
cations : nous donnerons des applications de 1’étude théorique de ces objets
en mathématiques financieres et, plus particulierement, a un probleme d’op-
timisation de portefeuille.

Rappelons ici brievement dans quel contexte la notion d’EDSR a été
introduite. On se place sur un espace probabilisé (Q,F,P), sur lequel est
construit un mouvement brownien W (d dimensionnel) Sur cet espace, une
EDSR a horizon déterministe T est définie par une équation dont la forme
générique est la suivante

T T
Y, =¢ +/ f(s,Ys, Zs)ds — / ZsdWs,
¢ t

et dont les parametres sont la condition terminale Y7 = £ et un générateur
f = f(s,y,2), qui est une fonction (éventuellement aléatoire). Originaire-
ment introduite dans [BIS] puis dans le cas général dans [PAR90], la théorie
des EDSR s’est beaucoup développée depuis : de nombreux raffinements
dans les hypotheses ont permis d’élargir la classe d’EDSR admettant des
solutions. Le cadre classique est celui des EDSR lipschitziennes au sens ol
le générateur de 'EDSR est supposé lipschitzien (par rapport aux variables
y et z). Les objectifs principaux de cette these sont :

e d’une part, ’étude d’une classe spécifique ’EDSR (pour laquelle on va
chercher a raffiner progressivement les hypotheses sur le générateur) et avec
I’objectif complémentaire de généraliser le cadre brownien,

e d’autre part, ’étude détaillée d’une application en mathématiques fi-
nancieres, pour deux modeles de marché financier.

0.1.1 Quelques champs d’application

Avant de procéder a des rappels précis concernant les définitions, hy-
potheses et résultats théoriques déja établis sur les EDSR, on se propose ici
de présenter quelques exemples bien connus d’applications de la théorie des
EDSR. Un des intéréts de ’étude des EDSR est le rapprochement fructueux
avec un autre domaine des Mathématiques : il existe ainsi un lien entre un
certain type ’EDSR (nommées EDSR markoviennes) et des EDP dites se-
milinéaires (ce lien a été étudié dans [PAR92| et généralisé dans le cadre
d’EDSR quadratique dans [KOB]). Plus précisément, on peut relier, via des
formules dites de Feynman Kac, la solution de telles EDSR a la solution
d’EDP semilinéaires et, ce qui est d’autant plus intéressant, est la possibi-
lité d’appliquer des méthodes provenant a l’origine des EDP pour résoudre
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les EDSR associées. On souligne que, dans le cas d’'une EDSR quadratique,
i.e. lorsque le générateur f := f(s,y,z) a une croissance de I'ordre de |z|?
alors considérant 'EDP associée (dont la solution u s’exprime en fonction
de la solution de 'EDSR), la non linéarité contient un terme de l'ordre de
|Vu|? : ce type de non linéarité est difficile & traiter et ceci est une des rai-
sons motivant 1’étude des EDSR & croissance quadratique, pour lesquelles
on dispose d’outils spécifiques.

Un second exemple d’application se trouve dans le domaine du controle sto-
chastique. Considérons ainsi le probleme de contrdle optimal (étudié dans
l'article [FUH]) consistant & minimiser la fonction de cott suivante :

T

J = inf (E(/ g(t, X, Ut>dt + ¢(XT))>,
ut(w)eK 0

ou K désigne un sous ensemble fermé de R dans lequel tout processus de

controle noté u prend ses valeurs et, ol on suppose que X est le processus

défini par 'EDS suivante :

(1) { dX; = b(t, Xt)dt + U(t, Xt) [th + T(t, X, ’U,t)dt] R
Xo =1z,

équation dans laquelle le processus u désigne le controle. Afin de résoudre
ce probléeme, on introduit alors la fonction v (représentant le hamiltonien
du systeme) comme suit :

Y(t,x,z) = inf (gt @,u)+ 27t z,u)).
ut(w)eK
La réponse au probléme de controle s’exprime en termes de la solution (Y, Z)
de 'EDSR suivante :

gy Yo =—0(t, X0, Z)dt + ZudW,
@) ve = o(xp)

et elle est donnée par I'expression : J = Y. Pour résoudre ce probleme de
controle, il faut établir I'existence d’une solution au systéme formé des deux
équations (1) et (2) : dans ce systeme qui est appelé systéme forward back-
ward, le processus X solution de I’équation (1) de type forward intervient
dans la seconde équation de type backward (ce type de systéme est étudié
au chapitre II de [ELK97b]). On note que, sous I’hypothese que la fonction
g intervenant dans ’expression du colit est a croissance quadratique en x et
u, il est simple de montrer que le hamiltonien ¢ est contrélé par un terme
quadratique en z et, de ce fait, 'TEDSR qui est a résoudre est une fois encore
de type quadratique. D’autre part, 'existence d’un contréle optimal u* est
justifiée par la proposition 5.2 de l'article [FUH].

Dans certains probléemes issus de la finance, on est amené a considérer
une classe particuliere d’EDSR, a savoir les EDSR a croissance quadratique
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(par rapport & la variable z) : ceci est une autre raison motivant 1’étude
théorique de ces objets. Dans cette theése, on s’intéressera ainsi & ’extension
des résultats précédemment obtenus dans [KOB]| & une classe plus générale
d’EDSR.

0.1.2 Rappels préliminaires

On commence par donner quelques uns des résultats majeurs aux-
quels nous ferons référence par la suite. Communément, on se place sur un
espace probabilisé noté (Q,F,P) sur lequel on suppose étre défini un mou-
vement Brownien standard W (d-dimensionnel d > 1) dont la filtration
naturelle F satisfait les conditions “usuelles” de complétude et de conti-
nuité a droite. Dans toute la suite et sauf mention particuliere, on se donne
T un temps déterministe (appelé aussi I’horizon) et ’ensemble des proces-
sus construits sont adaptés a la filtration F = (F)icpo,7) et ne sont alors
considérés que sur [0,7]. Dans ce contexte, on cherche a résoudre 'EDSR
suivante (d’horizon déterministe 7")

T T
(Eq0.1) Y, = 54—/ f(s,Ys, Zy)ds —/ ZsdWs,
¢ ¢

dont les parametres sont le générateur f, qui est une fonction (s,w,y,z) —
f(s,w,y, z) mesurable par rapport a la tribu P x B(RF) x B(R¥*%), et la
condition terminale £, qui est une variable Fp-mesurable. Classiquement,
B(RF) désigne I’ensemble des boréliens de I’espace R¥ et P désigne I’ensemble
des prévisibles de (2 x [0, T], F®B([0,77])). On rappelle que la dimension de
I’EDSR est donnée par la dimension du processus solution ¥ On considere
le cadre classique ol une solution est définie sur S?(R¥) x H2(RF*9). Ces
espaces sont définis ci-dessous par
— S%(R¥) = {Y, processus adaptés cadlag, tels que :}

{E( sup [Ys])?) < oo},
s€[0,T

— H?(RF*4) = {Z, processus prévisibles (k x d -dimensionnels) et t.q :
T
E(/ |Zs|%ds) < oo},
0

et on note HZ (R¥*?) I'espace défini comme suit :

HE (RF*4) := Z processus prévisibles (k x d -dimensionnels) et t.q :

{/ | Zs|?ds < 0o -p.s.}.
0

La solution d’une telle EDSR est un couple (Y, Z) de processus appartenant
a S%(RF) x H2(RF*4) et satisfaisant les conditions minimales suivantes :
s — f(s,Ys, Zs) appartient a L'([0,T]), P-p.s., les processus sont adaptés a
la filtration F et satisfont I’équation (Eq0.1). Une particularité remarquable
des EDSR est que la donnée d’une équation suffit a déterminer, sous de



12

bonnes conditions sur les parametres (celles-ci sont précisées au théoreme
0.1 ci-dessous), un couple de processus solution. Sous ces hypotheses, le
processus Z apparaissant dans 'intégrale par rapport au mouvement brow-
nien W est alors localement de carré intégrable, des lors qu’on impose le
caractere adapté des solutions. L’exemple le plus simple pour lequel on ob-
tient une solution (Y, Z) a 'EDSR de parametres (f,&) correspond au cas
ou le générateur est identiquement nul et ot la condition terminale £ est de
carré intégrable. Dés lors, 'unique solution de ’équation

T
}/t = 5 / stW&
t

est donnée par Y; = E({|F;) et le théoreme de représentation des martin-
gales browniennes donne ’existence (et l'unicité a indistinguabilité pres)
d’un processus Z satisfaisant Z € H2(R¥*?) (i.e. de carré intégrable) tel que

t
Y = E(¢|F) = E(§) +/0 ZsdWs.

On rappelle les premiers résultats concernant ’étude des EDSR (que l'on
supposera k dimensionnelles avec k£ > 1). L’un de premiers résultats, obtenu
dans [PAR90], est donné par le théoréme suivant :

Théoreme 0.1 Sous les hypothéses suivantes sur les parameétres f et £ as-
sociés a 'EDSR (Eq0.1)
— (A) Le générateur f satisfait la condition suivante dite de Lipschitz
en les variables y et z

I

dA>0, V¢t gy, y/, Z, z
’f(tayvz)_f(tay7z

— (B) Les parametres f et & satisfont la condition d’intégrabilité suivante

)
!

W< AMly=yl+1z-71). (L)

T
E(|¢)? +/O | £(r,0,0)|?dr) < oo.

I’EDSR (Eq0.1) posséde une et une seule solution dans l'espace S?(R¥) x
H2(RY).

Sous de bonnes hypotheses d’intégrabilité sur les parametres de 'EDSR (a
savoir (f,&)), il est encore possible de construire des solutions dans les es-
paces SP(R¥) et HP(R¥*?), qui sont ceux définis comme les espaces munis
des normes suivantes :

o [YVigp =E( sup [Ys[P)?,
s€[0,7

T 1
(] ‘Z‘Hp(RkXd) = ]E((/O ’ZSIZdS)g)l/\P.

D=
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Ces espaces sont, en particulier, métriques complets, lorsque 0 < p < 1, et de
Banach (pour p > 1). (pour des résultats précis, on renvoie a [PAR99]). Un
nouveau résultat d’existence et d’unicité est obtenu sous une nouvelle hy-
pothese (M) dite de monotonie sur le générateur (hypothese remplacant (L)
et reliée aux accroissements en y). Cette hypothese dit que f est lipschitzien
par rapport a z et monotone par rapport a y, au sens suivant :

JpeR, Vtyy,z2  (y-y)(fty,2) — flt.y,2) < ply—y %
(M) ! / /
3K>O) Vtv Y, 2,2, |f(t’y>z)—f(t73/>z)|§K|Z—Z|-

Une étape essentielle dans 1’établissement de ces résultats est ’existence
d’estimations a priori précises des normes de ces solutions.

Lemme 0.1 Supposons que les paramétres (f, &) de 'EDSR (Eq0.1) sa-
tisfont les hypothéses (A) et (B) du théoréme 0.1 alors pour toute solution
(Y,Z) de VEDSR (dans ’espace S*(R¥) x H?(R?)), il existe une constante
universelle notée C,, telle que pour B assez grand on ait :

T
E( sup eﬁt]Y}\Q—i-/ e’ Z,*dt)
0<t<T 0

T
gCuE(e/BT]ﬂz—i—/ 7|1 (1,0,0)[2dt).
0

Ces estimations a priori sont également tres utiles pour ’étude des EDSR
quadratiques. D’autre part, pour le cas particulier des EDSR unidimension-
nelles (kK = 1), on dispose de résultats de comparaison. Enfin, on rappelle
que sous de bonnes conditions d’intégrabilité sur les parametres de 'EDSR,
on obtient le méme genre d’estimations a priori en cherchant des solutions
(Y, Z) définies sur les espaces SP(R¥) x HP(RF*?) (p > 1).

Pour conclure ces rappels préliminaires, on mentionne les résultats ob-
tenus dans [ROY06], dans le cadre des EDSR & sauts unidimensionnelles
(en horizon déterministe 7', T' > 0), auxquelles nous ferons référence dans la
seconde partie de la these. Dans ce cadre, les EDSR considérées sont définies
sur un espace dit de Wiener-Poisson, espace qui est muni d’un mouvement
Brownien W et d'une mesure aléatoire de Poisson N,(ds, dz) indépendante
du mouvement brownien. On note F la filtration engendrée par ces deux pro-
cessus indépendants (complétée par la famille des négligeables) et satisfai-
sant ainsi les hypotheses usuelles. La forme des EDSR (unidimensionnelles)
sur cet espace filtré est donnée par :

T
Yi—gh [ Y2 Uds
t

T T )
_ / ZodW, — / / U, ()N, (dz, ds).
¢ ¢t Jr\j0)

(Eq0.2)
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On ne considere que des EDSR unidimensionnelles, car ce cadre particulier
est requis pour établir le résultat de comparaison, qui est un outil essentiel
dans I’étude des EDSR a croissance quadratique et dont on donne un énoncé
dans cette section au théoreme 0.3. On reprend les notations du chapitre 2 de
[IKE] en appelant encore n(dz) (ou plus simplement n) la mesure d’intensité
associée a la mesure compensée de Poisson Np. On rappelle qu’'une mesure
aléatoire de Poisson N, est, en particulier, une mesure de comptage associée
& un processus ponctuel p: Q2 x RT — R\ {0}. On donne un exemple ot il
est simple de définir le processus ponctuel p ainsi que ’ensemble aléatoire
D, associé qui représente I’ensemble des instants de sauts de p. Soit X
un processus de Lévy défini sur un espace filtré standard et a valeurs d
dimensionnelles, i.e. le processus X est cadlag adapté et a accroissements
indépendants et stationnaires. On lui associe la mesure de ses sauts (qui est
notée Np) qui est la mesure de comptage suivante

Vite [OvT]’ VA € B(Rd)7 Np([oat] X A) = Z 1{ AXs#0}>
s<t,AXs€EA

et ol I'ensemble D,, défini par D, := {s, X; # X,_} représente I'ensemble
aléatoire des sauts (cet exemple est donné au chapitre 2 section 4 de [IKE]).
Le caractere croissant de la mesure de comptage permet de donner un sens
a lintégrale suivante

(x)Np(ds,dx) os(x (s,2)EDp>
/ /R\{O} ZS; '

desque: ) o [9s(2)[1(s2)ep, < 0. (P-p.s.) Une autre définition de I'intégrale
existe et cette derniére nécessite d’introduire une nouvelle notation. On
désigne ainsi par Np le compensateur prévisible associé a la mesure N, et
on appelle Np la mesure (compensée) de martingale définie comme suit

N,(ds,dx) = N,(ds,dx) — N,(ds, dz).

On peut donner un sens en tant que martingale de carré localement intégrable
a l'intégrale stochastique suivante

/0' /R\{O} s () Np(ds, da),

pour tout processus ¢ prévisible satisfaisant la condition :
( / |bs(2)[*Np(ds, dx)) < 00, P-pas.
R\{0} x[0,T]

Pour une mesure aléatoire de Poisson, le compensateur est déterministe et,
dans toute notre étude, on suppose qu’il existe une mesure n (dite de Lévy)
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telle que Np(ds,dx) = n(dz)ds. D’autre part, pour toute EDSR dont la
forme est donnée par (Eq0.2) et sous des hypotheses qui sont précisées dans
I’énoncé du théoreme 0.2 (analogues a celles du théoréme 0.1), une solution
est un triplet de processus (Y, Z,U) appartenant a S?(R) x L2(W) x L(N,).
On précise ci-dessous la définition des espaces hilbertiens L?(N,,) et LZ(W)
L*(W) = {Z, Z processus prévisibles et t.q.

E (/ \ZS\st) < oo}
[0,T]

L*(N,) = {U, processus P @ B(R\ {0}) mesurables et satisfaisant :

E (/ \Us(x)]2n(dx)ds> < 00},
[0,T]xR\{0}

ou P désigne 'ensemble des évenements prévisibles sur € x [0, T]. Le triplet
(Y, Z,U) est tel que Y est un processus cadlag et Z et U sont des processus
prévisibles. Dans la suite, on note, par souci de simplification, L?(n) au lieu
de : L2(R,R \ {0},n(dz)). On introduit alors la notation F pour désigner
la filtration naturelle engendrée par le brownien W et la mesure aléatoire
de Poisson N, et complétée. De facon analogue au cas brownien, l'espace de
Wiener-Poisson possede la propriété de représentation prévisible des martin-
gales, a savoir que toutes les martingales K de carré (localement) intégrable
s’écrivent sous la forme suivante :

t t
K, = Ko + / LodW, + / M, ()N, (ds, dz),
0 R\{0}

ou les processus L et M sont des processus prévisibles et au minimum de
carré (localement) intégrable. Dans le cadre ou la filtration est seulement
continue a droite, les notions de processus prévisibles et adaptés ne coinci-
dent pas nécessairement. En particulier et dans toute notre étude, les pro-
cessus Z et U apparaissant dans 'EDSR (Eq0.2) sont pris prévisibles et
de carré (localement) intégrable de sorte que les deux intégrales stochas-
tiques associées sont des martingales de carré (localement) intégrable. Dans
ce cadre, les deux résultats suivants ont été établis dans [ROY03] :
— Des résultats d’existence et d’unicité, sous I’hypothese que le générateur
est lipschitzien par rapport & la variable z (et monotone par rapport

ay).
— Un résultat de comparaison dans le cadre unidimensionnel.

On rappelle les énoncés de ces deux principaux résultats, auxquels nous
ferons appel lors de I’étude théorique d’EDSR quadratiques (dans le contexte
d’une filtration discontinue particuliere associée a 1’espace de Wiener-Poisson
qui a été présenté ci-dessus).
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Théoréme 0.2 On considére I’EDSR a sauts unidimensionnelle suivante
T T T ~

}/t =n +/ f(syi/sy ZS, Us)ds - / stWs - / / Us(x)Np(dl', dS)
t t t Jr\{0}

On suppose que n appartient ¢ L?(Fr) (i.e. n est une variable Fr-mesurable
et de carré intégrable) et que le générateur f satisfait ’hypothése notée (H.y)
constituée des trois points suivants :

1. f est lipschitzien par rapport auzx variables z et u, au sens suivant :

JK>0,Vte[0,T|,Yy€eR, 2,2 € R, u,u' € L*(n)

\f(t,y,z,u) - f(t’ y?'zlvu,)‘ <
2

—Zl U—Ul X 2n X .
K (2 |+</R\{O}|< (@) <d>))

2. f est continue par rapport a y et il existe un processus ¢ prévisible et

a valeurs positives tel que : E(/ P2ds) < +oo et :
0

=

[f(ty, 2z, u)] < ¢ + K (Jy| + |2] + </\ IU(w)|2n(d=’I?)> ).

R\{0}
3. f est monotone par rapport a y, au sens suivant :

JaeR, Vi, Vy,y €R, Vz,uecRx L2(n)
(y_y )(f(tayaz7u) _f(tay ,Z,U)) S O[’y_y |2
Sous ces conditions, il existe une solution (Y,Z,U) qui est a valeurs dans

S%(R) x H2(R?) x L*(N,) et qui, de plus, est unique dans cet espace.

Dans le cadre d’une filtration continue a droite, le générateur f est mesurable
respectivement & P®B(R)@B(RY)@B(L?(n(dx))) (P désigne 'ensemble des
éléments prévisibles de © x [0, 7). On introduit ci-dessous une nouvelle hy-
pothese notée (Heomp) concernant le générateur, avant d’énoncer le résultat
de comparaison établi dans [ROY06].

( T
() E /O 1£(5,0,0,0)[2ds) < oo.

(Heomp) 8 (44)  f est lipschitzien respectivement par rapport a y et z.

(¢43)  f satisfait I'hypothese (A,) donnée ci-dessous.
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Cette derniere hypothese (A,) est définie par les conditions :

1C, Cotq —1<C1<0et Cy >0,
VyeR,YzeRE Yu,u' € L (n)

f(tv Y, z, u) - f(tv Y, 2, u/) < / Wf’zmm (U - u,)(a:)n(d:n),
(45) , R\{0}
ot y¥#®wu () x [0,T] — L?(n) est t.q. :
il est mesurable par rapport a chacune de ces variables et
Cr(1 A Ja]) < 7u(w) < Ca(1 A Ja)

\

La notation ~¥%%%% gignifie que le processus prévisible v peut dépendre de

tous les parametres indiqués. Ceci étant posé, on énonce alors le résultat de
comparaison suivant (la référence est [ROY06]) :

Théoréme 0.3 On considére deux EDSR avec sauts de paramétres respec-
tifs (fi,m) et (f2,m2), ot les conditions terminales 11 et no appartiennent
a L2(Fr) et telles que f1 satisfait (Hey), fo satisfait (Hcomp)- On suppose,
de plus, que (Y',Z1,UY) et (Y2, Z2,U?) sont des solutions respectives des
EDSR de parameétres (fi,m) et (fa,m2) et satisfont :

(771 <n2 et VS, fl(sa}/s17Z;7Usl) < f2(87}/sl?Z;7U31)) P_p's'

On obtient alors : ¥Vt € [0,T], V! <Y?, P-p.s.
Si, de plus, Yy = Y§Z, alors : ¥ t € [0,T], Y} = Y? (P-p.s.) et, par
conséquent : Z' = 7% et U = UZ.

La derniere assertion est appelée résultat de comparaison strict. Au vu des
hypotheses faites, la preuve résulte de I'application d’une procédure clas-
sique de linéarisation au générateur f2. On obtient le méme résultat sous
I'hypothese symétrique suivante : f; satisfait (Heomp) (et f2 satisfait (Hex))
et I'inégalité suivante est vérifiée

fi(s, Y2, 22, U2?) < fo(s, Y2, Z2,U?) P-p.s. et pour tout s.

L’une des conséquences directes du résultat de comparaison fourni par ce
théoréme 0.3 est le résultat d’unicité (obtenu pour : f1 = fo et 1 = n2).
Comme dans le cadre brownien, la preuve du théoreme 0.2 d’existence re-
pose sur 'existence d’estimations a priori précises des normes des solutions.
Les hypotheses nécessaires au résultat de comparaison sont nettement plus
contraignantes que dans le cas brownien. Ceci est 'une des difficultés ma-
jeure de I'étude des EDSR a croissance quadratique et avec sauts.

Dans la section qui suit, nous rappelons les principaux résultats ayant été
établis sur les EDSR quadratiques (dans le cadre brownien) et on insiste sur
les schémas des preuves qui sont adaptables & des cadres d’étude beaucoup
plus généraux, ce qui fera ’objet du travail mené dans cette these.
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0.2 Rappel des résultats dans le cadre quadratique

0.2.1 Le cadre

Dans le cadre brownien (étudié notamment par [KOB]), une EDSR
du type (Eq0.1) est dite quadratique lorsque le générateur f satisfait la
condition :

(Co) Vy,zeRxRL |f(s,y,2)] < as—+bly| + %|z|2, P-p.s. et pour tout s,

ou b, v sont des constantes positives et «a est un processus adapté positif
satisfaisant la propriété d’intégrabilité suivante :

T
1C >0, / asds < C, P-p.s.
0

La contrainte (Cp) n’est pas la plus générale qui soit. Cette condition four-
nit un exemple de contraintes sur le générateur d’'une EDSR permettant
d’établir un résultat d’existence (dans le cadre d’une filtration brownienne).
Dans toute ’étude des EDSR quadratiques et pour pouvoir se référer aux
résultats classiques de comparaison (tels que celui énoncé au théoreme 0.3),
on ne considere que des EDSR unidimensionnelles. La solution d’une telle
EDSR est un couple (Y, Z) de processus adaptés et appartenant & S (R) x
H2(R?) et on rappelle la définition de ces espaces :

- 8®(R) = {Y, processus cadlag adapté tel que : esssup(|Ys(w)|) < oo}.

S,w

~ H%(R?) = {Z, processus prévisibles satisfaisant : E(fOT |Zs|?ds) < oo}

0.2.2 Les résultats d’existence et de stabilité

Avant de redonner les résultats majeurs d’existence concernant les EDSR
quadratiques, on précise les hypotheses a poser sur les parametres des EDSR
étudiées.

Hypothéses préliminaires

Soient ¢ une fonction croissante continue, a et b deux processus adaptés
et & valeurs dans L'([0,7]). Le générateur f vérifie 'hypothese (Ho1) si,
pour tous (s,v,2) appartenant & [0,7] x R x R%, on a :

f(S, Y, Z) = CL(S)y + FO(Sv Y, Z),

avec : |Fy(s,y,2)| < b(s) + c(|y|)|z|?, P-p.s. et pour tout s.
ainsi que

(y,z) — f(s,y,2) est continue (pour tout s).

(Ho.1)

On note que, sous cette hypothese, le générateur est controlé par la somme
d’un terme quadratique en z et d’un processus ¢ : (s,y) — a(s)y + b(s)
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qui est continu (puisque linéaire) en la variable y. Le résultat d’existence

(théoréme 0.4) énoncé au paragraphe suivant a été généralisé dans [LEP9S]

au cadre d’'un générateur f seulement continu et a croissance dite surlinéaire

par rapport a y : i.e., le processus ¢ qui domine f(.,.,0): (s,w,y) — f(s,y)
*© d

est croissant et vérifie la condition suivante o +00. (un exemple

o oY)
de telle fonction est : y — yIn(y).)

Dans toute la suite, sauf mention contraire, la condition terminale est sup-
posée bornée et on appelle solution de 'EDSR (Eq0.1) de générateur sa-
tisfaisant (Hp.1), tout couple de processus adaptés (Y, Z) appartenant a
S®(R) x H?(R?) et tel que t — f(t,Y;, Z;) appartienne & L'([0, T7]).

Enoncés des résultats

Bien que les résultats présentés dans cette section peuvent s’étendre a
des EDSR & horizon aléatoire, on ne considere que les résultats concernant
un temps T' déterministe, qui est le cas traité par la suite. Lorque 1’on parle
de la filtration F, on entend la filtration restreinte a [0, 7] (& savoir :

F = (Ft)eo,))-

Théoréme 0.4 Supposons que les paramétres (f, £) de 'EDSR (Eq0.1)
soient tels que le générateur f vérifie Uhypothése (Ho1), ¢ : RT — RT est
une fonction croissante continue et : & € L°(Fr), alors 'EDSR posséde au
moins une solution (Y, Z) appartenant a S*®(R) x H?(RY).

D’autre part, il existe une solution minimale (Yi, Zi) (resp. une solution
maximale (Y*, Z*)) qui est caractérisée par la propriété suivante :

Si on considére une EDSR de parameétres (g, C) qui vérifie :

f<get:E<((resp. f>get £>()

et pour laquelle on connait une solution (Yy, Z,), alors on a les relations
swivantes :
Y, <Y, (resp. Y* >Y,).

Ce théoreme assure ainsi I’existence d’une solution minimale a toute EDSR
a croissance quadratique satisfaisant I’hypotheése (Hp ). La démonstra-
tion de ce théoréme s’appuie tres fortement sur le lemme (dit de stabilité
par monotonie) suivant (on renvoie aussi a [KOB]) :

Lemme 0.2 Soient (f, £) et (f", "), les données d’EDSR wvérifiant les
conditions suivantes :

e (1) Pour tout s et presque sirement, la suite de générateurs (f" ), converge
de fagon monotone vers f (avec f continue) sur les compacts de [0,T] x R x

RY, sup £" € L™(Fr) et & — & (P-p.s.).
e (2) Il existe k : RY — RT telle que : k € L*([0,T]) et une constante C,
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C > 0, de sorte que :

VneN, Y(s,yz) e€l0,T]xRxRYE | (s,y,2)| < ks + Clz|?.

e (3) Pour tout n, ’EDSR caractérisée par (f", ") posséde une solution
(Y™, Z") dans S®(R) x H?(RY). Cette solution est telle que (Y™ ), est mo-
notone (de méme sens de monotonie que (f™)) et satisfait :

IM>0,Vn, [Y"ge < M.

Sous les conditions (1), (2) et (3), il existe un couple de processus (Y, Z)
€ S®(R) x H2(R?) qui est une solution de ’EDSR donnée par (f, €) et cette
solution est telle que :

lim sup |Y'—Y;|=0 P-p.s,
00 s¢(0,T)

n—o0

T
lim E(/ |Z — Z?ds) = 0. (i.e. Z" — Z dans L*(W).)
0

Remarques

Justifions brievement le terme de résultat de stabilité : I'objectif de ce
lemme est de prouver un résultat de convergence des solutions d’une suite
d’EDSR de parametres (f™, £™) vers une solution de PEDSR, dont les pa-
rametres (f,£) sont obtenus comme limite au sens précisé dans le point (1)
du lemme précédent. Du fait que cette construction est basée sur une ap-
proximation, on obtient seulement un résultat d’existence (et non d’unicité)
alors que, dans le cadre Lipschitz, I'utilisation appropriée (dans un espace de
Banach) d’un théoréme de Picard (qui est un théoreme de point fixe) fournit
a la fois I'existence et I'unicité. Toutefois, 'utilisation d’une procédure d’ap-
proximation monotone permet d’obtenir ’existence de solutions minimales
ou maximales (dans 'article [BRIO6], ceci est réalisé a 1’aide d’une procédure
classique d’inf-convolution).

Eléments de preuve

L’objectif de cette section est de fournir quelques détails sur les méthodes
usuelles utilisées dans cette these : dans les différentes preuves d’existence
dont nous nous inspirerons, la procédure consiste essentiellement a justifier
successivement les étapes suivantes :

— D’existence d’estimations a priori pour toute solution (Y, Z). Tout pro-

cessus Y solution d’une telle EDSR est ainsi comparé a la solution
d’une équation différentielle ordinaire.
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— la construction d’une suite de solutions (Y, Z™) a des EDSR clas-
siques (avec des générateurs f" suffisamment réguliers, i.e lipschit-
ziens par rapport a y et z) : cette étape consiste en approximation
du générateur par une suite monotone (™) de générateurs satisfaisant
les hypotheses classiques (telles qu’énoncées au théoreme 0.1).

— la justification d’un résultat de stabilité par monotonie : la propriété
de monotonie est obtenue en exploitant les résultats de comparaison
établis dans le cadre standard et ce résultat de stabilité repose es-
sentiellement sur la convergence (forte) dans L?(W) de la suite de
processus (Z™) construites a ’étape précédente.

Cette méthode s’inspire notamment d’outils théoriques provenant de ’ana-
lyse de certaines EDP (semilinéaires) et elle a été originairement employée
dans [KOB] puis aussi dans [LEP98], pour des générateurs quadratiques en
z et a croissance (au plus) surlinéaire en y. Afin de justifier ces résultats, il
est d’autre part tres commode d’utiliser les outils spécifiques du calcul sto-
chastique (telle que la formule d’Itd) ainsi que du résultat de comparaison
dans le cadre classique des EDSR (dites Lipschitz) unidimensionnelles.

On donne maintenant une extension du résultat d’existence. La preuve
de ce résultat peut étre trouvée dans 'article [BRIO6]. On énumere ci-dessous
les nouvelles hypotheses sur les parametres :

e le générateur f satisfait ’hypothese (Hp 2) suivante (un peu moins générale
que (Ho.1))

(Hos) Ja >0, 8,y>0, (gga) tels que
02 |f(s,y,2)] <o+ Bly| + 3|z|?, P-p.s. et pour tout s.

e la condition terminale £ n’est plus supposée bornée, mais elle satisfait
seulement la condition suivante, donnant I’existence d’un moment exponen-
tiel

(C1) AN A>T t.q BN < .

On définit les espaces dans lesquels on cherche des solutions sous ces derniéres
hypotheses :

S®)= | S"R) et HRY) = | ] H*(RY),
p,p>1 p,p>1

ol les espaces SP(R) et HP(R?) sont définis comme suit :

— SP(R) = {Y, processus adaptés tels que : E( sup |Vs|P) < oo}.
s€[0,T

T
— HP(R?) = {Z, processus prévisibles satisfaisant : IE(/ | Z,|?ds)% < oo}
0
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Il est clair, d’'une part, que pour tout p, p > 1, 'espace S>°(R) est stric-
tement inclu dans SP(R). D’autre part, tout processus Y tel que (Y, Z2)
est une solution de 'EDSR, dont les parametres (f, &) satisfont (C}) et
(Hp.2), n’a aucune raison d’étre borné en général. Cette hypothese (Hp2)
permet notamment ’établissement d’estimations a priori précises quant aux
normes des solutions et, tout comme dans [KOB], la procédure qui conduit
a ces estimations repose sur la comparaison avec la solution d’une équation
différentielle ordinaire. L’un des points techniques essentiel de cette preuve
donnée dans [BRIO6] est 1'utilisation d’une procédure de localisation : cette
derniere consiste en l'introduction d'une suite (7%) de temps d’arrét bien
choisie, de sorte que la famille des EDSR dites arrétées au temps 7%
nouveau une condition terminale bornée.

alent a

Théoréme 0.5 Sous ces nouvelles hypothéses (Hp.2) et (Cy) sur les parame-
tres (f,€), V'EDSR (Eq0.1) posséde une solution (Y, Z) dans S(R) x H(RY).

Du fait de la construction de cette solution, qui est obtenue comme limite
d’une suite de solutions d’EDSR, 'unicité n’est plus garantie, tout au moins,
plus par le raisonnement employé lorsque la condition terminale est bornée.
En effet, anticipant ici sur les résultats et méthodes décrits dans la section qui
suit, 'appartenance a I’espace des martingales BMO de l'intégrale stochas-

tique | ZsdWg n’est plus vérifié dans le cadre d’une condition terminale non

bornée.0 Cette notion de martingale BMO est introduite au paragraphe 0.2.3
qui suit dans la définition 0.1 et cette derniere notion est essentielle dans le
cadre des preuves des résultats d’unicité qui sont présentées ci-dessous (ces
preuves sont basées sur le théoréme de Girsanov).

0.2.3 Résultats d’unicité et de comparaison

On présente d’abord le résultat d’unicité donné dans [KOB] dans le
cadre brownien, dont on reprécise les hypotheses ci dessous. On dit que f sa-
tisfait (Hop.3) avec les processus adaptés notés cy et c;, et avec les constantes
Cy, Cs, si pour tout (s,y, 2), (s,9,2) € [0,T] x R x R on a :

|f(s,y,2)| < cf(s) + Cflz|?, P-p.s et pour tout s.
|%(s,y, z)| < ¢x(s) + C:|z|, P-p.s. et pour tout s.

f satisfait (Hg4) si, pour tout € > 0, (e arbitrairement proche de 0), il existe
Ce, cc € LY([0,T)) tel que, pour tout (s,,2) € [0,T] x R x R? on ait :

0
—f(s,y, 2) < ce(s) + €|z|* P-p.s. et pour tout s

dy

(ceci fournit un controle de la dérivée partielle de la fonction f = f(s,y, 2)
par rapport a la seconde variable). On rappelle ici qu'une sur-solution (resp.
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une sous-solution) d’'une EDSR donnée par f et £ est un triplet de processus
adaptés (Yz, Zi, Ct)o<i<r qui vérifie en outre :

T T T T
Vet [ fevizods— [ zaw.+ [ dc e - [ ac),
t t t t

ott (Ct)yefo,r] est un processus continu a droite et croissant (C' € RCI(R).
Un triplet de processus étant a la fois sur et sous solution est une solution de
notre EDSR. Avec ces notations, voici ’énoncé du principe de comparaison
(qui donne aussi 'unicité d’une solution)

Théoréme 0.6 Soient (f, €') et (f?, €2) les données de deur EDSR du
type (Eq0.1) et on suppose que les assertions ci-dessous sont vérifiées :

1. Pour tout (s,y,2) € [0,T] x R x R, on a

(€' <& et fl(s,,2) < f2(s,,2)) Pp.s.

2. 1l existe c; € LY([0,T)), ¢, € L*([0,T)), ce € LY([0,T)), ainsi que
deuz réels Cp et C,, tels que f! et f? satisfait les hypothéses (Ho,;)
pour i = 3,4.

Si, de plus, le triplet (Y}, Z}, O} o<i<r qui appartient H®(R) x H2(RY) x
RCI(R) (resp. (Y2, Z2, C?) appartenant au méme espace) est une sous-
solution (resp. une sur solution) de UEDSR donnée par (f', ') (resp. par
(f?, €2)), on obtient alors :

Vi e [OaT]a Y;El < Y;fzv ]P)'p-s'

Afin de résoudre le probleme de 'unicité, il est possible d’apporter des
conditions moins contraignantes que celles imposant la différentiabilité de f
dans le théoréeme 0.6 : par exemple, dans [HUO5], le probleme de 'unicité
est résolu sous la condition suivante :

3C>0,Vsf(s,9,2) = f(5,5,2)] S CA+ 2] + | )]z = 2|, P-ps.

L’EDSR étudiée dans ce cadre est toujours considérée en horizon déterministe.
D’autre part et dans I'article précité, le générateur est explicite puisqu’il est
introduit lors de la résolution d’un probleme spécifique de mathématiques
financieres et cette condition est donc aisée a vérifier.

On termine cette section en introduisant une nouvelle notion qui est
celle de martingale BMO. Cette définition de martingale BMO est donnée
en toute généralité au chapitre 7 (définition 76) dans [DEL8O0] (i.e. pour une
martingale quelquonque et éventuellement discontinue) : celle-ci nécessite
de considérer le crochet droit noté [M] (qui correspond au processus de
variation quadratique).
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Définition 0.1 M est une martingale BMO si et seulement si l'une des
deuz définitions suivantes est vérifice :
1. Dans le cas général, il existe une constante c, ¢ > 0, telle que pour
tout F-temps d’arrét T,

esssup(E" ([M, M| — [M, M],_ ) < 2.
Q

La norme BMO est la plus petite constante c telle que cette inégalité
est vérifiée (quelque soit le F-temps d’arrét ).

2. Deés que le crochet oblique (M) est défini, il existe une constante c,
c > 0, telle que pour tout F-temps d’arrét T,

esssup(EX™ (M) — (M);) < ¢ et : |AM,|? < ¢,
Q
AM, désignant le saut éventuel du processus M au temps 7. Si les
deuz inégalités sont vraies pour tout temps d’arrét T avec la constante
¢, alors la norme BMO est majorée par 2c.

L’espace particulier BMO(W) correspond au cadre des martingales brow-
niennes (de carré localement intégrables). On sait que, pour toute martin-
gale M brownienne de carré intégrable, définie sur [0, 7] et telle que My = 0,
le théoreme de représentation prévisible des martingales fournit I’existence

d’un processus ¢ (de carré intégrable) tel que : M = / . ¢sdWs. Dans ce

0
contexte, 'espace BMO(W) consiste en I’ensemble des martingales M ayant
la représentation précédente et qui satisfont de plus

T
V 7 F-temps d’arrét 3¢ > 0, E(M)p — (M).|F;) = IE(/ |ps|2ds|Fr) < c.

T

Cette définition est valable lorsque le crochet dit oblique et noté (M) existe,
ce qui est le cas lorsque M est continue et de carré (localement) intégrable.
D’autre part, pour toute martingale M de carré (localement) intégrable, le
crochet oblique (noté (M)) existe et c’est dans ce cas que 'on se place dans
la these. Dans le cadre d’une EDSR considérée en filtration brownienne, ou le
générateur n’est pas lipschitzien, 'existence d’un théoreme de comparaison
est assurée par
1 d’une part, le controle des accroissements du générateur,

2 d’autre part, les estimations dans l'espace BMO de l'intégrale sto-
chastique Z - W, pour toute solution (Y,Z) d’une EDSR (de type
quadratique).
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0.3 Préliminaires de mathématiques financieres

La motivation de 1’étude théorique menée dans cette these provient
notamment de I’application de ces résultats en mathématiques financieres
(et, en particulier, & des problemes d’optimisation de portefeuille). Ceux-ci
ont pour objectif de répondre a des problemes de couverture d’actif contin-
gent. L’objet de cette section consiste a rappeler les notions ainsi que les
outils nécessaires a la résolution de ce type de problemes.

0.3.1 Introduction des concepts de base

Le contexte est celui d’un marché financier qui consiste en la donnée des
objets suivants :

1. Un espace probabilisé standard (2,F,P) et une date de maturité T
(encore appelé horizon).

2. Un processus de prix S = (St)icpo,r] adapté a une filtration F (qui
satisfait les conditions habituelles) et son équation d’évolution (i.e., en
général, une EDS).

Quelques remarques

— L’horizon T du marché financier est fixé et déterministe. Tous les
processus étudiés sont supposés adaptés par rapport a la filtration
F = (Fi)tefo,r] donnée (prévisibles dans le cas ol la filtration est dis-
continue).

— Le processus S représente le prix des actifs risqués présents sur le
marché financier : en régle générale, si on note S° le prix de I'ac-

tif non risqué, dont le taux d’intérét est r := (r(t)) et satisfait :
t

exp(/ reds) < oo (pour tout ¢ dans [0,7]), alors la valeur S; ac-

tualisée a la date t est donnée par

Par souci de simplification, on supposera désormais, sans restriction
dans I’étude menée, que : r = 0 (de sorte que S et S coincident).

— On précise ci-dessous la forme du processus de prix dans l'un des
modeles de marché financier couramment utilisé, a savoir celui de
Black et Scholes. Ce processus noté S est unidimensionnel et donné
par

dSt == St (bdt + O'th),
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ou les processus de drift et de variance apparaissant dans 'EDS sont
des constantes, respectivement égales a b et o (avec o # 0) et ou W est
un mouvement brownien standard. D’autre part, ce processus s’écrit
sous la forme exponentielle suivante :

2
Sy = Spexp (oW; + (b — %)t).

Hypothéses usuelles
Sur le marché financier, le processus de prix S est généralement une semi-
martingale d dimensionnelle qui s’écrit sous la forme :

S:SO+M+A, (1)

avec M une martingale telle que : M € MIQOC, i.e. M est une martingale lo-
cale de carré intégrable (M est continue des que S l'est) et A qui représente
la partie & variation finie (A peut étre pris prévisible lorsque S est spéciale).
On renvoie le lecteur & [ANS] pour la justification du fait que le processus S
représentant le prix des actifs risqués sur le marché est une semimartingale,
sous I’hypothése classique de non arbitrage. De ce fait, nous pouvons utiliser
les outils classiques de calcul stochastique (en particulier, la formule d’1t6).
De plus, dans le cadre de semimartingales spéciales, qui est le cadre dans
lequel on se place, la notion de crochet oblique (M) d’une martingale (lo-
cale) M de carré intégrable est bien définie. (ce crochet oblique est défini par
[DEL80] comme projection duale prévisible du crochet droit ou processus
de variation quadratique) .

Dans la définition qui suit, on introduit les notions de processus de ri-
chesse d’un agent et de stratégie associée (pour le cas ou il y a d actifs risqués
sur le marché) :

Définition 0.2 On appelle stratégie m d’un agent financier tout processus

dS;

Ts
o Ss—
avec S de forme donnée par (1) ait un sens : on suppose que la condition
suivante soit vérifiée

d-dimensionnel F-prévisible tel que l'intégrale stochastique X7 :=

d T _;

E(Z/ |22 2d(S5%),) < oc.
ol S

Le processus (de richesse) X™ est défini, pour tout t :

tds

XW = 8737

¢ :E—i—/o T S

ou x désigne la richesse initiale de l’agent, qui est une constante réelle en
tant que variable Fo-mesurable.
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Cette définition du processus de richesse n’est valable que sous I’hypothese
particuliere » = 0. Si ce n’est pas le cas, ’équation du processus de richesse
X7 a été donnée notamment dans le cadre brownien dans [ELKO00]

dXy = ryXydt + 7o (AW + medt),

ou r désigne le taux d’intérét de l’actif non risqué, chaque composante du
vecteur 7 représente les montants investis dans chaque actif risqué (la no-
tation 7* désignant la transposition) et n désigne le processus appelé pro-
cessus risque premium. Le processus X := Xe Jorsds gatisfait donc une
EDS dirigée par le mouvement brownien W du méme type que X. L’une
des hypotheses fondamentales dans ’étude des marchés financiers est celle
d’absence d’opportunité d’arbitrage. On dit qu’une stratégie m définit une
opportunité d’arbitrage lorsque les conditions ci-dessous sont satisfaites

Xg=0,Vt, X[ >0, P-ps. et P(XT > 0) > 0.

De nombreux articles se sont intéressés a d’autre traduction de cette hy-
pothese (dans le contexte de marchés financiers trés généraux). Sans rentrer
dans le détail des preuves existantes (on renvoie a [DEL94a] ou [STRI90])
et qui sont relativement techniques, on précise que cette notion de non ar-
bitrage est reliée a l'existence d’au moins une mesure de martingale locale
pour le processus S.

L’un des problemes auquel les financiers s’intéressent est celui de la cou-
verture d’un actif contingent, c’est-a-dire d’une variable B Fp-mesurable et
qui représente le contrat ou engagement financier. Ce probleme revient a
chercher une stratégie 7 telle que :

dS,

T
I7t.q. B:X%::x—i-/ Ts——-.
o Ss-

Un tel actif B est alors dit réplicable et un marché est dit complet lorsque
tous les actifs contingents sont réplicables. Dans un tel marché et s’il existe
une mesure de martingale, le prix de 'actif B est donné, a la date ¢, par la
représentation suivante :

P, =E%(B|F,) = E¥(X]|F) = X7,

ol Q est I'unique mesure équivalente qui est une densité de martingale pour
S. En particulier, dans le modele de Black et Scholes, le processus de prix
continu S est donné par ’'EDS unidimensionnelle suivante (dirigée par un

brownien W)
dSs

Ss
ou b, o sont des constantes. Sous ces hypotheéses sur les parametres et sous
la condition o > 0, le modele est complet et libre d’arbitrage, et de plus la

= odWj + bds,
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densité de la mesure de probabilité équivalente est donnée a la date T par
la relation suivante :
dp? 62

ol le processus @ est constant et égal & o~ 'b. Le processus Z qui est I'ex-
ponentielle stochastique de —6 - W (exponentielle notée dans la suite Z :=
E(—O - W)) est ainsi une vraie martingale. On donne a la section 0.3.3 la
définition de I'exponentielle stochastique ainsi qu’un critére permettant de
conclure que le processus Z est une densité de martingale. Lorsque ce critere
est vérifié, la mesure notée PY (de densité Z) est alors une mesure équivalente
de martingale (ou encore mesure risque neutre).

Dans le cadre de notre étude, nous nous plagons au contraire dans le cas
de marchés incomplets, dans lequel il n’y a plus nécessairement réplicabilité
de 'actif contingent B. Les sources d’incomplétude peuvent étre d’origines
diverses : se référant a l'article [HUO5], ce peut étre le cas notamment
en filtration brownienne lorsque le nombre d’actifs risqués est strictement
inférieur a la dimension du brownien considéré, mais aussi lors de présence
de contraintes supplémentaires sur le portefeuille (on peut ainsi imposer
une restriction sur ’ensemble des valeurs prises par les stratégies) ou encore
lors de présence sur le marché d’évenements non prévisibles : un exemple
est fourni par la théorie du risque de crédit (cette notion est étudiée dans
[BIE]). Du point de vue de la mathématique financiere, cette condition d’in-
complétude se traduit par le fait qu’il n’y a pas unicité d’une mesure de
martingale équivalente pour le processus de prix S, ce qui induit donc qu’il
n’y a pas unicité du prix d’un actif. Dans ce contexte, on définit la no-
tion d’intervalle de prix assurant le non arbitrage. On note P, I’ensemble
constitué des mesures de martingales équivalentes :

d
Pe ={Q, d% est une densité de martingale et Q ~ P}.

Contrairement au cas de marché complet, les prix satisfaisant cette condition
de non arbitrage sont les réels compris dans l'intervalle ouvert et, sous la
condition d’absence d’arbitrage, non réduit a un singleton, défini comme
suit :

] inf E¥(B), sup EQ(B)[ = |hiow, h*P],

QePe QeP.
ou l'on reprend la terminologie de [ELKO00]. Le prix hjoy (resp. h"PP) désigne
le prix de surréplication pour I’acheteur (resp. prix de surréplication pour le
vendeur). En effet pour le vendeur, le prix de actif représente le montant
initial minimal d’argent & posséder pour s’assurer que la vente au prix B se
fera sans perte, il est défini aussi comme suit :

PP = inf {z, X©" > B},
x>0
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alors que le prix de 'acheteur est défini par

hiow = sup{z, X77° > —B}.
>0

Dans le cas d’un marché sans opportunité d’arbitrage et complet, tout actif
contingent B est réplicable et le prix de l'actif B est donné en termes de
I'unique mesure de martingale équivalente P par : EF (B) = hijow = h"PP.
Dans ce cas, 'intervalle est prix assurant le non arbitrage est réduit a un
singleton qui est appelé prix de I'actif financier.

On justifie dans la section qui suit I'une des raisons de I’étude du probleme
de maximisation de l'utilité d’un portefeuille.

0.3.2 Présentation du probleme étudié

Dans le contexte d’un marché incomplet, i.e. du fait de ’absence de
stratégie de réplication, on va chercher a redéfinir la notion de stratégie opti-
male. Ceci est I'une des motivations conduisant a s’intéresser a des problemes
d’optimisation de 'utilité (d’un portefeuille). Le probléme particulier qui
nous intéresse est celui de la maximisation de l'utilité de portefeuille (sous
contraintes). Nous traitons de fagon majoritaire et dans chacune des grandes
parties de cette these le cas de 'utilité exponentielle. On évoque toutefois
le cas de deux autres fonctions d’utilité : I'utilité puissance et 1'utilité lo-
garithme sont ainsi considérées a la section 3.3 de la premiere partie de
la these, dans le cas particulier ou il n’y a pas d’actif contingent (a sa-
voir lorsque : B = 0). Ce probleme d’optimisation est tres largement étudié
dans des contextes différents et avec diverses méthodes de résolution et on
distingue ci-dessous deux approches du probléeme :

(1) une approche consistant a introduire le probleme dual associé au
probleme d’optimisation, lorsque ce dernier est formulé de maniere sta-
tique. On cite comme références (non exhaustives) les articles [DEL97]
ou [SCH], dans lesquels I’étude a été menée dans le contexte de marchés
financiers tres généraux.

(2) une approche qualifiée de dynamique et qui est basée sur le principe
de la programmation dynamique (I'utilisation de ce principe provient
de la théorie du controle stochastique et une formulation en est donnée
dans la proposition 3.3 de [ELK97c]). Dans le cadre markovien, ce
principe permet de justifier la forme de I’équation de Hamilton-Jacobi-
Bellman satisfaite par la fonction valeur (un exemple de telle équation
(sous forme intégro-différentielle) est fourni par 1’équation 4.4 dans
[BEC04] dans le cadre d’un marché présentant des sauts). L'un des
intéréts des EDSR (non linéaires) est la possibilité de s’affranchir du
cadre markovien.
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On s’attache, dans ce qui suit, a présenter le probleme de maximisation de
I'utilité exponentielle sous contraintes. Dans tout le paragraphe, la notation
U, désigne I'utilité exponentielle (de parametre o, o > 0) définie pour tout
x par : Uy(x) := —exp(—ax). Ce parametre a est une mesure du degré
d’aversion au risque. On justifie ci-dessous cette terminologie pour le pa-
rametre « : le probleme consiste a chercher la valeur optimale de 1'utilité
du portefeuille, une fois livré 'actif contingent B, a la date d’échéance T.
Or, au vu de la définition de U,, cette valeur optimale est d’autant plus
faible que « est grand. Autrement dit, plus ce coefficient « est grand, plus
on pénalise les réalisations faibles (cette notion de pénalisation est présentée
dans [ELKOO], article qui apporte des résultats pour ce probleme d’opti-
misation en employant les deux approches et dans le cadre de contraintes
convexes sur le portefeuille).

Cadre et hypothéses On se place dans le cadre d’'un marché finan-
cier (comme introduit dans la section précédente), la filtration notée F
est quelquonque (éventuellement discontinue) mais satisfait les hypotheses
usuelles de complétude et de continuité & droite. On note toujours par d
le nombre des actifs (risqués) présent sur le marché, par S le processus
de prix (d dimensionnel) associé et par T I’horizon. D’autre part, dans
notre étude, les stratégies sont supposées prendre leurs valeurs dans un en-
semble de contraintes, noté C, qui est un sous ensemble de R? fermé et
non nécessairement convexe (cette derniere condition n’est pas classique et
justifie ’approche dynamique qui est choisie pour résoudre le probleme).

Les objectifs

1 Caractérisation de la fonction valeur (V;?(z)) variable aléatoire ;-
mesurable qui est définie a la date ¢ (¢t € [0,7]) comme suit :

T

as

(P1) VB(z) =esssup E7H(Uy(z + / Tu—r — B)).
TEA; t S”LL

z est une variable 7; mesurable. (Etant donnée une famille de variables

(Y'%);, la notation esssup Y est introduite dans [DEL80] pour désigner

(2
I'unique variable Y* qui majore Y*, pour tout 7, et telle que toute

autre variable Y satisfaisant la méme propriété vérifie : Y* <Y.)

2 Caractérisation des stratégies optimales (notées 7*) qui sont définies
sur [t,T] et répondent aux critéres suivants :
e 7* est admissible (i.e. 7* appartient a A;) au sens de la définition
0.3 ci-dessous (cette notion d’admissibilité constitue un des problemes
délicats).
e 7 réalise le supremum (qui est donc un maximum) dans le probléeme
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(P1)

Définition 0.3 L’ensemble des stratégies admissibles A; consiste en l'en-
semble des processus d-dimensionnels w := (Ws)se[t,T} F prévisibles, satisfai-
sant que : g € C, P-p.s. ainsi que les conditions suivantes d’intégrabilité

)

d T ;
Ts |2 Q 50
11@(;/0 2 d(s),) < oo

i
s—

2 L’ensemble {exp(—aXT), pour tout Fi-temps d’arrét T}
est une famille uniformément intégrable.

Pour des raisons d’ordre technique liées a la résolution du probleme, on
élargit la classe habituelle des stratégies admissibles. De fagon générale, I’en-
semble des processus m d-dimensionnels admissible satisfont une condition
du type suivant :

3Ctq. Vs, s>t, XTI >C,

c’est-a-dire qu’on impose un seuil minimal pour le processus de richesse.

On précise les notations pour le reste de cette section : les stratégies considérées
sont définies sur [t, T'] et le processus de richesse X7 := X™% qui est associé
a la stratégie m, est défini par

as,
Su—’

S
VseltT], X;r:aH—/ T
t

Afin de caractériser la fonction valeur du probléeme, on emploie la méthode
déja employée dans un cadre brownien par [HUO05]. Celle ci se base sur des
propriétés reliées au principe de programmation dynamique. La méthode
consiste & contruire une famille adéquate (R™), de processus définis sur
|t, T| adaptés et satisfaisant

(i))Vm, me Ay, R =Ry, avec : R, variable F;-mesurable et,

((Rf indépendant de) 7)

(MD) (M’) RT = - eXp(_a(XT - B))7

(7i7) R™ est une surmartingale, pour tout 7 € A;, et :
I ¥, 7 € Ay, telle que : R™ est une martingale.

Pour traduire la derniere condition qui provient des méthodes associés a la
programmation dynamique, il s’agit d’ employer la formule d’It6 pour une
famille (R™) de processus adéquats : l'outil essentiel pour écrire les condi-
tions de surmartingale et de martingale est la décomposition de Doob Meyer
(on se réfere aux théoremes 6 et 7 de [PRO] pour des énoncés précis de cette
décomposition).
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Une conséquence de cette formulation du probleme par des critéres de mar-
tingale est de permettre de retrouver le principe dynamique satisfait par la
fonction valeur : on démontre ainsi en parallele les deux résultats suivants
— La fonction valeur associée au probleme (P1) satisfait un principe
d’optimalité

Vo, 7 F-temps darrét, o < 7, V2 (z) = E(VE(XT 9| F,),

ou m* désigne une stratégie optimale (satisfaisant la condition (iii) de
(MD).

— toute stratégie optimale 7* est telle que R™ est une vraie martingale.
Une conséquence fondamentale du principe dynamique est la propriété
de consistance de cette stratégie optimale par rapport au temps. Cette
propriété s’énonce de la fagon suivante : toute stratégie optimale 7* sur
[t,T] est encore optimale sur [s, T (s > t), sous la condition suivante :
X — Xﬂ*,t,x

s S .

0.3.3 Outils théoriques

Afin de compléter cette introduction a la mathématique financiere, on
donne ici quelques outils de calcul stochastique et de théorie des martin-
gales essentiels a notre étude. On précise que, sauf mention contraire, toutes
les semimartingales auxquelles nous faisons référence sont spéciales et que
toutes les filtrations (éventuellement discontinues) considérées satisfont les
hypotheses usuelles de continuité a droite et de complétude. Dans cette par-
tie, on commence par rappeler un énoncé général d’un théoreme de Girsanov,
qui est I'outil majeur lorsque 'on travaille sous différentes mesures de pro-
babilité équivalentes et, pour ce faire, nous introduisons le concept de mar-
tingale exponentielle. Dans un deuxieme temps, nous donnons les résultats
majeurs concernant les décompositions de Galchouk-Kunita-Watanabe et
Follmer-Schweizer (cette derniére étant fortement reliée a 'existence d’une
densité de martingale).

Changement de mesure équivalente

Avant de donner le résultat essentiel, on donne I’énoncé d’un premier
lemme élémentaire :

Lemme 0.3 On se donne Q, Q ~ P, une mesure équivalente de probabilité
ainsi que le processus Z défini par : Zy = E[P(Z%|ft), qui est sa densité de
probabilité. Un processus adapté cadlag M est une Q-martingale locale si et
seulement si le processus M Z est une martingale locale sous P.
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L’énoncé qui suit est celui d’un théoreme de Girsanov (le lecteur pourra
aussi se référer au théoreme 20 de [PRO] pour une preuve de ce résultat)
qui donne la transformation recherchée :

Théoreme 0.7 Soient P et Q deux mesures de probabilités équivalentes et
soit X une semimartingale (non nécessairement spéciale) sous P dont une
décomposition est donnée par : X = M + A. Alors, X est encore une semi-
martingale sous la mesure équivalente Q, dont une décomposition est donnée
sous la forme X = N + C, avec le processus N construit comme suit :

t
1
Nt:Mt—/ Lz, m,.
0 Zs
Ce dernier est une Q-martingale locale et C = X — N est un processus a
Q-variation finie.

La preuve de ce théoreme de changement de mesure repose essentiellement
sur des manipulations simples de la régle d’It6 pour le produit (encore ap-
pelée formule d’intégration par parties). On précise qu'en général le ca-
ractere spécial d’'une semimartingale n’est pas préservé par changement de
mesure équivalente : la nouvelle décomposition de la semimartingale n’as-
sure pas le caractere localement intégrable de C', méme dans le cas ou A
I’est au départ. Un exemple précis de cas ou il n’existe pas de représentation
prévisible du processus a variation finie obtenu apres un changement de me-
sure équivalente est fourni par [STRI85]). Par contre, sous I’hypothese de
bornitude de la densité de martingale, le caractere spécial est préservé.

Pour conclure cette section, on introduit finalement la notion de “mar-
tingale” exponentielle, notion qui intervient en pratique pour exprimer la
densité de mesure équivalente et appliquer une transformation de Girsanov.
On dit qu’'un processus Z est la martingale exponentielle (notée £(M)) as-
sociée a une martingale M localement de carré intégrable, s’il est solution
de 'EDS suivante

t
7, = 1+/ Z_dM,,
0

et des que M est localement de carré intégrable, Z appartient & L2 (M)

loc

(au sens ou l'intégrale stochastique / Zs_dM; est localement de carré

intégrable). On précise ci-dessous la fgrme de ce processus selon que M
est ou non continue.

Lorsque M est une martingale continue, nulle en 0 et de carré localement
intégrable, dont le crochet oblique est donnée par (M), 'expression de Z est

donnée par

1
Vt, Zi=exp(M;— §<M>t)-
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Dans le cas général ou la martingale M possede des trajectoires seulement
cadlag, la martingale exponentielle est donnée par la formule de Doléans-
Dade, a savoir :

Vi, E(M) = exp(M; — (M) [ (exp(~AM) (1 + AM))

s<t

ou M€ désigne la partie martingale continue de M et AM := (Mg — M,_)
le processus de saut. Le terme de “martingale” employé pour parler de la
solution de cette EDS est abusif : en effet, en général et sous les hypotheses
suivantes : M est une martingale de carré (localement) intégrable et de sauts
strictement supérieurs a —1, le processus Z est une martingale locale posi-
tive. Par des arguments classiques, ce processus est une surmartingale.

Les criteres donnés dans les articles [KAZ] et [LEP78] (ce dernier traite
aussi le cas de I'exponentielle stochastique d’une martingale discontinue, i.e.
seulement cadlag) fournissent des conditions suffisantes pour qu’'un tel pro-
cessus Z := E(M) soit une densité de martingale.

Le paragraphe suivant donne une justification de 'intérét de ces criteres
et de I’étude théorique des martingales exponentielles.

Décompositions classiques

Dans toute cette partie les semimartingales considérées sont spéciales (et
d’autre part elles sont, soit continues, soit de partie martingale localement de
carré intégrable). On se contente ici de redonner sans preuve les définitions
de ces deux décompositions [STRI9O0].

Définition 0.4 Soient N une martingale réelle et M une martingale a va-
leurs dans R%. On appelle décomposition de Galchouk-Kunita- Watanabe de
N par rapport a M toute décomposition de la forme suivante :

N=No+H -M+1L,

o H € L2 (M), et L est une martingale nulle en 0 et strictement orthogo-

nale & M, au sens o : (L, M*) =0, pour touti € {1,--- ,d}.

On note que, lorsque cette décomposition existe, celle-ci est unique. D’autre
part, cette derniere existe en particulier lorsque :

o M et N sont deux martingales de carré intégrable.

e M est une martingale continue (et N quelquonque).

Dans la premiere partie de cette these, on se place dans le deuxieme cas.

On donne ici la définition de la décomposition de Follmer-Schweizer,
avant d’en expliquer l'intérét en mathématiques financieres (pour les détails
concernant les conditions d’existence de cette décomposition, on renvoie aux

articles [ANS] et [SCHWO95]) :
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Définition 0.5 (1) Soit X une semimartingale (spéciale) d-dimensionnelle
dont la décomposition canonique est :

X =Xo+ M+ A,

ot M € M3 (et M continue dés que X Uest) et A est la partie a variation
finie et prévisible.
(2) La semimartingale spéciale X (continue ou de carré localement intégrable)
satisfait la condition de structure (SC) si les conditions suivantes sont sa-
tisfaites :

— Il existe un processus C croissant prévisible et tel que :

Jo t.q os(w) e R A(M:, M), = 61dC,.

(avec o tel que fOT los|?dCs < o0, P-p.s.).

— Il existe un processus A\, A € L%OC(M) (i.e de fagon équivalente : kp =
fOT Ao d(M)s\s < 00, P-p.s.) et qui est tel que : dA = o AdC.

Sous ces conditions, posant 7= E(=A- M), l’exponentielle stochastique est

une martingale locale. Si on impose, de plus, que A - M est une martingale

BMO (et —AAM > —1, lorsque M est discontinue), ZA est alors une vraie

densité de martingale associée a4 la mesure équivalente P définie par :

— = Zp =Er(=X\- M).

D’autre part, cette mesure est dite minimale au sens ou toute autre mesure
équivalente de martingale pour X s’écrit sous la forme suivante :

Z5 = E(=A- M + L),

ot la martingale L est orthogonale a M.

(8) On se place dans le cas (2), a savoir lorsque Z définit une densité
de martingale et on se donne B une variable Fr-mesurable. B admet une
décomposition de Féllmer-Schweizer généralisée vis a vis de X, i.e. il existe
une variable Fy mesurable By, un processus prévisible intégrable ¢8 et LP €
M ,e fortement orthogonal d chaque M* tels que :

B=By+ (8- M)+ LE.

De plus, on a : ZV € M(P) , ou encore de maniére équivalente : V € M(P),
avec le processus V' qui est défini par :

Vt, V, = By + (€8 - M), + LB = E¥(B|F).
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Quelques remarques et conséquences

1. Le processus C' croissant prévisible apparaissant dans (2) n’est pas

unique. Par contre, I'intégrale définie par :
K= (A M) = / Ad(MY s,
0

est déterminée de fagon unique. Ce processus x qui est relié a A et au-
quel on associe la condition de structure est aussi connu sous le nom de
mean variance tradeoff. On utilisera cette décomposition particuliere
dans la premiere partie de la these.

. On se restreint au cas étudié dans la premiere partie de la these ou la

martingale (localement de carré intégrable) M est continue et on sup-
pose que ’existence de la densité minimale : & savoir, % =E&(=A-M)
(associée & P) est une densité (stricte) de martingale. Lors de 'étude
menée dans le cas trés particulier ol le parametres A vaut zéro (la me-
sure P coincide avec la mesure minimale P* de densité £(—\-M)) dans
la section 3.3 de la premiere partie, on montre que la limite asymp-
totique (lorsque le parameétre « tend vers 0) du prix d’indifférence
associé a l'actif B (prix noté m,(B)) est le prix obtenu sous la mesure

I@’, a savoir EP(B). On donne ici une interprétation complémentaire
de cette mesure : le théoréme 5 (page 11 de [SCHW95]) caractérise
ainsi cette mesure P en tant qu’unique mesure minimisant une cer-
taine fonctionnelle (qui fait intervenir l’entropie). Cette derniere est
reliée a la formulation duale du probleme de maximisation de 1'utilité
exponentielle (on renvoie a [SCH]).



0.4. LES RESULTATS MAJEURS DE LA THESE 37

0.4 Les résultats majeurs de la these

On donne un résumé du contenu de la these en insistant sur 1’archi-
tecture des deux grandes parties ainsi que sur les résultats essentiels qui ont
été établis. Voici les deux cadres dans lesquels 1’étude est menée :

1 Cadre d’une filtration générale continue (mais non nécessairement
brownienne),
(Une filtration est dite continue lorsque toutes les martingales locales
sont continues)

2 Cadre d’une filtration discontinue particuliere.

Chacune de ces parties s’articule autour d’'un méme plan d’étude : ainsi,
on s’attache dans un premier temps a établir (en généralisant des résultats
déja connus notamment dans le cadre brownien) de nouveaux théoremes
pour des EDSR & croissance quadratique, en utilisant des raffinements suc-
cessifs sur les différents parametres. Dans un second temps et exploitant la
méthode (MD) introduite dans le paragraphe 0.3.2, on donne une applica-
tion au probleme de maximisation d’utilité d’un portefeuille que ’on résout
par la voie des EDSR.

Résultats concernant 1’étude théorique des EDSR

Dans la section précédente, on a fait un rappel des résultats théoriques
existants concernant les EDSR a croissance quadratique. Bien souvent, ces
résultat sont établis dans le cadre brownien : c’est pourquoi on s’intéresse
a la question de la généralisation de résultats théoriques a de nouveaux
cadres. On note toutefois que des résultats ont déja été obtenus dans des
filtrations plus générales et pour des EDSR non linéaires particulieres :
ainsi, le probleme de maximisation de l'utilité est traité en utilisant des
méthodes d’EDSR non linéaires dans le cadre d’une filtration continue (mais
non brownienne) par [MANO5] et dans le cadre d’une filtration discontinue
par [BECO06]. Le travail mené dans cette these constitue un approfondisse-
ment de ces résultats et, en particulier, parce que 'on généralise les résultats
concernant les EDSR a croissance quadratique.

On donne le fil conducteur des deux parties de la these : dans un premier
temps, on précise le cadre spécifique d’étude et notamment on se donne une
filtration pour laquelle on connait la forme des martingales sur les espaces
introduits. La connaissance des martingales est une donnée essentielle dans
I’étude des EDSR, notamment lorsque I'on s’intéresse a une formulation dy-
namique des problemes. Dans un second temps et pour les EDSR introduites
sur cet espace et sous de bonnes conditions sur les parametres, on établit de
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nouveaux résultats d’existence (et/ou d’unicité).

Résultats de la premiére partie

On suppose 'espace de probabilité muni d’une filtration continue notée
F (F est complete). Sur cet espace, on considere une martingale M locale d-
dimensionnelle, continue et localement de carré intégrable dont le processus
de variation quadratique noté (M) s’écrit sous forme différentielle : d(M)s =
msm/sts. On reprend le méme type de notation que celle employée dans
[ELK97a]. Dans cette expression, m est un processus prévisible & valeurs
dans R?? et C' un processus croissant continu et prévisible qui est pris
borné sur [0,7]. Dans ce contexte, la forme des EDSR unidimensionnelles
qui nous intéresse est donnée par :

Y; =B+ /tT F(s,Ys, Zs)dCs — §(<L>T — (L)) — /tT ZsdMg — (Lt — Ly).

Ce type d’EDSR est noté EDSR(F, 3, B). On définit une solution comme
étant un triplet (Y, Z, L) de processus, avec : L L M (L est une martingale
orthogonale a M, au sens de 'orthogonalité usuelle pour les martingales de
carré intégrable) et ces processus sont définis sur les espaces suivants :

1. S est I'ensemble des processus réels Y continus adaptés et tels que :

(esssup |¥3]) < oo,

t,w

2. L*(d(M) @ dP) est 'ensemble des processus Z prévisibles, & valeurs
dans R? et satisfaisant :

T
E(/ |msZs|2dCs) < oo,
0
3. M?([0,T]) est ensemble des martingales réelles de carré intégrable.

Afin d’obtenir le résultat principal d’existence, on fait deux hypotheses sur
les parametres de 'EDSR : la variable Fpr-mesurable B est bornée (hy-
pothese affaiblie & la derniere section du chapitre 2) et on suppose que F
satisfait ’hypothese (Hi.1) :

Ja, a>0, fOT@Sdnga(a>0),et:b,7>0,

|F(s,y,2)| < as(1+bdly|) + %\msz\2 P-p.s. et pour tout s.
(Hi1)
~y satisfaisant : v > || et : 7y >b.
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Théoreme 0.8 Supposons que ’EDSR donnée par (F,(3,B) soit telle
que F vérifie (Hy1) et B est bornée, il existe alors une solution (Y, Z, L)
a cette EDSR appartenant a S x L*(d{M) ® dP) x MZ?([0,T]).

Afin d’énoncer le second résultat (a savoir l'unicité), on donne 1’hypothese
complémentaire (Hp2) suivante sur le générateur F' :

I, cg>0,VzeRY Yyl y? € R,

(W' =) (F(s,y" 2) — F(s,9%,2)) < ply' — .
T
(Hi2){ 3J6t.q. / ]mSQS\QdCS <c¢p, VyeR, V2t 22 e RY,
0

‘F(S7y7 Zl) - F<87y7 ZZ)‘ <

C(msbs + |ms2t| + |ms2?|)|ms (2t — 22)|.

Théoréme 0.9 Pour toute EDSR donnée par (F,[3,B) dont le générateur
satisfait les hypotheses (Hy1) et (Hy2), il existe une unique solution (Y, Z,
L) dans S x L*(d(M) ® dP) x M?([0,T]).

Résultats de la seconde partie

Sur le méme principe que précédemment, on donne les résultats princi-
paux obtenus dans le contexte de I’espace de Wiener Poisson, introduit dans
les préliminaires et sur lequel on rappelle ci-dessous la forme des EDSR :

T
Y;f:B"i_ / f(S7YS7ZS7US>dS
t

T T ~
—/ ZsdW —/ / Us(x)Np(dx,ds).
¢ ¢ Jr\{0}

On conserve ici les notations introduites dans les rappels préliminaires de la
section 0.1.2 et qui concerne le cadre Lipschitz, cadre notamment étudié dans
[ROY03] et dans [PAR97a]. En particulier, N, désigne la mesure aléatoire
de Poisson et n la mesure de Lévy qui lui est associée. L*(W) et L*(N,)
sont les espaces sur lesquels sont définis les processus (prévisibles) Z et U.
D’autre part et dans le cas ou le générateur f := f(s,z,u) est Lipschitzien
(par rapport a z et u), une solution a ce type d’EDSR est un triplet (Y, Z,U)
de processus, avec Z et U appartenant encore & L?(W) et L(N,). Sous I'hy-
pothese que f est a croissance quadratique, la différence majeure est que le
processus Y est a valeurs dans S°° (espace défini au paragraphe précédent
et en section 0.2.1).

(Eq0.2)
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Dans cette partie, on suppose a nouveau la bornitude de la condition ter-
minale B et on travaille avec une expression explicite du générateur f. Ceci
permet de justifier la série de conditions suivantes :

Jep >0, D et F deux processus t.q. D € BMO(W), F
avec fOT Fyds < cp, P-p.s., et t.q. Vz,u € R x L?(n(dz))

>0,
(H2.1) _(D5Z+FS) Sf(‘S?Zvu) < %|Z|2+|u‘a7
N s . eBKu(@) _ Ky(x)—
ou VK, |- |k est définie par |u|x = fR\{O} #n(da:)
3C >0,k € BMO(W), V 2z, 2 € R, Yu € L?(n(dx)),

(s, 2,u) = f(s5, 2", u)| < Olrs + |2 + [2']) |z = /|-

Vz €R, Yu,u’ € L? N L*®(n(dx)),

(Haz){ f(s,2,u) — f(s, 2,u) < /R g )~ @),

avec (u,u’) satisfaisant

VK, 3Ck, 6k > 0, YV u, v’ t.q. u(R),u'(R) C [-K, K],

—1+ 0k <7(u,v) < Ck.

On précise que le processus 7 sera explicitée au chapitre 4 (du fait notam-
ment de la forme explicite du générateur f avec laquelle on travaille).

La premiere condition (Hs 1) est une condition de croissance sur le générateur
(permettant d’établir des estimations a priori sur les solutions). La deuxieme
quant a elle est une condition sur les accroissements (le tout dernier controle
est & rapprocher du théoréme 2.5 de I'article [ROY06]). On précise que I'ex-
pression (explicite) du générateur f est celle obtenue par application de la
méthode (MD) décrite en section 0.3.2 et on conserve ici les notations du
probleme d’optimisation présenté dans cette section 0.3.2 : en particulier,
C désigne 'ensemble des contraintes sur le portefeuille et m désigne une
stratégie (unidimensionnelle dans cette seconde partie). On obtient alors
le résultat principal de la seconde partie de cette these qui est énoncé ci-
dessous.

Théoréeme 0.10 On fait les deuzx hypothéses suivantes :

(n(R\ {0}) < 00) et l’ensemble C est compact,
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et on considére l'expression suivante du générateur f :

1o

reC 2c’

0
f(s,z,u) = inf <Z|7ms —(z+ 5)12 + |lu— wﬁs\a> — 0z

ot les paramétres 3, o et 0 du modele sont des processus prévisibles et bornés
(B > —1), toute stratégie ™ est a valeurs dans C et la condition terminale
B est bornée. Sous ces hypothéses, ’EDSR (Eq0.2) de parameétres (f, B)
posséde une et une seule solution (Y, Z, U) appartenant a S x L*(W) x
L2(Ny).

On donne alors les résultats qui ont été établis en affaiblissant les hypotheses
sur la mesure de Lévy et sur I’ensemble de contraintes C :

Théoreme 0.11 Sous les mémes hypothéses concernant les paramétres de
I’EDSR de type (Eq0.2) caractérisée par le méme générateur f et une condi-
tion terminale F' bornée, on obtient :

1. FExistence et unicité si C est compact et n est seulement o-finie mais
satisfait la condition :

/ (1 A Jz])2n(dz) < oo.
R\(0)

2. Existence sous I’hypothése précédente sur n et en supposant seulement
que C est fermé.

e Une des difficultés majeures, dans ce contexte de filtration discontinue, de
lobtention de résultats d’existence et/ou d’unicité pour des EDSR & crois-
sance quadratique est le controle adéquat de la partie saut du processus
solution. Pour ce faire et en référence aux travaux déja existants, il faut
justifier les controles des accroissements du générateur a la fois en z et w.

e Du fait de la présence de sauts, on se restreint, dans un premier temps, a
I’étude du cas ou la mesure de Lévy n est finie et ou ’ensemble de contraintes
est compact. En effet, I’hypothese de finitude de cette mesure permet de
simplifier les estimations a priori, puisqu’elle assure que toutes les variables
a valeurs dans L°°(n(dx)) sont aussi dans L?(n(dz)). Il est ainsi beaucoup
plus simple de controler les accroissements du générateur des EDSR étudiées.
Dans un second temps, on se ramene, via un argument de troncature, a une
mesure de Lévy vérifiant seulement I’hypothese du théoreme 0.11.

e Une autre difficulté technique est apportée en modifiant les conditions
sur I’ensemble de contraintes C. Du point de vue des mathématiques, la dif-
ficulté de se placer dans un cadre non compact résulte de I’absence de bons
controles d’intégrabilité.
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Deuxieéme partie
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre, notre but est d’étendre au cadre d’une filtra-
tion supposée continue mais non nécessairement brownienne les résultats
généraux obtenus sur les EDSR quadratiques notamment dans [KOB] ou
[LEP9S].

Apreés avoir introduit le cadre d’étude et précisé la forme des EDSR
que 'on étudie, on s’intéresse précisément aux questions de l'existence et
de l'unicité, avec 'objectif d’affiner les hypotheses sur les parametres de
I’EDSR. Se basant sur les résultats obtenus dans le cadre brownien, on est
amené dans un premier temps a considérer une condition terminale bornée.
Sous de bonnes hypotheses sur le générateur de notre EDSR, il est alors
possible de démontrer des résultats d’existence et d’unicité : la preuve de
ces résultats constitue le corps principal de cette premiere partie de la these.

La derniere étape dans le raffinement des hypotheses consiste a s’intéresser
au cas ou la condition terminale est non bornée. De maniere analogue a
'article [BRIOG6], nous sommes en mesure d’établir I’existence d’une solution
pour une EDSR quadratique du méme type que celle précédemment étudiée.
Par contre, le raisonnement précédemment employé pour l'unicité dans le
cadre d’une condition terminale bornée n’est plus valable.

A la fin de cette partie, nous donnons comme motivation supplémentaire
de cette étude une application au probleme de maximisation de 'utilité d’un
portefeuille. L’utilisation d’une méthode de résolution dynamique (employée
aussi dans [ELKO00] et [HUO05]) fait naturellement apparaitre une EDSR
quadratique et la solution du probleme d’optimisation s’exprime en fonc-
tion de la solution de cette EDSR. Afin de résoudre ce probléme issu de
la mathématique financiere, nous emploierons ainsi des outils déja connus
tel que le principe d’optimalité pour les martingales et les méthodes pour
les EDSR non linéaires que sont les EDSR quadratiques. Nous verrons ainsi
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comment 1’étude théorique menée permet de résoudre le probleme financier,
ceci pour trois types de fonction d’utilité. Nous concluons cette premiere par-
tie de la these par une application de nos résultats a un probleme financier
tres lié a notre probleme d’optimisation. Cette derniere application consiste,
d’une part, a donner 'expression (en termes de solutions d’EDSR) du prix
d’indifférence vis & vis de 'utilité et, d’autre part, a justifier de résultats
asymptotiques portant sur ce prix (ces résultats seront établis pour 1'utilité
exponentielle et généralisent a notre cadre des résultats déja présents dans
[BECO06]).

1.1 Le cadre continu

Dans tout le chapitre, on se place sur I’espace probabilisé (2, F, P),
espace qui est muni :
e d’une filtration F = (F;); satisfaisant les “hypotheses usuelles” (au sens
défini dans [PRO], i.e. continue & droite et compleéte).
e d’une martingale locale M d-dimensionnelle et continue.
On suppose de plus que F est continue au sens suivant :

toutes les martingales locales de F sont continues.

Dans la suite, on utilisera la notation | - | pour représenter la norme eu-
clidienne sur R ou R? (lorsque d > 1) et, d’autre part, 7' étant un temps
déterministe fixé, les processus considérés sont définis sur [0, 7. Se référant
a la remarque de la section 3 dans [MANOQ5], on obtient le résultat suivant :
toute F-martingale réelle, locale (et donc continue) et s’écrit sous la forme :

K=2Z-M+1L, (1.1)

Z étant un processus F-prévisible localement de carré intégrable et a valeurs
dans R? et L étant une martingale réelle de carré intégrable et continue, qui
est orthogonale & M (i.e. pour tout i, (M* L) = 0). Pour cette martingale
M (continue et de carré intégrable), la notation (M) introduite dans la
définition 0.1 en section 0.2.3 désigne ici le compensateur prévisible de M
qui est & valeurs dans R**? et est défini par (M) := ((M*, M7)); heqi,... ay2-
On rappelle la définition du processus réel (M?, M7)

Vi, j, MM — (M? M7) est une martingale réelle locale.

L’écriture donnée par (1.1) n’est autre que la décomposition de Galchouk-
Kunita-Watanabe de K, les processus Z et L étant définis de maniére unique
(a indistinguabilité pres). La notation Z-M représente simplement I'intégrale
stochastique du processus Z respectivement a la martingale M. On utilisera
la notation ZsdMjs pour la forme différentielle.
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D’autre part et comme conséquence simple de l'inégalité de Kunita-
Watanabe (valable pour toute martingale locale continue), la mesure
d(M?, M7) associée & chaque composante du processus noté (M) est ab-
solument continue respectivement & dC' = 3, d(M?). Se référant ici a la
Proposition 1.15 (chapter IV, [REV]), on peut écrire pour tout i, j

/|dMZ MIY| < \J(MYr ] (M), M’t+<Mﬂ>)

Toutefois, le processus C' étant en général non borné, on définit pour tout
t le processus C' par Cy = arctan(Ct) Ce dernier est un processus réel
borné et croissant. Comme dC; = " 02 dCy, chaque composante d(M?*, M7)

qui est associée au processus de variation quadratique (M) est absolument
continue par rapport a la mesure associée au processus croissant C. Pour
tout i, 7, il existe un processus prévisible 27 tel que d{M*, M), = 247 dCs.
Puisque le processus z =(z"/) prend ses valeurs dans I’ensemble des matrices
symétriques positives, celui-ci s’écrit : z5 = m;ms. On précise que m est un
processus prévisible & valeurs dans R%? et que la notation m’ désigne le
processus a valeurs matricielles qui est défini, P-p.s. pour tout s, comme
suit :

Vi, j, ()" = (mg).

On suppose finalement que, P-p.s. et pour tout s, la matrice m;ms est in-
versible. Cette hypothese d’inversibilité est a rapprocher de celle d’uniforme
ellipticité de la volatilité (traditionnellement notée o), qui est une hypothese
classique dans le cadre brownien.

1.2 Les EDSR étudiées

Présentation des objets d’étude

L’objectif de I’étude théorique du chapitre 2 est de résoudre 'EDSR
unidimensionnelle donnée sous la forme :

(Eq1) dYy = —F(s,Ys, Zs)dCs — 8d(L)s + ZsdM; + dLs
Yy = B,

ol ( est un parametre réel, F' désigne le générateur de 'EDSR et B est
la condition terminale de 'EDSR, qui est, sauf mention contraire, supposée
bornée. Une solution & 'EDSR (Eql) de parametres (F, 3, B) est alors un
triplet de processus (Y, Z, L) satisfaisant les conditions suivantes :

e Le triplet (Y, Z, L) est a valeurs dans S x L?(d(M) ® dP) x M?([0,T])
(cet espace est introduit au paragraphe 0.4) avec L satisfaisant : (L, M) = 0,
o et (Y, Z, L) satisfait 'EDSR(F, 3, B) et la fonction (s,w) — F(s, YS( ), Zs(w))

T

est telle que : / |F'(s,Ys, Zs)|dCs < 00, P-p.s.
0
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on donne ci-dessous la définition des normes sur cet espace :
|Y |goe = |esssup |Yy||1o0,
w

)

1
T 2 1
| Z| L2 (a(vydr) = <E(/O ImsZs|2d05)> set s Lo = (E(IL7[?))2 .

Dans la suite, lorque 'on fait référence & cette EDSR, on utilise la nota-
tion 'EDSR(F, 3, B). Cette forme particuliere d’EDSR a déja été introduite
dans [MANO5] (avec la méme hypotheése de continuité de la filtration) et le
cas particulier de 'EDSR(0, 8, B) de générateur nul a déja été étudié dans
cet article. La particularité de cette EDSR est I'introduction du parametre
B en sus des parametres classiques que sont le générateur F' = F(s,y, z), qui
est une fonction aléatoire P ([0, T]) x B(R) x B(R%)-mesurable, et la condition
terminale B.

Afin de justifier I'introduction d’une seconde classe ’EDSR, on précise
en quoi consiste la difficulté majeure. Celle ci provient de la présence du
terme dépendant du processus (L). En effet, méme si 'on suppose seule-
ment que le générateur F' associé a une EDSR du type (Eql) est lipschitzien
par rapport & y et z, on ne sait pas établir de résultat d’existence. Ceci justi-
fie donc 'introduction d’une seconde classe ’EDSR pour laquelle 'existence
est plus simple & établir et qui est donnée sous la forme

dUs = —g(s,Us, Vs)dCs + VsdMg + dN
(Eq2) { Up — eﬂB( )

Cette EDSR (Eq2) sera notée, par la suite, EDSR(g, e?) (elle est ca-

ractérisée de facon unique par le générateur g et par la condition terminale
BB)
eP?).

Démarche de I’étude théorique

On résume la démarche qui est suivie par la suite pour justifier I'exis-
tence a 'EDSR(F, 3, B) (de type (Eql)) : I'idée consiste & montrer, a I’aide
d’un changement de variable exponentiel (et de fagon similaire & [BRI06]), un
résultat de correspondance entre I’existence d’une solution pour 'EDSR(F, 3, B)
de type (Eql) et l'existence d’une solution 'EDSR(g, e??) de type (Eq2).
Dans un premier temps, on suppose ’existence d’une solution a la premiere
équation. On effectue alors un changement de variable formel en posant
U = exp(8Y) et on en déduit 'expression suivante du générateur g en fonc-
tion d’un générateur F fixé

gls.w0) = (Bur(s, 2 ) = L)L (12
Une fois que cette correspondance entre solutions des deux types d’EDSR
est établie, cela permet de ramener 1’étude de 'existence a 'EDSR(F, 3, B)
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de type (Eql) a celle de I'existence pour une EDSR de type beaucoup plus
simple. En effet, la forme de la partie a variation finie de I’équation de type
(Eq2) ne contient plus de terme faisant intervenir le processus de variation
quadratique (L). Cette EDSR (Eq2) a déja été étudiée dans le contexte
d’une filtration continue générale par [ELK97a] mais sous 'hypothese que
le générateur g est lipschitzien (par rapport a chacune des deux variables).

Hypotheses

On énonce ci-dessous les diverses hypotheses que I'on impose au générateur
F de ’EDSR(F, 3, B) de type (Eql) que 'on souhaite étudier. La premiere
série d’hypotheses concerne le controle de la croissance du générateur F' (ces
hypotheses sont valables P-p.s. et pour tout s) :

T
da >0, t.q./ asdCs < a, et 3b, v, C1 >0,
0

( () [F(s,9,2)| < @ + baslyl + 3 Imez?,
2
~ satisfaisant : v > 6| ety >0,
/ _ ’)/ 2
1 s Yo > Gg a s .
(H,) [F(s,y,2)] < @s + 5 |msz]
(HY) ~Ca(@s + |maz]) < F(sy,2) < as + glmsz.

On introduit une seconde hypothese (H2) qui concerne le controle des
accroissements du générateur F' de 'EDSR (Eql). Afin de démontrer un
résultat d’unicité pour les EDSR du type (Eql) caractérisées par les pa-
rametres (F, 3, B), on impose les conditions suivantes sur le générateur F :
on considere, d'une part, les constantes p et Cp (cette derniere ne dépend
que des parameétres associés au générateur), et d’autre part, § un proces-

sus prévisible et ¢y une constante telle que / ]mSGS\QdCS < ¢y, (hypothese

0
entrainant le caractere BMO de 6 - M) et on définit alors I’hypothese (Ha)
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comme suit :

VzeRY Wyl y? €R,
(' =) (F(s,y',2) = F(s,9%, 2)) < ply" — %,
T
(H2) 4 36 t.q. / |mBs|?dCs < cp, Yy €R, V 21, 22 € RY,
0

|F(87y721) - F(87y722)|

< C(|msbs| + |mszt| + [ms2?|)ms (2! — 22)].

Afin de vérifier les hypotheses nécessaires au théoréme de Girsanov, nous
aurons recours a la notion de martingale BMO donnée par la définition 0.1
dans la section 0.2.3 de l'introduction. Dans le cadre d’une martingale M
continue, la définition de martingale BMO (équivalente dans ce cadre) qui
est utilisée dans la suite est la suivante

Je>0, EF(M)r— (M),) <e,
pour tout temps d’arrét 7 de la filtration F. La norme BMO étant alors
définie comme étant la plus petite constante c telle que I'inégalité précédente
soit vérifiée.

On notera BMO(M) I'espace des processus Z a valeurs dans R qui sont
tels que Z - M soit une martingale BMO (pour des résultats plus précis sur
la notion BMO, on renvoie le lecteur a [MEY]). Cette notion de martin-
gale BMO est essentielle afin de vérifier 'appartenance des exponentielles
stochastiques a la classe (D). D’autres criteres ont été donnés pour des expo-
nentielles de martingales discontinues notamment dans [LEP78]. L’existence
de ces criteres se révéle tres utile quand il s’agit de justifier I’équivalence
entre deux mesures de probabilité ainsi que ’emploi d’un théoreme de Gir-
sanov (pour un énoncé précis, on renvoie a [JAC]).

Remarque 1

L’hypothése (Hy) est plus générale que (H,) et (H,). Nous aurons suc-
cessivement besoin d’hypotheses plus simples pour établir le résultat cen-
tral, i.e. le théoreme d’existence. Ainsi, I’hypothese (Hi) est naturellement
introduite au début de la preuve de 'existence a l’aide d’un argument de
troncature (en y). La derniere hypothese fournit quant a elle une crois-
sance au plus linéaire de la borne inférieure du générateur g. On exploitera
cette condition particuliere en se référant notamment a la proposition 4 de
[BRIO6] ou & [LEP9S], afin d’établir I’existence d’une solution minimale. La
construction se faisant & ’aide d’une approximation monotone, on obtient
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seulement une solution minimale (ou maximale) et le raisonnement a lui
seul ne permet pas de garantir I'unicité de solutions (ceci contrairement au
cadre Lipschitz classique ou 'utilisation de la méthode itérative de Picard et
d’un théoreme du point fixe permet de justifier a la fois existence et unicité).

Remarque 2

e L’hypothese précise sur le processus 6 peut sembler restrictive : une
condition suffisante afin de prouver 'unicité, serait de supposer uniquement
que 6 - M est une martingale BMO. En effet, se référant aussi a [HU05],
cette condition de martingale BMO est suffisante afin de pouvoir utiliser
le théoreme de Girsanov. Toutefois, cette condition un peu plus restrictive
est nécessaire pour justifier les estimations a priori précises du lemme 2.1
énoncé dans la section qui suit. D’autre part, anticipant ici sur I’application
en finance, la constante cy associée a ce processus sera reliée directement a
I’hypothese de bornitude du mean-variance tradeoft.

e En ce qui concerne la constante p, on renvoie également le lecteur a
I’hypothese analogue appelée hypothése de monotonie (par rapport a la va-
riable y), qui a déja été utilisée dans le cadre d’un générateur lipschitzien
par rapport a sa deuxiéme variable z par [PAR99] ou aussi dans le cadre
d’une filtration admettant des sauts par [ROYO03].

e Le second contrdle dans (Hz) porte quant & lui sur les accroissements
en la variable z et ce type de controle a déja été exploité dans un cadre
brownien dans [HU05]. Cette hypothese sera essentielle dans la preuve de
I'unicité (section 2.2.2) pour justifier qu'une exponentielle stochastique est
une vraie martingale et appliquer une transformation de Girsanov.
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Chapitre 2

Etude de PEDSR
quadratique

2.1 Résultats théoriques dans le cas borné

L’objet de ce chapitre consiste & établir I’ensemble des résultats théoriques

concernant 'EDSR (Eql) introduite au chapitre précédent dans le cadre de
la filtration continue et sous ’hypotheése que la condition terminale B est
bornée.
Avant d’énoncer les différents résultats, on donne quelques commentaires :
tout d’abord, les preuves des résultats centraux que sont les théoremes
d’existence et d’unicité s’appuient sur un premier lemme fondamental. Ce
lemme fournit des estimations a priori sur la norme de tout triplet de pro-
cessus solution (appartenant donc & S x L2(d(M) @ dP) x M?([0,T))).
Nous I’énongons ci-dessous pour le cas de 'EDSR (Eql), en remarquant que
cela entraine le résultat pour la seconde EDSR. Cette derniere est un cas
particulier de la premiere EDSR (Eql) de parametres (F, 3, B) (correspon-
dant simplement au cas ou le parametre 3 est nul). Un lien précis entre les
deux types d’EDSR ((Eql) et (Eq2)) est étudié lors de la preuve du résultat
d’existence.

Lemme 2.1 On conserve les notations du chapitre précédent en considérant
une EDSR de type (Eql) de paramétres (F,(3,B) et dont le générateur F
vérifie (Hy). Il existe trois constantes ¢, C, C' qui ne dépendent que des
paramétres vy, a, b (donnés par (Hy)) ainsi que de |B|x, telles que, pour
toute solution (Y, Z, L) de 'EDSR, on ait :

P-p.s. et pour tout F-temps d’arrét T,

(2) Vi, <Y <C,
T
(i)  EFr < / ImsZs|*dCs + (L) — <L>T> <.

53
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Remarque au Lemme 2.1

Les trois constantes ¢, C' et C' vont étre explicitées par la suite. Le point
essentiel de ce lemme est donné par l’assertion (i), assertion concernant le
controle dans S de toute solution de (Eql). Ainsi, la preuve de l'assertion
(ii) repose fortement sur l'existence d’un controle de la norme du proces-
sus Y dans S°°. L’intérét de 'assertion (ii) est le controle de la norme des
intégrales stochastiques dans ’espace des martingales BMO. Cette propriété
sera utilisée a plusieurs reprises :

1. dans la preuve de 'unicité, pour justifier le théoréme de Girsanov,

2. dans la derniere étape de 'existence, ceci pour montrer la convergence
forte des suites (V™) et (N™) dans leurs espaces de Hilbert respectifs,
a savoir L2(d(M) @ dP) et M?([0,T7).

On énonce alors ci-apres les résultats principaux :

Théoréme 2.1 Supposons que I’EDSR donnée par (F,[3,B) soit telle
que F vérifie (Hy), alors il existe au moins une solution (Y, Z, L) a ’EDSR
(Eq1) appartenant a S® x L*(d{M) @ dP) x M?([0,T)).

On donne ci-dessous le résultat de comparaison que nous allons établir pour
toute EDSR de type (Eql) et on note que le résultat d’unicité (qui est donné
comme corollaire) est un sous produit de ce résultat de comparaison.

Théoréme 2.2 On considére deur EDSR de type (Eql) et de paramétres
respectifs (F1,3,B') et (F?,8,B?) (F' et F? satisfaisant les hypothéses
(Hy) et (Hy)) et on suppose levistence de solutions respectives (Y, Z1,
L') et (Y2, Z%, L?) a chacune de ces EDSR. Si les paramétres satisfont en
outre les conditions qui suivent :

< Pps.,

- Fl(s, Y}, ZY) < F2(s, Y}, Z)), P-p.s. et pour tout s,
alors, on en déduit :

Y;l < YSQ, P-p.s. et pour tout s.

Corollaire 2.1 Pour toute EDSR de type (FEql) de paramétres (F,[3,B)
dont le générateur satisfait les hypothéses (Hy) et (Hs), il existe une unique
solution (Y, Z, L) appartenant ¢ S™ x L*(d{M) @ dP) x M?([0,T7).
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2.2 Preuve des différents résultats

2.2.1 Estimations a priori

Preuve du lemme 2.1 Dans cette étape, on suppose connue (au
moins) une solution (Y, Z, L) de 'EDSR (Eql) dont le générateur F' satis-
fait (H)) et on procede en comparant le processus U (défini par U := 7))
a un processus adéquat. Cette démarche est analogue a celle employée dans
un cadre brownien par [BRIO6]. Par définition, cette solution (Y, Z, L) ap-
partient & S x L2(d(M) ® dP) x M?([0,T]) et, en particulier, le processus
Y est borné et a trajectoires continues. Afin de justifier cette procédure et
dans le but de prouver l'assertion (i), on introduit alors les processus U et
V comme suit : Uy = ¥, V; = ve7¥*Z; (v > 0). On applique la formule
d’Itd au processus U, de sorte que U est solution de 'EDSR . suivante :

{ dU; = —g(t> Ui, Vi)dCy + VidMy + yUd Ly — %’YUt(ﬁ —7)d(L)t,
UT =e7 s

avec le générateur g qui a pour expression :

In(u) v vy v
o(s.0) = yu(Fs, 2 2y T L),
yooyu 20 Tu
On obtient ainsi une borne supérieure pour g qui ne dépend plus du terme
quadratique |m4v|?). Désormais, on exploite la condition : v > |3| (donnée
par (H1)) ainsi que I'hypotheése (H;) sur F, pour obtenir le controle suivant
de g :

b
9(s,u,0) < yasu(l + Z{In(w))luso. (2.1)

Posant des lors : z = B(w), lorsque cette quantité est finie (ce qui est vérifié
presque strement), on s’intéresse & la solution (¢;(z)) de I’équation suivante :

T
0(2) =+ [ hs.6.dC.
t
avec h donné par :
b
h(s,x) = yasz(1l + 5 In(x))1zs1 + yasle<i.

Pour z > 0, la solution ¢(z) est donnée par

S baudCu _ -
et
01(2) = exp(y——————) exp(yzeli *2%), (2.2)

On souhaite alors justifier le controle suivant, P-p.s. et pour tout ¢ (¢ € [0,7T)

M < @y(|B)) (et @4(|B]) = E(u(|B)|F))). (2.3)
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avec le processus ®(|B|) dont 'expression est donnée (en remplagant z par
|B| dans (2.2)) par :
ft) |

Afin de justifier (2.3), on fixe ¢ (¢ appartenant & [0,7]) et on commence
par appliquer la formule d’It6-Tanaka au processus (U(s, |Ys|))sep, ) qui est
défini comme suit :

i baudCu _

T, -
b ) exp(y|BleJr bawdCu)

Vi, @(B))=E (exp(v

exp( [}’ ba,dCy) — 1 s
U(s, |Ys]) = exp (’Y( Ji ; )+7|Ys\exp(/ b, dCy) | .
t

Avec cette définition, on remarque que : U(t,|Y;]) = e, Par souci de
clarté, on commence par rappeler la formule d’It6-Tanaka pour le processus
Y]
d|Ys| = —sign(Ys)F(s,Ys, Zs)dCs — sign(Ys)5d(L)s + dLs
+sign(Ys)(ZsdMs + dLy),

ot L est le temps local de Y (ce processus est croissant) et on définit le
processus H := (H;)sepy7) en posant

exp( [ ba,dCy) — 1
b

H, = (U (s, [Y4])) = ~( )+ alYilexpl [ baudC).

La formule d'It6 appliquée sous forme différentielle au processus (U (s, |Ys|)) sefe,1]
donne :

1
d(e") = e dH, + s d(H)s,  avec: (24)

dH, = el baudCu ((ya, — ~sign(Ys)F(s, Ys, Zs) + vbas|Ys|)dCs)
+ e’ b&“dC“( - ygsign(Ys)d<L>s + ydLy)
—+ f)/efts b‘j‘“dC“sign(Ys) (stMS + dLg) s

et :
d(H)s = 7227 baudCu (i 7, 2dC + d(L)s).

On réécrit alors la formule donnée par (2.4) en regroupant, d’une part, tous
les termes de la partie a variation finie et, d’autre part, ceux de la partie
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martingale locale, ce qui fournit :

H,
o~ Ji baudC (ijH: ) =

= (ya, — ysign(Yy) F(s, Ys, Zs) + vbas|Ys| + Leli baudCu|m, 7. 12) dC,
2

+ ~vdLs + %(’yefts baudCu _ ﬂsign(YS))d(L%

+ sign(Ys) (ZsdM; + dLy).

On justifie désormais la positivité de 'ensemble des termes des deux premieres
lignes du membre de droite dans 1’égalité précédente. D’une part, on a le
controle suivant (qui provient de (Hy))

2
sign(Ya) P (s, Yo, Zs)| < 7@ + b6 Yal + 2 |mi 2]

D’autre part, puisque & est un processus positif et : v > ||, il en résulte :

(V2€fj by dCy 72) >0,
Vs>t, ¢ et
(’yefts baudCu _ Bsign(Yy)) > 0.

Le processus U := (U(s, |Ys]))sef, 1) est donc égal a la somme d’un processus
croissant et d’une martingale locale. On effectue alors une procédure de
localisation : il existe une suite croissante (73) de temps d’arrét a valeurs
dans [t,T] telle que (U(s A T, |Ysar,|) est une sousmartingale. Il en résulte
donc

I = Ut [Vi]) SE(U(T Ay |[Yoan )| F).-

Désormais, puisque (U(s,|Ys])) est borné (du fait des hypotheses sur les
processus et, en particulier, sur |Y|), on justifie & I'aide du théoreme de
convergence bornée, le passage a la limite, lorque k tend vers 400, ce qui
fournit :

o <E(U(T,|Yr|)|F).

(le terme du membre de droite coincide avec ®;(|B|) puisque Y7 := B). La
majoration donnée par (2.3) est donc satisfaite et la décroissance (au sens
presque stre) de ¢t — ¢4(|B|) permet de déduire Iestimation suivante :

1
P-p.s. et pour tout ¢, [Y;| < = In (E(¢o(|B|)|F).
gl

Enfin, puisque : ¢o(|B|) < exp (v(@+ |B|soe®)), P-p.s. du fait des controles
donnés par (Hp) et posant : a := ebabfl, lassertion (i) du lemme 2.1 est

vérifiée avec les constantes ¢ et C' données par

C = (G 4+ |Bloc€™) et ¢ := —(@ + | B|oo€®®) (s0it : ¢ = —C).
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Afin de justifier 'estimation (ii), on applique la formule d’It6 au proces-
sus 1, (Y 4+ mg) (mo est une constante qui sera précisée par la suite) et on
considere v, défini comme suit :

e —1—~x
E Pt i
2
Cette fonction satisfait les propriétés suivantes :
Y,/ (x) >0, siz >0, ainsi que: — 71/1; + w:; =1.
Y étant un processus borné, on pose : mg := —|Y|ge, ce qui entraine :

P-p.s, Vs € [0,T], Ys+mo > 0.

Considérant 7 un F-temps d’arrét arbitraire, on prend I'espérance condi-
tionnelle respectivement a F, dans la formule d’It6 intégrée entre 7 et T’
pour ¢~ (Y + my),

Uy (Yr + mo)— EZ7 (1 (Y +Tmo))
—— 57 ([ 0 mo) - Fls, ¥ Z0ac, - San)) )

T
- E” / UL (Ys + mo)(ZsdM; + dL8)>

T

T "
_ g / @(K+mo>(|mszs\2dcs+d<L>s)>~

Pour justifier que 'espérance conditionnelle du second terme du membre de
droite de 'inégalité est nulle, on exploite les propriétés suivantes

e la bornitude de ¢/7(Y + my),

e le caractere de martingale de Z - M et L : celui ci est assuré, car
(Y, Z, L) est solution de 'EDSR et donc, de ce fait, les deux intégrales
stochastiques sont de carré intégrable.

Il reste a exploiter la borne supérieure de F' donnée par (H;) et des mani-
pulations simples pour réécrire la formule d’It6 de la fagon suivante :

Py (Y + myg) —Eﬁww(%/T + mo)
< B / (Ve + mo) (1] (1+ BJY | )dC,

T I ]_ 14
LEF /T (g% — SUY +mo)d(L),

T
’ 1
+]E]:T / (g¢7 - §¢7)(Ys + m0)|msZ5‘2dCS.
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Les deux termes du membre de gauche ainsi que le premier du membre de
droite sont bornés (ces bornes étant de surcroit indépendantes de 7, du fait
de I'hypothése d’intégrabilité de @). Se souvenant que v > |3|, on obtient
pour tout z, x > 0

Fule) = 5 (=, + ) (@) = 5 > 0, dune part,
%(_51/1; + w;)(x) = fi(z) + 5(—B + ’y)w;(a:) > %, d’autre part .

Utilisant ces inégalités avec x = Ys+my, quantité positive (presque sirement),
on en déduit I'existence d'une constante C’ (cette constante est indépendante
de 7 et ne dépend seulement que des parametres a, b, v et |B|y) telles que
l'assertion (ii) soit satisfaite.

g
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2.2.2 Preuve de 'unicité

Preuve du Théoréme 2.2 On applique la méme procédure de linéarisation
que celle employée dans [HUO5] (dans le cadre brownien) afin de justifier
I’emploi du théoreme de Girsanov a I’aide d’un changement de probabilité
adéquat.

Sous I'hypothese que les générateurs F'! et F? satisfont (H7) et (Hz)), on
suppose I'existence de deux solutions notées (Y1, Z1, L) et (Y2, Z2, L?) aux
EDSR de type (Eql) et de parametres respectifs (F!, 3, BY) et (F2, 3, B2).
On note tout d’abord par Y12 le processus défini par Y12 := Y1 —y?2 (712
et L1? étant définis de maniere similaire).

On considére la semimartingale (}71’2) définie en posant, pour tout ¢,
V' = e2C Y22 et on donne ci-dessous la formule d’Ité sous forme
différentielle :

~ ~ 1
dYsl’Q _ 2MY51’2dCs + 62“052}/;1’2611/;1’2 i §€2M052d<yl’2>5.

Or, Y! et Y2 étant des solutions de deux EDSR. de type (Eql), on a :

AV} 2 = (F\(s, Y}, 23) — (s, Y2, Z2)dCs — Dd(L'), — (17),) + dK,,

avec : dK = ZY“%2dM + dL'?, ou K représente la partie martingale. On
réécrit la formule d’Ito, entre ¢t et un temps d’arrét 7 (¢ < 7), comme suit :

r
}/;1,2 _ YTLQ _ 2M}/51,2d05

|

+ | 2Oy 2(Fl(s, Y}, Zh) — F%(s,Y2, Z2))dC,
T

+ 62“0821{372%@172, L'+ L?),

1Oy 2 (Z12dM, + dLL?)

\
———

T 1
20 Z2d(Y12), .
¢ 2

On procede alors au découpage suivant du premier terme du membre de
droite :

Fl(s,Y{, Z3) — F*(s,Y2, Z22) = (F' = F?)(s,Y/, Z;)
+ F2(s,Y}, Z}) — F2(s, Y2, Z2).

Du fait que le premier terme est négatif (P-p.s.), on obtient la majoration
simple suivante

Fl(svi/slazsl) *F2(57YV327Z32) < FQ(S’}/SI’ZSI) - FQ(S’}/S2’Z52)'
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On applique ensuite une procédure de linéarisation au générateur F? qui
satisfait (Hy) pour écrire :

AR, VL 2 = PP (s, Y2, 20)
< 2/1/‘)/197 ’2 +2Y5> (ms/fs) (msZs’ )7

otl le processus x & valeurs dans R? est défini par :

(F2(57Y;2’Zsl) *F2(Sv}/32’Z§))Z§72

|msZ§72|2
ks = 0, sinon.

, st |ms(Z5%)] # 0,

Rg =

Si on définit le processus A en posant, pour tout s :

Agi= (V2(FY(s, V), Z1) — F2(s, Y2, 22))
_ (2/"L|Y3172 2 —+ 2Y9172(m5f€5)/(m5Z;72)> )

ce dernier est alors négatif et I'expression de la formule d’It6 devient :

_ ~ T T 1
A / AydCy — / e 2d(Y),
t t

<0

. <
+ / 2Y51’262“CS (msms)/ (77”L$Z51’2)dC’S
t

.
+ / 2}/51’262“05§d<L1’2,L1+L2>S
tT T
_/ 262”CSY51’QZ;’2dMS—/ 262‘LLCSY81’2dL;’2
t t

On considere alors les intégrales stochastiques :

N = (262“CY1’2Z1’2) -M, et N=k-M, d’une part, et

L= (2Y1’262“C) CLY2 et L= g(L1 + L?), d’autre part.

Si on définit la mesure de probabilité Q en posant :

dQ = E(k- M + g(Ll + L?))dP,

il résulte du théoreme de Girsanov que le processus :

N+L—<N+L,/<;-M+§(L1+L2)>,

est une martingale locale sous Q. En effet, se basant sur (Hs), on obtient le
controle suivant :

|ms/‘€s| < C(|m595| + |msZ;| + |msZ§|)a
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ce qui permet d’affirmer que : k- M + g(L1 + L?) est une martingale BMO,
grace a lestimation (ii) donnée dans le Lemme 2.1 ainsi qu’a ’hypothese
d’intégrabilité de 6 donnée par (Hz). On se réfere ici aux résultats donnés
dans [KAZ] pour conclure que I'exponentielle stochastique &(x- M + g(L1 +
L?)) est une densité de martingale. La formule d’It6 se réécrit donc, entre t
et 7, sous la forme suivante :

}';;1,2 - }77_172 _ / ASdCS _ / 62M05%2d<yl’2>3
- t t

- / d(N, — (No, N2 + Lo — (Lo, L)),
t

On utilise alors une procédure classique de localisation : il existe une suite
(7) de temps d’arrét telle que le processus suivant : N — (N, N)+L— (L, L)
(arrété en 7) est une vraie martingale (la suite (7™) qui converge vers T est
prise telle que : t < 7™ — T'). Prenant désormais ’espérance conditionnelle
sachant F; sous la mesure Q dans la formule d’It6 prise entre ¢ et 77, on
obtient :

v < BQYL|F).

Appliquant le théoréme de convergence bornée a la suite (EQ(?T%ZLE))
lorsque m tend vers +o0, on peut conclure :

Ve, }7;1’2 < B'-B?<0 Q-ps. (et P-p.s, du fait de ’équivalence entre P et Q).

Pour conclure et prouver le résultat du corollaire 2.1 (& savoir I'unicité),
il suffit de remarquer que, lorsque les parametres des EDSR, coincident, a
savoir : F'' = F? et B! = B?, alors le raisonnement précédent s’applique
aussi bien pour Y12 et Y21, ce qui entraine donc : Y;! = Y;2, P-p.s. et pour
tout ¢.

0
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2.2.3 Preuve du résultat d’existence

Dans cette partie et afin d’établir le résultat d’existence énoncé au
théoreme 2.1, nous allons découper la preuve en trois étapes.

Dans une premiere étape, on justifie qu’il est équivalent de montrer 1’exis-
tence sous une nouvelle hypothese plus simple notée (H i) sur le générateur
F de 'EDSR(F, 3, B) ou de la montrer sous ’hypothese (Hj).

Dans une seconde étape, on introduit, par 'intermédiaire d’un calcul for-
mel, une EDSR intermédiaire de la forme (Eq2). L’objectif consiste alors a
établir une correspondance entre l’existence de solutions & 'EDSR(F, 3, B)
de type (Eql) et a celle de type (Eq2) caractérisée par (g,e’B) (ou I'ex-
pression de g est donnée en fonction de F par (1.2)). Cette correspondance
est établie lorsque le générateur F' de la premiere EDSR satisfait (H i) Ceci
permet de justifier a posteriori le changement de variable ayant conduit a
I'EDSR du type (Eq2) et d’exprimer une solution de 'EDSR(F, 3, B) en
fonction d’une solution de 'EDSR(g, e7) de type (Eq2).

La derniere étape consiste alors & construire une solution & 'EDSR(g, e#?)
de type (Eq2) et dont le générateur g satisfait (Hi), ce qui permet via le
résultat de correspondance établi a 1’étape 2 de conclure au théoreme 2.1.

° Etape 1 : Troncature en la variable y

On utilise les estimations du lemme 2.1 afin de simplifier les hypotheses
sur le générateur F' de 'EDSR(F, 3, B) de type (Eql). Le but de cette étape
est de se restreindre & ’hypothése suivante notée (H,)

T
(H) Ja >0 / 8dC, < (3> 0), F(s,.2)| < @+ Lmaef?
0

Supposons des lors possible la construction d’une solution de 'EDSR (Eql)
sous (H,) et expliquons alors comment en déduire la construction sous (Hy).
F satisfaisant (Hp) avec les parametres a, b et 7, on définit K en posant :
K = |c|+]|C] (les constantes c et C sont données par ’assertion (i) du Lemme
2.1), et on introduit 'EDSR suivante :

AV = —FX (s, YK, ZK)dC, — §d({L¥), + ZKdM, + dLK,
YA =58

)

ot on a posé : FX(s,y,2) = F(s, px(y), z) et ot la fonction troncature px
est définie comme suit :

—K siz< -—K,
pr(x) =< = si|z| < K,
K siz> K,

ce qui conduit donc au controle suivant :

Vs, Vy €R, z € RY [FX(s,y,2)| < as(1+blpx(y)]) + %!msdz-
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Puisque |pg ()| < |z|, FF satisfait encore (H;) avec les mémes paramétres

que F. Pour toute solution (Y, ZK LK) de 'EDSR caractérisée par (F¥,

B, B), K est un majorant de la norme de YX dans S*. D’autre part, FX

satisfait (H i), quitte a remplacer le processus & par un nouveau processus &

défini, pour tout s, par : &, := as(1+bK). Ce processus & satisfait la méme
T

hypotheése d’intégrabilité que & (a savoir : / asdCs < a(1 4+ bK) < oo, P-
0

p.s.).

Ceci justifie que, par abus et dans toute la suite, on conserve la notation &

prise dans ’hypothese (Hy).

L’EDSR de type (Eql) et de parametres (FX, 3, B) est telle que F¥
satisfait (H. i) : du fait de 'hypothese initiale faite dans cette étape, il existe
au moins une solution notée (Y%, ZX LK) de cette EDSR. La condition
|Y K| < K étant clairement établie, FX et F' coincident le long des trajec-
toires de cette solution, ce qui entraine que (Y®, ZX LX) est aussi une
solution de 'EDSR (Eql) caracterisée par (F', 3, B).

° Etape 2 : PEDSR intermédiaire

On veut désormais justifier que, si on sait construire une solution (U, V, N)
4 PEDSR de type (Eq2) et de paramétres (g, e?P) avec g satisfaisant (H;),
on est en mesure de définir une solution (Y, Z, L) de 'EDSR de type (Eql)
et de parametres (F', 3, B) en posant :

_h@w) , _V _ 1
= = 50 et L:= 3U

N. (2.5)

Afin de mettre en évidence le lien entre les solutions respectives aux deux
EDSR précédemment évoquées, on en donne une justification formelle : on
suppose connue une solution (Y, Z, L) a 1’ EDSR de type (Eql) et de pa-
ramétres (F, 3, B) et on définit alors le processus U en posant : U = €57,
D’apres la formule d’Ito, le processus U satisfait 1’équation :

dUs = —g(S, U57 ‘/s)dcs + Vdes + st
(12)] 7 5
T =€ )

avec V et N définis par : V = gUZ, N = (U - L, de sorte que V - M +
N correspond a la partie martingale de 'EDSR satisfaite par U, dont le
générateur g a pour expression (en fonction de F) :

In(u) v 1 2

g(S,’LL, U) = /BUF(Sv T? @) - %’msv

La difficulté désormais est de donner un sens aux relations données par
(2.5) et, pour ce faire, on commence par démontrer 1’existence d’estimations
précises de la norme du processus U dans S, pour toute solution (U, V', N)
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de 'EDSR (Eq2) caractérisée par (g, e’B). Ceci n’est pas possible directe-
ment du fait de la singularité de g en la variable u et justifie donc I'introduc-
tion d’une nouvelle EDSR (plus particulierement d’un nouveau générateur
G, défini a partir de g a l'aide d’une troncature adéquate). On résume 1’ob-
jectif de cette démarche : il s’agit de prouver que, sous 'hypothese que le
générateur F' de PEDSR (Eq1) satisfait (H,), le générateur G de la nouvelle
EDSR de parametres (G, e?B) (et de type (Eq2)) satisfait (H;). Utilisant
alors le lemme 2.1, il est possible de donner des estimations précises, afin
de conclure que toute solution de cette nouvelle EDSR caractérisée par (G,
ePB) est aussi solution de 'EDSR donnée par (g, e°P).

On définit G comme suit (avec c! et ¢? des constantes positives, dont les
expressions seront précisées plus tard)

In(u V ct) v - 1
B Buve) 2wVl

ol la définition de la fonction de troncature p. est identique a celle de
I’étape 1. Puisque F satisfait (H 1), on peut écrire

G(S,’LL, U) = Bpe2 (u)F(37

|msv|2,

|msv|2
2cl

oy Ylmsvl?
Gs,u0)] < (1BlJul A ) + 5

)+ o < (Bl + o],

avec y = % + C% et § = |B|a. Par conséquent, G satisfait (H;) avec les
parametres (toujours notés a, b et ) :

a:= |B|L1(dC), b:=1, v:=4.

Grace a lestimation (i) du lemme 2.1, on obtient I'estimation ci-dessous,
pour toute solution notée (Ucl’cz7 VCI’CQ, Ncl’c2) de 'EDSR donnée par
(G, e7P)

Uscl’ ¢ <et— 14 e8| e, P -p.s. et pour tout s.

Ceci justifie de définir ¢? par I'expression suivante c? := e® — 1 4 |8 | e®.
Il est intéressant de constater I'indépendance vis a vis du parametre .

Reste a montrer pourquoi pour toute solution (U ety 02, veh 02, N¢b ‘32)
le processus U cte? possede un minorant strictement positif. Soit (U, V, N)
une solution de I’'EDSR caractérisée par (G, eBB ). On définit le processus
adapté U pour tout t par U; = e~ Jo BsdCs ), (avec : B = |8l sign(Us), 3
dans L'(dC)). On applique la formule d’It6 (sous forme intégrée entre ¢ et
T) a ce processus Z :

0,~Op =
T

~ R T s =
/ (e Jo 2% (G (5, Us, Vi) + sls)) dCs — / e Jo O (VidM, + dN).
¢ t
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Comme : G(s,Us, Vs) > —([;’SUS + %\msVsP) ,ona:

T ~
Ut - UT Z _/ %6_ fO Budcu|ms‘/;|2dcs
t

T ~
_ / (e~ J0 BudCu (v dM, + dN,)).
t

Introduisant alors la mesure de probabilité Q en posant iﬁ% =E&(-3V-M),la

transformée de Girsanov M = M + 2(V - M, M) est alors une martingale
locale sous Q. Ceci se justifie par le fait que le processus V - M est une
martingale BMO (grace a 'estimation (ii) du lemme 2.1). Réécrivant alors
I'inégalité précédente sous la forme :

T - ~
m—mz—/(f%%mﬂwMﬁme
t

et exploitant le fait que V - M + N est une martingale locale sous Q, on
obtient, dans un premier temps et a ’aide d’une localisation, ’existence
d’une suite de temps d’arrét (7%) que U« > EQ(Ur|F,«). Par simple passage
a la limite en k, il en résulte :

U, > B (Ur),

ou autrement dit : Uy > Egt((inf UT)e_ I BstS). On définit alors ¢! par

la formule suivante : ¢! := ¢ 8l(Bleeta) ce qui fournit une borne inférieure

strictement positive pour U. Avec ces choix pour c', ¢?, le générateur G
satisfait (Hp) et donc, pourvu qu’il existe une solution (U, V, N), cette
derniére satisfait :

¢t < U, <¢?, P-ps. et pour tout s.

On obtient donc : G(s,Us, Vs) = g(s,Us, Vs), P-p.s. et pour tout s. Toute
solution (U, V, N) de 'EDSR de parametres (G,e’P) est donc aussi une
solution de 'EDSR caractérisée par (g, e?).

Tout processus U ainsi construit (et solution de 'EDSR(G,e?P)) est
strictement positif et borné, on peut définir le triplet (Y, Z, L) via les for-
mules (2.5) : ceci fournit des lors une solution de 'EDSR(F, 3, B) de type

(Eql) .

° Etape 3 : Approximation de ’EDSR intermédiaire Afin de
conclure pour 'existence d’une solution & 'EDSR (Eql) sous (H;), les deux
étapes précédentes montrent qu’il suffit de construire une solution & ’'EDSR
(Eq2) sous (H,). Dans ce qui suit, on s’attache & construire “explicitement”
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une suite de processus (U", V", N™), solutions des EDSR données par les
paramétres (¢", B") avec la suite B" qui converge vers B := " et telle que
la suite (U™) soit monotone. On s’appuie alors sur un résultat classique de
comparaison (une référence dans un cadre un peu plus général est donnée
par le théoreme 0.3 de I'introduction) pour construire une suite monotone
(g™) de générateurs lipschitziens et telle que la suite converge localement
uniformément sur les compacts de R x R? et pour tout s vers g. De ce fait,
on aura & la fois existence et unicité de solutions. Enfin et de fagon analogue
a [KOB], il ne restera plus qu’a établir un résultat de convergence forte
pour les suites (V™) et (N™), ceci dans le but de justifier un résultat dit de
“stabilité” similaire au lemme de I'introduction 0.2 (ce dernier permettant
de conclure a la convergence vers une solution de 'EDSR de parametres
(g, €7B)). )

Afin de résoudre 'EDSR (Eq2) donnée par (g, B = e%P), on commence
par supposer que g satisfait la condition (H 1’) et avec C = 0 (plus restrictive
que (H 1)) Des lors, on peut procéder par inf-convolution en définissant g,
pour tout entier n, comme suit :

n . r ’ ’
g"(s,u,0) = inf (g(s,u’,0) +nlu =]+ nlmg(o = o))
u v
Pour assurer la mesurabilité, la borne inférieure est prise sur I’espace dénom-

brable Q x Q%. Ceci étant posé, g" est bien définie, lipschitzien par rapport
aux variables u et v, au sens ou :

19" (s, ut,v1) = g" (5,0, 0?)| < nfu' — |+ nfmg (v — 0% (2.6)

Puisque la suite (¢") est croissante et qu’elle converge localement et sim-
plement vers g (pour s fixé), le théoréme de Dini entraine la convergence
uniforme sur les compacts de R x R%. Comme de plus, 0 < g" < g et que g
satisfait (H, ) avec le processus @, on a le contréle uniforme suivant :

sup [¢"(s,0,0)| < as. (2.7)
n

L’existence et I'unicité de solutions aux EDSR de paramétres (", B")
résultent donc de ces deux conditions (2.6) et (2.7) sur les générateurs, et de
'utilisation d’arguments classiques (on renvoie le lecteur & [PAR90] ou aussi
a [ELK97al, pour des résultats dans une filtration générale) : ces solutions
classiques sont & priori définies sur I'espace S? x L?(d(M) x dP) x M?([0, T),
avec la définition suivante de I'espace S? :

Ul =E( sup |U2)2.
t€[0,T)
Afin de conclure a la croissance de la suite (U™), on utilise alors un résultat
de comparaison analogue au théoreme 2.2 de [ELK97c]) valable pour des
EDSR dont les générateurs sont lipschitziens. D’autre part, il résulte du
lemme ci-dessous que U™ appartient a S pour tout n.
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Lemme 2.2 Soit (U™, V", N") une solution de ’EDSR (Eq2) donnée par
(9", B"), et telle que le générateur g" soit L,-Lipschitz et de condition
terminale B" (supposée bornée indépendamment de n). On a l’estimation
sutvante :

T
3 K(L,,T) >0, |U'*<K(L,,T)E (yB”yQ + (/ yg"(s,o,o)ydcs)2|ft> :
0
(2.8)
On donne ci-dessous une preuve adaptée au contexte d’étude de ce résultat

(ce dernier est une généralisation de la Proposition 2.1 dans [BRI00]).

Preuve du lemme 2.2 On note que, contrairement au lemme 2.1, on ne
suppose pas a priori que U™ appartient a S°°. On écrit la formule d’Itd sous
forme différentielle pour le processus (el “t|U7*|?), ot T' désigne une constante
positive a déterminer.

d(e" U ?) = Te | U dCy + €7 (207U + d{U™)e), (2.9)
avec, d’autre part ;
20U} + d{U™)i:= —207"g" (t, U, V;*)dCy + |[my V" [PdCy + d{N"™),
+ 207" (V"dMy + dN}).

Puisque (U™, V", N") est défini sur S? x L?(d(M) x dP) x M?([0,T]), le
processus K défini comme suit

Vsel0,T], K, / O™ (VIAM, + NT), (2.10)
0

est une vraie martingale. Désormais, on fixe ¢ (¢ € [0,7]) et on réécrit la
formule d’Ito (2.9) en intégrant entre ¢ et T' (et en rassemblant tous les
termes qui sont des intégrales respectivement a dC')

T
FCYUPR — FOr|URR = / FCUT (LU + 29" (u, UT, V) dAC,
t

T
—/ " (|my Vi PdCy + d(N™),) — (K1 — Ky)
t

On exploite désormais la condition de Lipschitz imposée au générateur g"
pour écrire, d’une part,

21U 119" (w, Uy, Vi) < 21U 119" (w,0,0)] + 2L (U3 * + [Uyp [[mu V'),
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et, d’autre part, on utilise la relation : [2L,ab| < (2(Ly)%a® + %b2)7 pour
obtenir

1
2L, U |ma V| < Q(Ln)2’U3’2 + §‘muvun‘2-

Regroupant les deux inégalités précédentes et posant : I' = 2((L,)? + L),
ceci permet d’affirmer :

eFCt|Utn|2 < eFCT‘U}L‘Q
T C 1
+/ e "(2\U3Hg”(u,0,0)!+§(\muvu"\2))dcu.
t

T
—/ e (Imy VI 2dCy, + d(N™),) — (K1 — Ky).
t

Désormais, prenant l’espérance conditionnelle sachant F; dans I'inégalité ci-
dessus, l'espérance conditionnelle de la partie martingale K7 — K; (K étant
défini par (2.10)) s’annule et on obtient :

T

E(/t €O (jmy V2 2AC, + (N)) | F2)

T
<2 <H~z(eFCT|UT|2 + 2/ eFCu|U{;||g"(u,o,o)|d0u|ft)> : (2.11)
t

On revient a la formule d’Itd6 exprimée entre ¢ et T pour le processus
el'Ct|U? et on prend le supremum pour obtenir

sup UL < FOT|Up?
t<u<T

T
2 / O U g (1, 0,0 dCy +4 sup Ko — K.
t

t<u<T

On exploite alors I'inégalité de BDG (appliquée au supremum de la martin-
2

gale K de carré intégrable) ainsi que la relation Cab < %CLQ + %b2, afin d’en

déduire D'existence d’une constante C' telle que

T
E ( sup eFC"]UmQLE) <E (eFCT]U%P + 2/ eFC“|U]}Hg”(u,0,0)\dC’u].7-}>
t<u<T t

T
+FE( / O (ma VI PdCy + d(NY)IF) + SE( sup UL |7
’ 2 t<u<T
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Combinant cette derniere inégalité avec (2.11), on en déduit (quitte & mo-
difier la constante C)

T
E ( sup elCe|Un? +/ eFC“(|muV1?|2dCu + d<N>u)’-7:t>
t

t<u<T

T
< CE <eFCT|U’T7’|2 +/ eFCu\USHg”(u,o,o)ldCulft>
t

Pour obtenir la majoration (2.8), on utilise désormais le controle suivant du
dernier terme de I'inégalité précédente

T
CE ( / erou\U;;|gn<u,o,o>,dcu|ft)

t

T r
< 515( sup eFC“IUZfF\ft) +SE <(/t 620”!9"(u,0,0)\d0u)2|ft>~

t<u<T

On conclut alors grace & l'inégalité : ' t|UP2 <E (| sup eFC“]Ug]2|ft> .
t<u<T

Puis, on utilise le contrdle suivant : [¢"(u,0,0)| < @,, avec & satisfaisant
fOT a,dCs < a < 00, ainsi que la bornitude de la variable U7.

O

Désormais, puisque chaque générateur g™ satisfait (Hf) et donc a fortiori
(Hp) (avec les mémes parametres), on exploite 'estimation (i) du lemme
2.1, qui est valable pour toute solution de 'EDSR (Eq2) et de parametres
(9", B™). On se sert de plus de la condition suivante :

0<g"(s,u,v) <g(s,u,v) (P-p.s.et pour tout s),

pour conclure & la bornitude uniforme de la suite (U™) dans S°.

Pour conclure dans le cas ou g satisfait seulement (H i), on procede par
une double approximation en introduisant alors les fonctions (¢™ ?) comme
suit :

g™ (s, u,v) =essinf (97" (s, w0 +nju—u'| +njmg(v — v/)|)
u' v
—essinf (¢~ (s,u,v) +plu—u|+plmsv—v)l).

u v
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Afin d’obtenir une solution a 'EDSR (Eq2) de parameétres (g, B), on procéde
en justifiant deux passages a la limite successifs : le processus U (associée au
triplet solution (U, V, N)) est alors donné (comme une limite au sens presque
sure) par :

Us =lim / (lim \, U"?),P-p.s. et pour tout s.
n p

(on précise toutefois que, dans ce cadre, il n’est plus possible de parler de
solution minimale ou maximale).

La justification restant la méme pour les deux passages a la limite, on
suppose désormais et dans toute la suite, que g satisfait (H f) Comme, d’une
part, la suite (U™) est croissante, on a existence du processus défini par :
U= hrrln " (U™). D’autre part, puisque les générateurs g” satisfont (H,) (et

donc a fortiori (Hy)), avec les mémes parametres et si on se réfere & nouveau
a l'estimation (ii) du lemme 2.1, on obtient :

T
3¢ >0, sup (IE(/ Ims V' 2dCs) + E(|N$|2)> <.
0

n>0

Par conséquent, il existe des sous suites de (V") et (IN3) (sous suites toujours
notées par abus (V") et (N2)) telles que V" % V (dans L?(d(M) @ dP)), et
N2 % Np dans L?*(Fr). Posant pour tout ¢, N; = E**(Nr), on en déduit
la convergence (faible) dans M?2([0,T]) de N™ vers N. Toutefois, afin de
justifier le passage a la limite dans les EDSR données par (g" B”), il faut
prouver la convergence forte (éventuellement le long de sous sultes) de (V")
et (N™) dans L*(d(M) ® dP) et M?2([0,T]) vers V et N. On laisse de coté
pour l'instant la preuve de cette convergence qui sera établie dans la section
2.3 et qui constitue le point délicat du lemme ci-dessous (ce lemme établit
un résultat appelé résultat de stabilité).

Lemme 2.3 On considére UEDSR (Eq2) ayant pour paramétres (g, B). On
suppose que les suites (g™)n et (B™) satisfont les conditions suivantes :
-Pour tout s, la suite de fonctions (¢g" : (u,v) — g¢"(s,u,v)) converge en
croissant vers g (g : (u,v) — g(s,u,v)),

-Pour tout n, g" satisfait (H f ) avec les mémes parameétres &, vy ( indépendants
den).

-la suite (B”) de variables Fp-mesurables et uniformément bornées converge
(en croissant) P-p.s. vers B.

Ceci entraine les résultats suivants :

e Toute suite de solutions (U™, V™, N™) aux EDSR de paramétres (g7,
B") est telle que (U™) est croissante et uniformément bornée dans S et
cette suite converge dans S x L2(d{M) ® dP) x M?([0,T]) vers le triplet
(U,V,N).
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o Ce triplet (U,V,N) appartient o S X L*(d(M) ® dP) x M?([0,T]) et
satisfait ’EDSR (Eq2) de paramétres (g, B).

Fin de la preuve de l’existence On suppose connu pour l'instant le
résultat délicat énoncé dans le lemme 2.3, & savoir le résultat de conver-
gence forte des suites (V") et (N™) dans leurs espaces de Hilbert respectifs.
On identifie alors le triplet de processus (U,V,N) en tant que solution 2
EDSR. (Eq2) de parametres (g, B). Pour ce faire, il suffit de justifier le
passage a la limite dans les EDSR suivantes de parametres (g", B”) :

T T
Ur = Bn +/ g™ (s, U™, VNdCy — / VI'dM, + N* — N}.
t t

Cela revient & prouver les assertions suivantes :
(i) V" — V dans L?(d(M) ® dP), lorsque n — 0o,
(ii) N* — N dans M?*([0,T]), lorsque n — oo,

T

) E [ 1g"(5, U7, V2) — gls. U, V), — 0, orsaue 1 — o
0

La preuve des assertions (i) et (ii) résulte simplement de la convergence
forte des suites (V™) et (N™) dans leurs espaces respectifs de Hilbert, ce
qui entraine la convergence au sens presque stre de ces deux suites, quitte
a prendre une sous suite. Afin de prouver l'assertion (iii), il faut justifier
une convergence dans L!(dCs ® dP). Pour ce faire, on va prouver les deux
assertions qui suivent :

e la convergence en dCy @ dP mesure de (¢"(s, U, V")) vers g(s, Us, Vs)

e le controle uniformément intégrable de la suite (¢" (s, UZ, VI*))n

Pour le premier point, on exploite, d’une part, la convergence en dCs @ dPP
mesure de (mV"™) vers mV et celle de (U™) vers U, et d’autre part, le fait que
la suite ((u,v) — ¢"(s,u,v)) satisfait une propriété de convergence presque
stire et localement uniforme sur les compacts de R x R?. Ceci permet de
conclure a la convergence en dCs ® dP mesure souhaitée. Pour le second
point, on rappelle, d’une part, le controle suivant de la suite (¢" (s, U, V) :

T
36, &> 0et / GdCy < a, g"(s, UL V)] < G+ o Im VP2
0

(ce contréle est vérifié, puisque g" satisfait (H,) et donc a fortiori (H;)
quitte & modifier &@). D’autre part, la convergence forte dans L(dCs @ dP)
de |m(V™—V)|? vers 0 entraine I'uniforme intégrabilité de la suite (|mV™"|?),
ce qui assure que l'assertion (iii) est satisfaite. Le passage & la limite dans les
EDSR de parametres (¢, B") (lorsque n — o0) est bien justifié et il permet
d’affirmer que le triplet satisfait

T T
Ut—B+/ g(s,Us,vs>dCs—/ V.M, — (Np — ),
t t



2.2. PREUVE DES DIFFERENTS RESULTATS 73

et le triplet (U, V, N) est solution de PEDSR (Eq2) de paramétres (g, B).
D’autre part, U étant un processus continu, il vient par application du lemme
de Dini :
lizr)n(sup |U; — UF]) =0, P-p.s.
t

Lorsqu’on applique alors le théoreme de convergence bornée a la suite (UP),
on conclut :
E( sup |UP — Us|2) — 0, lorsque p — oo.
0<s<T

On a ainsi obtenu une solution & PEDSR de type (Eq2) et de parametres

(g, B) et on conclut alors & l'existence d’une solution & 'EDSR(F, 3, B) de

type (Eql) (B := @) grace aux relations de correspondance (2.5) établies
a I’étape 2.

g
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2.3 Annexe a la preuve de ’existence

On revient sur le point du lemme 2.3 laissé en suspens a savoir celui
de la convergence forte des suites (V™) et (N™) introduites dans la derniere
étape de la preuve de l'existence. Cette preuve est essentielle pour établir les
deux résultats de stabilité suivants : le premier concerne la suite des EDSR
caractérisées par les parametres (¢, B") et de solutions (U™, V", N™). Le
second, qui est une conséquence du premier, concerne la suite des EDSR
données par (F™, 3, B") leur correspondant deés que B = ePB" et dont les
solutions sont données par les relations (2.5). Ce résultat de stabilité est I'un
des points clés de la preuve du lemme 2.3 (il est a rapprocher du lemme 0.2
énoncé dans l'introduction générale de la these).

Preuve du point technique du lemme 2.3 Une premiere remarque
concerne le fait que, dans le probleme étudié, la suite (B”) est constante et
égale & B, hypothese qu'il a été possible d’élargir sans difficulté particuliere.
Bien que 'on se restreigne a une suite de générateurs (g") satisfaisant (H f),
le résultat s’étend sans difficulté en supposant seulement (H;) (on procede
alors comme & 'étape 2 de la preuve du théoreme 2.1 d’existence). Afin
d’établir la preuve du résultat de convergence forte, on a recours aux estima-
tions a priori (uniformes en n) des normes BMO de V" dans L?(d(M) ® dP)
et des martingales N" dans M?([0,T]) (ces estimations sont fournies par
I'inégalité (ii) du lemme 2.1). Afin de simplifier I’écriture, on utilise les no-
tations suivantes (pour tous entiers n et p) :

U™ = U™ —UP, V™ = V" — VP et NP = N* — NP,

On définit tout d’abord la fonction ®; (dont le parametre L sera fixé
plus loin) par :
el —Lo—1
L? )
®;, est une fonction deux fois contintiment différentiable et satisfaisant les
conditions suivantes :

Pp(z) =

®r(0) =0, et : Bp, ] >0,
@) () >0, des que:x >0,

¢, —L®, =1.
On consideére alors la famille de semimartingales positives suivantes :
(LU = UP))nzp = (@LU™))n>p,

et on écrit la formule d’It6 pour cette famille de semimartingales et sous
forme intégrée entre 0 et T :
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E(@L(Ug")) — E(®L(U})) = B®L(U}) — By (B" — B?)

T
_E / (&), (U7P))(g" (s, U™, V) — gP(s, UP, VP))dC,
0

_E/T%
0o 2

Dans un premier temps, on souhaite justifier le passage a la limite inférieure
dans chaque membre de 1’égalité précédente, lorsque n — oo (p étant fixé).
Pour ce faire, I'objectif est de regrouper dans le membre de gauche tous
les termes ou intervient la variation quadratique de l'intégrale stochastique
V™P. M ou bien celle de N™P. Afin de controler le premier terme du membre
de droite et, en particulier, les accroissements des générateurs, on s’appuie
sur le fait que, pour tout n et p, g™ et gP satisfont (Hi’) avec les mémes
parametres : on établit ainsi, a ’aide d’une série de majorations simples, un
controle de ces accroissements :

"

T
P
U)o (VEPAC, ~E [ SN ).,
0

’gn(sa Usn7 Vsn) _gp(S’ Ufa Vsp)’

< 25+ g ms(VIP + Zma (V)

3 - -
< 24, +§(Ims(vs"’p)l2 +[ms (VP = Vo) [P + [msVi]?)
+y(Ims(VE = Vo) I? + [msVil?)
Sl npy 2y 4 2 P _ )2 (2
< 20 + - (Ims (V1) + 5 (Ims (V) = VO)I* + [ms Vi),

Les deux dernieres inégalités résultent de la propriété de convexité de z — 22.

Tenant compte de ces majorations et transférant dans le membre de gauche
le terme contenant |msVy"?|? et exploitant la propriété : @7 (z) > 1 (lorsque
x > 0), on aboutit finalement a 1’ inégalité (**) :

E®r(Uy™") + 2IE(|N 7%

roe, 3y
+E [ (= ) ma (v PdC)
0
< Ed.(B" - / L (U)2a,dC,

+E /0 %(U”p)(” (V2 = V)P + ) ) dC. ()
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On pose alors : L = 8y et on exploite la derniére propriété énoncée pour la
fonction Py, :

D) — 8P, =1, (2.12)
ce qui entraine donc la positivité de (% - %@i)(Ug ) et donc ainsi, celle
du dernier terme du membre de gauche. Afin de justifier le passage a la
limite inférieure dans le membre de gauche de (**), on exploite
e la convergence faible de (V™) vers V dans L?(d(M) ® dP), d’une part,

e la convergence faible de (N™) vers N dans M?([0,T]), d’autre part.
(ces dernieres convergences ayant éventuellement lieu le long d’une sous

suite). On obtient ainsi

C— g (I)Z 3’7 / n n 2
liminfE [ (== — —®.)(UP)|ms(V]P)|*)dCs > (2.13)
T (PH 3’7 ’ ~ ~
B[ (G = 800~ U mulV, = V)P)C)
et de maniere analogue
liminf E(|N2P[%) > E(|Ny — NZJ?). (2.14)

Le passage a la limite lorsque n — oo (& p fixé) dans le membre de droite
de l'inégalité (**) est justifié par le théoréeme de convergence dominée de
Lebesgue, en se rappelant, d’une part, la convergence (au sens P-presque
stire) de la suite monotone (U™) vers le processus U et du fait, d’autre part,
du controle suivant (valable uniformément en n) :

’ 5’}/ ~, ~, _
P (UFP) (55 (Ima(Vs = VI + [mi Vi) + 2ai5)
o~ 57 ~ ~ _
< Op(Us = UD) (5 (Ims(Vs = VO + ImsVil?) + 265).
Le processus du membre de droite appartient & L!(dCs ® dP), en tant que
produit d’un processus borné et d’'une somme de processus intégrables. Uti-
lisant les inégalités (2.13), (2.14) ainsi que la convergence P-presque siire de

B"™ vers B, il résulte du passage & la limite lorsque n — co dans (**) :

. 1. -
E®.(Uy — UJ) + E§(|NT — N$|2)

T (I)L 3")/ / fnd D lnd P 2
+E (( 2 _?(I)LXUS_Us)’ms(VS_Vs)’ dCs)
0

< E(®L(B - BP))
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T, 57, 2o 5 o
+E @L(US—Uf)(?|m3(VS—V5p)| +2a5+?\m8V5| )dCs | .
0

Pour justifier le second passage a la limite (i.e. lorsque p — 00), on procede
de méme en transférant dans le membre de gauche tous les termes ou appa-
rait |ms(Vs — VP)|?, ce qui fournit I'inégalité suivante

- 1, - T -
BOL(0o - Uf) + B, (Nr ~ NjP) +E [ 3 (ima(T. = VZ)Pdc)
0

T
<& (0557 + [ 00 - U+ FimT P
0

L’application du théoreme de convergence dominée de Lebesgue aux termes
du membre de droite permet de conclure directement aux convergences
(fortes) suivantes :

o VI V  dans L?(d(M) ® dP)
NP — N dans M2([0,T)).

De cette étude, on déduit le résultat de stabilité pour 'TEDSR (Eql) qui nous
intéresse. On rappelle le résultat établi a I’étape 2 de la preuve du théoréeme
2.1 a savoir que, si (Y™, Z™, L™) est une solution de 'EDSR(F™, 3, B") de
type (Eql), alors le triplet (U™, V™, N™) est solution de 'EDSR(g", e%5")
de type (Eq2), ou g™ est définie a l’aide de F™ par :

In(u V c!) v - 1
B Buve)  2wVcl)

oil les constantes ¢! et ¢ (définies & I'étape 2) sont indépendantes de n.
Il suffit donc d’appliquer le résultat de stabilité a la suite d’EDSR de pa-
rametres (g",e?B"), afin d’obtenir que le triplet (U,‘N/, N ) est solution de
’'EDSR de parametres (g, e?P) avec de plus g qui est donnée par

g”(s,u,v) = /BpCQ (U)Fn(sa |mSU’27

In(u Vc') v ) — 1 |
I6; "BuVel) 2(u V cl)

g(s,u,v) = BPCQ (U)F(Sa msv\2,

et de sorte que 'on a les convergences suivantes :

T
sup (U — T4 — 0, IE/ ms (V= 7,)2dCs — 0, et E[(N" — N)z] — 0.
t€[0,T] 0

On revient alors & 'EDSR de type (Eql) en posant :

v ~ 1 -
—, et L:=

- In(0) -
B0 BU

Y = ,Z:
g
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d’ou il s’ensuit la relation :

sup |V — il = sup | (In(UF") — n(0)].

t€[0,T t€[0,T] B
Cette expression tend vers zéro (au sens presque sire), puisque la variable
sup |U{" — U)| tend vers zéro (P-p.s.) et que la suite de processus (U™)
t€[0,T]
possede une borne inférieure ¢; indépendante de n et strictement positive.
Reste a justifier la convergence dans leurs espaces de Hilbert respectifs (a
savoir L2(d(M) ® dP) et M?([0,T])) des suites (Z™) et (L") : ces deux
convergences résultent de manipulations élémentaires autour des relations
données par (2.5). D’une part et pour la suite (Z"), on a

T
E( /0 ma(Z0 — 2,)2dCY)

B T V;n B f/s ) B T Usvn UnV
= B([ I~ g ac) = B([ mi (R P

/ﬁ2 (2fm (T — UMTL[2 + 20maTs(Vs — V) P)dCy).

La convergence de (Z") vers Z dans L2(d(M) @ dP) résulte donc de la

convergence de sup (U — Uy) vers zéro et de celle de (V™) vers V dans
te[0,7

L?(d{M) ® dP). D’autre part et pour la suite (L"), on procéde de méme en
écrivant :

- T 1 T 1
E(|L% — L =E AN™ — —dN,
i) =50 [ gt~ [

T g T n -
= IE(|/ Us ng—/ s dN|?)
0 5USU2 0 ﬁUsUsn

T T
< FE( [ G- unanp | [ Oaw - NP,
0 0

1

et il en résulte que (L™ — L) converge vers zéro dans M?2([0,T]) (du fait
notamment de la convergence de (N™ — N) dans le méme espace vers 0)

0
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2.4 Seconde étude : condition terminale non bornée

Le résultat de cette derniere section consiste a élargir la classe des EDSR
de type (Eql) pour laquelle on a un résultat d’existence. On prouve ainsi le
résultat d’existence énoncé dans le théoreme ci- dessous sous des conditions
plus faibles sur la condition terminale B.

Théoréme 2.3 I existe au moins une solution (Y,Z,L), dans des espaces
a préciser, pour ’EDSR de type (Eql) et de paramétres (F, 3, B) telle que F
satisfait (Hy) et (Ha), B est un réel non nul et B est une condition terminale
non nécessairement bornée sous les deux conditions qui suivent :

1. Si la variable B satisfait la condition d’intégrabilité :

E(e7"1Bl) < o, (2.15)

(les paramétres a et b sont ceux donnés par (Hy)) alors il existe une
solution (Y,Z,L) telle que le processus Y est continu et Z et L sont
respectivement dans L7 (d(M) ® dP) et M3 ([0,T)).

2. Si, de plus, on suppose que B satisfait la condition plus forte :

x> et E(eMNPl) < oo, (2.16)

alors il existe une solution (Y, Z, L) satisfaisant
e dp,p>1, tel que : E(supexp(py|Yi])) < oo,
t

(ce qui entraine : Y € SP(R), pour tout p),
o Zc L2d(M)®dP) et U e M?([0,T)).

2.4.1 Preuve du résultat principal d’existence

On résume la démarche que nous allons suivre dans cette section pour
justifier le résultat principal énoncé dans la premiere partie de ce théoreme,
sous la condition (2.15). Pour ce faire, on se ramene d’abord au cas ou B > 0
et on pose : B = BAn. Les résultats des sections précédentes donnent ’exis-
tence d’un triplet de solutions (Y™, Z", L") a 'EDSR de type (Eql) et de
parametres (F, 3, B"). Pour procéder dans un second temps a un passage
a la limite en n, on adapte a ce nouveau cadre la procédure employée par
[BRIOG6], en justifiant les deux étapes suivantes :

e Dans une premiére étape, on consideére une famille (75) de F-temps d’arrét
bien choisie en exploitant la nouvelle condition d’intégrabilité sur B. L’ob-
jectif est d’obtenir une borne uniforme en n dans S* des processus Y*"
arrétés en 7.

e Dans une seconde étape, on justifie un premier passage a la limite en
n (n — oo, pour k fixé) puis un second (& savoir, lorsque k¥ — ©0), afin
d’obtenir un triplet de processus (Y, Z, L) solution de 'EDSR donnée par
(F, 3, B) et tel que Z et U appartiennent respectivement a L _(d(M) @ dP)
et M2 _([0,T]).

loc
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Estimations a priori pour les approximations

On commence par remplacer la condition terminale B non bornée par
B™ = B A n, en supposant de plus que : B > 0, on en déduit alors
Pexistence du triplet de processus (Y, Z", L™) qui est une solution de
I'EDSR(F, 3, B™) de type (Eql). Notons simplement que lorsque B n’est
plus positive, on écrit : B = BT — B~ et on procede alors comme [BRIO6]
en utilisant la suite des EDSR(F, 3, B™P) de type (Eql) avec la suite des
conditions terminales qui est donnée comme suit :

B™? = (Bt An)— (B~ Ap).

Désormais, on supposera que B est positive. D’autre part, puisque pour n
fixé, la variable B™ est bornée (par n), la suite des EDSR de type (Eql)
et de parametres (F, (3, B") satisfait le résultat de comparaison énoncé au
théoreme 2.2. On peut ainsi affirmer que :

Vn, YP <Y P-ps. et pour tout s.

On rappelle ci-dessous ’estimation a priori obtenue au lemme 2.1 et qui est
valable, puisque, pour n fixé, B"™ est une variable aléatoire bornée :

1
P-p.s. et pour tout ¢, |Y/"| < = In(E(¢:(|B"))|F1),
v

ot la fonction ¢t — ¢;(B) introduite dans cette preuve, a pour expression

~ eftT ba,dCy _ o
P1(B) ZeXp(vT)exp(vBeff Gut).. (2.17)

On utilise alors, pour toute variable aléatoire B positive et bornée, la décroissance
de la fonction t — ¢4(B), la croissance de B — ¢;(B) ainsi que la propriété :
|B™| < |B|, afin de conclure que :

1
P-p.s. et pour tout ¢, || < ;ln(E(qSo(\B]))]ft), (2.18)

ce qui assure la bornitude dans SP(R) (avec p := e%, p > 1) de la suite de
processus (Y") en exploitant

e la relation (2.17), qui assure le controle suivant

do(|B) < exp(y(<5=4 + €| B)), d'une part,

e et 'hypothese (2.16) du théoreme, d’autre part.

Introduction d’une suite de processus arrétés

On explique désormais la procédure permettant le passage a la limite
lorsque (n — 00) : pour ce faire, il est nécessaire d’obtenir des estimations a
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priori dans S des processus Y qui soient indépendantes de n. Ce n’est pas
le cas, puisque les estimations données par (i) dans le lemme 2.1 dépendent
de sup | B"|. Pour pallier & ce probléme, on introduit tout d’abord la famille
(1) de F-temps d’arrét comme suit :

1
inf {t, —In(E B\)|F:) > k},
Jnt {t, 2 In(E(@o(B)IF) = 1)
T =
T, lorsque : {} = 0.
Sous I'hypothese d’intégrabilité du théoréeme 2.3, on a : lim (1) = T, P-

k—o0
p.s. De facon similaire & [BRIO6], on introduit alors les triplets de processus

(Ykn zkn [En) définis comme suit :
kn _ yn kn _ on kn _ rn
Vi =Yone 40 =24 hi<ns Ly = Ling-

Ces processus (dits arrétés au temps 73) sont solutions des EDSR suivantes
et données par les parametres (F* := Flg<r,, 3, Y2

T
Y =ve 4 S(LEmyp — (LR, + / F(s, YY", 2" 1s<7,dCs
t

T
- / ZFndM, — (LEm — b,
t

L’étape suivante consiste a justifier successivement deux passages a la limite.

Passage a la limite

Dans cette partie, on applique le résultat de stabilité donné par le
lemme 2.3 & la suite des EDSR(F'14<-,, 3, B") de type (Eql) et pour laquelle
on a construit la suite de solutions (Y%, Z®" L*m"). On montre ainsi pour-
quoi, a k fixé, cette suite ’EDSR satisfait les conditions du lemme précité,
de sorte que 'on justifie 'existence d’un triplet de processus (Y*, Z*, L¥)
qui est une solution de PEDSR(F'1i<;,, 3, supY;) de type (Eql). D'une

n

part, la suite (Y*"),, est uniformément bornée par k, a savoir que :
1
k
Vi<7" VY, |Yi,|=I[Y"< gln(E(QSo(\BI))Ift) <k,

et, d’autre part, elle est croissante, de sorte que ’on peut définir le processus
Y* comme suit :

Y} =lim / (Y/Ar.); P-p.s. et pour tout t.
n
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Appliquant alors le résultat du lemme 2.3 a la suite d’EDSR de parametres
(Fli<s,, 3, B"), on en déduit la convergence forte de (Z¥™) et (L*™) respec-
tivement vers des processus Z* et L¥ qui sont tels que le triplet (Y*, Z%, L¥)

satisfait 'EDSR :

T
Y}F = sup Y +§(<Lk>T —(L*)) + / F(s, Y}, Zf)lsﬁmdcs
n t

T
- / ZkaM, — (Lh — L),
t

Il résulte de la construction donnée que :

Vit e[0,7x], Y

_yn n _ on n TN
tATE+1 ift/\’rk? Z 1t§7k+1 =2Z ltSle Lt/\Tk+1 - Lt/\m’

de sorte qu’apres passage a la limite lorsque n — oo, on obtient :
Yirnrer = Yenr, Zili<r = Zili<r,, Lingy = Ling,-
On peut donc définir les processus Y, Z et L comme suit :
vVt €[0,m), Yi=YF Zy=ZFet Ly = L}.
Ces processus sont bien définis sur [0, 7], puisque la suite (73) satisfait :

30, PQ) =1, VweQIkw), VE, k> kw), mw)=T.

Il reste a justifier que les processus contruits satisfont les conditions d’intégra-
bilité requises. Ainsi, la continuité du processus Y = (Y;);co, 7] résulte a la
fois des propriétés de la suite (7x) et du fait que ce dernier coincide avec
Y (sur [0, 73] et pour tout k) lui-méme continu. Afin de montrer pourquoi
I'intégrale stochastique Z - M ainsi que L sont de carré localement intégrable

dans leurs espaces de Hilbert respectifs, il nous faut établir :

T
P%\&M@:@:Omﬂ@ﬁ:@:&

On commence par écrire 1’égalité ensembliste suivante :

T
{/ |msZs|2dCS = o0}
0

T T
:dﬂm@wQ:mmwﬂﬂyf|m@w@:mn<T}
0 0

Or, sur l'ensemble {7, = T'}, on a la relation

T T
/|m@w@—/\mﬁm%
0 0
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et on obtient donc :
T T
IP’({/ ImsZs|?dCs = o0}) < IP’({/ imsZ52dCy = oo}) + P(1, < T).
0 0

Comme k est fixé, Z¥ . M est une martingale de carré intégrable et par
conséquent, on a :

T
P({/ |msZF2dCy = 0o}) = 0, ce qui entraine la majoration suivante
0

T
vV k, P({/ |msZs|?dCs = o0}) < P(13, < T)).
0

Du fait que : P(7, < T') — 0, la conclusion s’ensuit.
On procede de la méme fagon pour justifier : P((L)r = o0) = 0.

2.4.2 Propriétés complémentaires d’intégrabilité

On se place désormais sous la seconde hypothese du théoreme 2.3 qui
impose une condition d’intégrabilité plus forte sur B : des lors, on obtient
d’apres la section précédente lexistence d’une solution (Y, Z, L) avec Y a
trajectoires continues et Z et L respectivement dans L (d(M) ® dP) et
M2 ([0,T]). L’objectif est de prouver que les processus Y, Z et L appar-
tiennent respectivement & SP(R) (pour tout p, p > 1), L?(d{(M) ® dP) et
M2([0,T)).

Or, d’apres la construction menée dans la section précédente, la variable Y;
est limite monotone et presque stre de la suite (Y;") et, d’autre part, chaque
élément de cette suite satisfait I’estimation a priori (uniforme en n) donnée

par (2.18). Ceci permet alors d’affirmer :
1
P-p.s. et pour tout ¢, [¥;| < = In (E(¢o(|B)[Fy)).
Y

D’autre part, renvoyant a I’expression (2.17) de cette fonction, on obtient la
majoration qui suit :

ba

E(¢o(|B)IF:) < exp(y L E(exp(e"| B])[Fy).

D’apres ’hypothese donnée par (2.16) et posant : p = 76% (p > 1), lap-
plication de I'inégalité sur les moments est bien justifiée pour la martingale
E(¢o(|B])|Ft) qui est bornée dans LP. Il en résulte

e, E(supexp(p|¥i))) SE((Sng(cbo(!B!)\Ft))p)

< cpE(exp(pveb“|B|)) < 00.
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Afin de justifier 'appartenance des processus Z et U respectivement a
L*(d{M) ® dP) et M?([0,T)), on applique la formule d’It6 & la semimartin-
gale 1, (Y"). L’expression de la fonction 1, est celle donnée dans la preuve
du lemme 2.1 et que ’on rappelle :

e —1—~vx
Yy () = 2

On introduit aussi la famille de temps d’arrét (7") suivante
t t
" = inf{t, / €Y |myZ,|2dCy > n ou / eV d(L)s > n}.
0 0

Apres des manipulations élémentaires de la fonction 1., (déja évoquées dans
la preuve du lemme 2.1) et exploitant ’hypothese (Hy) sur le générateur F,
on obtient la forme suivante (intégrée entre 0 et t A 7")

tAT™
0y (Yo) = 1y (Yipen) < /0 8 (Ya) (1@ (1 + blYa])dC,
tAT™ ,
+/ Vo (Ys)(ZsdM; + dLs)
0

1 1 tAT? 5
——(LYipn — = sZs|7dCs.
5 {Lhen 2/0 |msZs|~dC.

D’apres la définition de 7", chaque terme de la somme située a la seconde
ligne et dans le membre de droite est une vraie martingale. On prend alors
I’espérance dans chaque membre, apres avoir transféré le dernier terme du
membre de droite a gauche, pour obtenir :

1 TAT™ 9
2E(/ |mSZS‘ dCS + <L>T/\7—n)
0

1 tAT™
< 2B sup (VD) +B( [ espOIYil)(anl(1+b.paC).

’7 te[0,T]

Exploitant alors la propriété d’intégrabilité de sup exp(pv|Y:|) pour justifier
t

Papplication du lemme de Fatou, i.e. le passage a la limite (croissante) en
n, on en conclut donc

T
E(/ imsZs|2dCs + (L)1) < 0.
0



Chapitre 3

Application en Finance

Dans cette partie, on illustre 'intérét de I’étude théorique menée au cha-
pitre 2 pour une classe d’EDSR a croissance quadratique. L’objectif consiste
a résoudre le probleme d’optimisation introduit a la section 0.3.2 en appli-
quant et en justifiant la méthode (MD) présentée dans cette derniere section
0.3.2 : cette méthode qualifiée de dynamique a déja été utilisée pour obte-
nir des résultats concernant le méme probleme d’optimisation dans le cadre
brownien dans [ELKO00] ou encore dans [HU05] et celle ci permet d’exprimer
la fonction valeur en terme de la solution d’'une EDSR a croissance quadra-
tique, dont les parametres sont explicites. Dans ce chapitre, le probleme est
étudié pour trois types de fonction d’utilité : d’'une part et de fagon majori-
taire, on traite le cas de 'utilité exponentielle, d’autre part et lorsque 'actif
contingent B est nul, on traite les cas des utilités logarithme et puissance.

3.1 Le cas de I'utilité exponentielle

Dans le cas de l'utilité exponentielle notée U, et définie par U,(-) =
—exp(—a-) de parametre « (o > 0), on redonne la définition de la fonction
valeur V,Z(z) & la date t introduite & la section 0.3.2 et définie par

B Fi T ds,
VP (x) = esssup E74(Uy(x + Tu—— — B)), (3.1)
TEA; t SU

avec le processus de richesse X™ := X™b% (ie. XM = ) défini sur [t,T]
et donné par

dSy

Sy’

On conserve dans toute la suite les notations suivantes : z désigne la valeur
du portefeuille a la date t, B est 'actif contingent (variable Fp-mesurable
et bornée), X7 — B désigne le portefeuille apres livraison de I'actif B obtenu
en adoptant la stratégie 7 (& la date d’échéance T') : on note que toutes les

S
VseltT], XTI :::U+/ T
t

85
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stratégies 7 considérées prennent leurs valeurs dans [t, T et A; est ’ensemble
des stratégies admissibles au sens de la définition 0.3 de I'introduction.

3.1.1 Description du marché financier

On précise tout d’abord le cadre et les hypotheéses du marché finan-
cier étudié. On considere un espace probabilisé standard (2, F, P) muni
d’une filtration continue F et ou M désigne une martingale continue d di-
mensionnelle et de carré intégrable. On conserve les notations de la premiere
section de cette premiere partie : & savoir, (M) := ((M?, M7)); ; désigne le
crochet oblique de cette martingale et ce dernier s’écrit sous la forme

Vs, d(M*, M), = (m’) midCy,

avec C' un processus croissant, prévisible et borné (et aussi continu puisque
M Test). Cette écriture est donnée dans le contexte d’une filtration continue
dans [ELK97a]). Sur cet espace, on introduit alors le processus d dimension-
nel S = (Si,i = 1,---,d) qui est une semimartingale continue (& valeurs
dans R?) et dont chaque composante représente le prix des d actifs risqués.
L’évolution de ce processus est régie par ’équation :

ds:
Si

s

Vie{l,---,d}, = dM+dAL, avec:dAl =Y d{M' M)\ . (3.2)

J

On impose une condition complémentaire d’intégrabilité sur le processus A
prévisible (et de carré intégrable) : ce dernier satisfait de plus

T T
(Hy)  Jay>0, / A d(M)hg = / ImsAs|2dC, < ay, P-p.s.
0 0

En particulier, cela implique que A est dans 1’espace BMO(M) (cette nota-
tion est explicitée, dans le cas d’'une martingale M continue, dans la section
1.2 de cette premiere partie de la these).

Remarque 1 La forme spécifique de 'EDS donnée dans (3.2) est justifiée
dans [DEL95] et, en particulier, en ce qui concerne le cadre d’'une filtra-
tion continue générale (non nécessairement brownienne), le lecteur pourra
se référer a larticle récent [BOB|. La condition d’absolue continuité (donnée
dans (3.2)) est celle requise afin d’assurer que la notion habituelle de non
arbitrage est satisfaite : cette notion théorique est reliée a I’existence d’une
mesure équivalente de martingale (pour plus de détails, on renvoie aux deux
derniers articles cités). Toutefois, la condition imposée ici est un peu plus
forte que celle donnée dans [DEL97] (qui est connue sous le nom de condi-
tion de structure) sur le processus K := (A - M). Ce dernier, communément
appelé le “mean variance tradeoff”, est donné par la formule suivante

t
Vi, K; —/ Ao d(M) .
0
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Par la suite, 'hypotheése (H)) permet d’appliquer les résultats précis du
lemme 2.1 & 'EDSR spécifique introduite par I'intermédiaire de la méthode
(MD). Toutefois, bien que ceci ne soit pas traité dans cette these, une
procédure standard de localisation pourrait permettre de généraliser certains
des résultats théoriques obtenus, sous I’hypothese plus faible d’appartenance
de X a ’espace BMO(M ). Anticipant ici sur les résultats du probleme d’op-
timisation étudié, la méthode (MD) relie la valeur du probleme (P1) de la
section 0.3.2 & la solution d’ une EDSR de type (Eql) de parametres (F, 3, B)
et dont le processus @ (associé a 'hypothese (Hj) sur F') est directement
relié au processus K.

Dans ce cadre spécifique, on réintroduit les notions de processus de ri-
chesse et de stratégie (présentées aussi au paragraphe 0.3.2) nécessaires pour
la résolution du probleme d’optimisation (3.1).

Définition 3.1 Le processus d-dimensionnel 7w := (s) s, €st appelé stra-
tégie s’il est adapté a la filtration F et si le processus X7, défini sur [t,T]
par :

satisfait la condition minimale d ’intégmbilité susvante :
Zy ]2d 5%),) < oo. (3.3)

On note par X™ := X™4% [e processus de richesse associé a la stratégie m et
T, t,x
tel que : X, = x :

as,

t u

ot le processus de prixz est donnée par ’EDS (3.2)

Sous les hypotheses (3.2) et (3.3), on obtient que l'intégrale stochastique
S

X = ( / Tu——)selt] appartient & S*(R) : se référant & la preuve fournie

S

dans la remarqug 2 (page 5) de [HUO5]), ceci entraine la condition habituelle
de non arbitrage, condition qui a été introduite dans la section 0.3.1 (page
27).

On rappelle la définition d’admissibilité que nous emploierons pour résoudre
notre probleme d’optimisation : celle ci a été donnée par la définition 0.3 (elle
a été originairement introduite par [HUO05]) et on la réécrit en Padaptant au
marché financier introduit.

Définition 3.2 Soit C un sous ensemble fermé mais non nécessairement
conveze de R? et contenant 0. L’ensemble A; des stratégies admissibles re-
groupe l’ensemble des processus m = (7s) s, 1] d-dimensionnels et prévisibles
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satisfaisant, d’une part : ms € C P-p.s. et pour tout s, et : E(ftT Imsms|2dCy) <
oo et d’autre part, la condition d’uniforme integrabilité de la famille sui-
vante :

{exp(—aXT), T F-temps d’arrét a valeurs dans [t,T]}.

Remarque 2 Le processus 7 := (WS)Se[t7T} dit processus de stratégie est
A valeurs dans R? et chaque composante 7; représente la somme d’argent
investie dans l'actif 7. On note que le caracteére incomplet (cette notion est
introduite a la section 0.3.1) du marché financier est due a la présence de
contraintes sur le portefeuille. Ces contraintes sont représentées par l’en-
semble C, qui est un sous ensemble de R? oil les stratégies prennent leurs
valeurs. La condition de convexité est tres généralement répandue et on note
que 'hypothese de non convexité a déja été étudiée dans [HUO5]. Elle se jus-
tifie lorsque ’on impose, par exemple, que seules des parts entieres d’actifs
peuvent étre négociées lors de transactions (i.e g—z € N). On impose de plus
et de fagon naturelle, que 0 appartient C (ceci correspond a la stratégie

consistant a ne rien faire).

3.1.2 La solution du probleme d’optimisation

L’objectif consiste ici a employer la méthode de résolution dynamique
(MD) afin d’exprimer la solution du probleme d’optimisation (3.1) en fonc-
tion de la solution d’'une EDSR quadratique du type (Eql). On énonce les
deux résultats principaux de cette section.

Théoréme 3.1 L’expression de la fonction valeur V,P(x) (a la date t) qui
est associée au probléme d’optimisation (3.1) est donnée par :

V(@) = Uale — Y1), (3.5)

ot le processus Y est la solution d’une EDSR définie sur [t,T], de type (Eql)
et de paramétres (F*,3,B) :

dYy = —F%(s, Zs)dCs — Bd(L)s + Z;dM; + dL,
Yr = B,

qui est a croissance quadratique et de parameétres suivants :

e (5 =« («a correspond au paramétre dit d’aversion au risque )

e la condition terminale B, qui est une variable Fr mesurable et bornée qui
représente le contrat financier a la date d’échéance T'.

o Le générateur F'*, dont l’expression est donnée, P-p.s. et pour tout s,
par :

F*(s,2) = inf (3lma(r — (2 4 Z)P) = (maz) (mads) — 5 fmadof?. (3:6)
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Corollaire 3.1 Utilisant les résultats du théoreme précédent, on obtient
conjointement les deux assertions qui suivent :

o [l existe au moins une stratégie ™ optimale pour le probléme (3.1) associé
a Uexpression VB (x), et qui satisfait, P-p.s. et pour tout s, s € [t,T],

As 1y 2

m, € argmin [my(m — (Z, + - ))I" (3.7)

e La fonction valeur VB(z) satisfait le principe dynamique suivant :
Vo, 7 (F-temps d’arrét), 7 <o, VP(x)=EVEXT™)F), (3.8

ot T est une stratégie optimale (définie sur [T,0]) tel que le processus noté
R™ :=U,(X™ —Y) satisfait la condition de martingale.

Preuve des résultats

Afin de procéder aux preuves des différents résultats énoncés dans le
théoreme et dans le corollaire et, dans un souci de clarté, on découpe le
raisonnement en plusieurs étapes :

e Tout d’abord, on justifie 'expression des différents parametres de 'EDSR
en employant la méme méthode dynamique que dans [HUO5] : en particulier,
on établit 'expression du générateur F'“, en effectuant des calculs formels,
qui seront justifiés a posteriori.

e Dans une seconde étape, on exploite la forme de ces parametres afin de
justifier l'existence (et I'unicité) d’une solution (Y, Z, L) & PEDSR, qui soit
telle que pour toute stratégie m, R™ défini par R™ = —exp(—a(X™ —Y))
satisfait les conditions imposées.

e La derniére étape consiste a exploiter de fagon précise les propriétés
de la famille (R™);c4, pour résoudre les deux problématiques associées au
probleme d’optimisation (3.1), & savoir

1. Expression de la fonction valeur V2(z) en termes de la solution Y &
IEDSR et énoncé du principe dynamique (3.8).

2. L’existence de stratégies optimales ainsi que leur caractérisation.

Mise en oeuvre de la méthode dynamique L’objectif de cette
sous section consiste & justifier la construction d’une famille de processus
(R™ := Uy(X™ —Y)) satisfaisant les conditions données par (MD) et d’en
déduire la forme spécifique de ’EDSR satisfaite par Y.

On rappelle que les stratégies ne sont définies que sur [¢,7] et on utilise
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la notation suivante & (M) := (€is(M))se,r) pour désigner le processus
défini sur [¢,T] et satisfaisant 'EDS

Vs €[t T), dEo(M) = Eo(M)dM, et E,(M) = 1.

Dans un premier temps, on exploite la définition du processus X7 et 1’hy-
pothese selon laquelle Y est solution d’'une EDSR de type (Eql) pour écrire :

X;f—YS—(x_YtH/ (o — Za)dMy — (Ls — L)
t

+/ts F*(u, Z,)dC,, + §(<L>8 — (L)) + /ts(muﬂu)/(mu)\u)dC’u.

D’autre part, on utilise I'expression de ’exponentielle stochastique (M)
d’une martingale continue M afin d’obtenir :

( exp(—a(/ts(ﬂu — Zy)dM,)) =
s a2 s
o ool [ (= 2)ad)) exp(y. [ frua(ma — Z0)PdC),

012
exp(a(Ls — L)) = Exs(al) exp(({L)s = (L)e)),

et on en déduit finalement la décomposition multiplicative suivante de R™ :
RY = —exp(—a(z — Y))Es(~a(r — Z) - M)&,o(aL) exp(AT — A7), (3.9)
avec A™ défini par :
Vs, selt,T)], AT — AT =
/ts (— aF*(u, Zy,) — a(muwu)/(mu)\u) + O;|mu(7r - Zu)|2)d0u

2

+ (= L((L)s — (L)e) + S (((L)s — (L))

De plus et du fait de la stricte orthogonalité de M et L, il vient :

E(—a(r—2Z)-M)é(aL) =E(—a(n—Z)- M +aL) = MT.

On utilise alors la forme de cette décomposition multiplicative : le processus
R™ est une surmartingale s’il s’écrit sous forme du produit d’une martingale
et d’un processus décroissant a variation finie. R™ étant un processus négatif
(P-p.s.), on traduit la condition de sousmartingale pour —R".

Dans la décomposition (3.9), la martingale (a priori seulement locale) est
'exponentielle stochastique M7. Cette derniére est une vraie martingale
des lors que —a(m — Z) - M et L sont des martingales BMO. Une condition
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suffisante pour que —R™ soit une sousmartingale est d’obtenir la positivité
de la mesure dA™, ce qui se reformule de la maniére suivante :

—aBd(L)s+ L d(L)s =0, et:
—a(F*(5, Zs) + (ma7s) msAs) + % |ms(ms — Zo)[2 > 0.

Exploitant alors la condition de martingale du processus R™ (pour le choix
d’une stratégie 7* optimale), les inégalités précédentes sont des égalités, ce
qui fournit 'expression des parametres F'® et 3 (avec § = «).

Conséquences et justification des calculs formels Pour conclure a
I'existence d’une solution unique a 'EDSR de parametres (F'%, «, B), on
vérifie que le générateur satisfait les hypotheses (Hp) et (Hz). D’une part,
F possede la borne inférieure suivante :

1

F(s,2) > —(msz) (mshs) — o

1
|ms)\5]2 > —|mgz||msAs| — %\mSASF.

Il résulte de I'inégalité classique : ab < %(a2 + b?), une minoration de F®
o @ 2 1 2
F(s,z) > —(§|msz| + a\ms)\s| ).

D’autre part, on exploite le fait que : m, @ = 0 est a valeurs dans C, on
obtient la majoration qui suit :

e
F(s,z) < §|msz|2.
F* satisfait donc I'hypothese (H;) en posant : b = 0 et en définissant le pro-
cessus @ par : @g 1= é|ms)\s|2. Ce processus ainsi défini satisfait ’hypothese
T
/ asdCs < a < 0o, P-p.s., du fait de I'hypothese (H)) sur le processus A.
0

1

D’autre part, pour tous z!, 22 appartenant & R?%, on peut écrire :

’Fa(sazl) - FQ(S,Zz)’

< |%(distz(ms(z1 + ﬁ),msC) — c1li.st2(77L8(:<:2 + ﬁ), msC) )]
/ a / a
+] = (mszh) (mshs) + (msz?) (mshs)|
8)\3
< %\ms(zl — z2)|(|m521| + |m522| + 2|ma|) + \ms(z1 — zQ)HmS)\S\
< %\ms(zl — 22)|(9S + \mszl\ + \mSzQ\).
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L’hypothese (Hz) est satisfaite avec la constante C' donnée par : C' = §
et pour tout s, 05 = W (0 satisfait la condition d’intégrabilité requise
par (H,)). L’existence et 'unicité pour 'EDSR caractérisée par la condition
terminale B et le générateur F'* donné par (3.6) résultent donc des résultats

théoriques du chapitre précédent.

Ayant désormais justifié I'existence d’une solution (Y, Z, L) avec le pro-
cessus Y borné (Y € S°°), on prouve que, pour toute stratégie m admissible,
le processus R™ vérifie les conditions requises notées (MD). Puisque la valeur
terminale de Y est donnée par Yr = B et que, par hypothese, la richesse a
la date t de l'agent est égale & x dans le probleme (3.1), les assertions (i)
et (i) sont trivialement satisfaites. Afin de conclure pour 'assertion (iii), il
s’agit de justifier que le processus R™, d’expression (3.9), est une surmartin-
gale pour toute stratégie m admissible (i.e. m € A;). Comme 'exponentielle
stochastique est une martingale locale positive, il existe une suite de temps
d’arrét (7,) telle que (R, ) soit une surmartingale (ceci pour tout =), c’est-
a~dire que :

Vi<u<s<T,VAeZF, E(R],, 14) <E(R],, 14).

SN\Th,
D’autre part, du fait de la définition de ’ensemble d’admissibilité A; et de
la bornitude du processus Y, on obtient I'uniforme intégrabilité de la famille
(R75,)- On déduit donc, par passage a la limite lorsque n tend vers +oo, la
propriété de surmartingale :

Vu,s€[t,T], u<s, VAEF,, E(R?lA) §E(R51A).

Conclusion au probléme d’optimisation (3.1) Dans ce paragraphe,
on justifie I'expression de la fonction valeur V,? & la date t ainsi que I’exis-
tence d’une stratégie 7* admissible.

Dans un premier temps, on écrit la condition de surmartingale donnée pour
toute stratégie m (7 € A;), ce qui fournit

Vo, me A, E7(RE) < RF=Uy(z—Y).

Il ne reste plus qu’a justifier 'existence d’une stratégie optimale 7* au
sens ot R™ est une vraie martingale. Cette derniére condition de martingale
permet de retrouver le principe dynamique satisfait par la fonction valeur
(principe donné par (3.8) dans le corollaire). On note enfin que, sous ’hy-
pothese d’existence d’une telle stratégie optimale 7*, on obtient ’expression
fournie par (3.5) pour la fonction valeur, & savoir

VP (x) = E™ (R} ) = Rf = Ua(w = Yi).
Afin d’achever la preuve du théoreme et de justifier I'existence d’une stratégie

(optimale) vérifiant (3.7), on procede a l'aide d’un argument de sélection me-
surable. La construction d’une telle sélection est identique a celle du lemme
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11 de [HUO5] et elle est basée sur le fait que toute telle stratégie satisfaisant
(3.7) est définie (au sens ponctuel, i.e. pour tous s,w fixés) , par

As . As
[ms (7" — (Zs + E)” = dlSt(mS(Zs + 2)7 mSC)J

et ou myC = {mgsm, m € C}. (Cette distance est bien définie, puisque 'en-
semble est fermé mais, a priori, il n’y a pas d’unicité du point ou elle est
atteinte, ce qui justifie 'introduction de la notion de sélection mesurable).
On considere maintenant une sélection mesurable 7* pour laquelle on sou-
haite justifier ’admissibilité au sens de la définition 0.3. Puisque 0 appartient
a C et si on traduit que 7* réalise un argmin, on obtient

A A
S *_Zs = < sZs 78-
my (s = (Zo+ 22| < Ima(Zs 4+ 22)

On remarque, d’autre part, que :

* * )\8 )\s
Ims (7" — Z))| < [ms(m" — (Zs + E)N + ‘msgh

de sorte qu’on obtient un controle de |mg(7* — Zs))| ne dépendant que des
processus Z et A. Du fait de I’hypotheése sur A et des contréles BMO obte-
nus au lemme 2.1, ces processus sont tous deux dans BMO(M). Par appli-
cation du critere de Kazamaki, on obtient que I’exponentielle stochastique
E(—a(m* — Z) - M) est une vraie martingale. Par conséquent, le processus
R™ est une martingale, ce qui signifie aussi que : 7 € Ay.

Pour conclure au résultat du corollaire, on montre que cette propriété
de martingale permet de retrouver ’énoncé du principe dynamique. D’une
part, en exploitant un raisonnement analogue que celui utilisé pour obtenir
Iécriture de la fonction valeur sous la forme (3.5) suivante

(v t, Vi(z) = RF = Uq(x — Yt)) ;

on étend sans difficulté la définition a tout F-temps d’arrét 7, en intro-
duisant la notation V. (x) pour désigner la variable aléatoire F,-mesurable
suivante

VP (@) = Ua(XT 7" = V;) = Un(z — V7).
Cette variable vérifie aussi

T
VB(z) = esssng(Ua(x +/ 7rudSSu — B)|F;)

D’autre part, la propriété de martingale de R™ := (Uo(X™ —Y)) s’écrit (en
exploitant le théoréeme d’arrét optimal de Doob) : pour tout temps d’arrét
7,0, T <0

VTB(X:*) = IE(VVO'B(‘)(cz'r*ﬂ—’x;T )|~7:T)’
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™
7T7XT

.
N . * , . . .
ol la notation X5 désigne le processus de richesse satisfaisant :

*) 7X7r* * 3 A
X777 = XT dont il résulte alors

VE(z) = E(VE (XTI ™) F,).

T

3.2 Cas des utilités logarithme et puissance

3.2.1 Nouveaux problemes : le cadre

Dans cette sous section, on introduit deux nouvelles fonctions d’uti-
lité, afin de présenter les deux problemes d’optimisation qui leur sont rat-
tachés. Comme pour le cas de 1'utilité exponentielle, on justifie I’approche
dynamique de la résolution du probleme, par la présence de contraintes non
convexes sur le portefeuille. L'une des différences majeures par rapport au
cas précédent est la contrainte supplémentaire de positivité du processus de
richesse (pour les deux types de fonctions d’utilité considérés). D’autre part
et dans toute ’étude menée, on ne considere que le cas d’un actif contingent
nul (i.e. B = 0) : la fonction valeur associée au probleme d’optimisation a
la date t est notée Vi(x) au lieu de V,2(x). On conserve ici la modélisation
de I’évolution du processus de prix S prise a la section 3.1 dans le cas de
I'utilité exponentielle, a savoir :

dS,
Ss

= dM, + d(M) .

Dans les deux cas que nous nous proposons d’étudier, on est amené a
redéfinir la notion de stratégie permettant de définir de fagon précise la
notion de processus de richesse (représentant le portefeuille de 1’agent finan-
cier).

Définition 3.3 On appele stratégie tout processus d-dimensionnel prévisible

p et tel que le processus de richesse XP associé est unidimensionnel et positif

et défini, pour tout s € [t,T], par

s dSu s s ,

XP = l’+/t X{jpus— = m+/t XP pydM, +/ XPp, d(M)yy,
t

u

: as
avec le processus X := / XPps Ss
¢

S
ment de carré intégrable (condition analogue a (3.3).

tel que la partie martingale est locale-

On note que, pour tout i, p’ représente la proportion d’argent investie dans
lactif i et que la quantité X%p’ correspond ici & la définition donnée & 7
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dans le cas exponentiel, a savoir la quantité d’argent investie a la date s
dans 'actif ¢. On déduit alors a partir de ’équation du processus X” donnée
dans la définition 3.3 la forme intégrée :

Vt<s<T, X!:=zexp (fj pudMy, — 3 [ pud{M)upy + [; p;d<M>uAu>

= x5t7s(p - M) exp(fts Plud<M>u)‘u)a

ou on conserve la notation & s, prise a la page 88 de la section 3.1.2, dans
le cas de l'utilité exponentielle.

Désignant par U la fonction d’utilité (qui sera spécifiée dans chacune des
sections 3.2.2 et 3.2.3), le probleme consiste a donner 'expression de la
fonction valeur, notée Vi(x) et définie a la date ¢ par :

Vi(z) = esssup E7*(U(XL57)), (3.10)
pGAt

ott A; représente ensemble des stratégies p = (ps) se[t,7) admissibles : cette
notion reste & définir pour chacun des deux problemes associés aux utilités
logarithme et puissance et elle est spécifiée dans les paragraphes 3.2.2 et
3.2.3 qui suivent. Elle fournit en particulier une condition d’intégrabilité
assurant que ’expression du probléme donné par (3.10) a un sens.

Dans les sous sections qui suivent, on distingue les problemes d’optimi-
sation attachés aux deux fonctions d’utilité classiques suivantes :

— L’utilité puissance définie pour tout réel v €]0, 1 par : U, (x) = %aﬂ.

(v étant désormais fixé, on écrira dans la suite U au lieu de U.).

— L'utilité logarithme est donnée simplement par : U?(x) = In(z).

3.2.2 Utilité puissance :

On commence par définir la notion de stratégie admissible reliée au
probléme (3.10) ayant U = U! comme fonction d’utilité et de fonction valeur
V().

Définition 3.4 L’ensemble des stratégies admissibles A; regroupe tous les
processus p d-dimensionnels et prévisibles p = (ps)se[tﬂ satisfaisant : ps €
C, P-p.s. et pour tout s, ainsi que la condition :

T T
/ plsd<M>sps = / ’msps‘QdCs < oo, P-p.s.
t t
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Cette condition entraine que l'intégrale stochastique suivante : &( ft pdM),
est bien définie, en tant que martingale locale positive, et on rappelle ci-apres
son expression :

. . 1 . ,
5(/ psdMs) = exp </ psdMs — 2/ Psd<M>SPS) :
¢ t t

On peut deés lors donner la solution au probleme (3.10) rattaché a la fonction
utilité puissance U.

Théoréme 3.2 Soit V' () la fonction valeur a la date t reliée au probléme
de mazimisation de l'utilité U' et dont la valeur en t est donnée par (3.10).
Celle ci s’écrit sous la forme :

‘/L”Y

Viz) = - exp(Y}). (3.11)

Y représente la premiére composante de la solution (Y, Z, L) de ’EDSR
définie sur [t,T] par :

T T 1 T
Y, =0— / (s, Zs)dCys + / UL — / ZydM, — (L — Ly),
t t t

avec L qui est une martingale réelle orthogonale a M (i.e. (L, M) =0) et
dont le générateur f1 est défini, P-p.s. et pour tout s, par :

s,z = mf”“‘”)men—ﬁ+Aﬂﬂﬁ

p, peC 2 1—'y

s — —|msz|”. 12

D’autre part, il existe au moins une stratégie optimale p] satisfaisant, P-p.s.
et pour tout s, s € [t,T],

(67)(s) € angmin |ma(p — (22202 (3.13)

Corollaire 3.2 Comme pour le cas de lutilité exponentielle, la fonction
valeur VX (x) donnée par lexpression (3.11), qui est rattachée au probléme
d’optimisation pour la fonction d’utilité U, satisfait le principe de program-
mation dynamique, & savoir :

Yo, T F-temps d’arrét o < v V}(x) = E(VH(XP )| F,), (3.14)

avec p* une stratégie optimale (i.e satisfaisant la condition (3.13)).
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Remarque et preuve du corollaire 3.2 Dans ce paragraphe, on considere
le probléme d’optimisation (3.10) rattaché a la fonction d'utilité U! & la date
t : ce probleme consiste & rechercher une expression de V;!(z) et le théoreme
3.2 assure l'existence d’une stratégie optimale et admissible p*. Supposant
ici que la méthode dynamique (MD) est bien justifiée, le processus R?", qui
est défini sous la forme R*™ := U'(X?")e¥, est une martingale (le processus
Y étant défini dans le théoreme 3.2). On écrit alors le théoreme d’arrét de
Doob pour ce processsus R” et on retrouve alors I’énoncé du principe dy-
namique tel que formulé par (3.14) dans le corollaire et qui est a l'origine
de la méthode de programmation dynamique.

Dans le paragraphe qui suit, on justifie les résultats du théoreme 3.2.

Preuve du théoréme 3.2 La preuve du probleme d’optimisation (3.10)
est similaire & celle donnée dans le cas de l'utilité exponentielle et on en
donne les grandes lignes.

Application de la méthode dynamique

Dans un premier temps, on applique la méthode (MD) en introduisant
une famille de processus pour lesquels on traduit une propriété de surmar-
tingale appropriée. On suppose connu au moins un triplet (Y, Z, L) solution
d’une EDSR de forme connue et dont on justifie ensuite ’existence. Dans
un second temps, on exploite les propriétés des solutions de 'EDSR pour
justifier 'emploi de (MD) et en déduire l’expression (3.11) fournie dans le
théoreme ainsi que 'existence d’une stratégie optimale.

La solution (Y, Z, L) satisfait

T T 1 T
Y, =0— / f(s, Zs)dCy +/ FAUL)s = / ZsdMg — (Lt — Ly).
t t t

On pose alors, pour toute stratégie p (définie sur [t,T]), R? := U (X?)e¥
(en particulier, on obtient ainsi R} := U'(X/)e¥t = Ul(z)e'?). D’autre part,
on écrit ’équation du processus X* sous forme différentielle donnée dans la
définition 3.3

X§:x+/ X{jpudMu—i—/ X2 (mupy) (Mudy)dCl.
t t

D’autre part, puisque Y est solution de 'EDSR définie par les parametres
(f', 3,0) comme défini dans le Théoréme 3.2), expression de e¥ est donnée
par :

S 1 S
e¥s = e¥texp (/ fH(u, Z,)dCy, + 2/ ]muZu\2dCu> Ets(Z - M + L),
t t
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il résulte alors de calculs simples sur les exponentielles stochastiques, que
I'expression du processus R’, défini pour tout s, s € [t,T], par : Rf =
%(Xﬁ)VeYS, est :

1 —
R, = REs(((wp+ 2) - M + L)et 47, (3.15)

ot le processus A” est défini pour tout s, s € [t,T] par :

AL = AP+ /(fl(u,zu)+;|muzu|2+7(72_l)
t

£ Clmfimi e
t

Des lors et pour les mémes raisons que dans la preuve du théoreme 3.1
(cas de l'utilité exponentielle), une condition suffisante pour obtenir la pro-
priété de surmartingale est d’imposer : dA? < 0, pour toute stratégie p. Ceci
conduit ainsi & 1’expression donnée par (3.12) pour le générateur f1.

|mupu|2)dCu

Justification de la méthode (MD)

Il ne reste qu’a justifier les hypotheses et calculs effectués précédemment.
Tout d’abord, afin de prouver I'existence d’une solution a 'EDSR de type
(Eql) de parametres (f*, %, 0), on vérifie aisément que le générateur f! sa-
tisfait les hypotheses requises, a savoir (Hyp) et (Ha) :
d'une part, f! satisfait (H;), puisque l'on a :

_'7(1 7)’m5<2+)‘5)‘2_ 1

1
5 - i‘msz‘z < fl(s,2) < —§!msd2,

et comme, de plus, il est aisé de voir que I'on a :

£, 21) = £1(5, 220 < iglmae! = 2)Imadal - mac |+ ),
on conclut donc que f! satisfait les hypotheéses requises et qu’on a existence
(et unicité) d'une solution & 'EDSR de parametres (f1,1,0).
Afin de prouver que la famille (Rf’)pe A, satisfait ’ensemble des conditions
données par (MD), il suffit d’assurer la derniere assertion (iii). La propriété
de surmartingale du processus R”, dont 'expression est fournie par (3.15),
résulte alors des deux propriétés suivantes :
e d’une part, le processus suivant, défini sur [t, 7] par

E.((vp+Z) - M+1L),

est une martingale locale positive,
e d’autre part, du fait de la positivité de R” et la condition sur A”, on
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déduit l'existence d’une famille de F-temps d’arrét (73) tels que, pour tout
k, (RY Ar,) €st une surmartingale. Par simple application du lemme de Fatou
a cette famille de processus, on obtient donc, lorsque & — oo :

VAeF, Vt, s, t<s, E(RIls) <E(R[1a),

ce qui entraine que R est une surmartingale, ceci pour toute stratégie ad-
missible p.

Conclusion pour le probleme d’optimisation

Afin de justifier ’expression de la fonction valeur (3.11), il suffit de prou-
ver I'existence d’une stratégie optimale notée p* puis de prouver son admis-
sibilité. Comme dans le cas de l'utilité exponentielle, la relation (3.13) a

satisfaire entraine donc que (msp*) réalise la distance entre my ((lejv)i) et
msC := {msp, p € C} (le processus n’est pas nécessairement unique, car

I’ensemble C n’est pas convexe). L’admissibilité d’une telle stratégie résulte
alors du controle :

(Zs + N\
(1-7)

et du caractere BMO de Z - M et de A - M). Par un raisonnement similaire
A celui de la section 3.1, on obtient que RP" est une vraie martingale et, de
ce fait, p* € A;. On traduit alors la condition de martingale pour obtenir
'expression de V1(x) & la date ¢ en terme de la solution Y.

|msp™| < |ms |  P-p.s. et pour tout s,

3.2.3 Utilité logarithme :

De méme que dans la sous section 3.2.2 précédente, on commence
par introduire la notion d’admissibilité adaptée a notre probleme.

Définition 3.5 L’ensemble des stratégies admissibles A, regroupe tous les
processus d-dimensionnels et prévisibles p = (ps)se[tﬂ satisfaisant : ps € C,
P-p.s. et pour tout s, ainsi que :

T T
E(/t psd(M)sps) :E(/t Imsps|>dCs) < oo.

Des lors, la solution au probleme (3.10) rattaché a la fonction d’utilité U?
est donnée par le théoreme suivant :
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Théoréme 3.3 La fonction valeur V2(x) associée au probléme de mazimi-
sation de l'utilité logarithme U? :=In a pour expression :

Vi (x) = In(x) + Y (3.16)

ouY est la solution d’une EDSR (de condition terminale nulle) et s’écrivant :

T T T
Yt:O—/ f2(3)d08—/ ZSdMS—/ dLs.
t t t

L’expression du générateur f? est la suivante :

| 1
f2(s) = pl,roléc ilms(p — )7 — ilmsx\s\Q. (3.17)

Corollaire 3.3 Utilisant les résultats du théoréme 3.3, on obtient conjoin-
tement les résultats suivants pour le probléme associé a lutilité U? :
e La fonction valeur Vi3(z) satisfait le principe dynamique suivant :

Yo, T F-temps d’arrét o < 7 V2 (x) = B(V2(XP 9| F,), (3.18)

ot p* est optimale au sens de la condition (iii) de (MD) et ot la notation
X217 signifie X2 0% = .

o [l existe au moins une stratégie optimale admissible et toute stratégie
optimale p* satisfait (P-p.s. et pour tout s)

(p*)(s) € argmin_|m(p — As)|*. (3.19)
p, pEC

Preuve du Théoréme 3.3 Comme pour les deux autres probléemes d’op-
timisation, on met a nouveau en oeuvre la méthode dynamique afin d’ ex-
primer la fonction valeur sous la forme (3.16) De fagon analogue au cas
de T'utilité puissance, on définit une famille adéquate de processus (R’) a
laquelle on applique la méthode (MD). On pose alors R” := In(X?) +Y
(processus défini sur [t,T7]), ou Y est solution de 'EDSR dont la forme est
donnée dans le théoreme 3.3 et on écrit la formule d’Tt6 pour le processus R?
ainsi défini (pour toute stratégie p admissible au sens de la définition 3.5).
On commence par écrire la formule d’Ito pour la semimartingale In(X*)

t

1 [ ! /
n(X¢) = 1n(e) + [ puddd, 5 [ fmopPace s [ (o) (mA)ic.
0 0 0

et on redonne ci-dessous ’EDSR satisfaite par le processus Y

T T T
Yt—O—/ f2(s)dCs—/ ZSdMS—/ dLs,.
t t t
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Le processus R” s’écrit donc sous la forme :

In(XE) + ¥, = @) + Yo+ [ ((pu+ Za)dM, +dL) + 42() - 4%(0),

ol le processus A2 est donné sous forme différentielle :
2 2 1 2 !
dA (S) = (f (5) - i‘msps| + (msps) (ms)‘s))dcs'

Définissant alors le générateur f2 par (3.17), on peut aisément, au vu de
I’expression du générateur qui est, dans ce cas particulier, indépendant de
z, en conclure a l'existence au sens classique d’une solution (Y, Z, L), avec Y
borné (un majorant de la norme de Y dans S est alors fourni par le lemme
2.2 donné en section 2.2.3, dans I’étape 3 de la preuve de 'existence), ainsi
qu’au résultat suivant :

e In(X?”)+Y est une surmartingale pour tout processus p tel que :

p = (ps)set) € At

o In(X p*) + Y est une martingale, pour toute stratégie p* optimale, i.e.
satisfaisant (3.19).

D’autre part, I'existence d’une telle stratégie satisfaisant cette condition
(3.19) d’optimalité est assurée par un argument de sélection mesurable et
I’appartenance a Pensemble d’admissibilité A; résulte du contrdle suivant

]ms(p* - )‘s)’ S ’mS)\S’7

controle qui est satisfait puisque la sratégie p, telle que : p = 0, est & valeurs
dans C. A nouveau, une telle stratégie p* n’est pas nécessairement unique, car
C est seulement fermé et non convexe. La formulation du principe dynamique
donnée par (3.18) résulte de I'application du théoreme d’arrét de Doob a la
martingale In(X?") + Y.

g
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3.3 Prix d’indifférence vis a vis de ’utilité

En complément de cette section, on introduit ici les notions de prix et
de stratégie d’indifférence pour I'utilité exponentielle en les explicitant dans
notre cadre (des compléments utiles sur ces notions peuvent étre trouvés
dans [BEC06] ou aussi dans [MANO5]). Dans ces articles, ces notions sont
traitées a l'aide de résultats de dualité, consistant a considérer une formula-
tion duale du probléme d’optimisation en introduisant notamment la notion
de mesure équivalente de martingale.

On utilise toujours l’expression de la fonction valeur V,? & la date ¢
fournie au début du chapitre 3 et rattachée au probleme (3.1) (introduit
en section 0.3.2) d’actif contingent noté B (la notation V° vaut pour le
probléme d’optimisation avec B := 0) et on définit ci-apres le processus de
prix d’indifférence v comme étant la solution de :

V2 (x + ) = V(). (3.20)

Cette équation définit implicitement le processus réel ¢ et elle met en rela-
tion deux problémes de maximisation de 1'utilité : d’un point de vue finan-
cier, le processus v considéré a la date ¢ représente la quantité d’argent que
Pagent doit avoir en sus de x, afin que I'utilité (exponentielle) & 1’échéance
T du probleme d’optimisation et de payoff B soit égale a celle du probléme
d’optimisation avec méme richesse initiale x mais de payoff nul. Dans le cas
de l'utilité exponentielle de parametre « (a savoir U, (+) := — exp(—a-), avec
a > 0) qui est le cas qui nous intéresse, ce prix d’indifférence est indépendant
de la richesse (initiale) de 'agent. Ce prix d’indifférence, qui appartient &
I’ensemble des prix assurant la condition de non arbitrage, satisfait diverses
propriétés dont la convexité par rapport a B et la croissance par rapport a
a : il a notamment été étudié en détail dans un cadre brownien par [ELKO00],
article dans lequel la liste de ces propriétés majeures est énumérée (on ren-
voie a la proposition 5.1 de cet article).

xpression du prix d’indifférence
E d d’indiff

Théoreme 3.4 Se référant ici auxr résultats établis dans le théoréme 3.1,
les solutions 1 := B and © := 78, correspondants respectivement auzx
problémes de calcul du prix et de la stratégie de couwverture indifférents vis
a vis de lutilité Uy, peuvent étre exprimées en terme de :

(YB’Q, ZB,a’LB,a) et de (Yo,a’ZO,a’LO,a)‘

Ces deuz derniers triplets sont les solutions dans S*° x L?(d(M) x dP) x
M?2([0,T)) des EDSR de type (Eql) de paramétres respectifs (F, a, B)
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et (F*, a, 0), ot Uexpression du générateur F® est donnée par ’équation
(3.6). Le processus d’indifférence vis a vis de ['utilité est alors donné par :

Y =YBe _y0e (3.21)

ce processus est une semimartingale dont la décomposition est donnée par
T ~ ~
by — B = (Ar— Ay) - / 7odM, — (L — Ly),
¢

ot L est une martingale réelle orthogonale & M et ot la stratégie de cou-
verture m := % indifférente vis a vis de 'utilité est déterminée uniquement
(a indistinguabilité pres) par :

m= 2z - 70
Preuve du théoreme 3.4 On donne ici une justification de ce théoréme
a l’aide des résultats théoriques établis sur les EDSR quadratiques. Utili-

sant tout d’abord les résultats du théoréme 3.1 concernant la résolution du
probleme d’optimisation (3.1), on peut écrire :

VB (x + 1) = Usla + b — V7)) et V2(2) = Ualz — Y,2%).

Comparant alors les expressions fournies par les deux égalités précédentes
et d’apres la bijectivité de la fonction exponentielle que :

B,« 0,
Y=Y =Y

D’autre part, on note (Y5 zBa [Be) et (YO 70 [0@) Jes solu-
tions uniques des EDSR suivantes :

Y2 =Bt [ F(s, 20°)dCs + §((LP)r = (LP")) = (K§ ~ K7),
avec : K — K§' = fg Z2dM + L),

Y;O,a _ ftT FO‘(S, Z?’a)dcs + %((LO’O‘>T _ <L0’a>t) _ (KT _ Kt)
avec : Ky — Ko = [) Z9%dM, + L.

Puis, on introduit les notations suivantes :
oYy =yBe_yOe 57.= zBa _ 700 ot 5L = LB — [0,
Par soustraction des deux équations précédentes, on obtient alors
T T
0Y; — B = (AT — AY) — / 0 ZsdMs —/ 0Ly,
t t

ou A% est un processus a variation finie défini comme suit :

t
‘= / (B*(s,2%) = F*(s, 20°))dC, + (L 4 L%, 6L)..
0
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Par unicité de la décomposition de Galchouk-Kunita-Watanabe de la
martingale Y — A%, on obtient que la stratégie d’indifférence 7 est donnée
par 'expression : m = ZB® — 70«

D’autre part, du fait de ’hypothese (Hz) sur les accroissements du générateur
F* et de 'expression du processus k défini dans la preuve de 'unicité, le
processus 0Y satisfait encore I’équation :

T
§Y; — B = —/ (6Z)sdMs — (6Ly — 0Ly),
¢
ol l'on a simplement posé :
M =M~ {5 M,M) et 5L = 6L — (5L, %(LB“” + L09)),

Posant alors : dQ® = E(k - M + $(LP> + L%))dP, on obtient ainsi une
mesure équivalente de martingale (ce qui se justifie aisément & laide du
théoreme de Girsanov et grace aux estimations données par le lemme 2.1,
ainsi que par le controle de k). Ceci conduit alors a la représentation suivante
du processus d’indifférence vis a vis de I'utilité

v, = EY(B|F).

En particulier, on précise ci dessous quelques propriétés connues de ce pro-
cessus (déja énoncées par exemple dans [MANO5] et [BECO06])
— On obtient le controle suivant (cf Lemme 6 dans [MANO5])

ess inf EQ(B|F;) < 1y < esssup EY(B|F),
QePe QePe

ol P, consiste en 'ensemble des mesures équivalents de martingales.
11 est clair également que : —| Bl < ¥ < |Bloo, ce qui est vrai Q%-p.s.
et, P-p.s., du fait de I’équivalence entre les deux mesures.

— Exploitant la représentation (3.21) le processus ¢ est indépendant de
la richesse initiale = de ’agent. De plus, du fait du théoreme 2.2 de
comparaison, 'application B — YB® est croissante, dont il résulte
que le processus ¥ := P est également croissant par rapport au
payoff B.

Avant de passer a la preuve de résultats asymptotiques, on donne une re-
marque concernant cette représentation : cette formule “explicite” n’im-
plique pas la linéarité du prix d’indifférence vis a vis de B : en effet, le point
essentiel & remarquer est que la densité de la mesure Q% dépend elle méme
de B, car elle fait intervenir les processus Y2, ZB:® et UP*, qui sont so-
lution de P’EDSR de condition terminale B.
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Comportement asymptotique du prix d’indifférence

L’objectif consiste a retrouver ici des résultats déja établis dans des
cadres d’étude assez similaires : on peut citer larticle [BECO06], dans le-
quel sont établis des résultats (a l'aide de 'outil EDSR) mais ceux ci sont
obtenus sans hypotheses de contraintes sur le portefeuille, ce qui entraine
une expression simplifiée des générateurs. Des résultats ont aussi été obtenus
dans le contexte de filtration continue trés générale mais, dans leur étude,
les auteurs utilisent des formules de dualité pour conclure a ’expression de
ce prix d’indifférence. Dans cette étude préliminaire, on ne traite que le cas
ou « tend vers zéro et ou le parametre A est égal a zéro (autrement dit la
probabilité dite risque neutre coincide avec notre probabilité P). Dans ce
cadre, on justifie alors que le résultat suivant est vérifié :

sup |4~ E(BI7)| — O

et, pour ce faire, on procede en justifiant deux résultats de convergence :

sup |V;2* — E(B|F)| — 0 et sup |Y,"*| — 0, P-p.s.
t ¢

Ceci résulte de la manipulation précise des estimations des normes des so-
lutions Y5, ZB:« et LB (resp. YO, Z9% et L%) 4 TEDSR(F?, o, B)
de type (Eql) (resp. & 'EDSR(F®, o, 0)). On note que la seconde conver-
gence est une conséquence directe de la premieére (obtenue en remplagant la
condition terminale B par zéro).

On rappelle ci-dessous la forme des EDSR satisfaites par Y5 et YF :=
]E(B|ft) :

T
yPe - B= / F%(s, ZB*)dC, + %((LB’Q>T — (LB
t

T T
— / zBadm, — / dLBe,
t t

et d’autre part, on a la décomposition suivante de la martingale E(B|F;)
(par rapport & M, qui est une martingale locale continue)

T
E(B|F) = B - / ZBdM, — (L% — LP).
t

Pour justifier le résultat de convergence désiré, on procéde comme suit :
(a) on montre tout d’abord 'existence d’estimations uniformes en a (« €
[0,1]) des processus Y B ZBa et [ B,

(b) On applique la formule d’It6 au processus 2 := [YB2 — Y |2 et on
le majore, uniformémement en t, lorsque « tend vers 0.

Afin de prouver (a), on applique la formule d’Ité6 au processus ®(Y 2« +
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|B|), ou 'on pose : ®(z) = e* — 1 — z. On exploite les résultats du lemme
2.1 au cas particulier de 'EDSR de parametres (F'“, B, «). Le parametre a
qui est associé & (Hy) étant nul (puisque : A = 0), on peut affirmer que :
V5| < |B|ao, P-p.s. Exploitant la propriété : @ — ®" = —1, la bornitude
du processus Y5 — YF (valable uniformémement en t) ainsi que le fait :
a € [0,1], on aboutit, apres des calculs élémentaires, au résultat suivant :

’)

E7 (®(2|Bl.c)).

T
1
(I)(Y;B’a—i- |B‘oo) + ;Ej'—t(/ ‘msZSB’a Qdcs +§(’L?a —Lf’a
t

1
<3

Désormais, en procédant comme indiqué par Passertion (b), on obtient le
controle suivant :

T
ot < B (2 e v PG zPeic,)
to .
+BR 2 S YRaLPe).).
t
Il résulte donc, d’'une part, des controles uniformes suivants
sup [¥,7* —¥,"| < 2|

t€[0,T]
Vae[0,1],

T
IR < [ mazpepac,+ g - Lf’“F) < 9(2/Blv).
t

et, d’autre part, de la majoration suivante de F'® : |[F%(s, z)| < %|msz|2, que
I'on peut alors affirmer :

sup [ = sup |Y,P* = V;E|? = 0, P-p.s. lorsque a — 0,
t t

ce qui est le résultat voulu.
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Chapitre 4

Introduction

Dans cette seconde partie, on se place dans le contexte d’une filtration
discontinue sur laquelle on considére un nouveau modele de marché finan-
cier. L’objectif, qui est aussi la motivation principale de 1’étude théorique,
est d’étudier le probleme de maximisation de l'utilité et, dans toute cette
partie, on se consacre & l'utilité exponentielle. Afin de résoudre ce dernier
probleme, on est amené a considérer une classe d’EDSR avec sauts et a crois-
sance quadratique : ’étude théorique de cette classe ’EDSR, avec sauts et
a croissance quadratique fait ’objet du chapitre 5 suivant.

4.1 Motivation et description de ’étude

On considere (€2, IF, IP) un espace probabilisé standard muni de deux
processus stochastiques indépendants : a savoir un mouvement brownien
standard unidimensionnel et un processus ponctuel de Poisson. On note
F la filtration naturelle engendrée par ces deux processus indépendants et
complétée et qui satisfait les hypotheses “usuelles” de continuité a droite et
de complétude (pour une définition précise, on renvoie a [PRO]). L’espace
probabilisé filtré ainsi construit est appelé espace de Wiener-Poisson, espace
dont une propriété essentielle est celle de représentation prévisible des mar-
tingales. Sur cet espace, on précise dans un premier temps la notion d’EDSR
a sauts en expliquant, notamment, ce qu’est alors une solution et dans quel
espace se fait la recherche de solutions. Dans le cadre dit “classique” (c’est-a-
dire, essentiellement, lorsque le générateur est lipschitzien), ce type d’EDSR
avec sauts a été étudié dans [BARLI7a] et [ROY03]. On se réferera a ce der-
nier article, dont on utilisera les résultats d’existence et d’unicité ainsi que
le résultat de comparaison (ces résultats sont énoncés au théoreme 0.2 et 0.3
de l'introduction) : la référence a un résultat de comparaison est justifiée,
puisque ’on se place dans le cas d’EDSR unidimensionnelles.

Notre contribution consiste a étudier sous I’hypothese de croissance qua-
dratique les problemes d’existence et d’unicité de solutions a ce type d’EDSR.
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Dans ce but, nous sommes amenés a donner des hypotheses tres précises
sur les parametres de 'EDSR, : comme lors de ’étude menée dans la par-
tie précédente (i.e. en filtration continue), la condition terminale est sup-
posée bornée et 'objectif est alors de donner des conditions particulieres
sur le générateur, de fagon & obtenir des résultats d’existence et/ou d’uni-
cité. Dans la partie théorique, on adapte ainsi les méthodes obtenues dans
le cadre brownien, afin de résoudre a la fois le probleme de la présence de
sauts ainsi que la croissance quadratique en la variable z du générateur. Le
modele financier présenté dans cette partie est inspiré des résultats de l'ar-
ticle [BEC06] dans lequel la fitration sous jacente est aussi discontinue. Les
différences notables entre cet article et le modele étudié dans cette partie
sont les suivantes :

e l’évolution du processus de prix est régie par une EDS purement brow-
nienne (i.e. sans sauts, ce qui se traduit dans le cadre du modele étudié et
présenté en section 4.2.3 par ’hypothese : § = 0),

e la mesure de Lévy associée a la mesure aléatoire de Poisson est de masse
finie,

e il n’y a pas de contraintes sur le portefeuille.

L’objectif de I’étude théorique menée au chapitre 5 est de s’affranchir de ces
trois hypotheses.

Une des motivations de I’étude se trouve dans les applications en mathé-
matiques financieres. Nous considérons a nouveau le probleme de la maximi-
sation de 'utilité exponentielle d’un portefeuille : I'introduction d’'une EDSR
quadratique avec sauts résulte encore de la méthode dynamique (MD) in-
troduite en section 0.3.2 et déja employée dans [HUO05]. Dans le modele par-
ticulier étudié, on généralise ainsi les résultats de [BECO06] liés au probleme
de maximisation de I'utilité exponentielle dans le cas oli on a présence de
contraintes sur le portefeuille et ou le processus de prix est solution d’une
EDS, elle-méme avec sauts. Toutefois, on restreint 1’étude, en considérant
une classe particuliere de mesure aléatoire (a savoir, en prenant une mesure
aléatoire de Poisson). D’autre part et dans un premier temps, on suppose,
pour des raisons techniques, une condition de compacité sur I’ensemble des
stratégies et on impose la finitude de la mesure de Lévy. Dans un second
temps, on affaiblit les hypothéses prises et, plus précisément, on s’intéresse
a la résolution du probléeme d’optimisation sous les hypotheses suivantes :

— La mesure de Lévy n est seulement o-finie.
— L’ensemble de contraintes (toujours noté C) et dans lequel les stratégies
prennent leur valeurs est supposé fermé et non plus compact.

Une limitation de 1’étude menée est que la construction donnée dans la
preuve de l'existence s’appuie fortement sur I’expression explicite du généra-
teur, expression qui provient de la méthode dynamique.
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4.2 Cadre et préliminaires

4.2.1 Le cadre théorique

On considére I'espace probabilisé (€2, F, P) muni des deux processus
stochastiques indépendants suivants :

. Un mouvement brownien W =(W}),c[0,7] standard et unidimensionnel.

. Un processus ponctuel de Poisson défini sur [0,7] x R\ {0} & va-
leurs réelles et dont la mesure aléatoire associée Ny(ds,dz) (& valeurs
entieres) est telle que son compensateur a la forme suivante :

N, (ds,dz) = n(dz)ds,

avec la mesure n(dx) (notée n par la suite) est une mesure positive ne
chargeant pas {0} et qui est, sauf mention contraire, supposée finie.

Dans toute la suite, on note F la filtration naturelle engendrée par ces
deux processus et complétée par N, ensemble formé par la famille des
négligeables de . D’autre part, conservant les notations de la section 0.2 de
Pintroduction, la mesure compensée N,(ds,dx) (N,(ds,dzx) := Np(ds, dz) —
N,(ds,dz)) désigne 'unique mesure (aléatoire) prévisible telle que, pour
tout processus F prévisible et de carré (localement) intégrable, I'intégrale

stochastique | Fi(z)N,(ds,dz) est une martingale (de carré localement

intégrable).

L’espace (Q,F,P,F, W, Np) ainsi construit est appelé espace de Wiener-
Poisson. On insiste ici sur une propriété fondamentale de cette espace : le
couple (W, Np) possedent la propriété de représentation prévisible des mar-
tingales, c’est-a-dire que toutes les F martingales K de carré (localement)
intégrable de la filtration s’écrivent sous la forme :

Ki=Ko+(Z- W)+ (U- Ny,

avec Z et U qui sont des processus prévisibles et de carré (localement)
intégrables et & valeurs respectives dans les espaces R et L?(n(dx)), oti ce
dernier est défini comme suit :

LQ(n(d:c)):{u:R\{O}HR,/ u(z)Pn(dz) < oo},
2\ (0}

et ou les notations suivantes : Z - W et U - Np, désignent les intégrales
stochastiques de ces processus respectivement par rapport au brownien W
et a la mesure aléatoire compensée Np(ds, dx). D’autre part, on introduit
L*°(n) comme étant 'ensemble des fonctions v : R\ {0} — R, z — u(z) a
valeurs bornées et on munit cet espace de la topologie de la convergence en
mesure.
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4.2.2 Préliminaires

Le cadre étant posé, on présente dans cette section les objets d’étude
ainsi que les notions théoriques essentielles pour établir les résultats. On
rappelle la forme générale de la classe I’EDSR (& sauts) déja introduite a la
section 0.1.2

T
Yt=B+/ F(8, Yas 2, Uy )ds

7t T }
_ / Z.dW, — / / U, (2)N, (ds, dz).
¢ ¢ Jr\(o}

Une solution de cette EDSR est un triplet (Y, Z, U) de processus satisfaisant
(Eq2.1) et appartenant & S x L?(W) x L?(N,), oli ces espaces sont définis
comme suit :

(Eq2.1)

— §°° = {Processus Y cadlag tels que : esssup |Y;]) < co}.
t,w

L’abbréviation cadlag signifie que le processus Y possede des trajec-
toires qui sont P-p.s. continues a droite et admettent des limites a
gauche en tout point.

— L*(W) = {Processus Z prévisibles et & valeurs dans R satisfaisant

E (/OT |ZS|2ds> < oo}

~ L?(N,) = {Processus U P @ B(R \ {0})-mesurables et satisfaisant :

E ( / ]Us(:):)|2n(dx)ds> < oo},
[0,7]1xR\{0}

ou P désigne la tribu prévisible et B(R \ {0}) est la tribu borélienne de
R\ {0} .

Dans toute la suite, on suppose que la condition terminale F' est une variable
aléatoire Fr-mesurable, bornée et que f est indépendant de la variable y
(ce qui est le cas dans notre application). Cette derniére condition peut étre
un peu affaiblie en supposant seulement une croissance au plus linéaire en y
jointe & une condition de monotonie (M) (on renvoie a I’énoncé du théoreme
0.2). Les processus Z et U solutions de 'EDSR (Eq2.1) sont prévisibles et
de carré intégrable au sens ou les intégrales stochastiques suivantes :

t
(Z W), = / Z,dW, et (U-N,), = / Uy (2)N,(ds, dz),
0 [0,¢] xR\ {0}

sont de carré intégrable.
Conformément aux rappels de la section 0.1.2 et notamment, au théoréme
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0.2, dont on conserve les notations, une solution classique d’une telle EDSR
est définie comme étant un triplet de processus appartenant a :

S?(R) x L*(W) x L*(N,).

Dans ce qui suit, ces résultats ne peuvent pas étre appliqués, puisque 'EDSR
qui nous intéresse possede un générateur qui n’est lipschitzien ni en z, ni en
u (en particulier, on supposera une hypothese de croissance quadratique par
rapport a z). Ceci explique pourquoi on recherche des solutions avec le pro-
cessus Y appartenant a S := S®(R) .

Pour conclure cette section et avant d’énoncer les résultats que nous
avons établis, on rappelle les notions et outils théoriques utiles & notre étude.
Afin de pouvoir exploiter le critere de Kamazaki donnée au lemme 4.1 ci-
dessous, on a besoin de la notion de martingale BMO. Cette notion intro-
duite dans la définition 76 du chapitre 7 de [DEL80] est donnée dans la
définition 0.1 : se référant a cette définition et puisque l'on considere des
martingales M discontinues et de carré (localement) intégrable, une martin-
gale M est dite BMO si elle satisfait les deux inégalités

esssup(EFT(<M>T —(M);) < et : |AMT|2 <2,
0

pour tout F-temps d’arrét 7, 7 < T (AM, désigne le saut éventuel du
processus M au temps 7). D’autre part, pour une martingale M de carré
localement intégrable, on utilise la notation BMO(M) pour désigner 'en-
semble des processus prévisibles U tels que l'intégrale stochastique U - M
est une martingale BMO. Muni de cette définition de martingale BMO, on
donne ci-dessous une condition suffisante pour que I'’exponentielle stochas-
tique (notée £(M)) de la martingale M de carré intégrable, qui est définie
par la formule de Doléans-Dade

E(M); = exp(M; — %(M‘%)H(exp(—AMQ(l + AMsy)), (4.1)

s<t

soit une vraie martingale.

Lemme 4.1 (Critére de Kamazaki)  Soit 0 tel que : 0 < 6 < oo et
M une martingale BMO satisfaisant de plus : AM; > —1+ 6 pour tout t et
P-p.s., alors le processus E(M) est une vraie martingale.

Remarque D’apres la formule de Doléans-Dade, la martingale £(M) donnée
par (4.1) est positive, des que les sauts de M satisfont : AM > —1. Sous
cette hypothese, il résulte d’arguments classiques que (M) est une surmar-
tingale. Pour les détails de la preuve du lemme 4.1, on renvoie a [KAZ]. Ce
critere (de Kazamaki) est utile pour assurer que £(M) est une densité de
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probabilité et que l'application du théoreme de Girsanov est justifiée. Ce
dernier fait est I’'une des clés essentielles de la preuve de 1'unicité, puisqu’il
permet de s’affranchir de la condition dite de Lipschitz sur le générateur.
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4.2.3 Le probleme d’optimisation étudié
Présentation

De fagon analogue a la premiere partie de cette these, on présente le
probléme financier qui est étudié en spécifiant les particularités de 1’étude
théorique dans ce contexte de I’espace de Wiener-Poisson. L'un des objectifs
du probleme de maximisation de 'utilité exponentielle (associé a 1'utilité
Ua(.) := —exp(—a.) de parametre «) est de caractériser la fonction valeur
définie & la date t, (introduite en section 0.3.2) dont on rappelle ci-dessous
I’expression

T ds
V;B(x) = sup E(U,(x —|—/ s — B)|F). (4.2)

TEAL t SS—
B désigne ici I'actif contingent, qui est, dans toute 1’étude, une variable Fp-
mesurable bornée. Le processus de richesse X™ := X™h% est associé & une
stratégie 7, stratégie qui est un processus unidimensionnel défini sur [t, T

et il satisfait
dS,

Sy’
ou S est le processus de prix de I'unique actif risqué. On précise a nouveau
les définitions et significations financiéres des différents parametres (nous
reviendrons au chapitre 6 plus en détail sur les conditions particulieres a
imposer aux différents paramétres qui interviennent) :

S
Vs,tSSST,Xg:x—F/ T (4.3)
t

— lafonction d’utilité U, considérée est 'utilité exponentielle définie par :
Ua(x) = —exp(—ax).

— Le processus S de prix de l'actif risqué sur le marché financier est une
semimartingale de ’espace de Wiener-Poisson modélisée par 'EDS
unidimensionnelle :

dSs = S,_ (bsds + osdWs +/
R\{0}

ﬁs(x)Np(ds,dx)> ,

ou les processus b, o, 3 sont bornés et prévisibles et § > —1, de sorte
que le processus S est a valeurs positives. Supposant que le processus
o (& valeurs réelles) ne s’annule pas, on définit de facon classique le
processus 6 comme suit : § = (o7 1bs). Ce processus est lui aussi sup-
posé borné, de sorte que la mesure Q? définie par : % =&p(—0-W)
est une densité de martingale et si W9 désigne le brownien obtenu par
la transformation de Girsanov, le processus de prix .S satisfait

dSs =S, (adef + / ﬂs(x)Np(ds,dx)) .
R\{0}



116 CHAPITRE 4. INTRODUCTION

— la variable Fp-mesurable d’expression (X7 — B) représente le porte-
feuille apres livraison de l'actif B a la date 7', dite date de maturité.

— A; est ensemble des stratégies dites admissibles (cette notion est
donnée par la définition 0.3) et en particulier, dans notre étude, on
impose aux stratégies admissibles de prendre leurs valeurs dans l’en-
semble de contraintes (noté C) qui est supposé compact dans tout ce
chapitre.

Afin de caractériser la fonction valeur V;? définie par (4.2) en terme de
la solution d’une EDSR dont nous allons donner les parametres dans le
paragraphe qui suit, on exploite la méthode (MD) pour obtenir :

‘/;B(m) = Ua(x - Kﬁ)

Le second résultat est ’existence d’une stratégie optimale 7* donc admissible
au sens de la définition 0.3 (des précisions sur 'admissibilité sont apportées
au chapitre 6 dans le lemme 6.1). On précise dés maintenant que, dans le
cas ol 'ensemble de contraintes C est compact, la condition d’admissibilité
est automatiquement vérifiée. D’autre part, toute stratégie optimale 7* est
caractérisée, P-p.s. et pour tout s, par :

. .« 6
T, € argmin (§|7r08 —(Zs+ Es)‘z + |Us — Bs]a), (4.4)

oll, dans cette expression, les processus Z et U sont associés a la solution
unique (Y, Z, U) de 'EDSR (Eq2.1) donnée par (f, B).

Mise en oeuvre de la méthode dynamique (MD)

De facon analogue au raisonnement mené a la section 3.1.2, on suppose
connue une solution (Y, Z, U) a 'EDSR a sauts (Eq2.1), dont la condition
terminale est B et de générateur f a déterminer.

e Dans un premier temps, on effectue des calculs formels en écrivant la
formule d’Ité6 pour le processus R™ := (%)se[t,ﬂ ou R™ est défini, pour
toute stratégie m := (7s)i<s<1 € As, par

Vs, t<s<T, Rf =Uy(XI —Ys)=—exp(—a(X] —Y5)),

avec X™ qui satisfait (4.3) : d’apres la définition du processus et la ca-
ractérisation de R™ a la date ¢, on a I’écriture suivante

Ve A, Rf :=—exp(—a(zr —Y)).

e Dans un second temps, on met en oeuvre la méthode dynamique en tra-
duisant la condition de sousmartingale pour le processus positif R™ et celle
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de martingale pour R™ ou 7* désigne alors une stratégie optimale : ceci
permet de caractériser explicitement le processus Y en tant que solution
d’une EDSR.

On commence par donner sous forme différentielle I’équation satisfaite
par le processus —a(X™ —Y)

d(—a(XT —Y5)) = —a(nbs + f(s,Zs,Us))ds
—a(nos — Zg)dWs — afR\{O}(ﬂﬂsUs)Np(ds, dx)),

puis on applique la formule d’It6 au processus R™

dRT = Rg( —a(msos — ZS))alVVS
PR [ (e(-a(mi(e) - Uie)) - 1)) (ds.dz)
R\{0}

—a(R (msbs + f(s, Zs,Us)ds) +
B [ (eplalme) - U
R\{0}

[\D‘QN

(R§|7TSO'S — ZS|2ds)
2))) — 1+ a(msBs(x) — Us(z))) Ny (ds, dax).

—~

Le processus R™ satisfait donc I'équation dZ = Z_dM™ + ZdA™, avec les
processus M7™ et A™ définis par

dAQ — (%2’71-0—5 — ZS‘Z — Oc(?Tbs + f(S; Zs, US))

+/ (exp(—a(nfs(z) — Us(x))) — 1 + a(nfs(x) — Us(z)))n(dz))ds,
ot R\{0}
M?T = (—a(mo — Z) - W)s+ (exp(—a(nf —-U)) — 1) - Np)s,

= M} = M?

ou M! et M? représentent respectivement les parties martingales conti-
nues et discontinues de M™. Le processus R™ admet aussi la décomposition
sous forme multiplicative suivante : V s € [t,T], RT = MT exp(AT), ot M
représente I’exponentielle stochastique de la martingale locale M™. Afin de
justifier que M est une vraie martingale, on emploie la condition suffisante
donnée par le lemme 4.1 : il suffit ainsi que la solution (Y, Z,U) de 'EDSR
satisfasse

1 Z-W et (exp(—a(nf—U))—1)-N sont des martingales de classe BMO,

2 M? est a sauts bornés et supérieurs & (—1 + &) (avec : § > 0).
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D’autre part et pour obtenir la condition de sousmartingale du processus
R™, il faut imposer la croissance du processus exp(A™) apparaissant dans la
décomposition multiplicative : ceci se traduit par une condition de positivité

de la mesure dA™

%2|7TO'S - ZS‘Q - Oé(ﬂ-bs + f(sa Z57 US))

+/’ (exp(—a(mfy(x) — Us(2))) — 1 + a(mB,(x) — Uy(x)))n(da) = 0.
R\{0}

La condition de martingale (pour le choix d’une stratégie optimale 7*) se
traduit en remplacant I'inégalité par une égalité. Ces deux dernieres condi-
tions sont satisfaites pour le choix suivant du générateur f :

f(s,z,u) = inf g|7raS —(z+ g)\Q +|u—7Bsla | — 0sz — 10,2 (4.5)
o 2 a 2a’

el

ou on introduit les notations | - |4 et go : R — R

e —1—ax

(0 (6

o =5 [ (€~ au(e) - Dn(da) et ga(a) =
R\{0}

L’expression de f est alors bien définie des lors que : u € (L2 N L%)(n) et
z € R. Sous cette derniere hypothese sur u et du fait de la bornitude des
processus ( et 7 (7 étant a valeurs dans I’ensemble compact C), le processus
u — 73 appartient & (L% N L°)(n) et on obtient le controle suivant de

|lu— 78| = / ga(u(x) — m0s(x))n(dx) (P-p.s. et pour tout s)
R\{0}

2
3 Ca,‘u|L00(n) > 07 |U - 7-‘-/BS|C¥ é Ca,lu‘LoO(n) |'LL - ﬂ-/@S‘LQ(n)’

ce qui assure que ’expression de f est bien définie.

la constante notée C, dépend des normes dans L°°(n) de § et de u
04,|U\L00(n)

et du parametre ).



Chapitre 5

Etude théorique de ’EDSR

5.1 Premiers résultats théoriques

5.1.1 Propriétés

Dans cette section, on considere toujours ’espace de Wiener-Poisson
introduit au chapitre précédent et on se place sous I’hypothese n(R\ {0}) <
00. On cherche a résoudre 'EDSR & sauts donnée par 1’équation (Eq2.1)
avec les parametres (f, B) et dont 'expression explicite de f, déduite a la
section précédente a I'aide de la méthode (MD), est fournie par (4.5)

1605
200’

. (0% 93 2
oz = inf (Gl = G 202+ = whla ) = 0ns

et ol on a posé :

a(u—mpBs)(z) _ 1 _ _
|u B Wﬂs|a — /R* e 1 OZ(U Wﬁs)(x)n(dx)

[e%

D’apres la section 4.2.3 précédente, cette expression est définie (P-p.s. et
pour tout s) pour tout z et u respectivement dans R et L? N L>(n). On
rappelle ci-dessous la forme de 'EDSR étudiée dans ce chapitre :

T T T
Y, = B+/ f(s,Zs,Uy)ds —/ ZdW, —/ / Us(z)Ny(ds, dz).
t t t  JR\{0}

Comme annoncé dans la section introductive 4.2.3, la condition terminale B
est une variable Fpr-mesurable bornée et une solution a cette EDSR est un
triplet de processus (Y, Z,U) appartenant & S* x L2(W) x L?(N,) tel que
la quantité fOT |f(s,Zs,Us)|ds est presque surement finie.

119
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Lemme 5.1 On fait les hypothéses suivantes sur les différents parameétres
introduits en section 4.2.3 et apparaissant dans l'expression (4.5) du générateur

[

o (i) L’ensemble de contraintes C est compact et 0 € C,

e (ii) les processus (3,0, 0 sont prévisibles, bornés et 3 > —1.

Sous ces hypotheéses, le générateur f satisfait les conditions (Hy) et (Ha)
susvantes :

Vz,u € R x (L2N L*®)(n(dz))
(H1) ,
—(Os2+ %5) < f(s,20u) < §12P + Jula-
3C >0,k € BMO(W), V 2z, 2 € R, Yu € L?(n(dx)),
£ (s,2,u) = f(s,2",u)| < Clks +[2] + |2'])|z = 25

Vz €R, Yu,u' € L2 N L>®(n(dx)),

f(87 Zau) - f(37 Z>u/) < /R\{O} WS(uau/)(u('r) - u’(x))n(dx),

avec Ys(u,u') =

(| M — 7B + (1= N 50502 Lz

wel

int ([ = w0 + (1= 000 = )@ L

el

Lemme 5.2 Le processus v issu de la linéarisation du générateur f :=
f(s,z,u) par rapport a la variable u satisfait la propriété ci-dessous

VP 3 C_'P,(sp >0, Vuu € (L2 N LOO)(n) t.q. |U’Loo(n), |U/|Loo(n) <P,

~1+dp <y(u,u') < Cp.

Preuve des deux lemmes

On vérifie que le générateur f d’expression (4.5) satisfait les condi-
tions (Hy) et (Ha).
D’une part et du fait que 0 € C, on obtient la borne supérieure pour f, a
savoir
f(s,z,u) < %]2\2 + |ulq.
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D’autre part, on exploite la positivité de ’expression dont on prend l'infi-
mum sur ’ensemble C, afin d’obtenir
6] @2
—20 — o < f(s,z,u) < 5],2\ + |ufq-

Afin de spécifier les parameétres introduits dans (Hz), il reste & étudier les
accroissements du générateur. Du fait de la forme explicite du générateur, la
condition sur les accroissements en z est trivialement satisfaite avec : k = |6,
qui est un processus borné (et donc a fortiori dans BMO(W)) et C' = §.
Dans un second temps et afin de préciser la forme des accroissements en la

variable u, on rappelle la notation :

e —ar—1

Ja(z) = o

On écrit alors la formulation intégrale des accroissements de la fonction g,
entre les réels (u — n3)(x) et (u' — m3)(x) et on obtient ainsi :

f(s,z,u)—f(s,z,u)
< sup (/ [9a((u = 7Bs)(2)) — gal(u' — Wﬁs)(ff)]n(dﬂf))>
R\{0}

el

1
< sup </R\{O} [/0 JoAMu —70s) + (1 = N) (v — 78s))dN\|(u — u )(x)n(dx))

el

</ |y (@)@ na)

Dans la premiere inégalité et avant d’écrire les accroissements sous forme
. 7 N . ’ . 7 / o1 . . .

intégrale (a l'aide de la dérivée g, ), on utilise la majoration suivante (sans
valeurs absolues)

inf AT —inf B™ < sup (A’r — B“).

Pour obtenir I'expression de v := (ys(u, u’)), on utilise alors les deux asser-
tions suivantes :
o (u—u)(x) = (u—u)(®)lysw + (u—u)(x)1ycy, d’une part,
e —sup(—A") =inf A", d’autre part,

T s
ce qui permet donc d’affirmer que 'expression du processus vy est donnée
par :

el

vs(u,u') = sup (/01 GoA(u—78s) + (1= N — Wﬁs))(x)d/\> Lusw



122 CHAPITRE 5. ETUDE THEORIQUE DE L’EDSR

weC

et ([ M — )+ (1 Nl 5 ) ) Luco

Pour conclure sur la propriété de ce processus énoncée au lemme 5.2, on
exploite '’hypothese de compacité sur C et la bornitude de 3. Puisque u et
u’ sont & valeurs bornées dans L>°(n) (la borne étant un réel P) et puisque
g; ne prend que des valeurs strictement supérieures a -1, la condition sur -y
est automatiquement satisfaite, i.e.

36p,Cp >0, t.q —1+6p < vs(u,u’) < COp.

Remarques aux lemmes

1. L’hypotheése (H;) donne un controle de la croissance du générateur
f:(s,w,z,u) — f(s,w,z,u). La majoration fait apparaitre un terme
quadratique en la variable z ainsi que la fonction |u|x en la derniere
variable u. D’autre part, cette derniere fonctionnelle u — |u|g est,
sous I'’hypothese complémentaire :

M >0, \u]Loo(n) <M,

équivalente au carré de la norme hilbertienne, a savoir

w il = [ o)),

Cette derniere quantité jouit des mémes propriétés d’homogénéité et
de convexité que : z — |z|2. Ceci sera utile, pour des raisons tech-
niques, afin de justifier le raisonnement du résultat de stabilité qui est
essentiel a la preuve du théoréme 5.2 d’existence (résultat énoncé au
paragraphe 5.1.2 suivant).

2. La condition (Hj) fournit des controles précis quant aux accroisse-
ments en les variables z et u du générateur f. Puisque ce dernier ne
satisfait pas les conditions habituelles de régularité, on ne peut plus
se référer aux théoremes classiques pour obtenir un résultat de com-
paraison : ceci est I'une des raisons de l'introduction de la notion de
martingale BMO. Cette notion est celle requise dans la derniere hy-
pothése technique sur les accroissements en la variable u et elle permet
de justifier que € (V-Np) est une vraie martingale (on renvoie au lemme
4.1). La derniere condition sur v du lemme 5.2 est a rapprocher de 1’hy-
pothese donnée dans le théoreme 0.3 (section 0.2 de l'introduction).
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5.1.2 FEnoncé des résultats

Ces hypotheses étant désormais spécifiées, on donne I’énoncé des résultats
principaux, a savoir les théoremes d’existence et d’unicité.

Théoréme 5.1 (Unicité)
On considére ’EDSR (Eq2.1) de paramétres (f, B), dont l’expression du
générateur [ est donnée par (4.5)

oS
2a0 '

f(s,z,u) = inf (g]ﬂas —(z+ g)\2 + |u— Wﬁ5’a> — 0,2

meC

et dont la condition terminale B est bornée. Sous les conditions de la section
précédente (données par le lemme 5.1), celte EDSR~posséde au plus une
solution (Y, Z, U) dans Uespace S x L*(W) x L?(N,).

Théoréme 5.2 (Existence)

Si on considére 'EDSR (Eq2.1) de parameétres (f, B) sous les mémes condi-
tions sur les paramétres f et F' qu’au théoréme 5.1, alors il existe au moins
une solution a cette EDSR (appartenant a S x L*(W) x L*(N,)).

5.2 Preuve des résultats théoriques

5.2.1 Estimations a priori

L’objectif de cette section consiste a établir des estimations a priori
précises de toute solution de 'EDSR (Eq2.1) de parametres (g, B) ou g est
un générateur arbitraire qui satisfait (Hy).

Un lemme fondamental

On énonce ci-dessous le résultat qui fournit des estimations a priori
précises de tout processus (Y, Z,U) solution d’'une EDSR de parameétres
(g, B) : les estimations données dans ce lemme sont essentielles dans les
preuves des résultats d’existence et d’unicité. On note que les schémas de
preuve sont analogues & ceux donnés dans la premiere partie de cette these.

Lemme 5.3 On considére un générateur g satisfaisant (Hy) et B une condi-
tion terminale bornée. Pour toute solution (Y, Z, U) de 'EDSR (Eq2.1) de
paramétres (g, B) et qui appartient o S x L*(W) x L?(N,), on a les esti-
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mations suivantes, valables pour tout F-temps d’arrét T,

(’L) (a) 3C1, Cy >0, Vse [O,T], C1 <Y, <Oy, P-p.s.

(0) ¥ 5. Ul ooy < 20V |5 et [Usf22, < 4n(R\ {ODIY 2, P-pos.

(ii) 3 C3, EF~ (/

T

T T
\Z,[2ds + / / Ui () Pr(dz)ds) < Cs,
T R\{0}

ot les constantes Cy, Co et C3 ne dépendent que de |B|s ainsi que de |0
et de « (ces deux parameétres apparaissant dans 'expression de f(s,0,0)).

Corollaire 5.1 Reprenant les mémes hypothéses qu’au lemme précédent,
pour toute solution (Y, Z, U) de UEDSR (Eq2.1) (appartenant a S X
L*(W) x L3(Np)), on a le résultat d’équivalence suivant :

1

VE, ——
CK2ly|ge0

T
IE/ () Pr(da)ds < IE/ U] e ds
[0,T]xR\{0} 0

< CrayisnE / Us(2)Pn(da)ds.  (5.1)
’ [0,7]xR\{0}

La notation C a|y|se Signifie que la constante dépend du paramétre K (as-
socié a |- |k ) et de la norme du processus Y dans S°.

Une premiere remarque au lemme 5.3 est que les assertions (i)(b) et (ii)
reposent toutes deux sur les estimations données des bornes (inférieures et
supérieures) du processus Y solution. D’autre part, 1’assertion (ii) jointe a
la propriété (i)(b) de bornitude des sauts de la martingale U - N, assure un
controle des normes BMO des deux intégrales stochastiques Z - W et U - Np.
Comme dans la premiere partie de la thése, ces dernieres estimations consti-
tuent le point de départ des résultats d’existence et d’unicité.

Preuve du corollaire et de I’assertion (i)(b) du lemme 5.3

Afin de justifier le résultat du corollaire, on commence par montrer 1’as-
sertion (i)(b), en supposant connue une solution (Y, Z,U) de FEDSR (Eq2.1)
et de parametres (g, B). On utilise alors 1’expression suivante des sauts de
la semimartingale Y satisfaisant I’équation (Eq2.1)

|mq=M—n|:AmﬂmwMﬁwmm (5.2)

et on cherche a montrer 'existence d’au moins un choix de représentant
prévisible U du processus U, de sorte que x — Uy(z) satisfait : |Uy|poo(n) <
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2|Y'|gee, P-p.s. et pour tout ¢t. Conformément aux notations de la section 0.1.2
de l'introduction, on exploite I’écriture suivante de I'intégrale par rapport a
la mesure (croissante) de comptage

[ I0@IN,({8}.d0) = [GO) e, (53)

(I'ensemble aléatoire D), représentant I’ensemble des instants de sauts du
processus p). On définit alors le processus U par

ﬁt(if) = Ut(ff)l\Ut(x)|§2|Y|soo-

Des relations (5.2) et (5.3), on déduit donc : Ut(p(t))l(ter) = Ui(p(t))1tep,)-
On peut ainsi écrire

! ~— S£U2A S X
E(/o /R\{O}‘(U U) (s, 2) 2Ny (ds, d >)

=E[ Y [Ulsp(s) = Uls,p(s) | =0.

s€Dy, s<T

Il en résulte donc Pégalité : U = U (dans L?(N,)). Par abus et dans toute
la suite, on confond les processus U et U et désormais, on suppose que
pour tout triplet (Y, Z,U) solution, le processus U satisfait : [Up|poo(n) <
2|Y'| g, P-p.s. et pour tout ¢.

Exploitant désormais I’hypothése de finitude sur la mesure n ainsi que
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit facilement le controle du carré
de la norme hilbertienne dans L?(n) qui est donnée par 1’assertion (i) (b) et
qui implique donc :

T
VK, 3C=Cky|geo: E/o Us|ds < Ck |y |goo -

Afin de conclure, on note que sous la condition |Y|gec < M, il existe une
nouvelle constante Cp; qui ne dépend que des estimations dans S du pro-
cessus solution Y et telle que

1 T
VK >0, —E \Us(2) Prda)ds < E/ Ua(2) | cds
Cu o Jio1)xr\ {0} 0

< CyE / () Pn(d)ds.
[0,T]xR\{0}

Ce résultat d’équivalence (entre la fonctionnelle | - |k et le carré de la norme
hilbertienne dans L?(n(dz))) est utile afin de prouver le résultat dit de “sta-
bilité par monotonie ” (énoncé au lemme 5.4) qui est inspiré d’un lemme si-
milaire obtenu dans le cadre brownien dans [KOB]. Ce controle est essentiel,
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puisqu’il est beaucoup plus simple, pour des raisons d’ordre technique, de
considérer le carré de la norme hilbertienne dans L?(n(dz)) (plutot qu’avec
la fonctionnelle | - k).

Preuve du Lemme 5.3

Afin d’établir I’assertion (i), on suppose qu'il existe une solution (Y, Z,U)
a PEDSR (Eq2.1) de parameétres (g, B). Le processus Y appartient a S
et on applique la formule d’It6 & la semimartingale e®Y sous forme intégrée
entre t et T :

T
e = [T e (95,2, U,) = 512 = |Uila) ds
t

T T
—/ e Z,dW, — / / Yo (V@) _ 1N, (dz, ds).
¢ ¢ JR\{0}

Les deux derniers termes sont des martingales a priori seulement locales
en tant qu’intégrales stochastiques respectivement par rapport a W et par
rapport a la mesure compensée Np(ds, dx). On montre qu’en fait ce sont de
vraies martingales. En effet, puisque, d’'une part, (Y, Z,U) appartient & S x
L?(W)x L? (Np), le processus €Y est borné et, de ce fait, €Y Z-W et Y U -
N, sont des martingales. D’autre part, comme U satisfait : |Us|p < 2|Y|gec,
P-p.s. et pour tout s (ce résultat est justifié au paragraphe précédent), on
en déduit 'existence d’une constante positive Cjy| ., ne dépendant que de
|Y|s et telle que

T
e®s (e — 1) 2n(dx)ds < Cly oo |Us|?2y,  P-p.s. et pour tout s.
IYls L2(n)
0 JR\{0}

D’apres ce controle et comme le processus U appartient a LQ(Np), la seconde
intégrale stochastique apparaissant dans la formule d’It6 est elle-méme une
vraie martingale. Prenant alors I’espérance conditionnelle sachant F; et uti-
lisant la borne supérieure donnée par (H;) pour g, on obtient alors :

T
B (e P) = BT ([ aet (5,20 U.) - SIZ = [Ulla)d).
t

<0

Puisque E7#(e*B) < e?Ble | on obtient I'inégalité de droite de (i) en posant :
Cy = |B|s. Afin d’obtenir celle de gauche, on utilise cette fois la borne
inférieure donnée par (Hp) au générateur g, ce qui entraine :
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T T T
Y}:B+/ g(s,ZS,US)ds—/ ZSdWS—/ / Us(x)Np(ds, dx)
t t ¢ JR\{0}
T ‘9 ’2
> —|Yr|oo — -
> —[¥rl = [ (0.Z+ 25)ds

—/ ZsdWg — / / »(ds, dz).
t R\{0}

On définit alors la mesure de probabilité P par

dP? = Ep(— / 0,dW,)dP,
0

et on obtient que £(— fo 0sdWy) est une vraie martingale, du fait que 6 - W
est une martingale BMO. P? est donc une mesure de probabilité équivalente

sous laquelle : W9 = W + / O, du, est encore un mouvement Brownien

standard et N est toujours une mesure de martingale On procede par lo-
calisation en con51derant alors une suite (7"") de temps d’arrét (convergeant

vers T') telle que ( / ZdW?) et ( / / »(ds,dx)) sont des
0 R\{0}

martingales sous PY. Prenant alors espérance conditionnelle par rapport &
F; et sous PV, on obtient :

Yiprm = EY (Yingm | F)
T 98 2
> EP (Ym _ / 95| ds|.7-"t)
tarm O

—EP’ ( / ZdW? — / / Us(x)Np(ds,da:)m).
tAT™ tAT™ JR\{0}

On applique le theoreme de la convergence bornée a la suite de variables

2
(EPB <Y7—m —/ 10s| ds|.7:t>)m pour en déduire
tnrm O

T 2
0
v, anW(YT—/ | ‘d!ﬂ)
t

Cette inégalité est vraie également P-presque stirement du fait de 1’équiva-

lence entre P et P, et il en résulte que l’assertion (i) est satisfaite avec C}
T

. (|0|L=T majorant Osds, grace a la

2
donné par : C; = —|B|p~ — MT

0
bornitude de #) Avant de passer a la preuve de (ii), on compare ces esti-
mations a priori avec celles établies au lemme 2.1 (dans la section 2.2.1 de
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la premiere partie en filtration continue) : il y a ici une dissymétrie entre
les bornes supérieures et inférieures C et Cy obtenues pour (i). Celle ci
provient des controles du générateur donnés par (Hp) qui entrainent que,
contrairement au cadre continu, ’hypothese (Hp) n’est plus satisfaite par
9(s,z,u) = —g(s, —z, —u). On ne peut donc plus appliquer le méme raison-
nement au processus —Y pour obtenir la minoration. La raison est que la
fonctionnelle en u suivante : u — |ul,, n’est pas symétrique.

Pour justifier (ii), on applique la formule d’It6 au processus (Y — Cs)?
(C2 n’est autre que la borne supérieure donnée par (i)). On prend alors
I’espérance conditionnelle sachant F, entre un temps d’arrét arbitraire 7 et
T :

T
EF+ (Y, — Ca)? —(Yr — Cb)?) = EfT(/ (Y, — Co)(g(s, Zo, Us))ds)

T

T T
—E77 (/T |Zs\2ds) —E (/T /]R\{O} |Us(ac)|2n(d:v)ds).

Utilisant & la fois (H) et la relation classique : ab < 3(a? + b?), on a :

1
3By € LYds @ dP) —2(Ys — Co)(—9)(s, Zs, Us) < Ba(s) + §|Zs|2,

ou le processus noté Bs est controlé par la constante Cy ainsi que par le
processus 6 et « (grace a la minoration dans (Hy)). Ce processus est donc
borné (P-p.s.) et il appartient & L!(ds ® dP). A I'aide de calculs simples, il
est aisé de trouver une constante C3 telle que 'assertion (ii) soit satisfaite.
D’autre part, en prenant 7 = 0, on obtient que les processus Z et U sont
bornés respectivement dans L2(W) et L?(N,) et cette borne ne dépend que
des estimations du processus Y dans S ainsi que des parametres associés
a (Hy).

O
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5.2.2 Le résultat d’unicité
Preuve du Théoréme 5.1

De fagon analogue au raisonnement mené a la section 2.2.2 (dans la
premiére partie), on utilise une procédure de linéarisation afin de pouvoir
employer le théoréme de Girsanov. Comme dans I'article [HUO05], I'utilisation
de ce dernier est justifiée des que le caractere BMO de processus adéquats est
assuré. On suppose connues deux solutions de 'EDSR (Eq2.1) caractérisée
par (f, B), ou lexpression de f est donnée par (4.5). Ces deux solutions
sont notées (Y1, Z1 U') et (Y2, Z%, U?). Soit M une constante positive
telle que, pour i = 1, 2, |Y?|s < M (une expression de cette constante est
fournie dans la preuve de I'assertion (i) du lemme 5.3). Pour plus de clarté,
on introduit les notations suivantes :

Y=Y'-Y% Z=2'-22 U=U'-U>

On considere alors un F-temps d’arrét arbitraire 7 et on écrit la formule
d’Tt6 pour le processus Y entre t A 7 et 7 (pour ¢t fixé) :

Vs — Vi / (F(s, Z1,UY) — f(s, 22,U%))ds
t

AT

—/ stWs—// U, (x) Ny (ds, d).
tAT tAT JR\{0}

Puisque le générateur ne satisfait pas les conditions habituelles (il n’est
lipschitzien ni en la variable z ni en u), on utilise les controles des accrois-
semments donnés par (Hz). Afin de simplifier les notations, on introduit le
processus A\(Z', Z?) suivant

171y 2 771 s
)\3(2517252) — f(szstng_éésrzsts), si Z # 0’

\s(ZY,Z2) =0, sinon.
On a donc ’écriture suivante des accroissements du générateur f

f(S’ngUsl)_f(SaZEaUg))

= f(S’Z;7Usl)_f(sazgaU;)+f(8’Z§7Usl)_f(svzgaUSQ)

< A(ZN, 237, + / (UL, U2)Us(2)n(d),

*

ou, d’'une part, le processus A satisfait :

INs(Zs, ZI| < Clos + 12| + | Z2)),
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et o, d’autre part, le processus v a été introduit dans la condition (Hy).
En particulier et grace aux estimations a priori fournies par (i)(b) dans le
lemme 5.3, on obtient que pour i=1, 2, |U§’Loo(n) < 2|Y¥ g < 2M, P-p.s.
et pour tout s. D’apres la condition (Hsz), on obtient, P-p.s. et pour tout s,
le contrdle suivant :

I 8opr >0, Copr >0, t.q. — 14 daps < 75(UL, U2) < Copr.

Enfin, le caractére BMO de X\ - W résulte de ’hypothese sur x donnée par
(H2) ainsi que du caractere BMO des intégrales stochastiques suivantes :
IN Z'dW; (ce caractere BMO (valable pour i = 1, 2) a été établi dans la
preuve de I'assertion (ii) du lemme 5.3). Définissant alors M! et M? comme
suit :

M'=X-W et M?*=+-N,,

et posant : dQ = Ep(M' + M?)dP, I'application du critere de Kazamaki
(lemme 4.1) assure que (M + M?) est une vraie martingale, ce qui entraine
que Q est une mesure équivalente de probabilité. On utilise une transforma-
tion de Girsanov en définissant de maniére habituelle W* = W — (W, - W)
et N7 = Np - <Np,v . Np>. Le processus M défini par :

t t
M, = / Z, AW + / / Us(z)N7 (ds, dz),
0 0 JR\{0}

est donc une martingale locale sous Q. Notant alors par (7") une suite de
temps d’arrét telle que (M.p.n) soit une F-martingale, il s’ensuit :

T

Vinen < YVyn + / Z,dW2 + / / Us(z)N7(ds, dx).
tAT™ tAT™ JR\{0}

Supposant, sans restriction, que, pour tout n : 7 > ¢, (¢ étant fixé dans
[0, T'[) et prenant I’espérance conditionnelle sachant F; sous Q, on en déduit :

Yipen = Vi < EQ(Vpn | 7).

11 suffit de conclure, en faisant tendre n vers +oo et a 'aide du théoréme
de convergence dominée de Lebesgue. Ce dernier s’applique puisque Yin
converge presque sirement vers Yy (avec : Yr = 0) et que le processus
Y appartient a S°°. Il s’ensuit : Y, <0, Q-p.s. et aussi P-p.s., du fait de
léquivalence. Par symétrie du probleme (quitte & échanger les roles des
solutions Y et Y2), on peut désormais affirmer que : Y =0, ce qui acheve
la preuve de I'unicité.

0
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5.2.3 Le résultat d’existence

Afin de justifier le résultat du théoreme 5.2 concernant ’existence
d’une solution a PEDSR (Eq2.1) caractérisée par (f, B) et, pour plus de
clarté, on découpe le raisonnement qui suit en trois étapes. Insistons tout
de suite sur le fait que, dans cette preuve constructive, on s’appuiera sur la
forme explicite de notre générateur f (donnée par (4.5)) qui satisfait (H;)
et (HQ)

e La premiere étape consiste en la construction explicite d’une suite de
générateurs (f™) (construction basée sur 'expression (4.5) de f) possédant
de bonnes propriétés (de régularité et de croissance).

e Dans une seconde étape, on déduit de cette construction l’existence de
triplets (Y™, Z™, U™) qui sont les solutions (uniques) aux EDSR de pa-
rametres (™, B) ainsi que quelques propriétés des processus ainsi construits.
e Dans une derniere étape, on conclut a ’aide des différentes propriétés
établies a I'étape précédente (et en adaptant le résultat de stabilité par mo-
notonie de [KOB]) & la convergence vers une solution (Y, Z, U) de 'EDSR
de parametres (f, B).

Etape 1 : Approximation par un argument de troncature :

L’objectif est de construire une suite d’EDSR donnée par les pa-
rametres (™, B) telle que, pour tout m, il existe une solution unique (Y,
Z™, U™) appartenant & S® x L>(W) x L*(N,).

On définit M par : M := [2(|C1|+|C2])]+ 1, ou C1 et Cy sont les constantes
fournies par l'estimation (i) du lemme 5.3 (pour P réel, la notation [P]
désigne la partie entiere) et on introduit la suite (p,,) de fonctions (au mi-
nimum continiment différentiable) dites de troncature qui satisfait

(i) La suite (p,,) est croissante (par rapport a m).

(i) pm(x) = 1,51 |z <m0 < pp(z) <lsim< |z <m+1et:py(z) =
0, si x| > m+ 1.

On introduit alors la suite de générateurs (f™) définie pour tout m, m > M,
de la fagon suivante :

f7(s,20)

= in g’n’o‘—z %2 z u—T x u(x))n(dx

= inf (3o, — (:+ ) pm<>+/R\{0}ga< B2) () pas (u()n(dz)
—Hsz—%.

On fait tout de suite la remarque suivante : pour tout u € (L? N L>)(n) tel
que |u|pe < M, on a 'égalité suivante qui est satisfaite

[ (s, z,u) = (s, z,ppm(u)), P-p.s. et pour tout s.
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On justifie alors 'ensemble des propriétés énoncées au théoreme 0.2 pour
chaque générateur de la suite (f™)

1 Chaque générateur f™ : (s,z,u) — f™(s,z,u) est lipschitzien (par
rapport a z et u), au sens ou, pour tout m > M, on a :

ACm >0, VE,V 2,2 €R, Vu,u' € L*(n),

[f™(t, 2,u) — [t 2 u)] <

D=

Co,m | |z — 2]+ (/ (u(z) —u (x))*n(dx))? | .
R\{0}

Ce controle résulte de la troncature en z et en u et de la linéarisation

des accroissements de f := f™(s, z,u), puisque ce dernier générateur

satisfait une hypotheése analogue a (Hj).

2 Chaque f™ satisfait ’hypothese de monotonie (Heomp) et la condition
(A,) associée (on renvoie le lecteur au théoreme 0.3 de lintroduc-
tion ou aussi au théoreme 2.5 de l'article [ROY06]). Ces hypotheses
résultent de I'expression explicite des accroissements en la variable u
et sont satisfaites pour chaque f™ avec le processus 4™ donné pour
tout m par : 4™ := ~. La suite d’EDSR donnée par les parametres
(f™, B) satisfait bien un résultat de comparaison.

3 On obtient alors aisément le contréle uniforme de la suite (f™(s,0,0)) :

sup | f™(s,0,0)|* < D, (5.4)

avec D, qui est contrdlé grace a (Hi) par la norme dans L* du pro-

2
cessus borné %, et qui appartient donc & L!(ds ® dP).

4 La suite de générateurs (f™) est croissante et converge simplement
vers f, c’est-a-dire que, pour tout z € R, u € (L?> N L*>)(n), on a :

(s, z,u) — f(s,z,u), P-p.s. et pour tout s, lorsque m — oo.

La convergence ponctuelle est clairement satisfaite, puisque la suite est
construite a ’aide du simple argument de troncature des fonctionnelles
en z et en u. La premiere hypothese (de croissance) résulte, quant &
elle, de la croissance de la suite de fonction de troncature (p,,) et de
la positivité de la fonctionnelle en la variable z.
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Etape 2 : Propriétés utiles de cette approximation

On exploite les propriétés notées 1 et 3 au paragraphe précédent et la
bornitude de la condition terminale B : le théoréeme 0.2 de I'introduction
permet d’en déduire l'existence d’une solution (Y™, Z™ U™) a PEDSR de
parametres (f™, B) qui appartient & S? x L2(W) x L2(Np). D’autre part, la
propriété 2 assure que cette suite d’EDSR satisfait le résultat de comparaison
donné par le théoreme 0.3 : la suite de générateurs (f") étant croissante,
il en est de méme de (Y") (P-p.s. et pour tout s). Il reste ainsi seulement
a justifier que la suite (Y") appartient aussi a S et qu’elle y est bornée
(uniformément en m). Au vu de la condition (5.4) et de la bornitude de la
condition terminale B, on utilise alors les estimations a priori classiques, qui
sont valable dans le cadre d’EDSR & sauts dont le générateur est lipschitzien
(on cite comme référence le théoréeme 8.3.5 de [ROY03] ou la proposition 54.1
de [PAR97D]). Plus précisément, la suite (Y™) satisfait

T
3¢, Vmt, \Y;m|2§0m]E(/ F™(5,0,0)Pds + |B2|F), P-p.s.
t

De plus, chaque générateur f™ satisfait (Hj) avec les mémes parametres
que f. Les estimations établies au lemme 5.3 sont donc encore valables pour
la solution (Y™, Z™, U™) (pour tout m). On peut en conclure les deux
propriétés énoncées ci-dessous

— La suite (Y™) possede une borne uniforme dans I’espace S>.

— Les suites (Z™) et (U™) sont uniformément bornées dans leurs espaces
de Hilbert associés (on a méme des bornes uniformes respectivement

dans BMO(W) et BMO(N,)).

D’autre part et pour les mémes raisons que celles données dans la preuve
du corollaire 5.1 a la section 5.2.1, la solution (Y™, Z™ U™) a PEDSR de
parametres (", B) satisfait :

/ |US ()| Np({s}, dx) = |AY"|, P-p.s. et pour tout s.
R\{0}

On obtient la propriété suivante analogue a ’assertion du lemme 5.3
Y500 < M et US| foo(ny < 2M, P-p.s. et pour tout s. (5.5)

Ce dernier controle est essentiel, du fait qu’il permet d’établir (pour tout
K > 0) l’équivalence entre :

T
E/ |U | kds et E/ |U™ () |*n(dx)ds,
0 [0,7] xR\{0}

ou la constante Ci dépend de K mais aussi de la borne de la suite réelle
(|Us"|Loo(n)) © en particulier, cette constante est indépendante de m.
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On introduit, pour conclure ce paragraphe, un triplet de processus (17,
Z,U ), tel que chaque composante est limite au sens précisé ci-dessous des
suites (Y™), (Z™) et (U™). D’une part, la suite (Y") étant croissante, il est
possible de définir Y par :

Y, = lim / (Y"), P-p.s. et pour tout s.

D’autre part, puisque les suites (Z) et (U™) sont uniformément bornées
dans leurs espaces respectifs (hilbertiens) L2(W) et L?(N,), on peut en ex-
traire des sous suites faiblement convergentes. On note par Z et U les limites
faibles respectives.

Etape 3 : Convergence de ’approximation

Dans cette derniere étape, il s’agit de procéder au passage a la limite
dans les EDSR caractérisées par (f™, B) et données par

T
Y, = B—|—/ (s, 2, UlM)ds
t

T T
- / ZMdW, — / / U™ (x)N,(ds, dz), (5.6)
t t  JR\{0}

afin, tout d’abord, de justifier que le triplet de processus (Y, Z,U ) construit
lors de la seconde étape est solution de "EDSR de parametres (f, B). D’autre
part, on montre que ce triplet est limite de la suite dans un sens qui est
précisé dans le lemme qui suit (ce résultat est a rapprocher également du
lemme 2.3 de la partie en filtration continue).

Lemme 5.4 On suppose les conditions suivantes sur les parametres f™ et
B construits a l’étape 2 :

(1) B est une variable Fr-mesurable bornée,

(2) pour tout s et pour toute suites (2™)y, et (u™)y, respectivement conver-
gentes dans R? et L?(n) (respectivement vers z et u) et telles que la suite
(u™) soit uniformément bornée dans L*°(n(dx)), la suite (f™) satisfait la
propriété de convergence :

lim f™(s, 2™, u™) = f(s, z,u), P-p.s. et pour tout s, .

m—0o0
La suite (Y™, Z™, U™) de solutions aux EDSR caractérisées par (f™, B)
converge vers le triplet (Y, Z,U) au sens suivant :

E( sup [¥;" = Yil) + 2™ = Z|p2qw) + [U™ = Ul 25, — 0.
t€[0,T]

D’autre part, ce triplet (Y,Z,U) est solution de 'EDSR (Eq2.1) de pa-
rameétres (f, B).
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Preuve du lemme 5.4 et conclusion sur le théoréme 5.2

Afin de justifier le point noté (2) dans le lemme 5.4 pour la suite (f™)
construite a I’étape 1, on écrit la décomposition élémentaire suivante :

’fm(37 va um) - f(S, z7u)‘

< ’(fm - f)(37zm7um)‘ + ’f(svzmvum> - f(swzvu)‘ .
=(1) =(11)

Du fait de la continuité du générateur f par rapport aux variables z et u
(avec f d’expression connue et donnée par (4.5)) et de 'hypothese de conver-
gence des suites (2™) et (u™), la seconde expression (notée (IT)) converge
vers zéro. Pour la premiere expression, le résultat découle du fait que les
suites (u™) et (z™) sont bornées (car convergentes) et aussi du fait que,
pour m assez grand, f et f™ coincident, ce qui entraine que la premieére
expression s’annule.

On se concentre sur le résultat principal du lemme, & savoir 'existence
d’une limite aux solutions (Y, Z™,U™) construites, qui est une solution
de PEDSR de parameétres (f, B). Avant de procéder a la preuve du point
difficile et essentiel, a savoir la convergence forte dans leurs espaces de Hil-
bert respectifs des suites (Z™) et (U™) (preuve reléguée a la section 5.2.4
qui suit), on conclut a lexistence d’une solution a 'EDSR (Eq2.1) de pa-
ramétres (f, F). Afin d’identifier le triplet (Y,Z, U) en tant que solution de
I'EDSR (Eq2.1), on doit prouver les assertions suivantes :

(i) Z™ — Z (dans L*(W)), lorsque m — oo,

(il) U™ — U (dans L*(N,(dz,ds))), lorsque m — oo,

T
(iii) IE(/ |f™(s, 20", U") — f(s, Zs,Us)|ds) — 0, lorsque m — oo,
0

((i) et (ii) correspondent & la convergence des intégrales stochastiques au

sens fort dans les espaces de Hilbert L2(W) et L*(N,(ds, dz))).

On rappelle que les processus Z et U sont seulement définis comme les li-

mites faibles des suites (Z™) et (U™), le long d’une sous suite appropriée.
Afin de justifier la troisieme assertion (iii), on souhaite prouver un résultat

de convergence dans L'(ds®dP), et pour ce faire, on procede en deux temps

en justifiant :

e La convergence en ds ® dP-mesure, d’une part,

e L’uniforme intégrabilité de la suite de variables (™ (s, ZI",U")), d’autre

part.

D’une part, les assertions (i) et (ii) entrainent I’hypotheése plus faible de

convergence en ds®@dP-mesure des suites (Z") et (U™). On exploite, d’autre
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part, ’hypotheése de continuité de f et celle de convergence simple de la suite
de générateurs (™), obtenue a ’étape 1, pour conclure & la convergence en
ds ® dP-mesure de (f™ (s, Z",U™)) vers f(s, Zs,Us).
Afin d’obtenir 'uniforme intégrabilité de la famille (f™(s, Z*,U")), le long
de la sous suite ou a lieue la convergence forte de (Z™) et (U™) vers Z et
U, on exploite les propriétés suivantes
e chaque générateur f"* satisfait les controles (majoration et minoration)
donnés par (Hy),
e la suite réelle (|U."|,) est presque surement bornée :
ceci se justifie par le fait que : # — Us(7) est bien définie sur L?(n) et L°°(n)
(cette suite est bornée par 2|Y|ge). Du fait que la mesure de Levy n est
finie et d’apres le résultat d’équivalence (du corollaire 5.1) entre | - |, et le
carré de la norme hibertienne (de L?(n)), on obtient une borne de (|U™|,)
qui est notée Cy |p|,. . On obtient ainsi les inégalités suivantes

[ (s, 28 U ZPP A+ U

< g

o
2
o
2
D’autre part, exploitant la relation classique ab < %(a2 + b2), on réécrit la
minoration de la suite (f™) donnée par (H;)

(s, Zm Uy > —0,zm — 1%L

2«
> =527 -

2
avec Cl := %. On en déduit donc le résultat

|f™(s, 2 UM < C4alZP'? + Co ...
<O+ 2oz(|Z;” — Z?!Q + \ZS\Q) + Co |F|o-

Comme la convergence forte de |Z™ — Z|? vers 0 dans L'(ds ® dP) entraine
I'uniforme intégrabilité de cette famille, le résultat d’uniforme intégrabilité
désiré s’ensuit et assure que l'assertion (iii) est satisfaite. Passant alors a
la limite dans les équations données par (5.6), on en conclut que le triplet
(Y, Z,U) satisfait donc :

¥, = B—i—/ F(s, 2, T )ds— /t Z.dW, //R\{O} (dz, ds). (5.7)

Par unicité de la limite Y (au sens P-p.s. et pour tout s), on en déduit I'uni-
cité & indistinguabilité prés de Z et U dans les espaces L2(W) et L?(N,).
On rappelle un résultat classique : si, de toute sous suite de (Z™) (respec-
tivement de (U™)), on peut extraire une sous sous suite qui converge vers
une limite qui est toujours la méme et égale & Z (respectivement & U) alors,
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la convergence a lieue sans avoir a prendre de sous suites.

Afin de conclure pour la preuve du lemme 5.4, il reste a voir en quel
sens se fait la convergence de la suite de processus (Y™) et, dans ce but, on
commence par écrire ci-dessous 1'équation satisfaite par Y — Y™ :

T
yft_y;m:/t (£(5. 20, 00) = f7 (5,2, U ) ds
T _ T -
_/ (ZS_Z;”)dWs—/ (Us — U")(z)Np(ds, dz).
t t

Prenant alors le supremum en ¢, ¢t € [0, 7] puis I'espérance dans 1’équation
précédente, on peut affirmer :

E ( sup |V; — YM) —E(|Yo - Y")
te[0,T

T ~ ~
<E ( | 16,2000 — s,z U?)\ds)
0

t t
+E ( sup | | (Zs—Z7)dWs|+ sup | [ (Us— U?)(aﬁ)Np(ds,d:c)O :
tefo, 7] Jo tefo,1] Jo

Des lors, on justifie le résultat a ’aide, d’une part, de la convergence dans
'espace L'(ds ® dP) du premier terme du membre de droite (correpondant
a l'assertion (iii)) et, d’autre part, a l'aide des inégalités de Doob pour les
deux autres termes :

1
t T 3
E<sup y (ZS—Z;”)dWS|> < 2E </ |ZS—Z;"|2ds> :
0

te[0,7] JO

ainsi que :

E < sup | [ (Us— U;”)(x)Np(ds,dm)O

tefo, 7] Jo

< 9E (/OT [ 10 - Uf)(x)Pn(da:)ds)é.

On en conclut : E <sup |Y; — th\> — 0.
t
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5.2.4 Annexe au théoréeme d’existence

Afin de justifier la convergence (au sens fort) des suites (Z™) et (U™)
dans L*(W) et L?(N,), on procéde comme & la section 2.3 de la premiere
partie. Pour ce faire, on commence par introduire la fonction ® g suivante :

e2Kr oKy —1

Dic(a) = o (= gonc(a).

ou P g est une fonction deux fois contintment différentiable et satisfaisant
en outre les propriétés suivantes :

D (0) =0, et : Dg, D >0,

<I>/K(x) >0, désque:xz >0,

Py —2KP) = 1.
Puisque la suite (Y) construite lors des sections précédentes est croissante,
on obtient, pour m > p > M, que :

D (Y" —YP) >0, P-p.s et pour tout s.

Dans la suite, on notera par commodité Y a la place de Y — YP (et de
fagon similaire Z"P, U™P). On écrit la formule d’It6 pour la semimartingale
O i (Y™P) sous forme intégrée entre 0 et T :

T
E(DK(YVOmyp) = E/ (€2KYS - 1)(fm(87 Z;nv Usm) - fp(57 Zg? U?))dS
0
T e T e
—E/ KeYs |Z§”’p]2ds—E/ 2 KYs / gax (UP) (z)n(dz)ds.
0 0 R\{0}

On souhaite donner une borne supérieure a :
FP = f"(s, 28 U = fP(s, 22, UL).
Pour ce faire, on exploite I’hypothese (H;) pour écrire, d’une part,

fr(s, 23U < S1Z012 4+ U a

2

ou la constante Cy ps est un majorant de la suite (|U."|q) qui est bornée
(ceci est une conséquence immédiate de P'assertion (i)(b) du lemme 5.3).
D’autre part, on utilise 'inégalité classique : ab < %(a2 + b?) pour écrire :
0:Zs| < L165> + 9|Z,|* et on en déduit l'existence d’'un processus C,
C € L'(ds ® dP) tel que :

—f7(s, 28,U2) < G+ 1222,
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(ot C est donné par : Cy = 1165]2 + 165]). On utilise alors la propriété de
convexité de z — |z|? pour écrire :

slzrp < g (3sze

24 43(28 — Z,)2 + 3132,

IN

SNZ8TP + 128 = Z,P + | Z,P),

et, de fagon analogue : %\Z}ﬂz < %(|Z§ — Z* +1ZsP).

Une borne supérieure de la différence, notée F"" P est donnée par :
Cs +2a(|ZP12 + 128 — Zy* + | Zs|?) + Caut-

A partir de maintenant et pour le reste de la preuve, on pose : K = 4«
et, prenant en compte les majorations de F"P, on réécrit la formule d’Ito,
apres avoir transféré dans le membre de gauche les deux termes contenant
|ZmoP|2 et |U™P

8a -+

T
Edx(Yy"P) + E / 3"\ Umep g ds
0
T mp T
+E/ 20e8Ys \Z;”’p|2ds—|—E/ 20| Z7P|*ds
0 0
T m,p ~ ~ ~
< IE/ (eBYs ) (Cs 4 Conr + 20(| 28 — Zs|* + | Zs|?))ds.
0

Le passage a la limite (pour p fixé) et lorsque m — oo dans le membre de
droite est assuré par le théoreme de Lebesgue, du fait des deux propriétés
suivantes

— YJ"P - Y, — YP, P-p.s. et pour tout s,
— les processus C, | ZP — Z|? et | Z|? appartiennent & L'(ds ® dP).
D’autre part, comme toutes les variables de la suite (U") sont a valeurs uni-

formément bornées dans L>°(n), on exploite le résultat d’équivalence entre

les variables des suites (|Us""|so) et (|Us""|72) suivants

1
30, UL < |USlsa < CIUT[7a.

On passe désormais a la limite inférieure en m dans la formule d’It6, 'entier
p étant fixé :

~ 1 r
B0k (T~ Y{) + lim inf B [ 077 fads
0

C m— oo



140 CHAPITRE 5. ETUDE THEORIQUE DE L’EDSR

m—00

T T
+lim inf <IE / 203" | 2P 2ds + E / 2a|Z§”’p|2ds>
0 0

T g A ~ ~
gE/(&M%WLJWL+@M+mM@—4FH4WM&
0

Désormais et du fait de 'hypothese de convergence faible de la suite (Z™)
vers Z dans L*(W) (resp. de U™ vers U dans L?(N,)), on obtient (pour p
fixé) :

T . -
IE/ (204(680‘(Y5_Y5p) + 1)) | Z, — ZF|*ds
0 T
< lim infE/ 2av (egay‘*mw + 1) | ZP P ds,
m
0
ainsi que

T T
E/|mw@@§mmm/|WW%h
0 " 0

Il reste alors a procéder au second passage & la limite (lorsque p tend vers
o0). D’une part et puisque les processus CetZ appartiennent tous deux a
L'(ds ® dP) et que Y, — Y converge (P-p.s. et pour tout s) en décroissant
vers 0, il résulte d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue
que
T N
pmgoE/ (35 _1)(Cy + Canr + 20| Zs|?)ds = 0.
- 0

D’autre part et comme précédemment, on peut transférer dans le membre
de gauche le terme contenant la quantité |Z — ZP|2, afin d’obtenir l'inégalité
qui suit :

T _ 1 T
E/ 4al|Zs —Z§|2ds+C]E/ U5 — UP|3,ds
0 0

SE [ (20 —1)(C, + Car + 20| Z4[)ds.

On en déduit la convergence forte des suites (Z™) vers Z dans L>(W) (resp.
de (U™) vers U dans L?(N,)).

O
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5.3 Nouvelle étude théorique lorsque : n(R\ {0}) =
+00
5.3.1 Approche du probleme

L’objectif de cette section consiste a établir un résultat d’existence pour
I'EDSR (Eq2.1) de parametres (f, B) sous une hypothese moins restrictive
sur la mesure de Lévy n, a savoir

n(R\ {0}) = +00 et /R*(l/\]x\)z)n(dx) < .

On conserve les notations de la section 4.2.3 et on rappelle 'expression du
générateur f

0 932
f(s,z,u) = inf (3]7ms —(z+ E)IQ + ’u—ﬂﬂ5’a> — Oz — 10| )

wel 2

Dans cette expression, C représente ’ensemble de contraintes supposé com-
pact dans toute cette section. On revient alors sur le modele introduit dans
la section 4.2.3 dans le cadre d’un espace de Wiener-Poisson munie de la fil-
tration naturelle F (continue & droite et complete) et introduite en section
4.2.1. Le processus de prix S de l'actif risqué satisfait 'EDSR unidimension-
nelle et avec sauts :

dSs = S, <bsds + o dW, + ﬂs(x)Np(ds,dz)) ,
R*

avec les processus b, o, 3 et § := o 'b prévisibles et bornés et 3 satisfaisant
en outre

Bs > —1let |Bs(x)] < C(1A|x]|), P-p.s.et pour tout s. (5.8)

La minoration assure que l'intégrale stochastique [ - Np est a sauts stric-
tement supérieurs & —1 et le processus de prix S donné par la formule de
Doléans-Dade est un processus positif. La majoration quant a elle assure
que le processus (§ appartient a LQ(Np).

Avant de réénoncer le résultat établi par le corollaire 5.1, on rappelle I'ex-
pression de la fonctionnelle | - |4 :

eu(®) 1 — qu(z
U‘a:/ ( ( ))n(dac),
R\ {0}

(07

oil cette derniere expression a un sens dés que u € L2 N L>®(n). Le résultat
du corollaire 5.1 donne, de plus, 1’équivalence entre | - |, et le carré de la
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norme hilbertienne dans L?(n) noté | - ]%2 )

Yu € LN L®(n), |ulpecm <M

G M\uliz < Jula < Canrlul?e. (5.9)

)

Cette relation sera exploitée a plusieurs reprises dans la suite. On note que,
pour toute fonction u (u € (L? N L*>)(n)), la constante dépend des pa-
rametres « et M (M étant un majorant quelquonque de |u|feo(,)). Cette
équivalence permet notamment de justifier que le générateur f := f(s,z,u)
est bien défini (P-p.s. et pour tout s) pour tout couple (z,u) appartenant a
R x (L2 N L*>®)(n).

On termine ces rappels préliminaires en précisant que toute stratégie
considérée est un processus unidimensionnel et prévisible (a valeurs dans
I'ensemble C) et que le processus (unidimensionnel) de richesse X™ (associé
a 1) est de carré intégrable. Un tel processus 7 est dit admissible s’il satisfait
les conditions de la définition 0.3 énoncée dans la section 0.3.2.

Théoréme 5.3 Sous les hypothéses précédentes sur ’EDSR (Eq2.1) et de
parameétres (f, B) et dont le générateur f a pour expression (4.5), U'EDSR
posséde une et une seule solution appartenant a S x L*(W) x L*(Np).

Quelques propriétés et remarques préliminaires

Avant d’aborder la preuve du résultat d’existence donné par le théoreme

5.3, on donne ici quelques propriétés qui ont été établies dans le cas ou
n(R\ {0}) < oo et qui restent vraies.
Le générateur f vérifie toujours les hypotheses (H;) et (H2) du lemme
5.1. On précise que le processus v apparaissant dans (Hs) et issu de la
linéarisation des accroissements du générateur f := f(s, z,u) par rapport a
la variable u vérifie

Vu,u € L2NL¥(n), ~(u,u) e L (n).

Toute solution & 'EDSR de parametres (f, B) satisfait donc les estimations
a priori du lemme 5.3, excepté la seconde relation donnée par (i)(b). En
effet, dans le cas o n(R*) = oo, il n’y a plus de relation d’inclusion entre
L>®(n) et L?(n). D’autre part, on justifie ci-dessous une autre propriété du
processus 7y (associé a (Hy)) qui permet d’assurer que la procédure employée
a la section 5.2.2 afin d’obtenir I'unicité se réécrit a I'identique. Ainsi, pour
toute solution (Y, Z,U) de 'EDSR de parametres (f, B), on a toujours :
|Us| oo (n) < 2|Y|so<. On considere alors deux solutions de cette méme EDSR,
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notées (Y, Z%, U%) (pour i = 1,2) et on désigne par M un majorant de Y*
dans S°° (ce majorant est donné par les estimations du lemme 5.3). On peut
des lors affirmer :

3 Sopr >0, Copr >0, t.q. — 14 daps < 75(UL, U?) < Copr,

et il en résulte que la preuve de I'unicité est analogue a celle de la section
5.2.2.

On explique dans le paragraphe qui suit, les différentes étapes qui sont
nécessaires pour établir la preuve du théoreme 5.3. La difficulté du cas ou
n est de masse infinie consiste a réétablir un résultat de stabilité et, en
particulier, la convergence forte de bonnes suites. Anticipant ici sur la suite,
cette difficulté est reliée au fait que le controle supérieur du générateur fait
apparaitre la fonctionnelle convexe non linéaire | - 4.

Démarche de la preuve de I’existence

Afin d’établir la preuve du théoreme 5.3, nous procédons en trois grandes
étapes, dont on donne les grandes lignes ci-dessous :
e Dans une premiere étape, on introduit un nouveau générateur f construit
explicitement en fonction de f en posant

Os

Fls ) = (s, = 22 ) = (5,2 0), (510)

On justifie I'existence de solutions pour 'EDSR (Eq2.1) de parametres ( f ,

%) en établissant un nouveau résultat de stabilité pour la suite d’'EDSR

de parametres (f1™, %), ot la suite des générateurs (f1™),, est construite
croissante et convergente (vers f ) et, dans cette étape, on explicite la valeur
du parametre N.

e Dans une deuxieme étape, on introduit a ’aide d’une procédure de
découpage une nouvelle suite ’EDSR dont les parametres sont (f @) ¢ =

%) et ott la suite (f(); est construite & 1’étape 1 de la section 5.3.5 pour

chaque i et de maniére itérative. Pour chaque EDSR de parameétres (f 0N €9,

on construit une solution (sous une bonne contrainte sur N* a chaque étape
k

i). L’objectif consiste & construire cette suite (f()) telle que, Z O = f
i=1
pour tout k, de sorte que la somme des solutions aux & EDSR fournisse une
k

solution & 'EDSR de paramétres (f, Z €% et que de plus il existe un entier
i=1
= B.

F B
k satisfaisant : Z N
i=1



144 CHAPITRE 5. ETUDE THEORIQUE DE L’EDSR

e Dans une derniere étape, on conclut a l’existence d’une solution pour
’EDSR. (Eq2.1) de paramétres (f, B) (o B est défini & Paide de B et des
parametres de 'EDSR) : cette solution est construite & partir de celle obte-
nue a ’étape précédente pour 'EDSR de parametres ( 1, B) et la conclusion
s’ensuit.

5.3.2 Introduction d’une premiere approximation

L’objectif de cette étape est de construire une solution a 'EDSR de
parametres ( 1, %) otl f a pour expression (5.10) et N est un entier a
déterminer.

On définit, tout d’abord, la suite de générateurs (f),, par :

Os
(s, z,u) = inf | |mos — (2 + =) 2pm(2) +/ ga(u — 70s)n™ (dx)
melC « R\{0}
10s]2
2a0

20, —

ou (pm) est une suite réguliere de fonctions de troncature (la définition a
été donnée dans la section 4.4.3 dans le cas n(R \ {0}) < oo) et la mesure
finie "™ est définie par : n™(dz) := 1,5 1 n(dz), puis on introduit la suite
(fom) - ;

fLm(svzau) = fm(8>z - ES,U) - f(sa -
Du fait que la stratégie 7 = 0 est admissible (et 0 € C), l'infimum apparais-
sant dans P’expression de f™(s, —%S, 0) est nul et il s’ensuit

0
=,0).

05 05 0,2
fm(‘g?_*vo) = f(s, _an) = ’7|

« «

Des lors, on obtient : f1™(s,0,0) = 0, pour tout m, et la suite (1) satisfait
les propriétés suivantes :
e Lasuite (f1'™) est croissante et converge vers f défini par Péquation (5.10)
. Puisque tous les générateurs f1™ sont lipschitziens et par un raisonnement
analogue a celui de la section 5.2.3, on obtient I'existence d’une solution
(ytm  ztm_ glm) 3 TEDSR de parametres (f1™, %) (N quelquonque).
On utilise alors la croissance de (f™) ainsi que le résultat de comparaison
donnée par le théoreme 0.3 afin d’obtenir la croissance (presque stire et pour
tout s) de la suite (Yy™).
e Du fait que : f1™(s,0,0) = 0, on déduit, par une procédure classique de
linéarisation rappelée ci dessous, I'estimation suivante du processus Y1 :
vhm < |B]\|7°°, P-p.s. et pour tout s. (5.11)
On justifie ce résultat en exploitant ’hypothese (Hs) satisfaite par chaque
générateur f1™ (les parametres associés a (Hs) sont les mémes que ceux
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pour f, générateur dont les accroissements sont identiques a ceux de f).
Ceci donne pour tout m

0
F (s, 25 = = U™) = f17(5,0,0) S As(Z0™) + (9, Us™)

D’autre part, cette hypothése fournit un contréle précis des processus A et
~ qui sont précisés par la procédure de linéarisation dans la section 5.2.2 : a
savoir que, posant % := Er(A-W+~-N,,) on obtient une mesure de probabi-
lité. Si on note alors W> et N7 les processus obtenus par une transformation

de Girsanov et définis par
W =W — (AW, W) et N7(ds,dx) := Ny(ds,dz) — ysn(dz)ds,

ces derniers sont des martingales locales sous Q. Il existe donc une suite (77)
(7" — T) telle que (Z - W) prn et (U - N)7 . sont des F-martingales sous
Q. Supposant, sans restriction, que : t < 7" < t, on écrit 'EDSR satisfaite
par Y1 sous forme intégrée entre t =t A7 et T AT" :

TAT™ TAT™ B
Y, <y, — /t ZEmaw) — /t /R o UL™(2)N (ds, d).

On prend alors I'espérance conditionnelle sachant F; sous Q et on justifie
ensuite le passage & la limite (en n) a l'aide du théoréme de convergence
dominée de Lebesgue pour obtenir : Ytl’m < EQ(% | F¢) et donc la majoration
souhaitée (exploitant 1’équivalence entre les mesures P et Q).
e La suite satisfait encore I’hypothese (H;) de sorte que les estimations du
lemme 5.3 sont encore valables (uniformément en m).
En conséquence de ces propriétés et de fagon analogue & la preuve fournie
dans la section 5.2.3, on obtient :

— Dexistence du processus Y défini par : Y, = lim Y;l’m, P-p.s. et

pour tout s,

— Texistence de processus Z et U, qui sont limites (au sens faible) des
suites (Z1™) et (UM™) dans L*(W) et dans L?(N,).
L’objectif du paragraphe qui suit est d’établir un résultat de stabilité
pour la suite ’EDSR caractérisée par les parametres (f5™, %), en explici-
tant N (i.e. la contrainte sur la condition terminale), puis d’en déduire en

Justifiant le passage a la limite (en m), une solution de 'EDSR de parametres
(f, %)
5.3.3 Preuve du raisonnement de stabilité

Dans cette section, on souhaite montrer un résultat analogue a celui de
la section 5.2.4, en justifiant la convergence au sens fort des suites (Z1™) et
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(UY™) dans L2(W) et L2(N,).

(ytm ztm Uy 1’m)~désigne la solution construite précédemment & ’TEDSR
de parametres (fL™, %), o N est un entier (arbitraire pour l'instant) et
B est une variable aléatoire Fr-mesurable bornée (on note Mp un réel tel
que |Blo < Mp). On considere alors deux entiers m,p avec m > p et, par
souci de clarté, on pose : YL(mp) .= ylm _ylp ot zL0mp) .= zlm _ zlp,
yLmp) .— ytm _ yLp, D’apres 1'étude du paragraphe précédent, la suite
(Y1) est croissante et le processus Y ("P) est positif et borné par 2M Y
pour tout m > p. On applique tout d’abord la formule d’Itd a la semimar-

tingale positive ¢(Y 1("P)) (avec ¢ : & — |z]?)
E(6(¥y ") — E(p(Yy ") =

T
B ([ v (s, 2 Uk — s, 200, U as )
0

T T
~E ( / \Zb <mvp>|2ds) ~E < / / UL (m-p) (x)\Qn(daz)ds) .
0 0 R*

On cherche alors une majoration de la différence suivante :

—~

Fmp — f17m(8,1Z817m’ Uslm? - fl’p(S, ngli’ USLP) 1
= (s, 2" = B U™ = [P, 25T = B, U,

afin de controler supérieurement le premier terme du membre de droite dans
la formule (*). Puisque f™ et fP satisfont ’hypothese (Hp), il en résulte,
d’une part :

0 0
f(s, Zhm = 22Uk < G1Zbm - 2R U,

Q@
et, d’autre part, exploitant la minoration donnée par (H;) et l'inégalité
ab < 3(a? + b%), on déduit :

A 0 A « 0
IC € Lids @ dP), —f(s, Z;7 = =, Ug?) < Cs + |27 = 2.
@ Q@
avec le processus C = %. On utilise & nouveau la convexité des fonction-

nelles z — |z|2 et | - |q :

a|zim — G2< a(|1320P) L 3(ZE0 — Z,) +3(Z, — &)

< B2 P2~ 2P+ 1 2= ),
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et :
0

a1, o _ Qi ap 52,15 s
Z|ZSP—E’ Sg(’Zsp—ZJ +’Zs—g| ),

ainsi que :

~ 1,(m,p) Lp_ 77
|Usl,m|a _ Cv|(3US + 3(Us Us) + 3U.

~s) 2
3 3 3 L2(n)’

< BO(U"™ oy +1Us” = Uslaey + 10:l3a(),

la premiere inégalité est obtenue a 'aide de la relation : |u[sq = §(3ulqa, et
la derniere inégalité est une conséquence de la relation (5.9). On justifie ci-
dessous la notation C, constante associée & (5.9) et introduite au début de
cette section 5.3. On rappelle que, pour toute solution (Y1m, Ztm ylm)
la variable aléatoire Us™ est controlée dans L (n) par 2|B|s := 2M getil
s’ensuit donc :

Y m,p, m > p, |U31’(m’p)]Loo(n) <4Mpy, P-ps. et pour tout s.

Quitte & modifier la constante par la suite, on conserve la notation C (au
lieu de 3C).
On obtient ainsi un controle de la différence F™ P :

P < O+ §127 — L2+ §1207 - L2 4 U
< Co+ 20125 PP 4|28 - ZJ2 +1Z, - L)

~ 1,(m, , & 7

On réécrit la formule d’It6 donnée par (*) (en haut de la page précédente) en
transférant dans le membre de gauche les termes contenant soit |Z1(m:») |2
soit ]Ul’(m’p)|i2), il en résulte :

T
E(¢(Yy) ™)) + E / (1 — day b mp))| ZzLmP) 24
0

ds

n)

T
+ IE/O (1 =20y )y U b P2,

T
R N .0
< E (/ VLMD C 4 4oV ) (|2 — Z 2 4| Z, - $|2)d8>
0 (8]

T
VE ( /0 2CY ) (U8~ 2 + |Us|i2(n))ds> |



148 CHAPITRE 5. ETUDE THEORIQUE DE L’EDSR

Afin de justifier le passage a la limite inférieure, lorsque m tend vers +oo,
(p étant fixé) pour chacun des termes du membre du droite, on emploie le
théoreme de Lebesgue en utilisant les résultats suivants :

- Ysl’(m’p) — (173 — Ysl’p), P-p.s. et pour tout s, lorsque m tend vers +oo
(p fixé),

— les processus |ZP|?, ’ULP’%Q(
tous a L'(ds @ dP).

n)’ Z — g]Q et \ff|i2(n) appartiennent

On s’intéresse alors au passage a la limite inférieure en m dans le membre
de gauche (p fixé), en exploitant 'estimation a priori ci-dessous :

M*
Vm>p, 0<Z Y;l’(m’p) < QWB, P-p.s. et pour tout s,

et on donne alors une condition suffisante pour assurer la positivité (presque
stre et pour tout s) des termes suivants

(1 — day"mP)y,
et
(1 =20y Py,

On impose donc les conditions suivantes :

M - 1 - Ms#
1—16a—2)> Zet (1 —-8C—-LE)>
( 6aN)_26( SCN)_

N | =

soit autrement dit :
M : 1 1
B .
=inf{— —= L 5.12
n = nfioo—, 160} (5.12)

Cette condition est satisfaite pour toute valeur de a et quelle que soit la
variable B Fp-mesurable bornée, & condition de prendre N assez grand.
Ces contraintes données par (5.12), qui assurent la positivité des derniers
termes du membre de gauche, permettent de justifier les passages a la limite
inférieure en m suivants (tout au moins le long d’une sous suite ou les suite
de processus (Z5™) et (UY™) convergent faiblement) :

T
liminfE [ (1 - 4ay2 o) 210 s
0

m—0o0

T
> ([ (- a(i - vI0)2. - Z20pas)
0
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ainsi que :

m—0o0

T
> E (/0 (1 —4C(Ys - Y7)|Us - Usl’p|%2(n)ds>.

T
lim inf /O (1 =40y Pl U mp)|2, L ds

Muni de ces inégalités, le passage a la limite inférieure en m est justifié et il
donne :

T
E(¢(Yo — YOLP) + E (/ (1 —4da(Y, = Y,P))|Z, - Zsl’p\2d3>
0
T STAaY, 1 7 1.p12
+E (/0 (1 —2C (Y, — Y,}"))|Us — U, ’p|L2(n)ds>

T
- A - - -0
< E (/ 2(Y; — Y'P)Cys + 4a(Ys — VP (|1Z0P — Zo)* + | Zs — 12)d3>
0 8]

T
+E </0 2(Y, — YP)C(|Ubr — US|%2(n) + \Usig(n))ds> .

Désormais, afin de procéder au passage a la limite en p, on transfere dans
le membre de gauche les termes | Za® — Zg|2 et |Us? — US\QL2. La condition
(5.12) permet ainsi de justifier ce second passage a la limite (en p) dans le
membre de gauche. En outre, ’appartenance des processus C’ |Z 9 \2 et

U? & Ll(ds ® dP), d'une part, et la convergence presque siire et pour tout
s de YiP vers Ys, d’autre part, assurent que le membre de droite tend vers
0 (d’apres le théoréeme de Lebesgue). On en conclut alors

1 T T
lim = (E [ |Zs— ZMPPds+E | |Us —UMP|2,,ds | =0,
p—oo 2 0 s 0 s 1L2(n)

ce qui acheve la preuve du résultat de stabilité.

5.3.4 Conclusion a la preuve de I'existence

Afin de donner la conclusion pour l'existence d’une solution & 'EDSR

de paramétres (f, %) et sous la contrainte de taille donnée par (5.12), on
procede, comme dans le cas ou la mesure de Lévy est de masse finie, & un

passage a la limite dans les EDSR de parametres respectifs (f1, %) Pour
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ce faire, on rappelle ci-dessous les assertions a démontrer :
(i) ZY™ — Z dans L*(W) lorsque m — oo,
(i) UY™ — U, dans L?(N,(dx,ds)) lorsque m — oo,

T

(iii) E(/ |fm (s, Zzbm Uubmy — f(s,Zs,st)\ds) — 0, lorsque m — oo.
0

La preuve du paragraphe précédent assure que les assertions (i) et (ii)
sont satisfaites (tout au moins et dans un premier temps la convergence a
lieue le long d’une sous suite appropriée, ou la convergence faible a été ini-
tialement établie).

Afin de prouver la convergence dans L' (ds ® dP) (dans (iii)), on procede
en démontrant :

— la convergence de fL™(s, Z&™ Us™) vers f(s, Zs,Us), en ds @ dP-
mesure,

— la domination uniformément intégrable et pour tout m de la quantité
fl’m(S, Zsl,m7 Usl,m)‘

Pour la seconde assertion, cela résulte du controle suivant du générateur f™

|7 (s, Z5™ = b, US™)]

«
e 0 0 0%
<max{(§lzbm = 2P+ inl) |- oz -2 - PR

et du fait que les suites (|2 1,m_g|2) et (JUY™|,) sont uniformément intégra-
bles, puisque toutes deux convergentes dans I'espace L!(ds ® dP) et du fait
de ’hypothese de bornitude de 6.

Afin de justifier le premier point, on établit un résultat de convergence pour
la suite (f1™),,, résultat qui est énoncé ci-dessous.

Lemme 5.5 Pour tout s et pour toutes suites convergentes (2" ), et (u™)m,
respectivement a valeurs dans R et L?(n(dz)), et telles que la suite (u™) soit
uniformément bornée dans L (n) et satisfait de plus la condition :

3C >0, suplu™|r2m) <C,
m
on a :
fhm(s, 2™ u™) — f(s,z,u), P-p.s. et pour tout s, lorsque m — oo.

Le résultat de ce lemme découle directement de la convergence des suites
z™) et (u™) (respectivement vers z et u) et de la convergence simple de

P g p
fim vers f.

. R . . 1
Quitte alors & ne considérer que des sous suites, on peut affirmer que (Z;™)
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et (U+™) convergent en ds @ dP-mesure respectivement dans R et L2(n),
et on en conclut deés lors & la convergence dans L'(ds ® dP) de la suite
(fYm(s, Z3™, Us™)) vers f(s, Zs, Us).

Le passage a la limite dans les EDSR de parameétres (f1™, %) est justifié
et la preuve du lemme 5.4 se réécrit a I'identique. En particulier, toutes les
convergences ((i), (ii) et (iii)) ont lieu, sans avoir & considérer de sous suites.
Toutes les conditions de la preuve de 'existence établie dans le cas ou n
est de masse finie (dans la section 5.2.3) sont satisfaites : en particulier,
on conclut & Punicité des limites faibles Z et U (qui sont limites au sens
fort, d’apres le résultat de stabilité) et on obtient que le triplet (Y, Z, U) est
solution de 'EDSR (de paramétres (f, %)) obtenue par passage a la limite.
D’autre part, la premiere composante de ce triplet satisfait en outre :

5 (-3 o
t

5.3.5 Mise en oeuvre de la procédure de découpage
Etape 1 : Construction récursive

On explique ici en détail la construction permettant de démontrer un
résultat d’existence pour toute EDSR de parameétres (f, B). Le générateur
f est toujours défini par :

Os

Fls ) = s, = 2 ) = f(5, -2 0),

et ce dernier satisfait les conditions (Hp) ainsi que : f(s,0,0) = 0. Ceci
permet notamment d’obtenir, pour tout processus solution de 'EDSR, I'es-
timation essentielle (qui ne dépend que de la condition terminale B) donnée
par (5.11) dans la section 5.3.2.

On procede par découpage en justifiant la résolution d’une famille ’EDSR
de parametres (f(), ¢ .= N%.)) dont la suite de générateurs (f)) est
construite de maniere récursive de la fagon suivante :

1. On initialise en posant : f(l) = f et (171, A f]l) représente une solu-
tion de ’EDSR de parametres (f(l), £l= %) : on note que 'existence
de cette solution a été justifiée a 'aide du résultat de stabilité de la
section précédente (avec la contrainte (5.12) sur N).
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2. Supposant alors connue une solution (?i, Zi, U %) & toutes les EDSR
de parametres (f(), %) jusqu’a lordre k (k > 1) on définit le généra-

teur f**D) comme suit

FED (s 2 u) = f(s, 2+ ZF - %7u+ U — f(s, Z& - %’Uk)’

L’objectif de cette procédure est de montrer que, s’il existe un triplet

(Y, Z', U") qui est solution de 'EDSR de paramétres (f(*), %) jusqu’ &
k

’étape k, la somme Y* := Z Y? est une solution de 'EDSR de paramétres

i=1
k ~
~ B
1=
Pour ce faire, on doit justifier, d'une part et pour chaque étape de la procédure,
I'existence d’un entier N tel que PEDSR de paramétres (f(i), %) possede
une solution. D’autre part et pour répondre au probleme posé, il faut s’assu-

k
1
rer qu’il existe un entier k tel que Z NO = 1 : si la procédure s’itere jusqua
i=1

I'étape k, on obtient une solution (Y*,Z* U¥) a 'EDSR de parameétres
k

(f == Z @ B), sous la seule hypothése de bornitude de B.
=1

D’autre part et pour assurer 'itération de cette procédure, il faudra démon-
trer, pour toute solution Y & "EDSR de parametres ( f (@) %), I’estimation
a priori, analogue & (5.11), suivante : |Y?|gec < |£i‘Loo(]:T) .

L’objectif de la section suivante consiste a établir un résultat de stabilité
analogue a celui de la section 5.3.3 pour une suite particuliere d’EDSR de
parametres (f2™, €2 1= %), ot (f2™) est construite convergente vers f(2).
Cette construction est faite de telle sorte qu’on assure I’existence d’une solu-
tion & chaque EDSR de parameétres (f>™, ¢2). Au final, on souhaite montrer

un résultat de convergence vers une solution (}72, Z2, U 2) de 'EDSR de
P .
N(®)

parametres (f(2),¢2 = ) sous une nouvelle contrainte sur % (et, en

particulier, sur N ).

Etape 2 : Nouveau raisonnement de stabilité

On établit ici un nouveau résultat de stabilité pour la famille d’EDSR de
parametres (f2™, 2 = N%)) oll f2™ est construite ci-dessous et le résultat

(de stabilité) est établi dans cette section sous une condition sur l'entier
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N® . On conserve les notations f™ et f1 introduites & la section 5.3.2
lors de la construction de la premiére approximation et (Y™, zbm ylm)
désigne une solution de 'EDSR de paramétres (f1'™, %) (N satisfaisant la
condition (5.12) établie en section 5.3.3). On définit alors le générateur 2™,
pour tout entier m, en posant

b yim),

0
[2s,2,u) o= f (s, 2+ 29T = S uk Ug™) = (s, 25 =

La suite d’EDSR qui nous intéresse est donc donnée par :

Os

T
Ve = g [ (s zim g zim = PR ubmds
t

T 0
—/ (s, Zbm — E Ulmyds

Tt T .
- / Z2m AW, — / / U2™(2)Ny(ds, dz).
t t  JR\{0}

Cette famille de générateurs (f2™) satisfait en particulier la condition :
f?™(s,0,0) = 0. Toutefois, du fait que cette suite n’est plus croissante,
le raisonnement de stabilité employé pour la suite d’EDSR de parametres
(fL™ €YY n’est plus possible. Cependant, & m fixé, les générateurs f>™ sa-
tisfont encore les hypotheses (Hi) et (Hz) et on a existence de solutions
(Yy2m  z2m %™ ainsi que d’estimations a priori indépendantes de m.
D’autre part, on vérifie que ’EDSR satisfaite par la somme, & savoir :
y@m .= ylm 4 y2m est donnée par les parametres (™, €' + £2) et, par
conséquent, (f™) étant une suite croissante, la suite de processus (Y (2)™)
est elle méme croissante, uniformément bornée et donc, de ce fait, conver-
gente : il en résulte la convergence de la différence : Y27 =y (@)m _ ylm,
On note alors Y? la limite de cette derniére suite (et 72, U? les limites
faibles des suites (Z%™) et (U*™), qui sont bornées dans les espaces L?(W)
et L2(N,).

On applique alors la formule d’It6 & [Y2(™P)|2 .= |y2™ — Y2P|2 en prenant
la forme intégrée entre 0 et T, puis on prend ’espérance :

T T
E(Y2"P2) + R (/0 ]Zf’(m’p)|2ds> + E </O /R ]Uf’(m’p)(x)|2n(dm)ds>

T
< E( / 2\1@2’<m7p>||f27m<s,zzvm,Uzvm>—f27p<s,z§vp,U3»p>|ds). (1)
0
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On cherche donc tout d’abord a controler la différence suivante :

Fmp — |f2’m(8, Z§7m7 USZ’m) _ fQ,p(S’ Zgﬁ”7 USQJD)|
< |fm(s, 2™+ Z9™ - S U + US|
_|_ ‘fp(s7 ngp + Z;wp _ %’ Uszvp + U;wp)‘

(s, 28" = L U™ 4 | fP(s, ZaP — S U P,

et, on se sert a nouveau de ’hypothese (Hj) qui est satisfaite par la suite de
générateurs (f™) (avec les mémes parametres que f ou f). Ces parameétres
sont indépendants de ’entier m ou p et le lemme 5.3 assure donc que, pour
tout entier m ou p, les processus Z'™ et Z'P (respectivement U™ et UP)
sont bornés indépendamment (de m ou de p) dans L?(W) (respectivement
dans L?(N,)). On souhaite obtenir un contréle uniforme en m (et en p) par
un processus G a valeurs dans L!(ds ® dP) de la somme suivante

4 9
|fm(s,Z;7m_j7U;,m)|+ |fp(S,Z;’p—i7U;’p)|,

@ Q

On justifie en utilisant le résultat énoncé ci-dessous (une référence est le

lemme 2.5 de la page 569 dans [KOB])

Lemme 5.6 Soit (Z™ )y, une suite de processus définis sur [0,T] et satis-
faisant que (Z™) est de Cauchy pour la norme hilbertienne dans L?(W),
i.e.
T
lim sup E(/ |z — Z§|2d8) — 0, lorsque p — oo
m,p, m2p 0

alors il existe une sous suite notée (m;) telle que

sup |Z™|? € L*(ds ® dP).

me(my)

Quitte & ne considérer que des sous suites (|Z1™|2) et de (JU™|?), on peut
supposer

sup |2 € L'(ds ® dP) et sup [U"™ (72, € L'(ds @ dP),
m m

2
et, puisque le processus % est borné (il appartient donc & L!(ds ® dP)),
il en résulte 'existence d’un processus G & valeurs dans L!(ds @ dP) et tel
que :
05

(67

0s

[f7 (s, 25 = = U™+ [fP(s, 257 = =, U D) < G

On exploite & nouveau la convexité de z — |z|?, celle de |- |2, et 'équivalence
entre | - |75 et | - [ pour obtenir, d'une part :
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Q|Z2M g Zym G2 Ba(|Z2 2 220 222 4\ Dy g 2y B2,

ainsi que :

’USQ,m + Usl,m’a < é« <‘U827(m7p) %2 4 ‘USZP U2 2 , + ‘UQ +U1m 2 )

A 27 ). 2? 1?
< C(’US (m,p) %2+‘USP U2 +‘U2+Usmiz),
(la notation L? est utilisée pour la norme hilbertienne L?(n) et, dans les
inégalités précédentes, on exploite le résultat d’équivalence entre | - |%2 et

| - |o qui est vérifié avec la constante C).
On obtient de la méme fagon les controles suivants :

%|Z52’p+ Zsl’p _ %’2 < a(|Z§’p _ 232’2‘*‘ \Z§+ Zsl’p— %‘2)
et
U+ UsP)q < C|USP — U2, + U2 + UsP[2.).
Il résulte finalement le controle suivant de la différence F™ P :

Frmp < G 4 82| z20mP)2 4 Ba (720 _ 7212 4|72 4 7bm  0s2)

+ C‘Q,MBIUE’(”“’)@2 +2C(|JUZP — U2, + U2 + U ™2,).

Le reste de la procédure est completement analogue au résultat de stabilité
établi dans la section 5.3.3 pour la suite d’EDSR. de parametres (f1™, %)
On réécrit la formule d’It6 (I) en faisant passer dans le membre de gauche

2,(m, P)‘Z soit ‘UQ J(m, IJ)’L27

les termes contenant soit | Z5’ ce qui fournit 'inégalité

suivante

T
E(yg " ?) + E (/ (1 3ay20m0) |Zsz,<m,p)|zds>
0
T
. ( / / (1= 20v20m2)) !Uf’(m’P)|2(a:)n(dx)ds>
0 *

T
i . 0,
<B( [ saxzowzze - 24122 + 27 - 2 has)
0 (67
T - -
v ([ 20v2 D (02— 023+ 102+ U )i ).

Pour justifier les deux passages successifs a la limite (& savoir, lorsque m
tend vers +o00, p étant fixé, puis quand p tend vers +00), on impose alors la
contrainte suivante

~ M=
(1—120—19)21

Mg 1
— > —
(1 —-16a—:=) et N 5

N©) 2
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soit, de fagon équivalente, on obtient la contrainte suivante sur N @ .

Mg .1 1

Muni de cette derniere condition, on peut ainsi réécrire a ’identique le rai-
sonnement décrit dans la section 5.3.3 et on démontre ainsi la convergence
forte des suites (Z2™) et (U*™) respectivement vers Z?2 et U2,

O

Désormais et comme pour chacun des résultats de stabilité déja obtenus, on
justifie le passage a la limite (en m) dans les suites d’EDSR de parameétres

(f2m, & .= ]\][32), ce qui permet d’identifier la limite (Y2, Z2%, U?) de la

suite de processus suivante :

(Ul,m+U2,m, Zl,m+Z2,m’ le,m_{_UvQ,m)7

comme étant une solution de 'EDSR de paramétres (f, &' + £2).

Etape 3 : extension de la procédure

On vient de justifier dans la preuve précédente que l'on est capable de
construire une solution notée (Y2, Z2, U?) a 'EDSR donnée par les pa-

rametres (f, 14+ €2), avec : &1 + €2 = N%) + % et on souhaite itérer la

procédure expliquée a la section précédente afin de montrer I'existence d’un

N

entier k pour lequel on ait existence d'un solution notée (Y%, ZF UF) a

k
PEDSR de parametres (f', ka), on f s'écrit
i=1
f(s? Z7 u) = Z f(Z)(S7 Z? u)?
i=1

avec la suite (f(i)) qui est construite a ’étape 1 de cette section 5.3.5. Ceci

est possible des lors que 'on peut itérer la procédure décrite a 1’étape 1
k

en justifiant l’existence un entier k tel que : ; NO = 1. La réponse est
positive puisque la suite (N (i)) peut étre choisie constante a partir du rang
2 (cette valeur donnée par la relation (5.13) ne dépend que du majorant Mz
de B : en effet, on vérifie que le raisonnement de la section précédente s'itére
pour les suites ’EDSR de générateurs f™*) (pour k > 3) : ces générateurs
satisfont le méme type de controle et la preuve de I’étape 2 se réécrit a
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I'identique en remplacant & I’étape k les processus Z1™, U™ apparaissent
dans Pexpression de f(2)™ (fortement convergents dans L?(W) et L?(N,))
par Z™ (k) e, gms(k)

Etape 4 : conclusion

Dans les étapes précédentes, on a obtenu une solution a toute EDSR
de parametres ( 1, B) avec B une variable Fr-mesurable (supposée seule-
ment bornée) et on cherche a en déduire une solution pour toute EDSR
de parametres (f, B) sous la condition de bornitude de B. Or, la solution
(Y, Z,U) construite a la section précédente satisfait I’équation :

T
Y, = Bt /t[f(sZ % U~ 15,22 0))ds

—/t Z,dW, — / N,(ds, dz).

Désormais, on définit, P-p.s. et pour tout s, les processus Y, Z et U de la
fagon suivante :

S Hu S 9u _ 68 B
—/ f(u,—,O)du—/ —qu), Zy=2Js— —et Us = Us,
0 o 0

« «

et si on définit B comme suit

T g,
B.= B+/ f(s ds+/ —dWS,
0

on vérifie que Y satisfait :
o T
Y; = B—l—/f ZUdS—/ZdW N,(ds, dz),
t

(Y, Z,U) est solution de 'EDSR. de paramétres (f, B).

5.4 Etude théorique dans le cadre non compact

5.4.1 Motivations et résultat

Dans cette partie, on étudie & nouveau le probleme d’optimisation sous
contraintes noté (P;) dans la section 0.3.2 de l'introduction, mais on se
place sous I’hypothese que l’ensemble de contraintes C est fermé et non
nécessairement compact. On conserve les notations et hypotheses de la sec-
tion précédente et, en particulier, la mesure de Lévy est éventuellement de
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*

masse infinie (elle satisfait la condition / (1A |z))*)n(dz) < oo). Appli-

quant la méthode de résolution dynamique (MD) a ce probleme, on fait

apparaitre 'EDSR (Eq2.1) de parametres (f, B), dont le générateur a pour
expression

. Q 0 0,2

f(s,z,u) = ;‘éﬂ (2]7ras —(z+ ES)\Q +|u— ﬂﬂs\a) — 05z — |250|4

. (5.14)

On vérifie que, méme sans la condition de compacité de I’ensemble C (en-
semble de contraintes), le générateur satisfait encore I’hypothese notée (Hy)
du lemme 5.1 : plus particulierement, si on suppose toujours : 0 € C, le
générateur satisfait les controles

165
2

Vz,u € Rx L>NL>®(n), —0sz — < f(s,z,u) §%|z|2—|—|u\a.

Ces controles entrainent que les estimations a priori du lemme 5.3 de la
section 5.2.1 sont vraies, pour toute solution (Y,Z,U) de 'EDSR de pa-
rametres (f, B) (excepté évidemment le controle suivant du processus U :
|U3|%2(n) < 4n(R \ {0})|Y |3, lorsque n est de masse infinie). La princi-
pale difficulté théorique est que I'hypothese (Hz) n’est plus vérifiée car les
controles BMO des processus issus de la linéarisation des accroissements
du générateur f n’existent plus. Ceci a pour conséquence que le raisonne-
ment décrit en section 5.2.2 dans la preuve de 'unicité (théoréeme 5.1) n’est
plus possible pour 'EDSR de parametres (f, B). L’objectif de cette section
consiste a prouver un nouveau résultat d’existence, dont on donne ci-dessous
I’énoncé.

Théoréme 5.4 Sous les hypothéses énoncées ci-dessus, ’EDSR de type
(Eq2.1) et de parameétres (f, B), dont la condition terminale B est bornée
et dont Uexpression du générateur est donnée par (5.14) avec la contrainte
supplémentaire que ’ensemble de contraintes C est fermé mais non compact,
on obtient l’ezistence d’une solution a I’EDSR appartenant ¢ S x L*(W) x
L2(N,).

5.4.2 Preuve du nouveau résultat d’existence

Afin de justifier I'existence d’une solution & PEDSR de parameétres (f,
B), on procede a I’aide d’une approximation et en deux étapes :

e la premiere consiste a introduire I’ensemble compact C" défini comme
suit :
C™=CnN[-m,m],
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et a considérer le probleme d’optimisation restreint a I’ensemble de
contraintes C". On lui associe 'EDSR de parametres (f™, B), pour la-
quelle on sait construire une solution (Y, Z™, U™) et ou le générateur
f™ est défini pour tout m par

05
f™(s,z,u) = inf <g|was —(z+ E>|2 + |u— Fﬁ3|a>

Tecm
6 2
—0sz — ‘280[ (5.15)

e Dans une seconde étape, on établit un résultat de stabilité pour cette
suite ’EDSR de parametres (f™, B).

Etape 1 : construction et propriétés de ’approximation

On considere, dans cette étape, la suite d’EDSR de parametres (f™,

B) avec le générateur f™ d’expression donnée par (5.15). L’objectif de
cette étape est double : on justifie, d’'une part, I'existence d’une solution
(Y™ Z™ U™) pour tout m, et, d’autre part, on établit une liste de pro-
priétés concernant le controle des normes et les convergences des suites (Y),
(Z™) et (U™).
Or, puisque C™ est un ensemble compact, les résultats obtenus a la section
précédente assurent ’existence d’une solution (Y™, Z™, U™). D’autre part
et pour tout m, f™ satisfait ’hypothese (H;) avec les mémes parametres
que f ( indépendants de m) :

(H) — (852 + %) < f(s,z,u) < 2| + |ula, P-p.s. et pour tout s.

La borne supérieure est donnée par le fait que la stratégie définie par : m = 0,
est a la fois dans C et dans C™. On applique ainsi les résultats du lemme 5.3
(du paragraphe 5.1.2) pour en conclure les deux propriétés suivantes :
— La suite (Y™) est uniformément bornée dans S°°.
— Les suites (Z™) et (U™) sont uniformément bornées dans leurs espaces
de Hilbert respectifs, & savoir L(W) et L?(N,).

On établit désormais un résultat de comparaison pour la suite d’EDSR
de parametres (f™, B). Pour ce faire, on exploite les résultats établis dans
le cadre compact et on reprend la procédure de linéarisation employée dans
la section 5.2.2 pour justifier 'unicité. Vu que le raisonnement est analogue,
on ne donne que les grandes lignes : 1’idée consiste a considérer deux entiers
n,p (tels que, par exemple, n > p) et a étudier la différence Y™P := Y™ —YP
entre les deux solutions des EDSR de parametres (", B) et (f?, B). Pour
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cela, on écrit la formule d’It6 pour Y™P en manipulant I’accroissement des
générateurs comme suit

fn(S7ZgL7USn>_fp(s7Z§7U8p)

= (" = f")(s, 28, U5) +fP(s, 23, UY) — fP(s, Z5,US)

<0

< (fP(s, Z3,U¢) = f7(s, Z8,U3)) + fP(s, Z8,UF) — fP(s, Z8,U7).

On exploite, d’une part et a la premiere ligne, la décroissance de la suite
de générateurs (f™),,, et, d’autre part, on linéarise les accroissements de f?
(dans I'inégalité de la deuxieme ligne). Désormais, remplacant f par fP, on
suit exactement le raisonnement de la section 5.2.2, auquel on renvoie pour
les détails : on utilise ainsi les processus P et AP issus de la linéarisation de
fP (fP satisfait en effet une hypothese analogue a (Hz), hypothese donnée
au lemme 5.1) et on effectue alors une transformation de Girsanov similaire
a la preuve évoquée. Cette procédure permet de conclure que pour tous les
entiers n,p (n > p),on a: Y < YP P-p.s. et pour tout s, i.e la suite (Y),,
est décroissante.

On peut alors donner un sens au processus Y en posant :

Y, =lim \, Y®, P-p.s. et pour tout s. (5.16)
m

D’autre part, on définit aussi les processus Z et U de facon unique & in-
distinguabilité pres) comme les limites des suites (Z™), et (U™)n, au sens
faible dans L2(W) et L?(N,).

La suite de générateurs (f™) satisfait aussi une propriété a rapprocher du
lemme 5.5 de la section précédente et essentielle afin de justifier le passage a
la limite dans les EDSR de parametres (f,B). Cette propriété est énoncée
ci-dessous.

Lemme 5.7 La suite (f™ )y, de générateurs ainsi construite satisfait la pro-
priété suivante :
pour toutes suites (™) et (u™) a valeurs respectives dans R et L? N L>(n),
qui sont toutes deuz convergentes dans R et L?(n) et telles que, de plus, la
suite (u™) satisfait la condition :

— La suite (u™) est uniformément bornée dans L>(n).

alors on a :

(s, 2™ u™) — f(s,z,u), P-p.s. et pour tout s, lorsque m — co.
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Preuve du lemme 5.7

Pour tout z et u dans R et L?(n), les générateurs f™ et f coincident
(presque strement et pour tout s) lorsque m est assez grand. En effet, si
on note m; une valeur de 'argmin et puisque l'infimum de fonctionnelles
convexes est bien défini, cet argmin se controle aisément & 'aide de |z| et de
|u[2()- On utilise le fait que 0 € C pour obtenir :

a 0 « 0
Umtos— (a4 D < Dzt 2P+ fula.

Puisque les parametres o, 3 et 6 sont des processus (prévisibles) et bornés,
on obtient, apres des calculs élémentaires, 'existence d’'une constante C'

satisfaisant :
3C>0,Vs, |r7] < C(/I2 + lulfz, +1).

(on exploite également la relation d’équivalence entre |u|q et |u]%2(n) donné

dans le corollaire 5.1). Pour conclure, on remarque que les suites (2"") et
(u™) sont convergentes et donc bornées respectivement dans R et L%(n), et
si on note z et u leurs limites respectives, il existe un rang m, tel que pour
tout m, m > m, on ait :

|27 < L2 + Lt [u™ Loy < fulfeg) + 1.

Pour tout entier m satisfaisant la condition :

m > [C\/\zP lufZopy +2+1] +1,

(la notation [-] correspond a la partie entiere), les générateurs f et f™ pris
en (z™,u"™) coincident, ce qui achéve la preuve de ce lemme.

g

Remarques

e On peut justifier la décroissance de (Y™),, en anticipant sur les
résultats du chapitre suivant. Les EDSR de parametres (", B) étant reliées
au probleme d’optimisation d’ensemble de contraintes C™*, I’application de
la méthode dynamique (MD) permet de justifier 'expression suivante de la
fonction valeur (notée V™5 (x) a la date t) :

dSy
Su—

T
V"B (z) = sup E7* (Un(x +/ T
t

Tecm

— F)) =Uy(z = Y/™).

(la justification de la derniere égalité est donnée a la section 6.2.1 du chapitre
suivant).
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Du fait de la premiere expression donnée a ’aide d’un suprémum, la suite
de variables (V™5 (z)) est croissante par rapport & m. L’égalité donnée par
la seconde expression implique que la suite (Y;™) est décroissante (P-p.s.).
e Un propriété essentielle est que la suite (U") est uniformément bornée
dans L°°(n) et, plus précisément, on a

U Lo (n) < 2|Y™ |00, P-p.s. et pour tout s.

D’autre part, le résultat d’équivalence du corollaire 5.1 de la section 5.2.1
entre |U"|, et U QLQ(n(dI)) est toujours vérifié.

Désormais et afin de passer a la limite dans les EDSR de parameétres
(f™, B) et d’en déduire le théoreme, on justifie une fois encore un résultat
de stabilité, qui est énoncé au lemme 5.8 dans le paragraphe qui suit. Pour
I’établir, il faut prouver la convergence forte de la suite (Z™) dans L*(W)
et de (U™) dans L?(N,).

Etape 2 : Passage a la limite

L’objectif est de justifier le passage a la limite dans les EDSR de pa-
rametres (f, B) (et d’identifier le processus (Y, Z, U) comme étant une
solution de 'EDSR de parametres (f, B))

T
th:Y{ﬂ”—k/ (s, 2, UN)ds
t

[z [ vr@msa). 6

A nouveau, on doit justifier les trois assertions suivantes, a savoir
(i) Z™ — Z (dans L*(W)), lorsque m tend vers +oo0,
(ii)U™ — U (dans L?(N,)), lorsque m tend vers 400,

T ~ ~
(i) E(/O F™ (s, 27, U™ ds — f(s, Zo, Us)|ds) — 0,

lorsque m tend vers +o0.
On énonce ci-dessous le lemme dont le résultat constitue le principal ingrédient
dans cette seconde étape.

Lemme 5.8 La suite (Y™, Z™,U™) construite satisfait les conditions sui-
vantes :
e la convergence en ds @ dP-mesure suivante est vérifiée :

(s, ZM,U™) — f(s, Zs,U,) P-p.s. et pour tout s.



5.4. ETUDE THEORIQUE DANS LE CADRE NON COMPACT 163

o la suite (Y™, Z™, U™) converge vers (}7, Z, U) au sens suivant :

E( sup |Y;" = Yi|) + 2™ = Z| 2wy + U™ — ﬁ|L2(Np) — 0.
te[0,7)

De plus, sa limite est le triplet de processus (?,Z,U) qui est défini sur
S x L2(W) x L*(N,) et satisfait ’EDSR de paramétres (f, B).

Fin de la preuve de ’existence On commence par établir 'existence
d’une solution & 'EDSR de parametres (f, B) en supposant acquis le point
délicat de la preuve (car relativement technique), & savoir la convergence
forte des suites (Z™) et (U™) dans L?(W) et L?(N,). Ce dernier point
étant supposé acquis, (i) et (ii) en sont des conséquences directes (chaque
convergence forte dans (i) et (ii) a lieue, quitte & considérer une sous suite).

Pour justifier la convergence dans L'(ds®dP) dans (iii), il suffit d’établir
les deux résultats suivants :

e La convergence en ds ® dP-mesure de (f™ (s, Z;*,U")) vers f(s, Zs,Us),
d’une part,

e L’uniforme intégrabilité de la suite de variables (f™(s, Z7*,U")), d’autre
part.

Pour le premier résultat et puisque les suites (Z") et (U™) sont toutes

deux convergentes dans leurs espaces de Hilbert respectifs & savoir L2(WW)
et LQ(Np), il en résulte, quitte & prendre une sous suite, que (Z"™) (resp.
(U™)) converge en ds ® dP-mesure vers Z (resp. vers U). Le résultat de
convergence en mesure désiré est une conséquence simple du lemme 5.7,
dont les hypotheses sont satisfaites en considérant, & un ensemble de ds® dP-
mesure nulle pres, les suites (Z"(w)) et (UM (w)).
Pour la seconde assertion, on utilise le fait que chaque f™ satisfait encore
les controles donnés par (H;) (du lemme 5.1). Exploitant une fois encore
Dinégalité ab < 3(a? + b?) pour la minoration donnée par (Hy), on obtient
la condition de domination suivante dans L'(ds @ dP) :

3Ca >0, [fM(s5, 2 UM < Ca(L + (1277 + U o).

La constante notée C, dépend de a et du parametre 6, qui est borné. Puisque
les suites (Z™) et (U™) convergent (fortement) respectivement dans L?(W)
et L*(N,) (ce résultat contenu dans le lemme 5.8 est établi au paragraphe
suivant) on en déduit I'uniforme intégrabilité de ces suites et donc, on ob-
tient celle de la suite (" (s, Z*, UL")), ce qui permet de conclure a I’assertion
(ii).

Les assertions (i), (ii) et (iii) assurent que le passage & la limite dans les
équations (5.17) est justifié et le triplet de processus (Y, Z,U) satisfait
I’EDSR de parametres (f, B). On réécrit ci-dessous ’équation satisfaite
par Yy —ym,
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E< a5, —m)—E(m )

t€[0,T

T ~ ~
<E ( | 1562000 - s, 22 U;”>|ds)
0

t
+E ( sup | [ (Zs— Zg”)de)
t€[0,7] JO

+E ( sup | t(ffs - U;”)(x)Np(ds,dx)O ’

tejo,1] Jo

et on déduit de la convergence des intégrales stochatiques ((Z — Z™) - W))
et (U—-U™)-N,) ainsi que des inégalités de Doob la convergence suivante :

E( sup |Y;™ —Y;|) — 0, lorsque m — oo.
te[0,T

Cette propriété est évidemment plus faible que la convergence dans S,

toutefois Y est bien dans S°°, en tant que limite (ponctuelle) de la suite
(Y™) qui est elle-méme uniformément bornée dans 5.

0

Preuve du résultat de stabilité Afin d’achever la justification de ce
lemme, on se concentre ici sur le point le plus délicat, a savoir la convergence
forte des suites (Z™) et (U™). La conclusion du lemme (i.e. I’existence d'un
triplet (Y, Z,U) solution & 'EDSR de paramétres (f, B)) ayant été donnée
au paragraphe précédent, il ne nous reste qu’a établir ce résultat de conver-
gence forte : la preuve de ce résultat est tres similaire a celle du lemme 5.4
et posant toujours ¢ (x) := % (= g2k (x)), on obtient 'expression
suivante pour la semimartingale positive (;SK(YP’Z)IZP (notant Y7 ! au lieu
de YP —Y!) .

T p, 1
¢K<%’?’l>+E<K / 2KV (1z0 2 1 / \{}gzmvle)(x)n(dw))ds)
0 R\{0

T
= E</ YD 1) (fP(s, 22, UP) — fl(s,Zé,Ué))ds>

(
(5]
#(

T ~ ~
+E</0 (2”’” 1)(Cs Z(\Z§’J|2+]Z§—Zs2+\Z5\2))ds>,

IN

e |Z2|2 + |UP|o + Cs +fyzl| )d )

T

(
( 2KYP ! )
(

IN

VR
o\o\ﬂo

N > 7 J
YT ) (|28 — Zo|? + | Z%) + |UP — Us|aa + IUslza)d8> :
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ol les derniers controles résultent du fait que chaque générateur fP satisfait
la méme hypothese de croissance, a savoir (H;) (donnée dans le lemme
5.1 en section 5.1). Finalement, utilisant des manipulations élémentaires
(analogues a celles employées dans la preuve de lemme 5.4) et exploitant le
controle uniforme dans L'(ds @ dP) des processus |Z! — ZP2, |Z — ZP|? et
1Z)? et de |U — UP \%Q(n) et |U |%2(n), on justifie successivement les passages
a la limite en [ et p qui permettent d’affirmer :

T
limE/ (1Zs — ZP|*)ds = 0,
p 0

et

limE/ (|(Us—Ug’)(:v)|2)n(dx)d320.
p [0,¢] xR*
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Chapitre 6

Application a la
maximisation de 'utilité

Dans ce chapitre, 'objectif est de résoudre un probleme d’optimisation
de portefeuille sous contraintes dans le contexte d’une filtration disconti-
nue particuliere. On conserve les notations prises lors de la présentation du
modele financier a la section 4.2.3 et on exploite les résultats théoriques
obtenus au chapitre 5 concernant une classe d’EDSR. quadratique et avec
sauts. L’étude menée est tres analogue a celle du chapitre 3 de la premiere
partie de la these et qui correspond au modele en filtration continue.

6.1 Le modele financier : cas compact

On considere toujours I'espace de Wiener-Poisson introduit au début du
chapitre 4, espace qui est muni de deux processus indépendants, a savoir
un mouvement brownien unidimensionnel W et un processus de Poisson
(associé a une mesure aléatoire compensée de Poisson notée Np). On conserve
la notation F pour désigner la filtration discontinue (restreinte & [0,77])
engendrée par ces deux processus et complétée. Le marché financier sur cet
espace filtré ainsi défini consiste en un unique actif risqué dont 1’évolution
du processus de prix S := (S¢)ie[o,7] est régie par I'EDS unidimensionnelle
a sauts suivante :

Vsel0,T], dSs = Ss— (bsds + o dWs +/ ﬁs(m)Np(ds,dx)) . (6.1)
R*

Dans toute cette section, la mesure de Lévy n est de masse finie. Les pro-
cessus b, o et 8 sont supposés bornés et prévisibles et le processus 3 est tel
que B > —1, de sorte que le processus S est une exponentielle stochastique
et un processus positif. D’autre part, on définit le processus 6 de la maniere
suivante :

0=0oc"1b.

167
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Ce processus 6 est supposé borné et il appartient donc, a fortiori, a ’espace
BMO(W), de sorte que la mesure de probabilité définie par :

dp?
— =&p(—0-W

ap =l )

définit une densité de martingale. Cette condition sur le processus 6 est
classique et elle permet d’assurer que le marché satisfait la condition usuelle
de non arbitrage. En particulier, sous la mesure équivalente PY, le processus

Wl =w + Ods est un nouveau mouvement brownien et S est une P?

martingale lo(c]ale. On garde les notations X™ et m pour désigner les processus
de richesse et stratégie associée, ou le processus X™ est définie (sur [0,77])
par

dSs

5 (6.2)

t
vt € 0,77, Xf—m—k/ Ts
0
Toute stratégie 7 := () se[0,7) est un processus unidimensionnel et prévisible,
qui satisfait
- la condition minimale d’intégrabilité suivante

T T
2 2
E(/O |mos|“ds +/0 /R\{o} [7Bs(z)|*n(dz)ds) < oo, (6.3)

- m € C, P-p.s. et pour tout t,
( sauf mention contraire, I’ensemble C (C C R) est compact).

La derniere condition a imposer pour résoudre le probleme d’optimisation
est une condition dite d’admissibilité (donnée par la définition 0.3). Dans le
paragraphe qui suit, on justifie a ’aide du lemme 6.1 que toute stratégie =
a valeurs dans C est telle que le processus X™ satisfait (6.3), et que de plus,
elle est automatiquement admissible (au sens de la définition 0.3).

Remarques

Le réel m(w) correspond a la somme d’argent investie a la date ¢ dans
I’actif risqué. On précise, d’autre part, I’ensemble C, dans lequel les stratégies
m prennent leurs valeurs, est un sous ensemble C compact de R et non
nécessairement convexe, comme dans l’article [HUO5]. En particulier, il résulte
immédiatement de la compacité de C ainsi que des conditions de bornitude
imposées sur les différents parametres de 'EDS (6.1) que le processus de
richesse X7 satisfait (6.3). Le marché financier libre d’arbitrage est incom-
plet :une premiere source d’incomplétude est la présence de contraintes. La
seconde provient de la présence de deux facteurs de risques modélisés dan
I’équation de S par l'intégrale brownienne et celle par rapport a la mesure
aléatoire de Poisson qui ne peuvent étre couverts par la présence du seul
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actif risqué modélisé par S. Des exemples de telle modélisation sont fournis
par le modele a volatilité stochastiques avec sauts de Barndorff-Nielsen et
Shephard (ce modele est étudié pour le probléme de maximisation de 1'uti-
lité exponentielle sous ’angle de la recherche de I’expression de la densité
de Hellinger dans [BEN05]) ou encore dans la modélisation d’un instant de
défaut en théorie du risque de crédit (une référence en est [BIE]).

Un lemme essentiel

Lemme 6.1 Dans le cadre ot l’ensemble de contraintes C est compact, toute
stratégie T (i.e. t.q. ™ est un processus unidimensionnel, prévisible, prenant
ses valeurs dans C et tel que X™ vérifie (6.3) et satisfait la condition :

{exp(—aXT),7 F-temps d’arrét}

est une famille uniformément intégrable. (6.4)

Preuve du Lemme 6.1

On précise tout de suite que c’est sous cette derniere condition (6.4) que
nous justifions, par la suite, 'emploi de la méthode dynamique notée (MD)
en section 0.3.2 (et déja employée dans le cadre brownien par [HU05]). On
considere le processus U = (e~ X7 )te[O,T]a pour toute stratégie m a valeurs
dans ’ensemble C. On utilise tout d’abord I'expression de X™ donnée comme
I'intégrale stochastique par rapport au processus de prix S par (3.4), la
définition du processus S donnée par (6.1), et de la définition du processus
f pour écrire :

ngr = 7Tt0't0tdt + WtUtth + / Wtﬁth(dt, dﬂ?)
R*

Dans un second temps, on applique une formule d’It6 généralisée au pro-
cessus U = e~ X" (on renvoie le lecteur au Théoréme 5.1 du Chapitre 2 de
[IKE] ou aussi au théoreme 18 du chapitre V du [PRO])) :

dU; = Ut( — amordWy + fR*(e_o”rtﬂt — 1)Np(dt,dm))

+U( = (amou0)dt + % |moy2dt + . (e70™5 — 1+ amBy)n(dx)dt).

On utilise alors la définition de ’exponentielle stochastique £(M) de M pour
écrire le processus U sous forme produit :

Ui = Ugé’t(/' —anso,dWs + // (emomsBs _ 1))Np(ds,dac))e‘q?, (6.5)
0 0 Jr
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ou le processus A™ est donné par l’expression :

t 2
AT = / (—omsasHs + %|7rsas\2 + / (e_o”rsﬁs -1+ omsﬂs)n(dx)> ds.
O *

Ce processus A™ est borné du fait des hypothéses de bornitude des pa-
rametres de 'EDS (6.1) et de la compacité de I'ensemble C. D’autre part, en
conséquence du lemme 4.1, I’exponentielle stochastique apparaissant dans
I’expression de U est une vraie martingale. Il résulte de la décomposition
(6.5) que la condition d’uniforme intégrabilité du lemme 6.1.

0

6.2 Résolution du probléeme d’optimisation

6.2.1 Expression de la solution au probleme d’optimisation

Dans cette section, on revient au probleme de maximisation de 1’'uti-
lité exponentielle d’un portefeuille présenté a la section 0.3.2. Ce probleme
consiste & déterminer une expression de la fonction valeur VZ(z) a la date
t = 0 et cette expression est donnée par :

VB(x) = iggE(Ua(X% —B)), (6.6)

ou B désigne lactif contingent et ou toute stratégie 7 est définie sur [0, 7.
Le processus de richesse X7 := X™%% agsocié (& la stratégie m) est donné
par
dSs—

Ss
expression dans laquelle x désigne la richesse initiale et ou le processus S de
prix est donnée par 'EDS a sauts (6.1). L’ensemble d’admissibilité noté A
(plutét que Ag) regroupe I'ensemble des processus m := (7s) se[o,7] Unidimen-
sionnels, prévisibles, satisfaisant la condition d’intégrabilité (6.3) donnée au
début de chapitre, et tels que la famille

¢
Vs el0,T], Xt”::v—l—/ s
0

{exp(—aXT), 7F-temps d’arrét},

est uniformément intégrable. On donne ci-apres le résultat majeur de cette
partie.

Théoreme 6.1 Une expression de la fonction valeur a la date t = 0 noté
VB(z) est fournie par :

VB(z) = —exp(—a(z — 7)), (6.7)
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ot le mombre réel Yy représente la wvaleur initiale associée a la solution
(Y,Z,U) de 'EDSR (Eq2.1) caractérisée par les paramétres (f, B), et dont
le générateur f est défini comme suit :

6]

. « 0 2 0
f(s,2,u) —;16112 <2|7ms — (z+a)| + |u—7rﬁs|a> — 6z — o

D’autre part, il existe au moins une stratégie optimale et toute stratégie
optimale est admissible (i.e. 7 € A) et caractérisée, P-p.s. et pour tout s,
comme suit :

05
w1 € angmiy (S |70y — (Zo + =) + Uy = mBifa). (6.8)

a
Toute stratégie optimale 7 est telle que :
E(R} ) = E(Ua(XF — B)) = Ro = VP(x).

Dans le corollaire qui suit, on considere le probleme d’optimisation a la date
t (introduit en section 0.3.2 de la theése), auquel on associe la fonction valeur
notée V;B(z) défini a la date ¢ par

dSs
Se—

T
V;SB@:) = sup E}—t(Ua(x +/ Ts
TeA; t

- B)),

oit le processus de richesse X7 := X™%% est défini sur [¢,7] comme suit :

as,

S
Vs e [t,T], X;r:x—i—/ Tu—— s
¢ Su—

et olt A; regroupe l'ensemble des stratégies 7 := (7s) sef¢,r) définies sur [t, T
et admissibles au sens de la définition 0.3.

Corollaire 6.1 On obtient les deux résultats suivants pour la fonction va-
leur notée V,P(x) a la date t :

o D’une part, la fonction valeur s’écrit a la date t en terme de la solution
de V'EDSR de parameétres (f, B) sous la forme :

VP (@) = Ua(z — Yi) = —exp(~alz — ¥3)) = RY

ot T est une stratégie définie sur [t,T| qui satisfait la relation (6.8).
e On retrouve l’énoncé du principe de la programmation dynamique :

Vo, 7, F-temps d’arrét, (1 <o), VP(x)=E"(VEXT ™). (6.9)
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Remarque et preuve du corollaire 6.1

On suppose acquis les résultats du théoreme 6.1 : par un raisonnement
completement analogue a celui mené dans la section 3.1.2 de la premiere
partie, il en résulte le principe de la programmation dynamique : en effet,
deés lors que 'on connait I'existence d’une stratégie optimale 7* et que 'on
se donne deux temps d’arrét 7 et o (7 < o) la propriété (6.9) résulte du
théoreme de Doob (appliquée & la martingale R™ := U,(X™ —Y))

VE(x) = Ua(XT ™" = Y,) =E(Us(X5 ™" = Yy)|Fr)
= E(VE(XT T)F,),

7 . dS
.
N u BN s, 7
on: X7 " =ax+ / y . La derniére propriété permet d’assurer une
T

g
propriété de consistance pouur la fonction valeur : en effet, celle ci dit que
la meilleure prédiction a une date ¢ donnée de la fonction valeur coincide
avec la valeur du probleme d’optimisation a cette date. En particulier, ceci
implique que toute stratégie optimale pour le probléme, a un date ¢t donnée,

’est encore pour tout autre date s (s > t).

Preuve du résultat principal

Dans une premiere étape et afin d’assurer la validité de 1’expression
donnée par (6.7), on justifie les calculs formels effectués dans la section 4.2.3
introductive de ce chapitre. Ces calculs ont notamment permis de donner une
expression du générateur de TEDSR. Muni des résultats de I’étude théorique
du chapitre 5, on souhaite établir que, pour toute stratégie = (r € A), le
processus R™ (défini sur [0,7]) est une surmartingale.

Pour résoudre a ’aide de la méthode (MD) le probléme, on a introduit en
section 4.2.3 le processus positif R™. Pour le probléme considéré & la date t
= 0, ce dernier est défini par

5. exp(—a(XT —YS))
Vse[0,T], RF:= o —ale —To))

On rappelle ci-dessous ’expression obtenue a l’aide de la formule d’It6 pour
ce processus

Vs €[0,T], RT = MTexp(AT),

ou M™ est ’exponentielle stochastique associée a une martingale locale M™
qui est donnée par la formule suivante :

&) = & ((~almo = 2) - W) 4+ (2P0~ 1) ),

et ou lexpression de A™ est donnée, pour tout s, s € [0, 7], par :

A7 = [ o (~maba £ 200 + G s = Zu 4 (U = Tl du
0
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D’une part, la partie discontinue de la martingale exponentielle M™ est
exp((—a(rf—U)) —1) - Np)s :=

Z (e—a(wﬁu(p(u))—Uu(p(“)) — 1)1u€Dp1

O0<u<s

r=p(u)"

D’apres la formule de Doléans-Dade, le processus M7™ est, en tant qu’expo-
nentielle stochastique de sauts strictement supérieurs a —1, une martingale
locale positive (pour toute stratégie ). Ce processus étant une martingale
locale, il existe une suite de temps d’arrét (7") ( (7") converge vers T) telle
que M}TTL est une martingale. D’autre part, I’hypothese de croissance du
processus exp(A™) entraine que le processus R™_ . défini par

V S, R;T/\Tn - M;T/\Tn eXp(A;r/\Tn),
satisfait la relation de sousmartingale
Vit s, t<s VAEF, E(RI,nla)>E(R} nla). (6.10)

Déormais, afin de justifier que le processus R™ satisfait la propriété de sur-
martingale (i.e de fagon équivalente, R™ est une sousmartingale), il suffit de
montrer qu'il est de classe (D). Or, par définition, le processus R™ s’écrit

Vsel[0,T], R =—exp(—aX])exp(aYs),

dont il résulte 'uniforme intégrabilité de la famille (R”, . ), grace aux deux
faits suivants :

e I'hypothese d’uniforme intégrabilité de la famille (exp(—aXT)), lorsque 7
parcourt I’ensemble des F-temps d’arrét (cette hypothese est vérifiée pour
toute stratégie m prenant ses valeurs dans C selon les conditions du lemme
6.1),

e la bornitude du processus Y (associé a la solution de 'EDSR donnée par
(f, B)).

Le passage & la limite (lorsque n tend vers co) dans la relation (6.10) est
donc justifié et il s’ensuit que, pour tout A € F;, E(RI14) < E(R]14), ce
qui entraine la propriété de surmartingale de R”.

Afin de prouver le théoreme, il ne reste plus qu’a justifier I’expression
de la fonction valeur & la date ¢t = 0 (& savoir VB(x)). Ceci s’effectue en
montrant parallelement ’existence d’une stratégie optimale 7* satisfaisant
la relation (6.8). A priori, cette relation ne définit 7* que ponctuellement (i.e.
pour s, w fixés) et il faut donc justifier ’existence d’une sélection prévisible :
la preuve de cette propriété est reléguée au paragraphe 6.2.2 suivant. Or, au
vu de l'expression donnée par (6.8), ’Argmin existe (en effet, ce dernier est
I’argument minimum d’une somme de deux fonctionnelles convexes & valeurs
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presque strement finies) et on peut définir ponctuellement (i.e. P-p.s. et pour
tout s) le processus 7*. D’autre part, puisque que la condition : A™ = 0 est
satisfaite et exploitant a nouveau la décomposition multiplicative obtenue
dans la section 4.2.3, le processus R™ s’écrit :

R™ = RI M™ .

Ce processus est donc une martingale locale. Il suffit de montrer que R™
est une vraie martingale, i.e. que la famille

{RT" := —exp(—aX™ )exp(aY;), 7 F-temps d’arrét},

est uniformément intégrable. Ceci est vérifié puisque I'admissibilité de 7* au
sens de la définition 0.3 est automatique (invoquant le lemme 6.1) et que, le
processus Y est borné. On traduit alors ci-dessous la condition (d’optimalité)
de martingale du processus R™ , en se rappelant que R” est (pour toute
stratégie m admissible) une surmartingale.

E(R}) = R = :16131@(3%) (= V().

(le supremum est donc un maximum atteint en 7).

Si on note (Y, Z,U) la solution unique a 'EDSR de parametres (f, B), on
obtient ainsi I’expression donnée par la relation (6.7) pour la fonction valeur
VB(x) donnée par (6.6), et correspondant au probleme d’optimisation pris
a la date t = 0.

6.2.2 Caractérisation des stratégies optimales

Le lemme suivant répond positivement aux deux problemes d’exis-
tence et de prévisibilité de toute stratégie 7* satisfaisant (6.8).

Lemme 6.2 Soient Z et U deux processus prévisibles prenant leur valeurs
respectives dans R et L?(n(dx)) et C un sous ensemble compact de R.

a. Le processus F' defini ci-dessous est prévisible :
e 0.
Vs € [0,T), F(s,Zs,Us) = inf —|wos — (Zs + —)|° + |Us — 70s]a-
el 2 «
b. Il existe un processus prévisible ™ qui réalise, pour tout s et tout w, le

minimum sur l’ensemble C de la somme des deux fonctionnelles sui-
vantes

o 0
5]71'05 —(Zs + a)|2 et |Us — 7f0s|a-
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Preuve du lemme 6.2

La preuve de I’assertion a. se déduit en remarquant que le processus F'
peut s’écrire sous la forme :

F(s,2,,U) = inf %\ms —(Zs+ g)ﬁ +|Us — 7Bsas
processus qui est clairement prévisible, en tant que l'infimum pris sur un
ensemble au plus dénombrable de la somme de fonctionnelles de processus
prévisibles.

Afin de prouver l'assertion b., on reprend l'argumentation donnée dans le
lemme 3.1 de [ELK97c¢] pour justifier I'existence de la sélection prévisible :
pour ce faire, on introduit pour tout ¢,w, 7 tels que : (t,w) € Q x [0,7] et
m € R, le processus G suivant

G(ta W, 7r) = ’f(t, w, T, Zt(“)? Ut(w))_;relg f(tv W, T, Zt(w)ﬂ Ut(”))‘+<1_1c(7r))'

G ainsi défini possede les deux propriétés suivantes

o A 7 fixé, G(.,.,m) est P-mesurable,

e t,w étant fixés, G(t,w,.) est continue,
donc, G est P ® B(R) mesurable.
Comme, de plus, Pensemble {7 € R, G(¢t,w, 7) = 0} est non vide, dés que C
est fermé (et non nécessairement compact) :en effet, pour tout ¢, w, la somme
des deux fonctionnelles (continues en z et u) intervenant dans ’expression
de f(t,w,m, Zi(w),U(w)) tend vers +o00, quand |7| tend vers oo.

Il existe donc une sélection PRB(R) mesurable noté 7* telle que G (¢, w, 7 (t,w))

0, et donc en particulier : 7*(t,w) € C.

Ainsi et d’apres la caractérisation donnée par (4.4), le processus 7 est a
valeurs dans C. L’admissibilité de 7* au sens précisé dans la définition 0.3
de l'introduction est alors justifiée par le lemme 6.1.
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6.3 Cadre non compact : application au probleme
d’optimisation

Motivation Dans cette section, on s’intéresse a la résolution du probleme
d’optimisation toujours noté (P1) dans le cadre de la section 5.4.1, i.e. I'en-
semble de contraintes C est fermé mais non compact et la mesure de Lévy n
est éventuellement de masse infinie. Pour le reste, on conserve les notations
de la section 6.1 de ce chapitre concernant ’application au probleme dans
le cas ou ’ensemble C est compact. En particulier, on considere a nouveau
un marché financier dans le contexte de ’espace de Wiener Poisson et sur
lequel le processus de prix S de 'unique actif risqué satisfait 'EDS

dSs = Ss_ (bsds + o dWs+ | Bs(z)Ny(ds, da;)> : (6.11)
R*

avec les conditions suivantes

1. La mesure n de Lévy (associée au compensateur Np) satisfait
/ (1 A J2])2)n(dz) < oo.

2. Les processus b, o, 3 et 8 := o~ 'b sont prévisibles et bornés.

3. Le processus (8 auquel on associe a l'intégrale stochastique 3 - Np sa-
tisfait la condition

(Bs(x) > —1) et (|8s(x)] < C(1 A |x])), P-p.s. et pour tout s,

et cette derniére condition assure que l'intégrale stochastique [ - Np

est de carré intégrable sous ['hypothese : / (1A |z])?)n(dz) < o).
R*

Sous ces conditions, le processus S est une exponentielle stochastique a va-
leurs positives. Pour étudier le probleme (P1), i.e. afin de déterminer 'ex-
pression de la fonction valeur & la date t = 0 (notée V;2(z)), on conserve
la notation A donnée dans la définition 0.3 pour désigner ’ensemble des
stratégies auxquelles on applique la méthode (MD) introduite dans la sec-
tion 0.3.2. On rappelle la relation définissant le processus X7 := X™0:
associé a une stratégie appartenant a A

as,

VreA Vsel0,T], X;r:x—i—/ Tug—
0 u—

Dans ce cadre particulier, le probleme consiste a répondre aux problemes
suivants
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(a) la justification de la méthode dynamique de résolution pour exprimer
la fonction valeur a la date ¢t := 0 définie par

Vi’ (v) = max B(Ua(XF = B)), (6.12)

en fonction de la solution de '’EDSR introduite par 'intermédiaire de
(MD).

(b) la justification de l’existence d’au moins une stratégie 7* optimale
et admissible (au sens de 'appartenance a A).

Avant d’énoncer les résultats, on insiste sur ce qui fait I'une des difficultés
majeures de cette étude. Dans ce qui suit, le point le plus délicat a justifier
est le second (noté (b)). La démarche suivie consiste, dans un premier temps,
a introduire une seconde classe d’admissibilité plus large que la premiere :
on démontre alors que toute stratégie optimale pour le probleme (P1) (i.e.
réalisant le maximum dans I'expression du probleme (P1)) appartient a cette
nouvelle classe. Dans un second temps, on justifie que le supremum dans le
probléme noté (6.12) pris sur la classe d’admissibilité A plus large coincide
avec celui pris sur la classe A. Ce dernier résultat est énoncé au travers d’un
lemme donnant I’égalité de deux problemes d’optimisation.

6.3.1 Hypotheses et énoncés des résultats

Préliminaires théoriques La mesure de probabilité QY est définie par la
densité de probabilité :
Eft(dLQg) = &(—0-W).
dpP

Le processus risque premium 6 étant supposé borné, la martingale exponen-
tielle £(—60 - W) est une vraie martingale. Cette mesure est donc une densité
de probabilité équivalente a P. D’autre part, sous cette hypothese forte de
bornitude, le critére de Novikov donne l'intégrabilité dans les espaces LP
(pour p > 1) de la variable Z% := &p(—6 - W) et en particulier, on uti-
lisera que Z% est de carré intégrable. Désormais, pour justifier I’emploi de
notre méthode dynamique de résolution, on est contraint, comme dans le cas
compact, de restreindre ’ensemble des stratégies. On définit ainsi ci-dessous
deux classes d’admissibilité.

Définition 6.1 ~ L’ensemble A consiste en Uensemble des processus
unidimensionnels m := (Ws)se[()’T] et prévisibles satisfaisant a la fois

o 75 €C (P-p.s. et pour tout s € [0,T] ),
S

ds. .
e [intégrale stochastique ( WUS—U)SE[QT] avec S dfinie par (6.11)
0 uU—
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satisfait la condition d’intégrabilité suivante

T T
2 2
IE(/O |mos| ds—l—/o /R\{O} |7 Bs () [*n(dz)ds) < oo,

e la condition d’intégrabilité suivante est vérifiée :
E(e™*XT) < oc.

— L’ensemble A est constitué de tous les processus unidimensionnels 7
et prévisibles satisfaisant a nouveau les deux premiéeres conditions : a
savoir : s € C (P-p.s. et pour tout s € [0,T]) et X™ vérifie toujours la

condition (6.3) énoncée en début de chapitre. En outre, ils satisfont :
{exp(—aXT), 7 Fi-temps d’arrét}

est une famille uniformément intégrable.

On utilise les hypotheses énoncées au début de cette section 6.3 et la
définition 6.1 afin de démontrer la propriété suivante : pour toute stratégie
dans A, le processus X7 est une QY-martingale. Or, sous I’hypothese de
bornitude du processus 6, la mesure Q7 est une mesure de martingale pour
le processus de prix S de actif risqué et il en résulte que X™ est une QY
martingale locale : afin de démontrer le caractere de martingale, on justi-

fie I'appartenance de la variable sup |X7| & L'(Q%). On utilise alors la
0<t<T

définition du processus de richesse X™ et I'appartenance a S?(R), pour en
déduire les controles suivants :

d (7]
EY(sup [X7]) < EP(sup |X7|EL)
0<t<T 0<t<T dp

[NIES

< (EP’( sup \Xﬂ)?)é (B (%)%)".

0<t<T

ce qui permet de conclure sachant que la densité est dans L?(P). Cette
propriété est tres utile afin de démontrer le résultat d’égalité entre les deux
problémes d’optimisation sur A et A et comme expliqué dans le paragraphe
introductif de cette section pour répondre a la problématique (b).

Enoncé des résultats
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Théoreme 6.2 Sous [’hypothese que ’ensemble de contraintes C est fermé
et non compact, on a les résultats suivants :
e [e probleme (6.12) précédent s’écrit a nouveau sous la forme suivante

Vi’ (x) = exp(—a(z — Yp)),

ot le processus Y (plus exactement le triplet (Y,Z,U)) est une solution de
I’EDSR avec sauts de parametres f, B. L’expression du générateur (iden-
tique au cas compact), obtenue dans la section théorique, est la suivante. :

o

. ! 0.
f(s,z,u) = inf <2]7TJS —(z+ a)| + |u—7rﬂs|a) — 0,2 50,

el

o [l existe une sélection prévisible d’un processus w* satisfaisant

o 6
7(s) € argmin (= |wos — (Zs + —)|* + |Us — 7Bsla), P-p.s. et pour tout s,
weC 2 (0}
et tel que tout processus ™ satisfaisant cette relation appartient a A.

Lemme 6.3 Sous les hypothéses suivantes sur le marché financier :

o Le processus de risque premium 0 est prévisible borné (ainsi que tous les
parametres de I’EDS régissant ’évolution de notre processus S ),

e ['ensemble de contraintes C est fermé mais non compact et non nécessaire-
ment conveze,

Alors on a ’égalité suivante :

sup E(Ua(X%r‘ - B)) = sup ]E(UO&(X% - B>)7
neA TeA

ce qui signifie que la solution du probleme d’optimisation est la méme que
l’on restreigne l’ensemble des stratégies a A ou a A.

6.3.2 Preuve des deux résultats
Réponse aux probléemes posés

Dans ce paragraphe, on explique comment répondre aux problématiques
(a) et (b) soulevées, une fois la preuve des résultats énoncés établie.

Afin de répondre a la premieére question posée, a savoir (a), on doit & nou-
veau se restreindre a des stratégies appartenant a ’ensemble A. La condition
d’uniforme intégrabilité requise pour étre dans A est, d’apres la définition
6.1, automatiquement remplie dans le cas compact, ce qui n’est plus le cas
lorsque C n’est plus compact. Cette condition assure en particulier que la
propriété de surmartingale imposée par la méthode dynamique pour ’en-
semble des processus R”™ est vérifiée.
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Dans un second temps et pour satisfaire I'exigence de la seconde asser-
tion (b), nous nous référons au lemme 6.3 pour justifier que toute stratégie
optimale (a priori seulement dans A) est dans A, i.e. qu’elle satisfait la
condition d’uniforme intégrabilité. La preuve de ce résultat s’inspire forte-
ment de travaux tres récents dont le contexte est toutefois un peu différent.
Le marché financier considéré est construit sur un espace muni d’une filtra-
tion brownienne et le processus de prix est dirigé par un brownien et donné

par 'EDS
dS,

Ss
Toutefois, certaines hypotheses sont un plus générales :

— Le processus 6 (risque premium) est supposé tel que : § € BMO(W).
(et non pas simplement borné),

= 05(dWs + 04ds).

— la condition terminale B n’est plus bornée mais posséde un moment
exponentiel approprié : ceci permet 'obtention d’estimations a priori
appropriées et ’existence (ces résultats sont démontrés dans [BRI06]).

Preuve du théoréme 6.2

Supposant acquis le résultat du lemme 6.3, on établit les deux asser-
tions du théoreme. La premiere assertion résulte a nouveau de I’emploi de
la méthode dynamique (MD) en se restreignant toutefois a 1’ensemble des
stratégies appartenant a A. Cette partie de la démonstration consiste a tra-
duire et justifier la condition du surmartingale pour le processus R™ :=
Ua(X™ —Y)). On ne la redonne pas, car elle est analogue au cas borné.
Cette partie de la preuve permet d’en déduire P’EDSR qui est satisfaite par
un triplet (Y, Z,U) dont lexistence est justifiée dans la section 5.4 dédiée
au cadre non compact, avec le processus Y défini sur S*°(R). En particulier,
on a montré

Vre A E(RT) < Ry=—exp(—a(zx —Yp)).

Pour conclure, il suffit donc de prouver ’existence d’une stratégie qui réalise
I’égalité. On considere alors une sélection prévisible d’un processus 7* satis-
faisant la relation (4.4) (P'existence est assurée par le lemme 6.2). D’apres
les calculs effectués a l’aide de la formule d’It6 dans la section 6.2, on justifie
I’écriture suivante du processus R™

Vs, 0<s<T, RT =R} E(M™),

otl exponentielle stochastique £(M™") est une surmartingale positive (et ot
g* est une variable Fy-mesurable négative). Le processus —R™ est donc
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une surmartingale positive, ce qui se traduit encore par

E(-R} ) := E(exp(—aXF ) exp(aB)) < —Rj = — exp(—a(z — Yp)).
(6.13)
Du fait de 'appartenance du processus Y a S°°(R), on obtient alors :
E(exp(—aXZ')) < oo : i.e. 7 € A. En particulier il en résulte

E(R}') < sup(E(Rf)) = sup(E(RF)),
meA meA

ou la derniére inégalité provient du lemme 6.3 donnant I’égalité des problemes
d’optimisation sur A et A.

D’une part, on obtient ainsi I’expression de la fonction valeur & la date
t = 0, a savoir VZ(z) = —exp(—a(z — Yp)), et d’autre part, il résulte
de l'égalité suivante : E(RL.) = V{®(z) = Ry, la condition d’optimalité
souhaitée, & savoir : le processus R™ est une martingale de classe (D). On
peut donc conclure que la famille

{exp(—aX™"), 7 F-temps d’arrét}

est uniformément intégrable, ce qui implique : 7" € A (7* est donc admis-
sible au sens de la définition 0.3).

Preuve du Lemme 6.3

Afin de simplifier le probleme a résoudre, on note que I'inclusion suivante
est vérifiée : A C A, de sorte qu’on a la relation suivante :

sup E(Ua(XF — B)) < sup E(Ua(XF — B)).
TeA reA

Il s’agit désormais de justifier 'autre inégalité et, pour ce faire, I’idée consiste
a considérer une stratégie 7 telle que : m € A et a construire une suite (7')
de stratégies qui appartiennent & la classe A et telles que :

E(Ua(XF" — B)) = E(Us(XT — B)), lorsque m — co.

Sous I'hypothese que 7 € A, on a en particulier la condition d’intégrabilité
suivante :

E(Ua(X7)) < o0,

ce qui implique que la suite (7"") de temps d’arrét :

™ = inf{t € [0,T], e X >m} AT,
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est bien définie et converge vers T (au sens presque stre). Cette suite satisfait
la propriété

Vw, 3N(w), t.q.YVm > N(w), 7" (w)="T.
On souhaite établir la convergence suivante
EP(\EQG(e_% 7| Fym) — e_%Xﬂz) — 0, lorsque m — oo. (6.14)

Afin de simplifier Pécriture, on note Y = e~ 2%7. Comme, par hypothese,
7 appartient & A, la variable Y est dans L?(P) et il en est de méme de
la densité de la mesure équivalente Q7 (& savoir Ep(—6 - W)). Le produit
YEr(—6-W) appartient & L' (P), ce qui entraine donc que EY’ (e 2XT | Frm)
est une martingale bornée dans L' (Q?) pour tout m : le théoreme de conver-
gence des martingales appliqué a la suite (EQG(efgxﬂ}}m)) entraine donc
la convergence dans L'(Q?) et Q%-p.s. vers e”2%7 (et P-p.s., du fait de
I’équivalence entre les mesures). Pour conclure & la convergence dans L?(P)
en utilisant le théoreme de Lebesgue, il faut assurer une condition de do-
mination. Pour ce faire, on procede en introduisant la suite de variables
tronquées (e~ 2XT A p),. On conclut & la convergence dans L?(P) des trois
termes suivants apres passage a la limite en p

Y—-YAp = 6_%X§5—6_%X%/\p
Y Ap— B AplF,) = e np— B (o $5F A p) 7o)
EY(Y ~Y AplF,,) = EY (e 8YF — e 55 A p) Fpm ),

et le résultat de convergence énoncé par (6.14) s’ensuit. D’autre part, puisque
m e A, X7 est une Q-martingale. D’apres I'inégalité de Jensen, e 2% est

une sous martingale positive et de ce fait, on obtient :
5T < B (e~ YF | Fpm).

Ce contréle entraine que la suite (e~ 2%7) est & valeurs dans L?(P). On
obtient donc I'uniforme intégrabilité de la famille (e=**+m) ainsi que celle
de la famille (U, (X%" — F)), en définissant la suite (7) par :

" = 7T1t§7-m.

Il ne reste plus qu’a prouver le résultat de convergence recherché par appli-
cation du théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

D’une part, on a justifié l'existence d’une suite de stratégie (notée (7))
telle que {U, (X" — B), 7 F-temps d’arrét} est une famille uniformément
intégrable et, d’autre part, la convergence simple de (X7 ), vers X7 est
assurée par le fait que la suite (7"") converge P p.s vers T. (cette derniére
hypothese sur la suite (7") est essentielle afin de pouvoir conclure puisque
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les trajectoires du processus (X7, ) ne sont pas continues mais seulement
cadlag).

On peut donc appliquer le théoréme invoqué ci-dessus a la suite (Uy (X m —
B)) pour obtenir :

E(Ua(X7n — B)) = E(Ua(X]" — B)) — E(Ua(X] — B)),
dont il résulte I'inégalité recherchée suivante :

sup E(Ua(X% - B)) = sup E(Ua(X%r“ - B))
TEA TEA
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Chapitre 7

Conclusion

Dans cette these, j’ai établi des résultats (d’existence et d’unicité) pour
des EDSR de type quadratique dans des modeles ou les filtrations considérées
ne sont pas des filtrations browniennes. Plus précisément, on redonne ci-
dessous la description des deux filtrations dans lesquelles I’étude a été menée :

1. Cadre d’une filtration continue sur laquelle est définie une martingale
(locale) continue M

2. Cadre d’une filtration discontinue particuliere (associée a un espace de
Wiener-Poisson).

L’un des intéréts majeurs de la théorie des EDSR non linéaires est le lien
entre ces derniéres et certains problemes de mathématiques financieres :
I’étude conduite permet de résoudre le probleme d’optimisation de porte-
feuilles sous contraintes dans deux types de modele. Ainsi, en complément
de I’étude théorique menée dans chacune des deux grandes parties de cette
these, on considere le probleme de maximisation de l'utilité (trés majoritai-
rement 'utilité considérée est 1'utilité exponentielle) : cette étude consiste
en la description précise du marché financier ainsi que des hypotheéses a
prendre. Dans chacune des deux parties, on raffine progressivement les hy-
potheses sur les modeles : dans la premiere partie, on élargit les résultats
au contexte d’un actif contingent non borné et, dans une derniere section,
on donne une application a la notion de prix d’indifférence. Dans la seconde
partie de la these, on s’affranchit successivement des hypotheses de finitude
de la mesure de Lévy puis de I'hypothése de compacité de ’ensemble de
contraintes.

De nouvelles perspectives de recherche apparaissent : ’étude de la notion
de prix d’indifférence faite dans la derniere section est restreinte & un cadre
simplifié.

On peut aussi penser a étudier le probleme d’optimisation sous contraintes
dans les modeles suivants

— modeles exponentiels de Lévy,

— modeles a volatilité stochastique,

185
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et I'un des avantages de ces modeles particuliers est le fait de pouvoir avoir
des calculs plus explicites (expression explicites des densités de martingale
a l'aide des parametres de Girsanov, caractéristiques et expression explicite
de la mesure de Lévy. Dans le cadre discontinu, on pourrait également envi-
sager de voir les résultats qui restent vrais si I’on suppose que le processus 6
(auquel on associe la probabilité risque neutre IP’(’) est seulement dans l'es-
pace BMO(W) (W représente le mouvement brownien de I’espace de Wiener
Poisson étudié).
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Index des notationsles plus utilisées

. Z - W désigne I'intégrale stochastique par rapport a W.

. ZdW désigne la forme différentielle de I'intégrale stochastique Z - W.

. S espace des processus Y satisfaisant : esssup |Y;| < oo
t,w

(La notation employée pour le supremum essentiel d’une variable (ou
d’un processus) est celle de [DEL80])

. S%(R) regroupe 'ensemble des processus réels adaptés et cadlag Y :=
(Y2)iejo,r) satisfaisant
E( sup |Y;]?) < oo.
t€[0,T7
. L?(W) désigne I’ensemble des processus prévisibles Z et tels que
E( []1Z2ds) < oc.
. BMO(W) désigne I’ensemble des processus tels que I'intégrale stochas-
tique Z - W soit une martingale BMO.

. E(M) désigne I'exponentielle stochastique d’une martingale locale M
(telle que My = 0)

. E7t désigne I'espérance conditionnelle par rapport & la tribu F;.

. (M) désigne la variation quadratique dans le cas M continue (ou le
compensateur prévisible dans le cas M discontinue) d’une martingale
localement de carré intégrable (ou plus généralement d’une semimar-
tingale)

. [M] désigne le crochet droit d’une martingale locale M (qui differe
de la variation quadratique (M) si M est discontinue). On suit ici les
notations de [DELS0].
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