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Introduction générale

Les lois de comportement des matériaux sont établies, selon I’approche phénoménologique clas-
sique, sur la base des résultats d’essais sur éprouvettes supposées homogenes : essais de compression
et de traction, essais de résistance en compression et de résistance en traction des bétons etc... Cette
approche permet de prévoir la réponse mécanique des matériaux donnés aux sollicitation de ser-
vice. Ses applications sont tres larges et efficaces. Cependant, elle possede aussi ses limites. Les
changements des conditions nominales de service poseront un probleéme : une augmentation des
charges mécaniques, ’apparition des facteurs extérieurs non tenus compte au cours de 'identifi-
cation du comportement du matériau (corrosion, réactions chimiques, humidité, rayonnements...)
risqueront de mettre le matériau a 1’état en dehors de son domaine d’identification. Une approche
complémentaire, dite approche micromécanique ou approche de changement d’échelle d’espace est
développée depuis quelques décennies. Son intérét est de relier les réponses macroscopiques des
matériaux étudiés a leurs microstructures. Un des objectifs de la méthode d’homogénéisation est
de remplacer un matériau réel hétérogeéne par un matériau fictif homogene équivalent, tel que les
lois de comportement macroscopiques de deux matériaux soient les mémes. Dans cette approche,
il est nécessaire de choisir une échelle de départ, appelé ’échelle d’'un Volume Elémentaire Repré-
sentatif (V.E.R), a adopter pour assurer que, d’une part, on peut caractériser le comportement du
V.E.R par une loi homogene et d’autre part, la structure peut étre considérée comme un milieu
continu.

Les géomatériaux étudiés dans cette these, des roches poreuses isotropes ou anisotropes, sont
hétérogenes a différentes échelles : a 1’échelle des ouvrages profonds (puits, galeries, tunnels) ou
a I’échelle des éprouvettes testées au laboratoire (éprouvettes de dimensions centimétriques). A
titre d’exemple, on observe une variabilité spatiale parfois importante des résultats d’essais géo-
mécaniques pour des éprouvette prélevées dans une méme cellule (soit a quelques centimetres de
distance). Un des buts poursuivis dans cette these est de développer I’approche micromécanique
pour tenter d’expliquer certains phénomenes observés a 1’échelle des éprouvettes de laboratoire et
tenter de les relier a la microstructure. Dans le cas des roches poreuses étudiées au LAEGO, on

tentera de relier les coefficients mécaniques et poromécaniques mesurés a laboratoire a la micro-
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Introduction générale

structure : porosité et structure de 1’espace poreux, teneurs en inclusions minérales (quartz, calcite
...), influence de I'anisotropie de la matrice solide ... L’échelle des éprouvettes de laboratoire sera
I’échelle macroscopique de notre approche et ’on tentera de prendre en compte dans ’analyse des

informations obtenues aux échelles inférieures.

La méthodologie de 'approche micromécanique comporte trois étapes. Tout d’abord, on décrit
le matériau hétérogene a 1’échelle microscopique. Ensuite, on détermine les relations des parametres
mécaniques et physiques entre les deux échelles, microscopique et macroscopique, en utilisant la
solution du probléme de I'inhomogénéité d’Eshelby. Enfin, le comportement macroscopique du
matériau réel est identifié par les opérations moyennes sur les solutions de 1’étape précédente.

Cette méthode a été appliquée dans de nombreux domaines.
Ce mémoire est organisé de la maniere suivante :

Le premier chapitre débute par une présentation de la méthodologie et des caracteres généraux
de I'approche micromécanique. On introduit ensuite certains outils de modélisation pour décrire
la morphologie des inclusions comme la fonction de distribution en orientation (ODF-Orientation
Distribution Function) du systéme des pores. Ensuite une étude de sensibilité sur la morphologie,
la forme et la distribution en orientation des pores, a été effectuée. Enfin, une hypothese de décon-
nexion d’'une partie de l’espace poreux saturé sous la sollicitation appliquée [9], [20] dans le but
d’interpréter 1’évolution du coefficient de Biot est examinée en détail. Le matériau étudié est une
roche poreuse composée d’une matrice et d’inclusions solides et/ou poreuses. Le schéma d’estima-
tion est celui de Mori-Tanaka qui permet de tenir compte de l'interaction entre les inclusions. La
démarche micromécanique est mise en oeuvre dans le but d’évaluer I'influence de la morphologie

de I'espace poreux sur le degré d’anisotropie effectif macroscopique du matériau.

Dans le deuxieme chapitre on introduit un nouveau facteur, ’anisotropie de la matrice. L’aniso-
tropie globale ou effective est due a la morphologie de I’espace poreux et a ’anisotropie de matrice.
Par comparaison avec le premier chapitre, I’espace poreux est simplifié. On ne considere qu’une
classe de pores de type inclusions ellipsoidales aplaties. Ces inclusions sont alignées dans les di-
rection de symétrie du matériau. On présente dans un premier temps la solution analytique d’une
inclusion sphérique isolée dans une matrice isotrope transverse infinie. Cette solution est tres utile
pour les roches sédimentaires de type matrice-inclusion. A titre d’exemple, dans le cas des argi-
lites, ’approximation sphérique est utilisée pour représenter des inclusions de calcite et de quartz
(voir également [78]). Dans d’autres types de matériaux, I'inclusion sphérique pourra représenter
des inclusions solides et des pores. Le probleme de 'inclusion sphérique dans une matrice isotrope
transverse est un cas particulier du probleme plus général de 'inclusion ellipsoidale aplatie dans

le milieu élastique isotrope transverse, résolu par [81]. L’approche analytique, analogue a celle
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d’Eshelby dans le cas isotrope [21, 23], et de Withers dans le cas isotrope transverse, est basée sur
I'intégration analytique de la fonction de Green pour le matériau isotrope transverse, obtenue par
[64]. Comparés a d’autres méthodes, les résultats obtenus sont plus compacts et explicites. Ici, la
solution est utilisée pour étudier les propriétés poroélastiques effectives des matériaux poroélas-
tiques isotropes transverses. En particulier, les influences respectives de la matrice (ou particule
solide) anisotrope et de la morphologie des pores sur I’anisotropie effective du milieu poreux &
I’échelle macroscopique sont évaluées.

Le cas du matériau hétérogene isotrope transverse avec la matrice isotrope a été présenté dans
le premier chapitre. Dans ce cas, ’anisotropie effective observée est seulement induite par la dis-
tribution en orientation des inclusions immergées. Le deuxieme chapitre a été consacré a traiter le
cas des inclusions sphériques immergées dans le milieu isoptrope transverse. Le probleme étudié
dans le troixieme chapitre est plus complexe : la matrice est supposée que isotrope transverse et la
distribution en orientation des inclusions peut étre alignée, isotrope ou a orientation préférentielle
(ODF). Les résultats obtenus sont connus seulement dans le cas d’une inclusion dont la normale
coincide avec ’axe de révolution de la matrice; ils sont nouveaux dans le cas général d’un systeme
de pores arbitrairement orientés. Aucun résultat analytique n’a été fourni dans ce cas général ainsi
des méthodes numériques doivent étre employées pour évaluer du tenseur de Hill P (et/ou du ten-
seur d’Eshelby S¥). La méthode numérique employée dans ce chapitre est basée sur l'intégration
numérique de la fonction exacte de Green qui est donnée par [64] et corrigée par [67]. En effec-
tuant cette intégration numérique au repere intermédiaire respectant la symétrie du matériau, on
constate alors que la description du tenseur de Hill dépend seulement d’un angle d’Euler (I’angle
entre I'axe symmétrique de 'inclusion et 1’axe symmétrique de la matrice). La description de ce
tenseur au systéme de coordonnées global fixe du matériau est alors déduit par un regle simple de
transformation entre les deux reperes intermédiaire et global. Cette méthode peut étre employée
comme une alternative a la méthode générale basée sur la transformée de Fourier dans le cas par-
ticulier du milieu isotrope transverse. Le tenseur de Hill obtenu est alors employé pour évaluer les
propriétés poroélastiques effectives par la méthode d’homogénéisation. Les résultats obtenus sont
utilisés pour étudier l'effet de I'anisotropie de matrice, des systémes de pores et des parametres
microstructure-connectés sur les propriétés poroélastiques macroscopiques effectives dans les roches

isotropes transverses. Le schéma d’estimation dans ce chapitre est celui de Mori-Tanaka.
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Chapitre 1

Homogénéisation du comportement

poroélastique linéaire

1.1 Introduction

A partir des limites de ’approche classique de la mécanique des solides fondée sur ’expérience,
depuis les années cinquantes, on a développé la méthode de changement d’échelle. Le principe
de cette méthode est un passage du microscopique au macroscopique, c’est-a-dire, par les ou-
tils d’homogénéisation, on caractérise le champ des propriétés mécaniques et le comportement
du matériau a 1’échelle macroscopique & partir d’une description de ses constituants a 1’échelle
microscopique[l, 55, 85].

Ce chapitre est dédié d’une part a présenter la méthodologie et les caracteres généraux de I'ap-
proche de changement d’échelle, y compris certains outils pour décrire la morphologie des inclusions
comme le tenseur de transformation et la fonction de distribution en orientation (ODF-Orientation
Distribution Function) systeme des pores; d’autre part, & analyser d’influence du schéma d’homo-
généisation et d’effet de la morphologie des inclusions sur le comportement macroscopique du
matériau. En outre, une estimation de I’évolution des propriétés poromécaniques d’une roche po-
reuse sous ’action de chargement a été aussi introduite. Tout d’abord, la condition de Hill-Mandel
qui relie les quantités de déformation et de contrainte entre les deux échelles par des opérations
moyennes est introduite pour homogénéiser d’un milieu & ’état initial naturel. Afin d’élargir ce
résultat a I’homogénéisation des matériaux a constituants élastiques linéaires avec précontrainte
ou déformation initiale, la théoréeme de Levin est présentée. A la suite de la solution d’Eshelby, on
présente les quatre méthodes d’estimation classiques pour construire des estimations des modules
effectives (ou homogénéisés) a partir des modeles morphologiques simples. Ensuite, on va réaliser

une analyse de l'influence des quatre schémas sur les parametres poromécaniques macroscopiques
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Chapitre . Homogénéisation du comportement poroélastique linéaire

, dans laquelle, on a considéré les deux cas tres simples de géométrie des pores , les spheres et les
ellipsoides alignés. Ensuite, une étude de sensibilité sur la morphologie, la forme et la distribution
en orientation des pores, est effectuée. Les pores sont décrits par des inclusions de forme spheroidale
aplatie (a = b > ¢, ¢, = c¢/a). Quatre rapports d’aspect des pores €,, de la sphere €, = 1 aux pores
aplatis €, = 0.1 —0.05 — 0.01 et quatre cas de distribution en orientation de ’espace poreux, deux
cas de répartition en ODF avec ¢ = 8 et 0 = 50, deux cas limites, les pores alignés et les pores
a répartition isotrope ont été pris en compte. Enfin, une hypotheése de déconnexion d’une fraction
de l’espace poreux saturé sous chargement mécanique [9, 20] sera examinée en fonction de la géo-
métrie et de la répartition des pores. L’approche micromécanique présentée dans ce mémoire et
son application aux milieux poreux est basée sur les travaux récents de L. Dormieux et co-auteurs

10, 15, 17, 18, 16].

I.2 Approche d’homogénéisation

I[.2.1 Introduction a la micromécanique des matériaux

La structure de tous les matériaux hétérogenes peut étre caractérisée par les trois échelles dif-
férentes, nanoscopique - microscopique - macroscopique. Dans le cadre de la micromécanique, les
deux dernieres échelles sont envisagées. L’échelle macroscopique, ’objet de recherche de ’approche
classique de la mécanique des solides, qui est correspondante & la taille des ouvrages. L’échelle mi-
croscopique permet de décrire des domaines occupés des phases différentes qui considérent comme
homogenes. Avec cette échelle, on peut tenir compte des phénomenes qui ont lieu au sein du
matériau comme l'interaction entre les inclusions, le changement de phase (liquide - vapeur), les
réactions chimiques etc...Un matériau au niveau microscopique est caractérisé par d, la taille des
hétérogénéités et par L, la taille de la structure au niveau macroscopique. Entre ces deux tailles,
on convient de fixer la taille du V.E.R du matériau, caractérisée par [. L’objectif de la méthode
d’homogénéisation est de remplacer un matériau réel hétérogene par un matériau fictif homogene
équivalent, tel que les lois de comportement macroscopique de deux matériaux soient les mémes.
Cette méthode est validée si les trois longueurs caractéristiques ci-dessus sont satisfaites a la double
condition d << I << L . La premiere condition d << [ est nécessaire pour que l’on puisse carac-
tériser le comportement du volume élémentaire représentatif par une loi homogene. La deuxieme
condition [ << L est une condition classique qui permet de traiter la structure comme un milieu

continu.
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1.3. Homogénéisation des milieux linéaires élastiques a I'état initial naturel

1.2.2 Meéthodologie de I’homogénéisation

Quand les conditions de séparation d’échelle sont bien vérifiées, on applique une méthodologie
de trois étapes successives proposée par Zaoui [85] pour traiter des matériaux hétérogenes :
L’étape de représentation qui permet de décrire le matériau a 1’échelle microscopique : définition
des phases, description de chacune de ces phases (forme, distribution spatiale...) et caractéristiques
mécaniques des constituants.

L’étape de localisation qui permet de modélisation mécanique et détermination les relations entre
les quantités définies a 1’échelle microscopique (o,€...) et les quantités définies macroscopiques
équivalentes (3, E...).

L’étape d’homogénéisation qui permet d’identifier le comportement macroscopique grace a des

opérations moyennes sur les solutions de I’étape de la localisation.

I.3 Homogénéisation des milieux linéaires élastiques a 1’état ini-

tial naturel

On s’intéresse ici a une structure dont le matériau constitutif est élastique linéaire homogene. On
suppose que cette structure est a I’état initiale naturel : les champs de contrainte et de déformation
sont nuls en tout point en I’absence de chargement extérieur. La loi de comportement de ce matériau
s’écrit :

o(z) =C:e(z)
(I.1)
e(z)=S:0(z2)

oll o désigne le tenseur des contraintes de Cauchy et € désigne le tenseur des déformations. Le

tenseur de modules élastiques C et le tenseur de souplesses S sont inverses I'un de 'autre :

C(z):S(z) =1 (1.2)

avec I est le tenseur d’identité du quatrieme ordre.

Les tenseurs C et S sont symétriques mineurs et majeurs [70]

Cijkt = Cjitt = Cijik = Cliak
Skt = Sjikt = Sijik = Stk
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Cijkt = Chiij
(1.4)

Sijkt = Skiij

Au total, compte tenant des relations de symétrie (1.3) et(I.4), C (ou S) n’ont que 21 composantes

indépendantes.

1.3.1 L’étape de représentation

On doit tout d’abord disposer d’une description a 1’échelle microscopique du systeme étudié.
Pour le faire, on doit recenser le nombre des phases et déterminer la nature des parametres per-
mettant la description des phases correspondantes. Ensuite, on doit caractériser le comportement
mécanique de chaque phase, qui est prise comme un milieu homogene et continu (les coefficients
d’élasticité, les directions d’anisotropie, la nature des interactions entre phases,...). On doit enfin
décrire la géométrie de chacun de ces phases (la forme, la maniére de distribution spatiale,...).
En général, il est évident qu’il est impossible de caractériser completement et précisément le maté-
riau étudié. A cause de cette difficulté, on a développé des méthodes d’estimation applicables dans
les situations ou le matériau n’est pas complétement connu.

Maintenant, on considere a I'intérieur d’une structure constituée d’un matériau élastique linéaire
hétérogene un V.E.R occupant le domaine (2, de frontiere OS2 tel que la double condition d <<
[ << L est satisfaite. Supposant que le champ des tenseurs d’élasticité C est complétement connu
dans le domaine 2. On supposera également qu’il y a ’adhérence parfaite entre les phases accolées

du matériau.

[.3.2 L’étape de localisation

Les relations entre les grandeurs microscopiques et macroscopiques sont obtenues par la réso-
lution d’un probléeme posé sur le domaine 2 occupé par le V.E.R. On formule un probléeme soit
de contraintes homogenes (sollicitation homogene en contrainte) soit de déformations homogenes

(sollicitation homogene en déformation) au contour 992 du V.E.R.

1.3.2.1 Sollicitation homogéne en déformation

Pour établir le lien entre les deux comportements, microscopique et macroscopique, on définit
le chargement appliqué au V.E.R a partir des grandeurs macroscopiques. Alors, dans ce cas, on
implique la condition de déplacement affine u(z) = E.z sur 02 avec E la déformation macrosco-
pique homogene et u(z) le champ de déplacement a ’échelle microscopique. Comme les efforts de

volume et les quantités d’accélérations doivent étre des infiniments petits du second ordre pour que
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FI1GURE I.1: Conditions de déformations homogeénes au contour

I'on puisse définir un comportement homogénéisé [85], donc dive(z) = 0 sur 2. La sollicitation
appliquée sur §2 s’écrit :

u(z) =Ez (09
(1.5)

dive(z) =0 (9

A partir de (I.5), compte tenu de la relation entre déplacement u(z) et déformation e(z) et aussi

du théoreme de Gauss, on a :

1 1 1
B / (uw’ + Uj’i)dQ = 2/ (umj + ujni)dS = B [EZ / ande + E]’k/ anidS}
Q B19) B19) i) (1.6)
1
= —= |:Ezk 2k ]dQ + Ejk Zk de} = ’Q|EU
2 Q Q
Alors, on a
1
(&) = / e(2)d2 = E (L7)
12 Jo

ou (e) désigne 'opérateur de moyenne sur 2. Pour un V.E.R occupant le domaine géométrique €2,

la moyenne d’une variable sur €2 est définie par :

v :i v(z 1.8
0) = o | v (18)

L’interprétation mécanique de la formule (I.7) : les déformations homogenes macroscopiques E,

appliquées sur le contour du V.E.R sont égales a la moyenne spatiale des déformations locales dans
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Chapitre . Homogénéisation du comportement poroélastique linéaire

le V.E.R. Pour les contraintes, on définira les contraintes macroscopiques X par la relation :

Y= (o) = ‘(12’/00'(7;)(19 (1.9)

Dans le cas du matériau élastique linéaire considéré ici, le probleme de localisation est le

probleme d’élasticité linéaire & la force de volume nulle et au déplacement imposé sur 02 suivant

divo(z) =0 Q) (1.10)

u(z) = E.z (092)

\

Ce probleme est linéaire et admet une unique solution. Le champ de déformation microscopique
€ associé au champ de déplacement dépend linéairement de la valeur du tenseur de déformation

homogene macroscopique appliqué E, ce qui s’écrit :

e(z)=A: E (I.11)
ou A est un tenseur du quatrieme ordre, appelé tenseur de localisation en déformation. On peut
démontrer en reportant (I.11) dans la relation (I1.7), que la moyenne du tenseur A est un tenseur
identique d’ordre quatre (A) = I. En plus, A est symétrique mineur Ay = Ajit = Aijik = Ajik
mais pas symétrique majeur Ay # Apiij-
1.3.2.2 Sollicitation homogene en contrainte

On impose ici la condition en effort T = 3.n sur 92 avec ¥ homogene, représentant le tenseur

des contraintes de Cauchy macroscopique. Dans ce cas, la sollicitation appliquée sur €2 s’écrit :

o(z).n(z) =%¥n(z) (09
(I1.12)
divo(z) =0 ()
A partir de (1.12) et du théoreme de Gauss, on montre :
/ Oij dQ) = /(Uzk Zj),k dQ) = / (Uik Zj nk) ds = Ezk/ 25 Nk ds
Q Q o0 l9) (I.13)
= Eik/ﬂzj,k dQ) = ‘Q|Ezk 5jk = ’Q|El]
Alors, on a

cr:i oz = 1.14
(@)= o [ o0 =3 (114)
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FIGURE I.2: Conditions de contrainte homogénes au contour

L’interprétation mécanique de la formule (I.13) : les contraintes homogenes macroscopiques X
appliquées sur le contour 0£2 du V.E.R sont égales a la moyenne spatiale des contraintes locales dans

le V.E.R. Pour les déformations, on définira les déformations macroscopiques E par la relation :

E=(e) = |£12|/Qe(z)dﬂ (L15)

Comme le cas de la déformation homogene au contour, le probleme d’élasticité posé sur le V.E.R

s’écrit

divo(z) =0 Q) (1.16)

o(z)n(z) =3n(z) (09

De la méme facon du probléme précédent, on trouve que :

o(z) =B(z): T (1.17)

ol B est un tenseur d’ordre quatre, appelé le tenseur de localisation en contrainte. Comme le
tenseur A la moyenne du tenseur B est un tenseur identité d’ordre quatre (B) = I. D’autre part,
il possede la symétrie mineure B;ji = Bjiri = Biji, = Bjux mais il n’est pas symétrique majeur

Bijki # Briij-
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1.3.3 L’étape d’homogénéisation

On va identifier maintenant le comportement macroscopique a partir de I’étape précédent. Pour

cela, il faut introduire la condition de Hill-Mandel ci-dessous.

1.3.3.1 Condition de Hill-Mandel

Soit o (z) et e(z) deux champs respectifs de contrainte statiquement admissible (div o (z) = 0)
et de déformation cinématiquement admissible avec E (u(z) = E.z sur 02 et € = e(z) sur ), si
o (z) vérifie des conditions de contrainte homogenes au contour 0€2 ou si €(z) vérifie des conditions

déformations homogenes sur 02, on a :

(0:e)=(o): E (L.18)

En définisant la contrainte macroscopique par la relation ¥ = (o), on en déduit

(c:e)=%:FE (1.19)

Cette condition assure ’égalité entre le travail macroscopique (X : E) et la moyenne spatiale du

travail microscopique ((o : €)).

1.3.3.2 Homogénéisation

Supposons que les deux tenseurs de localisation A et B sont connus. On s’intéresse ici a 1’iden-
tification de la loi de comportement macroscopique.
Dans le cas de la sollicitation en déformation, on associe a toute valeur du tenseur des déforma-
tions macroscopiques E une valeur du tenseur ¥ en utilisant les relations (I.9), (I.11) et la loi de

comportement (I.1) :

S=(o)=(C:e)=(C:A:E)=(C:A): E=Cpop : E (1.20)

avec

Chom = (C : A) (1.21)

On peut utiliser une approche énergétique pour résoudre le probleme d’élasticité posé sur le V.E.R

défini par les équations (1.10) :

1 1 1 1
‘IJ(E):5(6:@:5}:§<E:AT:C:A:E>:§E:<AT:(C:A>:E:§E:(Cflom:E (L.22)
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avec

fom = (AT : C: A) (1.23)

hom

Par la condition de Hill-Mandel, on obtient immédiatement :

= Chom (1.24)

Cette identité permet de montrer la symétrie majeure du tenseur homogénéisé (Chom)ijri =
(Chom)kiij- La symétrie mineur de ce tenseur est démontrée dans [85].
Considérant maintenant le cas de sollicitation en contrainte, de la méme fagon, on peut montrer

que
E=(E)=(S:0)=(S:B:%)=(S:B): % =Shom: O (1.25)
Shom = (S : B) (1.26)

Par la maniere analogue, en utilisant le principe du minimum de 1’énergie complémentaire pour le

probléeme défini par (I.16), on obtient :

UV (E)==(o:S:0) = <E:BT:S:B:Z>:%E:<BT:S:B>:E:%E:S{KM:E (1.27)

N | —
N | —

avec

p— <BT 1S B> (1.28)

hom —

Par la condition de Hill-Mandel, on démontre également ’identité des modules Spom et Sy, Alors,

le tenseur Sy, est symétrique majeur :

(Shom)ijkt = (Shom)kiij (1.29)

Shom et Crom ne sont pas rigoureusement inverses I'un de autre. Si la condition de séparation des

échelles d << [ est satisfaite, on admet que les deux types de sollicitation sont équivalents [83],[85].

I.3.4 Application au matériau poreux sec

On s’intéresse a la caractérisation du comportement d’un matériau poreux sec par une méthode
d’homogénéisation. On présente ici le cas d’une sollicitation homogene en déformation.
Le matériau poreux sec est constitué d’'une phase solide et de pores occupant respectivement les

domaines s et €2,. On suppose que le solide est élastique linéaire homogene et la frontiere du
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V.E.R est constitué seulement de la phase solide. Donc, le probleme d’élasticité posé sur la phase

solide s’écrit :

o(z) =Cs:e(z)  (Qs)
dive(z) =0 (Qs)
(1.30)
u(z) = E.z (09)
o(z).n(z) =0 (wsp)

ol wg), désigne l'interface entre la phase solide et les pores et n le vecteur unitaire normal extérieur
au domaine €2 le long de wg).

On remplace le probléme ci-dessus par un probleme d’homogénéisation défini sur le V.E.R :

o(z)=C, :e(z2) (Qayx = 8,D)
divo(z) =0 (€2s)
(1.31)
u(z) =E.z (09)
ol n=0, lul=0 (ws)

\

ou ||v]| désigne le saut de la grandeur v a la traversée de la surface entre la phase solide et des

pores. Le comportement macroscopique s’écrit :

> = Chom : E (1.32)

avec

Chom = Y faCa: (A), = (1= f,)Cs: (A), (1.33)

a=s,p

ol fo désigne la fraction volumique du domaine occupé par la phase a. (A), désigne la moyenne
de 'opérateur A sur le domaine occupé par la phase a.
On élargit ce résultat dans le cas d’un milieu hétérogene a r phases différentes, donc ’estimation

du tenseur élastique macroscopique devient
T
Chom = Y _ fiCi : A (1.34)
i=1

avec A; est la moyenne du tenseur de localisation sur le domaine occupé par la phase i.
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1.4 Homogénéisation des milieux linéaires élastiques a I’état non

naturel

On présente le théoreme de Levin qui permet d’aborder I’homogénéisation des matériaux a

constituants élastiques linéaires avec précontrainte ou déformation initiale.

I.4.1 Théoréme de Levin

Le théoreme de Levin permet d’étendre les résultats des méthodes d’homogénéisation valables
pour les matériaux élastiques linéaires aux situations ot doivent étre pris en compte des déforma-
tions initiales & contrainte nulle (champ de déformation d’origine thermique par exemple) ou des
précontraintes a déformation nulle (contrainte résiduelle en plasticité par exemple). Le compor-
tement a 1’échelle microscopique s’écrit dans le cas d’'un V.E.R constitué d’un matériau élastique

linéaire a précontrainte non nulle :

o(z)=C:e(z)+7(2) (1.35)

Et dans le cas d’'un V.E.R constitué d’un matériau élastique linéaire a déformation initiale non

nulle :

e(z) =5(z) : o(2) +er(z) (1.36)

On obtient les relations entre les champs de précontrainte et de déformation initiale :

T(z) = —C(z)  eL(2)
(1.37)

er(z) =8(z) : 7(2)
On s’intéresse tout d’abord dans le cas d’'un V.E.R constitué d’un matériau élastique linéaire
a précontrainte non nulle (I.35). Pour déterminer le comportement macroscopique dans ce cas, on
utilise la sollicitation en déformation homogene. Le probléme a résoudre sur le V.E.R s’écrit dans

ce cas :

divo(z) =0 (Q) (1.38)
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On montre qu’a I’échelle macroscopique, le comportement est du type élastique linéaire avec pré-

contraintes [85] :

Y =Chom: E+ (1 :4) (1.39)

avec Cpon, est calculé comme dans le cas du comportement linéaire sans précontrainte.

En effet, afin de résoudre le probleme (1.38), on décompose ce probleme noté (P) en deux problemes
élémentaires notés respectivement (P’) et (P”). Le premier probléme (P’) correspond au probleme
élastique linéaire sans précontrainte que 'on a présenté au paragraphe précédent. Le deuxieme
probleme (P”) correspond au probléme avec précontrainte, a déformation macroscopique imposée

nulle. Les relations entre les trois problémes sont présentées ci-dessous :

o(z) =0'(2) =0"(2) Q)

divo(z) = dive’(z) = dive”(2) =0 (Q)
(1.40)

u(z) =u(z) = E.z, u'(2) =0 (09)

ou o(z), €(z), u(z) sont respectivement les contraintes, les déformations et les déplacements du
probleme (P); o’(z2), €’(2), ©/(2) sont les mémes grandeurs pour le probleme (P’) et 6”(2), €”(2),

u”(2) sont les mémes grandeurs pour le probleme (P”).

La solution du probleme (P’) :
= (0)=(C:e)=(C:A:E)=(C:A): E=Cpon: E (L41)
Alors, on a :
Y=Y+ =Chom: E+Y" (1.42)

La solution du probléme complet (P) se rameéne au calcul de ¥ = (o””) La solution en contrainte

du probleme (P”) s’écrit sous la forme :

2"(2) = C(2)  e(2) + 7(2) (1.43)

Puisque le champ de déformations cinématiquement admissible €’ du probleme (P’) associe au

champ de déformation macroscopique E et le champ de contraintes statiquement admissible o’
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du probleme (P”) associe au champ de contrainte macroscopique X, en appliquant la condition de

Hill-Mandel au couple (¢” — €’), on trouve :

<o"' : 5'> = <a”> : <€/> =Y'":E (1.44)

D’autre part, on a

<0'”:€’>:<(C:s":€'>—|—<7':€'>:<€”:(C:s'>+<7':€’>

(L.45)
=(":0")+(t:A:E)=(T:A): E
A partir de (I1.44) et (1.45), on trouve que
S = (1 A) (1.46)

Finalement, on obtient la solution macroscopique (1.39) du probleme complet (P) en contrainte :

N =545 =Chom: E+ (T:4A) (1.47)

Dans la situation ou il existe un champ de déformation initiale €, en ’absence de chargement mé-
canique, pour déterminer le comportement macroscopique, on applique une sollicitation homogene

en contrainte sur le V.E.R. Alors, le probleme a résoudre sur le V.E.R s’écrit :

e(z) =S(2) : o(2) +erlz) (Q)

dive(z) =0 Q) (1.48)

o(z) =X.n(2) (0Q)

\

De la méme maniere, on montre que le comportement a 1’échelle macroscopique s’écrit :

E =Shom : 2+ (e, : B) (1.49)

Les deux points de vue (homogénéisation en déformation avec précontrainte ou homogénéisation en
contrainte avec déformation initiale) peuvent étre rapprochés des que les deux tenseurs d’élasticité
vérifient la condition Cyom, : Spom = I. Dans ce cas, on montre que les deux tenseurs de localisation

vérifient la propriété :

B=C:A:Spm e A=S:B:Chom (1.50)

A partir de cela, on montre que les deux lois macroscopiques (1.39) et (I1.49) sont reliées I'une a

lautre de la méme fagon que les deux lois microscopiques (1.35) et (1.36) :

T=-C:e — X" =—-Chom:(er:B) (I.51)
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[.4.2 Application au matériau poreux saturé

Le lecteur se reportera aux références [16, 17] pour des présentations détaillées de la micro-
poromécanique des mileux saturés et non saturés. Le théoreme de Levin permet de compléter les
résultats donnés pour le matériau poreux dans la partie précédente en prenant en compte les effets
de la pression de fluide dans le cas saturé. Ici, on considere un V.E.R de milieu poreux dont la
matrice est constitué d’un matériau solide élastique linéaire homogene occupant le domaine ), et
dont I'espace poreux est saturé par un seul liquide occupant le domaine €2;. On suppose toujours
que la frontiere du V.E.R est constituée seulement de la phase solide.

Comme on s’intéresse ici uniquement a la part du comportement liée au déformations du
squelette solide et non pas au phénomenes de transport de la phase liquide par rapport au squelette,
les efforts intérieurs a 1’échelle microscopique dans le fluide sont représentés par un champ de
pression uniforme. On néglige les contraintes visqueuses ainsi que les fluctuations de la pression de
fluide. Les forces de volume doivent étre négligeables a cette échelle. Le probleme d’élasticité posé

sur la phase solide s’écrit dans ce cas :

(

o(z) =Cs(2) : e(2) (Qs)
divo(z) =0 (€25)
(152)
uz)=E.z (02)
o(z)n=—pn (wst)

ou wy désigne 'interface entre la phase solide et la phase liquide. p; est la pression de phase liquide.
Pour utiliser les résultats précédents, on remplace le probleme d’élasticité (1.52) posé sur le domaine

()5 par un probleme d’élasticité avec précontrainte posé sur le domaine 2 :

0(2)=Cq:e(z2)+Ta  (Qa,a=s,l)
divo(z) = 0 (2,)
(L53)
u(z) =E.z (69)
lofl.n=0, [ul=0  (ws)
avec
C =0, TI=-pd os=0 (I1.54)

ou d désigne le tenseur identité du second ordre.

Appliquer le résultat (1.39), on trouve a 1’échelle macroscopique le comportement du matériau
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poreux saturé considéré ici s’écrit :

Y = Chom : E+ 5 (1.55)

oll Chom = (C: A) désigne le tenseur d’élasticité drainé du matériau et 3" = (1, : A) le tenseur

de précontrainte & 1’échelle macroscopique. En utilisant la propriété (A) = I, on a démontré que

Y= Chom - FE —plB (1'56)

avec

Chom = (1 — ¢)Cs : (A), L57)

B=¢6:(A);=6:(1-S,:Chom)
ou B désigne le tenseur de Biot et S; le tenseur des complaisances élastiques de la phase solide.
Dans le cas ou le squelette est constitué d’une matrice incompressible (d : S = 0), donc le tenseur

de Biot est égal a I'identité du second ordre. Le comportement élastique du matériau s’écrit :

Y=Y —p6=Chom: E—pd (1.58)

ou Y’ désigne la contrainte effective de Terzaghi.
Alors, on retrouve la loi de Terzaghi [75].
La variation du volume de I’espace poreux fait ’objet de la seconde équation d’état macroscopique.

La variation de porosité est de [16] :

6—do=0 (tre)y = 8 : (€)= 68 : ({e'), + (")) (L59)

ol ¢g et ¢ désignent respectivement la porosité lagrangienne a 1’état initial et a 1’état actuel. D une

part, on déduit de (I1.57) que :

$pd:(e),=¢d:(A),: E=B:E (1.60)
D’autre part, on a
¥ =-pB (1.61)
et
2= (1-9)(a”),+ ¢ (c”),=(1-¢) ("), +omb (1.62)
On en déduit,
$6:(e), =—(1—)86: ("), =pd:Sy: (B —¢6) = % (1.63)
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avec

& =0:5::(B-00) (1.64)

Alors, la variation de porosité s’écrit sous la forme :

¢—¢0:B:E+% (L.65)

Dans le cas particulier d'un comportement isotrope du solide (modules de compression ks et de
cisaillement ) et d’'un comportement macroscopique isotrope (modules de compression macro-

scopique kpom et de cisaillement macroscopique fipom), le tenseur de Biot devient

B=106 (1.66)
avec
kp,
h—=1—_ hom (I.67)
ks

Et la forme isotrope du tenseur de contrainte macroscopique :

Y =knomtrE .0 + 2 tpom Eqg—bp; (1.68)

ou E; est la pertie déviatorique de la déformation macroscopique E.

La variation du volume de ’espace poreux dans ce cas :

Dl Di

—$pgp=B:E+ 2 —prE+ 2 (1.69)
o — ¢o + N rlk + N

avec

1 _0-9 1.70
N ks (1.70)

On trouve que la solution macroscopique dépend le tenseur des modules d’homogénéisation Cyop
et le tenseur de Biot. Autrement dire, elle dépend les valeurs des tenseurs de localisation. Dans la

partie suivante, on présente les méthodes d’estimations classiques pour estimer ces tenseurs.

I.5 Meéthodes d’estimation classiques

Le probleme de 'inclusion d’Eshelby est un probleme de base en mécanique des milieux hété-
rogenes parce qu’il est relatif a la situation élémentaire d’hétérogénéité entre une inclusion et son
environnement. En fait, Eshelby a cherché 'effet de I’apparition d’une déformation libre homogeéene
er a lintérieur d’'un domaine borné (I) de forme éllipsoidale, qui est noyé dans un milieu infini

élastique linéaire homogene en supposant que les modules élastiques de 'inclusion coincidents ceux
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de la matrice. Et puis, on a élargi ce résultat pour le cas ou le tenseur d’élasticité du domaine
(I) est différent de celui de la matrice (probleme de I'inhomogénéité). La solution du deuxieme
probléme est permis d’estimer les valeurs de tenseur de localisation A, de chaque phase.

Eshelby a exprimé analytiquement ce tenseur dans le cas de la matrice isotrope [21, 22, 23, 61].
Faivre a développé ce résultat dans le cas du matériau cubique [25]. Le cas du milieu isotrope
transverse comportant des inclusions ellipsoides alignées dont leurs axes coincident a ceux du mi-
lieu a été largement étudié. Certains auteurs comme Withers [81] a trouvé la solution analytique
de ce probleme ; Sevostianov et al [73], Kirilyuk et Levchuk [51] ont présenté la solution pour les
inhomogénéités différentes de forme noyées dans un milieu isotrope transverse. Dans cette these,
on va présenter la solution pour les inclusions ellipsoides orientées arbitraires, immergées dans une
matrice isotrope transverse. Le procédé est fondé sur les propriétés de la fonction de Green et de

la transformée de Fourier.

I.5.1 Probleme de l’inclusion d’Eshelby

On considere I'influence d’une déformation libre homogeéne ey, imposé a 'intérieur d’un domaine
borné (I) noyé dans un milieu infini élastique linéaire homogene 2 en supposant que les modules
élastiques de 'inclusion coincidents ceux de la matrice. La déformation libre homogéne désigne la
déformation qui ne serait pas accompagnée de contraintes si elle régnait dans un élément isolé. On
impose des déplacements nuls & l'infini. La solution du probléme de I'inclusion satisfait le systéeme

d’équations :

— u>0

c=C.:e+1

FIGURE I.3: Probléme de I'inclusion d’Eshelby
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u— 0 (g — oo) (1.71)

dive(z) =0 (€)

loll =0et [[ulf=0  (9I)

\

ou C est le tenseur élastique de la matrice et || f|| désigne le saut de la grandeur f sur l'interface
de l'inclusion (7).
Eshelby a montré en 1957 [21] que, si 'inclusion est de la forme ellipsoidale, le champ de déformation
est uniforme a l'intérieur de l'inclusion (I). Prise en compte de la linéarité du probleme (1.71), le

champ de solution est dépendu linéairement des valeurs du parametre de chargement ey, :

ez)=er=SP:er, Vze(D) (L72)

ou S¥ est un tenseur d’ordre quatre, appelé le tenseur d’Eshelby qui dépend du tenseur des modules
d’élasticité C; ainsi que de la forme et de l'orientation de lellipsoide (7). Il faut bien noter aussi
que, si la symétrie des deux tenseurs €7 et €7, impose une symétrie mineur du tenseur d’Eshelby
dans un repere orthonormé S;;r; = Sjir = Sijik, on n’a pas forcément, dans le cas général, la
symétrie majeur S;ji = Skij. Par contre, puisque le domaine (£2) est infini, S¥ ne dépend pas de
la taille de l'inclusion ([).

Pour la suite, il est commode d’écrire 1’équation de comportement dans I'inclusion o(z) = C; :

[e(z) — €] sous la forme :

(1.73)
T=-Ci:ep (1)

ou T est le tenseur de polarisation, di a la précontrainte dans I'inclusion. Grace a cette trans-

formation, on peut récrire la solution d’Eshelby (I1.72) sous la forme suivante :

Il

|
=
3

€1
(L74)

P=SP.C;t=87:5
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avec S; et P désignent respectivement le tenseur de souplesse du milieu et le tenseur de Hill.
Comme le tenseur d’Eshelby, le tenseur de Hill P est un tenseur d’ordre quatre qui dépend du
tenseur des modules d’élasticité C; ainsi que de la forme et de l'orientation de I'inclusion (I) mais
il ne dépend pas sa taille. Dans le cas général, le tenseur de Hill est plus commode d’utilisation
que celui d’Eshelby car il contient la symétrie mineure et majeure [85],[63]. La solution analytique
de ces deux tenseurs est connue dans certains cas, Eshelby a présenté I’expression du tenseur S¥
pour l'inclusion ellipsoidale noyée dans un milieu isotrope [61], [85], les autres auteurs ont présenté
la solution du tenseur de Hill P pour des inhomogénéités ellipsoides alignés (sphérique, de forme
"penny-shaped”, aplati) dans la matrice isotrope transverse [33], [73],[81]. L’expression du tenseur
d’Eshelby dans le cas plus simple d’une inclusion ellipsoidale plongée dans une matrice isotrope,

est rappelé dans 'annexe A.

I.5.2 Probleme de 'inhomogénéité d’Eshelby

Maintenant, on élargit les résultats du probleme d’Eshelby ci-dessus pour le probleme ou les
modules élastiques de l'inclusion différents ceux de la matrice. On considere ici le probléme d’une
structure hétérogene occupant un domaine infini constitué d’un matériau élastique linéaire ho-
mogene de caractéristique C; a lintérieur d’'un domaine ellipsoidal (I) et de caractéristique C;
a lextérieur du domaine (I). Les autres conditions sont les mémes pour le probleme d’Eshelby.

Dongc, les équations de ce probleme s’écrivent :

divo(z) = 0 (@) (L75)

u(z) — 0 (z — o)

lol =0et ull=0 (1)
Le comportement dans 'inclusion peut écrire
o(z)=Cr:e(2)+7" (I) (1.76)
avec
T/:T—i-((C[—(Cl):E (177)

Alors, la solution de (1.74) associée & 7/ est la solution du probleme (1.75). Apres quelque

manipulations, la déformation dans I'inclusion s’écrit sous la forme
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e=[[+P:(C;—C)] ' (=P:7) (I) (L.78)

Maintenant, on impose a 'infini une déformation macroscopique homogene E | le probleme (1.75)

devient

divo(z) =0 @) (L.79)

lofl=0et ull=0 (31)

On montre que le champ de déformation solution de (I1.79) est la superposition de la solution
du probleme (I1.75) et d’un champ de déformation homogene en tout point. Alors, la solution du

probleme (1.79) est de

e=[[+P:(C;—C)] " (E-P:7) (I (1.80)

Dans le cas ot la déformation initiale ou la précontrainte sont nulles, (I1.80) se restreint & la formule

suivante :

e=[I+P:(C;—C)]':E (I (1.81)

Dans le cas d’une inhomogénéité sphérique constituée d’'un matériau a comportement élastique
linéaire isotrope (de caractéristiques py et kr), noyée dans une matrice élastique linéaire isotrope

(de caractéristiques p; et ki), la formule (I1.81) devient

1
1+ﬁ(u1—u1) Ed
a (1.82)

er =
0= —t—5 0
I 1+a(ki;k1>

avec

3k1

@ = 3k1+4 1

(1.83)

8= 6 (k1+2pu1)
5(3kit4dp1)

ou e et O7 désigne respectivement les parties déviatorique et sphérique du champ de déformation

dans l'inclusion. E4 et 6 désigne respectivement les parties déviatorique et sphérique du champ de
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déformation homogene appliqué E.
La solution du probleme de l'inclusion d’Eshelby nous fournit un outil efficace pour estimer les
tenseurs de localisation A, de chaque phase. On va présenter les quatre schémas de calcul, dans le

cas biphasique.

1.5.3 Le schéma dilué ou le schéma d’Eshelby

On considere un matériau constitué des inhomogénéités élastiques linéaires homogenes occupées
des domaines de méme forme et de méme orientation (phase 2, caractérisé par Cs), immergées
dans une matrice élastique linéaire homogene (phase 1, caractérisé par C;). On suppose que la
concentration en inclusions de matériau 2 est suffisamment faible pour négliger les interactions
entre les inclusions. Pour simplifier ce probleme, on estime la moyenne de la déformation dans
chaque inclusion par celle qui s’établit dans une inclusion (phase 2) noyée dans une matrice de
matériau I soumise a linfini & une déformation macroscopique homogeéne E. Cette définition
correspond exactement au probleme de I'inhomogénéité d’Eshelby, & partir de (1.79) et de (I.11),

la moyenne du tenseur de localisation dans la phase 2 est donnée par

Ay = []I +P: (CQ — (Cl)]_l (184)

La moyenne du tenseur de localisation dans la phase I est déterminée a partir de (1.84) et de

la relation (A) =1 :

A = ;1 (]I — foll+P: (Cq— (C1)]71> (1.85)

En remettant ces résultats dans la relation (I1.34), on obtient directement ’estimation du tenseur

élastique macroscopique

Cait =C1+ f2(Co —Cy): [H‘HP:((CQ_(CD] (1.86)

-1
=Ci1+ fo {P +(Co — (Cl)_l]
On étend ce résultat dans le cas d’'un milieu hétérogene a r phases ou toutes les inclusions
de chaque phase sont de méme forme et de méme orientation. L’estimation du tenseur élastique

macroscopique s’écrit

Cat =Ci+ Y fi(Ci—C1): [[+P;: (C;—Cy)]
=2 B (1.87)
=Ci+ > fi [Pﬂr((ci—@l)*l =Ci+(T)

=2
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avec

=2 (1.88)

fi désigne la fraction de la phase i.
Dans le cas particulier du matériau biphasique ou les matériaux de la matrice et des inclusions sont
isotropes et ou la forme des inclusions est sphérique, on obtient une estimation des caractéristiques

macroscopiques également isotrope :

ko — k1
k1+a(k2—k1

Eai :k1<1+f2 )> , Mdil :M1(1+f2 F2 — I )) (1.89)

p1+ B (u2 — p1

ou kg et gy désignent respectivement les modules de compression et de cisaillement a 1’échelle
macroscopique. En posant k9 = 0 et uo = 0, on obtient les modules de compression macroscopique
et de cisaillement macroscopique dans le cas du milieu poreux sec

3k1+4 1 15k1 + 20 11y
ki:k:<1— 7) 4= (1_ 7) 1.90
dil 1 f2 1m Hdil = 41 f2 9% + 8 (1.90)

En bref, ce schéma est tres simple car on a négligé I'interaction entre les inclusions. C’est la raison
pour laquelle, les estimations (1.86), (1.87),(1.89) et (I1.90) ne sont valables que pour les faibles
concentrations en inclusions. Selon Xu [83], ce schéma est efficace si la concentration ne dépasse
pas la dizaine de pour cent. En outre, le tenseur des modules d’élasticité macroscopique est satisfait

les propriétés d’'un module d’élasticité dans toutes les situations [24].

1.5.4 Le schéma de Mori-Tanaka

Le schéma Mori-Tanaka va tenir compte de l'interaction entre les inclusions dans le processus
d’estimation des modules d’élasticité macroscopique. Pour cela, on estime la moyenne de défor-
mation dans les inclusions par celle qui s’établit dans une inclusion de méme forme et de méme
caractéristiques élastiques immergée dans une matrice de matériau 1 soumise a l'infini a une dé-
formation moyenne dans la matrice Ey.

La déformation moyenne dans la phase 2 est calculée a partir du résultat du probleme d’Eshelby

en remplacant E par E7 :

<€>2 = [H + P ((CQ — (Cl)]_l o (191)

Pour la matrice, on a
(€), = B4 (1.92)
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La relation () = E permet de calculer la valeur du tenseur Ej en fonction de F :

Ey = [f1]I+f2[H+IP’: (cz—cl)]*l]_le (1.93)

On en déduit les estimations de la moyenne des tenseurs de localisation

Av= AT+ pI+P: (C-C) ] o (1.94)

Ay = []I—FP : (CQ — (Cl)]_l : A
(1.95)

= [H-l-flPS ((CQ—(Cl)]_l

En remettant ces résultats dans la relation (I.34), on obtient directement l’estimation de Mori-

Tanaka du tenseur élastique macroscopique

Cur =Ci+ f2(Co—Cyq) : Ay
(1.96)

=Ci+ fo[iP+ (Co— (Cl)_l]_l
On peut retrouver ici ’estimation d’Eshelby du tenseur élastique macroscopique quand fs tend
vers 0 (fo développée en premier ordre). C’est le cas des faibles concentrations en inclusions.
On élargit ce résultat dans le cas d’un milieu hétérogene a r phases ou toutes les inclusions de chaque
phase sont de méme forme et de méme orientation mais la forme et ’orientation des inclusions de
deux phases différentes peuvent étre différentes. Les tenseurs de localisation de chaque phase et

I’estimation du tenseur élastique macroscopique sont respectivement

A= [AT+Y flI+P (C-C Y (L.97)
=2
Aj=[I+P;: (Ci—Cy)7 " : A (1.98)

Cur=Ci+ Y fi(Ci—Cy): [[+P;:(Ci—Cy) ' 1 Ay
= . » (1.99)
= C1 + <T> : |:f1 I+ ZfZ(CZ — (Cl)fl : P]I‘Z-]

i=2
Si I'on se restreint dans le cas de toutes les inclusions ont le méme tenseur d’élasticité Cy,
les formules des tenseurs de localisation de chaque phase et 'estimation du tenseur élastique

macroscopique sont respectivement
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Av=[AT+(Cr - )7 (T - (1.100)
A; = [H +P;: ((C[ — Cl)]_l A (1101)

Carr = Ci + (T) : [flﬂ+ (Cr—C)L: <’]r>]_1
(1.102)

=Cy + [fl Ty~ +(C; - Cl)_l} -

(T) et T; sont présentés dans (1.88).
Dans le cas particulier des inclusions sphériques immergés dans la matrice isotrope, le comporte-

ment du matériau a 1’échelle macroscopique est encore isotrope :

k;2 - kl _ M2 — p1 1.103
W hath ) mer=m(l Rl ) (1109

En mettant k2 = 0 et uo = 0, on obtient ’estimation de Mori-Tanaka des modules de compression

kyr = k1<1 + f2

macroscopique et de cisaillement macroscopique dans le cas milieu poreux sec

3ki+ 4 15 k1 + 20 g
k — k(1= — 1— 1.104
iz = I f23fzk1+4u1>’ parr = f2(9+6fz)k1+(8+12f2)u1> (1104

Le coefficient de Biot correspondant ne dépend que du coefficient de Poisson du matériau 1 (se

reporter également a [16])

— 3fa(l—n) (1.105)
f2 (1 —|—l/1) —|-2(1 —21/1)

bvr

En effet, le schéma Mori-Tanaka permet de tenir compte l'interaction entre les inclusions, il amé-
liore ainsi les résultats du schéma dilué qui a négligé cette interaction. Bornert [6] a constaté
que l'estimation du schéma de Mori-Tanaka donne les résultats satisfaisants jusqu’a 20% de la
concentration. Cependant, il reste quelques problemes qui sont difficiles a interpréter comme la
non-symmeétrie majeure, dans certains cas, du tenseur homogénéisé macroscopique correspondant

au de schéma Mori-Tanaka [72].

1.5.5 Le schéma autocoherent

Les deux schémas précédents sont bien adaptés a une structure constituée d’une matrice conti-
nue et d’hétérogénéités. Le schéma autocohérent permet d’estimer les situations ot aucune phase
continue ne peut étre identifiée. Ce schéma a été introduit par Hershey [35] pour le matériau

polycristal et reformulé par Hill [36] pour le matériau comportant des inclusions ellipsoidales. Le
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principe du schéma autocohérent consiste a supposer que chaque inclusion soit entourée par toutes
les autres phases et donc par le milieu moyen homogénéisé. La déformation dans le milieu moyen
loin de l'inclusion est notée Eg. En cas du matériau biphasique, la déformation moyenne dans

I'inclusion i, (i = 1,2) prend la forme suivante

(€); = [+ Prom : (Ci — Cac)] ™ : Eo (1.106)
La valeur de Eg est déterminée a partie de la relation (€) = E. Dans le cas d’inhomogénéités de
la méme forme et de la méme orientation, on montre que E = Ey [85]. On en déduit l’estimation
des tenseurs de localisation par phase

Ay = [[+ Pphom : (C; — Cac)] ™ (1.107)

L’estimation autocohérente du tenseur d’élasticité macroscopique s’obtient en résolvant ’équation

suivante

Cac = f1C1 : [[4Ppom : (C1 — Cac)] ™  + f2Co i [T+ Phom : (C2 — Cac)] ™ (L.108)

Si le matériau constitué des grains sphériques dont chaque matériau est homogene isotrope, I’équa-

tion tensorielle (I.108) est équivalente deux équations scalaires suivantes

k1—knom k2—Kpom —
fl khom+a;om?klfkhom) + f2 khom“raiom}sz*khom) o 0 (I 109)
M1 —Hhom H2—Hhom _
fl H‘hom""ﬂhom (,U'l _,U‘hom) + f2 ll‘hom""ﬂhom (HQ_Mhom) - 0
avec
3k 6 (k +2
Ohom = hom  Bhom = ( hom Mhom) (1.110)

) (3 khom + 4 Mhom)

En posant ks = 0 et puo = 0, on obtient I'estimation autocohérente des modules de compression

3 khom +4 Hhom

macroscopique et de cisaillement macroscopique dans le cas milieu poreux sec

4 (1 — f2) k1 fthom (I.111)
3 f2 k’l + 4,uhom

avec [pom st la solution positive unique de ’équation du second degré suivante :

khom =

8 trom — [(8 =20 fo) i1 — (9 — 3 f2) k1] tthom — (9 — 18 fo) k1 pu1 = 0 (L.112)

La formule homogénéisé correspondante au schéma autocohérent (1.108) est une équation implicite,

on la résout par le calcul itératif
CHE = fiC1: [+ Pyt (C1 = Ciao)] ™ + f2Co: [+ Pl s (C2 —Cho)) ™ (L113)
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Le calcul (I.113) est arrété a la condition de

(Ci+1 A — CZ AC
mnpg AC_ Tmnpg ACH o (1.114)
(Cz-i-l
mnpq ,AC
avec P} =i (CY.) et e est erreur relative maximale autorisée. En fait, afin d’éviter le long

calcul, on peut utiliser les résultats (les tenseurs des modules d’élasticité macroscopiques) associés
au schéma dilué ou au schéma de Mori-Tanaka comme les valeurs démarrées du calcul (1.113).
Comme pour le schéma de Mori-Tanaka, ce schéma n’assure pas la symétrie majeure du tenseur

d’élasticité macroscopique.

I.5.6 Schéma Ponte Castaneda et Willis (PCW)[66]

Ponte Castaneda et Willis proposent une méthode d’estimation des propriétés effectives du
matériau composite dans laquelle on a pris en compte les effets de distribution spatiale et les
interactions entre les inclusions. L’idée principale de cette méthode consiste a introduire deux
fonctions indépendantes, I'une associée a la forme de 'inclusion, I’autre a la forme de la fonction de
répartition spatiale. Le développement de cette méthode se pose sur la formulation variationnelle
de Hashin et Shtrickman [34] dans laquelle le tenseur d’élasticité du matériau de référence est
choisie égal a celui de la matrice. On considére un matériau constitué des inclusions éllipsoidales
élastiques linéaires homogenes (la famille de 'inclusion 4), immergées dans une matrice élastique
linéaire homogene (phase ). On suppose que toutes les inclusions ont la méme distribution spatiale
(ellipsoidale), le tenseur de localisation des déformation dans ce cas peut prendre la forme suivante

(66, 87] :

APCYW — 4P (C;—Cy)7h Ay (1.115)

=[RS S+ (B - P (© - Co) s [T+ P @ -] ]
i—2 (1.116)

— I-P ()"

dans lesquelles (T) et T; sont donnés dans (1.88). IP; désigne le tenseur de Hill relatif & la forme
de la famille de 'inclusion i. P4 est le tenseur de Hill associé a la fonction de distribution spatiale
(eq). Le choix de la forme des ellipsoides entourant les inclusions doit étre satisfait la condition

limite de volume, c’est-a-dire la fraction volumique des ellipsoides ne dépasse pas a 1.
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Introduction de (I.115) dans l'expression (1.34) conduit a [29] :
1 -1
Cpew =C1 + (<T> — ]P)d) (I.117)

Dans le cas biphasique avec toutes les inclusions de la méme forme et de la méme orientation,

(I.117) peut s’écrire

1 -1

Cpew =Cq + |:f2 [P + (Cy — (Cl)_l] — Pd} (I.118)

A partir de (I.118), on peut démontrer que dans le cas de toutes les inclusions de la méme forme et
de la méme orientation, le choix de P; = P fait des résultats du schéma de PCW correspondants
au celui de Mori-Tanaka [66], [87]. Contrairement au schéma autocohérent et schéma de Mori-
Tanaka, la propriété de symétrie, mineur et majeur, du tenseur homogénéisé Cpoyy est assurée.
Cependant, un point faible de ce schéma est le risque de non déterminer du tenseur Cpcyy, ¢’est-
a-dire ((']T>_1 - Pd) est non inversible. Le lecteur pourra se reporter, pour plus détail sur ce
probleme, a la référence [6]. La discussion des liens entre le schéma de PCW et les autres schémas

peut trouver aux références [39] et [40].

1.6 Quelques outils pour la description de la géométrie des inclu-

sions

La présentation qui suit s’inspire de 'ouvrage de référence [62] dont on a, en particulier, repris

les notations.

1.6.1 Systémes de coordonnées définissant ’orientation de 1’inclusion

On présente ici la méthode de calcul d’un tenseur d’ordre quatre, cohérent aux inclusions
ellipsoides orientées arbitraires dans le repere du matériau ou le repere global.
Nous considérons dans cette section une inclusion orientée arbitraire. On introduit d’abord la
matrice de rotation entre les coordonnées globales z; définissant ’anisotropie de matrice (z3 est 1’axe
de symétrie de la matrice isotrope transverse) et les coordonnées locales z&* définissant ’orientation
d’une inclusion centrée a ’origine des coordonnées (2§ est I’axe de symétrie de I'inclusion ellipsoide).

Le tenseur orthogonal d’ordre deux Q transforme les composantes du repere de coordonné o dans

celui de coordonnées (z1, 22,23). En dénotant le vecteur unitaire dans la direction z{* par e, le
tenseur Q< est défini par (cf [62] page 124) :
e =Q%e; ,(i=123) , e=Rye ,(kl=1203) (1.119)

41



Chapitre . Homogénéisation du comportement poroélastique linéaire

FIGURE I.4: L’orientation de I’inclusion

car Q% est une matrice de rotation, son inverse R® est simplement la matrice transposée :

a = Qo (I.120)

et les regles correspondantes de transformation (I.119) pour le vecteur et les composantes du

tenseur d’ordre quatre s’écrivent :

AP =Q%A; , Ai=Q5 A (I.121)
Bl = Qi Q5q Qier Qlls Bpgrs  » Bigil = Qp; Qg Qrk, Q51 Bpgrs (1.122)

L’orientation d’une inclusion aplatie (a = b > ¢) est définie par deux angles et puis deux rotations
successives de I'axe global fixe du matériau. L’angle entre les axes 21 et 2§ est ¢o (0 < ¢ < 2m)

et I'angle entre les axes 2§ et z3 est 0, (0 <0, <) :

Q=1 o cos(f,) —sin(fy) (1.123)
0 sin(fn) cos(fa)
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cos(¢a) —sin(¢q) 0

Q% = sin(¢q) cos(dq) 0 (1.124)
0 0 1
cos(¢a) —sin(¢q) 0
Q" =Q".Q" = cos(fy) sin(¢q) cos(0y) cos(¢q) —sin(fy) (L.125)

sin(fy) sin(¢q) cos(dq)sin(fy) cos(fy)

Dans le cas de la matrice isotrope, le calcul du tenseur de Hill P (et /ot du tenseur d’Eshelby S¥
et) sera effectué dans le systeme des coordonnées locales de 'inclusion (z{*, ou ). Les composantes

correspondantes, dénotées Py, et les composantes Pjjr; du tenseur de Hill dans le systeme des

coordonnées globales fixes déduisent des relations (1.122) :

Py = Q% Q% Q% Q% Pl (1.126)

On définit un systeme des coordonnés intermédiaire obtenu par la premieére rotation d’un angle

¢o autour de I’axe symétrique du matériau isotrope transverse :

€] = cos(¢a) &) — sin(¢a) €
€ =QF e+ | b =sin(da) & + cos(da) e (1.127)

Po
e3” =e3

Les coordonnées locales attachées aux inclusions ellipsoides orientées arbitraires peuvent étre défi-

nies par :
ef =¢"
0o Pa .
Q;’l - Qij ﬁj’s ) Qg‘ = COS(@a) ngo‘ — Sln(@a) an (1128)

€S = sin(¢q) €5 + cos(<ba)§§’“
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ou :
g = Q5 € (1.129)
€1 = cos(¢a) € — sin(¢a) €y
€y = cos(ba) sin(da)e; + cos(ba) cos(pa)ey — sin(fa)es (I.130)

€3 = sin(fy) sin(pa)e; + cos(¢q) sin(fq)eq + cos(fq)es

Le calcul du tenseur de P, dans le cas de la matrice isotrope transverse au chapitre III sera effectué

o

dans le systeme des coordonnées intermédiaire (z;*, ou e¢“)

Les composantes correspondantes,
dénotées qurs et les composantes F;jx; du tenseur de Hill dans le systeme des coordonnées globales

fixes seront déduites des relations (1.122) :

Pijii = Q Q Q QQSQPI;Z‘;S (I.131)

On peut noter qu'une méthode basée sur les fonctions Green obtenues par [64] pour le matériau
isotrope transverse implique le choix d’un systeme des coordonnées avec un axe fixé : I’axe de symé-
trie z3. Deux axes orthogonaux définissant le plan d’isotropie peuvent étre choisis arbitrairement.
Le systeme des coordonnées intermédiaire remplit les conditions pour employer la méthode de la

fonction de Green : 'axe de symétrie du matériel z3 coincide avec la direction z;f @

, et deux direc-
tions transversales z7® et z,* sont attachées a l’ellipsoide par I'angle ¢,. En terme d’exactitude
des calculs et également des cotts informatiques, il est important de noter que l'intégration dans
les coordonnées intermédiaire est effectuée seulement sur un angle 6, (voir également au chapitre

I1I).

I.6.2 Fonction de distribution en orientation (ODF) de pores

Les propriétés et ’anisotropie élastiques des poromatériaux sont fortement influencées par le
degré d’alignement préférentiel des pores qui est caractérisé par une fonction de distribution en
orientation. Pour plus de détail, on pourra se reporter aux références [43, 44, 45, 47, 48, 71,
78]. En général, l'orientation d’une inclusion de repere local (e}, €9, e3) est liée au repere global
(€1,€9,€3) par les trois angles d’Euler (6q, ¢n, %) ol 8, est I'angle entre les deux axes z3 et z§
(0 < 6, < ), ¢ est une rotation du repere global autour de 'axe z3 (0 < ¢ < 27) et 1), est
une rotation de l'inclusion autour de l'axe 2§ (0 < 1o, < 27). Une valeur de 'ODF W (64, ¢a, Va)
donne la densité de probabilité pour une orientation particuliere. L’ ODF W (0, ¢, 1o ) doit vérifier

I’équation suivante :

L / / W (0 Gs V) Sin O g i dipy = 1 (1.132)
8 =0 Jpa=0Jpa=0
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1.6. Quelques outils pour la description de la géométrie des inclusions

W(b,) ODF
2\‘\ — o0=0 //”
\\ --o=1 ,/
1.5 \, — =2 J/
o \ S
\\\\\\ //////
1 —— —
\\ ~——_— e - — - ,/
" P
0.5 -

0, (rad)

FIGURE 1.5: L’influence de o sur la fonction de distribution en orientation des

pores (0 < o < 2)

W(b,)

g

=0 01N O

|
S9999

— = === : —1 g, (rad)

FIGURE 1.6: L’influence de o sur la fonction de distribution en orientation des

pores (0 < o < 10)

On limitera ici la discussion a la répartition isotrope transverse des inclusions avec l'axe z3
comme 'axe de symétrie. Ceci implique que W (0, dq, V) est indépendant de ¢, et de ¢,. L’'équa-
tion (I1.132) devient

i W(6,)sinb, db, =2 (I.133)

0,=0
Une fonction de distribution en orientation peut étre employée pour décrire I'alignement de pores,
qui est caractérisé, dans la pratique, par deux coefficients 8,, 0. 8,, est un angle orienté de I'inclusion,
illustré dans la figure 1.4. o est un parametre présentant le degré d’alignement des pores. o =

0 signifie une distribution en orientation isotrope de pores, ¢ > 0 induit une deuxiéme source

d’anisotropie dans le modele de micromechanics du matériau (la premieére source d’anisotropie
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vient de la matrice), o tend vers I'infini, présentant une distribution alignée de pores. L’influence
de o a 'ODF, ou au degré d’anisotropie du matériau est présenté dans les figures 1.5 et 1.6. A
titre d’exemple, pour les argilites, cette fonction a été présentée par Sayers [71], elle est un outil
important pour expliquer une distribution non-uniforme de l'orientation des pores [46]. La fonction

suivante (voir [71, 44, 78])

W(0n,0) = 0 Cosh (0 Cosb,) Cscho (1.134)

est choisie, elle vérifie les conditions (1.133).

1.7 Applications aux roches poreuses

1.7.1 Propriétés des constituants

En réalité, les propriétés de tous les constituants des géomatériaux ne sont pas bien connues a
I’heure actuelle. Dans de nombreuses situations, seules les propriétés macroscopiques, ou effectives,
mécaniques ou poromécaniques ont été caractérisées grace a des essais de laboratoire tel que des
essais géomécaniques (essai triaxial de compression et essai triaxial deviatorique) réalisés a 1’échelle
macroscopique. Méme a ’échelle macroscopique, il est tres difficile de caractériser les coefficients
poromécaniques, tels que le tenseur B de Biot et des coefficients de rigidité drainé pour les géo-
matériaux a faibles perméabilité. Le probleme a résoudre peut étre considéré comme un probleme
inverse, c’est a dire a partir des propriétés expérimentales macroscopiques et un modele micro-
structural proposé, on calcule les propriétés microscopiques des constituants des géomatériaux par
I’approche micromécanique. Par exemple, les propriétés homogénéisées ou effectives et la structure
spatiale de pore sont plus ou moins connu et ’inconnu peut étre les propriétés de la matrice. Dans
cette section, on applique un schéma a deux étapes d’'momogénéisation pour retrouver les proprié-

tés mécaniques de la matrice :

a. Tout d’abord, on enléve les inclusions minérales sphériques (le quartz et la calcite) dans le
V.E.R pour déterminer un milieu, appelé le milieu I qui se comporte de la matrice et de
la microporosité de forme aplatie. Le résultat est un milieu isotrope transverse dénoté C!,
obtenu par le calcul itératif correspondant au schéma de Mori-Tanaka. En inversant la relation
(1.99) dans laquelle la donnée est le tenseur élastique non drainé effectif ou macroscopique

Cur, Cyu, Ceas fqu, fea €t I'inconnu est le tenseur C’, on obtient le probleme non linéaire &
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résoudre

Cl,, = Cyr — (me) : [fl]IJeri((Ci _chy-tomi] T

. -1
Tzn = [Pn + ((Ci _ Ci)fl} . i =qu, ca (1.135)

flzfa+fp

ou P, désigne le tenseur de Hill, & I’étape n, pour les inclusions minérales sphériques dans le
milieu isotrope transverse (C{l. La solution analytique de ce tenseur est présentée au chapitre
II.

Par I'algorithme itératif, (I1.135) est résolu avec I'erreur relative e, < 1075 et la condition

initiale :
I I I I I I
- ‘Cllll,n—i-l - Cllll,n‘ ’(31122,n+1 - (C1122,n‘ ’C1133,n+1 - C1133,n‘
1111,n+1 1122,n+1 1133,n+1 (1.136)
I I I I :
}C3333,n+1 - C3333,n| }C2323,n+1 - (C2323,n|
+ cl + cl
3333,n+1 2323,n+1
I
(CO = (1 - fqu - fca)(CMT (1137)

Le résultat de la premiere étape est de Ef = 4.357GPa, Ef = 3.133GPa, v{, = 0.16,
vl =021, GI; = 1.264 GPa.

b. Ensuite, on continue d’enlever le systeme de pores non drainés, distribué de la maniere
isotrope transverse, dans le milieu I pour estimer les propriétés mécaniques de la matrice en
supposant que la matrice est isotrope. Puisque la géométrie de ’espace poreux, notamment
la distribution en orientation de pores, est encore inconnue, on ne peut pas déterminer le
tenseur d’élasticité de la matrice par la méthode de calcul itératif comme a I’étape 1. Méme
si 'on connait 'ODF de pores, il resterait aussi, a I’heure actuelle les difficultés du calcul
itératif parce que la solution numérique du tenseur de Hill pour les inclusions orientées dans
la matrice isotrope transverse est tres lourde. Ce sont les raisons pour lesquelles, on doit faire
un jeu des parametres de la matrice (E,, v,) et de la distribution en orientation de pores
(o) dans le but de retrouver le tenseur d’élasticité du milieu I. Le probleme a résoudre est

obtenu par la relation (1.102) :

O =Cot[1-5) M+ Cp-C)]| (1.138)

ou (T) est déterminé par la relation (I1.88)

-1

(M) =Y fF1=> f |:]P)i + (Cyp — Ca)*l} (1.139)

% %
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fp est la fraction de pores occlus f, = >, f¥ avec fI est celle de la famille 7. La fraction
fp dans ce calcul est pris par la valeur de f,/(fa + fp) = 25%. P; désigne le tenseur de
Hill qui dépend du rapport d’aspect de pores ¢,,, de la matrice C, et de l'orientation de
chaque famille de pores (6, ¢q). Ce tenseur est déterminé par la relation (I1.126) ou P¢ est le
tenseur de Hill dans le repere local de I'inclusion. La contribution de toutes les familles ¢ des
pores au tenseur de rigidité macroscopique et au tenseur de Biot est rendue compte par une
intégration sur la sphére unitaire, en introduisant la fonction de distribution en orientation

W (04, 0), la relation (1.139) peut s’écrire

) / W (00, 0) [P0, da) + (Cop — Ca) '] " sinba o db,  (L140)
0o=0 a=0

En fait, la détermination analytique de l'intégration du tenseur moyen (T) ci-dessus est
difficile car les formules intégrales sont compliquées. C’est pour cette raison que I'on choisit
une méthode d’intégration numérique de type Gauss. A titre d’exemple, I'intégrale d’une
fonction de deux variables f(6,, ¢n) sera approchée par :

Nog, Ngo

/Gao /a() ond)a d0 dCba = Z Z wga w;a f(837¢g) (1141)

u=1 v=1
ou Ny, et Ny, désignent respectivement le nombre de points d’intégration de by et ¢q. wy
et wé’)a désignent respectivement le poids associé au u'*™ point d’intégration de 6, et le poids
associé au v'®™ point d’intégration de ¢.
Alors, en utilisant la méthode d’intégration numérique de type Gauss, (1.140) devient

Noo Nog

Z > wh, wh, W(04,0) [IP’(HZ, ¢o) + (Cop — Ca)_l] ~in " (1.142)

ulvl

ol Ny, et Ny, désignent respectivement le nombre de points de Gauss dans les intervalles
de [0,7] et de [0,27]. wy et wy, désignent respectivement le poids associé au wi®™ point
d’intégration de 6, et le poids associé au v'®™ point d’intégration de @, 0% et ¢p sont les
coordonnées de Gauss-Legendre correspondantes.

Dans les formules (I.138-1.139-1.142), la donnée est les propriétés de pores occlus C,p, la
porosité f,, le rapport d’aspect de pores €,, = 0.05 et le tenseur d’élasticité du milieu I
(C{WT. A cette étape, on change les trois parametres (Fy, v,, o) de sorte que le tenseur C{M,T
qui est trouvé par (I.138) soit proche du résultat de I’étapé 1. Le valeurs convenables a
choisir sont de F, = 7.4 GPa, v, = 0.1, 0 = 8, correspontdantes & un minimum de point de
Gauss de Ny, = 30, Ny, = 60. Un test de précision de la méthode d’intégration de Gauss

pour 5 composantes non nulles indépendantes du tenseur moyen (T) qui a la forme isotrope

transverse est aussi présenté dans le tableau I.1.
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TaB. I.1: Composantes du tenseur (T) (test de précision de la méthode

d’intégration de Gauss), o0 = 8, E, = 7400 MPa, v, = 0.1, €,, = 0.05,

Ny, = 2Ny,
No,, 10 20 30 100
(T)1q11 | 829372 x 100 | 1.70773 x 1011 | 1.40467 x 1071° | 5.17983 x 10°
(T) 1199 | 6.97163 x 1075 | 1.64095 x 10712 | 2.27752 x 1071° | 1.39767 x 103
(T)1153 | 2-3167 x 10 | 3.73924 x 107! | 5.00481 x 10716 | 1.81724 x 103
(T)g353 | 4.8682 x 10 | 2.52703 x 10711 | 2,576 x 1071° | 4.23678 x 103
(T)gg95 | 8.59317 x 107 | 4.90587 x 1011 | 3.44433 x 1071° | 1.18825 x 10°

100
<T>ijkl _<T>ijkl
(T); 5k

Colonnes Ng, =10 —-20—30: (les erreurs relatives)

Colonne Ny, = 100 : <T>7:,'I:](')k(:)l

I.7.2 L’influence du schéma d’homogénéisation sur les propriétés poroélas-

tiques

On considere maintenant l'effet du schéma de calcul sur les propriétés poroélastiques la roche
poreuse. Un schéma a deux étapes d’homogénéisation est appliqué :
a. Schéma de Mori-Tanaka pour les inclusions sphériques minérales. Tout d’abord, une matrice
solide occupant le domaine 25 comportant la matrice (£2,) et le systéme des inclusions sphé-
riques minérales (le quartz €y, et la calcite 2.,) est homogénéisée en utilisant le schéma de

Mori-Tanaka, le résultat obtenu est une matrice isotrope dénotée Cj :

cszca+(2fi’ﬂ‘i):[faﬂjqui((ci—ca)—l:Ti]*l, i
i i 143

T = [IP’Jr (C; — (Ca)_l}i1 , 1= qu, ca

Les données sont Cgyy, Cea, fou, fea €t le tenseur élastique de la matrice C, qui est obtenue a
la sous section précédente. Le résultat de ’étape 1, E; = 15.181 GPa, vy = 0.139 est utilisé
comme donnée d’entrée de 1’étape 2.

b. Les différents schémas pour ’espace poreuz. Le systéeme de pores connectés est ajouté dans
la matrice solide isotrope Cs obtenue & partir de la premiere étape. Deux cas tres simples de
la géométrie de pores sont considérés, des pores sphériques (cas 1) et des pores aplatis alignés

€p = 0.05 (cas 2). Les résultats d’homogénéisation en fonction de la porosité du premier cas,
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avec quatres schémas de calcul ci-dessus, sont représentés sur la figure 1.7. On note que, avec
la distribution spatiale sphérique de pores (e; = 1), les schémas de PCW et Mori-Tanaka
donnent les mémes résultats. En outre, tous les schémas donnent presque les mémes résultats
pour les faibles porosités (f, < 10%) qui est le domaine de validité de I’estimation obtenue par
le schéma dilué. Pour le schéma autocohérent, les modules macroscopiques k, u, F/ s’annulent

a la porosité de f, = 50%. Dans ce cas, le matériau perd sa résistance losqu’on le charge.

k Module de compressibilité drainé effectif H Module de cisaillement drainé effectif
7000
— Dilué 6000 — Dilué
— MT — MT
5000
— PCW — PCW
— A-C 4000 — A-C
3000
2000
1000
fp fp
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
E Module de Young drainé effectif b Coefficient de Biot
1
— Dilué
0.8
— T
— PCW
— AC 06
0.4 — Dilué
— MT
0.2 — PCW
— AcC
fo fp
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE L.7: Influence du schéma d’homogénéisation (e = 1)
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Les résultats du deuxieme cas, avec trois schémas de calcul (schéma dilué, schéma de Mori-

Tanaka et schéma de PCW) sont présentés sur la figure 1.8. Pour le schéma de PCW, la

distribution spatiale est de forme aplatie ¢ = 0.1. En comparaison avec le cas 1, on note

que le domaine de validité pour le schéma dilué dépend du rapport d’aspect de pores ¢,

et dans le cas du rapport d’aspect €, = 0.05, ce domaine correspond a f, < 3.5%. Avec le

choix €5 > €, du schéma de PCW, le coefficient de Biot b3 correspondant est supérieur a

celui du schéma de Mori-Tanaka. De plus, le module macroscopique E s’annule a la porosité

fp = €p/€a = 50% (b3 = 1), c’est-a-dire, pour une morphologie associée au schéma de PCW,

la continuité de la phase solide n’est plus assurée pour des porosités supérieures a €,/€eq. En

outre, le calcul du schéma de PCW donne le degrée d’anisotropie uniaxiale plus forte que

celui du schéma de Mori-Tanaka.

Modules drainés effectifs

b Coefficient de Biot E
1 == ====—— 16000
1 P L L RS
! Prothi 14000
I 2 f--
081 % \
Y4 12000 f
[ ‘|\\
]
061 / 10000 1}
1y n
1/ 8000 ! \\
! — 0.1
o4 = b0l 6000 ! Y
i - gﬂm N
i — bsg| N
02 1 - 51‘5% 4000 | | \\\\\
e 20000, o
- b3|Dil !
fp 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2
E1/Es Degrés d'anisotropie uniaxiale
14
— ™
12
—— PCoW
10
8
6
4
2
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Ey[Dil

- Eg|Dil

E; |MI

- E3|MI

E; |PCW

. Es|POW

FIGURE L8: Influence du schéma d’homogénéisation (e = 0.05)
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1.7.3 L’effet de la morphologie de pores sur les propriétés poroélastiques

Une des sources d’anisotropie du matériau est 'influence de la morphologie des inclusions. Le
matériau considéré comporte une matrice solide 5 (Fs = 15181 M Pa, v; = 0.139, obtenus par
la premiere étape d’homogénéisation et un systeme de pores connectés (C, = 0) de forme oblate
spheroide (demi-axes a = b > ¢, de rapport d’aspect €, = ¢/a < 1) avec la porosité de 17%. En
effect, il y a deux types d’influence de géométrie a analyser, 'un est causé du rapport d’aspect de
pores et 'autre est di a la distribution en orientation du systeéme de pores. On présente ci-dessous
les solutions de tous les deux types, obtenues avec le schéma d’estimation de Mori-Tanaka qui
permet notamment de prendre en compte les interactions entre des pores plongées dans la matrice

solide. On déduit de (1.102) que

-1
Chir = Co+ |1 = £) (D7 + (€, - €)' (1144)
avec le tenseur moyen (T) donné a (1.88) :

-1

T) =Y fTi=> f[Pi+(C,—Cy)7] (.145)
Le tenseur et le module de Biot du solide & ’aide de

B=6:(1-C;':Clyp)
(1.146)

1 _
Nzé:(Cslz(B—fpd)

Dans le cas simple de pores alignés, alors tous les pores ont la méme forme et la méme orientation

et P, = P. En conséquence, (1.145) pourra s’écrire

(T) = fp [IP’ +(Cp — Cs)—l} (1.147)

t (1.144) devient

Chr=Cy + [1 ;pfp [P+ (C, — Co)7L] +(C, — cs)—l] - (1.148)

Dans le cas de pores a répartition en fonction de distribution en orientation W (6, o), le tenseur

moyen (T) est calculé par les formules (1.140), (I.142) dans la section 1.7.1

(T) / W (0a,0) [P(0a, da) + (Cp — <CS)—1]‘1 sin 6, doo db, (1.149)
0,=0 =0

Dans le cas particulier de pores a répartition isotrope, puisque la fonction de distrubution d’orien-

tation prend la valeur de 'unité, le tenseur moyen (T) prend la forme suivante

(T) / / Oas Pa) + (Cp — CS)*l]‘l sin 0, do, db, (1.150)
=0 o=0
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Les intégrations sur la sphere unitaire, qui permettent de tenir en compte la contribution de toutes
les familles ¢ des pores au tenseur d’élasticité macroscopique et au tenseur de Biot, dans les formules
(1.149-1.150) sont réalisées par la méthode de calcul numérique de Gauss avec le nombre de point
d’intégration de Ny, = 30, Ny, = 60.

a. L’effet du rapport d’aspect de pores sur les propriétés poroélastiques. Une étude de sensibi-
lité a été effectuée sur la forme des pores. Quatre rapports d’aspect ont été pris en compte,
de la sphere €, = 1 aux pores aplatis €, = 0.1 —0.05 — 0.01. Les résultats d’homogénéisation,
correspondants & une distribution en orientation fixe de ¢ = 8 sont présentés sur la figure
(1.9). D’une part, on note que, le rapport d’aspect est croissant aux modules drainés effectifs
et décroissant aux coefficients de Biot. Pour un faible rapport d’aspect des pores (e < 0.05),
le coefficient de Biot augmente rapidement avec la porosité inférieure a 20%. D’autre part, la

diminution du rapport d’aspect implique une croissance du degré d’anisotropie du matériau

homogénéisé.
E Modules drainés effectifs Ei/Es Degrées d'anisotropie uniaxiale
16000 8
e=1 — e=1
14000 El}izg- i 71 — e=0.1
31e=1 — €=0.05
12000 E:|e=0. 05 6 — oo | _— |
Ei|e=0.01
10000 E3|e=0.01 5
8000 4
6000 3
4000 2
2000 1
fp fp
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1
b Coefficients de Biot drainés effectifs /N Module de Biot du solide
St
___________ — e=1
0,000 — €e=0.1
A 1 — €=0.05
08 — €=0.01
1
) 0.00008
06/
f 0.00006
04 — <1
— bile-0.1
: T oo 0.00004
—  by[e=0.05
02 - Db3[e=0.05 0.00002
—  byle=0.01
—- bsle=0.01
fp fep
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1

FIGURE 1.9: Effet du rapport d’aspect de pores sur les propriétés poroélastiques

dans le cas de distribution en orientation de pores (o = 8)

b. Lleffet de la distribution en orientation des pores sur les propriétés poroélastiques. On a aussi
réalisé une étude de sensibilité sur la répartition des pores dans la matrice solide €25. Quatre
distributions d’orientation des pores ont été prises en compte, deux cas de ¢ = 8 et ¢ = 50,

deux cas limites, les pores alignés et les pores a répartition isotrope. Les résultats correspon-
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dants au rapport d’aspect € = 0.05 ont été présentés sur la figure (1.10). Le degré d’anisotropie
du matériau homogénéisé est croissant au parametre de distribution spatiale des pores o et
la répartition iosotrope des pores implique un comportement macroscopique isotrope. L’aug-
mentation de o conduit a la croisance du coefficient de Biot vertical b3 et & la diminution du
module drainé effectif F3. Ces deux parametres, by et E3 sont tres sensibles a la variation
de porosité avec f, < 20%. En outre, les courbes b3 (et E3) dans les trois cas de distribu-
tion, 0 = 8, 0 = 50 et les pores alignés sont assez proches, en conséquence, ¢ = 8 sera un
bon choix de distribution spatiale des pores pour la roche étudiée qui a un comportement

macroscopique a faible d’anisotropie.

E Module drainé effectif E1/E3 Degrés d'anisotropie uniaxiale
16000 25
—  Eulisotrope — isotrope
14000 --  Es|isotrope
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FIGURE I.10: Effet de la distribution spatiale de pores



1.7. Applications aux roches poreuses

I.7.4 Une modélisation de la déconnexion de ’espace poreux

On s’intéresse dans cette section a l'estimation des propriétés poroélastiques des roches po-
reuses : composantes du tenseur de Biot et modules d’élasticité drainés isothermes. Les compo-
santes du tenseur de Biot ont été mesurées en essai oedométrique, au LAEGO (these de S. Escoffier
[20]) et a I'Institut Frangais du Pétrole [9]. Dans les deux cas, les mesures, réalisées sur des échan-
tillons prélevées parallelement et perpendiculairement a la stratification, ont montré que le degré
d’anisotropie était faible et que les composantes du tenseur de Biot diminuaient avec I’augmenta-
tion de contrainte axiale effective appliquée. Le domaine de variation des composantes du tenseur
de Biot est approximativement de 0.9 - 0.4.

Le but du travail est d’analyser aussi 'influence de la morphologie de I’espace poreux sur les résul-
tats macroscopiques obtenus. En particulier I’hypothese de déconnexion d’une fraction de ’espace
poreux sous 'action de la contrainte appliquée [9, 20] sera examinée en détail en fonction de la
géométrie et de la distribution spatiale des pores.L.’analyse micromécanique est basée sur les tra-
vaux récents de L. Dormieux et les collaborateurs [10, 15].

On considére un V.E.R de milieu poreux occupant le domaine géométrique 2 de contour 9€2. Trois
phases doivent étre distinguées : la matrice solide occupant le domaine ), les pores occlus ou non

drainée occupant le domaine ,,,et les pores connectés ou drainée occupant le domaine €, :

Qcp:fcpgv Qop:fopQ7 Qs:(l_fcp_fop)Q

La fraction volumique f., s’identifie a la porosité eulérienne. La particule constituant le squelette,

que I'on nommera la matrice, est composée de la matrice solide €2, et de la porosité occluse €, :
D =QUQop , Q= (1-fep)Q (I.151)

Dans ce qui suit, par référence a la littérature classique concernant les milieux poreux saturés,
la, matrice désignera le domaine €2 et €,,. Elle sera construite par I'homogénéisation des phases
matrice solide et pores occlus. Les pores connectés et occlus sont représentés par des inclusions
ellipsoidales aplaties (demi-axes a = b > ¢, de rapport d’aspect €, = c¢/a < 1) élastiques linéaires :
les pores connectés sont représentés par un milieux élastique & modules nuls, et les pores occlus
par un milieu élastique isotrope a module de cisaillement nul (milieu non frottant) et module d’in-
compressibilité égal a celui de I'eau liquide (kop, = kiq ol kjq désigne le module d’incompressibilité

de I'eau liquide, considéré égal a 2000 M Pa) :
Cop=0 , Cop=3kypd , Cs=2pK +3kJ
1
(Oirlji + 0udj) Jijr = §5z'j5kl v Kijkr = Lijin — Jijul
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Chapitre . Homogénéisation du comportement poroélastique linéaire

A partir de (1.99), on obtient le tenseur homogénéisé élastique du matériau triphasique correspon-
dant au schéma d’estimation de Mori-Tanaka qui permet notamment de prendre en compte les

interactions entre des inclusions :

-1
Chir = Cs + (T) : [(1 — fop = fop) I = C1 i (Tep) + (Cop — Co) <1rop>} (1.152)
et le tenseur homogénéisé de la matrice €2, prend la forme suivante

-1

vt =Cs + [(1 — fop — fop) (T 0p> ! + (COP - CS)_I} (I.153)
avec le tenseur moyen (T) est déterminé comme ci-dessous
T) = > f7Ti = (Tep) + (Top) (1.154)
-1
DS WAL }
. (I1.155)
Zfop T — Zfop [ (CS)_I}
Le tenseur de Biot et le module de Biot du solide sont calculés par les formules ci-dessous
B=6:(1—(Cyp)™": Chyp)
) (1.156)
=8 (Chip) ™ (B fo)

Dans le cas simple de pores alignés, alors tous les pores ont la méme forme et la méme orientation

et P; = P. En conséquence, (I1.155) pourra s’écrire comme ci-dessous

(Tep) = fop [P-C51]

(Top) = fop [P+ (Cop = €)'

» (1.157)

Dans le cas de pores a répartition en fonction de distribution en orientation W (6, c), on les calcule

comme ci-dessous

fcp/ W (o, &) [P(6a, da) — C5'] " sin by d b
0 =000 =0 (1.158)

f"p / W (0o, ) [P(8as ba) + (Cop — C5) 1] ™" sin by di dbs
=0 =0

Dans le cas particulier de pores a répartition isotrope, la fonction de distrubution d’orientation

prend la valeur de l'unité, les tenseurs moyens (T.,), (Top) deviennent respectivement

fcp/ / PO, o) — 5_1]71 sinfy doo dfq
0a=0 J pa=0 (I.159)

=t / / P(0a da) + (Cop — Cs) '] " sin O dre B
=0 =0
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1.7. Applications aux roches poreuses

Les intégrations sur la sphere unitaire dans les formules (I.158-1.159) sont réalisées par la méthode
d’intégration numérique de Gauss avec Ny, = 30, Ny, = 60.

L’information sur la morphologie des inclusions est contenue dans le tenseur de Hill P; (équation
1.155) qui dépend de la matrice solide C,, du rapport d’aspect €, et de l'orientation des pores
(0, da). On ne présente que les solutions obtenues avec le schéma d’homogénéisation de Mori-
Tanaka sur les figures 1.11, .13, I.12. Une étude de sensibilité a été effectuée sur la forme des
pores et leur distribution en orientation. Quatre rapports d’aspects ont été pris en compte, de
la sphere €, = 1, aux pores aplatis €, = 0.1 — 0.05 — 0.01. Trois types de répartition : isotrope
(o0 = 0), en ODF (o0 = 8) et alignée (o tend vers l'infini). Les résultats expérimentaux sont
schématisés par des paliers représentant les valeurs constantes obtenues & différents niveaux de
chargement. La comparaison entre les estimations et les valeurs expérimentales montre que le
meilleur accord est fourni par les pores aplatis (rapport d’aspect €, = 0.05 — 0.01) et que le cas
des pores sphériques conduit a des fortes sous-estimations des composantes du tenseur de Biot. Le
cas ou tous les pores sont alignés conduit a une trop forte anisotropie aussi bien pour le tenseur de
Biot que le tenseur d’élasticité. Le meilleur accord entre estimation et expérience est obtenu dans
le cas du milieu avec des pores aplatis & répartition faiblement anisotrope (o = 8). Ce résultat
est également conforme avec les observations générales de la faible anisotropie des roches étudiées,
aussi bien pour les propriétés poromécanique que la perméabilité ou la conductivité thermique [37].
L’hypothese de déconnexion d’une fraction de l’espace poreux semble vérifiée pour le tenseur de
Biot, elle conduit par contre a une sous-estimation des augmentations de module oedométrique
sous contrainte observées expérimentalement. Compte tenu de la difficulté de réalisation de ce type
d’essais pour des matériaux tres peu perméables, et donc du faible nombre d’essais réalisés, une
confirmation expérimentale est également nécessaire pour les variations du module oedométrique

sous contrainte.
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Chapitre . Homogénéisation du comportement poroélastique linéaire
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FIGURE I.11: Déconnexion dans le cas de pores a répartition isotrope

1.8 Conclusions

Dans ce chapitre, on a présenté tout d’abord une synthese des travaux existants sur ’approche

de changement d’échelle pour un matériau a microstructure aléatoire. Les outils nécessaires pour

modéliser le systeme de pores dans les roches poreuses de type matrice-inclusions sont introduits.

Plusieurs schémas d’homogénéisation ont été présentés :

schéma dilué, schéma de Mori-Tanaka,

schéma autocohérent, estimation PCW. Ensuite, les parametres mécaniques de la matrice sont

trouvés par la solution d’un probleme inverse. Un test de précision de la méthode d’intégration

numérique de Gauss est présenté aussi. Puis, différents exemples ont permis d’illustrer I'impact

du schéma d’estimation sur les propriétés macroscopiques du géomatériau. Les deux schémas de

Mori-Tanaka et de PCW sont plus efficaces pour les roches sédimentaires. Et puis, une analyse im-
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1.8. Conclusions
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12000 12000
— e=1
10000 f - ool 10000 =
— c-0.01 - Ei}ég%
— - e=U. Il
8000 - 2w 8000 —  E1]e-0.05
_ e -. Ez|e=0.05
\\\\\\\ E|e=0.01
6000 6000 ~~_ T TTeme- - Es|e=0.01
4000 e e —
2000 - 2000 TTe~ol_
fcp fCP
0025 005 0075 0.1 0125 015 0025 005 0075 01 0125 015
bi . . . .z .
Coefficients de Biot drainés effectifs N Module de Biot du solide
0.00014 [| — e-1
— e=0.1
— €=0.05
000012 | — ST 7
0.0001
0.00008
0.00006
0.00004
0.00002
f, fop
0025 0.05 0075 o1 o125 015 p 0025 005 0075 0.1 0125 015
Ei/Es Degrées d'anisotropie uniaxiale

6

— e=1

0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15

FIGURE I.12: Déconnexion dans le cas de pores a répartition en ODF

portante de sensibilité a été effectuée sur la forme des pores et leur répartition. L’effet de la forme
des pores sur les propriétés poroélastiques est considéré en prenant en compte quatre rapports
d’aspect différents, €, = 1 pour les spheres et €, = 0.1 — 0.05 — 0.01 pour les pores ellipsoidaux
aplatis alignés. On peut constater que une baisse du rapport d’aspect €, implique une croissance
du degré d’anisotropie du matériau homogénéisé. L’influence de la distribution en orientation de
pores sur les résultats macroscopiques est aussi analysée par I'introduction d’une ODF. Quatre
types de distribution ont été tenus compte avec ¢, = 0.05 : les pores a distribution isotrope, a
distribution orientée par 'ODF (0 = 8 et 0 = 50) et les pores alignés. Il faut souligner que la
distribution isotrope de pores est obtenu par une valeur nulle de o et o tend vers l'infini présen-

tant une distribution alignée de pores. Une augmentation de o conduit a une croissance de degré
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Chapitre . Homogénéisation du comportement poroélastique linéaire
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FI1GURE 1.13: Déconnexion dans le cas de pores alignés

d’anisotropie du matériau homogénéisé. ¢ = 8 est un bon choix de distribution en orientation de
pores pour le matériau faiblement anisotrope considéré. Enfin, une hypothese de déconnexion d’une
partie de ’espace poreux avec une augmentation de contrainte axiale en conditions oedométriques
a été considérée. Elle permet de retrouver les tendances observées expérimentalement & savoir une
diminution du coefficient de Biot et une augmentation de module oedométrique drainé bien que
cette derniere soit sous-estimée. Le meilleur accord entre estimation et expérience est obtenu dans
le cas du milieu avec des pores ellipsoidaux aplatis, qui correspondent bien a la microstructure des
matériaux étudiés, a répartition faiblement anisotrope (¢ = 8). Dans le chapitre suivant, on va

considérer la deuxiéme source d’anisotropie qui vient de ’anisotropie intrinseque de la matrice.
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Chapitre 11

Effet de ’anisotropie de la matrice

sur le comportement macroscopique

II.1 Introduction

Dans le premier chapitre, on a fait une recherche de l'effet de I’espace poreux sur le compor-
tement macroscogpique du matériau, I’anisotropie effective observée est seulement induite par la
distribution d’orientation des inclusions et la matrice solide est isotrope. Dans ce chapitre, on
s'intéresse a traiter de la détermination explicite des tenseurs d’Eshelby et de Hill pour une in-
homogénéité sphérique dans un matériau élastique isotrope transverse. Ce probleme est un cas
particulier du probleme de 'inclusion ellipsoide dans le milieu élastique isotrope transverse traité
par [81]. Une solution générale de ce probleme a été récemment présentée par [73] pour les dif-
férentes inhomogénéités (y compris sphériques) dans un méme type de matériau. [51] présentent
une solution basée sur la méthode de la transformée de Fourier [69] pour le méme probleme. [74]
présente les solutions du tenseur de polarisation P de Hill pour des inclusions ellipsoides dans un
milieu anisotrope, y compris le cas particulier de l'inclusion sphéroidale dans le solide isotrope
transverse, avec une méthode numérique pour traiter l'intégration de la solution (régle d’intégra-
tion de Gauss). Des solutions analogues du tenseur d’Eshelby ont été présentées récemment pour les
matériaux piézoélectriques anisotropes [19, 58, 59]. Ici, la méthode de Withers a été appliquée dans
le cas particulier de I'inhomogénéité sphérique. L’intérét de cette méthode, qui est une extension de
la méthode classique de Eshelby dans le cas isotrope [21, 23], est qu’elle est basée sur 'intégration
analytique de la fonction exacte de Green pour le matériau isotrope transverse, obtenue par [64].
Comparés a d’autres méthodes, les résultats fournis ici sont plus explicites. On peut noter que
la correction d’une faute d’impression dans [64] indiquée par [68] a été prise en compte. Le cas

particulier correspondant (Cj5 — Ci3 — 2C44 = 0) qui n’est pas considéré par [81] est également
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Chapitre Il. Effet de I'anisotropie de la matrice sur le comportement macroscopique

présenté dans ce chapitre. Il faut souligner que la solution de l'inclusion sphérique dans un milieu
isotrope transverse est utile pour les roches sédimentaires. Ces matériaux peuvent se composer
d’une matrice isotrope transverse et des inclusions sphériques de quartz et de calcite. Ici, la solu-
tion est utilisée pour étudier les propriétés poroélastiques effectives des matériaux poroélastiques
isotropes transverses. En particulier, les influences respectives de la matrice (ou particule solide)
anisotrope et de la morphologie des pores sur l'anisotropie effective du milieu poreux & 1’échelle
macroscopique sont évaluées. Les résultats sont comparés aux modules poroélastiques caractérisés

par les essais expérimentaux de laboratoire.

I1.2 Tenseur de Hill pour une inclusion sphérique dans un milieu

isotrope transverse

I1.2.1 Calcul de la solution

Considérons un domaine infini d’un milieu tri-dimensionnel isotrope transverse de tenseur
d’élasticité C contenant une inhomogénéité ellipsoidale (2 ayant des propriétés élastiques différentes
de ceux du matériau environnant. Le tenseur de polarisation d’ordre quatre P de 'inhomogénéité
ellipsoidale peut étre obtenu & partir des dérivés d’ordre deux des fonctions de Green G(z — 2’)

61, 62] :

1
Pijri(z) = 1 (Myiji(2) + Mija(z) + Myijr(z) + Myji(2)) , z€Q (IL.1)
avec
0 0G;i(z —2')
M. — . —NdQ., = —— ZZuE =200, I1.2
’ij‘l(é) /QGZJ,kl(Z Z )d z 9z, /Q Dz s, ( )

Les fonctions de Green G;; correspondant au matériau isotrope transverse, données par [64], seront
utilisées dans ce chapitre (cf aussi [81]). Les fonctions de Green sont présentées dans I’annexe C.
Comparé a [81], le cas particulier Cj3 — C13 — 2Cyq = 0 sera pris en compte. Comme dans les
références [61, 81], I'intégrale volumique (II.1) va s’exprimer comme une intégrale de surface qui

peut étre écrite en terme d’un angle solide dw :

dQy = dQ(r) = drdS = r’drdw

(I1.3)
r=2 -z , r=|2Z—¢
On définit le vecteur unitaire £, tracé du point considere z :
2 -z
{= 7 = (01,02,03) (I1.4)
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11.2. Tenseur de Hill pour une inclusion sphérique dans un milieu isotrope transverse

Les dérivées des fonctions G;; de Green sont exprimées par les composants de g, :

giik(0) = r?Gijr(z — 2') = —r*Gyjx(r)

(IL5)

Les composantes g;j;, sont données dans I’annexe D. En utilisant (II.5) ’équation (I1.2) devient :

0
Mijn = M/ET(E)gijk(f)dw

(IL.6)

Y dénote la surface d’une spheére unitaire centrée au point z [61]. r(£) définit la frontiere de la

spheére et est donné par la racine positive de ’équation :

(z1 + 7"61)2 + (22 + Mg)z + (23 + T€3)2

=1
a2

ainsi :

1/2 62@2_(2%4—2%4-2%)

r(ﬁ):—f—i-(fQ—i-e) ,
f="1l1z1 + lazg + (323

Car g;;1, est impaire tandis que (f2 + e) 2 ost pair selon £, on a :

/z (> + )" gig(0)dw = 0

En introduisant (I1.9) dans (II.6), on obtient

'L]kl /fgljk dw _/ Oz lgz]k: dw - / ngzgk

Les composantes du tenseur de P deviennent :

1
Piji = 4/ (€1 grij (£) + 01 grji(£) + Lr guij (£) 4 Lrgrji(£)) dw
>

Le détail des calculs des intégrales (I1.11) est donné dans I'annexe E. Enfin, on obtient :

P11 = P11 = Pr2a ,  Pio = Pri22 = Poo11 , P13 = Pr133 = P3311

P, — P
P33 = P3333 , Puy= P1313= P23 , Pi212= %
ou :

(2) Si  Of— O3 — 20 £0 -

2 2
3 . DI(3 1 . DI(3
Py = 5 Z%‘A'z‘fl(l) + 1(3) , Pio= 3 ZViA’z‘Il(Z) - zll( ) ,

i=1 i=1

2
P13 = ZszZ?)A/zI2(Z) y P33 —22]@‘2 5A, 12 5

=1
L2 Di215(3)
S NAAL (i I (1)] + =32
Py = Z - (1 + ]{IZ)VZ' A i [IQ(Z) - 2]%]1(1)] + 8 ’

(I1.7)

(IL8)

(11.9)

(11.10)

(IL.11)

(IL.12)

(I1.13)
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Chapitre Il. Effet de I'anisotropie de la matrice sur le comportement macroscopique

(b) Si  Ciy—Ci3—2Cu =0 :

Ci3 ) D
Pu=3(=—"% )\ BI(1)-6Bils+ =1(3) ,
u=3 (M) Bn() - 6B + 10

Po=(—2 _)\Bi(1) - 2B1L1s — —L(3) ,
12 <013+C44 11() 1412 4 1()

P13 = 2B [-311(1) + vi1x(1) + 4119] ,

(I1.14)
P33 :41/1231 |:311(1) - <C&1> 12(1) —4[12:| N
Ci3+Cyu
Cu
Pyu=-B |3+ (3+—""— )| L(1
44 1[+V1<+013+C44>] 1(1)
B1V% 013 2 D )
I (1) +4B4(1 I — Vil
+— <013+C44> 2(1) +4B1(1 +v7) 112 + g 2(3) ,
avec
2
Il(z):/ lilgdw
¥y
62
I(i) = / 3 dw (I1.15)
s R3S

Tous les constantes et le calcul des intégrales I dans la formule (II.15) sont détaillés dans 'annexe

E. Le tenseur d’Eshelby S¥ est déduit de la relation :

SE 1 = PiipgCpgmn (11.16)

iymn

Les relations (I1.16) peuvent étre écrites en forme explicite

SE 11 = P11Cy1 + PaCia + Pi3Ci3
SE o = P11C1a + P1aChy + Pi3Cis
SE 2 = (P11 + P12) Ci3 + P13C33
(IL.17)
SE 1 = Pi3(C11 + C12) + Ps3Ci3
SEas = 2 P13013 + P33Ca3
51E313 = 2 P44C44
ou les composantes C1, Ci2, Ci3, Cs3, Cys sont données dans 'annexe B.
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11.2. Tenseur de Hill pour une inclusion sphérique dans un milieu isotrope transverse

I1.2.2 Validation des résultats obtenus

La nouvelle solution a été validée grace aux résultats classiques de I'inclusion sphérique dans un
milieu isotrope [61] et aux résultats présentés par [73] et [81] de I'inclusion ellipsoide dans un milieu
isotrope transverse. Les constantes élastiques du milieu isotrope (matériau 1) et du milieu isotrope
transverse (materiau 2) et les composantes correspondantes du tenseur de Hill sont respectivement

données dans les tables I1.1 et I1.2. Dans le cas particulier d’une inclusion sphérique dans le milieu

TAB. II.1: Constantes élastiques

Materiau Ey FE3 V19 V31 G3
1 2 2 0.15 0.15 0.869565
2 2 10 0.25 0.25 1
Materiau | Chi Chss Cio Cis Cyy
1 2.1118 | 2.1118 | 0.372671 | 0.372671 | 0.869565
2 2.1793 | 10.3448 | 0.57931 | 0.689655 1

TaAB. I1.2: Tenseur de Hill pour I'inclusion sphérique

Materiau P Ps3 Pis Pis Py
1 0.248039 | 0.248039 | —0.045098 | —0.045098 | 0.146569
2 0.238712 | 0.0674127 | —0.0530286 | —0.0175442 | 0.113153

isotrope (matériau 1) :

K
C=2uK + 3kJ , 82274_3%
p (I1.18)
k= E )
“31-20) T oty
le tenseur S d’Eshelby et le tenseur de la polarisation P de Hill sont donnés par :
P:f%mhﬁK . SP—P.C=aJ+3K
3k 2p (IL.19)
3k 1+v 5= 6(k+2p) 24 -5v)

“T8k+dn 3(1-v) 53k +4p) 15 (1—v)
En résumé, il faut souligner que les expressions dérivées dans cette étude coincident avec les

solutions données par [81] pour le cas isotrope transverse (cf les tableaux I1.1, 11.2 et la figure I1.1)
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et aux relations (I1.19) dans le cas isotrope. Nos résultats coincident numériquement avec ceux

obtenus par [52] (en effectuant I'intégration numérique d’une transformée de Fourier).

P.102p_ Transversely isotropic medium

40
30
— P11
- P12
20 bee —- P13
RN ---- P33
~e -- P44
10}~ e -
O ——— T [ L. =--

= |
) g(e)

FIGURE II.1: Dépendance des composantes du tenseur de Hill au rapport

d’aspect de 'inhomogénéité (matrice isotrope transverse, materiau 2)

I1.3 Détermination des propriétés poromécaniques

On applique ici la solution développée ci-dessus pour déterminer les propriétés effectives des
matériaux poreux. [78] utilise les inclusions sphériques pour représenter des inclusions minérales
comme le quartz ou les calcites noyées dans une matrice poreuse isotrope transverse. [54] a utilisé
la solution de I'inhomogénéité sphéroidale pour déterminer les modules élastiques effectifs et les
vitesses de la propagation élastique d’onde dans un milieu solide isotrope transverse qui contient
des inhomogénéités sphéroidales. Récemment, [56] a étudié I'influence des inclusions sphériques
sur le module de compressibilité et la conductivité thermique dans le cas isotrope. L’objectif de ce
paragraphe est d’étudier I'influence séparée de I'anisotropie initiale de la matrice et de I’anisotro-
pie de 'espace poreux sur les propriétés poroélastiques effectives comme le tenseur de Biot. Des

comparaisons aux résultats expérimentaux du matériau y sont présentées.
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11.3. Détermination des propriétés poromécaniques

I1.3.1 Tenseur de Biot du milieu poreux isotrope transverse

On rappelle brievement dans cette section les équations poroélastiques linéaires de Biot et les
relations compatibles entre les propriétés des squelettes et les propriétés de la matrice solide (cf

[12, 13, 14]. Le comportement poroélastique linéaire isotherme & ’échelle macroscopique s’écrit :

Y = Cpom : E—pB (I1.20)

Chom, B représentent respectivement le tenseur de rigidité drainé d’ordre quatre du squelette et le
tenseur de Biot d’ordre deux. X, E et p; représentent respectivement les tenseurs d’ordre deux de
contrainte, de déformation macroscopique et la pression de pore. Le tenseur de Biot macroscopique
B peut étre exprimé comme une fonction du tenseur élastique drainé macroscopique du squelette

Chom et du tenseur de souplesse Sy de la matrice solide [14, 17] :

B=06:(1-Ss:Chom) , Bij=0u (Ilkij — SfmnChom ) (IL.21)

nmaij

A titre d’exemple, la relation (I1.21) sera étudié dans trois cas particuliers :

a. Le squelette isotrope transverse (Cpop) et la matrice isotrope transverse (Cs et S;) avec le
meéme axe de la révolution Oxs,

b. Le squelette isotrope transverse avec ’axe de la révolution Ox3 et la matrice isotrope avec
le module de compressibilité ks (Iisotropie transversale effective est due seulement aux pores
alignés),

c. Le squelette isotrope avec le module de compressibilité k"™ et la matrice isotrope.

Dans le cas (a), le tenseur de Biot macroscopique peut s’écrire en termes de quatre modules

élastiques de la matrice solide et les modules correspondants du tenseur de rigidité drainé du

E{lom Ei};om hom hom .
, :

squelette EY, E3, viy, V5] et V12 Vi3

B = (§1®§1+§2®22) + b3§3®§3 5

1—viy + ngm(lfm’gl)*l’&
S S
bp=1+ By - 5 B ,
2(v3p™)”  1-vhgm (I1.22)
E:l;om Ellqom
hom s s s
hom 1—v9™ 1-2v3, hom ( V31 1-v9y
) L+ E3 Erom By 2v3y By~ B
3 g

2
hom h.
2(vim)”  1-vigm
E:I)}om E{)om
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Dans le cas (b), il se réduit a :

14+ Vhom
b =1+ 231
2(v35m)" 1y
3 ks Ehom - Ehom
; j (I.23)
m 2 Vhom 1 _Vhorn .
E:};O <E}?01m + Evhcl)?n )
bs =1+ 2 5 !
g I e ) I S
S Egom E{)om
et dans le cas (c), on retrouve la relation bien connue (cf 'ouvrage de référence [12]) :
khom
by=b3=b=1-— ’
s (I1.24)
hom hom hom hom hom Ehom
Ei =F N Vij =V s k = m

L’objectif de la prochaine section est d’étudier les influences séparées de ’anisotropie de la ma-
trice et de la géométrie spaciale de pore sur les propriétés effectives macroscopiques : Tenseur
de Biot et tenseur de rigidité drainé. L’anisotropie du squelette poreux dépend de ’anisotropie
de la matrice et de la morphologie de pore : forme de pore et distribution spaciale de pore. Les
relations (I1.22-11.23) indiquent que le tenseur de Biot n’est pas hydrostatique dans les cas (a) et
(b) qui correspondent & un comportement élastique macroscopique isotrope transverse. Dans le cas
(a) la partie déviatorique du tenseur de Biot pourrait étre die a l'anisotropie de la matrice et a
'anisotropie du squelette (y compris la morphologie de pore) tandis que dans le cas (b) la partie

déviatorique est diie seulement a la morphologie de pore.

I1.3.2 Schéma d’homogénéisation et propriétés effectives

L’approche micromécanique tend a déterminer le comportement macroscopique d’un matériau
hétérogene a constituants élastiques linéaires a partir de la solution d’un probléeme aux conditions
aux limites défini sur un V.E.R & ’échelle microscopique [15, 17, 18, 77, 84]. On considére ici un
VER du matériau poreux occupant le domaine géométrique {2 ayant la frontiere 0€2. Deux phases
doivent étre distinguées : la particule solide ou la matrice solide occupant le domaine 25 et la

porosité occupant le domaine (2, :

Q=0Q,UQ; , Q=0 , Q=(01-/f)Q (I1.25)

On suppose que l'espace poreux §), est un ensemble de pores qui peuvent se décrire comme des
inclusions de forme ellipsoidale [14]. On considére un milieu poreux saturé par I'eau (cas de la
saturation complete). La solution de Withers [81] est alors utilisée pour Iinclusion ellipsoidale

aplatie et la solution développée est employée pour les inclusions sphériques (dues a la simplicité
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11.3. Détermination des propriétés poromécaniques

des nouveaux résultats obtenus). On peut trouver une large bibliographie sur les méthodes d’ho-
mogénéisation comme [86] pour le cas général de matériau composite du type matrice-inclusion,
[54] pour le cas particulier de roches isotropes transverse et [42, 82] pour les roches anisotropes.
Plusieurs auteurs ont utilisé le schéma auto-cohérent. A la porosité moyenne ou faible (f, < 0.20),
on peut estimer que le schéma d’homogénéisation de Mori-Tanaka donne les propriétés élastiques
et poroélastiques correctes [32, 78]. On peut noter que dans le cas de la distribution orientée des
inclusions non sphériques, le schéma de Ponte Castaneda - Willis [66] peut remplacer le schéma de
Mori-Tanaka (voir les applications de ce schéma aux roches poreuses dans [42]). Deux cas particu-
liers et simples sont étudiés ici, le cas drainé est obtenu avec p; = 0 dans les relations (I1.20), et
le cas mon-drainé qui peut étre déduit des relations poroélastiques en supposant que le masse de
fluide reste inchangé. Le cas non-drainé présenté n’est valide que si la contrainte uniforme initiale
et la pression initiale de pore sont égales a zéro. Sous un chargement mécanique, le comportement
du matériau poroélastique non drainé est simple comme celui d’un matériau élastique biphasique,

I'un est la matrice solide et I'autre est I’eau qui a le coefficient de cisaillement nul (g, =0) :

Cp=3kpyd , kp=kj, ~2000MPa (I1.26)

Dans le cas drainé, le tenseur de rigidité de la phase liquide dans les pores est égal a zéro. Le premier
donne le tenseur de rigidité élastique non drainé qui dépend des propriétés mécaniques de la phase
liquide dans les pores et de la matrice solide. On note qu’il est tres difficile d’effectuer les essais
drainés sur les géomatériaux tres faibles de perméabilité. Dans plusieurs cas, seul les coefficients
de rigidité non drainés peuvent étre évalués par les essais mécaniques a court terme. Les tenseurs
de rigidité effectifs drainés et non drainés correspondants au schéma d’homogénéisation de Mori-

Tanaka peuvent s’écrire

dr __ . . . o . —1 -1
Clir = (1= ) Co: [(1= [+ fI-Py: C] ] (11.27)

Cith = Cp = (1= £) (Cp =€)+ [(L= )T+ fyI+ Py : (Cp — Cy)] 7] o (I1.28)

ou le tenseur de Hill P; des inclusions sphériques est donné par la solution développée et celui
des inclusions ellipsoides est donné par la solution de Withers. Ces tenseurs dépendent des pro-
priétés élastiques de la matrice solide s. Dans ce qui suit, le tenseur élastique effectif non drainé
sera comparé aux coefficients expérimentaux macroscopiques non drainés. Le tenseur élastique ef-
fectif drainé sera estimé et utilisé pour étudier I’évolution du tenseur de Biot. Par exemple, en

utiliant les relations (I1.18-I1.19-11.27), dans le cas particulier des inclusions sphériques a immerger
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dans une matrice isotrope, le coefficient de Biot effectif (relation I1.24) correspondant au schéma

d’homogénéisation de Mori-Tanaka peut s’écrire comme [15] :

B 3fp (1 —ws)
o = ) —2 (1—2m) (2

Dans ce cas particulier, le coefficient de Biot effectif ne dépend que de la porosité et du coefficient

de Poisson de la matrice.

I1.3.3 Effet de la géométrie du pore sur les propriétés poroélastiques

Au contraire des matériaux syntétiques comme les composites, les propriétés de tous les consti-
tuants des géomatériaux ne sont pas bien connues a ’heure actuelle. Bien que le domaine nanomé-
canique et micromécanique sont de grands domaines de recherche, dans plusieurs situation, seul les
propriétés macroscopiques, ou effectives, mécaniques ou poromécaniques ont été caractérisées grace
a des essais de laboratoire tel que des essais géomécaniques (essai triaxial de compression et essai
triaxial deviatorique) réalisés a 1’échelle macroscopique. Méme a 1’échelle macroscopique, il est tres
difficile de caractériser les coefficients poromécaniques, tels que le tenseur B de Biot et des coeffi-
cients de rigidité drainé pour les géomatériaux a faibles perméabilités. Le probleme a résoudre peut
étre considéré comme un probleme inverse. Par exemple, les propriétés homogénéisées ou effectives
et la structure spatiale de pore sont plus ou moins connu et 'inconnu peut étre les propriétés de la
matrice. Les résultats numériques présentés dans cette section sont appliqués a ’analyse d’un géo-
matériau poreux isotrope transverse f, ~ 0.16 [80]. Les essais de laboratoire géomécanique comme
les essais de compression triaxiaux deviatoriques non-drainés fournissent les coefficients de rigi-
dité élastiques non-drainés [30] : F}Ir = 22500 MPa, 4 = 9000 MPa, vi" = 0.14, vi¥ = 0.15,
G$* = 2000 MPa. En inversant la relation (I1.28) dans laquelle la donnée est le tenseur de rigidité
élastique non-drainé effectif ou macroscopique (CR/?{, fp,» Cp et 'inconnu est le tenseur de rigidité
élastique de la matrice solide Cg, on obtient le probleme non linéaire a résoudre :

(i+1 f . L o1—1
CEH) = €, + (Ch—C,) - []1 + []1 0N (Cp—cg”)} } (I1.30)
(1—-1p)
Par I'algorithme itératif, (I1.30) est résolu avec la condition initiale :
0 _ Cat = fCp
Cy) = ——7—
1—fp

Trois géométries spatiales de pore ont été comparées (Ox3 est 'axe de symétrie de la matrice et

(IL31)

du pore pour les cas 2 et 3) :
Pores sphériques (cas 1),

Pores aplatis alignés (rapport d’aspect €, = b/a = 0.1, cas 2),
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Pores aplatis alignés (rapport d’aspect €, = b/a = 0.03, cas 3).
Les cas 2 et 3 ont été calculés grace a la solution de Withers. Une fois la solution du probleme non
linéaire (I1.30) obtenue, le tenseur élastique de la matrice obtenu C; est alors utilisé pour estimer
le tenseur élastique effectif drainé C{i; (relation I1.27) et le tenseur de Biot grace a la relation
(IL.21) avec Cpom = C§ip. Deux parametres ont été choisis pour mesurer le degré d’anisotropie
du tenseur élastique isotrope transverse de la matrice Cy. Le premier parametre Ahydrostatique of 1o

Awviaxial sont obtenus en prenant le rapport des deux principales déformations

second parametre
respectivement induites par un contrainte hydrostatique et des essais de compression uniaxiaux

(dans les directions Oz et Ox3)

s s
1 - 2V31 Auniaxial _ &
ES ’ T Es

_ .8 \% _ s
(1 V12)E; V31 3

Ahydrostatique _

(I1.32)

I1 faut noter qu'un parametre différent a été choisi par [81] pour le matériau cubique (cf [50]). Le
parametre choisi par Withers est moins adapté au matériau isotrope transverse que Ahydrostatique of
Awniaxial T eg deux parametres Abydrostatique ot guniaxial gont ¢oaux dans le cas isotrope. Les résultats

correspondants sont présentés dans les tables I1.3 et I1.4. Comme prévu, a un degré d’anisotropie

TAB. I1.3: Parameétres de la matrice solide s et composantes du tenseur de Biot

S S S S S

1 32522.4 | 12025.3 | 0.0742 | 0.1366 | 2559.29 | 0.21224 | 0.21973

2 27804.2 | 19328.5 | 0.1401 | 0.1973 | 3454.16 | 0.23487 | 0.48856

3 27000.3 | 23800.1 | 0.1405 | 0.2529 | 8372.87 | 0.26788 | 0.59348

TAB. I1.4: Degré d’anisotropie

Cas Auniaxial Ahydrostatique

1 2.7045 3.53298
2 1.43851 1.51172
3 1.13446 0.979141

donné du tenseur de rigidité effectif, la distribution des pores sphériques correspond au degré
d’anisotropie le plus fort de la matrice. L’influence de la forme de pore sur I’anisotropie de la matrice

peut étre analysée en comparant les cas 1 et 2. Les valeurs correspondantes du tenseur de Biot
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sont tres différentes. La distribution des pores sphériques donne des valeurs faibles des coefficients
de Biot b; pour la porosité (f, ~ 0.15 — 0.20), méme si la matrice solide est isotrope transverse.
Un résultat similaire peut étre noté dans le cas le plus simple de la matrice isotrope (cf la formule
I1.29).Avec ce matériau, des valeurs plus réalistes sont obtenues avec les pores aplatis. La forme
réaliste de pore est plus pres de la forme tres plate ou penny shape ' que de la forme sphérique. Pour
un rapport d’aspect donné de pore, la distribution orientée des pores a un fort effet sur la partie
déviatorique du tenseur de Biot. La partie déviatorique du tenseur de Biot est nulle dans le cas d’une
distribution orientée isotrope (ou aléatoire) des pores ellipsoidaux aplatis tandis qu’elle n’est pas
négligeable avec une distribution alignée des pores ellipsoidaux aplatis. On peut noter qu’aucune
mesure directe des coefficients de Biot n’a été effectuée. Cela est dii a la tres faible perméabilité de ce
matériau (perméabilité intrinseque d’ordre 10729 — 10721 m?), les expériences drainées nécessaires
pour mesurer des coefficients de Biot sont extrémement difficiles a réaliser. Dans ce contexte,
I’approche micromécanique est alors utile pour estimer des propriétés effectives. En considérant une
matrice isotrope transverse avec le tenseur de rigidité élastique Cz; déterminé par cinq parametres :
E{ = 27000.3, MPa, E5 = 23800.1, MPa, v{, = 0.1405,v3; = 0.2529, G{; = 8372.87.MPa (il
correspond aux propriétés obtenues dans le cas 3, cf le tableau I1.3), une étude de sensibilité sur
le rapport d’aspect des pores €, = b/a = 0.03, 0.1, 1 est alors effectuée pour illustrer 'effet de la
géomeétrie de pore sur les propriétés poroélastiques effectives. Les résultats sont présentés sur les
figures I1.2 -11.3-11.4 (cas drainé) pour la porosité variée entre 0 et 0.25). Le degré d’anisotropie
drainé et non drainé du tenseur de rigidité élastique effective (les relations (I1.27) et (I1.28)) sont
présentés dans la figure I1.4. Une forte diminution du module élastique E5 (perpendiculaire au plan
isotrope) en fonction de la porosité est obtenue pour les pores aplatis alignés, €, = b/a = 0.03, 0.1,
(cf la figure I1.2). A un rapport d’aspect de pore indiqué et pour la méme distribution des pores, le
degré d’anisotropie du tenseur élastique non drainé est beaucoup inférieur a celui du tenseur drainé
correspondant (cf la figure 11.4). La différence entre les deux cas est une fonction décroissante du

rapport d’aspect.

I1.4 Conclusions

La solution présentée dans ce chapitre, pour le probleme de I'inclusion sphérique dans une ma-
trice solide isotrope transverse, a été appliquée pour estimer des coefficients poroélastiques effectifs
des matériaux hétérogenes de type "roches composites”. Cette classe des matériaux anisotropes est
un sujet de recherche courant au LaEGO. Comparé a la solution générale précédente de Withers

[81], le cas particulier comprenant le matériau isotrope a été inclu dans ce travail. La solution serait

len anglais
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FI1GURE II.4: Degré d’anisotropie

utile pour les autres matériaux, poreux ou pas, comme composites ou polymeres, caractérisés par
les inclusions sphériques (ou presque sphériques) incluses dans la matrice isotrope transverse.

Dans la premiere étape d’homogénéisation, considérée dans ce chapitre, la forme sphérique est plus
adaptée pour représenter des inclusions de phase solide minérale (comme le quartz et la calcite) que
les pores qui, dans la plupart des cas, sont représentés avec les ellipsoides aplatis. Le comportement
isotrope transverse effectif observé a 1’échelle macroscopique est du a la morphologie de pore (forme

des pores, distribution spatiale des pores) et aussi de I'anisotropie de la matrice solide. Comparé
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aux résultats expérimentaux, des résultats plus appropriés sont obtenus par les distributions orien-
tée ou aléatoire des pores aplatis. On peut introduire la fonction de la distribution orientée (ODF)
pour présenter la distribution des pores. La supposition d’anisotropie de la matrice est essentielle
pour la méthode d’homogénéisation multi-étape. Les schémas d’homogénéisation présentés dans ce
chapitre pour les matériaux composites tels que des roches poreuses seront généralisés en incluant
des autres étapes aux niveaux homogénéisés plus bas, a partir du niveau de 'agrégation minérale

(correspondant au nanoporomécanique) ou du niveau des minéraux argileux (niveau ’0’, cf [78]).

TaB. I1.5: Exemple de composantes minérales, porosité et propriétés mécaniques

d’une roche isotrope transverse

Composantes fraction volumique proporiétés mécaniques
Pore 0.07
Quartz (Si03) 0.20 isotrope

Eq . =96.4GPa , vy, = 0.08

Calcite (CaCOs3) 0.15 isotrope

E.q = 84GPa , v = 0.3

Matrice 0.58 isotrope transverse

E1 =22 GPa, E3 = 7GPa, G13 = 4GPa

Vg = 0.12, V31 = 0.14

b Biot tensor function of pore aspect ratio e

FIGURE II.5: Tenseur de Biot en fonction du rapport d’aspect de pore €,

74



11.4. Conclusions

Achydrosallc
lay Anisotropic degree of homognized porous clay matrix (step 1)
30
25
20
15
10
€
0.05 01 015 0.2

FIGURE IL6: Degré d’anisotropie de CI_en fonction du rapport d’aspect de

hom
pore €y,
hydrostatic
ective Anisotropic degree of effective stiffness tensor (step 2)
16
14
12
10
. €
0.05
6

FIGURE II.7: Degré d’anisotropie de CI! en fonction du rapport d’aspect de

hom

pore €,

75



Chapitre Il. Effet de I'anisotropie de la matrice sur le comportement macroscopique

76



Chapitre 111

Matrice isotrope transverse et

inclusions a orientations arbitraires

I11.1 Introduction

Le chapitre précédent a été consacré a traiter le cas des inclusions sphériques solides immer-
gées dans un milieu isotrope transverse. Les pores ont été considérés alignés dans la direction de
symétrie du matériau (axe de symétrie des pores ellipsoidaux confodu avec 'axe de révolution de
la matrice isotrope transverse). On s’intéresse donc dans ce chapitre a l’estimation des proprié-
tés poroélastiques effectives de la roche en employant le tenseur de polarisation de Hill (et/ou le
tenseur d’Eshelby) pour une inhomogénéité ellipsoidale orientée de maniere arbitraire, noyée dans
une matrice élastique isotrope transverse. Le probleme principal & résoudre est de tenir compte de
I’anisotropie de la matrice et également de ’anisotropie induite par la distribution d’orientation des
pores. Dans la roche, la matrice peut étre anisotrope (isotrope transverse dans la plupart des cas),
et I’espace poreux peut étre également anisotrope avec un degré anisotrope différent a celui de la
matrice. Beaucoup de papiers ont été présentés pour le cas du matériau hétérogene isotrope trans-
verse avec la matrice isotrope. Dans ce cas, 'anisotropie effective observée est seulement induite
par la distribution d’orientation des inclusions immergées. Les tenseurs bien connus d’Eshelby S¥
et de Hill P pour les inclusions ellipsoidales dans un milieu isotrope [21, 23, 61, 62] sont utilisés
par des schémas d’homogénéisation. La distribution alignée, isotrope (aléatoire) ou orientée des
inclusions ellipsoidales dans une matrice isotrope peut étre considérée dans des diverses situations.
Les lecteurs peuvent trouver les résultats récents pour le matériau isotrope transverse aux réfé-
rences [42, 54]. Le cas des inclusions ellipsoidales alignées dans une matrice isotrope transverse a
été largement étudiée. Les tenseurs d’Eshelby S¥ et de Hill P ont été établis par les divers auteurs

comme Withers [81] pour la solution analytique du probléme de 'inclusion ellipsoidale immergée
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dans un matériau élastique isotrope transverse. Une solution générale de ce probleme a été récem-
ment présentée par Sevostianov et al [73] pour les inhomogénéités différentes de forme (y compris
I'inhomogénéité sphérique) noyées dans un matériau isotrope transverse. Kirilyuk et Levchuk [51]
a présenté une solution basée sur la méthode de la transformée de Fourier pour le méme probleme.
Les méthodes d’homogénéisation basées sur le tenseur d’Eshelby S¥ et le tenseur de Hill P ne

posent aucune difficulté parce que ces tenseurs sont bien connus.

Le probleme étudié dans ce chapitre est plus compliqué que les deux cas particuliers mentionnés
précédemment : la matrice est supposée que isotrope transverse et la distribution d’orientation des
inclusions peut étre alignée, isotrope ou orientée. Ce cas correspond a la situation observée pour
certains géomatériaux : les propriétés macroscopiques sont isotropes transverses et la distribution
d’orientation des pores est également isotrope transverse avec un degré anisotrope différent de
celui de la matrice. Le probleme fondamental & résoudre est celui de I'inclusion ellipsoidale avec une
orientation arbitraire, noyée dans un milieu isotrope transverse infini. Aucun résultat analytique n’a
été fourni dans ce cas général ainsi des méthodes numériques doivent étre employées pour évaluer
du tenseur de Hill P (et/ou du tenseur d’Eshelby SF ). On peut noter que des procédures numériques
ont été largement développées pour 1’évaluation ces tenseurs dans les solides anisotropes générals
[27, 28, 74]. Une méthode numérique générale et forte est basée sur la transformée de Fourier et la

transformée de Radon [61, 26].

La méthode numérique employée dans ce chapitre pour obtenir le tenseur de Hill de I'inclusion
ellipsoidale orientée de maniere arbitraire dans une matrice isotrope transverse est basée sur l'in-
tégration numérique de la fonction exacte de Green qui est donnée par [64] et corrigée par [67].
En effectuant cette intégration numérique au repere intermédiaire respectant la symétrie du maté-
riau, on constate alors que la description du tenseur de Hill dépend seulement d’un angle d’Euler
(Pangle entre I'axe symmétrique de I'inclusion et 'axe symmétrique de la matrice). La description
de ce tenseur au systeme de coordonnées global fixe du matériau est alors déduit par un regle
simple de transformation entre les deux reperes intermédiaire et global. Cette méthode peut étre
employée comme une alternative de la méthode basée sur la transformée de Fourier dans le cas
particulier du milieu isotrope transverse. Le tenseur de Hill obtenu est alors employé pour évaluer
les propriétés poroélastiques effectives par la méthode d’homogénéisation. Les résultats obtenus
sont utilisés pour étudier 'effet de ’anisotropie de matrice, des systéemes de pores et des para-
metres microstructure-connectés sur les propriétés poroélastiques macroscopiques effectives dans

les roches isotropes transverses.
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II1.2 Tenseur de Hill pour une inclusion ellipsoidale aplatie orien-

tée arbitrairement dans un milieu isotrope transverse

Dans ce chapitre, on considere le cas d’une inclusion ellipsoidale aplatie orientée de maniere
arbitraire dans un milieu isotrope transverse. Grace a la propriété isotrope transverse de la matrice
solide, on peut calculer le tenseur de Hill et/ou le tenseur d’Eshelby d’une inclusion ellipsoidale
aplatie orientée par deux étapes successives : (i) calcul du tenseur de Hill dans le repére intermé-
diaire P?> et puis, (ii) détermination du tenseur de Hill dans le repére global fixe du matériau P

en utilisant la matrice de rotation Q> au chapitre I.

I1I1.2.1 Solution du tenseur de Hill dans le repere intermédiaire

Les calculs dans toute la section II1.2.1 sont exécutés dans le systeme des coordonnées inter-
médiaire. Afin de simplifier de I’écriture dans cette sous-section, on dénote que (ej, ey, e3) sont
les trois vecteurs unitaires qui définissent le systeme des coordonnés intermédiaire et (ef,e$,es)
sont les vecteurs unitaires correspondants au repere local de I'inclusion. On dénote aussi que P
est le tenseur de Hill calculé dans le repére intermédiaire (cette notation est validée seulement
dans la section II1.2.1). Un seul angle 6, entre 'axe de symétrie de l'inclusion ellipsoidale z§ et
celui du matériau z3 doit étre pris en considération pour une inclusion ellipsoidale aplatie orientée
de maniere arbitraire dans un matériau isotrope transverse. En général, le tenseur de Hille P de
I'inhomogénéité ellipsoidale, calculé dans le repere intermédiaire, peut étre obtenu & partir des

dérivés d’ordre deux des fonctions de Green G(z — 2’) (cf [61, 62] :

1
Pijn(z) = 1 [Myiji(2) + Mija(z) + My (2) + Miji(2)] . z2€Q (IL.1)
avec
0 0Gi;(z — 2')
. - _ . _ ! ) — — ZTu\s =7 , I11.2
Mz]kl (5) /QGZj,kl(z Z )dQZ aZl /Q aZk sz ( )

Les fonctions de Green G;; correspondant au matériau isotrope transverse, données par [64], seront
utilisées dans ce chapitre (cf aussi [81]). Les fonctions de Green sont présentées dans I’annexe C.
Comme dans les références [61], [81], I'intégrale volumique (II1.2) va s’exprimer comme une intégrale

de surface qui peut étre écrite en terme d’un angle solide dw :

dQ, = dQ.(r) = drdS = rdrdw

(IT1.3)
r=z -z , r=|Z—¢
On définit le vecteur unitaire £, tracé du point considere z :
2 —z
{= |;, — ;‘ = (£1,€2,63> (HI.4)
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Les dérivées des fonctions Gj; de Green sont exprimées par les composants de g;;p :

9ijk(0) = r*Gijp(z — 2') = —rGijr(r) (IIL.5)

Les composantes g;;, sont calculés par (II1.5), donnés dans 'annexe D. En utilisant (IIL.5) I'équa-

tion (II1.2) devient

z]kl a_ / gzgk‘ (1116)

Y. dénote la surface d’une spheére unitaire centrée au point z. 7(£) définit la frontiere de 'inclusion

ellipsoidale aplatie et est obtenu par la racine positive de 1’équation :

(2 +r09)" + (28 +08)° | (2 +re§)” _ (I1L.7)
a? + c? =1
avec
éa — Qea 2, la — ngc l (1118)
On trouve la solution de I'équation (II1.7) :
2 1/2
r(l) = —g“ + <§ + ;‘*) (IIL9)
(0% 6% (0%
avec
(20)° + (28)% | (+8)°
€a=1- ( ) T2
UG + 2505 2848
fa - CL2 + 62
1 2 pa 2 « : et
= 5[z €47 + 22 (¢? cosby €5 + sin b, (5)
¢ (I11.10)
+ 23 (—€*sin 005 + cos 0al5)]
(9)% + (63)* | (5)°
Yo = P T2
€= =
a

Car g;j;, est impair tandis que (fg/gi + ea/ga) 2 ost pair selon £, on a :

/ <f2 ga>1/29ijk(€)dw=0 (IIL11)

9a
L’équation (II1.2) devient

M = &zl fa gzgk(g ) dw = / o (z1p1 + 2op2 + 23p3) Gijk(£) dw

(IIL.12)
= / D1 ijk(£) dw
>
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ou
ey
P = g = g
(€% cos O 05 + sin b, £5)
p2 = ;
g
Uy (sim2 0, + €2 cos? 9a) + (1 - 62) {3 sin 6, cosb,
(—€2sin 0,05 + cos 0,45)
p3 = ;
g
(1 - 62) ly sinf, cosB, + 3 (62 sin? 0, + cos? Ga)
g =ga =€ [(19)° + (£5)%] + (¢5)°
= ¢? E% + E% (sin2 0, + € cos® 9a) + £§ (62 sin? 0, + cos? Qa) + (1 — 62) lo ¢35 sin 20,

A partir de I’équation (II1.13), on trouve une relation comme ci-dessous

p1l1 + pals +p3lz =1

(I11.13)

(I1.14)

On peut démontrer que le tenseur M respecte la symétrie mineure (36 composantes sont indépen-

dantes)
Mijr = Mg = M

Alors, le détail des calculs du tenseur M sont donnés :

an11(§7 90() = / p1 gmnl(ﬁ)dw
b

Mon22(2,00) = / P2 Gmn2(£)dw
b
an33(§a 904) = / b3 gmnB(@dw
z ,(mn):(11,22,33,12,23,31)
an12(§y 9&) = / P2 9mnil (@dw
>
an23(§7 90&) = / b3 gmn?(ﬁ)dw
b

anSl(éy 904) = / b1 gmn?)(@dw
b

Les composantes du tenseur de Hill P peuvent s’écrire

1
P = 4/ (P19kij + Pigrji + PeGuij + Prgiji) dw
5

(I11.15)

(I11.16)

(I1.17)

Le tenseur de Hill P respecte la symétrie mineure et majeure (21 composantes indépendantes)

Pijii = Pjitt = Pijie 5 Pijri = Pruij

(111.18)
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Le vecteur unitaire ¢ peut étre exprimé en terme de deux angles (0, ¢) qui caractérisent des

coordonnées sphériques [62], [61]

£ = (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos ) (1I1.19)

et l'intégration d’une fonction F'(,,£) sur la surface d’'une sphére unitaire ¥ peut étre exprimée

comine

27 4
/ Ff,0)dw = / / F(6a, 6,0) sin(6)d6 d (I11.20)
5 $=0 Jo=0

On peut montrer que le tenseur de Hill P est monoclinique, caractérisé par 13 composantes in-
dépendantes Pj;; dans le repere intermédiaire. Les relations de symétrie (II1.18) impliquent les

résultats suivants (8 composantes supplémentaires sont égaux a zéro)
Piiz1 = P2 =0 (i=1,2,3) , Pasz1 = Pasgaz3 =0 (II1.21)

En utilisant la représentation matricielle définie par Walpole [79] (cf aussi [7])

Pii1 P12 Pi133  V2Pi1a3 V2Pii31 V2P
P11 P99 Pyoss  V2Py23 V2Pas31 V2Paono
Ps311 P3399 P33 V2Ps323 V2P3331 V2P3310
[Prs] = (I11.22)
V2P311 V2Pa320 V2Pa333  2Pa3az 2Pas3 2312

V2Ps111 V2P3122 V2P3133  2P3123 2Ps131 2P3112

V2Pi211 V2Pia2s V2Piaz3  2Plass 2Ppas 2P1212

on obtient
Pii11 Pi122 Pi133 V2Pi123 0 0
P11 P99 Pyoz3  V/2Pyo3 0 0
Ps311 P3399 Ps333 V/2Ps303 0 0
[Prj] = (I11.23)

V2P311 V2P0 V2P333  2Pasos 0 0

0 0 0 0 2P3131 2P3112

0 0 0 0 2P1231 2Pi212

Comme on a prévu, les relations (III1.18-II1.21) impliquent que la matrice (II1.23) est symétrique

et caractérisée par seulement 13 composantes indépendantes. Le cas limite de I’inclusion "penny-
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shape™ peut étre déduit en fixant la limite e — 0 dans les relations (II1.10-II1.13). On obtient les

relations simples

1 1

_ i - 111.24
o+ lcot(0a) P27 05 1 o tan(0y) (IIL.24)

plzo y P2

En introduisant (II1.24) dans les relations (III1.16-II1.17), on peut montrer que le tenseur de Hill P
pour une inclusion "penny-shape” orientée de manieére arbitraire dans un milieu isotrope transverse
est caractérisé par 9 composantes indépendantes (P1111 = P1122 = Po211 = Pri3s = P3311 = P12z =
Py311 = 0 dans la relation I11.23).

Pour une valeur donnée de 'angle 6, on peut intégrer numériquement le tenseur de Hill P;;;; en

employant la quadrature de Gauss (cf la sous-section 1.7.3)

Ny Ng

Piji(0a) =Y ) w wh fijri(0a, 0%, ¢') sin(6¥) (I11.25)

k=1 1=1
ou Ny et Ny désignent respectivement le nombre de points de Gauss dans les intervalles de [0, 7]
pour l'angle 0 et de [0,27] pour l'angle ¢. wg et wéﬁ désignent respectivement le poids associé
au k'™ point d’intégration de 6 et le poids associé au [®™ point d’intégration de ¢, % et ¢
sont les coordonnées de Gauss correspondantes. Les coefficients f;;z; sont donnés par la relation
(IT1.17). Un test de précision de la méthode d’intégration de Gauss pour 13 composantes non nulles
indépendantes du tenseur de Hill est présenté aux tableaux (II1.2 et II1.3). Les résultats présentés
dans ces tableaux sont correspondants a l'angle 6, = 57/7 et ¢, = 0.1 — 0.05. Les constantes
élastiques définissant le tenseur de rigidité isotrope transverse C; de la matrice sont données dans
le tableau ITI.1. Le test numérique de I'intégration de Gauss est réalisé avec Ng = 25—50—100—200
et Ny = 2 Ny. La précision de la régle d’intégration de Gauss dépend du rapport d’aspect €, et
de lorientation de lellipsoide aplati (composante par composante). Le premier test de précision
de la méthode d’intégration numérique est réalisé pour vérifier la symétrie des composantes de
M; ;i (relation (II1.15)). Les composantes égales (en terme théorique) M, et M;ji;, sont calculées
indépendamment en employant les relations (II1.16). Leur différence relative est alors comparée a

un critere de précision

‘ Mgt = Mg | 1 g-n (IT1.26)

M1

Ce premier test est accompli en calculant les différences relatives sur les composantes non nulles de
M;ji; et de Pjji; entre les différents cas Ny = 25, 50, 100, 200. A une précision fixe, plus le rapport
d’aspect est petit, plus grand sera le nombre de points d’intégration de Gauss, plus important

sera le temps de calcul : voir des erreurs relatives et les valeurs numériques des composantes de

Zen anglais
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P;j1; pour des rapports d’aspect €, = 0.05 — 0.1 dans les tableaux IIL.2-II1.3. Par exemple, I'erreur
relative maximale pour Ny = 100 est respectivement égal & 4.21077 et &4 1.9103 pour ep =0.1et

€p = 0.05. Les colonnes Ny = 25 — 50 — 100 — 200 présentent les erreurs relatives calculées par

M P

N, ij ij

667“9 = W (11127)
ijkl

et la colonne Ny = 400 donne les valeurs des composantes non nulles du tenseur de Hill PZ%%? avec un

calcul numérique de Ny = 400. Pour le petit rapport d’aspect, ¢, < 0.03, la méthode d’intégration
numérique doit étre optimisée pour réduire le temps du calcul. En particulier une distribution
non réguliere des points d’intégration de Gauss est nécessaire. Dans la suite du chapitre, la valeur
€p = 0.05 sera considérée comme le rapport d’aspect des pores et les résultats précis sont obtenus
en employant un minimum de point de Gauss de Ny = 100 dans I'intégration numérique du tenseur
de Hill. I’évolution des composantes non nulles de tenseur de Hill dans le repere intermédiaire est

présentée dans les figures III.1 pour les trois valeurs du rapport d’aspect (e, = 0.01 —0.05 —0.1).

TAB. III.1: Les paramétres de la matrice solide s

S S S S S
E7 Ej V19 V31 13

27000.3 | 23800.1 | 0.1405 | 0.2529 | 8372.87

s s s s s
Cl 1 Cl 2 Cl 3 033 C144

30734.2 | 7059.59 | 9558.05 | 28634.5 | 8372.87

I11.2.2 Tenseur de Hill dans le repére global

Les regles de transformation (I.131) sont employées pour décrire les composantes du tenseur

de Hill dans le repere global du milieu isotrope transverse entourant 1’inclusion

P = Poprse,®e,@¢, ®e, =P el @ el @ep” @ef

(I11.28)
Pijri(0a, 60) = Q07 (60) Q27 (6a) Q0 (d) QU (60) P (0c)

ot Pijri(0a, da) et P,%%S(Ha) désignent respectivement les composantes du tenseur de Hill dans
le repere global du matériau et dans le repere intermédiaire. P,%%s(ﬁa) est correspondante a la
notation Py, dans la section précédente II1.2.1.

I1 faut noter que la séparation de deux variables ¢,, et 6, dans la partie a la droite de (II1.28) permet
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Puu Hill tensor — Py Psp2 Hill tensor — Payz,

5x10°° \/ - .
0,000 / \\

o — e=0.1 — e=0.1
4x10 — €=0. 05 leo—s / — €=0.05
— €=0.01 —— €=0. 01
3x10°® 0
05 1 ‘
2x107° -5x107°
Oa —0.00001
05 1 15 2 25 3
P33
P22ss Hill tensor — Pagss
O
—6
0.000025 -25x10
-5x107°
0.00002 -75x107°
—0.00001
0.000015
—0.0000125
Oa -0.000015
Piii Hill tensor — Pyp; — Paass
Piiz3 Hill tensor — Pyps — Pasos
0.000015 R 222310. 1 0.000035 k-
2223/0.05
2223/0.01
0.00001 3323 } o9 0.00003
3323/0. 05
3323/0.01
5% 10-5 0.000025
0.00002
o
0.000015 2222(0. 1
-5x1078 222210. 05
0.00001 aalo
-0.00001 53106 S5 008
—0.000015 = N 0,
05 1 15 2 25 3
Piji Hill tensor — Pajiz — P,
L — 3113]0. im w2 _ Piizs Hill tensor — Py123
—  3113(0.05
— 3113/0.01 6)(10_7
2112|0.1
0.000025 ool / — o1
- 2112]0.01 4%10°7 —  £-0.05
0.00002 LT o
2x1077
0.000015 [\,
05—t ¥ 2 25 3
0.00001 —2x1077
5x107° _ax10”7
P —6x1077
o
05 1 15 2 25 3
Paii

Hill tensor — Pyy2» — Pz P
| 051 15 2 '

-5x107"
-1x107°
- —1122]0.1
-15x%x10 y —  1122]0.05
/ —  1122]0.01
-~ 1133(0.1
-~ 1133(0.05

-2x107% - 1133]0.01

FI1GURE III.1: Composantes du tenseur de Hill en fonction de I’angle incliné 6,

rapport d’aspect €, = 0.1 —0.05 — 0.01
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TAB. III.2: Les composantes du tenseur de Hill dans le repere intemédiaire (test

de précision de la méthode d’intégration de Gauss)

Ny 25 50 100 200 400
Pi111 | 3.73706 103 | 2.15752 107 | 1.32297 107 | 2.14067 10710 | 4.75696 107
Piioy | 2.98837 103 | 2.35131 107 | 1.35871 107 | 2.41988 10710 | —1.29459 106
Pii33 | 5.25826 1072 | 8.28584 10 | 4.20725 1077 | 1.02926 10° | —1.16319 10
Pyo9o | 3.60184 1073 | 1.52842 10 | 1.29342 108 | 1.17176 10°'* | 3.13032 107
Poo33 | 1.2456 10 | 9.88366 100 | 8.34778 107 | 4.29339 107! | —1.17816 107
P3333 | 7.98198 103 | 7.89167 107 | 3.34115 10°® | 1.2106 107" | 2.75238 10
Piio3 | 3.34841 102 | 2.16171 10* | 2.07732 1077 | 2.02414 10710 | 6.50496 107
Pyoe3 | 9.01992 1073 | 1.76056 10 | 1.57104 108 | 8.88069 107! | —4.49414 106
P3303 | 2.74868 102 | 1.93089 10* | 1.06649 1077 | 2.3641 107! | —1.01978 10
P393 | 3.04097 1073 | 6.45709 107 | 1.31642 10® | 1.41089 10*! | 1.21262 10
P3113 | 7.90195 103 | 3.06945 10°% | 2.1847 10 | 1.56948 10710 | 9.98893 10
P31q1o | 5.14722 103 | 1.70722 107 | 8.29499 107 | 8.8542 10712 | —8.58207 106
Pyi1o | 545218 107 | 2.59155 10 | 1.35285 108 | 4.02743 1072 | 1.32768 107

de simplifier les calculs de I'intégration numériques du tenseur de Hill. Comme il sera détaillé dans
la section II1.3.1, I'intégration sur ¢, est élémentaire et peut étre exécutée analytiquement, seule

lintégration numérique sur 6, est nécessaire.

II1.3 Distributions des inclusions ellipsoidales dans une matrice

isotrope transverse

Dans cette section, des applications de la solution du tenseur de Hill ci-dessus pour détermi-
ner les propriétés effectives des matériaux poreux sont présentées. L’objectif de cette section est
d’étudier I'influence séparée de ’anisotropie initiale de la matrice et de I'anisotropie due a l'espace

poreux sur les propriétés poroélastiques effitives comme le tenseur de Biot. La fonction de distri-
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TaB. III.3: Les composantes du tenseur de Hill dans le repére intemédiaire (test

de précision de la méthode d’intégration de Gauss)

Ny 25 50 100 200 400
Pii1q | 3.36929 x 1072 | 2.67936 10 | 1.38110° | 5.58074 10'! | 2.57103 106
Piigo | 3.03218 102 | 2.74476 1073 | 1.32507 10 | 3.81579 10712 | —7.20218 1077
P33 | 5.04865 101 | 1.01205 107! | 1.89626 1073 | 4.46305 1077 | —6.31499 1077
Pyoon | 2.72993 102 | 1.35765 1072 | 2.83975 10° | 6.55681 10 | 3.31322 10
Pyos3 | 6.97165 103 | 7.39578 107* | 2.62586 10° | 2.07736 10 | —1.32891 107
Ps333 | 5.83184 1072 | 4.09719 103 | 6.74871 10 | 2.01033 108 | 2.88243 107
Pio3 | 2.82605 107" | 3.56259 1072 | 8.93589 104 | 1.88785 107 | 3.83355 1077
Pooo3 | 9.08904 102 | 1.78774 1073 | 3.4856 10 | 1.20598 10% | —4.58306 106
P33o3 | 1.8654 1070 | 1.12414 1072 | 2.06961 10°* | 5.46021 108 | —1.15281 10
P3go3 | 2.77773 102 | 2.4985 103 | 2.2412510° | 1.16533 10% | 1.12051 10
P3i13 | 8.24704 102 | 5.80093 107 | 9.41273 106 | 2.19265 10 | 9.63894 106
P3112 | 4.58353 1072 | 1.04622 1073 | 1.21003 107 | 4.46023 10 | —9.97191 10
Pyi1o | 4.66632 102 | 1.5354 103 | 2.47351 10° | 7.93002 10 | 1.38438 10

bution d’orientation présentée a la section 1.6.2 (voir aussi [44, 71]) sera employée pour représenter
la distribution d’orientation des pores. Seules des distributions axisymétriques d’orientation des

pores seront étudiées.

II1.3.1 Distribution isotrope des inclusions ellipsoidales

On considere un tenseur d’ordre quatre T et sa moyenne (T), donnés dans la formule (1.88), T}
et T:;le "* sont respectivement les composantes du tenseur T dans le systéme global des coordonnées
z; et intermédiaire zf “. En employant les résultats présentés dans la section précédente pour le
tenseur de Hill (relation III.28), on peut montrer que les composants Tjj;; peuvent étre exprimés

comme une fonction des deux angles (64, ¢o) qui caractérise l'orientation d’une inhomogénéité
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isolée o

Tijt (0o, $a) = Q0 (6a) QL (60) Q0 (60) Q47 ($a) Tns(0c) (IT1.29)

Une distribution isotrope des inhomogénéités peut étre rendue compte en effectuant une intégration

sur la sphere unitaire (voir [62])

= Zfi T; = / /7T T(0w, ¢a) sinby dby ddq (I11.30)
4 =0 J60,=0

L’écriture de (II1.30) sous la forme des indices

zgkl / /9 Tijkl<9a7 ¢o¢) sin 9a d(ga d¢a (IH.31)
=0

ou fr =Y, fi est la fraction volumique des inclusions.

Car les composantes de T;f;?,s sont des fonctions d’une seule variable (’angle incliné 6, , re-
lation I11.29), l'intégration (II1.31) peut étre simplifiée. L’intégration sur 'angle de ¢, peut étre
obtenue analytiquement car les composantes de qurs ne dépendent pas de ¢, et les produits des
composantes ij" de matrice de rotation sont les fonctions élémentaires (voir la relation 1.124). En

introduisant (II1.29) dans la relation (II1.31), on obtient

L[ (e i I11.32
(T >zgkl J1 /eao <T >ijkl (04) sinfy, db,, ( )

avec

1 2m
(%) O = 5 [ Q0 (000005 00)Q0 (00)Qf (00 Thi(00) dba (1133)

Le tenseur T; de la famille ¢ des inclusions, orientée par les deux angles d’Euler (0, ¢,) dans le

systeme des coordonnées global du matériau, est donné dans la relation (I1.88)

-1
Ti = [Pi+(Ci—Co)7!| ) Py =Pilei, 0o 60, Cs) (II1.34)

Car les inclusions sont supposées isotrope

E; E;

Ci=2mK + 36T , k=t =t
pilk o+ 3kiJ 31-20) °~ Moy wm)

(IT1.35)
et le tenseur de rigidité de la matrice Cg est isotrope transverse avec ’axe de rotation z3, les

composantes du tenseur C; et C; sont identiques dans les reperes global z; et intermédiaire zf“

Cf;izz z(;ifa . Chw=Ci (II1.36)

Alors, il est commode de calculer des composantes du tenseur T pour une famille des inclusions

Pa

dans le repere intermédiaire z;* en utilisant la relation (II1.34) ou les composantes du tenseur
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de Hill P; ne dépendent qu’un angle incliné 6, (voir la sous-section I11.2.1. En tenant compte les

relations (II1.18-111.36) et les propriétés symétriques de la matrice solide C; et des inhomogénéités

C;, on obtient la symétrie

et

TS =T =T%

ijkl Jikl

bo __ Pa
Tt = T

ijlk

(111.37)

(I11.38)

Dans le repere intermédiaire, la représentation matricielle du tenseur T prend la forme suivante

(13 composantes indépendantes)

(775 (62)]

ba ba Do
T Ti159 Tyy33

Pa ba b
Ti15y To9m9 Toy33

ba Do P
Ty33 Ty233 T3333

0 0 0

V2T,
V2Tg5,

V2T,

\/§Tﬁ(§3 \/§T2¢§§3 ﬂT?%a% QT%QQ?,

0

0

0

Pa Pa
2T 273119

2T, 2Ti5s

(I11.39)

En employant les relations (1.124) et (II1.39), on peut démontrer analytiquement que le tenseur

<']I‘¢> prend la forme d’un tenseur isotrope transverse. Le résultat analytique de l'intégration élé-

mentaire (II11.33) peut étre exprimé sous la forme matricielle comme(la variable 6, est omis en

raison de la simplicité de I’écriture)

(T (T (T7)

(T 9011 (T%)2900 (T%) 033

1133

(T35 (T30 (T%) 335
0 0 0
0 0 0
0 0 0

(I11.40)
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avec

1
<T¢>1111 - <T¢>2222 - §(3Tl¢ﬁl + 215y + 4TS + 3T555)
1
<T¢>1122 - <T¢>2211 - §(Tﬁa“ + 675 — 4T3, + i)
1
T¢> = T¢> = <T¢> — <T¢> — T(ba T¢a
< 1133 2233 3311 3322 2( 1iks + Toais) (I11.41)
<T¢>3333 - T;E%?’
1
T¢> _ <T¢> — Z(7%a | e
< 0323 4131 5 (T2323 + Tsi31)
1 1
<T¢>1212 2 [<T¢>1111 B <T¢>1122} - é(Tfﬁl = 2Ty + 4T {55 + T5530)

Tenir compte les relations (II1.40-I1I1.41), la formule (II1.32) implique que le tenseur (T) prend la

forme d’un tenseur isotrope transverse. La forme matricielle du tenseur (T) est présentée comme

ci-dessous

(T)1111 (Tyioe (Thiiss 0 0 0

(T)1192 (D Dyass 0 0 0

(T)1133 (T)1133 (T)3333 0 0 0

()] = (ITL.42)

0 0 0 2(T") 9395 0 0
0 0 0 0 2(T") 9305 0
0 0 0 0 0 (T)1111 — (T1122

Les cinq composantes indépendantes du tenseur (T'), données dans la formule (II1.32), sont déter-
minées numériquement par la méthode d’intégration de Gauss, présentée dans la section I11.2.1. On
peut noter que les intégrations analytiques (II1.33-II1.41) sur l'angle ¢, sont tres utiles en terme

de la précision et du temps du calcul.

I11.3.2 Distribution d’orientation (ODF') des inclusions ellipsoidales

La distribution orientée, ou anisotrope des inclusions ellipsoidales dans une matrice isotrope
transverse peut étre rendue compte en présentant une Fonction de Distribution d’Orientation
(voir la section 1.6.2) ce qui permet de considérer 'anisotropie due au systéme des pores. Les
contributions de toutes les familles des pores et/ou des constituants minéraux aux propriétés de
rigidité macroscopiques sont prises en compte par l'intégration sur la sphere unitaire au-dessus.

L’ODF choisie pour la description de la distribution d’orientation du systéme des inclusions est

90
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présentée dans la formule (1.134)

W(0y,0) = 0 Cosh (o0 Cosb,)Cscho (IIL.43)

Dans le cas d’une distribution d’orientation des inclusions, la relation (II1.32) doit étre remplacée

par

I ¢ i 111.44
(T)ijr = %ZOW(ea,a)<T >ijkl(6a) sin 0, d6, (I11.44)

III.4 Application a ’estimation des propriétés poroélastiques ef-

fectives d’une roche poreuse

Dans cette section, une application de la solution du probléme de I'inclusion ellipsoidale orientée
de maniere arbitraire dans un milieu isotrope transverse pour déterminer les propriétés effectives
du matériau poreux est présenté. Le matériau étudié est une roche poreuse isotrope transverse. La
composition minéralogique, la porosité et les propriétés mécaniques de ce matériau sont présentées
dans le tableau III1.4. Le lecteur pourra se reporter, pour plus de détail, aux références [11, 30, 65,

76].

I11.4.1 Schémas d’homogénéisation et les propriétés poroélastiques effectives

L’approche de micromécanique vise a déterminer le comportement macroscopique des maté-
riaux hétérogenes a partir de la solution d’un probléme avec des conditions aux limites défini sur
un V.E.R a I’échelle microscopique (voir [84, 77, 16, 17]). Une large bibliographie sur les méthodes
d’homogénéisation peut étre trouvée dans [86] pour le cas général des composites du type de
matrice-inclusion, dans [54] pour le cas particulier de la roche isotrope transverse et dans [42, 82]
pour les roches anisotropes. On peut voir aussi dans les autres références comme [4, 5, 58, 59, 74].
A la porosité moyenne ou faible, on peut estimer que le schéma d’homogénéisation de Mori-Tanaka
donne les propriétés élastiques et poroélastiques correctes [32, 78]. On peut noter que, pour expli-
quer la maniére distribuée des inclusions non sphériques dans I'espace (la distribution ellipsoidale
des centres), le schéma de Ponte Castaneda-Willis [66] peut étre employé au lieu du schéma de
Mori-Tanaka (voir [42] pour des applications de cette estimation aux roches poreuses). [54] a dé-
terminé les modules élastiques effectifs et les vitesses de la propagation des ondes élastiques dans
un milieu isotropes transverse comportant des inhomogénéités sphéroidales alignées. Récemment,
[56] a étudié l'effet des inclusions sphériques sur le module de compressibilité et sur la conduc-
tivité thermique dans le cas isotrope. On considere dans ce chapitre une roche poreuse saturée

entierement avec une matrice isotrope transverse comportant les inclusions minérales sphériques
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Chapitre Ill.  Matrice isotrope transverse et inclusions a orientations arbitraires

spherical inclusions
(quartz - calcite ..)
step 1

\ pores
\ step 2

Fi1GURE III.2: Un schéma a deux étapes d’homogénéisation

(le quartz et la calcite) et des pores [78]. Le quartz et la calcite sont modélisés par des inclusions
de la forme sphérique en utilisant le tenseur analytique de Hill, donné dans le chapitre IT (cf aussi
[33]). Les pores peuvent étre décrits comme les inclusions de la forme quasi ellipsoidale [14, 71, 78].
Ici, on considére que tous les pores sont de la méme forme spheroidale aplatie (a = b > ¢) avec
un seul rapport d’aspect €, ~ 0.05 [38]. Les différentes distributions d’orientation des pores (ali-
gnées, aléatoires ou distribuées préférentiellement) sont tenues en compte en utilisant la solution

de l'inclusion ellipsoidale orientée de maniere arbitraire dans un milieu isotrope transverse.

I11.4.2 Un schéma d’homogénéisation a deux étapes pour ’estimation des pro-

priétés poroélastiques effectives

Dans ce paragraphe, on présente une technique a deux étapes d’homogénéisation pour estimer
les propriétés poroélastiques effectives des matériaux hétérogeénes de type "roches-composites” avec
la matrice anisotrope comme la description au-dessus. Une approche d’homogénéisation basée sur
I'estimation de Mori-Tanaka [60] est introduite dans deux étapes. Cette technique permet d’ajouter
successivement des constituants solides et des inhomogénéités poreuses. Comme dans la référence
[78], un schéma a deux étapes d’homogénéisation est effectué (voir la figure I11.2) :

a. La matrice solide hétérogene est d’abord homogénéisée. Des inclusions minérales sphériques

(le quartz et la calcite) sont aléatoirement ajoutées dans la matrice isotrope transverse C,.

I

Le résultat est une matrice isotrope transverse dénoté par C; .

b. Les pores de forme sphéroidale aplatie, distribués de maniere alignée, aléatoire ou préféren-

I

hom ODtenu a

tielle (ODF), est ajoutée dans la matrice solide isotrope transverse dénoté C
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partir de la premiere étape. Le résultat est un milieu isotrope transverse, dénoté C}{gm. Ce

matériau est homogénéisé en utilisant la solution numérique du tenseur de Hill, présentée

dans la sous-section III.2.
Au deuxiéme niveau de ’homogénéisation on utilise aussi une fonction de distribution d’orientation
(ODF) qui permet de considérer ’anisotropie due au systéme des pores. La contribution de toutes
les familles des pores au tenseur d’élasticité macroscopique et au tenseur de Biot est rendue compte
par l'intégration sur la sphére unitaire dans laquelle, les intégrations (I11.33-111.41) sur 'angle ¢,,
peuvent étre calculées analytiquement et I'intégration sur ’angle 6, est réalisée par la méthode de
I'intégration de Gauss avec Ny, = 30. Le schéma d’estimation de Mori-Tanaka est employé pour
toutes les deux étapes d’homogénéisation. Dans le cas de deux phases des inclusions minérales
sphériques, le quartz et la calcite, la premiére étape d’homogénéisation est effectuée avec le schéma

de Mori-Tanaka :

Clom = Cat (D AT) : [fal+ 3 Fi(Ci = Ca) ™" W}_l ,
; 7 (IIL.45)

. -1
T = []P’i + (C; — (Ca)fl] , Pi=Pi(e =1,C,), i=qu, ca

TAB. III.4: Composition minéralogique, porosité et propriétés mécaniques d’une

roche anisotrope

Composante Fraction volumique Propriétés mécaniques
Pores connectés fp=0.16 kp=pp =0
Quartz (Si03) fqu=10.18 1sotrope

E4, =96.4GPa , vy, = 0.08

Calcite (CaCOs3) fea = 0.14 isotrope
Eey = 84GPa , vog = 0.3

Matrice fa=0.68 1sotrope transverse
Ef =20.44 GPa, E§ = 11.31GPa, G{; = 1.59GPa
thl2 — 0.].7 Vgl — 0.].8

La solution analitique du tenseur de Hill P; pour les inclusions sphériques dans une matrice
isotrope transverse a 1’étape une est donnée dans le chapitre II. Les données de la premiere étape
d’homogénéisation sont le tenseur élastique de la matrice isotrope transverse C,, la fraction volu-
mique de quartz fg, et de calcite f.q, et les propriétés élastiques de chaque phase minérale,Cg, et

Ceq (voir le tableau IT1.4). Le résultat de I’étape une est un tenseur homogénéisé isotrope transverse
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Cl, .. qui est utilisé dans étape 2 (C; = CL__, dans ce qui suit) :

E§ =30109.3 MPa, Ej=17934.5 MPa, G$;= 3690 MPa,
(I11.46)

iy = 0.137, v§; = 0.1656

ou

C$, = 32775 MPa, C{y,=6302 MPa, C3=6472 MPa,
(I11.47)

C$y = 20078 M Pa, C35, = 7379 MPa

Les données de la deuxieme étape d’homogénéisation sont le tenseur homogénéisé isotrope
transverse C; obtenu & partir de la premiére étape d’homogénéisation (la matrice et les phases
minérales), la porosité f, (voir le tableau III.4). La solution du tenseur de Hill P pour les pores

ellipsoidaux orientés de maniere arbitraire est présentée au paragraphe précédent. Le résultat de

1

I’étape deux est le tenseur de rigidité homogénéisé (Cflo

o qui est encore isotrope transverse. Le
tenseur de rigidité effectif obtenu en homogénéisant le systeme des pores immergé dans la matrice

solide s’écrit (voir la formule (1.102))

Cht =Co+ [(1= ) (M7 +(C, - €)Y (IIL.48)
Le tenseur moyen (T) est calculé en employant la méthode présentée dans les sections I11.3.1 et

II1.3.2 ou le tenseur de Hill P et le tenseur T sont tout d’abord calculés dans le repere intermédiaire

Pa
Z

T: P+(Cp_(cs)_l 9 P:P(epaea)¢aycs) 9
(T11.49)

PJ?ZZ = P?zz(epﬁavcs) ) T'(b'zz = ﬂ?zz(fpﬂgw(csv Cp)

) i

Les intégrations (II1.33) sont calculées analytiquement en utilisant la matrice de transformation
Q%, donnée dans la formule (I.124), les résultats de cettes intégrations sont présentés dans la
section II1.3.1. Les relations (II1.44) et (II1.32) sont respectivement employées pour calculer le
tenseur (T) avec les inclusions distribuées de maniére orientée (ODF) et aléatoire. Dans le cas plus

simple des pores alignés, la relation (II11.48) doit étre remplacée par (voir la formule (1.96))

Cl=Cot+ f, [(1= f)P+(C, —Cy)™'] (IIL.50)

et le tenseur de Hill est donné par la solution de Withers [81]. Le calcul du tenseur de Biot a

bien présenté dans les sections 1.4.2 et I1.3.1. Deux cas particuliers sont étudiés ici, le cas drainé
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est obtenu avec p; = 0 dans les relations (I1.20), et le cas non-drainé qui peut étre déduit des
relations poroélastiques en supposant que le masse de fluide reste inchangé. Seul le cas drainé sera
étudié dans ce chapitre. Le tenseur de rigidité de la phase liquide dans les pores est égal a zéro :
C, = 0 dans les relations (II1.48-II1.50). Le tenseur macroscopique de rigidité Cyop de I'équation

constitutive poroélastique linéaire (I1.20) correspond au tenseur de rigidité drainé (p; = 0).

IT1.5 Résultats et discussions

Le matériau étudié est une roche anisotrope. Ses propriétés physiques et mécaniques sont
précisées dans le tableau II1.4 (cf [31] pour une analyse du tenseur de conductivité thermique).
Deux phases minérales considérées sont le quartz et la calcite représentant approximativement 30%
du volume total de ce matériau. Le schéma d’homogénéisation Mori- Tanaka doit étre utilisé dans
ce cas grace a la forme sphérique des inclusions et a leur distribution isotrope méme si la fraction
volumique totale est haute. Une étude de sensibilité a été effectuée pour la forme et la distribution
orientée de pore :

Cas 1 Pores ellipsoidaux aplatis alignés avec le rapport d’aspect €,=1-0.1-0.05

Cas 2 Pores ellipsoidaux aplatis distribués de maniere aléatoire (ou isotrope) avec le rapport

d’aspect €,=1-0.1-0.05

Cas 3 Pores ellipsoidaux aplatis distribués en ODF (o = 10) avec le rapport d’aspect e,=1-

0.1-0.05

Cas 4 Pores ellipsoidaux aplatis (¢,=1-0.1-0.05) distribués de maniere isotrope, alignée ou en

ODF (o0 =5 et 0 = 10).
Dans le cas des pores alignés, I'axe symétrique Ox3 de la matrice du matériau coincide au celui de
pore. L’influence de la porosité et de la distribution des pores orientés sur les propriétés effectives
est examinée. Le degré anisotrope défini par le rapport entre les modules F; et E3 (cf Pannexe B)
est décroissant en fonction de la porosité dans le cas des pores a distribution de maniere aléatoire
(voir les courbes de degré d’anisotropie dans la figure II1.6). Comme dans le cas isotrope au cha-
pitre I, plus le rapport d’aspect est faible, plus le module élastique se diminue avec la porosité pour
une distribution isotrope (ou aléatoire) des pores (voir les courbes de module drainé effectif dans
la figure I11.6). La distribution d’orientation des pores a un grand effet sur ’anisotropie effective
du tenseur de rigidité et celui de Biot (voir les figures II1.12 et II1.14). Le degré anisotrope effectif
est le plus grand pour les pores aplatis alignés et se baisse quand la distribution d’orientation des
pores tend vers la distribution aléatoire (le parametre o de ’'ODF décroit vers zéro). On peut
trouver que le tenseur de Biot est presque sphérique (b; = b3) dans les cas des pores sphériques et

aussi dans le cas des pores ellipsoidaux aplatis a distribution d’orientation de maniere aléatoire.
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L’anisotropie de la matrice n’induit pas une partie déviatorique significative du tenseur de Biot
pour une distribution d’orientation de maniere isotrope des pores (voir la figure II1.8). D’ailleurs,
sa partie déviatorique significative est obtenue pour une distribution d’orientation des pores de
maniere fortement anisotrope (la grande valeur du parametre o), surtout dans le cas des pores
alignés (voir la figure I11.14). La forme et la distribution d’orientation des pores influencent forte-
ment sur la valeur des coefficients de Biot b;. A une porosité déterminée, les plus grandes valeurs
des coefficients de Biot sont obtenues avec les pores tres aplatis. La distribution alignée des pores
aplatis provoque des différences significatives entre les deux coefficients de Biot by et b3 du milieu
effectif isotrope transverse. Ces résultats, observés avec une matrice isotrope sont amplifiés quand
la matrice est isotrope transverse. Le module de Biot du solide N dépend fortement du rapport
d’aspect des pores (cf. la figure II1.8 pour la distribution isotrope des pores). A une valeur donnée
de la porosité, le module de Biot du solide N est plus grand pour les pores sphériques que ceux de
forme aplatie (¢, = 0.05). L’effet de la distribution d’orientation des pores sur le module de Biot du
solide N est illustré dans la figure II1.14. Avec le méme rapport d’aspect (e, = 0.05), le module de
Biot du solide IV est plus grand pour le cas des pores alignés que pour la distribution d’orientation
des pores de maniere aléatoire. Cette étude utilise le méme modele structural des pores que dans
la référence [31] ou le probleme de conductivité thermique effective est traité et comparé avec les
données au laboratoire sur cette roche.

Il n’y a cependant aucune donnée de laboratoire sur le tenseur de Biot et le module de Biot du
solide N pour cette roche. En raison d’une ultra faible perméabilité du matériau testé (perméabilité
intrinseque ki, ~ 10721 — 10720m?), des tests poromécaniques fatigués nécessaire afin d’identifier
le tenseur macroscope et le module de Biot du solide N sont extrémement difficile a effectuer.
Les résultats dans la référence citée ci-dessus sont obtenus dans le cas plus simple d’une matrice
isotrope. Dans le cas étudié ici, les propriétés effectives expliquent deux contributions distinguées
a l’anisotropie réelle : anisotropie intrinseque de la matrice et anisotropie structurale (anisotropie
a cause de la forme des pores et de la distribution d’orientation des pores). Les résultats présen-
tés dans cette étude montre la sensibilité des propriétés poroélastiques effectives avec la structure
des pores et la matrice anisotrope et la nécessité de les maitriser précisément. La structure est
aussi importante comme les mémes propriétés poroélastiques effectives pourront étre obtenues par
les différentes combinaisons des matériaux constitutifs. Quand les données microstructurales ne
sont pas suffisantes, la pertinence d’un modele de pore- structure pour un matériau déterminé
peut étre évaluée en comparant les différentes propriétés déduites de différentes expérimentations
et méthodes d’homogénéisation correspondantes, par exemple : une analyse comparative des vi-

tesses acoustiques et conductivités thermiques obtenue avec le méme modele de pore-structure
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pour les matériaux du type de roche [49]. Le modele le plus préféré est celui qui peut expliquer
mieux ’ensemble des données macroscopiques objectives. Pour les matériaux poreux étudiés dans
ce chapitre, une comparaison entre les méthodes d’homogénéisation similaire développées pour les
couples propriétés poroélastiques et la conductivité thermique est également effectuée (cf [31]). En
comparant les résultats, on trouve que le modele le plus pertinent correspond a la distribution
d’orientation préférentielle des pores aplatis (€, ~ 0.05) avec les axes des pores coincidés avec ceux
de la matrice anisotrope. Le méme modele microstructural et la méthode d’homogénéisation de
deux- étapes Mori- Tanaka ont été utilisés dans ces deux cas. Méme si le modele microstructural est
identique dans tous les cas, les méthodes d’homogénéisation sont cependant différentes en fonction
de différents phénomenes physiques. Par exemple : la méthode d’homogénéisation auto-cohérent

est utilisée pour estimer le tenseur effectif de perméabilité etles propriétés acoustiques [53, 57].

I11.6 Conclusions

La solution numérique donnée par le probléme de 'inclusion ellipsoidale orientée de maniere
arbitraire dans une matrice solide isotrope transverse est appliquée a estimer les coefficients poroé-
lastiques effectifs des matériaux hétérogenes de type roches-composites. La méthode d’intégration
numérique présentée dans ce chapitre pour le cas particulier des inclusions ellipsoidales noyées dans
une matrice isotrope transverse est peut-étre employée comme une alternative de la méthode basée
sur la transformée de Fourier. Cette solution permet de séparer les effets respectifs de la matrice
et du systeme des pores sur I'anisotropie effective du matériau. La matrice elle-méme est isotrope
transverse et la distribution des inclusions est orientée (isotrope transverse) selon la Fonction de
Distribution d’Orientation (ODF). La forme et la distribution d’orientation des inclusions sont
tous tenues compte. Comme [82] a indiqué, dans le cas plus simple de la matrice isotrope, il y a
une application potentielle considérable pour les matériaux de type roches sédimentaires. L.’aniso-
tropie de la matrice peut étre essetielle pour le schéma d’homogénéisation de multi- étapes dans
un contexte général des matériaux hétérogenes anisotropes. Par exemple, en raison de simplifier
le calcul, une catégorie de pores est examinée dans ce chapitre. Dans le cas général, les différents
types de pores avec les différentes tailles, formes et distribution d’orientation devront étre tenus
compte dans une méthode d’homogénéisation de multi- étapes. Le cas particulier de la matrice
isotrope transverse étudié dans ce chapitre lui-méme a plusieures applications aux géo-matériaux
et aux roches sédimentaire [78].

En outre, les calculs du tenseur de Hill P et du tenseur <’]T¢’> dans le repere intermédiaire
permettent de démontrer que le tenseur d’élasticité homogénéisé d’'un matériau comportant des

inclusions ellipsoidales a distribution d’orientation de maniére isotrope, alignée ou préférentielle en
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ODF, immergées dans un milieu isotrope transverse prend la forme d’un tenseur isotrope transverse.
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Chapitre Ill.  Matrice isotrope transverse et inclusions a orientations arbitraires
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I11.6. Conclusions
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Chapitre Ill.  Matrice isotrope transverse et inclusions a orientations arbitraires
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Conclusion générale et perspectives

Les travaux présentés dans cette these a été consacrés a l’estimation les propriétés poroméca-
niques effectives de matériaux de type roches composites. Différentes sources d’anisotropie et leurs
effets sur le comportement macroscopique du matériau hétérogene ont été identifiées et analysées.
Les influences respectives de la forme et de la distribution en orientation des pores, de la matrice
(anisotrope ou isotrope transverse), des inclusions minérales solides, sur les propriétés effectives
ont été évaluées.

Un schéma a deux étapes d’homogénéisation a été développé pour les roches sédimentaires. Deux
schémas d’estimation ont été utilisés dans la these : le schéma de Mori-Tanaka qui permet de tenir
compte de I'interaction entre les inclusions et le schéma de PCW qui ajoute 'effet de la distribution
spatiale des inclusions dans la matrice solide.

Il faut souligner que, dans ce mémoire, on a développé une nouvelle approche afin de déterminer la
solution du tenseur de Hill pour les inclusions ellipsoidales orientée arbitrairement dans un milieu
isotrope transverse. Cette solution numérique peut étre appliquée dans plusieurs problemes, par
exemple, dans le cas ou la matrice initiale est isotrope transverse, ou dans le cas d’homogénéisation
multi-étapes.

Dans le premier chapitre, on a fait une synthése des travaux existants sur ’approche d’homogé-
néisation pour un matériau a microstructure aléatoire. On rappelle aussi des outils nécessaires
pour modéliser le systeme de pores. Les différents exemples ont présenté afin d’illustrer I’influence
du schéma d’estimation sur les propriétés macroscopiques du géomatériau. Les deux schémas de
Mori-Tanaka et de PCW sont plus efficaces pour les roches sédimentaires. Et puis, une analyse de
sensibilité a été effectuée sur la forme des pores et leur répartition. On trouve qu'une diminution du
rapport d’aspect €, se traduit logiquement par une croissance du degré d’anisotropie du matériau
homogénéisé, dans le cas ou les pores sont alignés. Il faut souligner que la distribution isotrope
de pores est obtenue par une valeur nulle de ¢ et ¢ tend vers U'infini présentant une distribution
alignée de pores. Une augmentation de o conduit a une croissance de degré d’anisotropie du ma-
tériau homogénéisé.

La solution du probleme de inclusion sphérique immergée dans une matrice solide isotrope trans-
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Conclusion générale et perspectives

verse est présentée dans le second chapitre. Cette solution a été appliquée a ’estimation des co-
efficients poroélastiques effectifs des matériaux hétérogenes de type roches-composites caractérisée
par une matrice isotrope transverse contenant des inclusions minérales solides de forme approzima-
tivement sphérique. Comparé a la solution générale précédente de Withers [81], le cas particulier
comprenant le matériau isotrope a été inclu dans ce travail. La solution serait utile pour les autres
matériaux, poreux ou pas, comme composites ou polymeres, caractérisés par les inclusions sphé-
riques (ou presque sphériques) incluses dans la matrice isotrope transverse. En effet, la forme
sphérique est plus adaptée pour représenter des inclusions de phase solide minérale (comme le
quartz et la calcite) que les pores qui, dans la plupart des cas, sont plus correctement représentés
avec les ellipsoides aplatis. Le comportement isotrope transverse effectif observé a 1’échelle macro-
scopique est dii & la morphologie de pore (forme des pores, distribution d’orientation et distribution
spatiale des pores) et aussi de P'anisotropie de la matrice solide. L’hypothese d’anisotropie de la
matrice est essentielle pour la méthode d’homogénéisation multi-étape.

Le troisieme chapitre a été consacré au développement d’une approche alternative pour ’étude du
milieu poreux isotrope transverse. La solution numérique donnée par le probleme de I'inclusion el-
lipsoidale orientée de maniere arbitraire dans une matrice solide isotrope transverse est appliquée a
estimer les coefficients poroélastiques effectifs des matériaux hétérogenes de type roches-composites.
Cette solution permet de séparer les effets respectifs de la matrice et du systeme des pores sur I’ani-
sotropie effective du matériau. La matrice elle-méme est isotrope transverse et la distribution des
inclusions est orientée (isotrope transverse) selon PODF. L’anisotropie de la matrice peut étre es-
setielle pour le schéma d’homogénéisation de multi- étapes dans un contexte général des matériaux
hétérogenes anisotropes. Dans le cas général, les différents types de pores avec les différentes tailles,
formes et distribution d’orientation devront étre tenus compte dans une méthode d’homogénéisa-
tion de multi- étapes. Le cas particulier de la matrice isotrope transverse étudié dans ce chapitre
lui-méme a plusieures applications aux géo-matériaux et aux roches sédimentaire [78]. En outre, les
calculs du tenseur de Hill P et du tenseur <']I‘¢> dans le repere intermédiaire permettent de démon-
trer que le tenseur d’élasticité homogénéisé d’un matériau comportant des inclusions ellipsoidales
a distribution d’orientation de maniere isotrope, alignée ou préférentielle en ODF, immergées dans
un milieu isotrope transverse prend la forme d’un tenseur isotrope transverse.

Les perspectives d’extension des travaux présentés dans cette theése portent sur :

e L’estimation d’autres propriétés THM couplées : conductivité thermiques (les travaux sont en

cours), tenseur des dilatations thermiques, interprétation de mesures de vitesses acoustiques

e [’amélioration du modele morphologique de représentation des roches poreuses : ’espace
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poreux n’est par exemple pas constitué d’une seule classe de pores mais de micro et macro
pores...

e L’extension au comportement irréversible (plastique et viscoplastique)
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Annexe A

Composantes des tenseurs d’Eshelby

dans un milieu isotrope

A.1 Inclusion sphérique dans un milieu isotrope

Une inclusion sphérique est immergée dans un milieu isotrope infini dont le tenseur d’élasticité

peut s’écrire [79], [8]

Ci=3k1J+21 K (A1)

avec J = %5 ® 0 et K =1 — J sont respectivement la partie sphérique et la partie déviatoire du
tenseur unitaire d’ordre quatre I.
Le tenseur d’élasticité est défini par son module de compression ki et son module de cisaillement

11 ou, de maniere équivalente, par son module d’Young FE; et son coefficient de Poisson vy :

3k = 2!

e (A2)
E
2M1 = 1—‘,—3/1
E1=9 Zl K1
o 3k1+p1 (A.3)
3k1—2
Y1 = 3Gkt m)
Le tenseur d’Eshelby est isotrope et se décompose donc sur J et K [18], [85],[3] :
E 3k1 6k1+2'u1K: 141 J 34—5V1K (A.4)

T3kt 4t 53k +4u - 3(1—w)" 15 1-n
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Annexe A. Composantes des tenseurs d’Eshelby dans un milieu isotrope

Les composantes du tenseur d’Eshelby sont écrit en détail dans ce cas par Mura [61] :

7 — 5V1
S =8 =9 = —
1111 2222 3333 51— 1)
S1122 = S2233 = 53311 = S1133 = S2211 = S3322 = — (A.5)
15(1 — 1)
4 — 51/1
1212 2323 3131 51— 1)
D’apres (1.74), le tenseur de Hill s’écrit donc :
1 3k +2m 14+ P
= —J+ — K= 1-2u)J+ =(4—-511)K (A.6)
3k1 + 41 Sp1 3k + 4 3E1(1—11) 1 1) 5( VK]

A.2 Inclusion ”penny shape” dans un milieu isotrope [61]

L’inclusion est de forme “penny shape” 3, symétrique autour d’un axe que l’on prendra par
convention dirigé suivant le vecteur e;. Ainsi les axes selon e; et e, sont de longueur identique i.e.
a = b. Le rapport entre la longueur du troisieme axe et celle-ci, appelé rapport d’aspect et noté ¢,
définit la forme de ellipsoide :

€:§:%<<1 (A.7)

Les composantes du tenseur d’Eshelby sont donnés dans ce cas par Mura [61] :

13 — 81y me (1 — 217)
S =35 B ——— S. S T St 4
1111 2229 77632(1 ) 3333 L (=)
8 —1 211 — 1
Si129 = So211 = Tez—r——— | Sy133 = Sogs3 = T
32(1 —Vl) 8(1—1/1) (A8)
v 41 + 1
Ss311 = S3300 = —— [1 — et }
1-— 141 81/1
7— 81 1 me (11 — 2)
Sty = mem | Sigiz = Saam = 5 |1+ 1|
1212 7T€32(1 ) 1313 2323 5 + I (1—m)

A.3 Inclusion ellipsoidale dans un milieu isotrope

Dans cette section, le milieu infini est toujours isotrope mais I’inclusion est maintenant de forme

ellipsoidale de révolution autour de I’axe x5.Le rapport d’aspect €, définit la forme de 'ellipsoide :
(A.9)

Outre le cas déja traité de la sphere € = 1 et de la monaie (penny shape) € — 0, on calcule

maintenant le type d’ellipsoide aplati* tel que e < 1 (a = b > ¢).

3“penny shape” en anglais

47oblate spheroid” en anglais

116



A.3. Inclusion ellipsoidale dans un milieu isotrope

La forme ellipsoidale de l'inclusion meéne naturellement a un tenseur P isotrope transverse dont
les composantes dépendent 5 parametrs indépendants [3] tandis que le tenseur d’Eshelby, qui ne
présente pas la symétrie majeure, sera, lui, déterminé a partir de 6 coefficients. On introduit les

notations suivantes :

Q=—12" _ 12w (A.10)
87‘(’(1—1/1) ’ 87['(1—1/1)
; 2me 4”&?;’;_2;3/21;62 sie <1
1 pr—
2me N == 1(_:22:1;337?_1 € giex>1
Is =47 — 21
L1 — I3
8= 32 1) (A.11)
m I3
Lp= 1 13
12 =3 1
Iii =312
47

I33 = 32 — 213

Les six composantes du tenseur d’Eshelby a partir desquelles les autres composantes non nulles

peuvent étre déduites [16] sont présentées ci-dessous

Sun =QIn + RI;

Ssa33 = Q€ 33 + R1I3 |

St122=QLis — RI;

Siss=Qe* s — RI (A.12)
Szt =QLiz — RI3

R
S9393 = %(1 +62) ILis + 5 (Il +Ig) ,

1

S1212 = 5(51111 — S1122)
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Annexe A. Composantes des tenseurs d’Eshelby dans un milieu isotrope

En détail, on a :

e{ [8v1 — 13 + 4€%(1 — 2 1) ]arccos e + eVl — €2 [19 — 8vy + 2 € (41 — 5)}}

[
1111 16 (1 — 1) (1 — )5/ )
Genen = €[l — 21 — 26*(2 — vy)]arccose — V1 — €2 [2(1 — 1) — €2(5 — 211)]
3333 = 2y —1)(1— 62)5/2 ’
e{[l —8u1 —4e*(1 — 2vy)]arccose + eVl — €2 [1 + 81 +2€*(1 — 41/1)]}
Sti22 = ;

16 (11 — 1) (1 — €2)5/2

e{ [1—2v1 4 2¢%(1+ vy)]arccose — eVl — €2 [3— 21 (1 — 62)]}

Sy1an —
1133 Lo — D (1= a)pr ) (A.13)

e[1+ 411 +2€*(1 — 2vy)|arccose — V1 — €2 [3€? + 4 v (1 — €2)]

S =
3311 4 (Vl _ 1) (1 _ 62)5/2 )
e{[Sul — 7+4€*(1 — 211)]arccose + e/l — €2 [9 — 8vy — 2€%(3 — 4V1)]}
S =
1212 16 (1/1 _ 1) (1 _ 62)5/2 )
g e[2— v + (1 +v1)]arccose + V1 — €2 [(2+ €*)(v1 — 1) — 3v1 €]
2323 =

4 (v —1) (1 —€2)5/2

Les autres composantes non nulles sont obtenues a partir de (A.13) par permutation entre 'axe
1 et 'axe 2 (la propriété de l'isotrope transverse, par exemple Soo00 = S1111 ou encore S3131 =
S1313 = S1331 = Sa2323 etc...) et par une permutation entre les deux premiers indices et/ou les deux
derniers (la propriété de symétrie mineure Sijkt = Sjikl = Sijlk). Toutes les composantes dont les
indices ne peuvent se ramener, par ce procédé, a ceux de I'une des expressions (A.13) sont nulles.
Les composantes du tenseur d’Eshelby dans ce cas sont plus précise que ceux de J.F. Barthélémy
[3]. On peut également trouver dans la littérature les expressions exactes ou approchées du tenseur
d’Eshelby dans certains cas d’anisotropie de la matrice et pour certaines formes et orientations de

Vinclusion [2, 52, 74, 81, 41, 73, 51, 58, 59].
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Annexe B

Constantes élastiques de la matrice

isotrope transverse

Les notations du tenseur élastique isotrope transverse C avec ’axe de révolution Ozxg :

Ci111 = C22220 = C11 , CU3333 =C33 , Ch212 = Cgg

Ci122 = Ca211 = C12 ,  Cri33 = C3311 = Ca233 = C3320 = C13 (B.1)

C1313 = Caz23 = C1331 = Ca332 = C3113 = C3223 = C3131 = C'3232 = Cuy

Le tenseur de souplesse S et le tenseur élastique C d’un solide élastique isotrope transverse avec

I’axe de révolution Oz peuvent étre écrits :

1 1 V19
Sti11 = S22 = — S3333 = — S22 = — —
B’ Es; B’
V31 1+ v19 1
S133 = — — S1212 = S2323 = 53131 = ——
E3 ’ 2E1 ’ 4G13 ’
2 E 1-vp
1 =— 33 = s
(1+V ) 2v3 1w 2v3  1-vip (B'Q)
12 E3 Fq b3 By
2 E
vig + V31 5y V31
Cio = — 5 , Ci3= 55—,
(1+v12) 2vy _ 1-vip 2vy _ 1-uip
12 Es FL E3 Eq
Ci1 — Ch2
Ciu = G133, Ce = —
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Annexe B. Constantes élastiques de la matrice isotrope transverse
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Annexe C

Fonction de Green du matériau

isotrope transverse [64]

C.1 Force appliquée parallele au plan isotrope

Pour une force unitaire appliquée a l'origine dans la direction de I'axe 1, la fonction de Green

appropriée est donnée sous la forme[64]

2

/ I H(22R? — 122322)
Gu(r) =Y (ul(Az» ~ B ) B >
i=1 ’ ’

—i—D( 11 4}%’;2523)

Ga1(r) = 122; (%(A B,)Z;%? 9B, ZIZQW) )
+D2122(p2—:ié;32232)

Gai(r ZZ; ( 3(A; — B’)Z;%? 4o (Clzgi3_+yéi4;£%jlzg>

C.2 Force normale appliquée au plan isotrope

Pour une force unitaire appliquée a l’origine, la fonction de Green appropriée est donnée sous

la forme [64]

2 2A
Gi3(r) = — Z (W + V2 (A; + Bz)m>

i—1 pQRZ‘ R?
2 viAizozs 2923
Gas(r) = — Z 2R + v (A + Bz)F (C.2)
i=1 v i
Ga(r) = — 22: C11Bi + v2CuA; V2 (Ai + Bi)(p*Cus + 23C11)
B i—1 (013 + 044)Ri (013 + C44)R?
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Annexe C. Fonction de Green du matériau isotrope transverse [64]

ou les constantes peuvent étre exprimées en fonction de constantes élastiques du milieu (Ci1, Ci2,

Ci3, Cs3, Cu4) :

Cri/v} —Cuy 1
O = (O Og3)V/2, = 7% — 24 p
13 ( 1 33) ’ Ci3+ Cyy ’ 4 Cyyr ’
by = [(Cf:& — C13)(Cl3 + Ciz + 2044)] 1/2
4C033C 4
[(013 + C13)(C3 — Ci3 — 2044)] 1/
4C33C 4 ’
vy = [(Cfs —C13)(Ci3 + Cis + 2044)] 12
4C33C 4
_ [(Cfg + C13)(Cf5 — C13 — 2044)] 1/2
4C33C 4 ’

Ces \ /2 Cy—C
vs=(-~) , Co=——"2, pP=23+23,

2 2 2.2
R’L_p +VZ'Z3

Si Cfy— Oy — 2C4 #0

Ai = —2V7,k’ZA; y

Ci3 + Cyy
VA = =1y = )
4 (V3 — 12)C53Cua
/ 044 — V%ng 1 044 — 1/22033
Al = — P P} 2 ) A2 = - 2 2 2 )
8 (vs — v7)viC33Cu 8m(vy — v7)v5C33C
(ZlRB V32223 VQZ%Z?))
G =D +2 VA )
11(r) v Z i 7
(6 + 20323) (PP 2w
G = Dzyzg— 7225 — 2 A AV Sl VAN
21(£) 2172 ,04R3 ;Vz ;R122 p4Rz'
/ Z1%3
G31 =2 Z kiv Z 2R
i
Gra(r) 22: V?Aizlzg Gas (1) 22: ViQAiZQZg
r)=— i r)=— 2
13(1r ‘ 2R, ; 23(1 . 2R,
i=1 i=1
2 92
v
Gaglr) =D~
i=1
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C.2. Force normale appliquée au plan isotrope

S Cls — O =20y 20,00 G5 IR BEP L e bR,

Ci3+Cyy
B = B = — -
! 2 YL 167‘(’011044 ’
' / 1 Cus (C.6)
A == A = = —B —_—,
' 27 167Cn "U1(Cis + Cua)
' ' L Cu
! 2 167’['044V12 ! V%(Clg + Cy4) ’
L2 (3R —viafad) | (PR} - viz3ed)
G —92RB e 41 B 241 1~1~3 D 1-'3 3~2~3
11(£) 1 (Rl Ri’) + 411 By p4R1 + p4R3
2122 o (p? +20723) (02 + 20222)
Go(r) = _231?% - 4V1B121Z2W + DZ122W
Ga(r) = —2311/12% (C.7)
1
Z17 292
Gis(r) = _2’/1231% , Gas(r) = —21/1231%
1 1

Cu 1, op p*Cut23Cu
33(r) 1 <C13 T (;'44) R, (Cia + Cu)R}
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Annexe C. Fonction de Green du matériau isotrope transverse [64]
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Si Oy —

Annexe D

Expression du tenseur g

Ci3 —2Cu #0

pPP=0+0G, RP=0 006

9111

B 22:21/1,4;62 <8u§z§e§ VG

2 ’
s A4R. RQ 54 1 2 R2 ’

o 22: 20, Al <8y§@e§ V20243

2 2 2 2
v; Alfg 2f1 fl o 2k‘ vy A 616283 2 1
:Z: o (1—/32—]%2 : gm(@—z ﬁ+f ,
k;

2 2
2]@1/3.4-5 kZVZQAlf Rl Ait3
= - E 7]%3 L gam(l) = E L gams(0) = E

2 20202 20202
p R2

i=1 ()

PR 2

Dt 8y3€2€2 N V30303
p R§

— 03+ 205 — 21/3£2>

2 2 292

i

A2

Dty _8u§£$£§+ v3l303
p R2

— 302 + 2w 252)

i p*R3

3

2 T g 27 — 03— 21/253)

i=1 ,64}?1- p i
Dy (8360 y§£2£2 YR APy
~4 a ~9 2 3*3 Y
2 /
23 A" Duv20,050
Pt A;lﬁf& (302 + 20v202) — 7”34 =20 (357 + 2033)
i=1 prR; PR3

7 =1

N
:U>‘“*’*

3
i=1 () i=1 RZ i=1
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Annexe D. Expression du tenseur g

Si Cfy—Cis—20u =0

f) = — —— + — 305 + 2vil3
D 242 242 3
—AEE 8V3€€ | 164 Y Y - R R
PR3 P R3 Ri)’ R?
4le/1£2 87/%6%63 €2€2 2 2 22
0) = — ~ — + + 207 — 05 — 2vid
g112(£) AR, ( 7 2 il3
D¢ 6262 5262 1 0?
p*R3 p R? Ry Ry
V3B/ V20203 D2t V2M2
R R R ) Dt (ez a4 18
P R1 R1 P R3 R3
2
+202B, b _ghb)
R} R}
l) = — + 34 207 — 05 — 202 05
gi121(€) = P ) ( p2 R1 i
D¢ 8262 6252
=2 8”512 + 202 — 03— 2202
PR3 P R§
1 &
+2Blf2 ( ~a Al > )
RY R
9123(5) 4R3 ﬁ4R§ (Sp —|—2V3€3) —631V1 R? ,
1 2
g131(0) = 207 B143 <A —3-2 ) ’s
R} R}

V1050
g312(£) = —6B1v? 1];5 2

1

1 I
l) = 2V2B 14 = 3V2 A3 ;
9313(7) 1P141 (R:f 1R§’

[ 204 1 2
) = —202B/ 1+ ———2 ) — + 3253
g331(0) vi Bty ( + 013+C44> I + 3] |

I

| Ci1 1 P
)= —202Bls |2 —————— ) — — 312
9333(£) vy Bil3 _ <(3’13 +C’44> 7 21 i

Les autres composantes non nulles g;;, sont déduites par la permutation des indices 1 et 2
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Annexe E

Calcul intégral 1

I, est donnée par la formule

i) = / 3 o — /27f /7r sin®0 cos?¢ d do
' = R? ¢=0 Jo=0 R} ’

avec

£ = (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos ) , R, = (sin29 + 2 COSQG) Y

Car I1(i) ne dépend pas de ¢, on a :

T 03
L(i) = 7r/ sin’0 df tanf = v; tan 3
4

=0 (sin29 + 2 00829)3/2 ,

/7f/2 sin38d3
= 2ny;
B

2 2 2
—o cos?f + v; sin“f3

= 27r1/i/1 (1_I2)d$ T = cos 3
o E— o) 47

Siv? <1,
21 G ;
L(i) = T (arccosv; (1+G*) —G) , G= v
»
v 1-— VZ?
Siv? > 1,
27 F ;
N() = " (cosh ™y (1 - F?) + F) , F=—2_
Vi v —1
1
Si 1/2-2 =1,
. 47
L(i) = 3
De la méme maniere :
E? 4 1 2
Ig(z)z/;%d -z L da
zRf % OxQ(l—ui)—l—y

(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E.5)



Annexe E. Calcul intégral |

Siv? <1,
47 G?
I(i) = 7r73 (1 — G arccos ;)
v
Siv? > 1,
. 4nF? .
Iy(i) = —5— (Fcosh™'v; — 1)
i
Si v} =1,
) 47
IQ('L) = ?
et
4 3 1 1— 232
112=/€1dw: 7TVI/ ( 2) 5 dx
ER? 2 0 1’2(1—V1)+V1
Si0< v <1,
Iy = 371G 5G s +(G*+2G* + 1) cot ™' @
21/1 3
Siv >1,
= ST NSE s (1— F?)2coth ! F
2V1 3
Si vy = 1,
s
Ly = =
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