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Introdu
tion
L'obje
tif de 
e travail est une 
ontribution à l'étude de la limite singulière deséquations et des systèmes de réa
tion-di�usion, qui modélisent des problèmes issusde la physique, de la 
himie, de la biologie et des s
ien
es de la te
hnologie. Ene�et, 
e type de problème se présente dans la nature et ils sont 
ara
térisés parla présen
e des paramètres qui, lorsqu' ils sont su�samment grands , donnent lieugénéralement à un phénomène appelé . Nous essayons de 
omprendre
omment un modèle appro
he un modèle d'un autre type où 
omment les solutionsd'un modèle Pk(u0,f) 
onvergent lorsque k → ∞ vers les solutions d'un autre modèle

P∞(u0,f) qui n' est pas donné par une limite formelle du problème initial. Les limitessingulières apparaissent physiquement (Cf. [10℄, [11℄, [12℄, [13℄, [20℄, [22℄, [23℄, [24℄,[29℄, [30℄, [32℄, [36℄, [40℄ ); les grandes valeurs de 
es paramètres étant des donnéesdu problème, par exemple un 
oe�
ient de di�usion, de réa
tion ou d' homogénéité,... . Dans 
e 
as on 
her
he à déterminer le 
omportement de la solution lorsque 
es
oe�
ients sont très élevés par rapport aux données du problème, ou bien lorsquel'un de 
es paramètres est plus important que l'autre. Les modèles 
onsidérés serontles équations aux dérivées partielles et les systèmes non linéaires qui admettent uneformulation abstraite




ut + A u ∋ f sur (0,T )

u(0) = u0,
(1.1)où A est un opérateur a

rétif dans un espa
e de Bana
h X, u0 ∈ X et f ∈

L1(0,T ; X).Cette thèse est 
omposée de six 
hapitres dont nous présenterons le 
ontenu d' unemanière détaillée.
Dans 
e 
hapitre, nous allons exposer quelques dé�nitions et rappels des résul-tats né
essaires pour la suite de 
e travail. Nous 
ommençons par introduire quelquespropriétés sur les opérateurs a

rétifs et m-a

rétifs, ainsi que les équations d'évolu-tions asso
iées à 
es opérateurs et nous terminons la première partie par un rappelsur les résultats de 
onvergen
e des opérateurs (Cf. [38℄, [6℄). La deuxième partie est
onsa
rée aux rappels de quelques résultats de base sur les espa
es fon
tionnels deLebesgue et Sobolev (Cf. [1℄, [16℄). 10
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La première partie de 
e 
hapitre est 
onsa
rée à l'étude de la limite singulièredans un 
adre abstrait. Pour 
ela nous 
onsidérons le problème (1.1) ave
 A := Ak, Ak → A∞ lorsque k → ∞ et u0 ∈ X. Il est bien 
onnu (Cf. [17℄) que si la donnéeinitiale u0 prend ses valeurs dans D(A∞), alors la solution uk 
onverge vers u∞ dans

C
(
[0,T ], X

) et u∞ solution de
u∞t + A∞ u∞ ∋ f sur (0,T ) u∞(0) = u0. (1.2)Par 
ontre, si la donnée initiale u0 prend ses valeurs dans X \ D(A∞), le problème(1.2) est mal posé et la limite de uk peut ne pas exister.Exemple: On pose X = C, Ak = ik, f = 0 et on 
onsidère le problème





ut + iku = 0 sur [0,T )

u(0) = u0.Il est 
lair que, lorsque k −→ +∞ on a
Ak −→ A∞ où A∞ est dé�ni par A∞ = {(0,z), z ∈ C}.En e�et, soit f un élement de C et vk la solution de

vk + ikvk = f,alors lorsque k −→ +∞, on a vk −→ 0 et D(A∞) = {0}. D'autre part, la solution
uk(t) = u0 exp(−ikt) n'admet pas de limite lorsque k tend vers +∞.Pour une grande 
lasse des problèmes issus de la physique, la 
himie, la dynamiquede populations, et
, 
ette limite existe, et il existe u0 ∈ D(A∞), telle que u solutiondu problème

u∞t + A∞ u∞ ∋ f sur (0,T ) u∞(0) = u0.De manière générale, la 
ara
térisation de u0 reste un problème ouvert, néanmoinsdans 
ertains 
as parti
uliers le problème est résolu (Cf. [9℄, [10℄, [15℄) .Dans 
e 
hapitre, nous établirons des nouveaux résultats abstraits de la théo-rie des semigroupes non linéaires sur la limite singulière d'une suite de problèmesd'évolution
ukt + Ak uk ∋ F (t, u) sur (0,T ) uk(0) = u011



Introdu
tionoù pour k = 1,...,∞, Ak est un opérateur m-a

rétif d'un espa
e de Bana
h X,
u0 ∈

⋂

k≥1

D(Ak) et F : [0, T ]×D(Ak) −→ X une fon
tion Caratheodory. Nous nousintéressons à des 
lasses d'opérateurs tels qu' il existe une fon
tion de relaxation quirend la limite régulière. Plus pré
isément, on suppose qu 'il existem : R
+ → R

+ telleque m(k) → 0, et m(k) Ak → Ã ave
 u0 ∈ D(Ã). Nous montrons (Cf. Théorème3.2.1) que, pour une 
ondition initiale générale, les solutions se développent, auvoisinage de la donnée initiale et donnent lieu à un phénomène de , etnous donnons une 
ara
térisation de la nouvelle donnée initiale asso
iée au problèmelimite en fon
tion de l'opérateur Ã et la donnée initiale de départ u0.D'autre part, on peut se poser la question de savoir le 
omportement de lasolution du problème d'évolution lors d'une 
ompétition entre deux (ou plusieurs)opérateurs a

rétifs. Pour 
ela nous 
onsidérons le problème d'évolution abstraitsuivant: 



ut + d(k) Au+ r(k)Bu ∋ F (t, u) sur (0,T )

u(0) = u0,
(1.3)où r , d : R

+ −→ R
+ sont deux fon
tions telles que

lim
k→∞

r(k)

d(k)
= +∞,

u0 ∈ D(A), A et B deux opérateurs a

rétifs ave
 D(A) ⊆ D(B) et F une fon
tionCarathéodory. Nous supposons que lorsque k → ∞ on a
Hk := d(k) A+ r(k)B −→ H. (1.4)Il est 
lair, que lorsque d(k) et/où r(k) tends vers ∞, le problème (1.3) met en jeuune 
ompétition entre les opérateurs A et B. Notre but est de mieux 
omprendrelequel de 
es opérateurs deviennent prépondérants en déterminant la donnée initialedu problème limite en fon
tion de la vitesse de 
haque 
oe�
ient. Dans le 
as où

lim
k →∞

d(k) 6= ∞ , nous prenons H̃k :=
1

r(k)
Hk, nous appliquons le résultat duThéorème 3.2.1 et nous établirons un deuxième résultat abstrait permettant l'iden-ti�
ation de la donnée initiale du problème limite en fon
tion de l'opérateur B et

u0. Par 
ontre, si d(k) tend vers ∞, la situation est di�érente et les deux résultatsabstraits obtenus jusqu'à maintenant ne nous permettent pas d'identi�er la donnéeinitiale du problème limite. En e�et, le 
hoix d'une fon
tion m : R
+ → R

+ telle que
m(k) Hk → H̃ ave
 u0 ∈ D(H̃) n'est plus possible 
ar la singularité provient del'opérateur A et B. Nous utilisons une relaxation en deux étapes et nous montronsun troisième résultat abstrait qui fait intervenir l'opérateur A, B et la donnée u012



Introdu
tionpour l'indenti�
ation de u0.Dans la deuxième partie de 
e 
hapitre nous allons appliquer 
es résultats dansle 
ontexte des équations aux dérivées partielles. Soit Ω ⊂ R
N un ouvert borné defrontière régulière ∂Ω et d > 0, r ≥ 0, 
onsidérons le problème de Réa
tion-Di�usionsuivant :

P d,r(u0, f)





ut − d△w + r g(u) = f, u = β(w) sur Q := Ω × (0,T )

∂~nw + z = 0, z ∈ γ(w) sur Σ := ∂Ω × (0,T )

u(x,0) = u0(x) sur Ω,où β et g sont des fon
tions 
ontinues 
roissantes, et γ est un graphe maximalmonotone ave

D(γ) = R ou bien D(γ) =

{
0
}
.L'existen
e et l'uni
ité de la solution du problème P d,r(u0,f) ont fait l'objet denombreuses re
her
hes mathématiques. Nous renvoyons i
i a [34℄ et aux référen
esqui s'y trouvent. Plus pré
isement, pour toutes u0 ∈ L∞(Ω) et f ∈ L∞(Q) il existeune unique solution u ∈ L∞(Q), telle qu' ils existent w ∈ L2

(
0,T ;H1(Ω)

)
, z ∈ L2(Σ),

u = β(w) p.p. Q, z ∈ γ(w) p.p. Σ et
d

∫ τ

0

∫

Ω

DwDξ +

∫ τ

0

∫

∂Ω

zξ + r

∫ τ

0

∫

Ω

g(u)ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

u0ξ(0)pour tout ξ ∈ C1([0,τ ]×Ω) ave
 ξ(.,τ) ≡ 0 et τ > 0. Dans 
ette partie on s'intéresseau 
omportement de la solution, lorsque les 
oe�
ients de di�usion d et/ou deréa
tion r deviennent très grands. Cette situation apparaît dans la nature pourdes modèles 
ombinant le pro
essus réa
tif et di�usif en forte intera
tion et 
réantune 
ompétition (Cf. [31℄, [13℄, [18℄, [23℄, [11℄, [28℄, [12℄, [29℄, [20℄, [36℄, [32℄ et lesréféren
es qui s'y trouvent pour des appli
ations 
on
rètes). A�n de donner uneidenti�
ation 
on
rète de la donnée initiale du problème limite, nous supposons que
γ = R×{0} et nous signalons que les résultats donnés par la suite restent vrais dansle 
as où γ 6= R×{0} ave
 une donnée initiale qui n'est pas déterminée 
on
rètementpour 
ertains 
as. On suppose que d > 0 et r → ∞, alors le modèle représente unproblème de réa
tion-di�usion ave
 une grande réa
tion (Cf. [13℄, [23℄, [11℄, [12℄, [29℄,[20℄, [36℄ et [32℄). Nous montrons que la solution du problème P d,r(u0, f) 
onvergevers la solution du problème P d,∞(u0, f) dé�nie par13
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



ut − d∆w +G(u) = f, u = β(w) sur Q

∂~nw = 0 sur Σ

u(0) = u0 := m0 ∨(u0 ∧M0) sur Ω,où, G est un graphe maximal monotone dé�ni par
G(r) =





0 si m0 < r < M0

[0,+ ∞) si r = M0

(−∞,0] si r = m0où m0 et M0 sont données par g−1{0} = [m0,M0]. Nous �xons le 
oe�
ient deréa
tion r > 0 et nous faisons tendre d vers ∞, alors le modèle dé
rit un problèmede réa
tion di�usion ave
 une grande di�usion (Cf. [40℄, [31℄, [33℄). La solution duproblème P d,r(u0,f) 
onverge vers la solution du problème P∞,r(c0, f) dé�ni par




ct + r g(c) =

∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) = c0 :=

∫
−
Ω

u0.

Maintenant, nous supposons que d → ∞ et r → ∞, le modèle don
 devient unproblème de réa
tion di�usion ave
 une grande réa
tion et di�usion. Dans 
e 
as, unphénomène de 
ompétition apparaît entre le terme de réa
tion et 
elui de di�usionet il est naturel de distinguer les 
as où l'un des pro
essus est plus important quel'autre. On suppose que d = d(k) et r = r(k), telle que lim
k →∞

d(k) = lim
k →∞

r(k) = ∞,alors si lim
k →∞

d (k)

r(k)
= 0, le problème limite est l'équation di�érentielle ordinaire(EDO) suivante: 




ct +G(c) ∋
∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) = m0∨
(
M0∧

∫
−
Ω

u0

)
.14
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Si lim

k→∞

d (k)

r(k)
= ∞, alors le problème limite est l'EDO suivante:





ct +G(c) ∋
∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) = L1 − lim
t→∞

z(t),où z est la solution du problème P d, ∞(z0, 0) ave
 z0 = m0∨(u0∧M0) p.p. Ω.

Dans 
e 
hapitre, nous 
onsidérons le système non linéaire 
ouplé ave
 des 
ondi-tions aux limites générales
(P k)





u1t −△w1 = F (u1,u2), w1 = ϕ1(u1) sur Q

u2t −△w2 = G(u1,u2), w2 = ϕ2(u2) sur Q

∂~nw1 + z1 = 0, z1 ∈ γ1(w1) sur Σ

∂~nw2 + z2 = 0, z2 ∈ γ2(w2) sur Σ

u1(x,0) = u01(x) u2(x,0) = u02(x) sur Ω,où ϕ1, ϕ2 sont des fon
tions 
ontinues 
roissantes, γ1, γ2 des graphes maximauxmonotones , et les fon
tions F , G modélisent les termes de réa
tion pour les deuxéquations. Ce problème représente en général un système de Réa
tion Di�usion nonlinéaire et nous allons 
onsidérer parti
ulièrement le 
as où les termes de réa
tionssont de la forme
F (u1,u2) = −Rk(.)g(w1 − w2), G(u1,u2) = Rk(.)g(w1 − w2)15



Introdu
tionave
 g est une fon
tion 
ontinue, 
roissante qui véri�e g−1(0) = {0}, et Rk estune fon
tion mesurable positive qui dépend du paramètre k ≥ 0.Le système a été introduit par E.DiBenedetto, R.E. Showalter dans [21℄, pourdé
rire des problèmes intervenant dans des modèles de 
ondu
tion de la 
haleurdans des matériaux 
omposites, où bien, dans des phénomènes de di�usion dans unmilieu hétérogène, 
'est le 
as d' un milieu poreux fra
turé. Les di�érents 
hoix desfon
tions ϕi, γi (i = 1 ou 2) 
orrespondent à des problèmes provenant de di�érentesappli
ations par exemple, pour ϕi(r) = |r|miSign0(r), ave
 mi > 1 dé
rit une dif-fusion non linéaire lente ([3℄, [39℄); mi = 1 
orrespond à l'équation de la 
haleur
lassique et 0 < mi < 1 dé
rit une di�usion très rapide. Le graphe γi peut être mul-tivoque et 
e
i permet d'in
lure les 
onditions de Diri
hlet au bord ( γi = {0} × R)et les 
onditions de Neumann ( γi = R × {0}) ainsi d'autres possibilités.Ce genre de problème se ren
ontre aussi dans la modélisation de l'évolution d'une réa
tion 
himique réversible entre deux espè
es (Cf. [12℄, [22℄, [3℄, [8℄, [39℄).Dans le 
as où Rk ne dépend pas de l'espa
e, l'existen
e et l'uni
ité de la solutionfaible du problème (P k) ave
 des 
onditions de Diri
hlet et ϕ2 = 0 ont été établisen utilisant la théorie H−1 dans [21℄, ensuite Xiangsheng Xu (Cf. [46℄) et J.M. Ma-zon et J.Toledo (Cf. [35℄) ont montré l'existen
e d'une unique par lathéorie des semigroupes non linéaires. Dans 
e travail, nous allons d'abord étendreles travaux de Xiangsheng Xu, J.M. Mazon et J.Toledo dans le 
as où Rk dépend del'espa
e en présentant une analyse mathématique (existen
e et uni
ité de la solutionfaible), ensuite nous étudierons le 
omportement de la solution lorsque le paramètred'homogénéité devient très grand sur un sous domaine Ω0 ⊆ Ω. Pour 
ela, nous
onsidérons
Rk(x) = a(k)χΩ0(x) + R0(x)χΩ1(x) p.p. dans Ω,ave
 Ω1 = Ω \ Ω0 et a(k) une fon
tion stri
tement positive telle que a(k) → ∞lorsque k → ∞.Dans notre 
as, la di�
ulté est double: d'une part la limite du problème (P k) estsingulière, d' autre part 
omme nous travaillons ave
 des termes de réa
tions dépen-dant de l'espa
e, le passage à la limite n'est pas 
lair. Pour surmonter 
es di�
ultés,nous utiliserons les résultats abstraits obtenus dans le Chapitre 3, et nous 
ombinonsles deux équations pour introduire une nouvelle notion de solution qui fait intervenirla somme des deux équations. Nous supposons que, (u01,u02) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) etnous montrons que lorsque k −→ ∞, la solution faible (uk

1, u
k
2) du problème (P k)
onverge vers (u1, u2) dans C(

(0,T ), L1(Ω) × L1(Ω)
)
, ave
 (u1, u2) véri�e16
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



(u1, u2) ∈ C
(
[0,T ), L1(Ω) × L1(Ω)

)
, et pour i = 1,2;

ui ∈ L∞(Q), ∃wi ∈ L2
(
[0, T [, H1(Ω)

)
, ∃ zi ∈ L2(Σ)

wi = ϕi(ui) p.p. Q, zi ∈ γi(wi) p.p. Σ, ∀l > 0

d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(r) − ξ1)dr +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ1) +

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − ξ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(r) − ξ2)dr +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ2) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ1) − Tl(w2 − ξ2)

)
≤ 0 dans D′(0,T )

∀ (ξ1,ξ2) ∈ C1(Ω) × C1(Ω) tel que ξ1 = ξ2 p.p.Ω0où
u01(x) =





u01(x) sur Ω1

[I + ϕ−1
2 ◦ ϕ1]

−1(u01 + u02) sur Ω0et
u02(x) =





u02(x) sur Ω1

[I + ϕ−1
1 ◦ ϕ2]

−1(u01 + u02) sur Ω0.ave
 Tl est la fon
tion tron
ature au niveau l dé�nie par Tl(s) = min
(
max(s,− l), l

).
Dans 
e 
hapitre, nous 
onsidérons le modèle linéaire 
lassique (dimensionnée)dé
rivant l'é
oulement d'un �uide légèrement 
ompressible dans un milieu hétéro-17



Introdu
tiongène se 
onstituant de deux 
omposants




∂u

∂t
− d1uxx = −Rk(x)(u− v) sur Q := Ω × (0,T )

∂v

∂t
− d2vxx = +Rk(x)(u− v) sur Q := Ω × (0,T )

u = v = 0 sur Σ := ∂Ω × (0,T )

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) sur Ω.

(1.5)
La première équation dé
rit l'é
oulement dans des régions de �ssures dont le vo-lume est relativement petit mais de grande perméabilité. La se
onde dé
rit l'é
oule-ment dans des régions de 
ellules de grande porosité, mais en isolement les uns desautres. Les deux équations doivent être 
omprises ma
ros
opiquement; 
'est-à-dire,
es équations sont obtenues en faisant la moyenne des voisinages 
ontenant un grandnombre de 
ellules (appelées les " blo
s " de pores) et �ssures. Le terme de droite de
haque équation représente l'é
hange du �uide entre les 
ellules et les �ssures (Cf.[44℄). Physiquement, lorsque Rk → ∞ alors le degré de �ssuration est très grand etl'é
hange de l'é
oulement ne ren
ontre au
une résistan
e et u = v.Nous rappelons que pour un k �xé, les méthodes numériques e�
a
es pour appro-
her la solution de 
e type de système ont fait l'objet de nombreuses études nousrenvoyons i
i à (Cf. [25℄, [26℄, [43℄ et
). Malgré la diversité de 
es méthodes, elles sontlimitées par des 
onditions de stabilité et/ou de 
onvergen
e et nous ne permettentpas d'étudier le 
omportement de la solution lorsque Rk → ∞.Dans 
e travail, nous utilisons la méthode des di�éren
es �nies et nous dis
réti-sons le problème (1.5) par un s
héma numérique d'Euler impli
ite. Pour des raisonsde stabilité et a�n de 
onserver les propriétés de la solution lorsque k tend vers
∞, nous allons dis
rétiser impli
itement le terme ±Rk(.)(u − v). D'abord, nousprésentons une analyse numérique et nous montrons l'existen
e de la solution dis-
rète, ensuite nous utilisons le prin
ipe de 
omparaison pour prouver la stabilité
e qui nous permet de 
on
lure que le système dis
rèt 
onverge vers le problème(1.5) indépendamment de la valeur du paramètre k. Finalement, nous présentonsdes simulations numériques où on retrouve les résultats et les propriétés établiesdans la partie théorique et nous remarquons que lorsque Rk devient grand, u = vinstantanément.
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Ce 
hapitre a pour objet l'étude de l'existen
e et l'uni
ité de la solution du pro-blème d'obsta
le. Ce problème apparaît naturellement dans des modèles physiques(Cf. [4℄, [19℄ et [27℄). Il se ren
ontre aussi 
omme limite d'un problème de réa
tiondi�usion lors d'une très grande réa
tion qui dépend de l'espa
e (Cf. Chapitre 7).En parti
ulier, pour des appli
ations dans la physique nous renvoyons à l'arti
le deJ.F.Rodrigues [41℄. Dans 
e travail, on s'intéresse à des problèmes d'obsta
les bi-latéraux pour des équations elliptiques paraboliques doublement non linéaires ave
des 
onditions aux limites de Neumann. On 
onsidère l'opérateur suivant

P(t, x, .) : u → ∂tu− div a(x,Dw) + h(x, u) − f(t, x) ave
 u = β(w),où − div a(x,Dw) est l'opérateur divergentiel, ave
 a : Ω×R
N → R

N est un 
hampvéri�ant des hypothèses du type Leray-Lions, s → h(.,s) est une fon
tion 
roissanteet 
ontinue sur R et f est un terme sour
e. On suppose que β est une fon
tion
ontinue 
roissante ave
 β(0) = 0, 
e type de non linéarité se ren
ontre dans lamodélisation d'une grande 
lasse des problèmes issus de la physique, par exemple,di�usion dans un milieu poreux, dynamique de populations ainsi que d'autres ap-pli
ations. En parti
ulier, le 
as où
β(s) =





(s− 1)+ si s ≥ 0

s si s < 0dé
rit le phénomène de saturation et insaturation de l'eau à travers un milieu po-reux en absen
e de la for
e de gravitation (supposé négligé). Dans 
e 
as u = β(w)représente la 
on
entration de l'eau, w la pression.En général, la fon
tion β est donnée par l'expérien
e et elle n'est pas régulière. Ladégénéres
en
e ( les "plats") de la fon
tion β 
onstitue une di�
ulté mathématiqueprovenant de l'absen
e de régularité en temps des solutions faibles.Soient m et M deux fon
tions données telles que m ≤ 0 ≤ M p.p. Ω. Alors, pour
T ≥ 0 le problème d'obsta
le bilatéral de P s'é
rit formellement sous la forme:19



Introdu
tionTrouver u une fon
tion mesurable sur Q véri�ant




m ≤ u ≤M, u = β(w)

P(t, x, u) = 0 sur [m < u < M ]

P(t, x, u) ≥ 0 sur [m = u]

P(t, x, u) ≤ 0 sur [u = M ]





sur Q

a(x, Dw). ~n = 0 dans Σ

u(0, x) = u0(x) dans Ω,ave
 u0 une fon
tion mesurable sur Ω telle que m ≤ u0 ≤M p.p. Ω.En terme d'équation le problème d'obsta
le se traduit sous la forme suivante :
P β, G(u0, f)





ut − div a(x, Dw) +G(x, u) ∋ f u = β(w) sur Q

a(x, Dw).~n = 0 sur Σ

u(0) = u0 sur Ω,où G(x, .) est le graphe maximal monotone, et pour p.p. x ∈ Ω

G(x, r) =





h(x, r) si m(x) < r < M(x)

(−∞, h(x, m)
] si r = m(x)

[
h(x, M), + ∞) si r = M(x).Les 
ontraintes que nous 
onsidérerons seront bilatérales, dépendant de l'es-pa
e 
'est à dire que les ensembles de 
ontraintes de la solution seront du type

[m(x) ≤ u ≤ M(x) p.p. Ω] , où m,M seront des fon
tions de l'espa
e x données.Pour de tels problèmes et dans le 
as où m,M sont des 
onstantes, l'existen
e etl'uni
ité d'une solution faible ont été prouvées dans le 
hapitre pré
édent, 
ette solu-tion est obtenue en parti
ulier 
omme limite du problème de réa
tion di�usion ave
une large réa
tion. Dans le 
as de 
ontraintes dépendantes de l'espa
e de manièrenon régulière, en général les problèmes de type P β,G(u0, f) n'admettent pas de so-lution faible. L'exemple suivant montre la non existen
e:20



Introdu
tionExemple (Cf. [45℄). Considérons le problème elliptique asso
ie à P β, G(u0, f )ave
 des 
onditions Diri
hlet au bord, β = IdR et a(x, ξ) = ξ suivant:
(E)





v − vxx +G(x, v) ∋ f sur Ω

v = 0 sur Γoù Ω = (−2, 2) et
G(x, s) =





0 si x ∈ (−2, 0) et s ≤ 0
[0, + ∞) si x ∈ (−2, 0) et s = 0
0 si s ∈ (0, 2) et s ≥ 0
(−∞, 0] si x ∈ (0, 2) et s = 0
∅ ailleurs .Soit f ∈ L∞(Ω) donnée par

f(x) =

{
0 si x ∈ (−2, 0)
−1 − (x− 1)2 sinon .On suppose que (E) admet une solution v ∈ W 2,∞(−2, 2). Or, on a W 2,∞(−2, 2)s'inje
te dans C1(−2,2), don
 v(0) = 0. Par 
onsequent, v1 = v|(−2,0) ∈W 1,2

0 (−2,0)∩
W 2,∞(−2, 0), v2 = v|(0,2) ∈ W 1,2

0 (−2, 0)∩W 2,∞(0, 2), et v1 (respe
tivement v2) la so-lution du problème (E) sur (−2,0) (respe
tivement (0,2)). Alors v1 = 0, x ∈ (−2,0),
v2 = 1 − (x− 1)2, x ∈ (0,2). 
e qui 
ontredit le fait que v ∈W 2,∞(−2, 2).Le 
as où a(x, ξ) = ξ et β = IdR a été étudié par F.Mignot, J.P.Puel dans [37℄,les auteurs ont dé�ni et prouvé l' existen
e d' une solution dite maximale obtenue
omme limite dé
roissante des approximations par pénalisation. Cependant, pourles équations elliptiques-paraboliques, la méthode de F.Mignot et J.P.Puel ne fon
-tionne pas ave
 des opérateurs non linéaires.Une di�
ulté majeure à l'obtention de l'existen
e des solutions faibles provient del'absen
e des estimations dans un espa
e 
onvenable. En e�et, après régularisationde l'absorption, et suite à la dépendan
e en espa
e seul des estimations dans L1peuvent être obtenues. D'où l'apparition des mesures lors le passage à la limite.Pour un problème elliptique quasi linéaire ave
 des 
onditions au bord Diri
hlet
ette appro
he a été étudiée en utilisant la 
onvergen
e dans l'espa
e des mesurespar P.Wittbold dans [45℄. Elle a montré l'existen
e et l'uni
ité d'une solution appelée" Solution généralisée" faisant intervenir des mesures dont la partie singulière est
on
entrée sur [ u = m ]∪ [ u = M ], et en se basant sur les travaux de G.Bou
hité[14℄ les auteurs ont donné une 
ara
térisation de 
ette limite sous la forme d'une21



Introdu
tionmesure qui ne 
harge pas les ensembles de 
apa
ités nulles. Ré
emment K.Sbihi etP.Wittbold [42℄ ont adopté 
ette appro
he pour le problème d'évolution en 
onstrui-sant par approximation une solution entropique pour un problème parabolique ave
absorption dépendant de l'espa
e et 
ondition au limite homogène de Diri
hlet.Notre appro
he est à la fois voisine et 
omplètement di�érente dans la mesureoù pour le problème elliptique 
'est une généralisation des résultats de F.Mignot,J.P.Puel (Cf. [37℄) dans le 
as non linéaire, et pour le problème elliptique et/ouparabolique ne font pas apparaitres des mesures.Cette solution sera dé
rite par des inégalités du même type que les solutions entro-piques introduite par Ph.Bénilan (Cf. [7℄ ). Par exemple si β ≡ G ≡ 0, rappelonsque w est solution entropique de P 0,0( f ) si




w ∈ W 1,1(Ω), Tl(w) ∈ W 1,p(Ω) ∀ l > 0

∫

Ω

a(x, Dw)DTl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) ∀ ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω).Ce type de tron
ature permet de 
ompenser la perte de régularité de la solutiondans le 
as des données peu régulières auquel il n'y a pas d'existen
e des solutionsfaibles.Maintenant, nous 
onsidérons le problème elliptique asso
ié à P β, G(u0, f) dé�ni par
Sβ, G(f)





v − div a(x, Dw) +G(., v) ∋ f v = β(w) sur Ω

a(x, Dw).~n = 0 sur Γ .Dans notre 
as, nous introduisons pour le problème Sβ, G(f) la notion de solutionsuivant:




v ∈ Lp′(Ω), η ∈ Lp′(Ω), w ∈ W 1,p(Ω)

v = β(w) p.p. x ∈ Ω, η ∈ G(., v) p.p. x ∈ Ω et ∀ l > 0

∫

Ω

vTl(w − ξ) +

∫

Ω

a(x, Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

ηTl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ)

∀ ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) tel que m(x) ≤ β
(
ξ(x)

)
≤M(x) p.p. x ∈ Ω.Dans 
ette dé�nition, nous 
onstatons que la tron
ation ne joue au
un r�le et nouspouvons montrer l'existen
e et l'uni
ité d'une solution au sens pré
édent en enlevant

Tl. Par 
ontre, l'importan
e de la tron
ation apparaît lors de la dé�nition de solutionpour le problème d'évolution P β, G(u0, f) 
ar 
'est un outil important de la preuve22



Introdu
tiond'uni
ité. Dans le 
as où G ≡ 0, nous rappelons qu'une fon
tion mesurable u : QT →
R est dite solution entropique du problème elliptique-parabolique P β, 0(u0, f) si





β(w) = u ∈ C
(
[0, T ), L1(Ω)

)
, Tl(w) ∈ Lp

(
0, T ; W 1,p(Ω)

)
∀l > 0,

∫

Ω

Θl(w − φ)(T ) −
∫ T

0

〈
φt, Tl(w − φ)

〉
+

∫ T

0

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − φ)

≤
∫

Ω

Θl

(
w0 − φ(0)

)
+

∫ T

0

∫

Ω

fTl(w − φ)

∀ φ ∈ Lp
(
0, T ; W 1,p(Ω)

)
∩ L∞(QT ) tel que φt ∈ Lp′

(
0, T ;

(
W 1,p(Ω)

)′
)où Θl(τ) =

∫ τ

0

Tl(s) ds, et < .,. > est le 
ro
het de dualité entre l'espa
e W 1,p(Ω)et son duale (
W 1,p(Ω)

)′ .Notre formulation sera dé
rite de la manière suivante: pour f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω),tels que pour p.p. x ∈ Ω m(x) ≤ u0(x) ≤ M(x) , alors u est solution du problème
P β,G(u0, f) si





u(0) = u0

u ∈ C
(
[0, T ), L1(Ω)

)
, ∃ w ∈ Lp

(
0, T ; W 1,p(Ω)

)
, ∃ η ∈ Lp(Q)

u = β(w) p.p. Q, η ∈ G(x, u) p.p. Q

d

dt

∫

Ω

∫ w

0

Tl(r − ξ) d β(r) +

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

η Tl(w − ξ)

≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) dans D′(0,T ) ∀l > 0

∀ ξ ∈ C1(Ω) tel que m(x) ≤ β
(
ξ(x)

)
≤M(x) p.p. x ∈ Ω.L'uni
ité de la solution est prouvée à l'aide de la méthode des solutions intégralesintroduite par Ph.Bénilan [5℄.Pour le problème P β,G(u0,f) dans le 
as de 
ondition de Diri
hlet homogène au bordet β = IdR, 
ette dé�nition est équivalente à 
elle obtenue par K.Sbihi et P.Wittbolddans [42℄ puisqu' elles 
onduisent à la même (unique) solution.23



Introdu
tion
Le but de 
e 
hapitre est d'étudier la 
ompétition Réa
tion-Di�usion dans le
as où la di�usion est rempla
ée par l'opérateur divergentiel − div a(x,Dw) et laréa
tion dépend de l'espa
e, pour 
ela nous 
onsidérons le problème suivant:
P d, r

a (u0, f)





ut − d div a(x, Dw) + r g(x, u) = f u = β(w) sur Q

a(x, Dw).~n = 0 sur Σ

u(0) = u0 sur Ω,où u0 ∈ L∞(Ω) , f ∈ L∞(Q) et g : Ω × R → R est une fon
tion 
ontinue 
roissantepar rapport à sa deuxième variable.Dans le problème P d, r
a (u0, f), d > 0 et r > 0 représente respe
tivement le 
oe�
ientde di�usion et de réa
tion. L'existen
e et l'uni
ité de la solution faible du problème

P d, r
a (u0, f) se déduit dire
tement du Chapitre 6. On s'intéresse au 
omportementasymptotique de la solution lorsque les 
oe�
ients d et/ou r deviennent très grands.Le 
as où la fon
tion g est indépendante de l'espa
e et le 
hamp a(x, ξ) = ξ aété étudié dans le Chapitre 3. Ce genre de dépendan
e de l'espa
e apparaît dansla modélisation de la di�usion et/ou la réa
tion (matériaux 
omposites, dynamiquede populations, réa
tions 
himiques) lorsque dans des sous régions soit une espè
ese di�use plus rapidement que l'autre, ou bien les deux espè
es sont en grandeintera
tion (Cf. [2℄, [12℄, [13℄, [20℄, [24℄, [29℄, [30℄, [31℄, [32℄, [33℄, [36℄, [40℄ ).A�n d'étudier la 
ompétition entre les deux opérateurs, nous reprenons les résul-tats abstraits du deuxième 
hapitre et nous appliquons 
es résultats sur le problème
P d, r

a (u0, f). Lorsque la réa
tion devient très grande, plus pré
isément lorsque d est�xé et r → ∞, la solution du problème P d,r
a (u0, f) 
onverge formellement vers lasolution du problème





ut − d div a(x, Dw) +G(x, u) = f u = β(w), sur Q

a(x, Dw).~n = 0 sur Σ
(1.6)où, pour p.p. x ∈ Ω, G(x,.) est un graphe maximal monotone dé�ni par

G(x,r) =





0 si m(x) < r < M(x)

[0,+ ∞) si r = M(x)

(−∞,0] si r = m(x)24



Introdu
tionoù m et M sont données par g(x,.)−1{0} = [m(x),M(x)] p.p. x ∈ Ω. Le problème(1.6) s'é
rit en
ore sous la forme suivante:




m ≤ u ≤M, u = β(w)

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
(u−m)(u−M) = 0

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
≥ 0 sur [u = m]

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
≤ 0 sur [u = M ]





sur Q

a(x, Dw).~n = 0 dans Σest appelé problème d' obsta
le. Nous établirons un lien entre 
e travail et 
eluique nous avons e�e
tué dans le 
hapitre pré
èdent, ou nous avons montré que si
m(x) ≤ u0(x) ≤ M(x) p.p. x ∈ Ω alors, (1.6) admet une unique solution. Nousutilisons les résultats abstraits du 
hapitre 3, et nous montrons que si u0 ne prendpas ses valeurs dans [m(x),M(x)] p.p. x ∈ Ω un phénomène de 
ou
he limite en t = 0apparaît; la limite devient singulière et la donnée initiale 
orrespond au problèmelimite est m(x)∨

(
u0(x)∧M(x)

) p.p. x ∈ Ω.Pour r > 0 �xé et d → ∞, alors le problème limite est l'équation di�érentielleordinaire suivante:




ct + r

∫
−
Ω

g(x, c) dx =

∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.

(1.7)Finalement, nous étudions la 
ompétition entre la réa
tion et la di�usion, pour
ela on suppose que d → ∞ et r → ∞ . Nous montrons que le problème limite estl' équation di�érentielle ordinaire suivante:
ct +G∞(c) ∋

∫
−
Ω

f sur (0,T )où G∞ est le graphe maximal monotone dé�ni par
G∞(s) =





0 si s ∈ [m0,M0]

(−∞,0] si s = m0

[0,+ ∞) si s = M025



Introdu
tionave

m0 = min

( ⋂

x ∈ Ω

[m(x),M(x)]
) et M0 = max

( ⋂

x ∈ Ω

[m(x),M(x)]
)
.Notons que ⋂

x ∈ Ω

[m(x),M(x)] 6= ∅, 
ar pour tout x ∈ Ω on a 0 ∈ [m(x),M(x)].Comme nous avons remarqué dans le Chapitre 3 
ette 
ompétition donne lieu à unphénomène de induite par les deux opérateurs (Réa
tion et Di�usion),et l'identi�
ation de la donnée initiale 
orrespondante aux problèmes limites né
es-site la séparation entre le 
as où la réa
tion est plus importante que la di�usion (
r

d
→ ∞) et le 
as où la di�usion est plus grande que la réa
tion (d

r
→ ∞). Pourle 
as où r

d
→ ∞ on montre que la donnée initiale 
orrespond au problème limiteest m0∨

(
M0∧

∫
−
Ω

u0

). Lorsque d
r
→ ∞ nous étudions le 
omportement asymptotiquelorsque le temps tend vers l'in�ni de la solution du problème d'obsta
le ave
 unedonnée initiale égale à m(x)∨

(
u0(x)∧M(x)

)
, p.p. Ω, et un terme sour
e f = 0, etnous montrons que 
ette solution se stabilise à l'in�ni vers une valeur 
onstante, etqui 
oïn
ide ave
 la donnée initiale de notre problème limite.

26
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Chap. 2: Rappels et Dé�nitions
Dans 
e 
hapitre, nous rappelons quelques résultats essentiels d' analyse fon
-tionnelle et de semi-groupes non-linéaires(Cf. [1℄, [4℄, [5℄, [6℄). On se donne un espa
ede Bana
h réel X muni de la norme | . |.On appelle opérateur de X toute appli
ation A : X → P(X) et on dé�nit

D(A) =
{
x ∈ X : Ax 6= ∅

} et R(A) =
⋃

x∈D(A)

Ax.On identi�e A à son graphe dans X ×X, et on é
rit:
A =

{
(x,y) : x ∈ D(A), y ∈ Ax

}l'opérateur A sera dit univoque si, pour tout x ∈ D(A), Ax ne 
ontient qu'un seulélément y de X, et on é
rira y = Ax. On note |.|A la norme dé�ni par
|x|A = lim inf

r↓0
{|y′ |; y′ ∈ Ax

′

, |x− x
′ | < r}Un opérateur A de X est dit a

rétif si

|x− x
′| ≤ |x− x′ + λ(y − y

′

)| pour tout λ > 0, x, x
′ ∈ D(A), y ∈ A x, y

′ ∈ A x
′

,un opérateur A est dissipatif si et seulement si −A est a

rétif. A�n de donnerdes formulations équivalentes de 
ette dé�nition nous 
onsidérons l'appli
ation dedualité F : X → P(X∗) (ave
 X∗ le dual de X) dé�nit par
F (x) = {x∗ ∈ X∗ : x∗(x) = |x|2 = |x∗|2 },et nous introduisons les notations de [7℄ suivantes: pour tout x, y ∈ X

< y, x >s= max{x∗(y) : x∗ ∈ F (x)}, < y, x >i= min{x∗(y) : x∗ ∈ F (x)}ou bien
< y, x >s= |x| lim

α→0+

|x + α y| − |x|
α

, < y, x >i== |x| lim
α→0+

|x| − |x − α y|
α

.Ave
 
es notations un opérateur A dans X est a

rétif si et seulement si
< y − y

′

, x− x
′

>s≥ 0 pour tout α > 0, x, x
′ ∈ D(A), y ∈ A x, y

′ ∈ A x
′

.32



2.1. RAPPELS ET DÉFINITIONSDans la suite, nous utiliserons les 
ro
hets dé�nis par:
[x, y] = lim

α→0+

|x + α y| − |x|
α

, [x,y]i = lim
α→0+

|x| − |x− α y|
α

,il est 
lair que A est a

rétif si et seulement si
[x− x

′

, y − y
′

] ≥ 0 pour tout x, x
′ ∈ D(A), y ∈ A x, y

′ ∈ A x
′

,on dit que A est stri
tement a

rétif si et seulement si
[x− x

′

, y − y
′

]i ≥ 0 pour tout x, x
′ ∈ D(A), y ∈ A x, y

′ ∈ A x
′

.Proposition 2.1.1 x, y, z ∈ X λ, µ ∈ R

(i) [λx, µy] = |µ|[x, y] λµ > 0.

(ii) [x, λx+y] = λ|x|+[x, y] et [0, y] = |y|.
(iii) [x, y] ≤ |y|.
(iv) [x, y] ≥ −[x,−y].
(v) [x, y+z] ≤ [x, y]+[x, z].Exemple: Soient Ω ⊆ R

N un ouvert et X = Lp(Ω) ave
 p ∈ (1,∞). Pour tout
u,v ∈ Lp(Ω), on a

||u||p−1
Lp(Ω)[u,v] =

∫

Ω

v|u|p−1sign0(u),pour p = 1 on a
[u,v] =

∫

Ω

vSign0(u) +

∫

[u=0]

|v|,

où

Sign0(s) =





1 si s > 0
0 si s = 0
−1 si s < 0.Un opérateur A de X est dit m-a

rétif si A est a

rétif et R(I + λA) = X pour

λ > 0. Autrement dit : ∀λ > 0, Jλ := (I+λA)−1 est une 
ontra
tion dé�nie partout.Si, de plus, X est réti
ulé on dé�ni y+ = max{y,0} pour tout y ∈ X.Un opérateur A de X est dit T-a

rétif si A est a

rétif et
|(Jλy − Jλy

′)+| ≤ |(y − y′)+| pour λ > 0, y, y′ ∈ D(Jλ)33



Chap. 2: Rappels et Dé�nitions.Remarque 1 X = R γ R

γ γ

(u − u′, v − v′) ≥ 0 (u, v) ∈ γ, (u′, v′) ∈ γ.

γ γ
Ω ⊆ R

N γ : Ω × R → P(R)
γλ γ

γλ(x,.) =
1

λ

(
I −

(
I + λγλ(x,.)

)−1
)

Ω

γλ x ∈ Ω
λ → 0 |γλ(x,s)| → |γ0(x,s)| s ∈ D

(
γ(x,.)

)
γ0

x ∈ Ω

γ0(x,s) =





inf γ(x,s) s > 0
0 s = 0
sup γ(x,s) s < 0.Convergen
e et a

rétivitéSoit (Ak)k>0 une famille d'opérateurs sur X, alors lim inf

k→∞
Ak est dé�nit par (x,y) ∈

lim inf
k→∞

Ak s'il existe (xk,yk) ∈ Ak tel que xk → x et yk → y.Proposition 2.1.2 (Ak)k>0

X Y X

(i) lim inf
k→∞

Ak = A∞

(ii) lim inf
k→∞

Ak ⊇ A∞

(iii) lim
k→∞

(I + λAk)
−1f = (I + λA∞)−1f, ∀f ∈ Y λ > 0.

Soit A un opérateur de X, u0 ∈ X et f ∈ L1(0,T ;X). On 
onsidère le problèmede Cau
hy suivant: 34



2.1. RAPPELS ET DÉFINITIONS
P (u0, f)





ut + A u ∋ f sur (0,T )

u(0) = u0.On appelle solution forte de P (u0, f) toute fon
tion u ∈ W 1,1(0,T ; X) ave
 u(t) ∈
D(A) p.p. t ∈ (0,T ) telle que P (u0, f) est véri�é pour presque tout t ∈ (0,T ). Engénéral 
ette solution forte n' existe pas, don
 on 
her
he des solutions appeléesque nous obtenons en dis
rétisant la dérivée ut dans P (u0,f) par les
héma impli
ite. En e�et, pour toute subdivision 0 = t0 < t1 < ... < tn ≤ T , on
onsidère le système dis
rétisé

ui − ui−1

ǫi−1

+ A ui ∋ fi, i = 1,2,...,n (2.1)ave
 ǫi−1 = ti − ti−1 et f1, f2,....,fn telle que
n∑

i=1

∫ ti

ti−1

|f − fi| ≤ ǫ.En utilisant la résolvante de A, les valeurs ui, sont déterminées su

essivement par
ui = Jǫi−1

(ui−1 + ǫi−1 fi), i = 1,2,...,nalors le problème P (u0, f) admet une solution si, et seulement si, ui−1 + ǫi−1 fi ∈
R(I + λA), pour tout i = 1,2,...,n, 
e qui est vrai en parti
ulier pour les opérateursm-a

rétifs. La fon
tion uǫ : [0,T ] → X dé�nit par uǫ(0) = u0 et uǫ(t) = ui pour
ti−1 < t ≤ ti est 
onsidérée 
omme solution appro
hée de P (u0, f) et 
onverge versune unique fon
tion u ∈ C([0,T ); X) telle que u(0) = u0. Cette fon
tion est appeléede P (u0, f) sur [0,T ].Théorème 2.1.1 A X f ∈ L1(0,T ;X)

u0 ∈ D(A) bonne solution P (u0, f)
f = 0 u

u(t) = e−tAu0 := lim
n→∞

(
I +

t

n
A

)−n

u0. (2.2)
e−tA t > 0,

D(A) 35



Chap. 2: Rappels et Dé�nitionsThéorème 2.1.2 X k = 1,2,...,∞
Ak X u0 ∈ D(Ak) fk ∈ L1(0,T ;X) ukbonne solution





ukt
+ Ak uk ∋ fk (0,T )

uk(0) = u0.

k → ∞

(I + Ak)
−1f −→ (I + A∞)−1f, X,∀f ∈ Y,

fk −→ f∞, L1(0,T,X),

uk u∞, C
(
[0,T ); X

)
.Soit Ω ⊆ R

N un ouvert, pour 1 ≤ p ≤ ∞ on note par Lp(Ω) l'espa
e de Lebesguedes fon
tions mesurables u : Ω → R tels que, si p <∞

||u||Lp(Ω) =
(∫

Ω

|u|pdx
) 1

p

<∞,et pour p = ∞, on note
||u||L∞(Ω) = ess− sup

Ω
|u| <∞.Nous nous référons à [4℄ pour les propriétés et les résultats prin
ipaux sur les espa
esde Lebesgue. Pour toute fon
tion u dans un espa
e de Lebesgue, on désigne ∂u

∂xi

(ou tout simplement uxi
) sa dérivée partielle dans la dire
tion xi dé�nie au sens desdistributions, par

< uxi
,ϕ >= −

∫

Ω

uϕxi
dx,et on note par Du = (ux1 ,...,uxN

) son gradient. L'espa
e de Sobolev W 1,p(Ω) ave

1 ≤ p ≤ ∞ , est l'espa
e des fon
tions u ∈ Lp(Ω) tels que Du ∈ [Lp(Ω)]N muni de lanorme naturelle ||u||W 1,p(Ω) = ||u||Lp(Ω) + ||Du||Lp(Ω), W 1,p

0 (Ω) désigne la fermeturede C∞
0 (Ω) par 
ette norme. On rappelle que, pour 1 < p < ∞, l'espa
e dual de

Lp(Ω) s'identi�e ave
 Lp′(Ω), où p′ =
p

p− 1
est le 
onjugué de p, et l'espa
e dual de36



2.1. RAPPELS ET DÉFINITIONS
W 1,p

0 (Ω) est noté par W−1,p′(Ω).Théorème 2.1.3 G : R → R

G(0) = 0 u ∈ W 1,p
0 (Ω) G(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) DG(u) =
G′(u)Du x ΩConséquen
e de 
e Théorème est que

Du = 0 p.p. dans Ha = {x ∈ Ω, tel que u(x) = a},pour tout a > 0. Par 
onséquent, nous pouvons 
onsidérer le 
omposé d'une fon
tiondansW 1,p
0 (Ω) ave
 une autre fon
tion auxiliaire utile. Souvent i
i nous allons utiliserla fon
tion de tron
ation au niveau k > 0, dé�ni par

Tk(s) =

{
kSign0(s) si |s| > k
s si |s| ≤ k;

Pour toute fon
tion u = u(x) dé�nie p.p. x ∈ Ω, on note Tku la fon
tion dé�nie p.p.
x ∈ Ω par Tku(x) = Tk(u(x)). 37



Chap. 2: Rappels et Dé�nitionsOn remarque que, si u ∈ W 1,p
0 (Ω), alors Tk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) et DTk(u) = Duχ[|u|<k]p.p. dans Ω, pour tout k > 0, où χB ⊆ Ω est la fon
tion 
ara
téristique de B. Si uune fon
tion telle que Tk(u) ∈ W 1,p
0 (Ω) pour tout k > 0, alors il existe une uniquefon
tion mesurable v : Ω → R telle que
v = DTk(u)pour tout k > 0, et presque partout sur l'ensemble [|u| < k] (Cf. [3℄).
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Chap. 3: Competition Phenomena abstra
tThis paper is 
on
erned with some nonlinear evolution equations governed bytwo 
ompetitive operators. We treat the problem in a general setting and show howto apply the results to the parti
ular situation of rea
tion di�usion equation withlarge rea
tion and/or large di�usion.keywords : Singular limit, large rea
tion, large di�usion, ellipti
-paraboli
 problem,
L1 theory, Semigroup of 
ontra
tion, 
ompetition, nonlinear evolution equation,weak solution.
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3.1. INTRODUCTION
In general, the evolution of biologi
al and physi
al problem uses di�erent pro-
esses. May be the most known pro
esses are di�usion, rea
tion and 
onve
tion.Sometimes, they di�er very strongly from one part of the physi
al system to theother, so that some kind of 
ompetition between them appears. The aim of thispaper is to des
ribe the asymptoti
 behavior of evolution problem governed by two(or more) 
ompetitive pro
esses like rea
tion/di�usion or 
onve
tion/di�usion..Several useful models for this type of problems may be des
ribed by evolutionproblem governed by the sum of two (or many) operators. These operators are
onne
ted in the equation by rates whi
h strongly 
hanges. For instan
e, let us
onsider the evolution problem

ut + dkAu+ rkBu = f in (0,T ), (3.1)where A and B are two operators des
ribing the 
onsidered pro
esses with rates
dk ∈ R

+ and rk ∈ R
+, and f is a sour
e term. The variation of the pro
esses lies inthe parameter k ∈ IR. We are interested to the asymptoti
 behavior of the solution

uk of evolution problem of type (3.1) when ea
h one of the operators A and B a
tsstrongly. In other words, we assume that rk

dk

→ +∞ or rk

dk

→ 0, as k → ∞, and westudy the asymptoti
 behavior of uk. First, we study the problem within an abstra
tgeneral framework. Then, we show how to apply the result to the parti
ular situation(3.1) and also to 
on
rete examples like the rea
tion-di�usion equation.Note that this problem is a parti
ular 
ase of an overall program of studyingthe so 
alled singular limit for nonlinear partial di�erential equations. That is aperturbation problem where the perturbed problem is of totally di�erent 
hara
terthan the unperturbed one. In a Bana
h spa
e X, let us 
onsider a family of evolutionequations
ut + Aku ∋ f in (0,∞), u(0) = u0 (3.2)governed by the family of operators (Ak)k∈IN being su
h that (3.2) has a solution

uk ∈ C([0,T ),X) and su
h that Ak 
onverges to A in the graph sense, as k → ∞. Itis known that (see for instan
e [16℄) if u0 ∈ D(A), then uk → u in C([0,T ),X) and uis the solution of
ut + Au ∋ f in (0,∞), u(0) = u0. (3.3)But, if u0 ∈ X \ D(A), then (3.3) is not well posed and in general the limit of ukmay not exist. However, for a large 
lass of 
on
rete problems the limit u exists andthere exists u0 ∈ D(A), su
h that u is the solution of
ut + Au ∋ f in (0,∞), u(0) = u0.But the 
hara
terization of u0 is not 
lear yet in general. For instan
e, if X is aHilbert spa
e and Ak is the Yoshida approximation of A assumed to be maximal43



Chap. 3: Competition Phenomenamonotone in X, then (
f. [14℄) u0 is the proje
tion of u0 on the 
losure of thedomain of A. It is again the proje
tion, in some parti
ular 
ase of k−homogeneousa

retive operators Ak ; i.e. Ak(λ u) = λk A(u) (
f. [9℄). But, in general it is not theproje
tion (see [9℄ and [11℄). Paper [10℄ treats the 
ase where Ak = Bk + F whi
h
Bk being a family of a

retive operators, and F being nonde
reasing bounded and
ontinuous. In [10℄, it is proved that u0 is given by lim

t→0
lim
k→∞

e−tBku0, where e−tBk isthe semigroup generated by Bk. In this paper, we treat the 
ase where a res
alingmakes the limit regular. More pre
isely, we assume that there exists m(k) → 0, su
hthat m(k)Ak → Ã and u0 ∈ D(Ã). As well as the rea
tion-di�usion problems is
on
erned (
f. se
tion 3.), this 
ondition is ful�lled in a large �eld of appli
ationslike models of the type (3.1) (
f. se
tion 2).To give a brief des
ription of our main results, let us 
onsider Ω ⊆ R
N a boundeddomain with smooth boundary ∂Ω, u0 ∈ L∞(Ω) and f ∈ L∞(Q). In Ω, we 
onsiderthe Rea
tion-Di�usion problem of the form

P d ,r(u0,f)





ut − d∆w + r g(u) = f, u = β(w) in Q := Ω × (0,T )

∂~nw = 0 in Σ := ∂Ω × (0,T )

u(x,0) = u0(x) in Ω,where d > 0, r ≥ 0, β : R → R is a nonde
reasing 
ontinuous fun
tion su
h that
β(0) = 0,

(H1) Im(β) = Rand
(Hg) g : R → R is 
ontinuous, nonde
reasing with g(0) ≡ 0.It is known that P d ,r(u0,f) is well posed in the sense of weak solution. More pre
isely(see for instan
e [31℄ and the referen
es therein), there exists a unique u ∈ L∞(Q),su
h that there exists w ∈ L2

(
0,T ;H1(Ω)

)
, u = β(w) a.e. in Q and

d

∫ τ

0

∫

Ω

DwDξ + r

∫ τ

0

∫

Ω

g(u)ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

u0ξ(0),for any ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω) su
h that ξ(.,τ) ≡ 0. For P d ,r(u0,f), d and r representrespe
tively the di�usion and the rea
tion rate. We are interested in the asymptoti
behavior of the solution as d and/or r being very large. Con
retely this situation
an be found in models 
ombining rea
tive and di�usive pro
esses a
ting strongly44



3.1. INTRODUCTIONand 
reating a some 
ompetition between the pro
esses (see [26℄, [15℄, [18℄, [21℄, [12℄,[23℄, [13℄, [24℄, [19℄, [35℄, [27℄ and the referen
es therein for 
on
rete appli
ations).If r = 0 (resp. d = 0) the limit of the solution as d → ∞ (resp. r → ∞) is alsogiven by the large time behavior of the solution of P d ,0(u0,f) (resp. P 0 ,r(u0,f)).Indeed, it is enough to 
onsider the res
aling τ = d t (resp . τ = r t). In these 
ases,the problem is well understood (see [2℄, [1℄, [34℄, [32℄, [31℄ and the referen
es therein).Our main interest lies in the 
ase where d and r are both non null.If we assume that d > 0 and r → ∞, then the problem is the rea
tion-di�usionequation with large rea
tion (
f. [15℄, [21℄, [12℄, [13℄, [24℄, [19℄, [35℄ and [27℄) . For-mally, we see that the limiting problem is




ut − d∆w +G(u) = f, u = β(w) in Q
∂~nw = 0, in Σ

(3.4)where, G is the maximal monotone graph given by
G(r) =





0 if m0 < r < M0

[0,+ ∞) if r = M0

(−∞,0] if r = m0where m0 and M0 are given by g−1{0} = [m0,M0]. In other words the limitingproblem is




m0 ≤ u ≤M0, u = β(w)

(ut − d∆w − f)(u−m0)(u−M0) = 0

(ut − d∆w − f) ≥ 0 in [u = m0]

(ut − d∆w − f) ≤ 0 in [u = M0]





in Q
∂~nw = 0 on Σ,whi
h is the so 
alled obsta
le problem. Indeed, an instantaneous new distribution ofthe spatial inhomogeneities appears in the limiting problem. The solution is for
edto transfer betweenM0 and m0. Compatible initial data for (3.4) are fun
tions livingin [m0,M0], so that the limit of the solution of P d ,r(u0,f) is singular. In the sensethat a boundary layer appears in the passage to the limit and it 
ould be interestingto identify the 
ompatible initial data for (3.4) asso
iated with u0. As a 
onsequen
e45



Chap. 3: Competition Phenomenaof the main results of this paper, the 
orresponding 
ompatible initial data for thelimiting problem is given by the limit, as t→ ∞, of the solution of the ode




zt + r g(z) = 0 in (0,T )

z(0) = u0,whi
h is equal to m0∨(u0∧M0).If r > 0 and d→ ∞, then the problem des
ribe a rea
tion-di�usion problem withlarge di�usion (
f. [3℄, [38℄, [26℄ and [30℄). Using the fa
t that g is nonde
reasing and
ontinuous this is a parti
ular 
ase of [30℄ and the limit of the solution is given by




ct + r g(c) =

∫
−
Ω

f in (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.

(3.5)Assuming that d → ∞ and r → ∞, the problem models a rea
tion di�usionproblem with large rea
tion and large di�usion. In this 
ase, a 
ompetition betweenthe rea
tion and the di�usion appears and we need to distinguish between the 
aseswhere one of the rates is more important than the other. So, assume that d = d(k)and r = r(k), with lim
k→∞

d(k) = lim
k→∞

r(k) = ∞. In the limiting problem, the solutionis for
ed to be 
onstant in spa
e and transfers between M0 and m0. Pre
isely, thelimiting problem is the following ode
ct +G(c) ∋

∫
−
Ω

f in (0,T ).For the identi�
ation of the 
orresponding initial data, and as a 
onsequen
e of the
ompetition phenomena, we treat separately 
ases lim
k→∞

d(k)

r(k)
= ∞ and lim

k→∞

d(k)

r(k)
= 0.A
tually, we prove that1. if lim

k→∞

d (k)

r(k)
= 0, then c(0) = m0∨

(
M0∧

∫
−
Ω

u0

)
,2. if lim

k→∞

d (k)

r(k)
= ∞, then c(0) = lim

t→∞
z(t) where z is the solution of the obsta
leproblem P d

∞ with z(0) = m0∨(u0∧M0), a.e. Ω.Con
erning the 
orresponding initial data for the limiting problem, we remarkthat it is given by the large time behavior of the equation stated only with the most
ompetitive pro
ess. In this dire
tion, our main results (
f. Theorem 3.2.1, Theorem3.2.2 and Theorem 3.2.3) also allow us to des
ribe the large time behavior for some46



3.2. ABSTRACT FRAMEWORK.evolution problems by adding an arti�
ial regularizing pro
esses (
f. Corollary 3.2.1).A 
on
rete situation for hyperboli
 equations will be treated in details separately inforth
oming papers.In the following se
tion, we give in the �rst part, some preliminaries on nonlinearsemigroup theory. In the se
ond part, we state and prove our main result in a generalabstra
t framework. We also show how to apply this result to the parti
ular situation(3.1). At last, se
tion 3 is devoted to the proof of the results for 
on
rete situation
P d ,r(u0,f).

Throughout this se
tion (X,|.|) is a Bana
h spa
e, [.,.] is the bra
ket de�ned asfollow
[x,y] = inf

λ>0

|x+ λy| − |x|
λ

∀x,y ∈ X.Re
all that an a

retive operator A is a fun
tion (possibly multi-valued ) from Xto P(X) with nonexpansive resolvent ; i.e. Jλ = (I + λA)−1. It is known also, thatthis is equivalent to say that for any v1 ∈ Au1 and v2 ∈ Au2, then
[u1 − u2,v1 − v2] ≥ 0.In 
onne
tion with the Hilbert 
ase, i.e. X is a Hilbert spa
e, an operator is a

retiveif and only if it is monotone. If A is m-a

retive, i.e. A is a

retive and the resolventis everywhere de�ned, then, for any f ∈ L1

loc(0,T ;X), and u0 ∈ D(A) (the 
losureof the e�e
tive domain D(A) = {x ∈ X ; Ax 6= ∅}) the evolution problem




ut + A u ∋ f in (0,T )

u(0) = u0,
(3.6)has a unique . It is the solution that we obtain through the dis
reti-zation of the derivative in (3.6) by the impli
it di�eren
e s
hema. Indeed, for anypartition 0 = t0 < t1 < ... < tn−1 < T ≤ tn, take the system of di�eren
e relations

ui − ui−1

ǫi−1

+ Aui ∋ fi, i = 1,2,...,n (3.7)where ǫi−1 = ti − ti−1 and f1, f2,....,fn are su
h that
n∑

i=1

∫ ti

ti−1

|f − fi| ≤ ǫ.47



Chap. 3: Competition PhenomenaUsing the resolvent of A, the value ui, are determined su

essively by
ui = Jǫi−1

(ui−1 + ǫ fi), i = 1,2,...,nand therefore (3.7) has a solution if, and only if, ui + ǫ fi ∈ R(I + λA), for all
i = 1,2,...,n. In parti
ular, this is true for m-a

retive operator. The step fun
tions
u : [0,T ] → X de�ned by u(0) = u0 and u(t) = ui for ti−1 < t ≤ ti is 
onsidered tobe an approximated solution of (3.6), 
onverges to a unique fun
tion u ∈ C([0,T );X)su
h that u(0) = u0. This fun
tion u is 
alled the mild-solution of (3.6) on [0,T ].In parti
ular, if f = 0, then the mild solution is given by the exponential formula

u(t) = e−tAu0 := lim
n→∞

(
I +

t

n
A

)−n

u0. (3.8)Moreover, the family of operators e−tA, t > 0, is a 
ontinuous semigroup of nonex-pansive self-mappings of D(A).Many of partial di�erential equations that 
an be studied by means of the nonlinearsemigroup theory satis�es a �
omparison prin
iple�. This fa
t is a 
onsequen
e at theorder preserving property of the semigroup (e−tAu0)t≥0. The operators whi
h gene-rates order-preserving semigroups are the following : Let X be a Bana
h latti
e and
A be an operator in X. A is 
alled if, its resolvents are T-
ontra
tions,i.e.,

|(Jλx− Jλx̂)
+| ≤ |(x− x̂)+| for x, x̂ ∈ D(Jλ).Now, sin
e every T-
ontra
tion is order-preserving, then if A is T-a

retive then,for ea
h t > 0, e−tA is order-preserving. In general, T-a

retivity does not impliesa

retivity, but in some Bana
h spa
es T-a

retivity implies a

retivity, this remainstrue for the 
ase of Lp(Ω) spa
es, with 1 ≤ p ≤ ∞.To end up these preliminaries, remember that if we repla
e the fun
tion f by a
ontinuous perturbation F (t,u); i.e. we 
onsider in X, the evolution problem





ut + A u ∋ F (t,u) in (0,T )

u(0) = u0,
(3.9)then the de�nition of the mild solution remains the same by repla
ing f(.) by

F (.,u(.)), and we know thatProposition 3.2.1 A X, u0 ∈ D(A) F :
[0,T ] ×D(A) −→ X F (t,x) t

x,

(F1)




[x− y,F (t,x) − F (t,y)] ≤ α(t)|x− y| x,y ∈ D(A)

t ∈ (0,T ) α ∈ L1
loc([0,T ]),48



3.2. ABSTRACT FRAMEWORK.
(F2) |F (t,x)| ≤ c(t) c ∈ L1

loc([0,T )),

Now, in X let us 
onsider (Ak)k≥1 a sequen
e of m-a

retive operator, su
h that
(H1) Ak −→ A∞ as k −→ +∞, in the sense of the resolvent,i.e. (I + λAk)

−1 
onverges, in X, to (I + λA∞)−1. Re
all that, sin
e Ak is assumedto be m-a

retive, then (H1) is equivalent to the 
onvergen
e in the graph sense ;i.e. for vk ∈ Ak uk, if uk → u and vk → v, then v ∈ A∞ u.We are interested to the asymptoti
 behavior, as k → ∞, of mild solution uk of
(Pk)





ut + Aku ∋ F (t,u) in (0,T )

u(0) = u0,where u0 ∈ D(Ak) and F : (0,T ) × D(Ak) → X is a Caratheodory fun
tionsatisfying (F1) and (F2). In general, D(A∞) 6= ∩k≥1D(Ak), and




ut + A∞u ∋ F (t,u) in [0,T )

u(0) = u0has a solution if and only if u0 ∈ D(A∞). If u0 ∈ D(A∞), we know (Theorem ofTrotter-Kato-Brezis-Pazy [16℄ and [28℄ ), that uk −→ u in C([0,T ),X) and u isthe unique mild solution of




ut + A∞u ∋ F (t,u) in [0,T )

u(0) = u0.But, if u0 /∈ D(A∞) and the limit of uk exists, then the limit is singular, a boundarylayer at t = 0 appears in the passage to the limit. In fa
t, there exists a modi�edinitial data u0 (depending on u0 and A∞) su
h that the limit of uk is the solution of




ut + A∞u ∋ F (t,u) in [0,T )

u(0) = u0. 49



Chap. 3: Competition PhenomenaThe 
hara
terization of u0 is not well understood in general. In this paper weare interested to 
hara
terization of u0, in the 
ase where Ak is su
h that there exist
m : R

+ → R
+ su
h that lim

k→∞
m(k) = 0,

(H2) Ãk := m(k)Ak −→ Ã∞ as k −→ ∞,and
(H3) u0 ∈ D(Ã∞).In other words, we assume that there exists a res
aling for whi
h the limit is notsingular.Theorem 3.2.1 (

Ak

)
k∈N

X

(H1) (H2), F : [0,T ]×D(Ak) −→ X

(F1) (F2), u0 ∈
⋂

k≥1

D(Ak) uk (Pk). u0

(H3)

lim
t−→+∞

e−t eA∞u0 =: u0 ∈ D(A∞),

uk −→ u C((0,T ],X) k −→ +∞,

u

(P∞)





ut + A∞u ∋ F (t,u) in (0,T )

u(0) = u0.Proof : Thanks to Theorem 4.1. of [28℄, it is enough to prove the result for F ≡ 0.In this 
ase, it is known that the mild solution is given by the exponential formula.So, for any t,τ > 0 and k ∈ N su
h that τm(k) < t, we have
|uk(t) − u(t)| = |e−tAku0 − e−tA∞u0|

≤ |e−tAku0 − e−(t−τm(k))Aku0| + |e−(t−τm(k))A∞u0 − e−tA∞u0|(3.10)
+ |e−(t−τm(k))Aku0 − e−(t−τm(k))A∞u0|.50



3.2. ABSTRACT FRAMEWORK.Using the additive property of the semigroup e−tAk , the �rst term of the right handof (3.10) satis�es
|e−tAku0 − e−(t−τm(k))Aku0| = |e−(t−τm(k))Ake−τm(k)Aku0 − e−(t−τm(k))Aku0|

≤ |e−τm(k)Aku0 − u0| = |e−τ eAku0 − u0|

≤ |e−τ eAku0 − e−τ eA∞u0| + |e−τ eA∞u0 − u0|.The 
ontra
tion property of e−A∞ implies that the se
ond term (3.10) is su
h that
|e−(t−τm(k))A∞u0 − e−tA∞u0| ≤ |e−τm(k)A∞u0 − u0|.For the last term of the right hand of ( 3.10 ), we have

|e−(t−τm(k))Aku0 − e−(t−τm(k))A∞u0| ≤ sup
s∈[0,T ]

|e−sAku0 − e−sA∞u0|.So
|uk(t) − u(t)| ≤ |e−τ eAku0 − e−τ eA∞u0| + |e−τ eA∞u0 − u0|

+ sup
s∈[0,T ]

|e−sAku0 − e−sA∞u0| + |e−τm(k)A∞u0 − u0|Using the fa
t that u0 ∈ D(Ã∞), u0 ∈ D(A∞), lim
k→∞

m(k) = 0 and [16℄, we dedu
ethat
lim sup
k→+∞

|uk(t) − u(t)| ≤ |e−τ eA∞u0 − u0|.At last, letting τ −→ +∞ we obtain
lim

k−→∞
|uk(t) − u(t)| = 0.Still in the abstra
t setting, the main appli
ations we have in mind is the study ofevolution problems governed by two 
ompetitive operators. More pre
isely, 
onsiderthe evolution problem

(P ′
k)





ut + d(k)Au+ r(k)Bu ∋ F (t,u) in (0,T )

u(0) = u0 51



Chap. 3: Competition Phenomenawhere r ,d : R
+ −→ R

+ are two fun
tions su
h that
lim

k→∞

r(k)

d(k)
= +∞, (3.11)

A, B, d(k)A + r(k)B and H are a

retive operators su
h that D(A) ⊆ D(B), Fsatis�es (F1) − (F2) and u0 ∈ D(A). We assume that
d(k)A+ r(k)B −→ H, as k → ∞. (3.12)As a 
onsequen
e of Theorem 3.2.1, we haveTheorem 3.2.2 uk (P ′

k).

ε A+B → B̃, ε→ 0 (3.13)
u0 ∈ D(B̃).

lim
t→+∞

e−tB̃u0 := u0 ∈ D(H), (3.14)
k −→ ∞, uk −→ u C((0,T ),X), u

(P ′
∞)





ut + Hu ∋ F (t,u) in (0,T )

u(0) = u0.Proof. It is enough to apply Theorem 3.2.1 with Ak := d(k)A+ r(k)B and m(k) =
[r(k)]−1.Remark 3.2.1 B̃ 6= B. X = R A

A(r) =





0 |r| < 1

[0,∞) r = 1

(−∞,0] r = −1.

ε > 0, ε A = A ε A+B = A+B = B̃.52



3.2. ABSTRACT FRAMEWORK.
D(A) = D(B) A [u1 − u2,v2 − v1] ≤ 0

v1 ∈ Au1,v2 ∈ Au2, B̃ = B.

[x,y]s = −[x,− y] := sup
λ<0

|x+ λy| − |x|
λ

,

A [u1 − u2,v1 − v2]s ≥ 0,
v1 ∈ Au1, v2 ∈ Au2. f ∈ X, ũε

ũε + ε Aũε +Bũε ∋ f,

ũ

ũ+Bũ ∋ f.

B X w̃ε ∈ Bũε w̃ ∈ Bũ

[ũε − ũ, w̃ε − w̃] ≥ 0

[ũε − ũ,− ũε − ε ṽε + ũ] ≥ 0 ṽε ∈ Aũε,

|ũε − ũ| ≤ [ũε − ũ,− ε ṽε]

≤ [ũε − ũ,− ε (ṽε − ṽ) − ε ṽ]

≤ ε [ũε − ũ,− ṽε + ṽ] + [ũε − ũ,− ε ṽ].

[ũε − ũ,− ε ṽ] ≤ ε |ṽ|

ε [ũε − ũ,ṽε − ṽ]s + |ũε − ũ| ≤ ε |ṽ| ṽ ∈ Aũ

A

|ũε − ũ| ≤ ε |ṽ|

ε −→ 0, ũε −→ ũ, X.

X = L1(Ω),

[u,v] =

∫

Ω

v 0(u) +

∫

[u=0]

|v|.53
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A

∫

[u1=u2]

|v1 − v2| ≤
∣∣∣
∫

Ω

(v1 − v2) sign0(u1 − u2)
∣∣∣.

γ R, A

L1(Ω) Au = γ(u) D(A) =
{
z ∈ L1(Ω) ; γ(z) ∈ L1(Ω)

}

In some pra
ti
al situation the 
ondition (3.14) may not be ful�lled (as forexample P d,r(u0,f) in the 
ase of large rea
tion and di�usion), in this 
ase we needto work moreover with the limit of the modi�ed operator A + [d(k)]−1r(k)B. Morepre
isely, we haveTheorem 3.2.3 u0 ∈ D(B̃) uk

(P ′
k). G

A+ r(k) [d(k)]−1B −→ G, k → ∞.

lim
t−→+∞

e−tB̃u0 := u0 ∈ D(G)

lim
t−→+∞

e−tGu0 := u
0

∈ D(H), (3.15)
k −→ ∞,

uk −→ u C((0,T ),X)

u

(P ′
∞)





ut + Hu ∋ F (t,u) in (0,T )

u(0) = u
0
.Proof. LetHk := d(k)A+r(k)B, Gk := A+[d(k)]−1r(k)B, γ(k) = [r(k)]−1+[d(k)]−1, for any t,τ > 0 and k ∈ N su
h that τ < γ(k)t, we have

|uk(t) − u(t)| = |e−tHku0 − e−tHu0|

≤ |e−tHku0 − e−(t−τγ(k))Hku0| + |e−(t−τγ(k))Hu0 − e−tHu0|(3.16)
+ |e−(t−τγ(k))Hku0 − e−(t−τγ(k))Hu0|.54



3.2. ABSTRACT FRAMEWORK.It is 
lear that the �rst term of the right hand of (3.16) satis�es
|e−tHku0 − e−(t−τγ(k))Hku

0
| ≤ |e−tHku0 − e−(t− τ

r(k)
)Hku0|

+ |e−(t− τ
r(k)

)Hku0 − e−(t−τγ(k))Hku
0
|

≤ |e− τ
r(k)

Hku0 − u0| + |e− τ
d(k)

Hku0 − u
0
|.The se
ond one is su
h that

|e−(t−τγ(k))Hu
0
− e−tHu

0
| ≤ |e−τγ(k)Hu

0
− u

0
|.The last term of the right hand of ( 3.16 ) satis�es

|e−(t−τγ(k))Hku
0
− e−(t−τγ(k))Hu

0
| ≤ sup

s∈[0,T ]

|e−sHku
0
− e−sHu

0
|So that

|uk(t) − u(t)| ≤ |e− τ
r(k)

Hku0 − u0| + |e− τ
d(k)

Hku0 − u
0
|

+ |e−τγ(k)Hu
0
− u

0
| + sup

s∈[0,T ]

|e−sHku
0
− e−sHu

0
| .Thanks to (3.12), we have

lim sup
k→+∞

|e− τ
r(k)

Hku0 − u0| = |e−τB̃u0 − u0|Using the fa
t that u0 ∈ D(B), u
0
∈ D(H) and the Theorem of [16℄ , we get

lim sup
k→+∞

|uk(t) − u(t)| ≤ |e−τB̃u0 − u0| + |e−τGu0 − u
0
|and by letting τ −→ +∞ we obtain

lim
k−→∞

|uk(t) − u(t)| = 0.

Remark 3.2.2 (Pk)
F ≡ 0,

t > 0 k,55



Chap. 3: Competition Phenomena
vk vk(t) = uk(t/m(k)). vk





vt + Ãkv ∋ 0 (0,∞)

v(0) = u0.

(Pk) lim
t→∞

lim
k→∞

vk(t).

lim
t→0

lim
k→∞

uk(t) = lim
t→∞

lim
k→∞

vk(t).At last, we note that in some pra
ti
al situation, the previous result may alsodes
ribe the large time behavior of the mild solution of evolution problems. In thefollowing 
orollary, we give one 
onsequen
e of Theorem 3.2.2 in this dire
tion.Con
rete situation will be given in details in forth
oming papers.Corollary 3.2.1 A u0 ∈ D(A). u0 := lim
t→∞

e−tAu0

u0 = lim
t→0

lim
k→∞

uk,

uk





ut + k Au+Bu ∋ 0 in (0,T )

u(0) = u0,
(3.17)

B A + ε B A, ε → 0,
u0 ∈ D(lim inf

k→∞
(kA+B)).In Corollary 3.2.1, B is an arbitrary arti�
ial pro
ess. The interest of B maybe in the fa
t that we 
an 
hoose it su
h that the solution of (3.17) is regular. Inparti
ular this 
ould be interesting for numeri
al analysis for lim

t→∞
e−tAu0.

Throughout this se
tion, Ω ⊆ R
N is a bounded domain with smooth boundary

∂Ω, β and g are nonde
reasing 
ontinuous fun
tions su
h that β(0) = g(0) = 0and Im(β) = R. In Ω, we 
onsider the problem P d,r(u0,f), where u0 ∈ L∞(Ω) and
f ∈ L∞(Q). Our aim in this se
tion is to study the 
ompetition between rea
tion rand di�usion d in the rea
tion di�usion problem P d,r(u0,f). The main result of thisse
tion is the following Theorem 3.3.1. 56



3.3. APPLICATIONS.Theorem 3.3.1 f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) ud,r

P d ,r(u0,f).

r > 0, d→ ∞, ud,r → c C((0,T ),L1(Ω)),

c ∈ C1([0,T ))





ct + r g(c) =

∫
−
Ω

f (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.

(3.18)
d > 0, r → ∞, ud,r → u C((0,T ),L1(Ω)),

u
u(0) = m0∨(u0∧M0) Ω.

d = d (k) r = r(k), lim
k→∞

d (k) =

lim
k→∞

r(k) = ∞,

ud,r → c C((0,T ),L1(Ω)

c ∈ C1([0,T ))

ct +G(c) ∋
∫
−
Ω

f (0,T ),

lim
k→∞

d (k)

r(k)
= 0, c(0) = m0∨

(
M0∧

∫
−
Ω

u0

)
,

lim
k→∞

d (k)

r(k)
= ∞, c(0) = lim

t→∞
z(t) z

P d
∞ z(0) = m0∨(u0∧M0), Ω.It is known that the weak solution of P d,r(u0,f) is given by nonlinear semigrouptheory. Indeed, we know that the weak solution is the mild solution of the Cau
hyproblem

CP d,r(u0,f)





ut + Ad,ru = f in (0,T )

u(0) = u0,57



Chap. 3: Competition Phenomenawhere, Ad,r is the m-T-a

retive operator de�ned in L1(Ω) by
f = Ad,rv ⇔





v,f ∈ L1(Ω), g(v) ∈ L1(Ω), ∃ w ∈ W 1,1(Ω), v = β(w) a.e. in Ω and
d

∫

Ω

DwDξ + r

∫

Ω

g(v)ξ =

∫

Ω

fξ for any ξ ∈W 1,∞(Ω).and, D(Ad,r) = L1(Ω). More pre
isely (see for instan
e [31℄) we haveProposition 3.3.1 f ∈ L∞(Q) u0 ∈ L∞(Ω), u
CP d,r(u0,f) P d ,r(u0,f) u ∈ L∞(Q),

w ∈ L2
(
0,T ;H1(Ω)

)
u = β(w) Q,

d

∫ τ

0

∫

Ω

DwDξ + r

∫ τ

0

∫

Ω

g(u)ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

u0ξ(0), (3.19)
ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω) ξ(.,τ) ≡ 0. τ ≥ 0

||u(τ)||L∞(Q) ≤ ||u0||L∞(Ω) + T ||f ||L∞(Q), (3.20)
∫

Ω

|u(τ)| + r

∫ τ

0

∫

Ω

|g(u)| ≤
∫ τ

0

∫

Ω

|f | +
∫

Ω

|u0| (3.21)
∫

Ω

j(u(τ)) + d

∫ τ

0

∫

Ω

|Dw|2 ≤
∫

Ω

j(u0) +

∫ τ

0

∫

Ω

fw, (3.22)
j : R 7−→ [0,∞] j(β(q)) =∫ q

0

sdβ(s).Now, the study of the asymptoti
 behavior of the solution of P d,r(u0,f) withrespe
t to d and r is 
losely 
onne
ted to the limit of its asso
iate stationary equation
Sd,r(f)





v − d∆w + rg(v) = f, v = β(w) in Ω

∂~nw = 0, in ∂Ω .Re
all (
f. [7℄) that for any f ∈ L1(Ω), there exists a unique (u,w) solution of Sd,r(f)in the sense that




v ∈ L1(Ω), g(v) ∈ L1(Ω),∃ w ∈W 1,1(Ω), v = β(w) a.e. in Ω and
d

∫

Ω

DwDξ + r

∫

Ω

g(v)ξ =

∫

Ω

(f − v)ξ for any ξ ∈W 1,∞(Ω).58



3.3. APPLICATIONS.In addition, for f1,f2 ∈ L1(Ω), if (vi,wi) is the solution of Sd,r(fi)) for i = 1,2, then
∫

Ω

(v1 − v2)
+ + r

∫

Ω

(g(v1) − g(v2))
+ ≤

∫

Ω

(f1 − f2)
+ (3.23)and ∫

Ω

|v1 − v2| + r

∫

Ω

|g(v1) − g(v2)| ≤
∫

Ω

|f1 − f2|. (3.24)Moreover, if f ∈ L∞(Ω) then the solution (v,w) ∈ L∞(Ω) ×H2(Ω) and one has thefollowing estimates:
||v||L∞(Ω) ≤ ||f ||L∞(Ω) and ||r g(v)||L∞(Ω) ≤ ||f ||L∞(Ω). (3.25)Indeed, taking cr su
h that cr + rg(cr) = ‖f‖L∞(Ω), then it is 
lear that cr is thesolution of Sd,r(‖f‖∞) and using (3.23), we get

v ≤ cr ≤ ‖f‖L∞(Ω) and rg(v) ≤ rg(cr) ≤ ‖f‖L∞(Ω),where we used the fa
t that cr ≥ 0 and g(cr) ≥ 0. In the same way, we prove
v ≥ −‖f‖L∞(Ω) and rg(v) ≥ −‖f‖L∞(Ω).Thanks to (H1), we have

‖w‖L∞(Ω) ≤ max
(
β−1(‖f‖L∞(Ω)) ∪ −β−1(−‖f‖L∞(Ω))

)
=: C. (3.26)and

d

∫

Ω

|Dw|2 ≤ C
′||f ||L∞(Ω), (3.27)where C ′ is a 
onstant whi
h depends only on Ω and ||f ||L1(Ω).Theorem 3.3.2 f ∈ L1(Ω) vd,r Sd ,r(f).

d = d (k) lim
k→∞

d (k) = ∞,

vd,r −→ (IIR + r g)−1(

∫
−
Ω

f) L1(Ω).

r = r (k) lim
k→∞

r (k) = ∞, vd,r → v L1(Ω) v





v − d∆w +G(v) ∋ f, v = β(w) Ω

∂~nw = 0, ∂Ω59
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v ∈ L∞(Ω) w ∈ W 1,1(Ω), u = β(w) Ω,

η ∈ L1(Ω), η ∈ G(v) Ω

d

∫

Ω

DwDξ +

∫

Ω

η ξ =

∫

Ω

(f − v) ξ

ξ ∈ W 1,∞(Ω).

‖v‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω) ‖η‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω) (3.28)
d = d (k) r = r(k), lim

k→∞
d (k) = lim

k→∞
r(k) = ∞,

vd,r −→ (I +G)−1(

∫
−
Ω

f) L1(Ω).Proof : Sin
e in ea
h part of the theorem, d and/or r depends on k, then, throughoutthe proof, vd,r, wd,r and rg(vd,r) are denoted by vk, wk and ηk respe
tively. First,let us assume that f ∈ L∞(Ω). Thanks to (3.25), (3.26) and (3.27), vk and wk arebounded in L∞(Ω) and moreover wk is bounded in H1(Ω). So that, wk is weaklyrelatively 
ompa
t in H1(Ω), and sin
e β is 
ontinuous then vk is relatively 
ompa
tin L1(Ω). Then, there exists a subsequen
e that we denote again by k, su
h that
vk → v in L1(Ω), wk → w in L1(Ω) and weakly in H1(Ω), and u = β(w) a.e in Ω.Moreover, hk := vk + r(k)g(vk) is relatively 
ompa
t in L1(Ω). Indeed, thanks toLemma F. of [7℄ we have

lim
|y|→0

sup
k

∫

Ω
′

|hk(x+ y) − hk(x)| = 0,and moreover, the sequen
e is uniformly integrable. Therefore
r(k)g(vk) → η in L1(Ω).Now, in order to 
hara
terize u, w and η, we treat separately ea
h 
ase of thetheorem.1. Thanks to (3.27), we have
d(k)

∫

Ω

|Dwk|2 ≤ C
′||f ||∞,so that ∫

Ω

|Dw|2 ≤ lim inf
k→∞

∫

Ω

|Dwk|2 = 0,whi
h implies that w and v are 
onstant fun
tions. Taking ξ ≡ 1 as a testfun
tion and passing to the limit we dedu
e that the 
onstant v satis�es v +

rg(v) =

∫
−
Ω

f. This ends up the proof of the �rst part of the Theorem.60



3.3. APPLICATIONS.2. Sin
e g(0) = β(0) = 0, then (3.24) implies that
r(k)|g(vk)|L1(Ω) ≤ |f |L1(Ω).So, g(v) ≡ 0 and m0 ≤ v ≤ M0 a.e. in Ω. Re
all that r(k)g 
onverges in thegraph sense to G, then by standard monotone arguments η ∈ G(v) a.e. in Ω.As to (3.28), it follows from the estimates (3.25). And the proof of the se
ondpart �nishes.3. Sin
e ∫

Ω

|Dwk|2 ≤
C1(Ω,N)

d(k)
‖f‖L∞(Ω),then w and v are 
onstants. Moreover, sin
e r(k)g 
onverges in the graphsense to G, then η ∈ G(v) a.e. in Ω. Integrating the equation over Ω andletting k → ∞, we get

v +G(v) ∋
∫
−
Ω

f.At last, we see that the appli
ation f → lim
k→∞

vk as de�ned in ea
h 
ases of the theo-rem is well de�ned and is a 
ontra
tion from in L1(Ω) into L1(Ω), so the 
onvergen
eresult for f ∈ L1(Ω) follows by density of L∞(Ω) in L1(Ω).As an immediate 
onsequen
e, we haveCorollary 3.3.1 r > 0, d→ ∞, Ad ,r

A∞,r L1(Ω),

f ∈ A∞,rv ⇔ f ∈ L1(Ω), v ≡ c, c ∈ R r g(c) =

∫
−
Ω

f.

d > 0, r → ∞, Ad ,r

Ad,∞ L1(Ω),

f ∈ Ad,∞v ⇔





v,f ∈ L1(Ω),∃ w ∈W 1,1(Ω),∃ η ∈ L1(Ω)

v = β(w), η ∈ G(v) Ω

d

∫

Ω

DwDξ +

∫

Ω

ηξ =

∫

Ω

fξ ξ ∈ W 1,∞(Ω)

d = d (k) r = r(k), lim
k→∞

d (k) = lim
k→∞

r(k) = ∞, Ad ,r

A∞,

f ∈ A∞v ⇔ f ∈ L1(Ω), v ≡ c, c ∈ R

∫
−
Ω

f ∈ G(c).61



Chap. 3: Competition PhenomenaIt is not di�
ult to see that
Ad,r = dA+ rB (3.29)where A = A1,0 and B : L1(Ω) → L1(Ω) is de�ned by Bu = g(u) with

D(B) =
{
u ∈ L1(Ω); g(u) ∈ L1(Ω)

}
,and D(A) ⊆ D(B).Lemma 3.3.1 ε→ 0, ε A+B → B,Proof : Sin
e, εβ−1 
onverges to the graph N ≡ 0, then the proof is a simple
onsequen
e of [7℄.Proposition 3.3.2 D(Ad ,∞) =

{
z ∈ L1(Ω) ; m0 ≤ z ≤M0 Ω

}
.

D(A∞ ,r) = R.

D(A∞) = [m0,M0].Proof :1. Clearly, by the de�nition of Ad,∞ we have D(Ad,∞) ⊆
{
z ∈ L1(Ω) ; m0 ≤

z ≤ M0 a.e. Ω
}
. To prove the 
onverse part, let u ∈ L1(Ω) be su
h that

m0 ≤ u ≤M0 a.e. in Ω and 
onsider uε the solution of




uε − ε△wε = u, uε = β(wε) in Ω

∂~nwε = 0, in ∂ΩIt is 
lear that m0 ≤ uε ≤M0 a.e. in Ω, so that uε ∈ D(Ad,∞), for ea
h ε > 0.Sin
e, εβ−1 
onverges to 0 in the graph sense, then by [7℄, we dedu
e that
uε → u in L1(Ω), as ε→ 0, and the proof 
ompletes.2. This is a simple 
onsequen
e of the fa
t that D(g) = R. Indeed, for any c ∈ R,

rg(c) is well de�ned and there exists f ∈ L1(Ω), su
h that ∫
−
Ω

f = rg(c), sothat f ∈ A∞,r(c) and A∞,r(c) 6= ∅.3. It is 
lear that D(A∞) ⊆ [m0,M0]. Now, for c ∈ [m0,M0], G(c) is not emptyand for any α ∈ G(c), there exists f ∈ L1(Ω), su
h that ∫
−
Ω

f = α, so that
f ∈ A∞(c) and we dedu
e that A∞(c) 6= ∅, and c ∈ D(A∞).62



3.3. APPLICATIONS.
In this subse
tion, we begin by studying the �rst part of Theorem 3.3.1, i.e. the
ase of large di�usion. So, we �x r > 0 and we let d→ ∞. In order to apply Theorem3.2.2, we 
onsider �rst the Cau
hy problem





ut + Au = 0 in (0,T )

u(0) = u0.
(3.30)It is known (see for instan
e [31℄ and [34℄ and the referen
es therein) that, if u0 ∈

L∞(Ω), then the mild solution u of (3.30) is the unique weak solution of




ut − ∆w = 0 u = β(w) in Q
∂~nw = 0, on Σ

u(0) = u0 in Ω

(3.31)and
lim
t→∞

u(t) =

∫
−
Ω

u0.

Lemma 3.3.2 u0 ∈ L∞(Ω) f ∈ L1(Ω),





ut +B u = f (0,T )

u(0) = u0

(3.32)




ut + r g(u) = f (0,T )

u(0) = u0

u ∈ W 1,1((0,T ),L1(Ω)) Q
u(0) = u0. f ≡ 0,

lim
t→∞

u(t) = m0∨(u0∧M0) Ω.63



Chap. 3: Competition PhenomenaProof. Thanks to Lemma 3.3.1, we know that εA+B 
onverges to B, so the limitof the mild solution uε of



ut + εAu+Bu = 0 in (0,T )

u(0) = u0,
onverges to u (the mild solution of (3.32)). Using Proposition 3.3.1, uε ∈ L∞(Q),there exists wε ∈ L2(0,T ;H1(Ω)), uε = β(wε) a.e. in Q and
ε

∫ τ

0

∫

Ω

DwεDξ + r

∫ τ

0

∫

Ω

g(uε)ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uεξt +

∫

Ω

u0ξ(0). (3.33)Moreover, uε, wε and rg(uε) are bounded in L∞(Ω) and εwε is bounded in L2(0,T ;H1(Ω)),so that
εwε → 0 weakly in L2(0,T ;H1(Ω)).Passing to the limit in (3.33), we dedu
e that g(u) ∈ L∞(Q) and

r

∫ τ

0

∫

Ω

g(u) ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

f ξ +

∫ τ

0

∫

Ω

u ξt +

∫

Ω

u0 ξ(0).Sin
e, f, g(u) ∈ L1(Q) then u ∈ W 1,1(0,T,L1(Ω)) and, for a.e. x ∈ Ω, ut(x) +
rg(u(x)) = f(x) in (0,T ). This ends up the proof of the �rst part of the lemma.Assuming that f ≡ 0, there exists a measurable fun
tion u∞, su
h that, as t → ∞,
u(t) → u∞, a.e. in Ω and g(u∞) = 0, a.e. in Ω ; i.e. m0 ≤ u∞ ≤ M0, p.p. in
Ω. Moreover, sin
e u is bounded in L∞(Q), then the 
onvergen
e is in L1(Ω). Letus prove that u∞ = m0∨(u0∧M0). First, note that, if m0 ≤ u0(x) ≤ M0, then,
u(t,x) = u0(x), for any t ≥ 0, and u∞(x) = u0(x). If u0(x) ≥ M0, then it is 
learthat t 7−→ u(t,x) is nonin
reasing. So,

u∞(x) ≤ u0(x),and we dedu
e that u∞(x) = M0. In a similar way, u∞(x) = m0, a.e.x ∈ Ω, su
hthat u0 ≤ m0, and the proof of the lemma �nishes.Now, applying Theorem 3.2.2, we get the �rst part of Theorem 3.3.1. More pre
isely,Proposition 3.3.3 r > 0, d→ ∞,

ud,r → c C((0,T ),L1(Ω)),

c ∈ C1([0,T ))




ct + r g(c) =

∫
−
Ω

f (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0. 64



3.3. APPLICATIONS.Proof : Re
all that ud,r is the mild solution of CP d,r(u0,f), Ad,r = dA + rB.Moreover, thanks to Lemma 3.3.1, A and B satisfy the assumption (3.13), with
B̃ = B, and lim

t→∞
e−tAu0 =

∫
−
Ω

u0 . Sin
e ∫
−
Ω

u0 ∈ D(A∞,r), then applying Theorem3.2.2 we dedu
e that ud,r → u in C((0,T );L1(Ω)), where u is the mild solution of




ut + A∞,ru ∋ f in (0,T )

u(0) =

∫
−
Ω

u0.
(3.34)It is not di�
ult to see that the mild solution of (3.34) is the mild solution of





ut +Bu =

∫
−
Ω

f in (0,T )

u(0) =

∫
−
Ω

u0,and, thanks to Lemma 3.3.2, the proof is �nished.
Assume now, that d > 0 is �xed and that r is very large ; i.e. r → ∞.Lemma 3.3.3 r → ∞, ud,r → u C((0,T );L1(Ω)), u





ut + Ad,∞u ∋ f (0,T )

u(0) = m0∨(u0(x)∧M0).
(3.35)Proof : Thanks to Lemma 3.3.2,

lim
t→∞

e−tBu0 = m0∨(u0(x)∧M0) a.e. x ∈ Ω.On the other hand, we have Ad,r(k) → Ad,∞ and m0∨(u0∧M0) ∈ D(Ad,∞), then thelemma is a simple 
onsequen
e of Theorem 3.2.2.At last, the proof of the se
ond part of Theorem 3.3.1 follows by 
hara
terizing themild solution of 



ut + Ad,∞u ∋ f in (0,T )

u(0) = v0

(3.36)65



Chap. 3: Competition Phenomena
Proposition 3.3.4 f ∈ L∞(Q) v0 ∈ L∞(Ω) m0 ≤ v0 ≤ M0

Ω.





ut − d∆w +G(u) = f, u = β(w) Q

∂~nw = 0, Σ

u(0) = v0 Ω.

u ∈ C
(
[0,T ),L1(Ω)

)
, u(0) = v0, w ∈ L2

(
0,T ;H1(Ω)

)
, u = β(w),

η ∈ L2
(
0,T ;L2(Ω)

)
η ∈ G(u) Q

d

∫ τ

0

∫

Ω

DwDξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ηξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

v0ξ(0)

ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω) ξ(.,τ) ≡ 0.Proof : The proof of this proposition is standard by now (see for instan
e [31℄).For 
ompleteness let us give the arguments. For t ∈ [0,τ ], 
onsider a subdivision
t0 = 0 < t1 < ... < tn−1 < τ ≤ tn, with ti − ti−1 = ε, f1,...,f2 ∈ L∞(Ω) with

n∑

i=1

∫ ti

ti−1

||f(t) − fi||L1(Ω) ≤ ε and n∑

i=1

ε||fi||L∞(Ω) ≤
∫ T

0

‖f ||L∞(Ω). By de�nition ofthe mild solution, u is given by
u(t) = L1 − lim

ε→0
uε(t)uniformly for t ∈ [0,T ), where uε is the approximate solution by uε(0) = u0, uε(t) =

ui for t ∈]ti−1,ti], i = 1,...,n, where ui satis�es ui + εAd,∞ui = εfi + ui−1. That is,there exists wi ∈ H1(Ω) and ηi ∈ L∞(Ω) su
h that




ui − εd∆wi + εηi = ui−1 + εfi, ui = β(wi), ηi ∈ G(ui) in Ω

∂~nwi = 0, in ∂Ω
(3.37)Thanks to (3.24) and (3.25), it follows that

∫

Ω

|ui| + ε

∫

Ω

|ηi| ≤
∫

Ω

|ui−1| + ε

∫

Ω

|fi| (3.38)and
||ui||L∞(Ω) + ε||ηi||L∞(Ω) ≤ 2

(
||u0||L∞(Ω) +

∫ T

0

‖f ||L∞(Ω)

)
=: M,66



3.3. APPLICATIONS.so that,
||uε(t)||L∞(Ω) +

∫ T

0

||ηε(t)||L∞(Ω)dt ≤M ∀t ∈ [0,T ], (3.39)where fε, ηε : [0,τ ] −→ L1(Ω), with fε(t) = fi and ηε = ηi, for any t ∈]ti−1,ti],i =
1,...,n. Taking ξ = wi as a test fun
tion in (3.37 ) and using the fa
t that

∫

Ω

(ui−1 − ui)wi ≤
∫

Ω

j(ui−1) −
∫

Ω

j(ui)we dedu
e that
∫

Ω

j(ui) + εd

∫

Ω

|Dwi|2 + ε

∫

Ω

ηiwi ≤ ε

∫

Ω

fiwi +

∫

Ω

j(ui−1), (3.40)so that, adding for i = 1,...,n, we get
∫

Ω

j(uε(τ)) + d

∫ τ

0

∫

Ω

|Dwε|2 +

∫ τ

0

∫

Ω

ηεwε ≤
∫

Ω

j(u0) +

∫ τ

0

∫

Ω

fεwε. (3.41)where wε : [0,τ ] −→ H1(Ω) with wε = wi, for any t ∈]ti−1,ti],i = 1,...,n. Sin
eIm(β) = R, then we dedu
e that wε is bounded in L∞((0,τ)×Ω) and, using the fa
tthat j ≥ 0, ηεwε ≥ 0 a.e. in [0,τ ] × Ω, it follows that wε bounded in L2(0,τ,H1(Ω)).So, let w ∈ L2(0,τ,H1(Ω)) and η ∈ L2((0,τ) × Ω), su
h that wεk
−→ w, weakly in

L2(0,τ,H1(Ω)) and ηε → η weakly in L2((0,τ)×Ω), where εk is a sequen
e su
h that
εk −→ 0. Using the monotony of β and G, we have u = β(w) and η ∈ G(w) a.e. in
Q. Now, let us 
onsider ũε the fun
tion from [0,τ ] into L1(Ω), de�ned by ũε(ti) = uiand ũε linear in [ti−1,ti], then ( 3.37 ) implies that

d

∫ τ

0

∫

Ω

DwεDξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ηεξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fεξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ũεξt +

∫

Ω

u0ξ(0). (3.42)for any ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω), s.t ξ(τ) = 0. Letting ε → 0 in ( 3.42 ) , we get
d

∫ τ

0

∫

Ω

DwDξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ηξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

u0ξ(0). (3.43)for any ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω), s.t ξ(τ) = 0.To �nish the proof of Theorem 3.3.1, we 
onsider the 
ase where both the rea
tionand the di�usion rates are very large. So, we assume that d = d (k) and r = r(k),with lim
k→∞

d (k) = lim
k→∞

r(k) = ∞. First let us 
onsider the 
ase where
lim
k→∞

d (k)

r(k)
= 0, (3.44)67



Chap. 3: Competition Phenomenain other words the rea
tion is more 
ompetitive than the di�usion. Thanks to Theo-rem 3.2.3, we need to 
onsider the operator
A+

r (k)

d(k)
B =: Ak.Sin
e r (k)

d(k)
→ ∞, then by Theorem 3.3.2, we dedu
e that

Ak → A1,∞.On the other hand, thanks to Lemma 3.3.2, remember that lim
t→∞

e−tBu0 = m0∨(u0∧M0),a.e. Ω. Sin
e,m0∨(u0∧M0) 6∈ D(A∞), then, having in mind Theorem 3.2.3, the boun-dary layer of the limit of ud,r is given by the large time behavior of the solution ofthe Cau
hy problem 



ut + A1,∞u ∋ 0 in (0,∞)

u(0) = m0∨(u0∧M0).
(3.45)To this aim, we 
onsider the set

K = {z ∈ [m0,M0]; ∃c ∈ R, z = β(c)}.It is not di�
ult to see that K is a nonempty 
losed subset of L1(Ω) and, moreover, Kis 
ontained in the set of stationary solution of (3.45), i.e. for any z ∈ K, e−tA1,∞

z = z,for any t ≥ 0.Proposition 3.3.5 u0 ∈ L1(Ω), m0 ≤ u0 ≤ M0 Ω,
u

0
∈ K

e−tA1,∞

u0 → u
0

L1(Ω), t→ ∞.Proof : The proof of this proposition follows the same line of [28℄. To summarizethe proof we give just the main lines. For more details one 
an see [28℄. Indeed,using the results of [7℄, we prove �rst that the resolvents are relatively 
ompa
t from
L∞(Ω) into L1(Ω), i.e. if B is a bounded subset of L∞(Ω), then (I + ǫA1,∞)−1(B)is relatively 
ompa
t in L1(Ω) so that, the orbit γ(u0) = {e−tA1,∞

u0 : t ≥ 0} isrelatively 
ompa
t in L1(Ω). In addition, it is not di�
ult to prove that
∫ ∞

0

∫

Ω

|Dw|2 ≤
∫

Ω

j(u0),68



3.3. APPLICATIONS.whi
h implies that the ω−limit set is 
ontained in K. Then, by using the additivesemigroup property, we dedu
e that the ω− limit set is a singleton and the proof�nished.Remark 3.3.1 u
0

Lemma 3.3.4 ud,r → c C((0,T );L1(Ω)), c





ct + A∞c ∋ f (0,T )

c(0) = u
0

(3.46)
u

0Proof : Re
all that we have d(k)A + r(k)B → A∞, lim
k→∞

r(k)

d(k)
= ∞, lim

t→∞
e−tBu0 =

m0∨(u0∧M0) and u0
= lim

t→∞
e−tA1,∞

m0∨(u0∧M0) ∈ D(A∞). Then, the result of thelemma is a 
onsequen
e of Theorem 3.2.2.Proposition 3.3.6 c0 ∈ [m0,M0],





ct + A∞c ∋ f (0,T )

c(0) = c0

(3.47)




ct +G(c) ∋
∫
−
Ω

f (0,T ),

c(0) = c0,

c ∈ W 1,1(0,T ), η ∈ L1(0,T ), c(0) = c0

ct + η =

∫
−
Ω

f, (0,T ). 69



Chap. 3: Competition PhenomenaProof Sin
e, for any f ∈ L1(Ω), (I + λ A∞)−1(f) = (I + λ A∞)−1(

∫
−

Ω

f) =

(
I + λ G

)−1
(

∫
−

Ω

f), then the mild solution of (3.47) is the mild solution of




ct +G(c) ∋
∫
−

Ω

f in (0,T )

c(0) = c0.

(3.48)Thus the proof is a simple appli
ation the 
lassi
al theory of nonlinear semigroupgoverned by maximal monotone graphs in Hilbert spa
e (
f. [14℄).To end up the proof of Theorem 3.3.1, we 
onsider the 
ase
lim

k→∞

d (k)

r(k)
= ∞. (3.49)i.e.; the di�usion is more 
ompetitive than the rea
tion.Lemma 3.3.5 ud,r → c C((0,T );L1(Ω)), c





ct +G(c) ∋ f (0,T )

c(0) = m0∨(

∫
−
Ω

u0∧M0).
(3.50)Proof : Thanks to [7℄, it is not di�
ult to see that A + ε B → A, as ε → 0, in thesense of resolvent. So, using Theorem 3.2.3, we need to 
onsider the operator

d (k)

r(k)
A+B =: Bk.Sin
e d (k)

r(k)
→ ∞, then Corollary 3.3.1 implies that

Bk → A∞,1.On the other hand, remember that lim
t→∞

e−tAu0 =

∫
−
Ω

u0 and ∫
−
Ω

u0 /∈ D(A∞). So, weneed to 
onsider the Cau
hy problem




ut + A∞,1u ∋ 0 in (0,∞)

u(0) =

∫
−
Ω

u0.
(3.51)70



3.3. APPLICATIONS.Sin
e the mild solution of (3.51) is the mild solution of




ct + g(c) = 0 in (0,∞)

c(0) =

∫
−
Ω

u0,then, using Lemma 3.3.2, the proof is 
omplete..
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Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usion
Soit Ω un ouvert borné de R

N de frontière ∂Ω assez régulière. On 
onsidère lesystème de Réa
tion Di�usion suivant
(P k)





u1t −△w1 = F (u1,u2), w1 = ϕ1(u1) sur Q := Ω × (0,T )

u2t −△w2 = G(u1,u2), w2 = ϕ2(u2) sur Q := Ω × (0,T )

∂~nw1 + z1 = 0, z1 ∈ γ1(w1) sur Σ := ∂Ω × (0,T )

∂~nw2 + z2 = 0, z2 ∈ γ2(w2) sur Σ := ∂Ω × (0,T )

u1(x,0) = u01(x) u2(x,0) = u02(x) sur Ω,où, ϕ1, ϕ2 sont des fon
tions 
ontinues, stri
tement 
roissantes ave
 ϕi(0) = 0 etpour i = 1,2; γi est un graphe maximal monotone de R × R tel que 0 ∈ γi(0) et
(H1) D(γi) = R ou bien D(γi) = {0}.Di�érents 
hoix de fon
tions ϕi, γi (i = 1 ou 2) 
orrespondent à des problèmes pro-venant de di�érentes appli
ations par exemple, pour ϕi(r) = |r|miSign0(r), ave

mi > 1 dé
rit une di�usion non linéaire lente ([1℄, [10℄); mi = 1 
orrespond à l'équa-tion de la 
haleur 
lassique et 0 < mi < 1 dé
rit une grande di�usion. Le graphe
γi peut être multivoque et 
e
i permet d'in
lure les 
onditions de Diri
hlet au bord(γi = {0}×R) et les 
onditions de Neumann ( γi = R×{0}) ainsi d'autres possibi-lités. Pour les termes de réa
tions, on suppose que

F (u1,u2) = −Rk(.)g(w1 − w2), G(u1,u2) = Rk(.)g(w1 − w2)ave
 g est une fon
tion 
ontinue, 
roissante véri�ant g−1(0) = {0} . Pour tout
k ≥ 0, Rk : Ω → R

+ est une fon
tion mesurable ave
 Rk ∈ L∞(Ω) ∩ BV (Ω). Le modèle a été proposé par E.DiBenedetto et R.E. Showalter dans [8℄, il futsuivi en 
ela par Xiangsheng Xu dans [11℄ et �nalement le problème a été étudiépar J.M. Mazon et J.Toledo dans [9℄. Ce système dé
rit le phénomène de di�usiondans un milieu hétérogène 
onstitué de deux 
omposantes. Cette situation apparaîtpour des problèmes de 
ondu
tion thermique dans des sols ro
heux, ou aussi ladi�usion (liquide, gaz) à travers un milieu poreux fra
turé. L'existen
e et l'uni
itéde la solution faible dans le 
as où Rk = 1, ϕ2 = 0 et ave
 des 
onditions de Diri
hletau bord a été démontrée dans [8℄ en utilisant la théorie H−1. Dans ([11℄ et [9℄) lesauteurs utilisent la théorie des semigroupes non linéaires, et en se basant sur les78



4.2. RÉSULTATS PRINCIPAUXrésultats elliptiques obtenus dans ([2℄, [6℄), ils montrent que dans le 
as ou Rk nedépend pas de l'espa
e, le problème (P k) admet une unique bonne solution. Dans 
e
hapitre, on s'intéresse à l'existen
e, l'uni
ité de la solution du problème (P k) et au
omportement de la solution lorsque l'é
hange entre les deux 
omposantes est trèsgrand dans un sous domaine Ω0 ⊆ Ω. Pour 
e
i, on 
onsidère
Rk(x) = a(k)χΩ0(x) + R0(x)χΩ1(x) p.p. dans Ω,ave
 Ω1 = Ω \ Ω0 et a(k) une fon
tion stri
tement positive telle que a(k) → ∞lorsque k → ∞.Dans la première partie de 
e 
hapitre on 
ommen
e par étudier le problèmeelliptique asso
ié à (P k), on démontre des résultats d'existen
e et d'uni
ité, ensuitenous étudierons le 
omportement de la solution lorsque k → ∞. La di�
ulté depassage à la limite dans la terme Rkg(w1−w2) nous amène à introduire une nouvellenotion de solution qui fait intervenir simultanément les deux équations. Dans ladeuxième partie, nous introduisons le problème de Cau
hy abstrait lié à (P k), quinous permet à l'aide des semigroupes non linéaires de montrer l'existen
e de lasolution faible. Finalement, nous passons à la limite dans le problème (P k) et àl'aide de la notion des solutions intégrales on montre l'uni
ité de la solution duproblème (P k) ainsi du problème limite .

Dans 
ette se
tion, nous présentons les résultats d'existen
e et d' uni
ité dela solution faible du problème (P k), ainsi le 
omportement de la solution lorsque
k → ∞.Théorème 4.2.1 U0 := (u01, u02) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) (P k)

U := (u1, u2)
ui ∈ L∞(Q) ∃wi ∈ L2

(
[0, T ), H1(Ω)

)
, ∃zi ∈ L2

loc

(
[0,∞[, L2(∂Ω)

)

wi = ϕi(ui) Q zi ∈ γi(wi) Σ,
∫ ∫

Q

Dw1Dξ1 +

∫ ∫

Q

Rk(x)g(w1 − w2)ξ1 +

∫ ∫

Σ

z1ξ1 =

∫ ∫

Q

u1
∂ξ1
∂t

+

∫

Ω

u01ξ1(0)

∫ ∫

Q

Dw2Dξ2 −
∫ ∫

Q

Rk(x)g(w1 − w2)ξ2 +

∫ ∫

Σ

z2ξ2 =

∫ ∫

Q

u2
∂ξ2
∂t

+

∫

Ω

u02ξ2(0),

ξ1, ξ2 ∈ C1
(
(0,T ) × Ω

)
ξ1(., T ) = ξ2(., T ) ≡ 0.

||
(
u1(t), u2(t)

)
||∞ ≤ ||(u01, u02)||∞79



Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usion
∫ t

0

∫

Ω

(|Dwk
1 |2 + |Dwk

2 |2) ≤ C C kLe passage à la limite dans le problème (P k) né
essite un 
adre fon
tionnel bienadapté au 
omportement de la solution lorsque k → ∞. Formellement pour 
om-penser le fait que le 
oe�
ient a(k) → ∞ il faut que le terme g(w1 − w2) = 0 p.p.
Ω0 ou en
ore w1 = w2 p.p. Ω0. Et, don
 on note par K l'espa
e naturel asso
ié auproblème limite dé�ni 
omme suit:

K =
{

(ξ1, ξ2) ∈ L1(Ω) × L1(Ω) tel que ξ1 = ξ2 p.p. dans Ω0

}
.Théorème 4.2.2 U0 = (u01, u02) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) Uk := (uk

1, u
k
2)

(P k) k −→ ∞

Uk −→ U := (u1, u2) C
(
(0,T ), L1(Ω) × L1(Ω)

)
,

i = 1,2; ui

{
ui ∈ L∞(Q), ∃wi ∈ L2

(
[0,T ), H1(Ω)

)
, ∃ zi ∈ L2

loc

(
[0,∞[, L2(∂Ω)

)

wi = ϕi(ui) Q, zi ∈ γi(wi) Σ,

∀l > 0

d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(r) − ξ1)dr +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ1) +

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − ξ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(r) − ξ2)dr +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ2) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ1) − Tl(w2 − ξ2)

)
≤ 0 D′(0,T ),

ξ = (ξ1,ξ2) ∈
(
C1(Ω) × C1(Ω)

)
∩ K U0 = U0 := (u01,u02) u0i

u01(x) =

{
u01(x) Ω1

ũ01(x) Ω0
u02(x) =

{
u02(x) Ω1

ũ01(x) Ω0
,

ũ01(x) := [I + ϕ−1
2 ◦ ϕ1]

−1(u01 + u02) ũ02(x) := [I + ϕ−1
1 ◦ ϕ2]

−1(u01 + u02).

En utilisant la dis
rétisation par s
héma impli
ite en temps et tenant 
ompte de lathéorie de semigroupe non-linéaire, l'étude de (P k) est liée dire
tement au problème80



4.3. PROBLÈME STATIONNAIREstationnaire suivant:
Sg,k

ϕ,γ(f1,f2)





v1 −△w1 + Rk(x)g(w1 − w2) = f1, w1 ∈ ϕ1(v1) sur Ω

v2 −△w2 −Rk(x)g(w1 − w2) = f2, w2 ∈ ϕ2(v2) sur Ω

∂~nw1 + z1 = 0, z1 ∈ γ1(w1) sur ∂Ω

∂~nw2 + z2 = 0, z2 ∈ γ2(w2) sur ∂ΩDans 
e paragraphe, nous supposons que ϕ1, ϕ2 sont des graphes maximauxmonotones de R × R ave
 D(ϕ1) = D(ϕ2) = R et nous allons montrer l'existen
eet l'uni
ité de la solution faible du problème stationnaire Sg,k
ϕ,γ(f1,f2). Pour 
ela,
ommençons d'abord par rappeler les résultats dans le 
as où les non linéarités

ϕi, ϕ
−1
i , γ−1

i et g sont su�sament régulières.Lemme 4.3.1 i = 1,2; ϕi, ϕ
−1
i , γ−1

i g
F := (f1, f2) ∈ L2(Ω) × L2(Ω),

V := (v1, v2) ∈ L2(Ω) × L2(Ω) ∃wi ∈ H1(Ω),∃ zi ∈
L2(∂Ω) wi = ϕi(vi) Ω, zi = γi(wi) ∂Ω,

∫

Ω

DwiDξi + (−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g(w1 − w2)ξi +

∫

∂Ω

ziξi =

∫

Ω

(fi − vi)ξi (4.1)
ξi ∈ H1(Ω)Lemme 4.3.2 (v1, v2)
Sg,k

ϕ,γ(f1, f2)

||(v1, v2)||1 ≤ ||(f1, f2)||1

||(v1, v2)||1 = ||v1||L1(Ω) + ||v2||L1(Ω).

M > 0,
∫

Ω

[(|v1| −M)+ + (|v2| −M)+] ≤
∫

Ω

[(|f1| −M)+ + (|f2| −M)+].

||(v1, v2)||∞ ≤ ||(f1, f2)||∞
||(v1, v2)||∞ = sup

(
||v1||L∞(Ω), ||v2||L∞(Ω)

)
.81



Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usionA �n de montrer l'existen
e de la solution du problème Sg,k
ϕ,γ(f1,f2) nous allons 
om-men
er par établir le Lemme te
hnique suivant:Lemme 4.3.3 F := (f1,f2) ∈ L∞(Ω) ×

L∞(Ω) V := (v1,v2) Sg,k
ϕ,γ(f1,f2) y ∈ R

N ψ ≥ 0

ψ ∈ C2(Ω) Ω′ := {x ∈ Ω; (x,∂Ω) < |y|}
∫

Ω′

ψ(x)(|v1(x+ y) − v1(x)| + |v2(x+ y) − v2(x)|)

≤
∫

Ω′

|∆ψ(x)|(|w1(x+ y) − w1(x)| + |w2(x+ y) − w2(x)|)

+

∫

Ω′

ψ(x)(|f1(x+ y) − f1(x)| + |f2(x+ y) − f2(x)|)

+2

∫

Ω′

ψ(x)(|Rk(x+ y) −Rk(x)||g(w1 − w2)|)

(4.2)
Preuve. Nous utilisons les mêmes te
hniques dans [9℄. Soit (v1,v2) la solution duproblème Sg,k

ϕ,γ(f1,f2) au sens du Lemme 4.3.1, d'après (4.1) on a
∫

Ω′

D(w1(x+ y) − w1(x))Dξdx+

∫

Ω′

(v1(x+ y) − v1(x))ξdx

+

∫

Ω′

[Rk(x+ y)g(w1(x+ y) − w2(x+ y)) −Rk(x)g(w1(x) − w2(x))]ξdx

=

∫

Ω′

(f1(x+ y) − f1(x))ξdx

(4.3)pour tout ξ ∈ H1(Ω′) tel que support(ξ) ⊂⊂ Ω′. Soit ψ ∈ C2(Ω′), ψ ≥ 0 prenons
ξ = ψHε(w1(x + y) − w1(x)) 
omme fon
tion test dans (4.3) et soit Iε

1 le terme àgau
he de l'équation (4.3), alors
Iε
1 : =

∫

Ω′

DW [DψHε(W ) + ψH′
ε(W )DHε(W )]

≥
∫

Ω′

DWDψHε(W )

= −
∫

Ω′

W∆ψHε(W ) −
∫

Ω′

WDψH′
ε(W )DHε(W ),où W = w1(x + y) − w1(x) et Hε(s) = inf(s+/ε,1), pour tout ε > 0 et s ∈ R.D'autre part, il vient de la dé�nition de Hε que, lorsque ε→ 0

WH′
ε(W ) → 0 et |WH′

ε(W )| ≤ 1 p.p. Ω′.Par 
onséquent
lim
ε→0

∫

Ω′

WDψH′
ε(W )DHε(W ) = 0.82



4.3. PROBLÈME STATIONNAIRENous faisons tendre ε vers 0 dans (Iε
1), nous trouvons

lim
ε→0

Iε
1 = lim

ε→0

∫

Ω′

W∆ψHε(W ) ≥ −
∫

Ω′

|W ||∆ψ|. (4.4)Ainsi, nous utilisons le fait que ϕi,ϕ
−1
i , sont des fon
tions 
ontinues Lips
hitzienneset nous obtenons

lim
ε→0

∫

Ω′

(v1(x+ y) − v1(x))ψHε(W )dx ≥
∫

Ω′

|v1(x+ y) − v1(x)|ψ. (4.5)Passons à la limite dans (4.3) lorsque ε tend vers 0 et utilisons (4.4) et (4.5), nousdéduisons
∫

Ω′

ψ(x)|v1(x+ y) − v1(x)| +
∫

Ω′

t(x)ψ(x)Sign0(w1(x+ y) − w1(x))

≤
∫

Ω′

|∆ψ(x)|(|w1(x+ y) − w1(x)|) +

∫

Ω′

ψ(x)(|f1(x+ y) − f1(x)|)
(4.6)où t(x) = Rk(x+ y)g(w1(x+ y)−w2(x+ y))−Rk(x)g(w1(x)−w2(x)). De la mêmemanière, nous obtenons

∫

Ω′

ψ(x)|v2(x+ y) − v2(x)| −
∫

Ω′

t(x)ψ(x)Sign0(w2(x+ y) − w2(x))

≤
∫

Ω′

|∆ψ(x)|(|w2(x+ y) − w2(x)|) +

∫

Ω′

ψ(x)(|f2(x+ y) − f2(x)|).
(4.7)D'autre part, il vient que

J : = t(x)
(
Sign0(w1(x+ y) − w1(x)) − Sign0(w2(x+ y) − w2(x))

)

≥
(
Rk(x+ y) −Rk(x)

)
g(w1(x) − w2(x))

(
Sign0(w1(x+ y) − w1(x))

−Sign0(w2(x+ y) − w2(x))
)

≥ −2
(
|(Rk(x+ y) −Rk(x))g(w1 − w2)|

)
(4.8)

Nous additionnons (4.6) ave
 (4.7) et d'après (4.8), nous obtenons le résultat dulemme.Remarque 2
Sg,k

ϕ,γ 83



Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usionProposition 4.3.1 F := (f1, f2) ∈ L∞(Ω)×L∞(Ω),
V := (v1, v2) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) Sg,k

ϕ,γ(f1, f2)

i = 1,2 ∃wi ∈ H1(Ω),∃ zi ∈ L2(∂Ω) wi ∈ ϕi(vi) Ω, zi ∈
γi(wi) ∂Ω,

∫

Ω

DwiDξi + (−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g(w1 − w2)ξi +

∫

∂Ω

ziξi =

∫

Ω

(fi − vi)ξi (4.9)
ξi ∈ H1(Ω)

||(v1, v2)||∞ ≤ ||(f1, f2)||∞
∫

Ω

(|Dw1|2 + |Dw2|2) ≤ C ′ C ′ kPreuve. Pour i = 1,2, Soient ϕλ
i ,γ

λ
i et gλ respe
tivement l'approximation de Yoshidade ϕi,γi et g. Posons ϕ̂λ

i (r) = ϕλ
i (r) + λr, il est 
lair que ϕ̂λ

i , (ϕ̂
λ
i )

−1, γλ
i et gλ sontdes fon
tions 
ontinues Lips
hitziennes, don
 d'après le Lemme 4.3.1 il existe uneunique solution faible notée (vλ

1 , v
λ
2 ) du problème Sgλ,k

ϕ̂λ,γλ(f1, f2). Il vient du Lemme4.3.2 que
||(vλ

1 , v
λ
2 )||∞ ≤ ||(f1, f2)||∞et puisque |ϕλ

i (r)| ≤ |ϕ0
i (r)|, don


||ϕ̂λ
i (v

λ
i )||L∞(Ω) ≤ ||ϕ0

i (v
λ
i )||L∞(Ω) + λ||vλ

i ||L∞(Ω)

≤ ϕ0
i (||(f1, f2)||∞) + λ||(f1, f2)||∞,prenons λ assez petit, nous déduisons que

||ϕ̂λ
i (v

λ
i )||L∞(Ω) ≤M1 (4.10)où M1 est une 
onstante qui dépend uniquement de Ω et ϕ0

i

(
||(f1, f2)||∞

). De lamême manière on a
||gλ

(
ϕ̂λ

1(v
λ
1 ) − ϕ̂λ

2(v
λ
2 )

)
||L∞(Ω) ≤ g

(
||ϕ̂λ

1(v
λ
1 )||L∞(Ω) + ||ϕ̂λ

2(v
λ
2 )||L∞(Ω)

)alors,
||Rkg

λ
(
ϕ̂λ

1(v
λ
1 ) − ϕ̂λ

2(v
λ
2 )

)
||L∞(Ω) ≤ M2 (4.11)où M2 est une 
onstante qui dépend uniquement de Ω, g,M1 et ||Rk||∞.84



4.3. PROBLÈME STATIONNAIREMaintenant, prenons ŵλ
i = ϕ̂λ

i (v
λ
i ) 
omme fon
tion test dans le Lemme 4.3.1,alors on a

∫

Ω

|Dŵλ
i |2 + (−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g
λ(ŵλ

1 − ŵλ
2 )ŵλ

i +

∫

∂Ω

ẑλ
i ŵ

λ
i =

∫

Ω

(fi − vλ
i )ŵλ

ioù ẑλ
i = γi(ŵ

λ
i ), en utilisant le fait que γi et ϕ̂λ

i sont 
roissantes, on déduit que
∫

Ω

|Dŵλ
i |2 ≤ (−1)i

∫

Ω

Rk(x)g
λ(ŵλ

1 − ŵλ
2 )ŵλ

i +

∫

Ω

fiŵ
λ
i

≤ ||Rkg
λ(ŵλ

1 − ŵλ
2 )||L∞(Ω)||ŵλ

i ||L1(Ω) + ||f̂λ
i ||L1(Ω)||ŵλ

i ||L∞(Ω) ≤M3

(4.12)où M3 est indépendante de λ. Par suite (
ϕ̂λ

1(v
λ
1 ), ϕ̂λ

2(v
λ
2 )

) est bornée dans H1(Ω) ×
H1(Ω), don
 faiblement séquentiellement 
ompa
t dans L2(Ω)×L2(Ω). D'autre part,il vient du Lemme 4.3.3 que

∫

Ω”

ψ(x)(|vλ
1 (x+ y) − vλ

1 (x)| + |vλ
2 (x+ y) − vλ

2 (x)|)

≤
∫

Ω′

|∆ψ(x)|(|wλ
1 (x+ y) − wλ

1 (x)| + |wλ
2 (x+ y) − wλ

2 (x)|) +
∫

Ω′

ψ(x)(|f1(x+ y) − f1(x)| + |f2(x+ y) − f2(x)|)

+2

∫

Ω′

ψ(x)(|Rk(x+ y) −Rk(x)||gλ(wλ
1 − wλ

2 )|)ave
 Ω′ et Ω” sont des ouverts de Ω, et Ω′ ⊆ Ω, Ω” ⊆ Ω′.Nous utilisons (4.12) et le fait que Rk ∈ BV (Ω), nous obtenons
lim sup
y→0 λ>0

∫

Ω”

(|vλ
1 (x+ y) − vλ

1 (x)| + |vλ
2 (x+ y) − vλ

2 (x)|) = 0,nous 
ombinons ave
 le Lemme 4.3.2 et on a (vλ
1 ,v

λ
2 ) est pré
ompa
t dans L1(Ω) ×

L1(Ω). De plus, d'apès (4.11) que gλ
(
ϕ̂λ

1(v
λ
1 ) − ϕ̂λ

2(v
λ
2 )

) est faiblement séquentiel
ompa
t dans L1(Ω) × L1(Ω). Alors, il existe λn → 0 telle que



(vλn

1 ,vλn

2 ) → (v1,v2) fortement dans L1(Ω) × L1(Ω)

(
ϕ̂λn

1 (vλn

1 ),ϕ̂λn

2 (vλn

2 )
)
→ (w1,w2) fortement dans L2(Ω) × L2(Ω)

(zλn

1 ,zλn

2 ) → (z1,z2) faiblement dans L2(∂Ω) × L2(∂Ω)

gλ
(
ϕ̂λ

1(v
λ
1 ) − ϕ̂λ

2(v
λ
2 )

)
→ h faiblement dans L1(Ω).85



Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usionEn utilisant l'argument de monotonie on trouve que h = g(w1 −w2) et pour i = 1,2
wi ∈ ϕi(vi), zi ∈ γi(wi). Finalement nous passons à la limite dans la formulationfaible et nous obtenons (4.9). Ce qui termine la première partie de la preuve.Maintenant, pour terminer la preuve de la proposition nous allons montrer les esti-mations 1) et 2).
1) Puisque ||(vλ

1 ,v
λ
2 )||∞ ≤ ||(f1,f2)||∞ don
 ||(v1,v2)||∞ ≤ ||(f1,f2)||∞.

2) Prenons wk
i 
omme fon
tion test dans (4.9), alors on a

∫

Ω

|Dwk
i |2 + (−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g(w
k
1 − wk

2)w
k
i +

∫

∂Ω

zk
i w

k
i =

∫

Ω

(fi − vk
i )wk

iil vient du fait que γi et ϕi sont monotones, que vk
i w

k
i ≥ 0 et zk

i w
k
i ≥ 0. On additionnel' équation véri�ée pour i = 1 ave
 l'équation véri�ée pour i = 2 alors

∫

Ω

|Dwk
1 |2 +

∫

Ω

|Dwk
2 |2 +

∫

Ω

Rk(x)g(w
k
1 − wk

2)(w
k
1 − wk

2)

︸ ︷︷ ︸
≥0

≤
∫

Ω

(f1w
k
1 + f2w

k
2)d'où

∫

Ω

|Dwk
1 |2 +

∫

Ω

|Dwk
2 |2 ≤

(
||f1||L1(Ω)||wk

1 ||L∞(Ω) + ||f2||L1(Ω)||wk
2 ||L∞(Ω)

)

≤
(
||f1||L1(Ω)ϕ

0
1(||(vk

1)||L∞(Ω)) + ||f2||L1(Ω)ϕ
0
2(||vk

2 ||L∞(Ω))
)Ce qui a
hève la démonstration de la Proposition.

k ∞Comme le Problème (P k) est lié à Sg,k
ϕ,γ(f1,f2) via la théorie de semigroupe alorsle passage à la limite l'est aussi. Nous montrons d'abord le Lemme suivant:Lemme 4.3.4 a, b, ,â, b̂ ∈ R

(
g(a− b) − g(â− b̂)

)(
Tl(a− â) − Tl(b− b̂)

)
≥ 0 ∀ l > 0.Preuve: Soit l > 0 et posons Il :=

(
g(a− b) − g(â− b̂)

)(
Tl(a− â)−Tl(b− b̂)

) don
si a− â ≥ l et b− b̂ ≤ −l alors
Il = 2l

(
g(a− b) − g(â− b̂)

)
≥ 0.Si a− â ≥ l et −l ≤ b− b̂ ≤ l alors

Il =
(
g(a− b) − g(â− b̂)

) (
l − (b− b̂)

)
︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 0.86



4.3. PROBLÈME STATIONNAIRESi a− â ≤ −l et −l ≤ b− b̂ ≤ l alors
Il =

(
g(a− b) − g(â− b̂)

) (
− l − (b− b̂)

)
︸ ︷︷ ︸

≤0

≥ 0.Et, si a − â et b − b̂ sont sur le même 
oté de Tl alors Il = 0. Les autres 
as sedéduisent en permutant a ave
 −â et b ave
 −b̂. D'où le résultat du lemme.Maintenant, nous passons à la limite dans Sg,k
ϕ,γ(f1,f2) et nous obtenons la Pro-position suivante:Proposition 4.3.2 F := (f1,f2) ∈ L∞(Ω)×L∞(Ω) V k := (vk

1 ,v
k
2)

Sg,k
ϕ,γ(f1, f2). k −→ +∞, i = 1,2 vk

i −→ vi,

L1(Ω) zk
i −→ zi, L1(∂Ω) wk

i −→ wi H1(Ω)
(vi, wi, zi) ∈

(
L1(Ω), H1(Ω), L1(∂Ω)

)

wi = ϕi(vi) Ω, zi ∈ γi(wi) ∂Ω, w1 = w2 Ω0





∫

Ω

v1Tl(w1 − ξ1) +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ1) +

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − ξ1)

+

∫

Ω

v2Tl(w2 − ξ2) +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ2) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ1) − Tl(w2 − ξ2)

)

≤
∫

Ω

f1Tl(w1 − ξ1) +

∫

Ω

f2Tl(w2 − ξ2)

(4.13)
ξ := (ξ1,ξ2) ∈

(
H1(Ω)×H1(Ω)

)
∩K (v1,v2)Preuve. Convergen
e: Prenons F := (f1, f2) ∈ L∞(Ω)×L∞(Ω) et V k := (vk

1 , v
k
2)la solution du problème Sg,k

ϕ,γ(f1,f2), alors pour i = 1,2 on a vk
i ∈ L∞(Ω), wk

i ∈ H2(Ω)et zk
i ∈ L2(∂Ω). D'autre part il vient de la Proposition 4.3.1, que

||(vk
1 , v

k
2)||∞ ≤ ||(f1, f2)||∞ et ∫

Ω

(|Dw1|2 + |Dw2|2) ≤ C,d'où wk
i est bornée dans H1(Ω), alors wk

i est relativement 
ompa
t dans L2(Ω).Puisque, vk
i est bornée dans L∞(Ω) et vk

i = ϕ−1
i (wk

i ) alors vk
i est relativement 
om-pa
t dans L1(Ω). Don
, on peut extraire une sous suite de vk
i (respe
tivement wk

i ),notée en
ore vk
i (respe
tivement wk

i ) , telles que lorsque k tend vers +∞, on a
vk

i 
onverge fortement vers vi, dans L1(Ω)87
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tion Di�usionet wk
i 
onverge vers wi, faiblement dans H1(Ω) et fortement dans L2(Ω).D'après (H1), on a zk

i est bornée dans L∞(∂Ω), d'où zk
i est bornée dans L2(∂Ω),alors

zk
i ⇀ zi, dans L2(∂Ω).Nous appliquons le Théorème de la 
onvergen
e dominée de Lebesgue, don


g(wk
1 − wk

2) −→ g(w1 − w2), dans L1(Ω).D'autre part, on multiplie l'équation (4.9) par [a(k)]−1, on obtient
[a(k)]−1

( ∫

Ω

Dwk
iDξi +

∫

∂Ω

zk
i ξi +

∫

Ω

(vk
i − fi)ξi

+(−1)i−1

∫

Ω1

R0(x)g(w
k
1 − wk

2)ξi

)
= (−1)i

∫

Ω0

g(wk
1 − wk

2)ξiOn fait tendre k vers +∞, don

lim
k→∞

∫

Ω0

g(wk
1 − wk

2)ξi = 0 (4.14)pour tout ξi ∈ H1(Ω), et puisque g(wk
1 − wk

2) 
onverge vers g(w1 − w2) dans L1(Ω),on déduit que
|g(w1 − w2)|L2(Ω0) = 0 d'où g(w1 − w2) = 0 et w1 = w2 p.p. dans Ω0.Maintenant, prenons Tl(w

k
i − ξi) 
omme fon
tion test dans (4.9) et additionnant lesdeux équations, on obtient

∫

Ω

vk
1Tl(w

k
1 − ξ1) +

∫

Ω

Dwk
1DTl(w

k
1 − ξ1) +

∫

∂Ω

zk
1Tl(w

k
1 − ξ1)

+

∫

Ω

vk
2Tl(w

k
2 − ξ2) +

∫

Ω

Dwk
2DTl(w

k
2 − ξ2) +

∫

∂Ω

zk
2Tl(w

k
2 − ξ2)

+

∫

Ω

Sk(x) =

∫

Ω

f1Tl(w
k
1 − ξ1) + f2Tl(w

k
2 − ξ2) ∀l > 0

(4.15)
pour tout ξ1, ξ2 ∈ H1(Ω), où Sk(x) = Rk(x)g(w

k
1 −wk

2)
(
Tl(w

k
1 − ξ1)− Tl(w

k
2 − ξ2)

).Prenons ξ := (ξ1,ξ2) ∈ K don
 ξ1 = ξ2 := ξ p.p. Ω0, et on dé
ompose l'intégrale de
Sk de la manière suivante

∫

Ω

Sk(x) =

∫

Ω0

Sk(x) +

∫

Ω1

Sk(x). (4.16)88



4.3. PROBLÈME STATIONNAIREpour le premier terme, on a
∫

Ω0

Sk(x) =

∫

E1

Rk(x)g(w
k
1 − wk

2)(w
k
1 − wk

2)︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫

E2

Rk(x)g(w
k
1 − wk

2)(w
k
1 − ξ − l)

+

∫

E3

Rk(x)g(w
k
1 − wk

2)(l − wk
2 + ξ)ou,

E1 := {x ∈ Ω0, tel que |wk
1 − ξ| ≤ l et |wk

2 − ξ| ≤ l},
E2 := {x ∈ Ω0, tel que |wk

1 − ξ| ≤ l et |wk
2 − ξ| ≥ l}et

E3 := {x ∈ Ω0, tel que |wk
1 − ξ| ≥ l et |wk

2 − ξ| ≤ l}.Pour p.p. x ∈ E2 on a :
wk

1 − ξ − l ≤ 0 don
 wk
1 ≤ wk

2 et Rk(.)g(w
k
1 − wk

2)(w
k
1 − ξ − l) ≥ 0.Pour p.p. x ∈ E3 on a :

l − wk
2 + ξ ≥ 0 et wk

1 ≥ wk
2 alors Rk(.)g(w

k
1 − wk

2)(l − wk
2 + ξ) ≥ 0.Par 
onséquent,

∫

Ω0

Sk(x) ≥ 0 d'où ∫

Ω

Sk(x) ≥
∫

Ω1

Sk(x) (4.17)On en déduit don
, que
∫

Ω

vk
1Tl(w

k
1 − ξ1) +

∫

Ω

Dwk
1DTl(w

k
1 − ξ1) +

∫

∂Ω

zk
1Tl(w

k
1 − ξ1)

+

∫

Ω

vk
2Tl(w

k
2 − ξ2) +

∫

Ω

Dwk
2DTl(w

k
2 − ξ2) +

∫

∂Ω

zk
2Tl(w

k
2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w
k
1 − wk

2)
(
Tl(w

k
1 − ξ1) − Tl(w

k
2 − ξ2)

)

≤
∫

Ω

f1Tl(w
k
1 − ξ1) + f2Tl(w

k
2 − ξ2) ∀l > 0

(4.18)
pour tout (ξ1,ξ2) ∈

(
H1(Ω) ×H1(Ω)

)
∩ K. Or, lorsque que k tend vers ∞, on a wk

i
onverge faiblement vers wi dans H1(Ω), par suite Tl(w
k
i − ξi) 
onverge faiblementvers Tl(wi − ξi) dans H1(Ω) et

∫

Ω

|DTl(wi − ξi)|2 ≤ lim inf
k→∞

∫

Ω

|DTl(w
k
i − ξi)|2.89
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tion Di�usionD'autre part, on a
∫

Ω

Dwk
iDTl(w

k
i − ξi) =

∫

Ω

|DTl(w
k
i − ξi)|2 +

∫

Ω

DξiDTl(w
k
i − ξi),d'où

lim inf
k→∞

∫

Ω

Dwk
iDTl(w

k
i − ξi) ≥

∫

Ω

|DTl(wi − ξi)|2 +

∫

Ω

DξiDTl(wi − ξi)

=

∫

Ω

DwiDTl(wi − ξi).
(4.19)Finalement, nous appliquons le Lemme de Fatou, nous passons à la limite en k dans(4.18), nous utilisons (4.19) et nous obtenons (4.13).Uni
ité: Soient V := (v1, v2), Ṽ := (ṽ1, ṽ2) deux solutions au sens (4.13), prenons

(w̃1, w̃2) fon
tion test dans l'inégalité satisfaite par (v1, v2), don
 on a
∫

Ω

v1Tl(w1 − w̃1) +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − w̃1) +

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − w̃1)

+

∫

Ω

v2Tl(w2 − w̃2) +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − w̃2) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − w̃2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − w̃1) − Tl(w2 − w̃2)

)

≤
∫

Ω

f1Tl(w1 − w̃1) + f2Tl(w2 − w̃2).

(4.20)
Maintenant prenons (w1, w2) dans l'inégalité satisfaite par (ṽ1, ṽ2), alors

∫

Ω

ṽ1Tl(w̃1 − w1) +

∫

Ω

Dw̃1DTl(w̃1 − w1) +

∫

∂Ω

z̃1Tl(w̃1 − w1)

+

∫

Ω

ṽ2Tl(w̃2 − w2) +

∫

Ω

Dw̃2DTl(w̃2 − w2) +

∫

∂Ω

z̃2Tl(w̃2 − w2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w̃1 − w̃2)
(
Tl(w̃1 − w1) − Tl(w̃2 − w2)

)

≤
∫

Ω

f̃1Tl(w̃1 − w1) + f̃2Tl(w̃2 − w2).

(4.21)
On additionne l'inégalité (4.20) et (4.21), on obtient90
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∫

Ω

(v1 − ṽ1)Tl(w1 − w̃1) +

∫

Ω

(v2 − ṽ2)Tl(w2 − w̃2)

+

∫

Ω

D(w1 − w̃1)DTl(w1 − w̃1) +

∫

Ω

D(w2 − w̃2)DTl(w2 − w̃2)

+

∫

∂Ω

(z1 − z̃1)Tl(w1 − w̃1) +

∫

∂Ω

(z2 − z̃2)Tl(w2 − w̃2)

+

∫

Ω1

S̃l(x) ≤
∫

Ω

(f1 − f̃1)Tl(w1 − w̃1) + (f2 − f̃2)Tl(w2 − w̃2),

(4.22)
où

S̃l(x) = R0(x)
(
g(w1 − w2) − g(w̃1 − w̃2)

)(
Tl(w1 − w̃1) − Tl(w2 − w̃2)

)
.Il vient de la monotonie de γ1, γ2 et Tl que pour i = 1,2 (zi − z̃i)Tl(wi − w̃i) ≥ 0 etd'après le Lemme 4.3.4, on a S̃l(x) ≥ 0 p.p. x ∈ Ω1. On multiplie (4.22) par 1

l
et onpasse à la limite lorsque l tend vers 0, on trouve

||v1 − ṽ1||L1(Ω) + ||v2 − ṽ2||L1(Ω) ≤ ||f1 − f̃1||L1(Ω) + ||f2 − f̃2||L1(Ω).Ce qui a
hève la démonstration de la Proposition.
A�n d'é
rire (P k) sous la forme abstraite, on 
onsidère X = L1(Ω)×L1(Ω) l'espa
ede Bana
h muni de la norme usuelle |(u1,u2)|X = ||u1||L1(Ω) + ||u2||L1(Ω), pour tout
(u1, u2) ∈ X. Et, on 
onsidère U = (u1, u2) 
omme appli
ation dé�nie de [0,T ] dans
X, alors le problème de Cau
hy abstrait asso
ié à (P k) s'é
rit

CP k(u01, u02)





Ut + AkU ∋ 0 sur (0,T )

U(0) := U0 = (u01, u02),où Ak est l'opérateur dé�ni dans X par: pour tout F := (f1, f2) ∈ X et U :=
(u1, u2) ∈ X, on a F ∈ AkU si et seulement si f1 ∈ Ag,k

ϕ1,γ1
u1 et f2 ∈ Ag,k

ϕ2,γ2
u2, où91



Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usionpour i = 1,2; l'opérateur Ag,k
ϕi,γi

est dé�ni par
fi ∈ Ag,k

ϕi,γi
vi ⇔





vi,fi ∈ L1(Ω),∃wi ∈W 1,1(Ω),∃zi ∈ L1(∂Ω)

wi ∈ ϕi(vi) p.p. Ω, zi ∈ γi(wi) p.p. ∂Ω, et
∫

Ω

DwiDξi + (−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g(w1 − w2)ξi +

∫

∂Ω

ziξi =

∫

Ω

fiξipour toute ξi ∈ W 1,∞(Ω).On munit l'espa
e X de la relation d'ordre (f1, f2) ≤ (g1, g2) si et seulement si
f1 ≤ g1 et f2 ≤ g2 p.p. dans Ω.Remarque 3 Ak X

Ak A0
ϕ1,γ1

A0
ϕ2,γ2

(v1,v2) =

(I + εAk)−1(f1,f2) i = 1,2; vi = (I + εA0
ϕi,γi

)−1
(
fi −

(−1)i−1εRk(.)g(w1 − w2)
)Remarque 4 Ak X

Ak X Ak

L∞(Ω)×L∞(Ω) ⊆ R(I + λAk) R(I + λAk) = XCorollaire 4.4.1 (u01, u02) ∈ X CP k(u01,u02)bonne solutionConséquen
e immédiate de la Proposition 4.3.2, on a le résultat de 
onvergen
e del'opérateur Ak suivant:Corollaire 4.4.2 k −→ ∞, Ak X,

(f1,f2) ∈ A∞(v1,v2) ⇔





vi ∈ L2(Ω), ∃wi ∈ H1(Ω), ∃zi ∈ L2(∂Ω),

wi = ϕ(vi) Ω, zi ∈ γ(wi) ∂Ω,

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ1) +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ2)

+

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − ξ1) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − ξ2)+
∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ1) − Tl(w2 − ξ2)

)

≤
∫

Ω

f1Tl(w1 − ξ1) +

∫

Ω

f2Tl(w2 − ξ2)

ξ = (ξ1,ξ2) ∈
(
H1(Ω) ×H1(Ω)

)
∩ K.

(4.23)
92



4.4. PROBLÈME D'ÉVOLUTIONEn parti
ulier, A∞ est T- a

rétif, R(I + εA∞) ⊇ L∞(Ω)×L∞(Ω) et A∞ engendreun semigroupe non linéaire de 
ontra
tion dans X.
Proposition 4.4.1 u01, u02 ∈ L∞(Ω) U = (u1, u2) bonnesolution CP k(u01, u02) U
(P k)Preuve Soit (uǫ

1, u
ǫ
2) la solution ǫ- appro
hée où ǫ = t/n, et pour i = 1,...,n, on a





ui
1 − ǫ△wi

1 + ǫRk(x)g(w
i
1 − wi

2) = ui−1
1 wi

1 = ϕ1(u
i
1) sur Ω

ui
2 − ǫ△wi

2 − ǫRk(x)g(w
i
1 − wi

2) = ui−1
2 wi

2 = ϕ2(u
i
2) sur Ω

∂~nw
i
1 + zi

1 = 0 zi
1 ∈ γ1(w

i
1) sur ∂Ω

∂~nw
i
2 + zi

2 = 0, zi
2 ∈ γ2(w

i
2) sur ∂Ω.

(4.24)
Pour q = 1,2, notons uǫ

q la fon
tion 
onstante par mor
eau dé�nie par uǫ
q(t) = ui

q,pour t ∈]ti−1,ti], u
ǫ
q(0) = u0q. D'après la Proposition 4.3.1, on a ||(ui

1, u
i
2)||∞ ≤

||(u01, u02)||∞ , alors
||(uǫ

1, u
ǫ
2)||∞ ≤ ||(u01, u02)||∞. (4.25)D'autre part, on a wǫ

q = ϕq(u
ǫ
q) don


||wǫ
q||L∞(Ω) ≤ ϕq

(
||(u01, u02)||∞

)
:= M ′ (4.26)oùM ′ est une 
onstante indépendente de ǫ. Maintenant, on prend wi

1 (respe
tivement
wi

2) 
omme fon
tion test dans la première (respe
tivement la deuxième) équation de(4.24) et on additionne les deux équations obtenues, on trouve
∫

Ω

(ui
1 − ui−1

1 )wi
1 +

∫

Ω

(ui
2 − ui−1

2 )wi
2 + ǫ

∫

Ω

(
|Dwi

1|2 + |Dwi
2|2

)

+ǫ

∫

∂Ω

(zi
1w

i
1 + zi

2w
i
2) + ǫ

∫

Ω

Rk(x)g(w
i
1 − wi

2)(w
i
1 − wi

2) = 0.
(4.27)Soit jq : R → [0,∞] une fon
tion 
onvexe propre s.
.i. telle que jq(r) =

∫ r

0

ϕq(s)ds,alors jq véri�e ∫

Ω

(ui−1
q − ui

q)w
i
q ≤

∫

Ω

(
jq(u

i−1
q ) − jq(u

i
q)

)
,93
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tion Di�usiondon
 (4.27), devient
∫

Ω

(
j1(u

i
1) + j2(u

i
2)

)
+ ǫ

∫

Ω

(
|Dwi

1|2 + |Dwi
2|2

)
+ ǫ

∫

∂Ω

(zi
1w

i
1 + zi

2w
i
2)

+ǫ

∫

Ω

Rk(x)g(w
i
1 − wi

2)(w
i
1 − wi

2) ≤
∫

Ω

(
j1(u

i−1
1 ) + j2(u

i−1
2 )

)
.

(4.28)Nous utilisons la monotonie de ϕq, γq et g dans (4.28), on voit que
∫

Ω

(
j1(u

i
1) + j2(u

i
2)

)
+ ǫ

∫

Ω

|Dwi
1|2 + |Dwi

2|2 ≤
∫

Ω

(
j1(u

i−1
1 ) + j2(u

i−1
2 )

)
. (4.29)On additionne (4.29) pour i = 1,...,n, on obtient

∫

Ω

(
j1(u

ǫ
1) + j2(u

ǫ
2)

)
+

∫ t

0

∫

Ω

|Dwǫ
1|2 + |Dwǫ

2|2 ≤
∫

Ω

(
j1(u01) + j2(u02)

) (4.30)et 
omme j1,j2 ≥ 0, on a
∫ t

0

∫

Ω

|Dwǫ
1|2 + |Dwǫ

2|2 ≤
∫

Ω

(
j1(u01) + j2(u02)

)
. (4.31)D'après, (4.25) et (4.31) on a wǫ

q est bornée dans L2
(
[0,T ), H1(Ω)

), don
 il existe
wq ∈ L2

(
[0,T ),H1(Ω)

) telle que wǫ
q → wq faiblement dans L2

(
[0,T ),H1(Ω)

). D'autrepart, wǫ
q est bornée dans L∞(Q) et ϕq est 
ontinue, don
 nous utilisons le Théorèmede 
onvergen
e dominée de Lebesgue, alors

wǫ
q → wq dans L1

(
Q).Il vient de (H1) que zǫ

q ∈ γq(w
ǫ
q) est bornée dans L∞(Σ), don
 il existe zq ∈ L2(Σ)telle que zǫ

q → zq faiblement dans L2(Σ). Nous utilisons l' argument de monotonie(Cf. Lemme G [2℄) et nous obtenons wq(t) = ϕq(uq(t)), zq(t) ∈ γq(wq(t)) p.p. Ω.Maintenant, Soit ũǫ
q la fon
tion dé�nie de [0,T ] vers L1(Ω), par ũǫ

q(ti) = ui
q, et ũǫ

q estlinéaire sur [ti−1,ti], alors il vient de (4.24) que
∫ ∫

Q

Dwǫ
1Dξ1 +

∫ ∫

Q

Rk(x)g(w
ǫ
1 − wǫ

2)ξ1 +

∫ ∫

Σ

zǫ
1ξ1 =

∫ ∫

Q

ũǫ
1

∂ξ1
∂t

+

∫

Ω

u01ξ1(0)

∫ ∫

Q

Dwǫ
2Dξ2 −

∫ ∫

Q

Rk(x)g(w
ǫ
1 − wǫ

2)ξ2 +

∫ ∫

Σ

zǫ
2ξ2 =

∫ ∫

Q

ũǫ
2

∂ξ2
∂t

+

∫

Ω

u02ξ2(0)pour tout ξ1, ξ2 ∈ C1((0,T ]×Ω) ave
 ξ1(.,T ) = ξ2(.,T ) ≡ 0. Passons à la limite quand
ǫ tend vers 0 dans (4.25), (4.31) et les égalités pré
èdentes, on obtient respe
tivement94



4.4. PROBLÈME D'ÉVOLUTION
1) , 2) et
∫ ∫

Q

Dw1Dξ1 +

∫ ∫

Q

Rk(x)g(w1 − w2)ξ1 +

∫ ∫

Σ

z1ξ1 =

∫ ∫

Q

u1
∂ξ1
∂t

+

∫

Ω

u01ξ1(0)

∫ ∫

Q

Dw2Dξ2 −
∫ ∫

Q

Rk(x)g(w1 − w2ξ2 +

∫ ∫

Σ

z2ξ2 =

∫ ∫

Q

u2
∂ξ2
∂t

+

∫

Ω

u02ξ2(0)pour tout ξ1, ξ2 ∈ C1((0,T ] × Ω) ave
 ξ1(.,T ) = ξ2(.,T ) ≡ 0. Ce qui a
hève la dé-monstration du Théorème.Remarque 5 ϕ1 ϕ2Le passage à la limite dans la formulation abstraite né
essite le 
al
ul de lafermeture du domaine de l' opérateur limite, nous allons d'abord montrer le lemmesuivant:Lemme 4.4.1 (f1, f2) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) (v1, v2)
Sg,∞

ϕ,γ (f1, f2) (v1, v2)





v1 −△w1 + R0(x)g(w1 − w2) = f1 Ω1

v2 −△w2 −R0(x)g(w1 − w2) = f2 Ω1

(v1 + v2) − 2 △w = f1 + f2, w1 = w2 := w Ω0Preuve. D'après la proposition 4.3.2 on a pour i = 1,2 le triplet (vi, wi, zi) ∈(
L1(Ω), H1(Ω), L1(∂Ω)

) satisfait :
wi = ϕi(vi) p.p. Ω, zi ∈ γi(wi) p.p. ∂Ω, w1 = w2 p.p. Ω0et pour tout ξ1, ξ2 ∈ H1

0 (Ω) tel que ξ1 = ξ2 p.p. x ∈ Ω0 on a




∫

Ω

v1Tl(w1 − ξ1) +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ1)

+

∫

Ω

v2Tl(w2 − ξ2) +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ1) − Tl(w2 − ξ2)

)

≤
∫

Ω

f1Tl(w1 − ξ1) +

∫

Ω

f2Tl(w2 − ξ2), ∀l > 0.

(4.32)
95



Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usionPrenons ξ2 = w2 
omme fon
tion test, et puisque w1 = w2 p.p. Ω0 alors ξ1 = w1 p.p.
Ω0, et pour l assez grand on a
∫

Ω1

v1(w1−ξ1)+
∫

Ω1

Dw1D(w1−ξ1)+
∫

Ω1

R0(x)g(w1−w2)(w1−ξ1) ≤
∫

Ω1

f1(w1−ξ1).Maintenant, soit ξ1 = ±(w1 − ξ) ave
 ξ ∈ H1
0 (Ω1), alors

∫

Ω1

v1ξ +

∫

Ω1

Dw1Dξ +

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)ξ =

∫

Ω1

f1ξet de la même manière, nous montrons que
∫

Ω1

v2ξ +

∫

Ω1

Dw2Dξ −
∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)ξ =

∫

Ω1

f2ξ.D'autre part, prenons ξ1 = ξ2 := ξ p.p. Ω dans (4.32) alors




∫

Ω

v1Tl(w1 − ξ) +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ)

+

∫

Ω

v2Tl(w2 − ξ) +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ) − Tl(w2 − ξ)

)

≤
∫

Ω

f1Tl(w1 − ξ) +

∫

Ω

f2Tl(w2 − ξ), ∀l > 0.Nous utilisons le Lemme (4.3.4) alors ∫

Ω1

R0(x)g(w1−w2)
(
Tl(w1−ξ)−Tl(w2−ξ)

)
≥

0 et pour l assez grand on a




∫

Ω

v1(w1 − ξ) +

∫

Ω

Dw1D(w1 − ξ)

+

∫

Ω

v2(w2 − ξ) +

∫

Ω

Dw2D(w2 − ξ)

≤
∫

Ω

f1(w1 − ξ) +

∫

Ω

f2(w2 − ξ)et pour ξ = w1 = w2 := w sur Ω0 nous obtenons
∫

Ω0

(v1 + v2)(w − ξ) +

∫

Ω0

DwD(w − ξ) ≤
∫

Ω0

(f1 + f2)(w − ξ).Soit η = ±(w1 − ξ) ave
 η ∈ H1
0 (Ω0), alors

∫

Ω0

(v1 + v2)η +

∫

Ω0

DwDη =

∫

Ω0

(f1 + f2)η.96



4.4. PROBLÈME D'ÉVOLUTIONqui 
omplète la démonstration du lemmeMaintenant, montrons le lemme de fermeture suivante:Lemme 4.4.2 D(A∞) = {(u1,u2) ∈ X, ϕ1(u1) = ϕ2(u2), Ω0} := YPreuve. D'après la dé�nition de l'opérateur A∞ et par densité, on a D(A∞) ⊆ Y.Pour montrer que Y ⊆ D(A∞), il su�t de prouver que Y ∩
(
L∞(Ω) × L∞(Ω)

)
⊆

D(A∞). Etant donné u := (u1,u2) ∈ Y ∩
(
L∞(Ω) × L∞(Ω)

) nous 
onsidérons
uε := (uε

1,u
ε
2) = (I + εA∞)−1(u1,u2) d'où on a 1

ε

(
(u1 −uε

1),(u2 −uε
2)

)
∈ A∞(uε

1,u
ε
2) .Prenons ξ1 = ξ2 = 0 
omme fon
tion test dans la dé�nition de l'opérateur A∞, nousobtenons∫

Ω

|Dwε
1|2 +

∫

Ω

|Dwε
2|2 +

∫

∂Ω

(zε
1w

ε
1 + zε

2w
ε
2) +

∫

Ω1

R0(x)g(w
ε
1 − wε

2)
(
Tl(w

ε
1) − Tl(w

ε
2)

)

≤ 1

ε

( ∫

Ω

(u1 − uε
1)Tl(w

ε
1) +

∫

Ω

(u2 − uε
2)Tl(w

ε
2)

)et d'aprés la Proposition 4.3.2, on a
||(uε

1,u
ε
2)||∞ ≤ ||(u1,u2)||∞ et ||(wε

1,w
ε
2)||∞ ≤ C||(u1,u2)||∞.On utilise la monotonie de ϕi, γi,g et Tl, alors∫

Ω

|Dwε
1|2 +

∫

Ω

|Dwε
2|2 ≤ 1

ε

(∫

Ω

(u1 − uε
1)Tl(w

ε
1) +

∫

Ω

(u2 − uε
2)Tl(w

ε
2)

)

≤ 1

ε

(∫

Ω

u1Tl(w
ε
1) +

∫

Ω

u2Tl(w
ε
2)

)

≤ 1

ε
C ′,où C ′ une 
onstante qui dépend de Ω, ||(u1,u2)||∞, ϕ1, ϕ2 et l. Ainsi, pour i = 1,2,et ε assez petit , on a εDwε

i est bornée dans L2(Ω), don
 lorsque ε tend vers 0,
εwε

i −→ 0, dans H1(Ω)-faible, et il vient de (H1) que zε
i est bornée dans L∞(∂Ω)alors zε

i → zi, dans L2(∂Ω)-faible. D'autre part, nous utilisons le Lemme 4.4.1 alors
(uε

1, u
ε
2) est solution du problème





uε
1 − ε△wε

1 + εR0(x)g(w
ε
1 − wε

2) = u1 sur Ω1

uε
2 − ε△wε

2 − εR0(x)g(w
ε
1 − wε

2) = u2 sur Ω1

(uε
1 + uε

2) − 2ε△wε = u1 + u2, wε
1 = wε

2 := wε sur Ω0.

(4.33)97



Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usionIl vient du Lemme 4.3.3 et la Remarque 2, que
∫

Ω”i

ψ(x)(|uε
1(x+ y) − uε

1(x)| + |uε
2(x+ y) − uε

2(x)|)

≤ ε

∫

Ω′

i

|∆ψ(x)|(|wε
1(x+ y) − wε

1(x)| + |wε
2(x+ y) − wε

2(x)|) +

∫

Ω′

i

ψ(x)(|u1(x+ y) − u1(x)| + |u2(x+ y) − u2(x)|)

+2iε

∫

Ω′

i

ψ(x)(|R0(x+ y) −R0(x)| |g(wε
1 − wε

2)|)où pour i = 0,1; on a Ω′
i et Ω”i sont des ouverts de Ωi, et Ω′

i ⊆ Ωi, Ω”i ⊆ Ω′
i.Nous utilisons le fait que R0 ∈ BV (Ω1), nous obtenons

lim sup
y→0 ε>0

∫

Ω”i

(|uε
1(x+ y) − uε

1(x)| + |uε
2(x+ y) − uε

2(x)|) = 0,d'où (uε
1,u

ε
2) est pré
ompa
t dans L1(Ωi) × L1(Ωi), et par 
onséquent (uε

1,u
ε
2) estfaiblement séquentiel 
ompa
t dans L1(Ω)×L1(Ω). Alors, il existe εn → 0 telle que




(uεn

1 , u
εn

2 ) → (ũ1, ũ2) fortement dans L1(Ω) × L1(Ω)

(
εDwεn

1 , εDw
εn

2

)
→ (0,0) faiblement dans L2(Ω) × L2(Ω)

εg(wεn

1 − wεn

2 ) → 0 faiblement dans L1(Ω).Passons à la limite quand ε → 0 dans (4.33) et don
 ũ1 = u1, ũ2 = u2 sur Ω1 et
ũ1 + ũ2 = u1 + u2 , ϕ1(ũ1) := ϕ2(ũ2) sur Ω0. Alors ũ1 = u1 et ũ2 = u2 sur Ω.Finalement, on a (uε

1, u
ε
2) 
onverge vers (u1, u2) dans X lorsque ε tend 0. Ce quia
hève la démonstration du lemme.A�n d'appliquer le Théorème 3.2.1 (Cf. 
hapitre 3), on 
onsidère l'opérateur Ãkdé�ni par Ãk = [a(k)]−1Ak et soit le problème elliptique non linéaire asso
ié à Ãksuivant:

S ′g,k

ϕk,γk(f1,f2)





v1 −△w1 + R′

k(x)g(w1 − w2) = f1, w1 = ϕk
1(v1) sur Ω

v2 −△w2 −R′

k(x)g(w1 − w2) = f2, w2 = ϕk
2(v2) sur Ω

∂~nw1 + z1 = 0, z1 ∈ γk
1 (w1) sur ∂Ω

∂~nw2 + z2 = 0, z2 ∈ γk
2 (w2) sur ∂Ω98



4.4. PROBLÈME D'ÉVOLUTIONave
 ϕk
i = [a(k)]−1ϕi, γk

i = [a(k)]−1γi et R′

k la fon
tion dé�ni par
R′

k(x) = χΩ0(x) + [a(k)]−1R0(x)χΩ1(x) p.p. Ω.On démontre le lemme de 
onvergen
e suivant:Lemme 4.4.3 (f1,f2) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) (vk
1,v

k
2)

S ′g,k

ϕk,γk(f1,f2) k +∞,

i = 1,2 vk
i −→ vi, L1(Ω) wi = ϕi(vi) Ω (v1,v2)





v1 + g(w1 − w2)χΩ0 = f1, Ω

v2 − g(w1 − w2)χΩ0 = f2, Ω.

(v1,v2)Preuve. D'après de la Proposition 4.3.1, il existe un unique 
ouple (vk
1,v

k
2) solutionde S ′g,k

ϕk,γk(f1,f2) au sens (4.9). Pour i = 1,2; on a vk
i ∈ L∞(Ω), wk

i ∈ H2(Ω), et
zk

i ∈ L2(∂Ω) ave
 wk
i = ϕi(v

k
i ) et zk

i ∈ γi(w
k
i ) . En utilisant le même raisonnementde la Proposition 4.3.2, il existe une sous suite notée en
ore vk

i tel que, lorsque ktend vers ∞ on a
vk

i → vi, dans L1(Ω); zk
i ⇀ 0, dans L1(∂Ω) et Dwk

i ⇀ 0, dans L2(Ω).D'après le Théorème de la 
onvergen
e dominée, on a
R′

k(x)g(w
k
1 − wk

2) −→ g(w1 − w2)χΩ0 , dans L1(Ω).Passons à la limite dans la formulation faible, nous obtenons
∫

Ω

viξi + (−1)i−1

∫

Ω0

g(w1 − w2)ξi =

∫

Ω

fiξiainsi le résultat de 
onvergen
e est obtenu.Une 
onséquen
e de 
e lemme est le 
orollaire suivant:Corollaire 4.4.3 k −→ ∞, Ãk T
X,

(f1,f2) ∈ Ã∞(v1,v2) ⇔





f1 = f2 = 0 Ω1

∃w1, w2 ∈ L1(Ω) /w1 = ϕ1(v1), w2 = ϕ2(v2) Ω,
f1 = −f2 = g(w1 − w2) Ω0.

D(Ã∞) = L1(Ω) × L1(Ω). 99



Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usion
Proposition 4.4.2 (u01,u02) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω)





Ut + Ã∞ U ∋ 0 (0,T )

U(0) = U0

(4.34)
ED(g,u01,u02)





c1t + g
(
ϕ1(c1) − ϕ2(c2)

)
χΩ0 = 0, (0,T )

c2t − g
(
ϕ1(c1) − ϕ2(c2)

)
χΩ0 = 0, (0,T )

c1(0) = u01, c2(0) = u02

i = 1,2 ci ∈ W 1,1
(
(0,T ),L1(Ω)

)

(t,x) ∈ Q ci(0) = u0i.

lim
t→∞

(c1(t),c2(t)) = (u01,u02) Ω

u01(x) =

{
u01(x) Ω1

ũ01(x) Ω0
u02(x) =

{
u02(x) Ω1

ũ01(x) Ω0

ũ01(x) := [I + ϕ−1
2 ◦ ϕ1]

−1(u01 + u02) ũ02(x) := [I + ϕ−1
1 ◦ ϕ2]

−1(u01 + u02).Preuve. D'après le 
orollaire 4.4.3 l'opérateur Ãk 
onverge vers Ã∞, d' où la bonnesolution Uk de 



Ut + Ãk U ∋ 0 sur (0,T )

U(0) = U0,
onverge vers U (la bonne solution de (4.34)). On utilise la Proposition 4.4.1, pour
i = 1,2; uk

i ∈ L∞(Q), il existent wk
i ∈ L2(0,T ;H1(Ω)), zk

i ∈ L∞(Σ) telles que
wk

i = ϕi(u
k
i ) p.p. sur Q, zk

i ∈ γi(w
k
i ) p.p. sur Σ, et

[a(k)]−1

∫ τ

0

∫

Ω

Dwk
iDξ +(−1)i−1

∫ τ

0

∫

Ω

R′

k(.)g(w
k
1 − wk

2)ξ

+[a(k)]−1

∫ τ

0

∫

Γ

zk
i ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

uk
i ξt +

∫

Ω

u0ξ(0).
(4.35)100



4.4. PROBLÈME D'ÉVOLUTIONDe plus, uk
i , w

k
i et g(wk

1 −wk
2) sont bornées dans L∞(Q) , zk

i est bornée dans L∞(Σ)et wk
i est bornée dans L2

(
0,T ;H1(Ω)

)
, alors on a

[a(k)]−1Dwk
i → 0 faiblement dans L2(0,T ;H1(Ω))et

[a(k)]−1zk
i → 0 faiblement dans L2(Σ).Passons à la limite dans (4.35), nous déduisons que

(−1)i−1

∫ τ

0

∫

Ω0

g
(
ϕ1(c1) − ϕ2(c2)

)
ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

ci ξt +

∫

Ω

u0i ξ(0).Puisque, g(ϕ1(c1) − ϕ2(c2)
)
∈ L1

(
(0,T ) × Ω0

)
ci ∈ W 1,1(0,T,L1(Ω)) et, pour p.p.

x ∈ Ω,




c1t(x) + g
(
ϕ1(c1(x)) − ϕ2(c2(x))

)
χΩ0(x) = 0 sur (0,T )

c2t(x) − g
(
ϕ1(c1(x)) − ϕ2(c2(x))

)
χΩ0(x) = 0 sur (0,T )

c1(x)(0) = u01(x) c2(x)(0) = u02(x).Ce qui termine la première partie de la preuve. D'après [5℄ il existe un 
ouple defon
tions mesurables (c1∞,c2∞) telles que lorsque t → ∞, on a c1(t) −→ c1∞ ,
c2(t) −→ c2∞ p.p. Ω, (c1∞, c2∞) ∈ Ã−1

∞ (0, 0) d'où g(ϕ1(c1∞)−ϕ2(c2∞)
)

= 0 p.p. Ω0
e qui se traduit par ϕ1(c1∞) = ϕ2(c2∞) p.p. Ω0 . D'autre part, on additionne les deuxéquations on voit que c1t = c2t = 0 p.p. Ω1, par suite c1∞ = u01, c2∞ = u02 p.p. Ω1 et
c1t +c2t = 0 p.p. Ω0 d'où c1∞+c2∞ = u01 +u01 p.p. Ω0 et puisque ϕ1(c1∞) = ϕ2(c2∞)p.p. Ω0 on obtient c1∞ = [I+ϕ−1

2 ◦ϕ1]
−1(u01+u02) et c2∞ = [I+ϕ−1

1 ◦ϕ2]
−1(u01+u02)p.p. x ∈ Ω. Ce qui a
hève la démonstration de la Proposition.

Lemme 4.4.4 U0 = (u01,u02) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) Uk = (uk
1,u

k
2)

CP k(u01,u02). k → ∞,

Uk → U := (u1,u2) C
(
(0,T );X

)

U

CP∞(u01,u02)





Ut + A∞U ∋ (0,0) (0,T )

U(0) = (u01,u02).

u01 u02 101



Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usionPreuve. Soit Uk la bonne solution de CP k(u01,u02), d'après le Corollaire 4.4.2 (res-pe
tivement Corollaire 4.4.3) l'opérateur Ak (respe
tivement Ãk) 
onverge vers A∞(respe
tivement Ã∞) et il vient de la Proposition 4.4.2 que lim
t→∞

e−t eA∞ = (u01,u02)et on voit que (u01,u02) ∈ D(A∞) , alors nous appliquons le Théorème 3.2.1 et nousobtenons imédiatement le lemme.Maintenant, il nous reste à montrer que la du problème limite estune solution faible, pour 
ela on va montrer la Proposition suivanteProposition 4.4.3 (u1,u2) CP∞(u01,u02)
(u1,u2)Nous allons tout d'abord montrer le lemme suivantLemme 4.4.5 U := (u1,u2) (P k)

i = 1,2




d

dt

∫

Ω

∫ ui

0

Tl(ϕi(s) − ξi)ds+

∫

Ω

DwiDTl(wi − ξi) +

∫

∂Ω

ziTl(wi − ξi)

+(−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g(w1 − w2)Tl(wi − ξi) ≤ 0 D′(0,T )
(4.36)

ξi ∈ H1(Ω)Preuve Soit (u1,u2) solution du problème (P k) au sens du Théorème 4.2.1, prenons
ξi ∈ H1(Ω), σ ∈ D(0,T ) ave
 σ ≥ 0. Pour δ > 0 on 
onsidère la fon
tion φδ

i dé�niepar φδ
i (t) = (1/δ)

∫ t+δ

t

Tl(wi(s)− ξi)σ(s)ds, p.p. Ω et on prolonge wi sur R×Ω par
0 si t > T, et par w0i si t < 0. Il est 
lair que φδ est une fon
tion test admissiblepour le problème (P k), d'où

∫ ∫

Q

DwiDφ
δ
i + (−1)i−1

∫ ∫

Q

Rk(.)g(w1 − w2)φ
δ
i +

∫ ∫

Q

ziφ
δ
i =

∫ ∫

Q

uiφ
δ
it.(4.37)D'autre part, il vient que

∫ ∫

Q

uiφ
δ
it

=

∫ ∫

Q

ui(t)

(
Tl(wi(t+ δ) − ξi)σ(t+ δ) − Tl(wi(t) − ξi)σ(t)

)

δ

=
1

δ

∫

Ω

∫ T+δ

δ

ui(t− δ)Tl(wi(t) − ξi)σ(t)d t

−1

δ

∫

Ω

∫ T

0

ui(t)Tl(wi(t) − ξi)σ(t)d t

=

∫ ∫

Q

ui(t− δ) − ui(t)

δ
Tl(wi − ξi)σ,

(4.38)
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4.4. PROBLÈME D'ÉVOLUTIONet pour touts r, r̂, ξi ∈ R, on a
Tl(ϕi(r) − ξi)(r̂ − r) ≤ ψξi

(r̂) − ψξi
(r), (4.39)où

ψξi
(r) =

∫ r

ξi

Tl(ϕi(s) − ξi)d s.Nous remplaçons (4.39) dans (4.38) et nous obtenons
∫ ∫

Q

uiφ
δ
it

≤ 1

δ

∫ ∫

Q

σ(t)

∫ ui(t−δ)

ui(t)

Tl(ϕi(s) − ξi)ds

≤ 1

δ

∫

Ω

∫ T−δ

−δ

σ(t+ δ)

∫ ui(t)

0

Tl(ϕi(s) − ξi)ds

−1

δ

∫

Ω

∫ T

0

σ(t)

∫ ui(t)

0

Tl(ϕi(s) − ξi)ds

≤
∫ ∫

Q

σ(t+ δ) − σ(t)

δ

∫ ui(t)

u0i

Tl(ϕi(s) − ξi)ds

+
1

δ

∫

Ω

∫ 0

−δ

σ(t+ δ)

∫ ui(t)

u0i

Tl(ϕi(s) − ξi)ds

︸ ︷︷ ︸
=0

− 1

δ

∫

Ω

∫ T

T−δ

σ(t+ δ)

∫ ui(t)

u0i

Tl(ϕi(s) − ξi)ds

︸ ︷︷ ︸
=0

(4.40)
d'où (4.37) devient

∫ ∫

Q

DwiDφ
δ
i + (−1)i−1

∫ ∫

Q

Rkg(w1 − w2)φ
δ
i

+

∫ ∫

Q

ziφ
δ
i ≤

∫ ∫

Q

σ(t+ δ) − σ(t)

δ

∫ ui(t)

u0i

Tl(ϕi(s) − ξi)ds.
(4.41)On passe à la limite lorsque δ tend vers 0 et on utilise le fait que φδ

i −→ Tl(wi − ξi)dans L2(0,T ;H1(Ω)), il en résulte que
∫ ∫

Q

σDwiDTl(wi − ξi) + (−1)i−1

∫ ∫

Q

σRk(x)g(w1 − w2)Tl(wi − ξi)

+

∫ ∫

Q

σziTl(wi − ξi) ≤
∫ ∫

Q

σt

∫ ui(t)

u0i

Tl(ϕi(s) − ξi)d s.103



Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usionCe qui nous donne




d

dt

∫

Ω

∫ uk
i

0

Tl(ϕi(s) − ξi)ds+

∫

Ω

Dwk
iDTl(w

k
i − ξi) +

∫

∂Ω

zk
i Tl(w

k
i − ξi)

+(−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g(w
k
1 − wk

2)Tl(w
k
i − ξi) ≤ 0 dans D′(0,T ),pour tout ξi ∈ H1(Ω). D'où le résultat.Preuve de la proposition 4.4.3. Soit (uk

1,u
k
2) la solution du problème (P k) ausens du Théorème 4.2.1, il vient que

||(w1(t),w2(t))||∞ = ||
(
ϕ1(u1(t)),ϕ2(u2(t))

)
||∞

≤ ϕ1

(
||(u01,u02)||∞

)
+ ϕ2

(
||(u01,u02)||∞

)et ∫ ∫

Q

|Dwk
1 |2 +

∫ ∫

Q

|Dwk
2 |2 ≤ C p.p. t ∈ (0,T ),où C est une 
onstante indépendante de k, don
 pour i = 1,2; wk

i est bornée dans
L2

(
0,T ;H1(Ω)

)
, alors il existe une sous suite extraite notée en
ore wk

i et ∃wi ∈
L2(0,T ;H1(Ω)) telle que wk

i → wi dans L2
(
0,T ;H1(Ω)

)-faiblement. D'autre part,
(uk

1,u
k
2) est aussi bonne solution, don
 d'après la Proposition 4.4.4 on a uk

i −→ ui,dans C
(
0,T, L1(Ω)

) et (u1,u2) est une bonne solution de CP∞(u01,u02). Par suite
(u1,u2) ∈ D(A∞) , d'ou

w1 = w2 p.p. Ω0 × (0,T ).Il vient du lemme 4.4.5




d

dt

∫

Ω

∫ uk
1

0

Tl(ϕ1(s) − ξ1)ds+

∫

Ω

Dwk
1DTl(w

k
1 − ξ1) +

∫

∂Ω

zk
1Tl(w

k
1 − ξ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ uk
2

0

Tl(ϕ2(s) − ξ2)ds+

∫

Ω

Dwk
2DTl(w

k
2 − ξ2) +

∫

∂Ω

zk
2Tl(w

k
2 − ξ2)

+

∫

Ω

Sk(x,t) ≤ 0 dans D′(0,T ),pour tout ξ1,ξ2 ∈ C1(Ω), où Sk(x,t) = Rk(x)g(w
k
1 −wk

2)
(
Tl(w

k
1 − ξ1)− Tl(w

k
2 − ξ2)

).Prenons (ξ1,ξ2) ∈ K, on dé
ompose l'intégrale de Sk(x,t) de la même façon que(4.16) et en utilisant les mêmes arguments dans la proposition 4.3.2 on obtient
∫

Ω

Sk(x,t) ≥
∫

Ω1

Sk(x,t) pour tout t ∈ (0,T )104



4.4. PROBLÈME D'ÉVOLUTIONOn en déduit don
, que




d

dt

∫

Ω

∫ uk
1

0

Tl(ϕ1(s) − ξ1)ds+

∫

Ω

Dwk
1DTl(w

k
1 − ξ1) +

∫

∂Ω

zk
1Tl(w

k
1 − ξ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ uk
2

0

Tl(ϕ2(s) − ξ2)ds+

∫

Ω

Dwk
2DTl(w

k
2 − ξ2) +

∫

∂Ω

zk
2Tl(w

k
2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w
k
1 − wk

2)
(
Tl(w

k
1 − ξ1) − Tl(w

k
2 − ξ2)

)
≤ 0 dans D′(0,T ).

(4.42)
D'autre part, on a
∫

Ω

Dwk
iDTl(w

k
i − ξi) =

∫

Ω

|DTl(w
k
i − ξi)|2 +

∫

Ω

DξiDTl(w
k
i − ξi) ∀ t ∈ (0,T ),d'où, pour tout t ∈ (0,T )

lim inf
k→∞

∫

Ω

Dwk
iDTl(w

k
i − ξi) ≥

∫

Ω

DwiDTl(wi − ξi)Nous appliquons le lemme de Fatou et nous passons à la limite dans (4.42) et lapreuve de la Proposition est a
hevée.
Nous allons utiliser la notion des solutions intégrales (Cf. [3℄, [4℄) pour montrerl'uni
ité de la solution faible (Cf. se
tion 4 du 
hapitre 6) .Dé�nition 4.4.1 U := (u1,u2) ∈ C([0,T ], X)
CP k(u01, u02)

(
CP∞(u01, u02)

)
(f̂1, f̂2) ∈ Ak(û1, û2)(

(f̂1, f̂2) ∈ A∞(û1, û2)
)

d

dt

∫

Ω

|u1(t) − û1| +
d

dt

∫

Ω

|u2(t) − û2| +
∫

Ω

f̂1Sign0(u1(t) − û1)

+

∫

Ω

f̂2Sign0(u2(t) − û2) ≤
∫

[u1(t)=û1]

|f̂1| +
∫

[u2(t)=û2]

|f̂2| D′(0,T ),

(4.43)
U(0) = (u01, u02)

(
U(0) = (u01, u02)

)Proposition 4.4.4 (u1, u2) (P k)
(u1, u2) CP k(u01, u02)105



Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usionPreuve. Pour i = 1,2, soient wi ∈ L2
loc

(
[0,∞[, H1(Ω)

)
, zi ∈ L2

loc

(
[0,∞[, L2(∂Ω)

)telles que wi = ϕi(ui) p.p. Q et zi ∈ γi(wi) p.p. Σ, données par le Théorème 4.2.1et ŵi ∈ H1(Ω), ẑi ∈ L2(∂Ω) telles que ŵi = ϕ(ûi) p.p. Ω et ẑi ∈ γ(ŵi) p.p. ∂Ω dansla dé�nition de l'opérateur Ak. Il vient du lemme 4.4.5 que
d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(s) − ξ1)ds+

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ1) +

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − ξ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(s) − ξ2)ds+

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ2) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − ξ2)

+

∫

Ω

Rk(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ1) − Tl(w2 − ξ2)

)
≤ 0 dans D′(0,T ),

(4.44)et d'après la dé�nition de Ak on a
∫

Ω

Dŵ1Dξ1 +

∫

Ω

Dŵ2Dξ2 +

∫

Ω

Rk(.)g(ŵ1 − ŵ2)(ξ1 − ξ2)

+

∫

∂Ω

ẑ1ξ1 +

∫

∂Ω

ẑ2ξ2 =

∫

Ω

f̂1ξ1 +

∫

Ω

f̂2ξ2pour tout ξ1,ξ2 ∈ H1(Ω). Prenons (
Tl(ŵ1 − ξ1), Tl(ŵ2 − ξ2)

) 
omme fon
tion test,nous obtenons



∫

Ω

Dŵ1DTl(ŵ1 − ξ1) +

∫

Ω

Dŵ2DTl(ŵ2 − ξ2) +

∫

∂Ω

ẑ1Tl(ŵ1 − ξ1)

+

∫

∂Ω

ẑ2Tl(ŵ2 − ξ2) +

∫

Ω

Rk(.)g(ŵ1 − ŵ2)
(
Tl(ŵ1 − ξ1) − Tl(ŵ2 − ξ2)

)

=

∫

Ω

f̂1Tl(ŵ1 − ξ1) + f̂2Tl(ŵ2 − ξ2) dans D′(0,T ),

(4.45)pour tout ξ1,ξ2 ∈ H1(Ω). Maintenant prenons (ŵ1,ŵ2) 
omme fon
tion test dans(4.44) et (w1,w2) fon
tion test dans (4.45) et on additionne les deux inégalités ontrouve
d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(r) − ŵ1)dr +
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(r) − ŵ1)dr

+

∫

Ω

D(w1 − ŵ1)DTl(w1 − ŵ1) +

∫

Ω

D(w2 − ŵ2)DTl(w2 − ŵ2)

+

∫

Ω

Ŝk(x,t)dx+

∫

∂Ω

(z1 − ẑ1)Tl(w1 − ŵ1) +

∫

∂Ω

(z2 − ẑ2)Tl(w2 − ŵ1)

≤
∫

Ω

f̂1Tl(ŵ1 − w1) +

∫

Ω

f̂2Tl(ŵ2 − w2)

(4.46)
où Ŝk(x,t) = Rk(x)(g(w1 − w2) − g(ŵ1 − ŵ2))

(
Tl(w1 − ŵ1) − Tl(w2 − ŵ2)

).Il vient de la monotonie du Lemme 4.3.4 que Ŝk(x,t) ≥ 0 p.p. Ω × (0, T ), ∫

∂Ω

(zi −106



4.4. PROBLÈME D'ÉVOLUTION
z̃i)Tl(wi − w̃i) ≥ 0 et ∫

Ω

D(wi − ŵi)DTl(wi − ŵi) =

∫

Ω

T ′
l (wi − ŵi)|D(wi − ŵi)|2 ≥ 0don
 (4.46) devient

d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(r) − ŵ1)dr +
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(r) − ŵ1)dr

≤
∫

Ω

f̂1Tl(ŵ1 − w1) +

∫

Ω

f̂2Tl(ŵ2 − w2) dans D′(0,T ),
(4.47)nous utilisons le fait que Sign0

(
ϕi(r) − ϕi(ûi)

)
= Sign0(r − ûi), don
 lorsque ltend vers 0 on a ∫ ui(x,t)

0

1

l
Tl(ϕi(r) − ŵi(x))dr 
onverge vers |ui(x,t)) − ûi(x)| − |ûi|p.p. (t,x) ∈ Q. il suit que, le terme d

dt

∫ ui(x,t)

0

1

l
Tl(ϕi(r) − ŵi(x))dr 
onverge vers

d

dt

∫

Ω

|ui(x,t)) − ûi(x)| et ∫

Ω

1

l
f̂iTl(ŵi − wi) 
onverge vers ∫

Ω

f̂iSign0(ŵi − wi).Nous multiplions (4.47) par 1

l
et passons à la limite lorsque l tend vers 0, nousobtenons

d

dt

∫

Ω

|u1(t) − û1| +
d

dt

∫

Ω

|u2(t) − û2| ≤ −
∫

Ω

f̂1Sign0(u1(t) − û1)

−
∫

Ω

f̂2Sign0(u2(t) − û2) +

∫

[u1(t)=û1]

|f̂1| +
∫

[u2(t)=û2]

|f̂2| dans D′(0,T ),
e qui a
hève la preuve de la PropositionProposition 4.4.5 (u1, u2)
(u1, u2) CP∞(u01, u02)Preuve. Pour i = 1,2, soient wi ∈ L2

loc

(
[0,∞[,H1(Ω)

)
, zi ∈ L2

loc

(
[0,∞[,L2(∂Ω)

) telleque wi = ϕi(ui) p.p. Q et zi ∈ γi(wi) p.p. Σ, donnée par le Théorème 4.2.2 et
ŵi ∈ H1(Ω), ẑi ∈ L2(∂Ω) telle que ŵi = ϕ(ûi) p.p. Ω et ẑi ∈ γ(ŵi) p.p. ∂Ω dans(4.4.2), puisque (ŵ1,ŵ2) ∈ K alors on peut prendre (ŵ1,ŵ2) 
omme fon
tion testdans la dé�nition de solution du Théorème 4.2.2, don


d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(r) − ŵ1)dr +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ŵ1) +

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − ŵ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(r) − ŵ1)dr +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ŵ1) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − ŵ1)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ŵ1) − Tl(w2 − ŵ2)

)
≤ 0 dans D′(0,T ),

(4.48)
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Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usionD'autre part, nous utilisons la dé�nition de l'opérateur A∞ il vient
∫

Ω

Dŵ1DTl(ŵ1 − ξ1) +

∫

∂Ω

ẑ1Tl(ŵ1 − ξ1) +

∫

Ω

Dŵ2DTl(ŵ2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(ŵ1 − ŵ2)
(
Tl(ŵ1 − ξ1) − Tl(ŵ2 − ξ2)

)
+

∫

∂Ω

ẑ2Tl(ŵ2 − ξ2)

≤
∫

Ω

f̂1Tl(ŵ1 − ξ1) +

∫

Ω

f̂2Tl(ŵ2 − ξ2)pour tout ξ = (ξ1,ξ2) ∈
(
H1(Ω) × H1(Ω)

)
∩ K. Pour p.p. (x,t) ∈ (0,T ) × Ω0 on a

w1(t) = w2(t) , d' où (w1,w2) est une fon
tion test admissible dans la dé�nition del'opérateur A∞, don

∫

Ω

Dŵ1DTl(ŵ1 − w1) +

∫

∂Ω

ẑ1Tl(ŵ1 − w1) +

∫

Ω

Dŵ2DTl(ŵ2 − w2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(ŵ1 − ŵ2)
(
Tl(ŵ1 − w1) − Tl(ŵ2 − w2)

)
+

∫

∂Ω

ẑ2Tl(ŵ2 − w2)

≤
∫

Ω

f̂1Tl(ŵ1 − w1) +

∫

Ω

f̂2Tl(ŵ2 − w2) pour tout t ∈ (0,T )

(4.49)
on additionne (4.48) et (4.49), on trouve
d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(r) − ŵ1)dr +
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(r) − ŵ1)dr +

∫

Ω1

Ŝ(x,t)dx

+

∫

∂Ω

(z1 − ẑ1)Tl(w1 − ŵ1) +

∫

∂Ω

(z2 − ẑ2)Tl(w2 − ŵ1)

+

∫

Ω

D(w1 − ŵ1)DTl(w1 − ŵ1) +

∫

Ω

D(w2 − ŵ2)DTl(w2 − ŵ2)

≤
∫

Ω

f̂1Tl(ŵ1 − w1) +

∫

Ω

f̂2Tl(ŵ2 − w2) dans D′(0,T ),

(4.50)
où Ŝ(x,t) = R0(x)(g(w1 − w2) − g(ŵ1 − ŵ2))

(
Tl(w1 − ŵ1) − Tl(w2 − ŵ2)

).On utilise les même arguments de la Proposition 4.4.4 et de la même manière, onobtient
d

dt

∫

Ω

|u1(t) − û1| +
d

dt

∫

Ω

|u2(t) − û2| ≤ −
∫

Ω

f̂1Sign0(u1(t) − û1)

−
∫

Ω

f̂2Sign0(u2(t) − û2) +

∫

[u1(t)=û1]

|f̂1| +
∫

[u2(t)=û2]

|f̂2| dans D′(0,T ).108



4.4. PROBLÈME D'ÉVOLUTIONCe qui termine la preuve de 
ette PropositionRemarque 6
(P k)





u1t −△ϕ1(u1) + kg(u1 − u2) = f1, Q

u2t −△ϕ2(u2) − kg(u1 − u2) = f2, Q

ϕ1(u1) = 0 ϕ2(u2) = 0 Σ

u1(x,0) = u01(x) u2(x,0) = u02(x) Ω,

k → ∞ (uk
1, u

k
2) (u, u)

C
(
[0,T ),X

)
u01 = u02 f1 = f2

u

(P k)





ut − ∆
ϕ1(u) + ϕ2(u)

2
= f1, Q

ϕ1(u) + ϕ2(u)

2
= 0 Σ

u(x,0) = u01(x) Ω,





u1t −△u1 + k(rA(u1) − rB(u2)) = 0, Q

u2t −△u2 − k(rA(u1) − rB(u2)) = 0, Q

∂~nu1 = 0 ∂~nu2 = 0 Σ

u1(x,0) = u01(x) u2(x,0) = u02(x) Ω,

k → ∞ (uk
1,u

k
2) (u1,u2) L2

(
(0,T ),Ω

)109



Chap. 4: Sy. de Réa
tion Di�usion
(u1,u2) rA(u1) = rB(u2) u1 + u2 = w w





wt −△ψ(w) = 0, Q

∂~nw = 0 Σ

w(x,0) = u01(x) + u02(x) Ω,

ψ = (d1I + d2η) ◦ (I + η)−1
R

+ η = r−1
B ◦ rA
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Chap. 5: Analyse numérique
Dans 
e 
hapitre, nous 
onsidérons le modèle linéaire 1D ave
 des 
onditions deDiri
hlet homogènes aux bords

(Ek)





∂u

∂t
− d1uxx = −Rk(x)(u− v) sur Q := Ω × (0,T )

∂v

∂t
− d2vxx = +Rk(x)(u− v) sur Q := Ω × (0,T )

u = v = 0 sur Q := ∂Ω × (0,T )

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) sur Ω.où Rk(x) = kχΩ0(x) + χΩ1(x) p.p. dans Ω ave
 Ω0 ⊆ Ω et Ω1 = Ω \ Ω0. d1 >
0 et d2 > 0 sont les 
oe�
ients de di�usion dans le domaine Ω× (0,T ) . On supposeque u0, v0 ∈ L∞(Ω) ave
 u0, v0 ≥ 0 alors le problème (Ek) admet une unique solution
lassique uk, vk ∈ C1,2

(
(0,T ] × Ω

)
∩ C0,1

(
(0,T ] × Ω

) (Cf. [5℄, [1℄). Nous appliquonsle Théorème 4.2.2 au problème (Ek) et nous obtenonsProposition 5.1.1 (u0,v0) ∈ L∞(Ω)×L∞(Ω) (uk,vk)
(Ek) k −→ ∞

(uk, vk) −→ (u, v) C
(
(0, T ), L1(Ω) × L1(Ω)

)
,

u = v Ω0 u, v ∈ L2
(
(0,T ), H1

0 (Ω)
)

d

dt

∫

Ω

∫ u

0

(r − ξ1)dr + d1

∫

Ω

DuD(u− ξ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ v

0

(r − ξ2)dr + d2

∫

Ω

DvD(v − ξ2)

+

∫

Ω1

(u− v)
(
(u− ξ1) − (v − ξ2)

)
≤ 0 D′(0,T )

ξ = (ξ1,ξ2) ∈ H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) ξ1 = ξ2 Ω0 U0 = U0 :=
(u0, v0) u0, v0

u0(x) =

{
u0(x) Ω1

u0(x) + v0(x)

2
Ω0

v0(x) =

{
v0(x) Ω1

u0(x) + v0(x)

2
Ω0

,
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5.2. ETUDE NUMÉRIQUE.
En général, les méthodes numériques adaptées à 
e type de système ont étéétudiées par de nombreux auteurs (Cf. [3℄, [4℄, [6℄ et
). Dans 
e travail, nous nousintéressons au 
omportement de la solution lorsque k devient très grand et nousproposons un s
héma aux di�éren
es �nies permettant une dis
rétisation robuste,
onservative et stable du problème (Ek). Pour 
ela, nous dis
rétisons les termes deréa
tion ±Rk(.)(u− v) de manière impli
ite et soit (un

i ,v
n
i ) l'approximation dis
rètede la solution exa
te (

u(xi,tn),v(xi,tn)
) en 
haque point xi et à l'instant tn. Soit

Ω = (0, 1), on note par Rki la valeur de Rk au point xi, où xi = i△x , tn = n△t,ave
 n = 0,...,N + 1, i = 0,..,M + 1, tels que (M + 1)△x = 1 et (N + 1)△t = T .
△x (resp. △t) est le pas de dis
rétisation en espa
e (resp. en temps). Les dérivéesspatiales uxx et vxx sont appro
hées par un s
héma d'ordre 2, nous remplaçons lesdérivées en temps ∂u

∂t
et ∂v

∂t
par un s
héma d'Euler impli
ite, nous obtenons lesystème dis
ret suivant :

(Edk)





u0
i = u0(xi), v

0
i = v0(xi), i = 0..M + 1

un+1
i − un

i

△t − d1

un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

(△x)2
= Rki(v

n+1
i − un+1

i )

vn+1
i − vn

i

△t − d2

vn+1
i+1 − 2vn+1

i + vn+1
i−1

(△x)2
= Rki(u

n+1
i − vn+1

i )





,
i = 1..M

n = 0..N

un
0 = un

M+1 = 0, vn
0 = vn

M+1 = 0, n = 1..N + 1on voit que le s
héma (Edk) peut s'é
rire sous la forme




u0
i = u0(xi), v

0
i = v0(xi), i = 0,..,M + 1

(1 + 2λ1 + Rki△t)un+1
i − λ1u

n+1
i+1 − λ1u

n+1
i−1 = Rki△tvn+1

i + un
i

(1 + 2λ2 + Rki△t)vn+1
i − λ2v

n+1
i+1 − λ2v

n+1
i−1 = Rki△t un+1

i + vn
i



 ,

i = 1,..,M

n = 0,..,N

un
0 = un

M+1 = 0, vn
0 = vn

M+1 = 0, n = 1,..,N + 1où, λ1 = d1
△t

(△x)2
et λ2 = d2

△t
(△x)2

.Maintenant, on note par Un = (un
1 , . . . ,u

n
M)T et V n = (vn

1 , . . . ...,v
n
M)T le ve
teur115



Chap. 5: Analyse numériquesolution numérique, don
 le système pré
èdent s'é
rit sous la forme matri
ielle sui-vante:




A1U
n+1 = Rki△t V n+1 + Un

A2V
n+1 = Rki△t Un+1 + V n

(5.1)ave
 U0 =
(
u0(x1), . . . ,u0(xM)

)T , V 0 =
(
v0(x1), . . . ,v0(xM)

)T et pour j = 1,2 on a
Aj est la matri
e tridiagonale dé�nie par

Aj =




µj −λj 0 . . . 0

−λj µj −λj
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0... . . . −λj µj −λj

0 . . . 0 −λj µj


où, µj = 1 + 2λj +Rki△t. Dans (5.1) On multiplie la première équation par la ma-tri
e A2 et on remplaçe A2V

n+1 par son expression donnée par la deuxième équation.On pro
ède de la même manière dans la deuxième équation et on obtient




B21U
n+1 :=

(
A2A1 − (Rki△t)2Id

)
Un+1 = Rki△t V n + A2 U

n

B12V
n+1 :=

(
A1A2 − (Rki△t)2Id

)
V n+1 = Rki△t Un + A1 V

n.
(5.2)

Il est 
lair que B21 = B12 := B. Maintenant, nous allons étudier le 
ara
tère bienposé du système linéaire (Edk), 
'est à dire l'existen
e et l'uni
ité de la solution dusystème.Lemme 5.2.1 j,k ∈ {1,2,...M} Bj,k = 0 |j − k| > 2





Bj,j = µ1µ2 + 2λ1λ2 − (Rki△t)2 j = 2,..,M − 1

Bj,j+1 = Bj+1,j = −λ2µ1 − λ1µ2 j = 1,..,M − 1

Bj,j+2 = Bj+2,j = λ1λ2 j = 1,..,M − 2

B1,1 = BM,M = µ1µ2 + λ1λ2 − (Rki△t)2.116



5.2. ETUDE NUMÉRIQUE.
∆t

(∆x)2
≤ e+

√
e2 + 4d1d2

4d1d2

, (5.3)
e = Rki(△x)2 BPreuve: Pour j = 1,..,M − 2, il vient

Bj,j =
∑

k

A2j,kA1k,j − (Rki△t)2

= µ1µ2 + 2λ1λ2 − (Rki△t)2et les autres 
omposantes se 
al
ulent de la même manière. Maintenant, nous allonsmontrer que la matri
e B est à diagonale dominante, 
'est à dire




|µ1µ2 + λ1λ2 − (Rki△t)2| ≥ λ2µ1 + λ1µ2 + λ1λ2,

|µ1µ2 + 2λ1λ2 − (Rki△t)2| ≥ 2λ2µ1 + 2λ1µ2 + λ1λ2 et
|µ1µ2 + 2λ1λ2 − (Rki△t)2| ≥ 2λ2µ1 + 2λ1µ2 + 2λ1λ2.Pour 
ela, il su�t de véri�er que I ≥ 0 où

I : = |2µ1µ2 + λ1λ2 − (Rki△t)2| − 2λ2µ1 − 2λ1µ2 − 2λ1λ2

= 1 + 2Rki△t− 4λ1λ2

=
(△x)4 + 2Rki△t(△x)4 − 4d1d2(△t)2

(△x)4 .D'autre part, on a
∆t

(∆x)2
≤ e+

√
e2 + 4d1d2

4d1d2don
, on peut véri�er fa
ilement que I ≥ 0. Ce qui a
hève la preuve du lemme.Pour montrer la stabilité L∞ du s
héma (Edk) nous avons besoin du lemme de
omparaison dis
ret suivant:Lemme 5.2.2 i = 0,...,M+1 (un+1
i ,vn+1

i ) (ûn+1
i ,v̂n+1

i )
(u0

i ,v
0
i ) (û0

i ,v̂
0
i )

u0
i ≤ û0

i v0
i ≤ v̂0

i

un+1
i ≤ ûn+1

i vn+1
i ≤ v̂n+1

i

i = 0,...,M + 1 n = 0,..,N + 1117



Chap. 5: Analyse numériquePreuve: Soit wn+1 et wn+1 dé�ni par wn+1
i = un+1

i − ûn+1
i , wn+1

i = vn+1
i − v̂n+1

i pourtout i = 0,...,M + 1 et n = 0,..,N + 1. On soustrait les deux équations véri�ées par
(un+1

i ,vn+1
i ) et (ûn+1

i+1 ,v̂
n+1
i ), on obtient





w0
i = w0(xi), w

0
i = w0(xi), i = 0,..,M + 1

µ1w
n+1
i − λ1w

n+1
i+1 − λ1w

n+1
i−1 = Rki△twn+1

i + wn
i

µ2w
n+1
i − λ2w

n+1
i+1 − λ2w

n+1
i−1 = Rki△t wn+1

i + wn
i





i = 1,..,M

n = 0,..,N.

wn
0 = wn

M+1 = 0, wn
0 = wn

M+1 = 0, n = 1,..,N + 1On multiplie la première équation par Sign+
0 (wn+1

i ), puis la deuxième équation par
Sign+

0 (wn+1
i ), don
 pour i = 1,..,M , n = 0,..,N on a
µ1(w

n+1
i )+ ≤ λ1

(
(wn+1

i+1 )+ + (wn+1
i−1 )+

)
+ Rki△t(wn+1

i )+ + (wn
i )+et

µ2(w
n+1
i )+ ≤ λ2

(
(wn+1

i+1 )+ + (wn+1
i−1 )+

)
+ Rki△t(wn+1

i )+ + (wn
i )+on additionne les deux équations on obtient

(µ1 −Rki△t)(wn+1
i )+ + (µ2 −Rki△t)(wn+1

i )+ ≤
(
(wn

i )+ + (wn
i )+

)

+λ1

(
(wn+1

i+1 )+ + (wn+1
i−1 )+

)
+ λ2

(
(wn+1

i+1 )+ + (wn+1
i−1 )+

)on somme 
ette inégalité pour i = 1,..,M et on a
(µ1 −Rki△t− 2λ1)

i=M∑

i=1

(wn+1
i )+ + (µ2 −Rki△t− 2λ2)

i=M∑

i=1

(wn+1
i )+

≤
i=M∑

i=1

(
(wn

i )+ + (wn
i )+

)d'où
i=M∑

i=1

(
(wn+1

i )+ + (wn+1
i )+

)
≤

i=M∑

i=1

(
(wn

i )+ + (wn
i )+

)...
≤

i=M∑

i=1

(
(w0

i )
+ + (w0

i )
+
)
.118



5.2. ETUDE NUMÉRIQUE.Or, pour i = 1,..,M on a u0
i ≤ û0

i et v0
i ≤ v̂0

i don
 (w0
i )

+ = (w0
i )

+ = 0 par suite
(wn+1

i )+ = (wn+1
i )+ = 0 d'où

un+1
i ≤ ûn+1

i et vn+1
i ≤ v̂n+1

i .Remarque 7
ΩThéorème 5.2.1 (Edk) L∞Preuve . Pour i = 0,...,M +1, soit (un+1

i ,vn+1
i ) la solution du problème (Edk) ave


u0
i = u0(xi), v

0
i = v0(xi). Pour tout n = 0,..,N soit (wn+1

i , wn+1
i ) le 
ouple dé�ni par

wn+1
i = un+1

i − C0, wn+1
i = vn+1

i − C0où C0 := ||U0||∞+||V 0||∞ . Alors (wn+1
i , wn+1

i ) est une solution du problème dis
rètesuivant :




w0
i = u0

i − C0, w
0
i = v0

i − C0, i = 0,..,M + 1

µ1w
n+1
i − λ1w

n+1
i+1 − λ1w

n+1
i−1 = Rki△twn+1

i + wn
i

µ2w
n+1
i − λ2w

n+1
i+1 − λ2w

n+1
i−1 = Rki△t wn+1

i + wn
i



 ,

i = 1,..,M

n = 0,..,N

wn
0 = wn

M+1 = 0, wn
0 = wn

M+1 = 0, n = 1,..,N + 1puisque w0
i = (u0

i −||U0||∞)−||V 0||∞ ≤ 0 et w0
i = (v0

i −||V 0||∞)−||U0||∞ ≤ 0, nousappliquons le Lemme (5.2.2) et on utilise le fait que (0,0) est solution, on déduit quepour tout i = 0,..,M + 1, n = 0,..,N on a
wn+1

i ≤ 0 et wn+1
i ≤ 0,d'où un+1

i ≤ C0 et vn+1
i ≤ C0 et de la même manière il vient que un+1

i ≥ −C0 et
vn+1

i ≥ −C0. On déduit don
 que
||Un+1||∞ ≤ ||U0||∞ + ||V 0||∞ et ||V n+1||∞ ≤ ||U0||∞ + ||V 0||∞pour tout n = 0,..,N . Alors le s
héma (Edk) est stable en norme L∞. De plus, il n'estpas di�
ile de voir que le s
héma est 
onsistant et il est d'ordre 1 en temps et d'ordre

2 en espa
e. D' où le s
héma est 
onvergent. Ce qui termine la preuve du théorème.119



Chap. 5: Analyse numérique
Dans 
e paragraphe, nous allons exposer quelques résultats numériques pour lesystème (Edk) présenté dans les paragraphes pré
édents. On prend une donnée ini-tiale u0(x) := 10x2 (1 − x), v0(x) := 10x (1 − x)2 sin(πx). Cette donnée initiale estreprésentée sur la Figure 5.1.
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Figure. 5.1 - Simulation 1D: donnée initiale u0(x) := 10x2 (1 − x) et v0(x) :=
10x (1 − x)2 sin(πx) sur (0, 1). 120



5.3. SIMULATION NUMÉRIQUETEST I (Figures 5.2, 5.3, 5.4 )Dans un premier temps, nous allons �xer le paramètre k, nous supposons queRk = 1sur (0,1), d1 = 0.1 et d2 = 0.2 ave
 un maillage N = 400. Le pas de temps utiliséest dt = 0.01. On simule numériquement l'évolution de la solution du système (Edk)(Cf. Figure 5.1) issue de la donnée initiale du Figure 5.1.
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Figure. 5.2 - Simulation: solution au temps T = 0.5 après Titer = 50 itérations.
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Figure. 5.3 - Simulation: solution au temps T = 2 après Titer = 200 itérations.121



Chap. 5: Analyse numériqueDans la �gure 5.4, nous présentons l'évolution au 
ours du temps de la norme L∞de 
haque 
omposante de la solution.
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Figure. 5.4 - Simulation: évolution en fon
tion du temps de la norme L∞ de lasolution u et v. 122



5.3. SIMULATION NUMÉRIQUETEST II (Figures 5.5, 5.6, 5.7 )En 
e qui 
on
erne le TEST II, on a 
hoisi d'augmenter la valeur du paramètre ksur tout le domaine Ω, pour 
ela nous supposons Ω0 = Ω := (0, 1), Rk = k, d1 = 0.1et d2 = 0.2 ave
 un maillage N = 400. Le pas de temps utilisé est dt = 0.001.Nous présentons les résultats sur le 
omportement de la solution du système (Edk)obtenus à partir d'une 
ondition initiale (Cf. Figure 5.1) pour k = 10, k = 102 et
k = 103.
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Figure. 5.5 - Simulation: solution pour k = 10 au temps T = 10−2 après 10 itérations.123
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Figure. 5.6 - Simulation: solution pour k = 10
2 au temps T = 10−2 après 10 itéra-tions.
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Figure. 5.7 - Simulation: solution pour k = 10
3 au temps T = 10−2 après 10 itéra-tions. 124



5.3. SIMULATION NUMÉRIQUETEST III (Figures 5.8, 5.9, 5.10 )Maintenant, nous 
onsidérons le TEST III, qui 
onsiste à lo
aliser le paramètred'homogénéité, pour 
ela nous supposons Ω0 = (0.2, 0.8), d1 = 0.1 et d2 = 0.2 ave
un maillage N = 400. Le pas de temps utilisé est dt = 0.001. Le 
omportement de lasolution du système (Edk) obtenu à partir d'une 
ondition initiale (Cf. Figure 5.1)pour k = 10, k = 102 et k = 103.
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Figure. 5.8 - Simulation: solution pour k = 10 au temps T = 10−2 après 10 itérations.
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Figure. 5.9 - Simulation: solution pour k = 10
2 au temps T = 10−2 après 10 itéra-tions.
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Figure. 5.10 - Simulation: solution pour k = 10
3 au temps T = 10−2 après 10 itéra-tions. 126



5.3. SIMULATION NUMÉRIQUETEST IV (Figures 5.11, 5.12, 5.13, 5.14)Théoriquement, nous avons montré l'apparition d'un phénomène de ,d'où la né
essité de 
hanger la donnée initiale du problème limite par une nouvellevaleur 
ompatible ave
 
e dernier (Cf. Proposition 5.1.1). En parti
ulier, la donnéeinitiale 
orrespondante à 
elle de la Figure 5.1 s'é
rit sous la forme suivante
u0(x) =

{
10x2 (1 − x) sur (0, 1) \ (0.2, 0.8)
5
(
x2 (1 − x) + x (1 − x)2 sin(πx)

) sur (0.2, 0.8)et
v0(x) =

{
10x (1 − x)2 sin(πx) sur (0, 1) \ (0.2, 0.8)
5
(
x2 (1 − x) + x (1 − x)2 sin(πx)

) sur (0.2, 0.8)
,
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Figure. 5.11 - Simulation 1D: donnée initiale u0(x) := 10x2 (1−x), v0(x) := 10x (1−
x)2 sin(πx) sur (0,1)\ (0.2,0,8) et u0(x) = v0(x) := 5(x2 (1−x)+x (1−x)2 sin(πx))sur (0.2, 0,8) . 127



Chap. 5: Analyse numériqueNous supposons Ω0 = (0.2, 0.8), d1 = 0.1 et d2 = 0.2 ave
 un maillage N = 400. Lepas de temps utilisé est dt = 0.001.
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Figure. 5.12 - Simulation: solution ave
 la donnée initiale de la Figure 5.11 et pour
k = 10 au temps T = 10−2 après 10 itérations.
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Figure. 5.13 - Simulation: solution ave
 la donnée initiale de la Figure 5.11 et pour
k = 10

2 au temps T = 10−2 après 10 itérations.128
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Figure. 5.14 - Simulation: solution ave
 la donnée initiale de la Figure 5.11 et pour
k = 10

3 au temps T = 10−2 après 10 itérations.Remarque 8
k L∞ 0

Rk Ω Ω u
v

k = 103
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Chap. 6: Pb. d' obsta
le doublement non linéaire
Dans 
e 
hapitre, nous étudions l'existen
e et l'uni
ité de la solution d'un pro-blème elliptique parabolique doublement non linéaire en présen
e d'un obsta
le dé-pendant de l'espa
e. Nous 
onsidérons le problème elliptique-parabolique non li-néaire

P β,G(u0, f)





ut − div a(x, Dw) +G(x, u) ∋ f u = β(w) sur Q := (0,T ) × Ω

a(x, Dw).~n = 0 sur Σ := (0,T ) × Γ

u(0) = u0 sur Ω,où Ω ⊆ R
N est un ouvert borné de frontière Γ régulière, ~n le ve
teur normale unitésur Γ, f ∈ Lp′(Q) et β : R → R est une fon
tion 
ontinue 
roissante, β(0) = 0 et

(H4) Im(β) = R.Pour p.p. x ∈ Ω, r → G(x, r) est un graphe maximal monotone ave
 pour tout
s ∈ R, G0(., s) ∈ L∞(Ω) et 0 ∈ G(., 0). En 
e qui 
on
erne le 
hamp a(x, Dw)on suppose que a : Ω × R

N → R
N est l'opérateur de Leray-Lions, 
'est-à-dire aest une fon
tion Carathéodory (x → a(x, ξ) est mesurable pour toute ξ ∈ R

N et
ξ → a(x, ξ) est 
ontinue pour presque tout x ∈ Ω) ave
 a(., 0) = 0 et a satisfait
(H1) il existe α > 0 tel que pour tout ξ ∈ R

N

a(x, ξ).ξ ≥ α| ξ |p pour p.p. x ∈ Ω

(H2) pour toutes ξ,η ∈ R
N telles que ξ 6= η

(a(x, ξ) − a(x, η)).(ξ − η) > 0 p.p. x ∈ Ω

(H3) ils existent σ > 0 , k ∈ Lp′(Ω) telles que
|a(x, ξ)| ≤ σ(k(x) + |ξ|p−1) pour p.p. x ∈ Ωet pour tout ξ ∈ R

N , ave
 p′ =
p

p− 1
.Les hypothèses (H1 − H3) sont 
lassiques pour l'étude de 
et opérateur non li-néaire (Cf. [6℄, [18℄). L'exemple modèle de la fon
tion a qui satisfait 
es hypo-thèses est a(x, ξ) = |ξ|p−2ξ et il 
orrespond à l'operateur p-Lapla
ian où ∆p w =

div( |Dw|p−2 Dw ). 134



6.2. PROBLÈME STATIONNAIRELorsque le domaine de G est fermé L'EDP P β,G(u0, f) modélise le problème d'obs-ta
le (Cf. [5℄, [14℄ , [16℄), [21℄), et dans le 
as où G ne dépend pas de x, nous avonsmontré dans le 
hapitre pré
édent que le problème P β,G(u0, f) admet une uniquesolution faible dé�nie d'une manière standard (Cf. [15℄ ). Par 
ontre, dans le 
as où
G, dépend de l'espa
e, le problème n'a pas de solution au sens standard 
'est à diresolution faible (Cf. [19℄, [22℄, [23℄). Nous présentons une nouvelle notion de solutionet qui garantit l'existen
e et l'uni
ité.Ce travail est organisé 
omme suitDans la se
onde se
tion nous montrons l'existen
e et l'uni
ité de la solution du pro-blème stationnaire asso
ié à P β, G(u0, f), pour 
ela nous appro
hons l'équation parune suite de problèmes ave
 absorptions Gm,n dé�nis partout sur R, et nous don-nons aussi quelques estimations préliminaires utilisées par la suite. Dans la troisièmese
tion nous utilisons la théorie des semigroupes non linéaires et nous établirons unrésultat d'existen
e de la solution dans le 
as où D

(
G(x,.)

)
= R p.p. x ∈ Ω. Ensuite,nous appro
hons le problème d'obsta
le par le problème elliptique parabolique sansobsta
le P βm,n, Gm,n(u0, f) et nous passons à la limite 
e qui nous permet de montrerl'existen
e. Dans la dernière se
tion, nous utilisons la notion des solutions intégralespour montrer l'uni
ité de la solution.

A�n d'étudier le problème dans le 
adre de la théorie des semigroupes non li-néaires, nous 
onsidérons dans 
ette se
tion le problème elliptique asso
ié à P β, G(u0,f)dé�ni par
Sβ, G(f)





v − div a(x, Dw) +G(., v) ∋ f v = β(w) sur Ω

a(x, Dw).~n = 0 sur Γ .

Dans 
e paragraphe, nous supposons que pour p.p. x ∈ Ω on a D
(
G(x, .)

)
= R, etnous montrons l'existen
e et d'uni
ité de la solution faible du problème Sβ,G(f).L'existen
e, l'uni
ité et la 
ontra
tion sont équivalents au fait que l'opérateur Aβ, Gdé�ni dans L1(Ω) par 135
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f ∈ Aβ, Gu⇔





u, f ∈ Lp′(Ω),∃w ∈ W 1,p(Ω),∃ η ∈ Lp′(Ω)

u = β(w), η ∈ G(., u) p.p. Ω,

∫

Ω

a(., Dw)Dξ +

∫

Ω

ηξ =

∫

Ω

fξ, ∀ξ ∈ W 1,p(Ω)est T-a

rétif dans L1(Ω) et R(I + εAβ, G) ⊇ L∞(Ω) pour tout ε > 0. Ces résultatssont bien 
onnus dans le 
as, où G ≡ 0 (Cf. [4℄). A�n d' éviter de reproduire lesmêmes arguments de [4℄, nous 
onsidérons dans L1(Ω), l'opérateur Aβ, 0 tel que
Aβ, G = Aβ, 0 +BGoù BG : L1(Ω) → P

(
L1(Ω)

) est dé�ni par
BG =

{
(u, η) ∈ L1(Ω) × L1(Ω); telle que η ∈ G(., u)

}
.Et, on 
onsidère le problème de Cau
hy suivant:

CP β, G(u0, f)





ut + Aβ, G u ∋ f sur (0,T )

u(0) = u0.Proposition 6.2.1 f ∈ L∞(Ω) v
Sβ,G(f) v ∈ L1(Ω) ∃ w ∈ W 1,p(Ω) ∃ η ∈ L1(Ω)

η ∈ G(., v) v = β(w), Ω

∫

Ω

v ξ +

∫

Ω

a(x, Dw)D ξ +

∫

Ω

η ξ =

∫

Ω

f ξ (6.1)
ξ ∈ W 1,p(Ω) v, w η L∞(Ω)

∫

Ω

| v | +
∫

Ω

| η | ≤
∫

Ω

| f |, (6.2)
|| v ||L∞(Ω) ≤ || f ||L∞(Ω), || w ||L∞(Ω) ≤ C

(
β,|| f ||L∞(Ω)

)
, (6.3)

∫

Ω

|Dw|p ≤ C1,
( ∫

Ω

|a(., Dw)|p′
) 1

p′ ≤ C2. (6.4)
C1 C2 Ω, p,N, ||f ||∞, α ||k||Lp′ (Ω)136



6.2. PROBLÈME STATIONNAIREPour montrer la Proposition 6.2.1, nous 
onsidérons pour p.p. x ∈ Ω, Gλ(x, .) larégularisé de Yoshida (Cf. [11℄) de G(x, .) et nous montrons le lemme suivant:Lemme 6.2.1 i) Aβ, Gλ
L1(Ω)

ii) f ∈ Lq(Ω) ∩ Lp′(Ω) 1 ≤ q ≤ ∞ ε > 0

|| (I + εAβ, Gλ
)−1f ||Lq(Ω) ≤ || f ||Lq(Ω).Preuve: i)D'abord, nous rappelons (Cf. [4℄) que pour tout (u,v) ∈ Aβ, 0, on a

∫

Ω

p(u) v ≥ 0 pour tout p ∈ P0, (6.5)où
P0 :=

{
p ∈ Lip(Ω); p 
roissante , p(0) = 0 et supp(p′) 
ompa
t}.Puisque l'opérateur BGλ

est 
ontinu, Lips
hitzienne et T-a

rétif alors Aβ, Gλ
estégalement T-a

rétif dans L1(Ω) (Cf. [9℄). Il vient de [4℄ que pour tout ε > 0

R(I + εAβ, 0) ⊇ Lp′(Ω), alors en utilisant le 
orollaire 3.1 de [3℄, on déduit que
R(I + ε Aβ, Gλ

) ⊇ Lp′(Ω). Puisque la fermeture d'un opérateur T-a

rétif est T-a

rétif, don
 Aβ, Gλ
est T-a

rétif dans L1(Ω). D'autre part, R(I + ε Aβ, Gλ

) =

R(I + εAβ, Gλ
) = L1(Ω) d'où Aβ, Gλ

est m-T-a

rétif dans L1(Ω).
ii) D'après [7℄ , il su�t de montrer que l'opérateur Aβ, Gλ

véri�e la proprièté (6.5).Soit (uλ, f) ∈ Aβ,Gλ
, alors (

uλ, f − Gλ(., uλ)
)
∈ Aβ,0, et puisque Aβ,0 véri�e laproprièté (6.5) alors ∫

Ω

p(uλ)
(
f −Gλ(., uλ)

)
≥ 0.En utilisant le fait que p(u)Gλ(., uλ) ≥ 0 p.p. dans Ω, il vient que la proprièté (6.5)est véri�ée par l'opérateur Aβ, Gλ

, 
e qui nous donne ii).Preuve de la Proposition 6.2.1. Uni
ité: Pour i = 1,2; Soit fi ∈ L∞(Ω) et viest une solution du problème Sβ,G(fi) au sens (6.1), alors
∫

Ω

(v1 − v2)ξ +

∫

Ω

(a(., Dw1) − a(., Dw2))Dξ +

∫

Ω

(η1 − η2)ξ =

∫

Ω

(f1 − f2)ξpour tout ξ ∈ W 1,p(Ω). Nous prenons Tε(w1 − w2), ε > 0 une fon
tion test dansl'égalité pré
édente et nous utilisons le fait que
(a(.,Dw1) − a(.,Dw2))D(w1 − w2)T

′
ε(w1 − w2) ≥ 0,137
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∫

Ω

(v1 − v2)Tε(w1 − w2) +

∫

Ω

(η1 − η2)Tε(w1 − w2) ≤
∫

Ω

(f1 − f2)Tε(w1 − w2), (6.6)nous multiplions 
ette inégalité par 1

ε
et nous passons à la limite lorsque ε → 0,don
 ∫

Ω

|v1 − v2| ≤
∫

Ω

|f1 − f2|.Existen
e : Soit f ∈ L∞(Ω), alors d'après le lemme 6.2.1 il existe une uniquesolution vλ ∈ L1(Ω) du problème Sβ, Gλ(f), et ∃wλ ∈ W 1,p(Ω), ∃ ηλ ∈ L1(Ω) tellesque ηλ = Gλ(x, vλ), vλ = β(wλ) p.p Ω, et
∫

Ω

vλ ξ +

∫

Ω

a(x, Dwλ)D ξ +

∫

Ω

Gλ(x, vλ) ξ =

∫

Ω

f ξ, (6.7)pour tout ∀ ξ ∈ W 1,p(Ω). De plus, il vient de ii) que
‖vλ‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω).Et, puisque D(β) = R, alors

‖wλ‖L∞(Ω) ≤ max
(
β−1(‖f‖L∞(Ω)) ∪ −β−1(−‖f‖L∞(Ω) )

)
=: C

(
β, ‖f‖L∞(Ω)

)
. (6.8)Maintenant, prenons wλ 
omme fon
tion test dans (6.7), alors

∫

Ω

vλ wλ +

∫

Ω

a(x, Dwλ)Dwλ +

∫

Ω

Gλ(.,vλ) wλ =

∫

Ω

f wλ.En utilisant la monotonie de β et Gλ(x,.), on a
∫

Ω

a(., Dwλ)Dwλ ≤
∫

Ω

fwλ,il vient de (H1) et (6.8) que
∫

Ω

|Dwλ|p ≤
1

α
||f ||L1(Ω)||wλ||L∞(Ω) := C1. (6.9)Et, d'après (H2), on a

(

∫

Ω

|a(., Dwλ)|p
′

)
1
p′ ≤ σ

(∫

Ω

(|k| + |Dwλ|p−1)p′
) 1

p′

,138



6.2. PROBLÈME STATIONNAIREet en appliquant l'inégalité de Minkowski et (6.9), on obtient
(

∫

Ω

|a(., Dwλ)|p
′

)
1
p′ ≤ σ

(( ∫

Ω

|k(x)|p′
) 1

p′ +
( ∫

Ω

|Dwλ|p
′
) 1

p′

)

≤ σ
(
||k||Lp′ (Ω) + ||Dwλ||

p

p′

Lp(Ω)

)

≤ σ
(
||k||Lp′ (Ω) + C

1
p′

1

)
:= C2.

(6.10)D'après, (6.8) et (6.9) on a (wλ)λ est bornée dans W 1,p(Ω), don
 il existe une soussuite, notée en
ore wλ, telle que wλ → w dans W 1,p(Ω) faiblement et dans Lp(Ω)fortement, d'où wλ → w p.p. Ω, et puisque β est 
ontinue alors vλ → v dans Lp(Ω)et v = β(w) p.p. Ω. D'autre part, pour p.p. x ∈ Ω, G(x,.) est dé�ni partout sur Ralors
||Gλ

(
., vλ

)
||L∞(Ω) ≤ G0

(
., ||f ||L∞(Ω)

)d'où Gλ(., vλ) → η dans L∞(Ω)- faible * . Nous appliquons le Lemme 1.6 [10℄ etnous déduisons que η ∈ G(., v) p.p. Ω. D'après (6.10), on a (a(x, Dwλ))λ est bornéedans [Lp′(Ω)]N don
 il existe une sous suite telle que a(x,Dwλ) → h faiblement dans
[Lp′(Ω)]N lorsque λ→ 0. Il reste à prouver que div a(x,Dw) = div h. Pour 
ela, nousallons utiliser la méthode de Minty Browder [12℄ , et don
 il su�t de montrer que

lim sup
λ→0

∫

Ω

a(., Dwλ)Dwλ ≤
∫

Ω

hDw. (6.11)Nous prenons (wλ − w) 
omme fon
tion test dans (6.7), nous obtenons
∫

Ω

a(., Dwλ)D(wλ − w) ≤
∫

Ω

(f − vλ)(wλ − w) −
∫

Ω

Gλ(., vλ)(wλ − w),nous utilisons le fait que wλ → w dans Lp(Ω) et Gλ(.,vλ) → η dans L∞(Ω)-faible *,lorsque λ→ 0, il vient que
lim sup

λ → 0

∫

Ω

a(., Dwλ)D(wλ − w) ≤ 0.Or, a(x, Dwλ) → h faiblement dans [Lp′(Ω)]N don
 (6.11) est satisfaite et par suite
div a(x, Dw) = div h p.p. Ω.Finalement, nous passons à la limite dans (6.7) lorsque λ → 0 nous obtenons

∫

Ω

v ξ +

∫

Ω

a(x, Dw)D ξ +

∫

Ω

η ξ =

∫

Ω

f ξ,139
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le doublement non linéairepour tout ξ ∈ W 1,p(Ω). Ce qui termine la preuve de l'existen
e.Maintenant, nous allons montrer les estimations (6.2), (6.3) et (6.4). Pour (6.2) nousprenons f = f1 = f2 dans (6.6), alors
∫

Ω

vTε(w) +

∫

Ω

ηTε(w) ≤
∫

Ω

fTε(w),nous multiplions l' inégalité par 1

ε
et nous passons à la limite lorsque ε→ 0, don


∫

Ω

| v | +
∫

Ω

| η | ≤
∫

Ω

| f | .Pour (6.3) et (6.4), on a ‖vλ‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω) don

||v||L∞(Ω) ≤ lim inf

λ→0
‖vλ‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω),et, d'après (6.8), (6.9) et (6.10) on a

||w||L∞(Ω) ≤ lim inf
λ→0

||wλ||L∞(Ω) ≤ C
(
β,||f ||L∞(Ω)

)
,

∫

Ω

|Dw|p ≤ lim inf
λ→0

∫

Ω

|Dwλ|p ≤ C1,et ( ∫

Ω

|a(., Dw)|p′
) 1

p′ ≤ lim inf
λ→0

( ∫

Ω

|a(., Dwλ)|p
′
) 1

p′ ≤ C2.Ce qui a
hève la démonstration de la Proposition.
Dans 
e paragraphe, nous supposons que le domaine de G est fermé et pour p.p.
x ∈ Ω

D
(
G(x, .)

)
= [m(x), M(x)] p.p. Ω,où m et M sont deux fon
tions dans W 1,p(Ω). Soit K l'ensemble des fon
tionsdé�nies par

K =
{
w ∈ L∞(Ω) telle que m(x) ≤ β(w) ≤M(x) p.p. Ω

}
.Remarquons que 0 ∈ K, 
ar m(x) ≤ β(0) = 0 ≤M(x) p.p. x ∈ Ω.Proposition 6.2.2 f ∈ L∞(Ω)

Sβ,G(f) v ∈ L1(Ω) w ∈ W 1,p(Ω) η ∈ L1(Ω)

η(x) ∈ G(x, v(x)), v(x) = β(w(x)) x ∈ Ω,140
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∫

Ω

vTl(w − ξ) +

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

ηTl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) (6.12)
ξ ∈W 1,p(Ω) ∩KMaintenant, pour p.p. x ∈ Ω et ∀r ∈ R nous 
onsidérons le graphe G̃ dé�ni par:
G̃(x, r) =





G(x, r) si m(x) < r < M(x)

G0

(
x, M(x)

) si r ≥M(x) p.p. x ∈ Ω

G0

(
x, m(x)

) si r ≤ m(x).Nous allons voir i
i 
omment atteindre la solution du problème Sβ,G(f) en appro-
hant G par une suite des graphes maximaux monotones qui sera notée au long de
e 
hapitre par Gm,n, où pour m,n ∈ R; ∀ r ∈ R et p.p. x ∈ Ω

Gm,n

(
x, r

)
= G̃

(
x, r

)
+

1

m

(
r −M(x)

)+

− 1

n

(
r −m(x)

)−

, (6.13)et soit βm, n(r) = β(r) − m r− + n r+.Cette approximation préserve la monotonie de w par rapport à m et n. D'autre part,il est 
lair que pour p.p. x ∈ Ω, D(
Gm,n(x, .)

)
= R, 
e qui nous permet d'utiliser lesrésultats d'existen
e et d'uni
ité obtenus dans le paragraphe pré
èdent.Preuve de la Proposition 6.2.2: Uni
ité: Soient v1, v2 deux solutions au sens(6.12). Prenons w1 (respe
tivement w2) 
omme fon
tion test dans l'inégalité véri�éepar v2 (respe
tivement v1) et on additionne les deux inégalités, on obtient

∫

Ω

(v2 − v1)Tl(w2 − w1) +

∫

Ω

(
a(.,Dw2) − a(.,Dw1)

)
DTl(w2 − w1)

+

∫

Ω

(η̃2 − η̃1)Tl(w2 − w1) ≤
∫

Ω

(f2 − f1)Tl(w2 − w1).Il vient de (H2) que
∫

Ω

(v2 − v1)Tl(w2 − w1) +

∫

Ω

(η2 − η1)Tl(w2 − w1) ≤
∫

Ω

(f2 − f1)Tl(w2 − w1),nous multiplions 
ette inégalité par 1

l
et passons à la limite lorsque l tend vers 0,on trouve

∫

Ω

(v2 − v1)Sign0(w2 − w1) +

∫

Ω

(η2 − η1)Sign0(w2 − w1) ≤
∫

Ω

|f2 − f1|. (6.14)141



Chap. 6: Pb. d' obsta
le doublement non linéaireEn utilisant la monotonie de β et G on a (v2 − v1)Sign0(w2 − w1) ≥ |v2 − v1| et
(η2 − η1)Sign0(w2 − w1) ≥ 0, d'où

||v2 − v1||L1(Ω) ≤ ||f2 − f1||L1(Ω). (6.15)Ce qui nous donne l'uni
ité .Existen
e: Nous appro
hons G par Gm,n et β par βm,n, don
 d'après la Proposition6.2.1 , il existe une unique vm,n ∈ L1(Ω) solution du problème Sβm,n,Gm,n(f) et
∃ wm,n ∈ W 1,p(Ω), ∃ ηm,n ∈ L1(Ω) telles que ηm,n ∈ Gm,n(., vm,n), vm,n =
βm,n(wm,n), p.p. Ω, et pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω) on a

∫

Ω

vm,n ξ +

∫

Ω

a(x, Dwm,n)D ξ +

∫

Ω

ηm,n ξ =

∫

Ω

f ξ.De plus, ‖vm,n‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω) , ‖wm,n‖L∞(Ω) ≤ C,

∫

Ω

|Dwm,n|p ≤ C1 et
∫

Ω

|a(., Dwm,n)|p′ ≤ C2 où C,C1 et C2 sont des 
onstantes indépendantes de met n. Alors lorsque m,n −→ 0 on a wm,n ⇀ w dans W 1,p(Ω), a(., Dwm,n) ⇀ φ dans
[Lp′(Ω)]N et puisque βm,n est 
ontinue, don


vm,n −→ v dans L1(Ω).Nous montrons d'abord que w ∈ K. D'après (6.13) il existe η̃m,n ∈ G̃m,n(., vm,n)telle que
ηm,n = η̃m,n +

1

m

(
vm,n −M(x)

)+

− 1

n

(
vm,n −m(x)

)−et d'après (6.2), on déduit que
∫

Ω

∣∣ 1

m

(
vm,n −M(x)

)+ − 1

n

(
vm,n −m(x)

)− ∣∣ ≤
∫

Ω

| f | +
∫

Ω

| η̃m,n|. (6.16)Puisque pour p.p. x ∈ Ω on a D
(
G̃(x, .)

)
= R, alors on a aussi || η̃m,n ||L∞(Ω) ≤

G̃0(., || vm,n ||L∞(Ω)) don
 η̃m,n est bornée uniformément dans L∞(Ω), et lorsque
m,n −→ 0, η̃m,n −→ η̃ dans L∞(Ω) - faible *, nous utilisons le lemme 1.6 [10℄ etnous obtenons η̃ ∈ G̃(., v) p.p. Ω. Il vient de (6.16) que lorsque m −→ 0, v0,n ≤Mp.p. Ω , et lorsque n −→ 0, vm,0 ≥ m p.p. Ω, et puisque lorsque m,n −→ 0 vm,n
onverge vers v dans L1(Ω) alors m ≤ v ≤ M p.p. Ω par suite w ∈ K. D'autrepart, prenons Tl(wm,n − ξ) ∈ W 1,p(Ω) 
omme fon
tion test dans la dé�nition de lasolution du problème Sβm,n,Gm,n(f), alors

∫

Ω

vm,nTl(wm,n − ξ) +

∫

Ω

a(x, Dwm,n)DTl(wm,n − ξ)

+

∫

Ω

ηm,nTl(wm,n − ξ) =

∫

Ω

fTl(wm,n − ξ).142



6.2. PROBLÈME STATIONNAIREMaintenant, pour ξ ∈ K, on véri�e aisement que
(
ηm,n − η̃m,n

)
Tl(wm,n − ξ) ≥ 0 p.p.Ω,d'où ∫

Ω

vm,nTl(wm,n − ξ) +

∫

Ω

a(., Dwm,n)DTl(wm,n − ξ)

+

∫

Ω

η̃m,nTl(wm,n − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(wm,n − ξ).
(6.17)Nous passons à la limite dans (6.17) lorsque m,n → 0, et nous obtenons

∫

Ω

vTl(w − ξ) + lim inf
m, n→ 0

∫

Ω

a(x,Dwm,n)DTl(wm,n − ξ)

+

∫

Ω

η̃Tl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) ∀l > 0.
(6.18)Finalement, il nous reste à montrer que

lim inf
m,n→ 0

∫

Ω

a(x, Dwm,n)DTl(wm,n − ξ) ≥
∫

Ω

a(x, Dw)DTl(w − ξ) ∀l > 0. (6.19)Nous appro
hons Tl par S ∈ P où
P :=

{
p ∈ C1(R); p(0) = 0, 0 ≤ p′ ≤ 1, Supp(p′) est 
ompa
t},et don
 il su�t de montrer que

lim inf
m,n→ 0

∫

Ω

a(x,Dwm,n)DS(wm,n − ξ) ≥
∫

Ω

a(x,Dw)DS(w − ξ). (6.20)En e�et, d'après (H2) on a
∫

Ω

a(x, Dwm,n)DS(wm,n − ξ) ≥
∫

Ω

a(x, Dwm,n)DwS ′(wm,n − ξ)

+

∫

Ω

a(x, Dw)D(wm,n − w)S ′(wm,n − ξ) −
∫

Ω

a(x, Dwm,n)DξS ′(wm,n − ξ)
(6.21)et puisque S ′(wm,n − ξ) → S ′(w − ξ) p.p. sur Ω, Dwm,n ⇀ Dw faiblement dans[

Lp(Ω)
]N et a(x, Dwm,n) ⇀ φ faiblement dans [

Lp′(Ω)
]N , nous passons à la limitedans l'inégalité (6.21) nous obtenons

lim inf
m,n→ 0

∫

Ω

a(x, Dwm,n)DS(wm,n − ξ) ≥
∫

Ω

(
a(x, Dw)Dw − φDξ

)
S ′(w − ξ). (6.22)143



Chap. 6: Pb. d' obsta
le doublement non linéaireD'autre part, w ∈ K ∩ L∞(Ω), don
 w est une fon
tion test admissible dans (6.17)et pour l assez grand, on a
∫

Ω

vm,n(wm,n − w) +

∫

Ω

a(x, Dwm,n)D(wm,n − w)

+

∫

Ω

η̃m,n(wm,n − w) ≤
∫

Ω

f(wm,n − w),nous passons à la limite lorsque m,n → 0, don

lim inf
m,n→ 0

∫

Ω

a(x, Dwm,n)Dwm,n ≤
∫

Ω

φDw. (6.23)Nous utilisons à nouveau le lemme de Minty-Browder (Cf. [12℄) don
 a(x, Dw) =
φ p.p. Ω. Nous remplaçons φ dans (6.22) et nous obtenons (6.20). Finalement, ondéduit que
∫

Ω

vTl(w − ξ) +

∫

Ω

a(x, Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

η̃ Tl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) ∀l > 0,pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩K. De plus,
∫

Ω

η̃Tl(w−ξ) =

∫

[u=M ]

G0(.,M) Tl(w − ξ)

︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫

[u=m]

G0(.,m) Tl(w − ξ)

︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫

Ω

ηTl(w−ξ)alors
∫

Ω

vTl(w − ξ) +

∫

Ω

a(x, Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

η Tl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) ∀l > 0,pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩K. Ce qui 
omplète la preuve de la proposition.Avant de montrer l'existen
e de la solution du problème P β, G(u0, f) nous allonsd'abord montrer le lemme de monotonie suivant:Lemme 6.2.2 vm,n, vm′,n, vm,n′

Sβm,n, Gm,n(fm,n), Sβm′,n, Gm′,n(fm′,n), Sβm,n′ , Gm,n′ (fm,n′)
m′ > m > 0 n′ > n > 0 fm′,n ≤ fm,n ≤

fm,n′ Ω

wm′,n ≤ wm,n ≤ wm,n′ Ω

vm,n = βm,n(wm,n), vm′,n = βm′,n(wm′,n) vm,n′ = βm,n′(wm,n′) Ω.144



6.2. PROBLÈME STATIONNAIREPreuve: Pour m ≥ m′ > 0, n > 0 soient fm,n, fm′,n ∈ L∞(Ω), et vm,n, vm′,n sont lessolutions faibles de Sβm,n, Gm,n(fm,n) respe
tivement Sβm′,n, Gm′,n(fm′,n). On soustraitles formulations satisfaites par vm,n et vm′,n, on a
∫

Ω

(vm′,n − vm,n) ξ +

∫

Ω

(
a(x, Dwm′,n) − a(x, Dwm,n)

)
D ξ

+

∫

Ω

(ηm′,n − ηm,n) ξ =

∫

Ω

(fm′,n − fm,n) ξPour ε > 0, soit Hε(s) = inf(s+/ε,1), pour tout s ∈ R une approximation de lafon
tion Sign+
0 où

Sign+
0 (s) =

{
1 if s > 0,
0 if s ≤ 0.Prenons Hε(wm′,n − wm,n) 
omme fon
tion test et utilisons le fait que

(a(., Dwm′,n) − a(., Dwm,n))D(wm′,n − wm,n)H′
ε(wm′,n − wm,n) ≥ 0,alors, il vient que

∫

Ω

(vm′,n − vm,n) Hε(wm′,n − wm,n) +

∫

Ω

(ηm′,n − ηm,n) Hε(wm′,n − wm,n)

≤
∫

Ω

(fm′,n − fm,n) Hε(wm′,n − wm,n),nous passons à la limite lorsque ε tend vers 0, nous obtenons
∫

Ω

(vm′,n − vm,n)+ +

∫

Ω

(ηm′,n − ηm,n) Sign+
0 (wm′,n − wm,n) ≤

∫

Ω

(fm′,n − fm,n)+.D'autre part, puisque



∫

Ω

(vm′,n − vm,n) Sign+
0 (wm′,n − wm,n) =

∫

Ω

(
β(w+

m′,n) − β(w+
m,n)

)
Sign+

0 (wm′,n − wm,n)

+n

∫

Ω

(w+
m′,n − w+

m,n)Sign+
0 (wm′,n − wm,n)

+(m−m′)

∫

Ω

w−
m,nSign

+
0 (wm′,n − wm,n)

−m′

∫

Ω

(w−
m′,n − w−

m,n)Sign+
0 (wm′,n − wm,n)145



Chap. 6: Pb. d' obsta
le doublement non linéaireet, pour p.p. x ∈ Ω, les fon
tions r → G̃(x,r), r →
(
r−M(x)

)+, r → −
(
r−m(x)

)−,
r → r+ et r → −r− sont monotones, alors ∫

Ω

(ηm′,n−ηm,n)Sign+
0 (wm′,n−wm,n) ≥ 0,et

+n

∫

Ω

(w+
m′,n − w+

m,n)Sign+
0 (wm′,n − wm,n)

−m′

∫

Ω

(w−
m′,n − w−

m,n)Sign+
0 (wm′,n − wm,n) ≤

∫

Ω

(fm′,n − fm,n)+.
(6.24)Pour fm,n ≥ fm′,n, on a ± w±

m,n ≥ ± w±
m′,n alors wm,n ≥ wm′,n.De la même manière, pour n ≥ n′ > 0,m > 0 nous montrons que

−m
∫

Ω

(w−
m,n − w−

m,n′)Sign
+
0 (wm,n − wm,n′)

+n

∫

Ω

(w+
m,n − w+

m,n′)Sign
+
0 (wm,n − wm,n′) ≤

∫

Ω

(fm,n − fm,n′)+.
(6.25)Pour fm,n′ ≥ fm,n, on a ± w±

m,n ≤ ± w±
m,n′ alors wm,n ≤ wm,n′ .

Dans 
ette se
tion, nous montrons l'existen
e de la solution du problème P β, G(u0,f),nous appro
hons le graphe G par Gm,n. Nous 
ommençons par établir l'existen
e etles estimations à priori pour un problème à domaine égale à R, ensuite nous utilisons
es résultats pour le passage à la limite dans le problème appro
hé.On suppose que D
(
G(x, .)

)
= R p.p. x ∈ Ω, alorsLemme 6.3.1 D(Aβ, G) = L1(Ω)Preuve: Puisque D(Aβ, 0) ⊆ D(BG), alors D(Aβ, 0) ⊆ D(Aβ, G). D'après [4℄, nousobtenons

D(Aβ, 0) = L1(Ω) = D(Aβ, G).Lemme 6.3.2 f ∈ L1(Q) u0 ∈ L1(Ω) CP β, G(u0, f)bonne solution 146



6.3. EXISTENCE DE LA SOLUTIONPreuve: Comme Aβ, G est un opérateur T -a

rétif dans L1(Ω), et d'après la Propo-sition 6.2.1 on aR(I+εAβ,G) ⊇ L∞(Ω) pour tout ε > 0, alors Aβ, G est un opérateur
m-T -a

rétif dans L1(Ω) et par la théorie générale des semigroupes non linéaires, ondéduit grâ
e au Lemme 6.3.1 l'existen
e d'une unique du problèmede Cau
hy CP β,G(u0, f).Maintenant nous allons pré
iser le sens dans lequel 
ette bonne solution résout leproblème P β, G(u0,f).Théorème 6.3.1 f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) P β, G(u0, f)

u u ∈ L1(Q) w ∈ Lp
(
[0,T ),W 1,p(Ω)

)

η ∈ L1(Q) u = β(w), η ∈ G(., u) Q,

∫ τ

0

∫

Ω

a(., Dw)Dξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ηξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

u0ξ(0) (6.26)
ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω) ξ(.,τ) ≡ 0. τ ≥ 0

||u(τ)||L∞(Q) ≤ ||u0||L∞(Ω) + T ||f ||L∞(Q) (6.27)
∫

Ω

j(u(τ)) + α

∫ τ

0

∫

Ω

|Dw|p ≤
∫

Ω

j(u0) +

∫ τ

0

∫

Ω

fw (6.28)
j : R 7−→ [0,∞] j(β(q)) =

∫ q

0

sdβ(s)Avant de 
ommen
er la démonstration du Théorème 6.3.1, nous aurons besoin d'uneformule d'intégration par parties (Cf. [2℄, [13℄, [20℄, [1℄), pour 
ela nous montrons lelemme suivant, qui nous sera utile pour la suite.Lemme 6.3.3 u P β,G(u0,f)

∫ ∫

Q

σa(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σηTl(w − ξ)

=

∫ ∫

Q

σfTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σt

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r) ∀ l > 0

ξ ∈W 1,p(Ω) σ ∈ D(0,T ) σ ≥ 0Preuve: Soient ξ ∈ W 1,p(Ω), σ ∈ D(0,T ) ave
 σ ≥ 0, et pour δ > 0, nous 
onsidé-rons φδ(t) = (1/δ)

∫ t+δ

t

Tl(w(s)− ξ)σ(s)ds, p.p. Ω, nous prolongeons w dans R×Ω147



Chap. 6: Pb. d' obsta
le doublement non linéairepar 0 si (t, x) ∈
(
R \ (0,T )

)
×Ω. On voit que φδ est une fon
tion test admissible duproblème P β,G(u0,f), don
 on a

∫ ∫

Q

a(., Dw)Dφδ +

∫ ∫

Q

ηφδ =

∫ ∫

Q

fφδ +

∫ ∫

Q

uφδ
t . (6.29)Or,

∫ ∫

Q

uφδ
t =

1

δ

∫ ∫

Q

u(t)
(
Tl(w(t+ δ) − ξ)σ(t+ δ) − Tl(w(t) − ξ)σ(t)

)
σ(t)

=
1

δ

( ∫

Ω

∫ T+δ

δ

u(t− δ)Tl(w(t) − ξ)σ(t) −
∫

Ω

∫ T

0

u(t)Tl(w(t) − ξ)σ(t)
)

=
1

δ

∫

Ω

∫ T+δ

T

u(t− δ)Tl(w(t) − ξ)σ(t)

︸ ︷︷ ︸
=0

− 1

δ

∫

Ω

∫ 0

δ

u(t− δ)Tl(w(t) − ξ)σ(t)

︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ ∫

Q

u(t− δ) − u(t)

δ
Tl(w(t) − ξ)σ(t)

=

∫ ∫

Q

u(t− δ) − u(t)

δ
Tl(w(t) − ξ)σ(t). (6.30)D'autre part, on a pour tout r, r̂, ξ ∈ R,

Tl(r − ξ)(β(r̂) − β(r)) ≤ ψl
ξ(β(r̂)) − ψl

ξ(β(r))où
ψl

ξ(β(r)) =

∫ r

ξ

Tl(s− ξ)dβ(s).On rempla
e dans (6.30), on trouve
∫ ∫

Q

uφδ
t ≤ 1

δ

∫ ∫

Q

σ(t)

∫ w(t−δ)

w(t)

Tl(r − ξ)dβ(r)

≤ 1

δ

∫ ∫

Q

σ(t+ δ)

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r)

−1

δ

∫ ∫

Q

σ(t)

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r)il suit que
∫ ∫

Q

uφδ
t ≤

∫ ∫

Q

σ(t+ δ) − σ(t)

δ

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r). (6.31)148



6.3. EXISTENCE DE LA SOLUTIONOr, lorsque δ → 0, on a φδ −→ Tl(w − ξ) dans Lp(0,T ;W 1,p(Ω)). Nous passons à lalimite dans (6.29) et nous utilisons (6.31), don

∫ ∫

Q

σa(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σηTl(w − ξ)

≤
∫ ∫

Q

σfTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σt

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r).Nous remplaçons δ par −δ dans la dé�nition de la fon
tion φδ et de la même manièrenous montrons que
∫ ∫

Q

σa(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σηTl(w − ξ)

≥
∫ ∫

Q

σfTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σt

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r).Ce qui a
hève la la démonstration du lemme.Preuve du théorème 6.3.1 : Soit ε = T/k, ave
 k ∈ N et on 
onsidère lasubdivision t0 = 0 < t1 < ... < tk−1 < τ ≤ tk, ave
 ti − ti−1 = ε, f1,...,fk ∈ L∞(Ω) et
k∑

i=1

∫ ti

ti−1

||f(t)−fi||L1(Ω) ≤ ε. On dé�nit la solution appro
hée uε(0) = u0, uε(t) = uipour t ∈]ti−1,ti], i = 1,...,k, où ui satisfait ui − ui−1 + εAβ, G ui ∋ εfi, 
'est à dire, ilexiste wi ∈W 1,p(Ω) et ηi ∈ Lp(Ω) telles que ηi ∈ G(., ui), ui = β(wi) p.p. Ω





ui − ε div a(., Dwi) + εηi = ui−1 + εfi sur Ω

a(x,Dwi).~n = 0 sur Γ.
(6.32)D'après la preuve de la proposition 6.2.1 , il vient que

||ui||L∞(Ω) ≤ ||u0||L∞(Ω) + ε
i∑

k=1

||fi||L∞(Ω),d'où
||uε(t)||L∞(Ω) ≤ ||u0||L∞(Ω) +

∫ T

0

||f(t)||L∞(Ω)dt := M1, ∀t ∈ [0,T ] (6.33)d'après (H4), on a
||wε(t)||L∞(Ω) ≤ max

(
β−1(M1) ∪ −β−1(−M1)

)
=: M2. (6.34)149



Chap. 6: Pb. d' obsta
le doublement non linéaireD'autre part, on prend wi une fon
tion test dans (6.32) et en utilisant le fait que
∫

Ω

(ui−1 − ui)wi ≤
∫

Ω

j(ui−1) −
∫

Ω

j(ui),on obtient
∫

Ω

j(ui) + ε

∫

Ω

a(., Dwi)Dwi + ε

∫

Ω

ηiwi ≤ ε

∫

Ω

fiwi +

∫

Ω

j(ui−1). (6.35)On additionne (6.35) pour i = 1,...,k, on trouve
∫

Ω

j(uε(τ)) +

∫ τ

0

∫

Ω

a(., Dwε)Dwε +

∫ τ

0

∫

Ω

ηεwε ≤
∫

Ω

j(u0) +

∫ τ

0

∫

Ω

fεwε.D'autre part, en utilisant le fait que ηεwε ≥ 0 p.p. [0,τ ] × Ω, on obtient
∫

Ω

j(uε(τ)) +

∫ τ

0

∫

Ω

a(., Dwε)Dwε ≤
∫

Ω

j(u0) +

∫ τ

0

∫

Ω

fεwε (6.36)il vient de (H1) et (6.34), que
∫

Ω

j(uε(τ)) + α

∫ τ

0

∫

Ω

|Dwε|p ≤
∫

Ω

j(u0) + ||wε||L∞(Q)||fε||L1(Q) := M3 (6.37)on utilise l'inégalité de Minkowski et le fait que j ≥ 0 , on obtient
(

∫ τ

0

∫

Ω

|a(., Dwε)|p
′

)
1
p′ ≤ σ

(( ∫ τ

0

∫ τ

0

|k(x)|p′
) 1

p′ +
( ∫ τ

0

∫

Ω

|Dwε|p
) 1

p′

)

≤ σ
(
τ ||k||Lp′ (Ω) + (

M3

α
)

1
p′

)
:= M4.

(6.38)ave
 wε : [0,τ ] −→ W 1,p(Ω), ηε : [0,τ ] −→ Lp(Ω) et fε : [0,τ ] −→ L1(Ω), où pour
i = 1,...,k et t ∈]ti−1,ti], wε = wi, ηε = ηi, fε(t) = fi. D'après (6.34), (6.37) et (6.38),il existe w ∈ Lp

(
0,τ, W 1,p(Ω)

)
, h ∈ [Lp′((0, τ) × Ω)]N telles que, lorsque εk −→ 0,on a wεk

−→ w, faiblement dans Lp
(
0,τ, W 1,p(Ω)

) et a(., Dwεk
) −→ h, faiblementdans [Lp′((0,τ)×Ω)]N . D'autre part, puisque pour p.p. x ∈ Ω on a D(

G(x,.)
)

= R etd'après (6.33) ηε uniformément bornée dans L∞(Q), don
 ηε → η dans L∞(Q)-faible* . On applique le Lemme 1.6 (Cf. [10℄) on déduit que η ∈ G(., u) p.p. Q .Nous utilisons la théorie des semigroupes non linéaires (Cf. [7℄, [9℄), don
 le problème
P β,G(u0,f) admet une unique u ∈ C

(
[0,T ],L1(Ω)

) telle que u(0) = u0,
u(t) = L1(Ω) − lim

ε→0
uε(t) pour t ∈ [0,T ].Soit ũε la fon
tion de [0,τ ] dans L1(Ω), dé�ni par ũε(t) = uε

i−1 +
t− ti−1

ti − ti−1

(uε
i − uε

i−1)150



6.3. EXISTENCE DE LA SOLUTIONpour t ∈ [ti−1,ti], i = 1,...,k. il est 
lair que ũε est une fon
tion 
ontinue, linéaire parmor
eaux alors (6.32) entraine que
∫ τ

0

∫

Ω

a(., Dwε)Dξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ηεξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fεξ

+

∫ τ

0

∫

Ω

ũεξt +

∫

Ω

u0ξ(0)
(6.39)pour tout ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω), telle que ξ(.,τ) ≡ 0. On fait tendre ε → 0 dans (6.33),(6.36) et (6.39) , nous obtenons (6.27), (6.28) et

∫ τ

0

∫

Ω

hDξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ηξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ

+

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

u0ξ(0)
(6.40)pour tout ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω), telle que ξ(.,τ) ≡ 0. Pour terminer la preuve, il nousreste a montrer que a(x, Dw) = h p.p. Q. Nous appliquons la méthode de Minty-Browder, don
 il su�t de prouver que

lim sup
ε−→0

∫

Q

a(x, Dwε)Dwε ≤
∫

Q

hDw. (6.41)En e�et, de manière standard soit φ ∈ Lp
(
0,T,W 1,p(Ω)

), il vient de la monotonie de
a(x,.) ∫

Q

a(., Dφ)D(uε − φ) ≤
∫

Q

a(., Duε)D(uε − φ)on passe à la limite quand ε tend vers 0 et d'après (6.41), on a
∫

Q

a(., Dφ)D(u− φ) ≤
∫

Q

hD(u− φ).Prenons φ = u± tξ ave
 t ∈ R et ξ ∈ Lp(0,T,W 1,p(Ω) alors
∫

Q

a(., D(u± tξ))Dξ =

∫

Q

hDξon fait tendre t vers 0 on obtient a(x, Dw) = h p.p. Q.Maintenant, nous allons démontrer (6.41). D'après (6.36) et le Lemme de Fatou, ona
lim sup

ε−→0

∫ τ

0

∫

Ω

a(., Dwε)Dwε ≤ −
∫

Ω

j(u(τ)) −
∫ τ

0

∫

Ω

ηw

+

∫ τ

0

∫

Ω

fw +

∫

Ω

j(u0)
(6.42)151



Chap. 6: Pb. d' obsta
le doublement non linéaireD'autre part, nous utilisons le Lemme 6.3.3, nous obtenons
∫ τ

0

∫

Ω

hDw +

∫ τ

0

∫

Ω

ηw −
∫ τ

0

∫

Ω

fw = −
∫ τ

0

∫

Ω

(

∫ w

0

sdβ(s))t

=

∫

Ω

j(u0) −
∫

Ω

j(u(τ)).
(6.43)Finalement, on 
ombine (6.42) et (6.43) on obtient (6.41). Ce qui 
omplète la preuvedu théorème.Lemme 6.3.4 f ∈ L∞(Q) u0 ∈ L∞(Ω) um,n, um′,n um,n′bonnes solutions CP βm,n, Gm,n(u0, f) CP βm′,n, Gm′,n(u0, f)

CP βm,n′ , Gm,n′ (u0, f) m′ ≥ m > 0 n′ ≥ n > 0

wm′,n ≤ wm,n ≤ wm,n′ Q,

um,n = βm,n(wm,n), um′,n = βm′,n(wm′,n) um,n′ = βm,n′(wm,n′) Q.Preuve: Soit m′ ≥ m > 0, et n > 0, pour une subdivision t0 = 0 < t1 <
... < tk−1 < τ ≤ tk, k ∈ N, ave
 ti − ti−1 = ε, f 1,...,fk ∈ L∞(Ω) où ε = T/k et

k∑

i=1

∫ ti

ti−1

||f(t)−f i||L1(Ω) ≤ ε, il existe ui
m,n ∈ L1(Ω) , wi

m,n ∈ W 1,p(Ω) et ηi
m,n ∈ L1(Ω)telles que ηi

m,n ∈ G(., ui
m,n), ui

m,n = βm,n(wi
m,n) p.p. Ω et

CPdi
m,n(f i)





ui
m,n − ε div a(., Dwi

m,n) + εηi
m,n = ui−1

m,n + εf i sur Ω

a(x, Dwi
m,n).~n = 0 sur Γ.Nous 
onsidérons la solution appro
hée uε

m,n(0) = u0, u
ε
m,n(t) = ui

m,n pour t ∈]ti−1,ti]et i = 1,...,k. D'après (6.24) (Lemme 6.2.2) on a
∫

Ω

(+n

∫

Ω

(
(wi

m′,n)+ − (wi
m,n)+

)
Sign+

0 (wi
m′,n − wi

m,n)

−m′

∫

Ω

(
(wi

m′,n)− − (wi
m,n)−

)
Sign+

0 (wi
m′,n − wi

m,n) ≤
∫

Ω

(ui−1
m′,n − ui−1

m,n)+,alors on a
n

∫

Ω

(
(wi

m′,n)+ − (wi
m,n)+

)
Sign+

0 (wi
m′,n − wi

m,n)

−m′

∫

Ω

(
(wi

m′,n)− − (wi
m,n)−

)
Sign+

0 (wi
m′,n − wi

m,n) ≤ 0152



6.3. EXISTENCE DE LA SOLUTIONNous additionnons 
ette inégalité pour i = 1,...,k, nous obtenons uε
m,n = βm,n(wε

m,n)p.p. Ω et
n

∫

Ω

(
(wε

m′,n)+ − (wε
m,n)+

)
Sign+

0 (wε
m′,n − wε

m,n)

−m′

∫

Ω

(
(wε

m′,n)− − (wε
m,n)−

)
Sign+

0 (wε
m′,n − wε

m,n) ≤ 0d'où, ± (wε
m,n)± ≥ ± (wε

m′,n)± alors wε
m,n ≥ wε

m′,n p.p. Q. Passons à la limite lorsque
ε tend vers 0, nous déduisons que wm,n ≥ wm′,n p.p. Q. De la même manière, pour
n ≥ n′ > 0,m > 0 nous montrons que wm,n ≥ wm′,n p.p. Q.
Conséquen
e immédiate de la preuve du proposition 6.2.2 , on a le résultat de 
onver-gen
e de l' opérateur Aβm,n,Gm,n

suivant:Corollaire 6.3.1 m,n −→ 0, Aβm,n, Gm,n
L1(Ω),

f ∈ Aβ, G v ⇔





v ∈ Lp′(Ω), ∃w ∈W 1,p(Ω), ∃η ∈ Lp′(Ω),

v = β(w), η ∈ G(., v) Ω,

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

ηDTl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ)

ξ ∈W 1,p(Ω) ∩K.

(6.44)
En parti
ulier, Aβ, G est T- a

rétif, R(I + εAβ, G) ⊇ L∞(Ω) et Aβ, G engendre unsemigroupe non linéaire de 
ontra
tion dans L1(Ω).Lemme 6.3.5 D(Aβ, G) =

{
z ∈ L1(Ω) ; m(x) ≤ z(x) ≤M(x) Ω

}
:= XPreuve: Par densité et d'après la dé�nition de l'opérateur Aβ, G on a D(Aβ, G) ⊆ X.Pour montrer que X ⊆ D(Aβ, G), il su�t de prouver que X ∩ L∞(Ω) ⊆ D(Aβ, G),prenons u ∈ X ∩ L∞(Ω) et on 
onsidère uε la solution du problème





uε − ε div a(x,Dwε) = u uε = β(wε) sur Ω

a(x,Dwε).~n = 0 sur Γ .153



Chap. 6: Pb. d' obsta
le doublement non linéaireOn a u ∈ X, d'où m(x) ≤ u(x) ≤M(x) p.p. Ω, alors m(x) ≤ uε(x) ≤M(x) p.p. Ωet par suite uε ∈ D(Aβ, G). il vient de (H1) que
∫

Ω

|Dwε|p ≤ C(||u||∞,||w||∞),

εα
:=

C4

ε
,en appliquant l'inégalité de Minkowski et (H3) , on a

( ∫

Ω

|εa(., Dw)|p′
) 1

p′ ≤ σ
(
ε||k||Lp′ (Ω) + ε

( ∫

Ω

|Dw|p
) 1

p′

)

≤ σ
(
ε||k||Lp′ (Ω) + ε

1
pC

1
p′

4

)
,don
 εa(., Dwε) est bornée dans [Lp′(Ω)]N , ||uε||L∞(Ω) ≤ ||u||L∞(Ω) et ||uε||Lp′ (Ω) ≤

||u||Lp′ (Ω). Alors εa(., Dwε) 
onverge faiblement vers 0 dans [Lp′(Ω)]N et don
 uε
onverge faiblement vers u dans Lp′(Ω) lorsque ε → 0. De plus, ||uε||Lp′ (Ω) ≤
||u||Lp′ (Ω), on déduit que uε 
onverge fortement vers u dans Lp′(Ω) d'où uε 
onvergevers u dans L1(Ω).Corollaire 6.3.2 f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) ; m(x) ≤ u0(x) ≤
M(x) Ω um,n bonne solution CP βm,n, Gm,n(u0, f).

m,n → 0, um,n → u C
(
[0,T ); L1(Ω)

)
u bonne so-lution

CP β, G(u0, f)





ut + Aβ, G u ∋ f (0,T )

u(0) = u0.Théorème 6.3.2 f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) x ∈ Ω
m(x) ≤ u0(x) ≤ M(x) bonne solution u CP β, G(u0, f)

P β, G(u0, f) u(0) = u0 u ∈ C
(
[0,T ), L1(Ω)

)

∃ w ∈ Lp
(
0,T ; W 1,p(Ω)

)
,∃ η ∈ L1(Q) u = β(w), η ∈ G(x, u) Q

d

dt

∫

Ω

∫ w

0

Tl(r − ξ)dβ(r) +

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

ηTl(w − ξ)

≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) D′(0,T )

ξ ∈ C1(Ω) ∩K 154



6.3. EXISTENCE DE LA SOLUTION
Preuve: Soit um,n une solution du problème P βm,n, Gm,n(u0,f). D'après le Théorème6.3.1 , on a

∫

Ω

j(um,n(t)) + α

∫ ∫

Q

|Dwm,n|p ≤ C p.p. t ∈ (0,T )où C est indépendante de m et n, puisque wm,n est bornée dans L∞(Q), don
 wm,nest bornée dans Lp
(
0,T ;W 1,p(Ω)

)
, par 
onséquent il existe w ∈ Lp

(
0,T ;W 1,p(Ω)

)et mais également une sous suite que nous dénotons par m,n, telle que wm,n → wdans Lp
(
0,T ;W 1,p(Ω)

)- faible, a(., Dwm,n) ⇀ χ dans [Lp′(Q)]N lorsque m,n → 0.Nous appliquons le Lemme 6.3.4 don
 wm,n est monotone par rapport m et n alors
wm,n −→ w dans L1(Q) lorsque m, n → 0. D'autre part, On a u ∈ D(Aβ, G) d'où
w(t) ∈ K p.p. t ∈ (0,T ). Il vient du lemme 6.3.3 que

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)DTl(wm,n − ξ) +

∫ ∫

Q

σηm,nTl(wm,n − ξ)

≤
∫ ∫

Q

σfTl(wm,n − ξ) +

∫ ∫

Q

σt

∫ wm,n(t)

w0

Tl(r − ξ)dβm,n(r),
(6.45)où ηm,n ∈ Gm,n(., um,n). De la même manière que pour le problème elliptique nousprenons ξ ∈ K alors (

ηm,n − η̃m,n

)
Tl(wm,n − ξ) ≥ 0, ave
 η̃m,n ∈ G̃(.,um,n) et

ηm,n = η̃m,n +
1

m

(
um,n −M(x)

)+ − 1

n

(
um,n −m(x)

)−
,don
 ∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)DTl(wm,n − ξ) +

∫ ∫

Q

ση̃m,nTl(wm,n − ξ)

≤
∫ ∫

Q

σt

∫ wm,n(t)

w0

Tl(r − ξ)dβm,n(r) +

∫ ∫

Q

σfTl(wm,n − ξ).
(6.46)Comme pour p.p. x ∈ Ω, D(

G̃(x, .)
)

= R alors η̃m,n est bornée uniformément dans
L∞(Ω), par suite η̃m,n → η̃ dans L∞(Ω) faible* , et en utilisant le Lemme 1.6 (Cf.[10℄) on a η̃ ∈ G̃(x, .) p.p. x ∈ Ω. Maintenant, nous passons à la limite dans (6.46)quand m et n tend vers 0, nous obtenons

lim inf
m, n→ 0

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)DTl(wm,n − ξ) +

∫ ∫

Q

ση̃Tl(w − ξ)

≤
∫ ∫

Q

σt

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r) +

∫ ∫

Q

σfTl(w − ξ), ∀l > 0.
(6.47)155



Chap. 6: Pb. d' obsta
le doublement non linéaireIl nous reste à montrer que
lim inf
m, n→ 0

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)DTl(wm,n − ξ) ≥
∫ ∫

Q

σa(x,Dw)DTl(w − ξ).On pro
ède de la même manière que dans la preuve de la proposition 6.2.2 , et don
il su�t de montrer que
lim inf
m,n→ 0

∫

Q

σa(x, Dwm,n)DS(wm,n − ξ) ≥
∫

Q

σa(x, Dw)DS(w − ξ) ∀S ∈ P.En e�et, on a
∫

Q

σa(x, Dwm,n)DS(wm,n − ξ) ≥
∫

Q

σa(x, Dwm,n)DwS ′(wm,n − ξ)

+

∫

Q

σa(x, Dw)D(wm,n − w)S ′(wm,n − ξ) −
∫

Q

σa(x, Dwm,n)DξS ′(wm,n − ξ),
(6.48)et puisque S ′(wm,n − ξ) → S ′(w − ξ) p.p. sur Q, Dwm,n ⇀ Dw faiblement dans[

Lp(Q)
]N et a(x, Dwm,n) ⇀ χ faiblement dans [

Lp′(Q)
]N , nous passons à la limitedans l'inégalité (6.48) nous obtenons

lim inf
m,n→ 0

∫

Q

σa(x,Dwm,n)DS(wm,n − ξ) ≥
∫

Q

σ
(
a(x,Dw)Dw − χDξ

)
S ′(w − ξ).(6.49)Pour terminer la preuve du Théorème, nous allons montrer maintenant que

lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)Dwm,n ≤
∫ ∫

Q

σa(., Dw)Dw. (6.50)Pour 
ela, nous utilisons la régularisation en temps de w dé�ni par Landes (Cf. [17℄)
omme suit :
w̄k(x,t) := k

∫ t

−∞

ek(s−t)w(x,s)dspour p.p. (x,t), et on prolongew par 0 pour s < 0. On voit que w̄k ∈ Lp
(
0,T ;W 1,p(Ω)

)
∩

L∞(Q), de plus, il est di�érentiable pour p.p. t ∈ (0,T ) ave
 ∂w̄k

∂t
= k(w − w̄k) ∈

Lp
(
0,T ; W 1,p(Ω)

)
∩L∞(Q), w̄k(0) = 0 p.p. dans Ω, et w̄k −→ w ∈ Lp

(
0,T ;W 1,p(Ω)

)lorsque k → ∞. Prenons σw̄k fon
tion test dans la dé�nition de la solution duproblème P βm,n, Gm,n(u0, f), alors nous obtenons
∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)Dw̄k +

∫ ∫

Q

σηm,nw̄k

=

∫ ∫

Q

σfw̄k +

∫ ∫

Q

um,n(σw̄k)t.156



6.3. EXISTENCE DE LA SOLUTIONOn fait tendre m,n vers 0, alors
∫ ∫

Q

σχDw̄k =

∫ ∫

Q

σfw̄k +

∫ ∫

Q

u(σw̄k)t − lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σηm,nw̄k. (6.51)Pour le deuxième terme à droite de l'égalité (6.51), on a
∫ ∫

Q

u(σw̄k)t =

∫ ∫

Q

uσtw̄k + k

∫ ∫

Q

uσ(w − w̄k)

=

∫ ∫

Q

uσtw̄k + k

∫ ∫

Q

σ
(
u− β(w̄k)

)
(w − w̄k)

+ k

∫ ∫

Q

σβ(w̄k)(w − w̄k)et d'après la monotonie de β on a (
u− β(w̄k)

)
(w − w̄k) ≥ 0, alors

∫ ∫

Q

u(σw̄k)t ≥
∫ ∫

Q

uσtw̄k + k

∫ ∫

Q

σβ(w̄k)(w − w̄k)

≥
∫ ∫

Q

uσtw̄k +

∫ ∫

Q

σβ(w̄k)(w̄k)t

≥
∫ ∫

Q

uσtw̄k −
∫ ∫

Q

σt

∫ w̄k

0

β(r)dr

≥
∫ ∫

Q

σt

∫ w̄k

0

rdβ(r),nous passons à la limite lorsque k → ∞, nous obtenons
lim inf

k→∞

∫ ∫

Q

u(σw̄k)t ≥
∫ ∫

Q

σt

∫ w

0

rdβ(r). (6.52)Il n'est pas di�
ile de voir que w̄k ∈ K, don

σ
(
ηm,n − η̃m,n

)
(wm,n − w̄k) ≥ 0 p.p.Qet d'après la montonie de r → G̃(x, r), r →

(
r −M(x)

)+, r → −
(
r − m(x)

)−,
r → r+ et r → −r−, on a

∫ ∫

Q

σηm,nw̄k =

∫ ∫

Q

ση̃m,nw̄k +

∫ ∫

Q

σ
(
ηm,n − η̃m,n

)
w̄k

=

∫ ∫

Q

ση̃m,nw̄k +

∫ ∫

Q

σ
(
ηm,n − η̃m,n

)
(w̄k − wm,n)︸ ︷︷ ︸

≤0

+

∫ ∫

Q

σ
(
ηm,n − η̃m,n

)
wm,n

≤
∫ ∫

Q

ση̃m,nw̄k +

∫ ∫

Q

σ(ηm,n − η̃m,n)wm,n

(6.53)
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le doublement non linéairedon

lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σηm,nw̄k ≤
∫ ∫

Q

ση̃w̄k + lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σ(ηm,n − η̃m,n)wm,n. (6.54)Maintenant, nous passons à la limite dans (6.51) lorsque k → ∞ et nous utilisons(6.52), (6.54) nous obtenons
∫ ∫

Q

σχDw ≥
∫ ∫

Q

σfw +

∫ ∫

Q

σt

∫ w

0

rdβ(r) −
∫ ∫

Q

ση̃w

−lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σ(ηm,n − η̃m,n)wm,n.
(6.55)D'autre part, nous appliquons le Lemme 6.3.3 au problème P βm,n,Gm,n(u0, f), nousdéduisons que

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)Dwm,n =

∫ ∫

Q

σfwm,n

+

∫ ∫

Q

σt

∫ wm,n

0

rdβm,n(r) −
∫ ∫

Q

σηm,nwm,n.Nous passons à la limite quand m,n→ 0, don
 on a
lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)Dwm,n =

∫ ∫

Q

σfw +

∫ ∫

Q

σt

∫ w

0

rdβ(r)

−
∫ ∫

Q

ση̃w − lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σ(ηm,n − η̃m,n)wm,nainsi, nous utilisons (6.55) 
e qui entraîne que
∫ ∫

Q

σχDw ≥ lim
m,n→0

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)Dwm,n.D'où (6.50) est satisfaite. Ce qui a
hève la démonstration de la proposition.
Remarque 9 D

(
G(x, .)

)
= R x ∈ Ω u

CP β, G(u0, f) u158



6.4. UNICITÉ DE LA SOLUTION
Pour montrer l'uni
ité, nous utilisons le 
on
ept des solutions intégrales, qui est bien
onnu dans le 
ontexte du problème de Cau
hy abstrait (Cf. [7℄). Cette notion desolution a été pré
édemment utilisée dans [8℄ pour démontrer l'uni
ité de la solutionfaible du problème elliptique-parabolique, ave
 des 
onditions Diri
hlet homogènesau bord.Dé�nition 6.4.1 u ∈ C

(
[0,T ], L1(Ω)

)

CP β, G(u0, f) f̃ ∈ Aβ, Gũ

d

dt

∫

Ω

|u(t) − ũ| ≤
∫

Ω

(f − f̃)Sign0(u(t) − ũ) +

∫

[u(t)=ũ]

|f − f̃ | D′(0,T ),

u(0) = u0Sous les hypothèses pré
édentes, Aβ, G est a

rétif dans L1(Ω), il est bien 
onnu (Cf.[7℄, [8℄) que les et les solutions intégrales du problème CP β, G(u0,f)
oïn
ident. Pour montrer l'uni
ité, nous prouverons dans la proposition 6.4.1 que lasolution du problème P β, G(u0, f) est une solution intégrale de CP β, G(u0, f). Par
onséquent, d'après la théorie des semigroupes non linéaires (Cf. [8℄), lade P β, G(u0, f) est l'unique solution du problème P β, G(u0, f).Proposition 6.4.1 u0 ∈ L∞(Ω) f ∈ L∞(Q). u ∈ L∞(Q)
P β, G(u0,f) u
CP β, G(u0, f)Preuve. D'après le Théorème 6.3.2 , on a

∫ ∫

Q

σa(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σηTl(w − ξ)

≤
∫ ∫

Q

σfTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σt

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r)
(6.56)pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩ K, σ ∈ D(0,T ) ave
 σ ≥ 0, où η ∈ G(., u) et u = β(w)p.p. Q. Soit f̂ ∈ Aβ, Gû et η̂ ∈ G(., û), û = β(ŵ) p.p. Ω données par la dé�nitionde l'opérateur Aβ, G. Prenons ŵ 
omme fon
tion test dans (6.56) et multiplionsl'inégalité par 1

l
, nous obtenons

∫ ∫

Q

σa(., Dw)D
1

l
Tl(w − ŵ) +

∫ ∫

Q

ση
1

l
Tl(w − ŵ)

≤
∫ ∫

Q

σt

∫ w(t)

w0

1

l
Tl(r − ŵ)dβ(r) +

∫ ∫

Q

σf
1

l
Tl(w − ŵ).

(6.57)159



Chap. 6: Pb. d' obsta
le doublement non linéairePassons à la limite lorsque l −→ 0, don

∫ w(x,t)

w0

1

l
Tl(r − ŵ(x))dβ(r) →

∫ w(x,t)

w0

Sign0(r − ŵ(x))dβ(r)

= |u(x,t) − β(ŵ(x))| − |u0(x) − β(ŵ(x))|p.p. (t,x) ∈ Q. De plus,
|
∫ w(x,t)

0

1

l
Tl(r − ŵ(x))dβ(r)| ≤ |u(x,t)|.En utilisant le Théorème de 
onvergen
e dominé de Lebesgue, le premier termede droite de l'inégalité (6.57) 
onverge vers ∫ ∫

Q

(|u(x,t) − β(ŵ)| − |u0 − β(ŵ)|)σt.Et on a, ∫ ∫

Q

fσ
1

l
Tl(w − ŵ) et ∫ ∫

Q

ση
1

l
Tl(w − ŵ) 
onverges, respe
tivement,vers ∫ ∫

Q

fσSign0(w − ŵ) et ∫ ∫

Q

σηSign0(w − ŵ). Quand au premier terme del'inégalité (6.57), nous utilisons la dé�nition de l'opérateur Aβ, G don

∫ ∫

Q

σa(., Dw)D
1

l
Tl(w − ŵ) ≥ I1

l + I2
l , où

I1
l =

∫ ∫

Q

σ(a(., Dw) − a(., Dŵ))D
1

l
Tl(w − ŵ)et

I2
l =

∫ ∫

Q

f̃σ
1

l
Tl(w − ŵ) −

∫ ∫

Q

ση̂
1

l
Tl(w − ŵ)ave
 η̂ ∈ G(., û) p.p. Ω . On voit que I2

l 
onverge vers
∫ ∫

Q

f̃σSign0(w − ŵ) −
∫ ∫

Q

ση̂Sign0(w − ŵ),d'autre part, on a
lim inf

l→0
I1
l ≥ lim

l→0

∫ ∫

Q

σ
1

l
T ′

l (w − ŵ)(a(., Dw) − a(., Dŵ))D(w − ŵ) = 0.On fait tendre l → 0 dans (6.57), on obtient
−

∫ ∫

Q

(|u(x,t) − β(ŵ)| − |u0(x) − β(ŵ)|)σt +

∫ ∫

Q

|η − η̂|σ

≤
∫ ∫

Q

σ(f − f̃)Sign0(w − ŵ)

≤
∫ T

0

{
∫

Ω

σ(f − f̃)Sign0(u(t) − β(ŵ)) +

∫

[u(t)=β(ŵ)]

σ|f − f̃ |}160



6.4. UNICITÉ DE LA SOLUTION
e qui implique que pour tout t ∈ [0,T ), on a
∫

Ω

|u(t) − û| ≤
∫

Ω

|u0 − û| +
∫ t

0

{
∫

Ω

(f − f̃)Sign0(u(t) − û) +

∫

[u(t)=û]

|f − f̃ |}.Ce qui termine la preuve de la Proposition.
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Chap. 7: Eq. de Réa
tion Di�usion lo
alisée
Ce 
hapitre est 
onsa
ré à l'étude de la solution du problème elliptique-paraboliquelorsque r et/ou d deviennent grands. On 
onsidère l'EDP suivante:
P d,r

a (u0, f)





ut − d div a(x, Dw) + r g(x, u) = f, u = β(w) sur Q := (0,T ) × Ω

a(x,Dw).~n = 0 sur Σ := (0,T ) × Γ

u(0) = u0 sur Ω,où Ω ⊆ R
N est un domaine borné de frontière lips
hitzienne Γ, ~n est le ve
teurnormale unitaire extérieur à Ω, u0 ∈ L∞(Ω) , f ∈ L∞(Q) et β : R → R est unefon
tion 
ontinue 
roissante ave
 β(0) = 0 et

(H4) Im(β) = R.et g : Ω × R → R est telle que
(Hg)

pour p.p. x ∈ Ω, s → g(x, s) est 
ontinue, 
roissanteet pour tout s ∈ R, g(., s) ∈ L1(Ω) ave
 g(., 0) ≡ 0.et le 
hamp a : Ω × R
N → R

N satisfait les hypothèses (H1) − (H3) du type Leray-Lions (Cf. [3℄, [16℄) énon
ées au 
hapitre pré
èdent.L' existen
e et l'uni
ité de la solution faible du problème P d, r
a (u0,f) ont été étudiéesdans le 
hapitre pré
èdent. Dans le problème P d, r

a (u0, f), d > 0 et r > 0 représenterespe
tivement le 
oe�
ient de di�usion et de réa
tion. On s'intéresse au 
omporte-ment asymptotique de la solution lorsque les 
oe�
ients d et/ou r deviennent trèsgrands (Cf. [2℄, [6℄, [7℄, [10℄, [11℄, [12℄, [13℄, [14℄, [15℄, [18℄, [20℄, [21℄). Le 
as où lafon
tion g est indépendante de l'espa
e et le 
hamp a(x,ξ) = ξ a été étudié dans leChapitre 3.Si on suppose que d > 0 et r → ∞, alors formellement le problème limite est
P d, ∞

a (., f)





ut − d div a(x, Dw) +G(x, u) = f, u = β(w) sur Q
a(x, Dw).~n = 0 sur Σ

(7.1)où, pour p.p. x ∈ Ω, G(x,.) est un graphe maximal monotone donné par
G(x, r) =





0 si m(x) < r < M(x)

[0, + ∞) si r = M(x) p.p. Ω.

(−∞, 0] si r = m(x)166



7.1. INTRODUCTIONqui s'é
rit en
ore sous la forme suivante:




m ≤ u ≤M, u = β(w)

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
(u−m)(u−M) = 0

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
≥ 0 sur [u = m]

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
≤ 0 sur [u = M ]





sur Q

a(x, Dw).~n = 0 dans Σest appelé problème d'obsta
le. Il vient du 
hapitre pré
èdent que sim(x) ≤ u0(x) ≤
M(x) p.p. x ∈ Ω. Alors, (7.1) admet une unique solution au sens suivant:
u ∈ C

(
[0,T ), L1(Ω)

)
∩ L∞(Q) telle qu' il existe w ∈ Lp

(
0,T ; W 1,p(Ω)

), u = β(w)p.p. Q et
d

dt

∫

Ω

∫ w

0

Tl(r − ξ)d β(r) + d

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ)

≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) dans D′(0,T ) ∀ l > 0
(7.2)pour tout ξ ∈ C1(Ω) ∩K.Pour r > 0 et d → ∞, alors le problème limite est l'équation di�érentielleordinaire suivante:

ct + r

∫
−
Ω

g(x,c) dx =

∫
−
Ω

f sur (0,T ) (7.3)Finalement, si on suppose que d→ ∞ et r → ∞, qui 
orrespond à la 
ompétitionentre la réa
tion et la di�usion lorsque ils deviennent très grandes. Pour d = d(k)et r = r(k), ave
 lim
k→∞

d(k) = lim
k→∞

r(k) = ∞ le problème limite est l' équationdi�érentielle ordinaire suivante:
ct +G∞(c) ∋

∫
−
Ω

f sur (0,T ) (7.4)où G∞ est le graphe maximal monotone dé�ni par
G∞(s) =





0 si s ∈ [m0,M0]

(−∞,0] si s = m0

[0,+ ∞) si s = M0.167



Chap. 7: Eq. de Réa
tion Di�usion lo
aliséeave

m0 = min

( ⋂

x∈Ω

[m(x),M(x)]
) et M0 = max

( ⋂

x∈Ω

[m(x),M(x)]
)
.Il est 
lair, que en général la donnée initiale u0 est in
ompatible ave
 les pro-blèmes limites (7.1), (7.3) et (7.4). Ainsi, une phénomène de apparaîtau voisinage de t = 0 (Cf. [5℄, [4℄, [9℄) . Pour l'identi�
ation des données initiales 
or-respondantes aux problèmes limites nous utiliserons les résultats du 
hapitre 3, par
onséquent nous allons traiter séparément le 
as où lim

k→∞

d(k)

r(k)
= ∞ et lim

k→∞

d(k)

r(k)
= 0dans le dernier problème .Ce 
hapitre est une généralisation des résultats du 
hapitre 3 au 
as d' un opérateurde type Leray-Lions et une absorption qui dépend de l'espa
e.

Théorème 7.2.1 f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) ud,r

P d ,r
a (u0,f).

r > 0, d → ∞, ud,r → c

C
(
(0,T ), L1(Ω)

)
, c ∈ C1

(
[0,T )

)





ct + r

∫
−
Ω

g(x, c) =

∫
−
Ω

f (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.

(7.5)
d > 0 r → ∞, ud,r → u C((0,T ),L1(Ω)),

u u(0) =
m∨(u0∧M) Ω.

d = d (k) r = r(k), lim
k→∞

d (k) =

lim
k→∞

r(k) = ∞,

ud,r → c C
(
(0,T ), L1(Ω)

)168



7.2. RÉSULTATS PRINCIPAUX
c ∈ C1([0,T ))

ct +G∞(c) ∋
∫
−
Ω

f (0,T ),

lim
k→∞

d (k)

r(k)
= 0, c(0) = m0∨

(
M0∧

∫
−
Ω

u0

)
,

lim
k→∞

d (k)

r(k)
= ∞, c(0) = lim

t→∞
z(t) z

P d, ∞
a (z0, 0) z0 = m∨(u0∧M), Ω.D'après le Chapitre pré
èdent, la solution faible du problème P d, r

a (u0,f) est aussidu problème de Cau
hy suivant
CP d, r

a (u0, f)





ut + Ad,ru = f sur [0,T )

u(0) = u0.ave
, Ad,r est un opérateur m-T-a

rétif et Ad,r dé�ni dans L1(Ω) par
f = Ad,rv ⇔





v, f ∈ Lp′(Ω), g(.,v) ∈ Lp′(Ω),∃w ∈ W 1,p(Ω), v = β(w) p.p. Ω et
d

∫

Ω

a(., Dw)Dξ + r

∫

Ω

g(x, v)ξ =

∫

Ω

fξ, pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω).De plus, D(Ad,r) = L1(Ω) voir le Lemme 6.3.1(Cf. Chapitre 6) .Examinons maintenant le 
omportement asymptotique lorsque d et/ou r tends vers
∞ de la solution du problème stationnaire asso
ié a P d,r

a (u0,f) dé�ni par
Sd,r

a (f)





v − d div a(x, Dw) + r g(x, v) = f, v = β(w) sur Ω

a(x, Dw).~n = 0 sur Γ.Théorème 7.2.2 f ∈ L∞(Ω) vd,r Sd ,r
a (f).

d = d (k) lim
k→∞

d (k) = ∞,

vd,r −→ (IIR + r

∫
−
Ω

g(x, .) dx)−1(

∫
−
Ω

f) L1(Ω).169
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tion Di�usion lo
alisée
r = r (k) lim

k→∞
r (k) = ∞, vd, r → v L1(Ω) v





v − d div a(x, Dw) +G(x, v) ∋ f, v = β(w) Ω

a(x, Dw).~n = 0, Γ

6

d = d (k) r = r(k), lim
k →∞

d (k) = lim
k →∞

r(k) = ∞,

vd,r −→ (IIR +G∞)−1(

∫
−
Ω

f) L1(Ω).Remarque 10 (IIR +G∞)−1(

∫
−
Ω

f) = m0∨
(∫
−
Ω

f∧M0

)
.Preuve du Théorème 7.2.2: Puisque d et/ou r dépendent de k, alors on notepar vk (respe
tivement wk ) la suite vd,r (respe
tivement wd,r ). D'après la Propo-sition 6.2.1(Cf. Chapitre 6) on a vk et wk sont bornées dans L∞(Ω) de plus wk estbornée dans W 1,p(Ω). Alors, wk est faiblement relativement 
ompa
t dans W 1,p(Ω)et puisque β est 
ontinue alors vk est relativement 
ompa
t dans L1(Ω). Don
, ilexiste une sous suite notée en
ore par k, telle que vk → v dans L1(Ω), wk → wfortement dans L1(Ω) et faiblement dans W 1,p(Ω) et v = β(w) p.p.Ω. Nous allonstraiter séparément les di�érents 
as du théorème pour pouvoir 
ara
tériser u et w.1. D'après la Proposition 6.2.1 (Cf. Chapitre 6), on a

d(k)

∫

Ω

|Dwk|p ≤
C1

(
Ω,p,N,||f ||∞

)

α
,alors, lorsque k −→ ∞, on obtient

∫

Ω

|Dw|p ≤ lim inf
k→∞

∫

Ω

|Dwk|p = 0,d'où les fon
tions v et w sont 
onstantes. Prenons ξ ≡ 1 
omme fon
tion testet passons à la limite il vient que v véri�e v + r

∫
−
Ω

g(x, v) dx =

∫
−
Ω

f . 
e quitermine la preuve de la première partie du théorème.2. Conséquen
e immédiate du 
orollaire 6.3.1 (Cf. Chapitre 6 ).3. Puisque
d(k)

∫

Ω

|Dwk|p ≤
C1

(
Ω,p,N,||f ||∞

)

α
,170



7.2. RÉSULTATS PRINCIPAUXalors v et w sont 
onstantes. De plus, g(., 0) = β(0) = 0 alors la Proposition6.2.1 nous donne
| vk |L1(Ω) + r(k)| g(., vk) |L1(Ω) ≤ | f |L1(Ω)don
 lorsque k −→ ∞ on a g(., vk) −→ 0 dans L1(Ω), par suite, g(., v) = 0et v ∈ [m(x),M(x)] p.p. Ω, or v est une 
onstante don
 v ∈

⋂

x∈Ω

[m(x),M(x)].Soit ξ ∈ W 1,p(Ω) et prenons (wk − ξ) 
omme fon
tion test dans la dé�nitionde la solution du problème Sd,r
a (f) alors on a

∫

Ω

vk(wk − ξ) + d(k)

∫

Ω

a(x, Dwk)D(wk − ξ)

+ r(k)

∫

Ω

g(., vk)(wk − ξ) =

∫

Ω

f(wk − ξ).D'autre part, on prend ξ 
onstante telle que ξ ∈ K, alors β(ξ) ∈ [m0, M0],d'où g(x, β(ξ)
)

= a(x, 0) = 0 p.p. x ∈ Ω et il vient de la monotonie de a, β, gque ∫

Ω

g(., vk)
(
wk − ξ

)
≥ 0 et ∫

Ω

a(., Dwk)D
(
wk − ξ

)
≥ 0on obtient que

∫

Ω

vk(wk − ξ) ≤
∫

Ω

f(wk − ξ)on passe à la limite lorsque k → ∞, on trouve que
(w − ξ)(v −

∫
−
Ω

f) ≤ 0.� Si ξ ∈ β−1(m0) alors on a
(v −m0)(v −

∫
−
Ω

f) ≤ 0.De plus v ∈ [m0,M0] don
 soit v = m0 ou bien v > m0 et dans 
e 
as
v −

∫
−
Ω

f ≤ 0.� Si ξ ∈ β−1(M0) alors on a
(v −M0)(v −

∫
−
Ω

f) ≤ 0.Don
 soit v = M0 ou bien v < M0 et dans 
e 
as v − ∫
−
Ω

f ≥ 0.171



Chap. 7: Eq. de Réa
tion Di�usion lo
aliséeFinalement, on obtient que
v +G∞(v) ∋

∫
−
Ω

f.Ce qui termine la preuve du théorème.Conséquen
e immédiate de 
e théorème est le Corollaire suivant:Corollaire 7.2.1 r > 0, d → ∞, Ad ,r

A∞,r L1(Ω),

f ∈ A∞,rv ⇔ f ∈ L1(Ω), v ≡ c, c ∈ R r

∫

Ω

g(x, c)d x =

∫

Ω

f.

d > 0, r → ∞, Ad ,r

Ad,∞ L1(Ω),

f ∈ Ad,∞v ⇔





v,f ∈ Lp′(Ω),∃ w ∈W 1,p(Ω), v = β(w) Ω

d

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) ∀l > 0,

ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩K.

d = d (k) r = r(k), lim
k→∞

d (k) = lim
k→∞

r(k) = ∞, Ad ,r

A∞,

f ∈ A∞v ⇔ f ∈ L1(Ω), v ≡ c, c ∈ R

∫
−
Ω

f ∈ G∞(c).On voit que l'opérateur Ad,r peut s'é
rire sous la forme
Ad,r = dA+ rB (7.6)ave
 A = A1,0 et B : L1(Ω) → L1(Ω) est dé�ni par B u(x) = g(x, u(x)) p.p. Ω où

D(B) =
{
u ∈ L1(Ω); g

(
., u(.)

)
∈ L1(Ω)

}
,et D(A) ⊆ D(B).Lemme 7.2.1 ε→ 0, ε A +B → B,172



7.2. RÉSULTATS PRINCIPAUXPreuve: Pour f ∈ L∞(Ω), on 
onsidère uε la solution du problème




uε − ε div a(x, Dwε) + g(x, uε) = f uε = β(wε) sur Ω

a(x, Dwε).~n = 0 sur Γ .
(7.7)Nous utilisons les mêmes argument du lemme 6.3.5 (Chapitre. 6) et nous montronsque

∫

Ω

|Dwε|p ≤
C(||f ||∞,β)

εα
:=

C4

ε
,

( ∫

Ω

|εa(., Dw)|p′
) 1

p′ ≤ σ
(
ε||k||Lp′ (Ω) + ε

1
pC

1
p′

4

)
,d'où εa(., Dwε) est bornée dans [Lp′(Ω)]N , ||uε||L∞(Ω) ≤ ||f ||L∞(Ω) et ||wε||Lp′ (Ω) ≤

C
(
||f ||L∞(Ω)

). Alors εa(., Dwε) 
onverge faiblement vers 0 dans [Lp′(Ω)]N lorsque
ε → 0. De plus, nous passons à la limite dans la formulation faible du problème(7.7) et on a

lim
ε → 0

∫

Ω

(
uε + g(., uε)

)
ξ =

∫

Ω

f ξalors lorsque ε → 0 on a uε + g(., uε) → f dans Lp(Ω)-faible, de plus ||uε +
g(.,uε)||Lp′ (Ω) ≤ ||f ||Lp′ (Ω), on déduit que uε +g(.,uε) 
onverge fortement vers f dans
Lp′(Ω) par 
onséquent L1(Ω). D'autre part, soit u ∈ L1(Ω) telle que u+ g(.,u) = f ,alors on a

uε − u = uε + g(., uε) − f −
(
g(., uε) − g(.,u)

)et don

|uε − u|L1(Ω) ≤ |uε + g(., uε) − f |L1(Ω).Nous passons à la limite lorsque ε → 0, nous obtenons uε 
onverge vers u :=

(I + B)−1 f dans L1(Ω). Ce qui termine la preuve.Lemme 7.2.2 ε→ 0, A + ε B → A,Preuve: Puisque, r → g(.,r) est 
ontinue 
roissante, alors d'après la Remarque3.2.1(Cf. Chapitre 3) l'opérateur B est stri
tement a

rétif et A + ε B → A, ausens de la résolvante.Proposition 7.2.1 D(Ad ,∞) =
{
z ∈ L1(Ω) ; m(x) ≤ z(x) ≤M(x) Ω

}
.

D(A∞ ,r) = R. 173
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tion Di�usion lo
alisée
D(A∞) = [m0,M0].Preuve :1. Consequen
e du lemme 6.3.5 (Cf. Chapitre 6).2. D'après (Hg) on a pour tout s ∈ R, x → g(x,s) est dans L1(Ω). Alors, pourtout c ∈ R, r ∫

Ω

g(x, c)d x est bien dé�ni et il existe f ∈ L1(Ω), telle que
∫

Ω

f = r

∫

Ω

g(x, c)d x, alors f ∈ A∞,r(c) et A∞,r(c) 6= ∅.3. On voit que D(A∞) ⊆ [m0,M0]. Maintenant, pour c ∈ [m0,M0], G∞(c) estnon vide et pour tout e ∈ G∞(c), il existe f ∈ L1(Ω), telle que ∫
−
Ω

f = e, alors
f ∈ A∞(c) et on déduit que A∞(c) 6= ∅, et c ∈ D(A∞).Pour la preuve du résultat 
on
ernant la forte réa
tion et a�n d'appliquer le Théo-rème 3.2.2(Cf. 
hapitre 3), nous allons étudier le 
omportement asymptotique lorsque

t → ∞ de la solution du problème d' obsta
le P d,∞
a . Nous rappelons que, [m0, M0]est in
lu dans l'ensemble des solutions stationnaires du problème P d,∞

a , 
'est a direque pour tout z tel que m0 ≤ z ≤M0 et ∀ t ≥ 0 on a e−t Ad, ∞

z = z. En e�et, puisque
m0 ≤ z ≤ M0 alors on véri�e fa
ilement que (I + εAd, ∞)−1z = z, pour tout ε > 0,alors

e−t Ad, ∞

z = L1 − lim
n→∞

(
I +

t

n
Ad,∞

)−n

z = z.Proposition 7.2.2 u0 ∈ L∞(Ω) u0(x) := m(x)∨
(
u0(x)∧M(x)

)
Ω

v ∈ [m0, M0]

e−t Ad, ∞

u0 → v L1(Ω), t→ ∞.Pour montrer 
ette proposition , nous aurons besoin du lemme suivant:Lemme 7.2.3 B L∞(Ω)(
I + εAd,∞

)−1
(B) L1(Ω)

z0 ∈ L∞(Ω) m(x) ≤ z0(x) ≤ M(x) x ∈ Ω

γ(z0) =
{
e−t Ad, ∞

z0 : t ≥ 0
}

L1(Ω).Preuve.1. Prenons (fn) ⊂ B et soit vn =
(
I+ εAd,∞

)−1
fn. La fon
tion vn est obtenue enpassant à la limite dans Sd,r

a (fn) lorsque r → ∞ don
 ||vn||L∞(Ω) ≤ ||fn||L∞(Ω).Puisque fn est bornée dans L∞(Ω) alors vn l'est aussi et en utilisant le fait174



7.2. RÉSULTATS PRINCIPAUXque Im(β) = R nous déduisons que wn est bornée dans L∞(Ω). D'autre partprenons ξ = 0 
omme fon
tion test dans la dé�nition de la solution du problème
Sd, ∞

a (fn) et d'après la monotonie de a, g , β, la proprièté (H1) et (H2) nousobtenons
α

∫

Ω

|Dwn|pd x ≤
∫

Ω

wnfn ≤ ||wn||L∞(Ω)||fn||L1(Ω).d'où wn est bornée dans W 1,p(Ω) par suite wn 
onverge vers w dans Lp(Ω)alors vn = β(wn) 
onverge vers v = β(w) dans L1(Ω). Par 
onséquent, pourtout ε > 0 �xé on a (
I + εAd,∞

)−1
(B) est relativement 
ompa
t dans L1(Ω).2. Il vient que

||e−t Ad, ∞

z0||L∞(Ω) ≤ lim
r→∞

||e−t Ad, r

z0||L∞(Ω) ≤ || z0||L∞(Ω) pour tout t ≥ 0.D'après 1) on a (
I + εAd,∞

)−1(
γ( z0)

) est relativement 
ompa
t dans L1(Ω).D'autre part, on a
||e−t Ad, ∞

z0−
(
I+εAd,∞

)−1(
e−t Ad, ∞

z0

)
||L1(Ω) ≤ ε inf

{
||v||L1(Ω) : v ∈ Ad,∞z0

}
.On déduit que γ( z0) est relativement 
ompa
t dans L1(Ω). Ce qui nous donnele résultat désiré.Pour tout z0 ∈ L1(Ω) telle que m(x) ≤ z0(x) ≤ M(x) p.p. x ∈ Ω, on dé�nil'ensemble ω- limite de z0 par

ω( z0 ) =
{
v ∈ L1(Ω); v = L1 − lim

tn→∞
e−tn Ad, ∞

z0 pour des suites tn → ∞
}Remarque 11

γ( z0 ) ω( z0 )
L1(Ω) z0 ∈ L∞(Ω)

ω( z0 ) 6= ∅ ω( z0 ) ⊆ [m0, M0].Preuve de la Proposition 7.2.2 . Soit u0 ∈ L∞(Ω) alors ils existent u ∈ L∞(Q),
w ∈ Lp

(
0,T,W 1,p(Ω)

)
∩ L∞(Q) telles que u = β(w) p.p. Ω et u(t) = e−t Ad, ∞

u0.Puisque u,w sont obtenus en passant à la limite dans le problème P d,r
a (u0, 0) lorsque

r → ∞, d'après le Théorème 6.3.1 (Cf. Chapitre 6) on a
∫ ∞

0

∫

Ω

|Dw|p ≤ lim inf
r→∞

∫ ∞

0

∫

Ω

|Dwd,r|p ≤ 1

α

∫

Ω

j(u0).175



Chap. 7: Eq. de Réa
tion Di�usion lo
aliséeAlors, il existe une suite tn → ∞ telle que ∫

Ω

|Dw(tn)|p → 0 et w(tn) est bornéedans W 1,p(Ω), lorsque tn → ∞. Nous utilisons le Lemme 7.2.3, il existe une soussuite (tnp
) telle que, lorsque tnp

→ ∞, on a u(tn) → v dans L1(Ω), w(tn) → w := cfaiblement dans W 1,p(Ω), fortement dans Lp(Ω) et v = β(w) p.p. dans Ω, d'ou v est
onstante et v ∈ [m0, M0]. D'autre part, pour tout t ≥ tnp
, on a

||e−t Ad, ∞

u0 − v||L1(Ω) = ||e−(t−tnp) Ad, ∞

e−tnp Ad, ∞

u0 − v||L1(Ω)

= ||e−(t−tnp) Ad, ∞

e−tnp Ad, ∞

u0 − e−(t−tnp ) Ad, ∞

v||L1(Ω)

≤ ||e−tnp Ad, ∞

u0 − v||L1(Ω)alors, lorsque tnp
tend vers ∞, on obtient

lim
t→∞

||e−t Ad, ∞

u0 − v||L1(Ω) := 0.Ce qui a
hève la preuve de la Proposition.Maintenant, on est en mesure de donner la preuve du théorème 7.2.1 et nousallons 
ommen
er par étudier la première partie de 
e résultat.Dans 
e paragraphe, on �xe r et on fait tendre d vers ∞ . D'après le Théorème3.2.3(Cf. 
hapitre 3), on 
onsidère le problème suivant :




ut − div a(x, Dw) = 0 u = β(w) sur Q

a(x, Dw).~n = 0 sur Σ

u(0) = u0 sur Ω.

(7.8)Le 
omportement asymptotique lorsque t→ ∞ de la solution du problème (7.8) estdonnée par la moyenne de u0. Plus pré
isement, si u est la solution du problème(7.8). Alors,
lim
t→∞

u(t) =

∫
−
Ω

u0.La preuve de 
e résultat est bien 
onnue dans le 
as de l'opérateur Lapla
ian (Cf.[17℄, [19℄) et aussi pour l'opérateur de Lerray-Lions ave
 β = IIR (Cf. [1℄). Dans le
as où β est une fon
tion 
ontinue 
roissante telle que Im(β) = R, la preuve se fait176



7.2. RÉSULTATS PRINCIPAUXde la même manière que pour le problème d'obsta
le (Cf. Proposition 7.2.2).Nous appliquons le Théorème 3.2.2 (Cf. Chapitre 3) et nous montrons la Propositionsuivante :Proposition 7.2.3 ud,r P d, r
a (u0,f) d→

∞,
ud,r → c C((0,T ), L1(Ω))

c ∈ C1
(
[0,T )

)





ct + r

∫
−
Ω

g(x,c) dx =

∫
−
Ω

f (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.

(7.9)
f = 0

lim
t→∞

c(t) = m0 ∨
(
M0 ∧

∫
−
Ω

u0

)
.Preuve: Nous rappelons que ud,r est aussi du problème CP d,r

a (u0,f).D'après le Lemme 7.2.2 l'opérateur A+
r

d
B 
onverge vers A lorsque d→ ∞. Puisque

lim
t→∞

e−tAu0 =

∫
−
Ω

u0 et ∫
−
Ω

u0 ∈ D(A∞, r), alors nous appliquons le Théorème 3.2.2(Cf. Chapitre 3) nous déduisons que ud,r → u dans C(
(0,T ); L1(Ω)

)
, ave
 u est ladu problème





ut + A∞,ru ∋ f sur (0,T )

u(0) =

∫
−
Ω

u0.
(7.10)or, pour tout f ∈ L∞(Ω), (I + λ A∞,r)−1(f) = (I + λ A∞,r)−1(

∫
−

Ω

f) =
(
I +

λ

∫

Ω

g(x,.)d x
)−1

(

∫
−

Ω

f), alors la bonne solution de (7.10) est solution de




ct + r

∫
−
Ω

g(x,c)d x =

∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.

(7.11)177



Chap. 7: Eq. de Réa
tion Di�usion lo
aliséeCe qui termine la première partie de la preuve.Maintenant, pour démontrer la deuxième partie de la proposition nous supposonsque f ≡ 0, alors d'après la théorie des opérateurs maximaux monotones (Cf. [8℄)ilexiste une fon
tion mesurable c∞ ∈ R, telle que, lorsque t → ∞, c(t) → c∞, et∫

Ω

g(x,c∞)dx = 0. Il reste à prouver que c∞ = m0∨(

∫
−
Ω

u0∧M0). Si m0 ≤
∫
−
Ω

u0 ≤M0,alors, c(t) = c(0) :=

∫
−
Ω

u0, pour tout t ≥ 0 et c∞ =

∫
−
Ω

u0.Maintenant, si ∫−
Ω

u0 ≥M0,alors c(t) ≥ M0, par suite c∞ ≥ M0 ≥ 0, d'autre part on a ∫

Ω

g(x,c∞)d x = 0 don

g(x,c∞) = 0 p.p. Ω, et c∞ ≤M0, par 
onséquent c∞ = M0. De la même manière, onmontre que si ∫−

Ω

u0 ≤ m0, alors c∞ = m0 et la preuve de la Proposition est terminée.
Maintenant, nous �xerons d > 0 et nous allons traiter le problème P d,r

a (u0,f)lorsque le 
oe�
ient de réa
tion devient très grand, pour 
ela nous 
onsidèronsd'abord le problème sans di�usion suivant :
(Eg)

{
ψt + g(., ψ) = 0 sur (0,T )
ψ(0) = ψ0.Il est 
lair que l'étude du 
omportement asymptotique de (Eg) lorsque t → ∞ estrelié à l'ensemble de ses points d'équilibre. Pour p.p. x ∈ Ω on a g(x,.) est 
ontinue
roissante, alors d'après la théorie des opérateurs maximaux monotones (Cf. [8℄) pourtout u0 ∈ L∞(Ω), il existe C

(
(0,∞), L2(Ω)

) solution de (Eg) au sens suivant: pourtout t > 0 et p.p. x ∈ Ω,
∂

∂t
u(t,x)+g(x,u(t,x)) = 0.De plus, u ∈W 1,∞

(
(0,∞),L1(Ω)

)et de la même manière que Lemme 3.3.2 (Cf. Chapitre 3) nous montrons que
lim
t→∞

u(t, x) = m(x) ∨
(
u0(x) ∧ M(x)

) p.p. x ∈ Ω.Proposition 7.2.4 f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) ud,r

P d, r
a (u0, f) r → ∞, ud, r → u C((0,T ), L1(Ω)) u

P d, ∞
a (u0, f) u0(x) = m(x)∨

(
u0(x)∧M(x))

Ω.Preuve : D'abord, nous rappelons que
lim

t →∞
e−tBu0 = m(x) ∨ (u0(x) ∧M(x)) := u0(x) p.p. x ∈ Ω.178



7.2. RÉSULTATS PRINCIPAUXD'autre part, on a Ad,r → Ad,∞ et u0 ∈ D(Ad, ∞), alors nous utilisons le Théo-rème 3.2.2 (Cf. Chapitre 3) nous obtenons que lorsque r to∞ on aud,r → u dans
C
(
(0,T ); L1(Ω)

), et u est la du problème




ut + Ad, ∞u ∋ f sur (0,T )

u(0) = u0.Maintenant, d'après le Théorème 6.3.2 (Cf. Chapitre 6) on a u est aussi solution duproblème P d,∞
a (u0, f) au sens (7.2). Ce qui termine la preuve de la Proposition.

Dans 
e paragraphe, nous allons étudier le 
as où le 
oe�
ient de réa
tion etde di�usion sont très grands. Dans 
e 
as, on distingue entre le 
as où l' un des
oe�
ients est plus important que l'autre. On suppose que d = d(k) et r = r(k),ave
 lim
k→∞

d(k) = lim
k→∞

r(k) = ∞. Et, on 
onsidère d'abord le 
as où
lim
k→∞

d (k)

r(k)
= 0, (7.12)alors, on a:Lemme 7.2.4 ud,r → c C

(
(0,T );L1(Ω)

)
, c





ct +G∞(c) ∋
∫
−
Ω

f (0,T )

c(0) = u
0

u
0Preuve : Nous rappelons que d(k)A+ r(k)B → A∞, lim

k→∞

r(k)

d(k)
= ∞, lim

t→∞
e−tBu0 =

m∨(u0∧M) et u
0

= lim
t→∞

e−tA1,∞(
m∨(u0∧M)

)
∈ D(A∞). Alors, le résultat du lemmeest une 
onséquen
e dire
te du théorème 3.2.3 (Cf. Chapitre 3).A�n de terminer la preuve du théorème 7.2.1, nous 
onsidérons le 
as où

lim
k→∞

d (k)

r(k)
= ∞. (7.13)179



Chap. 7: Eq. de Réa
tion Di�usion lo
alisée
'est à dire que la di�usion est plus importante que la réa
tion.Lemme 7.2.5 ud,r → c C((0,T );L1(Ω)), c





ct +G∞(c) ∋
∫
−
Ω

f (0,T )

c(0) = m0∨(

∫
−
Ω

u0∧M0).

(7.14)Preuve : D'après le Lemme 7.2.2 on a A+εB → A, au sens de la résolvante lorsque
ε → 0. D' autre part, rappelons que lim

t→∞
e−tAu0 =

∫
−
Ω

u0 et ∫
−
Ω

u0 /∈ D(A∞). Alors,nous 
onsidérons l'opérateur dé�ni par:
Hk :=

d (k)

r(k)
A+B.Puisque d (k)

r(k)
→ ∞, alors le Corollaire 7.2.1 nous donne

Hk → A∞,1.Nous utilisons le Théorème 3.2.3 (Cf. Chapitre 3) et nous 
onsidérons le problèmede Cau
hy suivant: 



ut + A∞,1u ∋ 0 sur (0,∞)

u(0) =

∫
−
Ω

u0.
(7.15)Puisque la de (7.15) est une solution de l' EDO suivante:





ct +

∫
−
Ω

g(x, c)d x = 0 sur (0,∞)

c(0) =

∫
−
Ω

u0alors d'après la proposition 7.2.3 on a lim
t→∞

c(t) = m0∨(

∫
−
Ω

u0∧M0) ∈ D(A∞), 
e quia
hève la démonstration du lemme. 180
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