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Introduction

1.1 Introduction : Limite singulière

L’objectif de ce travail est une contribution à l’étude de la limite singulière des
équations et des systèmes de réaction-diffusion, qui modélisent des problèmes issus
de la physique, de la chimie, de la biologie et des sciences de la technologie. En
effet, ce type de problème se présente dans la nature et ils sont caractérisés par
la présence des paramètres qui, lorsqu’ ils sont suffisamment grands , donnent lieu
généralement à un phénomène appelé couches limites . Nous essayons de comprendre
comment un modèle approche un modèle d’un autre type où comment les solutions
d’un modèle Pk(u0,f) convergent lorsque k → ∞ vers les solutions d’un autre modèle
P∞(u0,f) qui n’ est pas donné par une limite formelle du problème initial. Les limites
singulières apparaissent physiquement (Cf. [10], [11], [12], [13], [20], [22], [23], [24],
[29], [30], [32], [36], [40] ); les grandes valeurs de ces paramètres étant des données
du problème, par exemple un coefficient de diffusion, de réaction ou d’ homogénéité,
... . Dans ce cas on cherche à déterminer le comportement de la solution lorsque ces
coefficients sont très élevés par rapport aux données du problème, ou bien lorsque
l’un de ces paramètres est plus important que l’autre. Les modèles considérés seront
les équations aux dérivées partielles et les systèmes non linéaires qui admettent une
formulation abstraite





ut + A u ∋ f sur (0,T )

u(0) = u0,
(1.1)

où A est un opérateur accrétif dans un espace de Banach X, u0 ∈ X et f ∈
L1(0,T ; X).
Cette thèse est composée de six chapitres dont nous présenterons le contenu d’ une
manière détaillée.

1.2 Rappels et Définitions

Dans ce chapitre, nous allons exposer quelques définitions et rappels des résul-
tats nécessaires pour la suite de ce travail. Nous commençons par introduire quelques
propriétés sur les opérateurs accrétifs et m-accrétifs, ainsi que les équations d’évolu-
tions associées à ces opérateurs et nous terminons la première partie par un rappel
sur les résultats de convergence des opérateurs (Cf. [38], [6]). La deuxième partie est
consacrée aux rappels de quelques résultats de base sur les espaces fonctionnels de
Lebesgue et Sobolev (Cf. [1], [16]).

10



Introduction

1.3 Some Competition Phenomena in Evolution Equa-

tions

La première partie de ce chapitre est consacrée à l’étude de la limite singulière
dans un cadre abstrait. Pour cela nous considérons le problème (1.1) avec A := Ak

, Ak → A∞ lorsque k → ∞ et u0 ∈ X. Il est bien connu (Cf. [17]) que si la donnée
initiale u0 prend ses valeurs dans D(A∞), alors la solution uk converge vers u∞ dans
C
(
[0,T ], X

)
et u∞ solution de

u∞t + A∞ u∞ ∋ f sur (0,T ) u∞(0) = u0. (1.2)

Par contre, si la donnée initiale u0 prend ses valeurs dans X \ D(A∞), le problème
(1.2) est mal posé et la limite de uk peut ne pas exister.

Exemple: On pose X = C, Ak = ik, f = 0 et on considère le problème




ut + iku = 0 sur [0,T )

u(0) = u0.

Il est clair que, lorsque k −→ +∞ on a

Ak −→ A∞ où A∞ est défini par A∞ = {(0,z), z ∈ C}.

En effet, soit f un élement de C et vk la solution de

vk + ikvk = f,

alors lorsque k −→ +∞, on a vk −→ 0 et D(A∞) = {0}. D’autre part, la solution
uk(t) = u0 exp(−ikt) n’admet pas de limite lorsque k tend vers +∞.

Pour une grande classe des problèmes issus de la physique, la chimie, la dynamique
de populations, etc, cette limite existe, et il existe u0 ∈ D(A∞), telle que u solution
du problème

u∞t + A∞ u∞ ∋ f sur (0,T ) u∞(0) = u0.

De manière générale, la caractérisation de u0 reste un problème ouvert, néanmoins
dans certains cas particuliers le problème est résolu (Cf. [9], [10], [15]) .

Dans ce chapitre, nous établirons des nouveaux résultats abstraits de la théo-
rie des semigroupes non linéaires sur la limite singulière d’une suite de problèmes
d’évolution

ukt + Ak uk ∋ F (t, u) sur (0,T ) uk(0) = u0

11



Introduction

où pour k = 1,...,∞, Ak est un opérateur m-accrétif d’un espace de Banach X,
u0 ∈

⋂

k≥1

D(Ak) et F : [0, T ]×D(Ak) −→ X une fonction Caratheodory. Nous nous

intéressons à des classes d’opérateurs tels qu’ il existe une fonction de relaxation qui
rend la limite régulière. Plus précisément, on suppose qu ’il existe m : R

+ → R
+ telle

que m(k) → 0, et m(k) Ak → Ã avec u0 ∈ D(Ã). Nous montrons (Cf. Théorème
3.2.1) que, pour une condition initiale générale, les solutions se développent, au
voisinage de la donnée initiale et donnent lieu à un phénomène de couches limites, et
nous donnons une caractérisation de la nouvelle donnée initiale associée au problème
limite en fonction de l’opérateur Ã et la donnée initiale de départ u0.

D’autre part, on peut se poser la question de savoir le comportement de la
solution du problème d’évolution lors d’une compétition entre deux (ou plusieurs)
opérateurs accrétifs. Pour cela nous considérons le problème d’évolution abstrait
suivant: 




ut + d(k) Au + r(k) Bu ∋ F (t, u) sur (0,T )

u(0) = u0,
(1.3)

où r , d : R
+ −→ R

+ sont deux fonctions telles que

lim
k→∞

r(k)

d(k)
= +∞,

u0 ∈ D(A), A et B deux opérateurs accrétifs avec D(A) ⊆ D(B) et F une fonction
Carathéodory. Nous supposons que lorsque k → ∞ on a

Hk := d(k) A + r(k) B −→ H. (1.4)

Il est clair, que lorsque d(k) et/où r(k) tends vers ∞, le problème (1.3) met en jeu
une compétition entre les opérateurs A et B. Notre but est de mieux comprendre
lequel de ces opérateurs deviennent prépondérants en déterminant la donnée initiale
du problème limite en fonction de la vitesse de chaque coefficient. Dans le cas où

lim
k →∞

d(k) 6= ∞ , nous prenons H̃k :=
1

r(k)
Hk, nous appliquons le résultat du

Théorème 3.2.1 et nous établirons un deuxième résultat abstrait permettant l’iden-
tification de la donnée initiale du problème limite en fonction de l’opérateur B et
u0. Par contre, si d(k) tend vers ∞, la situation est différente et les deux résultats
abstraits obtenus jusqu’à maintenant ne nous permettent pas d’identifier la donnée
initiale du problème limite. En effet, le choix d’une fonction m : R

+ → R
+ telle que

m(k) Hk → H̃ avec u0 ∈ D(H̃) n’est plus possible car la singularité provient de
l’opérateur A et B. Nous utilisons une relaxation en deux étapes et nous montrons
un troisième résultat abstrait qui fait intervenir l’opérateur A, B et la donnée u0

12
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pour l’indentification de u0.

Dans la deuxième partie de ce chapitre nous allons appliquer ces résultats dans
le contexte des équations aux dérivées partielles. Soit Ω ⊂ R

N un ouvert borné de
frontière régulière ∂Ω et d > 0, r ≥ 0, considérons le problème de Réaction-Diffusion
suivant :

P d,r(u0, f)





ut − d △w + r g(u) = f, u = β(w) sur Q := Ω × (0,T )

∂~nw + z = 0, z ∈ γ(w) sur Σ := ∂Ω × (0,T )

u(x,0) = u0(x) sur Ω,

où β et g sont des fonctions continues croissantes, et γ est un graphe maximal
monotone avec

D(γ) = R ou bien D(γ) =
{
0
}
.

L’existence et l’unicité de la solution du problème P d,r(u0,f) ont fait l’objet de
nombreuses recherches mathématiques. Nous renvoyons ici a [34] et aux références
qui s’y trouvent. Plus précisement, pour toutes u0 ∈ L∞(Ω) et f ∈ L∞(Q) il existe
une unique solution u ∈ L∞(Q), telle qu’ ils existent w ∈ L2

(
0,T ; H1(Ω)

)
, z ∈ L2(Σ),

u = β(w) p.p. Q, z ∈ γ(w) p.p. Σ et

d

∫ τ

0

∫

Ω

DwDξ +

∫ τ

0

∫

∂Ω

zξ + r

∫ τ

0

∫

Ω

g(u)ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

u0ξ(0)

pour tout ξ ∈ C1([0,τ ]×Ω) avec ξ(.,τ) ≡ 0 et τ > 0. Dans cette partie on s’intéresse
au comportement de la solution, lorsque les coefficients de diffusion d et/ou de
réaction r deviennent très grands. Cette situation apparaît dans la nature pour
des modèles combinant le processus réactif et diffusif en forte interaction et créant
une compétition (Cf. [31], [13], [18], [23], [11], [28], [12], [29], [20], [36], [32] et les
références qui s’y trouvent pour des applications concrètes). Afin de donner une
identification concrète de la donnée initiale du problème limite, nous supposons que
γ = R×{0} et nous signalons que les résultats donnés par la suite restent vrais dans
le cas où γ 6= R×{0} avec une donnée initiale qui n’est pas déterminée concrètement
pour certains cas. On suppose que d > 0 et r → ∞, alors le modèle représente un
problème de réaction-diffusion avec une grande réaction (Cf. [13], [23], [11], [12], [29],
[20], [36] et [32]). Nous montrons que la solution du problème P d,r(u0, f) converge
vers la solution du problème P d,∞(u0, f) définie par

13
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



ut − d ∆w + G(u) = f, u = β(w) sur Q

∂~nw = 0 sur Σ

u(0) = u0 := m0 ∨(u0 ∧ M0) sur Ω,

où, G est un graphe maximal monotone défini par

G(r) =





0 si m0 < r < M0

[0, + ∞) si r = M0

(−∞,0] si r = m0

où m0 et M0 sont données par g−1{0} = [m0,M0]. Nous fixons le coefficient de
réaction r > 0 et nous faisons tendre d vers ∞, alors le modèle décrit un problème
de réaction diffusion avec une grande diffusion (Cf. [40], [31], [33]). La solution du
problème P d,r(u0,f) converge vers la solution du problème P∞,r(c0, f) défini par





ct + r g(c) =

∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) = c0 :=

∫
−
Ω

u0.

Maintenant, nous supposons que d → ∞ et r → ∞, le modèle donc devient un
problème de réaction diffusion avec une grande réaction et diffusion. Dans ce cas, un
phénomène de compétition apparaît entre le terme de réaction et celui de diffusion
et il est naturel de distinguer les cas où l’un des processus est plus important que
l’autre. On suppose que d = d(k) et r = r(k), telle que lim

k →∞
d(k) = lim

k →∞
r(k) = ∞,

alors si lim
k →∞

d (k)

r(k)
= 0, le problème limite est l’équation différentielle ordinaire

(EDO) suivante: 



ct + G(c) ∋
∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) = m0∨
(
M0∧

∫
−
Ω

u0

)
.
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Si lim
k→∞

d (k)

r(k)
= ∞, alors le problème limite est l’EDO suivante:





ct + G(c) ∋
∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) = L1 − lim
t→∞

z(t),

où z est la solution du problème P d, ∞(z0, 0) avec z0 = m0∨(u0∧M0) p.p. Ω.

1.4 Homogénéisation localisée pour un problème de

Diffusion dans un milieu Hétérogène

Dans ce chapitre, nous considérons le système non linéaire couplé avec des condi-
tions aux limites générales

(P k)





u1t −△w1 = F (u1,u2), w1 = ϕ1(u1) sur Q

u2t −△w2 = G(u1,u2), w2 = ϕ2(u2) sur Q

∂~nw1 + z1 = 0, z1 ∈ γ1(w1) sur Σ

∂~nw2 + z2 = 0, z2 ∈ γ2(w2) sur Σ

u1(x,0) = u01(x) u2(x,0) = u02(x) sur Ω,

où ϕ1, ϕ2 sont des fonctions continues croissantes, γ1, γ2 des graphes maximaux
monotones , et les fonctions F , G modélisent les termes de réaction pour les deux
équations. Ce problème représente en général un système de Réaction Diffusion non
linéaire et nous allons considérer particulièrement le cas où les termes de réactions
sont de la forme

F (u1,u2) = −Rk(.)g(w1 − w2), G(u1,u2) = Rk(.)g(w1 − w2)

15



Introduction

avec g est une fonction continue, croissante qui vérifie g−1(0) = {0}, et Rk est
une fonction mesurable positive qui dépend du paramètre k ≥ 0.

Le système a été introduit par E.DiBenedetto, R.E. Showalter dans [21], pour
décrire des problèmes intervenant dans des modèles de conduction de la chaleur
dans des matériaux composites, où bien, dans des phénomènes de diffusion dans un
milieu hétérogène, c’est le cas d’ un milieu poreux fracturé. Les différents choix des
fonctions ϕi, γi (i = 1 ou 2) correspondent à des problèmes provenant de différentes
applications par exemple, pour ϕi(r) = |r|miSign0(r), avec mi > 1 décrit une dif-
fusion non linéaire lente ([3], [39]); mi = 1 correspond à l’équation de la chaleur
classique et 0 < mi < 1 décrit une diffusion très rapide. Le graphe γi peut être mul-
tivoque et ceci permet d’inclure les conditions de Dirichlet au bord ( γi = {0} × R)
et les conditions de Neumann ( γi = R × {0}) ainsi d’autres possibilités.

Ce genre de problème se rencontre aussi dans la modélisation de l’évolution d’
une réaction chimique réversible entre deux espèces (Cf. [12], [22], [3], [8], [39]).

Dans le cas où Rk ne dépend pas de l’espace, l’existence et l’unicité de la solution
faible du problème (P k) avec des conditions de Dirichlet et ϕ2 = 0 ont été établis
en utilisant la théorie H−1 dans [21], ensuite Xiangsheng Xu (Cf. [46]) et J.M. Ma-
zon et J.Toledo (Cf. [35]) ont montré l’existence d’une unique bonne solution par la
théorie des semigroupes non linéaires. Dans ce travail, nous allons d’abord étendre
les travaux de Xiangsheng Xu, J.M. Mazon et J.Toledo dans le cas où Rk dépend de
l’espace en présentant une analyse mathématique (existence et unicité de la solution
faible), ensuite nous étudierons le comportement de la solution lorsque le paramètre
d’homogénéité devient très grand sur un sous domaine Ω0 ⊆ Ω. Pour cela, nous
considérons

Rk(x) = a(k)χΩ0(x) + R0(x)χΩ1(x) p.p. dans Ω,

avec Ω1 = Ω \ Ω0 et a(k) une fonction strictement positive telle que a(k) → ∞
lorsque k → ∞.
Dans notre cas, la difficulté est double: d’une part la limite du problème (P k) est
singulière, d’ autre part comme nous travaillons avec des termes de réactions dépen-
dant de l’espace, le passage à la limite n’est pas clair. Pour surmonter ces difficultés,
nous utiliserons les résultats abstraits obtenus dans le Chapitre 3, et nous combinons
les deux équations pour introduire une nouvelle notion de solution qui fait intervenir
la somme des deux équations. Nous supposons que, (u01,u02) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) et
nous montrons que lorsque k −→ ∞, la solution faible (uk

1, uk
2) du problème (P k)

converge vers (u1, u2) dans C
(
(0,T ), L1(Ω) × L1(Ω)

)
, avec (u1, u2) vérifie
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



(u1, u2) ∈ C
(
[0,T ), L1(Ω) × L1(Ω)

)
, et pour i = 1,2;

ui ∈ L∞(Q), ∃wi ∈ L2
(
[0, T [, H1(Ω)

)
, ∃ zi ∈ L2(Σ)

wi = ϕi(ui) p.p. Q, zi ∈ γi(wi) p.p. Σ, ∀l > 0

d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(r) − ξ1)dr +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ1) +

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − ξ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(r) − ξ2)dr +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ2) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ1) − Tl(w2 − ξ2)

)
≤ 0 dans D′(0,T )

∀ (ξ1,ξ2) ∈ C1(Ω) × C1(Ω) tel que ξ1 = ξ2 p.p. Ω0

où

u01(x) =





u01(x) sur Ω1

[I + ϕ−1
2 ◦ ϕ1]

−1(u01 + u02) sur Ω0

et

u02(x) =





u02(x) sur Ω1

[I + ϕ−1
1 ◦ ϕ2]

−1(u01 + u02) sur Ω0.

avec Tl est la fonction troncature au niveau l définie par Tl(s) = min
(
max(s,− l), l

)
.

1.5 Analyse numérique du comportement de la so-

lution pour les grandes valeurs du paramètre

d’homogénéité

Dans ce chapitre, nous considérons le modèle linéaire classique (dimensionnée)
décrivant l’écoulement d’un fluide légèrement compressible dans un milieu hétéro-
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gène se constituant de deux composants





∂u

∂t
− d1uxx = −Rk(x)(u − v) sur Q := Ω × (0,T )

∂v

∂t
− d2vxx = +Rk(x)(u − v) sur Q := Ω × (0,T )

u = v = 0 sur Σ := ∂Ω × (0,T )

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) sur Ω.

(1.5)

La première équation décrit l’écoulement dans des régions de fissures dont le vo-
lume est relativement petit mais de grande perméabilité. La seconde décrit l’écoule-
ment dans des régions de cellules de grande porosité, mais en isolement les uns des
autres. Les deux équations doivent être comprises macroscopiquement; c’est-à-dire,
ces équations sont obtenues en faisant la moyenne des voisinages contenant un grand
nombre de cellules (appelées les " blocs " de pores) et fissures. Le terme de droite de
chaque équation représente l’échange du fluide entre les cellules et les fissures (Cf.
[44]). Physiquement, lorsque Rk → ∞ alors le degré de fissuration est très grand et
l’échange de l’écoulement ne rencontre aucune résistance et u = v.
Nous rappelons que pour un k fixé, les méthodes numériques efficaces pour appro-
cher la solution de ce type de système ont fait l’objet de nombreuses études nous
renvoyons ici à (Cf. [25], [26], [43] etc). Malgré la diversité de ces méthodes, elles sont
limitées par des conditions de stabilité et/ou de convergence et nous ne permettent
pas d’étudier le comportement de la solution lorsque Rk → ∞.

Dans ce travail, nous utilisons la méthode des différences finies et nous discréti-
sons le problème (1.5) par un schéma numérique d’Euler implicite. Pour des raisons
de stabilité et afin de conserver les propriétés de la solution lorsque k tend vers
∞, nous allons discrétiser implicitement le terme ±Rk(.)(u − v). D’abord, nous
présentons une analyse numérique et nous montrons l’existence de la solution dis-
crète, ensuite nous utilisons le principe de comparaison pour prouver la stabilité
ce qui nous permet de conclure que le système discrèt converge vers le problème
(1.5) indépendamment de la valeur du paramètre k. Finalement, nous présentons
des simulations numériques où on retrouve les résultats et les propriétés établies
dans la partie théorique et nous remarquons que lorsque Rk devient grand, u = v
instantanément.
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1.6 Problème d’obstacle pour une équation double-

ment non linéaire

Ce chapitre a pour objet l’étude de l’existence et l’unicité de la solution du pro-
blème d’obstacle. Ce problème apparaît naturellement dans des modèles physiques
(Cf. [4], [19] et [27]). Il se rencontre aussi comme limite d’un problème de réaction
diffusion lors d’une très grande réaction qui dépend de l’espace (Cf. Chapitre 7).
En particulier, pour des applications dans la physique nous renvoyons à l’article de
J.F.Rodrigues [41]. Dans ce travail, on s’intéresse à des problèmes d’obstacles bi-
latéraux pour des équations elliptiques paraboliques doublement non linéaires avec
des conditions aux limites de Neumann. On considère l’opérateur suivant

P(t, x, .) : u → ∂tu − div a(x,Dw) + h(x, u) − f(t, x) avec u = β(w),

où − div a(x, Dw) est l’opérateur divergentiel, avec a : Ω×R
N → R

N est un champ
vérifiant des hypothèses du type Leray-Lions, s → h(.,s) est une fonction croissante
et continue sur R et f est un terme source. On suppose que β est une fonction
continue croissante avec β(0) = 0, ce type de non linéarité se rencontre dans la
modélisation d’une grande classe des problèmes issus de la physique, par exemple,
diffusion dans un milieu poreux, dynamique de populations ainsi que d’autres ap-
plications. En particulier, le cas où

β(s) =





(s − 1)+ si s ≥ 0

s si s < 0

décrit le phénomène de saturation et insaturation de l’eau à travers un milieu po-
reux en absence de la force de gravitation (supposé négligé). Dans ce cas u = β(w)
représente la concentration de l’eau, w la pression.
En général, la fonction β est donnée par l’expérience et elle n’est pas régulière. La
dégénérescence ( les "plats") de la fonction β constitue une difficulté mathématique
provenant de l’absence de régularité en temps des solutions faibles.

Soient m et M deux fonctions données telles que m ≤ 0 ≤ M p.p. Ω. Alors, pour
T ≥ 0 le problème d’obstacle bilatéral de P s’écrit formellement sous la forme:

19



Introduction

Trouver u une fonction mesurable sur Q vérifiant





m ≤ u ≤ M, u = β(w)

P(t, x, u) = 0 sur [m < u < M ]

P(t, x, u) ≥ 0 sur [m = u]

P(t, x, u) ≤ 0 sur [u = M ]





sur Q

a(x, Dw). ~n = 0 dans Σ

u(0, x) = u0(x) dans Ω,

avec u0 une fonction mesurable sur Ω telle que m ≤ u0 ≤ M p.p. Ω.
En terme d’équation le problème d’obstacle se traduit sous la forme suivante :

P β, G(u0, f)





ut − div a(x, Dw) + G(x, u) ∋ f u = β(w) sur Q

a(x, Dw).~n = 0 sur Σ

u(0) = u0 sur Ω,

où G(x, .) est le graphe maximal monotone, et pour p.p. x ∈ Ω

G(x, r) =





h(x, r) si m(x) < r < M(x)

(−∞, h(x, m)
]

si r = m(x)

[
h(x, M), + ∞) si r = M(x).

Les contraintes que nous considérerons seront bilatérales, dépendant de l’es-
pace c’est à dire que les ensembles de contraintes de la solution seront du type
[m(x) ≤ u ≤ M(x) p.p. Ω] , où m,M seront des fonctions de l’espace x données.
Pour de tels problèmes et dans le cas où m,M sont des constantes, l’existence et
l’unicité d’une solution faible ont été prouvées dans le chapitre précédent, cette solu-
tion est obtenue en particulier comme limite du problème de réaction diffusion avec
une large réaction. Dans le cas de contraintes dépendantes de l’espace de manière
non régulière, en général les problèmes de type P β,G(u0, f) n’admettent pas de so-
lution faible. L’exemple suivant montre la non existence:
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Exemple (Cf. [45]). Considérons le problème elliptique associe à P β, G(u0, f )
avec des conditions Dirichlet au bord, β = IdR et a(x, ξ) = ξ suivant:

(E)





v − vxx + G(x, v) ∋ f sur Ω

v = 0 sur Γ

où Ω = (−2, 2) et

G(x, s) =





0 si x ∈ (−2, 0) et s ≤ 0
[0, + ∞) si x ∈ (−2, 0) et s = 0
0 si s ∈ (0, 2) et s ≥ 0
(−∞, 0] si x ∈ (0, 2) et s = 0
∅ ailleurs .

Soit f ∈ L∞(Ω) donnée par

f(x) =

{
0 si x ∈ (−2, 0)
−1 − (x − 1)2 sinon .

On suppose que (E) admet une solution v ∈ W 2,∞(−2, 2). Or, on a W 2,∞(−2, 2)
s’injecte dans C1(−2,2), donc v(0) = 0. Par consequent, v1 = v|(−2,0) ∈ W 1,2

0 (−2,0)∩
W 2,∞(−2, 0), v2 = v|(0,2) ∈ W 1,2

0 (−2, 0)∩W 2,∞(0, 2), et v1 (respectivement v2) la so-
lution du problème (E) sur (−2,0) (respectivement (0,2)). Alors v1 = 0, x ∈ (−2,0),
v2 = 1 − (x − 1)2, x ∈ (0,2). ce qui contredit le fait que v ∈ W 2,∞(−2, 2).

Le cas où a(x, ξ) = ξ et β = IdR a été étudié par F.Mignot, J.P.Puel dans [37],
les auteurs ont défini et prouvé l’ existence d’ une solution dite maximale obtenue
comme limite décroissante des approximations par pénalisation. Cependant, pour
les équations elliptiques-paraboliques, la méthode de F.Mignot et J.P.Puel ne fonc-
tionne pas avec des opérateurs non linéaires.
Une difficulté majeure à l’obtention de l’existence des solutions faibles provient de
l’absence des estimations dans un espace convenable. En effet, après régularisation
de l’absorption, et suite à la dépendance en espace seul des estimations dans L1

peuvent être obtenues. D’où l’apparition des mesures lors le passage à la limite.
Pour un problème elliptique quasi linéaire avec des conditions au bord Dirichlet
cette approche a été étudiée en utilisant la convergence dans l’espace des mesures
par P.Wittbold dans [45]. Elle a montré l’existence et l’unicité d’une solution appelée
" Solution généralisée" faisant intervenir des mesures dont la partie singulière est
concentrée sur [ u = m ]∪ [ u = M ], et en se basant sur les travaux de G.Bouchité
[14] les auteurs ont donné une caractérisation de cette limite sous la forme d’une
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mesure qui ne charge pas les ensembles de capacités nulles. Récemment K.Sbihi et
P.Wittbold [42] ont adopté cette approche pour le problème d’évolution en construi-
sant par approximation une solution entropique pour un problème parabolique avec
absorption dépendant de l’espace et condition au limite homogène de Dirichlet.
Notre approche est à la fois voisine et complètement différente dans la mesure
où pour le problème elliptique c’est une généralisation des résultats de F.Mignot,
J.P.Puel (Cf. [37]) dans le cas non linéaire, et pour le problème elliptique et/ou
parabolique ne font pas apparaitres des mesures.
Cette solution sera décrite par des inégalités du même type que les solutions entro-
piques introduite par Ph.Bénilan (Cf. [7] ). Par exemple si β ≡ G ≡ 0, rappelons
que w est solution entropique de P 0,0( f ) si





w ∈ W 1,1(Ω), Tl(w) ∈ W 1,p(Ω) ∀ l > 0

∫

Ω

a(x, Dw)DTl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) ∀ ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω).

Ce type de troncature permet de compenser la perte de régularité de la solution
dans le cas des données peu régulières auquel il n’y a pas d’existence des solutions
faibles.
Maintenant, nous considérons le problème elliptique associé à P β, G(u0, f) défini par

Sβ, G(f)





v − div a(x, Dw) + G(., v) ∋ f v = β(w) sur Ω

a(x, Dw).~n = 0 sur Γ .

Dans notre cas, nous introduisons pour le problème Sβ, G(f) la notion de solution
suivant:




v ∈ Lp′(Ω), η ∈ Lp′(Ω), w ∈ W 1,p(Ω)

v = β(w) p.p. x ∈ Ω, η ∈ G(., v) p.p. x ∈ Ω et ∀ l > 0

∫

Ω

vTl(w − ξ) +

∫

Ω

a(x, Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

ηTl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ)

∀ ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) tel que m(x) ≤ β
(
ξ(x)

)
≤ M(x) p.p. x ∈ Ω.

Dans cette définition, nous constatons que la troncation ne joue aucun rôle et nous
pouvons montrer l’existence et l’unicité d’une solution au sens précédent en enlevant
Tl. Par contre, l’importance de la troncation apparaît lors de la définition de solution
pour le problème d’évolution P β, G(u0, f) car c’est un outil important de la preuve
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d’unicité. Dans le cas où G ≡ 0, nous rappelons qu’une fonction mesurable u : QT →
R est dite solution entropique du problème elliptique-parabolique P β, 0(u0, f) si





β(w) = u ∈ C
(
[0, T ), L1(Ω)

)
, Tl(w) ∈ Lp

(
0, T ; W 1,p(Ω)

)
∀l > 0,

∫

Ω

Θl(w − φ)(T ) −
∫ T

0

〈
φt, Tl(w − φ)

〉
+

∫ T

0

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − φ)

≤
∫

Ω

Θl

(
w0 − φ(0)

)
+

∫ T

0

∫

Ω

fTl(w − φ)

∀ φ ∈ Lp
(
0, T ; W 1,p(Ω)

)
∩ L∞(QT ) tel que φt ∈ Lp′

(
0, T ;

(
W 1,p(Ω)

)′
)

où Θl(τ) =

∫ τ

0

Tl(s) ds, et < .,. > est le crochet de dualité entre l’espace W 1,p(Ω)

et son duale
(
W 1,p(Ω)

)′

.
Notre formulation sera décrite de la manière suivante: pour f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω),
tels que pour p.p. x ∈ Ω m(x) ≤ u0(x) ≤ M(x) , alors u est solution du problème
P β,G(u0, f) si





u(0) = u0

u ∈ C
(
[0, T ), L1(Ω)

)
, ∃ w ∈ Lp

(
0, T ; W 1,p(Ω)

)
, ∃ η ∈ Lp(Q)

u = β(w) p.p. Q, η ∈ G(x, u) p.p. Q

d

dt

∫

Ω

∫ w

0

Tl(r − ξ) d β(r) +

∫

Ω

a(., Dw) DTl(w − ξ) +

∫

Ω

η Tl(w − ξ)

≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) dans D′(0,T ) ∀l > 0

∀ ξ ∈ C1(Ω) tel que m(x) ≤ β
(
ξ(x)

)
≤ M(x) p.p. x ∈ Ω.

L’unicité de la solution est prouvée à l’aide de la méthode des solutions intégrales
introduite par Ph.Bénilan [5].
Pour le problème P β,G(u0,f) dans le cas de condition de Dirichlet homogène au bord
et β = IdR, cette définition est équivalente à celle obtenue par K.Sbihi et P.Wittbold
dans [42] puisqu’ elles conduisent à la même (unique) solution.
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1.7 Compétition dans un problème de Réaction Dif-

fusion localisée

Le but de ce chapitre est d’étudier la compétition Réaction-Diffusion dans le
cas où la diffusion est remplacée par l’opérateur divergentiel − div a(x,Dw) et la
réaction dépend de l’espace, pour cela nous considérons le problème suivant:

P d, r
a (u0, f)





ut − d div a(x, Dw) + r g(x, u) = f u = β(w) sur Q

a(x, Dw).~n = 0 sur Σ

u(0) = u0 sur Ω,

où u0 ∈ L∞(Ω) , f ∈ L∞(Q) et g : Ω × R → R est une fonction continue croissante
par rapport à sa deuxième variable.
Dans le problème P d, r

a (u0, f), d > 0 et r > 0 représente respectivement le coefficient
de diffusion et de réaction. L’existence et l’unicité de la solution faible du problème
P d, r

a (u0, f) se déduit directement du Chapitre 6. On s’intéresse au comportement
asymptotique de la solution lorsque les coefficients d et/ou r deviennent très grands.
Le cas où la fonction g est indépendante de l’espace et le champ a(x, ξ) = ξ a
été étudié dans le Chapitre 3. Ce genre de dépendance de l’espace apparaît dans
la modélisation de la diffusion et/ou la réaction (matériaux composites, dynamique
de populations, réactions chimiques) lorsque dans des sous régions soit une espèce
se diffuse plus rapidement que l’autre, ou bien les deux espèces sont en grande
interaction (Cf. [2], [12], [13], [20], [24], [29], [30], [31], [32], [33], [36], [40] ).

Afin d’étudier la compétition entre les deux opérateurs, nous reprenons les résul-
tats abstraits du deuxième chapitre et nous appliquons ces résultats sur le problème
P d, r

a (u0, f). Lorsque la réaction devient très grande, plus précisément lorsque d est
fixé et r → ∞, la solution du problème P d,r

a (u0, f) converge formellement vers la
solution du problème





ut − d div a(x, Dw) + G(x, u) = f u = β(w), sur Q

a(x, Dw).~n = 0 sur Σ
(1.6)

où, pour p.p. x ∈ Ω, G(x,.) est un graphe maximal monotone défini par

G(x,r) =





0 si m(x) < r < M(x)

[0, + ∞) si r = M(x)

(−∞,0] si r = m(x)
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où m et M sont données par g(x,.)−1{0} = [m(x),M(x)] p.p. x ∈ Ω. Le problème
(1.6) s’écrit encore sous la forme suivante:





m ≤ u ≤ M, u = β(w)

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
(u − m)(u − M) = 0

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
≥ 0 sur [u = m]

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
≤ 0 sur [u = M ]





sur Q

a(x, Dw).~n = 0 dans Σ

est appelé problème d’ obstacle. Nous établirons un lien entre ce travail et celui
que nous avons effectué dans le chapitre précèdent, ou nous avons montré que si
m(x) ≤ u0(x) ≤ M(x) p.p. x ∈ Ω alors, (1.6) admet une unique solution. Nous
utilisons les résultats abstraits du chapitre 3, et nous montrons que si u0 ne prend
pas ses valeurs dans [m(x),M(x)] p.p. x ∈ Ω un phénomène de couche limite en t = 0
apparaît; la limite devient singulière et la donnée initiale correspond au problème
limite est m(x)∨

(
u0(x)∧M(x)

)
p.p. x ∈ Ω.

Pour r > 0 fixé et d → ∞, alors le problème limite est l’équation différentielle
ordinaire suivante:





ct + r

∫
−
Ω

g(x, c) dx =

∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.

(1.7)

Finalement, nous étudions la compétition entre la réaction et la diffusion, pour
cela on suppose que d → ∞ et r → ∞ . Nous montrons que le problème limite est
l’ équation différentielle ordinaire suivante:

ct + G∞(c) ∋
∫
−
Ω

f sur (0,T )

où G∞ est le graphe maximal monotone défini par

G∞(s) =





0 si s ∈ [m0,M0]

(−∞,0] si s = m0

[0, + ∞) si s = M0
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avec

m0 = min
( ⋂

x ∈ Ω

[m(x),M(x)]
)

et M0 = max
( ⋂

x ∈ Ω

[m(x),M(x)]
)
.

Notons que
⋂

x ∈ Ω

[m(x),M(x)] 6= ∅, car pour tout x ∈ Ω on a 0 ∈ [m(x),M(x)].

Comme nous avons remarqué dans le Chapitre 3 cette compétition donne lieu à un
phénomène de couche limite induite par les deux opérateurs (Réaction et Diffusion),
et l’identification de la donnée initiale correspondante aux problèmes limites néces-
site la séparation entre le cas où la réaction est plus importante que la diffusion (
r

d
→ ∞) et le cas où la diffusion est plus grande que la réaction (

d

r
→ ∞). Pour

le cas où
r

d
→ ∞ on montre que la donnée initiale correspond au problème limite

est m0∨
(
M0∧

∫
−
Ω

u0

)
. Lorsque

d

r
→ ∞ nous étudions le comportement asymptotique

lorsque le temps tend vers l’infini de la solution du problème d’obstacle avec une
donnée initiale égale à m(x)∨

(
u0(x)∧M(x)

)
, p.p. Ω, et un terme source f = 0, et

nous montrons que cette solution se stabilise à l’infini vers une valeur constante, et
qui coïncide avec la donnée initiale de notre problème limite.
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Chap. 2: Rappels et Définitions

2.1 Rappels et Définitions

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats essentiels d’ analyse fonc-
tionnelle et de semi-groupes non-linéaires(Cf. [1], [4], [5], [6]). On se donne un espace
de Banach réel X muni de la norme | . |.

2.1.1 Opérateur accrétif et m-accrétif

On appelle opérateur de X toute application A : X → P(X) et on définit

D(A) =
{
x ∈ X : Ax 6= ∅

}
et R(A) =

⋃

x∈D(A)

Ax.

On identifie A à son graphe dans X × X, et on écrit:

A =
{
(x,y) : x ∈ D(A), y ∈ Ax

}

l’opérateur A sera dit univoque si, pour tout x ∈ D(A), Ax ne contient qu’un seul
élément y de X, et on écrira y = Ax. On note |.|A la norme défini par

|x|A = lim inf
r↓0

{|y′ |; y
′ ∈ Ax

′

, |x − x
′ | < r}

Un opérateur A de X est dit accrétif si

|x − x
′| ≤ |x − x′ + λ(y − y

′

)| pour tout λ > 0, x, x
′ ∈ D(A), y ∈ A x, y

′ ∈ A x
′

,

un opérateur A est dissipatif si et seulement si −A est accrétif. Afin de donner
des formulations équivalentes de cette définition nous considérons l’application de
dualité F : X → P(X∗) (avec X∗ le dual de X) définit par

F (x) = {x∗ ∈ X∗ : x∗(x) = |x|2 = |x∗|2 },

et nous introduisons les notations de [7] suivantes: pour tout x, y ∈ X

< y, x >s= max{x∗(y) : x∗ ∈ F (x)}, < y, x >i= min{x∗(y) : x∗ ∈ F (x)}

ou bien

< y, x >s= |x| lim
α→0+

|x + α y| − |x|
α

, < y, x >i== |x| lim
α→0+

|x| − |x − α y|
α

.

Avec ces notations un opérateur A dans X est accrétif si et seulement si

< y − y
′

, x − x
′

>s≥ 0 pour tout α > 0, x, x
′ ∈ D(A), y ∈ A x, y

′ ∈ A x
′

.
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2.1. RAPPELS ET DÉFINITIONS

Dans la suite, nous utiliserons les crochets définis par:

[x, y] = lim
α→0+

|x + α y| − |x|
α

, [x,y]i = lim
α→0+

|x| − |x − α y|
α

,

il est clair que A est accrétif si et seulement si

[x − x
′

, y − y
′

] ≥ 0 pour tout x, x
′ ∈ D(A), y ∈ A x, y

′ ∈ A x
′

,

on dit que A est strictement accrétif si et seulement si

[x − x
′

, y − y
′

]i ≥ 0 pour tout x, x
′ ∈ D(A), y ∈ A x, y

′ ∈ A x
′

.

Proposition 2.1.1 (Cf. [2]) Soient x, y, z ∈ X et λ, µ ∈ R, alors

(i) [λx, µy] = |µ|[x, y] si λµ > 0.

(ii) [x, λx+y] = λ|x|+[x, y] et [0, y] = |y|.
(iii) [x, y] ≤ |y|.
(iv) [x, y] ≥ −[x,−y].

(v) [x, y+z] ≤ [x, y]+[x, z].

Exemple: Soient Ω ⊆ R
N un ouvert et X = Lp(Ω) avec p ∈ (1,∞). Pour tout

u,v ∈ Lp(Ω), on a

||u||p−1
Lp(Ω)[u,v] =

∫

Ω

v|u|p−1sign0(u),

pour p = 1 on a

[u,v] =

∫

Ω

vSign0(u) +

∫

[u=0]

|v|,

où

Sign0(s) =





1 si s > 0
0 si s = 0
−1 si s < 0.

Un opérateur A de X est dit m-accrétif si A est accrétif et R(I + λA) = X pour
λ > 0. Autrement dit : ∀λ > 0, Jλ := (I +λA)−1 est une contraction définie partout.
Si, de plus, X est réticulé on défini y+ = max{y,0} pour tout y ∈ X.
Un opérateur A de X est dit T-accrétif si A est accrétif et

|(Jλy − Jλy
′)+| ≤ |(y − y′)+| pour λ > 0, y, y′ ∈ D(Jλ)
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.

Remarque 1 Soient X = R et γ est une application multivoque dans R, on iden-
tifie γ a son graphe et on dit que γ est monotone ( au lieu de accrétif ) si

(u − u′, v − v′) ≥ 0 pour tout (u, v) ∈ γ, (u′, v′) ∈ γ.

Si γ est maximal dans l’ensemble des opérateurs monotone, alors γ est appelé maxi-
mal monotone. Soit Ω ⊆ R

N un ouvert, γ : Ω × R → P(R) un graphe monotone.
On désigne par γλ l’approximation Yosida de γ, définie par

γλ(x,.) =
1

λ

(
I −

(
I + λγλ(x,.)

)−1
)

p.p. Ω

L’application γλ est maximal monotone, lipschitzienne et pour presque tout x ∈ Ω
lorsque λ → 0 on a |γλ(x,s)| → |γ0(x,s)| pour tout s ∈ D

(
γ(x,.)

)
avec γ0 est le

graphe défini comme suite: pour p.p. x ∈ Ω, on a

γ0(x,s) =





inf γ(x,s) si s > 0
0 si s = 0
sup γ(x,s) si s < 0.

Convergence et accrétivité

Soit (Ak)k>0 une famille d’opérateurs sur X, alors lim inf
k→∞

Ak est définit par (x,y) ∈
lim inf

k→∞
Ak s’il existe (xk,yk) ∈ Ak tel que xk → x et yk → y.

Proposition 2.1.2 (Cf. [2] ) Soient (Ak)k>0 une suite d’opérateurs m-accrétifs sur
X, et Y un sous espace dense dans X, alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes:

(i) lim inf
k→∞

Ak = A∞

(ii) lim inf
k→∞

Ak ⊇ A∞

(iii) lim
k→∞

(I + λAk)
−1f = (I + λA∞)−1f, ∀f ∈ Y et λ > 0.

2.1.2 Equation d’évolution associée aux opérateurs accrétifs

Soit A un opérateur de X, u0 ∈ X et f ∈ L1(0,T ; X). On considère le problème
de Cauchy suivant:
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P (u0, f)





ut + A u ∋ f sur (0,T )

u(0) = u0.

On appelle solution forte de P (u0, f) toute fonction u ∈ W 1,1(0,T ; X) avec u(t) ∈
D(A) p.p. t ∈ (0,T ) telle que P (u0, f) est vérifié pour presque tout t ∈ (0,T ). En
général cette solution forte n’ existe pas, donc on cherche des solutions appelées
bonne solution que nous obtenons en discrétisant la dérivée ut dans P (u0,f) par le
schéma implicite. En effet, pour toute subdivision 0 = t0 < t1 < ... < tn ≤ T , on
considère le système discrétisé

ui − ui−1

ǫi−1

+ A ui ∋ fi, i = 1,2,...,n (2.1)

avec ǫi−1 = ti − ti−1 et f1, f2,....,fn telle que

n∑

i=1

∫ ti

ti−1

|f − fi| ≤ ǫ.

En utilisant la résolvante de A, les valeurs ui, sont déterminées successivement par

ui = Jǫi−1
(ui−1 + ǫi−1 fi), i = 1,2,...,n

alors le problème P (u0, f) admet une solution si, et seulement si, ui−1 + ǫi−1 fi ∈
R(I + λA), pour tout i = 1,2,...,n, ce qui est vrai en particulier pour les opérateurs
m-accrétifs. La fonction uǫ : [0,T ] → X définit par uǫ(0) = u0 et uǫ(t) = ui pour
ti−1 < t ≤ ti est considérée comme solution approchée de P (u0, f) et converge vers
une unique fonction u ∈ C([0,T ); X) telle que u(0) = u0. Cette fonction est appelée
bonne solution de P (u0, f) sur [0,T ].

Théorème 2.1.1 (Cf. [2] ) Soit A un opérateur m-accrétif dans X et f ∈ L1(0,T ; X).
Alors, pour tout u0 ∈ D(A), il existe une unique bonne solution de P (u0, f). Si,
f = 0 alors u est donnée par la formule exponentielle suivante:

u(t) = e−tAu0 := lim
n→∞

(
I +

t

n
A

)−n

u0. (2.2)

De plus, la famille d’opérateurs e−tA, t > 0, est un semi-groupe de contractions
continues de D(A) dans lui même.
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Théorème 2.1.2 (Cf. [2] ) Soit X un espace de Banach, pour tout k = 1,2,...,∞;
Ak une suite d’operateurs m-accrétifs sur X, u0 ∈ D(Ak), fk ∈ L1(0,T ; X) et uk la
bonne solution de





ukt
+ Ak uk ∋ fk sur (0,T )

uk(0) = u0.

Si, lorsque k → ∞, on a

(I + Ak)
−1f −→ (I + A∞)−1f, dans X,∀f ∈ Y,

et

fk −→ f∞, dans L1(0,T,X),

alors

uk converge vers u∞, dans C
(
[0,T ); X

)
.

2.1.3 Outils et notations fonctionnels

Soit Ω ⊆ R
N un ouvert, pour 1 ≤ p ≤ ∞ on note par Lp(Ω) l’espace de Lebesgue

des fonctions mesurables u : Ω → R tels que, si p < ∞

||u||Lp(Ω) =
(∫

Ω

|u|pdx
) 1

p

< ∞,

et pour p = ∞, on note

||u||L∞(Ω) = ess − sup
Ω

|u| < ∞.

Nous nous référons à [4] pour les propriétés et les résultats principaux sur les espaces

de Lebesgue. Pour toute fonction u dans un espace de Lebesgue, on désigne
∂u

∂xi

(

ou tout simplement uxi
) sa dérivée partielle dans la direction xi définie au sens des

distributions, par

< uxi
,ϕ >= −

∫

Ω

uϕxi
dx,

et on note par Du = (ux1 ,...,uxN
) son gradient. L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) avec

1 ≤ p ≤ ∞ , est l’espace des fonctions u ∈ Lp(Ω) tels que Du ∈ [Lp(Ω)]N muni de la
norme naturelle ||u||W 1,p(Ω) = ||u||Lp(Ω) + ||Du||Lp(Ω), W 1,p

0 (Ω) désigne la fermeture
de C∞

0 (Ω) par cette norme. On rappelle que, pour 1 < p < ∞, l’espace dual de

Lp(Ω) s’identifie avec Lp′(Ω), où p′ =
p

p − 1
est le conjugué de p, et l’espace dual de
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W 1,p
0 (Ω) est noté par W−1,p′(Ω).

Théorème 2.1.3 (Cf. [4]) Soit G : R → R une fonction Lipschitzienne telle que
G(0) = 0. Alors pour tout u ∈ W 1,p

0 (Ω) on a G(u) ∈ W 1,p
0 (Ω), de plus DG(u) =

G′(u)Du pour presque partout x dans Ω.

Conséquence de ce Théorème est que

Du = 0 p.p. dans Ha = {x ∈ Ω, tel que u(x) = a},

pour tout a > 0. Par conséquent, nous pouvons considérer le composé d’une fonction
dans W 1,p

0 (Ω) avec une autre fonction auxiliaire utile. Souvent ici nous allons utiliser
la fonction de troncation au niveau k > 0, défini par

Tk(s) =

{
kSign0(s) si |s| > k
s si |s| ≤ k;

Pour toute fonction u = u(x) définie p.p. x ∈ Ω, on note Tku la fonction définie p.p.
x ∈ Ω par Tku(x) = Tk(u(x)).
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On remarque que, si u ∈ W 1,p
0 (Ω), alors Tk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) et DTk(u) = Duχ[|u|<k]

p.p. dans Ω, pour tout k > 0, où χB ⊆ Ω est la fonction caractéristique de B. Si u
une fonction telle que Tk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) pour tout k > 0, alors il existe une unique
fonction mesurable v : Ω → R telle que

v = DTk(u)

pour tout k > 0, et presque partout sur l’ensemble [|u| < k] (Cf. [3]).

38



BIBLIOGRAPHIE

Bibliographie

[1] Ph. Bénilan, Equations d’ évolution dans un espace de Banach quelconque et
applications , Thesis, Univ. Orsay, 1972.

[2] Ph. Bénilan, M. G. Crandall, A. Pazy , Evolution equation gouverned by
accretive operators, (Book to appear).

[3] Ph. Bénilan, L. Boccardo, T. Gallouet, R. Gariepy, M. Pierre and

J. L. Vazquez, An L1 -theory of existence and uniqueness of solutions of nonli-
near elliptic equations, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. (4), 22(2): 241-273,
1995.

[4] H. Brézis , Analyse fonctionnelle. Théorie et applications, Masson, Paris, 1983.
[5] H. Brézis, Opérateurs maximaux monotones et semi-groupes de contractions

dans les Espaces de Hilbert, Oxford Univ. Press, Oxford, 1984.
[6] H. Brézis, A. Pazy, Convergence and approximation of semigroupes of non-

linear operators in Banach spaces , J . Func. Anal. 9:63-74, 1972.
[7] I. Miyadera, Nonlinear semigroups . American Mathematical Society. 1992.

39



Chap. 3: Competition Phenomena

40



Chapitre 3

Some Competition Phenomena in

Evolution Equations

41



Chap. 3: Competition Phenomena

abstract

This paper is concerned with some nonlinear evolution equations governed by
two competitive operators. We treat the problem in a general setting and show how
to apply the results to the particular situation of reaction diffusion equation with
large reaction and/or large diffusion.

keywords : Singular limit, large reaction, large diffusion, elliptic-parabolic problem,
L1 theory, Semigroup of contraction, competition, nonlinear evolution equation,
weak solution.
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3.1 Introduction

In general, the evolution of biological and physical problem uses different pro-
cesses. May be the most known processes are diffusion, reaction and convection.
Sometimes, they differ very strongly from one part of the physical system to the
other, so that some kind of competition between them appears. The aim of this
paper is to describe the asymptotic behavior of evolution problem governed by two
(or more) competitive processes like reaction/diffusion or convection/diffusion..

Several useful models for this type of problems may be described by evolution
problem governed by the sum of two (or many) operators. These operators are
connected in the equation by rates which strongly changes. For instance, let us
consider the evolution problem

ut + dkAu + rkBu = f in (0,T ), (3.1)

where A and B are two operators describing the considered processes with rates
dk ∈ R

+ and rk ∈ R
+, and f is a source term. The variation of the processes lies in

the parameter k ∈ IR. We are interested to the asymptotic behavior of the solution
uk of evolution problem of type (3.1) when each one of the operators A and B acts

strongly. In other words, we assume that
rk

dk

→ +∞ or
rk

dk

→ 0, as k → ∞, and we

study the asymptotic behavior of uk. First, we study the problem within an abstract
general framework. Then, we show how to apply the result to the particular situation
(3.1) and also to concrete examples like the reaction-diffusion equation.

Note that this problem is a particular case of an overall program of studying
the so called singular limit for nonlinear partial differential equations. That is a
perturbation problem where the perturbed problem is of totally different character
than the unperturbed one. In a Banach space X, let us consider a family of evolution
equations

ut + Aku ∋ f in (0,∞), u(0) = u0 (3.2)

governed by the family of operators (Ak)k∈IN being such that (3.2) has a solution
uk ∈ C([0,T ),X) and such that Ak converges to A in the graph sense, as k → ∞. It
is known that (see for instance [16]) if u0 ∈ D(A), then uk → u in C([0,T ),X) and u
is the solution of

ut + Au ∋ f in (0,∞), u(0) = u0. (3.3)

But, if u0 ∈ X \ D(A), then (3.3) is not well posed and in general the limit of uk

may not exist. However, for a large class of concrete problems the limit u exists and
there exists u0 ∈ D(A), such that u is the solution of

ut + Au ∋ f in (0,∞), u(0) = u0.

But the characterization of u0 is not clear yet in general. For instance, if X is a
Hilbert space and Ak is the Yoshida approximation of A assumed to be maximal
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monotone in X, then (cf. [14]) u0 is the projection of u0 on the closure of the
domain of A. It is again the projection, in some particular case of k−homogeneous
accretive operators Ak ; i.e. Ak(λ u) = λk A(u) (cf. [9]). But, in general it is not the
projection (see [9] and [11]). Paper [10] treats the case where Ak = Bk + F which
Bk being a family of accretive operators, and F being nondecreasing bounded and
continuous. In [10], it is proved that u0 is given by lim

t→0
lim
k→∞

e−tBku0, where e−tBk is

the semigroup generated by Bk. In this paper, we treat the case where a rescaling
makes the limit regular. More precisely, we assume that there exists m(k) → 0, such

that m(k)Ak → Ã and u0 ∈ D(Ã). As well as the reaction-diffusion problems is
concerned (cf. section 3.), this condition is fulfilled in a large field of applications
like models of the type (3.1) (cf. section 2).

To give a brief description of our main results, let us consider Ω ⊆ R
N a bounded

domain with smooth boundary ∂Ω, u0 ∈ L∞(Ω) and f ∈ L∞(Q). In Ω, we consider
the Reaction-Diffusion problem of the form

P d ,r(u0,f)





ut − d ∆w + r g(u) = f, u = β(w) in Q := Ω × (0,T )

∂~nw = 0 in Σ := ∂Ω × (0,T )

u(x,0) = u0(x) in Ω,

where d > 0, r ≥ 0, β : R → R is a nondecreasing continuous function such that
β(0) = 0,

(H1) Im(β) = R

and

(Hg) g : R → R is continuous, nondecreasing with g(0) ≡ 0.

It is known that P d ,r(u0,f) is well posed in the sense of weak solution. More precisely
(see for instance [31] and the references therein), there exists a unique u ∈ L∞(Q),

such that there exists w ∈ L2
(
0,T ; H1(Ω)

)
, u = β(w) a.e. in Q and

d

∫ τ

0

∫

Ω

DwDξ + r

∫ τ

0

∫

Ω

g(u)ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

u0ξ(0),

for any ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω) such that ξ(.,τ) ≡ 0. For P d ,r(u0,f), d and r represent
respectively the diffusion and the reaction rate. We are interested in the asymptotic
behavior of the solution as d and/or r being very large. Concretely this situation
can be found in models combining reactive and diffusive processes acting strongly
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and creating a some competition between the processes (see [26], [15], [18], [21], [12],
[23], [13], [24], [19], [35], [27] and the references therein for concrete applications).

If r = 0 (resp. d = 0) the limit of the solution as d → ∞ (resp. r → ∞) is also
given by the large time behavior of the solution of P d ,0(u0,f) (resp. P 0 ,r(u0,f)).
Indeed, it is enough to consider the rescaling τ = d t (resp . τ = r t). In these cases,
the problem is well understood (see [2], [1], [34], [32], [31] and the references therein).
Our main interest lies in the case where d and r are both non null.

If we assume that d > 0 and r → ∞, then the problem is the reaction-diffusion
equation with large reaction (cf. [15], [21], [12], [13], [24], [19], [35] and [27]) . For-
mally, we see that the limiting problem is





ut − d∆w + G(u) = f, u = β(w) in Q

∂~nw = 0, in Σ
(3.4)

where, G is the maximal monotone graph given by

G(r) =





0 if m0 < r < M0

[0, + ∞) if r = M0

(−∞,0] if r = m0

where m0 and M0 are given by g−1{0} = [m0,M0]. In other words the limiting
problem is





m0 ≤ u ≤ M0, u = β(w)

(ut − d ∆w − f)(u − m0)(u − M0) = 0

(ut − d ∆w − f) ≥ 0 in [u = m0]

(ut − d ∆w − f) ≤ 0 in [u = M0]





in Q

∂~nw = 0 on Σ,

which is the so called obstacle problem. Indeed, an instantaneous new distribution of
the spatial inhomogeneities appears in the limiting problem. The solution is forced
to transfer between M0 and m0. Compatible initial data for (3.4) are functions living
in [m0,M0], so that the limit of the solution of P d ,r(u0,f) is singular. In the sense
that a boundary layer appears in the passage to the limit and it could be interesting
to identify the compatible initial data for (3.4) associated with u0. As a consequence
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of the main results of this paper, the corresponding compatible initial data for the
limiting problem is given by the limit, as t → ∞, of the solution of the ode





zt + r g(z) = 0 in (0,T )

z(0) = u0,

which is equal to m0∨(u0∧M0).

If r > 0 and d → ∞, then the problem describe a reaction-diffusion problem with
large diffusion (cf. [3], [38], [26] and [30]). Using the fact that g is nondecreasing and
continuous this is a particular case of [30] and the limit of the solution is given by





ct + r g(c) =

∫
−
Ω

f in (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.

(3.5)

Assuming that d → ∞ and r → ∞, the problem models a reaction diffusion
problem with large reaction and large diffusion. In this case, a competition between
the reaction and the diffusion appears and we need to distinguish between the cases
where one of the rates is more important than the other. So, assume that d = d(k)
and r = r(k), with lim

k→∞
d(k) = lim

k→∞
r(k) = ∞. In the limiting problem, the solution

is forced to be constant in space and transfers between M0 and m0. Precisely, the
limiting problem is the following ode

ct + G(c) ∋
∫
−
Ω

f in (0,T ).

For the identification of the corresponding initial data, and as a consequence of the

competition phenomena, we treat separately cases lim
k→∞

d(k)

r(k)
= ∞ and lim

k→∞

d(k)

r(k)
= 0.

Actually, we prove that

1. if lim
k→∞

d (k)

r(k)
= 0, then c(0) = m0∨

(
M0∧

∫
−
Ω

u0

)
,

2. if lim
k→∞

d (k)

r(k)
= ∞, then c(0) = lim

t→∞
z(t) where z is the solution of the obstacle

problem P d
∞ with z(0) = m0∨(u0∧M0), a.e. Ω.

Concerning the corresponding initial data for the limiting problem, we remark
that it is given by the large time behavior of the equation stated only with the most
competitive process. In this direction, our main results (cf. Theorem 3.2.1, Theorem
3.2.2 and Theorem 3.2.3) also allow us to describe the large time behavior for some
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evolution problems by adding an artificial regularizing processes (cf. Corollary 3.2.1).
A concrete situation for hyperbolic equations will be treated in details separately in
forthcoming papers.

In the following section, we give in the first part, some preliminaries on nonlinear
semigroup theory. In the second part, we state and prove our main result in a general
abstract framework. We also show how to apply this result to the particular situation
(3.1). At last, section 3 is devoted to the proof of the results for concrete situation
P d ,r(u0,f).

3.2 Abstract framework.

3.2.1 Preliminaries.

Throughout this section (X,|.|) is a Banach space, [.,.] is the bracket defined as
follow

[x,y] = inf
λ>0

|x + λy| − |x|
λ

∀x,y ∈ X.

Recall that an accretive operator A is a function (possibly multi-valued ) from X
to P(X) with nonexpansive resolvent ; i.e. Jλ = (I + λA)−1. It is known also, that
this is equivalent to say that for any v1 ∈ Au1 and v2 ∈ Au2, then

[u1 − u2,v1 − v2] ≥ 0.

In connection with the Hilbert case, i.e. X is a Hilbert space, an operator is accretive
if and only if it is monotone. If A is m-accretive, i.e. A is accretive and the resolvent
is everywhere defined, then, for any f ∈ L1

loc(0,T ; X), and u0 ∈ D(A) (the closure
of the effective domain D(A) = {x ∈ X ; Ax 6= ∅}) the evolution problem





ut + A u ∋ f in (0,T )

u(0) = u0,
(3.6)

has a unique mild-solution. It is the solution that we obtain through the discreti-
zation of the derivative in (3.6) by the implicit difference schema. Indeed, for any
partition 0 = t0 < t1 < ... < tn−1 < T ≤ tn, take the system of difference relations

ui − ui−1

ǫi−1

+ Aui ∋ fi, i = 1,2,...,n (3.7)

where ǫi−1 = ti − ti−1 and f1, f2,....,fn are such that

n∑

i=1

∫ ti

ti−1

|f − fi| ≤ ǫ.
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Using the resolvent of A, the value ui, are determined successively by

ui = Jǫi−1
(ui−1 + ǫ fi), i = 1,2,...,n

and therefore (3.7) has a solution if, and only if, ui + ǫ fi ∈ R(I + λA), for all
i = 1,2,...,n. In particular, this is true for m-accretive operator. The step functions
u : [0,T ] → X defined by u(0) = u0 and u(t) = ui for ti−1 < t ≤ ti is considered to
be an approximated solution of (3.6), converges to a unique function u ∈ C([0,T ); X)
such that u(0) = u0. This function u is called the mild-solution of (3.6) on [0,T ].
In particular, if f = 0, then the mild solution is given by the exponential formula

u(t) = e−tAu0 := lim
n→∞

(
I +

t

n
A

)−n

u0. (3.8)

Moreover, the family of operators e−tA, t > 0, is a continuous semigroup of nonex-
pansive self-mappings of D(A).
Many of partial differential equations that can be studied by means of the nonlinear
semigroup theory satisfies a “comparison principle”. This fact is a consequence at the
order preserving property of the semigroup (e−tAu0)t≥0. The operators which gene-
rates order-preserving semigroups are the following : Let X be a Banach lattice and
A be an operator in X. A is called T-accretive if, its resolvents are T-contractions,
i.e.,

|(Jλx − Jλx̂)+| ≤ |(x − x̂)+| for x, x̂ ∈ D(Jλ).

Now, since every T-contraction is order-preserving, then if A is T-accretive then,
for each t > 0, e−tA is order-preserving. In general, T-accretivity does not implies
accretivity, but in some Banach spaces T-accretivity implies accretivity, this remains
true for the case of Lp(Ω) spaces, with 1 ≤ p ≤ ∞.
To end up these preliminaries, remember that if we replace the function f by a
continuous perturbation F (t,u); i.e. we consider in X, the evolution problem





ut + A u ∋ F (t,u) in (0,T )

u(0) = u0,
(3.9)

then the definition of the mild solution remains the same by replacing f(.) by
F (.,u(.)), and we know that
Proposition 3.2.1 (Cf. [10] ) Let A be m-accretive in X, u0 ∈ D(A) and F :
[0,T ] ×D(A) −→ X be a Caratheodory function ; i.e. F (t,x) is measurable in t and
continuous with respect to x, such that

(F1)




[x − y,F (t,x) − F (t,y)] ≤ α(t)|x − y| for any x,y ∈ D(A)

and a.e. t ∈ (0,T ) with α ∈ L1
loc([0,T ]),
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(F2) |F (t,x)| ≤ c(t) with c ∈ L1
loc([0,T )),

then (3.9) has a unique mild solution.

3.2.2 Main results.

Now, in X let us consider (Ak)k≥1 a sequence of m-accretive operator, such that

(H1) Ak −→ A∞ as k −→ +∞, in the sense of the resolvent,

i.e. (I + λAk)
−1 converges, in X, to (I + λA∞)−1. Recall that, since Ak is assumed

to be m-accretive, then (H1) is equivalent to the convergence in the graph sense ;
i.e. for vk ∈ Ak uk, if uk → u and vk → v, then v ∈ A∞ u.

We are interested to the asymptotic behavior, as k → ∞, of mild solution uk of

(Pk)





ut + Aku ∋ F (t,u) in (0,T )

u(0) = u0,

where u0 ∈ D(Ak) and F : (0,T ) × D(Ak) → X is a Caratheodory function
satisfying (F1) and (F2). In general, D(A∞) 6= ∩k≥1D(Ak), and





ut + A∞u ∋ F (t,u) in [0,T )

u(0) = u0

has a solution if and only if u0 ∈ D(A∞). If u0 ∈ D(A∞), we know (Theorem of
Trotter-Kato-Brezis-Pazy [16] and [28] ), that uk −→ u in C([0,T ),X) and u is
the unique mild solution of





ut + A∞u ∋ F (t,u) in [0,T )

u(0) = u0.

But, if u0 /∈ D(A∞) and the limit of uk exists, then the limit is singular, a boundary
layer at t = 0 appears in the passage to the limit. In fact, there exists a modified
initial data u0 (depending on u0 and A∞) such that the limit of uk is the solution of





ut + A∞u ∋ F (t,u) in [0,T )

u(0) = u0.
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The characterization of u0 is not well understood in general. In this paper we
are interested to characterization of u0, in the case where Ak is such that there exist
m : R

+ → R
+ such that lim

k→∞
m(k) = 0,

(H2) Ãk := m(k)Ak −→ Ã∞ as k −→ ∞,

and

(H3) u0 ∈ D(Ã∞).

In other words, we assume that there exists a rescaling for which the limit is not
singular.

Theorem 3.2.1 Let
(
Ak

)
k∈N

be a sequence of m - accretive operators in X satis-

fying (H1) and (H2), F : [0,T ]×D(Ak) −→ X be a Caratheodory function satisfying

(F1) and (F2), u0 ∈
⋂

k≥1

D(Ak) and uk be the mild solution of (Pk). If, u0 satisfies

(H3) and

lim
t−→+∞

e−t eA∞u0 =: u0 ∈ D(A∞),

then

uk −→ u in C((0,T ],X) as k −→ +∞,

where u is the unique mild solution of

(P∞)





ut + A∞u ∋ F (t,u) in (0,T )

u(0) = u0.

Proof : Thanks to Theorem 4.1. of [28], it is enough to prove the result for F ≡ 0.
In this case, it is known that the mild solution is given by the exponential formula.
So, for any t,τ > 0 and k ∈ N such that τm(k) < t, we have

|uk(t) − u(t)| = |e−tAku0 − e−tA∞u0|

≤ |e−tAku0 − e−(t−τm(k))Aku0| + |e−(t−τm(k))A∞u0 − e−tA∞u0|
(3.10)

+ |e−(t−τm(k))Aku0 − e−(t−τm(k))A∞u0|.
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Using the additive property of the semigroup e−tAk , the first term of the right hand
of (3.10) satisfies

|e−tAku0 − e−(t−τm(k))Aku0| = |e−(t−τm(k))Ake−τm(k)Aku0 − e−(t−τm(k))Aku0|

≤ |e−τm(k)Aku0 − u0| = |e−τ eAku0 − u0|

≤ |e−τ eAku0 − e−τ eA∞u0| + |e−τ eA∞u0 − u0|.

The contraction property of e−A∞ implies that the second term (3.10) is such that

|e−(t−τm(k))A∞u0 − e−tA∞u0| ≤ |e−τm(k)A∞u0 − u0|.

For the last term of the right hand of ( 3.10 ), we have

|e−(t−τm(k))Aku0 − e−(t−τm(k))A∞u0| ≤ sup
s∈[0,T ]

|e−sAku0 − e−sA∞u0|.

So

|uk(t) − u(t)| ≤ |e−τ eAku0 − e−τ eA∞u0| + |e−τ eA∞u0 − u0|

+ sup
s∈[0,T ]

|e−sAku0 − e−sA∞u0| + |e−τm(k)A∞u0 − u0|

Using the fact that u0 ∈ D(Ã∞), u0 ∈ D(A∞), lim
k→∞

m(k) = 0 and [16], we deduce

that
lim sup
k→+∞

|uk(t) − u(t)| ≤ |e−τ eA∞u0 − u0|.

At last, letting τ −→ +∞ we obtain

lim
k−→∞

|uk(t) − u(t)| = 0.

Still in the abstract setting, the main applications we have in mind is the study of
evolution problems governed by two competitive operators. More precisely, consider
the evolution problem

(P ′
k)





ut + d(k)Au + r(k)Bu ∋ F (t,u) in (0,T )

u(0) = u0
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where r ,d : R
+ −→ R

+ are two functions such that

lim
k→∞

r(k)

d(k)
= +∞, (3.11)

A, B, d(k)A + r(k)B and H are accretive operators such that D(A) ⊆ D(B), F
satisfies (F1) − (F2) and u0 ∈ D(A). We assume that

d(k)A + r(k)B −→ H, as k → ∞. (3.12)

As a consequence of Theorem 3.2.1, we have

Theorem 3.2.2 Let uk be the mild solution of (P ′
k). Assume that

ε A + B → B̃, as ε → 0 (3.13)

and u0 ∈ D(B̃). If

lim
t→+∞

e−tB̃u0 := u0 ∈ D(H), (3.14)

then, as k −→ ∞, uk −→ u in C((0,T ),X), and u is the mild solution of

(P ′
∞)





ut + Hu ∋ F (t,u) in (0,T )

u(0) = u0.

Proof. It is enough to apply Theorem 3.2.1 with Ak := d(k)A + r(k)B and m(k) =
[r(k)]−1.

Remark 3.2.1 1. In general, B̃ 6= B. For instance, let X = R and A be the
maximal monotone graph defined by

A(r) =





0 if |r| < 1

[0,∞) if r = 1

(−∞,0] if r = −1.

Then, it is clear that for any ε > 0, ε A = A and ε A + B = A + B = B̃.

52



3.2. ABSTRACT FRAMEWORK.

2. If D(A) = D(B) and A is strictly accretive, i.e. [u1 − u2,v2 − v1] ≤ 0 for any
v1 ∈ Au1,v2 ∈ Au2, then B̃ = B. Indeed, set

[x,y]s = −[x, − y] := sup
λ<0

|x + λy| − |x|
λ

,

so that A is strictly accretive is equivalent to [u1 − u2,v1 − v2]s ≥ 0, for any
v1 ∈ Au1, v2 ∈ Au2. For f ∈ X, let ũε be the solution of the problem

ũε + ε Aũε + Bũε ∋ f,

and ũ is the solution of

ũ + Bũ ∋ f.

Since B is accretive in X then for w̃ε ∈ Bũε, w̃ ∈ Bũ we have

[ũε − ũ, w̃ε − w̃] ≥ 0

and

[ũε − ũ, − ũε − ε ṽε + ũ] ≥ 0 where ṽε ∈ Aũε,

which implies that

|ũε − ũ| ≤ [ũε − ũ, − ε ṽε]

≤ [ũε − ũ, − ε (ṽε − ṽ) − ε ṽ]

≤ ε [ũε − ũ, − ṽε + ṽ] + [ũε − ũ, − ε ṽ].

This implies that,

[ũε − ũ, − ε ṽ] ≤ ε |ṽ|
and

ε [ũε − ũ,ṽε − ṽ]s + |ũε − ũ| ≤ ε |ṽ| for ṽ ∈ Aũ

and, Since A is strictly accretive, we deduce that

|ũε − ũ| ≤ ε |ṽ|

so that, letting ε −→ 0, we obtain ũε −→ ũ, in X.

3. It is clear by the preceding remarks that an s-accretive operator is accretive, but
conversely an accretive operator is not necessarily s-accretive. If X = L1(Ω),
then

[u,v] =

∫

Ω

v sign0(u) +

∫

[u=0]

|v|.
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Then, it is not difficult to see that an accretive operator A is strictly accretive
if and only if

∫

[u1=u2]

|v1 − v2| ≤
∣∣∣
∫

Ω

(v1 − v2) sign0(u1 − u2)
∣∣∣.

For instance, if γ is a nondecreasing continuous function in R, then A defined

in L1(Ω) by Au = γ(u) and D(A) =
{

z ∈ L1(Ω) ; γ(z) ∈ L1(Ω)
}

is strictly

accretive.

In some practical situation the condition (3.14) may not be fulfilled (as for
example P d,r(u0,f) in the case of large reaction and diffusion), in this case we need
to work moreover with the limit of the modified operator A + [d(k)]−1r(k)B. More
precisely, we have

Theorem 3.2.3 Assume (3.12) and (3.13) are fulfilled, u0 ∈ D(B̃) and let uk be
the mild solution of (P ′

k). Let G be given by

A + r(k) [d(k)]−1B −→ G, as k → ∞.

If,

lim
t−→+∞

e−tB̃u0 := u0 ∈ D(G)

and
lim

t−→+∞
e−tGu0 := u

0
∈ D(H), (3.15)

then, as k −→ ∞,
uk −→ u in C((0,T ),X)

where u is the mild solution of

(P ′
∞)





ut + Hu ∋ F (t,u) in (0,T )

u(0) = u
0

.

Proof. Let Hk := d(k)A+r(k)B, Gk := A+[d(k)]−1r(k)B, γ(k) = [r(k)]−1+[d(k)]−1

, for any t,τ > 0 and k ∈ N such that τ < γ(k)t, we have

|uk(t) − u(t)| = |e−tHku0 − e−tHu0|

≤ |e−tHku0 − e−(t−τγ(k))Hku0| + |e−(t−τγ(k))Hu0 − e−tHu0|
(3.16)

+ |e−(t−τγ(k))Hku0 − e−(t−τγ(k))Hu0|.
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It is clear that the first term of the right hand of (3.16) satisfies

|e−tHku0 − e−(t−τγ(k))Hku
0
| ≤ |e−tHku0 − e−(t− τ

r(k)
)Hku0|

+ |e−(t− τ
r(k)

)Hku0 − e−(t−τγ(k))Hku
0
|

≤ |e− τ
r(k)

Hku0 − u0| + |e− τ
d(k)

Hku0 − u
0
|.

The second one is such that

|e−(t−τγ(k))Hu
0
− e−tHu

0
| ≤ |e−τγ(k)Hu

0
− u

0
|.

The last term of the right hand of ( 3.16 ) satisfies

|e−(t−τγ(k))Hku
0
− e−(t−τγ(k))Hu

0
| ≤ sup

s∈[0,T ]

|e−sHku
0
− e−sHu

0
|

So that

|uk(t) − u(t)| ≤ |e− τ
r(k)

Hku0 − u0| + |e− τ
d(k)

Hku0 − u
0
|

+ |e−τγ(k)Hu
0
− u

0
| + sup

s∈[0,T ]

|e−sHku
0
− e−sHu

0
| .

Thanks to (3.12), we have

lim sup
k→+∞

|e− τ
r(k)

Hku0 − u0| = |e−τB̃u0 − u0|

Using the fact that u0 ∈ D(B), u
0
∈ D(H) and the Theorem of [16] , we get

lim sup
k→+∞

|uk(t) − u(t)| ≤ |e−τB̃u0 − u0| + |e−τGu0 − u
0
|

and by letting τ −→ +∞ we obtain

lim
k−→∞

|uk(t) − u(t)| = 0.

Remark 3.2.2 The passage to the limit in the problem (Pk) leads to a singular
limit. An instantaneous change of initial data is necessary. If F ≡ 0, then, in order
to describe the behavior of the solution for small t > 0 and large value for k, it is
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sufficient to work with vk given by vk(t) = uk(t/m(k)). Indeed, it is clear that vk is
the mild solution of 




vt + Ãkv ∋ 0 in (0,∞)

v(0) = u0.

So, thanks to Theorem 3.2.2, the compatible initial data for the limiting problem of
(Pk) is given by lim

t→∞
lim

k→∞
vk(t). In other words

lim
t→0

lim
k→∞

uk(t) = lim
t→∞

lim
k→∞

vk(t).

At last, we note that in some practical situation, the previous result may also
describe the large time behavior of the mild solution of evolution problems. In the
following corollary, we give one consequence of Theorem 3.2.2 in this direction.
Concrete situation will be given in details in forthcoming papers.

Corollary 3.2.1 Let A be an accretive operator and u0 ∈ D(A). If u0 := lim
t→∞

e−tAu0

exists then
u0 = lim

t→0
lim

k→∞
uk,

where uk is the mild solution of




ut + k Au + Bu ∋ 0 in (0,T )

u(0) = u0,
(3.17)

and B is an accretive operator such that A + ε B converges to A, as ε → 0, and
u0 ∈ D(lim inf

k→∞
(kA + B)).

In Corollary 3.2.1, B is an arbitrary artificial process. The interest of B may
be in the fact that we can choose it such that the solution of (3.17) is regular. In
particular this could be interesting for numerical analysis for lim

t→∞
e−tAu0.

3.3 Applications.

Throughout this section, Ω ⊆ R
N is a bounded domain with smooth boundary

∂Ω, β and g are nondecreasing continuous functions such that β(0) = g(0) = 0
and Im(β) = R. In Ω, we consider the problem P d,r(u0,f), where u0 ∈ L∞(Ω) and
f ∈ L∞(Q). Our aim in this section is to study the competition between reaction r
and diffusion d in the reaction diffusion problem P d,r(u0,f). The main result of this
section is the following Theorem 3.3.1.
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Theorem 3.3.1 Let f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) and denote by ud,r the solution of
P d ,r(u0,f).

1. Large diffusion : For any r > 0, as d → ∞, ud,r → c in C((0,T ),L1(Ω)), where

c ∈ C1([0,T )) is the unique solution of the ode,





ct + r g(c) =

∫
−
Ω

f in (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.

(3.18)

2. Large reaction : For any d > 0, as r → ∞, ud,r → u in C((0,T ),L1(Ω)), where
u is the unique weak solution (see Proposition 3.3.4 for the definition) of the
obstacle problem (3.4) with u(0) = m0∨(u0∧M0) a.e. in Ω.

3. Large diffusion and reaction : If d = d (k) and r = r(k), with lim
k→∞

d (k) =

lim
k→∞

r(k) = ∞, then

ud,r → c in C((0,T ),L1(Ω)

where c ∈ C1([0,T )) is the solution of the ode

ct + G(c) ∋
∫
−
Ω

f in (0,T ),

with

(a) if lim
k→∞

d (k)

r(k)
= 0, then c(0) = m0∨

(
M0∧

∫
−
Ω

u0

)
,

(b) if lim
k→∞

d (k)

r(k)
= ∞, then c(0) = lim

t→∞
z(t) where z is the solution of the

obstacle problem P d
∞ with z(0) = m0∨(u0∧M0), a.e. Ω.

It is known that the weak solution of P d,r(u0,f) is given by nonlinear semigroup
theory. Indeed, we know that the weak solution is the mild solution of the Cauchy
problem

CP d,r(u0,f)





ut + Ad,ru = f in (0,T )

u(0) = u0,
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where, Ad,r is the m-T-accretive operator defined in L1(Ω) by

f = Ad,rv ⇔





v,f ∈ L1(Ω), g(v) ∈ L1(Ω), ∃ w ∈ W 1,1(Ω), v = β(w) a.e. in Ω and

d

∫

Ω

DwDξ + r

∫

Ω

g(v)ξ =

∫

Ω

fξ for any ξ ∈ W 1,∞(Ω).

and, D(Ad,r) = L1(Ω). More precisely (see for instance [31]) we have

Proposition 3.3.1 If f ∈ L∞(Q) and u0 ∈ L∞(Ω), then the mild solution u of
CP d,r(u0,f) is the unique solution of P d ,r(u0,f) in the sense that u ∈ L∞(Q), there

exists w ∈ L2
(
0,T ; H1(Ω)

)
such that, u = β(w) a.e. in Q, and

d

∫ τ

0

∫

Ω

DwDξ + r

∫ τ

0

∫

Ω

g(u)ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

u0ξ(0), (3.19)

for any ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω) such that ξ(.,τ) ≡ 0. Moreover, for any τ ≥ 0

||u(τ)||L∞(Q) ≤ ||u0||L∞(Ω) + T ||f ||L∞(Q), (3.20)
∫

Ω

|u(τ)| + r

∫ τ

0

∫

Ω

|g(u)| ≤
∫ τ

0

∫

Ω

|f | +
∫

Ω

|u0| (3.21)

and ∫

Ω

j(u(τ)) + d

∫ τ

0

∫

Ω

|Dw|2 ≤
∫

Ω

j(u0) +

∫ τ

0

∫

Ω

fw, (3.22)

where j : R 7−→ [0,∞] is a proper convex s.c.i function such that j(β(q)) =∫ q

0

sdβ(s).

Now, the study of the asymptotic behavior of the solution of P d,r(u0,f) with
respect to d and r is closely connected to the limit of its associate stationary equation

Sd,r(f)





v − d∆w + rg(v) = f, v = β(w) in Ω

∂~nw = 0, in ∂Ω .

Recall (cf. [7]) that for any f ∈ L1(Ω), there exists a unique (u,w) solution of Sd,r(f)
in the sense that





v ∈ L1(Ω), g(v) ∈ L1(Ω),∃ w ∈ W 1,1(Ω), v = β(w) a.e. in Ω and

d

∫

Ω

DwDξ + r

∫

Ω

g(v)ξ =

∫

Ω

(f − v)ξ for any ξ ∈ W 1,∞(Ω).
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In addition, for f1,f2 ∈ L1(Ω), if (vi,wi) is the solution of Sd,r(fi)) for i = 1,2, then
∫

Ω

(v1 − v2)
+ + r

∫

Ω

(g(v1) − g(v2))
+ ≤

∫

Ω

(f1 − f2)
+ (3.23)

and ∫

Ω

|v1 − v2| + r

∫

Ω

|g(v1) − g(v2)| ≤
∫

Ω

|f1 − f2|. (3.24)

Moreover, if f ∈ L∞(Ω) then the solution (v,w) ∈ L∞(Ω) × H2(Ω) and one has the
following estimates:

||v||L∞(Ω) ≤ ||f ||L∞(Ω) and ||r g(v)||L∞(Ω) ≤ ||f ||L∞(Ω). (3.25)

Indeed, taking cr such that cr + rg(cr) = ‖f‖L∞(Ω), then it is clear that cr is the
solution of Sd,r(‖f‖∞) and using (3.23), we get

v ≤ cr ≤ ‖f‖L∞(Ω) and rg(v) ≤ rg(cr) ≤ ‖f‖L∞(Ω),

where we used the fact that cr ≥ 0 and g(cr) ≥ 0. In the same way, we prove

v ≥ −‖f‖L∞(Ω) and rg(v) ≥ −‖f‖L∞(Ω).

Thanks to (H1), we have

‖w‖L∞(Ω) ≤ max
(
β−1(‖f‖L∞(Ω)) ∪ −β−1(−‖f‖L∞(Ω))

)
=: C. (3.26)

and

d

∫

Ω

|Dw|2 ≤ C
′||f ||L∞(Ω), (3.27)

where C
′

is a constant which depends only on Ω and ||f ||L1(Ω).

Theorem 3.3.2 Let f ∈ L1(Ω) and let us denote by vd,r the solution of Sd ,r(f).

1. If d = d (k) and lim
k→∞

d (k) = ∞, then

vd,r −→ (IIR + r g)−1(

∫
−
Ω

f) in L1(Ω).

2. If r = r (k) and lim
k→∞

r (k) = ∞, then vd,r → v in L1(Ω) and v is the unique

solution of the elliptic problem




v − d∆w + G(v) ∋ f, v = β(w) in Ω

∂~nw = 0, in ∂Ω
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in the sense that v ∈ L∞(Ω) there exists w ∈ W 1,1(Ω), u = β(w) a.e. in Ω,
there exists η ∈ L1(Ω), η ∈ G(v) a.e. in Ω and

d

∫

Ω

DwDξ +

∫

Ω

η ξ =

∫

Ω

(f − v) ξ

for any ξ ∈ W 1,∞(Ω). Moreover,

‖v‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω) and ‖η‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω) (3.28)

3. If d = d (k) and r = r(k), with lim
k→∞

d (k) = lim
k→∞

r(k) = ∞, then

vd,r −→ (I + G)−1(

∫
−
Ω

f) in L1(Ω).

Proof : Since in each part of the theorem, d and/or r depends on k, then, throughout
the proof, vd,r, wd,r and rg(vd,r) are denoted by vk, wk and ηk respectively. First,
let us assume that f ∈ L∞(Ω). Thanks to (3.25), (3.26) and (3.27), vk and wk are
bounded in L∞(Ω) and moreover wk is bounded in H1(Ω). So that, wk is weakly
relatively compact in H1(Ω), and since β is continuous then vk is relatively compact
in L1(Ω). Then, there exists a subsequence that we denote again by k, such that
vk → v in L1(Ω), wk → w in L1(Ω) and weakly in H1(Ω), and u = β(w) a.e in Ω.
Moreover, hk := vk + r(k)g(vk) is relatively compact in L1(Ω). Indeed, thanks to
Lemma F. of [7] we have

lim
|y|→0

sup
k

∫

Ω
′

|hk(x + y) − hk(x)| = 0,

and moreover, the sequence is uniformly integrable. Therefore

r(k)g(vk) → η in L1(Ω).

Now, in order to characterize u, w and η, we treat separately each case of the
theorem.

1. Thanks to (3.27), we have

d(k)

∫

Ω

|Dwk|2 ≤ C
′||f ||∞,

so that ∫

Ω

|Dw|2 ≤ lim inf
k→∞

∫

Ω

|Dwk|2 = 0,

which implies that w and v are constant functions. Taking ξ ≡ 1 as a test
function and passing to the limit we deduce that the constant v satisfies v +

rg(v) =

∫
−
Ω

f. This ends up the proof of the first part of the Theorem.
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2. Since g(0) = β(0) = 0, then (3.24) implies that

r(k)|g(vk)|L1(Ω) ≤ |f |L1(Ω).

So, g(v) ≡ 0 and m0 ≤ v ≤ M0 a.e. in Ω. Recall that r(k)g converges in the
graph sense to G, then by standard monotone arguments η ∈ G(v) a.e. in Ω.
As to (3.28), it follows from the estimates (3.25). And the proof of the second
part finishes.

3. Since ∫

Ω

|Dwk|2 ≤
C1(Ω,N)

d(k)
‖f‖L∞(Ω),

then w and v are constants. Moreover, since r(k)g converges in the graph
sense to G, then η ∈ G(v) a.e. in Ω. Integrating the equation over Ω and
letting k → ∞, we get

v + G(v) ∋
∫
−
Ω

f.

At last, we see that the application f → lim
k→∞

vk as defined in each cases of the theo-

rem is well defined and is a contraction from in L1(Ω) into L1(Ω), so the convergence
result for f ∈ L1(Ω) follows by density of L∞(Ω) in L1(Ω).

As an immediate consequence, we have

Corollary 3.3.1 1. For any r > 0, as d → ∞, then the operator Ad ,r converges
to the T-accretive operator A∞,r defined, in L1(Ω), by

f ∈ A∞,rv ⇔ f ∈ L1(Ω), v ≡ c, c ∈ R and r g(c) =

∫
−
Ω

f.

2. For any d > 0, as r → ∞, then Ad ,r converges to the T-accretive operator
Ad,∞ defined, in L1(Ω), by

f ∈ Ad,∞v ⇔





v,f ∈ L1(Ω),∃ w ∈ W 1,1(Ω),∃ η ∈ L1(Ω)

v = β(w), η ∈ G(v) a.e. on Ω and

d

∫

Ω

DwDξ +

∫

Ω

ηξ =

∫

Ω

fξ for any ξ ∈ W 1,∞(Ω)

3. If d = d (k) and r = r(k), with lim
k→∞

d (k) = lim
k→∞

r(k) = ∞, then Ad ,r

converges to the T-accretive operator A∞, defined by

f ∈ A∞v ⇔ f ∈ L1(Ω), v ≡ c, c ∈ R and

∫
−
Ω

f ∈ G(c).
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It is not difficult to see that

Ad,r = dA + rB (3.29)

where A = A1,0 and B : L1(Ω) → L1(Ω) is defined by Bu = g(u) with

D(B) =
{

u ∈ L1(Ω); g(u) ∈ L1(Ω)
}

,

and D(A) ⊆ D(B).

Lemma 3.3.1 As ε → 0, ε A + B → B, in the sense of resolvent.

Proof : Since, εβ−1 converges to the graph N ≡ 0, then the proof is a simple
consequence of [7].

Proposition 3.3.2 1. D(Ad ,∞) =
{

z ∈ L1(Ω) ; m0 ≤ z ≤ M0 a.e. Ω
}

.

2. D(A∞ ,r) = R.

3. D(A∞) = [m0,M0].

Proof :

1. Clearly, by the definition of Ad,∞ we have D(Ad,∞) ⊆
{

z ∈ L1(Ω) ; m0 ≤
z ≤ M0 a.e. Ω

}
. To prove the converse part, let u ∈ L1(Ω) be such that

m0 ≤ u ≤ M0 a.e. in Ω and consider uε the solution of




uε − ε △wε = u, uε = β(wε) in Ω

∂~nwε = 0, in ∂Ω

It is clear that m0 ≤ uε ≤ M0 a.e. in Ω, so that uε ∈ D(Ad,∞), for each ε > 0.
Since, εβ−1 converges to 0 in the graph sense, then by [7], we deduce that
uε → u in L1(Ω), as ε → 0, and the proof completes.

2. This is a simple consequence of the fact that D(g) = R. Indeed, for any c ∈ R,

rg(c) is well defined and there exists f ∈ L1(Ω), such that
∫
−
Ω

f = rg(c), so

that f ∈ A∞,r(c) and A∞,r(c) 6= ∅.
3. It is clear that D(A∞) ⊆ [m0,M0]. Now, for c ∈ [m0,M0], G(c) is not empty

and for any α ∈ G(c), there exists f ∈ L1(Ω), such that
∫
−
Ω

f = α, so that

f ∈ A∞(c) and we deduce that A∞(c) 6= ∅, and c ∈ D(A∞).
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3.3.1 Large Diffusion.

In this subsection, we begin by studying the first part of Theorem 3.3.1, i.e. the
case of large diffusion. So, we fix r > 0 and we let d → ∞. In order to apply Theorem
3.2.2, we consider first the Cauchy problem





ut + Au = 0 in (0,T )

u(0) = u0.
(3.30)

It is known (see for instance [31] and [34] and the references therein) that, if u0 ∈
L∞(Ω), then the mild solution u of (3.30) is the unique weak solution of





ut − ∆w = 0 u = β(w) in Q

∂~nw = 0, on Σ

u(0) = u0 in Ω

(3.31)

and

lim
t→∞

u(t) =

∫
−
Ω

u0.

Lemma 3.3.2 For any u0 ∈ L∞(Ω) and f ∈ L1(Ω), the mild solution of





ut + B u = f in (0,T )

u(0) = u0

(3.32)

is the solution of the ode





ut + r g(u) = f in (0,T )

u(0) = u0

in the sense that u ∈ W 1,1((0,T ),L1(Ω)) and the equation is satisfied a.e. in Q with
u(0) = u0. Moreover, if f ≡ 0, then

lim
t→∞

u(t) = m0∨(u0∧M0) a.e. in Ω.
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Proof. Thanks to Lemma 3.3.1, we know that εA + B converges to B, so the limit
of the mild solution uε of





ut + εAu + Bu = 0 in (0,T )

u(0) = u0,

converges to u (the mild solution of (3.32)). Using Proposition 3.3.1, uε ∈ L∞(Q),
there exists wε ∈ L2(0,T ; H1(Ω)), uε = β(wε) a.e. in Q and

ε

∫ τ

0

∫

Ω

DwεDξ + r

∫ τ

0

∫

Ω

g(uε)ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uεξt +

∫

Ω

u0ξ(0). (3.33)

Moreover, uε, wε and rg(uε) are bounded in L∞(Ω) and εwε is bounded in L2(0,T ; H1(Ω)),
so that

εwε → 0 weakly in L2(0,T ; H1(Ω)).

Passing to the limit in (3.33), we deduce that g(u) ∈ L∞(Q) and

r

∫ τ

0

∫

Ω

g(u) ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

f ξ +

∫ τ

0

∫

Ω

u ξt +

∫

Ω

u0 ξ(0).

Since, f, g(u) ∈ L1(Q) then u ∈ W 1,1(0,T,L1(Ω)) and, for a.e. x ∈ Ω, ut(x) +
rg(u(x)) = f(x) in (0,T ). This ends up the proof of the first part of the lemma.
Assuming that f ≡ 0, there exists a measurable function u∞, such that, as t → ∞,
u(t) → u∞, a.e. in Ω and g(u∞) = 0, a.e. in Ω ; i.e. m0 ≤ u∞ ≤ M0, p.p. in
Ω. Moreover, since u is bounded in L∞(Q), then the convergence is in L1(Ω). Let
us prove that u∞ = m0∨(u0∧M0). First, note that, if m0 ≤ u0(x) ≤ M0, then,
u(t,x) = u0(x), for any t ≥ 0, and u∞(x) = u0(x). If u0(x) ≥ M0, then it is clear
that t 7−→ u(t,x) is nonincreasing. So,

u∞(x) ≤ u0(x),

and we deduce that u∞(x) = M0. In a similar way, u∞(x) = m0, a.e.x ∈ Ω, such
that u0 ≤ m0, and the proof of the lemma finishes.

Now, applying Theorem 3.2.2, we get the first part of Theorem 3.3.1. More precisely,

Proposition 3.3.3 For any r > 0, as d → ∞,

ud,r → c in C((0,T ),L1(Ω)),

where c ∈ C1([0,T )) is the unique solution of the ode




ct + r g(c) =

∫
−
Ω

f in (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.
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Proof : Recall that ud,r is the mild solution of CP d,r(u0,f), Ad,r = dA + rB.
Moreover, thanks to Lemma 3.3.1, A and B satisfy the assumption (3.13), with

B̃ = B, and lim
t→∞

e−tAu0 =

∫
−
Ω

u0 . Since
∫
−
Ω

u0 ∈ D(A∞,r), then applying Theorem

3.2.2 we deduce that ud,r → u in C((0,T ); L1(Ω)), where u is the mild solution of




ut + A∞,ru ∋ f in (0,T )

u(0) =

∫
−
Ω

u0.
(3.34)

It is not difficult to see that the mild solution of (3.34) is the mild solution of




ut + Bu =

∫
−
Ω

f in (0,T )

u(0) =

∫
−
Ω

u0,

and, thanks to Lemma 3.3.2, the proof is finished.

3.3.2 Large Reaction.

Assume now, that d > 0 is fixed and that r is very large ; i.e. r → ∞.

Lemma 3.3.3 As r → ∞, ud,r → u in C((0,T ); L1(Ω)), where u is the mild solution
of 




ut + Ad,∞u ∋ f in (0,T )

u(0) = m0∨(u0(x)∧M0).
(3.35)

Proof : Thanks to Lemma 3.3.2,

lim
t→∞

e−tBu0 = m0∨(u0(x)∧M0) a.e. x ∈ Ω.

On the other hand, we have Ad,r(k) → Ad,∞ and m0∨(u0∧M0) ∈ D(Ad,∞), then the
lemma is a simple consequence of Theorem 3.2.2.

At last, the proof of the second part of Theorem 3.3.1 follows by characterizing the
mild solution of 




ut + Ad,∞u ∋ f in (0,T )

u(0) = v0

(3.36)
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Proposition 3.3.4 Let f ∈ L∞(Q) and v0 ∈ L∞(Ω) such that m0 ≤ v0 ≤ M0 a.e.
in Ω. Then, the mild solution of (3.36) is the unique solution of the obstacle problem





ut − d∆w + G(u) = f, u = β(w) in Q

∂~nw = 0, in Σ

u(0) = v0 on Ω.

That is : u ∈ C
(
[0,T ),L1(Ω)

)
, u(0) = v0, there exists w ∈ L2

(
0,T ; H1(Ω)

)
, u = β(w),

there exists η ∈ L2
(
0,T ; L2(Ω)

)
such that η ∈ G(u) a.e. in Q and

d

∫ τ

0

∫

Ω

DwDξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ηξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

v0ξ(0)

for any ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω) such that ξ(.,τ) ≡ 0.

Proof : The proof of this proposition is standard by now (see for instance [31]).
For completeness let us give the arguments. For t ∈ [0,τ ], consider a subdivision
t0 = 0 < t1 < ... < tn−1 < τ ≤ tn, with ti − ti−1 = ε, f1,...,f2 ∈ L∞(Ω) with

n∑

i=1

∫ ti

ti−1

||f(t) − fi||L1(Ω) ≤ ε and
n∑

i=1

ε||fi||L∞(Ω) ≤
∫ T

0

‖f ||L∞(Ω). By definition of

the mild solution, u is given by

u(t) = L1 − lim
ε→0

uε(t)

uniformly for t ∈ [0,T ), where uε is the approximate solution by uε(0) = u0, uε(t) =
ui for t ∈]ti−1,ti], i = 1,...,n, where ui satisfies ui + εAd,∞ui = εfi + ui−1. That is,
there exists wi ∈ H1(Ω) and ηi ∈ L∞(Ω) such that





ui − εd∆wi + εηi = ui−1 + εfi, ui = β(wi), ηi ∈ G(ui) in Ω

∂~nwi = 0, in ∂Ω
(3.37)

Thanks to (3.24) and (3.25), it follows that
∫

Ω

|ui| + ε

∫

Ω

|ηi| ≤
∫

Ω

|ui−1| + ε

∫

Ω

|fi| (3.38)

and

||ui||L∞(Ω) + ε||ηi||L∞(Ω) ≤ 2
(
||u0||L∞(Ω) +

∫ T

0

‖f ||L∞(Ω)

)
=: M,
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so that,

||uε(t)||L∞(Ω) +

∫ T

0

||ηε(t)||L∞(Ω)dt ≤ M ∀t ∈ [0,T ], (3.39)

where fε, ηε : [0,τ ] −→ L1(Ω), with fε(t) = fi and ηε = ηi, for any t ∈]ti−1,ti],i =
1,...,n. Taking ξ = wi as a test function in (3.37 ) and using the fact that

∫

Ω

(ui−1 − ui)wi ≤
∫

Ω

j(ui−1) −
∫

Ω

j(ui)

we deduce that
∫

Ω

j(ui) + εd

∫

Ω

|Dwi|2 + ε

∫

Ω

ηiwi ≤ ε

∫

Ω

fiwi +

∫

Ω

j(ui−1), (3.40)

so that, adding for i = 1,...,n, we get
∫

Ω

j(uε(τ)) + d

∫ τ

0

∫

Ω

|Dwε|2 +

∫ τ

0

∫

Ω

ηεwε ≤
∫

Ω

j(u0) +

∫ τ

0

∫

Ω

fεwε. (3.41)

where wε : [0,τ ] −→ H1(Ω) with wε = wi, for any t ∈]ti−1,ti],i = 1,...,n. Since
Im(β) = R, then we deduce that wε is bounded in L∞((0,τ)×Ω) and, using the fact
that j ≥ 0, ηεwε ≥ 0 a.e. in [0,τ ] × Ω, it follows that wε bounded in L2(0,τ,H1(Ω)).
So, let w ∈ L2(0,τ,H1(Ω)) and η ∈ L2((0,τ) × Ω), such that wεk

−→ w, weakly in
L2(0,τ,H1(Ω)) and ηε → η weakly in L2((0,τ)×Ω), where εk is a sequence such that
εk −→ 0. Using the monotony of β and G, we have u = β(w) and η ∈ G(w) a.e. in
Q. Now, let us consider ũε the function from [0,τ ] into L1(Ω), defined by ũε(ti) = ui

and ũε linear in [ti−1,ti], then ( 3.37 ) implies that

d

∫ τ

0

∫

Ω

DwεDξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ηεξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fεξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ũεξt +

∫

Ω

u0ξ(0). (3.42)

for any ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω), s.t ξ(τ) = 0. Letting ε → 0 in ( 3.42 ) , we get

d

∫ τ

0

∫

Ω

DwDξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ηξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

u0ξ(0). (3.43)

for any ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω), s.t ξ(τ) = 0.

3.3.3 Large Reaction and Diffusion.

To finish the proof of Theorem 3.3.1, we consider the case where both the reaction
and the diffusion rates are very large. So, we assume that d = d (k) and r = r(k),
with lim

k→∞
d (k) = lim

k→∞
r(k) = ∞. First let us consider the case where

lim
k→∞

d (k)

r(k)
= 0, (3.44)
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in other words the reaction is more competitive than the diffusion. Thanks to Theo-
rem 3.2.3, we need to consider the operator

A +
r (k)

d(k)
B =: Ak.

Since
r (k)

d(k)
→ ∞, then by Theorem 3.3.2, we deduce that

Ak → A1,∞.

On the other hand, thanks to Lemma 3.3.2, remember that lim
t→∞

e−tBu0 = m0∨(u0∧M0),

a.e. Ω. Since, m0∨(u0∧M0) 6∈ D(A∞), then, having in mind Theorem 3.2.3, the boun-
dary layer of the limit of ud,r is given by the large time behavior of the solution of
the Cauchy problem 




ut + A1,∞u ∋ 0 in (0,∞)

u(0) = m0∨(u0∧M0).
(3.45)

To this aim, we consider the set

K = {z ∈ [m0,M0]; ∃c ∈ R, z = β(c)}.

It is not difficult to see that K is a nonempty closed subset of L1(Ω) and, moreover, K
is contained in the set of stationary solution of (3.45), i.e. for any z ∈ K, e−tA1,∞

z = z,
for any t ≥ 0.

Proposition 3.3.5 For any u0 ∈ L1(Ω), such that m0 ≤ u0 ≤ M0 a.e. in Ω, there
exists a unique u

0
∈ K, such that

e−tA1,∞

u0 → u
0

in L1(Ω), as t → ∞.

Proof : The proof of this proposition follows the same line of [28]. To summarize
the proof we give just the main lines. For more details one can see [28]. Indeed,
using the results of [7], we prove first that the resolvents are relatively compact from
L∞(Ω) into L1(Ω), i.e. if B is a bounded subset of L∞(Ω), then (I + ǫ A1,∞)−1(B)

is relatively compact in L1(Ω) so that, the orbit γ(u0) = {e−tA1,∞

u0 : t ≥ 0} is
relatively compact in L1(Ω). In addition, it is not difficult to prove that

∫ ∞

0

∫

Ω

|Dw|2 ≤
∫

Ω

j(u0),
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which implies that the ω−limit set is contained in K. Then, by using the additive
semigroup property, we deduce that the ω− limit set is a singleton and the proof
finished.

Remark 3.3.1 The identification of u
0

is an open problem. In this direction, the
reader can see the papers [29] and [31].

Lemma 3.3.4 Under the assumption (3.44), ud,r → c in C((0,T ); L1(Ω)), where c
is the mild solution of the Cauchy problem





ct + A∞c ∋ f in (0,T )

c(0) = u
0

(3.46)

and u
0

is given by Proposition 3.3.5.

Proof : Recall that we have d(k)A + r(k)B → A∞, lim
k→∞

r(k)

d(k)
= ∞, lim

t→∞
e−tBu0 =

m0∨(u0∧M0) and u
0

= lim
t→∞

e−tA1,∞

m0∨(u0∧M0) ∈ D(A∞). Then, the result of the

lemma is a consequence of Theorem 3.2.2.

Proposition 3.3.6 For any c0 ∈ [m0,M0], the mild solution of





ct + A∞c ∋ f in (0,T )

c(0) = c0

(3.47)

is the unique solution of the ode





ct + G(c) ∋
∫
−
Ω

f in (0,T ),

c(0) = c0,

in the sense that c ∈ W 1,1(0,T ), there exists η ∈ L1(0,T ), such that c(0) = c0 and

ct + η =

∫
−
Ω

f, a.e. in (0,T ).
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Proof Since, for any f ∈ L1(Ω), (I + λ A∞)−1(f) = (I + λ A∞)−1(

∫
−

Ω

f) =

(
I + λ G

)−1
(

∫
−

Ω

f), then the mild solution of (3.47) is the mild solution of





ct + G(c) ∋
∫
−

Ω

f in (0,T )

c(0) = c0.

(3.48)

Thus the proof is a simple application the classical theory of nonlinear semigroup
governed by maximal monotone graphs in Hilbert space (cf. [14]).

To end up the proof of Theorem 3.3.1, we consider the case

lim
k→∞

d (k)

r(k)
= ∞. (3.49)

i.e.; the diffusion is more competitive than the reaction.

Lemma 3.3.5 Under the assumption (3.49), ud,r → c in C((0,T ); L1(Ω)), where c
is the mild solution of the Cauchy problem





ct + G(c) ∋ f in (0,T )

c(0) = m0∨(

∫
−
Ω

u0∧M0).
(3.50)

Proof : Thanks to [7], it is not difficult to see that A + ε B → A, as ε → 0, in the
sense of resolvent. So, using Theorem 3.2.3, we need to consider the operator

d (k)

r(k)
A + B =: Bk.

Since
d (k)

r(k)
→ ∞, then Corollary 3.3.1 implies that

Bk → A∞,1.

On the other hand, remember that lim
t→∞

e−tAu0 =

∫
−
Ω

u0 and
∫
−
Ω

u0 /∈ D(A∞). So, we

need to consider the Cauchy problem




ut + A∞,1u ∋ 0 in (0,∞)

u(0) =

∫
−
Ω

u0.
(3.51)
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Since the mild solution of (3.51) is the mild solution of




ct + g(c) = 0 in (0,∞)

c(0) =

∫
−
Ω

u0,

then, using Lemma 3.3.2, the proof is complete.
.
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Chap. 4: Sy. de Réaction Diffusion

4.1 Introduction

Soit Ω un ouvert borné de R
N de frontière ∂Ω assez régulière. On considère le

système de Réaction Diffusion suivant

(P k)





u1t −△w1 = F (u1,u2), w1 = ϕ1(u1) sur Q := Ω × (0,T )

u2t −△w2 = G(u1,u2), w2 = ϕ2(u2) sur Q := Ω × (0,T )

∂~nw1 + z1 = 0, z1 ∈ γ1(w1) sur Σ := ∂Ω × (0,T )

∂~nw2 + z2 = 0, z2 ∈ γ2(w2) sur Σ := ∂Ω × (0,T )

u1(x,0) = u01(x) u2(x,0) = u02(x) sur Ω,

où, ϕ1, ϕ2 sont des fonctions continues, strictement croissantes avec ϕi(0) = 0 et
pour i = 1,2; γi est un graphe maximal monotone de R × R tel que 0 ∈ γi(0) et

(H1) D(γi) = R ou bien D(γi) = {0}.

Différents choix de fonctions ϕi, γi (i = 1 ou 2) correspondent à des problèmes pro-
venant de différentes applications par exemple, pour ϕi(r) = |r|miSign0(r), avec
mi > 1 décrit une diffusion non linéaire lente ([1], [10]); mi = 1 correspond à l’équa-
tion de la chaleur classique et 0 < mi < 1 décrit une grande diffusion. Le graphe
γi peut être multivoque et ceci permet d’inclure les conditions de Dirichlet au bord
(γi = {0}×R) et les conditions de Neumann ( γi = R×{0}) ainsi d’autres possibi-
lités. Pour les termes de réactions, on suppose que

F (u1,u2) = −Rk(.)g(w1 − w2), G(u1,u2) = Rk(.)g(w1 − w2)

avec g est une fonction continue, croissante vérifiant g−1(0) = {0} . Pour tout
k ≥ 0, Rk : Ω → R

+ est une fonction mesurable avec Rk ∈ L∞(Ω) ∩ BV (Ω)
. Le modèle a été proposé par E.DiBenedetto et R.E. Showalter dans [8], il fut
suivi en cela par Xiangsheng Xu dans [11] et finalement le problème a été étudié
par J.M. Mazon et J.Toledo dans [9]. Ce système décrit le phénomène de diffusion
dans un milieu hétérogène constitué de deux composantes. Cette situation apparaît
pour des problèmes de conduction thermique dans des sols rocheux, ou aussi la
diffusion (liquide, gaz) à travers un milieu poreux fracturé. L’existence et l’unicité
de la solution faible dans le cas où Rk = 1, ϕ2 = 0 et avec des conditions de Dirichlet
au bord a été démontrée dans [8] en utilisant la théorie H−1. Dans ([11] et [9]) les
auteurs utilisent la théorie des semigroupes non linéaires, et en se basant sur les
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résultats elliptiques obtenus dans ([2], [6]), ils montrent que dans le cas ou Rk ne
dépend pas de l’espace, le problème (P k) admet une unique bonne solution. Dans ce
chapitre, on s’intéresse à l’existence, l’unicité de la solution du problème (P k) et au
comportement de la solution lorsque l’échange entre les deux composantes est très
grand dans un sous domaine Ω0 ⊆ Ω. Pour ceci, on considère

Rk(x) = a(k)χΩ0(x) + R0(x)χΩ1(x) p.p. dans Ω,

avec Ω1 = Ω \ Ω0 et a(k) une fonction strictement positive telle que a(k) → ∞
lorsque k → ∞.

Dans la première partie de ce chapitre on commence par étudier le problème
elliptique associé à (P k), on démontre des résultats d’existence et d’unicité, ensuite
nous étudierons le comportement de la solution lorsque k → ∞. La difficulté de
passage à la limite dans la terme Rkg(w1−w2) nous amène à introduire une nouvelle
notion de solution qui fait intervenir simultanément les deux équations. Dans la
deuxième partie, nous introduisons le problème de Cauchy abstrait lié à (P k), qui
nous permet à l’aide des semigroupes non linéaires de montrer l’existence de la
solution faible. Finalement, nous passons à la limite dans le problème (P k) et à
l’aide de la notion des solutions intégrales on montre l’unicité de la solution du
problème (P k) ainsi du problème limite .

4.2 Résultats principaux

Dans cette section, nous présentons les résultats d’existence et d’ unicité de
la solution faible du problème (P k), ainsi le comportement de la solution lorsque
k → ∞.

Théorème 4.2.1 Pour tout U0 := (u01, u02) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω), le problème (P k)
admet une unique solution faible U := (u1, u2) au sens suivant :
ui ∈ L∞(Q), ∃wi ∈ L2

(
[0, T ), H1(Ω)

)
, ∃zi ∈ L2

loc

(
[0,∞[, L2(∂Ω)

)
telles que

wi = ϕi(ui) p.p. sur Q, zi ∈ γi(wi) p.p. sur Σ, et
∫ ∫

Q

Dw1Dξ1 +

∫ ∫

Q

Rk(x)g(w1 − w2)ξ1 +

∫ ∫

Σ

z1ξ1 =

∫ ∫

Q

u1
∂ξ1

∂t
+

∫

Ω

u01ξ1(0)

∫ ∫

Q

Dw2Dξ2 −
∫ ∫

Q

Rk(x)g(w1 − w2)ξ2 +

∫ ∫

Σ

z2ξ2 =

∫ ∫

Q

u2
∂ξ2

∂t
+

∫

Ω

u02ξ2(0),

pour tout ξ1, ξ2 ∈ C1
(
(0,T ) × Ω

)
avec ξ1(., T ) = ξ2(., T ) ≡ 0.

De plus, on a

1. ||
(
u1(t), u2(t)

)
||∞ ≤ ||(u01, u02)||∞ .
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2.

∫ t

0

∫

Ω

(|Dwk
1 |2 + |Dwk

2 |2) ≤ C, où C est une constante indépendante de k.

Le passage à la limite dans le problème (P k) nécessite un cadre fonctionnel bien
adapté au comportement de la solution lorsque k → ∞. Formellement pour com-
penser le fait que le coefficient a(k) → ∞ il faut que le terme g(w1 − w2) = 0 p.p.
Ω0 ou encore w1 = w2 p.p. Ω0. Et, donc on note par K l’espace naturel associé au
problème limite défini comme suit:

K =
{

(ξ1, ξ2) ∈ L1(Ω) × L1(Ω) tel que ξ1 = ξ2 p.p. dans Ω0

}
.

Théorème 4.2.2 Soit U0 = (u01, u02) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) et Uk := (uk
1, uk

2) la
solution du problème (P k) donnée par le Théorème 4.2.1. Lorsque k −→ ∞, on a

Uk −→ U := (u1, u2) dans C
(
(0,T ), L1(Ω) × L1(Ω)

)
,

où, pour i = 1,2; les ui sont caractérisées par:

{
ui ∈ L∞(Q), ∃wi ∈ L2

(
[0,T ), H1(Ω)

)
, ∃ zi ∈ L2

loc

(
[0,∞[, L2(∂Ω)

)

wi = ϕi(ui) p.p. Q, zi ∈ γi(wi) p.p. Σ,

et ∀l > 0 on a

d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(r) − ξ1)dr +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ1) +

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − ξ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(r) − ξ2)dr +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ2) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ1) − Tl(w2 − ξ2)

)
≤ 0 dans D′(0,T ),

pour tout ξ = (ξ1,ξ2) ∈
(
C1(Ω) × C1(Ω)

)
∩ K. Et U0 = U0 := (u01,u02) où u0i sont

données par:

u01(x) =

{
u01(x) sur Ω1

ũ01(x) sur Ω0
u02(x) =

{
u02(x) sur Ω1

ũ01(x) sur Ω0
,

avec ũ01(x) := [I + ϕ−1
2 ◦ ϕ1]

−1(u01 + u02), ũ02(x) := [I + ϕ−1
1 ◦ ϕ2]

−1(u01 + u02).

4.3 Problème stationnaire

En utilisant la discrétisation par schéma implicite en temps et tenant compte de la
théorie de semigroupe non-linéaire, l’étude de (P k) est liée directement au problème
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stationnaire suivant:

Sg,k
ϕ,γ(f1,f2)





v1 −△w1 + Rk(x)g(w1 − w2) = f1, w1 ∈ ϕ1(v1) sur Ω

v2 −△w2 −Rk(x)g(w1 − w2) = f2, w2 ∈ ϕ2(v2) sur Ω

∂~nw1 + z1 = 0, z1 ∈ γ1(w1) sur ∂Ω

∂~nw2 + z2 = 0, z2 ∈ γ2(w2) sur ∂Ω

4.3.1 Existence et unicité de la solution.

Dans ce paragraphe, nous supposons que ϕ1, ϕ2 sont des graphes maximaux
monotones de R × R avec D(ϕ1) = D(ϕ2) = R et nous allons montrer l’existence
et l’unicité de la solution faible du problème stationnaire Sg,k

ϕ,γ(f1,f2). Pour cela,
commençons d’abord par rappeler les résultats dans le cas où les non linéarités
ϕi, ϕ

−1
i , γ−1

i et g sont suffisament régulières.

Lemme 4.3.1 (Cf. [9]) Pour i = 1,2; on suppose que ϕi, ϕ
−1
i , γ−1

i et g sont des
fonctions Lipchitziennes continues, et soit F := (f1, f2) ∈ L2(Ω) × L2(Ω), alors il
existe une unique solution V := (v1, v2) ∈ L2(Ω) × L2(Ω). Et, ∃wi ∈ H1(Ω),∃ zi ∈
L2(∂Ω) telles que wi = ϕi(vi) p.p. Ω, zi = γi(wi) p.p. ∂Ω, et

∫

Ω

DwiDξi + (−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g(w1 − w2)ξi +

∫

∂Ω

ziξi =

∫

Ω

(fi − vi)ξi (4.1)

pour tout ξi ∈ H1(Ω).

Lemme 4.3.2 (Cf. [9]) Sous les hypothèses du lemme 4.3.1, soit (v1, v2) la solution
du problème Sg,k

ϕ,γ(f1, f2) au sens du Lemme précédent, alors on a

1. ||(v1, v2)||1 ≤ ||(f1, f2)||1 .

avec ||(v1, v2)||1 = ||v1||L1(Ω) + ||v2||L1(Ω).

2. Etant donné M > 0,
∫

Ω

[(|v1| − M)+ + (|v2| − M)+] ≤
∫

Ω

[(|f1| − M)+ + (|f2| − M)+].

En particulier,
||(v1, v2)||∞ ≤ ||(f1, f2)||∞

avec ||(v1, v2)||∞ = sup
(
||v1||L∞(Ω), ||v2||L∞(Ω)

)
.
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A fin de montrer l’existence de la solution du problème Sg,k
ϕ,γ(f1,f2) nous allons com-

mencer par établir le Lemme technique suivant:

Lemme 4.3.3 Sous les hypothèses du lemme 4.3.1, soit F := (f1,f2) ∈ L∞(Ω) ×
L∞(Ω), et V := (v1,v2) la solution du problème Sg,k

ϕ,γ(f1,f2). Pour y ∈ R
N , ψ ≥ 0 et

ψ ∈ C2(Ω) de support Ω′ := {x ∈ Ω; distance(x,∂Ω) < |y|}, on a
∫

Ω′

ψ(x)(|v1(x + y) − v1(x)| + |v2(x + y) − v2(x)|)

≤
∫

Ω′

|∆ψ(x)|(|w1(x + y) − w1(x)| + |w2(x + y) − w2(x)|)

+

∫

Ω′

ψ(x)(|f1(x + y) − f1(x)| + |f2(x + y) − f2(x)|)

+2

∫

Ω′

ψ(x)(|Rk(x + y) −Rk(x)||g(w1 − w2)|)

(4.2)

Preuve. Nous utilisons les mêmes techniques dans [9]. Soit (v1,v2) la solution du
problème Sg,k

ϕ,γ(f1,f2) au sens du Lemme 4.3.1, d’après (4.1) on a
∫

Ω′

D(w1(x + y) − w1(x))Dξdx +

∫

Ω′

(v1(x + y) − v1(x))ξdx

+

∫

Ω′

[Rk(x + y)g(w1(x + y) − w2(x + y)) −Rk(x)g(w1(x) − w2(x))]ξdx

=

∫

Ω′

(f1(x + y) − f1(x))ξdx

(4.3)

pour tout ξ ∈ H1(Ω′) tel que support(ξ) ⊂⊂ Ω′. Soit ψ ∈ C2(Ω′), ψ ≥ 0 prenons
ξ = ψHε(w1(x + y) − w1(x)) comme fonction test dans (4.3) et soit Iε

1 le terme à
gauche de l’équation (4.3), alors

Iε
1 : =

∫

Ω′

DW [DψHε(W ) + ψH′
ε(W )DHε(W )]

≥
∫

Ω′

DWDψHε(W )

= −
∫

Ω′

W∆ψHε(W ) −
∫

Ω′

WDψH′
ε(W )DHε(W ),

où W = w1(x + y) − w1(x) et Hε(s) = inf(s+/ε,1), pour tout ε > 0 et s ∈ R.
D’autre part, il vient de la définition de Hε que, lorsque ε → 0

WH′
ε(W ) → 0 et |WH′

ε(W )| ≤ 1 p.p. Ω′.

Par conséquent

lim
ε→0

∫

Ω′

WDψH′
ε(W )DHε(W ) = 0.
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Nous faisons tendre ε vers 0 dans (Iε
1), nous trouvons

lim
ε→0

Iε
1 = lim

ε→0

∫

Ω′

W∆ψHε(W ) ≥ −
∫

Ω′

|W ||∆ψ|. (4.4)

Ainsi, nous utilisons le fait que ϕi,ϕ
−1
i , sont des fonctions continues Lipschitziennes

et nous obtenons

lim
ε→0

∫

Ω′

(v1(x + y) − v1(x))ψHε(W )dx ≥
∫

Ω′

|v1(x + y) − v1(x)|ψ. (4.5)

Passons à la limite dans (4.3) lorsque ε tend vers 0 et utilisons (4.4) et (4.5), nous
déduisons

∫

Ω′

ψ(x)|v1(x + y) − v1(x)| +
∫

Ω′

t(x)ψ(x)Sign0(w1(x + y) − w1(x))

≤
∫

Ω′

|∆ψ(x)|(|w1(x + y) − w1(x)|) +

∫

Ω′

ψ(x)(|f1(x + y) − f1(x)|)
(4.6)

où t(x) = Rk(x + y)g(w1(x + y)−w2(x + y))−Rk(x)g(w1(x)−w2(x)). De la même
manière, nous obtenons

∫

Ω′

ψ(x)|v2(x + y) − v2(x)| −
∫

Ω′

t(x)ψ(x)Sign0(w2(x + y) − w2(x))

≤
∫

Ω′

|∆ψ(x)|(|w2(x + y) − w2(x)|) +

∫

Ω′

ψ(x)(|f2(x + y) − f2(x)|).
(4.7)

D’autre part, il vient que

J : = t(x)
(
Sign0(w1(x + y) − w1(x)) − Sign0(w2(x + y) − w2(x))

)

≥
(
Rk(x + y) −Rk(x)

)
g(w1(x) − w2(x))

(
Sign0(w1(x + y) − w1(x))

−Sign0(w2(x + y) − w2(x))
)

≥ −2
(
|(Rk(x + y) −Rk(x))g(w1 − w2)|

)
(4.8)

Nous additionnons (4.6) avec (4.7) et d’après (4.8), nous obtenons le résultat du
lemme.

Remarque 2 Le résultat du lemme 4.3.3 est toujours vrai pour tout solution du
problème de type Sg,k

ϕ,γ indépendamment des conditions aux bords.
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Proposition 4.3.1 Soit F := (f1, f2) ∈ L∞(Ω)×L∞(Ω), alors il existe une unique
solution V := (v1, v2) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) du problème Sg,k

ϕ,γ(f1, f2) au sens sui-

vant: pour i = 1,2; ∃wi ∈ H1(Ω),∃ zi ∈ L2(∂Ω) telles que wi ∈ ϕi(vi) p.p. Ω, zi ∈
γi(wi) p.p. ∂Ω, et

∫

Ω

DwiDξi + (−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g(w1 − w2)ξi +

∫

∂Ω

ziξi =

∫

Ω

(fi − vi)ξi (4.9)

pour tout ξi ∈ H1(Ω).
De plus, on a les estimations suivantes:

1. ||(v1, v2)||∞ ≤ ||(f1, f2)||∞ .

2.

∫

Ω

(|Dw1|2 + |Dw2|2) ≤ C ′, où C ′ est une constante indépendante de k.

Preuve. Pour i = 1,2, Soient ϕλ
i ,γ

λ
i et gλ respectivement l’approximation de Yoshida

de ϕi,γi et g. Posons ϕ̂λ
i (r) = ϕλ

i (r) + λr, il est clair que ϕ̂λ
i , (ϕ̂

λ
i )

−1, γλ
i et gλ sont

des fonctions continues Lipschitziennes, donc d’après le Lemme 4.3.1 il existe une
unique solution faible notée (vλ

1 , vλ
2 ) du problème Sgλ,k

ϕ̂λ,γλ(f1, f2). Il vient du Lemme
4.3.2 que

||(vλ
1 , vλ

2 )||∞ ≤ ||(f1, f2)||∞
et puisque |ϕλ

i (r)| ≤ |ϕ0
i (r)|, donc

||ϕ̂λ
i (v

λ
i )||L∞(Ω) ≤ ||ϕ0

i (v
λ
i )||L∞(Ω) + λ||vλ

i ||L∞(Ω)

≤ ϕ0
i (||(f1, f2)||∞) + λ||(f1, f2)||∞,

prenons λ assez petit, nous déduisons que

||ϕ̂λ
i (v

λ
i )||L∞(Ω) ≤ M1 (4.10)

où M1 est une constante qui dépend uniquement de Ω et ϕ0
i

(
||(f1, f2)||∞

)
. De la

même manière on a

||gλ
(
ϕ̂λ

1(v
λ
1 ) − ϕ̂λ

2(v
λ
2 )

)
||L∞(Ω) ≤ g

(
||ϕ̂λ

1(v
λ
1 )||L∞(Ω) + ||ϕ̂λ

2(v
λ
2 )||L∞(Ω)

)

alors,

||Rkg
λ
(
ϕ̂λ

1(v
λ
1 ) − ϕ̂λ

2(v
λ
2 )

)
||L∞(Ω) ≤ M2 (4.11)

où M2 est une constante qui dépend uniquement de Ω, g,M1 et ||Rk||∞.
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Maintenant, prenons ŵλ
i = ϕ̂λ

i (v
λ
i ) comme fonction test dans le Lemme 4.3.1,

alors on a
∫

Ω

|Dŵλ
i |2 + (−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)gλ(ŵλ
1 − ŵλ

2 )ŵλ
i +

∫

∂Ω

ẑλ
i ŵλ

i =

∫

Ω

(fi − vλ
i )ŵλ

i

où ẑλ
i = γi(ŵ

λ
i ), en utilisant le fait que γi et ϕ̂λ

i sont croissantes, on déduit que
∫

Ω

|Dŵλ
i |2 ≤ (−1)i

∫

Ω

Rk(x)gλ(ŵλ
1 − ŵλ

2 )ŵλ
i +

∫

Ω

fiŵ
λ
i

≤ ||Rkg
λ(ŵλ

1 − ŵλ
2 )||L∞(Ω)||ŵλ

i ||L1(Ω) + ||f̂λ
i ||L1(Ω)||ŵλ

i ||L∞(Ω) ≤ M3

(4.12)

où M3 est indépendante de λ. Par suite
(
ϕ̂λ

1(v
λ
1 ), ϕ̂λ

2(v
λ
2 )

)
est bornée dans H1(Ω) ×

H1(Ω), donc faiblement séquentiellement compact dans L2(Ω)×L2(Ω). D’autre part,
il vient du Lemme 4.3.3 que

∫

Ω”

ψ(x)(|vλ
1 (x + y) − vλ

1 (x)| + |vλ
2 (x + y) − vλ

2 (x)|)

≤
∫

Ω′

|∆ψ(x)|(|wλ
1 (x + y) − wλ

1 (x)| + |wλ
2 (x + y) − wλ

2 (x)|) +
∫

Ω′

ψ(x)(|f1(x + y) − f1(x)| + |f2(x + y) − f2(x)|)

+2

∫

Ω′

ψ(x)(|Rk(x + y) −Rk(x)||gλ(wλ
1 − wλ

2 )|)

avec Ω′ et Ω” sont des ouverts de Ω, et Ω′ ⊆ Ω, Ω” ⊆ Ω′.
Nous utilisons (4.12) et le fait que Rk ∈ BV (Ω), nous obtenons

lim sup
y→0 λ>0

∫

Ω”

(|vλ
1 (x + y) − vλ

1 (x)| + |vλ
2 (x + y) − vλ

2 (x)|) = 0,

nous combinons avec le Lemme 4.3.2 et on a (vλ
1 ,vλ

2 ) est précompact dans L1(Ω) ×
L1(Ω). De plus, d’apès (4.11) que gλ

(
ϕ̂λ

1(v
λ
1 ) − ϕ̂λ

2(v
λ
2 )

)
est faiblement séquentiel

compact dans L1(Ω) × L1(Ω). Alors, il existe λn → 0 telle que




(vλn

1 ,vλn

2 ) → (v1,v2) fortement dans L1(Ω) × L1(Ω)

(
ϕ̂λn

1 (vλn

1 ),ϕ̂λn

2 (vλn

2 )
)
→ (w1,w2) fortement dans L2(Ω) × L2(Ω)

(zλn

1 ,zλn

2 ) → (z1,z2) faiblement dans L2(∂Ω) × L2(∂Ω)

gλ
(
ϕ̂λ

1(v
λ
1 ) − ϕ̂λ

2(v
λ
2 )

)
→ h faiblement dans L1(Ω).
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En utilisant l’argument de monotonie on trouve que h = g(w1 −w2) et pour i = 1,2
wi ∈ ϕi(vi), zi ∈ γi(wi). Finalement nous passons à la limite dans la formulation
faible et nous obtenons (4.9). Ce qui termine la première partie de la preuve.
Maintenant, pour terminer la preuve de la proposition nous allons montrer les esti-
mations 1) et 2).
1) Puisque ||(vλ

1 ,vλ
2 )||∞ ≤ ||(f1,f2)||∞ donc ||(v1,v2)||∞ ≤ ||(f1,f2)||∞.

2) Prenons wk
i comme fonction test dans (4.9), alors on a

∫

Ω

|Dwk
i |2 + (−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g(wk
1 − wk

2)w
k
i +

∫

∂Ω

zk
i wk

i =

∫

Ω

(fi − vk
i )wk

i

il vient du fait que γi et ϕi sont monotones, que vk
i w

k
i ≥ 0 et zk

i wk
i ≥ 0. On additionne

l’ équation vérifiée pour i = 1 avec l’équation vérifiée pour i = 2 alors
∫

Ω

|Dwk
1 |2 +

∫

Ω

|Dwk
2 |2 +

∫

Ω

Rk(x)g(wk
1 − wk

2)(w
k
1 − wk

2)

︸ ︷︷ ︸
≥0

≤
∫

Ω

(f1w
k
1 + f2w

k
2)

d’où
∫

Ω

|Dwk
1 |2 +

∫

Ω

|Dwk
2 |2 ≤

(
||f1||L1(Ω)||wk

1 ||L∞(Ω) + ||f2||L1(Ω)||wk
2 ||L∞(Ω)

)

≤
(
||f1||L1(Ω)ϕ

0
1(||(vk

1)||L∞(Ω)) + ||f2||L1(Ω)ϕ
0
2(||vk

2 ||L∞(Ω))
)

Ce qui achève la démonstration de la Proposition.

4.3.2 Passage à la limite lorsque k tend vers ∞
Comme le Problème (P k) est lié à Sg,k

ϕ,γ(f1,f2) via la théorie de semigroupe alors
le passage à la limite l’est aussi. Nous montrons d’abord le Lemme suivant:

Lemme 4.3.4 Soient a, b, ,â, b̂ ∈ R alors
(
g(a − b) − g(â − b̂)

)(
Tl(a − â) − Tl(b − b̂)

)
≥ 0 ∀ l > 0.

Preuve: Soit l > 0 et posons Il :=
(
g(a− b) − g(â− b̂)

)(
Tl(a− â)−Tl(b− b̂)

)
donc

si a − â ≥ l et b − b̂ ≤ −l alors

Il = 2l
(
g(a − b) − g(â − b̂)

)
≥ 0.

Si a − â ≥ l et −l ≤ b − b̂ ≤ l alors

Il =
(
g(a − b) − g(â − b̂)

) (
l − (b − b̂)

)
︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 0.
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Si a − â ≤ −l et −l ≤ b − b̂ ≤ l alors

Il =
(
g(a − b) − g(â − b̂)

) (
− l − (b − b̂)

)
︸ ︷︷ ︸

≤0

≥ 0.

Et, si a − â et b − b̂ sont sur le même coté de Tl alors Il = 0. Les autres cas se
déduisent en permutant a avec −â et b avec −b̂. D’où le résultat du lemme.

Maintenant, nous passons à la limite dans Sg,k
ϕ,γ(f1,f2) et nous obtenons la Pro-

position suivante:

Proposition 4.3.2 Soit F := (f1,f2) ∈ L∞(Ω)×L∞(Ω) et V k := (vk
1 ,v

k
2) la solution

du problème Sg,k
ϕ,γ(f1, f2). Alors, lorsque k −→ +∞, on a pour i = 1,2 vk

i −→ vi,

dans L1(Ω), zk
i −→ zi, dans L1(∂Ω)-faible et wk

i −→ wi dans H1(Ω)-faible. Le
triplet (vi, wi, zi) ∈

(
L1(Ω), H1(Ω), L1(∂Ω)

)
satisfait :

wi = ϕi(vi) p.p. Ω, zi ∈ γi(wi) p.p. ∂Ω, w1 = w2 p.p. Ω0

et




∫

Ω

v1Tl(w1 − ξ1) +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ1) +

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − ξ1)

+

∫

Ω

v2Tl(w2 − ξ2) +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ2) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ1) − Tl(w2 − ξ2)

)

≤
∫

Ω

f1Tl(w1 − ξ1) +

∫

Ω

f2Tl(w2 − ξ2)

(4.13)

pour tout ξ := (ξ1,ξ2) ∈
(
H1(Ω)×H1(Ω)

)
∩K. De plus, le couple (v1,v2) est unique.

Preuve. Convergence: Prenons F := (f1, f2) ∈ L∞(Ω)×L∞(Ω) et V k := (vk
1 , v

k
2)

la solution du problème Sg,k
ϕ,γ(f1,f2), alors pour i = 1,2 on a vk

i ∈ L∞(Ω), wk
i ∈ H2(Ω)

et zk
i ∈ L2(∂Ω). D’autre part il vient de la Proposition 4.3.1, que

||(vk
1 , v

k
2)||∞ ≤ ||(f1, f2)||∞ et

∫

Ω

(|Dw1|2 + |Dw2|2) ≤ C,

d’où wk
i est bornée dans H1(Ω), alors wk

i est relativement compact dans L2(Ω).
Puisque, vk

i est bornée dans L∞(Ω) et vk
i = ϕ−1

i (wk
i ) alors vk

i est relativement com-
pact dans L1(Ω). Donc, on peut extraire une sous suite de vk

i (respectivement wk
i ),

notée encore vk
i (respectivement wk

i ) , telles que lorsque k tend vers +∞, on a

vk
i converge fortement vers vi, dans L1(Ω)
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et wk
i converge vers wi, faiblement dans H1(Ω) et fortement dans L2(Ω).

D’après (H1), on a zk
i est bornée dans L∞(∂Ω), d’où zk

i est bornée dans L2(∂Ω),
alors

zk
i ⇀ zi, dans L2(∂Ω).

Nous appliquons le Théorème de la convergence dominée de Lebesgue, donc

g(wk
1 − wk

2) −→ g(w1 − w2), dans L1(Ω).

D’autre part, on multiplie l’équation (4.9) par [a(k)]−1, on obtient

[a(k)]−1
( ∫

Ω

Dwk
i Dξi +

∫

∂Ω

zk
i ξi +

∫

Ω

(vk
i − fi)ξi

+(−1)i−1

∫

Ω1

R0(x)g(wk
1 − wk

2)ξi

)
= (−1)i

∫

Ω0

g(wk
1 − wk

2)ξi

On fait tendre k vers +∞, donc

lim
k→∞

∫

Ω0

g(wk
1 − wk

2)ξi = 0 (4.14)

pour tout ξi ∈ H1(Ω), et puisque g(wk
1 − wk

2) converge vers g(w1 − w2) dans L1(Ω),
on déduit que

|g(w1 − w2)|L2(Ω0) = 0 d’où g(w1 − w2) = 0 et w1 = w2 p.p. dans Ω0.

Maintenant, prenons Tl(w
k
i − ξi) comme fonction test dans (4.9) et additionnant les

deux équations, on obtient

∫

Ω

vk
1Tl(w

k
1 − ξ1) +

∫

Ω

Dwk
1DTl(w

k
1 − ξ1) +

∫

∂Ω

zk
1Tl(w

k
1 − ξ1)

+

∫

Ω

vk
2Tl(w

k
2 − ξ2) +

∫

Ω

Dwk
2DTl(w

k
2 − ξ2) +

∫

∂Ω

zk
2Tl(w

k
2 − ξ2)

+

∫

Ω

Sk(x) =

∫

Ω

f1Tl(w
k
1 − ξ1) + f2Tl(w

k
2 − ξ2) ∀l > 0

(4.15)

pour tout ξ1, ξ2 ∈ H1(Ω), où Sk(x) = Rk(x)g(wk
1 −wk

2)
(
Tl(w

k
1 − ξ1)− Tl(w

k
2 − ξ2)

)
.

Prenons ξ := (ξ1,ξ2) ∈ K donc ξ1 = ξ2 := ξ p.p. Ω0, et on décompose l’intégrale de
Sk de la manière suivante

∫

Ω

Sk(x) =

∫

Ω0

Sk(x) +

∫

Ω1

Sk(x). (4.16)
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pour le premier terme, on a
∫

Ω0

Sk(x) =

∫

E1

Rk(x)g(wk
1 − wk

2)(w
k
1 − wk

2)︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫

E2

Rk(x)g(wk
1 − wk

2)(w
k
1 − ξ − l)

+

∫

E3

Rk(x)g(wk
1 − wk

2)(l − wk
2 + ξ)

ou,
E1 := {x ∈ Ω0, tel que |wk

1 − ξ| ≤ l et |wk
2 − ξ| ≤ l},

E2 := {x ∈ Ω0, tel que |wk
1 − ξ| ≤ l et |wk

2 − ξ| ≥ l}
et

E3 := {x ∈ Ω0, tel que |wk
1 − ξ| ≥ l et |wk

2 − ξ| ≤ l}.
Pour p.p. x ∈ E2 on a :

wk
1 − ξ − l ≤ 0 donc wk

1 ≤ wk
2 et Rk(.)g(wk

1 − wk
2)(w

k
1 − ξ − l) ≥ 0.

Pour p.p. x ∈ E3 on a :

l − wk
2 + ξ ≥ 0 et wk

1 ≥ wk
2 alors Rk(.)g(wk

1 − wk
2)(l − wk

2 + ξ) ≥ 0.

Par conséquent,
∫

Ω0

Sk(x) ≥ 0 d’où
∫

Ω

Sk(x) ≥
∫

Ω1

Sk(x) (4.17)

On en déduit donc, que
∫

Ω

vk
1Tl(w

k
1 − ξ1) +

∫

Ω

Dwk
1DTl(w

k
1 − ξ1) +

∫

∂Ω

zk
1Tl(w

k
1 − ξ1)

+

∫

Ω

vk
2Tl(w

k
2 − ξ2) +

∫

Ω

Dwk
2DTl(w

k
2 − ξ2) +

∫

∂Ω

zk
2Tl(w

k
2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(wk
1 − wk

2)
(
Tl(w

k
1 − ξ1) − Tl(w

k
2 − ξ2)

)

≤
∫

Ω

f1Tl(w
k
1 − ξ1) + f2Tl(w

k
2 − ξ2) ∀l > 0

(4.18)

pour tout (ξ1,ξ2) ∈
(
H1(Ω) × H1(Ω)

)
∩ K. Or, lorsque que k tend vers ∞, on a wk

i

converge faiblement vers wi dans H1(Ω), par suite Tl(w
k
i − ξi) converge faiblement

vers Tl(wi − ξi) dans H1(Ω) et
∫

Ω

|DTl(wi − ξi)|2 ≤ lim inf
k→∞

∫

Ω

|DTl(w
k
i − ξi)|2.
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D’autre part, on a

∫

Ω

Dwk
i DTl(w

k
i − ξi) =

∫

Ω

|DTl(w
k
i − ξi)|2 +

∫

Ω

DξiDTl(w
k
i − ξi),

d’où

lim inf
k→∞

∫

Ω

Dwk
i DTl(w

k
i − ξi) ≥

∫

Ω

|DTl(wi − ξi)|2 +

∫

Ω

DξiDTl(wi − ξi)

=

∫

Ω

DwiDTl(wi − ξi).
(4.19)

Finalement, nous appliquons le Lemme de Fatou, nous passons à la limite en k dans
(4.18), nous utilisons (4.19) et nous obtenons (4.13).

Unicité: Soient V := (v1, v2), Ṽ := (ṽ1, ṽ2) deux solutions au sens (4.13), prenons
(w̃1, w̃2) fonction test dans l’inégalité satisfaite par (v1, v2), donc on a

∫

Ω

v1Tl(w1 − w̃1) +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − w̃1) +

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − w̃1)

+

∫

Ω

v2Tl(w2 − w̃2) +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − w̃2) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − w̃2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − w̃1) − Tl(w2 − w̃2)

)

≤
∫

Ω

f1Tl(w1 − w̃1) + f2Tl(w2 − w̃2).

(4.20)

Maintenant prenons (w1, w2) dans l’inégalité satisfaite par (ṽ1, ṽ2), alors

∫

Ω

ṽ1Tl(w̃1 − w1) +

∫

Ω

Dw̃1DTl(w̃1 − w1) +

∫

∂Ω

z̃1Tl(w̃1 − w1)

+

∫

Ω

ṽ2Tl(w̃2 − w2) +

∫

Ω

Dw̃2DTl(w̃2 − w2) +

∫

∂Ω

z̃2Tl(w̃2 − w2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w̃1 − w̃2)
(
Tl(w̃1 − w1) − Tl(w̃2 − w2)

)

≤
∫

Ω

f̃1Tl(w̃1 − w1) + f̃2Tl(w̃2 − w2).

(4.21)

On additionne l’inégalité (4.20) et (4.21), on obtient
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∫

Ω

(v1 − ṽ1)Tl(w1 − w̃1) +

∫

Ω

(v2 − ṽ2)Tl(w2 − w̃2)

+

∫

Ω

D(w1 − w̃1)DTl(w1 − w̃1) +

∫

Ω

D(w2 − w̃2)DTl(w2 − w̃2)

+

∫

∂Ω

(z1 − z̃1)Tl(w1 − w̃1) +

∫

∂Ω

(z2 − z̃2)Tl(w2 − w̃2)

+

∫

Ω1

S̃l(x) ≤
∫

Ω

(f1 − f̃1)Tl(w1 − w̃1) + (f2 − f̃2)Tl(w2 − w̃2),

(4.22)

où

S̃l(x) = R0(x)
(
g(w1 − w2) − g(w̃1 − w̃2)

)(
Tl(w1 − w̃1) − Tl(w2 − w̃2)

)
.

Il vient de la monotonie de γ1, γ2 et Tl que pour i = 1,2 (zi − z̃i)Tl(wi − w̃i) ≥ 0 et

d’après le Lemme 4.3.4, on a S̃l(x) ≥ 0 p.p. x ∈ Ω1. On multiplie (4.22) par
1

l
et on

passe à la limite lorsque l tend vers 0, on trouve

||v1 − ṽ1||L1(Ω) + ||v2 − ṽ2||L1(Ω) ≤ ||f1 − f̃1||L1(Ω) + ||f2 − f̃2||L1(Ω).

Ce qui achève la démonstration de la Proposition.

4.4 Problème d’évolution

4.4.1 Bonne solution

Afin d’écrire (P k) sous la forme abstraite, on considère X = L1(Ω)×L1(Ω) l’espace
de Banach muni de la norme usuelle |(u1,u2)|X = ||u1||L1(Ω) + ||u2||L1(Ω), pour tout
(u1, u2) ∈ X. Et, on considère U = (u1, u2) comme application définie de [0,T ] dans
X, alors le problème de Cauchy abstrait associé à (P k) s’écrit

CP k(u01, u02)





Ut + AkU ∋ 0 sur (0,T )

U(0) := U0 = (u01, u02),

où Ak est l’opérateur défini dans X par: pour tout F := (f1, f2) ∈ X et U :=
(u1, u2) ∈ X, on a F ∈ AkU si et seulement si f1 ∈ Ag,k

ϕ1,γ1
u1 et f2 ∈ Ag,k

ϕ2,γ2
u2, où
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pour i = 1,2; l’opérateur Ag,k
ϕi,γi

est défini par

fi ∈ Ag,k
ϕi,γi

vi ⇔





vi,fi ∈ L1(Ω),∃wi ∈ W 1,1(Ω),∃zi ∈ L1(∂Ω)

wi ∈ ϕi(vi) p.p. Ω, zi ∈ γi(wi) p.p. ∂Ω, et

∫

Ω

DwiDξi + (−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g(w1 − w2)ξi +

∫

∂Ω

ziξi =

∫

Ω

fiξi

pour toute ξi ∈ W 1,∞(Ω).

On munit l’espace X de la relation d’ordre (f1, f2) ≤ (g1, g2) si et seulement si
f1 ≤ g1 et f2 ≤ g2 p.p. dans Ω.

Remarque 3 Il vient de [9] que l’opérateur Ak est T-accrétif dans X, de plus
la relation entre les résolvantes des opérateurs Ak, A0

ϕ1,γ1
et A0

ϕ2,γ2
est: (v1,v2) =

(I + εAk)−1(f1,f2) si et seulement si pour i = 1,2; vi = (I + εA0
ϕi,γi

)−1
(
fi −

(−1)i−1εRk(.)g(w1 − w2)
)
.

Remarque 4 L’opérateur Ak est m-T-accrétif dans X. En effet, d’après la Re-
marque 3, on a Ak est T-accrétif dans X donc Ak l’est aussi, et il vient de la Propo-
sition 4.3.1 que L∞(Ω)×L∞(Ω) ⊆ R(I + λAk) d’ où par densité R(I + λAk) = X.

Corollaire 4.4.1 Pour tout (u01, u02) ∈ X, le problème CP k(u01,u02) admet une
unique bonne solution.

Conséquence immédiate de la Proposition 4.3.2, on a le résultat de convergence de
l’opérateur Ak suivant:
Corollaire 4.4.2 Lorsque k −→ ∞, l’opérateur Ak converge dans X, au sens de
la résolvante vers l’opérateur T-accrétif défini, par

(f1,f2) ∈ A∞(v1,v2) ⇔





vi ∈ L2(Ω), ∃wi ∈ H1(Ω), ∃zi ∈ L2(∂Ω),

wi = ϕ(vi) p.p. Ω, zi ∈ γ(wi) p.p. ∂Ω, et

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ1) +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ2)

+

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − ξ1) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − ξ2)+
∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ1) − Tl(w2 − ξ2)

)

≤
∫

Ω

f1Tl(w1 − ξ1) +

∫

Ω

f2Tl(w2 − ξ2)

pour tout ξ = (ξ1,ξ2) ∈
(
H1(Ω) × H1(Ω)

)
∩ K.

(4.23)
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En particulier, A∞ est T- accrétif, R(I + εA∞) ⊇ L∞(Ω)×L∞(Ω) et A∞ engendre
un semigroupe non linéaire de contraction dans X.

4.4.2 Existence de la solution faible

Proposition 4.4.1 On suppose que u01, u02 ∈ L∞(Ω) et U = (u1, u2) la bonne
solution du problème CP k(u01, u02). Alors U est une solution faible du Problème
(P k) au sens du Théorème 4.2.1.

Preuve Soit (uǫ
1, u

ǫ
2) la solution ǫ- approchée où ǫ = t/n, et pour i = 1,...,n, on a





ui
1 − ǫ△wi

1 + ǫRk(x)g(wi
1 − wi

2) = ui−1
1 wi

1 = ϕ1(u
i
1) sur Ω

ui
2 − ǫ△wi

2 − ǫRk(x)g(wi
1 − wi

2) = ui−1
2 wi

2 = ϕ2(u
i
2) sur Ω

∂~nw
i
1 + zi

1 = 0 zi
1 ∈ γ1(w

i
1) sur ∂Ω

∂~nw
i
2 + zi

2 = 0, zi
2 ∈ γ2(w

i
2) sur ∂Ω.

(4.24)

Pour q = 1,2, notons uǫ
q la fonction constante par morceau définie par uǫ

q(t) = ui
q,

pour t ∈]ti−1,ti], u
ǫ
q(0) = u0q. D’après la Proposition 4.3.1, on a ||(ui

1, ui
2)||∞ ≤

||(u01, u02)||∞ , alors

||(uǫ
1, u

ǫ
2)||∞ ≤ ||(u01, u02)||∞. (4.25)

D’autre part, on a wǫ
q = ϕq(u

ǫ
q) donc

||wǫ
q||L∞(Ω) ≤ ϕq

(
||(u01, u02)||∞

)
:= M ′ (4.26)

où M ′ est une constante indépendente de ǫ. Maintenant, on prend wi
1 (respectivement

wi
2) comme fonction test dans la première (respectivement la deuxième) équation de

(4.24) et on additionne les deux équations obtenues, on trouve
∫

Ω

(ui
1 − ui−1

1 )wi
1 +

∫

Ω

(ui
2 − ui−1

2 )wi
2 + ǫ

∫

Ω

(
|Dwi

1|2 + |Dwi
2|2

)

+ǫ

∫

∂Ω

(zi
1w

i
1 + zi

2w
i
2) + ǫ

∫

Ω

Rk(x)g(wi
1 − wi

2)(w
i
1 − wi

2) = 0.
(4.27)

Soit jq : R → [0,∞] une fonction convexe propre s.c.i. telle que jq(r) =

∫ r

0

ϕq(s)ds,

alors jq vérifie ∫

Ω

(ui−1
q − ui

q)w
i
q ≤

∫

Ω

(
jq(u

i−1
q ) − jq(u

i
q)

)
,
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donc (4.27), devient
∫

Ω

(
j1(u

i
1) + j2(u

i
2)

)
+ ǫ

∫

Ω

(
|Dwi

1|2 + |Dwi
2|2

)
+ ǫ

∫

∂Ω

(zi
1w

i
1 + zi

2w
i
2)

+ǫ

∫

Ω

Rk(x)g(wi
1 − wi

2)(w
i
1 − wi

2) ≤
∫

Ω

(
j1(u

i−1
1 ) + j2(u

i−1
2 )

)
.

(4.28)

Nous utilisons la monotonie de ϕq, γq et g dans (4.28), on voit que
∫

Ω

(
j1(u

i
1) + j2(u

i
2)

)
+ ǫ

∫

Ω

|Dwi
1|2 + |Dwi

2|2 ≤
∫

Ω

(
j1(u

i−1
1 ) + j2(u

i−1
2 )

)
. (4.29)

On additionne (4.29) pour i = 1,...,n, on obtient

∫

Ω

(
j1(u

ǫ
1) + j2(u

ǫ
2)

)
+

∫ t

0

∫

Ω

|Dwǫ
1|2 + |Dwǫ

2|2 ≤
∫

Ω

(
j1(u01) + j2(u02)

)
(4.30)

et comme j1,j2 ≥ 0, on a

∫ t

0

∫

Ω

|Dwǫ
1|2 + |Dwǫ

2|2 ≤
∫

Ω

(
j1(u01) + j2(u02)

)
. (4.31)

D’après, (4.25) et (4.31) on a wǫ
q est bornée dans L2

(
[0,T ), H1(Ω)

)
, donc il existe

wq ∈ L2
(
[0,T ),H1(Ω)

)
telle que wǫ

q → wq faiblement dans L2
(
[0,T ),H1(Ω)

)
. D’autre

part, wǫ
q est bornée dans L∞(Q) et ϕq est continue, donc nous utilisons le Théorème

de convergence dominée de Lebesgue, alors

wǫ
q → wq dans L1

(
Q).

Il vient de (H1) que zǫ
q ∈ γq(w

ǫ
q) est bornée dans L∞(Σ), donc il existe zq ∈ L2(Σ)

telle que zǫ
q → zq faiblement dans L2(Σ). Nous utilisons l’ argument de monotonie

(Cf. Lemme G [2]) et nous obtenons wq(t) = ϕq(uq(t)), zq(t) ∈ γq(wq(t)) p.p. Ω.
Maintenant, Soit ũǫ

q la fonction définie de [0,T ] vers L1(Ω), par ũǫ
q(ti) = ui

q, et ũǫ
q est

linéaire sur [ti−1,ti], alors il vient de (4.24) que

∫ ∫

Q

Dwǫ
1Dξ1 +

∫ ∫

Q

Rk(x)g(wǫ
1 − wǫ

2)ξ1 +

∫ ∫

Σ

zǫ
1ξ1 =

∫ ∫

Q

ũǫ
1

∂ξ1

∂t
+

∫

Ω

u01ξ1(0)

∫ ∫

Q

Dwǫ
2Dξ2 −

∫ ∫

Q

Rk(x)g(wǫ
1 − wǫ

2)ξ2 +

∫ ∫

Σ

zǫ
2ξ2 =

∫ ∫

Q

ũǫ
2

∂ξ2

∂t
+

∫

Ω

u02ξ2(0)

pour tout ξ1, ξ2 ∈ C1((0,T ]×Ω) avec ξ1(.,T ) = ξ2(.,T ) ≡ 0. Passons à la limite quand
ǫ tend vers 0 dans (4.25), (4.31) et les égalités précèdentes, on obtient respectivement
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1) , 2) et
∫ ∫

Q

Dw1Dξ1 +

∫ ∫

Q

Rk(x)g(w1 − w2)ξ1 +

∫ ∫

Σ

z1ξ1 =

∫ ∫

Q

u1
∂ξ1

∂t
+

∫

Ω

u01ξ1(0)

∫ ∫

Q

Dw2Dξ2 −
∫ ∫

Q

Rk(x)g(w1 − w2ξ2 +

∫ ∫

Σ

z2ξ2 =

∫ ∫

Q

u2
∂ξ2

∂t
+

∫

Ω

u02ξ2(0)

pour tout ξ1, ξ2 ∈ C1((0,T ] × Ω) avec ξ1(.,T ) = ξ2(.,T ) ≡ 0. Ce qui achève la dé-
monstration du Théorème.

Remarque 5 Le résultat de cet théorème reste valable si ϕ1 et ϕ2 sont croissantes.

4.4.3 Passage à la limite

Le passage à la limite dans la formulation abstraite nécessite le calcul de la
fermeture du domaine de l’ opérateur limite, nous allons d’abord montrer le lemme
suivant:

Lemme 4.4.1 Soit (f1, f2) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) et (v1, v2) la solution du problème
Sg,∞

ϕ,γ (f1, f2) au sens de la Proposition 4.3.2. Alors (v1, v2) est aussi solution du
problème





v1 −△w1 + R0(x)g(w1 − w2) = f1 sur Ω1

v2 −△w2 −R0(x)g(w1 − w2) = f2 sur Ω1

(v1 + v2) − 2 △w = f1 + f2, w1 = w2 := w sur Ω0

Preuve. D’après la proposition 4.3.2 on a pour i = 1,2 le triplet (vi, wi, zi) ∈(
L1(Ω), H1(Ω), L1(∂Ω)

)
satisfait :

wi = ϕi(vi) p.p. Ω, zi ∈ γi(wi) p.p. ∂Ω, w1 = w2 p.p. Ω0

et pour tout ξ1, ξ2 ∈ H1
0 (Ω) tel que ξ1 = ξ2 p.p. x ∈ Ω0 on a





∫

Ω

v1Tl(w1 − ξ1) +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ1)

+

∫

Ω

v2Tl(w2 − ξ2) +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ1) − Tl(w2 − ξ2)

)

≤
∫

Ω

f1Tl(w1 − ξ1) +

∫

Ω

f2Tl(w2 − ξ2), ∀l > 0.

(4.32)
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Prenons ξ2 = w2 comme fonction test, et puisque w1 = w2 p.p. Ω0 alors ξ1 = w1 p.p.
Ω0, et pour l assez grand on a

∫

Ω1

v1(w1−ξ1)+

∫

Ω1

Dw1D(w1−ξ1)+

∫

Ω1

R0(x)g(w1−w2)(w1−ξ1) ≤
∫

Ω1

f1(w1−ξ1).

Maintenant, soit ξ1 = ±(w1 − ξ) avec ξ ∈ H1
0 (Ω1), alors

∫

Ω1

v1ξ +

∫

Ω1

Dw1Dξ +

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)ξ =

∫

Ω1

f1ξ

et de la même manière, nous montrons que
∫

Ω1

v2ξ +

∫

Ω1

Dw2Dξ −
∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)ξ =

∫

Ω1

f2ξ.

D’autre part, prenons ξ1 = ξ2 := ξ p.p. Ω dans (4.32) alors




∫

Ω

v1Tl(w1 − ξ) +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ)

+

∫

Ω

v2Tl(w2 − ξ) +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ) − Tl(w2 − ξ)

)

≤
∫

Ω

f1Tl(w1 − ξ) +

∫

Ω

f2Tl(w2 − ξ), ∀l > 0.

Nous utilisons le Lemme (4.3.4) alors
∫

Ω1

R0(x)g(w1−w2)
(
Tl(w1−ξ)−Tl(w2−ξ)

)
≥

0 et pour l assez grand on a




∫

Ω

v1(w1 − ξ) +

∫

Ω

Dw1D(w1 − ξ)

+

∫

Ω

v2(w2 − ξ) +

∫

Ω

Dw2D(w2 − ξ)

≤
∫

Ω

f1(w1 − ξ) +

∫

Ω

f2(w2 − ξ)

et pour ξ = w1 = w2 := w sur Ω0 nous obtenons
∫

Ω0

(v1 + v2)(w − ξ) +

∫

Ω0

DwD(w − ξ) ≤
∫

Ω0

(f1 + f2)(w − ξ).

Soit η = ±(w1 − ξ) avec η ∈ H1
0 (Ω0), alors

∫

Ω0

(v1 + v2)η +

∫

Ω0

DwDη =

∫

Ω0

(f1 + f2)η.
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qui complète la démonstration du lemme

Maintenant, montrons le lemme de fermeture suivante:

Lemme 4.4.2 D(A∞) = {(u1,u2) ∈ X, tel que ϕ1(u1) = ϕ2(u2), p.p. Ω0} := Y

Preuve. D’après la définition de l’opérateur A∞ et par densité, on a D(A∞) ⊆ Y.

Pour montrer que Y ⊆ D(A∞), il suffit de prouver que Y ∩
(
L∞(Ω) × L∞(Ω)

)
⊆

D(A∞). Etant donné u := (u1,u2) ∈ Y ∩
(
L∞(Ω) × L∞(Ω)

)
nous considérons

uε := (uε
1,u

ε
2) = (I + εA∞)−1(u1,u2) d’où on a

1

ε

(
(u1 −uε

1),(u2 −uε
2)

)
∈ A∞(uε

1,u
ε
2) .

Prenons ξ1 = ξ2 = 0 comme fonction test dans la définition de l’opérateur A∞, nous
obtenons∫

Ω

|Dwε
1|2 +

∫

Ω

|Dwε
2|2 +

∫

∂Ω

(zε
1w

ε
1 + zε

2w
ε
2) +

∫

Ω1

R0(x)g(wε
1 − wε

2)
(
Tl(w

ε
1) − Tl(w

ε
2)

)

≤ 1

ε

( ∫

Ω

(u1 − uε
1)Tl(w

ε
1) +

∫

Ω

(u2 − uε
2)Tl(w

ε
2)

)

et d’aprés la Proposition 4.3.2, on a

||(uε
1,u

ε
2)||∞ ≤ ||(u1,u2)||∞ et ||(wε

1,w
ε
2)||∞ ≤ C||(u1,u2)||∞.

On utilise la monotonie de ϕi, γi,g et Tl, alors
∫

Ω

|Dwε
1|2 +

∫

Ω

|Dwε
2|2 ≤ 1

ε

(∫

Ω

(u1 − uε
1)Tl(w

ε
1) +

∫

Ω

(u2 − uε
2)Tl(w

ε
2)

)

≤ 1

ε

(∫

Ω

u1Tl(w
ε
1) +

∫

Ω

u2Tl(w
ε
2)

)

≤ 1

ε
C ′,

où C ′ une constante qui dépend de Ω, ||(u1,u2)||∞, ϕ1, ϕ2 et l. Ainsi, pour i = 1,2,
et ε assez petit , on a εDwε

i est bornée dans L2(Ω), donc lorsque ε tend vers 0,
εwε

i −→ 0, dans H1(Ω)-faible, et il vient de (H1) que zε
i est bornée dans L∞(∂Ω)

alors zε
i → zi, dans L2(∂Ω)-faible. D’autre part, nous utilisons le Lemme 4.4.1 alors

(uε
1, u

ε
2) est solution du problème





uε
1 − ε △wε

1 + ε R0(x)g(wε
1 − wε

2) = u1 sur Ω1

uε
2 − ε△wε

2 − ε R0(x)g(wε
1 − wε

2) = u2 sur Ω1

(uε
1 + uε

2) − 2ε △wε = u1 + u2, wε
1 = wε

2 := wε sur Ω0.

(4.33)
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Il vient du Lemme 4.3.3 et la Remarque 2, que
∫

Ω”i

ψ(x)(|uε
1(x + y) − uε

1(x)| + |uε
2(x + y) − uε

2(x)|)

≤ ε

∫

Ω′

i

|∆ψ(x)|(|wε
1(x + y) − wε

1(x)| + |wε
2(x + y) − wε

2(x)|) +

∫

Ω′

i

ψ(x)(|u1(x + y) − u1(x)| + |u2(x + y) − u2(x)|)

+2iε

∫

Ω′

i

ψ(x)(|R0(x + y) −R0(x)| |g(wε
1 − wε

2)|)

où pour i = 0,1; on a Ω′
i et Ω”i sont des ouverts de Ωi, et Ω′

i ⊆ Ωi, Ω”i ⊆ Ω′
i.

Nous utilisons le fait que R0 ∈ BV (Ω1), nous obtenons

lim sup
y→0 ε>0

∫

Ω”i

(|uε
1(x + y) − uε

1(x)| + |uε
2(x + y) − uε

2(x)|) = 0,

d’où (uε
1,u

ε
2) est précompact dans L1(Ωi) × L1(Ωi), et par conséquent (uε

1,u
ε
2) est

faiblement séquentiel compact dans L1(Ω)×L1(Ω). Alors, il existe εn → 0 telle que



(uεn

1 , uεn

2 ) → (ũ1, ũ2) fortement dans L1(Ω) × L1(Ω)

(
εDwεn

1 , εDwεn

2

)
→ (0,0) faiblement dans L2(Ω) × L2(Ω)

εg(wεn

1 − wεn

2 ) → 0 faiblement dans L1(Ω).

Passons à la limite quand ε → 0 dans (4.33) et donc ũ1 = u1, ũ2 = u2 sur Ω1 et
ũ1 + ũ2 = u1 + u2 , ϕ1(ũ1) := ϕ2(ũ2) sur Ω0. Alors ũ1 = u1 et ũ2 = u2 sur Ω.
Finalement, on a (uε

1, uε
2) converge vers (u1, u2) dans X lorsque ε tend 0. Ce qui

achève la démonstration du lemme.

Afin d’appliquer le Théorème 3.2.1 (Cf. chapitre 3), on considère l’opérateur Ãk

défini par Ãk = [a(k)]−1Ak et soit le problème elliptique non linéaire associé à Ãk

suivant:

S ′g,k

ϕk,γk(f1,f2)





v1 −△w1 + R′

k(x)g(w1 − w2) = f1, w1 = ϕk
1(v1) sur Ω

v2 −△w2 −R′

k(x)g(w1 − w2) = f2, w2 = ϕk
2(v2) sur Ω

∂~nw1 + z1 = 0, z1 ∈ γk
1 (w1) sur ∂Ω

∂~nw2 + z2 = 0, z2 ∈ γk
2 (w2) sur ∂Ω
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avec ϕk
i = [a(k)]−1ϕi, γk

i = [a(k)]−1γi et R′

k la fonction défini par

R′

k(x) = χΩ0(x) + [a(k)]−1R0(x)χΩ1(x) p.p. Ω.

On démontre le lemme de convergence suivant:

Lemme 4.4.3 Soit (f1,f2) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) et (vk
1,v

k
2) la solution du problème

S ′g,k

ϕk,γk(f1,f2) au sens de la Proposition 4.3.1. Alors lorsque, k tend vers +∞, on a

pour i = 1,2; vk
i −→ vi, dans L1(Ω), wi = ϕi(vi) p.p. Ω, et le couple (v1,v2) vérifie :





v1 + g(w1 − w2)χΩ0 = f1, p.p. sur Ω

v2 − g(w1 − w2)χΩ0 = f2, p.p. sur Ω.

De plus, (v1,v2) est unique.

Preuve. D’après de la Proposition 4.3.1, il existe un unique couple (vk
1,v

k
2) solution

de S ′g,k

ϕk,γk(f1,f2) au sens (4.9). Pour i = 1,2; on a vk
i ∈ L∞(Ω), wk

i ∈ H2(Ω), et

zk
i ∈ L2(∂Ω) avec wk

i = ϕi(v
k
i ) et zk

i ∈ γi(w
k
i ) . En utilisant le même raisonnement

de la Proposition 4.3.2, il existe une sous suite notée encore vk
i tel que, lorsque k

tend vers ∞ on a

vk
i → vi, dans L1(Ω); zk

i ⇀ 0, dans L1(∂Ω) et Dwk
i ⇀ 0, dans L2(Ω).

D’après le Théorème de la convergence dominée, on a

R′

k(x)g(wk
1 − wk

2) −→ g(w1 − w2)χΩ0 , dans L1(Ω).

Passons à la limite dans la formulation faible, nous obtenons
∫

Ω

viξi + (−1)i−1

∫

Ω0

g(w1 − w2)ξi =

∫

Ω

fiξi

ainsi le résultat de convergence est obtenu.

Une conséquence de ce lemme est le corollaire suivant:

Corollaire 4.4.3 Lorsque k −→ ∞, l’opérateur Ãk converge vers l’opérateur T -
accretif dans X, défini par

(f1,f2) ∈ Ã∞(v1,v2) ⇔





f1 = f2 = 0 p.p. Ω1

∃w1, w2 ∈ L1(Ω) /w1 = ϕ1(v1), w2 = ϕ2(v2) p.p. Ω, et
f1 = −f2 = g(w1 − w2) p.p. Ω0.

De plus, D(Ã∞) = L1(Ω) × L1(Ω).
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Proposition 4.4.2 Pour tout (u01,u02) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) la bonne solution de





Ut + Ã∞ U ∋ 0 dans (0,T )

U(0) = U0

(4.34)

est une solution du système différentiel ordinaire suivant:

ED(g,u01,u02)





c1t + g
(
ϕ1(c1) − ϕ2(c2)

)
χΩ0 = 0, sur (0,T )

c2t − g
(
ϕ1(c1) − ϕ2(c2)

)
χΩ0 = 0, sur (0,T )

c1(0) = u01, c2(0) = u02

au sens suivant: pour i = 1,2; ci ∈ W 1,1
(
(0,T ),L1(Ω)

)
et le système est vérifié pour

presque tout (t,x) ∈ Q avec ci(0) = u0i. De plus

lim
t→∞

(c1(t),c2(t)) = (u01,u02) p.p. sur Ω

avec

u01(x) =

{
u01(x) sur Ω1

ũ01(x) sur Ω0
u02(x) =

{
u02(x) sur Ω1

ũ01(x) sur Ω0

où, ũ01(x) := [I + ϕ−1
2 ◦ ϕ1]

−1(u01 + u02) et ũ02(x) := [I + ϕ−1
1 ◦ ϕ2]

−1(u01 + u02).

Preuve. D’après le corollaire 4.4.3 l’opérateur Ãk converge vers Ã∞, d’ où la bonne
solution Uk de 




Ut + Ãk U ∋ 0 sur (0,T )

U(0) = U0,

converge vers U (la bonne solution de (4.34)). On utilise la Proposition 4.4.1, pour
i = 1,2; uk

i ∈ L∞(Q), il existent wk
i ∈ L2(0,T ; H1(Ω)), zk

i ∈ L∞(Σ) telles que
wk

i = ϕi(u
k
i ) p.p. sur Q, zk

i ∈ γi(w
k
i ) p.p. sur Σ, et

[a(k)]−1

∫ τ

0

∫

Ω

Dwk
i Dξ +(−1)i−1

∫ τ

0

∫

Ω

R′

k(.)g(wk
1 − wk

2)ξ

+[a(k)]−1

∫ τ

0

∫

Γ

zk
i ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

uk
i ξt +

∫

Ω

u0ξ(0).
(4.35)
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De plus, uk
i , wk

i et g(wk
1 −wk

2) sont bornées dans L∞(Q) , zk
i est bornée dans L∞(Σ)

et wk
i est bornée dans L2

(
0,T ; H1(Ω)

)
, alors on a

[a(k)]−1Dwk
i → 0 faiblement dans L2(0,T ; H1(Ω))

et
[a(k)]−1zk

i → 0 faiblement dans L2(Σ).

Passons à la limite dans (4.35), nous déduisons que

(−1)i−1

∫ τ

0

∫

Ω0

g
(
ϕ1(c1) − ϕ2(c2)

)
ξ =

∫ τ

0

∫

Ω

ci ξt +

∫

Ω

u0i ξ(0).

Puisque, g
(
ϕ1(c1) − ϕ2(c2)

)
∈ L1

(
(0,T ) × Ω0

)
ci ∈ W 1,1(0,T,L1(Ω)) et, pour p.p.

x ∈ Ω,




c1t(x) + g
(
ϕ1(c1(x)) − ϕ2(c2(x))

)
χΩ0(x) = 0 sur (0,T )

c2t(x) − g
(
ϕ1(c1(x)) − ϕ2(c2(x))

)
χΩ0(x) = 0 sur (0,T )

c1(x)(0) = u01(x) c2(x)(0) = u02(x).

Ce qui termine la première partie de la preuve. D’après [5] il existe un couple de
fonctions mesurables (c1∞,c2∞) telles que lorsque t → ∞, on a c1(t) −→ c1∞ ,
c2(t) −→ c2∞ p.p. Ω, (c1∞, c2∞) ∈ Ã−1

∞ (0, 0) d’où g
(
ϕ1(c1∞)−ϕ2(c2∞)

)
= 0 p.p. Ω0

ce qui se traduit par ϕ1(c1∞) = ϕ2(c2∞) p.p. Ω0 . D’autre part, on additionne les deux
équations on voit que c1t = c2t = 0 p.p. Ω1, par suite c1∞ = u01, c2∞ = u02 p.p. Ω1 et
c1t +c2t = 0 p.p. Ω0 d’où c1∞+c2∞ = u01 +u01 p.p. Ω0 et puisque ϕ1(c1∞) = ϕ2(c2∞)
p.p. Ω0 on obtient c1∞ = [I+ϕ−1

2 ◦ϕ1]
−1(u01+u02) et c2∞ = [I+ϕ−1

1 ◦ϕ2]
−1(u01+u02)

p.p. x ∈ Ω. Ce qui achève la démonstration de la Proposition.

4.4.4 Problème d’évolution limite

Lemme 4.4.4 Soit U0 = (u01,u02) ∈ L∞(Ω) × L∞(Ω) et Uk = (uk
1,u

k
2) la bonne

solution de CP k(u01,u02). Alors lorsque k → ∞, on a

Uk → U := (u1,u2) dans C
(
(0,T ); X

)

où U est la bonne solution du problème

CP∞(u01,u02)





Ut + A∞U ∋ (0,0) sur (0,T )

U(0) = (u01,u02).

où u01 et u02 sont données par la Proposition précédente .
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Preuve. Soit Uk la bonne solution de CP k(u01,u02), d’après le Corollaire 4.4.2 (res-
pectivement Corollaire 4.4.3) l’opérateur Ak (respectivement Ãk) converge vers A∞

(respectivement Ã∞) et il vient de la Proposition 4.4.2 que lim
t→∞

e−t eA∞ = (u01,u02)

et on voit que (u01,u02) ∈ D(A∞) , alors nous appliquons le Théorème 3.2.1 et nous
obtenons imédiatement le lemme.

Maintenant, il nous reste à montrer que la bonne solution du problème limite est
une solution faible, pour cela on va montrer la Proposition suivante

Proposition 4.4.3 Soit (u1,u2) solution du problème CP∞(u01,u02) donnée par le
lemme 4.4.4. Alors (u1,u2) est une solution faible au sens du Théorème 4.2.2.

Nous allons tout d’abord montrer le lemme suivant

Lemme 4.4.5 Soit U := (u1,u2) une solution du problème (P k) au sens du Théo-
rème 4.2.1. Alors, pour i = 1,2; on a





d

dt

∫

Ω

∫ ui

0

Tl(ϕi(s) − ξi)ds +

∫

Ω

DwiDTl(wi − ξi) +

∫

∂Ω

ziTl(wi − ξi)

+(−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g(w1 − w2)Tl(wi − ξi) ≤ 0 dans D′(0,T )
(4.36)

pour tout ξi ∈ H1(Ω).

Preuve Soit (u1,u2) solution du problème (P k) au sens du Théorème 4.2.1, prenons
ξi ∈ H1(Ω), σ ∈ D(0,T ) avec σ ≥ 0. Pour δ > 0 on considère la fonction φδ

i définie

par φδ
i (t) = (1/δ)

∫ t+δ

t

Tl(wi(s)− ξi)σ(s)ds, p.p. Ω et on prolonge wi sur R×Ω par

0 si t > T, et par w0i si t < 0. Il est clair que φδ est une fonction test admissible
pour le problème (P k), d’où

∫ ∫

Q

DwiDφδ
i + (−1)i−1

∫ ∫

Q

Rk(.)g(w1 − w2)φ
δ
i +

∫ ∫

Q

ziφ
δ
i =

∫ ∫

Q

uiφ
δ
it.(4.37)

D’autre part, il vient que
∫ ∫

Q

uiφ
δ
it

=

∫ ∫

Q

ui(t)

(
Tl(wi(t + δ) − ξi)σ(t + δ) − Tl(wi(t) − ξi)σ(t)

)

δ

=
1

δ

∫

Ω

∫ T+δ

δ

ui(t − δ)Tl(wi(t) − ξi)σ(t)d t

−1

δ

∫

Ω

∫ T

0

ui(t)Tl(wi(t) − ξi)σ(t)d t

=

∫ ∫

Q

ui(t − δ) − ui(t)

δ
Tl(wi − ξi)σ,

(4.38)
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et pour touts r, r̂, ξi ∈ R, on a

Tl(ϕi(r) − ξi)(r̂ − r) ≤ ψξi
(r̂) − ψξi

(r), (4.39)

où

ψξi
(r) =

∫ r

ξi

Tl(ϕi(s) − ξi)d s.

Nous remplaçons (4.39) dans (4.38) et nous obtenons

∫ ∫

Q

uiφ
δ
it

≤ 1

δ

∫ ∫

Q

σ(t)

∫ ui(t−δ)

ui(t)

Tl(ϕi(s) − ξi)ds

≤ 1

δ

∫

Ω

∫ T−δ

−δ

σ(t + δ)

∫ ui(t)

0

Tl(ϕi(s) − ξi)ds

−1

δ

∫

Ω

∫ T

0

σ(t)

∫ ui(t)

0

Tl(ϕi(s) − ξi)ds

≤
∫ ∫

Q

σ(t + δ) − σ(t)

δ

∫ ui(t)

u0i

Tl(ϕi(s) − ξi)ds

+
1

δ

∫

Ω

∫ 0

−δ

σ(t + δ)

∫ ui(t)

u0i

Tl(ϕi(s) − ξi)ds

︸ ︷︷ ︸
=0

− 1

δ

∫

Ω

∫ T

T−δ

σ(t + δ)

∫ ui(t)

u0i

Tl(ϕi(s) − ξi)ds

︸ ︷︷ ︸
=0

(4.40)

d’où (4.37) devient

∫ ∫

Q

DwiDφδ
i + (−1)i−1

∫ ∫

Q

Rkg(w1 − w2)φ
δ
i

+

∫ ∫

Q

ziφ
δ
i ≤

∫ ∫

Q

σ(t + δ) − σ(t)

δ

∫ ui(t)

u0i

Tl(ϕi(s) − ξi)ds.
(4.41)

On passe à la limite lorsque δ tend vers 0 et on utilise le fait que φδ
i −→ Tl(wi − ξi)

dans L2(0,T ; H1(Ω)), il en résulte que

∫ ∫

Q

σDwiDTl(wi − ξi) + (−1)i−1

∫ ∫

Q

σRk(x)g(w1 − w2)Tl(wi − ξi)

+

∫ ∫

Q

σziTl(wi − ξi) ≤
∫ ∫

Q

σt

∫ ui(t)

u0i

Tl(ϕi(s) − ξi)d s.
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Ce qui nous donne




d

dt

∫

Ω

∫ uk
i

0

Tl(ϕi(s) − ξi)ds +

∫

Ω

Dwk
i DTl(w

k
i − ξi) +

∫

∂Ω

zk
i Tl(w

k
i − ξi)

+(−1)i−1

∫

Ω

Rk(x)g(wk
1 − wk

2)Tl(w
k
i − ξi) ≤ 0 dans D′(0,T ),

pour tout ξi ∈ H1(Ω). D’où le résultat.

Preuve de la proposition 4.4.3. Soit (uk
1,u

k
2) la solution du problème (P k) au

sens du Théorème 4.2.1, il vient que

||(w1(t),w2(t))||∞ = ||
(
ϕ1(u1(t)),ϕ2(u2(t))

)
||∞

≤ ϕ1

(
||(u01,u02)||∞

)
+ ϕ2

(
||(u01,u02)||∞

)

et ∫ ∫

Q

|Dwk
1 |2 +

∫ ∫

Q

|Dwk
2 |2 ≤ C p.p. t ∈ (0,T ),

où C est une constante indépendante de k, donc pour i = 1,2; wk
i est bornée dans

L2
(
0,T ; H1(Ω)

)
, alors il existe une sous suite extraite notée encore wk

i et ∃wi ∈
L2(0,T ; H1(Ω)) telle que wk

i → wi dans L2
(
0,T ; H1(Ω)

)
-faiblement. D’autre part,

(uk
1,u

k
2) est aussi bonne solution, donc d’après la Proposition 4.4.4 on a uk

i −→ ui,
dans C

(
0,T, L1(Ω)

)
et (u1,u2) est une bonne solution de CP∞(u01,u02). Par suite

(u1,u2) ∈ D(A∞) , d’ou

w1 = w2 p.p. Ω0 × (0,T ).

Il vient du lemme 4.4.5





d

dt

∫

Ω

∫ uk
1

0

Tl(ϕ1(s) − ξ1)ds +

∫

Ω

Dwk
1DTl(w

k
1 − ξ1) +

∫

∂Ω

zk
1Tl(w

k
1 − ξ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ uk
2

0

Tl(ϕ2(s) − ξ2)ds +

∫

Ω

Dwk
2DTl(w

k
2 − ξ2) +

∫

∂Ω

zk
2Tl(w

k
2 − ξ2)

+

∫

Ω

Sk(x,t) ≤ 0 dans D′(0,T ),

pour tout ξ1,ξ2 ∈ C1(Ω), où Sk(x,t) = Rk(x)g(wk
1 −wk

2)
(
Tl(w

k
1 − ξ1)− Tl(w

k
2 − ξ2)

)
.

Prenons (ξ1,ξ2) ∈ K, on décompose l’intégrale de Sk(x,t) de la même façon que
(4.16) et en utilisant les mêmes arguments dans la proposition 4.3.2 on obtient

∫

Ω

Sk(x,t) ≥
∫

Ω1

Sk(x,t) pour tout t ∈ (0,T )
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On en déduit donc, que





d

dt

∫

Ω

∫ uk
1

0

Tl(ϕ1(s) − ξ1)ds +

∫

Ω

Dwk
1DTl(w

k
1 − ξ1) +

∫

∂Ω

zk
1Tl(w

k
1 − ξ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ uk
2

0

Tl(ϕ2(s) − ξ2)ds +

∫

Ω

Dwk
2DTl(w

k
2 − ξ2) +

∫

∂Ω

zk
2Tl(w

k
2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(wk
1 − wk

2)
(
Tl(w

k
1 − ξ1) − Tl(w

k
2 − ξ2)

)
≤ 0 dans D′(0,T ).

(4.42)

D’autre part, on a
∫

Ω

Dwk
i DTl(w

k
i − ξi) =

∫

Ω

|DTl(w
k
i − ξi)|2 +

∫

Ω

DξiDTl(w
k
i − ξi) ∀ t ∈ (0,T ),

d’où, pour tout t ∈ (0,T )

lim inf
k→∞

∫

Ω

Dwk
i DTl(w

k
i − ξi) ≥

∫

Ω

DwiDTl(wi − ξi)

Nous appliquons le lemme de Fatou et nous passons à la limite dans (4.42) et la
preuve de la Proposition est achevée.

4.4.5 Unicité de la solution faible

Nous allons utiliser la notion des solutions intégrales (Cf. [3], [4]) pour montrer
l’unicité de la solution faible (Cf. section 4 du chapitre 6) .

Définition 4.4.1 On dit que U := (u1,u2) ∈ C([0,T ], X) est une solution intégrale
de CP k(u01, u02)

(
respectivement CP∞(u01, u02)

)
si pour tout (f̂1, f̂2) ∈ Ak(û1, û2)(

respectivement (f̂1, f̂2) ∈ A∞(û1, û2)
)
, on a

d

dt

∫

Ω

|u1(t) − û1| +
d

dt

∫

Ω

|u2(t) − û2| +
∫

Ω

f̂1Sign0(u1(t) − û1)

+

∫

Ω

f̂2Sign0(u2(t) − û2) ≤
∫

[u1(t)=û1]

|f̂1| +
∫

[u2(t)=û2]

|f̂2| dans D′(0,T ),

(4.43)

et U(0) = (u01, u02)
(
respectivement U(0) = (u01, u02)

)
.

Proposition 4.4.4 Soit (u1, u2) une solution du problème (P k) au sens du Théo-
rème 4.2.1. Alors (u1, u2) est une solution intégrale du problème CP k(u01, u02).
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Preuve. Pour i = 1,2, soient wi ∈ L2
loc

(
[0,∞[, H1(Ω)

)
, zi ∈ L2

loc

(
[0,∞[, L2(∂Ω)

)

telles que wi = ϕi(ui) p.p. Q et zi ∈ γi(wi) p.p. Σ, données par le Théorème 4.2.1
et ŵi ∈ H1(Ω), ẑi ∈ L2(∂Ω) telles que ŵi = ϕ(ûi) p.p. Ω et ẑi ∈ γ(ŵi) p.p. ∂Ω dans
la définition de l’opérateur Ak. Il vient du lemme 4.4.5 que

d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(s) − ξ1)ds +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ξ1) +

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − ξ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(s) − ξ2)ds +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ξ2) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − ξ2)

+

∫

Ω

Rk(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ξ1) − Tl(w2 − ξ2)

)
≤ 0 dans D′(0,T ),

(4.44)

et d’après la définition de Ak on a
∫

Ω

Dŵ1Dξ1 +

∫

Ω

Dŵ2Dξ2 +

∫

Ω

Rk(.)g(ŵ1 − ŵ2)(ξ1 − ξ2)

+

∫

∂Ω

ẑ1ξ1 +

∫

∂Ω

ẑ2ξ2 =

∫

Ω

f̂1ξ1 +

∫

Ω

f̂2ξ2

pour tout ξ1,ξ2 ∈ H1(Ω). Prenons
(
Tl(ŵ1 − ξ1), Tl(ŵ2 − ξ2)

)
comme fonction test,

nous obtenons



∫

Ω

Dŵ1DTl(ŵ1 − ξ1) +

∫

Ω

Dŵ2DTl(ŵ2 − ξ2) +

∫

∂Ω

ẑ1Tl(ŵ1 − ξ1)

+

∫

∂Ω

ẑ2Tl(ŵ2 − ξ2) +

∫

Ω

Rk(.)g(ŵ1 − ŵ2)
(
Tl(ŵ1 − ξ1) − Tl(ŵ2 − ξ2)

)

=

∫

Ω

f̂1Tl(ŵ1 − ξ1) + f̂2Tl(ŵ2 − ξ2) dans D′(0,T ),

(4.45)

pour tout ξ1,ξ2 ∈ H1(Ω). Maintenant prenons (ŵ1,ŵ2) comme fonction test dans
(4.44) et (w1,w2) fonction test dans (4.45) et on additionne les deux inégalités on
trouve

d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(r) − ŵ1)dr +
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(r) − ŵ1)dr

+

∫

Ω

D(w1 − ŵ1)DTl(w1 − ŵ1) +

∫

Ω

D(w2 − ŵ2)DTl(w2 − ŵ2)

+

∫

Ω

Ŝk(x,t)dx +

∫

∂Ω

(z1 − ẑ1)Tl(w1 − ŵ1) +

∫

∂Ω

(z2 − ẑ2)Tl(w2 − ŵ1)

≤
∫

Ω

f̂1Tl(ŵ1 − w1) +

∫

Ω

f̂2Tl(ŵ2 − w2)

(4.46)

où Ŝk(x,t) = Rk(x)(g(w1 − w2) − g(ŵ1 − ŵ2))
(
Tl(w1 − ŵ1) − Tl(w2 − ŵ2)

)
.

Il vient de la monotonie du Lemme 4.3.4 que Ŝk(x,t) ≥ 0 p.p. Ω × (0, T ),
∫

∂Ω

(zi −
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z̃i)Tl(wi − w̃i) ≥ 0 et
∫

Ω

D(wi − ŵi)DTl(wi − ŵi) =

∫

Ω

T ′
l (wi − ŵi)|D(wi − ŵi)|2 ≥ 0

donc (4.46) devient

d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(r) − ŵ1)dr +
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(r) − ŵ1)dr

≤
∫

Ω

f̂1Tl(ŵ1 − w1) +

∫

Ω

f̂2Tl(ŵ2 − w2) dans D′(0,T ),
(4.47)

nous utilisons le fait que Sign0

(
ϕi(r) − ϕi(ûi)

)
= Sign0(r − ûi), donc lorsque l

tend vers 0 on a
∫ ui(x,t)

0

1

l
Tl(ϕi(r) − ŵi(x))dr converge vers |ui(x,t)) − ûi(x)| − |ûi|

p.p. (t,x) ∈ Q. il suit que, le terme
d

dt

∫ ui(x,t)

0

1

l
Tl(ϕi(r) − ŵi(x))dr converge vers

d

dt

∫

Ω

|ui(x,t)) − ûi(x)| et
∫

Ω

1

l
f̂iTl(ŵi − wi) converge vers

∫

Ω

f̂iSign0(ŵi − wi).

Nous multiplions (4.47) par
1

l
et passons à la limite lorsque l tend vers 0, nous

obtenons

d

dt

∫

Ω

|u1(t) − û1| +
d

dt

∫

Ω

|u2(t) − û2| ≤ −
∫

Ω

f̂1Sign0(u1(t) − û1)

−
∫

Ω

f̂2Sign0(u2(t) − û2) +

∫

[u1(t)=û1]

|f̂1| +
∫

[u2(t)=û2]

|f̂2| dans D′(0,T ),

ce qui achève la preuve de la Proposition

Proposition 4.4.5 Soit (u1, u2) solution du problème limite au sens du Théorème
4.2.2 . Alors (u1, u2) est une solution intégrale du problème CP∞(u01, u02).

Preuve. Pour i = 1,2, soient wi ∈ L2
loc

(
[0,∞[,H1(Ω)

)
, zi ∈ L2

loc

(
[0,∞[,L2(∂Ω)

)
telle

que wi = ϕi(ui) p.p. Q et zi ∈ γi(wi) p.p. Σ, donnée par le Théorème 4.2.2 et
ŵi ∈ H1(Ω), ẑi ∈ L2(∂Ω) telle que ŵi = ϕ(ûi) p.p. Ω et ẑi ∈ γ(ŵi) p.p. ∂Ω dans
(4.4.2), puisque (ŵ1,ŵ2) ∈ K alors on peut prendre (ŵ1,ŵ2) comme fonction test
dans la définition de solution du Théorème 4.2.2, donc

d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(r) − ŵ1)dr +

∫

Ω

Dw1DTl(w1 − ŵ1) +

∫

∂Ω

z1Tl(w1 − ŵ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(r) − ŵ1)dr +

∫

Ω

Dw2DTl(w2 − ŵ1) +

∫

∂Ω

z2Tl(w2 − ŵ1)

+

∫

Ω1

R0(x)g(w1 − w2)
(
Tl(w1 − ŵ1) − Tl(w2 − ŵ2)

)
≤ 0 dans D′(0,T ),

(4.48)
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D’autre part, nous utilisons la définition de l’opérateur A∞ il vient

∫

Ω

Dŵ1DTl(ŵ1 − ξ1) +

∫

∂Ω

ẑ1Tl(ŵ1 − ξ1) +

∫

Ω

Dŵ2DTl(ŵ2 − ξ2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(ŵ1 − ŵ2)
(
Tl(ŵ1 − ξ1) − Tl(ŵ2 − ξ2)

)
+

∫

∂Ω

ẑ2Tl(ŵ2 − ξ2)

≤
∫

Ω

f̂1Tl(ŵ1 − ξ1) +

∫

Ω

f̂2Tl(ŵ2 − ξ2)

pour tout ξ = (ξ1,ξ2) ∈
(
H1(Ω) × H1(Ω)

)
∩ K. Pour p.p. (x,t) ∈ (0,T ) × Ω0 on a

w1(t) = w2(t) , d’ où (w1,w2) est une fonction test admissible dans la définition de
l’opérateur A∞, donc

∫

Ω

Dŵ1DTl(ŵ1 − w1) +

∫

∂Ω

ẑ1Tl(ŵ1 − w1) +

∫

Ω

Dŵ2DTl(ŵ2 − w2)

+

∫

Ω1

R0(x)g(ŵ1 − ŵ2)
(
Tl(ŵ1 − w1) − Tl(ŵ2 − w2)

)
+

∫

∂Ω

ẑ2Tl(ŵ2 − w2)

≤
∫

Ω

f̂1Tl(ŵ1 − w1) +

∫

Ω

f̂2Tl(ŵ2 − w2) pour tout t ∈ (0,T )

(4.49)

on additionne (4.48) et (4.49), on trouve

d

dt

∫

Ω

∫ u1

0

Tl(ϕ1(r) − ŵ1)dr +
d

dt

∫

Ω

∫ u2

0

Tl(ϕ2(r) − ŵ1)dr +

∫

Ω1

Ŝ(x,t)dx

+

∫

∂Ω

(z1 − ẑ1)Tl(w1 − ŵ1) +

∫

∂Ω

(z2 − ẑ2)Tl(w2 − ŵ1)

+

∫

Ω

D(w1 − ŵ1)DTl(w1 − ŵ1) +

∫

Ω

D(w2 − ŵ2)DTl(w2 − ŵ2)

≤
∫

Ω

f̂1Tl(ŵ1 − w1) +

∫

Ω

f̂2Tl(ŵ2 − w2) dans D′(0,T ),

(4.50)

où Ŝ(x,t) = R0(x)(g(w1 − w2) − g(ŵ1 − ŵ2))
(
Tl(w1 − ŵ1) − Tl(w2 − ŵ2)

)
.

On utilise les même arguments de la Proposition 4.4.4 et de la même manière, on
obtient

d

dt

∫

Ω

|u1(t) − û1| +
d

dt

∫

Ω

|u2(t) − û2| ≤ −
∫

Ω

f̂1Sign0(u1(t) − û1)

−
∫

Ω

f̂2Sign0(u2(t) − û2) +

∫

[u1(t)=û1]

|f̂1| +
∫

[u2(t)=û2]

|f̂2| dans D′(0,T ).
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Ce qui termine la preuve de cette Proposition

Remarque 6 Le théorème 4.2.2 contient les résultats principaux dans [11] et [7]
en considérant des cas particulières du système (P k).

1. Dans [11] l’auteur traite le problème





u1t −△ϕ1(u1) + kg(u1 − u2) = f1, sur Q

u2t −△ϕ2(u2) − kg(u1 − u2) = f2, sur Q

ϕ1(u1) = 0 ϕ2(u2) = 0 sur Σ

u1(x,0) = u01(x) u2(x,0) = u02(x) sur Ω,

et dans ce travail la convergence lorsque k → ∞ de (uk
1, uk

2) vers (u, u) dans
C
(
[0,T ),X

)
est obtenue de façon régulière dans le cas où u01 = u02 et f1 = f2

ou u est une solution intégrale du problème

(P k)





ut − ∆
ϕ1(u) + ϕ2(u)

2
= f1, sur Q

ϕ1(u) + ϕ2(u)

2
= 0 sur Σ

u(x,0) = u01(x) sur Ω,

2. Dans [7] les auteurs étudient le comportement de deux espèces lors d’une ré-
action chimique très rapide et réversible, pour cela ils considèrent le modèle
suivant:





u1t −△u1 + k(rA(u1) − rB(u2)) = 0, sur Q

u2t −△u2 − k(rA(u1) − rB(u2)) = 0, sur Q

∂~nu1 = 0 ∂~nu2 = 0 sur Σ

u1(x,0) = u01(x) u2(x,0) = u02(x) sur Ω,

et en utlisant les arguments de compacité et la fonction de Lyaponov ils montrent
que lorsque k → ∞ le couple (uk

1,u
k
2) converge vers (u1,u2) dans L2

(
(0,T ), Ω

)
,
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où (u1,u2) sont déterminées par rA(u1) = rB(u2) et u1 + u2 = w avec w est la
solution faible du problème suivant





wt −△ψ(w) = 0, sur Q

∂~nw = 0 sur Σ

w(x,0) = u01(x) + u02(x) sur Ω,

où ψ = (d1I + d2η) ◦ (I + η)−1 dans R
+ avec η = r−1

B ◦ rA.
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Chap. 5: Analyse numérique

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le modèle linéaire 1D avec des conditions de
Dirichlet homogènes aux bords

(Ek)





∂u

∂t
− d1uxx = −Rk(x)(u − v) sur Q := Ω × (0,T )

∂v

∂t
− d2vxx = +Rk(x)(u − v) sur Q := Ω × (0,T )

u = v = 0 sur Q := ∂Ω × (0,T )

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) sur Ω.

où Rk(x) = kχΩ0(x) + χΩ1(x) p.p. dans Ω avec Ω0 ⊆ Ω et Ω1 = Ω \ Ω0. d1 >
0 et d2 > 0 sont les coefficients de diffusion dans le domaine Ω× (0,T ) . On suppose
que u0, v0 ∈ L∞(Ω) avec u0, v0 ≥ 0 alors le problème (Ek) admet une unique solution
classique uk, vk ∈ C1,2

(
(0,T ] × Ω

)
∩ C0,1

(
(0,T ] × Ω

)
(Cf. [5], [1]). Nous appliquons

le Théorème 4.2.2 au problème (Ek) et nous obtenons

Proposition 5.1.1 Soit (u0,v0) ∈ L∞(Ω)×L∞(Ω) et (uk,vk) la solution du problème
(Ek). Lorsque k −→ ∞, on a

(uk, vk) −→ (u, v) dans C
(
(0, T ), L1(Ω) × L1(Ω)

)
,

où, u = v p.p. sur Ω0 et u, v ∈ L2
(
(0,T ), H1

0 (Ω)
)

sont caractérisées par:

d

dt

∫

Ω

∫ u

0

(r − ξ1)dr + d1

∫

Ω

DuD(u − ξ1)

+
d

dt

∫

Ω

∫ v

0

(r − ξ2)dr + d2

∫

Ω

DvD(v − ξ2)

+

∫

Ω1

(u − v)
(
(u − ξ1) − (v − ξ2)

)
≤ 0 dans D′(0,T )

pour tout ξ = (ξ1,ξ2) ∈ H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) avec ξ1 = ξ2 p.p. sur Ω0. Et U0 = U0 :=
(u0, v0) où u0, v0 sont données par:

u0(x) =

{
u0(x) sur Ω1

u0(x) + v0(x)

2
sur Ω0

v0(x) =

{
v0(x) sur Ω1

u0(x) + v0(x)

2
sur Ω0

,
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5.2 Etude numérique.

En général, les méthodes numériques adaptées à ce type de système ont été
étudiées par de nombreux auteurs (Cf. [3], [4], [6] etc). Dans ce travail, nous nous
intéressons au comportement de la solution lorsque k devient très grand et nous
proposons un schéma aux différences finies permettant une discrétisation robuste,
conservative et stable du problème (Ek). Pour cela, nous discrétisons les termes de
réaction ±Rk(.)(u− v) de manière implicite et soit (un

i ,v
n
i ) l’approximation discrète

de la solution exacte
(
u(xi,tn),v(xi,tn)

)
en chaque point xi et à l’instant tn. Soit

Ω = (0, 1), on note par Rki la valeur de Rk au point xi, où xi = i△x , tn = n△t,
avec n = 0,...,N + 1, i = 0,..,M + 1, tels que (M + 1)△x = 1 et (N + 1)△t = T .
△x (resp. △t) est le pas de discrétisation en espace (resp. en temps). Les dérivées
spatiales uxx et vxx sont approchées par un schéma d’ordre 2, nous remplaçons les

dérivées en temps
∂u

∂t
et

∂v

∂t
par un schéma d’Euler implicite, nous obtenons le

système discret suivant :

(Edk)





u0
i = u0(xi), v0

i = v0(xi), i = 0..M + 1

un+1
i − un

i

△t
− d1

un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

(△x)2
= Rki(v

n+1
i − un+1

i )

vn+1
i − vn

i

△t
− d2

vn+1
i+1 − 2vn+1

i + vn+1
i−1

(△x)2
= Rki(u

n+1
i − vn+1

i )





,
i = 1..M

n = 0..N

un
0 = un

M+1 = 0, vn
0 = vn

M+1 = 0, n = 1..N + 1

on voit que le schéma (Edk) peut s’écrire sous la forme





u0
i = u0(xi), v

0
i = v0(xi), i = 0,..,M + 1

(1 + 2λ1 + Rki△t)un+1
i − λ1u

n+1
i+1 − λ1u

n+1
i−1 = Rki△tvn+1

i + un
i

(1 + 2λ2 + Rki△t)vn+1
i − λ2v

n+1
i+1 − λ2v

n+1
i−1 = Rki△t un+1

i + vn
i



 ,

i = 1,..,M

n = 0,..,N

un
0 = un

M+1 = 0, vn
0 = vn

M+1 = 0, n = 1,..,N + 1

où, λ1 = d1
△t

(△x)2
et λ2 = d2

△t

(△x)2
.

Maintenant, on note par Un = (un
1 , . . . ,un

M)T et V n = (vn
1 , . . . ...,vn

M)T le vecteur
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solution numérique, donc le système précèdent s’écrit sous la forme matricielle sui-
vante:





A1U
n+1 = Rki△t V n+1 + Un

A2V
n+1 = Rki△t Un+1 + V n

(5.1)

avec U0 =
(
u0(x1), . . . ,u0(xM)

)T
, V 0 =

(
v0(x1), . . . ,v0(xM)

)T
et pour j = 1,2 on a

Aj est la matrice tridiagonale définie par

Aj =




µj −λj 0 . . . 0

−λj µj −λj
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . −λj µj −λj

0 . . . 0 −λj µj




où, µj = 1 + 2λj +Rki△t. Dans (5.1) On multiplie la première équation par la ma-
trice A2 et on remplaçe A2V

n+1 par son expression donnée par la deuxième équation.
On procède de la même manière dans la deuxième équation et on obtient





B21U
n+1 :=

(
A2A1 − (Rki△t)2Id

)
Un+1 = Rki△t V n + A2 Un

B12V
n+1 :=

(
A1A2 − (Rki△t)2Id

)
V n+1 = Rki△t Un + A1 V n.

(5.2)

Il est clair que B21 = B12 := B. Maintenant, nous allons étudier le caractère bien
posé du système linéaire (Edk), c’est à dire l’existence et l’unicité de la solution du
système.

Lemme 5.2.1 Pour j,k ∈ {1,2,...M} on a Bj,k = 0 pour |j − k| > 2. Et





Bj,j = µ1µ2 + 2λ1λ2 − (Rki△t)2 j = 2,..,M − 1

Bj,j+1 = Bj+1,j = −λ2µ1 − λ1µ2 j = 1,..,M − 1

Bj,j+2 = Bj+2,j = λ1λ2 j = 1,..,M − 2

B1,1 = BM,M = µ1µ2 + λ1λ2 − (Rki△t)2.
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De plus, si

∆t

(∆x)2
≤ e +

√
e2 + 4d1d2

4d1d2

, (5.3)

où e = Rki(△x)2 alors la matrice B est inversible.

Preuve: Pour j = 1,..,M − 2, il vient

Bj,j =
∑

k

A2j,kA1k,j − (Rki△t)2

= µ1µ2 + 2λ1λ2 − (Rki△t)2

et les autres composantes se calculent de la même manière. Maintenant, nous allons
montrer que la matrice B est à diagonale dominante, c’est à dire





|µ1µ2 + λ1λ2 − (Rki△t)2| ≥ λ2µ1 + λ1µ2 + λ1λ2,

|µ1µ2 + 2λ1λ2 − (Rki△t)2| ≥ 2λ2µ1 + 2λ1µ2 + λ1λ2 et

|µ1µ2 + 2λ1λ2 − (Rki△t)2| ≥ 2λ2µ1 + 2λ1µ2 + 2λ1λ2.

Pour cela, il suffit de vérifier que I ≥ 0 où

I : = |2µ1µ2 + λ1λ2 − (Rki△t)2| − 2λ2µ1 − 2λ1µ2 − 2λ1λ2

= 1 + 2Rki△t − 4λ1λ2

=
(△x)4 + 2Rki△t(△x)4 − 4d1d2(△t)2

(△x)4 .

D’autre part, on a
∆t

(∆x)2
≤ e +

√
e2 + 4d1d2

4d1d2

donc, on peut vérifier facilement que I ≥ 0. Ce qui achève la preuve du lemme.

Pour montrer la stabilité L∞ du schéma (Edk) nous avons besoin du lemme de
comparaison discret suivant:

Lemme 5.2.2 Pour i = 0,...,M+1, soient (un+1
i ,vn+1

i ) et (ûn+1
i ,v̂n+1

i ) deux solutions
du problème ( 5.1 ) et (u0

i ,v
0
i ) , (û0

i ,v̂
0
i ) respectivement les données initiales associées.

Si u0
i ≤ û0

i et v0
i ≤ v̂0

i . Alors

un+1
i ≤ ûn+1

i et vn+1
i ≤ v̂n+1

i

pour tout i = 0,...,M + 1 et n = 0,..,N + 1.
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Preuve: Soit wn+1 et wn+1 défini par wn+1
i = un+1

i − ûn+1
i , wn+1

i = vn+1
i − v̂n+1

i pour
tout i = 0,...,M + 1 et n = 0,..,N + 1. On soustrait les deux équations vérifiées par
(un+1

i ,vn+1
i ) et (ûn+1

i+1 ,v̂n+1
i ), on obtient





w0
i = w0(xi), w0

i = w0(xi), i = 0,..,M + 1

µ1w
n+1
i − λ1w

n+1
i+1 − λ1w

n+1
i−1 = Rki△twn+1

i + wn
i

µ2w
n+1
i − λ2w

n+1
i+1 − λ2w

n+1
i−1 = Rki△t wn+1

i + wn
i





i = 1,..,M

n = 0,..,N.

wn
0 = wn

M+1 = 0, wn
0 = wn

M+1 = 0, n = 1,..,N + 1

On multiplie la première équation par Sign+
0 (wn+1

i ), puis la deuxième équation par
Sign+

0 (wn+1
i ), donc pour i = 1,..,M , n = 0,..,N on a

µ1(w
n+1
i )+ ≤ λ1

(
(wn+1

i+1 )+ + (wn+1
i−1 )+

)
+ Rki△t(wn+1

i )+ + (wn
i )+

et
µ2(w

n+1
i )+ ≤ λ2

(
(wn+1

i+1 )+ + (wn+1
i−1 )+

)
+ Rki△t(wn+1

i )+ + (wn
i )+

on additionne les deux équations on obtient

(µ1 −Rki△t)(wn+1
i )+ + (µ2 −Rki△t)(wn+1

i )+ ≤
(
(wn

i )+ + (wn
i )+

)

+λ1

(
(wn+1

i+1 )+ + (wn+1
i−1 )+

)
+ λ2

(
(wn+1

i+1 )+ + (wn+1
i−1 )+

)

on somme cette inégalité pour i = 1,..,M et on a

(µ1 −Rki△t − 2λ1)
i=M∑

i=1

(wn+1
i )+ + (µ2 −Rki△t − 2λ2)

i=M∑

i=1

(wn+1
i )+

≤
i=M∑

i=1

(
(wn

i )+ + (wn
i )+

)

d’où
i=M∑

i=1

(
(wn+1

i )+ + (wn+1
i )+

)
≤

i=M∑

i=1

(
(wn

i )+ + (wn
i )+

)

...

≤
i=M∑

i=1

(
(w0

i )
+ + (w0

i )
+
)
.
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Or, pour i = 1,..,M on a u0
i ≤ û0

i et v0
i ≤ v̂0

i donc (w0
i )

+ = (w0
i )

+ = 0 par suite
(wn+1

i )+ = (wn+1
i )+ = 0 d’où

un+1
i ≤ ûn+1

i et vn+1
i ≤ v̂n+1

i .

Remarque 7 La preuve du lemme précèdent reste valable dans le cas d’un domaine
Ω de dimension quelconque.

Théorème 5.2.1 Le schéma (Edk) est inconditionnellement stable en norme L∞.
De plus sous la condition (5.3), le schéma est convergent.

Preuve . Pour i = 0,...,M +1, soit (un+1
i ,vn+1

i ) la solution du problème (Edk) avec
u0

i = u0(xi), v0
i = v0(xi). Pour tout n = 0,..,N soit (wn+1

i , wn+1
i ) le couple défini par

wn+1
i = un+1

i − C0, wn+1
i = vn+1

i − C0

où C0 := ||U0||∞+||V 0||∞ . Alors (wn+1
i , wn+1

i ) est une solution du problème discrète
suivant :





w0
i = u0

i − C0, w0
i = v0

i − C0, i = 0,..,M + 1

µ1w
n+1
i − λ1w

n+1
i+1 − λ1w

n+1
i−1 = Rki△twn+1

i + wn
i

µ2w
n+1
i − λ2w

n+1
i+1 − λ2w

n+1
i−1 = Rki△t wn+1

i + wn
i



 ,

i = 1,..,M

n = 0,..,N

wn
0 = wn

M+1 = 0, wn
0 = wn

M+1 = 0, n = 1,..,N + 1

puisque w0
i = (u0

i −||U0||∞)−||V 0||∞ ≤ 0 et w0
i = (v0

i −||V 0||∞)−||U0||∞ ≤ 0, nous
appliquons le Lemme (5.2.2) et on utilise le fait que (0,0) est solution, on déduit que
pour tout i = 0,..,M + 1, n = 0,..,N on a

wn+1
i ≤ 0 et wn+1

i ≤ 0,

d’où un+1
i ≤ C0 et vn+1

i ≤ C0 et de la même manière il vient que un+1
i ≥ −C0 et

vn+1
i ≥ −C0. On déduit donc que

||Un+1||∞ ≤ ||U0||∞ + ||V 0||∞ et ||V n+1||∞ ≤ ||U0||∞ + ||V 0||∞
pour tout n = 0,..,N . Alors le schéma (Edk) est stable en norme L∞. De plus, il n’est
pas difficile de voir que le schéma est consistant et il est d’ordre 1 en temps et d’ordre
2 en espace. D’ où le schéma est convergent. Ce qui termine la preuve du théorème.

119



Chap. 5: Analyse numérique

5.3 Simulation numérique

Dans ce paragraphe, nous allons exposer quelques résultats numériques pour le
système (Edk) présenté dans les paragraphes précédents. On prend une donnée ini-
tiale u0(x) := 10x2 (1 − x), v0(x) := 10x (1 − x)2 sin(πx). Cette donnée initiale est
représentée sur la Figure 5.1.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0
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1.6

1.8

2

x

 

 

u0(x)
v0(x)

Figure. 5.1 - Simulation 1D: donnée initiale u0(x) := 10x2 (1 − x) et v0(x) :=
10x (1 − x)2 sin(πx) sur (0, 1).
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TEST I (Figures 5.2, 5.3, 5.4 )

Dans un premier temps, nous allons fixer le paramètre k, nous supposons que Rk = 1
sur (0,1), d1 = 0.1 et d2 = 0.2 avec un maillage N = 400. Le pas de temps utilisé
est dt = 0.01. On simule numériquement l’évolution de la solution du système (Edk)
(Cf. Figure 5.1) issue de la donnée initiale du Figure 5.1.
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Figure. 5.2 - Simulation: solution au temps T = 0.5 après Titer = 50 itérations.
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Figure. 5.3 - Simulation: solution au temps T = 2 après Titer = 200 itérations.
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Dans la figure 5.4, nous présentons l’évolution au cours du temps de la norme L∞

de chaque composante de la solution.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
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T

 

 

norme de u
norme de v

Figure. 5.4 - Simulation: évolution en fonction du temps de la norme L∞ de la
solution u et v.
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TEST II (Figures 5.5, 5.6, 5.7 )

En ce qui concerne le TEST II, on a choisi d’augmenter la valeur du paramètre k
sur tout le domaine Ω, pour cela nous supposons Ω0 = Ω := (0, 1), Rk = k, d1 = 0.1
et d2 = 0.2 avec un maillage N = 400. Le pas de temps utilisé est dt = 0.001.
Nous présentons les résultats sur le comportement de la solution du système (Edk)
obtenus à partir d’une condition initiale (Cf. Figure 5.1) pour k = 10, k = 102 et
k = 103.
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v(x)

Figure. 5.5 - Simulation: solution pour k = 10 au temps T = 10−2 après 10 itérations.
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Figure. 5.6 - Simulation: solution pour k = 10
2 au temps T = 10−2 après 10 itéra-

tions.
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Figure. 5.7 - Simulation: solution pour k = 10
3 au temps T = 10−2 après 10 itéra-

tions.
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TEST III (Figures 5.8, 5.9, 5.10 )

Maintenant, nous considérons le TEST III, qui consiste à localiser le paramètre
d’homogénéité, pour cela nous supposons Ω0 = (0.2, 0.8), d1 = 0.1 et d2 = 0.2 avec
un maillage N = 400. Le pas de temps utilisé est dt = 0.001. Le comportement de la
solution du système (Edk) obtenu à partir d’une condition initiale (Cf. Figure 5.1)
pour k = 10, k = 102 et k = 103.
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Figure. 5.8 - Simulation: solution pour k = 10 au temps T = 10−2 après 10 itérations.
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Figure. 5.9 - Simulation: solution pour k = 10
2 au temps T = 10−2 après 10 itéra-

tions.
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Figure. 5.10 - Simulation: solution pour k = 10
3 au temps T = 10−2 après 10 itéra-

tions.
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TEST IV (Figures 5.11, 5.12, 5.13, 5.14)

Théoriquement, nous avons montré l’apparition d’un phénomène de couche limite,
d’où la nécessité de changer la donnée initiale du problème limite par une nouvelle
valeur compatible avec ce dernier (Cf. Proposition 5.1.1). En particulier, la donnée
initiale correspondante à celle de la Figure 5.1 s’écrit sous la forme suivante

u0(x) =

{
10x2 (1 − x) sur (0, 1) \ (0.2, 0.8)
5
(
x2 (1 − x) + x (1 − x)2 sin(πx)

)
sur (0.2, 0.8)

et

v0(x) =

{
10x (1 − x)2 sin(πx) sur (0, 1) \ (0.2, 0.8)
5
(
x2 (1 − x) + x (1 − x)2 sin(πx)

)
sur (0.2, 0.8)

,
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u0(x)
v0(x)

Figure. 5.11 - Simulation 1D: donnée initiale u0(x) := 10x2 (1−x), v0(x) := 10x (1−
x)2 sin(πx) sur (0,1)\ (0.2,0,8) et u0(x) = v0(x) := 5(x2 (1−x)+x (1−x)2 sin(πx))
sur (0.2, 0,8) .
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Nous supposons Ω0 = (0.2, 0.8), d1 = 0.1 et d2 = 0.2 avec un maillage N = 400. Le
pas de temps utilisé est dt = 0.001.
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Figure. 5.12 - Simulation: solution avec la donnée initiale de la Figure 5.11 et pour
k = 10 au temps T = 10−2 après 10 itérations.
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Figure. 5.13 - Simulation: solution avec la donnée initiale de la Figure 5.11 et pour
k = 10

2 au temps T = 10−2 après 10 itérations.
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Figure. 5.14 - Simulation: solution avec la donnée initiale de la Figure 5.11 et pour
k = 10

3 au temps T = 10−2 après 10 itérations.

Remarque 8 Les résultats numériques obtenus montrent que pour une valeur fixe
du paramètre k, la norme L∞ de la solution se stabilise vers 0 (TEST I). Lorsque
Rk prend des valeurs très grandes sur Ω ou une partie de Ω les deux composantes u
et v se coincident instantanément sur cette partie (TEST II et III). Dans TEST IV
, nous avons changé la donnée initiale utilisée dans les tests précèdents (Cf. Figure
5.1) par une nouvelle donnée initiale issue de la première, et qui est compatible
avec le problème limite(Cf. Figure 5.11), nous remarquons que pour k = 103 nous
obtenons la même solution (Cf. Figure5.10 et Figure 5.14) en partant soit de la
première ou de la nouvelle donnée initiale .
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6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité de la solution d’un pro-
blème elliptique parabolique doublement non linéaire en présence d’un obstacle dé-
pendant de l’espace. Nous considérons le problème elliptique-parabolique non li-
néaire

P β,G(u0, f)





ut − div a(x, Dw) + G(x, u) ∋ f u = β(w) sur Q := (0,T ) × Ω

a(x, Dw).~n = 0 sur Σ := (0,T ) × Γ

u(0) = u0 sur Ω,

où Ω ⊆ R
N est un ouvert borné de frontière Γ régulière, ~n le vecteur normale unité

sur Γ, f ∈ Lp′(Q) et β : R → R est une fonction continue croissante, β(0) = 0 et

(H4) Im(β) = R.

Pour p.p. x ∈ Ω, r → G(x, r) est un graphe maximal monotone avec pour tout
s ∈ R, G0(., s) ∈ L∞(Ω) et 0 ∈ G(., 0). En ce qui concerne le champ a(x, Dw)
on suppose que a : Ω × R

N → R
N est l’opérateur de Leray-Lions, c’est-à-dire a

est une fonction Carathéodory (x → a(x, ξ) est mesurable pour toute ξ ∈ R
N et

ξ → a(x, ξ) est continue pour presque tout x ∈ Ω) avec a(., 0) = 0 et a satisfait

(H1) il existe α > 0 tel que pour tout ξ ∈ R
N

a(x, ξ).ξ ≥ α| ξ |p pour p.p. x ∈ Ω

(H2) pour toutes ξ,η ∈ R
N telles que ξ 6= η

(a(x, ξ) − a(x, η)).(ξ − η) > 0 p.p. x ∈ Ω

(H3) ils existent σ > 0 , k ∈ Lp′(Ω) telles que

|a(x, ξ)| ≤ σ(k(x) + |ξ|p−1) pour p.p. x ∈ Ω

et pour tout ξ ∈ R
N , avec p′ =

p

p − 1
.

Les hypothèses (H1 − H3) sont classiques pour l’étude de cet opérateur non li-
néaire (Cf. [6], [18]). L’exemple modèle de la fonction a qui satisfait ces hypo-
thèses est a(x, ξ) = |ξ|p−2ξ et il correspond à l’operateur p-Laplacian où ∆p w =
div( |Dw|p−2 Dw ).
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Lorsque le domaine de G est fermé L’EDP P β,G(u0, f) modélise le problème d’obs-
tacle (Cf. [5], [14] , [16]), [21]), et dans le cas où G ne dépend pas de x, nous avons
montré dans le chapitre précédent que le problème P β,G(u0, f) admet une unique
solution faible définie d’une manière standard (Cf. [15] ). Par contre, dans le cas où
G, dépend de l’espace, le problème n’a pas de solution au sens standard c’est à dire
solution faible (Cf. [19], [22], [23]). Nous présentons une nouvelle notion de solution
et qui garantit l’existence et l’unicité.

Ce travail est organisé comme suit
Dans la seconde section nous montrons l’existence et l’unicité de la solution du pro-
blème stationnaire associé à P β, G(u0, f), pour cela nous approchons l’équation par
une suite de problèmes avec absorptions Gm,n définis partout sur R, et nous don-
nons aussi quelques estimations préliminaires utilisées par la suite. Dans la troisième
section nous utilisons la théorie des semigroupes non linéaires et nous établirons un
résultat d’existence de la solution dans le cas où D

(
G(x,.)

)
= R p.p. x ∈ Ω. Ensuite,

nous approchons le problème d’obstacle par le problème elliptique parabolique sans
obstacle P βm,n, Gm,n(u0, f) et nous passons à la limite ce qui nous permet de montrer
l’existence. Dans la dernière section, nous utilisons la notion des solutions intégrales
pour montrer l’unicité de la solution.

6.2 Problème stationnaire

Afin d’étudier le problème dans le cadre de la théorie des semigroupes non li-
néaires, nous considérons dans cette section le problème elliptique associé à P β, G(u0,f)
défini par

Sβ, G(f)





v − div a(x, Dw) + G(., v) ∋ f v = β(w) sur Ω

a(x, Dw).~n = 0 sur Γ .

6.2.1 Problème elliptique sans obstacle

Dans ce paragraphe, nous supposons que pour p.p. x ∈ Ω on a D
(
G(x, .)

)
= R, et

nous montrons l’existence et d’unicité de la solution faible du problème Sβ,G(f).
L’existence, l’unicité et la contraction sont équivalents au fait que l’opérateur Aβ, G

défini dans L1(Ω) par
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f ∈ Aβ, Gu ⇔





u, f ∈ Lp′(Ω),∃w ∈ W 1,p(Ω),∃ η ∈ Lp′(Ω)

u = β(w), η ∈ G(., u) p.p. Ω,

∫

Ω

a(., Dw)Dξ +

∫

Ω

ηξ =

∫

Ω

fξ, ∀ξ ∈ W 1,p(Ω)

est T-accrétif dans L1(Ω) et R(I + εAβ, G) ⊇ L∞(Ω) pour tout ε > 0. Ces résultats
sont bien connus dans le cas, où G ≡ 0 (Cf. [4]). Afin d’ éviter de reproduire les
mêmes arguments de [4], nous considérons dans L1(Ω), l’opérateur Aβ, 0 tel que

Aβ, G = Aβ, 0 + BG

où BG : L1(Ω) → P
(
L1(Ω)

)
est défini par

BG =
{

(u, η) ∈ L1(Ω) × L1(Ω); telle que η ∈ G(., u)
}

.

Et, on considère le problème de Cauchy suivant:

CP β, G(u0, f)





ut + Aβ, G u ∋ f sur (0,T )

u(0) = u0.

Proposition 6.2.1 Etant donnée f ∈ L∞(Ω), il existe une unique solution v du
problème Sβ,G(f) au sens suivant: v ∈ L1(Ω), ∃ w ∈ W 1,p(Ω), ∃ η ∈ L1(Ω) telles
que η ∈ G(., v), v = β(w), p.p. Ω, et

∫

Ω

v ξ +

∫

Ω

a(x, Dw) D ξ +

∫

Ω

η ξ =

∫

Ω

f ξ (6.1)

pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω). De plus, v, w et η sont bornées dans L∞(Ω) et on a les
estimations suivantes: ∫

Ω

| v | +
∫

Ω

| η | ≤
∫

Ω

| f |, (6.2)

|| v ||L∞(Ω) ≤ || f ||L∞(Ω), || w ||L∞(Ω) ≤ C
(
β,|| f ||L∞(Ω)

)
, (6.3)

∫

Ω

|Dw|p ≤ C1, et
( ∫

Ω

|a(., Dw)|p′
) 1

p′ ≤ C2. (6.4)

où, C1, C2 des constantes qui dépendent uniquement de Ω, p,N, ||f ||∞, α et ||k||Lp′ (Ω).
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Pour montrer la Proposition 6.2.1, nous considérons pour p.p. x ∈ Ω, Gλ(x, .) la
régularisé de Yoshida (Cf. [11]) de G(x, .) et nous montrons le lemme suivant:

Lemme 6.2.1 i) L’opérateur Aβ, Gλ
est m-T-accrétif dans L1(Ω).

ii) Etant donnée f ∈ Lq(Ω) ∩ Lp′(Ω) et 1 ≤ q ≤ ∞, alors pour tout ε > 0 on a

|| (I + εAβ, Gλ
)−1f ||Lq(Ω) ≤ || f ||Lq(Ω).

Preuve: i)D’abord, nous rappelons (Cf. [4]) que pour tout (u,v) ∈ Aβ, 0, on a
∫

Ω

p(u) v ≥ 0 pour tout p ∈ P0, (6.5)

où
P0 :=

{
p ∈ Lip(Ω); p croissante , p(0) = 0 et supp(p′) compact

}
.

Puisque l’opérateur BGλ
est continu, Lipschitzienne et T-accrétif alors Aβ, Gλ

est
également T-accrétif dans L1(Ω) (Cf. [9]). Il vient de [4] que pour tout ε > 0
R(I + εAβ, 0) ⊇ Lp′(Ω), alors en utilisant le corollaire 3.1 de [3], on déduit que
R(I + ε Aβ, Gλ

) ⊇ Lp′(Ω). Puisque la fermeture d’un opérateur T-accrétif est T-
accrétif, donc Aβ, Gλ

est T-accrétif dans L1(Ω). D’autre part, R(I + ε Aβ, Gλ
) =

R(I + ε Aβ, Gλ
) = L1(Ω) d’où Aβ, Gλ

est m-T-accrétif dans L1(Ω).

ii) D’après [7] , il suffit de montrer que l’opérateur Aβ, Gλ
vérifie la proprièté (6.5).

Soit (uλ, f) ∈ Aβ,Gλ
, alors

(
uλ, f − Gλ(., uλ)

)
∈ Aβ,0, et puisque Aβ,0 vérifie la

proprièté (6.5) alors ∫

Ω

p(uλ)
(
f − Gλ(., uλ)

)
≥ 0.

En utilisant le fait que p(u) Gλ(., uλ) ≥ 0 p.p. dans Ω, il vient que la proprièté (6.5)
est vérifiée par l’opérateur Aβ, Gλ

, ce qui nous donne ii).

Preuve de la Proposition 6.2.1. Unicité: Pour i = 1,2; Soit fi ∈ L∞(Ω) et vi

est une solution du problème Sβ,G(fi) au sens (6.1), alors
∫

Ω

(v1 − v2)ξ +

∫

Ω

(a(., Dw1) − a(., Dw2))Dξ +

∫

Ω

(η1 − η2)ξ =

∫

Ω

(f1 − f2)ξ

pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω). Nous prenons Tε(w1 − w2), ε > 0 une fonction test dans
l’égalité précédente et nous utilisons le fait que

(a(.,Dw1) − a(.,Dw2))D(w1 − w2)T
′
ε(w1 − w2) ≥ 0,
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alors
∫

Ω

(v1 − v2)Tε(w1 − w2) +

∫

Ω

(η1 − η2)Tε(w1 − w2) ≤
∫

Ω

(f1 − f2)Tε(w1 − w2), (6.6)

nous multiplions cette inégalité par
1

ε
et nous passons à la limite lorsque ε → 0,

donc ∫

Ω

|v1 − v2| ≤
∫

Ω

|f1 − f2|.

Existence : Soit f ∈ L∞(Ω), alors d’après le lemme 6.2.1 il existe une unique
solution vλ ∈ L1(Ω) du problème Sβ, Gλ(f), et ∃wλ ∈ W 1,p(Ω), ∃ ηλ ∈ L1(Ω) telles
que ηλ = Gλ(x, vλ), vλ = β(wλ) p.p Ω, et

∫

Ω

vλ ξ +

∫

Ω

a(x, Dwλ)D ξ +

∫

Ω

Gλ(x, vλ) ξ =

∫

Ω

f ξ, (6.7)

pour tout ∀ ξ ∈ W 1,p(Ω). De plus, il vient de ii) que

‖vλ‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω).

Et, puisque D(β) = R, alors

‖wλ‖L∞(Ω) ≤ max
(
β−1(‖f‖L∞(Ω)) ∪ −β−1(−‖f‖L∞(Ω) )

)
=: C

(
β, ‖f‖L∞(Ω)

)
. (6.8)

Maintenant, prenons wλ comme fonction test dans (6.7), alors
∫

Ω

vλ wλ +

∫

Ω

a(x, Dwλ) Dwλ +

∫

Ω

Gλ(.,vλ) wλ =

∫

Ω

f wλ.

En utilisant la monotonie de β et Gλ(x,.), on a
∫

Ω

a(., Dwλ)Dwλ ≤
∫

Ω

fwλ,

il vient de (H1) et (6.8) que
∫

Ω

|Dwλ|p ≤
1

α
||f ||L1(Ω)||wλ||L∞(Ω) := C1. (6.9)

Et, d’après (H2), on a

(

∫

Ω

|a(., Dwλ)|p
′

)
1
p′ ≤ σ

(∫

Ω

(|k| + |Dwλ|p−1)p′
) 1

p′

,
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et en appliquant l’inégalité de Minkowski et (6.9), on obtient

(

∫

Ω

|a(., Dwλ)|p
′

)
1
p′ ≤ σ

(( ∫

Ω

|k(x)|p′
) 1

p′ +
( ∫

Ω

|Dwλ|p
′
) 1

p′

)

≤ σ
(
||k||Lp′ (Ω) + ||Dwλ||

p

p′

Lp(Ω)

)

≤ σ
(
||k||Lp′ (Ω) + C

1
p′

1

)
:= C2.

(6.10)

D’après, (6.8) et (6.9) on a (wλ)λ est bornée dans W 1,p(Ω), donc il existe une sous
suite, notée encore wλ, telle que wλ → w dans W 1,p(Ω) faiblement et dans Lp(Ω)
fortement, d’où wλ → w p.p. Ω, et puisque β est continue alors vλ → v dans Lp(Ω)
et v = β(w) p.p. Ω. D’autre part, pour p.p. x ∈ Ω, G(x,.) est défini partout sur R

alors

||Gλ

(
., vλ

)
||L∞(Ω) ≤ G0

(
., ||f ||L∞(Ω)

)

d’où Gλ(., vλ) → η dans L∞(Ω)- faible * . Nous appliquons le Lemme 1.6 [10] et
nous déduisons que η ∈ G(., v) p.p. Ω. D’après (6.10), on a (a(x, Dwλ))λ est bornée
dans [Lp′(Ω)]N donc il existe une sous suite telle que a(x,Dwλ) → h faiblement dans
[Lp′(Ω)]N lorsque λ → 0. Il reste à prouver que div a(x,Dw) = div h. Pour cela, nous
allons utiliser la méthode de Minty Browder [12] , et donc il suffit de montrer que

lim sup
λ→0

∫

Ω

a(., Dwλ)Dwλ ≤
∫

Ω

hDw. (6.11)

Nous prenons (wλ − w) comme fonction test dans (6.7), nous obtenons
∫

Ω

a(., Dwλ)D(wλ − w) ≤
∫

Ω

(f − vλ)(wλ − w) −
∫

Ω

Gλ(., vλ)(wλ − w),

nous utilisons le fait que wλ → w dans Lp(Ω) et Gλ(.,vλ) → η dans L∞(Ω)-faible *,
lorsque λ → 0, il vient que

lim sup
λ → 0

∫

Ω

a(., Dwλ)D(wλ − w) ≤ 0.

Or, a(x, Dwλ) → h faiblement dans [Lp′(Ω)]N donc (6.11) est satisfaite et par suite

div a(x, Dw) = div h p.p. Ω.

Finalement, nous passons à la limite dans (6.7) lorsque λ → 0 nous obtenons
∫

Ω

v ξ +

∫

Ω

a(x, Dw)D ξ +

∫

Ω

η ξ =

∫

Ω

f ξ,
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pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω). Ce qui termine la preuve de l’existence.
Maintenant, nous allons montrer les estimations (6.2), (6.3) et (6.4). Pour (6.2) nous
prenons f = f1 = f2 dans (6.6), alors

∫

Ω

vTε(w) +

∫

Ω

ηTε(w) ≤
∫

Ω

fTε(w),

nous multiplions l’ inégalité par
1

ε
et nous passons à la limite lorsque ε → 0, donc

∫

Ω

| v | +
∫

Ω

| η | ≤
∫

Ω

| f | .

Pour (6.3) et (6.4), on a ‖vλ‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω) donc

||v||L∞(Ω) ≤ lim inf
λ→0

‖vλ‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω),

et, d’après (6.8), (6.9) et (6.10) on a

||w||L∞(Ω) ≤ lim inf
λ→0

||wλ||L∞(Ω) ≤ C
(
β,||f ||L∞(Ω)

)
,

∫

Ω

|Dw|p ≤ lim inf
λ→0

∫

Ω

|Dwλ|p ≤ C1,

et ( ∫

Ω

|a(., Dw)|p′
) 1

p′ ≤ lim inf
λ→0

( ∫

Ω

|a(., Dwλ)|p
′
) 1

p′ ≤ C2.

Ce qui achève la démonstration de la Proposition.

6.2.2 Problème d’obstacle elliptique

Dans ce paragraphe, nous supposons que le domaine de G est fermé et pour p.p.
x ∈ Ω

D
(
G(x, .)

)
= [m(x), M(x)] p.p. Ω,

où m et M sont deux fonctions dans W 1,p(Ω). Soit K l’ensemble des fonctions
définies par

K =
{
w ∈ L∞(Ω) telle que m(x) ≤ β(w) ≤ M(x) p.p. Ω

}
.

Remarquons que 0 ∈ K, car m(x) ≤ β(0) = 0 ≤ M(x) p.p. x ∈ Ω.

Proposition 6.2.2 Pour tout f ∈ L∞(Ω), il existe une unique solution du problème
Sβ,G(f) au sens suivant : v ∈ L1(Ω), il existe w ∈ W 1,p(Ω) et η ∈ L1(Ω) vérifiant

η(x) ∈ G(x, v(x)), v(x) = β(w(x)) p.p. x ∈ Ω, et
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∫

Ω

vTl(w − ξ) +

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

ηTl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) (6.12)

pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩ K.

Maintenant, pour p.p. x ∈ Ω et ∀r ∈ R nous considérons le graphe G̃ défini par:

G̃(x, r) =





G(x, r) si m(x) < r < M(x)

G0

(
x, M(x)

)
si r ≥ M(x) p.p. x ∈ Ω

G0

(
x, m(x)

)
si r ≤ m(x).

Nous allons voir ici comment atteindre la solution du problème Sβ,G(f) en appro-
chant G par une suite des graphes maximaux monotones qui sera notée au long de
ce chapitre par Gm,n, où pour m,n ∈ R; ∀ r ∈ R et p.p. x ∈ Ω

Gm,n

(
x, r

)
= G̃

(
x, r

)
+

1

m

(
r − M(x)

)+

− 1

n

(
r − m(x)

)−

, (6.13)

et soit βm, n(r) = β(r) − m r− + n r+.
Cette approximation préserve la monotonie de w par rapport à m et n. D’autre part,
il est clair que pour p.p. x ∈ Ω, D

(
Gm,n(x, .)

)
= R, ce qui nous permet d’utiliser les

résultats d’existence et d’unicité obtenus dans le paragraphe précèdent.

Preuve de la Proposition 6.2.2: Unicité: Soient v1, v2 deux solutions au sens
(6.12). Prenons w1 (respectivement w2) comme fonction test dans l’inégalité vérifiée
par v2 (respectivement v1) et on additionne les deux inégalités, on obtient

∫

Ω

(v2 − v1)Tl(w2 − w1) +

∫

Ω

(
a(.,Dw2) − a(.,Dw1)

)
DTl(w2 − w1)

+

∫

Ω

(η̃2 − η̃1)Tl(w2 − w1) ≤
∫

Ω

(f2 − f1)Tl(w2 − w1).

Il vient de (H2) que
∫

Ω

(v2 − v1)Tl(w2 − w1) +

∫

Ω

(η2 − η1)Tl(w2 − w1) ≤
∫

Ω

(f2 − f1)Tl(w2 − w1),

nous multiplions cette inégalité par
1

l
et passons à la limite lorsque l tend vers 0,

on trouve
∫

Ω

(v2 − v1)Sign0(w2 − w1) +

∫

Ω

(η2 − η1)Sign0(w2 − w1) ≤
∫

Ω

|f2 − f1|. (6.14)
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En utilisant la monotonie de β et G on a (v2 − v1)Sign0(w2 − w1) ≥ |v2 − v1| et
(η2 − η1)Sign0(w2 − w1) ≥ 0, d’où

||v2 − v1||L1(Ω) ≤ ||f2 − f1||L1(Ω). (6.15)

Ce qui nous donne l’unicité .

Existence: Nous approchons G par Gm,n et β par βm,n, donc d’après la Proposition
6.2.1 , il existe une unique vm,n ∈ L1(Ω) solution du problème Sβm,n,Gm,n(f) et
∃ wm,n ∈ W 1,p(Ω), ∃ ηm,n ∈ L1(Ω) telles que ηm,n ∈ Gm,n(., vm,n), vm,n =
βm,n(wm,n), p.p. Ω, et pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω) on a

∫

Ω

vm,n ξ +

∫

Ω

a(x, Dwm,n) D ξ +

∫

Ω

ηm,n ξ =

∫

Ω

f ξ.

De plus, ‖vm,n‖L∞(Ω) ≤ ‖f‖L∞(Ω) , ‖wm,n‖L∞(Ω) ≤ C,

∫

Ω

|Dwm,n|p ≤ C1 et
∫

Ω

|a(., Dwm,n)|p′ ≤ C2 où C,C1 et C2 sont des constantes indépendantes de m

et n. Alors lorsque m,n −→ 0 on a wm,n ⇀ w dans W 1,p(Ω), a(., Dwm,n) ⇀ φ dans
[Lp′(Ω)]N et puisque βm,n est continue, donc

vm,n −→ v dans L1(Ω).

Nous montrons d’abord que w ∈ K. D’après (6.13) il existe η̃m,n ∈ G̃m,n(., vm,n)
telle que

ηm,n = η̃m,n +
1

m

(
vm,n − M(x)

)+

− 1

n

(
vm,n − m(x)

)−

et d’après (6.2), on déduit que
∫

Ω

∣∣ 1

m

(
vm,n − M(x)

)+ − 1

n

(
vm,n − m(x)

)− ∣∣ ≤
∫

Ω

| f | +
∫

Ω

| η̃m,n|. (6.16)

Puisque pour p.p. x ∈ Ω on a D
(
G̃(x, .)

)
= R, alors on a aussi || η̃m,n ||L∞(Ω) ≤

G̃0(., || vm,n ||L∞(Ω)) donc η̃m,n est bornée uniformément dans L∞(Ω), et lorsque
m,n −→ 0, η̃m,n −→ η̃ dans L∞(Ω) - faible *, nous utilisons le lemme 1.6 [10] et
nous obtenons η̃ ∈ G̃(., v) p.p. Ω. Il vient de (6.16) que lorsque m −→ 0, v0,n ≤ M
p.p. Ω , et lorsque n −→ 0, vm,0 ≥ m p.p. Ω, et puisque lorsque m,n −→ 0 vm,n

converge vers v dans L1(Ω) alors m ≤ v ≤ M p.p. Ω par suite w ∈ K. D’autre
part, prenons Tl(wm,n − ξ) ∈ W 1,p(Ω) comme fonction test dans la définition de la
solution du problème Sβm,n,Gm,n(f), alors

∫

Ω

vm,nTl(wm,n − ξ) +

∫

Ω

a(x, Dwm,n)DTl(wm,n − ξ)

+

∫

Ω

ηm,nTl(wm,n − ξ) =

∫

Ω

fTl(wm,n − ξ).
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Maintenant, pour ξ ∈ K, on vérifie aisement que

(
ηm,n − η̃m,n

)
Tl(wm,n − ξ) ≥ 0 p.p. Ω,

d’où ∫

Ω

vm,nTl(wm,n − ξ) +

∫

Ω

a(., Dwm,n)DTl(wm,n − ξ)

+

∫

Ω

η̃m,nTl(wm,n − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(wm,n − ξ).
(6.17)

Nous passons à la limite dans (6.17) lorsque m,n → 0, et nous obtenons

∫

Ω

vTl(w − ξ) + lim inf
m, n→ 0

∫

Ω

a(x,Dwm,n)DTl(wm,n − ξ)

+

∫

Ω

η̃Tl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) ∀l > 0.
(6.18)

Finalement, il nous reste à montrer que

lim inf
m,n→ 0

∫

Ω

a(x, Dwm,n)DTl(wm,n − ξ) ≥
∫

Ω

a(x, Dw)DTl(w − ξ) ∀l > 0. (6.19)

Nous approchons Tl par S ∈ P où

P :=
{
p ∈ C1(R); p(0) = 0, 0 ≤ p′ ≤ 1, Supp(p′) est compact

}
,

et donc il suffit de montrer que

lim inf
m,n→ 0

∫

Ω

a(x,Dwm,n)DS(wm,n − ξ) ≥
∫

Ω

a(x,Dw)DS(w − ξ). (6.20)

En effet, d’après (H2) on a

∫

Ω

a(x, Dwm,n)DS(wm,n − ξ) ≥
∫

Ω

a(x, Dwm,n)DwS ′(wm,n − ξ)

+

∫

Ω

a(x, Dw)D(wm,n − w)S ′(wm,n − ξ) −
∫

Ω

a(x, Dwm,n)DξS ′(wm,n − ξ)
(6.21)

et puisque S ′(wm,n − ξ) → S ′(w − ξ) p.p. sur Ω, Dwm,n ⇀ Dw faiblement dans[
Lp(Ω)

]N
et a(x, Dwm,n) ⇀ φ faiblement dans

[
Lp′(Ω)

]N
, nous passons à la limite

dans l’inégalité (6.21) nous obtenons

lim inf
m,n→ 0

∫

Ω

a(x, Dwm,n)DS(wm,n − ξ) ≥
∫

Ω

(
a(x, Dw)Dw − φDξ

)
S ′(w − ξ). (6.22)
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D’autre part, w ∈ K ∩ L∞(Ω), donc w est une fonction test admissible dans (6.17)
et pour l assez grand, on a

∫

Ω

vm,n(wm,n − w) +

∫

Ω

a(x, Dwm,n)D(wm,n − w)

+

∫

Ω

η̃m,n(wm,n − w) ≤
∫

Ω

f(wm,n − w),

nous passons à la limite lorsque m,n → 0, donc

lim inf
m,n→ 0

∫

Ω

a(x, Dwm,n)Dwm,n ≤
∫

Ω

φDw. (6.23)

Nous utilisons à nouveau le lemme de Minty-Browder (Cf. [12]) donc a(x, Dw) =
φ p.p. Ω. Nous remplaçons φ dans (6.22) et nous obtenons (6.20). Finalement, on
déduit que

∫

Ω

vTl(w − ξ) +

∫

Ω

a(x, Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

η̃ Tl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) ∀l > 0,

pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩ K. De plus,

∫

Ω

η̃Tl(w−ξ) =

∫

[u=M ]

G0(.,M) Tl(w − ξ)

︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫

[u=m]

G0(.,m) Tl(w − ξ)

︸ ︷︷ ︸
≥0

+

∫

Ω

ηTl(w−ξ)

alors
∫

Ω

vTl(w − ξ) +

∫

Ω

a(x, Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

η Tl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) ∀l > 0,

pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩ K. Ce qui complète la preuve de la proposition.

Avant de montrer l’existence de la solution du problème P β, G(u0, f) nous allons
d’abord montrer le lemme de monotonie suivant:

Lemme 6.2.2 Soient vm,n, vm′,n, vm,n′ respectivement les solutions faibles du pro-
blèmes Sβm,n, Gm,n(fm,n), Sβm′,n, Gm′,n(fm′,n), Sβm,n′ , Gm,n′ (fm,n′) au sens de la Proposi-
tion (6.2.1). On suppose que, pour m′ > m > 0 et n′ > n > 0, on a fm′,n ≤ fm,n ≤
fm,n′ p.p. Ω. Alors

wm′,n ≤ wm,n ≤ wm,n′ p.p. Ω

où, vm,n = βm,n(wm,n), vm′,n = βm′,n(wm′,n) et vm,n′ = βm,n′(wm,n′) p.p. Ω.
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Preuve: Pour m ≥ m′ > 0, n > 0 soient fm,n, fm′,n ∈ L∞(Ω), et vm,n, vm′,n sont les
solutions faibles de Sβm,n, Gm,n(fm,n) respectivement Sβm′,n, Gm′,n(fm′,n). On soustrait
les formulations satisfaites par vm,n et vm′,n, on a

∫

Ω

(vm′,n − vm,n) ξ +

∫

Ω

(
a(x, Dwm′,n) − a(x, Dwm,n)

)
D ξ

+

∫

Ω

(ηm′,n − ηm,n) ξ =

∫

Ω

(fm′,n − fm,n) ξ

Pour ε > 0, soit Hε(s) = inf(s+/ε,1), pour tout s ∈ R une approximation de la
fonction Sign+

0 où

Sign+
0 (s) =

{
1 if s > 0,
0 if s ≤ 0.

Prenons Hε(wm′,n − wm,n) comme fonction test et utilisons le fait que

(a(., Dwm′,n) − a(., Dwm,n))D(wm′,n − wm,n)H′
ε(wm′,n − wm,n) ≥ 0,

alors, il vient que
∫

Ω

(vm′,n − vm,n) Hε(wm′,n − wm,n) +

∫

Ω

(ηm′,n − ηm,n) Hε(wm′,n − wm,n)

≤
∫

Ω

(fm′,n − fm,n) Hε(wm′,n − wm,n),

nous passons à la limite lorsque ε tend vers 0, nous obtenons
∫

Ω

(vm′,n − vm,n)+ +

∫

Ω

(ηm′,n − ηm,n) Sign+
0 (wm′,n − wm,n) ≤

∫

Ω

(fm′,n − fm,n)+.

D’autre part, puisque




∫

Ω

(vm′,n − vm,n) Sign+
0 (wm′,n − wm,n) =

∫

Ω

(
β(w+

m′,n) − β(w+
m,n)

)
Sign+

0 (wm′,n − wm,n)

+n

∫

Ω

(w+
m′,n − w+

m,n)Sign+
0 (wm′,n − wm,n)

+(m − m′)

∫

Ω

w−
m,nSign+

0 (wm′,n − wm,n)

−m′

∫

Ω

(w−
m′,n − w−

m,n)Sign+
0 (wm′,n − wm,n)
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et, pour p.p. x ∈ Ω, les fonctions r → G̃(x,r), r →
(
r−M(x)

)+
, r → −

(
r−m(x)

)−
,

r → r+ et r → −r− sont monotones, alors
∫

Ω

(ηm′,n−ηm,n)Sign+
0 (wm′,n−wm,n) ≥ 0,

et

+n

∫

Ω

(w+
m′,n − w+

m,n)Sign+
0 (wm′,n − wm,n)

−m′

∫

Ω

(w−
m′,n − w−

m,n)Sign+
0 (wm′,n − wm,n) ≤

∫

Ω

(fm′,n − fm,n)+.
(6.24)

Pour fm,n ≥ fm′,n, on a ± w±
m,n ≥ ± w±

m′,n alors wm,n ≥ wm′,n.
De la même manière, pour n ≥ n′ > 0,m > 0 nous montrons que

−m

∫

Ω

(w−
m,n − w−

m,n′)Sign+
0 (wm,n − wm,n′)

+n

∫

Ω

(w+
m,n − w+

m,n′)Sign+
0 (wm,n − wm,n′) ≤

∫

Ω

(fm,n − fm,n′)+.
(6.25)

Pour fm,n′ ≥ fm,n, on a ± w±
m,n ≤ ± w±

m,n′ alors wm,n ≤ wm,n′ .

6.3 Existence de la solution

Dans cette section, nous montrons l’existence de la solution du problème P β, G(u0,f),
nous approchons le graphe G par Gm,n. Nous commençons par établir l’existence et
les estimations à priori pour un problème à domaine égale à R, ensuite nous utilisons
ces résultats pour le passage à la limite dans le problème approché.

6.3.1 Problème d’évolution sans obstacle

On suppose que D
(
G(x, .)

)
= R p.p. x ∈ Ω, alors

Lemme 6.3.1 D(Aβ, G) = L1(Ω).

Preuve: Puisque D(Aβ, 0) ⊆ D(BG), alors D(Aβ, 0) ⊆ D(Aβ, G). D’après [4], nous
obtenons

D(Aβ, 0) = L1(Ω) = D(Aβ, G).

Lemme 6.3.2 Soit f ∈ L1(Q) et u0 ∈ L1(Ω). Alors le problème CP β, G(u0, f)
admet une unique bonne solution.
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Preuve: Comme Aβ, G est un opérateur T -accrétif dans L1(Ω), et d’après la Propo-
sition 6.2.1 on a R(I+εAβ,G) ⊇ L∞(Ω) pour tout ε > 0, alors Aβ, G est un opérateur
m-T -accrétif dans L1(Ω) et par la théorie générale des semigroupes non linéaires, on
déduit grâce au Lemme 6.3.1 l’existence d’une unique bonne solution du problème
de Cauchy CP β,G(u0, f).

Maintenant nous allons préciser le sens dans lequel cette bonne solution résout le
problème P β, G(u0,f).

Théorème 6.3.1 Soient f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω), alors P β, G(u0, f) admet une
unique solution faible u au sens suivant: u ∈ L1(Q) et il existe w ∈ Lp

(
[0,T ),W 1,p(Ω)

)

et η ∈ L1(Q) telles que , u = β(w), η ∈ G(., u) p.p. Q, et

∫ τ

0

∫

Ω

a(., Dw)Dξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ηξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ +

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

u0ξ(0) (6.26)

pour tout ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω) avec ξ(.,τ) ≡ 0. De plus, pour tout τ ≥ 0

||u(τ)||L∞(Q) ≤ ||u0||L∞(Ω) + T ||f ||L∞(Q) (6.27)

∫

Ω

j(u(τ)) + α

∫ τ

0

∫

Ω

|Dw|p ≤
∫

Ω

j(u0) +

∫ τ

0

∫

Ω

fw (6.28)

où j : R 7−→ [0,∞] convexe, propre, s.c.i avec j(β(q)) =

∫ q

0

sdβ(s).

Avant de commencer la démonstration du Théorème 6.3.1, nous aurons besoin d’une
formule d’intégration par parties (Cf. [2], [13], [20], [1]), pour cela nous montrons le
lemme suivant, qui nous sera utile pour la suite.

Lemme 6.3.3 Soit u une solution faible du problème P β,G(u0,f) au sens du Théo-
rème 6.3.1. Alors, on a

∫ ∫

Q

σa(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σηTl(w − ξ)

=

∫ ∫

Q

σfTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σt

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r) ∀ l > 0

pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω) et σ ∈ D(0,T ) avec σ ≥ 0.

Preuve: Soient ξ ∈ W 1,p(Ω), σ ∈ D(0,T ) avec σ ≥ 0, et pour δ > 0, nous considé-

rons φδ(t) = (1/δ)

∫ t+δ

t

Tl(w(s)− ξ)σ(s)ds, p.p. Ω, nous prolongeons w dans R×Ω
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par 0 si (t, x) ∈
(
R \ (0,T )

)
×Ω. On voit que φδ est une fonction test admissible du

problème P β,G(u0,f), donc on a
∫ ∫

Q

a(., Dw)Dφδ +

∫ ∫

Q

ηφδ =

∫ ∫

Q

fφδ +

∫ ∫

Q

uφδ
t . (6.29)

Or,
∫ ∫

Q

uφδ
t =

1

δ

∫ ∫

Q

u(t)
(
Tl(w(t + δ) − ξ)σ(t + δ) − Tl(w(t) − ξ)σ(t)

)
σ(t)

=
1

δ

( ∫

Ω

∫ T+δ

δ

u(t − δ)Tl(w(t) − ξ)σ(t) −
∫

Ω

∫ T

0

u(t)Tl(w(t) − ξ)σ(t)
)

=
1

δ

∫

Ω

∫ T+δ

T

u(t − δ)Tl(w(t) − ξ)σ(t)

︸ ︷︷ ︸
=0

− 1

δ

∫

Ω

∫ 0

δ

u(t − δ)Tl(w(t) − ξ)σ(t)

︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ ∫

Q

u(t − δ) − u(t)

δ
Tl(w(t) − ξ)σ(t)

=

∫ ∫

Q

u(t − δ) − u(t)

δ
Tl(w(t) − ξ)σ(t).

(6.30)
D’autre part, on a pour tout r, r̂, ξ ∈ R,

Tl(r − ξ)(β(r̂) − β(r)) ≤ ψl
ξ(β(r̂)) − ψl

ξ(β(r))

où

ψl
ξ(β(r)) =

∫ r

ξ

Tl(s − ξ)dβ(s).

On remplace dans (6.30), on trouve

∫ ∫

Q

uφδ
t ≤ 1

δ

∫ ∫

Q

σ(t)

∫ w(t−δ)

w(t)

Tl(r − ξ)dβ(r)

≤ 1

δ

∫ ∫

Q

σ(t + δ)

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r)

−1

δ

∫ ∫

Q

σ(t)

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r)

il suit que

∫ ∫

Q

uφδ
t ≤

∫ ∫

Q

σ(t + δ) − σ(t)

δ

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r). (6.31)
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Or, lorsque δ → 0, on a φδ −→ Tl(w − ξ) dans Lp(0,T ; W 1,p(Ω)). Nous passons à la
limite dans (6.29) et nous utilisons (6.31), donc

∫ ∫

Q

σa(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σηTl(w − ξ)

≤
∫ ∫

Q

σfTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σt

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r).

Nous remplaçons δ par −δ dans la définition de la fonction φδ et de la même manière
nous montrons que

∫ ∫

Q

σa(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σηTl(w − ξ)

≥
∫ ∫

Q

σfTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σt

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r).

Ce qui achève la la démonstration du lemme.

Preuve du théorème 6.3.1 : Soit ε = T/k, avec k ∈ N et on considère la
subdivision t0 = 0 < t1 < ... < tk−1 < τ ≤ tk, avec ti − ti−1 = ε, f1,...,fk ∈ L∞(Ω) et

k∑

i=1

∫ ti

ti−1

||f(t)−fi||L1(Ω) ≤ ε. On définit la solution approchée uε(0) = u0, uε(t) = ui

pour t ∈]ti−1,ti], i = 1,...,k, où ui satisfait ui − ui−1 + εAβ, G ui ∋ εfi, c’est à dire, il
existe wi ∈ W 1,p(Ω) et ηi ∈ Lp(Ω) telles que ηi ∈ G(., ui), ui = β(wi) p.p. Ω





ui − ε div a(., Dwi) + εηi = ui−1 + εfi sur Ω

a(x,Dwi).~n = 0 sur Γ.
(6.32)

D’après la preuve de la proposition 6.2.1 , il vient que

||ui||L∞(Ω) ≤ ||u0||L∞(Ω) + ε
i∑

k=1

||fi||L∞(Ω),

d’où

||uε(t)||L∞(Ω) ≤ ||u0||L∞(Ω) +

∫ T

0

||f(t)||L∞(Ω)dt := M1, ∀t ∈ [0,T ] (6.33)

d’après (H4), on a

||wε(t)||L∞(Ω) ≤ max
(
β−1(M1) ∪ −β−1(−M1)

)
=: M2. (6.34)
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D’autre part, on prend wi une fonction test dans (6.32) et en utilisant le fait que
∫

Ω

(ui−1 − ui)wi ≤
∫

Ω

j(ui−1) −
∫

Ω

j(ui),

on obtient
∫

Ω

j(ui) + ε

∫

Ω

a(., Dwi)Dwi + ε

∫

Ω

ηiwi ≤ ε

∫

Ω

fiwi +

∫

Ω

j(ui−1). (6.35)

On additionne (6.35) pour i = 1,...,k, on trouve
∫

Ω

j(uε(τ)) +

∫ τ

0

∫

Ω

a(., Dwε)Dwε +

∫ τ

0

∫

Ω

ηεwε ≤
∫

Ω

j(u0) +

∫ τ

0

∫

Ω

fεwε.

D’autre part, en utilisant le fait que ηεwε ≥ 0 p.p. [0,τ ] × Ω, on obtient
∫

Ω

j(uε(τ)) +

∫ τ

0

∫

Ω

a(., Dwε)Dwε ≤
∫

Ω

j(u0) +

∫ τ

0

∫

Ω

fεwε (6.36)

il vient de (H1) et (6.34), que
∫

Ω

j(uε(τ)) + α

∫ τ

0

∫

Ω

|Dwε|p ≤
∫

Ω

j(u0) + ||wε||L∞(Q)||fε||L1(Q) := M3 (6.37)

on utilise l’inégalité de Minkowski et le fait que j ≥ 0 , on obtient

(

∫ τ

0

∫

Ω

|a(., Dwε)|p
′

)
1
p′ ≤ σ

(( ∫ τ

0

∫ τ

0

|k(x)|p′
) 1

p′ +
( ∫ τ

0

∫

Ω

|Dwε|p
) 1

p′

)

≤ σ
(
τ ||k||Lp′ (Ω) + (

M3

α
)

1
p′

)
:= M4.

(6.38)

avec wε : [0,τ ] −→ W 1,p(Ω), ηε : [0,τ ] −→ Lp(Ω) et fε : [0,τ ] −→ L1(Ω), où pour
i = 1,...,k et t ∈]ti−1,ti], wε = wi, ηε = ηi, fε(t) = fi. D’après (6.34), (6.37) et (6.38),
il existe w ∈ Lp

(
0,τ, W 1,p(Ω)

)
, h ∈ [Lp′((0, τ) × Ω)]N telles que, lorsque εk −→ 0,

on a wεk
−→ w, faiblement dans Lp

(
0,τ, W 1,p(Ω)

)
et a(., Dwεk

) −→ h, faiblement
dans [Lp′((0,τ)×Ω)]N . D’autre part, puisque pour p.p. x ∈ Ω on a D

(
G(x,.)

)
= R et

d’après (6.33) ηε uniformément bornée dans L∞(Q), donc ηε → η dans L∞(Q)-faible
* . On applique le Lemme 1.6 (Cf. [10]) on déduit que η ∈ G(., u) p.p. Q .
Nous utilisons la théorie des semigroupes non linéaires (Cf. [7], [9]), donc le problème
P β,G(u0,f) admet une unique bonne solution u ∈ C

(
[0,T ],L1(Ω)

)
telle que u(0) = u0,

u(t) = L1(Ω) − lim
ε→0

uε(t) pour t ∈ [0,T ].

Soit ũε la fonction de [0,τ ] dans L1(Ω), défini par ũε(t) = uε
i−1 +

t − ti−1

ti − ti−1

(uε
i − uε

i−1)
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pour t ∈ [ti−1,ti], i = 1,...,k. il est clair que ũε est une fonction continue, linéaire par
morceaux alors (6.32) entraine que

∫ τ

0

∫

Ω

a(., Dwε)Dξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ηεξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fεξ

+

∫ τ

0

∫

Ω

ũεξt +

∫

Ω

u0ξ(0)
(6.39)

pour tout ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω), telle que ξ(.,τ) ≡ 0. On fait tendre ε → 0 dans (6.33),
(6.36) et (6.39) , nous obtenons (6.27), (6.28) et

∫ τ

0

∫

Ω

hDξ +

∫ τ

0

∫

Ω

ηξ =

∫ τ

0

∫

Ω

fξ

+

∫ τ

0

∫

Ω

uξt +

∫

Ω

u0ξ(0)
(6.40)

pour tout ξ ∈ C1([0,τ ] × Ω), telle que ξ(.,τ) ≡ 0. Pour terminer la preuve, il nous
reste a montrer que a(x, Dw) = h p.p. Q. Nous appliquons la méthode de Minty-
Browder, donc il suffit de prouver que

lim sup
ε−→0

∫

Q

a(x, Dwε)Dwε ≤
∫

Q

hDw. (6.41)

En effet, de manière standard soit φ ∈ Lp
(
0,T,W 1,p(Ω)

)
, il vient de la monotonie de

a(x,.) ∫

Q

a(., Dφ)D(uε − φ) ≤
∫

Q

a(., Duε)D(uε − φ)

on passe à la limite quand ε tend vers 0 et d’après (6.41), on a
∫

Q

a(., Dφ)D(u − φ) ≤
∫

Q

hD(u − φ).

Prenons φ = u ± tξ avec t ∈ R et ξ ∈ Lp(0,T,W 1,p(Ω) alors
∫

Q

a(., D(u ± tξ))Dξ =

∫

Q

hDξ

on fait tendre t vers 0 on obtient a(x, Dw) = h p.p. Q.
Maintenant, nous allons démontrer (6.41). D’après (6.36) et le Lemme de Fatou, on
a

lim sup
ε−→0

∫ τ

0

∫

Ω

a(., Dwε)Dwε ≤ −
∫

Ω

j(u(τ)) −
∫ τ

0

∫

Ω

ηw

+

∫ τ

0

∫

Ω

fw +

∫

Ω

j(u0)
(6.42)
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D’autre part, nous utilisons le Lemme 6.3.3, nous obtenons

∫ τ

0

∫

Ω

hDw +

∫ τ

0

∫

Ω

ηw −
∫ τ

0

∫

Ω

fw = −
∫ τ

0

∫

Ω

(

∫ w

0

sdβ(s))t

=

∫

Ω

j(u0) −
∫

Ω

j(u(τ)).
(6.43)

Finalement, on combine (6.42) et (6.43) on obtient (6.41). Ce qui complète la preuve
du théorème.

Lemme 6.3.4 Soient f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) et um,n, um′,n, um,n′ respective-
ment les bonnes solutions des problèmes CP βm,n, Gm,n(u0, f), CP βm′,n, Gm′,n(u0, f),
CP βm,n′ , Gm,n′ (u0, f). Alors, pour m′ ≥ m > 0 et n′ ≥ n > 0, on a

wm′,n ≤ wm,n ≤ wm,n′ p.p Q,

où, um,n = βm,n(wm,n), um′,n = βm′,n(wm′,n) et um,n′ = βm,n′(wm,n′) p.p. Q.

Preuve: Soit m′ ≥ m > 0, et n > 0, pour une subdivision t0 = 0 < t1 <
... < tk−1 < τ ≤ tk, k ∈ N, avec ti − ti−1 = ε, f 1,...,fk ∈ L∞(Ω) où ε = T/k et

k∑

i=1

∫ ti

ti−1

||f(t)−f i||L1(Ω) ≤ ε, il existe ui
m,n ∈ L1(Ω) , wi

m,n ∈ W 1,p(Ω) et ηi
m,n ∈ L1(Ω)

telles que ηi
m,n ∈ G(., ui

m,n), ui
m,n = βm,n(wi

m,n) p.p. Ω et

CPdi
m,n(f i)





ui
m,n − ε div a(., Dwi

m,n) + εηi
m,n = ui−1

m,n + εf i sur Ω

a(x, Dwi
m,n).~n = 0 sur Γ.

Nous considérons la solution approchée uε
m,n(0) = u0, u

ε
m,n(t) = ui

m,n pour t ∈]ti−1,ti]
et i = 1,...,k. D’après (6.24) (Lemme 6.2.2) on a

∫

Ω

(+n

∫

Ω

(
(wi

m′,n)+ − (wi
m,n)+

)
Sign+

0 (wi
m′,n − wi

m,n)

−m′

∫

Ω

(
(wi

m′,n)− − (wi
m,n)−

)
Sign+

0 (wi
m′,n − wi

m,n) ≤
∫

Ω

(ui−1
m′,n − ui−1

m,n)+,

alors on a

n

∫

Ω

(
(wi

m′,n)+ − (wi
m,n)+

)
Sign+

0 (wi
m′,n − wi

m,n)

−m′

∫

Ω

(
(wi

m′,n)− − (wi
m,n)−

)
Sign+

0 (wi
m′,n − wi

m,n) ≤ 0
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Nous additionnons cette inégalité pour i = 1,...,k, nous obtenons uε
m,n = βm,n(wε

m,n)
p.p. Ω et

n

∫

Ω

(
(wε

m′,n)+ − (wε
m,n)+

)
Sign+

0 (wε
m′,n − wε

m,n)

−m′

∫

Ω

(
(wε

m′,n)− − (wε
m,n)−

)
Sign+

0 (wε
m′,n − wε

m,n) ≤ 0

d’où, ± (wε
m,n)± ≥ ± (wε

m′,n)± alors wε
m,n ≥ wε

m′,n p.p. Q. Passons à la limite lorsque
ε tend vers 0, nous déduisons que wm,n ≥ wm′,n p.p. Q. De la même manière, pour
n ≥ n′ > 0,m > 0 nous montrons que wm,n ≥ wm′,n p.p. Q.

6.3.2 Problème d’obstacle elliptique parabolique

Conséquence immédiate de la preuve du proposition 6.2.2 , on a le résultat de conver-
gence de l’ opérateur Aβm,n,Gm,n

suivant:

Corollaire 6.3.1 Lorsque m,n −→ 0, l’opérateur Aβm,n, Gm,n
converge dans L1(Ω),

au sens de la résolvante vers l’opérateur T-accrétif défini, par

f ∈ Aβ, G v ⇔





v ∈ Lp′(Ω), ∃w ∈ W 1,p(Ω), ∃η ∈ Lp′(Ω),

v = β(w), η ∈ G(., v) p.p. Ω, et

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

ηDTl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ)

pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩ K.

(6.44)

En particulier, Aβ, G est T- accrétif, R(I + εAβ, G) ⊇ L∞(Ω) et Aβ, G engendre un
semigroupe non linéaire de contraction dans L1(Ω).

Lemme 6.3.5 D(Aβ, G) =
{

z ∈ L1(Ω) ; m(x) ≤ z(x) ≤ M(x) p.p. Ω
}

:= X.

Preuve: Par densité et d’après la définition de l’opérateur Aβ, G on a D(Aβ, G) ⊆ X.

Pour montrer que X ⊆ D(Aβ, G), il suffit de prouver que X ∩ L∞(Ω) ⊆ D(Aβ, G),
prenons u ∈ X ∩ L∞(Ω) et on considère uε la solution du problème





uε − ε div a(x,Dwε) = u uε = β(wε) sur Ω

a(x,Dwε).~n = 0 sur Γ .
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On a u ∈ X, d’où m(x) ≤ u(x) ≤ M(x) p.p. Ω, alors m(x) ≤ uε(x) ≤ M(x) p.p. Ω
et par suite uε ∈ D(Aβ, G). il vient de (H1) que

∫

Ω

|Dwε|p ≤ C(||u||∞,||w||∞),

εα
:=

C4

ε
,

en appliquant l’inégalité de Minkowski et (H3) , on a

( ∫

Ω

|εa(., Dw)|p′
) 1

p′ ≤ σ
(
ε||k||Lp′ (Ω) + ε

( ∫

Ω

|Dw|p
) 1

p′

)

≤ σ
(
ε||k||Lp′ (Ω) + ε

1
p C

1
p′

4

)
,

donc εa(., Dwε) est bornée dans [Lp′(Ω)]N , ||uε||L∞(Ω) ≤ ||u||L∞(Ω) et ||uε||Lp′ (Ω) ≤
||u||Lp′ (Ω). Alors εa(., Dwε) converge faiblement vers 0 dans [Lp′(Ω)]N et donc uε

converge faiblement vers u dans Lp′(Ω) lorsque ε → 0. De plus, ||uε||Lp′ (Ω) ≤
||u||Lp′ (Ω), on déduit que uε converge fortement vers u dans Lp′(Ω) d’où uε converge
vers u dans L1(Ω).

Corollaire 6.3.2 Soient f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) telles que ; m(x) ≤ u0(x) ≤
M(x) p.p. Ω et um,n la bonne solution du problème CP βm,n, Gm,n(u0, f). Alors,
lorsque m,n → 0, on a um,n → u dans C

(
[0,T ); L1(Ω)

)
où u est la bonne so-

lution du problème

CP β, G(u0, f)





ut + Aβ, G u ∋ f sur (0,T )

u(0) = u0.

Théorème 6.3.2 Soient f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) tels que pour p.p. x ∈ Ω
m(x) ≤ u0(x) ≤ M(x). Alors, la bonne solution u du problème CP β, G(u0, f) est
une solution du problème P β, G(u0, f) vérifiant u(0) = u0, u ∈ C

(
[0,T ), L1(Ω)

)
et

∃ w ∈ Lp
(
0,T ; W 1,p(Ω)

)
,∃ η ∈ L1(Q) telle que u = β(w), η ∈ G(x, u) p.p. Q et

d

dt

∫

Ω

∫ w

0

Tl(r − ξ)dβ(r) +

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫

Ω

ηTl(w − ξ)

≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) dans D′(0,T )

pour tout ξ ∈ C1(Ω) ∩ K.
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Preuve: Soit um,n une solution du problème P βm,n, Gm,n(u0,f). D’après le Théorème
6.3.1 , on a

∫

Ω

j(um,n(t)) + α

∫ ∫

Q

|Dwm,n|p ≤ C p.p. t ∈ (0,T )

où C est indépendante de m et n, puisque wm,n est bornée dans L∞(Q), donc wm,n

est bornée dans Lp
(
0,T ; W 1,p(Ω)

)
, par conséquent il existe w ∈ Lp

(
0,T ; W 1,p(Ω)

)

et mais également une sous suite que nous dénotons par m,n, telle que wm,n → w
dans Lp

(
0,T ; W 1,p(Ω)

)
- faible, a(., Dwm,n) ⇀ χ dans [Lp′(Q)]N lorsque m,n → 0.

Nous appliquons le Lemme 6.3.4 donc wm,n est monotone par rapport m et n alors
wm,n −→ w dans L1(Q) lorsque m, n → 0. D’autre part, On a u ∈ D(Aβ, G) d’où
w(t) ∈ K p.p. t ∈ (0,T ). Il vient du lemme 6.3.3 que

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)DTl(wm,n − ξ) +

∫ ∫

Q

σηm,nTl(wm,n − ξ)

≤
∫ ∫

Q

σfTl(wm,n − ξ) +

∫ ∫

Q

σt

∫ wm,n(t)

w0

Tl(r − ξ)dβm,n(r),
(6.45)

où ηm,n ∈ Gm,n(., um,n). De la même manière que pour le problème elliptique nous
prenons ξ ∈ K alors (

ηm,n − η̃m,n

)
Tl(wm,n − ξ) ≥ 0

, avec η̃m,n ∈ G̃(.,um,n) et

ηm,n = η̃m,n +
1

m

(
um,n − M(x)

)+ − 1

n

(
um,n − m(x)

)−
,

donc ∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)DTl(wm,n − ξ) +

∫ ∫

Q

ση̃m,nTl(wm,n − ξ)

≤
∫ ∫

Q

σt

∫ wm,n(t)

w0

Tl(r − ξ)dβm,n(r) +

∫ ∫

Q

σfTl(wm,n − ξ).
(6.46)

Comme pour p.p. x ∈ Ω, D
(
G̃(x, .)

)
= R alors η̃m,n est bornée uniformément dans

L∞(Ω), par suite η̃m,n → η̃ dans L∞(Ω) faible* , et en utilisant le Lemme 1.6 (Cf.
[10]) on a η̃ ∈ G̃(x, .) p.p. x ∈ Ω. Maintenant, nous passons à la limite dans (6.46)
quand m et n tend vers 0, nous obtenons

lim inf
m, n→ 0

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)DTl(wm,n − ξ) +

∫ ∫

Q

ση̃Tl(w − ξ)

≤
∫ ∫

Q

σt

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r) +

∫ ∫

Q

σfTl(w − ξ), ∀l > 0.
(6.47)
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Il nous reste à montrer que

lim inf
m, n→ 0

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)DTl(wm,n − ξ) ≥
∫ ∫

Q

σa(x,Dw)DTl(w − ξ).

On procède de la même manière que dans la preuve de la proposition 6.2.2 , et donc
il suffit de montrer que

lim inf
m,n→ 0

∫

Q

σa(x, Dwm,n)DS(wm,n − ξ) ≥
∫

Q

σa(x, Dw)DS(w − ξ) ∀S ∈ P.

En effet, on a
∫

Q

σa(x, Dwm,n)DS(wm,n − ξ) ≥
∫

Q

σa(x, Dwm,n)DwS ′(wm,n − ξ)

+

∫

Q

σa(x, Dw)D(wm,n − w)S ′(wm,n − ξ) −
∫

Q

σa(x, Dwm,n)DξS ′(wm,n − ξ),
(6.48)

et puisque S ′(wm,n − ξ) → S ′(w − ξ) p.p. sur Q, Dwm,n ⇀ Dw faiblement dans[
Lp(Q)

]N
et a(x, Dwm,n) ⇀ χ faiblement dans

[
Lp′(Q)

]N
, nous passons à la limite

dans l’inégalité (6.48) nous obtenons

lim inf
m,n→ 0

∫

Q

σa(x,Dwm,n)DS(wm,n − ξ) ≥
∫

Q

σ
(
a(x,Dw)Dw − χDξ

)
S ′(w − ξ).(6.49)

Pour terminer la preuve du Théorème, nous allons montrer maintenant que

lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)Dwm,n ≤
∫ ∫

Q

σa(., Dw)Dw. (6.50)

Pour cela, nous utilisons la régularisation en temps de w défini par Landes (Cf. [17])
comme suit :

w̄k(x,t) := k

∫ t

−∞

ek(s−t)w(x,s)ds

pour p.p. (x,t), et on prolonge w par 0 pour s < 0. On voit que w̄k ∈ Lp
(
0,T ; W 1,p(Ω)

)
∩

L∞(Q), de plus, il est différentiable pour p.p. t ∈ (0,T ) avec
∂w̄k

∂t
= k(w − w̄k) ∈

Lp
(
0,T ; W 1,p(Ω)

)
∩L∞(Q), w̄k(0) = 0 p.p. dans Ω, et w̄k −→ w ∈ Lp

(
0,T ; W 1,p(Ω)

)

lorsque k → ∞. Prenons σw̄k fonction test dans la définition de la solution du
problème P βm,n, Gm,n(u0, f), alors nous obtenons

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)Dw̄k +

∫ ∫

Q

σηm,nw̄k

=

∫ ∫

Q

σfw̄k +

∫ ∫

Q

um,n(σw̄k)t.
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On fait tendre m,n vers 0, alors
∫ ∫

Q

σχDw̄k =

∫ ∫

Q

σfw̄k +

∫ ∫

Q

u(σw̄k)t − lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σηm,nw̄k. (6.51)

Pour le deuxième terme à droite de l’égalité (6.51), on a
∫ ∫

Q

u(σw̄k)t =

∫ ∫

Q

uσtw̄k + k

∫ ∫

Q

uσ(w − w̄k)

=

∫ ∫

Q

uσtw̄k + k

∫ ∫

Q

σ
(
u − β(w̄k)

)
(w − w̄k)

+ k

∫ ∫

Q

σβ(w̄k)(w − w̄k)

et d’après la monotonie de β on a
(
u − β(w̄k)

)
(w − w̄k) ≥ 0, alors

∫ ∫

Q

u(σw̄k)t ≥
∫ ∫

Q

uσtw̄k + k

∫ ∫

Q

σβ(w̄k)(w − w̄k)

≥
∫ ∫

Q

uσtw̄k +

∫ ∫

Q

σβ(w̄k)(w̄k)t

≥
∫ ∫

Q

uσtw̄k −
∫ ∫

Q

σt

∫ w̄k

0

β(r)dr

≥
∫ ∫

Q

σt

∫ w̄k

0

rdβ(r),

nous passons à la limite lorsque k → ∞, nous obtenons

lim inf
k→∞

∫ ∫

Q

u(σw̄k)t ≥
∫ ∫

Q

σt

∫ w

0

rdβ(r). (6.52)

Il n’est pas difficile de voir que w̄k ∈ K, donc

σ
(
ηm,n − η̃m,n

)
(wm,n − w̄k) ≥ 0 p.p. Q

et d’après la montonie de r → G̃(x, r), r →
(
r − M(x)

)+
, r → −

(
r − m(x)

)−
,

r → r+ et r → −r−, on a
∫ ∫

Q

σηm,nw̄k =

∫ ∫

Q

ση̃m,nw̄k +

∫ ∫

Q

σ
(
ηm,n − η̃m,n

)
w̄k

=

∫ ∫

Q

ση̃m,nw̄k +

∫ ∫

Q

σ
(
ηm,n − η̃m,n

)
(w̄k − wm,n)︸ ︷︷ ︸

≤0

+

∫ ∫

Q

σ
(
ηm,n − η̃m,n

)
wm,n

≤
∫ ∫

Q

ση̃m,nw̄k +

∫ ∫

Q

σ(ηm,n − η̃m,n)wm,n

(6.53)
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donc

lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σηm,nw̄k ≤
∫ ∫

Q

ση̃w̄k + lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σ(ηm,n − η̃m,n)wm,n. (6.54)

Maintenant, nous passons à la limite dans (6.51) lorsque k → ∞ et nous utilisons
(6.52), (6.54) nous obtenons

∫ ∫

Q

σχDw ≥
∫ ∫

Q

σfw +

∫ ∫

Q

σt

∫ w

0

rdβ(r) −
∫ ∫

Q

ση̃w

−lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σ(ηm,n − η̃m,n)wm,n.
(6.55)

D’autre part, nous appliquons le Lemme 6.3.3 au problème P βm,n,Gm,n(u0, f), nous
déduisons que

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)Dwm,n =

∫ ∫

Q

σfwm,n

+

∫ ∫

Q

σt

∫ wm,n

0

rdβm,n(r) −
∫ ∫

Q

σηm,nwm,n.

Nous passons à la limite quand m,n → 0, donc on a

lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)Dwm,n =

∫ ∫

Q

σfw +

∫ ∫

Q

σt

∫ w

0

rdβ(r)

−
∫ ∫

Q

ση̃w − lim inf
m,n→0

∫ ∫

Q

σ(ηm,n − η̃m,n)wm,n

ainsi, nous utilisons (6.55) ce qui entraîne que

∫ ∫

Q

σχDw ≥ lim
m,n→0

∫ ∫

Q

σa(., Dwm,n)Dwm,n.

D’où (6.50) est satisfaite. Ce qui achève la démonstration de la proposition.

Remarque 9 On suppose que D
(
G(x, .)

)
= R pour p.p. x ∈ Ω. Alors, si u est une

solution faible du problème CP β, G(u0, f), u est aussi solution au sens du Théorème
6.3.2 .
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6.4 Unicité de la solution

Pour montrer l’unicité, nous utilisons le concept des solutions intégrales, qui est bien
connu dans le contexte du problème de Cauchy abstrait (Cf. [7]). Cette notion de
solution a été précédemment utilisée dans [8] pour démontrer l’unicité de la solution
faible du problème elliptique-parabolique, avec des conditions Dirichlet homogènes
au bord.

Définition 6.4.1 On dit que la fonction u ∈ C
(
[0,T ], L1(Ω)

)
est une solution inté-

grale du problème CP β, G(u0, f) si pour tout f̃ ∈ Aβ, Gũ , on a

d

dt

∫

Ω

|u(t) − ũ| ≤
∫

Ω

(f − f̃)Sign0(u(t) − ũ) +

∫

[u(t)=ũ]

|f − f̃ | dans D′(0,T ),

et u(0) = u0 .

Sous les hypothèses précédentes, Aβ, G est accrétif dans L1(Ω), il est bien connu (Cf.
[7], [8]) que les bonnes solutions et les solutions intégrales du problème CP β, G(u0,f)
coïncident. Pour montrer l’unicité, nous prouverons dans la proposition 6.4.1 que la
solution du problème P β, G(u0, f) est une solution intégrale de CP β, G(u0, f). Par
conséquent, d’après la théorie des semigroupes non linéaires (Cf. [8]), la bonne solu-
tion de P β, G(u0, f) est l’unique solution du problème P β, G(u0, f).

Proposition 6.4.1 Soient u0 ∈ L∞(Ω) et f ∈ L∞(Q). Si u ∈ L∞(Q) est une
solution de P β, G(u0,f) au sens du théorème 6.3.2 , alors u est une solution intégrale
du problème CP β, G(u0, f).

Preuve. D’après le Théorème 6.3.2 , on a
∫ ∫

Q

σa(., Dw)DTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σηTl(w − ξ)

≤
∫ ∫

Q

σfTl(w − ξ) +

∫ ∫

Q

σt

∫ w(t)

w0

Tl(r − ξ)dβ(r)
(6.56)

pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩ K, σ ∈ D(0,T ) avec σ ≥ 0, où η ∈ G(., u) et u = β(w)
p.p. Q. Soit f̂ ∈ Aβ, Gû et η̂ ∈ G(., û), û = β(ŵ) p.p. Ω données par la définition
de l’opérateur Aβ, G. Prenons ŵ comme fonction test dans (6.56) et multiplions

l’inégalité par
1

l
, nous obtenons

∫ ∫

Q

σa(., Dw)D
1

l
Tl(w − ŵ) +

∫ ∫

Q

ση
1

l
Tl(w − ŵ)

≤
∫ ∫

Q

σt

∫ w(t)

w0

1

l
Tl(r − ŵ)dβ(r) +

∫ ∫

Q

σf
1

l
Tl(w − ŵ).

(6.57)
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Passons à la limite lorsque l −→ 0, donc
∫ w(x,t)

w0

1

l
Tl(r − ŵ(x))dβ(r) →

∫ w(x,t)

w0

Sign0(r − ŵ(x))dβ(r)

= |u(x,t) − β(ŵ(x))| − |u0(x) − β(ŵ(x))|
p.p. (t,x) ∈ Q. De plus,

|
∫ w(x,t)

0

1

l
Tl(r − ŵ(x))dβ(r)| ≤ |u(x,t)|.

En utilisant le Théorème de convergence dominé de Lebesgue, le premier terme

de droite de l’inégalité (6.57) converge vers
∫ ∫

Q

(|u(x,t) − β(ŵ)| − |u0 − β(ŵ)|)σt.

Et on a,
∫ ∫

Q

fσ
1

l
Tl(w − ŵ) et

∫ ∫

Q

ση
1

l
Tl(w − ŵ) converges, respectivement,

vers
∫ ∫

Q

fσSign0(w − ŵ) et
∫ ∫

Q

σηSign0(w − ŵ). Quand au premier terme de

l’inégalité (6.57), nous utilisons la définition de l’opérateur Aβ, G donc
∫ ∫

Q

σa(., Dw)D
1

l
Tl(w − ŵ) ≥ I1

l + I2
l , où

I1
l =

∫ ∫

Q

σ(a(., Dw) − a(., Dŵ))D
1

l
Tl(w − ŵ)

et

I2
l =

∫ ∫

Q

f̃σ
1

l
Tl(w − ŵ) −

∫ ∫

Q

ση̂
1

l
Tl(w − ŵ)

avec η̂ ∈ G(., û) p.p. Ω . On voit que I2
l converge vers

∫ ∫

Q

f̃σSign0(w − ŵ) −
∫ ∫

Q

ση̂Sign0(w − ŵ),

d’autre part, on a

lim inf
l→0

I1
l ≥ lim

l→0

∫ ∫

Q

σ
1

l
T ′

l (w − ŵ)(a(., Dw) − a(., Dŵ))D(w − ŵ) = 0.

On fait tendre l → 0 dans (6.57), on obtient

−
∫ ∫

Q

(|u(x,t) − β(ŵ)| − |u0(x) − β(ŵ)|)σt +

∫ ∫

Q

|η − η̂|σ

≤
∫ ∫

Q

σ(f − f̃)Sign0(w − ŵ)

≤
∫ T

0

{
∫

Ω

σ(f − f̃)Sign0(u(t) − β(ŵ)) +

∫

[u(t)=β(ŵ)]

σ|f − f̃ |}
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ce qui implique que pour tout t ∈ [0,T ), on a

∫

Ω

|u(t) − û| ≤
∫

Ω

|u0 − û| +
∫ t

0

{
∫

Ω

(f − f̃)Sign0(u(t) − û) +

∫

[u(t)=û]

|f − f̃ |}.

Ce qui termine la preuve de la Proposition.
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Compétition dans un problème de
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Chap. 7: Eq. de Réaction Diffusion localisée

7.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’étude de la solution du problème elliptique-parabolique
lorsque r et/ou d deviennent grands. On considère l’EDP suivante:

P d,r
a (u0, f)





ut − d div a(x, Dw) + r g(x, u) = f, u = β(w) sur Q := (0,T ) × Ω

a(x,Dw).~n = 0 sur Σ := (0,T ) × Γ

u(0) = u0 sur Ω,

où Ω ⊆ R
N est un domaine borné de frontière lipschitzienne Γ, ~n est le vecteur

normale unitaire extérieur à Ω, u0 ∈ L∞(Ω) , f ∈ L∞(Q) et β : R → R est une
fonction continue croissante avec β(0) = 0 et

(H4) Im(β) = R.

et g : Ω × R → R est telle que

(Hg)
pour p.p. x ∈ Ω, s → g(x, s) est continue, croissante

et pour tout s ∈ R, g(., s) ∈ L1(Ω) avec g(., 0) ≡ 0.

et le champ a : Ω × R
N → R

N satisfait les hypothèses (H1) − (H3) du type Leray-
Lions (Cf. [3], [16]) énoncées au chapitre précèdent.
L’ existence et l’unicité de la solution faible du problème P d, r

a (u0,f) ont été étudiées
dans le chapitre précèdent. Dans le problème P d, r

a (u0, f), d > 0 et r > 0 représente
respectivement le coefficient de diffusion et de réaction. On s’intéresse au comporte-
ment asymptotique de la solution lorsque les coefficients d et/ou r deviennent très
grands (Cf. [2], [6], [7], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [18], [20], [21]). Le cas où la
fonction g est indépendante de l’espace et le champ a(x,ξ) = ξ a été étudié dans le
Chapitre 3.

Si on suppose que d > 0 et r → ∞, alors formellement le problème limite est

P d, ∞
a (., f)





ut − d div a(x, Dw) + G(x, u) = f, u = β(w) sur Q

a(x, Dw).~n = 0 sur Σ
(7.1)

où, pour p.p. x ∈ Ω, G(x,.) est un graphe maximal monotone donné par

G(x, r) =





0 si m(x) < r < M(x)

[0, + ∞) si r = M(x) p.p. Ω.

(−∞, 0] si r = m(x)
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qui s’écrit encore sous la forme suivante:




m ≤ u ≤ M, u = β(w)

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
(u − m)(u − M) = 0

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
≥ 0 sur [u = m]

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
≤ 0 sur [u = M ]





sur Q

a(x, Dw).~n = 0 dans Σ

est appelé problème d’obstacle. Il vient du chapitre précèdent que si m(x) ≤ u0(x) ≤
M(x) p.p. x ∈ Ω. Alors, (7.1) admet une unique solution au sens suivant:
u ∈ C

(
[0,T ), L1(Ω)

)
∩ L∞(Q) telle qu’ il existe w ∈ Lp

(
0,T ; W 1,p(Ω)

)
, u = β(w)

p.p. Q et
d

dt

∫

Ω

∫ w

0

Tl(r − ξ)d β(r) + d

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ)

≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) dans D′(0,T ) ∀ l > 0
(7.2)

pour tout ξ ∈ C1(Ω) ∩ K.

Pour r > 0 et d → ∞, alors le problème limite est l’équation différentielle
ordinaire suivante:

ct + r

∫
−
Ω

g(x,c) dx =

∫
−
Ω

f sur (0,T ) (7.3)

Finalement, si on suppose que d → ∞ et r → ∞, qui correspond à la compétition
entre la réaction et la diffusion lorsque ils deviennent très grandes. Pour d = d(k)
et r = r(k), avec lim

k→∞
d(k) = lim

k→∞
r(k) = ∞ le problème limite est l’ équation

différentielle ordinaire suivante:

ct + G∞(c) ∋
∫
−
Ω

f sur (0,T ) (7.4)

où G∞ est le graphe maximal monotone défini par

G∞(s) =





0 si s ∈ [m0,M0]

(−∞,0] si s = m0

[0, + ∞) si s = M0.
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avec

m0 = min
( ⋂

x∈Ω

[m(x),M(x)]
)

et M0 = max
( ⋂

x∈Ω

[m(x),M(x)]
)
.

Il est clair, que en général la donnée initiale u0 est incompatible avec les pro-
blèmes limites (7.1), (7.3) et (7.4). Ainsi, une phénomène de couche limite apparaît
au voisinage de t = 0 (Cf. [5], [4], [9]) . Pour l’identification des données initiales cor-
respondantes aux problèmes limites nous utiliserons les résultats du chapitre 3, par

conséquent nous allons traiter séparément le cas où lim
k→∞

d(k)

r(k)
= ∞ et lim

k→∞

d(k)

r(k)
= 0

dans le dernier problème .

Ce chapitre est une généralisation des résultats du chapitre 3 au cas d’ un opérateur
de type Leray-Lions et une absorption qui dépend de l’espace.

7.2 Résultats principaux

Théorème 7.2.1 Soient f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) et ud,r la solution du problème
P d ,r

a (u0,f).

1. Grande diffusion : Pour tout r > 0, lorsque d → ∞, on a ud,r → c dans

C
(
(0,T ), L1(Ω)

)
, avec c ∈ C1

(
[0,T )

)
est l’unique solution de l’EDO,





ct + r

∫
−
Ω

g(x, c) =

∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.

(7.5)

2. Forte réaction : Pour d > 0 et lorsque r → ∞, on a ud,r → u dans C((0,T ),L1(Ω)),
avec u est l’unique solution entropique du problème d’obstacle (7.1) avec u(0) =
m∨(u0∧M) p.p. dans Ω.

3. Compétition réaction et diffusion: Si d = d (k) et r = r(k), ou lim
k→∞

d (k) =

lim
k→∞

r(k) = ∞, alors

ud,r → c dans C
(
(0,T ), L1(Ω)

)
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où c ∈ C1([0,T )) est solution de l’ EDO

ct + G∞(c) ∋
∫
−
Ω

f dans (0,T ),

avec

(a) Si lim
k→∞

d (k)

r(k)
= 0, alors c(0) = m0∨

(
M0∧

∫
−
Ω

u0

)
,

(b) Si lim
k→∞

d (k)

r(k)
= ∞, alors c(0) = lim

t→∞
z(t) avec z est la solution du pro-

blème d’ obstacle P d, ∞
a (z0, 0) où z0 = m∨(u0∧M), p.p. Ω.

D’après le Chapitre précèdent, la solution faible du problème P d, r
a (u0,f) est aussi

bonne solution du problème de Cauchy suivant

CP d, r
a (u0, f)





ut + Ad,ru = f sur [0,T )

u(0) = u0.

avec, Ad,r est un opérateur m-T-accrétif et Ad,r défini dans L1(Ω) par

f = Ad,rv ⇔





v, f ∈ Lp′(Ω), g(.,v) ∈ Lp′(Ω),∃w ∈ W 1,p(Ω), v = β(w) p.p. Ω et

d

∫

Ω

a(., Dw)Dξ + r

∫

Ω

g(x, v)ξ =

∫

Ω

fξ, pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω).

De plus, D(Ad,r) = L1(Ω) voir le Lemme 6.3.1(Cf. Chapitre 6) .

Examinons maintenant le comportement asymptotique lorsque d et/ou r tends vers
∞ de la solution du problème stationnaire associé a P d,r

a (u0,f) défini par

Sd,r
a (f)





v − d div a(x, Dw) + r g(x, v) = f, v = β(w) sur Ω

a(x, Dw).~n = 0 sur Γ.

Théorème 7.2.2 Soit f ∈ L∞(Ω) et vd,r la solution du problème Sd ,r
a (f).

1. Si d = d (k) et lim
k→∞

d (k) = ∞, alors

vd,r −→ (IIR + r

∫
−
Ω

g(x, .) dx)−1(

∫
−
Ω

f) dans L1(Ω).
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2. Si r = r (k) et lim
k→∞

r (k) = ∞, alors vd, r → v dans L1(Ω) et v est l’unique

solution du problème elliptique




v − d div a(x, Dw) + G(x, v) ∋ f, v = β(w) sur Ω

a(x, Dw).~n = 0, sur Γ

au sens de la Proposition 6.2.2 du Chapitre 6 .

3. Si d = d (k) et r = r(k), avec lim
k →∞

d (k) = lim
k →∞

r(k) = ∞, alors

vd,r −→ (IIR + G∞)−1(

∫
−
Ω

f) dans L1(Ω).

Remarque 10 . (IIR + G∞)−1(

∫
−
Ω

f) = m0∨
(∫
−
Ω

f∧M0

)
.

Preuve du Théorème 7.2.2: Puisque d et/ou r dépendent de k, alors on note
par vk (respectivement wk ) la suite vd,r (respectivement wd,r ). D’après la Propo-
sition 6.2.1(Cf. Chapitre 6) on a vk et wk sont bornées dans L∞(Ω) de plus wk est
bornée dans W 1,p(Ω). Alors, wk est faiblement relativement compact dans W 1,p(Ω)
et puisque β est continue alors vk est relativement compact dans L1(Ω). Donc, il
existe une sous suite notée encore par k, telle que vk → v dans L1(Ω), wk → w
fortement dans L1(Ω) et faiblement dans W 1,p(Ω) et v = β(w) p.p.Ω. Nous allons
traiter séparément les différents cas du théorème pour pouvoir caractériser u et w.

1. D’après la Proposition 6.2.1 (Cf. Chapitre 6), on a

d(k)

∫

Ω

|Dwk|p ≤
C1

(
Ω,p,N,||f ||∞

)

α
,

alors, lorsque k −→ ∞, on obtient
∫

Ω

|Dw|p ≤ lim inf
k→∞

∫

Ω

|Dwk|p = 0,

d’où les fonctions v et w sont constantes. Prenons ξ ≡ 1 comme fonction test

et passons à la limite il vient que v vérifie v + r

∫
−
Ω

g(x, v) dx =

∫
−
Ω

f . ce qui

termine la preuve de la première partie du théorème.
2. Conséquence immédiate du corollaire 6.3.1 (Cf. Chapitre 6 ).
3. Puisque

d(k)

∫

Ω

|Dwk|p ≤
C1

(
Ω,p,N,||f ||∞

)

α
,
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alors v et w sont constantes. De plus, g(., 0) = β(0) = 0 alors la Proposition
6.2.1 nous donne

| vk |L1(Ω) + r(k)| g(., vk) |L1(Ω) ≤ | f |L1(Ω)

donc lorsque k −→ ∞ on a g(., vk) −→ 0 dans L1(Ω), par suite, g(., v) = 0

et v ∈ [m(x),M(x)] p.p. Ω, or v est une constante donc v ∈
⋂

x∈Ω

[m(x),M(x)].

Soit ξ ∈ W 1,p(Ω) et prenons (wk − ξ) comme fonction test dans la définition
de la solution du problème Sd,r

a (f) alors on a
∫

Ω

vk(wk − ξ) + d(k)

∫

Ω

a(x, Dwk)D(wk − ξ)

+ r(k)

∫

Ω

g(., vk)(wk − ξ) =

∫

Ω

f(wk − ξ).

D’autre part, on prend ξ constante telle que ξ ∈ K, alors β(ξ) ∈ [m0, M0],
d’où g

(
x, β(ξ)

)
= a(x, 0) = 0 p.p. x ∈ Ω et il vient de la monotonie de a, β, g

que ∫

Ω

g(., vk)
(
wk − ξ

)
≥ 0 et

∫

Ω

a(., Dwk)D
(
wk − ξ

)
≥ 0

on obtient que
∫

Ω

vk(wk − ξ) ≤
∫

Ω

f(wk − ξ)

on passe à la limite lorsque k → ∞, on trouve que

(w − ξ)(v −
∫
−
Ω

f) ≤ 0.

– Si ξ ∈ β−1(m0) alors on a

(v − m0)(v −
∫
−
Ω

f) ≤ 0.

De plus v ∈ [m0,M0] donc soit v = m0 ou bien v > m0 et dans ce cas

v −
∫
−
Ω

f ≤ 0.

– Si ξ ∈ β−1(M0) alors on a

(v − M0)(v −
∫
−
Ω

f) ≤ 0.

Donc soit v = M0 ou bien v < M0 et dans ce cas v −
∫
−
Ω

f ≥ 0.
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Finalement, on obtient que

v + G∞(v) ∋
∫
−
Ω

f.

Ce qui termine la preuve du théorème.

Conséquence immédiate de ce théorème est le Corollaire suivant:

Corollaire 7.2.1 1. Pour tout r > 0, lorsque d → ∞, alors l’opérateur Ad ,r

converge vers l’opérateur T-accrétif A∞,r défini, dans L1(Ω), par

f ∈ A∞,rv ⇔ f ∈ L1(Ω), v ≡ c, c ∈ R et r

∫

Ω

g(x, c)d x =

∫

Ω

f.

2. Pour tout d > 0, lorsque r → ∞, alors on a Ad ,r converge vers l’opérateur
T-accrétif Ad,∞ défini, dans L1(Ω), par

f ∈ Ad,∞v ⇔





v,f ∈ Lp′(Ω),∃ w ∈ W 1,p(Ω), v = β(w) p.p.Ω et

d

∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ) ≤
∫

Ω

fTl(w − ξ) ∀l > 0,

pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω) ∩ K.

3. Si d = d (k) et r = r(k), avec lim
k→∞

d (k) = lim
k→∞

r(k) = ∞, alors Ad ,r converge

vers l’opérateur T-accrétif A∞, défini par

f ∈ A∞v ⇔ f ∈ L1(Ω), v ≡ c, c ∈ R et

∫
−
Ω

f ∈ G∞(c).

On voit que l’opérateur Ad,r peut s’écrire sous la forme

Ad,r = dA + rB (7.6)

avec A = A1,0 et B : L1(Ω) → L1(Ω) est défini par B u(x) = g(x, u(x)) p.p. Ω où

D(B) =
{

u ∈ L1(Ω); g
(
., u(.)

)
∈ L1(Ω)

}
,

et D(A) ⊆ D(B).

Lemme 7.2.1 Lorsque ε → 0, on a ε A + B → B, au sens de la résolvante.
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Preuve: Pour f ∈ L∞(Ω), on considère uε la solution du problème





uε − ε div a(x, Dwε) + g(x, uε) = f uε = β(wε) sur Ω

a(x, Dwε).~n = 0 sur Γ .
(7.7)

Nous utilisons les mêmes argument du lemme 6.3.5 (Chapitre. 6) et nous montrons
que

∫

Ω

|Dwε|p ≤
C(||f ||∞,β)

εα
:=

C4

ε
,

( ∫

Ω

|εa(., Dw)|p′
) 1

p′ ≤ σ
(
ε||k||Lp′ (Ω) + ε

1
p C

1
p′

4

)
,

d’où εa(., Dwε) est bornée dans [Lp′(Ω)]N , ||uε||L∞(Ω) ≤ ||f ||L∞(Ω) et ||wε||Lp′ (Ω) ≤
C

(
||f ||L∞(Ω)

)
. Alors εa(., Dwε) converge faiblement vers 0 dans [Lp′(Ω)]N lorsque

ε → 0. De plus, nous passons à la limite dans la formulation faible du problème
(7.7) et on a

lim
ε → 0

∫

Ω

(
uε + g(., uε)

)
ξ =

∫

Ω

f ξ

alors lorsque ε → 0 on a uε + g(., uε) → f dans Lp(Ω)-faible, de plus ||uε +
g(.,uε)||Lp′ (Ω) ≤ ||f ||Lp′ (Ω), on déduit que uε +g(.,uε) converge fortement vers f dans

Lp′(Ω) par conséquent L1(Ω). D’autre part, soit u ∈ L1(Ω) telle que u + g(.,u) = f ,
alors on a

uε − u = uε + g(., uε) − f −
(
g(., uε) − g(.,u)

)

et donc
|uε − u|L1(Ω) ≤ |uε + g(., uε) − f |L1(Ω).

Nous passons à la limite lorsque ε → 0, nous obtenons uε converge vers u :=
(I + B)−1 f dans L1(Ω). Ce qui termine la preuve.

Lemme 7.2.2 Lorsque ε → 0, on a A + ε B → A, au sens de la résolvante.

Preuve: Puisque, r → g(.,r) est continue croissante, alors d’après la Remarque
3.2.1(Cf. Chapitre 3) l’opérateur B est strictement accrétif et A + ε B → A, au
sens de la résolvante.

Proposition 7.2.1 1. D(Ad ,∞) =
{

z ∈ L1(Ω) ; m(x) ≤ z(x) ≤ M(x) p.p. Ω
}

.

2. D(A∞ ,r) = R.
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3. D(A∞) = [m0,M0].

Preuve :

1. Consequence du lemme 6.3.5 (Cf. Chapitre 6).
2. D’après (Hg) on a pour tout s ∈ R, x → g(x,s) est dans L1(Ω). Alors, pour

tout c ∈ R, r

∫

Ω

g(x, c)d x est bien défini et il existe f ∈ L1(Ω), telle que
∫

Ω

f = r

∫

Ω

g(x, c)d x, alors f ∈ A∞,r(c) et A∞,r(c) 6= ∅.

3. On voit que D(A∞) ⊆ [m0,M0]. Maintenant, pour c ∈ [m0,M0], G∞(c) est

non vide et pour tout e ∈ G∞(c), il existe f ∈ L1(Ω), telle que
∫
−
Ω

f = e, alors

f ∈ A∞(c) et on déduit que A∞(c) 6= ∅, et c ∈ D(A∞).

Pour la preuve du résultat concernant la forte réaction et afin d’appliquer le Théo-
rème 3.2.2(Cf. chapitre 3), nous allons étudier le comportement asymptotique lorsque
t → ∞ de la solution du problème d’ obstacle P d,∞

a . Nous rappelons que, [m0, M0]
est inclu dans l’ensemble des solutions stationnaires du problème P d,∞

a , c’est a dire
que pour tout z tel que m0 ≤ z ≤ M0 et ∀ t ≥ 0 on a e−t Ad, ∞

z = z. En effet, puisque
m0 ≤ z ≤ M0 alors on vérifie facilement que (I + εAd, ∞)−1z = z, pour tout ε > 0,
alors

e−t Ad, ∞

z = L1 − lim
n→∞

(
I +

t

n
Ad,∞

)−n

z = z.

Proposition 7.2.2 Soit u0 ∈ L∞(Ω) et u0(x) := m(x)∨
(
u0(x)∧M(x)

)
p.p. Ω.

Alors, il existe une unique constante v ∈ [m0, M0] telle que

e−t Ad, ∞

u0 → v dans L1(Ω), lorsque t → ∞.

Pour montrer cette proposition , nous aurons besoin du lemme suivant:

Lemme 7.2.3 1. Pour tout sous ensemble borné B de L∞(Ω) on a(
I + εAd,∞

)−1
(B) est relativement compact dans L1(Ω).

2. Pour tout z0 ∈ L∞(Ω) telle que m(x) ≤ z0(x) ≤ M(x) p.p. x ∈ Ω, l’orbite

γ(z0) =
{

e−t Ad, ∞

z0 : t ≥ 0
}

est relativement compact dans L1(Ω).

Preuve.
1. Prenons (fn) ⊂ B et soit vn =

(
I + εAd,∞

)−1
fn. La fonction vn est obtenue en

passant à la limite dans Sd,r
a (fn) lorsque r → ∞ donc ||vn||L∞(Ω) ≤ ||fn||L∞(Ω).

Puisque fn est bornée dans L∞(Ω) alors vn l’est aussi et en utilisant le fait
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que Im(β) = R nous déduisons que wn est bornée dans L∞(Ω). D’autre part
prenons ξ = 0 comme fonction test dans la définition de la solution du problème
Sd, ∞

a (fn) et d’après la monotonie de a, g , β, la proprièté (H1) et (H2) nous
obtenons

α

∫

Ω

|Dwn|pd x ≤
∫

Ω

wnfn ≤ ||wn||L∞(Ω)||fn||L1(Ω).

d’où wn est bornée dans W 1,p(Ω) par suite wn converge vers w dans Lp(Ω)
alors vn = β(wn) converge vers v = β(w) dans L1(Ω). Par conséquent, pour
tout ε > 0 fixé on a

(
I + εAd,∞

)−1
(B) est relativement compact dans L1(Ω).

2. Il vient que

||e−t Ad, ∞

z0||L∞(Ω) ≤ lim
r→∞

||e−t Ad, r

z0||L∞(Ω) ≤ || z0||L∞(Ω) pour tout t ≥ 0.

D’après 1) on a
(
I + εAd,∞

)−1(
γ( z0)

)
est relativement compact dans L1(Ω).

D’autre part, on a

||e−t Ad, ∞

z0−
(
I+εAd,∞

)−1(
e−t Ad, ∞

z0

)
||L1(Ω) ≤ ε inf

{
||v||L1(Ω) : v ∈ Ad,∞z0

}
.

On déduit que γ( z0) est relativement compact dans L1(Ω). Ce qui nous donne
le résultat désiré.

Pour tout z0 ∈ L1(Ω) telle que m(x) ≤ z0(x) ≤ M(x) p.p. x ∈ Ω, on défini
l’ensemble ω- limite de z0 par

ω( z0 ) =
{

v ∈ L1(Ω); v = L1 − lim
tn→∞

e−tn Ad, ∞

z0 pour des suites tn → ∞
}

Remarque 11 Il est possible que cette ensemble soit vide et il est bien connu que
si γ( z0 ) est relativement compact alors ω( z0 ) est un sous ensemble compact et
non vide de L1(Ω), alors il vient du lemme 7.2.3 que pour tout z0 ∈ L∞(Ω) on a
ω( z0 ) 6= ∅. De plus, ω( z0 ) ⊆ [m0, M0].

Preuve de la Proposition 7.2.2 . Soit u0 ∈ L∞(Ω) alors ils existent u ∈ L∞(Q),
w ∈ Lp

(
0,T,W 1,p(Ω)

)
∩ L∞(Q) telles que u = β(w) p.p. Ω et u(t) = e−t Ad, ∞

u0.
Puisque u,w sont obtenus en passant à la limite dans le problème P d,r

a (u0, 0) lorsque
r → ∞, d’après le Théorème 6.3.1 (Cf. Chapitre 6) on a

∫ ∞

0

∫

Ω

|Dw|p ≤ lim inf
r→∞

∫ ∞

0

∫

Ω

|Dwd,r|p ≤ 1

α

∫

Ω

j(u0).
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Alors, il existe une suite tn → ∞ telle que
∫

Ω

|Dw(tn)|p → 0 et w(tn) est bornée

dans W 1,p(Ω), lorsque tn → ∞. Nous utilisons le Lemme 7.2.3, il existe une sous
suite (tnp

) telle que, lorsque tnp
→ ∞, on a u(tn) → v dans L1(Ω), w(tn) → w := c

faiblement dans W 1,p(Ω), fortement dans Lp(Ω) et v = β(w) p.p. dans Ω, d’ou v est
constante et v ∈ [m0, M0]. D’autre part, pour tout t ≥ tnp

, on a

||e−t Ad, ∞

u0 − v||L1(Ω) = ||e−(t−tnp) Ad, ∞

e−tnp Ad, ∞

u0 − v||L1(Ω)

= ||e−(t−tnp) Ad, ∞

e−tnp Ad, ∞

u0 − e−(t−tnp ) Ad, ∞

v||L1(Ω)

≤ ||e−tnp Ad, ∞

u0 − v||L1(Ω)

alors, lorsque tnp
tend vers ∞, on obtient

lim
t→∞

||e−t Ad, ∞

u0 − v||L1(Ω) := 0.

Ce qui achève la preuve de la Proposition.

Maintenant, on est en mesure de donner la preuve du théorème 7.2.1 et nous
allons commencer par étudier la première partie de ce résultat.

7.2.1 Grande diffusion

Dans ce paragraphe, on fixe r et on fait tendre d vers ∞ . D’après le Théorème
3.2.3(Cf. chapitre 3), on considère le problème suivant :





ut − div a(x, Dw) = 0 u = β(w) sur Q

a(x, Dw).~n = 0 sur Σ

u(0) = u0 sur Ω.

(7.8)

Le comportement asymptotique lorsque t → ∞ de la solution du problème (7.8) est
donnée par la moyenne de u0. Plus précisement, si u est la solution du problème
(7.8). Alors,

lim
t→∞

u(t) =

∫
−
Ω

u0.

La preuve de ce résultat est bien connue dans le cas de l’opérateur Laplacian (Cf.
[17], [19]) et aussi pour l’opérateur de Lerray-Lions avec β = IIR (Cf. [1]). Dans le
cas où β est une fonction continue croissante telle que Im(β) = R, la preuve se fait
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de la même manière que pour le problème d’obstacle (Cf. Proposition 7.2.2).

Nous appliquons le Théorème 3.2.2 (Cf. Chapitre 3) et nous montrons la Proposition
suivante :

Proposition 7.2.3 Soit ud,r la solution du problème P d, r
a (u0,f). Alors, lorsque d →

∞,
ud,r → c dans C((0,T ), L1(Ω))

où c ∈ C1
(
[0,T )

)
est l’unique solution de l’ EDO





ct + r

∫
−
Ω

g(x,c) dx =

∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.

(7.9)

De plus, si f = 0 on a

lim
t→∞

c(t) = m0 ∨
(
M0 ∧

∫
−
Ω

u0

)
.

Preuve: Nous rappelons que ud,r est aussi bonne solution du problème CP d,r
a (u0,f).

D’après le Lemme 7.2.2 l’opérateur A+
r

d
B converge vers A lorsque d → ∞. Puisque

lim
t→∞

e−tAu0 =

∫
−
Ω

u0 et
∫
−
Ω

u0 ∈ D(A∞, r), alors nous appliquons le Théorème 3.2.2

(Cf. Chapitre 3) nous déduisons que ud,r → u dans C
(
(0,T ); L1(Ω)

)
, avec u est la

bonne solution du problème




ut + A∞,ru ∋ f sur (0,T )

u(0) =

∫
−
Ω

u0.
(7.10)

or, pour tout f ∈ L∞(Ω), (I + λ A∞,r)−1(f) = (I + λ A∞,r)−1(

∫
−

Ω

f) =
(
I +

λ

∫

Ω

g(x,.)d x
)−1

(

∫
−

Ω

f), alors la bonne solution de (7.10) est solution de





ct + r

∫
−
Ω

g(x,c)d x =

∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) =

∫
−
Ω

u0.

(7.11)
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Ce qui termine la première partie de la preuve.
Maintenant, pour démontrer la deuxième partie de la proposition nous supposons
que f ≡ 0, alors d’après la théorie des opérateurs maximaux monotones (Cf. [8])il
existe une fonction mesurable c∞ ∈ R, telle que, lorsque t → ∞, c(t) → c∞, et∫

Ω

g(x,c∞)dx = 0. Il reste à prouver que c∞ = m0∨(

∫
−
Ω

u0∧M0). Si m0 ≤
∫
−
Ω

u0 ≤ M0,

alors, c(t) = c(0) :=

∫
−
Ω

u0, pour tout t ≥ 0 et c∞ =

∫
−
Ω

u0. Maintenant, si
∫
−
Ω

u0 ≥ M0,

alors c(t) ≥ M0, par suite c∞ ≥ M0 ≥ 0, d’autre part on a
∫

Ω

g(x,c∞)d x = 0 donc

g(x,c∞) = 0 p.p. Ω, et c∞ ≤ M0, par conséquent c∞ = M0. De la même manière, on

montre que si
∫
−
Ω

u0 ≤ m0, alors c∞ = m0 et la preuve de la Proposition est terminée.

7.2.2 Forte réaction

Maintenant, nous fixerons d > 0 et nous allons traiter le problème P d,r
a (u0,f)

lorsque le coefficient de réaction devient très grand, pour cela nous considèrons
d’abord le problème sans diffusion suivant :

(Eg)

{
ψt + g(., ψ) = 0 sur (0,T )
ψ(0) = ψ0.

Il est clair que l’étude du comportement asymptotique de (Eg) lorsque t → ∞ est
relié à l’ensemble de ses points d’équilibre. Pour p.p. x ∈ Ω on a g(x,.) est continue
croissante, alors d’après la théorie des opérateurs maximaux monotones (Cf. [8]) pour
tout u0 ∈ L∞(Ω), il existe C

(
(0,∞), L2(Ω)

)
solution de (Eg) au sens suivant: pour

tout t > 0 et p.p. x ∈ Ω,
∂

∂t
u(t,x)+g(x,u(t,x)) = 0. De plus, u ∈ W 1,∞

(
(0,∞),L1(Ω)

)

et de la même manière que Lemme 3.3.2 (Cf. Chapitre 3) nous montrons que

lim
t→∞

u(t, x) = m(x) ∨
(
u0(x) ∧ M(x)

)
p.p. x ∈ Ω.

Proposition 7.2.4 Soient f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) et ud,r la solution du problème
P d, r

a (u0, f) . Alors, lorsque r → ∞, ud, r → u dans C((0,T ), L1(Ω)) et u est l’unique
solution du problème P d, ∞

a (u0, f) au sens (7.2), avec u0(x) = m(x)∨
(
u0(x)∧M(x))

p.p. Ω.

Preuve : D’abord, nous rappelons que

lim
t →∞

e−tBu0 = m(x) ∨ (u0(x) ∧ M(x)) := u0(x) p.p. x ∈ Ω.
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D’autre part, on a Ad,r → Ad,∞ et u0 ∈ D(Ad, ∞), alors nous utilisons le Théo-
rème 3.2.2 (Cf. Chapitre 3) nous obtenons que lorsque r to ∞ on aud,r → u dans
C
(
(0,T ); L1(Ω)

)
, et u est la bonne solution du problème





ut + Ad, ∞u ∋ f sur (0,T )

u(0) = u0.

Maintenant, d’après le Théorème 6.3.2 (Cf. Chapitre 6) on a u est aussi solution du
problème P d,∞

a (u0, f) au sens (7.2). Ce qui termine la preuve de la Proposition.

7.2.3 Compétition réaction-diffusion

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le cas où le coefficient de réaction et
de diffusion sont très grands. Dans ce cas, on distingue entre le cas où l’ un des
coefficients est plus important que l’autre. On suppose que d = d(k) et r = r(k),
avec lim

k→∞
d(k) = lim

k→∞
r(k) = ∞. Et, on considère d’abord le cas où

lim
k→∞

d (k)

r(k)
= 0, (7.12)

alors, on a:

Lemme 7.2.4 Sous la condition (7.12), ud,r → c dans C
(
(0,T ); L1(Ω)

)
, avec c est

la solution de l’EDO




ct + G∞(c) ∋
∫
−
Ω

f sur (0,T )

c(0) = u
0

où, u
0

est donnée par la Proposition 7.2.2.

Preuve : Nous rappelons que d(k)A + r(k)B → A∞, lim
k→∞

r(k)

d(k)
= ∞, lim

t→∞
e−tBu0 =

m∨(u0∧M) et u
0

= lim
t→∞

e−tA1,∞(
m∨(u0∧M)

)
∈ D(A∞). Alors, le résultat du lemme

est une conséquence directe du théorème 3.2.3 (Cf. Chapitre 3).

Afin de terminer la preuve du théorème 7.2.1, nous considérons le cas où

lim
k→∞

d (k)

r(k)
= ∞. (7.13)
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c’est à dire que la diffusion est plus importante que la réaction.

Lemme 7.2.5 Sous l’hypothèse (7.13), ud,r → c dans C((0,T ); L1(Ω)), avec c est la
solution de l’ EDO 




ct + G∞(c) ∋
∫
−
Ω

f dans (0,T )

c(0) = m0∨(

∫
−
Ω

u0∧M0).

(7.14)

Preuve : D’après le Lemme 7.2.2 on a A+εB → A, au sens de la résolvante lorsque

ε → 0. D’ autre part, rappelons que lim
t→∞

e−tAu0 =

∫
−
Ω

u0 et
∫
−
Ω

u0 /∈ D(A∞). Alors,

nous considérons l’opérateur défini par:

Hk :=
d (k)

r(k)
A + B.

Puisque
d (k)

r(k)
→ ∞, alors le Corollaire 7.2.1 nous donne

Hk → A∞,1.

Nous utilisons le Théorème 3.2.3 (Cf. Chapitre 3) et nous considérons le problème
de Cauchy suivant: 




ut + A∞,1u ∋ 0 sur (0,∞)

u(0) =

∫
−
Ω

u0.
(7.15)

Puisque la bonne solution de (7.15) est une solution de l’ EDO suivante:





ct +

∫
−
Ω

g(x, c)d x = 0 sur (0,∞)

c(0) =

∫
−
Ω

u0

alors d’après la proposition 7.2.3 on a lim
t→∞

c(t) = m0∨(

∫
−
Ω

u0∧M0) ∈ D(A∞), ce qui

achève la démonstration du lemme.
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