N

N

Evaluation prévisionnelle du comportement de systémes
informatiques selon des criteres économiques et de
stireté de fonctionnement

Jorge Moreira de Souza

» To cite this version:

Jorge Moreira de Souza. Evaluation prévisionnelle du comportement de systémes informatiques selon
des criteres économiques et de stireté de fonctionnement. Automatique / Robotique. Institut National
Polytechnique de Toulouse - INPT, 1981. Frangais. NNT: . tel-00180967

HAL Id: tel-00180967
https://theses.hal.science/tel-00180967
Submitted on 22 Oct 2007

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00180967
https://hal.archives-ouvertes.fr

N* d’ordre : 49 Année 1981

THESE

présentée

A L'INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE TOULOUSE

pour obtention

du GRADE de DOCTEUR Jd'ETAT (Sciences)

Spécialité : Automatique
par

Jorge MOREIRA DE SOUZA

Ingénieur et Maitre &s-Sciences
Université Pontificale (PUC-R]) - Rio de Janeiro

EVALUATION PREVISIONNELLE DU COMPORTEMENT
DE SYSTEMES INFORMATIQUES SELON DES CRITERES ECONOMIQUES
ET DE SURETE DE FONCTIONNEMENT

Sautenue le 26 Févnier 1981, devant la. Gammission d’ Gxamen:

MM. A. COSTES Président

BIROLINI
. CORAZZA
FISCHE (

E. GELENBE Examinateurs
J.C. LAPRIE

B ’

J

|

o E >

. LEMAIRE
.J. STIFFLER



INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE TOULOUSE

PRESIDENT D'HONNEUR

M. le Professeur ESCANDE
Membre de 1'Institut

PRESIDENT

M. le Professeur MONTEL

VICE-PRESIDENTS

M. MARTY Professeur

M. ENJALBERT Professeur sans chaire

M. CONSTANT Maitre de Conférences

M. ANDRE MaTtre Assistant
Directeur de 1'E.N.S.A.T. Monsieur le Professeur RAYNAUD
Directeur de 1'E.N.S.C.T. Monsieur le Professeur VOIGT
Directeur de 1'E.N.S.E.E.I.H.T. Monsieur le Professeur NOUGARO
Directeur de 1'I.G.C. Monsieur le Professeur GARDY

SECRETAIRE GENERAL

M. CRAMPES

PROFESSEURS HONORAIRES

M. ESCANDE - Membre de 1'Institut
M. DIEHL
M. DUPIN
PROFESSEURS
M. ANGELINO Génie Chimique
M. BUGAREL Génie Chimique
M. DAT Mécanique
M. GARDY Génie Chimique
M. GRUAT Mécanique
M. HOFFMANN : Electronique, Electrotechnique, Automatique
M. MARTY Electronique, Electrotechnique, Automatique
M. MONTEL Chimie Appliquée et Chimie des Matériaux
M. NOUGARO Mécanique
M. THIRRIOT Mécanique
M. VOIGT Chimie Minérale



PROFESSEURS SANS CHATRE

Melle BERDUCOU
M. CALMON

M. DABOST

M. ENJALBERT
M. FABRE

M. FALLOT

M. GILOT

M. LEFEUVRE
M. MATHIEU
M. TRANNOY
M. TRUCHASSON

MAITRES DE CONFERENCES

M. ALBERTINI

M. BAJON

M. BAUDRAND
M. BOURGEAT
M. BRUEL

M. BUIS

M. CANDAU
M. CONSTANT

M. COSTES

M. COUDERC
M. ECOCHARD
M. FocH

M. GASET

M. GOURDENNE
M. LABAT

M. LENZI

M. MASBERNAT
M. MATHEAU
M. MORELIERE
M. TERRON

Biologie et Biochimie Appliquées, Sciences Agronomiques
Bicologie et Biochimie Appliquées, Sciences Agronomiques
Chimie Appliquée et Chimie des Matériaux

Génie Chimique

Mécanique

Biologie et Bilochimie Appliquées, Sciences Agronomiques
Chimie Appliquée et Chimie des Matériaux

Electronique, Electrotechnique, Automatique

Chimie Analytique Appliquée et Chimie des Matériaux
Electronique, Electrotechnique, Automatique

Mécanique

Sciences Agronomiques

Electronique, Electrotechnique, Automatique
Electronique, Electrotechnique, Automatique
Minéralogie, Géochimie, P&trographie et Géologie Appliquée
Informatique fondamentale et appliquée

Biologie et Physiologie végétale

Biologie et Biochimie Appliquée, Sciences Agronomiques
Chimie minérale

Electronique, Electrotechnique, Automatique

Génie Chimique

Biclogie et Biochimie Appliquée, Sciences Agronomiques
Electronique, Electrotechnique, Automatique

Chimie Organique Appliquée et Chimie des Matériaux
Chimie Physique

Biclogie et Biochimie Appliquée, Sciences Agronomiques
Chimie APpliquée et Chimie des Maté&riaux

Mécanique

Electronique, Electrotechnique, Automatique
Electronique, Electrotechnique, Automatique

Zoologie et Ecologie

Liste établie le 24 janvier 1979



A Sueli, Marilia et Isabel



REMERCIEMENTS

Je ne saurais commencer ce mémoire Sans edprimer mes remerciements

= d Monsteur G. GRATELOUP, Professeur 4 L'I.N.S.A., qui m'a accueilli
au Laboratoire d'Automaiique et d'Analyse des Systémes, alors qu'il

en était le Directeur et qui m'a toujours honoré de sa confiance,

= d mes camarades de l'Equipe "Architectures Sfires de Fonctionnement!.

En tant qu'enseignant & la PUC/RJ (Universidade Catdlica de
Rlo de Janeiro), je iiens Q remercier cet organisme ainsi que CNPg
(Conselho Nacional de Ensino e Pesquisa) pour avoir matériellement permis

et soutenu mon séjour au LAAS.

Je réserve ici une place privilégiée 4 Alain COSTES, Professeur
a U'I.N.P.T., et a Jean—-Claude LAPRIE, Matitre de Recherche au C.N. R.S.,
et Responsable de l'équipe ASF ; que ce mémoire soit pour vous le tdmoi—
gnage de ma reconnaissance pour tous les comseils et l'aide apportds

dans la réalisation de ce mémoire.

.

Je tiens & remercier également :

.

— A. (OSTES, Professeur 4 l'Institut National Polytechnique de Toulouse,
Président du Jury de soutenance et Rapporteur,

- A. BIROLINI, Directeur du Centre Sutsse d'Essais des Composants

Electroniques, Membre du Jury de soutenance et Rapporteur

— M. CORAZZA, Frofesseur d l'lnstitut Universitaire de Technologie de

Lannion, Membre du Jury de soutenance,

= G. FISCHE, Ingénteur en chef 4 la C.I.T.-Alcatel, Membre du Jury de

soutenance el Rapporteur,

- E. GELENBE, Professeur 4 l'Université Paris XI, Membre du Jury de

soutenance,



1

J.C. LAPRIE, Maftre de Recherche au C.N.R.S., Responsable de l'Equipe
MAvehites tures Shres de Fonctionmement” du L.A.A.S., Membre du Jury

de soutenance,

- B. LEMAIRE, Professeur au Centre National des Arts el Métiers, Membre

du Jury de scoutenance,

— J.J. STIFFLER, Ingénieur en Chef & la Société RAYTHEON, Membre du

Jury de soutenarnce,

- J. ARLAT, C. BEOUNES, J.P. BLANQUART, J.L. BOSSEBOEUF, 5. CAUMONT,
Y. CROUZET, K. KANOUN, A.M. LEGWINSKY, D. NOYES, D. POWELL, Membres

de 1'Equipe "Architectures Slires de Fonciionnement',

~ C. LANDRAULT, Chargé de Recherche au C.N.R.S. pour ll'aide qu'il m'a
apportée alors qu'il était Membre de l'Equipe "Architectures Silres

de Fonctionnement',

-~ J. PENAVAYRE, Secrétaire de la division "Structures des Systémes de

Commande Automatique",
- J.E. DOUCET et B. MEUNIER du Service "Informatique et Simulation',
— M. CABANE, G. LOMI, Secrétaires du Bureau Personnel Chercheur,
Mes remerciements vont aussi ¢ toutes les personnes qui ont
contribué & la réalisation matérielle de ce mémoive : Melle M. LABERGUE,

et Messieurs J. CATALA, E. LAPEYRE-MESTRE, R. ZITTEL, D. DAURAT et
R. LORTAL.



SOMMAI RE

INTRODUCTION 3

CHAPITRE 1. ETABLISSEMENT DES EXPRESSIONS MATHEMAT I QUES

PERMETTANT L'ACCES AUX LIMITES DE CONFIANCE 7
L. GRANDEURS DE LA SURETE DE FONCTIONNEMENT 12
1I. PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT a1

III. PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT DEFINI A PARTIR
D'UN PROCESSUS MARKOVIEN HOMOGENE 34

{V. DESCRIPTION DES OUTILS D'EVALUATION a1

CHAPITRE 2. EVALUATION DES LIMITES DE CONFIANCE DU TAUX
D'ARRET ET DE L'INDISPONIBILITE DE SYSTEMES
INFORMATIQUES 61

L. BTABLISSEMENT DES EXPRESSIONS DE LA LIMITE DE CONFIANCE
DU TAUX D'ARREI ET DE L'INDISPONIBILITE 64

II. EVALUATION DU TAUX D'ARRET ET DE L'INDISPONIBILITE
D'UNE STRUCTURE NON~-REDONDANTE 65

IIT. EVALUATION DU TAUX D'AREET ET DE L'INDISPONIBILITE
DES STRUCTURES REDONDANTES 85

CHAPITRE 3, DEFINITION D'UNE METHODE D' ANALYSE ECONOMIQUE -
APPLICATION A L'EVALUATION DES coOTS D'EXPLOI-
TATION DE SYSTEMES INFORMATIQUES 107

L. ANALYSE QUALITATIVE DES BENEFICES APPORTES
PAR LA TOLERANCE AUX FAUTES 111

II. DEFINITION D'UN OUTIL POUR I,'ANALYSE ECONOMIQUE DES BENEFICES 116

III. ANALYSE QUANTITATIVE DES BENEFICES APPORTES
PAR LA TOLERANCE AUX FAUTES 124



CONCLUSION

ANNEXES

BIBLIOGRAPHIE

TABLE DES MATIERES

141

147

171

179



INTRODUCTION






. 3.

Le développement important de la technologie des semi-conducteurs
et par conséquent de 1'informatique explique en grande partie le rdéle important
des structures numériques dans les processus industriels qui se traduit par

leur utilisation croissante dans les systémes complexes.

Cette situation rend également important le rdle de 1l'évaluation
Prévisionnelle en raison des conséquences entraindes, tant sur le plan de
la sécurité que sur le plan économique, par le comportement du systéme en-

dehors des spécifications €établies par le cahier des charges.

Nous pouvons considérer que ces spécifications se divisent en
trois groupes qui sont :
- performances qui prennent en compte les spécifications fonctionnelles
EE2 2ormalces

telles que : configuration minimale, capacité de calcul,

.- a .

~ slireté de fonctionnement qui se traduisent par les spécifications

de disponibilite, fiabilite, ...

- économiques qui se traduisent par des critéres tels que : coiits d'in-

vestissement, cofits de maintenance, ...
Ceci explique l'intérét porté depuis plusieurs anndes au dévelop-
pement des outils mathématiques scphistigués destinés, d'une part i repré-
senter de maniére réaliste le comportement du systéme, d'autre part a fournir
des résultats quantitatifs permettant :
- le choix entre les diverses solutions possibles,
- la démonstration de la capacité du systéme & répondre aux spécifications

du cahier des charges.

Nous rous scommes plus particuliérement intéressés au développement
des outils mathématiques destinés & la prévision de la sfireté de fonction-

hement et a 1'évaluation économique des systémes digitaux réparables en

bPrésence de pannes.

Prévision de la siireté de fonctiommement

L'hypothése couramment admise pour ces systémes est que les temps
de défaillance sont expcnentiellement distribués ; une des caractéristiques

importantes de cette loi de distribution est la forte dispersion autour



de la valeur moyenne, ce qui rend les é&valuations basées sur la valeur

royenne peu représentatives. $i la convergence vers la valeur moyenne est
assurée guand le nombre d'événements est grand dans l'intervalle de temps
considéré, dans le cas contraire, l1'évaluation d'une maniére assez précise
de la valeur gue peut prendre une variable aléatoire nécessite la connais-

sance de sa fonction de répartition.

Fvaluction dconomique

Peu nombreux sont les travaux existant dans la littérature sur
le développement des outils destinés & l'aide 3 la conception prenant en
compte des critdres économiques. L'analyse économigque se traduit par 1l'éva-
luation des principales composantes du coit pendant le cycle de vie du

systéme qui peut &tre décomposé en deux grandes périodes :

- le cycle de conception et réalisation qui prend en compte les colits

technologiques, colits de production...,

- le cycle d'exploitation qui considére le colt de maintenance, les

pertes de preduction,...

Ces considérations permettent de situer les travaux présentés
dang ce mémoire qui s'intégrent dans les études menées par 1l'Equipe "Archi-
tectures Sltires de Fonctionnement” au Laboratoire d'Automatique et d'Analyse
des Systémes du C.N.R.S., sur la modélisation et l'architecture des struc-

tures numériques siires de fonctionnement.

E?_EEETEEE_SE?EEEEE est consacré i l'obtention des expressions
mathématiques et au développement des outils permettant une approche sys-
tématique d'accés aux fonctions de répartition des variables aléatoires,
mises en jeu dans un processus markovien homcwéne. Nous nous intéressons
plus particuliérement & 1'étude probabiliste des variables aléatoires qui

reprosentont le nombre de transitions entre les états et le temps de

sijouy dans un cnsemble d'états d'un processus miarkovien.



Lc second chapitre est consacré a l'application des résultats

mathématigues issus du chapitre précédent,a l'évaluation du taux d'arrét

et de 1l'indisponibilité desg structures non-redondantes et redondantes.

d'analyse économique bermettant 1'étude quantitative de 1'influence des
principales composantes de cofit pendant le cycle d'exploitation du s7stéme,
Cette méthode utilise le modéle markovien qui représente le comportement
du systéme, les composantes de colit venant se superposer au modéle. Elle
est appliquée 3 1l'évaluation de la réduction des cofits d'exploitation

apportée par la tolérance aux fautes.

§8§
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ETABLISSEMENT DES EXPRESSIONS MATHEMATIQUES

PERMETTANT L’ACCES AUX LIMITES DE CONFIANCE






INTRODUCTION

Les grandeurs permettant de caractériser quantitativement un évé-
Nement aléatoire peuvent &tre regroupées en deux grandes catégories suivant

gque l'on s'intéresse :

- 4 la détermination de la probabilité qu'un événement se produise i un

instant donné,

- a l'évaluation de la valeur que peut prendre la variable aléatoire qui

lui est associcée.

Les travaux menés jusgu'a présent dans le domaine de 1'évaluation
des composantes de la slireté de foncticonnement portent essentiellement sur
l'obtention des expressions mathématiques et le développement des ocutils

associés permettant l'accés aux grandeurs probabilistes.

Pour les grandeurs appartenant & la deuxiéme catégorie on se res-
treint, dans la majorité des ¢as, a4 une évaluation prenant uniguement en
compte les valeurs moyennes. 11 faut noter que ce type d'évaluation peut
conduire 4 des résultats optimistes en ce sens gue la confiance que l'on

peut accorder & une telle évaluation est de 1l'ordre de 50%.

Dans le cadre de nos travaux, nous nous sommes intéresseés plus
particuliérement & 1'étude probabiliste des variables aléatoires qui

représentent la fréquence et la durée d'un événement.

Les résultats fondamentaux concernant l1'étude de ces deux variablesg

aléatoires sont formulés dans la théorie du renouvellement. Ces résultats,
Cbtenus pour les processus & 2-étatg, portent essentiellement sur :
- l'obtention de 1'expression permettant l'accés a la fonction de ré-

partition des variables aléatoires qui représentent la frégquence et la

durée d'un événement,

~ 1'étude du comportement asymptotique, pour des valeurs de temps im-

portantesz, de cette fonction de répartition.
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La modélisation d'un systéme complexe par un processus a 2-états
est, en général, insuffisante ; en conségquence, pour l'évaluation des sys-—
témes complexes, l'accés aux grandeurs définies 4 partir des variables
aléatoires passe par la généralisation des résultats issus de la théorie
du renouvellement & un processus a N-états.

Les processus & N-états que l'on trouve dans le domaine de la

sireté de foncticnnement appartiennent 4 deux grandes classes :

- les processus markoviens : lorsque la connaissance de 1'état du sys-
téme & un instant donné suffit pour prédire son évolution future ;
le processus est dit homogéne lorsque son comportement futur n'est pas

affecté par une translation dans le temps,

- les processus non markoviens : dans le cas contraire.
Le souci de dégager des méthodes systématiques permettant l'accés
. - . . -~ .
aux expressions mathématiques qui décrivent le comportement du processus
conduit & retenir les processus markoviens homogénes. Ce choix est justifié

par le fait que :

- 1'étude des processus non markoviens peut étre effectude en le trans-

formant en processus markovien par la méthode des états fictifs,

- dans la description du comportement des systémes informatiques répa-
rables la représentation du processus d'apparition des fautes maté-
rielles par la loi exponentielle est une hypothése confirmée par l'ex-—
périence. Cette hypothése est aussi valable pour la représentation
du processus de réparation lorsque la valeur moyenne des temps de
maintenance est petite devant celle des autres variables aléatoires

mises en jeu [LAP,?S].

Ce chapitre est consacré 3 l'obtention des expressions mathéma-—
tigues et au développement des outils associés permettant une approche
syrtématigque d'accés aux grandeurs définies 3 partir des wvariables aldatcires

dans un processus markovien homogéne,
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Nous nous intéressons cependant plus particuliérement a 1'étude

probabiliste des variables aléatoires qui représentent :

- le nombre de transitions entre les états effectuées au cours du temps t,
les transitions étant définies sur l'ensemble des transitions possibles

du processus markovien,

- la durée globale du temps de sé&jour au cours du temps t, dans un sous-
ensemble d'états défini sur l'ensemble d'états que peut prendre le

processus markovien.

Les résultats dont la portée est importante sont donnés sous

forme de propositions :

- les propositions dont les résultats constituent une contribution
originale sont appuyés par les démonstrations qui, pour conserver

le texte homogéne, sont reportées en annexe,

- dans 1le cas contraire nous indiquons la ou les référence (s) ol elle

peut étre trouvée.

Ce chapitre est divisé en quatre parties :

- }9_25593§E5_29EE£§ est consacrée 4 la définition des grandeurs permet-
tant de caractériser la siireté de fonctionnement en rappelant tout
d'abord les grandeurs probabilistes généralement utilisées dans la
littérature et ¢n introduisant par la suite les grandeurs définies

a partir des variables aléatoires,

nant l'dtude de la fréquence et de la durée dans un pProcessus marko-

vien homogene & N-états ; pour obtenir ces résultats, nous avons suivi

12 méme démarche que celle adoptée dans la thécrie du renouvellement
-acces a4 la fonction de répartition de la variable aléatoire,

.étude du comportement asymptotique,

- dans la guatriome partie nous décrivons les programnes qui ont €té& mis

au point afin de permettre un traitement automatique des expressions

obtenues dans la troigiéme partie.
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I — GRANDEURS DE LA SURETE DE FONCTIONNEMENT

L'évaluation du comportement des systémes digitaux réparables
en présence de pannes dans un but d'évaluation prévisionnelle ou d'aide a

la conception s'explique par la nécessité :

- de montrer que le systéme satisfait aux contraintes de sfireté de fonc-

tionnement imposées,

- de comnaitre 1l'impact sur la qualité de service d'une amélioration de
la fiabilité, de la politigue de maintenance adoptée, de la gestion

du stock, etc...

- de quantifier les conséquences économiques des solutions adoptées.

IL'utilisation des processus markeviens comme outil mathématique
permettant l'accés & une &valuation quantitative des grandeurs caracteéri-
sant la sGreté de fonctionnement,a donné lieu & de nombreux travaux
[ARN,73 - LAP, 75 ~NG,76 — LAN, 77 - LES, 77 - GAY, 79] .

Cette utilisation nous parait tout & fait justifiée car l'outil
markovien permet une approche systématique d'accés & ces grandeurs a
partir du modéle markovien qui représente le comportement du systéme ; dans

ce contexte le processus généralement adopté est celui & espace d'état

discret et espace de temps continu.

Pour expliciter cette démarche et les principaux résultats gui en
découlent nous considérons le cas général d'un systéme qui peut se trouver

dans des états définis sur un ensemble {Eg .

Les grandeurs caractérisant la slireté de fonctionnement peuvent

étre généralement définies & partir :

- des probabilités que le processus soit dans un sous-ensemble défini

sur {E},

- des variables aléatoires qui représentent le nombre de transitions
entre les états et le temps de séjour dans un sous-ensemble d'états

défini sur l'ensemble {E}.
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L. 1 Grandeurs définies 4 partir des probabilités d'Stre dans les &: s

Considérons les sous-ensembles d'états {Fk et &A} o le © -tize
Pst respectivement en fonctionnement et en arrét. Cette répartition ‘les
€tats en deux sous-ensembles permet la détermination des grandeur: .drac-

térisant le comportement binaire, marche/arrét, du systéme

systéme ; elle est cbtenue & partir des probabilités que le pro .essus
soit dans le sous-ensemble {F} , les états du sous-ensemble {A} &tant

des €tats absorbants,

lorsqu'il est sollicité ; elle est obtenue a partir de la somme des

probabilités d'@tre dans un état de 1'ensemble {F}

- la Tfiﬁf?ﬂ??élifé qui est la probabilité que le systéme soit remis en
€tat de fonctionnement &tant donné qu'il était défaillant ; elle est
obtenue & partir de la somme des probabilités d'étre dans un &état
de l'ensemble {A}, les &tats de 1l'ensemble {F} étant des états absor-
bants.

On est souvent amené & s'intéresser & la détermination des gran-
deurs ol cette représentation binaire n'est plus suffisante ; dans ce cac,
les ensembles{F} et {A] sont divisés en sous-ensembles qui sont fonction
des caractéristiques des phénoménes qui doivent &tre mis en évidence. En
[LAP,?ﬁ], 1'ensemble {A} a été subdivisé en deux sous-ensembles {AB}{AM}
selon gue l'arrét du systéme survient 3 la suite d'une panne bénigne ou
maligne. Cette approche permet l'évaluation de la sécurité définie comme

la probabilité d'éviter les &vénements catastrophiques ; elle est obtenue

da partir de la somme des probabilités d'&tre dans un état des ensembles

(F} et {AB} .

Ie tableau de la figure 1.1 donne les graphes d'état des grand ars
définies précédemment oil Qi(t) est la probabilité que le processus soit

dans l'état i & 1'instant t.
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GRMIDEURS GRAPHES D'ETAT . DEFINITIONS

FIABILITE ( : ) R(EY = z: ¢i{t)
(: : ie{r}

bt - o (t

DISPONIBILITE GL- —(D Alr) —.LQZ{F} QDL (t)

panne
bén;iiillllllllllllll

panne
maligne

- @.7*® M(t) = ;EZ{F} B (&)

Frgure 1.1 Graphes 2t définitions de la Fiabilité,
Dtsponibiiitd, Sécurité et Maintenabilitd

SECURITE

SOFES N0
Le{F}u{AB}

Ces grandeurs ont été utilisées pour évaluer les performances
caractéristiques de la sfireté de fonctionnement d'un systéme gans possi-

bilité de dégradation bProgressive de performance.

Si l'on veut prendre en compte dans le modéle les possibilités
de dégradation progressive des performances 4 la suite de pannes consé—
cutives, l'ensemble d'états {F} doit &tre subdivisé en plusieurs sous-
ensembles qui représentent les niveaux des performances accomplies par le

system: en fonction des dégradations subies.

Considérons le modéle d'un systéme & dégradation progressive dont
le graphe d'état est donné par la figure 1.2, L'ensemble {F} a été divisé
en m états F],Fz,...,Fm qui représentent les niveauxw successifs de dégra-

datinon que peut prendre le systéme,
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Figure 1.2 Gravhe d'un systéme
a dégradation progressive

A chaque état Fi est associé un niveau de performance Pi qui

peut exprimer

- la capacité de calcul associée & l'stat [BEA,78],
- le niveau d'utilisation des ressources disponibles [GAY,?Q],

- l'efficacité avec laquelle une tdche est effectude dans l'état [LAN,?i].

Le tableau de la figure 1.3 donne les définitions des grandeurs
utilisées pour caractériser les performances des systémes a dégradation

progressive

- la performance moyenne : elle a &été utilisée pour caractériser la
performance des systémes multiprOCesseurs[BEA,78] et des structures

multitdches matériellement redondantes ou non [LAN,??],

- la performance disponible : c'est la probabilité que le niveau de

performance du systéme soit égal a Pj a l'instant t,

~ la performance disponible au-dessus d'un seuil : qui est la proba-
bilité que le niveau de performance du systéme soit supérieur a un
seuil Pj a4 l'instant t. Le seuil est défini en fonction des perfor-
mances de slireté de fonctionnement ou de qualité de servioe qui doi-

vent étre assurées par le systéme.

Les deux derniéres grandeurs ont &té utilisées pour l'évaluation
de la politique de redistribution des tdches dans un systéme mul tiprocesseurs

eav,79 - BEA,78].
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GRANDEURS DEFINITIONS
Performance moyenne E P - 3
¥ i gbtt £
i€{r}
Performance disponible P
j > @L(t)
le.Fj
Performance disponible au
dessus d'un seuil P, . zz: qu( t)
3 J_EFlLJFZU...Fj_l

Figure 1.3 DEfinitions deg graideurs caractéristiques
des systimes 4 dlgradution progressive

I.2 Grandeurs définies & partir des variables aléatoires

Les grandeurs définies &4 partir de variables aléatoires peuvent

Etre regroupées en deux catégories :

- grandeurs basées sur la wvariable alédatoire qui représente le nombre

de transitions appartenant 4 un scus-ensemble {le de l'ensemble {T}

des transitions possibles,

- grandeurs définies & partir de la wvariable aléatoire qui représente

le temps de séjour dans un sous-ensemble {Elk de l'ensemble {E}.

£.2.1 Grandeurs définies d partir du nombre de transitions

Les grandeurs gue l'on peut assccier aux critéres de siireté de

foncticnnement pour la premiére catégorie, sont les suivantes :

csont prodnits sur un intervalle d'opération EO,t:]; elle est obtenue
a partir du comptage des transitions qui aménent aux étatg d'arrét

du modéle markovien,

- le nombre de piéges de rechange : pour les systémes réparables un

cercain nombre d'unités de rechange woit &tre uisponinle de maniére

a réduire 'e temps moyen de réparation et de ce fait augmenter la
disponibilite du systéme ; l'évaluaticn du nombre d'unités de rechange
passe par 1'd¢valuation du nombre de pannes survenues dans l'intervalle

de temps dtopération du systéme.
f E Y
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Afin de montrer comment il est possikble d'cbtenir ces grandeurs
d partir du comptage de transitions dans un graphe d'états, nous aveons pris
comme exemple le graphe d'états d'une structure a deux unités en redondance

active.

Les états que peut prendre la structure sont :
FF - les deux unités fonctionnent,
FD - une des unités est en panne,

DD - les deux unités sont défaillantes et le systéme est hors service.

La figure 1.4 donne le graphe d'états et les transitions retenues:

anne anne
p

FF réparation @ réparation DD

Figure 1.4 Graphe d'états d'une structure
a dewxr unités en redondwice active

Le tableau de la figure 1.5 donne les transitions a prendre en
compte pour l'évaluation du nombre d'arréts et du nombre de piéces de

rechange

Grandeurs { T1 g

Noembre d'arréts FD —sDD

Nombre de piéces

de rechange FF —#FD, FD —4=DD

Frgure 1.5 Grandeurs définies & partip
du nombre de transitions

fenn @ Grandeurs difinies d partir du temps de séjour

Les principales composantes de la slireté de fonctionnement définies

a partir du temps de séjour sont
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- le temps global de fonctionnement gui correspond 4 la somme de toutes

les périodes de fonctionnement dans 1'intervalle [O,t],

- i¢ temps global d'arrét qui correspond & la somme de toutes les pe-

ricdes oll le systéme est en arrét dans 1'intervalle d'opération [O,t].

Le tableau de la figure 1.6 donne les états & considérer lors
de l'évaluaticn de ces deux grandeurs dans le cas de la structure a deux

unités considérége dans le paragraphe précédent.

Grandeurs {El}
Temps lcobhal d
enhslg a e FF , FD
fonctionnement
T lcbal
emps globa -

d'arrét

Pigure 1.8 Grandeurs Jdéfinies g partir
_— Y - A .
du temps Jde séjour

La caractérisation de la performance des systémes & dégradation
progressive & partir du temps de séjour, permet en particulier la déter-

mination :

- du temps passé au-dessus d'un seuil Pj qui correspond au temps passé
dans les états Fl’Fz""’ Fj—l dont les niveaux de performance sont

supérieurs & P _,
]

- du tenps passé au-dessous d'un seuil P, gqui correspond au temps passé
J

dans les états Fj+l' Fj+2""'Fm' A dont les niveaux de performance

sent inférieurs a P,
J
Les yrandeurs définies précédemment ne représentent pas une liste
cxlvaustive ; nous avons unigquement donng, & partir des variables aléatoires,
les grandeurs habituellement utilisces pour la caractérisation de la sdreté

e foncl ionnoement - disponibilité, nombre d'arréts, etc...
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1.5 Méthodes d'évaluution d'wic grandewr définie & partir

d"wne variable qléatoire

L'évaluation de la valeur gue peut prendre une variable aléatoire
Gépend du critére de précision et de la confiance que l'on veut assocler &

l'évaluation. On peut prendre pour l'évaluation :

- la valeur moyenne : dans ce cas l'évaluation est dite ponctuelle du

fait gqu'elle est donnée & partir d'un seul chiffre,

= la limite de confiance : dans ce cas, on s'intéresse également & la

détermination de la confiance associée & 1'évaluation.

Afin ae pouvoir estimer la confiance associée i 1'évaluation,

on utilise les notions de limite de confiance et niveau de confiance :

- ﬁ)sup est une limite de confiance supérieure de la variable aléatoire 3

correspondant & un niveau de confiance of , si

Prob {{5 Pyt = %

La limite de confiance supérieure correspond au quantile d'ordre o

de la fonction de répartiticn de la variable aléatoire f%,

int est une limite de confiance inférieure de la variable aléatoire

correspondant & un niveau de confiance =, si

Prob {(5 > [Bj,nf} = =

La limite de confiance inférieure correspond au quantile d'ordre

l1- ol de la fonction de répartition de la variable aléatoire 3.

Remargue Bien gue les noticns de niveau de confiance et de limite de
confiance soient habituellement utilisées en statistique pour
l'estimation des paramétres, nous utilisons ici ces mdmes déno-
minations en raison de la similitude de l'interprétation que nous

¥y attachons qui consiste 3 associer 3 1'évaluation une mesure de

précision.
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La plupart des travaux sur l'évaluation des grandeurs définics
& partir du nombre de transitions et du temps de séjour portent sur l'éva-
luation des valeurs moyennes ; le travail le plus complet qui traite de

ce probléme est, a notre avis, celui ceffectué par [SIN,?SJ.

Deux méthodes qui permcttent la détermination des limites de

confiance seront envisagées

— évaluation a partir de la fonction de répartition,

- approche asymptotique quand le temps tend vers l'infini.

I.3.1 Evaluation d partir de la fonction de répartiiion

Considérons la variable aléatoire dont la fonction de répartitiocon

est F(t).

Les limites de confiance correspondant & un niveau de confiance

sont données par les expressions

Prob{ ¢ @ ap} T FPap) T
Prob { (3 5 B3 = TR =

La figure 1.7 indique la méthode d'obtention de r&sup et ﬁinf a

partir de la fonction F(t).

A
F(t)
1 —
A e e e
|
|
i
I
1— D( l
i-—ol |
I |
! {
| _ i .
P
re"inf ﬁsup t
faggnyee 10T Idterymlaerldony dog Timis, o e con L apre

N . P . . L.
Foperedip e da Qoanctden o mTroarhibD
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1.3.2 dpproche asymptotique

. 1 2 .
Considérons que m et g°° sont respectivement la valeur moyenne
et la variance de la variable aléatoire (3, dont on veut déterminer les

limites de confiance correspondant & un niveau de confiance of .

L'approche asymptotique gue nous utilisons repose sur la vérifi-
cation de la propriété que la variable réduite centrée ‘g
¢~ 27

o
est asymptotiquement normale quand le temps tend vers 1'infini. Ceci permet

d*écrire : -
4 _x“/2

P”"\’{?Sﬂ}:i\(;—ﬂ" < 4>

Sachant quetﬂ“ satisfait a 1'égalité

~xf/2

,__:t_ﬁ‘* e Ao = o
\ 21 -

il vient en conséguence :

fgsup - om y&;ag

)ginf Tom- Y0

Ll — PROCESSUS DE RENOUVELLEMENT

Ce paragraphe a pour but de rappeler les résultats concernant
les processus de renouvellement qui seront utilisés dans le paragraphe
suivant. Dans un premier rappel, nous considérons les processus de renou—
vellement pour lesquels la durée du temps de renouvellement est nulle, le
renouvellement dtant considéré comme instantané ; nous studierons ensuite
les processus de renouvellement avec une durde finie du temps de renouvel-

lement.

Cefte présentation est essentiellement basée sur [TAK,S?-—COX,?O—
GNE, 72 ].



IT.1 Défenitions

Nous considérons un ensemble d'éléments dont la durée de vie

est une variable aléatoire avec une densité de probabilité f(x).

Un élément commence & fonctionner 3 l'instant t=0 puis tombe en

panne aprés un temps aléatoire x, ; afin d'assurer un fonctionnement con-

1
tinu, il est immédiatement remplacé par un nouvel élément qui tombe en
»anne aprés un temps aléatoire Xy et ainsi de suite, un élément étant

remplacé aprés panne par un nouvel élément.

Le flux {xn§, n=1,2... censtitue un processus de renouvellement
simple si les variables aléatoires X i=1,2... seont indépendantes avec

la méme densité de probabilité § (x).

Le processus de renouvellement est dit modifié quand seule la
densité de probabilité §l(x) du temps jusqu'ad la premiére panne est dif-

férente.

Soit Nt la variable aléatoire représentant le nombre de renouvel-
lements qui se sont produits dans l'intervalle de temps[:O,ﬁ]. La variable
aléatoire Nt joue un rS8le fondamental dans l'étude d'un processus de renou-
vellement. Par conséguent , un r8le aussi important appartient 4 la fonction

de renouvellement H(t) qui est égale au nombre moyen de rencuvellements gqui

se sont produits au cours du temps t,

Nous utilisons la notation M[g] pour exprimer la wvaleur moyenne
de la variable aléatoire x ; par cette notation, la fonction de renouvelle-

ment est donnée par :
H(t) = M[N, ]

La densité de renouvellement h(t) est définie comme la dérivée de

E{t) ; elle exprime l'intensité de renouvellement & l'instant t.

, .. Prob{ qu'un renouvellement se produise en (t,t+ At)}
hi{t) = i1im

At w0 At
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Soit 8 la variable aléatoire qui représente le temps jusgu'au
iéme r
r renouvellement

Connaissant la distribution de Nt’ on peut deéterminer celle de Sr

[cox, 70, page 367 par 1'égalits

Prob {Nt < r} = Prob { Sr > t }

De cette ¢€galité il découle que

Prob {Nt = r-} = Prob { Sr (¢t < Sr+1 }

Dans de nombreux problémes pratigues,on s'intéresse au comportement
du processus de rencuvellement aprés un temps d'opération assez long ; il

est donc intéressant d'étudier son comportement asymptotique.

Pour cela, il faut définir la variable aléatoire Vt, qui représente

le temps de survie d'un &lément quil fonctionne & l'instant t ; la variable

Vt sera appelée durée de vie résiduelle de 1'&lément ; quand t tend vers

1'infini la densité de probabilité de vt est donnée par [CDX,?O, page 62] :

1 - F(x)

M [Xi]

i=2,3....
F{x) = j’ f(x) dx

Un processus de renouvellement est dit stationnaire guand

(x) = 1 - F(x)

fl "‘M—m i=2,3....

La figqure 1.8 donne l'évoluticon d'un Processus de renouvellement

Jusgqu'a l'instant t.
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Frgure 1.8 Fvolubion d'wn processus de venouve Llement
Jusqu'a L'ivstant t

1.8 Bugluabion du nombre de venowuve Llements

Le probleme fondamental consiste a estimer de manidre assez
précise la valeur de la variable aléatoire Nt’ ce gqui revient a4 déterminer
les limites de confiance de la variable aléatoire Nt correspondant 4 un
niveau de confiance donné.

La determination des limites de confiance de N peut é&tre effec-

ti
tuée, comme nous l'avons montré dans le paragraphe I.3, § partir

- de la fonction de répartition,

- de l'approche asymptotique,

Notons [ F(t) ](n) la n-convelution de ia fonction de répartition

F(t)

t
rigy 10 - j [re-u 1% Parw , [rey 70 = by
Q

Nous savons que, dans un processus de rencuvellement simple, la

fonction de répartition de Nt est donnée par

FProb {Nt lr } = Prob {Sr vyt } = [F(t)](r)
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La figure 1.9 donne l'éventail des courbes de la fonction de
répartition de Nt pour plusieurs valeurs de r ; elle indique également la
fagon dont la limite de confiance supérieure est obtenue a partir de la

ionction de répartition.

A Prob{Nt<r}
1
niveau
de
confiance
» =
2
1
— t

Pigure 1.9 Détermination de la limite de confiance

L1.2.2 Approche _asymptotique

Les principaux résultats concernant le compoxtement asymptotique
dont on a besoin pour l'étude d'un processus markovien, sont donnés dans

les trois propositions suivantes

Proposition 1.

- 2 .
Dans un processus de renouvellement ol m et g¥° sont respectivement

la valeur moyenne et la variance du temps entre renouvellements, la variable

reduite centrée
Nt - t/m
o\ a/nm

tend, lorsque t —4#+o©, vers une variable normale standard,
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De cette proposition, il découle que
2
Nh«-t/m t‘ ‘j - /Z
Frob { —————— Y } T e cloc
G~ l:/m3 \ 2+ .

La démonstration se trouve en{;GNE,72, page 119].

Ce résultat permet la détermination des limites de confiance pour

le nombre de rencuvellements.

Pour la détermination de la limite de confiance supérieure avec

un niveau de confiance of, il faut déterminer y tel que

Y _x%/2
B * e e = x

\ 2

De la proposition-1, nous avons l'inégalité

Ny & /™ o+ Y o \, £/ m? (1)

avec une probabilité of .

— o0

L'utilisation de la proposition-1 nécessite la connaissance de la
- 2 :
moyenne m, et de la variance @ °, du temps entre renouvellements, ce gqui

implique la détermination des deux premiers moments.

L'évaluation de la valeur moyenne m duand le temps t tend vers
1'infini peut &tre effectuée en connaissant la valeur limite de la densité
de renouvellement h(t), ce gui est indigué par la proposition-2, dont la

démonstration peut &tre trouvée en|:COX.70, page 55].

Proposition 2.

Dans un processus de renouvellement ol le temps moyen entre renou—

vellements est égal a4 m, la valeur limite de la densité de rencuvellement

h{t) gquand t —, oo est donnée par

lim h(t} = 1/m
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L'évaluation des moments d'ordre n {n > 1) du temps entre renou-
vellements pour un processus de renouvellement stationnaire représente un
résultat important ; ces moments peuvent étre obtenus & partir des moments
d'ordre (n~1) du temps de vie résiduelle, représentés par la variable

aléatoire vt.

Proposition 3.

Scient Mn[x] et Mn[Vt] les moments d'odre n de la variable aléatoire
% qui représente le temps entre renouvellements et de la variable aléatoire
V. . Pour un processus de renouvellement stationnaire, ils sont liés par

t
l'expression :

Y [x] = (n+DMx] . Mn[Vt]

La démonstration de cette proposition est donnée en [ cox, 70,page 64]

1.3 Processus de renouvellement & terps fint de renocuvellement

bans le paragraphe précédent, nous avons supposé que le temps de
renouvellement de 1'&lément défaillant était nul, le renouvellement &tant
effectué instantanément. Supposcns maintenant gue le temps de renouvellement
du iéme €lément défaillant scit représenté par une variable aléatoire avec

une densité de probabilité connue.

Dans ce cas, nous avons un Processus aléatoire & deux états, appe-—
lés ZO et zl, qui représentent respectivement le fonctionnement et 1'arrét
dl & la nécessité d'un remplacement de 1'élément. La figure 1.10 donne 1'&-

volution dans ie temps du brocessus considéré.

Ce processus constitue un brocessus de renouvellement 3 temps

L B ) . . . ¢ 1
fini de rencuvellement si les variables aléatoires X, X, i=1,2....
i

sont indépendantes.
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ETATS DU PROCESSUS
ot — —
|
f | I !
f | | I
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|
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——X 1 X

Figure 1.10 Evoluticon dans le tempe d'wn processus
4 deur états ZO et 7,
Etant donné gue le temps de renouvellement est fini, il y a une
fraction du temps d'opération oi 1'élément est en fonctionnement et une
fraction du temps d'opération nécessaire aux remplacements. Deux variables

aléatoires représentent ces deux fractions de 1l'intervalle de temps :

~ le temps global de fonctionnement gui correspond & la somme de toutes
les périodes de fonctionnement u:g, i=1,2...., dans l'intervalle de
temps [O ft)s

— le temps global de remplacement qui correspond & la somme de toutes

les périodes de remplacement :Lg, i=1,2,..., dans l'intervalle de temps

Lo.d.

Ces deux grandeurs correspondent respectivement aux temps de
séjour dans les états ZO et Z1 du processus aléatoire & 2-états défini

précédemment.

L'évaluation du temps de séjour ainsi que le comportement asymp-
totique quand le temps tend vers l'infini ont été étudiés dans[:TAK,S? -

MUT,58 -TI,71 - GNE,72 - PLA, 80 .

Une estimation plus précise du temps de séjour passe par la

détermination des limites de confiance qui peuvent &tre obtenues :
- en connaissant la fonction de répartition du temps de séjour,

- 4 partir Ju comportement asymptotique.
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Hypothése

Nous considérons dans les développements suivants que 1'&tat

& Minstant initial t=0, est 1l'é&tat Zg-

L1.38.1 Fonetion_de_vépartition du temps de séjour

Soient dt et dé, les variables aléatoires représentant respecti-
vement les temps de sé&jour dans les états ZO et Zl, pour un intervalle du
temps d'opération[:O,t]. Notons do(x,t) et dl(x,t) les fonctions de répar-

titicn respectives.

Prob { dg x} = a0

¢ =}
Prob {di éx}= dl(x,t)

Considérons deux processus de renouvellement.

0 - . . .
{x S constitué par les périodes successives de fonctionnement : les pannes

dans ce processus se produisent aux instants

xU xo + xO xO + xO + xo
1 1 27 1 2 3’
0 o] 0 0 0
= + . e , =
s Xl x2 + X SU 8

1 L . .
{x constitué par les périodes successives de renouvellement. Les renouvel-

lements se produisent aux instants

X1 Xl + XI X1 + X‘l + Xl
17 71 2 2 3o
Si = X + x; + + X, Sé =0
Notons

1

t

le nombre de renouvellements jusqu'a 1'instant t dans le processus {xi

¥ . N .
- Nf le nembre de pannes jusgu'a l'instant t dans le processus{ xgiet N

(s 1 L 0
- v (n,t) et v (n,t} les densités de masse des variables aléatoires N
1

et Nt H
VO(W,t) = Prob { Ni =n }
vl(n,t) = DPraob {Ni = n }
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- . - rd
Dans l'annexe A, nous montrons l'égquivalence des événements

suivants
fal g} =Ny NE e v 1
o=y =Ny Ny, ”

Les fonctions de répartition du temps de séjour passé dans l'état
sont alors données par

c]_o(x)l;) = Prob {dobéx} = Probs i [\lox>/ N/::-x+ 4}

I

cL"(ac)t) - Prob{dl < ::c} Prob {N;z No\:-:ﬁ}

Les propositions 4 et 5 découlent de ces résultats.

Proposition 4.

Soit un processus aléatoire & deux états ZO et Z1 ; la fonction

de répartition du temps de séjour passé dans l'état 7 dans l'intervalle

o
de temps | 0,t ] est donnée par
4 O A + o
d%(oc,b) = 7 vI(mybix) Y WP (& )
n=o

Gon+ia

Proposition 5.

Scit un processus aléatoire a4 deux &tats ZO et Z1 7 la fonction

de répartition du temps de séjour passé dans l'é&tat %

temps[:O,t] est donnée par

dans l'intervalle de

d4(3c)t) = Z Vo(r\)t_x_) Z VA(@JJC)
n=0 &:\—1

Remarque La premiére démonstration des résultats donnés dans les proposi-

tions 4 et 5 est attribude a Takacs[lTAK,S?] ; nous avons donné

une nouvelle démonstration basée sur les égalités (2).
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La figure 1.11 donne la forme des fonctions de répartition

do(x,t) et dl(x,t).

Ll
X

Flgure 1,11 Fonctions de vépartition du temps

de séjour dans ['état ZO et Z]

La discontinuité pour x=0 de la fonction dl(x,t) s'explique par
le fait gque la probabilité pour que le temps de séjour en Z1 soit zéro est
€gale & la probabilité qu'i l'instant t, l'état ZO soit encore occupé (nous

avons supposé que ZO est l'état cccupé 4 l'instant zérag).

L'évaluation des limites de confiance 3 partir de la détermina-
tion de la fonction de répartition ne peut &tre envisagée que dans des

cas simples :
~ on est restreint 4 1'étude des processus aléatoires i deux états,

- les lois de distribution du temps de fonctionnement et du temps de
renouvellement sont distribudes selan une loi d'Erlang ; de ce fait
les n-convolutions sont facilement calculées une fois gu'elles sont

distribuées selon une loi d'Erlang.

h part ces cas simples, le termps de calcul nécessaire & 1'dvalua-—
Lion de la fonction de répartition sera important et de ce fait difficile-

ment envisageable d'un point de vue pratique.
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I1.5.8 Apprvche asymptotique

Leg inconvénients que nous venons d'indiguer 3 la fin du paragraphe
précédent justifient 1'intérdt de 1l'étude du comportement asymptotique du
temps de séjour guand le temps d'opération tend vers 1'infini. Les résultats
permettant d'obtenir les comportements asymptotigues des foncticns de

répartition de di et di sont éncncés dans les propositions 6 et 7.

Nous reprenons pour arriver & ces propositions les processus
0
de renouvellement{xn} et ixi% définis dans le paragraphe II.3.1 ; notons
respectivement (mO'ob ) et (ml,Gﬂ ) la moyenne et la variance du temps
1

de fonctionnement et du temps de rencuvellement.

Quand X —m oot (E-%) g ice. Dous savons, d'aprés le résultat
- o 0 1 , . .
énoncé dans la proposition 1, gque NX et Nt « sont distribués selon une loi

normale standard dont:
- les moyennes sont données par : t/mO et (t—x)/m1

- les variances sont données par :O‘Et/mé et 0"12(t-x)/m13

0
Gnedenko a démontré [GNE.72] gue si les variables aléatoires N

1 . .
et N sont asymptotiquement normales quand X —_spaoo €t (t-X) _oimo, 1'&vE-

t-x
nement A
o o
N N + = d :XL}
{_ x b-x ! E { e S
est asymptotiguement normal guand t _., 0. Ce résultat est précisé dans la

proposition suivante.

Propositicn o, o
d, - a_t

La variable réduite centrée { £ @ }
Vbt

tend, lorsque £ oo, vers une variable normale standard avec

< 2 2 L2
a,= e , PR Tl s P
Q

4 (.““o * FﬁA)a
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Remarque La démonstration donnée en EGNE,72] correspond 3 la détermination

du comportement asymptotigue de 1'événement

{m oy v

. 0 1
quand t _ssoo, sachant que les variables aléatoires Nx et N

t-x
sont distribuées asymptotiquement selon une loi normale quand

X—ayo0 € {t-%X) _oice. La démonstration du comportement asynp-

totique de 1l'événement

0] 1
{_Nx > Nt—x + 1 }

étant identique & celle donnée en EGNE,72] , nous ne la donnons

pas dans ce mémoire.

Le comportement asymptotigue de la variable aléatoire dé est donns
dans la proposition 7. La démonstration suit le méme développement gque celui

adopté pour la variable dg.

Proposition 7.
d,t —a t
La variable réduite centrée {. A A }
\J ‘o,\t

tend, lorsque t —sioo, vers une variable normale standard avec :

-

2 2 [
o — ™M, b = ™Ms 0 +m, a,
1= - ) AT ey
M+, (ﬁﬁ°+VTM)

D'aprés les résultats précédents, la limite de confiance supérieure

du temps de séjour dans l'état Z, est donnée par

La valeur de ch est liée au niveau de confiance el par 1'égalité
2
-x/2

A 3u
—_— e ax =
N 2av
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IIT — PROCES3US DE RENOUVELLEMENT DEFINI A PARTIR
D'UN PROCESSUS MARKOVIEN HOMOGENE

pans le paragraphe précédent, nous awvons considéré gque le processus

aléatoire pouvait prendre deux &tats : état de fonctionnement et état d'arrét.

Cette représentation trés simple ne permet pas la modélisation

Adu comportement d'un systéme complexe qui nécessite un ensemble fini d'états.

Ce paragraphe est consacré au développement des expressions
mathématiques permettant la généralisation des résultats énoncés dans

le paragraphe précédent & un processus a N-é&tats.

La généralisation des résultats de la théorie du rencuvellement
4 un processus & N-états, tant en ce quil concerne le nombre de transitions
que les temps de séjour, a déja fait l'objet de travaux portant sur les

processus markoviens de renouvellement

- obtention de la fonction de répartition du nombre de transitions entre
les états [PYK,61a— PYK,61b] ainsi gue son comportement asymptotique
[pyK,64],

- moments de la fonction de répartiticon des temps de séjour et son com-
portement asymptotique gui peuvent é&tre déduits des résultats exposés

dans[:MCK,67].

Nous avens ressenti, en fonction des buts gque nous nous sommes
fixés, le begoin de formuler de maniére semblable les solutions & ces deux

problémes dans le contexte des processus markoviens homogénes.

Cette formulation fait l'objet de ce paragraphe, dans lequel nous
nous sommes attachés a mettre l'ensemble des résultats sous une forme
adaptée & la résolution numérique ; pour cela, il nous a semblé préférable
d'appliguer les résultats de la théorie du renouvellement & un processus
a N-états plutdt que de particulariser les travaux concernant les processus

markoviens de renocuvellement.
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Nous verrons que la variable aléatoire qui représente le nombre
de transitions entre les états joue un réle aussi important dans un proces-—
sus 4 N-états que la variable aldatoire qui représente le nombre de renou-

vellements dans un processus de renouvellement.

ITI.1 Défintitions
Considérons que le processus aléatoire peut prendre un nombre
fini d'états appartenant a4 l'ensemble {E} = {_1,2, N} .

A l'instant t=0 le processus est dans l'état J, ; aprés &tre resté

0

un temps aléatoire X dans l'état JO' il passe dans l'état J1 ol il séjourne
durant un temps aléatoire x2 et ainsi de suite. L'état Jn c {.E} représente
l'état du processus a la nleme trangition. Nous notons Sn la variable

- . . . . - iéme .
aléatoire qui représente le temps jusgu'a la n transition

Nous nous inspirons ici des définitions données en [PYK,Gl].

Chaine de Markovwv

Le processus {_Jn' n ;;O} est une chaine de Markov ; la chalne est

définie i partir des prcbabilités de transition p,. de l'état i vers l'état

p:rh j: Prob {Jn+1 = 3 | Joe Ty oeee 40 JOS

)

Toep
yefe} Ih'J

Processus markovien

Le processus {(Jn,sn) , I z 0 S est un processus markovien. Il
est défini & partir des probabilités de transition p,j et par les variables
i
a,léatoires?,'ij qui représentent le temps de séjour dans l'état i, sachant

gue l'état suivant est 1l'état j.
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Pour le processus {(Jn,sn) r oy O.}, la probabilité pour gue

1'état suivant soit (Jn,sn) sachant que le processus est dans l'état

(Jn—l' Sn—l)' est donnée par l'expression :
Prob {Jn=j, st Jn_i,Sn_l,Jn_z,Sn_z,...Jl,Sl,JOS=PJ _j-f'; (t-s _,) 3
n-1 n-1,7
a Fij{x) représente la fonction de répartition de la variable aléatoire
i5°

Processus semi-markovien

Considérons le processus {Z(t), t> O} oll Z(t) représente l'état

du preocessus & l'instant t.

Le processus {Z(t), ts 0 } est un processus markovien aux instants

t ol une transition a lieu ; ces instants sont appelés points de régénération.

Hors de ces instants, il n'est plus markovien ; il est alors appelé processus

semi-markovien.

Les probabllités pij de passage de 1l'état i vers 1l'état j, aux
instants qui constituent des points de régérération, définissent la chaine

{de Markov) immergée dans le processus semi-markovien.

L'état Z(t) est défini par l'expression :

{.Z(E)ZS}:+§O{Sﬁ::\ , S gt < Sn-M}

Processus markovien homogéne

Considéronsg le processus semi-markovien {Z(t), t > O}-défini
précédemment ; ce processus est markovien uniquement aux points de régéné-

ration, c¢'est~a-dire aux instants ou un état wvient d'étre occupé.

Si l'on considére maintenant un processus pour leguel tous les
instants sont des points de régérnératiocn. En ajoutant la propriété d'homo-

généité dans le temps, on est conduit aux relations [COX,GS] :
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Prob {Z(EAJL‘:):.:\\Z(\:):L}:Rilﬁt-\-c(ﬁt) , L]

i

Peab iz(mm) L\z(L—):LE: 4420 B+ o (OF)

avec
N
Rlﬂf+ Zi:_ R’l& = O
et L
i,-;q
Des définitions précédentes, on peut déduire les propositions
suivantes

- la densité de probabilité du temps de séjour dans l'état i, notée

wi(t), est donnée par l'expression

A...t
W () = (- Aiiy e 1

- la densité de probabilité du temps de passage de l'état i & 1'état 3
indépendamment des autres états, notée gij(t), est donnée par 1 'ex-

pression

ALk

- 1]
gij(t) = Aij e

la probabilité de transition directe entre les &tats i et j dans

l'intervalle [ t b+ At ], notée qij(t), sachant que le processus

était dans l'état i & l'instant zéro, a pour expression :

LM
— A.t
= . = 4, L
q”(b) = qts(t) éjﬂ G (F) 4 e

k2]

la probabilité pij pour que la prochaine transition soit effectuse

vers l'état j sachant que le processus est dans l'état i est donnée
par .'expression :
=)

’;\..
o= q . (e)de = 23
‘) o 3 (_a.w)

Processus markovien de renouvellement

On peut, également, s'intéresser & la détermination du nombre
de transitions dans l'intervalle de temps [O,t] sans s'intéresser a la

determination de l'état du processus & l'instant t.
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Introduisons quelques notations : une transition tij a lieu chague
fois que l'état j est atteint a partir de l'état i en une seule transition.

Soit {T} Llensenble des transitions t ., i,3=1,2...N.

Considérons la variable aléatoire N(t) qui représente le nombre
de transitions appartenant a {TE ayant eu lieu dansg l'intervalle de temps

[O,;]. L'état du processus {N(t), t Z'O} est défini par l'expression
N
{N(\:):h‘g: S {Jn:&_, S, <t < S“M}
§=A

On peut &tre amené & ne considérer gqu'un sous-ensemble de tran-
sitions appartenant & l'ensemble {TE ; dans ce cas, on divise 1l'ensemble {TE

en sous-ensembles {Tl,T .TN% ou Ti représente le sous-ensemble de tran-

qree
sitions tk' qui aménent le processus de 1'état k#i & l'état i.
i

L'état du processus markovien de renouvellement & l'instant t

est défini par le vecteur N (t)
NCE) = D) N (B) oo N ()]

ol Ni(t) est la variable aléatoire qui représente le nombre de transitions

appartenant é"{TiK et qui se sont produites dans l'intervalle [C,t].

Processus de repnouvellement défini & partir d'un processus markovien homogéne

Nous allons maintenant nous intéregser & 1l'évaluation du nombre
de transitions appartenant & un sous-ensemble de {I:}dans un processus

markovien homogéne.

Pour cela, nous divisons l'ensemble {T} en deux sous-ensembles

disjoints {TO% et {Tlg tels que

{Tok J {Tﬂi = {T}

et nous notons Nl(t) la variable aléatoire gqui représente le nombre de

transitions appartenant a {Tlg ayant eu lieu dans 1'intervalle[ 0,t].

Le processus {Nl(t), £ O} est appelé un processus de renouvel-

lement défini a partir d'un processus markovien homogéne.
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II1I1.8 Fvaluation du nombre de transitions

-

Nous considércns le processus de renouvellement défini a partir
d'un processus markovien homogéne dans lequel l'ensemble de transitions

{TE est divisé en deux sous-ensembles disjoints-{TO} et{_Tl%.

Les transitions appartenant & {Toi-et {T1} sercont appelées res-

pectivement transition du type-0 et du type-1.

Pour cette évaluation nous prendrons les notaticons suivantes

a‘?j : taux de transition du type-0
Rij : taux de transition du type-1
N 4
o
T - P .
Al 2o (™ i)
11 C(:_/]
. k#i
A, = 0
11
ﬂ\o :  matrice de transition dont les éléments sont g gj
ﬂ\l : matrice de transition dont les éléments sont A‘ij

N = ﬂ\o + 0\1

Le probléme fondamental consiste 4 estimer d'une maniére assez

précise la valeur de la variable aléatcire Nl(t)'

La détermination des limites de confiance peut &tre effectuée :

- si l'on connait la fonction de répartiticn de la variable aléatoire

N, (&),

- & partir du comportement asymptotique du processus-{Nl(t), t 3.0}.

ITT. 2.1 Fonction de répartition du mombre de transitions

La fonction de répartition de la variable aléatoire est obtenue

par l'expression

Prob(\N,\(k)gn\Z(o)—ﬁl}:Z Vf(k,t)
k=0
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ol vi(k,t) est la densité de masse du nombre de transitions ; elle est
définie comme la probabilité pour que le nombre de transitions du type-1
avant eu lieu dans l'intervalle[:O,t] solt égal a k sachant gue le pro-
Cessus &tait dans l'dtat i a l'instant initial :

vi(%,6) = Pwob{r\&4(t~); “ | Z(o):L}

p 1
Notons Tx/q(n,t) le vecteur dont les éléments sont vi(n,t),

i=1,2...N.

L'ocbtention du vecteur de densité de masse \Jq(n,t) passe par la

resclution de 1'équation différentielle donnée dans la proposition suivante,

Proposition 8.

4
Le vecteur de densité de masse W (n,t) satisfait 1l'équation

différentielle suivante
4 4 1
AV (nb) /dt = AV (na b)) s A Vi (nk) (@
pour laguelle les conditions initiales sont

W"(O)o) = 1 , \/4(H’O‘) =0 " =42 .-

Remarque L'expression trouvée généralement dans la littérature donne la
transformée en Z et de Laplace du wvecteur \J«(n,t) ; nous avons
préféré 1'exprimer par l'éguation différentielle récursive qui
permet une solution directe lorsque l'on utilise des méthodes
numérigues.

C'est ce qui explique gue nous donnons dans l'annexe B, la démons-

tration de l'expressicn (4).

, , A
Nous avons l'expression suivante pour le vecteur ™ (n,t) des

fonctions de répartition

M ()

5 V(s
k=0
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il vient alocrs
AV (k) fdes A LM (a-1,E)+ Ag™M (n k) (5)

avec comme conditions initiales

™M n,0 = 1 , n=0,1,....

L'obtention de [Ml(n,t) se fait en utilisant la récursivité en n

de l'expression (5) :

- lorsque n=0, le vec:teur[M1 {(0,t) est obtenu par la résolution de
1'g i A A
équation dmM (O,E) /dE = [\o ™M (O,t)

- lorsque n=1, le Vecteuer(l,t) est obtenu par la résolution de
L'équation  d™M'(4,k) /db = A, ™M (o,k)x AL TN (4,1)

dans laguelle [Ml(O,t) est connu

II1.2.2 Approche asymptotique

Le principal résultat concernant le comportement asymptotique de
la variable aléatoire Nl(t) est énoncé dans la proposition 9 ; la démons-
tration suit une démarche identigue & celle adoptée en [@JE.?2] pour le

processus de renouvellement.

Proposition 9.

1

Nous considérons le processus {N (t)y, t O} et nous notons m
et 61 la valeur moyenne et la variance du temps entre renouvellements des

transitions du type-1.

La variable réduite centrée

Ny (E) - L’/m,\

3
G‘;‘\/ h/m4

tend, lorsque t _,.,oe, vers une variable normale standard.
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Ce résultat est 4 rapprocher de celui énoncé dans la proposition 1
concernant le processus de renouvellement ; en effet, le processus de re-
nouvellement est un cas particulier du processus<{N1(t), t > 0} guand le

nombre d'états N est égal a un.

L'évaluation des limites de confiance de la variable aléatoire

2
Nl(t) neécessite la détermination de m1 et GH .

Détermination de m

1
Si l'on retient une terminologie identique & celle utilisée dans
l'étude des processus de renouvellement, la densité de renouvellement
hi(t) sera définie comme la dérivée du nombre meyen de transitions du type-1
ayant eu lieu dans l'intervalle EO,t], le processus étant dans l'état i

a l'instant t=0, ce gqui conduit & l'expression

Probjgu'une transition du type-1 se produise en (t,t+ At)/Z(O)=i}
poi

h} (Y = lim
+ At — 0 At

D'apreés la définition de h;(t), on a :
N M + )

A
RE(eY = 2 2 g (v) AL
- p=A1 CQ'_)] LQ ié

cu Qij(t) représente la probabilité gque le processus soit dans 1'état j &

l'instant t, sachant gu'il était dans 1'état i & l'instant initial t=0.

Scus forme matricielle nous avons 1'égalité
A
HY(6) = @ (v) AN, 1D

ol Uﬂl(t) ={;hi(t}} est un vecteur dont les é&léments sont hi(t), i=1,2...N

ﬁ@(t) = {'ﬂij(t)}est une matrice dent les éléments sont ﬁij(t),
i,9=1,2. . .N.

Lorsgue le temps t tend vers l'infini la densité de renouvellaoment
tend vers la valeur limite ?1 gul est indépendante de l'état initial ; ?1

est donné par l'expression

?4::@57\/\/“
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ol 9@'= [ﬁl,ﬁz... ﬁN] est le vecteur ligne dont les éléments sont
g, = lim @..(t).
J € 1]
— A O

le nombre moyen de rencuvellements dang l'intervalle de temps

) O,t], quand t _, .o, est donc donné par

MENl(t)]=

£ 1

on déduit de cette égalité que la valeur asymptotique du temps moyen entre

renouvellements du type-1 est donnée par :

SO - _ 1
L M, ()] 'z

Ce résultat est éguivalent, pour un processus & N-états, & celui

énoncé dans la proposition 2 pour les processus de renouvellement.

Détermination de(flz

Quand €t —p i o0, le moment d'orxrdre n du temps entre renouvellements
des transitions du type-1 peut étre déduit a partir des moments de la durée

de vie résiduelle avant une transition du type-1, notée V1

¢+ en utilisant

le résultat énoncé dans la proposition 3,

Le moment d'ordre n de la variable aldatoire Vé, quand t —w, co,

est déterminé & partir de la fonction de survie par la relation :

Prob{\/:: >xl=@ Wiio,x) , W(o,0) - 1

4o
D'aprés le résultat énoncé dans la proposition 8,Q/1(O,x) satis-
fait 1'équation différentielle

FW(o,2¢) fdx = NGV (0,2)

dont ita transformée de Laplace est donnée par :
T -4
oIV (0,x)] = (sT_-A, 1" 1

ol T est 1a matrice identitsé,
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Il en résulte gque le moment d'ordre n est donné par 1'égalité
(BUZ, 70 - COR, 75 ] :
4
Moy

t:oo

31"““.@ (—ﬂ\o>d4/“

Le résultat précédent,en conjonction avec celui énoncé dans la

. . 2
proposition 3, conduit a l'expression suivante pour la variance 0"1 :

0”13: Zr\r\,‘@ (,K\O)J 1 - (m,\>z

III. 3 Evaluation du temps de séjour dons wn ensemble d'états

Ce paragraphe est consacré i l'étude de deux méthodes qui permet-
tent l'accés aux limites de confiance des variables aléatoires do(t) et
dl(t) qui représentent les durées du temps de séjour dans les deux sous-
ensembles disjoints { EO} et {El} tels due:

{Eo} Uz} -{=}

ol {E } représente l'ensemble des états que peut prendre le processus marko-

vien homogéne.

De méme gue dans le paragraphe précédent, les méthodes proposées
sont basées.d'une part sur la détermination de la fonction de répartition.

d'autre part, sur l'approche asymptotique quand t tend vers l'infini.

Dans les deux méthodes, nous considérons que l'ensemble des tran-
sitions {_T} est divisé en guatre sous-ensembles disjoints définis comme

suit (figure 1.12;

{TO 073, {Tl 1% : 1l'ensemble des transitions entre les états appartenant
r I

respectivement aux sous-ensembles {EO} et {Elk

{TO 1]}: {Tl O} : l'ensemble des transitions de passage d'un état appartenant
I L

é{EO} . {_El} 4 un état appartenant a{E1} . {EO ‘3,



T
{710}
P gure 1.12 Pariitions de lL'ensemble de tronsitions {T}
Les partitions de la matrice des taux de transition /N = {A'ijk
et de la matrice des probabilités de la chatlne immergée [P P..% s pii=—1,
- T t
en tenant compte des sous-ensembles {TO,Oa’ {TO,l}' i 1,0}6t {Tl,l} son

indiquées ci-aprés

Al ;A PP

N A 2 I S

|
A A P
|

10

Cette partition des ensembles {E} et {T‘Spermet de considérer

le processus {Z(t), t > O} comme un processus & deux états {ZO,ZI.§0ﬁ
25 ={Eg} et z, =5}

Nous avons donc défini un nouveau processus & partir de
{Z(t), t O%, le processus a 2_état5{.zo’21§’ ce gqui permettra de faire
le rapprochement entre les résultats obtenus dans le deuxiéme paragraphe

concernant l'étude Au temps de séjour dans un processus a Z2-états et ceux

concernant le processus {Z(t) Y O} a N-états.

I11.3.7 Fonetion_de_répartition_du_temps de séjour

La notation employée sera la méme que celle utilisée dans le

baragraphe II.3 concernant l'étude d'un processus & 2-états.
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0 1 PR
Les processus de renouvellement {xn.§et%xn} sont définis a
partir du processus markovien homogéne, les instants de renouvellement
étant respectivement

xO xo + 0 xO + xo + XO
’ o0 ¥y >

1 1 3
xl xl + x xl + xl + xl
| S 3

. 0 i - . . - \
ol xi et xi sont les variables aléatoires qui représentent respectivement

le temps de séjour dans les états ZO et Z1 au ieme passage.

Nous avons défini deux processus de rencuvellement a partir du

processus a 2—états{ ZO,ZI} :

- le processus{xg }pour lequel les temps de séjour dans les états i QZI
sont nuls, ce qui revient a considérer que les passages dans les &tats
i €2 sont instantanés ; un renouvellement a lieu dans le processus

{xgigchaque fois qu'une transition appartenant a l'ensemble {TQI} a lieun.

Ce processus est représenté sur la figure 1.13.

{708

ieg Zl'

passage instantané

e e —— —

Figure 1.15 Représentation du processue aléatoire {xz}

- le processus {x; kpour lequel le temps de séjour dans les é&tats iG;ZO
sont nuls, un renouvellement ayant lieu & chague transition appartenant

4 l'ensemble {TLDE. Ce processus est représenté par la figure 1.14.

i E_ZO ~
passage
instantané

Figure 1,14 Reprdsentation du processus aléatcre {:EI%
B ¥
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Hypothése

Nous considérons dans les développements suivants que 1l'état,

4 l'instant initial t=0, appartient & ZO.
0 1 cEs s I

Pour les processus xn get {xnlkdeflnls précédemment, nous avons

les égalités suivantes :

{do(t) SI}:{NM (=) y Ny (tomx) + ,1}
{dq(t)QI}:{Nqo(x_)}NOq (t_x>'g (6)

ol : 'N01(t) est la variable aléatoire représentant le nombre de renouvel-

0
lements s'étant produits jusqu'a l'instant t dans le processus {xng,

N O(t) est la variable aléatoire représentant le nombre de renouvilu
lements s'étant produits jusqu'a l'instant t dans le processus {Xng'
Ce résultat est & rapprocher de celui donné par les expressions
(2) , paragraphe II.3.1, relatives a un processus 3§ 2-états. En effet, wvu
les définitions des processus {xgg.et{xi} pour le processus 4 2-états et
pour le processus 3 N-états, les égalités (6) peuvent &tre immédiatement

déduites de celles données par les expressions (2).

Les fonctlons de repartltlon des variables aléatoires d (t) et

d (t), notées d {x,t) et d {(x,t) sont définies par les expressions :

a tx,t) = prob {a (t) ¢ x| z(0) = i} |
i€ Z0
i(x t) =Prob{d1(t) <x| 2@ =13
Des expressions (6), il découle que
+<>-:o 4 A
C‘.D:-(I’lf) O(n k :-r_) Z \/?k ((«. ,x_)
oz o

&~n+4
+ oo

d.t(:r_,t)— Z o . (n,b_x) Z VS\O(QJ:C)

a4
ol \/L (ﬁ}t)

Prob {Noq(t)zn / z (o) =1}
Vgo(l’“\.t): Prob {N/\o(t):“ / Z(o‘):_'k}
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Ces résultats sont exprimés sous forme matricielle dans la

proposition 10.

Pour cette proposition nous introduisons les vecteurs dont les

cxpressions sont les suivantes

M © §
Do(x‘t):{d? (J:JE)JLG,ELE}} [{)E,_E:’f’_t)_
DS (,b)
A

ID"(;C}‘E) =3 {di(:x_)t) ) L G{E}} _ [ m;o(x)k) -

%/”(n,t):{v‘z"(n,t) ,Lefell = Zo

Ao -
\/’\o(n‘t) :{\/:“O(T\)t) ) LQXE}} B W‘Zo U’L ,‘:)

Z4 .
Proposition 10.
i . s 0 1
Les vecteurs des fonctions de répartitions D O(x,t) ' D (x,t)
sont donnés par les expressions
4 oD oA
D> (:r_\c)_Z\/ (ny O R ((&:r_)
n=o
v+

-+ o<

D) (x,6) = 2V (ntx?;\\/z (%)

L'utilisation des expressions données dans la proposition 10

on A
nécessite la détermination des wvecteurs o (p‘t> VAL (}q,k\
o)

Les équationg différentielles dont la solution permet 1'accés

a ces vecteurs sont données dans la proposition 11. La démonstration de ces

résultats est donnée dans l'annexe C.
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Proposition 11.

10 .
Les vecteurs de densité de masse W gé(n,t) et W ZO(n,t) satisfont

le systéme d'équations différentielles suivant :
LV (n,8) /At = A PN P WO (noa ) e A WM( b
© Z o {r, ) / = oA (-— 'M) A0 Yz (r\._ 4 )+ 00 Zo ™ )

1o 4 Ao
\/Z_O(n,k)-_(__naooy P,V " (n,b)

1 Z4

A0 -1 4o o
AV ) [ db = A (B R,V (o, k) AV (n )
avec les conditions initiales ;

oA o1
WZOCOJO):/H )\/Zo (h,o)= © no=A4,2, .-

W“O(o,o):/ﬂ , \/;j(n,o):@) Nz 2,

II1. 8.2 Approche asymptotique

L'étude du comportement asymptotique des variables aléatoires qui

représentent la durée du temps de s&jour dans les sous-ensembles.{EOS et

{F1§ suit une démarche identique & celle utilisée lors de 1'étude d'un pro-

cessus 4 2-états (paragraphe II.3.2).

Pour cette é&tude, nous utilisons les expressions (6) que nous
rappelons :

{do(l:) gtx_} = {LND" ()3 N, (b-) + 4}
(40 () €3] = [Nageds Moy (5o 2) ]

Les variables aléatoires NOl(t) et Nm(t) sont asymptotiquement
normales quant t tend vers l'infini.

Les propositions 12 et 13, résultent de l'application du résultat
donné en[iGNE,?Z:]concernant le comportement asymptotique de do(t) et dl(t)

a partir des égalités données au paragraphe II.3.2.
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Proposition 12.
La variable réduite centrée{-

vers une variable normale standard, ol

S

Mo

do(t)

Vbot

2
_ rn%(?b =+ m

- a.t

0 S tend, lorsque t _ o ioor

2
0

2
o

O

[s] o

nwo_¥vn4

avec
2 .

- mO,GB : valeur moyenne et varjance
2 .

- my. 51 valeur moyenne et variance

Proposition 13.

La variable réduite centrée

(mO‘* m,\)%
du temps de séjour dans l'état ZO,

du temps de séjour dans l'état Zl'

t

dl(t) - al Etend, lorsque t _p . cor

\/blt

vers une variable normale standard ol

b

™A
- ) A

A mo-\“m,‘

La détermination de m0,<TB

2
lmlo-.)2

2
m% 032 g ey,

(nﬁo~+vm4)3

1 A suit la méme démarche que

celle adoptée au paragraphe III.2.2 concernant l'cbtention de la valeur

moyenne et de la variance du temps entre rencuvellements dans le processus

{Nl(t), t 2,0},. En effet, mo,crbz et m

17 71

correspondent a la valeur

c_‘,2

moyenne et la variance du temps entre renouvellements dans les processus

bater bt

Considérons la partition du vecteur gg

F-19,

et les vecteurs normalisés & un, gﬁ*
Zo

ces vecteurs sont définis par les expressions

g P
Zu I — )

g1

o

) @z,\_j

x o I £ N
, @Z/\ tels que @Zoﬂ — @Z,,/ﬁ = 4

P,

b, .1

1

P -

Yz,
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Les expressions suivantes permettent l'accés aux valeurs moyennes
e
Pet/me= F -~ A _ .4
¥e) z oA
o
*
o= 1/ m, = Ny, -0

Z[[
. . 2 2 . . ,
L'obtention des variances 06 et oi nécessite l'évaluation de
0
la valeur moyenne de la durée de vie résiduelle dans les processus{?n'}et

0 1

1
%?n %, notées respectivement V. et vt.

t

MIVET = FF [ A7
MIVL] = @Z’; [_j\,m]-ﬂ gl

Les variances sont données par les expressions :

2

Q
I

2. m . M[vg]- (m,)

2

-
1l

2 .m . M[thz]— m,)

IV - DESCRIPTION DES QUTILS D'EVALUATICN

IV.1 Présentation générale des outils

De fagon a permettre une résolution automatique des résultats
énoncés dans le troisiéme paragraphe, nous avons mis au point deux outils,

le programme LIMCONF et le programme SURFI.

L'objectif du programme LIMCONF est l'analyse de l'erreur intro-
duite par l'utilisation de l'approche asymptotique dans l'évaluation des

limites de confiance du nombre de transitions.

Ce programme permet de déterminer les limites de confiance du

nombre de transitions dans un processus markovien homogéne

- a partir de la seolution numérique de 1'équation Gifférentielle énoncée

dans la proposition 8,

— en utilisant l'approche asymptotique dont le résultat est énoncé dans

la proposition 9.
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le programme SURFI a un caractére plus général en ce sens qu'il

permet

- l'évaluation des composantes indépendantes du temps (valeur moyenne
d'apparition d'un événement, valeur asymptotigque d'une composante
dépendant du temps, ...} en fonction d'un paramétre quelconque de la

matrice de transition,

- l'évaluation des limites de confiance & partir de 1'approche asymp-—
totique des grandeurs définies & partir du nombre de transitions et
du temps de séjour dans un ensemble d'états d'un processus markovien

homogéne.

Nous n'avons pas pris en compte dans ce programme 1'évaluation
de la limite de confiance du temps de séjour & partir de la fonction de
répartition ; en effet, la solution numérigue des expressions données dans
les propositions 10 et 11 est complexe et demande un temps de calcul trop
important méme dans les cas des structures dont le nombre d'états du mo-

déle markovien n'est pas supérieur a cing.

Les programmes LIMCONF et SURFI sont constituds de deux parties :

- définition du modéle qui consiste & définir le fichier de donnédes

nécessaires & l'exécution du programme : définition de la matrice des

taux de transitions, définition des composantes recherchdes, ...

- traitement du modéle gui consiste & définir les algorithmes employés

dans l'évaluation des composantes.

afin de donney & l'utilisateur une plus grande facilité de mani-
pulation du fichier de données nous avons adopté une organisation iden-
tique de fichier pour les deux programmes ; elle est inspirée de celle
adoptée pour le programme SURF[ZDOU,?Q] qui a été congu et développé par
1'éguipe & laguelle nous appartenons et le Service d&'Informatique du

Labocratoire ; la définition de cette étape est donnée dansg 1'annexe D.
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Ce paragraphe est consacré & la définition de la partie de trai-

tement du modéle correspondante & chagque programme.

Dans les deux cas l'ensemble d'états iEf&que peut prendre le
processus est divisé en deux sous-ensembles disjoints {EO} et {El} et la
partition de la matrice des taux de transition &\ est effectude en tenant

compte de ces deux sous-ensembles

J\oo E ‘&\04 }No
N = —_———— - - —

| Ny
L m’\o ' J\M }

No Ny
IV.2 Le programme LINMCONF

Dans ce qui suit, nous considérons l'application du programme
LIMCONF & l'évaluation de la limite de confiance du nombre de passages
dans les états appartenant & l'ensemble {El% 4 partir de la fonction de
répartition ; étant donné gue l'obtention de la limite de confiance a
partir de l'approche asymptotigue est la méme pour les deux programmes,
elle sera considérée lors de la présentation du programmes SURFI en méme

temps que l'obtention de la limite de confiance du temps de séjour.

La détermination de la fonction de répartition du nombre de
passages dans l'ensemble {Elg passe par la résolution de l'éguation

différentielle récursive

AM (nx) fdk = AL (noA,E) AL M (n)E)

.S S

avecr les conditicns initiales mﬂl(n,O) = ﬂ , n=0,1,...



.54.

La résolution numériqgue de l'équation différentielle pour chagque
valeur de n est effectuée par la méthode d'intégration de Runge-Kutta du

quatriéme ordre.

Dans le cas général d'une équation de la forme dy/dx = f{x,y)

la valeur de ¥=Y, obtenue par la méthode de Runge-XKutta pour x=xo + H

sachant que pour x=x Y=Yy est donnée par l'expression EBOO.66]

0’
y1=yo+é—(Kl+2K2+2K3+K4)

on
ko= ue Flxo,yy)
Kk, = H. F(xo+ti/e, g + Wy/2)
Ky = H. F(oc,+ R/i2 g+ Kzfz)
kK, = i Fxy+H s+ K3a)

L'utilisation des expressions précédentes permet l'obtention de
1
M {n,t), pour n=0 aux instants qui sont multiples de H, ¢'est-a-dire aux

instants K.H.

L'obtention de W41(n,t) (n=1) nécessite l'évaluation de qu(O,t),

dont les valeurs ne sont connues gu'aux instants K.H, aux instants K.H + H/Z

~ . 1 . .
De méue, l'obtention de ™M (n,t) aux instants K.H nécessite la

. 1 .
connaissance de M (n-1,t) aux instants K.H et K.H + H/Z.

La déterminaticn de ces points intermédiaires, a été effectuéde
par l'utilisation de la méthode d'interpolation de Lagrange[BOO,66:]; étant
d =] i t ¥ r ¥ r r r

onné quatre points (xO yO) (xl yl) (x2 y2) et (x3 y3) le programme

détermine pour un argument X le polynome d'interpolation P (x):

E
P (=) = Zi; Lo (=) Y

ou 3 )
Le () = 0 (o= (o 42,3
" B:LO (3CL_DC )
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L'organigramme de la procédure Runge-Kutta est donné par la

figure 1.15.

n=20

Obtention par Runge Kutta
de [Ml(n,t) pour t = K.H

'

Obtention de ml (n,t)

pour t = K.H + H/2 par la

méthode d'interpolation de Lagrange

:

Détermination de t( o ,n)

u=n+1

InN
NON F

Itération

poursuite
du programme

fegure 1.16 Organigramme de !: procddure Runge-Kutta

A partir des points t{g,n) la courbe de la limite de confiance

supérieure est obtenue comme indiqué par la figure 1.16.

Zz (——

'
I
1
i

t{«,0) t{et, 1) t >

iigure 1. 16 Obtention de la limite de confiance
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IV. 3 Le programme SURFI

Le programme SURFI offre deux options a l'utilisateur

option P : évaluation des composantes indépendantes du temps ; l'ensemble

{Elg représente l'ensemble des états absorbants,

option C : évaluation des limites de confiance du nombre de passages ou

du temps de séjour dans l‘ensembleA{E1§.

IV. 3.1 Evgluation des composantes indépendantes du temps

Le tableau de la figure 1.17 donne les composantes pouvant &tre
évaluées par le programme et les expressions correspondantes dans lesquelles

nous aveons introduit le vecteur de sommation UN
- dont les éléments sont 0 ou 1

- gui est partitionné en tenant compte des engemblesg {EO% et.iEl% de la

maniére suivante

NO N1
ey |
UN = [ UN I UN ]
0 ] 1
COMPOSANTES EXPRESSIONS
-1
P (o) (-Nye)™" UN,

Temps moyen avant absorption oaP (0) est le vecteur

des probabilités initiales

oy e s : 1

Probabilité d'absorption pour -

(o) (- Ngo) Ny, UN,

un état appartenant a {El}

[100...0] [ﬁ\m]"l UN

ol ﬁ\ln est la matrice déduite

P . . de la matrice des taux de transiti
Probabilité stationnaire siiion

N en remplacant la premiére colonne

par des 1

Migure 1,17 Bapressions des copposantes
tndépendantes du temps
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IV. 3.2 Evaluation des Iimites de_confiance -

approche asyrptotique
Le tableau de la figure 1.18 donne les expressions permettant
ll

accés aux limites de confiance gu nombre de passages et du temps de sé&jour
dans l'ensemble {EI} .

LIMITE DE CONFIANCE EXPRESSIONS

N,‘(b):t/m;ﬁrtﬁ“a‘;‘ b/ w2

0 =2my F (ALY - (m,)2

NOMBRE DE PASSAGES

DANS L'ENSEMBLE {E 1%

Yy _xx?/2
ol = A f e

24T —~

cdx

dy (€)= ¢ .y \/(mmam% ).t
mo+m4 & (mo-¥m4)3

ow Vme={P /F 1] A1

1/my, :[@4/ @4’0] i\/lo 1
2 —4

TEMPS DE SEJOUR Yo = 2m; [@/@a /H:{ [“moo],:y—(m*')z

DANS L'ENSEMBLE {Elg Uj?ai em, [@4/@1/0] ["i\”"] ﬂ’£m4)2

- (P4 P |

L

M

Na Na

-x%/ 2
X :__i__,_j\jéx o - d o
N 2T

Figure 1.18 Expressions permetiant ['accés

awr limites de confiance
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L'utilisation de ces expressions nécessite la détermination

du vecteur de probabilités stationnaires ﬁg et du paramétre y

- le vecteur iﬁ est déterminé comme indiqué dans le tableau de la
figure 1.18 du paragraphe précédent,

~ la détermination de y [:ABR,TO] est effectuée 3 partir de l'approxima-
24

ticn
Lj S;. D<O<é 05
Yo T |
— St .5 x4
cl
2
kj‘_: t_ C0+C4t+iat X 4+ b
4—vd4t-¥d2t-+d3t
le)l < 4,5 . Aok
\/Qn 4] s o< g5
E =
\[ €n 1 /(1-x)2 sl .5 <A
cO = 2,515517 d1 = 1,432788
C1 = (,802853 d2 = 0,189269
¢, = 0,010328 63 = 0,001308
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CONCLUSION

Les mesures de la sfireté de fonctionnement d'un systéme peuvent
étre exprimées & partir du nombre de transitions entre les états que peut
prendre le systéme et le temps de séjour dans un sous-ensemble de ces

états.

L'accroissement du degré de certitude associé aux évaluations
de ces mesures entraine la détermination de la limite de confiance corres-

pondant &4 un certain niveau de confiance.

Nous avons développé dans ce chapitre les résultats mathématiques
permettant l'accés de maniére systématique aux limites de confiance des
grandeurs définies § partir des variables aldatoires qui représentent le
nombre de transitions entre les &tats et le temps de séjour dans un en-
semble d'états d'un processus markovien ; 1ls constituent une extension
des résultats issus de la théorie du rencuvellement & un processus mar-—

kovien & N-états.

Pour l'établissement des résultats mathématiques, nous avons suivi

une démarche identique & celle utilisée dans la théorie du renouvellement :
— détermination de la fonction de répartition,

- détermination du comportement asymptotique de la fonction de répartition.

Les résultats obtenus ont permis de montrer que :

l'obtention de la fonction de répartition conduit i des expressions

assez complexes qui lui dtent une grande partie de son intérdt sur le

plan pratique,

- les expressions déduites pour le comportement asymptotigue :
.sont intéressantes par la simplicité de calcul,
-prennent en compte la valeur moyenne et 1'écart type associéds a

la variable aléatoire.
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afin de permettre une résolution automatique des expressions

établies, nous avons mis au point deux programmes

- LIMCONF dont l'objectif est l'analyse de l'erreur introduite par
i'utilisation de l'approche asymptotigue pour 1'évaluation du nombre

de transitions,

- SURFI qui utilise 1'approche asymptotique pour 1'obtenticn des limites
de confiance des grandeurs définies & partir du nombre de transitions

et du temps de séjour.

La suite naturelle & ce chapitre sera donc¢ d'analyser au moyen

des résultats obtenus :
- la représentativité de l'évaluation basée sur la valeur moyenne,

- la comparaison entre les différentes méthodes d'évaluation de la limite

de confiance.

5§85



CHAPITRE 2

EVALUATION DES LIMITES DE CONFIANCE
DU TAUX D'ARRET ET DE L'INDISPONIBILITE

DE SYSTEMES INFORMATIQUES






.63.

INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré & l'application des résultats généraux
développés dans le premier chapitre & 1'évaluation de deux grandeurs
souvent utilisées pour caractériser la slireté de fonctionnement des sys-

témes réparables :

- le taux d'arrét,

l'indisponibilité.

Deux méthodes d'évaluation de ces grandeurs sont considérées

l'évaluation ponctuelle basée uniquement sur la valeur moyenne,

Les études d'évaluation prévisionnelle existant dans la littéra—
ture sont généralement basées sur la premiére méthode. Cependant, comme
nous l'avons déji dit dans le premier chapitre, l'évaluation basée unique-
ment sur la valeur moyenne est une évaluation idéale en ce sens qu'elle
caractérise le comportement d'un &vénement qui se produit un nombre infini

de fois.

Pour les systémes sfirs de fonctionnement le nombre de fois oil
1'événement arrét se produit pendant le cycle de vie est assez faible, ce
qui justifie 1'intérét de l'utilisation de la deuxiéme riéthode dans 1'&va—

luation prévisionnelle du taux d'arrdt et de lt'indigponibilits.

bans cette étude, nous nous intéressons & la détermination de la
limite de confiance supérieure et du niveau de confiance qui permettent
de déterminer respectivement le seuil et la probabilité pour que ce seuil

ne soit pas dépassé pour le temps d'opératicn prévu ; en effet, les spéci-

l'évaluation basée sur la limite de confiance et le niveau de confiance.

fications en sfireté de fonctionnement relatives a 1'arrdt du systéme donnent

généralement des seuils maximaux pour le taux d'arrdt et 1'indisponibilité

qui ne doivent pas &tre dépassés.
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Le chapitre est divisé en trois grandes parties :

- dans la premiére partie, nous donnons les expressions permettant
1'accés 4 la limite de confiance du taux d'arrét et de 1l'indisponi-
bilite,

- dans la seconde partie, ces grandeurs sont é&valuées pour une structure

non-redondante,

_ 1'&tude des structures redondantes est effectuée dans la troisiéme

partie.

I - ETABLISSEMENT DES EXPRESSIONS DE LA LIMITE DE CONFIANCE

DU TAUX D'AREET ET DE L'INDISPONIBILITE

Deux grandeurs seront utilisées pour 1'étude de 1'arrét du

systéme

- le taux d'arrét ~ pPr (8) qui est le nombre d'arréts par unité de temps

d'opération,

- 1'indisponibilité - UA(t) qui est la proportion du temps d'opération

passé par le systéme en &tat d'arrét.

Cette définition a la méme interprétation que celle de 1'indis-
ponibilité gui est la probabilité que le systéme soit dans 1l'état d'arrét

a 1'instant t quand le temps d'opération tend vers 1'infini.

Lo taux d'arrdt et l'indisponibilité sont obtenus & partir des
variables aléatoires gui représentent respectivement le nombre d'arréts

et le temps global d'arxét.

L'utilisation des résultats du premier chapitre dans 1'évaluation
de la limite de confiance passe par l'expression des variables aléatoires
en fonction du noubre de transitions et du temps de séjour dans l'ensemble

{EE des états que peut prendre le systéme.
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Pour cette étude, l'ensemble {E} est partitionné en deux sous-

ensembles iF} et {A} définis comme suit :

- {F} : sous-ensemble des états od le systéme est en fonctionnement,

- {A} : sous-ensemble des états oil le systéme est en arrét.

Durant la péricde d'opération, le systéme est successivement
dans les sous-ensembles {F} et {A}, ce qui définit une séguence d'inter-

valles de fonctionnement et d'arrét qui est indigquée sur la figure 2.1.

T

X

F A
X X X X
1 1 2

Figure 2.1 Séquence d'intervalles de fbnctionnementxﬁ
et a'arnétxf du systéme.

Les périodes consécutives de fonctionnement et d'arrét définis-—

sent deux procesgus aléatoires :

. . F N . o . .
- le processus aléatoire {xn} obtenu 4 partir des périodes consécutives

de fonctionnement,

- . A - . S . .
- le processus aléatoire {Xn }obtenu 4 partir des péricdes consécutives

d'arrét.

Le nombre d'arréts et le temps global d'arrét sont respectivement

exprimés en fonction
- du nombre de transitions effectudes de l'ensemble {F} vers 1'ensemble {A}

- du temps de sé&jour dans l'ensemble {A}.

La détermination de la limite de confiance du nombre d'arréts et

du temps global d'arrét conduit & partitiocnner

- le vecteur des probabilités stationnaires

=18 19,1
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- la matrice des taux de transition

1
N = :
{
{

AF AA
— la matrice des probabilités de la chaine immergdée
=)
E;F' | l FA

® . | 4

l
o L Paa

I.1 Evaluation de la limite de confiance du taux d'arrdt

Soit NA(t) la variable aléatoire qui représente le nombre d'arréts
dans l'intervalle EO,t]. La limite de confiance du nombre d'arréts est la
valeur NA(X ,t) telle gue la probabilité pour que le nombre d'arréts soit

inférieur a NA( 4,t) est o .

La limite de confiance du taux d'arrdt est donnée par l'expression :

fUA(m,t)==NA(M.U /t

Le tableau de la figure 2.2 résume les exXpressions permettant
l'accés & la limite de confiance du nombre d'arréts. L'obtention de la
valeur exacte utilise le résultat énoncé dans la proposition 8 du premier

Chapitre ; la valeur approchée utilise celui énoncé dans la proposition 9.

I.2 Evaluation de la limite de confionce de L'indlsponibiiité

Soit TA(t) la variable aléatoire qui représente le temps global
d'arrét dans l'intervalle [O,t] et TA(K,t) la limite de confiance corres-

pondant & un niveau de confiance o .

La limite de confiance de 1'indisponibilité est obtenue par

1'égalité

UR{ot,) = TA(X,t) / t
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Le tableau de la figure 2.3 résume les expressions permettant

l'acceés & la limite de confiance du temps global d'arr@t. Les expressions

de la valeur exacte et de la valeur approchée utilisent respectivement

les résultats énoncés dans les propositions 11 et 13 du premier chapitre.

LIMITE
DE
CONFIANCE

EXPRESSIONS

VALEUR EXACTE

UﬁA(n,t) est obtenue a4 partir de la solution

de l'équation différentielle

aMPm, e /et = AR E RN M2, t)

avec comme conditions initiales

M2, 0

ol WTA(n,t)

1 , n=0,1,...

{ m?(n,t)}

A

VALEUR APPROCHEE

OBTENTION DE LA m(n,t) = Prob {NA(t) <n| zw@ = i}
FONCTION DE REPARTITION
(‘D | Nep
MPn, 0 ANy = | e
L O I O
Deg | O
N = Sl e
Nen | Dan
NA(K ) = t/m_ + U G t
! a 'Y A/ 3
A

—~1
_ Neg 1 O
o2 = o @ S R
APP ROCHE a~ "a l - my)2
Nae 1 Doaa
ASYMPTOTIQUE q Ia
A x _x7/2
A = = < d o
Ve ) o
Figure 2.2 bxpressiviis permettant ''iccés g la limite

de confiunce du nwombre o'y




.68,

LIMITE
DE FXPRESSIONS
CONFI1ANCE
A o0 ‘) )
[DF(:r_l:):Z_ (r\Lx_)ZW ( pd
=
. A
ou [DF( {d (x,t) ZO:i, 1E{F}}
dé‘(x,t) - prob {Tatt) ¢ x |z = i}
i

\Y4 ;?n,t) satisfait l'égquation différentielle

AV EYdE - A, (BT PV (A AV (Y
FA EIFANT T AA AF T F N FEF N

VALEUR EXACTE

- avec comme conditions initiales

FA
OBTENTION DE
© L% - (0,0) =1 ,\VEA n,0) =9 , n=1,2...
LA FONCTION DE
F
REPARTITION W ? (n,t) est obtenue i partir de l'expression
A AF -1 W AP
t - _
Dp et Y Y, (P P YV mt

ou W (n t) Sdtlsfalt l'éguation différentielle

AL £)/dt P By PV (A )+ A, VAT ()

FAY A
avec comme conditions initiales

Vv iA(o,O) =1 ,W:F(n,O) -0 | n=1,0...

hite by [
mA+ 3

(mpm )
VALEUR AI:’PROCHEE - 4/’“F=[@r/@gﬂ] Ap 1
APPROCHE 1 my = [@A/@A"ﬂ] Ape
ASYMPTOTIQUE ot =2 mF[@F/-@F"u:l[—MFF]A’U _(mF>z
oF =2y [ B/ By D[ Apa T 1 - ()
o = (= éxa/zax

Figure 8.3 Expressions permettant Llacceds & la limite
de comjiance du temps de séjour .
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IT — BVALUATION DU TAUX D'ARKET ET DE L'INDISPONIBILITE

D'UNE STRUCTURE NON-REDONDANTE

Ce paragraphe est consacré i l'étude du taux d'arrét et de
l'indisponibilité d'une structure non-redondante en introduisant le niveau

de confiance associé 3 l'estimation précédemment définie.

Nous considérons que cette structure ne peut prendre gue deux
€tats : l'état de fonctionnement et l'état d'arrét ; la simplicité du
modéle markovien qui en représente le comportement permet d'avoir accés
facilement aux fonctions de répartition du nombre d'arréts et du temps

glokal d'arrét.

Nous utilisons les reésultats obtenus a4 partir de la fonction de

répartition pour l'analyse de deux points importants, & savoir :

- le niveau de confiance qu'on peut accorder & une estimation basée sur

la valeur moyenne,

- l'influence du temps d'opération sur l'erreur introduite par l'utili-
sation de l'approche asymptotigue, cette approche n'étant théoriquement

valable que pour un intervalle de temps d'opération infini.

I7.1 Définition du modéle

La figure 2.4 donne le modéle retenu pour la structure non-redon-

dante ol

- A est le taux de défajillance de l'unité,

- M est le taux de réparation de 1'units.

]

F w A

bt
Figure 2.4 Modéle de comportement de

la structure non-redondante.

Dans la suite de ce paragraphe, les temps d'opération seront

normalisés par rapport au taux de défaillance o .
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I1.2 Btude comparative entre lg limite de confiance el la valeur moycenng

Nous étudions ici 1'évaluation du taux d'arrét et de l'indispo-
nibilité de la structure non-redondante basée sur la limite de confiance j
dans cette étude, l'évaluation de la limite de confiance est effectuée a

partir de la valeur exacte.

Nous effectuons parallélement une étude comparative entre 1réva-
luation effectude & partir de la valeur moyenne et celle effectuée a partir
de la limite de confiance de manidre & identifier les aspects nouveaux

décelés par 1l'introduction du niveau de confiance.

Pour cette é&tude, nous considérons que :

- les valeurs du temps d'opération et du taux de réparation sont rappor-

tées au taux de défaillance A& ,

- le facteur multiplicatif K traduit les variations cu taux de défail-

lance de 1'unite.

I1.2.1 Evaluation_du_taur d'arrét

Le tableau de la figure 2.5 donne la valeur moyenne et les limites
de confiance du taux d'arrét correspondant & des niveaux de confiance

de 95% et 99%.

On peut constater a partir de ces résultats que :

-~ le rapport entre la limite de confijance et la valeur moyenne diminue

avec la frégquence d'arrét sur l'intervalle du temps d'opération,

- la variation du taux de défaillance ne provogue pas la méme variation
sur la valeur moyenne et sur la limite de confiance ; si l'on considére
les valeurs du taux d'arrét pour le temps d'opération normalisé

Axt=1, on voit que l'augmentation d'un facteur de dix du taux de
défaillance provogue une augmentation du méme ordre de grandeur sur la
valeur moyenne tandis que le facteur d'accroissement est de 4,7 & un

niveau de confiance de 95% et de 3,2 & un niveau de confiance de 99%,
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Taux d'arrxét

Valeur Niveau de Niveau de
Axt /a K Confiance Confiance
' P Moyenne 95 3 99 5
1 ¢.99 3.0 5.0
100
10 9.09 14.0 16.0
1
1 0.999 3.0 5.0
1000
10 2.9 15.0 17.0
1 0.99 1.5 1.7
100
10 9.09 11.0 12.0
10
1 0.999 1.5 1.7
1000
10 9.9 12.0 13.0

Figure 2.5 Valeur moyenne et limite
de confiance du taux d'arrét,

- 1'influence de la variation du taux de réparation peut &tre considérée
comme négligeable guand les temps de réparation sont petits devant

le temps de défaillance ( p/Kad 3 100),

~— l'influence du temps d'opération sur la valeur moyenne est négligeable
ce qui n'est pas le cas pour la limite de confiance ; dans ce cas, les
variations avec le temps d'opération sont accentuées quand la fréquence

d'arrét sur l'intervalle est faible.

Ces résultats mettent en évidence la sensibilité de la limite de
confiance aux variations du niveau de confiance gquand la fréquence de

l'événement & mesurer est faible dans l'intervalle de temps considéré.

Afin d'analyser ce dernier point, nous donnons sur la figure 2.6
la variation de la limite de confiance du taux d'arrét en fonction du

niveau de confiance.
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Figure 2.6 Iimite de confiance du taux d'arrét -
influence du niveau de confiance

L'examen de ces courbes conduit & formuler plusieurs remarques

— la probabilité pour qu'il n'y ait pas d'arrét dans 1'intervalle de

- 1 , ,
temps A x t =1 est &gale a ¢ = = 36,8% ; de ce fait, la limite de
confiance du taux d'arrét est nulle quand le niveau de confiance est
inférieur & cette probabilitse,
la probabilité pour qu'il n'y ait pas d'arrét dans l'intervalle de
temps A x t =10 est égale a e-10 = 4,5 x 10_5 ;s Ce qui explique que,

dans ce cas, le taux d'arrét est non nul pour des faibles valeurs du

niveau de confiance,

il y a une inversion dans le comportement de la limite de confiance
du taux d'arrét avec le niveau de confiance ; cette inversion &'ex-
plique par le fait que la limite de confiance du nombre d'arréts

augmente plus rapidement avec le niveau de confiance pour le temps

d'opérationé{x t=1 que pour le temps d'opération A x t =10.
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Afin de montrer l'impact des résultats précédents sur 1l'évalua-
tion du nombre d'arréts, nous prencns comme exemple une structure non
redondante dont le temps moyen de fonctionnement est de 1000 heures et le

temps moyen de réparation de 1 heure :

- si l'on considére un intervalle d'opération de 1000 heures, sur 95%

des intervalles d'cpération, le nombre d'arréts est inférieur a 3,

— si 1l'on considére un intervalle d'opération de 10 000 heures, le
nombre d'arréts sera inférieur a 15 avec un niveau de confiance de
95%, ce qui correspond & 1,5 arrét par intervalle de 1000 heures de

fonctionnement,

- le nombre moyen d'arréts sur un intervalle d'opération de 1000 heures

est égal 4 1.

II.2.2 Evaluation de l'indisponibilité

La valeur moyenne et les limites de confiance de l'indisponibilité
pour des niveaux de confiance de 95% et 99% sont données dans le tableau

de la figure 2.7.

Indisponibilité (10 °)
valeur Niveau de Niveau de
c / A K Confiance Confiance
Rx }A Moyenne 95 3 99
i 9.9 38.0 60.0
100
10 80.9 154.0 181.0
1
1 0.999 3.8 6.0
1000
10 9.9 17.1 20.1
1 9.9 17.1 20.1
100 e
10 90.9 111.0 119.0
10
1 0.999 1.7 2.0
1000
10 9.9 12.2 13.1

Figure 3.7 Valeur moyenne et limite

de confiance de l'indisponibilité .
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L'examen de ces résultats conduit & formuler plusieurs remarques

- l'augmentation du taux de défaillance provoque des variations plus
accentueées sur l'indisponibilité moyenne gue sur la limite de confiance.
Pour l'intervalle d'opération normalisé & x t =1, l'augmentation du
taux de défaillance d'un facteur de dix conduit & une augmentation
du méme ordre de grandeur de la valeur moyenne de 1l'indisponibilité ;
pour des niveaux de confiance de 95% et de 99% les facteurs d'accrois-

sement sont respectivement de 4,0 et de 3,0,

- 1l'influence du temps d'opération sur la valeur moyenne est négligeable
ce qui n'est pas le cas pour les limites de confiance correspondant

au niveau de confiance de 95% et 99%,

- les variations de la valeur moyenne de l'indisponibilité et des li-
mites de confiance peuvent é&tre considérées comme proportionnelles

avec l'augmentation du taux de réparation,

- s5i le taux de défaillance et le taux de réparation varient dans les
mémes proportions, 1l'indisponibilité moyenne ne varie pas, mais par

contre les limites de confiance sont différentes.

Il faut souligner que les résultats gqui ont induit les deux

premi€res remarques ont &té également observés lors de l'évaluation du

taux d'arrét.

Nous avions également noté que, pour des taux de réparation trés
grands devant les taux de défaillance, l'influence sur la limite de confiance
du taux d'arrét était négligeable ; ce résultat explique la proportionna—
lité de la variation de l1l'indisponibilité avec la variation du taux de

réparation.

Afin d'analyser plus en profondeur le dernier résultat, nous
avons considéré la variation de la limite de confiance de 1'indisponibilité
en fonction du niveau de confiance & }A/K3~ constant ; les courbes de la
figure 2.8 doanent la limite de confiance pour les couples de valeurs de

paramétres (XK=1, /& =100) et (k=10, f4 / A =1000) .
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INDTSPONIBILITE (10~2)

5 |
Axt=1
Y K=1,Mu/A= 100
K =10, (A= 1000 | 2
3
1\\\‘
2 |

1 1 1 1 i 1 i 1 i -
—

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

NIVEAU DE CONFIANCE (%)

Figure 2.8 Limite de confiance de 1'indisponibilité -
influence du niveau de confiance.

Ces courbes montrent que 1'indisponibilité est différente pour
les deux couples, ce que n'indiquerait pas une analyse basée uniquement
sur la valeur moyenne. Cette différence s'explique par les deux points

suivants

- la variation du taux de défaillance provoque des variations sur les
limites de confiance de l'indisponibilité moins accentuées lorsgu'il

v a augmentation du niwveau de confiance,

- la variation du taux de réparation provoque des variations proportion-
nelles sur la limite de confiance de l'indisponibilité, indépendamment

du niveau de confiance.

On peut donc dire qu'il y a un seuil pour le niveau de confiance

& partir duguel la limite de confiance de 1'indisponibilité est plus sensible

=~

a l'augmentation du taux de réparation qu'a l'augmentation du taux de dé—

faillance,ce gui conduit & une plus faible indisponibilité.
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En conclusion de l'évaluation de 1'indisponibilité, on peut dire
que la prise en compte du niveau de confiance, lors de l'analyse de sensi-
bilité de la limite de confiance aux paramétres du modéle, conduit & des

variations non seulement en valeurs absolues mais également en valeurs

relatives.

Afin de montrer l'influence de la prise en compte du niveau de
confiance, prenons comme exemple 1lfévaluation du temps global d'arrét sur
un intervalle d'opération de 100 heures d'une structure non redondante

dont le temps moyen de fonctionnement est de 1000 heures et le temps moyen

de réparation est de 1 heure.

L'évaluation effectuée & partir de la valeur moyenne donne un

temps global d'arrét égal 3§ 6 minutes,

En réalité il y a deux possibilités :

- le systéme fonctionne pendant l'intervalle considéré et de ce fait,

1'indisponibilité est nulle,

- le systéme tombe en panne dans l'intervalle d'opération.

La probabilité pour que le premier événement se produise est,

pour l'exemple considéré, donnée par e_o'1 soit 90,5%.

De ce fait, la limite de confiance de l'indisponibilité est nulle

avec un niveau de confiance de 90,5%.

S5i 1'on considére la détermination du niveau de confiance corres-
pondant 34 6 minutes, nous obtenons 91,4% qui n'est pas trés différent du
résultat précédent ; par contre, pour des niveaux de confiance de 95% et
99%, les limites de confiance sont respectivment de 0,7 et 2,5 heures,

ce qui représente des résultats beaucoup moins optimistes que la valeur

moyenne.
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II.2.3 Représentalivité de llestimation basée sur la valeur moyenne

Les résultats précédents ont montré une grande sensibilité de la
valeur de la limite de confiance du taux d'arrét et de 1'indisponibilité
au niveau de confiance, l'introduction du niveau de confiance pouvant

conduire a des valeurs qui sont plusieurs fois supérieures a la valeur

moyenne.

Cette différence entre la valeur moyenne et la limite de confiance
découle du fait que les variables aléatoires considérées sont trés dispersées,
ce qul est le cas guand nous considérons le temps de défaillance et le temps

de réparation comme exponentiellement distribués.

Si cette hypothése est confirmée par l'expérience pour les temps
de défaillance des systémes digitaux, elle ne constitue qu'une approxi-

mation grossiére pour le temps de réparation.

Afin d'analyser les points soulevés précédemment, considérons une
structure non-redondante, pour lagquelle la moyenne et l'écart-type du temps
de défaillance et du temps de réparation sont respectivement m_, G% et mA,(E.

Le taux d'arrét

A partir des résultats donnés dans le premier chapitre, la moyenne
et l'écart-type du taux d'arrét pour la structure non-redondante en régime

stationnaire sont donnés par les expressions :

z 2
A \ Oa ~0” ¢
7
Mp M (?ﬁ;\*rﬂ F:y5' E

5i 1l'on considére que :

- la variable aléatoire qui représente le temps de réparation est trés

peu dispersée, GQA o 0

- le temps de réparation est petit devant le temps de défaillance,



les expressions précédentes deviennent :

2

A O
, S
™Mo rrwé@ B

Le temps de défaillance étant exponentiellement distribué, nous

avong mF = G; , d'ol l'écart-type est donné par l'expression
t

Pour que l'écart-type soit dix fois inférieur & la wvaleur woyenne,
afin de rendre plus représentative l'évaluation basée sur la valeur moyenne,

le temps d'opération doit &tre égal &4 100 fois le temps moyen de fonction-

nement.

L'indisponibilité

La valeur moyenne et l1l'écart-type de l'indispeonibilité pcur la
structure non-redondante en régime stationnaire sont donnés par les

expressions ;

2 2 2.
O A “’g\ O v ™Mg A

nF\A—\'mF (mA+mF)3-E

5i 1l'on fait les mémes considérations que pour le taux d'arrét,
ces expressions deviennent :

m A

m .
A-YE
e

ce gui conduit aux remarques suivantes

- la moyenne et l'écart-type de l'indisponibilité peuvent &tre déduits
de la valeur moyenne et de l'écart-type du taux d'arrét en les mul-

tipliant par le temps moyen de réparation,

- le rapport entre l'écart-type et la valeur moyenne de l'indisponi-
biliie dépend exclusivement de la valeur moyenne et de l'écart-type
du temps de défaillance ; de ce fait, de m&me que pour le taux d'arrét,
il faut que le temps d'opération soit égal & 100 fois le temps moyen

de fenctionnement, pour rendre ce rapport égal a 0,1.
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Appuyées sur l'analyse précédente, nous pouvons tirer les con-

clusions suivantes

- la non-représentativité de la valeur moyenne dans l'évaluation du
taux d'arrét et de l'indisponibilité, quand le temps de défaillance

est exponentiellement distribué,

- l'importance de la prise en compte du niveau de confiance dans 1'éva-
luation des variables aléatcires fortement dispersées.
La complexité des expressions permettant l'accés 3 la valeur
exacte de la limite de confiance, lui &te cependant une grande partie de
sa portée sur le plan pratique, ce qui conduit i envisager l'utilisation
de l'approche asymptotique. Il faut cependant, pour pouvoir appliquer cette
approche, faire auparavant une analyse de l'erreur introduite par l'utili-

sation d'une telle méthode.

IT. 8 Influence du temps d'opération sur L'erreur introduite

par 1'approche asymptotique

II.3.1 Anglyse de l'erreur introduite dans 1l'dvaluation de la limite

de_confiance du taux d'arrét

Les figures 2.9 (a) et (b) visualisent l'évolution dans le temps

de la limite de confiance du nombre d'arrdts :

=~

~ la courbe en escalier est obtenue i partir de la fonction de répartition,
- la courbe en tracé continu egt obtenue & partir de l'approche asymp-

totique.

L'examen de ces courbes |conduit aux remarques suivantes :

- l'erreur induite par l'utiligation de 1'approche asymptotique reste

inférieure & 1 pour toutes lgs valeurs du temps d'opération,

- 81 l'on prend comme estimatign de la limite de confiance du nombre
d'arréts le plus petit nombrq entier immédiatement supérieur & la
valeur obtenue par 1'approchg asymptotique, on obtient une estimation

par excés,en ce sens qu'elle |est toujours supérieure d'une unité, ou

égale, a la valeur exacte.
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Figures 8.9 Limites de confrance du nombre Jd'arrdts.
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La détermination de l'erreur introduite par l'utilisation de
l'approche asymptotigue dans 1'évaluation du taux d'arrdt peut étre effec-
tude a partir des courbes des figures 2.10 (a) et (b) gqui donnent les
limites de confiance du taux d'arrét correspondant respectivement a des
niveaux de confiance de 50% et 95%. On peut constater en effet, & partir

de ces courbes, la convergence dans le temps vers la valeur asymptotique.

II.3.2 Analyse_de L'erreur introduite dans l'évaluation de la limite
de_confiance de 1'indisponibi lité

Nous allons congidérer tout d'abord 1l'étude de l'influence du
temps d'opération sur l'erreur introduite par l'utilisation de l'approche
asymptotique dans l'évaluation de la limite de confiance du temps global

d'arrat.

Une premiére estimation de l'erreur absoclue peut 8tre effectude
4 partir des résultats obtenus dans le paragraphe précédent concernant
1'erreur introduite dans l'évaluation du nombre d'arréts. En effet, le

temps global d'arrét 3 l'instant t est égal au nombre d'arrdts survenus

dang l'intervalle de temps, multiplié par la durde de chague arrét.

L'erreur introduite dans l'évaluation du nombre d'arréts &
partir de l'approche asymptotigue est, comme nous l'avons constaté, infé-
Yieure ou égale 4 1 ; on peut en déduire que l'erreur absolue introduite
par une évaluation du temps global d'arr&t par 1'approche asymptotigque doit

E&tre de 1l'ordre du temps moyen d'un arrét, soit 1/ F .

Remarque En toute rigueur, le temps global d'arrét est égal au nombre de
renouvellements dans le processus aléatoire {xz Ea l'instant
(t-%) multiplié par le temps entre renouvellements dans le pro-
cessus aléatoire {xiﬁgdéfini dans l'intervalle de temps x. Quand
X (gt, et quand les temps d'arrét sont petits devant les temps
de fonctionnement, on peut considérer comme identiques les nom—
bres de renouvellements dans le processus {xi.}et dans le pro-
cessus 4 temps fini de renouvellement qui représente le compor-

tement 4d'une structure non-redendante.
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Le tableau de la figure 2.11 donne la valeur exacte et la valeur
approchée du temps global d'arrét, obtenues respectivement & partir de
la fonction de réparxtition et de l'approche asymptotique.

L'examen de ce tableau conduit aux trois remargques suivantes

- la valeur moyenne de l'indisponibilité n'est pas la limite de con-
fiance pour un niveau de confiance de 50%, comme le pré&dit l'approche
asymptotique ; dans ce cas, l'adoption de la valeur moyenne comme
limite de confiance constitue une estimation par excds, en ce sens
qu'elle est supérieure 34 la valeur exacte de la limite de confiance.
Le niveau de confiance d'une estimation basée sur la valeur moyenne

pour les exemples &tudiés est de 1'ordre de 63%,

- pour un niveau de confiance de 95%, l'évaluation de la limite de con-
fiance d'aprés l'approche asymptotique constitue une évaluation par

défaut,

- l'erreur absolue entre la valeur exacte et la valeur approchée est

inférieure 3 1/}1 .

Les courbes de la figure 2.12 visualisent l'erreur introduite
dans 1l'évaluation de la limite de confiance de 1'indisponibilité en fonc-

tion du niveau de confiance.

II.3.3 Conclusion

Les résultats précédents permettent de constater gue lors de
1'évaluation des limites de confiance du taux d'arrét et de 1'indisponi-
bilité, l'erreur introduite par l'utilisation de 1'approche asymptotique
est plus sensible aux variations du niveau de confiance gu'aux variations

du temps d'opération,
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k:{t

NIVEAU DE CONFIANCE

50 % 95 g
3.5 32.2
1 9.09 29
-159.71 % 9.94 %
41 96
10 5 45.5 90
-10.98 % 6.25 %
87 160
10 90.9 155
-4.48 % 3.13 %
0.4 3.8
1 1.0 3.4
-150 % 10.53 %
4.5 10.65
1¢o0 5 4.95 10
~10 & 6.1 %
9.5 18
10 9.95 17
-4.74 % 5.56 %

Fegure 2.17 Comparatson entre la valeur exacte et la valeur approchde de

TEMPS GLOBAL

VALEUR EXACTE (1072)

VALEUR APPROCHEE (10-%)

ERREUR RELATIVE

la limite de confrance de 1'indisponibilité.
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Figure 2,12 Comparaiszon entre la valeur exacte et la valeur approchée de
la limite de confiance de 1'indisponibilitd - influence du
niveau de confiance.

III - EVALUATION DU TAUX D'ARRET ET DE L'INDISPONIBILITE

DES STRUCTURES REDONDANTES

Les résultats du paragraphe précédent ont mis en évidence la
non-représentativité de la valeur moyenne pour l'évaluation du taux d'arrét
et de l'indisponibilité guand le temps de défaillance est exponentiellement

distribus,

L'adjonction de la redondance a pour conségquence que 1'évdnement

"arradt" devient plus rare, ce qui rerd encore moins appropriée 1'évaluation
du taux d'arrét et de l'indisponibilité par la valeur moyenne ; le temps
d'opération nécessaire & la diminution de la dispersion autour de la valeur

moyenne est alcrs dépourvu de tout sens pratique.



.86.

Nous conduirons cette étude :

- en effectuant une comparaison entre l'évaluation basée sur la valeur
moyenne et celle basée sur la limite de confiance, afin de pouvoir

comparer les résultats obtenus,

- en utilisant l'approche asymptotique pour 1'évaluation de la limite

de confiance.
Les structures redondantes considérées ont un niveau de redondance
égal 3 1'unité, en ce sens gu'elles peuvent tolérer la défaillance d'une

unité.

ITI.1 Définition des structures redondartes

Nous considérons, dans cette étude, deux types de structures

redondantes :

- Structure redondante & réplication totale, ol l'ensemble des unités

effectuent les mémes opérations ; c'est le cas :

.de la structure redondante sélective active, gui est constituée

de deux unités, l'unité passive n'intervenant qu'en cas de 4é&-
faillance de l'unité opérationnelle,

.de la structure redondante massive, qui est constituée de trois

unités, l'information de sortie délivrée étant le résultat du

vote majoritaire effectué sur les trois unités,

- Structure redondante & réplication partielle, ou l'ensemble des unités

coopérent & l'exécution de l'opération ; c'est le cas de la structure

4 N unités, 1'unité en attente n'intervenant qu'en cas de défaillance

d'une guelcongque des N unités opérationnelles.

La mise en oceuvre des structures considérées entraine l'adjonction
des mécanismes supplémentaires nécessaires au recouvrement des fautes,

qui sont :

- les mécanismes de détection, diagnostic et reconfiguration, dans le

cas des structures redondantes sélective active et & N-unités,
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- le vote majoritaire dans le cas de la redondance massive, pour
lagquelle nous supposons gue des mécanismes de détection et diagnostic

sont ajoutés dans le but de faciliter la maintenance.

Pour les études d'évaluation, il est donc nécessaire de prendre
en compte les conséquences de l'adjonction de ces mécanismes sur le fonc-

tionnement global de la structure :

- dans les modéles proposés, le paramétre K permet de tenir compte de
l'augmentation du taux de défaillance des unités considérées par

rapport au taux de défaillance d'une unité non dotée de ces mécanismes,

- l'aptitude du systéme a recouvrir, de maniére automatique, les fautes
et & poursuivre le traitement est pris en compte par le facteur de

couverture [ BOU, 69 :I

CAUT = Probl{le traitement se poursuit sans perte essentielle

d'information / une faute s'est manifestée }

- la fraction de pannes nen recouvertes automatiquement, mais gui peuvent
&tre recouvertes manuellement par l'intervention de 1l'opérateur sans

réparation, est prise en compte par le facteur CMAN défini comme suit :

CMAN = Prob{-le traitement peut étre repris sans perte essentielle
d'information aprés intervention manuelle sans répa-

ration / une faute s'est manifestée }

Remarque La distribution des tdches dans une structure 4 N-unités limite
l'efficacité de la reconfiguration manuelle ; de ce fait, elle
n'est pas prise en compte lors de la définition du modéle marko-

vien correspondant & cette structure.

IIT.2 Définition des modéles

Deux types de politique de maintenance seront envisagés :

~- politigue de maintenance immédiate : l'équipe de maintenance doit se

rendre sur le site sans retard, a la suite d'une panne sur l'une des

unités,
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- poelitique de maintenance différée : le déplacement de 1l'éguipe de

maintenance peut &tre différé dans le temps 4 la suite d'une panne
toleérée, la ou les unité(s) en attente assurant le fonctionnement du

systéme.

La politique de maintenance immédiate est généralement adoptée
dans les systémes destinés & des applications critigques exigeant une
haute disponibilité ; les structures redondantes envisagées sont, dans
ce cas, la structure redondante sélective active et la structure redondante

massive.

Dans les applications ol les contraintes de disponibilité sont
moindres, on adopte généralement la structure & N-unités ; dans ce cas,

l'adjonction dune unité en attente

- représente un colt matériel plus faible, la proportion de matériel

supplémentaire étant de 1/N,

- permet l'adoption de la politique de maintenance différée, qui
entraine l'amélioration des caractéristiques de sfireté de fonctionnement

par rapport & celles d'un systéme non-redondant, tout en diminuant

le cofit associé & la maintenance.

Le tableau de la figure 2.13 donne, pour les structures redon-

dantes envisagées, la politique de maintenance retenue.

STRUCTURE APPLICATIONS POLITIQUE DE MAINTENANCE

- redondante sélective

ti . S = 234
active Haute disponibilité Immédiate

- redondante massive

- d N-unités Systémes commerciaux Différée

Figure 2,13 Politique de maintenance retenue pour
les structures redondantes envisagdes,
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II1.2.1 Modéle des structures redondantes sélective active et massive

Le comportement des structures redondantes sélective active et
massive est représenté par le modéle markovien donné par la figure 2.14

od les états ont les significations suivantes :
état F : les N+1 unités fonctionnement

état MI : appel & la maintenance immédiate & la suite d'une panne

couverte automatiquement par le systéme

état RECMAN : arrét du systéme a la suite d'une panne pouvant &tre
couverte manuellement ; l'opérateur peut remettre le
systéme en marche sans avoir 3 réparer l'unité défail-

lante

état A : arrét du systéme suite & une panne non couverte, ou &

une deuxiéme unité en panne

Le modéle proposé tient compte des possibilités de taux de
réparation différents aprés panne, taux qui sont rapportés au taux de

réparation, Jra d'une unité ncon-redondante.

Nous allons expliciter les raisons gui nous ont amené 3 prendre

en compte ces possibilités de taux de réparation différents :

- le paramétre MI prend en compte l'efficacité des mécanismes de détection

et de diagnostic pour l'aide & la maintenance,

- le paramétre MA prend en compte l'efficacité des mécanismes d'aide a
la maintenance lors de 1'arrét du systéme ; il faut noter que l'ensem-
ble des capacités du systéme est paralysé et ne peut, de ce fait,
étre utilisé pour l'aide & la maintenance, ce qui peut conduire a des

temps de réparation assez longs.
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MI

(N+1) . K. CAUT. & a
F
p/MI
otlf—
N
RECMAN
STRUCTURE N
Redondante sélective active 1
Redeondante massive 2

N
I

taux de défaillance de l'unité

taux de réparation

*
[

}lmz taux de remise en marche lors
d'une reconfiguration manuelle

Figure 2,14 Modéle de comportement des structures

redondantes sélective active et massive.
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I17.2.2 Modele de la structure & N-unités

Le comportement de la structure & N-unités est représenté par
le modéle markovien donné par la figure 2.15 ; les d&finitions des états

sont les suivantes :
état F : les N+1 unités fonctionnent

état DEL : délai introduit avant l'interventicn de l'équipe de main-
tenance a la suite d'une panne couverte automatiquement ;
nous considérons que ce délai est distribué exponentielle-

ment avec un taux S .

état MDIF : réparation de l'unité en panne

état A : arrét du systéme
M/MDIF
F (N+1) .CAUT.K.A DEL k) MDIF

- -

Flgure 2.15 Modéle de comportement de la structure & N-unitde
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I7T.3 Evaluation des taux d'arrdt

La limite de confiance du taux d'arrét est donnée pour les

diverses structures considérées sur les figures 2.16, 2.17 et 2.18.

Les commentaires relatifs aux résultats obtenus sont divisés en
deux parties selon gu'ils portent
- sur la comparajiscn entre les méthodes d'évaluation,

- sur l'influence des paramétres liés aux structures considérées.

IIT.3.1 Commentaires velatifs aux méthodes d'évaluation

Les courbes obtenues permettent de visualiser les différences
entre les méthodes d'évaluation en fonction de la variation du niveau de

confiance ; on peut en particulier constater que

- une variation donnée des paramétres du modéle n'induit pas une
variation identique sur la valeur moyenne et sur la limite de con-
fiance ; ceci est traduit, dans l'échelle logarithmique, par des

courbes non paralléles,

- 1'étude comparative entre deux structures est trés sensible au niveau
de confiance quand leurs performances, du point de wvue de la slireté

de fonctionnement, sont différentes.

aAfin d'argumenter ce dernier point, considérons l'amélicoration
g

du taux d'arrét obtenue par l'adjonction de la redondance ; nous prendrons
comme indice de mérite le facteur d'amélioration défini comme le rapport
entre le taux d'arrét de la structure non-redondante et celui de la struc-

ture redondante.



.93,

TAUX D'ARRET

Axt =g
1 I
1 !
| /13 /5.9/12 /‘I.B /ll /3.7 10 2.6
[,
01 [ llll’iiii;
0.03 | 1 1 I L 1 |
50 57 b4 71 78 8 92 9
NIVEAU DE CONFIANCE (2
TAUX D ARRET
Axt o
I /’/
/
1
[ 13 5.9 12 4.8 11 3.7 10 2.6
| A
I -—-—-———i
S O ey
0.1 |
0.02 ; N . . ! . !
50 57 64 71 78 8 92 99

NIVEAU DE CONFIANCE(Y)

Structure non-redondante : 1
Structure redendante sélective active :

CAUT .99 : .95
PO VNI 1.5 1 1.5
1 1 2 3 5 5
1 6 7 8 9
2
1.5 100 | n 12|13
N=1, M/A =100, cMAN=0

Figure 2.16 Limite de confiance du taur d'arrét de lq structure

redondante sélective actipe
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TAUX D ARRET
| Axt =50
/l
1
3 1 5.9 37 12 4.8 10 2.5
0.1 F
0.03 ] ! 1 1 ! ! 1

50 57 64 /1 78 85 92 59
NIVEAU DE COHFIANCE (%)

TAUX D‘ARRET
/L——’_”/’/
. .
E 1B 1 59 3.7 12 48 10 .6
> A .
e S B e S
- f———F
‘Ill!--jlll'
0.1 - )\xt =5
0.03 r 1 1 1 L ' L
50 57 BY 7 78 85 ) 99

NIVEAU DE CONFIANCE (1)

Structure non-redondante : 1
Structure redondante massive :

CAUT 1 .99
K
MA MI 1 1.5 1 1.5
1 1 2 3 4 5
1 6 7 8 9
z L
1.5 10 11 12 13

N=2 , M/A =100 , MAN=0

Figure 2.17 Iimite de confiance du taux d'arvdt de la
structure redondante massive
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10 TAUX D'ARRET

1
VALEUR MOYEMNE
0.1
0.04 ] 1 | 1 1 L 1 L !
1 2 3 4 5 5 7 8 9 10
) NOMBRE D'UNITES
TAUX D'ARRET
10

NIVEAU DE CONFIANCE = 99
Axl=5

0.2 ' ! ] ] | ! ] I 1

1 2 3 4 5 b 7 8 9 i0
NOMBRE D'UNITES

Structure non-redondante : 1

Structure & N unités :

CAUT .99 .95
MDIF
5/ 1 3 t 3
50 2 4 3 5
10 6 8 7 9
PN =100, k=1, Ma=1

Figure 2,18 Iimite de confionce du taux d'arvdt de
la structure d N-unités
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Le tableau de la figure 2.19 donne le facteur d'amélioration

pour les diverses structures ; il faut noter que les valeurs des para-

métres sont

- pour les structures redondantes, ceux correspondant & la courbe 2

des figures 2.16, 2.17 et 2.18,

- pour la structure non-redondante, ceux correspondant & la courbe 1

des figures 2.16, 2.17 et 2.18.

Niveau de confiance 99 %
FACTEUR D'AMELIORATION Moyenne
A x t =50 A xt=>5
Redendante sélective active 25,4 12,6 8,3
Redondante massive 17,4 9,6 6,6
Redondante a4 N-unités (N=10) 4,3 - 3,4

fMgure 2,19 Influence du niveau ae confiance sur le facteur d'amélioration

III1.3.8 Commentaires relatifs aux structures

Les commentaires relatifs aux structures sont réunis dans le

tableau de la figure 2.20 ; il faut cependant noter gue :

- nous avons considéré que la technique de redondance massive permet

1'oktention d'un meilleur facteur de couverture, CAUT (1,.99),

- dans l'évaluation correspondant 3 la structure sélective active, nous
n'avons pas considéré la possibilité de reconfiguration manuelle
(CMAN=0), du fait que son influence sur le taux d'arrét est négli-

geable.
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Sélective Active

(Figure 2.16)

STRUCTURE COMMENTAIRES
Influence non négligeable du temps d'opératicn
Redondante dans l'évaluation de la limite de confiance

Les paramétres dominants sont le facteur de

couverture et le paramétre K

Influence négligeable du paramétre MA

Redondante

Massive

(Figure 2.17)

Influence non négligeable du temps d'opération

La dominance du paramétre K, et en conséguence,

l'accroissement de la sensibilité au paramétre MI

Influence négligeable du paramétre MA

Redondante

4 N-unités

(Figure 2.18)

Influence du temps d'opération sur 1‘'évaluation
de la limite de confiance moins accentude quand

le nombre d'unités est grand

Le paramétre dominant est le facteur de couver-
ture quand le nombre d'unités est faible ; 1'ac-
croissement du nombre d'unités diminue son in-
fluence ; l'influence des paramétres CAUT, MDIF,

est alors comparable

L'augmentation du délai d'intervention diminue
1'influence des variations des autres paramétres

sur le taux d'arrét

Figure 2.20 Commentaires sur les résultats

des figures 2.16, 2.17 et 2.18

ILI. 4 Evaluation de 1'indisponibilité

Les résultats correspondant & 1'évaluation de la limite de con-

fiance de 1'indisponibilité pour les diverses structures redondantes

considérées sont donnés par les figures 2.21, 2.22, 2.23 et 2.24.
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INDISPONIBILITE
Xt = 5
N1VEAU DE CONFIANCE = 99 %
0.01 |
1
N . 1 . L. Nt N N
-4 -3 -2 -1
10 10 10 1-caT 10
INDISPOMIBILITE
i At - 5p
0.01¢ KIVEAU DE CONFIANCE = 99 % N=1
M/A =100 , CMAN=0
3 K1 v |15
— £ MA M '
-
3
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0.001} 1 1 3 4
4 " " PR ol . - I N R L 2
1074 1073 02 1071 1.5] 5 {6

i

0.001

P n " it

1

-4 -3 -2 -
10 10 10 1oy 07

Figure 2.21 Limite de confiance de l'indisponibilité
de la structure redondante sélective active
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Figure 2.22 Structure redondante sélective active avec

1671

prise en compte de la reconfiguration mavuelle
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Frgure 2.23 Limite de confiance de 1'indisponibilité
de la structure redondante massive
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INGISFORIBILITE
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1 2 3 q 5 5 7 8 3 s 10
INDISPONIBILITE NOMBRE D'UNI

M/A =100

K=1 , MDIF=1

4
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Figure 2,24 Limite de confiance de l'indisponibilité de
la structure redondante 4 N-unités
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De méme gue dans le paragraphe précédent, les commentaires

relatifs aux résultats obtenus sont divisés en deux parties selon qu'ils

portent sur l'aspect "méthode", ou sur l'aspect "structure”.

III. 4.1 Commentaires velatifs aux méthodes d'évaluation

Ces résultats permettent de retrouver certains comportements

déja mis en évidence lors de l'étude de la structure non-redondante :

-~ la variation des paramétres K, CAUT, MI,'R conduit &4 des variations

différentes de la valeur moyenne et de la limite de confiance,

- la variation du paramétre MA induit des variations proportionnelles

sur la valeur moyenne et la limite de confiance ; ceci peut &tre

déduit du parallélisme des courbes

.1 et 3,et 2 et 4 dans les figures 2.21 et 2.23

.1 et 5,

2 et 6, 3 et 7,et,4 et 8 dans la figure 2.24.

III. 4.2 Commentaires relatife aur structures

Les commentaires relatifs aux structures sont réunis dans le

tableau de la figure 2.25.

STRUCTURE

COMMENTAIRES

Redondante

Sélective Active

(Figure 2.21)

- Influence non négligeable du temps d'opération

dans l'évaluation basée sur la limite de confiance

- Inversion dans le comportement de l'indisponibi-
lité avec l'introduction du niveau de confiance ;
on peut constater, a partix des courbes 1,2,5,que:
.pour CAUT £ 0,99, le paramétre CAUT est domi-
nant
.pour 0,99 {CAUT {0,996, le paramétre Ma
devient dominant
.pour CAUT» 0,996, l'évaluation basée sur la
valeur moyenne montre la dominance du para-
métre K ; l'évaluation basée sur la limite

de confiance montre la dominance du paramétre

MA

Figure 2, 25(Début)Commentaires sur les résultqts

des figures 2.21, 2.22, 2.23 et 2.24
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STRUCTURE

COMMENTAIRES

Redondante
Sélective Active-
bPrise en compte de
la reconfiguration
manuelle

(Figure 2.22)

- L'introduction de la reconfiguration manuelle

diminue la sensibilité de l'indisponibilité au
paramétre CAUT ; cette décroissance est plus ac-
centuée pour l'analyse basée sur la limite de

confiance

Redondante

Massive

(Figure 2.23)

Influence non négligeable du temps d'opération

Inversion dans le comportement de 1'indisponibi-

lité avec l'introduction du niveau de confiance

on peut constater, a partir des courbes 1,2,5 que:

H

.pour CAUT £0,98, le facteur de couverture est

dominant

.pour 0,98 {CAUT {0,99, le paramétre MA devient

dominant

-pour CAUT % 0,99, l'évaluation basée sur la
valeur moyenne montre la dominance du para-
métre K ; dans l'évaluation basée sur la
limite de confiance, le paramétre MA reste

doeminant

Redondante

a4 N-unités

(Figure 2.24)

- Diminution de l'influence du temps d'opération

avec l'augmentation du nombre d'unités

- Inversion de comportement avec l'introduction

du niveau de confiance ; l'analyse des courbes
1,2,3,5 améne aux conclusions suivantes
-pour l'intervalle de temps ?.xt=5, l'analyse
basée sur la limite de confiance montre la
dominance du paramétre MA
-pour l'intervalle de temps dxt=50, le para-
métre MA devient dominant guand le nombre
d'unités est supérieur a 2
.l'analyse basée sur la valeur moyenne montre
la dominance du paramétre Ma quand le nombre

d'unités est supérieur i 6

Figure 2.85 (Fin)
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CONCLUSION

Ce chapitre a été consacré a l'évaluation du taux d'arrét et de
l'indisponibilité d'une structure non redondante et de structures redondantes,

paxr deux méthodes :

- évaluation basée uniquement sur la valeur moyenne,

- évaluation basée sur la limite de confiance
.obtention de la valeur exacte,

-utilisation de l'approche asymptotique.

Le tableau de la figure 2.26 réunit les principaux avantages et
inconvénients de l'utilisation de ces méthodes dans 1l'évaluation prévision-

nelle.

Les résuiltats portent essentiellement sur l'analyse de l'erreur
introduite par l'utilisation de l'approche asymptotique et sur la compa-
raison entre les deux méthodes d'évaluation ; ils permettent de dégager

les conclusions suivantes :

- la valeur moyenne ne peut constituer une estimation représentative
gue :
.si le nombre d'événements & mesurer sur l'intervalle de temps
considéré est assez grand,

.si le temps d'opération est guffisamment long,

- l'incertitude liée & la valeur moyenne découle principalement du fait

que les temps de défaillance sont exponentiellement distribués,

- ltaccroissement du niveau de confiance conduit & des résultats qui
sont guantitativement et gualitativement différents de ceux obtenus
a4 partir de la valeur moyenne :
.influence non négligeable du temps d'opération,
-sensibilité différente aux variations des paramétres du modéle,
pouvant dans le cas de l'indisponibilité conduire & des inversions

de comportement,
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.évaluation en valeurs absolues nettement supérieures pouvant dans

Certains cas conduire & des variations d'un ordre de grandeur par

rapport & la valeur moyenne,

- l'approche asymptotique est un bon compromis lors de la phase d'aide
4 la concepticn entre des calculs complexes permettant l'accés & la
fonction de répartition et une estimation uniquement basée sur la

valeur moyenne.

88§



CHAPITRE 3

DEFINITION D'UNE METHODE D'ANALYSE ECONOMIQUE -
APPLICATION A L'EVALUATION DES co0TsS

D'EXPLOITATION DE SYSTEMES INFORMATIQUES
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INTRODUCTION

Les ftechniques de tolérance aux fautes ont été jusqu'd présent
essentiellement utilisées dans des sytémes destinés & des applications
critiques impliquant des contraintes importantes de slreté de fonctionnement;
dans ces applications l'augmentation du colit de l'investissement induite
par la redondance se justifie par la disproportion qui existe entre la
cause d'une défaillance et ses conséquences

- vies humaines en danger dans les systémes de transport, de commande

de centrales nucléaires, ...

- lourdes pénalités économigues dans les systémes complexes de trai-
tement en temps partagé, de commutation téléphonique, de "commande-

contr8le" de systémes de production de biens et d'énergies...

Dans le cas de systémes destinds & des applications dont les spé-
cifications en slireté de fonctionnement sont moins contraignantes, les
constructeurs et les utilisateurs ont toujours hésité 3 payer les coflits
supplémentaires induits par les redondances ; cette position peut étre
expliquée par le fait que l'accroissement du cofit de l'investissement est
beaucoup plus visible en premiére analyse que les bénéfices amenés par de
meilleures caractéristiques de sfireté de fonctionnement (disponibilité,

maintenabiliteé, ...).

Il faut cependant souligner que les derniédres annfes ont vu une
évolution trés sensible de cette position qui s'explique en grande partie
par une décroissance du colit de la matiére et un accroissement trés im-

portant du cofit des interventions humaines.

D'un point de vue méthodologigue,le choix final d'une solution
devrait passer par une étude comparative entre les différentes sclutions
basée sur :

~ des critéres de performance qui se traduisent par le choix d'une

solution amenant les meilleures caractéristiques fonctionnelles telles

que : capacité de calcul, cycle instruction, ...
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- des critéres de sfireté de fonctionnement qui se traduisent par le choix

d'une solution basée sur les améliorations des caractéristiques de

la sfireté telles que : disponibilité, fiabilité,...

- des critéres économigues qui peuvent &tre répartis en deux grandes

classes :
choix basé sur les coiits pendant le cycle d'exploitation,
augmentation des profits, réduction des colits, ...
. choix basé sur les colits pendant le cycle de conception et réa-
lisation : diminution des investissements, ...
Dans la suite de ce chapitre, ces quatre critéres seront appelés

respectivement : Performances, Slreté, Bénéfices et Cofits.

L'analyse des solutions alternatives peut, suivant le domaine
d'application considéré, s'orienter vers une analyse monocritdre ou une
analyse multicritére. Le tableau de la figure 3.1 donne l'ensemble des
analyses possibles & partir de ces quatre critéres, ainsi que les ré&férences

a4 des travaux qui ont déja été publiés.

ANALYSE REFERENCES

PERFORMANCES [BRO, 75])

SURETE {1ap,757] [LaN, 77]] [ NG, 76}
BENEFICES [xum,76]1[Kay, 76][ MOR, 80 [ MOR, 81]
COUTS [ pHI, 747}

PERFORMANCES et SURETE [ cay,79]

PERFORMANCES et BENEFICES -

PERFORMANCES et COUTS -

SURETE et BENEFICES -

SURETE et CQUTS [ TIL, 77]

BENEFICES et COUTS [co'r,77_'|

PERFORMANCES et SURETE et BENEFICES -

PERFORMANCES et SURETE et COUTS -

SURETE et BENEFICES et COUTS -

PERFORMANCES et BENEFICES et CQUTS -

PERFORMANCES et SURETE et BENEFICES et COUTS -

FIGURE 3.1 Ensemble dee analyses possibles d partir des critéres

de performances, sireté, béndfices et colits
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La justification économique d'une solution tolérante aux fautes
passe par l'analyse des critéres colits et bénéfices ; elle est effectude en
deux phases :

= dans la premidre phase, il faut démontrer qu'elle constitue une solution

viable d'un point de vue économique, ce gui se traduit par 1'analyse
quantitative des béné&fices,

les résultats obtenus lors de l'analyse menée dans la phase précédente .
constituent des données pour la deuxiéme phase ol on effectue une ana-
lyse combinée entre les cofits de réalisation supplémentaires induits

par les solutions retenues et les béné&fices correspondants (analyse
collts et bénéfices).

Ce chapitre est consacré au développement et & l'application d'un
outil d'andlyse quantitative des béné&fices Permettant le déroulement de la
Premiére phase.

Il est divisé en trois grandes parties ;

- la premidre partie est consacrée a l'analyse qualitative de l'influence

de la tolérance aux fautes sur les principales composantes du cofit
pendant le cycle de vie du systéme,

- la deuxigme partie définit l'outil pProposé et fournit les expressions
mathématiques pour l'analyse guantitative des bénéfices,

- la troisiéme partie concerne l'analyse gquantitative de la réduction de
cofit apportée par la tolérance aux fautes, Les structures redondantes

considérées sont celles définies dans le deuxiéme chapitre.

I - AVALYSE QUALITATIVE DES BENEFICES APPORTES PAR IA TOLERANCE AUX FAUTES

Ce paragraphe est consacré & 1l'identification des principales
composantes représentatives du cofit pendant le cycle de vie du systéme et

& l'analyse qualitative de 1l'influence de la tolérance aux
composantes.

fautes sur ces

I.1 Les composantes du coit pendant le cycle de vie du systdme

L'analyse dec cofits d'un systéme montre qu'il faut prendre en
compte trois grandes catégories de colits :
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- le coflit d'investissement,
- le cofit de maintenance,

- le coft d'arrét,

I.1.1 lLe cotit d'investissement

Le cofit d'investissement correspond pour l'utilisateur au cofit
d'achat ou au cofit de location. Pour le fabricant, il inclut le cofit de
conception (recherche, développement, ...) et le cofit de réalisation (équi-

pement, contrdle de qualité, environnement, ...).

£.1.8 Le collt de maintenance

Une analyse des composantes du cofit de maintenance montre que

les principaux facteurs i considérer sont les frais de main d'oeuvre, le

colt d'approvisiconnement initial en unités de rechange et les coiits des

unités de rechange ; nous empruntons a[:SED 80] le tableau de la figure
3.2 qui permet de visualiser 1'impact de chacun de ces facteurs sur le

colit de maintenance.

% du coflt
Facteurs .
de maintenance
Frais de main d'oeuvre 34

Colit d'approvisionnement

initial 26
Coit des unités
de rechange 21
Formation 6
Support 5
Autres 8

FIGURE 3.2

Répartition des codts assoeids 4 la maintenance
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Nous pouvons remarquer que les frais de main d'oeuvre et les
colits des unités de rechange correspondent & plus de 50% ; la suite de ce

paragraphe sera consacrée i l'analyse de ces deux facteurs.

Les frais de main d'oeuvre sont fonction :

- du nombre d'appels & la maintenance dans le cas de la maintenance curative,
- de la fréquence des visites dans le cas de la maintenance préventive,
— du délai d'intervention de l'é&gquipe de maintenance,

- de la durée de l'interwvention.

La fréquence d'appel 3 la maintenance dépend de la fréquence d'ap-

-parition des fautes dans le cas de la maintenance curative,

Dans le cas de la maintenance préventive, la fréquence des visites
résulte d'un compromis tenant compte de la réduction des cofits, de 1'amé-

licration de la disponibilité&, ...

L'intervention a un caractére d'urgence lorsque la défaillance
d'une unité provogue l'arrdt du systéme ; dans le cas contraire, le délai
d'interventicon peut 8tre plus long du fait que le systéme continue & assurer,

de maniére dégradée ou non l'ensemble des fonctions qui lui  sont confides.

La durée de l'intervention est fonction du temps nécessaire au
déplacement de l'équipe de maintenance, du temps nécessaire a l'identifi-
cation de l'unité défaillante, & son remplacement et 3 la remise en Ffonc—

tionnement du systéme.

Le colt des unités de rechange comprend :

- le cofit d'immocbilisation qui dépend de l'importance du stock d'unités

de rechange,

- le cofit de remplacement qui dépend de la fréguence des remplacements
nécessaires 4 la réparation a la suite des pannes permanentes et du

nombre de sous-ensembles & remplacer.

I.1.3 Le cofit d'arrét

L'utilisation des systémes informatiques dans des systémes de
complexité croissante ol l'autorité qui leur est conférée est elle aussi
croissante rend les conséquences économiques de l'arrdt du systéme toujours

pius importantes.



.114.

Le colit d'arrét peut étre caractérisé par :

- les pertes de production ou le mangue a gagner ; cette composante est

essentiellement fonction du temps global d'arrét du systéme,

- les colits des incidents provoqués par ces arréts intempestifs entraf-
nant la perte de tout ou partie du systéme commandé ; cette composante

est essentiellement fonction de la frégquence d'arrét.

1.2 Analyse qualitative de 1'influence de la tolérance

aux fautes sur les composantes du cofit

Les principales décisions qui affectent le cofit d'investissement
supplémentaire amené par un systéme tolérant aux fautes concernent :

- 1l'efficacité des mécanismes de détection : la détection de la faute

dés qu'elle se manifeste augmente les possibilités de survie et de
poursuite correcte des tlches i effectuer :
- 4 la suite d'une reprise dans le cas des fautes transitoires,
. aprés avoir changé l'unité en panne par l'unité en attente dans
le cas des pannes permanentes,

. etc...

- la technique de redondance retenue : le choix entre les techniques de

redondance sélective et massive dépend du rapport entre l'augmentation
du colQt d'investissement et les bénéfices apportés par les améliora-

tions correspondantes de la slireté de fonctionnement,

- le nombre d'unités en attente : il affecte non seulement la slreté de

fonctionnement du systéme mais aussi l'organisation de la politigue
de maintenance, car le délai d'intervention de 1l'équipe de maintenance

dépend de la capacité de survie du systéme 3 la suite de fautes perma-

nentes.

La justification de l'utilisation de la tolérance aux fautes d'un
point de vue économique nécessite l'analyse de l'influence de ces facteurs
sur les bénéfices ; nous considérons par la suite que les bénéfices se
traduisent par la réduction du coflt de maintenance et d'arr&t dont les

principales composantes sont rappelées dans le tableau de la figure 3.3.
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CouT COMPOSANTES

Frais de main d'oeuvre
Maintenance

Colt des unités de rechange

Arrét Colit de l'interruption de service

FIGURE 3.3 Composantes du coflt de maintenance et d'avvdt

Une conception tolérante aux fautes peut condulre & une réduction

de ces troils composantes.

La réduction des frais de main d'oeuvre peut se concrétiser par :

- la réduction du nombre d'appels d'urgence dus a l'indisponibilité ins-
tantanée du systéme du fait gqu'un certain nombre de pannes peuvent 8tre
tolérées;comme nous l'avons indiqué dans le paragraphe précédent, le
délai d'intervention de l'équipe de maintenance dépend du caractére
d'urgence de l'appel & la suite d'une panne, ce qui améne & faire
un appel 3 la maintenance immédiate & la suite d'un appel d'urgence ;
les fautes tolérées pouvant en effet entrainer un appel i la mainte-
nance différée,

Des politiques de maintenance immédiate et différée ont été
explicitées dans le deuxidme chapitre au paragraphe III.Z2. D'un point
de vue coiit, la premiére est plus onéreuse que la seconde. On peut
expliguer cet accroissement du cofit par le fait gue l'équipe de main-
tenance ne peut pas intervenir de fagon programmée et gqu'elle doit de
ce fait, &tre disponible en permanence. Afin de montrer les majorations
du cofit de maintenance en fonction de la disponibilité de 1'équipe de
maintenance, nous donnons dans le tableau de la figure 3.4 les majo-
rations par rapport au prix de référence selon les horaires d'inter-
vention pessibles pour un cas concret (Contrat de maintenance CII-

Honeywell Bull-LAas ).
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Horaires de disponibilité
j i i Dimanche
de l'équipe de maintenance > Jours/semaine Samedi ma
8 heures ?r{x de 10 % 15 %
référence
12 heures 20 3 15 % 22 %
16 heures 40 % 20 % 30 %
20 heures 60 % 25 % 35 %
24 heures 70 % 30 % 40 %

FIGURE 3.4 Majoration du cofit de maintenance
selon les horaires d'intervention

- l& diminution de la durée d'intervention de 1'éguipe de meintenance
gui a une information sur l'unité défaillante par les mécanismes de
détection et de localisation des pannes. Dans [SED 80], il est estimé
que le diagnostic représente de l'ordre de 85% du temps de réparation.
On peut donc espérer une diminution de la durée de l'intervention

(déplacement, diagnostic et remplacement) de 1'ordre de 60%.

La réduction du cofit des unités de rechange est une conséquence

de la réduction du coiit de remplacement due & 1'augmentation des informations
données par les mécanismes de détection et de localisation qui réduisent le

nombre des sous-ensembles i remplacer et & retester.

La diminution des pertes de revenus, des colits des incidents est

une conséquence de la diminution du temps global d'arrét et du nombre d'ar—
réts pendant l'intervalle d'opération, diminution obtenue par l'adjonction

des unités redondantes.

LI - DEFINITION D'UN QUTIL POUR L'ANALYSE ECONOMIQUE DES BENEFICES

La définition d'un outil d'analyse gconomique des bénéfices néces-—
site :
- un modéle permettant la description du comportement de la structure et
la prise en compte des paramétres €conomiques qui caractérisent les

revenus et les cofits générés pendant son fonctionnement,
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- la définition de grandeurs caractéristiques permettant de comparer sous

forme quantitative les solutions alternatives.

Le modéle utilisé est basé sur le concept de la structure de re-
venu proposé par[:HOW 71], qui est particuliérement intéressant car :

- le modéle de description du comportement de la structure est compatible
avec les modeles basés sur les processus markoviens qui sont utilisés
depuis plusieurs années pour l'évaluation de la sfireté de fonctionnement
[chapitre 1, § 1],

- les revenus et les coflits sont fonction du temps de sé&jour dans les
états du modéle et du nombre de transitions, ce qul donne 3 ce modéle
une grande souplesse dans la prise en compte et la représentation des

paramétres économiques,

- il est facilement transposable sous forme de programme d'aide & la

conception.

II.1 Modéle économique défini sur le modele mavkovien : la structure

de revenu

Nous considérons un systéme dont le comportement est décrit par

un processus markovien & nombre fini d'états appartenant & l'ensemble {E}.

Chaque état est occupé durant un temps aléatoire avant gqu'une
transition ne soit effectude vers un autre &tat. La structure de revenu
Se superpose au processus markovien précédemment défini ; elle est baséde
sur les deux principes suivants :

- lorsqu'un &tat i€ Efest occoupé, un revenu est généré avec un taux r
q ¥y

- lorsqu'il y a une transition de l'état i vers l'&tat jr il y a géné-
ration 4'un revenu bij'
A titre d'exemple, considérons l'utilisation de la structure de

revenu dans l'évaluation du cofit de maintenance d'un systéme réparahle
- 51 le systéme se trouve dang l'état de réparation i, le paramétre v,
i

permet de prendre en compte les cofits horaires associés aux frais de

main d'oceuvre,
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— lors de la transition de l'état de réparation vers l'état j, le para-
métre bij permet de prendre en compte les cofits des unités de rechange

nécessaires a la réparation.

Nous donnons dans les paragraphes suivants les équations permet—
tant l'obtention de la valeur moyenne du revenu quand la structure de
revenu est définie sur un processus markovien homogéne. I.'expression
de la valeur moyenne du revenu est, dans ce cas, plus facile & exploiter
par ordinateur que celle donnée dans]ZHOW 71] pour les processus semi-

markoviens.

Beaucoup plus significative que la valeur moyenne est la limite
de confiance du revenu. Nous avons montré lors de 1'&tude menée dans le
deuxiéme chapitre que la prise en compte du niveau de confiance peut
conduire & des résultats différents de ceux obtenus 3 partir de la valeur

moyenne, non seulement en valeur absolue mais &galement en valeur relative.
Une telle analyse sort cependant du cadre de ce mémoire 7 la
complexité des expressions mathématigues permettant. 1l'accés aux limites de

confiance justifie qu'une telle analyse fasse l'objet d'une étude séparée.

{I.2 Evaluation de la valeur moyenne du revenu

Dans une analyse économigque on considére qu'il est quantitative-
ment différent d'avoir & dépenser ou 3 gagner une somme d'argent immédiate-
ment ou plus tard ; on part du principe qu'une somme d'argent & l'instant

zéro placée pour générer des intéréts vaudra plus aprés N périodes de temps.

L'évaluation de la valeur moyenne du revenu sera effectuée en
deux parties :
- dans la premiére partie, nous prenons en compte le taux d'intérét,

- dans la deuxiéme partie, nous considérons le taux d'intérét nul.
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II.2.1 Avec prise en compte du taux d'intérét

IZ.2.1.1 Définition du taux d'intérét

Soit YO une somme d'argent a l'instant 2éro ; l'approche adoptée
dans[:SHA 69:]pour l'évaiuation de la somme d'argent aprés N périodes de
temps & un taux d'intéréat de rN par période est donnée par 1l'égalité
suivante

N
= +
V4 (1 rN) ¥

N 0

Quand N est grand, nous pouvons écrire
N r..N
(L+xr)  ~e'N

solit :

Si ¥ est le taux d'intér&t par unité de temps, il en résulte
que pour un intervalle de temps t composé de N périodes avec un taux

d'intérét rN, r

y €t ¥ sont liés par la relation

rN = X t/N

Si Yt est la valeur de la somme d'argent a l'instant t, YO sera

donnée par

Cette derniére approche est proposée par‘EHOW 71] ; elle sera

utilisée dans les développements suivants.

II.2.1,2 Valeur moyenne du revenu

Soit un modéle markovien & N états sur lequel on construit la

structure de revenu définie précédemment.

La valeur moyenne du revenu généré par la structure de revenu
dans l'intervalle de temps[:O,t] est représantée par gi(t,g } ot X est le

taux d'intérédt et i l'état du modéle i l'instant initial.
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Sachant ¢u'd l'instant zéro le processus est dans 1'&tat i, nous
avons deux possibilités & 1l'instant t :
~ soit 1l'état i est encore occupé,
- soit la transition a été effectude vers 1'é&tat j, & l'instant T;

Tt 344, je (Bl

La probabilité pour que la premiére possibilité se produise est

donnée par :

Pl CD (k} =) d
JjFL J#FL f’ q“bc ) d=

Dans ce cas, le revenu généré est donné par l'expression
€ ¥
- b
fg_e dax.
L

La deuxiéme possibilité se produit avec une probabilité a; ( ).

T &t le revenu étant dans ce cas

% N
- -1%
e th;"! + ﬂi(t_rj\g) +f; L{L e doc

~ le premier terme prend en compte la valeur du revenu fixe généreé 3

l'instant ol la transition a lieu,

~ le deuxiéme terme prend en ccmpte la valeur du revenu généré dans
l'intervalle de temps t - ¥ sachant que le processus est dans 1'état

j & 1l'instant & ,
- le troisiéme terme prend en compte le revenu généré durant l'intervalle

ot l'état i est occupé.

La valeur moyenne du revenu g (s J ) est donc donnée par l'égalite

q.(€. %) = Z f q. (x,) c:l:c;[f Y. eﬁgx—d:c.] +

_i Sz -3
ZJ q. (’C’)[f i Py bi'y"e 35“-’(‘:,){)]&@:
Sous forme matricielle, nous pouvons écrire

dGc(LE'X) :—(Xﬂgi\)ﬁ(tjy),i\dﬂ (1)
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“[T\ g €St la matrice constituée des éléments diagonaux de la matrice é%h
- @& (t, ¥ ) est le vecteur dont les &léments sont gi(t, Y

i=1,2, ..., N,

—ﬂ? est un vecteur dont les éléments r, sont donnés par l'expression :

N
ry= ‘ﬂ;,/z?:.‘*?; P P
ol 'ZE représente le tempéiabyen passé dans l'état i et pij les

probabilités de transiticn de la chafne immergée.
On peut remarquer que le revenu :r:L a donc deux composantes
. yiﬁ?i qui prend en compte les revenus générés pendant le sé&jour
dans l'état i,
> pijbij qui prend en compte les revenus fixes.

L'établissement de l'équation (1) est donné dans 1'annexe E.

Obtention de la valeur asymptotique de qB(t, ¥ ) quand t tend vers l'infini

La transformée de Laplace Q}(s, X ) de Q}(t, X )} est donnée 3
partir de l'équation (1) par :

5 G (5,3)

1\

~(YE-AN)&(s,y) - %z;\d R @

solt :

G (s,¥) = is.(S"[[ﬁLXI[,i\)A (-~ ) R

Quand t tend vers l'infini, on obtient l'expression :

G|, =Qr-A (CADR o

Si l'on suppose que Y <<a'ii' Vi' ce qui est généralement véri-

fié en pratiqgue, nous pouvons utiliser l'égalité suivante :
f(y1-N)y" =2 P
0 ¥ =

Sachant que pour les processus markoviens ergodiques :

im Yy y1-Ay" = @

- O
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ol ﬂ% 0 est le vecteur des probabilités initiales
_ﬁi est le vecteur des probabilités stationnajres d'étre dans les états
du processus markovien.

De ce fait, la valeur moyenne du revenu g(t,ﬁ’) est donnée par

3(t) |, =L B AR

I1.2.2 Sans prise en compte du taux d'intdrét

l'expression

L'évaluation de la valeur meyenne du revenu sans le taux d'intérét
est effectuée i partir des expressions (1) et (2) en prenant B’ égal &

zéro, d'ol :

2ELE) L AG() - AR -

G(s) = L(sx- )Y (CAOR

Quand t tend vers l'infini, la valeur asymptotigue du revenu est donnée par:

a(t)’ :@(ﬁi\d)m.t (6)

L —» oo
ou @- est le vecteur des probabilités stationnaires d'8tre dans les é&tats

du processus markovien.

Cette derniére expression a une interprétation assez simple
la valeur moyenne du revenu généré, guand le temps d'opération est assez
grand, correspond 4 la somme, sur tous les é&tats, du nombre moyen de
passages dans chague état i multiplié par le revenu r, généré a chague

passage.

L1.3 Définition des grandeurs caractéristiques de comparaison

Les grandeurs de comparaison sont définies selon 1'analyse des
bénéfices, orientée vers :
~ 1l'augmentation de profit,

- la réduction des colts pendant le cycle d'exploitation.

Scient PO(T), CO(T) et Pl(T)’ Cl(T) les profits et les cofits

générés respectivement par les structures S0 et S1 dans l'intervalle de

temps de durée T.
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L'augmentation relative du bénéfice apporté par la structure S1

par rapport & S  se traduit par :

4]
- l'augmentation relative du profit, donnée par le coefficient 4'aug-

mentation CAP

CAP =[P1(T) = Py(m ] / Py(m

- la réduction relative du cofit, donnée par le coefficient de ré&duction

CRC

CRC =[c0('r) - Cl(T)] / Cy(T)

L'évaluation des profits et des cofits pendant le cycle d'exploi-
tation nécessite la résolution numérique des égquations (1) ou (4) selon

que l'on tilent compte ou non des taux d'intérét.

Dans le cas de structures pour lesquelles les probabilités d'&tre
dans les différents états du modéle markovien tendent rapidement vers les
valeurs stationnaires, il est envisageable d'utiliser les résultats asymp-
totiques donnés par les expressions (3), (4) et (6), plus faciles & traiter.
Il est intéressant de noter gu'avec cette hypothése de stationnarité, les
coefficients définis précédemment deviennent des grandeurs indépendantes

du temps, et de plus, indépendantes du taux d'intérét lorsque ¥(<<Rii' kfi.

1I.4 Le programme d'analyse des bénéfices

Le programme d'analyse des bénéfices que nous avons réalisé permet
de calculer les coefficients CRC et CAP, et offre & l'utilisateur la possi-
bilité d'effectuer une étude de sensibilité par rapport aux paramétres du
modéle. La valeur moyenne du revenu généré par le modéle est calculée en

supposant que le processus markovien est stationnaire.

Les données nécessaires en entrée du programme sont :
- la matrice des taux de transition [N ,

- les matrices des revenus yi et bij' nécessaires & la détermination de r..
i

L'étude de sensibilité Se CRC et de CAP aux paramétres du modéle

est conduite en deux étapes :
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- premiere &tape : le CRC (CAP) est calculé pour un ensemble de valeurs

de paramétres fournies par l'utilisateur. Le CRC.(CAP) calculé dans

cette étape sera appelé CRC de référence (CAP de référence),

- Geuxiéme étape : l'utilisateur définit les paramétres qu'il souhaite

faire varier. Pendant la variation d'un paramétre, les autres conser-

vent les valeurs du CRC de référence {caP de référence).

IIT - ANALYSE QUANTITATIVE DES BENEFICES APPORTES PAR LA TOLERANCE AUX FAUTES

Les arguments présentés dans le paragraphe I sont essentiellement
qualitatifs et de ce fait insuffisants pour convaincre les fabricants et
les utilisateurs de 1l'intér&t économique d'une conception tolérante aux

fautes.

bans ce paragraphe, nous nous intéressons & quantifier 1‘'impact
d'une solution tolérante aux fautes sur la réduction des cofits de mainte-

nance et d'arrét.

Les structures tolérantes aux fautes considérées sont celles

définies au paragraphe III du deuxiéme chapitre.

III.1 Définition des paramétres représentatifs des cofits

L'analyse des principales composantes du cofit effectude au para-
graphe I conduit & la définition des paramétres suivants pour l'évaluation

des colits de maintenance et d'arrét.

les frais de main d'oeuvre

Ils sont pris en compte par :

- le paramétre YI qui représente le cofit par unité de temps de la poli-

tigue de maintenance immédiate,

- le paramétre YD qui représente le coflit par unité de temps de la poli-

tique de maintenance différée.

La relation entre les valeurs respectives de ces deux paramétres

t donné ltinégalite Y Y .
es ge par inégalité T > D
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Il est pris en compte :

- dans le cas de la structure non redondante, par le paramétre b,

- dans le cas des structures redondantes, par deux paramétres correspon-
dant & deux possibilités de réparation :

. la réparation est effectuée pendant gue la structure est en é&tat
de fonctionnement ; le cofit de remplacement rapporté au para-
métre b est, dans ce cas, RM.b,

. la structure est en arrét ; le cofit de remplacement rapporté

au paramétre b est, dans ce cas, RA.b.

Le fait que les unités opérationnelles peuvent, & la suite d'une
panne tolérée, &tre utilisées pour l'aide au diagnostic, conduit & faire
Cette différence au niveau du codt de remplacement selon que la structure

est en fonctionnement ou en arrét.

Les paramétres RM et RA prennent en compte l'efficacité de la
détection et de la localisation qui permet de réduire le nombre de sous-

ensembles & remplacer.

Le cofit d'arrét

Le colit d'arrét de service par unité de temps est pris en compte

par le paramétre YA'

Plutét que d'associer des valeurs absolues aux paramétres définis

ci-dessus, nous avons préféré définir des facteurs représentant les rapports

suivants
YI/YD - rapport entre le cofit horaire de la maintenance immédiate et
de la maintenance différée.
YA/YI — rapport entre le cofit horaire de l'arr&t et de la maintenance

immédiate.

P=YI/F'b - rapport entre le cofit horaire de la maintenance immédiate et
le cofit horaire de remplacement d'un systéme non redondant

{ F représente le taux de réparation de 1'unité).
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Cette approche présente les avantages suivants :
~ on n'utilise que des valeurs relatives,
-~ les domaines d'application peuvent &tre variés selon les valeurs du

a .
rapport YA/YI

Une évaluation du facteur P pour les systémes commerciaux peut
étre trouvée dans la littérature ; selon les estimations données en [SED,BO]
P=1.6, d'apreés [PHI,?B, tableau é] pour des estimations faites en 1978,
P=2.1 pour les salaires charges non comprises, et P=9.5 pour les salaires
charges comprises. Dans le futur, on peut s'attendre & une augmentation
du facteur P ; les données indiquées en [PHI,74t]et [PHI,?B]_pour les années
1970 et 1978 montrent gque les salaires ont doublé tandis gue les collts des

unités de rechange sont restés inchangés.

Les composantes du colit peuvent étre exprimées & partir des para-

métres définis précédemment :

YI = P.f;.b
YA = (YA/YI).P. ]u.b
YD = (YD/YI).P.}A .b

Le paramétre b apparaissant comme facteur multiplicatif des compo-
santes du coflt, 11 devient facteur commun dans l'expression du coefficient
de réduction de colit. De ce fait, les composantes relatives P'YI/YD' YA/Y

sont suffisantes pour la détermination du CRC.

Le tableau de la figure 3.5 résume l'ensemble des paramétres uti-
lisés pour caractériser la structure de revenu et les modéles markoviens

des structures redondantes considérées.

II1.2 Influence du cofit d'arrét sur la réduction de cofit

L'influence du colt d'arrét sur la réduction du coflt apportée par

une solution tolérante aux fautes dépend du rapport YA/YI.
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Paramétres relatifs Définition
1/ & temps moyen de fonctionnement de 1'unité
1/ . temps moyen de réparation de l'unité
1/}1m temps moyen nécessaire & la reconfiguration manuelle
MDIF, MT prennent en compte respectivement l'accroissement du
aux temps de réparation de la politigue de maintenance
différée et immédiate
Modéles MA prend en compte l'accroissement du temps d'arrét pour
les structures redondantes
Markoviens . .
CAUT proportion des fautes couvertes automatiquement
CMAN proportion des fautes couvertes manuellement
K prend en compte l'augmentation du taux de défaillance
de l'unité
N nombre d'unités
YA/YI rapport entre le cofit d'arrét et le colit de maintenance
immédiate
YI/YD rapport entre le colt de maintenance immédiate et le
aux coit de maintenance différée
P=YI/}L.b facteur P
Structures de ' . "
RM prend en compte l'augmentation du colit de remplacement
guand la structure redondante est opérationnelle
Revenu
RA prend en compte l'augmentation du colit de remplacement
quand la structure redondante est en arrét
b colt moyen de remplacement
FIGURE 2.5 Paramétres utilisés dane les medéles markoviens

et dans les structures de revenu
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Nous allons donc effectuer une analyse de sensibilité au rapport

YA/YI afin de dégager les principaux aspects & considérer.

Nous considérons tout d'abord l'évaluation du coefficient de
réduction de cofit CRC défini entre la structure redondante sélective
active avec politique de maintenance immédiate et une structure non redon-

dante,

Le modéle markovien de ces structureg et la structure de revenu
superposée & ce modéle sont donnés par la figure 3.6 ou :
- les coflits donnés sur les états correspondent aux composantes

générées pendant que l'état est occupé,

- les cofits donnés sur les transitions correspondent aux composantes

fixes générées au moment de la transition.

Pour conduire l'analyse de sensibilité du CRC aux paramétres du
modéle, nous avons retenu l'approche suivante
- les valeurs du CRC de référence utilisées correspondent & ceux d'un
systéme idéal & haut niveau de performances. De ce fait, si le CRC est
dans ce cas sensible aux variations d'un paramétre, il sera encore
plus sensible aux variations du méme paramétre si les valeurs du CRC

-

de référence correspondent 4 un systéme réel, et donc moins performant,

- nous considérons gue } << ajjf!¢i' Cette hypothése est réaliste du
fait que :
. le taux d'intérét est inférieur 3 30% par an,
. le taux de défaillance des systémes digitaux actuels est compris

dans ltintervalle [lo—z/heure, 10_4/heure:].

De ce fait, comme indigqué dans le paragraphe II.3, le CRC devient

indépendant du taux d'intérét.

IIr.2.1 Structure redondante sélective active (N=1)

La réduction de coilit apportée par une structure redondante sélec-

tive active en fonction du rapport YA/YI est donnée sur la figure 3.7.
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Pour obtenir ces résultats, nous avons supposé que la probabilité de

reconfiguration manuelle & la suite d'une panne est nulle, CMAN=0 et nous

avons fait wvarier les paramétres CA,MI, K et MA.

Ces résultats aménent les conclusions suivantes

- quand YA/YIrU 1, la valeur du CRC est donnée principalement par les

probabilités d'occupation des &tats de maintenance. L'étude de l'in-

fluence du paramétre MI met en évidence que la réduction de collt ne

peut &tre envisag@e dans ce cas que par la réduction du cofit de la

maintenance généré pendant l'occupation de 1'état MI. Une telle ré-

duction peut &tre obtenue

99

o

69

EE]

38

23

par la réduction du temps moyen de réparation & la suite d'une
panne tolérée, les mécanismes de détection pouvant &tre utilisés
pour identifier rapidement l'unité en panne et de ce fait réduire
le temps de diagnostic,

par la diminution du cofit horaire de la maintenance, ce qui

conduit 3 envisager l'adoption de la politique de maintenance

différée.
A cre s 2 3

b

L ‘S
CRC DE REFERENCE 1
MA = 2 2
MB = 2,5 3
CAUT = ,95 4
CARUT = ,90 5
K =1,5 [
K =2 7
ML =1 8
YA/Y1

13 * * 15 + t———t s J

CRC DE REFERENCE

A
=

= 10_3/heure CAUT = 1 RM = 1
= _25/heure CMAN 0 kA =1
K =1 = 4
MI =.3
MA = 1

Flgure 3.7 Réduction de colit apportée par la redondance

sélective active — politique de maintenance Trmédiate
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La politique de maintenance différée sera envisagée au paragraphe
IIT.3.

-~ Quand YA/YI >»> 1, le facteur de couverture, CAUT est le paramétre domi-
nant, le CR &tant dnsensible aux autres paramétres. Ce résultat s'ex-
pligue car la valeur du CRC estdépendante principalement des probabi-
lités que les structures soient dans leg &tats défaillants, c'est-a-
dire de l'indisponibilité des structures. L'influence importante du
facteur de couverture sur l'indisponibilité a déja &été montrée en

[ARN,73], et ces résultats viennent le confirmer.

Afin d'aralyser l'influence de l'amélioration du facteur de cou—

verture sur le CRC, considérons les possibilités suivantes :
— prise en compte de la reconfiguration manuelle dans une structure re-
dondante sélective active. Comme nous l'avons exposé dans le deuxiéme
chapitre (paragraphe II1I.1), la reconfiguration manuelle donne 4 l'o-

pérateur la possibilité de trouver une configuration opérationnelle et

de remettre le systéme en marche sans réparation,

utilisation de la redondance massive dans lagquelle la tolérance aux
fautes est assurée par un organe de vote majoritaire ; la simplification
des mécanismes de détection, la suppression des mécanismes de commuta-

tion peuvent contribuer & une amélioration du facteur de couverture,

Ces deux points vont étre analysés dans les deux paragraphes

suivants.

{LL1.2.1.1 Bénéfrces apportds_par la reconfiguration manuelle

L'analyse de bénéfice est effectude a partir de 1'évaluaticn du
CRC d'une structure dotée de la capacité de reconfiguration manuelle en

comparaison d'une structure ne possédant pas cette capacité (CMAN=0).

Le temps moyen passd dans l'état RECMAN correspond au temps néceg-—
sailre pour trouver une configuration opérationnelle permettant de remettre
le systeme en warche. Nous considérons dans cette analyse, que le paramétre

Py @ ane valeur dgale & 1/heure [ROH,?EJ.
i
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Les courbes de la figure 3.8 permettent de visualiser la variation

du CRC avec le paramétre CMAN.
On voit que la reconfiguration manuelle constitue une solution

efficace quand YA>>Y& ; son faible cofit de réalisation rend envisageable

son incorporation dans la structure sélective active.

1T r

CRC DE REFERENCE 1

58
YA/YI - 10 2

YJ\/YI - 100 3

Y}\/YI = 1 000

CRC DE REFERENCE

A = 10_3/heure CAUT = .95 RM = 1
K =1 Ra =1

}L = .25/heure M = .3 b = 4
1/heure MA = 1 YA/YI = 1

oF

Figure 3.8 Bénéfices apportés par la reconfiguration manuelle
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Afin d'analyser 1'influence sur le CRC de l'amélioration du facteur
de couverture obtenue par l'utilisation de la structure redondante masgive,
nous donnons & la figure 3.9 l'évaluation du CRC d'une structure redondante

massive par rapport & une structure redondante sélective active.
S5i la redondance massive n'est pas envisageable pour YA/YI £ 10,

l'amélioration apportée sur le facteur de couverture la rend économiquement

viable pour YA >y YI .

Lo .

80

67

53

¥k ©RC DE REFERENCE 1
5 ¥ /v, - 10 2

\'A/YI = 100 k]
12 Y,/ = 1000 4

-2

-0 e 1

’
«4) 5
CRC DE REFERENCE REDONDANCE
A = 1073 /heure MASS IVE SELECTIVE ACTIVE
}L = ,25 /heure CRUT=1 CAUT=.95
CMAN=0 /b(.m =1/heure

K = 1 RM = 1

MI = .3 RA = 1

MA = 1 P =4, YA/YI = 1

Figure 3.9 Réduction de cofit apportée par la redondance
' maseive par rapport & la redondance sélective actrve
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I1I. 3 Réduction du coilt de maintenaice

bans le paragraphe précédent nous avons montré que, dans le cas
ou les paramétres YA et YI ont le méme ordre de grandeur, la maintenabilité
a4 une grande importance dans la réduction du cofit. Cet aspect se traduit au
niveau de la conception des systémes tolérants aux fautes, par les points
suivants :
- des mécanismes d'aide & la maintenance doivent &tre incorporés au
systéme de mani&re & réduire le temps moyen de réparation et le nombre

d'unités & remplacer et a retester [SED,BO],

- l'intreduction de la redondance doit permettre, a4 la suite d'une panne
tolérée, l'adoption d'une pelitigue de maintenance plus souple et moins

coliteuse.

Etant donné la faible valeur du rapport YA/YI, il n'est pas envi-
sageable d'adopter des techniques de redondance entrainant une importante
augmentation matérielle, comme par exemple, la redondance massive. Pour les
systémes dont le fonctionnement est assuré par un ensemble d'unités iden-
tiques, l'adjonction d'une unité d'attente devient moins cofiteuse et de ce
fait envisageable quand YA/YI "u 1. Nous consacrons ce paragraphe & 1'ana-
lyse de la réduction du cofit de maintenance due & 1'adjonction d'une unité

d'attente A4 un systéme non redendant constitué de N unités actives.

Le systéme non redondant est constitué de N unités actives sans
possibilité de dégradation progressive des performances :
- les N unités sont utilisées pour l'exécution des taches,

- la panne d'une unité entraine 1'arrét total du systéme.

La figure 3.10 donne les modéles markoviens et les structures de
revenu superposées aux modéles. Ie modéle markovien de la structure redon-

dante & N unités a été donné dans le deuxiéme chapitre (paragraphe TIITI.1).

Pour conduire l'analyse de sensibilité du CRC aux paramétres du
modéle, nous avons retenu la méme approche que celle adoptée au paragraphe

précédent :
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- les valeurs de référence utilisées correspondent & un systéme idéal

a haut niveau de performances,

- le taux d'intérét ¥ <<?\ii, *fi-

Le CRC est déterminé en fonction de N, N étant le nombre minimal
d'unités nécessaires & l'exé&cution des téAches. Les figures 3.11 et 3.12
montrent l'influence des paramétres sur le CRC :
- on note la grande sensibilité du CRC par rapport aux paramétres RM et
K. Ce résultat met en évidence 1'importance qui doit &tre accordée,
lors de la phase de conception, aux sous-ensembles permettant de lo-
caliser les unités en panne. Il faut noter que l'utilisation de cir-
cuits VLSI doit permettre de réaliser les fonctions nécessaires a la
tolérance aux fautes sans augmenter de fagon significative le taux de

panne de 1'unité [ SED,B80, CAR 77].
ACRC'!

I
[:22]
62
57
52

a7

42 r CRC DE REFERENCE 1
MDIF = 1 7
® |
CAUT = ,895 3
kb cAUT = ,90 4
RM = ] 5
2 r RM = 1,5 6
23 L 1 1 L 1 5 1 M \ ’
1 2 3 4 5 3 7 P 9 10
NOMBRE D'UNITES
CRC DE REFERENCE
-3
A_ = 10 “/heure CAUT = 1 RM = .5
K =1 RA = 1
/L = ,25 /heure MDIF = .1 B = 1.5
ér =,025/heure MAE = 1 YD/YI = .1

YA/YI

1

Figure 3.11 Systéme N-unités - Réduction de cofit apportée
par l'adjonction d'une unité d'attente



n

&4

58

51

44
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31

24
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- CRC DE RREEERENCE 1
BA = 2 2
RA = 2,5 k]

HA =2 4

KA = 2,5 5

K= 1,5 []

NOMBRE D' UNITES
CRC DE REFERENCE

= 10_3/heure CAUT = 1 RM = .5
K=1 RA = 1
= . h
/M 25 /heure MDIF = .1 P = 1.5
gﬂ =,025 /heure MA = 1 ¥YD/YI = .1
YA/YT = 1

Figure 3.13 Systéme N-unitds - Réduction de coiit apportée

par L'adjonction d'une wnité d'attente

on voit gu'il y a un nombre optimum d'unités qui permet de maximiser
le CRC ; ce résultat peut s'expliquer par le fait que l'adjonction de
l'unité en attente 1) augmente le nombre des interventico de main-
tenance lorsque le nombre d'unités fonctionnelles N est faible,
2) augmente l'indisponibi® _é du systéme lorsque

N est grand. Cela expligue aussi l'allure des courbes des figqures 3.11
et 3.12

la figure 3.11 montre que le CRC est plus sensibite aux paramétrec

liés aux états de maintenance, MDIF et RM, quand N est faible,

. la figure 3.12 montre que la sensibilité du CRC aux paramétres

RA, MA est plus accentuée pour N grand.



plus efficace dans la réduction du codt de maintenance que le facteur P
prend des valeurs élevées. Comme nous l'avons mentionné au paragraphe III.1
le facteur P est amené 3 croitre, ce gqui permet d'affirmer gque la tolérance

aux fautes est une solution intéressante pour les systémes futurs.

57

48

14

La figure 3.13 montre que la tolérance aux fautes est d'autant
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I CR” DE REFERENCE

L 1

CRC DE REFERENCE
7{_ = 10—3/heure
/U' .25 /heure
é; .025/heure

CAUT

MDIF

It

9 10
NOMBRE D'UNITES

RM = .5
RA
P =1.5
YD/YI = .1
YA/YT = 1

it

Figure $.13 Syetéme N-unités -~ Réduction de coiit apportée
par L'adijonction d'unme unitéd d'attente

r
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IV = CONCLUSION

Nous avons présenté une méthode pour l'analyse &conomique des
bénéfices. Cette méthode permet de prendre en compte les principaux para-
métres économigues qui sont introduits dans le modéle markovien quil repré-
sente le comportement de la structure, fournissant ainsi des résultats quan-
titatifs qui viennent en support de la décision de choix entre les différents

systémes envisageables.

Cette méthode présente, & notre avis, les avantages suivants :
- elle a un large spectre d'application dans les modélisations prenant

en compte les aspects économigues et la slireté de fonctionnement des

systémes,

—~ elle utilise les résultats précédemment obtenus sur 1'é&valuation de la
sUreté par des méthodes markoviennes, la structure de revenu &tant

superposée au modéle markovien,

- une grande variété de grandeurs peut étre définie, amenant une con-

naissance plus fine du comportement du systéme,

elle peut &tre facilement automatisée sous forme d'un programme d'or-

dinateur,

L'application de la méthode & l'analyse des bénéfices (réduction
de colt) amenés par la tolérance aux fautes, a fourni des résultats quan-

titatifs qui permettent d'arriver aux conclusions suivantes :

les colits réduits de maintenance peuvent. &tre obtenus avec des tech-
nigques de tolérance aux fautes, a condition gqu'une attention parti-
culiére soit apportée & certaines fonctions qui correspondent aux

paramétres critiques qui ont été déterminés lors de 1'étude de sensi-

bilite,

- l'idée générale que la tolérance aux fautes augmente le colt de main-
tenance est tout & fait injustifiée. Nous avons mentré, par exemple,
que les fonctions ajoutédes, telles que la fonction de détection qui

permet de réduire le nombre de sous-ensembles 3 remplacer peuvent

conduire 4 une importante &conomie dans le colt de maintenance,

- il est tout & fait justifié d'envisager d'obtenir des systémes nlus
slrs avec des techniques de tolérance aux fautes gui conduiront a

des colts plus faibles.

58§
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Les résultats exposés dans ce mémoire peuvent &tre regroupés

en deux catégories selon qu'ils portent :

- sur l'introduction du niveau de confiance dans les &tudes de prévision

de la siireté de fonctionnement,

- sur la définition d'une méthode d'analyse économique des cofits pendant

le cycle d'exploitation du systéme.

En ce qui concerne l'introduction du niveau de confiance, les
résultats obtenus peuvent &tre classés en deux catégories
- résultats relatifs aux méthodes d'svaluation des grandeurs caractéris-

tigues de la stireté de fonctionnement,

- résultats relatifs 3 l'application des résultats précédents & l'Svalua-

tion des systémes informatiques,

- évaluation basée sur la valeur moyenne,

- évaluation basée sur la limite de confiance.

Nous avons tout d'abord montré que ces grandeurs peuvent &tre
exprimées & partir des variables aléatoires qui représentent le nombre

de transitions entre les états que peut prendre le systéme, et le temps de

Séjour dans un sous-—-ensemble d'états.

Les résultats fondamentaux relatifs & 1'évaluation des limites
de confiance des variables aléatoires qui représentent la fréquence et la
durée d'un événement aléatoire découlent de la théorie du renouvellement ;
notre étude a consisté i généraliser ces résultats 4 un processus markovien
a N-états ; les résultats que nous avons obtenus ont conduit
- 4 l'établissement des expressions mathéwatiques permettant 1l'accés de

maniére systématigue aux limites de confiance :
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.de maniére exacte & partir de la fonction de répartition ; les
expressions s'avérent cependant assez complexes, ce gui te une

grande partie de l'intérét de cette méthode sur le plan pratique,

.de maniére approchée en utilisant l'approche asymptotique quand
le temps tend vers l'infini ; les expressions sont,dans ce cas,
simples, la complexité supplémentaire de calcul induite par

rapport & l'évaluation de la valeur moyenne n'étant pas importante.

- au développement de programmes permettant la résolution automatique

des expressions précédentes.

Les résultats obtenus & partir de l'application de ces méthodes
& l'évaluation du taux d'arrét et de l'indisponibilité des structures non-
redondantes et redondantes ont montré l'importance de la prise en compte
du niveau de confiance dans 1l'évaluation prévisionnelle ; ces résultats
peuvent &tre résumés par les points suivants :
- lt'introduction du niveau de confiance conduit & des résultats gui sont
quantitativement et qualitativement différents de ceux obtenus i partir

de la valeur moyenne,

- cette différence découle principalement du fait que les temps de défail-
lance sont exponentiellement distribués, hypothése qui est couramment

retenue pour les systémes informatiques,

- 1l'approche asymptotique est un bon compromis lors de la phase draide
a la conception entre des calculs complexes permettant l'accés i la
fonction de répartition et une estimation ponctuelle uniquement basée

sur la valeur moyenne,

Les études que nous avons présentées sont susceptibles de déve-
loppement sur les deux plans suivants
- application : 1l'application des résultats cobtenus permet 1l'évaluation

des structures & dégradation progressive de performance. (Ces struc-

tures connaissent actuellement un grand développement),

- méthode : l'extension des résultats exposés doit permettre la prise

en compte des lois non-~expcnentielles (utilisation de la méthode des

états fictifs par exemple).
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En ce qui concerne l'analyse économigue, notre contribution a
principalement porté sur deux points
- développement des expressions de la structure de revenu proposdoe

par Howard pour les processus markoviens homogénes,

- définition d'une méthode d‘'analyse économique des colits induits

pendant le cycle d'exploitation du systéme.

La détermination de la valeur moyenne du revenu généré par la
structure de revenu superposée au modéle markovien a conduit a 1'établis-
sement :

- de l'équation différentielle permettant l'accés a la valeur moyenne

du revenu,

~ des expressions simplifides :
.quand le temps tend vers l'infini,

-quand le taux d'intérét est petit devant les taux de transition.

La démarche suivie pour la définition d'une méthode d*analyse
économique a été identique & celle généralement utilisée pour l'évaluation
des systémes complexes ; elle comprend

- l'identification des principales composantes & prendre en compte,

- la définition des grandeurs caractéristiques et le développement

des outils automatisés d'aide & la conception,

- des analyses de sensibilité permettant de dégager les facteurs dominants.

L'application de la méthode & l'analyse de la réduction de coit

amenée par la tolérance aux fautes a fourni des résultats guantitatifs
qui ont permis de tirer les conclusions suivantes
- l'idée générale que la tolérance aux fautes augmente le cofit d'ex—
ploitation est tout & fait injustifiée. Nous avons montré, par exemple,
que les fonctions ajoutées, telles que les fonctions de détection et
diagnostic, peuvent conduire & une importante économie dans le colit

de maintenance,
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- il est tout a fait justifié d'envisager d'obtenir des systémes plus
slirs avec des techniques de tolérance aux fautes qui conduiront a des

colts d'exploitation plus faibles.

Les voies qui s'ouvrent & l'extension de 1'étude économique
concernent :
- la prise en compte du colt d'approvisionnement initial des piéces de
rechange gui, conjointement aux colits de remplacement et les frais de

main d'oeuvre, correspondent & plus de 90% du cofit de maintenance,

- l'établissenent des expressions permettant l'accés a la limite de
confiance gui donne au concepteur le moyen d'effectuer des évaluations

plus représentatives que s'il considére uniquement la valeur moyenne.

588
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ANNEXE A

Démonstration de 1l'égalité

(a0 en} =l ymi, o1} (1)

Soient di et di_ les variables aléatoires qui représentent les
temps de séjour dans les états ZO et Z1 & l'instant t et soit 1l'é&tat ZO,

1'état du processus & l'instant initial.
L'approche suivie est inspirée de celle proposée en [MUT,68] .

Nous considérons les processus ILXE }et {xi }qui ont été définis
dans le premier chapitre (paragraphe II.3.1} et nous introduisons les proces-
sus suivants

Ng &1
E)o(tj> _ Z x; . lorsque N
k=1
Ny

4
§ o (2)

-

Z DCL ¢ lorsque N‘:j>o
B/‘(tj) = J k=1

) : dans le cas contraire

(32)

La figure Al donne une représentation de l'evolution de ces deux

processus
b sl + 80 ()
_________ | !
' | l
1 ! 0 | |
2 [ *9 i I
1 T ' 0 I I
1
x2 i i| :x:1 II |
} — . ! Ll
— t I } f
0 0 1 1
X] X2 X2 X2

rigure A1
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L'instant t od le processus & 2Z-états ZO et 2

respond & la somme des temps de séjour passé en ZO et 2

1

Nous allons montrer tout 4'abord gue

0 0 1
{dtgx}:{uxzutm}cJF 1}
Nous avons l'identité suiwvante

{digx} s {Boty)gxg

0
Sachant que t = y + B (y)
ot ¥y est le temps de séjour dans l'état 2

1

a l'instant t

1"

est cbserve,

(4)

A partir de la définition 3de Bo(y), on peut écrire

N1+4

{Ec(uj)gx}={§_;x; < x.} :{So

Ng+1

Sachant que
0 0

{ 5, ¢ t} {Nt y n }
Nous avons l'égalité

U, - {0 o 1
Y

¢ =}

, 0 < .
si {dt < x} nous avons, d'aprés l'égalité (4), yz_t—x

En fonction de la monotonicité croissante de N1

écrire

1 1
Y ) tox : Ny > Nt—x

ol

Pt
o
D
78N
x
S
r—A——\
=2
% O
W
2
t —
|
kS
+
—
e~

cor-

avec y on peut
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Pour prouver l'égalité (!}, il nous faut maintenant montrer gque
0 1 ~ : 0
iNx >/Nt-x+ 1} {dt éx}

Nous avons

o 1 (0 (.0,
{Nszt—x"Ll} _{SNt_X+1$X}_{B(tX)$X}

Sachant gque
t = BO (t-x)} + Bl(x)

ol X est le temps de séjour dans 1l'état ZO 4 l'instant t

d'ou

{Bo(t—x) £ x&:>{81(x) > t—x}

sachant que t = x + Bl(x)

{Bl(x) )th} = {di_ 7t—x]]

De 1'égalité

on peut tirer

{dé )t—x}j{dg < x}

0 1 0
{Nx >/Nt—x+1}:>{dt éx}
La démonstration de 1'égalité

1 _ 1 0
Lar <=} = [ yme}
est effectuée suivant une démarche identique & celle utilisée dans la démons-

tration précédente.
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ANNEXE B

Démonstration de la proposition-8

L'ensemble des transitions {T} est divisé en deux sous—ensembles

disjointg {TO} et {T&.

La probabilité vil {n 3 t+ At)pour que le nombre de transitions
du type -1 s'étant produit dans l'intervalle de temps[ G, t+ At_] soit égal
4 n, sachant que le processus était dans 1'état i a l'instant initial, est

donnée par l'expression :

4 N 4
Vi(mEwAE) = 3T AL AR Ly (no4,E)
k=4

™
V:(n‘t)tl‘ - Z (A?.Q + A,‘Lk) At ‘_\
k=14

kg

Le premier terme prend en compte la possibilité gue la transition

vers un autre état a partir de l'état initial i, socit du type -1 ; dans ce

cas, il suffit d'avoir {n-1) transitions du type -1 dans le temps t qui reste.

Les deux termes suivants correspondent respectivement & la pos-
sibilité gque la premiére transition seit du type-0 et qu'il n'y ait pas de

transition dans 1l'intervalie [ 0, A t] .
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D'aprés la notation utilisée dans le premier chapitre (paragraphe

I11.2)
N
o Q A A _
?\LL: - Z (P‘LR“L luk)) ?“Li. =0
k=1
k4L
In faisant tendre At vers zéro, nous avons :
A N 1 N
d k = 4 4 ¢
A /e T e A ()
=1 k=4

s0it sous forme matricielle -

AV (n6) fdE = AW o) ALV (kY
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ANNEXE C

Démonstration de la proposition-11

Définitions
Nous considérons que l'ensemble des transitions {T} est divisé en

quatre sous-ensembles disjoints définis comme suit (figure C1)

(700}

o)

Figure C1

T } : l'ensemble des transitions entre les états appartenant

respectivement aux sous-engembles Z. et Z

0] I
{T01§ . {Tlog : l'ensemble des transitions de passage d'un état appartenant

az. , 2

0 a4 un état appartenant & Z,, Z

1! 1 0°

Les partitions de la matrice des taux de transition /A= {A JE
1

et de la matrice des probabilités de la chalne 1mmergee[P{p 375 . p -1,
en tenant compte des sous-— ensembles{ OO} {T } { 10} et{ 11% sont

indiquées ci-aprés
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e Q 1 PR
Nous considérons les processus {x }et {xn kcomme définis dang
n

le premier chapitre (paragraphe I11I1.3.1)

- le processus {xo }pour legquel les temps de séjour dans les états i ezl
n
sont nuls, ce qui revient & considérer que les passages dans les états
i € 7, sont instantanés ; un renouvellement a iieu dans le processus

1
{xg‘}chaque fois qu'une transition appartenant a l'ensembles;T01k & lieu,

- le processus {xi %pour leguel le temps de séjour dans les états i € ZO
est  nul , un renouvellement ayant lieu a chaque transition appartenant

a 1' mbl .
a ense:x e {Tlog

La notion d'état dont le passage est instantané, est introduite

en [COX,68, page 179] ; 11 sera appelé état instantané. Si 1'état i est un

état instantané, nous avons

A.. = -00

11

La densité de probakilité du temps de séjour dans l'état instan-
tané i est donnée par l'expression
wo(t) = & (&)
i

ol 5(t) est la fonction d'impulsion de DIRAC a l'origine.

Nous savons également, d'aprés l'expression de la densité de masse

q_ij(t) pour un processus markovien homogéne, gque pour l'état instantané i

q[ij(t) = Py & (t)

Démonstration

Nous considérons tout d'abord la démonstration de l'expression

- = 01
permettant l'accés au vecteur de densités de masse W {n,t). Nous sawvons

“0
gue dans ce cas, les états i € %, sont instantanés.

1

Nous avens deux cas a4 considérer

. ; § . c1
1. L'état i € (e L'expregsion de v, (n t+ 4t) est alors donnée par :
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\IL ‘\"\}\:‘\' ;ﬁ_\t) - >—‘ ?\k Ah V: (n_,'\’jt) -
ez,

oA

) T AT LAk

T

ou A\Ls - taux de transition appartenant 3 l'ensemble {Tn o E
o [sXe] al
0= . A
T Z A r Mg
CQ-.-#\.

Dans cette expression le premier tevrme prend en compte que la
premiére transition quittant l'état i est effectuéde vers un état de
1l'ensemble Zl. La possibilité que la premiére transition soit vers un
autre état de 1'ensemble ZO est prise en compte par le deuxiéme terme.
Enfin, le troisiéme terme prend en compte la possibilité qu'il n'y

ait pas de transition dans l'intervalle [0 ,At]

L'état i &€ Zl' Nous sawvons, pour le processus considéré, que l'état i
est un état instantané. De ce fait, pendant que le processus est dans

un état i & Zl, il n'y a pas de variation du temps.

o4 u 10 A o
v (&.&) = ?_ PLJ vz ((a,k}Jr Z p{l \/34 ((c,'t)

;3 €z, 1EL
JEZ,
- nlm N . - . . - . -
ou P . - prcbabilité de transition de la chalne immergée appartenant
~d

a l'ensemble {T‘ S
nom
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Le premier terme prend en compte la possibilité que la premiére

transition soit effectude de l'ensemble Z1 vers l'ensemble Z le deuxiéme

0 ;

terme tient compte de lapossibilité que l'ensemble Z, ne soit pas guitté.

1

Des expressions précédentes, on déduit :

o1 oo .
1. d.v"_o"(r\\t) /dt = Z RLQ V:/l (ﬂ..."l)l:).\.z;\;g( V;4(n,t) , LE,ZO
QQZq «€Zo

R R T T R ORO RS
J€Z, iez, O

solt sous forme matricielle

o4 o
S N N AT MICERS I W At

2. O - Ro\/—;:(@‘nt) + TPMW;:(R,E)

01 01

En exprimant.¥/ 7 (k)t) en fonction de‘§/z (th) et en faisant
1

[
k=n-1, on obtient

o4 -
\/24 (ﬁu’{)t) - (— LP’H)

1

o1
P\OWZO (r\../})l’:)
Alors, il vient :

AV () = A (R BV (o) AV ()

(1)
En utilisant la méme démarche que celle suivie pour la démonstra-

tion de l'expression (1) on peut démontrer l'expression permettant l'accés
10
A NZQ (n)t).



. 159.

Remarg ue

On peut remargquer qgue l'introduction des états instantanés dans
le processus réauit le nombre d'états & prendre en compte dans l'équation
différentielle une fois que la probabilité que le processus soit dans un

état instantané est nulle.

Cette technique a été utilisée en [LAP,76] pour réduire le nombre
d'états de l'équation différentielle de la fiabilité des systémes réparables
quand les taux de réparation sont grands devant les taux de défaillances.
les résultats de la proposition-11 constituent une extension de ces résul-

tats, permettant l'accés & l'évaluation du nombre de transitions.
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ANNEXE D

Programmes LIMCONF et SURF I

Traitement du modéle

Le but de cette annexe est de définir l'organisation des fichiers

de données des programmes LIMCONF et SURFI.

La partie du fichier de données gui est commune aux deux program—

mes est indiquée par le tableau de la figure DI1.

DONNEES COMMENTATI RES
LAMBDA = nom nom = nom du paramétre de la matrice des taux de tran-—
sition gui représente le taux de défaillance
CVAR = nom nom = nom du paramétre de la matrice des taux de tran-
sition dque 1l'on veut faire varier. Cette option
permet l'obtention d'une grandeur en fonction du para-
VI vF métre choisi dans ce cas, il faut fournir les valeurs
initiale VI et finale VF de l'intervalle de variation
du paramétre
ou
CVAR = permet la suppression de 1'option
Définition des é&éléments de la matrice des taux de
Tod = transition
expression I1 n'est pas nécessaire de fournir les éléments cor-
littérale

respondant & des zéros de la matrice

Rubrique de séparation

nom=liste de valeurs

Elle contient la liste
ramétres de la matrice

rées par des virgules

de valeurs numériques des pa-—

des taux de transition sépa-

¥ K ¥

Rubrigque de séparation

FIGURE D 1
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Tracé des courbes

La présentation des résultats issus des programmes LIMCONF et

SURFI peut étre effectuée sous forme d'un tracé.

Le tableau de la figure D2 denne les options en ce qui concerne

la définition du tracé des courbes.

COMMENTAIRES LIMCONF SURFI
défini par les défini par les
sous le . -
parametres paramétres
tracé
TITRE (1) ,TITRE (2} TITRE (1) ,TITRE (2)
a droite défini par dix premiers
commentaire R N
de l'axe le paramétre caractéres de
devant s'inscrire
Y Y TEXT TITRE (1)
défini par dix premiers
sous l'axe - N
le paramétre caractéres de
X
¥ TEXT TITRE (2)
1'axe défini par
- LIN N
forme du tracé Y le paramétre QOPT
LIN - linéaire
LOG - logarithmigue l'axe défini par
LIN N
X le paramétre OPT
dimension du cadre dans axe X = 20 cm axe X = 20 c<m
leguel s'inscrit le tracé axe Y = 15 cm axe ¥ = 15 cm
défini par CVAR
paramétre retenu pour L'abscisse le temps ou

niveau de confiance

I'IGURE D2
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Le programme LIMCCNF

Nous divisons l'ensemble d'état {E} que peut prendre le processus
markovien en deux sous-ensembles disjoints {EO} et {Elg ; nous nous intéres-
sons 4 évaluer la limite de confiance du nombre de passages dans le sous-

ensemble {EIE'

Le tableau de la figure D3 donne l'organisation du fichier de

données du programme LIMCONF.

DONNEES COMMENTAIRES
TITRE (1)} ,TITRE(2) commentaire devant s'inscrire sous le tracé
YTEXT, XTEXT définition des axes
N dimension de la matrice des taux de transition

Définition du modéle|comme indigué dans le tableau de la figure D1

VEI vecteur des probabilités initiales

vecteur permettant d'identifier les éléments apparte-~
= I
nant & 1l'ensemble {Elg
1 si 1i¢€ { EIS

VEF() =84 o 4 € {'EO}

Niveau de confiance (valeur numérigue du niveau de confiance

vecteur a deux éléments ; permet la sélection de la

méthode d'évaluation de la limite de confiance

[ r<,NORM ] 10 - Runge Kutrta
01 - approche asymptotique
11 - les deux
H pas d'intégration
PONT ncmbre de points d'intégration A évaluer

le programme se termine
NLIM ~ une fois fini le nombre de points i calculer,

- si le nombre de passages est supérieur & NLIM

FIGURE D&



.164.

Le programme SURFI

Le programme SURFI offre & l'utilisateur deux options

- option P : détermination des composantes indépendantes du temps,

- option C : détermination des limites de confiance.

Dans le cas de l'option P, la composante est déterminée en fonction
d'un paramétre de la matrice des taux de transition qui doit étre spécifié

par la rubrique CVAR donnée dans le tableau de la figure D1.

Dans le cas de l'option €, il y a deux possibilités :
- la rubrique CVAR est spécifiée : la limite de confiance est déterminée

en fonction du paramétre cheisi,

- la rubrique CVAR est vide : la limite de confiance est déterminée en
fonction du niwveau de confiance ; les valeurs initiale et finale de
l'intervalle de variatiocn sont définies par la rubrique VECP qui a,

dans ce cas, deux &léments (NP=2).

L'organisation du fichier de données au programme SURFI est

donnée par le tableau de la figure D4.
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DONNEES

COMMENTATRES

TITRE (1) ,TITRE({2)

commentaire devant s'inscrire sous le tracé

N dimension de la matrice /A
N0 dimension de la sous.matrice 0\00 ; remargue :
w}é N
NTRACE nombre de vecteurs de sommation UN

Définition du modéle

comme indiqué dans le tableau de la figure DI

VEI vecteur des probabilités initiales
vecteur de sommation ; le programme permet la
UN définition de plusieurs vecteurs UN selon 1'in-
dication fournie par le paramétre NTRACE
P option P : ccmposantes indépendantes du temps
au
CFS ou option C : détermination des limites de confiance:
CFI ou CFS - supérieure du nombre de passages
CDS ou CFl - inférieure du nombre de passages
CDI1 CDS - supérieure du temps de séjour
CDI - inférieure du temps de séjour
données supplémentaires pour l'option C :
NT , NP nombre d'éléments affectés respectivement aux
rubriques VECT et VECP
VECT valeurs du temps d'opération
VECP valeurs du niveau de confiance
rubrique permettant d'indiguer qu'il y a d'autres
C N .
exemples & traiter
ocu
rubrique permettant d'indiquer la fin des exem-
Fet ples et qu'iis doivent &tre tracés sur les mémes
axes ¥-Y
ou
rubrique permettant d'indiquer la fin des ewem—
F plec nr qn'ils Aoivent étre tracés cur des axes

X-Y différents

£ GURE D4
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ANNEXE E

Détermination de la valeur moyenne du revenu

La valeur moyenne du revenu généré dans l'intervalle ge temps
[O,t_] est donnée par gi(t,g Y
ou
Y : représente le taux d'intérat

1 : est 1'état initial i l'instant initial

g, (t, §) est donné par l'expression

N ,gx
g, (£, }) = Z;_[ q. (’C)dx[f 9. d:’c]
ER |
4 Z fq (Z)[e b+ e g, (k.7 ¥) ftj e dx}dtz
j=1 o M
j#L
j Y= A e_Xlt
Sachant gque (j e d o . —_— =
=Y. 7
et gue (L‘ jt q (:C) dx Q (lf) = I_:1--- ka (':)

il vient

S (1.5
gi(t,ﬂ)= ZQL'(E)"}L 4+
'_\‘:’l 3 }{

\ k NT
_._L_EQL:\(t)_qu(Z) & az] 4
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Regroupant les termes

N
gt = 5 3Ll Qy e+ g -

a0

\.le —x L _

c Q. (yye (Tye dzT

NG +Jf‘%“ 1+
k-

YiP g
¥

ol pij représente les probabilités de transition de la chaine immergée.

Le premier terme est constant et €gal a

. ] P diie
Sachant gque dans un processus markovien homogéne q ij(t)= ije

les weuxiéme et troisiéme termes sont donnés par

G R I - (-t

‘4.
—— Py < + -3 (1-e
X [ ! Y*‘Rﬂi ) ] *
?\L “(g‘kl‘\-)t
i Tfnd (1-e )

L'expression de gi(‘y,t) devient alors :

N
N o S - (-2t
(4 y) - ECART TN LIS Ao e
It %7[ ¥ xcx,amm )+
y# L
by &L -(d-)t
T e ) =
o —(-AuYy
R;J' e %j(t"t>8)dt



.169.

Le premier terme peut encore &tre simplifié
SePG L dedy L dipy
§ YOE-2w)  (y-)

De ce fajit, il wvient

N y N S(¥-A Lt
- PPN
(E3) =3 LA S U W (O Y )
%L ) y=1 ( Y- Al )

S
a..f oY )Zﬂ_(t_fz;,g)cn:
L‘\ . (3

Cette équation peut &tre résolue 3 l'aide de la transformée de

Laplace. La transformée d?JLaplace est donnée par

. (s = ZE: it S 5 ©3 . 1*
3 (%) =1 s (543 20) ARCERErsia I
CE

Introduisons le paramétre ri défini par l'expression

M
Ci= % Y. T PPy Go= /(=20
L‘expresgfi; de gi(s, g ) devientN
(L AN
%L(S,X): e ( ) & Z 3 3.(5.\!)
sCsay-aw) 0 (Y-

En exprimant l'expression sous forme matricielle
(ST+¥T - MAy) G (5%)=-L NyR+ N G (s,y)

oid L est 1la matrice identité,

L'équation différentielle du revenu est donnée par 1'expression

d@ (£y) /dt = (3L _A) @ (&) - AR
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