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English Summary

Nanophysics is one of the most promising fields of scientific and technological research in
the forthcoming years. The numerous perspectives of applications in various domains such as
electronics, biology, computer science or optics are extremely exciting for experimental research.
This also stretches theoretical understanding of the behaviour of matter at the atomic scale.

The discovery of nanotubes in 1991 has stimulated research on nanostructures. These nano-
tubes are extremely thin tubes made of carbon atoms, with a diameter of a few nanometers and
a length of a few micrometers. Due to their smallness, they are difficult to handle and physicists
suggest the use of optical techniques to help to detect and sort them. One of the technique com-
monly used is to probe the absorption spectrum, which consist in sending a weak monochromatic
light on the nanotube and measure the absorbed light with respect to the frequency. It turns
out experimentally that each nanotube possesses its own signature, showing peaks of absorption
for certain particular frequencies, depending on its radius and chirality!. More and more precise
experimental data have been published in the past few years in [PRLO01], [Sc02], [PRB05], [Sc05]
and there is now a theoretical need to relate the peaks in the optical absorption spectrum to the
parameters of nanotubes in order to allow for better detection.

The optical absorption spectrum is the linear response to the light excitation of a sample,
at low temperature. This response was studied theoretically for the general case of crystals,
first with Frenkel |Fr|, then extended by Slater and Shockley |SS|, Wannier |Wa| and Elliot |El|.
They explain, the absorption peaks by the existence, at the quantum scale, of quasi-particles
systems named excitons. These excitons have a noticeable influence in presence of a strong in-
teraction between electrons. Indeed, for the case of the nanotube, the smallness of the radius
confines the electrons in a quasi one-dimensional structure, enhancing their mutual interactions.
From these results, several theoretical studies have been carried out for the precise case of nano-
tubes [PRBI1], [A97], [P1], [P2] as well as numerical simulations using ab initio methods [PRB05],
[PRB05-2] giving the first numerical relations between radius and absorption peaks. But parts of
the cited studies do not always use rigourously justified approximations. In particular, it is not
clear if results of the first studies on crystals could be used for the particular shape of nanotubes.
Secondly, recent studies do not provide an analytic relation between frequencies of peaks and
the radius and chirality of the nanotube. This study intends first to justify rigourously each step
done in showing the relation between absorption coefficient, the excitons and the radius and
chirality of the nanotube and secondly to establish an almost analytical relation between peaks
and parameters of the tube.

In chapter 1, the first part introduces the mathematical model describing the nanotube. The
configuration space is a torus. There is a periodic potential due to ions, smooth, fixed with
respect to time, which means that phonons are neglected. There is a large number of electrons,
number proportional to the length of the tube, interacting via a weak “periodised” Coulomb
potential. The effect of spin is neglected. The second part explains how low energy eigenstates
(states that interest physicists) of this model can be approximated by states of a one-dimensional
model with periodic potential and an effective potential between electrons. The main result is

!This caracterize the periodic pattern made by carbon atoms along the nanotube
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the theorem 1.2.2 which shows an essential property for the one-dimensional reduction, using
perturbation theory. A discussion at the end of the section explains how one can conclude the
reduction using information on the spectrum of the one-dimensional model, and suggest a way
to get this missing information.

Chapter 2 analyses the effect of light sent into the nanotube, now modelised by the one-
dimensional system. This external perturbation is a time dependent classical electromagnetic
field. It is treated by mean of linear response theory and the perturbation is chosen to be weak
and switched on adiabatically. Statistical physics tools are used to express the reaction of the
nanotube to light : the density matrix, solution of the Liouville equation is introduced. It is shown
to exist and to be unique. The difficulty is to deal with the initial condition at —oc and the fact
that the perturbation is an unbounded operator. The density matrix is expressed perturbatively
up to the second order, as a sum of trace class operators.

Chapter 3 gives the expression of the absorption spectrum with respect to the eigenstates
of the one-dimensional system presented in chapter 1, without the light perturbation. Since the
absorption spectrum is proportional to the real part of the conductivity, this latter quantity
is calculated using Kubo’s method [Ku57]. The density matrix properties established in the
preceding chapter are used. The final expression is given provided the nanotubes are at low
temperature.

Chapter 4 is a study of the eigenstates of the one-dimensional system given in chapter 1. The
Fock space is introduced in order to take into account the fermionic behaviour of the electrons and
to allow to express quantum states of the system with combinations of eigenstates of the system
without interaction between electrons. Some physical suppositions are made in the section 4.2.1;
It is supposed that there are only two bands a conduction and a valence band. The difference in
energy between the two bands is a function of the crystal momentum which possesses a minimum
strictly positive at the origin and behaves quadratically around the origin. Is is supposed that
the study of the Hamiltonian restricted to a particular subspace which is called the “exciton
subspace”, will give the physically relevant information to calculate the absorption spectrum. It
is what Wannier [Wa| and Mahan [Ma] do. It is taken here as a physical assumption and is not
justified rigourously from a mathematical point of view. A perturbative study is then done in
the weak coupling limit between electrons and in the limit of a large but not infinite number
of particles. The study of the system is reduced to the determination of the eigenstates of an
effective Hamiltonian Hgyc.

Chapter 5 uses the results of chapter 3 and 4 to give the final formula for the absorption
spectrum. In the limit of weak coupling between electrons the eigenstates of Heye can be approxi-
mated by the ones of an Hamiltonian h describing two particles on a line interacting through
an attractive effective potential, with the center of mass removed. The absorption spectrum is
expressed using eigenstates of this latter Hamiltonian, and a estimation of the error committed
by the successive estimations is given.

Chapter 6 compares h to an Hamiltonian introduced in [CDR2]|. It is shown that after the
reduction from the tube to the line in this publication, the resulting Hamiltonian given for small
radius is an approximation of h, for weak coupling. It hence justifies the approach of [CDR2] to
determine the absorption spectrum. The study [CDR2] is then given. It shows the dependence
of the eigenstates of the exciton with respect to the radius of the tube. Almost analytic formulas
show that the binding strength of the system increases as the radius gets smaller. The last section
is in fact the publication [CPR| where the results of [CDR2] are compared with a physical study
using a variational approach. It is shown that results are in excellent agreement.

Finally, a concluding chapter summarises the results, points out the limits of the approach
and suggests some further interesting research on the subject.

The work presented here establishes a rigourous relation between, on one hand, studies in
theoretical physics on the absorption spectrum of semiconductors [El|, [Wa], and on the other
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hand, specific studies on excitons in semiconductor nanotubes [P1], [P2],[KCM]. It has been
shown, with the help of perturbation theory, that all the studies have a common one-dimensional
Hamiltonian from which one can extract the behaviour of a part of the absorption spectrum, the
part related to excitons. The part of the work published in [CDR2]| gives also almost analytic
expressions approximating the spectrum of the exciton Hamiltonian with respect to the radius of
the nanotube, for a small radius, and the part published in [CPR| compares theses results with
a variational approach and the results are in excellent agreement. Some limitations of the study
can be pointed out :

— The reduction of the problem to the exciton subspace made in chapter 4 is not rigourously
justified, this subspace does not correspond to the subspace containing the eigenvectors
associated to the lowest energies. Physicists know that systems more complex than excitons,
formed by more than two quasi-particles, such as the biexciton, should exist and these
systems possess energy levels lower than those of the exciton. They should appear in the
formula of the absorption spectrum or at least a rigourous justification of why they do not
appear is needed.

— All along the study several approximations were made using the perturbation theory, giving
estimates of the errors but no attempt was made to calculate precisely the error bars.

— The question of the reduction done in chapter 1 to a one-dimensional problem for small
radius 7 is still pending, waiting for some information on the behaviour of the limit operator
with r.

An interesting extension of this work could be to study the biexciton contribution to the
spectrum. For that one must consider a subspace of the Fock space wider than the one taken
in chapter 4. This could justify the choice made in chapter 4 and the first point in the list of
limitations, if it shows that peaks in absorption associated to biexcitons do not exist or can be
neglected. The dependence of the spectrum of the one-dimensional Hamiltonian of chapter 1 on
the parameter r has to be evaluated in order to conclude the reduction in one dimension. This
could open a way to the generalisation of the study to different sorts of nanostructures such as
nanowires and quantum waveguides since the procedure of reduction to one dimension should be
similar. One can also take into account more than two bands, as suggested in [KM], which should
broaden the validity of the study to more nanotubes. Eventually, a work with more hypothetical
results could be to study the non-linear response of the system to light, see the remark at the
end of chapter 2.
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Introduction

“There is plenty of room at the bottom?”, c’est par ces mots que le lauréat du prix Nobel

Richard Feynman soulignait en 1959, 'importance des recherches & venir sur U'infiniment petit.
1l suggéra que ’on pourrait mettre toutes les informations de 'encyclopedia Britannica sur une
téte d’épingle si 'on pouvait écrire en mettant des atomes bout & bout. Ce physicien est I'un des
premiers & avoir vu I'importance de la nanophysique, et presque 50 ans plus tard, cette branche
de la physique est en plein essor.

De nombreux progrés techniques, parmi eux l'invention des microscopes a effet tunnel (1981)
et a force atomique (1986), ont ouvert la voie & I’étude et la manipulation de structures a ’échelle
de 'atome. La découverte des nanotubes de carbone en 1991 a aussi contribué & de nombreuses
avancées techniques et théoriques dans les nanosciences. Ces tubes d’un diamétre de quelques
nanomeétres et d’'une longueur de quelques microns, de part leur structure relativement simple,
sont des formidables objets d’étude. La compréhension de ces matériaux et la maitrise de leur
fabrication & 1’échelle industrielle pourrait permettre de rapides évolutions techniques. La phy-
sique & l’échelle du nanométre est un des domaines les plus prometteurs de la recherche scienti-
fique et technologique des prochaines années. Les perspectives d’applications dans des domaines
aussi variés que l’électronique, la biologie, I'informatique ou encore 'optique sont nombreuses
et fascinantes, et sont un stimulant extrémement puissant pour les recherches expérimentales et
appliquées a ’heure actuelle. Elles poussent conjointement la recherche théorique & se pencher
sur 1’étude des nano-objets afin de mieux comprendre et expliquer les phénoménes physiques &
trés petite échelle.

Le comportement d’objets de quelques dizaines de nanométres est expliqué en utilisant le for-
malisme de la mécanique quantique (non relativiste). Cette théorie, née au XX° siécle a remporté
de grand succés en décrivant correctement les structures électroniques des atomes et molécules,
en expliquant le phénomeéne de conduction électrique ou encore la supraconductivité. Le forma-
lisme est basé sur le postulat, entre autres, que tout systéme physique a trés petite échelle, est
décrit par son équation de Schrédinger associée qui est une équation vectorielle aux dérivées
partielles. Mais il est trés rare de trouver des solutions directes de cette équation, il n’existe que
quelques cas comme par exemple ’atome d’hydrogéne, ou une particule piégée dans une boite. La
plupart du temps, il n’y a que deux alternatives possibles : la résolution par le calcul numérique
avec 'utilisation d’ordinateurs, ou bien la résolution en utilisant la théorie des perturbations.
C’est cette derniére que 'on va utiliser ici. Elle permet de trouver les solutions approchées d’un
systéme que l'on ne peut pas résoudre analytiquement en connaissant les solutions exactes d’un
systéme apparenté, la différence entre les deux systémes étant une petite perturbation quantifiée
par un paramétre. Les approximations sont contrélées par un terme d’erreur donné, relatif & la
perturbation.

24] y a plein de place en bas”, R. Feynman, discours devant la Société Ameéricaine de Physique, 1959.
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La réponse optique

Ce travail s’intéresse au spectre optique d’une catégorie particuliére de nano-matériaux, ap-
pelés nanotubes de carbone. Les nanotubes de carbone sont de long tubes extrémement fins
composés d’atomes de carbone. Ils sont produits & partir de feuilles de graphite, et divers procé-
dés mécaniques et chimiques permettent de faire s’enrouler ces feuilles sur elles-mémes, formant
ainsi des tubes. Les propriétés des nanotubes dépendent essentiellement de deux paramétres,
leur rayon et leur chiralité. Cette derniére est ’angle selon lequel le nanotube s’est enroulé par
rapport au maillage hexagonal initial. On pourra se reporter & [SDD]| pour plus de détails.

De part leur taille et leur rayon extrémement petit, de I’'ordre du nanométre, les nanotubes
sont difficiles & discerner et & manipuler. Les physiciens suggérent d’utiliser des procédés op-
tiques afin de les repérer et de les trier. Pour cela, I'une des techniques couramment utilisée par
les expérimentateurs travaillant en optique linéaire est d’envoyer une lumiére monochromatique
de faible intensité sur le nanotube et de mesurer la puissance lumineuse absorbée, en fonction
de la fréquence. La courbe décrivant le rapport puissance absorbée sur puissance envoyée, en
fonction de la fréquence, s’appelle le spectre optique. Chaque nanotube posséde un spectre op-
tique particulier qui est lié a son rayon et & sa chiralité, cette technique de mesure de la réponse
optique permet ainsi de les différencier. Des données expérimentales de plus en plus précises ont
été publiées ces derniéres années, on peut citer [PRLO1], [Sc02], [PRBO05], [Sc05]. Elles ont mis
en évidence des pics d’absorption caractéristiques & certaines fréquences précises qui dépendent
du type de nanotube.

Les physiciens, voir [AM], [Mal, [El], expliquent ces pics par l'existence sur le nanotube
d’ezxcitons, des quasi-particules dont 'influence est détectable en présence de fortes intéractions
entre électrons. Ils estiment que Deffet des excitons, qui est négligeables dans des structures
a 3 dimensions, est ici renforcé par le fait que les électrons sont confinés sur le tube, qui est
un espace quasi-unidimensionnel. La prise en compte de la petitesse du rayon du nanotube,
qui caractérise la propriété d’unidimensionalité, est donc cruciale pour la compréhension du
comportement optique.

L’étude du spectre d’absorption optique

L’objet de cette thése est I’étude rigoureuse du spectre d’absorption optique des nanotubes
semiconducteurs et donc du phénoméne des excitons. Ce travail est restreint au cadre de I'optique
linéaire et le spectre d’absorption optique est ici défini comme la réponse linéaire du matériau
a l'excitation lumineuse. Il est aussi sous entendu dans tout ce qui va suivre que le spectre
d’absorption optique est la réponse du matériau a basse température.

Certaines relations entre matériaux et spectre d’absorption sont bien connues des physiciens.
L’étude du probléme général de ’absorption de la lumiére par les cristaux a commencé avec
Frenkel [Fr| pour certains types de cristaux, a été ensuite étendue avec Slater et Shockley [SS]
puis précisé par Wannier |Wal et Elliot [El| qui arrivent & la conclusion que les quasi-particules
appelées excitons jouent un role important dans 'absorption de la lumiére. on pourra aussi se
référer au livre de Mahan [AM, chap. §].

Dans le cas précis des nanotubes, plusieurs travaux physiques ont déja traité le probleme
théoriquement : [PRBI1], [A97], [P1], [P2] ou avec I'aide d’ordinateurs en utilisant des méthodes
dites ab initio : [PRB05], [PRB05-2], et ont établi certains résultats, confirmant par exemple la
grande influence du rayon du tube sur la réponse optique.

Mais tous ces travaux ont des limites plus ou moins claires, des approximations plus ou moins
bien justifiées qui demandent & étre clarifiées. Aussi, il n’y a pas de relation précise déterminant
le nanotube, i.e. une chiralité et un rayon, en fonction de certains pics observés dans le spectre
d’absorption mesuré. On veut ici adopter un point de vue mathématique et procéder & une
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approche rigoureuse du probléme. Le but est de partir d’'un modéle représentant le plus fidélement
possible un nanotube, de justifier chaque étape, chaque approximation, et d’obtenir & la fin de
I’étude des résultats approchés analytiques avec un controle sur ’erreur.

Les étapes

Le chapitre 1 introduit le modéle mathématique décrivant le nanotube. L’espace des configu-
rations est un tore a la surface duquel est présent un potentiel périodique et un grand nombre
d’électrons intéragissant entre eux via un potentiel coulombien, faible. Il est ensuite expliqué
comment les états de basse énergie de ce modéle peuvent étre approximés par les états d’'un
modéle unidimensionnel avec un potentiel périodique et un potentiel effectif entre les électrons.
Les informations sur le bas du spectre sont les plus importantes car ce sont elles qui permettent
de différencier les nanotubes.

Le chapitre 2 analyse 'action de la lumiére sur le nanotube, maintenant décrit par un mo-
déle unidimensionnel. Cette perturbation extérieure est un champ électromagnétique classique
variable dans le temps et polarisé dans la direction du tube, elle est traitée en utilisant la théorie
de la réponse linéaire. La perturbation est choisie faible et allumée de maniére adiabatique, elle
est vue comme une petite perturbation du systéme. Des outils de la physique statistique sont
utilisés pour rendre compte de la réaction du nanotube & la lumiére : la matrice densité, solution
de I'équation de Liouville, est introduite et exprimée perturbativement.

Le chapitre 3 donne 'expression du spectre d’absorption optique en fonction des états propres
du systéme unidimensionnel présenté au chapitre 1, sans perturbation lumineuse. Comme le
spectre d’absorption est proportionnel a la partie réelle de la conductivité, cette derniére grandeur
est calculée en utilisant la méme méthode que Kubo [Ku57]. Les propriétés de la matrice densité
établies au chapitre précedent sont utilisées. L’expression finale est donnée & condition de faire
la, supposition que les nanotubes sont & basse température.

Le chapitre 4 étudie les états propres du systéme unidimensionnel donné au chapitre 1.
L’espace de Fock est introduit afin de tenir compte du fait que les électrons sont des fermions et
de permettre d’exprimer les états quantiques du modele avec des combinaisons d’états du modéle
ou les électrons n’interagissent pas entre eux. Quelques suppositions physiques sont utilisées et
I’étude est réduite au “sous espace de 'exciton”, qui va donner la contribution de 'exciton au
spectre d’absorption. Une étude perturbative est faite dans la limite de couplage faible entre
électrons et dans la limite ol le nombre de particules, proportionnel a la longueur du tube, est
grand mais pas infini. L’étude se réduit alors & 'obtention des états propres d’un Hamiltonien
effectif appelé Heyxe.

Le chapitre 5 utilise les résultats des chapitres 3 et 4 pour donner la formule finale du
spectre d’absorption. Dans la limite du couplage faible entre électrons, les états propres de
Hy sont exprimés en fonction des états propres d’un Hamiltonien décrivant deux particules sur
la ligne interagissant via un potentiel attractif explicite, avec centre de masse séparé, et appelé
Hamiltonien de I'exciton. Le spectre d’absorption est écrit en fonction des états propres de ce
dernier opérateur, une estimation de 'erreur di aux approximations successives est donnée.

Le chapitre 6 fait le lien entre le chapitre précédent et ’approche faite dans la publica-
tion [CDR2|. Dans un premier temps il montre qu’il y a une relation entre 'Hamiltonien de
l’exciton obtenu ici et le modéle présenté dans [CDR2]. Il justifie donc Papplication des résultats
de cette publication dans le cadre de I’étude du spectre d’absorption optique. Dans un second
temps, la publication est incluse dans le chapitre et elle donne une relation quasi analytique
entre le rayon du tube et les états propres de 'exciton. Elle montre que ’énergie de liaison de
Pexciton est renforcée quand le rayon du tube diminue. Enfin, le travail publié dans [CPR]|, qui
consiste en une étude comparative entre les résultats de [CDR2] et une approche variationnelle,
est présenté. Les deux études obtiennent des résultats trés proches.
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Enfin le chapitre de conclusion fait la synthése des résultats obtenus, montre dans quelle
limites ces résultats sont valables et donne des pistes pour 'extension de ce travail.



Chapitre 1

Modéle mathématique

1.1 Modélisation du nanotube

On considére le nanotube comme étant un cylindre fini de rayon r et de longueur L. A la
surface de ce cylindre, se trouve un réseau d’atomes de carbones, fixes, agencés périodiquement.
Chaque atome est composé d’un noyau et de six électrons. On fera I’hypothése ici que seul un
électron pourra se délocaliser et étre vu comme une particule "libre", les deux électrons de coeur
de 'atome de carbone restant localisés autour du noyau et les trois autres électrons participant
aux liaisons inter-atomiques. On modélise donc le nanotube comme un systéme composé de N
électrons libres a la surface d’'un cylindre, lesquels sont soumis & un potentiel périodique du
au réseau composé des N ions. On choisit de supposer que le réseau est fixe, c’est-a-dire que
les atomes sont immobiles et donc que 'on se place, du point du vue physique, dans ’approxi-
mation de Born oppenheimer ou 'on néglige I'intéraction entre électrons et phonons. Comme
usuellement en physique, pour la modélisation et I’étude de systémes & réseaux périodiques, on
choisit des conditions aux bords périodiques pour I’Hamiltonien décrivant le systéme. L’espace
des configurations sera donc un tore dénoté 77, ,

T, = £51 x rSt,
27

ott S est le cercle de rayon unité. On appelle z et y les coordonnées d’un point sur le tube avec
x e N = [—%, %) suivant ’axe du nanotube et y € [—nr, 7r) suivant la circonférence. Par la

suite, on appellera aussi 77, , 'ensemble A x [—7r, 77).

Le réseau périodique

Le réseau périodique du nanotube de carbone peut prendre plusieurs configurations spatiales
que les physiciens appellent "chiralités". Ce paramétre influe sur le comportement du nanotube

Fia. 1.1 — Image idéalisée d’un nanotube de carbone. Sur chaque sommet se trouve un atome de
carbone. Les arrétes symbolisent les liaisons entre atomes.

17
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Fic. 1.2 — Périodicité du réseau atomique.

et doit étre pris en compte. Premiérement, la chiralité détermine si le nanotube est conducteur ou
semiconducteur [SDD] et pour les semiconducteurs, la lacune entre bande de valence et bande de
conduction dépend de ce parameétre. Dans le présent travail, on supposera que la configuration
du réseau est telle que les nanotubes étudiés sont semiconducteurs. On n’utilisera que deux
hypotheéses sur le potentiel di aux atomes : i) le potentiel est périodique en z et y et i) la fonction
décrivant le potentiel doit étre suffisamment réguliére. Cette derniére supposition, malgré qu’elle
soit assez restrictive, peut étre justifiée et n’empeéche pas d’obtenir des résultats cohérents avec
la physique, Ashcroft et Mermin affirme sur ce choix [AM, Chap. 9] : “This approach might once
have been regarded as an instructive but academic exercice. We know now however that in many
cases this apparently unrealistic assumption gives results surprisingly close to the mark.”.

On modélise le potentiel par la fonction V,¢ € C°°(7r) et on désigne par a et b les périodes
longitudinales et transversales respectives du réseau d’atomes, ce qui donne pour chaque x,y
fixés Var(z + a,y) = Var(z,y) = Vag(x,y + b). 11 faut noter que ces périodes ne sont pas les
périodes minimales du réseau et le rectangle a x b contient dans la plupart des configurations
plus de 4 atomes. Les grandeurs L, N, a et b définies précédemment sont liées car la longueur
du tube ainsi que le périmétre sont des multiples d’'un nombre entier d’atomes. On suppose que
dans le rectangle d’aire a x b il y a n atomes, comme illustré sur la figure 1.2, on choisit N pair

et on obtient la relation : I
r
— X =-xn=N €2N,
a b

ol n est aussi le nombre d’électrons dans a x b. En choisissant cette configuration, on garde
toutes les informations sur le réseau et donc sur la chiralité. Ceci est important pour pouvoir
étudier son influence.

On suppose que ce potentiel est attractif et on ne demandera pas d’autres précisions sur Vi,
on obtiendra & la fin une expression des résultats comprenant un terme dépendant du potentiel
atomique. Comme Vj; est lisse on pourra borner ce terme et montrer qu’il a un effet limité sur
le systéme (sans toutefois pouvoir quantifier précisément son action).

Hamiltonien et paramétres physiques

On suppose d’abord que 'on a un seul électron sur le tube ol sont présents N ions; on écrit
I’espace des états quantiques pour un électron comme étant :

H. = L*(T1,) ~ L*(A) @ L*(rSY),  r>0.

Dans toute I’étude qui va suivre, il n’y a pas de terme dans I’Hamiltonien couplant les variables
d’espace aux variables de spin, et par conséquent il n’est donc pas utile de le prendre en compte.
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On utilisera plus tard le fait que les électrons sont des fermions, donc de spin demi-entier, mais
ce sera uniquement dans la partie ou l'on travaillera dans ’espace de Fock. Dans ce contexte,
I"'Hamiltonien d’un électron sur le tube s’écrit :

hQ 62 h? 82

R1+1Q® ————— + Vag(2,9) (1.1)

H=- 2
! 2m, 0x2 2m, Oy?

avec me la masse de I'électron. On rappelle que Vyz dépend des paramétres physiques ¢, la
permittivité du nanotube, et e, la charge d'un électron, de la maniére suivante :

e? ~
Vat(x, 3/) = ;Vat(xa Z/)

ou ‘N/p est une fonction ne dépendant pas de constantes physiques. Il en sera de méme pour le
potentiel d’interaction entre électrons que ’on introduira dans la prochaine section. On effectue
le changement de variables & = x/ag, § = y/agp ou

h2e
ag = —
mee?’

et on exprimera I'énergie en multiple de la constante de Rydberg effective du matériau R, :

ﬁ?
- 2meao

Ry

Ainsi les constantes physiques n’apparaitront plus explicitement dans I’'Hamiltonien.
En principe € devrait dépendre du nanotube, mais d’aprés [P1] on peut supposer sa valeur
fixe.

L’interaction entre électrons

Le but de ce travail étant d’étudier certaines propriétés optiques des nanotubes dépendantes
fortement des interactions entre électrons, on va donc introduire dans I’Hamiltonien un potentiel
décrivant ce couplage. On choisit naturellement le potentiel de Coulomb, inversément propor-
tionnel a la distance dans R3, entre les deux particules. La forme explicite de cette distance
exprimée dans les coordonnées du tore est assez délicate & manipuler et nous n’allons pas ['utili-
ser. On prendra plutot le potentiel de Coulomb "périodisé" qu’utilisent les physiciens quand ils
travaillent dans une boite finie, avec conditions périodiques aux bords.

On dénote par le couple (z,y), * € R, y € [—7r,7r), les coordonnées d’un point sur le
cylindre infini de rayon r. Cet espace est approché par le tore quand L tend vers l'infini. On
introduit la distance dis entre deux particules évoluant a la surface du cylindre, de coordonnées

(r1,91) et (z2,12) :

o Y1 — Y2

dig = dia(x1 — T2, Y1 — Y2) == \/(1‘1 — 22)? 4 4r?sin "

On justifie cette expression par le théoréme de Pythagore, en précisant que |2r sin (%) | est
la longueur de la corde joignant deux points de coordonnées y; et yo sur le cercle de rayon r. On
définit la fonction

A
. 9
\/.7;2 + 4r?sin® 2~

VIi(x,y) = zeR, ye (—mrar)

avec A > 0. Pexpression ci-dessus avec A = 1 est le potentiel de Coulomb sur le cylindre infini. il
est utilisé par les physiciens, voir [P1], [P2], [KCM] et également dans divers travaux étudiants
les nanotubes de carbones, [CDP], [CDR2|.
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On va choisir dans cette étude de ne traiter que le cas des faibles interactions entre électrons,
ce qui explique la présence du parameétre A, que I'on prendra petit. Ce point de vue perturbatif
a été examiné par de nombreux physiciens, qui ont déja montré que ce choix conduit bien & faire
apparaitre les quasi-particules appelées excitons de Wannier [Wal, [Ma, 8.2] et & observer une
modification du spectre d’absorption optique [El|.

Pour définir cette interaction entre électrons sur le tore on périodise V', avec période L, et
avec le soucis de faire converger (dans un certain sens précisé plus tard) ce nouveau potentiel
quand L tend vers I'infini, vers le potentiel V.. Il faut remarquer que dans cette étude, les résultats
pertinents seront obtenus pour L trés grand. La fonction V! appartient a LIOC(R x rS1) et est de
carré sommable a 'infini, voir I’annexe A.1 pour ses propriétés. La fonction sur R : z — V' (z,y)
n’est pas une fonction L1 .(R) pour y = 0, mais sa transformeée de Fourier, notée VT existe pour
tout y # 0 fixé, et possede I’expression explicite suivante

) = o= [z nie = Kol sintuy2)

ou Ky est la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espéce, voir [AS, 9.6]. Cette fonction est
continue sur R\ {0}, singuliére & l'origine ou elle diverge comme un logarithme. A 'infini elle se
comporte comme une exponentielle décroissante. La quantité suivante

1 2mma AN 2m7‘r 27'['
vri A A C L) R (1.2)

est donc bien définie pour y # 0 et est périodique en x de période L. Pour comprendre le
comportement de cette fonction quand y tend vers zéro il est nécessaire de faire une petite
analyse détaillée, voir 'annexe A.2. C’est en fait le mode m = 0 de la transformée de Fourier
inverse qui pose probléme car V. n’est pas intégrable sur R. Si on décide de I'omettre, il apparait
une divergence quand y tend vers zéro pour tout x. On va donc proposer de faire un compromis
en ajoutant a la quantité précédente un morceau du mode m =0 :

/_L V(! y)de' 7

qui va permettre de n’avoir qu’une seule singularité en x = y = 0. Le potentiel périodisé VCT’L
est donc défini comme suit :

Nl

L
2mmz A 2m7r 2 2 1
VPt (o) = —= D € —Y) - +/ V) (2 y)da' —
2 meZ* L L 7% L
m7TfL 1 s 2MMTT s !
— Z i /L ~ipa’ V(2 y)da' + — 7 Z e’QL/ . e TV (2! y)da'
mEZ 3 mez* |z'|>5

(1.3)

C’est une approximation du potentiel de Coulomb sur le cylindre car il converge au moins point
par point vers V' quand L est grand. Les propriétés de VoL ainsi qu’une comparaison avec V.
sont montrées dans les annexes A.3 et A.2. Il est important de noter que VoL est positif, ce qui
est montré en annexe.

Un autre choix pour le potentiel d’interaction sur le cylindre peut étre le potentiel écranté
appelé aussi potentiel de Yukawa & courte portée :

27

2 22 U
\/x + 4r+sin 5

_ 2 ZainZ 4
)\ek r24+4r? sin® 3=

VY(x7 y) =
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A premiére vue, celui-ci est intéressant car on peut bien définir sa transformée de Fourier.
Mais les physiciens suggérent que le phénomeéne d’écrantage est beaucoup moins fort en une
dimension, et de nombreuses études sur les nanotubes utilisent un potentiel de Coulomb non
écranté |A97|, [IKCM], |P1]. On préférera donc ici la définition (1.3) pour le potentiel.

Il faut remarquer que dans cette étude, avec ce choix de VCT’L, on étudiera le modéle a grand
nombre de particules mais on ne pourra pas faire la limite thermodynamique c’est & dire faire
tendre N vers l'infini car on ne peut pas sommer une infinité de potentiels de Coulomb.

L’Hamiltonien a4 N électrons

On va maintenant écrire ’Hamiltonien associé au systéme a IV électrons. Cet hamiltonien est
défini formellement dans ’Hév =H.QH:® - ® H, par

N

1 (92 1 62 1 r,L
Heim Y (553 — 50z + Vatlas i) + 5 20 VE(as = a,us — o)
= j Yj j#k=1

On remarquera que cet Hamiltonien ne tient pas compte du spin des électrons. En effet, on néglige
dans cette étude toute interaction avec le spin, notamment le couplage spin-orbite, il n’est donc
pas utile d’inclure le spin dans I’'Hamiltonien. Plus tard dans ’étude on tiendra compte du fait que
les électrons sont des fermions, et on se placera dans un sous-espace “antisymetrique” permettant
de traiter un Hamiltonien sans composante de spin, tout en prenant en compte la spécificité des
électrons da & leur spin demi-entier.

Comme on I'a vu dans la section précédente, le potentiel VCT’L est singulier & l'origine, no-
tamment il n’est pas L?. On va voir que l'on peut définir H, comme un opérateur autoadjoint
associé a une forme quadratique. Soit ¢, la forme quadratique de domaine

D)= v e LTS, S0 [ Vet oy - wle(p)Pdudy < oc b
i#k=1""Ti,
avec T := (x1, 9, - ,xy) et de méme pour y, et agissant comme suit :

Z/ VIR (g — ap, yy — yi) [0 (2, 7)dzdy,

J#k’ 1

c’est une forme positive car V."" est positive, voir annexe A.2.2. On introduit

tolw, ) = ij(ax]w, 2t +1J§Nj (50 50)-

avec D(tg) := Wl(TLNr) et

N
¢ w :Z/ Vat x]ay]) ’ (fuy)Pdey?
7=1

qui est bornée. On a que C§°(7;) C D(t,) car pour tout j,k, vj; est une fonction localement
L*(R?) et bornée & l'infini. On peut donc écrire :

C§°(T1,) C D(to) N D(ty).
Pour ¢ € C§° (TL]YT), on définit la fome quadratique sur le domaine dense C§° (TL]YT) :

tc(wz w) ::tO(wv ¢) + tV(w7 ¢) + ty (% 77/))
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Lemme 1.1.1. Pour N < oo, la forme t. est bornée inférieurement, avec borne indépendante
de r, densément définie et fermée. Elle définit 'opérateur autoadjoint H..

Démonstration. les formes tg, t, sont fermées, symétriques et non négatives. C’est une consé-
quence du fait qu’elles sont toutes définies sur leur domaine maximal, voir par exemple [K, Ex.
VI1.1.14-15]|. Pour tp, on peut utiliser la transformée de Fourier. Comme elles sont toutes deux non
négatives, to +t, est non négative et fermée, voir [K, Th. VI.1.31]. De plus ¢o + ¢, est densément
définie, comme on a vu précédemment. La forme associée au potentiel des atomes est bornée
car Vy est symétrique bornée. La forme ¢, est donc une forme sectorielle, densément définie et
fermée. On conclut la preuve en utilisant le premier théoréme de représentation [K, VI.2.1]. O

1.2 Réduction & une dimension

Nous allons procéder a une premiére simplification du probléme en utilisant le fait que le rayon
du tube est trés petit. En effet, c’est une propriété caractéristique des nanotubes de carbone qui
entraine notamment le renforcement des interactions entre électrons.

On va établir ici le théoréme 1.2.2 qui est une généralisation au cas & IV particules répulsives
sur un tore du théoréme de [CDR2| qui est pour le cas & 2 particules attractives sur un cylindre. Ce
dernier théoréme permet d’approximer le systéme sur un cylindre par un systéme sur la ligne dont
on connait le spectre. Le théoréme 1.2.2 est une clef pour justifier que H. peut étre approximeé par
un modéle unidimensionel que ’on va appeler Hy & condition de connaitre certaines informations
sur le spectre de Hp. On discutera dans la conclusion de la portée de ce théoréme.

On donnera, aussi quelques propriétés du modéle décrit par Hy avec la proposition 1.2.7.

Il est important de faire une premiére remarque : si 'on considére le probléme physique du
nanotube, le rayon r doit étre un multiple de la période transversale du potentiel atomique, mais
dans cette partie on fera abstraction de cela et on pourra méme considérer des valeurs de r plus
petites qu’une période. Le but est ici uniquement de montrer mathématiquement qu’il n’y a pas
de probléme & approximer le modéle d’étude par un modéle unidimensionnel.

) 2 . . L
Sur 78! I'opérateur (—%8‘972) peut s’écrire, si on le réduit dans ses sous-espaces propres,

1 9 n?
90,2 Z ﬁ(Pn + P_,)
n>1

ou P, est le projecteur orthogonal associé & la niéme valeur propre et est définit par

P, := (¢n,)Pn, pour tout n € Z,

ol ¢, est le vecteur propre :
1 .»
On(y) = ery.
W)=

Notons que ’énergie du fondamental, nulle, est séparée de 'énergie de I’état excité le plus proche
par la quantité 1/2r% qui devient grande pour des rayons de tube petits. On introduit la notation

Pr=Pyngny i =FPn @F, @ - Q Fpy.

82

N 9 . N P s 1 2 1
ol n; € Z est I'indice du njeéme état propre associé a l'opérateur (—§ay2 ). On va montrer que

I’Hamitonien projeté sur le sous espace fondamental

Hy := PH_ F;, 0=1(0,0,---,0)
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est un bon candidat pour ’étude du spectre de basse énergie de H,, pour des rayons r suffisam-
ment petits. On introduit ’espace des configurations et ’espace des états a 1 particule
L .

_ 72
S = 27rS ) H = L*(Sz),

et par conséquent l'espace des états & N particules est :
HN =L (Siv )7

Le potentiel d’interaction entre électrons est maintenant

1 Tr T I
UL(;CI - w2) ::W /71'7‘ /ﬂ'r V’Cn (5131 —I2,Y1 — yQ)dyldyQ
1 wr

VIl (= ma,y)dy. (1.4)

2rr )

Remarque 1.2.1. On verra dans ’annexe A.2.2 que I’on peut inverser projection et périodisation,
c’est a dire que la projection de la périodisation de V. est égale a la périodisation de la projection
de V.

Le potentiel atomique projeté sur le cercle est

1 wr 1 s
Vat () 1= Vat (2, y)dy = Vat (z, 7y)dy.

2mr J_ . 2 J_,

Pour tout € Sy, la fonction Vyi(z,-) est périodique de période 27 ce qui entraine que la
fonction Vyi(x,r-) est périodique de période 27 et est donc indépendante de r. On a donc que
vat () est la valeur moyenne suivant ’axe transverse du potentiel en 2 dimensions au point x et
est indépendant de r.

Agissant dans l’espace HY, on définit I'opérateur Hy :

N N

1 02 1
=Y (g ) 5 3 onlay ) (15)

j=1 Jj#k=1

On verra que 'Hamiltonien Hy est auto-adjoint sur l'espace de Sobolev D(Hy) = W?(SY) au
lemme 1.2.7.

On regarde maintenant comment se comportent les projetés de H,. sur les autres sous-espaces
propres. En utilisant la base propre du Laplacien transverse, on peut travailler dans le nouvel
espace de Hilbert suivant :

Hpe = EQ(ZN3 L2(S£V))7 Hpe >4 = {¢n1,n2,~--,nz\r }m,nz,---,nNEZ’ Unyng,ny € LQ(SST)'

L’Hamiltonien est maintenant une matrice infinie avec chaque terme (indexé par 2N indices)
agissant dans L?(SY).

Pour chaque élement de matrice, le potentiel périodique Vy; ressenti par la particule de
coordonnées (z;,y;) s’exprime de la facon suivante :

1 mr

Pﬂvat(xﬁyj)Pm o Vat(xj7yj)dyjH5nl7mlPﬁ

 27r
—7r >1

- Uat(mj)H(Snl,mlPﬁv (16)

>1
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ou § est le symbole de Kronecker, c’est a dire :

5 _J Isin=m,
Bl Osin#m

On peut écrire maintenant chaque élément de H,, agissant dans L?(SY), comme :

Y192 n?
PrH Py = Z(_ﬁﬁ_}' +Uat($j)) OnmPrt
j=1

+ Y PaVI (g — ak, y; — i) P
Gok=1
<k

On peut séparer H,. en deux parties, la partie que l'on appellera diagonale ou l'on a n; = m;
pour tous les j et qui est une somme directe d’opérateurs agissants dans L2(S£V) :

2 2
o ny ng ny
Hdiag = @ (H() + ﬁ + ﬁ + -+ 272) (17)
ni,ng-,ny=>0

Et la partie que l'on appellera hors-diagonale ou 'on a au moins un j pour lequel n; # m;,
dans ce cas la partie cinétique et les termes diis au potentiel atomique disparaissent. On notera
cette partie hors-diagonale agissant dans Hy2 par

N
Hofiding = Y PeHePrm= Y > PaVI"(wj — 2k, y5 — ys) P

n,m mm j,k=1

T ntm j<k
N
=33 PaVI M (ay — ak, 5 — uk) P (1.8)
j k=1 m,m
j<k n#m

On a la relation suivante
Hc = Hdiag + Hoffdiag7

et soit Raiag(2) la résolvante (Hgiag — 2)~ ' définie pour z € p(Haiag) €t Re(z) la résolvante
(H. — 2)~1 deéfinie pour 2z € p(H,.), on va maintenant démontrer que la différence entre les
résolvantes associées a H. et Hgjag tend vers zéro quand r tend vers zéro.

Théoréme 1.2.2. Soit 1/2 <y <1, z € C tel que d(z,0(Hgiag)) > 0. Il existe trois constantes
Cy,Cn,C1 >0 et rg > 0 tels que sir < 1g et si l'on a la condition suivante

- ( N |z| + C1 ) 1
“ Ve d(z,0(Hdiag)) ) ~ 2
alors z € p(H.), et l’on a Uestimation suivante :
11/ <1 LG+l )
d(za U(Hdiag)) d(zv U(Hdiag))

On va procéder en plusieurs étapes pour la preuve de ce théoréme. Pour z € p(Hgjag) on
introduit la décomposition polaire de 'opérateur Rgiag(2), voir [K, VL.7] : on écrit

| Re(2) = Rang(2)|| < L

NI

Rdiag( ) ;ag( )|Rd1ag( )|
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1 .
avec ol |Rgiag(2)]2 est un opérateur positif et

NI

leag( ) :Sgn(Rdiag(’z))|Rdiag(z)|
Ainsi, pour z € p(Hgiag), si la quantité

1

1 1
K(Z) = ’Rdiag(z)’§ offdiagRjiag(z>

posséde une norme inférieure strictement & 1, ’équation de la résolvante symétrisée donne pour
z € p(Haiag) N p(Hc)

—K(2)
1+ K(z)

l\.’)\»—‘

Re(2) = Raiag(2) = Rﬁhag( 2) 7o o | Baiag(2) ]2 (1.9)

Dans ce qui va suivre, on va s’attacher & démontrer que la condition ||K(2)|| < 1 est vraie pour
r assez petit et pour certains z bien choisis.
Pour € > 0 on définit I'opérateur

N

— O? n?  n3 n3
ho(e) = P > 5 22 tostost oy (1.10)

ni,ng-,ny>0 \ j=1

avec domaine

D(hoo(e) = 5 WSH).

ni,ng--,ny>0

Soit les parameétres spectraux o < 0, p € p(Hgiag). Pour 2z € p(Hgiag), on va décomposer
l'opérateur K en plusieurs morceaux :

K(2) = |Al(z 1) | Bl 0 1, ) K (0, ) Bl 1, ) A2, ). (1.11)

ou

Az, 1) 1= (Haiog — )3 R0y (=), 1AI(2, 1) = | Ratag (2)|* (Htiag — 1)

a? 1 _1 1 a? 1
B(a, p,€) := (hoo(e) + 2) (Haing —p)72 [ Bl(a, s €) := (Haiag — 1)~ % (hoo(e) + )2
- a? 1 a? 1
K (@) = (hoo(e) + %)™ 2 Hotaiag (ehoo + ) 2.
On introduit le symbole
N
-1 9?
T: = — 1.12
]Z; 2 8:1:? ( )

et on commence par noter que grace au théoréme spectral on a la propriété suivante :

Lemme 1.2.3. Soit u et z réels appartenant a l'ensemble résolvant de Hgiag, alors

|z — pu

1L
Hyiw — 11)ZR2 Pl
I(Hatag = 1)* Ry ()7 < 1 5T 5

On va maintenant estimer le terme suivant : B(a, p, €).
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Lemme 1.2.4. Vr >0, et V0O <e < 1,a <0, s

p < —a* < —2N sup |vat ()]
x

alors p € p(Hdiag) €t
2

a1 1
I(hoo(€) + )2 (Haing — 1)~ 2I* < 1.

Démonstration. Dans un premier temps, puisque les deux opérateurs (définis en (1.7) et (1.10))
sont des sommes directes on a

2

[(hoo(e) + 7)%(Hdiag )R =

042

1 1
1 —12
= sup ||(Prhoo(e) P + 7)2 (PaHaiag P — 1)~ 2|7
n
On introduit les notations
N N
Vz 322%1;(33]'); Vg = ZUL(l“k—fUl),
j=1 k=1
k<l
le premier opérateur est borné et on verra au lemme 1.2.7 que le deuxiéme est relativement borné
2 . h . . .
a E;\le _71% avec borne relative nulle. Pour nq,n9 - -+ ,ny fixés, on introduit les notations
j
ﬁ2

e

et
2 2

o |
Ror (e, —7) = (T + an + 7) !

agissant dans ’espace image de Pg. Dans cet espace, puisque vz > 0, on a
2 2

a1 a? 1

Ron (e, —?) 2 Py Hgiag PrRow (e, —?)2 >

a? 1 o? .
> Ro(e, _7)2 (T + Vo + an — p) Rom (e, —?)2

a? 1 ao? o? 1
=14 Ron(e, =5)2 (1 = &)Te — o — p+ Vi) Roale, =) 2. (1.13)
De plus, soit
012 a2
X(e,0m) = (=T — o —n> —,

car d’aprés les hypothéses 0‘72 +u < —%2, alors

X(e,o,p) + Vg = X(e, a,,u)%(l + X (e, a,,u)*%VfX(E, a,,u)*%)X(a, a,,u)%

et
_1 _1 2
||X(€,Oé,,u) ZVTX(eaav:u) 2“ < ||VT||$

L’opérateur de multiplication v, étant borné,

N
Vel = 11 var ()| < N sup vae ()],
=1 ’

on obtient donc que si a? > 2N sup, |vai(7)| alors la quantité (1.13) est supérieure & 1 et est
donc inversible, ce qui finit le lemme. O
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On introduit maintenant la notation B(X) pour désigner 'ensemble des opérateurs bornés
agissant sur X et a valeur dans X. On notera || - ||g(x) pour la norme d’opérateur. On notera
2(ZN, L2(SY)) espace des fonctions de carré sommable définies sur ZV et a valeur dans L?(SY).

Lemme 1.2.5. Pour N > 0, o? choisit comme dans le lemme 1.2.4, 0 < € < 1, et pour
1/2 < v < 1, il existe un rg > 0 tel que pour tout r < ro on ait

062 _1 a2 _
(ehoo + ?) 2 Hogidiag (€hoo + ?)

r7 72
< const(y) - ——
B(12(ZN L2 (S})) vea

[ I

1K (e, @) =

(1.14)

Démonstration. On va d’abord remarquer, en observant la relation (1.8), que IN((E, «) est composé
d’une somme de N(N — 1)/2 termes unitairement équivalents car H. est invariant par I’échange
de n’importe quel couple de particules. On a donc

N(N —1) 2 o?

~ a1 _1
1K (e 0)ll < =52 ||(choo + )78 D7 PaVPE(a — 22,1 — v2) Prnlhoo + 5) 72

2
L™
Comme le potentiel ne dépend que de y; et yo on peut écrire
PV (w1 — w9, 91 — y2) Py =
(Pm ® Pn2)VcT7L(x1 —T2,Y1 — yQ)(Pm1 ® Pm2) ® (Pnspma Q- PnNPmN)' (1~15)

On remarque avec cette expression que la somme sur 7 et ™ se réduit & la somme sur ng, na, m
et mg avec ny # my ou ng # my pour satisfaire 7 # m . Et si I'on calcule le terme du potentiel
d’interaction entre 2 particules de coordonnées (z1,y1) et (z2,y2) dans les sous-espaces associés

ay ety :
Pn1Pn2VcT’L(5E1 —22,Y1 — Y2) Prny Py =

1 r r ] o ,
= P, P, 2 / / VI (1 — g, g1 — yo)el )5 e M) 2 gy qyy By P,
(27TT) —7Tr —T7r

en procédant au changement de variables suivant : y = y; — yr et Y = y;, cela donne

1 r ) 3 v 1 o 3 3 y
= Pn1 Png Gy /_WT ‘/CT7L(x]_ — T2, y)el(nl my) 2 dyTﬂ_T . el((n1 m1)+(n2—ma)) T dY Pm1Pm2
1 el ) 3 v
= Pn:lPTLQ% / VCT’L(xl — I, y)ez("l ml)?y"dy . 5((n1—m1),(m2—n2)) Pmlme. (1.16)
—7r

D’aprés les relations (1.15) on sait que n # mq ou ng # mg et la condition n; —m; = mg — ngy
de (1.16), impose que les termes non nuls sont tels que ny # my et ny # me. On doit donc
estimer

2 2

« (6%
(choo + ?)*% ST PPV (1 — 22,91 — y2) Py Py (hoo + ?)*% . (1.17)
ny#ms
na#ms

Par ailleurs, grage au théoréme spectral, on a

llhooe) + 1172

€ 0? e 02 2 Wﬁ m% %HQ
2

(6%
202 2043 2 T
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et si Pon introduit la notation :

« e 02 e 02 o2 m m2
Rpy(——)=(——-"s -+ —+—L 4 —21p p
(=) = 2022 an§+ 2 o T ga) B P,

ceci permet d’écrire

1K (2, @) 5y <

N(N —-1) a? . a?
< #H Z Rn(‘;)Vc’L@l - $2)Rm(—7)||B(L2(sg))-
ni1#m
n217ém12

Comme la norme Schur-Holmgren majore la norme d’opérateur, on a l’estimation suivante :

2

1 a1
> Rn(_?)2%7L(I1_xQ)Rm(_?)2HB(L2(S%))S
ny#my
naFma
o 1 a? 1
< sup > \\Rn(—7)zw(x1—xg)Rm(—?)z\\B(LQ(S%)). (1.18)
mi1,mao€Z nymg€L

n1#£mi,naFEms

En utilisant la condition ny — mq = ma — ng de (1.16), la norme de K (£, @) est majorée par

2

Z H(_€ 0?2 e 02 a72+ n% (my1 4+ mg — ny)
2 r2

1
99,2 9 + 2P, P, x
mls,::};ez e 2027 2023 2 272 ) n1 4 ng
ni1#mi
2
a” 1
X VP (1 = 22) R (=) 2

On rappelle maintenant que si on a trois opérateurs bornés, positifs A, B et X tels que A% < B?
alors

IXA|P = | XA2X| < |IXB*X|| = | X B (1.19)
et
|AXA|| = |[VXAWX| < WVXB*VX| = | BXB|>. (1.20)
Comme on a les inégalités
(_Eﬁ_§ﬁ+&2+ﬁ+ (m1+m2_n1)2)_1 < (_Eﬁ_iﬁ_{_ﬁ_i_ n% )_1
2027 2023 2 22 2r2 — ' 202% 2023 2 2r?
et
ed? 02 o> mi m3 e 0 02 o m}

+ ST < (5 !

3o 203" 2 T tan

on utilise la relation (1.19) pour obtenir

202 2041 2 22

~ N(N —1) e 0> o n? N

K < Y 4+ — 4 LYy2p P V" — x9)X

[K (e, )] < 5 nsffz Eez II( 2 00 28x%+ 5 +2T2) P VO™ (21 — 2)
n1;ém1

e 02 e 02 o2 m?2
X P, P (———s — ——— 4+ — 4+ —L)73.
1 P ( 2027 2022 2 22 )2l
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On introduit maintenant la notation

1 r

V'rL( ) VTL( ) 3 L ‘/;T’L(l',y)ei(m_n)%dy

" 2 -

1
— VTL(JU ry)e Um=n)y gy,
27r

On peut écrire si U'on introduit a,b > 0 et si 'on procéde au changement de variable z = x1 — 9,
X =x9

e 0% 02 L e 0 £0?
3507~ 290 TV )55~ g

(5 (o) (2 ) () ) vt
Gl 22 () )

—3+v5

La matrice ci-dessus a comme valeurs propres =5

norme de ’expression ci-dessus est majorée par
e 02 A e 2 9 ~3
- Vru - _ b
(3— NG < oa? 8X2> +a> nm () (3—@ < dx? 6X2> i )

Grace au théoréme spectral, on a

, alors, en utilisant la relation (1.20), la

B(L2(53))
(1.21)

L(_ﬁ_i)_i_ ;( 1@
3_ 5 022 ox2’ ¢

On obtient par conséquent

- 2
K(e, a Smsup (—ed? + o —|— 1/2VTL —ed? 4o’ + )12, (1.22)
x 2
2 meL o, r
n#m

On s’est donc ramené & estimer une expression agissant dans un espace a une dimension et indexé
par deux paramétres n et m. Ceci est similaire & ce qui est traité dans [CDR2|, excepté que 1’on
est sur un cercle de longueur L et non sur la droite. On va maintenant suivre la méthode de cet
article. Afin de mieux voir les similitudes, on va introduire opérateur agissant sur L?(Sy)

2
~ n-. _
Uik o= (—ed2 +a” + & ) VRV (et 4 o? 4 )7
On peut voir en annexe A.1 que 'on a la propriété suivante

- 1 Ty
ch (xvy) = ;‘/cl(;v ;)7
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qui donne la relation suivante, (voir annexe A.2.2 pour la premiére égalité) :

DR D Sl ) M Al
oo 2 J_.r S’

L
151 1
+ = / S v E ety
_ _ T

o0 —i 2rp7r.r, ﬂ

= —— Z eiLr/ e 'L — Vcl(x’,y)ei(m_”)ydydx'—i—
27 J_,

1 s 1 ™ )
+’I"/2 / ‘/cl(i/’y)ez(mfn)ydydx/

— 5 —T

1L,L/r . 1. .o
avec V' périodique de période L/r.
On fait maintenant un changement d’échelle unitaire de L?(Sy) dans L?(Sy,/r) avec I'opéra-
teur (Uf)(z) := r'/2f(rz) et (U*f)(x) := r~2f(x/r). Alors, on obtient :

UV,;;@U* =7 [—ed? +r%a® + mQ]*l/QV%’ﬁ/r[—aag +7r2a® + n2]*1/2. (1.23)

/

. . LL/r . .
On va donner d’abord une estimation importante pour Vy,»'", établie dans le lemme suivant :

Lemme 1.2.6. Pour tout 0 <y < 1 il existe C(y) > 0 tel que pour tout r >0, L >0, |m—n| > 1
et x € [—L/(2r),L/(2r)) on a l'estimation suivante :

Cly) 1 3 20
yLL/r <\ - i '
Vi 1) < In—m|7 |z|Y L3 |n—m)|

(1.24)

Démonstration. On rappelle que la transformée de Fourier d’une fonction f € L%(r/LS!) sur le
cercle (r/L)S! est donnée par :

L 27T

o) =1 |7 swe

et la transformée de Fourier inverse :

27T

fo) =Y flp)e "

PEZL
On introduit la notation
1 (7 ,
Upn(@) 1= o= [ V(e My, (1.25)
On peut écrire
om L/2r N
VA (@) = TS [ gl (s)dse
pel —L/2r
o0
2 2
+ o Z eziprx/ 2cos(—7rprs)v,1m(s)d8 (1.26)
L peZ* L/2r L

=g (%) + No(). (1.27)
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Pour le terme Na, on va procéder comme dans l’annexe A.2.2 pour l'obtention de (A.25), on écrit

2r 27
=T Z cos(fprx)J(m)

p>1

ou

J(m) = / QCOS(%pTS)U%,Ln(S)dS.
L/2r L

En intégrant deux fois par parties on obtient

2 00 T
sm) = -2 () <(—1>”(v3m>’(2i)+ / cos(QLprs><v%,m>"<s>ds),

2rp L/2r

et finalement

cos(Zpra & T
No(e) = 5 3 L) ((—1>p<v3m>’<> +f cos(szrsxv;n)"(s)ds)

™ p>1 p /2r

Grace aux propriétés de symétrie de V! on peut écrire

1 (™ cos[(m—n)y|
V() = 21 /,r [22 + 4sin?(y/2)]1/2

En intégrant par parties on obtient :

1 T sin|[(m — n)y| sin
Uyln,n(x) = 21 (m — n) /ﬂ_ [$2[—(|- 481n2)(yy]/2)](3gjg dy (1.28)

que 'on peut écrire comme :

2 2 sin[(m — n)y] sin
thale) = s [ . (1.20)

On a aussi

(W Y(s) = 27r(n§3_m /7r ssin[(n —m)y] sin(y) dy

s [s2 + 4s1n (11/2)]5/2
T —3sin[(n — m)y]sin(y)  15s%sin[(n — m)y]sin(y)
(02,)'(s) = - 0y,
’ 27 [s2 + 4sin?(y/2)]5/2 [s2 + 4sin?(y/2)]7/2
que l'on peut majorer par
3 1
1 ! 9+
(b (9] <
1 3 15 1 18
1 . s
b1 < o (9 7) =

Et on peut écrire

L 1 1 2r 18 2r
M < 5 ¥ et (300 DY)
p>1
20 r?
~ |n—m| L3
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On va maintenant majorer le terme v}, . Comme |siny| > |2y/7| on a la majoration suivante :
1 1 w3 1
< <= , 1.30
(@ + A5y )07 = (2 + 42 72PR = 8 (21 y2PP (130
et on obtient pour x € [-L/2r,L/2r) :
| ( ) /W/2 ’ Sln n — )y} Sln(:l/)’d
o 2y
Maintenant on emploie les inégalités (ici 0 < v < 1 est arbitraire) :
[sin[(n —m)y]| < [n—m['[y['77, |sin(y)| < [y,
on fait le changement de variables suivant s = y/|z| et on écrit :
2 1—y  poo 2—
1 T |n —m| 7 / s47Y
< d
R I Y T ek
Ce qui finit la preuve du lemme en choisissant
00 2—v (3 — (2
C(y) = / S d (2 2) (2)
o T+ w
O

Maintenant retournons a la relation (1.23), et estimons la norme. L’estimation (1.24) nous
L/r

donne que V#{m est composée de deux parties, une fonction appartenant & L'(—L/2r, L/2r) et
une fonction bornée en x. Pour la partie bornée, on peut prendre le supremum et écrire

2073
|r - [—€0? + r2a® + mQ]—1/27L3|mr_ o [—0? + r2a? + n? V2| <
1 2074 1

< .
Vr2aZ +m?2 L3|m—n\ r2a2 + n?

Pour la partie non bornée, on va écrire

1
[[—€02 +r2a® + mQ]_l/Qiym e [—0? + r?a? + 0?72 <

1
=20z 4 70 4 m¥ | el e o0 o o0 + 7,
m — —n|"xT

et on peut écrire d’aprés 'annexe B.1, appliqué au cercle (Sg/r) :

1

Vim = [z

r 1 2mpr
< -
<7l /7‘771—nh‘thL%SL/T)H[E( 7

On calcule pour v < 1

[—e02 + 1%a® + n? 72| gs <

)2 4 r2a? 4+ nQ]—l/Q

ez

i 1 2 1 L\ 2
Im — |z M T I —mfr \2r 1—~
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et

2mpr 9

1

/22 _

€ +r2a?+n =
e T %5(2?r)2+?”2042+n2

1
=323 7 + 2m=2§: ra2+n2'
rea® +n p>1p + ()2

En estimant la somme par une intégrale :

2 o0 1 L
27”“ 2 Z 7“2a2+n2 = 2771 \2 2 r2a2+4n? dp: 2.2 2
il e(7)? Jo p2+ T rvevr2a? + n2

L

2
e(577)?
ce qui donne 'estimation suivante :

1 L

T B R N e

2mpr o
lle(=7-)% + 7% + 0?7121

IN

B 1 < 1 N L >
Vr2a?2 +n2 \Vr2a2 +n?2  re
1 <1 L)
L ——+—=
rr2a2+n2 \a e

Au total

C(v)

2 2 2 1/2
m[—58$+7“a —|—2n} /||L25L/7“ <~

|7 - [—583 +r2a® + m2]71/2

r 2  C(v) L 1=y 1
Ll1—~n—mp \2r (r2a2 + n2)V4(r2a? + m2)1/4
1 Y 1 L 27C ()
< .
= () In —m|7 (r2a2 4+ n2)1/4(r2a2 + m2)1/4 <aL7 + NG > ’ Ca7) = (1—7)

On a donc obtenu une borne supérieure pour la norme de I'opérateur de (1.23) qui a la forme :

- 1 207 1
Vit llses,) < 3 4
’ Vr2a? + m? L3m — n| \/r2a2 + n?
1 v
L &0 L r (1.31)
1—7|n—m] VE(r2a2 4+ n2)1/4(r2a2 + m2)1/4

On rappelle que l'on est interessé par une estimation de (1.22) et que 'on a m # n. On choisit
1/2 <« < 1. On doit examiner plusieurs cas :

1. Quand m = 0 et |n| > 1. Alors le premier terme de (1.31) est majoré par une expression
du type r3a~'L73|n|72. Le second terme est majoré par 7~ Y2aq 1/ 2217V |n| 7127,
Les deux contributions sont sommables par rapport & n.

2. Fixons m # 0, et considérons tous les n # m. Quand n = 0, on obtient la méme chose
qu’au dessus mais pour m. Si n # 0, on peut majorer par le terme indépendant de r et «
suivant :

1
sup |m|~1/? E —, 1/2 <.
m?ﬁo n;ﬁO,n;«ém ‘n‘1/2’n - m"y
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On peut utiliser soit I'inégalité de Holder, ou bien 'on peut séparer la somme ci-dessus de
la maniére suivante :

1
n¢§;#m [n[!/2]n —m|?

1
R U SR SP DR N e

n;’éo’n?ﬁmv'n'Sln_ml n#07n7£m7‘n|>|n_m|

1 1 9
: Z (!ny"fﬂ/? * In — m[1/2+7> - Z R < const (7).

n#0,n#m n#0,n#m

Pour r assez petit, c’est le terme du cas numéro 1 qui devient prépondérant dans I’estimation,
on prend «y proche de 1 et on en déduit estimation (1.14). O

On peut maintenant établir la preuve du théoréme de cette section :

Preuve du théoréme 1.2.2. On commence la preuve en remarquant que N et L sont proportion-
nels (voir début de ce chapitre). On fixe L (et donc N) et

p=—a? = —4N sup |va ()],
x

ce qui entraine que p € 0(Hgjag). On choisit aussi ¢ = 1/2. Par conséquent, on peut appliquer
les lemmes 1.2.3, 1.2.4 et 1.2.5, et pour z € p(Hgiag), en utilisant la relation (1.11), il existe
r00(L,y) > 0 et une constante dépendant de v : C;, > 0 tel que I'on a pour r < rg

1

T2, |z 4+ o?|
31y =1 =0

ea ( " d(z,a(Hdiag)))’

car a et p respectent bien les hypothéses du lemme 1.2.4 :

rY

1K) < Cy

i< —a? < —2N sup [va ()],
X

et 0 < € < 1. Pour certain z bien choisis tels que la condition sur z suivante soit vérifiée :

iz 3 1z + a?| 1

on a alors [|[K(z)|| < 1/2 et on utilise la relation (1.9) qui montre que z € p(H,.) et qui donne la
majoration de la différence des résolvantes.

O

Proposition 1.2.7. Nous avons les propriétés suivantes pour Hy
i) Ho est borné inférieurement et auto-adjoint sur son domaine W?(SY).
i1) Hy posséde seulement des valeurs propres isolées.

iii) Les valeurs propres {\}y\cy de Ho avec A\; < Ay < ... se comportent asymptotiquement

comine :
2

kN
2N

ot Cn = N2N_17r%1“(%), I' est la fonction gamma de Euler.

k—
Ao~ Cy
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Démonstration. Pour i), Vopérateur (—A) := — Z] 1 a 5 est auto-adjoint dans H”Y avec comme

domaine WQ(Siv ) et non négatif. De plus, vy est symetrlque et borné. Pour chaque j et k, on va
montrer que le potentiel d’intéraction entre deux particules de coordonnées x; et x;, sur le cercle,
106% 1062

est relativement borné a l'opérateur (—55—~ — 587}%). Premiérement, D(—A) C D(vy) car vy, est
J

ici une fonction L?(Sr), voir lemme A.2.4. Ensuite, si 'on procéde au changement de variables
suivant : X = x; — 1} et Y = 1, on obtient :

e G DB G )G

Soit 0 < ¢ < 1, on peut écrire

Ve, 9% 02 1\ !
ol = o) (2( ax—%wﬁ) [

-1
o 2 2
3-Vv5,_ 9 0 ! ) 2. (1.32)

< HUL(X) <\E A (_8X2 - ayz) + %

En utilisant le téoréme spectral on obtient

3[82 1 3—v5 92 92 1\

et on peut donc majorer (1.32) par

3-V5, 8 1\
|vr(X) (\/<g 1 (_W) + \/E> H%(LQ(SL))
Avec l'aide [RS3, Th. XI.20| qui établit que pour deux fonctions f,g € L?(R?) on la relation
) 1
1 f(2)g(=iV)|ms < %HfHLQ(RQ) gl 22 w2y
on montre (voir annexe B.1), grace & la géométrie du tore, on a de méme pour f,g € L*(Sy)
. 1
1f (2)g(=iV)llas < 71 llz2(sz) - llgllee-
Ce qui permet d’écrire
52 1\
X o 2
o0 (VR + 2)

1
Ve(TED)?: + o=

Et comme on a d’une part vy, € L?(Sr) d’aprés A.2.4 avec ¢, co tels que

1
< — | |up(X)]*dX -
s >

PEZ

c
lo]? < = + ¢
T
et d’autre part

() 2

2 L?
PEZL +

2

-o+2( i) 2l 2

2

)

edm? + 6471,2
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et on va majorer la somme par l'intégrale :

1 ? & 1 ?
St < [ |
L2 —/ L2
p>1 p2 + edm? 0 p2 + edn?
T (Vexn 3
4\ L

alors la quantité (1.32) est bornée, uniformément pour € dans un intervalle borné. Par ailleurs,
on a la relation

-1 2 2 -1
fowtas = an) (580 + 22 )l <los(e; — ) (f(—&—igﬁ) i

-1
Ve, 0 o2 1 NG 1
| (2(_8932 Tt E)\ M)
J k
On peut montrer que le second facteur de cette expression est borné par 1 en utilisant la trans-
formée de Fourier par exemple. on a donc

-1

Ve 1 5 _ 1 e 4

vp(x; —xk) | ——(—A)+ — < (=4+c2)(—+ -+

fowtas = ) (G -8+ 72 ) P < (2 e+ ¥
et comme on peut prendre € aussi petit que 'on veut, chaque potentiel d’interaction est donc
relativement borné au Laplacien & N particules avec borne relative nulle. On conclut par le
théoreme de Kato-Rellich [RS2, X.2| que Hy est auto-adjoint sur le domaine W?(SY). Pour i),
la résolvante associée au Laplacien & N particules est compacte. En effet, (—%g—; +4)71 est

i

compacte® et avec 1’équation de la résolvante on peut écrire :

1 1 92 1
N—1/" R Y A N —1
+1) (2A 28%2)( 2A+z)

12
283:?

1 02

1 N—1_ =Y N —1
(2A—|—z) = ( an?—l—z) + (

qui est composée de deux termes compacts car le deuxiéme terme du membre de droite est le pro-
. 2 2 .

duit d'un opérateur compact : (—%%? +i)~! et d’un opérateur borné? : (%A— %%)(—%A—l—z)*l.

On obtient que la résolvente associée a Hy est compacte en écrivant I’équation de la résolvente

sous la forme suivante3 :
N1 1 N1 1 o1, L 1 o1, L . N1
(Ho+1i)" = (—§A+z) —(—§A+z) <_§A_H0)(_§A“) (—§A+z)(Ho+z) . (1.33)

et en utilisant la propriété i) qui montre qu'il n’y a que des opérateurs bornés ou compacts. En
conséquence, Hy ne posséde que des valeurs propres discrétes. Pour #ii), comme la perturbation
est relativement bornée a (—3A) avec borne relative 0, on écrit pour ¢ € D(—A), ¢ > 0 et
b(e) >0:

(1010 = (5200 )| < (0. (- 5208) + o

(-2 (-5000) ~86) < (o) < (149 ((-3800.0) +0(0).

!démontré par exemple en calculant la norme Hilbert-Schmidt de la transformée de Fourier de cet opérateur.
20n peut voir que opérateur est borné en utilisant le théoréme du graphe fermé par exemple
3Pour plus de détails, se reporter & Pappendice B.3.
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On utilise maintenant le principe du minimax [RS4, XIIL.1]. Soit {Ag},cy les valeurs propres de
Hy et {Eg}cy les valeurs propres de (—%A) avec conditions de bords périodiques, alors pour
chaque k on peut ecrire

(1—e)Er —b(e) <A\ < (14+¢)E; +b(e) (1.34)

Il est établit dans [RS4, XIII.15] que les valeurs propres Ek associées a I’Hamiltonien dans une
boite de dimension N et de coté L avec les conditions de Dirichlet ou Neumann aux bords se
comportent asymptotiquement comme

on Cy = N2N*IW%F(%), I' étant la fonction gamma d’Euler. On utilise la technique dite
“Dirichlet-Neumann bracketing” pour montrer que les conditions périodiques aux bords ménent
au méme résultat pour les Ej. De (1.34) et pour Ej # 0 on déduit

By E;
Soit n >0et e = g, si I’on choisit &, tel que
2
Ey, > —b(e) (1.35)
n
alors \
kn
1< 1.36
‘Ekn ’ 130

Alors, pour tout n > 0, puisque Ej croit avec k et au moins pour k grand, la condition (1.35)
peut étre satisfaite et il existe k; € N tel que pour Ey > Fj, 1'équation (1.36) est vérifice. On
déduit que les valeurs propres A\; ont le méme comportement asymptotique que les Ej. De plus,
comme les valeurs propres s’accumulent & 'infini, on déduit avec la compacité de la résolvente
de Hy la propriété de i) que les A\ sont toutes isolées. ]

1.3 Conclusion

Aprés avoir introduit le modéle mathématique pour le nanotube de carbone, avec I’'Hamil-
tonien H., on a utilisé une des propriétés clefs de ces nanotubes : leur faible diamétre, afin de
réduire le probléme a I’étude de Hy, un Hamiltonien & une dimension. Le théoréme 1.2.2 donne
un résultat essentiel pour la réduction & une dimension, mais il n’est pas suffisant pour montrer
un lien entre les spectres de H. et Hy. En effet, pour établir la stabilité du spectre & I'aide de la
théorie des perturbations, il faudrait aussi connaitre certaines informations sur le spectre de Hy.
Par exemple, il faudrait étre assuré que 'on peut tracer un contour dans le plan spectral autour
de chaque valeur propre isolée de Hy et entourant uniquement celle-1a pour tout r inférieur a un
ro > 0 suffisamment petit. Dans les chapitres suivants de la présente étude, les informations col-
lectées sur le comportement du spectre de 'opérateur Hy par rapport a r ne seront pas suffisantes
pour montrer que les spectres de H. et Hy sont asymptotiques lorsque r tend vers zéro.

L’affirmation selon laquelle le spectre de basse énergie de H. peut étre approximé par celui de
Hj pour r suffisamment petit est donc une conjecture, tant que le comportement du spectre de Hy
par rapport & r n’a pas été établi précisément. Parmi les pistes & explorer qui pourraient permettre
d’obtenir cette information, on peut citer les travaux de [BD] ou un probléme a N particules en
trois dimensions & été réduit a un probléme unidimensionnel, ainsi que [CDP| ou un modéle a
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deux particules sur un cylindre infini avec un potentiel d’interaction similaire & vy, est approximé
par un modéle avec une interaction ponctuelle sur la ligne. L’idée est d’établir que 'opérateur
Hjy est asymptotique, lorsque r tend vers zéro, & un opérateur dont le spectre est calculable
suffisamment précisément, comme par exemple le cas ol les interactions entre électrons sont
remplacées par des interactions ponctuelles. On pourra ainsi bénéficier de I’abondante littérature
au sujet des modeéles de bosons et fermions en une dimension*. On peut aussi suggérer le modéle
de Girardeau [Gi| comme candidat sérieux pour l'opérateur limite.

Méme si le traitement rigoureux est incomplet, on peut raisonnablement penser que la conjec-
ture est vral pour les nanotubes examinés par les physiciens. En effet, des études numeériques
comme [PRB95| affirme que le nanotube a un comportement unidimensionnel et des observa-
tions expérimentales [PRL0O1] montrent que le nanotube peut étre considéré comme une structure
unidimensionnelle®.

On fait une derniére remarque sur la portée du théoréme 1.2.2 en notant que 'on doit se
limiter au spectre de basse énergie de H. car la condition sur z du théoréme implique que z doit
grandir moins vite qu'une constante multipliée par 1/4/7, ce qui ne peut pas étre satisfait pour
les parties de Hgjae du type Ho + n/r? avec n > 0. Mais ce qui intéresse les physiciens pour
la caractérisation des nanotubes est uniquement le spectre de basse énergie, La réduction a une
dimension donnée ici est donc tout & fait appropriée.

Quelques propriétés de Hy ont été énoncées a la proposition 1.2.7 et on va continuer ’analyse
de cet opérateur dans les chapitres suivant. On va notamment étudier l'influence de certains
paramétres de Hp, comme A, le paramétre de couplage faible, ou Fj, le parameétre qui va per-
mettre d’obtenir la réponse linéaire du systéme a 1’action de la lumiére. Dans tous ces chapitres
intermédiaires le rayon sera supposé fixe, assez petit et non nul, et cela sera suffisant. On verra
I'influence du rayon sur une partie du spectre de Hy au chapitre 6, et on reviendra sur H, a la
fin du travail.

Avec la réduction & une dimension, on peut remarquer aussi la séparation entre le probléme
de I'étude de l'influence du parameétre de chiralité et celui de I'influence du rayon du tube. La
chiralité est I'information sur la périodicité du réseau d’atomes, qui est contenue dans V. Celle-
ci est entierement conservée a l'intérieur de l'opérateur Hgj,g, car les termes hors diagonaux de
H_ dans la base du Laplacien transverse ne contiennent pas d’expression dépendante du potentiel
atomique, on peut le voir avec la relation (1.6). Ainsi, les états propres de H. dépendront de
la chiralité de la méme maniére que les états propres de Hgiag, les corrections données par la
théorie de perturbation ne dépendront pas de la chiralité. L’influence de la chiralité sur le bas du
spectre sera donc donnée directement par I’analyse de Hy. Avec cette propriété, on verra dans
les prochains chapitres que l'effet de la chiralité et du rayon peuvent étre étudiés séparément.

“voir par exemple I'introduction de [OBBG] pour un apercu de cette littérature.

SExpérimentalement, la lumiére envoyée sur le nanotube doit étre polarisée suivant I’axe du tube pour pouvoir
observer des pics d’absorption aux énergies qui nous intéressent, si la lumiére est polarisée perpendiculairement
I’étude montre qu’il n'y a pas d’absorption.



Chapitre 2

Potentiel externe et réponse linéaire

Dans les expériences de physique sur la mesure de la réponse optique linéaire, une lumiére
monochromatique, de faible amplitude et de fréquence variable, est envoyée sur le nanotube. Une
partie de cette lumiére est absorbée par les électrons et permet au sytéme tube+N électrons de
passer dans un état excité. L’autre partie, non absorbée, traverse le nanotube et est mesurée.
Le rapport de l'intensité envoyée sur 'intensité mesurée en sortie donne le spectre d’absorption,
en fonction de la fréquence de la lumiére. Ainsi absorption et états du systéme sont liés. Pour
obtenir le spectre d’absorption, deux problémes distincts doivent étre étudiés :

— il faut connaitre les états propres du tube avec N électrons soumis a un champ électroma-
gnétique dépendant du temps. Ce ne sont bien siir pas les mémes que pour le systéme sans
lumiére mais, & champ électromagnétique faible, on peut faire une étude perturbative.

— il faut déterminer quelles sont les transitions entre états possibles et donnant lieu & ab-
sorption de lumiére et dans quelle proportion. Ceci est fait au chapitre 3.

Le but de ce chapitre est d’étudier le premier point et d’exprimer de maniére perturbative le
spectre du systéme avec champ électromagnétique en fonction des états du systéme non perturbé.
D1 au grand nombre de particules, on préférera ici caractériser indirectement les états en calculant
la quantité appelée en physique statistique “matrice densité” du systéme. On retrouvera les états
propres plus tard dans 1’étude, au chapitre 3.

Du point de vue mathématique, on part du modele a N électrons sur le cercle de périmeétre L,
introduit au chapitre précédent, et on applique un champ électromagnétique classique, dépendant
du temps, modélisant la lumiére. On cherche & connaitre la réponse linéaire du systéeme & la
perturbation lumineuse et on va voir au chapitre 3 que celle-ci est reliée & la conductivité. Comme
cela est fait par exemple par Kubo |Ku57], on utilise donc la théorie de la réponse linéaire afin
d’obtenir la conductivité, puis le spectre d’absorption optique a partir de cette conductivité.

La théorie de la réponse linéaire, largement utilisé dans la littérature physique, suppose que le
champ perturbatif est faible et appliqué de facon quasi-adiabatique. Le terme "quasi-adiabatique"
signifiant ici que 'amplitude du champ doit étre augmentée dans le temps graduellement, de facon
exponentielle, en partant de zéro au temps t = —oo (pas de perturbation), jusqu’a une valeur non
nulle & t = 0 ou 'on observe ’état du systéme. La perturbation est ainsi suffisamment “douce”
pour permettre d’exprimer les caractéristiques du systéme & t = 0 en fonction des caractéristiques
du systéme non perturbé. Ceci est une approche perturbative, ce qui implique que le résultat sera
une approximation oi 'on contrélera le terme d’erreur. Ce terme d’erreur tendra vers zéro dans
la limite de champ faible. Au premier ordre de la perturbation, on obtiendra ainsi la “réponse
linéaire” du systéme a la perturbation.

Pour un systéme & grand nombre de particules, il est plus aisé d’exprimer ses états dans le
formalisme de la seconde quantification. Le systéme est ainsi caractérisé par une matrice densité
représentant la probabilité pour le systéme de se trouver dans un certain état. La connaissance
de cette matrice permet d’obtenir la valeur moyenne de n’importe quelle quantité physique

39
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décrivant le systéme [LL5, §5]. On va ici mettre en place tous les objets et outils du cadre de la
physique statistique quantique nécessaires a la description des différents états excités du systéme
nanoscopique.

Pour commencer, dans la section 2.1 on présente le modeéle décrivant le nanotube avec lumieére.
Ensuite, dans la section 2.2 on montre ’existence et 'unicité de la matrice densité associée au
modéle perturbé et enfin dans la section 2.3 on donne une expression perturbative de celle-ci,
jusqu’a ordre 1 par rapport a 'amplitude du champ électromagnétique.

La difficulté de ce chapitre réside dans le fait que I’on veut résoudre une équation différentielle
& condition initiale au temps t = —oo et avec une perturbation dépendante du temps non bornée.

2.1 Modéle perturbé

Pour modéliser la lumiére monochromatique incidente, on introduit le champ électrique que
l'on notera F'(t), d’amplitude Fy > 0 composé d’une oscillation de fréquence w > 0 et d’un terme
caractérisant ’allumage adiabatique, contrélé avec le paramétre n > 0 :

F(t) := Fycos(wt)e™,

avec la variable de temps t € (—o0,0], et on rappelle que l'espace est unidimensionnel. Etant

donné que 'on est sur un cercle, il n’est pas possible de définir la perturbation due & la lumiére
comme on le fait habituellement dans la jauge de Coulomb, & partir du champ électrique, car le
potentiel associé n’est pas périodique. On va donc utiliser une autre jauge. Soit la fonction

iwt+nt t . t

a(t) = Re <e ) _ 7 cos(w Z—Fw;m(w )e”t, 2.1)
w+n w“+n

d'(t) = Re(e™M) = cos(wt)e™ (2.2)

ou le signe “prime” dénote ici la dérivée par rapport au temps. On a
F(t) = Fyd (t).

On a définit dans la section 1.2 l'espace des états quantiques a N électrons sur le cercle Sy, :
HY = L2(SY). Dans la jauge de Weyl! (ou jauge Hamiltonienne ou encore jauge temporelle),
le systéme a N électrons avec perturbation lumineuse est décrit par I’'Hamiltonien H (t) agissant
dans HY :

1L (/1 0 2 1 &
H(t) = =- {< - a(t)Fg) +vat(mj)} +3 > op(y — ).
J#k=1
ou on rappelle que vy, € C°(SL) est le potentiel périodique modélisant le réseau d’atomes et vy,

est le potentiel modélisant 'interaction entre deux électrons définit en (1.4).
Soit les opérateurs définis sur ’espace de Sobolev suivants :

10

P.==
iaa:j

N
% avec  D(P;) = W'(Sr) et P:= ZPj,
j=1

W (t) := —a(t)FyP + %NaQ(t)FOQ. (2.3)

On a la relation
H(t) = Ho + W (t),

ou Hy est notre systéme non perturbé défini en (1.5).

Lyoir par exemple [FST, 2.1] pour une description de la transformation de jauge. Cette jauge est aussi appelée
jauge Hamiltonienne ou encore jauge temporelle. On pourra aussi se référer au papier de Aharonov-Bohm [AB]|
ol elle est introduite.
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Proposition 2.1.1. VN > 1,t € R le domaine de H(t) est indépendant de t et H(t) est auto-
adjoint sur le domaine D(Hy). De plus, pour tout Fy choisi dans un intervalle borné, il existe
c € R* tel que l'on a les propriétés suivanies :

sup |W(t)(Ho + ic)_1|| <1, et sup ||(Ho +ic)(H(t) + ic)_1|| < 3.
te(—o00,0] te(—o00,0]

Démonstration. On rappelle que 'on a vu a la proposition 1.2.7 que Hy est auto-adjoint sur le
domaine W2(SY). Comme le terme a?(t) FZ est borné uniformément en ¢, 'opérateur suivant

N
1
H(t) — Hy = —a(t)Fy ; P; + 5J\fa2(t)Fo2

est bien définit sur D(Hy) puisque D(Hp) C D(P;). Ensuite pour u € D(Hy), € > 0

N N N 1
1Y " Piul? = | O_P)Puu | <elOP)2ul - Il
j=1 j=1 j=1
1., & 1
< =10 P)2ull® + s lul®
2 a 2e
7j=1
I A T
<— IIj_leUII + o llull® = ——lAul” + 5l

La perturbation est donc relativement bornée au Laplacien avec borne relative nulle pour N fixé.
On introduit 'opérateur V := Hg — %A qui est relativement borné & A d’aprés la preuve de la
proposition 1.2.7. On conclut d’aprés 'annexe B.2 que pour u € D(Hp) il existe deux constantes
c1(r, A\, N),ca(r, A\, N) > 0 telles que

02(T7 N)
1Pull < ect(r, N)l| Houl| + ———lull

On rappelle que les paramétres » > 0, A > 0 ont une valeur fixe dans ce chapitre, P est donc
relativement borné a Hy avec borne relative nulle, ceci implique, en utilisant le théoreme de
Kato-Rellich, que H(t) est auto-adjoint sur le domaine D(Hp).

Par ailleurs, on peut écrire pour ¢ # 0 et u = (Hg +ic) "¢ € D(Hy)

1P(Ho +ic) "' ¢l| < eNV2|Ho(Ho +ic)~ | + f(e)[|(Ho + i)' ¢

<eNvagl+ 1) g

]

car d’aprés le théoréeme spectral

A
Ho(Hy +ic)7 Y| = sup — =1
IHo(Hy +i0) ™! = swp S

On a donc

2Fya(t)f(e) + F02a2 (t)

[W () (Ho + i) 6]l < Foa(t)eN V]| + O o

On rappelle qu’il existe une constante ¢; > 0 telle que a(t) < ¢1 pour tout t € (—o0, 0] et que Fy
est choisit dans un intervalle borné. Pour N fixé, soit £ > 0 tel que Fya(t)eNv/2 = £/2, il existe
c tel que

2Foa(t)f(e) + Fga®(t)N - £
2|c| =2
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Alors on a
W (t)(Ho +ic) "ol < &[]

On peut choisir ¢ pour que £ = 1/2. Sous cette condition, on peut écrire avec ’équation de la
résolvente

(H(t) +ic)™ ' = (Ho+ic) ' + (Ho +ic) ' (1= W(t)(Ho +ic) ')

et
I(Ho + ic) (H(£) +ie) || < 1+ (1~ [|W (1) (Ho +ic)1[) ™" < 3.

2.2 Equation de Liouville

On veut savoir ’évolution temporelle de notre systéme a N électrons soumis a la perturbation
due au champ électromagnétique défini précédemment. Pour cela on a besoin d’introduire cer-
taines notions et quantités dérivées du formalisme de la physique statistique. A chaque systéme
quantique composé d’'un grand nombre de particules, on associe un opérateur & trace noté p et
appelé matrice densité. Au temps ¢ = —oo notre systéme est non perturbé et & 1’équilibre. Sa
matrice densité p.q, opérateur agissant sur HN, est donnée par la distribution de Gibbs [LL5,
§35] :

1
Peq = We BHo (2.4)
ou B = ﬁ > 0, K est la constante de Boltzmann, 7" est la température du systeme et Tryn
est la trace prise sur H”V. On verra au lemme 2.2.8 que Peq €st un opérateur & trace. On veut
maintenant connaitre 1’expression de la matrice densité p(t) associée a H(t) pour un temps ¢
quelconque. Cette matrice dépendante du temps est la solution de ’équation de Liouville [LL5,
§6| suivante :

0

5% = ilp, H], avec condition initiale p(—00) = peg. (2.5)

L’équation ci-dessus doit étre comprise au sens fort sur D(Hy) mais on va voir plus tard dans
cette section que la relation est vraie sur H™V. On établit dans ce qui suit Uexistence et I'unicité
de la solution de (2.5) dans la norme trace. Enfin dans la derniére sous-section on donne un
développement de p(t) a l'ordre 2 en puissances de Fj.
Soit
p(t,s) == Ul(t,s)pegU*(t, s) (2.6)

ot U(t, s) est le propagateur? associé 4 1’équation de Schrédinger dépendante du temps suivante :
pour g € D(Hp) et s,t € R

1883@, Yo+ HOU(E s)bo =0,  U(s, s) = Id. 2.7)
On introduit la notation oA
A( 7t) = E(t )

*Voir définition dans [RS2, X.12]
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Au moins formellement on a :
plt,s) = Ult,s)pegU*(t,8) + Ult, s)pegU* (2, 5)
= —iH(t)p(t,s) +ip(t, s)H(t)
= i[p(t,s), H(t)]
donc p(t,s) défini en (2.6) est un candidat pour étre solution de ’équation de Liouville. Mais
la condition initiale & moins l'infini n’est pas vérifiée. On introduit I'opérateur unitaire suivant,

fortement continu sur D(Hp) '
Q(t, s) := =9 (¢, 5),

et on montre que

p(t) := e HolQ(¢ 0) lim Q*(s, O)peq hm Q(s,0)Q%(t, 0)et ot (2.8)

§——00
est solution de (2.5) et que cette solution est unique.

Proposition 2.2.1. Vig € D(Hy), Vto,t € R, l’équation suivante posséde une solution unique
¥ € D(Hy),
¥(to) = vo ' '

Ceci définit un propagateur U : R x R — B(HN) tel que ¥(t) = U(t, o). Il est unitaire,
fortement continu. De plus il est fortement différentiable par rapport & la premiére variable sur
D(Hy). Il préserve D(Hy) et obéit sur D(Hy) a la relation suivante :

t
U(t,s)—Id—i/ H(o)U(o,s)do

Démonstration. Ces propriétés sont obtenues a 'aide du théoreme X.70 de [RS2, X.12]. On va
vérifier les hypothéses de ce théoréme. On sait déja par la proposition 2.1.1 que D(H (t)) = D(H)
pour tout ¢t € R. On définit

C:RxR — B(HY)
(t,s) — Cf(t,s)=

que 'on peut écrire de la maniére suivante :

Ot s) =~ 20 =) b 4o Ly = @)

— > L (H () + 1)

On veut montrer que C' est continue dans ses deux variables en tant qu’opérateur borné. L’opé-
rateur P(H(s) + i)~! est borné, et pour n’importe quel point sg, la premiére équation de la
résolvente donne :

IP(H(s) +0) 7| < |P(H(s0) + )| + |5 — sol [ P(H(s0) + ) | [[(H(s) +4) 7. (2.10)
On a aussi que
IP(H(s) + )~ = P(H(t) +49) 7| = IIP(H(S)H’)*( (t) — H(s))(H(t) + )7
= ||P(H(s) +1)~" ( () a(s)) P(H(t) +14)~"
+P(H(s) + ( (t) —a®(s)) (H(t) +9) 7'
IIP(H(S)H) 1||Fo|a( t) —als)| | P(H(t) + )7
+|[P(H(s) + 1) N};Oz\aQ(t) —a(s)] [|(H(t) + )7

IN
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Maintenant, avec la premiére estimation 2.10 et puisque a est une fonction continue et périodique,
il existe £ > 0 et 7(e) > 0 tel que pour |t —s| < n(e) ona ||P(H(s)+i)~t — P(H(t)+i)7 | <e.

Pour s #t € R, % est continue par rapport s and ¢. Soit ¢y € [s,t], avec le théoréme des

accroissements finis et comme a est analytique on peut écrire

a(t) — a(s) = (t — s)d'(a(s, 1)),

avec a(t, s) €]s,t] et

a'(a(t,s)) —d'(to) = (alt,s) —to)(a” (to) + e(al(t, s) — to))

avec lim; ., (t — t9) = 0. Donc pour tout s et ¢,

,a(t) —a(s)

L= (to)] < lat,s)  tol - a"(t0) + elalt, ) — to)

et I'on a
lau(t, 8) — to| < max{[t —tol,|s —to|} <[t —to| + [s —to| = [|(¢, 5) — (to. t0)[lx

donc

|a(t) —a(s)

—a'(to)| < const - |[(, 5) — (o, to) |1

t—s
qui montre la continuité dans les deux variables de la fonction a(ttg(s) en tg. On conclut que C'
est continu sur R x R et 'on peut appliquer le théoréme X.70. O

1
On introduit maintenant 1'opérateur défini sur le domaine D(P) = D(H) et avec s,t € R :

) ) . . 1
Wi(t,s) = eHot=8)yy (t)e tHolt=s) — _q(4) Fyettlo(t=s) pe—iHolt=s) 4 §F02a2(t)N.

Lemme 2.2.2. Pour tout s € R, la fonction t — Q(t, s) est fortement différentiable sur D(Hy)
et sa dérivée est :

O(t, s) = —iW(t, 5)Q(t, 5).

Cet opérateur est solution de l’équation intégrale suivante :
t/\/
Qt,s) =1-— z/ W (o, s)Q(o, s)do sur D(Hp). (2.11)
S

Démonstration. Par définition, Q(t,s) = e 0(t=5) (¢, s) on les deux facteurs sont unitaires et
fortement différentiables par rapport a ¢ sur D(Hj) (proposition 2.2.1 et théoréme de Stone). On
peut écrire pour ¢ € D(Hy) et h #0

Q(t+ h,s) —Qt, s) eHo(tth=s)7(t 4 h, 5) — eHo=3)[7 (¢, s)
Y = Y
h h
:eiHo(t-l-h—S) U(t + h7 3) — U(ta 3) d} + 61H0(t+h78) — elHO(tis)

h h

U(t,s).



2.2. EQUATION DE LIOUVILLE 45

D’apres la proposition 2.2.1 on a que U (¢, s) préserve D(Hy), ceci permet de différencier le terme
exponentiel au sens fort sur D(Hp). Et quand on prend la limite h tend vers zéro, pour tout

Y € D(Hp),

Q(t, 5) = }llir% Q(t + h, s})L —Q(t, s)

Y =M= (¢, $)p + i) HyU (¢, s)
_ ieiHo(t*s)V[/'(t)efiHo(tfs)eiHo(tfs)U-(t7 8)’(/1
= —iW(t,5)Q(t, 5).

et 'on peut écrire

Q(t,5) =Q(s,5) — i / W(o,5)0(0, 5)do

t/\/
i / W (0, 5)00, s)do.

Le lemme suivant sera utile pour étudier la limite (-, s) en —oo.
Lemme 2.2.3. Il existe c € R* tel que

t 6s(tip ) |(H (t) 4+ ic)U(t, s)(H(t) +ic) | < oo.

Démonstration. On définit pour ¢ € HY, ¢ € D(Hp) et tout s,t € (—o0, 0]
fs(t) = (o, Fs(D)y),  Fi(t) = U™(t,s)(H(t) +ic)U(t, s)(H(t) +ic) "
Pour s et t fixés, F, est un opérateur borné d’aprés le théoréme du graphe fermeé?® puisque U

est unitaire, préserve D(Hy) et H(t) est fermé sur D(Hp). On veut montrer que la borne est
uniforme en s et t. On calcule la dérivée de Fs. On a pour h > 0,

fs(t(] + h) - fs(tO)
h

((U(to + h, )¢, (H(to + h) +ic)U(to + h, s)(H (to + h) +ic) ") — fs(to))

N el Bl o Y [y

((U(to + h,s) — Ulto,s))o, (H(to + h) +ic)U(to + h, s)(H(to + h) + ic) )

+ - (Ulto, )@, (H{(to+ h) — H(t))U (to + hy )(H(to + h) + ic)'4))

+ —(U(to, )¢, (H(tg) +ic)(U(to + h,s) — Ulto, s))(H(to + h) + ic) " 1e))

+ —(U(to, 8)p, (H(to) +ic)U(to, s) ((H(to + h) +ic) ™" — (H(to) +ic) ") ¥)

3Voir par exemple [K] Th. 5.20.
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et si 'on prend la limite h — 0,

iy J(o +h) = f(to) _
h—0 h

= ((—iH (t0)U(to, 5))¢, (H (to) + ic)U (o, s)(H (to) + ic) ~'¢)
— Fod'(t0)(U(to, 5)¢, PU (to, s) (H (to) + ic) 1))
+ Fga(to)d' (to)(Ulto, s)b, U (to, s) (H (to) + ic) ')
+ (Ulto, ), (H (to) + ic)(—iH (to)U(to, s))(H (to) + ic)~"1))
— Fod(to)(Ul(to, s)¢, (H(to) + ic)U (to, s) ((H (to) +ic) " P(H(to) +ic) ') )
+ Fga(to)d'(to) (U (to, $)¢, (H (to) + ic)U (to. ) ((H (to) +ic) ™" (H(to) +ic) ") ).

Le premier et quatriéme termes montrent pourquoi I’on avait besoin de prendre ¢ € D(Hj) mais
comme ces deux termes se compensent, :

filto) = — Fod' (to) (U (to, 5)¢, PU (to, s)(H (to) + ic) ')
+ Fga(to)d' (to) (U (to, )¢, Ulto, s)(H (to) +ic) ')
— Fod/(to)(Ul(to, s)¢, (H (to) + ic)U((to, s) ((H (to) + ic)~ P(H(to) +ic) ™) ¥)
+ Fga(to)a' (to) (U (to, s)¢, (H (to) + ic)U (to, s) ((H (to) + ic) " (H (to) +ic) ") ¥)

=:(¢, F(t)).

On obtient donc que 'opérateur F, est dérivable au sens faible sur le domaine de Hy, et comme
I'expression de F! ci-dessus est bornée sur HV et que le calcul a été fait pour tout ¢ € H”Y et
tout ¢ dans un sous espace dense de HY, F, est donc dérivable en norme par rapport a t avec
dérivée pour tout 7 € R_ :

On écrit alors :

Fy(t) =Fy(s) + / CFlr)dr —1d + / Fl(r)dr
14— Ry / (U (7 ) PU (. 8) (H (7) + i)~ \dr
- F /St d (TYU*(7,8)(H(t) +ic)U(r, 8)(H(7) +ic) ' P(H(7) +ic) " tdr
e / () () (H () + ie) N dr

+ F? / a(T)d (T)U* (1, s)(H (t) 4 ic)U (1, 8)(H(7) + ic) " 2dr



2.2. EQUATION DE LIOUVILLE 47

=1Id - Fy / d (T)U*(7,s)P(H(7) +ic) U (7, s)U* (7, 8)(H(7) + ic)U(r, s)(H(T) + ic) 'dr
_R / o (1) () P(H(7) + i)~ Ldr
+ F? / a(1)d (T)U* (7, s)(H(7) +ic) " U (7, s)U* (1, s)(H(7) + ic)U (7, s)(H(T) 4 ic) ‘dr

+R2 / a(7)a (F)Eu(7) (H(7) + ic)~Ydr

donc

Fy(t) =Id — FO/ a' (1) (U*(T, s)P(H(T) + ic)_lU(T, S)Fs(T) + Fs(T)P(H(T) + ic)_l) dr

+F? / a(r)d () (U*(r,8)(H(T) +ic) U (7, 8)Fs(7) + Fs(1)(H(7) +ic) ™) dr.
(2.12)

On obtient en utilisant la proposition 2.1.1 que pour tout t,s € (—o0,0] il existe un ¢ € R* tel
que

sup ||P(H(t)+ic) Y| = sup |P(Ho+ i) *(Ho+i)(H(T)+ic) Y| < oo

T€(—00,0] T€(—00,0

et comme U(7, s) est unitaire, on a
t
[Es(@)]| <1 4 const / 2 (Fold'(r)| + Fgla(r)d' (T)]) | F(r)||dr
S

En utilisant le lemme de Gronwall [Gr|,

| Fs(t)|| < exp (2const / (Fold (7)| + Fgla(r)d'(7)]) dT) .

On rappelle que a/(t) = cos(wt)e™ et donc le membre de droite est borné et de plus il est borné
uniformément par rapport a ¢ et s € (—o0,0]. O

Lemme 2.2.4. Pour s € (—o0,0] fizé, on a
im  Q(to, s)(Ho + i)t = Q" (s)(Ho + 1)
0——00

lim  Q*(to,s)(Ho +i)~" = Q" (s)(Ho +i) ™,

to——o0
et Q*T(s) = Q1*(s).
Remarque 2.2.5. Le résultat du lemme entraine aussi la propriété suivante :

s-lim Q(tg,s) =: Q7 (s)

to——o0

s-lim Q*(tg, s) =: Q*(s) = QT (s),

to——00
car la convergence en norme implique la convergence forte, et Q(-,s), 2*(-, s) sont unitaires et
convergent fortement sur un domaine dense de H™.
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Démonstration. D’aprés le lemme 2.2.2 et pour s,t € R_, on écrit 2 comme
tN
Qt,s) =1d - z/ W(r,s)QX(t,s)dr sur D(Hp)
S
et pour ¢ € D(Hy) et ¢ € R*
to
1(€2(t2, 5) — Q(t1, 9)) || = t W (7, $)Q(r, s)dri|
1

to )
<||Fo / e Hor=3) (1) PU (7, 8)d71) |

t1

1 b2 :
+ ||2NF02/ a?(7)eHo =9y (7, s)drp||
t1

<|| [ eH ) (1) P(H () + i) (H () + ie)U (7, )

(H(7) +ic) " (H(r) +ic)(Ho + i)' (Ho + i)ydr|
+ const - |/ T)dT| - |||, (2.13)

et avec les lemmes 2.1.1 et 2.2.3 on peut trouver c tel que
=P IP(H(7) +ic) | - [(H(7) +ic)U (7, 8)(H (1) +ic) M| - [(H (7) +ic)(Ho +9) 7| < &1
TE(—00,0

avec c¢; > 0, et par conséquent

to

12, 8) — Qtr, )] <ex / Sa(o)ldr] - | (Ho + 1)]| + const -| / A(r)drl - ]l (2.14)

t1 t1

et puisque les fonctions a et a? sont intégrables sur R_,

1(Q(ta, 5) — Q(t1, 5))b]| 222" 0,

La famille d’operateurs {Q(%, s)}, est unitaire, donc la suite de vecteurs {Q(t, s)¢}, avec ¢ € HY
est de Cauchy et (., s) converge fortement sur H". On dénote cette limite par Q7 (s). C’est un
opérateur borné d’apres le principe de la borne uniforme.

On obtient aussi, si on introduit ¢ =: (Hy + i)~ l¢, avec ¢ € HY, dans la relation (2.14) :

1(Q(t2, 5) = Q(tr, 8)) (Ho +14) "ol < 1 /t Ja(o)lldr] - l+

to
+ const - | az(T)dT| || (Ho + i)_IH el
t1

et donc on a aussi que {Q (t,s)(Ho+1) 1}t est de Cauchy et tend en norme vers un opérateur
borné. Alors nécessairement cet opérateur est égal a O+ (s)(Ho+i)~!. Maintenant, pour I’adjoint,
on utilise sur D(Hy)

t o~
Q" (t,s) =1d —I—i/ QO (r, )W (r,s)dr
t .
= 14— ify [ U*(r,s)alr) P(Ho + ) (Ho +i)e 0= r

1 t ,
+ QNF()Qi/ U*(r, s)e_’HO(T_S)a2(T)dT
S
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donc pour ¢ € D(H)

to ,
[(Q%(t2, ) — Q%(t1, )| < Fo/ la(T)||[P(Ho + i)~ [[[|(Ho + i) o= |dr

t1
2 to
Fy

+N
2 Jy

| (7)ldr |||

Cela montre que Q*(.,s)1 est de Cauchy en —oo. En procédant de la méme maniére que pour
Q(.,s), on conclut sur la convergence Q(t, s)*(Ho + i)'
On écrit maintenant, comme Q**(s), QT (s) sont bornés et Q*(¢, s), Q(t, s) sont unitaires,

QT (5)QT (5) = s-lim Q*(¢, s) ?—lizll Q(t,s) = s-lim Q*(¢,5)Q(t, s) =1,

t——00 t——00
qui montre que Q*F(s) = Q1*(s) sur HV. O
Corollaire 2.2.6. Pour tout s € (—00,0], les quantités
1HoQ" (s)(Ho + )M, | Ho¥™ (s)(Ho + )"l
sont bornées uniformément en s.

Démonstration. Ceci vient directement des proposition et lemmes 2.1.1, 2.2.3 et 2.2.4. Soit ¢ €
D(Hy), ¢ € HY, il existe ¢ € R_ tel que

|(Hop, 2 (s)(Ho +1)~'9)| = |(Hoo, lim e MU (t,5)(Ho + i) ~'9)|
= lim_|(Hog, e =IU(t, 5)(Ho +1) ')
= lim_|(Hoe "0U=g, (H(t) +ic) " (H(t) +ic)U (t, s)(H (1) +ic) " (H (1) + ic) (Ho + 1))
< Jim [|g][|[Ho(H (t) + ic) " [[|(H (t) + ic)U (¢, s)(H (t) + ic) || x

X | (H(t) + ic) (Ho + 1)~ [[4]] < const]| ][]l

Par densité, ce résultat est valide dans HY. Pour la deuxiéme estimation, on rappelle que le
propagateur U a la propriété suivante : U*(t,s) = U(s,t). Soit ¢ € D(Hy), ¥ € HY, il existe
c € R_ tel que

|(Ho, 2 (s)(Ho + 1) ~'0)| = |(Hoo, lim U(t,s)e” 0= (Ho +i)7')|
= lim_|(Ho,U(s,1)(Ho + 1) 'e”00=y)]
= lim_|(Hoo, (H(s) +ic) "' (H(s) +ic)U (s, 1)(H(s) + ic) " (H(s) + ic) (Ho + i)~ 'e 0]
< lim || Ho(H (s) +ic) " |[|(H(s) + ic)U (s, t) (H (s) +ic) || x

x | (H(s) + ic)(Ho + ) [[[9]] < const]| o]l

Par densité, ce résultat est valide dans HY.
O

On va maintenant montrer I'existence et 'unicité de la solution de I’équation de Liouville.
On rappelle la définition donnée en (2.8) :

p(t) == e~ OOt 010 (0) peg 2T (0)Q% (£, 0) i Hot. (2.15)
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On peut écrire cela comme
p(t) =e U (Hy 4 0) 7L (Hy + 0)Q(t, 0)(Ho + ) L (Ho + 4)Q07*(0) (Ho + 1) ' x
X (Ho 4 1) peq(Ho + 1) (Ho + 1) ~1Q"(0) (Ho + i) (Ho + i) 1 Q*(t, 0)e 0! (2.16)

et cela montre que cet opérateur est bien défini et est a trace puisque (Ho + ©)peq(Ho + @) est &
trace d’aprés le lemme 2.2.8 et les autres facteurs sont bornés.

Théoréme 2.2.7. Pour tout N > 1 et t € (—o0,0], la famille d’opérateurs a trace :
p(t) = e HOlQ(t,0)27(0) pe QT (0)Q% (¢, 0)e 0t

est différentiable au sens de la morme trace et est l'unique solution de [’équation de Liouville sur

HN

0
2, = i H, 2.17
5:° [0, H] (2.17)
avec condition initiale en t = —00 : p(—00) = peq.
On désigne par || - |1 la norme trace. Pour la preuve on a besoin du lemme préliminaire

suivant :

Lemme 2.2.8. Pour tout 3 >0etn >0 On a
i) e PHO est un opérateur o trace.
i) ||Hye PHo||; < oc.

Démonstration. D’aprés le lemme 1.2.7, Hy est auto-adjoint, borné inférieurement et posséde
seulement des valeurs propres, qui s’accumulent & I'infini. Aussi, en utilisant la propriété sur les
valeurs propres i) du lemme 1.2.7 et le théoréme spectral :

|e=PHo||, = Z e P <
A€o (Ho)

Pour i), le théoréme spectral donne

1Hge ol = [A"e ™
A€a(Hop)

qui est aussi fini puisque 8 > 0et n > 0. O

Preuve du théoréme 2.2.7. Pour tout t € (—o0,0], on va montrer que p(t) respecte les conditions
initiales :
1p(t) = peqll = €718 QUE, 0)27*(0)peg 2T (0)2 (2, 0)e™" — peglla
=[le ™ (Q(t, 0)2T(0)peg 2T (0)2° (£,0) — peg)e’™ 14
=[12(t, 0)27(0) peg 2™ (0)2" (£, 0) — pegls
<[22, 0)27(0) peq (2 (0)2"(£, 0) — Id) [[1 + [|(2(2, 0)27(0) — Id) peg 1
<[197(0) peq (Ho + i) (Ho + ) ~H(QF(0)2" (¢,0) — 1d) |1+
+[1(Q(t,0027(0) — 1d) (Ho + 0) ™' (Ho + i) peq 1
<[ (0)peg (Ho + 8) 11| (Ho + )~ (27 (0)2" (¢, 0) — Id)|| +
+[1(Q(t,0027(0) — 1d) (Ho +8) " [[[| (Ho + i) peg -
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Premiérement on a d’aprés le lemme 2.2.8 que [[(Ho + 7)peql|1 est borné, et deuxiémement, en
utilisant le corollaire 2.2.6, avec le lemme 2.2.4 on déduit que

t——o0
0.

lp(t) = peglls ——

On va vérifier maintenant que cette expression est solution de I’équation différentielle. On note
que H(t)p(t) est borné, ceci peut étre prouvé en utilisant (2.16). On a pour chaque t € (—o0, 0]
et h > 0 et pour ¢ € D(Hy)

(=20 oo, ) v
o—iHo(t+h) _ ,—iHot

= A Q(t, 0)Q+*(O)pqu+(0)Q*(t’ O)eiH()(t)¢

4 e—iHo(t—l—h) Q(t + h‘? 0) - Q(t7 O) Q+*
h

(0)peg 2T (0)2*(£,0)e ™" + i H (t) p(t)1)
QOF(t + h,0) — Q*(t,0)

+ e*iHO(tJrh)Q(t + h, 0)Q+*(O)Peq9+(0) . eiHotw
) eiHo(t—l—h) _ eiHo(t)
+ e HOEERQ(¢ 4 b, 0)T(0) peg T (0)27 (¢ + b, 0) ; v —ip()H ()Y
=1y + azy)
On considére le premier terme, a; :
7Z'H0(t+h) _ ,—iHpt . 9] -0 .
0 = <e - e Q(t,0) + o~ iHo(t+h) (t+ h,O})L (t,0) —I—iH(t)e_’HO(t)Q(t,O)) %
X 0 (0)peg @ (0)0 (1, 0) ot
On note premiérement que ’opérateur
(Ho + )% peg 2t (0)Q* (2, 0) e Hot (2.18)

appartient a la classe trace puisque (Hy + z')Qpeq est & trace d’apreés le lemme 2.2.8 et les autres
opérateurs sont bornés. Deuxiémement l'opérateur

7’L'H0(t+h) _ ,—iHpt . _ .
(e . e Q(t,0) + e~ Holt+h) Q(t + h, 02 Q(t,0) FiH(b)e B0, 0)> %
x QY(0)(Ho +4) " (Ho + 1) (2.19)

est borné puisque on sait d’aprés la proposition 2.2.1 que Q préserve D(Hy), et d’apres le corol-
laire 2.2.6, que Q1* préserve D(Hp). On rappelle que (Hg + i)~ est compact (car I'espace des
configurations Sy, est compact). On va montrer que (2.19) est convergent en norme. On a pour
Y eHN

e—iHo(t+h) _ ,—iHot

lim - Q(t, 00 (0)(Hy + i) "1 = —iHge HotQ(t,0)Q*(0) (Hy + 1) 1o

puisque Q(¢,0)Q27*(0)(Ho + i) !¢ € D(Hp). Pour ¢ € D(Hy), d’aprés le lemme 2.2.2 :

Q0 —Q } — }
}lliI% (t + h, Of)b (t, O) e—ZHo(t+h)¢ _ —iW(t, O)Q(ta O)S_ZHOtQS.
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Donc (2.19) est convergent en norme car (Hp 4 i)' est compact et les autres facteurs sont
fortement convergent. Maintenant, puisque a; est composé de 2.18 et 2.19, ceci est convergent
au sens de la norme trace et

lim [lay[ly = || = i(Ho + W(2))p(t) + iH(£)p(t)[l1 = 0
On procéde de maniére similaire pour ag, mais en regardant plutdt aj. On obtient
lim [laz[ly = [|(=i(Ho + W (t))p(t) + iH (t)p(t))"[lL = 0.

Et on conclut :

p(t+h)—p(t) h—0

| —ilp(®), H(®)]|s — 0 (2.20)

On doit montrer maintenant que cette solution est unique : on suppose qu’il existe une autre
solution p(t), et on définit

Y (t) :=e~ "0t (t,0)Q7(0),
Y(t)=—iH()Y(t) sur D(Hp)
On remarque que Y (t) préserve D(Hy). Alors, pour ¢,v € D(H))

46,0~ pli)y = &

= (Y (1), (Y*(£)B(1)Y () — peq) Y (1)0) + (Y ()&, (

+ (Y (£)o, Y ()p()Y (£) — peqg) Y (1))
et le premier et dernier termes s’annulent, donc

%@b, (p(t) = p(t))) = (9, (Y*(t)ﬁ(t)Y(t) + Y ()Y (8) + Y*(t)ﬁ(t)Y(t)> ¥)

— (6, (Y (D HOPOY (1) + iV (O)[3(), HOY (£) — ¥ (OB HOY () %) = 0.

Y (#), (Y )p(1)Y (t) = peq) Y (£)1))

% (Y*)p)Y (t) — peq)> Y(t)y)

Et comme le résultat donne 0, il peut étre étendu a ¢, 1» € HY. Et d’aprés les conditions initiales :
Jim {|p() = p)[l1 < lim {|p(t) = pegll + lim[p(t) = peglls = 0
——00 t——o00 t——o00

donc p(t) = p(t). O

2.3 Approximation linéaire

La section précédente a permis d’obtenir deux expressions implicites pour le matrice densité
au temps t. La premiére, la relation (2.15) donne p en fonction de Q mais ce dernier n’est pas
connu explicitement. La deuxiéme est donnée par I’équation de Liouville :

p0) = pe+i [ lp(r), HT)r (2.21)

—o0
A partir de cette expression on peut obtenir une formule explicite pour p(t) si 'on itére la
relation, c’est-a-dire si I’on remplace 'opérateur p(7) présent a lintérieur du commutateur par
Pexpression (2.21) elle-méme et que I'on répéte cette procédure a I'infini. Pour cela, il faut que la



2.3. APPROXIMATION LINEAIRE 53

série ainsi obtenue soit convergente. De plus, chaque itération va élever le nombre d’opérateurs
H présents a l'intérieur des commutateurs ce qui peut rendre 'expression résultante non bornée
et donc plus a trace.

On va ici procéder & un nombre trés limité d’itérations permettant de prouver que 'on a
toujours un terme de classe trace exprimé en fonction de peq et H, avec un terme de reste que
I'on pourra borné dans la norme trace et rendre aussi petit que 'on veut. En effet, H dépendant
de Fp, on va voir que 'on peut jouer sur ce paramétre pour rendre le reste petit. On va donc
montrer maintenant que p(0), la matrice densité au temps t = 0, peut s’écrire :

p(0) = peg + Fop1(0) + O(F3)

avec

0 . .
p1(0) = i / a(0)e 0[P, pegle= M0 do, (2.22)

—0o0
p1(0) est un opérateur a trace comme on va le voir dans le ¢) du lemme qui suit.

Remarque 2.3.1. On fera un commentaire sur la possibilité de développer ’expression de p & un
ordre plus élevé a la fin de ce chapitre, en remarque 2.3.4.

On montre d’abord les propriétés suivantes :
Lemme 2.3.2. Pour tout t € (—o0, 0],
i) les opérateurs peqP, PpeqP et peqP2 ainst que p1 sont de classe trace,
i) les opérateurs p(t)P, Pp(t)P et p(t)P? appartiennent a la classe trace et sont uniformé-

ment bornés en t,
i11) la solution p(t) de léquation de Liouville peut s’écrire :
t
PO = pra—iFy [ als)e O p(s), Ple Mg, (2.23)
—00

au sens de la norme trace.

Démonstration. Pour i), on va utiliser les résultats du lemme 2.2.8 et écrire
1Ppeqlls = [[P(Ho + )~ - [|(Ho + i) peql1,

et comme P est relativement borné & Hy, ceci montre que Pp,, est de classe trace. On procéde
de la méme maniére pour Ppe,P et pe,P%. On a donc

0
o) < [ Jal@) I[P sl < .

—0o0

Pour i), on peut écrire
(P?p(t))* = (P?(Ho +4)~'e™ """ (Hy + i)Q(t, 0)(Ho +4) ™' (Ho + )0 (0) (Ho + i)~
(Hy + z’)péq(Ho + ) (Ho +14) QT (0)(Ho + i)e ot (Hy +4) 71" (¢, o)>

ot1, d’aprés la section précédente, P?(Ho+i) ™1, (Ho+4)Q(t,0)(Ho+i) "1, (Ho+i)Q7*(0)(Ho+i) !
1

et (Ho +14)"1Q7(0)(Hy + i) sont bornés uniformément en ¢, et (Hg + i)p2,(Ho + ) est de classe
trace. On utilise les mémes arguments pour prouver que p(t)P et Pp(t)P sont a trace.
Pour iii), soit

pt) = Hop(t)e™ o, W (t,s) = MU (p)e Holmo),
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p(t) est un opérateur de classe trace et il préserve le domaine de Hy. Alors pour sur D(Hj)

p(t) =(iHop(t) + i ™ [p(t), H (t)]e™"" — ip(t) Ho)
= — i[p(t), Ho] +i[p(t), Ho + W (t,0)]

—i[p(t), W (t,0)]. (2.24)

Pour prouver que cette relation est vrai en norme trace, on peut procéder de la méme maniére que
pour la preuve du théoréme 2.2.7 en écrivant la dérivée de p comme une expression composée
d’opérateurs fortement convergents, d’opérateurs compacts et d’opérateurs & trace. Les deux
premiers type d’opérateurs donnent la convergence en norme et la présence d’opérateur a trace
permet de conclure sur la convergence au sens de la norme trace.

On a aussi

() = peqlls = 1€ (p(£) = peq)e™ Ol = [Ip(t) = peqln
et on obtient lim;_,_ o p(t) = pey €n norme trace. On peut écrire d’apres (2.24)
t —_—

P =pea i [ [7(5), W (5, 0))ds

—0o0

t
—puq i [ M) W) ds

alors
p(t) = eitHo <peq —i—i/t ¢isHo [p(s)7w(8)]eisH0dS> o~ itHo
=gt [ D), W ()0
et d’apres la définition de W (s) en (2.3) on obtient (2.23). O

Lemme 2.3.3. L’opérateur
PetHot p(Hy +i)7!

est borné.

Démonstration. On écrit
Pt P(Hy + i)' = P(Hy + i) 20! (Hy +4)2 (P2 + 1) "2 P(P? + 1)"2 (P2 + 1)(Hy + i)~ .

Comme D(P?) = D(Hy), (P?+1)(Ho+i)~! est borné d’aprés le théoréme du graphe fermé. On
a

Iy + )3 (P2 4 1) 32 = [ (P + )73 (Ho + (P + )74 < 1+ (P24 )73V (P2 4 1) 3

et comme d'une part on a Hy = P?/2 + V avec V est un opérateur relativement borné au
Laplacien avec borne relative plus petite que 1 (d’aprés la preuve de la proposition 1.2.7) et
d’autre part que la relative bornitude au sens des opérateur§ entraine la relative bornitude au

sens des formes, voir [K, Th. V1.1.38] on conclut que (Ho+1)2 (P? + 1)_% est borné. On procede
de la méme maniére pour P(Hy + z)_% O
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On veut maintenant développer p(t) en puissances de Fy au temps ¢t = 0, afin d’obtenir le
terme linéaire. Le lemme ci-dessus montre que p;(0) définit en (2.22) ainsi que (p;1(0)P) sont des
opérateurs a trace et le point 4i) permet d’écrire :

p(0) = peq + Fop1(0) +R(0)

ou

0
R(0) :=p(0) — peq — Fop1(0) = iFy / a(0)e” ™ [P, p(0) — pegle” "M do. (2.25)

—00

qui est de classe trace d’aprés @) et 7). On peut déduire qu’il est au moins d’ordre FO2 en réécrivant
p(0) = peq :

0 o
RO == 5 [ a@e™ (P, [ a(s)e P, pls)e Hodsle oo

—0o0

0 o . . . .
= F2 / / a(o)a(s)eHo[p, o[ P p(s)]e~sHo)e o Ho 4o,

et a l'aide de la propriété i) du lemme 2.3.2 et du lemme 2.3.3, on peut montrer que cette
quantité appartient a la classe trace.

Remarque 2.3.4. On peut se demander légitimement ici si le développement en puissances de Fy
peut étre effectuée a un ordre plus élevé. Il est impératif que tous les termes du développement
soient de classe trace, et dans la preuve du lemme 2.3.2 on a utilisé p pour controler I'opérateur
non borné P ainsi que P?. Ceci est rendu possible grace au fait que les opérateurs ©, QF et leur
adjoints préservent le domaine de Hy, propriété établie dans la section précédente. Si 'on peut
prouver que ces derniers opérateurs préservent le domaine d’opérateurs composés de puissances
plus élevées de Hy, alors, puisque P est relativement borné a Hy, des puissances supérieures a
2 d’opérateurs P pourront étre controlées par p et le développement en Fy pourra étre effectué
plus avant.
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Chapitre 3

Spectre d’absorption optique

Ce chapitre a pour but d’introduire la définition du spectre d’absorption optique et d’exprimer
cette quantité en fonction des états propres du nanotube avec interactions entre électrons. On
a vu en introduction que le spectre d’absorption caractérise la réponse linéaire du systéme a la
perturbation lumineuse, c’est donc dans ce cadre de la réponse linéaire que l'on va travailler.

Pour obtenir la formule finale, on utilisera la supposition faite en introduction que le systéme
est & basse température.

3.1 Définition

3.1.1 Deéfinition physique

Pour calculer ce spectre d’absorption on va utiliser la relation donnée par Mahan, voir [Ma,
chap. 8] : dans un semiconducteur, la puissance lumineuse absorbée est reliée a la conductiviteé
du materiau et il définit donc le spectre d’absorption a(w) comme étant la partie réelle de la
conductivité o(w) du matériau :

a(w) = Re(o(w)).

La variable w étant la pulsation du champ électromagnétique envoyé sur le nanotube. On a
donc besoin d’'une expression de la conductivité dans le cadre de la réponse linéaire, et c’est ce
qui est donné dans [Ma, sec. 3.8] ot est décrite la méthode de Kubo. D’aprés cette référence, La
conductivité est le rapport entre le courant induit dans le matériau et le champ électrique appliqué
sur ce dernier. On connait les caractéristiques du champ électrique appliqué, et le courant J(¢) au
temps ¢ est par définition la valeur moyenne du moment des électrons dans le nanotube, Mahan
donne donc la formule (formelle) suivante :

J() = Tr(p(t)P)

ou P est le moment total des électrons. 1l écrit pour un champ électrique faible la série de Taylor :

J(t) = Tr(pugP) + Fo ~=Tx(p(t)P)

2
F + O(F2).

Fo=0

La conductivité au temps t = 0, dans le cadre de la réponse linéaire est finalement donnée par
la relation :

7(0) = 5rTH(pO)P)

Fo=0

57
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3.1.2 Définition mathématique

Pour I'approche rigoureuse qui va suivre, on va prendre la relation

0
a(w) = Re —Tr(p(0)P) (3.1)
0F) Fo=0
comme définition mathématique du coefficient d’absorption optique. On va montrer d’abord que
la quantité (3.1) est bien définie. On rappelle que 'on peut écrire d’aprés la section 2.3 I’expansion
avec des termes de classe trace suivante :

p(0) = peq + Fop1(0) + O(F2).

On peut écrire
Tr(p(0)P) = Tr(pegP) + FoTr(p1(0)P) + Tr(R(0)P)
ou
0 . .
Tr(R(0)P) = iFy / a(o)Tr (e"T0[P, p(0) — pegle 70 P) do. (3.2)
—0o
D’apreés le point 7) du lemme 2.3.2 on a que Tr(peqP) est bien défini, et d’apres le point ii) de
ce lemme on a que Tr(p1(0)P) est bien défini. De plus on a
0 0
—T P)=0 —Tr(p1(0)P) =0
puisque peq et p1(0) ne dépendent pas de Fy. On va dans ce qui suit étudier le terme Tr(R(0)P) et
montrer au lemme 3.1.3 qu’il est bien défini ainsi que sa dérivée en Fy = 0 et que cette dérivée est
nulle en ce point. Ce qui permettra d’écrire pour le coefficient d’absorption la formule suivante :
0
a(w) = ReTr(p1(0)P) = / Tr (07 [P, peyle 07 P)a(o)do. (3.3)
— 0o

Remarque 3.1.1. On ne peut pas traiter le terme de reste Tr(R(0)P) comme les deux premiers
termes avec le lemme 2.3.2 car si l'on utilise équation (2.21) pour exprimer ce terme, il apparait
Vopérateur pP3 dont on ne peut pas établir qu’il est de classe trace avec les lemmes établis
précedemment.

On établit d’abord un lemme technique :

Lemme 3.1.2. Pour tout N > 1, n > 0, pour Fy dans n’importe quel intervalle borné et t €
(—00,0], il existe des constantes positives c1, ca, c3,cq dépendantes de N et n telles que l'on a les
propriétés suivantes :

1(€2%(2,0) = 1)(Ho +9) || < (Fo + E§) - e,

127 (0) = 1)(Ho +14) 7| < (Fo + F§) - e,

I((Ho + )¢, 0)(Ho +8) ™" = 1)(Ho +0) 7| < (Fo + F§) - 3,
I((Ho + 0" (0)(Ho +4) " = 1)(Ho +14) || < (Fo + F) - 4

Démonstration. Pour 1 € HY on a
t —_—~—
1(€2*(#,0) = 1)(Ho +4) "]l =|| ; Q*(, 0)W (7, 0)dr(Ho +14) 9|

t
<Fo | la(r)|[[Pe” 7 (Ho +d)~ | - [l dr
0

N ¢ N
=37 [ @@arim -+ ol
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et comme a est intégrable sur (—oo,0] on obtient la premiére estimation. Pour la seconde esti-
mation on écrit pour ¢ € HY

QT (0)(Ho + i)' — (Hy+14) " " = —i /OOO W (r,0)(r,0)(Hy + i)~ 'dro.

et puisque Q(7,0) préserve D(Hy), il existe une constante co > 0 telle que

1(9(t,0) = 1)(Ho + )" 9l| < (Fo + F2) - callis]. (3.4)
Pour la troisiéme, on commence par écrire 'opérateur borné suivant
(Ho+4)Q(t,0)(Ho+i) "t = (Ho+i)(H (t)+ic) L (H(t)4ic)Q(t, 0)(H (t)+ic) "L (H (t)+ic)(Hy+i)
avec ¢ € R* et

(H(t) + ic)Qt,0)(H(t) +ic) ™" = (H(t) + ic)e U= U (¢, 0)(H(t) +ic) ™!
= (H(t) +ic)e U= (H (t) +ic) T U (¢, 0)U* (¢, 0)(H (t) + ic)U (¢, 0)(H(t) 4 ic) ™
= A(t)F(t)

ot A(t) := (H(t) + ic)eHot=5)(H(t) 4 ic)~*U(t,0) est borné et Uopérateur borné
F(t) := U*(t,0)(H(t) 4 ic)U(t,0)(H (t) + ic) !

est défini similairement & F(t) de la preuve du lemme 2.2.3. En suivant la preuve de ce lemme,
on obtient

F(t) =Id — FO/O a'(r) (U*(T, 0)P(H(T) + iC)_lU(T, 0)F(t)+ F(r)P(H(T) + ic)_l) dr

+F} [ alr)d(7) (U (R 0)(H () + i) V(0 F(r) + F(H() +ie) ) dr. - (3:5)

|IE(t)| < exp (200nst . /Ot (F0|a’(7-)] + F02|a(7-)a’(7-)|) dT) (3.6)
qui est borné uniformément en Fy pour Fj dans un intervalle borné et en ¢ € (—o0, 0]. On écrit,
(Ho +)Q(t,0)(Ho + i)™t = (Ho +4)(H(t) + ic) " *A@)F(t)(H (t) 4 ic)(Hy + 1) !

et
((Ho +14)Q(t,0)(Ho +4) "' — 1) (Ho + i)' =(Ho + i) (H(t) +ic) "' (A{#)F(t) — 1) (Ho + i)' x
x (Ho +4)(H(t) + ic)(Ho +1) 2.
On va montrer que la quantité suivante tend vers zéro quand Fjy tend vers zéro :
(A(F(t) — 1) (Ho + )~ = A(t) (F(t) = 1) (Ho +1) "+ (A(t) — 1) (Ho + ).

D’une part, avec léquation (3.5) et en utilisant que U(7,0) et U*(7,0) sont unitaires, que
P(H(t)+ic) est borné uniformément en ¢ et Fyy d’aprés le lemme 2.1.1 pour un ¢ assez grand et
que F(t) aussi d’aprés ce que l'on vient de voir en (3.6), on obtient

|F(t) — 1| < (Fo + FZ) - const.
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D’autre part,

A(t) — 1 =(H(t) +ic)(Ho + 1) o= (Hy + i) (H () +ic) " U (¢,0) — 1
(H(t) + ic)(Ho +1)~ (eiHo<t—8>(H0 +i)(H(E) +i0) ' U(,0) — 1) +
+ ((H(t) +ic)(Ho +z) —1)

(H(t) +ic)(Hy + z)

X (eZHO(t ) (Ho + 1) (H () +ic)" U (t,0) — Q(t,0) + Q(t,0) — 1) +

+ ((H(t) +ic)(Ho+14) "' —1).

Pour le premier terme
eHoU=9) (Hy + ) (H(t) + 1) LU (£,0) — Q(t,0) = o) ((Hy 4 3)(H(t) +4)~' — 1) U(t,0),
et en utilisant I'équation de la résolvente
(H(t) +i)™ = (Ho + i)' — (Ho + i) 'W(t)(H(t) +4)~ ", (3.7)
on obtient
(Ho+ i) (H®t)+i) L —1=-W(t)(H(t)+1)"* = (Foa(t)P — %FozaZ(t)N)(H(t) +4)71 (3.8)
(H(t) +i)(Ho+ i)' —1=W(t)(Hy + i) = (—Foa(t)P + %FgaQ(t)N)(Ho +4)7t

En prenant la norme de ’expression ci-dessus et en appliquant le lemme 2.1.1 d’une part et
avec (3.4) d’autre part, on déduit que

|A(t) — 1| < (Fo + F}) - const.
On a donc prouvé qu’il existe une constante cg > 0 telle que :
I ((Ho +1)(t,0)(Ho +4) ™" = 1) (Ho + i)' < (Fo + F§) - e3
Pour la derniére estimation du lemme, on va utiliser que U*(¢,s) = U(s, t) et donc
(Ho + )T (0)(Ho + i)~ = Jlim (Ho +4)U/(0, t)e ot (4 4) 71
On peut ensuite estimer
((Ho + 1)U(0, t)e ot (Hy + i)™ — 1) (Hp +4) !

de la méme maniére que précedemment, et comme cette quantité est bornée uniformément en ¢,
ce qui peut étre montré a I’aide du lemme 2.2.3, le passage & la limite ¢ — —oo ne changera pas
I’estimation. Il existe donc une constante c4 > 0 telle que

I ((Ho + 0)Q™(0)(Ho +4) ™" = 1) (Ho +4) '] < (Fo + F§) - ca

Maintenant on peut établir :

Lemme 3.1.3. Pour tout N > 1, n > 0, il existe une constante c10(N,n) =: c19 > 0 telle que
l'on a les estimations swivantes :
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i
/ I Te(R(0)P)| < (Fo + F§)ero
it)
iTr(R(O)P) =0.
0Fy Fo=0
Démonstration. On a
Tr(R(0)P) = iFy / i a(o)Tr (0[P, p(0) — pegle " 7H0 P) do. (3.9)

On rappelle que la quantité suivante est bornée :
Tr (ewHOP(P(O) - Peq)e_wHOP) =Tr (e_wHOPewHOP(P(O) - peq))
et on veut Iestimer par rapport & Fy. On introduit la notation
A = ¢~ioHo peicto p
On remarque d’abord que |[A(Hy + i)~ est borné d’aprés le lemme 2.3.3. On a

IA(p(0) — peg)ll1 =l A(Q7(0)peg 2T (0) — peq) 11
<[|AQ(0)peg (27(0) —1d) [y + [[A(277(0) — Id) peq]l1- (3.10)

Pour le premier terme, on a :

LAQH(0) peg (2 (0) — Td) || =
A(Ho + i)~ (Ho + )0 (0) (Ho + i)~ (Ho -+ i)pey (Ho + 1)(Ho + )~ (9 (0) — 1)

et comme A(Ho +i)~1,(Hy + 4)Q7*(0)(Hy + i)~! sont bornés uniformément en Fy d’aprés le
lemme 3.1.2, (Ho + @)peq(Ho + 1) est de classe trace, et

I(Ho +4)~H (927 (0) = 1d)|| < (Fo + F5) - e,
d’aprés le lemme 3.1.2, alors,
[ AQT(0)peq (27(0) — Id) ||y < (Fp + Ff) - const.
Pour le second terme de (3.10), en utilisant le lemme 3.1.2 on obtient :
1A(Q7*(0) = Id)pegls < [|A(Ho + i)~ (Ho +)(27(0) —1d) (Ho + i) (Ho + i) peg 1
< (Fy + F2) - const.
On conclut qu’il existe une constante cig > 0 telle que
Te (e 0 P(p(0) — peg)e ™70 P) | <[ 0 P(p(0) — peg)e™ 0P|y
<(Fo + F§) - cao. (3.11)

Ce résultat implique 7).
Pour i), on va montrer que la quantité pour l'instant formelle :

0
%ﬂ(R(O)P) i / a(0)Tr (770 [P, p(0) — pegle 0 P) do+
0 —00
0 o 4 .
+ Z'Fo/ a(a)a?Tr (e’ [P, p(0) — pegle "0 P) do (3.12)
—00 0
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est vrai en Iy = 0. Puisque pour Fy = 0 il n’y a pas de perturbation de Hy, p(0, Fy = 0) = peq
et
Tr (e"0[P, p(0, Fy = 0) — pegle” “HoP) =0,

le premier terme de (3.12) est nul. Pour Fy > 0,

1
-0

(Tr (ei"HO [P, p(0) — peq]e_i"HOP) — 0) ,

et la limite de ce terme quand Fy tend vers zéro est la dérivée de la trace en Fy = 0. On a vu
précédemment (eq. (3.11)) que cette quantité est bornée uniformément en Fj au voisinage de
zéro : 1

HFOTr (ei”HO [P, p(0) — peq]e_wHOP) || < const.

Donc la limite de ce terme existe quand Fy tend vers zéro et est une quantité bornée. Ceci montre
que le deuxiéme terme de (3.12) est égal & zéro en Fy = 0 puisque a est intégrable sur (—oo, 0].
On conclut avec (3.9) :

0

TFOTY((p(O) — peg — P1(0))P) o 0. (3.13)

O

3.2 Basse température

On va maintenant simplifier 'expression (3.3) en utilisant le fait que les physiciens font leurs
expériences sur les nanotubes & basse température, ce qui signifie que le paramétre 3 est trés
grand. D’aprés ce que 'on a vu précédemment, on peut écrire

0
Tr(p1(0)P) = z/ Tr(eH0U[P, pegle”Ho" PYa(u)du
—0o0
0
= z/ Tr(eHoupeifot . P — pe ot Pe=Hou PYa(u)du
— 0o
0
— / TI‘(PGZHOUPB_ZHOupeq _ peqezHoupe—zHoup)a(u)du
—o0

oll on a utilisé que peg commute avec Hp, ainsi que la cyclicité de la trace. On introduit la
notation
7 = Try (e PHO),

et on rappelle que pe, est définit en (2.4). On peut maintenant écrire dans la base de Hy :

Tr(p1(0)P) =

1
/ Zefg)\k (< wk,PeiHouPefiHouwk S < wk,eiHouPefiHoquk >) a(u)du
k=0

/ Z _5’\k e M < Py, 0 Py > —e < Papy e U Py, >) a(u)du (3.14)
© k=0
On va aussi écrire

Z =T (e 710) =3 7 <ahple™ el >= 3 e,
E>0 E>0
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et on introduit

71 = TrHN(e_ﬁHO_)‘O) = Ze‘i(/\’“_)‘o).
k>0

La quantité que l'on doit calculer devient
Tr(p1(0)P) =
i [0

= (e*MOU < Py, eHou Py > —Mov < Py, e~ Hou pyg >) a(w)du+ R (3.15)
1

ou R :=R(B,nm,N) est :

o
= / Y e k) (e—Mk“ < Piy,, H0U Py > Mt < Py e~ iHou pyy >) au)du.
L /=00y

Lemme 3.2.1. Pour N,n fizés, il existe c1(N),co(N) > 0 telles que pour [ assez grand la
quantité R(B,n, N) est bornée par :

1 _sc N oo
Rl < L (ey(vye i 4 2N ) B
n fz+?

Démonstration. On peut majorer R par

Rl <L / S eSO Py Pa(u)du

® k=1

Soit 1y, un vecteur propre de (1.5) avec valeur propre Ag. On a vu que P est relativement borné
par rapport au Laplacien avec borne relative nulle & la proposition 2.1.1 et comme les potentiels
sont aussi relativement bornés avec borne relative nulle, avec ’annexe B.2, on peut écrire, si N
est fixe, pour € > 0 :

2 N2 1
€ )\% L2

1Pyr? <

alors
1 /0 = B00) [2n2y2 L 2
R| < 7] a(u)du kg_le e“N°X\; + =)

D’apreés le théoréme 1.2.7 les valeurs propres A\ se comportent asymtotiquement comme
2

k— kjﬁ

e O

et la quantité
o (g 2)

est donc sommable par rapport a k. On va utiliser maintenant la formule d’Euler-MacLaurin
pour estimer la somme. Soit f une fonction dérivable et n € N, on a :

G /f )t + /31

n—1

k=1
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avec By un polynéme de Bernoulli. On peut écrire

" / o ! L, " /
| morwa = [ a-Hrows [ morodr

2
On va approximer (A, — Ag) par Cn &5 “, ce qui donne
00 2 00 2 —8<y 1 2
Ze—ﬁcN’% _ / o BON g € E +/ ﬁC;Ne*ﬁcN%zk%dk
0 2 o L N

On calcule maintenant les intégrales et on obtient

(o) k% L2 % N
*ﬁCN 2 —
e L dk = F ]. + 9
/0 <5CN> ( 2 )

& 12\t N N BCyn
/ —PON T k:Ndk_< ) (P(1+2)—P(1+2,2)> and
0

BCN

C < LR 2 3%y
ﬁL];[/ —PON LS Nk%—ldkze BT (3.16)
1

ou I' est la fonction Gamma de Euler et I'(., .) est la fonction Gamma incompléte, voir [chap.6,AS].
On a donc

o0 2 2 -85

CN L N L e L2 B—00
N1+ —-)1+ + 0.

Zf (ﬂCN) A+ )

Pour 'autre terme, on peut noter que

[e's] 2\ 2 2 2 00
() o - gt
L

k=1

On reprend donc les résultats de (3.16) en dérivant par rapport a . d’apres [AS, 6.5.25] on a
que la dérivée par rapport a la seconde variable de la fonction Gamma. incompléte donne :

N
N (BCn BCN\ 2 _BSNx
62F(1 + 5, 72 ) = < 72 > e L2 .,

En utilisant la formule [AS, 6.5.32] on peut majorer la fonction Gamma incompléte et obtenir
pour 3 assez grand, avec ¢y, ca,c3 > 0,

< LR W R BC
—BCNES 1 2N c3
e 2 < (—=+4cg)e L2
e R

iwt+nt
w—+n

0 0 :
/ la(t)|dt = / 7 cos(wt)Q\ + w£ sm(wt)|€ntdt < 727 + w2 1
o o N +w N +wn

D’un autre coté, a(t) = Re <5 ) est intégrable sur (—oo, 0] et donne
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De plus on peut écrire
Zi=14 Y e >
k>1

BEN C3 ) B—o00 0

Finalement, pour 3 grand,
— + 02)67? + W

1
R| < const - —
R| < 77<(5

3.3 Formule finale
La formule pour le spectre d’absorption a été réduite sous la forme (3.3), puis sous la

forme (3.15) a basse température. On va maintenant nommer 7Ty le terme significatif de (3.15) a

basse température :
i
Ty = —
Z1 )
et on va donner une expression de celui-ci en fonction des états propres de Hy. On écrit
e—zHou _ Z €_Z>\ku|’¢k S< wk|

k>0

0
(671)\011, < PwO’eZHoquO > _el)\ou < Pwojeleouplbo >) a(u)du

que 'on va insérer dans Ty. On obtient
.00
7 . .
Ty = Z / E {G_ZAOU < Pio, €M%y >< oy, Pepy >

k>0
—eNU < Prg e PR > < iy, Py >} a(u)du
0
(ei()\k—)\o)u _ 6—i(>‘k_)‘0)u)a(u)du.

— >l <P [

k>0
En remplacant la fonction a par son expression et en prenant la partie réelle :
iwu
e
“)i——du

1 2 0 iOn—Ao)u  —i(Ae—Ao)uys
Re(Tp) = 7 k§>0| < Yy, P > | Re/_oo(e e )i D
1 1 1 1
— E P 2 — —
7y 2 | < ¥w P> [Re <z‘dj(()\k—)\o)+dz ()\k—)\o)—&)>

k>0
21
@2’ < wk,Pl/Jo > ‘2

1
— Y Re

2
Z1k20 (Ak — o)

On a
2 2
X2 -2 A-o) (A +Q)
_ 20 —w—in)(w+ A +in)
(A= w)? +7?][(A + w)? + 7]
5 A —w)(A+w) +n? —i2nw
(A =w)? +n?][(w+ A2+ 0]

Ce qui donne pour le spectre d’absorption la formule suivante :
1 dnw )
DN vy v o v e e R AL R I OB

O[(W) - Z k>0
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Chapitre 4

Hamiltonien avec interaction entre
électrons

Dans les chapitres pécédents, on a établi une relation liant le coeflicient d’absorption optique
au spectre de ’Hamiltonien avec intéractions entre électrons. Dans ce chapitre, on étudie le
spectre de cet opérateur. On suit I'idée de Wannier [Wa| qui consiste & supposer 'intéraction
entre électrons faible et & approximer les états propres du systémes par les états de Bloch. A
I'aide de la théorie de perturbation, on obtient, comme Wannier, que malgré que l'interaction
soit faible, elle entraine un effet non négligeable qui est ’apparition dans le spectre de I'opérateur
perturbé de valeurs propres appelées valeurs propres de I'exciton. Cette étude permet en plus
d’obtenir un Hamiltonien caractérisant ’exciton avec un potentiel explicite, et ’étude pourra
étre poursuivie, jusqu’a 'obtention des états propres au chapitre suivant.

On part ici du modeéle & N électrons sur le cercle avec potentiel périodique définit dans
la section 1.2 du chapitre 1. Dans cet espace fermé ol évoluent N fermions, il est approprié
d’utiliser I'espace de Fock et son formalisme. C’est un outil bien défini et communément utilisé
par les mathématiciens et les physiciens, voir les livres de [BR2, chap. 5.2] pour une définition du
point de vue mathématique et [Ma, chap. 1.2] pour le point de vue physique. Dans un premier
temps on introduit rapidement ce formalisme et on construit la base canonique composée de
combinaisons linéaires d’états propres du probléme & une particule, anti-symétrisées. On exprime
ensuite ’'Hamiltonien de notre systéme dans ce formalisme & la section 4.1.3. Dans la section 4.2,
on réduit notre probléme & un sous-espace de ’espace de Fock appelé ici “sous-espace de I’exciton”
choisi en fonction de certaines considérations physiques. On fait ensuite une étude perturbative
de Popérateur réduit a ce sous-espace pour un couplage faible et pour un grand (mais pas infini)
nombre de particules. A I'issue de cela, on obtient ce que 'on appelle ’'Hamiltonien de I’exciton.
Enfin, en conclusion, on explique comment I’étude de cet exciton permet de donner une idée du
spectre de notre systéme de départ, et on pointe les limitations de cette méthode.

4.1 Introduction

4.1.1 Une particule dans un potentiel périodique

Pour introduire ’espace de Fock il est utile de rappeler certaines propriétés de I’Hamiltonien
a N électrons sans interactions entre eux, dans un potentiel périodique, et en particulier les états
propres de ce systéme. On exprimera ensuite Hg, ’Hamiltonien avec interactions, sous forme
matricielle, dans la base des états du systéme sans interaction anti-symétrisées.

Le probléme d’une particle sans spin dans un potentiel périodique sur la ligne infinie est traitée
rigoureusement et en détails dans [RS4, XIII|, on pourra aussi se reporter a [AM, chap. 8] pour
une analyse faite par des physiciens. Ces études établissent I'existence d’une suite de fonctions
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{ep}ye avec chaque fonction k — ep(k) définie et continue sur [—m, 7). Pour le probléme sur
le cercle de longueur L avec périodicité de période 1, le spectre de ’'Hamiltonien est discret et
chaque valeur propre est une valeur particuliére de e,(k) avec le nombre b € N appelé numéro

de bande et le nombre k 5 I I
™
k=——, neZnN|l——,—),
qui est appelé le moment cristallin ou simplement le vecteur d’onde. On notera les énergies du
systéme indifféremment :

ep(k) ou e(b, k). (4.1)

Les vecteurs propres associés forment ’ensemble des fonctions {elhk € LS L)} v b€l que

up () ;

eb,k(l') — ) ( )ezkx
VL

avec up ) une fonction périodique de période 1 non connue explicitement en général, et qui

dépend du potentiel périodique. Par exemple, dans le cas ol le potentiel périodique est une

fonction constante, on a simplement up 3 = \/127 On notera aussi pour alléger I’écriture

€j 1= €, k;, jeN. (4.3)

(4.2)

On veut maintenant analyser le probléme & N > 1 electrons. Pour des particules sans inter-
action respectant la statistique de Fermi-Dirac, ce qui est le cas des électrons, un vecteur propre
du probléme a N particules sera simplement le produit anti-symétrisé de N vecteurs propres du
probléme & une particule. L’ensemble des vecteurs propres antisymétrisés & N > 0 particules
forment la base canonique de 'espace de Fock antisymétrisé.

4.1.2 L’espace de Fock

L’espace de Fock est un espace de Hilbert particulier utilisé pour décrire les états quantiques
des systémes avec un grand nombre, variable, de particules. On va introduire ici les outils de bases
nécessaires a notre étude et pour plus d’'information sur ce formalisme, on pourra se reporter au
livre de Bratelli-Robinson [BR2].

On rappelle que P’espace de Hilbert a N particules H", défini en introduction, est le produit
tensoriel de N espaces a une particule H. On prend la convention H° := C. On définit I'espace

de Fock F :
F=EPHnH"
N>0

Comme on traite un probléme avec des fermions, on va travailler dans le sous-espace de I'espace
de Fock antisymétrique F,, engendré par les vecteurs antisymétriques par rapport & n’importe
quelle interversion entre deux coordonnées. Soit P, le groupe de permutation sur un ensemble
M™ composé de n élements de N. Soit {e; }jEM" des vecteurs de 'H et ’opérateur borné o associé
a l'élément o € P, et agissant dans H®" :

0'(6]'1 Xejp @+ ejn) = € ® €jo(2) Q- ® Clomn)

Soit la projection orthogonale A, = (1/n!) Y, cp s(o)o ou s(o) est la signature de la permuta-
tion, on introduit I’espace & N fermions :

HY = AyHY

et ’espace de Fock antisymétrique est :

Fo= P H.

N>0
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On peut exprimer un état antisymétrisé |¢ej1 > HY décrivant N fermions libres, dans

ej2---ejN
les états ji,j2, -+ ,JnN, sur le cercle St en présence d’un potentiel périodique par :
1
|,(/}j1j2"'jN >= N1 Z S(U)ngu) ® €io(2) ®...® Cio(n) (4.4)
oEPN

ou les {ej, } sont les fonctions propres, définies en (4.3), associées a I’Hamiltonien & une particule
sur Sg. Le vecteur |1}, j,...;y > depend de plusieurs paramétres, et parmi eux les bandes et les
vecteurs d’ondes des différentes fonctions propres e;, le composant.

On introduit maintenant deux opérateurs d’une grande importance, agissant sur ’espace de
Fock antisymétrisé . Pour chaque e, € H on définit 'opérateur d’annihilation a(ey) dans F, par :

aleg) : HY —HN-1
1
a(er) Vg jo-jn >= (N — 1) Z s(o) (ek’ ejgu)) Clp(ay & o+ @ € -

Alors on a
0 sivie [1,2,---,N], ji #k,
a(ek)‘whjz"'jN >= { (_1)1*1|¢_ > si k= J1,

Jrjae ke g
o k dénote le fait que le kiéme état doit étre omis.

Le second opérateur est appelé opérateur de création, il est noté a* et est défini pour un
vecteur e;y ., € H quelconque par :

a(ejN+1) : Hé\/ —>H£LV+1
1

a*(ejN+1)|¢j1j2---jN >= (N +1)! Z S(U)ejg(zv+1) ® €oq) ® Cia(2) Q- ® Cio(n)
’ 0EPN+1
ce qui donne :
0 siﬂl€[12--' N] n==k
* . e > ) 7. 9 ’ 9
a*(€jn 1) [Yiiga-in { Winssjiioin > sinon

On remarque que
_ =1y .
|¢jN+1jlj2“'jN >= (_1) |¢.71]2“‘]l—1]N+1“']N >
On a les propriétés d’anticommutation suivantes :

{aes),alep)} =0, {a"(es),a™(ep)} =0, {a’(es),alep)} = be,ey-

On va désigner par h, I’Hamiltonien agissant dans H et décrivant un électron vivant sur le
cercle de longueur L avec potentiel périodique, dont on vient de voir les propriétés a la sec-
tion 4.1.1. Soit maintenant hy, I’Hamiltonien agissant dans l’espace antisymétrisé AyHY a N
particules, et défini pour ¢, € H par ho =0 et :

N
hNAN (B, ® b1y ® -+ @ b)) = AN by @ b1y ® -+ @ Ay, @ -+ @ iy )
j=1

On obtient ce qui est appelé la seconde quantification de h notée dI'(h) ou H , agissant dans Fy,
en écrivant :

H=dr(h) =P hn
N>0

Dans la base de vecteurs introduite en (4.4), qui sont les vecteurs propres de H , cet opérateur
est diagonal et peut étre écrit en termes d’opérateurs de création et d’annihilation comme suit :

H= Zab(k)a*(ebk)a(ebk) =: Zab(k)aakab,k sur Fg. (4.5)
bk b,k
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4.1.3 Interaction entre électrons

On va maintenant écrire l'expression de I’Hamiltonien de notre systéme : le modeéle & N
électrons sur le cercle interagissants entre eux, dans le formalisme de la seconde quantification.
On le désigne par H;. On doit d’abord remarquer que 'opérateur échangeant n’importe quel
couple de particules commute avec Hy et ensuite que I'espace antisymétrisé 4 N particules H.Y
est un sous espace de H™. Les propriétés de Hy établies précédemment, auto-adjonction, spectre
discret, dans le grand espace H!V sont par conséquent vraies pour la restriction de H; au sous-
espace HN En désignant le potentiel second quantifié par Vet ona:

Hp =dI'(Hy) =: H+\V sur Fy. (4.6)

Comme on I’a vu juste avant, pour la partie cinétique avec le potentiel atomique on utilise la
relation (4.5) qui nous donne H. On doit maintenant exprimer la seconde quantification du
potentiel d’interaction entre électrons. On montre dans 'annexe A.2.2; en utilisant le théoréme
de Fubini, que

i 1 2772771 o0 _iZerz/ V,r, / d /
i) = [ (L e [T e ar+

mez*
L
1 2 T / /
+o | Vel y)da | dy
-3
2m7‘rz > _i2m7rz/ r / / 1 % r / /
= Z Z e "L ulg(a)da' + 7. veg (2')da!, (4.7)
ez* T 2
On a aussi
V2T j2mrr
vp(x) = 7 e’ L wvr(m), (4.8)
meZ
ou

V2T o

Dans la base engendrée par les vecteurs propres de H , on peut écrire la seconde quantification
du potentiel d’interaction, d’aprés [LL3, chap. 9], comme :

e +/L (4.9)

A

1 * *
= 3 Z < ep® eq, v es @ er >Han o (ep)a(eq)aler)ales)
P:q;t;s

1 *
5 D Upast 0 (ep)a*(eg)aler)a(es)
P,q:t,8

Pour le terme de potentiel vpgst : =< €) @ €4, v, €5 @ €; >, on a
1
'qust =V 27Tﬁ X

X/ uip<x)e kal’i —qux Z et 2””’(:5 x’ ’UL( ) ( ) ik”ut(w’)eik“/dxd:r’.
S% mEZ

On rappelle que les fonctions u, dépendent de x, du vecteur d’onde k, et de la bande b,. On
utilise la propriété de périodicité de la fonction u; et on 'écrit comme une série de Fourier :

L/2

= > e [ ey = Y S ) (@0)

mi1€EZ —L/2 mi1€EZ
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ce qui donne :

V2T T NA T N\~ ~ —
Upast = 13- > dy(ma)ig(ma)is(ms )iy (ma)vL(m) x
ma s ma

;2 kp—k -2 kq—k
></ i T (mi—matm—L=E-20)z i3 (ma—ma—m—L=20)a g, o/
2
SL
V2T

= 7 g Up(m1)lg(ma)ls(ms) i (ma)vrp(m) x
m,mq1 €L
m2,m3,maq

kp — ks kg — Ky

xé(ml—mg—l—m—L )5(m2—m4—m—L ) (4.11)
27 27
Ici 6 est le symbole de Kronecker apparu du fait que pour n € N et n # 0,
/ Ty = Lsinnm =0 (4.12)
A ™n
kp—ks

et Pon rappelle que k; = j2F, j € ZN[-L/2,L/2), (mi —m3+m—L
m — Lkg;kt) € Z.

5—) € Z et (mg —my +

4.2 Reéduction & un sous-espace

On va introduire ici une série d’hypothéses afin de simplifier le probléme. On ne justifiera ces
suppositions que par des arguments physiques que 'on pourra retrouver dans [Ma, chap. 8] par
exemple.

4.2.1 Quelques suppositions physiques

Il est important de noter d’abord qu’il y a conservation du nombre de fermions dans le
systéme. On va donc travailler dans le sous-espace de l'espace de Fock & N particules. Il faut
garder a I'esprit que dans le probléme que I'on traite N est trés grand. On va maintenant faire
les hypothéses suivantes :

I) Hypothése sur le schéma de bande. On suppose que le systéme sans interaction entre élec-
trons ne posséde que deux bandes dans son spectre : une bande appelée bande de conduction
et une autre appelée bande de valence. La bande de valence (resp. conduction) posséde un
maximum (resp. minimum) pour k = 0. La différence en énergie entre le minimum de la
bande de conduction et le maximum de la bande de valence est strictement positive. Les
énergies ont un comportement quadratique par rapport au moment cristallin k autour de
k = 0. Plus précisément, les fonctions de bande &, et £, associées aux bandes de valence et
conduction respectivent se comportent au voisinage de zéro comme :

2 2
flk) =20+ S0+ O, k) = 2(0) + 5 2(0) + Ok?),

avec £.(0) > &,(0) > 0, £/(0) < 0 et £7(0) > 0. Enfin, on suppose que l'interaction entre
électrons est assez faible pour ne pas détruire ce schéma de bande quand on l'ajoute &
I'Hamiltonien. Cette supposition est communément admise par les physiciens, voir [Ma,
chap. 8.2|, et elle sera précisée en termes mathématiques par la relation (4.36).

Etant donné que 'on étudie des matériaux semiconducteurs, I’état fondamental du systéme
sans interaction est 1’état pour lequel tous les électrons ont des énergies uniquement dans
la bande de valence et tous les niveaux de celle-ci sont occupés, la bande de conduction
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étant vide. Le périmeétre L du cercle est un nombre entier de fois la périodicité du réseau
et on choisit de prendre une période 1 pour le réseau (afin d’alléger I’écriture), on a donc
L € N niveaux d’énergie dans la bande de valence et comme on travaille avec des semi-
conducteurs ce choix implique que 'on a N = L électrons dans notre systéme. Lors de
leurs expérimentations sur la réponse optique de semiconducteurs, les physiciens travaillent
& basse température et sont intéressés par les énergies présentes dans le gap entre bande
de valence et bande de conduction, on peut donc se restreindre a ’étude de cette zone du
spectre entre les deux principales bandes.

Ces hypothéses sont valables pour une certaine catégorie de nanotubes(voir [SDD]) et on
s’intéressera donc & ceux-la. Par exemple, pour certain nanotubes, il peut arriver qu’il y
ait une dégénérescence de bande prés du gap, c’est & dire plusieurs bandes se chevauchant,
et dans ces cas 1a, il est nécessaire de considérer plus de deux bandes. Les résultats de
cette étude porteront donc uniquement sur les nanotubes n’ayant pas de dégénérescence
de bande en bordure du gap. On peut noter que le schéma de bande dépend de la chiralité
du nanotube comme indiqué dans la remarque faite a la fin du chapitre 1.

IT) On se place, dans le cas ou le potentiel atomique est faible. Cela permet de supposer que

les fonctions wuy, se trouvant dans l’expression des vecteurs d’onde d’une particule (voir
définition en (4.2)), sont indépendantes du vecteur d’onde k : up j, = up. Cette supposition
n’est pas rigoureusement justifiée mais est utilisée par les physiciens (se référer a [Mal ou
encore & [AM, chap. §]).

IIT) On suppose que si un électron avec un moment k, est manquant dans la bande de

valence (on employera aussi le terme de “trou” avec moment k), alors il existe un électron
avec moment k. = k, dans la bande de conduction. Ceci est caractéristique des modeéles
physiques sans prise en compte des phonons et qui supposent que le moment des photons
est négligeable devant celui des électrons, voir par exemple [Ma, 8.2].

IV) Hypothése excitonique. On note 'état de plus basse énergie de notre Hamiltonien sans

interaction, c’est-a-dire avec tous les électrons dans la bande de valence, par 1y ou égale-
ment |0 >. On définit 'ensemble des états excités {1k, k. } avec tous les électrons sauf un
(trou) dans la bande de valence avec moment cristallin k,, et un électron dans la bande de
conduction avec moment k. :

Vkyke = gk, Qo k, |0 >,
avec, comme on vient de le voir, k, = k.. On introduit le sous-espace engendré par ces
vecteurs orthonormaux :

&= span{]O > {ak s vk, 0>} ke, } cHY. (4.13)
sive ) k,‘c: g
On note que l'espace de Hilbert £ est de dimension (N + 1) puisque k. = k, ne peut
prendre que N valeurs différentes (et il n’y a que deux bandes : ¢ et v). On introduit
le projecteur orthogonal Pg qui projette les éléments de HY dans le sous-espace € et on
définit la partie de I’Hamiltonien réduit a & :

Hy := PeH;Pe

Il est important de noter que Hi ne posséde pas forcément le spectre de basse énergie
de Hj, mais contient ce que ’on va appeler la “contribution de I'exciton”. On suppose que
I’étude de H; suffit pour obtenir les informations importantes, aux yeux des physiciens,
sur le bas du spectre de Hy. On tente de jutifier cette supposition dans la section suivante.

4.2.2 Sous-espace de ’exciton

Pour les physiciens, 'utilisation de la base des vecteurs propres de I'opérateur sans interaction

entre électrons leur permet d’affirmer heuristiquement, comme V’explique Mahan [Ma, chap. 8],
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I'existence de ’exciton. En effet, ceux-ci supposent que 'absence d’un électron dans la bande
de valence est un trou que l'on peut voir comme une quasi-particule chargée positivement (en
utilisant 'approximation de la masse effective) et, du fait de I'interaction Coulombienne présente,
I’électron de la bande de conduction va interagir avec ce trou pour former des états liés. Ces états
liés, d’énergies inférieures a I’énergie du systéme trou-+électron libres dans la bande de valence et
de conduction respectivement, apparaitront dans le gap entre bande de valence et de conduction.
Ces justifications semblent concorder avec le fait que ’on observe, expérimentalement, via le
spectre optique, des niveaux d’énergie dans le gap pour certain nanotubes. C’est la motivation
pour les physiciens de la réduction du probléme au sous-espace de 'espace de Fock antisymétrique
E.

Les éléments de matrice obtenus par la réduction de I’Hamiltonien perturbé a ’espace engen-
dré par les vecteurs propres du probléme non perturbé décrivant un électron dans la bande de
conduction et un trou dans la bande de valence, contiendront la premiére correction sur 1’ener-
gie, due au potentiel électron-électron, et linéaire en A. Cette correction est la “contribution de
I’exciton” au spectre de opérateur étudié. Mais on doit bien remarquer que 1’étude de Hy ne
donnera des informations que sur une partie du spectre de Hy et que ce n’est pas forcément le
spectre de plus basse énergie. Wannier [Wa| et Mahan procédent a cette réduction [Ma, 8.2.B|
et justifient ce choix en affirmant que ceci est valable physiquement parce que I'on a une faible
densité d’électrons dans la bande de conduction et de trous dans la bande de valence (car on
est a basse température') et donc on peut négliger les intéractions entre excitons. Mais cela ne
veut pas dire que les états propres du systéme avec interaction sont bien approximés par des
combinaisons d’états de basse énergie du systéme avec électrons découplés. Il manque ici une
justification rigoureuse dans le choix de ce sous-espace. Il a été décidé dans la présente étude de
procéder de la méme maniére que les physiciens afin de vérifier que I'on obtient bien les résultats
attendus, ensuite, en dehors du cadre de cette étude, on pourra tenter de confirmer ou infirmer
la validité de cette réduction. Il ne faudra pas oublier dans l'interprétation des résultats ce fait
important et notamment 'omission de la contribution due aux biexcitons et autres systémes
composés d’électrons et de trous. On reviendra sur ceci dans la conclusion.

On étudie maintenant H; et on va calculer ses éléments de matrice. On va ensuite étudier
chaque élément successivement.

Puisque € est un espace de Hilbert séparable de dimension N +1, il est isomorphe a £2(N +1).
On introduit la transformation unitaire U entre £ et (N + 1) qui & un vecteur de & associe
ses coefficients dans la base engendrant €. L’'Hamiltonian H; devient dans l'espace (2(N + 1) la
matrice M :

(4.14)

M= UHU* = ( < 0’H]|0 > < O|H1az’kavjk|0 > >

< O\a:’k,acyk/HAO > < O|a:’k,ac7k/H1a’c‘,kav7k\O >

On va maintenant calculer explicitement les termes de cette matrice. On rappelle que 'on
a 2 bandes pour le systéme sans interactions et pour k € [—m, ) N QT”Z on choisit de désigner
par £,(k) les niveaux d’énergie de la bande de valence et par .(k) les niveaux dans la bande de
conduction. On introduit val et cond les ensembles

2 2
val := (b=, {k‘]k €[-m,mN LFZ}), cond := (b= c, {k:|k €[-mm)N ;Z})

et on adopte la notation k, et k. pour préciser que ce sont des élements appartenant a val et
cond respectivement avec moment k. Puisque ’on suppose que les fonctions u ne dépendent pas

LEn effet ceci est vrai pour un systéme ot les électrons n’intéragissent pas entre eux, on peut le voir immeédia-
tement puisque l'on a la distribution de Fermi-Dirac.
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du moment cristallin, et en utilisant les symboles ci-dessus, on réécrit la relation (4.11) comme
suit :

Vi
>

ﬁa(m1)&b(mg)ﬁc(mg)ﬁd(m4)@(m) X

Upagpscta =7
m,m1 €L
ma,m3,maEL
p—s q—t
) — — L 1) - —-m—L—). 4.15
(my1 —m3+m 5 )6(ma —mg —m 9r ) (4.15)

On utilisera la convention suivante dans cette section : les indices indiquant un vecteur d’onde k
et une bande b seront noté k; ou seulement k si 'information sur la bande peut étre déduite par
un autre moyen.

On introduit les notations :

™

A
Ey= Y eu(k), EG?J%+§'z:@mj—wm%
k=—m ij€val
E'U(k) = €U(k) + )\ Z (vkvikvi - vkuiikv)7 Ec(k) = €c(k) + )\ Z (vkcikci - Ukciikc)7 (4]‘6)
i€val i€val
ainsi que
Hex := Oppr (Ee(k) — Ey(k)) + Mgkt kokt, — AVK kykek!, s (4.17)
et

0(k) = (Ukyikei = Vikykei) = q(k)

i€val

o= <q<—w>,q<—w+2§>,--- alr— QL”)) (4.18)

Un premier résultat est le suivant :

Lemme 4.2.1. La matrice M agissant sur £2(N + 1) peut s’écrire :

Eg A0
M =
AO* Opp Eg + Hex

Démonstration. On va successivement calculer tous les termes de la matrice M. Pour ce faire,
on va introduire le formalisme électron-trou. On définit les opérateurs création et annihilation
de trous :

* o *

bpi=avr et bpi=a,y

agissant uniquement dans la bande de valence v. Dans ce formalisme, qui est obtenu par une
transformation de Bogolyubov, il est convenu que les opérateurs associés aux trous by, by, agissent
dans la bande de valence et les opérateurs associés aux électrons aj, := a’ék, ay := acp, dans la
bande de conduction. Ces opérateurs anticommutent :

2
{ai,, bi,} = aibi, + bi,a’; =0, VEk, k' € [-m, m) N %Z,

avec #,f € {*,0}, de plus on a les relations

{ag, an} = Op ke {0k brr } = Oy 1t -
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Enfin, on rappelle que 'action d’annihiler un électron (resp. trou) dans la bande de conduction
(resp. valence) appliqué a ’état fondamental donne zéro :

2
apl0>=0,  bel0>=0, Vke f”z A [-n, 7). (4.19)

L’expression (4.14) devient :

< 0|H;|0 > < 0|Hja;b;]|0 >

M o= KOk , 4.2

(< O]bk/ak/HﬂO > < 0|bk/ak/H1aZb’};\O > ( 0)
Le terme < O|H + AV|0 > :

Pour le terme < 0|H|0 >,

SOH|0> = <0 Y ep(i)bbil0>+ < 0] Y eclf)ajaz|0>= " eu(j) <0[0>+0
Jj€val Jj€E€cond Jj€val

= > elj)=Eo

j€val

et pour la partie potentielle,

~ 1
<0|V|0 >= 3 E < OJvyjibibbby |0 > + reste,
ijkl€val

ol le reste désigne tous les autres termes possibles. Ces termes contiennent tous au moins un a
ou a*. De ce fait, ils sont tous nuls. En effet, d’aprés la définition de 1% Parrangement est tel que
les créateurs d’electrons dans la bande de conduction sont toujours & gauche des annihilateurs,
et, appliqué au fondamental cette conbinaison donne toujours zéro. La seule partie qui est non
nulle est la suivante :

> < Olubibbid10 > = viw(< 0[65bibf |0 > — < 0[bibjb;b}[0 >)
ijkleval ijkleval
= Z Vijik (010 — Oikdj1)
ijkleval
= > (vijij — vigji)-
ij€val

On obtient donc le résultat pour le premier terme de la diagonale de M :

A
< 0|H[|0 >= Ey + 5 Z (Vijij — Vijji)- (4.21)

ij€val

Le terme < 0|bya,Hralb%|0 > :

On calcule maintenant le terme < 0|b,a, Hra}

*b%|0 >. D’abord le terme cinétique,

< 0lbra, HaZbi0 > =< Olbpay | D> ecli)aja;+ Y eu(h)bb; | aibilo >

i€cond j€val

= Y (i) < Olbraraja;aibi|0 > + Y ey(j) < Olbrarb;blazbi|0 >

i€cond j€val
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et
Z ec(t) < 0lbrara;a;azbl|0 >=
i€cond
= Y ec(i) < Olbrarafdis bi|0 > — Y ec(i) < Olbrayasala;bi|0 >
i€cond i€cond
= ec(s) < Olbpra,albi0 > + > ec(i) < Olbarajaibias|0 >
i€cond
= £c(5) < Ofby0r,s, D50 > — > (i) < 0[braiarbi|0 > +0
i€cond
= €c(8)0res.Orys,
deuxiémement
D eulj) < 0lbragdbiatbi|0 >= Y £,(j) < 0|bbjaraibibi|0 >
j€val j€Eval
= > u(j) < Olbrbydr,s bE0 > = Y £4(j) < O|brbjata,bibi[0 >
j€val j€wval
= > eu(i)dres, < Obybb30E0 > — Y £4(j) < O|brbjaibibian|0 >
j€val j€Ewval
= > eo(i)dres, < O0IbDE0 > = Y £y (§)dr,s, < O[brbYb;bEI0 >
j€val j€wval
= OrescOrys, Z v(J) — Z €0(7)0res.0js, I,
j€wval j€val
= 57’63657'1;51) Z 61)(]) - E’U(S)
j€Eval
Donc

< O|bTaTI:[a§b;‘\O > = Opos,Orys, (Ec(8) —eup(s) + Ep) .

Pour le terme de potentiel,

2 < 0|bra,Valbi|o >= Z < 0|brayvijika; ajagaiaghy|0 > +

igkl€cond
+ Z < 0|bra,vi11bibjbby azbs|0 > +reste
ijkleval
Premiérement,
Z vijik < Olbrara;ajaraagbs|0 > = Z vijik < Olbrara;ajagdys,bi|0 >
ijkl€cond ijklecond

— Z vijik < Olbrara;ajaragabi|0 >
ijkl€cond
= - Z Vijiklis, < Olbrara;ajbsag|0 > —0
(ijkl)€cond
=0
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En échangeant a (resp. a*) et en 'amenant vers la droite (resp. gauche), ou en faisant la méme
chose avec b et b*, on peut montrer que
> viik < 0|braybib;biaiatbi]0 >= 0
(ijk)€val,lecond
et plusieurs autres termes de reste sont nuls pour la méme raison, excepté les termes contenant

les combinaisons :

< Olbrarbib;bibfatbi|0 >, < Ofbra,biaibiaiatbi|0 >, < Olbyaya;bjapbfatbil0 >,

S

< Olbrara;bibraia;bs|0 >, < 0lbrarbiatarbyazbs|0 > .

Pour le terme szkl@)al viji < 0|brarbibbpbiasbs|0 >,

< Olbray bib;bibiatb?]0 >—

— < Ofbybibybibiapa’hi]0 >

= < 0[brbib;bibi 6y, bE]0 >

5y, [< OlbrbidibbI0 > — < 0bybibibsbbI]0 >]

=0ras, [0j1(< 0[br03b3[0 > — < 0]b-bbb5 |0 >) — (< O[brd;byb 03[0 >
< 0[b,bbib b0 >)]

—ros, [ (507, — < Olbrbi 81,10 >) — (S(< O[b,64b%]0 >
< 0,0 >)— < 016y, kbibibibt|0 >)]

=0res, [5jk(5il5rvsu — sy Oryt) — (6ik(5jl(5rv5v_ < O’brbik&jsum >)
= Op, k(< 0[bi6;0b5[0 > — < 0[b;byb;b5[0 >))]

=0r,s. [0k (0i10r,s, — OisyOry1) — (0ik(0510ry s, — Ory10js,) — Oryk(010is, —
— 0adjs,))]

et donc
< Olbrarbibjb;;bfa:b:m >:67’c5c5jk5il(5m5v — (57« 6jk5isv<5m — 571056(51‘]@5]'1(57«1,51)
+ 5rcs(35ik5rvl(5jsv + 5rcsc5rvkdjl6isv - 5rcsc(5rvk5il(5jsu-

cSc
On obtient donc le terme de potentiel suivant :

Z Vijik < 0|brarblbjb,§bfa:b:|0 >= 67“c8c 5Tu5u Z Vijij — Z Vsyjrej —

ijkl€val ij€val j€wval
— Orysy D Vigii t D Visyrei D Vsyjjrg — D Visyire
ij€val i1€val j€Ewval 1€val

= 57'c5c 57"1)5'0( Z (UUU - UUJ'L)) + 2 Z (viSUTvi - vSvirvi>
ij€val i€val
On rappelle que la symétrie du potentiel implique v;;x = vjix- En effet, soit v(z,y) un potentiel
entre deux particules de coordonnées x et y, tel que v(z,y) = v(y, x), ceci entraine

v = <asghlasa>= [ @)y
S

L
= /2 ei(x)e;(y)v(y, x)e(x)ex(y)dedy =< ej @ e;|vle @ e >
SL
= Vjilk-
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Pour le reste des termes qui ne sont pas égaux & zéro :

Z vijik < O|brarbiajbraiagbs|0 >=
ik€val,jlecond
= > i < Olbrarbialbiéys bil0 > —0
ik€val,jlecond
= — Z Uijlkélsc < 0|b7«bi(5j7«cb};b:‘0 > —0
itk€val,jlecond
= — Z Uijlkélscdjrc < 0‘(5ikbrb:‘0 > +
itk€val,jlecond
+ Z viﬂkélscdj,«c < O‘brbeib:‘O >
itk€val,jlecond

= — E Vij1kO01s.0jre OikOry sy + E Vij1k01s. 0 jre Oisy Ory ki

itk€val,jlecond tk€val,jlecond

= - E Uircsci(srvsv + Vsyresery

i€val

et par le méme raisonement :

* % ¥k
Z Vijlk < O‘bTa’Ta’i bjakbl asbs ’0 > = - Z U?“ciiscémsv + Vr.syrpse
jleval ikecond i€val
7 1 %7 %
E Vijlk < 0|brara2- bjbkalasbsyo > = E 'Urcisciérvsv — Urpsy5cry
ilecond,jkEval i€val
* * sk
Z Vijik < O’bTaTbiajakbl Qg 3’0 > = Z Uirciscérvsu — VsyrerySe-
ileval,jkecond i€val
Alors,
2 < 0|bra, Vaib: = 2 > > 5’"63C§j
< 0lbra,Vaibi |0> = 25, Vpgisei — Viresei T (vijij — vijji)
i€val i€val ij€val
+ 26’/‘(;85 E (Uisvrvi - Usvirvi) + 2vsvrcscrv - QUTCSUSCT‘U‘
i€val

Finalement, pour la partie de la matrice contenant les termes < 0|b,a, Ha’b3|0 > on a

A
< Olbyar HaZbi[0 >=0ps, | Oros. | ec(s) —eu(s) + 5 > (vigij — vigzi) + Eo

ij€val
+)\ § (Urcisci - 'Urciisc)
i€val
+ Aércsc E (UiSUTui - Usvirui) + )\Usv’f’cscrv - Avrcsvscrv
i€val

A
=0r,5,0rcs. | €c(8) = €u(s) + Eo + B} Z (vigij — vijji)

ij€val
+ )\57“1)31, E (Urcisci - 'Urciisc) - Aércsc § (Usvirvi - Usviirv)
i€val i€val

+ )\vSvTcScTU - AfUTcSvserv (422)
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Les termes hors-diagonaux : A A
Pour le terme < 0|Hayb; |0 >=< 0|Ha;b; [0 > +X < 0[Vayby [0 >,

<O Haib; |0> = < 0] Y ey(i)biblarh; 0>+ < 0] Y ec(j)ajajarby, |0 >

J
j€Eval j€Econd
= ) eu(h) < O0lapb;bibr 10>+ Y o)) < Olajajafby [0 >
j€Ewval j€Econd
=0
et pour le potentiel,
2<0[Varb; [0> = ) <Olvna;afaraalibi|0 > +
ijklecond
+ Z < 0lvijiibibjbpby azbs|0 > +reste
ijkl€val

Plusieurs termes sont nuls. On ne montre que le calcul pour les termes non nuls :

Z < O\viﬂkbibijala;‘b:IO > and Z < O]viﬂkbibjakb;‘aZbyO > .

ijk€val,l€cond ijleval,k€cond

En détails :

< O\bibijala:b:\O > = < O’bibij(slscb:‘O > —0= 513c < Olbibijb:’() >
= 5lsc < O]biéjkbﬂo > _(5l50 < 0|bib7;bjb:|0 >
= 015,0k0is, — 015,0ik0js, -

Pour l'autre terme on a juste & echanger [ et k et mettre un signe moins. Alors,

Z < O|U1]lkblb]bzala:b:|0 >= Z Usvisci - Z /Uisvsci

ijk€val,lEcond i€val i€val

et
Y. < Oloyibibjabpaibil0 >= = Y vsiis, + Y Vis,is.
ijk€val,lEcond i1€val i1€val

Ainsi, on peut écrire :

< O|Ha:bf;|0 >= )\ <Z Vgyisei — Z Uz‘sq,sci> . (4.23)

i€val i€val

On déduit le second terme hors-diagonal,

< 0|bs,asH|0 >= < 0|Hazb:[0 > = A (Z Vsyisei = v) : (4.24)

i€val i€val

O

On continue maintenant le calcul en remplagant les coefficient du potentiel par leur for-
mule (4.15) rappelée ici :

V 27T X/ N~ 7 N~ ~ —
Ubadyseta =~ 7 D da(ma)ip(ma)iic(ma)ia(ma) oL (m)x
g b i
- —t
P 5 s(mg —my —m — LT, (4.25)
s 2

x 0(my —msg+m—L
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et si on introduit

5 no :=m+ LqT;t €z, (4.26)
on peut écrire
Vpoasety :‘/? > g (ma)i(ma)iie(my + na)ig(my — ng)@(L(pQ;S) +np). (4.27)
nyno€Z
mi,mo€Z
On introduit les notations :
Solmn) i= D7 )iy (ma +m)iy (ma)i, (ma = n1) = fu, P )P (m1)
mi,mo€Z
Se(ny) == Z Gy (M ) tie (M + 11) e (M) iy (g — n1) = Tgtie (N1 )Tetiy (n1)
mi,ma€Z
So(ny) := Z Uy (M)l (my + 11ty (M), (me — ny) = @C(nl)m(nl) (4.28)
mi,mo€Z

Remarque 4.2.2. Les normes ¢! et ¢ de ces fonctions de n; sont bornées, on peut le voir en
utilisant ’égalité de Parseval, sachant que u, et u. sont intégrables sur [—m, 7). De plus, Ces
fonctions sont bornées uniformément en N car on peut écrire d’apres (4.10)

R ]_ L/2 27Tm1
aj(my) = I /L/2 uj(y)e "L Ydy (4.29)

— —
et comme u; est borné uniformément en L, 4; 1'est aussi, et par le méme argument |u,|? et Tyue
aussi.

On introduit aussi la notation suivante pour k € [—m,7) N %’TZ et ng € Z:

21 o~ LK —k
vi(k,ny) = T UL((QTr)
kl=—m

k' £k

+n1). (4.30)

On rappelle que

FEq A\
M =
A* Op (B + Eo(k) — Ey(k)) 4+ ANk okt by — AVkok! Kok,

2m 2m
0 := (q(—w),q(—ﬂ + f)’ e q(m— L)>
ol tous ces termes sont définis en (4.16), (4.17) et (4.18).

Lemme 4.2.3. Pour L > 0 fizé, et quelque soit k, k' € [—m,m) N QT”Z, les termes de la matrice
M sont bornés et peuvent s’écrire de la maniére suivante
i) pour la diagonale de la matrice :

V2 L —
Eg—EQ—éJ Z ZS ’I’Ll UL (7” S)—|—n1)

T, sffw n1EZ
r#s
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i1) pour la diagonale de la partie inférieure droite de M :

V2T _

7 op(mi —ma+n1) |,

- Z Z uv ml Uc mi +n1> ( ) (m2 —nl)

n1EZ* m1,ma€EZ

i11) pour la partie hors-diagonale :

q(k') = Z(Uk;ikgi—vik;k/ = Z So(n1)vr (K ny),

i€val n ez*

i) et pour le reste des termes de la partie inférieure droite de M, avec des termes diagonauz
et hors-diagonauz :

Vk! keklky — Vkcklklky, =
v 2T -
— > Se(ny)vr(m)—

ny1EZ*

Z Z m1 + 711) (mg)ﬂv(mQ — nl)ﬁz (L(k_k/) + (m1 —mo + n1)> ,

2w
n1E€Z* m1,ma€”Z

ou encore !

Ukt keklky — VkeklkLky =

@ Z Se(n1)vp(ng) Z \uv\ ni \ucP(nl)vL M—i—m : (4.31)
L

2
n1€L* n1€Z

Démonstration. On calcule d’abord les termes sur la diagonale, c’est a dire les termes pour
lesquels k, = kI, ce qui implique aussi k. = k.. Pour v;j;j;, on écrira k; au lieu de ¢ pour éviter les
confusions, (k; = p =t, kj = ¢ = s) avec des indices associés aux états de la bande de valence,
on a ny = ng d’aprés (4.26) et d’apres (4.27) :

Vijji :\/[%? Z muv(ml + n1)dy (M2 — nl)vL((k%:k)

ny€Z
mi,ma2

+n1)

et pour v;jij, n1 =ng =m € Z

Vijij :\/LZT Z Uy (M) Uy (M)t (M + 11) Gy (Mma — ny)vp(ng)

ny €L
mi,m2
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Alors on obtient

> (vigij —vigji) =
i,j€val

— L(ki — kj)

= VS S it + mifmaims - m)ir(E ) )

Pour vy 4r.i avec @ € v, on sait que r, =r. doncicip=1t,qg=s=1 et

V2 X

Urgirei =~ 7 Uy (M )Gy (Mm2)tic(ma + n1) iy (me — n1)or (ny).

ny €L
mi,m2

On a aussi
Viryrei ==~ Ty (M) Uy (M) e (M1 + 11) Uy (Mo — n1)vL((;7T) +n1).
i

On obtient :

Z (vrvirci - Ui’rvrci) =

i€val

V21 S ~ ~ ~ ~ __ L k‘i -T
=7 Z Z Uy (M)l (my + nq )ty (ma)ty, (me — nl)vL((%r) +nq).

-7 ny€ZL*
kr m1,m2€7Z

L5
k;
L’orthogonalité de 4, et 4. implique que cette somme est nulle quand ny; = 0.

Pour le terme ) ., (Vrgisei — Viresei), le symbole 8,4, signifiant que r, = s, ce qui implique
aussi r. = S,

Viresei =
2 __ L(k; —
N \/LTr Z;Z iy (ma) ke (0 + 1 it (ma) i (i = 0 JUL(—— r) )
m1771n2€Z

et

Z Ue(ma)ly(ma)tc(my + n1)ty(me — n1)op(ng)

Ue(ma )ty (me)tc(me + my + ny — ma)ty(my + me —ny — my)vg(n1)

Y dc(ma)ay(mi — p)iy(mz)ic(ms + p)or(mz — mi + p) (4.32)
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ol p =mq + ny — me. Alors,

(57“1,31, E ('Urcisci - vircsci) =

i€val

Z 3 G(m)ac(my + m)ae(mz)is(ms — n1)

ki=—7 niez*
mi,m2€L
e _L(ki—r
: <UL(m1 —mo + Tll) - UL((;TF) + nl)) )

avec n1 # 0 puisque 4, et 4, sont orthogonaux. On peut déduire le terme :

57"Csc E ('Usvin,i - visvrvi) =

i€val
N _ L(k;—r
Z Z m1 Uy (M1 + ny)ly(me)ty, (me — nl)vL((;w) + ).
ifz;l;; mlyt;fQZEZ
Pour le potentiel,
Vresysery —
var (e (mn)i X __L(r—s
o T Z uc(mQ)uU(ml)uc(WQ + nl)uv(ml — nl)vL( (27‘_ ) + nl)
m17z;nezz€Z
v2m T A(ma Vi (1ms) . __L(r—s
L €Z 2
m1f)m2€Z

avec p = ni + mgo — mq. On peut aussi écrire :

3" G (ma)iy(my — n) = [ug*(—n),

mi1€Z

ce qui va donner la deuxiéme formule du lemme. Enfin, pour le dernier terme,

vsurcsc""'u =
ous - . - " —~
=7 Z Uy(ma)te(my + ny)lc(ma)t,(ma — n1)or(ng).
ni€Z
m1,m2€Z

On va montrer maintenant que toutes ces quantités sont bornées. On peut d’abord noter que le
point ou vy, est singuliére est exclu de toutes ces expressions, on peut donc majorer |vy| par le
suprémum, pour tout L fixé. On peut ensuite utiliser la remarque 4.2.2 pour conclure. On va
faire tendre N vers l'infini dans une prochaine section et on verra qu’il faut étre prudent avec la
singularité a l'origine. O

4.3 Théorie de perturbation

Dans cette section, on utilise la théorie de perturbation afin d’estimer le spectre de la matrice
M.
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D’abord on étudie 'influence du paramétre A qui représente l'intensité du couplage entre les
électrons et qui est choisit comme faible. On va voir dans la premiére partie que les termes hors
diagonaux A0 et A\0* de M, définis en (4.18), peuvent étre traités similairement & une perturbation
de rang 1 de la matrice M ot ces deux termes sont pris égaux a zéro. Le spectre de la matrice M
est asymptotique, lorsque A tend vers zéro, au spectre de la matrice diagonale obtenue & partir
de M en remplacant 6 et 6* par zéro. En effet, la partie diagonale de M depend aussi de A. Pour
arriver a cette conclusion, on a besoin d’informations sur le spectre de la matrice non perturbée
(voir ’hypothése 4.3.1), que 'on admettra ici et qui seront établies plus tard dans I'étude.

On fait ensuite varier le paramétre nombre de particules, N, que 'on va rendre grand mais
pas infini. On va voir que plus N sera grand plus le spectre de M sera proche du spectre d'un
certain modéle “continu” oti les vecteurs propres seront des fonctions de L?(—m, 7). Les spectres
seront encore une fois asymptotiques, les valeurs propres des deux modéles tendant vers 'infini
quand N tend vers 'infini, notamment da a la divergence de Eg avec N.

Les résultats de cette partie ouvriront la voie a I’étude de la partie inférieure droite de M,
qui, on le verra au chapitre 5, se raménera a ’étude de ’exciton sur la ligne infinie.

On va décomposer la matrice M en trois parties :

_ (Ec 0 0 0 0 0\
M =: < 0 5kk/Ec> + <O Hox> + A <9* 0) =: Mg+ Mex + \Q (4.33)

ou on rappelle que les différents élements sont définis en (4.18), (4.17) et (4.18). Chacun des
opérateurs définis ici dépend implicitement de N et \.
4.3.1 Interaction faible

Afin d’étudier 'influence du paramétre A sur le spectre de M, on rappelle les relations définies
en (4.18) et (4.28) :

o) = === 3 Sofmur(m),

niEL*
2 2
6= (a(-),q(~m + ), alm = 7).
On introduit les projecteurs orthogonaux Pj et Ps :
10 --- 0
0 0 0 0
P = : . P2:1P1:(0 1), (4.34)
0 e 0

alors
(¢ o) =rem (o o) =ner
On introduit Vopérateur pour k € [—m, ) N %Z
Da(k) = Eo(k) — Bo(K), (4.35)
avec E, et E, données au lemmme 4.2.3, ainsi que 'opérateur

HC :=Hey — 631 Dg(0)
=0kk (Da(k) — Da(0)) — AWk kpkeks, — Vkikyokeks, )-
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o
2
o
—

° —o—¢ fo—fo—to—r

Eo El E2

FiG. 4.1 - Spectre des matrices M, ({Ey},) et Mex ({0, {1}, })- Les E,, et vy, dépendent de A.

et la nouvelle notation pour la partie inférieure droite de la matrice donnée au lemme 4.2.3 :

0 0
Moy =: ,
¢ <0 5kk’Dd(0) =+ ng>

ot D4(0) est le “gap” entre la bande de valence et la bande de conduction. La derniére phrase de
I’hypothese I) de la section 4.2.1 pose comme hypothése que Dy(0) > 0 et

Eu(k) — Ey(k) — Da(0) > 0, Vk € [—m,7) N Q%Z. (4.36)

On définit la matrice M), comme étant la perturbation de la matrice diagonale par bloc M, :
My, = AQ + Mex.
on a donc
M = Mg + M,
On a besoin dans cette section de deux hypothéses sur le spectre de HY, qui sont les suivantes :

Hypothése 4.3.1. pour \ assez petit :
a) Linfimum du spectre HY, tend vers zéro quand \ tend vers zéro.
b) Les valeurs propres de HO, sont simples.

On démontrera au chapitre 5 que ces suppositions sont effectivement vraies. On déduit de
ces hypothéses que o(HY) = {ag, a1, ,an_1}, ot ap < a1 < -++ < an_1. On désignera dans
cette section par v, le vecteur propre et II,, le projecteur propre de Heyx associés & la valeur
propre

Yn = Dd(O) + Qp,

c’est & dire :

Remarque 4.3.2. Comme Dy(0) > 0, on a pour A assez petit : 79 > 0.
On introduit la notation pour z € p(Hex) :

Rex(2) := (Dq(0) + ng — z)_l,

et on rappelle que Rex agit dans Ran(P). On va donner des informations sur le spectre de M,
illustré par la figure 4.3.1, dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.3. Pour A > 0 assez petit, les valeurs propres {En}iv:o de M, sont simples. En

outre, on a :
229117

i) Ey se trouve dans l'intervalle [— ,0),
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it) pour 1 <n <N
a) si (Yn—1,0%) # 0 alors

E, € (’Ynfly’Yn), E, = _AQORex(En)H*a
b) si (Yn—1,0%) =0, alors

E, = Tn—1,

/\2||9||2]

iti) En se trouve dans Uintervalle [yv—1,yn—1+ 5~ -]

On montre d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.3.4. Pour tout A > 0 et pour tout z € C tel que z € p(Hey) et (2 + N20Rex(2)0%) # 0,
(M, — z) est inversible et la résolvante associée a la matrice M), peut s’écrire

1 1 -1 A Rex(2)
O =27 = SR <)\Rex(z)6‘* Rex(2) — A?Rex(z)e*eReX(z)> St

Démonstration. Pour inverser M), nous allons utiliser la décomposition de Feshbach. On écrit

PiM,P; =0
PiM,Ps = A\P10P, = (P,M,P,)*
PyM,Py = Dg(0)P, + HL..

et 'on peut mettre M), sous la forme :

AL — (PrMpPr PIMPy 0 APOP;
T \PM,Pi P,M,P;)  \\P0*P, Dy(0)+ HS )"

Soit z € C\R la formule de Feshbach donne :

(M, — z)_l _ R(z) + R(2)PiM,PS(z) PoMy,PiR(2) —R(z)PyMpP>5(2) (4.38)
P —S(2)PaM,P1R(z) S(z) '
avec
R(2) := Py (PM,P, — 2)"' P, S(2) := Poy(PoaMuPy + W(2) — 2) ' P (4.39)
et
W(Z) = —PQMple(Z)PlMpPQ.
On va montrer que ces quantités existent pour certains z € R. On définit
dox(2) 1= d(2,0(Da(0) + HO)). (4.40)

Dans notre cas 1
R(z)=—-P
(2) b

qui est défini pour tout z € C*. On a, pour z dans ce domaine,
1
PyM, Py + W (z) =Dg(0)Py + HY, — APy 0" (=) PP,

)\2
=Dy(0) Py + H2, + —Po0"0P,. (4.41)
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On remarque que 0*6 est un opérateur de rang un : 6*0 = (,-)6. On fixe N et on choisit z € R
tel que z # 0 et dex(2) > 0, et si on a la condition z + A20Rey(2)0* # 0, on obtient, en utilisant
la formule de Krein?

S(2) = Rex(2) — A2 {2 + A%(0, Rex(2)0)} ' Rex (2)070Rex(2). (4.42)

On calcule maintenant les termes de la matrice M, en utilisant I'expression de S(z) donnée
ci-dessus :

P10PyS(2) Po0* P) = ORex(2)6 <1 T TR () ORex(2)0 )
. z
= ORex(2)6" TR
et
R(2) + A2R(2)P0P,S(2) P26* P R(2) = N AjeR (2)6* !
ez 2t oz oz Z + A20 Rex(2)0*
L 1
2+ A20Rex(2)0*
On a aussi
A Rex(z)
PP =— :
REPANPS () = =~ 0p. (2

On obtient donc pour z # 0, z € p(Hex) et 2z + A20Rex (2)0* # 0, Pexpression suivante pour la
résolvante de M), :

o 1 —1 AR (2)
(M =27 = - + A20 Rex (2)0 (ARex(z)G* Rex(2) — AQRex(ZW*@Rex(Z)) ‘

On peut remarquer que comme 0 ¢ o(Hey), 'expression ci-dessus, si A > 0, existe en z = 0 et
comme Rqy est analytique dans un voisinage de zéro, on peut donc la prolonger en ce point. [J

On va maintenant étudier pour quelles valeurs de z, (Mp—z)*1 est singuliére, et on commence
par établir les propriétés suivantes :

Lemme 4.3.5. Soit {1}, les vecteurs propres associés auz valeurs propres {v,} de Hey.
Pour tout X > 0 assez petit et z € p(Heyx), il existe une solution unique pour l’équation

24+ ARy (2)0* =0 (4.43)

i) entre chaque intervalle (Yn, Yn+s) avec s € N*, si (,,0) # 0, (¢Yn4s,60) # 0 et (¢p,0) =0
pourn < p<n-+s.

i) dans Uintervalle [y, 4+00) si (¢¥n,0) # 0, et (p,0) =0 pour tout n < p < N.

iii) dans Uintervalle [—%,O). .

w) dans Uintervalle (Yyn—-1,YN-1 + %] st (Yn—1,0) #0.

Démonstration. D’aprés 'hypothése 4.3.1 b) du début de la section, pour A assez petit, les valeurs
propres de Hey sont simples. Pour z € p(Hex) > 0 soit la fonction

f(2) := 2+ A20Rex(2)6".

2yoir annexe B.7.
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On a
f'(2) =1+ X20R% (2)0* > 1

et donc la fonction f est strictement croissante. Soit n € [0, N — 2] et s € [1,N], tel que
(Y, 0) # 0, (Ynts,0) # 0 et (p,0) = 0 pour tout p compris entre n < p < n + s. Sous ces
hypotheses, pour z € (v, Vnts), f est continue et d’aprés le théoréme spectral,

1 1
=> 0 + 011, I1,6% + Ol 4 s—— I, | 0"+
0<p<n n— % Tn+s — 2
1
o011, ——I1,6".
! n+s<Z<N1 Tz ”
P>

On a ORex(2)0* 22 —00 et ORex(2)0* - 400, Alors il n’y a qu’une seule solution de

f(z) =0 pour z € (Yn, Yn+s)-

Pour i7), par un raisonement analogue, pour z > 7, on a 0 Rex(2)
coté, ORey(2)0* 2222 0 et donc f(z) % —oo et f(z) === +o0. Il existe donc une solution
unique pour I'équation f(z) = 0 dans U'intervalle (7, +00) avec z > 0.

Pour i), Avec 'hypotheése 4.3.1 a), pour \ assez petit on a vy > 0. Soit 0 < z < 7p, on a

Zz—
or 270 o et, de l'autre

z——00

que ORex(2)0* ——— 0 ce qui montre que GRex(2)0* > 0 et donc f(z) > 0 et il n’y a pas de

solution pour 0 < z < 9. Mais comme f est continue sur (—oo,vg) et f(z) ~—— —o0, ainsi
que f(z) > 0 pour z < 0 alors il existe un zéro de f sur l'intervalle (—o0,0). Soit 2y ce point,
comme on a zg = —A20Rex(20)0",

zZ " 0 2
2ol = oRe(20)0°) < 101 - [ enteo) < L2 (.44

Pour iv), soit z > yy_1 avec (Yn—1,0) # 0. Avec le méme raisonement que pour la preuve de
i), on a 0 Rex(2)0" 5 —ooet 0 Rex(2)0" “—= 0 et donc f(z) = —coet: f(2) == +o0.

il existe une solution unique pour f(z) = 0 sur cet intervalle, soit z1 cette solution, on a

1

|21] = A0 Rex (2107 < N[0 ————
[Yn—1 — 21|

et si l'on introduit & tel que z; =: yy_1/2 + & alors

T = el(e + ) < %ol

v
€ = (F < Nlle)”?

TN-1 TN-1
() = X617 < € < (75 )7 + Wle)P.

Comme 21 > yy_1 on a pour A assez petit

_ _ 2221162
Wt e N [y 2NN
2 2 YN—_1

209112
< N1 +)\ 0] '
2 YN-1
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Preuve du théoréme 4.3.5. Soit E, une singularité de la résolvante de M), alors nécessairement,
d’aprés le lemme 4.3.4, E,, + \20Rex (E,)0* = 0 ou E,, = v, puisque sinon, Rey(FE,,) serait borné,
et (En + A20Rex(E,)0%) ™! serait fini et cela supposerait que (M, — E,)~! soit borné.

Pour la réciproque, on note d’abord que M), est de taille N +1 x N +1 et posséde donc N +1
valeurs propres éventuellement répétées. D’aprés le lemme 4.3.5 et la relation (4.37), une valeur
propre de M, notée Ej, se trouve dans l'intervalle [=A?(|0]|*/70,0), et elle est unique pour A
assez petit car d’aprés 'hypothése 4.3.1 a), 79 > 0 pour X assez petit et donc Rex(z) est borné
pour z dans cet intervalle.

Soit n € [0, N — 1]. On a d’une part que si (¢, 0*) # 0 alors, d’apres le lemme 4.3.5, il existe
une solution unique de (4.43) que l'on peut associer a U'indice n et que 'on note E, 1. De plus,
Ent1 > vn et Enpq # 7yp pour p € [n+ 1, N — 1]. C’est une valeur propre de M, d’apres le
lemme 4.3.4. N

D’autre part, si (¢, 0*) = 0, on introduit 1, := 0 @ v, dans la décomposition & = ranP; @

ranPs alors
~ 0 X 0 0
Myon = <>\0* H> <wn> - (%%) | (4.45)

qui montre que 7y, est valeur propre de M), avec vecteur propre associé {/;n
Ainsi, pour chaque n € [0, N] on peut associer une valeur propre distincte E, et comme la
dimension de M, est N +1,il n’y en a pas d autre. On en déduit aussi qu’elles sont simples.
O

4.3.2 Grand nombre de particules

On va utiliser la théorie de perturbation pour obtenir une estimation des différentes parties
de (4.33) quand N devient grand. On va voir que les sommes discrétes présentes dans les co-
efficient de M peuvent étre approximées par des intégrales. On va d’abord introduire quelques
outils pour cette étude, puis on traitera chaque terme de la matrice M successivement.

Soit les sous-espaces

2
& = span {|0 >} En = span {{apbp|0 >}, }, k€ [-mm)N FWZ

ces deux objets sont des sous-espaces de £ défini en (4.13). Le vecteur d’onde k peut prendre N
valeurs différentes et £y est donc de dimension N. On a

E=E DEN.

Les espaces & et En sont les images des projecteurs orthogonaux Py et Py définis dans la section
précédente? respectivement. On introduit :

HE = (%(N),

I’espace des suites de carré sommable de N nombres complexes. Puisque £y est de dimension
N, cet espace est isomorphe a H?. On définit

2T . N N
kj ZJW’ je {—2,...70,...72—1},

N > 2 étant un nombre pair. On va écrire les fonctions 1) € H? comme suit :

T L I RT3 ) I (AR ST

3Voir formule (4.34).
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On va appeler dans ce qui suit H? “I’espace discret” par opposition a
HE = L*(—m,7),
qui sera appelé “I’espace continu”. On définit
N gL .
0 sinon

On introduit 'opérateur J qui plonge H? dans H¢

J:HY— HE
N1
Tt = (Yoot ey ) = (JO)R) = Y (k) (4.46)
=%
Pour ¢ € H¢,
™ %71 ‘%71 ‘%71 T
o dom= [ 3 wpo® X vamdi= Y i [
=% -5 == 7
¥ by N
- wmzaﬂ/ k= 3 WP = ()
i==5 i==%

L'opérateur J est unitaire de H? dans Ran(J) C H¢ et isometrique de H? dans H°. Ran(J)
est 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur les intervalles introduits pour définir les
{x;};- On a pour ¥ € HY, ¢ € H®

(T, e = / U ST (kR

avec

(T O)) = / " GEB)ek)dk = (6.x;) (4.47)

et combiné avec (4.46)

: N
=3

On déduit que 'opérateur JJ* est le projecteur orthogonal de H¢ sur Ran(.J), et pour ¢ € HY,

& 1
(TG = () vixasxs) = D, bilxg) =5, J*T = Ly
=- 1=-

On va introduire maintenant 'opérateur “non perturbé” agissant dans I’espace continu. On
va d’abord remarquer que :
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Remarque 4.3.6. Toutes les quantités que ’on va estimer, qui sont données au lemme 4.2.3, sont
exprimeées en fonction de vy (k) o k # 0. Et d’aprés (4.9) puisque k # 0 on a

P 1 > —iZma! v 1 / 2m
vp(m) = Nz e "N ulg(x)dr' = vug( Nm). (4.48)
— 0
On va donc travailler maintenant directement avec 0.
On rappelle Eg est défini en (4.16),
Iy 1 i 2
T T
Bg= Y ek 57 > S, Z Wvgﬁ(kj — ki + ), (4.49)
j==% m ez j,l:—%

E¢ s’exprime en fonction des {e,}, définies en 4.1 qui sont des fonctions du vecteur d’onde,
décrivant le spectre associé au probleme d’une particule sur le cercle avec potentiel périodique.
On introduit les fonctions continues {&p},, définis sur [—m, 7] qui sont les fonctions décrivant le
spectre associé au probléme d’une particule sur la ligne avec potentiel périodique.

Remarque 4.3.7. Puisque il n’y a que deux bandes et qu’elles sont séparées par une lacune non
nulle (d’apres ’hypothése I) de la section 4.2.1), &, et €. sont analytiques sur [—m, 7] (voir par
exemple [RS4, Th. XIII.89)).

Et on a en tout point k; = %rj et tout NV > 0 fixé,
Ev(kj) = eu(ky).
Soit

- ™ ™ 1
Eg = / Eo(k) dk+f—ZS n1 / / ora (K — K" + N ny)dk"dk' . (4.50)

—T

Ces quantités sont bien définies, on a vu au lemme 4.2.3 que les sommes sur nj sont bornées,
on peut prendre le supremum sur nq du terme de potentiel (qui est fini d’apres les propriétés de
vig données en annexe A.1), et voir que S, € ¢! pour s’en persuader.

On rappelle le terme de potentiel donné au lemme 4.2.3 et en utilisant la remarque 4.3.6 il
s’écrit :

Vk! kcklky — Vkekl KLk, =

V2T 27
5 Z Se(n1) g ( —nl Z |uv|2 (n1 |uc| (n1)vy, (k: K+ Nm)

n1EL* n1€Z

L’expression ci-dessus donnée au lemme 4.2.3 est établie pour des valeurs discrétes de k mais
Comme l'on sait que 0/ est une fonction continue pour tout k& € R*, la fonction précédente peut
étre étendue et vue comme une fonction continue sur R*. On introduit maintenant la fonction
continue sur R* :

w(k — k‘,) = 7(ngkck’ck:v — Ukck»/uklckv)' (4.51)

2

On peut écrire 'Hamiltonien agissant sur H? :

Ho = Dd(kl) + AWys (4.52)
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ou le potentiel est un opérateur de convolution défini par :

vl

-1
(hav) (k) == o S bk — ky)uky). (4.5
J

|z

On va introduire maintenant un Hamiltonien agissant dans L?(—, ) et qui, on va le voir, sera
le modéle non perturbé pour Hey dans la limite N grand. On définit les fonctions continues :

2
0Tk — k4 oy )dk!

Ey(k) == &,(k) — A > Sv(m)/ N

™
2 ni1€Z -

Bolk) = &o(k) — A > Sc(nl)/

2
Var e (K — k+ ==ny )d’
ny1EZ*

™
. N
ot &,(k), £c(k) sont ici les fonctions réelles analytiques obtenues en faisant tendre N vers U'infini,

dans le probléme a une particule sur le cercle de longueur N avec potentiel périodique, (voir
remarque 4.3.7). Soit la fonction

D(k) := E.(k) — Ey(k). (4.54)
On définit I’Hamiltonien “continu” agissant sur H¢ = L?((—x, 7)) :
Hexe := D(k) + M, (4.55)

otl W, est Uopérateur de convolution défini sur L?((—m, 7)) par

™

(ws1p) (k) := / w(k — k) (k)dE . (4.56)

—Tr

L’opérateur Hqy. est borné auto-adjoint car on a va voir que D est symétrique borné et on sait
exc

que 1, est un opérateur a noyau avec fonction réelle @ € L?(—m, ). On introduit les matrices

suivantes :

21 I
21 B 0 ~ Eq 0
My.=(N et M = ~ ,
d ( 0 2§ Eq+ Hex> ( 0 SuwFEq+ Hexc>

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme 4.3.8. Soit A > 0 et z tel que z # Eg, d(z, 00 Eg)) > 0 et d(z,0(Hexe)) > 0. Il
existe Nog > 0 et deuz constantes Cg > 0 et C' tels que pour N > Ny, alors

ZEp(Md), ZGp(M),

et
~ 1 Ca C
J(My—2)" = (M- 27| < - + .
H ( ) ( ) || \/N d(Z,O'((Skk’EG))Q d(z7U<HeXC))2
Démonstration. On utilise directement les propositions 4.3.10 et 4.3.14. O

Dans le reste de cette section on va établir les propositions 4.3.10 et 4.3.14. On établit
d’abord un lemme préliminaire et important car il va étre utilisé dans plusieurs des estimations
qui suivent.
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Lemme 4.3.9. [l existe Ny > 0 et quatre constantes C1 > 0, Co > 0, C3 > 0, Cy > 0 telles que
pour tout N > No, 0 < a<1letk#k €[—mm), kj # ki € [-m,7) N 2FZ on ait les propriétés
sutvantes :
i) Si |k — k| <3
pelt m%ﬂﬁﬂk—ko—%ﬂﬁ—@Hé
< O] 1n( )I + [ [&" = E]) (0 ()x; (k) + x5 (K)xj01 (k) + x5 (K)xj-1(k)) -
i) Si2F < |k —k| < 2% -
1XJ (k) (deg (ks — ki) — dgg (K — k)| < Cox; (K)xa (k).

i) Si 2= < |k — 2Tn1| < 27 avec nq| < N,

2 . 2 1
x; (k) xi (k) < gk — kit ) = D (K — k + Nn1)> ‘ < CBij(k’)Xz(k)-

iv) Si |ni| > N, pour tout k, k' € [—m,7) :

o 2m . 2m
Xi (K xi(k) ( veg(kj — ki + ==n1) — Opg (K" — k + —=n1) || <
N N
47

< XK )xak)Ca.

Démonstration. Pour i), si |k; — ki| > 2” I'inégalité est trivialement vérifiée sinon [ ne peut
prendre que les valeurs j,74+ 1,5 — 1. D’ apres les propriétés de 0] données en annexe A.1, pour
0 < |z| < 1/2 il existe une constante C; telle que |05z(x)| < Ci|In|z||. Alors il existe un Ny > 0
tel que pour N > Ny,

i (K )xa(k) (0% (kj — k) — 05 (K — k)| <
<cl<|1n<k-—kl>|+|1n\k’ k1) O (K)x5 (k) + x5 (K" xg1 (k) + x5 (K xj—1 (k)
< Cy(|In( 22 >|+|lnrk' kI O () (B) + x5 () xga1 (k) + x; (K )xs-1(k)) -

Pour i), on utilise la propriété de 'annexe A.1 qui donne que pour z assez petit, il existe
une constante Cy > 0 telle que U4(x) = % In |z| + O(1), alors

x5 (K" xu(k) (00 (kj — ki) — dgg (K — k)| <
< x; (K" )xi(k) ( ‘hl \kj — k| — In |k — kH + (’)(1)) (pour N assez grand)

Cs —k

% |

= x; (K )xu(k) <

In |

+OOO

On remarque que 'hypothese 2 /N < |k’ —k| entraine j # [. Pour k' € [kj, kjy1) et k € [ki, ki),
soit n:=j —1[, pourn#1

2
R
k' —k k' — k-l—n +k—k
[n kj — ki
]+ 1 <

!n\
In| =1
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et pour le cas n = 1, ceci implique que 27/N < |k — k| <2 x 27 /N et donc

Ainsi,

On obtient donc

X (K" xa(k) (00 (kj — ki) — ogg (K = k)| < xg(K)xa(k) (5= 2+ O(1))
< Cox; (K )xa(k

Pour i), on utilise que 974 € C! en dehors des singularités. On sait que |k’ — k| € [-27, 27)
et de méme pour |k; — k;|, donc dans le cas |n1| < N on a toujours une singularité pour le
potentiel. On utilise le théoréme des accroissements finis pour &’ € [kj, kj11) et k € [ky, kiq1) -

. o o , . _on

Org (K — k + ﬁnl) = Upg(kj — ki + ﬁnl) + ((k‘ —k)— (k; — kl)) (O0g) (k: k+ ﬁnl)
ot k' € (kj, kjt1), k € (k;, ki41). Finalement on utilise que pour 0 < |z| < 47, on peut trouver

\

+
Cs3 > 0 tel que |(00g) (x)] < %% (voir annexe A.1). On obtient la majoration suivante :

o 2 o 27
k) (il = k- S = a2l =+ 5 )| <

2 N ~ 27
< 250K s () F — F S

27 / IRV,
< 257xi(Kalk) - sup o [(Geg) (2)]

|zl (& -5 2m)
27 Nite 1 03 1 1
< —x;i(K)xi(k)—e—— (KN xi (k) —=—=—C:
pour N assez grand.
Pour |n;| > N la fonction (04)" est borné par une constante Cy > 0, ce qui donne v). [

Le terme Eq et Mg

On estime dans cette sous-section la différence entre la résolvante associée a la matrice dia-

gonale
_ (Eg 0
Mo = < 0 5kk'EG> ’

agissant dans I'espace discret £2(N + 1) et la résolvante associé & un opérateur agissant dans
'espace continu C @ C, L?(—m, 7)) que I'on défini plus loin. On va voir que le terme Eg qui est
présent dans la partie diagonale de M, grandit comme N quand N tend vers l'infini.

On rappelle que Eg est défini en 4.2.3. On définit les opérateurs de multiplication vgqy(n1),
présent dans Pexpression de E¢, appliqué sur une fonction ¢ € H¢

(vagm) ) (k) 1= 3 0k — b+ o)
Jl=—%
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et les opérateurs de multiplication vg(ny) sur L2([—m, 7)),

2
(ve(n1) / / — K+ %nl)dk”dk’l/z(k)

Les fonctions associées & ces opérateurs, aussi notées Udg(nl) et vg(n1) respectivement, sont
constantes. On écrit d’apres (4.49) et (4.50)

N

2

EG: Z Ev ZS ni Udg nl)
=%

E¢ :/ &y (k) dkz+ . Z Sy(n1)va(ny). (4.57)

- n €L
Soit les opérateurs agissant sur H? et H¢ respectivement :
Mgy = o Eg, Men = S Eg-.
Dans le diagramme suivant on a la correspondance entre probléme discret et continu :
wd  Mon, 4d
Jl LJ.

HeE Mgn HE

Enfin on rappelle la définition donnée en (4.33) et on définit Mg

Eg 0 — Ec 0
Mo — . Mg = . 4.58
“ ( 0 MGN) “ ( 0 MGN) ( )

On va établir la proposition suivante :
Proposition 4.3.10. Soit A > 0 et d(z, O'(Mg)) > 0, il existe Ng > 0 et une constante Cg > 0
telle que pour N > Ny,

27
—Mcg)

z €l

et
~ _ 1 Ca
17 M(;—z) ~ (Mg -2 —F—=—.
Nz d(z,0(Mgn))?
Remarque 4.3.11. Ce resultat entraine la convergence en norme des résolvantes associées a
2nMg/N et Mg car les lemmes 4.3.12 et 4.3.13 montrent que 2mEg/N converge uniformément
vers Fg quand N tend vers l'infini.

Démonstration. On définit sur HC
27-[- * T *
W .= JWMGNJ — ManJJ
Pour z € C\R, on a

. 2
(Mey — z)*lI/VJ(WFMGN )=
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ce qui entraine

— — 2
(May — 2)" 4 = ((MGN ) g 1) J(%MGN _ )t (4.59)
et sl ;
[(Mgn —2)"' W[l < ——=— W] <1, (4.60)
d(Z, GN)
alors on peut écrire
27 e B -1 — B
(A Man =27 =7 ((May =)W +1) (May —2)71, (4.61)

D’apreés les lemmes 4.3.12 et 4.3.13, il existe Ny et une constante Cyg > 0 tels que pour N > Nj

2m vg
W[ <= sup [E,(k |Su(n1)] <
N ke[—m,m) Y nlze:z \/7

En effet, £, est analytique sur un domaine compact donc borné et est indépendant de N. La
quantité S, est borné uniformément en N et sommable par rapport a n; d’aprés la remarque 4.2.2
Ainsi pour d(z, Mgy) > 0 il existe N3 > Ny tel que la condition (4.60) est vraie pour tout
N > Nji. Alors la relation (4.61) est vraie, ce qui entraine que z € p(3F Mg n ). En reprenant (4.59)
on a :

((MGN —2)7'W o+ 1) (MGN —2)7 T - (]T/_fGN — Z)ilw(MGN )ty =

- ((JTJGN — )W+ 1) JCE Moy — 2)7L,

N

ce qui entraine

2
];TMGN_Z) I =
—1

= (Mgy — 2)"1J - ((JTJGN — )W+ 1) (Mg — 2)"'W(Mgy — 2)~ 1.

J(

On choisit Ny > Nj,tel que pour tout N > No,

2 —
2 WW sup &, (k \—i— vg Z |Sy(n1)] | <d(z, Man)
ke[—m,m) 2 ni€Z

alors ||(May — 2)"*W|| < 1/2 et on a

HJ( " Moy —2) 7t = (Man —2)"1 | =

-1 —

= | ((MGN =)W 1) (Mox - 2)7 W (Max - 2)7'|
1 Ca

d(z, O‘(MGN))2 N2

Lemme 4.3.12. Pour tout N € N* on a ['estimation suivante

% 2T * 2
I Ek)dks " = J 5 > (k)T < sup |2, (k)| -
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Démonstration. Pour ¢ € L*([—m, 7))

LA |
T N T 21 S * _
(/_Wev(k YK JJ* — ] AZN ev(kj) I )o(k) =
=7
i Ny 5 J-1 J-1
™ *
= [Camd ¥ umien) -5 X vl Y ab) o)
T __N N N
=% J=—% ==
¥ . , 31
i
= [ o) 3 o) | [ e =T Y etk | i
. N -m .__ N
J—ff ]—*7
On peut voir cet opérateur comme un opérateur de noyau intégral
¥ . , 31
~ T
o) i= 3 kpo®) | [ @ -3 a)
. N - . N
=% Jj=—%

qui est symétrique. La norme Schur-Holmgren donne :

N
vy

I Elk)dkr T =7 Z eo(kj)J* \SH—sup/ |g(k, k)| dk'.

J*E

Premiérement, puisque &, est analytique donc continuement différentiable, on utilise le théoréme

des accroissements finis,
kj+1 2
ENdE' — ——¢e,(k;
| war - e n)

- 5 81 81
~ T
/ av(k/)dk/—ﬁ PIEHIES DY (
-m N J

-1 1 /97 2
7'(' ~
<X (5) s B
j:_% ke[kj,ij)
1(27)? o
S o sSup €v(k
2 N ke[ 71'71')’ )‘
Deuxiémement, on a
N
T ’ / (27)2 ~ s " INETY,
sup [ [g(k, k)| dk' < 2= sup (8, (R)[sup Y (k) [ xg(K)dk
k J-m ke[—m,m) k Y -7
- 2
(2)? .
< sup |, (k)|
N ke[—m,m)
d’ou le résultat. O

Lemme 4.3.13. Il existe Ng et une constante Cyq tels que pour tout N > Ng on a

* Cv
sup ||J—vdg(n1),] —vg(ny)JJ*| < f
ni1€Z 2
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Démonstration. On a pour ¢ € HC

N_q N_q
= = 2, 27 T
(Jvag(na) T ) (k) = Y xm(k) Y  lett (K kl+N“1)/ Xom (K )3 (k") dk'
m=—3 7= 1;7 -
. 27! a 2 2
T T
= m(k — gk — ki + — m (KN (E)dE
[ X ) 30 et ki o ()0)
m=— ],l:77
et si I’on introduit
£ ‘
27 Jt+1 +1 27
= — ki — ki + — — K"+ dk" dk’
fom) N((N) athy =i ) = [ [ ) )
]7l:_?
1k k
j+1 1+1 2 2
- /J / ( sk — k4 —ong) — g (K — K+ ))dk”dk’
. N Jkj ky N N
jvlsz
on obtient
N1
2T " " TS / INITY,
(I 50y () T9) (k) = (e r) JT W) R) = [ 3 XanB)xm (K F (m )b (R
—r
- 2

qui est un opérateur & noyau. On estime la norme Shur-Holmgren,

N

sup/_ Z o ()Xo (K | £ 1) | = | £ (1)

—__N
2

™ %_1

—swp [ 30 B pn) ()
S
On écrit f sous la forme
51 k
27r J+1 I+1 o 2 o 27
f(ny) Z / /k (k) <veﬁ(kj —ky+ ) - g (K —k + Nn1)> dkdk',

et on procéde de la maniére suivante : pour n; = 0, on sépare en trois parties : |k — k/| < 2r
< |k—K|< £, |k— K| > 2%. D’apres i) du lemme 4.3.9, pour [k — k'| < 27, il existe N tel
que pour N > Ny

FO) < % 2n /]H /:l“ (K xi(k) <]ln3\7;]+|ln(k/—k)]) dkdk'

j=
I={j—-1 JJ+1}

27 N (2m 27 i+ (R
< = — = - _|_ f—— E !
NNSC'12 (N) |In \ / /k )|ln( — k)|dkdk

=X
I={j— 17JJ+1}
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On a pour N assez petit |k — k/| < QW” <1et

kjta kj1
/ |1n|l<:’—k:||dk’:—/ In |k — k|dk’

j k;
= —(’fj+1 —k)Inlkji1 — k[ + kit + (kj — k) In |kj — k| — k;
27T 2
<7 Nllrl!’ml kIl + 7 o fk; — K]

et si 'on intégre par rapport a k£ on en déduit
kiv1 rkjtr 2 2
/ / |In |k — k!dkdk:<<7r> +2<”) |In 7|
ki kj N
i 2
On obtient donc pour |k — k| < 57

1£(0)] < 67Cy <N +3|ln|>

D’aprés ii) du lemme 4.3.9, pour %’r <|k-K|<F 21 et en utilisant qu’ici

yo Yo
> = D> D ),
Jl==N/2 j=— N/Ql—j,ﬂ
on obtient dans ce cas
2n N 4r
0 ———C!
F0)] < 255 Can
1
27
De iii) du lemme 4.3.9, pour |k — k| > &
or N [27\? Cs
< N2 iad
F0)] < N 2 (N) Nl-a
C
2 3
= (2 ) Nl-«a

Et donc si on choisit a = 1/2, pour N > Ny et k, k' € (—m, )

2

|£(0)] <67701< +3|1ny> +(202+03)(27r)2]\11.

Pour les cas ot ny # 0, on procéde de la méme maniére, c’est-a-dire que 'on découpe
Iintégrale en trois parties, la seule différence est que la singularité n’est pas en zéro mais en
27mn1/N. On obtient la méme borne que pour n; = 0 pour lestimation de la différence des
potentiels. O

La partie “exciton”

On va maintenant étudier le terme Hey. On rappelle 'Hamiltonien agissant dans H?

Hex = Dd(kl) + Mgy (4.62)
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ot Dy est un opérateur de multiplication défini en (4.35) et le potentiel est un opérateur de
convolution défini en (4.53). On rappelle ’'Hamiltonien agissant dans H¢

Hexe = D(K) + i, (4.63)

ou D est Popérateur de multiplication défini en (4.54) et w, est U'opérateur de convolution défini
en (4.56). Le principal résultat de cette sous-section est le suivant :

Proposition 4.3.14. Soit z € p(Hexc), il existe N1(z) > 0 et une constante C > 0 tels que pour
tout N > Ni(z),

2z € p(Hex)

et
1 1

N% d(z, U(HeXC))T

On établit d’abord quelques propriétés de la fonction D qui seront utiles pas la suite :

| J(Hex — Z)_l — (Hexe — Z)_1J|| <C

Lemme 4.3.15. On a les propriétés suivantes :

i) La fonction D est continue sur [—m, 7], donc bornée.

i1) Pour N fizé et pour tout n > 0, la dérivée n-iéme de D est continue sur [—m/N,w/N]J.

i11) Pour N fizé, \g > 0 assez petit et pour tout X < No, la fonction D est positive et
posséde un minimum en zéro. La fonction (D —D(0)) se comporte comme une fonction
quadratique autour de zéro uniformement en X\, c’esl-a-dire qu’il existe 0 < ko < 2w/N
et deux constantes indépendantes de X : cqi,cqo > 0 telles que Uon a pour |k| < ko,
Cd1k2 < 'D(/{) — D(O) < Cdgk‘z.

Démonstration. D est composée de deux parties :
— Une partie qui est la différence é. — &,, indépendante de N et A, et qui est analytique sur
[—7, m] d’aprés la remarque 4.3.7.
— Une partie potentielle contenant la somme

V(k) = > (Su(n1) — Se(n1))o(k,n1) (4.64)

n1EZL

ou Sy, S¢ sont des fonctions sommables d’aprés la remarque 4.2.2.
Le premiére partie ne pose pas de probléme, on va donc examiner la partie potentielle. On définit

™ 2
(k,n1) :/ e (K — &+ Nﬂnl)dk’

—Tr

7rfk+2§n1
— / (@) dz,

ﬂ*kﬁ»%’nl

qui est bien définie car 0l est intégrable localement sur R. Pour la continuité, soit p,q € [—m, 7),

2
T—p+Fni

(p,n1) — (g, n1) = / Opg(x)dx —I—/ Upg(x)dx

2
gt m

p=q o P o
:/ Uog(X —m—p+ an)dX+/ Upg(X +m—q+ Fnl)dX,
0 0
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et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

P ot ) p=a o0 o
| Uog(X —T—p+ Nm)Xm <lp—q|- Vo (X — 7 —p+ ﬁm)l dX
0 0

<lp—al- [ liZa(X)Pax

et comme 04 est de carré sommable sur R, voir annexe A.1, ceci tend vers zéro quand p tend
vers ¢, uniformément en nj. On rappelle que D contient 'expression (4.64) ou Sy(n1), Sc(n1)
sont des fonctions sommables d’aprés la remarque 4.2.2. D est donc continue.

Pour ii), on va utiliser une autre expression pour V :

V(k) =) (So(n1) = Se(m1))o(k, n1)

ni1€Z
= > (Su(m) = Se(m)) (@(k, m1) +T(k, —n1)) + (S,(0) — S.(0))3(k, 0)
n1>0
= > (Su(n1) = Se(n)) (@(k, 1) + Tk, —n1)) + (Su(0) — Se(0))5(k, 0)+
N 2r—k
FSy D[ s

car S, et S, sont des fonctions paires et

2n—k —k 2n—k
v(k,N/2) +v(k,—N/2) = /_k Upg(x)dx —|—/ Ugg(x)dx = / Uog () dx.

—27—k —2n—k

On va donner une expression pour la dérivée n-ieme de V, n > 1. Sachant que la fonction g

est C°° sur R*, voir annexe A.l, on peut écrire pour tout n; € Z et pour k # —mw + 2””1,

kA m+Em

~(n n |rar \(n— 2 ~r \(n— 2
0k, m) = (1" [(62) "D~ b+ ) = (6t O o = b o)

et donc 3™ (-, ny) est C pour k ¢ {Zm} mez- Ceci est vrai uniformement en ny € Z\ {£N/2},
car pour tout k ¢ Nm}mEZ et —//N <h<7/Nona

o\ (e 2w o\ (e 2 k+h o \(n 2w
(i) ™D = = b ) = (@) "D m = ke Tl <1 [0 (= S = wldul

AT n 2m
<h- sup |(00g) " (—m+ pm - )

ul <% N
< (n) 1 4.
h- | (teg)™ ()1 (4.65)

en effet, |675) ™| est croissante sur R et décroissante sur R~ (voir annexe A.1) et pour ny # N/2

on a
| +27T y>2 t d | +27T | > || +27T | ||>7T
— -— et donc | — —MNj — - —ni| — —.
T an , n T an ul > s ny ul| =
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Comme S, et S. sont des fonctions sommables, on peut donc écrire pour k € [—7n/N,7/N] et
k40

VOE) = 37 (Su(na) — Se(m) (50 (o) + 5k, —n1)) + (S0(0) = Se(0))5 (k, 0)+

n:;«lé]>\;)/2
M) ~ e (L) D — k) — L) D+ R)) . (466)

On va maintenant montrer que V™ est aussi continue au point k = 0. soit k € [—7/N,w/N] et
ny # N/2 alors en utilisant les mémes arguments que pour (4.65) on a

2 2 F 2
(@)D (= =k ) = (@) (o )| < | [ (6™ (- S )l
0

N
AT n 27r
< k|- sup |(00) " (=7 + Soma — )]
ul< & N
AT n ™
< k|- 1(90) ™ ()], (4.67)

On en conclut que le pemier terme de (4.66) est continu sur [—7/N, 7/N]. Les second et troisiéme
termes sont aussi continus sur cet intervalle, V(™ est donc continue, ce qui entraine la continuité
de D),
Pour iii), d’aprés hypothése I) de la section 4.2.1, on a que €.(k) —&, (k) est positive, posséde
un minimum en zéro et se comporte autour de zéro comme
kQ ~ I

<€~c(k) - év(k) = 5~c(0) - 8}(0) + ?(50 (0) - ‘5:1)//(0)) + O(k3)

avec (¢.7(0) —£,”(0)) > 0. D’apres les propriétés de © que 'on vient de voir, on peut écrire pour
|k| < /N et pour tout nq # £N/2

~ - - k2
0(k,n1) =0(0,n1) + kv'(0,n1) + EUH(Oa n1) + f(k,n1)

ou f est une fonction que l'on peut majorer par

|f(k,n1)| < |K%| sup [0 (p,n1)] < |k3|Cy
Ip|< %

avec Cy > 0, indépendant de nyi, d’aprés (4.67). Pour \ assez petit, comme on a

71'+TL12W7T T
sup (0, n1)| < sup / o7 (@) de = / o7 (@) e,

ni n1 —7r—&-n12WTr -7
alors
L| > (Su(n1) = Se(n1))a(0,m1)| < 4 sup [5(0,m1)| Y [Su(n1) = Se(m1)] < £:(0) — £,(0)
vor n1€Z V2m n1€Z

et donc D(0) > 0. Comme 0 est paire, v'(0,n1) = 0 quel que soit n; et D'(0) = 0. Pour A
assez petit on a aussi

Y (Sulm) = S O] € T sup {0 Y 1Su(m) = Selm)

s n1>0
n1>0 n1>0
i #£N/2 m#N/2 n1#N/2

< éc”(o) - 5~v”(0)
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alors D”(0) > 0. Enfin, pour k € [-7/N,7/N]|
D(k) — D(0) = D"(0)k? + g(k, \)

avec

lg(k, N)| < |k*| sup |D" (k)]

k<&
et
D" (k)| < | (k) — &" (k)| + A[V" (k)]

La fonction g est donc bornée uniformément en A\ pris dans un compact quelconque d’aprés ce
que 'on a vu en ii). Pour A < \g assez petit on peut écrire

D(k) —D(0 p k, A
()k2 O _ iy < Ig(k2 )|
SCka

avec ¢ > 0 indépendant de . Il existe donc ko > 0 et cq1,cqo > 0 tels que pour tout |k| < kg on
a
cak* < D(k) — D(0) < caok?,

avec c¢q1 < D"(0) — ckg et cgo < D"(0) + cko. O
Preuve de la proposition 4.3.14. On définit sur H¢
W = J(Hox — 2)J* — (Hoxe — 2)JJ* = JHoe* — Hoxe J*.
Pour tout 2z € p(Hexe) N p(Hex), on a sur He
(Hexe = 2) 71 = J(Hox = 2) " = (Hexe = 2) ' WJ (Hex —2) 71
(Hexe —2) ' = (Hexe — 2) 7'W + 1) J(Hex — 2) (4.68)

et si
|(Hoxe — 2) 7 *W|| < 1, (4.69)

alors on peut écrire

1

(Hex — 2) ' = J* (Hexe — 2) "W 4+ 1) (Hexe — 2) 1. (4.70)

Les lemmes 4.3.17 et 4.3.18 montrent que la condition (4.69) est satisfaite pour z € p(Hexc) et
N assez grand car il existe Ny(z) > 0 et C' > 0 tels que pour tout N > Ny(z)

C
Hexc_z_lw < Hexc_z_l AWl s o ———y '
I W < i WIS o N

Alors pour tout z € p(Hexc), si N > Ny(z), la relation (4.70) est vraie et en reprenant 4.68

(Hexe — 2) "W + 1) (Hexe — 2) ' — (Hexe — 2) "W (Hexe — 2) ' J =
= (Hexe — 2)7'W +1) J(Hex — 2) 71,

ce qui entraine

1

J(Hex —2) 7' = (Hexe — 2) 1 = (Hexe — 2) "W 4+ 1) (Hexe — 2) 7' W (Hexe — 2) .
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Siona o0
N1 < d(z,0(Hexc))

alors ||(Hexe — 2) 'W|| < 1/2, 2 € p(Hex) et on a sur HC

| J(Hex — Z)_l — (Hexe — Z)_lj” =|| ((Hexc - Z)_IW + 1)71 (Hexe — Z)_IW(HeXC - Z)_ln

1 C

On montre d’abord :

Lemme 4.3.16. Pour tout ny € Z et k € [—m,m) N 22 Z, soit

|2

—1
2T 2T

’U](k',nl) = N Z ﬁeﬁ(ﬁj —k + ﬁnl)

. N
J=—%

\V)

1l existe Ny > 0 et une constante C > 0 tels que pour tout N > Ny,
HJ ( )J*— ( ) J*H <071

sup ||Jvr(-,n v(-,n1)d .

ni ! ! ! V N

Démonstration. Soit v € HE,

N N
X N_g

(Jur(-,n1) J*Y) (k) = Z Xl(k)%r Z Vo (ki — ki + 2%”1) /7r (K (k) dk!
=% =% -

Ti—f =%
et
J-1
iy 2 iy
G0 = [~k Sk’ 3 k) [l
—TT :_% —TT
N_q
T3 & 2w
[ 3 alkpalk) / 0T (k” — k4 2y dk (K )k
-7 N -7

N_4q N_q
3 2T ¥~ ., 2 L 2
Sk, k) = ZN xika(k) | & ZN Ve (kj — ka + 1) = /_7r e (K" — k + <pm)dk”
=3 =%
2! 2! kjt1

2 2
(ﬁgﬁ(kj — ki + Wﬂ-nl) - f)gﬂ(k// —k+ ]\7;'”1)) dk”
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On estime 'opérateur par la norme Schur-Holmgren :

™

[ or(com) " =5 m) g =sup /

—T

£ (k, K| di - sup /W £k, )| .
k' J—7
avec

sup / (kKK <

k -7
N

2 27
< K dk —k — E'—k+ — dk”
suple ) [l ZN/ 1+ o) — (K — b+ 2ing)
El
o 12 i 2 2
T i T T
=supy\/ — xi(k) / Ong(ky — ki + —=n1) — oo (K" — k + ==nq)| dk”
PV 2 2 [l e ey
2 2
N_q N_q
_ 21 < k . Fitt X e (e L 2m ke 2m dk"
—SUPNZZNXJ( )'ZN ; X (K") | Oer (kj — Ky + 7ma) — O ( +5yn)
=% =3
(4.71)
et
ki1
sg/p/ |f(k, &) |dk<sup Z yi(k Z / dk/ dk"xq (k) x; (k") x
- !
oy 27 2m 27
’Ueff(kj — ki + FTM) — Ueﬂ(k‘” k+ Wm) N (4.72)

Pour n; = O on coupe l'intégrale en trois parties : |k — k| < 2T, 2% < [k — k| < 3% et

|E" — k| > &% ou 0 < a < 1. Pour la premiére partie, d’aprés le lemme 4.3.9 :
\Xj(k”)Xz(k) (02 (kj — k) — g (K" — k)| <
< Cu(n(22 )! + I &7 = K[]) O (K")x; (k) + x5 (K")xg+1 (k) + x5 (K")x;j-1(k))

: 2
et puisque |k — k| < 57

J-1 §-1
Sup Z > k) (E") —SUP (xa(B)xa(B") 4+ xa(k)xa+1 (") + xa(k)xi-1(K"))
I=—5j=—%
N | N
“VarVar

D’autre part, on a pour N assez petit |k — k| < QW’T <let

kjt1 kj1
/ In [k — k|| = —/ In |k — k|dk"

j k;
= —(kj+1 — k) In|kj1 — k[ + ki1 + (K — k) In |k; — k| —
27

27
< ﬁ+ N\ln|k’]+1 k|| +N\ln|k’j — k|
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et si l'on intégre par rapport & k£ on en déduit

ki1 +1 9 )
/ /J In [/ — k:|dk:dk<<]\7;> +2< ”> IIn 7|

; " 2
On obtient donc pour |[k" — k| < 57

Sup/w| F(k, KD|dE < 30 <N 3|1n(N)y).

k -7

De la méme maniére

sup / (kK| dk =

k' J—m
27! kiy kit 27 2
—sup S () (k) / dk / (ks — b+ 2onn) — 6 (K — k + 2%ny)| dk”
Ko ky ks N N
l7]:_% ’
27 27 27
< — —|In(—
3C1<N+3N] (N)\>
Pour la partie ott 27 < |k” — k| < 2% ceci implique pour k € [ki, kiy1) et k" € [kj, kjt1) :
4t 2w
ki —ki|l=|k—k+k—k+k -k < —+-—
ki — k| = [k + + A N + No
donc pour N assez grand, |k — k;| < % et alors | — 2N < j <1+ 2 N N et on peut remplacer

dans (4.72)

sup [ 1k k)lah =

K J—x

81 HEZE) g k.
1+1 41
<sup 3 w(¥) [ [ akatong e
et M &
oy 2 o 27 27
X ,Ueff(kj — k'l + ﬁnl) — Ueﬁ'(k// k+ W’nl) N . (473)

11 existe Ny > 0 tel que pour N > Ny, d’aprés le lemme 4.3.9

G (K" )xa(k) (e (kj — ki) — o5 (K" — k)| < Cax(K")xa(k)

et on peut écrire

sup/7r |f(k,K)|dk <

k' J-m

2 N h+1 41
< Sup > lk / / dk"xa(k)x; (k") Co

2
§skllp Z xl(k") *02\/ <sup Z xi(k ) 02 ]\7;

__N . 2N
=73 J= (Ro

|2
L
\z
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On a aussi en utilisant (4.71)

1\3‘2
—
T
g

[ V]

Q‘Z

™ 2 - Kyt
sup [ f(b ]k < sup TS [ ) caar”
B b ey jmepy TN
4 1
< (— + =)Co.
= (Fe T )
Pour le cas |k — k| > 2%, en utilisant #ii) du lemme 4.3.9 qui donne la relation :
/ oy 27 o 27 1 ,
X (R )ak) (s — -+ Somn) = (K — b+ Srm) )| < CaransB)atk),

avec (4.71) et (4.73), on obtient

4 1 4 1
s%p/_ﬂ| (k. K|k < <12Cs, sip/_ﬂ| (k. K|k’ < <1-52Cs

On choisit a = %, cela donne :

* m 87TC 1
er, 00 5,001 < 301 (3 432 3D ) + 512 4

2

Pour le cas ou ny # 0, on procéde de la méme maniére, c¢’est-a-dire que 'on découpe l'intégrale
en trois parties, la seule différence est que la singularité n’est pas en zéro mais en 27n;/N. On
obtient la méme borne que pour n; = 0 pour 'estimation de la différence des potentiels. ]

Lemme 4.3.17. Pour X fizé, il existe No > 0 et Cp > 0 tels que pour tout N > Ny,

Cp
Dk — IJD (k) JT*||pe <—=.
ID(k) a(kj) Tl x SN

Démonstration. On va d’abord décomposer en trois parties

ID(k)JT* = JDa(k;) J"[1e <|| (Ec(k) = Eu(k)) J T — T (ec(kj) — eu(ky)) ||+
+ A 1Su(n1) + Se(na)l - | Jvr (- m)J* = B(-,na) T T

n1€Z
+ [ITFIN, )7 (4.74)
ol
. 2 _
f = -\ Z Z m1 + nl) (mg)uv(mg - 77,1) N UL(ml —msa + 77,1)

n1E€EZ* m1,mo€ZL

est un terme indépendant de k qui est majoré par :
27 27
N < —|In(—

avec C' > 0, indépendant de N et A. En effet, d’aprés la formule (4.9), en utilisant les prorpiétés de
vlg données a I'annexe A.1, on peut majorer vz, par |In(27/N)| et en utilisant la remarque 4.2.2
on obtient la majoration sur f. Le dernier terme de (4.74) est donc majoré par l'estimation
ci-dessus car [|JJ*|| < 1.
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Pour le premier terme de (4.74), si on note :

g(k) = ENc(k) - gv(k)v gd(kj) = 5c(kj) - Ev(kj)a
on a pour ¢ € H¢
51 5-
(g(k)JT* = Jga(k;)J*)p(k) =g(k) Xi(k)(6,x5) — D xi(k)galk;)(J*$)(5)

=% =7
J-1 J-1

=g(k) Y x;(k) (¢, x;) — Z )(é, x;5)

%71* 2 -2
= > xi(k)(¢,x)) (k) = ga(ky))

et comme &, et &, sont analytiques, g’ est borné uniformément en N et en utilisant le théoréme
des accroissement finis :

2

1 (Ec(k) = Eu(k)) JT* = T (ec(kj) — eulky)) J7| <

IN

sup [gc(p) — &,()] - 777

pE[—m,7)

<2 t
— - const.
- N
Pour le deuxiéme terme de (4.74), on va utiliser le lemme précedent qui donne

1
sup ||[Jvr(-,n)J" —0(-, n) JJ*|| < C1—,
ul [Jvr(-,n1) (- m0)JJ7| N

ou C1 > 0 et comme |S, + S¢| est sommable, on obtient le résultat du lemme.

O
Lemme 4.3.18. I existe Ng > 0 et C, > 0 tels que pour tout N > Ny,
2
iy — JibgeJ*|| <20,
N2
Démonstration. Pour ¢ € HY
(Wi — Jbas ") p(k) =
™ % ! %_1 2 ™
N T
— / w(k - K)o(E)dE — > xi(k) > N Ok — k) oK) x; (k) dK’
- __N j=—N/2 -
? J#l
™ ™ %_1 %_1 2
A T
— /_Ww(k — KoK dk — /_7r > oxlk) > N0k - ki)x; (k) o(E)dk' .
- N j=—N/2
? J#l
Ceci est un opérateur intégral avec noyau symétrique
2 i
T .
FUK) = 0= ) = 25 3 oG (W) — k). (4.75)
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et puisque ) ” N N woalk) =/,
| | 5
bk —K) = > xak) Y ) ik — k)
=3 =¥
On peut écrire
J-1
2 . .
fa k) =5 Dl () (k= k) — bk — ky))
l,j=—N/2
J
On va estimer sa norme Schur-Holmgren :
e — Jiged |51 = Sup/ £k, K| K. (4.76)
k -7

La fonction w est une somme de termes contenant o_g et on doit étudier

Ny
T or 2 — —_—
sw [ 153 o) Y Tl
ko J—m l,j:;N/2 n1€Z
I#j

X

2w 2
@gff (k K+ an) - f)gﬁ (kl k + ]\7;711) ‘ dk’' <

< D TP () nn)

n1E€Z
J-1
2 2 2
X sup sup/ i E x1(k)x; (k) |Ocq <k — K+ ]zfrnl) — Vo (kl —kj+ ]zfrnl) ‘ dk’.
T ~N/2
l#]

Cette quantité est finie car la somme sur nq est finie, voir remarque 4.2.2 et comme on va le voir
ci-dessous, 'intégrale sur k' et le supremum sur k et n; sont aussi finis. Pour montrer cela on va

étudier
N
L7 2m 2m
Supsup/ |— x1(k)x; (K" o (/{ — K+ n1> — 0, (kl —k; + n1> dk' =
B Nl z;vﬂ J eff N eff J N
I#5

N N
?—l—ﬁ-nl 5—1

T 2T AT AT
—Sup oy SREITS /_7T N Yoo D xE)XG(K) [l (K — ) — ol (ke — kj)| d’
) N

" Ke[-m+ N l:—%-l—m j:l;l}f/2

On définit

N 14n, L1

Yo D k(R (o(k — k) — oig(k — ky)).

I=—N/2+4n1 j=—N/2
I#j

2T

g(k, k', ny) ==

Si n; < N, la fonction g(-,-,n1) posséde une singularité logarithmique. Dans ce cas, on coupe le
domaine en trois parties : 0 < [k — k| < 22, 22 < [k — k| < 2T et 25 < |k — K| o 0<a <1
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et on va utiliser le lemme 4.3.9. On note la fonction g restreinte aux domaines ci-dessus go, g1,
go respectivement. On désigne I'opérateur associé par le méme symbole. Pour la partie autour
de zéro, 0 < |k — k| < 22, de i) du lemme 4.3.9 il existe Ny et Cy tels que pour N > Ny on a

|90 (K, k', m1)]| S%Cl <|1H( )|+ [In|k — k'||> (s (R)xs (K) + xg+1 (k) (K') + xj-1 (k) x; (K)) -
D’une part I'intégrale donne
/ (In ( )|+ [ (K = K1) O () (k) + x5 (K )xge1 (k) + x5 (K )xg-1 (k) di' =
kjt+1 P
=V 0+ x5+ x5106) [ MG+ K

RN / 2
On a pour N assez petit : [k — k' < 57 < 1et

kji1 kj1
/ |1n]l<:’—k:|\dk:’:—/ In [ — k|dK
k. k.

J J
= —(kj+1 — k) In|kj1 — k| + kja + (k; — k) In |k; — k| —

2T
< o Tlkje1 = k) Inlkjir — K[| + |(k; — ) In[k; — K]].

Et d’autre part pour le supremum, la fonction |z Inz| est croissante pour x € [0,1/e] et pour N
assez petit : |k — k| <27/N < 1/e, alors on a 'estimation :

ki+1 21
Sup/ |In |k — k||dk’<—+2—|ln—|
k Jk; N
On obtient donc
2 2w 2w
/ < = 1 =
Sllip/—ﬂ lgo(k, k', n1)|dk" < 3Ch (N 3N| n(N)|>
On obtient la premiére estimation :
27
lgollser < 3CH ( +37“ (N)\> : (4.77)

Pour la partie 27 < |k — k| < 2%, on a x;(k)x; (k') = 0 puisque c’est Uintervalle [k;, kji1)
et si k appartient & celui-ci, k¥’ ne peut pas, donc |k; — k;| > 27 /N. Aussi on a

47 27
ki—kil=|k—k+k—F /{:—k/<— —
ke = kjl = [k =k + + ~v T va

Pour N assez grand, |k — k;j| < {/& ce qui implique
F-14m F-1 N ot4n 142N
S D gy = > > xalk)xg(k
I=—N/2+n; j=—N/2 I=—N/24n1 j=i— 2

et
——1+n1 l+ N"

N 47 | N
/ [ — —_—
sup/_wz 72 Z xi(k k' = 2r N\ 27’

N/2+n1] [_7
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En utilisant 47) du lemme 4.3.9, pour N > Ny

iflJ’,nl N_q

swp [0S Y alkhG (R E — k) — 6l kylak

l——N/Q—‘rTLl j_*N/Q
I#j

Ainsi A
7
lg1llsu < ~a O

21

Finalement, on arrive a la derniére partie ot |k — k| > {&. Pour N > Ny, d’aprés iii) du

lemme 4.3.9

N N
?—1+TL1 ?—1

Sup /Tr IZI Yo D k(K)o (k — k) — lg(k — k;))ldk <

I=—N/24n1 j=—N/2
I#5

N _14p, N1

1 T oor ? S
SCgNlaSUP/ I~ ST Y k)G (R dk
kom0 N[22

J
27
N =

On peut donc conclure
«

N
||g2||SH < 277C3w-

Toutes ces estimations sont valables pour n; < N mais aussi pour ny > N ol gg et éventuellement
g1 sont évaluées trivialement. On a donc une borne pour g indépendante de ny et finalement,
pour N > Ny il existe une constante C' > 0 telle que,

27r 2m 2m 4 2m

On peut choisir o = 1/2. O

4.4 Conclusion

On a, dans cette partie, essayé d’obtenir des informations sur le spectre de I'opérateur Hy,
I’Hamiltonien & N électrons dans un potentiel périodique avec interaction faible entre électrons.
On a supposé, comme les physiciens, que 'interaction entre électrons, qui est vue comme une
petite perturbation, est suffisamment faible pour que 'on puisse décrire le systéme en utilisant
une partie de la base propre du modeéle non perturbé sans commettre une erreur trop importante.
On a donc fait le choix de réduire ’espace des états aux seuls états de plus basse énergie du modéle
non perturbé, ceux correspondants a un seul électron dans la bande de conduction et un trou
dans la bande de valence. La réduction d’espace permet d’obtenir la contribution des excitons
au spectre de Hy, c’est-a-dire la caractérisation de certaines valeurs propres particuliéres dans
une région du spectre de Hg, qui ne sont pas présentes dans le cas du modéle non perturbé. Ce
sont ces valeurs propres qui intéressent les physiciens. Aprés cette réduction I’étude du spectre
de Hj est réduite a 1’étude du spectre de M définie en (4.14).
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Er N NEc +a NEg +D(0

NiEc NEg + ao T ' 'G/ ©
o ..o —fofo | —
Eo El E2

Fia. 4.2 — Relation entre les spectres de la matrice M et de opérateur Hoyc. E?;, D(0) et v,
dépendent de .

On a ensuite appliqué la théorie de perturbation premiérement pour une interaction faible
entre électrons et deuxiémement pour un grand nombre d’électrons. Soit {E,, (A, N )}g:ol les va-
leurs propres de la matrice M, et soit {7y, (A, N)}iLV:O les valeurs propres de Hey défini en (4.33).
On a obtenu, pour \ assez petit, au théoréme 4.3.3, des informations importantes sur I’éloigne-
ment entre ces valeurs propres. On a vu que leurs spectres étaient entrelacés, et on peut écrire
pour tout entier n € [1, N + 1]

Eo(\,N) = Eg — O(\?),
En(A\N) = Eg 4 ya_1(\, N) + O(\2),

avec Fg dépendant de A dont on peut trouver une expression au lemme 4.2.3.

La deuxiéme partie donne une approximation de Mg + Mey, défini en (4.33), pour un grand
nombre de particules. Ceci est donné par le théoréme 4.3.8 qui stipule que pour N grand, si on
dénote par ay, (A, N) les valeurs propres de Hey défini en (4.55), on peut écrire

Eg = NEg + O(N'/?)
(M N) = an(A, N) + O(NV?).

avec EVG indépendant de N et comportant un terme principal indépendant de A, pour A petit.
On peut conclure ce chapitre en donnant le principal résultat obtenu : pour A suffisamment petit
et N suffisamment grand,

Eo(\,N) = NEg — O(—=),

— A2
En(A7N) NEG+an—1(A7N)+O(\/N)7
ce spectre est illustré par la figure 4.2. On va étudier dans le prochain chapitre le spectre de
Hexec. N
La derniére remarque sera pour insister sur le fait que les spectres associés a M et Mg + Hexc
sont asymptotiques, c’est & dire que le spectre de Mg + Hexe dépend encore de N et A, et I'on
ne peut pas faire la limite N tend vers l'infini.



Chapitre 5

Exciton et spectre d’absorption

Ce chapitre est la conclusion des chapitres 3 et 4. On y achéve ’étude du spectre de I'Ha-
miltonien du nanotube avec interactions entre électrons, réduit au sous-espace de ’exciton. On
a vu dans le chapitre précedent que ’on peut obtenir une estimation des états excités de M en
étudiant Hexe, pour N grand et A petit. On fixe N dans tout ce chapitre & une valeur assez
grande. On considére ici Hexe et on montre que pour A petit son spectre se rapproche de celui
d’un modéle ou deux particules interagissent entre elles sur la ligne avec un potentiel effectif que
I’on va préciser, le centre de masse ayant été séparé. Son expression, pour l'instant formelle, est
la suivante :

2 T

2 (-2 7+ ot - g [ veGamay) 6.1
avec Cp, C(r) des constantes positives et C, une fonction bornée périodique. Cet Hamiltonien
que l'on va appeler Hamiltonien de [’exciton est défini rigoureusement dans la section 5.2. Les
états propres de cet Hamiltonien seront étudié au chapitre 6 et cela permettra de montrer que
le spectre de M posséde la structure donné en figure 5.1.

Dans la derniére section, on reprend la formule du spectre d’absorption optique a(w), et 'on
montre, sous les conditions établies a la section 4.2, qu’il dépend des états propres de I’Hamilto-
nien de 'exciton.

5.1 Modéle sur la ligne infinie

Dans la section précédente, au lemme 4.3.14, on a vu que I'on peut obtenir une estimation
du spectre de M en étudiant le spectre de Hgy qui est un Hamiltonien unidimensionnel sur

—

NEq —|—D(O) + €

NEg NE¢ +D(0) + ¢ /
| | - ~
DO) O\m)|)
O(\?)

F1a. 5.1 — Spectre de la matrice M. Eg, D(0) et €, dépendent de .

113
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L3([-m,7)). On définit

HY . := D(k) — D(0) + b, (5.2)

ot D(k) est I'opérateur de multiplication par une fonction au moins C3(—m, ), défini en (4.54)
et dont certaines propriétés sont données au lemme 4.3.15, et w, est I'opérateur de convolution
défini pour ¢ € L?([—7, 7)) par :

™

(@) = [ o(k~ K)u()av
—T

et ot w est la fonction définie en (4.51). On rappelle que l'estimation du spectre de M par celui

de Heye est vrai si A est assez petit, et dans tout le travail qui suit, cette hypothése sera supposée

vérifiée.

On va utiliser, encore une fois, la théorie de perturbation afin de montrer que H2,. peut étre
approximée par un modéle au spectre connu, quand A est petit. Les informations sur la fonction
D sont ici cruciales et on va voir que pour une interaction faible, seulement son comportement
autour de l'origine sera important. Le modéle continu dépendra juste des ces données, reliées a la
chiralité du nanotube comme remarqué en section 4.2.1. On introduit pour cela la transformation
unitaire, a > 0,

U : L2([—7T,7T)) — LQ([
Y = (Ua?)

Q\ﬁ

)

k) = vau(ak),

—~

alors on obtient :

(Voo U7 0)0) = V@ [ lak - k%w’;’)dk'

_ /a alk — K)p(k)dk = (. (o)) (k).

Q\=|

On définit sur H, := L*([-Z, I))

1 _
Ha . 72(U ngcUa l) - a2

Cet opérateur reste borné puisque qu’il est unitairement équivalent a H?

exc- On note que les
valeurs propres E de HY . et E, de H, sont reliées par la relation :
E = o*FE,. (5.4)

On choisit maintenant :

A=q.
On introduit le modéle “non perturbé” sur la ligne, soit

LiR) = {f € PR)|(K + D)if € LR},

et pour f,g € L3(R), on définit la forme quadratique suivante :

i) = 232 [0+ [ [ onclall — K F0)aNGTEak = v F.9) + 0£:9).

ol

Doo(k — k') := 0% — 0k (k — k')
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avec

= > s

1EZ

ﬂ\

indépendant de k, k" et pour k # Kk’
Bk~ k) 1= Z P it (k- 4+ 5 ).

L'espace L3(R) est dense dans L?(R), qoo est positive, symétrique et fermée. On désigne par
Roo(z) pour z < 0 la résolvante associée & qoo La forme ¢, est symétrique, et on peut voir que
2%, est borné et v¥ est Hilbert-Schmidt car v%, € L2(R). De plus on a que g, est ggo-compact

car pour f € D(qoo), la norme Hilbert-Schmidt donne! pour chaque « fixé, si ’'on dénote par v>®°
l'opérateur associé a q, :

1 S O 1 s 1
||R00<_a )2 ( )ROO( ) 2HHS - a2 + & Rmhjoo(a(k_k/))‘ mdkdk

|99, |72 // . 5 1

= a(q pdq

a? R Rp2+a2| (2] (p—q)*+a?

L e

- a? a Jg 1 2 + 4a? 4
9|72 27 1 /

<l o d 5.5

ST 2 el MUSICUURY (5.5)

Remarque 5.1.1. La quantité ci-dessus n’est pas uniformément bornée par rapport au parametre

a. On rappelle que () oY log(a), voir annexe A.l et le comportement de 9lz(p) quand
p— 0.

On conclut en utilisant 'annexe B.6 et le premier théoréme de représentation de Kato que
Jso POsséde un opérateur auto-adjoint associé que 1'on va dénoter par Hoo(v) :

k2
Ho(a) i= 5 D"(0) + 6 (a). (5.6)

De plus, pour le spectre essentiel on a 0ess(qoo) = ess(q00 + v )-
On définit deux projecteurs pour tout ¢ € L*(R) :

Hw:{w(zﬂ) sifk| < T -

0 sinon

de telle facon que
2 72 2 T i
II,L*(R) = Hq, I, L*(R) = L*((—o00, ——) U (E,oo)).
On choisit une extension de H, & L2(R) notée H comme suit :

H =T H, I, & —2"TI,. (5.7)

'on va calculer Iintégrale qui suit avec ’aide de la décomposition en fractions rationnelles suivante :

1 1 S B N 1 Ll 1 2-9
pPta’(p—g¢°+a® @+a* pPta®  (p-q?+a®  gp’ta’® q(p—q)?+a
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C’est un opérateur auto-adjoint car c’est la somme directe de deux opérateurs auto-adjoints,
avec domaine

T T
Mo L} (o0, ~ ) U (2, 00) ).
On remarque les propriétés importantes & propos du spectre de Hy, :

. 'D”(O) 71_2 D//(O) 7r2

[= o(Ha)N] — 00,

[

7 2 — 1/
puisque U(D(To)kﬂa) > DT(O)Z—E et les spectres sont de méme nature dans cette région, en
particulier les valeurs propres ont la méme multiplicité. Etant donné que ’on n’est intéressé que
par le bas du spectre de Hexc qui de plus, comme on va le voir, est négatif, il suffit donc d’étudier
H pour avoir toutes les informations souhaitées. On introduit la notation

doo(2) = d(z,0(Hso(v)),

la distance de z au spectre de Hy,. On veut montrer que le spectre négatif de H est “proche”
de celui de Hy () et on va établir dans cette section le théoréme suivant :

Théoréme 5.1.2. Soit g9 > 0 et 0 < § < 1/2. Il existe ag = ap(eg,0) > 0 et C > 0 tels que
pour tout 0 < o < _
i) (—o0,—C(lna)?) C p(H), N
i) si z € [-C(Ina)?),0] et doo(2) > €0, alors z € p(H) et de plus il eriste quatre constantes
indépendantes de z, Cs.08 > 0, Cs09 > 0, As30 > 0 et Bs3g > 0 telles que

I(H = 2)7" = (Hoo(e) = 2) '] <

C’5,ggoz%5| In a| 4 Cs.990° | In | N
doo(2) (doo(2))?

Pour obtenir ce résultat on va commencer par découper H en deux parties, et on va utiliser la
méthode de Feshbach pour montrer que I’étude d’une seule des parties est suflisante pour avoir
une bonne estimation du spectre de 'opérateur.

D’apres les hypothéses on doit prendre 0 < § < 1/2, et on définit les projections orthogonales
P, et P, pour ¢ € L*(R) :

e sikl<s o K> o
Pt = { 0 sinon et Pot) = 0 sinon ’ FPo+ Po = 1d.

(./45.3()05274(s + B5,30045’ ln a\2) ﬂ O.

et on a donc : o B
PaHa: s PaHa:Ha-

On écrit H comme une matrice d’opérateurs :

P (PafIPa Paﬁpa>

B P,H,P, Paﬂaw*(a-)HaPa>

~\p,AP, P.HP,]| <PaHaﬁ;*(a~)HaPa P, HP,

On introduit z € C\R et en utilisant la formule de Feshbach :
—R(2)P,VP,S(z) R(z)+ R(z2)P,VP,S(2)P,VP,R(2) ’

avec

R(2) i= Po(PoHPoy — 2) 'Py,  S(2) i= Po(PoHPy + W(z) — 2) ' P,

et
W(z) := =P, VPoR(2)P,V P,, V=i (a),.

On va montrer que ces quantités existent pour certains z € R_. On commence par montrer un
lemme préliminaire.
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fitk)

— T

—T/o 3 0

-1/ & T/ oc8 o

F1G. 5.2 — Forme générale de la fonction f(k) := Dlak) 1y

a2

35— 1o pour a > 0 fixeé.

Lemme 5.1.3. Soit les constantes ¢, > 0, a < 0, les paramétres o > 0, 0 < § < 1, et les
fonctions

1 . 1
(.0) = il = ) s
f2:RZ SR
1 ) 9 1
(p,q) — m!vm(a(p—q))l cm@® + a2

1l existe ag > 0 et Cy, co,c1 > 0 tels que pour tout o < ag on a les estimations suivantes

/||| : ]f1(p,q)dpdq§Coa25+cga2531n(a)|2gcgz+”624a‘9 Ina +31na+1’
phlal€l 54

5 [a
/ / f1(p, q)dpdg < Coo® + cZa®|3In(a)[>8
0 J5

T
PR
0 2 2
/ fz(p,q)dpdqﬁv""g7r + =
R2 a

a4c%4oz ‘9(1n04)2 +3na+1],
(B na)? + er).

Démonstration. On va estimer l'intégrale suivante

| [ ratie-a)k;

avec r, s,t,u € [r/a,m/a]. Comme sur (—m/a, m/a) on a que W = 9, on va utiliser les fonctions
précédemment définies : 92 et 95

————dpdg,

p (5.9)

pour calculer les deux premiéres estimations

La fonction 1 est composée de deux parties, une partie constante, ne dépendant pas de k, &/
et une partie dépendant de la différence k — k'.

La premiére partie peut étre estimée par :

S U 1 R 2 1 dd
v,
/r /t onp? ¥ a2l e
C

< ~0 24077” v Cm
< 1 4 ren

S
arctan

— arctan

v/ t\/
arctan 4yvem Cm .
a

— arctan
a
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On rappelle les propriétés de la fonction arctan suivantes :

Qoq‘ o

)= =T8T 31— a0 4 o@y),

a a

tan(arctan — — arctan — ) = +—9%— -

1 + _a= a
P

« al
arctanz = x + O(z?),

ce qui donne

Cm
— arctan

S
arctan

/Cm < Gy
a <

ou Cpy > 0.

Pour la partie dépendante de k : v% . on sait que cette fonction posséde des singularités
logarithmiques en {—m,0,7}. Pour « assez petit, on va couper 'intégrale en trois parties : une
partie oil, pour un z > 0 fixé, on a o® < |p — ¢| < 7/a — &, une partie o |p — ¢q| < a® et une
partie ou /a0 — a® < |p — q| < /. Pour cela on définit les fonctions réelles, p € [—7/a, /]

. 1 sip<a® . 1 sia*<p<nw/a—a®
Xo:p 0 sinon ’ Xm = P 0 sinon ’
_ 1 sip>n/a—a*
X“‘pH{o sinon

Pour la premiére partie on peut trouver une constante cy > 0 telle que pour « assez petit
|08 (a(p — q))| < co| In(a®F1)| pour tout o' < alp — ¢| < 21 — a® 1 et

s ru
1 ~k 2 1
cmp? - a2 - 53 — q|)dpd
/T' /t\ Cmp2—|—a2|v°°(a(p q))| Cmq2+a2Xm(’p q’) paq
<C(2)“n(az+1)|2/5/u 1 1 dpdq
- » Jiemp? + a? emg? + a?

S 6(2)‘ 1n<0ﬂ7+1)‘24677; arctan E\/a — arctan i\/C;‘
a a a

U t
arctan —y/c,, — arctan —y/cn,
a a

et d’aprés les propriétés de la fonction arctan rappelées un peu plus haut, on obtient pour
r=t=mn/d’, s=u=rm/a

1
ﬂXmﬂp— q|)dpdq

1 ok 2
aglvoo(a(p q))] od

2
pllal€[55, =] CmP” +

—

|
< 3 In(a™ ) PAT2aP (1 — al9)2(1 4+ O(a+9))? 2% 0
a

pour tout .
Pour le cas |p — ¢| < a®, on écrit

S u 1 . 1
//tsz_i_a2|v]§o(04(p—Q))‘Q(WXO(\p—q\)dpdq
1 $ R
<& [ [ 1ohtato — 0)Prollo — oy
1

<o [ k@R - a=ka=F)

Lis—n /a 2| In(a|k|) 2k

< —

- a4 —a®
1

a4

< —cA(s—1)2a" |(In ™2 L na® 4 1].
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etsir=t=m/a’, s =u=m/a,alors (s—r) = (1—a'~%)7 /. Enfin on peut estimer pareillement
la, derniére partie puisque 'on a une divergence logarithmique de 9% en £ qui vient du terme
= 41 dans I'expression de 9. On a

1
o 2 T ] T - dpd
//Cmp-kaz‘ so(alp—a)+ W)‘c Z+a 5 X (P — ql)dpdq
- a4 (s—r /”U a(p— q)—|-27T)| X (lp — CJ!)dpdq
1

< o (s —1)2a° ‘(lnoﬂ”“) +Ina™t + 1.

Si on choisit * = 2, on obtient la premiére estimation. La deuxiéme estimation est obtenue
en prenant r = 7/a’, s = 7 /a. Pour la troisiéme intégrale, on procéde différemment :

// k2+a2’”00 a(k —K))” k,g Tz dkdk
’U 7I' 1 ,
//p +a2| GO p—q’+a ——5dpdg (p=k,q=k—Fk)

0.2

Vg T 27 . 5 1

N LNt

vd 2 2m 1
- a? a 4a?

R 2T
[ lotan)Pds < 25 inla)? + co),

O]

Lemme 5.1.4. Soiteg > 0 et 0 < § < 1/2, il eziste ag = ag(€0,9) > 0, C' > 0 et deuz constantes
Cs28 > 0 et Cs.09 > 0 tels que si 0 < a < o et g9 < doo(2) < C(In)?, alors z € p(H) et

1s 5 2
1 + | a—
I(H —2)~" = S(2)]| < Coma n(:l‘ (55290‘ el :

Démonstration. On va estimer successivement chaque terme de la matrice 5.8. Regardons d’abord
le terme R(z). Introduisons la notation, pour do(z) > €9, qui implique z < 0,

Jun

K(2) = (HyPa — 2)" 2 Po(Mathy (- )TIo) Po(HoPg — 2) 2

ou
~ D(ka D" (0)k*—
o= (PE o (Q)Ha).
On voudrait écrire sous certaines conditions, c’est a dire si |[|K|| <1 :
R(z) = (HoPo — ) F ———(HyPy — 2) "}
= — 2 — — 2
z 0P —2) 2 K@) 0Poa —2)7 2.
On a pour f[o,
~ — D(k D"(0)k?
HyP, > min inf ( 2a), inf &
lkle[Z5. 5] o k>Z% 2

et il existe ¢, > 0 tel que pour tout k € [-7, 7] on a % > cmk? > 0 d’aprés les propriétés
de D enoncées au lemme 4.3.15. Alors,

2 /"
~ _ m= D"(0)r
HOPa 2 min {Cmoz257 W} (510)
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et donc (ﬁgfa — z) est inversible pour z < 0. En plus de cela, pour « petit, i.e. 2179 < ﬁ,
) 7_‘_2 'D”(O)Tr2 7r2
min cmﬁ, oz > cmﬁ
et 1
HoP, —2)7 Y < a® 29, 0. 5.11
H( 0 Z) H_Oé 7'('2Cm—’a252| ( )
On obtient aussi de (5.10) que
|(HoPs — 2) " Hemk*Py — 2)|| < 1. (5.12)

Maintenant, soit a < 0,

| Po(cmk®Po + a2) 2Tt (ar.) * Mg (emk?Po + a2) "2 Pyl|%g

1 9 1
(a(p—q)) m

= — |0
2 2|
/|p,|q|e[;5,gl Cmp” T a

dpdq

et pour des petits a;, d’aprés le lemme 5.1.3 il existe un g tel que pour C' > 0 et a < ay,

26

(6%
Pollfs < Csa3

1 Pa(cmk®Po + a®) 2Tt (00) g (ck? Py + a®) "2 5l In(a)” 2290, (5.13)

Comme nous avons

1K (2)[| <[ (HoPa — 2)72 (cmk®Pa — 2)3 |2 - || (cak®Pa — 2) 77 (kP + a2)7 ||
N(emk*Po + a2) "2 Pallati(a.) * Mo Po(cmk?Po + a2) "2 || (5.14)

et d’aprés 'annexe B.4 on a l'estimation ||(c,,k? Py — z)fé(cmkgﬁa + aQ)% | = max{%, 1}, alors
pour « assez petit, ||K(z)|| < 1 avec la condition sur z suivante :

2 26

max{ 1}05,130;72“11(@)12 <1 (5.15)

2|

Cette derniére relation et [|[K(z)|] < 1 sont vraies quand a < apr pour un certain ap :=
ar(eo0, 9, a, z) assez petit. Alors on peut écrire pour tout o < g :

1
1—|—K(z)(

(NI

R(z) = (HoPo — 2)~ HoP, — 2)"2,

qui montre, avec l'aide de (5.11), que pour z < 0, R(z) est borné par

IR(2)]| < Cs160% <=2 0 (5.16)
ou Cs.16 > 0.
Maintenant regardons l'opérateur S(z). Remarquons d’abord que
~ D(ak D" (0)k?
Po(H — Hoo(@))Po = Paf (aO; I, - (Q)Ha + Tt ()T — °(a)) Py
D(ak) D"(0)k? R oo
= (S5 = TP+ Pa(i(a) — 52(a) P

D(ak) D”(O)k2
2 My — —F—
o 2

I1o)Py.
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Dans la suite, on va utiliser la notation de Kato [K, VI.2.7] pour définir la racine carré d’un
opérateur T densément défini et fermé :

T = sgn(T)|T|

ot sgn(7T) est un opérateur partiellement isométrique et |T'| est un opérateur auto-adjoint non
négatif,

N[

T2 :=sgn(T)|T|2 et T =:sgn(T)|T|2|T|z = T2|T|z.

On suppose que do(2) > £0. On introduit,

[ NI

M(2) i= |(Hoo(@) = 2)| 72 Pa(H = Hoo()) Pa(Hoo(e) = 2)°

et

1

N(z) =|(Hx(a) — 2) _%W(z)(Hoo(a) —2)72
—|(Hoo(a) — 2)| "2 (= PaVPoR(2) PV Pa)(Hoo(at) — )™

o=

alors on peut écrire, si ||M(2)[| < § et [|N(z)| < 3

5() = I(Hx(0) = 2 =7 =

D=

(5.17)

(Hoo(a) — 2)72.

On va prouver maintenant que pour certains «, ||M(z)] < % On utilise le développement de

Taylor de la fonction D. Pour N fixé il existe a assez petit tel que pour k € [—75, 5] alors

ad?
lka| < |ra!™9 < 27/N et D" (ka) est continue d’aprés iv) du lemme 4.3.15,

D(ka) D"(0)k> DO (ka)a’k?
a2 P — 9 Fo = 602 [e] (518)
ou |k| € [0, Z5]. Alors,
1" 2 3.1-35 B
HD(ka)Pa _DIO)k P, < e sup D(3)(ka),
a? 2 -
k|€[0, %5

et d’apres i) du lemme 4.3.15,

sup DB (ka) < const|a'™|,
|klel- 57 5]

ce qui est donc borné uniformément en «. Si l’on choisit 6 < 1/2 on obtient alors que M (z) est
borné pour tout z tel que doo(z) > ¢ et || M(z)]|| tend vers zéro quand « tend vers zéro, et donc
IM|| < 1/2 pour o < app == apg(eg, 0), ot apr > 0.

Pour N(z), avec la condition sur z (5.15) :

IN )| <|[|(Hoo(@) = 2)| 2 PaVPo(Ho Py — 2) ||
1 ~ — 1— _1
: ”TK(z)H N(HoPq — 2) 2P VPy(Hoo(ar) — 2)” 2| (5.19)

Introduisons le paramétre (—a?) < inf o(Hs (), on écrit
(Hoo(qt) — 2)| 2 PV Po(HoPyo — 2) "2 =
1 —
|(Hoo () = 2)| 72 (Hoo0 + a ) (H0070+a2)_§PaVPa'
(Hoo 4 62) 2 (Hoo g + %)% (ek®P — 2) 2 (enk®P — 2)2 (HoP — 2) 2. (5.20)

M,_. w\»—t
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et 'on a

1 _ 1
”(Hoo()+a )72 Py (Ilg ()11, ) Pa(Hoo,O"‘az)i?H%{S

1
=92 ———=dpd
// el — D) el

< 05217\ In o (5.21)

qui est borné et tend vers zéro quand « tend vers zéro d’aprés le lemme 5.1.3. On procede de la
méme facon pour P, (H — Hoo())P,. On écrit

|(Hoo(@) = 2)| 72 (Hoo + a2)? = |(Hoo(@) — 2)| 2 (Hoo(@) + a%)2 (Hoo (@) + a®) "2 (Hoo + a?)?

et on a 'estimation (voir annexe B.4)

1 1 _QQ
I(Hoc(0) = 2 b(Hool) + a2)} 2 = ma{ =) 1,

Deuxiémement on écrit
Hoo(at) + a2 = Hoo g + 0u(a) + a2 = (Hoo + a2)(1 + (Hooo + a2) " 20, (a) (Hoo o + a®)"2)
et avec 'aide du lemme 5.1.3 on obtient

|(Hoo + a%)~ 76, (a-) (Hoo o + a®) 7|2
~0 .2

< Jo c%\Bln(a)FS%wQ <1, (5.22)
si ’on pose
a? = Cy(lna)?, (5.23)

avec Cy > 0 une constante assez grande. Ceci implique
(Hoo(e) +a2) ™2 (Hooo + a®)3]| < 1 (5.24)

et
0(Hoo(a)) N (=00, —Cy(Ina)?) = 0

qui donne en fait une partie de la preuve de i) de la proposition 5.1.2. Notons bien que a depend
de « et on doit le prendre en compte dans I"équation (5.21) et pour la condition 5.15. On doit
vérifier que la premiére tend toujours vers zéro quand « tend vers zéro, et que la seconde est
toujours satisfaite, ce qui est le cas. Avec le théoréme spectral

— c
(Hoo0 + a®)2 (ch®P +a2) 72| < —
Cm
et en utilisant (5.12) et (5.14) on conclut que N(z) est borné. De plus, on peut trouver a assez
petit tel que ||[N(z)|| < 3. On doit maintenant discuter la condition sur z pour que ce résultat
soit valide. On veut satisfaire la condition suivante :

wo(=a?)) | ¢ o’

d
IN(2)| < max{ 1}— - const - \ln al? <

doo(2) " em

Si I’'on suppose que doo(z) < dso(—a?), qui est une condition requise si 1’on veut faire 1’analyse
spectrale de H, on doit satisfaire la condition

(5.25)

l\.’J\»—l

2y € a’ 2
2doo(—a”)— - const - ﬁ| Ina)” < dw(2). (5.26)

Cm
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Par ailleurs, comme 1’on sait que Hy, posséde du spectre négatif, la condition deo(2) < doo(—a?)
implique que doo(z) < Co(Ina)? et on peut remarquer que pour a assez petit, 'ensemble des z
pour lesquel (5.25) est vérifiée n’est pas nul et de plus

2y € a’ 2
2doo(—a”)— - const - —[Inal® < . (5.27)
Cm a
Pour z satisfaisant ces relations, ceci conclut la preuve que S(z) est borné.
Pour les termes hors-diagonaux de (5.8), on définit

Qo = min {OéR, Q0T OéN}
et I'on suppose que a < ag et g9 < doo(2) < Cou(Ina)?. On écrit S(2) P,V Py R(2) comme
S(2)P,VP.R(z) =

= |(Hoola) — 2)|” !

T M) = N(2)

(Hoo(a) — 2) 2V (Ho Py — Z)fém(ﬂopa )3

Alors on retrouve l'expression (5.20) du potentiel V' encadré par deux résolvantes et on peut
utiliser les résultats précedents. On obtient :

IS PVPLRE) < 225 03 nal,  [|REPVPS(E)]| < 2B adnal  (5.28)

deo(2) doo(2)
ot Cs98 > 0. Il reste le terme R(2)PoV PaS(2) P,V PoR(z) que l'on peut estimer de la méme
maniére par :

|R(2)PoV P,S(2) P, VPLR(2)| < dc%)'ég)oﬂ In a2, (5.29)

On va utiliser maintenant I'estimation suivante pour A, B bornés :

0 A
I(& )| <an+ 11,

prouvée en annexe B.5 et on obtient :

ls 5 9
H 1 1 o—
I — )L — §(z)| < So2sez ol + Cspa|Inaf” oo

< 02) 0.

O

On établit maintenant un dernier lemme qui nous permettra de conclure la preuve de la
proposition 5.1.2

Lemme 5.1.5. Soiteg > 0 et 0 < 6 < 1/2, Il existe ag = ag(eg,d) > 0, C > 0 et deux constantes
As.30 et Bsao telles que si 0 < o < ap et g9 < doo(2) < C(Ina)?, alors

1 _ —0
7))2(145.30&2 49 + B5,300(6| In Oé|2) o= 0.

(doo(2

Démonstration. On a vu dans la preuve précédente que si a < ag et g9 < doo(2) < co(Ina)?,
Péquation (5.17) est bien définie, et en utilisant I’équation de la résolvante on peut aussi écrire

1S(2) = (Hso(a) = 2)7"|| <

M(z) + N(z)

§(2) = (Hoo(2) =)™ = (Hool) =23 T35 v ey
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ce qui donne l'estimation

1S(2) = (Hoo(@) = 2) 71| < [[(Hoo(@) = 2) 72 |?|M(2) + N(2)] - const

1 o
< 5 (A5300> % + Bsz00® | Inaf?) 2% 0, (5.30)

~ (deo(2))

ou As.30, Bs.30 > 0 sont des constantes assez grandes. ]

On conclut enfin la preuve du théoréme 5.1.2 en utilisant les deux précédents lemmes et en
remarquant que

I(H = 2)7" = (Hoo(@) = 2) ' S I(H = 2)7 = S()| + 1I5(2) = (Hoo(@) = 2) 7.

5.2 L’exciton

On va montrer ici que I’'Hamiltonien H, (o) posséde un spectre proche de ceux des modeéles
étudiés dans les publications [CDP]| et [CDR2].

Soit F' 'opérateur transformée de Fourier sur la ligne et soit
he := F71H,(a)F. (5.31)
L’Hamiltonien h peut s’écrire comme :

DIIO 62 o
A

he = (5.32)

ou le potentiel v est la transformée de Fourier inverse de 9 (a). On rappelle 'expression

. 1 Se(n1) ., 2 — — . 2
it~ ) = <= | 5 F e ) = 3 TPl )it (k= + S )
& ny€L* n1€Z

et comme 'opérateur associé est un opérateur de convolution, la transformée de Fourier inverse
donne un opérateur de multiplication par la fonction v™®. Le premier terme de ™%
constante, ce qui va donner, au sens des distributions, aprés transformée inverse, une distribution

de Dirac. Le second terme donne :

est une

/ Z ‘uv‘Q(nl)‘ucP(nl)ﬁgﬁ <04K+ ]\7;“1> elKIdK =

RMEZ
I ke dK' 2m nie
= 3 TP [ oy (1) 5 SN
ni€Z R [0

8

War

= 3 TP )P ()l FmE g

ni1€Z

«
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On a? d’aprés (4.10)

i — — o — T
<ng%=@mw%=2%wwmmWka@Ma=@”mww#ﬂa> (5.33)
ni

1 1 T T
=2 (F ' uPlucP) (5)

1 (L2
=/) o E — 2) (') P’
(03

LJ_ 1
1/2 2
:/ luy (= — X L) [*|ue(XL)2dX.
—1/2 «

La fonction C,, est positive, périodique de période 27/L, bornée sur R et bornée uniformément
par rapport au paramétre L. On obtient donc au sens des distributions :

V() = O(r)o(e) — Cula) —ol(D) (534
1 — — oy
C(T) Zzg uvuc(nl)ucuv(nl)véﬁ(nl)
ny1EZ*

c’est & dire que vy, est un opérateur défini au sens des formes avec forme associée g; :
9 z,1 x 9
alf, 1) i= COIOP = [ CulE)utn(2) (@)
R a’ o Q

avec f € D(aa—;). On rappelle la propriété du potentiel v]g sur le cylindre infini :

1,z 1 [T 1
;Uelff(;) = Vg (7) = 277/ dy.
—m 22 + 472 sin® %

On peut voir ici que a joue le méme role que le paramétre r présent dans v)g. On va donc pouvoir
utiliser les résultats de l'analyse du comportement de vz quand r tend vers zéro, donnés dans
le papier [CDR2| pour conclure sur le spectre de h. Ceci est fait au chapitre 6.

On peut enfin remarquer ici que la chiralité du nanotube, qui determine la fonction D,
influence le comportement de Iexciton & travers la valeur D”(0).

5.3 Coeflicient d’absorption optique

Au chapitre 3, le coefficient d’absorption optique a été exprimé en fonction des états propres
de 'Hamiltonien avec interactions entre électrons. Il est temps maintenant d’utiliser les résultats
obtenus aux chapitres 4 et 5 pour obtenir la formule finale.

La convergence en norme des résolvantes de Hexc et he avec A, ainsi que les propriétés du
spectre de h, que I'on verra dans le prochain chapitre, permettent, grace a la théorie de pertur-
bation, de donner une estimation des états propres de Hoyxc.

Soit la matrice d’opérateurs agissant dans ¢2(C x C, L?(—7, 7))

~ Eq 0
M= ( 0 EG—l—D(O)—l—Hexc)’

2Dans I’équation qui suit, F~' symbolise la transformée inverse de Fourier sur le cercle de périmétre L, comme
définie en (4.10).
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et soit {¢n}, ses vecteurs propres et {¢,}, ceux de la matrice M. D’aprés le théoréme 4.3.3 et
les propositions 4.3.10et 4.3.14, pour A petit et N grand, il existe une constante C}, > 0 telle que
pour tout entier n € [0, N]

On = (1 + R()‘v N))J*@,

ou
1
R\ N) <A+ CN\/7N7
avec cy,cy des constantes positives. On rappelle que J* (défini en (4.47)) est 'opérateur qui
permet le passage de l'espace continu a l'espace discret et que l'on a pour tout k; = %’rj €
[—m,m)NZEZL

™

(TG (k) = / i (BB (k) dk = (. Bn).

—Tr

Comme on connait une approximation des états propres de M avec létude de he, on peut écrire
M comme une matrice diagonale. Alors vy, ’état fondamental, et ¢, les états excités de H;
agissant dans £ peuvent s’écrire si A est suffisamment petit et IV assez grand :

Yo = (1+R(A,N))0 >,
N/2
Un =D (L+ RO N)) (T @n) (ky)ak g, auk; 0> .
j=—

wlz

On rappelle que P = —i Z;V:1 8i’ et comme g, ¥, [0 >€ D(Hy) = W?(SY), on peut leur
2

appliquer I'opérateur P, le résultat reste borné et on peut donc écrire

N/2
<o, Py >= > (L+ R\, N))P(J*%n)(kj) < 0Pagy ay 0> . (5.35)

i==5

SiP’on exprime dans la base des vecteurs propres de ’Hamiltonien sans interaction entre électrons,

* 1 m\o
ac,kjav’kj‘o >:W Z (—1) ( )ec,kj (To(1)) @ ev,k_yj (To(2)) ® - ® € ;1 (To(j-1))®
T oEXN

X €uv,kj11 (xo(j-i-l)) X ... Q ev,k% (xg(%))7

alors on obtient

* 1 m(o)+m(c’
< 0|Pag ay ;|0 >= MZZ(_D (0)+m(o”)

d
. )k (Za()) ok (Tt (1)) oo oo (T (3 1oy
X /sge iy (T)) oy (@ (N))dmle iy (Tor (1)) (Tor () .. d N
Puisque pour tout k;, k;

/ vk, (T)eck, (z)dr =0
St

tous les termes ot la dérivée n’est pas appliquée a e.x, sont nuls. Alors, en utilisant que

/ €v,k; (z)epk, (z)dr = 5klkj’
St



5.3. COEFFICIENT D’ABSORPTION OPTIQUE

on a

N
1
<OPai 00> = 553 [ oy (), (e - (N = 1)
=1
= < eukyCop, > -

Alors l'expression (5.35) se simplifie en

N/2
< tpo, Pipy, > = Z (1 + ,R()"N))2(J*¢7\1)(k]) < evakj7elc,kj >

= Y A+ RONPIER) L [ wl s

j=—

On rappelle que u, et u. sont périodiques de période 1 et que L € N, ce qui donne

Z /S (@) = / e

~1/2
En outre,
N/2 x /2 N -
S rEm = [ Y wwmwd =5 [ Ear
=% =y "
N
= %S@n@f =0)

on obtient

< 0, Py > = 0n(0)VN(1+ R(A, N))*Ue.
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On va maintenant exprimer les fonctions ¢, en fonction des vecteurs propres de I’'Hamiltonien
de lexciton Hy () que 'on notera par f,. Pour cela on utilise les résultats du théoréme 5.1.2 ou
on prend 0 = 4/9. Pour \ assez petit, il existe une constante C7 > 0 telle que l'on peut écrire :

e = (14271 AICY) fu,
et donc

< W0, P > = Fu(0)VNUse (14X mAIC) (1+ RO\ V)2,

< 1o, Ppn > = f(0)VNU,. (1 + 0(\/%) + O(\29) 1n)\|)> .

Si 'on revient maintenant sur la formule du spectre d’absorption optique donnée au chapitre 3,

formule (3.17) :

B i dnw 2
alw) = 7 3 EYEpYe—r | < thr, Pho > | + 0p(1),

= +72J[(Ak = Ao+ w)? + 7]
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on obtient pour A\ assez petit, N assez grand

_\UUC|2N dnw 9
e T B v ) AV e e e
X (1 + O(\/lﬁ) + O\ 1n )\|)> +03(1). (5.36)

Pour les relations entre les valeurs propres, si on appelle € les valeurs propres (négatives) de he,
on peut approximer les énergies {\;}, par

)\O:EGv
N
VN

On peut remarquer que le terme principal de « a le méme comportement en w que ’expression
du coefficient d’absorption donné dans [HK].

Ao = (Eg + D(0) + €) (1 + O(—=) + O\ 1n)\|)> .



Chapitre 6

L’exciton

On va maintenant étudier ’'Hamiltonien h. obtenu au chapitre précédent et défini en (5.32)
et on va faire le lien avec les résultats obtenus dans I’étude [CDR2|. Dans cette publication, on
étudie un systéme de deux particules sur un cylindre lisse, c’est a dire sans potentiel périodique.
Ces deux particules ont des charges opposées et les auteurs suggérent que le systéme étudié peut
modeéliser un exciton dans un nanotube de carbone. Le fait que ’on puisse trouver une relation
entre la présente étude et 'étude [CDR2| pourrait justifier leur approche simplifié et en méme
temps justifier les travaux des physiciens Pedersen [P1], [P2] et Kostov et al. [KCM]. 11 est donc
intéressant de voir si le modéle utilisé ici avec prise en compte du potentiel périodique des atomes
et d’un systéme & NN particules peut se ramener au modéle plus simple de ces études.

On va donc discuter dans un premier temps sur le lien que l'on peut faire entre la pré-
sente approche et I'étude [CDR2|. On va ensuite donner '¢tude [CDR2|. Enfin, on incluera le
papier [CPR| qui effectue une comparaison entre les résultats analytiques de |[CDR2| et une
approche variationnelle, qui permet donc une comparaison avec la physique.

6.1 Du modéle & N particules au modéle a deux particules

Bien que partant de différentes suppositions, les deux approches, celle a N particules et celle &
2 particules, convergent dans leurs résultats. C’est aprés la réduction a une dimension, technique
utilisée dans les deux études, que I'on peut montrer que le probléme a N particules sur la ligne
est “proche” de celui & 2 particules sur la ligne.
L’étude [CDR2| qui est incluse dans la suite de ce chapitre prend comme point de départ
un systéme a 2 particules & la surface d'un cylindre infini. L’espace des configurations est R x
[—7r, ) et 'Hamiltonien est définit formellement par la relation (2.1) de cette publication, et
a pour expression :
I__Ir — —h2 <AI1 sz Ayl

+ + 1 B
2mq 2mo 2m1 2m2

) — V(21 — 22,91 — Y2), (6.1)

ou
—€1€2

E\/:E2 + 4r2 sin? (2317)
(4,9:i) € (R x [=7r,7r)) sont les coordonnées sur le cylindre des 2 particules chargées, m; leur
masse, et e; leur charge qui sont de signe opposées telles que V, > 0. Ici € est la permittivité
electrique du matériau. L’opérateur est en fait défini au sens des formes car le potentiel V. est
seulement L' autour de l'origine.

Il est ensuite procédé & la réduction & une dimension du probléme en méme temps qu’a la
séparation du centre de masse. La procédure est exactement la méme que dans le chapitre 1 de la

Vi(z,y) = (6.2)

129
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présente étude. C’est a dire que le caractére petit du rayon du tube est utilisé pour montrer que

I’étude du spectre de basse énergie se réduit a ’étude du spectre d’'un modéle & une dimension,

qui est le projeté dans le sous-espace fondamental du Laplacien transverse du modéle de départ.
Un Hamiltonien unidimensionnel est obtenu en (2.28) de ’article

avec l(f [)()t(fn[l(f]. (fﬂ‘(fctlf d()nn(f e (2.21)
r 7y dy' 6 1

On remarque & ce stade que 'on a la propriété suivante pour le potentiel :

Dans le cas de he, le potentiel (défini en (5.34)) est
Voo (@) = 0 — vk, = O(r)d(z) — Cul

avec C(r) dépendant de r mais pas de «. On introduit Uopérateur défini au sens des formes
suivant :

ey = He + C6,

et choisit cet opérateur, oll précisément o = r, comme opérateur limite de h, quand « tend
vers zéro. On va maintenant justifier ce choix. Les fonctions u, et u. sont continues, périodiques,
bornées, normalisées et soit

X X
A= sup|Cy(—) — 1| < [sup |uv(*)’2 ’ ’uc(xl)’2 — 1] < oo,
r o x,x’ «

borné uniformément en «, alors pour z € p(Heg) la quantité

~ 1,k ~ _1 ~ _1 ~ _1
I(Her — 2) "2 (vie — V) (Heg — 2) 72| =: [K*(2)]| < All(Hegy — 2) 2 Ve (He — 2) 2| (6.5)
Comme V. est relativement borné au Laplacien avec borne relative nulle on a :

1

~ 1 ~ 1
a -5y« a _ N5 <
H( eff Z) 2‘/eff( eff Z) 2” Se+ Ed(Z,U(Hg[H))

quel que soit e > 0. Donc pour d(z, a(flgﬁ)) suffisamment grande, on peut choisir ¢ tel que la
quantité (6.5) est inférieure & 1/2. Sous cette condition, on a d(z, he)) > 0 et

I(Hgs —2)7" = (he = 2) M| < || K||(1 - | K|)~
d(z,0(Hg))

Si les variations de u, et u. sont suffisamment petites, on peut tracer dans le plan complexe
un contour I' autour de chaque valeur propre de flgﬁ et ot pour tout z € I', la différence des
résolvantes est analytique et inférieure & 1 en norme. La théorie de perturbation permet de
conclure sur la stabilité du spectre et montre aussi que les spectres de ﬁg‘ﬁ et h. sont proches.
Pour conclure 1’é¢tude du spectre de he, on doit comprendre comment le spectre de .FNISH se
comporte avec «.
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Dans [CDR2], aprés une étude perturbative, 1’étude du spectre de basse énergie de 'Hamil-
tonien de H; est réduite a I'étude de He défini au sens des formes en (3.26) de l'article, modeéle
dont 'expression formelle est la suivante :

He e —2 % 4 oln(ay2) 6— (6.6)
=——— n(« - — .

©T T 2022 2]’

Ceci est vrai pour des « assez petits.

_ Ilapparait maintenant un lien entre He et I’Hamiltonien h, obtenu en (5.32) via l’Hamiltonien

HS. En effet, on peut écrire, en utilisant [CDR2|, que H S a un spectre proche du spectre de :

1 0? C(r) 1
———+2In(a/2)(1 - ———=) 0 — —
2 0x? (a/2)( 1n(a/2)) ||
et il est clair que pour des « assez petits, celui-ci tend vers le spectre de He. L’étude [CDR2],
développée dans la section qui suit, va donc donner une approximation des états propres du
systéme de départ, c’est & dire du modeéle & N particules du nanotube.

6.2 L’influence du rayon et de la chiralité

Ceci est une courte section qui revient sur le résultat du chapitre 1. On a vu dans ce chapitre
que le potentiel d’interaction entre électrons, projeté en une dimension, dépend du rayon r du
nanotube. Dans la suite de ’étude, on a fixé ce rayon a une valeur assez petite et non nulle,
afin de pouvoir étudier 'influence d’autres parameétres. On peut maintenant revenir sur ce fait
et discuter de la dépendance en r du systéme.

Dans 'expression de I’Hamiltonien Hy, le paramétre r est présent uniquement dans le poten-
tiel v;, d’intéraction entre électrons. Plus précisément, vy, s’exprime en fonction de V. qui est
la fonction qui donne la dépendance en r. Dans ce qui a précédé, le potentiel V" n’a pas été
approximé par une autre fonction, et ainsi, on a obtenu a la section 5.2 que I’Hamiltonien final &
étudier dépend de V', par le bias de v. Grace a cela, on obtient donc directement que I’'Hamil-
tonien de 'exciton h dépend de r et on connait explicitement sa dépendance. Il faut cependant
faire attention a la partie sur ’approximation de la matrice M traitée en 4.3.1. On demande
dans cette partie que la perturbation hors-diagonale Af soit petite, ce qui est vrai pour r fixe
et A petit. Mais si on fixe A, ce n’est plus vrai si l'on fait tendre r vers zéro car le potentiel v]g
diverge comme |Inr| quand r tend vers zéro. Pour 'étude quand r tend vers zéro du modele a
N particules, si 'on veut faire le lien avec I’étude [CDR?2], il faut ajouter une condition sur r en
fonction de A, qui nécessite un travail supplémentaire. Apreés cela, on peut procéder similairement
& la section précédente et s’inspirer de 'article cité pour obtenir des informations sur le spectre
de M.

En ce qui concerne la chiralité, en utilisant les remarques en conclusion du chapitre 1, dans
la section 4.2.1 et en conclusion de la section 5.2, on peut voir que son effet n’influence que
seulement deux quantités : D(0), le gap entre bande de conduction et de valence et D”(0)/2 qui
est 'inverse de la masse de ’exciton.

6.3 Modéles effectif pour les excitons dans les nanotubes de car-
bone
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Effective Models for Excitons
in Carbon Nanotubes

Horia D. Cornean, Pierre Duclos, and Benjamin Ricaud

Abstract. We analyse the low lying spectrum of a model of excitons in car-
bon nanotubes. Consider two particles with opposite charges and a Coulomb
self-interaction, placed on an infinitely long cylinder. If the cylinder radius be-
comes small, the low lying spectrum of their relative motion is well described
by a one-dimensional effective Hamiltonian which is exactly solvable.

1. Introduction

In order to understand the quantum mechanics of carbon nanotubes, one has to
reconsider many classical problems in which the systems are restricted to low di-
mensional configuration spaces. The effects induced by these special shapes are sig-
nificant. For example, optical properties and electrical conductivity in nanotubes
and nanowires are highly influenced by their geometry.

In a periodic structure, bands of allowed and forbidden energies are char-
acteristic for non-interacting electrons. When applying an external perturbation,
such as light, electrons can only absorb the amount of energy which allows them
to jump from an occupied level of energy to a free one. In the particular case of a
semi-conductor, at low temperatures, the band of energies are either full (valence
bands) or empty (conduction bands). So the electron must absorb a fairly large
amount of energy to jump to the conduction band.

When the self-interaction is also considered, the mathematical problem of the
optical response becomes very difficult, and there are not many rigorous results
in this direction. Here is a sketchy description of what physicists generally do (see
for example the book of Fetter and Walecka [7]):

1. Work in the grand-canonical ensemble, at zero temperature, and the Fermi
energy Er is in the middle of an energy gap;

2. Switch to an electron-hole representation, via a Bogoliubov unitary transfor-
mation. The new non-interacting ground state is the tensor product of two
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vacua. If before an excited state meant that an electron was promoted from
an occupied energy state from below Er to an empty state above Ep, in the
electron-hole representation it simply means that an electron-hole pair was
created;

3. Try to diagonalize in one way or the other the true, self-interacting many-
body Hamiltonian by restricting it to a certain subspace of “physically rele-
vant” excited states; this usually amounts to formulate a Hartree—Fock prob-
lem;

4. Try to obtain an effective one-body Hamiltonian, whose spectrum approxi-
mates in some way the original problem in a neighborhood of Ep;

5. The bound states of this effective one-body operator are called excitons. They
describe virtual, not real particles;

6. Use the exciton energies to correct the optical response formulas derived in
the non-interacting case.

Now this one-body effective Hamiltonian is a complicated object in general. If one
makes a number of further assumptions like:

1. There is only one conduction band above Er and only one valence band
below Ep;

2. The dispersion law of these two energy bands is replaced with paraboloids
(effective mass approximation),

then this one body effective Hamiltonian is nothing but the one describing the
relative motion of a positively charged particle (a hole) and a negatively charged
particle (electron), interacting through an eventually screened Coulomb potential.
Let us stress that this procedure is generally accepted as physically sound in the
case when the crystal is periodic in all three dimensions.

If a special geometry is imposed (i.e., the electrons are confined on long
and thin cylinders made out of carbon atoms) then the above procedure has to
be completely reconsidered. The problem is even more complicated, because two
dimensions are on a torus and the band structure only arises from the longitudinal
variable. Even the position of the Fermi level moves when the radius of the cylinder
varies.

It has been argued by physicists [11, 12] that one can still write down a
Hartree—Fock type eigenvalue problem which describes the excited states near the
Fermi level. This operator is a two-body one, which does not in general allow a
complete reduction of its mass center. A mathematically sound formulation of this
Hartree—Fock problem would be of certain interest, but it is not what we do in
this paper. We rather perform the spectral analysis of an operator which has been
conjectured by physicists as being the relevant one.

The main point in investigating these low dimensional structures, is that the
interaction between electrons is enhanced and gives much stronger exciton effects
than in three dimensions. This means that some new energy states appear deep
inside the forbidden energy band. The smaller the radius, the more important
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these new energies are. That is because they allow photons with much smaller
energy than the band gap to be absorbed into the material.

We will therefore consider two charged particles living on a cylinder and
interacting through an attractive Coulomb potential. As we have already pointed
out above, this operator models an effective Hamiltonian for excitons in carbon
nanotubes, according to [11] and [12]. Remember that it has nothing to do with
real particles living on the nanotube, the exciton being just a mathematical artifact
describing virtual particles. We hope that our current results could also describe
excitons living in nanowires [2], or two particles in a strong magnetic field as in [4].
Let us mention that our paper is an improvement and a continuation of a previous
work done in [6].

2. The mathematical model

Our configuration space is a cylinder of radius r and infinite length, space denoted
by C, = R x rSt, S! being the unit circle. The coordinates on the cylinder are
(z,y) € (RxrSt) where z is the variable along the tube axis and y is the transverse
coordinate.

The two virtual particles live in the Hilbert space L?(C, x C,.). We formally
consider the Hamiltonian

_ A A A A
. 52 1 T2 1 Y2 V. (xq — — 2.1
(2m1 + 2may + 2my + 2m2> (o1 = 22,91 = 2), @
where
Lr(xay) : L (22)

5\/902 + 4r2sin? (L)
(z4,y;) are the coordinates on the cylinder of the two charged particles, m; their
masses, and e; their charges which are of opposite sign so that V,, > 0. Here ¢ is
the electric permittivity of the material. In the sequel we will set i = e = 1. The
potential V" is the three dimensional Coulomb potential simply restricted to the
cylinder. We justify the expression of V" by Pythagora’s theorem. The cylinder is
embedded in R3. The distance p from one particle to the other in R? is:

p° = (1 — x2)? + 412 sin? (L 2_ y2>
r

where | 27 sin (£22) | is the length of the chord joining two points of coordinate yy
and yo on the circle.

Now consider the space

Dy = {f €C™(Cr xCp): Vi, fr2,m,2 €N (2.3)

o252 D' D D) D (x17y17$27y2)' < Capy }



138 H.D. Cornean, P. Duclos, and B. Ricaud Ann. Henri Poincaré

of “Schwartz functions along =7 and smooth and 27r-periodic along y. Clearly D,
is dense in the Sobolev space H!(C?). Let us define on Dy the kinetic quadratic
form

1 1
toly] = 5~ (102,11 + 110y, %11%) + 57— ([10aslI” + 10y, 1I7) (2.4)

2m2

and the quadratic form associated with the Coulomb potential on the cylinder:

tv[y] = [VViv?, (2.5)

Do C {w € L?*(C?),

/ Vi(z1 — 2,91 — y2) | (@1, 22,91, y2) |* dardaadyidas < OO} :
c2

Finally, define the form
tg :=to —ty on the domain Dy . (2.6)

The sesquilinear form induced by ¢( is densely defined, closable, symmetric, non-
negative, and its corresponding selfadjoint operator Hy is —ﬁAl — ﬁAg with
periodic boundary conditions in the y variables. Its form domain is H!(C?), and
is essentially self-adjoint on Dy.

2.1. Center of mass separation in the longitudinal direction

mimeo

We introduce the total mass M := m; + mo and the reduced mass y := P

Denote as usual with

mi+ma

X = mlﬂﬂl-i-m2127 T =1 — T2,
Y =y, Y=y —Y2,

then,

v =X+ Gtr, r2=X-Tjz,
n=y+Y, y2=Y.

Unfortunately, for the y;, yo variables we cannot use Jacobi coordinates because
the transformation does not leave invariant the domain of the Laplacian (the pe-
riodic boundary conditions are not preserved). That is why we use atomic coordi-
nates y and Y instead. In these new coordinates, the total Hilbert space splits in
a tensor product L?(R) ® L%[R x (rS1)?2]. More precisely, if we denote by

Ut LQ(R) ® L? [R X (r51)2] = L2(6r2>7 [U_lf](xl7yl7$27y2) = f(X7$7Yv y)
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then it is quite standard to show that after this variable change we can separate
away the X variable and for f,g € U[Dy] we get:

WU .U ) = 5o (0x £, 0x9) + 5 — (0 . 0vg) (27)

+iwmﬁmm+3%%ﬁ@m

0, f.0v9) - <¢nyﬁ¢wa)

Note that the subset U[Dy] has the same properties as Dy but in the new variables.
Therefore we can concentrate on the reduced form

tn(f.9) = <8Yf» Iy g) (2.8)

+—%%ﬂ&w%+i%%ﬁ%m

0, F.0v9) - <¢nyf¢ny)

densely defined on smooth enough functions in L2[R x (rS')?], decaying along
the x variable. Consider the decomposition L*[R x (rS1)?] = @, L*(R x rSt)
implemented by the Fourier series

flz,y,Y ffrxy)
% K

where
2nr

A 1
T x? = x? )
fir(@,y) Norl [y
Then for our form ¢, we get:
th =: @thk , (2'9)

Y)e Y rdy .

kez
where tp, is
1 1 k?
th,(f,9) = 2_<8mf7 dzg) + 2—<8yf7 dyg) + W<f’ g) (2.10)
ik
o (£.0,0) = (VY @) Vs

defined on the domain &,
&, = {f € C™(R x rS") |xO‘D§D;f(x,y)| < Cogy, Yo, 8,7 € N} .

Now remember that we are only interested in the low lying spectrum of our original
operator. We will now show that for small r, only ¢5, contributes to the bottom
of the spectrum. Indeed, let us concentrate on the operator

1 92 k2 k

— — —i——0
2u Y 2mor? mor? Y
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defined on rS! with periodic boundary conditions. Via the discrete Fourier trans-
formation it is unitarily equivalent to:

1 p? k2 k
@ (2_]7?_2 * 2mar? mIZ“Q) (2.11)
peZ 2 2 2
where
1 p? k2 kp 1 L _ 1N,
— 4+ — - ——=—(p, k) s ma . 2.12
202 * 2maor?  mor? 272 (p k) —mLQ mLQ k ( )

A simple calculation shows that both eigenvalues of the above matrix are positive;
denote with A_ the smaller one. Then the operator in (2.11) obeys:

1 p? k2 kp Al Lo  A_K?
2 r M) 2= i .
@ (2,u r2 + 2mor?  mer? ) — 2 9y + 2r2 (2.13)
PEZL
Using this in (2.10) we obtain the inequality
. 1
tn,(f, f) = min {1, upA_} E[<awf> Ouf) + 0y f.0,f)] (2.14)
A_k?
~ (V@) Vil )] ) + S I
- Ak
= (11 + ]

where £, is obviously defined by the previous line. Now one of the results obtained
in this paper will be that the spectrum of the self-adjoint operator associated to
a form like 5, is bounded from below by a numerical constant times —(In(r))2.
Hence if £ # 0 and r is small enough, all ¢5, will be positive and only t5, will
contribute to the negative part of the spectrum.

2.2. The self-adjointness problem

Due to (2.7), (2.8), (2.9) and (2.14), it is clear that it is enough to concentrate
on tp,. If we can prove that it is bounded from below, then all other forms with
k # 0 will also have this property, and the total Hamiltonian will be a direct sum
of Friederichs’ extensions. Because we can anyway scale the masses and charges
away, and in order to simplify the notation, let us consider the sesquilinear form:

tu(f,g) = %[@f, Drg) + (0y [, 0yg)] — <\/Vr(w,y)f7 \/Vr(x,y)g>

on the domain
E={feC*RxrS") [¢°D]Dy f(z,y)| < Cap, a, 8,7 €N},

now where V. is as in (2.2) but with ejes = —1.
We will now construct a self-adjoint operator out of this form.
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Proposition 2.1. The operator V, is relatively compact in the form sense with
respect to the operator —1/2(03+ 02) with form domain H'(C,). Thus the form ty
defines a self adjoint operator H™ whose form domain is HY(C,), and oess (k/\fr) =
[0, 0).

Proof. We identify the cylinder C, with the strip R x [—rm, r7]. For every a > 0
we define H*(C,) to be the set of all functions which (at least formally) can be
expressed as:

fa) = 3o 0 [ € o)

meEZ

S0 [+ 1o+ ) o) < oo .10

meZ
Let x be the characteristic function of the interval [—r/2,r/2]. Since near
the boundary of the strip V;.(z,y) - (1 — x(y)) is bounded, we only have to look at
V(x,y) := V(z,y) - x(y). Then we can find a constant C' such that everywhere in
C, we have

C

< —.
Vo< o
Denote with p := /22 + y2. Choose a function x; € C§°(R) with support in
(—3r/2,3r/2), such that xx1 = x. Then the operator of multiplication by x; is
bounded from H(C,) to H*(R?) and vice versa, because it does not touch the
boundary (the proof of this fact is standard). Moreover, if —A is the operator
associated to tNO7 then we have

H(Cr) = (A +1)7L2(C,).
Note that £ is dense in any H*(C,-). Moreover, for every ¢ € £ we have

(W, V) 12e,)| < C<X1¢, %X1¢> . (2.17)

L2(R2)
We have that x1¢ € S(R?). Then we can write

27 0o
(v, (1/p)xav) re(re) = /0 /0 X1 (psin(0)) ¥ (p, 0) - ¢ (p, 0)dpdo
and after integration by parts in the radial integral we obtain

xa, (1/p)xa) e (we2)

/Qﬂ/ { x1(psin(0))¥(p,0) - xl(psin(e))w(p,e)}}pdpd&. (2.18)
<

Then using the estimate [0,(x1¢)]
inequality:

[V(x1¢)|, and with the Cauchy—Schwarz

v, 1/ p)xa) e w2y < 2|x1¥|| L2@2) |V xav) [ 22 (w2
< const||P]| L2,y 1Y llH1ce,) - (2.19)
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Now for an arbitrarily small € > 0 we have

[, Vi) L2 ey | < (Cr/e)l[l| T2,y + Cr € to(¥,9)

where (] is just a numerical constant. The density of £ in H!(C,) finishes the
proof of relative boundedness, and we can define H™ as the Frederichs extension.
Until now we have shown in an elementary way that /V,(—A + 1)~1/2 is
bounded, but one can do much better than that. In [3] it has been proved a two
dimensional version of an inequality of Kato, which states the following:

I(1/4)* <w’ M@ . (2.20)

-1 <
(1, x| 1/]>L2(R2) ) L2(R?)

This inequality immediately implies that /V, : H'/*(C,) — L*(C,) is bounded.
Now let us show that the operator \/V, H/2(C,) — L*(C,) is compact. We will
in fact prove the sufficient condition that the operator T := |x|~1/2(—=A +1)"1/2
defined on L%(R?) is compact.

Indeed, let us denote by X, the characteristic function of the ball of radius
n > 0, centered at the origin in R%. Then we can write:

T = Xn(X)TXn<_A) + [(1 - Xn)(x)]T + Xn(X)T[(l - Xn)(_A)] :

First, the operator x,(x)Txn(—A) is Hilbert—Schmidt (its integral kernel is an
L?(R*) function), thus compact. Second, the sequence of operators [(1 — x,)(x)]T
converges in norm to zero. Third, the sequence x,(X)T[(1 — xn)(—A)] can be
expressed in the following way:

Xn ()T [1=xn(=8)] = {xn () x| 2 (= A+ 1)1 (=A+1) " [(1-xa) (-A)]

where the first factor is uniformly bounded in n, while the second one converges
in norm to zero. Thus T can be approximated in operator norm with a sequence
of compact operators, hence it is compact.

Therefore V. is a relatively compact form perturbation to —A, hence the
essential spectrum is stable, and the proof is over. O

2.3. An effective operator for the low lying spectrum

We will show in this section that at small r, the negative spectrum of H™ can be
determined by studying a one dimensional effective operator Hg. It is natural to
expect that the high transverse modes do not contribute much to the low region
of the spectrum.

First, we separate Hr into diﬂ?erefrzg parts taking advantage of the cylindrical
geometry, that is to say, we represent H"™ as a sum of orthogonal transverse modes
using the periodic boundary conditions along the circumference of the cylinder.
Second, we analyze which part is relevant when the radius tends to zero.

Ay

We recall that H™ is formally given by Hr = -5 = % — V.. in the space

L?(C,) ~ L*(R)® L?(rS*Y). The domain contains all ¢ € H*(C,.) with the property
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that in distribution sense we have

(—% - w) e L2(C,). (2.21)

This does not mean that the domain is H?(C,) because V; is too singular at the
origin.

Our problem has two degrees of freedom. We consider the orthonormal basis
of eigenvectors of —A, /2 with domain H2_ ((—7r,77)) ~ H?(rS'). Here, the
Sobolev space H32,,((—7r, 7)) denotes functions which are 27r-periodic with first
and second derivatives in the distribution sense in L2. We can write

Ay _ - T
—3T 2 B

n=—oo
where the one dimensional projectors II], are defined by

1 i Y le

I = (x5, X0 Xn(y) = e"r and E) =-—5,neZ.
n=00 MXns Xa(¥) Wor 572
We now introduce a family of orthogonal projectors
I =11, (2.22)

which project from L?(C,.) into what we call the n'"* transverse mode. The operator
H" can be split as follows:

Hr =Y ML H'TL, = > H @ (X, X5+ > Hy o @ (X IX5), (223)

n,m n#Em

where the sum is a direct sum, since the projectors are orthogonal. By a natural
unitary identification, we can work in a new Hilbert space:

H=1*[Z; L*(R)], H 3P = {Yntnez, Yn € L*(R). (2.24)

Therefore our original operator is an infinite matrix now, {H, m}n,mez whose
elements are operators in L?(R).
If n # m, the only contribution comes from V., and the corresponding oper-
ator is a multiplication operator given by (x # 0):
1 i ; y
Vo m(T) = — V(z,y)e' ™ rdy, oz #£0. (2.25)

217 ) _pr

If n = m, then the corresponding diagonal element is given by the operator:

1 d? n?
H = -2 _yr
" 2 dz? off T 2r2’

where Vg is deduced from V7, when m = n and is given by

(2.26)

Vialo) = 5= [ Viewiy. (2.27)

21 J_pr
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Finally, let us introduce a last notation for what will be our effective one-
dimensional comparison operator:

T 1 d2 T
eff = 7§d$2 - ‘/eff(z) (228)
and note that
" 2.29
H' = H' — .
n eff + 27,2 ( )

One can see that for n # 0, the diagonal entries of our infinite operator valued
matrix are pushed up by a term proportional with 1/r2. Thus a natural candidate
for a comparison operator for the negative spectrum of Hris H og- In the next
section we will perform a careful study of this operator.

3. Spectral analysis of H;

We now want to study the spectrum of the operator H]; when r becomes small.
We recall that:
T 1 d2 T
Hg = Y Ve ()

. 1 wr 1
Vi (@) / dy

217 J ey 22 + 472 sin? %

where

with form domain Q(H7z) = H'(R). We are going to use perturbation theory
around r = 0, which will turn out to be quite a singular limit. The strategy is to
approximate the form associated to the potential VJ;(x) around » = 0 by another
quadratic form which provides a solvable approximation.

Let us define the sesquilinear form on S(R) (later on we will show that it is
bounded on H!(R)):

0

7~ 7~ !

F@g(@)]'dz + / In(~22) - [f@g(z)] de

— 00

Colf. g) = — / T ) [
—— [ o) - (o)) ds
0 - . _
+ [ (o) @yt de + () T0)9(0)

1 _
= {fpm +1In(4) 5 ¢ (fg). (3.1)
The symbol fp means the finite part in the sense of Hadamard, while ¢ is the Dirac
distribution. Note that up to an integration by parts, and for functions supported
away from zero, we have Co(f,g) = (f, ﬁg)

The main result of this subsection is contained in the following proposition:
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Proposition 3.1. For r < 1 and for every f € H'(R) we have the estimate

S VinS) = =2() [FO)F + Co(f, )+ 0 (18) - | f B

= —21u(r/2) YO + [t (1) + O (1) 1By (32)

Proof. The argument is a bit long, and we split it in several lemmas. Let us start

by listing some of the properties of VJ;. First note that it scales like a “delta
function”, i.e., it is homogeneous of order —1:

Vi) = Vi (2. (33)

The next observation is that due to the integral with respect to y it is much
less singular than V.

Lemma 3.2. The behavior of VJz(z) is logarithmic at 0.

Proof. There exists a constant ¢ > 0 large enough such that for every |y| < 7/2
and x € R we have

L 5 2 a? .2 2 2

—(@"+y7) < - +sin’(y) < e(z” +y7).
Thus we can integrate and obtain Vi (z) “~° —In(|z]) + O(1). O

We now define on R a comparison function Y;(z) := and we also

1
Va244r2®
denote by Y, the associated quadratic form defined on H!(R). For the following,
let us recall the classical Sobolev estimate in one dimension:
1 1
[ flloo < \/—ﬁ(Hf’II +Ifl) = EI\fHHl(R)- (3.4)

Lemma 3.3. We have the following properties:
(i) Vi = Y1, Vig(@) — Ya(z) = O(|z|7°) for |z| > 10, and
Vet — Yillzr(my = In(4); (3.5)
(i) (f. (Vi — ¥2) f) = In(4) |F(O) + O £ 2 my ¥r < 1.

Proof. (i). To show that V}; > ¥}, one uses |sin(-)| < 1. The second estimate for
|z| > 10 follows from:

_1 1
11 /™ 4gin2 ¥\ °? 4\ "2

Vi(z)-Yi(z)= = | — 1 2 dy— 1+ =

eﬂ“(x) 1({,6) |$| 27T/ ( + 2 ) Y ( + $2>

1 1 [T 2sin®¥ 2
L S 2 -4y _ 14 = —4
- ( %/_ 2y + O~ 1+ 5 + O )) ,

= O(|z]7°), =] > 10. (3.6)
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Before computing the L' norm of (3.5), let us notice that none of the terms is
in L'. We first integrate with respect to x, and then over y, and get:

4 (%
Vi = Yl = =+ [ nsing)dy =21 (2), (3.7)
0

thus (3.5) is proved.
Let us now prove (ii). We have due to the scaling properties:

Ve =¥1) = 7 [ (Ve =¥i)(e/m)lfa) P

| Wi =vi@lfeoPar. (38)
Then, we subtract the term ||V — Yi||z1 - |£(0)[2 = In(4) - | £(0)|? which gives
(. (Vi = Yo )~ In(@) - [F(O) =
= [ 0 =@ {[#(02) = 1O FT) + [FG) = FO) )} o (39)

Let @ € (0,1) a real number. We split the above integral in two regions: |z| < r~¢

and |z| > r~*. We have, using (3.4):

/ o (Ve — YD) (@) [f (rz) — £(0))f (rz)dz (3.10)
<oAflfo [ IV vl
o
< le/ —dx ifr *>10
” ”H PR |x|5
<O ) - 1 fli3a- (3.11)
For the region 0 < x < r~% (and similarly for the other one), we can write:
/0< - (Vog = Y1)(@)|f(rz) — f(O)] | f (rz)|dz (3.12)

< / (Vi — Y1) () -

I f’(t)dt| | f )

< Vi — Vil - ]l - / () dt

and the Cauchy—Schwarz inequality yields:

Tlfoc

/0 POt <3 f

Then we set « as the solution of (1 — «)/2 = 4« which gives oo = 1/9. O
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‘We now concentrate ourselves on Y,. when r is small. For the next two lemmas,
we need to introduce the the following characteristic function:

1 ifjz| <1
= - 3.13
x(@) {O otherwise ( )

Then we have the following lemma:

Lemma 3.4. Consider the self-adjoint operator of multiplication by In(| - |)x de-
fined on its natural domain in L*(R). This operator is relatively bounded to p, :=
—id/dx, with relative bound zero.

Proof. Indeed, In(|z|)x(|z]) (pz +iX)~1, A > 1 is Hilbert-Schmidt since we have,
from [13, XL.3]:

(] - )x (pz + i) lars < comst - [ In(] - [xllz2 | (- +iA) 7|2
const

. 3.14
< (3.14)
Note that by a similar argument as the one in (3.4) we get the estimate:
const
e+ i) 2 e < ——. 3.15
I(p ) et 7 (3.15)
Then a standard argument finishes the proof. O

We can now characterize the form Cy introduced in (3.1):

Lemma 3.5. The quadratic form induced by Cy admits a continuous extension
to HY(R). Moreover, Cy is infinitesimally form bounded with respect to the form
associated to p2 = —d?/dx?.

Proof. Fix some € € (0,1). Then for every f € S(R) we can write:
0

%@ﬁ=—£wmw»@ummm+/ In(~22) - (do ) () de

— 00

0 €
= [ (20 @l e)is [ o) (@17

—€

+1n(2e) (If (€)1 +1f(=e)?) +/ [f(2)]*dz.  (3.16)

R\[—¢,€] m
First we have ) )
[ ek < 2P,
R\[—¢,¢] |$| €
Then using (3.15) we have

2@ﬂMs%§%%+Mﬁm (3.17)

which takes care of the terms containing f(+£e).
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The remaining two integrals can be treated with the following argument:

/Eln(%) (da | ) (@) d| < 2/€|1n(2f17)| f @) ()| dae
0 0
<2 (2 [ DIl

s%?mm+umwmw, (3.18)

where in the second inequality we used the Cauchy inequality, while in the third
inequality we used (3.14).

These estimates allow us to find two constants A and B (growing when A
grows) such that:

Cols DI < 2SI+ ALFN 17 + BISI

But we use the inequality || f|| | /'l < 35/l + AAllf]|?, which finally allows us
to say that for any 0 < @ < 1 we can find b > 0 such that

1Co(f, Nl < allpfIIP +0 I F11% (3.19)

and the proof is over. O

The final ingredient in proving Proposition 3.1 is contained in the following
lemma:

Lemma 3.6. Recall that Y, (x) = (2 + 4r2)~Y/2. Then for every r < 1, and for
every f € S(R), we have the estimate:

(oY) = =210(2) - [FO)F + Cof, 1) + O () - 1 1Bagey -

Proof. Integrating by parts we obtain:
(f.Yrf) = —2In(2r)| f(0)]?

—Awmu+ 2 a2)- [f (@)@ + () F@)da

0
—|—/_ In(—z+ Va? + 4r2) - [f’(x)m—k f(x)f’(x)]dx (3.20)
and:

(£, Yo f) = Col(f, f) +21In(2r) - | £(0)? (3.21)
= _/0 [ln(x + Va2 +4r?) — 111(2;2)} (dg|f(x)|?)dx

0
+/ [1n(—x+ 2% + 4r2) —ln(—2m)} (do| f(2)[2)de .
The idea is to show that the last two integrals are small when r is small. We
only consider the first integral, since the argument is completely analogous for the
second one.
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Fix some 0 < a < 1 (its optimal value will be chosen later), and assume
that r is small enough such that 71~ < 1/10. We split the domain of integration
into two regions: one in which x > r®, and the other one where x < r*. For the
first region we have:

1+4/14+4%
In(x + Va2 +4r2) —In(2z) =1n — 5 = o(r?/z?). (3.22)

Then by integration, and using (3.4) together with the Cauchy inequality, we get:

/TOO {ln(w + Va2 +4r?) — ln(2x)} f'(x)f(z)dx

o

<

/TOO [ln(x + Va2 +4r?) — ln(2x)} f(x)dx

a

([ £l

< (/m [1n(x+ 22 + 4r2) —1n(2:1c)rdx)é I1£112

<O E)| 3 - (3.23)

For the region where x < r®, we use the monotonicity of the logarithm and write:
[In(z + V22 + 4r2) — In(22)| < |In(z + vV 22 + 472)| + | In(22)]

< |In(2r)| + | In(2z)| . (3.24)

Then we can write

o

/Or [1n(x + Va2 +4r?) — 1n(2x)] () f(x)dx

T
< const - [| f]|3,1 (/
0

Comparing (3.23) and (3.25), we see that we can take « arbitrarily close to 1. In
particular, we can find some « such that 2 — 3a/2 > 4/9 and «/2 > 4/9 and we
are done. 0O

1
2

[In(2z) + ln(27‘)]2da:> =0 |lnr|) - || flI3:. (3.25)

@

We can now conclude the proof of Proposition 3.1 by putting together the
estimates from Lemma 3.3 and Lemma 3.6. O

Remark 3.7. One can improve the exponent 4/9 in the error estimate (3.2), and

obtain 1/2 instead. One observes that the Fourier transform V_;(p) can be exactly
computed in terms of modified Bessel functions, and then one expands it near p = 0
identifying the Fourier transforms of fpﬁ and J. Then the error’s Hilbert—Schmidt

norm is estimated and shown to be of order /2. A related problem treated with
this method can be found in [5].
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3.1. A solvable comparison operator Hq

Remember that we are interested in the negative spectrum of Hg, operator given
in (2.28). Lemmas 3.2 and 3.4 tell us that its operator domain is H?(R), while the
form domain is H!(R). Proposition 3.1, see (3.2), indicates that a good approxi-
mation for Hl; at small r would be the operator formally defined as

1 1
He = —p>+2In(r/2) 6 — —.
Of course, as it is written above Hs makes no sense. The correct definition of Hg
can be found in the Appendix A of [5] in a more general setting. For the comfort
of the reader we give below a version of this definition adapted to our simpler
situation. H¢o has to be understood in the following way: consider the sesquilinear

form on S(R) given by

tof,9) = 5 (f'-g") + 21n(r) FO)g(0) — Co(f. ). (3.27)

A standard consequence of (3.17) and (3.19) is that the quadratic form associated
with t¢ is closable, bounded from below, and the domain of its closure is H!(R).
Then H¢ is the self-adjoint operator generated by tc, and its operator domain
D¢ is characterized by:

(3.26)

Do = {¢ e H'(R) : [tc(¢,9)] < const [|¢]l, V¢ e H'(R)}. (3.28)
Moreover, if 1) € D¢, then we have the equality:

Another representation for 1 € D¢ is that there exists f, = Hct € L*(R) such
that the distribution " is a regular distribution on R\ {0} and is given by:
1
P(z) = —2mw<x> —2fy(z). (3.30)

One important consequence is that ¢/ € H*(R\ {0}), and ¢’ is continuous on

R\ {0}.

Let us now introduce the parity operators P, and P_

z) £ f(—=x
P H(R) - HUE), () (Pef)() = TOEIEE )
We have that Py + P_ = 1. We will call RanPy the even sector and RanP_ the
odd sector. The following lemma is an easy application of definitions, and we give

it without proof:

Lemma 3.8. We have that tc(Py f, Pxg) = 0 for all f,g € H'(R). Then the domain
D¢ of He is left invariant by Py ; moreover, Ho commutes with Py. [l

A standard consequence of the elliptic regularity (see also (3.30)) is the fol-
lowing lemma, given again without proof:

Lemma 3.9. The eigenvectors of Ho belong to C*°(R\{0}). O
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A less obvious result is the following characterization of D¢:

Lemma 3.10. Every i in Do obeys the following boundary condition at 0:

MECEC

5 + 21In(r)y(0) — 21In(2e)(0)| = 0. (3.32)

e—0

Proof. Now remember that ¢’ is continuous outside the origin if ¢ € D¢, so ¢’ (+e)
makes sense. Moreover, for every ¢ € H!(R) we have:

/ T ()dz + 2In(r)B0)4(0) — Cold, ) = (b, Ho) (3.33)

We can write for > 0 (see (3.30)):

P (x /w” )dy = ¢'(1) — /%#ﬁﬁw(y))dy

and then for z close to 0 we have:
[ ()] < const + 2| Inz| ||9]|0o - (3.34)

The same estimate is true for negative x near 0, and together with the esti-
mate (3.4) it follows that ' diverges at 0 not faster than a logarithm.
Now we can integrate by parts outside the origin and write:

[ T @)de = = (<) - T (2)de — S () (3.35)

-/ TS @+ [ T @)

where the last integral will converge to zero with €.
After a similar integration by parts we obtain:

0 . £ .
Colé, 1) = / In(—22) - (da (30)) () — / In(2) - (da(30)) (2)de

—€

+ In(2¢) (@w(s) + ¢(_5)¢(_5))
1 -
4 /R T P (3.36)

Following the reasoning in (3.18), one can prove that :

/0 n(22) - [d (B1)] (2)dz °=° O(e} | Ine]) [l |16l
and thus:

Co(6,1) =" In(2e) (82N (&) + B(—2)(—2)) + / -

L 3@ @)de. (3.37)

||
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Putting (3.37) and (3.35) in (3.33), and using (3.30), we eventually get:

tiy |5 (5230 () - E(6)) + 2@ w(0
—In(29) ($E)(e) + S(—a(—2)) | =0. (3.38)

The last ingredient is the embedding H'(R) C C''/27%(R), and the estimate (3.34)
which allows us to simplify the limit:
1(__ _ !
i 707 [ £
e—0 2

for all ¢ € H!(R). The lemma is proved. O

+21In(r)y(0) — 2 1n(25)1/)(0)} =0 (3.39)

3.2. The eigenvalues and eigenvectors of Ho

In this subsection we give analytic expressions for eigenvalues and eigenvectors of
H¢ corresponding to the negative, discrete spectrum; much of the information we
need about special functions is borrowed from [10]. We want to have the same
formal expression for our eigenvalue problem outside z = 0 as in that paper,
namely

d2

(0%

1
% — =9+ =0
dz21/) 41/) |z|1/)
where 9 will be an eigenfunction with an associated eigenvalue F = —ﬁ. Let us
now do this in a rigorous manner.
We want to implement the change of variables z = %az, a > 0, which

amounts to defining a unitary operator on L?(R):

2
U@ =[5 vz, W0 =2 ez @)
Now assume ¢ is a normalized eigenvector for H¢o satisfying
Hep=FE¢, FE<DO. (3.41)

Instead of solving the above equation, we will reformulate it in terms of ¥ = Uy ¢,
and ¢ = Uv}lw. To do that, we need to fulfill two conditions. The first one is:

[Uw HUy'9](2) = % [—w"(w - %wz)} = By(z), 240, or
W) = U+ U =0, 2 A0 B= =g

The second thing is to see what condition at z = 0 should % obey in order to be
sure that Uv}lw is in the domain of H¢. If we replace ¢ in (3.32) by ¢ = UV_Vl’l/J,
then we get the modified condition:

(3.42)

lim %1//(—%5)2— Vg | 2 In(r)y(0) — 21n(2e)5(0)| = 0 (3.43)
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or

lim
e—0

!/ !/
w +a(lnr —In(ag))(0)| =0. (3.44)
Therefore we reduced the problem of finding the eigenfunctions and eigenvalues
of He to solving the ordinary differential equations in (3.42), with the boundary
condition given in (3.44). We will see that L? solutions can be constructed only if
«a obeys some conditions.

A priori, o can be any positive real number. First assume that « is not a
positive integer. Then if we solve (3.42) for z > 0, we see that the only square
integrable solution at +oo is the one given by a Whittaker function:

W 1(2) = 2¢ U (1 - ,2,2), (3.45)

a7

where U is the confluent hypergeometric function or Kummer function, see [1]. If
a is a positive integer, the solution is obtained as the limit of Wa,%(z) when «
tends to a positive integer N and get:

. _1, 1
alnglv Woi(z)=e2 ZNL}V%(Z) (3.46)
where L}, _, is an associated Laguerre polynomial.
We denote with I'(z) and ¢(z) = I"(z)/I'(z) the usual gamma and digamma

functions. We have the following first result:

Proposition 3.11. (i). All negative eigenvalues of He are non-degenerate. The
eigenfunctions of Ho are also eigenfunctions of Py.

(ii). There exists an infinite number of odd eigenfunctions ¢odd,r, k € Zy, corre-
sponding to every « € {1,2,...}.

(iii). There also exists an infinite number of even eigenfunctions Peven.ii, k € Z+,
each corresponding to a certain oy € (k— 1,k) for every k € Zy..

Proof. (i). Choose any eigenfunction ¢ of He corresponding to E < 0. Make the
change ¢ = UV_V1¢7 and then look at the associated differential equation:

VIE) = U+ S0 =0 A0 E=—gn (347
gi_rz% w + a(lnr —In(ag))(0)| =0. (3.48)

First assume o« = N € Z,. The theory of ordinary differential equations insure
the existence of two constants C7 and Cs such that

1
Y(z) = C’le_%zzNL}V_l(z), z2>0,

i, 1
Y(z) = C’geizzNL}V_l(—z), 2 <0. (3.49)

By inspection (and by continuity) we get that ¢(0) = 0. If we put ¢ in (3.48),
and using the explicit form of the Laguerre polynomials, we get that the boundary
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condition is fulfilled only if C1 = C which amounts to ¥(z) = —¢(—2), i.e., there
is one and only one solution which is also odd.

Now assume « ¢ Z. . The theory of ordinary differential equations insure the
existence of two constants C3 and C4 such that

dj(z) = C3Wa,%<z)7 z2>0,
U(z) = CaW,y1(=2), 2<0. (3.50)

By inspection we see that W, 1 (0) = ﬁ # 0, hence by continuity at zero we
must have C3 = Cy, hence ¥(z) = ¥(—z) and the eigenfunction must be even.
(ii). The proof is already contained in (i), since the boundary condition is
trivially fulfilled for odd functions. There is exactly one eigenfunction, an odd one,
corresponding to every a € Z..
(iii). We saw in (i) that if there are eigenfunctions corresponding to o &€ Z,
then they must be even. In order to get all possible a’s which are compatible with

the boundary condition (3.48), we compute (note that ¢’ is odd):

1
and using the explicit expression of these special functions we obtain the condition
on «:

1
flar) =9l =a) +2y+ 5~ ~Ina+r=0, (3.52)

where 1 here means the digamma function and + is Euler’s constant. Since the
digamma function is strictly increasing from —oo to 400 on each interval of the
form (—m,—m + 1), m € Z,, one can easily see that f(-,r) is strictly decreasing
from +o0o to —oo when « varies in an interval of the form (k — 1,k) for every
k € Z,. Therefore we have a unique solution ay € (k — 1,k) of the equation
flayg,r) for every k € Z. The proposition is proved. O

The previous proposition stated that only the eigenvalues from the even sector
can vary with r. Let us now further investigate this dependence.

Corollary 3.12. (i). The excited states with even parity tend to those with odd
parity when r is small. More precisely, for k > 2, we have that lim,_o ay =

k—1;
(ii). For k =1, we have the following asymptotic behavior of the ground state:
1
() = —spm ek Bl = —2[n(r)*{1 + o, (1)}. (3.53)

Proof. (i). The limit follows easily from the properties of the digamma function.
(ii). We apply the implicit function theorem. Define the function

Fla,y) 2a
a,y) = —y,
Y 1+ 22y +¥(1 — ) — In(a)] 4
for (a,y) in a small disk around the origin in R2. This function is C! near (0,0),
(0o F)(0,0) = 2, and F(0,0) = 0. Then for every y > 0 small enough there exists
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a(y) > 0 such that F(a(y),y) = 0. Now put y = —1/In(r) and we are done
because (3.52) is also satisfied with this a. O

3.3. Approximation of H; by H¢

We will now show that the negative spectrum of H; converges in a certain sense
to the one of He. This is made precise in the next proposition, but before we need
a definition. For a given subset S of R, and for any € > 0 we define

Se:= | Be(w). (3.54)
€S
If S is a discrete, finite set, then S¢ is a finite union of intervals of length 2e,
centered at the points of S.
Proposition 3.13. The following three statements hold true:
(i). Fiza <0, and denote by A := o(Hc)N(—00,a] and B := o(Hlz) N (—00,al.
Then for every € > 0, there exists r. > 0 such that for every r < r. we have

ACB.,, BcCA.. (3.55)

(ii). The ground-state of Hly; is non-degenerate, has even parity, and diverges to
—oo when r — 0. Moreover:

lin% |info(He) —info(Hig)| =0. (3.56)

(iii). Fiz a compact interval [a,b] C (—o0,0) and suppose that Ho has exactly one
eigenvalue of a gwen parity Ec in [a,b], for all v < ro. Then if r is small
enough, Hls has exactly one eigenvalue of the same parity E.g in this interval
and

lim | Eesr — Ec| = 0.

Proof. Let us introduce the resolvents Reg(z) = (HIg — z)~! for all z € p(Hg)
and Rc(z) = (Ho — 2)7 ! for all z € p(Hc). The first ingredient in the proof is
contained by the following lemma:

Lemma 3.14. There exists a constant K > 1 sufficiently large, and ro small enough,
such that for every r < ro we have that the form defined on L?*(R) x L*(R) (see
also (3.27))

Volf.g)i= to ([p2/2+ M 7V2 1 [p2/2+ A7 2)

A P22 4 M) hg) — (F, )

“=7[p2 /24 N TYHHe + P22+ M\ TY2 —1d, A, = KIn?(r),
(3.57)

generates a bounded operator on L?*(R) denoted in the same way. Moreover,
SUPg<r, || Vol < 1/2. And we have

{He + MV =[p2/2+ M7 V2HId + Ve U p2 /2 + A, 72, (3.58)
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Proof. The key estimate is contained in

1(p3/2 4+ A) "2 2 < comst (3.59)

1
Y N\1/4°
obtained with an argument as in (3.15). Then if we have | In(r)|/v/A, small enough,
then the “delta function” part of tc will be small uniformly in r < rg. Using
also (3.19), and the definition (3.27), then one can show that (3.57) is a bounded
sesquilinear form on L?(R), with a norm which can be made arbitrarily small if K

is chosen large enough. Now the equality (3.58) is easy, and note that this is also
compatible with (3.53). O

Introduce the notation:
Vet 1= (02/2 4+ \) VPV (0324 M) 2. (3.60)

The second ingredient in the proof of the above proposition is the following esti-
mate, which is an easy consequence of Proposition 3.1:

Vo = Vege| = O@*°), v <. (3.61)
We also have that || Veg|| < 2/3 if 7 is small enough, uniformly in r < ro, and then
{Hig+ A} = [02/24+ M) V2 {1d + Veg} M p2 /2 4+ A2, (3.62)

It is clear that a similar identity would hold for any other A > A, and this already
tells us that the spectrum of H; is contained in an interval of the type (—Ar, 00),
thus justifying the discussion after (2.14).

From (3.62), (3.61) and (3.58), we get the crucial estimate:

479
|Ret(—Ar) — Ro(—=Ar)|| < const R r<rg. (3.63)
This estimate allows us to prove (i). Introduce the notation
de(z) := dist(z,0(Hc)) . (3.64)
Choose z € p(H¢) (thus de(z) > 0). From the identity:
(He — 2)Re(=XA) =1d — (z+ A\)Re (=) (3.65)
we get that the right hand side is invertible and:
{Ild = (z+ N Re(— }_ (He + M)Re(z) =1d+ (2 4+ A\ )Re(2) . (3.66)
The first equality implies that
Re(z) = Ro(— {Id (z+Ar) }_ (3.67)
while the second one gives the norm estimate:
H{Id (2 + A\)Ro (=X H < [+ (|2 + M) /de(2)] - (3.68)

Note the important fact that (3.67) is just another form of the resolvent identity,
valid for any self-adjoint operator. If we could replace Re(—\;) by Ret(—Ar), then
the right hand side would immediately imply that z € p(Heg).
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We can restrict ourselves to those z’s which obey |z| < A.. Then using (3.63)
and (3.68), we get that for r < r9 and do(z) > r'/3, the operator

Id — (2 + Ar)Rest (—Ar)

is invertible and we get the estimate:

A [1 = const A, v/ /de(2)] 7Y, (3.69)

H{Id (2 4 M) Rt ( H Const
Therefore we have proved that for every z which obeys |z| < A, and d¢(z) > /3,
the operator

Rer(=A){Id — (2 + A)Regr(=A)} (3.70)
exists and defines Reg(2). It means that the spectrum of Hj; is “close” to that of
He¢, and the distance between them is going to zero at least like 71/3.

Let us now prove (ii). We know that the ground-state of H¢ diverges like
—1In?(r) for small r, and it is isolated from the rest of the spectrum. Choose a
circular contour I' of radius 1 around this ground-state. It means that dc(z) = 1
for z € T'. Then (3.70), (3.69) and (3.63) imply the estimate

sup || Refr (2) — Ro(2)|] < const - 149 ¢ < rg. (3.71)
zel

Now we can employ the regular perturbation theory, see [8], by using Riesz pro-
jections defined as complex integrals of the resolvents on contours like I'. Then the
estimate (3.56) is straightforward.

Finally, let us prove (iii). We know that for small r, the excited states of H¢
tend to cluster in pairs. The eigenvalues from the odd parity sector are independent
of r, while those from the even parity sector will converge from above to the odd
ones (see Proposition 3.11). Consider such a pair of eigenvalues, which will always
remain separated from the rest of the spectrum if » < r; and r; is small enough.
Then we can find a contour I' which contains them and inf,er do(2) is bounded
from below uniformly in r < r;. Then we can again write an estimate like (3.71),
and then apply the regular perturbation theory. The proof is over. O

4. Reduction of H" to H, o

We are now ready to go back to (2.24), and argue why only the diagonal entries of
the infinite operator-valued matrix {Hy, n }m nez are important for the low lying
spectrum of Hr.

Let us formally write H as:

H" = Hgjag + Votidiag »

where Haiag = @,,c7(Hlg + 27,2) and Vofrdiag contains all the non-diagonal entries
of the form V7, ., m # n, (see (2.25)), and zero on the diagonal. We will prove

in this section that Votidiag is relatively form bounded with respect to Hgjag, and
moreover, it is a “small” perturbation when r is small.
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The main result is very similar to Proposition 3.13, where we only have to
change Hc by Haiag and Hlz by H7”. Parity here only refers to the = variable.
Therefore we will start comparing the two operators. Before that, let us note that
the negative spectrum of Hgiag is given by HJg if 7 is small enough.

4.1. Vigdiag I8 Hgiag-form bounded

Let A, = K ln2(r) with K large enough and r < rg, as in the previous section. We
know that —\, € p(Hgiag), and denote by Raiag(—A;) the resolvent (Haiag +Ar) L.
Then the main technical result of this subsection will be the following estimate:
there exists 6 > 0 and 79 (J) such that

Let us first notice that we can replace Ré

RY? (—)\T)Voffdiachln/fg(—)\r)

ding = 0@ AV, r<rg. (40)

T

Boo (12(Z; L%(R)))
/2 .
iag by a simpler operator, namely

@nez(epi + 1+ %)_1/2, where € is a small enough positive number. Indeed,
we can write

(f, [Hig + A+ 02/ (2] f) 2 (f, [eps + Mo /24 02/ (2r2)]f)
where we used that for € small enough we can show that:
(1/2—e)p2 — Vi +A\/2>0, 7<r0.
This means that

[en? + Ae/2 4% ()] P [HG 4 A2/ <1 @)

Define the bounded operators in L?(R) (see (2.25)):

f/nim = [epi + /2 + m2/(2r2)] _1/2‘/;1,” [epi + A /2 + n2/(2r2)] _1/2, m#n,

Vi m=0, mez. (4.3)
Then (4.1) would be implied by the following, stronger estimate:
{f/,fln} = (’)(7‘5/\;1/2), r<rg. (4.4)
Ll B (12(Z;L2(R))
By an easy application of the Schur—Holmgren lemma, one can prove the estimate:
{Vinn} <swp SV allaemy . (45)
oo man€lil o @22 L2(®)) WEZ% )

We now concentrate on the norms Hf/,f;nH B (L2(r)) and study their behavior
in r, m, and n. Remember that only the case m #* n is of interest, since the
diagonal terms are zero.

Before anything else, let us do a unitary rescaling of L?(R) by (Uf)(x) :=
/2 f(rz) and (U*f)(x) := r~/2f(z/r). Then due to various homogeneity prop-
erties we get:

UV U =1 [ep2 + 202+ m2/2] TPV [epd 020 2+ n2/2) R (46)
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We first give an important estimate for V1 . stated in the next lemma:

m,n’

Lemma 4.1. Let 0 < o« < 1 and |m —n| > 1. Fiz any 0 < e < 1. Then there exists
a constant C' = C(a, €) such that we have the following estimate:

1 1 1
! < — <€ 4.
Vil < 0 { L] N TN ()

[n—ml Jz]o

and
3e

|V7711,n|(x) S Constm,

|x] > r~°. (4.8)

Proof. Due to symmetry properties we can write
1 [T  cos[(n—m)y]
Vo) = — / dy . 4.9
man () = 5 a2 (4.9)
Integrating by parts we get:
1 ™ sin[(n — m)y] sin(y)
Vi n(2) = / dy. 4.10
() 2n(n —m) J_. [#2 + 4sin®(y/2)]3/2 Y (4.10)

This equality immediately proves (4.8). So we now focus on |z| < r~¢. We can
split the integral in two: one in which |y| > /2, and where the integrand has no
singularities when x is small, and the second where |y| < 7/2. In that region we
can use the same idea as in Lemma 3.2 of replacing sin? (y/2) by y?. We hence get:

|V,,11n|(x) < const <1+/w/2 |Sin[(n —m)y] Sin(y)|dy> ' (4'11)

In —m| —rp2 [P HYPR
Now we employ the inequalities (here 0 < ao < 1 is arbitrary):
[sinf(n —m)y]| < |n—m['"y[*7*,  [sin(y)| < |y,

then we make the change of variables s = y/|z| and write:

const [n —mlt=e /°° s2a
vl < ——(1+2 ds | . 4.12
Va0 < 5 ( TUTRRE T Sy TP 12
Thus the lemma is proved. O

Now let us go back to (4.6), and estimate the various norms. If we write
Vorn = Viox(- | <779+ VL ox(| - | > 7€), then we have two different types of
estimates. When we keep V,% , x(| - | > =), which is bounded, then for the two
resolvents we can use the usual Bo,(L?) norm, which together with (4.8) gives a

contribution:
const 3¢

VPEN F 12 V2N +m2Z jm —n|’
When we keep V), . x(| - | < 77¢), the estimate from (4.7) gives us that
(IV,h . Ix(] -1 < 1)]Y/2 is an L? function, hence the operator

VIVl (1T 77 [end +120/2 + n2/2]_1/2

n#m. (4.13)
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is Hilbert—Schmidt. Thus we have a product of two Hilbert—Schmidt operators,
and we can give an upper bound for the B, norm of their product of the form:

const(a) r—¢

(r2Ar + n2)V/4 (12X, + m2)/4 |m — n|o’

n#m. (4.14)

Therefore we obtained an upper bound for the norm of the operator in (4.6)
of the form:

| < r - const r3¢
T VPN A N2 VPN m2 |m— |

124

r-const-r—¢

+ (2. + n2)/4 (r2)\. + m2)V/4 |m — n|’

m#£mn. (4.15)

Remember that one is interested in the right hand side of (4.5). Now choose
1/2 < a < 1. We have to investigate several cases:

1. When m = 0 and |n| > 1. Then the first term in (4.15) will behave like
/\;1/2 T3€|n|72.
The second term will behave like r1/2=¢\"/*|n|=1/2=2_ Both contribu-
tions are summable with respect to n. Note that if € is small enough, both
exponents of r are positive. Denote by § the smaller one.

2. Fix m # 0, and consider all n # m. When n = 0, we get similar terms as

above. If n #£ 0, then we remain with the problem of summing up something
like

1
—1/2 .+
sup |m| g P p—— 1/2 < a.
n#0,n#m

We can either use Holder’s inequality, or we can split the above sum in the
following way:

P —
[n|/2|n — m|e

n#0,n#m

1
DD D A rer

n#0nm,|n|<n—m|  n0nEm,|n|>n—m|

1 1
Z <|n|a+l/2 + |n—m|1/2+°‘) < const(a) . (4.16)

n#0,n#m

We therefore consider (4.1) as proved.

4.2. Comparison between H" and Hgiag

If r is small enough, we have the identity:

— —1
(H™ +0) " = R (=2) {1a 4+ RYZ (A Voraiag R (-A) | RS (M)
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Moreover, this implies:

—~ _ const
H(HT + )7 = Raiag (= Ar) ‘ <= "Rcln/fg(—/\r)VoﬂdiagRéi/;g(—/\r) ‘
5}\—1/2
< constr/\; . (4.17)

T

This is the same as what we had in (3.63), but with A% 8 instead of r4/9.
Therefore we can repeat the arguments of Proposition 3.13 and prove a similar
kind of spectrum stability for H" and Hgiag-

5. The main theorem and some conclusions

We now try state a concentrated main result of our paper. Let us first go back to the
very first Hamiltonian which was declared to be relevant for the exciton problem.
This is H", written in (2.1). Because of the Coulomb singularity, the best way
to look at the spectral problem is to consider its form tg, given by (2.4), (2.5)
and (2.6). We then managed to separate the mass center motion in the longitudinal
direction, and we got a simpler form ¢, in (2.8). The center of the mass cannot
be separated in the transverse direction because of the cylindrical geometry, but
at least we can write 5 as a direct sum of €, ; tn,. A crucial observation has
been stated in (2.14), which says that only t¢5, is responsible for the lowest lying
spectrum of the original form.

This gave us the possibility of renaming ¢y, with ¢z in (2.15), and declare
it as the central object of study. Then in Proposition 2.1 we constructed its asso-
ciated self-adjoint operator Hr , where we had to take care of the Coulomb-type
singularity in two dimensions.

Then after a unitary transformation induced by the discrete Fourier transform
with respect to the y variable, we can see H as an infinite operator valued matrix
acting on the Hilbert space [2(Z; L2(R)). We then decomposed H” as the sum of
a diagonal operator Hgjag and an off-diagonal part Vgdiag. Eventually we proved
in Section 4 that the low lying spectrum of Hris only slightly influenced by the
off-diagonal part for small r, and therefore the relevant object remains Hgjag.

But this diagonal part has the nice feature that each of its entry is of the
form Hlg + %, n € Z, where Hl is given in (2.28) and (2.27). Then in Section 3,
more precisely in Proposition 3.13 we prove that the low lying spectrum of H; is
well approximated by the spectrum of a solvable operator, H¢, which we discussed
in Proposition 3.11.

We are now ready to collect all these results in the main theorem of our
paper:

Theorem 5.1. The following three statements hold true:

(i). Fiz a <0, and denote by A := o(He) N (—o0,a] and B := o(H"™) N (=00, a).
With the definition introduced in (3.54), we have that for every e > 0, there
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exists re > 0 such that for every r < r. we have
ACB, BCA.. (5.1)

(ii). The ground-state ofﬁ; 18 non-degenerate, and diverges to —oo when r — 0.
The corresponding eigenfunction has even parity with respect to both wvari-
ables. Moreover:

lim | inf o(He) — inf o(H™)| = 0. (5.2)

r—0
(ili). Fiz a compact interval [a,b] C (—o00,0) and suppose that Ho has exactly one
eigenvalue Ec in [a,b], of parity p = £, for all r < ro. Then if v is small
enough, H" has exactly one eigenvalue E in this interval and

lim |E — Ec| =0.
r—0
Moreover, the corresponding eigenfunction has parity p with respect to x.

Another important aspect of this problem is to determine how fast these
limits are assumed. We have not touched this issue here, but we will study the
numerical and physical implications of our results in a consequent paper.
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Abstract

Recent two-photon photo-luminescence experiments give accurate data for the ground
and first excited excitonic energies at different nanotube radii. In this paper we compare the
analytic approximations proved in [CDR], with a standard variational approach. We show an
excellent agreement at sufficiently small radii.

1 Introduction

Recent experimental results on carbon nanotubes using two photon photo luminescence [Sc02],
[W], [MPR] reveal the energy levels of the excitons, especially the ground and first excited states,
and point out the dependence of these energies on the radius of the nanotube. As it is, this
technique appears to be a promising way to sort out nanotubes. But on the other hand, theoretical
results seem to require heavy ab initio calculation like in [MPR] [CBRM], to cite the most recent,
in order to find the absorption peaks due to excitons. Nevertheless, a simple formula for the
optical response based on excitons levels [HK] can give a good approximation. It has been pointed
out [BGEH] [OT] that the exciton binding energy in quantum wires depends on the width of the
wires by a relatively simple relation. This property is also valid for nanotubes [P1]. In the first
part of the paper, we outline a rigorous justification for this latter fact and write a simple analytic
formula for the energy levels of the exciton depending on the radius of the tube, based on the
paper [CDR]. In the second part we compare our results with a variational numerical method and
show a very good agreement between them.

2 The exciton model

As first suggested in [P1], we deal with Wannier excitons (a rigorous justification of this procedure
is in preparation [R]). We take as configuration space a cylinder of radius r and infinite length,
space denoted by C, = R x rS!, S! being the unit circle. The coordinates on the cylinder are
(x,9) € (R x rS!) where x is the variable along the tube axis and y is the transverse coordinate.

The two quasi-particles live in the Hilbert space LQ(CT x Cy). We formally consider the Hamil-

tonian A A A A
H'T — —h2 T1 T2 Y1 Y2
<2m1 + ng + le + 27’)’7,2

> — V(21 — 22,51 — y2), (2.1)

where
—e€1€2
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Vi (z,y) = (2.2)




(z4,y;) are the coordinates on the cylinder of the two charged particles, m; their masses, and e;
their charges. Here ¢ is the electric permittivity of the material. The potential V" is the three
dimensional Coulomb potential simply restricted to the cylinder. We justify the expression of V"
by Pythagoras’s theorem. The cylinder is embedded in R3. The distance p from one particle to
the other in R? is:
p* = (x1 — x2)% + 472 sin? <M>
2r

where |27 sin ( %) | is the length of the chord joining two points of coordinate y; and yo on the
circle.

2.1 ”Separation of the center of mass”

Due to the restrictions imposed by the cylindrical geometry, the usual separation of the center of
mass does not work here.

The standard separation with Jacobi coordinates only works for the longitudinal variable, and
introducing M := my 4+ mo and pu := mymsa/(my + m2), we denote X := (mix1 + maxs)/M and
x = x1 — 9. For the transverse variable, we change to atomic coordinates Y = yo and y = y1 —y».
Let us also define the effective Rydberg Ry* = pe*/2h%c? and Bohr radius a’y = h%e/pe?, where
we set e = e; = e3. By a scaling, the new energy and radius will be expressed in multiple of these
units. This gives us the Hamiltonian:

1 1 1 1 2
H = ——0% - —0% —~0?— ~9>+ 0,0y —2V" .
MO T Y T % My+m2yy (z,y)
First, we can separate the partial center of mass with coordinate X. Second, since on the Y variable

there are periodic boundary conditions, let us consider the orthonormal basis of eigenvectors of
_3%7

where

r _ 1 zn% ro__ Tl_
xn(Y) = \/ﬁe and B = ol n € 2.
One can see that for small radii, the separation between different transverse levels of energy is
high. A recent theoretical study based on ab initio calculations [MPR] shows that the probability
density of the exciton is constant along the circumference. So it is reasonable to assume that the
radius is so small that the system stays in the ground state of —9%, where n = 0 and the density
of probability is constant along the circumference. (Note that this has been rigorously proved in

[CDR]). As a consequence, we can approximate the eigenfunctions ¢ of H as:
1
Vorr
After this restriction to the lowest transverse mode, we only have to study the following operator:
~ 1 1
H = —=9?— =02 -2V"(x,y),
ptop?

which is two dimensional and acts on L2(C,.).

Y(x,y,Y) = o(z,y)  xo(Y) = ¢(z,y) -

2.2 An effective one dimensional operator for the low lying spectrum

It will turn out that the limit » — 0 is too singular and H" does not have a “nice” limit. It is
suitable at this point to introduce the quadratic form associated to H", defined on the Sobolev

space H*(C,):

b, ) = i@-w,ax@ + %(ayw,am AT @ V@ 9)).




Reasoning as in the previous subsection, a good approximation of the behavior of eigenfunctions
along the transverse variable when the radius is small is given by the ground state of the free
Laplacian with periodic boundary conditions. If we restrict the above quadratic form to functions

of the type:
1

o(x,y) = () - Nz

(2.3)

we have:

1 1 [e%s) Tr 1 _
500 = vt - — [ [ )P (o) dyd
Trp T oo S\ [22 4 42 sin®

L [ TAw @ -2 [ Vs

—00 —00

where

1 r 1
v = dy.
et (7) 27mr /,w 2y 4

2 22 Y
x? + 4r? sin 5

For the sake of simplicity, we will put © = 1. Let us introduce what will be our effective one-
dimensional comparison operator:
d2
o 1= 7 — 2V (@). (2.4)
We now have reduced our problem of two particles on a cylinder to a one dimensional problem
describing a particle interacting with an external potential. A complete and detailed mathematical
justification of these steps can be found in [CDR].

2.3 The one dimensional Coulomb Hamiltonian
2.3.1 Approximation of H;

We now try to approximate as accurate as possible the eigenfunctions and eigenvalues of Hg when
the radius is small. Using the notation Y, (z) = ﬁ, it was shown in [CDR] that if » < 1 and

f, g are two smooth functions

(f. Varg) = (f. Yrg) +10(4) £(0)g(0) + O */*)|| fller (i llg 1201 ) - (2.5)

One can recognize in Y, a form of the regularized one dimensional Coulomb potential. In the
following, our approach will be quite similar to the one of Loudon [L] in the sense that we let
the regularizing parameter tend to zero. Note though that our parameter has a clear physical
interpretation being given by the radius of the nanotube, and it is not just an artifact as in
Loudon’s case. Hence this will give us the exciton energies as functions of r, and allow us to
estimate the errors we make using this approximation.

Define the quadratic form Cq(.,.) by!

0

Culs )= [ T ) (Y e+ [ (e - (7P (e

—00

- / In(~z) - (| (2)de — / “in(@) - (172 (2)de

—&

+1n(e) (I + [f(=)) +/ |f (@)]*da. (2.6)

R\[—¢,¢] m

INotice that this definition of Cy differs from the one of [CDR] in which there is an additional term: 21n2|f(0)|? =

fEOO In2- (|f*) (#)dx + [;°In2- (|f|?)/(z)dz. This term is here put together with the other term depending on
the function at zero.



Note the last equality is obtained by an integration by parts, and holds for all € > 0; also note the
appearance of a Coulomb potential in one dimension. Again from [CDR] we have

(f.Yrg) = =21n(r) f(0)9(0) + Co(f. 9) + O/ )| fllrc 19l lrer - (2.7)

Now let us define a new “potential” via a quadratic form
r —

which is close to V_z when 7 is small and is exactly the Coulomb potential when we look away from
the origin. We will see in the following that this particular potential gives a solvable eigenvalue
problem for the associated Hamiltonian.

2.3.2 Boundary conditions of the Coulomb Hamiltonian

The operator He we will now consider is given by its associated quadratic form defined on H*(R):

to(,0) = [ T/ (@)de +2 (2m(G)a000) = Co(r))

One can recognize the kinetic energy in the first term and the potential Vi in the second term.
The general theory of closed symmetric quadratic forms gives us the existence of an associated
operator Heo defined by

tc(¢7"/f) = <¢a HC,I/}>7 (28)

whenever 1) is in the domain of He. The difficulty here is that Vi is not a usual Schrédinger-type
multiplication potential, but due to various Sobolev embeddings it turns out that if ¢ is in the
domain of H¢ then v is square integrable outside the origin, and we still have:

_ 2Y(x)
jz|

Now if ) is an eigenfunction of He corresponding to an energy F, then it obeys the differential
equation:

(He)(x) = =" (x) z # 0. (2.9)

2¢(x)

||

—¢'(x) -

In order to get the behavior at the origin of the eigenfunctions of Ho, we integrate by parts
and use (2.10). For € > 0 we have:

= EY(z), x#0. (2.10)

[ T@w @y (2.11)

S (o) - [T e 5@ ) - [ B @

+ [ T @

where the last integral will converge to zero as € goes to zero. On the other hand,

0

Cofent) = [ tn(-a) - (ds Gu))ahio — | “n(e) - (da(30))(@)de

+n) (TEE) + S0 + [ e (212)

Then adding (2.11) with (2.12), using (2.10) and letting € tend to zero (see [CDR] for technical
details) we have:

lim {0 (6, ¥) = (9, Bv) + 2 lim 6(0) 5

o [M +21n(3)%(0) — In(e) (24:0))| -



Now using (2.8) and the eigenvalue equation Hetp = Ev) we get the boundary condition:

i [0 = (@)

lim 5 + 21n(g)1/)(0) — 21In(e)¥(0)| = 0. (2.13)

2.4 Eigenvalues and eigenfunctions
We now have to solve the equation

N ) (2.14)

]

with the boundary condition (2.13). Similarly to Loudon in [L], we introduce a dimensionless
quantity o and the change of variables

1
E = - and z = %z, (2.15)
then we obtain
2~ 1~ o~
p@b— 11/)—"@1/):0, 2750 (2.16)

The solutions are known for z > 0 and z < 0, see [AS, chap. 13] for example. The second thing is
to see what condition at z = 0 should the eigenfunctions 1) obey. If we scale (2.13),

lim M +a(lnr — In(ae))P(0)| = 0. (2.17)

We only give here the results. Details of calculations can be found in [CDR]. If we take the only
square integrable solution, we have two cases: If o = IV is a positive integer, then the eigenstates
are the odd functions ¢, _, with associated eigenvalues E,,_,, where n, = N + 1,

1

wnap(z) = S_E‘Z‘z NL}V71<|Z|)7 En(,p = T a2

where L}, is an associated Laguerre polynomial. Notice that these energies are independent of

the radius of the tube. If a is not an integer, the eigenstates are the even functions Jna s with
associated eigenvalues E,,_s, where n,, is the smallest integer larger than « and:

~ 11 1
Yngs = CaWa,%(‘ZD = Calzle 2! ‘U(l —,2,]z]) Enys = a2

where C, is a normalizing constant, W is the Whittaker function and U is the confluent hyper-
geometric function or Kummer function of the second kind. We denote with I'(z) and ¥(z) =
I''(2)/T'(z) the usual gamma and digamma functions, and we get from (2.17) that for even solutions
« must satisfy the relation:

1
\I/(l—a)+2fy+2——lnoz+lnr:0. (2.18)
a

From this relation, which contains an implicit expression for «(r), one can deduce several important
facts. For all integers N and for « in between N and N + 1, there is only one solution of (2.16)
satisfying the boundary condition. Furthermore, the energies associated with the non integer «
tend to their closest lower integer when r tends to zero. A special case is the one of the ground
state F1s of the exciton which tends to minus infinity as the radius tends to zero. The behavior
for small r is

By, =2’ —4(Inr)%.
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Figure 1: Energy of the bound states of the exciton. Energies are expressed in multiples of the
effective Rydberg of the exciton.

Notice that equation (2.18) is exactly what one gets by explicitly calculating the condition
requiring the derivative of even states to vanish at the origin, relation (3.22) in Loudon’s paper,
and replacing his parameter a by r - ag/2, for small ». We can also compare with the result
from [BGEH] where Banyai et al. found numerically a = 0.3qq - r for the exciton problem in a
quantum wire of radius r. The energies associated to the exciton are drawn on figure 1 and we
calculated numerically the lowest four eigenvalues with respect to the radius on figure 3, along
with a comparison of the ground state given by the variational method of [P1]. On figure 4 a zoom
was made around the first and second excited states.

One can notice that the odd states possess a constant energy, independent of the radius. This
is due to the fact that the odd states vanish at zero where there is the singularity of the potential.
Indeed, the potential becomes, for an odd function f:

<f"/ve%T >§CO(faf)7

which is independent of r.

3 Variational approach and comparison

The variational method operates by minimizing the energy of a trial function and is therefore
usually applied to approximate the ground state. However, by restricting the trial function to
forms that are orthogonal to the ground state, low lying excited states can be obtained variationally
as well. In Ref. [P1], the variational method was applied to the ground state and in Ref. [P3]
a similar approach was applied to calculate the 2p oscillator strength of interest for two-photon
absorption. The 2p state is especially important because this state is used for excitation in two-
photon fluorescence measurements [W]. By recording the energy of photons emitted from the
lowest (1s) exciton, a direct measure of the 2p — 1s energy difference is obtained. In turn, the 1s
exciton binding energy (i.e the 1s excitation energy measured relative to the band gap) can be
derived if a reliable model for the exciton energy spectrum is invoked.

In the present work, we wish to compare results of the relatively complicated variational
approach to the straight-forward and analytical Coulomb model. Hence, in the following we
briefly explain the reasoning behind our variational estimate of the lowest excited (2p) state. In
practical applications, the trial function must be sufficiently simple that calculation of the energy
is manageable. This implies that relatively few adjustable parameters should be considered. At
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Figure 2: Variational 2p state energy as a function of nanotube radius. Inset: the r-dependence
of decay lengths k and ¢ of the trial wave function.

the same time, a certain flexibility is required to provide reasonable accuracy. A useful strategy
consists in constructing trial functions so that they correctly accommodate the known solutions
in limiting cases of the general problem. Thus, we are guided by the analytical solution for the
plane, i.e. for nanotube radii much larger than the effective Bohr radius. In our units, this state
is simply g, o xexp{—2/3(2? + y*)*/?}. On the other hand, in the extreme 1D limit we expect
p2p x xexp{—|z|}. To accommodate both limits, we consequently suggest the (un-normalized)
trial form

pap(a,y) = zexp{—(2®/k* + 7 /4*) "%}, 3.1)

where ¢ and k are variational parameters to be determined by minimizing the expectation value
of the energy . This expectation value is found as E, = (K — V))/N, where K, V and N are
the kinetic energy, potential energy and normalization constant, respectively. The integrations
are quite cumbersome and only K and N can be obtained in closed form in terms of Struve
and modified Bessel functions. The potential energy V is evaluated numerically using Gaussian

quadrature.
The minimized energy as a function of radius r is illustrated in Fig. 2. The limiting values
are Eop = —1 and Es, = —4/9 for small and large r, respectively, in agreement with the analytic

solutions in these limits. In between these limits, the curve interpolates smoothly between the
limiting values and the dominant correction at small r is —8(1 + v + In(r))r2.

In order to judge the usefulness of the different approaches used in the present work it is
essential to determine the appropriate nanotube radius 7 in excitonic units, i.e. in units of a};.
An important point in this respect is that, in fact, a}; varies between different nanotubes. The
relation needed for conversion is a}; = 0.529A¢ /i, where ¢ is the dielectric constant screening the
Coulomb interaction and p is the reduced effective mass. Whereas £ may be assumed the same for
all nanotubes, p must be derived from the curvature of the band structure and, hence, depends on
both radius and chirality of the nanotube. However, detailed studies [P2] show that a7 is roughly
proportional to the nanotube diameter and as a consequence r (in units of a};) is nearly constant
and given by r ~ 0.1a% if € = 3.5. It should be noted, though, that in media with little screening
a larger r/a}; is expected. The smallness of r means that approximations based on expansion
around r = 0 are expected to be accurate.

In figure 3 and 4, a comparison of variational energies and the results of the Coulomb model
is given. In both the 1s and 2p cases, reasonable agreement between the two approaches is found
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Figure 3: Energy of the four lowest bound states of the exciton with respect to the radius. Even
states were calculated numerically using (2.18). Notice that the energy of the second s state is
equal to the one of the first p state at zero. In red: graph of the ground state computed with the
variational method on the cylinder from [P1].

around r = 0.1a}. Also, in both cases, the variational result lies slightly higher than the Coulomb
model. The ground state has deviated by more than 100% from the plane value for radii around
0.1a%. An error of less than 5% is seen between the curves at this point. Note that if the curve
from the Coulomb model is lower in energy than the variational one, this does not means that
the approximation is better. Although in the variational approach the lower is the better since
the exact solution is always below the variational result, in the Coulomb model the exact value is
somewhere around the approximation, bounded by an error bound. In this work the error bound
was not calculated because, unfortunately, the compromises made to get a simple formula implied
a difficult calculus to optimize on the bound, even by numerical computations. For the first excited
state, the Coulomb model approximation for the energy is independent of the radius of the tube.
This must be a good approximation for very small radii. However, this approximation becomes
increasingly inaccurate as the radius increases, as the exact value should tend to the energy of the
problem on the plane with energy equal to —4/9a%; as do the variational curve.

4 Conclusion

The Coulomb model applied to excitons in carbon nanotubes demonstrates that the energy as-
sociated with each even state decreases to the energy of its closest odd state as the radius tends
to zero. Since each odd state energy is independent of the size of the tube in this approach, all
energies associated to excited states stay in the range (—1,0) (in effective Rydberg energy units).
So only the ground state diverges when the radius gets smaller. This is confirmed by the behavior
of the first variational excited state which converges to —1. The simple exciton model proposed
in this paper and studied both by means of rigorous perturbation theory and by a variational ap-
proach is a good starting point for attacking the difficult problem of electron-electron interactions
in low dimensional structures such as carbon nanotubes.
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Conclusion

Résumé

Une approche rigoureuse pour le calcul du spectre d’absorption optique des nanotubes semi-
conducteurs a été faite. Le nanotube a été modélisé par un systéme & grand nombre N d’électrons
évoluants a la surface d’un tore de longueur L ot est présent un potentiel périodique lisse dii aux
atomes. Les électrons intéragissent faiblement entre eux via un potentiel périodique approchant
le potentiel de Coulomb sur le cylindre infini quand L grandit. Il a été expliqué au chapitre 1
comment le probléme peut étre réduit & un probléme unidimensionnel en utilisant le fait que les
nanotubes possédent une rayon trés petit et avec ’aide de la théorie de perturbation. Le modéle
sur le cercle ainsi obtenu est décrit par un Hamiltonien avec potentiel périodique lisse et un po-
tentiel effectif entre électrons divergeant comme un logarithme en zéro et avec un comportement
coulombien & l'infini.

L’action de la lumiére sur le nanotube est ensuite étudiée au chapitres 2 et 3 et est vue comme
une petite perturbation appliquée au systéme unidimensionnel. Ceci permet d’obtenir la réponse
linéaire du systéme a la pertubation. La lumiére est décrite par une champ électromagnétique
classique allumé quasi-adiabatiquement. La formule du spectre d’absorption optique est reliée a
la conductivité du matériau, et cette derniére quantité est estimée & la maniére que Kubo. La
matrice densité, solution de I’équation de Liouville pour le systéme sur la ligne avec interactions
entre électrons, est introduite. Son existence et unicité est montrée. Elle est ensuite exprimée
perturbativement en puissance de Fp, 'amplitude des oscillations du champ électromagnétique,
jusqu’a l'ordre linéaire. Apreés avoir utilisé la supposition que le matériau est a basse température,
une premiére formule pour le spectre d’absorption est obtenue. Cette formule est fonction des
valeurs propres et vecteurs propres du systéme & N électrons avec interactions entre eux, décrit
par ’'Hamiltonien unidimensionnel du chapitre 1.

Au chapitre 4, le systéme avec intéractions entre électrons est analysé afin d’obtenir 1’ex-
pression de certains de ses états propres. L’Hamiltonien est exprimé dans le sous-espace de Fock
anti-symétrique & N particules avec comme base celle engendrée par les vecteurs propres du
systéme sans intéraction entre électrons. Ceci est une idée originellement proposée par les physi-
ciens dans [SS] et [Wa|. Par des considérations physiques, ’étude est réduite & un sous-espace :
il est supposé qu’il n’'y a qu’'une bande de conduction et une bande de valence séparés par une
lacune non nulle. Il est aussi supposé que I’étude de "Hamiltonien dans le sous-espace appelé
ici sous-espace de l’exciton, engendré par les états de plus basse énergie du systéme sans in-
teraction, est suffisante pour donner une bonne idée du spectre d’absorption optique. Ceci est
une hypothése que l'on trouve dans les publications physiques [Ma], [Wal, [El]. L’Hamiltonien
devient ainsi une matrice hermitienne de dimension (N + 1) (le spin n’est pas pris en compte).
La théorie de perturbation est ensuite utilisée par deux fois. Pour cela, il est supposé quelques
propriétés sur le spectre de l'opérateur final qui sont confirmées au chapitre 6. Premiérement, en
utilisant ’interaction faible entre électrons paramétrée par A, il est montré que le spectre de la
matrice peut étre approximée par le spectre d’une matrice diagonale par blocs, avec une erreur
d’ordre A\%. Deuxiémement, pour N grand, les états excités de cette derniére matrice agissant
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dans £2(N + 1) peuvent étre & leur tour approximés par les états de 'opérateur He,. agissant
dans L?(—m,m) avec une erreur d’ordre 1/v/N.

Au chapitre 5, il est montré que les états propres de He,. peuvent étre approximés, pour A
petit, par ceux de ’'Hamiltonien h, agissant dans L?(R) avec une erreur d’ordre A*?|1n \|. En
se servant des résultats de toutes les approximations successives, la formule finale du spectre
d’absorption est exprimée en fonction des états propres de h.

Au chapitre 6, 'Hamiltonien h, est comparé & I’Hamiltonien étudié dans [CDR2|. Le rayon
du tube étant fixé, et pour N grand, leur spectre est asymptotique quand A tend vers zéro. 1l
est déduit une expression analytique pour les valeurs propres et vecteurs propres de he, pour
A petit et r fixé. L’'influence du rayon est discutée briévement. Enfin, la validité de 'étude
mathématique de [CDR2| est mise & I’épreuve en comparant ses résultats analytiques avec des
travaux variationnels faisant référence chez les physiciens : il est observé une concordance des
résultats et ceci a donné lieu & la publication [CPR].

Les résultats et leurs limites

D’un coté il existe des études physiques théoriques [El|, [Wa| sur le spectre d’absorption
de matériaux semi-conducteurs, qui établissent, sous les hypothéses exprimées précédemment,
qu’une approximation du spectre d’absorption optique d’une structure & grand nombre de par-
ticules peut étre obtenue en étudiant uniquement les états propres d’un certain modéle a deux
particules appelé “exciton”. Ces études ne donnent pas précisément la dépendance du modéle
de 'exciton par rapport aux parameétres physiques du systéme étudié, par exemple le rayon du
tube, ni les erreurs commises. De 'autre coté il existe des travaux [P1], [P2], [KCM] étudiant
directement un modéle & deux particules sur un tube interagissant avec un potentiel de Coulomb
et prenant en compte les caractéristiques du nanotube de carbone. Ces articles donnent des ré-
sultat précis, notamment sur la relation entre le rayon du tube et le spectre, mais il n’est pas str
que leur modele ait un lien avec le spectre d’absorption. Une étude [A97| tente de relier les deux
problémes mais ’expression finale de ’exciton est assez complexe et ne semble pas permettre un
calcul analytique, de plus elle n’établit pas de lien avec les potentiels d’interaction utilisés par
Pedersen et Kostov et al..

Le travail présenté ici établit un lien entre les différentes études. Il montre d’abord que le
spectre d’absorption pour un nanotube semi-conducteur est lié¢ au spectre d’'un Hamiltonien &
deux particules (avec centre de masse séparé) sur la ligne interagissant a travers un potentiel
effectif dépendant du rayon du tube. Ensuite il est montré que les états propres du modéle étudié
par Pedersen sont approximés par le méme Hamiltonien unidimensionnel. Ce travail fournit aussi
des expressions quasi-analytiques, dépendantes du rayon, pour les valeurs propres et vecteurs
propres de I'exciton, non seulement pour I’état fondamental mais aussi pour les états excités.

Mais la présente étude a aussi des limites qu’il est intéressant de discuter. La plus importante
concerne la justification de la réduction au sous-espace de I'exciton. On a vu que ce sous-espace
ne correspondait pas au sous-espace incluant les états propres de plus basse énergie du spectre de
I’Hamiltonien considéré. On ne peut pour l'instant pas justifier cette réduction mathématique-
ment et I'on a donc admis 'argumentaire physique qui suggérent que cette réduction donne des
informations précises sur le spectre pour un systéme a basse température. Mais on sait que des
systémes plus complexes que I’exciton, formés de plus de deux quasi-particules, comme les biex-
citons, peuvent exister et ces systémes ont des niveaux d’énergie plus bas que ceux de l'exciton.
Ils devraient donc apparaitre dans la formule du spectre d’absorption optique.

Les calculs perturbatifs faits dans cette étude ne comportent pas d’applications numériques
et les résultats sont donnés de maniére qualitatives. C’est & dire qu’on ne peut pas calculer de
barres d’erreurs & partir des résultats ni déterminer le rayon exact pour lequel les approximations
ont un sens.
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Enfin, la question de la réduction du probléme & une dimension faite au chapitre 1 pour des
rayons r petits reste en suspend car le comportement du le spectre de 'opérateur limite avec r
n’est pas connu.

Perspectives

Un des développements intéressants de ce travail peut étre ’étude du biexciton. Pour cela
il faut considérer un sous-espace de I’espace de Fock plus grand que celui choisi au chapitre 4.
C’est a dire qu’il faut aussi prendre en compte le sous-espace engendré par les fonctions propres
non perturbées correspondant & 2 électrons dans la bande de conduction et 2 trous dans la
bande de valence. Cette étude n’a jamais été faite et cela permettrait peut étre de justifier la
réduction au sous-espace de 'exciton, en montrant que les pics d’absorption dus aux biexcitons
soit n’existent pas, soit sont beaucoup plus faibles que ceux des excitons. En effet, on sait que le
spectre d’absorption ne dépend que du module au carré de la valeur en zéro de la fonction propre
de D’exciton. Ceci représente la probabilité que les deux quasi-particules se trouvent au méme
endroit. Intuitivement, on peut comprendre que 'annihilation d’un exciton est proportionnelle &
la probabilité que les deux quasi-particules se trouvent au méme endroit. On peut supposer que
cela est aussi vrai pour le processus inverse, I’absorption d’un photon créant un exciton, bien
que moins évident. Sachant cela, on peut conjecturer que la partie du coefficient d’absorption
dépendant des états propres du biexciton sera proportionnelle & la valeur en zéro de la fonction
d’onde de ce systéme, c’est & dire & la probabilité que 2 électrons et 2 trous se trouvent au
meéme endroit. On peut supposer que cette probabilité est assez faible et donc amplitude des
pics d’absorption correspondants aux niveaux du biexciton seront trés faibles et difficilement
détectables par les expérimentateurs, bien qu’ils existent. L’étude du biexciton devra confirmer
cela.

On doit aussi étudier le comportement du spectre de I’Hamiltonien unidimensionnel par
rapport au rayon du tube pour pouvoir définitivement conclure sur la réduction a une dimension.

La généralisation de I’étude & toutes les nanostructures en une dimension comme les nanofils
ou les guides d’ondes quantiques est aussi une voie possible. La réduction & une dimension pour
ce type de structure est similaire, elle consiste & projeter le systéme sur les modes propres du
Laplacien suivant la direction transverse et & montrer que le spectre de basse énergie est décrit
par 'Hamiltonien projeté sur I’état transverse fondamental.

On pourra aussi tenir compte d’un nombre de bande dans le semiconducteur plus impor-
tantes que 2. Ceci pourra permettre d’obtenir des résultats plus complexes comme suggéré par
le papier [KM].

Un travail avec des résultats plus hypothétiques serait d’essayer d’obtenir la réponse non
linéaire du systéme & la perturbation lumineuse. I1 faut montrer que ’on peut développer 1’ex-
pression de la matrice densité jusqu’a l'ordre 2 de la perturbation electromagnétique mais il n’est
pas str que ce soit possible pour ce type de perturbation non bornée.
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Annexe A

Propriétés du potentiel
électron-électron

A.1 Potentiel électron-électron sur le cylindre

Soit
1

2
\/:132 + 4r?sin®(5%)

sur le cylindre infini. On remarque d’abord la propriété suivante :

V! (z,y) =

- 1 1 1 Ty
V() = - Vi),

c 9
T\/(%)2+4sin2(%) T r’r

La projection en une dimension que l'on appellera ici v/ posséde aussi cette propriété :

off \T) =5 ==
217 )y \/;U2 + 472 sin?( (%) 21 Jon 2 + 472 sinz(%)

).
o —W\/% + 4sin?(¥)

= oke()

r

La fonction véﬁ« peut étre exprimée comme une combinaison de fonctions spéciales :

vi(z) = 1/W 4y ) (A1)
21 Jon [a2 + 4sin®(¥) Tl

ou K désigne U'intégrale elliptique compléte de premiére espéce, voir [AS, 17.3.1]. Cette fonc-
tion est continue sur R\{0} et vl; est donc localement intégrable en dehors de Porigine. Les
comportements asymptotiques de velff sont :
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On en conclut que vlz € L?(R) and donc v’ € L*(R). Le calcul numérique donne,
|vls]|3 = 3.5143.

On peut aussi remarquer que velﬁ est intégrable sur tout intervalle borné de R. Enfin, pour r > 0

7'2_0011 2d_112
ozl = [ 1-ola(D)Pde = —flulgl.

—0o0

La transformée de Fourier de ’Uéﬁ est :

Vet (p) = \/>Io(|P’)K0(|P) (A.2)

ou Iy et Ky sont les fonctions de Bessel modifiées de premiére et deuxiéme espéces respectivement,
voir [AS, 9.6]. On a aussi pour la dérivée d’apres la formule [AS, 9.6.27] :

(o)’ (0) = Sgn(p)\/z(h(pl)ffo(lpl) — To(lp)) K1 (lp))) - (A.3)

On peut calculer les dérivées successives a l'aide de la formule [AS, 9.6.29] et elles s’expriment
comme combinaisons de fonctions de Bessel.
On a le comportement asymptotique suivant :

V2, \/>10g (Ipl) + \/> (= +log2) + O(p* log |p|),

—oo 1
ZWUéff(p) = ’p‘ + O( 2)

sup {[ilgl, [pl = 1} < +oc

ol 7y est la constante d’Fuler.
On a la propriété suivante :

o1 x
it(e) = [ Pplade = [ e oly(2)do
R R T T
1
= e (rp)- (A4)
On va maintenant donner une majoration de ﬂﬁs. Soit f la fonction telle que :

fR —- R
log?(z) + 1

avec C' un nombre positif.
241 P

fix — C

~1 2 o . kg (@) 2 (22 +1)
Alors [Ug(2)|* < f(x) V o € R. On le prouve en définissant la fonction g(z) = RGITIrEE e

— (i) g € C°(R*) car les fonctions de Bessel sont continues, la fonction Ky posséde une
discontinuité en 0.
— (44) lir% g(z) = &. Soit g 'extension par continuité en 0 de g.
Tr—>
— (zi7) lim g(z) =0
T— 00
alors g est bornée. On trouve par le calcul numérique

log?(p) + 1

211 VpeR (A.5)

102 (p)? < 0.646
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De méme,
ICett, ¥p € R [T (p)| < Corr(|log([pl| +1).

avec Ceg =~ 0.803229.
En utilisant les relations 9.6.7-9 de [AS] on obtient pour p assez petit qu’il existe Cy, Ca, C3 >

0 tel que

Ch 1

|(tee)' (p)] < (e)" (D < =5, 1(0eg)"' ()

< 22, (A.6)
Ip| p

<5

Ip X
On remarque aussi que les dérivées successives de f)éﬂc s’écrivent avec les combinaisons de termes
I,K, avec p,v € N et d’aprés [AS]| la valeur absolue de ces termes est croissante sur R~
décroissante sur RT et ces termes possédent une singularité a ’origine.

A.2 Potentiel électron-électron sur le tore

On rappelle que
1

VI(z,y) = .
\/m2 + 4r2 Sin2(2y7)

C

On peut proposer deux premiéres définitions pour la périodisation du potentiel V. qui entrainent
des résultats différents. Les deux définitions sont les suivantes : pour y # 0

vrl(z,y) Z / —gma’ V(a2 y)dac f (A.7)

mezZ*
et

L/2

)27
mz m/m v

vk (z,y) Ty (2 y) (A.8)

Il faut faire attention ici au terme m = 0 car l'intégrale sur R de V. n’est pas définie, c’est
pourquoi on introduit ces deux définitions.

Le deuxiéme modéle est en fait I’application de la transformée de Fourier sur le cercle puis
de la transformée inverse & V. tronqué. On obtiendra donc un potentiel qui sera V. tronqué
périodisé et qui ne posséde pas de dérivées continues en (—L/2) et L/2. Comme on a besoin dans
I’'étude que les dérivées soit continues partout, on laissera de coté cette définition.

Le premier modéle semble intéressant mais ce potentiel est singulier quel que soit x si y =0
(voir plus bas). Il posséde toujours la singularité en (0,0), comme V., mais il y a une singularité
nouvelle pour y = 0 et tout z # 0 qui se comporte comme Iny quand y tend vers zéro. Ceci est
un peu génant et on va préférer la définition de VCT’L suivante :

vrl(z,y) Z / —iEmal o, )d:c2i+ 1/L/2 VI y)de'  (A.9)
Y) \/ﬂ Y I I c\THY .

mEZ* —L/2

ol le deuxiéme terme est le terme m = 0 tronqué, qui va tendre vers zéro quand L tend vers
'infini en se comporant comme In(L)/L. Ce potentiel est périodique en z, et on va voir qu’il se
comporte comme V. autour de l'origine et qu’il est continu avec au moins sa deuxiéme dérivée
continue. On va maintenant analyser les modeéles (A.7) et (A.9) pour étayer notre argumentaire.
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A.2.1 comportement du modéle (A.7)

On va étudier le comportement de ’equation (A.7). Pour tout y # 0 on peut écrire

x )27
VrL 2 “Imax / —i2= ma: Vr d
)= g X @ aa T
m
1 L2 e 2
_ — Z ez—mx - /L/2 z%mx ‘/cr(xl,y)dxlfﬂ-—f—
v mezZ* Y
- 1 & 2 2
T Z e''F mx\ﬁ L/QQCOS(gmx')Vc’"(m’,y)dw’g (A.10)
mezZ*
Le terme [;
On écrit I; comme étant :
- Liz o 1 1 L2
Ley) =Y dEme / TEMVI @y~ 5 [ VI y)da?
_ L L J_
e L/2 L/2

Le premier terme contient ’application sur V. tronqué de la transformée de Fourier puis de son
inverse sur le cercle de longueur L. On a donc par unitarité de la transformée de Fourier que ce
terme correspond au potentiel V. tronqué sur le cercle et périodisé. Le deuxiéme terme peut étre
calculé et l'on trouve :

L/2 L/2 1
[ v~ | da’
—L/2 —L/2 \/z’Z + 4r2sin? £

L L
=2In(= + \/(2)2 + 472 sin? 2y ) — In(472 sin’ 2y ).

2 T T

On note qu’il y a une singularité logarithmique quand y tend vers zéro. On remarque aussi que
pour L tend vers I'infini cette partie se comporte comme In(L)/L donc tend vers zéro (sauf pour

y =0).
Le terme I,

On va montrer maintenant que le terme I est borné uniformément en z et y. On réécrit Is
comme

7r 2
Z s mx/ cos(%ms)Vcr(s,y)ds

mEZ* L/2
2 2 /OO 2

= — cos(—mzx cos(—ms) V. (s,y)ds
ngl Cpma) [ eon(mave (s,

2 2m
=7 Z cos(fmx)J(m,y).

m2>1

On va noter par (V) la dérivée de V. par rapport a la premiére variable. En intégrant par
parties une premiére fois :
L o 27

J(m,y) = —5—— i sin(——ms) (V) (s, y)ds
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puis une seconde fois :
L \° L L \*[>® 2
moy) = —eostem) () V2V G = (g5 ) cosCGman vy o
On peut majorer le terme ci-dessus par

|ﬂmw_<13fmwfln+<L>2

2mm 2mm

/WKWY@wWB

L/2
On a
—x
VY (2, ) = A12
( c ) (QT y) (JIQ + 47,2 Sin2 %)3/2 ( )
et
32 1
V’r " , —
Ve (e.9) (22 + 472 sin? %)5/2 (5132 + 4r2 sin? 2L )3/2
_ 1 222 — 4r? sin? o (A.13)

2 24in2 X)3/2 2 24in2 L
(22 + 4r2sin® 2£)3/2 22 4 4r2sin®

et on remarque que (V)”(z,y) > 0 pour tout & > 2r et pour tout y, on peut donc écrire pour

L >4r
\ﬂmwﬂé<'L>20€HL n+( L)Qﬁwwm%&w@

2mm

/2
L\ L
< 2 - r\/
<250 ) VY G
La fonction J(-,y) est donc sommable en m quel que soit y € [—nr, 7r) et le terme Iy
L ee 2
I( = —-2L g cos( L . m2) cos(mm) (V1) (=, y) + / cos(—ﬂms)(Vg)"(s, y)ds | (A.14)
m>1 27Tm 2 L/2 L

est majoré uniformément en z et y par une constante. En effet,
L
)l (A.15)

L
I < = V’r‘ e~
Be,)] < SV
On peux noter que (V") se comporte comme 1/L? quand L tend vers I'infini et donc I5 tend
vers zéro quand L tend vers I'infini.

A.2.2 comportement du modéle (A.9)

On écrit ce modéle comme suit :

VTL(IL‘ y Z mx__~ /L/2 _Zme VT($ y)d 21_1_
\/27‘( V2 L/2 L
,2m
+E Z e Tm m/LﬂZcos —ma" VI (2, y)dz' T (A.16)
meZ*

=: Mi(z,y) + Ma(z,y) (A.17)

Le premier terme, M, contient 'application sur V. tronqué de la transformée de Fourier puis
de son inverse sur le cercle de longueur L. On a donc par unitarité de la transformée de Fourier
que ce terme correspond au potentiel V. tronqué sur le cercle et périodisé. On vient de voir dans
Pétude du modeéle (A.7) que le terme My = I3 est borné uniformément en x, y, il n’apporte donc
pas de singularité supplémentaire et au contraire il va permettre au potentiel périodisé d’étre
dérivable aux points (—L/2) et L/2.
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Dérivabilité
Lemme A.2.1. Pour tout r > 0,L > 1, y # 0, la fonction V. ( y) posséde une dérivée

continue, négative.

Démonstration. on a pour y # 0

VrL l’ y Z e QTrmx/\ z%’rms‘/g“(s,y)ds_i_
mEZ*
1 L/2 - 27
+ 7 /L/2 e "LV (s, y)ds (A.18)

Comme V', (VI) et (V)" sont nulles a U'infini, d’apres les relations (A.12) et (A.13), on integre
le premier terme par parties deux fois :

- 27
[ee) o [e’¢) —z—msLQ
[ ez = [ o sads

e oo (27rm)
On a aussi
202 — 4r?sin? L 24xr?sin? L
V " - v " x, 2r Vr 2r
( ) ( y) ( C) ( y) 332 +4T2 51n22y ( ) ( )(272 +4T2 Sin2 %)2
et
222 — 412 gin? o 24272 sin? £

VT (4) ’ — Vr " , 9 Vr "
(VYD (2, y) =(VI)"(« y)x2+4r28m2% +2(V) (=, y)(w2+4T281 > )3

24r?sin® £ (=222 + 4r?sin? £) (22 + 4r?sin? )
(22 + 4r?sin? 2 )4

+ (V) ()

qui sont nulles & Pinfini, et qui sont intégrables : pour y # 0 (V)" (-,y) et (VI)H(-,5) se
comportent comme 1/23 & infini. Ce qui permet d’écrire

- 27
o) m o) e—zfmsLZS o] e—z—msL4 ,
|z as == [ s = [ S (VW s

—00 —00 (—127rm) —00

et donc on a d’une part

(VErY (z,y) =

1 2imm
L L
mezZ*
1 L

- L (27rm
mezZ*

- 27 o0 - 27
esza:/ e-ZT'ITLS‘/'C'f’(S7 y)ds
—0o0
.27

)2622137771:1: / e—z 7 ms(Vr)///(& y)dS <A19)

qui est négative car (V)" (-,y) > 0 et d’autre part

(v L)// (z,y) = —— Z 7Tm ZQme/ e_l%mSVCT(S,y)dS
mez* -
- _ 2 lg—ﬂmx 71—ms \(4)
_ % ) / e ms (YY) (5 y)ds (A.20)

que l'on peut majorer par

VY @)l <7 3 (e [ 200D s lds < (A21)
mezZ*

qui montre que (VCT’L)” existe pour tout x. O
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Positivité
Lemme A.2.2. Vx e R,y € [-nr,7r), r >0 et L >0, VCT’L(IL‘,y) > 0.

Démonstration. On a vu en (A.15) que l'on avait I'estimation

L L LL 1
L(z,y)| < = |(V]) (=,
1 1
< —
-3

\/(%)2 + 4r2 sin? o

.- , L , L. ., .. .
D’autre part, comme I; est positif et égal a V" tronqué périodisé en x, son minimum est atteint

au point L/2 et
1

\/(%)2 + 4r2 gin? o

ce qui montre que quel que soit x € R et y € [—m,7), on a [1(z,y) > |I2(x,y)| et donc VoL est
positif. 0

L
[L(z,y) = Ve (5

Q,y)z

Interversion entre projection et périodisation

On rappelle que vy, a été défini par :

1 wr .
vp(z) = 27Tr/ VC’L(%y)dy

avec

VIE(z,y) > T / —Eme Y ()i 2 4 L / - V(2 y)da!. (A.22)
\/27r opr-N \/271' L L

—L/2

On rappelle aussi que

™ 1 o '
(@) = —— / V7 (2 y)dy

2mr ) _

et on veux montrer que l'on peut intervertir les sommes et intégrales, c’est & dire :

Lemme A.2.3. On a la propriété suivante :

1 - 2m 1 (R
e T yle (2 )da — + — / v (2)da’ A.23
m ) T p [ har a2

Démonstration. On reprend les notations définies en (A.16) :

vp(z) = \/ﬂ Z

mezZ*

1 mr r

1
’UL(JZ’) =5 Ml(xvy)dy—i_f MQ(x7y)dy

D i - ™ J _nr
=: Ni(x) + Na(z).
Pour la partie Ny, on a
r o L/2

‘ 27 1
Ni(z) = / Z elem/ e_l%msvcr(s,y)dszdy

2mr ) g meZ, —L/2

. Lz, 1 wr 1
— eZZL m.z‘/ e—zims/ Vcr(svy)dydsz

meZ —L/2 27r —nr
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car la transformée de Fourier sur LS'et son inverse sont appliquées. Pour la partie No on va
écrire, d’apres la relation (A.14),

Ma(z,y) = Ix(x,y)

:—QLZCOS Lma) <cos<7rm><vz>'<§,y>+ / cos<2§m8><vz>'<s,y>ds). (A24)

27rm /2
On peut maintenant utiliser le théoréme de Fubini pour inverser somme et intégrales car la
quantité ci-dessous :

1 L o
R ‘/Crli7y +/ ‘/Cr//s7y ds
2 Gy <|< VGl [0 )
est bien définie. On écrit

1 mr

NQ(x) = M2(x>y)dy:

—TTr

— oy cos(Fma) <cos(7rm)27lrr / "y (L y)dy+

27rm
m>1 -nr

st [ ).

27y

/2 27r —7r

Maintenant, d’aprés les propriétés de vl (données en annexe A.1), cette fonction est dérivable
une infinité de fois en dehors de zéro et on peut échanger dérivées par rapport & x et intégrale
par rapport a y et

Na(z) =
oy el OSEMD) (st (g (L) + / " cos(Fms) (vfe) (s)ds (A.25)
= (2mm)? D) L/ L off ‘ '
Ceci nous donne donc le résultat. O
Intégrabilité

Lemme A.2.4. Pour tout r > 0,L > 1, v;, € L?(S1) et il existe deuz constantes numériques
c1,co > 0 telles que

c1
lrlZes,) < - e

Démonstration. On part de la relation

1 wr
vp(z) = / VI (x,y)dy

Y0 —

et on utilise Iexpression de VZ** obtenues précédemment en (A.16)
Vit (e, y) = Vi (2,y) + B(z,y),  zeSp

et la majoration (A.15)

B 9)| < SV (S,

5 Y-
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Ceci donne I . I
< T - T"i
(o) < W) + 5 [ 10V (G0l

et d’aprés A.1l le premier terme est de carré sommable sur S, et

L/2 12 L
[ o@Pde < 24 10 (G0 <
—L/2 r
avec ci,cy > 0 indépendants de L O

A.3 Potentiel électron-électron sur le cercle

On va montrer que le potentiel périodisé sur le cercle, définit par la fonction vy en (1.4) sur
[—L/2,L/2), converge au sens de la norme L%(R) vers le potentiel sur la ligne, noté v’g, quand
L tend vers l'infini et pour tout r > 0.

On introduit yp la fonction caractéristique de intervalle (—L/2,L/2), on va maintenant
montrer la propriété suivante :

Lemme A.3.1.
|veg — xLvLllr2m) < or(1)

Démonstration. On a premiérement
> 2
10 = 30wl = xwo)lom =2 [ lale)de

et comme vjg € L?(R), avec le théoréme de convergence dominée, la quatité ci-dessus tend vers
zéro quand L tend vers l'infini.

Deuxiémement, on regarde maintenant le comportement dans 'intervalle (— L, L). On désigne
par x5 la fonction caractéristique de l'intervalle de longueur L? ,0 < 3 < 1, centré en zéro. On
peut écrire en utilisant le théoréme de convergence dominée

L
r 7‘ L—oo
100 = o heaete = xeon)lize) <2 [ (uia(a) + (o) P)da £ 0

car ces deux fonctions sont de carré sommable sur (—L, L) et tendent vers zéro sur (L, L) quand
L tend vers 'infini.
Pour la partie o |z| < L?

27r(7z+1) \/27 9
] Q i 27 o~ Q
Xpo (@) (Wi () —vr (@) = Y Uig(k)e™dk — == > T (S5om)—

mj<zi+s 7 5T L m|<L1+8 L
m#0
1 L/2
- = veg(s)ds
i),
x , 1 rL/2
:/ e (k)e’ ™ dk — / vl (s)ds+
0 LJ-r
2n(mt1) )
-~ ik P27 e~ ™
+ Z 2rm <Ueff(k)ek —e'l veﬁ(Lm)> dk. (A.26)

|m|<L1+6 ° L
m##0
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Pour le terme autour de zéro, en utilisant le comportement & 'origine de U donné dans 'an-
nexe A.1, il existe Lo > 0 et C3 > 0 tels que pour tout L > Lg

27T 21
[ awetan < |veﬂ<k>|dk=/ ()
0 0 0
2 K InL
< [Tiesmpif < BHe,
0

ou Cy est une constante positive. Le deuxiéme terme tend aussi vers zéro quand L tend vers
I'infini comme (In L)/L, voir discussion dans la section A.2.1. On étudie maintenant le troisiéme
terme de droite de (A.26). On a

. Jor 2 2 . . Jor 2
T (k)™ — elimﬁgﬁ(jm\ - \@“gﬁw) — p(Fm))e™ 4 (7 — TS m)
27 27

~r -~ tkx i2Zma
< [T (k) — T ()| + [0l (m) (€ — )| (A.27)

On traite d’abord le second terme de droite de la relation ci-dessus. On a d’une part

2w (m+1)
T 2 ; 2m
Z y L e ;m)(ezkx _ ez%mx)’dk <
0<|m|<L1t8
2W(TZ+1> Yy 2T . 2w
< Z . ’Ueff(fm)z sin((k — fm) = )dk.
0<|m|<L+5

On utilise |sin((k — 2ZZm)%)| < |(k — 2Em)%| < 2T|Z| et pour chaque x # 0,

(m+1)
> /m " (Tt — Tk <
0<Im|<L
< Y el T T < w(z?) 2l (A.28)
- N L L
0<|m|<LB

ou C, > 0, car comme Vg se comporte comme 1/k & I'infini, sa série diverge comme un logarithme
a l'infini. On va maintenant établir quelques propriétés sur v)g, de la méme maniére qu’au
lemme 4.3.9, ce qui va nous permettre de finir la majoration de A.27.

Lemme A.3.2. [l existe Ly > 0 et deux constantes Co > 0, C3 > 0 telles que pour tout L > Ly,
O<a<l,m#O0et|k—m|<2E
i) Sil<|m|< L7

Co
-r k _nr - < _Z.
/Ueff( ) /Ueff( Lm)‘ = |m|
i) Si L17 < |m| :
~r ~r 27 CS
Ueﬁ(k) - Ueff(Lm)' < J1-a”

Démonstration. Pour i), on utilise ’hypothése établissant que pour z assez petit, il existe une
constante C; > 0 telle que 0" (z) = Cy In|z|+O(1). Lci, comme 1 < |m| < L'72| il existe Ly > 0
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tel que pour tout L > Lo on a 2mm/L assez petit et avec [k — 2Xm| < 2F, k est aussi assez petit
pour écrire
27 27
Ve (k) —Oeg(——m) || = C1 | In[k| = In|[—m|
L L
kL k—2m
=Cy |In|.—|| =C1|In|1 + —L—|
2mm +
Puisque [k — 2Zm| < 27, alors |Lk2;#] < 1 et on peut écrire :
2w kE—2m kE—2m 1
o (k) — Ui (5=m)| = C1 [In[1 4+ —L—| < Oy |—2—| < Co—,
L T m m|
avec Cy > 0.
Pour 4i), on utilise que 7z € C! en dehors de l'origine. Alors
27 27

Oege (k) = D (-m) + (b — —-m) (Ug)' ()

ot k € (¥m,2%(m+1)). Avec l'aide de l'annexe A.1, il existe une constante Cs telle que
C-
() @)] < G et
27 2m
e (k) — Ogg(5-m)| < —  sup  [(Tgg)' (k)]
L L
Ikle(£& 00)
2m L
< ——Cs.
— L 27
O
On peut maintenant finir d’établir la majoration de (A.27). On écrit
2w (m+1) 9 2w (m+1) 9
L ™ L, T
S0 v s S [T @ - o)k
1<m<L+8 Y L l<m<ILl-a" "L
27 (m+1) 2
-z ™
Y T e — ST

Ll—a<m<L1+8

Le premier terme est majoré en utilisant ¢) du lemme précédent, le deuxiéme en utilisant ii). Ce
qui donne :

L ~ 27 CQ 1 03 8 1
> |Vegr (k) — Ueff( m))|dk =T > —tIia IL” — Ta

2mm

1<m<IL1+8Y L l<m<Ll-«

27702 1— C3
< In(L1~) 4+ =2 | LAt ).
<=7 n( )+L! |

Pour que le dernier terme tende bien vers zéro quand L tend vers I'infini, on doit choisir a+3 < 1.
On choisit « = 1/5 et 8 = 3/5.
On a donc obtenu :
Ix 1o (2) (vl () — v (2))| < O(L7P). (A.29)
Comme on sait que 07 et Uy, sont des fonctions L*(R), on peut majorer (A.29) par une fonction
L?. On utilise le théoréme de convergence dominée qui nous donne que

L—oo

Ixzs(veg — vr(x)l| "= 0.
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Annexe B

Détail de certains calculs

B.1 Noyau et norme L’

Ceci est Padaptation du théoréme XI.20 de [RS3] au cas du cercle. Soit f,g € L3(T'S'), alors
l'opérateur

f(2)g(=iV)

est un opérateur Hilbert-Schmidt et sa norme est majorée par :

17 @)g(~iV)llus < ezl

On definit la transformée de Fourier de la fonction f € L?(TS') sur le cercle de période T par

T/2
o) =g [ pa)e Frds

—-T/2
et la transformée de Fourier inverse par
(F'N)p) =T (a
PEL
On a pour ¢ € L*(TS")
(9(=iV)¥)(z) =(FH(g¢) ()
2m 1 [T _s2m
=2 ¢ Y(y)e " THdy
= T2
LTS ey
== > T g(p)g(y)dy
~T/2 57
1 [T/?
=7 9(x —y)d(y)dy
—T/2

et donc Popérateur f(x)g(—iV) est un opérateur a noyau avec pour noyau 1/7 f(z)g(x —y). La
norme Hilbert-schmidt donne

T/2 T/2
1f@o-iV)hs < 35 [ [ 1r@)ae - ) Pdady

T/2J-T/2

L ) T/2 )
<7z [, s / () dy.

~T/2

191
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B.2 Borne relative avec deux potentiels

On a Hilbert space H let us define the operator Hy with domain D(Hj) and two symmetric
operators V and W, Hy-bounded with relative bound smaller than one. That is for ¢ € D(H),

V[l <ar|[Ho|| + ba |||
W3l <az||Howl| + b2||4]]

with a1,a2 < 1. Then,

W <az||(Ho +V — V)| + bl
<az|(Ho + V)|l + a2||[Vap|| + b2||¢]|
<as|[(Ho + V)| + aga1||Hotp|| + azbi ||| + ba|2)|]

<ap ¥ afl|(Ho + V)|l + (agb1 Y _ af + ba)[|3)||
n=1

n=0
ai

I(Ho + V)9l + (azb1

1—aq 1—a1

+02)[[¥l-

<az

So W is (Hp + V')-bounded with relative bound smaller than one if

ay +as < 1.

B.3 Résolvente compacte et perturbation bornée

Let Hy be a self adjoint operator with domain D(Hy) and with compact resolvent. Let V' be
a symmetric Hyp-bounded operator with relative bound smaller than one. Define H := Hy + V,
notice that this operator is self adjoint on D(Hj) from Kato-Rellich theorem. Then,

(Ho+V +i) = (Ho+149) = (Hy+i) 'V(Hy+ V +i)" % (B.1)

Let us write :
V(Ho+V +i) ' =V(Ho+4) ' (Ho+i)(Ho+V +14) .

The sequence (Hg + i)(Ho + V +4)~! has domain H” and is closed since Hy and Hy + V are.
So by the closed graph theorem, this is bounded. Since V' is Hy-bounded, for all ¢ € D(H)

Vol < alHogll + bl ¢||
If we define ¢ € HY such that ¢ = (Ho + i)~ "y € D(Hp), then

IV (Ho + i)'l <all(Ho + i —i)(Ho + %)~ + bl (Ho + )~ '9||
<ally || + (a +0)[[(Ho + )~ v||

which is bounded. Now in equation (B.1), the first term of the rhs is compact and the second
term is a compact times a bounded operator and therefore a compact operator.

B.4 Une estimation pour ||(H — p)(H — 2)7}|

Assume that H is a selfadjoint operator. Introduice the parameters z € p(H)NR, u < inf o(H)
and define

f:o(H) — R (B.2)
iz e f@)—‘”“"“' (B.3)

I
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With the spectral theorem :

H—2)"YH-p)| = sup ﬂ.
I =27 =l = sup =

One has several cases to study :
~Ifz<pthenz—2>0. f(z) =L f(z) = (x z)2 > 0, then sup,, f(x) = lim,— f(x) =

r—z’
1.

- If 2> pand z <info(H), then z — 2z > 0 and sup,, f(z) = lim,_,_ f(z) = 1.
— If 2 > p, z €]z_, 24| where z_ is the closest value of the spectrum of H below z and z4 is
the closest value of the spectrum of H above z. If x < z_, f(z) = =4, f'(z) = (Z I)Q > 0.

f is maximum for x = z_, supr( ) = flzm) = =L Ifx > 2y, f(z) = Z=£, fl(x) =
(x 2)2 < 0 then sup f = f(z4+) =

sup f(x):max{z_er Z_M,ZJF_ZJF Z_N},
z€o(H) g = 2 Z—2- Zy —2 24 —Z

which we can write

zZ— zZ— zZ—
sup f(x gmax{1+ , 1+ }:1+.
o7 e e T aG o)

Finally,

I(H = 2)" (H — )| < max{lvl * d(f;&»}

B.5 Une estimation de matrice

Soit A et B deux opérateurs bornés agissant sur un espace de Hilbert, on va montrer que

0 A
< .
15 5)]=ranne
On peut écrire

voa) =< G 5) () C) *
. sup . : >|= sup |[(Au,u)+ (A"u,v) + (Bv,v)|
H<A 1(0)] 1= 1 A* B) \v) " \v ()| =1

0 LA [l
< sup 2||A|[|lull||v]| + |B||||v||* = sup u,v(
o [Al ol + 1Bl ||(u,v)H:1(H I [lo1) 1Al 121) Ul
<A

o Ay est la plus grande valeur propre de la matrice :

_ 1B+ VIIBI? + 4[| A2

< Al + 1Bl

B.6 Relativement compact et relativement borné

Soit A un opérateur auto-adjoint et B un opérateur symétrique relativement compact & A
e. : pour tout z € p(A) Uopérateur
B(A—2)!
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est compact. On va montrer que B est relativement borné & A avec borne relative nulle. Comme
B(A — z)~! est compact, il est aussi borné et il existe deux constantes a et b telles que pour
¢ € D(A)

[Bo|| < alAg| + blj¢]-

Nous allons d’abord établir le résultat suivant : si B est relativement borné 8 A avec borne
relative a alors

lim ||B(A+in)™!| < a.
En effet, on peut écrire pour ¢ := (A +in)¢
IB(A+in)~'¢|| < allA(A +in)~ "] + bl (A +in) 9|

et comme avec le théoréme spectral on obtient que ||A(A + in)~!| = 1, ceci implique que

b
IB(A +in) " || < allll + — 1]

Si n — oo on obtient bien le resultat. Prouvons maintenant que ¢ = 0 dans notre cas. Soit
z € p(A), on peut écrire :

B(A4+in) ' =BA-2)"YA—-2)"YA+in)"?

ott Popérateur (A — z)~'(A + in)~! converge fortement vers zéro quand n tend vers I'infini et
comme B(A — z)~! est un opérateur compact, B(A + in)~! converge en norme vers zéro.

B.7 La formule de Krein

Let {A(2)},cc be a bounded family of self-adjoint operators on a Hilbert space H and be
such that A=1(2) is analytic for z € p(A) C C, since it is self-adjoint we have the property that

lim  |[A~L(2)] = 0. (B.4)

Im(z)—o0

In the polar decomposition of A(z) = U(z)|A(z)| the operator U(z) is unitary and commutes
with |A(z)] since A is self-adjoint. Let 6 € H be a vector and define the rank one operator

)\2

We are interested in writing down a convenient formula for the inverse of A(z) 4 Vjp. For that,
note first that Vp may be written as Vy =: sgn(z)B; By, where By : H — C is given by By(f) =
0, f)N//|#| and B} : C — H is given by Bj(t) = t0\//|z|, with A > 0, z € R*. We can write

A(z) +sgn(z) By By = U(2)V/|A(2)] (1 +sgn(z)U(z) By By

(B.5)

1 1
VIA(Z)| VIARZ)]

If Im(2) is large enough, then

A=)~ /2 By Bl A=) 72| = || Bol A(2)| 7211 < |1 Boll - |A(2)]] < 1
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and then A(z) + Vj is invertible and we can write the Neumann series :

-1

1 sanz_llB*Bl>

( My & RV T

=1+ 3 (sen(2)" (U (2)IAG) 2B Bl A)12)

n>1
=1 —sgn(z)U " (2)|A)| 285 > (—sen(2))" (BoA(2) ' By)" Byl A(2)| 2
n>0

=1 - sgn(2) 1 AT U E)AR) 2B BolA)| A (B6)

1+ sgn(z) ‘)‘—2 (A=1(2)0,0)

2|
We obtain

1
1+ sgn(z)l/\—Q(A_l(z)G, 0)

2

(A(z) + Vo) = A7}(2) — sgn(z) ATH(2) VAT (z)

)\2

= A7) - e a0

AL (2)00* A7 (2) (B.7)

From this formula and using analytic continuation, we see that (A(z) + V5)~! exists for all 2
where A(z)~! exists and where z + (6, A=1(2)6) # 0.
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