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grande disponibilité. J’ai également pu profiter de ses conseils, de son soutien, et
de ses encouragements tout au long de ces années. Tout cela est particulièrement
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phiquement éloignés les uns des autres, nous sommes toujours restés très proches.
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Résumé

De nos jours, les données disponibles deviennent de plus en plus volumineuses
et elles peuvent être de nature très diverse : vagues, manquantes, numériques, sym-
boliques par exemple. Or ce qui importe à l’utilisateur, ce ne sont pas les données
elles-mêmes, mais les connaissances qu’on peut en extraire. Face à la quantité de
données disponibles, le traitement efficace de données est problématique. Dans cette
thèse, nous adoptons une approche d’extraction de connaissances à partir de données
basée sur l’apprentissage inductif, plus précisément, par arbres de décision.

De façon générale, un système construit par apprentissage inductif a pour but de
discriminer les individus de différentes classes. Sa qualité dépend de la capacité de
discrimination qu’il acquiert au cours de l’apprentissage au travers des données. En
particulier, un algorithme de construction d’arbre de décision procède par évaluation
successive de la capacité de discrimination des attributs pour construire l’arbre de
décision.

Nos travaux concernent l’étude des mesures de discrimination tant classiques que
floues, et leurs applications en apprentissage inductif.

D’une part, nous nous intéressons aux mesures de discrimination dans la construc-
tion des arbres de décision. Dans un premier temps, ces mesures font l’objet d’une
étude selon une approche axiomatique. Nous développons un nouveau modèle pour
caractériser les mesures de discriminations floues. Dans un deuxième temps, nous
proposons d’utiliser ces mesures dans les différentes étapes de la construction des
arbres de décision flous.

D’autre part, nous étudions l’utilisation de ces mesures de discrimination pour
d’autres aspects de l’apprentissage. Nous examinons tout d’abord le problème de
l’évaluation des classifieurs et proposons une méthode basée sur l’utilisation de la
notion de capacité de discrimination. Enfin, nous considérons le problème du trai-
tement des données manquantes et proposons une technique de substitution des
valeurs manquantes, qui restitue la capacité de discrimination des attributs.

Ces travaux sont validés sur des données conventionnelles et appliqués à des
données réelles dans le cadre de deux applications qui concernent la classification de
courriers électroniques et la classification de traces d’interactions homme-machine.

Mots-clés : apprentissage inductif, arbre de décision, mesure de discrimination,
entropie, traitement de données manquantes, évaluation de classifieurs
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Abstract

Nowadays, the available data become more and more voluminous and diverse by
nature : vague data, missing data, numerical or symbolic data can be encountered.
However, users are more interested in the knowledge which can be extracted from the
data, than by the data themselves. Vis-à-vis the great quantity of available data, the
effective processing of data is very cumbersome. In this thesis we adopt an approach
of knowledge extraction from data based on inductive learning, more precisely by
using the decision tree technique.

In general, the purpose of a system constructed by inductive learning is to dis-
criminate the individuals belonging to different classes. Its quality depends on its
discrimination power which is acquired during the learning phase through the data.
In particular, an algorithm of construction of a decision tree works by successively
evaluating the discrimination power of the attributes.

In this thesis, we investigate the measures of discrimination, both classical and
fuzzy, and their applications in inductive learning.

On the one hand, we consider discrimination measures for the construction of
decision trees. We begin by studying these measures following an axiomatic ap-
proach and develop a new model which permits to characterize fuzzy measures of
discrimination. Then, we propose to use these measures during the various stages of
construction of fuzzy decision trees.

On the other hand, we study the use of these measures of discrimination during
other steps of the learning process. Firstly, we examine the classifier evaluation
process and propose an evaluation criteria based on the concept of discrimination
power. Next, we consider the missing data problem and propose a new technique of
imputation by restoring the discrimination power of attributes.

This work is validated on conventional data and is applied to some real problems
such as email classification and human-computer interaction traces classification.

Keywords : inductive learning, decision tree, discrimination measure, entropy,
missing data handling, classifier evaluation
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4.1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.2 Nouvelle méthode de substitution basée sur l’entropie . . . . . . . . . 118

4.2.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
4.2.2 Algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

4.3 Expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
4.3.1 Protocole des expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
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Notations

ξ : ensemble d’exemples de la base

N : nombre d’exemples dans la base

e, ei : exemple (1 ≤ i ≤ N)

C : ensemble de classes

n : nombre de classes

C, Ci : classe (1 ≤ i ≤ n)

e(C) : la classe de l’exemple e

A : ensemble d’attributs

K : nombre d’attributs (hors attribut de classe)

A, Ak : attribut A (dans le cas général), attribut Ak (1 ≤ k ≤ K)

e(A) : valeur de l’attribut A pour l’exemple e

m, mk : nombre de valeurs d’un attribut A (dans le cas général), de l’attribut Ak

vj, vkj
: valeur de l’attribut considéré (par défaut attribut A), valeur de l’attribut

Ak (1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ kj ≤ mk)

c, ci : coupure

δ : étalement

D, Dk : domaine d’attribut A, Ak

Pi, P (Ci), P
∗
i , P ∗(Ci) : probabilité et probabilité floue de la classe Ci dans un en-

semble d’exemples

P (vj), P
∗(vj) : probabilité et probabilité floue que l’attribut en question prenne vj

comme valeur

P (Ci|vj) : probabilité de la classe Ci conditionnée par la valeur vj de l’attribut
considéré



xiv Notations

I, IS, Iβ
D, Iβ

R, Iβ
R−norme : entropie, entropie de Shannon, entropie d’ordre β de Daróczy,

de Rényi et la R-norme entropie (d’un événement, d’un ensemble ou d’une dis-
tribution de probabilité)

β : coefficient de l’entropie, β > 0 et β 6= 1

F, G, H : les fonctions au niveau F ,G,H du modèle FHG

F ∗, G∗, H∗ : les fonctions au niveau F∗,G∗,H∗ du modèle FHG∗, une extension
vers la théorie des sous-ensembles flous du modèle FGH

µ : fonction d’appartenance

△I : gain d’information

τ : taux de gain d’information

log : sans précision, se comprend « logarithme en base 2 » (log2).
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Introduction

Grâce aux progrès scientifiques, en particulier sur les techniques d’acquisition
de données et les matériels de stockage, les données disponibles deviennent de plus
en plus volumineuses. On peut citer comme exemples de données gigantesques : les
données disponibles sur l’Internet (texte, image, vidéo, son) ou des données prove-
nant d’applications spécifiques, comme, par exemple, des données biologiques ou des
données issues de traces d’interactions homme-machine. Ces données peuvent être de
nature très diverse : elles peuvent être de différents types ou avoir des caractéristiques
variées. Plus précisément, on peut distinguer les données numériques, symboliques
ou linguistiques, etc. Concernant les caractéristiques, elles peuvent être considérées
comme étant imprécises et/ou incertaines, complètes ou incomplètes, structurées ou
non structurées...

Or ce qui importe à l’utilisateur, ce ne sont pas les données même, mais les
connaissances qu’on peut en extraire - celles-ci sont évidemment plus significatives
et plus intéressantes pour les être humains. Le traitement de données fait partie
des activités habituelles chez les êtres humains. Pourtant, face à la quantité de
données disponibles, le traitement efficace de données est problématique et dépasse la
capacité du traitement manuel. Autour des volumes de données, plusieurs questions
se posent donc : comment exploiter automatiquement une telle quantité de données
de manière efficace pour en déduire des connaissances utiles dans un but concret ?
Comment extraire des connaissances utiles qui aient un sens pour les êtres humains ?
Comment caractériser ces données ou caractériser les phénomènes représentés par
ces données ?

Apprentissage inductif par arbres de décision

Nous nous plaçons dans le domaine de l’apprentissage automatique. Plusieurs
techniques automatiques ont été développées pour répondre à ces problèmes. Il
s’agit d’un ensemble de techniques qui s’inspirent de processus d’apprentissage mis
en œuvre par un être humain et visent à doter l’ordinateur de cette capacité et le
rendre intelligent. On distingue deux approches : un processus d’apprentissage peut
être réalisé de manière déductive ou de manière inductive. La différence essentielle
entre l’apprentissage déductif et l’apprentissage inductif est la façon de construire
des règles. En apprentissage déductif, des nouvelles règles sont déduites à partir
des anciennes. En apprentissage inductif (apprentissage par l’exemple), on essaie de
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trouver des règles à partir d’un ensemble de cas connus, structurés dans une base
d’apprentissage, selon une méthode de généralisation, c’est-à-dire du particulier au
général. Chaque cas, appelé « exemple » ou « individu » est décrit par des attributs
et les valeurs qui leur sont associées ainsi qu’une classe. Le but ici est d’apprendre
l’association entre les attributs et les classes. Après avoir obtenu des règles qui ré-
sument ces exemples, le système peut traiter de nouveaux cas et déterminer leur
classe. Les règles doivent donc être capables de discriminer les exemples des diffé-
rentes classes.

L’apprentissage inductif est l’une des approches pour résoudre des problèmes
d’extraction de connaissances à partir de données. Il apparâıt dans plusieurs types
d’applications, par exemple, en classification, en prédiction, en extraction de règles
à partir de données ou en résumé de données, ou encore en généralisation... Plu-
sieurs techniques ont été proposées et utilisées, on peut citer comme exemples :
réseaux neuronaux, arbres de décision, réseaux bayésiens, etc. Dans notre thèse,
parmi ces techniques, nous nous intéressons aux arbres de décision. Il s’agit d’une
technique d’extraction de connaissances à partir de données performante et très po-
pulaire. Dans [40], les auteurs rapportent le résultat d’enquêtes menées en août 2001
par Piatetsky-Shapiro1 sur son site dédié au marché industriel de l’extraction de
connaissances à partir de données. D’après cette étude les arbres de décision sont
l’outil le plus utilisé. Cette technique est utilisée par 19% des personnes interrogées.
Il faut noter que selon la même enquête, 35% des personnes interrogées utilisent
souvent des outils plutôt symboliques (arbres de décision, règles d’association, etc)
et non des outils plutôt statistiques (réseaux neuronaux, régression logistique, etc)
ni d’autres outils utilisés dans la fouille de textes, fouille de la toile, etc. Ceci signi-
fie que plus de la moitié des utilisateurs d’outils symboliques utilisent les arbres de
décision. Très récemment, à la question « Quelles sont les techniques de fouille de
données que vous utilisez souvent dans les derniers 12 mois ? » posée sur le site de
KDnuggets2, 62.6% des personnes citent les arbres de décision. Ceci confirme encore
que les arbres de décision sont très utilisés ces dernières années.

Il existe plusieurs algorithmes efficaces de construction d’arbres de décision. Les
méthodes existantes permettent un traitement homogène de presque tous les types
d’attributs : numérique, symbolique, flou ou probabiliste. Ces algorithmes sont éga-
lement adaptés à différentes problématiques : la présence de données manquantes,
erronées, imprécises, incertaines, etc et à différentes situations : construction incré-
mentale, construction en parallèle, etc. Une fois l’arbre construit, son utilisation
est très simple et peu coûteuse. Enfin, un avantage très attractif de ces techniques
d’arbres de décision réside dans l’interprétabilité des résultats qu’ils fournissent. Cela
permet de savoir pourquoi un exemple est ainsi traité. En particulier, lorsqu’une va-
leur d’un attribut est exigée, sa contribution dans l’identification de classe peut
être justifiée. L’interprétabilité est très appréciée car, d’une part elle est nécessaire
dans certaines applications réelles et d’autre part, elle fait partie des comportements
qualifiés intelligents, similaires à ceux d’un être humain.

1http ://www.kdnuggets.com/gps.html
2http ://www.kdnuggets.com/polls/2007/data mining methods.htm, le 7 mai 2007
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Prise en compte de l’imperfection dans les données

Dans notre travail, nous nous sommes intéressés aux arbres de décision dans un
contexte particulier : le cas où les données sont imprécises, incertaines et/ou man-
quantes. L’existence des imperfections dans une base de données est très fréquente.
Celles-ci proviennent d’une part de la phase d’obtention des données à partir du réel.
En particulier, cela résulte des limites des instruments d’observation, de la capacité
humaine, de la représentation des données, des difficultés (voire de l’impossibilité) à
obtenir des données, ou de l’indisponibilité des données. D’autre part, elle peut pro-
venir de la nature même des données, qui peuvent être intrinsèquement imprécises.
Par exemple, on ne peut pas spécifier exactement le moment du passage du jour à
la nuit [20]. Pour effectuer des analyses adéquates, il est donc important de tenir
compte de ces problèmes.

La logique floue est un concept introduit par Zadeh en 1965 qui fournit un
formalisme pour modéliser l’imprécision et l’incertitude [163]. En particulier, les
sous-ensembles flous ont été introduits pour généraliser la notion d’appartenance et
pour éviter les passages brusques d’une classe à une autre. Pour cela, un élément
peut appartenir partiellement à un sous-ensemble et il peut simultanément appar-
tenir à plusieurs sous-ensembles flous. Tandis que l’appartenance d’un individu à
un sous-ensemble classique est un concept binaire, l’appartenance floue est continue
et caractérisée par une valeur de l’intervalle [0,1]. Cette théorie trouve de multiples
applications dans des domaines extrêmement variés [21].

Depuis plus d’une quinzaine d’années, les techniques issues de la théorie des sous-
ensembles flous ont été incorporées dans les méthodes de construction d’arbres de
décision (un exemple d’arbre de décision flou est présenté dans la figure 1). D’abord,
elle fournit une méthodologie pour représenter des incertitudes et imprécisions des
données. En particulier, lorsque la valeur d’un attribut est vague, elle peut être
décrite par un sous-ensemble flou défini sur le domaine de l’attribut. Par exemple,
le concept de grande vitesse pour un train est vague et peut être décrit par un
sous-ensemble flou. Quand les classes ne sont pas très bien séparées, une classe peut
être caractérisée par un sous-ensemble flou des exemples. Ainsi, on peut déduire des
connaissances graduelles à partir de ces données. L’introduction de ces techniques
permet d’enrichir les capacités des arbres de décision en prenant en compte des
incertitudes et imprécisions des données. En particulier elle offre un traitement des
données plus souple, plus robuste et plus précis.

Nous considérons le problème de l’extraction automatique de connaissances en
considérant les deux types d’outils présentés ci-dessus : les arbres de décision et la
logique floue.

Mesure de discrimination en apprentissage inductif

Comme nous l’avons mentionné, un système construit par l’apprentissage induc-
tif a pour but de discriminer les exemples des différentes classes. Un tel système est
appelé « classifieur » ou « modèle de classification » dans cette thèse. Sa qualité
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Fig. 1 – Exemple d’arbre de décision flou pour les données Iris

dépend de la capacité de discrimination qu’il a acquise au cours de l’apprentis-
sage. L’hypothèse que l’on pose ici est que les exemples des classes différentes ont
une ou plusieurs caractéristiques différentes. Un attribut décrit une caractéristique
des exemples. L’hypothèse suppose donc que les attributs possèdent une certaine
capacité à discriminer les classes. Dans la phase de construction du modèle de clas-
sification, une fouille des données est effectuée afin de trouver des caractéristiques
intéressantes. Ce sont elles qui serviront ensuite à discriminer des exemples.

En particulier, dans la construction d’un arbre de décision, la capacité de discri-
mination d’un attribut est considérée à chaque étape. Elle est généralement évaluée
par une mesure issue de la théorie de l’information, telle que l’entropie de Shan-
non. Un algorithme de construction d’arbre de décision procède par l’accumulation
processive de la capacité de discrimination des attributs dans l’arbre de décision.
Or, l’entropie de Shannon n’est pas la seule mesure habilitée à être utilisée dans
un tel processus. Plusieurs mesures, en particulier celles issues de la théorie de l’in-
formation, sont utilisables, sous l’une ou l’autre forme, en apprentissage inductif.
Cependant, il manque une étude approfondie qui, d’une part, justifie l’utilisation de
ces mesures dans un tel processus, notamment en présence des imprécisions et des
incertitudes dans les données, et d’autre part généralise l’utilisation de ces mesures
aux autres étapes de l’apprentissage inductif, telle que le traitement de données
manquantes, l’évaluation de classifieurs. Notre thèse se propose de réaliser une telle
étude.

Description de nos travaux

Nous proposons d’étudier les mesures de discrimination dans le contexte de l’ap-
prentissage inductif. Dans un premier temps, ce type de mesures fait l’objet d’une
étude selon une approche axiomatique. Dans cette étude, les mesures de discrimina-
tion classiques sont caractérisées dans le cadre du modèle hiérarchique proposé par
Marsala [102]. Pour les mesures de discrimination floues, nous développons un nou-
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veau modèle, plus général, afin de les caractériser. Dans un deuxième temps, nous
proposons d’utiliser ces mesures dans la construction des arbres de décision flous.
Un système d’induction automatique d’arbres de décision est développé et utilisé
dans le cadre de nos études. Les mesures sont caractérisées à chaque étape de ce
processus, en particulier, pour la sélection d’attributs et pour la discrétisation des
attributs numériques.

Nous généralisons ensuite l’utilisation des mesures de discrimination à d’autres
aspects de l’apprentissage. Nous examinons tout d’abord le problème de l’évalua-
tion des classifieurs et proposons une méthode basée sur l’utilisation de la notion
de capacité de discrimination. Enfin, nous considérons le problème du traitement
des données manquantes et proposons une technique de substitution des valeurs
manquantes d’un attribut restituant la capacité de discrimination de ce dernier.

Structure de la thèse

Cette thèse est structurée en trois parties. Elles sont organisées de l’aspect théo-
rique à l’aspect applicatif.

La première partie est consacrée à l’étude des mesures de discrimination. Elle se
compose du chapitre 1. Ces mesures sont étudiées à l’aide d’un modèle hiérarchique
qui définit un ensemble de propriétés des mesures de discrimination. Nous montrons
que plusieurs mesures existantes dans l’état de l’art satisfont ce modèle. Nous pro-
posons ensuite une généralisation de ce modèle pour prendre en compte les mesures
de discrimination floues. Le modèle général obtenu sert à caractériser les mesures
utilisées dans la construction d’arbres de décision flous.

La deuxième partie présente les applications des mesures de discrimination en
apprentissage inductif. Elle s’articule en 3 chapitres présentant différents aspects de
nos travaux.

Le chapitre 2 aborde la construction des arbres de décision, en particulier des
arbres de décision flous. Nous recensons les travaux existants et proposons une taxo-
nomie des méthodes de construction d’arbres de décision flous. Nous examinons entre
autres la sélection d’attributs et la discrétisation des attributs numériques. Nous gé-
néralisons ensuite l’utilisation des mesures de discrimination classique et floue. Un
système de construction d’arbres de décision avec de nouvelles mesures est décrit.

Le chapitre 3 présente une étude sur la capacité de discrimination d’un modèle
de classification. Nous proposons d’évaluer des classifieurs à l’aide d’une mesure de
discrimination.

Dans le chapitre 4, une nouvelle technique de traitement des données manquantes
basée sur les mesures de discrimination est présentée. Elle est validée par une série
d’expérimentations.

La dernière partie de la thèse est consacrée au développement d’applications
réelles. Dans le chapitre 5, l’application des arbres de décision à deux problèmes réels
est présentée. Le premier problème consiste à caractériser des utilisateurs à partir
de traces d’interactions homme-machine. Le deuxième concerne la classification de
courriels.
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Enfin, dans le dernier chapitre, nous présentons les conclusions que nous pouvons
retirer de notre étude. Un certain nombre de propositions d’approfondissement de
nos travaux ainsi que les perspectives qu’ils ouvrent sont également présentées.



Première partie

MESURES DE

DISCRIMINATION





Chapitre 1

Modèle hiérarchique pour les

mesures de discrimination

1.1 Introduction

D’après le dictionnaire « Trésor de la Langue Française Informatisé »
1 la dis-

crimination est définie comme :

Discrimination : [Sans idée de traitement inégal] Action, fait de différencier en
vue d’un traitement séparé (des éléments) les uns des autres en (les) identifiant
comme distincts.

D’après le dictionnaire Petit Larousse (1997), la discrimination est définie comme :

Discrimination : 1. Action d’isoler, et de traiter différemment certains individus,
un groupe entier par rapport aux autres, 2. Distinction.

Une mesure de discrimination est un indice qui quantifie les différences entre des
individus ou entre des classes d’individus. Elle s’appuie donc généralement sur les
caractéristiques que possède un individu mais pas les autres. Cela permet également
d’identifier, de distinguer, d’isoler, de reconnâıtre ou de classer des individus.

Une telle mesure peut s’appliquer, soit à des couples d’objets (mesure de diffé-
rence, mesure de séparation entre deux individus), soit à un discriminateur qui sépare
des objets de différentes catégories. Nous donnons ci-dessous quelques exemples pour
différents types d’objets et différents types de discriminateurs.

Mesure de discrimination pour un couple d’objets

Une mesure de discrimination se comprend comme la quantification de la diffé-
rence entre deux individus. Elle mesure à quel point deux individus sont différents
et à quel point un individu est discriminé vis-à-vis d’un autre. Dans un espace avec
une mesure de distance, plus deux individus sont éloignés, plus ces deux individus
sont discriminés. Par exemple, la distance est une mesure de discrimination entre
deux villes.

1http ://atilf.atilf.fr/tlf.htm
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Dans [39] la mesure de discrimination entre deux sous-ensembles flous A et B
définis dans un univers X quelconque, est définie comme une mesure de séparation :

s(µA, µB) = 1 − sup
x∈X

|min (µA(x), µB(x))|

où µA (respectivement µB) est la fonction d’appartenance de A (respectivement B).
Deux sous-ensembles flous sont ainsi discriminés au maximum s’ils n’ont aucun point
de chevauchement.

En statistique, une mesure de discrimination entre deux distributions de pro-
babilité évalue leur incohérence. Notant P et Q deux distributions de probabilité
sur un ensemble fini X . L’information discriminante entre ces deux distributions est
définie par :

DKL(P ,Q) =
∑

x∈X

P (x) log
P (x)

Q(x)

C’est la distance de Kullback-Leibler entre les deux distributions. Elle évalue éga-
lement la quantité d’information nécessaire pour distinguer P de Q. Dans la trans-
mission des signaux, DKL(P ,Q) mesure par exemple la difficulté de distinguer les
signaux de la source P de ceux de la source Q [68]. Un ensemble de propriétés de la
distance de Kullback-Leibler a été démontré dans le même article.

Dans [146], une autre mesure de discrimination a été introduite pour deux dis-
tributions de probabilité P et Q :

Lβ(P ,Q) =
β

1 − β
log





∑

x∈X

P (x)

(

∑

y∈X

(

Q(y)

Q(x)

)β
)

β

1−β



− Iβ
R(P)

où β > 0 et Iβ
R(P) est l’entropie d’ordre β de Rényi (cf. page 26).

Mesure de discrimination pour un discriminateur

Une mesure de discrimination quantifie la capacité de discrimination d’un dis-
criminateur vis-à-vis des individus. Elle doit ainsi mesurer la manière avec laquelle
le discriminateur sépare l’ensemble des individus. Plus des individus différents sont
discriminés par le discriminateur, plus sa capacité de discrimination est élevée.

Par exemple, dans le cadre d’examens scolaires, lorsqu’elle est appliquée à une
question d’une interrogation, une mesure de discrimination évalue à quel point la
question distingue les bons des mauvais élèves. Si tous les élèves peuvent répondre à
la question posée, la question n’est pas discriminante. Il en est de même si tous les
élèves donnent une mauvaise réponse. La mesure de discrimination peut être définie
comme la différence entre la proportion des bons élèves qui répondent correctement
à la question et la proportion des mauvais élèves qui y répondent correctement. Plus
sa valeur absolue est grande, plus la question est discriminante.

On peut également citer comme discriminateurs un modèle de classification, un
attribut, une coupure ou une surface, etc.



1.1 Introduction 13

Notion de discrimination en apprentissage inductif

Nous nous intéressons plutôt à la seconde catégorie des mesures de discrimination.
À notre connaissance, il n’existe pas de définition formelle et universelle de cette
catégorie de mesures. La définition et l’utilisation d’une mesure de discrimination
sont souvent limitées dans un contexte concret, tel que l’apprentissage inductif ou la
classification. Dans notre contexte de l’apprentissage inductif par arbres de décision,
on rencontre souvent des problèmes liés à la discrimination. Nous les mentionnerons
brièvement ici. Une description plus détaillée des arbres de décision et des différentes
étapes de leur construction et utilisation est donnée dans le chapitre 2.

L’apprentissage inductif pour un problème de classification a pour objectif de
construire un modèle qui a le meilleur pouvoir de discrimination vis-à-vis de la
classe pour un ensemble d’exemples. En ce sens, le modèle cherche à capturer des
caractéristiques possédées par une classe mais pas par d’autres pour discriminer les
classes entre elles. Naturellement, la capacité de discrimination d’un modèle est un
critère apprécié dans l’évaluation et la comparaison des arbres. Nous étudierons cet
aspect dans le chapitre 3 (page 91).

Les mesures de discrimination servent également dans l’étape de discrétisation
des attributs numériques (cf. section 2.4, page 67) : dans certains cas, il est intéres-
sant de traiter les valeurs numériques comme des valeurs symboliques, entre autres,
pour réduire le nombre de valeurs à traiter, renforcer la tolérance au bruit qui dif-
férencie les mêmes valeurs originales, ou mieux exploiter la proximité entre valeurs.
Il faut donc regrouper les valeurs numériques qui sont proches, les délimiter par des
coupures et représenter toutes les valeurs d’un intervalle par une seule valeur sym-
bolique. L’idée générale est d’essayer de discriminer le plus possible les différentes
classes d’exemples par des coupures. Idéalement, on souhaite que les valeurs proches
qui se trouvent dans un même intervalle soient associées à des exemples de même
classe.

Enfin, le choix du meilleur attribut joue un rôle primordial dans la construction
des arbres de décision (cf. section 2.3, page 55). Pendant la construction d’un arbre
de décision, une mesure de discrimination rend compte du pouvoir discriminant
d’un attribut vis-à-vis de la classe pour un ensemble de exemples afin de choisir
les attributs qui serviront à caractériser les individus. Une mesure de discrimination
représente ainsi la différence entre les distributions par classes des exemples ayant une
même valeur pour l’attribut en question et celle de la base d’apprentissage entière.
Plus la mesure de discrimination est élevée, plus l’attribut est préféré pour servir en
premier à la formation des nœuds dans l’arbre de décision. Autrement dit, l’attribut
choisi est celui qui diminue le plus l’hétérogénéité de la base. Nous aborderons en
détails plus tard le processus de construction d’arbres de décision et les mesures
utilisées dans un tel processus.

Les mesures utilisées sont généralement des mesures issues de la théorie de l’in-
formation, en particulier l’entropie de Shannon, les entropies généralisées de Daróczy
et de Rényi, ou des mesures issues de la statistique.

On considère alors donné un ensemble d’individus, qui constituent une base de
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données ξ = {e1, e2..., eN}, décrits par un ensemble d’attributs A = {A1, A2.., AK}
et qui appartiennent à une classe C d’un ensemble C = {C1, C2, .., Cn}. L’attribut
Ak prend sa valeur dans l’ensemble des mk valeurs {vk1

, vk2
, .., vkmk

}. Dans le cas
où il n’y a pas d’ambigüıté, on peut ignorer l’indice k dans vkj

. Pour simplifier,
on notera également Ak l’ensemble {vk1

, vk2
, .., vkmk

}. Dans un premier temps, nous
considérons le cas où les valeurs vkj

sont symboliques. On note enfin ξCi
l’ensemble

des exemples appartenant à la classe Ci et ξvj
l’ensemble des exemples dont la valeur

pour l’attribut A est vj.
Supposons qu’un discriminateur (un classifieur, un attribut, une discrétisation)

découpe l’ensemble en plusieurs sous-ensembles ξ1, ξ2, .., ξm. Le pouvoir de discri-
mination du discriminateur est généralement quantifié par la différence entre l’in-
certitude de l’ensemble ξ et la somme pondérée des incertitudes des ensembles
ξ1, ξ2, .., ξm :

I(ξ) −
m
∑

j=1

wjI(ξj)

où I est souvent une mesure d’entropie et les wj sont des poids. Cette partie est
approfondie au cours de la thèse sous différents angles.

Motivation et objectif

La notion de discrimination en apprentissage est donc très importante. Les me-
sures d’entropie sont généralement utilisées comme mesures de discrimination dans
la construction des arbres de décision. Cependant, la justification de l’adéquation de
telles mesures pour ces processus reste à étudier.

Les justifications existantes sont généralement empiriques. Une bonne mesure
de discrimination dans la construction des arbres de décision est heuristiquement le
meilleur moyen de limiter la taille de l’arbre et de donner une cohérence sémantique
aux nœuds qui le composent. En considérant un arbre de décision comme un recodage
de la base d’apprentissage pour conserver l’information utile inhérente à cette base,
l’usage de la théorie de l’information dans la construction des arbres de décision
est justifiée. Mais de façon générale, la justification doit être faite de manière plus
adéquate. Dans sa thèse [102], Marsala a recensé et analysé les propriétés exigées
d’une mesure statistique qui rendent compte de la pertinence d’une caractéristique
pour la sélection de caractéristiques dans le système de reconnaissance statistique. Il
a décrit également la méthode de validation usuelle de Breiman et al. [27] qui exige
un certain nombre de propriétés pour une mesure de pouvoir discriminant comme
la minimalité, la maximalité, la symétrie, l’indépendance. Il a ensuite proposé un
modèle hiérarchique [102, 131] pour valider de manière théorique et sémantique si
une mesure est adéquate pour la construction des arbres de décision.

Dans le cadre de la construction des arbres de décision flous, le choix du meilleur
attribut peut être effectué par un critère basé sur l’entropie floue [130] qui est une
extension de l’entropie de Shannon aux événements flous ou la mesure d’ambigüıté de
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classification proposée par Yuan et Shaw [162]. Plusieurs mesures telles que l’entropie
d’ordre β de Daróczy et l’entropie d’ordre β de Rényi, ont été introduites pour la
construction des arbres de décision [45]. Ces mesures sont étendues aux mesures
floues et leur extension peut alors être employée pour la construction des arbres de
décision flous en tant que mesure de discrimination floue.

L’objectif principal de ce chapitre est d’abord de justifier l’utilisation de plu-
sieurs mesures de discrimination classiques dans le cadre du modèle hiérarchique
introduit dans [102]. Grâce à ce modèle, nous pouvons introduire et justifier l’uti-
lisation d’autres entropies et leurs formules conditionnelles existantes dans l’état
de l’art mais rarement utilisées dans un tel processus, en particulier les entropies
généralisées telles que l’entropie de Rényi et l’entropie de Daróczy.

Nous proposons ensuite un nouveau modèle de validation pour les mesures de
discrimination floues défini comme une extension du modèle hiérarchique classique.
La validation des mesures usuelles sera également présentée. Notre but ici n’est pas
de comparer les mesures entre elles à la manière proposée par [108] (comparaison
qui a d’ailleurs soulevé les critiques de [30]), mais de valider leur utilisation pour la
construction d’un arbre.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Dans la section 1.2, nous rap-
pelons des travaux existants. Tout d’abord, nous établissons un état de l’art des
mesures d’entropie et des mesures d’entropie conditionnelle. Nous décrivons ensuite
le modèle hiérarchique pour les mesures de discrimination classiques. Dans la section
1.3, nous examinons, à l’aide du modèle hiérarchique, les mesures de discrimination
classiques. Les mesures existantes sont caractérisées et introduites dans le processus
de construction d’arbres de décision. Quelques discussions sur la généralisation des
fonctions liées au modèle FGH et sur le rapport entre ce modèle et l’approche axio-
matique sont présentées à la fin de cette section. Dans la section 1.4, nous proposons
un nouveau modèle hiérarchique pour les mesures de discrimination floues. Dans la
section 1.5, nous examinons des mesures de discrimination floues. Plusieurs mesures
de discrimination floues sont validées par le modèle proposé pour l’usage dans la
construction des arbres de décision flous. Dans la dernière section, nous concluons
nos travaux concernant les modèles hiérarchiques.

1.2 État de l’art

1.2.1 Entropies et entropies conditionnelles

1.2.1.1 Introduction

La notion d’entropie est fondamentale en physique statistique. Elle apparâıt en
particulier dans la deuxième loi de la thermodynamique, ainsi qu’en mécanique sta-
tistique. En informatique, elle intervient dans la théorie de l’information, sous la
forme célèbre de l’entropie de Shannon entre autres. Parmi les premières études sur
cette entropie, on peut citer celle de Nyquist et Hartley (pendant les années 1920).
Mais la vraie naissance de l’entropie est marquée par l’étude de Shannon. En fait,
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la formule de Shannon est similaire à celle de Boltzmann en mécanique statistique
mais Shannon a montré la signification de la formule comme une mesure d’infor-
mation. Depuis, la notion d’entropie est devenue très importante en informatique
théorique et appliquée, entre autres pour la transmission d’information (codage de
source, codage de châıne, détecteur d’erreur), pour l’inférence statistique, pour la
cryptographie et pour l’algorithmique. L’entropie est utilisée comme mesure de la
quantité d’information ou comme mesure d’incertitude.

Il existe plusieurs approches pour définir l’entropie : l’approche combinatoire,
l’approche probabiliste, l’approche algorithmique et l’approche axiomatique que nous
présentons brièvement ci-dessous. Associée à la notion d’entropie, la notion d’en-
tropie conditionnelle représente l’entropie restante d’un événement si on connâıt
l’occurrence d’un autre. Cependant, toutes les entropies n’ont pas de forme condi-
tionnelle.

L’approche combinatoire fournit une définition contextuelle de la quantité d’in-
formation d’un événement, c’est-à-dire dépendant du contexte dans lequel cet évé-
nement a lieu ou est considéré. Mais le poids (la contribution) de chaque événement
au contexte n’est pas pris en compte. L’entropie de Hartley d’un événement e dans
un contexte X se composant de n événements possibles est définie par2 :

I(e) = log n

Cette approche est la plus simple mais est plus ou moins näıve. Elle marque le
premier pas dans la recherche de mesures d’information. Il n’existe pas de défini-
tion d’entropie conditionnelle associée. Actuellement, cette approche est rarement
poursuivie.

L’approche algorithmique est introduite par Kolmogorov et Solomonoff [144].
Selon cette approche, on cherche la nature de la quantité d’information traitée à
travers un ordinateur. Par exemple, la quantité d’information d’un événement e
par rapport à une machine M est définie comme étant la longueur du plus court
programme exécuté sur M pour calculer (c’est-à-dire décrire de façon algorithmique)
e.

L’approche probabiliste fournit une définition de la quantité d’information d’un
événement qui dépend à la fois du contexte et des poids des événements dans le
contexte. Cette approche est la plus appropriée et sans doute la plus appliquée en
apprentissage inductif. Entre autres, on peut citer l’entropie de Shannon [141], de
Rényi [6, 132] et de Daróczy [49].

L’approche axiomatique semble s’attaquer en profondeur à la nature de la me-
sure d’information. On établit des axiomes désirés (ou propriétés désirées) pour une

2dans ce document, sauf mention contraire, log x est compris comme log
2
x.
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fonction mesurant la quantité d’information puis on cherche des fonctions qui véri-
fient ces axiomes. On peut distinguer deux sous-approches. La première considère a
priori que la quantité d’information d’un événement est une fonction de sa probabi-
lité. Alors, le système d’axiomes est constitué des contraintes imposées à une fonction
définie sur des probabilités. C’est dans cette optique que l’entropie de Shannon a ini-
tialement été introduite [141]. Dans la deuxième approche, on vise à construire une
fonction d’entropie sur l’ensemble des événements (sans considérer les probabilités).
On peut définir une entropie conditionnelle de la même façon [15, 22, 50, 51].

1.2.1.2 Entropies

Dans cette section, un court état de l’art sur les mesures d’entropie est présenté.
Nous nous intéressons aux mesures d’entropie potentiellement utilisables directement
dans le processus d’apprentissage inductif. Les mesures développées dans l’approche
probabiliste sont donc détaillées. Nous considérons d’abord les mesures d’entropie
puis examinons les entropies conditionnelles.

Dans ce qui suit, on note (P1, P2, .., Pn) une distribution de probabilité sur un
ensemble d’événements :

∑n

i=1 Pi = 1 et Pi ≥ 0. Dans le contexte de l’apprentis-
sage, chaque événement correspond au fait qu’un exemple appartient à une classe
déterminée et Pi est donc la probabilité de trouver un exemple de la classe Ci. Dans
le contexte de l’apprentissage, au lieu de considérer un ensemble d’événements on
peut considérer un ensemble d’exemples ξ et la distribution des exemples dans les
classes. Pour simplifier, on utilise la même notation générique I pour l’entropie d’un
ensemble d’événements I(ξ), et pour l’entropie de la distribution de probabilité cor-
respondante I ((P1, P2, .., Pn)) ou plus simplement I(P1, P2, .., Pn) ; de même pour
l’entropie d’un événement I(e) ou I(P (e)) s’il n’y a pas d’ambigüıté. Dans ce qui
suit, I(P1, P2, .., Pn) est l’entropie d’une distribution de probabilité et si ce n’est pas
nécessaire, on ne précisera plus

∑n

i=1 Pi = 1 et Pi ≥ 0. Les indices S, R, D, R−norme
sont utilisés pour différencier les entropies de Shannon, de Rényi, de Daróczy ou la
R-norme entropie.

L’entropie de Shannon [141] est la plus connue et la plus appliquée. Elle définit
d’abord la quantité d’information apportée par un événement : plus la probabilité
d’un événement est faible (il est rare), plus la quantité d’information qu’il apporte
est grande :

IS(Pi) = − log Pi

Elle mesure donc la surprise quand l’événement a lieu.
L’entropie d’un ensemble est ensuite définie comme la quantité d’information

moyenne de ses éléments :

IS(P1, P2, .., Pn) = −
n
∑

i=1

Pi log Pi (1.1)

L’entropie de Hartley est un cas particulier de l’entropie de Shannon quand chaque
événement a une probabilité égale à 1

n
.
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L’entropie de Rényi (également nommée entropie d’ordre β de Rényi) a été
proposée dans [6, 132] :

Iβ
R(P1, P2, .., Pn) =

1

1 − β
log

n
∑

i=1

P β
i (1.2)

où β > 0 et β 6= 1.

L’entropie de Daróczy (également nommée entropie d’ordre β de Daróczy) est
définie par [49] (c’est aussi la définition de Tsallis en physique [1, 2]) :

Iβ
D(P1, P2, .., Pn) =

2β−1

2β−1 − 1

(

1 −
n
∑

i=1

P β
i

)

(1.3)

où β > 0 et β 6= 1.
L’indice de diversité de Gini, aussi appelé l’entropie quadratique, est un coeffi-

cient statistique, utilisé par exemple dans [27]. C’est un cas particulier de l’entropie
de Daróczy quand β = 2.

Daróczy et Rényi n’ont pas défini la quantité d’information d’un seul événement
comme l’a fait Shannon, ils n’ont défini que l’entropie d’un ensemble d’événements
en connaissant les probabilités de chaque événement.

La R-norme entropie a été proposée par Boekee et Van der Lubbe (1980) et
abordée dans [86]. Dans la formule suivante, le coefficient originel R (R dans le
terme R − norme) est noté β pour des raisons d’homogénéité de nos notations.

Iβ
R−norme(P1, P2, .., Pn) =

β

β − 1



1 −

(

n
∑

i=1

P β
i

) 1

β



 (1.4)

où β > 0 et β 6= 1.

Propriété : Ces mesures peuvent également être retrouvées selon l’approche axio-
matique. Les axiomes pour déterminer les entropies se trouvent dans [2, 5]. Grâce
aux systèmes d’axiomes, l’existence de chacune de ces mesures est justifiée par la
satisfaction des propriétés exigées. Il peut arriver que plusieurs systèmes d’axiomes
caractérisent une seule entropie. Les propriétés de ces entropies sont recensées dans
[6, 49, 132] et surtout dans l’article d’Aczel [5].

Par ailleurs, ces entropies possèdent la propriété :

lim
β→1

Iβ
R (P1, P2, .., Pn) = lim

β→1
Iβ
D(P1, P2, .., Pn)

= lim
β→1

Iβ
R−norme(P1, P2, .., Pn)

= IS(P1, P2, .., Pn)

Pour simplifier, on étend la définition des entropies de Rényi et de Daróczy (qui
sont initialement définies pour β 6= 1) pour β = 1 en notant I1

R = IS, I1
D = IS et

I1
R−norme = IS.
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L’entropie asymétrique et l’entropie décentrée

Les entropies présentées ci-dessus proviennent de la théorie de l’information. Nous
évoquons dans la suite une famille d’entropies récemment introduite en apprentissage
inductif.

Une des caractéristiques communes des entropies présentées ci-dessus concerne
la maximalité. L’incertitude maximale correspond à la distribution uniforme :

0 = I(0, .., 0, 1, 0, .., 0) ≤ I(P1, P2, .., Pn) ≤ I

(

1

n
,
1

n
, ..,

1

n

)

(1.5)

où I est une des entropies abordées ci-dessus.
Cette propriété est fondée sur l’hypothèse que l’incertitude ne dépend que de

la probabilité des événements. Cette hypothèse est valable dans le contexte de la
théorie de l’information, dans laquelle les mesures ont été proposées initialement.

Dans une optique différente, directement reliée à la recherche d’une mesure adé-
quate utilisée dans l’induction d’arbres de décision, Zighed et al. [100] ont proposé
une entropie asymétrique. L’asymétrie signifie que la distribution pour laquelle la
mesure est maximale n’est pas forcément la distribution uniforme. En pratique, cette
distribution est choisie par les utilisateurs en fonction d’un coût d’erreur et de la
distribution des exemples dans la base d’apprentissage. Les propriétés requises pour
l’entropie asymétrique sont la minimalité, la maximalité et la concavité.

Soit θ = (θ1, θ2, .., θn) (
∑n

i=1 θi = 1) la distribution pour laquelle la mesure
d’entropie est maximale. En supposant qu’il existe une fonction rationnelle sous la
forme du rapport entre une fonction du second degré et une fonction linéaire, qui
vérifie les propriétés requises, la fonction suivante est trouvée :

Iasym(P1, P2, .., Pn) = −
n
∑

i=1

Pi(1 − Pi)

(−2θi + 1)Pi + θ2
i

(1.6)

Dans des travaux plus récents [168], les même auteurs étendent leur approche
en introduisant une nouvelle propriété, sur la consistance de l’entropie, et ainsi re-
lâchent la propriété de maximalité. La consistance d’une mesure d’entropie signifie
que la mesure prend en compte la taille de l’échantillon : pour une même distribu-
tion fréquentielle, l’entropie devrait être plus faible sur un effectif plus grand. Cette
propriété tient compte de la précision de l’estimation de la distribution réelle par la
distribution empirique. La propriété de minimalité exige simplement que l’entropie
d’une variable certaine tende vers 0 quand la taille de l’échantillon devient grand.
L’objectif visé est d’aboutir à une entropie que l’on pourrait qualifier d’empirique
qui tienne mieux compte des caractéristiques pratiques liées au problème d’appren-
tissage inductif par arbres de décision. Pour cela, les fréquences théoriques Pi sont
évaluées par leur estimateur de Laplace qui est légèrement différent de l’estimation
usuelle :

Pi =
|ξCi

| + 1

N + n
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θ 1 P

1
π

0

1/n

Fig. 1.1 – Fonction de transformation de P à π′

où N est le nombre d’exemples, n est le nombre de classes et |ξCi
| est le nombre

d’exemples de classe Ci.
Au lieu de donner une seule entropie décentrée, Lallich et al. [92] proposent une

technique plus générale qui s’adapte à n’importe quel type d’entropies, que ce soit
une entropie de Shannon, une entropie de Daróczy ou d’autres. Comme l’entropie
asymétrique, l’entropie décentrée prend sa valeur maximale sur une distribution de
probabilité (θ1, θ2, .., θn) définie par les utilisateurs et qui n’est pas obligatoirement
uniforme. Cette technique s’appuie sur une transformation de variables : l’entropie
est une fonction définie à travers des variables π1, π2, .., πn et non directement sur
P1, P2, .., Pn. Pour être analogues à des fréquences de la distribution de référence, les
πi doivent vérifier :

1. 0 ≤ πi ≤ 1

2.
∑n

i=1 πi = 1

La transformation doit satisfaire :

1. πi passe de 0 à 1/n, lorsque Pi passe de 0 à θi.

2. πi passe de 1/n à 1, lorsque Pi passe de θi à 1.

Considérons une fonction linéaire par morceaux qui satisfait ces deux dernières
contraintes (cf. figure 1.1) :

π′
i =











Pi

nθi

si 0 ≤ Pi ≤ θi

n(Pi − θi) + 1 − Pi

n(1 − θi)
si θi < Pi ≤ 1

(1.7)

Pour résoudre le problème concernant la condition de normalisation, qui n’est au-
tomatiquement vérifiée que pour le cas de deux classes (n = 2), il suffit de normaliser
les πi :

πi =
π′

i
∑n

i=1 π′
i

(1.8)
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L’entropie décentrée pour la distribution (P1, P2, .., Pn) est :

Idc(P1, P2, .., Pn) = Ic(π1, π2, .., πn)

où Ic est une entropie centrée, comme par exemple l’entropie de Shannon, l’entropie
de Rényi, l’entropie de Daróczy ou la R-norme entropie. Le décentrage des entropies
généralisées est détaillé dans [92]. Malgré des propriétés communes, l’entropie asymé-
trique proposée par Zighed et al. est différente des entropies décentrées construites
par Lallich et al. dans [92].

1.2.1.3 Entropies conditionnelles

L’entropie conditionnelle quantifie l’entropie restante provenant d’une variable
aléatoire, si l’on connâıt la valeur d’une seconde variable aléatoire.

En apprentissage, l’entropie I(ξ|A) de ξ conditionnée par les valeurs de l’attribut
A est généralement définie comme une somme pondérée des mesures conditionnées
par chacune des valeurs de A :

I(ξ|A) =
m
∑

j=1

wjI(ξ|vj) =
m
∑

j=1

wjI(ξvj
) (1.9)

C’est l’entropie de la base conditionnée par la valeur vj de l’attribut A. Cette mesure
quantifie le pouvoir de discrimination de la valeur vj pour la base d’apprentissage ξ.
Les wj sont les poids qui permettent de caractériser différents types de mesures [45].
La valeur de wj est souvent croissante en fonction de P (vj).

À partir de la littérature, nous proposons une typologie pour les définitions des
entropies conditionnelles. Cette typologie permet de retrouver les entropies condi-
tionnelles classiques, de plus l’application du Type 4 à l’entropie de Shannon cor-
respond au gain ratio. Nous désignons par Type 1, Type 2, Type 3 et Type 4 les
formules conditionnelles suivantes :

Type 1 :

I(ξ|A) =
m
∑

j=1

P (vj)Iβ(ξ|vj) (1.10)

Type 2 :

I(ξ|A) =
m
∑

j=1

P β(vj)Iβ(ξ|vj) (1.11)

Type 3 :

I(ξ|A) =
m
∑

j=1

P β(vj)
∑m

k=1 P β(vk)
Iβ(ξ|vj) (1.12)
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Type 4 :

I(ξ|A) =
m
∑

j=1

P (vj)

−
∑m

k=1 P (vk) log P (vk)
Iβ(ξ|vj) (1.13)

En fait, dans la littérature, il existe des formes de Type 1 [159], de Type 2 [49],
de Type 3 [3] pour l’entropie conditionnelle de Daróczy et seulement de Type 1 pour
l’entropie conditionnelle de Rényi [6, 132]. Remarquons que dans son article original
[49], Daróczy n’a introduit que la forme de Type 2 pour le conditionnement. La
formule (1.13) n’est pas utilisée pour une entropie dans l’état de l’art. Cependant,
elle a été introduite pour le gain ratio [124]. Parmi les formes ci-dessus, seules la
première et la troisième vérifient la propriété : la somme des poids des entropies est
égale à 1.

Pour les pondérations de Type 2 et de Type 3, quand β est grand, l’entropie condi-
tionnelle dépend essentiellement de l’entropie issue de l’événement le plus fréquent
(autrement dit la valeur la plus fréquente). Plus β est petit, plus les événements (des
valeurs) sont considérés de manière égale. La pondération de Type 4 a été conçue
pour défavoriser les attributs ayant plusieurs valeurs.

Étant donné une entropie, nous proposons d’étudier les entropies conditionnelles
obtenues par chacune des formules conditionnelles pour le processus d’induction.
Ceci nous mène, en particulier, à utiliser l’entropie conditionnelle de Daróczy du
Type i, l’entropie conditionnelle de Rényi du Type i, la R-norme entropie du Type
i (i = 1, 2, 3, 4) et l’entropie conditionnelle de Shannon pour choisir des attributs
adéquats pendant la construction des arbres de décision. En général, on peut aussi
combiner l’entropie de Shannon avec tous les types d’entropie conditionnelle ci-
dessus. Il faut noter que, dans la littérature, pour définir une nouvelle entropie
conditionnelle à partir d’une entropie donnée, les propriétés exigées pour une mesure
conditionnelle sont rarement étudiées. Les modèles proposés par Kampé de Fériet
[50, 51] et celui proposé par Benvenuti [15] peuvent être cités comme exemples de
modèles qui permettent une telle étude.

Nous validerons par la suite l’utilisation de ces mesures dans le processus d’induc-
tion par le modèle hiérarchique, appelé FGH. On verra que ce sont des cas particu-
liers des opérations d’agrégation au niveau H du modèle et que d’autres agrégations
sont également possibles.

Notons également que dans la théorie de l’information, à partir d’une mesure
d’entropie de variables aléatoires, on peut définir une mesure d’entropie condition-
nelle liée à deux variables comme la différence entre l’entropie de leur conjonction
et celle de la variable conditionnée. I(X|Y ) = I(XY ) − I(Y ) où X, Y sont des
variables aléatoires.

Cette stratégie a été utilisée pour définir l’entropie conditionnelle de Shannon
[141]. Avec cette approche, on retrouve l’entropie conditionnelle de Shannon Type 1
et l’entropie conditionnelle de Daróczy de Type 2. Quand I est l’entropie de Rényi,
aucune des formules conditionnelles énumérées ci-dessus n’est retrouvée.
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1.2.2 Modèle hiérarchique pour les mesures de discrimina-

tion classiques

Lors de la construction d’un arbre de décision, la mesure utilisée pour choisir le
meilleur attribut doit satisfaire un certain nombre de propriétés. Dans [102, 131],
un modèle hiérarchique pour les mesures de discrimination classiques a été proposé
afin de vérifier si une mesure donnée est adéquate pour un processus de construction
d’arbres de décision.

Ce modèle hiérarchique, appelé modèle FGH, se compose des définitions de 3
types de fonctions organisés de manière hiérarchique en 3 niveaux : F -fonction, G-
fonction et H-fonction. Ils correspondent respectivement à 3 niveaux imbriqués :
niveau F , niveau G et niveau H. Les fonctions du niveau supérieur sont des fonc-
tions agrégeant des fonctions du niveau inférieur. À chaque niveau, un ensemble de
propriétés est imposé aux fonctions. En pratique, une fonction au niveau F peut
être une entropie d’un événement qui quantifie la quantité d’information relative à
l’évènement ; une fonction du niveau G peut être une entropie qui évalue la quantité
d’information moyenne d’un ensemble d’évènements ; et une fonction du niveau H
peut être une entropie conditionnelle qui mesure l’entropie restante d’un ensemble
d’événements relativement à un autre. Ces 3 niveaux servent également à construire
des mesures de discrimination en construisant des fonctions du niveau le plus bas F
au niveau le plus élevé H. La validation d’une mesure revient à vérifier qu’il existe
une fonction à chacun de ces 3 niveaux pour la mesure en question.

Pour que les définitions soient générales, on considèrera dans les définitions un
ensemble d’objets X . Notons S[X ] l’ensemble des sous-ensembles de X et P[X ] l’en-
semble des partitions de X . En apprentissage inductif, X est l’ensemble des exemples
dans une base ξ. La définition de chaque niveau du modèle FGH est décrite comme
suit (l’étude formelle et détaillée du modèle se trouve dans [102]).

1.2.2.1 Niveau F

Définition 1.2.1. (F -fonction). Une F-fonction est une fonction F :

F : S[X ] × S[X ] → R
+

telle que :

1. F (U, V ) est minimum quand U ⊆ V .

2. F (U, V ) est maximum quand U ∩ V = ∅.

3. F (U, V ) est strictement décroissante avec U∩V c’est-à-dire : si U∩V1 ⊂ U∩V2

alors F (U, V1) > F (U, V2).

Le niveau F concerne les fonctions utiles pour mesurer l’inadéquation entre 2
ensembles, c’est-à-dire qu’il concerne les fonctions qui mesurent la non-inclusion de
deux ensembles U et V . Dans le cadre de l’apprentissage inductif, une telle fonction
est par exemple appliquée à l’ensemble ξCi

des exemples de classe Ci et à l’ensemble
ξvj

des exemples ayant vj comme valeur d’un attribut A. Par abus de notation, on
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note également F (Ci|vj), une fonction d’événements conditionnels. Cette fonction
est définie par :

F (Ci|vj) = F (ξvj
, ξCi

)

Si les deux sous-ensembles sont disjoints, c’est-à-dire, si aucun exemple de classe
Ci n’a vj comme valeur pour A, alors vj n’est pas adéquate pour reconnâıtre la
classe Ci et F atteint sa valeur maximale. Si tous les exemples ayant vj pour valeur
de l’attribut A ont la classe Ci, alors la valeur vj est totalement adéquate pour la
reconnaissance de la classe Ci. La valeur vj induit alors l’appartenance à la classe Ci

pour un exemple. Plus les exemples d’une classe appartiennent à ξvj
, plus la valeur

vj est compatible avec la classe.

1.2.2.2 Niveau G

Soit une F -fonction F et une suite de fonctions réelles continues gk : R
k −→ R

+,
k ∈ N.

Définition 1.2.2. (G-fonction). Une G-fonction est une fonction G :

G : S[X ] × P[X ] → R
+

telle que :

G(U,V) = gn (F (U, V1), F (U, V2), .., F (U, Vn)) (1.14)

où V = {V1, V2, .., Vn} est une partition de X et :

1. G(U,V) est minimum quand il existe Vi (1 ≤ i ≤ n) tel que U ⊆ Vi.

2. G(U,V) est maximum quand F (U, V1) = F (U, V2) = .. = F (U, Vn).

Le niveau G concerne les fonctions agrégeant des fonctions du niveau F . En
apprentissage, ces fonctions quantifient le pouvoir discriminant d’une valeur vj de
l’attribut A relativement à l’ensemble des classes. Elles sont notées dans le contexte
de l’apprentissage par G(C|vj) et :

G(C|vj) = G
(

ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}
)

Si vj est adéquate à toutes les classes à même degré, la présence de vj n’est pas
significative pour l’identification de la classe d’un exemple et G va prendre sa valeur
maximale. Au contraire, dans le cas où la valeur vj est adéquate à une seule classe,
la valeur vj implique directement cette classe et G va prendre sa valeur minimale.

1.2.2.3 Niveau H

Soit une G-fonction G et une suite de fonctions réelles continues hk : R
+k −→ R

+,
k ∈ N.
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Définition 1.2.3. (H-fonction). Une H-fonction est une fonction H :

H : P[X ] × P[X ] → R
+

telle que :

H(U ,V) = hm (G(U1,V), G(U2,V), .., G(Um,V))

où U = {U1, U2, .., Um} et V sont des partitions de X .

Le niveau H regroupe les fonctions agrégeant des fonctions du niveau G. En
apprentissage, ces fonctions sont utilisées pour mesurer le pouvoir discriminant d’un
attribut A relativement à l’ensemble des classes. Elles sont notées dans ce contexte
par H(C|A).

H(C|A) = H ({ξv1
, ξv2

, .., ξvm
}, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

})

1.3 Étude des mesures de discrimination par le

modèle hiérarchique

Cette section est consacrée à la validation des mesures de discrimination à l’aide
du modèle hiérarchique classique. Cela nous permet de justifier l’usage de ces mesures
en apprentissage inductif. La validation présentée dans cette section sera complétée
plus tard par une étude expérimentale décrite dans le chapitre 2 (page 49). Cette
section se termine par une étude sur le rapport entre le modèle hiérarchique et
l’axiomatisation des entropies.

Comme le modèle FGH se compose de 3 niveaux et chacun correspond à un
type de fonctions, pour valider une mesure, il est donc nécessaire de retrouver les
fonctions de ces 3 niveaux de la mesure. Il faut évidement justifier que ces fonctions
satisfont les propriétés demandées. Une mesure sera donc validée s’il est possible
de mettre en évidence une F -fonction, une G-fonction et une H-fonction pour elle.
Les validations de certaines mesures de discrimination par le modèle FGH ont été
présentées dans [102] (pour l’entropie de Shannon, l’indice de diversité de Gini, la
mesure d’information de Kampé de Fériet).

Dans la suite de cette section, nous continuons sur cette voie pour étudier en
détails les mesures de discrimination notamment les mesures d’entropie autre que
celle de Shannon. En particulier, les mesures d’entropie de Rényi, celle de Daróczy, la
R-norme entropie, l’entropie symétrique et l’entropie décentrée sont validées comme
des mesures de discrimination. De plus, nous considérons également la mesure de
Kolmogorov-Smirnov. Pour cela, nous exhibons la F -fonction, la G-fonction et la
H-fonction qui leur correspondent.
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1.3.1 Entropie de Rényi, entropie de Daróczy, R-norme en-

tropie

Considérons une entropie définie sur la distribution de probabilité conditionnée
par vj (P (C1|vj), P (C2|vj), .., P (Cn|vj)) :

P (Ci|vj) =
|ξvj

∩ ξCi
|

|ξvj
|

Niveau F

Considérons pour β > 0 la fonction suivante :

F (ξvj
, ξCi

) = −β log
|ξvj

∩ ξCi
|

|ξvj
|

soit aussi F (Ci|vj) = −β log P (Ci|vj)

Cette formule généralise l’entropie de Shannon par le coefficient β. Elle sera
utilisée à la fois pour l’entropie de Rényi, pour l’entropie de Daróczy et pour la
R-norme entropie.

F est une F -fonction car :

1. Si ξvj
⊆ ξCi

alors P (Ci|vj) = 1 donc log P (Ci|vj) = 0.

2. Si ξvj
∩ ξCi

= ∅ alors P (Ci|vj) = 0 donc − log P (Ci|vj) = +∞.

3. F (ξvj
, ξCi

) est une fonction strictement décroissante de |ξCi
∩ ξvj

| quand |ξvj
|

est constante.

Niveau G

Entropie de Rényi

Considérons l’agrégation suivante des F -fonctions :

G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
1

1 − β

(

log
n
∑

i=1

2−F (ξvj
,ξCi

)

)

soit aussi :

G(C|vj) =
1

1 − β

(

log
n
∑

i=1

2−F (Ci|vj)

)

Remplaçons F (Ci|vj) par −β log P (Ci|vj) on retrouve la formule de l’entropie de
Rényi (1.2) :

G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) = Iβ
R(P (C1|vj), P (C2|vj), .., P (Cn|vj))

G satisfait bien les propriétés requises :
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1. G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) = 0, c’est la valeur minimale quand il existe Ci (1 ≤
i ≤ n) telle que ξvj

⊆ ξCi
car : P (Ci|vj) = 1 et ∀l 6= i : P (Cl|vj) = 0 (sachant

que {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
} (1 ≤ i ≤ n) est une partition de ξ donc

∑n

i=1 P (Ci|vj) =
1).

2. Si F (ξvj
, ξC1

) = F (ξvj
, ξC2

) = .. = F (ξvj
, ξCn

), c’est-à-dire ∀i, l : 1 ≤ i 6= l ≤
n : P (Ci|vj) = P (Cl|vj), G(ξvj

, {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
}) atteint sa valeur maximale

d’après (1.5).

Entropie de Daróczy

Considérons l’agrégation suivante des F -fonctions :

G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
2β−1

2β−1 − 1

(

1 −
n
∑

i=1

2−F (ξvj
,ξCi

)

)

soit aussi :

G(C|vj) =
2β−1

2β−1 − 1

(

1 −
n
∑

i=1

2−F (Ci|vj)

)

Remplaçons F (Ci|vj) par −β log P (Ci|vj) on retrouve la formule de l’entropie de
Daróczy (1.3) :

G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) = Iβ
D(P (C1|vj), P (C2|vj), .., P (Cn|vj))

De même que pour l’entropie de Rényi et d’après (1.5), G est maximale dans le cas
où les F−fonctions qui la composent sont équivalentes. G est minimale quand ξvj

est incluse dans l’un des sous-ensembles de la partition {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
}.

R-norme entropie

Considérons l’agrégation suivante des F -fonctions :

G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
β

β − 1



1 −

(

n
∑

i=1

2−F (ξvj
,ξCi

)

) 1

β





soit aussi :

G(C|vj) =
β

β − 1



1 −

(

n
∑

i=1

2−F (Ci|vj)

) 1

β





Remplaçons F (Ci|vj) par −β log P (Ci|vj) on retrouve la formule (1.4) de la R-norme
entropie :

G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) = Iβ
R−norme(P (C1|vj), P (C2|vj), .., P (Cn|vj))
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De même que les entropies de Rényi et de Daróczy ci-dessus, cette fonction vérifie les
deux propriétés liées à la minimalité et de la maximalité exigées pour une G-fonction.

Notons que, entre autres, la somme ou le produit des G-fonctions sont eux-mêmes
des G-fonctions. Cette propriété permet de construire de nouvelles G-fonctions en
combinant les fonctions existantes.

Niveau H

Considérons l’agrégation suivante des G-fonctions, qui donne une fonction au
niveau H :

H({{ξv1
, ξv2

, .., ξvm
}, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
m
∑

j=1

wjG(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

})

soit aussi :

H(C|A) =
m
∑

j=1

wjG(C|vj)

Les formules conditionnelles de Type 1, 2, 3 et 4 sont retrouvées quand on affecte
respectivement les valeurs

P (vj), P β(vj),
P β(vj)

∑m

k=1 P β(vk)
,

P (vj)

−
∑m

k=1 P (vk) log P (vk)

à wj pour les poids et remplace G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) par l’une des entropies.
De la même manière, le gain ratio, autrement dit l’entropie de Shannon de Type
4 d’après notre taxonomie, peut être validé comme une mesure de discrimination
selon le modèle hiérarchique. Comme aucune propriété n’est imposée au niveau H,
le choix de l’opération d’agrégation est relativement libre. Cela peut être exploité
pour obtenir des arbres avec des propriétés souhaitées. En particulier, le choix du
Type 4 permet de réduire l’effet de préférence des attributs ayant plusieurs valeurs
[124].

1.3.2 Entropie asymétrique et entropie décentrée

Considérons une entropie décentrée Idc définie sur la distribution de probabilité
(P (C1|vj), P (C2|vj), .., P (Cn|vj)). Idc est obtenue par un décentrage d’une entropie
Ic, dite centrée (pour distinguer des entropies décentrées), en particulier une des
entropies considérées ci-dessus. À la différence de l’entropie centrée, cette entropie
atteint sa valeur maximale quand P (Ci|vj) = θi ≥ 0 ∀i = 1..n et :

∑n

i=1 θi = 1. À
partir des probabilités P (C1|vj), P (C2|vj), .., P (Cn|vj), on calcule les π1j, π2j, .., πnj

selon les formules (1.7) et (1.8). Les fonctions à chaque niveau sont définies à partir
des π1j, π2j, .., πnj et ainsi elles sont indirectement définies à partir des probabilités
P (C1|vj), P (C2|vj),.., P (Cn|vj).
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Niveau F

Considérons la fonction suivante :

F (ξvj
, ξCi

) = − log πij soit aussi F (Ci|vj) = − log πij

F est une F -fonction car :

1. Si ξvj
⊆ ξCi

alors P (Ci|vj) = 1 donc πij = 1 et F (ξvj
, ξCi

) = − log πij = 0.

2. Si ξvj
∩ξCi

= ∅ alors P (Ci|vj) = 0 donc πij = 0 et F (ξvj
, ξCi

) = − log πij = +∞.

3. F (ξvj
, ξCi

) est une fonction strictement décroissante de πij et à son tour πij

elle-même est une fonction strictement croissante de P (Ci|vj) (figure 1.1, page
20). Donc F (ξvj

, ξCi
) est une fonction décroissante de P (Ci|vj) ou de façon

équivalente : décroissante de |ξCi
∩ ξvj

| quand |ξvj
| est constante.

Cette F -fonction est également valable pour l’entropie asymétrique.

Niveau G

Entropie décentrée

Considérons la fonction suivante :

G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) = Idc(P (C1|vj), P (C2|vj), .., P (Cn|vj)) (1.15)

soit aussi

G(C|vj) = Idc(P (C1|vj), P (C2|vj), .., P (Cn|vj))

avec

Idc(P (C1|vj), P (C2|vj), .., P (Cn|vj)) = Ic(π1j, π2j, .., πnj)

Pour faire apparâıtre les F -fonctions, on peut réécrire la formule (1.15) ci-dessus
comme suit :

G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) = Ic(e
−F (C1|vj), e−F (C2|vj), .., e−F (Cn|vj))

On démontre que G satisfait bien les propriétés requises :

1. Quand il existe Ci (1 ≤ i ≤ n) telle que ξvj
⊆ ξCi

on a : P (Ci|vj) = 1 et
P (Cl|vj) = 0, ∀l 6= i. Selon la transformation (figure 1.1) on a : πij = 1 et
πlj = 0, ∀l 6= i. Dans ce cas :

G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) = Ic(0, 0, .., 1, .., 0) = 0

C’est la valeur minimale de G.
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2. Si F (ξvj
, ξC1

) = F (ξvj
, ξC2

) = .. = F (ξvj
, ξCn

), c’est-à-dire π1j = π2j = .. =
πnj = 1

n
, alors Ic atteint sa valeur maximale car elle est une entropie centrée.

Aussi G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) atteint également sa valeur maximale. Cette va-
leur maximale correspond à l’entropie décentrée de la distribution (θ1, θ2, .., θn).

Entropie asymétrique

La G-fonction est la formule (1.6) définie sur les probabilités P (C1|vj), P (C2|vj),..,
P (Cn|vj) :

Iasym(P (C1|vj), P (C2|vj), .., P (Cn|vj)) = −
n
∑

i=1

P (Ci|vj)(1 − P (Ci|vj))

(−2θi + 1)P (Ci|vj) + θ2
i

C’est une agrégation de F -fonctions car les F -fonctions sont bijectives et décrois-
santes des P (Ci|vj). La maximalité et la minimalité sont vérifiées de manière iden-
tique à l’entropie décentrée :

Iasym(0, .., 1, .., 0) ≤ Iasym(P (C1|vj), .., P (Cn|vj)) ≤ Iasym(θ1, θ2, .., θn)

Niveau H

Les H-fonctions pour les entropies décentrées et les entropies asymétriques sont
identiques à celles définies pour les entropies centrées et décrites dans la section
1.3.1.

1.3.3 Mesure de Kolmogorov-Smirnov

La mesure de Kolmogorov-Smirnov n’est pas une mesure d’entropie. Elle a été
introduite dans le cadre statistique pour la sélection de test. L’usage de cette mesure
dans la construction des arbres de décision est décrit dans [66, 152]. Nous montrons
ici les F -fonction, G-fonction et H-fonction qui prouvent son appartenance au modèle
FGH.

Considérons le cas de 2 classes C1 et C2. Considérons l’attribut A qui possède
un ensemble de valeurs possibles v1, v2, ..., vm. La distance de Kolmogorov-Smirnov
pour un test A = vj est :

K({C1, C2}|A = vj) = |P (C1|vj) − P (C2|vj)|

Notons K({C1, C2}|A) la valeur maximale des distances de Kolmogorov-Smirnov
pour chacune des valeurs de A :

K({C1, C2}|A) = max
j=1..m

K({C1, C2}|A = vj)

La valeur vj associée à la valeur maximale de K({C1, C2}|A) sera utilisée pour le
test avec l’attribut A s’il est choisi.
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Parmi tous les attributs, l’attribut choisi pour le test est celui qui maximise
K({C1, C2}|A) [152]. En d’autres termes, le choix d’un test est effectué parmi tous
les tests possibles de la forme : A = v et celui qui est choisi maximise la distance de
Kolmogorov-Smirnov qui lui est associée. Notons que les arbres de décision construits
selon cette mesure sont des arbres binaires dont chaque nœud interne correspond à
un test de la forme de A = v.

Nous montrons maintenant les fonctions qui correspondent à chaque niveau du
modèle hiérarchique.

La F -fonction associée est définie par :

F (ξvj
, ξCi

) = 1 − P (Ci|vj)

La satisfaction des propriétés exigées pour une F -fonction peut être démontrée de
la même manière que pour les F -fonctions précédentes.

La G-fonction associée est définie par :

G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
}) = 1 − |P (C1|vj) − P (C2|vj)|

1. G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
}) = 0, c’est la valeur minimale, quand il existe Ci telle que

ξvj
⊆ ξCi

car : P (Ci|vj) = 1 et P (Cl|vj) = 0, l 6= i.

2. Si F (ξvj
, ξC1

) = F (ξvj
, ξC2

), c’est-à-dire P (C1|vj) = P (C2|vj), on a :

G(ξvj
, {ξC1

, ξC2
}) = 1

C’est la valeur maximale.

La H-fonction associée est définie comme suit :

H({ξv1
, ξv2

, .., ξvm
}, {ξC1

, ξC2
}) = max

j=1..m
(1 − G(ξvj

, {ξC1
, ξC2

}))

= max
j=1..m

|P (C1|vj) − P (C2|vj)|

= K({C1, C2}|A)

Dans le cas général où il y a plus de deux classes, la mesure peut être définie
comme suit [152] :

Soit (Ĉ1, Ĉ2, .., Ĉn) une permutation des classes de C telle que :

P ∗(Ĉ1|vj) ≤ P ∗(Ĉ2|vj) ≤ .. ≤ P ∗(Ĉn|vj)

Supposons que i0 (1 ≤ i0 ≤ n − 1) soit l’indice minimal tel que :

P ∗(Ĉi0+1|vj) − P ∗(Ĉi0|vj) = max
i=1..n−1

|P ∗(Ĉi+1|vj) − P ∗(Ĉi|vj)|

On regroupe les classes Ĉ1, Ĉ2, .., Ĉi0 et les classes Ĉi0+1, Ĉi0+2, .., Ĉn pour obtenir
deux super-classes SC1 et SC2.

La distance de Kolmogorov-Smirnov pour un test A = vj est définie à travers
ces deux super-classes SC1 et SC2. Ainsi, les deux partitions à considérer sont la
partition selon les valeurs d’un attribut et la partition selon ces deux super-classes.
D’après la démonstration ci-dessus, cette mesure est validée dans le cadre du modèle
FGH.
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1.3.4 Discussion

1.3.4.1 Généralisation

La différence se trouve essentiellement dans le niveau G, d’où viennent les for-
mules différentes des entropies. Selon les propriétés du niveau F , F (Ci|vj) est une
fonction décroissante de P (Ci|vj). Pour les entropies ci-dessus, le niveau F est défini
comme une variante de − log P (Ci|vj). Cependant, d’autres fonctions peuvent être
utilisées dans le niveau F pour la construction de mesures de discrimination. On
donne certains exemples simples :

F (Ci|vj) = 1 − P (Ci|vj)

(c’est la fonction utilisée pour le niveau F de la mesure de Kolmogorov-Smirnov),
ou :

F (Ci|vj) =
1

P (Ci|vj)

Après avoir défini une fonction du niveau F selon P (Ci|vj), on peut trouver
la fonction inverse qui permet de calculer P (Ci|vj) à partir de F (Ci|vj). Cela nous
permet de convertir une fonction au niveau G représentée sous la forme d’une fonction
des probabilités en une fonction représentée comme une agrégation de fonctions du
niveau F . Ainsi la validation des fonctions du niveau G est facilitée dans le cas où
celles-ci sont des fonctions des probabilités comme c’est le cas pour les entropies de
Rényi, de Daróczy et les R-norme entropies.

En dehors des fonctions considérées ci-dessus, on peut utiliser d’autres fonctions.
Par exemple, les fonctions suivantes satisfont les propriétés du niveau G :

G(C|vj) = 1 − max
i=1..n

P (Ci|vj) + min
i=1..n

P (Ci|vj)

G(C|vj) =
mini=1..n P (Ci|vj)

maxi=1..n P (Ci|vj)

Comme il n’y a pas de contraintes pour l’opération d’agrégation au niveau H,
rien ne nous empêche d’utiliser d’autres formules d’agrégation que celles de Type
1, Type 2, Type 3 et Type 4 (cf. formules (1.10)-(1.13)). Les opérateurs d’agréga-
tion peuvent être appliqués à toutes les G-fonctions. Ainsi l’utilisation des entropies
conditionnelles de Rényi de Type i, des entropies conditionnelles de Daróczy de
Type i, des R-norme entropies, des entropies décentrées et asymétriques de Type i
et d’autres mesures dans l’induction d’arbres de décision sont justifiées par le modèle
hiérarchique. L’aspect constructif du modèle est illustré puisqu’il justifie la compo-
sition des formules conditionnelles et les entropies existantes.

1.3.4.2 Relation entre le modèle FGH et l’approche axiomatique

Comme nous l’avons présenté au début de la section, dans le cadre de l’approche
axiomatique, on établit les propriétés désirées pour une fonction mesurant la quantité
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d’information puis on cherche des fonctions qui vérifient ces propriétés. Nous ne
considérons ici que les définitions des entropies basées sur la notion de probabilité : on
considère a priori que la quantité d’information d’un événement est une fonction de sa
probabilité. Les propriétés désirées sont donc toujours imposées sur des probabilités.

Niveau F : On essaie souvent de définir d’abord l’entropie d’un événement
comme une fonction de sa probabilité. Plus il est rare (plus sa probabilité est faible),
plus la quantité d’information qu’il apporte est grande. L’entropie d’un événement
est uniquement déterminée par sa probabilité. C’est pourquoi, les propriétés sui-
vantes sont désirées pour la fonction d’entropie I(P (e)) d’un événement e :

1. décroissante par rapport à la probabilité P (e)

2. continue selon P (e)

3. conjonctive : I(P (e1e2)) = I(P (e1))+I(P (e2)) si e1 et e2 sont deux événements
indépendants.

À partir de ces propriétés, on ne peut trouver qu’une seule famille de fonctions qui
convienne [141] :

I(P (e)) = −k log P (e)

où k est une constante. C’est la formule de l’entropie de Shannon pour un événement.
Cette définition correspond au niveau F du modèle FGH.

Cependant, les contraintes imposées aux fonctions du niveau F sont plus faibles
que les contraintes ci-dessus car on ne demande pas la continuité et la propriété de
conjonction.

Niveau G : L’entropie d’un ensemble d’événements peut être définie par un
système d’axiomes. Dans [5], on trouve les systèmes d’axiomes pour les entropies
de Shannon, Rényi, Daróczy. Il peut exister certains systèmes d’axiomes qui im-
pliquent une même formule d’entropie. Voici un exemple d’un système d’axiomes
pour l’entropie de Shannon :

1. I est une fonction continue par rapport à Pi.

2. Si toutes les Pi sont égales, I est strictement croissante par rapport à n, le
nombre d’événements.

3.

I(P1, ., Pk, Pk+1, .., Pn) = I(P1, ., Pk + Pk+1, .., Pn)

+ (Pk + Pk+1)I

(

Pk

Pk + Pk+1

,
Pk+1

Pk + Pk+1

)

Il a été montré que seule l’entropie de Shannon satisfait ces axiomes (théorème
de Shannon [141]).

L’entropie d’un ensemble d’événements correspond au niveau G du modèle FGH.
Niveau H : Le niveau H du modèle FGH correspond à une entropie condition-

nelle. Soit X, Y deux distributions de probabilité. Certaines propriétés souhaitées
pour les entropies conditionnelles sont :
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1. I(XY ) = I(X) + I(Y |X)

2. Si X, Y sont indépendants

(a) I(XY ) = I(X) + I(Y )

(b) I(X|Y ) = I(X)

3. I(X) + I(Y |X) = I(Y ) + I(X|Y )

4. I(X|Y ) ≤ I(X)

5. I(XY ) ≤ I(X) + I(Y )

Cependant, il n’y a aucune contrainte pour le niveau H du modèle FGH.

1.4 Modèle hiérarchique proposé pour les mesures

de discrimination floues

1.4.1 Nécessité d’un modèle pour les mesures de discrimi-

nation floues

Malgré ses performances, le modèle hiérarchique classique n’est pas assez général
pour valider l’utilisation des mesures de discrimination floues qui sont utilisées dans
la construction des arbres de décision flous. Dans plusieurs cas, les données dispo-
nibles sont imprécises et/ou incertaines et nous devons les manipuler telles quelles.
Dans d’autres cas, quand les données disponibles sont précises et certaines, l’uti-
lisation d’un arbre de décision flou permet de traiter les données de manière plus
efficace et plus flexible [79] (voir aussi la section 2.5, page 75). En prétraitement,
avant chaque choix du meilleur attribut, un attribut numérique peut être discré-
tisé en le segmentant par des coupures floues. Ces coupures délimitent les frontières
entre des sous-ensembles flous de valeurs. Dans ce cas, chaque valeur numérique
appartient à un sous-ensemble avec un certain degré d’appartenance. Par ailleurs,
chaque exemple peut appartenir partiellement à une classe. Les mesures de discri-
mination floues sont alors nécessaires pour choisir l’attribut qui discrimine au mieux
les exemples relativement à leurs classes.

Bien que l’utilisation des mesures de discriminations floues soit nécessaire et assez
répandue [130, 162], il n’existe aucune méthode pour les étudier. Le modèle hiérar-
chique classique ne permet d’étudier que des mesures de discrimination classique.
Néanmoins, dans sa thèse, Marsala [102] a suggéré l’extension de son modèle vers la
théorie des sous-ensemble flous. Dans cette section, nous proposons une telle exten-
sion du modèle hiérarchique pour l’adapter à des mesures de discrimination floues
[47, 44]. Il s’agit aussi d’un modèle hiérarchique, intitulé FGH∗, qui permet de ca-
ractériser des mesures de discrimination floues. Il se décompose également en trois
niveaux : F∗,G∗,H∗. À chaque niveau, un ensemble de propriétés est imposé à des
fonctions dont les variables sont des sous-ensembles flous ou des partitions floues.
L’avantage de ce modèle est qu’il généralise le modèle classique et qu’il est utilisable
non seulement dans la construction des arbres de décision classiques mais aussi dans
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la construction des arbres de décision flous. Les mesures usuelles pour construire des
arbres flous seront validées par ce modèle, entre autres l’entropie floue [130] et la
mesure d’ambigüıté de classification de Yuan et Shaw [162]. De plus, nous proposons
une extension vers les événements flous des mesures d’entropie existantes, telles que
l’entropie de Rényi, l’entropie de Daróczy, la R-norme entropie. Ces extensions sont
ensuite validées par ce modèle hiérarchique afin de les utiliser dans la construction
des arbres de décision flous en tant que mesures de discrimination floues.

1.4.2 Description du modèle hiérarchique proposé

1.4.2.1 Choix des opérateurs flous

Afin de généraliser le modèle classique, il est essentiel de choisir entre autres les
opérateurs adéquats pour manipuler des sous-ensembles flous, notamment l’intersec-
tion, ainsi que la définition de relation floue (inclusion) et celle de la partition d’un
ensemble flou.

On se place dans un univers X donné.

Intersection : L’intersection entre deux sous-ensembles flous A et B de X est
définie par une t-norme comme le minimum ou la t-norme probabiliste :

µA∩B(x) = min(µA(x), µB(x)), ∀x ∈ X

ou

µA∩B(x) = µA(x)µB(x), ∀x ∈ X

Cette dernière t-norme a été choisie pour notre modèle car elle est plus adaptée aux
mesures que nous étudions. Ce choix permet notamment de conserver les propriétés
(1.16) et (1.17) que l’on verra dans la suite. Elles sont nécessaires pour assurer que la
somme des probabilités de tous les événements flous correspondant à une partition
floue reste égale à 1.

Inclusion : On souhaite que l’inclusion entre deux sous-ensembles flous vérifie la
propriété :

A ⊆ B ⇔ A ∩ B = A

Avec la mesure d’inclusion que nous avons choisie, cette propriété s’écrit :

∀x ∈ X , A ⊆ B ⇔ µA∩B(x) = µA(x)

Avec ces deux définitions, on a équivalence : A est inclus dans B si et seulement
si ∀x ∈ X : µA(x) > 0 implique µB(x) = 1. Ce qui signifie : pour que A ⊆ B,
il faut que µA(x) soit non nul pour les seuls x qui se trouvent dans le noyau de B
(figure 1.2). Avec cette l’inclusion, un sous-ensemble flou ne peut pas être inclus dans



36 Modèle hiérarchique pour les mesures de discrimination

B

2A1

X

A

Fig. 1.2 – A1 ⊂ B et A2 6⊂ B

deux sous-ensembles flous qui font partie d’une partition floue normale. La même
propriété existe dans le cas classique et est utilisée implicitement lors de l’utilisation
du niveau G du modèle hiérarchique classique.

Dans la théorie des sous-ensembles flous, on utilise souvent la définition :

A ⊆ B ⇔ µA(x) ≤ µB(x)

Si B est un ensemble non flou, cette définition et la précédente sont équivalentes.
Dans le contexte de l’apprentissage inductif, B correspond souvent à l’ensemble des
exemples d’une classe. Quand chaque exemple appartient à une seule classe, B est
un ensemble non flou.

Partition : Il existe différentes définitions des partitions floues [19] d’un ensemble
classique. Une partition floue maximale d’un ensemble classique A est un ensemble de
p sous-ensembles flous {A1, A2, .., Ap} tel que : ∀i = 1, .., p : h(Ai) = 1, h(Ai∩Ak) < 1
pour ∀k 6= i et maxi=1..p µAi

(x) = 1 où h désigne la hauteur d’un sous-ensemble flou.
Une partition floue naturelle d’un ensemble classique A est un ensemble de p sous-

ensembles flous {A1, A2, .., Ap} tel que : ∀x ∈ X il existe un unique sous-ensemble
flou Il telle que : maxi=1..p µAi

(x) = µAl
(x).

Une partition floue normale d’un ensemble classique A est un ensemble de p
sous-ensembles flous {A1, A2, .., Ap} tel que :

∀x ∈ X :

p
∑

i=1

µAi
(x) = 1

Dans nos travaux, nous avons besoin d’une définition de partition floue pour un
ensemble flou. Nous avons choisi une extension de la définition de la partition floue
normale donnée dans [16]. C’est une définition de partition floue très utilisée. Une
partition floue normale d’un ensemble flou A est un ensemble de p sous-ensembles
flous {A1, A2, .., Ap} tel que :

∀x ∈ X :

p
∑

i=1

µAi
(x) = µA(x)



1.4 Modèle hiérarchique proposé pour les mesures de discrimination floues 37

Ainsi :

p
∑

i=1

|Ai|

|A|
= 1

où |A| est la cardinalité floue de A : |A| =
∑

x∈X µA(x).
Soit {B1, B2, .., Bp} une partition floue d’un ensemble flou B. Avec ces définitions,

on montre les deux propriétés suivantes :

1. Si A ⊆ B alors {A ∩ B1, A ∩ B2, .., A ∩ Bp} est une partition floue de A.

On a : µA∩Bi
(x) = µA(x)µBi

(x). Alors :

p
∑

i=1

µA∩Bi
(x) =

p
∑

i=1

µA(x)µBi
(x) = µA(x)

p
∑

i=1

µBi
(x)

= µA(x)µB(x) = µA∩B(x) (1.16)

C’est une propriété plutôt évidente dans le cas classique. Cela donne la pro-
priété suivante qui sera utilisée dans la suite :

p
∑

i=1

|A ∩ Bi|

|A|
= 1 (1.17)

2. Si A ⊆ Bi alors ∀j 6= i A ∩ Bj = ∅.

On a : ∀x ∈ X et µA(x) > 0 : µBi
(x) = 1. Comme µB(x) =

∑p

i=1 µBi
(x) ≤ 1

alors ∀j 6= i : µBj
(x) = 0 ou bien A ∩ Bj = ∅, ∀j 6= i. Dans le cas classique

où les Bi sont des ensembles non flous, cette propriété est évidente car les Bi

sont disjoints deux à deux.

L’entropie d’un ensemble d’événements flous est une fonction des probabilités
floues de chaque événement de l’ensemble. Elle mesure l’incertitude sur les événe-
ments. Plus l’entropie de l’ensemble flou est grande, plus la prédiction de l’occurrence
d’un événement flou est difficile. C’est une extension de l’entropie classique en rem-
plaçant les probabilités classiques par les probabilités floues.

Soit X un univers d’événements classiques pour lequel chaque événement x de X
est associé à une probabilité classique P (x). Soit E un sous-ensemble flou de X . E
définit un événement flou. La probabilité floue P ∗ de l’événement flou E est définie
par [164] :

P ∗(E) =
∑

x∈X

µE(x)P (x)

La probabilité conditionnelle floue de l’événement flou E1 relativement à l’évé-
nement flou E2 est définie par Smets [143] :

P ∗(E1|E2) =
P ∗(E1 ∩ E2)

P ∗(E2)
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Il est intéressant de remarquer que dans un article de Zadeh [164], la définition
de la probabilité conditionnelle floue est :

P ∗(E1|E2) =
P ∗(E1E2)

P ∗(E2)

où le produit a été utilisé au lieu de l’intersection dans la formule de Smets. Cepen-
dant, la définition du produit dans la formule de Zadeh est le produit. Ce produit
est la t-norme que l’on utilise pour l’intersection dans la formule de Smets. Ces deux
définitions cöıncident donc.

Si X est un univers contenant des événements équiprobables, la probabilité d’un
sous-ensemble flou S ⊆ X est P ∗(S) = |S|

|X |
.

1.4.2.2 Description du modèle proposé

Soit S∗[X ] l’ensemble des sous-ensembles flous de X et P
∗[X ] l’ensemble des

partitions floues de X .
En apprentissage inductif, X est l’ensemble des exemples ξ. À la différence de

la section précédente, l’ensemble des exemples d’une classe peut être flou. Ainsi,
un exemple peut éventuellement appartenir à plusieurs classes. Dans la suite, nous
faisons l’hypothèse que la somme des degrés d’appartenance d’un exemple à toutes
les classes est 1. Si ce n’est pas le cas, les degrés doivent être d’abord normalisés.

Au lieu de considérer directement les valeurs d’un attribut, dans cette partie nous
considérons plutôt les modalités associées v1, v2, .., vm à un attribut. Chaque valeur
d’attribut appartient à une ou plusieurs modalités.

Nous supposons aussi que la somme des degrés d’appartenance d’une valeur à
toutes les modalités possibles est 1. Cette fois, chaque attribut est évalué par son
pouvoir discriminant vis-à-vis des classes, selon les valeurs qu’il prend.

On note ξCi
le sous-ensemble flou des exemples appartenant à la classe Ci avec

un degré strictement positif, et ξvj
le sous-ensemble flou de tous les exemples dont la

valeur pour l’attribut A appartient à la valeur vj avec un degré strictement positif :

ξvj
=

N
∑

i=1

µvj
(ei(A))/ei

où ei(A) est la valeur de l’attribut A pour l’exemple ei de la base ξ et
∑

est la
notation usuelle pour représenter un sous-ensemble flou et ne désigne pas l’opérateur
somme. {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

} et {ξv1
, ξv2

, .., ξvm
} sont donc des partitions floues de ξ.

Nous proposons de définir les 3 niveaux du modèle FGH∗ comme suit.

Définition 1.4.1. (F∗-fonction). Une F∗-fonction est une fonction F ∗ :

F ∗ : S∗[X ] × S∗[X ] → R
+

telle que :

1. F ∗(U, V ) est minimum quand U ⊆ V .
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2. F ∗(U, V ) est maximum quand U ∩ V = ∅.

3. F ∗(U, V ) est strictement décroissante avec U∩V c’est-à-dire si U∩V1 ⊂ U∩V2

alors F ∗(U, V1) > F ∗(U, V2).

Une F∗-fonction mesure l’inadéquation entre deux sous-ensembles flous. En ap-
prentissage inductif F ∗(ξvj

, ξCi
) mesurera donc l’inadéquation de ξvj

par rapport à
ξCi

.
Comme remarqué par Marsala, l’auteur du modèle FGH, les fonctions du niveau

F sont fondées sur une mesure de dissimilarité des sous-ensembles induits par les
modalités d’un attribut envers les sous-ensembles induits par les classes. Nous ne
pensons donc pas que c’est la seule extension possible des fonctions du niveau F .
Par exemple, au lieu d’utiliser la relation d’inclusion et de conjonction entre deux
sous-ensembles floues, on peut envisager d’utiliser une mesure de similarité [133, 134]
ou une mesure de satisfiabilité.

Soit une F∗-fonction F ∗ et une suite de fonctions réelles continues g∗
k : R

k −→ R
+,

k ∈ N.

Définition 1.4.2. (G∗-fonction). Une G∗-fonction est une fonction G∗ :

G∗ : S∗[X ] × P
∗[X ] → R

+

telle que : G∗(U,V) = g∗
n(F ∗(U, V1), F

∗(U, V2), .., F
∗(U, Vn)) où V = {V1, V2, .., Vn}

est une partition floue de X et :

1. G∗(U,V) est minimum quand il existe Vi (1 ≤ i ≤ n) tel que U ⊆ Vj.

2. G∗(U,V) est maximum quand F ∗(U, V1) = F ∗(U, V2) = ... = F ∗(U, Vn).

Si on note ξC la partition floue de l’ensemble des exemples par leurs classes,
G∗(ξvj

, {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
}) mesure donc le pouvoir discriminant de la valeur floue vj

relativement à C.
On montre que les différentes formules d’entropie floues sont des G∗-fonctions.
Soit une G∗-fonction G∗ et une suite de fonctions réelles continues h∗

k : R
+k −→

R
+, k ∈ N.

Définition 1.4.3. (H∗-fonction). Une H∗-fonction est une fonction H∗ :

H∗ : P
∗[X ] × P

∗[X ] → R
+

telle que :

H∗(U ,V) = h∗
m(G∗(U1,V), G∗(U2,V), .., G∗(Um,V))

où V = {V1, V2, .., Vm} et U sont des partitions floues de X .

Si ξA est une partition floue de l’ensemble des exemples par les valeurs de l’at-
tribut A, H∗({ξv1

, ξv2
, .., ξvm

}, {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
}) mesure donc le pouvoir discriminant

d’un attribut A relativement à la classe.
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Dans notre contexte, il y a une équivalence entre événements flous et sous-
ensembles flous. Le modèle proposé modélise donc des rapports entre des événements
flous ou entre des ensembles des événements flous. Une F∗-fonction peut mesurer
l’inadéquation entre deux événements flous. Une G∗-fonction mesure le pouvoir dis-
criminant d’un événement flou relativement à un ensemble d’événements flous. Et
finalement, une H∗-fonction évalue le pouvoir discriminant d’un ensemble d’événe-
ments flous relativement à un autre ou bien l’adéquation entre ces deux ensembles
d’événements flous.

1.5 Validation des mesures de discrimination floues

Dans la suite, nous généralisons d’abord des mesures d’entropie avec des concepts
de la théorie des sous-ensembles flous. Nous validons ensuite les mesures par le
modèle FGH∗. Une mesure M sera validée s’il est possible de mettre en évidence
une F∗-fonction, une G∗-fonction et une H∗-fonction pour M .

1.5.1 Introduction des mesures d’entropie floues

Dans cette section, les définitions des différentes mesures d’entropie sont éten-
dues. On considèrera l’entropie des événements flous, une extension de l’entropie
de Rényi [6, 132], une extension de l’entropie de Daróczy [49], une extension de
la R-norme entropie et la mesure d’ambigüıté de Yuan et Shaw. Les définitions de
ces entropies sont issues de la théorie de l’information et elles sont étendues aux
événements flous.

Notons P ∗(Ci) la probabilité de la classe floue Ci dans la base d’exemples ξ ;
P ∗(vj) la probabilité qu’un exemple de la base ξ prenne la modalité floue vj pour
valeur d’un attribut A ; P ∗(Ci|vj) la probabilité qu’un exemple prenne la modalité
floue vj pour valeur d’un attribut A appartient à la classe Ci :

P ∗(Ci) =
|ξCi

|

|ξ|
; P ∗(vj) =

|ξvj
|

|ξ|
et P ∗(Ci|vj) =

|ξCi
∩ ξvj

|

|ξvj
|

On a donc :
n
∑

i=1

P ∗(Ci) = 1 et
m
∑

j=1

P ∗(vj) = 1

À partir de (1.17), on a aussi :

n
∑

i=1

P ∗(Ci|vj) = 1

L’entropie d’un événement flou [147] est définie par :

I∗
S(P ∗

1 , P ∗
2 , .., P ∗

n) = −
n
∑

i=1

P ∗
i log P ∗

i (1.18)
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C’est une extension de l’entropie de Shannon aux événements flous. Certains auteurs
[130] la nomment l’entropie étoile. Dans ce qui suit, le terme « entropie floue » sans
plus de précision, désigne cette entropie.

De façon similaire à l’extension de l’entropie de Shannon, nous proposons de
remplacer les probabilités classiques par les probabilités floues dans les formules
correspondantes pour obtenir les mesures suivantes :

L’entropie floue de Daróczy s’écrit alors :

I∗β
D (P ∗

1 , P ∗
2 , .., P ∗

n) =
2β−1

2β−1 − 1

(

1 −
n
∑

i=1

P ∗β
i

)

L’entropie floue de Rényi :

I∗β
R (P ∗

1 , P ∗
2 , .., P ∗

n) =
1

1 − β
log

n
∑

i=1

P ∗β
i

La R-norme entropie floue :

I∗β
R−norme(P

∗
1 , P ∗

2 , .., P ∗
n) =

β

β − 1



1 −

(

n
∑

i=1

P ∗β
i

) 1

β





Dans ces formules d’entropie β > 0 et β 6= 1.
Remarque De manière semblable, les mesures d’entropie décentrée et asymé-

trique floues peuvent être construites et étudiées.

1.5.2 Entropie d’événements flous

Pour l’entropie d’événements flous, la F∗-fonction associée est la suivante :

F ∗(ξvj
, ξCi

) = − log P ∗(Ci|vj)

F ∗ est une F∗-fonction car :

1. Si ξvj
⊆ ξCi

alors P ∗(Ci|vj) = 1 donc log P ∗(Ci|vj) = 0, qui est la valeur
minimale.

2. Si ξvj
∩ ξCi

= ∅ alors P ∗(Ci|vj) = 0 donc − log P ∗(Ci|vj) = +∞, qui est la
valeur maximale.

3. F ∗(ξvj
, ξCi

) est une fonction strictement décroissante de |ξCi
∩ ξvj

| quand |ξvj
|

est constante.

Le niveau G∗ associé à l’entropie floue est la fonction suivante obtenue par agré-
gation des F ∗-fonctions associées :

G∗(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
n
∑

i=1

2−F ∗(ξvj
,ξCi

)F ∗(ξvj
, ξCi

)
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qui peut s’écrire :

G∗(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) = −
n
∑

i=1

P ∗(Ci|vj) log P ∗(Ci|vj)

G∗ vérifie bien les propriétés requises :

1. G∗(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) = 0, c’est la valeur minimale quand il existe Ci (1 ≤
i ≤ n) telle que ξvj

⊆ ξCi
car : P ∗(Ci|vj) = 1 et P ∗(Cl|vj) = 0, ∀l 6= i

(sachant que {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
} (1 ≤ i ≤ n) est une partition floue de ξ donc

∑n

i=1 P ∗(Ci|vj) = 1).

2. Si F ∗(ξvj
, ξC1

) = F ∗(ξvj
, ξC2

) = .. = F ∗(ξvj
, ξCn

), c’est-à-dire P ∗(Ci|vj) =
P ∗(Cl|vj) ∀i, l : 1 ≤ i 6= l ≤ n, on a G∗(ξvj

, {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
}) = log n et c’est

la valeur maximale.

Le niveau H∗ nous permet de retrouver la formule d’entropie conditionnelle floue
en agrégeant les G∗-fonctions associées :

H∗({ξv1
, ξv2

, .., ξvm
}, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
m
∑

j=1

P ∗(vj)G
∗(ξvj

, {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
})

Évidemment, on peut utiliser d’autres formules d’agrégation, entre autres les for-
mules conditionnelles de Type 2, de Type 3 et de Type 4.

1.5.3 Entropie floue de Daróczy, entropie floue de Rényi et

R-norme entropie floue

Les validations de ces mesures par le modèle FGH∗ sont similaires à celles des
entropies classiques par le modèle FGH (cf. section 1.3 et [45]).

Les F∗-fonctions associées à l’entropie floue de Daróczy, à l’entropie floue de
Rényi et à la R-norme entropie floue sont identiques :

F ∗(ξvj
, ξCi

) = −β log P ∗(Ci|vj)

Les G∗-fonctions pour ces entropies sont obtenues en remplaçant P ∗
j par 2−F ∗(ξvj

,ξCi
)

dans les formules de l’entropie floue de Daróczy, de l’entropie floue de Rényi et de
la R-norme entropie floue.

La G∗-fonction associée à l’entropie de Daróczy floue s’écrit donc :

G∗(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
2β−1

2β−1 − 1

(

1 −
n
∑

i=1

2−F ∗(ξvj
,ξCi

)

)

La G∗-fonction associée à l’entropie de Rényi floue :

G∗(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
1

1 − β
log

n
∑

i=1

2−F ∗(ξvj
,ξCi

)
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La G∗-fonction associées à la R-norme entropie floue :

G∗(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
β

β − 1



1 −

(

n
∑

i=1

2−F ∗(ξvj
,ξCi

)

) 1

β





Les H∗-fonctions sont une agrégation de G∗-fonctions, par exemple, une somme
pondérée des G∗-fonctions :

H∗({ξv1
, ξv2

, .., ξvm
}, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
m
∑

j=1

wjG
∗(ξvj

, {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
})

En particulier, on retrouve les formules des entropies conditionnelles de Type 1, 2,
3 et Type 4 (formules (1.10)-(1.13)) :

Type 1 :

H∗({ξv1
, ξv2

, .., ξvm
}, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
m
∑

j=1

P ∗(vj)G
∗(ξvj

, {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
})

Type 2 :

H∗({ξv1
, ξv2

, .., ξvm
}, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
m
∑

j=1

P ∗β(vj)G
∗(ξvj

, {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
})

Type 3 :

H∗({ξv1
, .., ξvm

}, {ξC1
, .., ξCn

}) =
m
∑

j=1

P ∗β(vj)
∑m

k=1 P ∗β(vk)
G∗(ξvj

, {ξC1
, .., ξCn

})

Type 4 :

H∗({ξv1
, .., ξvm

}, {ξC1
, .., ξCn

}) =
m
∑

j=1

P ∗(vj)

−
∑m

k=1 P ∗(vk) log P ∗(vk)
G∗(ξvj

, {ξC1
, .., ξCn

})

1.5.4 Mesure de Yuan et Shaw

Cette mesure d’ambigüıté de classification est introduite dans [162] pour la
construction des arbres de décision flous. Nous démontrons ici sa validité dans le
modèle hiérarchique proposé.

Soit (P ∗
1′ , P

∗
2′ , .., P

∗
n′) une permutation de (P ∗

1 , P ∗
2 , .., P ∗

n) telle que P ∗
1′ ≥ P ∗

2′ ≥ .. ≥
P ∗

n′ . Soit C+ la classe majoritaire dont la probabilité est P+ = P ∗
1′ .

Soit : π(P ∗
i ) =

P ∗

i

P+
et π∗

i = π(P ∗
i′) =

P ∗

i′

P+
. On a : 1 = π∗

1 ≥ π∗
2 ≥ .. ≥ π∗

n et :

IY (P ∗
1 , P ∗

2 , .., P ∗
n) =

n
∑

i=2

π∗
i (log i − log(i − 1))
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Nous démontrons dans ce qui suit que IY correspond à une G∗-fonction et on
construit une F∗-fonction et une H∗-fonction qui lui correspondent.

F∗-fonction associée :

F ∗(ξvj
, ξCi

) = − log π(P ∗(Ci|vj))

1. Si ξvj
⊆ ξCi

alors P ∗(Ci|vj) = 1 et P ∗(Cl|vj) = 0, ∀l : 1 ≤ l 6= i ≤ n. Ainsi
π(P ∗(Ci|vj)) = 1 et

F ∗(ξvj
, ξCi

) = − log π(P ∗(Ci|vj)) = 0

2. Si ξvj
∩ ξCi

= ∅ alors P ∗(Ci|vj) = 0. Donc π(Ci|vj) = 0 et

F ∗(ξvj
, ξCi

) = − log π(P ∗(Ci|vj)) = +∞

3. F ∗(ξvj
, ξCi

) est une fonction strictement décroissante de |ξCi
∩ ξvj

| car

π(P ∗(Ci|vj)) =
P ∗(Ci|vj)

P ∗(C+|vj)

est une fonction strictement décroissante de |ξCi
∩ ξvj

|.

G∗-fonction associée :

G∗(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
n
∑

i=2

π∗
i (log i − log(i − 1))

=
n
∑

i=2

2−F ∗(ξvj
,ξC

i′
)(log i − log(i − 1))

C’est une agrégation de F∗-fonctions.

1. S’il existe Ci (1 ≤ i ≤ n) telle que ξvj
⊆ ξCi

, on a : π(Ci|vj) = 1 et
π(Cl|vj) = 0, ∀l : 1 ≤ i 6= l ≤ n alors π∗

1 = 1 et π∗
i = 0, 1 < i ≤ n.

Donc G∗(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) = 0, ce qui est la valeur minimale.

2. Si F ∗(ξvj
, ξC1

) = F ∗(ξvj
, ξC2

) = .. = F ∗(ξvj
, ξCn

), c’est-à-dire π∗
i = π∗

l , ∀i, l :
1 ≤ i, l ≤ n. Comme π∗

1 = 1, ainsi ∀i : 1 ≤ i ≤ n : π∗
i = 1. Donc :

G∗(ξvj
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
n
∑

i=2

π∗
i (log i − log(i − 1)) = log n

c’est la valeur maximale de G∗ car π∗
i = 1, ∀i (π∗

i ≤ 1 par définition).

H∗-fonction associée :

H∗({ξv1
, ξv2

, .., ξvm
}, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
m
∑

j=1

P ∗(vj)G
∗(ξvj

, {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
})
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1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une taxonomie des mesures de discrimina-
tion en distinguant les mesures de discrimination entre deux individus par rapport
aux mesures de discrimination d’un discriminateur. Ensuite, grâce au modèle hié-
rarchique classique existant dans l’état de l’art, nous avons justifié l’utilisation de
plusieurs mesures dans la construction des arbres de décision. En plus des mesures
usuelles, certaines mesures telles que l’entropie généralisée de Rényi, de Daróczy et
la R-norme entropie ont été étudiées et introduites dans un tel processus.

En généralisant le modèle classique, nous avons proposé un nouveau modèle pour
les mesures de discrimination floues. Il permet de vérifier si une mesure est perti-
nente pour la construction des arbres de décision flous. La généralisation se fait
essentiellement par le choix d’opérateurs adéquats. C’est une structure hiérarchique
constructive, consistant en des définitions des fonctions ayant des propriétés spéci-
fiques pour la construction des arbres de décision. La structure des fonctions ainsi que
leurs propriétés permettent de justifier l’utilisation de ces mesures de discrimination.
Le modèle aide à donner une justification sémantique aux mesures de discrimination
intervenant dans l’induction avec des facteurs flous. À côté des mesures connues
dans l’état de l’art telles que l’entropie d’événements flous, la mesure de Yuan et
Shaw, un certain nombre de mesures sont proposées et validées théoriquement par
le modèle proposé. Entre autres, ce sont des mesures généralisées de l’entropie de
Rényi et l’entropie de Daróczy. La validation est faite par la mise en évidence des 3
fonctions correspondant à chacun des niveaux du modèle hiérarchique, chacune de
ces fonctions devant satisfaire un certain nombre de propriétés exigées.

La validation empirique de ces mesures est présentée dans la deuxième et la
troisième partie de la thèse.





Deuxième partie

UTILISATION DE MESURES

DE DISCRIMINATION EN

APPRENTISSAGE INDUCTIF





Chapitre 2

Apprentissage par arbres de

décision

2.1 Introduction

Les arbres de décision comptent parmi les techniques d’apprentissage inductif
supervisé les plus utilisées. Le but est de déduire automatiquement des règles, re-
présentées en une structure arborescente, qui décrivent les relations entre les valeurs
d’attributs et les classes auxquelles appartiennent des exemples issus d’une base de
données. Ainsi les règles caractérisent des ensembles de données de la base. La struc-
ture arborescente utilisée pour représenter ces règles correspond à un tri des attributs
selon leur influence sur l’attribut de classe. Les connaissances obtenues peuvent être
utilisées par la suite pour résumer et généraliser des données ainsi que pour classer de
nouveaux exemples et pour prédire leur classe. La description et la généralisation des
données par des règles conduisent à une diminution importante de leur volume et à
une meilleure compréhension. En particulier, la dépendance entre des attributs et la
classe, qui est un attribut particulier, peut être relevée. Dans cette thèse, nous nous
intéressons à l’utilisation des arbres de décision pour la classification. En classant des
exemples, les règles découvertes caractérisent également les classes et interprètent la
signification de chacune des classes.

Un problème de classification se décompose en deux phases, dont la première
consiste à construire un modèle de classification à partir d’une base de données. Pen-
dant la deuxième phase, ce modèle est employé pour classer de nouveaux exemples
appartenant à une base de test. L’arbre de décision est une technique de classifica-
tion à plusieurs étages. La classification de nouveaux exemples est réalisée par une
suite de questions dont chacune porte sur les valeurs des attributs. Dans la plupart
des cas, elle porte sur la valeur d’un seul attribut. Les questions et réponses sur
le chemin de la racine à une feuille déterminent une conjonction d’attributs. Cette
conjonction définit un ensemble d’exemples qui possèdent des valeurs communes sur
ces attributs. Les questions posées permettent de décomposer un problème com-
plexe en un certain nombre de problèmes plus simples suivant la stratégie diviser
pour régner. Les réponses obtenues permettent d’identifier des sous-problèmes (qui
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correspondent à des sous-espaces d’entrées). Le processus se termine quand on arrive
à un problème simple qui a une réponse bien identifiée. Grâce à la suite des réponses
disponibles, le résultat de la classification est facile à interpréter.

Les arbres de décision possèdent les avantages suivants :

1. Le traitement de manière homogène de presque tous les types d’attributs : nu-
mérique, symbolique, flou ou probabiliste. Les méthodes existantes de construc-
tion d’arbres de décision s’adaptent à plusieurs situations : la présence de don-
nées manquantes ou erronées, la construction incrémentale des arbres [151],
etc. Cela permet de trouver des applications dans plusieurs domaines de re-
cherche car il y a peu de contraintes sur les données (non-parametric method).
Il existe également des implémentations parallèles pour assurer un traitement
adéquat des grandes bases de données.

2. La complexité des arbres de décision ne dépend pas du nombre de classes.

3. Les règles obtenues sont relativement faciles à comprendre et à interpréter.
Cela facilite la communication avec les experts du domaine d’application et
favorise le choix des arbres de décision en analyse des données.

4. Les arbres de décision ordonnent les attributs selon leur influence sur la classe
des exemples. On peut donc savoir quels sont les attributs décisifs ainsi que
leur importance relativement à la classification.

5. La phase de classification basée sur un arbre de décision n’est pas coûteuse.
Il n’est pas nécessaire de connâıtre les valeurs de tous les attributs. Seules
les valeurs des attributs qui apparaissent dans le chemin correspondant sont
exigées et il est garanti que ces valeurs seront utiles pour la classification. On
peut éventuellement s’arrêter à n’importe quel niveau et avoir une réponse
probabiliste qui correspond à la distribution des exemples associés au nœud en
question.

Les inconvénients des arbres de décision sont les suivants :

1. La technique d’arbre est moins appropriée pour la prédiction de classe à valeurs
continues (arbre de régression).

2. Le coût de calcul pour la construction des arbres de décision est relativement
élevé. À chaque nœud, il faut évaluer tous les attributs pour choisir le plus
adéquat. Quand on veut combiner des attributs (arbre de décision oblique
[111] et arbre multivariables [29]), la recherche des poids optimaux est difficile.
Jusqu’à maintenant, l’utilisation des arbres obliques n’est pas très répandue.

3. Les arbres de décision sont moins performants lorsqu’on a relativement peu
d’exemples et plusieurs classes.

4. Les arbres de décision découpent l’espace de données en hypercubes rectangu-
laires. Ils travaillent moins bien si les classes ne sont pas bien séparées par de
telles surfaces. En fait, les arbres fournissent une approximation en « escalier »

des surfaces de séparation entre classes.

5. Un phénomène de sur-apprentissage peut se produire quand il y a trop de
données. C’est plutôt un problème commun en apprentissage et non seulement
pour les arbres de décision.
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Dans ce chapitre, dans un premier temps, nous présentons le schéma de construc-
tion des arbres de décision. Ensuite, la sélection d’attribut et la discrétisation des
attributs numériques sont respectivement présentées dans la section 2.3 et la section
2.4. Dans chacune de ces deux sections, nous introduisons des mesures de discrimina-
tion généralisées utilisées dans ces processus (section 2.3.2 et section 2.4.2). Ce sont
des formules conditionnelles de l’entropie de Rényi et de l’entropie de Daróczy. Nous
proposons également dans la section 2.4.3 une mesure d’équilibre pour caractériser
la discrétisation d’un attribut numérique. Dans un deuxième temps, dans la section
2.5 nous étudions l’utilisation de la logique floue dans la construction des arbres de
décision pour mieux prendre en compte des imprécisions et des incertitudes en pro-
posant une taxonomie des méthodes existantes. Dans cette taxonomie, une nouvelle
utilisation de certaines mesures de discrimination floue est proposée. Finalement,
nous concluons le chapitre.

Pour un état de l’art sur des arbres de décision, nous suggérons aux lecteurs les
travaux de synthèse de Safavian et Landgrebe [139], Murthy [110], Rokach et Maimon
[138]. Mitchell [109] et Cornuéjols, Miclet et Kodratoff [40] consacrent dans leurs
livres des chapitres entiers aux arbres de décision. Dans [96], une étude comparative
de plusieurs algorithmes de classification, y compris des algorithmes de construction
d’arbres de décision, a été réalisée.

2.2 Construction d’arbres de décision

Les principaux buts de la construction des arbres de décision sont :

1. une meilleure généralisation des exemples de la base d’apprentissage

2. une meilleure classification de nouveaux exemples

3. une structure aussi simple que possible.

On préfère souvent des arbres de décision simples. Ils sont plus compréhensibles
et rendent plus rapide la phase de classification. Selon le principe du rasoir d’Occam,
ils ont plus de chances d’avoir de bonnes capacités de généralisation. Breiman et al.
[27] montrent également que la complexité d’un arbre influe sur sa performance.
Entre autres, la complexité des arbres est contrôlée par les critères d’arrêt et le
processus d’élagage. La complexité des arbres est, entre autres, évaluée par le nombre
de nœuds, le nombre de feuilles, la hauteur des arbres (hauteur moyenne avec ou sans
pondération, hauteur minimale, hauteur maximale), le nombre d’attributs utilisés.
Il faut noter toutefois qu’un arbre doit être évalué par des critères spécifiques à son
usage, notamment la précision, la capacité de discrimination, le coût de classification,
etc. Nous en parlerons en détails dans le chapitre 3.

Le nombre d’arbres de décision qui décrivent une base d’exemples est croissant de
manière exponentielle selon le nombre d’attributs K et le nombre moyen de valeurs
possibles par attributs m. Selon [40], le nombre d’arbres possibles est :

K−1
∑

i=0

(K − i)mi
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La construction d’un arbre optimal, au sens où il classe parfaitement la base d’ap-
prentissage et où il minimise le nombre moyen de tests nécessaires pour un exemple
inconnu, est un problème NP-complet. Il faut donc chercher à construire un arbre
quasi-meilleur de manière heuristique.

Dans la suite de la section, après une brève description des stratégies de construc-
tion d’arbres de décision, le schéma TDIDT est détaillé. Ensuite, nous expliquons
en quelques mots l’utilisation des arbres.

2.2.1 Stratégies de construction d’arbres de décision

Safavian et Landgrebe [139] divisent les méthodes de construction d’arbres de
décision en quatre catégories :

1. Bottom-Up [93] : selon cette approche, à chaque étape, grâce à une mesure de
distance, qui est calculée sur les exemples de la base d’apprentissage, les deux
groupes dont la distance entre eux est la plus petite sont fusionnés pour avoir
un nouveau groupe. La fusion continue avec un nouvel ensemble de groupes
et se termine lorsqu’on obtient un seul groupe qui est à la racine de l’arbre.
L’arbre ainsi construit est un arbre binaire. Plus un partitionnement est proche
de la racine, plus les deux groupes sont discriminants. Cette approche a des
caractéristiques en commun avec le regroupement non-supervisé.

2. Top-Down : cette approche consiste à construire un arbre depuis sa racine
vers ses feuilles en partitionnant successivement la base d’apprentissage. C’est
la stratégie la plus utilisée sous le nom « Induction descendante d’arbres de
décision » (Top Down Induction of Decision Tree (TDIDT)). La figure 2.1
décrit le principe de la stratégie TDIDT. Dans ce chapitre, seule cette stratégie
est examinée dans la suite.

3. Hybride : cette approche, proposée par Kim et Landgrebe (voir [83] et aussi
[139]), consiste à utiliser un processus bottom-up pour diriger et aider un
processus top-down. Le processus bottom-up fournit des informations sur des
groupes au processus top-down. En les exploitant, le processus top-down par-
titionne la base d’apprentissage. Ce partitionnement n’est pas forcément iden-
tique au partitionnement par le processus bottom-up. On procède de la même
manière avec des sous-bases d’exemples jusqu’à ce que tous les exemples asso-
ciés au nœud considéré appartiennent à une même classe.

4. Growing Pruning [27] : cette approche consiste à développer un arbre jusqu’à
la taille maximale (les exemples associés à une feuille appartient à une seule
classe) puis élaguer les branches. Cela permet d’éviter certaines difficultés du
choix de critère d’arrêt.

2.2.2 Schéma TDIDT

La plupart des algorithmes d’induction d’arbres de décision font partie de cette
catégorie. On peut citer entre autres : ID3 (Interactive Dichotomizer version 3 ) [122],
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Base d’apprentissage

ξ 1,A2,...,AK, C}{A

Choix du meilleur

iattribut A

Oui

Arbre de décision 

Non
Fin ?

i
les valeurs de A

Partition de la base
d’apprentissage selon

Fig. 2.1 – Construction d’arbres de décision par la stratégie TDIDT

CART [27], C4.5 [124], etc. L’arbre est construit depuis sa racine vers ses feuilles en
partitionnant successivement la base d’apprentissage. Chaque nœud est associé à un
ensemble d’exemples, en particulier la racine est associée à la base entière. À chaque
itération, on cherche à partitionner la base associée à un nœud selon les valeurs d’un
attribut choisi. Tous les exemples ayant la même valeur pour l’attribut choisi sont
regroupés dans un même nœud fils. Le processus s’arrête lorsque des critères d’arrêt
sont vérifiés à toutes les feuilles.

Ce schéma d’induction d’arbres de décision a été initialement étudié pour le cas
de données symboliques. Les algorithmes originels éprouvent des difficultés lorsqu’ils
sont appliqués à des données numériques ou floues. La première difficulté est que
le nombre de valeurs possibles pour un attribut est très grand. Cela conduit à des
arbres ayant beaucoup de branches. Les données numériques sont aussi ordonnées et
ainsi la proximité entre valeurs doit être prise en compte. Il n’est donc pas adéquat
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de les traiter telles qu’elles sont. Aussi, le plus souvent les méthodes sont généralisées
pour les données numériques en y insérant une phase de discrétisation qui permet de
transformer les données numériques en données symboliques. Plus récemment, cette
méthode a été étendue pour des bases décrites par des attributs flous.

Soit un nœud N contenant un ensemble d’exemples ξ.

1. Condition d’arrêt : Si l’ensemble associé au nœud N satisfait des critères d’ar-
rêt, alors le nœud est une feuille. Celle-ci est alors étiquetée par la classe
majoritaire.

2. Sinon, faire les étapes suivantes :

(a) i. Discrétiser tous les attributs numériques pour pouvoir les représenter
et les traiter de la même manière que des attributs symboliques.

ii. Choisir un attribut et l’affecter au nœud courant.

(b) Partitionner les exemples de N en sous-ensembles ξv1
, ξv2

, .., ξvm
selon les

valeurs v1, v2, .., vm de l’attribut choisi.

(c) Créer de nouveaux nœuds pour chaque sous-ensemble ξi non vide de la
partition. Les nouveaux nœuds sont ajoutés comme les fils du nœud N .

(d) Appliquer récursivement la procédure sur les nouveaux nœuds.

Suivant ce schéma, plusieurs méthodes de construction d’arbres de décision ont
été proposées. Elles se différencient selon les techniques appliquées à chaque étape.
Dans la suite de cette partie, nous détaillons les principales variantes.

Le choix d’un attribut pour l’affecter au nœud courant et pour partitionner la
base d’apprentissage est le cœur de l’algorithme. En principe, l’attribut est choisi
par une heuristique. C’est celui qui est le plus discriminant, c’est-à-dire qui maximise
une mesure de discrimination. Cela permet de manière heuristique d’obtenir un arbre
performant. Les deux sections suivantes se consacrent entièrement à la sélection du
meilleur attribut et à la discrétisation des attributs numériques.

Étant donné l’attribut choisi, le partitionnement de la base d’apprentissage s’ap-
puie sur ses valeurs. Dans le cas d’un attribut symbolique, chaque sous-base est
constituée des exemples ayant la même valeur pour l’attribut en question. Dans le
cas d’un attribut numérique discrétisé par des coupures précises, chaque sous-base
correspond à un intervalle dans son domaine. Ainsi chaque exemple n’appartient
qu’à une seule partie. Il existe toutefois des variantes de ce principe. Par exemple,
un nœud peut éventuellement contenir des exemples dont la valeur pour un attribut
fait partie d’un groupe de quelques valeurs possibles.

Classiquement, à chaque nœud l’algorithme s’arrête quand, soit tous les exemples
associés au nœud appartiennent à une seule classe, soit le gain d’information apporté
par chacun des attributs est nul. Cela signifie qu’il n’y a plus d’intérêt à partitionner
la sous-base en question.

Les algorithmes de construction d’arbres de décision peuvent être complétés par
des techniques d’élagage. En relâchant ces critères, le partitionnement s’arrête quand
toutes les sous-bases d’apprentissage associées aux feuilles sont relativement homo-
gènes. L’entropie sert alors dans la condition d’arrêt pour évaluer l’homogénéité.
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Dans le cas où le seuil d’entropie est strictement positif, l’algorithme s’arrête si l’en-
tropie de l’ensemble de tous les éléments est inférieure au seuil ε fixé par avance,
ainsi l’algorithme est capable de tolérer des données bruitées.

I(ξ) ≤ ε

où I est l’entropie de l’ensemble des exemples considéré. Dans le cas où ce seuil vaut
0, on revient au cas classique : l’algorithme s’arrête si tous les éléments de l’ensemble
associé au nœud ont la même classe.

Le partitionnement peut également s’arrêter quand le gain d’information est
petit :

∀A : I(ξ) − I(ξ|A) < ε

Il est aussi possible d’arrêter la construction en fonction d’autres critères que la
discrimination relative aux classes, par exemple la taille des sous-bases. Les critères
d’arrêt influent bien sur la taille d’un arbre et sur sa capacité de généralisation. Des
discussions plus détaillées sur des méthodes d’élagage se trouvent, entre autres, dans
[61, 28].

2.2.3 Utilisation d’arbres de décision

Dans le cas le plus classique, le processus de construction s’arrête quand tous
les exemples associés à une feuille appartiennent à une même classe. Lors de la
classification, un exemple n’arrive qu’à une seule feuille, donc sa classe est l’étiquette
de la feuille.

Le problème devient plus compliqué quand on ajoute des critères d’arrêt concer-
nant le cardinal ou l’entropie de l’ensemble des exemples associés à la feuille comme
nous les avons mentionnés précédemment. Cet ensemble n’est donc pas toujours
homogène. Cependant, un exemple arrive encore à une seule feuille lors de sa clas-
sification. La classe de l’exemple est la classe majoritaire de la feuille. On peut
cependant exploiter la distribution des exemples dans cet ensemble pour obtenir une
réponse probabiliste sur la classe de l’exemple [123].

Certains travaux proposent l’usage de plusieurs arbres construits à partir des
variantes de la base d’apprentissage initiale (boosting, bagging, transformation en
plusieurs problèmes de classification binaire). D’ailleurs, à partir d’une même base
d’apprentissage, plusieurs arbres peuvent être construits par différentes techniques.
Ces arbres peuvent également être combinés. Dans ces cas, une stratégie de vote
est nécessaire. En disposant de plusieurs mesures de discrimination, nous pensons à
utiliser plusieurs arbres construits par différentes mesures. Cette technique peut être
combinée avec d’autres comme des techniques floues et des techniques de bagging et
boosting, par exemple.

2.3 Sélection du meilleur attribut

La sélection du meilleur attribut pour classer des exemples est essentielle dans la
construction des arbres de décision. La différence entre des méthodes réside souvent
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dans cette étape. Dans cette section, nous établissons d’abord quelques méthodes
principales de sélection d’attribut. Ensuite, nous proposons l’utilisation des mesures
de discrimination générales dans cette étape. Cette section se termine par un série
d’expériences afin de caractériser ces nouvelles mesures.

2.3.1 Méthodes de sélection

Il n’existe pas de moyen efficace pour trouver un arbre vraiment optimal au sens
où il classe parfaitement la base d’apprentissage et où il minimise le nombre moyen
de tests nécessaires pour un exemple inconnu. De manière heuristique, à chaque
étape on cherche à partitionner la base selon l’attribut le plus discriminant afin de
minimiser la taille de l’arbre. Le choix repose sur le principe suivant : l’attribut choisi
doit permettre de réduire la plus possible l’incertitude dans laquelle on se trouve lors
de l’identification des classes des exemples. Autrement dit, la question posée sur la
valeur de l’attribut permet de caractériser le plus possible la classe des exemples.

On distingue souvent deux catégories de critères de choix [102, 125]. La première
catégorie contient des critères provenant de la théorie de l’information. Ils s’appuient
généralement sur des mesures d’entropie telle que l’entropie de Shannon, l’entropie
de Daróczy, l’entropie de Rényi, etc. La deuxième correspond à des critères variés, y
compris des critères statistiques. Dans la bibliographie [139, 110, 138, 109, 40] plu-
sieurs méthodes sont recensées. Quelques méthodes usuelles sont brièvement décrites
ci-dessous.

L’utilisation de l’entropie de Shannon [141] a été introduite dans la théorie des
questionnaires [118, 119] et a été reprise par Quinlan dans ID3 [122] pour choisir le
meilleur attribut. Cela sert de base à de nombreuses méthodes. Le principe est de
maximiser le gain d’information apporté par la question portant sur l’attribut en
question ou bien rendre les sous-bases issues des valeurs de l’attribut les plus homo-
gènes possible. Le gain d’information est la différence entre l’entropie de Shannon
de la base avant la question et après la réponse obtenue sur la valeur de l’attribut.
Cette heuristique vise à minimiser la taille de l’arbre.

Soit ξ une base d’exemples décomposée en n classes Ci et notons P (Ci) (pour
simplifier, notons Pi) la probabilité de la classe Ci (1 ≤ i ≤ n et

∑n

i=1 Pi = 1).
L’entropie de Shannon de ξ est définie par :

IS(ξ) = IS(P1, P2, .., Pn) = −
n
∑

i=1

Pi log Pi

Supposons que ξ soit partitionnée en m sous-ensembles ξv1
, ξv2

, .., ξvm
corres-

pondant à des valeurs v1, v2, .., vm de l’attribut A et ayant chacun pour entropies
respectives I(ξv1

), I(ξv2
), .., I(ξvm

).
L’entropie de la base conditionnée par les valeurs de l’attribut A, I(ξ|A), est

définie comme la somme pondérée des entropies I(ξvj
) :

I(ξ|A) =
m
∑

j=1

P (vj)I(ξvj
) (2.1)
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Le gain d’information apporté par la question sur la valeur de A est alors :

△I(A, ξ) = I(ξ) − I(ξ|A)

Le meilleur attribut pour partitionner la base lors de la construction d’un arbre
de décision est celui qui maximise le gain d’information.

Dans leur méthode CART [27], Breiman et al. ont proposé d’utiliser une mesure
d’impureté basée sur le test statistique de Gini :

IG(ξ) = IG(P1, P2, .., Pn) =
n
∑

i=1

n
∑

j=1,j 6=i

PiPj

Le gain ratio a été proposé par Quinlan [124] pour éliminer le biais des mesures
précédentes qui favorisent les attributs ayant plusieurs valeurs. Cela conduit souvent
à des arbres de grande taille. La gain ratio est défini comme :

IQ(ξ|A) =
IS(ξ|A)

IS(A)

où

IS(A) = −
m
∑

j=1

P (vj) log P (vj)

Pour résoudre le même problème, López de Mántaras [52] a proposé une mesure
basée sur un calcul de distance entre les partitions. Il utilise la formule ci-dessous au
lieu du gain d’information dans l’algorithme ID3 :

IL(ξ|A) =
IS(ξ|A) + IS(A|C)

IS(A ∧ C)

où

IS(A|C) = −
n
∑

i=1

Pi

m
∑

j=1

P (vj|Ci) log P (vj|Ci)

et

IS(A ∧ C) = −
n
∑

i=1

m
∑

j=1

P (vj ∧ Ci) log P (vj ∧ Ci)

Dans la méthode SIPINA1[166], les mesures d’entropie de Shannon, de Gini et
de Daróczy sont utilisées. Cependant, à côté des processus de partitionnement, un
processus de regroupement est proposé pour fusionner les ensembles. Ce processus
conduit à une meilleure résistance à la fragmentation des données. L’application de

1http ://eric.univ-lyon2.fr/∼ricco/sipina.html
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cette méthode, qui combine ces deux processus, n’est plus un arbre mais un graphe
latticiel.

Pour une méthode de construction d’arbres de décision plus adaptée à des pro-
blèmes dont les classes sont déséquilibrées, Zighed et al. [100, 168] ont proposé une
mesure d’entropie asymétrique où la distribution (θ1, θ2, .., θn) pour laquelle la mesure
d’entropie est maximale est choisie par les utilisateurs en fonction de l’application
(cf. section 1.3.2).

Iasym(P1, P2, .., Pn) = −
n
∑

i=1

Pi(1 − Pi)

(−2θi + 1)Pi + θ2
i

Ils ont, par exemple, appliqué cette mesure à la détection de cancer du poumon [101].
La formule conditionnelle qu’ils utilisent est la formule de Type 1 selon la notation
adoptée dans ce mémoire.

Il existe également des méthodes de construction d’arbres de décision qui n’uti-
lisent pas de mesures d’entropie. Entre autres, on peut citer la distance de Kolmogorov-
Smirnov utilisée dans [152] ou la méthode de Van de Merckt [53]. La distance de
Kolmogorov-Smirnov est définie dans le cas à deux classes comme :

Kx(C1, C2) = max
x

(|FC1
(x) − FC2

(x)|)

où x est une variable sur le domaine d’un attribut et FCi
(x) est la fonction de

distribution de probabilité de la classe Ci sur ce domaine. Le critère selon lequel
la base est partitionnée s’appuie sur la comparaison entre la valeur de l’attribut en
question et x.

Dans [53], une mesure de similarité est incorporée dans la mesure de discri-
mination. La mesure de similarité est une mesure de contraste entre des partitions
engendrées par les classes, de l’ensemble des valeurs de l’attribut numérique A. Dans
le cas à deux classes C1 et C2, la mesure de contraste est définie comme :

Icontraste(ξ|A) =
|C1|.|C2|

|C1 ∪ C2|
(m1 − m2)

2

où m1 et m2 sont respectivement la moyenne des valeurs de A pour les exemples
de la classe C1 et de la classe C2 ; |C1| et |C2| sont respectivement les cardinaux de
l’ensemble des exemples possédant les classes C1 et C2. La mesure de discrimination
est alors définie comme :

IV (ξ|A) =
Icontraste(ξ|A)

IS(ξ|A)

Pour terminer, il faut aussi citer les méthodes statistiques qui font appel à des
tests statistiques pour évaluer la corrélation entre un attribut et la classe afin de
choisir l’attribut le plus adéquat. Entre autres, la méthode CHAID (CHi-square
Automatic Interaction Detection) propose d’utiliser le test du χ2 pour évaluer la
dépendance entre un attribut et la classe. Les lecteurs intéressés par ces méthodes
pourront se référer à [127].
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Un certain nombre de mesures sont également étudiées dans [159, 160, 87]. Entre
autres, [160] et [87] ont analysé le biais des mesures dans la sélection des attributs
afin de connâıtre le comportement de chacune face à des différents types d’attributs.

2.3.2 Mesures de discrimination en sélection d’attribut

Comme nous l’avons expliqué ci-dessus, l’entropie de Shannon sert très couram-
ment dans les méthodes de construction d’arbres de décision. Cela peut se com-
prendre car elle possède plusieurs propriétés intéressantes.

En théorie de l’information, il existe d’autres mesures d’entropie. Dans la section
1.2.1.2 de telles mesures sont recensées : l’entropie de Daróczy, l’entropie de Rényi,
la R-norme entropie, etc. Chacune d’entre elles est caractérisée par un ensemble de
propriétés. Ces mesures ne sont généralement pas étudiées et utilisées en apprentis-
sage inductif. Néanmoins, certaines formes spéciales de ces mesures sont utilisées,
par exemple, la formule de Gini, un cas particulier de l’entropie de Daróczy, a été
utilisée dans l’algorithme CART [27]. L’entropie de Shannon peut être considérée
comme un cas particulier de l’entropie de Daróczy, l’entropie de Rényi, la R-norme
entropie quand le coefficient β tend vers 1.

Dans l’état de l’art, des formules conditionnelles sont généralement une somme
pondérée des mesures d’entropie des sous-ensembles. Si la somme la plus utilisée est
pondérée par les probabilités selon l’équation (2.1), les autres formules existantes
sont pondérées par une fonction des probabilités (cf. les équations (1.11), (1.12),
(1.13) page 21). Les pondérations de Type 2 et de Type 3 dépendent d’un coefficient
positif β.

Nous proposons dans cette thèse d’étudier l’utilisation de ces mesures dans l’in-
duction d’arbres de décision. Ce sont des mesures plus générales que celle de Shannon
et qui n’ont pas encore été utilisées dans un tel processus. Plus concrètement, l’en-
tropie d’un ensemble d’exemples ξ ou ξvj

(j = 1, ..,m) peut être évaluée par une
des mesures qui satisfait les propriétés du niveau G du modèle hiérarchique présenté
dans le chapitre 1, entre autres, celle de Rényi (équation (1.2)), celle de Daróczy
(équation (1.3)), la R-norme entropie (équation (1.4)). L’entropie conditionnelle est
une agrégation des entropies qui satisfait le niveau H du modèle hiérarchique, en
particulier, les formules conditionnelles de Type 1, de Type 2, de Type 3, et de
Type 4. Grâce au modèle hiérarchique, ces mesures sont validées comme mesures de
discrimination.

L’introduction de ces nouvelles mesures dans la construction d’arbres de décision
offre des alternatives dans le choix des mesures. Les mesures différentes conduisent à
des arbres ayant des propriétés différentes et les utilisateurs peuvent éventuellement
sélectionner la mesure qui produit des arbres convenant le mieux à leurs propres
problèmes, par exemple, des arbres équilibrés ou des arbres de petite taille. Cela
nécessite une étude sur le comportement de chaque entropie dans les processus où
elles peuvent éventuellement intervenir comme mesure de discrimination, notamment
dans la sélection de l’attribut. Certains travaux sont effectués sur cette question,
on peut citer, entre autres, les travaux de Breiman [26] et ceux de Marsala [106].
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Breiman cherche à caractériser la partition idéale qui partitionne la base initiale en
un nombre fixe de parties et qui rend toutes les parties les plus homogènes possible.
L’homogénéité est évaluée par une mesure telle que l’entropie de Shannon ou l’indice
de Gini. Quant à lui, Marsala caractérise les composants FGH de différentes mesures
de construction d’arbres de décision flous telles l’entropie de Shannon, l’indice de
Gini et la mesure d’ambigüıté de Yuan et Shaw.

2.3.3 Expérimentations

Des expérimentations ont été menées avec plusieurs bases de données pour valider
l’utilisation de différentes entropies introduites et validées théoriquement dans le
chapitre 1. Ce sont les mesures d’entropie de Daróczy (Type 1, 2, 3) et les mesures
d’entropie de Rényi (Type 1, 2, 3). Le système DTGen (présenté dans l’annexe) a
été utilisé pour construire des arbres de décision avec différentes entropies et leurs
formules conditionnelles associées.

Le protocole d’expérimentation est décrit comme suit. Il sera repris plus tard
dans d’autres expérimentations.

Soit une base de données. Dans la première étape, une sélection d’exemples est
réalisée pour partitionner cette base en deux parties, l’une sert de base d’apprentis-
sage et l’autre sert de base de test :

1. Partitionner des exemples de la base initiale par leurs classes. On obtient des
ensembles d’exemples par classe.

2. Choisir aléatoirement à partir de chaque ensemble 50% des exemples.

3. Regrouper tous les exemples choisis dans l’étape précédente pour former la base
d’apprentissage. Ainsi, la base d’apprentissage contient 50% des exemples de
chaque classe.

4. Regrouper tous les restes pour former la base de test.

Dans la deuxième étape, DTGen construit un arbre de décision à partir de la
base d’apprentissage et l’utilise ensuite pour classer les exemples de la base de test.
Avant la sélection du meilleur attribut, les attributs numériques sont discrétisés par
la méthode qui minimise l’entropie de Shannon que nous évoquons dans la section
2.4. Le taux de bonnes classifications et les autres indices d’évaluation sont calculés,
en particulier la profondeur et le nombre de feuilles. La profondeur maximale, la pro-
fondeur minimale correspondent respectivement au nombre maximal et au nombre
minimal de questions à poser pour identifier la classe d’un exemple. La profon-
deur moyenne est la longueur moyenne de la racine aux feuilles. Une autre méthode
d’agrégation considérée est de pondérer la hauteur moyenne par la probabilité a
priori qu’un exemple suive chaque chemin. Cette probabilité est estimée par la base
d’apprentissage. Elle est définie comme le nombre moyen de questions nécessaires
quand l’arbre est utilisé pour classer les exemples de la base d’apprentissage. Dans
le cas où la base d’apprentissage a la même distribution des classes que la base de
test, ce nombre moyen de questions est valable pour la base de test.
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L’expérimentation décrite ci-dessus est répétée plusieurs fois (8 fois pour notre
expérimentation) sur une même base d’exemples initiale. À la fin, les résultats de
tous les tests sur la base sont agrégés pour obtenir le résultat final sur la base en
question.

Base de données #
ex

em
p
le

s

#
at

tr
ib

u
ts

#
cl

as
se

s

Distribution %
cl

as
se

m
a
j.

Iris 150 4 3 3 × 33.3% 33.3
Balance scale 625 4 3 46.8% + 46.8% + 7.4% 46.8

E. coli 336 7 8 42.6% + 22.9% + 15.5% + ... 42.6
Glass identification 214 10 7 35.5% + 32.7% + 13.5% + ... 35.5

Ionosphere 351 34 2 64.2% + 35.8% 64.2
Liver-disorders 345 6 2 58.0% + 42.0% 58.0

Pima Indians diabetes 768 8 2 65.1% + 34.9% 65.1
Wine recognition 178 13 3 39.9%+ 33.1% + 27% 39.9

Waveform 300 21 3 3 × 33.3% 33.3

Tab. 2.1 – Description des bases de données d’UCI utilisées

Les expérimentations effectuées dans les différentes parties de la thèse ont été
menées avec des bases d’UCI [113], à l’exception de la base « Waveform » obtenue
par un générateur automatique [27]. Quelques caractéristiques de ces bases, en par-
ticulier le nombre d’exemples, le nombre d’attributs, la distribution des classes et
la proportion (en pourcentage) des exemples de la classe majoritaire sont décrites
dans le tableau 2.1. Ces caractéristiques donnent une idée sur la difficulté des bases
différentes.

Les figures de 2.2 à 2.7 montrent le taux moyen de bonnes classifications, le
nombre de feuilles et la profondeur obtenus sur toutes les bases en faisant varier le
coefficient β de 0 à 50. Les valeurs sont choisies de manière représentative. L’entropie
de Shannon ne dépend pas de la valeur de β, sur les figures, elle est donc représentée
par une ligne horizontale. Sur les courbes, chaque point représente un indice de plu-
sieurs bases moyennées en fonction de l’entropie et du β lui correspondant. Dans les
figures, les légendes « Rényi i » , « Daroczy i » (i = 1, 2, 3) correspondent respecti-
vement à l’entropie conditionnelle de Rényi de Type i et de l’entropie conditionnelle
de Daróczy de Type i.

Globalement, les résultats montrent que les taux de bonnes classifications obtenus
par les entropies conditionnelles de Rényi et celles de Daróczy sont légèrement diffé-
rents du résultat obtenu avec l’entropie conditionnelle de Shannon. L’écart maximal
est généralement inférieur à 2%. Dans les cas extrêmes quand β s’approche de 0 ou
β = 50, cet écart monte jusqu’à environ 4%. Avec certaines valeurs β entre 2,5 et 6,
l’entropie de Daróczy de Type 1 donne un taux de bonnes classifications légèrement
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Fig. 2.2 – Taux de bonnes classifications moyenné sur différentes bases, β ∈ (0, 50]

Fig. 2.3 – Nombre de feuilles moyenné sur différentes bases, β ∈ (0, 50]
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Fig. 2.4 – Profondeur minimale moyennée sur différentes bases, β ∈ (0, 50]

Fig. 2.5 – Profondeur maximale moyennée sur différentes bases, β ∈ (0, 50]
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Fig. 2.6 – Profondeur moyenne des arbres moyennée sur différentes bases, β ∈ (0, 50]

Fig. 2.7 – Profondeur moyenne pondérée par les nombres d’exemples correspondant
à chaque feuille, moyennée sur différentes bases, β ∈ (0, 50]
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meilleur que celui de l’entropie conditionnelle de Shannon. Dans les autres cas, la
mesure de Shannon conduit à des résultats légèrement supérieurs.

Sur la figure 2.2, on constate une tendance très nette : quand β varie de 0 à 1, le
taux de bonnes classifications augmente pour toutes les mesures. Lorsque β dépasse
1, le taux de bonnes classifications a tendance de se dégrader légèrement sauf dans
le cas de l’entropie conditionnelle de Daróczy de Type 1. Avec cette dernière, le
taux de bonnes classifications augmente jusqu’à ce que β = 5, puis il commence à
diminuer. La diminution est relativement nette quand β est grand.

Les arbres obtenus avec des petites valeurs de β ont généralement plus de feuilles
(figure 2.3). Le nombre de feuilles diminue quand β tend vers 1. La diminution la plus
forte correspond à l’entropie conditionnelle de Rényi de Type 2. Quand β > 1 aug-
mente, l’entropie conditionnelle de Rényi de Type 2 et l’entropie conditionnelle de
Daróczy de Type 2 possèdent le même comportement : elles entrâınent une augmen-
tation du nombre de feuilles. Dans l’intervalle [1, 5], quand β augmente, l’entropie
conditionnelle de Rényi de Type 1 entrâıne une augmentation forte du nombre de
feuilles. Au delà de cet intervalle, ce nombre devient assez stable. L’entropie condi-
tionnelle de Daróczy de Type 1 n’entrâıne pas d’augmentation significative jusqu’à
ce que β = 10. Ensuite, avec cette mesure le nombre de feuilles augmente avec β. Les
comportements des mesures de Type 3 sont similaires : ils sont assez stables après
une légère augmentation quand β est un peu supérieur à 1.

Par contre, la profondeur minimale devient faible dans le cas où β s’approche de
0 (figure 2.4). Elle augmente selon β et devient stable quand β > 3 excepté pour les
entropies conditionnelles de Type 1. Si l’entropie de Rényi de Type 1 devient stable
un peu plus tôt que les autres, l’augmentation de β dans la formule de l’entropie
conditionnelle de Daróczy de Type 1 entrâıne une diminution de la profondeur mini-
male. Cette diminution est relativement significative et la profondeur moyenne tend
vers 1.

La variation de la profondeur moyenne (figure 2.6 et figure 2.7) et maximale (fi-
gure 2.5) est différente de celle de la profondeur minimale. Ces indices de profondeurs
ont le même comportement. Elles décroissent assez rapidement quand β varie de 0
à 1. Plus tard, elles deviennent plutôt stables sauf pour les entropies conditionnelles
de Type 1. Quand β augmente à partir de 1, on observe une augmentation de la
profondeur des arbres lorsque l’entropie de Rényi de Type 1 est utilisée. Ensuite,
à partir de β = 4.5 avec la même mesure, la profondeur ne change plus beaucoup.
Lorsque β est grand, les arbres construits par l’entropie de Daróczy de Type 1 de-
viennent relativement profonds. Les arbres sont ainsi très déséquilibrés dans ce cas
car la profondeur minimale est faible avec la même mesure.

Pour caractériser de manière plus fine ces comportements, nous faisons varier le
coefficient β de 0 à 10 avec un pas plus petit : 0.1. Les figures 2.8 et 2.9 montrent
le taux moyen de bonnes classifications et la profondeur moyenne obtenus sur un
ensemble réduit de 5 bases : « Iris » , « E. coli » , « Wine » « Pima Indians Dia-
betes » et « Waveform » . Pour souligner l’apport des mesures de discrimination, une
expérimentation avec une sélection aléatoire du meilleur attribut à chaque itération
a été menée. S’il est aléatoirement choisi, le taux de bonnes classifications (75.15%)
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Fig. 2.8 – Taux de bonnes classifications moyenné sur 5 bases, β ∈ (0, 10]

Fig. 2.9 – Profondeur moyenne des arbres moyennée sur 5 bases, β ∈ (0, 10]



2.4 Discrétisation des attributs numériques 67

est toujours significativement plus mauvais qu’avec d’autres méthodes. Les courbes
de ces figures s’accordent bien avec toutes les remarques faites dans les paragraphes
ci-dessus.

2.3.4 Discussion

Nous avons introduit dans cette section l’utilisation des mesures de discrimina-
tion dans la sélection du meilleur attribut. D’une part, comme nous l’avons montré
dans le chapitre 1, ces mesures sont qualifiées comme des mesures de discrimination
par le modèle hiérarchique. D’autre part, l’étude expérimentale menée dans cette
section permet de caractériser ces mesures empiriquement. Ces deux études, l’une
complétant l’autre, justifient l’utilisation de ces mesures.

Ces résultats montrent les différences entre des entropies conditionnelles utilisées.
Ces différences résident principalement dans la taille et la forme des arbres.

Ceci est accord avec le résultat obtenu par [128] quand ils ont effectué des expé-
rimentations similaires avec quelques entropies conditionnelles de Daróczy de Type
1 (β = 1, 1.5, 2, 3, 5). Différant de ce que nous avons fait, ils ont utilisé des données
artificielles générées d’après le concept M-of-N 2 afin de faciliter le contrôle de la
complexité des données. Sur ces 4 valeurs de β, les taux de bonnes classifications
qu’ils ont obtenus semblent cohérents avec ce que nous présentons dans la figure 2.2.

Le résultat obtenu dépend non seulement des entropies utilisées mais aussi de la
manière de les combiner et de la valeur de β. Il s’avère qu’il n’est pas très intéressant
d’utiliser des valeurs trop petites ou trop grandes pour β. Nous proposons de renfor-
cer les expérimentations pour obtenir des résultats plus fiables. Premièrement, nous
souhaitons mettre en place un protocole d’expérimentation plus rigoureux. Entre
autres, la manière de traiter les résultats est à raffiner en appliquant strictement des
règles statistiques. Deuxièmement, plus de bases de données doivent être utilisées,
en particulier des bases ayant des données symboliques. Enfin, il serait intéressant
d’évaluer également les arbres par d’autres critères. D’autres méthodes d’agrégation
des entropies pour avoir une formule conditionnelle sont également à expérimenter.

2.4 Discrétisation des attributs numériques

Les attributs numériques ont des caractéristiques différentes par rapport aux
attributs symboliques. Ils prennent leurs valeurs dans un ensemble dont le nombre
d’individus est très grand. C’est souvent l’ensemble des nombres réels ou des entiers.
Ses valeurs sont donc ordonnées.

Cependant, certains algorithmes ne traitent que des données symboliques ou ils
ne manipulent efficacement que cette catégorie de données. L’algorithme de construc-
tion d’arbres de décision a été initialement conçu pour traiter des valeurs symbo-
liques, par exemple l’algorithme ID3 [122]. Face à des valeurs numériques, ces al-

2Soit N variables booléennes indépendantes. Le concept M-of-N est la variable qui est vraie si
et seulement si au moins M parmi N variables sont vraies.
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gorithmes les considèrent telles qu’elles sont : les valeurs numériques sont traitées
comme des valeurs symboliques. Les techniques de sélection du meilleur attribut fa-
vorisent souvent des attributs ayant un grand nombre de valeurs. En conséquence,
les attributs numériques sont choisis en premier. On obtient ainsi des arbres de
très grande taille. La capacité de généralisation et la performance des arbres sont
diminuées parce que les valeurs numériques sont trop précises.

Le traitement d’une valeur numérique comme une valeur symbolique ne tient
pas compte de la proximité entre des valeurs numériques. Or deux valeurs proches
portent souvent des significations similaires, alors qu’on les traite directement comme
des valeurs symboliques distinctes, elles apparâıtront totalement différentes. De plus,
les données peuvent être bruitées : la proximité entre les valeurs n’est pas négligeable
et il faut la prendre en compte.

Un regroupement adéquat des valeurs numériques permet de regrouper des va-
leurs similaires dans un même intervalle pour leur appliquer un traitement unique.
Le biais provenant des données bruités est ainsi réduit. La sémantique des données
est mieux exploitée. Cela renforce l’interprétabilité des règles représentées par l’arbre
de décision obtenu.

C’est pourquoi une technique usuelle consiste à insérer une étape supplémentaire
dans le processus de construction d’arbres de décision afin de discrétiser les attributs
numériques.

Dans cette section, nous abordons la discrétisation automatique de données dans
le contexte de la construction d’arbres de décision. D’abord, des caractéristiques prin-
cipales de la discrétisation automatique sont brièvement présentées. Ensuite l’utili-
sation des mesures de discrimination dans la discrétisation est proposée. Afin de ca-
ractériser ces mesures dans la discrétisation, nous définissons une mesure d’équilibre.
Une expérience est menée pour étudier le comportement de ces nouvelles mesures.

2.4.1 Description générale

La phase de discrétisation a pour but de découper un domaine numérique en
un certain nombre d’intervalles. Les attributs discrétisés seront considérés ensuite
comme des attributs symboliques. À chaque nœud, au lieu de poser une question
qui porte sur la valeur précise de l’attribut choisi, une question sur l’intervalle dans
lequel se trouve la valeur considérée est posée. Chaque point de coupure apparaissant
dans la discrétisation peut être considéré comme un test. Un intervalle est associé à
un seul test s’il a une extrémité à l’infini, du type v < c ou v > c. Il est associé à
deux tests s’il est limité par deux points : a < x < b.

Pour une formulation formelle du problème, voir [98, 169].

Dans certains problèmes simples, la discrétisation peut se faire manuellement.
Les données sont regroupées par un expert selon leur sémantique. Évidemment,
cette méthode n’est pas applicable aux données complexes, notamment quand la
sémantique de données n’est pas explicite ou quand les données sont volumineuses.
La discrétisation interactive est également possible. La connaissance experte est
intégrée dans la discrétisation mais la vitesse du processus n’est souvent pas assurée.
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Plusieurs méthodes de discrétisation sont disponibles (voir par exemple [98, 126]).
Elles sont caractérisées par un nombre de propriétés. Dans la construction des arbres
de décision en présence d’attributs numériques, les attributs discrétisés doivent être
disponibles avant la sélection du meilleur attribut. Il est donc possible que l’attri-
but soit discrétisé une fois pour toutes avant d’appliquer l’algorithme d’induction
classique. Ainsi, une fois les points de coupure trouvés, dans toutes les itérations de
l’algorithme de construction d’arbres qui suivent, le même regroupement est utilisé.
L’inconvénient de cette stratégie est qu’elle exclut le contexte dans lequel la discré-
tisation intervient à chaque itération. Il s’avère que la sémantique d’une coupure
dépend du contexte qui est caractérisé par l’ensemble des questions posées sur des
attributs pour conduire au nœud où les exemples sont localisés. Une stratégie plus
convenable est de discrétiser les attributs à chaque itération, notamment juste avant
l’évaluation des attributs pour choisir le meilleur.

Les méthodes de discrétisation sont principalement caractérisées suivant 2 axes
différents, selon qu’elles appliquent la stratégie top-down ou bottom-up et selon
qu’elles se placent dans un mode supervisé ou non-supervisé.

La stratégie top-down cherche à décomposer au fur et à mesure le domaine nu-
mérique en plusieurs intervalles. Au début, il y a un seul intervalle pour toutes les
valeurs numériques. La méthode dans C4.5 [124] qui minimise une entropie condi-
tionnelle de Shannon fait partie de ce groupe de méthodes. On peut citer aussi des
méthodes näıves comme la méthode qui divise des valeurs en partitions de même
longueur ou de même nombre d’exemples, la méthode Zeta [72].

La stratégie bottom-up cherche à fusionner des intervalles élémentaires dont cha-
cun ne contient qu’une seule valeur ou un ensemble de valeurs correspondant à des
exemples d’une même classe. Les méthodes MDLPC [169, 11], Chi2 [99], FUSINTER
[169] font partie des méthodes bottom-up.

Une courte description des modes supervisé vs. non-supervisé des méthodes se
trouve dans [169] et une étude plus détaillée est présentée dans [57]. Les méthodes
supervisées sont caractérisées par leur utilisation des classes des exemples. Pour
les méthodes non-supervisées, on ne s’intéresse qu’aux valeurs d’attributs et non
à la classe des exemples. On revient dans ce cas au problème de regroupement
(clustering) dans l’espace d’une dimension. On peut citer dans le cadre des méthodes
non-supervisées : la discrétisation en intervalles de même longueur (equal interval
width method), la discrétisation en intervalles ayant un même nombre de valeurs
(equal frequency method), la discrétisation aléatoire (random discretize) [7]. Dans le
cadre de l’étude des arbres de décision, il n’est pas intéressant d’aborder le mode
non-supervisé car le but recherché dans ce contexte est de trouver le rapport entre
les valeurs d’attribut et la classe des exemples.

2.4.2 Méthodes de discrétisation basées sur une entropie

Parmi les méthodes qui suivent la stratégie top-down, on utilise souvent une
mesure dérivant d’une mesure d’entropie (entropy-based et purity-based methods),
par exemple, les méthodes CART [27], FUSINTER [169], etc. L’entropie de Shannon
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est couramment utilisée. Nous proposons d’ajouter dans les choix possibles d’autres
formules d’entropie existantes telles que l’entropie de Rényi, l’entropie de Daróczy
et la R-norme entropie.

Supposons que les valeurs de l’attribut A soient ordonnées et que le domaine de
A se discrétise en h intervalles disjoints deux à deux d1, d2, .., dh. Cette discrétisation
est notée par D. L’entropie de l’ensemble des exemples dont la valeur de A ∈ dj est
I(ξ|A ∈ dj) qui exprime le désordre de la sous-base selon les classes. I(ξ|A ∈ dj) est
calculée selon une formule d’entropie choisie.

On évalue ensuite l’entropie conditionnelle de la base pour la discrétisation D,
qui est une somme pondérée des I(ξ|A ∈ dj) :

I(ξ|D) =
h
∑

j=1

wjI(ξ|A ∈ dj)

où wj est le poids associé à l’intervalle dj et dépend souvent du nombre d’exemples
dont la valeur pour A est dans l’intervalle dj. Parmi l’ensemble des discrétisations
possibles, celle qui maximise le gain d’information, défini comme la différence I(ξ)−
I(ξ|D), est choisie. La discrétisation d’un attribut revient donc à trouver Dmeilleur :

Dmeilleur = arg max
D

(I(ξ) − I(ξ|D))

L’algorithme de discrétisation décrit ci-dessus tente de représenter un attribut
numérique de manière la plus adéquate par rapport aux classes. Plus les valeurs
symboliques obtenues sont cohérentes par rapport aux classes, meilleure est la dis-
crétisation.

Le résultat de la discrétisation dépend donc de la mesure d’entropie utilisée
[23]. Nous caractériserons dans la section suivante ces mesures comme des mesures
utilisées dans la discrétisation.

Il est intéressant de remarquer que le problème de discrétisation est similaire,
d’un certain point de vue, au problème de sélection du meilleur attribut. Considérons
une discrétisation possible D de l’attribut A en h intervalles d1, d2, .., dh. On crée
un pseudo-attribut symbolique AD issu de la discrétisation D, qui a h valeurs dont
chacune correspond à un intervalle parmi d1, d2, .., dh. Par abus de notation, ces
valeurs sont désignées également par d1, d2, .., dh. La discrétisation est maintenant
représentée par le pseudo-attribut AD.

L’algorithme de discrétisation effectue en effet une sélection du meilleur attribut
parmi l’ensemble des pseudo-attributs possibles selon un critère s’appuyant sur la
notion d’entropie. L’attribut choisi est celui qui maximise le gain d’information.
Ainsi on revient donc au problème de sélection d’attributs. Cela justifie l’utilisation
d’une mesure de discrimination pour la discrétisation.

Cependant, dans plusieurs cas, le nombre de pseudo-attributs (qui est le nombre
de solutions de discrétisations possibles) peut être très grand. Cela rend difficile l’ap-
plication directe du processus de sélection du meilleur attribut. La recherche d’une
manière adéquate pour limiter l’espace des solutions avant de lancer l’algorithme de
sélection du meilleur attribut est donc nécessaire.
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Comme les mesures d’entropie cherchent à décomposer le domaine en intervalles
dont chacun ne contient que des valeurs des exemples d’une seule classe, elles fa-
vorisent la discrétisation en un grand nombre d’intervalles. Le cas limite est que
chaque intervalle ne contient qu’une seule valeur. Cela n’apporte aucune significa-
tion. Il faut donc des techniques pour limiter le biais de ce phénomène. La plupart
des algorithmes font appel à des critères d’arrêt qui imposent un certain nombre
de contraintes sur l’ensemble des valeurs numériques. Elles reposent généralement
sur une mesure d’homogénéité des exemples correspondant à un intervalle : si ces
exemples sont suffisamment homogènes, on ne découpe plus l’intervalle. Une autre
mesure est de fixer le nombre maximal d’intervalles pour un attribut. La discrétisa-
tion en deux est largement utilisée. La discrétisation peut également s’arrêter quand
les exemples dans un intervalle ne sont pas suffisamment nombreux. Un ensemble de
critères d’arrêt se trouve dans [34].

Concernant l’entropie de Shannon, [64, 65] ont démontré que les coupures trou-
vées à l’aide de l’entropie de Shannon se trouvent toujours aux frontières entre deux
classes. Cela conduit à une réduction significative de l’espace de recherche des cou-
pures, et en conséquence à une réduction de temps de calcul. Les autres mesures
d’information ne possèdent pas les mêmes propriétés. Considérons l’exemple d’une
base de données qui se compose de 6 exemples qui se répartissent en deux classes C1

et C2 et qui sont décrits par un attribut A (tableau 2.2).

ξ e1 e2 e3 e4 e5 e6

A 10 11 12 13 14 15
classe C2 C1 C2 C2 C1 C2

Tab. 2.2 – Exemple des valeurs d’un attribut

Les calculs montrent qu’avec l’entropie de Rényi de Type 1 (β = 20) ou l’entropie
de Rényi de Type 2 (β = 3) la coupure trouvée est 12.5. C’est la valeur qui sépare
deux exemples e3 et e4 de classe C2. La coupure trouvée avec l’entropie de Shannon
est 13.5.

2.4.3 Évaluation de discrétisation et mesure d’équilibre

L’évaluation de la qualité d’une discrétisation s’appuie sur plusieurs critères com-
prenant à la fois des critères objectifs et des critères subjectifs :

1. L’homogénéité des classes des exemples dont les valeurs de l’attribut à dis-
crétiser se trouvent dans un même intervalle (évalué par la mesure CAIM par
exemple [91]) : il est préférable que ces exemples appartiennent à une seule
classe.

2. Le nombre d’intervalles : un petit nombre d’intervalles est préféré. Cela permet
de simplifier les données et en particulier de réduire la taille (le nombre de
feuilles, la profondeur) de l’arbre obtenu.
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3. La performance du modèle de classification obtenu : le résultat de la discré-
tisation sert ensuite au processus d’apprentissage. La performance du modèle
de classification obtenu constitue ainsi un indice raisonnable de performance
de la discrétisation. Cette approche est plutôt pragmatique

4. Critère subjectif : la discrétisation doit être adéquate, c’est-à-dire représenter
et caractériser le mieux possible la nature des données. Elle doit conserver
l’influence de l’attribut sur la classe de l’exemple. On évalue également l’in-
terprétabilité et la sémantique de la discrétisation. Ce type de critères non
objectifs est utilisé par certains auteurs [169].

En fonction des problèmes à résoudre, un ou quelques critères particuliers sont
plus intéressants que d’autres. Dans certaines applications réelles, des arbres équili-
brés sont préférés car des nombres similaires de tests sont nécessaires pour identifier
la classe des exemples. Tandis que dans certains autres, une réponse rapide sur une
classe particulière est préférée. En particulier dans les problèmes médicaux où la
classe des maladies graves doit être identifiée aussi tôt que possible. Évidemment, la
discrétisation influence la forme de l’arbre obtenu. Nous souhaitons alors étudier dans
la suite le comportement des mesures d’entropie dans la discrétisation. Pour cela,
nous nous proposons d’étudier l’équilibre d’une discrétisation binaire. Cette étude
permet de considérer et de choisir la mesure qui favorise un type particulier d’arbres
de décision donnés : équilibré, non-équilibré. Pour cela, une mesure d’équilibre est
introduite.

Considérons le cas à deux classes. Nous proposons de définir la mesure d’équilibre
E d’une discrétisation D comme suit :

E(D) = max

(

n1

n2

,
n2

n1

)

où n1 et n2 sont respectivement le nombre de valeurs dans l’intervalle 1 (à gauche)
et l’intervalle 2 (à droite) du point de coupure.

On a : E(D) ≥ 1. Si n1 ≥ n2, E est une fonction croissante selon n1

n2
. Quand

n1+n2 = n est fixé, E est une fonction croissante selon n1−n2. Plus une discrétisation
a une mesure d’équilibre proche de 1, plus les nombres d’exemples dans les deux
parties sont similaires. Il est probable que cela conduit à un arbre de décision équilibré
au sens de la profondeur. En général, une discrétisation ayant une faible mesure
d’équilibre est préférée.

Une expérimentation, qui a été menée avec cette mesure d’équilibre, est présentée
dans la section suivante.

2.4.4 Expérimentations

L’expérimentation menée dans cette section a pour but d’illustrer l’utilisation de
la mesure d’équilibre d’une discrétisation binaire présentée ci-dessus et de montrer
comment différentes mesures de discrimination se comportent dans un processus de
discrétisation. Les mesures considérées sont les entropies conditionnelles de Rényi,
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Fig. 2.10 – Mesures d’équilibre moyennes des partitions avec les entropies condi-
tionnelles en grande échelle, β ∈ (0, 50]

celles de Daróczy et l’entropie conditionnelle de Shannon. La base de données « Wa-
veform » [27] a été utilisée. Elle se compose de 3 classes, chacune contenant 100
exemples. Chaque exemple est décrit par 21 attributs numériques. À partir de la
base initiale, à chaque fois, une classe est éliminée pour obtenir 3 bases, chacune
ne contenant que 200 exemples, répartis en seulement 2 classes. Les attributs de
chacune des 3 bases sont discrétisés. Au total, 63 discrétisations ont été réalisées (3
bases, 21 attributs chacune).

A chaque fois, les entropies conditionnelles de Rényi, celles de Daróczy et celle de
Shannon avec différentes valeurs du coefficient β sont utilisées pour identifier le point
de coupure de l’attribut numérique en question. Une fois le point de coupure trouvé,
la mesure d’équilibre de la discrétisation est calculée. Enfin les statistiques telles que
la valeur moyenne, la valeur maximale, la valeur minimale, et la valeur médiane des
mesures d’équilibre selon chacune des entropies conditionnelles sont moyennées sur
l’ensemble des discrétisations.

Les figures 2.10 et 2.11 présentent les résultats obtenus. Les courbes avec β variant
de 0 à 50 sont dessinées dans la figure 2.10. Dans cette figure, la ligne horizontale
d’ordonnée 7.85 correspond à l’entropie conditionnelle de Shannon qui ne dépend
pas de β. Pour faciliter la visualisation, la figure 2.11 présente le même résultat
mais sur une petite échelle de l’ordonnée. Les courbes correspondant à l’entropie
conditionnelle de Shannon et celle de Daróczy dépassent le cadre de cette figure.

A l’exception de l’entropie conditionnelle de Daróczy de Type 1, les mesures
d’équilibre correspondant à chaque entropie conditionnelle sont décroissantes selon
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Fig. 2.11 – Mesures d’équilibre moyennes des partitions avec les entropies condi-
tionnelles en petite échelle, β ∈ (0, 12]

β. La décroissance est très rapide lorsque β est proche de 0. Lors du passage à la
valeur 1 de β, il y a un changement très fort pour les mesures de Type 2 : la mesure
d’équilibre passe de 28 pour β = 0.95 à 2.2 pour β = 1.05. Pour le Type 2 et de Type
3, les mesures de même type ont un comportement très similaire. Avec les entropies
de Type 2, lorsque β > 2.5, les partitions tendent vers un équilibre parfait (le degré
d’équilibre tend vers 1) où le point de coupure découpe le domaine d’attribut en
deux intervalles dont chacun contient le même nombre de valeurs. Tandis qu’avec
les mêmes valeurs de β, les partitions issues des entropies conditionnelles de Type 3
ont une mesure d’équilibre proche de 1.5.

Lorsque β s’approche de 0, les partitions sont très déséquilibrées. Les points
de coupure se trouvent souvent proches des extrémités du domaine d’attributs, ainsi
seuls quelques exemples à une extrémité sont regroupés. La stratégie est plutôt d’ob-
tenir un petit intervalle à l’extrémité du domaine qui contient des valeurs d’attributs
des exemples d’une même classe. Ces remarques s’accordent bien avec le résultat dé-
crit dans la figure 2.4, où les mesures entropies conditionnelles correspondant à la
petite valeur de β entrâınent la création rapide de la première feuille.

Le comportement des entropies de Type 2 peut être interprété par leur pondéra-
tion :

I(ξ|D) = P β(A ∈ d1)Iβ(ξ|A ∈ d1) + P β(A ∈ d2)Iβ(ξ|A ∈ d2)

où P β(A ∈ d1) + P β(A ∈ d2) = 1. Pour minimiser cette quantité, quand β est assez
grand, il favorise P β(A ∈ d1) ≃ P β(A ∈ d2) et quand β est proche de 0, il favorise
min(P β(A ∈ d1), P

β(A ∈ d2)) = 0.
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Parmi les entropies conditionnelles de Type 1, l’entropie conditionnelle de Daróczy
engendre des partitions très déséquilibrées, tandis que l’entropie conditionnelle de
Rényi semble engendrer des partitions plus équilibrées. La partition la plus équilibrée
avec l’entropie conditionnelle de Daróczy de Type 1 correspond à des valeurs de β
aux alentours de 1. Au delà de cet intervalle, la mesure augmente assez rapidement.
Cela est cohérent avec la figure 2.4, où la grande valeur de β pour l’entropie condi-
tionnelle de Daróczy de Type 1 entrâıne des arbres dont la profondeur minimale est
petite.

2.4.5 Discussion

L’utilisation des différentes mesures de discrimination dans la discrétisation des
attributs numériques est justifiée. Une discrétisation est caractérisée par sa capacité
de discrimination des classes. Nous avons montré que, d’un certain point de vue, un
problème de discrétisation peut être considéré comme équivalent à un problème de
sélection du meilleur attribut. Ainsi, les mesures de discrimination sont capables de
servir à un processus de discrétisation.

L’expérimentation menée dans cette section est encore très réduite. Pourtant,
elle permet de relever quelques comportements des mesures utilisées. Pour un résul-
tat plus fiable, nous envisageons d’élargir l’expérimentation sur plusieurs attributs
numériques. L’étude du rapport entre le résultat de discrétisation et la forme d’arbre
doit être approfondie. Cela permet de comprendre l’influence de la phase de discré-
tisation sur l’induction d’arbres. Par exemple, quelles sont les mesures qui rendent
les arbres plus petits ? Quelles sont les mesures qui entrâınent des arbres ayant un
taux de bonnes classifications élevé ? Pour cela, nous envisageons de caractériser une
discrétisation autrement que par l’équilibre.

2.5 Utilisation des sous-ensembles flous dans la

construction des arbres

2.5.1 Introduction

Depuis une quinzaine d’années, les techniques issues de la théorie des sous-
ensembles flous [163] ont été considérées pour la construction des arbres de déci-
sion flous. D’une part, cela répond à un besoin de manipuler des données floues,
qui viennent de différents domaines, notamment ceux qui concernent des processus
cognitifs. Une valeur floue d’un attribut est représentée par un sous-ensemble flou,
l’appartenance d’un exemple à une classe n’est pas absolue, la séparation entre les
classes n’est pas nette. Ce genre de données apparâıt de plus en plus. D’autre part,
l’introduction de ces techniques permet également de renforcer certaines propriétés
des méthodes classiques même sur les données conventionnelles : traitement plus
souple des données, réduction de la sensibilité au bruit et augmentation de la préci-
sion de classification. Comme l’esprit humain manipule plus aisément des concepts
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imprécis, un arbre de décision flou est souvent plus compréhensible, notamment
quand les sous-ensembles flous sont décrits par des expressions linguistiques. Par
exemple, dans un contexte précis, les prix d’un même appareil photo numérique
dans 2 magasins différents sont de 329.90 euros et 331 euros. Ils sont différents mais
il n’est pas très juste de dire que le prix de 331 euros est élevé et que l’autre n’est pas
élevé. Cette situation peut éventuellement arriver si une coupure précise est utilisée
et si elle se situe entre les deux prix. Les données méritent donc d’être manipulées
de manière plus souple. Si on les traite comme des valeurs symboliques ou comme
des valeurs numériques avec une coupure précise, ces deux valeurs conduisent les
exemples dans des feuilles différentes.

Pour remédier à ces problèmes, des fonctions d’appartenance sont introduites
dans les arbres de décisions flous pour caractériser l’appartenance d’un exemple à
un nœud ou celle d’une valeur précise à une modalité floue associée à un arc. Dans
certains cas, même les exemples à l’entrée de l’algorithme sont associés à des degrés
d’appartenance. Pendant le partitionnement de la base d’apprentissage, un exemple
peut être dirigé vers plusieurs nœuds. Il appartient ainsi à plusieurs sous-ensembles
flous associés à ces nœuds avec certains degrés d’appartenance. Dans chaque feuille,
la présence de plusieurs classes est possible et donc chaque feuille peut être étiquetée
par plus d’une classe. L’identification des fonctions d’appartenance devient donc un
problème majeur.

En considérant un arbre comme une représentation d’un ensemble de règles de
classification, dans le cas classique, lors de la classification, une seule règle est ap-
pliquée pour identifier la classe d’un exemple. Cependant, il est possible que plu-
sieurs règles floues dans l’ensemble des règles correspondant à un arbre de décision
flou soient activées afin de classer un exemple. Un exemple arrive ainsi à plusieurs
feuilles. Les degrés d’appartenance sont déterminés par plusieurs méthodes à partir
du chemin que l’exemple parcourt de la racine vers les feuilles. Une agrégation et
éventuellement une étape de défuzzification sont donc indispensables pour aboutir
à un résultat final exploitable. Cette agrégation doit tenir compte à la fois des de-
grés d’appartenance de l’exemple aux feuilles et des répartitions des exemples dans
chaque feuille. Par défaut, la classe à laquelle l’exemple appartient avec le degré
d’appartenance le plus grand lui est affectée.

En référence au schéma de construction d’arbres TDIDT présenté au début de
ce chapitre (section 2.2.2), en présence de données floues ou de données fuzzifiées,
des techniques dédiées à leur traitement peuvent intervenir dans les étapes :

1. Sélection du meilleur attribut

2. Discrétisation des attributs numériques : une coupure floue peut être utilisée
au lieu d’une coupure précise. Cette étape est souvent importante pour la
conception des fonctions d’appartenance.

3. Partitionnement récursif de la base associée au nœud courant selon les valeurs
floues de l’attribut choisi. Un exemple peut appartenir à plusieurs ensembles
avec un certain degré d’appartenance.

4. Vérification des critères d’arrêt
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Toutefois, on n’exclut pas l’existence des variantes de schéma TDIDT ainsi que
des schémas complètement différents. Dans les autres schémas, les techniques floues
peuvent également intervenir. Nous nous limitons dans cette thèse à l’étude du
schéma TDIDT.

Dans l’état de l’art, plusieurs méthodes ont été proposées pour construire des
arbres de décision flous. Nous recensons dans ce chapitre les méthodes principales,
avec l’accent sur les méthodes récentes, et proposons une taxonomie des méthodes.
Cette taxonomie vise à caractériser les méthodes en s’appuyant sur la stratégie de
partitionnement récursif de la base d’apprentissage et la stratégie de conception de
fonctions d’appartenance. Nous introduisons ensuite l’utilisation des mesures de dis-
crimination floues, telles que les entropies conditionnelles de Rényi, celles de Daróczy
décrites dans le chapitre 1 dans la construction des arbres de décision flous.

2.5.2 Typologie

Dans quelques travaux, les méthodes de construction d’arbres de décision flous
sont caractérisées. Marsala [102] a insisté sur le rôle primordial des mesures utilisées
pour la sélection de l’attribut le plus discriminant. Ainsi, les méthodes de construc-
tion d’arbres en présence de données floues sont classées selon la mesure utilisée,
notamment l’entropie floue de Shannon ou une autre mesure.

L’entropie floue a été présentée dans le chapitre 1 (formule (1.18), page 40).
Parmi les principales méthodes utilisant cette entropie, on peut citer les travaux de
Ramdani [129, 130] et ceux de Weber [158] avec la méthode nommée Fuzzy ID3
sur laquelle de nombreux autres travaux sont d’ailleurs basés, entre autres, ceux de
Umano et al. [150], Janikow avec le système FID [78], etc. La différence entre ces
méthodes se situe dans l’optimisation des partitions floues ou dans l’utilisation de
l’arbre pendant la classification [102].

La méthode de Cios et Sztandera [37] s’appuie sur des mesures floues comme la
mesure floue de De Luca et Termini ou l’entropie floue de Kosko. Pour la catégorie
de méthodes sans utilisation de l’entropie de Shannon, on peut citer, entre autres, les
travaux de Bothorel [17] et de Boyen [24]. Bothorel a utilisé une mesure de contraste
entre deux sous-ensembles flous. La mesure de Kolmogorov-Smirov a été utilisée par
Boyen pour leurs applications dans le domaine de sécurité des réseaux électriques.

Dans une autre optique, Chiang [36] divise également les méthodes de construc-
tion des règles floues par arbres de décision en deux mais selon un autre critère
dépendant du moment où la fuzzification est effectuée. Si la fuzzification s’effectue
avant ou pendant la construction (pre-fuzzification), il faut tenir compte des attri-
buts flous pour la sélection du meilleur attribut et pour le partitionnement de la
base d’apprentissage. La plupart des méthodes appartiennent à cette catégorie : la
méthode de Weber [158], celle de Janikow [78], la méthode SAFI de Ramdani [130],
la méthode de Umano et al. [150], Yuan et Shaw [162], etc. Certains [154, 79] sup-
posent que les données à traiter sont floues ou qu’elles sont fuzzifiées a priori par
un humain. D’autres utilisent une méthode automatique de génération des fonctions
d’appartenance, par exemple par une discrétisation automatique des données numé-
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riques. La discrétisation peut se faire en une seule fois [158] avant la construction
des arbres ou en plusieurs fois, à la volée, pendant la construction de l’arbre [117].
Cette dernière méthode semble plus judicieuse car elle peut prendre en compte le
contexte actuel du processus d’induction, par exemple la valeur d’autres attributs.

À l’opposé, certains construisent un arbre classique, puis cherchent à générer des
règles floues à partir de l’arbre classique (post-fuzzification). L’utilisation de règles
floues dans ce cas permet de généraliser les règles et renforcer leur robustesse. Cios et
Sztandera [37] ont proposé de représenter la frontière floue entre des valeurs numé-
riques par un neurone artificiel ayant une fonction d’activation sigmöıde. Un réseau
de neurones est également utilisé dans le travaux de [24]. De leur côté, Crockett et al.
[41] utilisent un algorithme génétique pour construire des règles floues à partir d’un
arbre de décision classique construit par C4.5. Nous nous intéressons peu à cette
catégorie de méthodes car nous souhaitons obtenir tout de suite, après l’induction,
un arbre de décision flou.

Dans la suite, nous proposons une nouvelle taxonomie des méthodes qui s’inspire
et généralise des taxonomies décrites ci-dessus. Notre taxonomie se fonde sur deux
critères principaux :

1. La méthode de sélection du meilleur attribut

2. La stratégie d’identification des fonctions d’appartenance.

Notons également que, à part ces deux critères que nous jugeons les plus im-
portants ci-dessus les méthodes de construction d’arbres de décision flou peuvent
éventuellement être caractérisées par les propriétés suivantes :

1. Propriétés des données que la méthode est capable de les traiter (précises,
imprécises et/ou incertaines, numériques, symboliques, floues)

2. Méthode d’élagage utilisée

3. Mécanisme d’inférence

4. Incrémentalité

5. Propriétés des arbres produits (binaires, forêt d’arbres, etc)

Nous décrivons par la suite ces deux critères principaux.

2.5.2.1 Premier critère : méthode de sélection du meilleur attribut

C’est un critère similaire à celui de [104]. Il y a plusieurs méthodes de sélection de
l’attribut. Plusieurs d’entre elles se basent sur la méthode ID3 classique en utilisant
l’entropie floue au lieu de l’entropie de Shannon. À côté des méthodes utilisant
l’entropie floue citées ci-dessous, on peut citer encore des travaux plus récents [165,
79, 81, 94, 75, 117, 36, 85, 149, 41]. Nous analysons ci-dessous plutôt des méthodes
publiées depuis une dizaine années.

Janikow et ses co-auteurs développent et maintiennent un système, nommé FID,
depuis 1996 [79]. Dans la première version, les attributs sont discrétisés manuelle-
ment et leurs valeurs sont représentées par des sous-ensembles flous. Plusieurs amé-
liorations ont été ajoutées dans le système initial afin de renforcer sa qualité : des
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méthodes de discrétisation automatique des données numériques, le traitement des
attributs ayant des valeurs manquantes, des méthodes d’élagage, etc [81]. FID peut
traiter des attributs ayant à la fois des valeurs numériques et des valeurs symbo-
liques. L’utilisation des forêts d’arbres est également introduite [80]. Ici, l’utilisation
d’un forêt signifie que des tests alternatifs à chaque nœud d’un arbre sont possibles.
Donc, au lieu de choisir un seul attribut, ils en choisissent plusieurs. L’arbre est
ensuite développé pour toutes les valeurs des attributs choisis. L’arbre obtenu est en
fait un arbre à 3 dimensions. Entre autres, l’introduction des tests alternatifs permet
de mieux s’adapter à des valeurs manquantes de l’exemple à classer. Si une valeur
d’un attribut est manquante, on peut éventuellement utiliser la valeur d’un autre
attribut du même exemple. Le principe utilisé dans FID est repris dans plusieurs
travaux ultérieurs.

Lee et al. [94] utilisent également la mesure d’entropie floue et proposent d’as-
socier à chaque arc plusieurs valeurs symboliques d’un attribut au lieu d’une seule
valeur. Pour cela, le concept de classwise element set est introduit dans le partition-
nement de l’espace selon un attribut symbolique. Dans leur méthode, les données
numériques sont représentées par des nombres flous, des intervalles flous ou des va-
leurs précises. Les classes sont nominales et associées à un degré de confiance.

De leur côté, après avoir analysé la complexité du problème d’optimisation d’arbres
de décision flous, Wang et al. [155] proposent un processus de fusion des branches
afin de réduire la taille des arbres. À chaque nœud, la fusion des sous-ensembles flous
correspondant à des valeurs différentes du meilleur attribut est effectuée à la suite
de sa sélection. Seuls les sous-ensembles ayant des propriétés spécifiques communes
sont choisis pour fusionner. Ainsi, un arc de l’arbre peut être étiqueté par plusieurs
valeurs de l’attribut choisi et la taille de l’arbre obtenu devient plus faible.

Récemment, Bartczuk et Rutkowska [12] présentent une nouvelle version de l’al-
gorithme Fuzzy-ID3. La différence essentielle par rapport à la version originale est
que plusieurs attributs et leurs valeurs peuvent être affectés à une seule feuille. L’idée
est de retenir, à chaque nœud, les valeurs des attributs qui entrâınent directement
la classe des exemples et de créer des feuilles avec les exemples correspondants. En-
suite, les exemples restants sont partitionnés selon un attribut sélectionné à l’aide
d’une mesure d’entropie. La prise en compte de plusieurs attributs et leurs valeurs
dans une feuille permet de réduire significativement la taille de l’arbre.

La méthode proposée par Pedrycz et Sosnowski [116] fait partie d’une approche
différente. Il s’agit une approche hybride qui combine la stratégie top-down et la
stratégie bottom-up. Un regroupement flou (fuzzy clustering) des exemples selon la
stratégie bottom-up est effectué avant chaque partitionnement de la base. Cela per-
met de mieux exploiter la similarité entre des exemples. Le partitionnement s’effec-
tue sur les partitions trouvées par l’algorithme de regroupement. Le partitionnement
n’est donc pas linéaire et il se base sur plusieurs attributs. La frontière est tracée de
manière floue dans l’espace des exemples.

Tsang et al. [149] proposent une présélection des attributs flous avant la construc-
tion des arbres de décision flous. Leur méthode de sélection d’un sous-ensemble d’at-
tributs s’intitule OFFSS (Optimal Fuzzy-valued Feature Subset Selection). Ainsi, seul
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un sous-ensemble d’attributs est considéré par l’algorithme de construction d’arbres.
Cela conduit non seulement à la réduction de temps de calcul dans la phase de
construction mais aussi à la simplicité de l’arbre et à l’augmentation de la précision
de la classification en ne prenant en compte que des attributs intéressants.

Une version normalisée de mesure d’information a été proposée par Wang et
Borgelt dans [154, 156]. Ils ont remarqué que le gain d’information apparaissant
dans l’algorithme Fuzzy ID3 peut éventuellement être négatif. Ce n’est pas le cas
dans la méthode ID3 classique. Ce phénomène est la conséquence de deux faits.
Le premier est que la somme des degrés d’appartenance d’une valeur numérique à
tous les sous-ensembles flous correspondant à l’attribut n’est pas toujours 1, sachant
qu’il y a des chevauchements entre des sous-ensembles flous. Le second vient de
l’utilisation des opérateurs de type t-norme et t-conorme dans la définition de la
probabilité et de la probabilité conditionnelle floue. Cette valeur négative engendre
des problèmes techniques dans la sélection du meilleur attribut. Pour remédier à ce
problème, au lieu de choisir les opérateurs de type t-norme et t-conorme adéquats et
d’imposer des contraintes spécifiques dans la construction des sous-ensembles flous
comme nous l’avons fait (cf. section 1.4.2, page 35 et également [47, 44]), ils proposent
de normaliser les probabilités floues pour que leur somme soit 1 :

n
∑

i=1

P ∗(Ci) = 1 et
n
∑

i=1

P ∗(Ci|vj) = 1

où vj est la valeur d’un attribut.
Wang et al. décrivent dans leur article [157] une heuristique de recherche de

l’attribut le plus important pour déterminer la classe d’un exemple. Le degré d’im-
portance d’un attribut est défini par le nombre d’exemples incohérents créés lors de
la suppression de l’attribut en question. Un exemple est considéré incohérent par
rapport à un autre exemple si les deux cöıncident sur tous les attributs sauf sur
l’attribut de classe. Cette mesure est généralisée pour mesurer le degré d’importance
d’un attribut flou. L’attribut ayant le plus grand degré est sélectionné pour parti-
tionner la base d’apprentissage. Une étude comparative assez intéressante entre la
méthode Fuzzy ID3, celle de Yuan et Shaw [162] et cette méthode de Wang et al.
est également présentée. La conclusion sur les différents aspects est 3 :

1. Applicabilité : Fuzzy ID3 ≥ Yuan et Shaw, et Wang

2. Complexité : Fuzzy ID3 ≤ Yuan et Shaw ≤ Wang

3. Interprétabilité : Yuan et Shaw ≤ Wang ≤ Fuzzy ID3

4. Précision : Wang ≤ Fuzzy ID3 ≤ Yuan et Shaw

5. Traitement d’ambigüıté de classification : Yuan et Shaw ≥ Fuzzy ID3 et Wang

6. Robustesse : Wang ≤ Fuzzy ID3, et Yuan et Shaw.

La méthode Soft Decision Trees (SDT) proposée par Olaru et Wehenkel [115],
cherche à minimiser une fonction d’erreur afin de sélectionner un attribut et de

3Pour alléger l’écriture, on note ici « X ≥ Y » pour « l’algorithme X est meilleur que l’algorithme
Y selon cet aspect » .
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déterminer des paramètres des fonctions d’appartenance. Les feuilles ne sont pas
associées à une classe discrète mais à une valeur numérique comme pour les arbres
de régression. Les arbres obtenus par cette méthode sont binaires. Chaque arbre
caractérise l’appartenance d’un exemple à une classe. Dans le cas de problème à
plus de deux classes, plusieurs arbres sont utilisés : chacun s’occupe de distinguer
une classe contre l’union des toutes les autres. Dans leur méthode, le domaine d’un
attribut est discrétisé en deux intervalles par une coupure floue qui est caractérisée
par un seuil précis α et un étalement β. Leur algorithme cherche un attribut dont
la discrétisation permet de minimiser l’erreur carrée :

erreurξ =
∑

e∈ξ

µξ(e)[µc(e) − µ̂c(e)]
2

où ξ est l’ensemble flou des exemples associés à un nœud, µc(e) est le vrai degré
d’appartenance de e à c, et µ̂c(e) est le degré d’appartenance de l’exemple e à la
classe c prévu par l’arbre à ce nœud.

Pour la construction des arbres flous binaires similaires à des arbres étudiés par
Olaru et Wehenkel, Boyen et Wehenkel [24] ont proposé l’utilisation d’une version
normalisée de la mesure de Kolmogorov-Smirnov.

Parmi les méthodes qui n’utilisent pas l’entropie floue, la plus citée est la mé-
thode de Yuan et Shaw [162]. Cette méthode utilise comme mesure de discrimi-
nation une mesure d’ambigüıté de classification. Nous avons examiné cette mesure
dans le chapitre précédent (cf. section 1.5.4, page 43). Ha et Zhang [70] proposent
une approche différente pour calculer la mesure d’ambigüıté de classification. Dans
les travaux de Yuan et Shaw, la mesure d’ambigüıté de classification d’un attribut
est la moyenne pondérée de chacune des valeurs de l’attribut. Selon Ha et Zhang la
mesure d’ambigüıté de classification d’un attribut est obtenue en calculant l’ambi-
güıté d’une distribution de possibilité normalisée issue de l’attribut. Il est à noter
que l’équivalence de ces méthodes de calcul a été montrée dans [105].

2.5.2.2 Second critère : stratégie d’identification de fonctions d’appar-

tenance

Les fonctions d’appartenance ont un impact important durant l’induction et l’uti-
lisation des arbres de décision. Il s’agit généralement de caractériser comment une
valeur appartient à un ensemble flou défini sur son domaine. Cet ensemble définit
une modalité. Pour un attribut numérique discrétisé, il s’agit d’un intervalle flou.
Ensuite, il faut caractériser comment un exemple appartient à l’ensemble flou des
exemples associés à une feuille. Lors de la classification, les fonctions d’appartenance
participent à la décision sur l’influence de chaque règle sur le résultat agrégé.

La stratégie d’identification des fonctions d’appartenance s’appuie sur deux points
principaux :

1. Quand détermine-t-on les fonctions d’appartenance (avant, pendant ou après
la construction de l’arbre) ?

2. Comment détermine-t-on les fonctions d’appartenance ?
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La première question est celle posée dans la travail de Chiang [36] que nous avons
évoqué au début de la section 2.5.2. Nous analysons la seconde.

Certaines méthodes supposent que des données floues sont disponibles a priori
[79]. Après avoir sélectionné un attribut à l’aide d’une mesure d’entropie floue, les
exemples sont partitionnés selon les valeurs de l’attribut. Supposons que le degré
d’appartenance d’un exemple e à l’ensemble des exemples X correspondant au nœud
N en question soit µX (e). À ce nœud, l’attribut flou choisi est A. Le fils Nj de N , cor-
respondant à la valeur floue vj de A, est associé à un sous-ensemble flou d’exemples
Xj caractérisé par une fonction d’appartenance. Cette dernière est déterminée par
la combinaison entre l’appartenance de e à X et la satisfaction de la valeur e(A) de
l’exemple e pour A relativement à vj :

µXj
(e) = T (svj

(e(A)), µX (e))

où svj
(e(A)) est le degré de satisfaction de e(A) relativement à vj et T est une t-

norme. Dans la pratique, le produit est couramment utilisé. Si e(A) est une valeur
précise, svj

(e(A)) devient µvj
(e(A)).

L’existence de données floues n’est pas toujours le cas et on a également besoin de
construire des arbres de décision flous à partir de données précises, notamment des
données numériques. En général, l’identification des sous-ensembles flous réside dans
le processus de discrétisation floue. Au lieu d’affecter une valeur à un seul intervalle
comme dans le cas de la discrétisation non floue, une valeur appartient à un intervalle
avec un certain degré d’appartenance et elle peut appartenir à plusieurs intervalles.
Cela permet par la suite une manipulation plus souple des valeurs numériques, et
ainsi éviter un basculement brutal, surtout pour des valeurs proches de la coupure.
Plusieurs travaux montrent que la discrétisation floue renforce les performances du
système [102], en particulier sa robustesse.

Les fonctions d’appartenance peuvent être déterminées manuellement par les
utilisateurs ou par des experts [154, 130] à partir des données numériques. On cherche
alors à découper le domaine de l’attribut selon la sémantique de l’attribut. Par
exemple, le domaine des notes d’un examen peut être découpé en des intervalles
flous correspondant à des mentions : excellent, très bien, bien, assez bien, passable,
échec. Comme dans le cas classique, la discrétisation floue manuelle peut se faire de
manière interactive : l’utilisateur est chargé de déterminer la zone floue à chaque
étape, avant la sélection du meilleur attribut. Cependant, la discrétisation manuelle
ne fonctionne plus quand on possède une grande quantité de données ou quand la
sémantique des données est difficile à comprendre. Par d’ailleurs, la dépendance à
un être humain entrâıne des problèmes humains : erreur ou incohérence des experts,
conflits entre des opinions. La discrétisation automatique est donc souvent nécessaire.

Parmi les méthodes de discrétisation automatique, une famille de méthodes
usuelles consiste à appliquer d’abord un processus traditionnel pour trouver des
coupures précises, puis assouplir des points de coupure en créant un étalement (zone
floue) autour de chacun des points de coupure précis. Un état de l’art des méthodes
de discrétisation classiques est établie dans [98]. L’utilisation de cette zone d’étale-
ment est justifiée par le manque des connaissances lorsqu’on échantillonne un certain
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nombre d’exemples pour la base d’apprentissage. Plus l’attribut est vague, plus l’éta-
lement doit être important. Différentes méthodes ont été proposées pour déterminer
cette zone [77] :

1. utilisation de la valeur maximale inférieure et de la valeur minimale supérieure
à la coupure pour définir la zone floue [165]. Une variante de cette méthode
est que l’on détermine l’étalement en fonction de la distance entre ces deux
valeurs.

2. utilisation d’un intervalle de longueur fixée autour de la coupure, par exemple
10% de la longueur du domaine de l’attribut.

Dans tous les cas, la longueur de l’étalement est souvent choisie de manière
expérimentale. Si la zone floue est trop faible, l’arbre pourra être identique à celui
obtenu par la méthode classique correspondante car, pendant le partitionnement,
aucun exemple de la base d’apprentissage ne se trouvera dans cette zone sensible.
En conséquence, chaque exemple n’appartient qu’à une seule partition et le degré
d’appartenance est 1. Cependant, chaque arc de l’arbre flou est associé à une fonction
d’appartenance et finalement le résultat en classification peut être différent pour de
nouveaux exemples.

Les fonctions d’appartenance correspondant à la coupure floue sont souvent li-
néaires par morceaux. La plupart entre d’elles sont trapézöıdales ou triangulaires,
voir par exemple [165, 117, 115]. Ces formes sont largement utilisées pour des raisons
de simplicité. Cependant des fonctions plus complexes peuvent être considérées, par
exemple la forme gaussienne [35].

Olaru et Wehenkel [115] identifient d’abord un attribut et sa coupure précise
(d’étalement nul) par la fonction d’erreur. Dans une second étape, l’étalement est
optimisé.

Dans les travaux de Peng et Flash [117], l’entropie floue intervient dans la sé-
lection de coupure floue à partir de données numériques précises. Les coupures sont
positionnées autour des frontières des classes différentes. La coupure retenue est
celle qui rend les plus homogènes les ensembles des exemples dans les deux inter-
valles qu’elle sépare. Dans le cas de la discrétisation binaire, qui est d’ailleurs très
utilisée en raison de sa simplicité, un seul point de coupure est nécessaire à chaque
étape. Une discrétisation en plus de deux intervalles suit le même principe.

Considérons un ensemble flou ξ d’exemples ayant un attribut A à discrétiser en
deux intervalles flous v1 et v2 (figure 2.12). Supposons qu’une coupure floue soit
caractérisée par un point de coupure c et un étalement δ. La forme de la fonction
d’appartenance est trapézöıdale.

Les fonctions d’appartenance d’une valeur x à v1 et à v2 sont définies comme
suit :

µv1
(x) =







1 si x ≤ c − δ
c+δ−x

2δ
si c − δ < x < c + δ

0 si x ≥ c + δ
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attribut A

v2

c

δδ

v1

Fig. 2.12 – Coupure floue

noeud N

(e)ξ : µ ξ

A=v2
v1 v2A=v1

noeud N1 noeud N2

(e)ξ ξv
(e): µvξ: µξ 1v 2

2v1

Fig. 2.13 – Degré d’appartenance à un nœud

et

µv2
(x) =







0 si x ≤ c − δ
x−c+δ

2δ
si c − δ < x < c + δ

1 si x ≥ c + δ

On a :

∀x ∈ R : µv1
(x) + µv2

(x) = 1

Ces deux valeurs floues constituent une partition binaire floue du domaine de
l’attribut. Il s’agit d’une partition normale. La fonction d’appartenance de ξvj

(i = 1
ou i = 2) est définie par :

µξvj
(e) = µξ(e).µvj

(e(A))

où e(A) est la valeur pour A de e.
Supposons que I∗(ξvj

) soit l’entropie floue de l’ensemble des exemples issus de la
modalité vj.
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Après le découpage, l’entropie floue de ξ conditionnée par le découpage est :

|ξv1
|

|ξ|
I∗(ξv1

) +
|ξv2

|

|ξ|
I∗(ξv2

)

La coupure qui minimise cette entropie est sélectionnée. Plus l’attribut est incertain,
plus l’étalement flou doit être important.

Une fois l’attribut choisi, la base ξ est partitionnée en ξv1
et ξv2

.
De leur côté, Lee et al. [94] proposent de construire des partitions floues de forme

trapézöıdale pendant l’induction des arbres en utilisant une mesure de gain d’infor-
mation. Avant de choisir une coupure floue, les valeurs numériques sont décrites sous
la forme de nombres flous, d’intervalles flous ou simplement d’une valeur précise. Les
extrémités du support de l’ensemble flou à créer et les extrémités de son noyau sont
déterminées à partir des extrémités de supports de valeurs existantes d’attributs
flous. Il doit évaluer toutes les partitions possibles pour trouver celle qui maximise
le gain d’information.

L’algorithme Fuzzy c-means peut intervenir pour construire des sous-ensembles
flous sur le domaine d’un attribut numérique [36]. Ainsi, on n’utilise pas d’informa-
tion de classe dans la construction des sous-ensembles flous. Pedrycz [116] utilise
également une technique de regroupement flou pour identifier les fonctions d’appar-
tenance. Cependant, le regroupement est effectué dans l’espace des exemples et non
dans l’espace des valeurs numériques d’un attribut. Par conséquent, dans la méthode
de Pedrycz, aucun choix d’attributs n’est demandé et le partitionnement s’appuie
sur plusieurs attributs.

Dans [103], une méthode originale pour déterminer des sous-ensembles flous a
été développée en s’inspirant de la morphologie mathématique. L’auteur cherche à
déterminer les noyaux homogènes pour l’attribut en question et ensuite à étendre
ces noyaux pour définir des sous-ensembles flous. Cette technique est automatique,
simple à mettre en œuvre, elle tient compte de la répartition des classes et est proche
du comportement humain sur la même tâche. Elle est capable de tenir compte de la
présence de classes floues.

Dans quelques travaux récents [85, 142, 35], des algorithmes génétiques sont
employés pour optimiser les fonctions d’appartenance. Ils procèdent de la façon sui-
vante :

1. produire une première population de fonctions d’appartenance. Ces fonctions
sont trapézöıdales dans [85] ou gaussiennes dans [35].

2. construire des arbres de décision flous en utilisant les fonctions d’appartenance.
L’algorithme FID [79] est utilisé. Cependant, un autre algorithme d’induction
d’arbres flous peut intervenir.

3. évaluer l’ensemble des fonctions d’appartenance par la qualité de l’arbre de
décision flou obtenu avec ces fonctions.

4. si la condition d’arrêt est satisfaite alors s’arrêter

5. sinon, générer une nouvelle population de fonctions d’appartenance en appli-
quant les mutations génétiques, et aller à (2).
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Ainsi, les algorithmes génétiques sont utilisés pour produire un ensemble de fonctions
d’appartenance appropriées au sens où elles permettent de produire un meilleur arbre
de décision flou.

Toujours basé sur un algorithme génétique, Crockett et al. [41] construisent
d’abord un arbre de décision classique par l’algorithme C4.5 puis cherchent à rendre
floues les frontières précises présentes dans les nœuds. Il s’agit ici une approche de
post-fuzzification. Pour justifier le choix de la post-fuzzification, ils argumentent que
la génération des règles floues directement à partir des données floues cause des re-
dondances. Des règles sont éventuellement générées avec des sous-ensembles flous
similaires et ainsi la base des règles se complique. Cela affaiblit l’interprétabilité des
règles.

2.5.3 Entropie conditionnelle floue en construction des arbres

flous

2.5.3.1 Sélection du meilleur attribut

Dans le chapitre précédent, un modèle hiérarchique pour les mesures de discrimi-
nation floues a été présenté. Il permet de caractériser les mesures de discrimination
floues. Plusieurs mesures floues utilisées dans un processus de construction d’arbres
de décision ont été validées par ce modèle, en particulier l’entropie de Shannon floue
ou la mesure d’ambigüıté de classe de Yuan et Shaw. Ces dernières sont couram-
ment utilisées dans la construction d’arbres de décision. D’autres mesures d’entropie
floue sont également disponibles et validées dans le cadre du modèle : les entropies
conditionnelles floues de Rényi, celles de Daróczy, les formules conditionnelles de la
R-norme entropie floue. Nous généralisons l’utilisation de l’entropie de Shannon en
introduisant ces mesures d’entropie conditionnelle floues pour construire des arbres
de décision.

Nous utilisons ici quelques notations principales que nous avons introduites dans
le chapitre précédent (cf. page 13).

1. ξ l’ensemble des exemples (l’appartenance d’un exemple à une classe peut être
partielle).

2. v1, v2, .., vm des valeurs associées à un attribut. Ce sont des sous-ensembles
flous définis sur le domaine de l’attribut A. Ils sont généralement issus d’un
processus de discrétisation. En général, ils constituent une partition normale du
domaine. Nous présentons dans la partie suivante de cette section la méthode
pour les identifier.

3. ξCi
le sous-ensemble flou des exemples appartenant à la classe Ci avec un degré

strictement positif :

∀e ∈ ξ :
n
∑

i=1

µξCi
(e) = µξ(e)

4. ξvj
le sous-ensemble flou de tous les exemples dont la valeur pour A appartient
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à vj avec un degré strictement positif :

∀e ∈ ξ :
m
∑

j=1

µξvj
(e) = µξ(e)

5. P ∗(Ci) la probabilité de la classe floue Ci dans ξ :

P ∗(Ci) =
|ξCi

|

|ξ|

6. P ∗(vj) la probabilité qu’un exemple de ξ prenne la valeur vj pour valeur d’un
attribut A :

P ∗(vj) =
|ξvj

|

|ξ|

7. P ∗(Ci|vj) la probabilité qu’un exemple ayant vj pour valeur de A appartienne
à Ci :

P ∗(Ci|vj) =
|ξCi

∩ ξvj
|

|ξvj
|

où la t-norme utilisée pour définir l’intersection est le produit.

8. I∗(ξ) l’entropie floue de l’ensemble des exemples ξ. Elle est définie par une fonc-
tion qui satisfait le niveau G∗ du modèle FGH∗, comme par exemple l’entropie
de Rényi, l’entropie de Daróczy et la R-norme entropie.

9. I∗(ξ|A) l’entropie de l’ensemble des exemples conditionnée par l’attribut A.
Elle est définie par une fonction qui satisfait le niveau H∗ du modèle FGH∗.
C’est une somme pondérée des mesures d’entropie floues I∗(ξvj

) :

I∗(ξ|A) =
m
∑

j=1

w(vj)I
∗(ξvj

)

où wj est le poids de la modalité vj. En particulier il est caractérisé dans les
formules des entropies conditionnelles de Type 1, 2, 3, 4 (formules (1.10)-(1.13)
page 21).

10. G ∗ (ξ|A) le gain d’information floue :

G∗(ξ|A) = I∗(ξ) − I∗(ξ|A)

L’attribut choisi est celui qui maximise le gain d’information floue :

Ameilleur = arg max
A

G∗(ξ|A)
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2.5.3.2 Discrétisation floue

Nous évoquons ensuite la discrétisation de l’attribut numérique A pour obtenir
des sous-ensembles flous v1, v2, ..., vm sur son domaine. En utilisant les mesures de
discrimination, deux stratégies sont possibles :

1. Les points de coupure précis sont identifiés à l’aide d’une mesure d’entropie
classique (cf. section 2.4.2). Ces points de coupure sont rendus flous par un éta-
lement. La largeur de l’étalement est un paramètre de l’algorithme. Cette stra-
tégie est relativement simple à mettre en œuvre. La forme des sous-ensembles
est généralement trapézöıdale.

2. Le seconde stratégie est utilisée dans le travail de Peng et Flash [117] décrit
précédemment (page 83). Cependant, au lieu de l’entropie floue de Shannon,
plusieurs variantes sont possibles. En particulier, les mesures de discrimination
floues abordées ci-dessus peuvent être utilisées. D’abord, un ensemble de dis-
crétisations floues potentielles est identifié par une stratégie limitant le nombre
de discrétisations floues à évaluer. Chaque discrétisation constitue une parti-
tion floue du domaine de l’attribut en question. La forme des sous-ensembles
flous est trapézöıdale, triangulaire ou gaussienne pour simplifier le calcul. Une
mesure de discrimination floue intervient dans l’évaluation des discrétisations
pour choisir celle qui discrimine le plus possible des exemples de différentes
classes. C’est une généralisation de la méthode présentée dans la section 2.4.2.

Des mesures de discrimination floues sont implémentées dans la plateforme de
construction d’arbres de décision DTGen décrit en annexe.

2.5.4 Expérimentations

Dans cette section, des expérimentations ont été menées pour mettre en évidence
la qualité des arbres construits à l’aide de mesures validées par le modèle FGH∗ et
ceux construits à l’aide d’autres mesures. Les expérimentations sont menées toujours
avec les bases de données répertoriées sur le site de l’UCI (décrites dans le tableau
2.1 - page 61), à l’exception de la base « Waveform » obtenue par un générateur
automatique [27]. Le protocole d’expérimentation choisi est identique à celui décrit
dans la section 2.3.3.

Les expérimentations sont menées avec l’entropie conditionnelle de Shannon et
l’entropie conditionnelle d’événements flous qui sont validées par le modèle hiérar-
chique. On les qualifiera de bonnes mesures. D’autre part, on introduit l’utilisation
de la mesure suivante pour illustrer notre comparaison. Cette mesure est considérée
comme mauvaise car elle ne satisfait pas les propriétés imposées au niveau G∗ du
modèle FGH∗ :

I∗
b (ξ) = I∗

b (P ∗
1 , P ∗

2 , .., P ∗
n) = −

n
∑

i=1

log P ∗
i (2.2)

Le tableau 2.3 décrit les taux de bonnes classifications obtenus sur différentes
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bases. Sur chaque base, le meilleur taux de bonnes classifications est mis en gras et
le pire taux est mis en italique.

Il montre que l’utilisation de bonnes mesures de discrimination conduit à de
meilleurs arbres. Les taux de bonnes classifications par l’entropie conditionnelle de
Shannon sont toujours meilleurs que ceux produits avec la mesure décrite par l’équa-
tion (2.2). Dans la plupart des cas (7/9), l’entropie conditionnelle floue conduit à
des arbres de décision plus performants que ceux obtenus avec la mesure décrite par
l’équation (2.2) ou avec l’entropie de Shannon.

Les expérimentations montrent aussi que la taille des arbres de décision construits
par l’entropie conditionnelle de Shannon et par l’entropie conditionnelle floue est plus
petite que celle des arbres de décision construits par la mesure décrite par l’équation
(2.2).

Certes, cette expérimentation est à renforcer, sur un plus grand nombre de bases
et de mesures. Nous prévoyons également de développer plus avant notre méthode
de comparaison des résultats.

Base de données Ent. de Shannon Ent. floue ”Mauvaise” mesure

Iris 96.00 ± 1.63 95.16 ± 3.05 95.50 ± 2.20
Balance scale 76.52 ± 2.02 77.56± 3.09 74.63 ± 1.58

E. coli 78.08 ± 2.13 78.16 ± 2.14 74.39 ± 1.47
Glass identification 65.11 ± 3.62 68.45 ± 6.12 61.54 ± 3.59

Ionosphere 87.21 ± 2.55 87.57± 1.89 79.21± 2.66
Liver-disorders 65.18 ± 3.43 66.06± 2.82 60.46± 3.51

Pima Indians diabetes 69.37 ± 1.20 69.79 ± 1.25 65.13±1.80
Wine recognition 91.47 ± 3.45 90.63± 1.95 91.33 ± 1.79

Waveform 66.61 ± 2.76 66.86±4.22 64.32±2.98

Tab. 2.3 – Taux de bonnes classifications moyens et écarts types par différentes
mesures (%)

2.5.5 Résumé

Dans cette section, nous avons proposé une nouvelle taxonomie de méthodes de
construction d’arbres de décision flous. Cette taxonomie repose sur la méthode de
sélection du meilleur attribut et la stratégie d’identification de fonctions d’apparte-
nance.

Nous avons ensuite introduit l’utilisation des mesures de discrimination floues
dans la recherche des coupures floues pour un attribut numérique. Les mêmes me-
sures sont proposées pour la sélection des attributs dont les valeurs sont floues ou
issues d’une discrétisation par des coupures floues. Cette proposition est justifiée par
la validation, dans le chapitre 1 de ces mesures par un modèle hiérarchique pour des
mesures de discrimination floues.
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2.6 Conclusion

L’utilisation de l’entropie de Shannon dans la construction des arbres de décision
est très fréquente. Cette mesure intervient dans différentes étapes, notamment dans
la sélection du meilleur attribut et dans la discrétisation des attributs numériques.
L’extension de l’entropie de Shannon pour les événements flous sert également de
base à plusieurs algorithmes pour le même but lorsqu’on souhaite prendre en compte
l’incertitude et l’imprécision. À côté de ces mesures, plusieurs autres sont recensées.

Nous avons introduit des mesures plus générales que l’entropie de Shannon et
l’entropie de Shannon floue dans ce processus. Ce sont des mesures de discrimina-
tion classiques et floues, en particulier des entropies conditionnelles de Daróczy, de
Rényi et leurs extensions floues. Ces mesures possèdent un certain nombre de carac-
téristiques définies par le modèle hiérarchique. Elles sont également caractérisées de
manière expérimentale. Notre proposition fournit des choix alternatifs des mesures
afin d’obtenir des solutions plus adaptées à des problèmes spécifiques.

Dans ce chapitre, une nouvelle taxonomie des méthodes d’induction d’arbres de
décision flous est également proposée. Elle est caractérisée par le critère de sélection
du meilleur attribut et la stratégie d’identification de sous-ensembles flous.

Finalement, une implémentation de ces mesures est intégrée dans une plateforme
d’expérimentation s’intitulée DTGen. Ce logiciel sert à une série d’expérimentations
sur plusieurs bases de données, y compris des bases issues des applications réelles
que nous présentons dans le chapitre 5.



Chapitre 3

Mesures de discrimination et

évaluation de classifieurs

L’évaluation de la performance de classifieurs est une tâche nécessaire mais diffi-
cile en apprentissage automatique. Elle permet de comparer des méthodes de classifi-
cations entre elles et de comparer les classifieurs. Grâce à l’évaluation, nous pouvons
prendre des décisions concernant le choix des méthodes et des classifieurs. Plusieurs
critères ont été proposés et utilisés dans un tel processus. Chaque critère mesure
une ou plusieurs facettes des classifieurs. Les critères nous aident également à carac-
tériser les méthodes de classification et ainsi mieux comprendre les comportements
des méthodes vis-à-vis des données. Cela est nécessaire car il s’avère que dans les
travaux existants il n’existe aucune méthode qui soit la meilleure pour tous les pro-
blèmes [140]. C’est-à-dire que si un algorithme est plus efficace pour un problème
particulier, il est de niveau inférieur pour d’autres problèmes.

Cependant, la plupart des mesures existantes ne prennent pas en compte les
caractéristiques du problème telles que la qualité des données disponibles et notam-
ment la distribution des classes. Elles ne considèrent que le résultat de classification
obtenu. Cela cause des biais dans l’évaluation et dans l’interprétation des résultats,
en particulier pour la comparaison des algorithmes sur des bases de données diffé-
rentes. Dans ce chapitre, nous justifions l’utilisation de mesures de discrimination
comme une alternative pour évaluer des classifieurs. Un des avantages de ce type de
mesure est la prise en compte des caractéristiques des données. La justification se
base principalement sur le modèle hiérarchique pour les mesures de discrimination
qui a été introduit et utilisé dans l’induction d’arbres de décision.

3.1 Introduction

Les techniques d’apprentissage inductif deviennent de plus en plus populaires
dans les recherches scientifiques et industrielles. L’ensemble des méthodes d’appren-
tissage ne cesse de s’agrandir. Naturellement l’évaluation et la comparaison des mé-
thodes entre elles doivent être étudiées. Cela correspond à un besoin réel de la re-
cherche et de l’industrie. Or, la qualité d’une méthode de classification, en particulier
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le résultat de classification, est un concept difficile à définir.
Les critères d’évaluation doivent être établis en fonction des propriétés du pro-

blème à résoudre. Certaines applications demandent que le classifieur construit donne
la plus grande précision possible tandis que certaines préfèrent obtenir la réponse
le plus tôt possible (décision médicale par exemple). Dans plusieurs applications,
certaines classes sont plus importantes que d’autres donc il est souhaitable que la
classification soit la plus juste possible pour ces classes. Dans la suite, nous décrivons
le processus d’évaluation et les problématiques de l’évaluation.

3.1.1 Processus de classification

Le processus de résolution d’un problème de classification n’est pas la même
dans la réalité que dans l’expérimentation. Dans l’expérimentation on connâıt préa-
lablement les classes de tous les exemples. Évidemment on ne les utilise pas dans la
construction du modèle de classification, mais on peut les utiliser dans l’évaluation
des modèles obtenus. Tandis que dans la réalité, on ne connâıt pas a priori les classes
des exemples même dans la phase d’évaluation.

Dans la réalité, un problème de classification doit être résolu en suivant quatre
étapes :

1. Acquisition de données : Les données de différentes sources sont acquises : expé-
rience, mesure, données dans les stocks, etc. On espère souvent que les données
acquises représentent bien l’univers des données possibles. Des pré-traitements
sont utilisés éventuellement si nécessaire. Parmi ces pré-traitements, on peut
citer le traitement des valeurs manquantes abordé dans le chapitre 4 de cette
thèse.

2. Construction d’un modèle de classification : À partir des données et éventuel-
lement des expériences et de connaissances acquises dans l’étape précédente,
on construit un modèle de classification (classifieur) par un processus d’ap-
prentissage automatique. Le classifieur est une façon de modéliser les données
disponibles. En apprentissage, on suppose souvent que les exemples ayant des
caractéristiques communes se trouvent dans une même classe. On essaie d’ex-
ploiter le plus d’informations possibles liées à la détermination de la classe
qui servira plus tard à classifier de nouveaux exemples. Le modèle peut être
considéré en tant que conteneur des informations synthétiques exploitées par le
processus d’apprentissage au travers de toutes les données disponibles. Le but
est de mettre dans le conteneur le plus possible d’informations utiles. Ainsi, il
faut faire face à différentes difficultés : des bruits qui dégradent les données,
des incertitudes, des imprécisions et des indisponibilités de données, etc.

3. Utilisation du modèle de classification : Dans cette étape, le modèle déduit
dans la première étape est utilisé pour déterminer les classes auxquelles ap-
partiennent de nouveaux exemples. Grâce à des informations descriptives d’un
exemple, le modèle de classification le classifie dans la classe dans laquelle il
existe des exemples ayant les mêmes caractéristiques que lui. Il n’est pas obli-
gatoire que toutes les informations sur le nouvel exemple soient utilisées pour
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déterminer sa classe. Seules les informations discriminantes, intéressantes pour
le modèle, sont employées.

4. Évaluation du modèle de classification : Dans cette étape, le modèle et la
méthode de construction du modèle sont évalués en utilisant différents critères.
Selon le problème et la méthode abordée, on cherche à utiliser les critères
adéquats. Il peut arriver qu’on ne connaisse pas la vraie classe des exemples.
C’est pour cette raison que l’évaluation directe est parfois impossible. Dans ces
cas, il faut éventuellement évaluer par des critères indirects qui estiment, par
exemple, la conséquence d’utiliser les résultats de classification pour un but
quelconque.

Dans l’expérimentation, on dispose souvent d’une base de données qui contient
des exemples et on connâıt a priori la classe à laquelle appartient chaque exemple.
Cela constitue la différence essentielle entre des expérimentations et des problèmes
réels. Pour évaluer une méthode de classification, on partitionne aléatoirement, selon
un protocole bien précisé, la base initiale en deux : l’une sert de base d’apprentissage
et l’autre sert de base de test. La base d’apprentissage est exploitée par un algorithme
pour construire un modèle de classification. Ce modèle sert ensuite à classifier des
exemples de la base de test. Enfin, la performance du classifieur est habituellement
évaluée par les résultats de classification sur cette base de test. Les classes réelles
d’exemples sont comparées avec les classes prédites par le classifieur.

Pour bien comprendre les méthodes et les résultats ainsi que pour faciliter les
analyses des résultats, le protocole d’expérimentation doit être bien formulé. Le
protocole d’expérimentation influence significativement le résultat obtenu. Il décrit
précisément et clairement des conditions et le déroulement d’une expérience. Le but
est que l’expérience puisse être reproduite à l’identique. Cela permet aussi de compa-
rer les méthodes entre elles. Dans la pratique, on utilise souvent la validation croisée
et ses variantes. Pour réduire le biais du résultat, dans n’importe quel protocole,
aucune information des exemples dans la base de test ne peut être utilisée dans la
construction du modèle de classification. Dans la majorité des cas, l’expérimentation
doit être répétée plusieurs fois.

3.1.2 Problématique de l’évaluation et de la comparaison

Plusieurs critères ont été proposés et utilisés dans l’évaluation d’un processus
de classification. Chaque critère mesure une ou plusieurs facettes des classifieurs
et est lié à une caractéristique souhaitée des classifieurs. Les critères nous aident
à caractériser des méthodes de classification et ainsi à mieux comprendre les com-
portements des classifieurs. L’ordre d’importance des critères est différent de l’un
à l’autre. Évidemment, les problèmes à résoudre sont très divers et aucun critère
ne peut donc satisfaire tous les besoins. Ce n’est donc pas étonnant qu’on propose
de plus en plus de critères pour évaluer différentes facettes d’un problème. Or, avec
plusieurs critères, déterminer si un classifieur est meilleur qu’un autre, même sur les
mêmes bases de test, n’est pas évident. Une combinaison des critères semble être une
stratégie d’évaluation favorable. Cette combinaison doit être construite en fonction
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de la finalité souhaitée. L’agrégation des critères constitue une tâche nécessitant une
grande investigation. La problématique devient plus difficile si les tests sont effectués
sur des bases différentes.

D’abord, toutes les mesures d’évaluation sont conçues sous un certain nombre
d’hypothèses. Par exemple, une hypothèse souvent imposée est que tous les exemples
soient d’égale importance, et que la base d’apprentissage et la base de test soient
distribuées de la même manière. Les bonnes classifications de n’importe quel exemple
sont appréciées de façon identique et les mauvaises classifications des exemples sont
jugées également de façon identique. Autrement dit, on présume que le coût d’erreur
de toutes les classifications est identique. Mais ces hypothèses ne sont pas valides
pour tous les problèmes.

Ensuite, un critère peut être biaisé par des caractéristiques des problèmes, no-
tamment celles de la base de données. Entre autres, ces caractéristiques incluent
des mesures simples, des mesures statistiques, des mesures basées sur la théorie de
l’information [67]. Les mesures simples sont le nombre d’exemples, le nombre d’attri-
buts, le nombre de classes, la proportion d’attributs binaires, l’erreur quantifiée par
le coût. Les mesures statistiques incluent le rapport entre les écart-types (standard
deviation ratio), la valeur moyenne de corrélation (mean value of correlation), le
coefficient de skewness qui mesure le degré d’asymétrie de la distribution, le coeffi-
cient de kurtosis qui mesure le degré d’écrasement de la distribution. Les mesures
issues de la théorie de l’information incluent l’entropie des classes, l’entropie des
attributs, l’entropie mutuelle moyenne entre la classe et les attributs, ainsi que le
rapport signal/bruit.

Parmi les caractéristiques, la proportion des classes dans la base de données influe
fortement sur le résultat comme l’ont remarqué plusieurs auteurs [88, 121]. Dans cer-
taines applications les classes ont parfois des fréquences très différentes. Par exemple,
dans le commerce électronique : 99% de visiteurs n’achètent rien et seulement 1%
d’entre eux achète quelque chose ; dans la sécurité, 99.99% de personnes ne sont pas
des terroristes ; etc. Aussi, un classifieur näıf qui classifie tous les exemples dans la
classe majoritaire peut avoir un taux très élevé de bonnes classifications : 99% dans
le problème du commerce électronique, 99.99% dans le problème de la sécurité, mais
sera alors plutôt inutile.

Il est évident que si la base initiale est facile (c’est-à-dire que des exemples se
séparent bien dans l’espace ou que la classe majoritaire contient une grosse partie de
la base par exemple) on obtient facilement un taux élevé de bonnes classifications.
Aussi il serait préférable de prendre en compte la nature de la base lorsqu’on évalue
le résultat des tests. Cela permet de faire ressortir la contribution du modèle dans
la détermination de la classe de l’exemple.

Pour valider les méthodes, on utilise fréquemment des bases conventionnelles
(bases de l’UCI [113] par exemple) espérant qu’une méthode qui fonctionne bien sur
ces bases fonctionne aussi bien sur d’autres données. Dans [121], les auteurs ont pris
un exemple pour montrer que la distribution existante dans la base de l’UCI est
parfois loin de la distribution réelle. Cependant, dans la réalité nous avons besoin
de comparer les méthodes testées sur les bases réelles différentes. Quand on évalue
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une méthode, chacun utilise parfois sa propre base, soit par intérêt particulier, ou
tout simplement parce que les travaux ont une finalité vers une application spéci-
fique, donc une base spécifique. Cela cause des difficultés dans la comparaison des
différentes approches proposées. Dans certain travaux, on normalise [67] les carac-
téristiques des bases de données et les résultats de tests pour les mettre aux mêmes
échelles. La normalisation peut tenir compte des caractéristiques des problèmes à
confronter. Par exemple, le résultat obtenu est normalisé avec le meilleur résultat
connu ou par celui de la méthode qui classifie tous les exemples dans la classe ma-
joritaire.

Dans ce chapitre, nous souhaitons aborder le problème sous un autre angle et
proposons une nouvelle technique pour évaluer la performance du modèle de classi-
fication, qui est capable de relâcher quelques contraintes d’utilisation et permet de
caractériser un classifieur par sa capacité de discrimination des exemples en tenant
compte de caractéristiques des bases de données. Il s’agit également d’une mesure
normalisée par l’entropie de la base de test par rapport aux classes.

En classification, il apparâıt deux partitions de la base de test. La première
partition est naturelle : les exemples sont regroupés selon leurs classes. La deuxième
partition est celle qui générée par le classifieur. Dans les sections qui suivent, nous
proposons de considérer l’adéquation entre ces deux partitions. Cela permet d’évaluer
la capacité de discrimination des modèles de classification par rapport des classes et
de comparer des classifieurs entre eux. L’idée initiale a été introduite pour l’induction
d’arbres de décision qui aide à choisir le meilleur attribut, selon lequel on partitionne
une base d’apprentissage : l’attribut choisi est le plus discriminant par rapport à des
classes. Il nous fournit un critère supplémentaire possédant certaines caractéristiques
intéressantes dans l’évaluation de classifieurs. Entre autres, il permet d’éliminer le
biais sur la distribution des classes en évaluant la différence entre l’impureté de la
base avant et après la classification.

3.2 Critères d’évaluation des modèles de classifi-

cation

3.2.1 Taxonomies et notations

3.2.1.1 Taxonomies

Plusieurs critères d’évaluation sont établis dans la littérature, on peut citer entre
autres certaines catégories principales :

1. Critères basés sur la précision, comme par exemple : taux de bonnes classifica-
tions, précision, rappel, F-mesure, critères basés sur une courbe ROC, analyses
du tableau de confusion. Ce sont les critères principaux et les plus couramment
utilisés.

2. Critères basés sur l’entropie, comme par exemple l’entropie croisée, le critère
proposé par Kononenko et Bratko [88], la mesure de divergence dirigée, la
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mesure de récompense d’information, le gain d’entropie [48, 18], la mesure
d’évaluation proposée par Ben Amor et al. [10].

3. Complexité du classifieur (par exemple longueur maximale, nombre de nœuds,
nombre de feuilles dans le cas d’un arbre de décision).

4. Interprétabilité du modèle de classification. Ce critère est assez subjectif. Les
techniques d’arbres de décision sont réputées pour leur interprétabilité. Un
classifieur simple est souvent plus interprétable.

5. Vitesse : à la fois le temps nécessaire pour la construction du classifieur et pour
classer un exemple.

6. Robustesse : la sensibilité de la méthode par rapport à des modifications mi-
neures de la base d’apprentissage. Cette capacité permet de résister au bruit
présent dans les données.

7. Capacité de passage à l’échelle.

Parmi ces critères, les 5 premiers concernent les modèles de classification. Les 3
derniers concernent les méthodes de construction de modèles. Le cinquième critère
concerne à la fois les méthodes de construction de modèles et les modèles eux-mêmes.

En statistique, pour l’évaluation d’un modèle, on s’intéresse plutôt aux 3 premiers
critères. Entre autres, le critère d’information bayésien BIC (Bayesian Information
Criterion) et le critère d’information AIC d’Akaike (Akaike Information Criterion)
sont souvent utilisés mais plutôt pour l’évaluation de la capacité de description des
données d’un modèle statistique. Ces critères sont une combinaison de la qualité
d’ajustement (estimée par une mesure statistique comme le χ2 sur la base d’appren-
tissage) et la complexité d’un modèle. Ainsi, ils permettent d’arbitrer entre com-
plexité et qualité d’ajustement dans la sélection de modèles sachant que, en général,
il existe un compromis entre la complexité et la qualité du modèle statistique. En
particulier, Ritschard et Zighed [136, 137] ont proposé d’adapter ces mesures au cas
des arbres de décision. Ritschard [135] a remarqué que l’arbre correspondant à un
BIC minimum assure en moyenne le meilleur taux de bonnes classifications.

Une liste complète des mesures avec leurs descriptions, ainsi que l’étude empirique
de ces mesures se trouvent, entre autres, dans les travaux de Caruana [31, 32, 33].

Dans [33], les mesures d’évaluation sont classées en 3 catégories selon la manière
d’interpréter des résultats obtenus, sachant que cette taxonomie ne couvre pas les
mêmes critères que la précédente :

1. Mesures liées à un seuil (threshold metric) : pour cette catégorie de mesures,
on ne s’intéresse qu’à savoir si la valeur donnée par le classifieur est inférieure
ou supérieure à un seuil fixé. Il n’est pas important de savoir si cette valeur
est proche du seuil ou pas. Toutes les mesures qui sont calculées après avoir
comparé la valeur donnée par le classifieur et le seuil appartiennent à cette
catégorie, y compris la plupart des mesures recensées ici : la précision, lift
mesure, taux de vrais positifs, le coefficient de corrélation,...

2. Mesures liées à un ordonnancement (rank metrics) : dans le cas à deux classes,
positive et négative, on s’intéresse à savoir comment les cas positifs sont or-
donnés avant les cas négatifs mais pas directement à la valeur donnée par le
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classifieur. L’AUC (Area Under the Curve) et la précision moyenne sont dans
cette catégorie. Cette catégorie est largement utilisée en recherche d’informa-
tion.

3. Mesures liées à des probabilités : ces mesures prennent en compte telles quelles
les valeurs numériques fournies par un classifieur. Ces valeurs sont interprétées
comme les probabilités que l’exemple appartienne à une classe. L’erreur carrée
et l’entropie croisée sont dans cette catégorie.

Pour chaque catégorie de classifieurs, un ensemble de critères propres est défini.
Ces critères sont spécifiques à la catégorie en question et servent à comparer les
classifieurs de la même catégorie. Par exemple, dans [63] les critères suivants pour
les arbres de décision sont établis :

1. Taux de bonnes classifications sur les nouveaux exemples (à maximiser)

2. Nombre de règles (nombre de feuilles) (à minimiser)

3. Nombre de nœuds (à minimiser)

4. Nombre de pré-conditions dans les règles (à minimiser)

5. Nombre moyen d’exemples supportés par une règle (à maximiser)

6. Nombre moyen de tests par exemple (à minimiser).

Parmi ces critères, le dernier influence directement la vitesse de classement. Les
deuxième, troisième et quatrième sont des mesures sur la taille des arbres. Les rap-
ports entre ces critères ont été étudiés. Dans plusieurs cas, l’interprétabilité et la
sensibilité basées sur une analyse géométrique des arbres de décision sont considé-
rées [8]. Pour des arbres de décision flous, on peut aussi évaluer le volume de l’espace
flou et le gain de performance par rapport à des méthodes classiques.

3.2.1.2 Notations

Dans ce chapitre, on utilise les notations suivantes. Soit ξT = {e1, e2, ..., eN}
l’ensemble des exemples qui forment la base de test. Supposons qu’un exemple e
appartienne à la classe e(C) de l’ensemble des classes C = {C1, C2, .., Cn}. Si n = 2,
pour simplifier, on parle de classe positive (C2) et de classe négative (C1). Ces deux
classes sont étiquetées respectivement par 1 et 0 si on préfère des valeurs numériques
pour les classes.

Dans le cas de classification probabiliste, chaque exemple est associé à une dis-
tribution de probabilité (PC1

(e), PC2
(e), .., PCn

(e)), dans laquelle PCi
(e) est la pro-

babilité que l’exemple e appartienne à la classe Ci. C’est la cible du classifieur. La
distribution de probabilité pour un exemple e qui appartient à une classe unique
e(C) est sous la forme (0, .., 1, .., 0), où 1 correspond à la classe e(C).

Supposons que, a priori, la probabilité qu’un exemple e appartienne à la classe
C de C soit Pe(C). Aussi, a priori, la distribution originale de probabilité est :

(Pe(C1), Pe(C2), .., Pe(Cn))
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Cette distribution de probabilité est estimée à partir des connaissances a priori
(sans regarder la base de test) comme la fréquence de chaque classe dans la base
d’apprentissage.

Supposons que, a posteriori, le classifieur retourne la probabilité P ′
e(C) qu’un

exemple e soit dans la classe C. Aussi, a posteriori, la distribution prédite de proba-
bilité est (P ′

e(C1), P
′
e(C2), .., P

′
e(Cn)).

Jusqu’ici, on a alors trois distributions de probabilité (PC1
(e), PC2

(e), .., PCn
(e)),

(Pe(C1), Pe(C2), .., Pe(Cn)) et (P ′
e(C1), P

′
e(C2), .., P

′
e(Cn)). Pour avoir une idée sur la

précision de la classification (c’est-à-dire la cohérence entre la distribution prédite
et la distribution originale), il suffit de comparer la première et la troisième distri-
butions. Il est souhaitable qu’elles soient identiques. Pour évaluer la contribution
de l’algorithme d’apprentissage sur l’identification de la classe des exemples, il faut
prendre en compte la deuxième distribution.

Dans le cas à deux classes, un classifieur donne une valeur numérique entre 0
(classe négative ou classe C1) et 1 (classe positive ou classe C2). Cette valeur est la
probabilité, selon le classifieur, que cet exemple soit dans la classe positive, autrement
dit c’est P ′

e(C2). On a :
P ′

e(C1) = 1 − P ′
e(C2)

Grâce à ce lien, on parle donc souvent de P ′
e(C2) au lieu de (P ′

e(C1), P
′
e(C2)).

Avec une distribution de probabilité comme résultat de classification, si l’on
souhaite obtenir une seule classe, on doit choisir la classe la plus probable. Dans ce
choix, on peut éventuellement intégrer d’autres facteurs tels que le coût d’erreur.
Par exemple, dans le cas à deux classes, on fixe un seuil s. Si P ′

e(C2) ≥ s alors la
classe prédite est positive ; sinon la classe prédite est négative. s est choisi selon le
problème posé. Plus s est grand, plus on est prudent (car le coût d’erreur est plus
important) pour décider si un exemple appartient à la classe positive. Dans plusieurs
cas où les coûts d’erreur sont identiques ou inconnus pour tous les exemples, s est
fixé à 0.5.
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hh

Classe réelle
Classe prédite

C1 C2 ... Cn

C1 N11 N12 ... N1n

C2 N21 N22 ... N2n

... ... ... ... ...
Cn Nn1 Nn2 ... Nnn

Tab. 3.1 – Matrice de confusion

On considère le cas le plus simple où chaque exemple appartient à une seule classe
et le résultat fourni par le classifieur est traité de manière à ce qu’on obtienne une
seule classe. Dans ce cas, la matrice de confusion contient des informations sur la
classification réelle et la classification prédite faite par un modèle de classification.
Il s’agit d’une table de contingence confrontant les classes prédites (colonnes) et les
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classes désirées (lignes) pour les exemples de la base de test. Dans le tableau 3.1, Nij

est le nombre d’exemples de la classe Ci classés dans la classe Cj. La performance
d’un modèle de classification est généralement évaluée en se basant sur les informa-
tions figurant dans cette matrice. En réduisant cette matrice possédant n2 nombres
à une seule valeur numérique pour évaluer la performance d’un classifieur, on perd
la richesse d’information donnée par la matrice. Mais cela est nécessaire, car d’une
part cela donne une information plus synthétique et plus visuelle, et d’autre part
cela sert à la comparaison entre les classifieurs. Il est donc nécessaire de caractériser
les mesures d’évaluation et de concevoir un ensemble de mesures qui s’adaptent au
mieux au problème de classification considéré.

Dans la suite, nous établissons un état de l’art des mesures d’évaluation. D’abord,
un survol rapide des mesures d’évaluation principales est présenté. Ensuite, nous nous
concentrons sur des critères provenant de la théorie de l’information.

3.2.2 Mesures non basées sur la théorie de l’information

Le taux de bonnes classifications p est un des critères les plus utilisés. Il est défini
comme le rapport entre le nombre d’exemples correctement classifiés et le nombre
total d’exemples.

p =

∑n

i=1 Nii
∑n

i=1

∑n

j=1 Nij

On parle aussi de taux d’erreur err qui est défini par :

err = 1 − p

L’objectif des méthodes de construction de modèles de classification est de maxi-
miser ce taux de bonnes classifications, c’est-à-dire de minimiser le taux d’erreur.
L’utilisation du taux de bonnes classifications se fait toujours sous la condition impli-
cite que la distribution des classes est connue a priori. On suppose aussi en utilisant
cet indice que le coût de mauvaise classification est égal pour tous les exemples.
Cela rend impossible l’utilisation du taux de bonnes classifications dans certaines
catégories de problèmes. Par exemple, dans une application médicale, une mauvaise
classification d’un patient malade coûterait beaucoup plus qu’une mauvaise classifi-
cation d’une personne bien portante. Une analyse plus détaillée sur le taux de bonnes
classifications se trouve dans [121, 88].

Une mesure déduite du taux d’erreur est le pourcentage de réduction d’erreur.
Cela évalue combien le taux d’erreur est réduit par un processus d’apprentissage.
Par exemple, dans l’application de commerce électronique introduite en 3.1.2, si le
taux de bonnes classifications est de 99.5%, cela veut dire que le taux d’erreur est
réduit de 1% (sans apprentissage) à 0.5% (avec apprentissage). Aussi, il y a 50% de
réduction pour le taux d’erreur. Le même principe est applicable non seulement avec
le taux d’erreur mais aussi pour d’autres mesures.

Dans l’état de l’art, on considère souvent le cas à deux classes, car il s’agit d’un
cas plus simple à étudier. Dans la réalité, ce cas apparâıt plus souvent que d’autres,



100 Mesures de discrimination et évaluation de classifieurs

comme par exemple : l’utilisateur novice ou expérimenté dans la classification des
utilisateurs par les traces d’interaction homme-machine (section 5.1), la situation de
crise ou la situation normale dans la prédiction de risque, le courriel non sollicité ou
messages sollicités dans le filtrage des messages non sollicités, etc. Dans la recherche
de documents, il y a deux classes de documents : pertinent ou non-pertinent. Dans
la suite, pour simplifier, nous ne présentons que des mesures pour deux classes. En
général, ces mesures peuvent être étendues pour les cas à plusieurs classes et pour
des classifieurs qui donnent une distribution de probabilité comme résultat.
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Classe réelle
Classe prédite

négative positive

négative N11 N12

positive N21 N22

Tab. 3.2 – Matrice de confusion pour deux classes

Quelques mesures déduites de la matrice de confusion (cf. tableau 3.2) sont pré-
sentées ci-dessous.

Le taux de vrais positifs (rappel ou sensibilité) exprime la probabilité de bien
classer un exemple de la classe positive :

R =
N22

N21 + N22

(3.1)

Le taux de vrais négatifs (spécificité) exprime la probabilité de bien classer un
exemple de la classe négative :

N11

N11 + N12

Le taux de faux positifs exprime la probabilité de mal classer un exemple de la
classe négative :

N12

N11 + N12

Le taux de faux négatifs exprime la probabilité de mal classer un exemple de la
classe positive :

N21

N21 + N22

Les 4 valeurs ci-dessus sont en fait des probabilités conditionnées par les classes
réelles des exemples : le taux de vrais positifs et le taux de faux négatifs sont estimés
sur les exemples de la classe positive ; le taux de vrais négatifs et le taux de faux
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positifs sont estimés sur les exemples de la classe négative. Les deux premières sont
à maximiser et les deux dernières sont à minimiser.

Les 4 valeurs ci-dessous sont également des probabilités conditionnées mais par
les classes prédites des exemples.

La précision (valeur prédite positive) exprime la probabilité de bien classer un
exemple dans la classe positive :

P =
N22

N12 + N22

(3.2)

La valeur prédite négative exprime la probabilité de bien classer un exemple dans
la classe négative :

N11

N11 + N21

(3.3)

La probabilité qu’un exemple ayant été classé dans la classe négative soit réelle-
ment dans la classe positive (prediction -conditionned fallout) :

N21

N11 + N21

(3.4)

La probabilité qu’un exemple ayant été classé dans la classe positive est réelle-
ment dans la classe négative (negative - conditioned miss) :

N12

N12 + N22

(3.5)

Parmi les 4 mesures ci-dessus, les deux premières (la précision et la valeur prédite
négative) sont à maximiser et les deux dernières, (3.4) et (3.5) sont à minimiser.

La précision (3.2) et le rappel (3.1) sont très utilisés en recherche d’information.
La F-mesure est la moyenne harmonique pondérée du rappel et de la précision. La
moyenne est équilibrée quand β = 1.

F =
(β2 + 1)PR

R + β2P

Le rapport de cotes (odds-ratio), au sens général, est une grandeur statistique
permettant de comparer deux facteurs de risques différents dans une population. Il
est largement utilisé dans le domaine médical. Il est défini comme suit1 :

N11

N12

N21

N22

=
N11N22

N12N21

Dans notre contexte, il faut le maximiser.

1http ://rocr.bioinf.mpi-sb.mpg.de/ROCR.pdf
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Le coefficient Kappa mesure une corrélation entre deux variables statistiques. En
apprentissage, il évalue l’accord entre la distribution naturelle et la distribution issue
d’un classifieur en prenant en compte l’accord par « chance » . Il est considéré comme
une amélioration du taux de bonnes classifications. Comme la base contient (N11 +
N12) exemples de la classe négative et (N22 + N21) exemples de la classe positive,
quand on classifie N11 + N21 (resp. (N12 + N22)) exemples dans la classe négative
(resp. positive) de façon aléatoire, l’espérance du nombre d’exemples correctement
classifiés dans la classe négative (resp. positive) est :

(N11 + N12)

N
(N11 + N21)

resp.

(N21 + N22)

N
(N12 + N22)

L’espérance du nombre d’exemples bien classifiés par « chance » est donc :

(N22 + N21)(N22 + N12) + (N11 + N12)(N11 + N21)

N

La contribution effective du classifieur est donc :

N11 + N22 −
(N22 + N21)(N22 + N12) + (N11 + N12)(N11 + N21)

N

Le coefficient Kappa, introduit par J. Cohen [38], évalue un « taux de bonnes
classifications » et exclut la partie des bonnes classifications par « chance » .

Ka =
(N22 + N11) −

(N22 + N21)(N22 + N12) + (N11 + N12)(N11 + N21)

N

N −
(N22 + N21)(N22 + N12) + (N11 + N12)(N11 + N21)

N

Ce coefficient est toujours inférieur ou égal à 1 et on souhaite le maximiser. Un
coefficient Kappa négatif signifie que le classifieur est pire qu’un classifieur aléatoire.
La définition de cette mesure peut s’étendre facilement aux cas à plusieurs classes.
Ce coefficient peut aussi servir dans la sélection d’attribut [95].

Le coefficient de corrélation2,3, aussi appelé le coefficient de corrélation de rang
partiel de Kendall (Kendall partial rank correlation) est une mesure non-paramétrique
de corrélation partielle :

Ke =
N22N11 − N12N21

√

(N22 + N21)(N11 + N12)(N12 + N22)(N11 + N21)

Ce coefficient prend ses valeurs entre -1 et 1. Une classification parfaite corres-
pond à 1 et la classification aléatoire correspond à 0. Une valeur négative signifie
une classification pire que la classification aléatoire.

2http ://www.utdallas.edu/∼herve/Abdi-KendallCorrelation2007-pretty.pdf
3http ://www.cons-dev.org/elearning/stat/stat7/st7.html
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Si le coût d’erreur (lors des mauvaises classifications) et le bénéfice (lors des
bonnes classifications) sont différents classe par classe, le classifieur doit maximiser
le bénéfice :

N11B(n, n) − N12C(n, p) − N21C(p, n) + N22B(p, p)

N11 + N12 + N21 + N22

où B(n, n) et B(p, p) sont respectivement les bénéfices quand des exemples des classes
négative et positive sont bien classifiés ; C(n, p) et C(p, n) sont respectivement les
coûts pour des exemples de la classe négative et positive qui sont mal classifiés.
Dans plusieurs problèmes, on utilise B(n, n) = B(p, p) = 0, et on vise simplement à
minimiser le coût causé par l’erreur.

La Lift value [74] est préférée dans l’analyse marketing. Elle mesure combien de
fois le classifieur en question est meilleur par rapport à un classifieur aléatoire sur
un sous-ensemble de données :

LIFT =
taux de vrais positifs

taux d’exemples classifiés dans la classe positive

On calcule souvent cette mesure sur un sous-ensemble de données dans la base
de test. Cette mesure est intéressante en marketing, par exemple quand on souhaite
envoyer une publicité à un nombre limité de personnes d’une population dont 5%
seront intéressés. Si on l’envoie à un ensemble de personnes choisies aléatoirement,
seuls 5% d’entre eux sont intéressés. Mais si on l’envoie à un groupe de personnes
présélectionnées par un classifieur, on peut espérer que le pourcentage de personnes
intéressées sera plus élevé. Dans ce cas, on ne s’intéresse pas aux autres personnes
de la population.

L’erreur carrée (root mean squared error - RMSE ) est plutôt utilisée dans la
régression, où la classe est une valeur numérique. Cette mesure est applicable en
classification binaire où les classes sont 0 et 1. C’est une des mesures liées à des
probabilités. Elle est définie par :

RMSE =

√

1

N

∑

(Prédite(C) − Réelle(C))2

Quand les résultats sortis par un classifieur sont des nombres réels de [0,1], on
peut trier les exemples selon l’ordre décroissant des valeurs correspondantes. Plus
un exemple se trouve au début de la liste, plus il est probable qu’il appartienne à la
classe positive. Les mesures liées à un ordonnancement sont définies en s’appuyant
sur cette liste triée.

La précision moyenne est une mesure liée à un ordonnancement. C’est la moyenne
des précisions (taux de bonnes classifications) dont chacune est calculée sur les m
premiers exemples (m = 1, 2, .., n avec n le nombre d’exemples) de la liste mentionnée
ci-dessus.

Le seuil de rentabilité ou point mort (break even point - BEP) est le point où la
précision et le rappel sont égaux. La précision moyenne et le BEP sont à maximiser.
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Avec la précision moyenne, ce sont des mesures populaires en recherche d’information
plutôt qu’en classification.

Dans la dernière décennie, la courbe ROC (Receiver Operating Characteristic) a
souvent été employée dans la communauté d’apprentissage automatique [25, 62, 121]
pour l’évaluation des performances de classifieurs. Elle joue aussi un rôle important
dans le domaine médical. La courbe ROC est une mesure de performance de classifi-
cation à 2 dimensions. Elle représente le compromis entre les bénéfices (vrais positifs)
en ordonnée et les pertes (faux positifs) en abscisse. Chaque classifieur discret renvoie
seulement une classe de décision pour un exemple, il produit donc un point (taux
de faux positifs, taux de vrais positifs) dans l’espace ROC. Quand un classifieur ne
renvoie pas seulement une classe de décision mais un score ou une probabilité, un
seuil peut être utilisé pour décider la classe d’un exemple. Avec un seuil, on peut
déterminer un point dans l’espace ROC. En faisant varier le seuil de −∞ à +∞, on
obtient une courbe dans l’espace ROC, la courbe ROC.

On estime que l’utilisation de cette courbe est mieux justifiée statistiquement par
rapport aux autres mesures. À partir d’une courbe ROC, l’aire sous la courbe (AUC)
peut être calculée. Une propriété intéressante de la courbe ROC est son insensibilité
à la distribution des classes. Dans plusieurs cas, comme la base de règles, où un
classifieur produit seulement une classe par exemple, l’utilisation d’un tel classifieur
sur une base de test ne produit qu’une matrice de confusion et un seul point sur la
courbe ROC est donc déterminé. Dans ces cas, pour utiliser les courbes ROC, les
classifieurs devraient être modifiés pour produire des valeurs intermédiaires à chaque
exemple plutôt que juste une seule classe. D’ailleurs, l’analyse de courbes ROC ne
convient pas au choix de classifieur. Pour conclure qu’un classifieur est meilleur qu’un
autre, il doit être meilleur que l’autre dans la totalité de l’espace ROC [120] c’est-à-
dire qu’il doit avoir un taux de vrais positifs plus élevé et un taux de faux positifs
moins élevé que l’autre.

Il existe une technique [120] dérivée de la courbe ROC qui propose d’utiliser l’en-
veloppe convexe (ROC convex hull) de la courbe ROC pour comparer des classifieurs
entre eux quand on prend en compte le coût d’erreur des classes et la probabilité des
classes. Il y a quelques années, une autre amélioration de la courbe ROC, nommée
la courbe de coût (cost curves) a été proposée par Drummond et Holte [58, 60]. Il
s’agit d’une technique de visualisation de la performance des classifieurs en prenant
en compte le coût d’erreur et la probabilité des classes dans l’espace à 2 dimensions.
L’abscisse est la fonction de probabilité de coût (probability cost function) et l’ordon-
née est le coût prédit normalisé (normalized expected cost). Elle permet de résoudre
un certain nombre de problèmes [59] concernant notamment la comparaison entre
des classifieurs, la performance moyenne, l’intervalle de confiance d’une performance,
etc. Ce sont des problèmes que la courbe ROC ne peut pas résoudre.

Dans [32], l’auteur tente de proposer une combinaison des mesures. La mesure
SAR combine trois mesures : erreur carrée (RMSE), taux de bonnes classifications
(ACC) et ROC. Chacune de ces mesures appartient à une catégorie différente : le taux
de bonnes classifications est une mesure liée à un seuil, l’erreur carrée est une mesure
liée à des probabilités et le ROC est une mesure liée à un ordonnancement. Le choix
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de ces trois mesures est justifié par le fait que le taux de bonnes classifications est
la mesure la plus populaire parmi les mesures liées à un seuil, ROC est la meilleure
mesure parmi les mesures liées à un ordonnancement, et RMSE est la meilleure
mesure de sa catégorie. La mesure SAR est définie comme suit :

(1 − RMSE) + ACC + ROC

3

En plus des mesures universelles qui peuvent être appliquées dans plusieurs ap-
plications, il y a des mesures spécifiques à un domaine donné. Par exemple, SLQ
(Slac Q-Score) a été développé pour certains problèmes de physique des particules
[31]. Cependant, dans le cadre de cette thèse, on ne s’intéressera pas à cette catégorie
de mesures.

La plupart des mesures citées ci-dessus, sauf le coefficient Kappa, évaluent la
relation entre les classes prédites et les classes réelles des exemples d’une base de test
en ne s’appuyant que sur des informations obtenues postérieurement (information
conditionnelle d’un classifieur) et ne prennent pas en compte les caractéristiques du
problème considéré (information antérieure). La difficulté de chaque problème n’est
pas prise en compte lors de l’évaluation du résultat. Toutefois, la caractérisation
d’une base de données en apprentissage est elle-même un problème majeur, voir par
exemple [73]. Nous ne creusons pas cette problématique dans le cadre de cette thèse.
Le résultat obtenu est ainsi biaisé par la complexité du problème. Si un problème
est « facile » il y a plus de chances qu’un exemple soit correctement classé. Aussi,
avec moins d’effort, on obtient un bon résultat. En regardant seulement le résultat
de classification, on n’a aucune idée précise sur le succès du classifieur. Cela rend
impossible de comparer les résultats obtenus avec des problèmes différents.

3.2.3 Mesures basées sur la théorie de l’information

Dans la suite de cette section, les critères basés sur la théorie de l’information
pour l’évaluation de classifieurs sont présentés et formalisés sous un formalisme com-
mun. La plupart de ces mesures sont proposées pour la classification probabiliste et
elles prennent la classification classique (la cible est une classe et le classifieur affecte
une classe unique à un exemple) en cas particulier. Elles évaluent habituellement la
cohérence entre la distribution de probabilité prédite par le modèle de classification
et la distribution de probabilité réelle pour chaque exemple puis les agrègent sur
l’ensemble des exemples pour obtenir l’évaluation globale.

La mesure basée sur l’entropie croisée est décrite dans [31] pour le cas à deux
classes : négative (C1) et positive (C2). Elle mesure combien les valeurs prédites sont
proches de la valeur réelle. Dans le cas simple, pour tout exemple e on a soit PC1

(e) =
1 et PC2

(e) = 0, soit PC1
(e) = 0 et PC2

(e) = 1. Rappelons que la probabilité prédite
est P ′

e(C2) qui indique la probabilité que l’exemple soit dans la classe C2 - classe
positive. Évidemment, si PC1

(e) = 1 et PC2
(e) = 0 c’est-à-dire que l’exemple est dans

la classe C1, une petite probabilité P ′
e(C2) est préférée. Dans le cas contraire, une

grande probabilité P ′
e(C2) est préférée. L’entropie croisée, qui doit être minimisée,
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pour un exemple e est définie par :

entropie-croisée(e) = −PC1
(e) log P ′

e(C1) − PC2
(e) log P ′

e(C2)

L’entropie croisée pour une base de test est définie comme la somme des entropies
croisées de tous les exemples de la base.

entropie-croisée(ξT ) =
N
∑

i=1

entropie-croisée(ei)

Pour rendre indépendante l’entropie croisée de la taille de la base de test, l’entropie
croisée moyenne est définie par la somme des entropies croisées pour chaque exemple
divisée par le nombre d’exemples dans la base de test.

entropie-croisée-moyenne(ξT ) =

∑N

i=1 entropie-croisée(ei)

N

La mesure de divergence dirigée de Kullback-Leibler est également utilisée. Elle
mesure la distance de Kullback-Leibler entre la distribution de probabilité prédite
et la distribution de probabilité réelle pour un exemple.

dKL((PC1
(e), .., PCn

(e)), (P ′
e(C1), .., P

′
e(Cn))) =

n
∑

i=1

PCi
(e) log

PCi
(e)

P ′
e(Ci)

Dans le cas à deux classes où la distribution de probabilité (PC1
(e), PC2

(e)) prend
comme valeur l’une des deux distributions (1,0) et (0,1), la divergence dirigée se
réduit à l’entropie croisée :

entropie-croisée(e) = −PC1
(e) log P ′

e(C1) − PC2
(e) log P ′

e(C2)

= Pe(C2) log
Pe(C2)

P ′
e(C2)

+ Pe(C1) log
Pe(C1)

P ′
e(C1)

avec comme convention : 0 log 0 = 0.
Un inconvénient des mesures ci-dessus est que leurs valeurs sont infinies quand un

exemple est complètement mal classifié, comme par exemple lorsque la distribution
réelle est (1, 0) et la distribution prédite est (0, 1). D’ailleurs, elles ne tiennent pas
compte de la distribution de probabilité a priori.

Dans [9, 10], les auteurs montrent un autre inconvénient de cette mesure. Consi-
dérons le cas non réduit à 2 classes, où chaque exemple a une seule classe réelle.
Considérons un exemple e, sans perte de généralisation, on peut supposer qu’il ap-
partient à la classe C1. La cible est donc la distribution (1, 0, 0, ..., 0). La mesure de
divergence entre cette distribution et une autre ne dépend que de sa première valeur
et les autres valeurs sont totalement ignorées. Par exemple :

dKL((1, 0, 0, 0), (0.7, 0.1, 0.1, 0.1)) = dKL((1, 0, 0, 0), (0.7, 0.3, 0, 0))

Ce n’est pas une propriété intéressante car tous les éléments de la distribution
devraient être pris en compte. Une fonction de mesure, intitulée IC, prenant en
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paramètre une distribution de probabilité (P ′
e(C1), .., P

′
e(Cn)) pour évaluer l’efficacité

d’une classification de l’exemple e est proposée [10] et définie comme suit :

IC(P ′
e(C1), .., P

′
e(Cn)) = P ′

e(C1) − ε
n
∑

i=2

P ′
e(Ci) log P ′

e(Ci)

où ε est suffisament petite.

Les couples (P ′
e(C1),

∑n

i=2 P ′
e(Ci) log P ′

e(Ci)) sont ordonnés lexicographiquement.

Cependant, cette mesure n’est pas pratique à cause de la présence d’une valeur
suffisament petite.

Une mesure de récompense (information reward measure) est proposée dans [90].
Elle est appliquée dans le cas où chaque exemple e n’appartient qu’à une seule classe
e(C). Dans la classification binaire, pour chaque exemple, la récompense est définie
comme :

récompense(e) = 1 + log P ′
e(e(C))

Elle est de 1 si la classification est correcte (P ′
e(e(C)) = 1), 0 pour l’ignorance

complète (P ′
e(e(C)) = 0.5) et elle est négative si P ′

e(e(C)) < 0.5. Comme la distance
de Kullback-Leibler, la récompense ne tient pas compte des caractéristiques des
problèmes, en particulier de la distribution a priori des classes.

Par une autre approche, Kononenko et Bratko [88] ont proposé une mesure qui
tient compte explicitement des probabilités a priori des classes. Cette propriété in-
téressante est conservée dans les mesures basées sur la capacité de discrimination
qui sont présentées dans les sections suivantes. Les auteurs ont suggéré d’évaluer la
quantité d’information gagnée ou perdue dans la classification de chaque exemple,
puis dans la classification de tous les exemples de la base de test. A priori, la
quantité d’information nécessaire pour confirmer que e est dans la classe C est :
− log Pe(C). De façon analogue, la quantité d’information nécessaire pour décider
correctement que e n’appartient pas à la classe C est : − log(1 − Pe(C)). A poste-
riori, si P ′

e(e(C)) ≥ Pe(e(C)) alors la probabilité de la classe e(C) change dans la
« bonne direction » . On est alors en présence d’un gain d’information :

− log Pe(e(C)) + log P ′
e(e(C))

Si P ′
e(e(C)) < Pe(e(C)) alors la probabilité de la classe e(C) change dans la

« mauvaise direction » . On est alors en présence d’une perte d’information :

− log(1 − Pe(e(C))) + log(1 − P ′
e(e(C)))

Le score final est la différence entre la quantité d’information gagnée et la quantité
d’information perdue sur tous les exemples de la base de test. Il peut être normalisé
en divisant par le nombre d’exemples de la base de test.
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3.3 Critères basés sur des mesures de discrimina-

tion

Les algorithmes d’apprentissage essaient d’extraire le plus possible d’informa-
tions « intéressantes » de la base d’apprentissage pour construire un classifieur et
l’utiliser ensuite pour classifier de nouveaux exemples. Le classifieur doit discriminer
tous les exemples par leurs classes. Ainsi il induit une partition de l’ensemble des
exemples. Nous proposons d’évaluer la capacité de discrimination du classifieur en
analysant l’adéquation entre la partition produite par le classifieur et la partition
naturelle produite par les vraies classes. Comme le critère basé sur la théorie de
l’information proposé par Kononenko et Bratko [88], les critères basés sur la mesure
de discrimination tiennent compte de la différence entre l’information fournie par le
classifieur (a posteriori) et l’information disponible sur la base de test (a priori). Par
contre, nous considérons directement la distribution de probabilité sur l’ensemble
des exemples au lieu de celle de chaque individu.

Soit ξTC l’ensemble des exemples dans la base de tests ξT qui appartiennent à
la classe C et ξTC′ l’ensemble des exemples dans ξT qui sont classifiés dans la classe
C. Dans la suite de ce chapitre, pour simplifier, on enlève T dans la notation des
sous-ensembles liés à la base de test.

La méthode proposée évalue l’adéquation entre deux partitions : {ξC1
, ξC2

, .., ξCn
}

et {ξC′

1
, ξC′

2
, .., ξC′

n
}.

Supposons que le classifieur M soit induit à partir de ξ et qu’il classifie tous les
exemples de la base de test ξT . M étiquette chaque exemple e de ξT par une classe de
C. Ainsi, M introduit un nouvel attribut fM : pour chaque exemple de ξT , l’attribut
prend comme valeur la classe affectée à l’exemple par M (cf. tableau 3.3).

Exemple Classe
réelle

A1 A2 ... AK fM1
fM2

e1 e1(C) v11
* v12 ... v1K C11 C12

e2 e2(C) v21 v22 ... v2K C21 C22

... ... ... ... ... ... ... ...

eN eN(C) vN1 vN1 ... vNK CN1 CN2

Tab. 3.3 – Résultat de la classification par deux classifieurs : M1 et M2

* vik = ei(Ak) la valeur pour l’attribut Ak de l’exemple ei.

Comme nous l’avons expliqué dans le chapitre 1 (voir aussi [107, 131]), une quan-
tité validée par le modèle hiérarchique peut servir à mesurer la capacité de discrimi-
nation d’un attribut, en particulier le nouvel attribut fM . Ainsi, elle peut mesurer
la capacité de discrimination du classifieur M . La mesure de la capacité de discrimi-
nation de M consiste également en 3 niveaux.
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Niveau F : Le niveau F concerne les mesures de l’adéquation entre l’ensemble
des exemples de la classe Ci et l’ensemble des exemples classifiés dans la classe Cj.
Elles sont notées par : F (ξC′

j
, ξCi

). Chacune prend sa valeur minimale quand l’en-
semble des exemples classifiés dans la classe Cj est un sous-ensemble d’exemples de
la classe Ci, et elle prend sa valeur maximale quand aucun exemple de la classe Ci

n’est classifié dans la classe Cj.

Niveau G : Le niveau G concerne les fonctions agrégeant des fonctions du ni-
veau F pour mesurer la quantité d’information apportée en classifiant des exemples
dans la classe Cj. Elles sont notées par : G(ξC′

j
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}). Chacune prend sa
valeur minimale quand il existe une classe Ci satisfaisant : l’ensemble des exemples
classifiés dans la classe Cj est un sous-ensemble d’ensembles des exemples de la classe
Ci, autrement dit, tous les exemples classifiés dans la classe Cj n’appartiennent effec-
tivement qu’à une seule classe Ci (par exemple dans le cas de classification idéale).
Une G-fonction prend sa valeur maximale quand les adéquations entre l’ensemble
des exemples classifiés dans la classe Cj et chacun des ensembles des exemples d’une
même classe sont identiques.

Niveau H : Le niveau H concerne les fonctions agrégeant des fonctions du
niveau G pour mesurer la capacité de discrimination du modèle M par rapport à des
classes de C. Elles sont notées : H({ξC′

1
, ξC′

2
, .., ξC′

n
}, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}).

Cette fonction mesure l’inadéquation entre les deux partitions : celle par le clas-
sifieur et celle par les classes des exemples. Plus la valeur pour la H-fonction est
petite, plus les deux partitions sont adéquates. Quand H = 0, les deux partitions
sont identiques.

Dans la suite, nous établissons un critère d’évaluation basé sur l’entropie de Shan-
non, une mesure de discrimination, pour illustrer les arguments présentés ci-dessus.
Notons qu’on peut évidement établir des critères basés sur d’autres mesures de dis-
crimination que celle de Shannon.

Niveau F :

F (ξC′

j
, ξCi

) = − log
|ξCi

∩ ξC′

j
|

|ξC′

j
|

= − log P (Ci|C
′
j)

où p(Ci|C
′
j) est la probabilité qu’un exemple classifié dans la classe Cj soit de la

classe Ci et |.| est la cardinalité d’un ensemble.
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Niveau G :

G(ξC′

j
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) =
n
∑

i=1

|ξCi
∩ ξC′

j
|

|ξC′

j
|

F (ξC′

j
, ξCi

)

= −
n
∑

i=1

|ξCi
∩ ξC′

j
|

|ξC′

j
|

log
|ξCi

∩ ξC′

j
|

|ξC′

j
|

= −
n
∑

i=1

P (Ci|C
′
j) log P (Ci|C

′
j)
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C’est l’entropie par rapport aux vraies classes du sous-ensemble des exemples clas-
sifiés dans la classe Cj.

Niveau H :

H({ξC′

1
, .., ξC′

n
}, {ξC1

, .., ξCn
}) =

n
∑

j=1

|ξC′

j
|

|ξT |
G(ξC′

j
, {ξC1

, .., ξCn
})

=
n
∑

j=1

P (C ′
j)I(ξC′

j
) = I(ξT |M)

où P (C ′
j) est la probabilité qu’un exemple soit classifié dans la classe Cj et I(ξT |M)

est l’entropie de la base de test conditionnée par le classifieur M .
On note : I(ξT ) l’entropie de la base de test ξT :

I(ξT ) = I(P1, P2, .., Pn) = −
n
∑

i=1

Pi log Pi

où Pi est la probabilité qu’un exemple de ξT soit dans la classe Ci.
La formule suivante permet d’estimer la quantité d’information apportée par M :

△I(M, ξT ) = I(ξT ) − I(ξT |M)

On a :

0 ≤ △I(M, ξT ) ≤ I(ξT )

Dans le processus d’apprentissage automatique, les algorithmes essaient de se
renseigner autant que possible sur la base d’apprentissage. L’information obtenue
à travers un tel processus permet de construire un classifieur. Ainsi on peut ima-
giner que le classifieur est un conteneur d’informations. Par conséquent, la formule
ci-dessus mesure combien d’informations de la base de test sont stockées dans le clas-
sifieur. Autrement dit, elle mesure la partie de l’information nécessaire pour décrire
la base de test gagnée par l’apprentissage sur les exemples de la base d’apprentissage.
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Elle exprime également la différence entre l’incertitude moyenne de tous les sous-
ensembles des exemples de la base de test, identifiés par le classifieur, et l’incertitude
initiale de la base de test.

Le taux de gain d’information est naturellement défini comme suit :

τ(M, ξT ) =
△I(M, ξT )

I(ξT )

On a :

0% ≤ τ(M, ξT ) ≤ 100%

τ(M, ξT ) mesure le taux de l’information de la base de test prise dans le classifieur.
Évidemment, un taux élevé et un gain important d’information sont préférés.

Le taux de gain d’information décrit ci-dessus n’est pas un nouvel indice. Il est
utilisé dans la transmission de données comme un indice de qualité d’un canal de
transmission. Il sert également à évaluer la capacité de description d’un modèle sta-
tistique. Il est connu en statistique sous le nom de coefficient d’incertitude de Theil
[148] (voir également [136, 137]). Ce coefficient caractérise la proportion de réduc-
tion de l’entropie de Shannon. À notre tour, nous exploitons la même signification
pour mesurer la capacité de discrimination d’un modèle de classification plutôt que
pour la capacité de description. Cette utilisation est justifiée à l’aide du modèle
hiérarchique pour des mesures de discrimination. Ainsi, non seulement des mesures
connues, en particulier l’entropie de Shannon et l’indice de Gini, sont envisageables
mais également d’autres.

3.4 Propriétés additionnelles

Les critères basés sur des mesures de discrimination évaluent l’adéquation entre
la partition naturelle des exemples et celle générée par le modèle de classification.
Ils éliminent le biais sur la distribution des exemples par leurs classes. Ils consti-
tuent des critères supplémentaires à ajouter parmi les critères existants. Cependant,
ils n’évaluent que la capacité de discrimination du classifieur mais n’évaluent pas
l’exactitude de la classification.

Si nous considérons qu’un processus de classification est l’exécution successive
d’un processus pour discriminer des exemples en un certain nombre de parties, puis
d’un processus d’affectation des classes à chacune des parties, les critères proposés
évaluent la première étape. Même dans le cas où l’affectation des classes n’est pas
correcte (ainsi l’exactitude est faible) tandis que la discrimination est bonne, le
modèle de classification n’est pas totalement inutile. Ainsi, le modèle de classification
est évalué en tant que discriminateur. Ce critère n’évalue donc pas la correspondance
entre les partitions et les classes.

Comme nous avons argumenté dans la section précédente, si le modèle de classifi-
cation est parfait, c’est-à-dire que le taux de bonnes classifications est 100%, alors ce
modèle est également parfait selon le critère de discrimination et τ(M, ξT ) = 100%.
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Dans le cas d’un classifieur qui classifie tous les exemples dans une même classe,
les deux partitions sont complètement inadéquates et τ(M, ξT ) = 0%.

Dans le cas où chaque partition générée par le modèle de classification a la même
proportion de classe que dans la base de test, on a : τ(M, ξT ) = 0%.

Comme τ(M, ξT ) est une valeur normalisée, il peut être un indice pertinent pour
comparer la performance d’un modèle de classification à travers les différentes bases
de données ou pour comparer la performance de différents modèles de classification
à travers une même base de données.

3.5 Extension à la classification floue

La mesure proposée peut éventuellement être étendue pour d’autres classifieurs.
Dans le cas de la classification floue, on doit évaluer le rapport entre deux parti-

tions floues. On rencontre plus souvent le cas où chaque exemple appartient à une
seule classe et le classifieur donne à chaque exemple un ensemble de degrés d’ap-
partenance correspondant à chacune des classes. La partition par la classe est donc
nette et la partition par le classifieur est floue. Dans ce cas, le modèle hiérarchique
pour les mesures de discrimination floue FGH∗ (cf. chapitre 1) peut être appliqué
pour construire et valider des critères.

La fonction F ∗(ξC′

j
, ξCi

) du niveau F∗ mesure l’adéquation entre l’ensemble flou
des exemples de la classe Ci et l’ensemble flou des exemples classifiés dans la classe
Cj.

La fonction G∗(ξC′

j
, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) du niveau G∗ prenant en paramètres un
sous-ensemble flou et une partition floue, est une agrégation des fonctions du niveau
F∗ pour mesurer la quantité d’information apportée en classifiant des exemples dans
la classe Cj.

La fonction H∗({ξC′

1
, ξC′

2
, .., ξC′

n
}, {ξC1

, ξC2
, .., ξCn

}) du niveau H∗ prenant en pa-
ramètres deux partitions floues, est une fonction agrégeant des fonctions du niveau
G∗ pour mesurer la capacité de discrimination du modèle M par rapport à des classes
de C.

Les propriétés de ces fonctions sont décrites dans le chapitre 1. À partir des ces
fonctions, la différence entre la diversité a priori et a posteriori des exemples de la
base de test peut être déduite. Cela permet d’évaluer la capacité de discrimination
du modèle dans la classification floue.

3.6 Expérimentations

3.6.1 Exemple sur des données fictives

Considérons les matrices de confusion (cf. tableau 3.4) obtenues avec 3 bases
de données artificielles. Chaque base contient 2 classes mais les distributions des
classes sont différentes entre les 3 bases. Les taux de bonnes classifications avec ces
3 bases sont identiques : 80%. Cependant, le classifieur correspondant à la deuxième
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base classifie tous les exemples dans la classe majoritaire, et ne donne donc aucune
information utile. Aussi, le gain d’information dans ce cas est 0%. La première base
est plus hétérogène que la troisième car 80% des exemples sont dans une même
classe. Elle est donc plus difficile pour discriminer les exemples. Avec un même taux
de bonnes classifications, le classifieur effectuant sur la première base est plus fort que
celui effectuant sur la troisième base. L’indicateur lié à la capacité de discrimination
semble cohérent avec ces remarques (cf. tableau 3.5).

Base 1 Base 2 Base 3
h

h
h

h
h

h
h

h
h

h
h

h
h

h
h

h
hh

Classe réelle
Classe prédite

Pos. Nég. Pos. Nég. Pos. Nég.

Pos. 40 10 0 20 20 10
Nég. 10 40 0 80 10 60

Tab. 3.4 – Matrices de confusion pour 3 bases de données artificielles

Base 1 Base 2 Base 3

Taux de bonnes classifications 80.0 80.0 80.0
Entropie de la base (bit) 1 0.72 0.88
Entropie conditionnelle (bit) 0.72 0.72 0.69
Gain d’information (bit) 0.28 0.0 0.19
τ(%) 28 0 21.7

Tab. 3.5 – Résultats de classification pour 3 bases de données artificielles

3.6.2 Exemple sur des données de l’UCI

Quelques expériences ont été menées avec plusieurs bases de données artificielles
et des bases de données de l’UCI [113], décrites dans le tableau 2.1 (page 61), pour
illustrer et justifier les critères basés sur les mesures de discrimination. Le logiciel
DTGen a été utilisé. Nous avons réalisé la même expérimentation que celle décrite
dans la section 2.5.4 (page 88). Les expérimentations sont menées avec trois mesures
dont deux mesures de discrimination : l’entropie conditionnelle de Shannon, l’entro-
pie conditionnelle d’événements flous et une mesure qui n’est pas qualifiée en tant
que mesure de discrimination : la mesure décrite par la formule (2.2) (page 88). Le
critère d’évaluation utilisé est l’entropie de Shannon.

Le tableau 3.6 présente les résultats obtenus avec quelques bases de données de
l’entrepôt de l’UCI. La deuxième colonne est l’entropie de la base de test moyen-
née. Les colonnes suivantes décrivent le taux de gain d’information correspondant
respectivement à des méthodes de construction d’arbres utilisant l’entropie condi-
tionnelle de Shannon, l’entropie conditionnelle d’événements flous et la mesure (2.2).
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Sur chaque ligne, le meilleur taux de gain d’information est mis en gras et le pire
taux est mis en italique.

Base de données E
n
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d
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e
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Iris 1.58 86.27 82.62 85.02
Balance scale 1.31 39.58 40.54 32.36

E. coli 2.18 54.75 55.18 49.80
Glass identification 2.14 35.50 37.07 34.64

Ionosphere 0.94 41.49 42.56 21.87
Liver-disorders 0.98 6.07 6.88 2.42

Pima Indians diabetes 0.93 8.32 8.62 3.97
Wine recognition 1.56 70.56 67.56 70.04

Waveform 1.58 21.02 21.36 20.58

Tab. 3.6 – Résultat de classification sur les bases de données de l’UCI mesuré par
le gain d’information

Avec les bases « Pima Indians diabetes » et « Liver-disorders » , les taux de gain
d’information sont petits parce que la contribution des classifieurs pour discrimi-
ner les exemples est relativement petite ; ils ne font pas une différence significative
par rapport à un classifieur näıf qui classifie tous les exemples dans la classe ma-
joritaire. Le taux de bonnes classifications sur la base « E. coli » et sur la base
« Balance » sont semblables mais le taux de gain d’information pour la première est
nettement meilleur. Cela peut être expliqué par la plus grande complexité de la base
« E. coli » par rapport à la base « Balance » (nombre de classes : 8 classes contre
3 classes, quantité d’information : 2.18 bits contre 1.31 bits). Aussi, le classifieur
devrait fonctionner mieux sur la base « E. coli » pour obtenir les taux de bonnes
classifications semblables. Le rapport entre les résultats sur la base « Waveform » et
la base « Glass Identification » , et le rapport entre les résultats sur la base « Iris »

et la base « Ionosphère » sont similaires.
Ces résultats s’accordent bien avec le résultat décrit dans le tableau 2.3 (page

89). Sur chaque base, le meilleur taux de bonnes classifications correspond bien au
meilleur taux de gain d’information. Par contre, le taux de gain d’information nous
permet une estimation substantielle de la capacité effective des classifieurs.
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3.6.3 Caractérisation d’une base d’images

La caractérisation d’une base permet d’en estimer la complexité et, entre autres,
de choisir une méthode d’exploitation adéquate. Cela facilite aussi l’analyse de l’effi-
cacité de l’algorithme d’exploitation. Les caractéristiques simples et souvent utilisées
sont des statistiques telles que le nombre de classes, le nombre d’exemples, le nombre
d’attributs, la distribution des exemples. Des mesures plus sophistiquées sont éga-
lement utilisées, en particuliers, l’erreur bayésienne, la complexité de la surface de
séparation, la structure des classes. Quelques études sur la caratérisation de données
d’apprentissage se trouvent dans [13, 73].

Dans notre travail, nous proposons d’utiliser le taux de gain d’information comme
un indice caractéristique pour estimer la complexité d’une base et d’une classe. Cet
indice est une fonction qui dépend de la base et d’une méthode d’exploitation.

indice = f(ξ,M)

où ξ est une base de données, M est une méthode d’exploitation. Une méthode
d’exploitation est comprise dans ce contexte comme un couple formé d’un algorithme
de construction d’un modèle de classification (ID3 par exemple) et un protocole
d’expérimentation bien précis (validation croisée par exemple). Pour que l’indice ne
dépende que de la base, il faut fixer la méthode d’exploitation à préférence une
méthode simple et réprésentative d’une famille de méthode.

En particulier, la complexité d’une classe dans une base peut être estimée par τ
si on réduit le problème initial à un problème à deux classes : la classe considérée
contre toutes les autres.

Cette proposition a été développée dans le contexte de la recherche d’images.
Nous proposons [18] de calculer un indice caractéristique pour une base d’images
donnée. Cet indice est une fonction qui dépend de la base d’images, des attributs
qui la caractérisent avec, entre autres, la couleur et la texture, et une méthode d’ex-
ploitation. Plus l’indice est élevé pour une base d’images, plus la base est considérée
comme facile et inversement.

indice = f(ξimages,Aimages,M)

où ξimages est une base d’images, Aimages est un ensemble d’attributs des images, M
est une méthode d’exploitation.

Pour une base d’images, nous devons calculer des attributs pour chaque image
et utiliser une méthode de composition de ces attributs pour produire un indice
valable. Ensuite, si nous utilisons la même procédure (les mêmes attributs, la même
méthode de composition) pour une nouvelle base d’images, nous espérons obtenir
un nouvel indice qui permettra de comparer non seulement les deux bases d’images,
mais aussi, ensuite, les résultats d’algorithmes travaillant sur ces deux bases. Pour
cela, les attributs utilisés et la méthode de composition doivent être fixés et ne pas
changer, sinon la comparaison des indices devient impossible.

Dans le domaine de la recherche d’images, nous avons choisi les attributs les
plus fréquents pour ce domaine : la couleur et la texture. Dans les applications plus
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spécifiques, telle que le traitement des images radiographiques, on peut éventuelle-
ment choisir d’autres attributs qui seraient plus adéquates. Nous avons ensuite choisi
le calcul par arbres de décision comme méthode de composition de l’indice. Cette
méthode est couramment utilisée car elle est simple et reproductible. D’autres mé-
thodes de composition peuvent aussi être envisagées. Le taux de gain d’information
τ est considéré comme l’indice caractéristique pour une base d’images donnée.

Une expérimentation a été menée pour montrer que dans la plupart des cas, plus
cet indice est élevé, meilleur est le résultat en recherches d’images. Le lecteur est
invité à consulter [18] pour les résultats détaillés.

3.7 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons proposé des critères basés sur des mesures de discri-
mination en considérant l’adéquation entre les partitions de l’ensemble des exemples
par leurs vraies classes et par le classifieur. Le taux de gain d’information décrit dans
ce chapitre fournit une autre vue sur la performance d’un modèle de classification.
La performance du classifieur est jugée sur sa capacité à discriminer des exemples
des différentes classes. Cette mesure prend en compte la différence entre la base de
test et les bases classifiées par le modèle. Elle nous donne une estimation sur la
contribution effective du modèle dans la détermination des classes des exemples. Ce
type de critères est justifié par le modèle hiérarchique pour les mesures de discrimi-
nation. Un ensemble d’expériences a été fait pour illustrer et justifier ces critères.
Une extension de ces critères aux classifications non-classiques est décrite.

Comme un classifieur M peut être étudié en tant qu’attribut spécial fM , cela
nous suggère d’étudier la possibilité d’agréger plusieurs modèles de classification
pour obtenir le meilleur modèle. Supposons que M1, M2, .., Ms soient induits d’une
base d’apprentissage. Ces modèles de classification génèrent un ensemble d’attributs
spéciaux {fM1

, fM2
, .., fMs

} de la base d’apprentissage. À partir de l’ensemble des
attributs spéciaux, un arbre de décision peut être construit. Une validation empirique
d’un tel processus d’agrégation devra être menée.



Chapitre 4

Traitement de données

manquantes basé sur l’entropie

Les travaux présentés dans ce chapitre sont des travaux réalisés en commun avec
Thomas Delavallade. L’état de l’art sur le traitement des données manquantes sort
du cadre de cette thèse et fait partie de travaux de Thomas Delavallade [54]. Ces
travaux communs ont été publiés dans [46, 55].

4.1 Motivation

Le traitement des valeurs manquantes en apprentissage automatique est un sujet
qui attire de plus en plus l’intérêt des chercheurs. D’une part, plusieurs techniques
d’apprentissage ne sont utilisables ou du moins ne s’avèrent efficaces que sur des
données complètes. D’autre part, les résultats obtenus dépendent beaucoup de la
qualité des données. Or, dans les applications réelles, la qualité des données peut
ne pas être satisfaisante car souvent des données sont manquantes. La qualité des
données est également altérée par la présence de données erronées, inconsistantes,
difficiles (voire impossibles) à obtenir, ou simplement indisponibles aux utilisateurs.
Cette problématique apparâıt dans de nombreuses applications réelles : la manipu-
lation de questionnaires avec des non-réponses, la bioinformatique [114], ainsi que
la prévision de risques qui fait partie des travaux de thèse de Thomas Delavallade.
Dans cette application, plus d’un quart des données sont manquantes. Ces données
manquantes rendent difficile l’application des algorithmes d’apprentissage tels que
les arbres de décision ou les k-plus proches voisins. Pour une manipulation efficace
et valide, il faut tenir compte des données manquantes. Cela nous motive à examiner
ce problème qui est commun aux statisticiens [97] et aux chercheurs travaillant dans
le domaine de l’apprentissage automatique.

Nous avons décidé de nous focaliser sur les effets du traitement des données man-
quantes sur un problème de classification en mode supervisé pour lequel la grande
majorité des classifieurs ne peut travailler qu’avec une base de données complète. Les
données manquantes peuvent faire chuter les performances d’un classifieur, voire le
rendre inutilisable. Nous proposons dans ce chapitre une technique pour substituer
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des valeurs manquantes en appliquant la théorie de l’information.
Dans la suite, nous décrivons notre propre approche basée sur l’entropie pour

remplacer des valeurs manquantes. Une série d’expérimentations est décrite pour
valider et caractériser notre technique en la comparant avec les techniques exis-
tantes. Enfin, nous conclurons nos travaux. La description détaillée du traitement
des données manquantes sort du cadre de cette thèse et le lecteur intéressé pourra
se référer à [55, 46].

4.2 Nouvelle méthode de substitution basée sur

l’entropie

Confronté à des données manquantes, plusieurs stratégies sont possibles. On peut
soit développer des algorithmes qui peuvent intrinsèquement travailler en présence
de données manquantes, soit réduire la base en question en éliminant des exemples
possédant au moins une valeur manquante ou en éliminant des attributs contenant ce
type de valeurs, soit chercher un moyen adéquat pour remplir les valeurs manquantes.
La dernière stratégie constitue alors une étape de pré-traitement avant le lancement
de l’algorithme principal d’analyse ou de fouille de données. Elle semble la plus
utilisée et notre approche se place dans cette perspective.

Dans cette étude, nous considérons que les données manquantes surviennent de
manière complètement aléatoire, ne dépendant d’aucune variable.

Notre objectif est de construire un bon classifieur à partir de données incom-
plètes. Pour cela, nous proposons une nouvelle méthode de substitution des données
manquantes basée sur l’entropie. Contrairement au but poursuivi par les méthodes
usuelles, il nous importe peu que la valeur de remplacement soit proche de la valeur
réelle que l’on ne connâıt pas ou que la distribution des données obtenue soit proche
de la distribution initiale. Dans ce contexte, notre objectif est plus pragmatique.

4.2.1 Principe

En classification, on emploie les valeurs connues des attributs décrivant un exemple
pour identifier la classe à laquelle il appartient. On doit donc considérer la relation
entre un attribut et la classe. Plus cette relation est forte, meilleur est l’attribut.
Un bon attribut est celui qui caractérise bien les différentes classes. Une mesure de
discrimination, en particulier une de celles issues de la théorie de l’information, est
utilisée pour évaluer cette capacité. Si l’entropie de Shannon est utilisée, elle éva-
lue la quantité d’information sur la classe des exemples, possédée par l’attribut en
question. Notre hypothèse est que le manque de données, relativement à un attri-
but, détériore sa capacité de discrimination. En conséquence nous proposons une
méthode pour remplir les données manquantes, attribut par attribut, afin de leur
restaurer, dans la mesure du possible, cette capacité.

Rappelons que ξ = {e1, e2..., eN} est un ensemble d’exemples, constituant la base
d’apprentissage. Supposons que la base ait un certain nombre d’exemples ayant des
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valeurs d’attributs manquantes. Considérons l’attribut symbolique A qui prend ses
valeurs dans l’ensemble {v1, v2, .., vm}.

Notons ξmanq
A le sous-ensemble des exemples de ξ dont la valeur pour A est

manquante et ξobs
A le sous-ensemble des exemples de ξ dont la valeur pour A est

observée.

ξmanq
A = {ei|ei ∈ ξ et la valeur de ei(A) est inconnue}

ξobs
A = {ei|ei ∈ ξ et la valeur de ei(A) est connue}

Pour simplifier, dans ce qui suit où il n’y a pas d’ambigüıté, on ignore l’indice A
dans ξmanq

A et dans ξobs
A .

On a :

ξ = ξobs ∪ ξmanq et ξobs ∩ ξmanq = ∅

Une substitution s pour A est une application définie comme suit :

{

s : ξmanq −→ {v1, v2, .., vm}
ei 7−→ s(ei)

Dans ce cas, A et s permettent de définir un nouvel attribut As pour les exemples
de ξ, tel que :

ei(As) =

{

ei(A) si ei ∈ ξobs

s(ei) si ei ∈ ξmanq (4.1)

As est donc un attribut pour lequel il n’y a aucune valeur manquante pour les
exemples de ξ.

Notons S l’ensemble des substitutions possibles. Comme il y a m possibilités de
remplacement pour une valeur manquante, la cardinalité de S est donc :

|S| = m|ξmanq | (4.2)

où m est le nombre de valeurs pour A et |ξmanq| est le nombre d’exemples dans ξmanq.

Nous proposons alors de remplir les valeurs manquantes des exemples de ξmanq

pour l’attribut A afin d’obtenir l’attribut As qui apporte le plus d’information sur
les classes des exemples dans ξ.

Soit A et s, on note :

△I(As, ξ) = I(ξ) − I(ξ|As)

La meilleure substitution soptimale de S est celle qui maximise △I(As, ξ). De plus,
comme l’entropie I(ξ) est indépendante de s, soptimale est celle qui minimise I(ξ|As).
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Substitution des données numériques

Le principe décrit ci-dessus s’applique aux données symboliques. Il peut être
adapté pour des données numériques. Dans ce cas, il suffit de les discrétiser. Un
intervalle est donc affecté à une valeur manquante. Si une valeur numérique est
requise, une valeur centrale de l’intervalle peut être utilisée. C’est souvent une va-
leur centrale de l’intervalle ou une valeur tirée aléatoirement selon une distribution
spécifique. Dans la suite, nous étudions le cas des attributs symboliques.

On peut démontrer maintenant les propositions suivantes :

Proposition 4.2.1. Dans la solution optimale, toutes les valeurs manquantes d’un
attribut correspondant à des exemples d’une même classe sont substituées par une
même valeur.

Cette proposition semble intuitive car pour remplir des valeurs manquantes d’un
attribut, on utilise uniquement les valeurs existantes et les classes. Donc toutes les
valeurs manquantes correspondant à une même classe doivent être traitées d’une
même manière. Cela permet de construire des modèles qui auront tendance à mieux
généraliser les données.

Cette proposition permet ainsi de réduire éventuellement le nombre de possibilités
de substitution à :

|Sreduit| = mn (4.3)

où n est le nombre de classes et m est le nombre de valeurs possibles pour A. C’est
significatif dans le cas ou le nombre de valeurs manquantes est plus grand que le
nombre de classes.

Démonstration. Considérons une base d’apprentissage pour laquelle dk exemples de
la classe Ck ont des valeurs manquantes pour un attribut A. Le tableau 4.1 décrit
la partie observée de la base pour les valeurs de l’attribut A. Nij est le nombre
d’exemples de la classe Ci ayant A = vj. Ni. est le nombre d’exemples de la classe
Ci et N.j est le nombre d’exemples ayant A = vj. Le tableau 4.2 décrit la base dont
toutes les valeurs manquantes de la classe Ck sont substituées. dkj est le nombre de
valeurs manquantes de Ck substituées par la valeur vj. Pour simplifier la notation,
on note : Ej = I(ξobs|A = vj) et E

′

j = I(ξ|A = vj).

On a :
n
∑

i=1

m
∑

j=1

Nij = N ; Ni. =
m
∑

j=1

Nij ; N.j =
n
∑

i=1

Nij

n
∑

i=1

Ni. =
m
∑

j=1

N.j = N ;
m
∑

j=1

dkj = dk

On démontre que lorsque l’entropie conditionnelle I(ξ|As) est minimale, il existe
j ∈ {1, 2, ..,m} tel que dkj = dk et ∀l ∈ {1, 2, ..,m}, l 6= j : dkl = 0.
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On définit :

Ej = −
n
∑

i=1

Nij

N.j

log
Nij

N.j

=
1

N.j

(

N.j log N.j −
n
∑

i=1

Nij log Nij

)

(4.4)

Et :

I(ξobs|A) =
m
∑

j=1

N.j

N
Ej =

1

N

m
∑

j=1

(

N.j log N.j −
n
∑

i=1

Nij log Nij

)

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

Classe
Valeur

v1 ... vj ... vm

∑

C1 N11 ... N1j ... N1m N1.

... ... ... ... ... ... ...
Ck Nk1 ... Nkj ... Nkm Nk.

... ... ... ... ... ... ...
Cn Nn1 ... Nnj ... Nnm Nn.
∑

N.1 ... N.j ... N.m N
Entropie E1 ... Ej ... Em

Tab. 4.1 – Distribution et entropie de la partie observée ξobs correspondant à l’at-
tribut A

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

Classe
Valeur

v1 ... vj ... vm

∑

C1 N11 ... N1j ... N1m N1.

... ... ... ... ... ... ...
Ck Nk1 + dk1 ... Nkj + dkj ... Nkm + dkm Nk. + dk

... ... ... ... ... ... ...
Cn Nn1 ... Nnj ... Nnm Nn.
∑

N.1 + dk1 ... N.j + dkj ... N.m + dkm N + dk

Entropie E
′

1 ... E
′

j ... E
′

m

Tab. 4.2 – Distribution et entropie de la base dans laquelle les valeurs manquantes
de l’attribut A correspondant à la classe Ck sont substituées

Selon ce principe, il nous faut chercher les valeurs dk1, dk2, .., dkm tel que I(ξ|As)
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est minimale. En appliquant la formule ci-dessus au tableau 4.2 on a :

I(ξ|As) =
m
∑

j=1

N.j + dkj

N + dk

E
′

j

=
1

N + dk

(

m
∑

j=1

(N.j + dkj) log(N.j + dkj) −
m
∑

j=1

n
∑

i=1,i6=k

Nij log Nij

−
m
∑

j=1

(Nkj + dkj) log(Nkj + dkj)

)

Il faut donc minimiser la fonction suivante dont les variables sont les nombres de
valeurs manquantes dkj avec la contrainte

∑m

j=1 dkj = dk :

Q(dk1, dk2, .., dkm) =
m
∑

j=1

((N.j + dkj) log(N.j + dkj) − (Nkj + dkj) log(Nkj + dkj))

=
m
∑

j=1

qj(dkj)

où :
qj(x) = (N.j + x) log(N.j + x) − (Nkj + x) log(Nkj + x)

Calculons les dérivées première q
′

j et seconde q
′′

j de qj par rapport à x :

q
′

j(x) = log(N.j + x) − log(Nij + x) ≥ 0

q
′′

j (x) = log e

(

1

N.j + x
−

1

Nij + x

)

≤ 0

Donc la fonction multivariable Q(dk1, dk2, .., dkm) est la somme de fonctions mono-
variables continues, deux fois dérivables, croissantes et concaves qj(x) quand x ≥ 0.
L’espace de définition pour Q est décrit par

∑m

j=1 dkj = dk où dkj ≥ 0, qui est
donc borné et convexe. Selon les propriétés de cette catégorie de fonctions, sa valeur
minimale est atteinte à l’une des bornes. C’est un point décrit par dkj = dk et dkl = 0,
∀l 6= j avec un j ∈ {1, 2, ..,m}.

Proposition 4.2.2. Pour les données manquantes de la classe Ci, le principe pro-
posé favorise la valeur vj qui maximise P (Ci|vj) dans la base complétée.

La démonstration de cette proposition se fait en calculant l’entropie condition-
nelle de la base sans tenir compte des valeurs manquantes, ainsi que l’entropie condi-
tionnelle de la base lorsque l’on considère d exemples ayant des valeurs manquantes
sur l’attribut A. Sous l’hypothèse que dans la base remplie le nombre d’exemples de
la classe Ci ayant vj comme valeur pour A soit grand, on peut simplifier les calculs
pour arriver à la conclusion. Cette proposition permet éventuellement de simplifier
la réalisation de la méthode sous certaines conditions. En particulier ce résultat
peut être appliqué comme initialisation de l’algorithme itératif décrit dans la section
suivante.
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Démonstration. Considérons une substitution pour un attribut A. Supposons que
le nombre de valeurs manquantes de la classe Ci substituées par vj soit dij. Notons
d.j le nombre de valeurs manquantes substituées par vj, et di le nombre de valeurs
manquantes pour la classe Ci, d est le nombre de valeurs manquantes. Selon la propo-
sition 4.2.1, les di valeurs manquantes correspondant à la classe Ci sont substituées
par une même valeur. Cela signifie que parmi les di1, di2, .., dim, il y a au maximum
une valeur égale à di et les autres sont nulles.

On a :

I(ξ|As) =
m
∑

j=1

N.j + d.j

N + d
E

′

j

=
m
∑

j=1

(

N.j + d.j

N + d
E

′

j −
N.j

N + d
Ej

)

+
N

N + d

m
∑

j=1

N.j

N
Ej

=
m
∑

j=1

(

N.j + d.j

N + d
E

′

j −
N.j

N + d
Ej

)

+
N

N + d
I(ξobs|A)

Comme I(ξ|A) et N ne varient pas, selon la méthode proposée, on doit donc choisir
parmi les valeurs possibles v1, v2, .., vm une valeur qui minimise :

m
∑

j=1

((N.j + d.j)E
′

j − N.jEj)

À partir de l’équation (4.4), on a :

(N.j + d.j)E
′

j − N.jEj = (N.j + d.j) log(N.j + d.j) −
n
∑

i=1

(Nij + dij) log(Nij + dij)

−

(

N.j log N.j −
n
∑

i=1

Nij log Nij

)

= N.j log
N.j + d.j

N.j

+ d.j log(N.j + d.j)

−
n
∑

i=1

(

Nij log
Nij + dij

Nij

+ dij log(Nij + dij)

)

=

(

N.j log
N.j + d.j

N.j

−
n
∑

i=1

Nij log
Nij + dij

Nij

)

−
n
∑

i=1

(

dij log
Nij + dij

N.j + d.j

)

(4.5)

Or on a :

lim
x→+∞

x log

(

1 +
d

x

)

= d log e
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Donc :

lim
N.j→+∞

N.j log
N.j + d.j

N.j

= d.j log e

et

lim
Nij→+∞

Nij log
Nij + dij

Nij

= dij log e

Or :

d.j =
n
∑

i=1

dij

En passage à la limite (pour N.j et Nij suffisamment grands par rapport à dij) on
peut éliminer la première différence dans (4.5) :

lim
Nij→+∞

(

N.j log
N.j + d.j

N.j

−
n
∑

i=1

Nij log
Nij + dij

Nij

)

= 0

Dans ce cas, il nous faut maximiser :

n
∑

i=1

m
∑

j=1

dij log
Nij + dij

N.j + d.j

Selon la proposition 4.2.1, soit dij = 0, soit dij = di (c’est-à-dire vj est la valeur
de substitution pour toutes les valeurs manquantes de la classe Ci). Dans le cas où
dij = di > 0, il faut donc maximiser :

P (Ci|vj) =
Nij + dij

N.j + d.j

C’est la probabilité de la classe Ci conditionnellement à la valeur vj dans la base
avec des valeurs substituées.

À noter que l’analyse faite dans cette section n’est valide que sous la contrainte
sur la grandeur des Nij. Dans le contexte de la classification par arbre de décision, la
maximisation de P (Ci|vj) est justifiée par le fait qu’un exemple e dont la valeur sur
l’attribut en question est inconnue, serait dirigé vers le nœud N dont la probabilité
de la classe de e dans N est la plus grande possible.

4.2.2 Algorithme

Nous étudions dans la suite les algorithmes permettant de mettre en pratique
le principe décrit ci-dessus. Ces algorithmes sont issus de travaux communs avec
Thomas Delavallade [46, 55].

Le premier algorithme est exhaustif. Il consiste à évaluer toutes les substitutions
possibles pour choisir la meilleure substitution selon le principe décrit dans la section
4.2.1. La solution obtenue respecte parfaitement le principe proposé. Dans ce cas,
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le nombre de possibilités à évaluer est exponentiel selon le nombre de valeurs man-
quantes (selon (4.2)) ou le nombre de classes (selon (4.3)). Ceci rend cet algorithme
coûteux surtout dans les cas où le nombre de données manquantes, le nombre de
classes et le nombre de valeurs de remplacement possibles sont grands.

Pour surmonter cette difficulté, nous proposons de sacrifier la perfection du résul-
tat obtenu par la solution exhaustive pour construire des algorithmes moins coûteux
qui réalisent approximativement le principe proposé. Nous décrivons ci-dessous deux
algorithmes. Le premier est simple, non-itératif et le deuxième est itératif. Évidem-
ment, la deuxième se rapproche mieux du principe initial au prix d’un accroissement
de la complexité.

L’algorithme non-itératif traite les valeurs manquantes une à une. Chacune est
substituée comme si elle était la seule à traiter. Pour chaque exemple e de ξmanq, on
procède en deux étapes :

1. Pour chaque valeur vj dans l’ensemble des valeurs possibles {v1, v2, .., vm} de
A, calculer l’entropie conditionnelle de ξobs ∪ {e} conditionnelle à l’attribut A,
en supposant que la valeur de e pour A est observée et e(A) = vj :

I(ξobs ∪ {e}|A avec e(A) = vj)

2. Choisir l’entropie conditionnelle la plus petite et affecter à e(A) la valeur v
associée à cette entropie conditionnelle minimale :

v = arg min
vj∈{v1,v2,..,vm}

I(ξobs ∪ {e}|A avec e(A) = vj)

Cette version remplit chaque valeur manquante en cherchant à minimiser une
entropie conditionnelle liée à une seule valeur manquante en question. Cependant,
cela n’assure pas la minimisation de l’entropie conditionnelle selon le principe dé-
crit dans la section 4.2.1. Notons que la sortie de l’algorithme est indépendante
de l’ordre dans lequel les exemples sont traités. Pour un attribut, comme toutes
les valeurs manquantes des exemples d’une même classe sont remplacées par une
même valeur, on peut donc calculer une fois et reprendre le résultat pour plusieurs
valeurs manquantes. Toutes les combinaisons possibles entre valeurs d’attributs et
classes d’exemples sont évaluées. La complexité de l’algorithme est donc linéaire par
rapport au produit du nombre de valeurs manquantes et du nombre de classes :
O(min{|ξmanq| , n} ∗ m).

L’algorithme itératif permet de se rapprocher du principe proposé. À la première
itération, les valeurs manquantes sont estimées d’une manière simple, qui peut être
celle de l’algorithme non-itératif sur des données initiales. Ensuite, pour toutes les
itérations suivantes, on recalcule toutes les valeurs manquantes, mais cette fois-ci,
chaque valeur est calculée en supposant que toutes les autres valeurs de substitu-
tion estimées dans l’itération précédente sont des valeurs observées. L’algorithme
s’arrête lorsque l’entropie conditionnelle ne décrôıt plus significativement. Cet algo-
rithme n’assure qu’une solution optimale locale. Le nombre de calculs d’entropie est
cette fois de l’ordre de : O(min{|ξmanq| , n)} ∗ mL) où L est le nombre d’itérations
effectuées.
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Exemple : L’exemple suivant illustre la réalisation de l’algorithme sur une base
de 10 exemples ξ = {e1, e2, .., e10}, et un attribut A possèdant trois valeurs notées
v1, v2 et v3. Pour l’attribut A il y a deux données manquantes. Pour simplifier la
notation dans les tableaux 4.3 et 4.4, on note xi = ei(A), la valeur pour l’attribut
A de l’exemple ei. On a : ξobs = {e1, e2, e3, e4, e5, e7, e8, e10} et ξmanq = {e6, e9}. La
tâche est de trouver les valeurs pour x6 et x9.

Tab. 4.3 – Base initiale avec des données manquantes pour e6 et e9

ξ e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8 e9 e10

A x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10

Valeur v1 v2 v1 v3 v1 ? v2 v2 ? v1

Classe C1 C1 C2 C2 C1 C1 C2 C2 C2 C1

x6 = v1 ⇒ I
(

ξobs ∪ {e6}|A avec x6 = v1

)

= −5
9

(

4
5 log 4

5 + 1
5 log 1

5

)

−3
9

(

1
3 log 1

3 + 2
3 log 2

3

)

−1
9

(

1
1 log 1

1 + 0
1 log 0

1

)

= 0.707
x6 = v2 ⇒ I

(

ξobs ∪ {e6}|A avec x6 = v2

)

= 0.805
x6 = v3 ⇒ I

(

ξobs ∪ {e6}|A avec x6 = v3

)

= 0.888

⇒ x̂6 = v1

x9 = v1 ⇒ I
(

ξobs ∪ {e9}|A avec x9 = v1

)

= 0.846
x9 = v2 ⇒ I

(

ξobs ∪ {e9}|A avec x9 = v2

)

= 0.721
x9 = v3 ⇒ I

(

ξobs ∪ {e9}|A avec x9 = v3

)

= 0.666

⇒ x̂9 = v3

Tab. 4.4 – Deuxième et dernière itération (les valeurs de x̂6 et x̂9 ne changent pas)
ξ e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8 e9 e10

A x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10

Valeur v1 v2 v1 v3 v1 ? v2 v2 ? v1

Classe C1 C1 C2 C2 C1 C1 C2 C2 C2 C1

x6 = v1 ⇒ I
(

ξobs ∪ {e6, e9}|A avec x9 = v3 et x6 = v1

)

= − 5
10

(

4
5 log 4

5 + 1
5 log 1

5

)

− 3
10

(

1
3 log 1

3 + 2
3 log 2

3

)

− 2
10

(

2
2 log 2

2 + 0
2 log 0

2

)

= 0.636
x6 = v2 ⇒ I

(

ξobs ∪ {e6, e9}|A avec x9 = v3 et x6 = v2

)

= 0.724
x6 = v3 ⇒ I

(

ξobs ∪ {e6, e9}|A avec x9 = v3 et x6 = v3

)

= 0.875

⇒ x̂6 = v1

x9 = v1 ⇒ I
(

ξobs ∪ {e6, e9}|A avec x6 = v1 et x9 = v1

)

= 0.826
x9 = v2 ⇒ I

(

ξobs ∪ {e6, e9}|A avec x6 = v1 et x9 = v2

)

= 0.685
x9 = v3 ⇒ I

(

ξobs ∪ {e6, e9}|A avec x6 = v1 et x9 = v3

)

= 0.636

⇒ x̂9 = v3
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Le tableau 4.3 illustre le comportement de l’algorithme non-itératif. Le nombre
de calculs d’entropie est ici linéaire par rapport au nombre de données manquantes
ou bien du nombre de classes.

Le tableau 4.4 illustre, sur le même exemple ce qui est fait lors de la deuxième
itération (la première itération est réalisée à l’aide de l’algorithme non-itératif). La
deuxième itération est la dernière car les valeurs de substitution pour x6 et x9 ne
changent pas et en conséquence l’entropie conditionnelle ne diminue pas.

4.3 Expérimentations

Pour compléter l’étude présentée ci-dessus, un certain nombre d’expérimentations
ont été menées dans le contexte de la classification supervisée. Ces expérimentations
ont été faites en commun avec Thomas Delavallade [46, 55].

Nous préférons désormais voir comment notre méthode se comporte de manière
empirique. Au travers d’expériences sur des données artificielles et réelles, nous sou-
haitons d’une part identifier les conditions qui lui sont les plus favorables et d’autre
part juger de sa qualité comparativement aux techniques existantes pour justifier
l’intérêt qu’il peut y avoir à l’utiliser. Cela permet d’avoir une idée pour choisir la
technique la plus adéquate relativement à un problème concret.

Dans le contexte de la classification supervisée, la performance des techniques
de substitution n’est évaluée ni sur la proximité entre les valeurs de substitution
et les valeurs réelles, ni sur le respect de la distribution de certaines statistiques.
Évaluer une technique de substitution reviendra à évaluer le classifieur construit sur
la base que cette technique aura complétée. Parmi les diverses mesures d’évaluation
des classifieurs, nous avons choisi le taux de bonnes classifications qui est le seul
utilisé dans les différentes études comparatives sur le sujet qui nous ont servi de
référence [4, 14, 69].

4.3.1 Protocole des expérimentations

Pour mieux gérer les paramètres, nous avons mené des expériences sur les bases
complètes. Sur ces bases, les valeurs manquantes sont artificiellement générées en
enlevant aléatoirement certaines valeurs. Soit une base de données complète. Le
protocole a été conçu comme suit [55, 46] :

1. Génération de bases de données : Créer 10 paires de bases apprentissage-
test selon la procédure de la validation croisée : découper aléatoirement la
base en 10 parties de telle façon que les taux d’une même classe dans toutes
les parties soient identiques. À chaque fois, garder une partie pour la base de
test, regrouper les 9 autres parties pour former une base d’apprentissage.

2. Génération artificielle de données manquantes : Pour chaque paire de
bases apprentissage-test, « trouer » la base d’apprentissage selon l’hypothèse
que les données manquantes surviennent de manière complètement aléatoire,
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ne dépendant d’aucune variable. Nous testons avec plusieurs taux de données
manquantes pour les bases d’apprentissage (10%, 20%, 30%, 40% et 50%).

3. Substitution des données manquantes : Substituer les données man-
quantes dans les bases d’apprentissage par une technique de substitution (su-
pervisée ou non-supervisée).

4. Apprentissage : Pour chaque paire de bases apprentissage-test ainsi remplies :

(a) Appliquer un algorithme d’apprentissage sur la base d’apprentissage afin
de construire un modèle de classification. Nous avons appliqué les algo-
rithmes suivants : k−plus proches voisins (IB1), arbre de décision C4.5
(J48), réseau bayésien näıf (NB). Ils sont implémentés dans Weka-3.4.7
[161]. Cela permet d’examiner l’influence de la technique de substitution
sur les performances des différents algorithmes d’apprentissage

(b) Utiliser le modèle obtenu pour classifier les exemples de la base de test.
Comme notre objectif est d’optimiser le modèle obtenu, en particulier sur
le taux de bonnes classifications, nous évaluons les résultats de classifica-
tion obtenus.

5. Agrégation des résultats : Moyenner les indices de performance sur toutes
les paires de bases apprentissage-test.

Nous comparons la méthode proposée avec les méthodes suivantes :

1. Les substitutions basées sur une mesure de tendance centrale :

(a) Moyenne, Médiane et Mode : Les valeurs manquantes de chaque variable
sont remplacées par la moyenne arithmétique ou la médiane (pour être
moins sensible aux valeurs aberrantes) pour les données numériques et le
mode pour les données symboliques.

(b) CMoyenne, CMédiane, CMode : Les valeurs de substitution sont des me-
sures de tendance calculées pour les exemples d’une même classe.

(c) MoyenneS, CMoyenneS : Les valeurs de substitution sont tirées aléatoi-
rement (sous certaines contraintes) aux alentours des valeurs moyennes
pour tenir compte de l’incertitude liée au processus de substitution.

Comme il y a plusieurs méthodes dans la famille, nous ne présentons que la
comparaison avec les meilleurs méthodes de la famille : Mode et CMode pour les
données symboliques, Moyenne et CMoyenneS pour les données numériques.

2. Aléatoire : Les valeurs de substitution sont tirées aléatoirement dans le domaine
de définition de la variable considérée.

3. k-plus proches voisins :

(a) kppv : remplacer la valeur manquante par la moyenne des valeurs du
même attribut pour les k-plus proches voisins de l’exemple contenant la
valeur manquante en question. Dans le cas de variables symboliques, on
utilise la valeur majoritaire (le mode) des voisins.
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(b) kppvI : une extension de kppv qui effectue le remplacement de manière
itérative jusqu’à ce que les valeurs de substitution ne changent plus signi-
ficativement.

4. La variable contenant des données manquantes est considérée comme une va-
riable à prédire à partir des valeurs prises par les autres variables d’un même
exemple.

(a) LLS (Local Least Square) : C’est une technique de régression itérative
et locale : seuls les k-plus proches voisins de l’attribut que l’on cherche
à prédire sont retenus [84]. D’abord toutes les valeurs manquantes sont
substituées par une méthode simple comme la moyenne, puis les k-plus
proches voisins de l’attribut en question sont choisis et utilisés comme va-
riables indépendantes dans un modèle de régression linéaire. Cette étape
est répétée jusqu’à ce que les valeurs substituées ne changent plus signi-
ficativement.

(b) classifieur J48, classifieur IB1 et classifieur NB : L’attribut en ques-
tion est considéré temporairement comme la classe et elle est prédite en
utilisant d’autres attributs. Si ces derniers sont numériques, ils serons dis-
crétisés par les méthodes EW (equal width), EF (equal frequency) et la
discrétisation basée sur l’entropie ID3 (discrétisation binaire, récursive,
visant à maximiser le gain d’information) (cf. chapitre 2, page 69). Nous
utilisons les méthodes de classification implémentées dans Weka [161] :
J48, IB1 et NB. La valeur numérique est alors obtenue par un même
processus que pour la méthode proposée (voir page 120). Le nom des mé-
thodes de discrétisation précède le nom du classifieur dans le tableau de
résultats.

4.3.2 Méthode d’analyse des résultats

La méthode d’analyse des résultats a été étudiée et développée dans [46, 55].
Nous souhaitons comparer les performances des différentes méthodes de substi-

tution. Notre objectif étant d’obtenir les meilleurs classifieurs possibles, nous com-
parons en fait les performances des classifieurs construits sur les bases de données
complétées par les différentes méthodes de substitution.

Comme tous nos résultats sont obtenus sur des ensembles finis d’exemples et non
sur la population entière des exemples, nous devons nous appuyons sur une certaine
méthodologie statistique pour nous assurer que nos conclusions sont suffisamment
fiables. Nous voulons garantir pour une probabilité d’erreur fixée que les différences
observées reflètent des différences effectives entre les méthodes et qu’elles ne sont
pas dues au processus d’échantillonnage.

Comme dans [55], nous avons adopté le test d’analyse de variance de Friedman, un
équivalent non paramétrique d’ANOVA (ANalysis Of VAriance) car il ne fait aucune
hypothèse sur la forme des distributions sous-jacentes. En fait le test de Friedman
consiste à appliquer l’ANOVA sur les rangs des performances des algorithmes, plutôt
que directement sur leurs indices de performances.
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Quand l’hypothèse nulle, qui confirme qu’il n’y a aucune différence significative
entre les méthodes, est rejetée, nous devons réaliser les tests post-hoc pour savoir
quels algorithmes se différencient. Suivant [56, 55], nous utilisons le test de Nemenyi
quand nous souhaitons comparer toutes les paires d’algorithmes. C’est l’équivalent
non paramétrique du test de Tukey.

Quand un algorithme sert de référence pour comparer avec tous les autres, nous
nous appuyons sur la procédure de test de Bonferroni-Dunn modifiée, appelée pro-
cédure de Holland-Copenhaver, dénotée ci-après HC-SU.

4.3.3 Description des données

Les expérimentations ont été menées sur 13 bases de données de l’UCI qui se di-
visent en deux catégories : 5 bases de données symboliques et 8 bases de données nu-
mériques. Les principales caractéristiques (nombre d’attributs, nombre d’exemples,
nombre de classes, numérique/symbolique) de chacune des bases sont décrites dans
le tableau 4.5.

4.3.4 Résultats expérimentaux et discussions

La substitution des données manquantes d’un attribut numérique doit être réa-
lisée après une phase de discrétisation. Ainsi, elle possède des propriétés spécifiques.
Pour cela nous présentons donc séparément les expérimentations sur les bases de
données symboliques et les bases de données numériques.

4.3.4.1 Bases de données symboliques

Les résultats des tests statistiques pour les classifieurs et les méthodes de substi-
tution sont présentés dans le tableau 4.6.

Les résultats obtenus avec un même taux de données manquantes et avec une
même technique de classification, mais avec différentes techniques de substitution
sont triés (de 1 à 7). Les rangs, correspondant à une même technique de classification
et à une même technique de substitution, sont moyennés sur plusieurs tests et décrits
dans le tableau 4.6.

Chaque colonne correspond à un algorithme de classification (J48, IB1, NB).
Parmi les rangs dans une même colonne, plus le rang d’une méthode de substitution
est petit, meilleure est la méthode. Nous avons comparé notre nouvelle technique
aux techniques de substitution existantes. Nous avons utilisé les tests post-hoc HC-
SU évoqués ci-dessus pour évaluer statistiquement les différences observées quand le
test de Friedman conclut qu’il existe des différences significatives.

Les chiffres en gras signifient que la performance de la technique correspondante
est statistiquement moins bonne que celle de notre technique (entropie) avec un
niveau de confiance de 95%. Les chiffres suivis par une étoile signifient la même
chose mais avec un niveau de confiance de 90%. Avec le réseau bayésien näıf (NB),
le test de Friedman ne rejette pas l’hypothèse nulle donc les tests post-hoc ne sont
pas effectués.
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Base de données #attributs #exemples #classes propriété

Car Evaluation 6 1728 4 symbolique

House Votes 16 435 2 symbolique

Tic Tac Toe 9 958 2 symbolique

Zoo 16 1001 7 symbolique

Promoter Gene Sequence 57 106 2 symbolique

Iris 4 150 3 numérique

Wine recognition 13 178 3 numérique

Ionosphere 322 351 2 numérique

Liver-disorders 6 345 2 numérique

Pima Indians diabetes 8 768 2 numérique

Breast Cancer 9 6833 2 numérique

Glass identification 9 214 2 numérique

Yeast 8 1484 10 numérique

Tab. 4.5 – Description des bases de données utilisées
1 Cette base contient en fait 101 exemples mais nous avons supprimé un dou-

blon (frog).
2 Cette base contient en fait 34 attributs mais nous en avons supprimé 2 selon

la suggestion de [4].
3 Cette base contient en fait 699 exemples mais nous avons supprimé 16

exemples qui contiennent des valeurs manquantes.

Nous constatons que notre méthode se comporte assez bien. Elle n’est jamais
statistiquement inférieure à aucune technique et elle est supérieure à plusieurs tech-
niques avec un niveau de confiance de 90% pour les classifieurs IB1 ou J48.

Pourtant elle est inférieure à Cmode sur tous les classifieurs, bien que la différence
observée ne soit pas significative. Parmi les trois classifieurs, nous observons que
notre méthode est plus performante si les méthodes J48 ou IB1 sont utilisées par
la suite, alors qu’elle est plutôt mauvaise si le réseau bayésien näıf (NB) est utilisé.
Avec J48, cela est peu surprenant. Cela peut être expliqué si on remarque que notre
méthode et J48 optimisent, toutes les deux, le même critère durant leurs exécutions.
Concernant les mauvais résultats avec le réseau bayésien näıf, il faut noter que toutes
les méthodes sont jugées équivalentes par le test de Friedman. En outre, le meilleur
rang moyen est relativement haut. Il est étonnant de constater que la méthode de
substitution aléatoire conduit au meilleur rang moyen. Il serait intéressant d’étudier
plus en détails ce phénomène. À partir de ces remarques, il semble clair que la
qualité d’une méthode de substitution, dans notre contexte, dépend de la méthode
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`
`

`
`

`
`

`
`

`
`

`
`

`
`̀

Substitution
Classifieurs

J48 IB1 NB

entropie 2.94 2.84 4.3

Mode 4.82∗ 3.4 4.52

CMode 2.26 2.36 3.64

classifieur J48 4.54∗ 4.8∗ 3.7

classifieur IB1 4.36 4.34∗ 3.98

classifieur NB 4.28 4.72∗ 4.56

Aléatoire 4.8∗ 5.54∗ 3.3

Tab. 4.6 – Données symboliques : les rangs moyens avec différentes techniques de
substitution et techniques de classification

de classification qui suit. Tout cela est en accord avec notre hypothèse selon laquelle
le classifieur utilisé après joue un rôle non négligeable dans le choix de technique de
substitution dans un contexte de classification supervisée.

En regardant de manière plus détaillée, sans utilisation d’un test statistique,
lors de l’analyse des résultats avec les différents taux de données manquantes, il
s’avère que quand le taux de données manquantes augmente, le taux de bonnes
classifications obtenu décrôıt. Il semble évident que le résultat dépend ainsi de la
qualité des données d’entrée.

Avec un taux faible de données manquantes, les méthodes ne se différencient pas
significativement. Par exemple, avec 3% de valeurs manquantes, les taux de bonnes
classifications obtenus sur une même base de données sont très similaires. À 50% de
données manquantes, il y a un écart significatif entre les résultats obtenus par les
différentes méthodes.

4.3.4.2 Bases de données numériques

Comme nous l’avons mentionné, avec les bases de données numériques il faut
effectuer une étape de discrétisation avant la substitution. Nous avons implémenté
3 techniques de discrétisation : EW, EF et discrétisation basée sur l’entropie (cf.
section 2.4.2) que nous notons ici ID3. Avec la technique de substitution proposée,
cela donne lieu à 3 combinaisons différentes : EW-entropie, EF-entropie et ID3-
entropie.

Le tableau 4.7 décrit les rangs moyens avec différentes techniques de substitution
et différentes techniques de classification sur les bases numériques. Les résultats sont
moyennés sur les 8 bases de données numériques décrites dans le tableau 4.5. Les
moyennes sont calculées de la même façon que dans le cas des valeurs symboliques.
La présentation des résultats est identique à celle du tableau 4.6. Lorsque les tests
post-hoc HC-SU sont effectués, nous comparons toutes les autres méthodes à ID3−
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`
`

`
`

`
`

`
`

`
`

`
`

`
`̀

Substitution
Classifieur

J48 IB1 NB

EW - entropie 5.8 5.625 5.6375∗

EF - entropie 4.6875 4.55 5.0875∗

ID3 - entropie 4.5125 4.225 3.625

Moyenne 5.3875 4.75 7.025∗

CMoyenneS 5.25 3.025 3.725

ID3 - classifieur J48 5.6125 6.7∗ 5.5625∗

5ppv 5.2375 6∗ 5.2875∗

1ppvI 5.5375 6.8125∗ 4.975∗

LLSI 5.3 4.7125 6.6875∗

Aléatoire 7.675∗ 8.6∗ 7.3875∗

Tab. 4.7 – Données numériques : les rangs moyens avec différentes techniques de
substitution et techniques de classification

entropie car elle semble la meilleure parmi les méthodes d’entropie. Beaucoup plus
de techniques ont été examinées, mais seules les meilleures de chaque famille sont
présentées. C’est pourquoi, par exemple nous présentons seulement le classifieur J48
avec la technique de discrétisation ID3.

Les résultats présentés dans le tableau 4.7 confirment les observations faites sur
les données symboliques. Notre méthode n’est plus faible qu’aucune méthode pour
les deux niveaux de confiance 90% et 95%. En outre, notre méthode est supérieure
à toutes les autres méthodes au moins une fois avec le niveau de confiance de 90%,
excepté CmoyenneS. La méthode CmoyenneS peut être considérée comme l’adapta-
tion pour données numériques de la méthode Cmode. Comme pour le cas des données
symboliques cette fois-ci, les deux techniques, la nôtre et Cmode, se trouvent en tête.
Bien que de manière non significative, les rangs moyens de ID3-entropie sont légè-
rement meilleurs que ceux de CmoyenneS avec deux classifieurs (J48 et NB), alors
que Cmode semble toujours meilleure sur des données symboliques.

Concernant la phase de discrétisation qui précède la substitution, il s’avère que
la méthode ID3 a toujours un meilleur rang moyen que les deux autres (EW, EF).
C’est probablement parce que son but est semblable à celui de notre technique : elle
utilise également une mesure d’entropie et elle construit une partition en optimisant
la capacité de discrimination d’un attribut. Cependant, nous ne pouvons confirmer
aucune différence significative par un test statistique, excepté pour NB. Pourtant,
la méthode de discrétisation EF est beaucoup moins complexe que la méthode de
discrétisation ID3.

Parmi les méthodes de substitution, la méthode ID3-classifieur J48 semble mau-
vaise. Elle est clairement dominée par les deux techniques aux premiers rangs :



134 Traitement de données manquantes basé sur l’entropie

la nôtre et CmoyenneS. Cette remarque est également valable pour la méthode
aléatoire. Nous l’avons utilisé seulement pour obtenir une référence qui doit être
surpassée.

Parmi les deux versions de k-plus proches voisins, avec ou sans itération, on
n’observe pas de différence significative. On peut se demander si le surcoût de la
version itérative est très utile.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle méthode de substitution des données manquantes
dans le contexte de la classification supervisée a été proposée, issue de travaux menés
en collaboration avec Thomas Delavallade [46, 55]. Son principe s’appuie sur l’hy-
pothèse que la capacité de discrimination d’un attribut se dégrade en présence de
données manquantes. La méthode proposée cherche donc à restaurer cette capacité
pour un attribut donné en minimisant l’entropie de la base conditionnellement à
celui-ci une fois complétée. L’objectif est d’optimiser la performance des classifieurs
construits à partir des données complétées. Quelques propriétés de cette méthode
ont été mathématiquement démontrées. Des expérimentations ont été menées pour
valider cette méthode. Les résultats obtenus sont prometteurs.

Dans les sections précédentes, la mesure de discrimination utilisée est l’entropie
de Shannon qui est la mesure la plus utilisée dans le domaine, elle sert à évaluer la
capacité de discrimination de l’attribut. Cependant, théoriquement, ce choix n’est
pas obligatoire, n’importe quelle mesure de discrimination présentée dans le chapitre
1 peut être utilisée. L’idée principale de la méthode est toujours la même : restaurer
la capacité de discrimination d’un attribut ayant des valeurs manquantes.

Dans le cas où les attributs pour lesquels les valeurs manquantes sont floues, on
peut garder toujours le même principe, le choix est donc parmi les modalités floues
existantes. Les valeurs substituées sont celles qui rendent l’attribut le plus discrimi-
nant possible. Les mesures de discriminations floues peuvent servir à l’évaluation de
cette capacité.

Nous pensons également à la construction d’un sous-ensemble flou qui remplace
la valeur manquante en question. Le degré d’appartenance d’une valeur serait calculé
en fonction de la mesure de discrimination obtenue quand la donnée manquante est
substituée par cette valeur. Plus la mesure de discrimination correspondant à une
valeur est grande, plus son degré d’appartenance est grand. L’étude plus formelle et
les validations expérimentales restent à faire.
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Chapitre 5

Applications

Dans ce chapitre, nous appliquons quelques-unes des techniques développées dans
les chapitres précédents pour résoudre des problèmes réels. Deux problèmes ont
été étudiés. Le premier est issu de travaux de thèse de Marc Damez [42] sur la
modélisation d’utilisateurs par des traces d’interactions homme-machine. Le second
consiste à la classification des messages électroniques envoyés à une société de service
en informatique.

5.1 Classification de traces d’interactions homme-

machine

Nous présentons ici un travail réalisé en collaboration avec Marc Damez. Ses
recherches portent sur la modélisation d’utilisateurs afin de construire des systèmes
d’éducation adaptatifs. L’un des buts de ces derniers est de caractériser les utili-
sateurs d’une interface. Une fois les caractéristiques de l’utilisateur identifiées, le
système présente un comportement adéquat à l’utilisateur selon, entre autres, son
niveau d’expertise ou son objectif d’usage du système. En particulier, le système est
capable de donner des conseils et des suggestions aux utilisateurs. Nous proposons
dans cette section d’intégrer des techniques d’arbres de décision dans un tel problème
de modélisation d’utilisateurs.

Avec Marc Damez, nous avons développé le prototype d’un système adaptatif.
Ce système est brièvement décrit dans les sections suivantes. La description détaillée
du système, de l’expérimentation menée ainsi que de son résultat sortent du cadre
de ce rapport de thèse. Ils sont décrits dans le rapport de thèse de Marc Damez [42]
et dans [43].

5.1.1 Principe du système

5.1.1.1 Description générale

Lorsqu’un utilisateur utilise une interface afin d’atteindre ses objectifs, il doit
effectuer plusieurs actions cognitives. Notre hypothèse est que les actions cognitives
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impliquées dans la résolution d’une tâche reflètent le niveau d’expertise que l’utili-
sateur a de l’interface. Par exemple, dans la recherche d’un mot dans une page web,
un utilisateur débutant parcourt la page en appuyant sur les touches flèches, tandis
qu’une personne plus habituée peut faire l’appel à des fonctionnalités de recherche
du navigateur. En fonction de ses habitudes, elle peut utiliser la souris pour accéder
au menu ou utiliser une combinaison de touches (Ctrl + F).

En s’appuyant sur cette hypothèse, une application d’arbres de décision dans ce
domaine a été développée [43]. Le système, intitulé TAFPA (Tree Analysis For Pro-
viding Advices), a été conçu pour récolter, exploiter des traces d’interaction homme-
machine et fournir des aides à des utilisateurs débutants. Ce système fait partie des
systèmes qui utilisent l’information acquise afin de concevoir des instructions (ou des
conseils) aux utilisateurs. Ces conseils sont liés à la conception de l’environnement et
sont fournis aux utilisateurs pour leur suggérer l’emploi de certaines fonctionnalités
utiles de l’interface. Cela permet aux utilisateurs d’accélérer leur activité et facilite
leur utilisation de l’interface.

TAFPA se compose de 2 phases : la phase d’apprentissage et la phase d’exploita-
tion. La phase d’apprentissage est assurée essentiellement par un module d’appren-
tissage basé sur DTGen. À partir des fichiers de logs qui contiennent des descriptions
des traces d’interaction homme-machine, elle construit des arbres de décision. Ces
arbres caractérisent les différences entre des utilisateurs débutants et des utilisateurs
expérimentés. Pendant la phase d’exploitation, TAFPA utilise les caractéristiques
qui ont été précédemment apprises pendant le processus d’apprentissage pour re-
connâıtre les débutants et leur donner des instructions. Cette conception de TAFPA
est basée sur le principe proposé dans [71].

5.1.1.2 Phase d’apprentissage

Pendant la première phase, les traces sont d’abord récoltées par des techniques
développées par Marc Damez. Elles sont formées des événements produits par l’in-
terface graphique de l’environnement. Autant d’événements que possible devraient
être collectés dans les fichiers de logs afin d’obtenir une meilleure représentation des
interactions. Ces événements sont fortement reliés aux composants de l’interface. Ils
reflètent également des tâches que les utilisateurs cherchent à résoudre. Pour chaque
événement, un ensemble de descripteurs est conservé : sa cible (bouton, zone de
saisie de texte, etc), son contexte et la date de son occurrence ainsi que par exemple
l’étiquette du bouton, le texte de description. Ensuite les descripteurs extraits des
fichiers de logs sont exploités par DTGen, qui est l’agent d’apprentissage de TAFPA
pour caractériser les utilisateurs débutants et les utilisateurs expérimentés. Entre
autres, la technique d’arbre de décision permet de faire ressortir un sous-ensemble
d’attributs qui permet de discriminer les utilisateurs débutants des utilisateurs ex-
périmentés. Les attributs qui ne dépendent que des caractéristiques des tâches à
traiter ne sont ainsi que peu ou même pas considérés car ils sont communs pour les
débutants et les expérimentés. Par exemple, la fréquence des passages entre les deux
périphériques (le souris et le clavier) indiquera si l’utilisateur est à l’aise et/ou est ex-
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périmenté avec l’interface. En s’appuyant sur les attributs discriminants retenus, on
est capable de montrer sur quelles caractéristiques les débutants et les expérimentés
sont différents et ainsi de produire des conseils aux débutants pour qu’ils puissent
imiter le comportement des expérimentés. Cela renforce les raisons pour lesquelles
l’arbre de décision est employé.

5.1.1.3 Phase d’exploitation

Pendant la deuxième phase, les traces de nouveaux utilisateurs sont classées par
les arbres obtenus à l’étape précédente. Dès que les classifieurs obtiennent l’iden-
tification de la catégorie d’utilisateurs, TAFPA peut soit donner des conseils aux
utilisateurs débutants, soit utiliser ces traces pour reconstruire des arbres afin d’ex-
ploiter encore les descripteurs qui différencient les débutants et les expérimentés. Les
conseils donnés aux utilisateurs débutants sont dynamiquement conçus à partir des
descripteurs qui caractérisent les utilisateurs expérimentés.

5.1.1.4 Construction de descripteurs

Pour reconnâıtre la catégorie d’utilisateurs en cours de manipulation de l’inter-
face, la tâche globale doit être découpée en plusieurs étapes. Deux méthodes de
décomposition sont considérées :

1. Manuelle : un expert doit regarder la tâche générale et trouver les différentes
étapes que toutes les personnes doivent accomplir pour atteindre le but.

2. Automatique : cette méthode se compose de la recherche de la plus longue
séquence commune (LCS pour longest common sequence) d’événements.

Pendant la phase d’exploitation de TAFPA, l’arbre appris doit fournir la caté-
gorie de l’utilisateur (débutant ou expérimenté) à chaque étape. Pour cela, un arbre
de décision doit être construit à la fin de chaque étape de la tâche globale à par-
tir de tous les descripteurs des données rassemblées pendant les étapes précédentes.
Dès que la réponse est jugée suffisamment précise, TAFPA prend une décision pour
donner ou non un conseil à l’utilisateur. Par exemple, dans notre expérimentation,
la tâche globale est de répondre à un questionnaire qui se compose de plusieurs
questions. Chaque étape correspond donc à une question. Le système doit caractéri-
ser les utilisateurs après chaque question traitée afin de présenter un comportement
adéquat pour la question suivante.

5.1.2 Expérimentations

L’expérimentation décrite ici a été conçue par Marc Damez ([42, 43]).

5.1.2.1 Description d’expérimentation

La navigation dans une page web est un processus constitué de plusieurs pro-
cessus cognitifs. C’est pourquoi l’expérience réalisée a été basée sur la navigation
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Fig. 5.1 – Décomposition manuelle : 5 étapes

Fig. 5.2 – Décomposition automatique par l’algorithme basé sur LCS : 8 étapes

dans une page web pour accomplir quelques tâches en répondant à un questionnaire
conçu par Marc Damez [43].

La première partie de la page du questionnaire présente la tâche à l’utilisateur.
Elle lui demande de lire les textes donnés et de répondre à quelques questions. La
tâche était, d’abord, de lire deux textes et de cliquer sur le bouton « Première Ques-
tion » . Pour une question, une zone de saisie de texte pour la réponse et un bouton
« Question suivante » apparaissent. Quatre questions sont ainsi posées. Cette ex-
périence est menée sur deux ensembles d’utilisateurs : un ensemble d’utilisateurs
expérimentés (familiarisés avec l’utilisation de navigateurs), et un ensemble d’uti-
lisateurs débutants. Ces deux catégories d’utilisateurs sont considérées par l’agent
d’apprentissage comme les classes à reconnâıtre.

Deux méthodes de décomposition de tâches décrites précédemment ont été étu-
diées. Les résultats sont présentés dans la partie suivante. Pour la décomposition
par un expert, chaque étape est délimitée par des clics sur le bouton « Question sui-
vante » . De cette façon, il a été établi 5 étapes, dont 4 étapes similaires (répondre
à une question) qui peuvent être analysées avec les mêmes descripteurs et la pre-
mière étape de lecture d’annonces (figure 5.1). L’utilisation de LCS sur l’ensemble
des données expérimentées donne 8 étapes. Tous les délimiteurs par l’expert sont
conservés et, de plus, 3 étapes qui correspondent aux clics sur les zones de saisie de
texte où la réponse est dactylographiée y sont ajoutées (figure 5.2).

5.1.2.2 Résultats

L’expérience de Marc Damez a été menée avec la participation de 29 personnes
dont 8 débutants et 21 expérimentés. Le système a collecté plus de 33000 événements
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Fig. 5.3 – Un arbre construit par TAFPA

Fig. 5.4 – Taux de bonnes classifications avec la décomposition en 5 étapes
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Fig. 5.5 – Taux de bonnes classifications avec la décomposition en 8 étapes

sur l’interface graphique. Le protocole leave-one-out cross-validation a été réalisé. À
chaque fois, un exemple est retiré pour servir de base de test, le reste servant pour la
base d’apprentissage. L’expérimentation est répétée 29 fois de telle sorte que chaque
exemple est exactement retiré une fois.

Dans cette expérimentation, DTGen a été configuré avec pour but de générer
des arbres de décision flous par l’entropie floue et des arbres de décision classiques
par l’entropie de Shannon. Un exemple d’arbre de décision flou est présenté dans la
figure 5.3. Les taux de bonnes classifications correspondant aux différentes méthodes
de décomposition sont présentés dans les figures 5.4 et 5.5.

Dans le cas de 5 étapes, il s’avère que le système donne les meilleurs taux de
bonnes classifications pour les étapes correspondant aux questions plus complexes
(2 et 3). Dans le graphique de 8 étapes, les étapes sont délimités par des clics sur le
bouton ou la zone de saisie de texte. Ici encore, nous pouvons observer de meilleures
performances des arbres lorsque l’utilisateur est confronté à des questions complexes.

L’utilisation des arbres de décision flous n’apporte aucun avantage dans ces ex-
périmentations. Probablement l’expérimentation a été menée sur un petit jeu de
données dont l’espace d’exemples n’est pas assez dense, les exemples étant bien éloi-
gnés. Les classes sont ainsi bien séparées. Les expérimentés et les débutants utilisent
vraiment différemment l’interface et les dispositifs, et leurs actions cognitives sont
très différentes. Généralement, l’utilisation d’un arbre de décision flou est plutôt jus-
tifiée pour des données liées à des actions cognitives. Elle permet une classification
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plus flexible et semble naturellement plus appropriée. Si plus de données sont incor-
porées pendant la phase d’apprentissage, on peut s’attendre à un meilleur résultat
avec l’entropie floue.

5.1.3 Conclusion

Fournir une analyse des processus cognitifs est l’un des défis majeurs dans la
modélisation d’utilisateurs et la conception adaptative d’hypermédias. Avec Marc
Damez, nous avons développé un prototype de système d’analyse des traces d’inter-
action à l’aide de techniques d’arbres de décision. Il peut générer des conseils qui
sont conçus à partir des comportements cognitifs des utilisateurs expérimentés. Cela
permet de construire un système qui traite un problème applicatif. Il a été montré
que l’arbre de décision possède des caractéristiques adaptées à ce genre de problèmes.
Cette méthodologie peut donc être appliquée aux systèmes hypermédia d’éducation
adaptatifs [42] et elle est développée par Marc Damez dans ses travaux de thèse.

5.2 Classification de courriels

5.2.1 Problématique

De nos jours, l’envoi de courriels est l’un des principaux modes de communication.
Sa popularité peut être justifiée, entre autres, par sa rapidité, son faible coût et sa
simplicité. Cependant, l’augmentation incessante du nombre de courriels échangés
donne naissance à des défis considérables liés à leur traitement, en particulier, pour la
classification des messages afin de filtrer les courriels non sollicités, ou pour acheminer
les courriels vers le destinataire concerné. Ces deux problèmes sont connus dans le
domaine de la classification de textes et font l’objet de nombreuses études [82, 89].
Cependant, si le filtrage de courriels non sollicités fait l’objet de plusieurs recherches
et de nombreux développements, le deuxième problème est, lui, moins considéré.

Dans cette partie, nous nous intéressons plus particulièrement à ce problème qui
apparâıt maintenant dans de nombreuses applications. Ainsi, par exemple, on notera
des applications pour les sociétés de service, mais aussi pour l’organisation d’une
conférence scientifique, où les courriels sont généralement adressés à une adresse
électronique unique et doivent, ensuite, être acheminés au service approprié qui devra
les traiter.

Plusieurs méthodes existantes dans la litérature [153] permettent de traiter ce
problème, mais aucune méthode n’utilise des arbres de décision flous ou, même des
arbres de décision construits à l’aide d’autres mesures que l’entropie de Shannon.
Ainsi l’objectif de nos travaux est double : d’une part, créer un outil générique, basé
sur l’utilisation des arbres de décision, tant classiques que flous, pour la classifica-
tion de courriels afin de les acheminer vers le destinataire concerné ; d’autre part,
caractériser un certain nombre de techniques de construction d’arbres de décision
afin de renforcer les conclusions du chapitre 2.
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5.2.2 Solution proposée

La solution que nous proposons consiste à appliquer les techniques d’apprentis-
sage par arbres de décision sur un corpus de courriels afin d’obtenir un ensemble de
règles qui les caractérisent. Ces règles servent ensuite à classer les nouveaux courriels
et les acheminer vers le destinataire approprié.

Tout d’abord, pour constituer la base d’apprentissage utilisable dans la construc-
tion d’arbres de décision, un ensemble d’attributs doit être choisi pour représenter
les courriels. Ainsi, chaque courriel est décrit par un ensemble d’attributs, les valeurs
qui leur sont associées et une classe. La classe à reconnâıtre est le thème du cour-
riel qui sert à déterminer le destinataire. Ensuite, afin d’améliorer la performance
du système, une présélection des attributs est effectuée pour réduire leur nombre.
Enfin, l’algorithme de construction d’arbres de décision est appliqué sur la base
d’apprentissage. L’arbre de décision ainsi obtenu sert ensuite à classer les nouveaux
courriels. Le résultat de cette classification permet d’acheminer les courriels vers le
destinataire approprié.

5.2.2.1 Extraction des attributs

La méthode que nous avons choisie pour représenter les courriels s’appuie sur le
concept dit du « sac de mots ». Ainsi, un courriel est représenté par l’ensemble des
mots qui le composent, sans prise en compte de leur ordonnancement.

De plus, dans notre approche, nous introduisons l’utilisation de n-grammes ex-
traits du corps et du sujet des courriels [167, 112]. Il s’agit d’extraire, de chaque mot,
toutes les sous-châınes de n lettres consécutives qui le constituent. Un digramme est
une suite de deux lettres consécutives, un trigramme est une suite de trois lettres
dans un mot, etc. Dans le cas où on ne considère que des courriels composés en
caractères latins (sans compter des lettres comme ç,à,é,è,ë,ù,û,û,...), on a 676 (262)
digrammes et 17576 (263) trigrammes possibles. Certes certains digrammes ne fi-
gurent jamais dans la langue dans laquelle le courriel est écrit. Cependant il est
possible que des fautes de frappe fassent apparâıtre certains d’entre eux. Certains
figurent rarement et les autres apparaissent plus fréquemment. Pour information,
une statistique effectuée sur la base de courriels montre qu’il y a un peu plus de
300 digrammes et 2000 trigrammes. Nous ne disposons pas de statistiques sur un
échantillon plus grand.

De nombreux travaux ont montré l’intérêt de la représentation de textes par n-
grammes. En particulier, Jalam et Chauchat [76] ont utilisé les n-grammes pour la
recherche de mots-clefs pertinents. Ils ont énuméré les avantages suivants de codage
en n-grammes :

1. capture automatique des racines de mots,

2. opération indépendante des langues,

3. tolérance aux fautes d’orthographes et aux déformations de texte causées par
des raisons diverses,
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4. non-nécessité d’éliminer les conjonctions, ou les articles, ni de procéder à la
lemmatisation.

Dans la classification de courriels, nous avons rajouté des statistiques supplémen-
taires pour les caractériser : la longueur en nombre de mots du sujet, celle du corps,
le degré de similarité du texte par rapport à des mots-clefs (déterminés automati-
quement ou manuellement), l’apparition de dates, de chiffres, d’unités de monnaies,
d’adresses, et de caractères spéciaux (par exemple la ponctuation).

Les mots clés sont déterminés selon le principe suivant : si un mot apparâıt
fréquemment (on doit fixer un seuil minimal pour le nombre d’occurrences) dans les
courriels d’une classe et rarement (on fixe le taux maximal d’occurrences) dans les
autres, alors il est considéré comme mot-clef de la classe. Dans les tests, les mots-clés
sont identifiés sur la base d’apprentissage.

Pour renforcer la robustesse aux fautes de frappe, la similarité entre deux mots
est prise en compte pour le calcul du degré de similarité entre textes. La similarité
entre deux mots se mesure par le rapport entre le nombre de digrammes communs
et le nombre total des digrammes des deux mots. Par exemple :

sim(<logique>, <logiqe>) = 4/7

Pour un traitement plus fin, nous envisageons également de tenir compte des
positions des digrammes dans un mot : la première position semble plus importante
que les autres.

5.2.2.2 Sélection des attributs

Les attributs construits dans la phase précédente sont nombreux. Pour garantir la
performance, en particulier pour que le temps de calcul et l’espace mémoire utilisé
soient raisonnables, on ne peut pas les utiliser tous. Par la suite, seul un sous-
ensemble d’attributs jugés les plus significatifs est sélectionné à l’aide d’heuristiques.
Un élément (un mot, un digramme ou un trigramme) est considéré pertinent s’il
apparâıt dans un nombre minimal de courriels, ceci afin de réduire le biais introduit
par les éléments trop rares provoquant une perte de généralisation. Entre autres, de
tels éléments sont souvent engendrés par des fautes de frappe.

Les autres éléments sont ensuite filtrés selon leur capacité de discrimination dans
la base d’apprentissage. Un élément t est choisi si sa présence dans un courriel
entrâıne significativement l’identification de la classe du courriel. Cela est mesuré en
fixant un seuil maximal pour l’entropie de la base conditionnée par t : I(ξ|t).

Pendant la phase d’extraction des attributs, pour les expérimentations, nous ne
retenons que les mots apparaissant dans au moins 3 courriels et dont la présence
entrâıne une valeur d’entropie de Shannon inférieure à 0.6 pour les courriels où ils
figurent. Les valeurs correspondantes pour les digrammes sont respectivement de 2
courriels et de 0.8 pour l’entropie, et pour les trigrammes de 2 courriels et de 0.6
pour l’entropie. Cela permet de retenir en moyenne environ une centaine de mots,
une centaine de trigrammes et une vingtaine de digrammes.
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5.2.3 Expérimentations

5.2.3.1 Description des données

L’expérimentation a été menée sur un corpus comportant 468 courriels, tous
rédigés en français. Ce corpus a été fourni par une société de vente de jeux vidéo.
Les courriels sont envoyés par les clients à une adresse électronique unique de la
société. Chaque courriel est caractérisé par son sujet, son corps (le contenu) et la
classe à laquelle il appartient. Les courriels étudiés sont courts et contiennent souvent
des fautes d’orthographe. Les courriels se repartissent de manière assez équilibrée en
6 classes correspondant à des services différents de la société à qui sont destinés les
courriels :

1. Classe 1 : Disponibilité de produits : 80 courriels

2. Classe 2 : Catalogue : 80 courriels

3. Classe 3 : Service après-vente (SAV) : 69 courriels

4. Classe 4 : Recherche de colis : 80 courriels

5. Classe 5 : Remboursement : 79 courriels

6. Classe 6 : Login/mot de passe : 80 courriels.

5.2.3.2 Protocole

Le protocole d’expérimentation décrit dans la section 2.3.3 est appliqué : à partir
du corpus, 50% des courriels de chaque classe sont pris aléatoirement pour former
une base d’apprentissage utilisée pour construire un arbre de décision. Tous les autres
courriels constituent alors une base de test pour évaluer les arbres construits. Les
courriels de cette base de test sont classés par l’arbre de décision appris sur la
base d’apprentissage. Nous avons répété 8 fois cette expérimentation avec le corpus
initial en faisant varier le choix aléatoire. Les résultats obtenus lors de chacune de
ces expérimentations sont moyennés pour obtenir les résultats globaux.

Les entropies conditionnelles généralisées de Daróczy, celles de Rényi, l’entro-
pie conditionnelle de Shannon et l’entropie floue sont intégrées dans la plateforme
DTGen pour construire les arbres de décision et peuvent ainsi être comparées.

5.2.3.3 Résultats

La figure 5.6 montre les résultats de classification moyens, obtenus en faisant
varier de 0.1 à 10 l’ordre β des entropies de Daróczy et de Rényi. Le taux de bonnes
classifications obtenu en utilisant l’entropie floue est de 84.04%±2.31%. Il est légère-
ment meilleur que celui obtenu par l’entropie de Shannon qui est de 83.24% ±2.33%.
Ces deux taux ne dépendent pas de β. Sur la figure 5.6, ils sont représentés par des
lignes horizontales. Le meilleur taux de bonnes classifications, de 85.57%±3.88%, est
obtenu avec l’entropie conditionnelle de Rényi de Type 1 pour β = 0.5. Le meilleur
taux de bonnes classifications lorsque β > 1 est de 85.24%±3.58% et est obtenu
avec l’entropie conditionnelle de Daróczy de Type 1 avec β = 3.9. Le taux moyen
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Fig. 5.6 – Taux moyen de bonnes classifications sur la base des courriels avec diffé-
rentes formules conditionnelles, β ∈ (0, 10]

de gain d’information obtenu en utilisant l’entropie floue et l’entropie de Shannon
sont respectivement de 64.93% et de 64.51%. Le résultat sur la base de courriels est
relativement en accord avec les résultats présentés dans la section 2.3.3 du chapitre 2
(cf. figure 2.2 page 62) : les tendances de variation des performances sont similaires.

D’autres expérimentations ont été conduites. Nous avons obtenu une meilleure
moyenne des taux de bonnes classifications (89.5%) en utilisant l’entropie condition-
nelle de Shannon et en appliquant une technique d’élagage lors de la construction de
l’arbre de décision : le processus de caractérisation sur une branche de l’arbre s’ar-
rête lorsque l’entropie devient inférieure à 0.6. Les techniques d’élagage avec d’autres
formules d’entropies conditionnelles n’ont pas encore été étudiées.

5.2.4 Discussion

À travers cette étude, il s’avère que le codage influence beaucoup les résultats
obtenus. Les trigrammes semblent plus utiles que les digrammes et les mots. Lors
de l’utilisation exclusive de mots, ou de digrammes, ou de trigrammes, les meilleurs
résultats sont fournis par les trigrammes. Il est probable que, pour ce corpus, le voca-
bulaire est trop étendu, et qu’il existe énormément de fautes d’orthographe, ce qui les
rend difficile à les exploiter. Au contraire, les digrammes semblent trop élémentaires
car ils n’apportent que peu d’information sur la sémantique des courriels.

Dans notre système, la sélection d’attributs pour réduire le nombre d’attributs
s’appuie sur une mesure d’entropie. Le principe de sélection est ainsi proche de celui
utilisé dans la construction d’arbres de décision. D’autres techniques de sélection
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d’attributs sont également envisageables et devraient être examinées.
L’utilisation de caractéristiques supplémentaires devrait aider à améliorer le ré-

sultat. Dans une application réelle, d’autres éléments devront être pris en compte,
en particulier l’interaction avec l’utilisateur et l’évolution des courriels au cours du
temps. Cependant, l’identification des caractéristiques supplémentaires dans notre
approche nécessite l’intervention humaine, notamment dans l’identification des mots
clés. Afin de renforcer l’applicabilité de notre système, il faut automatiser cette tâche.

Sur les techniques d’apprentissage, l’utilisation d’une technique d’élagage par
critère d’arrêt donne des effets très positifs sur le taux de bonnes classifications et
sur la taille de l’arbre obtenu (qui est réduite). Nous nous proposons d’approfondir
l’étude sur cet effet d’élagage dans des travaux ultérieurs. Enfin, afin de valider notre
étude, il reste à comparer notre méthode aux méthodes d’apprentissage existantes,
en particulier, avec des classifieurs généralistes performants tels que les SVM ou
Adaboost.
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Conclusion et perspectives

Nos travaux concernent l’étude des mesures de discrimination, tant classiques que
floues, et leurs applications en apprentissage inductif. La technique d’apprentissage
que nous avons considérée est l’apprentissage par arbre de décision. Les mesures ont
été tout d’abord examinées dans le cadre d’une approche axiomatique. Cette étude
a conduit à la proposition d’un modèle hiérarchique pour les mesures de discrimi-
nation floues. Ces mesures ont ensuite été appliquées aux différentes étapes de la
construction des arbres de décision, en particulier la sélection du meilleur attribut
et la discrétisation des attributs numériques. Dans chacune de ces étapes, les carac-
téristiques des mesures ont été considérées. L’étude de ces mesures a donné lieu à
un choix plus large de mesures dans la construction d’arbres de décision dans le but
d’obtenir des arbres possédant des propriétés spécifiques. Un système de construc-
tion d’arbres de décision a été réalisé et testé sur différentes bases de données, y
compris des données issues d’applications réelles.

Nous avons ensuite étudié l’utilisation des mesures de discrimination pour d’autres
problématiques existant dans le cadre du processus d’apprentissage inductif. Le trai-
tement des données manquantes a d’abord été considéré. Nous avons proposé dans
cette étude une technique de substitution des valeurs manquantes basée sur la ca-
pacité de discrimination. Nous avons considéré ensuite la capacité de discrimination
des classifieurs et proposé d’utiliser cette capacité comme critère d’évaluation.

Le point commun entre les trois tâches que nous avons étudiées est le suivant :
la sélection du meilleur attribut, la discrétisation des attributs numériques et l’éva-
luation des classifieurs concernent toutes les trois la capacité de discrimination que
ce soit d’un attribut, d’un point de coupure ou d’un classifieur. Dans chacune de ces
étapes, une partition de la base d’exemples est engendrée :

1. Partition selon les valeurs d’un attribut : les exemples possédant une même
valeur pour un attribut sont regroupés dans un sous-ensemble.

2. Partition selon les coupures du domaine d’un attribut numérique : les exemples
dont la valeur pour un attribut se trouve dans un même intervalle engendré
par les points de coupure sont regroupés dans un sous-ensemble.

3. Partition selon les classes issues d’un classifieur : les exemples classés dans une
même classe sont regroupés dans un sous-ensemble.

En apprentissage inductif, il est préférable que chacune de ces partitions soit la plus
adéquate possible avec la partition selon les classes réelles des exemples. Le modèle
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hiérarchique que nous avons présenté dans le chapitre 1 constitue un outil d’étude
de cette adéquation dans le contexte de l’apprentissage inductif aussi bien classique
que flou. La capacité de discrimination est donc considérée comme un critère pour
évaluer un attribut, une discrétisation ou un classifieur. De plus, notre méthode de
traitement de données manquantes se fonde sur l’hypothèse que la donnée manquante
détériore la capacité de discrimination d’un attribut. Elle cherche alors à restituer
ce type de capacité.

Principaux résultats obtenus

Caractérisation des mesures de discrimination

Nous avons mené une étude axiomatique sur les mesures de discrimination clas-
siques et les mesures de discrimination floues. En particulier, nous avons caractérisé
les mesures d’entropie et les formes conditionnelles qui leur sont associées. Nous
avons montré que les mesures classiques satisfont les propriétés imposées par le
modèle hiérarchique introduit par Marsala en 1998 [102] pour des mesures de discri-
mination.

Nous avons construit un nouveau modèle, appelé modèle FGH∗, qui généralise
le modèle précédent et qui intègre des concepts provenant de la théorie des sous-
ensembles flous afin de prendre en compte les mesures de discrimination floues. Ce
modèle impose un certain nombre de caractéristiques aux mesures de discriminations
floues. Dans le cadre de ce modèle, les mesures de discrimination floues existantes
et les mesures généralisées à partir des mesures classiques sont caractérisées. Les
résultats obtenus ont donné lieu à plusieurs publications [45, 47, 44].

Utilisation des mesures de discrimination dans la construc-

tion des arbres de décision

Nous avons introduit des mesures de discrimination, classiques et floues, utilisées
dans les différentes étapes de la construction des arbres de décision. En particulier,
nous avons caractérisé ces mesures dans la sélection du meilleur attribut et la dis-
crétisation des attributs numériques. Cela nous a conduit à proposer une taxonomie
des méthodes de construction d’arbres de décision flous qui s’appuie sur la méthode
de sélection du meilleur attribut et la stratégie d’identification des fonctions d’ap-
partenance. Les résultats obtenus ont été publiés dans [45, 23].

Les mesures de discrimination proposées ont été intégrées dans le système DT-
Gen. Ce dernier nous a permis d’étudier le comportement des mesures de discri-
mination. Des expérimentations sur des bases de données conventionnelles ont été
menées avec cet outil. En particulier, en collaboration avec Marc Damez, nous avons
développé un système d’analyse de traces d’interactions homme-machine. Cette ap-
plication a été publiée dans [43].
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Évaluation de la capacité de discrimination de classifieurs

Enfin, nous avons examiné la capacité de discrimination des modèles de classifi-
cation et proposé de mesurer la qualité d’un classifieur, en particulier, sur sa capacité
à discriminer des exemples dans les différentes classes. Ce critère prend en compte
l’adéquation entre la partition de l’ensemble des exemples selon leurs vraies classes
et selon celles obtenues par le classifieur. Il donne une estimation de l’apport effectif
du classifieur sur l’identification des classes des exemples en tenant compte de la
complexité du problème. Cette proposition a fait l’objet d’une publication [48].

Cette idée a également été développée dans le domaine de la recherche d’images :
une technique de caractérisation des bases d’images et d’évaluation des résultats de
classification basée sur une mesure d’information a été proposée [18].

Substitution de données manquantes par une méthode basée

sur l’entropie

Nous avons proposé, en collaboration avec Thomas Delavallade, une nouvelle
méthode de substitution des données manquantes dans le contexte de la classifica-
tion supervisée. Cette nouvelle méthode s’appuie sur l’hypothèse que la capacité de
discrimination d’un attribut se dégrade à cause des données manquantes. Notre mé-
thode substitue donc des valeurs manquantes afin de restituer cette capacité pour un
attribut donné. L’objectif est d’optimiser la performance des classifieurs construits
à partir des données complétées et non de trouver des valeurs aussi proches que
possible des valeurs réelles qui, dans la pratique, ne sont pas connues.

Nos travaux sur les données manquantes ont donné lieu à deux publications
[46, 55].

Perspectives

Nos travaux ouvrent de nombreuses perspectives pour chacun des axes que nous
avons développés. Nous les détaillons dans ce qui suit.

Sur les mesures de discrimination et la construction d’arbres

de décision

En ce qui concerne les mesures de discrimination, nous proposons d’approfondir
l’étude sur le modèle hiérarchique flou afin de mieux caractériser les mesures de dis-
crimination floues et ainsi caractériser les arbres obtenus avec chacune des mesures.
L’étude des mesures de discrimination doit être élargie notamment aux mesures ré-
cemment proposées dans l’état de l’art, en particulier dans [154]. Le rapport entre
ces mesures et les propriétés imposées par les modèles FGH et FGH∗ doit être
mis en évidence. Comme le modèle hiérarchique flou est un modèle constructif, des
nouvelles mesures de discrimination peuvent être introduites. Il est possible que des
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variantes des mesures de discrimination soient utilisées pour prendre en compte cer-
taines propriétés spécifiques du problème considéré, en particulier le problème de
classification avec la prise en compte de coûts d’erreur non uniformes, ou la prise
en compte du coût d’obtention des données. Dans les modèles hiérarchiques, peu de
propriétés sont imposées aux niveaux H et H∗ et il sera intéressant de considérer
la possibilité d’y ajouter des propriétés particulières pour s’adapter à des problèmes
particuliers.

Cette étude sera, dans un premier temps, utile pour aider les utilisateurs dans leur
choix d’une mesure de discrimination appropriée en fonction des propriétés de l’arbre
qu’ils souhaitent obtenir. Elle devra ultérieurement doter le système de la capacité
de choisir lui-même la mesure de discrimination la plus adaptée au problème qu’il
doit traiter.

Il serait également intéressant de mettre en évidence les avantages (entre autres
la robustesse, l’interprétabilité, la performance) ainsi que les faiblesses des arbres de
décision flous (temps de calcul par exemple) construits par différentes mesures de
discrimination floues. Cette étude doit être menée aussi bien sur le plan théorique
que sur le plan expérimental. Quelques expériences ont été menées dans le chapitre
2 mais elles sont à compléter.

L’utilisation des mesures de discrimination dans la sélection d’attributs et dans
la discrétisation des attributs numériques doit être mieux caractérisée. L’une des
questions que nous souhaitons approfondir vise à caractériser les partitions obte-
nues par chaque mesure ou chaque famille de mesures. L’intervention de mesures
de discrimination dans d’autres étapes de la construction des arbres de décision,
en particulier l’élagage, doit être examinée plus profondément. Comme nous l’avons
noté dans l’application concernant les courriels, l’élagage permet de renforcer la per-
formance du système, en particulier la taille du modèle, sa précision ainsi que son
interprétabilité.

Le modèle hiérarchique flou permet actuellement d’étudier l’adéquation entre
des sous-ensembles flous et des partitions floues. Pourtant, cette étude doit être
poursuivie afin d’adapter ces modèles à des entropies d’événements flous.

Nous envisageons également de doter DTGen de certaines fonctionnalités plus
avancées, en particulier des techniques d’élagage, de discrétisation et de combinaison
de plusieurs arbres différents pour résoudre une tâche. Ces techniques existent dans la
version actuelle mais elles sont encore simples. Nous préférons également développer
des techniques de traitement de bases ayant des attributs flous et de bases avec des
classes floues. La mise en pratique de ce système doit être étendue.

Sur l’évaluation de modèle de classification

Des perspectives de recherche apparaissent également dans le cadre du processus
d’évaluation de la performance des classifieurs. L’étude menée dans cette thèse doit
être approfondie pour mieux caractériser la capacité de discrimination des classi-
fieurs. La relation entre cette mesure et les autres est à examiner.

Notre critère se fonde sur l’étude de l’adéquation entre la partition par de vraies
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classes et la partition issue du classifieur. La mesure de discrimination est une ma-
nière d’évaluer l’adéquation. Cependant, une mesure de similarité entre deux parti-
tions peut servir dans ce but. Cette idée est également à étudier.

En particulier, la qualité d’un arbre de décision est un concept difficile à définir.
En rejoignant des perspectives sur les méthodes de construction d’arbres de décision,
il sera intéressant de considérer les différents critères de performance d’arbre de
décision, en particulier d’arbres de décision flous. Il s’avère qu’aucun critère n’est
suffisant pour déterminer si un arbre est meilleur qu’un autre ou, plus généralement,
si une méthode de construction d’arbres est meilleure qu’une autre. Une combinaison
des critères doit être étudiée. La manière de combiner doit prendre en compte les
préférences des utilisateurs sur une application spécifique et mettre l’accent sur les
critères de qualité importants à l’application.

Sur le traitement des valeurs manquantes

En ce qui concerne notre méthode de substitution des données manquantes, nous
nous proposons de caractériser plus finement la méthode. Cela permettra éventuelle-
ment une implémentation plus efficace, en limitant l’espace de recherche par exemple
ou en conduisant à une initialisation de l’algorithme par une substitution plus proche
de la solution optimale.

Nous voulons approfondir l’étude concernant l’impact de la phase de discrétisa-
tion sur la performance de notre méthode de substitution lorsqu’elle est appliquée
sur des données numériques.

Les résultats expérimentaux ont montré qu’aucune technique n’est dominante. Il
faut donc identifier les problèmes pour lesquels la méthode proposée est la plus adap-
tée. Ces problèmes peuvent être caractérisés par la quantité de données manquantes,
le mécanisme de génération des données manquantes, etc. En particulier, nous ai-
merions étudier comment fonctionne notre méthode avec différents mécanismes de
génération des données manquantes.

Par ailleurs, notre méthode a été conçue dans une optique que l’on peut qualifier
d’optimiste, en supposant que les attributs sont discriminants par défaut. Il sera
intéressant d’analyser le comportement de cette méthode lorsqu’elle est appliquée
sur un attribut ayant une faible capacité de discrimination.

La relation entre la méthode de traitement des valeurs manquantes et la mé-
thode d’apprentissage qui l’utilise ensuite doit être étudiée, en particulier pour les
techniques d’arbres de décision car les principes sont relativement liés. Nous préfére-
rions savoir si notre méthode de substitution favorise une méthode d’apprentissage
spécifique.
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DTGen

DTGen (Decision Tree Generation) est une plateforme d’expérimentation que
nous avons enrichie et utilisée dans le cadre de notre étude. Elle fournit un outil
pour construire des arbres de décision à partir d’une base de données numériques
et/ou symboliques selon la stratégie TDIDT et pour les utiliser pour classer de nou-
veaux exemples. Le système DTGen initial a été conçu et développé par Longuet et
Stermann [145] en Java. La version initiale du système permettait de construire un
arbre de décision à partir d’une base d’apprentissage ayant des attributs symboliques
ou numériques par ID3, la seule mesure de discrimination utilisée était l’entropie de
Shannon. Ensuite, plusieurs techniques ont été ajoutées au cours de cette thèse. Dif-
férentes mesures de discrimination ont été implémentées : l’entropie de Rényi et de
Daróczy et leurs différentes formes conditionnelles, des entropies floues. Certaines
techniques d’élagage et de discrétisation ont été intégrées. Le système est actuelle-
ment doté de la capacité de construire et d’utiliser plusieurs arbres. Il est capable de
générer et d’utiliser des arbres flous. Cependant, ce système ne permet pas encore
de traiter des bases ayant des attributs flous ou des bases avec des classes floues. Les
autres mesures de discrimination seront implémentées par la suite.

Le processus de construction et d’utilisation d’arbres de décision dans DTGen se
compose des étapes suivantes :

Discrétisation d’attributs numériques

À chaque itération, avant la sélection du meilleur attribut, les attributs numé-
riques sont d’abord dynamiquement discrétisés en deux intervalles par une mesure
d’entropie (classique ou floue) au choix des utilisateurs. Plusieurs mesures sont pro-
posées : l’entropie conditionnelle de Shannon, les entropies conditionnelles de Rényi,
celles de Daróczy et les versions floues de ces entropies. Le système est capable de
donner une coupure floue ou une coupure précise. La coupure choisie est centrée
au milieu de deux valeurs voisines d’un attribut, et rend les plus homogènes pos-
sible les parties issues de la discrétisation. Avec les mesures classiques (non-floues),
deux types de coupure sont disponibles : coupure précise et coupure floue. Une cou-
pure précise est une valeur réelle, déterminée par l’algorithme basé sur une mesure
d’entropie présentée dans le chapitre 1. Une coupure floue est une extension d’une
coupure précise des deux côtés par étalement. L’étalement est un paramètre de l’al-
gorithme et il est choisi comme une fonction de la différence entre deux valeurs les
plus proches (à gauche et à droite) de la coupure précise. Avec les mesures floues,
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seule une coupure floue est retournée. Pour mettre en évidence l’apport de la mesure
de discrimination dans le processus de discrétisation, une détermination aléatoire de
la coupure est également implémentée.

Sélection du meilleur attribut

Les attributs numériques discrétisés sont considérés ensuite comme des attri-
buts symboliques. Le sélection du meilleur attribut est réalisée à l’aide de l’une des
mesures d’entropie (classiques ou floues) présentées dans le chapitre 1 : l’entropie
conditionnelle de Shannon, les entropies conditionnelles de Rényi, celles de Daróczy
et les versions floues correspondantes. La discrétisation et le sélection du meilleur
attribut peuvent être effectuées par une même mesure de discrimination ou par des
mesures différentes.

Partitionnement en sous-bases

La base associée au nœud est partitionnée selon les valeurs d’attribut. Chaque
valeur de l’attribut engendre un nœud fils du nœud considéré. Dans la construction
des arbres de décision flous, l’identification des fonctions d’appartenance se fait selon
la procédure décrite par la figure 2.13 (page 84). Si un exemple appartient avec un
degré trop faible à une sous-base, il est éliminé. Le seuil d’élimination est fixé à 0.05.

Condition d’arrêt

La construction d’un arbre de décision s’arrête lorsque l’un des critères d’arrêt
est vérifié. Les critères d’arrêt sont déterminés comme paramètre de l’algorithme.
Par défaut, l’algorithme s’arrête quand tous les exemples associés au nœud appar-
tiennent à une seule classe. Le paramétrage système permet d’arrêter le partition-
nement quand les ensembles des exemples sont suffisamment homogènes ou quand
leur effectif est petit. Pour les arbres de décision flous, ces conditions d’arrêt sont
adaptées. On utilise l’entropie floue au lieu des entropies classiques et la cardinalité
floue au lieu du nombre d’exemples. À chaque étape, les exemples appartenant à la
sous-base avec un faible degré d’appartenance sont éliminés.

Utilisation d’arbres de décision

DTGen dispose de différentes stratégies de classification qui peuvent être choi-
sies. L’utilisateur peut choisir de construire un ou plusieurs arbres selon différentes
mesures. Dans le cas d’utilisation de plusieurs arbres, les résultats donnés par chacun
sont agrégés. Le choix entre arbre flou et arbre classique doit être spécifié.

DTGen est l’outil de construction d’arbres de décision utilisé dans les expériences
menées dans cette thèse. En particulier, l’application de ce système à quelques pro-
blèmes réels tels que la modélisation des utilisateurs par les traces d’interaction
homme-machine et la classification des courriels est présentée dans le chapitre 5.
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[56] J. Demsar. Statistical comparisons of classifiers over multiple data sets. Jour-
nal of Machine Learning Research, (7) :1–30, 2006.



Bibliographie 165

[57] J. Dougherty, R. Kohavi, and M. Sahami. Supervised and unsupervised discre-
tization of continuous features. In Proceedings of the International Conference
on Machine Learning, ICML’95, pages 194–202, San Francisco, USA, 1995.

[58] C. Drummond and R. C. Holte. Explicitly representing expected cost : an alter-
native to ROC representation. In Proceedings of the International Conference
on Knowledge Discovery and Data Mining, KDD’00, pages 198–207, 2000.

[59] C. Drummond and R. C. Holte. What ROC curves can’t do (and cost curves
can) ? In Proceedings of the 1st Workshop on ROC Analysis in AI, ROCAI’04,
pages 19–26, 2004.

[60] C. Drummond and R. C. Holte. Cost curves : An improved method for visua-
lizing classifier performance. Machine Learning, 65(1) :95–130, 2006.

[61] F. Esposito, D. Malerba, and G. Semeraro. A comparative analysis of me-
thods for pruning decision trees. IEEE Transactions on Pattern Analysis and
Machine Intelligence, 19(5) :476–491, 1997.

[62] T. Fawcett. ROC graphs : Notes and practical considerations for researchers.
Technical report, HP Labs Tech Report HPL-2003-4, 2003.

[63] U. M. Fayyad and K. B. Irani. What should be minimized in a decision
tree ? In Proceedings of the 8th National Conference on Artificial Intelligence,
AAAI’90, pages 749–754, Boston, Massachusetts, USA, 1990.

[64] U. M. Fayyad and K. B. Irani. On the handling of continuous-valued attributes
in decision tree generation. Machine Learning, 8 :87–102, 1992.

[65] U. M. Fayyad and K. B. Irani. Multi-interval discretization of continuous-
valued attributes for classification learning. In Proceedings of the 13th Interna-
tional Joint Conference on Artificial Intelligence, IJCAI’93, pages 1022–1027,
Chambery, France, 1993.

[66] J. H. Friedman. A recursive partitioning decision rule for nonparametric clas-
sification. IEEE Transactions on Computer, 26 :404–408, 1977.

[67] J. Gama and P. Brazdil. Characterization of classification algorithms. In Pro-
ceedings of the 7th Portuguese Conference on Artificial Intelligence, EPIA’95,
pages 189–200. Springer-Verlag, 1995.

[68] J. Goguen and L. Carlson. Axioms for discrimination information. IEEE
Transactions on Information Theory, pages 572–574, 1975.

[69] J. W. Grzymala-Busse and M. Hu. A comparison of several approaches to
missing attribute values in data mining. In Proceedings of the 2nd International
Conference on Rough Sets and Current Trends in Computing, RSCTC’00,
pages 378–385, 2000.

[70] M. Ha and C. Zhang. A new algorithm for generating fuzzy decision trees. In
Proceedings of the International Fuzzy Systems Association World Congress,
IFSA’05, pages 1666–1671, Beijing, China, 2005.

[71] D. Hilbert and D. Redmiles. Extracting usability information from user inter-
face events. ACM Computing Surveys, 32(4) :384–421, 2000.



166 Bibliographie

[72] K. M. Ho and P. D. Scott. An efficient global discretization method. In
Proceedings of the 2nd Pacific-Asia Conference on Knowledge Discovery and
Data Mining, PAKDD’98, volume 1394 of LNCS, pages 383–384. Springer,
1998.

[73] T. K. Ho and M. Basu. Complexity measures of supervised classification
problems. IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence,
24(3) :289–300, 2002.

[74] S. Huet, A. Bouvier, M. Poursat, and E. Jolivet. Statistical tools for nonli-
near regression : a practical guide with S-PLUS examples. Springer series in
statistics. 1996.

[75] H. Ichihashi, T. Shirai, K. Nagasaka, and T. Miyoshi. Neuro-fuzzy ID3 : a
method of inducing fuzzy decision trees with linear programming for maximi-
zing entropy and an algebraic method for incremental learning. Fuzzy Sets and
Systems, 81(1) :157–167, 1996.

[76] R. Jalam and J. Chauchat. Pourquoi les n-grammes permettent de classer des
textes ? Recherche de mots-clefs pertinents à l’aide des n-grammes caractéris-
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théorie et pratique. PhD thesis, Université Paris VI, France, 1996.
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