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quantification dans le système visuel
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à tous et pardon pour ceux que j’ai lamentablement oublié.
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1.2.2.1 Variabilité et fiabilité du code neuronal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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1.3 Modélisation de rétine : nécessité de non-linéarités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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1.3.2.1 Non-linéarités des liaisons synaptiques chimiques . . . . . . . . . . . . . . . 26
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2.1.1.1 Modèle à grille régulière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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2.1.2 Caractérisation par la cohérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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2.1.2.2 Cohérence du système Ha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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2.2.3 Fluctuations uniformes sur une ligne de photorécepteurs de Ha . . . . . . . . . . . . 54
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3.3.1.3 Représentation réseau des quantifieurs stochastiques . . . . . . . . . . . . . 105
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D Paramètres de seuils et de niveaux des quantifieurs optimaux 151

D.1 Quantifieurs optimaux asymptotiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

D.1.1 Optimisation pour la divergence de Chernoff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

D.1.2 Optimisation pour la J-divergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

D.1.3 Exemples pour un bruit de canal laplacien et gaussien . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

D.2 Quantifieurs optimaux maximisant une f -divergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

Index 157

Bibliographie 166



vi Table des matières



Introduction

L
E TRAITEMENT du signal est la discipline qui développe et étudie les techniques de traitement,

d’analyse, et d’interprétation des signaux. Parce qu’elles s’appliquent à toutes les étapes d’une châıne

d’acquisition, d’analyse, de transfert et de restitution des données, les techniques du traitement du signal

trouvent des applications dans de nombreux domaines technologiques : télécommunications, télédétections,

sismiques, acoustiques sous-marine, imageries, vidéos, etc. Évidemment, le traitement d’un signal effectué

dépend du but poursuivi. En particulier, les notions de signal et de bruit sont subjectives, puisque celles-ci

dépendent de ce qui intéresse l’utilisateur. Ainsi, les techniques classiques (souvent linéaires) de traitement

du signal visent à éliminer la composante “bruitée” contenue au même titre que la composante utile dans

le signal à traiter. La linéarité est souvent une donnée incontournable de ce genre de traitement, où soit le

système, soit la technique sont linéaires.

D’autres méthodes, plus récentes, ont une approche différente en exploitant les mécanismes étranges

et souvent contre intuitifs des non-linéarités. En effet, dans certains systèmes dynamiques non-linéaires,

la composante bruit et la composante signal peuvent coopérer afin de produire une amélioration de

transmission ou du traitement du signal utile. Un des premiers phénomènes de ce type, reconnu depuis

près de 30 ans par la communauté physicienne, est la résonance stochastique. Via la non linéarité du

système, bruit et signal cohérent interagissent. Dans le cas de la résonance stochastique, cette interaction

engendre une synchronisation entre le temps caractéristique du signal et le temps caractéristique du

système excité par le bruit seul. Le terme de résonance apparâıt en raison de cette synchronisation. Quant

au terme stochastique, celui-ci est connoté par le temps caractéristique du système qui est fonction du

niveau du bruit d’entrée. Dans ce cas précis, l’interaction entre le signal et le bruit est coopérative, de

sorte que le bruit amplifie l’effet du signal. Cette interaction se caractérise par la possibilité d’accrôıtre le

rapport signal sur bruit en sortie du système. Le bruit ne peut donc plus être vu comme une nuisance,

mais peut véritablement être bénéfique au signal. On parle alors de traitement du signal favorisé par le bruit.

Issue de la physique, la discipline du traitement du signal se révèle bien utile pour l’étude et la

compréhension des signaux et procédés naturels. Cette discipline apporte un grand nombre d’outils

formels et conceptuels caractérisant les relations entrées/sorties de ces systèmes. A ce titre, les neurones

biologiques constituent des systèmes d’études naturellement non-linéaires, capables de remarquables

performances de traitement de l’information. En particulier le système visuel, composé de centaines de

millions de neurones est un bel exemple de traitement du signal réalisé par la nature. Ce traitement

comporte aussi bien des aspects spatiaux que temporels, continus qu’échantillonnés. De plus, tout neurone

constituant le système visuel est intrinsèquement bruité. Différentes études [43, 94, 112] tendent à

montrer que les traitements réalisés au sein des réseaux de neurones biologiques exploitent le bruit et les

non-linéarités pour favoriser (voir améliorer) les processus de traitements de l’information. Cette thèse

s’articule autour de cette thématique ; elle tente de mettre à jour des liens entre des opérations de traitement

du signal susceptibles d’apparâıtre au sein du système visuel et les facteurs aléatoires qui y sont sous-jacents.

Nous consacrons le premier chapitre de ce manuscrit à la présentation de l’œil humain. Cet organe, en

partie constitué de neurones, réalise un traitement sophistiqué de l’information. A partir d’observations
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2 Introduction

fondées sur des travaux antérieurs, nous exposons différentes opérations de traitement réalisées par le

système visuel. Tout au long de ce chapitre nous insistons sur les caractéristiques des grandeurs aléatoires

et des neurones que nous considérons par la suite.

Parmi les traitements auxquels nous nous sommes intéressés dans cette thèse, on trouve la question de

l’échantillonnage. La plupart des systèmes numériques travaillent à échantillonnage régulier. Les travaux

de Shannon donnent la condition garantissant un échantillonnage sans perte lorsque les échantillons sont

prélevés à intervalles réguliers. Néanmoins, les yeux de l’homme, et certainement les yeux de toutes espèces

animales n’entrent pas dans cette catégorie de système. En particulier chez l’homme, les photorécepteurs

sont déposés de manière très irrégulière sur la rétine. La concentration des photorécepteurs est très

dense dans la fovéa, et très éparse en périphérie. De plus, l’œil de l’homme est continuellement soumis

à des vibrations aléatoires hautes et moyennes fréquences. Quelques études [72, 73, 90] montrent qu’un

système d’acquisition optique à échantillonnage régulier combiné à un système mécanique assurant ses

vibrations, améliore la résolution du capteur et facilite les traitements d’images réalisés en aval de celui-ci.

Peut-on quantifier à l’aide d’outils du traitement du signal les avantages et les inconvénients de la

technique d’acquisition retenue par la nature au niveau de l’œil humain, ce système d’échantillonnage

irrégulier et soumis à des fluctuations aléatoires ? Nous abordons cette question dans le chapitre 2, à

l’aide de modèles simples de rétine, pour des fluctuations de diverses natures et autour d’une mesure

particulière : l’inter-corrélation.

Dans le chapitre 3, on s’intéresse à un problème classique du traitement du signal : le test d’hy-

pothèse binaire en milieu bruité. Ce problème possède de nombreux enjeux technologiques (radar, sonar,

télécommunication, etc ...) et a donc fait l’objet d’une multitude de travaux par la communauté du trai-

tement du signal. Ce thème est également récurent dans les systèmes naturels tel que le processus visuel.

Ainsi nous abordons la question de la détection binaire dans les premières couches de neurones du système

visuel. En particulier, nous voulons caractériser quelle est l’influence du bruit interne sur les performances

de détection des réseaux de neurones biologiques. Le modèle de neurone artificiel utilisé pour réaliser cette

étude est le neurone à seuil. Ce choix est justifié par le fait que les réseaux à seuils possèdent des com-

portements étranges en présence de bruit : ils sont capables d’améliorer leurs performances lorsque du

bruit est ajouté sur leurs seuils [154]. De plus, organisé en réseau, un ensemble de neurones à seuils peut

constituer un simple quantifieur. Les quantifieurs sont également des systèmes non-linaires où le bruit peut

être un élément bénéfique, se manifestant par exemple par l’effet de dithering [20, 21, 53, 130, 161]. Enfin,

pour prendre en compte le bruit interne observé dans les réseaux de neurones biologiques, nous proposons

de réaliser l’étude du chapitre 3 autour de quantifieurs stochastiques, des quantifieurs dont les seuils sont

soumis à des fluctuations aléatoires.
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Toute la conduite de notre vie dépend de nos sens, entre

lesquels celui de la vue étant le plus universel et le plus

noble. Il n’y a point de doute que les inventions qui servent à

augmenter sa puissance ne soient des plus utiles qui puissent

être.

R. Descartes, La dioptrique, 1633

D
E NOMBREUX types de systèmes visuels existent dans la nature. Les yeux les plus simples sont

assimilables à de simples capteurs optiques, c’est par exemple le cas des fleurs qui s’orientent na-

turellement en direction du soleil. Néanmoins, certaines espèces vivantes possèdent des yeux “formateurs

d’images” qui sont évidemment bien plus compliqués. Un tel système visuel est réalisé à partir de capteurs

de lumière couplés à un cerveau performant capable de construire, à partir des autres capacités cognitives

de l’être vivant, des représentations élaborées de son environnement. En comparaison avec d’autres espèces

animales [54], le capteur visuel de l’humain n’est pas le plus simple ni le plus compliqué des vertébrés. Par

contre, cet œil est couplé avec le cerveau le plus performant des espèces vivantes, et la moitié de ce cerveau

est associé au traitement visuel. De plus, l’œil humain n’est pas qu’un simple capteur de lumière, celui-ci

est constitué de neurones qui réalisent déjà à ce stade un traitement sophistiqué de l’information. Comment

est réalisé ce traitement, et en quoi consiste-t-il ? Nous profitons de ce chapitre introductif pour apporter

des éléments de réponses à cette question fondés sur des travaux antérieurs, ainsi que pour poser les jalons

des deux thèmes que nous abordons dans les chapitres deux et trois, le cœur de ce travail de thèse.

Le premier chapitre se décompose en quatre parties. Dans un premier temps, nous effectuons une

description biologique du système visuel. La littérature traitant de ce sujet est aussi vaste que le sujet

est complexe. C’est pourquoi, nous détaillons en particulier la présentation de la rétine, la répartition

particulière des photorécepteurs, et les éléments formant les deux principales voies formatrices d’images,

c’est-à-dire sur quelques ingrédients justifiant les travaux des deux prochains chapitres. Dans une deuxième

partie, nous dressons deux grandes catégories de ce qui peut être considérés comme des nuisances dans

le traitement de l’information visuelle - les aléas dûs au bruit. En effet, nous prenons le soin de décrire

les différentes catégories de mouvements non-intentionnels et aléatoires des yeux, ainsi que de décrire

comment se manifeste la variabilité neuronale assimilée à du bruit au sein des neurones biologiques. Nous

verrons dans une troisième partie que le système visuel présente la particularité d’être un système non-

linéaire et adaptif. Nous insistons beaucoup sur la non-linéarité “effet de seuil” présent au sein des neurones

biologiques, puisque celle-ci constitue un point de départ du chapitre trois. Enfin, nous abordons dans une

quatrième section la description de systèmes non-linéaires où le bruit (interne ou externe) peut coopérer

de manière bénéfique avec les signaux cohérents pour en améliorer leurs traitements afin de présenter les

problématiques traitées dans la suite du manuscrit.

1.1 Description biologique du système visuel

La vision de l’homme est si naturelle que ce dernier à tendance à oublier qu’elle est le résultat de

processus cérébraux complexes. En effet, pour “voir”, de multiples étapes de traitements sont réalisées en

parallèle au niveau du cortex visuel. En amont, comme pour les autres systèmes sensoriels de l’homme, le

système visuel englobe un organe périphérique, l’œil, chargé de former une image et de la faire se propager

le long des voies de conductions jusqu’au cortex visuel. Cet œil n’est pas un simple capteur de lumière,

c’est en fait un véritable centre nerveux. Nous verrons qu’en mettant en forme la stimulation lumineuse,

celui-ci réalise déjà un pré-traitement qui facilite le fonctionnement des centres nerveux situés en aval. Afin

de comprendre en quoi consiste ce pré-traitement de l’information, nous commençons tout d’abord par

décrire la composition de l’œil.
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1.1.1 L’optique de l’œil

L’homme peut percevoir avec une sensibilité équivalente en plein soleil (vision photopique) ou sous

la lumière de la pleine lune (vision mésopique1), soit avec une intensité lumineuse 10000 fois moindre.

La lumière visible, pour l’homme, correspond aux rayonnements électromagnétiques dont les longueurs

d’ondes sont situées entre 390 nm (les ultraviolets) et 700 nm (les infrarouges). C’est en partie grâce aux

yeux, les organes anatomiques sensibles à ces longueurs d’ondes que l’homme peut obtenir des informations

lumineuses sur son environnement. Comme le montre la figure 1.1, l’œil est composé de trois couches. On

Fig. 1.1 – Schéma anatomique de l’œil humain.

trouve d’abord la couche externe, composée de la sclérotique et de la cornée, puis la couche intermédiaire,

formée par l’iris, le cristallin, le corps ciliaire et la choröıde, et enfin la couche interne, qui est essentiellement

constituée par la rétine. La suite de l’exposé présente rapidement les différentes parties de l’œil évoquée

ci-dessus. La description suit le même chemin que celui emprunté par la lumière en pénétrant l’œil. Nous

nous attachons en particulier à développer plus en détail la constitution et le fonctionnement de la rétine.

Mais tout d’abord nous présentons rapidement les différents muscles de l’œil permettant de diriger le regard

dans différentes directions.

1.1.1.1 Les muscles oculomoteurs

Chaque globe oculaire est équipé de trois paires de muscles externes qui le maintiennent en position dans

son orbite, et orientent le regard dans n’importe quelle direction. Ces six muscles garantissent également

la convergence des yeux pour des courtes, moyennes, et longues distances. On distingue sur la figure 1.2

les trois paires de muscles : 4 muscles droits qui sont attachés sur les cotés du globe oculaire, et 2 muscles

obliques qui sont respectivement fixés sur le dessous et le dessus de l’œil.

Contrairement au principe de fonctionnement des muscles antagonistes, contraction et relâchement de

deux muscles opposés, les muscles moteurs de l’œil sont en perpétuelles tensions. En permanence, les yeux

sont en mouvement et se meuvent de différentes façons qui seront décrites dans la partie 1.2.2. Nous verrons

dans cette partie que les déplacements des yeux sont à la fois organisés et aléatoires. Nous nous intéressons

à caractériser quelle est l’influence de cette composante aléatoire sur les performances du système visuel

dans le chapitre 2.

1La vision scotopique correspond à niveau d’éclairement d’une nuit sans lune.
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muscle droit supérieur muscle oblique supérieur

muscle oblique inférieur

muscle droit
inférieur

muscle droit
latéral

Fig. 1.2 – Les muscles moteurs de l’œil humain. Illustration modifiée de [143].

1.1.1.2 La cornée, l’iris, et le cristallin

La quantité de lumière, traversant la cornée puis l’humeur aqueuse, est limitée par l’iris, muscle an-

nulaire opaque formant la pupille. Par analogie avec un appareil photographique, la pupille représenterait

alors l’obturateur. Quand la lumière est vive, l’iris se contracte, ce qui diminue l’intensité lumineuse qui

vient frapper le centre de la rétine, et inversement. La surface de l’iris varie dans un rapport de un à seize.

La contraction et la dilatation de l’iris est un réflexe physiologique pour adapter la vision à la luminosité

ambiante. De plus, l’iris se contracte également lorsque les yeux convergent en direction d’un objet proche.

Ces différents asservissements de la pupille par l’intermédiaire de l’iris sont réalisés par le pretectum [18],

et garantissent un niveau d’éclairement constant sur la fovéa, le prolongement de l’axe optique de l’œil.

Le cristallin permet la mise au point2 d’images nettes sur la rétine d’objets situés à distance variant

de 25 cm à 400 m environ. Chez l’homme, l’accommodation de l’œil à la distance s’opère non pas par des

déplacements du cristallin, mais par des modifications de sa forme. Non déformé, le cristallin permet la

vision de loin. Un ligament, la zonule de Zinn, le relie au muscle ciliaire qui, en se contractant pour la vision

de près, le déforme et modifie ainsi son pouvoir de convergence. Le pilotage du muscle ciliaire est lui aussi

assuré par le pretectum [18].

La première partie de l’œil consiste donc à créer une image nette sur la rétine des différents objets du

monde qui nous entoure.

1.1.2 La rétine et les voies de conduction

La rétine est une pellicule mince et elliptique, de 300µm d’épaisseur et de 50mm de rayon, formée de

plusieurs centaines de millions de neurones connectés entre eux. Elle est située au fond de chaque œil sur

les pigments épithélium, et couvre les trois quarts du globe oculaire. La rétine est une excroissance du

cerveau qui est reliée à ce dernier par le nerf optique. C’est une structure neuronale très particulière du

système nerveux central3 (SNC) dans le sens où, sa surface, observable par rétinoscopie, est la seule partie

du cerveau qui soit visible par une méthode non-invasive.

La vision prend naissance sur la rétine puisque celle-ci transforme l’image lumineuse focalisée par la

pupille et le cristallin en séquences de potentiels d’action qui se propagent le long du nerf optique jusqu’au

cortex visuel. La majeure partie du traitement réalisé par la rétine est analogique. En effet, les cellules

qui réalisent ce traitement sont à potentiels gradué, c’est-à-dire que ce sont des cellules dans lesquelles

l’information lumineuse est portée par l’amplitude des réponses neuronales. Ce traitement, est assuré par

2Néanmoins, la région de l’œil où la déviation des rayons lumineux est la plus importante est la face antérieure de la cornée.
3Le système nerveux central (ou névraxe) est la partie du système nerveux entourée par les méninges et isolée biochimi-

quement du reste de l’organisme par la barrière hémato-encéphalique.
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5 couches successives de neurones, depuis la couche des neurones sensibles à la lumière, les photorécepteurs

jusqu’à la couche des cellules ganglionnaires, dont le rassemblement des axones forment le nerf optique (voir

figure 1.3). Il est à noter que la lumière provenant du cristallin pénètre la rétine par la dernière couche

(5), et traverse 4 couches intermédiaires, occasionnant de légères déviations et “déformations” des rayons

lumineux, avant d’activer les photorécepteurs de la première couche.

Cet arrangement un peu paradoxal trouve aux moins deux explications physiologiques plausibles. La

première est que le pigment photosensible contenu dans les photorécepteurs doit être en contact avec la

couche épithélium (voir figure 1.3) parce que celle-ci lui fournit un apport continuel en rétinène, un dérivé

de la vitamine A sensible à la lumière. La seconde explication est que la pigmentation foncée de la couche

épithélium empêche les photons non absorbés d’être réfléchis à nouveau vers les photorécepteurs, ce qui

créerait ainsi une lumière parasite brouillant l’image.

lumière

photorécepteur (cône)

cellule horizontale

cellule bipolaire

cellule ganglionnaire

cellule amacrine

photorécepteur (bâtonnet)

(1) couche des cellules photoréceptrices

(3) couche des cellules bipolaires

(4) couche des cellules amacrines

(5) couche des cellules ganglionnaires

(2) couche des cellules horizontales

vers le cortex visuel

couche épithélium

nerf optique

Fig. 1.3 – Organisation axiale des 5 couches de neurones de la rétine. La lumière est représentée par

les flèches en bas de la figure. Celle-ci traverse 4 couches de neurones avant d’exciter la couche des pho-

torécepteurs. Illustration modifiée à partir de [83].

Au sein des 5 couches de la rétine existent des interactions entre cellules de différentes couches mais

également entre les cellules d’une même couche. Ces interactions sont assurées par des liaisons synaptiques

qui peuvent être de natures chimiques ou électriques :

– les synapses chimiques assurent une liaison entre les cellules de deux couches différentes.

– les synapses électriques ou gap junction en anglais, établissent une communication entre cellules

d’une même couche4. Les voisinages d’interaction des cellules de chaque couche varient beaucoup sur

la surface de la rétine.

1.1.2.1 La couche des photorécepteurs

On compte environ 120 millions de photorécepteurs sur la rétine, répartis en 2 familles distinctes,

les cônes et les bâtonnets . La distinction porte sur la structure et la fonction de ces deux types de

photorécepteurs :

4D’après [83], il existe également des liaisons électriques entre certaines cellules amacrines et bipolaires (deux couches

différentes).
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1. Les bâtonnets, de forme allongée, doivent leur nom à cette caractéristique. Ils représentent 95 %

de la population de neurones présentes dans la première couches de la rétine. Tous les bâtonnets

se logent à la périphérie de la rétine et sont ainsi absents de la fovéa. Ils ont une très grande

sensibilité à la lumière, d’où leur capacité à percevoir de très faibles lueurs la nuit. En contrepartie,

les bâtonnets sont saturés lors d’un éclairement photopique. D’autrepart, ils ne permettent pas une

perception précise des détails. Etant donné que les bâtonnets sont disposés sur le pourtour de la

rétine, la vision nocturne est une vision périphérique.

2. Les cônes sont les photorécepteurs présents sur un disque de 6 mm de diamètre au centre de la rétine,

et plus particulièrement sur la fovéa de 1.5 mm de diamètre. On en compte en moyenne entre 5 à

7 millions. On peut distinguer trois types de cônes différents selon la gamme de longueur d’onde à

laquelle ils sont le plus sensible :

– les cônes S (5 à 10 %) pour la bande des bleus,

– les cônes M (30 à 35 %) pour la bande des verts,

– les cônes L (60 %) pour la bande des rouges.

Leur sensibilité à la lumière est assez faible, mais la concentration des cônes sur la région fovéal

garantie une appréciation des détails et des couleurs très importante dans cette zone.

La figure 1.4 donne la courbe d’absorption des 4 types de photorécepteurs en fonction de la longueur

d’onde. Les courbes ont toutes la même forme, c’est la position sur l’axe des longueurs d’ondes qui varie

Fig. 1.4 – Sensibilité moyenne des trois types de cônes et des bâtonnets aux différentes longueurs d’ondes.

Illustration tirée de [83].

d’un type de photorécepteurs à un autre. On remarque que les courbes se chevauchent les unes sur les

autres. Ainsi, différents types de cônes réagissent à une même longueur d’onde . De plus, on observe que

ces courbes ne sont pas réparties uniformément sur le domaine spectral visible. Les courbes d’absorption

relatives des cônes rouges et verts sont assez proches alors que la courbe des cônes bleus est plus éloignée

des deux autres. Si la répartition des courbes de sensibilité des trois cônes était uniforme (courbe des cônes

rouges centrée autour de 630 nm) alors l’homme serait sensible au domaine des infra-rouges.

La courbe de sensibilité des bâtonnets est pratiquement centrée au milieu du spectre visible, entre la

courbe de sensibilité des cônes bleus et verts. Les bâtonnets sont très peu sensibles aux longueurs d’ondes

proche du domaine du rouge. Comme les bâtonnets sont les seuls photorécepteurs actifs en vision nocturne,

on comprend à la vue du spectre de sensibilité pourquoi l’homme ne perçoit pas les couleurs la nuit.
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Fig. 1.5 – Densité des photorécepteurs (cônes et bâtonnets) de la rétine en fonction de l’excentricité.

Illustration modifiée de [83].

La figure 1.5 donne la répartition de la densité des photorécepteurs (cônes et bâtonnets) en fonction

de l’excentricité qui s’exprime en degré5. Le maximum de densité des cônes est atteint dans la fovéa, alors

que celui des bâtonnets est situé à environ 20◦. La zone située entre 10◦ et 20◦ d’excentricité du coté nasal

ne comporte pas du tout de photorécepteurs, c’est la tâche aveugle, point de départ du nerf optique.

Sur la figure 1.6, on peut distinguer quelques courbes iso-densité des cônes d’une rétine humaine. Cette

figure illustre le fait que la majeure partie des cônes est condensée dans la fovéa. Ainsi, on remarque que

les propriétés de la rétine varient fortement avec l’excentricité, puisque plus on s’éloigne de la fovéa et plus,

le nombre de photorécepteurs baisse, provoquant ainsi une baisse de l’acuité visuelle. De plus on a vu que

le type des photorécepteurs varie avec l’excentricité. Néanmoins, l’homme n’est pas de manière consciente

sensible à ces caractéristiques.

courbes iso−densité
cônes (x 1000)

fovéa

rétine
complète

nerf optique

fovéa

Fig. 1.6 – Carte iso-densité des cônes de la rétine. Illustration modifiée de [83].

Sur la fovéa, les cônes sont disposés de manière plus ou moins régulière [71, 133] selon une maille

hexagonale centrée. Plus l’excentricité augmente et plus la dispersion des photorécepteurs est importante.

La distribution de chaque type de cônes est de plus complètement irrégulière sur une rétine quelconque.

5L’excentricité se mesure par un angle correspondant à la taille d’un objet vu à une distance donnée. 1◦ degré d’excentricité

ou 1◦ d’angle visuel est équivalent à la taille du pouce à bout de bras, soit environ 1 cm vu à 57 cm. Rapporté sur la rétine,

1◦ d’angle visuel est égal à 0.3 mm environ.
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Le nombre de cônes et leurs proportions varient considérablement d’un individu à un autre. Par exemple,

dans [138], les auteurs montrent que le rapport du nombre de cônes L au nombre de cônes M dans la fovéa

est compris entre 0.3 et 3. Toutes ces caractéristiques aléatoires liées à la distribution des photorécepteurs

rétiniens constituent le second point de départ de la problématique traitée dans le chapitre 2. Dans ce

chapitre nous analysons quel est l’effet des saccades aléatoires de l’œil sur les informations provenant de la

première couche de neurones d’une rétine artificielle simple dont les photorécepteurs sont dans un premier

temps répartis uniformément sur une grille puis dans un second temps aléatoirement. Ce que nous entendons

par grille que nous notons G, est simplement le résultat d’un dépliage de rétine sur un plan muni d’un repère

(O, x, y) dont l’origine O est centrée au point central de la fovéa. Ainsi chaque photorécepteur peut être

localisé géographiquement sur cette grille puisqu’il possède deux coordonnées spatiales x = [x, y]T qui

correspondent à la position de son centre sur le repère (O, x, y).

1.1.2.2 La couche plexiforme externe - Triade synaptique

L’information lumineuse captée par les photorécepteurs, est diffusée par ces derniers jusqu’aux synapses

des cellules horizontales et bipolaires, formant la couche plexiforme externe. Cette information électrique

est de nature analogique ou graduée.

Les connexions synaptiques entre les cellules nerveuses de la couche plexiforme externe et les pho-

torécepteurs sont définies par l’intermédiaire des champs récepteurs. A chaque cellule bipolaire ou horizon-

tale correspond un ou plusieurs cônes ou bâtonnets occupant une certaine surface de la rétine : c’est cette

surface qui définit le champ récepteur de la cellule en question6. Évidemment, les champs récepteurs sont

très variables sur la surface de la rétine. Ils sont très petits au centre, où ils peuvent ne correspondre qu’à

un seul cône ; et ils sont de plus en plus vastes vers la périphérie, où aux extrémités, ils peuvent regrouper

plusieurs centaines de bâtonnets.

Dans la couche plexiforme externe, les cellules horizontales assurent une liaison transverse entre les

cellules photoréceptrices, alors que les cellules bipolaires sont chargées de transmettre les informations vers

la dernière couche de la rétine. Les cellules horizontales interagissent également sur les cellules bipolaires.

L’ensemble de connexion entre ces trois types de cellules forment la triade synaptique.

Comme le décrit la figure 1.7, dans la région fovéale, la fonction de cette triade synaptique permet

par exemple de rehausser les contours de l’image frappant les cônes. En effet, sur cet exemple, un créneau

lumineux (L) est capté par une rangée de photorécepteurs (cônes). Les connexions synaptiques entre ces

photorécepteurs réalisent un lissage du signal lumineux (L). Le signal obtenu est noté (C). Le même type

de traitement est assuré par la couche des cellules horizontales formant le signal (H). La différence entre

les signaux (C) et (H) correspond au signal des cellules bipolaires. Ce signal est caractérisé par une forte

amplitude en face des zones où le créneau de lumière (L) varie beaucoup (fronts montant et descandant).

C’est donc un rehaussement des contours.

Au niveau de la fovéa, chaque cône est connecté à deux cellules bipolaires (dites “naines”), chacune de

type différent. On distingue ainsi les cellules bipolaires ON et OFF assurant la transmission des variations

positives et négatives (relatives à une excitation/inhibition du champs récepteur) du traitement réalisé par

la triade synaptique.

En périphérie, les connexions synaptiques sont légèrement différentes. Les cellules bipolaires (dites “dif-

fuses”) sont reliées à soit plusieurs cônes, soit plusieurs bâtonnets. La transmission des variations positives

et négatives des contours est cette fois assurée par un jeu d’excitation/inhibition des cellules amacrines par

les informations provenant des cellules bipolaires [51].

6Cette définition est conservée pour toute cellule nerveuse composant les autres couches de la rétine.
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Fig. 1.7 – Illustration fonctionnelle de la triade synaptique dans la zone fovéale de la rétine. Les connexions

synaptiques entre les neurones de la couche des cellules réceptrices et horizontales réalisent un lissage

(spatial) du signal lumineux L. Les cellules bipolaires codent la différence entre le signal des cônes C et

celui des cellules horizontales H. Cette différence permet d’augmenter les contrastes des contours du signal

lumineux. Les cellules bipolaires décompose le signal en deux. La partie positive pour les bipolaires de type

ON et la partie négative pour les cellules OFF. Illustration tirée de [2].

1.1.2.3 La couche plexiforme interne et les voies de conduction

La couche plexiforme interne est composée des cellules ganglionnaires, dont les axones forment les fibres

du nerf optique, et des cellules amacrines, très diversifiés et encore mal connues. Cette couche assure la

liaison, par le biais du nerf optique, entre les cellules bipolaires et le reste du système nerveux central

(SNC), et plus particulièrement jusqu’au relais des corps géniculés latéraux (CGL). C’est dans cette couche

que les informations analogiques des couches précédentes sont codées sous forme d’impulsions neuronales

ou potentiels d’action.

La rétine humaine contient entre 9 et 11 types de cellules ganglionnaires [102]. Selon les cellules cibles

du CGL qui sont visées, on en distingue deux types principaux :

– Les cellules ganglionnaires naines : En sortie, elles sont connectées aux petites cellules du CGL et

forment ainsi la voie parvocellulaire ; tandis qu’en entrée elles sont reliées aux cellules bipolaires

naines. Par conséquent, leur champ récepteur est étroit, elles sont beaucoup plus nombreuses au

centre de la rétine, et elles sont très sensibles à la couleur. La sensibilité spatiale de ces cellules est

élevée, alors que leur sensibilité temporelle est faible. Les réponses de ces cellules sont persistantes

ou maintenues, et sont de type X, c’est-à-dire avec des canaux ON, augmentation du nombre de
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potentiels d’action traduisant une excitation du champ récepteur, ou OFF, diminution du nombre

de potentiels d’action correspondant à une inhibition (voir tableau 1.1).

– Les cellules ganglionnaires parasols : Leurs axones sont reliés aux grandes cellules composant le CGL

assurant la voie magnocellulaire. Leurs dendrites collectent les informations de plusieurs cellules

bipolaires diffuses. Elles sont donc placées autour du centre de la rétine et en périphérie. Leurs

réponses peuvent être de type X ou Y, c’est-à-dire réagissant à l’établissement comme à l’arrêt

d’une stimulation du champ récepteur. La sensibilité spatiale de ces cellules est faible, alors que leur

sensibilité temporelle est élevée. Temporellement, leurs réponses sont éphémères (voir tableau 1.1).

Caractéristiques Cellules naines Cellules parasols

Proportions 75 à 90 % 10 à 25 %

Localisation Surtout au centre Péricentre/Périphérie

Réponses ON ou OFF ON, OFF, et souvent ON/OFF

Sensibilité Chromatique (> 60%) Luminance (contrastes)

Latence Courte (20 ms) Longue (50 ms)

Vitesse Lente (20 m/s) Rapide (40 m/s)

Champ récepteur Étroit (1 cône à la fovéa) Large (100 cellules ou plus en périphérie)

Résolution spatiale Elevée Faible

Résolution temporelle Faible Elevée

Détection de mouvement Faible Bonne

Connexions Voie parvocellulaire Voie magnocellulaire

Tab. 1.1 – Caractéristiques des deux types de cellules ganglionnaires. Tableau tiré de [51].

Les propriétés des autres types de cellules ganglionnaires (nettement moins nombreuses) sont encore

bien mal connues. Ces cellules forment une troisième voie, la voie koniocellulaire qui semblerait transporter

de l’information sur la luminance absolue.

La fonctionnalité de la couche plexiforme interne au sein d’une rétine est de sélectionner, d’extraire et de

compresser les informations pertinentes de la scène visuelle provenant de la couche plexiforme externe. En

effet, dans une rétine humaine on compte environ 120 millions de photorécepteurs et 1 million de fibres dans

le nerf optique. Les fibres du nerf optique sont donc de 100 fois moins nombreuses que les photorécepteurs.

Outre la mise en forme des signaux sous forme de potentiels d’actions, il est évident qu’une sélection

pertinente d’éléments représentatifs de l’image soit réalisée dans la couche plexiforme interne.

Dans la partie 1.3.2, nous présentons un modèle de couche plexiforme interne simulant le fonction-

nement de la voie parvocellulaire des photorécepteurs jusqu’aux potentiels d’actions émis par les cellules

ganglionnaires.

1.1.3 Le cerveau visuel

Le cortex visuel est une zone située à l’arrière du cerveau, le lobe occipital. Il est constitué de 6

couches numérotées de I à VI selon le degré de profondeur. Les informations des voies parvocellulaires

et magnocellulaires provenant des deux hémirétines gauches (ou droites) se rassemblent sans pour autant

fusionner et se dirigent vers le CGL gauche (respectivement droit). Ces informations sont par la suite

acheminées sur l’aire primaire V1. A ce stade, on constate que la surface fovéale de la rétine est reliée à

plus de la moitié de la zone V1, alors que le champ visuel périphérique, plus grand, n’est relié qu’à l’autre
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moitié. Ceci explique en partie7 les caractéristiques liées à la dégradation de l’acuité visuelle dès que l’on

s’écarte des conditions de vision centrale.

Les aires du cortex visuel autre que V1 sont les aires dites associatives. Leurs fonctionnalités ne sont pas

à ce jour totalement percées par les experts. Nous arrêtons donc ici, la description biologique du système

visuel de l’homme.

Schématiquement, la vision de l’homme repose sur une organisation particulière d’un très grand nombre

de cellules, ou de neurones, formant 5 réseaux inter-connectés entre eux. Le traitement assuré par un

neurone seul parait complexe, désorganisé et bruité. Par opposition, alors que ponctuellement, les signaux

sont bruités, une fois réunis en réseau, les cellules neuronales assurent un traitement de l’information très

performant. Néanmoins, les réponses de ces réseaux ne sont pas toujours reproductibles, et présentent

également un caractère aléatoire. La partie suivante est consacrée à la présentation des deux niveaux de

bruits (intrinsèque et extrinsèque) du système visuel que nous considérons dans les prochains chapitres.

1.2 Le bruit dans les neurones du système visuel

La majeure partie des neurones du système nerveux communiquent par séquences de signaux

stéréotypés, des trains d’impulsion ou de potentiels d’action, de nature complexe et très variable. Ces

séquences représentent à la fois la dynamique intrinsèque du neurone et les caractéristiques temporelles du

stimulus. Il est souvent très difficile d’extraire de ces séquences d’impulsions la part liée au stimulus de la

part provenant du fonctionnement interne du neurone.

De plus, la réponse neuronale face à un même stimulus varie beaucoup d’un essai à un autre [32,

129, 149]. Les sources de cette variabilité sont multiples, et peuvent dépendre par exemple du niveau

d’attention et d’excitation du sujet ou des processus biophysiques de génération des potentiels d’action.

La complexité et la variabilité des réponses neuronales ne permettent pas de décrire et de prévoir de

manière déterministe l’émission d’un potentiel d’action. Cette remarque est particulièrement vérifiée pour

les neurones de la couche ganglionnaire du système visuel (neurones à potentiels d’action). Néanmoins,

même en amont de cette couche, les réponses des cellules à potentiels gradué comportent également des

caractéristiques aléatoires provenant par exemple de l’ouverture et de la fermeture des canaux ioniques

membranaires, et bien sûr de l’activité des neurones voisins.

Toujours en amont de la rétine, une autre source d’aléa est directement appliquée sur la couche des

photorécepteurs. Le système oculo-moteur agit de telle façon que l’œil est en perpétuel mouvement. La

nature et la fonctionnalité de ces mouvements ne sont pas toujours bien déterminées, mais il est reconnu que

la plupart de ces mouvements sont inconscients et désorganisés, et par conséquent peuvent être considérés

comme aléatoires.

Dans cette section, nous présentons la nature des deux types de bruits justifiant les modèles utilisés

dans les chapitres 2 et 3. Nous distinguons les bruits qui entrent dans le système visuel par la rétine lorsque

l’œil est soumis à des déplacements involontaires, du bruit qui est généré à l’intérieur du système visuel

lors du traitement neuronal.

1.2.1 Mouvements oculaires ou perturbations extrinsèques

Les six muscles oculomoteurs de chaque œil (voir 1.1.1.1) assurent les déplacements incessants du

regard. Le regard n’est jamais fixe et se dirige différemment selon la tâche visuelle que l’homme est en

train de réaliser. On distingue deux types de déplacements qui peuvent être conjonctifs, lorsque les yeux

se meuvent ensemble dans la même direction, ou disjonctifs dans le cas contraire. Cette distinction porte

à la fois sur l’amplitude et la fonctionnalité perceptive des mouvements visuels. Ainsi, on différencie les

7Il faut également tenir compte du fait que la majeure partie des cônes est concentrée dans la région fovéale.
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déplacements macroscopiques ou fonctionnels, qui apparaissent lors d’une phase d’exploration (saccades)

ou de suivi de cible (poursuite), des déplacements microscopiques qui ont lieu lors d’une phase de fixation

du regard. En effet, même lorsque le regard porte sur un point fixe d’une scène, les yeux se déplacent

aléatoirement autour du point d’attention. Bien que quelques théories existent, la fonctionnalité perceptive

de ces mouvements microscopiques n’est à ce jour pas encore déterminée. Dans cette partie, nous décrivons

les deux grandes catégories de mouvements oculaires afin de présenter leur caractère aléatoire qui représente

la seconde clef de voute, avec l’échantillonnage irrégulier de la rétine, de la problématique traitée dans le

chapitre 2.

1.2.1.1 Déplacements macroscopiques et fonctionnels - la saccade et la poursuite

Les mouvements fonctionnels sont parfois qualifiés de mouvements macroscopiques du fait de leurs am-

plitudes qui sont nettement plus importantes que les amplitudes des mouvements oculaires microscopiques

présentés en 1.2.1.2. On distingue deux types de mouvements oculaires fonctionnels : la saccade et la pour-

suite. Ces deux types de déplacements des yeux peuvent être tout aussi bien conjonctifs que disjonctifs, et,

le plus souvent être une combinaison des deux.

La saccade oculaire : C’est un mouvement brusque et simultané des deux yeux. Sa durée est en

général comprise entre 50 et 150 ms, et sa vitesse est très élevée8 : 800◦/s. La génération de la saccade

provient de l’activité du colliculus supérieur (zone particulière du système nerveux central). Les saccades

sont assez imprécises, dans [85] on relève que l’erreur de positionnement est d’environ 30-50 % de la taille

du trajet. Etrangement, la précision des saccades augmente avec l’amplitude de celles-ci. La variabilité de

l’erreur de déplacements est plus importante pour les saccades de moins de 30◦. Souvent une saccade est

immédiatement suivie d’une légère correction par glissement ou par une autre saccade afin de corriger la

position du regard lorsque l’objectif n’a pas été atteint.

Les saccades sont utilisées pour l’exploration spatiale, et peuvent être créées volontairement et/ou

inconsciemment à n’importe quel moment et sur n’importe quelle cible par un observateur. La saccade

apparâıt en particulier lors de changements de point de fixation, ou lors d’un recadrage de l’image au

centre de la fovéa. De plus, observer quelque chose revient, au niveau des mouvements oculaires, à fixer le

regard en plusieurs endroits bien précis et dans un ordre particulier. Entre deux saccades l’œil passe par des

points de fixation qui représente des points clefs de l’objet [166]. La figure 1.8 présente les enregistrements

Fig. 1.8 – Enregistrements des saccades oculaires lors d’une observation libre, d’une durée de 2 minutes.

Illustration tirée de : [166].

8La saccade oculaire est le mouvement le plus rapide qu’un être humain puisse réaliser.
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de saccades oculaires d’un individu effectuant une observation libre d’une durée de 2 minutes. Cette figure

illustre bien que certaines zones de l’image comme les yeux, la bouche et les oreilles de l’image de gauche

sont plus observées et constituent donc des points d’intérêts. Yarbus [166] a également mis en évidence

que les points d’intérêts d’une image varient considérablement avec la tâche que doit réaliser l’individu

expérimenté.

La poursuite oculaire : La poursuite oculaire est la deuxième forme des mouvements macroscopiques.

Une poursuite oculaire se produit lorsque les yeux continuent à fixer de manière conjointe un point d’une

image qui se déplace sur les rétines. Ce mouvement oculaire a lieu lorsque la cible est en mouvement,

et/ou, lorsque l’observateur se déplace. La poursuite oculaire est un mouvement lent, et ne peut être initié

volontairement en l’absence de déplacement sur la rétine.

Nous venons de souligner que les yeux se déplacent de différentes façons selon la tâche à accomplir [54,

166]. Il y a deux types de mouvements réflexes de grandes amplitudes. Lorsqu’il s’agit de suivre une cible,

le déplacement est régulier et continu, c’est la poursuite oculaire. Lorsque l’oeil est en phase d’exploration,

le regard se pose en des points précis par petits bonds rapides, c’est l’exploration par saccade. Les saccades

ne sont que très partiellement reproductibles, et c’est la principale raison pour laquelle nous considérons

que ce type de macro-mouvements est de nature aléatoire.

1.2.1.2 Fixation – Dérive, tremblement et micro-saccade

Les yeux ne sont pas uniquement soumis aux mouvements macroscopiques fonctionnels (saccades et

poursuites) décrits précédemment. Même lorsque l’œil est fixé sur un point d’intérêt, on peut mesurer avec

plus ou moins de précision des mouvements involontaires de très faibles amplitudes (microscopiques) du

globe oculaire. Ces mouvements sont au nombre de trois : la dérive, le tremblement, et la micro-saccade,

et sont représentés sur la figure 1.9. Cette figure illustre que durant une période de fixation, les yeux se

Fig. 1.9 – Reproduction des mouvements microscopiques de l’œil. Les tremblements (hautes fréquences) se

superposent sur les courbes de dérives. Les micro-saccades sont représentées par les déplacements rectilignes

dont le sens est indiqué par une flèche. Le fond de l’image représente la maille quasi hexagonale d’un

morceau circulaire de fovéa de 0.05 mm de diamètre. Illustration tirée de : [101].

meuvent successivement par une phase composée d’une dérive et de tremblements simultanés, puis par

une phase ne comportant qu’une seule micro-saccade. Les caractéristiques des micro-mouvements décrits
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ci-après sont tirées de [101] :

– la dérive : La dérive (drift en anglais) est un déplacement oculaire lent et irrégulier décrivant des

arcs de cercle (voir figure 1.9). L’amplitude d’une dérive varie entre 2 et 15 minutes d’angle. En

moyenne le trajet réalisé par une une dérive est équivalent à la longueur d’une douzaine de cônes

alignés. La durée moyenne d’une dérive oculaire est inférieure à 1 seconde, et peut varier entre 0.2

et 6.7 seconde. Quant à la vitesse d’une dérive, celle -ci est assez faible, et vaut en moyenne 6 min/s.

– le tremblement : Le tremblement (tremor en anglais) est un mouvement périodique de haute

fréquence, indépendant d’un œil à l’autre. Ce mouvement se superpose à la dérive (voir figure 1.9).

Son amplitude est très faible, entre 20 et 40 secondes d’angle. Cette dimension équivaut au diamètre

d’un cône dans la fovéa. C’est le plus petit mouvement réalisé par l’œil. Sa fréquence varie entre 70

et 90 Hz.

– la micro-saccade : Une micro-saccade est un mouvement très rapide qui apparâıt entre deux

séquences de dérive-tremblements de l’œil, et qui s’effectue de manière conjonctive. Sur la figure 1.9,

chacune des micro-saccades est représentées par une trajectoire rectiligne munie d’une flèche

indiquant le sens du déplacement. L’amplitude moyenne des micro-saccades est plus importante que

celle des dérives. D’après [101], il apparâıt en moyenne une à deux micro-saccades par seconde dont

les amplitudes sont comprises entre 5 et 120 minutes d’angles. La vitesse d’une micro-saccade est

évidemment très grande, des mesures ont montré que celle-ci varie entre 6 et 120 ◦/s.

L’origine de tous ces micro-mouvements est encore incertaine. Certains scientifiques prétendent que les

dérives et les tremblements pourraient provenir de la variabilité du code neuronal commandant les muscles

oculomoteurs [40]. Cette hypothèse permet d’expliquer pourquoi les dérives et les tremblements s’effectuent

de manière simultanée. Dans [151], Sparks montre que les micro-saccades comme les saccades sont générées

par l’activité neuronale du colliculus supérieur. Quelque soit l’origine des micro-mouvements de l’œil, on

ne peut pas remettre en cause leur caractère aléatoire. En effet, l’amplitude de la dérive ainsi que la durée

et le parcours varie énormément d’une réalisation à une autre. Il en est de même quant à la fréquence des

tremblements qui se superposent aux déplacements oculaires occasionnés par la dérive. Les micro-saccades

présentent également des attributs stochastiques dans leurs directions et amplitudes. De plus, les micro-

mouvements ne semblent pas indépendants entre eux. Par exemple, Yarbus [166] montre qu’il existe une

corrélation entre micro-saccades et dérives. Il montre en particulier que les micro-saccades corrigent les

mouvements de dérives de l’œil en ramenant le point de fixation au centre de la fovéa.

1.2.1.3 Fonctionnalités des mouvements microscopiques et aléatoires de l’œil

Nous avons présenté dans les sections précédentes les deux grandes classes de mouvements oculaires : les

mouvements macroscopiques et microscopiques. En ce qui concerne les mouvements de la première catégorie,

la plupart des scientifiques sont d’accord sur leur utilité. Par exemple, les secousses oculaires sont nécessaires

pour visionner tout le champ visuel avec précision. En effet, la vision fovéale n’est que de 2 minutes d’arc

et le champ total, incluant la vision périphérique, est large de 210 degrés. Pour avoir un aperçu correct

de ce champ, il est donc nécessaire de déplacer les différentes plages des zones d’intérêts sur la fovea. De

même, lorsque la zone d’intérêt est en mouvement, l’œil fonctionne en mode poursuite pour garantir une

projection nette et précise de cette zone sur la fovéa.

Par contre, la justification de l’existence et de l’utilité des micro-mouvements de l’œil lors d’une fixation

est beaucoup plus délicate, et le rôle des micro-saccades durant une phase de fixation du regard a été sujet

à débat pendant plus de trente ans. En effet, entre 1960 et 1970, deux thèses s’opposent quant à l’utilité des
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micro-saccades dans la perception visuelle. Ditchburn soutient que les micro-saccades ont un rôle essentiel

dans la vision normale. Steinman [86, 152], affirme le contraire, et voit les micro-saccades comme un tic

nerveux, puisqu’il a montré que l’homme était capable de contrôler les micro-saccades et de conserver

une perception normale. Plus tard, Ditchburn dans [33] répond que ces propos ne peuvent être remis en

question puisque lorsque les micro-saccades sont contrôlées, la vision sort de son cadre naturel. De nos

jours, on distingue deux grandes tendances qui soutient que les micro-mouvements sont nécessaires à la

vision même si de nombreuses questions ne sont pas encore éclairées.

Maintenance d’une excitation non uniforme sur les photorécepteurs : La théorie communément

acceptée, consiste à concevoir les micro-mouvements de l’œil comme un processus de rafrâıchissement du flux

de photons provenant d’une image fixe sur la rétine. En effet, d’un point de vue fonctionnel (voir 1.3.1.1), le

premier étage de la vision se comporte comme un filtre passe-haut à la fois sur la composante temporelle et

sur les composantes spatiales de la scène. Ainsi, une excitation constante des photorécepteurs engendre un

évanouissement de la vision étant donné qu’aucune information ne traverse la couche plexiforme externe. Ce

phénomène peut être également mis en évidence expérimentalement à l’aide d’un appareil de stabilisation

d’images rétiniennes [54, 136, 166]. Le plus évolué de ces dispositifs expérimentales est constitué d’un

appareil de mesure optique ou magnétique chargé d’envoyer les valeurs des micro-déplacements oculaires à

un système d’asservissement de position. Ce dernier permet de maintenir la même image rétinienne sur une

des deux rétines pendant l’expérience. Cette expérience permet de mettre en évidence que lorsque l’image

observée se déplace à l’identique que les mouvements aléatoires de l’œil, alors la vision s’amenuise jusqu’à

disparâıtre totalement. Les mouvements microscopiques des yeux sont donc indispensables durant une

fixation pour empêcher la cessation de perception causée par une stimulation uniforme des photorécepteurs.

On montre dans [33, 45] que l’amplitude des dérives et des tremblements est suffisante pour maintenir

la vision dans la fovéa, puisque les champs récepteurs des cônes y sont très faibles, et que les micro-saccades

sont nécessaires pour assurer la vision dans la région périphérique, là où les champs récepteurs des bâtonnets

sont importants.

Accentuation des réponses neuronales : A partir des années 1990, les progrès en techniques et

méthodes d’enregistrements d’activité neuronale ont permis de développer un nouvel axe de recherche.

L’objectif de cette vague de travaux est de comprendre les propriétés neurophysiologiques de l’activité

neuronale du système visuel induite par les micro-mouvements. Des expériences ont été menées sur différents

types de neurones composant le système visuel de macaques, sur la rétine [55], dans les corps geniculés

latéraux [100, 128], ou dans la zone primaire V1 [57, 99]. Le déroulement de ces expériences est le suivant : les

sujets, des singes, sont entrâınés pour observer un point lumineux fixe sur fond blanc sans bouger la tête

ni les yeux. L’activité électrique d’un neurone en particulier est enregistrée lorsqu’un stimulus statique

est placé dans le champ récepteur du neurone, et lorsque aucune stimulation n’est ajoutée dans le champ

récepteur. Les résultats montrent que l’activité du neurone augmente lorsque le stimulus est présent, et

que l’activité du neurone reste constante sans stimulus. Les conclusions de ces expériences sont que : les

micro-mouvements induisent une augmentation de l’activité neuronale qui peut se manifester par une

excitation ou une inhibition. De plus, cette augmentation est de nature visuelle plutôt que motrice, puisque

même sans stimulus, les yeux des macaques sont soumis aux fluctuations aléatoires des micro-mouvements.

Néanmoins, d’autres chercheurs [91, 148] ont également observé qu’en l’absence de stimulus les micro-

saccades conduisent à une forte activité dans la zone visuelle primaire V1.

Finalement, on peut résumer cette partie par le fait que les micro-mouvements ne permettent pas

simplement de maintenir l’objet d’intérêt au centre de la fovéa, mais aussi de prévenir de l’adaptation

neuronale du système visuel en “rafrâıchissant” les images rétiniennes. De nombreuses études montrent que

les micro-mouvements, en plus d’être nécessaires à la vision, permettent également d’améliorer le traitement

neuronal en accentuant les réponses.
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Dans le chapitre 2 nous montrons à l’aide de modèles de rétines simples, que des fluctuations aléatoires

couplées à une distribution irrégulière de photorécepteurs permettent de favoriser le traitement de l’in-

formation. Cette étude permet ainsi de développer une nouvelle approche concernant la justification des

micro-mouvements. Les travaux sur la modélisation des macro-mouvements [48, 131] et micro-mouvements

[36, 37, 38] montrent que la distribution des intervalles entre deux micro-saccades est exponentielle. De ce

point de vue, la génération des micro-saccades est plutôt un processus de Poisson. D’autres travaux sont

orientés vers une modélisation des micro-saccades par un mouvement Brownien fractionnaire [37]. Engbert

a par exemple montré que les micro-saccades possèdent deux échelles de temps différentes. Néanmoins, afin

de simplifier les études du chapitre 2, nous modélisons les mouvements aléatoires des yeux par un processus

aléatoire dont la fonction d’auto-corrélation est une exponentielle décroissante.

Le bruit généré par les mouvements aléatoires des yeux n’est pas le seul phénomène aléatoire de la

vision. Il est possible que le bruit “accumulé” au niveau des photorécepteurs se propage le long des voies

de conductions, mais il a été également montré expérimentalement qu’une excitation identique au niveau

d’un neurone ne provoque pas toujours la même réponse. Cette variabilité de la réponse neuronale peut

être expliquée par un bruit ambiant présent au sein des cellules. Ce bruit ambiant, qui provoque des

perturbations intrinsèques au réseau est discuté dans la partie suivante.

1.2.2 Perturbations intrinsèques – Le bruit du code neuronal

A l’aide d’observations réalisées sur des neurones biologiques, nous exposons dans un premier temps le

phénomène de la variabilité du code neuronal, cette variabilité qui est assimilée à du bruit. Nous présentons

dans un deuxième temps comment ce bruit est modélisé dans différents modèles de neurones, et notamment

dans un modèle de neurones simples que nous utilisons dans le chapitre 3 traitant du problème de détection

dans le système visuel par des quantifieurs stochastiques.

1.2.2.1 Variabilité et fiabilité du code neuronal

Les neurones communiquent par le biais de courtes impulsions électriques appelées potentiels d’action.

In vivo, ces impulsions sont déchargées de manière très irrégulière9. La colonne de gauche et celle de droite

de la figure 1.10 présentent deux expériences différentes illustrant la variabilité de la réponse neuronale d’un

neurone du système visuel de la mouche. Le stimulus est pour chaque expérience, une image composée de

10 barres de dimensions variables, qui se déplace devant le champ visuel de la mouche à vitesse constante

pour la colonne de gauche - A, et à vitesse variable mais identique d’un essai à un autre pour la colonne de

droite - A ’. Les panneaux B et B ’ donnent les trains d’impulsion obtenus à chaque essai, 50 au total d’une

durée d’une seconde, en réponse au stimulus A et A’. Entre deux essais successifs, une période de repos de

20 secondes est imposée, assurant ainsi que le neurone retombe dans un état d’excitation identique avant

chaque épreuve. Les panneaux C et C’ sont des estimations du taux d’émission de potentiels d’action par

intervalle de 3 ms pour les deux différentes stimulations.

On remarque d’une part que les 50 séquences du panneaux B sont toutes différentes d’un essai à

un autre, et que d’autre part le taux d’émission est quasiment constant. Dans ce cas, la variabilité de la

réponse neuronale est flagrante puisque le stimulus est toujours le même et que les conditions expérimentales

sont similaires. On montre également par expérience que le taux d’émission de potentiels d’action est très

corrélé avec la vitesse de déplacement du stimulus. Ces observations, relevées pour de nombreuses cellules

neuronales, ont donné naissance à une des deux théories traduisant le fonctionnement du code neuronal. Le

point de vue traditionnel [16, 32, 119, 129] considère que les neurones codent l’information dans la fréquence

9De récents travaux [16] tendent à montrer qu’il existe des activités synchrones (et donc régulières) dans de nombreuses

régions du cerveau. La synchronisation des potentiels d’action de différents neurones est de l’ordre de la milliseconde [11, 109,

116, 127].
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Fig. 1.10 – Variabilité et fiabilité de la réponse neuronale d’une cellule du système visuel de la mouche.

Une image se déplace à vitesse constante (A) et variable (A’) devant le champ visuel de la cellule. Les 50

trains d’impulsion obtenus pour (A) et (A’) sont respectivement tracées en (B) et (B’), où un potentiel

d’action est représenté par un point. Chaque enregistrement dure 1 s, et 20 s s’écoulent avant de ré-itérer

une expérience. Les graphiques (C) et (C’) donnent respectivement une estimation du taux d’émission de

potentiels d’action par intervalle de temps de 3 ms face au stimulus (A) et face au stimulus (A’). Illustration

modifiée à partir de [139].

“moyenne” de décharge des potentiels d’action. En d’autres termes, d’après cette théorie, le temps précis

d’apparition d’une impulsion n’est pas porteur d’information, il n’est que la réalisation d’un bruit.

La variabilité des réponses du panneau B’ est plus faible, on observe de surcrôıt une reproductibilité

dans les enregistrements. On parle alors de fiabilité de la réponse neuronale. De plus, on voit que le

stimulus B’ module le taux d’émission de potentiels d’action rapidement et sur une grande plage de variation.

Ces deux observations sont les fondements de l’autre théorie (plus récente) concernant le code neuronal

[16, 32, 119, 129]. Celle-ci considère que le temps précis des impulsions est porteur d’information, puisque

les trains d’impulsion sont irréguliers mais reproductibles.

De plus, l’irrégularité des réponses neuronales n’est observable que pour des neurones in vivo. En effet, in

vitro un neurone biologique répond de manière très régulière à une stimulation constante (voir figure 1.11).

Une hypothèse pourrait être que le bruit intrinsèque au neurone est faible (identique in vitro et in vivo), et

que c’est l’environnement du neurone, c’est-à-dire les neurones voisins, qui casse cette régularité en le faisant

tirer de manière irrégulière. Nous considérons que cette influence de la part du voisinage est aléatoire, et

que c’est la principale source de bruit intrinsèque au réseau de neurone.

Nous avons souligné que deux points de vue s’opposent sur la question : comment les neurones codent-

ils l’information ? Quelque soit la théorie retenue, ce qui nous importe c’est que dans les deux cas, les
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Fig. 1.11 – Enregistrements inter-cellulaires de neurones de chat de la zone V1. Le panneau de gauche est

la réponse d’un neurone d’une préparation in vitro à un courant constant. Le panneau central et celui de

droite donnent la réponse d’un neurone in vivo répondant à une stimulation constante (centre) ou à une

image qui se déplace à vitesse constante. Illustration tirée de [32].

réponses neuronales ne peuvent être considérées purement déterministes. En effet, les réponses de neurones

à différentes excitations sont toujours entachées de bruit. Nous considérerons dans les prochains chapitres

que ce bruit provient principalement de l’activité du réseau de neurones. La suite de cette partie est

consacrée à la présentation de différentes méthodes permettant de considérer la variabilité neuronale dans

des réseaux de neurones.

1.2.2.2 Modélisation de l’irrégularité des réponses neuronales

Il y a deux approches différentes en modélisation biologique [16], l’approche biophysique et l’approche

computationnelle10. Nous présentons dans cette section deux modèles de neurones formels issus de l’ap-

proche computationnelle sur lesquels peuvent se rattacher les réseaux de neurones à seuils plus simples que

nous utilisons dans le chapitre 3.

Bien qu’idéalisé, le modèle impulsionnel reproduit assez fidèlement les caractéristiques aléatoires du

code neuronal observées dans la section précédente [16]. Par contre, le modèle fréquentiel ne permet pas

d’expliquer le phénomène de déclenchement régulier de potentiels d’actions relevé sur des neurones in vitro.

Enfin, le dernier modèle, le neurone à seuil, est un cas particulier du neurone impulsionnel. Ce modèle n’est

certes pas très représentatif du “calcul” réalisé au sein d’un neurone biologique mais permet néanmoins

de part sa simplicité d’obtenir des résultats dans des problèmes complexes comme celui abordé dans le

chapitre 3 ou en 1.4.1.

Le modèle fréquentiel : Ce modèle trouve son inspiration dans la théorie du code neuronal supportant

l’idée que la fréquence de décharge porte l’information. Ainsi, l’occurrence d’un potentiel d’action à un

moment précis n’est que la réalisation d’un bruit indépendant. Souvent, on considère un train de potentiels

d’action comme la trajectoire d’un processus de Poisson non-homogène. A chaque instant, le neurone a

une certaine probabilité de décharger, qui est indépendante entre deux instants distincts. L’information

pertinente est alors cette probabilité instantanée, encore appelée fréquence instantanée.

Le modèle impulsionnel ou “intègre-et-tire” : L’objet d’un modèle impulsionnel est de décrire et de

reproduire la série d’impulsions générées par un neurone réel. On compte parmi ces modèles [16, 47, 122] : le

modèle de Lapicque, l’intègre-et-tire à conductance, l’intègre-et-tire quadratique etc . . . La figure 1.12

représente le fonctionnement d’un neurone à impulsion. Souvent, ce neurone formel porte le nom de modèle

10de computare : calculer en latin. Voir [16].
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Fig. 1.12 – Modèle de neurone impulsionel. L’entrée I(t) =
∑n

k=1 ik(t) symbolise l’ensemble des courants

synaptiques. Le potentiel membranaire interne au neurone est noté V (t). La génération du potentiel d’action

est assurée par un système non-linéaire à seuil : Vs. La séquence d’impulsions de sortie est notée y(t).

intègre-et-tire, puisque son fonctionnement se décompose en deux actions différentes : le traitement des

entrées synaptiques ou la phase d’intégration (constante de temps lente) et l’émission du potentiel d’action

(constante de temps beaucoup plus rapide). Ce modèle est donc régit de manière séquentielle et obéit au

deux étapes ci dessous :

1. Phase d’intégration : La phase d’intégration traduit l’évolution instantanée du potentiel membra-

naire. Pour le modèle de l’intégrateur à fuite l’évolution du potentiel membranaire V (t) est donnée

par l’équation différentielle scalaire suivante :

C
dV (t)

dt
= −gl(V (t)− V0) + I(t) (1.1)

dans laquelle intervient : la contribution électrique de tous les courants pré-synaptiques

I(t) =
∑n

k=1 ik(t), la capacité membranaire C, le potentiel de repos de la membrane V0, et

la conductance de fuite gl.

2. Émission du potentiel d’action : L’émission du potentiel d’action sur la sortie y(t) est un mécanisme

non-linéaire à seuil qui génère l’impulsion stéréotypée (par exemple une impulsion de Dirac) lorsque

le potentiel V (t) dépasse le seuil Vs, et ré-initialise V (t) à sa valeur de d’initialisation Vr qui peut

être différente de la valeur de repos V0 :

{
y(t) = δ(t− t′) et V (t) = Vr si V (t) ≥ Vs

y(t) = 0 et V (t) suit (1.1) sinon
(1.2)

On rappelle que ce modèle n’est pas issu de la biophysique, c’est plutôt un modèle de calcul. Néanmoins,

celui ci trouve son inspiration dans la modélisation électrique du neurone du modèle de Hodgkin-Huxley.

De plus, on peut améliorer la modélisation en considérant que la conductance de fuite gl soit variable dans

le temps, et en appliquant un temps de relaxation τr avant la génération d’un nouveau potentiel d’action.

De même, il est possible de compléter le modèle en utilisant un modèle de potentiel d’action plus spécifique.

Le modèle à seuil : Le modèle de neurone à seuil est un cas particulier du modèle de neurone à impulsion.

En effet, un neurone à seuil est un neurone à impulsion dont la capacité membranaire est nulle (C = 0).

Dans ce cas, à partir de (1.1), la relation entrée sortie du neurone est donnée par :

V (t) =
1

gl
I(t) + V0 (1.3)

La première couche d’un modèle de neurone à seuil est donc une simple transformation linéaire des contri-

butions électriques des entrées I(t). La deuxième partie du neurone n’est pas modifiée, elle est toujours
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assignée à la génération du potentiel d’action. Comme nous l’avons déjà souligné auparavant, un potentiel

d’action est un message stéréotypé, et souvent on le modélise par une impulsion de Dirac.

Nous verrons dans la partie 1.4 que des réseaux bâtis à partir de neurones de ce type possèdent des

propriétés de traitement de l’information très particulières. C’est pourquoi nous utilisons ce modèle de

neurone dans le chapitre 3. Dans ce chapitre, on s’intéresse aux problèmes de détection visuels traités par

des neurones soumis à du bruit. Ce bruit est une manière de reproduire la variabilité des réponses neuronales

que nous avons décrie auparavant. De plus, le fait que les neurones utilisés soient de simples seuils nous

permet de réaliser des comparaisons avec la théorie des quantifieur-détecteurs.

Nous terminons cette partie en soulignant que les performances du système visuel humain sont im-

pressionnantes, alors que celui-ci fonctionne pourtant en environnement bruité, et par conséquent dans des

conditions qui ne paraissent pas optimales. En effet, nous avons décrit deux grandeurs aléatoires qui agissent

sur la vision. Une de ces grandeurs est extrinsèque, c’est celle qui provient des déplacements aléatoires des

yeux. Par opposition, l’autre grandeur stochastique, est celle qui est générée par le fonctionnement des

neurones, qui est donc intrinsèque. Malgré ces deux perturbations stochastiques, la vision humaine reste

performante dans de nombreuses situations. Citons par exemple, la capacité de l’homme à voir dans des

conditions diurnes ou nocturnes. Cet exemple introduit une des facultés des plus remarquables du système

visuel qui est son adaptabilité. Le chapitre qui suit, présente deux mécanismes d’adaptations du système

visuel. Nous verrons qu’en plus d’être adaptatif, le système visuel comporte également des non-linéarités.

1.3 Modélisation de rétine : nécessité de non-linéarités

L’étude de systèmes complexes, comme la vision, peut se simplifier en travaillant à partir de modèles

reproduisant à divers degré de fiabilité la “réalité”. De ce fait, on trouve plusieurs modèles de la vision

humaine. La plupart de ces modèles sont d’inspirations biologiques. En 1965, Rodieck [132] avance que

la réponse jusqu’au nerf optique peut être modélisée de façon linéaire par rapport aux réponses des pho-

torécepteurs. De nos jours, les spécialistes s’accordent pour préciser que cette affirmation est vraie unique-

ment pour de très faibles variations de l’entrée, et uniquement pour les informations transportées par la

voie parvocellulaire. En effet, il est reconnu que la modélisation du système visuel par des méthodes pure-

ment linéaires ne peuvent traduire et expliquer complètement les observations relevées sur le système visuel

humain (notamment celles relevées au niveau de la voie magnocellulaire). Par conséquent, les modèles de vi-

sion actuels présentent des aspects dynamiques et non-linéaires permettant d’expliquer et de reproduire les

deux principaux phénomènes d’adaptation du système visuel : l’adaptation à la luminance et l’adaptation

au contraste.

Nous exposons deux modèles, issus d’une approche neuro-physiologique, caractérisant les deux couches

plexiformes de la rétine. Chacune des deux couches ayant ses propres particularités, chacun des deux modèles

comportent des non-linéarités différentes. Le premier modèle simule le fonctionnement de la couche plexi-

forme externe à l’aide de filtres spatio-temporels linéaires. Le modèle se rapproche des performances visuelles

humaines réelles en lui ajoutant des non-linéarités traduisant l’état d’adaptation des photorécepteurs.

La même démarche est utilisée pour le développement du second modèle qui simule le fonctionnement

de la voie parvocellulaire depuis la couche des photorécepteurs jusqu’à la génération des potentiels d’action

propagés par les cellules ganglionnaires. Nous verrons que la modélisation est différente mais que la fonc-

tionnalité de la couche plexiforme externe reste identique à celle du modèle précédent. Le lien entre les deux

couches plexiformes est assuré par des synapses chimiques qui sont modélisées par une non-linéarité. De

plus, la génération des potentiels d’action en sortie de la couche plexiforme interne est également réalisée

à l’aide d’une non-linéarité. Enfin, nous verrons également que la voie magnocellulaire est par nature non

linéaire.



24 Chapitre 1. La vision, les neurones, et leurs particularités

1.3.1 Modèle de la couche plexiforme externe

En étudiant les propriétés électriques de la triade synaptique (voir 1.1.2.2), Beaudot [7] propose un

modèle linéaire représentant le fonctionnement de la couche plexiforme externe (photorécepteurs, cellules

horizontales et cellules bipolaires). Comme sur une rétine biologique, ce modèle réalise un filtrage spatio-

temporel de la scène projetée sur les photorécepteurs. Ce filtre permet principalement de blanchir le spectre

de l’image visualisée.

1.3.1.1 Filtre spatio-temporel

Le filtrage réalisée par l’ensemble des photorécepteurs ou par l’ensemble des cellules horizontales est

de nature passe-bas à la fois sur les composantes spatiales et sur la composante temporelle. Le modèle de

fonction de transfert proposé par Beaudot dans [7] est donc identique pour une ligne de photorécepteurs

Fc et pour une ligne de cellules horizontales Fh.

Fc,h(fk, ft) =
1

1 + βc,h + 2αc,h [1− cos(2πfk)] + j2πftτc,h
(1.4)

Dans l’équation (1.4), fk et ft représentent respectivement la fréquence spatiale11 et la fréquence temporelle

du flux lumineux stimulant les photorécepteurs. Les coefficients αc,h, βc,h, τc,h sont des paramètres de

neurones et de synapses des photorécepteurs (indice c) et des cellules horizontales (indice h) (voir [7] pour

plus de détails). La fonction de transfert globale Fb de la couche plexiforme externe, c’est-à-dire entre les

photorécepteurs et la sortie des cellules bipolaires, est obtenue par une combinaison des deux fonctions de

transfert Fc et Fh selon l’expression suivante :

Fb = Fc(1− Fh)

Comme le décrit l’exemple de la la figure 1.13, le filtre Fb est de nature passe-bande, puisque les

basses et hautes fréquences spatiales et temporelle sont atténuées. Néanmoins, les effets sur les fréquences

spatiales sont relativement différents selon le contenu temporel de la scène visualisée. Pour une scène statique

(ft = 0), le gabarit du filtre Fb est plutôt passe-haut pour les fréquences spatiales, alors que pour une scène

dynamique (ft 6= 0) le filtre devient passe-bas. Par conséquent, lors de la présentation brusque d’une image

sur le modèle de rétine, la fonction de transfert Fb est passe-bas, ce qui signifie que l’image est analysée

dans son ensemble (puisque les très hautes fréquences ne contiennent que très peu d’information). Puis au

cours du temps, la fonction de transfert Fb évolue vers un mode passe-haut de manière à faire ressortir les

détails de l’image (voir [65]).

De plus, comme le souligne Beaudot, ce modèle garantit que le pré-traitement rétinien réalisé par

la couche plexiforme externe d’une image dite naturelle corresponde à un blanchiment spectral (voir fi-

gure 1.14). En effet, le gabarit de la fonction de transfert Fb permet de compenser la décroissance du

spectre d’une scène naturelle (voir [63, 137]) de manière à ce que le produit des deux spectres soit re-

lativement plat dans la bande de fréquence spatiale utile (voir figure 1.14). De ce pré-traitement rétinien

résulte donc un blanchiment spectral fort utile pour les opérations ultérieurs au niveau du cortex [65]. Cette

observation est en accord avec les travaux d’Atick [4, 5], qui soutient que la rétine réalise une décorrélation

de l’image projetée sur les photorécepteurs afin de réduire la redondance de l’information qui est envoyée

vers le cortex [6].

Pour que ce modèle possède les mêmes capacités d’adaptation à la luminosité que le système visuel

humain, il est nécessaire de lui ajouter des caractéristiques dynamiques et non-linéaires. Ces propriétés sont

incorporées dans la fonction de transduction des photorécepteurs.

11Pour simplifier la description, on ne considère qu’une seule dimension spatiale.
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Fig. 1.13 – Fonction de transfert Fb du modèle

spatio-temporel de Beaudot de la couple plexiforme

externe. Les fréquences spatiales et temporelles sont

respectivement notées fk et ft. Les paramètres du

modèle sont : αc = 2, βc = 0.1, τc = 1 et αh = 10,

βh = 0.1, τh = 1 (voir [7]).

Fig. 1.14 – Illustration de la compensation du

spectre d’une scène naturelle par le filtrage de la

couche plexiforme externe. Le résultat du produit

des deux courbes “Retina” et “Natural Image” est

relativement plat dans la plage de fréquence com-

prise entre 0.1 et 1 c/d◦.

1.3.1.2 Loi de compression non-linéaire des photorécepteurs

Des études neurologiques [34, 115, 142, 158] ont montré que le fonctionnement des photorécepteurs est

caractérisé par deux phénomènes.

Le premier concerne la capacité des photorécepteurs à s’adapter aux différents niveaux de luminosité. En

effet, on sait que chaque photorécepteur ajuste sa sensibilité en centrant sa dynamique de sortie autour de

la luminance ambiante présente dans son champ récepteur. Dans [7], Beaudot soutient que l’adaptation est

réalisée par la boucle de retour des cellules horizontales sur les photorécepteurs. L’information de correction

apportée par les cellules horizontales correspond à la valeur moyenne de l’intensité lumineuse de la scène

perçue par le photorécepteur. Beaudot explique de cette manière comment le système visuel est capable de

s’adapter aux scènes allant du domaine photopique au domaine scotopique.

La deuxième particularité des photorécepteurs de la rétine concerne leur caractère non linéaire. En effet,

en plus de la capacité d’adaptation, la fonction de transduction des cônes doit être modélisée par une loi

non linéaire pour expliquer les effets de saturations des photorécepteurs. Même si le caractère non linéaire

n’est pas remis en question, la loi qui le régit fait l’objet de beaucoup de discussions dans la communauté

des neurosciences. D’une manière générale, cette loi est assimilée à l’équation de Michaëlis-Menten. Dans ce

manuscrit, nous considérons la forme la plus simple de cette loi, et décrivons la caractéristique de transfert

fc des cônes par la loi de Naka-Rushton. En notant I l’intensité lumineuse de la scène frappant un cône, et

V le potentiel électrique de transduction, la relation entrée sortie du photorécepteur est donnée par :

V = fc(I, I0) =
I

I + I0
(1.5)

où I0 représente l’état d’adaptation du cône provenant de la couche des cellules horizontales.

La figure 1.15 représente l’évolution de la caractéristique de transduction d’un cône pour 5 valeurs

d’adaptation I0. On remarque que la sensibilité du photorécepteur n’est pas la même selon le niveau

d’intensité I. En effet, pour une valeur donnée de I0, la variation de potentiels ∆V correspondant à une

variation ∆I n’est pas proportionnelle. En échelle logarithmique, on remarque que la courbe est déplacée

suivant la valeur de I0, et que la caractéristique est d’allure linéaire autour de I0. Pour une valeur de I0, la
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Fig. 1.15 – Fonction de transduction (1.5) d’un cône tracée pour 5 niveaux d’adaptation I0 différents. Le

tracé est en échelle linéaire sur la gauche et en échelle logarithmique sur la droite.

fonction de transduction fc réalise la compression de la gamme de luminosité d’entrée dans l’intervalle [0; 1].

Lorsque I = I0, le potentiel de sortie V est toujours égal à 1/2, c’est-à-dire le milieu de sa plage de variation.

Avec ce modèle de photo-transduction, les cônes fonctionnent donc à dynamique de sortie maximale.

Nous venons de présenter un modèle décrivant le fonctionnement de la couche plexiforme externe. Pour

que celui-ci puisse expliquer et reproduire les caractéristiques visuelles de l’œil humain, nous avons introduit

une non-linéarité traduisant le fonctionnement réel des photorécepteurs. Dans la suite du manuscrit, nous

présentons un autre modèle qui cette fois, explique le fonctionnement de la couche plexiforme interne.

1.3.2 Modèle de la couche plexiforme interne

On distingue deux voies de conductions différentes au sortir de la couche plexiforme interne jusqu’à

un corps géniculé latéral (CGL), la voie parvocellulaire et la voie magnocellulaire. Très schématiquement,

on considère que la voie parvocellulaire contient les informations de formes de la scène alors que la voie

magnocellulaire regroupe les informations liées aux mouvements. Rappelons que ces informations sont

codées sous formes de potentiels d’action, et que la transformation des informations graduées sortant des

cellules bipolaires est principalement réalisée par les cellules ganglionnaires12.

1.3.2.1 Non-linéarités des liaisons synaptiques chimiques

Dans [165], les auteurs donnent un modèle de rétine artificielle capable de convertir l’information

visuelle en potentiels d’action. Ce modèle puise également son inspiration de la physiologie, et simule en

particulier le fonctionnement de la voie parvocelulaire. Contrairement au modèle décrit en 1.3.1, celui-ci

est construit sous forme de réseau de neurones artificiels.

Le modèle de neurone retenu est une approximation linéaire du neurone de type intègre-et-

tire (voir 1.2.2). Les auteurs font l’hypothèse que les neurones sont ponctuels, c’est-à-dire que le potentiel

membranaire de chaque neurone dépend uniquement du temps, et est donc identique sur toute la mem-

brane. Dans ce modèle de neurone, les variations du potentiel membranaire sont à la fois fonctions du

courant d’entrée, et des différentes conductances d’excitation, d’inhibition, et de fuites des différents ca-

naux ioniques du neurone. Ce modèle de neurone est aussi bien utilisé pour simuler le fonctionnement de

neurones biologiques à potentiels gradué que le fonctionnement de neurones à potentiels d’action.

12Certaines cellules amacrines génèrent également des potentiels d’action.
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Les neurones sont connectés entre eux au sein d’une même couche par des liaisons synaptiques de

natures électriques. Le modèle de couplage électrique retenu est un filtre passe-bas spatio-temporel. Une

approximation à l’aide d’un filtre à variables spatiales et temporelles séparables est utilisée afin de rendre

les calculs plus rapides.

La modélisation des synapses chimiques, les synapses qui assurent une liaison fonctionnelle entre neu-

rones de couches différentes, est réalisée par une non-linéarité statique paramétrée par η ∈ [0, 1] et définie

par :

gη(V ) =





η +
ηV

η − V si V < 0

η +
1− ηV

(1− η)− V si V > 0

(1.6)

dans laquelle V représente le potentiel pré-synaptique et gη la conductance post-synaptique (normalisée).

La figure 1.16 représente l’évolution de la caractéristique de transfert d’une synapse chimique pour 5

valeurs du paramètre η. On remarque que les caractéristiques définies par (1.6) peuvent être considérées

comme étant linéaire pour V variant entre −η et 1−η. La largeur de la plage de fonctionnement linéaire de

(1.6) ne dépend pas du paramètre η. Si le potentiel pré-synaptique V est supérieur à 1−η, la synapse devient

saturée. A l’inverse, si le potentiel V est inférieur à −η, la synapse est sans réaction puisque la conductance

est pratiquement nulle. Il est intéressant d’observer que pour η = 0, la caractéristique de transfert à la

même allure que celle des photorécepteurs décrite par (1.5). En effet, les fonctions définies par (1.6) et

paramétrées par η forment la famille des équations de Michaëlis-Menten. Or la loi de Michaëlis-Menten est

identique à la loi de Naka-Rushton pour η = 0. Le point de fonctionnement de la synapse est défini par la

valeur de la conductance gη(V ) pour V = 0. Avec la loi (1.6), le point de fonctionnement est égal à η.
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Fig. 1.16 – Caractéristique de transfert (1.6) d’une synapse chimique pour 5 valeurs de η différentes.

Comme nous l’avons souligné, la loi (1.6) possède une plage de fonctionnement approximativement

linéaire. Dans le modèle de rétine proposé dans [165], les connections synaptiques chimiques des trois couches

récepteurs, horizontales, et bipolaires fonctionnent dans cette plage linéaire. Par contre, la communication

entre le réseau des cellules bipolaires et les cellules ganglionnaires n’est pas uniquement réalisée dans cette

zone.

1.3.2.2 Non-linéarité pour la génération des potentiels d’action

Dans le modèle de rétine de [165], l’évolution du potentiel membranaire V est donnée par la même

loi dans un neurone à potentiel gradué ( couche plexiforme externe) ou dans un neurone à potentiel
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d’action (couche ganglionnaire). La distinction entre ces deux types de neurones artificiels se trouve dans

la transmission du potentiel membranaire aux autres neurones. Pour un neurone à potentiel gradué le

potentiel V agit directement sur les synapses des neurones voisins. Pour un neurone à potentiel d’action, le

potentiel membranaire V est au préalable mis en forme par un étage composé d’une non linéarité simple : la

comparaison à un seuil. En effet, la transmission d’un potentiel d’action s’effectue en trois étapes distinctes :

1. comparaison du potentiel membranaire V à un seuil,

2. si le seuil précédent est franchi, alors un potentiel d’action est émis et le potentiel membranaire V

retombe et est maintenu à zéro,

3. une fois le temps de réfraction τR écoulé, le potentiel membranaire V suit à nouveau une équation

d’évolution imposée par ses entrées.

Le modèle de rétine de [165] est suffisamment fin pour reproduire assez fidèlement le fonctionnement

de la voie parvocellulaire. En revanche, il est bien plus difficile de simuler le fonctionnement de la deuxième

voie rétino-géniculée, la voie magnocellulaire, puisque les cellules qui la composent ne réagissent pas toutes

linéairement aux stimuli d’entrée.

1.3.2.3 Traitement non linéaire et adaptatif de la voie magnocellulaire

La voie magnocellulaire est principalement constituée des cellules ganglionnaires parasols Y . Le champ

récepteur de ces cellules n’est pas linéaire. La figure 1.17 illustre le résultat d’expérience réalisée en 1966 par

Enroth-Cugell et Robson [39] montrant quelle est la différence entre les réponses des cellules ganglionnaires

naines X (voie parvocellulaire) et parasols Y (voie magnocellulaire).

2 s

stimulationréponses cellule X réponses cellule Y

angle phase
en degré

blanc

gris

noir

gris

centre de la cellule étudiée2 s

Fig. 1.17 – Illustration de la linéarité et de la non-linéarité des champs récepteurs de cellules ganglionnaires

X et Y . Illustration modifiée de [83] à partir d’une expérience de [39].

L’expérience consiste à mesurer le taux d’émissions de potentiels d’action générés par des cellules

ganglionnaires naines X et parasols Y pour quatre stimuli différents qui sont présentés devant leurs champs

récepteurs. Les stimuli utilisés sont des images uniquement composées de bandes de gris dont le profil est

donné par un sinus. La fréquence spatiale de chaque stimuli est identique pour chaque expérience. Seule

la position du stimulus avec le centre du champ récepteur varie d’une expérience à une autre occasionnant

ainsi une variation de phase spatiale. La durée de l’application du stimulus est de deux secondes.

Pour les cellules X, lorsque le motif est placé de telle sorte que la transition du blanc au noir (ligne 2)

ou du noir au blanc (ligne 4) ait lieu au centre du champ récepteur alors la réponse est plate. Il y a une

complète compensation entre les barres de lumières qui excitent le champ récepteur de la cellule et les
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barres qui l’inhibent. De plus, on réalise que si nous effectuons la somme des réponses des lignes 2 et 4 et la

somme des réponses des lignes 1 et 313 alors on constate que les deux réponses résultantes sont pratiquement

identiques. Cette expérience illustre bien le caractère linéaire du champ récepteur d’une cellule ganglionnaire

de type X. En revanche, on remarque que ce n’est pas le cas pour les cellules ganglionnaires de type Y . De

plus aucune position de stimulus ne permet d’avoir une réponse plate. Les champs récepteurs des cellules

ganglionnaires de type Y ne sont donc pas linéaires.

Les non-linéarités présentées à la fois dans le processus de génération des potentiels d’actions et dans

les synapses chimiques sont certainement à l’origine du phénomène d’adaptation au contraste constaté dans

[117, 146, 159], et statistiquement indépendant de l’adaptation à la luminosité [96]. En effet, les cellules

ganglionnaires adaptent leurs réponses aux fluctuations d’amplitudes autour de la moyenne de l’intensité

lumineuse ; c’est le contrôle de gain au contraste ou l’adaptation au contraste. D’après [167], ce phénomène

prend naissance à la fois dans le mécanisme de transmission synaptique et dans le traitement interne des

cellules ganglionnaires lié à la génération des potentiels d’action.

Nous venons de décrire qu’il est nécessaire d’incorporer à plusieurs étages des non-linéarités dans les

modèles de vision pour que ceux-ci puissent être capable de simuler les performances visuelles humaines.

Récemment, Henning et al. [62] ont créé un modèle de rétine simulant à la fois la voie parvocellulaire et

la voie magnocellulaire. Leur modèle est également constitué de plusieurs couches de neurones où chacun

d’eux est représenté par des équations différentielles non linéaires. La liste des non-linéarités que nous

avons établie n’est bien évidemment pas exhaustive. On peut encore citer comme exemple de phénomène

non linéaire du système visuel la perception de la couleur. En effet, d’après les expériences de MacAdam

[95], la vision des couleurs est également un phénomène non linéaire et adaptatif puisque celui-ci dépend

de l’état d’adaptation du système visuel. Ces deux caractéristiques ne peuvent s’expliquer uniquement à

l’aide de la fonction de transduction non linéaire des cônes présentée en 1.3.1.2. Dans [2], Alleyson propose

un modèle chromatique à trois couches ayant des caractéristiques très proches des résultats des expériences

de seuil de discrimination de couleur de MacAdam. Dans ces trois couches on retrouve la loi d’adaptation

à la luminosité des photorécepteurs mais également une loi de compression similaire à (1.16) implantée au

niveau des cellules ganglionnaires.

Nous avons présenté dans les parties 1.2 et 1.3 que le système visuel possède à la fois des propriétés

non linéaires et stochastiques. Dans de nombreux systèmes, dès que ces deux grandeurs coexistent ou co-

habitent, on peut alors y observer des effets d’amélioration ou de favorisation de traitements du signal

par le bruit. C’est par exemple le cas des systèmes non linéaires présentant de la résonance stochastique.

Néanmoins, comme nous allons le présenter dans la partie suivante, de nombreux phénomènes ayant les

même caractéristiques existent sans pour autant que la résonance stochastique au sens strict ne soit im-

pliquée. On présente dans la partie qui suit une brève description de ces phénomènes présents dans les

systèmes neuronaux, et par extension au processus visuel.

1.4 Influences du bruit et des non-linéarités sur la vision

Généralement, lorsqu’un signal cohérent évolue avec du bruit dans un système linéaire, le bruit est perçu

comme une nuisance et dégrade les propriétés du signal cohérent. Néanmoins, il est maintenant reconnu

par la communauté de traitement du signal [43, 49, 110, 134, 168] que dans certains systèmes non linéaires,

il peut exister une interaction bénéfique entre le bruit et les signaux d’intérêts14. Or, dans la partie 1.3,

13C’est-à-dire dans les deux cas pour une entrée qui est équivalente à un stimulus totalement gris.
14Souvent, ces phénomènes d’interactions bénéfiques entre bruit et signal portent le nom de résonance stochastique. Ce

terme est néanmoins réducteur puisque son utilisation est appropriée uniquement dans le cas où le bruit permet la synchro-

nisation entre le temps caractéristique du système (par exemple, le taux de transition dans un système bistable) et le temps

caractéristique du signal (par exemple, la période pour un signal périodique). Nous préférons décrire ces phénomènes par un

terme plus générique faisant abstraction de la forme des signaux, et en précisant la mesure utilisée. Ainsi, nous décrivons des
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nous avons souligné que le système visuel comporte à de nombreux étages des non-linéarités, et dans la

partie 1.2, nous avons fait état des deux principales sources de bruit dans les neurones du système visuel.

Le système visuel est donc composé des deux ingrédients nécessaires à l’apparition de tels phénomènes. De

plus, ces phénomènes d’amélioration du traitement de l’information ne sont pas rares dans les organismes

biologiques, et sont également observés dans des modèles formels de neurones. A notre sens, ces arguments

peuvent justifier les deux études réalisées dans le chapitre 2 et le chapitre 3.

Dans cette partie, nous commençons par décrire brièvement le phénomène de la résonance stochastique,

en insistant sur les différentes mesures à partir desquelles on peut montrer une amélioration par le bruit.

Dans un second temps, nous décrivons dans un cadre plus général, que le bruit peut avoir des effets

bénéfiques sur le traitement réalisé par un réseau de neurones biologiques ou formels.

1.4.1 De la résonance stochastique aux systèmes améliorés par le bruit

Depuis sa découverte [9, 10] au début des années 80, la résonance stochastique connâıt un grand intérêt

de la part de différentes communautés scientifiques comme celles de la physique, du signal, ou de la biologie.

A l’origine, c’est dans la volonté d’expliquer pourquoi le climat terrestre est composé de successions d’ères

glaciaires puis tempérées que Benzi et al. [9, 10] ont découvert ce phénomène. Cette découverte s’appuie sur

deux observations. Premièrement, Benzi et al. ont remarqué que l’excentricité de l’orbite terrestre subit à

la fois des variations périodiques et aléatoires. La deuxième observation révèle que les variations de nature

périodiques sont de faibles amplitudes, et qu’elles ne peuvent expliquer à elles seules l’alternance climatique.

Benzi et al. en ont conclu que le bruit provoque une amplification suffisante des oscillations périodiques

assurant ainsi une synchronisation entre l’alternance climatique et la période des variations orbitales.

A partir de ce point de départ, l’étude de la résonance stochastique s’est développée autour de la trans-

mission d’un signal périodique par certains systèmes dynamiques non linéaires bistables (par exemple les

puits de potentiels bistables). Progressivement, le phénomène a été mis en évidence dans différentes appli-

cations de ce type, incluant des circuits électroniques, des lasers, la résonance paramagnétique électronique,

des composants supraconducteurs [43, 163].

Le phénomène de résonance stochastique a été par la suite observé et étudié dans des classes plus

larges de systèmes non linéaires, comme par exemple les systèmes à potentiels périodiques, les systèmes à

comportement chaotiques [25, 42, 76, 87, 104, 160] ou les systèmes à saturations [49, 134]. La définition de la

résonance stochastique a également été élargie à d’autres situations où le bruit peut favoriser le traitement

d’un signal utile. Le dithering qui est utilisé lors de la conversion analogique-numérique (ou la quantification)

d’un signal [20, 21, 53, 161] en est un exemple. Il consiste à ajouter du bruit à l’entrée d’un quantifieur

pour blanchir l’erreur de quantification et ainsi améliorer le rapport signal/bruit dans la plage de fréquence

du signal utile. Aujourd’hui, la résonance stochastique est un des nombreux phénomènes non linéaires qui

désignent des effets de traitement du signal favorisé par le bruit. Ces phénomènes non linéaires peuvent

revêtir diverses formes selon le bruit, le signal utile, le système non linéaire, et la mesure de performance

[134]. Souvent, c’est en définissant un rapport signal sur bruit local qui est amplifié pour une (ou plusieurs)

valeur(s) de puissance de bruit que ces phénomènes sont mis en évidence [43, 49]. Néanmoins, dans d’autres

situations, des mesures comme un coefficient d’inter-corrélation [27], un déphasage entrée/sortie [35], un

taux d’information [61], la capacité de canal [22, 49] ou l’entropie de Shannon [75, 114] sont plus adaptées.

De plus, l’effet d’amélioration par le bruit n’est pas restreint à des systèmes isolés. Plusieurs études

montrent des effets bénéfiques du bruit dans des associations (en séries ou en parallèles) de systèmes non

linéaires [106, 111, 135, 154, 155]. Évidemment, comme les neurones sont souvent assimilés à des non-

linéarités naturelles, de nombreuses études exposent des phénomènes d’améliorations de traitements par

phénomènes d’amélioration de cohérence par le bruit dans le chapitre 2, et des améliorations de détection par le bruit dans le

chapitre 3.
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le bruit. La partie suivante, présente quelques résultats ressortant de ces études. Le lecteur est invité à se

tourner vers [112] pour une revue plus complète.

1.4.2 Amélioration par le bruit dans les neurones

Une des premières observations de l’existence de résonance stochastique biologique a été relevée

dans [94]. Dans cet article, les auteurs montrent la très forte ressemblance qu’il existe entre l’histogramme

des intervalles de temps entre deux potentiels d’action d’un neurone biologique stimulé périodiquement, et

la distribution du temps de résidence d’une particule excitée périodiquement dans un système bistable. On

trouve dans [43, 112] deux revues des travaux qui ont permis de mettre en évidence que le déclenchement de

potentiels d’action d’un neurone biologique stimulé périodiquement présente de la résonance stochastique.

D’autres recherches ont été menées sur les éventuels effets bénéfiques du bruit au sein de différents

modèles de neurones formels, et dans des associations en réseaux de ceux-ci.

Transmission neuronale dans un neurone à seuil : Les premières études sur la résonance sto-

chastique dans des neurones formels ont été réalisées sur la transmission d’un stimulus périodique par un

neurone simple à seuil [49]. Dans ce cas de figure, le neurone est réduit à un système à seuil dont l’entrée

est composée à la fois d’un signal subliminal (sous le seuil) et d’un bruit additif. L’amélioration de la

transmission est mise en évidence par une mesure (par exemple rapport signal sur bruit) qui est maximum

pour une certaine puissance de bruit d’entrée. D’autres travaux montrent également que l’amélioration de

la transmission n’est pas uniquement propre à des stimuli périodiques.

Transmission neuronale dans un neurone à saturation : Dans sa thèse [23, 134], Rousseau montre

qu’il existe également un effet de résonance stochastique autour de la zone de saturation d’un neurone

formel dont la caractéristique de transfert est rappelée ci dessous :

f(t) = g[I(t)] =





1/Tr

1− (τm/Tr) ln[1− Ith/I(t)]
si I(t) ≥ Ith

0 sinon
(1.7)

Dans le modèle (1.7), la sortie f(t) représente le taux d’émission instantané de potentiels d’action, et l’entrée

I(t) correspond à l’intégration de la contribution électrique des messages afférents le neurone. La constante

Ith représente le courant de seuil dont l’ordre de grandeur est d’environ 0.1 nA, τm la constante de temps

de la membrane et Tr la période réfractaire du neurone.

Rousseau a étudié les performances de transmission du modèle (1.7) dans deux configurations

différentes. Dans la première configuration, l’entrée I(t) du modèle (1.7) est composée d’un courant

électrique sinusöıdal et d’une composante aléatoire gaussienne. Les performances de transmission sont alors

mesurées par un rapport signal sur bruit. La figure 1.18-A donne l’évolution de cette mesure de performance

en fonction de l’écart-type du bruit pour quatre jeux de paramètres différents. Les quatre courbes obtenues

présentent toutes un maximum pour un écart-type non nul, symbolisant un effet de résonance stochastique

autour de sa zone de saturation.

Pour la deuxième configuration, le courant I(t) qui est appliqué à l’entrée du modèle est un signal

apériodique auquel est ajouté du bruit gaussien. Cette fois les performances de transmission sont évaluées

par l’inter-corrélation entrée sortie. Cette grandeur est tracée en fonction de l’écart-type du bruit sur

la figure 1.18-B. Là encore, chaque courbe présente un maximum. Ceci illustre que l’amélioration de la

transmission d’un neurone (1.7) par le bruit existe même si le stimulus d’entrée n’est pas périodique.

Transmission neuronale dans un neurone intègre-et-tire : Plusieurs études montrent que les

neurones impulsionnels ou intègre-et-tire (voir partie 1.2.2) peuvent être le siège de résonance stochastique,



32 Chapitre 1. La vision, les neurones, et leurs particularités

Fig. 1.18 – Illustration de la résonance stochastique dans la zone de saturation d’un neurone formel (1.7)

pour une entrée périodique (panneau A) et apériodique (panneau B). Illustrations tirés de [134].

et plus généralement être capable de favoriser la transmission d’une information par le bruit [43, 49, 122].

Par exemple dans [49], Godivier montre que la transmission d’un train de potentiels d’action périodique

peut être favorisée par un processus de Poisson générant des trains d’impulsion parasites qui est ajouté à

l’entrée du neurone. On rappelle que dans ce type de neurone, l’évolution du potentiel membranaire V (t)

est donnée par l’équation (1.1). Le courant synaptique I(t) est donné par :

I(t) = s(t) + η(t) =
∑

n

δ(t− nTs) +
∑

k

δ(t− tk) (1.8)

où Ts représente la période du train d’impulsion du signal cohérent, et où les instants aléatoires tk sont dis-

tribués selon un processus de Poisson. A partir d’une mesure fondée sur un rapport signal sur bruit, Godivier

observe un effet de résonance stochastique (voir figure 1.19) dans un modèle de neurones impulsionnels.

Dans [49], Godivier montre également que cet effet d’amélioration est maintenu pour un neurone à

entrées cohérentes multiples, et pour du bruit parasite non ponctuel.

Fig. 1.19 – Illustration de la résonance stochastique dans un neurone impulsionnel favorisant la transmis-

sion d’un train impulsion périodique. Illustration tiré de [49].
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Transmission neuronale par un réseau de neurones à seuils : Un autre type de résonance stochas-

tique, la résonance stochastique supraliminaire a été observé dans des réseaux parallèles de comparateurs à

seuils [69, 134, 154, 155, 156]. En anglais, ce phénomène porte le nom de suprathreshold stochastic resonance.

Le préfixe “supra” est ajouté pour contraster avec le phénomène de résonance stochastique “subli”minaire

tel que nous l’avons exposé précédemment. En effet, généralement dans les applications de transmissions

neuronales, les signaux cohérents sont d’amplitudes trop faibles pour activer le neurone. Le bruit aidant,

la transmission est possible par “résonance stochastique”. Par opposition, les études menées au sein des

réseaux de comparateurs à seuils sont réalisées avec un signal utile d’amplitude suffisante pour franchir au

minimum un seuil, et donc de garantir au minimum l’activation d’un neurone.

La figure 1.20 donne l’architecture de ce type de réseau. L’exemple est un réseau constitué de N

comparateurs à seuil θi. L’entrée et la sortie du réseau sont respectivement notées x(t) et y(t). Les com-

parateurs sont de simples neurones à seuil (voir 1.2.2). Ils reçoivent en entrée la somme du signal x(t) et

d’un bruit blanc ηi(t) d’écart-type σ. Tous les bruits ηi(t) sont mutuellement indépendants et identique-

ment distribués. La sortie yi(t) du comparateur θi est toujours nulle sauf lorsque la somme x(t) + ηi(t) à

l’instant t est supérieure au seuil θi où la sortie yi(t) prend la valeur 1. Ainsi, le signal de sortie du réseau

y(t) est un entier compris entre 0 et N .

∑ y(t)

∑

∑

∑

θ1

θN

θ2

x(t)

η1(t)

η2(t)

ηN (t)

yN (t)

y1(t)

Fig. 1.20 – Réseau de N comparateurs à seuils θi. La même entrée x(t) est appliquée sur chaque compa-

rateur θi, à laquelle est également ajouté un bruit blanc gaussien ηi(t) d’écart-type σ. Tous les bruits ηi(t)

sont mutuellement indépendant et identiquement distribués. La sortie du réseau y(t) est la somme des N

comparateurs θi.

La figure 1.21 donne une illustration qualitative du phénomène d’amélioration de la transmission par

un réseau de neurone à seuils. Pour réaliser cette figure, nous avons appliqué à l’entrée d’un réseau de 100

neurones un signal périodique x(t) sinusöıdal. Dans ce réseau, tous les seuils sont nuls : θi = 0. La figure

donne pour quatre niveaux de bruit différents l’évolution du signal de sortie y(t).

Lorsque σ = 0, le signal y(t) est égale à 1 sur les alternances positives de l’entrée x(t), et nul pour les

alternances négatives. Le signal de sortie y(t) est dans ce cas binaire, l’information sur la dynamique de

l’amplitude de x(t) est perdue dans la transmission. Par contre, en augmentant progressivement le niveau de

bruit, il est possible de récupérer en sortie du réseau un signal de plus en plus semblable à celui appliqué en

entrée. C’est par exemple le cas sur la figure 1.21 pour σ = 1, où l’on peut espérer retrouver en sortie l’allure

du signal x(t) en éliminant les fluctuations aléatoires hautes fréquences du signal y(t) (pour σ = 1) par un

simple filtre passe bas. Enfin, lorsque le niveau de bruit est trop important, celui perturbe complètement

la transmission, la sortie du réseau devient alors incohérente vis-à-vis de l’entrée (pour σ = 5).
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Fig. 1.21 – Illustration de la résonance stochastique supraliminaire dans un réseau de 100 neurones à seuils

identiques θi = 0, pour une entrée sinusöıdale x(t) = sin(2πt), et pour différentes valeurs d’écart-type σ.

La meilleure transmission du signal x(t) à travers le réseau est obtenue pour σ = 1. Dans ce cas, les bruits

ηi(t) favorisent la transmission de x(t).

En quoi la présence des bruits ηi(t) dans les réseaux à seuils peut améliorer la transmission d’u signal

cohérent x(t) ? Puisque la résonance stochastique supraliminaire n’apparâıt pas lorsque N est égal à 1, la

réponse à cette question consiste souvent à décrire les bruits ηi(t) comme des grandeurs apportant de la

diversité au traitement réalisé par le réseau. Schématiquement, les sorties yi(t) des comparateurs sont des

“portions” de l’entrée x(t). Les bruits ηi(t) permettent aux comparateurs de scruter différemment à chaque

instant le signal x(t). Le signal y(t), image de x(t), est reconstruit à partir de ces différentes versions yi(t).

C’est aussi pour cette raison que plus la taille du réseau est importante, et plus il est possible d’améliorer

le traitement neuronal réalisé par le réseau.

Au delà de cette approche qualitative, des résultats plus théoriques sur la résonance stochastique

supraliminaire dans les réseaux à seuils ont pu être mis en évidence dans [3, 69, 134, 154, 155, 156].

Les démonstrations sont souvent obtenus par des simulations numériques fondées soit sur le calcul d’un

rapport signal sur bruit, ou de l’information mutuelle entrée/sortie lorsqu’il s’agit de tester la capacité de

transmission du réseau, soit sur le calcul de la probabilité d’erreur lorsque le réseau est dédié à un problème

de détection. C’est également avec sur cette structure de réseau que nous développons l’étude du chapitre 3.

Amélioration par le bruit de la perception visuelle : La perception visuelle n’est pas un système

à fonctionnement linéaire. La non-linéarité est souvent traduite par un seuil absolu de perception soumis

à des fluctuations aléatoires. Ces observations ont donné lieu à de nombreuses études [28, 29, 67, 81, 120,

147, 150, 164] relevant des améliorations à différents niveaux de la perception humaine par du bruit interne

ou externe. Par exemple, dans [81, 162] les auteurs montrent empiriquement que des fluctuations aléatoires

améliorent la détection de faibles signaux visuels autour du seuil de perception absolu. De plus, Henning

et al. montre que le bruit permet d’améliorer l’acuité visuelle spatiale [64] (le phénomène d’hyperacuité).

L’article [112] présente une revue assez complète des différentes études et approches qui ont été réalisées

sur la résonance stochastique dans les systèmes sensoriels.

La non-linéarité de certains systèmes, comme les neurones artificiels par exemple, garantit un fonc-

tionnement correct dans du bruit ambiant. Souvent, lorsqu’il est possible de régler le niveau du bruit,

alors les performances du neurone, ou celles du réseau, peuvent atteindre un maximum. En transposant

ces observations aux systèmes biologiques, et plus particulièrement au système visuel, on en conclut d’une

part que malgré la présence de “nuisances” tels que la variabilité de la réponse neuronale ou celle des
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micro-mouvements, la vision reste efficace, et que d’autre part, la vision tire profit du bruit interne et

externe qui est présent dans son processus de création. Comme nous l’avons souligné dans le paragraphe

précédent, cette théorie se confirme par plusieurs observations pratiques au niveau de la perception. Enfin,

nous terminerons ce chapitre en soulignant que plusieurs travaux suggèrent que les capacités d’adaptation

des systèmes sensoriels, comme celui de la vision, sont en partie issues du bruit interne de fonctionnement

[59, 77, 82, 153].

Tout au long de chapitre, nous avons dressé une description du système visuel en présentant les éléments

sur lesquels nous nous appuyons dans les deux prochains chapitres. Ainsi, nous avons observé que les

photorécepteurs ne sont pas disposés régulièrement sur la couche épithélium de la rétine. L’échantillonnage

des images observées par la rétine n’est pas régulier, et l’implantation des récepteurs varient beaucoup d’un

individu à autre. Cette première source d’aléas est combinée par la suite avec celle des micro-mouvements.

Nous rappelons en effet que le regard se promène de manière incessante et aléatoire sur les points d’intérêts

d’une scène. Dans le prochain chapitre, nous nous intéressons à caractériser quel peut être l’avantage à

coupler dans un même système, un échantillonnage irrégulier et des micro-mouvements, c’est-à-dire deux

sources différentes de “bruit”. Nous verrons, que ce type de systèmes exhibe également des comportements

du type amélioration d’un traitement par le bruit. Ceci nous permet d’apporter un nouvel angle de vue sur

la justification des micro-mouvements des yeux.
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2.1.1.2 Modèle à grille aléatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Our eyes continually move even while we fix our gaze on

an object. Although these fixational eye movements have a

magnitude that should make them visible to us, we are unaware

of them. If fixational eye movements are couteracted, our

perception fades completely as a result of neural adaptation.

S. Martinez-Conde, S. L. Macknik and D. H. Hubel, 2000

M
ALGRÉ la multitude des travaux réalisés sur la compréhension du processus visuel, il reste toujours

des questions en suspens. Autant la plupart des chercheurs s’accordent entre eux quant aux intérêts

des mouvements occulaires macroscopiques tels que les saccades et les poursuites (voir 1.2.1.1), autant on

constate de nombreuses contradictions quant à la justification des mouvements microscopiques tels que les

micro-saccades, les dérives et les tremblements (voir 1.2.1.3). Dans le chapitre 1, nous avons décrit comment

les micro-mouvements permettent à l’homme de voir en continu une scène fixe. La première justification des

micro-mouvements semble se trouver dans le fait qu’elles rendent insensible le système visuel à l’adaptation

neuronale. Cependant, il semble étrange qu’en 20 millions d’années d’évolution, l’homme n’est pas comblé

une telle “lacune” visuelle, et qu’il ait conservé une faculté consommatrice d’énergie (les micro-mouvements)

pour assurer le fonctionnement de son système de vision.

L’échantillonnage particulier de la rétine est à notre sens un autre point “intriguant”. Rappelons tout

d’abord que pour un même individu, la disposition des photorécepteurs est différente de l’œil droit à l’œil

gauche, et que les chances de trouver deux rétines exactement identiques chez deux individus différents

sont infimes. Pourquoi les photorécepteurs sont-ils disposés de manière irrégulière sur une rétine, et quel

est l’effet de cet arrangement au niveau de l’échantillonnage rétinien ?

D’une manière générale, l’échantillonnage a été étudié sous différentes formes depuis la publication des

travaux de Shannon1 [144]. D’abord on trouve l’échantillonnage régulier ou périodique, le plus connu et le

plus utilisé, qui peut s’appliquer dans des cadres théoriques différents à condition qu’ils soient suffisamment

précisés [78, 89, 97, 108]. Néanmoins, de cette méthode il est impossible de s’affranchir complètement du

phénomène de repliement spectral. A partir des années 60, plusieurs techniques d’échantillonnage aléatoire

ont été étudiées [12, 13, 103, 145]. Ces techniques d’échantillonnage aléatoire sont très liées à la théorie

des processus ponctuels [14]. Lorsque l’échantillonnage est fondé sur des processus ponctuels, tels que les

processus de Poisson, alors celui-ci est sans repliement spectral.

L’échantillonnage irrégulier effectué par la rétine possède peut-être cette propriété. Néanmoins, rap-

pelons que l’acquisition d’images par les yeux de l’homme est soumise aux micro-mouvements. Les études

traitant des acquisitions d’images perturbées par des fluctuations [145], tel que le jitter, démontrent que

cette procédure d’acquisition crée nécessairement du repliement spectral2. Par contre, les travaux [72, 73, 90]

montrent que le fait de combiner un système d’acquisition optique à un système mécanique assurant des vi-

brations, permet d’améliorer à la fois la résolution du capteur ainsi que de faciliter les traitements d’images

en aval de celui-ci. De plus, dans [92, 93], les auteurs mettent en relation la psychophysique et la physiologie

de la rétine pour mettre en relief le fait que les micro-mouvements des yeux permettent d’adapter la densité

de répartition des cônes à la scène observée, et ainsi d’améliorer la perception visuelle humaine.

Alors, existe-t-il un lien entre l’échantillonnage particulier de la rétine et les fluctuations aléatoires

de l’œil ? Nous tenterons à l’aide de modèles simples de rétine, et avec un regard de traiteur de signaux,

d’exposer quelques mécanismes liés à la vision saccadée et apporter quelques explications supplémentaires.

1Pour Black [15, p.41] c’est Cauchy qui le premier a étudié l’échantillonnage de signaux à bande limitée, alors que pour

Higgins [68] la paternité revient à Borel.
2La comparaison entre micro-mouvements et jitter n’est pas totalement justifiée puisque la rétine ne se déforme pas lorsque

l’œil se déplace.
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Nous nous attacherons plus particulièrement à caractériser le traitement d’information réalisé par le cou-

plage rétine et micro-mouvements en fonction de la puissance des fluctuations dans deux modèles différents,

un modèle régulier et un modèle aléatoire. Dans la deuxième et la troisième partie nous allons mettre en

évidence que des phénomènes d’amélioration de performance via le bruit prennent effet au sein des modèles

étudiés. Enfin nous discuterons de la possibilité d’étendre ces conclusions au traitement visuel primaire

dans une quatrième et dernière partie.

2.1 Positionnement du problème

Sachant que notre environnement évolue au quotidien, il n’est pas restrictif de considérer que les images

observées aient un caractère aléatoire. Ainsi, on peut caractériser les images que nous observons à l’aide

de champs aléatoires notés S(x, y), de densité de probabilité fS , où x, y ∈ R sont respectivement l’abscisse

et l’ordonnée de l’image. Pour simplifier l’étude qui suit, nous considérons que les images sont des champs

aléatoires statiques3, centrées, homogènes et isotropes. La notation S(x), où x = [x, y]T décrit le vecteur

position, nous permet de manipuler des écritures de taille réduite. Tout élément de la famille des images

considérées est une fonction de variables réelles décrite par :

S : R× R 7−→ R

(x, y) 7−→ S(x, y)

D’après [4, 5, 63, 137], les images naturelles possèdent une densité spectrale de puissance ΓS(f) ayant

une décroissance en 1/||f ||2+η où f = [fx, fy]T est le vecteur de fréquences spatiales de S, et η un nombre po-

sitif faible. Les développements qui suivent dans le chapitre sont fondés sur les fonctions d’auto-corrélation.

A notre connaissance, il n’y a pas d’écriture simple de fonction d’auto-corrélation traduisant le spectre de

puissance d’une image naturelle. Nous allons approcher les propriétés spectrales des images naturelles à

partir du modèle de scène suivant [50, 141] :

ΓS(f) =
2πβσ2

S(
β2 + 4π2fT f

) 3
2

(2.1)

où ΓS représente la densité spectrale de puissance d’une image S, β > 0 est le facteur de largeur de bande

et σ2
S la puissance. Par transformée de Fourier inverse, l’expression de la fonction d’auto-corrélation en

u = [ux, uy]T est égale à :

γS(u) = E[S(x)S(x− u)] = σ2
Se−β(uT u)1/2

(2.2)

Dans le modèle de scène définis par (2.1), l’exposant de la norme euclidienne de f , f T f = ||f ||2 est 3/2.

La densité spectrale de puisssance (2.1) possède donc une décroissance en 1/||f ||3. Or, dans la littérature

traitant des images naturelles, la valeur du coefficient η varie en général entre [−0, 5; 0, 5]. En utilisant le

modèle d’image (2.1), nous traitons dans ce chapitre des images qui ne peuvent pas être considérées comme

totalement naturelles. En effet, la densité spectrale de puissance de ces images décrôıt un peu trop vite pour

entrer dans la catégorie des images naturelles. Néanmoins, à partir de ce modèle, nous pourrons établir

quelques résultats théoriques intéressants qui justifient le recours à cette simplification.

La figure 2.1 illustre le comportement de la fonction d’auto-corrélation de l’équivalent à une seule

dimension du modèle (2.1). Dans ce cas, la fonction d’auto-corrélation prend la forme laplacienne, son

expression est donnée par :

ΓS(f) =
2σ2

Sβ

(β2 + 2πf)2
TF←→ γS(u) = σ2

Se−β|u| (2.3)

3C’est-à-dire que nous considérons que les images n’évoluent pas au cours du temps, ou du moins sur une période de temps

assez longue.
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Plus le coefficient β augmente et plus la fonction d’auto-corrélation est étroite et concentrée en zéro.

L’expression (2.3) nous sera particulièrement utile dans la suite du chapitre, lorsque nous étudierons en
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Fig. 2.1 – Densité spectrale de puissance (gauche) et fonction d’auto-corrélation (droite) du modèle d’une

scène 1D défini par (2.3) pour σS = 1. Plus le coefficient β augmente, et plus il y a de puissance dans les

hautes fréquences, et par conséquent moins dans les basses fréquences.

particulier l’influence des micro-mouvements sur une ligne de photo-récepteur de la rétine.

2.1.1 Description des modèles

L’environnement perçu par l’homme est composé de trois dimensions spatiales et d’une dimension

temporelle. Pourtant, les rétines humaines sont tapissées d’une seule couche de photorécepteurs. A chaque

instant, c’est à partir de deux images à deux dimensions spatiales, qu’une représentation de l’environnement

est créée4. Le flot de photons percutant les photorécepteurs est continu. Les images rétiniennes ont la

particularité d’être continues en temps, elles restent néanmoins discrètes sur le plan spatial. Ce caractère

discret leur provient de la nature même de leur mode d’acquisition, acquisition assurée par un nombre finis de

photorécepteurs répartis sur une grille G (voir 1.1.2.1). Nous supposerons que les grilles de photorécepteurs

de chaque rétine sont identiques. Si xn = [xn, yn]T est la position sur la grille G d’un photorécepteur

quelconque indicé par n, alors mathématiquement l’image rétinienne Se est décrite par :

Se : G × R
+ 7−→ R

(xn, t) 7−→ Se(xn, t)
(2.4)

La première couche du processus de vision tel que nous le considérerons dans ce chapitre est représenté

sur la figure 2.2. Cette figure inclut les deux fonctions d’échantillonnage He et Ha, décrites plus loin,

lorsqu’elles sont soumises aux micro-mouvements symbolisés par un processus aléatoire bi-dimensionnel

ξ(t) = [ξx(t), ξy(t)]T , centré, de matrice de covariance identité, et donc de composantes décorrélées entre

elles. La puissance des fluctuations est reportée dans la grandeur scalaire positive σ2. Pour simplifier

l’étude, nous faisons l’hypothèse que les vecteurs ξ(t) sont indépendants et identiquement distribués, et que

la densité de probabilité fξ des fluctuations n’est pas fonction du temps t.

Même si on dénombre quatre types différents de capteurs (cônes et bâtonnets), nous allons restreindre

l’étude en considérant une rétine dans laquelle on ne compte qu’une seule variété de photorécepteurs. Deux

types d’échantillonnage He et Ha seront traités par la suite :

4La sensation de perspective provient de la vision binoculaire qui s’explique par le décalage entre les deux yeux.



42 Chapitre 2. Influence des micro-mouvements sur l’échantillonnage rétinien

ou

H = He H = Ha

Se(xn, t)

Sa(xn, t)

S(x, t)

σξ(t)

H

Fig. 2.2 – Représentation système des modèles d’échantillonnage He et Ha. L’image observée S est ap-

pliquée à l’entrée du système H qui peut être soit He pour lequel les réponses impulsionnelles des pho-

torécepteurs sont des Diracs, soit Ha dans lequel les photorécepteurs effectuent un filtrage spatial des

échantillons reçus. Selon le système d’échantillonnage, l’image de sortie est notée soit Se soit Sa.

– Le cas où les photorécepteurs sont idéaux, et transmettent aux couches supérieures de la rétine

l’information sans la modifier. Dans ce cas précis, la réponse impulsionnelle des photorécepteurs est

une distribution de Dirac. Cet échantillonnage est noté He et est représenté sur la figure 2.2. Sous

ces conditions, la valeur de l’image échantillonnée Se par le nième photorécepteur positionné aux

coordonnées xn à l’instant t se note :

Se(xn, t) = He (S(x), t)

= S(xn + σξ(t)) (2.5)

– Pour le second cas, la réponse impulsionnelle des photorécepteurs n’est pas idéale. En effet, nous

avons décrit dans la section 1.1 que les différentes cellules neuronales d’une rétine biologique, comme

les cônes ou les bâtonnets, possèdent un champ récepteur. Nous assimilons ce champ récepteur à

différentes zones d’excitation et/ou inhibition, qui dans ce cas ne se réduisent pas à un seul point.

Dès qu’un stimuli entre dans cette zone de réaction, le neurone active sa sortie. Le signal de sortie

ne provient plus d’un seul point x de S, mais d’un voisinage autour de celui-ci. En supposant que les

différents points de ce voisinage ne stimulent pas identiquement le photorécepteur, on peut considérer

l’existence d’un filtrage spatial pour tout photorécepteur de la grille G. En théorie, le filtrage est de

nature spatio-temporel. Mais, pour simplifier l’étude, nous nous placerons dans un cadre où la réponse

impulsionnelle a(.) reste identique à chaque instant t. Nous considérerons également que la fonction

a(.) est symétrique par rapport à l’origine :

a(x) = a(−x) ∀x ∈ R
2

Cet échantillonnage, illustré également sur la figure 2.2, est symbolisé par la notation Ha, l’expression

de la sortie a pour expression :

Sa(xn, t) = Ha (S(x), t) =

∫

R2

S(xn + σξ(t)− τ )a(τ )dτ

=

∫

R2

S(xn + σξ(t) + τ )a(τ )dτ (2.6)

Le passage à la deuxième ligne de (2.6) utilise la propriété de symétrie par rapport à l’origine de la

réponse impulsionnelle a(.). Le système d’échantillonnage Ha est totalement équivalent à He pour

une grille G donnée lorsque la réponse impulsionnelle a(.) est égale à une distribution de Dirac :

Ha = He ⇐⇒ a(x) = δ(x) (2.7)
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L’étude de l’influence des fluctuations sur le système d’échantillonnage irrégulier de l’œil est par la

suite découpée en deux parties dans lesquelles les deux hypothèses de filtrage ou de non filtrage Ha et He

des photorécepteurs seront incluses. Premièrement, lorsque la répartition des photorécepteurs est réalisée

sur une grille G régulière. Puis, dans un deuxième temps lorsque la grille G est irrégulière, conséquence d’un

tirage aléatoire.

2.1.1.1 Modèle à grille régulière

Le modèle fondé sur une grille Gr régulière peut être comparé à un système d’acquisition d’image

numérique, par exemple une caméra CCD. Comme nous ne traitons que le cas où les photorécepteurs sont

identiques, le problème consistant à positionner régulièrement les cellules sur une grille, est identique au

problème de pavage du plan par une seule variété de tesselles définis au sens de la géométrie discrète. Dans

[24], il est prouvé qu’il n’existe que trois tesselles régulières pouvant résoudre le problème du pavage du

plan. La figure 2.3 illustre les trois solutions possibles, le pavage carré, le pavage hexagonal et le pavage

triangulaire.

Dans un cadre régulier, les positions des photorécepteurs sont totalement connues, car ils sont placés

au barycentre de la tesselle auquel ils sont associés. La zone réceptive du photorécepteur est une région

autour du point central de la tesselle. Cette région est la zone où le filtrage par la réponse impulsionnelle

a(.) est réalisé.

Bien que la tesselle hexagonale domine les milieux naturels, nous ne considérerons que le cas de la grille

carré de pas d’échantillonnage ∆.

1 2 3 4

5 6 7 8

i

j

∆

∆

1 2 3

4 5 6

i

j

Fig. 2.3 – Les trois pavages réguliers du plan à base de tesselle carrée, hexagonale et triangulaire.

2.1.1.2 Modèle à grille aléatoire

On considérera cette fois que la grille G n’est plus régulière, et que la densité de probabilité de répartition

des photorécepteurs est connue. Pour distinguer les expressions issues d’une grille irrégulière de celles

provenant d’une grille régulière, les expressions porteront l’indice i, ainsi une grille irrégulière se note G i.

Sur une telle grille, la possibilité de localiser simplement un photorécepteur à partir de la position d’un

autre en fonction des pas d’échantillonnage est perdue. En effet, par définition, le pas d’échantillonnage

d’une grille irrégulière en abscisse comme en ordonnée n’est pas constant. En revanche, il est toujours

possible de localiser de façon relative la position xi
n du nième photorécepteur vis-à-vis de la position xr

n du

photorécepteur correspondant sur une grille carré régulière (voir figure 2.4), et dans ce cas :

xi
n = xr

n + σεεn (2.8)
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où εn = [εx(n), εy(n)]T , vecteur aléatoire réel, centré, de matrice de corrélation identité, et de densité fεn
,

représente l’écart de position du nième récepteur de la grille irrégulière à celui de la grille régulière. Le

scalaire σε, écart-type de chaque composante du vecteur σεεn, permet de régler le degré d’irrégularité de

la grille. On supposera que tous les εn sont indépendants des fluctuations ξ(t). Chaque point d’une image

échantillonnée selon He à partir d’une grille irrégulière à pour expression :

Se(x
i
n, t) = Se(x

r
n + σεεn, t)

= S(xr
n + σεεn + σξ(t)) (2.9)

et selon le mode d’échantillonnage Ha, on obtient :

Sa(xi
n, t) = Sa(xr

n + σεεn, t)

=

∫

R2

S(xr
n + σεεn + σξ(t) + τ )a(τ )dτ (2.10)

Lorsque toutes les densités fεn
sont identiques et égales à une distribution de Dirac positionnées en zéro,

la grille irrégulière Gi est de structure régulière.

σεεy(n)

σεεx(n)

∆

∆

Fig. 2.4 – Illustration d’une grille irrégulière. La position d’un photorécepteur sur cette grille peut être

donnée à partir des coordonnées d’un pavage régulier.

2.1.2 Caractérisation par la cohérence

La problématique de ce chapitre est de montrer qu’il existe au sein des modèles de rétines exposés

précédemment un phénomène d’amélioration de performance par les micro-mouvements aléatoires com-

parable au phénomène de résonance stochastique présent dans certains systèmes non-linéaires (voir sec-

tion 1.4). On rappelle que les motivations sont que d’une part, l’ensemble du traitement rétinien comporte

des non-linéarités, et que d’autre part l’œil est soumis aux micro-mouvements de nature aléatoire.

Pour montrer qu’une amélioration par le bruit existe, il faut au préalable définir l’expression avec

laquelle les performances vont être mesurées. Nous avons donné en 1.4.1 les principales mesures qui ont été

utilisées pour mettre en évidence des effets d’amélioration de performance par le bruit : rapport signal-sur-

bruit local, capacité de canal, information de Fisher etc . . . L’information mutuelle est une mesure bien

adaptée pour caractériser le transfert d’information entre l’entrée S et la sortie Se ou Sa des systèmes He et

Ha. En effet, celle ci permet de prendre en compte l’information contenue à tous les ordres statistiques sur
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les photorécepteurs. En ce sens, c’est une mesure de transfert d’information globale. Néanmoins, avec cette

mesure, les calculs sont rapidement très lourds et compliqués. Les expressions de l’information mutuelle

que nous avons obtenues restent trop complexes pour être exploitées et ne sont pas présentées dans ce

manuscrit.

La mesure de performances choisie pour ce chapitre est simplement fondée sur les statistiques

d’ordre deux : l’inter-corrélation entrée-sortie. Contrairement à l’information mutuelle, cette grandeur est

déterminée entre un point x de l’image S et un photorécepteur n de la grille G. L’inter-corrélation est

alors une mesure locale, puisque celle-ci est propre à un seul photorécepteur. L’inter-corrélation fournit

une indication sur le degré de ressemblance entre le point S(x) et le point obtenu par le photorécepteur

n en xn de la rétine. La figure 2.5 est une illustration graphique à une seule dimension de ce propos. Les

inter-corrélations γSSe
et γSSa

, représentées par les doubles flèches sont calculées à deux instants différents

t1 et t2 pour les systèmes He et Ha.

Se(xn , t1)

S(x)

Sa(xn , t2)

σξ(t2)

σξ(t1)

xn

xn

Ha : a(x)

γSSe(x, n, t1)

γSSa(x, n, t2)

He : a(x) = δ(x)

x

Fig. 2.5 – Illustration graphique à une seule dimension de l’inter-corrélation entre un point de l’image S(x)

et un photorécepteur de He et un de Ha à deux instants différents.

Pour effectuer des comparaisons de performances entre les systèmes He et Ha, les calculs sont fondés

sur une mesure relative que nous appellerons cohérence [19, 58] qui est un coefficient de corrélation. Cette

grandeur est normalisée puisqu’elle est définie par le rapport de l’inter-corrélation par la racine carrée

du produit des deux variances des deux termes aléatoires intervenant dans le calcul de l’intercorrélation.

L’expression générale de la fonction de cohérence de deux processus aléatoires X et Y aux “positions” ou

“dates” x, y est définie par :

CXY (x, y) =
γXY (x, y)

[γX(0) γY (0)]
1
2

(2.11)

où γXY (x, y) = EX,Y [X(x)Y (y)] est par définition la fonction d’inter-corrélation des processus X et Y au

positions x et y, et où γX(0) et γY (0) sont respectivement les variances des processus X et Y . D’après
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l’inégalité de Cauchy-Schwarz, la cohérence est comprise dans l’intervalle [−1; 1]. Or, une cohérence égale

à −1 apporte autant “d’information” sur la corrélation que lorsqu’elle est égale à 1. Par conséquent, la

grandeur sur laquelle nous nous concentrons est la valeur absolue de la cohérence |CXY (x, y)| ∈ [0; 1].

Les images en sorties des systèmes He et Ha sont différentes. Les expressions de cohérence qui en

découlent le sont également. Pour que les expressions soient les plus générales possibles, les calculs sont

réalisés sur une grille de photorécepteurs Gi aléatoire. Le cas particulier de la grille régulière est obtenu en

posant fεn
(ε) = δ(ε).

2.1.2.1 Cohérence du système He

L’inter-corrélation γSSe
entre S et Se est une fonction de trois variables. D’après (2.4), les images Se

sont variables dans le temps ; le temps est donc une des variables de la fonction d’inter-corrélation. Les

deux autres sont spatiales. Soit x la position d’un point quelconque de l’image S, et xn
i la position du

nième photorécepteur sur la grille aléatoire Gi. Par définition l’expression de l’inter-corrélation est :

γi
SSe

(x, n, t) = E
[
S(x)Se(x

i
n, t)

]
(2.12)

Dans (2.12), l’espérance mathématique est à calculer avec la densité de probabilité conjointe de S, εi
n et ξ.

Comme ces grandeurs aléatoires sont mutuellement indépendantes, la densité conjointe fS,εn,ξ est égale au

produit des densités marginales fS , fεn
et fξ. De (2.9), l’expression de l’inter-corrélation devient :

γi
SSe

(x, n, t) = Eξ,xi
n

[
γS(x− xi

n − σξ(t))
]

=

∫

R2×R2

γS(x− xr
n − σεk − σv)fξ(v)fεn

(k)dvdk

=

∫

R2×R2

γS(x− xr
n − k − v)fσξ(v)fσεεn

(k)dvdk (2.13)

et on remarque que l’inter-corrélation γi
SSe

est la convolution de γS par fσξ et par fσεεn
:

fσξ(v) =
1

σ2
fξ

(v

σ

)
et fσεεn

(k) =
1

σ2
ε

fεn

(
k

σε

)

D’après (2.11), et en supposant que les images S et Se soient centrées, l’expression de la cohérence du

système He est définie par :

Ci
e(x, n, t) =

γi
SSe

(x, n, t)
(
E
[
S(x)2

]
E
[
Se(xn

i, t)2
] ) 1

2

(2.14)

Le premier terme du dénominateur de (2.14) est égal à σ2
S . Le calcul du deuxième terme, la variance de

l’image échantillonnée Se, se déduit simplement de sa définition et à partir de (2.2) :

E
[
Se(xn

i, t)2
]

= Eξ,εn,S

[
S(xr

n + σεεn + σξ(t))2
]

= Eξ,εn
[γS(0)] = σ2

S

Le dénominateur de l’expression (2.14) vaut par conséquent σ2
S , et finalement l’expression de la cohérence

de He devient :

Ci
e(x, n, t) =

1

σ2
S

γi
SSe

(x, n, t) (2.15)

La normalisation de l’inter-corrélation dans l’expression de la cohérence Ce se manifeste simplement par

la pondération d’un facteur égal à la puissance de l’image observée. On rappelle que la grandeur d’intérêt

pour la suite de l’étude est la valeur absolue de (2.15).
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2.1.2.2 Cohérence du système Ha

L’expression générale de l’inter-corrélation entrée-sortie d’un échantillonnage Ha est à partir de (2.6)

et de sa définition :

γi
SSa

(x, n, t) = E
[
S(x)Sa(xi

n, t)
]

=

∫

R2

Eξ,εn
[γS(x− xr

n − σεεn − σξ(t)− τ )] a(τ )dτ

=

∫

R2×R2×R2

γS(x− xr
n − σεk − σv − τ )fξ(v)a(τ )fεn

(k)dvdτdk

(2.16)

Pour établir l’expression de la cohérence du système d’échantillonnage Ha, il est également nécessaire de

calculer :

E
[
Sa(xn

i, t)2
]

= Eξ,εn,S

[(∫

R2

S(xr
n + σεεn + σξ + τ )a(τ )dτ

)2
]

=

∫

R2×R2

γS(τ − λ)a(λ)a(τ )dλdτ

=

∫

R2

γS(τ )γa(τ )dτ

où γa(τ ) =
∫

R2 a(λ)a(τ + λ)dλ est la fonction d’auto-corrélation de la réponse impulsionnelle d’un pho-

torécepteur. Pour le système Ha, la fonction de cohérence s’obtient donc par :

Ci
a(x, n, t) =

γi
SSa

(x, n, t)
(
E
[
S(x)2

]
E
[
Sa(xi

n, t)
2
] ) 1

2

=
γi

SSa
(x, n, t)

(
σ2

S

∫

R2

γS(τ )γa(τ )dτ

) 1
2

(2.17)

La prise en compte d’un champ récepteur des photorécepteurs induit par leur réponse impulsionnelle a(.)

se traduit par la normalisation de γSSa
par σS [

∫
R2 γS(τ )γa(τ )dτ ]1/2, et par le “filtrage” de Ci

e par a(.).

Dans cette partie nous avons introduit et décrit les deux modèles He et Ha de rétine, ainsi que la

mesure (la valeur absolue de la cohérence) avec laquelle l’amélioration des performances va être étudiée

par la suite. Nous avons également présenté deux types de grilles, les grilles régulières Gr ou irrégulières Gi

de photorécepteurs. La grille régulière est par principe un cas particulier d’une grille irrégulière. Dans la

prochaine partie, l’étude est concentrée uniquement sur ce cas particulier. Les systèmes d’échantillonnage

He et Ha munis d’une grille régulière et soumis à des fluctuations de natures diverses sont analysés pour

révéler qu’un effet bénéfique est apporté par les fluctuations.

2.2 Grille régulière : l’œil comme une caméra numérique vibrante

Considérons un point particulier x de l’image S. En le positionnant sur le repère issu de la grille

régulière Gr on peut alors écrire : x = xr
n + u ∈ R

2, avec u = [ux, uy]T ∈ R
2 et xr

n ∈ Gr. Pour alléger

les notations, tout au long de cette partie nous omettrons volontairement l’indice r de la position des

photorécepteurs indiquant que la grille est régulière, et ainsi : xr
n = xn Comme la grille est régulière,

les expressions des fonctions d’inter-corrélation γSSe
et γSSa

découlent de (2.13) et de (2.16) en posant

simplement fεn
(k) = δ(k). On montre alors que pour le système He muni d’une grille régulière :

γSSe
(x, n, t) =

∫

R2

γS(x− xn − σv)fξ(v)dv (2.18)
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et pour le système Ha,

γSSa
(x, n, t) =

∫

R2×R2

γS(x− xn − σv − τ )fξ(v)a(τ )dvdτ (2.19)

En raison de l’homogénéité de S, les inter-corrélations des deux dernières expressions ne dépendent pas

directement du vecteur de position x ni du vecteur de position xn du photorécepteur d’intérêt, mais

simplement de leur différence u = x−xn. Le calcul des inter-corrélations est réalisé à une date t. Puisque les

micro-mouvements ξ(t) sont indépendants et identiquement distribués dans le temps, les inter-corrélations

ne sont pas fonction temps t. Par contre, la valeur de σ intervient explicitement dans les calculs. Elle joue

un rôle de facteur d’échelle dans les produits de convolution des inter-corrélations (voir équation (2.13)).

Ainsi, on peut écrire pour He :

γSSe
(u, σ) =

∫

R2

γS(u− σv)fξ(v)dv (2.20)

A partir de (2.15), et en posant :

CS(u) =
γS(u)

σ2
S

(2.21)

l’expression de la cohérence de He sur une grille régulière Gr devient :

Ce(u, σ) =

∫

R2

CS(u− σv)fξ(v)dv =

∫

R2

CS(u− v)fσξ(v)dv (2.22)

Bien que les problèmes soient différents, l’expression de la cohérence Ce(u, σ) définie par (2.22) est à un

facteur de normalisation près analogue à celle de l’auto-corrélation dans [145] d’un signal échantillonné

périodiquement et soumis à du jitter, où fξ correspondrait à la densité de probabilité de l’écart entre deux

récepteurs :

Ce(u, σ) = CS ∗ fσξ(u) où fσξ(u) = 1
σ2 fξ(

u
σ )

La différence majeure entre les deux applications est que dans le modèle de l’échantillonnage régulier

plus jitter, les positions de chaque récepteurs sont aléatoires, alors que dans le modèle de la rétine, les

micro-mouvements déplacent en bloc l’ensemble des photorécepteurs sans que les positions relatives entre

photorécepteurs changent. Malgré cela les expressions sont quasiment identiques. On peut l’expliquer par

le fait que l’auto-corrélation, tout comme la cohérence Ce sont des mesures locales. En effet, la cohérence

Ce ne fait intervenir qu’un seul photorécepteur, dont la position absolue est aléatoire. Le calcul de l’auto-

corrélation est fondé sur la position de deux récepteurs. Néanmoins, c’est la densité de probabilité de la

différence entre les positions des deux récepteurs qui apparâıt dans l’expression de l’auto-corrélation. Donc

dans le calcul de l’auto-corrélation, il n’y a qu’une seule grandeur aléatoire propre aux fluctuations (sup-

posées indépendantes et identiquement distribuées), et c’est pourquoi les expressions sont identiques. Dans

[145], Shapiro&Silverman caractérisent les propriétés d’estimation de densités spectrales à partir d’un

échantillonnage régulier soumis au jitter, et concluent que cette méthode ne permet pas de s’affranchir

du repliement spectral. Bien que les grandeurs d’intérêt dans les deux études soient similaires, on ne peut

pas tirer les même conclusions sur le modèle régulier de rétine de cette partie. De plus, rappelons que nous

cherchons plutôt à étudier les effets des fluctuations en terme de transmission de données et pas en terme

d’estimation spectrale.

Pour le système Ha l’expression de l’inter-corrélation exprimée en fonction du vecteur distance u et de

la puissance des fluctuations σ est donnée par :

γSSa
(u, σ) =

∫

R2×R2

γS(u− σv − τ)fξ(v)a(τ )dvdτ (2.23)
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Au niveau de l’inter-corrélation, seule la couche de convolution supplémentaire imposée par a(.) distingue

(2.20) de (2.23). Il vient alors :

γSSa
(u, σ) =

∫

R2

γSSe
(u− τ , σ)a(τ )dτ (2.24)

En s’appuyant sur (2.17), la cohérence filtrée de l’échantillonnage Ha sur grille régulière a pour expression :

Ca(u, σ) =

∫

R2

Ce(u− τ , σ)a(τ )dτ

(∫

R2

CS(τ )γa(τ )dτ

) 1
2

(2.25)

La prise en compte d’un champ réceptif des photorécepteurs sur Ha se traduit par le filtrage de Ce par la

réponse impulsionnelle a(.), et d’une pondération de valeur [
∫

R2 CS(τ )γa(τ )dτ ]−1/2.

2.2.1 Comportement de la cohérence

Nous rappelons que la mesure qui nous intéresse dans ce chapitre est la valeur absolue de la cohérence.

Pour des images S de fonction d’auto-corrélation γS(u) = σ2
Se−β(uT u)1/2

(voir (2.2))), la fonction de

cohérence Ce devient :

Ce(u, σ) =

∫

R2

fξ(v)e−β[(u−σv)T (u−σv)]1/2

dv (2.26)

Ce modèle d’image garantit que la cohérence Ce est positive ou nulle, et dans ce cas |Ce(u, σ)| = Ce(u, σ).

Si les réponses impulsionnelles a(.) sont positives, alors la cohérence Ca l’est également. On veut montrer

que les fluctuations peuvent, sous certaines conditions à déterminer, apporter un bénéfice sur la cohérence

(en valeur absolue) des modèles He et Ha lorsque la grille est régulière. Sans faire d’autres hypothèses sur

les fluctuations ξ, on peut obtenir quelques résultats généraux sur le comportement de Ce et Ca en fonction

de σ.

2.2.1.1 Analyse de la cohérence Ce

Fonction de cohérence Ce aux valeurs limites : Sans fluctuation, pour σ = 0, la cohérence Ce est

égale à l’auto-corrélation normalisée CS de l’image, en effet :

Ce(u, 0) =

∫

R2

CS(u)fξ(v)dv = CS(u) (2.27)

D’après (2.1), l’auto-corrélation CS(u) du modèle d’image retenu pour l’étude possède la propriété d’être

positive ou nulle, et est par définition maximale en zéro : 0 ≤ CS(u) ≤ CS(0) ∀u ∈ R
2.

Lorsque σ → ∞, d’après le théorème de convergence dominée, la limite de la cohérence Ce peut s’écrire

selon :

lim
σ→∞

Ce(u, σ) = lim
σ→∞

∫

R2

fξ(v)CS(u− σv)dv =

∫

R2

fξ(v)
[

lim
σ→∞

CS(u− σv)
]
dv

car il existe κ ≤ β, réel et positif, tel que CS(u− σv) soit toujours bornée supérieurement par :

CS(u− σv) ≤ e−κ[(u−v)T (u−v)]1/2 ∀σ ∈ R
+ u et v ∈ R

2

avec ∫

R2

∣∣∣ e−κ[uT u]1/2
∣∣∣ du <∞

Or, l’auto-corrélation CS(u) de l’image tend vers zéro lorsque la norme euclidienne ||u|| tend vers l’infini.

Dans ce cas, la limite de la cohérence Ce est donc : Ce(u,∞) = 0.
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Dérivée de la fonction de cohérence Ce : Pour déterminer l’expression de la dérivée partielle de la

cohérence Ce par rapport à σ, définissons au préalable la fonction h, le carré de la norme euclidienne du

vecteur u− σv, qui est par définition égal à :

h(u,v, σ) = ||u− σv||2 = (u− σv)T (u− σv)

et dont la dérivée partielle en σ a pour expression :

∂h(u,v, σ)

∂σ
= 2vT (σv − u) (2.28)

En insérant (2.28) dans le développement du calcul de la dérivée partielle de Ce, on aboutit à la forme

suivante :
∂Ce(u, σ)

∂σ
= −β

∫

R2

fξ(v)

h1/2(u,v, σ)

[
vT (σv − u)

]
e−βh1/2(u,v,σ) dv (2.29)

Pour la valeur particulière u = 0, l’évaluation de la fonction h donne h(0,v, σ) = σ2||v||2, c’est-à-dire, le

carré de la norme euclidienne du vecteur v multiplié par σ2. La dérivée partielle de la cohérence en u = 0

a donc comme expression :

∂Ce(u, σ)

∂σ

∣∣∣∣
u=0

= −β
∫

R2

fξ(v)||v||e−βσ||v|| dv (2.30)

L’intégrande de (2.30) est strictement positif, la dérivée est donc négative, et la cohérence évaluée en u = 0

est forcément une fonction décroissante de σ.

Pour des valeurs de u non nulle en σ = 0, la dérivée partielle de la cohérence Ce est toujours nulle. En

effet, puisque les fluctuations ξ sont de moyenne nulle, nous avons :

∂Ce(u, σ)

∂σ

∣∣∣∣
σ=0

= β

∫

R2

e−β||u||

||u|| fξ(v) uT v dv

=
βe−β||u||

||u|| uT E[ξ] = 0 (2.31)

Pour les vecteurs u non nuls, la courbe de la cohérence Ce en fonction de σ possède une tangente horizontale

en zéro.

0 σ

u 6= 0

u = 0

Ce(u, σ)

u 6= 0

σm

Fig. 2.6 – Illustration de l’éventuel effet de l’amélioration de la cohérence Ce par les micro-mouvements

pour u 6= 0, et de la dégradation des performances en u = 0.

La figure 2.6 résume ces résultats propres au modèle He à grille régulière auquel sont présentées des

images dont l’auto-corrélation est donnée par (2.2). Pour u = 0, la cohérence Ce décrôıt de façon monotone

de CS(0) > 0 à zéro, et dans ce cas, les fluctuations ne font que dégrader les performances. Ce point

particulier trouve une explication de nature physique. En effet, l’auto-corrélation d’un signal quelconque

est maximale en zéro. Par conséquent, la corrélation entre l’échantillon obtenu en xn et le signal S observé
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en x = xn + u est maximale lorsque l’éloignement (distance spatiale u) entre les deux valeurs est nulle. Le

photorécepteur positionné en xn ne trouvera pas d’information supplémentaire se rapportant au point x

dans le voisinage de x = xn. Autrement dit, c’est sans fluctuation, donc pour σ = 0, que le photorécepteur

en xn est le mieux placé pour scruter la scène qui se déroule en x = xn.

Par contre, pour u 6= 0, la tangente à l’origine est horizontale. De plus, nous avons montré que

Ce(u,∞) = 0. Il est alors possible qu’un effet d’amélioration de la cohérence par le bruit puisse exister

dans ce cas. Comme le montre la figure 2.6, cette amélioration se caractériserait par le fait que Ce possède

un maximum pour une valeur particulière de σ = σm. Néanmoins rien ne garantit ce comportement, comme

il se peut que le maximum ne soit pas unique ou que la cohérence soit monotone décroissante.

2.2.1.2 Fonction de cohérence Ca

A partir de (2.25) et en en s’appuyant sur l’étude menée pour Ce, on peut également obtenir quelques

résultats sur le comportement de Ca en présence de micro-mouvements. Quelque soit la nature de la réponse

impulsionnelle a(.), il est facile de montrer que :

Ca(u,∞) ∝
∫

R2

Ce(u− τ ,∞)a(τ )dτ = 0

∂Ca(u, σ)

∂σ

∣∣∣∣
σ=0

∝
∫

R2

∂Ce(u− τ , σ)

∂σ

∣∣∣∣
σ=0

a(τ )dτ = 0

Tout comme Ce, la fonction de cohérence Ca devient nulle lorsque la puissance des fluctuations devient

importante. On voit également que la tangente à l’origine de Ca est horizontale. Néanmoins, la réponse

impulsionnelle a(.) conditionne le signe de Ca(u, 0) et celui de la dérivée partielle de Ca en σ pour une

distance u = 0 :

Ca(u, 0) ∝
∫

R2

CS(u− τ )a(τ )dτ (2.32)

∂Ca(u, σ)

∂σ

∣∣∣∣
u=0

∝
∫

R2

∂Ce(u− τ , σ)

∂σ

∣∣∣∣
u=0

a(τ )dτ (2.33)

Or, la réponse impulsionnelle représente le champ récepteur de la cellule. Comme on s’intéresse à |Ca(u, σ)|,
le cas où où le champ récepteur est complètement excitateur a(.) > 0 et le cas où le champ récepteur est

complètement inhibiteur a(.) < 0 sont symétriques.

Si la réponse impulsionnelle a(.) est toujours positive ou nulle, alors les conclusions obtenues par l’ana-

lyse de Ce sont également valables pour la cohérence Ca. En effet, dans ce cas d’après (2.32), Ca(u, 0) est

toujours positive ou nulle. D’après (2.33), la dérivée de Ca par rapport à σ, et évaluée en u = 0 est stricte-

ment négative, et il est également facile d’établir que Ca(0, 0) ≥ 0. Dans le cas contraire, si la réponse impul-

sionnelle a(.) est strictement négative, alors les signes des grandeurs de l’explication précédente changent,

mais les conclusions restent les mêmes puisque l’on considère la valeur absolue de Ca.

Généralement, le comportement du champ récepteur d’une cellule peut être différent en son centre et aux

extrémités. Dans ce cas, la réponse impulsionnelle a(.) peut être positive ou négative sur différentes régions

excitatrices ou inhibitrices de la tesselle du photorécepteur. Ce cas est trop complexe pour être envisagé

dans un cadre général et sera étudié en détail par la suite pour une réponse impulsionnelle particulière.

Les conclusions sont vérifiées quelle que soit la loi de probabilité des fluctuations fξ. Néanmoins pour

donner les conditions dans lesquelles l’effet d’amélioration est possible il faut étudier les variations de

∂Ce(u, σ)/∂σ définie par (2.29) qui dans un cadre général ne peut apporter plus d’information. Pour aller

plus loin dans l’étude, nous traiterons plusieurs exemples avec des densités de probabilité de fluctuations

différentes.

Dans un premier temps, les fluctuations seront régies par une loi uniforme, puis une loi gaussienne

et une loi laplacienne. Le cas du système Ha est traité en considérant que la réponse impulsionnelle des
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photorécepteurs est une porte strictement positive. L’influence de la réponse impulsionnelle a(.) sur la

cohérence Ca sera également testée en prenant comme modèle de réponse impulsionnelle a(.) un “chapeau

mexicain”.

Cependant, l’étude dans un cadre bi-dimensionel est trop compliquée. Pour la simplifier, les calculs

seront menés avec les modèles He et Ha à une seule dimension spatiale. Cette simplification est équivalente

à ne considérer qu’une seule rangée de photorécepteurs d’une rétine à grille régulière, et dans laquelle aucun

lien d’interaction n’existe entre les photorécepteurs d’une ligne avec ceux d’une colonne. Les expressions

des cohérences des fonctions d’échantillonnage He et Ha sur une grille régulière uni-dimensionnelle sont

données par :

Ce(u, σ) =

∫

R

fξ(v)e
−β|u−σv| dv

= e−βu

∫ u
σ

−∞
fξ(v)e

βσv dv + eβu

∫ ∞

u
σ

fξ(v)e
−βσv dv (2.34)

Ca(u, σ) =

∫

R

a(v − u)Ce(v, σ)dv

[∫

R

CS(v)γa(v)dv

] 1
2

=
N a(u, σ)

Da
(2.35)

2.2.2 Fluctuations uniformes sur une ligne de photorécepteurs de He

La densité de probabilité des fluctuations est une loi uniforme de variance unitaire, définie

par fξ(u) = 1
2
√

3
sur [−

√
3;
√

3] et 0 ailleurs. Avec cette densité de probabilité, et à partir de

l’équation (2.35), la cohérence Ce peut s’écrire par :

– Pour |u| ≤
√

3σ : Ce(u, σ) =
1− cosh(βu)e−

√
3βσ

√
3βσ

– Pour |u| >
√

3σ : Ce(u, σ) =
e−β|u| sinh(

√
3βσ)√

3βσ

Le coefficient β est un facteur d’échelle dans les deux dernières expressions. Si on introduit les variables

normalisées :

u0 = βu et σ0 =
√

3βσ (2.36)

alors la cohérence, fonction de ces nouvelles variables a pour expression :

Ce(u0, σ0) =





e−|u0| sinh(σ0)
σ0

si σ0 ≤ |u0|

1−cosh(u0)e−σ0

σ0
si σ0 > |u0|

(2.37)

L’expression de la dérivée partielle de Ce en σ0 et en un point particulier u0 est donnée par :

∂ Ce(u0, σ0)

∂ σ0
=





e−|u0| cosh(σ0)
σ2
0

(σ0 − tanh(σ0)) si σ0 ≤ |u0|

1
σ2
0

[cosh(u0)(1 + σ0)e
−σ0 − 1] si σ0 > |u0|

(2.38)

On retrouve le comportement de décroissance monotone de Ce décrit dans un cadre général par (2.29)

lorsque u0 = 0. Pour des valeurs de u0 6= 0 on observe que :

– Dans la mesure où tanh(σ0) < σ0 pour σ0 > 0, la dérivée ∂Ce/∂σ est strictement positive sur

l’intervalle σ0 ∈]0; |u0|].
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– Pour des fluctuations de puissances très élevées : σ0 → +∞, en s’appuyant sur le fait que σ0e
−σ0 → 0,

on vérifie que la cohérence devient nulle.

Les deux précédentes remarques impliquent l’existence d’au moins un maximum de Ce pour σ0 ∈ ]|u0| ; +∞]

lorsque u0 est non nulle.

Sur cet exemple élémentaire, grâce aux propriétés des fonctions de Lambert (voir annexe A), il est

possible de prouver théoriquement que le maximum est unique et de déterminer la puissance de fluctuation

optimale σm
0 . On peut ainsi montrer que la valeur de σm

0 est définie par la fonction de Lambert de branche

secondaire W −1 :

σm

0 = −
[
1 + W −1

(
− e−1

cosh(u0)

)]
(2.39)

Le résultat (2.39) est tracé sur la figure 2.7. La courbe passe par zéro à l’origine, en effet, pour u0 = 0,

la valeur optimale σm = 0 car W −1(e
−1 ) = −1. Ce résultat est en accord avec les conclusions générales

résumées sur la figure 2.6 et l’explication physique donnée précédemment en se plaçant sous ces condi-

tions. Lorsque la distance normalisée u0 augmente, alors cosh(u0) augmente également, ce qui entrâıne

que W −1

(
e−1

cosh(u0)

)
tend à diminuer, et que finalement σm augmente. Il y a donc une action directe entre

la distance u0 et la puissance optimale des fluctuations σm
0 . Pour améliorer l’information apportée par le

nème échantillon représentant la scène en xn+u0 lorsque la distance u0 augmente, il est nécessaire d’apporter

de plus en plus d’énergie au système moteur des fluctuations afin que le nème photorécepteur scrute de plus

en plus la scène visualisée.

La caractéristique σm = f(u0) tracée sur la figure 2.7 est quasi-linéaire. Pour des fluctuations uniformes

la relation entre puissance de fluctuations optimale et distance d’inter-corrélation peut être approchée par

une droite de pente proche de 1.25 en grandeur normalisée.
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Fig. 2.7 – Evolution de σm
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tance d’inter-corrélation normalisée u0.

−5

0

50
2

4
6

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

σ
0u

0

C
e(u

0,σ
0)

Fig. 2.8 – Cohérence en fonction de σ0 et de u0

dans le cas uniforme.

La figure 2.8 représente la cohérence définie par (2.37) en fonction des valeurs normalisées de distance

u0 et de variance σ0. Cette courbe admet un plan de symétrie pour u0 = 0. La figure 2.9 donne plusieurs

coupes de la nappe précédente pour différentes valeurs de u0. Pour toutes les distances d’inter-corrélation u0

données, on remarque effectivement que la cohérence Ce commence par augmenter dans un premier temps

en fonction de σ0, pour atteindre un maximum en σm
0 (u0), et finalement tendre vers 0 lorsque σ0 devient

très grand. Il y a bien un effet d’amélioration de la cohérence autour d’un photorécepteur de He pour une

grille régulière lorsque les fluctuations sont uniformes. Pour σ = σm
0 , la cohérence Ce est maximale.
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En supposant qu’il existe un système d’asservissement de la puissance des fluctuations

au sein du système visuel, on peut considérer alors qu’il exercerait un contrôle optimal

stochastique de la cohérence des photorécepteurs.

La figure 2.10 donne la cohérence optimale Cm

e obtenue pour σm
0 donné par (2.39) en fonction u0. Cette

courbe est strictement décroissante. La valeur de la cohérence Ce(0, 0) est bien égale à 1. La figure 2.10 met

bien en évidence que la cohérence d’un récepteur éloigné de u0 ne peut être supérieure à celle du récepteur

placé en x, et ce malgré l’effet de contrôle optimal stochastique des fluctuations.
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Fig. 2.9 – Cohérence en fonction de σ0 pour trois

valeurs particulières de u0 dans le cas uniforme.
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Fig. 2.10 – Cohérence optimale Cm

e en fonction de

la distance d’inter-corrélation normalisée u0.

2.2.3 Fluctuations uniformes sur une ligne de photorécepteurs de Ha

A partir d’un exemple simple, nous venons d’introduire l’hypothèse d’un contrôle optimal stochastique

de la cohérence Ce sur le modèle de rétine He par des fluctuations aléatoires uniformes. Nous allons à

présent évaluer sous quelles conditions ce contrôle stochastique peut opérer sur le modèle Ha. Le modèle

Ha se différencie du modèle He par la réponse impulsionnelle a(.) qui représente le champ récepteur d’une

cellule. Dans cette partie, nous allons considérer que le filtrage spatial a(.) n’est qu’une simple étape de

moyennage locale autour du photorécepteur (champ récepteur excitateur). Ainsi, nous prendrons comme

réponse impulsionnelle :

a(x) =

{
1/2α si |x| ≤ α
0 sinon

(2.40)

où α ≥ 0, représente la largeur de l’impulsion a(.), et qui par conséquent, modélise l’étendue du champ

récepteur. Si l’on se concentre sur le cas où fξ(u) = 1
2
√

3
sur [−

√
3;
√

3] et 0 ailleurs, les résultats précédents

du cas sans filtrage He peuvent être ré-utilisés. Tout comme pour le cas non filtré He, les calculs sont

développés à partir des notations normalisées u0, σ0, ainsi que α0 = βα.

Calculons d’abord l’expression du dénominateur de Ca. De (2.40) et du produit de convolution de a(.)

par elle même, on déduit que γa(v) = (2α−|v|)/4α2. En insérant cette expression dans (2.35) et en utilisant

l’expression de l’auto-corrélation du modèle des scènes observées pour l’étude on aboutit finalement à :

Da =
1

σS

[∫

R

γS(v)γa(v)dv

] 1
2

=

[
1

2α2

∫ 2α

0

e−βv (2α− v) dv

] 1
2

=

(
2α0 − 1 + e−2α0

) 1
2

√
2α0

(2.41)
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On vérifie que le dénominateur Da n’est pas fonction du type de fluctuations appliqués sur l’échantillonnage,

il dépend uniquement de la réponse impulsionnelle a(.) et du paramètre β caractérisant la scène S.

A présent, nous allons établir l’expression du numérateur de Ca. L’hypothèse de filtrage uniforme a(.)

des photorécepteurs simplifie le calcul, et N a se déduit de :

N a(u, σ) =
1

2α

∫ u+α

u−α

Ce(v, σ)dv

où la cohérence Ce est donnée par (2.37). En plus d’être fonction de la distance spatiale u0 ainsi que de

la puissance normalisée des fluctuations σ0, la cohérence Ca est également une fonction du paramètre de

filtrage α0. Les détails des calculs sont placés en annexe B.1. En définissant au préalable les trois domaines :

D1(u0, α0) = [0; ||u0| − α0|[
D2(u0, α0) = [||u0| − α0|; |u0|+ α0[

D3(u0, α0) = [|u0|+ α0; +∞[

alors la cohérence Ca du cas filtré devient :

– si σ0 ∈ D1(u0, α0)

Ca(u0, α0, σ0) =





σ0 − e−α0 cosh(u0) sinh(σ0)

α0σ0Da
si |u0| ≤ α0

e−|u0| sinh(α0) sinh(σ0)

α0σ0Da
si |u0| > α0

(2.42)

– si σ0 ∈ D2(u0, α0)

Ca(u0, α0, σ0) =
α0 − |u0|+ σ0 − e−α0−|u0| sinh(σ0)− sinh(α0 − |u0|)e−σ0

2α0σ0Da

(2.43)

– si σ0 ∈ D3(u0, α0)

Ca(u0, α0, σ0) =
α0 − cosh(u0) sinh(α0)e

−σ0

α0σ0Da
(2.44)

La cohérence Ca est une fonction de trois paramètres. Le paramètre ayant le plus d’intérêt pour l’étude

est la puissance des fluctuations σ0. Ainsi, la nappe de la figure 2.11, montre comment varie la cohérence Ca

en fonction de u0 et de σ0 pour α0 fixée. La figure 2.12 décrit le comportement de Ca pour α0 et σ0 variants

à u0 fixée. La figure 2.11 a la même allure que la nappe obtenue pour le cas non filtré He. Cependant, si on

observe, sur la figure 2.13 quelques coupes de cette nappe pour différentes valeurs de u0 et pour la même

valeur de α0, on constate que contrairement au cas non filtré He, les traces de Ha ne présentent pas toutes

un maximum. La figure 2.14 présente l’étude sous un autre aspect. Elle donne les valeurs de la cohérence Ca

en fonction de α0 pour une distance u0 fixée. Les coupes de Ca pour u0 fixée possèdent un maximum en

fonction de σ0 lorsque α0 appartient à une plage de valeur à déterminer. La figure 2.14 montre également

que α0 croissant le phénomène s’atténue jusqu’à disparition.

Même pour un filtrage très simple des photorécepteurs, le cas Ha est bien plus complexe que le cas He

où la réponse impulsionnelle est un Dirac. En effet pour Ha, l’hypothèse de contrôle optimal stochastique

apparâıt sous certaines conditions qui restent à déterminer. Le détail de l’analyse de Ca sur tous les domaines

de définition D1,D2,D3 est reporté en annexe B.2. Les conclusions suivantes en sont issues :
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Fig. 2.12 – Cohérence Ca en fonction de σ0 et de

α0 dans le cas uniforme pour une distance d’inter-

corrélation u0 = 1.
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Fig. 2.14 – Cohérence Ca en fonction de σ0 pour

u0 = 1 dans le cas uniforme et filtré. Les largeurs

de la porte a de filtrage sont respectivement α0 =

{0.25, 0.5, 1.01}.

Si |u0| ≤ α0

Dans D1(u0, α0), D2(u0, α0), et D3(u0, α0), la cohérence Ca est strictement décroissante quelque

soit la puissance des fluctuations σ0. Nous interprétons ceci par l’illustration de la figure 2.15 qui montre

que dans ce cas la cohérence ne peut être améliorée par les fluctuations. En effet, la cohérence est toujours

calculée dans le champs visuel α0 du capteur. Comme le point d’intérêt x est placé dans ce champs visuel

α0, les fluctuations ont tendance à dégrader le traitement.

Si |u0| > α0

La cohérence Ca est croissante sur D1(u0, α0). La valeur de Ca pour σ0 = 0 est positive, la li-

mite de Ca pour σ0 →∞ est nulle, il est certain que la cohérence Ca présente un (ou plusieurs) maximum
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Fig. 2.15 – Illustration du phénomène de dégradation de la cohérence Ca des photorécepteurs d’une grille

régulière. La rétine se déplace dans l’espace au cours du temps. La cohérence entre le photorécepteur

d’intérêt et la cible symbolisée par le cadre en pointillé de largeur 2α est dégradée par les micro-mouvements,

car toutes les informations concernant la cible sont déjà présentes dans le champs visuel du photorécepteur

à l’instant t0.

sur D2(u0, α0), et/ou D3(u0, α0). On montre en annexe B.2 que si la condition :

cosh(u0) sinh(α0)e
−|u0|−α0

α0
(|u0|+ α0 + 1)− 1 > 0 (2.45)

est vérifiée, alors la cohérence filtrée Ca(u0, σ0) possède un maximum unique sur D3(u0, α0) :

σm

0 = −
[
1 + W −1

(
−e−1

C

)]
(2.46)

où C = cosh(u0) sinh(α0)/α0. Lorsque α0 → 0, le filtre des photorécepteurs tend à devenir une distribution

de Dirac, et les systèmesHe etHa deviennent équivalent. On vérifie ici pour α0 → 0 que C/α0→0 = cosh(u0),

et que les formules (2.39) et (2.46) sont équivalentes.

Lorsque la condition (2.45) n’est pas remplie, alors sur tout l’intervalle D3(u0, α0), la cohérence Ca est

décroissante. Le maximum apparâıt pour une valeur de σ0 appartenant à D2(u0, α0), et hormis par une

méthode numérique, il est difficile de déterminer explicitement pour quelle valeur de σ0 le pic sera présent.

La figure 2.16 représente comment varie σm
0 en fonction de la distance d’inter-corrélation normalisée u0

pour différentes valeurs de α0. Ces courbes sont obtenues numériquement pour une taille de porte α0 fixée,
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en recherchant pour une distance u0 la valeur de σ0 qui permet d’obtenir le maximum de cohérence Ca.

Lorsque α0 tend vers zéro, on reconnâıt le caractère quasi-linéaire du lien entre σm
0 et u0 déjà observé

en 2.1.2. Ce caractère linéaire se perd lorsque les valeurs de α0 augmentent. Par rapport à l’étude du

cas précédent (|u0| ≤ α0), σ
m
0 = 0 pour des distances d’inter-corrélation u0 inférieures à la largeur de la

porte. On remarque aussi que la pente des courbes augmente avec le coefficient α0. Plus la largeur de filtre

α0 est grande, et plus, lorsque la distance u0 augmente, il est nécessaire de donner de la puissance aux

micro-mouvements pour que le photorécepteur travaille à cohérence Ca maximale.
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Fig. 2.16 – Ecart-type optimal σm
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théorique (2.46) entre σm
0 et u0. La courbe théorique

(pointillé) rejoint la courbe pratique après que la

condition (2.45) (rouge) soit vérifiée.

La figure 2.17 illustre la validité de la relation théorique (2.46) qui est vérifiée lorsque la condition

(2.45) est vraie. Les courbes sont tracées pour une largeur de porte fixée. La courbe en trait continu est

obtenue par la même procédure numérique que pour les courbes de la figure 2.16. La courbe en pointillé

est tracée à partir de la relation (2.46). La condition est également représentée en trait plein sur la figure,

elle est vérifiée pour u0 ≥ 1. Pour toutes les valeurs de u0 où la condition est vraie la courbe théorique

et la courbe pratique se superposent. Lorsque la condition n’est pas vérifiée l’équation (2.46) devient une

approximation qui n’est pas valable pour des faibles distances u0.

La courbe tracée sur la figure 2.18 représente comment varie σm
0 en fonction de la taille de la porte α0

pour une distance d’inter-corrélation normalisée u0 = 1. Cette caractéristique est composée de trois zones

fonctions de la valeur de α. Nous appelons troisième zone, la partie de la courbe pour laquelle α0 > 1. Dans

cette zone, les valeurs de σm
0 sont nulles, et il n’ y a pas d’effet d’amélioration par le bruit. La première zone

correspond environ à 0 < α0 < 0.33. Ici, la courbe est légèrement croissante et l’effet d’amélioration de la

cohérence existe. Le lien entre puissance de fluctuations et largeur de fenêtre est alors le suivant. Plus la taille

du filtre augmente, et plus il est nécessaire d’agiter le modèle de rétine Ha pour que les photorécepteurs le

composant fonctionnent à cohérence maximale. Mais l’effet de l’amélioration par le bruit existe également

dans la deuxième zone définie pour 0.33 < α0 < 1. Néanmoins, sur cette portion de courbe, σm
0 diminue

lorsque α0 augmente. Cette décroissance illustre que l’effet d’amélioration par le bruit disparâıt rapidement

puisque les conditions d’apparition du phénomène sont de plus en plus critiques (α0 ≈ |u0|).
La figure 2.19 donne l’évolution de Cm

a , c’est-à-dire la valeur de la cohérence en σm
0 pour u0 = 1. On

remarque que pour une distance fixe, le maximum de la cohérence décrôıt avec la taille de la fenêtre. Les

effets de la taille et du type de fenêtre seront analysés en détail dans la partie 2.2.5.

Enfin, la figure 2.20 illustre le principe d’amélioration de la cohérence. Contrairement à la figure 2.15,
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la cohérence n’est plus seulement calculée dans un cadre limité par le champs visuel du capteur. Ainsi,

les fluctuations en déplaçant les photorécepteurs peuvent améliorer localement le traitement visuel, c’est

pourquoi on peut le qualifier de contrôle optimal stochastique.

En pratique, vis-à-vis d’un point de l’image S, un photorécepteur est soit dans le cas |u0| ≤ α0, sans

amélioration possible de la cohérence, ou soit dans le cas |u0| > α0, où la cohérence atteint un maximum pour

σm
0 . Par conséquent, par rapport à l’image S complète, le photorécepteur est simultanément en situation

d’amélioration de la cohérence pour une zone de l’image donnée, et en détérioration de la cohérence pour la

zone comprise dans son champs visuel. Comme la cohérence est une mesure locale parce qu’elle est propre à

un photorécepteur, et également parce qu’elle est relative à un seul point de l’image S, il est impossible de

quantifier le degré d’amélioration et celui de détérioration apportés par les fluctuations. Néanmoins, on vient

de montrer qu’il existe un effet d’amélioration de la cohérence des photorécepteurs par les fluctuations dans

les modèles He et Ha lorsque les grilles sont régulières, et lorsque les fluctuations sont de nature uniforme.

Cet effet est toujours vérifié pour He, alors que sur Ha celui peut ne pas apparâıtre. Sur Ha, les conditions

de réalisation du phénomène dépendent principalement des paramètres de la réponse impulsionnelle a(.)

des photorécepteurs.
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Fig. 2.20 – Illustration du phénomène d’amélioration de la cohérence d’un photorécepteur. Il y a un ap-

port d’information supplémentaire sur la cible (cadre pointillé), lorsque à partir des micro-mouvements le

photorécepteur puise de l’information dans le voisinage (cadre trait plein) de celle-ci. La cohérence entre

le photorécepteur d’intérêt et la cible symbolisée par le cadre rouge peut être améliorée par les micro-

mouvements. Le contrôle stochastique est optimal pour une certaine puissance de fluctuations σm

0 .
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2.2.4 Pour d’autres types de fluctuations

L’effet de contrôle optimal stochastique de la cohérence Ce et Ca présenté sur une grille régulière Gr, est-il

seulement vérifié pour des fluctuations uniformes ? Le cas général présenté en 2.2.1 ne permet de répondre à

cette question, nous allons présenter quelques résultats théoriques obtenus lorsque les fluctuations ξ(t) sont

supposées laplaciennes et lorsqu’elles sont de nature gaussienne. Par rapport aux deux sections précédentes,

ces densités ne sont plus à support borné. Même à variance finie, les réalisations du bruit peuvent prendre

des valeurs très importantes. L’évaluation de Ca est faite dans le même contexte que précédemment. En

considérant que la réponse impulsionnelle a(.) est toujours définie par (2.40), alors la valeur du dénominateur

Da est identique au cas uniforme. Les détails des calculs sont reportés en annexe C et les cohérences seront

exprimées par des variables normalisées définies par les expressions suivantes :

σ0 = βσ/
√

2 et u0 = βu et α0 = αβ (2.47)

2.2.4.1 Pour des fluctuations laplaciennes

Pour des micro-mouvements centrés, de variance unité, et de densité de probabilité laplacienne définie

par fξ(u) = e−
√

2|u|
√

2
, la cohérence sur He sans filtrage spatial s’écrit :

Ce(u0, σ0) =
σ0e

−|u0|/σ0 − e−|u0|

σ2
0 − 1

(2.48)

La cohérence en fonction de u0 et de σ0 est tracée sur la figure 2.21. Quelques coupes sont représentées

sur la figure 2.22, et comme précédemment pour le cas uniforme, la cohérence Ce présente un maximum en

σm
0 (u0) pour une valeur non nulle de u0.
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Fig. 2.21 – Cohérence Ce en fonction de σ0 et de

u0 dans le cas laplacien.
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Fig. 2.22 – Cohérence Ce en fonction de σ0 dans le

cas laplacien pour trois valeurs de u0.

L’expression de la cohérence sur Ha dans le cas filtré par une porte est un peu plus compliquée, elle

est donnée par :





Ca(u0, α0, σ0) =
σ2

0 sinh(α0/σ0)e
−|u0|/σ0 − sinh(α0)e

−|u0|

α0(σ2
0 − 1)Da

pour |u0| ≥ α0

Ca(u0, α0, σ0) =
σ2

0 − σ2
0e

−α0/σ0 cosh(u0/σ0)− 1 + e−α0 cosh(u0)

α0(σ2
0 − 1)Da

pour |u0| < α0

(2.49)
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Les figures 2.23 et 2.24 représentent respectivement les cohérences Ca donnée par (2.49) lorsque la taille

de la porte α0 est fixe et lorsque la distance u0 est donnée.
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Fig. 2.23 – Cohérence Ca en fonction de σ0 et de u0

dans le cas laplacien et filtré par la porte de largeur

α0 = 0.5.

0

2

40
1

2
3

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

α
0σ

0

C
a(σ

0,α
0)

Fig. 2.24 – Cohérence Ca en fonction de σ0 et de α0

dans le cas laplacien pour pour une distance d’inter-

corrélation u0.

2.2.4.2 Pour des fluctuations gaussiennes

La densité gaussienne de variance unitaire est définie par fξ(u) = 1√
2π

e−
u2

2 . Le calcul de la cohérence

non filtrée Ce après normalisation a alors pour expression :

Ce(u0, σ0) =
eσ2

0

2

[
e−u0 erfc

(
σ0 −

u0

2σ0

)
+ eu0 erfc

(
σ0 +

u0

2σ0

)]
(2.50)

où erfc est la fonction d’erreur complémentaire définie par :

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−t2 dt

En convoluant la cohérence (2.50) par la la réponse impulsionnelle a(.) l’écriture analytique de Ca est donnée

par :

Ca(u0, α0, σ0) =
eσ2

0

4α0Da
(I1 + I−1) +

1

2α0

[
erfc

(
−α0 + u0

2σ0

)
− erfc

(
α0 − u0

2σ0Da

)]
(2.51)

où

Iε = ε

[
eε(α0−u0) erfc

(
σ0 + ε

α0 − u0

2σ0

)
− e−ε(α0+u0) erfc

(
σ0 − ε

α0 + u0

2σ0

)]
où ε = ±1

Les quatre figures 2.25, 2.26, 2.27 et 2.28 illustrent le comportement des cohérences Ce et Ca pour des

fluctuations gaussiennes.

Les études des fonctions de cohérences Ce et Ca pour des fluctuations autre que de type uniforme sont

plus délicates. Nous n’avons pas d’expression analytique permettant de montrer l’existence de maxima de

ces fonctions de cohérence. Cependant, d’après les tracés numériques de Ce et Ca, on peut avancer que

l’effet de contrôle optimal stochastique est bien présent dans le cas laplacien et gaussien. Bien sûr, on ne

peut pas à partir de ces quelques exemples, affirmer que quelque soit le type de fluctuation la cohérence se

trouve toujours maximisée. Néanmoins, les valeurs de puissances σ2
0 pour lesquelles l’effet d’amélioration

de la cohérence est maximale sont identiques pour des fluctuations gaussiennes et laplaciennes. Que ce soit
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Fig. 2.25 – Cohérence Ce en fonction de σ0 et de

u0 dans le cas gaussien.
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Fig. 2.26 – Cohérence Ce en fonction de σ0 dans le

cas gaussien pour trois valeurs de u0.
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Fig. 2.27 – Cohérence Ca en fonction de σ0 et de u0

dans le cas gaussien et filtré par la porte de largeur

α0 = 0.5.
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Fig. 2.28 – Cohérence Ca en fonction de σ0 et de α0

dans le cas gaussien pour pour une distance d’inter-

corrélation u0.

pour des fluctuations uniformes, laplaciennes (gauche figure 2.29) ou gaussiennes (centre figure 2.29), les

traces de la cohérence Ca apparaissent avec un maximum uniquement lorsque la condition |u0| > α0 est

remplie.

L’effet d’amélioration par le bruit de la cohérence Ca dépend principalement du type de fenêtrage exercé

sur les échantillons de l’image. Il semble que dans le cas d’un simple moyennage, le caractère “résonant”

d’un photorécepteur se vérifie par la condition |u0| > α0.

Le panneau de droite de la figure 2.29 présente les différences relatives entre les valeurs de la cohérence

filtrée par une porte pour des fluctuations laplaciennes et des fluctuations gaussiennes pour quatre distances

d’inter-corrélation u0. Ces différences existent, mais sont relativement faibles. En effet, l’écart le plus impor-

tant est relevé pour u0 = 0.1 et vaut au maximum 0.08. Les régions pour lesquelles les courbes sont positives

montrent que la cohérence est (sous ces conditions) plus importante pour des fluctuations laplaciennes que

des fluctuations gaussiennes. Les courbes tracées pour les distances u0 = 0.5 et u0 = 1 possèdent toutes

deux un minimum à valeur négative. Pour ces deux valeurs de distances l’effet d’amélioration est vérifié

pour les deux types de fluctuations. Dans ce cas les fluctuations gaussiennes permettent à la cohérence d’at-
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

σ
0

C
a(

u 0,α
0,σ

0)

u
0
 = 0,1

u
0
 = 0,2

u
0
 = 0,5

u
0
 = 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

σ
0

C
a(

u 0,α
0,σ

0)

u
0
 = 0,1

u
0
 = 0,2

u
0
 = 0,5

u
0
 = 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

σ
0

C
a(u

0,σ
0,α

0)  L
 −

 C
a(u

0,σ
0,α

0)  G

u
0
 = 0.1

u
0
 = 0.2

u
0
 = 0.5

u
0
 = 1

Fig. 2.29 – Cohérence filtré par une porte Ca en fonction de σ0 dans le cas laplacien (gauche) et le cas

gaussien (centre). A droite, différence des cohérences Ca pour des fluctuations laplaciennes et gaussiennes

en fonction de σ0. La largeur de la porte est α0 = 0.2. La distance d’inter-corrélation normalisée u0 vaut

respectivement u0 = {0.1, 0.2, 0.5, 1}.

teindre un maximum à valeur supérieure à celui obtenu pour des fluctuations laplaciennes. Sur ces courbes

on devine également le comportement à forte puissance de la cohérence. Plus la puissance des fluctuations

est importante, et plus les écarts entre les cohérences obtenues sous des fluctuations laplaciennes et gaus-

siennes sont faibles. Néanmoins, vu le peu de différences que présentent les courbes de cohérences pour des

fluctuations gaussiennes et laplaciennes, nous en concluons que l’effet de contrôle optimal stochastique est

assez robuste à la forme des densités de probabilité des fluctuations.
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Fig. 2.30 – Gauche - Comparaison de la valeur de la puissance optimale σm (non normalisée) en fonction

de u0 pour des fluctuations de densité uniforme, laplacienne et gaussienne dans un cas non filtré. Centre

et Droite - Comparaison de la valeur de la puissance optimale σm

0 (normalisée) en fonction de u0 pour des

fluctuations de densité laplacienne (centre) et gaussienne (droite) dans le cas filtré des portes de différentes

largeurs α0.

La puissance optimale σm (sans normalisation (2.36) et (2.47) et pour β = 1 afin de comparer des quan-

tités comparables) qui permet de maximiser la cohérence Ce pour des fluctuations uniformes, laplacienne

et gaussiennes en fonction de u0 est tracée sur la gauche de la figure 2.30. Même si la “pente” est différente

(voir figure 2.7), l’évolution de σm en fonction de la distance u0 du cas uniforme est quasi-linéaire. Par

contre, les courbes gaussiennes et laplaciennes sont convexes. Ainsi, la courbe du cas uniforme est placée au

dessus des deux autres pour u0 ≤ 1.2. Pour garantir l’effet de contrôle optimal de la cohérence à faibles dis-

tances u0, les fluctuations de nature uniforme nécessitent plus de puissances que les fluctuations gaussiennes

ou laplaciennes. Néanmoins, pour de faibles distances u0, les trois courbes sont relativement proches. Cette

tendance s’inverse pour des distances u0 supérieures à 1.5. Dans ce cas, à performances équivalentes, le

modèle He soumis à des fluctuations uniformes est moins gourmand en énergie que lorsque les fluctuations

sont gaussiennes, qui est moins gourmand en énergie que pour des fluctuations laplaciennes.

Les réseaux de courbes au centre et à droite de la figure 2.30 donnent σm
0 en fonction u0 pour différentes

tailles α0 de filtres (portes) pour des fluctuations laplaciennes et gaussiennes respectivement. Empirique-
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ment, on remarque qu’il est nécessaire d’avoir u0 > α0 pour que σm
0 ne soit pas nul, et que ainsi il y ait

existence d’un maximum de la cohérence lorsque les fluctuations sont gaussiennes ou laplaciennes. Enfin,

pour toutes les valeurs de α0 testées, les valeurs de puissances optimales σm
0 dans le cas gaussien sont

toujours inférieures à celles obtenues pour des fluctuations laplaciennes.

La partie qui suit est consacrée à l’étude de l’influence du type de filtrage réalisé par les photorécepteurs

de Ha sur grille régulière. Dans la section 2.2.1, on a montré que lorsque la réponse impulsionnelle a(.) est

toujours positive alors la cohérence Ca possède sans fluctuation les mêmes propriétés que Ce. L’étude pour

une réponse impulsionnelle a(.) négative n’apporte pas plus d’information car il suffit de prendre la même

définition de la cohérence au signe près pour établir une symétrie dans les expressions. C’est donc l’influence

de réponses impulsionnelles à la fois positive et négative (excitatrice et inhibitrice) sur différentes régions

de la tesselle qui va être analysée.

2.2.5 Pour d’autres réponses impulsionnelles

On veut tester dans cette partie quelle est l’influence de la réponse impulsionnelle a(.) sur la valeur

absolue de la cohérence Ca d’un photorécepteur d’une grille régulière. Les fonctions que nous utilisons sont

celles qui sont couramment utilisées pour représenter le comportement d’un champ récepteur d’une cellule

neuronale [32]. En particulier, nous traitons le cas où le centre de la cellule est excitateur, et où le contour

est inhibiteur. Dans les parties précédentes, la cohérence Ca était toujours positive, et nous avions donc

|Ca| = Ca. Dans ce cas, la réponse impulsionnelle possède des régions où elle est négative, par conséquent

nous donnerons toujours les résultats en valeur absolue. Pour s’affranchir du terme de contraction/dilatation

provenant du coefficient β, la réponse impulsionnelle est directement exprimée en fonction d’un coefficient

normalisé α0 = βα. Ainsi, la définition de la réponse impulsionnelle, de paramètre α0 utilisée dans cette

section est la suivante :

aα0
(x) =

2

π1/4
√

3α0

(
1− x2

α2
0

)
e
− x2

2α2
0 (2.52)

Plusieurs tracés de (2.52) sont regroupés sur la figure 2.31. On reconnâıt l’allure du “chapeau mexicain”
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Fig. 2.31 – Réponse impulsionnelle aα0
pour quatre

valeurs de α0 = {0.5 ; 1 ; 2 ; 4}.

−5 0 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

f

A
α(f

)

α = 0.5
α = 1
α = 1.5

Fig. 2.32 – Module de la fonction de transfert

Aα0
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de paramètre α0 > 0 utilisée dans la théorie des ondelettes continues5. D’après cette théorie, une ondelette

mère doit satisfaire la condition d’admissibilité définie par
∫

R
aα0

(x)dx = 0. Par conséquent, quelque soit la

5C’est la dérivée seconde d’une densité de probabilité gaussienne de variance α2
0.
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valeur du paramètre α0, la réponse impulsionnelle définie par (2.52) est de moyenne nulle. Le filtrage effectué

par un photorécepteur, représenté sur la figure 2.32, est de nature passe bande. La valeur du coefficient α0

règle la fréquence centrale ainsi que la sélectivité du filtre. Plus la valeur de α0 est élevée, et plus le filtre

est sélectif. La fréquence centrale est inversement proportionnelle à α0 puisque pour les fréquences positives

on peut montrer qu’elle est donnée par fc =
√

2/α0. On vérifie ainsi que plus α0 augmente et plus le filtre

se concentre sur les basses fréquences, sans toutefois laisser passer le continu.

D’après (2.35), la cohérence Ca est le produit de convolution de la cohérence Ce par la réponse impul-

sionnelle a(.). Il y a trois paramètres ayant une importance significative sur la valeur de la cohérence Ca.

La distance u0 et la puissance des fluctuations σ0 qui modifient la cohérence Ce, et le paramètre α0 qui

change l’étalement de la réponse impulsionnelle ou la largeur de bande. On rappelle que l’expression de la

cohérence Ca en fonction de ces trois grandeurs a pour expression :

Ca(u0, σ0, α0) =
1

Da(α0)

∫

R

Ce(u0 − τ, σ0)aα0
(τ)dτ

Ce(u0, σ0) =

∫

R

CS(u0 − v)fσ0ξ(v)dv

Pour des fluctuations uniformes, laplaciennes et gaussiennes, les expressions de Ce ont des écritures ana-

lytiques, mais ces fonctions ne sont pas simples à intégrer. Pour les réponses impulsionnelles données

par (2.52), le produit de convolution (2.53) lorsque les densités de probabilité de ξ(t) sont uniformes, lapla-

ciennes et gaussiennes reste sous forme intégrale. Néanmoins, quelles que soient les fluctuations, Ca peut

toujours être calculée par une procédure d’intégration numérique.

Trois nappes de la valeur absolue de la cohérence Ca pour des fluctuations uniformes sont présentées

sur la figure 2.33 où l’expression de Ce est donnée par (2.37). Comme nous l’avons observé précédemment,
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Fig. 2.33 – Valeur absolue de la cohérence Ca en fonction de σ0 et de u0 lorsque les fluctuations sont

uniformes et que la réponse impulsionnelle est un “chapeau mexicain” de coefficient α0 = {0.4; 1; 1.2}.

les courbes admettent un plan de symétrie passant en u0 = 0 et perpendiculaire à l’axe u0. En effet, la

convolution conserve les symétries, et la fonction CS est une fonction symétrique. Si la densité de probabilité

fξ, et la réponse impulsionnelle aα0
le sont également, la cohérence Ca est obligatoirement symétrique par

rapport à u0 = 0. Par rapport aux différents cas que nous avons observés avec une porte, lorsque la réponse

impulsionnelle présentent des zones excitatrices et des zones inhibitrices, il y a des “lobes secondaires” dans

les tracés des nappes de la valeur absolue de la cohérence. Ces lobes secondaires correspondent aux valeurs

de la cohérence Ca qui sont négatives. Avec une réponse impulsionnelle donnée par (2.52), le maximum de

chaque lobe secondaire est unique et est obtenu pour σ = 0.

Par définition, la cohérence est en valeur absolue toujours inférieure ou égale à un. La valeur à l’origine

Ca(0, 0, α0) est la valeur maximale que peut atteindre la cohérence Ca. Plus la valeur de α0 est élevée et
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plus cette valeur tend vers un. On peut le vérifier en écrivant :

Ca(0, 0, α0) =

∫

R

CS(τ)aα0
(τ)dτ

[
σS

∫

R

CS(τ)γaα0
(τ)dτ

]1/2
=

∫

R

ΓS(f)Aα0
(f)df

[
σS

∫

R

ΓS(f)|Aα0
(f)|2df

]1/2
(2.53)

où la deuxième égalité est obtenue dans le domaine fréquenciel par le théorème de conservation d’énergie

de Plancherel. En définissant un produit scalaire, de noyau ΓS , tel que le produit de la fonction Aα0
(f) par

la fonction unité soit égale à :

< Aα0
| 1 >ΓS

=

∫

R

ΓS(f)Aα0
(f)df

alors, l’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de montrer que :

|Ca(0, 0, α0)| =
|< Aα0

| 1 >ΓS
|

||1||ΓS
||Aα0

||ΓS

≤ 1 (2.54)

car la norme de la fonction unité fondée sur le produit scalaire de noyau ΓS est ||1||ΓS
= σS . L’égalité est

atteinte uniquement lorsque les fonctions A et 1 sont proportionnelles. Ceci explique pourquoi la cohérence

Ca(0, 0, α0) à l’origine augmente lorsque α0 augmente, car plus α0 est grand et plus la fonction Aα0
tend

vers une constante.
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Fig. 2.34 – Valeur absolue de la cohérence Ca en

fonction de σ0 à u0 = 0.9 lorsque les fluctua-
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cient α0.
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ficient α0 = 0.7.

La figure 2.34 montre comment varie la cohérence Ca en valeur absolue à une distance d’inter-corrélation

u0 fixée pour différents paramètres α0. La figure 2.35 présente différentes coupes de Ca à α0 fixée. Sur les

deux figures, on constate que certaines courbes sont monotones décroissantes. C’est le cas où il n’y a pas

d’amélioration de la cohérence par les micro-mouvements. Les autres courbes possèdent un ou deux maxima,

et le bruit peut avoir un rôle bénéfique sur la cohérence d’un photorécepteur. Si une courbe ne présente

qu’un seul maximum alors on peut considérer que la cohérence est améliorée. En revanche, nous devons

réalisé une distinction sur les phénomènes observés dans le cas où il y a deux maxima. Cette distinction

porte sur la position du maximum global. Dans le cas où le maximum global est positionné en σ0 = σm
0 , alors

le phénomène d’amélioration de la cohérence par les micro-mouvements est identique aux cas précédents.
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Dans le cas où le maximum global est placé en σ0 = 0, alors l’amélioration devient un phénomène local. La

cohérence est améliorée pour un certain niveau de bruit, mais pourrait être maximale sans aucun bruit. La

condition |u0| > α0 vérifiée théoriquement dans la partie 2.2.3 pour une porte et des fluctuations uniformes6

est toujours nécessaire mais n’est plus suffisante pour garantir que l’amélioration de la cohérence par le

bruit soit un phénomène global.

L’effet de fluctuations autres que celles de nature uniforme est représentée sur la figure 2.36. Pour

toutes ces courbes, la réponse impulsionnelle aα0
(.) est identique, et le coefficient du filtre vaut α0 = 0.7. La

cohérence est tracée pour trois distances u0 différentes lorsque les fluctuations sont uniformes, gaussiennes

et laplaciennes. Afin de pouvoir faire des comparaisons entre les courbes, celles-ci sont tracées en fonction

de σ sans les normalisations (2.36) et (2.47), et pour β = 1.
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Fig. 2.36 – Cohérence Ca en fonction de σ pour des fluctuations uniformes, laplaciennes et gaussiennes,

et pour une réponse impulsionnelle “chapeau mexicain” de coefficient α0 = 1, et pour trois valeurs de

u0 = {0.7, 1, 1.5}. Le coefficient β est égal à 1.

Sur la figure de gauche, pour u0 = 0.7, on voit que quelques soient les fluctuations les courbes possèdent

toutes un seul maximum, et que la position de ce maximum est différente dans chaque cas. Le pic de

cohérence le plus marqué est celui correspondant au cas uniforme. C’est aussi celui qui demande le plus

de puissance pour apparâıtre par comparaison avec des fluctuations gaussiennes et laplaciennes. Plus la

puissance σ2 augmente et plus les différences entre les courbes sont accentuées. On observe sur le pan-

neau central que le maximum global est obtenu pour une puissance de fluctuations non nulle. On observe

également une accentuation des différences entres les courbes pour de faibles valeurs de puissance σ2 lorsque

la distance d’inter-corrélation u0 augmente. La courbe obtenue pour des fluctuations laplaciennes est plus

tassée que celles tracées pour des fluctuations uniformes ou gaussiennes. On vérifie également que les va-

leurs de la puissance optimale dans chaque cas sont différentes. Enfin, sur la figure de droite, pour chaque

courbe, le maximum global de la cohérence est obtenu pour σ = 0. Pour des fluctuations laplaciennes, le

maximum local est assez difficile à localiser alors que les maxima locaux pour les fluctuations gaussiennes

et uniformes sont bien visibles. Dans tous les cas, nous avons observé empiriquement que la condition

|u0| ≥ α0 est nécessaire pour qu’apparaisse un maximum local.

La figure 2.37 donne la puissance optimale non normalisée σm en fonction de u0 pour différentes

réponses impulsionnelles “chapeau mexicain” de coefficient α0. Les trois réseaux de courbes sont obtenus

pour des coefficients α0 identiques, et les fluctuations sont successivement de densité uniforme, laplacienne

et gaussienne. Premièrement, on remarque que les ordres de grandeurs des courbes pour α0 proche de

zéro sont similaires aux ordres de grandeurs des courbes obtenues lorsque le filtre des photorécepteurs

est une porte. Les fluctuations uniformes permettent un contrôle optimale de la cohérence Ca avec une

puissance plus faible que pour des fluctuations laplaciennes ou gaussiennes. Les fluctuations laplaciennes

sont encore plus gourmandes en énergie que les fluctuations gaussiennes. Comme pour un filtrage par une

6On rappelle que cette condition a également été vérifié empiriquement dans la partie 2.2.4 pour d’autres types de fluc-

tuations.
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porte, la condition distance/taille de filtre est visible sur les différentes courbes. En effet, on constate que la

puissance optimale σm est non nulle uniquement lorsque |u0| > 1.2α0. De même que pour le filtrage par une

porte, la caractéristique (σm;u0) peut être assimilée à une droite dès que la distance u0 est suffisamment

élevée. Une approximation linéaire peut également être réalisée pour les valeurs de u0 faibles et donc proches

de la condition de réalisation de contrôle optimale.
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Fig. 2.37 – Comparaison de la valeur de la puissance optimale σm

0 en fonction de u0 pour des fluctuations de

densités uniformes (gauche), laplacienne (centre) et gaussienne (droite) lorsque la réponse impulsionnelle

des photorécepteurs est un “chapeau mexicain” de coefficient α0.

Dans cette partie, on a montré que la cohérence calculée pour un photorécepteur appartenant à une

grille régulière Gr est fonction des fluctuations aléatoires qui déplacent la grille. Selon la puissance de ces

fluctuations, la cohérence peut être augmentée ou dégradée pour une distance d’inter-corrélation fixée.

L’effet d’amélioration de la cohérence a été étudié pour trois types différents de fluctuations lorsque les

photorécepteurs sont idéaux (He) et lorsque les photorécepteurs filtrent les observations (Ha). Dans les trois

cas, à une distance donnée u0 correspond parfois une puissance de fluctuations idéale σm(u0) qui assure

l’amélioration des performances. La suite est consacrée à l’étude de la cohérence d’un photorécepteur d’une

grille irrégulière Gi. On rappelle que le modèle de grille irrégulière est présenté en 2.1.1. Comme pour cette

partie, les systèmes d’échantillonnage He et Ha seront testés pour des fluctuations de natures différentes.

La grande différence de l’étude qui caractérise la suite est la présence d’un nouvel aléas : le bruit de grille

qui détermine la structure de Gi.

2.3 Grille aléatoire : plus proche d’un modèle biologique

L’objectif de cette partie est d’établir le lien entre l’irrégularité d’une grille portée par une grandeur

aléatoire, le bruit de grille, et les micro-mouvements, eux aussi de nature aléatoire. Pour atteindre cet

objectif, plusieurs comparaisons entre grille régulière et grille irrégulière vont être commentées à partir de

la mesure présentée en 2.1.2 : la cohérence. Tout d’abord, rappelons que le modèle à grille irrégulière est

plus proche du modèle d’une rétine naturelle que le modèle à grille régulière. En effet, comme le présente la

partie 1.1, les photorécepteurs de la rétine sont répartis non régulièrement. Dans un cadre général, et par

conséquent sur une grille aléatoire Gi, les fonctions de cohérences bi-dimensionnelle sont données par (2.14)

pour le système d’échantillonnage He, et par (2.17) pour le système Ha. Ces expressions sont des fonctions

de la position x et de n l’indice du photorécepteur. Comme pour la grille régulière, en s’intéressant au point

x = xr
n + u de l’image S, les expressions de cohérence deviennent des fonctions de la distance u et de la

puissance des fluctuations σ. Le bruit de grille εn a une influence certaine sur les fonctions de cohérence.

C’est pourquoi, la variance σ2
ε apparâıt également comme une variable des fonctions de cohérences C i

e et

Ci
a dans cette partie.
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Sans filtrage spatial : He L’aléa apporté par le bruit de grille se manifeste par une couche de convolution

supplémentaire dans l’expression de la cohérence par rapport à une grille régulière. La cohérence est obtenue

par la double convolution de l’auto-corrélation normalisée CS avec les densités de probabilité de répartition

des photorécepteurs fσεεn
de variance σ2

ε et de celle des fluctuations fσξ de variance σ2 :

Ci
e(u, σ, σε, n) = CS ∗ fσξ ∗ fσεεn

(u) (2.55)

=

∫

R2×R2

CS(u− σεk − σv)fξ(v)fεn
(k)dvdk (2.56)

où les densités de probabilité des variables σξ et σεεn sont données par :

fσξ(v) =
1

σ2
fξ

(v

σ

)
et fσεεn

(k) =
1

σ2
ε

fεn

(
k

σε

)

Sur une grille irrégulière, on peut également interpréter les deux bruits comme un processus aléatoire

spatio-temporel noté ζ(n, t) = σεεn + σξ(t), à valeur dans R
2, dont la densité de probabilité a comme

expression :

fζ(r, σ, σε, n) =

∫

R2

fσεεn
(r − v)fσξ(v)dv =

∫

R2

fσξ(r − v)fσεεn
(v)dv (2.57)

Il existe donc plusieurs écritures pour exprimer la cohérence Ci
e sur une grille irrégulière. En reprenant les

résultats de la grille régulière, on obtient :




Ci
e(u, σ, σε, n) =

∫

R2

Cr
e(u− σεv, σ)fεn

(v)dv

Cr
e(u, σ) =

∫

R2

Cs(u− σv)fξ(v)dv

(2.58)

et selon l’autre vision, en combinant les micro-mouvements temporels aux fluctuations de grille dans un

seul bruit spatio-temporel ζ défini par (2.57), la cohérence devient :

Ci
e(u, σ, σε, n) =

∫

R2

CS(u−w)fζ(w, σ, σε, n)dw (2.59)

On peut rapprocher la première écriture (2.58) avec l’expression de la cohérence Cr
a sur une grille régulière

Gr donnée par (2.25). A condition que la densité de probabilité fεn
soit égale à la réponse impulsionnelle a(.),

alors à un facteur de normalisation près, les expressions Ci
e et Cr

a sont identiques. La seconde écriture est

quant à elle proche de l’expression Cr
e mais où cette fois, l’expression de la densité de probabilité fζ du

bruit spatio-temporel vient remplacer celle des fluctuations fξ.

A priori, contrairement à une grille régulière où tous les photorécepteurs sont identiques, la cohérence

sur une grille irrégulière est différente d’un photorécepteur à un autre. Pour rétablir l’homogénéité des fonc-

tions de cohérence sur une grille irrégulière, c’est-à-dire qu’elles soient toutes identiques et indépendantes

de n, il est nécessaire que les densités de probabilité fεn
soient les mêmes pour toute la grille des pho-

torécepteurs.

Avec filtrage spatial : Ha La relation (2.25) montre que lorsque la réponse impulsionnelle a(.) des

photorécepteurs d’une grille régulière Gr est non idéale (différente d’une distribution de Dirac) alors la

cohérence Ca comporte une convolution supplémentaire dans son expression. D’après (2.15) et (2.17), on

peut montrer que cette propriété reste valable lorsque la grille est irrégulière. En fonction des grandeurs

d’intérêts, la fonction de cohérence Ci
a s’écrit :

Ci
a(u, σ, σε, n) = CS ∗ a ∗ fσξ ∗ fσεεn

(u)

=

∫

R2×R2×R2

CS(u− τ − σεr − σv)a(τ )fξ(v)fεn
(r)dτdvdr (2.60)
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qui n’est autre que trois couches de convolutions :




Ci
a(u, σ, σε, n) =

∫

R2

Cr
a(u− v, σ)fεn

(v)dv

Cr
a(v, σ) =

∫

R2

Cr
e(v − τ , σ)a(τ )dτ

(∫

R2

CS(τ )γa(τ )dτ

) 1
2

Cr
e(v, σ) =

∫

R2

Cs(v − σw)fξ(w)dw

(2.61)

On vient de rappeler la relation entre l’expression de la cohérence établie sur un modèle à grille régulière

et de mettre en évidence les liens avec la cohérence d’un modèle à grille irrégulière. Sur le système He,

en effectuant le produit de convolution de la cohérence régulière Cr
e par la densité de probabilité fεn

, on

aboutit à la fonction de cohérence Ci
e du nième photorécepteur de Gi. La procédure est identique pour

obtenir l’expression de Ci
a à partir de Cr

a. De plus, nous avons vu que réaliser la convolution d’une fonction

de cohérence Ce par une réponse impulsionnelle a(.) tout en appliquant un coefficient de normalisation,

permet d’obtenir une fonction de cohérence Ca. Par conséquent, les quelques exemples traités sur une grille

régulière (à une seule dimension) constituent des briques d’études pour l’analyse de la cohérence sur une

grille irrégulière (à une dimension également). D’autre part, par définition une densité de probabilité fε

est toujours positive et sommée à 1. On peut donc faire les mêmes conclusions que celles obtenues sur

Ci
e obtenues sur Cr

e dans le cas général sur une grille régulière (voir partie 2.2.1) en s’appuyant sur le

regroupement en noyaux de convolution des densités fξ et fε, car une fois regroupé le noyau conserve la

propriété de positivité. De même, les conclusions générales établies pour Cr
a ne dépendant principalement

que du type de réponse impulsionnelle sont également vérifiées pour C i
a.

Néanmoins, la couche de convolution supplémentaire dans les expressions des cohérences C i
e et Ci

a

ne simplifie par leur étude. Les analyses qui suivent sont donc également réalisées sur des modèles He

et Ha mono-dimensionel où cette fois la grille est aléatoire. Pour alléger les notations, nous omettrons

volontairement l’indice n du photorécepteur dans les expressions. De même, les calculs sont menés avec

les variables normalisées déjà présentées pour s’affranchir du coefficient β de l’auto-corrélation de l’image.

L’étude sur grille aléatoire est réalisée à partir d’un modèle de bruit de grille qui est présenté en 2.3.1. Ce

modèle possède un paramètre déterminant la forme de la densité du bruit de grille. Les cohérences C i
e et Ci

a

sont étudiées pour plusieurs valeurs de ce paramètre de forme en 2.3.2. La puissance σ2
ε du bruit de grille

est également un élément ayant une influence sur les fonctions de cohérences. L’influence de σ2
ε est analysée

en 2.3.3.

2.3.1 Modèle du bruit de grille - définition et propriétés

Afin que l’étude qui suit ait un minimum de sens physique, nous considérons que la densité du bruit

de grille est à support borné. La taille de ce support est limitée à la tesselle du photorécepteur que nous

noterons T ∈
[
−∆

2 ; ∆
2

]
en une seule dimension. Cette restriction garantit que l’ensemble des photorécepteurs

appartienne à une rétine de taille finie. Le modèle de bruit de grille utilisé dans cette partie est inspirés

des densités de loi en Beta. Une loi en Beta est d’ordinaire paramétrée par deux coefficients, qui lorsqu’ils

sont différents, assurent que la loi est asymétrique. Nous choisissons de restreindre l’étude aux densités

symétriques. Ainsi, le modèle de densité de bruit de grille que nous retenons est caractérisé par un seul

paramètre, B > 0, le facteur de forme, qui modifie également le support de la loi de façon à ce que la

variance soit toujours égale à un, et est défini par :

fε(v) = B(B)

(
1− v2

b2

)B−1

[−b,b ](v) (2.62)
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où [−b,b ] représente la fonction indicatrice de l’intervalle [−b; b ] avec b =
√

2B + 1. Le coefficient de

normalisation B(B) dépend du facteur de forme, son expression est donnée par :

B(B) =
Γ(2B)

22B−1b Γ2(B)
=

Γ
(
B + 1

2

)

b
√
π Γ(B)

où Γ est la fonction Gamma telle que Γ(B) =
∫∞
0

e−t tB−1dt. Avec le modèle (2.62), pour B = 1, le bruit

de grille est de densité uniforme. Plus le coefficient B augmente et plus la densité de probabilité s’étale

puisque le support [−b; b ] s’allonge. Lorsque B tend vers l’infini, la densité de probabilité fε définie par

(2.62) tend à devenir la distribution normale centrée réduite. La figure 2.38 donne trois exemples de densité

fε pour trois valeurs de coefficients B.
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Fig. 2.38 – Trois densités de probabilité du modèle de bruit de grille fε(v) pour B = {1; 2; 10}.

La densité de probabilité de fε définie par (2.62) est toujours à variance unité. Or, dans les expressions

des cohérences Ci
e et Ci

a, c’est la densité fσεε de la variable aléatoire σεε qui intervient dans les calculs.

Comme la variable aléatoire ε appartient à [−b; b], la variable aléatoire σεε est tirée sur [−bσε; bσε]. Si

la tesselle d’un photorécepteur est au plus de taille
[
−∆

2 ; ∆
2

]
, alors pour que le modèle conserve le sens

physique que nous avons énoncé au début de cette partie, il faut que :

σε

√
2B + 1 ≤ ∆

2
(2.63)

Le paragraphe suivant est consacré à l’étude de l’influence de B, pour une puissance de fluctuation de bruit

de grille σ2
ε donnée. Afin de pouvoir réaliser une étude de dynamique suffisante, nous nous placerons dans

un cas où ∆ est relativement grand7 par rapport au couple (σε, B) pour que (2.63) soit toujours vérifiée.

Même si dans les cas B = 1 et B → ∞, il est possible de trouver une écriture analytique pour

les fonctions de cohérence Ci
e et Ci

a, les évaluations des fonctions de cohérences sur grille irrégulière sont

réalisées par des procédures d’intégration numérique en reprenant les résultats des cohérences Cr
e et Cr

a de

la partie consacrée aux grilles régulières.

2.3.2 Influence de la forme de la densité du bruit de grille

A partir des résultats de la partie 2.2, nous étudions ici quelle est l’influence du facteur de forme B

sur les fonctions de cohérences Ci
e et Ci

a pour des micro-mouvements de nature uniforme, laplacienne, et

gaussienne.

7Notons que ∆ n’est pas exprimé dans une unité de mesure particulière.
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La figure 2.39 présente pour trois types différents de bruits de grille de puissance équivalente les nappes

de cohérence Ci
e en fonction de σ0 et de u0. Les bruits de grilles testés sont successivement le bruit uniforme

B = 1, le bruit de paramètre de forme B = 2, et le bruit de paramètre de forme B = 10 dont les densités

sont présentées sur la figure 2.38. La figure est organisée comme une matrice où chaque ligne donne la

cohérence Ci
e pour les trois valeurs de B données à fluctuations ξ(t) de même nature. La première ligne est

obtenue pour des fluctuations uniformes, la seconde pour des fluctuations laplaciennes, et la troisième pour

des fluctuations gaussiennes.
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Fig. 2.39 – Influence du paramètre de forme B sur les fonctions de cohérences C i
e pour des fluctuations

uniformes (ligne haute), laplaciennes (ligne centrale) et gaussiennes (ligne basse). De gauche à droite, le

paramètre B prends successivement la valeur B = {1; 2; 10}, la valeur σε est fixée à 0.5.

Les résultats de la colonne de gauche, obtenus pour fε uniforme, sont similaires aux résultats obtenus

pour Cr
a lorsque les photorécepteurs réalisent un filtrage par une porte. En effet, la densité de probabilité

du bruit de grille Gi et la réponse impulsionnelle des photorécepteurs a(.) sur grille régulière ont dans ce

cas précis la même forme et le même signe. Or, d’après la partie 2.2, l’effet d’amélioration de la cohérence

par les micro-mouvements est toujours vérifié sur une grille régulière tant que la condition |u0| ≥ α0, et

ce quelque soit le filtre a(.) utilisé. Ici, la densité de probabilité du bruit de grille fε réalise au même titre

que la réponse impulsionnelle a(.) un filtrage spatial des échantillons provenant de la scène autour des

photorécepteurs. Ainsi, l’irrégularité de la grille peut être une cause de non réalisation du contrôle optimal

présenté précédemment selon la distance u0 vis-à-vis de σε.

Néanmoins, la forme de la densité de probabilité du bruit de grille a peu d’influence sur les fonctions de

cohérence Ci
e présentées sur la figure 2.39. Les valeurs à l’origine ne sont pratiquement pas modifiées quand
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B augmente. Le comportement des nappes Ci
e pour de grandes valeurs de u0 ou de σ0 ne varie pas beaucoup

avec le coefficient B. On peut justifier ces observations par le fait que lorsque la puissance σ2
ε est proche de

zéro, la densité de probabilité fε tend vers une distribution de Dirac puisque le support de la densité est

de plus en plus réduit. Sous cette condition, il est quasi certain que les réalisations de la variable aléatoire

ε soient nulles. Ainsi, la structure de la grille Gi se rapproche de plus en plus d’une structure régulière, et

les cohérences Ci
e et Ci

a ne sont plus fonction du paramètre de B. En effet, quand σε → 0, on a fε → δ, et :




lim
σε→0

Ci
e(u0, σ0, σε) = Cr

e(u0, σ0)

lim
σε→0

Ci
a(u0, σ0, σε, α0) = Cr

a(u0, σ0, α0)

La figure 2.40, présente la cohérence Ci
e (lorsque les fluctuations sont uniformes) pour une puissance

de bruit de grille augmenté d’un facteur de 10 par rapport à la figure précédente. L’influence du facteur de

forme sur la fonction de cohérence est cette fois visible par rapport à la figure 2.39.
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Fig. 2.40 – Influence du paramètre de forme B sur les fonctions de cohérences C i
e pour des fluctuations

uniformes. De gauche à droite, et de bas en haut, le paramètre B prends successivement la valeur B =

{1; 1.6; 2.2; 3.5; 6; 8}, la valeur σε est fixée à 5.

On observe que les nappes de cohérences deviennent de plus en plus “arrondies” au fur et à mesure

que le facteur de forme augmente. Pour B = 1, la cohérence Ci
e est pratiquement plate pour toute la plage

de valeurs de σ0 et de u0 testée. Dans ce cas précis, les performances sont relativement faible (proche de

Ci
e ≈ 0, 115). En contrepartie, les performances sont pratiquement identiques pour toutes les distances u0 et

pour toutes les valeurs de puissance de micro-mouvements σ2
0 . Or, on peut transposer la notion de distance

d’inter-corrélation au numéro de photorécepteur en supposant que la densité de probabilité du bruit de

grille fε soit identique pour toute la grille. On s’aperçoit de cette manière que dans ce modèle, tous les

photorécepteurs fonctionnent à cohérence faible, mais surtout à cohérence identique pour chaque point de

l’image S, et ce quelle que soit la puissance des fluctuations. C’est un système qui peut être rapproché d’une

stratégie de détection minimax, dans le sens ou il fonctionne toujours à performance équivalente quels que

soient les réglages.

Soulignons que l’allure de ces nappes peut être obtenue par les résultats relatifs aux grilles régulières.

En effet, comme nous l’avons montré, la cohérence Ci
e est proportionnelle à une cohérence Cr

a pour laquelle
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la réponse impulsionnelle a(.) est donnée par la densité de probabilité du bruit de grille :

Ci
e(u0, σ0, σε) = K(σε)Cr

a(u0, σ0, σε)

Néanmoins, sous cette hypothèse, la cohérence Cr
a est toujours supérieure à la cohérence Ci

e. En effet,

le coefficient de proportionnalité K(σε) est forcement inférieur à 1 lorsque la réponse impulsionnelle est

équivalente à une densité de probabilité. Ceci explique pourquoi les valeurs de cohérences C i
e sont nettement

plus faibles que les valeurs de cohérences Cr
a lorsque σε augmente. Évidemment, le raisonnement inverse,

celui d’étudier la cohérence d’une grille irrégulière à partir d’une grille régulière est possible uniquement

pour des réponses impulsionnelles a(.) strictement positive.

D’autre part, d’après (2.59), nous avons montré que l’on pouvait considérer les fluctuations aléatoires

des micro-mouvements et l’irrégularité de la grille comme un seul et même bruit spatio-temporel que nous

avons noté ζ. De cette manière nous pouvons apporter une explication supplémentaire aux différentes

observations fâıtes sur grille irrégulière. Même si les densités de probabilité de ξ et ε sont différentes,

puisque ξ et ε sont indépendants la puissance du bruit spatio-temporel ζ est la somme des puissances du

bruit temporel et du bruit spatial σ2
ζ = σ2 + σ2

ε . Si la grille est régulière, alors σ2
ε = 0, et les tracés des

courbes de cohérences en fonction de σ ou de σζ sont identiques. Par contre pour σε 6= 0, les tracés de la

cohérence d’un photorécepteur d’une grille irrégulière sont équivalents8 aux queues des courbes de cohérence

tracées sur grille régulière comme le montre la figure 2.41. Si la valeur de σε est trop importante, alors le

décalage est tel que la courbe de cohérence en fonction de la puissance σζ soit uniquement décroissante.

Cette interprétation justifie d’une part les faibles valeurs de cohérences lorsque σε est important, et d’autre

part que la cohérence ne peut être améliorée dans ce cas (parce que la puissance du bruit global est trop

grande).
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Fig. 2.41 – Illustration de l’effet du bruit spatio-temporel ζ de variance σ2
ζ sur la cohérence Ci

e d’une grille

irrégulière. Lorsque le bruit de grille est de puissance non nulle, alors le tracé de la cohérence en fonction

de l’écart-type σζ du bruit global est décalé de σε. A gauche la valeur de σε est suffisamment faible pour que

l’effet d’amélioration de la cohérence puisse se réalisé. Ce n’est pas le cas sur l’illustration en bas à droite.

8Cette remarque est vérifiée seulement si les densités de probabilité des fluctuations et du bruit de grille sont de même

nature (par exemple toutes les deux gaussiennes). Si ce c’est n’est pas le cas, alors les queues des courbes sont un modifiées,

mais l’interprétation reste identique.
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Fig. 2.42 – Ligne 1 - Cohérence Ci
e en fonction de σ0 pour différents bruit de grille de facteur de forme

B pour trois valeurs différentes de u0 = {0.1; 0.9; 1} (gauche à droite) pour des fluctuations uniformes.

Ligne 2 - Evolution de la puissance optimale de fluctuation σm

0 en fonction de u0 pour différentes valeurs

du facteur de forme B lorsque les fluctuations sont uniformes (gauche), laplacienne (centre), et gaussienne

(droite).

Les coupes de cohérences à u0 fixée, diminuent avec σ0. Ce comportement s’accentue avec la valeur

du facteur de forme. Il n’y a donc pas de contrôle optimal stochastique de la cohérence par les micro-

mouvements sur Gi possible lorsque la puissance du bruit de grille est élevé. En revanche, la première ligne

de la figure 2.42 présente des coupes de la fonction de cohérence pour différents bruits de grille de faible

puissance lorsque les micro-mouvements sont uniformes. Les courbes de la figure de gauche montrent qu’il

n’y a pas d’amélioration de Ci
e possible pour u0 faible et pour un facteur de forme B variant de 1 à 10. La

figure de droite, pour u0 = 1, montre des courbes possédant chacune un maximum atteint pour la même

valeurs de σ0. Toutes les courbes de la figure du milieu possèdent également un maximum, ce maximum

apparâıt par contre pour une puissance de micro-mouvements différentes selon le facteur de forme de la

densité.

La deuxième ligne de la figure 2.42 donne la puissance optimale σm (sans normalisation et β = 1) de

micro-mouvements de densités de probabilité uniforme(gauche), laplacienne(centre) et gaussienne(droite)

en fonction de la distance d’inter-corrélation u0. Dans les trois cas, on observe que tant que la distance

d’inter-corrélation est inférieure à un seuil, la puissance optimale est nulle. Au delà de ce seuil, le lien

entre σm et u0 est quasi-linéaire pour les micro-mouvements laplaciens et gaussiens, alors que pour des

fluctuations uniformes l’approximation linéaire de la caractéristique (σm, u0) doit être réalisée pour une

valeur de u0 plus importante. D’après ces trois graphiques, on confirme que l’influence du coefficient B sur

σm n’est pas très significative pour une puissance de bruit de grille faible.

Les observations réalisées sur la cohérence Ci
e sont extrapolables à la cohérence Ci

a en se fondant sur

les conclusions établies sur grille régulière. Or, le paramètre de forme B de la densité de probabilité du

bruit de grille n’a pratiquement pas d’influence sur la cohérence C i
e lorsque la puissance de bruit de grille

est faible. En revanche, pour des puissances σ2
ε plus importante, le facteur de forme modifie de manière

significative les cohérences Ci
e. Cependant, ces modifications sont notables uniquement lorsque B n’est pas

trop important. Pour une puissance de bruit de grille faible, l’effet de contrôle optimal stochastique a été
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observé dans la plage de valeurs u0 et σ0 commune à toutes les simulations, alors que ce n’est pas le cas

pour une puissance de bruit de grille plus importante d’un facteur 10. Enfin, pour un bruit de grille de

densité uniforme et d’écart-type σε = 5, la cohérence Ci
e est pratiquement constante, mais de valeur faible.

L’étude des variations de la puissance du bruit de grille σm pour une forme de densité B donnée est

l’objet du paragraphe suivant.

2.3.3 Influence de la puissance du bruit de grille

Le paramètre de variance σ2
ε est un facteur qui a beaucoup d’influence sur les cohérences des pho-

torécepteurs d’une grille irrégulière. En effet, la puissance du bruit de grille représente le degré d’irrégularité

de la grille. Lorsque σε augmente la grille devient de plus en plus perturbée. Pour que l’étude qui suit ait

un sens physique, nous devons vérifier la condition (2.63). En fixant la valeur de la dimension de la tesselle

∆ et celle de la forme de la densité du bruit de grille B, la condition (2.63) devient :

0 ≤ σε ≤
∆

2
√

2B + 1

Les résultats présentés par la suite sont réalisés pour une valeur de ∆ suffisamment grande pour que la

condition évoquée ci-dessus soit toujours vérifiée.

La première ligne de la figure 2.43 permet d’observer le comportement de la cohérence C i
e sur une

grille irrégulière dont le facteur de forme du bruit de grille est B = 2. Les micro-mouvements sont de

densité de probabilité uniforme. Les courbes sont tracées pour des valeurs de u0 6= 0. On peut considérer

que les courbes de Ci
e tracées pour σε ≈ 0, soit la cohérence Cr

e obtenue sur grille régulière, et donc servir

de référence pour effectuer des comparaisons entre cohérences sur grille régulière et irrégulière. A l’aide de

ces trois graphiques, nous pouvons observer deux phénomènes :

– Le premier est l’existence du contrôle optimal stochastique de la cohérence, lorsque la distance

d’inter-corrélation u0 augmente. Pour u0 faible, figure de gauche, la cohérence décrôıt en fonction

de σ0 lorsque la valeur de σε augmente, c’est-à-dire au fur et à mesure que la grille devient de plus

en plus irrégulière. Sur la figure centrale, on voit le maximum caractéristique de contrôle optimal

stochastique de la cohérence9 sur les courbes tracées pour σε = {0.001; 0.14}. Enfin, le graphique de

droite, donne également 6 valeurs de σε pour lesquelles lorsque u0 = 1, le contrôle optimal a lieu.

De façon empirique, on peut retrouver la condition d’apparition de maximum dans les courbes des

fonctions de cohérences. En effet, en s’appuyant sur la condition |u0| ≥ α0 de la grille régulière, et en

posant σε = 2
√

3α = 2α0, on vérifie que la condition de réalisation du contrôle optimal stochastique

sur grille irrégulière est donnée par σε ≤ |u0|/2.

– Le second point à examiner est le comportement des courbes de cohérences pour de faibles puissances

de micro-mouvements. Le graphique central de la première ligne de la figure 2.43 montre que pour

u0 = 0.5, la cohérence Ci
e peut être plus importante que la cohérence Cr

e pour σ0 ≤ 0.45. En effet,

pour σε = {0.1; 0.28; 0.42}, les courbes de cohérence Ci
e sont placées au dessus de la courbe obtenue

pour σε = 0.01. On rappelle que cette dernière est une approximation de la courbe de cohérence d’une

grille régulière obtenue dans les mêmes conditions. La figure de droite de la première ligne, confirme

le fait que pour des grilles irrégulières, la cohérence lorsque la puissance des micro-mouvements n’est

pas trop importante est supérieure à la cohérence sur une grille régulière. En effet, toutes les courbes

pour σε > 0.001 passent au dessus de la courbe pour σε = 0.001. Néanmoins, cette propriété est

vérifiée jusqu’à un certain degré d’irrégularité de la grille. Par exemple, sur la figure de droite, la

9La courbe pour σε = 0, 001 du graphique de gauche possède également un maximum, qui est cependant moins bien visible

à l’oeil nu.
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courbe de cohérence pour σε = 1 est placée au dessous de celle obtenue pour σε = 0.85. De plus,

on observe que sur le graphique central de la première ligne, les deux courbes de cohérences pour

σε = {0.57; 0.71} sont toujours inférieures à la courbe correspondant à la grille régulière.

Il y donc existence d’un phénomène que l’on peut qualifier : d’amélioration de la

cohérence par irrégularité de la grille. On peut encore expliquer ce phénomène à l’aide de

la modélisation du bruit de grille et des micro-mouvements par un bruit spatio-temporel (voir

figure 2.41). Si le bruit est de grille est trop fort, alors les micro-mouvements ne peuvent que faire

diminuer la valeur de la cohérence d’un photorécepteur. En revanche, si le bruit de grille est plus

faible, alors les micro-mouvements peuvent améliorer la cohérence. De plus cette amélioration est

nécessairement obtenue pour un niveau de fluctuation plus faible.
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Fig. 2.43 – Ligne 1 - Cohérence Ci
e en fonction de σ0 pour différentes puissances de bruit de grille de facteur

de forme 2 pour trois valeurs différentes de u0 = {0.1; 0.9; 1} (gauche à droite) lorsque les fluctuations sont

uniformes. Ligne 2 - Idem pour Ci
a avec comme réponse impulsionnelle a(.) une porte de largeur α0 = 0.5.

La deuxième ligne de la figure 2.43 présente les courbes de cohérences lorsque la réponse impulsionnelle

de chaque photorécepteur est une porte de largeur α0 = 0.5. La condition de réalisation du contrôle

optimal stochastique ne peut plus se résumer à l’expression σε ≤ |u0|
2 . En effet, les courbes de cohérence

de la figure centrale de la seconde ligne sont monotones décroissantes. Néanmoins le phénomène existe

toujours puisque sur la figure de droite on observe des courbes possédant un maximum. Malheureusement,

la condition d’apparition du maximum ne peut être étudiée d’une manière générale. De même, le phénomène

d’amélioration de la cohérence par irrégularité de la grille n’est pas visible sur le graphique central de la

seconde ligne, alors qu’il apparâıt sur le graphique de droite de la même ligne. Là encore, l’étude des

conditions de réalisations de ce phénomène doit être soumis aux cas par cas.

Le phénomène d’amélioration de la cohérence par irrégularité de la grille mis en évidence précédemment

est également illustré sur la figure 2.44. Chaque graphique présente l’évolution de la cohérence C i
e en

fonction de l’écart-type des micro-mouvements σ0 de densité uniforme et de l’écart-type du bruit de grille

σε également de nature uniforme pour six valeurs de u0. Pour tous les graphiques de la figure 2.44, le point

à l’origine est la valeur de la cohérence sur grille régulière obtenue sans micro-mouvement.

Le premier graphique est obtenu pour une distance d’inter-corrélation u0 nulle. On vérifie que la
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Fig. 2.44 – Cohérence Ci
e en fonction de σ0 et σε pour un bruit de grille uniforme (facteur de forme 1)

lorsque les fluctuations sont uniformes pour six valeurs de u0 = {0; 0.21; 0.42; 0.64; 0.85; 1.28}.

cohérence est égale à un pour σ0 = σε = 0. La cohérence Ci
e pour u0 = 0 diminue avec σ0 et σε. Le

phénomène d’amélioration de la cohérence par l’irrégularité de la grille n’existe pas pour cette distance u0.

La deuxième nappe est tracée pour u0 = 0.21. La valeur à l’origine est pratiquement égale à 0.8. Pour de très

faibles valeurs de σε, la cohérence augmente en fonction de σ0 et dépasse la valeur à l’origine. L’amélioration

de la cohérence par l’irrégularité de la grille existe donc pour cette valeur de u0. On remarque que plus u0

augmente, et plus la plage de valeurs de σε pour laquelle la cohérence est supérieure à la valeur à l’origine

s’agrandit. Au delà de cette plage de valeurs de σε, la cohérence ne fait que décrôıtre lorsque la puissance

des micro-mouvements augmente.

Toutes les nappes de la figure 2.44 sont symétriques par rapport au plan σε = σ étant donné que les

deux densités de probabilité fξ et fε sont de même nature. Le maximum de la fonction de cohérence est

donc atteint à la fois pour σ0 = 0 et pour une valeur de σε = g1(u0), où g1 est une fonction de u0, et

également pour σε = 0 et pour σ0 = g2(u0), où g2 = g1 (voir figure pour u0 = 0.85). Sous ces conditions, le

modèle à grille régulière et soumis à des micro-mouvements de puissance σm
0 , et le modèle à grille irrégulière

sans micro-mouvements fonctionnent à cohérence maximale pour u0 6= 0.

Par contre, comme le montre la figure 2.45, en gardant la même nature de bruit de grille et en imposant

aux micro-mouvements d’être laplacien ou gaussien, alors, on voit que le modèle à grille irrégulière possède

des performances supérieures au modèle régulier soumis aux mêmes fluctuations. En effet les nappes du

cas laplacien et du cas gaussien possèdent cette fois un seul maximum. Celui ci est atteint sans fluctuation

pour le modèle irrégulier dont la puissance du bruit de grille est proche de un. Par conséquent, les coupes

à σε ≥ 1 et en fonction de σ0 sont positionnées au dessus de la coupe correspondant à la grille régulière.

Sous ces conditions, les performances en termes de cohérence d’une grille irrégulière sont supérieures aux

performances d’une grille régulière soumis ou non aux micro-mouvements.

Dans cette partie, on a montré quel est le lien entre la cohérence d’un modèle de rétine à grille

irrégulière avec la cohérence d’un modèle à grille régulière. Lorsque la distinction entre grille régulière

et grille irrégulière se fait par la définition d’un bruit de grille, alors ce lien est simplement une couche

de convolution entre la fonction cohérence de la grille régulière par la densité de probabilité du bruit de

grille de la grille irrégulière. A l’aide des résultats obtenues sur grille régulière, on a pu mettre en évidence
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Fig. 2.45 – Cohérence Ci
e en fonction de σ0 et σε pour u0 = 1, 5, lorsque le bruit de grille est uniforme (fac-

teur de forme B = 1), et pour des micro-mouvements de densité uniforme (gauche), laplacienne (centre),

et gaussienne (droite).

deux phénomènes présents dans le modèle à grille régulière que l’on peut facilement interpréter avec une

modélisation par un bruit spatio-temporel.

Le premier existe sur grille régulière, c’est le contrôle optimal stochastique de la cohérence par les micro-

mouvements. On a montré que le contrôle optimal stochastique est peu sensible à la forme de

la densité du bruit de grille, et que la variance σε a une grande influence sur la réalisation du

phénomène.

Le deuxième point souligné dans cette partie et qui est propre au modèle fondé sur G i est l’amélioration

de la cohérence via le bruit de grille. Ce phénomène repose sur le fait que les performances du modèle à grille

irrégulière, soumis à des micro-mouvements, peuvent être supérieures aux performances du modèle à grille

régulière. Nous avons observé qu’un peu d’irrégularité sur la grille pouvait faciliter l’apparition

d’une amélioration de la cohérence. En effet, si σε 6= 0, alors la puissance des fluctuations σ2 d’une grille

irrégulière doit être plus faible que la puissance des fluctuations sur une grille régulière pour fonctionner à

cohérence maximale. Il existe donc un compromis stochastique à réaliser entre les variances du bruit de grille

et des micro-mouvements pour que les photorécepteurs des rétines artificielles fonctionnent à cohérences

élevées pour tous les points de l’image observé.

2.4 Discussions et perpectives

L’objectif du chapitre était de montrer qu’il peut exister un avantage à combiner un système à

échantillonnage irrégulier, comme la rétine, à un système moteur assurant des vibrations aléatoires, tel

que les micro-mouvements. A l’aide de modèles très simples de rétine, d’une mesure de performance parti-

culière, et d’un modèle d’image simple, nous avons mis en évidence deux phénomènes liées aux grandeurs

aléatoires du problème permettant d’améliorer les performances. La mise en évidence de ces phénomènes

d’amélioration de la mesure s’appuie sur les deux modèles, He et Ha, présentés dans la première partie

2.1, ainsi que des variantes à grille régulière Gr et à grille irrégulière Gi. Pour la mesure de performance

utilisée dans le chapitre, on a montré que l’étude de la partie 2.2, consacrée aux systèmes He et Ha sur

grille régulière, s’étend facilement à l’étude des systèmes à grille irrégulière. De plus, une telle grille présente

également le phénomène qualifié d’amélioration de la cohérence par l’irrégularité de la grille. Néanmoins,

malgré la simplicité des modèles et de la mesure de performance utilisée, ces résultats ont bien souvent

été obtenus par des simulations numériques, sauf pour quelques cas analytiques. Nous discutons dans les

paragraphes suivants la validité de ces modèles, ainsi que la pertinence de la mesure de performance que

nous avons utilisés.



2.4. Discussions et perpectives 81

2.4.1 Comment améliorer la validité du modèle ?

Pour simplifier l’étude, les simulations ont été réalisées pour une seule ligne de photorécepteurs des

rétines artificielles décrites en 2.1. Évidemment, pour être certain que les conclusions de cette étude soient

également celles des phénomènes du système visuel, il est tout d’abord nécessaire de simuler une rétine

bi-dimensionnelle. Nous avons également fait l’hypothèse que tous les récepteurs étaient du même type,

alors que quatre familles de photorécepteurs cohabitent sur la rétine. Pour gagner en validité, il faudrait

faire apparâıtre les cônes rouges, verts, bleus, ainsi que les bâtonnets au sein des modèles. Tenir compte

de cette remarque peut être de composer le modèle Ha de quatre réponses impulsionnelles différentes.

Néanmoins, tous les cônes rouges ne répondent pas identiquement à un stimuli, parce que, d’une part les

cellules peuvent être différentes, et parce que d’autre part, la réponse impulsionnelle dépend également du

voisinage du photorécepteur. Il en est de même pour les tous les photorécepteurs de la rétine. On voit ainsi

apparâıtre une nouvelle couche d’aléas qu’il faudrait incorporer dans le modèle pour que celui-ci soit plus

représentatif de la réalité. De plus, si on revient sur les types de réponse impulsionnelle considérés dans le

chapitre, nous avons supposé que a(.) réalise simplement un filtrage spatial. En toute rigueur, le filtrage

n’est pas uniquement spatial mais plutôt spatio-temporel (voir 1.1.1).

Le modèle à grille irrégulière est celui qui est le plus proche de l’œil humain. Il est possible d’améliorer

la pertinence de ce modèle en reproduisant l’implantation naturelle des photorécepteurs d’une rétine qui

servirait d’étalon [107, 133]. Une autre méthode peut être d’estimer la densité de probabilité conjointe du

bruit de grille à tous les photorécepteurs à partir d’un échantillon de plusieurs rétines.

L’amélioration des modèles, passe également par une modélisation précise de la densité des micro-

mouvements. En effet, les simulations ont été réalisées pour trois densités de probabilité de micro-

mouvements relativement simples. De plus, dans cette étude, les micro-mouvements sont supposés sta-

tionnaires à l’ordre deux. Or, il est prouvé (voir partie 1.2) que plusieurs mouvements oculaires déplacent

involontairement les rétines de l’homme. En oubliant la classification des différents mouvements occulaires,

pour supposer que les yeux sont soumis à un seul et même bruit, alors, pour que ce bruit comporte à la fois

les saccades et les micro-mouvements, il est probable qu’il soit de nature impulsionnelle et non stationnaire.

Néanmoins, le degré de complexité des calculs pourtant déjà élevé dans les modèles simples serait à nouveau

augmenté en respectant ces réalités physiologiques.

2.4.2 Comment augmenter la pertinence de la mesure ?

L’hypothèse de contrôle optimal stochastique ainsi que celle de l’amélioration de la vision par

l’irrégularité de la grille de mesure ont été mises en évidence par l’intermédiaire de la cohérence. Cette

mesure est fondée sur une analyse statistique à l’ordre deux. Par définition, c’est une mesure locale en

temps et en espace. En effet, celle-ci ne met pas en relation tous les éléments de la rétine avec les micro-

mouvements mais seulement un photorécepteur et un point de l’image S à un instant t donné. L’information

mutuelle de Shannon définie par la théorie de l’information permettrait de caractériser à tous les ordres ce

transfert d’information. De même, avec une telle mesure, on peut envisager d’étendre l’étude à plusieurs

photorécepteurs.

Néanmoins, cette mesure est nettement plus complexe à manipuler. Avec les modèles utilisés dans ce

chapitre, les calculs fondés sur l’information mutuelle ne conduisent à aucune expression exploitable. Pour

utiliser cette mesure, il est nécessaire de simplifier le modèle de rétine. Par exemple, on peut symboliser le

processus d’acquisition rétinien par un système de sous échantillonnage d’une image déjà échantillonnée.

Même avec un modèle aussi simple, l’expression de l’information mutuelle reste très compliquée et difficile-

ment exploitable en simulation. Néanmoins, même si ce modèle possède ses propres limitations, les quelques

travaux (non présentés car trop partiels) réalisés dans cette direction sont encourageants. Nous pensons

qu’il est possible de poursuivre les recherches sur l’information mutuelle avec par exemple une modélisation

matricielle (voir tensorielle en deux dimensions) en intégrant des résultats relatifs aux matrices aléatoires.
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Pour conclure ce chapitre, les travaux présentés ici ne sont pas en contradiction avec ceux effectués

sur la compréhension du fonctionnement du système visuel par d’autres communautés scientifiques.

Simplement, nous espérons apporter une pierre supplémentaire à l’édifice, en présentant une vision

différente de l’intérêt que peut avoir les fluctuations aléatoires au sein de la perception visuelle.

Nous venons de donner une interprétation du rôle d’une des composantes aléatoires présentes au sein

du système visuel, les micro-mouvements. Dans le premier chapitre, nous avons également présenté un autre

phénomène, la variabilité neuronale qui est également assimilé à du bruit. Le prochain chapitre est consacré

à l’étude des problèmes de détection binaire qui peuvent être réalisés par les premières couches du système

visuel sous l’influence de ce bruit neuronal.
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3.3 Détection par quantifieurs stochastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3.3.1 Description des quantifieurs stochastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

3.3.1.1 Quantifieurs uniformes/adaptés stochastiques . . . . . . . . . . . . . . . 105

3.3.1.2 Quantifieurs stochastiques variants et invariants dans le temps . . . . . 105
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3.3.2.1 Probabilité d’erreur d’un quantifieur variant stochastique . . . . . . . . 107
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There have been proposals for technological uses of stochastic

resonance, and a small but increasing effort has been made to

see whether Mother Nature may already be using it.

K. Wisenfeld and F. Jaramillo, 1998

L
’ŒIL de l’homme, et plus particulièrement la rétine, est un composant de photo-transduction dont

le rôle est de convertir un signal lumineux en un signal électrique qui est par la suite acheminé vers

le cerveau via le nerf optique. Or, le taux d’information transmissible par le nerf optique est limité. La

rétine n’est donc pas qu’un simple système passif d’enregistrement du flux lumineux, mais véritablement

un centre de traitement de l’information sophistiqué qui élabore un code compréhensible pour les centres

nerveux placés en aval (voir partie 1). L’élaboration de ce code suppose que la rétine réalise une extraction ou

une sélection des informations “pertinentes” de l’image brute frappant les photorécepteurs. Selon Marr [98],

l’ensemble des informations “pertinentes” ou encore les descripteurs forment l’esquisse primitive de l’image.

Dans ces descripteurs on trouve par exemple quelques contours, régions, orientations principales ou textures

de la scène. D’un point de vue simplifié, on peut considérer que les descripteurs d’une scène observée sont

les résultats de nombreux tests variés de classification et/ou de détection.

De ce point de vue, les premières couches du système visuel sont sans cesse en train de traiter des

problèmes de détection et/ou de classification. On peut d’ailleurs généraliser cette approche au système

nerveux central (SNC) tout entier. En effet, la recherche du visage d’une personne familière dans une foule,

l’identification de lettres et la reconnaissance de mots dans un texte, ou le choix de placer une pierre sur

une des intersections d’un goban dans une partie de go représentent des exemples de détection de la vie

courante réalisées par le SNC. Nous justifions ainsi l’intérêt porté tout au long de ce chapitre aux problèmes

de détection binaire.

De plus, les neurones composant les différentes couches du système nerveux, et plus particulièrement

celles du système visuel, baignent dans un bruit ambiant (voir partie 1.2.2). Comment les tâches de détection

sont-elles réalisées par les réseaux neurones sous l’effet de ce bruit intrinsèque ? Ce chapitre est consacré à

l’étude de l’influence du bruit natif aux réseaux de neurones biologiques devant réaliser un test d’hypothèses.

La modélisation biophysique et la modélisation computationnelle sont les deux axes de la modélisation

de neurones biologiques [32]. La modélisation biophysique consiste à identifier et mettre en équation les

différents mécanismes physiques et chimiques qui sont en cause dans la génération du potentiel daction d’un

neurone biologique. Cette approche a donné naissance entre autres aux modèles de neurones de Hodgkin-

Huxley [70] et de Fitzhugh-Nagumo [41, 113]. Par opposition, la modélisation computationnelle considère

un neurone comme un atome de calcul et ne tient pas compte des mécanismes biophysiques observés

sur les neurones naturels mais seulement de la technique de transmission de l’information utilisée. De

cette approche sont issues deux types de modèles computationnels, les modèles fréquentiels et les modèles

impulsionnels (voir partie 1.2.2). Pour l’étude de ce chapitre, nous allons nous restreindre à un cas particulier

de modèle impulsionnel, en nous concentrant sur les réseaux à seuils. Sous certaines conditions, comme

nous le montrerons dans la première partie du chapitre (voir 3.1.2), les réseaux de neurones à seuils sont

équivalents à des quantifieurs. Par conséquent, la thématique du chapitre, la détection dans le système

visuel, peut être abordée par l’étude des problèmes de détections assurés par des quantifieurs.

Or, les problèmes de détection fondés sur des quantifieurs ont été traités depuis les années 70 dans un

cadre purement déterministe. Comme nous le rappelons dans la partie 3.2, en imposant une structure de

quantifieur au détecteur, la solution obtenue est nécessairement sous-optimale. Il est cependant toujours

possible de trouver la meilleure des solutions sous-optimales selon différents critères de performance. Dans

la partie 3.2, nous décrivons deux approches différentes de fabrication de quantifieurs spécialisés dans une

tâche de détection. Dans un cadre déterministe, il existe donc des méthodes pour déduire les paramètres

d’un réseau de neurones à seuils impliqué dans une tâche de détection.
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Quelle est alors l’influence du bruit interne sur les performances de détection du réseau ? En conservant

le formalisme de modélisation du réseau par un quantifieur, nous introduisons ici le concept de quantifieurs

stochastiques pour répondre à cette question qui fait l’objet de la partie 3.3. Dans cette partie, nous

effectuons entre autres des comparaisons entre les solutions sous-optimales décrites en 3.2 lorsqu’elles sont

soumises à une influence stochastique. Évidemment l’ajout d’aléas sur les quantifieurs optimaux ne peut

que détériorer les performances. En revanche, comme nous le montrons à la fin du chapitre, ajouter du

bruit sur les seuils d’un quantifieur non optimisé peut être bénéfique. Ceci est encore une manifestation des

phénomènes ou le bruit peut être un atout au sein d’un système non-linéaire, et illustre que de tels effets

prennent certainement essence au sein du système visuel humain.

Afin d’établir clairement le parallèle entre les réseaux de neurones à seuils et les quantifieurs, nous

commençons par introduire quelques définitions et propriétés concernant ces derniers.

3.1 Quantifieurs et réseaux de neurones

Généralement, un quantifieur est simplement perçu comme un dispositif réalisant l’approximation des

valeurs qui lui sont appliquées en entrée. Mais, le quantifieur peut également jouer un rôle bien plus élaboré

dans une châıne de traitement de l’information numérique. La compression de données, la reconnaissance des

formes ou de paroles, ou le codage de source sont des exemples de tâches que peuvent remplir les quantifieurs

[46]. Dans ces applications, le quantifieur n’a plus le simple rôle de conversion analogique/numérique, mais

est au contraire un dispositif réalisant une fonction plus élaborée. Afin de fixer les notations utilisées dans

la suite du chapitre, quelques notions relatives à la théorie de la quantification scalaire et vectorielle sont

présentées dans la sous-partie qui suit.

3.1.1 Définitions et généralités sur les quantifieurs

Le principe de fonctionnement d’un quantifieur scalaire est que : toute valeur présente à l’entrée du

quantifieur est associée à une des M valeurs composant C, le dictionnaire, ou codebook en anglais. Le

dictionnaire porte parfois le nom d’espace des niveaux de sortie. Lorsque le dictionnaire est à valeurs réelles

C ⊂ R, le quantifieur réalise effectivement une opération d’approximation. Dans ce types d’applications, les

valeurs d’entrée de Q peuvent être contenues dans une seule partie ou la réunion de plusieurs parties de R.

La valeur scalaire M = |C|, cardinal de l’ensemble C, représente à la fois le nombre de codes appartenant

au dictionnaire, et la taille du quantifieur. L’association d’une valeur d’entrée x scalaire, réalisation de la

variable aléatoire X de densité de probabilité fX(x), à un niveau de sortie ou code du dictionnaire est régie

par :

Q : R −→ C = {q1, . . . , qM}
x −→ qk si x ∈ ∆k

(3.1)

où ∆k est une partition de R. Un quantifieur scalaire de taille M est un système qui découpe l’axe réel R

en M sous ensembles ∆k pour k = 1 . . .M , encore dénommées cellules de partition. La partition ∆k peut

se noter à l’aide de la fonction de quantification inverse Q−1, et a alors pour expression :

∆k = {x ∈ R | Q(x) = qk} = Q−1(qk) (3.2)

Nous en déduisons des conditions sur la nature des partitions ∆k :

{ ⋃
k ∆k = R

∆k

⋂
∆k′ = ∅

pour k, k′ = 1, . . . ,M et k 6= k′ (3.3)

L’ensemble des partitions ∆k bornées forme la région granulaire, alors que la réunion des ∆k non bornées

porte le nom de région de dépassement (voir figure 3.1). Les expressions (3.2) et (3.3) définissent la fonction
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de quantification dans un cadre très général. Si on se restreint à la caractérisation des quantifieurs réguliers,

alors les partitions ∆k sont des intervalles disjoints de la ligne réelle R, et :

∆k =]tk−1; tk] pour k = 1 . . .M (3.4)

où les tk sont couramment appelés les seuils de quantifications. La régularité d’un quantifieur se traduit

également par le fait que le dictionnaire C est inclus dans l’espace des variables d’entrée, et que chacun des

codes qk appartiennent à un et un seul intervalle ∆k :

qk ∈ ∆k =]tk−1; tk] pour k = 1, . . . ,M (3.5)

Par définition, toute fonction de quantification Q est une opération non linéaire. De plus, les propriétés de

construction des quantifieurs réguliers assurent que ceux ci soient monotones.

Dans un cadre général, on considère que l’entrée X est une grandeur aléatoire définie par sa densité de

probabilité fX(x). Pour assurer la plus grande dynamique de quantification avec une entrée possédant une

densité de probabilité fX(x) à support borné à l’intervalle [a, b], on fixe généralement les seuils limites du

quantifieur t0 et tM respectivement aux valeurs a et b. Dans ce cas, il n’y a pas de région de dépassement, et

on introduit la notion de plage d’entrée PE = tM − t0. Par contre, lorsque que la densité fX est à support

infini, alors pour avoir la plus grande dynamique de quantification, les seuils limites devraient tendre vers

l’infini : tM = −t0 = ∞. Cette opération est physiquement impossible. On introduit alors la notion de

plage de dépassement, qui est la réunion des intervalles ]−∞, t1]∪ [tM−1,∞[. Dans ce cas, la plage d’entrée

est calculée à partir de : PE = tM−1 − t1. Ainsi, quelque soit les grandeurs d’entrées du quantifieur, la

plage d’entrée PE est toujours finie. Ces définitions sont résumées sur la figure 3.1 pour deux densités de

probabilités fX quelconques, dont une est bornée et l’autre non.
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Régions granulaires

Régions de dépassements

Fig. 3.1 – Illustration de la pleine échelle PE et des régions granulaires et de dépassements d’un quantifieur

pour une entrée aléatoire de densité de probabilité fX à support borné (gauche) et support infini (droite).

3.1.1.1 Quantifieur uniforme

Le quantifieur uniforme est le plus connu et le plus simple de tout les quantifieurs réguliers. Un quanti-

fieur est uniforme si tous les intervalles ∆k le constituant sont de même taille, et si d’autre part, les niveaux

de quantifications qk sont égaux au milieu de leurs intervalles de quantification respectifs :
{

q = qk − qk−1 pour k = 1, . . . ,M

qk = tk+tk−1

2 pour k = 2, . . . ,M − 1
(3.6)

où q représente le pas de quantification du quantifieur uniforme. Comme on peut également écrire que

qk = tk−1 + q/2, il est simple de montrer que :

q = qk − qk−1 = tk − tk−1
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L’illustration de la figure 3.2 représente deux quantifieurs scalaires réguliers, l’un quelconque et l’autre

uniforme. On remarque que la condition de régularité (3.5) est dans les deux cas respectée, et que les

largeurs de partitions et les hauteurs des échelons sont identiques pour le quantifieur uniforme.

tM−1

t2t1

qM

qM−1

q2

q1

Q(x)

x
tM−1

t2t1

q1

q2

qM−1

qM

Q(x)

x

q

q

Fig. 3.2 – Caractéristiques de transferts de deux quantifieurs. A gauche, le quantifieur entre dans la

catégorie des quantifieurs réguliers. Celui de droite est un cas particulier de cette classe puisqu’il est de

nature uniforme de pas q.

Avec un quantifieur uniforme, lorsque la grandeur d’entrée X à quantifier est de distribution uniforme

sur [a, b], l’erreur ou le bruit de quantification ε = Q(X) − X est également uniforme et distribué sur

l’intervalle [−q/2, q/2]. Ce résultat, bien connu dans la théorie de la quantification [46], en introduit un

autre qui l’est peut être encore plus. L’écart-type du bruit de quantification σε est proportionnel au pas de

quantification q, autrement dit on a la variance du bruit de quantification ou l’erreur quadratique moyenne

(EQM) qui est donnée par :

σ2
ε = EQM = E

[
(Q(X)−X)2

]
= E

[
ε2
]

=
q2

12
(3.7)

Si la plage d’entrée PE et le nombre de niveau de quantification M sont fixés, alors le quantifieur uni-

forme tel que q = PE/M est optimale au sens de l’erreur quadratique moyenne, et l’erreur minimale vaut

PE2/12M2. Cette solution est obtenue en imposant la structure du quantifieur, et est optimal dans ce

sens. Cependant, rien ne garantit que c’est par cette voie que les meilleures performances d’approxima-

tion peuvent être atteinte. Par exemple, si l’on relaxe la contrainte d’uniformité du quantifieur, l’erreur

quadratique moyenne peut être minimisée d’avantage.

3.1.1.2 Quantification à haute résolution et approche compander

Par définition, l’erreur quadratique moyenne (EQM) d’un quantifieur régulier est donnée par :

EQM = E
[
(X −Q(X))2

]

=

M∑

k=1

∫ tk

tk−1

(x− qk)
2
fX(x)dx (3.8)

où fX(x) représente la densité de probabilité de la variable aléatoire X. De cette expression, on constate

que le problème d’optimisation au sens de l’EQM peut être assez compliqué, puisqu’il consiste à

déterminer conjointement les tk et les qk minimisant (3.8). Une façon d’aborder ce problème d’optimisation

est de le traiter à partir de l’algorithme récursif de Lloyd [46], dans lequel chaque itération est composé par :

– une routine de recherche des seuils optimaux tk pour un dictionnaire C donnée, et,

– une routine effectuant la tâche contraire, l’optimisation du dictionnaire pour les seuils tk
précédemment obtenus.
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Cet algorithme peut être implanté pour des distances autre que la distance euclidienne attachée à

l’erreur quadratique.

Approche compander : Le problème de minimisation de l’EQM (3.8) peut être posé différemment grâce

à l’approche compander1 d’un quantifieur régulier [46]. Cette approche permet de modéliser tout quantifieur

régulier (t = {tk}M−1
k=1 , q = {qk}Mk=1) à partir d’un quantifieur uniforme et d’une fonction non linéaire

monotone. Comme l’illustre la figure 3.3, la technique consiste à mettre en cascade un quantifieur uniforme

précédé d’une fonction non-linéaire de compression G, suivi de la fonction d’expansion correspondante

(parfois appelée fonction de restauration), inverse de la fonction de compression G−1.

Quantifieur uniforme
x xu yu y

G Q G−1

Fig. 3.3 – Modélisation compander d’un quantifieur régulier quelconque par un quantifieur uniforme.

Le bloc G réalise la compression des données d’entrée x afin qu’ils correspondent à la plage d’entrée

PE du quantifieur uniforme, souvent réduit à l’intervalle [0, 1]. Mathématiquement, il est nécessaire que

la fonction G soit une bijection de R dans R, et que la dérivée première G′ existe sur tout R. L’opération

inverse G−1 permet aux données de retrouver leur dynamique initiale en effectuant l’opération inverse de

la compression.

Ainsi, la recherche des paramètres tk et qk du quantifieur initial garantissant le minimum de l’EQM

(3.8) est maintenant transposée en un problème de dimensionnement de la fonction non linéaire G, et du

dimensionnement du quantifieur uniforme.

Quantification à haute résolution : Il est possible [46] de trouver une solution relativement simple

au problème de minimisation de l’EQM (3.8) en faisant les hypothèses de la quantification fine ou

quantification à haute résolution :

– la taille du quantifieur M tend vers l’infini,

– le quantifieur est régulier et donc qk = (tk + tk−1)/2.

Avec ces hypothèses, l’erreur quadratique moyenne d’un quantifieur régulier peut se mettre sous la forme :

EQM ≈
M∑

k=1

fX(xk)

∫

∆k

(x− qk)
2
dx pour xk ∈ ∆k = [tk−1, tk[

=
1

12

M∑

k=1

fX(xk)∆3
k (3.9)

Soit alors, λ, la fonction de densité de seuils, définie par le nombre de niveaux M(q)dq appartenant à

l’intervalle [q, q + dq[ :

λ(q) = lim
M→∞

M(q)

M

1Le terme compander provient de la contraction des termes anglais de fonction de compression : compressor, et de fonction

de restauration : expander.
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Dans le cadre asymptotique de la quantification fine, on peut exprimer la largeur de l’intervalle ∆k en

fonction de densité de seuils λ :

∆k =
1

Mλ(qk)
(3.10)

En insérant (3.10) dans (3.9), on obtient :

EQM ≈ 1

12

M∑

k=1

fX(xk)∆k

M2λ(xk)

et l’EQM devient finalement :

EQM ≈ 1

12M2

∫ tM−1

t1

fX(x)

λ(x)2
dx (3.11)

D’autre part, la dérivée de la fonction de compression G peut être approchée par la pente du compresseur

G, dans laquelle la largeur de l’intervalle ∆k est remplacée par la fonction de densité de seuils λ :

G′(qk) ≈ G(tk)−G(tk−1)

tk − tk−1
=

q

∆k
= Mqλ(qk) (3.12)

et où q est le pas du quantifieur uniforme. L’équation (3.12) permet donc de relier la densité de seuils λ et la

fonction non linéaire G. A partir de (3.11), on peut montrer en employant l’inégalité de Hölder (voir (D.4))

que pour atteindre le minimum de l’erreur quadratique moyenne la densité de seuil λ doit satisfaire :

λ(x) =
fX(x)

1
3

∫
fX(y)

1
3 dy

(3.13)

La fonction de compression G du quantifieur optimal au sens de l’EQM est alors obtenue en intégrant

(3.13). Finalement, pour un pas de quantification ∆ fixé, et pour une plage d’entrée PE donnée, on trouve

les valeurs des seuils tk et des niveaux qk par échantillonnage régulier au pas de ∆/2 (voir [46]) de la

fonction G−1, comme l’illustre la figure 3.4.

∆

PE du quantifieur uniforme
x

G(x)

q7t6q6

q1 t1 q2

Fig. 3.4 – Détermination des seuils tk et des niveaux qk d’un quantifieur régulier pour M = 7 à partir de

la fonction de compression G.

3.1.1.3 Quantification vectorielle

Nous terminons cette partie en donnant quelques précisions sur l’extension de la quantification scalaire

vers la quantification vectorielle. Pour cette dernière, l’entrée ne provient plus de la ligne réelle R, mais de
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l’espace R
p ou d’une partie de celui-ci, et où p ≥ 1 entier représente la dimension du quantifieur, ainsi :

Qv : R
p −→ C = {q1, . . . , qM}

x −→ qk si x ∈ ∆k

(3.14)

La régularité d’un quantifieur vectoriel est définie par la convexité des partitions ∆k dans l’espace R
p.

Comme dans le cas scalaire, il est également nécessaire que chaque vecteur de code qk appartienne à

la partition ∆k auquel il est attaché. Cependant, comme pour la quantification scalaire, la fonction du

quantifieur est réellement déterminée par l’organisation et la définition des M éléments du dictionnaire C.
Par exemple, si le quantifieur est dédié à une application de classification, il est alors judicieux de fabriquer

l’espace des sorties par les étiquettes des K classes d’intérêts du problème. Dans ce cas, le dictionnaire

serait définis par : C = {1, . . . ,K}. Evidemment dans cet exemple, le quantifieur n’est pas régulier. On

rencontre souvent un cas particulier de la quantification vectorielle qui est celui où l’on peut décomposer

Qv par une succession de quantifieurs scalaires, chacun opérant sur une composante du vecteur d’entrée.

3.1.2 Parallèle avec les réseaux de neurones à seuil

Comme nous l’avons présenté en 1.2.2, les réseaux de neurones artificiels (RNA) ou formels ont pour vo-

cation initiale de modéliser et de reproduire le fonctionnement de systèmes neuronaux biologiques. Depuis les

années 50, de nombreux types de réseaux de neurones ont été développés intégrant diverses caractéristiques.

Il existe ainsi des réseaux de neurones linéaires, non linéaires, adaptatifs, non-adaptatifs, statiques, dyna-

miques, déterministes, stochastiques etc... Les réseaux de neurones artificiels se sont donc naturellement

étendus à la communauté du traitement du signal et des images mettant à profit leur fonctionnalité pour fa-

ciliter l’implantation d’algorithme. En traitement du signal par exemple, les RNA trouvent des applications

en filtrage (non)-linéaire, identification, estimation, séparation de sources et déconvolution, prédiction, mais

avant tout dans des problèmes de classification/détection et reconnaissance de formes [66, 74]. Dans ce pa-

ragraphe, nous présentons plusieurs façons de représenter un quantifieur sous forme de réseau de neurones,

et nous insistons plus particulièrement sur celle ne comportant que des neurones à seuils.

3.1.2.1 Un modèle de réseau de neurones formels

Les réseaux artificiels sont constitués de nombreuses cellules élémentaires, définies par un modèle de

neurone, et organisées en couches selon une structure particulière définie par le modèle de connexion. Le

modèle de neurone le plus utilisé est celui développé par McCulloch&Pitts [60, 105], il est représenté sur la

gauche de la figure 3.5a. C’est un modèle de neurone à plusieurs entrées ei pour i = 1, . . . , ne et une seule

sortie s. Le neurone est composé de deux fonctions :

– La fonction N : R
ne × R

ne × R → R, fonction réseau, qui détermine comment les entrées ei,

les poids synaptiques wi, et le seuil θ agissent sur un potentiel p. Bien souvent, l’expression du

potentiel est simplement le produit scalaire entre le vecteur d’entrée [e1, . . . , ene
]T et le vecteur

poids [w1, . . . , wne
]T auquel s’ajoute la valeur du seuil θ : p = θ +

∑ne

i=1 wiei.

– La fonction A : R → R, fonction d’activation du neurone. Nous nous intéressons principalement

au cas où la fonction d’activation est la différence de fonctions échelon unité, ou fonction de Heaviside.

L’architecture des connexions entre les neurones est le deuxième point qui défini un RNA. La confi-

guration des connexions est souvent représentée par un graphe orienté, où les noeuds sont associés aux

neurones et où les arc orientés figurent les liens synaptiques. La topologie de tels graphes peut alors être

acyclique ou cyclique, signifiant que les connexions inter-neurones sont directes ou récurrentes. La figure
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3.5, présente en (b) un RNA à topologie acyclique, c’est à dire sans aucune boucle, et en (c) un RNA à

topologie cyclique comportant plusieurs boucles de retour.

De plus, comme l’illustre la figure 3.5b, les connexions peuvent être partielles (sur le neurone 2), où

certaines entrées d’un neurone ei sont connectées au potentiel de référence du réseau, ou alors totales (sur

le neurone 1), où toutes les entrées sont connectées, soit à une sortie d’un autre neurone ou soit à une entrée

du réseau.

(w2)

(w1)

(wne
)

e2(t)

ene
(t)

e1(t)

N A

(a)

p(t) s(t)

(c)(b)

2

1

θ 3

Fig. 3.5 – (a) - modèle de neurone de McCulloch & Pitts. (b) et (c) - représentation par graphe orienté de

l’architecture d’un RNA. Topologie acyclique (b). Topologie cyclique (c). Les connexions de 1 sont totales,

les connexions de 2 et 3 sont partielles.

Le modèle de neurone de McCulloch&Pitts, issu d’une inspiration biologique, est donc très modulaire.

Nous pouvons ainsi l’utiliser pour représenter de plusieurs manières et à plusieurs étages les fonctions de

quantification (vectorielle y compris) à partir de neurone à fonction d’activation très simple comme la

fonction échelon unité symbolisant un neurone à seuil.

3.1.2.2 Des représentations neuronales de quantifieurs

Dans [46], les auteurs démontrent qu’il existe deux structures (primaires et secondaires) pour un quan-

tifieur scalaire alors qu’ils en notent trois pour un quantifieur vectoriel. Nous allons seulement présenter les

deux structures propres à un quantifieur scalaire. Dans tout les cas, les structures de représentation sont

constituées d’éléments simples agencées logiquement et traitant la même information, et possède donc une

représentation en réseau de neurone.

Structure primaire : La première structure d’un quantifieur scalaire provient du fait que la sortie du

quantifieur peut s’écrire à partir de :

Q(x) =

M∑

k=1

qk ∆k
(x) (3.15)

où les fonctions de sélections ∆k
sont les fonctions indicatrices des ensembles ∆k :

∆k
(x) =

{
1 si x ∈ ∆k

0 sinon

La représentation graphique de (3.15) est portée par la figure 3.6. Le lien entre quantifieur scalaire et RNA

est alors immédiat. Ce RNA comporte deux couches de neurones :

– La première est composée de M neurones à entrée simple et de poids unitaire, dont les fonctions

de réseau N sont toutes égales à l’identité. La fonction d’activation du neurone k est définie par

Ak(x) = ∆k
(x). Sur cette couche, les connexions sont partielles et directes.

– La seconde couche est simplement composée d’un neurone à M entrées qui réalise la somme pondérée

par les (qk) des M sorties de la couche précédente. Ce dernier neurone confère au réseau le terme

d’architecture pooled, puisqu’il réalise la fusion, ici la somme, des informations de sorties des couches
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.

.

.
∑

(qM )

(q1)

Q(x) ∈ Cx
(q2)

première couche seconde couche

1∆1
(x)

1∆2
(x)

1∆M
(x)

Fig. 3.6 – Représentation de la structure primaire d’un quantifieur scalaire. La représentation est

équivalente à un RNA à deux couches.

précédentes.

Pour chaque échantillon x appliqué en entrée, seulement une branche de la première couche du réseau est

activée. Ainsi, la sortie de la deuxième couche ne peut être composée que d’un seul mot de code. On vérifie

ainsi l’équation (3.15), où seule une fonction de sélection ∆k
est non nulle pour un échantillon x donné,

et où les valeurs de sorties qk affectent les sorties binaires de chaque sélecteur ∆k
par leurs pondérations.

Structure secondaire : La deuxième structure d’un quantifieur scalaire fait intervenir des quantifieurs

élémentaires à un seul niveau. Un quantifieur scalaire à un niveau, est un quantifieur régulier défini pour

M = 1, et peut être représenté par une simple fonction échelon unité :

U(x) =

{
1 si x ≥ 0

0 sinon
(3.16)

Les fonctions de sélections ∆k
peuvent être construites à partir des fonctions élémentaires définis par

(3.16) :

∆k
(x) = U(x− tk−1)− U(x− tk) = U(x− tk−1) (1− U(x− tk)) (3.17)

En insérant (3.17) dans (3.15), on obtient deux écritures différentes de la deuxième structure d’un quan-

tifieur régulier. Les représentations réseau de la deuxième structure sont un peu plus compliquées puis-

qu’elles comportent une ou deux couches supplémentaires par rapport à la représentation de la figure 3.6.

Néanmoins, pour ces représentations, les neurones sont plus simples, puisque leurs fonctions d’activation

sont des fonctions échelon unité (3.16), et donc des quantifieurs à un seul niveau. Les connexions entre les

premières couches du réseau permettent la réalisation de fonction indicatrice (3.17). La figure 3.7 donne les

deux représentations de fonction indicatrice à partir de RNA à seuils.

Décomposition codage/décodage : D’autre part, d’un point de vue fonctionnel un quantifieur régulier

peut toujours être décomposé en deux blocs distincts [46, 52]. Le premier bloc, le codeur E , se charge du

partitionnement de l’espace des valeurs d’entrée (par exemple R
p), et le second bloc, le décodeur De est

spécialisé dans l’affectation des codes :

E : R −→ I = {1, . . . ,M}
x −→ k si x ∈ ∆k

De : I −→ D = {q1, . . . , qM}
k −→ qk

(3.18)
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Fig. 3.7 – Architecture entre deux neurones de la première et de la deuxième couche d’un RNA représentant

la deuxième structure d’un quantifieur.

L’opération d’encodage E , peut alors être simplement définie par la fonction échelon unité (3.16), et on a :

E(x) =
M∑

k=1

U(x− tk) (3.19)

La représentation réseau à seuils de l’opération E est donnée par la figure 3.8a. La fonction d’activation

du neurone est ici modélisé par la fonction échelon unité U . L’encodage E d’un quantifieur possède donc

une représentation réseau très simple. En effet, celle-ci est uniquement composée de neurones à seuil sans

pondération associé aux valeurs de sortie du dictionnaire C. La différence principale entre ce réseau et celui

de la structure primaire de la figure 3.6 réside dans le nombre de branches actives après application d’une

grandeur en entrée. En l’occurence, pour que l’index de sortie du réseau soit maximal, il faut que tous les

seuils tk soient franchis. Par ailleurs, on constate souvent qu’une décomposition en éléments simples d’un

système complexe nécessite souvent un très grand nombre de cellules primaires. Or ici, la complexité n’est

pas augmentée, puisqu’il suffit de M comparateurs à seuil pour réaliser la partie d’encodage.

∑ ∑

U
∑

t1

(+1)

(−1)

(+1)

U
∑

t2

(−1)

U
∑

tM−1

(−1)

x

(+1)

(+1)

U
∑

t1

(q2 − q1)

(−1)

(+1)

U
∑

t2

(−1)

U
∑

tM−1

(−1)

x

q1

Q(x) ∈ C

(qM − qM−1)

(q3 − q2)

(a) (b)

première couche seconde couche première couche seconde couche

E(x) ∈ I

Fig. 3.8 – (a) - Représentation neuronale de la partie E d’un quantifieur régulier à l’aide de neurones à

seuil. (b) - Représentation neuronale en deux couches d’un quantifieur régulier à l’aide de neurones à seuil.

Alors que la fonction de codage E indique l’index de la région à laquelle on peut associer l’entrée,

l’étape De, est directement reliée à la génération d’un code compréhensible pour les éléments placés en
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post-traitement. Ainsi, la représentation neuronale la plus simple d’un quantifieur régulier est obtenue en

pondérant les branches d’entrées du neurone de la seconde couche du RNA de l’encodeur pour y incorporer

l’étape de décodage. La figure 3.8b donne cette représentation très simple. Celle-ci est d’architecture pooled,

et est composée de seulement deux couches de neurones.

Dans cette partie, on a souligné quelques liens existants entre quantifieurs et réseaux de neurones ar-

tificiels, et notamment les réseaux de neurones à seuils. La décomposition (3.18) codage/décodage garantit

que tout quantifieur peut être implanté sous forme d’un réseau de neurones. Par contre, la réciproque

n’est pas toujours vérifiée, et ce même en relaxant la contrainte de régularité des quantifieurs. Néanmoins,

pour des réseaux à seuils d’architecture simple, “l’amalgame” entre réseau et quantifieur est souvent pos-

sible. Ceci nous permet d’étudier le comportement de réseaux de neurones à seuils dédiés à une tâche de

décision binaire, en les modélisant sous la forme de quantifieurs. Lorsque les réseaux sont complètement

déterministes, alors les quantifieurs associés le sont également. Par contre, lorsqu’un réseau évolue sous

l’influence de bruit, alors nous modélisons ce réseau par un quantifieur stochastique. Pour des quantifieurs-

détecteurs déterministes, il est possible de déterminer de manière optimale la configuration des seuils et

des niveaux garantissant un certain degré de performances de discrimination. La synthèse de quantifieurs-

détecteurs optimaux fait l’objet de la partie qui suit. Le cas des quantifieurs-détecteurs stochastiques est

traité en 3.3.

3.2 Quantification optimale pour la détection

Un problème de classification consiste à déterminer de quelle hypothèse est issue une séquence d’ob-

servation bruitée composée de N échantillons x = {xi}Ni=1. La reconnaissance de lettres ou de chiffres

en reconnaissance optique de caractères [80] en est un exemple. Nous supposons que la classification est

également une des tâches cognitives prédominantes du système nerveux central et plus particulièrement

du système visuel. En effet, pour qu’il y ait construction d’un code neuronal, il faut au préalable que les

neurones sensoriels extraient les informations “pertinentes” des stimuli qui les excitent. C’est cette phase

d’extraction que nous assimilons à un problème de classification. Dans un tel problème de classification, les

hypothèses sont multiples, et lorsque le problème se réduit à deux hypothèses, alors celui-ci porte le nom

de problème de détection ou de décision. Le suffixe binaire est souvent ajouté pour indiquer que seule deux

hypothèses le composent. C’est ce type de problèmes que nous traitons par la suite, ceux-ci se posent de la

sorte : {
H0 : x ∼ f0
H1 : x ∼ f1

(3.20)

où f0 et f1 représentent respectivement les densités de probabilité des observations xi sous chaque hy-

pothèse H0 et H1 (Fj pour j = 0, 1 représente alors la fonction de répartition sous l’hypothèse Hj). On

supposera que les observations xi sont indépendantes entre elles.

Puisque les observations sont bruitées, il n’y a pas une solution simple aux problèmes du type (3.20). Le

choix réalisé par un détecteur peut être correct pour une réalisation de x, et faux pour une autre réalisation.

Ces problèmes sont donc traités de façon à obtenir des solutions dites optimales. Or, l’optimalité est toujours

définie selon un certain critère et pour une application donnée. Par exemple, dans le cas de la quantification

optimale de représentation, le choix du type de quantification (scalaire ou vectorielle) ainsi que la taille

M du quantifieur fixent la classe du problème. La résolution consiste à chercher des fonctions E et D d’un

quantifieur qui minimise l’erreur quadratique moyenne EQM (ou tout autre distance) entre une variable

aléatoire X et ses valeurs quantifiées. Les quantifieurs issus de la quantification à haute résolution ou de

l’algorithme de Lloyd sont optimaux au sens de l’EQM [46].

Puisque c’est en minimisant une fonction d’erreur ou de coût ou encore en maximisant une fonction

de performance que l’on obtient une solution optimale, il peut exister plusieurs solutions optimales à un
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problème donné (par exemple pour deux fonctions coût différentes). D’autre part, le compromis perfor-

mance/coût de réalisation d’un système se traduit en général en un problème d’optimisation dont les

solutions sont restreintes à une classe de solutions réalisables. Cette remarque permet de faire la distinction

entre solutions optimales et solutions sous-optimales, thème qui est discuté dans la partie 3.2.1. La partie

3.2.2 est consacrée à la classe de solutions sous-optimales définies par les quantifieurs-détecteurs. Dans cette

partie, nous présentons deux méthodes de détermination de quantifieurs optimaux pour la détection. Enfin,

la troisième partie comporte le calcul de la probabilité d’erreur d’un détecteur fondé sur un quantifieur

déterministe, et également les performances de détection de trois quantifieurs optimaux (chacun selon un

critère différent).

3.2.1 Détection - Solutions optimales et sous-optimales

La solution d’une application de détection est obtenue par optimisation d’un critère de performance.

Le critère est fonction des informations à priori disponibles. La minimisation ou la maximisation de ce

critère conduit à l’élaboration d’un détecteur, qui est optimal seulement vis-à-vis de ce critère. L’approche

de Bayes, celle de Neyman Pearson ou encore la méthode du maximum à posteriori, [80, 157], conduisent

à un détecteur optimal fondé sur le test du rapport de vraisemblance qui se résume à :

l(x) =
f1
f0

(x)

H1

≷

H0

η (3.21)

ou à une transformation continue et monotone du rapport de vraisemblance l = f1/f0, avec par exemple le

test de la log-vraisemblance défini par :

Λ(x) = log l(x) =

N∑

i=1

log l(xi)

H1

≷

H0

η (3.22)

dans le cas où les observations x = {x}Ni=1 sont indépendantes et identiquement distribuées. Dans le

test (3.22), la notation

H1

≷

H0

η signifie que l’on décide H1 si l(x) est supérieur au seuil η, et que l’on

décide H0 dans le cas contraire. La structure du détecteur est donc identique pour toutes les stratégies

énumérées ci-dessus. Seul le seuil de décision η prend une valeur différente pour chaque critère utilisé. La

solution au sens du maximum de vraisemblance est obtenue pour η = 1, alors que celle correspondant au

sens du maximum à posteriori est donnée par :

η =
π0

π1
(3.23)

où π0 et π1 sont respectivement les probabilités d’occurrence des hypothèsesH0 etH1. Si on opte pour la mi-

nimisation de la probabilité d’erreur de détection, Pe = π0Pf +π1Pm, où Pf = Pr(decider H1|H0 est vraie)

est communément appelée la probabilité de fausse alarme, et où Pm = Pr(decider H0|H1 est vraie)

représente la probabilité de manque, alors l’expression du seuil de détection est encore une fois donnée par

(3.23). De ces définitions, la probabilité de détection a comme expression Pd = Pr(decider H1|H1 est vraie).

Cette grandeur est encore égale à 1 − Pm. Selon la stratégie de Bayes, la minimisation du risque moyen

conduit à une autre expression de seuil η, qui fait intervenir les coûts de décision. Le détecteur de Neyman

Pearson est un peu différent dans le sens où l’on recherche la fonction de détection qui maximise Pd pour

une Pf imposée. C’est la valeur de la probabilité de fausse alarme Pf qui permet de déduire la valeur du

seuil de décision η.
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Toute ces stratégies de décision sont optimales pour le critère à partir duquel elles sont calculées, et selon

la stratégie qui est retenue les performances de détection peuvent varier. Dans tous les cas, les meilleures

performances susceptibles d’être atteintes se déduisent de l’expression du minimum de la probabilité d’erreur

de détection (voir [118]) :

minPe =
1

2
− 1

2
E0 [|π1l(x)− π0|] (3.24)

où E0 représente l’espérance mathématique par rapport à la densité de probabilité f0 (hypothèse H0).

La structure du test (3.22) impose de connâıtre parfaitement au moins une (et souvent les deux) densité

de probabilité des observations f1 et/ou f0. Néanmoins, même si celles ci sont réellement connues, il est

souvent nécessaire d’être capable de calculer, pour tout vecteur d’observation x leur ratio pour déterminer

la fonction de vraisemblance l. Par exemple, les variables aléatoires α-stable [141] sont définies par leur

fonction caractéristique, et il n’existe que trois cas (Lévy, Gaussien, et Cauchy) où l’on connâıt la forme

explicite de leur densité de probabilité. Pour les autres cas, le calcul de la vraisemblance l ne peut être réalisé

sans avoir recours à une intégration numérique qui risque d’être difficilement mise en œuvre par exemple

dans un détecteur embarqué. Ce genre de contraintes a poussé la communauté de détection à étudier et

envisager des structures sous-optimales pour la détection. La sous-optimalité apparâıt souvent par le mode

de résolution du problème. Par exemple, on peut imposer une contrainte de construction dans le mécanisme

de recherche d’une solution optimale, qui conduit à une solution sous-optimale. Nécessairement, en ayant

recours à des méthodes sous-optimales nous introduisons une perte de performances vis-à-vis de la solution

optimale pour un certain critère. Dans [118], Orsak&Paris se sont tournés sur l’évaluation de telles pertes

dans un cadre très général. L’un des résultats principaux qu’ils ont publié est un encadrement des pertes

de performances ∆Pe(G,Λ) = Pe(G)− Pe(Λ) mesurées par la différence entre la probabilité d’erreur d’un

détecteur optimal Λ et celle d’un détecteur sous-optimal G :

1

2
[dε(f0, f1)− dε(ψ0,G, ψ1,G)] ≤ ∆Pe(Λ, G) ≤M (π0dKL(ψ0,G, ψ0,Λ) + π1dKL(ψ1,G, ψ1,Λ))

(3.25)

où dε(f0, f1) = E0[|π1l − π0|] et dKL(f0, f1) = E0[l log l] sont respectivement la divergence de Kolmogorov

et la divergence de Kullback-Leibler [31], et où ψi,G représentent les distributions de sortie du détecteur

G sous l’hypoyhèse Hi (c’est-à-dire la transformée de la dentité de probabilité fi par la fonction G). La

fonction M de la borne supérieure de (3.25) est une fonction croissante dont l’expression est explicitée

dans [118].
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Fig. 3.9 – Procédure de réalisation d’un détecteur sous-optimal G fondée sur la minimisation de la perte

de performance ∆Pe(Λ, G) par rapport au détecteur du rapport de vraisemblance.

Ainsi, en se basant sur le résultat (3.25), Orsak&Paris ont proposé une méthode d’élaboration de

détecteur sous-optimal :
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1. pour que la borne inférieure soit la plus faible possible, il faut que la distance de Kolmogorov

dε(ψ0,G, ψ1,G) soit grande. Le détecteur G doit séparer les statistiques de sorties ψ0,G et ψ1,G,

2. pour que la borne supérieure de ∆Pe(Λ, G) diminue, il est nécessaire que le détecteur G minimise

la séparation entre les densités de sorties ψi,G et ψi,Λ sous chaque hypothèses Hi.

Si ces deux opérations sont réalisées simultanément (voir figure 3.9), alors le détecteur G possède des

performances très proches du détecteur optimal Λ. Dans [118], les auteurs précisent que si le test du rapport

de vraisemblance fondé sur les distributions ψi,G est équivalent à un simple test de comparaison des données

traitées par G à un seuil, alors la borne inférieure de (3.25) est atteinte. Dans ce cas, la procédure de re-

cherche du détecteur sous-optimal se réduit à la maximisation de la divergence de Kolmogorov dε(ψ0,G, ψ1,G)

entre les statistiques de sorties ψi,G.

Le détecteur localement optimum est certainement un des détecteurs sous-optimaux les plus connus.

Sa structure est identique à celle du détecteur fondé sur le test du rapport de vraisemblance, à la différence

près que la fonction de transformation des données Λ est remplacée par la fonction score [80]. Même si ce

détecteur offre des performances proches de celles obtenues par le détecteur Λ dans le cas où le signal à

détecter est très faible, il peut être compliqué à implanter (par exemple pour f0 et f1 α-stable).

3.2.2 Les quantifieurs-détecteurs optimaux

Dans les années 1970, la communauté a introduit les quantifieurs dans les problèmes de détection (par

exemple [1, 8, 17, 26, 79, 121, 125, 126]). Le principe de fonctionnement d’un quantifieur-détecteur Q de

paramètres (t, q) est de comparer la somme des N échantillons indépendants xi après quantification à un

seuil η :

TQ(x) =

N∑

i=1

Q(xi)

H1

≷

H0

η (3.26)

La structure d’un quantifieur détecteur (figure 3.10) est similaire à celle fondée sur les critères usuels

(Bayes, Neyman Pearson, etc . . .). Par construction, un détecteur quantifieur est nécessairement une solu-

H0

xi

∑N

i=1
D0 ou D1

D0 ou D1

Λ

Q
∑N

i=1

η

η

TQyi

canal

H1

Test du rapport de vraisemblance

Test d’un quantifieur-détecteur

Fig. 3.10 – Comparaison des structures d’un détecteur fondé sur un test du rapport de vraisemblance Λ et

d’un quantifieur-détecteur Q de paramètres (t, q) pour des échantillons x = {xi}Ni=1 indépendants.



3.2. Quantification optimale pour la détection 99

tion sous-optimale. En effet, pour que cette solution soit optimale, il faudrait que la log-vraisemblance Λ

(ou vraisemblance) du problème soit égale à la fonction de transfert Q du quantifieur.

Optimiser un quantifieur Q de taille M pour réaliser une tâche de détection revient à déterminer les

seuils t et les niveaux de quantification q minimisant un certain critère. L’efficacité est le critère d’optimi-

sation retenu par Kassam dans [79]. Ce critère est une approximation du coefficient de déflexion [80]. La

maximisation de la déflexion a été complètement résolue par Picinbono&Duvaut dans [121] en généralisant

le problème aux quantifieurs vectoriels. Ils ont montré que pour une partition de seuils ∆k donnée, les

niveaux de quantification optimaux sont simplement un rapport de vraisemblance local définis par :





qk =
P1(∆k)

P0(∆k)
où ∆k =]tk−1; tk]

Pj(∆k) = Pr
[
xi ∈ ∆k

∣∣ Hj

]
=

∫ tk

tk−1

fj(x)dx = Fj(tk)− Fj(tk−1)

(3.27)

Ainsi, le quantifieur-détecteur Q est totalement caractérisé dès que la répartition optimale des seuils tk est

trouvée. Cette répartition doit garantir que la déflexion soit maximale.

La littérature associée à l’élaboration de quantifieur-détecteurs optimaux est assez riche, et les critères

d’optimisation retenus sont également très variés. On trouve par exemple, le critère du Minimax dans [123],

et un critère de robustesse vis-à-vis des variations du modèle dans [124]. Par la suite, nous ne développons

que deux critères seulement. Le premier permet d’élaborer des quantifieur-détecteurs qui garantissent de

minimiser (ou maximiser) une divergence entre les statistiques sous chaque hypothèse post-quantification.

Le second critère permet de déterminer la distribution de seuil du quantifieur à partir de l’approche asymp-

totique présentée en 3.1.1.

3.2.2.1 Quantifieurs-détecteurs maximisant une f-divergence

Dans [126], Poor&Thomas ont une approche similaire à celle de Picinbono&Duvaut. Les niveaux de

quantifications qk sont également déterminés par le rapport de vraisemblance des partitions de seuils

donné par l’expression (3.27). Cependant, les seuils du quantifieur doivent à présent maximiser une f -

divergence [88] entre les mesures de probabilité des données de sortie du quantifieur sous chaque hypothèse.

Les quantifieur-détecteurs maximisant une f -divergence sont ainsi définis par :





qk =
P1(∆k)

P0(∆k)
pour k = 1 . . .M et pour ∆k =]tk−1; tk]

t = Argmax
t

[df (ψ0,Q, ψ1,Q)]
(3.28)

où les seuils optimaux sont obtenus à l’aide de procédures d’optimisation numériques classiques telles que

la descente de gradient ou l’algorithme de Newton-Raphson.

Poor&Thomas montre que la borne inférieure de Orsak&Paris (3.25) est forcement atteinte puisque le

test du rapport de vraisemblance fondé sur les statistiques post-quantification est équivalent à la comparai-

son de la somme des données quantifiées à un seuil. Dans ce cas, minimiser la perte de performance ∆Pe est

équivalent à maximiser la divergence de Kolmogorov dε(ψ0,Q, ψ1,Q). Néanmoins, la maximisation de cette di-

vergence est délicate, c’est pourquoi Poor&Thomas proposent de maximiser d’autres divergences, celles ap-

partenant à la famille des f -divergences. Bien entendu, remplacer la divergence de Kolmogorov par une autre

apporte une modification au critère de performance. Pour la divergence dε(f0, f1)) = E0[|π1l−π0|], d’après

(3.24), le critère est une fonction affine du minimum de la probabilité d’erreur : minPe = 1/2[1−dε(f0, f1)].

La solution obtenue selon ce procédé est donc la meilleure solution de toutes les solutions sous-optimales

de la famille des quantifieurs. En prenant une autre divergence, la solution peut être optimale pour cette

divergence, mais ne peut l’être au sens de la probabilité d’erreur.
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3.2.2.2 Quantifieurs-détecteurs asymptotiques

Plusieurs stratégies de développement de quantifieurs-détecteurs ont été élaborées à partir de l’approche

asymptotique présentée dans la partie 3.1.1. On rappelle que cette approche est fondée sur le fait que la taille

du quantifieur M →∞. Que ce soit pour un quantifieur scalaire ou vectoriel, on montre que l’optimalité est

obtenue en optimisant la fonction de densité de seuils λ (voir (3.1.1.2)) maximisant/minimisant un critère

de performances/fonction coût tel que : l’erreur quadratique moyenne [17], les f -divergences généralisées

[125], la probabilité d’erreur asymptotique [8], ou encore les exposants des bornes de Stein et de Sanov [56].

Par exemple, dans [125], Poor étudie dans un cadre général les pertes de performances apportées par

l’utilisation d’un quantifieur Q dans un problème de détection. Pour cela, il montre au préalable que l’on

peut mesurer les performances d’un système à l’aide des f -divergences généralisées : d(p, f, l) = Ep[f(l(x))]

où p est une densité de probabilité, f une fonction convexe de R → R, et l : R
n → R une fonction des

observations. Dans le cas d’un problème de détection binaire (3.20), on prend : p = f0, la mesure de

probabilité des observations sous l’hypothèse H0, et l la fonction de vraisemblance du problème. Si on

choisit f telle que f(l) = l log l, d mesure l’information de Kullback-Leibler, c’est-à-dire l’information de

discrimination de H0 en faveur de H1 [88]. D’autre part, si on choisit f(l) = −πκ
1π

1−κ
0 lκ avec κ ∈ [0; 1], d

conduit à l’évaluation de la borne de Chernoff, une borne sur la probabilité d’erreur minimale [17, 125, 157].

Poor a montré que les pertes de performances asymptotiques du détecteur dues à la quantification des

observations x à partir de quantifieurs uniformes de pas q → 0 ont comme expression :

LQ((f0, f, l) = d(f0, f, l)− d(f0, f, lQ) =
q2

24
E0

[
‖∇l(x)‖2f ′′ (l(x))

]

où le gradient de la vraisemblance est noté ∇l, et où lQ est définie par E[l(x)|Q(x)]. Pour un problème

de détection cette espérance se réduit à (3.27), et donc lQ(x) = P1(∆i)/P0(∆i) si x ∈ ∆i. En utilisant

le formalisme compander (voir 3.1.1), Poor montre que les pertes asymptotiques d’un quantifieur régulier

scalaire2 non uniforme de fonction de compression G et de densité de seuil λ = G′ peuvent s’écrire sous la

forme suivante :

LQ(f0, f, l) ∼ 1

24M2
E0

[(
l′(x)

λ(x)

)2

f ′′ (l(x))

]
(3.29)

où fM (x) ∼ gM (x) si limM→∞ fM (x)/gM (x) = 1. Par l’inégalité de Hölder, on montre en annexe D que la

densité de seuils obtenue à partir de (3.29) lorsque f(l) = −lκ est donnée par :

λ(x) ∝
[(

l′(x)

l(x)

)2

fκ
1 (x)f1−κ

0 (x)

]1/3

(3.30)

où f0 et f1 représentent respectivement la densité de probabilité des observations sous l’hypothèse H0 et

H1. De même, pour f(l) = (l − 1) log l (J-divergence), la densité de seuils optimale λ est obtenue à partir

de :

λ(x) ∝
[(

l′(x)

l(x)

)2 (
f1(x) + f0(x)

)
]1/3

(3.31)

Comme la fonction de densité de seuil λ est par définition égale à la dérivée de la fonction de compression

G′, on peut rechercher en théorie une primitive de λ. En pratique, il est courant de rechercher les seuils de

quantifications en appliquant G−1 à l’entrée d’un quantifieur uniforme (voir figure 3.4) de taille M finie.

Évidemment les résultats de détection obtenus avec cette procédure d’optimisation varient beaucoup avec

la taille M du quantifieur.

Le paragraphe suivant présente la mesure de performance que nous utilisons pour tester les schémas

de détection de quantifieurs représentant des réseaux neuronaux simples, des réseaux à seuils.

2Dans l’article de Poor, ce résultat est donné pour un quantifieur vectoriel composé par le produit de quantifieur régulier

scalaire.
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3.2.3 Performances des quantifieurs en détection

Les critères d’évaluation des performances des schémas de détection sont étroitement liés avec les

critères de développement des stratégies de détection. Néanmoins, même si les techniques d’élaboration de

stratégies de détection sont nombreuses, on peut regrouper ces critères d’évaluations en deux corps. En

effet, on distingue les critères dit globaux, fondés sur les réseaux de courbes COR et les critères locaux

telle que la probabilité d’erreur [56]. Dans cette partie, nous nous intéresserons plus particulièrement à

l’évaluation de la probabilité d’erreur de détection, la mesure locale la plus pertinente des problèmes de

détection que nous testons.

3.2.3.1 Probabilité d’erreur de détection d’un quantifieur déterministe

Supposons que les données observées soient regroupées au sein du vecteur x = [x1, . . . , xN ]T . Lorsque

le détecteur est un quantifieur défini par le couple de vecteurs de seuils et de niveaux (t, q), alors le test de

décision est fondé sur la statistique TQ donnée par (3.26) :

TQ(x) =

N∑

i=1

Q(xi) =

M∑

k=1

nkqk ≷ η

où nk est une variable aléatoire qui représente le nombre d’échantillons xi appartenant à l’intervalle ∆k =

]tk−1; tk], c’est-à-dire, le nombre desN composantes du vecteur d’observation x ayant comme représentation

quantifiée le niveau qk. Dans le cas où les observations xi sont indépendantes et identiquement distribuées, le

vecteur aléatoire n = [n1, . . . , nM ]T est distribué selon une loi multinomiale [84] sous chaque hypothèse Hj

pour j = 0, 1 :

n ∼M (N , Pj(∆1) , . . . , Pj(∆M )) (3.32)

avec Pj(∆k) = Pr
[
xi ∈ ∆k

∣∣ Hj

]
=
∫ tk

tk−1
fj(x)dx = Fj(tk) − Fj(tk−1). Sous l’hypothèse hypothèse Hj , la

probabilité conditionnelle que le vecteur aléatoire n = [z1, . . . , zM ]T , tel que
∑M

k=1 zk = N se note :

Pr
[
n = [z1, . . . , zM ]T

∣∣Hj

]
=

N !

z1! . . . zM !
Pj(∆1)

z1 . . . Pj(∆M )zM (3.33)

Soit D(T, q, η), un sous-ensemble de N
N , fonction du nombre d’échantillons N , du seuil de détection η et

du vecteur de niveaux q, définit par :

D(N, q, η) =

{
z ∈ {0, . . . , N}M /

M∑

k=1

zk = N et

M∑

k=1

zkqk > η

}
(3.34)

La probabilité d’erreur de détection Pe peut alors être évaluée à partir de :

Pe = π0Pf + π1Pm = π1 + π0Pf − π1Pd

où la probabilité de fausse alarme et la probabilité de détection peuvent être calculées à l’aide des expressions

suivantes :

Pf = Pr
[
TQ(x) > η

∣∣H0

]
Pd = Pr

[
TQ(x) > η

∣∣H1

]

=
∑

z∈D(N,q,η)

N !

z1! . . . zM !

M∏

k=1

P0(∆k)zk =
∑

z∈D(N,q,η)

N !

z1! . . . zM !

M∏

k=1

P1(∆k)zk
(3.35)

Ainsi, la probabilité d’erreur Pe de tout quantifieur-détecteur a pour expression :

Pe = π1 +
∑

z∈D(N,q,η)

N !

z1! . . . zM !

(
π0

M∏

k=1

P0(∆k)zk − π1

M∏

k=1

P1(∆k)zk

)
(3.36)
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3.2.3.2 Performances de détection des quantifieurs optimaux

Le problème de détection considéré ici, est symétrique en zéro. Il consiste à détecter une constante c

positive sous H1, et −c sous H0, dans du bruit blanc, centré, et de puissance σ2
ξ :

{
H0 : xi = ξi − c , xi ∼ f0(x)
H1 : xi = ξi + c , xi ∼ f1(x)

A partir de la formule (3.36) nous avons tracé sur la figure 3.11 la probabilité d’erreur de trois quantifieur-

détecteurs optimaux, chacun selon un critère différent, en fonction du rapport signal sur bruit (RSB). Les

valeurs des seuils et des niveaux de ces trois quantifieurs sont donnés en annexe D, et nous définissons

l’expression du RSB par : RSB = c2/σ2
ξ . Les trois quantifieurs sont de taille M = 8, et la séquence

d’observation x est composée de N = 5 échantillons indépendants.

Le premier des trois quantifieur, noté 8-QPT,J , est optimal selon le critère de Poor&Thomas (PT)

de la partie 3.2.2 pour une J-divergence. Le quantifieur noté 8-Q∞,C est un quantifieur asymptotique

(voir 3.2.2.2) au sens de la borne de Chernoff. Enfin, le quantifieur noté 8-Q∞,J est un quantifieur asymp-

totique au sens de la J-divergence.

La densité de probabilité du bruit de canal ξ utilisée pour le graphique de gauche de la figure 3.11 est

laplacienne. Pour celle de droite, la densité de probabilité de ξ est gaussienne.
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Fig. 3.11 – Comparaison de la probabilité d’erreur de trois quantifieur-détecteur optimaux de taille M = 8 :

8-QPT,J , 8-Q∞,C et 8-Q∞,J en fonction du RSB = c2/σ2
ξ .Gauche - canal laplacien. Droite - canal gaussien.

Plus le RSB augmente et plus la tâche de détection est aisée, et c’est pourquoi les courbes sont

décroissantes. Dans le cas gaussien, les performances des trois quantifieurs sont très proches. Néanmoins,

que ce soit pour un bruit de canal laplacien ou gaussien, on remarque que la courbe de performances du

8-QPT,J est toujours placée au dessous des deux autres. En effet, les deux quantifieurs 8-Q∞,C et 8-Q∞,J

sont des quantifieurs asymptotiques. Leurs performances sont optimales lorsque la taille du quantifieur tend

vers l’infini.

Dans la section 3.1, on a montré que les quantifieurs réguliers possèdent une représentation sous forme

de réseau à seuils. Par conséquent, l’étude du fonctionnement de ces réseaux simples impliqués dans une

application de détection peut être menée à partir de quantifieur régulier. Nous venons de voir dans cette

partie qu’il est possible de déterminer les paramètres d’un quantifieur déterministe pour qu’il fonctionne

de manière optimale selon un certain critère et pour une application donnée.

Néanmoins, peut-on connâıtre, si il en existe un, le critère retenu par la nature dans les systèmes

biologiques ? De plus, dans un système naturel, tel que le processus de vision, les réseaux de neurones qui
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le composent ne peuvent pas être considérés déterministes. En supposant qu’une procédure d’optimisation

soit réalisée lors de la formation du réseau, quels sont les performances du réseau évoluant dans du bruit

ambiant ? Nous étudions dans la partie suivante quel est l’effet de fluctuations aléatoires des paramètres de

quantification de quantifieur-détecteur : les quantifieur-détecteurs stochastiques.

3.3 Détection par quantifieurs stochastiques

La variabilité neuronale présentée dans la partie 1.2.2 traduit le fait que les réseaux de neurones

impliqués dans le processus de vision évoluent en environnement bruité. Les réseaux que nous étudions

dans ce chapitre sont de simples réseaux de neurones à seuils. La prise en compte de la variabilité neuronale

au sein de ces réseaux est réalisée par l’utilisation de quantifieurs stochastiques, c’est-à-dire un quantifieur

dont les seuils et les niveaux sont modifiés aléatoirement au cours du temps par du bruit interne (voir

figure 3.12).
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Fig. 3.12 – Illustration de la caractéristique de transfert d’un quantifieur stochastique.

Sans bruit, en supposant que les seuils et les niveaux du réseau à seuils (ou du quantifieur) aient été

choisis selon les stratégies des parties 3.2.2 et 3.2.3, alors les performances du réseau sont optimales au

sens des critères utilisés. Il est évident que les performances du réseau se dégradent lorsqu’il évolue dans un

environnement bruité, que les détecteurs deviennent des solutions sous-optimales. Néanmoins, nous avons

donné un exemple dans la partie 1.4.2 illustrant que les réseaux à seuils possèdent des comportements assez

étranges en présence de bruit : ils sont capables d’améliorer leurs performances lorsque du bruit est ajouté

sur leurs seuils [135, 154, 155]. L’effet de dithering montre également que le bruit peut être bénéfique aux

quantifieurs dans des applications audio ou visuelles [20, 21, 53, 130, 161].

Cette partie vise à montrer comment évoluent les performances des quantifieurs initialement opti-

maux (mais devenus stochastiques) lorsqu’ils sont soumis à des fluctuations. On veut également étudier

comment réagissent des schémas de détection fondés sur des quantifieurs quelconques, des quantifieurs

n’ayant pas été optimisés pour une tâche de détection précise, lorsqu’ils sont soumis à des fluctuations.

Dans un premier temps, nous décrivons tout d’abord les modèles de quantifieurs stochastiques utilisés

dans le chapitre. Les performances de détection des détecteurs fondés sur des quantifieurs stochastiques

sont évaluées à l’aide de la probabilité d’erreur de détection. Nous établissons dans la deuxième partie les

expressions de la probabilité d’erreur de quelques détecteurs quantifieurs stochastiques. Enfin, la troisième

partie est consacrée à la présentation des résultats des tests des schémas de détection fondées sur les

différents quantifieurs stochastiques, et à l’étude de l’influence des différents paramètres des modèles. Nous

verrons qu’il existe au sein de ces dispositifs des phénomènes d’amélioration de détection via le bruit, ce

fait est finalement discuté dans la quatrième et dernière partie.
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3.3.1 Description des quantifieurs stochastiques

Un quantifieur stochastique est un quantifieur dont les seuils et les niveaux sont des variables aléatoires.

Dans cette étude, nous imposons quelques restrictions à cette définition générale. Tout d’abord, les quan-

tifieurs stochastiques étudiés sont simplement obtenus en ajoutant du bruit variant ou invariant au cours

du temps i sur les seuils t d’un quantifieur déterministe Q. Les niveaux du quantifieur stochastique sont à

la fois fonction des seuils bruités et non bruités offrant ainsi l’avantage de travailler avec des quantifieurs

à niveaux fixes ou adaptés avec le même modèle. Nous noterons respectivement les seuils bruités t̃ et les

niveaux aléatoires q̃ du quantifieur stochastique Q̃ pour faire la distinction entre les paramètres (t, q) du

quantifieur déterministe Q.

Deuxièmement, nous avons choisi d’imposer la structure initiale du quantifieur. Les quantifieurs sto-

chastiques étudiés sont bâtis à partir de quantifieurs uniformes. Les propriétés des quantifieurs uniformes

sont décrites dans la partie 3.1.1. A partir de (3.6), les seuils et les niveaux initiaux (sans fluctuations

aléatoires) d’un quantifieur uniforme de taille M et de pas q sont :

t0 = −∞ tM =∞ tk = t1 + (k − 1)q ∀k = 1, . . . ,M − 1

q1 = t1 − q/2 qM = qM−1 + q/2 qk = (tk + tk−1)/2 ∀k = 2, . . . ,M − 1
(3.37)

Les expressions au cours du temps i des seuils bruités t̃(i), et des niveaux q̃(i) (avec fluctuations aléatoires)

du modèle général de quantifieur stochastique que nous avons retenu sont données par :

{
t̃k(i) = tk + rk(i) = tk + αk(i) + τk(i)

q̃k(i) = h(t, r(i))
(3.38)

pour k = 1, . . . ,M − 1 et pour i = 1, . . . , N . Dans (3.38), h est une fonction réelle de variables réelles, et

τk(i) est un processus aléatoire blanc centré, de densité de probabilité fτk
. De plus, on supposera que les

τk sont indépendants entre eux. Les constantes déterministes αk(i) fixent la moyenne à chaque instant i de

la fluctuation aléatoire appliquée au seuil tk(i). Enfin, on note également rk(i) = αk(i) + τk(i), le bruit de

seuil appliqué au seuil tk à l’instant i. Par conséquent, la densité de probabilité conjointe de tous les seuils

bruités t̃ à un instant i particulier se note :

f
t̃,i

(θ, i) =
M−1∏

k=1

ft̃k,i(θk, i) où ft̃k,i(θk, i) = fτk
(θk − αk(i)− tk) (3.39)

Ainsi, contrairement aux quantifieurs déterministes, pour caractériser complètement un quantifieur

stochastique appartenant au modèle (3.38), il ne suffit plus de connâıtre seulement le couple (t, q), mais

également les lois des fluctuations aléatoires qui y siègent (3.39), ainsi que h la fonction de modification

des niveaux.

Nous avons décidé d’étudier le comportement de quatre types de détecteur-quantifieur stochastique

issus du modèle général (3.38) dans des problèmes de détection binaire :

– quantifieur uniforme invariant stochastique (QUIS),

– quantifieur uniforme variant stochastique (QUVS),

– quantifieur adapté invariant stochastique (QAIS),

– quantifieur adapté variant stochastique (QAVS).

Chacun de ces quatre quantifieurs stochastiques présentent l’une ou l’autre des caractéristiques présentées

dans les deux paragraphes suivants.
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3.3.1.1 Quantifieurs uniformes/adaptés stochastiques

La distinction entre ces deux types de quantifieurs porte sur la valeur des niveaux de quantification.

– Un quantifieur uniforme stochastique, qui peut être variant ou invariant, est un quantifieur décrit

par (3.38), pour lequel la fonction d’adaptation h des niveaux est telle que q̃k(i) = qk pour tout

k = 1, . . . ,M et pour tout i = 1, . . . , N , et où les qk sont donnés par (3.37). Ainsi, seuls les seuils

de ce type de quantifieur sont aléatoires, les niveaux de sorties sont déterministes. Le terme de

quantifieur uniforme stochastique, se justifie par le fait que l’écart entre deux niveaux consécutifs

est toujours constant q̃k+1 − q̃k = q.

– Par opposition au quantifieur uniforme, un quantifieur adapté stochastique (variant ou invariant),

est un quantifieur dont les niveaux de sortie sont aléatoires et fonctions des seuils bruités t̃(i). La

fonction de modification h des niveaux de sortie est ici la fonction de log-vraisemblance du problème

de détection : h = Λ. Pour chaque intervalle ∆̃k(i) =]t̃k−1(i); t̃k(i)], le niveau du quantifieur est égal

à la log-vraisemblance locale :




q̃k(i) = Λ(t̃k−1(i), t̃k(i)) = log
P1(∆̃k(i))

P0(∆̃k(i))

avec

Pj(∆̃k(i))) = Pr
[
xi ∈ ∆̃k(i))

∣∣ Hj

]
=

∫ t̃k(i)

t̃k−1(i)

fj(x)dx = Fj(t̃k(i))− Fj(t̃k−1(i))

Ainsi, un quantifieur adapté stochastique est par construction, et à tout instant i, une approximation

en escalier de la fonction de vraisemblance du problème. Le terme adapté provient du fait que les

niveaux q̃(i) s’adaptent aux statistiques des données d’entrée, et ce quelles que soient les fluctuations

aléatoires de seuils.

3.3.1.2 Quantifieurs stochastiques variants et invariants dans le temps

Le modèle (3.38) de quantifieurs stochastiques est un modèle dont les seuils et les niveaux peuvent

fluctuer au cours du temps ou pas. Ainsi, nous distinguerons deux classes de quantifieurs stochastiques :

– La classe des quantifieurs stochastiques variant dans le temps : Cette classe s’applique aux réseaux

qui possèdent des fluctuations internes de constante de temps faible devant la constante de temps

d’évolution de la grandeur d’entrée. Pour une application de détection, cela signifie que le détecteur

fondé sur un quantifieur stochastique est tiré aléatoirement pour chaque échantillon de la séquence

d’entrée x = {xi}Ni=1. La décision est prise à partir d’un séquence x composée de N échantillons et

de N quantifieur-détecteurs.

– La classe des quantifieurs stochastiques invariant dans le temps : Cette classe s’applique aux réseaux

qui possèdent des fluctuations internes de constante de temps élevée par rapport à la constante de

temps d’évolution de la grandeur d’entrée. Le terme de quantifieur stochastique invariant dans le

temps est un peu abusif dans le sens où les paramètres du quantifieur varient quand même dans

le temps. Seulement on considère que les variations ne sont notables qu’au bout d’un certain laps

de temps. Par exemple, pour une application de détection, on peut supposer que toute la séquence

d’observation x = {xi}Ni=1 soit traitée avec le même détecteur, et que les fluctuations du quantifieur

agissent uniquement pendant l’acquisition des données d’entrée.

3.3.1.3 Représentation réseau des quantifieurs stochastiques

Les expressions des seuils et des niveaux des quatre types de détecteur testés par la suite sont résumés

dans le tableau 3.1. Les sigles des quatre quantifieurs permettent de distinguer si le quantifieur Q est
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uniforme (U) ou adapté (A), et invariant (I) ou variant (V) dans le temps. La lettre (S) indique que le

quantifieur est de nature stochastique. Nous complétons la notation en faisant précéder le sigle par la taille

M du quantifieur :

Q : quantifieur U : uniforme A : adapté

I : invariant
t̃k = tk + αk + τk t̃k = tk + αk + τk

q̃k = qk q̃k = P1(∆̃k)

P0(∆̃k)

V : variant
t̃k(i) = tk + αk(i) + τk(i) t̃k(i) = tk + αk(i) + τk(i)

q̃k(i) = qk q̃k(i) = P1(∆̃k(i))

P0(∆̃k(i))

Tab. 3.1 – Tableau récapitulatif des paramètres des quantifieurs stochastiques de type : QUIS, QAIS, QUVS,

QAVS, avec k = 1, . . . ,M et pour i = 1, . . . , N .

La figure 3.13 donne les représentations sous formes de réseau de neurones à seuils des quantifieurs

uniformes stochastiques présentés dans ce tableau. La gauche de la figure donne la représentation réseau

d’un quantifieur QUIS ou QUVS. La structure du réseau est aussi simple que celle d’un réseau de quantifieur

régulier déterministe. Le réseau est uniquement composé de deux couches de neurones à seuils. La seule

différence provient du nombre d’entrées des neurones de la première couche. En effet, chaque neurone

de la première couche possède trois entrées. Une des entrées du neurone k est constante, de pondération

synaptique (−1), et symbolise la valeur initiale du seuil tk. Une autre reçoit la valeur de l’échantillon à

traiter x(i), et enfin la dernière est reliée au bruit de seuil nk(i) par une pondération synaptique égale

à (−σk). Le neurone final de la deuxième couche réalise la somme pondérée par q des M − 1 sorties des

neurones de la première couche et du niveau plancher q1 = t1 − q
2 .

Par contre, les quantifieurs stochastiques adaptés nécessitent nettement plus de connexions que les

quantifieurs stochastiques uniformes. Pour assurer l’adaptation des niveaux de seuils, il est nécessaire que

certains neurones effectuent le calcul de la log-vraisemblance. Nous ne donnons pas de représentation réseau

de ce type de quantifieurs stochastiques.
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Fig. 3.13 – Équivalence réseau à seuil bruité (gauche) et quantifieur stochastique (droite) de type QUIS ou

QUVS.

Les performances de détection binaire de ces quatre types de détecteurs, et par conséquent de ces

réseaux de neurones à seuils, sont présentées dans la partie 3.3.3. Les comparaisons entre les quatre

différentes stratégies sont réalisées pour différentes densités de probabilité de bruit de seuil. Ces com-

paraisons consistent à évaluer la probabilité d’erreur des quatre schémas de détection en fonction de la

puissance du bruit de seuil qui est appliqué.
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3.3.2 Probabilité d’erreur de détection des quantifieurs stochastiques

La probabilité d’erreur Pe d’un quantifieur-détecteur déterministe est donnée par l’expression (3.36) de

la partie 3.2.3. Les calculs pour aboutir à cette expression sont relativement simples. Par contre, l’expression

de la probabilité d’erreur P̃e d’un quantifieur stochastique est dans tous les cas, nettement plus compliquée

à obtenir.

En effet, tout au long du calcul aboutissant à (3.36), nous avons fait hypothèse que le quantifieur est

déterministe. En d’autres termes, c’est un quantifieur pour lequel on connâıt toujours les valeurs des seuils t

et des niveaux q. Dans le cas d’un quantifieur stochastique fondé sur (3.38), les seuils sont aléatoires et

explicitement fonction du temps. En toute généralité, la grandeur aléatoire TQ̃ =
∑N

i=1 Q̃(xi), la somme des

échantillons xi quantifiés par un quantifieur stochastique Q̃, n’est plus distribuée selon une loi multinomiale.

De plus, il est bien souvent impossible de déterminer la densité de probabilité de TQ̃ parce que cette

grandeur est la somme de transformées non linéaires et aléatoires Q̃ de variables aléatoires x. Néanmoins,

selon que l’on cherche la probabilité d’erreur d’un quantifieur stochastique variant dans le temps ou pas on

peut obtenir une expression de probabilité d’erreur plus ou moins simple à calculer.

3.3.2.1 Probabilité d’erreur d’un quantifieur variant stochastique

Lorsque le quantifieur stochastique est variant dans le temps, le test de détection repose sur la statistique

TQ̃ =
∑N

i=1 Q̃(xi). Soit θ = [θ1, . . . ,θN ], une matrice de N réalisations de vecteurs de seuils t̃(i) = θi =

[θ1,i, . . . , θM−1,i]
T au cours du temps, et soit ρ = [ρ1, . . . ,ρN ], la matrice de niveaux q̃(i) = h(t, r̃(i))

(voir (3.38)) correspondants, que l’on notera simplement ρ = h(θ) pour alléger les notations. Ainsi, θk,i

l’élément positionné sur la ligne k et la colonne i de la matrice θ, symbolise le k ième seuil à l’instant i du

quantifieur. La notation est identique pour les niveaux ρk,i de la matrice ρ. La probabilité de détection Pd

(pour j = 1) et la probabilité de fausse alarme Pf (pour j = 0) conditionnelle à ce tirage (θ,ρ) s’écrivent :

Pr
[
TQ̃(x) > η

∣∣Hj ,θ avec ρ = h(θ)
]

= Pr

[{
Q̃(xi) = ρmi,i

}N

i=1
et

N∑

i=1

ρmi,i > η
∣∣Hj

]

=
∑

m∈Dv(N,M,ρ,η)

N∏

i=1

Pr
[
xi ∈]θmi−1,i; θmi,i]

∣∣Hj

]

=
∑

m∈Dv(N,M,ρ,η)

N∏

i=1

[Fj(θmi,i)− Fj(θmi−1,i)] (3.40)

avec Dv(N,M,ρ, η) =
{

m ∈ {1, . . . ,M}N tels que
∑N

i=1 ρmi,i > η
}

. Les indices mi à valeurs dans

{1, . . . ,M} sont fonctions du temps puisqu’ils dépendent directement de la valeur de l’échantillon xi. Le

passage de la première à la seconde ligne est possible parce que les échantillons xi sont indépendants. En

moyennant (3.40), pour toutes les réalisations possibles des matrices de seuils θ (on note ρ les matrices de

niveaux correspondants), on obtient la probabilité de détection P̃d pour j = 1, et la probabilité de fausse

alarme P̃f pour j = 0 :

P̃d,f =

∫ ∑

m∈Dv(N,M,ρ,η)

N∏

i=1

(Fj(θmi,i)− Fj(θmi−1,i))ft̃i
(θi)dθi (3.41)

où l’intégrale multiple est à calculer sur les supports de la densité de probabilité conjointe des seuils f
t̃i

pour

tous les instants i, et donc en toute généralité sur le domaine R
N(M−1). Enfin, comme pour un quantifieur-

détecteur déterministe, la probabilité d’erreur P̃e découle de : P̃e = π1 + π0P̃f − π1P̃d où les probabilités

de fausse alarme et de détection sont données par (3.41).
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Ainsi, on voit que la probabilité d’erreur d’un quantifieur stochastique variant temporellement est très

compliquée à calculer. L’intégrale est de dimension très élevée, et son degré de complexité augmente avec

la taille du quantifieur M et avec la taille de la séquence d’observation N . Le domaine de sommation Dv

varie pour chaque vecteur de niveau ρi qui, dans un cadre général, est fonction des seuils aléatoires. Pour

un QUVS, et pour tout quantifieur stochastique variant dans le temps à niveaux constants, le domaine Dv

reste le même pour tout le calcul.

L’expression (3.41) est valable pour tous quantifieurs stochastiques (variants ou invariants) utilisés

dans un problème de détection binaire. Malheureusement cette expression est difficilement exploitable,

c’est pourquoi nous aurons recours à des techniques de Monte-Carlo pour estimer la probabilité d’erreur

de tels quantifieurs. Pour la classe des quantifieurs invariants dans le temps, on peut apporter quelques

simplifications à l’expression de la probabilité d’erreur.

3.3.2.2 Probabilité d’erreur d’un quantifieur invariant stochastique

Pour un quantifieur stochastique invariant dans le temps, il est possible d’établir l’expression de la

probabilité d’erreur P̃e directement à partir de (3.36). En effet, par définition, les seuils et les niveaux d’un tel

quantifieur sont tirés une fois pour toute la séquence d’observation. Ainsi, on peut écrire TQ̃ =
∑M

k=1 ñkq̃k,

et dans ce cas TQ̃(x) est donc le produit scalaire entre un vecteur aléatoire ñ = [ñ1, . . . , ñM ]T à valeur dans

{0, 1, . . . N}M et un vecteur de niveaux q̃. Comme pour un quantifieur déterministe, sous l’hypothèse Hj

et pour un vecteur de seuils t̃, le vecteur ñ est distribué selon une loi multinomiale :





ñ
∣∣

Hj , t̃
∼M

(
N , Pj(∆̃1) , . . . , Pj(∆̃M )

)
avec ∆̃k =]t̃k−1; t̃k]

Pj(∆̃k) = Pj

(
]t̃k−1; t̃k]

)
=

∫ t̃k

t̃k−1

fj(x)dx = Fj(t̃k)− Fj(t̃k−1)

(3.42)

où Pj(∆̃k) sont les probabilités d’occurrences qui sont elles même aléatoires d’une séquence à une autre.

Ainsi, pour un tirage de seuils particulier t̃ = θ, et un vecteur de niveaux q̃ = ρ = h(t,θ) correspondants3, la

probabilité d’erreur P̃e|t̃ est égale à la probabilité d’erreur d’un quantifieur déterministe de paramètre (θ,ρ) :

P̃e

∣∣
t̃

= π1 +
∑

z∈D(N,ρ,η)

N !

z1! . . . zM !

(
π0

M∏

k=1

P0(∆̃k)zk − π1

M∏

k=1

P1(∆̃k)zk

)
(3.43)

où

D(N,ρ, η) =

{
z ∈ {0, . . . , N}M tels que

M∑

k=1

zk = N et

M∑

k=1

zkρk > η

}

La probabilité d’erreur P̃e est alors obtenue en moyennant (3.43) sur la densité de probabilité conjointe du

bruit de seuil f
t̃

:

P̃e = E
t̃

[
P̃e

∣∣
˜t=θ

]
=

∫

RM−1

P̃e

∣∣
θft̃(θ)dθ (3.44)

Le calcul de la probabilité d’erreur d’un quantifieur stochastique invariant dans le temps n’est guère moins

compliquée que celle d’un quantifieur stochastique variant dans le temps. La simplification provient de

l’énumération du domaine de sommation D(N,ρ, η) qui est fonction des vecteurs de niveaux ρ, par oppo-

sition au cas variant où le domaine Dv est fonction de matrices de niveaux.

Lorsque le quantifieur stochastique est à niveaux déterministes, c’est-à-dire lorsque q̃ = h(̃t, t) = q, le

domaine de sommation D(N, q, η) est toujours le même, et il est ainsi possible d’inverser le signe intégrale et

3Attention, ici ρ désigne un vecteur de niveaux et non pas une matrice comme dans la partie précédente.
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le signe somme. Néanmoins, on peut s’appuyer sur (3.42) pour développer le calcul de la probabilité d’erreur

P̃e uniquement parce que pour chaque séquence, le vecteur ñ est multinomial. Pour q̃ = q déterministe,

il faut que ñ soit multinomial à chaque séquence pour que l’expression de probabilité d’erreur (3.44) soit

valable. Ce cas est vérifié uniquement si on impose la condition de régularité t̃0 < . . . < t̃M aux fluctuations

du quantifieur, c’est-à-dire si :

nk = αk + τk ∈
[
−q

2
;
q

2

]
pour k = 1, . . . ,M (3.45)

Ainsi, sous la condition (3.45), et pour q̃ = q, alors la probabilité d’erreur peut s’écrire :

P̃e = π1 +
∑

z∈D(N,q,η)

N !

z1! . . . zM !

∫

RM−1

[
π0

M∏

k=1

P0 (]θk−1; θk])
zk − π1

M∏

k=1

P1 (]θk−1; θk])
zk

]
f
t̃
(θ)dθ (3.46)

Les seuils bruités étant indépendants, f
t̃
(θ) = ft̃1

(θ1) . . . ft̃M−1
(θM−1), l’expression (3.46) peut être sim-

plifiée. En effet, par définition (voir (3.42)), on a Pj (]θk−1; θk]) = Fj(θk) − Fj(θk−1), où Fj représente la

cumulative des observations sous l’hypothèse Hj . Les produits
∏M

k=1 Pj (]θk−1; θk])
zk pour j = 0, 1 peuvent

alors être factorisés et s’écrire sous la forme :

M∏

k=1

Pj (]θk−1; θk])
zk =

M∏

k=1

(Fj(θk)− Fj(θk−1))
zk

=

M∏

k=1

zk∑

mk=0

Cmk
zk
Fj(θk)zk−mk (−Fj(θk−1))

mk

=

z1∑

m1=0

· · ·
zM∑

mM=0

(−1)
∑ M

k=1 mk

M∏

k=1

Cmk
zk
Fj(θk)zk−mkFj(θk−1)

mk

=

z1∑

m1=0

· · ·
zM∑

mM=0

(−1)
∑ M

k=1 mk

× Fj(θ0)
m1Fj(θM )zM−mMCmM

zM

M−1∏

k=1

Cmk
zk
Fj(θk)zk−mk+mk+1 (3.47)

où Ck
N = N !

k!(n−k)! est l’expression du coefficient du binôme. En remplaçant (3.47) pour j = 0, 1 dans (3.46),

l’intégrale multiple se sépare, et finalement l’expression de la probabilité d’erreur d’un quantifieur stochas-

tique invariant dont les fluctuations de seuils respectent (3.45) et de niveaux déterministes devient :

Pe = π1 +
∑

z∈D(n,q,η),m∈C(z)

N ! (−1)
∑ M

k=1 mk

M∏

k=1

(zk −mk)!mk!




1∑

j=0

(−1)jπj

M−1∏

k=1

∫ b+k

b−k

Fj(θ)
zk−mk+mk+1ft̃k

(θ)dθ


 (3.48)

avec

m = [m1, . . . ,mM ]T et C(z) = {0} × {0, 1, . . . , z2} × . . .× {0, 1, . . . , zM}
et où les bornes d’intégrations sont définies par b−k = tk + αk − q

2 et b+k = tk + αk + q
2 . Dans (3.48), on a

utilisé les propriétés des fonctions de répartition Fj(θ0) = 1− Fj(θM ) = 0 et la convention 00 = 1.

Cette fois l’expression de la probabilité d’erreur, est plus simple à calculer puisqu’il n’y a plus d’intégrale

multiple. Celle ci est remplacée par le produit de M intégrales simples. Le domaine de sommation D(n, q, η)

est à définir une seule fois. Néanmoins, le calcul reste tout de même lourd en opérations. Pour chaque vecteur

z de D(n, q, η), il faut procéder à l’énumération des vecteurs m de C(z), et pour chaque m, calculer les

produits des intégrales sous chaque hypothèses.

Si les densités de bruits de seuils ne respectent pas (3.45), alors la relation d’ordre entre les seuils n’est

plus garantie. Dans ce cas, (3.48) est une approximation de la probabilité d’erreur réelle. Celle-ci doit être
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calculée à partir de (3.44) si le quantifieur est invariant. Dans tout les cas, il est possible de la déterminer

à partir de (3.41). Néanmoins, ces calculs demandent énormément de ressources numériques et restent

très compliqués à mettre en œuvre. C’est la raison pour laquelle, les probabilités d’erreur des schémas

de détection fondés sur des quantifieur-détecteur stochastiques sont principalement estimées à partir de

simulations de Monte-Carlo.

3.3.3 Détection de constantes par quantifieur stochastique

Dans cette partie, on veut tester quelle est l’influence des fluctuations aléatoires des quantifieur-

détecteurs présentés dans le tableau 3.1 lorsqu’ils sont dédiés à effectuer une tâche de détection simple,

la détection de constantes dans du bruit. Le modèle général des problèmes de détection binaire (3.20) est

réduit au problème suivant :
{

H0 : xi = ξi + s0 , xi ∼ f0(x) = fξ(x− s0)
H1 : xi = ξi + s1 , xi ∼ f1(x) = fξ(x− s1)

(3.49)

où s0 et s1 sont les constantes à détecter à partir des N échantillons de la séquence d’observations bruités

x. On impose que le bruit de canal ξ est blanc au sens strict, et que la densité de probabilité fξ appartient à

la classe des densités de probabilités gaussiennes généralisées de paramètre p > 0, et de variance σ2
ξ , définie

par [79] : 



fξ(u) =
B(p)

σξ
e
−A(p)

∣∣∣ u
σξ

∣∣∣
p

pour p ∈ R
+

A(p) =

(
Γ(3/p)

Γ(1/p)

)p/2

, B(p) =
p

2Γ(1/p)

(
Γ(3/p)

Γ(1/p)

)1/2
(3.50)

où Γ(u) est la fonction gamma. Lorsque p = 1, la densité de probabilité du bruit de canal fξ est une loi

laplacienne, alors que pour p = 2, la loi est gaussienne. Enfin, lorsque p → +∞, la densité de probabilité

est uniforme.

Comme nous le verrons en 3.3.4, la nature de la distribution du bruit de seuil a de l’influence sur

les performances des quantifieurs stochastiques. Ici, il s’agit de mesurer comment évolue la probabilité

d’erreur des quantifieurs stochastiques lorsque la puissance des fluctuations varie, alors que la densité de

probabilité du bruit seuil reste de même nature. Les quatre types de quantifieurs stochastiques étudiés sont

fondés sur un quantifieur déterministe uniforme. Selon la moyenne du vecteur t, le vecteur de répartition

des seuils sans fluctuation, on considère que le détecteur-quantifieur est à :

– condition nominale : le vecteur initial de seuils t est centré selon la moyenne des deux constantes

à détecter (s0 + s1)/2. Dans ce cas, le quantifieur respecte la symétrie du problème (3.49), c’est un

quantifieur-détecteur stochastique centré.

– condition non-nominale : le vecteur t n’est pas centré selon (s0 + s1)/2. Le quantifieur ne respecte

pas la symétrie du problème, c’est donc un quantifieur stochastique décentré.

Ces conditions, qu’elles soient nominales ou non, qualifient uniquement la partie déterministe d’un quan-

tifieur stochastique. Evidemment, dès l’application de bruit sur les seuils, les quantifieurs ne sont plus

dans leurs conditions initiales. Néanmoins, selon ces définitions, il est possible d’étudier la robustesse des

quantifieur-détecteurs stochastiques vis-à-vis des variations d’hypothèses, en testant par exemple les perfor-

mances de détection d’un quantifieur stochastique décentré dans un problème symétrique et inversement.

3.3.3.1 Quantifieurs centrés versus quantifieurs décentrés

Dans un premier temps, nous allons comparer les performances d’un M -QUIS pour différentes puis-

sances de bruit de seuil dans des conditions nominales et non-nominales. Le seuil de détection η du M -QUIS
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est nul, et le vecteur de seuil t initial est centré en zéro. On considère alors deux problèmes (3.49). Celui où

les constantes à détecter sont : s0 = −1 et s1 = 1. Ce problème est symétrique par rapport à 0, le quantifieur

stochastique est donc centré puisqu’il fonctionne dans des conditions nominales. Le second problème est

celui où les constantes valent s0 = 0 et s1 = 2. Dans ce cas, le problème est symétrique autour de 1. Le

quantifieur est donc décentré puisqu’il fonctionne dans des conditions déterministes non-nominales.

Le nombre d’échantillons N de la séquence d’observation est fixé à 5. Le M -QUIS est à M = 8

niveaux. Le bruit de canal est laplacien (p = 1) et de puissance unitaire : σξ = 1. Les seuils t1 et tM−1 sont

respectivement égaux à −2σξ et 2σξ. Ces valeurs sont choisies de sorte que seulement 5% des échantillons ξi

puissent appartenir aux régions de dépassement du quantifieur uniforme déterministe. En effet, on vérifie que

pour4 p = 1, Fξ(t1) ≤ 0.05⇔ t1 ≈ −2σξ. Les fluctuations de seuils τk sont identiquement et uniformément

distribuées sur l’intervalle [−
√

3σ;
√

3σ]. De plus, les constantes αk pour k = 1, . . . ,M−1 sont toutes égales

à α. Ainsi, la moyenne et la variance du bruit de seuil n sont respectivement égaux à α et σ2.
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Fig. 3.14 – Probabilité d’erreur P̃e d’un QUIS de bruits de seuils indépendants et identiquement distribués

selon une loi uniforme sur [α−
√

3σ, α+
√

3σ] dans des conditions déterministes nominales et non-nominales

et pour un seuil de détection η = 0. Le bruit de canal est laplacien p = 1. Gauche : s0 = −s1 = −1 - condi-

tions nominales. Droite : s0 = 0, s1 = 2 - conditions non-nominales. La probabilité d’erreur est également

tracée sur la nappe intérieure pour un angle de vue différent. Les probabilités d’erreur sont estimées par

simulations de Monte-Carlo, pour 1000 réalisations de bruits de seuils et 100 séquences d’observations.

La figure 3.14 donne la probabilité d’erreur du 8-QUIS dans les conditions décrites ci-dessus en fonction

des paramètres α et σ des fluctuations aléatoires des seuils t̃. Le tracé du quantifieur évoluant dans les

conditions déterministes nominales, dans le premier problème de détection, est placé sur la partie de gauche

de la figure. Les performances du même quantifieur dans des conditions non-nominales sont reportées sur la

partie de droite. Sur les deux tracés, la probabilité d’erreur est minimale lorsque la moyenne des fluctuations

α est égale au point de symétrie du problème (s0 + s1)/2 et pour σ = 0. Si la moyenne des fluctuations

est égale à cette valeur, alors la symétrie est respectée. Dans ce cas, le bruit de seuils contribue

à une perte de performance vis-à-vis des performances du quantifieur uniforme déterministe.

Néanmoins, on voit que quelles que soient les conditions déterministes, si α 6= (s0 + s1)/2, alors ajouter

du bruit sur les seuils peut provoquer une amélioration des performances. Par exemple, considérons les

deux courbes en trait plein partant des points A et B de la nappe de probabilité d’erreur sur la gauche de

la figure 3.14. Ces deux valeurs de P̃e sont obtenues pour des fluctuations de seuils de moyenne αA = 1.5 et

αB = 0.83 et de puissance nulle σ = 0. Lorsque σ augmente, alors en partant de B, la probabilité d’erreur

augmente et les performances se dégradent, alors que du point A, la probabilité commence par diminuer,

4Cette approximation est également valable pour le cas gaussien p = 2.
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pour atteindre un minimum, et puis finalement augmenter. Sur cette dernière courbe, le minimum est

atteint pour une valeur de σ particulière σ = 2.5.

Le 8-QUIS possède un effet qualifié d’amélioration des performances par le bruit de seuil,

qui se manifeste lorsque le quantifieur est décentré. L’ajout de bruit sur les seuils peut

alors être perçu comme une correction stochastique d’une mauvaise répartition des seuils.

La moyenne du bruit α permet de recaler l’ensemble des seuils vers le point de symétrie du

problème, et les fluctuations τk d’apporter de la diversité au traitement.

Considérons à présent un bruit de seuil uniforme asymétrique réparti sur l’intervalle [0; 2
√

3σ]. La

puissance de ce bruit est toujours σ2, mais cette fois, la moyenne est égale à
√

3σ. La variance et la

moyenne sont donc reliées par un seul paramètre. L’évolution de la probabilité d’erreur P̃e du 8-QUIS

avec cette densité de bruit de seuil est représentée à partir du point C en trait plus épais sur la nappe de

droite (cas asymétrique) de la figure 3.14. Quand σ = 0, la moyenne est nulle et la probabilité d’erreur est

égale à 0.25. Plus σ augmente, et plus la moyenne des fluctuations augmente. Ainsi, la moyenne du vecteur

de seuils du 8-QUIS se rapproche de plus en plus du point de symétrie qui est égale à 1 dans ce cas de

figure. La probabilité d’erreur atteint un minimum pour σ = 0.667. Dès que cette valeur est dépassée, les

performances se dégradent. La correction stochastique des seuils est cette fois commandée par la puissance

du bruit de seuil.

Enfin, la figure 3.15 montre l’adéquation entre la formule théorique de probabilité d’erreur (3.48) du

8-QUIS considéré et une estimation de P̃e par simulation de Monte-Carlo. Les résultats sont tracés pour
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Fig. 3.15 – Probabilité d’erreur du QUIS de taille M = 8, dont les fluctuations de seuils sont indépendantes

et uniformes sur [0, 2
√

3σ]. Comparaison entre les simulations de Monte-Carlo (trait plein) et l’expression

théorique de P̃e donnée par (3.48). Gauche - bruit de canal laplacien p = 1. Droite - bruit de canal gaussien

p = 2. Les deux courbes cöıncident parfaitement pour 2
√

3σ < q = PE/M . La ligne en pointillé délimite

la zone de validité σ ≈ 0.28. Les probabilités d’erreur sont estimées par simulations de Monte-Carlo, pour

1000 réalisations de bruits de seuils et 100 séquences d’observations.

deux bruits de canaux différents, un canal laplacien pour p = 1, et un canal gaussien pour p = 2. Le bruit

de seuil est distribué selon une loi uniforme sur [0; 2
√

3σ]. Il est donc à support borné comme l’exige la

relation (3.48) pour que celle ci soit valable.

La valeur maximale de σ pour laquelle l’expression de la probabilité d’erreur est correcte, est dans

ce cas donnée par : σ ≤ q/2
√

3. Avec q = 4σξ/M et pour M = 8, on trouve σ ≤ 0.28. Cette limite est

tracée en pointillé sur les deux panneaux de la figure. Les courbes théoriques collent totalement aux courbes

pratiques lorsque la condition sur σ est respectée. Malheureusement, cette plage de valeur de σ est très

faible, et diminue lorsque la taille M du quantifieur augmente. En pratique, rien oblige à se contraindre

à ne pas simuler les performances pour des valeurs de σ excédant la valeurs maximales théoriques. Il est
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évident que dans ce cas de figure, des inversions entre les seuils s’opèrent, et que la formule théorique n’est

plus valide. La relation (3.48) devient alors une estimation de la probabilité d’erreur réelle. L’écart ente les

deux estimées est faible (≤ 0.3%) pour σ ≤ 0.5. En simulation nous avons trouvé que pour 0.5 < σ < 1.4,

l’écart maximal entre les deux estimées est d’environ 2% dans le cas gaussien comme dans le cas laplacien.

On remarque également que la position du minimum entre les deux courbes (théoriques et pratiques) varie

légèrement puisque les minima apparaissent en dehors de la plage de validité de la courbe théorique.

3.3.3.2 Quantifieurs invariants versus quantifieurs variants

Après avoir mis en évidence le phénomène d’amélioration de la détection par les fluctuations de seuils,

on veut dans un deuxième temps voir quelle est l’influence de la variabilité temporelle des quantifieurs sur

ce phénomène. Pour cela, on va comparer les performances du quantifieur 8-QUIS testé précédemment aux

performances du 8-QUVS correspondant dans deux problèmes de détection. Le premier problème est centré

en 0, alors que le second est centré en 1. La taille de la séquence est toujours fixée à N = 5, et la densité

de probabilité du canal est laplacienne p = 1.
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Fig. 3.16 – Gauche - Différence entre la probabilité d’erreur d’un 8-QUVS et la probabilité d’erreur d’un

8-QUIS, tous deux de bruit de seuil à échantillons indépendants et identiquement distribués selon une

loi uniforme sur [α −
√

3σ;α +
√

3σ]. Droite - Représentation des courbes de niveaux de la nappe de

gauche. Le seuil de détection est nul η = 0. Bruit de canal laplacien p = 1. Les constantes à détecter

sont s0 = −s1 = −1. Les probabilités d’erreur sont estimées par simulations de Monte-Carlo, pour 1000

réalisations de bruits de seuils et 100 séquences d’observations.

La gauche de la figure 3.16 représente la différence entre la probabilité d’erreur du 8-QUVS et la

probabilité d’erreur du 8-QUIS pour des fluctuations de seuils uniformes de moyenne α et de variance σ2

dans le problème symétrique en 0. Lorsque les valeurs de la nappe sont positives alors les performances

du 8-QUIS sont supérieures à celles du 8-QUVS et inversement. On vérifie que sans fluctuation σ = 0, la

différence entre les deux courbes est nulle, et que les performances entre 8-QUIS et 8-QUVS sont identiques

puisque les deux quantifieurs possèdent les même conditions nominales déterministes. La nappe tracée sur

3.16 possède un minimum négatif pour α = 0 et σ = 3.2. Pour le problème symétrique et des fluctuations

de seuils uniformes, c’est pour cette valeur de α et cette valeur de σ que la différence de performance entre

les deux quantifieurs est la plus importante. C’est donc dans ces conditions où il est le plus avantageux

d’utiliser le 8-QUVS que le 8-QUIS, même si, ce ne sont pas les conditions avec lesquelles le 8-QUVS offre

ses meilleures performances de détection.

Les courbes de niveaux de la différence de probabilité d’erreur des deux quantifieurs stochastiques

8-QUIS et 8-QUVS sont tracées sur la droite de la figure 3.16. Ces courbes permettent de connâıtre les
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valeurs du couple (α, σ) pour lesquelles les performances du 8-QUVS sont supérieures ou inférieures aux

performances du 8-QUIS. Les performances des deux quantifieurs sont équivalentes sur la ligne de niveau

zéro. Les zones ou la différences de probabilités d’erreur ne sont pas négatives sont concentrées sur les

bords inférieurs de la figure. Approximativement, on peut dire que pour |α| ≤ 0.75 et 2 < σ < 6, le 8-

QUVS est de 10% plus performant que le 8-QUIS, et que lorsque la valeur de α augmente, le 8-QUIS est

plus performant que le 8-QUVS pour de faibles perturbations de seuils (σ faible). Dans cet exemple,

nous sommes dans un cadre complètement symétrique. Le bruit de seuils conduit alors une

perte de performance vis-à-vis des performances du quantifieur uniforme déterministe. La

variabilité temporelle du quantifieur apporte plus de diversité au traitement. On en conclu

que pour un problème centré, alors que le bruit de seuils ne peut que contribuer à une perte

de performance, la variabilité temporelle du quantifieur réduit cette perte.
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Fig. 3.17 – Probabilité d’erreur P̃e d’un 8-QUIS et d’un 8-QUVS de bruit de seuil indépendant et

identiquement distribué selon une loi uniforme sur [0, 2
√

3σ]. Le seuil de détection est nul η = 0.

Gauche : s0 = −s1 = −1 - conditions nominales. Droite : s0 = 0, s1 = 2 - conditions non-nominales.

Bruit de canal laplacien p = 1. Les probabilités d’erreur sont estimées par simulations de Monte-Carlo,

pour 1000 réalisations de bruits de seuils et 100 séquences d’observations.

La figure 3.17 présente l’évolution de la probabilité d’erreur du 8-QUIS en trait plein et du 8-QUVS

en pointillé pour le problème centré en 0 (à gauche) et le problème centré en 1 (à droite) en fonction de

l’écart-type des fluctuations distribuées uniformément sur [0; 2
√

3σ]. Lorsque σ augmente, le support de

fluctuation des seuils est de plus en plus grand et l’ensemble des seuils se décale selon
√

3σ. Sur la figure de

gauche, les deux quantifieur-détecteurs sont dans des conditions déterministes nominales, c’est pourquoi les

fluctuations ne peuvent que dégrader les performances. Les dégradations sont similaires tant que σ < 0.6,

et les probabilités d’erreur tendent vers 1/2 lorsque σ augmente.

Sur la figure de droite, les conditions déterministes sont non-nominales. Comme précédemment, puisque

le bruit est asymétrique, le phénomène d’amélioration de la probabilité d’erreur par les fluctuations est

donc possible. En effet, en augmentant σ, la moyenne des fluctuations augmente également, ce qui a pour

conséquence de centrer les quantifieurs stochastiques vers le point de symétrie du problème. Le minimum

atteint par le 8-QUVS est inférieur à celui atteint par le 8-QUIS. Le minimum de la probabilité d’erreur

du 8-QUIS et du 8-QUVS est atteint pour σ = 0.58. Par rapport au 8-QUIS, la variabilité temporelle du

8-QUVS agit comme un facteur positif sur les performances de détection pour σ ∈ [0; 1.2]. Dès que l’écart-

type des fluctuations n’appartient plus à cet intervalle, la tendance s’inverse, les performances du 8-QUIS

deviennent meilleures que celle du 8-QUVS. Néanmoins quand cette inversion se produit, les détecteurs

fonctionne à performances très médiocres (au mieux P̃e ≈ 0.25).
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Les deux graphiques de la figure 3.17 sont des illustrations de la diversité apportée par des fluctuations

de seuils variantes dans le temps. Dans des conditions déterministes nominales, la détection du quanti-

fieur stochastique ne peut être que dégradée par les fluctuations. Plus il y a de fluctuations et plus cette

dégradation est importante. En revanche, si on se place dans des conditions déterministes non-

nominales, par ajout de bruit sur les seuils, on peut corriger le mauvais positionnement du

quantifieur vis-à-vis du problème. Dans ce cas, plus il y a de fluctuations dans le temps, et

plus cette correction est réalisée.

3.3.3.3 Quantifieurs stochastiques versus quantifieurs optimaux

Dans cette partie, on désire comparer les performances de détection de quantifieurs stochastiques (sous-

optimaux) à celles d’un quantifieur optimal minimisant une f -divergence (voir 3.2.2). En parallèle, on

s’intéresse également à comprendre comment se comporte sous l’influence de bruit de seuils, un quantifieur-

détecteur stochastique dont les vecteurs de seuils et de niveaux déterministes sont optimaux au sens de

la minimisation d’une f -divergence, ou lorsque les seuils et les niveaux déterministes sont espacés uni-

formément. La séquence d’observation est toujours de 5 échantillons. Le seuil de comparaison η est nul. Les

quantifieurs possèdent M = 8 niveaux de quantifications. Le bruit de canal est toujours laplacien p = 1.

Le quantifieur optimal 8-QPT,J considéré, est un quantifieur de Poor&Tomas : de vecteur de seuils tPT ,

et de vecteur de niveaux qPT . Ce quantifieur est obtenu en maximisant la J-divergence entre les densités

de probabilité des données post-quantifiées d’un problème de détection symétrique en 0. La maximisation

de (3.28) est réalisée par un algorithme itératif classique de descente de gradient. Les paramètres du

quantifieur présentés dans le tableau 3.2 sont issus des calculs de l’annexe D.

tP T,J -0.87 -0.60 -0.31 0 0.31 0.60 0.87

qP T,J -2.80 -2.08 -1.29 -0.44 0.44 1.29 2.08 2.80

Tab. 3.2 – Valeurs numériques des seuils et des niveaux du quantifieur 8-QPT,J , canal laplacien p = 1.

Pour réaliser l’étude, les versions stochastiques variantes et invariantes dans le temps du quantifieur op-

timal 8-QPT,J sont mises en compétition avec un 8-QUIS et un 8-QUVS, dans deux problèmes de détection,

symétrique en 0 (conditions nominales du 8-QPT,J ), et symétrique en 1. Il est évident que les performances

d’un quantifieur optimal dans des conditions nominales de détection sont supérieures aux performances

des quantifieurs stochastiques sous optimaux. Rappelons également que tout quantifieur optimal soumis à

des fluctuations aléatoires de seuils de puissance non nulle n’est plus optimal, et que les performances de

celui-ci se dégradent selon l’intensité des fluctuations.

Les deux figures de 3.18 décrivent le comportement de la probabilité d’erreur des quatre quantifieurs

stochastiques dans un problème symétrique en 0. La figure de droite est un zoom de la figure de gauche

pour de faibles valeurs de σ. Les quantifieurs sont tous dans leurs conditions nominales. Comme le bruit de

seuil est asymétrique, dès que la puissance du bruit est non nulle, la moyenne l’est également, et la moyenne

du vecteur de seuil n’est plus égale au point de symétrie du problème. C’est pourquoi les quatre courbes

de performances présentées sur les deux graphiques sont croissantes.

La courbe supplémentaire du graphique de droite, une courbe ayant comme légende “QPT nominal”

est fictive et n’est pas fonction de σ. Elle représente la probabilité d’erreur du quantifieur optimal de

Poor&Thomas obtenue dans des conditions optimales, et donc sans fluctuation, et elle sert de courbe

de référence. On note P ref
e , la valeur minimale de probabilité d’erreur d’un 8-QPT dans des conditions

nominales et sans fluctuations. Dans cet exemple, on a P ref
e = 9.8 10−3. Sans fluctuation, σ = 0, les

performances d’un quantifieur variant et invariant sont quasi-identiques, et la différence de probabilité

d’erreur entre le quantifieur optimal de Poor&Thomas et d’un 8-QUIS est inférieure à 0.5%. Les courbes
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Fig. 3.18 – Probabilité d’erreur d’un 8-QUIS, 8-QUVS, et d’un 8-QPT,J stochastique de bruit de seuil

indépendant et identiquement distribué selon une loi uniforme sur [0, 2
√

3σ]. Le seuil de détection est nul

η = 0. Les constantes à détectées sont : s0 = −s1 = −1 - conditions nominales. Les probabilités d’erreur

sont estimées par simulations de Monte-Carlo, pour 1000 réalisations de bruits de seuils et 100 séquences

d’observations.

du 8-QPT,J invariant et variant sont tangentes à la courbe de référence pour de très faible valeur de σ.

Pour σ = 0.1, la différence entre la probabilité d’erreur du 8-QPT,J variant et la probabilité d’erreur de

la courbe de référence est égale à 0.5%. Tant que σ est inférieure à 0.5, les performances de détection des

quantifieurs variant sont moins dégradées que celles des quantifieurs non variant.

Dans un système à seuils soumis à des fluctuations aléatoires intrinsèques, l’optimisation initiale des

seuils permet de maintenir des performances de détection très proches des performances obtenues sans bruit

si les fluctuations sont de faible puissance. Les performances se dégradent rapidement avec l’augmentation de

la puissance des fluctuations. Si la puissance des fluctuations est suffisamment élevée alors les performances

d’un quantifieur optimisé et d’un quantifieur uniforme bien centré sont équivalentes.
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Fig. 3.19 – Probabilité d’erreur d’un 8-QUIS, 8-QUVS, et d’un 8-QPT,J stochastique de bruit de seuil

indépendant et identiquement distribué selon une loi uniforme sur [0, 2
√

3σ]. Le seuil de détection est nul

η = 0. Les constantes à détectées sont : s0 = 0, s1 = 2 - conditions non-nominales. Les probabilités d’erreur

sont estimées par simulations de Monte-Carlo, pour 1000 réalisations de bruits de seuils et 100 séquences

d’observations.

Les deux graphiques de la figure 3.19 donnent les performances des quatre quantifieurs stochastiques
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dans un problème symétrique en 1, alors que le 8-QPT,J a été dimensionné pour un problème symétrique en

0. Avec ou sans fluctuations, tous les quantifieurs sont donc sous optimaux pour le problème de détection

posé. Pour les quatre quantifieurs on remarque encore que l’ajout d’un bruit asymétrique permet de faire

une correction stochastique du positionnement du quantifieur vis-à-vis du point de symétrie du problème.

Le tableau 3.3 regroupe pour chaque quantifieur les valeurs d’écart type σopt pour lequel on observe

un minimum de la courbe de probabilité d’erreur. Le tableau donne également les valeurs de la probabilité

d’erreur minimale correspondantes Pmin
e , ainsi que l’écart ∆Pe en pourcentage entre le minimum Pmin

e

et P ref
e . Les quantifieurs variants dans le temps sont plus gourmands en puissance de fluctuations que

les quantifieurs non variant pour fonctionner à Pmin
e . Les performances de détection du 8-QUVS sont

équivalentes à celles du 8-QPT,J invariant dans le temps puisque leur ∆Pe est égale à 1% à tous les deux.

Néanmoins, pour atteindre ce niveau de performance, l’agitation des seuils du 8-QUVS doit être un peu

plus forte que celle du 8-QPT,J (σopt = 0.562 pour le 8-QUVS contre σopt = 0.537 pour 8-QPT,J ). Enfin,

pour le même niveau de puissance σopt = 0.567, les performances du 8-QPT,J variant dans le temps sont

très proche (0.5%) de la probabilité d’erreur de référence P ref
e .

Pour un problème asymétrique, des quatre quantifieurs stochastiques testés dans cette partie, c’est

le 8-QPT,J variant dans le temps qui possède les meilleures performances de détection. Afin d’expliquer

pourquoi, nous rappelons d’abord que sans bruits, la caractéristique de transfert d’un 8-QPT,J est une

“bonne” approximation en escalier (au sens de la f -divergence retenue) de la log-vraisemblance du problème

de détection. Dans cet exemple, cette approximation n’est pas centrée autour du point de symétrie du

problème. Comme précédemment, ajouter du bruit sur les seuils permet de recentrer l’approximation et donc

d’améliorer les performances de détection. Néanmoins, l’ajout de bruit sur les seuils dénature également la

qualité de l’approximation. On peut alors supposer que la variabilité temporelle, apportant de la diversité,

permet que globalement les approximations de la log-vraisemblance du 8-QPT,J variant dans le temps

soient de meilleures qualités que celles de son homologue invariant dans le temps. Le choix des niveaux de

quantification est un facteur qui a beaucoup d’influence sur la détection.

σopt Pmin
e ∆Pe σopt Pmin

e ∆Pe

8−QUIS 0.542 0.031 2% 8−QUV S 0.562 0.020 1 %

8−QPT inv 0.537 0.019 1% 8−QPT var 0.567 0.014 0.5%

Tab. 3.3 – Valeurs numériques de l’écart-type optimal σopt d’une loi uniforme garantissant une amélioration

stochastique de la probabilité d’erreur pour quatre quantifieurs. Pmin
e probabilité d’erreur obtenue pour

σ = σopt. ∆Pe différence en pour-cent entre Pmin
e et P ref

e . Les probabilités d’erreur sont estimées par

simulations de Monte-Carlo, pour 1000 réalisations de bruits de seuils et 100 séquences d’observations.

Dans la partie qui suit, nous observons ce que peut apporter l’adaptation des niveaux de quantification

aux statistiques des données d’entrées sur les performances de détection des quantifieurs stochastiques.

3.3.3.4 Quantifieurs stochastiques adaptés versus quantifieurs optimaux

Dans ce paragraphe, on désire comparer les performances des quatre quantifieurs précédents avec celles

d’un 8-QAIS. La figure 3.20 donne la probabilité d’erreur d’un 8-QAIS en fonction de la moyenne α et de

l’écart-type σ des fluctuations uniformes appliquées sur les seuils pour deux bruit de canal différents. Les

deux panneaux de gauche correspondent à un bruit de canal laplacien alors que les deux de droite sont

tracés pour un bruit de canal gaussien. Les deux figures du haut donnent la probabilité d’erreur pour une

large plage de valeur de α.

Quand σ est nul, les seuils du quantifieur sont espacés régulièrement, et plus la valeur de σ augmente, et

plus la répartition des seuils devient irrégulière. Par construction, les niveaux d’un quantifieur adapté sont
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Fig. 3.20 – Probabilité d’erreur P̃e d’un 8-QAIS de bruits de seuils indépendants et identiquement distribués

selon une loi uniforme sur [α −
√

3σ, α +
√

3σ] en fonction de σ et α. Le seuil de détection est nul η = 0.

Les constantes à détectées sont : s0 = −s1 = −1. Gauche - bruit de canal laplacien p = 1. Droite - bruit de

canal gaussien p = 2. Les probabilités d’erreur sont estimées par simulations de Monte-Carlo, pour 1000

réalisations de bruits de seuils et 100 séquences d’observations.

toujours égaux au rapport de vraisemblance local (calculés selon la valeurs des seuils). La caractéristique

de transfert d’un M -QAIS (et d’un M -QAVS) est donc toujours une approximation de la fonction de

vraisemblance du problème de détection. On remarque sur les deux figures du bas que la nappe de probabilité

d’erreur est quasiment constante lorsque l’on effectue des coupes par rapport à l’axe σ pour α ∈ [−2; 2].

Dans ces exemples, le minimum de la probabilité d’erreur est atteint pour σ = 0, et pour une plage de

valeur de α assez large centrée autour du point de symétrie du problème. Dans cette plage de valeur, le

bruit ne fait que dégrader les performances. En dehors de cette plage, le bruit peut opérer de manière

bénéfique. Dans un cadre déterministe (σ = 0), le 8-QAIS est donc robuste à des décalages α ∈ [−2; 2].

Les figures 3.21, donnent la probabilité d’erreur des 8-QUIS, 8-QUVS, 8-QAIS et du 8-QPT,J en fonction

de l’écart-type des fluctuations lorsque le problème de détection est symétrique autour de 1. Le seuil

de détection est nul, et les fluctuations uniforme sont distribuées sur [0; 2
√

3σ]. Les courbes des trois

quantifieurs 8-QUIS, 8-QUVS, et 8-QPT,J présentent l’effet de correction stochastique de la probabilité

d’erreur par bruit de seuil. La zone des minima de ces courbes est agrandie sur la figure de droite. On vérifie

sur cette figure que les performances du quantifieur 8-QAIS se dégradent lorsque σ augmente. Néanmoins,

on remarque également que dans ces conditions, les performances du 8-QAIS sont supérieures de 0.3% à

celles du 8-QPT,J , de 0.35% à celles du 8-QUVS et enfin de 1.5% à celles du 8-QUIS lorsque l’on compare
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Fig. 3.21 – Probabilité d’erreur d’un 8-QUIS, 8-QUVS, 8-QAIS et d’un 8-QPT,J stochastique de bruit de

seuil indépendant et identiquement distribué selon une loi uniforme sur [0, 2
√

3σ]. Le seuil de détection est

nul η = 0. Les constantes à détecter sont : s0 = 0, s1 = 2 - conditions non-nominales. Le bruit de canal

est laplacien p = 1. Les probabilités d’erreur sont estimées par simulations de Monte-Carlo, pour 1000

réalisations de bruits de seuils et 100 séquences d’observations.

les valeurs des probabilités d’erreur obtenues à σopt. Même si les trois quantifieurs stochastiques 8-QUIS,

8-QUVS, et 8-QPT,J fonctionnent à σopt, leur probabilité d’erreur est toujours inférieure à celle obtenue

par les approximations en escalier de la fonction de vraisemblance du problème. Sur le panneau de gauche,

la fenêtre intérieure correspond à un zoom autour de σ = 0 de la courbe de performances du 8-QAIS et

de la courbe de référence obtenue avec le 8-QPT,J sans fluctuation. La différence des probabilités d’erreurs

entre les deux cas est inférieure à 0.2%.

On peut ainsi conclure ce paragraphe en observant que lorsque les niveaux sont adaptés aux seuils,

alors la répartition des seuils, qu’elle soit aléatoire ou pas, n’a que peut de conséquence sur les performances

de détection. Néanmoins, l’adaptation des niveaux aux seuils est dans tous les cas difficile à opérer.

3.3.4 Influences des différents paramètres

Dans la section précédente, nous avons mis en évidence qu’il existe au sein des quantifieurs stochastiques

un phénomène d’amélioration des performances par le bruit de seuil dans les problèmes de détection binaire.

Cette amélioration est possible lorsque, sans bruit, le quantifieur n’évolue pas dans des conditions nominales.

Si le bruit de seuil permet de recaler aléatoirement les seuils du quantifieur vers le point de symétrie du

problème alors les performances s’en trouvent améliorées. Tous ces résultats ont été obtenus pour des

fluctuations de seuils de densité uniforme. Nous allons montrer que le phénomène de minimisation de la

probabilité d’erreur n’est pas exclusif à cette densité de probabilité. L’influence du seuil de détection η

est testée dans une seconde partie, afin de présenter l’équivalent d’un réseau de courbes COR pour les

quantifieurs-détecteurs stochastiques. Nous verrons dans une troisième partie, quelle est l’influence de la

taille M des quantifieurs sur les performances de détection. Enfin, dans une dernière partie nous présentons

une étude sur la robustesse des quantifieurs stochastiques vis-à-vis des variations du bruit de canal.

3.3.4.1 La densité de probabilité du bruit de seuils

Nous avons illustré dans la partie 3.3.3 que les performances des quantifieur-détecteurs stochastiques

peuvent être améliorées par le bruit de seuil. Cette observation a été réalisée pour des fluctuations aléatoires

de densité uniforme. A présent, on veut observer quelle est l’influence de la forme de la densité de bruit
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de seuil sur l’amélioration stochastique. Le modèle de loi de fluctuation retenu est fondé sur la loi beta de

paramètres a et b :

Ba,b(x) =
xa−1(1− x)b−1

B(a, b)
[0,1](x)

où B(a, b), la fonction beta [84] est donnée par :

B(a, b) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)

où [0;1] est la fonction indicatrice de l’intervalle [0; 1]. L’égalité entre les coefficients a et b est imposée

afin d’obtenir une loi de fluctuation symétrique : a = b. Lorsque a = 1, la loi est uniforme. La moyenne du

modèle est alors constante et égale à 1/2. L’écart-type est quant à lui fonction du paramètre a puisque son

expression est donnée par :

σB =
1

4(2a+ 1)1/2
(3.51)

La densité de probabilité des fluctuations normalisée est notée : Ba(x) = σBBa,a(σBx). Finalement, les

fluctuations de puissances σ2, appliquées sur les seuils des quantifieurs stochastiques sont distribuées selon

la loi Ba(x/σ)/σ. Pour nk ∼ 1
σBa

(
x
σ

)
, la moyenne des fluctuations est alors égale à :

E[nk] =
σ

2σB
(3.52)
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Fig. 3.22 – Probabilité d’erreur P̃e d’un QUIS

de bruit de seuil indépendant et identique-

ment distribué selon une loi en beta symétrique

(σBσ)Ba,a(σBx/σ) où σB = (4(2a + 1))−1/2. Le

bruit de canal est laplacien, s0 = 0 et s1 = 2.

La probabilité d’erreur est estimée par simulation

de Monte-Carlo, pour 1000 réalisations de bruit de

seuils et 100 séquences d’observations.
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Fig. 3.23 – Evolution du ratio σopt/(2 ∗ σB) en

fonction du coefficient de forme de la loi en beta

symétrique β. Le bruit de canal est laplacien, s0 =

0 et s1 = 2. Les valeurs de σopt sont obtenues

numériquement, pour des probabilités d’erreur es-

timées par simulation de Monte-Carlo : pour 1000

réalisations de bruit de seuils et 100 séquences d’ob-

servations.

La probabilité d’erreur en fonction de l’écart-type σ d’un 8-QUIS de fluctuations de seuils distribuées

selon Ba(x/σ)/σ pour a = {1; 2; 3; 10; 30} est tracée sur la figure 3.22. Comme le montre cette figure, la

valeur de σ qui optimise la probabilité d’erreur décrôıt lorsque a augmente. Parallèlement, le minimum

atteint par la probabilité d’erreur, augmente pour a croissant.
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L’interprétation de ces observations est assez simple. Lorsque a augmente, d’après les propriétés des

lois en beta, la distribution des fluctuations tend à devenir gaussienne, de moyenne σ/(2σB). Le minimum

de la probabilité d’erreur est obtenu lorsque la moyenne des fluctuations est égale au point de symétrie du

problème, qui vaut (s0 + s1)/2 = 1 dans le cas présent. Par conséquent, d’après (3.52) et (3.51), la valeur

de σ optimale, σopt, est fonction du coefficient a avec : σopt ∝ a−1/2.

La figure 3.23 montre comment évolue la valeur de σopt ainsi que le rapport σopt/(2σB) en fonction de

a. Lorsque a augmente, σopt diminue, et le rapport devient constant et approximativement égale à 1. De

plus, lorsque a augmente la valeur de σB diminue. Le cas limite est celui où les fluctuations ajoutées sur

les seuils tendent à être distribués selon une loi gaussienne d’écart type nul et de moyenne unitaire. Cette

valeur correspond justement au point de symétrie du problème de détection.

3.3.4.2 Le seuil de détection η

Dans un problème de détection, le seuil de comparaison η du détecteur est un paramètre clef. Nous

avons rappelé dans la partie 3.2.1 que l’ajustement de la valeur du seuil permet à un détecteur d’évoluer

selon un critère d’optimalité ou non. Pour un quantifieur-détecteur stochastique, il existe également des

valeurs du paramètre η qui garantissent que le détecteur fonctionne dans des conditions optimales selon

un critère. Si l’on retient comme critère la probabilité d’erreur, alors il faut déterminer le seuil ηopt qui

minimise cette dernière, c’est-à-dire résoudre le problème d’optimisation suivant :

ηopt = Argmax
η

[P̃e(η)] (3.53)

La somme des échantillons post-quantification TQ̃ est une grandeur discrète définie dans un ensemble de

taille finie, le problème (3.53) possède ainsi une infinité de solutions réelles η ∈ [ηmin; ηmax]. De plus, d’après

l’expression générale de la probabilité d’erreur d’un quantifieur-détecteur stochastique, il est impossible de

résoudre analytiquement le problème (3.53) par les méthodes classiques d’optimisation.
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Fig. 3.24 – Probabilité d’erreur d’un QUIS en fonction de σ, l’écart-type des fluctuations de densité de

probabilité uniforme sur [0, 2
√

3σ[ et du seuil de détection η. Gauche - taille de quantifieur M = 4. Droite

- taille de quantifieur M = 8. Le bruit de canal est laplacien, s0 = 0 et s1 = 2. La probabilité d’erreur

est estimée par simulation de Monte-Carlo, pour 1000 réalisations de bruit de seuils et 100 séquences

d’observations.

La figure 3.24 montre qu’elle est la probabilité d’erreur d’un 4-QUIS et 8-QUIS en fonction de η et de

σ pour des fluctuations uniformes sur [0; 2
√

3σ[ dans le problème de détection de constantes centré en 1.

On vérifie que l’influence du seuil η ne modifie pas les performances de détection de manière continue
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puisque les courbes Pe à σ fixée sont constantes par paliers. Cette remarque est d’ailleurs vérifiée pour tout

quantifieur-détecteur.
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Fig. 3.25 – Courbes de niveaux de la nappe de probabilité d’erreur d’un 8-QUIS en fonction de σ, l’écart-

type des fluctuations de seuils, et du seuil de détection η. Les fluctuations de seuils sont distribuées selon

une loi en beta symétrique et normalisée de paramètre a. Le bruit de canal est laplacien, s0 = 0 et s1 = 2.

La probabilité d’erreur est estimée par simulation de Monte-Carlo, pour 1000 réalisations de bruit de seuils

et 100 séquences d’observations.

La figure 3.25 présente les courbes de niveaux de la nappe de probabilité d’erreur, que nous désignerons

par courbe iso-probabilité d’erreur, d’un 8-QUIS en fonction de σ, l’écart-type des fluctuations de seuils,

et du seuil de détection η. Les fluctuations de seuils sont distribuées selon une loi en beta symétrique

normalisée de paramètre a définie par Ba(x/σ)/σ. Ces quatre réseaux de courbes a = {1; 2; 3; 5} donnent

de manière empirique, le lien qui existe entre le seuil de détection η et l’écart-type des fluctuations de seuils

σ discuté plus haut. On remarque que le lien entre η et σ n’est pas bijectif. En effet, à σ donné, il y a au

moins deux valeurs possibles de η qui garantissent d’être sur la même courbe iso-probabilité d’erreur. Il y

a deux valeurs possibles puisque le problème de détection est symétrique, et au moins deux car la somme

des échantillons quantifiées TQ̃ est une grandeur à valeurs discrètes.

Les courbes iso-probabilité d’erreur peuvent approximativement être représentées par une courbe semi-

elliptique. Le paramètre de forme a de la densité de probabilité des fluctuations a tendance à faire pivoter

les courbes dans le sens horaire, de réduire le petit axe de l’ellipse, et enfin d’allonger le grand axe.

La figure 3.26 illustre comment évoluent les courbes d’iso-probabilité d’erreur d’un 8-QUIS lorsque les

fluctuations sont uniformes et symétriques autour de zéro. Les ellipses sont cette fois horizontales. On en
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conclut que c’est lorsque la moyenne augmente avec le paramètre σ que la rotation des l’ellipses des courbes

iso-probabilité d’erreur opère. L’interprétation physique de ce phénomène reste encore à faire.
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Le bruit de canal est laplacien, s0 = 0 et s1 = 2.
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seuils et 100 séquences d’observations.
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de bruit de seuils et 100 séquences d’observations.

Pour un type de fluctuations donné (a fixé), à chaque valeur de σ correspond une valeur de seuil

pour laquelle la probabilité d’erreur est minimale. La figure 3.27 donne la grandeur Pmin
e en fonction

de l’écart-type des fluctuations lorsque celles ci sont distribuées selon une loi en beta de paramètre a et

normalisée. Les courbes sont croissantes, et on peut découper leur évolution en trois zones :

– pour σ faible ; σ ≤ 0.25, l’accroissement est inférieur à 1%,

– pour σ modéré ; la chute de performance augmente rapidement avec la valeur de σ. Plus le coefficient

a augmente et plus l’augmentation de Pmin
e est sensible aux variations de σ,

– pour σ grand ; le quantifieur-détecteur stochastique devient un détecteur aléatoire (équivalent à

prise de décision au pile ou face).

La probabilité d’erreur minimale d’un quantifieur-détecteur est une grandeur qui ne peut être que

dégradée par les fluctuations de seuils. Par exemple, le minimum de la probabilité d’erreur atteignable par

correction stochastique pour σ = 1 est forcement inférieure à la meilleure des probabilités d’erreur pour

σ = 0.5. Si il y a un avantage à utiliser l’effet de correction stochastique présent dans les quantifieurs dans

une application donnée, autant que se soit pour une valeur de σ faible la plus faible possible.

Nous terminons l’étude de l’influence du paramètre η sur les performances des quantifieurs stochastiques

en présentant des réseaux de courbes COR [80]. Ces courbes donnent comment varie la probabilité de

détection en fonction de la probabilité de fausse alarme. Elles sont tracées point par point en faisant varier

le seuil de détection η sur R. Un réseau de courbes COR permet donc de connâıtre les performances globales

d’un détecteur. Chaque courbe possède un point en (0; 0) obtenu lorsque le seuil de détection η →∞ et un

autre point en (1; 1) qui est obtenu en faisant tendre η → −∞. Sur le segment de droite passant par ces

deux points la probabilité d’erreur est égale à 0.5. Ce segment de droite est la courbe COR d’un détecteur
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au pile ou face. Sur un tel réseau, un détecteur performant s’illustre par une courbe COR qui tend à passer

par le point (0; 1). Notons que lorsque le détecteur est un quantifieur stochastique, il existe une courbe

COR pour chaque valeur de σ.
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Fig. 3.28 – Courbe COR d’un 8-QUIS de fluctuations distribuées selon une loi en Beta normalisée de

paramètre a et d’écart-type σ. Les constantes à détecter sont s0 = 0 et s1 = 2. Les probabilités de détection

et de fausse alarme sont estimées par simulation de Monte-Carlo, pour 1000 réalisations de bruit de seuils

et 100 séquences d’observations.

La figure 3.28 présente les réseaux de courbes COR d’un 8-QUIS, dont les fluctuations de seuils sont

distribuées selon une loi en beta normalisée de paramètre a = 1 (gauche) et de paramètre a = 5 (droite).

Le problème est centré autour de 1. Sur les deux graphiques, toutes les courbes sont placées les unes en

dessous des autres selon les valeurs croissantes de σ. Plus σ augmente et plus les performances globales

du détecteur diminuent. L’effet de correction stochastique observé auparavant n’est donc pas clairement

visible sur les réseaux de courbes COR. La correction stochastique est de nature ponctuelle, c’est-à-dire

qu’elle a lieu pour des couples de η et de σ.

Le panneau intérieur de la figure de gauche donne l’évolution de la probabilité de détection en fonction

de la probabilité de fausse alarme pour un seuil de détection fixé, η = 0, et pour différentes valeurs de σ.

Cette suite de points n’est pas une courbe COR puisque le seuil de détection η est fixe. Pour cette valeur

de η, le point correspondant à σ = 0 est placé en haut à droite du panel, alors que le point obtenu pour

σ = 2 est en bas à gauche. On voit que pour σ < 0.66 les points se rapprochent du coin supérieur gauche,

ce qui illustre une phase d’amélioration des performances en fonction de σ. Pour les valeurs de σ supérieure

à 0.66, les points s’éloignent du coin supérieur gauche pour se rapprocher du coin inférieur gauche, c’est la

phase de décroissance de performance en fonction de σ. On en conclut que globalement, les fluctuations de

seuils n’améliorent pas les performances générales d’un quantifieur-détecteur, mais que par contre, il peut

y avoir une correction stochastique qui opère localement, c’est-à-dire à seuil fixe.

Le graphique de droite de la figure 3.28 permet simplement de montrer quel est l’effet du coefficient a

sur le réseau de courbe COR. On remarque que plus la valeur a augmente et plus le réseau s’étend dans

le plan supérieur au dessus de la première bissectrice. Les performances générales du quantifieur sont donc

plus dégradées au fur et à mesure que σ augmente lorsque a est supérieur à 1.

3.3.4.3 La taille M du quantifieur

Dans cette partie, nous cherchons à mettre en évidence comment évolue l’effet de correction stochastique

avec la taille des quantifieur-détecteurs. Pour cela nous comparons ensemble les performances de M -QUIS

dans un problème de détection de constantes centrées en 1, où le seuil de détection η est nul. Les fluctuations
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de seuils sont uniformes et distribuées sur [0, 2
√

3σ]. L’évolution de la probabilité d’erreur de six M -QUIS

est représentée sur les deux figures 3.29 avec une plage de valeurs de σ réduites pour la seconde figure.
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Fig. 3.29 – Probabilité d’erreur de M -QUIS en fonction de σ, l’écart-type des fluctuations uniformes sur

[0; 2
√

3σ] pour seuil de détection η = 0. Les constantes à détecter sont s0 = 0 et s1 = 2. Le bruit de canal

est Laplacien. La probabilité d’erreur est estimée par simulation de Monte-Carlo, pour 1000 réalisations de

bruit de seuils et 100 séquences d’observations.

Pour de très faibles valeurs de σ, σ < 0.2, les performances des six M -QUIS sont pratiquement iden-

tiques. Pour des valeurs de σ > 1.1, plus la taille M du quantifieur est importante et plus les performances

du quantifieur sont dégradées par l’ajout de bruit. En effet, en pratique on constate que plus le nombre

de seuils est important, et plus il est simple de “dénaturer” le quantifieur par inversion de seuils. Ces

nombreuses inversions, fonctions de M et de σ, altèrent complètement la structure du détecteur. Ainsi, la

statistique de test TQ̃ n’est plus du tout représentative des données x appliquées en entrée. Cette explication

va dans le même sens que les observations réalisées récemment par Saha dans [140].

L’amélioration de la probabilité d’erreur par le bruit de seuil prend effet pour des valeurs de σ comprises

entre 0.35 et 0.75 dans ces simulations. Comme le montre le graphique de gauche de la figure 3.30, la valeur

de σopt augmente avec M . Plus le quantifieur est de taille importante, et plus les fluctuations doivent être de

puissance élevée pour que l’effet de correction stochastique soit effectif. Par contre, on constate sur la figure

de droite de 3.30, que la probabilité d’erreur obtenue pour des fluctuations de puissance σ2
opt diminue selon

M . La décroissance de Pe(σopt) en fonction de M n’est pas linéaire. Au delà de M = 100, les performances

commencent à stagner. Nous avons approché les performances asymptotiques de la probabilité d’erreur

Pe(σopt) par simulation pour M = 250, et dans ce cas de figure, nous trouvons Pe(σopt) = 0.0124 pour

σopt = 0.592.

Nous comparons par la suite les performances “optimales” de plusieurs M -QUIS à celles de quantifieurs

asymptotiques M -Q∞,J (voir partie 3.2.3) dans les mêmes conditions stochastiques. La comparaison est

réalisée dans le cas d’un bruit de canal gaussien pour M = 10, 20, 40 et 80. Le résultat est tracé sur la figure

3.31. Cette figure donne la probabilité d’erreur minimale atteinte par ces quantifieurs en fonction de l’écart-

type σ des fluctuations ajoutées sur les seuils. Comme le montre le panneau intérieur, pour des faibles valeurs

de σ, les performances des quantifieurs asymptotiques sont supérieures à celles des quantifieurs uniformes.

On vérifie également dans ces conditions (σ faible) que plus la taille du quantifieur augmente et plus les

performances des M -Q∞,J sont accrues. Néanmoins, pour des valeurs de σ plus importantes, les M -QUIS

sont plus performants et sont donc plus robustes aux fluctuations aléatoires de seuils.

Finalement, la conclusion de ce paragraphe est qu’il n’est pas nécessaire de recourir à l’optimalité lorsque

la taille M est petite, puisque les quantifieurs optimaux et uniformes ont des performances similaires.
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Fig. 3.30 – Évolution de σopt et de Pe(σopt) (obtenus à partir de la figure 3.29) en fonction de M .

3.3.4.4 La densité de probabilité du bruit de canal

A présent, nous cherchons à tester quelle est l’influence de la distribution du bruit de canal sur les

performances de détection des quantifieurs stochastiques. La famille de densité de bruit de canal utilisée

permet de réaliser simplement l’étude en faisant varier le coefficient p.

Les résultats sont tracés sur la figure 3.32 pour deux QUIS de taille différente. Le premier est composé

de 4 niveaux, alors que le second en possède 8. On se place dans un cadre où la correction stochastique

peut opérer. En effet, le problème de détection est celui qui est centré autour de 1, et le bruit de seuil est

uniformément distribué sur [0; 2
√

3σ]. La probabilité d’erreur est évaluée et tracée en fonction de σ pour 5

valeurs de p. Les deux figures du bas sont tracées pour une plage de valeurs de σ plus proche de la valeur

optimale σopt dans chaque cas.

Les courbes tracées sur la figure 3.32 montrent que la correction stochastique existe pour toutes les

densités de canal testées, et que la valeur optimale de la puissance des fluctuations varie peu avec le

coefficient p. Les minima de probabilité d’erreur atteint dans chaque cas sont différents pour M = 4, alors

que pour M = 8, seul le minimum obtenu pour p = 0, 5 se démarque des autres. Cette observation est

vérifiée pour des valeurs de M importantes. Les quantifieurs stochastiques sont donc relativement robustes

aux variations de bruit de canal.

3.4 Retour sur les neurones du système visuel

La majeure partie de ce chapitre a été consacré à l’étude des schémas de détection particuliers, les

quantifieurs-détecteurs, dans des problèmes de décisions binaires. On a montré dans la première partie du

chapitre que les quantifieurs sont équivalents à des réseaux de neurones formels. Évidemment, la réciproque

n’est pas toujours vérifiée. Néanmoins, nous pouvons extrapoler les résultats de détection obtenus avec

des quantifieurs à de simples réseaux de neurones à seuils, et ainsi comprendre comment varie les perfor-

mances de réseaux-détecteurs (simples puisqu’à seuils) évoluant dans un environnement bruité. La méthode

employée offre la possibilité d’avoir des références en termes de performances de détection par la théorie

des quantifieurs-détecteurs optimaux (voir 3.2.2 et 3.2.3). A l’aide des remarques et des résultats obtenus

tout au long du chapitre nous pouvons à présent développer quelques éléments de réponses aux questions

suivantes :
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Fig. 3.31 – Probabilité d’erreur minimale de M -QUIS et de M -Q∞,J en fonction de σ, l’écart-type des

fluctuations uniformes sur [0, 2
√

3σ]. Les constantes à détecter sont s0 = 0 et s1 = 2. Le bruit de canal est

Laplacien. Les probabilités d’erreur sont estimées par simulation de Monte-Carlo, pour 1000 réalisations de

bruit de seuils et 100 séquences d’observations. Les valeurs de probabilité d’erreur minimale sont obtenues

numériquement en faisant varier le seuil η.

Qu’est-ce-que la correction stochastique dans un réseau à seuils ?

Nous avons montré l’existence au sein des quantifieurs-détecteurs d’un phénomène d’amélioration

des performances par les fluctuations aléatoires des seuils de quantifications. Au niveau réseau, cela

revient à considérer des variations aléatoires des seuils de déclenchement des potentiels d’actions (voir

partie 1.2.2). Or, la variabilité du code neuronal au niveau d’un neurone est généralement interprétée par

l’évolution des neurones voisins. On peut alors assimiler l’effet de correction stochastique à une forme

aléatoire d’asservissement d’un neurone par le reste de la population. Tous les neurones d’une couche sont

susceptibles d’être corrigés ou asservis par les autres neurones de la couche. Cette description rejoint les

théories d’auto-organisation des réseaux de neurones [32].

Quels sont les avantages pour un réseau-détecteur d’évoluer en environnement bruité ?

Nous avons montré que les quantifieurs-détecteurs stochastiques possèdent différentes formes de

robustesse. Un degré de robustesse qui se manifeste à la fois vis-à-vis des variations de constantes du

problème (s0 et s1), et à la fois vis-à-vis des variations de densité de probabilité de bruit de canal. En

imaginant que les neurones de la rétine doivent fournir sans arrêt des descripteurs relatifs à la scène

visualisée en réalisant des tests d’hypothèses, il est clair que les problèmes de détections sous-jacents sont

très variés et variables. On en conclut que le bruit ambiant, responsable de la correction stochastique, rend

les réseaux-détecteurs adaptatifs et par conséquents robustes aux variations d’hypothèses.

Quelle est la stratégie d’optimisation de réseau retenue par la nature ?

Nous venons de supposer que les problèmes de détections auxquels doivent répondre les éléments

du système visuel sont très variés. Les problèmes de détections analysés dans ce chapitre sont très simples.

Dans la partie 3.2 nous avons exposé plusieurs méthodes permettant de construire des quantifieur-

détecteurs optimaux toujours selon un critère de performance. Malgré la simplicité des problèmes de
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Fig. 3.32 – Probabilité d’erreur d’un 4-QUIS (gauche) et d’un 8-QUIS (droite) de fluctuation de seuil

uniforme sur [0, 2
√

3σ] en fonction de σ, pour différentes densités de bruit de canal : p = 0.5, 1, 1.5, 2, 5. Le

problème est symétrique en 1, les constantes à détecter sont : s0 = 0 et s1 = 2. Le seuil de détection est

nulle. La probabilité d’erreur est estimée par simulation de Monte-Carlo, pour 1000 réalisations de bruit

de seuils et 100 séquences d’observations.

détection du chapitre, les résultats obtenus en 3.3.3 montrent que les quantifieur-détecteurs optimaux

sont très sensibles aux fluctuations aléatoires de seuils. Nous en concluons que si elle existe, ce n’est

certainement pas une de ces stratégies qui est retenue par la nature.

En revanche, les quantifieurs uniformes stochastiques variants et invariants ont montré un fort potentiel

à être corrigés stochastiquement. Ces détecteurs sont très souples et adaptés à un mode de fonctionnement

en environnement bruité. A priori, si une stratégie d’optimisation existe, on peut affirmer qu’elle n’est pas

orientée vers l’optimalité pour un problème donné mais plutôt autour de la robustesse du détecteur et sa

capacité à s’adapter aux variations de travail.

Quelques perspectives d’étude :

Au niveau de notre approche, la première des perspectives envisagées, est d’étudier comment se

comporte les quantifieur-détecteurs stochastiques lorsque les bruits de seuils ne sont plus indépendants.

D’un point de vue réseau de neurones, cette hypothèse de travail permettrait de faire ressortir si il existe

ou non une tendance de correction globale au réseau, ou si la correction s’effectue indépendamment des

connexions des neurones entre eux. Dans ce cas, l’étude devrait être menée non pas sur une valeur de

σ mais sur une matrice de covariance de taille M × M . Pour mettre en évidence les éventuels effets

d’amélioration par le bruit, on peut par exemple envisager de tracer l’évolution de la probabilité d’erreur

du réseau en fonction d’une norme matricielle de la matrice de corrélation.

L’étude que nous avons présentée dans ce chapitre a été réalisée pour des réseaux de neurones simples
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à seuils. Ces neurones sont des approximations des neurones impulsionnels (voir partie 1.2.2), neurones

impulsionnels qui ne sont pas issus de la biophysique mais qui reproduisent néanmoins beaucoup de ca-

ractéristiques du fonctionnement de neurones réels. Il nous semble intéressant de prolonger l’étude autour

de réseaux de neurones impulsionnels (sans approximations) pour être plus proche de la biologie. On peut

apporter plus de réalisme en modélisant par exemple les trains de potentiels d’actions par des processus

ponctuels. Dans ce cas, l’approche par quantifieur n’est plus exploitable. Il serait donc nécessaire de définir

des outils de comparaisons de performances entre réseaux stochastiques et réseaux optimaux. Par exemple,

dans [66], les auteurs présentent des méthodes de classifications à noyaux, réalisées par réseaux de neu-

rones, dont le critère de performances est issu des méthodes bayesiennes. Des études semblables peuvent

également être menée autour de réseau de neurones dont les cellules élémentaires seraient des neurones à

impulsions.
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L
ES TRAVAUX présentés dans cette thèse sont axés autour d’une branche particulière du traitement

du signal, la branche qui observe les systèmes, où le bruit peut avoir un comportement bénéfique.

Le système visuel est un terrain propice pour ce type de recherches. Dans le premier chapitre nous avons

exposé quelques principes sur le fonctionnement du système visuel. Nous avons en particulier détaillé

les opérations des premières couches. Aux premiers abords, le système visuel semble réaliser à plusieurs

étages, des opérations de traitement du signal assez classiques : échantillonnage, filtrage, codage. En

réalité, ces opérations sont relativement complexes. L’échantillonnage effectué par la rétine est irrégulier,

et est composé de quatre types de photorécepteurs qui assurent une très grande dynamique de traitement.

Le filtrage de la couche plexiforme externe est spatio-temporel, et réalise pratiquement instantanément un

blanchiment spectral du flux lumineux provenant des photorécepteurs. Le codage en potentiels d’actions

des stimuli visuels par la couche plexiforme interne effectue au préalable une sélection, extraction, et

compression des informations “pertinentes” contenues dans la scène visuelle. De plus, toutes ces opérations

complexes sont réalisées dans du bruit. Dans ce manuscrit, nous avons présenté quel pourrait être le rôle

du bruit sur deux points particuliers du traitement visuel.

Dans le chapitre 2, nous avons abordé la question de l’échantillonnage soumis à des fluctuations

aléatoires. Dans les modèles étudiés, nous avons mis en évidence deux phénomènes dépendants à la fois

de la nature des fluctuations, et de la répartition des photorécepteurs, qui garantissent une amélioration

des performances. La mesure de performances utilisée est la fonction d’inter-corrélation normalisée entre

un point de l’image et un photorécepteur : la cohérence. Dans un premier temps, l’étude a porté sur l’in-

fluence de fluctuations aléatoires sur une grille de photorécepteurs régulière. Cette étude a fait apparâıtre

le phénomène de contrôle optimal stochastique de la cohérence par les micro-mouvements. Ce phénomène

est caractérisé par le fonctionnement d’un photorécepteur à cohérence maximale pour un certain niveau de

bruit. Dans un deuxième temps, nous avons poursuivi cette étude sur une grille irrégulière. D’une part nous

avons montré que le phénomène de contrôle optimal stochastique de la cohérence par les micro-mouvements

est également présent sur une grille irrégulière, et d’autre part, nous avons observé le phénomène qualifié

d’amélioration de la cohérence par l’irrégularité de la grille. Ce dernier est caractérisé par une augmenta-

tion de la cohérence d’un photorécepteur selon le degré d’irrégularité de la grille. Dans le modèle utilisé,

cette irrégularité est paramétrée par une grandeur aléatoire que nous avons appelé bruit de grille. Nous

avons montré que les performances au niveau d’un photorécepteur appartenant à une grille irrégulière sont

supérieures à celles d’un photorécepteur d’une grille régulière. Le bruit de grille et les fluctuations aléatoires

ont donc des effets bénéfiques sur les performances des modèles étudiés. Par conséquent, il semblerait que

l’échantillonnage du système visuel exploite ces possibilités d’amélioration des performances par le bruit.

Nous pensons que cette hypothèse doit être validée (ou invalidée) par expérimentation. Les points

cruciaux à vérifier sont de tester si la puissance des micro-fluctuations varie au cours du temps ou non,

et d’examiner si les éventuelles variations de puissance permettent bien une amélioration de la cohérence.

Ces expériences peuvent être réalisées à l’aide d’un oculomètre (eye tracker en anglais) puisque les tech-

niques actuelles permettent de faire des enregistrements de la position des yeux toutes les 2 millisecondes,

c’est-à-dire à une cadence d’échantillonnage suffisante pour détecter des micro-saccades [38, 101]. Si ces

expérimentations conduisent à la conclusion que la puissance des micro-fluctuations est bien variante au
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cours du temps, alors dans un deuxième temps il serait important de comprendre pour quelles tâches

cognitives cette adaptation de la puissance serait réalisée, et de trouver où et comment cette adaptation

stochastique s’effectuerait.

Dans le cas, où l’expérimentation invaliderait l’hypothèse de départ, c’est-à-dire en observant que la

puissance des fluctuations est constante, alors nous en conclurions que le contrôle optimal stochastique

présenté dans ce manuscrit n’est pas exploité au sein du système visuel. Néanmoins, pour une puissance de

micro-fluctuations donnée, il peut y avoir certains photorécepteurs qui fonctionnent à cohérence maximale

pour une zone de la scène visuelle. Dès lors, on peut supposer que ce sont les cônes placés dans la région

fovéale qui fonctionnent dans ces conditions, et on peut interpréter le rôle des micro-fluctuations comme

un processus qui participe à un accroissement de la précision ou de l’acuité visuelle, et éventuellement

d’expliquer le phénomène d’hyperacuité visuelle [44] par ces observations. Dans le cas où l’expérience nous

indiquerait que ce sont plutôt les bâtonnets positionnés aux extrémités de la rétine qui bénéficieraient de

cette amélioration de la précision, alors ces résultats suggéreraient un phénomène d’amélioration de la vi-

sion périphérique, encore appelé “hyperacuité visuelle dans le champs visuel périphérique” par Henning [64].

Le chapitre 3 a été consacré à l’étude des problèmes de détection binaires supposés être réalisés par

les neurones du système visuel, et en particulier au niveau de la couche plexiforme interne. Les efforts

ont porté sur l’évaluation de l’influence du bruit interne des réseaux sur les performances de détection.

Cette étude s’est appuyée sur une modélisation des neurones biologiques par des réseaux de neurones

formels relativement simples, les neurones à seuils. On a d’abord montré que sous certaines hypothèses,

ce genre de réseau de neurones formels réalise la quantification des informations qui sont appliquées en

entrée. Lorsque les réseaux à seuils sont soumis à des fluctuations aléatoires, alors la fonction réalisée par

le réseau bruité est toujours une quantification, mais cette fois, la quantification est stochastique. Dans un

premier temps, nous avons présenté quelques méthodes capables de rendre un quantifieur optimal pour un

problème de détection donné. La finalité de cette démarche était de construire un système de référence

en termes de performances de détection. Dans un deuxième temps, nous avons évalué les performances

de détection de différents quantifieurs stochastiques. De ces expériences, nous avons fait ressortir deux

résultats intéressants. D’une part, pour certains problèmes de détection, il est possible de déterminer

un niveau de bruit optimal pour que les quantifieurs stochastiques fonctionnent à probabilité d’erreur

minimale, et d’autre part, la robustesse d’un détecteur quantifieur stochastique est relativement importante

vis-à-vis des paramètres des expériences. Là encore, le bruit injecté dans le modèle permet d’accrôıtre les

performances. En particulier, si le quantifieur n’est pas centré par rapport au problème de détection, alors

le bruit peut réaliser une correction stochastique en recentrant le quantifieur. De même, le bruit apporte

de la diversité aux traitements, et c’est en partie ce qui explique la robustesse des quantifieurs stochastiques.

Ainsi, dans les modèles étudiés, le bruit que nous ajoutons sur les seuils peut être réellement bénéfique

si sa puissance est correctement réglée. Au niveau du système visuel, c’est peut être cette stratégie qui

est exploitée, puisque comme nous l’avons observé, alors que les quantifieurs stochastiques sont assez ro-

bustes, les performances des quantifieurs optimaux se révèlent médiocres lorsque les conditions de détections

s’éloignent de celles retenues pour l’optimisation. Néanmoins, nous pensons que les résultats du chapitre 3,

bien que très encourageants, sont obtenus avec des modèles trop simples pour être directement extrapoler

sur le fonctionnement du système visuel réel. Alors que des expérimentations nous paraissent difficile à

réaliser, certains points demandent tout de même à être vérifier en pratique sur des neurones réels. Par

exemple, les conclusions du chapitre 3 suppose qu’il y ait une variation de la puissance du bruit de seuils,

qui permettrait de réaliser la correction stochastique évoquée dans le chapitre. On peut certainement avoir

une idée de cette adaptation (ou du moins d’une variation) de la puissance des fluctuations internes en me-

surant l’activité électrique de neurones in vitro. Néanmoins, la mesure de l’activité électrique de neurones

in vivo nous parait bien plus difficile à réaliser, même si un tel résultat validerait de façon forte l’hypothèse
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énoncée plus haut. De plus, élaborer une phase expérimentale sur des réseaux de neurones in vitro nous

parait également périlleuse, puisque nous serions incapable d’interpréter la réponse d’un tel réseau à un

problème de détection binaire. En effet, comment peut-on déchiffrer une salve de potentiels d’actions en

termes de décision H0 ou H1 lorsqu’un stimulus est appliqué à ce que l’on suppose être l’entrée du réseau ?

Ces quelques remarques confirment que les études liés aux vivants, et en particulier celles s’intéressant

à l’homme, sont très complexes. Pour obtenir plus de résultats, nous pensons donc qu’il est nécessaire

d’établir une concertation pluridisciplinaire.

Que ce soient les micro-mouvements aléatoires des yeux, la répartition non régulière des photorécepteurs

sur la rétine, la variabilité du code neuronal, ou les fluctuations interne des neurones, ces formes d’aléas

participent à notre sens au fonctionnement du système visuel. Nous n’avons exploré que deux axes de

recherche sur ce thème. Comme nous l’avons déjà précisé, ces deux axes peuvent être approfondis, d’une part

en intégrant dans les modèles d’études plus de données biologiques observées sur le système visuel, et d’autre

part en passant par une phase de recherche plus expérimentale. Finalement, nous sommes persuadés que

les bénéfices du “bruit” ne se situent pas seulement au niveau de l’échantillonnage par les photorécepteurs

ou dans la sélection et le codage des informations pertinentes de la scène visuelle, mais dans toutes les

fonctions du système visuel où de “l’aléatoire” semble prendre place.
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ANNEXE A

Fonctions de Lambert

H
ISTORIQUEMENT, les fonctions W k de Lambert furent étudiées par Johann Heinrich Lambert

puis par Euler [30] lorsqu’ils cherchaient à donner une solution à l’équation :

xα − xβ = (α− β)vxα+β

Ces fonctions sont par exemple utilisées dans des applications mathématiques telles que les problèmes de

dénombrements combinatoires ou d’exponentiations itérées. Ces fonctions apparâıssent encore lors de la

résolution d’équations différentielles à retard.

Dans cette annexe, nous donnons dans un premier temps la définition et quelques propriétés des fonc-

tions de Lambert. Dans une deuxième partie, nous détaillons le calcul prouvant l’unicité de σm
0 de la partie

2.2.2 en donnant exprimant σm
0 à l’aide d’une fonction de Lambert.

A.1 Définitions et propriétés

La fonction de Lambert est définie comme étant la fonction réciproque de f telle que :

f : C 7−→ C

w 7−→ z = wew

où le nombre complexe z = f(w) = x + iy. Ainsi, ∀z ∈ C, il existe w ∈ C qui vérifie l’équivalence

wew = z ⇔ w = W k(z), on définit alors :

w = f−1(z) = W k(z)

Comme la fonction f n’est pas injective, la fonction W k est multiforme1. Le coefficient k représente le

paramètre de la fonction. Beaucoup d’études traitent le cas où z est complexe [30], nous nous limiterons

ici aux arguments réels z = x ∈ R. Ainsi, lorsque e−1 ≤ x < 0, seulement deux branches de W k(.)

existent. Nous notons la branche satisfaisant W k(x) ≥ −1 par W 0(x). La branche qui au contraire satisfait

W k(x) < −1 a comme indice k = −1, W −1(x). Pour tout réel x ≥ 0, la définition est unique, car seule

la branche W0(.) existe, c’est pour cette raison qu’elle porte le nom de branche principale. Par convention,

si le paramètre k est omis, la fonction fait directement référence à la branche principale W 0(x) = W (x).

La deuxième branche W −1(x) du cas réel porte généralement le nom de branche secondaire. La figure

A.1 donne l’allure de la branche principale en trait continu, et de la branche secondaire de la fonction de

Lambert pour des valeurs de x réelles.

On peut montrer [30] que ∀k on a toujours W k(e−1 ) = −1. De même, pour tout ∀a, b, c, d ∈ R vérifiant

(a+ bx)ecx − d = 0, nous avons :

x =
1

c
W k

(
cd

beac/b

)
− a

b

1C’est pour cette raison que nous notons parfois abusivement “les fonctions” de Lambert et non pas la fonction de Lambert
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Fig. A.1 – Les deux branches réelles de la fonction de Lambert. En trait plein, la branche principale

W 0(z) = W (z) et en pointillé la branche secondaire W −1(z).

A.2 Calcul de σm pour des fluctuations uniformes sur une grille

régulière sans filtrage

Nous allons montrer que dans le cadre de la partie 2.2.2, la puissance de fluctuations optimale σm
0 est

unique, et allons donner son expression à l’aide de la fonction de Lambert. Pour des fluctuations uniformes,

d’après (2.37) et (2.38), sur l’intervalle ]|u0| ; +∞], la cohérence Ce a pour expression :

Ce(u0, σ0) =
{

1−cosh(u0)e−σ0

σ0
si σ0 > |u0|

et la dérivée partielle de Ce en σ0 en un point particulier u0 est donnée par :

∂ Ce(u0, σ0)

∂ σ0
= 1

σ2
0

[cosh(u0)(1 + σ0)e
−σ0 − 1] si σ0 > |u0|

Les valeurs possibles de σm
0 appartenant à l’intervalle ]|u0| ; +∞] sont les solutions de l’équation :

cosh(u0)(1 + σm
0 )e−σm

0 − 1 = 0 pour σm
0 > |u0|

Les propriétés de la fonction de Lambert permettent alors d’écrire :

σm

0 (k) = −
[
1 + W k

(
− e−1

cosh(u0)

)]

Puisque nous sommes dans le cas réel, il n’y a donc que deux solutions possibles, une pour k = 0, et une

autre pour k = −1. Or, comme W 0(x) ≥ −1 ∀x ∈ [−e−1 ,∞[, la solution pour k = 0 donne toujours un

résultat négatif, la puissance de fluctuations optimale σm
0 est donc unique et est obtenue pour k = −1 :

σm

0 = −
[
1 + W −1

(
− e−1

cosh(u0)

)]
(A.1)



ANNEXE B

Fluctuations uniformes - filtrage par une porte sur une grille régulière

C
ETTE annexe présente dans un premier temps le détail des calculs de la cohérence Ca de la partie 2.2.3

pour des fluctuations uniformes lorsque la réponse impulsionnelle des photorécepteurs est une porte

de largeur 2α :

a(x) =

{
1/2α si |x| ≤ α
0 sinon

(B.1)

Dans une deuxième partie, nous détaillons les calculs de l’analyse de fonction de cohérence Ca obtenue dans

ce cas d’étude.

B.1 Calcul du numérateur Na de la cohérence Ca

D’après (2.35) et (B.1), l’expression de la cohérence sur Ha pour une seule ligne de photorécepteurs

est donnée par :

Ca(u, σ, α) =
1

2αDa

∫ u+α

u−α

Ce(v, σ)dv =
N a(u, σ, α)

Da
(B.2)

où, d’après (2.41), le coefficient Da et le numérateur N a sont égaux à :

Da =

(
2βα− 1 + e−2βα

) 1
2

√
2βα

et Na(u, σ, α) =
1

2α

∫ u+α

u−α

Ce(v, σ)dv (B.3)

et où l’expression de la cohérence Ce dans (B.2) du cas non filtré est donnée par (2.37) :

Ce(u, σ) =





C1e(u, σ) =
1− cosh(βu)e−

√
3βσ

√
3βσ

si |u| <
√

3σ

C2e(u, σ) =
e−β|u| sinh(

√
3βσ)√

3βσ
si |u| ≥

√
3σ

(B.4)

Les bornes d’intégrations, ainsi que l’expression de Ce à intégrer de (B.2) changent selon les relations

d’ordres entre les paramètres u, σ et α. La figure B.1 donne une représentation graphique du calcul de la

cohérence Ca selon l’axe spatiale u à une valeur de σ fixé. Le support d’intégration est symbolisé par les

rectangles hachurés différemment selon les valeurs de la distance d’inter-corrélation u, de la puissance des

fluctuations σ2, et de la largeur de la porte α. Les extrémités des rectangles donnent les bornes d’intégration.

Il y a donc 6 cas de figure à traiter. Cependant, d’après (B.2) et (B.4) l’expression de la cohérence Ca est

symétrique par rapport à la variable u :

Ca(u, σ, α) = Ca(−u, σ, α) = Ca(|u|, σ, α)

Ainsi, sur les 6 cas à étudier, nous ne traiterons seulement que 4 cas, nous verrons que les 2 autres se

déduisent facilement des autres. Dans tous les cas, nous prendrons soins d’extraire des expressions des

intervalles d’intégrations les conditions sur σ et sur u qui permettent d’évoluer dans la surface d’un rectangle.
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Fig. B.1 – Représentation graphique de Ce - Représentation des six cas du calcul de N a(u, σ, α). Le cas 1

et 1’ sont symétriques. Idem pour les cas 2 et 2’.

Cas 1 : Pour α + u ≤ −
√

3σ - La cohérence Ce est égale à C2
e sur tout le domaine d’intégration.

Les coefficients σ et α sont positifs ou nuls. Le cas 1 est donc possible seulement si u ≤ −α, et pour

σ ∈ [0; (−u− α)/
√

3[, et nous avons :

N a(u, σ, α) =
1

2α

∫ u+α

u−α

C2e(v)dv =
sinh(

√
3βσ)

2
√

3αβσ

∫ u+α

u−α

eβv dv

=
sinh(

√
3βσ) sinh(αβ)eβu

√
3αβ2σ

Comme Ca(u, σ, α) = Ca(−u, σ, α) = Ca(|u|, σ, α), alors par symétrie le cas 1’ est identique au cas 1 en

remplaçant le terme en u par −u. Le domaine de validité de l’expression obtenue est alors : |u| ≥ α et

σ ∈ [0; (|u| − α)/
√

3[. L’expression du numérateur N a dans le cas 1 et dans le cas 1’ est donc :

N a(u, σ, α) =
sinh(

√
3βσ) sinh(αβ)e−β|u|
√

3αβ2σ
pour




|u| ≥ α

σ ∈
[
0; |u|−α√

3

[ (B.5)

Cas 2 : Pour −
√

3σ ≤ u + α ≤
√

3σ et u − α ≤ −
√

3σ - Pour ce cas, on voit sur le graphique B.1 que

la cohérence prend à la fois l’expression C1
e et C2

e sur le domaine d’intégration. L’encadrement de u+ α, et

l’inégalité de u− α peuvent encore s’écrire selon ces trois conditions en fonction de σ :




σ ≥ (u+ α)/
√

3

σ ≥ (−α− u)/
√

3

σ ≤ (α− u)/
√

3

(B.6)

D’après la dernière ligne de (B.6), il faut que u ≤ α pour que σ soit positif ou nul et donc pour que le cas 2 soit

possible. On voit également d’après (B.6) que
√

3σ doit appartenir aux deux intervalles
√

3σ ∈ [−u−α;α−u[
et
√

3σ ∈ [u + α;α − u[. Le premier intervalle existe toujours, le second existe si u < 0. Dans ce cas, en

écrivant u = −|u|, les valeurs de σ pour lesquelles nous sommes dans le cas 2 sont données par l’intersection

des intervalles :
{

u < 0√
3σ ∈ [ |u| − α; |u|+ α[ ∩ [−|u|+ α; |u|+ α[ = [ ||u| − α|; |u|+ α[

et la cohérence a comme expression :

N a(u, σ, α) =
1

2α

∫ −
√

3σ

u−α

C2e(v)dv +
1

2α

∫ u+α

−
√

3σ

C1e(v)dv

=
αβ +

√
3βσ + βu− sinh(

√
3βσ)e−αβeβu − sinh(αβ + βu)e−

√
3βσ

2
√

3αβ2σ
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Toujours par symétrie, l’expression du numérateur N a de la cohérence du cas 2’ est symétrique au cas 2,

en remplaçant les termes en u par −u. Les conditions obtenues à partir des bornes sont dans ce cas : u > 0

et
√

3σ ∈ [|u− α|;u+ α[. L’expression de N a du cas 2 et 2’ est donc identique et est valable quelque soit

u et pour
√

3σ ∈ [||u| − α|; |u|+ α[ :

N a(u, σ, α) =
αβ +

√
3βσ − β|u| − sinh(

√
3βσ)e−αβe−β|u| − sinh(αβ − β|u|)e−

√
3βσ

2
√

3αβ2σ

∀ u et ∀ σ ∈ [ ||u|−α|√
3

; |u|+α√
3

[

(B.7)

Cas 3 : Pour −
√

3σ ≤ u − α et u + α ≤
√

3σ - La cohérence est uniquement égale à C1
e sur tout le

domaine d’intégration (voir figure B.1). De plus, σ est toujours positif, et donc :




σ ≥ (u+ α)/
√

3

σ ≥ (α− u)/
√

3

σ ≥ 0

⇐⇒ σ ≥ max

(
α− u√

3
,
u+ α√

3
, 0

)
(B.8)

Quelque soit le signe de u nous avons :

max

(
α− u√

3
,
u+ α√

3
, 0

)
=
|u|+ α√

3

et le numérateur N a de la cohérence est dans ce cas égale à :

N a(u, σ, α) =
1

2α

∫ u+α

u−α

C1e(v)dv

=
1√
3βσ

− e−
√

3βσ cosh(βu) sinh(αβ)√
3αβ2σ

∀u et pour σ ≥
[ |u|+ α√

3
;∞
[

(B.9)

Cas 3’ : Pour −
√

3σ ≥ u−α et u+α ≥
√

3σ - D’après la figure B.1, la cohérence a les deux expressions

C1e et C2
e sur le domaine d’intégration du cas 3’. Comme σ > 0, les conditions sur les bornes d’intégrations

peuvent encore s’écrire selon :

{
0 ≤ σ ≤ (u+ α)/

√
3

0 ≤ σ ≤ (α− u)/
√

3
⇐⇒ 0 ≤ σ ≤ min

(
u+ α√

3
,
α− u√

3

)
(B.10)

Or, quelque soit le signe de u, min
(

u+α√
3
, α−u√

3

)
= α−|u|√

3
. De plus, (B.10) n’est possible qu’à la condition

que que |u| ≤ α et le calcul du numérateur nous mène dans ce cas l’expression suivante :

N a(u, σ, α) =
1

2α

∫ −
√

3σ

u−α

C2e(u)du+
1

2α

∫ √
3σ

−
√

3σ

C1e(u)du+
1

2α

∫ u+α

√
3σ

C2e(u)du

=
1

αβ
− cosh(βu)e−αβ sinh(

√
3βσ)

αβ
√

3σ

pour |u| ≤ α et σ ∈
[
0; α−|u|√

3

[

(B.11)

et on remarque que le domaine de validité de (B.11) est le complémentaire du domaine de validité de (B.5)

vis-à-vis de |u|.
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En résumé, si l’on définit les variables normalisées, u0 = βu, α0 = βα et σ0 =
√

3βσ, le numérateur

N a possède quatre écritures définies sur trois domaines de définitions qui sont fonctions de u0 et α0 :

D1(u0, α0) = [0 ; ||u0| − α0|[ (B.12)

D2(u0, α0) = [||u0| − α0| ; |u0|+ α0[ (B.13)

D3(u0, α0) = [|u0|+ α0 ; ∞[ (B.14)

• si σ0 ∈ D1(u0, α0), nous sommes dans les cas (1, 1’) et (3’), et N a a comme expression :

N a(u0, α0, σ0) =





σ0−e−α0 cosh(u0) sinh(σ0)
σ0α0

si |u0| ≤ α0

e−|u0| sinh(α0) sinh(σ0)
σ0α0

si |u0| > α0

(B.15)

• si σ0 ∈ D2(u0, α0), nous sommes dans le cas (2,2’), et N a a comme expression :

N a(u0, α0, σ0) =
1

2σ0α0
[α0 − |u0|+ σ0 − e−α0−|u0| sinh(σ0)− sinh(α0 − |u0|)e−σ0 ] (B.16)

• si σ0 ∈ D3(u0, α0), nous sommes dans le cas (3), et N a a comme expression :

N a(u0, α0, σ0) =
1

σ0α0
[α0 − cosh(u0) sinh(α0)e

−σ0 ] (B.17)

B.2 Etude des variations de la cohérence Ca

En combinant l’expression du dénominateur Da avec celles du nominateur N a, la cohérence définie sur

les trois domaines (B.12), (B.13) et (B.14) :

Ca(u0, α0, σ0) =





σ0−e−α0 cosh(u0) sinh(σ0)

α0σ0Da
si |u0| ≤ α0

e−|u0| sinh(α0) sinh(σ0)

α0σ0Da
si |u0| > α0

pour σ0 ∈ D1(u0, α0)

Ca(u0, α0, σ0) = α0−|u0|+σ0−e−α0−|u0| sinh(σ0)−sinh(α0−|u0|)e−σ0

2α0σ0Da
pour σ0 ∈ D2(u0, α0)

Ca(u0, α0, σ0) = α0−cosh(u0) sinh(α0)e−σ0

α0σ0Da
pour σ0 ∈ D3(u0, α0)

Nous allons à présent réaliser l’étude des variations de la fonction de cohérence Ca. Cette étude est

décomposée en deux parties : |u0| ≤ α0 et |u0| > α0. Dans les deux cas, nous analysons le signe de la

dérivée partielle ∂Ca(u0,α0,σ0)
∂σ0

par rapport à σ0 sur les trois domaines définis par (B.12), (B.13) et (B.14).

B.2.1 Étude des variations de Ca pour |u0| ≤ α0

a - dans l’intervalle D1(u0, α0) = [0 ; α0 − |u0|[ - la dérivée a comme expression :

∂Ca(u0, α0, σ0)

∂σ0
=

e−α0 cosh(u0) [sinh(σ0)− σ0 cosh(σ0)]

α0σ2
0Da

si |u0| ≤ α0

Le signe de ∂Ca(u0, α0, σ0)/∂σ0 est déterminé par celui de sinh(σ0)−σ0 cosh(σ0) = cosh(σ0)[tanh(σ0)−σ0].

Or tanh(σ0) − σ0 < 0 ∀σ0 ∈ R
+
∗ . Donc sur D1(u0, α0), la dérivée ∂Ca(u0, α0, σ0)/∂σ0 est toujours

négative, ce qui implique que la cohérence Ca est strictement décroissante.
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b - dans l’intervalle D2(u0, α0) = [α0 − |u0| ; |u0|+ α0[ - la dérivée a comme expression :

∂Ca(u0, α0, σ0)

∂σ0
=

e−α0−|u0| (sinh(σ0)− σ0 cosh(σ0)) + sinh(α0 − |u0|)e−σ0 (σ0 + 1)− (α0 − |u0|)
2α0σ2

0Da
(B.18)

Le signe de ∂Ca(u0, α0, σ0)/∂σ0 est déterminé par celui de :

f1(σ0) = e−α0−|u0| (sinh(σ0)− σ0 cosh(σ0)) + sinh(α0 − |u0|)e−σ0 (σ0 + 1)− (α0 − |u0|)

Pour montrer que la cohérence Ca est décroissante sur tout l’intervalle D2, on va d’abord

montrer que la fonction f1 est décroissante, puis montrer que la valeur de f1 à l’extrémité

inférieure du domaine D2 est négative.

La dérivée f ′
1 est égale à : f ′

1(σ0) = −σ0(sinh(σ0)e
−α0−|u0| + sinh(α0 − |u0|)e−σ0 ) et est donc

strictement négative. En effet, les termes entre parenthèses de f ′
1 sont tous positifs pour σ0 ∈ D2(u0, α0)

et |u0| ≤ α0. Par conséquent, la fonction f1 est décroissante.

Calculons la valeur de f1 pour σ0 = α0 − |u0|, c’est-à-dire la valeur maximale que peut prendre σ0 sur

l’intervalle D2(u0, α0) :

f1(α0 − |u0|) = e−α0−|u0| (sinh(α0 − |u0|)− (α0 − |u0|) cosh(α0 − |u0|))
+ sinh(α0 − |u0|)e(−α0−|u0|) (α0 − |u0|+ 1)− (α0 − |u0|)
= sinh(α0 − |u0|)

(
e−α0−|u0| + e−α0+|u0|

)

+ (α0 − |u0|)
[
e−α0+|u0| sinh(α0 − |u0|)− e−α0−|u0| cosh(α0 − |u0|)− 1

]

= e−α0+|u0| sinh(α0 − |u0|)
(
1 + e−2|u0|

)

+ (α0 − |u0|)
[
1− e−2α0+2|u0|

2
− e−α0−|u0| cosh(α0 − |u0|)− 1

]

= (1 + e−2|u0| )e−(α0−|u0|) [sinh(α0 − |u0|)− (α0 − |u0|) cosh(α0 − |u0|)]
= (1 + e−2|u0| )e−(α0−|u0|) cosh(α0 − |u0|) [tanh(α0 − |u0|)− (α0 − |u0|)]

Tous les termes de la dernière ligne sont positifs sauf celui entre crochets qui est négatif. Nous avons

montré que f1(α0 − |u0|) ≤ 0 et que f1 est décroissante. Par conséquent, sur D2(u0, α0), la fonction f1(σ0)

est négative. Finalement, la cohérence Ca ne fait donc que décrôıtre sur cette intervalle.

c - dans l’intervalle D3(u0, α0) = [|u0|+ α0 ; ∞[ - la dérivée a comme expression :

∂Ca(u0, α0, σ0)

∂σ0
=

cosh(u0) sinh(α0)(σ0 + 1)e−σ0 − α0

α0σ2
0Da

(B.19)

Le signe de ∂Ca(u0, α0, σ0)/∂σ0 est déterminé par celui de la fonction f2 définie par :

f2(σ0) = cosh(u0) sinh(α0)(σ0 + 1)e−σ0 − α0

Pour montrer que la cohérence Ca est décroissante sur l’intervalle D3 lorsque |u0| ≤ 0, on

va montrer que la fonction f2 est toujours décroissante, puis montrer que le signe de f2 à

l’extrémité inférieure de l’intervalle D3 est négatif.

La dérivée de f2 est donnée par : f ′
2(σ0) = −σ0 cosh(u0) sinh(α0)e

−σ0 . Le signe de f ′
2(σ0) est donc

toujours négatif, la fonction f2 est donc décroissante.
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A présent, nous allons étudier le signe de f2 au point σ0 = |u0|+α0, c’est-à-dire la borne inférieure de

l’intervalle D3(u0, α0). Pour cela, posons :

f3(α0, |u0|) = f2(α0 + |u0|) = (1 + α0 + |u0|)e−(α0+|u0|) cosh(u0) sinh(α0)− α0

On veut montrer que la fonction f3 est négative sur le huitième de plan réel (O,α0, |u0|) où α0 > 0 et

|u0| > 0 et |u0| ≤ α0 (voir figure B.2).

1. Étudions dans un premier temps, le signe de f3(α0, |u0|) sur la demi droite du plan (O,α0, |u0|)
définie par |u0| = α0. Tout d’abord, notons que f3(0, 0) = 0. Posons :

f4(α0) = f3(α0, α0)

= (1 + 2α0)e
−2α0 cosh(α0) sinh(α0)− α0

=
1 + 2α0

4

(
1− e−4α0

)
− α0

les dérivées successives de f4 sont :

{
f

′
4(α0) = − 1

2 + 4α0+1
2 e−4α0

f
′′
4 (α0) = −8α0e

−4α0

La dérivée seconde f
′′
4 (α0) est négative pour toute valeur positive de α0, la dérivée première f

′
4(α0)

est donc décroissante pour α0 ≥ 0. Comme f
′
4(0) = 0, la dérivée première est strictement négative.

Donc, la fonction f4(α0) est strictement décroissante, et comme f4(0) = 0, la fonction f4 est négative

quelque soit la valeur de α0 ≥ 0. On en déduit que f3(α0, α0) ≤ 0.

Sur la médiatrice du plan (0, α0, |u0|) la fonction f3(α0, |u0|) est donc négative. On va montrer que

pour u0 fixée la fonction f3 est décroissante lorsque α0 augmente, et par conséquent que la fonction

f3 est négative sur tout le domaine de l’étude (figure B.2).

2. On rappelle que la définition de f3 est la suivante :

f3(α0, |u0|) = f2(α0 + |u0|) =
cosh(u0)e

−|u0|

2
(1 + α0 + |u0|) (1− e−α0 )− α0

La dérivée partielle de f3(α0, |u0|) par rapport à α0 est donc égale à :

∂f3(α0, |u0|)
∂α0

=
1

2

[
1 + (1 + 2|u0|+ 2α0)e

−2α0
]
cosh(u0)e

−|u0| − 1

= f5(α0)

La dérivée f ′
5(α0) = −2 (α0 + |u0|) cosh(u0)e

−(2α0+|u0|) est toujours négative. La fonction f5(α0)

est donc décroissante. Par conséquent, la dérivée ∂f3(α0,|u0|)
∂α0

est décroissante en fonction de α0 à |u0|
fixé. Pour montrer que la dérivée ∂f3(α0,|u0|)

∂α0
est négative, on va étudier son signe en α0 = |u0|. Nous

avons alors :

∂f3(α0, |u0|)
∂α0

∣∣∣∣
α0=|u0|

= −3

4
+

1 + 2|u0|
2

e−2|u0| +
1 + 4|u0|

4
e−4|u0| = f6(|u0|)

On va montrer que la fonction f6 est toujours négative en vérifiant que f6(0) = 0, et que f6 est

décroissante. Le premier point à vérifier est évident : f6(0) = 1/2 + 1/4 − 3/4 = 0. Le calcul de

la dérivée de f6 donne f ′6(|u0|) = −2|u0|e−2|u0|
(
1 + 2e−2|u0|

)
, f ′6 est donc toujours négative, et la

fonction f6 est bien négative.

Par conséquent, nous avons :

f3(α0, |u0|) ≤ 0 ∀ α0 ≥ |u0| ≥ 0
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Finalement en α0 + |u0|, borne inférieure de D3(α0, |u0|) la fonction f2(σ0) est négative.

Précédemment, nous avons montré que f2(σ0) est strictement décroissante. La démonstration

s’achève sur le fait que le signe de f2(σ0) est celui de ∂Ca(u0, α0, σ0)/∂σ0. Sur D3, lorsque |u0| ≤ α0,

la cohérence Ca est donc strictement décroissante. La figure B.2 résume graphiquement les

résultats de la démonstration.

M M M M M M M M MM M M M M M M M MM M M M M M M M MM M M M M M M M MM M M M M M M M MM M M M M M M M MM M M M M M M M MM M M M M M M M M

N N N N N N N N NN N N N N N N N NN N N N N N N N NN N N N N N N N NN N N N N N N N NN N N N N N N N NN N N N N N N N NN N N N N N N N N f3(α0, |u0|) ≤ 0

f3(α0, |u0|) ↘

α0
0

|u0|

Fig. B.2 – Comportement de la fonction f3 dans le huitième de plan (O,α0, |u0|). Sur la médiatrice en

pointillé, f3 est négative. En s’éloignant selon les flèches la fonction f3 diminue. La partie hachurée ne fait

pas partie de l’étude.

Nous venons de montrer que lorsque |u0| ≤ α0, sur les domaines D1,D2 et D3 que la cohérence Ca est

uniquement décroissante. Il ne peut donc pas y avoir un maximum de la cohérence dans cette configuration.

B.2.2 Étude des variations de Ca pour |u0| > α0

a - dans l’intervalle D1(u0, α0) = [0 ; |u0| − α0[ - l’expression de la dérivée est donnée par :

∂Ca(u0, α0, σ0)

∂σ0
=

e−α0 sinh(α0) [σ0 cosh(σ0)− sinh(σ0)]

α0σ2
0Da

si |u0| > α0 (B.20)

Le signe de ∂Ca(u0, α0, σ0)/∂σ0 est celui de σ0 cosh(σ0) − sinh(σ0) = cosh(σ0)[σ0 − tanh(σ0)]. Or σ0 −
tanh(σ0) > 0 ∀σ0 ∈ R

+
∗ . Donc sur D1(u0, α0), la dérivée ∂Ca(u0, α0, σ0)/∂σ0 est toujours positive, ce qui

implique que la cohérence Ca est strictement croissante (pour σ > 0).

Comme la cohérence Ca est croissante sur D1 lorsque |u0| > α0, il existe au moins un minimum un

maximum de Ca pour σ0 non nulle. Ce(s) maximum(maxima) est(sont) positioné(s) dans D2

et/ou D3.

b - dans les intervalles D2(u0, α0) = [|u0|−α0 ; |u0|+α0[ et D3(u0, α0) = [|u0|+α0 ; ∞[ : l’expression

de la dérivée est donnée par (B.18) pour l’intervalle D2, et par (B.19) pour l’intervalle D3. L’étude sur le

domaine D2 est plus compliquée, et nous ne l’avons pas menée à termes. En revanche, nous présentons ici

un résultat concernant le domaine D3. Sur cet intervalle D3, le signe de ∂Ca(u0, α0, σ0)/∂σ0 est celui de la

fonction f2(σ0). La dérivée de cette fonction est toujours négative sur R
+, et donc sur D3(u0, α0) ⊂ R

+
∗ .

Par conséquent la fonction f2 est uniquement décroissante. Posons C = cosh(u0) sinh(α0)/α0, et étudions

le signe de f2(σ0) pour σ0 variant dans l’intervalle D3(u0, α0).

Les limites de la fonction f2 aux bornes de l’intervalle D3 sont :

En σ0 = |u0|+ α0 =⇒ f7(|u0|+ α0) = C(|u0|+ α0 + 1)e−|u0|−α0 − 1

En σ0 →∞ =⇒ f7(∞) = −1
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Ainsi, le tableau de variation de la fonction f2 est donné par :

σ0 |u0|+ α0 σopt

0 ∞
f ′2(σ0) − −

f2(|u0|+ α0)

f2(σ0) ↘
−1

Une condition nécessaire et suffisante pour que f2(σ0) s’annule en σopt

0 sur D3(u0, α0) est que :

f7(|u0|+ α0) ≥ 0 (B.21)

Si cette condition est remplie alors il existe un maximum unique de Ca(u0, σ0) sur D3(u0, α0). La valeur

σm
0 est la solution de l’équation :

f2(σ0) = C(σ0 + 1)e−σ0 − 1 = 0

La forme explicite de la solution de f2(σ0) = 0 nous est donnée par les fonctions de Lambert (voir annexe A) :

σm

0 = −
[
1 + W −1

(
−e−1

C

)]
(B.22)

Lorsque la condition (B.21) n’est pas remplie, alors la fonction f2 est négative sur tout l’intervalleD3(u0, α0),

et la cohérence Ca y est alors décroissante. Le(s) maximum(maxima) est(sont) alors placé(s) dans D2.



ANNEXE C

Fluctuations laplaciennes et gaussiennes - cas non filtré et filtré

C
ETTE annexe présente le détail des calculs des cohérences Ce et Ca de la partie 2.2.4 pour des

fluctuations laplaciennes et gaussiennes lorsque la réponse impulsionnelle a(.) des photoréceteurs est

un Dirac, puis une porte de largeur 2α :

a(x) =

{
1/2α si |x| ≤ α
0 sinon

(C.1)

C.1 Préliminaires

D’après (2.35), (2.35), et (C.1), les expressions de cohérences sur He et Ha pour une seule ligne de

photorécepteurs sont données par :

Ce(u, σ) = e−βu

∫ u
σ

−∞
fξ(v)e

βσv dv + eβu

∫ ∞

u
σ

fξ(v)e
−βσv dv (C.2)

et

Ca(u, σ, α) =
1

2αDa

∫ u+α

u−α

Ce(v, σ)dv (C.3)

Dans la dernière expression, d’après (2.41), le coefficient Da est égal à :

Da =

(
2βα− 1 + e−2βα

) 1
2

√
2βα

et est identique quelque soit la nature des fluctuations. Les fonctions de cohérences Ce et Ca sont symétriques

par rapport à la variable u :

Ce(u, σ) = Ce(−u, σ) = Ce(|u|, σ) et Ca(u, σ, α) = Ca(−u, σ, α) = Ca(|u|, σ, α) (C.4)

Au final, les résultats seront exprimés à l’aide des grandeurs normalisées suivantes :

u0 = βu

σ0 =
βσ√

2
α0 = βα

C.2 Pour des micro-mouvements laplaciens

On considère que la variance des fluctuations est unitaire, la densité de probabilité des fluctuations a

pour expression fξ(u) = e−
√

2|u|
√

2
.

145
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C.2.1 Cohérence non filtrée

D’après (C.2), la cohérence Ce pour des fluctuations laplaciennes est donnée par :

Ce(u, σ) =
e−βu

√
2

∫ u
σ

−∞
e−

√
2|v|+βσv dv +

eβu

√
2

∫ ∞

u
σ

e−
√

2|v|−βσv dv

Nous allons développer uniquement le calcul de Ce pour u ≥ 0, le cas u < 0 pouvant se déduire de propriété

de symétrie de la cohérence (C.4), ainsi pour u ≥ 0 :

Ce(u, σ) =
e−βu

√
2

∫ 0

−∞
ev(βσ+

√
2) dv +

e−βu

√
2

∫ u
σ

0

ev(βσ−
√

2) dv +
eβu

√
2

∫ ∞

u
σ

e−v(βσ+
√

2) dv

=
e−βu

√
2(βσ +

√
2)

+
e−βu

[
e

u
σ (βσ−

√
2) − 1

]

√
2(βσ −

√
2)

+
eβu

[
e−

u
σ (βσ+

√
2)
]

√
2(βσ +

√
2)

=
1√
2

[
e−βu

βσ +
√

2
− e−βu

βσ −
√

2

]
+

1√
2

[
e−

√
2 u

σ

βσ −
√

2
+

e−
√

2 u
σ

βσ +
√

2

]

=

βσ√
2
e−

√
2 u

σ − e−βu

(
βσ√

2

)2

− 1

Par conséquent, ∀u ∈ R la cohérence Ce est donnée par :

Ce(u, σ) =

βσ√
2
e−

√
2

|u|
σ − e−β|u|

(
βσ√

2

)2

− 1
(C.5)

et finalement, en utilisant les variables normalisées u0 et σ0 on obtient :

Ce(u0, σ0) =
σ0e

−|u0|/σ0 − e−|u0|

σ2
0 − 1

(C.6)

C.2.2 Cohérence filtrée

D’après (C.3) et (C.5), l’expression de la cohérence Ca est dans ce cas :

Ca(u, σ, α) =

∫ u+α

u−α

[
βσ√

2
e−

√
2

|v|
σ − e−β|v|

]
dv

2αDa

[(
βσ√

2

)2

− 1

]

Pour ne pas alourdir les expressions dans le calcul de Ca, posons :

I =

∫ u+α

u−α

[
βσ√

2
e−

√
2

|v|
σ − e−β|v|

]
dv

On distingue alors trois cas différents selon les valeurs de α > 0 et u formant les bornes d’intégrations de I :

1. Si u+ α < 0, c’est-à-dire u ≤ −α, on a :

I =

∫ u+α

u−α

[
βσ√

2
e
√

2 v
σ − eβv

]
dv

=
βσ2

2

(
e
√

2 u+α
σ − e

√
2 u−α

σ

)
− 1

β

[
eβ(u+α) − eβ(u−α)

]

= βσ2e
√

2 u
σ sinh

(√
2
α

σ

)
− 2eβu

β
sinh (βα)
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et donc, dans ce cas la cohérence Ca s’écrit selon :

Ca(u, σ, α) =
β2σ2

2 e
√

2 u
σ sinh

(√
2α

σ

)
− eβu sinh (βα)

αβDa

[(
βσ√

2

)2

− 1

] (C.7)

2. Si u− α ≤ 0 et u+ α > 0, c’est-à-dire |u| ≤ α, on a :

I =

∫ 0

u−α

[
βσ√

2
e
√

2 v
σ − eβv

]
dv +

∫ u+α

0

[
βσ√

2
e−

√
2 v

σ − e−βv

]
dv

=
βσ2

2

[
1− e

√
2 u−α

σ

]
− 1

β

[
1− eβ(u−α)

]
− βσ2

2

[
e−

√
2 u+α

σ − 1
]

+
1

β

[
e−β(u+α) − 1

]

= βσ2
[
1− e−

√
2 α

σ cosh
(√

2
u

σ

)]
+

2e−βα

β
cosh(βu)− 2

β

et donc, dans ce cas la cohérence Ca s’écrit selon :

Ca(u, σ, α) =

β2σ2

2

[
1− e−

√
2 α

σ cosh
(√

2u
σ

)]
+ e−βα cosh (βu)− 1

αβDa

[(
βσ√

2

)2

− 1

]

3. Si u+α > 0, c’est-à-dire u ≥ α, alors en utilisant la propriété de symétrie de Ca (C.4) et d’après (C.7)

il vient :

Ca(u, σ, α) =
β2σ2

2 e
√

2−u
σ sinh

(√
2α

σ

)
− e−βu sinh (βα)

αβDa

[(
βσ√

2

)2

− 1

]

Finalement, l’expression de la cohérence Ca en grandeurs normalisées s’écrit :

– Pour |u0| ≥ α0

Ca(u0, α0, σ0) =
σ2

0 sinh(α0/σ0)e
−|u0|/σ0 − sinh(α0)e

−|u0|

α0(σ2
0 − 1)Da

(C.8)

– Pour |u0| < α0

Ca(u0, α0, σ0) =
σ2

0 − σ2
0e

−α0/σ0 cosh(u0/σ0)− 1 + e−α0 cosh(u0)

α0(σ2
0 − 1)Da

(C.9)

C.3 Pour des micro-mouvements gaussiens

Comme dans le cas laplacien, on se place dans le cas où la densité de probabilité des fluctuations est

de variance unitaire. Ainsi, la densité de probabilité a comme expression fξ(u) = 1√
2π

exp(−u2

2 ). Avant de

détailler les calculs, rappelons au préalable la fonction d’erreur complémentaire erfc(.) définie par :

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−t2 dt (C.10)
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C.3.1 Cohérence non filtrée

D’après (C.2), la cohérence Ce pour des fluctuations gaussiennes est donnée par :

Ce(u, σ) =
e−βu

√
2π

∫ u
σ

−∞
e
−

(
v2

2 −βσv
)

dv +
eβu

√
2π

∫ ∞

u
σ

e
−

(
v2

2 +βσv
)

dv

=
e−βu

√
2π

∫ u
σ

−∞
e
−

(
v−βσ√

2

)2
+

(
βσ√

2

)2

dv +
eβu

√
2π

∫ ∞

u
σ

e
−

(
v+βσ√

2

)2
+

(
βσ√

2

)2

dv

= e

(
βσ√

2

)2
[

e−βu

√
2π

∫ u
σ

−∞
e
−

(
v−βσ√

2

)2

dv +
eβu

√
2π

∫ ∞

u
σ

e
−

(
v+βσ√

2

)2

dv

]

En utilisant (C.10), la cohérence Ce devient :

Ce(u, σ) =
e

(
βσ√

2

)2

2

[
e−βu erfc

(
βσ − u

σ√
2

)
+ eβu erfc

(
βσ + u

σ√
2

)]
(C.11)

et finalement, la cohérence Ce pour des fluctuations gaussiennes en grandeurs normalisées se note :

Ce(u0, σ0) =
eσ2

0

2

[
e−u0 erfc

(
σ0 −

u0

2σ0

)
+ eu0 erfc

(
σ0 +

u0

2σ0

)]
(C.12)

C.3.2 Cohérence filtrée

A partir de (C.3) et de (C.11), la cohérence Ca pour des fluctuations gaussiennes a comme expression :

Ca(u, σ, α) =
e

(
βσ√

2

)2

4αDa

[∫ u+α

u−α

e−βv erfc

(
βσ − v

σ√
2

)
dv +

∫ u+α

u−α

eβv erfc

(
βσ + v

σ√
2

)
dv

]

Pour de ne pas alourdir les notations, posons :

I1 =

∫ u+α

u−α

e−βv erfc

(
βσ − v

σ√
2

)
dv

I2 =

∫ u+α

u−α

eβv erfc

(
βσ + v

σ√
2

)
dv

Intégration par parties de I1 : L’intégrale I1 est de la forme
∫ u+α

u−α
f ′(v)g(v)dv, où f ′(v) = e−βv

et g(v) = erfc
(

βσ− v
σ√

2

)
. Par conséquent, I1 peut être calculer par intégration par parties. Prenons comme

primitive de f ′ la fonction f(v) = −e−βv

β . D’après [50, (0.410) ], la dérivée de la fonction g est égale à

g′(v) =
√

2√
πσ

e
−

(
βσ− v

σ√
2

)2

. On obtient alors :

I1 =

[
−e−βv

β
erfc

(
βσ − v

σ√
2

)]u+α

u−α

+

√
2√

πβσ

∫ u+α

u−α

e−βv e
−

(
βσ− v

σ√
2

)2

dv

= I11 + I12

Le calcul du premier terme I11 donne :

I11 =
1

β

[
e−β(u−α) erfc

(
βσ√

2
− u− α√

2σ

)
− e−β(u+α) erfc

(
βσ√

2
− u+ α√

2σ

)]

Après quelques développements, on peut mettre le second terme I12 sous la forme :

I12 =
2√
πβ

e
−

(
βσ√

2

)2 ∫ u+α√
2σ

u−α√
2σ

e−t2 dt
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et en utilisant (C.10), il vient :

I12 =
2√
πβ

e
−

(
βσ√

2

)2
[
erfc

(
u− α√

2σ

)
− erfc

(
u+ α√

2σ

)]

Intégration par parties de I2 : Comme pour l’intégrale I1, l’intégrale I2 est de la forme∫ u+α

u−α
f ′(v)g(v)dv, où f ′(v) = eβv et g(v) = erfc

(
βσ+ v

σ√
2

)
. Par conséquent, I2 peut également être cal-

culer par intégration par parties. Prenons comme primitive de f ′ la fonction f(v) = eβv

β . La dérivée de la

fonction g est égale à g′(v) = −
√

2√
πσ

e
−

(
βσ+ v

σ√
2

)2

. On obtient alors :

I2 =
1

β

[
eβv erfc

(
βσ + v

σ√
2

)]u+α

u−α

+

√
2√

πβσ

∫ u+α

u−α

eβv e
−

(
βσ+ v

σ√
2

)2

dv

= I21 + I22

Le calcul du premier terme I21 donne :

I21 =
1

β

[
eβ(u+α) erfc

(
βσ√

2
+
u+ α√

2σ

)
− eβ(u−α) erfc

(
βσ√

2
+
u− α√

2σ

)]

Après quelques développements, on voit que le second terme I22 est égal à I12, on a donc :

I22 =
2√
πβ

e
−

(
βσ√

2

)2
[
erfc

(
u− α√

2σ

)
− erfc

(
u+ α√

2σ

)]
= I12

Finalement, la cohérence Ca dans le cas gaussien, lorsque a(.) est une porte a comme expression :

Ca(u, α, σ) =
e

(
βσ√

2

)2

4αDa
(I11 + I21 + 2I22) (C.13)

Sous une écriture un peu plus concise, et avec des grandeurs u0, σ0 et α0 normalisées, elle se note :

Ca(u0, α0, σ0) =
eσ2

0

4α0Da
(I1 + I−1) +

1

2α0Da

[
erfc

(
−α0 + u0

2σ0

)
− erfc

(
α0 − u0

2σ0

)]
(C.14)

où

Iε = ε

[
eε(α0−u0) erfc

(
σ0 + ε

α0 − u0

2σ0

)
− e−ε(α0+u0) erfc

(
σ0 − ε

α0 + u0

2σ0

)]
où ε = ±1
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ANNEXE D

Paramètres de seuils et de niveaux des quantifieurs optimaux

C
ETTE annexe présente les valeurs des seuils et des niveaux des 3 quantifieurs scalaires optimaux

selon les procédures exposées en 3.2.2, et utilisés dans le manuscrits pour un bruit de canal laplacien

et gaussien. Dans une première partie, nous détaillons les calculs menant aux paramètres des 2 détecteurs

quantifieurs asymptotiques Q∞,C et Q∞,J . Dans la deuxième partie nous exposons comment nous avons

obtenu les paramètres du quantifieur détecteur QPT,J , quantifieur optimal de Poor&Thomas maximisant

la J-divergence (bruit de canal gaussien et laplacien).

D.1 Quantifieurs optimaux asymptotiques

Nous allons détailler les calculs menant aux paramètres des 2 détecteurs quantifieurs asympto-

tiques Q∞,C et Q∞,J dans un cadre gaussien puis laplacien. Pour cela, dans un premier temps, nous

cherchons les fonctions de densités de seuils λopt qui minimisent l’expression de la perte de performances

asymptotiques (3.29) :

LQ(f0, f, l) ∼ 1

24M2
E0

[(
l′(x)

λ(x)

)2

f ′′ (l(x))

]
(D.1)

où fM (x) ∼ gM (x) signifie limM→∞ fM (x)/gM (x) = 1, pour la divergence de Chernoff puis pour la J-

divergence. Ensuite nous présentons les deux exemples obtenus pour un bruit de canal gaussien puis lapla-

cien.

Nous allons supposer que les observations x, sont i.i.d. et que f0 et f1 représentent respectivement leur

densité de probabilité sous l’hypothèse H0 et H1. Par conséquent, dans (D.1) l’espérance mathématique est

réalisée par rapport à f0, c’est-à-dire selon l’hypothèse H0. Les démonstrations qui suivent sont fondées sur

l’inégalité de Hölder que nous rappelons ci-dessous. Soient a et b deux réels positifs tels que 1/a+ 1/b = 1,

alors l’inégalité de Hölder établit :

∫
h(x)g(x)dx ≤

[∫
ha(x)dx

]1/a [∫
gb(x)dx

]1/b

(D.2)

pour toutes fonctions f et g. Dans (D.2), l’égalité est vérifiée si et seulement si : f a ∝ gb.

De plus, comme G(x) =
∫ x

−∞ λ(u)du, où G représente la fonction de compression du quantifieur, une

fois la densité de seuil optimale obtenue, il sera facile de déterminer les seuils topt et les niveaux qopt du

quantifieur en échantillonnant régulièrement G−1 (voir partie 3.1.1).

D.1.1 Optimisation pour la divergence de Chernoff

Si l’on veut minimiser (D.1) par rapport à la divergence de Chernoff, nous avons alors f(l) = −lκ,

et f ′′(l) = κ(1 − κ)lκ−2 pour κ ∈ [0, 1]. Le rapport de vraisemblance l est par définition égal à l(x) =

151
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f1(x)/f0(x). Il est facile de montrer que la perte de performances asymptotiques DC est égale à :

DC ∼ LQ(f0, f, l)

∼ 1

24M2
E0

[(
l′(x)

λ(x)

)2

f ′′ (l(x))

]

∼ κ(1− κ)
24M2

∫ (
l′(x)

λ(x)

)2

l(x)κ−2f0(x)dx

∼ κ(1− κ)
24M2

∫
1

λ2(x)

(
l′(x)

l(x)

)2

fκ
1 (x)f1−κ

0 (x)dx

Pour ne pas alourdir les écritures, posons :

u(x) =

(
l′(x)

l(x)

)2

fκ
1 (x)f1−κ

0 (x)

et dans ce cas, la perte de performances asymptotiques DC que nous devons minimiser se note :

DC =
κ(1− κ)
24M2

∫
u(x)

λ2(x)
dx (D.3)

D’après (D.2), pour a = 3, b = 3/2, et en posant h(x) = (u(x)/λ(x)2)1/3 et g(x) = λ(x)2/3, nous avons :

∫ (
u(x)

λ(x)2

)1/3

λ(x)2/3dx ≤
(

24M2

κ(1− κ)DC

)1/3(∫
λ(x)dx

)2/3

Comme
∫
λ(x)dx = 1, nous obtenons :

DC ≥
κ(1− κ)
24M2

(∫
f(x)1/3dx

)3

avec égalité si et seulement si : ha(x) ∝ gb(x), c’est-à-dire pour une densité de seuils λ donnée par :

λ(x) ∝
[(

l′(x)

l(x)

)2

fκ
1 (x)f1−κ

0 (x)

]1/3

(D.4)

Pour atteindre le minimum de l’information de Chernoff [8, 31, 125], on se placera dans le cas où κ = 1/2.

D.1.2 Optimisation pour la J-divergence

Dans cette partie, on veut minimiser (D.1) par rapport à la J-divergence. Nous avons alors f(l) =

(1 − l) log(l), et f ′′(l) = 1/l + 1/l2. Il est alors facile de montrer que dans cas, la perte de performances

asymptotiques DJ est égale à :

DJ ∼ LQ(f0, f, l)

∼ 1

24M2
EP

[(
l′(x)

λ(x)

)2

f ′′ (l(x))

]

∼ 1

24M2

∫
1

λ2(x)

(
l′(x)

l(x)

)2

(f0(x) + f1(x))dx

Si cette fois nous posons :

u(x) =

(
l′(x)

l(x)

)2

(f0(x) + f1(x))
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alors la perte de performances asymptotiques DJ que nous devons minimiser se note :

DJ ∼
1

24M2

∫
u(x)

λ2(x)
dx

Cette expression est à un coefficient près identique à (D.3). Selon la même procédure d’optimisation

présentée en D.1.1, on peut montrer que la densité de seuils λopt optimale dans ce cas est donnée par :

λ(x) ∝
[(

l′(x)

l(x)

)2 (
f1(x) + f0(x)

)
]1/3

(D.5)

D.1.3 Exemples pour un bruit de canal laplacien et gaussien

Nous allons développer les calculs donnant les paramètres de seuils et de niveaux des quantifieurs

détecteurs optimaux asymptotiques Q∞,C et Q∞,J pour un bruit de canal gaussien puis laplacien de

variance unitaire pour un problème de détection binaire symétrique pour c > 0 :

{
H0 : xi = ξi − c , xi ∼ f0(x)
H1 : xi = ξi + c , xi ∼ f1(x)

Les valeurs des seuils des quantifieurs optimaux relatives à un problème asymétrique se déduisent simple-

ment en décalant le vecteur de seuils autour du point de symétrie du problème.

a - Bruit de canal gaussien

Dans ce cas, les densités de probabilités sont données par :

f0(x) =
1√
2π

e−
(x+c)2

2

f1(x) =
1√
2π

e−
(x−c)2

2

La fonction de vraisemblance est alors égale à : l(x) = e2cx , et on peut facilement montrer que : l′(x)/l(x) =

2c. Par conséquent, à partir de (D.4) et (D.5), les densités optimales de seuils λopt dans le cas gaussien

sont données par :

λopt(x) ∝ e−
x2

6 pour la divergence de Chernoff

λopt(x) ∝ e−
x2

6 cosh1/3(cx) pour la J-divergence
(D.6)

b - Bruit de canal laplacien

Dans ce cas, les densités de probabilités sont données par :

f0(x) =
1√
2
e−

√
2|x+c|

f1(x) =
1√
2
e−

√
2|x−c|

et la fonction de vraisemblance est alors définie par :

l(x) =





e2
√

2x si |x| ≤ c

e2
√

2csign(x) si |x| > c
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où sign(x) = 1 si x ≥ 0 et sign(x) = −1 si x < 0. Il est facile de montrer que le rapport l′(x)/l(x) est

constant pour |x| ≤ c et nul pour |x| > c. Par conséquent, à partir de (D.4) et (D.5), les densités optimales

de seuils λopt dans le cas laplacien sont données par :

λopt(x) ∝ [−c;c](x) pour la divergence de Chernoff

λopt(x) ∝ cosh1/3(
√

2x) [−c;c](x) pour la J-divergence
(D.7)

où [−c;c](x) est la fonction indicatrice de l’intervalle [−c; c].
La figure D.1 correspond aux tracés des fonctions de densités de seuils pour la divergence de Chernoff

et la J-divergence dans le cas gaussien (D.6), ainsi que les fonctions de compression équivalentes G(x) =∫ x

−∞ λ(u)du obtenues par intégration numérique.
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Fig. D.1 – Tracés des densités de seuils optimales et des fonctions de compression correspondantes dans le

cadre asymptotique (symbole ∞) pour un bruit de canal gaussien. L’optimisation est réalisée par rapport à

la divergence de Chernoff (pointillés) et par rapport à la J-divergence (trait plein).

Enfin le tableau D.1, donne les valeurs numériques des quantifieurs optimaux selon (D.6) et (D.7)

pour M = 8 dans un problème centré en zéro : s1 = −s0 = 1. On rappelle que ces valeurs sont obte-

nues selon la même procédure que celle décrite par la figure 3.4, et que notations utilisées sont les suivantes :

– Q∞,C : quantifieur asymptotique dont la densité de seuil est fondée sur la borne de Chernoff,

– Q∞,J : quantifieur asymptotique dont la densité de seuil est fondée sur la J-divergence.

D.2 Quantifieurs optimaux maximisant une f-divergence

Dans cette partie, nous donnons un exemple des paramètres de seuils et de niveaux des quantifieurs

optimaux selon [126] pour un bruit de canal gaussien et laplacien. La procédure d’optimisation est rappelée

ci-dessous (voir partie 3.2.2.1) :





qk =
P1(∆k)

P0(∆k)
pour k = 1 . . .M et pour ∆k =]tk−1; tk]

t = Argmax
t

[df (ψ0,Q, ψ1,Q)]
(D.8)

Les niveaux de quantifications qk sont déterminés par le rapport de vraisemblance des partitions de seuils, et

les seuils du quantifieur doivent maximiser une f -divergence. Cette maximisation est réalisée numériquement

par une descente de gradient ou par l’algorithme de Newton-Raphson et donc de manière itérative.
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Laplacien, p=1

t∞,C -1 -0.67 -0.33 0 0.33 0.67 1

q∞,C -1.17 -0.83 -0.5 -0.17 0.17 0.5 0.83 1.17

t∞,J -0.77 -0.52 -0.26 0 0.26 0.52 0.77

q∞,J -2.50 -1.82 -1.11 -0.37 0.37 1.11 1.82 2.50

Gaussien, p=2

t∞,C -1.99 -1.17 -0.55 0 0.55 1.17 1.99

q∞,C -4.75 -2.99 -1.67 -0.54 0.54 1.67 2.99 4.75

t∞,J -2.54 -1.56 -0.76 0 0.76 1.56 2.54

q∞,J -5.73 -3.80 -2.21 -0.73 0.73 2.21 3.80 5.73

Tab. D.1 – Valeurs numériques des seuils et des niveaux des quantifieurs Q∞,C , Q∞,J de taille M = 8 pour

un canal laplacien et gaussien, et pour des hypothèses centrées s1 = −s0 = 1.

La f -divergence employée dans le manuscrit est la J-divergence, qui est la version symétrique de la

divergence de Kullback. Nous rapellons son expression est donnée par :

dJ(f0, f1) = dKL(f0, f1) + dKL(f1, f0) = E0[(l − 1) ln l]

Ainsi nous notons QPT,J , le quantifieur optimal de Poor&Thomas maximisant la J-divergence. Si la taille

du quantifieur est fixée à M = 8, que le bruit de canal est laplacien puis gaussien, pour un problème centré

en zéro :s1 = −s0 = 1, alors nous obtenons :

Laplacien, p=1

tP T,J -0.87 -0.60 -0.31 0 0.31 0.60 0.87

qP T,J -2.80 -2.08 -1.29 -0.44 0.44 1.29 2.08 2.80

Gaussien, p=2

tP T,J -2.13 -1.34 -0.66 0 0.66 1.34 2.13

qP T,J -5 -3.30 -1.92 -0.64 0.64 1.92 3.30 5

Tab. D.2 – Valeurs numériques des seuils et des niveaux des quantifieurs QPT,J de taille M = 8 pour un

canal laplacien et gaussien, et pour des hypothèses centrées s1 = −s0 = 1.
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dérive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

micro-saccade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16, 18

tremblement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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[52] R. M. Gray and D. L. Neuhoff. Quantization. IEEE Trans. on Information Theory, 44(6) :2325–2383,

1998.

[53] R. M. Gray and T. G. Stockham. Dithered quantizers. IEEE Trans. Inform. Theory, 39(3) :805–812,

May 1993.

[54] R. L. Gregory. Eye and Brain, The psychology of Seeing. University Press, Oxford, 1998.

[55] M. Greschner, M. Bongard, P. Rujan, and J. Ammermüller. Retinal ganglion cell synchronization

by fixational eye movements improves feature stimation. Nature Neuroscience, 5(4) :341–347, April

2002.

[56] R. Gupta and A. O. Hero. Hight-Rate vector quantization for detection. IEEE Transactions on

Information Theory, 49(8) :1951–1969, August 2003.

[57] M. Gur, A. Beylin, and D. M. Snodderly. Response variability of neurons in primary visual cortex

(v1) of alert monkeys. The Journal of Neuroscience, 17 :2914–2920, 1987.

[58] K. M. Hampson and E. A. H. Mallen. Coherence function analysis of the higher-order aberrations of

the human eye. Optics letters, 31(2) :184–186, january 2006.

[59] C. M. Harris and D. M. Wolpert. Signal-dependent noise determines motor planning. Nature,

394 :780–784, August 1998.

[60] S. Hayking. Neural networks : a comprehensive foundation. Pearson Education, Hamilton, Ontario,

1999.

[61] C. Heneghan, C. C. Chow, J. J. Collins, T. T. Imhoff, S. B. Lowen, and M. C. Teich. Information mea-

sures quantifying aperiodic stochastic resonance. Physical Review Letters, 54 :2228–2231, September

1996.

[62] M. H. Henning and K. Funke. A biophysically realistic simulation of the vertebrate retina. Neuro-

computing, 38-40 :659–665, 2001.

[63] M. H. Henning, K. Funke, and F. Wörgötter. The influence of different retinal subcircuits on the non

linearity of ganglion cell behavior. The Journal of Neuroscience, 22(19) :8726–8738, October 2002.

[64] M. H. Henning, N. J. Kerscher, K. Funke, and F. Wörgötter. Stochastic resonance in visual cortical

neurons : does the eye-tremor actually improve visual acuity ? Neurocomputing, 44-46 :115–120, 2002.



162 Bibliographie
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Résumé

De récentes études tendent à montrer que les réseaux de neurones biologiques exploitent le bruit et les

non-linéarités pour favoriser les processus de traitements de l’information. Cette thèse s’articule autour de cette

thématique ; elle tente de mettre à jour des liens entre des opérations de traitement du signal susceptibles d’ap-

parâıtre au sein du système visuel et les facteurs aléatoires qui y sont sous-jacents.

Une description du système visuel et de ses différentes sources de bruits est réalisée dans le premier chapitre.

Nous étudions dans le chapitre 2, le lien possible entre l’échantillonnage si particulier de la rétine et les mouvements

incontrôlables et incessants de l’œil, les micro-mouvements. A l’aide de modèles simples de rétine et pour des

fluctuations de diverses natures nous montrons que la ressemblance entre la scène projetée sur la rétine et la scène

réelle peut être améliorée par des micro-mouvements aléatoires.

Dans le chapitre 3, on s’intéresse à un problème récurent dans les systèmes naturels tel que le processus

visuel : le test d’hypothèse binaire en milieu bruité. En particulier, nous caractérisons qu’elle peut être l’influence

du bruit interne sur les performances de détection des premières couches de neurones du système visuel. Pour

prendre en compte le bruit interne observé dans les réseaux de neurones biologiques, nous proposons de réaliser

l’étude autour de quantifieurs stochastiques, quantifieurs dont les seuils sont soumis à des fluctuations aléatoires.

Là encore, on observe que le bruit injecté dans le modèle permet d’accrôıtre les performances de détection en

diminuant la probabilité d’erreur.

Mots clés : Système visuel, micro-mouvements, échantillonnage aléatoire, contrôle optimal stochastique, quan-

tifieur stochastique, détection.

Abstract

Recent studies have shown that biological neural systems are able to use noise and non linearities to improve

the information processing which is occurred in. This thesis focus on this topic. We investigate the links between

some operations of signal processing whose potentially appear in the visual system and its internal noises.

A description of the human visual system and its different sources of noise is done in first chapter. We study in

the second part the link between the irregular retinal sampling and the random fixational eye movements. We use

a simple model of retina. For several kind of fluctuations we show that the likeness of the image projected on the

model of retina and the real scene can be improved by random movements.

In the third chapter we are interested in a problem which is recurrent in biological systems such as the visual

system : noisy binary detection tasks. The influence of the internal noise of the first layers of neurons of the visual

system on the performance of the detection tasks is characterized. To simulate the internal noise observed in

biological neural networks we propose to use stochastic quantizers. A stochastic quantizer is a quantizer whitch

of thresholds are perturbed randomly by threshold noises. Once again we observe that the threshold noise can

improve the detection performance by decreasing the probability of error.

Key-words : Visual system, micro-movements, random sampling, optimal stochastic control, stochastic quan-

tizer, detection.
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