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École Doctorale de Sciences et d’Ingénierie

THÈSE
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de façon cruciale.
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III Modules de continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
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III Probabilité de vacuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

IV Majoration de la dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

V Minoration de la dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

VI Preuves des résultats de la section II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

5
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Chapitre 1

Introduction

Le perfectionnement des techniques d’expérimentation au milieu des années 1980 a permis
d’obtenir en soufflerie des enregistrements très précis de la vitesse d’un écoulement turbu-
lent, cf. [73]. Les signaux ainsi mesurés paraissent non seulement très irréguliers mais leur
irrégularité semble aussi varier brutalement d’un point à l’autre. Ces observations sont en
contradiction avec la théorie de la turbulence homogène et isotrope introduite par Kol-
mogorov en 1941, selon laquelle la vitesse de l’écoulement devrait avoir partout la même
irrégularité. C’est dans ce contexte qu’est apparue l’analyse multifractale. Formalisée par
G. Parisi et U. Frisch [71], elle devait à l’origine permettre d’étudier la complexité des
signaux de turbulence nouvellement mesurés et d’introduire une méthode pour les clas-
sifier. Avec le développement d’outils numériques, l’analyse multifractale a par la suite
trouvé de nombreuses applications dans des domaines aussi variés que l’astrophysique, la
géophysique, la biologie, le traitement d’image ou les télécommunications.

D’un point de vue plus théorique, l’analyse multifractale a pour objet l’étude de fonc-
tions dont la régularité varie d’un point à un autre. La régularité d’une fonction f : Rd → R

en un point x de Rd (avec d ∈ N∗) se mesure à l’aide de son exposant de Hölder hf (x).
Il s’agit du supremum de l’ensemble des réels h ∈ ]0,∞[ tels que f est Ch(x), c’est-à-dire
tels qu’il existe deux réels strictement positifs κ et δ et un polynôme P vérifiant

‖x′ − x‖ ≤ δ =⇒ |f(x′) − P (x′ − x)| ≤ κ ‖x′ − x‖h

pour tout point x′. Au vu de ce qui se passe en turbulence, on s’attend généralement à ce
que les ensembles isohöldériens

Eh = {x ∈ Rd | hf (x) = h},

pour h ∈ [0,∞], soient des ensembles fractals. Une façon naturelle de rendre compte de
leur taille consiste alors à déterminer leur dimension de Hausdorff, notée dim. La fonction

df : h 7→ dimEh,

appelée spectre de singularités de la fonction f , joue donc un rôle central en analyse
multifractale. On dit même que faire l’analyse multifractale d’une fonction, c’est calculer
son spectre de singularités. En outre, on appelle fonction multifractale toute fonction dont
les ensembles isohöldériens Eh sont non vides pour h parcourant au moins un intervalle
d’intérieur non vide. Nous renvoyons au chapitre 2 pour une définition plus précise des
notions évoquées ci-dessus.
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Les premières fonctions qualifiées aujourd’hui de multifractales ont été considérées au
début du XIXe siècle pour répondre à la question de l’existence de fonctions continues nulle
part dérivables. Bolzano a obtenu en 1830 un exemple de telle fonction en superposant
des fonctions en dents de scie d’amplitude de plus en plus petite. Riemann pensait pour
sa part que la série trigonométrique

R : x 7→
∞∑

n=1

sin(πn2x)

n2

fournissait un autre exemple de fonction continue nulle part dérivable. Cependant, cette
fonction est dérivable en certains rationnels. Elle constitue tout de même un exemple
de fonction multifractale. En effet, S. Jaffard [91] a établi que son spectre de singularité
est la fonction donnée par dR(h) = 4h − 2 pour h ∈ [1/2, 3/4], par dR(3/2) = 0 et par
dR(h) = −∞ pour toute autre valeur de h.

Parmi les autres exemples d’objets multifractals considérés avant même l’apparition
de l’analyse multifractale, citons les cascades multiplicatives de B. Mandelbrot [122, 123].
Ces mesures aléatoires, ensuite étudiées par J.-P. Kahane et J. Peyrière [103], avaient pour
but de modéliser la dissipation d’énergie d’un écoulement turbulent. Il est remarquable
que ce modèle ait été formulé avant même qu’on dispose des enregistrements suggérant la
structure multifractale des signaux de turbulence.

Les trajectoires de certains processus aléatoires fournissent d’autres exemples de fonc-
tions multifractales. Comme l’a montré S. Jaffard [93], c’est le cas du processus de Lévy.
C’est aussi le cas de plusieurs modèles de séries aléatoires d’ondelettes comme ceux étudiés
par J.-M. Aubry et S. Jaffard [6, 94]. Le chapitre 5 revient sur l’étude de ces processus,
tandis que le chapitre 7 introduit un nouveau modèle de séries aléatoires d’ondelettes dont
les trajectoires sont des fonctions multifractales.

Le spectre de singularités donne une première description des propriétés de taille des
ensembles isohöldériens d’une fonction. On peut fournir une information plus précise en
calculant, pour toute fonction de jauge g, la g-mesure de Hausdorff de chaque ensemble
isohöldérien. Nous renvoyons à la section III du chapitre 2 pour une définition de cette
mesure. On peut aussi s’intéresser à certaines propriétés géométriques plus profondes.
Ainsi, S. Jaffard remarque dans [95] que, pour plusieurs fonctions multifractales f , les
ensembles

Ẽh = {x ∈ Rd | hf (x) ≤ h}, (1.1)

pour h ∈ [0,∞], sont des ensembles à grande intersection. Un des objectifs de cette thèse
est d’étayer cette observation.

La classe Gs(Rd) des ensembles à grande intersection de dimension de Hausdorff supé-
rieure à s ∈ ]0, d] a été définie par K. Falconer [63] comme la collection des ensembles F
qui sont des Gδ de Rd et qui vérifient la condition

dim
∞⋂

n=0

fn(F ) ≥ s

pour toute suite (fn)n∈N de similitudes de Rd. Il s’agit de la plus grande collection possible
de Gδ de Rd de dimension plus grande que s qui est stable par intersection dénombrable
et par toutes les similitudes de Rd. Cette classe a été introduite afin de fournir un cadre
général à l’étude de diverses familles d’ensembles de dimension au moins s, apparues dans
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la théorie de l’approximation diophantienne et dans celle des systèmes dynamiques, qui
vérifient la propriété que la dimension d’une intersection dénombrable de leurs membres
est encore au moins s. Cette propriété est plutôt paradoxale étant donné qu’on s’attend
en général à ce que l’intersection de deux parties de Rd de dimensions respectives d1 et
d2 soit de dimension d1 + d2 − d, conformément à ce qui se passe dans le cas de deux
sous-espaces affines, cf. [64, ch. 8].

L’appartenance d’un ensemble à la classe Gs(Rd) de K. Falconer indique que cet en-
semble vérifie une propriété de grande intersection et qu’il est de dimension de Hausdorff
au moins s, mais ne donne aucune information supplémentaire concernant la taille de
cet ensemble. Par exemple, on ne peut a priori pas savoir si sa mesure de Hausdorff
s-dimensionnelle est nulle ou strictement positive. Cependant, pour effectuer l’analyse
multifractale d’une fonction, il est en général nécessaire de montrer que certaines mesures
de Hausdorff sont strictement positives. C’est principalement pour cette raison que nous
introduisons dans le chapitre 3 de nouvelles classes d’ensembles à grande intersection qui
sont plus fines que celles de K. Falconer. Ainsi, à toute fonction de jauge g qui crôıt plus
vite au voisinage de l’origine que la fonction r 7→ rd (notée Idd par la suite), et à tout
ouvert non vide V de Rd, nous associons une classe Gg(V ) d’ensembles à grande intersec-
tion dans V relativement à g. La classe Gg(V ) présente la propriété remarquable d’être
stable par intersection dénombrable. De plus, tout ensemble de Gg(V ) est de g-mesure de
Hausdorff infinie, pour toute jauge g qui crôıt plus vite que g au voisinage de l’origine.

Les classes Gg(V ) permettent de décrire de façon exhaustive les propriétés de grande
intersection des ensembles intervenant dans la théorie classique de l’approximation dio-
phantienne, comme par exemple l’ensemble

Kd,ψ =

{
x ∈ Rd

∣∣∣∣∣

∥∥∥∥x−
p

q

∥∥∥∥ < ψ(q) pour une infinité de (p, q) ∈ Zd × N∗
}

(1.2)

des points ψ-approchables par des rationnels, où ψ = (ψ(q))q∈N∗ désigne une suite dé-
croissante de réels strictement positifs qui converge vers 0. Nous montrons ainsi dans le
chapitre 3 que, pour toute jauge g qui crôıt plus vite que Idd au voisinage de l’origine et
tout ouvert non vide V de Rd, l’ensemble Kd,ψ appartient à la classe Gg(V ) si et seulement
si la série

∑
q g(ψ(q))qd diverge. De surcrôıt, nous décrivons complètement les propriétés

de taille deKd,ψ en calculant Hg(Kd,ψ∩V ) pour toute jauge g et tout ouvert V de Rd. De la
sorte, nous étendons le théorème de Jarńık [100] à toutes les fonctions de jauge possibles.
Nous pouvons en déduire les propriétés de taille et de grande intersection de l’ensemble de
Liouville car ce dernier peut s’écrire comme une intersection dénombrable d’ensembles de
la forme K1,ψ. Nous nous intéressons aussi à l’approximation inhomogène, à l’approxima-
tion avec restrictions ou encore à l’approximation par des réels algébriques. Cela permet
notamment de préciser des résultats de Y. Bugeaud [38] concernant la classification de
Koksma [109] des réels transcendants.

Comme le montrent les résultats des chapitres 5 et 7, les classes Gg(V ) sont également

bien adaptées à l’étude des propriétés de grande intersection des ensembles Ẽh définis
par (1.1) dans le cas des processus de Lévy ou de certaines séries aléatoires d’ondelettes.
Cette étude conduit en outre à une description complète des propriétés de taille des
ensembles isohöldériens de ces processus stochastiques.

L’abondance des ensembles à grande intersection en approximation diophantienne et
en analyse multifractale des fonctions peut parâıtre surprenante tant les propriétés de



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

grande intersection sont paradoxales. Elle s’explique en fait par l’observation suivante.
Les ensembles Ẽh et les diverses généralisations de l’ensemble Kd,ψ sont très souvent des
intersections dénombrables d’ensembles de la forme

Fϕ =
{
x ∈ Rd

∣∣ ‖x− xi‖ < ϕ(ri) pour une infinité de i ∈ I
}
, (1.3)

où I un ensemble infini dénombrable d’indices, (xi, ri)i∈I une famille dans Rd× ]0,∞[ et
ϕ une fonction positive et croissante sur [0,∞[. Nous montrons dans le chapitre 3 que
l’ensemble Fϕ appartient toujours à une certaine classe Gg(V ) d’ensembles à grande inter-
section dès que la famille (xi, ri)i∈I forme un système d’ubiquité homogène dans l’ouvert
non vide V , c’est-à-dire dès que l’ensemble FId associé à la fonction identité est de mesure
de Lebesgue pleine dans V .

Le chapitre 4 fournit un résultat analogue dans le cas des systèmes d’ubiquité hétéro-
gène introduits par J. Barral et S. Seuret [8]. Plus précisément, pour tout réel t ∈ [1,∞[,
considérons l’ensemble

Ft =
{
x ∈ Rd

∣∣ ‖x− xi‖ < ri
t pour une infinité de i ∈ Iµ,α

}
,

où Iµ,α désigne l’ensemble des i ∈ I indexant les boules de centre xi et de rayon ri qui, au
sens d’une mesure borélienne finie µ fixée, ont une masse qui se comporte comme ri

α pour
un certain réel α strictement positif. J. Barral et S. Seuret ont déterminé la dimension de
Hausdorff de Ft lorsque la famille (xi, ri)i∈I est un système d’ubiquité hétérogène relati-
vement à µ, ce qui impose certaines conditions sur la répartition des boules de centre xi
et de rayon ri et sur le comportement d’échelle de la mesure µ. Nous montrons que, sous
les mêmes hypothèses, l’ensemble Ft vérifie une propriété de grande intersection, au sens
qu’il appartient à la classe Gg(Rd) pour une fonction de jauge g bien déterminée.

En prenant pour mesure µ une mesure multinomiale, nous en déduisons par exemple
que l’ensemble des réels approchables à une certaine vitesse par des rationnels vérifiant
certaines conditions de Besicovitch contient un ensemble à grande intersection. Ces condi-
tions, introduites par J. Barral et S. Seuret [8, 11], imposent les fréquences asymptotiques
des entiers apparaissant dans le développement en base c ≥ 2 des rationnels sur lesquels
elles portent.

De la même manière, en choisissant pour mesure µ la mesure de Gibbs associée à un
certain potentiel höldérien f , nous pouvons étudier les propriétés de grande intersection
de l’ensemble des points approchables à une certaine vitesse par des rationnels en lesquels
les moyennes des sommes de Birkhoff associées à f convergent vers un certain réel fixé.

Le chapitre 5 présente plusieurs exemples d’ensembles à grande intersection issus de
l’analyse multifractale des processus. C’est en particulier le cas des ensembles Ẽh définis
par (1.1) lorsque le processus considéré est un processus de Lévy. Nous prouvons en
effet que ces ensembles appartiennent à certaines classes Gg(V ) d’ensembles à grande

intersection et nous caractérisons les fonctions de jauge g pour lesquelles un ensemble Ẽh
donné appartient à la classe Gg(V ). Cette caractérisation fait intervenir des conditions
d’intégrabilité relativement à la mesure de Lévy du processus de Lévy considéré. Nous
en déduisons la description complète des propriétés de taille des ensembles isohöldériens
Eh. Plus précisément, nous calculons leur g-mesure de Hausdorff dans tout ouvert V
pour toute fonction de jauge g. En considérant le cas particulier des jauges qui sont des
fonctions puissances, on peut retrouver le résultat de S. Jaffard [93] concernant le spectre
de singularités des trajectoires du processus de Lévy. Ajoutons que nous rencontrons aussi
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des ensembles à grande intersection lors de l’étude des points où une fonction donnée ne
peut être un module de continuité de ce processus.

Nous obtenons, toujours dans le chapitre 5, des résultats analogues lorsque les en-
sembles Ẽh et Eh sont associés à un modèle de séries lacunaires d’ondelettes généralisant
celui étudié par S. Jaffard dans [94]. La pertinence de ce modèle provient du fait que de
nombreux signaux, images ou fonctions mathématiques admettent, dans une base d’onde-
lettes, une décomposition qui comporte très peu de coefficients non nuls. On peut citer en
exemple les fonctions C∞ par morceaux, les images débruitées par seuillage et les solutions
de certaines équations hyperboliques, cf. [45, 50, 52].

Les coefficients de ces séries lacunaires d’ondelettes sont des variables aléatoires in-
dépendantes. Cette propriété n’est cependant pas vérifiée sur les signaux naturels. On
observe en effet que leurs coefficients d’ondelette présentent certaines corrélations. En
particulier, les grands coefficients d’ondelette ont tendance à se propager à travers les
échelles, cf. [120, 121]. Pour le cas d’une image, ce phénomène provient du fait que les
contours créent des singularités. On peut donc s’attendre à ce qu’un modèle de série
aléatoire d’ondelettes à coefficients corrélés soit plus efficace dans les applications en trai-
tement du signal.

C’est pour cette raison que M. Crouse, R. Nowak et R. Baraniuk [42] ont introduit
le modèle d’arbre de Markov caché. Présentons-le rapidement. On considère une châıne
de Markov à espace d’états {0, 1} indexée par l’arbre binaire. Cela signifie que pour
tout sommet u de l’arbre, conditionnellement aux états des sommets qui ne sont pas des
descendants de u, les états des fils de u ne dépendent que de l’état du sommet u lui-même.
Conditionnellement à la châıne de Markov, les coefficients d’ondelette sont indépendants
et le coefficient d’ondelette indexé par un intervalle dyadique λ donné est une variable
gaussienne centrée dont la variance est petite ou grande selon l’état que la châıne de
Markov attribue au sommet de l’arbre binaire correspondant à λ. La châıne de Markov
sous-jacente permet donc de modéliser les corrélations entre les coefficients d’ondelette.
De plus, la loi de chaque coefficient d’ondelette est un mélange gaussien. Cette propriété
est en accord avec le fait que l’histogramme des coefficients d’ondelette d’un signal naturel
est généralement plus concentré en 0 et décrôıt moins vite à l’infini qu’une gaussienne.

Nous étudions dans le chapitre 7 les propriétés de régularité ponctuelle d’un modèle de
séries aléatoires d’ondelettes s’inspirant du modèle d’arbre de Markov caché. Nous déter-
minons en particulier la loi du spectre de singularités de leurs trajectoires. Ce spectre pré-
sente la propriété remarquable d’être aléatoire. Aucun des processus multifractals étudiés
jusqu’à maintenant, comme les processus de Lévy usuels ou en temps multifractal [12, 93]
ou les séries aléatoires d’ondelettes à coefficients indépendants de J.-M. Aubry et S. Jaf-
fard [6, 94], ne vérifie ce genre de propriété. Les séries d’ondelettes construites à partir de
mesures multifractales par J. Barral et S. Seuret [9] ne la vérifient pas non plus, bien que
leurs coefficients d’ondelette présentent de fortes corrélations. Il en va de même pour les
séries aléatoires d’ondelettes basées sur un processus de branchement simple étudiées par
A. Brouste [31].

Les classes d’ensembles à grande intersection introduites dans le chapitre 3 jouent à
nouveau un rôle prépondérant dans cette étude, car certaines d’entre elles contiennent les
ensembles Ẽh définis par (1.1).

L’étude des séries aléatoires d’ondelettes définies dans le chapitre 7 fait intervenir de
manière cruciale un ensemble fractal construit à partir d’une châıne de Markov sur l’arbre
binaire. Cet ensemble s’inscrit dans une large classe que nous introduisons et étudions
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dans le chapitre 6. Celle-ci englobe les constructions récursives aléatoires considérées par
K. Falconer [61], S. Graf [75], ainsi que R. Mauldin et S. Williams [126], qui sont elles-
mêmes les versions aléatoires des constructions récursives étudiées par P. Moran [129] et
J. Hutchinson [86].

Les constructions que nous considérons s’obtiennent de la manière suivante à partir
d’une famille aléatoire (Ju)u∈U0 de compacts embôıtés de Rd et d’une châıne de Markov
(Xu)u∈U0 à espace d’états {0, 1} toutes deux indexées par un arbre U0. Pour tout sommet
u de l’arbre U0, notons τu le plus grand sous-arbre de U0 constitué de sommets auxquels
la châıne de Markov associe l’état 1, puis désignons par ∂τu l’ensemble des chemins infinis
de τu. L’intersection des compacts embôıtés indexés par les sommets d’un chemin ζ ∈ ∂τu
est un singleton {xζ}. L’ensemble auquel nous nous intéressons est alors

Θ =
⋃

u∈U0

⋃

ζ∈∂τu
{xζ}.

Nous déterminons la loi de la dimension de Hausdorff du fractal aléatoire Θ. En parti-
culier, cette dimension prend presque sûrement ses valeurs dans l’ensemble {−∞, 0, d∗},
où d∗ peut être explicité en fonction des probabilités de transition de la châıne de Mar-
kov et des lois des coefficients de contraction des compacts aléatoires. Pour établir ces
résultats, nous reprenons l’idée de K. Falconer [61] d’utiliser des outils provenant de la
théorie des écoulements dans les réseaux et nous généralisons les techniques de percola-
tion sur les arbres introduites par R. Lyons et Y. Peres [116]. Nous utilisons également de
manière prépondérante des outils issus de la théorie des processus de Galton-Watson en
environnement variable.

Nos résultats s’appliquent notamment à une généralisation du processus de percolation
fractale introduit par B. Mandelbrot [124], ainsi qu’à diverses généralisations des fractals
aléatoires étudiés par K. Falconer, S. Graf, R. Mauldin et S. Williams dans [61, 75, 76, 126].
Celles-ci sont évoquées dans le chapitre 6.

Plusieurs prolongements des résultats de cette thèse peuvent d’emblée être envisagés.
Tout d’abord, comme l’indique M. Dodson dans [48], certains ensembles exceptionnels ren-
contrés dans la théorie des systèmes dynamiques peuvent s’exprimer à partir d’ensembles
issus de la théorie de l’approximation diophantienne analogues à l’ensemble Kd,ψ donné
par (1.2). Les résultats du chapitre 3 devraient ainsi permettre d’étudier les propriétés de
taille et de grande intersection des ensembles exceptionnels intervenant dans l’étude du
nombre de rotation des homéomorphismes du cercle.

Pour étudier les propriétés de taille et de grande intersection des ensembles exception-
nels provenant de la théorie Kolmogorov-Arnol’d-Moser sur l’existence de tores invariants,
il convient avant tout de s’intéresser à une possible généralisation des résultats d’ubiquité
homogène du chapitre 3 au cas de l’approximation par des sous-espaces affines. Cela
consiste à remplacer l’ensemble Fϕ donné par (1.3) par l’ensemble des points x ∈ Rd

vérifiant d (x, Pi) < ϕ(ri) pour une infinité de i ∈ I, où (Pi)i∈I est une famille fixée de
sous-espaces affines de Rd de même dimension et d désigne la distance d’un point à une
partie de Rd. Une telle généralisation pourrait en outre s’appliquer au problème de l’ap-
proximation diophantienne par des hyperplans affines et ainsi permettre de compléter des
résultats récents de V. Beresnevich et S. Velani [21].

On peut ensuite s’intéresser à diverses généralisations du modèle de série aléatoire
d’ondelettes étudié dans le chapitre 7. Une première étape consiste à considérer que la
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châıne de Markov sous-jacente prend ses valeurs dans l’ensemble {0, . . . , n− 1}, où n dé-
signe un entier supérieur à 2. De la sorte, les coefficients de la série d’ondelettes pourraient
prendre n valeurs distinctes à chaque échelle, au lieu de 2 seulement dans le modèle étudié
dans le chapitre 7.

Par ailleurs, A. Brouste [31] a développé une méthode d’estimation des paramètres des
séries aléatoires d’ondelettes basées sur un processus de branchement simple en utilisant
des variations discrètes généralisées quadratiques et quartiques, cf. [88]. Étant donné que
ce modèle peut se voir comme un cas particulier du modèle d’arbre de Markov caché de
M. Crouse, R. Nowak et R. Baraniuk, on peut imaginer que des variations généralisées
permettent d’estimer les paramètres du modèle de séries aléatoires étudié dans le chapitre 7
ou d’un modèle qui s’en approche.
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Chapitre 2

Analyse multifractale des fonctions

Contenu du chapitre
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Dans ce chapitre, nous introduisons les notions et outils que nous utilisons dans la suite
de cette thèse. La section I traite des notions de régularité uniforme et de régularité locale
des fonctions définies sur une partie de l’espace Rd (avec d ∈ N∗) ou sur le tore Td. Dans
la section II, nous énonçons les critères liant la régularité d’une fonction et la décroissance
de ses coefficients d’ondelette. Enfin, dans la section III, nous présentons les notions de
mesure et de dimension de Hausdorff dans un espace métrique. Cela nous permet en
particulier de définir le spectre de singularités d’une fonction.

I Régularité höldérienne d’une fonction

Le but de l’analyse multifractale est d’étudier les fonctions dont la régularité varie d’un
point à un autre. Il convient avant tout d’apporter une définition précise à la notion de
régularité d’une fonction. Le fait qu’une fonction soit régulière, c’est-à-dire que son graphe
soit globalement lisse, est caractérisé par sa régularité uniforme, abordée dans la première
partie de cette section. Le fait que la régularité d’une fonction puisse changer d’un point
à un autre, c’est-à-dire que son graphe soit parfois lisse et parfois moins lisse, s’observe en
étudiant sa régularité locale. Cette dernière peut s’appréhender à l’aide de l’exposant de
Hölder et de l’exposant d’oscillation, qui sont évoqués respectivement dans la deuxième
et la troisième partie de cette section. Nos références principales sont ici [96, 97].

I.1 Régularité uniforme

Soit d ∈ N∗. La régularité uniforme d’une fonction définie sur l’espace Rd et prenant
ses valeurs dans le corps C des nombres complexes se traduit par son appartenance aux

15
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espaces de Hölder (non homogènes) Ch(Rd). Précisons la définition de ces espaces en
commençant par le cas où h ∈ ]0, 1[. L’espace Ch(Rd) est alors constitué des fonctions f
de Rd dans C, qui sont continues, bornées et vérifient

sup
x,x′∈Rd

x6=x′

|f(x) − f(x′)|
‖x− x′‖h <∞

où ‖ · ‖ désigne une norme quelconque sur Rd. Passons au cas où h = 1. On définit
alors C1(Rd), non pas comme l’espace des fonctions continûment dérivables, mais comme
la classe de Zygmund (ce choix se justifie dans la section II). Celle-ci est formée des
fonctions f : Rd → C continues et bornées, telles qu’il existe un réel κ > 0 vérifiant

∀x, x′ ∈ Rd ‖x′‖ ≤ 1 =⇒ |f(x+ x′) + f(x− x′) − 2f(x)| ≤ κ‖x′‖.

Les espaces Ch(Rd) sont désormais définis lorsque h ∈ ]0, 1]. La définition de Ch(Rd) pour
h > 1 s’en déduit de la manière suivante. Notons m l’unique entier tel que m < h ≤ m+1.
On convient qu’une fonction f : Rd → C appartient à Ch(Rd) si elle est bornée, m
fois continûment dérivable et si ses dérivées partielles d’ordre m appartiennent à l’espace
Ch−m(Rd) défini précédemment (en effet, h−m appartient alors à ]0, 1]). Comme attendu,
les définitions adoptées font que l’appartenance d’une fonction à un espace Ch(Rd) a un
impact sur l’allure de son graphe : pour h compris entre 0 et 1, celui-ci parâıt d’autant
plus lisse que h est grand.

Ce qui précède s’étend aisément au cas des fonctions à valeurs vectorielles. En effet,
pour d′ ∈ N∗ et h ∈ ]0,∞[, on définit Ch(Rd,Cd

′
) comme l’ensemble des fonctions de Rd

dans Cd
′
dont toutes les composantes appartiennent à Ch(Rd).

Dans le cadre de l’analyse multifractale, comme on s’intéresse surtout à des propriétés
de régularité locale, on préfère alors se ramener à un compact tel que le tore normalisé
Td. Rappelons qu’il s’agit du quotient du groupe additif Rd par le sous-groupe discret
Zd et ajoutons que, si d vaut 1, on le note simplement T et on l’appelle plutôt le cercle
normalisé. Notons φ : Rd → Td la surjection canonique. Toute fonction f : Td → C

s’identifie naturellement à la fonction Zd-périodique f ◦ φ : Rd → C. Cela permet de
définir l’espace Ch(Td) pour tout réel h > 0 par

f ∈ Ch(Td) ⇐⇒ f ◦ φ ∈ Ch(Rd).

En outre, pour certaines raisons qui sont exposées dans la section II, on requiert souvent
des fonctions considérées qu’elles soient uniformément höldériennes, c’est-à-dire qu’elles
appartiennent à l’ensemble

C+(Td) =
⋃

h>0

Ch(Td).

I.2 Modules de continuité et exposant de Hölder

La régularité d’une fonction f : Rd → C au voisinage d’un point x de Rd est caractérisée
par les modules de continuité qu’elle admet en ce point. Désignons par W l’ensemble des
fonctions continues et strictement croissantes définies sur un voisinage à droite de l’origine
et vérifiant les conditions

w(0) = 0 et lim sup
δ→0

w(2δ)

w(δ)
<∞.
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Notons Id la fonction identité. On observe aisément que les fonctions Idh et −Idh · log
appartiennent à l’ensemble W pour tout réel h > 0. Par ailleurs, pour toute partie X de
Rd, désignons par accX l’ensemble des points d’accumulation de X .

Définition (module de continuité)

Soient w ∈ W et X ⊂ Rd. On dit qu’une fonction f : X → C admet w pour module
de continuité en un point x ∈ accX ou encore que f est Cw(x) s’il existe des réels
strictement positifs κ et δ et un polynôme P tels que pour tout x′ ∈ X ,

‖x′ − x‖ ≤ δ =⇒ |f(x′) − P (x′ − x)| ≤ κw (‖x′ − x‖) .

En outre, pour tout réel h > 0, on dit que f est Ch(x) si elle est CIdh(x) et qu’elle

est Ch
log(x) si elle est C−Idh·log(x).

Remarques : • Cette définition s’étend de manière naturelle aux fonctions à valeurs vec-
torielles en convenant qu’une telle fonction est Cw(x) si chacune de ses composantes l’est.
• Si la fonction f est Cw(x), elle est nécessairement bornée au voisinage de x. C’est
pourquoi on considère toujours en pratique des fonctions f localement bornées.
• La dérivation et l’intégration n’impliquent pas nécessairement respectivement une perte
et un gain de 1 exactement en régularité au point x. Pour fixer les idées, citons deux
exemples. D’une part, la fonction de la variable réelle x 7→ x2 sin(1/x) est C2(0), alors que
sa dérivée x 7→ 2x sin(1/x) − cos(1/x), qui n’est pas continue en 0, ne peut être C1(0).
D’autre part, la fonction x 7→ x sin(1/x) est C1(0) et ses primitives sont C3(0). Observons
toutefois qu’intégrer une fonction Ch(x) conduit toujours à une fonction Ch+1(x) au moins.

On constate aisément qu’une fonction qui est Ch(x) pour un certain réel h > 0 est
aussi Ch′(x) pour tout h′ ∈ ]0, h[. La définition suivante s’impose alors.

Définition (exposant de Hölder)

Soit X ⊂ Rd. L’exposant de Hölder en un point x ∈ accX d’une fonction f localement
bornée définie sur X est donné par

hf (x) = sup
{
h ∈ ]0,∞[

∣∣ f est Ch(x)
}

avec la convention que le supremum de l’ensemble vide est nul.

Remarque : Si la fonction f est Ch
log(x) pour un certain réel h > 0, elle est Ch′(x) pour

tout h′ ∈ ]0, h[. De ce fait, hf (x) ≥ h. Pour minorer par h l’exposant de Hölder de f en
x, il suffit donc de savoir que f est Ch

log(x).

Les lignes de niveau de la fonction hf s’appellent les ensembles isohöldériens de f . Il
s’agit plus précisément des ensembles

Eh =
{
x ∈ accX

∣∣ hf (x) = h
}

pour h ∈ [0,∞]. Déterminer, en un sens à préciser, les propriétés de taille des ensembles
isohöldériens de la fonction f est un enjeu majeur de l’analyse multifractale. Nous y
revenons dans la section III.

Lorsque x 7→ hf (x) est constante, la fonction f est très régulière dans son irrégularité.
C’est par exemple le cas des trajectoires du mouvement brownien B, puisque

p.s. ∀t ∈ [0,∞[ hB(t) =
1

2
.
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La régularité des trajectoires browniennes est étudiée en détails dans [101, ch. 16] ainsi
que dans [104, ch. 2]. Les fonctions de Weierstrass, définies par

WA,B : x 7→
∞∑

n=1

An cos(Bnx)

avec A < 1 < AB, fournissent un autre exemple. G. Hardy [80] a en effet établi que leur
exposant de Hölder est partout égal à − logA/ logB, cf. [96].

Pour finir, considérons le cas des fonctions définies sur le tore Td. Soient w ∈ W et
x ∈ Td. On dit qu’une fonction f définie sur Td est Cw(x) si la fonction Zd-périodique f ◦φ
qui lui correspond naturellement est Cw(ẋ) pour n’importe quel point ẋ de Rd vérifiant
φ(ẋ) = x. On vérifie sans difficulté que cette définition ne dépend pas du choix de ẋ. En
outre, pour tout réel h > 0, on convient comme précédemment que f est Ch(x) si elle est

CIdh(x) et qu’elle est Ch
log(x) si elle est C−Idh·log(x). Par ailleurs, on définit encore par

hf (x) = sup
{
h ∈ ]0,∞[

∣∣ f est Ch(x)
}

l’exposant de Hölder en un point x ∈ Td d’une fonction bornée f sur Td et les ensembles
isohöldériens de f sont donnés par

Eh =
{
x ∈ Td

∣∣ hf (x) = h
}

(2.1)

pour tout élément h de l’intervalle [0,∞].

I.3 Chirps et exposant d’oscillation

L’exposant de Hölder ne suffit souvent pas pour décrire de manière satisfaisante le com-
portement d’une fonction f autour d’un point x ∈ Rd. En effet, des comportements locaux
bien différents peuvent conduire à une même valeur pour l’exposant de Hölder. Prenons
un réel h strictement positif qui n’est pas un entier pair. On observe que le cusp

x′ 7→ ‖x′ − x‖h

et, pour tout réel strictement positif β, le chirp

x′ 7→ ‖x′ − x‖h sin
1

‖x′ − x‖β (2.2)

au comportement beaucoup plus oscillant, ont tous deux h pour exposant de Hölder au
point x. Cette constatation impose l’introduction d’une quantité complémentaire permet-
tant de rendre compte du caractère oscillatoire d’une fonction au voisinage d’un point.

Y. Meyer a répondu à ce problème en introduisant la notion d’exposant de chirp,
cf. [97, 128]. Cet exposant offre bien une information complémentaire à l’exposant de
Hölder dans la description du comportement local des fonctions. Il permet notamment de
distinguer un cusp d’un chirp. Il n’est cependant pas totalement satisfaisant. Les auteurs
de [4] lui trouvent le défaut d’être instable lors de l’ajout d’une composante arbitraire-
ment régulière mais pas C∞. Ce défaut implique en particulier que l’exposant de chirp
est inadapté à l’étude de données expérimentales, où le bruit peut s’apparenter à une
composante régulière. Cet écueil peut s’éviter en préférant à l’exposant de chirp un autre
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exposant répondant aussi aux conditions énoncées précédemment. Il s’agit de l’exposant
d’oscillation, introduit dans [4].

L’idée est de considérer les primitives d’ordre fractionnaire très petit de la fonction
étudiée. Soient f une fonction localement bornée sur Rd et x un élément de cet espace.
Appelons χ une fonction C∞ à support compact prenant la valeur 1 sur un voisinage de
x et, pour tout réel positif t, posons

f (−t) = (I−∆)−t/2(χf).

Ici, (I−∆)−t/2 est l’opérateur correspondant à une multiplication de la transformée de
Fourier par la fonction ξ 7→ (1+‖ξ‖2)−t/2. Pour tout réel positif t, notons htf (x) l’exposant

de Hölder de la fonction f (−t) au point x. L’exposant d’oscillation se définit alors de la
façon suivante.

Définition (exposant d’oscillation, singularité oscillante)

Soient f une fonction localement bornée sur Rd et x un point de Rd. On suppose que
hf (x) est fini. L’exposant d’oscillation de f au point x est alors le réel positif βf (x)
défini par

βf (x) =
(
∂th

t
f (x)

)
|t=0+ − 1.

De plus, on dit que la fonction f présente une singularité oscillante au point x si
βf (x) est strictement positif.

Remarque : L’exposant βf (x) n’est pas défini lorsque l’exposant de Hölder hf (x) est infini.
En revanche, sous les hypothèses de la définition, on prouve que la fonction t 7→ htf (x)
est concave sur R+ et donc dérivable à droite en 0, avec une dérivée supérieure à 1 et
éventuellement infinie. L’exposant βf (x) est donc correctement défini, mais peut tout à
fait être infini. De plus, βf (x) ne dépend pas de la fonction χ choisie. Pour plus de détails,
on peut se référer à [4].

Supposons que la dimension d vaut 1 et que f est le chirp défini par (2.2). Alors, pour
tout réel positif t, l’exposant htf (x) est égal à h+t(β+1). Cela découle d’un calcul explicite
lorsque t est entier puis de la concavité de la fonction t 7→ htf (x), cf. [97, ch. 4]. Le com-
portement oscillatoire que présente ce chirp au voisinage du point x est donc parfaitement
capturé par l’exposant d’oscillation, puisqu’on a βf (x) = β. Plus généralement, le résultat
suivant, établi par J.-M. Aubry [5], indique que l’exposant βf (x) rend compte de manière
adéquate des oscillations autour du point x de n’importe quelle fonction uniformément
höldérienne f .

Théorème 2.1 (J.-M. Aubry)

Soient x ∈ Rd et f ∈ Cε(Rd) pour un certain réel ε > 0. Pour tous réels positifs
h < hf (x) et β < βf (x), la fonction f peut s’écrire

∀x′ ∈ Rd f(x′) = ‖x′ − x‖h g
(

1

‖x′ − x‖β
)

+ r(x′)

où r est une fonction Cα(x), pour α > hf (x), et g est une fonction indéfiniment
oscillante, i.e. qui admet des primitives de tous ordres bornées sur R+ et sur R−.

Une preuve de ce résultat figure dans [5]. Cette dernière utilise des techniques d’analyse
2-microlocale.
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Passons maintenant au cas où f et x sont respectivement une fonction bornée sur
le tore Td et un élément de ce même tore Td. La fonction Zd-périodique ḟ = f ◦ φ qui
correspond naturellement à f est donc localement bornée. Notons ẋ un élément de Rd tel
que φ(ẋ) = x. On pose alors tout simplement βf (x) = βḟ (ẋ), si toutefois ce dernier réel
peut être défini. Il est à noter que βf (x) ne dépend pas du choix de ẋ.

Soit f une fonction bornée sur Td. Les ensembles isohöldériens de la fonction f ad-
mettent trivialement la décomposition suivante :

∀h ∈ [0,∞[ Eh =
⋃

β∈[0,∞]

{
x ∈ Td | hf (x) = h et βf (x) = β

}
. (2.3)

On s’intéresse particulièrement aux ensembles formant cette union, puisqu’ils regroupent
les points ayant le même exposant de Hölder et le même exposant d’oscillation pour la
fonction f . Ils sont notés Eh,β, pour h ∈ [0,∞[ et β ∈ [0,∞].

Achevons cette section par une remarque générale. Lorsque le problème se pose d’étu-
dier les propriétés de régularité uniforme ou ponctuelle d’une fonction, on revient rarement
aux définitions énoncées précédemment. En effet, dès que c’est possible, on préfère uti-
liser certains critères de régularité. Ces derniers sont exprimés à l’aide des coefficients
d’ondelette de la fonction considérée et sont décrits dans la section II.

II Techniques d’ondelette

Les bases orthonormées d’ondelettes sont très utilisées en analyse multifractale des fonc-
tions, notamment pour les raisons suivantes. Tout d’abord, l’exposant de Hölder d’une
fonction uniformément höldérienne se caractérise par des conditions de décroissance lo-
cale de ses coefficients d’ondelette. Une information suffisante concernant les coefficients
d’ondelette d’une telle fonction permet donc de déterminer son exposant de Hölder en
un point donné. Réciproquement, une information suffisante sur l’exposant de Hölder en
un point de la fonction impose des conditions sur ses coefficients d’ondelette. Ensuite,
les formalismes multifractals permettent de majorer le spectre de singularités d’une fonc-
tion uniformément höldérienne en sachant simplement qu’elle appartient à certains espaces
fonctionnels. Cependant, l’appartenance à ces espaces fonctionnels se caractérise aisément
par des conditions sur les coefficients d’ondelette, cf. [92, 96]. Enfin, les bases d’ondelettes
permettent de construire sans difficulté des fonctions vérifiant certaines propriétés particu-
lières, comme les fonctions possédant un exposant de Hölder prescrit [90] ou les processus
stochastiques étudiés dans les chapitres 5 et 7. Nous renvoyons à [43, 102, 119, 127] pour
la construction et les principales propriétés des bases orthonormées d’ondelettes.

Le but de cette section est d’énoncer les critères liant la régularité d’une fonction et
la décroissance de ses coefficients d’ondelette. Commençons par noter I = {1, . . . , 2d− 1}
et considérons des ondelettes ψi, avec i ∈ I, dans la classe de Schwartz telles que les
fonctions x 7→ 2dj/2ψi(2jx− k), pour (i, j, k) ∈ I ×Z×Zd, forment une base orthonormée
de L2(Rd), cf. [112]. Ces conditions impliquent que tous les moments des ondelettes ψi

s’annulent. Étant donné que nous nous intéressons à des propriétés locales, nous préférons
travailler avec des ondelettes sur le tore Td. Celles-ci s’obtiennent en périodisant la base
précédente, cf. [127]. Pour i ∈ I, j ∈ N et k ∈ {0, . . . , 2j − 1}d, désignons par Ψi

j,k la
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fonction de Td qui correspond naturellement à la fonction Zd-périodique

x 7→
∑

m∈Zd

ψi
(
2j(x−m) − k

)
.

Les fonctions 2dj/2Ψi
j,k, pour i ∈ I, j ∈ N et k ∈ {0, . . . , 2j − 1}d, ainsi que la fonction

constante égale à 1, forment alors une base orthonormée d’ondelettes de L2(Td).
Soit λ un cube dyadique du tore, c’est-à-dire un sous-ensemble de Td se présentant

comme l’image par la surjection canonique φ : Rd → Td d’un cube 2−j(k + [0, 1[d), avec
j ∈ N et k ∈ {0, . . . , 2j − 1}d. On peut montrer qu’en un certain sens, les ondelettes Ψi

j,k,
pour i ∈ I, sont essentiellement concentrées sur le cube λ, cf. [127, p. 65]. Elles permettent
donc d’analyser plus particulièrement le comportement des fonctions autour de ce cube.
Pour faire état de cela, posons Ψi

λ = Ψi
j,k. Désignons en outre par 〈λ〉 la génération j

du cube λ, par xλ son point d’ancrage φ(k2−j) et par Λ la collection de tous les cubes
dyadiques du tore. Toute fonction f appartenant à L2(Td) peut s’écrire

f = m+
∑

i∈I
λ∈Λ

ciλΨ
i
λ

à condition de poser

m =

∫

Td

f(x) dx et ∀i ∈ I ∀λ ∈ Λ ciλ = 2d〈λ〉
∫

Td

f(x)Ψi
λ(x) dx.

On nomme les scalaires ciλ, pour i ∈ I et λ ∈ Λ, les coefficients d’ondelette de la fonction
f . Les ondelettes Ψi

λ sont généralement des fonctions à valeurs réelles. C’est pourquoi la
barre de conjugaison n’apparâıt souvent pas sur cette dernière dans l’intégrale donnant ciλ.
Signalons que la normalisation adoptée pour les ondelettes Ψi

λ et les coefficients d’ondelette
ciλ correspondants est un peu différente de celle généralement usitée. Cependant, ce choix
donne une forme plus agréable aux critères de régularité énoncés ci-après.

Donnons la caractérisation des espaces de régularité uniforme Ch(Td), pour h > 0.
Rappelons que ceux-ci sont corrigés à l’aide de la classe de Zygmund, lorsque h est entier.
Cette correction est nécessaire à la validité du résultat suivant, qui est prouvé dans [96].

Proposition 2.1 (critère de régularité uniforme)

Soient h ∈ ]0,∞[ et f une fonction bornée sur Td. Alors, f appartient à Ch(Td) si
et seulement si

∃κ ∈ ]0,∞[ ∀i ∈ I ∀λ ∈ Λ |ciλ| ≤ κ 2−h〈λ〉.

Intéressons-nous maintenant aux liens existants entre les coefficients d’ondelette d’une
fonction et le fait qu’elle soit Ch(x) ou Ch

log(x), pour h > 0 et x ∈ Td. Le résultat suivant,
dû à S. Jaffard, relie la régularité locale à des propriétés de 2-microlocalisation. Dans son
énoncé, d désigne la distance quotient sur Td qui est définie ci-après par (2.5).

Théorème 2.2 (critère de régularité ponctuelle ; S. Jaffard)

Soient h ∈ ]0,∞[, x ∈ Td et f une fonction bornée sur Td.
(i). Si f est Ch(x), alors

∃κ ∈ ]0,∞[ ∀i ∈ I ∀λ ∈ Λ |ciλ| ≤ κ
(
2−〈λ〉 + d (x, xλ)

)h
. (2.4)

(ii). Si la condition (2.4) est remplie et si f ∈ C+(Td), alors f est Ch
log(x).
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Une preuve figure dans [97]. Le fait que f soit uniformément höldérienne est nécessaire
à la validité de la deuxième partie du théorème. En conséquence, l’étude de la régularité
ponctuelle d’une fonction bornée sur Td est souvent plus simple quand celle-ci possède un
minimum de régularité uniforme.

Sous cette hypothèse, on peut déduire du théorème précédent une formule donnant
l’expression de l’exposant de Hölder d’une fonction en un point à partir des coefficients
d’ondelette de cette fonction. Pour ce faire, introduisons, pour tout point x de Td et tout
réel δ > 0, l’ensemble

L(x, δ) =
{
λ ∈ Λ

∣∣ 2−〈λ〉 + d (x, xλ) ≤ δ
}
.

Pour toute fonction réelle g définie sur l’ensemble Λ des cubes dyadiques du tore, posons

lim inf
λ→x

g(λ) = lim
δ↓0

↑ inf
λ∈L(x,δ)

g(λ).

Grâce à ces notations, donnons maintenant l’expression de l’exposant de Hölder d’une
fonction uniformément höldérienne.

Corollaire 2.1 (caractérisation de l’exposant de Hölder)

Soit f ∈ C+(Td). L’exposant de Hölder de f en un point x de Td est donné par

hf (x) = lim inf
λ→x

min
i∈I

log |ciλ|
log (2−〈λ〉 + d (x, xλ))

.

On appelle suite minimisante des coefficients d’ondelette de f en x toute suite (λn)n∈N

de cubes dyadiques de Td vérifiant simultanément

2−〈λn〉 + d (x, xλn) −−−→
n→∞

0 et min
i∈I

log |ciλn|
log (2−〈λn〉 + d (x, xλn))

−−−→
n→∞

hf (x).

On peut établir sans peine l’existence d’une telle suite. L’étude des suites minimisantes
permet de déterminer les exposants d’oscillation d’une fonction uniformément höldérienne.
Plus précisément, l’exposant d’oscillation est lié à la position dans le plan temps-fréquence
des cubes dyadiques formant les suites minimisantes. C’est l’objet du résultat suivant,
prouvé dans [4].

Proposition 2.2 (caractérisation de l’exposant d’oscillation ; S. Jaffard)

Soient f ∈ C+(Td) et x ∈ Td vérifiant hf (x) < ∞. L’exposant d’oscillation βf (x)
de f en x est l’infimum de l’ensemble des réels β ≥ 0 tels qu’une suite minimisante
des coefficients d’ondelette de f en x est formée de cubes dyadiques λ ∈ Λ vérifiant
d (x, xλ)

1+β ≤ 2−〈λ〉.

Pour terminer cette section, donnons une condition nécessaire pour qu’une fonction
bornée sur Td soit Cw(x) pour w ∈ W et x ∈ Td.
Proposition 2.3 (S. Jaffard)

Soient w ∈ W, x ∈ Td et f une fonction bornée sur Td. Si f est Cw(x), il existe un
réel κ > 0 tel que

|ciλ| ≤ κ
(
w(2−〈λ〉) + w (d (x, xλ))

)

pour tout i ∈ I et tout λ ∈ Λ avec 〈λ〉 assez grand et d (x, xλ) assez petit.

Nous renvoyons à [97] pour une preuve de ce résultat. Dans [97], la proposition 2.3 est
formulée à l’aide de la décomposition de Littlewood-Paley de la fonction f . L’énoncé
équivalent que nous fournissons ici est en fait tiré de [94].
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III Géométrie fractale

Les fonctions dont l’exposant de Hölder peut varier brutalement d’un point à l’autre sont
particulièrement intéressantes dans le contexte de l’analyse multifractale. Cependant, lors-
qu’une telle fonction provient d’un signal physique, calculer son exposant de Hölder en un
point donné semble impossible numériquement et, de surcrôıt, ne fournit pas une infor-
mation intéressante. En conséquence, on préfère s’intéresser à la géométrie des ensembles
isohöldériens de la fonction f correspondante. Se pose tout d’abord la question de la va-
cuité de l’ensemble Eh donné par (2.1), pour h ∈ [0,∞] fixé. Si cet ensemble est non vide,
se pose ensuite la question de sa taille. L’ensemble isohöldérien Eh est souvent de mesure
de Lebesgue nulle. Pour étudier plus finement ses propriétés de taille, on détermine alors
sa dimension de Hausdorff. On peut même calculer la valeur de sa g-mesure de Hausdorff
pour toute fonction de jauge g si une information plus précise est demandée.

Cette section s’organise comme suit. Nous présentons d’abord de manière détaillée les
notions de mesure et de dimension de Hausdorff dans un espace métrique. Ces notions
nous permettent ensuite de définir le spectre de singularités d’une fonction.

III.1 Mesures et dimension de Hausdorff

La théorie des mesures de Hausdorff est apparue peu après l’introduction de la mesure
de Lebesgue et fut développée principalement par Besicovitch. Elle devait notamment
répondre au problème de la mesure des objets de dimension strictement inférieure à d
dans Rd (avec d ∈ N∗). Par exemple, la mesure de Lebesgue sur R3 permet d’attribuer à
toute partie mesurable un volume, mais ne permet pas d’assigner de manière raisonnable
une aire à une surface contenue dans R3. Dans cette optique, Carathéodory proposa, vers
1914, des mesures p-dimensionnelles, avec p ∈ {1, . . . , d}, dans Rd, grâce à la notion de
mesure extérieure qu’il venait d’introduire. Ces mesures p-dimensionnelles permettaient
en outre de retrouver la dimension des sous-ensembles réguliers de Rd. Par exemple, une
surface de R3, qui est de dimension 2, a une mesure 2-dimensionnelle strictement positive,
mais une mesure 3-dimensionnelle nulle. Cependant, cette méthode ne permettait pas
d’attribuer de manière claire une dimension à une partie quelconque de Rd (comme par
exemple, dans R2, la courbe de Koch présentée sur la figure 2.1 : elle est d’une part,
de mesure unidimensionnelle infinie et, d’autre part, de mesure 2-dimensionnelle nulle).
Hausdorff [83] répondit à ce problème en 1919 en observant qu’il était en fait possible de
définir des mesures semblables à celles de Carathéodory, pour tout réel p compris entre 0
et d. On pouvait alors attribuer une dimension à un objet en choisissant la valeur de p la
plus pertinente pour le mesurer.

La suite de cette partie se réfère principalement à [137, ch. 1, ch. 2] et à [64, ch. 2]. Une
mesure de Hausdorff est définie sur un espace métrique. Considérons donc un tel espace
(E, d ). La distance d permet d’attribuer à tous les ensembles non vides F inclus dans E
un diamètre, noté |F |, égal au supremum des distances séparant deux éléments de F . Par
convention, le diamètre de l’ensemble vide ∅ vaut 0. La méthode adoptée pour construire
les mesures de Hausdorff sur E s’inspire de celle qui a été proposée par Carathéodory.
Prenons un sous-ensemble F de E et un réel ε > 0. On appelle ε-recouvrement de F toute
suite (Up)p∈N de parties de E de diamètre au plus ε vérifiant

F ⊂
∞⋃

p=0

Up.
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On note Rε(F ) l’ensemble des ε-recouvrements de l’ensemble F . Une mesure de Hausdorff
se construit à partir d’une fonction appartenant à l’ensemble D défini comme suit.

Définition (fonction de jauge)

Une fonction de jauge est une fonction croissante g définie sur un voisinage à droite
de l’origine et vérifiant lim0+ g = g(0) = 0. On note D l’ensemble de ces fonctions.

Prenons une jauge g ∈ D et, pour tout réel ε > 0 assez petit, posons

Hg
ε(F ) = inf

(Up)p∈N∈Rε(F )

∞∑

p=0

g(|Up|).

Lorsque ε décrôıt, il y a de moins en moins de ε-recouvrements, ce qui implique que Hg
ε(F )

augmente. On peut donc licitement noter

Hg(F ) = lim
ε↓0

↑ Hg
ε(F ).

Cette quantité s’appelle la g-mesure de Hausdorff de l’ensemble F . Les résultats de [137]
garantissent que Hg est une mesure extérieure sur E et une mesure sur la tribu borélienne
de E, c’est-à-dire que Hg(F ) ∈ [0,∞] pour toute partie F de E, que Hg(∅) = 0, que
Hg(F ) ≤ Hg(F ′) pour toutes parties F et F ′ de E vérifiant F ⊂ F ′ et que

Hg

( ∞⋃

n=0

Fn

)
≤

∞∑

n=0

Hg(Fn)

pour toute suite (Fn)n∈N de parties de E, avec égalité si les ensembles Fn, pour n ∈ N,
sont des boréliens disjoints de E.

Il est généralement facile de montrer que la g-mesure de Hausdorff d’une partie donnée
de E est nulle, puisqu’il suffit de trouver une famille convenable de recouvrements de cette
partie. En revanche, il est d’ordinaire beaucoup plus difficile d’établir qu’un sous-ensemble
donné de E est de g-mesure de Hausdorff non nulle, car il est nécessaire de considérer
tous les recouvrements possibles du sous-ensemble auquel on s’intéresse. On peut alors
faire appel au principe de distribution de masse.

Fig. 2.1 – La courbe de Koch (1904)
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Proposition 2.4 (principe de distribution de masse)

Soient F une partie de E et µ une mesure extérieure sur E vérifiant µ(F ) > 0. Soit
g ∈ D. On suppose qu’il existe deux réels strictement positifs κ et ε0 tels que

∀U ⊂ E |U | ≤ ε0 =⇒ µ(U) ≤ κ g(|U |).

Alors la g-mesure de Hausdorff de F est minorée par µ(F )/κ > 0.

// Soient ε ∈ ]0, ε0] et (Up)p∈N ∈ Rε(F ). Alors,

0 < µ(F ) ≤ µ

( ∞⋃

p=0

Up

)
≤

∞∑

p=0

µ(Up) ≤ κ
∞∑

p=0

g(|Up|).

On obtient alors le résultat en prenant l’infimum sur (Up)p∈N parcourant
Rε(F ), puis en faisant tendre ε vers 0. //

Le principe de distribution de masse est très utile en pratique, d’autant que la construction
de la mesure extérieure µ est souvent suggérée par la structure de l’ensemble considéré. Il
conduit à plusieurs résultats centraux en analyse multifractale comme le théorème d’ubi-
quité établi par S. Jaffard dans [94] et ses généralisations que constituent les théorèmes 3.2
et 4.1 des chapitres 3 et 4 respectivement.

Une famille de mesures de Hausdorff sur E se distingue particulièrement. Elle s’obtient
lorsque g est égale à la fonction Ids, où s est un réel strictement positif. Dans ce cas, on
note simplement Hs au lieu de HIds et, pour toute partie F de E, on appelle Hs(F ) la
mesure de Hausdorff s-dimensionnelle de F .

La notion de dimension de Hausdorff d’un sous-ensemble de E s’appuie sur deux
observations concernant les mesures de Hausdorff Hs. Soit F une partie de E. On remarque
d’une part que la fonction s 7→ Hs(F ) décrôıt sur ]0,∞[. D’autre part, si Hs(F ) < ∞
pour un certain réel s > 0, alors Ht(F ) = 0 pour tout réel t > s. La définition suivante,
tirée par exemple de [64], s’impose alors naturellement.

Définition (dimension de Hausdorff)

Soit F un sous-ensemble non vide de E. Il existe un unique s0 ∈ [0,∞[ tel que, pour
tout s ∈ ]0,∞[, {

s < s0 =⇒ Hs(F ) = ∞
s > s0 =⇒ Hs(F ) = 0.

Cette valeur critique s0 s’appelle la dimension de Hausdorff de l’ensemble F et se
note dimF . On convient en outre que dim ∅ = −∞.

Deux propriétés élémentaires, prouvées dans [64], et découlant du fait que Hs est une
mesure extérieure sur E, sont particulièrement utiles pour obtenir des liens entre les
dimensions de Hausdorff de plusieurs sous-ensembles de E. D’une part, si F et F ′ sont
deux parties de E,

F ⊂ F ′ =⇒ dimF ≤ dimF ′.

D’autre part, si (Fn)n∈N est une famille de parties de E indexée par N ⊂ N,

dim
⋃

n∈N
Fn = sup

n∈N
dimFn.
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Considérons maintenant le cas particulier de l’espace Rd (avec d ∈ N∗) et celui du tore
Td. L’espace Rd, muni de la distance issue d’une norme quelconque notée ‖ · ‖, est un
espace métrique. On peut donc considérer des mesures de Hausdorff sur Rd et assigner
à toute partie de cet espace une dimension de Hausdorff. Le tore Td peut aussi se doter
d’une structure métrique. Rappelons qu’il est défini comme le quotient du groupe additif
Rd par le sous-groupe discret Zd et que φ : Rd → Td est la surjection canonique qui
correspond à ce passage au quotient. Le tore Td dispose alors naturellement de la distance
quotient définie par

∀x, y ∈ Td d (x, y) = min
ẋ∈φ−1({x})

ẏ∈φ−1({y})

‖ẋ− ẏ‖. (2.5)

Cela permet de considérer des mesures de Hausdorff sur le tore et d’attribuer une di-
mension de Hausdorff à tout sous-ensemble de Td. Les propriétés de taille d’une tel sous-
ensemble sont très proches de celles de son relèvement dans Rd puisqu’il existe un réel
κ ≥ 1 tel que pour toute jauge g de D et toute partie F de Td,

Hg(F ) ≤ Hg(φ−1(F ) ∩ [0, 1[d) ≤ κHg(F ). (2.6)

Terminons cette partie par une remarque. Considérons une fonction de jauge g ∈ D

et supposons que g(r)/rd ne tend pas vers l’infini quand r tend vers 0. La mesure Hg est
alors une mesure borélienne invariante par translation qui attribue une masse finie aux
compacts de Rd (resp. Td). Elle est donc égale, à une constante multiplicative près, à la
mesure de Lebesgue Ld sur la tribu borélienne de Rd (resp. Td). Si l’espace Rd est muni
de la norme euclidienne et si g = Idd, cette constante vaut (4/π)d/2Γ(1 + d/2) comme
l’indique le théorème 30 de [137]. En particulier, la mesure de Hausdorff H1 et la mesure
de Lebesgue L1 cöıncident sur la tribu borélienne de R.

III.2 Spectres de singularités

Considérons une fonction f bornée sur le tore Td. Rappelons que les ensembles isohöldé-
riens Eh, définis par (2.1), regroupent les points du tore dont l’exposant de Hölder est
égal à un certain h ∈ [0,∞] fixé. Afin de rendre compte de la taille de ces ensembles, on
s’intéresse à la fonction

df : [0,∞] → {−∞} ∪ [0, d]

h 7→ dimEh.

Cette fonction se nomme le spectre de singularités de f et constitue une des fins de l’ana-
lyse multifractale : en effet, faire l’analyse multifractale de la fonction f , c’est calculer son
spectre df . L’ensemble des h ∈ [0,∞] tels que df (h) > −∞ (ou, de manière équivalente,
tels que Eh 6= ∅) est le support de df . Quand ce dernier contient un intervalle non réduit
à un point, la fonction f est qualifiée de multifractale. Déterminer le spectre de singula-
rités d’une fonction multifractale se ramène donc au problème souvent délicat d’évaluer
simultanément la dimension de Hausdorff de plusieurs sous-ensembles du tore.

La décomposition (2.3) des ensembles isohöldériens conduit à considérer de surcrôıt,
pour h ∈ [0,∞[ et β ∈ [0,∞], la collection Eh,β des points du tore dont l’exposant de
Hölder est égal à h et dont l’exposant d’oscillation est égal à β. On peut alors aussi
s’intéresser au spectre de singularités oscillantes de f . Il s’agit de la fonction

dosc
f : [0,∞[ ×[0,∞] → {−∞} ∪ [0, d]

(h, β) 7→ dimEh,β.
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Observons que l’union apparaissant dans l’égalité (2.3) porte a priori sur un nombre
indénombrable d’ensembles. Par conséquent,

df (h) ≥ sup
β∈[0,∞]

dosc
f (h, β)

pour tout h ∈ [0,∞[, sans nécessairement qu’il y ait égalité (même si elle a souvent lieu
en pratique). Le spectre de singularités oscillantes dosc

f fournit une information plus riche
que celle portée par df . Signalons cependant que la simple connaissance du spectre de
singularités df est d’ordinaire suffisante.
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II Ensembles à grande intersection . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Koksma des réels transcendants . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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I Introduction

Dans la théorie de l’approximation diophantienne, on souhaite très souvent déterminer la
taille d’un sous-ensemble de Rd (avec d ∈ N∗) de la forme

Fϕ =
{
x ∈ Rd

∣∣ ‖x− xi‖ < ϕ(ri) pour une infinité de i ∈ I
}

(3.1)

où ‖·‖ désigne une norme arbitraire, I un ensemble infini dénombrable d’indices, (xi, ri)i∈I
une famille d’éléments de Rd× ]0,∞[ et ϕ une fonction positive et croissante sur [0,∞[.
Lorsque l’ensemble Fϕ est de mesure de Lebesgue nulle, on cherche en général à calculer
sa dimension de Hausdorff. Si une information plus précise sur sa taille est requise, on
peut en outre s’intéresser à la valeur de sa g-mesure de Hausdorff Hg pour toute fonction
de jauge g, c’est-à-dire pour toute fonction g appartenant à l’ensemble D défini dans la

29
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section III du chapitre 2. Nous proposons de montrer que, sous une hypothèse simple
concernant la famille (xi, ri)i∈I , l’ensemble Fϕ vérifie une propriété de grande intersection.
Cela fournit en particulier une condition suffisante sur g ∈ D pour que la g-mesure de
Hausdorff d’une intersection dénombrable d’ensembles de la forme (3.1) soit infinie.

Donnons un premier exemple d’ensemble de la forme (3.1). Il s’agit pour tout réel
strictement positif τ de l’ensemble

Jτ =

{
x ∈ R

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣x−
p

q

∣∣∣∣ < q−τ pour une infinité de (p, q) ∈ Z× N∗
}

des réels τ -approchables par des rationnels. Un célèbre théorème de Dirichlet assure que
Jτ = R si τ ≤ 2, cf. [81]. Dans le cas contraire, Jτ est de mesure de Lebesgue nulle et
Jarńık et Besicovitch ont indépendamment établi que sa dimension de Hausdorff est égale
à 2/τ , cf. [29, 99]. De surcrôıt, K. Falconer [63] a prouvé que Jτ vérifie une propriété
de grande intersection, au sens qu’il appartient à la classe G2/τ (R). Rappelons que la
classe Gs(Rd) des ensembles à grande intersection de dimension de Hausdorff supérieure
à s ∈ ]0, d] est la collection des ensembles F qui sont des Gδ de Rd et qui vérifient

dim
∞⋂

n=0

fn(F ) ≥ s (3.2)

pour toute suite (fn)n∈N de similitudes de Rd. Il s’agit de la plus grande collection possible
de Gδ de Rd de dimension supérieure à s à être stable par intersection dénombrable et par
les similitudes de Rd. K. Falconer l’a introduite afin de fournir un cadre général à l’étude
de toute une variété de familles d’ensembles de dimension au moins s, apparues dans
la théorie de l’approximation diophantienne et dans celle des systèmes dynamiques, qui
vérifient la propriété que la dimension d’une intersection dénombrable de leurs membres
est encore au moins s, cf. [63]. Signalons que cette propriété peut parâıtre paradoxale
étant donné qu’on s’attend en général à ce que l’intersection de deux parties de Rd de
dimensions respectives d1 et d2 soit de dimension d1 + d2 − d, conformément à ce qui se
passe dans le cas de deux sous-espaces affines, cf. [64, ch. 8].

L’ensemble Jτ des réels τ -approchables par des rationnels peut se généraliser de la
manière suivante. Prenons une suite décroissante ψ = (ψ(q))q∈N∗ de réels strictement
positifs qui converge vers 0 et portons notre attention sur l’ensemble

Kd,ψ =

{
x ∈ Rd

∣∣∣∣∣

∥∥∥∥x−
p

q

∥∥∥∥ < ψ(q) pour une infinité de (p, q) ∈ Zd × N∗
}

des points ψ-approchables par des rationnels, qui est encore de la forme (3.1). Khint-
chine [105] a établi que sa mesure de Lebesgue est pleine ou nulle dans Rd suivant respecti-
vement que la série

∑
q ψ(q)dqd diverge ou converge. Jarńık [100] a décrit plus précisément

les propriétés de taille de l’ensemble Kd,ψ en déterminant sa g-mesure de Hausdorff pour
certaines jauges g appartenant au sous-ensemble Dd de D qui est défini comme suit.

Définition
On note Dd l’ensemble des jauges g ∈ D pour lesquelles la fonction r 7→ g(r)/rd est
décroissante et strictement positive sur un voisinage à droite strict de l’origine.
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On observe aisément que toute fonction de Dd est continue au voisinage de l’origine.
En outre, pour toutes fonctions g et g de Dd, on écrit g ≺ g si la fonction g/g décrôıt
au voisinage de 0 et admet l’infini pour limite en ce point. Désignons par Id la fonction
identité. Le résultat de Jarńık, amélioré par V. Beresnevich, D. Dickinson et S. Velani [19],
s’énonce ainsi : pour toute jauge g ∈ Dd vérifiant g ≺ Idd, la g-mesure de Hausdorff deKd,ψ

est infinie ou nulle selon respectivement que la série
∑

q g(ψ(q))qd diverge ou converge.
Ce critère permet en particulier de déterminer la dimension de Hausdorff sd,ψ de Kd,ψ.
Grâce aux résultats de la section IV, on peut de plus établir que Kd,ψ appartient à la
classe d’ensembles à grande intersection Gsd,ψ(Rd) quand sd,ψ est strictement positif. Cette
dernière propriété ne nous satisfait toutefois pas totalement pour les raisons suivantes.
Alors que ψ peut se voir comme un raffinement de la suite (q−τ )q∈N∗ , la classe Gsd,ψ(Rd)
de K. Falconer qui contient Kd,ψ ne rend pas compte de la complexité éventuelle de ψ.
Plus généralement, pour s ∈ ]0, d], l’appartenance d’un ensemble à la classe Gs(Rd) indique
qu’il vérifie une propriété de grande intersection et qu’il est de dimension au moins s, mais
ne donne aucune information plus précise concernant la taille de cet ensemble.

C’est notamment pour répondre à ce problème que nous introduisons dans la section II
de nouvelles classes d’ensembles à grande intersection qui sont plus fines que celles de
K. Falconer. Ainsi, à toute fonction de jauge g appartenant à Dd et à tout ouvert non
vide V de Rd, nous associons une classe Gg(V ) d’ensembles à grande intersection dans
l’ouvert V relativement à la jauge g. La classe Gg(V ) présente la propriété remarquable
d’être stable par intersection dénombrable. De plus, tout ensemble appartenant à Gg(V )
est de g-mesure de Hausdorff infinie, pour toute jauge g de Dd telle que g ≺ g. Enfin,
les classes Gg(V ) sont bien adaptées à l’étude de Kd,ψ. Le théorème 3.5 établi dans la
section IV montre en effet que, pour toute jauge g ∈ Dd et tout ouvert non vide V de
Rd, l’ensemble Kd,ψ appartient à la classe Gg(V ) si et seulement si la série

∑
q g(ψ(q))qd

diverge. Ce résultat décrit en outre de façon exhaustive les propriétés de taille de Kd,ψ :
pour toute jauge g ∈ D et tout ouvert V de Rd, on a Hg(Kd,ψ ∩ V ) = Hg(V ) (resp. = 0)
si
∑

q gd(ψ(q))qd = ∞ (resp. <∞), avec

gd : r 7→ rd inf
ρ∈]0,r]

g(ρ)

ρd
. (3.3)

Nous étendons ainsi le théorème de Jarńık qui, rappelons-le, ne concerne que les jauges g
appartenant à Dd et vérifiant g ≺ Idd.

Par ailleurs, comme l’ensemble des nombres de Liouville peut s’exprimer comme une
intersection dénombrable d’ensembles de la forme K1,ψ, nous pouvons en déduire ses
propriétés de taille et de grande intersection, ce qui permet de retrouver un résultat de
L. Olsen et D. Renfro [131, 132]. Notons que les classes de K. Falconer ne permettent pas
d’étudier les propriétés de grande intersection de l’ensemble des nombres de Liouville car
il est de dimension nulle.

A. Baker et W. Schmidt [7] puis V. Beresnevich [15] et Y. Bugeaud [35, 38] se sont
intéressés aux propriétés de taille d’une autre généralisation de l’ensemble Jτ , où les réels
ne sont pas approchés uniquement par des rationnels, mais plus généralement par des réels
algébriques. Pour n ∈ N∗, notons An l’ensemble des nombres réels algébriques de degré
au plus n. La hauteur H(a) d’un réel a ∈ An est la plus grande des valeurs absolues des
coefficients de son polynôme minimal sur Z. Fixons une suite décroissante ψ = (ψ(q))q∈N∗

de réels strictement positifs qui converge vers 0 et considérons l’ensemble

An,ψ =
{
x ∈ R

∣∣ |x− a| < ψ(H(a)) pour une infinité de a ∈ An
}
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des réels ψ-approchables par des réels algébriques de degré au plus n. V. Beresnevich [15]
a fourni un analogue du théorème de Khintchine en établissant que An,ψ est de mesure
de Lebesgue pleine ou nulle dans R selon respectivement que la série

∑
h ψ(h)hn diverge

ou converge. De plus, Y. Bugeaud [35] a fourni un analogue du théorème de Jarńık en
prouvant que, pour toute jauge g ∈ D1 vérifiant g ≺ Id, la g-mesure de Hausdorff de An,ψ
est infinie ou nulle suivant respectivement que la série

∑
h g(ψ(h))hn diverge ou converge.

Dans [38], il a aussi montré que An,ψ vérifie une propriété de grande intersection lorsque
ψ est, pour ω ≥ n, le produit de la suite (h−ω−1)h∈N∗ et d’une correction logarithmique.
Le théorème 3.9 établi dans la section IV complète ces résultats en indiquant que, pour
toute jauge g ∈ D1 et tout ouvert non vide V de R, l’ensemble An,ψ appartient à la
classe Gg(V ) si et seulement si la série

∑
h g(ψ(h))hn diverge. Cela conduit à plusieurs

résultats nouveaux concernant la classification de Koksma [109] des réels transcendants.
Ce théorème montre de surcrôıt que, pour toute jauge g ∈ D et tout ouvert V de R, on a
Hg(An,ψ ∩ V ) = Hg(V ) (resp. = 0) si

∑
h g1(ψ(h))hn = ∞ (resp. <∞), où la fonction g1

est définie par (3.3).

La section IV revient en détails sur les exemples que nous venons de citer. Dans cette
dernière, nous nous intéressons également aux problèmes de l’approximation diophan-
tienne simultanée inhomogène, de l’approximation diophantienne avec restrictions et de
l’approximation de 0 par les valeurs en un point fixé des polynômes à coefficients entiers de
degré borné. Ce dernier problème présente des liens avec la classification de Mahler [118]
des réels transcendants.

Revenons au cas général de l’ensemble Fϕ défini par (3.1). En considérant un recouvre-
ment bien choisi, il est d’ordinaire trivial de donner une condition suffisante sur une jauge
g ∈ D pour que la g-mesure de Hausdorff de Fϕ soit nulle. En particulier, si Idd vérifie

cette condition, l’ensemble Fϕ est de mesure de Lebesgue nulle. À l’inverse, il est souvent
beaucoup plus difficile de donner une condition suffisante sur g pour que la g-mesure de
Fϕ soit infinie. Ce problème a essentiellement été résolu par Y. Bugeaud [37] dans le cas
où la famille (xi, ri)i∈I provient d’un système régulier optimal de points. En dimension
d = 1, Y. Bugeaud a même prouvé dans [38] que Fϕ vérifie une propriété de grande inter-
section. Sous la même hypothèse, A. Baker et W. Schmidt [7] avaient auparavant donné
une minoration précise de la dimension de Haudorff de Fϕ. Le problème a par ailleurs été
résolu par V. Beresnevich, D. Dickinson et S. Velani [19] lorsque (xi, ri)i∈I constitue un
système d’ubiquité. Une notion similaire avait été introduite par M. Dodson, B. Rynne et
J. Vickers [49] afin de minorer la dimension de Hausdorff de Fϕ. Ajoutons que J.-M. Aubry
et S. Jaffard [6, 94] ont aussi étudié le problème afin de procéder à l’analyse multifractale
de certains processus aléatoires. L’inconvénient est que les notions de système régulier
optimal et de système d’ubiquité au sens de [19] sont très techniques. Par ailleurs, les
propriétés de grande intersection de Fϕ ont été mises en évidence dans des cas particu-
liers, comme le cas de l’ensemble Jτ des réels τ -approchables par des rationnels [63] ou
de l’ensemble des réels approchés par les points d’un système régulier optimal [38], mais
n’ont jamais été étudiées de manière systématique.

Notre but dans ce chapitre est de montrer que sous des hypothèses très simples sur
la famille (xi, ri)i∈I , l’ensemble Fϕ appartient toujours à une certaine classe Gg(V ) d’en-
sembles à grande intersection. Cela fournit d’une part une condition suffisante optimale
sur g ∈ D pour que la g-mesure de Hausdorff de Fϕ soit infinie. D’autre part, cela permet
de s’intéresser aux propriétés de taille d’une intersection dénombrable d’ensembles de la
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forme (3.1). L’hypothèse que nous faisons sur (xi, ri)i∈I est la suivante : l’ensemble

FId =
{
x ∈ Rd

∣∣ ‖x− xi‖ < ri pour une infinité de i ∈ I
}

est de mesure de Lebesgue pleine dans un ouvert non vide V de Rd. Dans ce cas, on dit que
(xi, ri)i∈I est un système d’ubiquité homogène dans V . On peut mettre en évidence cette
propriété dès qu’on dispose d’un résultat analogue au cas de divergence du théorème de
Khintchine, ce qui est vrai dans tous les problèmes classiques d’approximation diophan-
tienne. Par exemple, la famille (p/q, ψ(q))(p,q)∈Zd×N∗ est un système d’ubiquité homogène
dans Rd si la série

∑
q ψ(q)dqd diverge, en vertu du théorème de Khintchine. Dans la même

veine, la famille (a, ψ(H(a)))a∈An est un système d’ubiquité homogène dans R si la série∑
h ψ(h)hn diverge. Plus généralement, un résultat de V. Beresnevich [16] permet de prou-

ver qu’un système régulier optimal de points conduit à un système d’ubiquité homogène.
Par conséquent, les résultats de ce chapitre s’appliquent dans toutes les situations où des
systèmes réguliers optimaux de points de Rd interviennent.

Le théorème 3.2 énoncé dans la section III indique que si (xi, ri)i∈I est un système
d’ubiquité homogène dans un ouvert non vide V de Rd, pour toute jauge g de Dd, l’en-
semble Fϕ appartient à la classe Gg(V ) lorsque ϕ cöıncide au voisinage de l’origine avec
la pseudo-inverse de g1/d. Ce théorème permet donc de transformer systématiquement un
résultat de type Khintchine dans le cas de divergence en un résultat d’appartenance à
une classe d’ensembles à grande intersection. C’est ainsi par exemple que nous pouvons
montrer que Kd,ψ ∈ Gg(V ) si la série

∑
q g(ψ(q))qd diverge. En pratique, le théorème 3.2

permet aussi de transformer automatiquement un résultat de type Khintchine en un ré-
sultat de type Jarńık. De la sorte, nous prouvons que Hg(Kd,ψ ∩ V ) = Hg(V ) pour toute
jauge g ∈ D telle que la série

∑
q gd(ψ(q))qd diverge. Nous renvoyons à la section IV pour

de nombreuses autres applications du théorème 3.2.

La suite de ce chapitre s’organise comme suit. Dans la section II, nous définissons
la classe Gg(V ) des ensembles à grande intersection dans un ouvert non vide V de Rd

relativement à une fonction de jauge g de Dd et nous fournissons ses principales propriétés.
C’est l’objet de la proposition 3.1 et du théorème 3.1. Dans la section III, nous introduisons
précisément la notion de système d’ubiquité homogène dans un ouvert non vide V de Rd et
nous énonçons le théorème 3.2 qui décrit les propriétés de grande intersection de l’ensemble
Fϕ défini par (3.1) lorsque la famille (xi, ri)i∈I est un système d’ubiquité homogène. La
section IV propose de nombreuses applications qui relèvent toutes de l’approximation
diophantienne. Nous nous intéressons aux propriétés de taille et de grande intersection de
l’ensemble des points de l’espace Rd qui sont ψ-approchables d’abord par des rationnels
(dans le cas homogène comme dans le cas inhomogène), ensuite par des rationnels sujets
à certaines restrictions et enfin par des nombres algébriques dans le cas unidimensionnel.
Nous considérons en outre le problème de l’approximation de 0 par les valeurs en un point
fixé des polynômes à coefficients entiers de degré borné. Nous en déduisons des résultats
concernant les classifications de Mahler et Koksma des réels transcendants. Enfin, les
sections V et VI sont principalement consacrées aux preuves des théorèmes 3.1 et 3.2.

II Ensembles à grande intersection

Les classes d’ensembles à grande intersection considérées par K. Falconer dans [63] sont
associées uniquement aux fonctions Ids pour s ∈ ]0, d]. Celles que nous introduisons dans
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cette section sont associées aux fonctions appartenant à l’ensemble Dd défini dans la
section I. De plus, les classes de K. Falconer traduisent nécessairement une propriété
de grande intersection dans Rd tout entier car leur définition fait intervenir toutes les
similitudes. Cependant, il arrive souvent qu’on étudie des propriétés de grande intersection
sur un sous-ensemble de Rd, cf. sections III et IV. C’est pourquoi les classes que nous
introduisons ne sont pas définies en faisant appel aux similitudes. À la place, nous utilisons
des mesures extérieures analogues à celles qui interviennent dans l’étude des suites Ms

∞-
denses [60, 139] et dans la caractérisation des classes Gs(Rd) de K. Falconer qui fait l’objet
du théorème B de [63].

Un entier naturel c supérieur à 2 étant fixé, notons Λc l’ensemble des cubes c-adiques
de l’espace Rd, c’est-à-dire des ensembles de la forme λ = c−j(k + [0, 1[d), où j et k
appartiennent respectivement aux ensembles Z et Zd. L’entier j s’appelle la génération de
λ et se note 〈λ〉c. Soit g une jauge de Dd. L’ensemble des réels ε ∈ ]0, 1] tels que g crôıt
sur [0, ε] et r 7→ g(r)/rd décrôıt sur ]0, ε] est non vide. Notons εg son supremum. Notons
en outre Λc,g l’ensemble des cubes λ ∈ Λc dont le diamètre |λ| est strictement inférieur
à εg. Soit F une partie de Rd. Désignons par Rc,g(F ) la collection des recouvrements de
F par des cubes c-adiques de diamètre strictement inférieur à εg, c’est-à-dire des suites
(λp)p∈N d’éléments de Λc,g ∪ {∅} telles que F ⊂ ⋃p λp. Notons alors

Mg
∞(F ) = inf

(λp)p∈N∈Rc,g(F )

∞∑

p=0

g(|λp|). (3.4)

De la sorte, on définit sur l’espace Rd une mesure extérieure Mg
∞ qui présente certains

liens avec la mesure de Hausdorff Hg, cf. [137, th. 4, th. 49]. En particulier, si la mesure
extérieure Mg

∞ attribue une masse non nulle à un certain sous-ensemble de Rd, ce sous-
ensemble est de g-mesure de Hausdorff non nulle. Les mesures Mg

∞ permettent de définir
les classes d’ensembles à grande intersection comme suit.

Définition (ensemble à grande intersection)

Soient g une jauge appartenant à Dd et V un ouvert non vide de Rd. La classe Gg(V )
des ensembles de Rd à grande intersection dans l’ouvert V relativement à la jauge g
est la collection des sous-ensembles F de Rd qui sont des Gδ (i.e. des intersections
dénombrables d’ouverts) et qui vérifient Mg

∞(F ∩ U) = Mg
∞(U) pour toute jauge g

de Dd telle que g ≺ g et tout ouvert U de Rd inclus dans V .

Remarques : • La proposition 3.7, énoncée et prouvée dans la section V, indique que la
classe Gg(V ), pour g ∈ Dd et V ⊂ Rd ouvert et non vide, ne dépend ni du choix de la
norme dont est muni Rd ni du choix de l’entier c, bien que ceux-ci aient une influence sur
la construction des mesures extérieures Mg

∞.
• Y. Bugeaud [38] a généralisé les classes de K. Falconer comme suit. Pour toute jauge g,
il introduit la classe Gg(Rd) constituée des parties F de Rd qui sont des Gδ et qui vérifient

Hg

( ∞⋂

n=0

fn(F )

)
= ∞ (3.5)

pour toute suite (fn)n∈N de similitudes de Rd et toute jauge g ≺ g. La stabilité des
classes Gg(Rd) par intersection dénombrable et par les transformations bilipschitziennes
n’est cependant prouvée dans [38] que pour des jauges g très particulières. En effet, les
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jauges considérées par Y. Bugeaud sont strictement croissantes et concaves au voisinage
de l’origine. De surcrôıt, la preuve de l’implication (b) ⇒ (c) du théorème 6 de [38], qui
est modelée sur celle du théorème B de [63], n’est valide que pour des fonctions de jauge
vérifiant une propriété d’échelle semblable à celle donnée par l’assertion (4.12) figurant
dans le chapitre 4.

La plupart des points du théorème C de [63] concernant les classes de K. Falconer
s’étend immédiatement aux classes Gg(V ) pour g ∈ Dd et V ⊂ Rd ouvert et non vide,
comme l’indique la proposition suivante.

Proposition 3.1

Soient g une jauge appartenant à Dd et V un ouvert non vide de Rd. On dispose
alors des propriétés suivantes :

(i). Décroissance par rapport à la jauge : pour toutes jauges g et g de Dd vérifiant
g ≺ g, on a Gg(V ) ⊃ Gg(V ).

(ii). Décroissance par rapport à l’ouvert : pour tous ouverts non vides V1 et V2 de
Rd vérifiant V1 ⊂ V2, on a Gg(V1) ⊃ Gg(V2).

(iii). Continuité par rapport à la jauge : la classe Gg(V ) est l’intersection des classes
Gg(V ) sur les jauges g ∈ Dd vérifiant g ≺ g.

(iv). Continuité par rapport à l’ouvert : la classe Gg(V ) est l’intersection des classes
Gg(U) sur les ouverts non vides U inclus dans V .

(v). Stabilité par extension : tout Gδ de Rd qui contient un ensemble de la classe
Gg(V ) appartient aussi à Gg(V ).

(vi). Stabilité par restriction : pour tout ensemble F de Gg(V ) et tout ouvert non
vide U inclus dans V , l’ensemble F ∩ U appartient à Gg(U).

De plus, les classes Gg(V ), pour g ∈ Dd et V ⊂ Rd ouvert et non vide, jouissent de
propriétés de stabilité similaires à celles vérifiées par les classes d’ensembles à grande
intersection de K. Falconer, cf. [63, th. A]. Plus précisément, la section V propose d’établir
le résultat suivant.

Théorème 3.1
Soient g une jauge appartenant à Dd et V un ouvert non vide de Rd. Alors :

(i). La classe Gg(V ) est stable par intersection dénombrable.

(ii). Pour toute application bilipschitzienne f : V → Rd et tout ensemble F de
Gg(f(V )), l’ensemble f−1(F ) appartient à Gg(V ).

(iii). Tout ensemble F ∈ Gg(V ) est de g-mesure de Hausdorff infinie, pour toute
jauge g ∈ Dd qui vérifie g ≺ g. En particulier, la dimension de Hausdorff de F
est supérieure à

sg = sup {s ∈ ]0, d[ | Ids ≺ g}
en convenant que le supremum de l’ensemble vide est nul.

Remarque : Soit F un élément de la classe Gg(Rd), pour une jauge g de Dd. En combinant
les trois points du théorème 3.1, on observe que l’égalité (3.5) est vraie pour toute suite
(fn)n∈N de similitudes de Rd et toute jauge g de Dd vérifiant g ≺ g. En particulier, l’in-
égalité (3.2) tient pour s = sg. Ainsi, Gg(Rd) s’inclut dans la classe Gg(Rd) de Y. Bugeaud
et s’inclut strictement dans la classe Gsg(Rd) de K. Falconer, si sg est non nul.
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Citons une conséquence importante du théorème 3.1. Prenons une jauge g de Dd et
un ouvert non vide V de Rd. Pour toute suite (Fn)n∈N d’ensembles de la classe Gg(V ),

∀g ∈ Dd g ≺ g =⇒ Hg

( ∞⋂

n=0

Fn

)
= ∞.

En particulier, le réel sg minore la dimension de Hausdorff de l’intersection sur n des
ensembles Fn. En outre, dès lors qu’un de ces ensembles est de dimension inférieure à sg,
la dimension de l’intersection est égale à sg.

Notons que les classes Gg(V ) d’ensembles à grande intersection ne sont définies que
pour des jauges g appartenant à Dd. Par conséquent, lorsqu’on étudie les propriétés de
grande intersection d’une partie de Rd, on doit considérer des jauges figurant dans Dd.
Cependant, les mesures de Hausdorff sont définies pour toutes les fonctions de jauge g
appartenant à D, de sorte que pour décrire complètement les propriétés de taille d’une
partie de Rd, il convient a priori de considérer toutes les jauges de D. Le résultat suivant
indique qu’il suffit en général de ne s’intéresser qu’aux jauges appartenant à Dd. Rappelons
que, pour toute jauge g ∈ D, la fonction gd est donnée par (3.3) et observons que gd se
prolonge par continuité en 0 en posant gd(0) = 0. De surcrôıt, gd cöıncide avec g au
voisinage de l’origine si g appartient à Dd.

Proposition 3.2

Pour toute fonction de jauge g appartenant à D, la fonction gd est nulle sur un
voisinage de 0 ou bien appartient à Dd. De plus, il existe un réel κ ≥ 1 tel que pour
toute jauge g ∈ D et toute partie F de Rd,

Hgd(F ) ≤ Hg(F ) ≤ κHgd(F ).

Cette proposition est prouvée dans la section V. Par ailleurs, observons que pour toute
jauge g de D, si g(r)/rd tend vers l’infini quand r tend vers 0, la g-mesure de Hausdorff
de tout ouvert non vide de Rd est infinie. Dans le cas contraire, on a gd(r) = O(rd) quand
r tend vers 0, si bien que la mesure Hgd est finie sur les compacts de Rd. D’après la
proposition 3.2, la mesure Hg vérifie la même propriété. Comme il s’agit d’une mesure
borélienne invariante par translation, elle cöıncide alors à une constante multiplicative
près avec la mesure de Lebesgue sur la tribu borélienne de Rd.

III Ubiquité homogène

Considérons un ensemble infini dénombrable I. On note Sd(I) l’ensemble des familles
(xi, ri)i∈I d’éléments de Rd×]0,∞[ telles que

sup
i∈I

ri <∞ et ∀m ∈ N∗ #

{
i ∈ I

∣∣∣∣ ‖xi‖ < m et ri >
1

m

}
<∞.

Cette dernière condition équivaut au fait que, pour tout ensemble borné E ⊂ Rd et tout
réel ε > 0, il n’y a qu’un nombre fini d’indices i ∈ I vérifiant xi ∈ E et ri > ε. Dans ce cas,
s’il y a une infinité d’indices i ∈ I vérifiant xi ∈ E, la famille des réels ri correspondants
à ces indices admet 0 pour seul point d’accumulation.
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Soient (xi, ri)i∈I ∈ Sd(I) et ϕ : [0,∞[ → R une fonction positive et croissante. Nous
proposons d’étudier les propriétés de grande intersection de l’ensemble

Fϕ =
{
x ∈ Rd

∣∣ ‖x− xi‖ < ϕ(ri) pour une infinité de i ∈ I
}

(3.6)

D’une part, en vertu des hypothèses faites sur les familles de Sd(I), cet ensemble ne dépend
de la fonction ϕ qu’au travers de son comportement local en 0. En effet, si ϕ̃ : [0,∞[ → R

est une fonction positive et croissante qui cöıncide avec ϕ au voisinage de l’origine, on a
Feϕ = Fϕ. D’autre part, l’ensemble Fϕ est un Gδ puisqu’il s’écrit, pour toute énumération
(in)n∈N de l’ensemble I,

Fϕ =
∞
↓
⋂

n=0

∞⋃

n′=n

B
(
xin′ , ϕ(rin′ )

)

en convenant que la boule ouverte B(x, r) de centre x ∈ Rd est vide si son rayon r est
nul. Le théorème 3.2 énoncé ci-après affirme que, sous certaines hypothèses concernant la
forme de la fonction ϕ, l’ensemble Fϕ est un ensemble à grande intersection à condition
que la famille (xi, ri)i∈I forme ce qu’on appelle un système d’ubiquité homogène.

Définition (système d’ubiquité homogène)

Soient I un ensemble infini dénombrable et V un ouvert non vide de Rd. On dit
qu’une famille (xi, ri)i∈I ∈ Sd(I) est un système d’ubiquité homogène dans l’ouvert
V si l’ensemble FId défini par (3.6) pour ϕ = Id est de mesure de Lebesgue pleine
dans V , i.e. si Ld(V \FId) = 0.

Remarques : • D’après la proposition 3.8 établie dans la section VI, si (xi, ri)i∈I ∈ Sd(I)
est un système d’ubiquité homogène dans V , il en va de même pour (xi, κri)i∈I , quel que
soit le réel κ > 0. Par conséquent, le fait qu’une famille (xi, ri)i∈I ∈ Sd(I) soit un système
d’ubiquité homogène dans V ne dépend pas du choix de la norme dont est muni Rd.
• Si (xi, ri)i∈I ∈ Sd(I) est un système d’ubiquité homogène dans V et si U est un ouvert
non vide inclus dans V , alors (xi, ri)i∈I est un système d’ubiquité homogène dans U .
• Soient (xi, ri)i∈I ∈ Sd(I) un système d’ubiquité homogène dans V et η un réel strictement
positif. Notons Iη,V l’ensemble des i ∈ I tels que xi ∈ V et ri ≤ η. Alors, cet ensemble
Iη,V est infini dénombrable et la famille (xi, ri)i∈Iη,V ∈ Sd(Iη,V ) est encore un système
d’ubiquité homogène dans V .

Citons quelques exemples. Pour c ≥ 2 fixé, la famille (kc−j, c−j)(j,k)∈N×Zd constitue un
système d’ubiquité homogène dans Rd. En effet, pour tout j ∈ N, l’union sur k ∈ Zd des
boules ouvertes B∞(kc−j, c−j) (pour la norme supremum) recouvre tout Rd.

Les premiers liens avec l’approximation diophantienne peuvent se deviner en rappelant
qu’en vertu du célèbre théorème de Dirichlet, tout réel x vérifie l’inéquation

∣∣∣∣x−
p

q

∣∣∣∣ <
1

q2

pour une infinité de couples (p, q) ∈ Z×N∗. Ajoutons que si x est irrationnel, ce résultat
reste vrai même si on impose aux entiers p et q d’être premiers entre eux, cf. [82]. Le
théorème de Dirichlet se généralise à l’approximation simultanée, cf. [81, th. 200]. Ainsi,
pour tout point x ∈ Rd, il existe une infinité de couples (p, q) ∈ Zd × N∗ tels que

∥∥∥∥x−
p

q

∥∥∥∥
∞
<

1

q1+1/d
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où ‖ · ‖∞ est la norme supremum. Il en ressort que la famille (p/q, q−1−1/d)(p,q)∈Zd×N∗ est
un système d’ubiquité homogène dans Rd.

La notion de système d’ubiquité homogène étend celle de système régulier, plus ré-
pandue dans la théorie de l’approximation diophantienne. Les systèmes réguliers de réels
ont été introduits par A. Baker et W. Schmidt [7]. Nous adoptons ici la définition plus
générale proposée par V. Beresnevich [16]. Soit V le produit cartésien de d intervalles
ouverts non vides de R. Soient A une partie infinie dénombrable de V et N : A→ ]0,∞[
une fonction dite de hauteur. On dit que (A,N) est un système régulier dans V s’il existe
κ > 0 tel que, pour tout cube ouvert β ⊂ V ,

∃tβ > 0 ∀t > tβ ∃Aβ,t ⊂ A ∩ β





#Aβ,t ≥ κ|β|dtd
∀a ∈ Aβ,t N(a) ≤ t
∀a, a′ ∈ Aβ,t a 6= a′ ⇒ ‖a− a′‖ ≥ 1/t.

Cette condition indique essentiellement que tout cube ouvert β inclus dans V contient, à
une constante multiplicative près, au moins |β|dtd points de A de hauteur inférieure à t et
dont les distances mutuelles sont supérieures à 1/t. En outre, un système régulier (A,N)
est dit optimal si, pour tout cube ouvert β ⊂ V ,

∃κ′β > 0 ∀t > tβ #{a ∈ A ∩ β |N(a) ≤ t} ≤ κ′βt
d

c’est-à-dire s’il n’y a pas, à une constante multiplicative près, plus de td points de hauteur
inférieure à t qui figurent dans A et β simultanément. On peut par exemple montrer que les
nombres rationnels p/q, avec p ∈ Z et q ∈ N∗, associés à la fonction N(p/q) = q2, forment
un système régulier optimal. Plus généralement, les points à coordonnées rationnelles,
les nombres réels algébriques de degré borné, ainsi que les entiers algébriques de degré
borné, associés à des fonctions de hauteur convenables, constituent des systèmes réguliers
optimaux, cf. [15, 35, 34, 37]. Nous renvoyons à [18] pour d’autres exemples de systèmes
réguliers et de systèmes réguliers optimaux. Considérons maintenant un système régulier
optimal (A,N) dans l’ouvert V . Les résultats de [16] permettent alors d’affirmer que,
pour toute fonction décroissante ψ : ]0,∞[ → ]0,∞[ de limite nulle à l’infini et pour
laquelle la série

∑
n ψ(n)dnd−1 diverge, la famille (a, ψ(N(a)))a∈A est un système d’ubiquité

homogène dans V .

Après ces quelques exemples, énonçons le résultat principal de cette section. À cet
effet, rappelons qu’une jauge g de Dd est continue et croissante sur l’intervalle [0, εg[,
strictement positive sur ]0, εg[ et nulle en 0. La pseudo-réciproque de sa racine d-ième,
notée (g1/d)−1, est définie par

∀r ∈ [0, g1/d(εg
−)[ (g1/d)−1(r) = inf

{
ρ ∈ [0, εg[

∣∣ g1/d(ρ) ≥ r
}

où g1/d(εg
−) = sup[0,εg [ g

1/d > 0. La fonction (g1/d)−1 est alors positive et croissante

sur l’intervalle [0, g1/d(εg
−)[. Notons [(g1/d)−1] l’ensemble des fonctions ϕ : [0,∞[ → R

positives et croissantes qui cöıncident avec elle au voisinage de l’origine. Le théorème
suivant concerne les propriétés de grande intersection de l’ensemble Fϕ défini par (3.6),
lorsque ϕ ∈ [(g1/d)−1].

Théorème 3.2
Soient I un ensemble infini dénombrable d’indices et V un ouvert non vide de Rd.
Soit (xi, ri)i∈I ∈ Sd(I) un système d’ubiquité homogène dans V . Alors,

∀g ∈ Dd ∀ϕ ∈ [(g1/d)−1] Fϕ ∈ Gg(V ).
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Nous renvoyons à la section VI pour une preuve de ce résultat. L’idée à retenir est que le
théorème 3.2 permet de transférer un résultat de recouvrement au sens de la mesure de
Lebesgue concernant des boules B(xi, ri) en une propriété de grande intersection concer-
nant les boules B(xi, ϕ(ri)) et que cette propriété est optimale au sens que la jauge g
est en pratique la meilleure possible. De ce point de vue, le théorème 3.2 s’apparente au
principe de transfert de masse, établi par V. Beresnevich et S. Velani [20], qui traite de
la g-mesure de Hausdorff de Fϕ lorsque FId est de mesure pleine dans Rd. Cependant,
aucun de ces deux résultats n’implique l’autre. En effet, le résultat de V. Beresnevich et
S. Velani ne traite pas des propriétés de grande intersection des ensembles considérés. En
revanche, il fournit la valeur de la g-mesure de Hausdorff de Fϕ, alors que notre résultat
permet seulement de déterminer la valeur de la g-mesure de Hausdorff de cet ensemble
pour g ≺ g. Cependant, dans les applications à l’approximation diophantienne, le théo-
rème 3.2 permet de prouver les mêmes résultats que le principe de transfert de masse et
décrit en outre les propriétés de grande intersection des ensembles étudiés.

Le théorème 3.2 permet de retrouver la proposition 5.4 de [6]. En effet, soit (xn)n∈N

une suite de points du cube [0, 1[d et (rn)n∈N une suite de réels strictement positifs qui
converge vers 0. Observons que la famille (k + xn, rn)(n,k)∈N×Zd appartient à Sd(N × Zd)
et que c’est un système d’ubiquité homogène dans Rd dès que la mesure de Lebesgue de
lim supnB(xn, rn) vaut 1. Supposons que cette dernière condition est vérifiée et prenons
un réel t ≥ 1. La fonction Idd/t est alors une jauge de Dd et le théorème 3.2 assure que
l’ensemble

lim sup
n→∞

⋃

k∈Zd

B(k + xn, rn
t)

appartient à la classe GIdd/t(Rd), donc à la classe Gd/t(Rd) de K. Falconer. En dimension
d = 1, cela conduit à la proposition 5.4 de [6], utilisée par J.-M. Aubry et S. Jaffard dans
le but de déterminer la loi du spectre de singularités d’un modèle particulier de séries
aléatoires d’ondelettes. Ajoutons que les chapitres 5 et 7 font appel au théorème 3.2 afin
de déterminer les propriétés de taille et de grande intersection des ensembles portant les
singularités höldériennes de certains processus stochastiques.

IV Applications à l’approximation diophantienne

Cette section fournit quelques applications du théorème 3.2 à l’approximation diophan-
tienne. La démarche générale est alors la suivante. Étant donnée une suite décroissante ψ
de réels strictement positifs qui converge vers 0, nous décrivons de manière précise la taille
de l’ensemble des points de Rd qui sont ψ-approchables par les éléments d’une famille fixée
au préalable (rationnels, réels algébriques, etc.) en montrant que pour toute fonction de
jauge g ∈ D, seules deux situations sont possibles : cet ensemble est soit de g-mesure
de Haudorff nulle, soit de g-mesure maximale dans tout ouvert. De plus, nous donnons
un critère sur g pour déterminer laquelle des deux situations se présente. Nous décrivons
aussi les propriétés de grande intersection de cet ensemble en fournissant, pour tout ou-
vert non vide V , un critère sur la jauge g ∈ Dd pour qu’il appartienne à la classe Gg(V ).
Cela conduit en particulier à des résultats nouveaux concernant l’ensemble des nombres
de Liouville. Nous étudions aussi le problème de l’approximation de 0 par les valeurs en
un point donné des polynômes à coefficients entiers de degré borné. Nous en déduisons
des résultats concernant les classifications de Mahler et Koksma des réels transcendants.
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IV.1 Approximation diophantienne simultanée homogène

Dans ce qui suit, la distance d’un point y de l’espace Rd au réseau Zd, notée |y|Zd , est
définie par

|y|Zd = min
k∈Zd

‖y − k‖.

Considérons un entier q0 ∈ N∗ et notons Nq0 = {q0, q0 + 1, . . .} l’ensemble des entiers
supérieurs à q0. Désignons aussi par Ψq0 l’ensemble des suites décroissantes ψ = (ψ(q))q∈Nq0

de réels strictement positifs qui converge vers 0 et fixons ψ ∈ Ψq0 . Un point x ∈ Rd est
dit ψ-approchable par des rationnels si l’inéquation

|qx|Zd < qψ(q)

admet une infinité de solutions q ∈ Nq0 . L’ensemble de ces points, que nous notons Kd,ψ,
a été étudié pour la première fois par Khintchine [105]. Il est de la forme (3.6) car

Kd,ψ =

{
x ∈ Rd

∣∣∣∣∣

∥∥∥∥x−
p

q

∥∥∥∥ < ψ(q) pour une infinité de (p, q) ∈ Zd × Nq0

}
.

Un cas particulier important s’obtient en prenant ψ(q) = q−τ pour τ > 0 et q ∈ N∗.
On pose alors Jd,τ = Kd,ψ. Un point qui appartient à ce dernier ensemble est dit τ -
approchable par des rationnels. Une conséquence élémentaire du théorème de Dirichlet
réside dans le fait que Jd,τ = Rd, dès lors que τ est inférieur à 1 + 1/d. En outre Jarńık a
établi dans [100] que, pour tout réel τ > 1+1/d, la dimension de Hausdorff de l’ensemble
Jd,τ vaut (d+ 1)/τ . Dans le cas de la dimension d = 1, ce résultat figure aussi [99] et été
obtenu indépendamment par Besicovitch [29]. Le théorème 3.2 nous permet de fournir le
résultat complémentaire suivant.

Proposition 3.3

Pour tout réel τ > 1 + 1/d, l’ensemble Jd,τ des points de Rd qui sont τ -approchables

par des rationnels appartient à la classe GId
d+1
τ (Rd).

// En vertu du théorème de Dirichlet, pour tout point x ∈ Rd, il existe une
infinité de couples (p, q) ∈ Zd×N∗ tels que ‖x−p/q‖∞ < q−1−1/d. La famille
(p/q, q−1−1/d)(p,q)∈Zd×N∗ est donc un système d’ubiquité homogène dans Rd.

De plus, la fonction r 7→ Id
d+1
τ est une jauge de Dd et sa racine d-ième admet

pour réciproque la fonction Id
dτ
d+1 . Le théorème 3.2 conduit au résultat. //

Remarque : L’ordre exact (ou exposant d’irrationalité) τ(x) d’un point x ∈ Rd est défini
comme le supremum de l’ensemble des réels τ > 0 vérifiant x ∈ Jd,τ . Pour τ ≥ 1+1/d, on

peut alors s’intéresser à l’ensemble J̃d,τ des points x de Rd dont l’ordre exact τ(x) est égal

à τ . La proposition 3.3 permet de prouver que la dimension de J̃d,τ est égale à (d+ 1)/τ .
En dimension d = 1, on retrouve ainsi le théorème de Güting [79].

On peut améliorer la proposition 3.3 et l’étendre au cas général de l’ensemble des
points ψ-approchables par des rationnels en s’intéressant à d’autres systèmes d’ubiquité
homogène. Pour ce faire, rappelons le théorème de Khintchine [105]. L’énoncé que nous
donnons ci-après a été obtenu par V. Beresnevich, D. Dickinson et S. Velani [19]. Les
hypothèses y sont plus faibles que dans l’énoncé de Khintchine.



IV. APPLICATIONS À L’APPROXIMATION DIOPHANTIENNE 41

Théorème 3.3 (Khintchine)

Soient q0 ∈ N∗ et ψ ∈ Ψq0 . Alors, l’ensemble Kd,ψ est de mesure de Lebesgue pleine
(resp. nulle) dans Rd si

∑
q ψ(q)dqd = ∞ (resp. <∞).

Le théorème de Khintchine garantit que la famille (p/q, ψ(q))(p,q)∈Zd×Nq0
est un système

d’ubiquité homogène dans Rd dès que la série
∑

q ψ(q)dqd diverge. À titre d’exemple, la

divergence de la série
∑

q 1/(q log q) montre que (p/q, q−1(q log q)−1/d)(p,q)∈Zd×N2
est un

système d’ubiquité homogène dans Rd.
À l’inverse, lorsque la série

∑
q ψ(q)dqd converge, la mesure de Lebesgue de l’ensemble

Kd,ψ est nulle. Afin de rendre compte de la taille de cet ensemble, on peut faire appel aux
mesures de Hausdorff. C’est l’objet du résultat suivant établi par Jarńık [100] et dont les
hypothèses ont été affaiblies par V. Beresnevich, D. Dickinson et S. Velani [19].

Théorème 3.4 (Jarńık)

Soient q0 ∈ N∗ et ψ ∈ Ψq0 . Alors, pour toute fonction de jauge g ∈ Dd véri-
fiant g ≺ Idd, l’ensemble Kd,ψ est de g-mesure de Hausdorff infinie (resp. nulle)
si
∑

q g(ψ(q))qd = ∞ (resp. <∞).

Le théorème 3.2 permet de décrire complètement les propriétés de taille et de grande
intersection de l’ensemble Kd,ψ. C’est l’objet du résultat suivant, qui peut se voir comme
une généralisation des théorèmes de Khintchine et Jarńık d’une part et de la proposi-
tion 3.3 d’autre part. Rappelons que la fonction de jauge gd associée à une fonction de
jauge g de D est définie par (3.3).

Théorème 3.5
Soient q0 ∈ N∗ et ψ ∈ Ψq0 . Soient g une jauge de D et V un ouvert de Rd.

(i). On a Hg(Kd,ψ ∩ V ) = Hg(V ) (resp. = 0) si
∑

q gd(ψ(q))qd = ∞ (resp. <∞).

(ii). Pour g ∈ Dd et V 6= ∅, on a Kd,ψ ∈ Gg(V ) si et seulement si
∑

q g(ψ(q))qd = ∞.

// Supposons que la série
∑

q gd(ψ(q))qd converge et montrons que la g-

mesure de Kd,ψ ∩ V est nulle. L’ensemble Kd,ψ s’écrit Zd + K̃d,ψ, avec

K̃d,ψ = lim sup
q→∞

⋃

p∈{0,...,q−1}d
B

(
p

q
, ψ(q)

)
.

Soit ε ∈ ]0, εgd [. Il existe un entier q1 ≥ q0 vérifiant ψ(q1) ≤ ε/2. Pour tout

q2 ∈ Nq1 , l’ensemble K̃d,ψ est recouvert par l’union sur q ∈ Nq2 de qd boules
de diamètre 2ψ(q) ≤ ε, donc

Hgd
ε (Kd,ψ) ≤

∞∑

q=q2

gd(2ψ(q))qd ≤ 2d
∞∑

q=q2

gd(ψ(q))qd.

La dernière inégalité provient de la décroissance de r 7→ gd(r)/r
d sur ]0, ε].

En faisant tendre q2 vers l’infini puis ε vers 0, on observe que la gd-mesure
de K̃d,ψ est nulle. La proposition 3.2 permet de conclure.

Supposons que g appartient à Dd, que V est non vide et que la série∑
q g(ψ(q))qd converge. Pour montrer que Kd,ψ n’appartient pas à Gg(V ),

commençons par établir le résultat annexe suivant.
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Lemme
Il existe une fonction de jauge g ∈ Dd vérifiant g ≺ g pour laquelle la
série

∑
q g(ψ(q))qd converge.

/// Comme lim0+ g = 0 et
∑

q g(ψ(q))qd <∞, il existe une suite strictement
décroissante (rn)n∈N∗ de réels de l’intervalle ]0, εg[ telle que

g(rn) ≤ g(rn−1)e
−1/n et

∑

q∈Nq0
ψ(q)≤rn−1

g(ψ(q))qd ≤ 1

(n+ 1)3

pour tout n ∈ N2. Observons que la suite (rn)n∈N∗ converge nécessairement
vers 0 car g(rn) tend vers 0 quand n tend vers l’infini et car g est non nulle
et continue sur ]0, εg[. Pour tous n ∈ N2 et r ∈ ]rn, rn−1], posons

ξ(r) = n+
log g(rn−1) − log g(r)

log g(rn−1) − log g(rn)
.

La fonction ξ est décroissante et continue sur ]0, r1], elle tend vers l’infini
en 0 et elle vérifie ξ(r) ∈ [n, n + 1] pour r ∈ ]rn, rn−1] et n ∈ N2. Notons
g(r) = g(r)ξ(r) pour tout r ∈ ]0, r1]. Pour n ∈ N2 et rn < r ≤ r′ ≤ rn−1, la
différence g(r′) − g(r) est nulle si g(r′) = g(r). Sinon, elle vaut

g(r′)ξ(r′) − g(r)ξ(r) = (ξ(r′) − ξ(r))g(r) + ξ(r′)(g(r′) − g(r))

≥ (g(r′) − g(r))n

(
1 −

log g(r′)
g(r)

g(r′)
g(r)

− 1
· 1

n log g(rn−1)
g(rn)

)
≥ 0.

Par conséquent, la fonction g crôıt sur l’intervalle ]rn, rn−1]. Comme elle est
continue sur ]0, r1], elle y est croissante. Par ailleurs,

∑

q∈Nq0
ψ(q)≤r1

g(ψ(q))qd =
∞∑

n=2

∑

q∈Nq0
rn<ψ(q)≤rn−1

g(ψ(q))ξ(ψ(q))qd

≤
∞∑

n=2

(n+ 1)
∑

q∈Nq0
ψ(q)≤rn−1

g(ψ(q))qd ≤
∞∑

n=2

1

(n+ 1)2
<∞.

En particulier, g(ψ(q)) tend vers 0 quand q tend vers l’infini. Il en ressort
que g tend vers 0 en 0. De surcrôıt, la fonction g/g = ξ décrôıt au voisinage
de l’origine et tend vers l’infini en 0. Finalement, g appartient à Dd, vérifie
g ≺ g et fait converger la série

∑
q g(ψ(q))qd. ///

Le raisonnement précédent implique que la g-mesure de Kd,ψ ∩ V est nulle.
L’ensemble Kd,ψ ne peut donc appartenir à Gg(V ), d’après le théorème 3.1.

Supposons à l’inverse que la série
∑

q g(ψ(q))qd diverge et montrons que
Kd,ψ appartient à Gg(V ). Notons g̃ : [0,∞[ → R une fonction croissante
qui cöıncide avec g au voisinage de 0. Comme la suite ψ converge vers 0, la
série

∑
q g̃(ψ(q))qd diverge. De plus, la suite (g̃1/d(ψ(q)))q∈Nq0

appartient à

Ψq0 . Le théorème de Khintchine assure alors que (p/q, g̃1/d(ψ(q)))(p,q)∈Zd×Nq0
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est un système d’ubiquité homogène dans Rd. Le théorème 3.2 permet d’en
déduire que, pour une fonction ϕ quelconque dans [(g̃1/d)−1], l’ensemble
des points x ∈ Rd vérifiant ‖x − p/q‖ < ϕ(g̃1/d(ψ(q))) pour une infinité de
(p, q) ∈ Zd×Nq0 appartient à la classe Geg(Rd), c’est-à-dire à la classe Gg(Rd).
Cependant, cet ensemble est inclus dans Kd,ψ, du fait que ϕ(g̃1/d(r)) ≤ r
pour tout réel positif r assez petit. On conclut grâce à la proposition 3.1.

Supposons que la jauge g de D fait diverger la série
∑

q gd(ψ(q))qd. La
fonction gd ne peut donc pas être nulle au voisinage de 0, si bien qu’elle ap-
partient à Dd en vertu de la proposition 3.2. Si gd ≺ Idd, la preuve nécessite
le résultat annexe suivant.

Lemme
Il existe une fonction de jauge g ∈ Dd vérifiant gd ≺ g pour laquelle la

série
∑

q g(ψ(q))qd diverge.

/// Notons r1 = εgd/2, ainsi que θ(r) = gd(r)/r
d pour tout r ∈ ]0, r1]. La

fonction θ décrôıt sur l’intervalle ]0, r1] et tend vers l’infini en 0 car gd ≺ Idd.
Pour tout entier n ≥ 2, observons qu’il existe un réel rn ∈ ]0, rn−1[ tel que

θ(rn) ≥ θ(rn−1)e
1/n et

∑

q∈Nq0
rn<ψ(q)≤rn−1

gd(ψ(q))qd ≥ 1

car respectivement θ tend vers l’infini en 0 et la série
∑

q gd(ψ(q))qd diverge.
La suite (rn)n∈N∗ décrôıt strictement et converge vers 0 car θ(rn) tend vers
l’infini quand n tend vers l’infini et car θ est continue sur ]0, r1]. Pour tout
entier n ≥ 2 et tout réel r ∈ ]rn, rn−1], posons ensuite

ξ(r) = n+
log θ(r) − log θ(rn−1)

log θ(rn) − log θ(rn−1)
.

On obtient ainsi une fonction ξ décroissante, continue et strictement positive
sur ]0, r1] qui tend vers l’infini en 0 et vérifie ξ(r) ≤ n+1 pour r ∈ ]rn, rn−1].
Notons g(r) = gd(r)/ξ(r) pour tout réel r ∈ ]0, r1] et vérifions que g convient.
Tout d’abord, en la prolongeant naturellement à l’origine, g est croissante
et continue sur l’intervalle [0, r1], ainsi que nulle en 0. De surcrôıt, pour
n ≥ 2 et rn < r ≤ r′ ≤ rn−1, la différence g(r)/rd − g(r′)/r′d est nulle si
θ(r′) = θ(r) et, dans le cas contraire, elle vaut

θ(r)

ξ(r)
− θ(r′)

ξ(r′)
=

(θ(r) − θ(r′))ξ(r′) + θ(r′)(ξ(r′) − ξ(r))

ξ(r)ξ(r′)

≥ θ(r) − θ(r′)

ξ(r)ξ(r′)
n

(
1 −

log θ(r)
θ(r′)

θ(r)
θ(r′)

− 1
· 1

n log θ(rn)
θ(rn−1)

)
≥ 0.

Ainsi, la fonction r 7→ g(r)/rd est continue en rn et décrôıt sur l’intervalle
]rn, rn−1] pour tout entier n ≥ 2, si bien qu’elle décrôıt au voisinage de l’ori-
gine. Il s’ensuit que g ∈ Dd. Par ailleurs, gd/g cöıncide avec ξ au voisinage
de 0, donc décrôıt au voisinage de 0 et admet l’infini pour limite en ce point,
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si bien que gd ≺ g. Enfin,

∑

q∈Nq0
ψ(q)≤r1

g(ψ(q))qd =
∞∑

n=2

∑

q∈Nq0
rn<ψ(q)≤rn−1

gd(ψ(q))qd

ξ(ψ(q))

≥
∞∑

n=2

1

n+ 1

∑

q∈Nq0
rn<ψ(q)≤rn−1

gd(ψ(q))qd ≥
∞∑

n=2

1

n+ 1
= ∞.

Ainsi, on a bien construit une jauge g ∈ Dd qui vérifie la relation gd ≺ g et

qui fait diverger la série
∑

q g(ψ(q))qd. ///
Le raisonnement précédent garantit que, si l’ouvert V est non vide, l’en-
semble Kd,ψ appartient à la classe Gg(V ). Le théorème 3.1 et la proposi-
tion 3.2 conduisent alors à Hg(Kd,ψ ∩ V ) = ∞ = Hg(V ). Si gd 6≺ Idd, la
mesure Hg cöıncide à une constante multiplicative près avec la mesure de
Lebesgue Ld sur la tribu borélienne de Rd et la série

∑
q ψ(q)dqd diverge. Le

résultat découle alors du théorème de Khintchine. //

Le théorème 3.5 que nous venons d’établir permet d’étudier les propriétés de taille et
de grande intersection de l’ensemble

Ld =

{
x ∈ Rd\Qd

∣∣∣∣∣ ∀n ∈ N∗ ∃(p, q) ∈ Zd × N2

∥∥∥∥x−
p

q

∥∥∥∥ <
1

qn

}
.

On reconnâıt en L1 l’ensemble des nombres de Liouville. L. Olsen a prouvé dans [131] que
Hg(L1) = 0, pour toute jauge g ∈ D1 vérifiant g1(r) = o(rs) pour un certain réel s > 0,
et que Hg(L1 ∩ V ) = ∞ pour tout ouvert non vide V de R dans le cas contraire puis a
étendu ce résultat à toutes les jauges g de D dans [132], en collaboration avec D. Renfro.
La proposition suivante indique que ce critère reste vrai en dimension d quelconque et
décrit de surcrôıt les propriétés de grande intersection de l’ensemble Ld.

Proposition 3.4

Soit g une jauge de D et V un ouvert non vide de Rd.

(i). On a Hg(Ld∩V ) = 0 si gd(r) = o(rs) pour un s > 0 et Hg(Ld∩V ) = ∞ sinon.

(ii). Pour g ∈ Dd, on a Ld ∈ Gg(V ) si et seulement si g(r) 6= o(rs) pour tout s > 0.

// Supposons avoir gd(r) = o(rs) pour un certain réel s > 0 et montrons
que la g-mesure de Ld∩V est nulle. On peut considérer que s est strictement
inférieur à d. Observons que

Ld = (Rd\Qd) ∩ ↓
⋂

τ>0

Jd,τ . (3.7)

Il en résulte que Ld ⊂ Jd,2(d+1)/s. Cependant, ce dernier ensemble est de
mesure s-dimensionnelle nulle, d’après le théorème de Jarńık, si bien que
Hgd(Ld) = 0. La proposition 3.2 permet de conclure.

Supposons en outre que g appartient à Dd. La fonction g : r 7→
√
g(r)

est une jauge de Dd qui vérifie g ≺ g et g(r) = o(rs/2). Le raisonnement
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précédent assure que Ld ∩ V est de g-mesure nulle. L’ensemble Ld ne peut
donc appartenir à Gg(V ), d’après le théorème 3.1.

Supposons à l’inverse que g(r) 6= o(rs) pour tout réel s > 0 et montrons
que Ld appartient à Gg(V ). Fixons un réel τ > 0 et supposons que la
série

∑
q g(q

−τ )qd converge. Il en résulte que la fonction u 7→ g(u−τ )ud est
intégrable au voisinage de l’infini. De plus, pour r assez petit, on a

∫ ∞

1

2r1/τ

g(u−τ )uddu ≥
∫ 1

r1/τ

1

2r1/τ

g(u−τ )uddu ≥ 1

2d+1
· g(r)
r
d+1
τ

.

Il s’ensuit que g(r) = o(r(d+1)/τ ), ce qui offre une contradiction. On en dé-
duit que la série

∑
q g(q

−τ )qd diverge. Le théorème 3.5 assure que l’ensemble

Jd,τ appartient à la classe Gg(Rd). De plus, Rd\Qd est un Gδ de mesure de
Lebesgue pleine, donc appartient à cette même classe, d’après la proposi-
tion 3.6. Comme l’intersection décroissante figurant dans (3.7) peut se voir
comme une intersection dénombrable, l’ensemble Ld appartient à Gg(Rd) en
vertu du théorème 3.1. La proposition 3.1 permet de conclure.

Supposons maintenant que la jauge g de D vérifie gd(r) 6= o(rs) pour
tout s > 0. Il s’agit de montrer que Hg(Ld ∩ V ) = ∞. Comme la fonction
gd ne peut être nulle au voisinage de 0, elle appartient à Dd en vertu de la
proposition 3.2. La fonction g : r 7→ gd(r)/ log(gd(r)/r

d) est une jauge de
Dd qui vérifie gd ≺ g et g(r) 6= o(rs) pour tout s > 0. En appliquant ce qui
précède à g plutôt qu’à g, on a Ld ∈ Gg(V ). Le théorème 3.1 conduit alors

à Hgd(Ld ∩ V ) = ∞. On conclut grâce à la proposition 3.2. //

Prenons un ouvert non vide V de Rd et, pour tout n ∈ N, considérons une application
bilipschitzienne fn : V → Rd. D’après la proposition 3.4, l’ensemble Ld appartient à la
classe Ggd(fn(V )) pour toute jauge g ∈ D vérifiant gd(r) 6= o(rs) pour tout réel s > 0. En
vertu du théorème 3.1, on a

L̃d,f = Ld ∩
∞⋂

n=0

fn
−1(Ld) ∈ Ggd(V ).

En outre, quitte à remplacer dans ce qui précède la jauge gd par une jauge g ∈ Dd telle

que gd ≺ g et g(r) 6= o(rs) pour tout réel s > 0, on obtient que l’ensemble L̃d,f est un Gδ

de g-mesure de Hausdorff infinie dans tout ouvert non vide U inclus dans V . Cela conduit
au résultat suivant.

Corollaire 3.1
Tout point x0 ∈ Rd peut s’écrire d’une infinité non dénombrable de manières diffé-
rentes comme la somme de deux points appartenant à Ld.

// Il suffit de prendre, dans ce qui précède, f0(x) = x0 − x et fn(x) = x
pour tous n ∈ N∗ et x ∈ Rd. //

Ce corollaire généralise un résultat classique d’Erdős [59], selon lequel tout réel peut
s’écrire comme la somme de deux nombres de Liouville.
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Par ailleurs, l’ensemble L̃d,f est un Gδ dense dans l’ouvert V . Cela est à comparer avec
le résultat suivant de W. Schwarz [143] : pour toute suite (fn)n∈N de fonctions continues
et strictement monotones de ]0, 1[ dans R, il existe un Gδ dense dans ]0, 1[ qui est formé
de nombres de Liouville x pour lesquels fn(x) est un nombre de Liouville quel que soit
n ∈ N. Ajoutons que ce résultat a été étendu à une classe un peu plus large de fonctions
par K. Alniaçik et É. Saias [2].

Les applications du théorème 3.5 sont nombreuses. À titre d’exemple, on peut montrer
que l’ensemble

sLd =

{
x ∈ Rd\Qd

∣∣∣∣∣ ∀n ∈ N∗ ∃(p, q) ∈ Zd × N2

∥∥∥∥x−
p

q

∥∥∥∥ < e−nq
}

⊂ Ld

appartient à la classe Ggd(Rd) pour toute fonction de jauge g ∈ D pour laquelle la série∑
q gd(1/q)(log q)d/q diverge. De plus, dans ce cas, l’ensemble sLd est un Gδ de g-mesure

de Hausdorff infinie dans tout ouvert non vide de Rd. Dans le cas contraire, sLd est de
g-mesure nulle. En outre, les méthodes exposées précédemment permettent de montrer
que tout point de Rd peut s’écrire comme la somme de deux points de sLd. Mentionnons
enfin que selon la terminologie de J. Sondow [145], un réel appartenant à sL1 s’appelle un
super nombre de Liouville.

IV.2 Approximation diophantienne simultanée inhomogène

Fixons un entier q0 ∈ N∗, une suite ψ ∈ Ψq0 et un point b ∈ Rd. Une généralisation
classique du problème évoqué dans la partie précédente consiste à étudier les propriétés
de taille et de grande intersection de l’ensemble Kb

d,ψ des points x de Rd pour lesquels
l’inéquation

|qx− b|Zd < qψ(q)

admet une infinité de solutions q ∈ Nq0 . Pour b = 0, on retrouve l’ensemble Kd,ψ des
points de Rd qui sont ψ-approchables par des rationnels. De surcrôıt, l’ensemble Kb

d,ψ est
de la forme (3.6) puisqu’il s’écrit

Kb
d,ψ =

{
x ∈ Rd

∣∣∣∣∣

∥∥∥∥x−
b+ p

q

∥∥∥∥ < ψ(q) pour une infinité de (p, q) ∈ Zd × Nq0

}
.

L’analogue du théorème de Khintchine a été démontré par W. Schmidt [141]. Les hypo-
thèses du théorème de Schmidt ont par la suite été affaiblies par V. Beresnevich, D. Dickin-
son et S. Velani [19]. On dispose alors du résultat suivant : Kb

d,ψ est de mesure de Lebesgue

pleine (resp. nulle) dans Rd si
∑

q ψ(q)dqd = ∞ (resp.<∞). Ajoutons que J. Levesley [113]
a produit un analogue du théorème de Jarńık-Besicovitch et que Y. Bugeaud [37] a fourni
un analogue du théorème de Jarńık. En imitant la preuve du théorème 3.5, on peut décrire
complètement les propriétés de taille et de grande intersection de l’ensemble Kb

d,ψ. C’est
l’objet du théorème qui suit.

Théorème 3.6
Soient b ∈ Rd, q0 ∈ N∗ et ψ ∈ Ψq0 . Soient g une jauge de D et V un ouvert de Rd.

(i). On a Hg(Kb
d,ψ ∩ V ) = Hg(V ) (resp. = 0) si

∑
q gd(ψ(q))qd = ∞ (resp. <∞).

(ii). Pour g ∈ Dd et V 6= ∅, on a Kb
d,ψ ∈ Gg(V ) si et seulement si

∑
q g(ψ(q))qd = ∞.
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// La preuve est presque identique à celle du théorème 3.5. Les modifica-
tions à apporter sont les suivantes. Afin d’établir que Hg(Kb

d,ψ∩V ) = 0 pour

toute jauge g ∈ D pour laquelle la série
∑

q gd(ψ(q))qd converge, il convient

d’observer que l’ensemble Kb
d,ψ s’écrit Zd + K̃b

d,ψ, avec

K̃b
d,ψ = lim sup

q→∞

⋃

p∈Zd

(b+p)/q∈[0,1[d

B

(
b+ p

q
, ψ(q)

)
.

Pour établir que Kb
d,ψ appartient à Gg(V ) pour V 6= ∅ et g ∈ Dd véri-

fiant
∑

q g(ψ(q))qd = ∞, il convient d’utiliser le théorème de Schmidt pour

montrer que la famille ((b+p)/q, g̃1/d(ψ(q)))(p,q)∈Zd×Nq0
est un système d’ubi-

quité homogène dans Rd, où g̃ désigne une fonction croissante sur [0,∞[ qui
cöıncide avec g au voisinage de 0. //

Le théorème 3.6 et la stabilité par intersection dénombrable des classes d’ensembles à
grande intersection permettent de montrer que

Hg

(
V ∩

∞⋂

n=0

Kbn
d,ψ

)
= Hg(V )

pour toute suite (bn)n∈N de points de Rd, tout ouvert non vide V de Rd et toute fonction
de jauge g de D pour laquelle la série

∑
q gd(ψ(q))qd diverge. En effet, la fonction gd

ne peut pas être nulle au voisinage de 0, si bien qu’elle appartient à Dd en vertu de la
proposition 3.2. Si gd ≺ Idd, on peut construire une fonction de jauge g ∈ Dd vérifiant

gd ≺ g et
∑

q g(ψ(q))qd = ∞. Les théorèmes 3.1 et 3.6 et la proposition 3.2 assurent

que l’intersection sur n ∈ N des ensembles Kbn
d,ψ figure dans la classe Gg(V ), puis que

Hg(V ∩ ⋂nK
bn
d,ψ) = ∞ = Hg(V ). Si gd 6≺ Idd, la mesure Hg cöıncide à une constante

multiplicative près avec la mesure de Lebesgue Ld sur la tribu borélienne de Rd et la série∑
q ψ(q)dqd diverge. Le résultat découle alors du théorème de Schmidt.

IV.3 Approximation diophantienne avec restrictions

G. Harman [82] a étudié l’ensemble des réels approchés à une certaine vitesse par des
rationnels dont le numérateur et le dénominateur sont astreints à figurer dans certains
ensembles intervenant en théorie des nombres. Intéressons-nous plus particulièrement au
cas où le numérateur et le dénominateur des rationnels considérés appartiennent à l’en-
semble P des nombres premiers (positifs). Soient q0 un entier supérieur à 2 et ψ une suite
de Ψq0 . Considérons l’ensemble Πψ des réels positifs x pour lesquels l’inéquation

∣∣∣∣x−
p

q

∣∣∣∣ < ψ(q)

admet une infinité de solutions (p, q) ∈ P × (P ∩ Nq0). Cet ensemble est clairement de la
forme (3.6). En outre, G. Harman a établi dans [82] que Πψ est de mesure de Lebesgue
pleine (resp. nulle) dans ]0,∞[ si

∑
q ψ(q)q/(log q)2 = ∞ (resp. <∞). Ce résultat permet,

en reprenant les idées de la preuve du théorème 3.5, de décrire complètement les propriétés
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de taille et de grande intersection de Πψ. Rappelons que la fonction g1 associée à une jauge
quelconque g de D est définie par (3.3).

Théorème 3.7
Soient q0 ∈ N2 et ψ ∈ Ψq0 . Soient g une jauge de D et V un ouvert de R.

(i). On a Hg(Πψ ∩V ) = Hg(]0,∞[∩V ) (resp. = 0) si la série
∑

q g1(ψ(q))q/(log q)2

diverge (resp. converge).

(ii). Pour g ∈ D1 et V 6= ∅, l’ensemble Πψ appartient à la classe Gg(V ) si et
seulement si la série

∑
q g(ψ(q))q/(log q)2 diverge et V est inclus dans ]0,∞[.

// Pour montrer que Hg(Πψ∩V ) = 0 si la jauge g ∈ D fait converger la série∑
q g1(ψ(q))q/(log q)2, commençons par rappeler qu’en vertu du théorème

des nombres premiers, π(x) = #{p ∈ P | p ≤ x} est équivalent à x/ log x et
à Li(x) =

∫ x
2

dt/ log t quand x tend vers l’infini. De plus, pour tout entier
naturel n non nul,

Πψ ∩ [0, n− 1] ⊂ lim sup
q→∞
q∈P

⋃

p∈P

p≤nq

]
p

q
− ψ(q),

p

q
+ ψ(q)

[
.

Ainsi, pour tout réel ε > 0 et tout nombre premier q1 assez grand, l’ensemble
Πψ∩ [0, n−1] est recouvert par l’union sur q ∈ P∩Nq1 de 2 π(nq) intervalles
de longueur ψ(q) ≤ ε, de sorte que

Hg1
ε (Πψ ∩ [0, n− 1]) ≤ 2

∑

q∈P∩Nq1

π(nq)g1(ψ(q)) ≤ 4n
∑

q∈P∩Nq1

g1(ψ(q))
q

log q
.

Notons π−1 : y 7→ inf{x ∈ [0,∞[ | π(x) ≥ y} la pseudo-réciproque de la
fonction π. Sachant que π−1(π(q)) = q pour tout nombre premier q et que
Li−1(x/2) ≤ π−1(x) ≤ Li−1(2x) pour tout réel x assez grand, il vient

Hg1
ε (Πψ ∩ [0, n− 1]) ≤ 4n

∞∑

k=π(q1)

g1(ψ(π−1(k)))
π−1(k)

log (π−1(k))

≤ 4n
∞∑

k=π(q1)

∫ k

k−1

g1

(
ψ
(
Li−1

(x
2

))) Li−1(2x+ 2)

log
(
Li−1

(
x
2

)) dx

≤ 8nκ

∫ ∞

Li−1
“
π(q1)−1

2

” g1(ψ(y))
y

(log y)2
dy.

La dernière inégalité provient du fait que Li−1(2x + 2) ≤ κLi−1(x/2) pour
un certain réel κ > 0 et tout réel x assez grand et du changement de variable
y = Li−1(x/2). Cependant, la fonction y 7→ g1(ψ(y))y/(log y)2 est intégrable
au voisinage de l’infini. Par conséquent, le dernier majorant tend vers 0
quand q1 tend vers l’infini. On obtient finalement Hg(Πψ∩V ) = 0 en faisant
tendre ε vers 0 puis n vers l’infini et en utilisant la proposition 3.2.

Supposons g ∈ D1 et V 6= ∅. Si V 6⊂ ]0,∞[, l’ouvert V ∩ ] − ∞, 0[ est
non vide et vérifie Πψ ∩ (V ∩ ] − ∞, 0[) = ∅, si bien que Πψ 6∈ Gg(V ). Si
la série

∑
q g(ψ(q))q/(log q)2 converge, il existe une jauge g ∈ D1 vérifiant
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g ≺ g et faisant converger la série
∑

q g(ψ(q))q/(log q)2. Le raisonnement
précédent assure alors que Πψ ∩ V est de g-mesure de Hausdorff nulle. On
a par conséquent Πψ 6∈ Gg(V ) en vertu du théorème 3.1.

Pour établir que Πψ appartient à Gg(V ) pour ∅ 6= V ⊂ ]0,∞[ et g ∈ D1

vérifiant
∑

q g(ψ(q))q/(log q)2 = ∞, désignons par g̃ une fonction crois-
sante sur [0,∞[ qui cöıncide avec g au voisinage de 0 et observons que
(p/q, g̃(ψ(q)))(p,q)∈P×(P∩Nq0 ) est un système d’ubiquité homogène dans ]0,∞[
d’après le théorème 6.7 de [82]. Le théorème 3.2 permet d’en déduire que
Πψ appartient à la classe Geg(]0,∞[), donc à la classe Gg(V ).

Montrons enfin que Hg(Πψ ∩V ) = Hg(]0,∞[∩V ) pour tout ouvert V de
R et toute jauge g ∈ D pour laquelle la série

∑
q g1(ψ(q))q/(log q)2 diverge.

Ce résultat est trivial si ]0,∞[∩V est vide. Supposons le contraire et obser-
vons par ailleurs que g1 ∈ D1 d’après la proposition 3.2. Si g1 ≺ Id, il existe
une jauge g ∈ D1 vérifiant g1 ≺ g et

∑
q g(ψ(q))q/(log q)2 = ∞. Le raison-

nement précédent assure que Πψ ∈ Gg(]0,∞[∩V ) et le théorème 3.1 conduit
à Hg1(Πψ ∩V ) = ∞ = Hg1(]0,∞[∩V ). La proposition 3.2 donne finalement
Hg(Πψ∩V ) = Hg(]0,∞[∩V ). Ce résultat reste vrai si g1 6≺ Id. C’est en effet
une conséquence du théorème 6.7 de [82] puisque la série

∑
q ψ(q)q/(log q)2

diverge et la mesure Hg cöıncide à une constante multiplicative près avec la
mesure de Lebesgue sur la tribu borélienne de R. //

Ce résultat permet de retrouver le théorème 14 de [19] qui indique que, pour g ∈ D1, la
g-mesure de Hausdorff de Πψ∩[0, 1] est infinie lorsque la série

∑
q g(ψ(q))q/(log q)2 diverge

et lorsque g ≺ Id. On observe par ailleurs qu’imposer aux entiers p et q d’être premiers
fait finalement apparâıtre un facteur (log q)−2 dans la série dont il convient d’étudier la
convergence. La restriction sur p et q ne transparâıt donc pas sur la dimension de Hausdorff
de l’ensemble des réels ψ-approchables, mais intervient dès qu’on s’intéresse à des jauges
plus précises que les jauges usuelles Ids, cf. [82, th. 10.8].

En reprenant les idées de la preuve du théorème 3.7 et en utilisant les résultats du
chapitre 6 de [82], on peut également décrire les propriétés de taille et de grande inter-
section des ensembles obtenus en imposant d’autres restrictions sur le numérateur et le
dénominateur des approximants. Par exemple, l’énoncé du théorème 3.7 reste valide si on
remplace Πψ par l’ensemble des réels positifs ψ-approchables par des rationnels dont le
numérateur et le dénominateur s’écrivent comme une somme de deux carrés d’entiers et
si on considère la série

∑
q g1(ψ(q))q/ log q. De même, l’énoncé du théorème 3.7 est encore

vrai si on remplace Πψ par l’ensemble des réels positifs ψ-approchables par des rationnels
dont le numérateur est un nombre premier et dont le dénominateur est une somme de
deux carrés (ou vice versa) et si on considère

∑
q g1(ψ(q))q/(log q)3/2.

Une autre démarche consiste à imposer au numérateur et au dénominateur des ra-
tionnels intervenant dans l’approximation d’être premiers entre eux. Plus précisément,
étant donnés un entier q0 ∈ N∗ et une suite (non nécessairement décroissante) de réels
strictement positifs ψ = (ψ(q))q∈Nq0

qui converge vers 0, on considère l’ensemble Sd,ψ des

points x ∈ Rd pour lesquels il existe une infinité de couples (p, q) ∈ Zd × Nq0 tels que
‖x−p/q‖ < ψ(q) et tels que q soit premier avec chacune des coordonnées de p. Pour toute
fonction de jauge g ∈ D, on prouve aisément en adaptant la preuve du théorème 3.5 que
l’ensemble Sd,ψ est de g-mesure de Hausdorff nulle si la série

∑
q gd(ψ(q))ϕ(q)d converge,

où ϕ désigne l’indicateur d’Euler. Sous cette condition de convergence, on montre de même
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que, si g est une jauge de Dd, l’ensemble Sd,ψ n’appartient à aucune classe Gg(V ), pour V
ouvert non vide de Rd. Pour traiter le cas de divergence en reprenant les méthodes de la
preuve du théorème 3.5, il faudrait savoir que l’ensemble Sd,ψ est de mesure de Lebesgue
pleine dans Rd lorsque la série

∑
q ψ(q)dϕ(q)d diverge. En dimension d = 1, ce résultat

a été conjecturé par Duffin et Schaeffer [57] et n’a pas encore été prouvé. En dimension
d ≥ 2, ce résultat a été établi par A. Pollington et R. Vaughan [135]. En dimension d ≥ 2,
on peut donc démontrer en adaptant la preuve du théorème 3.5 que, pour toute fonction
de jauge g ∈ D, l’ensemble Sd,ψ est de g-mesure de Hausdorff maximale dans tout ouvert
V de Rd si la série

∑
q gd(ψ(q))ϕ(q)d diverge, ce qui complète un résultat de V. Beresne-

vich et S. Velani [20]. Si V est non vide et g appartient à Dd, on peut en outre établir que
l’ensemble Sd,ψ appartient à la classe Gg(V ) sous la même condition de divergence.

Ajoutons qu’en dimension d ≥ 2, on peut appliquer la méthode précédente à l’ensemble
S̃d,ψ des points x ∈ Rd pour lesquels il existe une infinité de couples (p, q) ∈ Zd ×Nq0 tels
que ‖x − p/q‖ < ψ(q) et tels que q et toutes les coordonnées de p soient mutuellement
premiers entre eux. Il faut alors utiliser au lieu du résultat de A. Pollington et R. Vaughan
un résultat de P. Gallagher [74] selon lequel S̃d,ψ est de mesure de Lebesgue pleine dans
Rd si la série

∑
q ψ(q)dqd diverge.

IV.4 Approximation par des nombres algébriques et classifica-
tion de Koksma des réels transcendants

Intéressons-nous maintenant à l’approximation des réels par des nombres algébriques. On
peut considérer que ce problème généralise celui de l’approximation par des rationnels
puisque ces derniers sont en particulier des nombres algébriques.

Pour commencer, procédons à quelques rappels. Notons A l’ensemble des nombres
réels algébriques. Pour tout a ∈ A, désignons par H(a) la hauteur de a, c’est-à-dire la
plus grande des valeurs absolues des coefficients de son polynôme minimal sur Z. Soient
h0 ∈ N∗ et ψ ∈ Ψh0 . Pour n ∈ N∗, notons An,h0 l’ensemble des nombres réels algébriques
de degré au plus n et de hauteur au moins h0. Un réel x est alors dit ψ-approchable par
des nombres réels algébriques de degré au plus n si l’inéquation

|x− a| < ψ(H(a))

admet une infinité de solutions a ∈ An,h0 . L’ensemble An,ψ de ces réels est clairement de
la forme (3.6). Le résultat suivant, établi par V. Beresnevich [15, 19], peut se voir comme
l’analogue du théorème de Khintchine pour cet ensemble.

Théorème 3.8 (V. Beresnevich)

Soient n et h0 deux entiers naturels non nul et ψ une suite de Ψh0 . Alors, An,ψ est
de mesure de Lebesgue pleine (resp. nulle) dans R si

∑
h ψ(h)hn = ∞ (resp. <∞).

Il résulte directement de ce théorème que la famille (a, ψ(H(a)))a∈An,h0
est un système

d’ubiquité homogène dans R dès que la série
∑

h ψ(h)hn diverge. Par exemple, la di-
vergence de la série harmonique implique que (a,H(a)−n−1)a∈An,2 constitue un système
d’ubiquité homogène dans R.

V. Beresnevich, D. Dickinson et S. Velani [19], ainsi que Y. Bugeaud [35], ont établi
l’analogue du théorème de Jarńık pour l’ensemble An,ψ. En outre, Y Bugeaud [38] a
prouvé que cet ensemble vérifie une propriété de grande intersection lorsque ψ est le
produit d’une fonction puissance et d’itérées du logarithme. Grâce aux idées de la preuve
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du théorème 3.5, on peut compléter ces résultats en décrivant complètement les propriétés
de taille et de grande intersection de An,ψ. C’est l’objet du résultat qui suit. Dans son
énoncé, la fonction g1 associée à une jauge quelconque g de D est définie comme en (3.3).

Théorème 3.9
Soient n et h0 deux entiers naturels non nul et ψ une suite de Ψh0 . Soient g une jauge
de D et V un ouvert de R.

(i). On a Hg(An,ψ ∩ V ) = Hg(V ) (resp. = 0) si
∑

h g1(ψ(h))hn = ∞ (resp. <∞).

(ii). Pour g ∈ D1 et V 6= ∅, on aAn,ψ ∈ Gg(V ) si et seulement si
∑

h g(ψ(h))hn = ∞.

// Pour établir que Hg(An,ψ ∩ V ) = 0 si la série
∑

h g1(ψ(h))hn converge,
il convient d’observer que

An,ψ = lim sup
h→∞

⋃

a∈An,h0
H(a)=h

]a− ψ(h), a+ ψ(h)[

et qu’il y a au plus 2n(n+1)(2h+1)n nombres algébriques de degré au plus
n et de hauteur exactement h, cf. [142, p. 85], de sorte que, pour tout réel
ε > 0 et tout entier h1 assez grand,

Hg1
ε (An,ψ) ≤

∞∑

h=h1

4n(n+ 1)(2h+ 1)ng1(ψ(h)).

On parvient au résultat en faisant tendre h1 vers l’infini puis ε vers 0 et en
utilisant la proposition 3.2.

Supposons g ∈ D1 et V 6= ∅. Si la série
∑

h g(ψ(h))hn converge, il existe
une jauge g ∈ D1 vérifiant g ≺ g et

∑
h g(ψ(h))hn < ∞. Le raisonnement

précédent prouve que An,ψ ∩ V est de g-mesure nulle et le théorème 3.1
implique que An,ψ n’appartient pas à Gg(V ).

Supposons à l’inverse que la série
∑

h g(ψ(h))hn diverge, désignons par
g̃ une fonction croissante sur [0,∞[ qui cöıncide avec g au voisinage de 0 et
observons que la famille (a, g̃(ψ(H(a))))a∈An,h0

est alors un système d’ubi-
quité homogène dans R d’après le théorème de Beresnevich. Le théorème 3.2
permet d’en déduire que An,ψ appartient à Geg(R) donc à Gg(V ).

Montrons que Hg(An,ψ∩V ) = Hg(V ) pour toute jauge g ∈ D qui fait di-
verger la série

∑
h g1(ψ(h))hn et tout ouvert V de R. On peut supposer que

V est non vide. De plus, g1 appartient à D1 en vertu de la proposition 3.2. Si
g1 ≺ Id, il existe une jauge g ∈ D1 telle que g1 ≺ g et

∑
h g(ψ(h))hn = ∞.

Le raisonnement précédent assure que An,ψ appartient à Gg(V ). Par consé-
quent, Hg(An,ψ ∩V ) = Hg(V ), d’après le théorème 3.1 et la proposition 3.2.
Si g1 6≺ Id, ce résultat reste vrai et découle du théorème de Beresnevich
car la série

∑
h ψ(h)hn diverge et la mesure Hg cöıncide à une constante

multiplicative près avec la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R. //

Prendre ψ(h) = h−w−1 pour w > −1 et h ∈ N∗ conduit à faire le lien avec la classifica-
tion de Koksma des réels transcendants. Dans ce cas, notons U∗

n,w l’ensemble An,ψ, ainsi
que w∗

n(x) le supremum de l’ensemble des réels w pour lesquels un réel x fixé appartient
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à U∗
n,w. Koksma [109] discrimine alors les réels transcendants x selon que

w∗(x) = lim sup
n→∞

w∗
n(x)

n

est fini ou non. Dans le premier cas, le réel transcendant x est appelé un S∗-nombre et
w∗(x) s’appelle le type de x, cf. [36, 38]. Grâce à des résultats de Sprindžuk [146] et
E. Wirsing [149], on montre que Lebesgue-presque tous les réels x sont des S∗-nombres
qui vérifient w∗

n(x) = n quel que soit n ∈ N∗. En particulier, l’ensemble

W ′
τ =

∞⋂

n=1

{x ∈ R | w∗
n(x) ≥ τ(n+ 1) − 1}

est de mesure de Lebesgue pleine dans R pour τ = 1. De plus, A. Baker et W. Schmidt [7]
ont prouvé que cet ensemble est de dimension égale à 1/τ , pour tout τ > 1. Comme très
souvent, c’est la minoration de la dimension de Hausdorff qui est difficile à établir. La
proposition suivante précise ce résultat de minoration en montrant que W ′

τ vérifie une
propriété de grande intersection.

Proposition 3.5

Soient τ ∈ [1,∞[ et g ∈ D1 vérifiant
∑

h g(1/h)h
−1+1/τ = ∞. Alors W ′

τ ∈ Gg(R).

// Observons que

W ′
τ =

∞⋂

n=1

↓
⋂

w∈ ]−1,τ(n+1)−1[

U∗
n,w.

Prenons n ∈ N∗ et w ∈ ]− 1, τ(n+ 1)− 1[. La série
∑

h g(h
−w−1)hn diverge,

si bien que U∗
n,w ∈ Gg(R) d’après le théorème 3.9. En effet, considérons un

entier h1 ≥ 2 tel que g est strictement croissante sur [0, h1
−w−1]. La somme

sur h ∈ Nh1 de g(h−w−1)hn est alors minorée par

∞∑

h=h1

∫ h+1

h

g(x−τ(n+1))(x− 1)ndx ≥ 1

2n

∫ ∞

h1

g(x−τ(n+1))xndx

≥ 1

2nτ(n+ 1)

∫ ∞

h1
τ(n+1)

g

(
1

u

)
u−1+1/τdu

et cette dernière intégrale diverge car
∑

h g(1/h)h
−1+1/τ = ∞. Comme l’in-

tersection décroissante précédente peut se voir comme une intersection dé-
nombrable, le théorème 3.1 permet de conclure. //

Fixons un réel τ ≥ 1. La proposition précédente assure en particulier que W ′
τ appartient

à GId1/τ
(R). Sa dimension est donc supérieure à 1/τ . On retrouve ainsi la minoration de

A. Baker et W. Schmidt.
Pour tout réel τ ≥ 1, désignons respectivement par W̃τ et Wτ l’ensemble des réels

transcendants dont le type est supérieur à τ et l’ensemble des S∗-nombres dont le type
est égal à τ . Ainsi,

W̃τ = {x ∈ R\A | w∗(x) ≥ τ} et Wτ = {x ∈ R\A | w∗(x) = τ} . (3.8)
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La proposition 3.5 permet d’étudier les propriétés de taille et de grande intersection de
W̃τ , ainsi que les propriétés de taille de Wτ . Pour décrire ces propriétés, associons à toute
fonction de jauge g de D la quantité

τg = inf
{
τ ∈ ]0,∞[

∣∣ g1(r) = o(r1/τ )
}

(3.9)

avec inf ∅ = ∞. Observons que τg = 0 si g1 = 0 et que τg ≥ 1 si g1 ∈ D1 (il n’y a pas
d’autre possibilité en vertu de la proposition 3.2). On dispose alors du résultat suivant.

Théorème 3.10
Soient g une jauge de D et V un ouvert de R. Pour tout τ ∈ [1,∞[, on a

Hg(Wτ ∩ V ) =

{
0 si τ > τg

Hg(V ) si τ = τg
et Hg(W̃τ ∩ V ) =

{
0 si τ > τg

Hg(V ) si τ ≤ τg
.

De plus, pour g ∈ D1 et V 6= ∅, l’ensemble W̃τ contient un ensemble de la classe
Gg(V ) si et seulement si τ ≤ τg.

// Commençons par supposer g ∈ D et τ > τg. Afin d’établir que W̃τ ∩V et

Wτ ∩ V sont de g-mesure nulle, il suffit de montrer que W̃τ est de g-mesure
nulle. Dans ce but, notons τ ′ et τ ′′ deux réels vérifiant τg < τ ′ < τ ′′ < τ et
observons que

W̃τ ⊂
∞⋃

n=1

U∗
n,τ ′′(n+1)−1

et g1(r) = o(r1/τ ′). Comme la série
∑

h g1(h
−τ ′′(n+1))hn converge, le théo-

rème 3.9 implique que Hg(U∗
n,τ ′′(n+1)−1) = 0. Le résultat s’ensuit.

Supposons g ∈ D1 et V 6= ∅. L’ensemble W̃τ ne contient aucun ensemble
de la classe Gg(V ). En effet, plaçons-nous dans le cas contraire. En posant

g : r 7→ g(r) log(1/g(r)), on a Hg(W̃τ ∩V ) = ∞ d’après le théorème 3.1, car
g ∈ D1 et g ≺ g. Cependant, comme τ > τg = τg, le raisonnement précédent

conduit à Hg(W̃τ ∩ V ) = 0, ce qui constitue une contradiction.
Supposons désormais τ ≤ τg. Tout réel appartenant à W ′

τ est nécessaire-
ment transcendant d’après le théorème 19 et le lemme 15 de [142]. De plus,

un tel réel est de type supérieur à τ . Par conséquent, W ′
τ ⊂ W̃τ . En parti-

culier, W̃1 contient W ′
1. Comme la série

∑
h g(1/h) diverge pour g ∈ D1, la

proposition 3.5 prouve que ce dernier ensemble figure dans la classe Gg(R),
donc dans la classe Gg(V ). Pour τ > 1, on peut écrire

↓
⋂

τ ′∈ ]1,τ [

W ′
τ ′ ⊂ W̃τ .

Fixons τ ′ ∈ ]1, τ [ et observons que la série
∑

h g(1/h)h
−1+1/τ ′ diverge. Sup-

posons en effet le contraire. Dès lors, la fonction u 7→ g(1/u)u−1+1/τ ′ est
intégrable au voisinage de l’infini et, pour tout réel r strictement positif,

g(r)

r1/τ ′
≤ 21/τ ′

r

∫ 2r

r

g(s)

s1/τ ′
ds ≤ 21+1/τ ′

∫ ∞

1
2r

g

(
1

u

)
u−1+1/τ ′du
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ce qui conduit à g(r) = o(r1/τ ′) et contredit ainsi le fait que τ est inférieur à
τg. La proposition 3.5 assure alors que W ′

τ ′ appartient à Gg(V ). Le membre
de gauche de l’inclusion précédente peut donc se voir comme une intersection
dénombrable d’ensembles appartenant à Gg(V ). Le théorème 3.1 prouve

finalement que W̃τ contient un ensemble de cette même classe.
Revenons au cas général où g appartient à D et V est un ouvert quel-

conque de R et montrons que Hg(W̃τ∩V ) = Hg(V ). On peut en fait supposer

g1 ∈ D1 et V 6= ∅, puisque Hg(W̃τ∩V ) = 0 = Hg(V ) dans le cas contraire, en
vertu de la proposition 3.2. Si g1 ≺ Id, la jauge g : r 7→ g1(r)/ log(g1(r)/r)
appartient à D1 et vérifie g1 ≺ g et τg = τg. Le raisonnement précédent

montre que W̃τ contient un ensemble de la classe Gg(V ), donc est de g1-
mesure infinie dans V d’après le théorème 3.1. La proposition 3.2 conduit
à Hg(W̃τ ∩ V ) = Hg(V ). Si g1 6≺ Id, ce résultat reste vrai et découle du

fait que W̃1 contient W ′
1, qui est de mesure de Lebesgue pleine dans R, car

τ = τg = 1 et Hg cöıncide à une constante multiplicative près avec la mesure
de Lebesgue sur la tribu borélienne de R.

Pour finir, montrons que Hg(Wτ ∩ V ) = Hg(V ) si τ = τg. Il suffit de
prouver que l’ensemble des réels transcendants x vérifiant w∗(x) > τg est de

g-mesure nulle. À cet effet, remarquons que cet ensemble est inclus dans

∞
↑
⋃

k=1

∞⋃

n=1

U∗
n,(τg+1/k)(n+1)−1

et que l’ensemble U∗
n,(τg+1/k)(n+1)−1 est de g-mesure nulle d’après le théo-

rème 3.9 puisque
∑

h g1(h
−(τg+1/k)(n+1))hn <∞. //

Soit τ ∈ [1,∞[. Le théorème précédent permet en particulier de retrouver que

dim W̃τ =
1

τ
et dimWτ =

1

τ
,

ce qui correspond respectivement au théorème 2 de [7] et au théorème 3 de [38]. De
surcrôıt, le théorème 3.10 indique que la mesure de Hausdorff 1/τ -dimensionnelle de Wτ

est infinie, ce que les méthodes utilisées dans [38] ne permettent pas d’établir.

IV.5 Approximation de zéro par des valeurs de polynômes et
classification de Mahler des réels transcendants

La classification de Koksma des réels transcendants, présentée dans la partie IV.4, est
très proche d’une classification proposée précédemment par Mahler [118]. L’idée consiste
désormais à discriminer les réels x selon le degré d’exactitude avec lequel les polynômes à
coefficients entiers évalués en x approchent 0.

Avant de présenter plus précisément la classification de Mahler, considérons le pro-
blème plus général suivant. Pour n ∈ N∗, désignons par Zn[X] l’ensemble des polynômes à
coefficients entiers de degré au plus n. On définit la hauteurH(p) d’un polynôme p ∈ Zn[X]
comme la plus grande des valeurs absolues de ses coefficients. Soient h0 ∈ N∗ et ψ ∈ Ψh0 .
Un réel x étant fixé, on s’intéresse à la question de savoir si l’inéquation

|p(x)| < H(p)ψ(H(p)) (3.10)
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possède une infinité de solutions p ∈ Zn[X] vérifiant H(p) ≥ h0. Notons Pn,ψ l’ensemble
des réels x pour lesquels cette dernière propriété est satisfaite. V. Bernik [26] et V. Be-
resnevich [17] ont prouvé que si la série

∑
h ψ(h)hn converge, l’inéquation (3.10) n’admet

qu’un nombre fini de solutions p ∈ Zn[X] pour presque tout réel x au sens de la mesure
de Lebesgue. De manière équivalente, l’ensemble Pn,ψ est Lebesgue-négligeable. Le cas
contraire a été traité par V. Beresnevich [15] : si la série

∑
h ψ(h)hn diverge, pour presque

tout réel x, l’inéquation (3.10) admet une infinité de solutions p ∈ Zn[X], si bien que
l’ensemble Pn,ψ est de mesure de Lebesgue pleine dans R.

Les résultats énoncés précédemment sont les seuls connus à ce jour en ce qui concerne
les propriétés de taille de l’ensemble Pn,ψ. Nous proposons de les compléter en montrant
que Pn,ψ est un ensemble à grande intersection. Dans ce but, commençons par observer
que l’ensemble Pn,ψ n’est pas du type (3.6) si n ≥ 2, ce qui a pour effet de nous priver
du théorème 3.2. Il s’agit toutefois d’un Gδ. Pour s’en convaincre, notons (pk)k∈N une
énumération de l’ensemble dénombrable des polynômes à coefficients entiers de degré au
plus n et de hauteur au moins h0, présentons Pn,ψ sous la forme

Pn,ψ =
∞
↓
⋂

k=0

∞⋃

k′=k

{
x ∈ R

∣∣ |pk′(x)| < H(pk′)ψ(H(pk′))
}

et remarquons que chacun des ensembles intervenant dans le membre de droite est un
ouvert de R, par continuité des fonctions polynomiales. Le résultat suivant montre que
Pn,ψ appartient à certaines classes d’ensembles à grande intersection.

Théorème 3.11
Soient n et h0 deux entiers naturels non nul et ψ une suite de Ψh0 . Soient g une
jauge de D1 telle que

∑
h g(ψ(h))hn diverge et V un ouvert non vide de R. Alors,

Pn,ψ appartient à Gg(V ).

// Fixons un réel r > 0 et posons κ = n2(1 + r)n−1 > 0. Soit x ∈ ] − r, r[
appartenant à l’ensemble An,ψ/κ des réels ψ/κ-approchables par des nombres
réels algébriques de degré au plus n, cf. partie IV.4. Il existe donc une
infinité de nombres réels algébriques a ∈ An,h0 vérifiant |x−a| < ψ(H(a))/κ.
Comme ψ converge vers 0, on peut en outre supposer que tous ces nombres
a vérifient |x− a| ≤ 1. Considérons un tel a, notons pa =

∑
q bqX

q ∈ Zn[X]
son polynôme minimal et écrivons

pa(x) = pa(x) − pa(a) = (x− a)
n∑

q=1

bq

q−1∑

k=0

xq−1−kak

et observons que |xq−1−kak| ≤ rq−1−k(1 + r)k ≤ (1 + r)n−1 quels que soient
k ∈ {0, . . . , q − 1} et q ∈ {1, . . . , n}. Il en résulte que

|pa(x)| ≤ |x− a|H(pa)κ < H(pa)ψ(H(pa)).

Ainsi, l’inéquation (3.10) admet pa pour solution. Il s’ensuit que cette in-
équation admet une infinité de solutions p ∈ Zn[X] vérifiant H(p) ≥ h0.
Finalement x ∈ Pn,ψ, si bien que An,ψ/κ∩ ] − r, r[ est inclus dans Pn,ψ.
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Sachant que ψ/κ décrôıt vers 0 et que
∑

h g(ψ(h)/κ)hn diverge, le théo-
rème 3.9 assure que An,ψ/κ ∈ Gg(V ). De ce fait, pour toute jauge g ∈ D1

vérifiant g ≺ g et un ouvert U inclus dans V , on a

Mg
∞(Pn,ψ ∩ U) ≥ Mg

∞(An,ψ/κ∩ ] − r, r[∩U) ≥ Mg
∞(] − r, r[∩U).

D’après le lemme des ensembles croissants, le membre de droite tend vers
Mg

∞(U) quand r tend vers l’infini, cf. section V. Le théorème s’ensuit. //

C’est en prenant ψ(h) = h−w−1 pour w > −1 et h ∈ N∗ qu’il est possible de faire le lien
avec la classification de Mahler des réels. Dans ce cas, désignons par Un,w l’ensemble Pn,ψ
et notons wn(x) le supremum de l’ensemble des réels w tels qu’un réel x donné appartienne
à Un,w. Mahler [118] discrimine alors les réels x selon la valeur de leur type

w(x) = lim sup
n→∞

wn(x)

n
.

Il montre qu’un réel x est algébrique si et seulement si w(x) = 0. Lorsque 0 < w(x) <∞,
le réel transcendant x est appelé un S-nombre. De plus, le principe de Dirichlet assure
que tout réel transcendant x vérifie wn(x) ≥ n quel que soit n ∈ N∗ et le théorème de
Sprindžuk [146] affirme que Lebesgue-presque tous les réels x sont des S-nombres tels que
wn(x) = n pour tout n ∈ N∗.

La classification de Mahler présente des liens avec celle de Koksma. Ainsi, tout S-
nombre est un S∗-nombre et réciproquement, cf. [142, th. 22]. De plus, pour tout réel
transcendant x et tout entier n ∈ N∗, on a w∗

n(x) ≤ wn(x), de sorte que w∗(x) ≤ w(x). Par
conséquent, pour tout réel τ ≥ 1, l’ensemble des réels transcendants x vérifiant w(x) ≥ τ

est inclus dans l’ensemble W̃τ défini par (3.8). Le théorème 3.10 permet d’en déduire que,
pour toute jauge g de D et tout ouvert V de R,

Hg ({x ∈ V \A | w(x) ≥ τ}) = Hg(V )

pour tout réel τ compris entre 1 et τg, qui est donné par (3.9). En particulier, pour tout
réel τ ≥ 1, l’ensemble des réels transcendants x vérifiant w(x) ≥ τ est de mesure de
Hausdorff 1/τ -dimensionnelle infinie, de sorte que

dim {x ∈ R\A | w(x) ≥ τ} ≥ 1

τ
,

ce qui correspond à la partie difficile du théorème 4 de [7]. Cette minoration est en fait
une égalité comme l’a prouvé V. Bernik [24, 25]. Contrairement aux exemples traités
précédemment, c’est ici la majoration de la dimension de Hausdorff qui est la plus ardue à
établir. Pour les mêmes raisons, donner une réciproque au théorème 3.11 en déterminant
pour quelles fonctions de jauge g l’ensemble Pn,ψ n’appartient à aucune classe Gg(V )
semble être un problème difficile.

V Preuves des résultats de la section II

Fixons quelques notations. Soit λ ∈ Λc un cube c-adique de Rd. Pour toute partie F
de Rd, notons Rλ

c (F ) la collection des suites (λp)p∈N d’éléments de Λc ∪ {∅} telles que
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F ∩ λ ⊂ ⊔
p λp ⊂ λ (i.e. les ensembles λp, pour p ∈ N, sont disjoints, inclus dans λ et

recouvrent F ∩λ). Observons que Rλ
c (F ) ⊂ Rc,g(F ∩λ) si |λ| < εg, pour g ∈ Dd. En outre,

convenons que 〈∅〉c = ∞ et, pour tout entier j, désignons par Rλ,≥j
c (F ) (resp. Rλ,≤j

c (F ))
la collection des recouvrements (λp)p∈N ∈ Rλ

c (F ) tels que 〈λp〉c ≥ j (resp. 〈λp〉c ≤ j ou
〈λp〉c = ∞) pour tout p ∈ N.

V.1 Résultats préliminaires

La preuve du théorème 3.1 nécessite plusieurs résultats préliminaires que nous établissons
dans cette partie.

Lemme 3.1
Soit g ∈ Dd. Pour tous F ⊂ Rd et λ ∈ Λc,g, on a

Mg
∞(F ∩ λ) = inf

(λp)p∈N∈Rλc (F )

∞∑

p=0

g(|λp|).

// Soient F ⊂ Rd et λ ∈ Λc,g. Rappelons que la masse Mg
∞(F ∩ λ) est

donnée par (3.4). Considérons (λp)p∈N ∈ Rc,g(F ∩ λ). Notons P l’ensemble
des entiers p ∈ N tels que λp∩λ 6= ∅ et λp 6= λp′ pour tout p′ ∈ {0, . . . , p−1},
puis P ′ l’ensemble des entiers p ∈ P tels que λp 6⊂ λp′ pour tout p′ ∈ P\{p}.
Alors, les ensembles λp, pour p ∈ P ′, sont disjoints et recouvrent F ∩ λ. Si
P ′ = {p0} avec p0 ∈ N tel que λp0 ⊃ λ, posons λ′p0 = λ. Sinon, pour tout
p ∈ P ′, posons λ′p = λp. De surcrôıt, notons λ′p = ∅ pour p ∈ N\P ′. Dès
lors, (λ′p)p∈N ∈ Rλ

c (F ) et la croissance de g sur ]0, εg[ (nécessaire uniquement
dans le premier cas) garantit que

∞∑

p=0

g(|λ′p|) ≤
∑

p∈P ′

g(|λp|) ≤
∞∑

p=0

g(|λp|).

On conclut en minorant le membre de gauche par son infimum sur Rλ
c (F ),

puis en passant à l’infimum sur Rc,g(F ∩ λ) dans le membre de droite. //

Le lemme suivant donne l’expression des masses attribuées par la mesure extérieure Mg
∞ à

chaque cube λ ∈ Λc,g et à son intérieur intλ. D’apparence anodine, il intervient cependant
de manière cruciale dans la preuve du théorème 3.1.

Lemme 3.2
Soit g ∈ Dd. On a Mg

∞(intλ) = Mg
∞(λ) = g(|λ|) pour tout cube λ ∈ Λc,g.

// Soit λ ∈ Λc,g. D’une part, comme λ ⊃ intλ, on a Mg
∞(intλ) ≤ Mg

∞(λ).
D’autre part, en observant que (λ, ∅, . . .) ∈ Rc,g(λ), il apparâıt clairement
que Mg

∞(λ) ≤ g(|λ|). Il reste donc à établir que Mg
∞(intλ) ≥ g(|λ|). Dans

ce but, commençons par supposer que Mg
∞(intλ′) < g(|λ′|), pour tout sous-

cube c-adique λ′ de λ. Appelons F l’ensemble des points de Rd qui ne pos-
sèdent aucune coordonnée c-adique (c’est-à-dire aucune coordonnée de la
forme kc−j, avec j ∈ N et k ∈ Z). Prenons ensuite (λp)p∈N ∈ Rλ

c (F ) et
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prouvons, par récurrence sur j ≥ 〈λ〉c, l’assertion P (j) suivante : il existe
(λ′p)p∈N ∈ Rλ,≥j

c (F ) vérifiant

∞∑

p=0

g(|λ′p|) ≤
∞∑

p=0

g(|λp|). (3.11)

Tout d’abord, P (〈λ〉c) est clairement vérifiée, puisque Rλ
c (F ) = R

λ,≥〈λ〉c
c (F ).

Prenons ensuite un entier j ≥ 〈λ〉c, supposons vraie l’assertion P (j) et
prouvons P (j + 1). D’après P (j), il existe (λ′p)p∈N ∈ Rλ,≥j

c (F ) vérifiant
l’inégalité (3.11). Soit p ∈ N tel que 〈λ′p〉c = j. Comme λ′p est un sous-cube
de λ, on a Mg

∞(intλ′p) < g(|λ′p|), si bien qu’en vertu du lemme 3.1, il existe

un recouvrement (λpp′)p′∈N ∈ R
λ′p,≥j+1
c (intλ′p) vérifiant

∞∑

p′=0

g(|λpp′|) ≤ g(|λ′p|).

En regroupant les ensembles λ′p, pour p ∈ N tel que 〈λ′p〉c ≥ j + 1, avec
les ensembles λpp′ , pour p′ ∈ N et p ∈ N vérifiant 〈λ′p〉c = j, on forme une

recouvrement appartenant à Rλ,≥j+1
c (F ) qui vérifie

∑

p∈N

〈λ′p〉c≥j+1

g(|λ′p|) +
∑

p∈N

〈λ′p〉c=j

∞∑

p′=0

g(|λpp′|) ≤
∞∑

p=0

g(|λ′p|) ≤
∞∑

p=0

g(|λp|).

Ainsi, P (j+1) est vraie. Le principe de récurrence garantit alors la véracité
de P (j), pour tout entier j ≥ 〈λ〉c. D’après le lemme 3.1, il s’ensuit que

Mg
∞(F ∩ λ) = lim

j↑∞
↑ inf

(λp)p∈N∈Rλ,≥jc (F )

∞∑

p=0

g(|λp|). (3.12)

Comme g ∈ Dd, la fonction θ : r 7→ g(r)/rd décrôıt sur l’intervalle ]0, εg[.
Notons η ∈ ]0,∞] la limite à droite en 0 de θ, puis prenons η′ ∈ ]0, η[. Il
existe un entier j ≥ 〈λ〉c tel que g(|λ′|) ≥ η′|λ′|d, pour tout cube c-adique
λ′ de génération supérieure à j. Soit (λp)p∈N ∈ Rλ,≥j

c (F ). Étant donné que
F est de mesure de Lebesgue pleine dans λ, on a alors

∞∑

p=0

g(|λp|) ≥ η′
∞∑

p=0

|λp|d = η′κ
∞∑

p=0

Ld(λp)

≥ η′κLd(F ∩ λ) = η′κLd(λ) = η′|λ|d

où κ désigne la puissance d-ième du diamètre du cube [0, 1[d. En utilisant
l’égalité (3.12) et en faisant tendre η′ vers η, on peut écrire

η|λ|d ≤ Mg
∞(F ∩ λ) ≤ Mg

∞(intλ) < g(|λ|) = |λ|dθ(|λ|).

Il en découle que θ(|λ|) est strictement supérieur à η. Cependant, le fait
d’avoir |λ| < εg et la décroissance de θ sur l’intervalle ]0, εg[ conduisent à la
majoration θ(|λ|) ≤ η. Cela offre une contradiction.
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En conséquence, il existe un sous-cube c-adique λ′ de λ pour lequel
Mg

∞(intλ′) = g(|λ′|). Posons j′ = 〈λ′〉c. Soit λ′′ un sous-cube c-adique de
λ de génération j′. Il existe alors une translation σ qui envoie λ′ sur λ′′. La
translation σ est une isométrie qui met naturellement en correspondance bi-
jective Rλ′

c (intλ′) et Rλ′′

c (intλ′′). Il s’ensuit que Mg
∞(intλ′′) = Mg

∞(intλ′).
En outre, λ′ et λ′′ ont même diamètre. Finalement, Mg

∞(intλ′′) = g(|λ′′|)
pour tout sous-cube c-adique λ′′ de λ de génération j′.

Prenons désormais (λp)p∈N ∈ Rλ
c (intλ) et, pour tout j ∈ {〈λ〉c, . . . , j′},

prouvons l’assertion Q(j) suivante : il existe (λ′p)p∈N ∈ Rλ,≤j
c (intλ) vérifiant

∞∑

p=0

g(|λ′p|) ≤
∞∑

p=0

g(|λp|). (3.13)

Mettons en évidence Q(j′). Quitte à modifier la façon dont le recouvrement
(λp)p∈N est indexé, on peut supposer que les cubes λ0, . . . , λp1 (avec p1 ≥ −1)
sont les seuls λp, pour p ∈ N, à être de génération inférieure à j′−1. Posons
λ′p = λp, pour tout p ∈ {0, . . . , p1}. En outre, notons λ′p1+1, . . . , λ

′
p2

(avec
p2 ≥ p1) les cubes c-adiques de génération j′ inclus dans λ\(λ′0 ⊔ . . . ⊔ λ′p1).
En outre, posons λ′p = ∅ pour tout entier p ≥ p2 + 1. On observe que

(λ′p)p∈N appartient à Rλ,≤j′
c (intλ). De plus, d’une part, si p ∈ {0, . . . , p1},

on a g(|λ′p|) = g(|λp|). D’autre part, si p ∈ {p1 + 1, . . . , p2}, le cube λ′p
est de génération j′ et λ′p ∩ intλ est recouvert par les ensembles λp′ , pour
p′ ≥ p1 + 1, qui vérifient λp′ ⊂ λ′p, si bien que

g(|λ′p|) = Mg
∞(intλ′p) ≤ Mg

∞(λ′p ∩ intλ) ≤
∑

p′≥p1+1

λp′⊂λ
′
p

g(|λp′|).

Ces observations conduisent directement à l’inégalité (3.13). L’assertion
Q(j′) est donc vraie. Considérons désormais un entier j ∈ {〈λ〉c+1, . . . , j′},
supposons Q(j) vraie et prouvons Q(j − 1). Notons (λ′p)p∈N ∈ Rλ,≤j

c (intλ)
vérifiant (3.13). On peut supposer que le recouvrement (λ′p)p∈N contient des
cubes de génération exactement j et, quitte à modifier la manière dont il
est indexé, on peut supposer que ces cubes sont λ′0, . . . , λ

′
p1

, avec p1 ∈ N.
Soit ν un frère du cube λ′0 (c’est-à-dire un cube c-adique de génération j qui
appartient au même cube c-adique de génération j−1 que λ′0). Sachant que
〈λ′0〉c > 〈λ〉c, on a λ′0  λ, de sorte que ν ⊂ λ. Par conséquent, ν∩ intλ 6= ∅,
si bien que ν ∩ λ′p0 6= ∅, pour un certain p0 ∈ N. Le cube λ′p0 , de génération
inférieure à j, ne peut pas être un sous-cube strict de ν. De plus, ν ne peut
pas être un sous-cube strict de λ′p0 , sinon λ′0 serait un sous-cube strict de
λ′p0 . Par conséquent, ν = λ′p0 et p0 ∈ {0, . . . , p1}. Ainsi, p1 = p2c

d − 1, pour
p2 ∈ N∗, et quitte à modifier l’ordre des cubes λ′0, . . . , λ

′
p1

, on peut obtenir
des sous-cubes c-adiques λ′′0, . . . , λ

′′
p2−1 de λ disjoints et de génération j − 1,

en posant λ′′p = λ′
pcd

⊔ . . . ⊔ λ′
(p+1)cd−1

, pour tout p ∈ {0, . . . , p2 − 1}. Pour

un tel p et pour tout p′ ∈ {0, . . . , cd − 1}, on a |λ′′p| = c|λ′
pcd+p′

|, si bien que

cd−1∑

p′=0

g(|λ′pcd+p′|) = cdg(c−1|λ′′p|) = cd(c−1|λ′′p|)dθ(c−1|λ′′p|)

≥ |λ′′p|dθ(|λ′′p|) = g(|λ′′p|).
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Cette minoration provient de la décroissance de θ sur ]0, εg[ et des inégalités
c−1λ′′p ≤ λ′′p < εg. Posons alors λ′′p = λ′p, pour p ≥ p1 + 1, ainsi que λ′′p = ∅,
pour p ∈ {p2, . . . , p1}. Il vient (λ′′p)p∈N ∈ Rλ,≤j−1

c (intλ) et

∞∑

p=0

g(|λ′′p|) ≤
∞∑

p=p1+1

g(|λ′p|) +

p2−1∑

p=0

cd−1∑

p′=0

g(|λ′pcd+p′|) ≤
∞∑

p=0

g(|λp|).

Ainsi, l’assertion Q(j − 1) est prouvée. Ce qui précède garantit finalement

la véracité de l’assertion Q(〈λ〉c). Autrement dit, comme R
λ,≤〈λ〉c
c (intλ) ne

contient que (λ, ∅, . . .) et ses réarrangements, il vient

g(|λ|) ≤
∞∑

p=0

g(|λp|).

Pour conclure, il ne reste plus qu’à passer à la borne inférieure sur Rλ
c (intλ)

et invoquer le lemme 3.1. //

Remarque : Le résultat que nous venons d’établir est énoncé (sans preuve) par K. Falco-
ner [63] dans le cas particulier des jauges Ids, où s est un élément de l’intervalle ]0, d].
Y. Bugeaud [38], pour sa part, affirme (sans preuve également) que le résultat est vrai
lorsque g est une fonction strictement croissante et concave au voisinage de l’origine, ce
qui permet de retrouver le résultat de K. Falconer pour s ≤ 1. Toutefois, comme l’indique
le lemme 3.2, la concavité de la jauge g n’est pas la bonne propriété pour conclure au
fait que la masse attribuée par la mesure extérieure Mg

∞ aux petits cubes c-adiques λ de
Rd (et à leur intérieur) est donnée par g(|λ|) (les jauges Ids, pour s ∈ ]1, d] et d ≥ 2, ne
sont d’ailleurs concaves sur aucun voisinage de 0). La bonne propriété est plutôt d’avoir
g(r) ≤ cdg(r/c) pour r assez petit (ce qui découle de la décroissance de r 7→ g(r)/rd). Sous
cette hypothèse, on peut affirmer de manière intuitive que remplacer un cube c-adique
dans un recouvrement par certains de ses sous-cubes ne fait qu’augmenter la somme as-
sociée au recouvrement et ne permet donc pas d’approcher l’infimum.

Le lemme suivant indique qu’une partie F de l’espace Rd qui, au sens d’une mesure
extérieure Mg

∞, pour g ∈ Dd, est de masse non négligeable dans tous les cubes c-adiques
assez petits de Rd est aussi de masse non négligeable dans tous les ouverts de Rd.

Lemme 3.3
Soient g ∈ Dd et F ⊂ Rd. Soient en outre κ ∈ ]0, 1] et ρ ∈ ]0, εg]. Alors, pour tout
ouvert U de Rd, on a

Mg
∞(F ∩ U) ≥ κMg

∞(U)

dès que Mg
∞(F ∩ λ) ≥ κMg

∞(λ), pour tout cube c-adique λ ⊂ U vérifiant |λ| < ρ.

// Le preuve reprend quelques arguments de celle du lemme 1 de [63]. Consi-
dérons un ouvert non vide U et supposons avoir Mg

∞(F ∩ λ) ≥ κMg
∞(λ),

pour tout cube c-adique λ ⊂ U vérifiant |λ| < ρ. L’ensemble des cubes c-
adiques λ inclus dans U et de diamètre strictement inférieur à ρ dont le père
(c’est-à-dire le cube de génération maximale dans lequel λ est strictement
inclus) n’est pas inclus dans U ou est de diamètre supérieur à ρ est infini
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dénombrable. Notons (νq)q∈N une énumération de cet ensemble. On a

U =
∞⊔

q=0

νq.

Soit (λp)p∈N ∈ Rc,g(F ∩ U). Notons P l’ensemble des entiers p ∈ N tels que
λp 6= λp′ pour tout p′ ∈ {0, . . . , p − 1}, puis P ′ l’ensemble des p ∈ P tels
que λp 6⊂ λp′ pour tout p′ ∈ P\{p}. Alors, les ensembles λp, pour p ∈ P ′,
sont des cubes disjoints qui recouvrent F ∩U . Pour tout q ∈ N, appelons Pq
l’ensemble des entiers p ∈ P ′ vérifiant λp  νq. Supposons d’une part que
cet ensemble est non vide. Dès lors, les cubes λp, pour p ∈ P ′, qui présentent
une intersection non vide avec νq sont en fait strictement inclus dans νq. Ils
recouvrent en outre F ∩ νq, puisque

F ∩ νq = (F ∩ U) ∩ νq ⊂
⋃

p∈P ′

(λp ∩ νq) =
⋃

p∈Pq
λp.

Comme le cube νq est de diamètre strictement inférieur à ρ, et donc à εg,
et les cubes λp, pour p ∈ Pq, sont de diamètre strictement inférieur à εg, le
lemme 3.2 et l’inégalité Mg

∞(F ∩ νq) ≥ κMg
∞(νq) permettent alors d’écrire

κ g(|νq|) = κMg
∞(νq) ≤ Mg

∞(F ∩ νq) ≤
∑

p∈Pq
g(|λp|).

D’autre part, si Pq est vide, νq est inclus dans un cube λp, pour p appartenant
à P ′′, le complémentaire dans P ′ de l’union sur q ∈ N des ensembles Pq
(sinon νq présenterait une intersection vide avec tous les cubes λp, pour
p ∈ P ′, si bien que (F ∩ U) ∩ νq = F ∩ νq serait vide, ce qui ne peut pas se
produire puisque Mg

∞ attribue à ce dernier ensemble une masse supérieure
à κMg

∞(νq), qui est strictement positif). En regroupant les cubes νq pour
q ∈ N tel que Pq est non vide, ainsi que les cubes λp, pour p ∈ P ′′, on forme
un recouvrement appartenant à Rc,g(U) et vérifiant

κ



∑

q∈N

Pq 6=∅

g(|νq|) +
∑

p∈P ′′

g(|λp|)


 ≤

∑

p∈P ′

g(|λp|) ≤
∞∑

p=0

g(|λp|).

On conclut en minorant le membre de gauche par κMg
∞(U) et en passant,

dans le membre de droite, à la borne inférieure sur Rc,g(F ∩ U). //

Les lemmes précédents permettent de montrer que les Gδ de Rd de mesure de Lebesgue
pleine dans un ouvert non vide V de Rd appartiennent à la classe Gg(V ), quelle que soit
la jauge g de Dd. C’est l’objet de la proposition suivante.

Proposition 3.6

Soient V un ouvert non vide de Rd et F un Gδ de Rd de mesure de Lebesgue Ld
pleine dans V . Alors F appartient à la classe Gg(V ) pour toute jauge g de Dd.

// Prenons deux jauges g et g dans Dd vérifiant g ≺ g. Soient U un ouvert
inclus dans V et λ un cube c-adique inclus dans U et de diamètre strictement
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inférieur à εg. Soit (λp)p∈N dans Rλ
c (F ). On a en particulier |λp| ≤ |λ| < εg,

pour tout p ∈ N. La fonction r 7→ g(r)/rd décrôıt sur ]0, εg[, puisque g
appartient à Dd et F est de mesure de Lebesgue pleine dans le cube λ, de
sorte que

∞∑

p=0

g(|λp|) ≥
g(|λ|)
|λ|d

∞∑

p=0

|λp|d =
g(|λ|)
|λ|d κ

∞∑

p=0

Ld(λp)

≥ g(|λ|)
|λ|d κLd(F ∩ λ) =

g(|λ|)
|λ|d κLd(λ) = g(|λ|)

où κ désigne la puissance d-ième du diamètre de [0, 1[d. En passant à la
borne inférieure sur Rλ

c (F ) et en utilisant le lemme 3.1, il en ressort que
Mg

∞(F ∩ λ) ≥ g(|λ|). Le lemme 3.2 conduit à Mg
∞(F ∩ λ) ≥ Mg

∞(λ) et le
lemme 3.3 permet de conclure que Mg

∞(F ∩ U) = Mg
∞(U). //

Prenons une jauge g de Dd et un ouvert non vide V de Rd. Le lemme suivant montre
que la classe Gg(V ) contient toute image réciproque par une application bilipschitzienne
f d’un Gδ de masse non négligeable, au sens de la mesure extérieure Mg

∞, dans tous les
ouverts assez petits inclus dans f(V ).

Lemme 3.4
Prenons une jauge g de Dd, un ouvert non vide V de Rd et f une application bi-
lipschitzienne de V dans Rd. Soit F un sous-ensemble de Rd pour lequel il existe
κ ∈ ]0, 1] et ρ ∈ ]0, εg] tels que Mg

∞(F ∩ U) ≥ κMg
∞(U) pour tout ouvert U inclus

dans f(V ) vérifiant |U | < ρ. Alors

Mg
∞(f−1(F ) ∩ U) = Mg

∞(U)

pour tout ouvert U inclus dans V et toute jauge g de Dd telle que g ≺ g.

// La preuve reprend des arguments de celles des lemmes 2 et 3 de [63].
Commençons par prendre une application lipschitzienne ψ : V → Rd et
une partie A de V . Notons (λp)p∈N ∈ Rc,g(A). En appelant P l’ensemble
des entiers p ∈ N pour lesquels V ∩ λp est non vide, on observe que ψ(A)
est inclus dans l’union sur p ∈ P des ensembles ψ(V ∩ λp). Comme ψ est
lipschitzienne, il existe un entier naturel n tel que ‖ψ(y)−ψ(x)‖ ≤ cn‖y−x‖,
pour tous points x et y de V . Fixons p ∈ P . L’ensemble ψ(V ∩ λp) est
de diamètre inférieur à cn|λp|. Notons jp la génération du cube λp et yp
un point quelconque de ψ(V ∩ λp). Il existe un entier naturel non nul K
qui ne dépend que de la dimension d et de la norme adoptée sur Rd tel
que l’ensemble ψ(V ∩ λp) est inclus dans l’union de K cubes c-adiques de
génération jp−n, voisins les uns des autres, parmi lesquels figure λcjp−n(yp),
l’unique cube c-adique de génération jp − n contenant le point yp. On peut
donc inclure ψ(V ∩ λp) dans Kcnd cubes c-adiques de génération jp, donc
de même diamètre que λp. Notons-les λp1, . . . , λ

p
Kcnd

. Ainsi, les cubes λpp′ ,

pour p′ ∈ {1, . . . , Kcnd} et p ∈ P , forment un recouvrement appartenant à
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Rc,g(ψ(A)). Il en ressort que

Mg
∞(ψ(A)) ≤

∑

p∈P

Kcnd∑

p′=1

g(|λpp′|) ≤ Kcnd
∞∑

p=0

g(|λp|).

En passant à l’infimum sur Rc,g(A) dans le membre de droite, il vient
Mg

∞(ψ(A)) ≤ KcndMg
∞(A).

Comme f est une application bilipschitzienne de V dans Rd, il existe deux
entiers naturels n1 et n2 tels que c−n1‖x− y‖ ≤ ‖f(x)−f(y)‖ ≤ cn2‖x− y‖,
pour tous points x et y de l’ouvert V . Soit U un ouvert inclus dans V dont le
diamètre est strictement inférieur à c−n2ρ. En utilisant le résultat précédent
avec ψ = f−1, on peut d’abord écrire Mg

∞(U) ≤ Kcn1dMg
∞(f(U)). Sachant

que f(U) est un ouvert inclus dans f(V ) tel que |f(U)| < ρ, l’hypothèse
faite sur F donne ensuite l’inégalité Mg

∞(f(U)) ≤ Mg
∞(f(U)∩F )/κ. Enfin,

le résultat précédent conduit, pour ψ = f , à majorer Mg
∞(f(U) ∩ F ) par

Kcn2dMg
∞(U ∩ f−1(F )). En combinant toutes ces inégalités et en posant

κ′ = κK−2c−(n1+n2)d, on obtient finalement Mg
∞(U ∩ f−1(F )) ≥ κ′Mg

∞(U).
Désignons maintenant par U un ouvert inclus dans V (sans restriction de
diamètre) et prenons un cube c-adique λ inclus dans U et de diamètre stric-
tement inférieur à c−n2ρ. L’intérieur de λ est un ouvert inclus dans V de
diamètre strictement inférieur à c−n2ρ. Ce qui précède assure que

Mg
∞(f−1(F ) ∩ λ) ≥ Mg

∞(f−1(F ) ∩ intλ)

≥ κ′Mg
∞(intλ) = κ′g(|λ|).

La dernière identité provient du lemme 3.2 et de l’inégalité |λ| < εg. Fina-
lement, on dispose de la minoration Mg

∞(f−1(F )∩ λ) ≥ κ′g(|λ|), pour tout
cube c-adique λ inclus dans U et de diamètre strictement inférieur à c−n2ρ,
donc de génération supérieure à un certain entier naturel j.

Considérons une fonction de jauge g ∈ Dd telle que g ≺ g. La fonction
ξ = g/g décrôıt au voisinage de l’origine. Aussi, notons ρ′ le supremum
de l’ensemble des réels r ∈ ]0,min(εg, εg)[ pour lesquels elle décrôıt sur
l’intervalle ]0, r[. Prenons alors un cube c-adique λ inclus dans U et de
diamètre strictement inférieur à ρ′. La fonction ξ tend vers l’infini en 0, si
bien qu’il existe un entier j′ supérieur à 〈λ〉c et j tel que ξ(|λ′|) ≥ ξ(|λ|)/κ′
pour tout cube λ′ de génération supérieure à j′. Soit (λp)p∈N ∈ Rλ

c (f
−1(F )).

Quitte à modifier la façon dont ce recouvrement est indexé, on peut supposer
que les ensembles λ0, . . . , λp1 (avec p1 ≥ −1) sont les seuls ensembles λp, avec
p ∈ N, dont la génération est inférieure à j′ − 1. Pour tout p ∈ {0, . . . , p1},
posons λ′p = λp. Appelons ensuite λ′p1+1, . . . , λ

′
p2

(avec p2 ≥ p1) les cubes
de génération j′ qui sont inclus dans λ\(λ′0 ⊔ . . . ⊔ λ′p1). D’une part, pour
p ∈ {0, . . . , p1},

g(|λp|) = ξ(|λp|)g(|λp|) ≥ ξ(|λ|)g(|λp|) = ξ(|λ|)g(|λ′p|)

en raison de la décroissance de ξ et de la positivité de g sur l’intervalle
]0, ρ′[. Fixons d’autre part p ∈ {p1 + 1, . . . , p2}. Soit p′ ≥ p1 + 1 un entier
tel que λp′ présente une intersection non vide avec λ′p. Observons que λ′p est
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de génération j′ et λp′ est un cube de génération supérieure à j′. Il s’ensuit
que λp′ est inclus dans λ′p et qu’il vérifie

g(|λp′|) = ξ(|λp′|)g(|λp′|) ≥
1

κ′
ξ(|λ|)g(|λp′|)

par définition de j′. En sommant sur tous les ensembles λp′ , pour p′ ≥ p1+1,
qui ont une intersection non vide avec λp, il vient

∑

p′≥p1+1

λp′⊂λ
′
p

g(|λp′|) ≥
1

κ′
ξ(|λ|)

∑

p′≥p1+1

λp′⊂λ
′
p

g(|λp′|)

≥ 1

κ′
ξ(|λ|)Mg

∞(f−1(F ) ∩ λ′p) ≥ ξ(|λ|)g(|λ′p|)

car les cubes λp′ , pour p′ ≥ p1 + 1, qui sont inclus dans λ′p recouvrent
f−1(F ) ∩ λ′p et sont de diamètre strictement inférieur à εg et car le cube λ′p
est inclus dans U et de génération supérieure à j. Posons en outre λ′p = ∅
pour tout entier p ≥ p2 + 1. Alors (λ′p)p∈N ∈ Rc,g(λ), si bien que

ξ(|λ|)Mg
∞(λ) ≤

p1∑

p=0

ξ(|λ|)g(|λ′p|) +

p2∑

p=p1+1

ξ(|λ|)g(|λ′p|)

≤
p1∑

p=0

g(|λp|) +

p2∑

p=p1+1

∑

p′≥p1+1

λp′⊂λ
′
p

g(|λp′|) =
∞∑

p=0

g(|λp|)

d’après les inégalité obtenues précédemment. La dernière égalité est une
conséquence du fait que les ensembles λp′ , pour p′ ≥ p1 + 1, qui sont non
vides sont inclus dans un unique cube λ′p, pour p ∈ {p1 + 1, . . . , p2}. En
passant à l’infimum sur Rλ

c (f
−1(F )) et en faisant appel aux lemmes 3.1

et 3.2, on peut écrire

Mg
∞(f−1(F ) ∩ λ) ≥ ξ(|λ|)Mg

∞(λ) = ξ(|λ|)g(|λ|)
= g(|λ|) = Mg

∞(λ)

puisque le diamètre de λ est strictement inférieur à ρ′, donc à εg et εg. Fina-
lement, pour tout cube c-adique λ inclus dans U et de diamètre strictement
inférieur à ρ′ ≤ εg, on dispose de l’inégalité Mg

∞(f−1(F ) ∩ λ) ≥ Mg
∞(λ).

Le lemme 3.3 assure alors que Mg
∞(f−1(F ) ∩ U) ≥ Mg

∞(U). L’inégalité
réciproque étant triviale, le lemme est prouvé. //

Le lemme 3.4 permet de montrer que, pour toute jauge g de Dd et tout ouvert non
vide V de Rd, la classe Gg(V ) ne dépend pas du choix de la norme et de l’entier c qui
permettent de construire les mesures extérieures Mg

∞, pour g ∈ Dd vérifiant g ≺ g.

Proposition 3.7

Soient g une jauge de Dd et V un ouvert non vide de Rd. Alors la classe Gg(V ) ne
dépend ni du choix de la norme ‖ · ‖ dont est muni Rd ni du choix de l’entier c.
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// Commençons par fixer un entier c ≥ 2, prenons deux normes ‖·‖1 et ‖·‖2

sur Rd et notons |·|1 et |·|2 les diamètres associés. Désignons alors par Mg
∞,1

(resp. Mg
∞,2) la mesure extérieure associée à la jauge g et obtenue à l’aide de

recouvrements par des cubes c-adiques λ de diamètre |λ|1 (resp. |λ|2). Soit F
un Gδ de Rd. Supposons avoir Mg

∞,1(F ∩U) = Mg
∞,1(U) pour tout ouvert U

inclus dans V et toute jauge g ∈ Dd vérifiant g ≺ g et montrons que Mg
∞,2

vérifie la même propriété. Dans ce but, prenons un ouvert U inclus dans V
et g une jauge de Dd vérifiant g ≺ g. Posons g̃ =

√
gg et rappelons que g̃ est

une jauge de Dd qui vérifie g ≺ g̃ ≺ g. Notons κ le réel |[0, 1[d|2/|[0, 1[d|1.
Alors, pour tout cube c-adique λ, on a |λ|2 = κ|λ|1. La croissance de g̃ et la
décroissance de r 7→ g̃(r)/rd sur l’intervalle ]0, εeg[ impliquent que pour tout
cube c-adique λ vérifiant |λ|2 < εeg min(1, κ), on a

min(1, κ)dg̃(|λ|1) ≤ g̃(|λ|2) ≤ max(1, κ)dg̃(|λ|1).

Soit λ un tel cube c-adique qui est en outre inclus dans U . Considérons
(λp)p∈N ∈ Rλ

c (F ). D’après l’encadrement précédent, on a

∞∑

p=0

g̃(|λp|2) ≥ min(1, κ)d
∞∑

p=0

g̃(|λp|1) ≥ min(1, κ)dMeg
∞,1(F ∩ λ).

La dernière inégalité provient du fait que les ensembles λp, pour p ∈ N,
vérifient |λp|1 ≤ |λ|1 = |λ|2/κ < εeg et recouvrent F ∩λ. Par ailleurs, g̃ ∈ Dd

vérifie g̃ ≺ g et intλ est un ouvert inclus dans V , de sorte que

Meg
∞,1(F ∩ λ) ≥ Meg

∞,1(F ∩ intλ) = Meg
∞,1(intλ) = g̃(|λ|1).

La dernière égalité provient du lemme 3.2 et du fait que |λ|1 < εeg. De

même, comme |λ|2 < εeg, on a max(1, κ)dg̃(|λ|1) ≥ g̃(|λ|2) = Meg
∞,2(λ) grâce

à l’encadrement énoncé précédemment. On en déduit que

∞∑

p=0

g̃(|λp|2) ≥
(

min(1, κ)

max(1, κ)

)d
Meg

∞,2(λ).

Comme |λ|2 < εeg, le lemme 3.1 garantit qu’on obtient Meg
∞,2(F ∩ λ) dans

le membre de gauche en prenant la borne inférieure sur Rλ
c (F ). Dès lors,

le lemme 3.3 montre que Meg
∞,2(F ∩U) ≥ (min(1, κ)/max(1, κ))dMeg

∞,2(U).
Cela étant vrai quel que soit l’ouvert U inclus dans V , le lemme 3.4 implique
que Mg

∞,2(F ∩ U) = Mg
∞,2(U) pour tout ouvert U ⊂ V car g ≺ g̃.

Munissons maintenant Rd de la norme supremum ‖ ·‖∞ usuelle. Prenons
un entier c ≥ 2. Appelons Hg

εg la mesure extérieure de Hausdorff associée à
une jauge g de Dd et obtenue à l’aide de recouvrements par des ensembles
de diamètre strictement inférieur à εg. Soit A ⊂ Rd. On a tout d’abord
clairement Hg

εg(A) ≤ Mg
∞(A). Considérons ensuite un recouvrement (Up)p∈N

de A par des ensembles de diamètre strictement inférieur à εg. Notons P
l’ensemble des entiers p ∈ N tels que Up 6= ∅. Soit p ∈ P . Notons xp un
élément de Up et jp le plus grand entier naturel vérifiant 2|Up| ≤ c−jp .
Alors Up ⊂ B̄(xp, |Up|) ⊂ 3λcjp(xp), l’union de l’unique cube c-adique de
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génération jp qui contient xp et des 3d − 1 cubes de même génération qui
lui sont adjacents. Ainsi, Up est inclus dans 3d cubes c-adiques de diamètre
c−jp , donc dans (3c2)d cubes c-adiques de diamètre c−jp−2 < |Up| < εg. Il
vient

Mg
∞(A) ≤ (3c2)d

∑

p∈P
g(c−jp−2) ≤ (3c2)d

∞∑

p=0

g(|Up|)

en vertu de la croissance de g sur ]0, εg[. En passant à la borne inférieure
sur l’ensemble des recouvrements de A par des ensembles de diamètre stric-
tement inférieur à εg, on obtient Mg

∞(A) ≤ (3c2)dHg
εg(A). Finalement,

∀g ∈ Dd ∀A ⊂ Rd Hg
εg(A) ≤ Mg

∞(A) ≤ (3c2)dHg
εg(A). (3.14)

Considérons désormais deux entiers c1, c2 ≥ 2 et, pour g ∈ Dd, notons Mg
∞,1

(resp. Mg
∞,2) la mesure extérieure associée à la jauge g et obtenue à l’aide

de recouvrements par des cubes c1-adiques (resp. c2-adiques) de diamètre
strictement inférieur à εg. Supposons avoir Mg

∞,1(F ∩ U) = Mg
∞,1(U) pour

tout ouvert U inclus dans V et toute jauge g ∈ Dd vérifiant g ≺ g et
montrons que Mg

∞,2 vérifie la même propriété. À cet effet, prenons g une
jauge de Dd vérifiant g ≺ g et notons g̃ =

√
gg. Soit U un ouvert inclus

dans V . D’après (3.14) et comme g̃ ≺ g, on a

Meg
∞,2(F ∩ U) ≥ Heg

εeg
(F ∩ U) ≥ (3c1

2)−dMeg
∞,1(F ∩ U) = (3c1

2)−dMeg
∞,1(U)

≥ (3c1
2)−dHeg

εeg
(U) ≥ (9c1

2c2
2)−dMeg

∞,2(U).

Comme g ≺ g̃, le lemme 3.4 appliqué à l’identité conduit finalement à
Mg

∞,2(F ∩ U) = Mg
∞,2(U) pour tout ouvert U inclus dans V . //

V.2 Preuve du théorème 3.1

Grâce aux résultats préliminaires de la partie précédente, nous sommes en mesure de
prouver le théorème 3.1. Établissons d’abord le point (iii). Soient g et g deux jauges de
Dd vérifiant g ≺ g et V un ouvert non vide de Rd. Considérons un ensemble F de la
classe Gg(V ). En notant g̃ =

√
gg, on a Meg

∞(F ∩V ) = Meg
∞(V ) puis Meg

∞(F ) ≥ Meg
∞(V ),

car g̃ appartient à Dd et vérifie g̃ ≺ g. Cette dernière mesure est non nulle, car l’ouvert
non vide V contient nécessairement un cube c-adique λ de diamètre strictement inférieur
à εeg et un tel cube vérifie Meg

∞(λ) = g̃(|λ|) > 0 en vertu du lemme 3.2. Il s’ensuit que
Meg

∞(F ) > 0. D’après (3.14), si Rd est muni de la norme supremum, on a Heg
εeg

(F ) > 0,

donc Heg(F ) > 0. Cette dernière inégalité reste vraie quelle que soit la norme sur Rd car
toutes les normes sont équivalentes. Finalement, comme g ≺ g̃, il vient Hg(F ) = ∞. Le
point (iii) est prouvé.

Mettons ensuite en évidence le point (ii). Soient g une jauge de Dd et V un ouvert non
vide de Rd. Désignons par f une application bilipschitzienne de V dans Rd et considérons
un ensemble F de la classe Gg(f(V )). Prenons de surcrôıt une jauge g de Dd telle que
g ≺ g. Alors, pour tout ouvert U inclus dans f(V ), on a M

√
gg(F ∩ U) = M

√
gg(U) car√

gg ≺ g. Comme g ≺ √
gg, le lemme 3.4 donne Mg

∞(f−1(F ) ∩ U) = Mg
∞(U), pour tout
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ouvert U inclus dans V . Cela étant vrai pour toute jauge g de Dd telle que g ≺ g, on a
f−1(F ) ∈ Gg(V ), puisque f−1(F ) est par ailleurs un Gδ en tant qu’image réciproque par
une application continue d’un Gδ.

Prouvons enfin le point (i). Considérons une jauge g̃ de Dd. Par construction, le réel
εeg est toujours inférieur à 1. Par conséquent, Λc,eg constitue un réseau au sens de la défi-
nition 31 de [137]. Le lemme des ensembles croissants [137, th. 52] s’applique donc à la
mesure extérieure Meg

∞ : pour toute suite croissante (En)n∈N de parties de Rd, on a

Meg
∞

( ∞
↑
⋃

n=0

En

)
= lim

n↑∞
↑ Meg

∞(En).

Prenons désormais une jauge g de Dd et V un ouvert non vide de Rd. Soit (Φk)k∈N une
suite d’ensembles de la classe Gg(V ). Chacun de ces ensembles s’écrit comme l’intersection
d’un nombre au plus dénombrable d’ouverts. Comme une union dénombrable d’ensembles
dénombrables est dénombrable, il existe une famille (Fn)n∈N d’ouverts vérifiant

∞⋂

k=0

Φk =
∞⋂

n=0

Fn. (3.15)

En outre, pour tout entier naturel n, il existe un entier naturel k tel que Fn ⊃ Φk, de
sorte que, pour tout ouvert U inclus dans V et toute jauge g de Dd vérifiant g ≺ g,

Mg
∞(Fn ∩ U) ≥ Mg

∞(Φk ∩ U) = Mg
∞(U)

puisque l’ensemble Φk appartient à la classe Gg(V ). Ainsi, la famille (Fn)n∈N est formée
d’ouverts appartenant à Gg(V ).

Appelons g une jauge de Dd vérifiant g ≺ g et définissons g̃ =
√
gg. La suite de la

preuve s’appuie sur celle du lemme 4 de [63]. Soient U un ouvert borné inclus dans V et
ε > 0. Pour tout ouvert W de Rd et tout réel strictement positif δ, notons

W(−δ) =

{
x ∈ W

∣∣∣∣ inf
y∈Rd\W

‖x− y‖ > δ

}

l’ensemble des points de W qui sont situés à une distance strictement supérieure à δ du
complémentaire de W . Signalons que W(−δ) est toujours un ouvert de Rd, quel que soit
δ > 0, et que les ensembles W(−δ) croissent vers W quand δ décrôıt vers 0. Construisons
par récurrence une suite décroissante (Un)n∈N de sous-ensembles ouverts de U vérifiant
Meg

∞(Un) > Meg
∞(U) − ε et dont l’adhérence Un s’inclut dans Fn ∩ U , pour tout n ∈ N.

Comme F0 ∈ Gg(V ), comme g̃ ≺ g et comme U est un ouvert inclus dans V ,

Meg
∞(F0 ∩ U) = Meg

∞(U) >Meg
∞(U) − ε.

D’après le lemme des ensembles croissants, il existe un réel δ0 strictement positif pour
lequel l’ouvert (F0 ∩ U)(−δ0) est de masse strictement supérieure à Meg

∞(U) − ε, au sens
de Meg

∞. Appelons U0 cet ouvert. On a Meg
∞(U0) > Meg

∞(U) − ε et U0 ⊂ F0 ∩ U . Suppo-
sons maintenant avoir construit, pour un certain entier naturel n, des ouverts U0, . . . , Un
convenables. L’ensemble Fn+1 appartient à Gg(V ), la jauge g̃ vérifie g̃ ≺ g et Un est un
ouvert inclus dans V , de sorte que

Meg
∞(Fn+1 ∩ Un) = Meg

∞(Un) >Meg
∞(U) − ε.
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Le lemme des ensembles croissants garantit alors l’existence d’un réel strictement positif
δn+1 tel que l’ouvert Un+1 donné par (Fn+1 ∩Un)(−δn+1) vérifie Meg

∞(Un+1) >Meg
∞(U)− ε.

Comme en outre Un+1 ⊂ Un et Un+1 ⊂ Fn+1∩U , l’ensemble Un+1 ainsi construit convient.
La famille (Un)n∈N est une suite décroissante de sous-ensembles compacts de U (car

U est borné). Soient (λp)p∈N ∈ Rc,eg(
⋂
n Un) et P l’ensemble des entiers p ∈ N tels que

λp 6= ∅. Pour p ∈ P , écrivons 3λp pour désigner l’union du cube λp avec les 3d − 1 cubes
de même génération qui lui sont adjacents. On a alors

∞
↓
⋂

n=0

Un ⊂
⋃

p∈P
int(3λp).

Le membre de droite est un ouvert. Il contient donc le compact Un0 , pour un certain entier
naturel n0. Pour tout p ∈ P , chaque ensemble 3λp peut s’écrire comme une union disjointe
de 3d cubes λp1, . . . , µ

p
3d

, de même génération que λp, parmi lesquels figure λp lui-même. Les

cubes λpp′ , pour p′ ∈ {1, . . . , 3d} et p ∈ P , recouvrent Un0 et sont de diamètre strictement
inférieur à εeg, donc

Meg
∞(Un0) ≤

∑

p∈P

3d∑

p′=1

g̃(|λpp′|) = 3d
∞∑

p=0

g̃(|λp|).

En remarquant que Meg
∞(Un0) est supérieur à Meg

∞(U)− ε, en prenant la borne inférieure
sur Rc,eg(

⋂
n Un) dans le membre de droite et en observant que chaque compact Un, pour

n ∈ N, est inclus dans Fn ∩ U , il vient

Meg
∞(U) − ε ≤ 3dMeg

∞

( ∞
↓
⋂

n=0

Un

)
≤ 3dMeg

∞

( ∞⋂

n=0

Fn ∩ U
)
.

Faire tendre ε vers 0 donne donc la minoration

Meg
∞

( ∞⋂

n=0

Fn ∩ U
)

≥ 3−dMeg
∞(U) (3.16)

dans le cas où l’ouvert U est borné. Prenons maintenant un ouvert U inclus dans V
quelconque (non nécessairement borné). L’ensemble Um = U∩ ] −m,m[d est, pour tout
entier naturel m, un ouvert borné inclus dans V . D’après (3.16), on a

∀m ∈ N Meg
∞

( ∞⋂

n=0

Fn ∩ Um
)

≥ 3−dMeg
∞(Um).

Sachant que les ensembles Um croissent vers U lorsque m crôıt vers l’infini, le lemme des
ensembles croissants conduit à la minoration (3.16) pour tout ouvert U inclus dans V .
L’égalité (3.15) permet d’en déduire que

Meg
∞

( ∞⋂

k=0

Φk ∩ U
)

≥ 3−dMeg
∞(U)

pour tout ouvert U inclus dans V . Comme g ≺ g̃, le lemme 3.4 implique que

Mg
∞

( ∞⋂

k=0

Φk ∩ U
)

= Mg
∞(U)

pour tout ouvert U inclus dans V . L’intersection sur k ∈ N des ensembles Φk appartient
finalement à la classe Gg(V ), ce qui prouve le point (i) du théorème 3.1.
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V.3 Preuve de la proposition 3.2

Afin d’établir la proposition 3.2, notons ε0 un réel strictement positif tel que g est crois-
sante sur l’intervalle [0, ε0]. Tout d’abord, la fonction gd définie par (3.3) est croissante au
voisinage de l’origine. En effet, pour r1, r2 ∈ [0, ε0] avec r1 < r2, on a

gd(r1) ≤ r2
d inf
ρ∈]0,r1]

g(ρ)

ρd
et gd(r1) ≤ g(r1) ≤ inf

ρ∈]r1,r2]
g(ρ) ≤ r2

d inf
ρ∈]r1,r2]

g(ρ)

ρd

car g est croissante sur [0, ε0]. Il s’ensuit que gd(r1) est inférieur au minimum des deux
majorants précédents, c’est-à-dire à gd(r2). Ensuite, r 7→ gd(r)/r

d est clairement décrois-
sante sur ]0, ε0]. Enfin, comme 0 ≤ gd(r) ≤ g(r) pour tout r > 0 assez petit, on a
0 ≤ lim0+ gd ≤ lim0+ g = 0 = gd(0). Par ailleurs, si gd n’est pas nulle sur voisinage de 0,
il existe un réel r0 ∈ ]0, ε0] vérifiant gd(r0) > 0. Dès lors, on a gd(r)/r

d ≥ gd(r0)/r0
d > 0

pour tout r ∈ ]0, r0], de sorte que gd ∈ Dd.
Notons κ ≥ 1 un réel tel que ‖x‖∞/κ ≤ ‖x‖ ≤ κ‖x‖∞ pour tout x ∈ Rd et prenons

une partie F de Rd. Montrons que

Hgd(F ) ≤ Hg(F ) ≤ (4κ2)dHgd(F ).

L’inégalité de gauche découle du fait que gd(r) ≤ g(r) pour r ∈ [0, ε0]. L’inégalité de droite
est une généralisation en dimension quelconque du lemme 2.2 de [132]. Pour la mettre en
évidence, prenons un réel ε ∈ ]0, ε0]. Soit (Up)p∈N un ε-recouvrement de l’ensemble F .
Notons P l’ensemble des entiers naturels p vérifiant |Up| > 0. Pour tout p ∈ P , il existe
un réel ρp ∈ ]0, |Up|] tel que

gd(|Up|) +
ε

2p
≥ |Up|d

g(ρp)

ρpd
.

Comme l’ensemble Up est de diamètre non nul, il contient un point xp et s’inclut dans
la boule fermée de centre xp et de rayon κ|Up| au sens de la norme ‖ · ‖∞. De sur-
crôıt, cette boule est recouverte par ⌈2κ2|Up|/ρp⌉d cubes fermés de coté ρp/κ, notés
Up,1, . . . , Up,⌈2κ2|Up|/ρp⌉d . Observons que ces cubes sont tous de diamètre inférieur à ρp.
On en déduit que

2ε+
∞∑

p=0

gd(|Up|) =
∞∑

p=0

(
gd(|Up|) +

ε

2p

)
≥
∑

p∈P
|Up|d

g(ρp)

ρpd
≥ 1

(4κ2)d

∑

p∈P

⌈
2κ2|Up|
ρp

⌉d
g(ρp)

≥ 1

(4κ2)d


 ∑

p∈N\P
g(|Up|) +

∑

p∈P

⌈2κ2|Up|/ρp⌉d∑

q=1

g(|Up,q|)


 ≥ 1

(4κ2)d
Hg
ε(F ).

Ces inégalités découlent de la croissance de g sur [0, ε0] et du fait que les ensembles Up,
pour p ∈ N\P , et les ensembles Up,q, pour p ∈ P et q ∈ {1, . . . , ⌈2κ2|Up|/ρp⌉d}, forment
un ε-recouvrement de F . En passant à l’infimum dans le membre de gauche, on obtient
2ε + Hgd

ε (F ) ≥ Hg
ε(F )/(4κ2)d. Pour achever la preuve de la proposition 3.2, il suffit de

faire tendre ε vers 0.

VI Preuve du théorème 3.2

Dans toute cette section, I désigne un ensemble infini dénombrable d’indices et V est un
ouvert non vide de Rd. Commençons par établir le résultat préliminaire suivant.
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Lemme 3.5
Soient (xi, ri)i∈I ∈ Sd(I) un système d’ubiquité homogène dans V et U un ouvert
non vide borné inclus dans V . Alors, pour tout réel ρ > 0, il existe une partie finie
I ′ ⊂ I telle que les boules fermées B̄(xi, ri) pour i ∈ I ′ sont disjointes, incluses dans
U et vérifient

∑

i∈I′
Ld
(
B̄(xi, ri)

)
≥ Ld(U)

2 · 3d et ∀i ∈ I ′ ri ≤ ρ.

// Soit ρ > 0. Notons Iρ,U l’ensemble des i ∈ I tels que xi ∈ U et ri ≤ ρ.
Alors Iρ,U est infini dénombrable et (xi, ri)i∈Iρ,U ∈ Sd(Iρ,U) est un système
d’ubiquité homogène dans U . En effet, presque tout élément x ∈ U vérifie
‖x − xi‖ < ri pour tout i appartenant à un sous-ensemble infini J de I.
Fixons un tel x. Comme U est ouvert, il existe δ > 0 tel que B(x, δ) ⊂ U .
Cependant, l’ensemble des i ∈ J tels que ri > min(δ, ρ) est fini, car inclus
dans l’ensemble des i ∈ I vérifiant ‖xi‖ ≤ ‖x‖ + supj∈I rj et ri > min(δ, ρ).
Dès lors, xi ∈ B(x, ri) ⊂ B(x, δ) ⊂ U et ri ≤ ρ pour i parcourant un sous-
ensemble infini de J . Ainsi, presque tout x ∈ U vérifie ‖x − xi‖ < ri pour
une infinité d’indice i ∈ Iρ,U . Notons maintenant (in)n∈N une énumération
de Iρ,U . Pour ε > 0, l’ensemble des n ∈ N vérifiant rin > ε est fini car il est
inclus dans l’ensemble des i ∈ Iρ,U vérifiant xi ∈ U et ri > ε et car U est
borné. Il en résulte que la suite (rin)n∈N converge vers 0. Dès lors, on peut
choisir un énumération (in)n∈N de Iρ,U telle que cette suite (rin)n∈N décroisse
et converge vers 0. En outre, (xin , rin)n∈N ∈ Sd(N) est un système d’ubiquité
homogène dans U .

Observons maintenant que tout ouvert non vide U ′ inclus dans U contient
une boule fermée B̄(xin , rin) pour n ∈ N. En effet, notons B(x, r) avec
x ∈ Rd et r > 0 une boule ouverte incluse dans U ′. Presque tout point de la
boule B(x, r/3) appartient à une infinité de boules B(xin , rin) pour n ∈ N.
Notons y un tel point et considérons n assez grand pour que rin ≤ r/3. On
a alors ‖y − xin‖ < r/3, de sorte que B̄(xin , rin) ⊂ B(x, r) ⊂ U ′.

D’après ce qui précède, on peut considérer le plus petit n0 ∈ N tel que
B̄(xin0

, rin0
) ⊂ U , ainsi que pour tout k ∈ N∗ le plus petit nk ∈ N pour le-

quel B̄(xink , rink ) est incluse dans le complémentaire dans U de l’union des

boules B̄(xin0
, rin0

), . . . , B̄(xink−1
, rink−1

). Observons que la suite (nk)k∈N est
strictement croissante. Supposons l’existence d’un point x qui appartient
à U ∩ lim supnB(xin , rin) mais à aucune boule B̄(xink , 3rink ) quel que soit
l’entier naturel k. Comme (rin)n∈N converge vers 0, il existe n ∈ N tel que
x ∈ B̄(xin , rin) ⊂ U . Remarquons que l’entier n ne peut pas faire partie des
nk pour k ∈ N. Par définition de n0, on a nécessairement n > n0. Consi-
dérons alors le plus grand k0 ∈ N vérifiant nk0 < n. Comme (rin)n∈N est
décroissante, la boule B̄(xin , rin) est en fait incluse dans le complémentaire
dans U de l’union des boules B̄(xink , rink ) pour k ∈ {0, . . . , k0}. Cela contre-
dit la définition de nk0+1, puisque ce dernier entier est strictement supérieur
à n. Ainsi, il ne peut exister de tel point x, de sorte que

U ∩ lim sup
n→∞

B(xin , rin) ⊂
∞⋃

k=0

B̄(xink , 3rink ).
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Comme (xin , rin)n∈N est un système d’ubiquité homogène dans U , la mesure
de Lebesgue du membre de gauche est égale à celle de U (qui est finie car U
est borné). On peut donc noter k1 le plus petit entier naturel tel que la me-
sure de Lebesgue de l’union des boules B̄(xink , 3rink ), pour k ∈ {0, . . . , k1},
atteint la moitié de la mesure de U . Appelons ensuite I ′ l’ensemble des ink ,
pour k ∈ {0, . . . , k1}. Observons alors que les boules B̄(xi, ri) pour i ∈ I ′,
d’une part, sont disjointes et incluses dans U et, d’autre part, vérifient

Ld(U)

2
≤ Ld

(
⋃

i∈I′
B̄(xi, 3ri)

)
≤
∑

i∈I′
3dLd

(
B̄(xi, ri)

)

ainsi que ri ≤ ρ quel que soit i ∈ I ′. Cela achève la preuve du lemme. //

Grâce au lemme 3.5, on peut montrer que le fait qu’une famille (xi, ri)i∈I soit un système
d’ubiquité homogène dans V ne dépend pas de la norme choisie sur Rd. Il s’agit d’une
conséquence élémentaire de la proposition suivante et de l’équivalence des normes sur Rd.

Proposition 3.8

Soit (xi, ri)i∈I ∈ Sd(I) un système d’ubiquité homogène dans V . Alors, pour tout
réel κ > 0, la famille (xi, κri)i∈I est un système d’ubiquité homogène.

// Commençons par observer que (xi, κri)i∈I appartient à Sd(I). Il reste à
vérifier que l’ensemble

Rκ =
{
x ∈ Rd

∣∣ ‖x− xi‖ < κri pour une infinité de i ∈ I
}

est de mesure de Lebesgue pleine dans V . Le résultat est clair si κ ≥ 1,
puisque Rκ contient alors R1 qui est de mesure pleine dans V en vertu
du fait que (xi, ri)i∈I est un système d’ubiquité homogène dans cet ouvert.
Supposons donc κ < 1. Soient U ⊂ V un ouvert non vide borné et j ∈ N.
En vertu du lemme 3.5, il existe un ensemble fini Ij ⊂ I tel que les boules
B̄(xi, ri) ⊂ U pour i ∈ Ij sont disjointes, de rayon inférieur à 2−j et vérifient

∑

i∈Ij
Ld
(
B̄(xi, ri)

)
≥ Ld(U)

2 · 3d .

Il s’ensuit que la mesure de Lebesgue de l’union disjointe sur i ∈ Ij des
boules B(xi, κri) est supérieure à κdLd(U)/(2 · 3d), quel que soit j ∈ N. Dès
lors, comme U ∩Rκ contient la limite supérieure sur j ∈ N de ces unions de
boules, on a

Ld(U ∩Rκ) ≥ Ld

lim sup

j→∞

⊔

i∈Ij
B(xi, κri)


 ≥ κd

2 · 3dL
d(U).

Supposons Ld(V \Rκ) > 0. Alors, pour un entier m suffisamment grand,
on a Ld(V ∩ ] −m,m[d\Rκ) > 0 et la régularité de la mesure de Lebesgue
garantit l’existence d’un compact K ⊂ Rκ ∩ V ∩ ] −m,m[d vérifiant

Ld(Rκ ∩ V ∩ ] −m,m[d\K) <
κd

2 · 3dL
d(V ∩ ] −m,m[d\Rκ).
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En appliquant ce qui précède à l’ouvert borné U = V ∩ ] −m,m[d\K, on a

Ld(Rκ ∩ V ∩ ] −m,m[d\K) ≥ κd

2 · 3dL
d(V ∩ ] −m,m[d\K)

≥ κd

2 · 3dL
d(V ∩ ] −m,m[d\Rκ)

ce qui offre une contradiction. Finalement, Rκ est de mesure de Lebesgue
pleine dans l’ouvert V . //

Établissons maintenant le théorème 3.2. Pour ce faire, prenons un système d’ubiquité
homogène (xi, ri)i∈I ∈ Sd(I) dans l’ouvert V , une jauge g de Dd et une fonction positive
et croissante ϕ : [0,∞[ → R qui cöıncide avec (g1/d)−1 au voisinage de l’origine. Notons
ϕg un prolongement positif et croissant de (g1/d)−1 à l’intervalle [0,∞[. Observons d’une
part que ϕg(g

1/d(r)) ≤ r pour tout réel r ∈ [0, εg[ et d’autre part que g1/d(ϕg(r)) ≥ r pour
tout réel r ∈ [0, g1/d(εg

−)[. De plus, ϕ et ϕg cöıncident au voisinage de l’origine, si bien
que Fϕ = Fϕg . Il suffit donc de montrer que l’ensemble Fϕg appartient à Gg(V ).

Rappelons que la fonction r 7→ g(r)/rd décrôıt sur l’intervalle ]0, εg[ et tend en 0 vers
une limite η ∈ ]0,∞]. Dans un premier temps, supposons η ≤ 1. On a alors g1/d(r) ≤ r
pour tout r ∈ [0, εg[. Dès lors, pour r ∈ [0, g1/d(εg

−)[, il vient r ≤ g1/d(ϕg(r)) ≤ ϕg(r).
Ainsi, FId ⊂ Fϕg . Cependant FId est un Gδ de mesure pleine dans V car (xi, ri)i∈I est
un système d’ubiquité homogène dans cet ouvert. En vertu de la proposition 3.6, on a
FId ∈ Gg(V ). L’ensemble Fϕg est donc un Gδ qui contient un ensemble de la classe Gg(V ).
Par conséquent, il appartient à cette même classe, d’après le point (v) de la proposition 3.1.

Dans un second temps, supposons η strictement supérieur à 1. Dans ce cas, r ≤ g1/d(r)
pour r > 0 suffisamment petit. Prenons une jauge g̃ de Dd vérifiant g̃ ≺ g. Il existe alors
un réel ρ ∈ ]0,min(εg, g

1/d(εg
−), εeg)] tel que 0 < ϕg(r) ≤ ϕg(g

1/d(r)) ≤ r quel que soit
r ∈ ]0, ρ[. Par ailleurs, notons κ ≥ 1 un réel vérifiant ‖x‖∞/κ ≤ ‖x‖ ≤ κ‖x‖∞ pour tout
x ∈ Rd et observons que (2/κ)d ≤ Ld(B(0, 1)) ≤ (2κ)d. Montrons que pour tout cube
c-adique λ inclus dans V vérifiant |λ| < ρ, on a

Meg
∞(Fϕg ∩ λ) ≥ 1

2 · 48dκ4d
Meg

∞(λ) (3.17)

Prenons un tel cube λ. Afin de prouver (3.17), nous construisons un ensemble de Cantor
généralisé K inclus dans Fϕg ∩λ et une mesure π portée par K. Pour ce faire, posons tout

d’abord G0 = {λ} et π(λ) = g̃(|λ|).

Première étape Étant donné que la fonction g̃/g tend vers l’infini en 0, il existe un
réel r > 0 tel que

∀r′ ∈ ]0, r]
g̃(r′)

g(r′)
≥ 2 · 6dκd g̃(|λ|)

Ld(intλ)
. (3.18)

De plus, le lemme 3.5 conduit à l’existence d’une famille finie I ′ ⊂ I telle que les boules
fermées B̄(xi, ri) pour i ∈ I ′ sont disjointes, incluses dans l’ouvert intλ et vérifient

∑

i∈I′
Ld
(
B̄(xi, ri)

)
≥ Ld(intλ)

2 · 3d (3.19)
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ainsi que ri ≤ r, quel que soit i dans I ′. Appelons G1 la collection des boules fermées
de centre xi et de rayon ϕg(ri)/2, pour i décrivant I ′. À une telle boule, encore notée

β, est associée la boule ouverte B(xi, ri), notée β̃. Comme β̃ ⊂ intλ, on a ri < ρ donc
ϕg(ri) ≤ ri, de sorte que

β ⊂ B(xi, ϕg(ri)) ⊂ β̃ ⊂ β̃ ⊂ intλ.

En outre, on a |β̃| = 2ri ≤ 2g1/d(ϕg(ri)) = 2g1/d(|β|). L’ensemble G1 constitue la première
étape de l’ensemble de Cantor généralisé K. Posons

∀β ∈ G1 π(β) =
Ld(β̃)
∑

β′∈G1

Ld(β̃′)
π(λ).

Fixons une boule fermée β dans G1. La mesure de Lebesgue Ld attribue alors à la boule
ouverte β̃ associée une masse inférieure à κd|β̃|d, donc inférieure à 2dκdg(|β|). De plus,
d’après (3.19), la somme apparaissant au dénominateur est minorée par Ld(intλ)/(2 · 3d).
Ainsi, d’après (3.18), puisque |β| = ϕg(ri) ≤ ri = |β̃|/2 ≤ r,

π(β) ≤ 2 · 6dκd g̃(|λ|)
Ld(intλ)

g(|β|) ≤ g̃(|β|).

Deuxième étape Toujours en vertu du fait que la fonction g̃/g tend vers l’infini en 0,
il existe un réel r > 0 tel que

∀r′ ∈ ]0, r]
g̃(r′)

g(r′)
≥ 2 · 6dκd max

β∈G1

g̃(|β|)
Ld(int β)

. (3.20)

Soit β une boule fermée figurant dans la collection G1. Le lemme 3.5 assure qu’il existe
une famille finie I ′ ⊂ I pour laquelle les boules fermées B̄(xi, ri) sont disjointes, incluses
dans int β et vérifient

∑

i∈I′
Ld
(
B̄(xi, ri)

)
≥ Ld(int β)

2 · 3d

ainsi que ri ≤ r, quel que soit i dans I ′. Nommons Gβ
2 la collection des boules fermées

B̄(xi, ϕg(ri)/2), lorsque i parcourt I ′. Une telle boule, aussi notée γ, est associée à la boule
ouverte B(xi, ri), notée γ̃. Comme γ̃ ⊂ intλ, on a ri < ρ donc ϕg(ri) ≤ ri, de sorte que

γ ⊂ B(xi, ϕg(ri)) ⊂ γ̃ ⊂ γ̃ ⊂ int β.

De surcrôıt, |γ̃| ≤ 2g1/d(|γ|). Désignons par G2 l’union, pour β parcourant G1, des col-
lections Gβ

2 introduites précédemment. Les boules fermées γ formant la collection G2

constituent la deuxième étape de la construction de l’ensemble de Cantor généralisé K.
Posons

∀β ∈ G1 ∀γ ∈ Gβ
2 π(γ) =

Ld(γ̃)∑
γ′∈Gβ2

Ld(γ̃′)π(β).
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Cependant, la somme figurant au dénominateur est minorée par Ld(int β)/(2 · 3d), tandis
que la mesure de Lebesgue de la boule γ̃ est inférieure à 2dκdg(|γ|). En utilisant la majo-
ration de π(β) obtenue à la première étape, ainsi que (3.20) du fait que |γ| ≤ |γ̃|/2 ≤ r,
on forme la majoration

π(γ) ≤ 2 · 6dκd g̃(|β|)
Ld(int β)

g(|γ|) ≤ g̃(|γ|).

Bilan de la construction En répétant la démarche décrite précédemment, on construit
récursivement une suite (Gq)q∈N de collections d’ensembles qui ont une π-masse et vérifient
les propriétés suivantes.

(A). On a G0 = {λ} et π(λ) = g̃(|λ|). De plus, l’ensemble λ contient un nombre fini
d’ensembles de la collection G1.

(B). Pour tout entier q ∈ N∗, tout ensemble γ ∈ Gq est une boule fermée qui contient un
nombre fini d’ensembles de Gq+1. En outre, il existe une boule ouverte γ̃, un unique
fermé β ∈ Gq−1 et un indice i ∈ I vérifiant

γ ⊂ B(xi, ϕg(ri)) ⊂ γ̃ ⊂ γ̃ ⊂ int β

ainsi que |γ| = ϕg(|γ̃|/2). De surcrôıt, les ensembles γ̃, pour γ ∈ Gq, sont disjoints.

(C). Pour tout entier q ∈ N∗ et toute boule γ ∈ Gq, qui est incluse dans β ∈ Gq−1, on a

π(γ) =
Ld(γ̃)∑

γ′∈Gq
γ′⊂β

Ld(γ̃′)π(β) ≤ 2 · 3d
Ld(int β)

Ld(γ̃)π(β) et π(γ) ≤ g̃(|γ|).

Dès lors, on obtient un ensemble de Cantor généralisé K ⊂ Fϕg ∩ λ en posant

K =
∞
↓
⋂

q=0

⋃

β∈Gq
β

et on peut prolonger π en une mesure borélienne sur Rd, finie et supportée par K, cf. [64,
prop. 1.7]. Sa masse totale est π(K) = g̃(|λ|).

Propriétés d’échelle de π Fixons un sous-cube c-adique λ′ de λ et majorons sa masse
π(λ′) en fonction de son diamètre |λ′|. On peut supposer que le cube λ′ rencontre l’en-
semble de Cantor K (sinon π(λ′) = 0) et qu’il existe q ∈ N tel que λ′ rencontre au moins
deux boules fermées de la collection Gq+1 (sinon, pour q ∈ N, notons γq+1 l’unique boule
fermée deGq+1 qui rencontre λ′ ; d’après le point (C), on a π(λ′) ≤ π(γq+1) ≤ g̃(|γq+1|) → 0
quand q → ∞). Dès lors, on peut considérer β ∈ Gq, avec q ∈ N, le fermé de diamètre
|β| maximal tel que le cube λ′ rencontre au moins deux boules fermées de Gq+1 incluses
dans β. La maximalité du diamètre de β impose que le cube λ′ ne rencontre aucune autre
boule fermée appartenant à la même collection que β, si bien qu’on a π(λ′) ≤ π(β).

Dans un premier temps, supposons |λ′| ≥ |β|. D’après les points (A) et (C), les inéga-
lités |β| ≤ |λ′| ≤ |λ| < ρ et la croissance de g̃ sur l’intervalle ]0, ρ[, il vient

π(λ′) ≤ π(β) ≤ g̃(|β|) ≤ g̃(|λ′|).
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λ′

γ̃2

γ2

γ1

γ̃1

y1

y2

Fig. 3.1 – Fermés de la collection Gq+1 rencontrant le cube λ′

Dans un second temps, supposons |λ′| < |β|. Notons γ1, . . . , γn, avec n ≥ 2, les boules
fermées de la collection Gq+1 qui rencontrent le cube λ′. En vertu de la maximalité de |β|,
ces boules fermées sont incluses dans β et le point (C) assure que

π(λ′) =
n∑

n′=1

π(λ′ ∩ γn′) ≤ 2 · 3d
Ld(int β)

π(β)
n∑

n′=1

Ld(γ̃n′).

Considérons deux entiers distincts n′ et n′′ compris entre 1 et n. Comme les deux boules
fermées γ̃n′ et γ̃n′′ sont disjointes en vertu du point (B), la distance (au sens de ‖ · ‖) entre
les deux boules fermées γn′ et γn′′ est supérieure à (|γ̃n′| − |γn′|+ |γ̃n′′| − |γn′′|)/2, donc en
particulier à (|γ̃n′|− |γn′|)/2. De plus, comme ces deux boules fermées rencontrent le cube
λ′, le diamètre de λ′ est supérieur à la distance les séparant, de sorte que

∀n′ ∈ {1, . . . , n} 1

2
(|γ̃n′| − |γn′|) ≤ |λ′|.

Fixons n′ ∈ {1, . . . , n} et minorons la mesure de Lebesgue de λ′∩ γ̃n′ (cf. figure 3.1, p. 75).
Notons yn′ ∈ λ′ ∩ γn′ . D’une part, si B̄∞(x, ρ) désigne la boule fermée de centre x et de
rayon ρ au sens de la norme ‖ · ‖∞, on a

B̄∞

(
yn′ ,

|γ̃n′| − |γn′|
8κ

)
⊂ B̄

(
yn′ ,

|γ̃n′| − |γn′|
8

)
⊂ γ̃n′ .

D’autre part, la boule fermée constituant le membre de gauche peut s’écrire comme l’union
de 2d cubes fermés dont un sommet est yn′ et ayant pour côté (|γ̃n′|−|γn′|)/(8κ) ≤ |λ′|/(4κ)
(d’après majoration précédente), ce qui est encore inférieur à |λ′|∞/4 (où | · |∞ est le
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diamètre au sens de la norme supremum). Dès lors, un de ces cubes s’inclut dans λ′, donc
dans λ′ ∩ γ̃n′ et, comme sa mesure de Lebesgue est égale à son côté élevé à la puissance
d, on forme la minoration

Ld(λ′ ∩ γ̃n′) ≥
( |γ̃n′| − |γn′|

8κ

)d
≥
( |γ̃n′|

16κ

)d
≥ Ld(γ̃n′)

16dκ2d

puisque |γn′| = ϕg(|γ̃n′|/2) ≤ |γ̃n′|/2, en vertu du point (B) et du fait que |γ̃n′| < ρ car
γ̃n′ ⊂ intλ. En reprenant la majoration de π(λ′) donnée précédemment, on peut écrire

π(λ′) ≤ 2 · 48dκ2d

Ld(int β)
π(β)

n∑

n′=1

Ld(λ′ ∩ γ̃n′) =
2 · 48dκ2d

Ld(int β)
π(β)Ld

(
λ′ ∩

n⊔

n′=1

γ̃n′

)

≤ 2 · 48dκ2dπ(β)
Ld(λ′)

Ld(int β)

D’après les points (A) et (C), on a π(β) ≤ g̃(|β|). De plus, Ld(λ′) = |λ′|∞d ≤ κd|λ′|d,
tandis que Ld(int β) ≥ |β|d/κd (que q soit nul ou non). Il en résulte que

π(λ′) ≤ 2 · 48dκ4dg̃(|β|) |λ
′|d

|β|d ≤ 2 · 48dκ4dg̃(|λ′|)

du fait que |λ′| < |β| < ρ car β ⊂ λ et que la fonction r 7→ g̃(r)/rd décrôıt sur l’intervalle
]0, ρ[. En regroupant tous les cas, il en résulte que π(λ′) est inférieur à 2 · 48dκ4dg̃(|λ′|),
pour tout sous-cube c-adique λ′ de λ.

Prouvons maintenant la minoration (3.17). Soit (λp)p∈N ∈ Rλ
c (Fϕg). On a

∞∑

p=0

g̃(|λp|) ≥
1

2 · 48dκ4d

∞∑

p=0

π(λp) ≥
1

2 · 48dκ4d
π

( ∞⋃

p=0

λp

)
≥ 1

2 · 48dκ4d
π(Fϕg ∩ λ).

Cependant, l’ensemble Fϕg∩λ contient le compact K de sorte que π(Fϕg∩λ) est supérieur
à π(K) = g̃(|λ|). On en déduit que

∞∑

p=0

g̃(|λp|) ≥
1

2 · 48dκ4d
g̃(|λ|).

Comme le diamètre de λ est strictement inférieur à ρ donc à εeg, on a g̃(|λ|) = Meg
∞(λ)

en vertu du lemme 3.2. Passer à la borne inférieure sur Rλ
c (Fϕg) et invoquer le lemme 3.1

permet d’obtenir (3.17) pour tout cube c-adique λ inclus dans V et dont le diamètre est
strictement inférieur à ρ. Dès lors, le lemme 3.3 donne, pour tout ouvert U inclus dans V ,

Meg
∞(Fϕg ∩ U) ≥ 1

2 · 48dκ4d
Meg

∞(U).

Prenons maintenant une jauge g de Dd telle que g ≺ g. Alors g̃ =
√
gg est une jauge

de Dd vérifiant g ≺ g̃ ≺ g. La minoration précédente est alors vraie. Le lemme 3.4 garantit
que Mg

∞(Fϕg ∩ U) = Mg
∞(U) pour tout ouvert U inclus dans V . Ainsi Fϕg , qui est par

ailleurs un Gδ, appartient à la classe Gg(V ).
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I Introduction

Comme l’indique le chapitre 3, un problème classique de la théorie de l’approximation
diophantienne consiste à déterminer les propriétés de taille de l’ensemble

Jτ =

{
x ∈ R

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣x−
p

q

∣∣∣∣ < q−τ pour une infinité de (p, q) ∈ Z× N∗
}

des réels τ -approchables par des rationnels, où τ est un réel strictement positif. Rappelons
qu’un célèbre théorème de Dirichlet garantit que Jτ est égal à R tout entier si τ est inférieur
à 2. Supposons désormais τ > 2. On constate aisément que Jτ est de mesure de Lebesgue
nulle. On peut alors rendre compte de la taille de cet ensemble en fournissant sa dimension
de Hausdorff. Jarńık [99] et Besicovitch [29] ont démontré de façon indépendante que cette
dimension vaut 2/τ . Jarńık [100] a décrit plus précisément les propriétés de taille de Jτ
en déterminant la valeur de sa g-mesure de Hausdorff pour certaines jauges g.

Avant de préciser le résultat de Jarńık, rappelons quelques définitions de la section III
du chapitre 2 et de la section I du chapitre 3. Notons D l’ensemble des fonctions g crois-
santes sur un voisinage à droite de l’origine et vérifiant lim0+ g = g(0) = 0. Toute fonction

77
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g de D s’appelle une fonction de jauge et permet de construire une mesure de Hausdorff
Hg. De plus, pour d ∈ N∗, désignons par Dd l’ensemble des jauges g ∈ D pour lesquelles
la fonction r 7→ g(r)/rd est décroissante et strictement positive sur un voisinage strict de
l’origine. Rappelons en outre qu’on note g ≺ g si g et g sont des jauges de Dd pour les-
quelles g/g tend de façon monotone vers l’infini en 0 et que Id désigne la fonction identité.
Le résultat de Jarńık, qui a par ailleurs été amélioré par V. Beresnevich, D. Dickinson et
S. Velani [19], est le suivant : pour toute jauge g ∈ D1 vérifiant g ≺ Id, la g-mesure de
Hausdorff de l’ensemble Jτ est infinie (resp. nulle) si

∑
q g(q

−τ )q = ∞ (resp. <∞).
K. Falconer [63] a prouvé que l’ensemble Jτ vérifie une propriété de grande intersec-

tion, au sens qu’il appartient à la classe G2/τ (R). Rappelons que G2/τ (R) est la plus grande
collection de Gδ de R de dimension supérieure à 2/τ à être stable par intersection dénom-
brable et par les similitudes de R. Ainsi, toute intersection dénombrable d’ensembles de
G2/τ (R) est de dimension supérieure à 2/τ . Le théorème 3.5 du chapitre 3 permet de dé-
crire plus finement les propriétés de grande intersection de Jτ . Ainsi, cet ensemble figure
dans une certaine classe Gg(R) pour toute jauge g ∈ D1 telle que

∑
q g(q

−τ )q diverge.
Rappelons que la classe Gg(R), définie dans le chapitre 3, est notamment stable par in-
tersection dénombrable et toutes les similitudes de R et que tous les ensembles qui la
constituent sont de g-mesure de Hausdorff infinie pour toute jauge g ∈ D1 vérifiant g ≺ g
(cf. section II pour des compléments). En particulier, Jτ appartient à la classe GId2/τ

(R),
qui est clairement incluse dans la classe G2/τ (R) de K. Falconer. De surcrôıt, le théo-
rème 3.5 prouve que, pour toute jauge g ∈ D, l’ensemble Jτ est de g-mesure de Hausdorff
nulle ou maximale dans tout ouvert de R selon respectivement que la série

∑
q g1(q

−τ )q
converge ou diverge, avec

g1(r) = r inf
ρ∈]0,r]

g(ρ)

ρ
. (4.1)

Cela complète la description des propriétés de taille de l’ensemble Jτ amorcée par Jarńık.
Les résultats précédents proviennent d’une certaine homogénéité dans la répartition des
rationnels : ils conduisent à des systèmes d’ubiquité homogène, cf. chapitre 3.

Une façon de prolonger le problème est d’imposer des restrictions sur les rationnels
intervenant dans l’approximation. Suivant cette démarche, G. Harman [82] a proposé de
s’intéresser à l’ensemble

JP

τ =

{
x ∈ R

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣x−
p

q

∣∣∣∣ < q−τ pour une infinité de (p, q) ∈ Z× N∗ premiers

}

des réels τ -approchables par des rationnels dont le numérateur et le dénominateur sont
des nombres premiers (τ > 0). Il a établi que JP

τ est de mesure de Lebesgue pleine (resp.
nulle) dans R si τ < 2 (resp. τ ≥ 2). En outre, le théorème 3.7 du chapitre 3 implique que,
pour toute jauge g ∈ D, l’ensemble JP

τ est de g-mesure de Hausdorff nulle ou maximale
dans tout ouvert de R selon respectivement que la série

∑
q g1(q

−τ )q/(log q)2 converge

ou diverge, où la fonction g1 est donnée par (4.1). De plus, l’ensemble JP

τ appartient à la
classe Gg(R) d’ensembles à grande intersection pour toute jauge g ∈ D1 faisant diverger la
série

∑
q g(q

−τ )q/(log q)2. Plus généralement, les résultats de G. Harman et du chapitre 3
permettent de déterminer précisément les propriétés de taille et de grande intersection des
ensembles obtenus quand le numérateur et le dénominateur des rationnels approchants
sont astreints à figurer dans diverses parties de Z, dès lors que celles-ci vérifient certaines
conditions techniques concernant notamment leur densité asymptotique, cf. [82, ch. 6].
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Cela provient à nouveau du fait que ces rationnels conduisent à des systèmes d’ubiquité
homogène, cf. chapitre 2.

J. Barral et S. Seuret [8, 11] ont proposé d’imposer d’autres restrictions sur les ration-
nels approchants : les conditions de Besicovitch. Afin de les présenter, fixons un entier c
supérieur à 2. Tout nombre réel x peut s’écrire x = x0 +

∑
p xpc

−p, où x0 est un entier et
(xp)p∈N∗ une suite d’éléments de {0, . . . , c− 1} qui ne stationne pas en c− 1. Notons alors

∀b ∈ {0, . . . , c− 1} ∀j ∈ N∗ σb,j(x) =
1

j
# {p ∈ {1, . . . , j} | xp = b}

la proportion jusqu’au rang j de l’entier b dans le développement en base c du réel x.
Un vecteur de probabilité π = (π0, . . . , πc−1) ∈ ]0, 1[c (avec

∑
b πb = 1) étant fixé, Besi-

covitch [28] puis Eggleston [58] ont étudié l’ensemble des réels x vérifiant σb,j(x) → πb
quand j tend vers l’infini, quel que soit b ∈ {0, . . . , c− 1} et ils ont notamment établi que
la dimension de Hausdorff de cet ensemble vaut α = −∑b πb logc πb. De ce fait, suivant
le terminologie de J. Barral et S. Seuret [11], nous disons qu’un ensemble infini de ra-
tionnels vérifie la condition de Besicovitch associée au vecteur de probabilité π si on peut
l’énumérer selon une suite (pn/qn)n∈N vérifiant qn → ∞ et σb,⌊2 logc qn⌋(pn/qn) → πb quel
que soit b ∈ {0, . . . , c − 1}, quand n tend vers l’infini. Considérons alors, pour τ ≥ 2, le
sous-ensemble

Jπτ =



x ∈ R

∣∣∣∣∣
∃(pn/qn)n∈N irréductibles | qn → ∞
∀n |x− pn/qn| ≤ qn

−τ

∀b σb,⌊2 logc qn⌋(pn/qn) → πb





de Jτ formé des réels τ -approchables par une infinité de rationnels vérifiant la condition
de Besicovitch associée au vecteur de probabilité π. Cette condition rend difficile la ques-
tion de savoir si les rationnels intervenant dans l’approximation conduisent à un système
d’ubiquité homogène. De plus, si tel était le cas, rien ne garantirait que les résultats du
chapitre 3 fournissent des informations optimales concernant les propriétés de taille et de
grande intersection de Jπτ . Pour contourner cette difficulté, J. Barral et S. Seuret [8] ont
introduit la notion de système d’ubiquité hétérogène, cf. section III. De la sorte, ils ont
prouvé que la dimension de Hausdorff de Jπτ vaut 2α/τ . Le corollaire 4.1 qui figure dans
la section IV de ce chapitre permet de compléter ce résultat en indiquant que Jπτ contient

un ensemble à grande intersection dans R relativement à la jauge r 7→ r
2α
τ
−3(− log r)η−1/8

pour η ∈ ]0, 1/8[.
Un problème voisin consiste à déterminer les propriétés de taille et de grande inter-

section de l’ensemble

J̃πτ =



x ∈ R

∣∣∣∣∣
∃(pn/qn)n∈N irréductibles | qn → ∞
∀n |x− pn/qn| ≤ qn

−τ

∀b σb,⌊2 logc qn⌋(x) → πb



 .

La condition de Besicovitch porte désormais sur les réels approchés eux-mêmes plutôt que
sur les rationnels approchants. J. Barral et S. Seuret [11] ont établi l’appartenance d’un

sous-ensemble de J̃πτ à la classe G2α/τ (R) de K. Falconer. Une variante du corollaire 4.1

permet de préciser ce résultat en indiquant que J̃πτ contient un ensemble à grande in-

tersection relativement à la jauge r 7→ r
2α
τ
−3(− log r)η−1/8

, qui appartient donc à la classe
G2α/τ (R). Les résultats du chapitre 3 ne s’appliquent pas dans cette situation car l’en-

semble J̃πτ est de mesure de Lebesgue nulle quel que soit τ > 0 si α < 1, si bien que
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les rationnels intervenant dans l’approximation ne peuvent former un système d’ubiquité
homogène. En effet, J̃πτ est inclus dans l’ensemble des réels x vérifiant σb,⌊2 logc qn⌋(x) → πb
pour tout b ∈ {0, . . . , c − 1} et pour une certaine suite (qn)n∈N de limite infinie, dont on
peut montrer qu’il est de dimension α, cf. [11].

Les propriétés du développement en base c des nombres réels sont liées au comporte-
ment d’une famille de mesures : les mesures multinomiales, cf. section IV. Par conséquent,
imposer une condition de Besicovitch sur les rationnels intervenant dans l’approximation
revient à imposer une condition sur la masse qu’attribue une certaine mesure multinomiale
aux boules centrées en ces rationnels. De ce fait, l’étude des propriétés de grande inter-
section de l’ensemble Jπτ est un cas particulier du problème suivant. Munissons Rd de la
norme supremum usuelle et notons I un ensemble infini dénombrable et (xi, ri)i∈I une fa-
mille d’éléments de [0, 1]d×]0,∞[ telle que (ri)i∈I admet 0 pour seul point d’accumulation.
Les propriétés de taille et de grande intersection de l’ensemble

Ft =
{
x ∈ Rd

∣∣ ‖x− k − xi‖ < ri
t pour une infinité de (i, k) ∈ I × Zd

}

où t est un réel supérieur à 1, sont bien connues lorsque la famille (k + xi, ri)(i,k)∈I×Zd

constitue un système d’ubiquité homogène. Dans ce cas, le théorème 3.2 prouvé dans le
chapitre 3 garantit que Ft appartient à la classe GIdd/t(Rd) d’ensembles à grande inter-
section. Observons que Ft généralise naturellement l’ensemble Jτ des réels τ -approchables
par des rationnels. Le sous-ensemble Jπτ de Jτ formé des réels τ -approchables par une
suite de rationnels vérifiant la condition de Besicovitch associée au vecteur de probabilité
π peut quant à lui se voir comme un cas particulier de l’ensemble

Et =
{
x ∈ Rd

∣∣ ‖x− k − xi‖ < ri
t pour une infinité de (i, k) ∈ Iµ,α × Zd

}
⊂ Ft

où Iµ,α désigne l’ensemble des i ∈ I indexant les boules de centre xi et de rayon ri qui,
au sens d’une mesure borélienne finie µ fixée, ont une masse qui se comporte comme ri

α

pour un certain réel α > 0. Dans [8], J. Barral et S. Seuret ont déterminé la dimension
de Hausdorff de Et lorsque la famille (xi, ri)i∈I est un système d’ubiquité hétérogène
relativement à µ, ce qui impose certaines conditions sur la répartition des boules de
centre xi et de rayon ri et sur le comportement d’échelle de la mesure µ, cf. section III. Le
théorème 4.1 énoncé dans ce chapitre montre que, sous les mêmes hypothèses, l’ensemble
Et vérifie une propriété de grande intersection, au sens qu’il appartient à la classe Gg(Rd)
pour une fonction de jauge g bien déterminée.

C’est en prenant pour mesure µ la mesure multinomiale associée au vecteur de pro-
babilité π que nous pouvons déduire du théorème 4.1 le fait que Jπτ contient un ensemble
à grande intersection. De la même manière, en choisissant pour mesure µ la mesure de
Gibbs associée à un certain potentiel höldérien f , nous pouvons étudier les propriétés de
grande intersection de l’ensemble des points approchables à une certaine vitesse par des
rationnels en lesquels les moyennes des sommes de Birkhoff associées à f convergent vers
un certain réel fixé au préalable, cf. section IV.

La suite de ce chapitre s’organise comme suit. Dans la section II, nous rappelons la
définition des classes d’ensemble à grande intersection Gg(V ), pour toute jauge g ∈ Dd et
tout ouvert non vide V de Rd, qui ont été introduites dans le chapitre 3. Nous donnons en
outre, pour des jauges g d’une forme particulière, une caractérisation de la classe Gg(Rd)
qui fait appel aux similitudes de Rd. Cette caractérisation nous est utile pour établir le
théorème 4.1 énoncé dans la section III en vertu duquel l’ensemble Et défini précédemment
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vérifie une propriété de grande intersection si la famille (xi, ri)i∈I est un système d’ubiquité
hétérogène relativement à la mesure µ. La section IV fournit ensuite quelques applications,
qui relèvent de la théorie métrique des nombres. Enfin, les sections V et VI sont consacrées
aux preuves des principaux résultats de ce chapitre.

II Ensembles à grande intersection et similitudes

Rappelons brièvement les principaux résultats concernant les classes d’ensembles à grande
intersection qui ont été introduites dans la section II du chapitre 3. Pour g ∈ Dd, notons
εg le supremum de l’ensemble des réels ε ∈ ]0, 1] pour lesquels g est croissante sur [0, ε] et
r 7→ g(r)/rd est décroissante sur ]0, ε]. Un entier c ≥ 2 étant fixé, notons Λc la collection
des cubes c-adiques de Rd, i.e. des ensembles de la forme λ = c−j(k+ [0, 1[d) où k ∈ Zd et
j ∈ Z. Ce dernier entier est la génération, notée 〈λ〉c, du cube λ. On construit une mesure
extérieure Mg

∞ sur Rd en posant

∀F ⊂ Rd Mg
∞(F ) = inf

(λp)p∈N∈Rc,g(F )

∞∑

p=0

g(|λp|)

où Rc,g(F ) est l’ensemble des suites (λp)p∈N d’éléments de Λc ∪ {∅} de diamètre |λp|
strictement inférieur à εg, pour tout entier naturel p, et vérifiant F ⊂ ⋃

p λp. Un ouvert

V non vide de Rd étant donné, on définit la classe Gg(V ) des ensembles de Rd à grande
intersection dans V relativement à la jauge g comme la collection des sous-ensembles F
de Rd qui sont des Gδ et qui vérifient Mg

∞(F ∩ U) = Mg
∞(U) pour tout ouvert U de Rd

inclus dans V et toute jauge g de Dd telle que g ≺ g.
La proposition 3.1 et le théorème 3.1, énoncés dans le chapitre 3, répertorient les

principales propriétés de la classe Gg(V ), pour g ∈ Dd et V ⊂ Rd ouvert et non vide.
Cette classe, qui ne dépend ni de la norme choisie sur Rd ni de l’entier c, est stable par
intersection dénombrable. En outre, pour toute application bilipschitzienne f : V → Rd, si
F ∈ Gg(f(V )), on a f−1(F ) ∈ Gg(V ). De plus, tout ensemble F ∈ Gg(V ) est de g-mesure
de Hausdorff infinie pour toute jauge g ∈ Dd telle que g ≺ g. Il s’ensuit que

∀F ∈ Gg(Rd) ∀g ∈ Dd g ≺ g =⇒ Hg

( ∞⋂

n=0

fn(F )

)
= ∞

pour toute suite (fn)n∈N de similitudes de l’espace Rd. La proposition 4.1 figurant ci-après
donne une forme de réciproque à ce résultat. Dans son énoncé, Dc désigne l’ensemble des
dilatations de Rd qui envoient un cube c-adique λ de Rd de diamètre strictement inférieur
à 1 sur un cube c-adique de génération supérieure à celle du cube λ. En outre, Φ est
le cône convexe épointé formé des fonctions ϕ continues et croissantes sur un voisinage
à droite de l’origine, nulles en ce point et telles que, d’une part, r−ϕ(r) tende de façon
monotone vers l’infini quand r tend vers 0 et, d’autre part, la fonction r 7→ rε−ϕ(r) croisse
sur un voisinage à droite strict de l’origine et admette une limite nulle en ce point, pour
tout réel ε > 0. Par définition de l’ensemble Φ, pour tout β ∈ ]0, d] et tout ϕ ∈ Φ, la
fonction gβ,ϕ : r 7→ rβ−ϕ(r) est une jauge qui appartient à Dd. De plus, la classe Ggβ,ϕ(Rd)
est strictement incluse dans la classe Gβ(Rd) de K. Falconer, d’après la remarque qui suit
le théorème 3.1 établi dans le chapitre 3 (car Ids ≺ gβ,ϕ pour tout réel s ∈ ]0, β[).
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Proposition 4.1

Soient β ∈ ]0, d] et ϕ ∈ Φ. Soit F un Gδ de Rd vérifiant

Hgβ,ϕ

( ∞⋂

n=0

fn(F )

)
> 0

pour toute suite (fn)n∈N de similitudes de Dc. Alors F appartient à Ggβ,ϕ(Rd).

Nous renvoyons à la section V pour une preuve de cette proposition. Les fonctions gβ,ϕ
pour β ∈ ]0, d] et ϕ ∈ Φ sont les jauges qui entrent en jeu dans l’étude, détaillée dans la
section III, des ensembles définis par J. Barral et S. Seuret dans [8]. On vérifie aisément
que les jauges les plus couramment utilisées, comme les fonctions

r 7→ rβ
∞∏

p=1

(
log◦p 1

r

)νp

où log◦p est la p-ième itérée du logarithme, β un réel de ]0, d] et (νp)p∈N∗ une suite de réels
positifs et nuls sauf un nombre fini d’entre eux, sont de la forme gβ,ϕ, avec β ∈ ]0, d] et
ϕ ∈ Φ. La section IV donne d’autres exemples de jauges de cette forme.

III Ubiquité hétérogène

Commençons par définir la notion de système d’ubiquité hétérogène introduite par J. Bar-
ral et S. Seuret dans [8]. L’espace Rd est désormais muni de la norme supremum usuelle.
Un ensemble infini dénombrable d’indices I étant fixé, notons S0

d(I) l’ensemble des familles
(xi, ri)i∈I d’éléments de [0, 1]d×]0,∞[ telles que, pour tout ε > 0, le nombre d’indices i ∈ I
vérifiant ri > ε est fini. Dans ce cas, la famille (ri)i∈I admet 0 pour seul point d’accumu-
lation. Pour qu’une famille (xi, ri)i∈I ∈ S0

d(I) soit un système d’ubiquité hétérogène, elle
doit satisfaire les assertions (i)-(iv) énoncées ci-après. Notons M l’ensemble des mesures
boréliennes finies et de support égal à [0, 1]d. La première assertion, qui fait intervenir une
mesure m ∈ M, est :

(i). Pour m-presque tout x ∈ [0, 1]d, on a ‖x− xi‖ ≤ ri/2 pour une infinité de i ∈ I.

Citons quelques exemples de familles pour lesquelles l’assertion (i) est vérifiée. Fixons
un entier c ≥ 2 et notons Id,c l’ensemble des couples (j, k) avec j ∈ N et k ∈ {0, . . . , cj}d.
Pour tout point x ∈ [0, 1]d, il existe une infinité de (j, k) ∈ Id,c tels que ‖x−kc−j‖ ≤ c−j/2.
En conséquence, l’assertion (i) est satisfaite par la famille (kc−j, c−j)(j,k)∈Id,c ∈ S0

d(Id,c)
quelle que soit la mesure m ∈ M.

De même, notons Id,rat l’ensemble des couples (p, q) avec q ∈ N∗ et p ∈ {0, . . . , q}d.
D’après le théorème de Dirichlet [81, th. 200], l’assertion (i) est vérifiée par la famille
(p/q, 2q−1−1/d)(p,q)∈Id,rat ∈ S0

d(Id,rat) pour toute mesure m ∈ M. On peut préciser ce
résultat. En effet, un point x ∈ Rd\Qd étant fixé, notons κ(x) l’infimum de l’ensemble
des réels κ ∈ ]0, 1] pour lesquels ‖x− p/q‖ < κ1/dq−1−1/d possède une infinité de solutions
(p, q) ∈ Zd × N où au moins une des coordonnées de p/q est irréductible, puis désignons
par γd le supremum de l’ensemble des réels κ(x) sur x ∈ Rd\Qd. Hurwitz [85] a établi que
γ1 vaut 1/

√
5, cf. [81, th. 193]. Pour d ≥ 2, divers encadrements sur γd sont connus, mais

la valeur exacte de cette constante reste indéterminée, cf. [68]. Plaçons-nous en dimension
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d = 1 et désignons par I∗
1,rat l’ensemble des couples (p, q) avec q ∈ N∗ et p ∈ {1, . . . , q−1}

premier avec q. Du fait que γ1 < 1/2, la famille (p/q, 1/q2)(p,q)∈I∗
1,rat

∈ S0
1 (I∗

1,rat) vérifie

l’assertion (i) pour m ∈ M vérifiant m(Q) = 0. Ce résultat intervient dans la preuve du
corollaire 4.1 énoncé dans la section IV.

Ajoutons que les systèmes d’ubiquité homogène introduits dans le chapitre 3 véri-
fient l’assertion (i) lorsque m désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1]d. En effet, soit
(xi, ri)i∈I ∈ S0

d(I) un système d’ubiquité homogène dans ]0, 1[d. D’après la proposition 3.8,
la famille (xi, ri/2)i∈I est aussi un système d’ubiquité homogène dans ]0, 1[d, ce qui im-
plique directement (i).

Afin d’énoncer les assertions (ii)-(iv), il convient de fixer quelques notations supplé-
mentaires. Pour tous j ∈ Z et k ∈ Zd, notons λcj,k le cube c−j(k + [0, 1[d). En outre, pour

tout point x de Rd et tout entier relatif j, il existe un unique cube c-adique de génération
j qui contient le point x. Désignons par λcj(x) ce cube. Par ailleurs, un cube c-adique λ de
Rd étant donné, on note 3λ l’union du cube λ avec les 3d − 1 cubes de même génération
qui lui sont adjacents (3λ est aussi égal à l’image du cube λ par une homothétie dont le
centre est le centre de λ et dont le rapport est 3). L’assertion (ii) indique que les propriétés
d’échelle d’une mesure m ∈ M fixée sont gérées presque partout par une certaine fonction
de jauge gβ,ϕ ∈ Dd avec β ∈ ]0, d] et ϕ ∈ Φ :

(ii). Pour m-presque tout x ∈ [0, 1]d, il existe j(x) ∈ N tel que, pour tout entier j ≥ j(x)
et tout k ∈ {0, . . . , cj − 1}d,

λcj,k ⊂ 3λcj(x) =⇒ m(λcj,k) ≤ gβ,ϕ(|λcj,k|).

Notons Ψ l’ensemble des fonctions ψ nulles en 0, continues et croissantes sur un voi-
sinage à droite de ce point et telles que r 7→ r−ψ(r) décroisse sur un voisinage à droite
strict de ce même point. L’assertion (iii) indique qu’une mesure m ∈ M permet d’analyser
les points où une mesure µ ∈ M fixée au préalable se comporte en loi de puissance avec
l’exposant α > 0 à une correction donnée par ψ ∈ Ψ près :

(iii). Pour m-presque tout x ∈ [0, 1]d, il existe j(x) ∈ N tel que, pour tout entier j ≥ j(x)
et tout k ∈ {0, . . . , cj − 1}d,

λcj,k ⊂ 3λcj(x) =⇒ |λcj,k|α+ψ(|λcj,k|) ≤ µ(λcj,k) ≤ |λcj,k|α−ψ(|λcj,k|).

Enfin, l’assertion (iv) impose une condition d’autosimilarité sur une mesure m ∈ M.
Afin d’expliciter cette condition, associons à tout cube c-adique λ de génération positive
la dilatation, notée ωλ, qui envoie le cube λ sur l’unique cube de génération nulle qui le
contient. De plus, pour tout sous-cube c-adique λ de [0, 1[d, notonsmλ la mesure borélienne
sur λ qui est donnée par m ◦ ωλ. L’assertion (iv) est alors :

(iv). Pour tout sous-cube c-adique λ du cube [0, 1[d, la restriction m
λ

de la mesure m au

cube λ est équivalente à la mesure mλ (en ce sens qu’elles sont absolument continues
l’une par rapport à l’autre).

Nous renvoyons à la section IV pour deux exemples notables de mesures vérifiant les
assertions (ii)-(iv) : les produits de mesures multinomiales et les mesure de Gibbs associées
à un potentiel höldérien.

Il nous est désormais possible de définir la notion de système d’ubiquité hétérogène
relativement à la mesure µ, au réel α et à la jauge gβ,ϕ.
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Définition (système d’ubiquité hétérogène)

Soient I un ensemble infini dénombrable et (xi, ri)i∈I une famille de S0
d(I). Considé-

rons une mesure µ ∈ M, deux réels α > 0 et β ∈ ]0, d] et une fonction ϕ ∈ Φ. On
dit que la famille (xi, ri)i∈I forme un système d’ubiquité hétérogène relativement à
(µ, α, β, ϕ), dès lors qu’il existe une base c ∈ N\{0, 1}, une fonction ψ ∈ Ψ, ainsi
qu’une mesure m ∈ M, vérifiant les assertions (i)-(iv) énoncées précédemment.

Remarque : La définition adoptée dans [8] se démarque de la nôtre sur le point suivant :
pour tout sous-cube c-adique λ du cube [0, 1[d, J. Barral et S. Seuret autorisent la mesure
mλ à différer de m ◦ ωλ. Cela nécessite de contrôler certaines quantités relatives aux
mesures mλ (plus précisément, leur vitesse de renouvellement et leur masse). Imposer
mλ = m ◦ ωλ, pour tout λ, nous permet d’éluder ces difficultés, tout en conservant un
champ d’application assez large.

Les systèmes d’ubiquité homogène conduisent à des systèmes d’ubiquité hétérogène. En
effet, soient I un ensemble infini dénombrable et (xi, ri)i∈I ∈ S0

d(I) un système d’ubiquité
homogène dans le cube ouvert ]0, 1[d. On vérifie alors aisément que la famille (xi, ri)i∈I
est un système d’ubiquité hétérogène relativement au quadruplet (Ld, d, d, ϕ) pour toute
fonction ϕ ∈ Φ. Ainsi, en reprenant les exemples de systèmes d’ubiquité homogène fournis
dans le chapitre 3, on obtient directement de nombreux exemples de systèmes d’ubiquité
hétérogène par rapport à la mesure de Lebesgue.

Dans ce qui suit, I est un ensemble infini dénombrable et (xi, ri)i∈I désigne un système
d’ubiquité hétérogène relativement à un quadruplet (µ, α, β, ϕ) ∈ M×]0,∞[×]0, d] × Φ.
Considérons de surcrôıt une base c ∈ N\{0, 1}, une fonction ψ ∈ Ψ et une mesure m ∈ M

remplissant les conditions (i)-(iv). De plus, un réel strictement positif M étant donné,
notons Iµ,αM,ψ l’ensemble des indices i ∈ I pour lesquels

M−1(2ri)
α+ψ(2ri) ≤ µ (B(xi, ri)) ≤ µ

(
B̄(xi, ri)

)
≤M(2ri)

α−ψ(2ri) (4.2)

où B(xi, ri) et B̄(xi, ri) désignent respectivement la boule ouverte et la boule fermée de
centre xi et de rayon ri. J. Barral et S. Seuret s’intéressent, pour tout réel t supérieur à
1, à l’ensemble Ẽt formé des points du cube [0, 1]d qui appartiennent, pour une infinité
d’indices i ∈ I, à la boule B(xi, ri

t) lorsque la mesure µ attribue à la boule B(xi, ri) une
masse qui se comporte comme ri

α, c’est-à-dire à l’ensemble

Ẽt =
{
x ∈ [0, 1]d

∣∣ ‖x− xi‖ < ri
t pour une infinité de i ∈ Iµ,αM,ψ

}
. (4.3)

Plus précisément, ils prouvent l’existence d’un réel strictement positif M tel que la dimen-
sion de Hausdorff de l’ensemble Ẽt est supérieure à β/t, quel que soit le réel t supérieur à
1, lorsque (4.2) ne tient que pour les boules fermées, cf. [8, th. 2.7]. La variante périodisée

Et = Zd + Ẽt

=
{
x ∈ Rd

∣∣ ‖x− p− xi‖ < ri
t pour une infinité de (i, p) ∈ Iµ,αM,ψ × Zd

} (4.4)

de Ẽt vérifie bien entendu la même propriété. Le théorème suivant est plus précis, puisqu’il
indique que Et appartient à Gg(Rd) pour une certaine jauge g ∈ Dd avec sg = β/t.
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Théorème 4.1
Soient I un ensemble infini dénombrable et (xi, ri)i∈I un système d’ubiquité hétéro-
gène relativement à un quadruplet (µ, α, β, ϕ) ∈ M×]0,∞[×]0, d]×Φ. Alors, il existe
ψ ∈ Ψ et M ∈ [1,∞[ tels que :

– les ensembles Ẽ1 et E1 figurent dans Ggβ,ϕ(]0, 1[d) et Ggβ,ϕ(Rd) respectivement ;

– pour toute fonction φ ∈ Φ et tout réel t > 1, les ensembles Ẽt et Et appartiennent
respectivement aux classes Ggβ/t,2ϕ+φ(]0, 1[d) et Ggβ/t,2ϕ+φ(Rd).

Ce résultat, qui s’apparente au théorème 3.2 établi dans le chapitre 3 et concernant
les systèmes d’ubiquité homogène, est prouvé dans la section VI. Cependant, utiliser le
théorème 4.1 plutôt que le théorème 3.2 avec un système d’ubiquité homogène (qui peut
se voir comme un cas particulier de système d’ubiquité hétérogène) ne présente aucun
intérêt. En effet, soient I un ensemble infini dénombrable et (xi, ri)i∈I ∈ S0

d(I) un système

d’ubiquité homogène dans le cube ouvert ]0, 1[d. Observons que l’ensemble IL
d,d

M,ψ est égal
à I tout entier quels que soient ψ ∈ Ψ et M ∈ [1,∞[ et que la famille (xi, ri)i∈I est un
système d’ubiquité hétérogène relativement au quadruplet (Ld, d, d, ϕ) pour toute fonction

ϕ ∈ Φ. Dès lors, pour tout réel t ≥ 1, le théorème 3.2 assure que Ẽt ∈ GIdd/t(]0, 1[d), tandis

que le théorème 4.1 implique que Ẽt ∈ GIdd/t−ϕ(]0, 1[d) pour toute fonction ϕ ∈ Φ, ce qui
est plus faible car les fonctions de jauge g ∈ Dd vérifiant g ≺ Idd/t ne s’écrivent pas toutes
sous la forme g = Idd/t−ϕ avec ϕ ∈ Φ.

Le théorème 4.1 permet de s’intéresser à l’intersection d’un nombre au plus dénom-
brable d’ensembles construits à partir de systèmes d’ubiquité hétérogène. En effet, prenons
un ensemble dénombrable J et, pour tout j ∈ J , considérons un système d’ubiquité hé-
térogène (xji , r

j
i )i∈Ij (où Ij est un ensemble infini dénombrable) relatif à un quadruplet

(µj, αj, βj, ϕj) ∈ M×]0,∞[×]0, d] × Φ. En vertu du théorème 4.1 et de la stabilité par
intersection dénombrable des classes d’ensembles à grande intersection (cf. chapitre 3,
théorème 3.1), il existe une famille (M j)j∈J de réels supérieurs à 1 et une famille (ψj)j∈J
de fonctions appartenant à Ψ telles que, pour toute famille (φj)j∈J de fonctions de Φ et
toute famille (tj)j∈J de réels supérieurs à 1,

⋂

j∈J
Ẽj
tj
∈

⋂

g∈Dd
∀j,g≺g

βj/tj ,2ϕj+φj

Gg(]0, 1[d) (4.5)

où Ẽj
tj

est défini de manière similaire à (4.3). Dans l’assertion (4.5), on convient que, si
aucune fonction de jauge g ∈ Dd ne vérifie g ≺ gβj/tj ,2ϕj+φj , pour tout j ∈ J , l’intersection
des classes Gg(]0, 1[d) est égale à la collection de tous les Gδ de Rd inclus dans [0, 1]d. En
particulier, on obtient

dim
⋂

j∈J
Ẽj
tj
≥ inf

j∈J

βj

tj
(4.6)

si toutefois ce dernier infimum est un réel strictement positif. En effet, prenons un réel s
strictement compris entre 0 et l’infimum des βj/tj sur j ∈ J . La jauge Ids ∈ Dd vérifie
alors Ids ≺ gβj/tj ,2ϕj+φj , pour tout j ∈ J . D’après l’assertion (4.5), il en résulte que

⋂

j∈J
Ẽj
tj
∈ GIds(]0, 1[d).

Le théorème 3.1 conduit alors au fait que l’intersection sur j ∈ J des ensembles Ẽj
tj

est de
dimension au moins s. Faire tendre s vers l’infimum des βj/tj sur j ∈ J donne finalement
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la minoration (4.6). Ce résultat peut se voir comme l’analogue du théorème 2 de [49] dans
le cadre de l’ubiquité hétérogène.

IV Applications en théorie des nombres

Dans [8], J. Barral et S. Seuret fournissent quelques exemples de systèmes d’ubiquité
hétérogène (xi, ri)i∈I ∈ S0

d(I) (où I est un ensemble infini dénombrable) par rapport à un
quadruplet (µ, α, β, ϕ) ∈ M×]0,∞[×]0, d] × Φ. Nous les reprenons dans cette section et

nous montrons que les ensembles Ẽt et Et définis respectivement par (4.3) et (4.4) pour
t ≥ 1 appartiennent à certaines des classes d’ensembles à grande intersection présentées
dans la section II.

IV.1 Produits de mesures multinomiales

Commençons par rappeler ce qu’est une mesure multinomiale. À cet effet, fixons un entier
naturel c supérieur à 2 et rappelons que chaque sous-intervalle c-adique λ = c−j (k + [0, 1[)
(avec j ∈ N et k ∈ {0, . . . , cj − 1}) de l’intervalle [0, 1[ peut se coder à l’aide d’un mot
u(λ) de longueur j sur l’alphabet {0, . . . , c− 1} en posant

∀p ∈ {1, . . . , j} u(λ)p =
⌊
kcp−j

⌋
mod c.

Précisons que l’intervalle [0, 1[ est codé par le mot vide, qui est noté ∅. Prenons un
vecteur de probabilité, c’est-à-dire un élément π = (π0, . . . , πc−1) de ]0, 1[c, dont la somme
des composantes vaut 1. Pour tout entier naturel j, considérons la mesure borélienne µπj
qui est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue et dont la densité est

dµπj
dL1

=
∑

λ⊂[0,1[
〈λ〉c=j

cj1λ

j∏

p=1

πu(λ)p

où la somme est prise sur l’ensemble des sous-intervalles c-adiques de [0, 1[ de génération
j. On peut montrer que la suite de mesures (µπj )j∈N converge faiblement vers une mesure
borélienne de probabilité dont le support est égal à l’intervalle [0, 1]. Cette dernière mesure
s’appelle la mesure multinomiale associée au vecteur de probabilité π et se note µπ. Pour
faire son analyse multifractale, c’est-à-dire pour évaluer, à α ∈ R fixé, la dimension de
Hausdorff de l’ensemble Vα des points x de [0, 1[ vérifiant −1

j
logc µπ(λ

c
j(x)) → α quand j

tend vers l’infini, on introduit classiquement la fonction τµπ définie par

∀q ∈ R τµπ(q) = − lim
j→∞

1

j
logc

∑

λ⊂[0,1[
〈λ〉c=j

(µπ(λ))q = − logc

c−1∑

b=0

πb
q.

Fixons maintenant un réel q et posons α = τ ′µπ(q), ainsi que β = qτ ′µπ(q)− τµπ(q). Le réel
β peut encore se voir comme la valeur au point α de la transformée de Legendre de la
fonction τµπ . On prouve alors que la dimension de Hausdorff de l’ensemble Vα est égale
à β. Pour ce faire, on s’intéresse à une mesure µπ,q qui charge les points de Vα et dont
la masse décrôıt globalement à la vitesse β. Cette mesure analysante µπ,q est construite
de la même manière que µπ en remplaçant le vecteur de probabilité π par le vecteur
cτµπ (q)(π0

q, . . . , πc−1
q). Nous renvoyons à [33] pour plus de détails.
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Pour appliquer les résultats de la section III, il convient de mieux cerner le comporte-
ment des mesures µπ et µπ,q. En vertu du théorème 1 de [10], les points (ii)-(iv) évoqués
dans cette section sont tous vérifiés dès lors que :

– les mesures µ et m de l’ensemble M sont respectivement µπ et µπ,q ;

– les fonctions ϕ ∈ Φ et ψ ∈ Ψ sont de la forme fη : r 7→ (− log r)η−1/8 pour η dans
]0, 1/8[.

Signalons que nous ne cherchons pas à donner la forme optimale des fonctions ϕ et ψ.
Le théorème 1 de [10] permet en effet de produire des fonctions rendant plus précis les
encadrements des points (ii) et (iii), mais celles-ci sont plus compliquées.

Intéressons-nous maintenant à un produit de d mesures multinomiales. Considérons
d vecteurs de probabilité notés π1, . . . , πd et formons la mesure µ = µπ1 ⊗ · · · ⊗ µπd . Il
s’agit d’une mesure borélienne de probabilité dont le support est égal au cube fermé [0, 1]d.
L’analyse multifractale de la mesure µ fait intervenir la fonction τµ = τµπ1 + · · · + τµ

πd
.

Un réel q étant fixé, notons α = τ ′µ(q), ainsi que β = qτ ′µ(q) − τµ(q). La mesure auxiliaire
permettant d’analyser l’ensemble des points autour desquels la mesure µ décrôıt avec
la vitesse α est ici la mesure m = µπ1,q ⊗ · · · ⊗ µπd,q. Le théorème 1 de [10] permet à
nouveau de montrer que les points (ii)-(iv) énoncés dans la section III sont vérifiés lorsque
ϕ = fη et ψ = fη′ avec η, η′ ∈ ]0, 1/8[. Supposons que le point (i) est vérifié par la
mesure m et une famille (xi, ri)i∈I ∈ S0

d(I) (où I est un ensemble infini dénombrable).
Par conséquent, cette famille constitue un système d’ubiquité hétérogène relativement au
quadruplet (µ, α, β, ϕ). Le théorème 4.1 garantit alors l’existence d’un réel M ≥ 1 tel que,

pour tout t ≥ 1, l’ensemble Ẽt défini par (4.3) appartient à Ggβ/t,3fη (]0, 1[d) et l’ensemble
Et donné par (4.4) appartient à la classe Ggβ/t,3fη (Rd).

Précisons les liens entre le produit de mesures multinomiales µ et les propriétés du
développement en base c des éléments du cube [0, 1]d. Fixons d’abord q = 1, de sorte que
α = β = τ ′µ(1) et m = µ, dans ce qui précède. Prenons ensuite un réel x de l’intervalle
[0, 1[ et écrivons x comme la somme des xpc

−p, avec xp ∈ {0, . . . , c − 1}, lorsque p par-
court l’ensemble des entiers naturels non nuls. On peut supposer que la suite (xp)p∈N∗ ne
stationne pas en c− 1. Notons

∀b ∈ {0, . . . , c− 1} ∀j ∈ N∗ σb,j(x) =
1

j
# {p ∈ {1, . . . , j} | xp = b}

la proportion jusqu’au rang j de l’entier b dans le développement en base c du réel x.
Prolongeons enfin σb,j de façon naturelle en une fonction 1-périodique sur R. En vertu
de la loi des grands nombres, la mesure µ attribue la masse 1 à l’ensemble des points
x = (x1, . . . , xd) du cube [0, 1]d vérifiant σb,j(x

s) → πsb quand j tend vers l’infini, quels
que soient les entiers s ∈ {1, . . . , d} et b ∈ {0, . . . , c − 1}. En particulier, cet ensemble a
une dimension de Hausdorff supérieure à

α = τ ′µ(1) = −
d∑

s=1

c−1∑

b=0

πsb logc π
s
b . (4.7)

On retrouve ainsi un célèbre résultat dû à Besicovitch [28] et Eggleston [58]. La loi du
logarithme itéré (cf. e.g. [138]) offre un résultat plus précis. En effet, pour tout r > 0
assez petit, posons

ς(r) =

(
log log log 1

r

log 1
r

)1/2

. (4.8)
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Alors, pour µ-presque tout point x = (x1, . . . , xd) ∈ [0, 1]d, il existe un entier naturel j(x)
vérifiant, pour tout entier naturel j supérieur à j(x),

∀s ∈ {1, . . . , d} ∀b ∈ {0, . . . , c− 1} |σb,j(xs) − πsb | ≤
√

log c ς(c−j).

Par conséquent, pour m-presque tout point x de [0, 1]d, il existe un entier naturel j(x) tel
que, pour tout entier naturel j supérieur à j(x),

sup
z∈[0,1]d∩3λcj(x)

max
s∈{1,...,d}
b∈{0,...,c−1}

|σb,j(zs) − πsb | ≤
√

log c ς(c−j).

Notons désormais IDev
π l’ensemble des indices i ∈ I pour lesquels

max
s∈{1,...,d}
b∈{0,...,c−1}

∣∣σb,⌊− logc ri⌋(x
s
i ) − πsb

∣∣ ≤ 2
√

log c ς(ri). (4.9)

Les arguments de la preuve du théorème 4.1 permettent d’établir le résultat suivant.

Proposition 4.2

Considérons d vecteurs de probabilité π1, . . . , πd ∈ ]0, 1[c. Soient I un ensemble infini
dénombrable et (xi, ri)i∈I une famille de S0

d(I). On suppose que l’assertion (i) est
vérifiée par m = µπ1 ⊗ · · · ⊗ µπd . Alors, pour tous t ∈ [1,∞[ et η ∈ ]0, 1/8[,

ẼDev
t =

{
x ∈ [0, 1]d

∣∣ ‖x− xi‖ < ri
t pour une infinité de i ∈ IDev

π

}

et EDev
t = Zd+ ẼDev

t appartiennent respectivement à Ggα/t,3fη (]0, 1[d) et Ggα/t,3fη (Rd),
où α est le réel donné par (4.7) et fη est la fonction r 7→ (− log r)η−1/8.

Cette proposition, prouvée dans la section VI, permet en particulier d’étudier les pro-
priétés de grande intersection de l’ensemble

Uπ,t =



x ∈ R

∣∣∣∣∣
∃(pn/qn)n∈N irréductibles | qn → ∞
∀n |x− pn/qn| ≤ qn

−2t

∀b σb,⌊2 logc qn⌋(pn/qn) → πb



 (4.10)

des réels 2t-approchables (t ≥ 1) par des rationnels vérifiant la condition de Besicovitch
associée à un vecteur de probabilité π = (π0, . . . , πc−1) ∈ ]0, 1[c. Pour ce faire, il convient
de prendre I = I∗

1,rat (cf. section III), ainsi que x(p,q) = p/q et r(p,q) = 1/q2 quel que soit
(p, q) ∈ I. L’assertion (i) est vérifiée par m = µπ car µπ(Q) = 0. En outre, Uπ,t ⊃ EDev

t car
si (pn, qn)n∈N désigne une suite injective d’éléments de IDev

π , on a σb,⌊2 logc qn⌋(pn/qn) → πb,
uniformément en b ∈ {0, . . . , c−1}, lorsque n tend vers l’infini. La proposition 4.2 conduit
alors au résultat suivant.

Corollaire 4.1
Pour tout réel t ≥ 1 et tout vecteur de probabilité π = (π0, . . . , πc−1) ∈ ]0, 1[c,
l’ensemble Uπ,t défini par (4.10) contient un ensemble de la classe Ggα/t,3fη (R) où
α = −∑c−1

b=0 πb logc πb et fη(r) = (− log r)η−1/8, quel que soit η ∈ ]0, 1/8[.

En examinant la preuve de la proposition 4.2, on observe aisément que l’énoncé de ce
corollaire reste vrai si on remplace Uπ,t par l’ensemble

U ′
π,t =



x ∈ R

∣∣∣∣∣
∃(pn/qn)n∈N irréductibles | qn → ∞
∀n |x− pn/qn| ≤ qn

−2t

∀b σb,⌊2 logc qn⌋(x) → πb




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ce qui revient à imposer une condition de Besicovitch non pas sur les rationnels appro-
chants mais sur les réels approchés eux-mêmes. Ainsi, U ′

π,t contient un ensemble de la
classe Ggα/t,3fη (R) pour tout η ∈ ]0, 1/8[. Cela améliore légèrement le théorème 1.2 de [11],
qui indique que U ′

π,t contient un ensemble de la classe Gα/t(R) de K. Falconer.

Comme suggéré dans [13], intéressons-nous pour tout t ≥ 1 à l’ensemble des réels x qui
sont approchés à qn

−2t près par une infinité de rationnels irréductibles pn/qn pour lesquels
les fréquences asymptotiques

σ̄b((pn, qn)n∈N) = lim
n→∞

σb,⌊2 logc qn⌋

(
pn
qn

)

pour b ∈ {0, . . . , c − 1}, vérifient certaines relations. Pour fixer les idées, prenons c = 3
et considérons l’ensemble Vt des réels x pour lesquels il existe une suite (pn/qn)n∈N de
fractions irréductibles vérifiant |x− pn/qn| ≤ qn

−2t pour tout n, ainsi que les conditions

σ̄0((pn, qn)n∈N) > 0 et σ̄1((pn, qn)n∈N) = 2 σ̄2((pn, qn)n∈N) > 0.

On remarque que Vt contient l’union des ensembles Uπ,t lorsque le triplet π = (π0, π1, π2)
vérifie π0 > 0, π1 = 2π2 > 0 et π0 + π1 + π2 = 1. De manière équivalente,

Vt ⊃
⋃

σ∈]0,1/3[

U(1−3σ,2σ,σ),t.

Le corollaire 4.1 garantit que Vt contient un ensemble de la classe Ggα(σ)/t,3fη (R) avec
α(σ) = −(1 − 3σ) log3(1 − 3σ) − 2σ log3(2σ) − σ log3 σ, quels que soient σ ∈ ]0, 1/3[ et
η ∈ ]0, 1/8[. Cependant α(σ) est maximal pour σ = σ∗ = (24/3 + 9− 3 · 22/3)/31. De façon
optimale, l’ensemble Vt contient donc un ensemble de la classe Ggα(σ∗)/t,3fη (R) pour tout
réel η de l’intervalle ]0, 1/8[.

En suivant le modèle de l’exemple cité précédemment, on peut évidemment étudier
les ensembles de réels approchés par des rationnels dont les fréquences asymptotiques du
développement en base c vérifient certaines relations (linéaires ou non) fixées au préalable.
Le fait que ces ensembles contiennent des ensembles à grande intersection permet en outre
de s’intéresser à l’intersection d’un nombre dénombrable d’entre eux.

IV.2 Mesures de Gibbs

Prenons un entier naturel c supérieur à 2 et appelons σ la multiplication par c sur le cube
[0, 1[d, c’est-à-dire que σ(x) = cx mod Zd, quel que soit le point x du cube [0, 1[d. Soit f
une fonction Zd-périodique et uniformément höldérienne sur Rd, cf. chapitre 2, partie I.
La fonction f est aussi appelée un potentiel. Introduisons, pour tout entier naturel j, la
j-ième somme de Birkhoff associée au potentiel f , qui est définie par

Sfj =

j−1∑

k=0

f ◦ σk

ainsi que son exponentielleDf
j = exp ◦Sfj . Pour tout entier naturel j, considérons la mesure

probabilité µfj définie sur la tribu borélienne de [0, 1]d par le fait qu’elle est absolument

continue par rapport à la mesure de Lebesgue Ld et que sa densité est

dµfj
dLd =

1[0,1[dD
f
j∫

[0,1[d
Df
j (x)dx

.
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On peut calculer explicitement les itérées de l’opérateur de Ruelle associé au potentiel
f et les relier à la suite de mesures (µfj )j∈N ainsi définie. Le théorème de Ruelle-Perron-
Frobenius permet alors de montrer que cette suite de mesures converge faiblement vers
une mesure de probabilité µf sur la tribu borélienne de [0, 1]d. Nous renvoyons à [133]
pour plus de précisions.

Considérons maintenant la fonction de pression Pf associée à f , qui est définie par

∀q ∈ R Pf (q) = d log c+ lim
j→∞

1

j
log

∫

[0,1[d
Dqf
j (x)dx.

On peut montrer que la mesure µf est une mesure de Gibbs relativement au potentiel f
et au système dynamique ([0, 1[d, σ), c’est-à-dire qu’il existe un réel strictement positif C
tel que, pour tout entier naturel j et tout point x du cube [0, 1[d,

1

C
≤ µf (λ

c
j(x))

e−jPf (1)Df
j (x)

≤ C. (4.11)

En outre, la mesure µf est ergodique. L’analyse multifractale de cette mesure est donnée
dans [65, 66]. Classiquement, elle fait appel à la fonction τµf qui, à l’aide de l’encadre-
ment (4.11), se retrouve à partir de la fonction de pression Pf de la manière suivante :

∀q ∈ R τµf (q) = − lim
j→∞

1

j
logc

∑

λ⊂[0,1[
〈λ〉c=j

(µf (λ))q =
1

log c
(qPf (1) − Pf (q))

où la somme est prise sur l’ensemble des sous-cubes c-adiques de [0, 1[d de génération j.
Fixons un réel q, puis introduisons α = τ ′µf (q), ainsi que β = qτ ′µf (q) − τµf (q), la valeur
au point α de la transformée de Legendre de la fonction τµf . On peut montrer que β
donne la dimension de Hausdorff de l’ensemble Vα des points x du cube [0, 1[d vérifiant
−1
j
logc µf (λ

c
j(x)) → α quand j tend vers l’infini. Dans ce but, on observe que la mesure

analysante µqf (obtenue à partir du potentiel qf) charge les points de Vα et fait décrôıtre
globalement la masse des cubes c-adiques à la vitesse β, grâce au théorème ergodique, au
fait que µf et µqf sont des mesures de Gibbs et au principe variationnel, cf. [65, 66].

Soient I un ensemble infini dénombrable et (xi, ri)i∈I une famille de S0
d(I) telle que,

pour tout point x ∈ [0, 1]d, il existe une infinité de i ∈ I vérifiant ‖x − xi‖ ≤ ri/2. Dès
lors, l’assertion (i) évoquée dans la section III est vérifiée pour toute mesure m ∈ M.
Montrons maintenant que les points (ii)-(iv) sont vérifiés lorsque les mesures m et µ de M

désignent respectivement µqf et µf . La loi du logarithme itéré pour les mesures de Gibbs
telles que m (cf. [44]) donne d’abord l’existence d’un réel κ > 0 tel que, pour m-presque
tout x ∈ [0, 1]d, il existe j(x) ∈ N vérifiant, pour tout entier j ≥ j(x),

∣∣∣∣
1

j
Sqfj (x) − qP ′

f (q)

∣∣∣∣ ≤ κς(c−j)

où ς est la fonction définie par (4.8). Ensuite, comme le potentiel f est uniformément
höldérien, quitte à augmenter κ, on montre que pour m-presque tout x ∈ [0, 1]d, il existe
j(x) ∈ N vérifiant, pour tout entier j ≥ j(x),

sup
z∈3λcj(x)

∣∣∣∣
1

j
Sqfj (z) − qP ′

f (q)

∣∣∣∣ ≤ κς(c−j).
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En utilisant l’encadrement (4.11) pour la mesure m, il en ressort que le point (ii) est vérifié
pour ϕ = 2κ

log c
ς. En l’utilisant pour µ, on observe que (iii) est vérifié pour ψ = 2κ

|q| log cς

lorsque q est non nul. Enfin, quelques calculs permettent de prouver que le point (iv) est
vérifié. On en déduit que la famille (xi, ri)i∈I constitue un système d’ubiquité hétérogène
relativement au quadruplet (µ, α, β, ϕ) si q est non nul. Le théorème 4.1 assure alors l’exis-

tence d’un réel M ≥ 1 tel que, pour tout t ≥ 1, l’ensemble Ẽt donné par (4.3) et l’ensemble

Et défini par (4.4) appartiennent à G
gβ
t ,

6κ
log c

ς (]0, 1[d) et G
gβ
t ,

6κ
log c

ς (Rd) respectivement.
On peut reformuler le résultat précédent à l’aide de la somme de Birkhoff Sfj associée

au potentiel f . À cet effet, notons IBir
f,q l’ensemble des i ∈ I pour lesquels

∣∣∣∣
1

⌊− logc ri⌋
Sf⌊− logc ri⌋(xi) − P ′

f (q)

∣∣∣∣ ≤ 2
κ

|q|ς(ri).

Observons que IBir
f,0 = I. En adaptant la preuve du théorème 4.1, on peut établir la

proposition suivante. Pour sa preuve, nous renvoyons à la section VI.

Proposition 4.3

Considérons une fonction Zd-périodique et uniformément höldérienne sur Rd notée
f . Soient I un ensemble infini dénombrable et (xi, ri)i∈I une famille de S0

d(I) telle
que tout point x ∈ [0, 1]d vérifie ‖x − xi‖ ≤ ri/2 pour une infinité de i ∈ I. Alors,
pour tous q ∈ R et t ∈ [1,∞[,

ẼBir
t =

{
x ∈ [0, 1]d

∣∣ ‖x− xi‖ < ri
t pour une infinité de i ∈ IBir

f,q

}

et EBir
t = Zd+ẼBir

t appartiennent à G
gβ
t ,

6κ
log c

ς (]0, 1[d) et G
gβ
t ,

6κ
log c

ς (Rd) respectivement,
où β = qτ ′µf (q) − τµf (q) et ς est définie par (4.8).

Grâce à cette proposition, on peut par exemple montrer que l’ensemble des réels qui sont
approchés à qn

−2t près par une suite de rationnels pn/qn vérifiant

lim
n→∞

1

⌊2 logc qn⌋
Sf⌊2 logc qn⌋

(
pn
qn

)
= P ′

f (q)

contient un ensemble à grande intersection qui figure dans la classe G
gβ
t ,

6κ
log c

ς (R). On peut
alors s’intéresser à l’intersection d’un nombre dénombrable de tels ensembles pour divers
potentiels f et divers réels q. On peut de surcrôıt étudier l’intersection de ces ensembles
avec des ensembles à grande intersection tels que ceux présentés auparavant dans ce
chapitre et le chapitre 3.

V Preuve de la proposition 4.1

La preuve reprend des arguments de celle de l’implication (b)⇒(c) du théorème B de [63].
Considérons un réel β ∈ ]0, d] et une fonction ϕ ∈ Φ. Fixons deux réels r1 et r2 de
l’intervalle ]0, εgβ,ϕ [ tels que r1 ≤ r2, ainsi qu’un réel κ ∈ ]0, 1] et calculons

gβ,ϕ(κr1)

gβ,ϕ(κr2)
· gβ,ϕ(r2)
gβ,ϕ(r1)

= κϕ(κr2)−ϕ(κr1) · r2
ϕ(κr2)−ϕ(r2)

r1ϕ(κr1)−ϕ(r1)
.
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Comme ϕ tend vers 0 à l’origine, le dernier quotient tend vers r2
−ϕ(r2)/r1

−ϕ(r1) quand κ
tend vers 0. En raison de la décroissance de r 7→ r−ϕ(r) au voisinage de 0, cette limite est
inférieure à 1 quand r1 et r2 sont suffisamment petits. De surcrôıt, la croissance de ϕ au
voisinage de l’origine assure que ϕ(κr2)−ϕ(κr1) est positif pour κ assez petit. Finalement,
il existe un réel η dans l’intervalle ]0, εgβ,ϕ ] tel que

∀r1, r2 ∈ ]0, η[ r1 ≤ r2 =⇒ lim sup
κ→0

gβ,ϕ(κr1)

gβ,ϕ(κr2)
≤ gβ,ϕ(r1)

gβ,ϕ(r2)
. (4.12)

Prenons maintenant un sous-ensemble F de Rd qui est un Gδ tel que, pour toute suite
(fn)n∈N de similitudes appartenant à Dc,

Hgβ,ϕ

( ∞⋂

n=0

fn(F )

)
> 0. (4.13)

Pour montrer que F appartient à la classe Ggβ,ϕ(Rd), il suffit, en vertu du lemme 3.3, de
montrer que Mgβ,ϕ

∞ (F ∩ λ) = Mgβ,ϕ
∞ (λ) pour tout cube c-adique λ de Rd dont le diamètre

est strictement inférieur à η.
Supposons au contraire l’existence d’un cube c-adique λ de diamètre strictement in-

férieur à η et d’un réel α de l’intervalle [0, 1[ vérifiant Mgβ,ϕ
∞ (F ∩ λ) < αMgβ,ϕ

∞ (λ). Pour
G ⊂ Rd, notons Rλ

c (G) l’ensemble des suites (λp)p∈N d’éléments de Λc ∪ {∅} telles que
G∩λ ⊂ ⊔p λp ⊂ λ. D’après les lemmes 3.1 et 3.2, comme le diamètre de λ est strictement

inférieur à η donc à εgβ,ϕ , il existe (λp)p∈N ∈ Rλ
c (F ) vérifiant

∞∑

p=0

gβ,ϕ(|λp|) ≤ αgβ,ϕ(|λ|) (4.14)

et λp  λ pour tout p. Notons P l’ensemble des entiers p ∈ N tels que λp 6= ∅ et, pour
p ∈ P , appelons fp l’homothétie qui envoie le cube c-adique λ sur son sous-cube λp.
Considérons un entier naturel non nul s et un s-uplet (p1, . . . , ps) d’éléments de P . Posons
fp1,...,ps = fp1 ◦ . . . ◦ fps . Cette application est une homothétie qui envoie le cube c-adique

λ sur un de ses sous-cubes c-adiques stricts. Étendons de plus cette notation au cas où s
est nul en convenant qu’alors fp1,...,ps désigne l’application identité.

Notons γ un réel strictement positif pour lequel (1+γ)α < 1. D’après l’assertion (4.12),
il existe alors un réel κ̄ ∈ ]0, εgβ,ϕ [ tel que, pour tous réels r1, r2 ∈ ]0, η[ vérifiant r1 ≤ r2
et tout réel κ ∈ ]0, κ̄[,

gβ,ϕ(κr1)

gβ,ϕ(κr2)
≤ (1 + γ)

gβ,ϕ(r1)

gβ,ϕ(r2)
. (4.15)

Fixons un réel κ dans l’intervalle ]0, κ̄[. D’après le théorème 4 de [137], on définit une
mesure extérieure finie mκ sur le cube λ en posant, pour tout G ⊂ λ,

mκ(G) = inf
(νp)p∈N

∞∑

p=0

gβ,ϕ(|νp|)

où l’infimum est pris sur l’ensemble des suites (νp)p∈N d’éléments de Λc ∪{∅} qui vérifient
G ⊂ ⋃

p νp ⊂ λ et |νp| < κ|λ| pour tout p. En reprenant la preuve du lemme 3.1, on
observe qu’on peut en fait ne considérer que des suites d’ensembles disjoints. Prenons une



V. PREUVE DE LA PROPOSITION 4.1 93

telle suite (νp)p∈N qui recouvre fp2,...,ps(F ∩ λ) ⊂ λ. Alors les ensembles fp1(νp) ⊂ λ, pour
p ∈ N, appartiennent à Λc ∪ {∅} (du fait de la forme particulière de l’homothétie fp1),
sont de diamètre |νp| · |λp1|/|λ| < κ|λ| et recouvrent fp1,...,ps(F ∩ λ). Ainsi,

mκ (fp1,...,ps(F ∩ λ)) ≤
∞∑

p=0

gβ,ϕ

( |νp|
|λ| |λp1|

)
≤ (1 + γ)

∞∑

p=0

gβ,ϕ(|λp1 |)
gβ,ϕ(|λ|)

gβ,ϕ(|νp|)

d’après (4.15) et les inégalités |νp|/|λ| < κ < κ̄ et |λp1| < |λ| < η. En minimisant le
membre de droite sur toutes les suites (νp)p∈N, il en ressort que

mκ(fp1,...,ps(F ∩ λ)) ≤ (1 + γ)
gβ,ϕ(|λp1|)
gβ,ϕ(|λ|)

mκ(fp2,...,ps(F ∩ λ)).

En répétant le raisonnement précédent, on forme la majoration

mκ (fp1,...,ps(F ∩ λ)) ≤ mκ(F ∩ λ)

(
1 + γ

gβ,ϕ(|λ|)

)s s∏

s′=1

gβ,ϕ(|λps′ |).

Par suite, en sommant sur l’ensemble des s-uplets possibles (p1, . . . , ps) d’éléments de P ,
en utilisant l’inégalité (4.14), ainsi que l’inclusion F ∩ λ ⊂ λ, on peut écrire

∑

(p1,...,ps)∈P s
mκ (fp1,...,ps(F ∩ λ)) ≤

(
1 + γ

gβ,ϕ(|λ|)
∞∑

p=0

gβ,ϕ(|λp|)
)s

mκ(F ∩ λ)

≤ ((1 + γ)α)smκ(λ).

Prenons maintenant un élément x du cube λ qui s’écrit en outre, pour tout entier naturel
q et tout q-uplet (p1, . . . , pq) d’éléments de P , comme l’image par la dilatation fp1,...,pq d’un
élément de l’ensemble F . Montrons, par récurrence sur l’entier naturel s, l’assertion P (s) :
il existe un s-uplet (p1, . . . , ps) d’éléments de P pour lequel x est l’image par la dilatation
fp1,...,ps d’un élément de l’ensemble F ∩ λ. L’assertion P (0) découle de l’appartenance du
point x à l’ensemble F ∩ λ. Soit s un entier naturel tel que P (s) est vraie. Alors, x se
présente sous la forme fp1,...,ps(y), avec p1, . . . , ps ∈ P et y ∈ F ∩ λ. Comme ce dernier
ensemble est recouvert par les cubes λp, pour p ∈ P , le point y appartient à un cube
λps+1 , pour ps+1 ∈ P . Observons que ce cube est encore égal à fps+1(λ), de sorte que
x ∈ fp1,...,ps+1(λ). De surcrôıt, le point x appartient à fp1,...,ps+1(F ). Comme la dilatation
fp1,...,ps+1 est bijective, l’assertion P (s+ 1) est prouvée. Le principe de récurrence garantit
alors que l’inclusion

λ ∩
∞⋂

q=0

⋂

(p1,...,pq)∈P q
fp1,...,pq(F ) ⊂

⋃

(p1,...,ps)∈P s
fp1,...,ps(F ∩ λ)

est vraie, quel que soit l’entier naturel s. Prenons la masse des ensembles précédents, au
sens de la mesure extérieure mκ. Grâce à la dernière majoration établie, il vient

∀s ∈ N mκ


λ ∩

∞⋂

q=0

⋂

(p1,...,pq)∈P q
fp1,...,pq(F )


 ≤ ((1 + γ)α)smκ(λ).
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Sur le cube λ, on peut clairement minorer mκ par la mesure extérieure de Hausdorff Hgβ,ϕ
κ|λ|

obtenue à l’aide de recouvrements par des ensembles de diamètre strictement inférieur à
κ|λ|. Rappelons, d’une part, que (1+γ)α appartient à [0, 1[ et, d’autre part, que la mesure
extérieure Hgβ,ϕ

κ|λ| conduit, quand κ tend vers 0, à la gβ,ϕ-mesure de Hausdorff Hgβ,ϕ . En
faisant tendre l’entier naturel s vers l’infini, puis le réel κ vers 0, on obtient donc

Hgβ,ϕ


λ ∩

∞⋂

q=0

⋂

(p1,...,pq)∈P q
fp1,...,pq(F )


 = 0.

Notons (νn)n∈N une énumération des cubes c-adiques de Rd de même génération que λ et,
pour tout entier naturel n, appelons tn la translation qui envoie le cube λ sur le cube νn.
Si n0 désigne un entier naturel, on a

νn0 ∩
∞⋂

n=0

∞⋂

q=0

⋂

(p1,...,pq)∈P q
tn ◦ fp1,...,pq(F ) ⊂ tn0


λ ∩

∞⋂

q=0

⋂

(p1,...,pq)∈P q
fp1,...,pq(F )


 .

Sachant que la translation tn0 préserve les ensembles de gβ,ϕ-mesure de Hausdorff nulle,
l’ensemble constituant le membre de gauche est de gβ,ϕ-mesure nulle. Comme les cubes
νn0 , pour n0 ∈ N, forment une partition de l’espace Rd, il en résulte que

Hgβ,ϕ




∞⋂

n=0

∞⋂

q=0

⋂

(p1,...,pq)∈P q
tn ◦ fp1,...,pq(F )


 = 0.

Cela contredit (4.13). En effet, les applications tn ◦ fp1,...,pq , pour tout q-uplet (p1, . . . , pq)
d’éléments de P et tous entiers naturels q et n, forment une famille dénombrable de
similitudes appartenant à l’ensemble Dc. La proposition 4.1 s’ensuit.

VI Preuve du théorème 4.1

Rappelons que, dans l’intégralité de cette section, l’espace Rd est muni de la norme supre-
mum usuelle. Dans ce qui suit, I est un ensemble infini dénombrable et (xi, ri)i∈I ∈ S0

d(I)
désigne un système d’ubiquité relatif à un quadruplet (µ, α, β, ϕ) ∈ M×]0,∞[×]0, d]×Φ.
Notons une base c ∈ N\{0, 1}, une fonction ψ ∈ Ψ et une mesure m ∈ M remplissant les
conditions (i)-(iv) données dans la section III.

VI.1 Préliminaires

Considérons la mesure borélienne σ-finie sur Rd, notée m̄, obtenue à partir de m par
périodisation : pour tout borélien B de Rd,

m̄(B) =
∑

p∈Zd

m
(
(p+B) ∩ [0, 1[d

)
.

Par construction, la mesure m̄ est invariante par toutes les translations de vecteurs appar-
tenant au réseau Zd et elle cöıncide avec m sur les boréliens de [0, 1[d. De surcrôıt, d’après
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l’assertion (i), la mesure m̄ attribue tout d’abord une masse nulle au complémentaire dans
Rd du borélien

X = Zd +
{
x ∈ [0, 1]d

∣∣ ‖x− xi‖ ≤ ri/2 pour une infinité de i ∈ I
}

=
{
x ∈ Rd

∣∣ ‖x− p− xi‖ ≤ ri/2 pour une infinité de (i, p) ∈ I × Zd
}
.

Ensuite, en vertu de l’assertion (ii), il existe un borélien S du cube [0, 1[d dont le complé-
mentaire dans [0, 1[d a une masse nulle, au sens de la mesure m, et qui vérifie : pour tout
x ∈ S, il existe j(x) ∈ N tel que, pour tout entier j ≥ j(x) et tout k ∈ {0, . . . , cj − 1}d,

λcj,k ⊂ 3λcj(x) =⇒ m(λcj,k) ≤ gβ,ϕ(|λcj,k|).

Enfin, selon l’assertion (iii), on dispose d’un borélien Σ de Rd dont le complémentaire est
de masse nulle au sens de m̄ et qui vérifie : pour tout x ∈ Σ, il existe j(x) ∈ N tel que,
pour tout entier j ≥ j(x) et tout k ∈ {0, . . . , cj − 1}d,

λcj,k ⊂ 3λcj(x mod Zd) =⇒ |λcj,k|α+ψ(|λcj,k|) ≤ µ(λcj,k) ≤ |λcj,k|α−ψ(|λcj,k|)

où x mod Zd désigne l’unique élément du cube [0, 1[d, dont toutes les coordonnées sont
égales modulo 1 à celles de x.

Avant d’entamer la preuve du théorème 4.1, commençons par établir quelques lemmes.
Le premier d’entre eux concerne la masse qu’attribue la mesure m

[0,1[d
aux images par des

dilatations appartenant à Dc des ensembles introduits précédemment.

Lemme 4.1
Soit f une dilatation appartenant à l’ensemble Dc. Alors, f(X) ∩ S ∩ f(Σ) est de
mesure pleine dans le cube [0, 1[d, au sens de la mesure m.

// On a tout d’abord clairement m([0, 1[d\S) = 0. Intéressons-nous ensuite
à la mesure du complémentaire dans le cube [0, 1[d de l’ensemble f(X). Par
définition de l’ensemble Dc, il existe deux cubes c-adiques λ et λ′ de Rd

vérifiant 0 < 〈λ〉c ≤ 〈λ′〉c, tels que la dilatation f envoie le cube λ sur le
cube λ′. Sachant que le cube λ′ est de génération strictement positive, on
peut présenter [0, 1[d comme l’union disjointe de ses sous-cubes c-adiques ν
qui vérifient 〈ν〉c = 〈λ′〉c. Il en résulte que

m
(
[0, 1[d\f(X)

)
=

∑

ν⊂[0,1[d

〈ν〉c=〈λ′〉c

m (ν\f(X)) .

Considérons maintenant un sous-cube c-adique ν du cube [0, 1[d dont la
génération est égale à celle de λ′. Alors, l’ensemble f−1(ν) est un cube c-
adique de génération égale à celle de λ, donc strictement positive. Il en va
de même du borélien tν(f

−1(ν)) du cube [0, 1[d, où tν désigne la translation
qui envoie le cube de génération nulle ωf−1(ν)(f

−1(ν)) sur le cube ων(ν),
c’est-à-dire sur [0, 1[d. En outre, on observe que la dilatation f s’identifie à
la composée ων

−1 ◦ ωtν(f−1(ν)) ◦ tν . Par conséquent,

m (ν\f(X)) = m
ν

(
ν\ων−1 ◦ ωtν(f−1(ν)) ◦ tν(X)

)

= m
ν
◦ ων−1

(
[0, 1[d\ωtν(f−1(ν)) ◦ tν(X)

)
.
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Ainsi, d’après l’assertion (iv) qui traite de son autosimilarité, la mesure m
attribue une masse nulle au borélien ν\f(X) si et seulement si elle attribue
une masse nulle au borélien [0, 1[d\ωtν(f−1(ν)) ◦ tν(X). On a cependant

m
(
[0, 1[d\ωtν(f−1(ν)) ◦ tν(X)

)
= mtν(f−1(ν))

(
tν(f

−1(ν)\X)
)

de sorte que m attribue une masse nulle au borélien [0, 1[d\ωtν(f−1(ν))◦ tν(X)
si et seulement si elle attribue une masse nulle au borélien tν(f

−1(ν)\X) du
cube [0, 1[d. Sachant que la mesure m̄, d’une part, cöıncide avec m sur un tel
borélien et, d’autre part, est invariante par toutes les translations de vecteur
appartenant à Zd, donc en particulier par la translation tν , on peut écrire

m
(
tν(f

−1(ν)\X)
)

= m̄
(
f−1(ν)\X

)
≤ m̄

(
Rd\X

)
= 0.

Il en ressort que la mesure m attribue une masse nulle au borélien ν\f(X),
quel que soit le sous-cube c-adique ν du cube [0, 1[d dont la génération est
égale à celle de λ′. On en déduit que m([0, 1[d\f(X)) = 0. Enfin, de la même
manière, on prouve que m([0, 1[d\f(Σ)) = 0. Utiliser la σ-additivité de la
mesure m achève la preuve du lemme. //

Afin de pallier les difficultés dues à certains effets de bord, il est nécessaire d’introduire,
lorsque un réel strictement positif M est fixé, une variante faible de l’ensemble Iµ,αM,ψ

indexant les boules B(xi, ri) auxquelles la mesure µ attribue une masse de l’ordre de ri
α.

Ainsi, notons Iµ,α,wM,ψ l’ensemble des i ∈ I pour lesquels il existe ℓ ∈ {−1, 0, 1}d vérifiant

M−1(2ri)
α+ψ(2ri) ≤ µ

[0,1[d
(B(ℓ+ xi, ri))

≤ µ
[0,1[d

(
B̄(ℓ+ xi, ri)

)
≤M(2ri)

α−ψ(2ri).
(4.16)

En outre, pour tout réel t supérieur à 1, sur le modèle de l’ensemble Et défini par (4.4),
introduisons l’ensemble

Ew
t = Zd +

{
x ∈ [0, 1]d

∣∣ ‖x− xi‖ < ri
t pour une infinité de i ∈ Iµ,α,wM,ψ

}

=
{
x ∈ Rd

∣∣ ‖x− p− xi‖ < ri
t pour une infinité de (i, p) ∈ Iµ,α,wM,ψ × Zd

} (4.17)

obtenu en remplaçant l’ensemble Iµ,αM,ψ par sa variante faible Iµ,α,wM,ψ dans l’expression (4.4).
Pour établir la partie du théorème 4.1 qui concerne l’ensembleEt, c’est-à-dire pour montrer
que cet ensemble appartient à la classe Ggβ,ϕ(Rd) si t = 1 et à la classe Ggβ,2ϕ+φ(Rd) pour
toute fonction φ ∈ Φ si t > 1, il suffit en fait de prouver que Ew

t appartient à ces mêmes
classes. C’est l’objet du résultat suivant.

Lemme 4.2
Soient M > 0 et t ≥ 1 deux réels et g une jauge de Dd. On suppose que l’ensemble Ew

t

défini par (4.17) appartient à la classe Gg(Rd). Alors, l’ensemble Et donné par (4.4)
appartient également à la classe Gg(Rd).

// Observons tout d’abord que les ensembles Ew
t et Et sont des Gδ, car en

considérant une énumération de Iµ,α,wM,ψ ×Zd et Iµ,αM,ψ×Zd respectivement, on
peut les écrire comme une limite supérieure de boules ouvertes. Le complé-
mentaire dans Rd de l’ouvert

F = Zd+]0, 1[d=
⊔

q∈Zd

(
q+]0, 1[d

)
(4.18)
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est de mesure de Lebesgue Ld nulle. D’après la proposition 3.6 établie dans
le chapitre 3, l’ouvert F appartient à la classe Gg(Rd). D’après le théo-
rème 3.1 également énoncé dans le chapitre 3 et qui garantit la stabilité par
intersection dénombrable de cette classe, il vient Ew

t ∩F ∈ Gg(Rd). D’après
le point (v) de la proposition 3.1 du chapitre 3, il suffit de prouver que Et
contient Ew

t ∩ F .
Prenons un point x de l’intersection Ew

t ∩ F . Il existe alors une suite
injective (in, pn)n∈N d’éléments de Iµ,α,wM,ψ ×Zd telle que ‖x− pn−xin‖ < rin

t

pour tout entier naturel n. Écrivons de plus x = q + ẋ, avec q ∈ Zd et
ẋ ∈ ]0, 1[d. Comme l’ensemble ]0, 1[d est ouvert, on peut trouver un réel
strictement positif δ vérifiant B(ẋ, 2δ) ⊂]0, 1[d. Pour tout entier n assez
grand, on a rin

t < δ, de sorte que

pn + xin ∈ B(x, rin
t) ⊂ q +B(ẋ, δ) ⊂ q+]0, 1[d.

Il en ressort que pn cöıncide avec q, puis que xin appartient à la boule
ouverte B(ẋ, δ). On en déduit que la boule B̄(xin , rin) est incluse dans la
boule B(ẋ, 2δ), donc dans le cube ouvert ]0, 1[d. Comme in ∈ Iµ,α,wM,ψ , il existe

ℓ ∈ {−1, 0, 1}d rendant vrai l’encadrement (4.16). Supposons que ℓ possède
une coordonnée non nulle. La boule B(ℓ+ xin , rin) est donc incluse dans le
cube ouvert ℓ+]0, 1[d et ce cube présente une intersection vide avec [0, 1]d.
Comme la mesure µ est supportée par [0, 1]d, il vient µ(B(ℓ+ xin , rin)) = 0.
D’après l’encadrement (4.16), il s’ensuit que (2rin)

α+ψ(2rin ) est nul. Cela offre
une contradiction. Ainsi, ℓ = (0, . . . , 0), puis

M−1(2rin)
α+ψ(2rin ) ≤ µ

[0,1[d
(B(xin , rin))

≤ µ
[0,1[d

(
B̄(xin , rin)

)
≤M(2rin)

α−ψ(2rin ).

Comme la boule B̄(xin , rin) est incluse dans [0, 1[d, on retrouve l’encadre-
ment (4.2), si bien que in ∈ Iµ,αM,ψ. On en déduit que le point x appartient à

l’ensemble Et. D’où le lemme. //

Prenons désormais une dilatation f appartenant l’ensemble Dc et désignons par |f | son
rapport. Rappelons que |f | est inférieur à 1. Le résultat préliminaire suivant s’apparente
au lemme 4.1 de [8]. Il précise quelques propriétés des points constituant l’intersection
]0, 1[d∩f(X)∩S ∩ f(Σ). Signalons que cette intersection est de mesure pleine dans ]0, 1[d,
d’après le lemme 4.1.

Lemme 4.3
Notons M = max(3dcα, 3dcd, 21+3αcα). Soient f une dilatation appartenant à l’en-
semble Dc et z un élément de ]0, 1[d∩f(X) ∩ S ∩ f(Σ). Alors, il existe un sous-
ensemble infini If (z) de Iµ,α,wM,ψ tel que, pour tout i ∈ If (z), les conditions suivantes
sont simultanément satisfaites :

– il existe p ∈ Zd pour lequel ‖f−1(z) − p− xi‖ ≤ ri/2 ;
– on a B̄(z, 2|f |ri) ⊂]0, 1[d et m(B̄(z, 2|f |ri)) ≤Mgβ,ϕ(4|f |ri).

// Commençons par poser x = f−1(z) et ẋ = x mod Zd. Comme gβ,ϕ ∈ Dd

et ψ ∈ Ψ et en vertu de la définition des ensembles S et Σ, il existe un entier
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naturel j0 tel que le fonction r 7→ gβ,ϕ(r)/r
d décrôıt sur ]0, c−j0 [, la fonction

r 7→ r−ψ(r) décrôıt sur ]0, 8c−j0+1], l’inégalité (8cr)ψ(8cr) ≤ 2rψ(r) est vraie
pour r ∈ ]0, c−j0 ] et pour tout entier j ≥ j0 et tout k ∈ {0, . . . , cj − 1}d, on
a m(λcj,k) ≤ gβ,ϕ(|λcj,k|), dès lors que λcj,k ⊂ 3λcj(z), et

|λcj,k|α+ψ(|λcj,k|) ≤ µ(λcj,k) ≤ |λcj,k|α−ψ(|λcj,k|)

dès lors que λcj,k ⊂ 3λcj(ẋ). Par ailleurs, en vertu de la définition de l’ensemble
X, il existe un sous-ensemble infini I1 de I tel que, pour tout i ∈ I1, il existe
un élément p de Zd vérifiant x ∈ B̄(p + xi, ri/2). En outre, sachant que
z ∈ ]0, 1[d, il existe un sous-ensemble infini I2 de I1 tel que, pour tout i ∈ I2,
on a simultanément 4ri ≤ c−j0 et B̄(z, 2|f |ri) ⊂]0, 1[d.

Soit i ∈ I2. Appelons j1 le plus grand entier vérifiant 4|f |ri ≤ c−j1 .
Observons que c−j0 ≥ 4ri ≥ 4|f |ri > c−j1−1, si bien que l’entier j1 est
supérieur à j0. Ainsi, pour tout k de l’ensemble {0, . . . , cj1 − 1}d vérifiant
λcj1,k ⊂ 3λcj1(z), on a m(λcj1,k) ≤ gβ,ϕ(|λcj1,k|). Sachant que la boule fermée
B̄(z, 2|f |ri) est incluse dans 3λcj1(z), il vient

m
(
B̄(z, 2|f |ri)

)
≤

∑

k∈{0,...,cj1−1}d

λc
j1,k

⊂3λc
j1

(z)

m(λcj1,k) ≤ 3dgβ,ϕ(c
−j1)

≤ (3c)dgβ,ϕ(4|f |ri)
car la fonction r 7→ gβ,ϕ(r)/r

d décrôıt sur ]0, c−j0 [.
Appelons maintenant j2 le plus petit entier naturel vérifiant c−j2 ≤ ri/4

et j3 le plus grand entier naturel vérifiant 2ri ≤ c−j3 . Par construction,
on dispose de la série d’inégalités j2 ≥ j3 ≥ j0. Il en ressort, d’une part,
que µ(λcj2(ẋ)) ≥ (c−j2)α+ψ(c−j2 ) et, d’autre part, que pour tout élément k

de l’ensemble {0, . . . , cj3 − 1}d, on a µ(λcj3,k) ≤ (c−j3)α−ψ(c−j3 ), dès lors que
λcj3,k ⊂ 3λcj3(ẋ). Comme i appartient à I2, il appartient en particulier à I1, de

sorte qu’il existe un élément p du réseau Zd pour lequel x ∈ B̄(p+ xi, ri/2).
Comme xi est dans [0, 1]d et ri est inférieur à c−j0/4 ≤ 1/4, la boule fermée
B̄(xi, ri/2) est incluse dans le cube 3[0, 1[d. Étant donné que cette boule
contient x − p, il existe ℓ ∈ {−1, 0, 1}d tel que x − p ∈ −ℓ + [0, 1[d. Ainsi,
le point ẋ s’identifie à x− p+ ℓ et appartient à la boule B̄(ℓ+ xi, ri/2). En
conséquence, λcj2(ẋ) ⊂ B(ℓ+ xi, ri) ⊂ B̄(ℓ+ xi, ri) ⊂ 3λcj3(ẋ), puis

µ(λcj2(ẋ)) ≤ µ
[0,1[d

(B(ℓ+ xi, ri))

≤ µ
[0,1[d

(
B̄(ℓ+ xi, ri)

)
≤

∑

k∈{0,...,cj3−1}d

λc
j3,k

⊂3λc
j3

(ẋ)

µ(λcj3,k).

D’après les inégalités énoncées auparavant, on en déduit que

(c−j2)α+ψ(c−j2 ) ≤ µ
[0,1[d

(B(ℓ+ xi, ri))

≤ µ
[0,1[d

(
B̄(ℓ+ xi, ri)

)
≤ 3d(c−j3)α−ψ(c−j3 ).

Rappelons que la fonction r 7→ r−ψ(r) décrôıt sur ]0, 8c−j0+1]. On peut donc
majorer par 3dcα(2ri)

α−ψ(2ri) le membre de droite de l’encadrement précé-
dent, du fait que c−j3−1 < 2ri ≤ c−j3 . De plus, (8cr)ψ(8cr) ≤ 2rψ(r) pour
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tout r ∈ ]0, c−j0 ]. On peut minorer par (2ri)
α+ψ(2ri)/(2(8c)α) le membre de

gauche de l’encadrement qui précède car 2ri < 8c−j2+1. On forme alors l’en-
cadrement (4.16). Pour achever la preuve du lemme, il suffit prendre pour
ensemble If (z) l’ensemble I2 défini précédemment. //

VI.2 Preuve du théorème 4.1

Munis des lemmes établis dans la partie précédente, nous sommes en mesure de prouver
le théorème 4.1 avec M = max(3dcα, 3dcd, 21+3αcα) ≥ 1. Commençons par traiter le cas
de l’ensemble Et défini par (4.4). En vertu du lemme 4.2, il suffit en fait de montrer que
l’ensemble Ew

t défini par (4.17) appartient à la classe Ggβ,ϕ(Rd) si t = 1 et à la classe
Ggβ/t,2ϕ+φ(Rd) pour toute fonction φ ∈ Φ, si t > 1. De plus, la proposition 4.1 garantit
qu’il suffit pour cela d’avoir respectivement

Hgβ,ϕ

( ∞⋂

n=0

fn(E
w
1 )

)
> 0 et Hgβ/t,2ϕ+φ

( ∞⋂

n=0

fn(E
w
t )

)
> 0 (4.19)

pour toute suite (fn)n∈N de dilatations de Dc. Prenons donc une telle suite (fn)n∈N puis
établissons (4.19). Les méthodes utilisées diffèrent notablement selon que t est égal ou
strictement supérieur à 1. C’est pourquoi nous traitons séparément ces deux cas.

VI.2.a Cas où t est égal à 1

Fixons un entier naturel n. Du fait que fn est une dilatation appartenant àDc, le lemme 4.1
permet d’affirmer que l’ensemble ]0, 1[d∩fn(X) ∩ S ∩ fn(Σ) est de mesure pleine dans le
cube ouvert ]0, 1[d, au sens de la mesure m. De surcrôıt, en vertu du lemme 4.3, cet
ensemble est inclus dans fn(E

w
1 ). En conséquence, le borélien A du cube ouvert ]0, 1[d qui

est donné par

A =]0, 1[d∩S ∩
∞⋂

n=0

(fn(X) ∩ fn(Σ))

est de mesure pleine dans ]0, 1[d, au sens de la mesure borélienne m et il est inclus dans
l’ensemble fn(E

w
1 ), quel que soit l’entier naturel n. Intéressons-nous au comportement de

la mesurem au voisinage de chaque point x de A. Un tel point x appartient en particulier à
S∩]0, 1[d. Ainsi, il existe un entier naturel j(x) tel que, pour tout entier naturel j supérieur
à j(x) et tout élément k de {0, . . . , cj − 1}d,

λcj,k ⊂ 3λcj(x) =⇒ m(λcj,k) ≤ gβ,ϕ(|λcj,k|).

Reprenons maintenant certains arguments de la preuve du lemme 4.3. Fixons un réel
r0 dans ]0, c−j(x)/2] tel que B(x, r0) ⊂]0, 1[d et la fonction r 7→ gβ,ϕ(r)/r

d décroisse sur
l’intervalle ]0, 2cr0[. Appelons j le plus grand entier naturel vérifiant 2r0 ≤ c−j. Alors
c−j(x) ≥ 2r0 > c−j−1, de sorte que j est supérieur à j(x). Comme la boule ouverte B(x, r0)
est incluse dans 3λcj(x), on peut écrire

m (B(x, r0)) ≤
∑

k∈{0,...,cj−1}d

λc
j,k

⊂3λc
j
(x)

m(λcj,k) ≤ 3dgβ,ϕ(c
−j) ≤ (3c)dgβ,ϕ(2r0)
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car la fonction r 7→ gβ,ϕ(r)/r
d décrôıt sur ]0, 2cr0[. Il s’ensuit que, pour tout élément x

du borélien A, la limite supérieure, quand r tend vers 0, du quotient m(B(x, r))/gβ,ϕ(2r)
est majorée par (3c)d. Pour conclure, il convient de faire appel à une version locale du
principe de distribution de masse, cf. [64, p. 67]. Rappelons que ce principe est évoqué
dans la section III du chapitre 2.

Lemme 4.4 (principe de distribution de masse, version locale)

Soient F un borélien de Rd et π une mesure borélienne finie sur Rd. Considérons une
jauge g de Dd, qui vérifie

∃C ∈ ]0,∞[ ∀x ∈ F lim sup
r→0

π(B(x, r))

g(2r)
≤ C.

Alors, la g-mesure de Hausdorff de l’ensemble F est minorée par π(F )/(4dC). En
particulier, si la mesure π attribue une masse non nulle au borélien F , la g-mesure
de ce dernier est strictement positive.

// Observons tout d’abord que la fonction x 7→ π(B(x, r)) est semi-continue
inférieurement, quel que soit le réel strictement positif r. Il en résulte que
la fonction

x 7→ lim sup
r→0

π(B(x, r))

g(2r)

est borélienne, en tant que limite supérieure d’une famille dénombrable de
fonctions boréliennes. Soient deux réels ε > 0 et C ′ > C. D’après ce qui
précède, le sous-ensemble Fε,C′ de F défini par

Fε,C′ =
⋂

r∈]0,2ε]

{x ∈ F | π (B(x, r)) ≤ C ′g(2r)}

est un borélien de E, quitte à prendre ε assez petit (on peut alors en fait
se restreindre à prendre l’intersection sur les rationnels de l’intervalle ]0, ε],
puisque g est continue au voisinage de l’origine). Prenons un ε-recouvrement
(Up)p∈N de F . A fortiori, c’est un ε-recouvrement de Fε,C′ . Notons P l’en-
semble des entiers p ∈ N vérifiant Fε,C′ ∩ Up 6= ∅. Pour tout p ∈ P , notons
xp un point de l’intersection Fε,C′ ∩Up. L’ensemble Fε,C′ est alors recouvert
par les boules ouvertes de centre xp et de rayon 2|Up|, lorsque p décrit P .
En outre, pour tout p ∈ P , comme xp appartient à l’ensemble Fε,C′ , on a

π (B(xp, 2|Up|)) ≤ C ′g(4|Up|) ≤ 4dC ′g(|Up|).

La dernière majoration est vraie, quitte à prendre ε assez petit pour exploiter
la décroissance au voisinage de l’origine de la fonction r 7→ g(r)/rd. Ainsi,

π(Fε,C′) ≤
∑

p∈P
π (B(xp, 2|Up|)) ≤ 4dC ′

∑

p∈P
g(|Up|) ≤ 4dC ′

∞∑

p=0

g(|Up|).

En prenant l’infimum sur l’ensemble des ε-recouvrements (Up)p∈N de l’en-
semble F dans le membre de droite, puis en le majorant par son supremum
sur ε > 0, on obtient finalement Hg(F ) ≥ π(Fε,C′)/(4dC ′). Pour conclure,
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il suffit, d’une part, d’observer que le borélien Fε,C′ crôıt vers F quand ε
décrôıt vers 0, ce qui garantit que π(Fε,C′) tend vers π(F ) (puisque π est une
mesure borélienne) et, d’autre part, de faire décrôıtre le réel C ′ vers C. //

Le résultat précédent garantit en particulier que le borélien A est de gβ,ϕ-mesure de Haus-
dorff strictement positive. Sachant que A contient l’intersection sur n ∈ N des ensembles
fn(E

w
1 ), on obtient l’inégalité de gauche de (4.19).

VI.2.b Cas où t est strictement supérieur à 1

Soit φ une fonction de Φ. Prouver (4.19) est plus délicat dans le cas où le réel t est stric-
tement supérieur à 1. Nous construisons simultanément un ensemble de Cantor généralisé
K et une mesure borélienne de probabilité π, qui est portée par K, tels que

K ⊂
∞⋂

n=0

fn(E
w
t ) et ∃C ∈ ]0,∞[ ∀B π(B) ≤ Cgβ/t,2ϕ+φ(|B|) (4.20)

où B désigne une boule ouverte de Rd dont le diamètre est assez petit. Supposons l’exis-
tence d’un tel ensemble K et d’une telle mesure π. Le principe de distribution de masse
(c’est-à-dire le lemme 4.4) conduit alors à (4.19) donc au théorème 4.1.

Avant de procéder à la construction de l’ensemble de Cantor K et de la mesure π,
rappelons que l’ensemble S, défini au début de cette section, est de mesure pleine dans
le cube ouvert ]0, 1[d, au sens de la mesure m. Cependant, cet ensemble s’écrit comme
l’union croissante sur l’entier naturel j0 des ensembles

Sλj0 =

{
x ∈ intλ

∣∣∣∣∣
∀j ≥ 〈λ〉c + j0 ∀k ∈ {0, . . . , cj − 1}d
λcj,k ⊂ 3λcj(x) ∩ λ =⇒ mλ(λcj,k) ≤ gβ,ϕ

( |λcj,k|
|λ|

)
}

dans le cas particulier où λ désigne le cube c-adique [0, 1[d. Dès lors, il existe un entier

j0 tel que m(S
[0,1[d

j0
) ≥ |m|/2, où |m| = m(]0, 1[d) > 0, et tel que la fonction r 7→ r−ϕ(r)

décroisse sur l’intervalle ]0, c−j0+1], car ϕ ∈ Φ. Rappelons en outre que mλ = m ◦ωλ, pour
tout sous-cube c-adique λ de [0, 1[d. En conséquence, |mλ| = mλ(intλ) = |m|. De plus, j0
est tel que mλ(Sλj0) ≥ |mλ|/2 = |m|/2 quel que soit λ. Par ailleurs, comme φ/(1 + d) ∈ Φ,

il existe un entier j1 ≥ j0 tel que la fonction r 7→ r−φ(r)/(1+d) décroisse et soit supérieure à
cj0 sur ]0, c−j1 ] et que la fonction gβ/t,2ϕ+φ/(1+d) ∈ Dd croisse sur le même intervalle. Enfin,
posons (nq)q∈N∗ = (0, 0, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, 4, . . .).

La preuve fait de surcrôıt appel au théorème de recouvrement de Besicovitch. Son
énoncé est le suivant et sa preuve figure dans [125], p. 30, par exemple.

Théorème 4.2 (Besicovitch)

Soit d un entier naturel non nul. Pour tout sous-ensemble borné A de Rd et toute
famille B de boules fermées telle que chaque point de A est le centre d’une boule
appartenant à B, il existe des sous-familles B1, . . . ,BQ(d) de B telles que :

– pour tout entier ℓ ∈ {1, . . . , Q(d)}, les boules appartenant à Bℓ sont disjointes ;
– les boules appartenant aux Bℓ, pour ℓ ∈ {1, . . . , Q(d)}, recouvrent A.

Dans ce qui précède, Q(d) désigne un entier naturel non nul qui ne dépend que de la
dimension d.
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Détaillons maintenant la construction de l’ensemble de Cantor K et de la mesure π.
Nous expliquons tout d’abord les deux premières étapes de la construction de K. Nous
récapitulons ensuite les propriétés vérifiées à chaque étape par les cubes destinés à former
K. Enfin, nous contrôlons la masse attribuée par π aux boules ouvertes de Rd en fonction
de leur diamètre. Pour amorcer la construction de K et π, posons G0 = {[0, 1[d}, ainsi
que π([0, 1]d) = 1.

Première étape Comme la fonction φ/(1 + d) appartient à Φ, il existe un entier j
supérieur à max(j0 + 5, j1, (logc 2)/(t− 1)) tel que

∀r ∈ ]0, c−j] r−φ(r)/(1+d) ≥Mκβ/t
4Q(d)

|m| (4.21)

où κ = 6c24t. Comme fn1 est une dilatation appartenant à Dc, le lemme 4.1 assure que

E[0,1[d = fn1(X) ∩ S[0,1[d

j0
∩ fn1(Σ) est un ensemble de mesure pleine dans S

[0,1[d

j0
, au sens

de la mesure m. Cette mesure attribue donc à E[0,1[d une masse supérieure à |m|/2. Grâce
au lemme 4.3, on peut associer à tout point z ∈ E[0,1[d un indice iz ∈ Ifn1

(z) ⊂ Iµ,α,wM,ψ tel

que 2riz ≤ c−j. En outre, les assertions suivantes sont vérifiées :
– ∃pz ∈ Zd ‖fn1

−1(z) − pz − xiz‖ ≤ riz/2 ;
– Bz = B̄(z, 2|fn1 |riz) ⊂]0, 1[d et m(Bz) ≤Mgβ,ϕ(|Bz|).

Notons aussi Fz la boule ouverte de centre fn1(pz+xiz) et de rayon (|fn1|riz)t et observons
que cette boule est incluse à la fois dans la boule fermée Bz et dans l’image par la dilatation
fn1 de la boule ouverte B(pz + xiz , riz

t).
Appliquons le théorème 4.2 à l’ensemble E[0,1[d et aux boules Bz, pour z ∈ E[0,1[d . On

peut donc trouver des familles B1, . . . ,BQ(d) des points de E[0,1[d telles que, d’une part,

les boules Bz, pour z ∈ Bℓ et ℓ ∈ {1, . . . , Q(d)}, recouvrent E[0,1[d et, d’autre part, pour
ℓ ∈ {1, . . . , Q(d)} fixé, les boules Bz, pour z ∈ Bℓ, sont disjointes. Par conséquent,

|m|
2

≤ m(E[0,1[d) ≤
Q(d)∑

i=1

m

(
⊔

z∈Bℓ
Bz

)
.

Il existe donc un entier ℓ compris entre 1 et Q(d) pour lequel la masse de l’union pour
z ∈ Bℓ des boules Bz excède |m|/(2Q(d)). On peut alors extraire de Bℓ une sous-famille
finie Z [0,1[d de points de E[0,1[d telle que

m


 ⊔

z∈Z [0,1[d

Bz


 ≥ |m|

4Q(d)
. (4.22)

Considérons maintenant un point z appartenant à Z [0,1[d et notons λz un cube c-adique
de génération minimale dont l’adhérence est incluse dans la boule Fz. Le diamètre du cube
fermé λz est alors de l’ordre de celui de la boule ouverte Fz, comme l’indique le lemme
élémentaire suivant.

Lemme 4.5
Soient x un point de Rd et r un réel strictement positif. Notons λ un cube c-adique
de génération minimale dont l’adhérence est incluse dans la boule ouverte B(x, r).
On a alors |λ| ≤ |B(x, r)| ≤ 12c2|λ|.
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// D’une part, la première inégalité est triviale, puisque le cube λ est inclus
dans la boule B(x, r). Notons d’autre part ℓ0 (resp. ℓ1) le plus petit (resp. le
plus grand) entier naturel tel que c−ℓ0 ≤ r

2
(resp. 2r ≤ c−ℓ1). On dipose des

inclusions λcℓ0(x) ⊂ B(x, r) ⊂ 3λcℓ1(x), de sorte que ℓ0 ≥ 〈λ〉c (par minimalité
de la génération de λ) et |B(x, r)| ≤ 3c−ℓ1 . Cependant, on prouve aisément
que c−ℓ1 est inférieur à 4c−ℓ0+2. Le résultat s’ensuit. //

D’après ce lemme, on a en particulier |λz| ≤ |Fz| ≤ 12c2|λz|. Il vient

1

κ
|λz| ≤ |Bz|t ≤ κ|λz|.

De surcrôıt, prenons z et z′ deux points distincts appartenant à Z [0,1[d . Alors, la distance
entre λz et λz′ , notée d(λz, λz′), vérifie l’inégalité

d(λz, λz′) ≥
1

4
max (|Bz|, |Bz′|) . (4.23)

En effet, cette distance est supérieure à celle entre les boules Fz et Fz′ . Les centres de ces
boules sont respectivement fn1(pz +xiz) et fn1(pz′ +xiz′ ) et leurs rayons sont (|fn1|riz)t et
(|fn1|riz′ )t. Par ailleurs, comme les boules Bz et Bz′ sont disjointes, leurs centres respectifs
vérifient ‖z − z′‖ ≥ 2|fn1|(riz + riz′ ). Cette distance est en outre majorée par

‖z − fn1(pz + xiz)‖ +
∥∥z′ − fn1(pz′ + xiz′ )

∥∥+
∥∥fn1(pz + xiz) − fn1(pz′ + xiz′ )

∥∥

≤|fn1|
(riz

2
+
riz′
2

)
+
∥∥fn1(pz + xiz) − fn1(pz′ + xiz′ )

∥∥ .

Il s’ensuit que la distance entre les boules Fz et Fz′ est minorée par

2|fn1|(riz + riz′ ) − |fn1|
(riz

2
+
riz′
2

)
− |fn1|t

(
riz

t + riz′
t
)
≥ |fn1|(riz + riz′ ).

Cette dernière inégalité provient du fait que |fn1|riz et |fn1|riz′ sont tous deux inférieurs à
c−j et du fait que j est supérieur à (logc 2)/(t− 1). On en déduit la minoration (4.23) en
observant que les boules Bz et Bz′ ont respectivement pour diamètre 4|fn1|riz et 4|fn1 |riz′ .

Appelons G1 la collection des cubes λz, pour z ∈ Z [0,1[d . À un tel cube, encore noté λ,
est associé la boule Bz, notée λ̃. D’après ce qui précède, pour tous cubes distincts λ et λ′

de G1, on dispose des inégalités

1

κ
|λ| ≤ |λ̃|t ≤ κ|λ| et d(λ, λ′) ≥ 1

4
max(|λ̃|, |λ̃′|) (4.24)

où κ est un réel strictement positif qui ne dépend que de la base c et du réel t. Les cubes
fermés λ, pour λ ∈ G1, constituent la première étape de l’ensemble de Cantor généralisé
K. Posons

∀λ ∈ G1 π(λ) =
m(λ̃)
∑

λ′∈G1

m(λ̃′)
.

Fixons un cube λ de la collection G1. Par construction, la boule λ̃ associée à ce cube vérifie
λ̃ ⊃ λ etm(λ̃) ≤Mgβ,ϕ(|λ̃|). En vertu de (4.24) et du fait que r 7→ r−ϕ(r) décrôıt sur ]0, c−j]
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(car j ≥ j0 − 1), on obtient m(λ̃) ≤ Mκβ/tgβ/t,ϕ(|λ|). De surcrôıt, la minoration (4.22)

garantit que la somme lorsque λ′ parcourt la collection G1 des masses m(λ̃′) est supérieure
à |m|/(4Q(d)). Ainsi,

∀λ ∈ G1 π(λ) ≤Mκβ/t
4Q(d)

|m| gβ/t,ϕ(|λ|).

Enfin, comme |λ| ≤ c−j, l’inégalité (4.21) conduit à

∀λ ∈ G1 π(λ) ≤ gβ/t,ϕ+φ/(1+d)(|λ|).

Rappelons en outre que, par construction, pour tout cube λ de la collection G1, il existe
un indice i ∈ Iµ,α,wM,ψ vérifiant |λ| ≤ 2ri < 1 ainsi qu’un élément p du réseau Zd tel que

λ ⊂ fn1(B(p + xi, ri
t)). De plus, les cubes qui constituent la collection G1 sont tous de

génération supérieure à j0 + 5, à j1 et (logc 2)/(t− 1).

Deuxième étape Comme φ/(1 + d) ∈ Φ, il existe un entier j ≥ 〈λ〉c + j0 + 5 tel que

∀r ∈ ]0, c−j] r−φ(r)/(1+d) ≥ max
λ∈G1

(
Mκβ/t

4Q(d)

|m| |λ|−βgβ/t,ϕ+φ/(1+d)(|λ|)
)
. (4.25)

Fixons un cube λ appartenant à la collection G1 obtenue à la première étape. Comme fn2

est une dilatation de Dc et comme les mesures m
λ

et mλ sont équivalentes, le lemme 4.1

assure que l’ensemble Eλ = fn2(X) ∩ Sλj0 ∩ fn2(Σ) est de mesure pleine dans Sλj0 , au sens
de la mesure mλ. Cette mesure attribue donc à Eλ une masse supérieure à la moitié de
|mλ|. En adaptant la preuve du lemme 4.3, on peut associer à tout point z ∈ Eλ un indice
iz ∈ Iµ,α,wM,ψ vérifiant l’inégalité 2riz ≤ c−j, ainsi que les assertions suivantes :

– ∃pz ∈ Zd ‖fn2

−1(z) − pz − xiz‖ ≤ riz/2 ;
– Bz = B̄(z, 2|fn2 |riz) ⊂ intλ et mλ(Bz) ≤Mgβ,ϕ(|Bz|/|λ|).

Notons de plus Fz la boule ouverte de centre fn2(pz +xiz) et de rayon (|fn2|riz)t et remar-
quons que cette boule est simultanément incluse dans la boule fermée Bz et dans l’image
par la dilatation fn2 de la boule ouverte B(pz + xiz , riz

t). En appliquant le théorème 4.2
à l’ensemble Eλ et aux boules Bz, pour z ∈ Eλ, on peut trouver une famille finie Zλ de
points de Eλ telle que

mλ

(
⊔

z∈Zλ
Bz

)
≥ |mλ|

4Q(d)
.

Fixons un point z de Zλ et notons λz un cube c-adique de génération minimale dont l’adhé-
rence est incluse dans la boule Fz. En reproduisant le raisonnement mené à la première
étape, on prouve l’encadrement |λz|/κ ≤ |Bz|t ≤ κ|λz|, ainsi que la minoration (4.23),
lorsque z′ est un autre point de Zλ.

Désignons par Gλ
2 la collection des cubes λz, lorsque z parcourt l’ensemble Zλ. Un tel

cube, encore noté ν, est associé à la boule Bz, notée ν̃. On a ν ⊂ ν̃ ⊂ intλ et, si ν et ν ′

sont deux cubes distincts figurant dans la collection Gλ
2 , on a

1

κ
|ν| ≤ |ν̃|t ≤ κ|ν| et d(ν, ν ′) ≥ 1

4
max(|ν̃|, |ν̃ ′|).
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Appelons G2 l’union, lorsque λ décrit l’ensemble G1, des collections Gλ
2 précédemment

obtenues. Les cubes fermés ν, pour ν parcourant G2, constituent la deuxième étape de
l’ensemble de Cantor K. Posons

∀λ ∈ G1 ∀ν ∈ Gλ
2 π(ν) =

mλ(ν̃)∑
ν′∈Gλ2

mλ(ν̃ ′)
π(λ).

Soit λ un cube de G1. D’une part, la somme figurant au dénominateur est minorée par
|mλ|/(4Q(d)) = |m|/(4Q(d)). D’autre part, prenons un cube ν dans Gλ

2 . Par construction,
on a mλ(ν̃) ≤Mgβ,ϕ(|ν̃|/|λ|). On forme la majoration mλ(ν̃) ≤Mκβ/t|λ|−βgβ/t,ϕ(|ν|), du

fait que |ν̃|/|λ| ≥ |ν̃| ≥ |ν| et que r 7→ r−ϕ(r) décrôıt sur ]0, c−j/|λ|] (car j−〈λ〉c ≥ j0−1).
En reprenant la majoration de π(λ) obtenue à la première étape, on peut écrire

∀λ ∈ G1 ∀ν ∈ Gλ
2 π(ν) ≤Mκβ/t

4Q(d)

|m| |λ|−βgβ/t,ϕ+φ/(1+d)(|λ|)gβ/t,ϕ(|ν|).

Comme |ν| ≤ c−j, l’inégalité (4.25) assure que

∀ν ∈ G2 π(ν) ≤ gβ/t,ϕ+φ/(1+d)(|ν|).

Signalons de surcrôıt que, par construction, pour tous cubes λ ∈ G1 et ν ∈ Gλ
2 , il existe

un indice i ∈ Iµ,α,wM,ψ vérifiant |ν| ≤ 2ri < |λ| ainsi qu’un élément p du réseau Zd tel
que ν ⊂ fn2(B(p + xi, ri

t)). En outre, pour tout cube λ de G1, les cubes qui forment la
collection Gλ

2 sont tous de génération supérieure à 〈λ〉c+j0 +5 donc à j1 et (logc 2)/(t−1).

Bilan de la construction En répétant la démarche décrite précédemment, on construit
récursivement une suite (Gq)q∈N de collections finies de cubes c-adiques dont les adhérences
ont une π-masse et vérifient les propriétés suivantes.

(A). On a G0 = {[0, 1[d} et π([0, 1]d) = 1. De plus l’ensemble [0, 1[d contient un nombre
fini d’ensembles de la collection G1.

(B). Pour tout entier q ∈ N∗, le tout cube ν ∈ Gq contient un nombre fini d’ensembles de
Gq+1. En outre, il existe une boule fermée ν̃ et un unique cube λ ∈ Gq−1, tels que
ν ⊂ ν̃ ⊂ intλ et 〈ν〉c ≥ 〈λ〉c+j0+5. On dispose de l’encadrement |ν|/κ ≤ |ν̃|t ≤ κ|ν|.
Le centre de la boule ν̃ appartient à l’ensemble Sλj0 . Les boules ν̃, pour ν ∈ Gq, sont
disjointes et, lorsque ν et ν ′ désignent deux cubes distincts de la collection Gq, on a
d(ν, ν ′) ≥ max(|ν̃|, |ν̃ ′|)/4.

(C). Pour tout entier q ∈ N∗, tout cube λ ∈ Gq est de génération supérieure à j1.

(D). Pour tout entier q ∈ N∗ et tout cube ν ∈ Gq qui est inclus dans λ ∈ Gq−1, il existe
i ∈ Iµ,α,wM,ψ vérifiant |ν| ≤ 2ri < |λ| ainsi que p ∈ Zd tel que ν ⊂ fnq(B(p+ xi, ri

t)).

(E). Pour tout entier q ∈ N∗ et tout cube ν ∈ Gq qui est inclus dans λ ∈ Gq−1, on a

π(ν) =
mλ(ν̃)∑

ν′∈Gq
ν′⊂λ

mλ(ν̃ ′)
π(λ) ≤ 4Q(d)

|m| mλ(ν̃)π(λ) et π(ν) ≤ gβ/t,ϕ+φ/(1+d)(|ν|).
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Ainsi, on obtient un ensemble de Cantor généralisé en posant

K =
∞
↓
⋂

q=0

⋃

λ∈Gq
λ

et π s’étend en une mesure borélienne de probabilité portée par K, cf. [64, prop. 1.7].
De plus, pour tout entier naturel n, le compact K est inclus dans l’ensemble fn(E

w
t ),

car l’énumération (nq)q∈N∗ prend une infinité de fois la valeur n. L’inclusion figurant
dans (4.20) est donc vérifiée.

Propriétés d’échelle de π Soit B une boule ouverte de Rd dont le diamètre |B| est
strictement inférieur à la plus petite des distances entre deux cubes distincts de la col-
lection G1. Choisissons en outre |B| assez petit pour que gβ/t,2ϕ+φ/(1+d) ∈ Dd croisse sur
[0, |B|[ et que r−ϕ(r) soit supérieur à 1 pour tout r ∈ ]0, |B|]. Majorons la masse π(B) en
fonction de |B|. On peut supposer que B présente une intersection non vide avec l’en-
semble de Cantor K et qu’il existe q ∈ N tel que B rencontre l’adhérence d’au moins
deux cubes de la collection Gq+1, puisque la masse π(B) serait nulle dans le cas contraire,
en vertu de (E). Dès lors, on peut considérer λ ∈ Gq, avec q ∈ N, le cube de diamètre
maximal tel que B rencontre l’adhérence d’au moins deux cubes de Gq+1 inclus dans λ.
En vertu de la maximalité de |λ|, la boule B ne rencontre l’adhérence d’aucun autre cube
appartenant à Gq, de sorte que π(B) ≤ π(λ). En outre, l’hypothèse sur |B| impose que λ
ne peut appartenir à G0.

Supposons d’abord que |B| ≥ |λ|. La fonction gβ/t,ϕ+φ/(1+d) crôıt sur [0, |B|[, donc

π(B) ≤ π(λ) ≤ gβ/t,ϕ+φ/(1+d)(|λ|) ≤ gβ/t,ϕ+φ/(1+d)(|B|)
à l’aide du point (E) énoncé précédemment. Comme |B|−ϕ(|B|) ≥ 1, il s’ensuit que

π(B) ≤ gβ/t,2ϕ+φ/(1+d)(|B|). (4.26)

Supposons ensuite que le diamètre de la boule B est inférieur à c−j0−5|λ|. Notons
ν1, . . . , νp, avec p ≥ 2, les cubes de Gq+1 dont l’adhérence rencontre B. Grâce au point (E),

π(B) =

p∑

p′=1

π(B ∩ νp′) ≤
4Q(d)

|m| π(λ)

p∑

p′=1

mλ(ν̃p′).

Notons j le plus grand entier naturel pour lequel |B| ≤ c−j+1. Puisque B rencontre les
cubes ν1 et ν2, le point (B) assure que le diamètre de B, qui est supérieur à d(ν1, ν2),
est supérieur au quart du diamètre de ν̃1 et de ν̃2. Plus généralement, on dispose de la
majoration |ν̃p′| ≤ 4|B| ≤ c−j+3, quel que soit l’entier p′ ∈ {1, . . . , p}. Le centre, noté z,
de la boule ν̃1 appartient à l’ensemble Sλj0 , en vertu du point (B). La boule B rencontre
le cube ν1 en au moins un point y. On a en particulier y ∈ ν̃1, de sorte qu’on peut écrire
d(z,B) ≤ ‖z − y‖ ≤ |ν̃1| ≤ c−j+3. Prenons maintenant un entier p′ ∈ {2, . . . , p} et une
suite (yn)n∈N de points de la boule B, telle que ‖z − yn‖ tende vers d(z, B) quand n tend
vers l’infini. Pour tout entier naturel n, on a d(yn, νp′) ≤ |B| ≤ c−j+1, puisque le cube νp′
rencontre la boule B. Par ailleurs, on a d(z, νp′) ≤ ‖z− yn‖+ d(yn, νp′). En faisant tendre
l’entier n vers l’infini, on obtient d(z, νp′) ≤ d(z,B) + |B| ≤ c−j(c3 + c) ≤ c−j+4. On en
déduit que

p⊔

p′=1

ν̃p′ ⊂ B̄
(
z, c−j+3(c+ 1)

)
⊂ 3λcj−6(z) ∩ λ.



VI. PREUVE DU THÉORÈME 4.1 107

Observons que j − 6 ≥ 〈λ〉c + j0 et que z ∈ Sλj0 . Par définition de cet ensemble, pour
tout k ∈ {0, . . . , cj−6 − 1}d vérifiant λcj−6,k ⊂ 3λcj−6(z) ∩ λ, on dispose de la majoration

mλ(λcj−6,k) ≤ gβ,ϕ(|λcj−6,k|/|λ|). Ainsi,

p∑

p′=1

mλ(ν̃p′) = mλ

(
p⊔

p′=1

ν̃p′

)
≤ 3dgβ,ϕ

(
c−j+6

|λ|

)
≤ 3dc6β

( |B|
|λ|

)β (
c−j+6

|λ|

)−ϕ
“
c−j+6

|λ|

”

puisque c−j < |B|. Cependant, on a |B| ≤ c−j+6/|λ| ≤ c−j0+1. Comme r 7→ r−ϕ(r) décrôıt
sur ]0, c−j0+1], on peut majorer le dernier facteur par |B|−ϕ(|B|). Grâce au point (E),
écrivons alors

π(B) ≤ 4Q(d)

|m| 3dc6β
( |B|
|λ|

)β
|B|−ϕ(|B|)gβ/t,ϕ+φ/(1+d)(|λ|).

Observons que |B| ≤ |λ| ≤ c−j1 , d’après le point (C). Comme r 7→ r−ϕ(r)−φ(r)/(1+d) décrôıt
sur ]0, c−j1 ], on peut majorer π(B) comme suit :

π(B) ≤ 4Q(d)

|m| 3dc6βgβ/t,2ϕ+φ/(1+d)(|B|)
( |B|
|λ|

)β(1− 1
t
)

︸ ︷︷ ︸
≤1

.

En conséquence, il existe un réel C > 0 qui ne dépend que de d, β et m tel que

π(B) ≤ Cgβ/t,2ϕ+φ/(1+d)(|B|). (4.27)

Supposons enfin que le diamètre de la boule B vérifie c−j0−5|λ| < |B| < |λ|. On peut
recouvrir l’intersection de cette boule et de λ par au plus cd(j0+6) cubes c-adiques de
génération j0 + 5 + 〈λ〉c. Soit ν un tel cube. On observe que la majoration (4.27) reste
vraie sur les boules fermées de Rd dont le diamètre est inférieur à c−j0−5|λ|. En particulier,
si le cube fermé ν rencontre l’adhérence d’au moins deux cubes de Gq+1 inclus dans λ,

π(ν) ≤ Cgβ/t,2ϕ+φ/(1+d)(|ν|)

grâce à la majoration (4.27). Si ν rencontre l’adhérence d’un seul cube λ′ ∈ Gq+1 inclus
dans λ, on considère le sous-cube χ ∈ Gq′ , pour q′ ≥ q + 1, de λ′ de diamètre maximal
tel que le cube fermé ν rencontre l’adhérence d’au moins deux cubes de Gq′+1 inclus dans
χ. Le diamètre de χ est inférieur à celui de λ′, donc inférieur à c−j0−5|λ|, en vertu du
point (B). Ainsi, |B| > |ν| ≥ |χ| et (4.26) donne

π(ν) ≤ gβ/t,2ϕ+φ/(1+d)(|ν|).

Enfin, si ν ne rencontre l’adhérence d’aucun cube de Gq+1 inclus dans λ, on a π(ν) = 0.
En regroupant tous les cas possibles, il s’ensuit que

π(B) ≤ max(1, C)cd(j0+6)gβ/t,2ϕ+φ/(1+d)(c
−j0−5|λ|).

Rappelons que cj0 ≤ (c−j1)−φ(c−j1 )/(1+d) ≤ |λ|−φ(|λ|)/(1+d) ≤ |B|−φ(|B|)/(1+d), car la fonction
r 7→ r−φ(r)/(1+d) décrôıt sur ]0, c−j1 ]. En outre, c−j0−5|λ| < |B| < |λ| ≤ c−j1 , d’après le
point (C), et la fonction gβ/t,2ϕ+φ/(1+d) crôıt sur le même intervalle. Ainsi,

π(B) ≤ max(1, C)c6dgβ/t,2ϕ+φ(|B|).
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En regroupant les majorations de π(B) précédemment établies, on obtient finalement
la seconde partie de l’assertion (4.20), lorsque B est une boule ouverte de diamètre assez
petit. Le principe de distribution de masse conduit alors à l’inégalité de droite de (4.19).

Finalement, l’ensemble Ew
t appartient à la classe Ggβ,ϕ(Rd) si t = 1 et à la classe

Ggβ/t,2ϕ+φ(Rd), pour toute fonction φ ∈ Φ, si t > 1. D’après le lemme 4.2, l’ensemble Et
défini par (4.4) appartient aux mêmes classes. Cependant l’ensemble Ẽt donné par (4.3)

cöıncide avec Et sur tous les ouverts de ]0, 1[d, c’est-à-dire que Ẽt ∩U = Et ∩U pour tout

ouvert U inclus dans ]0, 1[d. On en déduit que Ẽt appartient à la classe Ggβ,ϕ(]0, 1[d) si
t = 1 et à la classe Ggβ/t,2ϕ+φ(]0, 1[d), pour toute fonction φ ∈ Φ, si t > 1.

VI.3 Preuve des propositions 4.2 et 4.3

La preuve des propositions 4.2 et 4.3 est calquée sur celle du théorème 4.1. Il convient
tout de même d’apporter les modifications explicitées ci-après.

VI.3.a Preuve de la proposition 4.2

Tout d’abord, on dispose d’un borélien Σ de Rd dont le complémentaire est de masse nulle,
au sens de la mesure m̄, et qui est tel que, pour tout x ∈ Σ, il existe j(x) ∈ N vérifiant,
pour tout entier j ≥ j(x),

sup
z∈[0,1]d∩3λcj(x mod Zd)

max
s∈{1,...,d}
b∈{0,...,c−1}

|σb,j(zs) − πsb | ≤
√

log c ς(c−j). (4.28)

Observons que m̄(Rd\F ) = 0, où F est l’ouvert défini par (4.18). Quitte à le remplacer
par Σ ∩ F , on peut supposer que le borélien Σ est inclus dans l’ouvert F .

On modifie ensuite le lemme 4.3 en remplaçant l’ensemble Iµ,α,wM,ψ par IDev
π dans son

énoncé. Prouvons rapidement que cette modification est licite (les notations employées
ci-après sont celles de la preuve du lemme 4.3). D’après la définition de l’ensemble Σ,
le point ẋ = x − q = x mod Zd appartient au cube ouvert ]0, 1[d et l’entier naturel j0
est maintenant tel qu’on dispose de la majoration (4.28), pour tout entier j supérieur à
j0. Prenons i ∈ I2 et p ∈ Zd tels que x ∈ B̄(p + xi, ri/2). En vertu de l’appartenance
de x à l’ouvert F , on peut supposer (quitte à le priver de certains éléments tout en le
laissant infini) que l’ensemble I2 ne contient que des indices i pour lesquels la boule fermée
B̄(p + xi, ri/2) s’inclut dans l’ouvert F . Il en ressort, d’une part, que q = p et, d’autre
part, que ẋ appartient à la boule B̄(xi, ri/2). Notons j1 le plus grand entier naturel pour
lequel on a ri ≤ c−j1 . Il vient alors simultanément xi ∈ B̄(ẋ, ri/2) ⊂ 3λcj1(ẋ) ∩ [0, 1]d et
j1 ≥ j0, si bien que

max
s∈{1,...,d}
b∈{0,...,c−1}

|σb,j1(xsi ) − πsb | ≤
√

log c ς(c−j1)

d’après la majoration (4.28). Cependant, l’entier j1 s’identifie à ⌊− logc ri⌋, tandis qu’une
étude rapide de la fonction ς indique que, quitte à augmenter j0, on peut majorer ς(c−j1),
par 2ς(ri). Finalement, i ∈ IDev

π .

On peut enfin reprendre la preuve du théorème 4.1, en remplaçant par IDev
π l’ensemble

Iµ,α,wM,ψ partout où il apparâıt. Ainsi, on prouve (4.19) avec EDev
t à la place de l’ensemble

Ew
t , quel que soit t ≥ 1. La proposition 4.2 s’ensuit.
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VI.3.b Preuve de la proposition 4.3

Commençons par observer qu’il existe un borélien Σ de Rd dont le complémentaire est de
masse nulle, au sens de la mesure m̄, et qui est tel que, pour tout x ∈ Σ, il existe j(x) ∈ N
vérifiant, pour tout entier j ≥ j(x),

sup
z∈3λcj(x)

∣∣∣∣
1

j
Sfj (z) − P ′

f (q)

∣∣∣∣ ≤
κ

|q|ς(c
−j). (4.29)

Modifions maintenant le lemme 4.3 en remplaçant l’ensemble Iµ,α,wM,ψ par IBir
f,q dans son

énoncé. Montrons que cette modification est valable (nous reprenons les notations de la
preuve du lemme 4.3). En vertu de la définition de l’ensemble Σ, l’entier naturel j0 est
désormais tel qu’on dispose de la majoration (4.29), pour tout entier j supérieur à j0.
Soient i ∈ I2 et p ∈ Zd tels que x ∈ B̄(p+xi, ri/2). Notons j1 le plus grand entier vérifiant
ri ≤ c−j1 . On a alors p+ xi ∈ B̄(x, ri/2) ⊂ 3λcj1(x) et j1 ≥ j0, en sorte que

∣∣∣∣
1

j1
Sfj1(xi) − P ′

f (q)

∣∣∣∣ ≤
κ

|q|ς(c
−j1)

d’après la majoration (4.29) et la périodicité de f . Cependant, l’entier j1 est égal à
⌊− logc ri⌋, tandis que, comme dans la preuve de la proposition 4.2, quitte à augmen-
ter j0, on peut majorer ς(c−j1) par 2ς(ri). Finalement, i ∈ IBir

f,q .
Il suffit alors de reprendre la preuve du théorème 4.1, en remplaçant par IBir

f,q l’ensemble
Iµ,α,wM,ψ dès qu’il apparâıt. En procédant ainsi, on prouve la minoration (4.19) avec EBir

t à
la place de l’ensemble Ew

t , quel que soit t ≥ 1. La proposition 4.3 s’ensuit.
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Chapitre 5

Singularités des processus de Lévy et
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I Présentation des résultats

Un processus de Lévy est un processus stochastique à accroissements indépendants et sta-
tionnaires, presque sûrement issu de l’origine et dont les trajectoires sont presque sûrement
continues à droite et limitées à gauche (càdlàg). Étant donné que nous nous intéressons
à des propriétés trajectorielles, il nous est plus commode de supposer que le processus
de Lévy considéré est directement construit sur l’espace de Skorokhod Ω = D([0,∞[,Rd)
constitué des fonctions càdlàg définies sur l’intervalle [0,∞[ et à valeurs dans l’espace Rd

(avec d ∈ N∗), muni de la norme euclidienne.
L’ensemble Ω est muni de la topologie de Skorokhod et revêt ainsi une structure

d’espace polonais, cf. [89]. On peut décrire cette topologie de la manière suivante : une
suite (fn)n∈N de fonctions de Ω tend vers une fonction f ∈ Ω si et seulement si on peut
trouver une suite de fonctions strictement croissantes (λn)n∈N qui converge uniformément
vers l’identité sur [0,∞[ et pour laquelle la suite (fn ◦ λn)n∈N tend vers f uniformément
sur tous les compacts de [0,∞[. Cette topologie a une importance théorique mais est
rarement utilisée explicitement. Notons F la tribu borélienne associée. Il s’agit de la plus
petite tribu rendant mesurables les applications Xt : ω 7→ ωt, pour t ∈ [0,∞[. Le processus
X = (Xt)t∈[0,∞[ s’appelle le processus des coordonnées de (Ω,F).
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Notons en outre ∆Xt = Xt − Xt− le saut éventuel de X à l’instant t ∈ ]0,∞[ et
désignons par S l’ensemble des instants où X saute effectivement, c’est-à-dire l’ensemble
des réels t ∈ ]0,∞[ pour lesquels ∆Xt est non nul.

Définition
Soit P une mesure de probabilité sur (Ω,F). On dit que X est un processus de
Lévy pour (Ω,F ,P) si pour tous réels positifs s et t, l’accroissement Xt+s − Xt est
indépendant du processus (Xv)v∈[0,t] et a la même loi que Xs.

Dans tout ce chapitre sauf dans la dernière section, P désigne une mesure de probabilité
sous laquelle X est un processus de Lévy. Il découle directement de la définition précédente
que P(X0 = 0) = 1. De plus, la loi de X1 est infiniment divisible et, d’après la formule de
Lévy-Khintchine [140, th. 8.1], la fonction caractéristique de X vérifie E[eı(λ|Xt)] = e−tψ(λ)

quels que soient t ∈ [0,∞[ et λ ∈ Rd, avec

ψ(λ) = ı(a|λ) +
1

2
q(λ) +

∫

Rd

(
1 − eı(λ|x) + ı(λ|x)1{‖x‖<1}

)
π(dx)

où a est un vecteur, q est une forme quadratique positive sur Rd et π est une mesure sur
Rd\{0} vérifiant

∫
min(1, ‖x‖2)π(dx) <∞, qui est appelée mesure de Lévy.

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux propriétés de régularité ponctuelle des
trajectoires du processus de Lévy. Dans ce but, rappelons que l’exposant de Hölder hX(t)
du processus de Lévy X à l’instant t ∈ [0,∞[ est défini dans la section I du chapitre 2.
Cet exposant est facile à déterminer lorsque la mesure de Lévy π est de masse totale finie.
Dans ce cas, le processus de Lévy est un processus de Poisson composé avec dérive auquel
s’ajoute une composante brownienne si la forme quadratique q est non nulle. Cependant,
un processus de Poisson composé avec dérive est presque sûrement linéaire par morceaux
et l’exposant de Hölder du mouvement brownien vaut presque sûrement 1/2 partout,
cf. [101, ch. 16] ou [104, ch. 2]. Dès lors, on a

∀t ∈ [0,∞[ hX(t) =





0 si t ∈ S

∞ si t 6∈ S et q = 0

1/2 si t 6∈ S et q 6= 0

avec probabilité 1. Les propriétés de régularité ponctuelle d’un processus de Lévy sont
donc triviales lorsque sa mesure de Lévy est de masse totale finie. Dans le cas contraire,
S. Jaffard [93] a prouvé que les trajectoires du processus de Lévy sont des fonctions
multifractales, c’est-à-dire que l’ensemble isohöldérien

Eh =
{
t ∈ [0,∞[

∣∣ hX(t) = h
}

est non vide pour h parcourant un sous-intervalle de [0,∞] qui n’est pas réduit à un
point. Son résultat est en fait beaucoup plus précis puisqu’il a déterminé le spectre de
singularités dX : h 7→ dimEh de presque toutes les trajectoires du processus de Lévy X.

Afin de détailler ce résultat, notons σ la mesure image de la mesure de Lévy π par
l’application x 7→ ‖x‖, ainsi que cj = σ(]2−j−1, 2−j]) quel que soit j ∈ N. Pour des raisons
techniques, nous supposerons très souvent dans ce chapitre que la suite (cj)j∈N vérifie la
condition de sommabilité ∞∑

j=0

2−j
√
cj log(1 + cj) <∞. (5.1)
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Cette condition est peu restrictive car elle est très souvent vérifiée en pratique. C’est en
particulier le cas lorsque l’exposant

β = inf

{
γ ∈ [0,∞[

∣∣∣∣
∫ 1

0

rγσ(dr) <∞
}

est strictement inférieur à 2. Cet exposant, qui appartient toujours à l’intervalle [0, 2], a été
introduit par R. Blumenthal et R. Getoor [30] et gère la régularité ponctuelle du processus
de Lévy X. En effet, W. Pruitt [136] a prouvé que, si X est sans composante brownienne,
son exposant de Hölder à l’origine vaut presque sûrement 1/β. Par conséquent, l’exposant
de Hölder de X est 1/β presque partout avec probabilité 1. De surcrôıt, posons

β′ =

{
β si q = 0

2 sinon

et convenons que 1/β′ vaut l’infini lorsque le réel β′ est nul. Le spectre de singularités de
presque toutes les trajectoires de X est donné par le théorème suivant issu de [93]. Nous
renvoyons à la figure 5.1 pour les graphes correspondants.

Théorème 5.1 (S. Jaffard)

Supposons que la condition (5.1) est vérifiée.

(i). Presque sûrement, pour tout h ∈ ]1/β′,∞], on a Eh = ∅.
(ii). Presque sûrement, E1/β′ est de mesure de Lebesgue pleine dans [0,∞[.

(iii). Si β > 0, presque sûrement, pour tout h ∈ [0, 1/β′[, on a dimEh = βh.

(iv). Si β = 0 et π(Rd) = ∞, pour tout h ∈ [0, 1/β′[, presque sûrement dimEh = 0.

Le premier but de ce chapitre est de décrire plus précisément les propriétés de taille
des ensembles isohöldériens Eh et de donner en outre les propriétés de taille et de grande
intersection des ensembles

Ẽh =
{
t ∈ [0,∞[\S

∣∣ hX(t) ≤ h
}

lorsque h appartient à [0,∞]. D’après le théorème 5.1 et la dénombrabilité presque sûre
de l’ensemble S des instants de sauts du processus de Lévy X, on constate que presque

dX(h)

h
0

1

1/β

−∞

dX(h)

h
0

1

1/2

β/2

−∞

Fig. 5.1 – Spectre de singularités de presque toutes les trajectoires du processus de Lévy.
Le graphe de gauche (resp. droite) correspond au cas où q = 0 (resp. q 6= 0).
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sûrement Eh = ∅ et Ẽh = Ẽ1/β′ pour tout h ∈ ]1/β′,∞] et que E1/β′ et Ẽ1/β′ sont
presque sûrement de mesure de Lebesgue pleine dans [0,∞[. Par conséquent, le problème
de déterminer finement les propriétés de taille et de grande intersection des ensembles Eh
et Ẽh ne se pose que pour h appartenant à l’intervalle [0, 1/β′[. C’est pourquoi dans ce
qui suit nous supposerons toujours que h figure dans cet intervalle.

Rappelons quelques définitions introduites dans la section III du chapitre 2 et dans
la section II du chapitre 3. L’ensemble D regroupe les fonctions de jauge, c’est-à-dire les
fonctions g croissantes sur un voisinage à droite de 0 et vérifiant lim0+ g = g(0) = 0.
Chaque jauge g ∈ D conduit à une mesure de Hausdorff Hg. De surcrôıt, D1 désigne
l’ensemble des jauges g ∈ D pour lesquelles la fonction r 7→ g(r)/r est décroissante et
strictement positive sur un voisinage strict de l’origine. On vérifie aisément qu’une fonction
appartenant à D1 est continue au voisinage de l’origine. À toute fonction de jauge g ∈ D1

et tout ouvert non vide inclus dans ]0,∞[ est associée une classe Gg(V ) d’ensembles à
grande intersection. Cette classe, qui est stable par intersection dénombrable, est composée
d’ensembles dont la g-mesure de Hausdorff est infinie dans tout ouvert non vide inclus dans
V , pour toute jauge g ∈ D1 vérifiant g ≺ g, i.e. telle que g/g tende de façon monotone
vers l’infini à l’origine. La proposition 3.2 établie dans le chapitre 3 assure que pour toute
fonction de jauge g appartenant à D, la fonction

g1 : r 7→ r inf
ρ∈]0,r]

g(ρ)

ρ

est nulle au voisinage de l’origine ou bien appartient à D1. Il existe en outre un réel κ ≥ 1
tel que Hg1(F ) ≤ Hg(F ) ≤ κHg1(F ) pour toute jauge g ∈ D et toute partie F de R. Pour
toute fonction de jauge g ∈ D, posons

hg = inf

{
h ∈ ]0,∞[

∣∣∣∣
∫

0+

g1(r
1/h)σ(dr) = ∞

}

en convenant que l’infimum de l’ensemble vide est infini et que
∫

0+ désigne l’intégrale
sur n’importe quel intervalle ]0, ε], avec ε > 0, sur lequel l’intégrande est une fonction
continue. On observe aisément que hg = ∞ si la fonction g1 est nulle au voisinage de
l’origine. Dans le cas contraire, g1 appartient à D1, de sorte que hg ≤ 1/β.

Considérons le cas particulier des jauges de la forme Ids, où Id est la fonction identité et
s est un réel de ]0, 1]. On montre facilement que hIds = s/β. De plus, sous la condition (5.1),
le théorème 5.1 prouve que pour tout réel h ∈ [0, 1/β′[, presque sûrement,

Hs(Eh) =

{
0 si h < hIds

∞ si h > hIds .

Le théorème 5.2 énoncé ci-après permet en particulier de compléter ce résultat en indiquant
que presque sûrement, pour tout ouvert non vide V inclus dans ]0,∞[,

Hs(Eh ∩ V ) = Hs(Ẽh ∩ V ) =

{
0 si h < hIds

∞ si h ≥ hIds .

En réalité, le théorème 5.2 ne concerne pas uniquement les jauges de la forme Ids, mais
décrit plus généralement les propriétés de taille et de grande intersection que vérifient les
ensembles Eh et Ẽh relativement à une jauge g fixée arbitrairement dans D.
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Théorème 5.2
Supposons la condition (5.1) satisfaite.

(i). Soit g ∈ D. Avec probabilité 1, pour tout réel h ∈ [0, 1/β′[ et tout ouvert non
vide V inclus dans ]0,∞[, on a

Hg(Eh ∩ V ) =

{
0 si h < hg

∞ si h = hg
et Hg(Ẽh ∩ V ) =

{
0 si h < hg

∞ si h ≥ hg.

(ii). Soit g ∈ D1. Avec probabilité 1, pour tout réel h ∈ [0, 1/β′[ et tout ouvert

non vide V inclus dans ]0,∞[, l’ensemble Ẽh appartient à la classe Gg(V ) si et
seulement si h ≥ hg.

Remarques : • On peut se restreindre à ne considérer que des ouverts non vides V qui sont
inclus dans ]0,∞[. D’une part, si V n’est pas inclus dans ]0,∞[, tout ensemble inclus dans

[0,∞[, ce qui est le cas de Ẽh pour h ∈ [0, 1/β′[, ne peut appartenir à une classe Gg(V )
avec g ∈ D1, d’après la définition même de ces classes qui est donnée dans la section II
du chapitre 3. D’autre part, pour toute fonction de jauge g ∈ D et tout réel h ∈ [0, 1/β′[,

on a Hg(Ẽh ∩ V ) = Hg(Ẽh ∩ (V ∩ ]0,∞[)) et V ∩ ]0,∞[ est un ouvert inclus dans ]0,∞[.
De même, Hg(Eh ∩ V ) = Hg(Eh ∩ (V ∩ ]0,∞[)).
• Le théorème précédent assure que pour toute fonction de jauge g ∈ D vérifiant hg = 0, on
a presque sûrement Hg(E0∩V ) = ∞ pour tout ouvert non vide V inclus dans ]0,∞[. Cela
implique en particulier qu’il existe une infinité non dénombrable d’instants où le processus
de Lévy X ne saute pas et admet un exposant de Hölder nul. Une telle fonction g existe
si et seulement si la mesure de Lévy π est de masse totale infinie. Tout d’abord, si β > 0,
la fonction r 7→ 1/ log(1/r) convient. Supposons ensuite β = 0 et π(Rd) = ∞. Dès lors,
r σ(]r, 1]) tend vers 0 quand r tend vers 0. Notons j0 le plus petit entier naturel vérifiant
2−j0σ(]2−j0 , 1]) > 0 puis, pour tout entier naturel n, désignons par jn+1 le plus petit
entier strictement supérieur à jn pour lequel 2−jn+1σ(]2−jn+1 , 1]) est strictement inférieur
à 2−jnσ(]2−jn , 1]). Appelons s la fonction affine sur chaque intervalle [jn, jn+1] telle que
s(jn) = −jn+log2 σ(]2−jn , 1]) pour tout n ∈ N. Il convient de remarquer que la fonction s
décrôıt strictement sur [j0,∞[ et tend vers −∞ à l’infini, que la fonction t 7→ t+s(t) crôıt
sur le même intervalle et tend vers l’infini à l’infini et que s(j) ≤ −j+log2 σ(]2−j, 1]) pour
tout entier j supérieur à j0. Par conséquent, la fonction g̃ : r 7→ r 2−s(log2(1/r)) appartient
à D1 et vérifie

∫

]0,2−j0 ]

g̃(r)σ(dr) ≥
∞∑

j=j0

∫

]2−j−1,2−j ]

g̃(2−j−1)σ(dr) ≥
∞∑

j=j0

cj
j∑

k=0

ck

= ∞

en vertu du théorème de Dini (cf. [46, p. 104] par exemple), car la série
∑

j cj diverge. La
fonction g : r 7→ g̃(1/ log(1/r)) convient finalement car elle appartient à D1 et pour tout
réel h ∈ ]0,∞[ et tout réel r0 assez petit, on a

∫

]0,r0]

g(r1/h)σ(dr) ≥
∫

]0,r0]

g̃(r)σ(dr) = ∞

de sorte que hg = 0. Réciproquement, si la mesure de Lévy π est de masse totale finie, on
observe rapidement que hg est infini pour toute fonction g de D.
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• Fixons h ∈ ]0, 1/β′[. D’après le théorème 5.2, l’ensemble isohöldérien Eh est presque
sûrement de g-mesure de Hausdorff infinie dans tout ouvert non vide de ]0,∞[ pour toute
fonction de jauge g ∈ D vérifiant hg = h. Si β > 0, on peut toujours trouver une telle
fonction puisque Idβh convient. Ce n’est plus le cas lorsque β est nul. En effet, certaines
mesures de Lévy π peuvent conduire à hg ∈ {0,∞} pour toute fonction de jauge g ∈ D.
La mesure π =

∑∞
j=1 δ1/j/j fournit un exemple en dimension d = 1.

Observons que l’événement de probabilité 1 sur lequel chacun des deux points de
l’énoncé du théorème 5.2 est vrai dépend de la fonction de jauge g choisie. Il est possible
d’obtenir de l’uniformité en g en supposant que le réel β est non nul et en se restreignant
respectivement à la collection de jauges

D =

{
g ∈ D

∣∣∣∣ lim inf
r→0

log g1(r)

log r
= lim sup

r→0

log g1(r)

log r

}
⊂ D

et à la famille D1 = D ∩ D1. Observons que les jauges de la forme Ids, pour s ∈ ]0, 1],
figurent dans l’ensemble D1. On dispose alors du résultat suivant.

Théorème 5.3
Supposons β > 0 et la condition (5.1) satisfaite. Avec probabilité 1, pour tout réel
h ∈ [0, 1/β′[, pour tout ouvert non vide V inclus dans ]0,∞[ et

(i). pour toute fonction g ∈ D, on a

Hg(Eh ∩ V ) = Hg(Ẽh ∩ V ) =

{
0 si h < hg

∞ si h ≥ hg

(ii). pour toute fonction g ∈ D1, l’ensemble Ẽh appartient à la classe Gg(V ) si et
seulement si h ≥ hg.

Si β > 0 et la condition (5.1) est satisfaite, le théorème 5.3 implique en particulier que,
presque sûrement, pour tous réels h ∈ [0, 1/β′[ et s ∈ ]0, 1],

Hs(Eh) =

{
0 si s > βh

∞ si s ≤ βh

de sorte que dimEh = βh. Le théorème 5.3 permet donc de retrouver la partie du théo-
rème 5.1 qui concerne les ensembles isohöldériens Eh pour h ∈ [0, 1/β′[.

Signalons que les théorèmes 5.2 et 5.3 peuvent se voir comme des corollaires d’un
résultat plus général, le théorème 5.5, qui est énoncé et prouvé dans la section II.

Le deuxième but de ce chapitre est de donner les propriétés de taille et de grande
intersection de l’ensemble des instants t ∈ [0,∞[ où le processus de Lévy X ne peut
admettre un module de continuité donné. Rappelons que W est défini dans la section I du
chapitre 2 comme l’ensemble des fonctions w continues et strictement croissantes définies
sur un voisinage à droite de l’origine qui vérifient les conditions

w(0) = 0 et lim sup
δ→0

w(2δ)

w(δ)
<∞.

Notons en outre W l’ensemble des fonctions w appartenant à W et vérifiant

lim inf
δ→0

w(2δ)

w(δ)
> 1.
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On constate aisément que les fonctions Idh, pour h ∈ ]0,∞[, appartiennent à l’ensemble
W . Fixons w ∈ W et t ∈ [0,∞[. Conformément à ce qui est défini dans le chapitre 2,
le processus X est Cw(t), c’est-à-dire admet w pour module de continuité à l’instant t,
lorsqu’il existe des réels strictement positifs κ et δ, ainsi qu’un d-uplet P de polynômes,
tels que pour tout réel t′ ∈ [0,∞[,

|t′ − t| ≤ δ =⇒ ‖Xt′ − P (t′ − t)‖ ≤ κ w(|t′ − t|).

Une fonction w ∈ W étant choisie, introduisons alors l’ensemble

Fw = {t ∈ [0,∞[\S |X /∈ Cw(t)}

des instants où X ne saute pas et n’admet pas la fonction w pour module de continuité.
Le résultat suivant est établi dans la section III.

Théorème 5.4
Soient g ∈ D et w ∈ W. Supposons que

∫
0+ g1(w

−1(r))σ(dr) = ∞. Alors Fw contient
presque sûrement un ensemble à grande intersection de la classe Gg1(]0,∞[). De plus,
avec probabilité 1, on a Hg(Fw ∩V ) = Hg(V ) pour tout ouvert V inclus dans ]0,∞[.

Remarque : La partie de l’énoncé du théorème 5.4 qui concerne les propriétés de taille de
Fw permet de reformuler de manière synthétique deux résultats. Soient g ∈ D et w ∈ W
vérifiant

∫
0+ g1(w

−1(r))σ(dr) = ∞. D’une part, si g(r)/r tend vers l’infini en 0, l’ensemble
Fw est presque sûrement de g-mesure de Hausdorff infinie dans tout ouvert non vide de
]0,∞[. D’autre part, si g(r)/r ne tend pas vers l’infini en 0, l’ensemble Fw contient en
réalité avec probabilité 1 un borélien de mesure de Lebesgue pleine dans [0,∞[. Le fait
que Fw soit presque sûrement de g-mesure maximale dans tout ouvert de ]0,∞[ découle
alors de l’observation que Hg cöıncide à une constante multiplicative près avec la mesure
de Lebesgue sur les boréliens de R. Nous renvoyons à la section III pour les détails.

Enfin, les méthodes développées dans ce chapitre s’appliquent également dans le cas
d’un modèle de séries aléatoires d’ondelettes qui généralise celui étudié par S. Jaffard
dans [94], ce qui permet alors de fournir des résultats analogues aux théorèmes 5.4 et 5.5.
C’est l’objet de la section IV.

II Ensembles de singularités

Le but de cette section est d’établir le théorème suivant et de montrer comment il permet
d’obtenir les théorèmes 5.2 et 5.3 énoncés dans la section I. On constate aisément que
u ◦ v est une jauge de D1 pour toutes jauges u ∈ D1 et v ∈ D1.

Théorème 5.5
Supposons la condition (5.1) satisfaite et prenons une fonction u ∈ D1 vérifiant
hu < ∞. Avec probabilité 1, pour toute fonction v ∈ D1, tout réel h ∈ [0, 1/β′[ et
tout ouvert non vide V inclus dans ]0,∞[, on a

Hu◦v(Eh ∩ V ) =

{
0 si h < hu◦v

∞ si hu◦v ≤ h ≤ hu
et Hu◦v(Ẽh ∩ V ) =

{
0 si h < hu◦v

∞ si h ≥ hu◦v

et l’ensemble Ẽh appartient à la classe Gu◦v(V ) si et seulement si h ≥ hu◦v.
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Cette section s’organise de la manière suivante. Dans une première partie, nous rappelons
certains résultats obtenus par S. Jaffard dans [93] et nous établissons plusieurs lemmes
préliminaires. La deuxième partie est consacrée à la preuve du théorème 5.5. Enfin, les
théorèmes 5.2 et 5.3 sont prouvés dans la dernière partie de cette section.

II.1 Résultats préliminaires

Commençons par rappeler une propriété fondamentale concernant les sauts du processus
de Lévy X. Posons H = ]0,∞[×(Rd\{0}) et, pour tout borélien B de H, notons J(B)
le nombre de réels t ∈ ]0,∞[ pour lesquels (t,∆Xt) appartient à B. Alors, J est une
mesure aléatoire de Poisson de mesure d’intensité L1

]0,∞[
⊗π, lorsque L1 désigne la mesure

de Lebesgue sur R, cf. [140, th. 19.2]. Il en ressort en particulier que l’ensemble S des
instants de saut du processus X est presque sûrement dénombrable.

L’exposant de Hölder qu’admet le processus X à un instant t ∈ [0,∞[ dépend de la
façon dont ses instants de saut se répartissent autour de t. Plus précisément, notons S1

l’ensemble des instants de sauts s ∈ S pour lesquels ‖∆Xs‖ ≤ 1 et, pour toute fonction
ϕ : [0,∞[ → R continue, croissante et telle que ϕ(0) = 0, posons

Lϕ =
{
t ∈ [0,∞[

∣∣ |t− s| < ϕ(‖∆Xs‖) pour une infinité de s ∈ S1

}
.

On observe aisément que l’ensemble LId1/α crôıt avec α. La proposition suivante reprend
le lemme 2 et la proposition 1 de [93].

Proposition 5.1 (S. Jaffard)

Supposons la condition (5.1) vérifiée. Avec probabilité 1, pour tout h ∈ [0, 1/β′[,

Ẽh =

(
⋂

h<α≤1/β

LId1/α

)
\S et Eh\S = Ẽh\

⋃

0<α<h

LId1/α .

D’après la proposition 5.1 et la dénombrabilité presque sûre de S, pour établir le
théorème 5.5, il suffit de déterminer les propriétés de taille et de grande intersection des
ensembles LId1/α pour α ∈ ]0,∞[. Le lemme suivant amorce l’étude de ces propriétés.

Lemme 5.1
Soit ϕ : [0,∞[ → R une fonction continue et croissante vérifiant ϕ(0) = 0. On a alors

∫

0+

ϕ(r)σ(dr) <∞ =⇒ p.s. ∀n ∈ N lim
ε↓0

↓
∫

0≤t≤n
‖x‖≤ε

ϕ(‖x‖)J(dt, dx) = 0

et

∫

0+

ϕ(r)σ(dr) = ∞ =⇒ p.s. L1([0,∞[\Lϕ) = 0.

// Plaçons-nous dans le cas de convergence et prenons un entier naturel n
et un réel ε ∈ ]0, 1]. D’après la formule de compensation pour les processus
de Poisson ponctuels [27, p. 7], on peut écrire

E

[∫

0≤t≤n
‖x‖≤ε

ϕ(‖x‖)J(dt, dx)

]
= n

∫

‖x‖≤ε
ϕ(‖x‖)π(dx) = n

∫

]0,ε]

ϕ(r)σ(dr)

et cette dernière intégrale tend vers 0 quand ε tend vers 0. Le lemme de
Fatou et la dénombrabilité de N conduisent au résultat.



II. ENSEMBLES DE SINGULARITÉS 119

Plaçons-nous dans le cas de divergence et fixons un entier naturel n et
un réel t ∈ [0, n]. Supposons que t n’appartient pas à Lϕ. Ainsi, il n’y a
qu’un nombre fini de s ∈ S1 vérifiant |t− s| < ϕ(‖∆Xs‖). En particulier, il
existe m ∈ N∗ tel que, pour tout entier m′ ≥ m+ 1, le borélien

Bm,m′ =

{
(t′, x) ∈ H

∣∣∣∣ |t′ − t| < ϕ(‖x‖) et
1

m′ < ‖x‖ < 1

m

}

ne contient aucun couple (t′,∆Xt′) avec t′ ∈ ]0,∞[. Dès lors, J(Bm,m′) = 0.
Comme J est une mesure aléatoire de Poisson dont la mesure d’intensité est
L1

]0,∞[
⊗ π, cet événement se produit avec une probabilité inférieure à

exp

(
−
∫

1
m′<‖x‖< 1

m

ϕ(‖x‖)π(dx)

)
= exp

(
−
∫

] 1
m′ ,

1
m [
ϕ(r)σ(dr)

)

ce qui tend vers 0 quand m′ tend vers l’infini. Il en ressort que tout réel
t ∈ [0, n] appartient à l’ensemble Lϕ avec probabilité 1. Le théorème de
Fubini conduit alors à

n =

∫ n

0

P(t ∈ Lϕ)dt = E
[
L1(Lϕ ∩ [0, n])

]
.

Par dénombrabilité de N, avec probabilité 1, on a L1([0, n]\Lϕ) = 0 quel
que soit n ∈ N. Cela permet de conclure. //

Le lemme suivant indique qu’il n’y a presque sûrement qu’un nombre fini de sauts de
taille supérieure à un réel strictement positif donné dans chaque intervalle borné de temps.
Ce résultat est classique, mais nous en fournissons la preuve par souci d’exhaustivité.

Lemme 5.2
Avec probabilité 1, pour tout intervalle borné I et tout réel strictement positif ε, le
nombre d’instants de saut s ∈ S1 ∩ I tels que ‖∆Xs‖ > ε est fini.

// Pour m ∈ N∗, notons Sm1 l’ensemble des instants de saut s ∈ S1 vérifiant
s ∈ ]0,m] et ‖∆Xs‖ > 1/m. Le cardinal de Sm1 est une variable aléatoire de
Poisson de paramètre

m

∫

1
m
<‖x‖≤1

π(dx) = m · σ
(]

1

m
, 1

])

donc est presque sûrement fini. Par dénombrabilité de N∗, avec probabilité 1,
l’ensemble Sm1 est fini quel que soit m ∈ N∗. Le lemme découle alors du fait
que, pour tout intervalle borné I et tout réel strictement positif ε, l’ensemble
des instants de saut s ∈ S1 ∩ I vérifiant ‖∆Xs‖ > ε est inclus dans Sm1 pour
m suffisamment grand. //

Soit ϕ : [0,∞[ → R une fonction continue, croissante et telle que ϕ(0) = 0. Dans le cas
de divergence, le lemme 5.1 indique que l’ensemble Lϕ est presque sûrement de mesure
de Lebesgue pleine dans ]0,∞[. En particulier, l’ensemble S1 est presque sûrement infini
dénombrable. En outre, on a ϕ(‖∆Xs‖) ≤ ϕ(1) quel que soit s ∈ S1 et, pour tout entier
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m assez grand, l’ensemble des instants s ∈ S1 vérifiant |s| < m et ϕ(‖∆Xs‖) > 1/m est
inclus dans l’ensemble des instants s ∈ S1∩[0,m[ tels que ‖∆Xs‖ > ϕ−1(1/m) donc est fini
avec probabilité 1 d’après le lemme 5.2. Rappelons que ϕ−1 désigne la pseudo-réciproque
de la fonction ϕ, qu’elle est définie par

ϕ−1(r) = inf
{
ρ ∈ [0,∞[

∣∣ ϕ(ρ) ≥ r
}

pour tout réel r ∈ [0, sup[0,∞[ ϕ[ et que le supremum de ϕ sur l’intervalle [0,∞[ est néces-
sairement strictement positif dans le cas de divergence de l’intégrale intervenant dans le
lemme 5.1. Ce qui précède assure que la famille (s, ϕ(‖∆Xs‖))s∈S1 est presque sûrement
un système d’ubiquité homogène dans l’ouvert ]0,∞[, au sens de la terminologie intro-
duite dans le chapitre 3. Cela suggère notamment d’utiliser le théorème 3.2 de ce même
chapitre, ce que nous ferons à plusieurs reprises dans ce qui suit.

II.2 Preuve du théorème 5.5

Pour plus de clarté, nous divisons le théorème 5.5 en cinq propositions, notées de 5.2 à 5.6,
qui sont énoncées et prouvées ci-après.

Supposons que la condition (5.1) est vérifiée et prenons une fonction u ∈ D1 vérifiant
hu < ∞. De plus, désignons par ũ une fonction définie sur l’intervalle [0,∞[, continue et
croissante qui cöıncide avec u au voisinage de 0.

Lemme 5.3
Presque sûrement,

∀h ∈ ]0, hu[ ∀n ∈ N lim
ε↓0

↓
∫

0≤t≤n
‖x‖≤ε

ũ(‖x‖1/h)J(dt, dx) = 0 (5.2)

et ∀h ∈ ]hu,∞[ L1([0,∞[\Leu◦Id1/h) = 0. (5.3)

// Comme hu = heu, le lemme 5.1 prouve que, pour tout réel h ∈ ]0, hu[,
presque sûrement, pour tout entier naturel n, l’intégrale

An,ε(h) =

∫

0≤t≤n
‖x‖≤ε

ũ(‖x‖1/h)J(dt, dx)

tend vers 0 quand ε tend vers 0. Dès lors, par dénombrabilité de N∗, avec
probabilité 1, pour tout entier m ∈ N∗ vérifiant hu − 1/m > 0 et tout
entier n ∈ N, l’intégrale An,ε(hu − 1/m) tend vers 0 quand ε tend vers 0.
Par ailleurs, l’intégrale An,ε(h) crôıt avec h et pour tout réel h ∈ ]0, hu[,
il existe m ∈ N∗ vérifiant h ≤ hu − 1/m donc An,ε(h) ≤ An,ε(hu − 1/m).
Il s’ensuit que l’assertion (5.2) est vraie avec probabilité 1. En utilisant à
nouveau le lemme 5.1 et en reprenant le raisonnement précédent, on prouve
que l’assertion (5.3) est également vraie avec probabilité 1. //

Les énoncés de la proposition 5.1 et des lemmes 5.2 et 5.3 sont simultanément réalisés
avec probabilité 1. Dans toute la suite de cette section, nous nous plaçons sur l’événement
correspondant.
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Fixons maintenant une fonction de jauge v appartenant à l’ensemble D1 et notons ṽ
une fonction définie sur l’intervalle [0,∞[, continue et croissante qui cöıncide avec v au
voisinage de 0. La limite

γv = lim
r→0

log v(r)

log r

existe et appartient à l’intervalle [0, 1] du fait que v(r) ≥ κ r pour un certain réel κ > 0 et
tout réel positif r assez petit. Observons en outre que ũ◦ ṽ cöıncide avec u◦v au voisinage
de l’origine.

Lemme 5.4
On a heu◦ev = hu◦v = huγv.

// Supposons γv non nul et considérons un réel h > hu◦v. On a ṽ(r) ≤ rγv−ε

pour tout réel ε ∈ ]0, γv[ et tout réel positif r inférieur à un certain r0 > 0.
Il en découle que

∞ =

∫

]0,r0h]

ũ ◦ ṽ(r1/h)σ(dr) ≤
∫

]0,r0h]

ũ
(
r
γv−ε
h

)
σ(dr)

de sorte que h/(γv − ε) ≥ heu = hu. En faisant tendre successivement ε vers
0 et h vers hu◦v, on obtient hu◦v ≥ huγv. Réciproquement, supposons hu◦v
non nul et considérons un réel h ∈ ]0, hu◦v[. Pour tout réel ε > 0 et tout réel
positif r inférieur à un certain r0 > 0, on a ṽ(r) ≥ rγv+ε. Par conséquent,

∫

]0,r0h]

ũ
(
r
γv+ε
h

)
σ(dr) ≤

∫

]0,r0h]

ũ ◦ ṽ(r1/h)σ(dr) <∞

si bien que h/(γv + ε) ≤ hu. En faisant tendre ε vers 0 puis h vers hu◦v, on
obtient finalement hu◦v ≤ huγv. Le lemme s’ensuit. //

Outre la fonction de jauge v introduite précédemment, considérons un réel h ∈ [0, 1/β′[
et un ouvert non vide V inclus dans l’intervalle ]0,∞[.

Proposition 5.2

Si h < hu◦v, alors Hu◦v(Eh ∩ V ) = Hu◦v(Ẽh ∩ V ) = 0.

// Notons α un réel quelconque de l’intervalle ]h, hu◦v[. D’après la propo-

sition 5.1, on a Eh\S ⊂ Ẽh ⊂ LId1/α . En vertu de la dénombrabilité de S,

on a Hu◦v(Eh) ≤ Hu◦v(LId1/α) et Hu◦v(Ẽh) ≤ Hu◦v(LId1/α). Il suffit donc de
prouver que l’ensemble LId1/α est de u ◦ v-mesure de Hausdorff nulle.

D’après le lemme 5.4, on a α < huγv si bien que α/(γv − η) < hu pour
un certain réel η ∈ ]0, γv[. De plus, fixons un entier naturel n et un réel
strictement positif ε assez petit pour avoir u ◦ v(r) = ũ ◦ ṽ(r) ≤ ũ(rγv−η)
quel que soit r ∈ [0, ε]. Soit t ∈ LId1/α ∩ [0, n]. Il existe une infinité d’instants
de saut s ∈ S1 vérifiant |t − s| < ‖∆Xs‖1/α. Un tel instant de saut s
appartient à [0, n+ 1] car ‖∆Xs‖ ≤ 1. De surcrôıt, le nombre d’instants de
sauts s ∈ S1 ∩ [0, n+ 1] vérifiant ‖∆Xs‖ > εα est fini d’après le lemme 5.2.
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Ainsi, il existe s ∈ S1 ∩ [0, n+1] tel que ‖∆Xs‖ ≤ εα et |t− s| < ‖∆Xs‖1/α.
Il s’ensuit que

LId1/α ∩ [0, n] ⊂
⋃

s∈S1∩[0,n+1]
‖∆Xs‖≤εα

]s− ‖∆Xs‖1/α, s+ ‖∆Xs‖1/α[.

Ce recouvrement conduit à

Hu◦v
ε (LId1/α ∩ [0, n]) ≤ 2

∑

s∈S1∩[0,n+1]
‖∆Xs‖≤εα

u ◦ v(‖∆Xs‖1/α) ≤ 2

∫

0≤t≤n+1
‖x‖≤εα

ũ
(
‖x‖ γv−ηα

)
J(dt, dx).

D’après l’assertion (5.2), le membre de droite tend vers 0 quand ε tend vers
0. On obtient donc Hu◦v(LId1/α ∩ [0, n]) = 0. Comme Hu◦v est une mesure
borélienne, il vient Hu◦v(LId1/α) = 0. La proposition s’ensuit. //

Proposition 5.3

Si h < hu◦v, alors Ẽh 6∈ Gu◦v(V ).

// Construisons une fonction de jauge u ∈ D1 telle que u ≺ u et hu ≥ hu.
Comme hu ∈ ]0,∞[, la suite de terme général αn = (1 + 1/n)/hu, pour
n ∈ N∗, décrôıt strictement et converge vers 1/hu. De plus, lim0+ u = 0 et∫

0+ u(r
αn)σ(dr) <∞ pour tout n ∈ N∗. Il existe donc une suite strictement

décroissante (rn)n∈N∗ de réels de ]0, 1] telle que, d’une part, les fonctions u
et r 7→ u(r)/r sont respectivement croissante sur [0, r1] et décroissante sur
]0, r1] et, d’autre part, pour laquelle on a

u(rn) ≤ u(rn−1)e
−1/n et

∫

]0,rn−1
1/α1 ]

u(rαn)σ(dr) ≤ 1

(n+ 1)3

pour tout entier n ≥ 2. Observons que (rn)n∈N∗ converge nécessairement
vers 0 car u(rn) tend vers 0 quand n tend vers l’infini et u est non nulle et
continue sur ]0, r1]. Pour tout entier n ≥ 2 et tout réel r ∈ ]rn, rn−1], posons

ξ(r) = n+
log u(rn−1) − log u(r)

log u(rn−1) − log u(rn)
.

Dès lors, la fonction ξ est continue et décroissante sur l’intervalle ]0, r1]. Pour
tout réel r de cet intervalle, posons u(r) = u(r)ξ(r). Fixons un entier n ≥ 2
et deux réels r et r′ vérifiant rn < r ≤ r′ ≤ rn−1, la différence u(r′) − u(r)
est nulle si u(r) = u(r′) et, dans le cas contraire, elle est supérieure à

(u(r′) − u(r))n

(
1 −

log u(r′)
u(r)

u(r′)
u(r)

− 1
· 1

n log u(rn−1)
u(rn)

)
≥ 0.

Par conséquent, la fonction u crôıt sur l’intervalle ]rn, rn−1] pour tout entier
n ≥ 2. Comme elle est continue sur ]0, r1], elle y est donc croissante. Prenons
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n0 ∈ N∗ et observons que u(rαn0 ) ≤ u(rαn) et ξ(rαn0 ) ≤ n + 1 pour tout
entier n ≥ n0 + 1 et tout réel r ∈ ]rn

1/αn0 , rn−1
1/αn0 ], de sorte que

∫

]0,rn0
1/αn0 ]

u(rαn0 )σ(dr) =
∞∑

n=n0+1

∫

]rn
1/αn0 ,rn−1

1/αn0 ]

u(rαn0 )ξ(rαn0 )σ(dr)

≤
∞∑

n=n0+1

(n+ 1)

∫

]0,rn−1
1/α1 ]

u(rαn)σ(dr) ≤
∞∑

n=n0+1

1

(n+ 1)2
<∞.

Il en ressort d’une part que la fonction u tend vers 0 en 0, car sinon la
mesure σ serait de masse totale finie et on aurait hu = ∞, ce qui n’est pas
le cas. Ainsi, la fonction u appartient à D1 et vérifie u ≺ u. D’autre part, on
a 1/αn0 ≤ hu. Faire tendre l’entier n0 vers l’infini conduit alors à hu ≤ hu.
Il y a en fait égalité car u ≺ u, de sorte qu’en particulier, hu < ∞. Ainsi,
on peut établir que l’analogue de l’assertion (5.2) où u figure à la place de u
est vérifié avec probabilité 1. Plaçons-nous sur l’événement correspondant.
D’après le lemme 5.4, on a h < hu◦v = huγv ≤ huγv = hu◦v. En reprenant
la preuve de la proposition 5.2 avec u à la place de u, on obtient donc
Hu◦v(Ẽh ∩ V ) = 0. La proposition 5.3 découle finalement du théorème 3.1
et du fait que u ◦ v ≺ u ◦ v. //

Proposition 5.4

Si h ≥ hu◦v, alors Ẽh ∈ Gu◦v(V ).

// Soit α ∈ ]h, 1/β]. D’après le lemme 5.4, on a α > hu◦v = huγv puis
α/(γv+ε) > hu pour tout réel ε ∈ ]0,−γv+α/hu[ en convenant que la borne
supérieure de ce dernier intervalle est infinie si hu = 0. Pour tout réel positif
r suffisamment petit, on a ṽ(r) ≥ rγv+ε puis ũ ◦ ṽ(r1/α) ≥ ũ(r(γv+ε)/α). Il en
résulte que Leu◦ev◦Id1/α contient Leu◦Id(γv+ε)/α . Cependant ce dernier ensemble
est de mesure de Lebesgue pleine dans [0,∞[ en vertu de l’assertion (5.3).
Il s’ensuit que Leu◦ev◦Id1/α est de mesure de Lebesgue pleine dans ]0,∞[.

Ce résultat, associé au lemme 5.2, assure que (s, ũ◦ ṽ(‖∆Xs‖1/α))s∈S1 est
un système d’ubiquité homogène dans l’ouvert ]0,∞[. Le théorème 3.2 per-
met d’en déduire que, pour n’importe quelle fonction ϕ : [0,∞[ → R positive
et croissante qui cöıncide avec la pseudo-réciproque (ũ◦ ṽ)−1 au voisinage de
l’origine, l’ensemble des réels t vérifiant |t − s| < ϕ(ũ ◦ ṽ(‖∆Xs‖1/α)) pour
une infinité de s ∈ S1 appartient à la classe Geu◦ev(]0,∞[) donc à la classe
Gu◦v(]0,∞[) puisque ũ ◦ ṽ et u ◦ v cöıncident au voisinage de l’origine. Cet
ensemble est inclus dans l’ensemble des réels t vérifiant |t− s| < ‖∆Xs‖1/α

pour une infinité de s ∈ S1, car ϕ(ũ◦ ṽ(r)) ≤ r pour tout réel positif r assez
petit. De plus, [0,∞[ appartient clairement à Gu◦v(]0,∞[). Finalement,

∀α ∈ ]h, 1/β] LId1/α ∈ Gu◦v(]0,∞[)

en vertu de la proposition 3.1 et du théorème 3.1.

Par ailleurs, comme S est dénombrable, l’ensemble R\S est un Gδ de me-
sure de Lebesgue pleine dans ]0,∞[, donc appartient à Gu◦v(]0,∞[) d’après
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la proposition 3.6. La proposition 5.1 et la croissance des ensembles LId1/α

avec α indiquent en outre que

Ẽh = (R\S) ∩
⋂

n∈N∗

h+1/n≤1/β

LId1/(h+1/n)

de sorte que Ẽh est une intersection dénombrable d’ensembles de la classe
Gu◦v(]0,∞[). Le théorème 3.1 garantit alors que Ẽh ∈ Gu◦v(]0,∞[). La pro-
position 3.1 permet de conclure. //

Proposition 5.5

Si h ≥ hu◦v, alors Hu◦v(Ẽh ∩ V ) = ∞.

// Commençons par supposer u 6≺ Id. Il existe alors un réel κ > 0 tel que
u(r) ≤ κ r pour tout réel positif r inférieur à un certain réel r0 > 0. Ainsi,

∫

]0,r0h]

u(r1/h)σ(dr) ≤ κ

∫

]0,r0h]

r1/hσ(dr) <∞

pour tout réel h ∈ ]0, 1/β[. Par suite, hu ≥ 1/β. Comme hu est fini, le réel
β ne peut être nul si bien que la fonction Id ∈ D1 vérifie hId = 1/β < ∞.
On peut donc établir que l’analogue de l’assertion (5.3) où Id figure à la
place de u est vérifié avec probabilité 1 et on peut se placer sur l’événement
correspondant. De plus, on a γv/β ≤ huγv = hu◦v ≤ h < 1/β, d’après le
lemme 5.4, de sorte que γv < 1. Cela garantit que v ≺ Id. En conséquence,
la fonction v : r 7→ v(r)/ log(v(r)/r) appartient à D1 et vérifie à la fois v ≺ v
et γv = γv. Comme h ≥ hu◦v = huγv ≥ hIdγv = hId◦v, on peut reproduire la
preuve de la proposition 5.4 avec Id à la place de u et v à la place de v. Ainsi,
Ẽh ∈ Gv(V ). Le théorème 3.1 implique que Hv(Ẽh ∩ V ) = ∞. Cependant,
comme u ∈ D1, on peut écrire u(r) ≥ κ′r pour un certain réel κ′ > 0 et tout

r ≥ 0 assez petit. Il s’ensuit que Hu◦v ≥ κ′Hv. Ainsi, Hu◦v(Ẽh ∩ V ) = ∞,
ce qui établit la proposition 5.5 si u 6≺ Id.

Supposons désormais u ≺ Id et construisons une fonction u ∈ D1 qui
vérifie u ≺ u et hu ≤ hu. À cet effet, posons αn = 1/(hu + 1/n) pour tout
n ∈ N∗ et observons que

∫
0+ u(r

αn)σ(dr) = ∞. Par ailleurs, il existe un
réel r1 ∈ ]0, 1] tel que u croisse continûment sur [0, r1

α1 ] et θ : r 7→ u(r)/r
décroisse sur ]0, r1

α1 ]. En outre, la fonction θ tend vers l’infini en 0. Par
conséquent, pour tout entier n ≥ 2, il existe un réel rn ∈ ]0, rn−1[ tel que

θ(rn
αn) ≥ θ(rn−1

αn−1)e1/n et

∫

]rn,rn−1]

u(rαn)σ(dr) ≥ 1.

Observons alors que la suite (rn
αn)n∈N∗ décrôıt strictement et converge

vers 0. Pour tout entier n ≥ 2 et tout réel r ∈ ]rn
αn , rn−1

αn−1 ], posons

ξ(r) = n+
log θ(r) − log θ(rn−1

αn−1)

log θ(rnαn) − log θ(rn−1
αn−1)

.

La fonction ξ est continue, décroissante et strictement positive sur l’inter-
valle ]0, r1

α1 ]. Notons u(r) = u(r)/ξ(r) pour tout r ∈ ]0, r1
α1 ]. Cette fonction
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étant continue et croissante sur ]0, r1
α1 ] et de limite nulle en 0, elle appar-

tient à D. On a u ≺ u car ξ tend vers l’infini de façon monotone en 0. De
plus, u appartient à D1. En effet, la fonction r 7→ u(r)/r est continue en
rn
αn pour tout entier n ≥ 2 et elle décrôıt sur ]rn

αn , rn−1
αn−1 ] sachant que,

pour r ≤ r′ dans cet intervalle, la différence u(r)/r − u(r′)/r′ est nulle si
θ(r) = θ(r′) et qu’elle est supérieure à

θ(r) − θ(r′)

ξ(r)ξ(r′)
n

(
1 −

log θ(r)
θ(r′)

θ(r)
θ(r′)

− 1
· 1

n log θ(rnαn )
θ(rn−1

αn−1 )

)
≥ 0

dans le cas contraire. Fixons un entier n0 ≥ 2. Pour tout entier n ≥ n0 et
tout réel r pour lequel rn < r ≤ rn−1, on a rn

αn < rαn ≤ rαn0 , de sorte que
n+ 1 = ξ(rn

αn) ≥ ξ(rαn0 ) et u(rαn) ≤ u(rαn0 ), puis

∫

]0,r1]

u(rαn0 )σ(dr) ≥
∞∑

n=n0

∫

]rn,rn−1]

u(rαn0 )

ξ(rαn0 )
σ(dr)

≥
∞∑

n=n0

1

n+ 1

∫

]rn,rn−1]

u(rαn)σ(dr) ≥
∞∑

n=n0

1

n+ 1
= ∞.

Il s’ensuit que hu ≤ 1/αn0 . En faisant tendre l’entier n0 vers l’infini, on
obtient finalement hu ≤ hu < ∞. Ainsi, on peut prouver que l’analogue de
l’assertion (5.3) où u apparâıt à la place de u est vérifié avec probabilité 1.
Plaçons-nous sur l’événement correspondant. On peut reproduire la preuve
de la proposition 5.4 avec u au lieu de u, car h ≥ hu◦v = huγv ≥ huγv = hu◦v.

Ce faisant, on a Ẽh ∈ Gu◦v(V ). Comme u◦v ≺ u◦v, on a Hu◦v(Ẽh∩V ) = ∞
en vertu du théorème 3.1. Le résultat s’ensuit. //

Proposition 5.6

Si h ∈ [hu◦v, hu], alors Hu◦v(Eh ∩ V ) = ∞.

// Commençons par supposer h = hu◦v. En particulier, h ≥ hu◦v et la
proposition 5.5 garantit que Hu◦v(Ẽh ∩ V ) = ∞. Cependant, d’après la
proposition 5.1 et la croissance des ensembles LId1/α avec α, on peut écrire

Eh\S = Ẽh\
⋃

m∈N∗

h−1/m>0

LId1/(h−1/m)

où l’union est vide si h est nul. Si h est non nul, fixons m ∈ N∗ vérifiant
h − 1/m > 0. Sachant que h − 1/m < h = huγv d’après le lemme 5.4, il
existe η ∈ ]0, γv[ tel que (h − 1/m)/(γv − η) < hu. De plus, considérons
un entier naturel n et un réel strictement positif ε suffisamment petit pour
avoir u ◦ v(r) ≤ ũ(rγv−η) pour r ∈ [0, ε]. L’ensemble LId1/(h−1/m) ∩ [0, n] est
recouvert par les intervalles ouverts de centre s ∈ S1 ∩ [0, n+ 1] et de rayon
‖∆Xs‖1/(h−1/m) ≤ ε. Ce recouvrement conduit à

Hu◦v
ε (LId1/(h−1/m) ∩ [0, n]) ≤ 2

∫
0≤t≤n+1

‖x‖≤εh−1/m

ũ
(
‖x‖

γv−η
h−1/m

)
J(dt, dx).
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D’après l’assertion (5.2), le membre de droite tend vers 0 quand ε tend
vers 0. Comme Hu◦v est une mesure borélienne, il s’ensuit que LId1/(h−1/m)

est de u ◦ v-mesure de Hausdorff nulle. On en déduit la proposition 5.6 dans
le cas où h = hu◦v.

Supposons h > hu◦v. Comme h ≤ hu, on a hu > 0 et Idh/hu ∈ D1.
De plus, γIdh/hu = h/hu de sorte que hu◦Idh/hu = huγIdh/hu = h. On peut

donc appliquer ce qui précède avec Idh/hu à la place de v. On obtient ainsi
que Hu◦Idh/hu (Eh ∩ V ) = ∞. Cependant, on a γv < h/hu = γIdh/hu donc
u ◦ v(r) ≥ u(rh/hu) pour tout réel positif r assez petit. Il en découle que

Hu◦v ≥ Hu◦Idh/hu . La proposition 5.6 s’ensuit dans le cas où h > hu◦v. //

II.3 Preuves des théorèmes 5.2 et 5.3

Afin d’établir le théorème 5.2, supposons que la condition (5.1) est vérifiée, prenons une
fonction de jauge g dans D et notons g̃ une fonction définie sur [0,∞[, continue et crois-
sante qui cöıncide avec la fonction g1 ∈ D1 ∪ {0} sur un voisinage de l’origine.

Commençons par supposer que hg est infini. En reprenant la preuve de l’assertion (5.2),
on prouve aisément que, presque sûrement,

∀h ∈ ]0,∞[ ∀n ∈ N lim
ε↓0

↓
∫

0≤t≤n
‖x‖≤ε

g̃(‖x‖1/h)J(dt, dx) = 0.

Plaçons-nous sur l’événement de probabilité 1 sur lequel cette assertion et les énoncés
respectifs de la proposition 5.1 et du lemme 5.2 sont vérifiés. Prenons un réel h dans
[0, 1/β′[ et notons α un réel de l’intervalle ]h, 1/β]. Fixons n ∈ N et ε > 0 assez petit
pour que g1 et g̃ cöıncident sur [0, ε]. D’après le lemme 5.2, l’ensemble LId1/α ∩ [0, n] est
recouvert par l’union des intervalles ouverts de centre s ∈ S1 ∩ [0, n + 1] et de rayon
‖∆Xs‖1/α ≤ ε. Ce recouvrement conduit à

Hg1
ε (LId1/α ∩ [0, n]) ≤ 2

∫

0≤t≤n+1
‖x‖≤εα

g̃(‖x‖1/α)J(dt, dx).

En faisant tendre ε vers 0 et en exploitant le fait que Hg1 est une mesure borélienne, on
en déduit que l’ensemble LId1/α est de g1-mesure de Hausdorff nulle. La proposition 3.2
implique que Hg(LId1/α) = 0. Comme S est dénombrable, la proposition 5.1 assure que

les ensembles Eh et Ẽh sont aussi de g-mesure de Hausdorff nulle. Par ailleurs, lorsque
g appartient à D1, on peut construire une fonction de jauge g ∈ D1 vérifiant g ≺ g et
hg = ∞. En appliquant ce qui précède à g plutôt qu’à g, on prouve que la g-mesure de Ẽh
est nulle. Cet ensemble ne peut donc appartenir à la classe Gg(V ) quel que soit l’ouvert
non vide V inclus dans ]0,∞[, d’après le théorème 3.1. On en déduit le théorème 5.2 dans
le cas où hg est infini.

Supposons à l’inverse que hg est fini. Nécessairement, g1 appartient à D1. Appliquons
le théorème 5.5 avec g1 à la place de u et r à la place de v. Ainsi, avec probabilité 1, pour
tout réel h ∈ [0, 1/β′[ et tout ouvert V non vide inclus dans ]0,∞[, on a

Hg1(Eh ∩ V ) =

{
0 si h < hg1
∞ si h = hg1

et Hg1(Ẽh ∩ V ) =

{
0 si h < hg1
∞ si h ≥ hg1
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et lorsque g appartient à D1, l’ensemble Ẽh appartient à la classe Gg(V ) si et seulement
si h ≥ hg. La proposition 3.2 et le fait que hg = hg1 conduisent au théorème 5.2.

Pour établir le théorème 5.3, supposons le réel β non nul et la condition (5.1) vérifiée.
Comme hId = 1/β < ∞, on peut appliquer le théorème 5.5 avec r à la place de u. Ainsi,
avec probabilité 1, pour toute fonction g ∈ D1, tout réel h ∈ [0, 1/β′[ et tout ouvert non
vide V inclus dans ]0,∞[, on a

Hg(Eh ∩ V ) = Hg(Ẽh ∩ V ) =

{
0 si h < hg

∞ si h ≥ hg

et l’ensemble Ẽh appartient à la classe Gg(V ) si et seulement si h ≥ hg. Le théorème 5.3
découle alors de la proposition 3.2 et du fait que hg = hg1 .

III Modules de continuité

Cette section est vouée à la preuve du théorème 5.4. Prenons une fonction de jauge g ∈ D

et une fonction w ∈ W vérifiant
∫

0+ g1(w
−1(r))σ(dr) = ∞. La fonction g1 appartient alors

nécessairement à D1. Notons g̃ une fonction définie sur l’intervalle [0,∞[, continue et
croissante qui cöıncide avec la fonction g1 au voisinage de 0. Notons aussi w̃ une fonction
continue et strictement croissante sur [0,∞[, qui tend vers l’infini à l’infini et qui cöıncide
avec w au voisinage de 0.

Commençons par observer qu’il existe deux réels κ1 et κ2 vérifiant 1 < κ1 ≤ κ2, ainsi
qu’un réel strictement positif δ0, tels que κ1w̃(δ) ≤ w̃(2δ) ≤ κ2w̃(δ) pour tout δ ∈ [0, δ0].
Pour tout entier naturel q, posons ϕq : r 7→ w̃−1(r/κ1

q). Introduisons l’ensemble

F̃w =

( ∞
↓
⋂

q=0

Lϕq

)
\S.

Le théorème 5.4 découle alors directement des deux lemmes qui suivent.

Lemme 5.5

Avec probabilité 1, on a F̃w ∈ Gg1(]0,∞[) et Hg(F̃w ∩ V ) = Hg(V ) pour tout ouvert
V inclus dans ]0,∞[.

// Pour δ ∈ [0, δ0], on a κ1w̃(δ) ≤ w̃(2δ). Ainsi, w̃−1(r/κ1) ≥ w̃−1(r)/2 pour
tout réel positif r suffisamment petit. Fixons q ∈ N. Dès lors, si le réel positif
r est assez petit, on a ϕq(r) ≥ w̃−1(r)/2q, puis g̃(ϕq(r)) ≥ g̃(w̃−1(r))/2q, du
fait que g̃ appartient à D1. Par conséquent, pour tout ε > 0 assez petit,

∫

]0,ε]

g̃(ϕq(r))σ(dr) ≥ 1

2q

∫

]0,ε]

g̃(w̃−1(r))σ(dr) = ∞.

Supposons provisoirement g1 6≺ Id. Ainsi, g̃(r) = g1(r) ≤ κ r pour un cer-
tain réel κ > 0 et tout réel positif r assez petit. Par conséquent, Hg1 ≤ κH1

et, en vertu de la proposition 3.2, la mesure Hg est une mesure borélienne
invariante par translation qui attribue une mesure finie aux compacts. Il en
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résulte que Hg = ηL1 sur la tribu borélienne de R, pour un certain réel
positif η. Par ailleurs, pour q ∈ N et ε > 0 assez petit, on a

∫

]0,ε]

ϕq(r)σ(dr) ≥ 1

κ

∫

]0,ε]

g̃(ϕq(r))σ(dr) = ∞

de sorte que l’ensemble Lϕq est presque sûrement de mesure de Lebesgue
pleine dans ]0,∞[ en vertu du lemme 5.1. De surcrôıt, l’ensemble S est

presque sûrement dénombrable d’après le lemme 5.2. Il en découle que F̃w est
presque sûrement de mesure de Lebesgue pleine dans ]0,∞[. Par conséquent,

avec probabilité 1, on a Hg(F̃w ∩ V ) = ηL1(F̃w ∩ V ) = ηL1(V ) = Hg(V )
pour tout ouvert V inclus dans ]0,∞[.

Revenons maintenant au cas général. Les lemmes 5.1 et 5.2 impliquent
que la famille (s, g̃◦ϕq(‖∆Xs‖))s∈S1 est presque sûrement un système d’ubi-
quité homogène dans l’ouvert ]0,∞[. Comme les fonctions g1 et g̃ cöıncident
au voisinage de l’origine, le théorème 3.2 assure que l’ensemble Lϕq ap-
partient presque sûrement à la classe Gg1(]0,∞[). De plus, R\S appartient
presque sûrement à cette même classe en vertu de la proposition 3.6 car
S est presque sûrement dénombrable. D’après le théorème 3.1, la classe
Gg1(]0,∞[) est stable par intersection dénombrable. Par suite, elle contient

F̃w avec probabilité 1.
Si on a en outre g1 ≺ Id, il existe une fonction g ∈ D1 qui vérifie g1 ≺ g

ainsi que
∫

0+ g(w
−1(r))σ(dr) = ∞. En appliquant ce qui précède à la jauge

g plutôt qu’à g1, on observe que l’ensemble F̃w appartient presque sûrement
à la classe Gg(]0,∞[). La proposition 3.1 et le théorème 3.1 conduisent alors
au fait qu’avec probabilité 1, pour tout ouvert V inclus dans ]0,∞[, on a

Hg1(F̃w ∩ V ) = ∞ = Hg1(V ) et la proposition 3.2 garantit finalement que

Hg(F̃w ∩ V ) = Hg(V ). //

Lemme 5.6

Presque sûrement, F̃w ⊂ Fw.

// Plaçons-nous sur l’événement de probabilité 1 sur lequel l’énoncé du
lemme 5.2 est vérifié, prenons un instant t dans l’ensemble F̃w et supposons
que t n’appartient pas à Fw. Ainsi, X ∈ Cw(t) si bien qu’il existe des réels
strictement positifs κ et δ, ainsi qu’un d-uplet P de polynômes, tels que
pour tout réel t′ ∈ [0,∞[,

|t′ − t| ≤ δ =⇒ ‖Xt′ − P (t′ − t)‖ ≤ κ w(|t′ − t|).

Quitte à augmenter κ, on peut supposer que pour tout réel positif t′,

|t′ − t| ≤ 1 =⇒ ‖Xt′ − P (t′ − t)‖ ≤ κ w̃(|t′ − t|).

Fixons un entier q > log(3κκ2)/ log κ1. Comme t ∈ Lϕq\S, il existe une
suite injective (sn)n∈N d’éléments de S1 vérifiant 0 < |t− sn| < ϕq(‖∆Xsn‖)
pour tout n ∈ N. D’après le lemme 5.2, il n’y a qu’un nombre fini d’entiers
naturels n pour lesquels ϕq(‖∆Xsn‖) > min(1/2, δ0). Il existe donc n ∈ N tel
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que |t− sn| < min(1/2, δ0). Supposons avoir ‖Xt′ − P (t′ − t)‖ < ‖∆Xsn‖/3
pour tout réel positif t′ vérifiant |t′ − t| ≤ 2|sn− t|. Pour tout entier p assez
grand, on a |sn − 1/p− t| ≤ 2|sn − t|, de sorte que

∥∥∥∥(Xsn − P (sn − t)) −
(
Xsn− 1

p
− P

(
sn −

1

p
− t

))∥∥∥∥

≤‖Xsn − P (sn − t)‖ +

∥∥∥∥Xsn− 1
p
− P

(
sn −

1

p
− t

)∥∥∥∥ <
2

3
‖∆Xsn‖.

Cependant, le membre de gauche tend vers ‖∆Xsn‖ quand p tend vers l’in-
fini, ce qui conduit à une contradiction. Il existe donc un réel positif t′

vérifiant |t′ − t| ≤ 2|sn − t| et ‖Xt′ − P (t′ − t)‖ ≥ ‖∆Xsn‖/3. Ainsi,

‖∆Xsn‖
3

≤ ‖Xt′ − P (t′ − t)‖ ≤ κ w̃(|t′ − t|) ≤ κ w̃(2|sn − t|) ≤ κκ2 w̃(|sn − t|).

Par ailleurs, ‖∆Xsn‖ > κ1
qw̃(|t− sn|). On en déduit que κ1

q < 3κκ2, ce qui
offre une contradiction. Par conséquent, t ∈ Fw. Le résultat s’ensuit. //

IV Séries lacunaires d’ondelettes

Les méthodes développées dans les sections précédentes permettent d’étudier les propriétés
de taille et de grande intersection des ensembles de singularités höldériennes des trajec-
toires d’un modèle de séries aléatoires d’ondelettes généralisant celui étudié par S. Jaffard
dans [94]. La pertinence de ce modèle provient du fait que de nombreux signaux, images
ou fonctions mathématiques admettent, dans une base d’ondelettes, une décomposition
qui comporte très peu de coefficients non nuls. On peut citer en exemple les fonctions C∞

par morceaux, les images débruitées par seuillage et les solutions de certaines équations
hyperboliques, cf. [45, 50, 52].

IV.1 Présentation du modèle

Afin de présenter le modèle de séries d’ondelettes que nous étudions ci-après, rappelons
quelques notations introduites dans la section II du chapitre 2. Notons I = {1, . . . , 2d−1}
et considérons des ondelettes ψi, avec i ∈ I, dans la classe de Schwartz telles que les
fonctions x 7→ 2dj/2ψi(2jx− k), pour (i, j, k) ∈ I ×Z×Zd, forment une base orthonormée
de L2(Rd), cf. [112]. Comme nous étudions des propriétés de régularité ponctuelle, nous
préférons travailler avec des ondelettes sur le tore d-dimensionnel Td = Rd/Zd. Notons
φ : Rd → Td la surjection canonique. De plus, désignons par Λ l’ensemble des cubes
dyadiques du tore, c’est-à-dire des ensembles de la forme λ = φ(2−j(k+[0, 1[d)), avec j ∈ N
et k ∈ {0, . . . , 2j− 1}d. Notons 〈λ〉 = j la génération du cube λ et xλ = φ(k2−j) son point
d’ancrage. Pour tout i ∈ I et tout λ ∈ Λ se mettant sous la forme λ = φ(2−j(k+ [0, 1[d)),
pour j ∈ N et k ∈ {0, . . . , 2j − 1}d, désignons par Ψi

λ la fonction de Td qui correspond
naturellement à la fonction Zd-périodique

x 7→
∑

m∈Zd

ψi
(
2j(x−m) − k

)
.
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Les fonctions 2d〈λ〉/2Ψi
λ, pour i ∈ I et λ ∈ Λ, ainsi que la fonction constante égale à 1,

forment alors une base orthonormée d’ondelettes de L2(Td).
Fixons un réel strictement positif h et, pour tous i ∈ I et j ∈ N, choisissons un

entier mi,j ∈ {0, . . . , 2dj}. Le processus R que nous étudions est une série d’ondelettes
qui comporte seulement mi,j coefficients non nuls à l’échelle j et dans la direction i. Ces
coefficients valent 2−hj et leurs positions sont choisies uniformément et indépendamment
à travers les échelles et les directions.

Pour construire le processus R, munissons l’ensemble Ω = (Td)I×N de la tribu produit
F et de la mesure de probabilité P = (Ld)⊗(I×N), où Ld désigne la mesure de Lebesgue sur
le tore Td. Posons Xi,n(ω) = ωi,n quels que soient i ∈ I et n ∈ N. Fixons i ∈ I et désignons
par Ni l’ensemble des entiers naturels strictement inférieurs à

∑∞
j=0mi,j. Les points Xi,n,

pour n ∈ Ni, sont donc des points aléatoires tirés uniformément et indépendamment sur
le tore Td. Ils sont destinés à donner les positions des coefficients d’ondelette non nuls
dans la direction i. Les échelles correspondantes sont

ji,n = min

{
j ∈ N

∣∣∣∣∣ n <
j∑

j′=0

mi,j′

}
.

Pour i ∈ I et n ∈ Ni, notons alors λi,n l’unique cube dyadique de génération ji,n qui
contient le point Xi,n. Les cubes λi,n sont ceux qui portent effectivement les coefficients
d’ondelette non nuls de R. En effet, notons

M =
{
(i, λ) ∈ I × Λ

∣∣ ∃n ∈ Ni λ = λi,n
}

et R =
∑

(i,λ)∈M

2−h〈λ〉Ψi
λ.

On vérifie alors aisément que presque sûrement, pour tout i ∈ I et tout j ∈ N assez
grand, il y a exactement mi,j cubes dyadiques λ de génération j tels que (i, λ) ∈ M, c’est-
à-dire tels que le coefficient d’ondelette de R indexé par i et λ soit non nul. En outre,
conditionnellement à cet événement, l’ensemble de ces cubes λ est tiré uniformément
parmi les parties à mi,j éléments de l’ensemble des cubes dyadiques de génération j et
indépendamment à travers les directions et les échelles.

Tous les coefficients de la série d’ondelettes R sont de module inférieur à 2−h〈λ〉. La
proposition 2.1 énoncée dans le chapitre 2 garantit alors que R appartient à l’espace de
régularité uniforme Ch(Td). De surcrôıt, remarquons que l’étude des singularités de R est
triviale lorsque la somme

∑
i,jmi,j est finie. En effet, dans ce cas, il n’y a qu’un nombre

fini de couples (i, j) ∈ I × N vérifiant mi,j > 0, de sorte que l’ensemble M est fini. Le
processus R est alors de classe C∞ uniformément sur le tore Td. Par conséquent, même si
les résultats énoncés ci-après sont vrais lorsque la somme précédente est finie, ils ne sont
réellement pertinents que si cette somme est infinie.

IV.2 Énoncé des résultats

S. Jaffard [94] a établi la loi du spectre de singularités du processus R dans le cas où
mi,j = ⌊2ηj⌋ quels que soient i ∈ I et j ∈ N, avec η ∈ ]0, d[ fixé au préalable. Nous
proposons d’étendre ce résultat à une famille (mi,j)(i,j)∈I×N quelconque et de le préciser
en donnant, pour tout h ∈ [0,∞], les propriétés de taille et de grande intersection des
ensembles

Eh =
{
x ∈ Td

∣∣ hR(x) = h
}

et Ẽh =
{
x ∈ Td

∣∣ hR(x) ≤ h
}
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où hR(x) désigne l’exposant de Hölder du processus R au point x ∈ Td, qui est défini dans
la section I du chapitre 2.

Dans ce but, rappelons que l’assertion (2.6) figurant dans la section III du chapitre 2
relie les propriétés de taille des sous-ensembles F du tore Td à celles de leur relèvement
φ−1(F ) dans Rd. Plus précisément, il existe un réel κ ≥ 1 tel que

Hg(F ) ≤ Hg(φ−1(F ) ∩ [0, 1[d) ≤ κHg(F )

pour toute fonction de jauge g ∈ D et toute partie F de Td. De plus, Dd est défini dans
le chapitre 3 comme l’ensemble des jauges g ∈ D pour lesquelles la fonction r 7→ g(r)/rd

est décroissante et strictement positive sur un voisinage strict de l’origine. À toute jauge
g ∈ Dd et tout ouvert non vide V de Td, on peut associer une classe Gg(V ) d’ensembles
à grande intersection, en convenant qu’elle regroupe toutes les parties F de Td dont le
relèvement φ−1(F ) appartient la classe Gg(φ−1(V )) définie dans la section II du chapitre 3.
La classe Gg(V ) est alors stable par intersection dénombrable et ses membres sont de g-
mesure de Hausdorff infinie dans tout ouvert non vide de V , pour toute jauge g ∈ Dd

vérifiant g ≺ g. En outre, la proposition 3.2 assure d’une part que, pour toute jauge g de
D, la fonction

gd : r 7→ rd inf
ρ∈ ]0,r]

g(ρ)

ρd

est nulle au voisinage de l’origine ou bien appartient à l’ensemble Dd. D’autre part, à
l’aide de l’assertion (2.6) évoquée précédemment, cette proposition conduit à l’existence
d’un réel κ ≥ 1 tel que

Hgd(F ) ≤ Hg(F ) ≤ κHgd(F )

pour toute jauge g ∈ D et toute partie F de Td. Enfin, à toute fonction de jauge g
appartenant à D, associons

hg = inf

{
h ∈ ]0,∞[

∣∣∣∣
∑

i,j

mi,j gd(2
−hj/h) = ∞

}

et posons de plus h = hIdd . On observe aisément que h ≥ h et que hIds = hs/d pour tout
réel s de l’intervalle ]0, d]. Plus généralement, on a hg = ∞ si la fonction gd est nulle au

dh/h

h

−∞

dR(h)

h
h

d

Fig. 5.2 – Spectre de singularités de presque toutes les trajectoires des séries lacunaires
d’ondelettes lorsque h est fini.
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voisinage de l’origine et hg ≤ h dans le cas contraire, puisque gd appartient alors à Dd en
vertu de la proposition 3.2.

Les propriétés de taille et de grande intersection des ensembles Eh et Ẽh sont données
par le théorème suivant, qui peut se voir comme l’analogue du théorème 5.5.

Théorème 5.6

Avec probabilité 1, l’ensemble Eh est vide pour tout h ∈ [0, h[ ∪ ]h,∞] et l’ensemble
Eh est de mesure de Lebesgue pleine dans Td. Par ailleurs, prenons une fonction
u ∈ Dd vérifiant hu < ∞. Avec probabilité 1, pour toute fonction v ∈ D1, tout réel
h ∈ [h, h[ et tout ouvert non vide V de Td, on a

Hu◦v(Eh ∩ V ) =

{
0 si h < hu◦v

∞ si hu◦v ≤ h ≤ hu
et Hu◦v(Ẽh ∩ V ) =

{
0 si h < hu◦v

∞ si h ≥ hu◦v

et l’ensemble Ẽh appartient à la classe Gu◦v(V ) si et seulement si h ≥ hu◦v.

Remarques : • Ce théorème permet d’établir un résultat analogue au théorème 5.2. Plus
précisément, il implique que pour toute fonction de jauge g ∈ D, presque sûrement, pour
tout réel h ∈ [h, h[ et tout ouvert non vide V de Td, on a

Hg(Eh ∩ V ) =

{
0 si h < hg

∞ si h = hg
et Hg(Ẽh ∩ V ) =

{
0 si h < hg

∞ si h ≥ hg

et lorsque g ∈ Dd, l’ensemble Ẽh appartient à Gg(V ) si et seulement si h ≥ hg. En
particulier, pour h ∈ [h, h[, l’ensemble Eh est presque sûrement de g-mesure de Hausdorff
infinie dans tout ouvert non vide de Td si g désigne une jauge de D fixée au préalable qui
vérifie hg = h. Cependant, dans certains cas (par exemple, si mi,j = 1 pour tous i ∈ I et
j ∈ N), aucune jauge g ne vérifie cette propriété car hg est toujours soit nul soit infini.
• Le théorème 5.6 conduit aussi à un résultat analogue au théorème 5.3. En effet, si h
est fini, alors presque sûrement, pour toute fonction g ∈ D vérifiant g1/d ∈ D, tout réel
h ∈ [h, h[ et tout ouvert non vide V de Td, on a

Hg(Eh ∩ V ) = Hg(Ẽh ∩ V ) =

{
0 si h < hg

∞ si h ≥ hg

et lorsque g ∈ Dd, l’ensemble Ẽh appartient à Gg(V ) si et seulement si h ≥ hg. Pour
obtenir ce résultat, il convient d’appliquer le théorème 5.6 avec Idd à la place de u et
gd

1/d (qui appartient bien à D1) au lieu de v. En particulier, presque sûrement, pour tous
réels h ∈ [h, h[ et s ∈ ]0, d], la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle de l’ensemble Eh est
infinie (resp. nulle) si s ≤ dh/h (resp. s > dh/h). Par conséquent, le spectre de singularités
dR : h 7→ dimEh de presque toutes les trajectoires de la série d’ondelettes R est

∀h ∈ [0,∞] dR(h) =

{
dh/h si h ∈ [h, h]

−∞ sinon.

Nous renvoyons à la figure 5.2 pour le graphe correspondant.
• Le lemme 5.7 énoncé ci-après indique que pour tout point x ∈ Td vérifiant hR(x) <∞,
l’exposant d’oscillation βR(x) du processus R au point x vérifie hR(x) = (βR(x) + 1)h.
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On peut donc aisément déduire du spectre de singularités de chaque trajectoire de R son
spectre de singularités oscillantes. Nous renvoyons au chapitre 2 pour les définitions des
notions d’exposant d’oscillation et de singularité oscillante.

Nous étudions aussi les propriétés de taille et de grande intersection de l’ensemble
des points où la série d’ondelettes R n’admet pas une fonction donnée pour module de
continuité. Comme R appartient à la classe Ch(Td), on peut se restreindre à ne considérer
que des fonctions négligeables devant Idh au voisinage de 0. Plus précisément, notons Wh

l’ensemble des fonctions w appartenant à l’ensemble W défini dans la section I et vérifiant
w(δ) = o(δh) quand δ tend vers 0. Rappelons que la propriété pour le processus R d’être
Cw(x), c’est-à-dire d’admettre pour module de continuité au point x ∈ Td une certaine
fonction w ∈ Wh, est définie dans la section I du chapitre 2. Une fonction w ∈ Wh étant
fixée, considérons l’ensemble

Fw =
{
x ∈ Td |R /∈ Cw(x)

}

des points où R n’admet pas la fonction w pour module de continuité. Le résultat suivant
peut se voir comme l’analogue du théorème 5.4.

Théorème 5.7
Soient g ∈ D et w ∈ Wh vérifiant

∑
i,jmi,jgd(w

−1(2−hj)) = ∞. Alors Fw contient

presque sûrement un ensemble à grande intersection de la classe Ggd(Td). De plus,
avec probabilité 1, on a Hg(Fw ∩ V ) = Hg(V ) pour tout ouvert V de Td.

La suite de cette section est consacrée à la preuve des théorèmes 5.6 et 5.7. Les mé-
thodes utilisées sont celles qui nous ont permis d’établir les théorèmes 5.5 et 5.4.

IV.3 Preuve du théorème 5.6

La preuve du théorème 5.6 est très proche de celle du théorème 5.5. Cela provient du fait
que l’exposant de Hölder qu’admet le processus R en un point x ∈ Td dépend de la façon
dont ses coefficients d’ondelette non nuls se répartissent autour de x. Pour toute fonction
ϕ : [0,∞[ → R continue, croissante et telle que ϕ(0) = 0, considérons l’ensemble

Lϕ =
{
x ∈ Td

∣∣ d (x, xλ) < ϕ(2−〈λ〉) pour une infinité de (i, λ) ∈ M
}
.

On observe aisément que l’ensemble LIdh/α crôıt avec α. Le lemme suivant est analogue à

la proposition 5.1. Il relie en particulier les ensembles Eh et Ẽh aux ensembles LIdh/α .

Lemme 5.7

(i). Pour tout h ∈ [0, h[, l’ensemble Eh est vide.

(ii). Pour tout h ∈ [h,∞], on a

Ẽh =
⋂

α>h

LIdh/α et Eh = Ẽh\
⋃

h<α<h

LIdh/α .

(iii). Avec probabilité 1, pour tout α ∈ ]h,∞[, on a LIdh/α = Td.

(iv). Pour tout point x ∈ Td vérifiant hR(x) <∞, on a hR(x) = (βR(x) + 1)h.
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// Rappelons que le processus R appartient à l’espace de régularité uni-
forme Ch(Td). Par conséquent, son exposant de Hölder en tout point de Td

est supérieur à h, ce qui prouve l’assertion (i).
Fixons maintenant un réel α ∈ ]h,∞[ et un point x ∈ Td. Le théorème 2.2

énoncé dans le chapitre 2 garantit alors que hR(x) ≤ α si x ∈ LIdh/α et
hR(x) ≥ α si x 6∈ LIdh/α . L’assertion (ii) s’ensuit.

Observons que pour tout réel α ∈ ]h,∞[, l’ensemble

L̃Idh/α =
{
x ∈ Td

∣∣ d (x,Xi,n) < 2−1−hji,n/α pour une infinité de i ∈ I et n ∈ Ni

}

est inclus dans LIdh/α et s’identifie presque sûrement à Td si α > h, en vertu
de la proposition 9 du chapitre 11 de [101]. La croissance de LIdh/α avec α
permet d’en déduire l’assertion (iii).

Démontrons l’assertion (iv). Soit x ∈ Td avec hR(x) < ∞. D’après (i),
on a h = hR(x) ∈ [h,∞[. Considérons un réel β > h/h−1. D’après (ii), pour
tout n ∈ N∗ vérifiant h + 1/n < (β + 1)h, il existe un couple (in, λn) ∈ M
vérifiant 〈λn〉 ≥ n et d (x, xλn) < 2−h〈λn〉/(h+1/n). On observe que ces cubes
λn forment une suite minimisante des coefficients d’ondelette de R au point
x et vérifient tous d(x, xλn)

1+β ≤ 2−〈λn〉. La proposition 2.2 montre alors
que βR(x) ≤ β. Cela étant vrai pour tout réel β > h/h−1, on en déduit que
βR(x) ≤ h/h − 1. Réciproquement, prenons un réel β > βR(x). D’après la
proposition 2.2, il existe une suite minimisante des coefficients d’ondelette
de R au point x formée de cubes λ vérifiant d(x, xλ)

1+β ≤ 2−〈λ〉. Comme
h <∞, pour une infinité de ces cubes λ, il existe nécessairement un élément
iλ de I tel que (iλ, λ) ∈ M. Dès lors, l’assertion (ii) prouve que h ≤ (1+β)h.
On en déduit que βR(x) ≥ h/h− 1 en faisant tendre β vers βR(x). //

Le lemme 5.7 assure qu’avec probabilité 1, quel que soit h ∈ [0, h[ ∪ ]h,∞], l’ensemble Eh
est vide et, quel que soit h ∈ [h, h], on a

Ẽh =
⋂

h<α≤h

LIdh/α et Eh = Ẽh\
⋃

h<α<h

LIdh/α .

Le résultat suivant s’apparente au lemme 5.1. Il permet d’amorcer l’étude des proprié-
tés de taille et de grande intersection des ensembles LIdh/α , pour α ∈ ]h,∞[.

Lemme 5.8
Soit ϕ : [0,∞[ → R une fonction continue et croissante vérifiant ϕ(0) = 0. Si la série∑

i,jmi,jϕ(2−j) converge, on a presque sûrement

∑

(i,λ)∈M

ϕ(2−〈λ〉) <∞.

Si elle diverge et si rd = o(ϕ(r)) quand r tend vers 0, l’ensemble Lϕ1/d est presque
sûrement de mesure de Lebesgue pleine dans Td.

// Plaçons-nous dans le cas de convergence et fixons (i, λ) ∈ I×Λ. Le couple
(i, λ) appartient à M si et seulement si Xi,n ∈ λ pour un certain entier n
compris entre mi,0 + . . .+mi,〈λ〉−1 et mi,0 + . . .+mi,〈λ〉 − 1. Par conséquent,
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(i, λ) appartient à M avec une probabilité égale à 1− (1− 2−d〈λ〉)mi,〈λ〉 , donc
inférieure à 2−d〈λ〉mi,〈λ〉. Il en résulte que

E


 ∑

(i,λ)∈M

ϕ(2−〈λ〉)


 ≤

∑

(i,λ)∈I×Λ

2−d〈λ〉mi,〈λ〉ϕ(2−〈λ〉) =
∑

(i,j)∈I×N

mi,jϕ(2−j) <∞.

La série figurant dans l’espérance converge donc avec probabilité 1.
Considérons maintenant le cas de divergence et supposons que rd est

négligeable devant ϕ(r) quand r tend vers 0. De ce fait, l’ensemble

L̃ϕ1/d =

{
x ∈ Td

∣∣∣∣∣ d (x,Xi,n) <
1

2
ϕ(2−ji,n)1/d pour une infinité de i ∈ I et n ∈ Ni

}

est inclus dans Lϕ1/d . Fixons x ∈ Td et supposons que x n’appartient pas à

L̃ϕ1/d . Dès lors, pour tout indice i ∈ I et tout entier n ∈ Ni assez grand,

on a d (x,Xi,n) ≥ ϕ(2−ji,n)1/d/2. Ainsi, il existe un entier naturel j0 tel que
d (Xi,n, x) ≥ ϕ(2−j)1/d/2 pour tout indice i ∈ I, tout entier j ≥ j0 et tout
entier n compris entre mi,0 + . . .+mi,j−1 et mi,0 + . . .+mi,j−1. Cependant,
ce dernier événement se produit avec une probabilité inférieure à

∏

i∈I
j≥j0

(
1 − κϕ(2−j)

)mi,j ≤ exp


−κ

∑

i∈I
j≥j0

mi,jϕ(2−j)




où κ est un réel strictement positif qui ne dépend que de la norme adoptée
sur Rd. D’après l’hypothèse de divergence, le membre de droite est nul. Il
s’ensuit que tout point x de Td appartient presque sûrement à L̃ϕ1/d donc à
Lϕ1/d . Le théorème de Fubini permet d’en conclure que ce dernier ensemble
est presque sûrement de mesure de Lebesgue pleine dans Td. //

Établissons maintenant le théorème 5.6. Pour plus de clarté, nous le divisons en six
propositions, notées de 5.7 à 5.12, qui sont énoncées et prouvées ci-après.

Proposition 5.7

Avec probabilité 1, l’ensemble Eh est vide pour tout h ∈ [0, h[ ∪ ]h,∞] et l’ensemble
Eh est de mesure de Lebesgue pleine dans Td.

// Tout d’abord, le lemme 5.7 assure directement qu’avec probabilité 1,
l’ensemble Eh est vide pour tout h ∈ [0, h[ ∪ ]h,∞].

Le lemme 5.7 indique en outre que l’ensemble Eh est presque sûrement
égal au complémentaire dans Td de l’union des ensembles LIdh/α pour α
parcourant ]h, h[. Fixons α dans cet intervalle. Pour tout entier naturel j,
l’ensemble LIdh/α est recouvert par les boules ouvertes de centre xλ et de
rayon 2−h〈λ〉/α pour (i, λ) ∈ M vérifiant 〈λ〉 ≥ j. Par suite,

Ld(LIdh/α) ≤ κ
∑

(i,λ)∈M
〈λ〉≥j

2−dh〈λ〉/α,
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où κ est un réel strictement positif qui ne dépend que de la norme choisie
sur Rd. Le lemme 5.8 indique que le membre de droite converge vers 0
lorsque j tend vers l’infini. La croissance de LIdh/α avec α implique qu’avec
probabilité 1, cet ensemble est Lebesgue-négligeable pour tout α ∈ ]h, h[.
Ainsi, Eh est presque sûrement de mesure de Lebesgue pleine dans Td. //

Considérons une fonction u ∈ Dd vérifiant hu < ∞ et désignons par ũ une fonction
définie sur l’intervalle [0,∞[, continue et croissante qui cöıncide avec u au voisinage de
l’origine. Sachant que hu = heu, le lemme 5.8 implique que presque sûrement, pour tout
réel h > h, on a

h < hu =⇒
∑

(i,λ)∈M

ũ(2−h〈λ〉/h) <∞

et h > hu =⇒ Ld(L(eu◦Idh/h)1/d) = 1.

(5.4)

Plaçons-nous sur l’événement de probabilité 1 sur lequel l’assertion (5.4) et l’énoncé du
lemme 5.7 sont vérifiés, prenons une fonction de jauge v dans D1 et notons ṽ une fonction
définie sur l’intervalle [0,∞[, continue et croissante qui cöıncide avec v au voisinage de
l’origine. La limite

γv = lim
r→0

log v(r)

log r

existe alors et appartient à l’intervalle [0, 1]. De surcrôıt, les fonctions u ◦ v et ũ ◦ ṽ
cöıncident au voisinage de 0 et heu◦ev = hu◦v = huγv.

Outre la jauge v, considérons un réel h ∈ [h, h[ et un ouvert non vide V de Td.

Proposition 5.8

Si h < hu◦v, alors Hu◦v(Eh ∩ V ) = Hu◦v(Ẽh ∩ V ) = 0.

// D’après le lemme 5.7, on a Eh ⊂ Ẽh ⊂ LIdh/α pour n’importe quel réel α
de l’intervalle ]h, hu◦v[. Il suffit alors de montrer que l’ensemble LIdh/α est de
u◦v-mesure de Hausdorff nulle. Dans ce but, remarquons que h < α < huγv
de sorte que h < α/(γv−η) < hu pour un certain η ∈ ]0, γv[. En outre, pour
tout réel ε > 0 assez petit, on a u ◦ v(r) ≤ ũ(rγv−η) quel que soit r ∈ [0, ε]
et l’ensemble LIdh/α est recouvert par les boules ouvertes de centre xλ et de
rayon 2−h〈λ〉/α pour (i, λ) ∈ M vérifiant 21−h〈λ〉/α < ε, si bien que

Hu◦v
ε (LIdh/α) ≤ 2d

∑

(i,λ)∈M

21−h〈λ〉/α<ε

ũ(2−h〈λ〉(γv−η)/α).

L’assertion (5.4) montre que le membre de droite tend vers 0 quand ε tend
vers 0. Il en résulte que LIdh/α est de u◦v-mesure nulle. Le résultat s’ensuit. //

Proposition 5.9

Si h < hu◦v, alors Ẽh 6∈ Gu◦v(V ).

// Observons qu’il existe une fonction de jauge u ∈ Dd vérifiant u ≺ u
et hu ≥ hu. On a en fait égalité de sorte que hu < ∞. En appliquant la
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proposition 5.8 à la fonction u à la place de u, on obtient Hu◦v(Ẽh∩V ) = 0.
Le résultat découle du théorème 3.1 et du fait que u ◦ v ≺ u ◦ v. //

Proposition 5.10

Si h ≥ hu◦v, alors Eh ∈ Gu◦v(V ).

// Prenons α ∈ ]h, h]. Comme α > hu◦v = huγv et α > h ≥ hγv, le réel
α/(γv + ε) est strictement supérieur à hu et h pour n’importe quel réel
strictement positif ε assez petit. De surcrôıt, ũ◦ ṽ(rh/α)1/d ≥ ũ(rh(γv+ε)/α)1/d

pour tout réel positif r assez petit, d’où L(eu◦ev◦Idh/α)1/d ⊃ L(eu◦Idh(γv+ε)/α)1/d .
Cependant, l’assertion (5.4) garantit que ce dernier ensemble est de mesure
de Lebesgue pleine dans Td. Par suite, l’ensemble

φ−1(L(eu◦ev◦Idh/α)1/d) =

{
x ∈ Rd

∣∣∣∣∣
‖x− p− ẋλ‖ < ũ ◦ ṽ(2−h〈λ〉/α)1/d

pour une infinité de (i, λ, p) ∈ M × Zd

}

où ẋλ désigne l’unique élément de φ−1({xλ}) ∩ [0, 1[d, est de mesure de Le-
besgue pleine dans Rd. Il en résulte que (p+ ẋλ, ũ◦ ṽ(2−h〈λ〉/α)1/d)(i,λ,p)∈M×Zd

est un système d’ubiquité homogène dans Rd et le théorème 3.2 énoncé dans
le chapitre 3 permet d’en déduire que l’ensemble

φ−1(LIdh/α) =

{
x ∈ Rd

∣∣∣∣∣
‖x− p− ẋλ‖ < 2−h〈λ〉/α

pour une infinité de (i, λ, p) ∈ M × Zd

}

appartient à la classe Gu◦v(Rd), donc que l’ensemble LIdh/α appartient à

la classe Gu◦v(Td). Rappelons que, d’après le lemme 5.7, l’ensemble Ẽh est
l’intersection des ensembles LIdh/α pour α parcourant ]h, h]. Du fait de la
croissance de ces ensembles, on peut en fait supposer que α décrit une partie
dénombrable dense de cet intervalle. La classe Gu◦v(Td) étant stable par

intersection dénombrable, elle contient finalement Ẽh. Le résultat s’ensuit. //

Proposition 5.11

Si h ≥ hu◦v, alors Hu◦v(Ẽh ∩ V ) = ∞.

// Supposons d’abord u 6≺ Idd. Dès lors, on a h ≤ hu < ∞ et γv < 1,
puis v ≺ Id. En utilisant la proposition 5.10 en remplaçant u par Idd et v
par v : r 7→ v(r)/ log(v(r)/r), on prouve que l’ensemble Ẽh appartient à la
classe Gvd(V ). Comme vd ≺ vd, cet ensemble est de vd-mesure de Hausdorff
infinie dans l’ouvert V et le résultat s’ensuit.

Si à l’inverse u ≺ Idd, on peut construire une fonction u dans Dd qui
vérifie u ≺ u et hu ≤ hu. Appliquer la proposition 5.10 avec u à la place

de u permet d’écrire que Ẽh appartient à Gu◦v(V ). Le résultat est alors une
conséquence du fait que u ◦ v ≺ u ◦ v. //

Proposition 5.12

Si h ∈ [hu◦v, hu], alors Hu◦v(Eh ∩ V ) = ∞.
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// Supposons h = hu◦v et prenons α ∈ ]h, h[. Il existe alors η ∈ ]0, γv[ tel
que h < α/(γv − η) < hu. Pour ε > 0 assez petit, on a u ◦ v(r) ≤ ũ(rγv−η)
pour tout r ∈ [0, ε] et l’ensemble LIdh/α est recouvert par les boules ouvertes
de centre xλ et de rayon 2−h〈λ〉/α pour (i, λ) ∈ M vérifiant 21−h〈λ〉/α < ε de
sorte que

Hu◦v
ε (LIdh/α) ≤ 2d

∑

(i,λ)∈M

21−h〈λ〉/α<ε

ũ(2−h〈λ〉(γv−η)/α).

L’assertion (5.4) montre que le membre de droite tend vers 0 quand ε tend
vers 0. Par conséquent, LIdh/α est de u ◦ v-mesure nulle. Le lemme 5.7, la
croissance de LIdh/α avec α et la proposition 5.11 permettent de conclure.

Si à l’inverse h > hu◦v, on peut appliquer ce qui précède avec Idh/hu à la
place de v afin d’obtenir Hu◦Idh/hu (Eh∩V ) = ∞. Comme u◦v(r) ≥ u(rh/hu)
pour tout réel positif r suffisamment petit, il vient Hu◦v(Eh ∩ V ) = ∞, ce
qui conduit au résultat. //

IV.4 Preuve du théorème 5.7

Pour établir le théorème 5.7, considérons deux fonctions g ∈ D et w ∈ Wh vérifiant∑
i,jmi,jgd(w

−1(2−hj)) = ∞. Notons g̃ une fonction définie sur [0,∞[, continue et crois-
sante qui cöıncide avec gd sur un voisinage de 0. Notons en outre w̃ une fonction continue
et strictement croissante sur [0,∞[ qui tend vers l’infini à l’infini et cöıncide avec w au
voisinage de 0. Remarquons qu’il existe κ > 1 et δ0 > 0 tels que κ w̃(δ) ≤ w̃(2δ) pour tout
δ ∈ [0, δ0]. Pour tout entier naturel q, posons ϕq : r 7→ w̃−1(rh/κq) puis introduisons

F̃w =
∞
↓
⋂

q=0

Lϕq .

Le théorème 5.7 est alors une conséquence immédiate des deux lemmes suivants.

Lemme 5.9

Presque sûrement, F̃w ∈ Ggd(Td) et Hg(F̃w ∩V ) = Hg(V ) pour tout ouvert V de Td.

// Observons que g̃(ϕq(r)) ≥ g̃(w̃−1(rh)) pour tout réel positif r assez petit,
si bien que la série

∑
i,jmi,j g̃(ϕq(2

−j)) diverge. Supposons provisoirement

gd 6≺ Idd. D’une part, la mesure Hg cöıncide à une constante multiplicative
près avec la mesure de Lebesgue Ld sur les boréliens du tore Td. D’autre part,
la série

∑
i,jmi,jϕq(2

−j)d diverge de sorte que l’ensemble Lϕq est presque

sûrement de mesure de Lebesgue pleine dans Td en vertu du lemme 5.8.
Ainsi, presque sûrement, Hg(F̃w ∩ V ) = Hg(V ) pour tout ouvert V de Td.

Revenons au cas général. Le lemme 5.8 et le théorème 3.2 prouvent
que Lϕq figure presque sûrement dans Ggd(Td). La stabilité de cette classe

par intersection dénombrable implique qu’elle contient l’ensemble F̃w avec
probabilité 1. Si on a en outre gd ≺ Idd, on peut construire une fonction
g ∈ Dd qui vérifie simultanément gd ≺ g et

∑
i,jmi,jg(w

−1(2−hj)) = ∞. En

appliquant ce qui précède à g plutôt qu’à gd, on en déduit que F̃w appartient
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à Gg(Td) avec probabilité 1. Cela conduit à Hgd(F̃w∩V ) = ∞ = Hgd(V ) pour

tout ouvert non vide V de Td. D’où, presque sûrement, Hg(F̃w∩V ) = Hg(V )
pour tout ouvert V de Td. //

Lemme 5.10

On a F̃w ⊂ Fw.

// Considérons un point x de F̃w et supposons qu’il n’appartient pas à Fw.
Dès lors, R ∈ Cw(x) et la proposition 2.3 énoncée dans le chapitre 2 assure
l’existence d’un réel κ′ > 0 tel que

2−h〈λ〉1{(i,λ)∈M} ≤ κ′
(
w(2−〈λ〉) + w (d (x, xλ))

)

pour tout indice i ∈ I et tout cube λ ∈ Λ pour lequel 〈λ〉 est assez grand
et d (x, xλ) est assez petit. Prenons un entier q suffisamment grand pour
avoir κq > 2κ′. Comme x ∈ Fϕq , il existe une infinité de couples (i, λ) ∈ M
vérifiant d (x, xλ) < w̃−1(2h〈λ〉/κq). Pour 〈λ〉 assez grand, on peut alors écrire

2−h〈λ〉 ≤ κ′(w(2−〈λ〉) + w(d (x, xλ))) ≤
2κ′

κq
2−h〈λ〉

ce qui conduit à une contradiction. Le résultat s’ensuit. //
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I Introduction

Le but de ce chapitre est de définir et d’étudier une large classe d’ensembles fractals en-
gendrés par une châıne de Markov sur un arbre. Le modèle que nous décrivons peut se voir
comme une généralisation des constructions récursives aléatoires introduites par K. Fal-
coner [61], S. Graf [75], ainsi que R. Mauldin et S. Williams [126]. Ces constructions sont
elles-mêmes les versions aléatoires des constructions récursives étudiées par P. Moran [129]
et J. Hutchinson [86].
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Les constructions récursives s’obtiennent à partir d’une famille de compacts indexée
par un arbre à la manière des ensembles de Cantor généralisés. Avant de les présenter,
précisons la notion d’arbre que nous utilisons. Posons

U = {∅} ∪
∞⋃

j=1

(N∗)j.

Il s’agit de l’ensemble constitué du mot vide ∅ et des mots finis u = u1 . . . uj formés
de j entiers naturels non nuls, avec j ∈ N∗. L’entier j se note encore 〈u〉 et s’appelle la
génération de u. Convenons que 〈∅〉 = 0 et notons U∗ = U\{∅}. Plus généralement, pour
toute partie A de U , posons A∗ = A\{∅}. Pour tout u ∈ U∗, le mot π(u) = u1 . . . u〈u〉−1

s’appelle le père de u.

Définition (arbre)

Un arbre est un sous-ensemble non vide τ de U tel que :
– pour tout u ∈ τ ∗, on a π(u) ∈ τ ;
– pour tout u ∈ τ , il existe un entier naturel nu(τ) tel que, pour tout k ∈ N∗,
uk ∈ τ si et seulement si 1 ≤ k ≤ nu(τ).

À un tel ensemble τ , on peut associer le graphe dont les sommets sont les éléments de τ
et dont les arêtes relient chaque élément u ∈ τ ∗ à son père π(u). Ce graphe est alors au
sens usuel un arbre dont la racine est ∅.

Un arbre infini τ étant fixé, considérons une famille (Ju)u∈τ de compacts de Rd (avec
d ∈ N∗) non vides et égaux à l’adhérence de leur intérieur. On suppose que ces compacts
vérifient les conditions suivantes :

– pour tout u ∈ τ ∗, on a Ju ⊂ Jπ(u) ;
– pour tous u, v ∈ τ ∗ distincts vérifiant π(u) = π(v), on a int Ju ∩ int Jv = ∅ ;
– pour toute suite ζ = (ζj)j∈N∗ d’entiers naturels vérifiant ζ1 . . . ζj ∈ τ quel que soit
j ∈ N∗, le diamètre |Jζ1...ζj | tend vers 0 quand j tend vers l’infini.

Pour chacune de ces suites ζ, l’intersection décroissante des compacts Jζ1...ζj sur j ∈ N∗

se réduit à un singleton {xζ}. De surcrôıt, l’ensemble formé par tous les points xζ est un
compact K qui s’écrit encore

K =
∞
↓
⋂

j=0

⋃

u∈τ
〈u〉=j

Ju. (6.1)

Nous renvoyons à la figure 6.1 pour une illustration de la construction du compact K.
Il est à noter que, selon la disposition des compacts Ju, l’application ζ 7→ xζ n’est pas
nécessairement injective.

P. Moran [129] et J. Hutchinson [86] ont étudié les propriétés géométriques du compact
K lorsque l’arbre τ et la famille de compacts (Ju)u∈τ sont choisis de façon déterministe.
Sous l’hypothèse que le vecteur de composantes |Juk|/|Ju| pour k ∈ {1, . . . , nu(τ)} est
indépendant du sommet u de τ choisi, ils ont notamment établi que la dimension de
Hausdorff de K s’obtient comme solution de l’équation

n∅(τ)∑

k=1

( |Jk|
|J∅|

)s
= 1. (6.2)

Remarquons que, sous cette hypothèse, le nombre de fils nu(τ) du sommet u ∈ τ est
constant, si bien que τ est un arbre n-aire pour un certain entier n ≥ 2.
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Fig. 6.1 – Construction récursive du compact K.

K. Falconer [61], S. Graf [75], R. Mauldin et S. Williams [126] ont repris la construc-
tion précédente en supposant que les vecteurs (|Juk|/|Ju|)k∈{1,...,nu(τ)} pour u ∈ τ sont des
vecteurs aléatoires indépendants et identiquement distribués. Ils ont alors étudié la pro-
babilité que le compact K soit non vide et ont démontré que sa dimension de Hausdorff
est dans ce cas presque sûrement égale à l’infimum des réels positifs s vérifiant

E



n∅(τ)∑

k=1

( |Jk|
|J∅|

)s

 ≤ 1.

La dimension de Hausdorff de K s’obtient donc souvent comme solution de l’équation de
Moran (6.2) en prenant l’espérance dans le membre de gauche. Observons par ailleurs que
le nombre de fils des sommets de l’arbre τ sont des variables aléatoires indépendantes et
de même loi, ce qui revient à dire que τ est un arbre de Galton-Watson.

Le processus de percolation fractale de B. Mandelbrot fournit un premier exemple de
construction récursive aléatoire de ce type, cf. [124]. Fixons un entier c ≥ 2 et un réel
p ∈ ]0, 1[. Le compact J∅ est choisi comme étant égal au carré [0, 1]2. Ce dernier se présente
comme l’union des carrés [k1/c, (k1+1)/c]×[k2/c, (k2+1)/c] pour (k1, k2) ∈ {0, . . . , c−1}2.
On conserve alors chacun de ces carrés avec probabilité p indépendamment des autres, on
note J1, . . . , Jn∅

les carrés conservés, avec n∅ ∈ N, et on reproduit l’opération précédente
sur chacun d’entre eux. Ce procédé est répété à l’infini. Observons que l’arbre τ indexant
les carrés conservés est un arbre de Galton-Watson dont la loi de reproduction est un loi
binomiale de paramètres c2 et p. Cet arbre est donc infini avec probabilité non nulle si et
seulement si p > 1/c2, de sorte que le compact K obtenu dans la construction récursive
est non vide avec probabilité non nulle si et seulement si p > 1/c2. Par ailleurs, comme
le coefficient de contraction d’une échelle à la suivante vaut toujours 1/c, les résultats de
K. Falconer, S. Graf, R. Mauldin et S. Williams garantissent en outre que, si K est non
vide, sa dimension de Hausdorff est presque sûrement égale à l’infimum des réels positifs
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s vérifiant E[N c−s] ≤ 1, où N suit une loi binomiale de paramètres c2 et p, c’est-à-dire à
2 + log p/ log c. Cette propriété a été établie par J. Chayes, L. Chayes et R. Durrett [39]
et figure également dans [64] et [76]. À la fin de cette section, nous montrons comment les
résultats de ce chapitre peuvent s’appliquer à une généralisation élémentaire du processus
de percolation fractale.

Citons un autre exemple fourni par S. Graf, R. Mauldin et S. Williams dans [76].
Considérons un mouvement brownien unidimensionnel (Bt)t∈[0,1] et posons B0

t = Bt− tB1

pour tout t ∈ [0, 1]. Le processus B0 s’appelle le pont brownien. Posons alors

T1 = sup
{
t ≤ 1/2

∣∣B0
t = 0

}
et T2 = inf

{
t ≥ 1/2

∣∣B0
t = 0

}
,

ainsi que J∅ = [0, 1], J1 = [0, T1] et J2 = [T2, 1]. On répète ce procédé sur les compacts J1 et
J2, puis à l’infini. Les propriétés d’invariance du pont brownien montrent que l’ensemble
de ses zéros est en fait le compact K obtenu dans la construction récursive. L’arbre τ
sous-jacent est ici l’arbre binaire. De plus, les coefficients de contraction d’une échelle à la
suivante sont indépendants et suivent tous la loi du couple (T1, 1− T2). On peut montrer
que cette loi est

1[0,1/2]2(u, v)

2π
√
uv(1 − u− v)3

du dv

si bien que E[T1
1/2 + (1 − T2)

1/2] = 1. Les résultats de K. Falconer, S. Graf, R. Mauldin
et S. Williams impliquent finalement que la dimension de K vaut presque sûrement 1/2.
Cette propriété avait précédemment été obtenue par S. Taylor [147].

Nous renvoyons à [126] pour d’autres applications des résultats de K. Falconer, S. Graf,
R. Mauldin et S. Williams.

Dans le cas général, S. Graf, R. Mauldin et S. Williams [76, 77] ont par la suite exhibé
une fonction de jauge h ∈ D vérifiant presque sûrement 0 < Hh(K) < ∞ lorsque K est
non vide, où Hh désigne la h-mesure de Hausdorff, définie dans la section III du chapitre 2.
Ajoutons que A. Berlinkov et R. Mauldin [23, 22] ont pour leur part étudié la dimension
et les mesures de packing du compact K (cf. [64] pour la définition de cette notion). Par
ailleurs, M. Arbeiter [3], K. Falconer [62] et L. Olsen [130] se sont intéressés au spectre
multifractal de mesures autosimilaires aléatoires portées par des ensembles tels que le
compact K. En outre, J. Hutchinson et L. Ruschendorff [87] ont étendu le procédé de
construction pour établir l’existence de diverses mesures de ce type. Signalons enfin que
Y. Pesin et H. Weiss [134], ainsi que Y. Kifer [106, 107], ont employé des techniques de
systèmes dynamiques afin de déterminer la dimension de Hausdorff d’ensembles aléatoires
construits de façon récursive.

Dans tous les travaux mentionnés ci-dessus, les vecteurs (|Juk|/|Ju|)k∈{1,...,nu(τ)} don-
nant les rapports de contraction d’une étape de la construction à la suivante sont toujours
indépendants et identiquement distribués. Il y a plusieurs manières d’affaiblir cette hy-
pothèse. Citons deux d’entre elles. D’une part, A. Dryakhlov et A. Tempelman [54] ont
autorisé le vecteur (|Juk|/|Ju|)k∈{1,...,nu(τ)} associé à chaque sommet u de τ à dépendre des
vecteurs associés à un nombre fini fixé d’ancêtres de u et ont supposé que τ est un arbre
n-aire déterministe pour un certain entier n ≥ 2. D’autre part, Y.-Y. Liu, Z.-Y. Wen et
J. Wu [115] ont autorisé la loi du vecteur (|Juk|/|Ju|)k∈{1,...,nu(τ)} à dépendre de la généra-
tion du sommet u de τ et ont supposé que τ est un arbre déterministe. Dans les deux cas,
les auteurs ont établi que la dimension de Hausdorff du compact K prend avec probabi-
lité 1 une valeur qu’il est possible de déterminer en fonction des paramètres du modèle.
Notons que ce phénomène est une conséquence naturelle de la loi du 0−1 de Kolmogorov.
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Dans le modèle que nous étudions dans ce chapitre, nous autorisons également la
loi du vecteur (|Juk|/|Ju|)k∈{1,...,nu(τ)} à dépendre de la génération du sommet u mais,
à la différence de Y.-Y. Liu, Z.-Y. Wen et J. Wu, nous ajoutons de l’aléa dans l’arbre
régissant la construction en supposant que nous ne conservons que certains sommets
selon l’état que leur attribue une châıne de Markov. Afin de présenter plus précisément ce
modèle, commençons par expliciter la façon dont les compacts aléatoires intervenant dans
la construction sont choisis. Pour ce faire, prenons une suite (nj)j∈N∗ d’entiers supérieurs
à 2 et notons

U0 =
{
u ∈ U

∣∣ ∀j ∈ {1, . . . , 〈u〉} uj ≤ nj
}
. (6.3)

L’ensemble U0 est un arbre dont tous les sommets de génération j ∈ N ont exactement
nj+1 fils. Ainsi, dans le cas où la suite (nj)j∈N∗ est constante égale à n ≥ 2, l’arbre U0 est
simplement l’arbre n-aire.

Considérons aussi deux réels β et β tels que 0 < β ≤ β < 1 et un ensemble abstrait
non vide Q, puis supposons qu’à tout élément ω de Q est associée une famille (Ju(ω))u∈U0

de compacts non vides de Rd indexée par l’arbre U0 et vérifiant les conditions suivantes :

– pour tout u ∈ U0, on a int Ju(ω) = Ju(ω) ;
– pour tout u ∈ U∗

0 , on a Ju(ω) ⊂ Jπ(u)(ω) ;
– pour tous u, v ∈ U∗

0 distincts vérifiant π(u) = π(v), on a int Ju(ω) ∩ int Jv(ω) = ∅ ;
– pour tout u ∈ U∗

0 , on a

β ≤ |Ju(ω)|
|Jπ(u)(ω)| ≤ β ; (6.4)

– si Ld désigne la mesure de Lebesgue sur Rd, on a

inf
u∈U0

Ld(int Ju(ω))

|Ju(ω)|d > 0. (6.5)

Ces conditions impliquent que la suite (nj)j∈N∗ est nécessairement bornée, comme l’indique
le lemme 6.3 énoncé dans la section IV.

Les familles (Ju(ω))u∈U0 , pour ω appartenant à Q, sont celles qui entrent en jeu dans
la construction que nous étudions. Probabilisons alors l’espace Q de façon à rendre ces
familles aléatoires. Pour ce faire, introduisons d’abord une tribu sur Q en posant

Q = σ (|Ju|, u ∈ U0) .

Pour tout entier naturel j, désignons ensuite par µj une mesure de probabilité sur le cube
[β, β]nj+1 . On suppose qu’il existe sur (Q,Q) une mesure de probabilité Q sous laquelle les
vecteurs aléatoires (|Juk|/|Ju|)k∈{1,...,n〈u〉+1}, pour u ∈ U0, sont indépendants et distribués
selon la mesure µ〈u〉.

Sous les hypothèses précédentes, le compact aléatoire

K =
∞
↓
⋂

j=0

⋃

u∈U0
〈u〉=j

Ju

défini comme en (6.1) est précisément celui qui est étudié par Y.-Y. Liu, Z.-Y. Wen et
J. Wu [115]. Sa dimension de Hausdorff prend doncQ-presque sûrement une valeur qu’il est
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possible de déterminer à partir de la famille de mesures de probabilité (µj)j∈N. Rappelons
que K est aussi l’union des singletons

{xζ} =
∞
↓
⋂

j=1

Jζ1...ζj (6.6)

où ζ décrit l’ensemble des suites d’entiers vérifiant ζ1 . . . ζj ∈ U0 pour tout j ∈ N∗.

L’ensemble sur lequel nous portons notre attention est un sous-ensemble aléatoire
noté Θ du compact K. Pour obtenir Θ, on ne garde dans K que les points xζ résultant
d’une suite ζ formée de sommets ζ1 . . . ζj de l’arbre U0 auquel une certaine châıne de
Markov associe l’état 1 pour tout entier j assez grand. Pour rendre le propos plus précis,
commençons par décrire la façon dont cette châıne de Markov est choisie. Considérons
l’ensemble M = {0, 1}U0 des applications définies sur l’arbre U0 et à valeurs dans {0, 1}
et, pour toute application ω = (ωu)u∈U0 ∈ M , posons Xu(ω) = ωu quel que soit u ∈ U0.
Introduisons une tribu sur M en posant

M = σ (Xu, u ∈ U0) .

Notons que X est le processus des coordonnées de (M,M). Pour tout j0 ∈ N∗, désignons
par Uj0 l’arbre obtenu en remplaçant la suite (nj)j∈N∗ par la suite (nj0+j)j∈N∗ dans la
définition (6.3) de l’arbre U0. Pour u ∈ U0, observons alors que l’ensemble uU〈u〉, c’est-à-
dire l’ensemble des concaténations du mot u et des mots de l’arbre U〈u〉, donne le sous-arbre
de U0 issu de u. Ainsi, la tribu

Gu = σ
(
Xv, v ∈ U0\(uU∗

〈u〉)
)

peut se voir comme le passé avant u dans l’arbre U0. Il s’agit en effet de la tribu engendrée
par les états des sommets de l’arbre U0 qui ne sont pas des descendants du sommet u. À
l’opposé, le futur après u commence avec ses fils, c’est-à-dire avec les sommets uk, pour
k ∈ {1, . . . , n〈u〉+1}. Pour tous t ∈ {0, 1} et j ∈ N, choisissons une mesure de probabilité
νt,j sur {0, 1}nj+1 . Il existe alors sur (M,M) une mesure de probabilité M sous laquelle :

– on a presque sûrement X∅ = 1 ;
– pour tout u ∈ U0, la loi conditionnelle du vecteur (Xuk)k∈{1,...,n〈u〉+1} conditionnelle-

ment à Gu est donnée par la mesure νXu,〈u〉.
Sous cette mesureM, on appelle le processus X une châıne de Markov d’état initial 1 dont
les transitions sont données par la famille de mesures (νt,j)(t,j)∈{0,1}×N. Nous renvoyons aux
sections II et VI pour la construction de M et les principales propriétés du processus X
lorsqu’il est tiré sous cette mesure.

Pour tout sommet u de l’arbre U0, posons

τu =
{
v ∈ uU〈u〉

∣∣ ∀j ∈ {〈u〉, . . . , 〈v〉} Xv1...vj = 1
}
. (6.7)

Si le processus X attribue l’état 0 au mot u, l’ensemble τu est vide. Sinon, τu est le plus
grand sous-arbre de U0 issu de u et formé de sommets à l’état 1. En d’autres termes, τu
regroupe les mots v de U0 dont un ancêtre est u et tels que X prenne la valeur 1 le long
du chemin liant u à v. On appelle frontière de l’arbre τu l’ensemble

∂τu =
{
ζ ∈ (N∗)N∗ ∣∣ ∀j ∈ N〈u〉 ζ1 . . . ζj ∈ τu

}
, (6.8)
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où N〈u〉 est l’ensemble des entiers supérieurs à 〈u〉.
Le sous-ensemble Θ de K dont les propriétés de taille sont étudiées dans ce chapitre

est alors finalement

Θ =
⋃

u∈U0

⋃

ζ∈∂τu
{xζ} (6.9)

où le singleton {xζ} est donné par (6.6). Un point de K figure donc aussi dans Θ si et
seulement si on peut l’écrire sous la forme xζ pour une certaine suite ζ vérifiant Xζ1...ζj = 1
pour tout entier j assez grand. Observons de surcrôıt que l’aléa se situe à la fois dans la
famille de compacts (Ju)u∈U0 et dans le processus (Xu)u∈U0 , de sorte que l’espace proba-
bilisé sous-jacent est (Ω,F ,P), avec Ω = Q ×M , F = Q⊗M et P = Q ⊗M. Ajoutons
que dans tout ce chapitre, nous préférons travailler directement sur les lois des processus
annexes que nous sommes amenés à considérer plutôt qu’agrandir cet espace.

Du fait de l’entrée en jeu du processus X, la structure de l’ensemble Θ est beaucoup
plus complexe que celle de K et les propriétés de taille de ces deux ensembles diffèrent
notablement. Ainsi, les résultats de la section III montrent que, pour certains choix de
probabilités de transitions νt,j, l’ensemble Θ peut très bien être vide avec probabilité non
nulle, alors que K est presque sûrement non vide. De plus, quand Θ est non vide, sa
dimension de Hausdorff ne prend pas nécessairement une valeur déterministe avec proba-
bilité 1, contrairement à ce qui se passe dans le cas des constructions récursives aléatoires
de K. Falconer, S. Graf, R. Mauldin et S. Williams. En effet, les résultats des sections IV
et V indiquent que pour certaines probabilités de transition, la dimension de Hausdorff de
Θ prend ses valeurs dans l’ensemble {−∞, 0, d∗}, où d∗ peut être explicité en fonction des
probabilités de transition νt,j et des lois µj des coefficients de contraction intervenant dans
la construction. Pour établir ce résultat, nous reprenons l’idée de K. Falconer [61] d’utiliser
des outils provenant de la théorie des écoulements dans les réseaux et nous généralisons les
techniques de percolation sur les arbres introduites par R. Lyons et Y. Peres [116]. Nous
utilisons également de manière prépondérante des outils issus de la théorie des processus
de Galton-Watson en environnement variable.

En prenant des cas particuliers de probabilités de transition νt,j, on peut retrouver les
constructions introduites par les auteurs mentionnés précédemment. Fixons ν1,j = δ(1,...,1)
et laissons ν0,j quelconque pour tout entier naturel j. On observe aisément que l’arbre
τ∅ est presque sûrement égal à U0 tout entier, si bien que Θ = K avec probabilité 1. On
obtient ainsi la construction étudiée par Y.-Y. Liu, Z.-Y. Wen et J. Wu. De même, on
peut retrouver la construction de K. Falconer, S. Graf, R. Mauldin et S. Williams en fixant
ν0,j = δ(0,...,0) et en laissant ν1,j constante pour tout entier j. Dès lors, les résultats de ce
chapitre peuvent se voir comme une généralisation de ceux obtenus dans [61, 75, 115, 126].
Par ailleurs, les résultats de ce chapitre s’appliquent aussi dans le cas où la famille de
compacts (Ju)u∈U0 est choisie de façon déterministe comme dans les travaux de P. Moran
et J. Hutchinson. Il suffit pour cela de convenir que la mesure de probabilité Q est une
simple masse de Dirac.

Donnons maintenant quelques applications des résultats de ce chapitre. Considérons
tout d’abord la généralisation suivante du processus de percolation fractale de B. Man-
delbrot [124]. Soient (cj)j∈N∗ une suite bornée d’entiers naturels supérieurs à 2 et (pj)j∈N

une suite de réels de l’intervalle ]0, 1[. Posons nj = cj
d pour tout entier naturel non nul

j. Le cube [0, 1]d se présente comme l’union de n1 cubes fermés adjacents de côté 1/c1.
On conserve alors chacun de ces cubes avec probabilité p0 indépendamment des autres.
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Chaque cube restant se présente ensuite comme l’union de n2 cubes fermés adjacents de
côté 1/(c1c2) qui sont conservés avec probabilité p1 indépendamment des autres. Ce pro-
cédé est répété à l’infini. L’ensemble aléatoire constitué des points qui appartiennent à
tous les cubes conservés peut en fait se voir comme une version de l’ensemble Θ défini
par (6.9) lorsqu’il est tiré sous la mesure de probabilité P, à condition de fixer les notations
suivantes. Pour tout j ∈ N∗, notons n 7→ (kj,1(n), . . . , kj,d(n)) une bijection de {1, . . . , nj}
dans {0, . . . , cj − 1}d. Notons en outre U0 l’ensemble défini par (6.3), posons J∅ = [0, 1]d

et, pour tout sommet u ∈ U∗
0 , considérons le cube fermé

Ju =




〈u〉∑

j=1

kj,1(uj)

c1 . . . cj
, . . . ,

〈u〉∑

j=1

kj,d(uj)

c1 . . . cj


+

1

c1 . . . cj
[0, 1]d.

La famille de compacts (Ju)u∈U0 ainsi définie vérifie les hypothèses évoquées précédem-
ment. Elle satisfait notamment la condition (6.4) car la suite (cj)j∈N∗ est bornée. On
peut prendre pour ensemble abstrait Q n’importe quel singleton et pour mesure Q la
mesure de Dirac correspondante. Les mesures donnant les rapports de contraction dans
la construction sont alors µj = δ1/cj+1

⊗nj+1 pour tout entier naturel j. Par ailleurs, posons
ν0,j = δ0

⊗nj+1 et ν1,j = (pjδ1 +(1− pj)δ0)
⊗nj+1 et rappelons que ces mesures interviennent

dans la construction de la probabilité M. Notons en outre

d∗ = d+ lim inf
j→∞

j−1∑
i=0

log pi

j−1∑
i=0

log ci+1

si cette dernière quantité est positive et notons d∗ = −∞ dans le cas contraire. Les
résultats de ce chapitre prouvent alors que l’ensemble Θ est presque sûrement vide si
d∗ = −∞. Sinon, la dimension de Hausdorff de cet ensemble appartient presque sûrement
à {−∞, 0, d∗} et on peut fournir deux éléments σ0 et σ0 de [1,∞] tels que

1 − 1

σ0

≤ P(dim Θ = −∞) ≤ P(dim Θ ≤ 0) ≤ 1 − 1

σ0

.

On retrouve clairement le processus de percolation fractale initialement proposé par
B. Mandelbrot en choisissant des suites (cj)j∈N∗ et (pj)j∈N constantes et en se plaçant
en dimension d = 2.

Présentons une autre construction aléatoire que les résultats de ce chapitre permettent
d’étudier. Considérons deux réels p et q de l’intervalle ]0, 1[ et une suite (λj)j∈N de mesures
de probabilité dont tous les supports sont inclus dans un même sous-segment strict du
segment [0, 1]. On suppose que cette suite converge étroitement vers une mesure notée
λ. Notons U0 l’ensemble défini par (6.3) avec nj = 2 pour tout j ∈ N∗, c’est-à-dire
l’arbre binaire. Munissons ensuite l’ensemble Q = [0, 1]U0 de sa tribu produit et de la
mesure produit Q =

⊗
u∈U0

λ〈u〉. À tout élément ω de l’ensemble Q, associons la famille
de compacts (Ju(ω))u∈U0 définie de la façon suivante. D’une part, notons J∅(ω) = [0, 1].
D’autre part, pour tout sommet u ∈ U0, divisons le segment Ju(ω) en deux sous-segments
adjacents notés Ju1 et Ju2 de diamètres respectifs ωu|Ju| et (1 − ωu)|Ju|. Cette famille de
compacts vérifie bien les hypothèses énoncées précédemment et la mesure µj donnant les
rapports de contraction à une génération j ∈ N fixée est la mesure image de la mesure
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λj par l’application y 7→ (y, 1 − y). Par ailleurs, posons ν0,j = (qδ1 + (1 − q)δ0)
⊗2 et

ν1,j = (pδ1 + (1 − p)δ0)
⊗2 pour tout entier naturel j. Désignons alors par M la mesure

de probabilité sous laquelle le processus des coordonnées X de (M,M) est une châıne de
Markov indexée par U0 d’état initial 1 et dont les transitions sont données par la famille
de mesures (νt,j)(t,j)∈{0,1}×N. Les résultats de ce chapitre permettent alors de montrer que,
sous la mesure de probabilité P = Q ⊗ M, l’ensemble Θ défini par (6.9) est presque
sûrement vide pour p ≤ 1/2. Dans le cas contraire, la dimension de Hausdorff de cet
ensemble est presque sûrement égale à l’unique solution d∗ de l’équation

∫ 1

0

(ys + (1 − y)s)λ(dy) =
1

p
.

Par exemple, si p = 2/3 et si λ est la loi uniforme sur [1/3, 2/3], on obtient d∗ ≈ 0, 408.
Observons en outre que la dimension de l’ensemble Θ est déterministe et ne dépend pas de
la valeur du paramètre q. Si on remplace le réel q par une suite (qj)j∈N dans la définition
de la suite (ν0,j)j∈N de probabilités de transition, les résultats de ce chapitre s’appliquent
encore et montrent que, pour certains choix de (qj)j∈N, la dimension de Θ est aléatoire.

On peut aussi généraliser les divers exemples de fractals aléatoires proposés par K. Fal-
coner, S. Graf, R. Mauldin et S. Williams dans [61, 75, 76, 126] en autorisant la loi des
rapports de contraction des compacts intervenant dans le construction à dépendre de la
génération. On peut en outre ajouter de l’aléa dans ces constructions en introduisant une
châıne de Markov sous-jacente.

Ajoutons que les résultats de ce chapitre sont utilisés dans le chapitre 7 dans le cas
où U0 est l’arbre binaire et les mesures νt,j intervenant dans la construction de la mesure
de probabilité M sont des binomiales. Nous relions alors l’ensemble Θ à l’ensemble des
points de régularité höldérienne minimale d’un certain processus aléatoire. Le fait que la
dimension de Hausdorff de Θ soit aléatoire pour certains choix des mesures νt,j implique
que le spectre de singularités du processus étudié peut être aléatoire, ce qui est une
propriété peu fréquente. Nous renvoyons au chapitre 7 pour plus de détails.

La suite de ce chapitre s’organise ainsi. Dans la section II, nous énonçons quelques
résultats préliminaires. Nous revenons notamment sur les propriétés vérifiées par le pro-
cessus X sous la mesure de probabilité M. Nous préparons aussi l’étude des propriétés de
taille de l’ensemble Θ en faisant un lien avec la théorie des écoulements dans les réseaux.
Dans la section III, nous nous intéressons à la probabilité pour que l’ensemble Θ soit
vide. Les sections IV et V concernent respectivement la majoration et la minoration de la
dimension de Hausdorff de l’ensemble Θ. Enfin, les preuves des résultats de la section II
étant pour la plupart plutôt techniques, elles sont consignées dans la section VI.

II Résultats préliminaires

Dans la première partie de cette section, nous donnons un lien entre les propriétés de
taille de l’ensemble Θ défini par (6.9) et la théorie des écoulements dans les réseaux. Dans
une deuxième partie, nous introduisons une famille de mesures analogues à la mesure
M présentée dans la section I. Ces mesures sont chacune destinées à donner la loi d’une
certaine châıne de Markov indexée par un arbre. Nous énonçons également une propriété de
branchement vérifiée par ces châınes de Markov. Dans une troisième partie, nous donnons
un lien avec les processus de Galton-Watson en environnement variable. Signalons que,
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pour ne pas alourdir cette section, les résultats qu’elle contient sont prouvés dans la
section VI.

II.1 Lien avec la théorie des écoulements dans les réseaux

Dans cette partie, nous préparons l’étude des propriétés de taille de l’ensemble Θ défini
par (6.9) en reliant celles-ci à la théorie des écoulements dans les réseaux. L’idée de faire
appel à cet théorie pour étudier la taille des ensembles obtenus par une construction
récursive aléatoire est due à K. Falconer [61].

Commençons par rappeler quelques notations de la section I afin de réécrire l’ensemble
Θ sous une forme plus agréable que (6.9). Fixons un sommet u de l’arbre U0. Le plus grand
sous-arbre de U0 issu de u formé de sommets auxquels le processus X attribue l’état 1 est
l’ensemble τu défini par (6.7). Ce sous-arbre est vide si le processus X attribue l’état 0
au sommet u. Sa frontière est l’ensemble ∂τu donné par (6.8). Rappelons aussi que pour
tout chemin infini ζ appartenant à la frontière de l’arbre τu, le point xζ de Rd est défini
par l’équation (6.6) à partir de la famille de compacts aléatoires (Jv)v∈U0 introduite dans
la section I. Posons

Ku =
⋃

ζ∈∂τu
{xζ}. (6.10)

Le résultat suivant est prouvé dans la section VI.

Proposition 6.1

Pour tout u ∈ U0, l’ensemble Ku défini par (6.10) est compact et s’écrit encore

Ku =
∞
↓
⋂

j=〈u〉

⋃

v∈τu
〈v〉=j

Jv.

Pour tout entier naturel j, notons Sj l’ensemble des sommets u ∈ U0 vérifiant 〈u〉 = j

et Xu = 1. Posons aussi S̃0 = {∅} et S̃j = Sj\π−1(Sj−1) pour tout entier naturel j non

nul. Remarquons qu’un sommet u de l’arbre U0 appartient à l’ensemble S̃j si et seulement
si le processusX lui assigne l’état 1 et attribue l’état 0 à son père π(u). Désignons enfin par

S̃ l’union de ces ensembles S̃j pour j parcourant N. On observe aisément que l’ensemble
Θ défini par (6.9) peut s’écrire

Θ =
⋃

u∈eS

Ku (6.11)

où l’ensemble Ku est donné par (6.10). Il s’agit donc d’un Fσ (i.e. une union dénombrable
de fermés) borné de l’espace Rd, en vertu de la proposition 6.1.

La décomposition (6.11) de l’ensemble Θ a plusieurs conséquences. Avec la défini-
tion (6.10) des compacts Ku, elle indique d’une part que l’ensemble Θ est vide si et

seulement si l’ensemble ∂τu est vide pour tout sommet u de S̃. Ainsi, pour étudier la
vacuité de Θ, il suffit d’étudier la vacuité des ensembles ∂τu. Cependant, l’ensemble ∂τu
est vide si et seulement si le processus Zu,• = (Zu,j)j∈N〈u〉

est de limite nulle à l’infini, où

∀j ∈ N〈u〉 Zu,j = #
{
v ∈ τu

∣∣ 〈v〉 = j
}
. (6.12)

En effet, le processus Zu,• est de limite nulle à l’infini si et seulement si le cardinal de
τu est fini et le lemme de König indique que tout arbre à branchement fini (i.e. tel que
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tout sommet a un nombre fini de fils) qui est infini possède un chemin infini, cf. [108].
Observons que le processus Zu,• est mesurable par rapport à la tribu M introduite dans la
section I, donc par rapport à la tribu F . De plus, la partie II.3 ci-après permet de voir le
processus Zu,• comme un processus de Galton-Watson en environnement variable lorsque
le processus X est une châıne de Markov tirée sous la mesure M.

D’autre part, l’écriture (6.11) de l’ensemble Θ conduit à

dim Θ = sup
u∈eS

dimKu.

Pour déterminer la dimension de Hausdorff de Θ, on peut donc s’intéresser à la dimen-
sion du compact Ku pour tout sommet u appartenant à S̃. L’étude de ce problème fait
intervenir des outils provenant de la théorie des écoulements dans les réseaux. Afin de les
présenter, fixons un sommet u de l’arbre U0. On appelle coupe de l’arbre τu toute partie
finie χ de τu vérifiant simultanément





∀ζ ∈ ∂τu ∃v ∈ χ ζ1 . . . ζ〈v〉 = v
∀v ∈ χ ∃ζ ∈ ∂τu ζ1 . . . ζ〈v〉 = v
∀v ∈ χ ∀i ∈ {〈u〉, . . . , 〈v〉 − 1} v1 . . . vi /∈ χ

.

Observons que l’ensemble C(τu) des coupes de τu se réduit au singleton {∅} dont le seul
élément est l’ensemble vide si ∂τu est vide et que {u} appartient toujours à C(τu), dans
le cas contraire. Pour tout entier j ≥ 〈u〉, notons en outre Cj(τu) la collection des coupes
χ ∈ C(τu) formées de sommets v de génération supérieure à j. De surcrôıt, notons

Lv =
|Jv|
|Jπ(v)|

(6.13)

le rapport entre le diamètre du compact Jv indexé par un sommet v de U∗
0 et celui du

compact indexé par son père π(v). Remarquons que ce rapport est toujours compris entre
β et β en vertu de (6.4). Pour tout s ∈ ]0,∞[, considérons

Es,u = inf
χ∈C(τu)

∑

v∈χ




〈v〉∏

i=〈u〉+1

Lv1...vi



s

et Ẽs,u = lim
j↑∞

↑ inf
χ∈Cj(τu)

∑

v∈χ




〈v〉∏

i=〈u〉+1

Lv1...vi



s

.

(6.14)

Les réels Es,u, pour s ∈ ]0,∞[, peuvent s’interpréter comme des écoulements maximaux
dans certains réseaux liés à l’arbre τu. Pour plus de détails concernant la théorie des
écoulements dans les réseaux, on peut se référer à [70, 116].

Le résultat suivant, établi dans la section VI, fait le lien entre les écoulements Es,u
et Ẽs,u et la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle du compact Ku. Rappelons que les
mesures de Hausdorff sont présentées en détails dans la section III du chapitre 2.

Proposition 6.2

Il existe un réel C > 0 tel que pour tout sommet u ∈ U0 et tout réel s ∈ ]0,∞[,

C|Ju|sEs,u ≤ C|Ju|sẼs,u ≤ Hs(Ku) ≤ |Ju|sẼs,u.
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Fixons u ∈ U0 et s ∈ ]0,∞[. La constante C apparaissant dans l’énoncé de la propo-
sition 6.2 et le diamètre du compact Ju sont strictement positifs. Par conséquent, pour
déterminer la dimension de Hausdorff du compact Ku, il suffit de s’intéresser à la question
de savoir si les écoulements Es,u et Ẽs,u sont nuls ou strictement positifs. On se ramène
ainsi à étudier des quantités numériques, sans devoir se préoccuper de la géométrie des
compacts intervenant dans la construction. Cette observation conduit en outre au corol-
laire suivant.

Corollaire 6.1

Soient u ∈ U0 et s ∈ ]0,∞[. Les écoulements Es,u et Ẽs,u et les dimensions dimKu

et dim Θ sont des variables aléatoires mesurables par rapport à la tribu F .

Ce résultat est lui aussi prouvé dans la section VI. Il indique en particulier qu’on peut
licitement s’intéresser à la loi sous P de la dimension de Hausdorff de l’ensemble Θ.

II.2 Châınes de Markov indexées par un arbre

La section I annonce l’existence d’une mesureM sous laquelle le processusX est une châıne
de Markov indexée par l’arbre U0. La proposition 6.3 énoncée ci-après justifie l’existence
de la mesure M et introduit une famille de mesures qui lui sont analogues.

Commençons par rappeler quelques notations de la section I et par en introduire
de nouvelles. Fixons un entier naturel j0. Alors, Uj0 désigne l’arbre défini par (6.3) en
remplaçant la suite (nj)j∈N∗ par la suite (nj0+j)j∈N∗ . Dans cet arbre, chaque sommet de
génération j ∈ N possède exactement nj0+j+1 fils. Considérons de surcrôıt l’ensemble
M j0 = {0, 1}Uj0 , muni de la topologie produit. Pour toute application ω = (ωu)u∈Uj0 dans
M j0 , posons Xj0

u (ω) = ωu. Cela permet d’introduire la tribu

Mj0 = σ
(
Xj0
u , u ∈ Uj0

)
.

Par ailleurs, pour chaque u ∈ Uj0 , l’ensemble uUj0+〈u〉 est le sous-arbre de Uj0 issu du
sommet u et la tribu

Gj0u = σ
(
Xj0
v , v ∈ Uj0\(uU∗

j0+〈u〉)
)

peut se voir comme le passé avant u dans l’arbre Uj0 . De plus, les fils de u sont les sommets
uk, pour k ∈ {1, . . . , nj0+〈u〉+1}. Rappelons aussi que νt,j désigne une mesure de probabilité
sur {0, 1}nj+1 , quels que soient t ∈ {0, 1} et j ∈ N. Le résultat suivant est prouvé dans la
section VI.

Proposition 6.3

Pour tous t∅ ∈ {0, 1} et j0 ∈ N, il existe sur (M j0 ,Mj0) une unique mesure de
probabilité Mt∅ ,j0 sous laquelle :

– on a presque sûrement Xj0
∅ = t∅ ;

– pour tout u ∈ Uj0 , la loi conditionnelle du vecteur (Xj0
uk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1} condi-

tionnellement à la tribu Gj0u est donnée par la mesure ν
X
j0
u ,j0+〈u〉.

Sous la mesure Mt∅ ,j0 , le processus des coordonnées Xj0 de (M j0 ,Mj0) est appelé châıne
de Markov d’état initial t∅ dont les transitions sont données par la famille de mesures de
probabilité (νt,j0+j)(t,j)∈{0,1}×N.

Dans le cas où j0 est nul, on retrouve les objets introduits dans la section I. Ainsi,
l’espace (M0,M0) et le processus X0 s’identifient respectivement à l’espace (M,M) et
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au processus X, tandis que la mesure M1,0 dont la proposition 6.3 prouve l’existence n’est
autre que la mesureM. De plus, pour tout sommet u de l’arbre U0, les tribus G0

u et Gu sont
les mêmes. Ainsi, conformément à ce qui est annoncé dans la section I, sous la mesure
M, on a presque sûrement X∅ = 1 et pour tout u ∈ U0, la loi conditionnelle du vecteur
(Xuk)k∈{1,...,n〈u〉+1} conditionnellement à la tribu Gu est donnée par la mesure νXu,〈u〉. Dans
la suite de ce chapitre, on supposera la plupart du temps que l’entier j0 est nul.

Sur l’espace (M j0 ,Mj0), introduisons maintenant la filtration (Mj0
j )j∈N définie par

∀j ∈ N Mj0
j = σ

(
Xj0
u , u ∈ Uj0 , 〈u〉 ≤ j

)
. (6.15)

De plus, pour tout sommet u de l’arbre Uj0 , considérons le processus Xj0
u• = (Xj0

uv)v∈Uj0+〈u〉
.

Il s’agit du processus de (M j0+〈u〉,Mj0+〈u〉) qui correspond aux états qu’attribue le pro-
cessus Xj0 aux sommets figurant dans le sous-arbre de Uj0 qui est issu du sommet u. Nous
utiliserons à de nombreuses reprises la propriété de branchement suivante.

Proposition 6.4

Soient t∅ ∈ {0, 1} et j0, j ∈ N. Sous la probabilité Mt∅ ,j0 , conditionnellement à la

tribu Mj0
j , les processus Xj0

u•, pour u ∈ Uj0 de génération j, sont indépendants et
leur loi conditionnelle est M

X
j0
u ,j0+j

. De manière équivalente,

Mt∅ ,j0 − p.s. Loi

((
Xj0
u•
)
u∈Uj0
〈u〉=j

∣∣∣∣M
j0
j

)
=
⊗

u∈Uj0
〈u〉=j

M
X
j0
u ,j0+j

.

Bien que ce résultat soit assez intuitif, sa preuve est plutôt technique. Par conséquent,
nous préférons reporter celle-ci à la section VI.

Dans le cas où j0 est nul, on obtient une filtration sur l’espace (M,M) en posant

∀j ∈ N Mj = M0
j = σ (Xu, u ∈ U0, 〈u〉 ≤ j) . (6.16)

En outre, pour tout entier naturel j, la proposition 6.4 indique que sous la probabilité M,
conditionnellement à la tribu Mj, les processus Xu•, pour u ∈ U0 de génération j, sont
indépendants et leur loi conditionnelle est MXu,j.

II.3 Lien avec les processus de Galton-Watson en environne-
ment variable

La partie II.1 indique que le processus Zu,• défini par (6.12) intervient naturellement
dans l’étude de la vacuité de l’ensemble Θ. Dans cette partie, nous montrons que ce
processus peut se voir comme un processus de Galton-Watson en environnement variable.
Ces processus sont définis à la manière des processus de Galton-Watson classiques à ceci
près que la loi de reproduction peut dépendre de la génération de l’individu considéré.
Nous renvoyons à [98] pour plus de détails concernant les propriétés élémentaires de ces
processus et leurs liens avec certains problèmes d’origine probabiliste (étude de diffusions,
de processus de branchement en environnement aléatoire, etc.).

Afin d’appliquer la proposition 6.4 au processus Zu,•, il est nécessaire d’introduire
plusieurs notations supplémentaires. Pour tous j0 ∈ N et u ∈ Uj0 , posons

τ j0u =
{
v ∈ uUj0+〈u〉

∣∣∣ ∀j ∈ {〈u〉, . . . , 〈v〉} Xj0
v1...vj

= 1
}
. (6.17)
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Quand j0 est nul, on retrouve l’ensemble τu défini par (6.7). Dans ce contexte, l’analogue
du processus Zu,• est le processus Zj0

u,• = (Zj0
u,j)j∈N〈u〉

défini par

∀j ∈ N〈u〉 Zj0
u,j = #

{
v ∈ τ j0u

∣∣ 〈v〉 = j
}
. (6.18)

Fixons maintenant un sommet u dans U0. On observe aisément que le processus Zu,• est
adapté à la filtration (Mj)j∈N〈u〉

, c’est-à-dire que la variable aléatoire Zu,j est mesurable
par rapport à la tribu Mj définie par (6.16) quel que soit j ∈ N〈u〉. En particulier, il ne
dépend que du processus X, si bien que sa loi sous P est en fait sa loi sous M.

Si le processus X assigne l’état 0 au sommet u, le processus Zu,• est nul, puisque τu
est vide. Intéressons-nous au cas contraire où le processus X assigne au mot u l’état 1 et
supposonsM(Xu = 1) > 0. La proposition 6.4 garantit alors que la loi sousM du processus
(Zu,j)j∈N〈u〉

conditionnellement à l’événement {Xu = 1} est égale à la loi sous M1,〈u〉 du

processus (Z
〈u〉
∅,j−〈u〉)j∈N〈u〉

. Ainsi, pour étudier le processus Zu,• sousM, conditionnellement

à {Xu = 1}, il suffit de considérer le processus Z
〈u〉
∅,• lorsqu’il est tiré sous M1,〈u〉.

En conséquence, pour tout entier naturel j0, décrivons le processus Zj0
∅,• sous la mesure

M1,j0 . Dans cette perspective, considérons les fonctions

∀t ∈ {0, 1} ∀j ∈ N ϕt,j : z 7→
∫

{0,1}nj+1

zx1+...+xnj+1νt,j(dx) (6.19)

où les mesures νt,j sont les probabilités de transition conduisant aux mesures de probabilité
Mt∅ ,j0 dont la proposition 6.3 assure l’existence. On dispose alors du résultat suivant. Dans
son énoncé, M1,j0 [ · ] désigne (avec un léger abus de notation) l’espérance sous la mesure
de probabilité M1,j0 et D est l’ensemble des nombres complexes de module inférieur à 1.

Proposition 6.5

Soit j0 ∈ N. Sous la mesure de probabilité M1,j0 , le processus Zj0
∅,• défini par (6.18)

est un processus de Galton-Watson en environnement variable dont les lois de repro-
duction ont pour fonctions génératrices ϕ1,j0+j pour j ∈ N, c’est-à-dire que Zj0

∅,• est
une châıne de Markov inhomogène à espace d’états N telle que

∀j ∈ N ∀z ∈ D M1,j0

[
zZ

j0
∅,j+1

∣∣∣ Zj0
∅,0, . . . , Z

j0
∅,j

]
= (ϕ1,j0+j(z))

Z
j0
∅,j .

En particulier,

∀j ∈ N ∀z ∈ D M1,j0

[
zZ

j0
∅,j

]
= ϕ1,j0 ◦ . . . ◦ ϕ1,j0+j−1(z).

La proposition précédente est prouvée dans la section VI. Elle suggère en particulier d’uti-
liser la théorie des processus de Galton-Watson en environnement variable afin d’obtenir
des résultats sur les processus Zu,• pour u ∈ U0, puis sur l’ensemble Θ.

III Probabilité de vacuité

Dans cette section, nous nous intéressons à la probabilité pour que l’ensemble Θ défini
par (6.9) soit vide. Nous obtenons notamment une minoration de cette probabilité et nous
en déduisons des conditions nécessaires pour que Θ soit presque sûrement vide ou vide
avec probabilité non nulle.
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D’après les résultats de la section II, ce problème se ramène à la question de savoir avec
quelle probabilité les processus Zu,• définis par (6.12) admettent une limite nulle à l’infini.
Rappelons que le processus Zu,• est nul pour tout sommet u de l’arbre U0 vérifiant Xu = 0.

À l’inverse, si M(Xu = 1) > 0, la loi sous M, conditionnellement à l’événement {Xu = 1},
du processus (Zu,j)j∈N〈u〉

est égale à la loi sous M1,〈u〉 du processus (Z
〈u〉
∅,j−〈u〉)j∈N〈u〉

. Pour
tout entier naturel j0, notons

fj0 = M1,j0

(
Zj0

∅,• → 0
)

(6.20)

la probabilité sous M1,j0 que le processus Zj0
∅,• admette une limite nulle à l’infini. Avec ces

notations, f〈u〉 apparâıt comme la probabilité sous M que le processus Zu,• soit de limite
nulle à l’infini, conditionnellement à l’événement {Xu = 1}.

Fixons j0 ∈ N. En vertu de la proposition 6.5, on observe que fj0 est la probabilité
d’extinction d’un processus de Galton-Watson en environnement variable. Les résultats de
A. Agresti [1] et T. Fujimagari [72] concernant les probabilités d’extinction des processus
de ce type conduisent à poser

σj0 = max


1,

∞∑

j=0

ϕ′
1,j0+j(1) + ϕ1,j0+j(0) − 1

ϕ′
1,j0+j(1)

j∏
i=0

ϕ′
1,j0+i(1)

+ lim sup
j→∞

1
j−1∏
i=0

ϕ′
1,j0+i(1)


 (6.21)

où les fonctions ϕ1,j0 , ϕ1,j0+1, . . . sont définies par (6.19). On convient que σj0 est infini si
ϕ′

1,j0+i(1) s’annule pour un certain entier naturel i. Dès lors, en posant

j = inf
{
j ∈ N

∣∣ ∀j′ ∈ Nj ϕ′
1,j′(1) > 0

}
∈ N ∪ {∞}, (6.22)

on a σj0 = ∞ pour j0 strictement inférieur à j. Dans ce cas, on a nécessairement fj0 = 1,
comme l’indique le lemme suivant.

Lemme 6.1
Pour tout entier naturel j0, on a simultanément

fj0 = ϕ1,j0(fj0+1) et fj0 ≥ 1 − 1

σj0
.

// Fixons j0 ∈ N et notons Sj01 l’ensemble des sommets u ∈ Uj0 de généra-
tion 1 vérifiant Xj0

u = 1. Le sous-arbre τ j0∅ de Uj0 défini par (6.17) s’écrit

τ j0∅ = {∅} ⊔
⊔

u∈Sj01

τ j0u

de sorte que Zj0
∅,j est égal à la somme sur u ∈ Sj01 des Zj0

u,j, quel que soit

j ∈ N∗. Il en ressort que le processus Zj0
∅,• admet une limite nulle à l’infini si

et seulement si les processus Zj0
u,•, pour u ∈ Sj01 , admettent tous une limite

nulle à l’infini. Ainsi,

fj0 = M1,j0

(
Zj0

∅,• → 0
)

= M1,j0

(
∀u ∈ Sj01 Zj0

u,• → 0
)
.
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Pour évaluer le membre de droite, conditionnons par rapport à la tribu Mj0
1

définie par (6.15). La proposition 6.4 garantit que

M1,j0

(
∀u ∈ Sj01 Zj0

u,• → 0
∣∣Mj0

1

)
= M1,j0+1

(
Zj0+1

∅,• → 0
)#Sj01 = fj0+1

X
j0
1 +...+X

j0
nj0+1 .

On obtient la relation de récurrence attendue en prenant l’espérance sous la
probabilité M1,j0 .

Pour minorer fj0 , il convient de remarquer que l’événement {Zj0
∅,• → 0}

est égal à l’union croissante sur j ∈ N des événements {Zj0
∅,j = 0}, ce qui

conduit à

fj0 = lim
j↑∞

↑ ϕ1,j0 ◦ . . . ◦ ϕ1,j0+j−1(0)

grâce à la proposition 6.5. Le théorème 2.1 et la proposition 3.1 de [72]
indiquent finalement que cette dernière limite est minorée par 1− 1/σj0 . //

Nous pouvons désormais expliciter la relation entre la probabilité que l’ensemble Θ soit
vide et les termes de la suite (fj)j∈N de probabilités d’extinction. Rappelons que, pour
tout j ∈ N, l’ensemble Sj est défini dans la partie II.1 comme l’ensemble des sommets de
génération j de l’arbre U0 auxquels le processus X attribue l’état 1.

Proposition 6.6
La probabilité que l’ensemble Θ soit vide vérifie

P(Θ = ∅) = lim
j↑∞

↓M[fj
#Sj ].

// D’après (6.9) et le lemme de König, l’ensemble Θ est vide si et seulement
si le processus Zu,• admet une limite nulle à l’infini quel que soit le sommet
u de U0. Dès lors,

{Θ = ∅} =
∞
↓
⋂

j=0

{∀u ∈ U0 〈u〉 ≤ j =⇒ Zu,• → 0}.

Fixons j ∈ N, supposons que Zu,• → 0 pour tout sommet u ∈ U0 de géné-
ration égale à j et montrons que cette propriété est encore vraie pour tout
sommet de génération inférieure à j. Considérons à cet effet un sommet
u ∈ U0 de génération inférieure à j. Pour tout sommet v de τu de génération
j′ ≥ j, il existe un sommet w de τu de génération j tel que v appartienne à
τw. Ainsi,

∀j′ ∈ Nj Zu,j′ ≤
∑

w∈τu
〈w〉=j

Zw,j′ .

Quand j′ tend vers l’infini, chaque terme de la somme apparaissant dans le
membre de droite tend vers 0, de sorte que Zu,• → 0. On en déduit que

{Θ = ∅} =
∞
↓
⋂

j=0

{∀u ∈ U0 〈u〉 = j =⇒ Zu,• → 0}.
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Cependant, pour tout sommet u ∈ U0 de génération j qui n’appartient pas
à Sj, le processus Zu,• admet nécessairement une limite nulle à l’infini. De
plus, chaque événement figurant dans le membre de droite ne dépend que
du procesus X. Il en résulte que

P(Θ = ∅) = lim
j↑∞

↓M(∀u ∈ Sj Zu,• → 0).

Fixons un entier naturel j et conditionnons par rapport à la tribu Mj définie
par (6.16). La proposition 6.4 implique que

M(∀u ∈ Sj Zu,• → 0 | Mj) = M1,j(Z
j
∅,• → 0)#Sj = fj

#Sj .

On conclut en prenant l’espérance sous la probabilité M puis en faisant
tendre l’entier j vers l’infini. //

Le lemme 6.1 indique que fj = 1 pour tout entier naturel j strictement inférieur à j. Par
conséquent, la proposition 6.6 permet d’affirmer que

j = ∞ =⇒ P(Θ = ∅) = 1. (6.23)

Le théorème 6.1 énoncé ci-après donne une condition suffisante plus faible pour que l’en-
semble Θ soit presque sûrement vide.

Supposons provisoirement que la condition suivante est vérifiée :

∀j ∈ N fj > 0. (6.24)

Le cas où la condition (6.24) n’est pas remplie est traité à la fin de cette section. Par
ailleurs, observons que le nombre de sommets de génération j de l’arbre U0 est

nj =

j∏

i=1

ni (6.25)

pour tout entier naturel j. Le résultat qui suit donne une minoration de la probabilité que
l’ensemble Θ soit vide en fonction des suites (nj)j∈N et (fj)j∈N et de la suite de fonctions
(ϕ0,j)j∈N définie par (6.19).

Proposition 6.7

Supposons la condition (6.24) est satisfaite. La probabilité que Θ soit vide vérifie

∀j0 ∈ N P(Θ = ∅) ≥M
[
fj0

#Sj0
] ∞∏

j=j0

ϕ0,j(fj+1)
nj .

En particulier,

P(Θ = ∅) ≥ f0

∞∏

j=0

ϕ0,j(fj+1)
nj .

// Soit j un entier naturel. Le nombre de sommets de génération j + 1 de
l’arbre U0 auxquels le processus X assigne l’état 1 est

#Sj+1 =
∑

u∈U0
〈u〉=j+1

Xu =
∑

w∈U0
〈w〉=j

nj+1∑

k=1

Xwk. (6.26)
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En conditionnant par rapport à la tribu Mj et en utilisant la proposition 6.4,
il en ressort que

M
[
fj+1

#Sj+1
∣∣Mj

]
=
∏

w∈U0
〈w〉=j

MXw,j

[
fj+1

Xj
1+...+Xj

nj+1

]
= ϕ1,j(fj+1)

#Sjϕ0,j(fj+1)
nj−#Sj .

D’après le lemme 6.1, on a ϕ1,j(fj+1) = fj. En outre, sous la condition (6.24),
on a ϕ0,j(fj+1) ∈ ]0, 1], de sorte que ϕ0,j(fj+1)

nj−#Sj ≥ ϕ0,j(fj+1)
nj . En

prenant l’espérance sous la probabilité M, on obtient

M
[
fj+1

#Sj+1
]
≥M

[
fj

#Sj
]
ϕ0,j(fj+1)

nj .

Une récurrence élémentaire et la proposition 6.6 permettent de conclure. //

L’assertion (6.23) indique que l’ensemble Θ est vide avec probabilité 1 si j est infini.
Le résultat suivant donne une condition suffisante plus faible à la vacuité presque sûre de
Θ. Il apporte de surcrôıt une condition suffisante pour que l’ensemble Θ soit vide avec
probabilité non nulle. Le théorème 6.3, exposé ultérieurement, discute de la nécessité de
ces conditions suffisantes.

Théorème 6.1
Supposons la condition (6.24) vérifiée.

(i). On a P(Θ = ∅) > 0 si

∃j0 ∈ N
∞∑

j=j0

(
−nj logϕ0,j

(
1 − 1

σj+1

))
<∞.

(ii). On a P(Θ = ∅) = 1 si une des conditions suivantes est vérifiée :

(a) j = ∞ ;

(b) 0 < j <∞ et pour tout entier j ≥ j − 1,

ϕ0,j

(
1 − 1

σj+1

)
= 1 ; (6.27)

(c) 0 < j <∞ et M[#Sj−1] = nj−1 et (6.27) tient pour tout entier j ≥ j ;

(d) j = 0 et σ0 = ∞ et (6.27) tient pour tout entier naturel j.

// Supposons que la somme
∑

j≥j0(−nj logϕ0,j(1 − 1/σj+1)) est finie pour
un certain entier naturel j0. Le lemme 6.1 et la croissance sur [0, 1] des
fonctions ϕ0,j, pour j ∈ N, conduisent alors à

∞∏

j=j0

ϕ0,j(fj+1)
nj ≥

∞∏

j=j0

ϕ0,j

(
1 − 1

σj+1

)nj
> 0.

En outre, sous la condition (6.24), on a toujours M[fj0
#Sj0 ] > 0. La propo-

sition 6.7 permet de conclure que Θ est vide avec probabilité non nulle.
Si la condition (a) est vérifiée, l’ensemble Θ est presque sûrement vide

d’après (6.23). Supposons ensuite que la condition (b) est satisfaite. Comme
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σj−1 = ∞, le lemme 6.1 assure que fj−1 = 1. La proposition 6.7, le lemme 6.1

et la croissance des ϕ0,j permettent alors d’écrire que

P(Θ = ∅) ≥M
[
fj−1

#Sj−1

] ∞∏

j=j−1

ϕ0,j

(
1 − 1

σj+1

)nj
= 1.

Supposons la condition (c) vérifiée. En particulier, #Sj−1 vaut M-presque
sûrement nj−1. En utilisant l’assertion (6.28) ci-après au rang j − 1 puis en
prenant l’espérance sous M, on en déduit que M[#Sj] = nj−1ϕ

′
1,j−1(1). Or,

ce dernier terme est nul d’après (6.22). Ainsi, #Sj est M-presque sûrement
nul. L’assertion (6.24), la proposition 6.7, le lemme 6.1 et la croissance des
ϕ0,j donnent donc

P(Θ = ∅) ≥M
[
fj

#Sj
] ∞∏

j=j

ϕ0,j

(
1 − 1

σj+1

)nj
= 1.

Enfin, si la condition (d) est remplie, le lemme 6.1 implique que f0 = 1 et
le résultat découle directement de la proposition 6.7, du lemme 6.1 et de la
croissance des ϕ0,j. //

Il faut prendre garde au fait que certains termes de la somme apparaissant dans l’asser-
tion (i) peuvent être égaux à l’infini. C’est pourquoi on autorise cette somme à partir
d’un entier j0 quelconque. Par ailleurs, on peut expliciter la condition M[#Sj−1] = nj−1

figurant dans l’assertion (ii) en utilisant la famille de fonctions (ϕt,j)(t,j)∈{0,1}×N grâce au
lemme suivant. Il donne plus généralement l’espérance du nombre de sommets de l’arbre
U0 de génération donnée auxquels le processus X attribue l’état 1. Notons que ce résultat
est vrai même si la condition (6.24) n’est pas vérifiée.

Lemme 6.2
Pour tout entier naturel j, on a

M[#Sj] =

j−1∏

i=0

(
ϕ′

1,i(1) − ϕ′
0,i(0)

)
+

j−1∑

k=0

nkϕ
′
0,k(1)

j−1∏

i=k+1

(
ϕ′

1,i(1) − ϕ′
0,i(0)

)
.

// Soit j un entier naturel. En conditionnant par rapport à la tribu Mj et
en utilisant l’assertion (6.26) et la proposition 6.4, on a

M[#Sj+1 | Mj] =
∑

w∈U0
〈w〉=j

MXw,j

[
Xj

1 + . . .+Xj
nj+1

]

= ϕ′
1,j(1) · #Sj + ϕ′

0,j(1) · (nj − #Sj).

(6.28)

On conclut en prenant l’espérance sous la probabilité M puis en raisonnant
par récurrence. //

Supposons désormais que la condition (6.24) n’est pas vérifiée et notons j∗ le plus petit
entier naturel vérifiant fj∗ = 0. Il résulte du lemme 6.1 que fj = 0 et ϕ1,j(0) = 0 pour
tout entier j ≥ j∗. Par conséquent, la proposition 6.6 donne

P(Θ = ∅) = lim
j↑∞

↓M(#Sj = 0).
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Cependant, pour tout entier j ≥ j∗, on a #Sj+1 = 0 si et seulement Xwk = 0 pour tout
sommet w ∈ U0 de génération j et tout entier k ∈ {1, . . . , nj+1}. En conditionnant par
rapport à la tribu Mj et en utilisant la proposition 6.4, on en déduit que

M(#Sj+1 = 0 | Mj) =
∏

w∈U0
〈w〉=j

MXw,j(∀k ∈ {1, . . . , nj+1} Xk = 0)

= ϕ1,j(0)#Sjϕ0,j(0)nj−#Sj = ϕ0,j(0)nj1{#Sj=0}.

En prenant l’espérance sous M, on a M(#Sj+1 = 0) = M(#Sj = 0)ϕ0,j(0)nj . On en
conclut, à l’aide d’une récurrence élémentaire, que

P(Θ = ∅) = M(#Sj∗ = 0)
∞∏

j=j∗

ϕ0,j(0)nj .

Ainsi, pour déterminer la probabilité que l’ensemble Θ soit vide, il suffit de connâıtre la
probabilité d’avoir #Sj∗ = 0, ce qui est en général possible quand la famille de mesures
(νt,j)(t,j)∈{0,1}×N est donnée explicitement.

IV Majoration de la dimension

Cette section est consacrée à la majoration de la dimension de Hausdorff de l’ensemble Θ
défini par (6.9). Pour tout réel s et tout entier naturel j, notons

αs,j =

∫

{0,1}nj+1

∫

[β,β]nj+1

nj+1∑

k=1

ℓk
sxk µj(dℓ)ν1,j(dx). (6.29)

Rappelons que pour tout entier naturel j, la mesure ν1,j intervient dans la construction
de la probabilité M sous laquelle le processus X est une châıne de Markov indexée par U0

et que la mesure µj, introduite dans la section I, donne la loi commune des rapports de
contraction (Luk)k∈{1,...,nj+1} définis par (6.13) pour les sommets u ∈ U0 de génération j.
Le résultat suivant fournit quelques propriétés élémentaires de la famille (αs,j)(s,j)∈R×N et
de la suite (nj)j∈N∗ . Dans son énoncé, ϕ′

1,j(1) s’obtient pour tout j ∈ N à partir de (6.19).

Lemme 6.3

(i). Pour tout entier j ∈ N et tous réels s et s′ vérifiant s ≤ s′,

0 ≤ βs
′−sαs,j ≤ αs′,j ≤ β

s′−s
αs,j.

(ii). Pour tout entier j ∈ N, on a α0,j = ϕ′
1,j(1).

(iii). Il existe un réel κ > 0 tel que pour tout entier j ∈ N,

αd,j ≤ κ et nj+1 ≤
κ

βd
.

// Les assertions (i) et (ii) sont triviales. Prouvons l’assertion (iii). Rappe-
lons que les conditions portant sur la famille de compacts (Ju)u∈U0 interve-
nant dans la construction sont énoncées dans la section I. Ces conditions
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impliquent que

∀u ∈ U0

n〈u〉+1⊔

k=1

int Juk ⊂ Ju.

En vertu de l’assertion (6.5), il existe donc un réel κ > 0 tel que pour tout
sommet u ∈ U0,

n〈u〉+1∑

k=1

|Juk|d ≤ κ|Ju|d. (6.30)

Sous la probabilité Q, le vecteur (|Juk|/|Ju|)k∈{1,...,n〈u〉+1} a pour loi µ〈u〉. On

en déduit que pour tout j ∈ N et µj-presque tout ℓ ∈ [β, β]nj+1 ,

nj+1∑

k=1

ℓk
d ≤ κ.

Par conséquent, αd,j ≤ κ. En outre, pour un sommet quelconque u de géné-
ration j de l’arbre U0, les assertions (6.4) et (6.30) conduisent à njβ

d ≤ κ.

Comme β est strictement positif, il vient nj ≤ κ/βd. //

Introduisons maintenant un élément d∗ de {−∞} ∪ [0,∞[ destiné à fournir une ma-
joration presque sûre de la dimension de Hausdorff de l’ensemble Θ. Si le paramètre j
donné par (6.22) est infini, posons d∗ = −∞. Au contraire, si j est fini, commençons par
considérer la fonction ρ définie sur R par

ρ : s 7→ lim inf
j→∞

1

j

j−1∑

i=j

logαs,i. (6.31)

Cette fonction est correctement définie et prend ses valeurs dans [−∞,∞[ car

∀i ∈ Nj 0 < ϕ′
1,i(1) min(βs, β

s
) ≤ αs,i ≤ κmax(βs−d, β

s−d
) (6.32)

d’après l’assertion (6.22) et le lemme 6.3. Si ρ(0) < 0, posons à nouveau d∗ = −∞. En
revanche, si ρ(0) ≥ 0, la fonction ρ est une bijection strictement décroissante de R dans
lui-même d’après le lemme 6.3 et le fait que β < 1, de sorte qu’on peut poser

d∗ = sup{s ∈ R | ρ(s) > 0} = inf{s ∈ R | ρ(s) < 0} ∈ [0,∞[. (6.33)

Donnons une autre expression de d∗. Si j est fini, la fonction s 7→ logαs,j + . . .+logαs,j−1

est une bijection de R dans lui-même pour tout entier j > j, d’après le lemme 6.3 et le

fait que β < 1. Elle admet donc un unique zéro noté dj. On montre alors aisément que

d∗ = lim inf
j→∞

dj

si cette dernière limite inférieure est positive et que d∗ = −∞ dans le cas contraire. Le
résultat suivant indique que d∗ majore presque sûrement la dimension de Θ.
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Théorème 6.2
Presque sûrement, dim Θ ≤ d∗.

La suite de cette section s’organise ainsi. Nous démontrons tout d’abord le théorème 6.2.
Nous établissons ensuite quelques résultats complémentaires. Ceux-ci nous permettent
d’une part de fournir une forme de réciproque au théorème 6.3 en donnant des conditions
suffisantes pour que l’ensemble Θ soit vide avec probabilité non nulle ou avec probabilité 1.
D’autre part, ils préparent les preuves des résultats énoncés dans la section V.

IV.1 Preuve du théorème 6.2

La définition (6.9) de Θ implique que la dimension de Hausdorff de cet ensemble est le
supremum des dimensions des compacts Ku définis par (6.10) pour u parcourant U0. Pour
majorer la dimension de l’ensemble Θ, il suffit donc de savoir majorer la dimension des
ensembles Ku.

D’après le lemme de König, l’ensemble Ku est vide si et seulement si le processus Zu,•
défini par (6.12) est de limite nulle à l’infini. Comme ce dernier événement ne dépend que
du processus X, la proposition 6.4 donne

P(dimKu = −∞) = M
[
M(Zu,• → 0 | M〈u〉)

]
= M

[
MXu,〈u〉(Z

〈u〉
∅,• → 0)

]

= M(Xu = 0) + f〈u〉M(Xu = 1),
(6.34)

où f〈u〉 est la probabilité d’extinction définie par (6.20). Si la génération de u est stric-
tement inférieure à j, le lemme 6.1 indique que f〈u〉 = 1, si bien que la dimension du
compact Ku vaut −∞ avec probabilité 1. Ainsi,

p.s. dim Θ = sup
u∈U0
〈u〉≥j

dimKu. (6.35)

Le problème est donc de majorer la dimension du compact Ku pour tout sommet u de
génération supérieure à j de l’arbre U0. On peut se restreindre au cas où j est fini, puisque
l’assertion (6.35) devient dim Θ = −∞ ≤ d∗ dans le cas contraire.

Fixons un sommet u ∈ U0 de génération supérieure à j et posons, pour tout réel s ≥ 0
et tout entier j ≥ 〈u〉,

Zs,u,j =
∑

v∈τu
〈v〉=j




j∏

i=〈u〉+1

Lv1...vi



s

et Ws,u,j =
Zs,u,j
j−1∏
i=〈u〉

αs,i

(6.36)

où le sous-arbre τu est donné par (6.7), les rapports de contraction Lv1...vi sont définis
par (6.13) et les coefficients αs,i sont donnés par (6.29). Le quotient Ws,u,j est correcte-
ment défini en vertu de (6.32). En outre, le processus Z0,u,• = (Z0,u,j)j∈N〈u〉

s’identifie au
processus Zu,• donné par (6.12). Considérons aussi

∀j ∈ N Fj = σ (Xu, |Ju|, u ∈ U0, 〈u〉 ≤ j) .

On obtient de la sorte une filtration sur (Ω,F). Dans ce qui suit, E[ · ] désigne l’espérance
sous la mesure de probabilité P. Le processus Ws,u,• = (Ws,u,j)j∈N〈u〉

peut se voir comme
une renormalisation de Zs,u,•. Il est donc naturel d’obtenir le résultat suivant.



IV. MAJORATION DE LA DIMENSION 163

Lemme 6.4
Supposons j <∞. Pour tout s ∈ [0,∞[ et tout u ∈ U0 vérifiant 〈u〉 ≥ j, le processus
Ws,u,• est une martingale positive par rapport à la filtration (Fj)j∈N〈u〉

.

// Soit j un entier supérieur à 〈u〉. Un sommet w de U0 de génération j+1
appartient à τu si et seulement si π(w) ∈ τu et Xw = 1. Par conséquent,

Zs,u,j+1 =
∑

v∈τu
〈u〉=j




j∏

i=〈u〉+1

Lv1...vi



s
nj+1∑

k=1

Lvk
sXvk. (6.37)

Conditionnons par rapport à la tribu Fj. En utilisant la proposition 6.4 et
l’indépendance des rapports de contraction et du processus X, on obtient

E[Zs,u,j+1 | Fj] = αs,jZs,u,j.

Le résultat découle directement de la définition du processus Ws,u,•. //

Rappelons que le théorème de Doob indique que toute surmartingale positive converge
presque sûrement, cf. [53, p. 450]. Ce théorème et le lemme 6.4 assurent que, pour
tout réel s ∈ [0,∞[ et tout sommet u ∈ U0 vérifiant 〈u〉 ≥ j, la suite (Ws,u,j)j∈N〈u〉

converge presque sûrement vers une variable aléatoire positive notée Ws,u,∞. Observons
que Ws,u,〈u〉 = 1{Xu=1}, si bien que pour tout entier j ≥ 〈u〉,

E[Ws,u,j] = E
[
E[Ws,u,j | F〈u〉]

]
= E[Ws,u,〈u〉] = M(Xu = 1).

D’après le lemme de Fatou, l’espérance de Ws,u,∞ est donc inférieure à la probabilité de
l’événement {Xu = 1}. En particulier, Ws,u,∞ est presque sûrement finie.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat suivant.

Proposition 6.8
Supposons j <∞. Pour tout sommet u ∈ U0 de génération supérieure à j,

p.s. dimKu ≤ d∗.

// Commençons par supposer ρ(0) < 0. La définition (6.31) de la fonction
ρ et l’assertion (ii) du lemme 6.3 assurent que

j−1∏

i=0

ϕ′
1,〈u〉+i(1) ≤ eρ(0)j/2

pour une infinité d’entiers j ∈ N∗. Dès lors, l’élément σ〈u〉 donné par (6.21)
est infini. Le lemme 6.1 implique alors que f〈u〉 = 1 et l’assertion (6.34)
montre que dimKu = −∞ ≤ d∗ avec probabilité 1.

Supposons ρ(0) ≥ 0. Alors, d∗ est donné par (6.33). Pour p ∈ N∗, notons
sp = d∗ + 1/p. Pour tout j ∈ N〈u〉, l’ensemble des v ∈ τu de génération j
vérifiant Zv,• 9 0 appartient à l’ensemble de coupes Cj(τu). Ainsi,

inf
χ∈Cj(τu)

∑

v∈χ




〈v〉∏

i=〈u〉+1

Lv1...vi



sp

≤ Zsp,u,j = Wsp,u,j

j−1∏

i=〈u〉
αsp,i.
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Le membre de gauche tend vers Ẽsp,u quand l’entier j tend vers l’infini,
d’après (6.14). De surcrôıt, comme sp > d∗, on a ρ(sp) < 0 de sorte que
la limite inférieure quand j tend vers l’infini du produit apparaissant dans
le membre de droite est nulle. Comme Wsp,u,j tend presque sûrement vers
Wsp,u,∞ <∞ quand j tend vers l’infini, le membre de droite admet presque
sûrement 0 pour limite inférieure quand j tend vers l’infini. Il s’ensuit que
Ẽsp,u = 0 avec probabilité 1. La proposition 6.2 implique alors que presque
sûrement, pour tout p ∈ N∗, on a Hsp(Ku) = 0. Le résultat s’ensuit. //

L’assertion (6.35), la proposition 6.8 et la dénombrabilité de U0 conduisent finalement au
théorème 6.2.

IV.2 Résultats complémentaires

La proposition 6.8 peut ne pas être optimale. Observons que sa preuve n’exploite pas le
fait que la limite presque sûre Ws,u,∞ de la martingale Ws,u,• peut s’annuler pour certaines
valeurs du réel s. Si cette limite est nulle, c’est que le processus Zs,u,• crôıt moins vite
que prévu vers l’infini. Il est alors naturel de penser que la dimension de Hausdorff de
l’ensemble Ku est dans ce cas strictement inférieure à d∗. Cette remarque se traduit par
le résultat suivant.

Proposition 6.9
Supposons j <∞. Pour tout sommet u ∈ U0 de génération supérieure à j,

p.s. W0,u,∞ = 0 =⇒ dimKu ≤ 0.

Le reste de cette partie est consacré à la preuve de la proposition 6.9. Par conséquent,
supposons j fini et considérons un sommet u ∈ U0 de génération supérieure à j.

Pour établir ce résultat en reprenant les idées de la preuve de la proposition 6.8, il
convient d’étudier, pour tout réel strictement positif s, la croissance du processus Zs,u,•
sur l’événement {W0,u,∞ = 0}. Intéressons-nous d’abord à cet événement. Le processus
W0,u,• est en fait construit à partir du processus Zu,• défini par (6.12), sachant que

∀j ∈ N〈u〉 W0,u,j =
Zu,j

j−1∏
i=〈u〉

ϕ′
1,i(1)

(6.38)

en vertu de l’assertion (ii) du lemme 6.3 et de l’assertion (6.36). En particulier, il ne
dépend que de la châıne de Markov X. De plus, les résultats de la partie II.3 suggèrent
que W0,u,• est relié à la martingale obtenue de façon usuelle par renormalisation d’un
processus de Galton-Watson.

Afin d’exploiter ce lien, fixons un entier j0 ≥ j. Pour tout sommet u de l’arbre Uj0 ,
le processus Zj0

u,• donné par (6.18) est tiré sous la mesure de probabilité M1,j0 . Pour le
renormaliser, il convient de poser

∀j ∈ N〈u〉 W j0
u,j =

Zj0
u,j

j−1∏
i=〈u〉

ϕ′
1,j0+i(1)

.
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Le processus W j0
u,• = (W j0

u,j)j∈N〈u〉
est correctement défini car ϕ′

1,j0+i(1) > 0 pour tout entier
i ≥ 〈u〉, du fait que j0 est supérieur à j. Par ailleurs, un sommet de l’arbre U∗

j0
appartient

à τ j0u si et seulement si son père appartient à τ j0u et si le processus Xj0 lui attribue l’état 1.
Par conséquent, pour tout entier j ≥ 〈u〉,

Zj0
u,j+1 =

∑

v∈τ
j0
u

〈v〉=j

nj0+j+1∑

k=1

Xj0
vk

de sorte que la proposition 6.4 conduit àM1,j0 [Z
j0
u,j+1 |Mj0

j ] = ϕ′
1,j0+j(1)Zj0

u,j. On en déduit
que le processus W j0

u,• est, sous M1,j0 , une martingale positive par rapport à la filtration

(Mj0
j )j∈N〈u〉

. D’après le théorème de Doob, la suite (W j0
u,j)j∈N〈u〉

converge M1,j0-presque

sûrement vers une variable aléatoire positive notée W j0
u,∞. En outre, W j0

u,〈u〉 = 1{Xj0
u =1}, de

sorte que la limite W j0
u,∞ estM1,j0-presque sûrement finie. En particulier, la suite (W j0

∅,j)j∈N

converge M1,j0-presque sûrement vers la variable aléatoire positive W j0
∅,∞. Posons

∀j0 ∈ Nj wj0 = M1,j0

(
W j0

∅,∞ = 0
)
. (6.39)

Le réel wj0 est donc, pour tout entier j0 ≥ j, la probabilité que la limite W j0
∅,∞ existe

et soit nulle. En outre, si j0 désigne un entier naturel strictement inférieur à j, notons
par convention wj0 = 1. Les résultats de la partie II.3 suggèrent alors que w〈u〉 est relié
à la probabilité de l’événement qui nous concerne, c’est-à-dire l’événement {W0,u,∞ = 0}.
C’est pourquoi il convient d’étudier la suite (wj0)j0∈N.

Pour j0 ∈ {0, . . . , j−1}, on a trivialement wj0 ≥ fj0 , où fj0 est défini par (6.20) comme

la probabilité d’extinction sous M1,j0 du processus Zj0
∅,•. Supposons j0 ≥ j et observons

que si le processus Zj0
∅,• admet une limite nulle à l’infini, il en va de même du processus

W j0
∅,•, c’est-à-dire que W j0

∅,∞ = 0. Cela se traduit par l’inégalité fj0 ≤ wj0 . Grâce au
lemme 6.1, il en résulte que

∀j0 ∈ N wj0 ≥ fj0 ≥ 1 − 1

σj0
(6.40)

où la suite (σj0)j0∈N est définie par (6.21). Le résultat suivant complète cette observation.
Rappelons que la suite de fonctions (ϕ1,j)j∈N est donnée par (6.19) et introduisons

σj0 = 1 +
∞∑

j=0

ϕ′′
1,j0+j(1) + ϕ′

1,j0+j(1) − ϕ′
1,j0+j(1)2

ϕ′
1,j0+j(1)

j∏
i=0

ϕ′
1,j0+i(1)

(6.41)

pour tout entier naturel j0, avec la convention que σj0 = ∞ si un des facteurs figurant au
dénominateur s’annule, c’est-à-dire si j0 < j, en vertu de (6.22).

Lemme 6.5
Pour tout entier naturel j0, on a simultanément

wj0 = ϕ1,j0(wj0+1) et wj0 ≤ 1 − 1

σj0
.

// Soit j0 ∈ N. Commençons par supposer j0 < j. La majoration de wj0
est triviale, puisque σj0 = ∞. De surcrôıt, si j ≤ j − 2, on a par convention
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wj0 = wj0+1 = 1, ce qui fournit wj0 = ϕ1,j0(wj0+1). Si j0 = j − 1, on a
wj0 = 1 et ϕ1,j0 = 1 en vertu de (6.22), si bien que wj0 = ϕ1,j0(wj0+1), quelle
que soit la valeur prise par wj0+1.

Supposons désormais j0 ≥ j. Soit j ∈ N∗. En reprenant la preuve du

lemme 6.1, on observe que Zj0
∅,j est la somme sur u ∈ Sj01 des Zj0

u,j. Après
renormalisation, il en résulte que

W j0
∅,j =

1

ϕ′
1,j0

(1)

∑

u∈Sj01

W j0
u,j.

Par conséquent, la limiteW j0
∅,∞ existe et s’annule si et seulement si les limites

W j0
u,∞, pour u ∈ Sj01 , existent et s’annulent toutes. Ainsi,

wj0 = M1,j0(W
j0
∅,∞ = 0) = M1,j0(∀u ∈ Sj01 W j0

u,∞ = 0).

La proposition 6.4 indique que sous M1,j0 , conditionnellement à Mj0
1 , les

processus (W j0
u,j)j∈N∗ , pour u ∈ Sj01 , sont indépendants et leur loi condition-

nelle est égale à la loi du processus (W j0+1
∅,j−1)j∈N∗ sous M1,j0+1. Alors,

M1,j0(∀u ∈ Sj01 W j0
u,∞ = 0 | Mj0

1 ) = M1,j0+1(W
j0+1
∅,∞ = 0)#S

j0
1 = wj0+1

X
j0
0 +...+X

j0
nj0+1 .

On obtient la relation de récurrence attendue en prenant l’espérance sous la
probabilité M1,j0 .

Majorons la probabilité wj0 . On peut supposer que σj0 est fini. En effet,
dans le cas contraire, wj0 est trivialement majoré par 1−1/σj0 = 1. D’après
la proposition 6.5, le processus W j0

∅,• est, sous M1,j0 , la renormalisation d’un
processus de Galton-Watson en environnement variable dont les lois de re-
production ont pour fonctions génératrices ϕ1,j0+j pour j ∈ N. D’après un
résultat de D. Fearn [67, th. 1], comme

∞∑

j=0

ϕ′′
1,j0+j(1) + ϕ′

1,j0+j(1) − ϕ′
1,j0+j(1)2

ϕ′
1,j0+j(1)

j∏
i=0

ϕ′
1,j0+i(1)

= σj0 − 1 <∞,

la suite (W j0
∅,j)j∈N converge en moyenne quadratique vers W j0

∅,∞ et cette der-
nière variable a pour espérance 1 et pour variance σj0 −1. Grâce à l’inégalité
de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

1 = M1,j0

[
W j0

∅,∞
]2

= M1,j0

[
W j0

∅,∞1{W j0
∅,∞>0}

]2

≤M1,j0

[(
W j0

∅,∞
)2]
M1,j0(W

j0
∅,∞ > 0) = σj0 (1 − wj0) ,

ce qui permet de majorer la probabilité wj0 comme voulu. //
Remarque : Soit j0 un entier naturel. L’assertion (6.40) et le lemme 6.5 conduisent à

1 − 1

σj0
≤ fj0 ≤ wj0 ≤ 1 − 1

σj0
. (6.42)
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Ainsi, les probabilités fj0 et wj0 cöıncident (et valent 1) dès que σj0 = ∞, ce qui est
en particulier le cas si j0 < j. De même, les résultats de J. D’Souza et J. Biggins [56]
permettent de prouver que fj0 et wj0 cöıncident si la limite inférieure de la suite (ϕ′

1,j(1))j∈N

est strictement supérieure à 1. Cependant, les suites (fj0)j0∈N et (wj0)j0∈N sont en général
différentes, comme l’illustrent les nombreux exemples figurant dans [55, 56, 114, 117].

Afin de prouver la proposition 6.9, étudions maintenant la vitesse de croissance du
processus Zu,• sur l’événement {W0,u,∞ = 0} pour tout sommet u ∈ U0 de génération
supérieure à j. Dans ce but, introduisons un processus Wu,• = (Wu,j)j∈N〈u〉

en notant

∀j ∈ N〈u〉 Wu,j = wj
Zu,j .

Observons que Wu,• ne dépend que du processus X et rappelons que la tribu Mj est
définie pour tout entier naturel j par (6.16).

Lemme 6.6
Supposons j <∞. Pour tout sommet u ∈ U0 vérifiant 〈u〉 ≥ j, le processus Wu,• est,
sous M, une martingale positive par rapport à la filtration (Mj)j∈N〈u〉

.

// Fixons un entier j supérieur à 〈u〉 et conditionnons par rapport à la tribu
Mj. D’après l’assertion (6.37) pour s = 0 et la proposition 6.4, on a

M[Wu,j+1 | Mj] =
∏

v∈τu
〈u〉=j

M1,j

[
wj+1

Xj
1+...+Xj

nj+1

]
= ϕ1,j(wj+1)

Zu,j .

Le lemme 6.5 permet d’identifier le membre de droite à Wu,j. //

Le lemme 6.6 et le théorème de Doob indiquent que la suite (Wu,j)j∈N〈u〉
converge M-

presque sûrement vers une variable limite Wu,∞ ∈ [0, 1]. Le lemme suivant ressemble au
théorème 1 de [55] qui permet de donner une borne sur les taux de croissance possibles
d’un processus de Galton-Watson en environnement variable.

Lemme 6.7
Supposons j <∞. Pour tout sommet u ∈ U0 de génération supérieure à j,

M− p.s. W0,u,∞ = 0 =⇒ Wu,∞ = 1.

// D’après le lemme 6.6, le processus Wu,• est une martingale à valeurs
dans [0, 1] de variable limite Wu,∞. Il en résulte que

M[Wu,∞] = M[Wu,〈u〉] = M(Xu = 0) +M(Xu = 1)w〈u〉.

Supposons M(Xu = 1) > 0. D’après la proposition 6.4, la loi sous M, condi-
tionnellement à {Xu = 1}, de la variable W0,u,∞ est égale à la loi sous M1,〈u〉
de W

〈u〉
∅,∞. Dès lors,

M(Xu = 1)w〈u〉 = M(Xu = 1 et W0,u,∞ = 0).

De surcrôıt, si Xu = 0, on a trivialement W0,u,∞ = 0, puisque le processus
Zu,• est alors nul. Cela se traduit par l’égalité

M(Xu = 0) = P(Xu = 0 et W0,u,∞ = 0).
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Il s’ensuit que l’espérance de la variable aléatoire Wu,∞ est égale à la pro-
babilité que la limite W0,u,∞ soit nulle. Par conséquent,

M[Wu,∞1{W0,u,∞>0}] = M(W0,u,∞ = 0) −M[Wu,∞1{W0,u,∞=0}]

= M[(1 − Wu,∞)1{W0,u,∞=0}] ≥ 0.
(6.43)

La dernière inégalité provient du fait que la variable Wu,∞ est M-presque
sûrement inférieure à 1.

Supposons nuls les membres de (6.43). Alors, M-presque sûrement,

0 = (1 − Wu,∞)1{W0,u,∞=0} = (1 − Wu,∞)1{W0,u,∞=0 et Wu,∞<1}.

Sur l’événement {Wu,∞ < 1}, on peut simplifier par 1−Wu,∞, de sorte que
M(W0,u,∞ = 0 et Wu,∞ < 1) = 0. Le lemme est donc prouvé dans le cas où
les membres de (6.43) sont nuls.

Supposons au contraire que

M[Wu,∞1{W0,u,∞>0}] > 0. (6.44)

En particulier, M(W0,u,∞ > 0) > 0. De plus, si W0,u,∞ > 0, on a W0,u,j > 0
pour tout entier j, de sorte que M-presque sûrement,

1{W0,u,∞>0}




j−1∏

i=〈u〉
ϕ′

1,i(1)


 logwj = 1{W0,u,∞>0}

log Wu,j

W0,u,j

−−−→
j→∞

1{W0,u,∞>0}
log Wu,∞
W0,u,∞

.

Sachant que M(W0,u,∞ > 0) > 0, il existe une réalisation pour laquelle
W0,u,∞ > 0 et la convergence précédente a lieu. Dès lors, la suite déterministe






j−1∏

i=〈u〉
ϕ′

1,i(1)


 logwj



j∈N〈u〉

admet une limite, notée l, qui est égale à la valeur commune prise par
log Wu,∞/W0,u,∞ sur M-presque toutes les réalisations vérifiant W0,u,∞ > 0.
On a clairement l ≤ 0. De surcrôıt, si l = −∞, pour M-presque toute
réalisation vérifiant W0,u,∞ > 0, on a Wu,∞ = 0, ce qui contredit (6.44). Par
conséquent, l ∈ ] −∞, 0]. Par ailleurs, on a M-presque sûrement,

Wu,j = exp


W0,u,j




j−1∏

i=〈u〉
ϕ′

1,i(1)


 logwj


 −−−→

j→∞

(
el
)W0,u,∞

,

puis Wu,∞ = (el)W0,u,∞ . Sachant que el > 0, on en déduit finalement que
M(W0,u,∞ = 0 et Wu,∞ < 1) = 0. //

Nous pouvons maintenant établir la proposition 6.9. Fixons un sommet u ∈ U0 de
génération supérieure à j. On peut supposer ρ(0) > 0. En effet, dans le cas contraire, on
a d∗ ∈ {−∞, 0} et le résultat découle de (6.35) et du théorème 6.2. De plus, supposons
Wu,∞ = 1. Le lemme 6.5 assure que

0 ≤ Zu,j
σj

≤ −Zu,j log

(
1 − 1

σj

)
≤ −Zu,j logwj = − log Wu,j −−−→

j→∞
0.
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En particulier, Zu,j ≤ σj pour tout entier j assez grand. Intéressons-nous au comportement
asymptotique de σj quand j tend vers l’infini. Pour tout entier naturel K, on a

1 +
K∑

k=0

ϕ′′
1,j+k(1) + ϕ′

1,j+k(1) − ϕ′
1,j+k(1)2

ϕ′
1,j+k(1)

k∏
i=0

ϕ′
1,j+i(1)

=
1

K∏
i=0

ϕ′
1,j+i(1)

+
K∑

k=0

ϕ′′
1,j+k(1)

ϕ′
1,j+k(1)

k∏
i=0

ϕ′
1,j+i(1)

.

Comme ρ(0) > 0, le premier terme du membre de droite tend vers 0 quand K tend vers
l’infini, tandis que le membre de gauche tend vers σj. Il en résulte que

σj =
∞∑

k=0

ϕ′′
1,j+k(1)

ϕ′
1,j+k(1)

k∏
i=0

ϕ′
1,j+i(1)

=



j−1∏

i=j

ϕ′
1,i(1)




∞∑

k=j

ϕ′′
1,k(1)

ϕ′
1,k(1)

k∏
i=j

ϕ′
1,i(1)

. (6.45)

Cependant, on prouve aisément que ϕ′′
1,k(1) ≤ nk+1ϕ

′
1,k(1) pour tout entier naturel k. En

outre, pour tout réel strictement positif ε assez petit et tout entier j assez grand, on a

∞∑

k=j

nk+1

k∏
i=j

ϕ′
1,i(1)

≤
∞∑

k=j

e(ε−ρ(0))(k+1) =
e(ε−ρ(0))(j+1)

1 − eε−ρ(0)
(6.46)

car ρ(0) <∞ et la suite (nj)j∈N∗ est bornée, d’après le lemme 6.3. Il en découle que

lim inf
j→∞

1

j
log σj ≤ ρ(0) + ε− ρ(0) = ε.

En faisant tendre ε vers 0, on en déduit que cette dernière limite inférieure est négative.
Fixons un réel s > 0 et rappelons que Zs,u,j est défini pour tout entier j ≥ 〈u〉 par (6.36).
D’après la condition (6.4), les rapports de contraction intervenant dans l’expression de
Zs,u,j sont inférieurs à β. Ainsi, pour tout entier j suffisamment grand,

Zs,u,j ≤ β
s(j−〈u〉)

Zu,j ≤ β
s(j−〈u〉)

σj.

En reprenant la preuve de la proposition 6.8, on observe que l’écoulement Ẽs,u est inférieur

à la limite inférieure de Zs,u,j quand j tend vers l’infini. Il s’ensuit que Ẽs,u = 0, puis que
Hs(Ku) = 0, en vertu de la proposition 6.2. Cette propriété étant vraie quel que soit
s > 0, on obtient dimKu ≤ 0. Nous venons donc d’établir que

Wu,∞ = 1 =⇒ dimKu ≤ 0.

Le lemme 6.7 conduit finalement à la proposition 6.9.

IV.3 Retour sur la probabilité de vacuité

Rappelons que le théorème 6.1 donne des conditions suffisantes pour que l’ensemble Θ
soit vide avec probabilité non nulle ou avec probabilité 1. Nous étudions maintenant la
nécessité de ces conditions. On peut supposer que la condition (6.24) est vérifiée. En effet,
dans le cas contraire, on dispose d’une expression exacte de la probabilité que Θ soit
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vide, comme l’indique la fin de la section III. Rappelons que, pour tout entier naturel j,
l’ensemble Sj regroupe les sommets de génération j de l’arbre U0 auxquels le processus
X attribue l’état 1, que ϕ0,j est la fonction donnée par (6.19) et que nj désigne l’entier
défini par (6.25).

Théorème 6.3
Supposons la condition (6.24) vérifiée.

(i). Si P(Θ = ∅) > 0, alors

ρ(0) ≤ 0 ou
∞∑

j=0

(
−nj logϕ0,j

(
1 − 1

σj+1

))
<∞.

(ii). Si P(Θ = ∅) = 1, alors une des conditions suivantes est vérifiée :

(a) j = ∞ ;

(b) 0 < j <∞ et pour tout entier j ≥ j − 1,

ϕ0,j

(
1 − 1

σj+1

)
= 1 ; (6.47)

(c) 0 < j <∞ et M[#Sj−1] = nj−1 et (6.47) tient pour tout entier j ≥ j ;

(d) j = 0 et σ0 = ∞ et (6.47) tient pour tout entier naturel j.

Remarques : • Ces diverses conditions nécessaires sont identiques aux conditions suffisantes
énoncées dans le théorème 6.1, à ceci près que la suite (σj)j∈N est remplacée par la suite
(σj)j∈N. De plus, sous la condition (6.24), tous les termes de la somme figurant dans (i)
sont finis en vertu de (6.42). Il n’est donc pas nécessaire d’autoriser la somme à partir
d’un entier j0 quelconque comme dans l’énoncé du théorème 6.1.
• Dans l’assertion (i), si ρ(0) ≤ 0, cela signifie implicitement que ρ(0) est défini, c’est-à-
dire que j < ∞. Si j = ∞, l’assertion (i) est clairement vraie, bien que ρ(0) ne soit pas
défini, car la série qu’elle fait intervenir converge, du fait que σj = ∞ pour tout j ∈ N.

La condition portant sur ρ(0) figure dans (i) mais n’apparâıt pas dans l’énoncé du
théorème 6.1. Elle intervient ici car elle est nécessaire à la validité du lemme suivant.

Lemme 6.8

(i). La suite (M[wj
#Sj ])j∈N est décroissante.

(ii). Supposons la condition (6.24) vérifiée. La limite de cette suite est nulle si

ρ(0) > 0 et
∞∑

j=0

(
−nj logϕ0,j

(
1 − 1

σj+1

))
= ∞.

// Fixons un entier naturel j. D’après l’assertion (6.26), la proposition 6.4
et le lemme 6.5,

M[wj+1
#Sj+1 | Mj] =

∏

w∈U0
〈w〉=j

MXw,j

[
wj+1

Xj
0+...+Xj

nj+1

]

= ϕ1,j(wj+1)
#Sjϕ0,j(wj+1)

nj−#Sj

= wj
#Sjϕ0,j(wj+1)

nj−#Sj ≤ wj
#Sj .

(6.48)
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On met alors en évidence l’assertion (i), c’est-à-dire la décroissance de la
suite (M[wj

#Sj ])j∈N, en prenant l’espérance sous M. Comme cette suite
prend ses valeurs dans [0, 1], elle converge vers un élément l de cet intervalle.

Supposons que la série figurant dans l’énoncé du lemme diverge. Alors j
est fini. Supposons de plus ρ(0) > 0. D’après les assertions (6.45) et (6.46),
pour tout réel strictement positif ε > 0 assez petit et pour tout entier j
assez grand, on a

σj ≤
e(ε−ρ(0))(j+1)

1 − eε−ρ(0)

j−1∏

i=j

ϕ′
1,i(1) ≤ e(ε−ρ(0))(j+1)

1 − eε−ρ(0)
· nj
nj
.

En prenant ε = ρ(0)/2 et en faisant appel au lemme 6.5, on en déduit que

wj
nj/2 ≤ exp

(
− nj

2σj

)
≤ exp

(
−(eρ(0)/2 − 1)

nj

2
eρ(0)j/2

)

pour tout entier j assez grand, de sorte que la série
∑

j wj
nj/2 converge.

Par ailleurs, grâce à (6.24) et (6.40), les réels wj et ϕ0,j(wj+1) appar-
tiennent à l’intervalle ]0, 1] pour tout entier naturel j, si bien qu’en repre-
nant (6.48), on peut écrire

M[wj+1
#Sj+1 | Mj] = wj

#Sjϕ0,j(wj+1)
nj−#Sj

≤ wj
#Sj
(
ϕ0,j(wj+1)

nj/21{#Sj≤nj/2} + 1{#Sj>nj/2}
)

≤ wj
#Sjϕ0,j(wj+1)

nj/2 + wj
nj/2.

En prenant l’espérance sous M dans cette majoration, on obtient

∀j ∈ N M[wj+1
#Sj+1 ] ≤ ϕ0,j(wj+1)

nj/2M[wj
#Sj ] + wj

nj/2.

Une récurrence élémentaire suffit alors pour montrer que, pour tout j ∈ N,

M[wj
#Sj ] ≤ w0

j−1∏

i=0

ϕ0,i(wi+1)
ni/2 +

j−1∑

k=0

wk
nk/2

j−1∏

i=k+1

ϕ0,i(wi+1)
ni/2.

Pour tout entier naturel j, posons

uj =
1

j−1∏
i=0

ϕ0,i(wi+1)ni/2
≥ 1

j−1∏
i=0

ϕ0,i

(
1 − 1

σi+1

)ni/2 .

La suite (uj)j∈N est croissante et diverge vers l’infini, du fait que la série
figurant dans l’énoncé du lemme diverge. On a en outre

∀j ∈ N M[wj
#Sj ] ≤ w0

uj
+

1

uj

j∑

k=1

uk wk−1
nk−1/2.

Comme la série
∑

k wk−1
nk−1/2 converge, le lemme de Kronecker garantit que

le membre de droite tend vers 0 quand j tend vers l’infini, cf. [46, p. 103].
Il s’ensuit que l = 0, ce qui conduit à l’assertion (ii). //
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Le lemme 6.8 permet de mettre en évidence la première partie du théorème 6.3. En effet,
supposons la condition (6.24) vérifiée. Si l’ensemble Θ est vide avec probabilité non nulle,
l’assertion (6.40), la proposition 6.6 et le lemme 6.8 assurent que

0 < P(Θ = ∅) = lim
j↑∞

↓M[fj
#Sj ] ≤ lim

j↑∞
↓M[wj

#Sj ].

Ce dernier lemme conduit alors directement au premier point du théorème 6.3.
Prouvons la deuxième partie du théorème 6.3. À cet effet, supposons que la condi-

tion (6.24) est vérifiée et que l’ensemble Θ est presque sûrement vide. L’assertion précé-
dente s’écrit maintenant

1 = P(Θ = ∅) = lim
j↑∞

↓M[fj
#Sj ] ≤ lim

j↑∞
↓M[wj

#Sj ] ≤ 1.

Par conséquent, pour tout entier naturel j, on a wj = 1 ou #Sj = 0 avec probabilité 1.
Le lemme 6.5 montre alors que, pour tout entier naturel j, on a σj = ∞ ou #Sj = 0 avec
probabilité 1. Si σj = ∞ pour tout entier naturel j, c’est la condition (a), la condition (b)
ou la condition (d) du théorème qui est vérifiée, selon la valeur de j. Supposons au contraire
qu’il existe un entier naturel j0 pour lequel σj0 <∞. Alors j ≤ j0 <∞ et l’assertion (6.45)
indique que σj < ∞ pour tout entier j ≥ j. Il s’ensuit que M-presque sûrement, pour
tout entier j ≥ j, on a #Sj = 0. En particulier, j > 0. En outre, d’après (6.28), on
a ϕ′

0,j(1) = 0 puis (6.47) pour tout entier j ≥ j. L’assertion (6.28) implique aussi que
M-presque sûrement

ϕ′
1,j−1(1) · #Sj−1 + ϕ′

0,j−1(1) · (nj−1 − #Sj−1) = 0.

Le premier terme est nul en vertu de (6.22). Il s’ensuit que ϕ′
0,j−1(1) = 0 ou #Sj−1 = nj−1

avec probabilité 1. Dans le premier cas, on en déduit la condition (b). Dans le second, on
en déduit la condition (c). Le théorème 6.3 s’ensuit.

V Minoration de la dimension

Cette section est vouée à la minoration de la dimension de Hausdorff de l’ensemble Θ
défini par (6.9). On peut supposer que le paramètre d∗ défini au début de la section IV est
strictement positif. En effet, si ce n’est pas le cas, le théorème 6.2 montre que la dimension
de Θ vaut presque sûrement −∞ ou 0 et les théorèmes 6.1 et 6.3 donnent des conditions
nécessaires et suffisantes pour déterminer avec quelle probabilité cette dimension vaut −∞
plutôt que 0. Nous supposerons donc dans cette section que d∗ est strictement positif. Dans
ce cas, l’élément j donné par (6.22) est fini et d∗ est donné par (6.33).

D’après (6.35), pour minorer la dimension de Hausdorff de l’ensemble Θ, il convient
de minorer la dimension de Hausdorff du compact Ku défini par (6.10), pour tout sommet
u ∈ U0 de génération supérieure à j. Le résultat suivant est un premier pas dans cette
direction. Rappelons qu’en vertu de la proposition 6.8, la dimension de Ku est presque
sûrement inférieure à d∗ et rappelons également que W0,u,∞ désigne la variable limite du
processus W0,u,• défini par (6.36).

Proposition 6.10

Supposons d∗ > 0. Pour tout sommet u ∈ U0 de génération supérieure à j,

P(dimKu < d∗) ≤M(W0,u,∞ = 0) et P(0 < dimKu < d∗) = 0.
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Cette section s’organise ainsi. Dans une première partie, nous établissons la proposi-
tion 6.10 en généralisant certaines techniques de percolation sur les arbres introduites
par R. Lyons et Y. Peres dans [116]. Dans une seconde partie, nous utilisons cette propo-
sition pour déterminer la loi de la dimension de Hausdorff de l’ensemble Θ.

V.1 Preuve de la proposition 6.10

Afin de prouver la proposition 6.10, nous introduisons plusieurs objets nouveaux et nous
établissons quelques lemmes préliminaires. Supposons j <∞ et fixons un sommet u ∈ U0

de génération supérieure à j. La proposition 6.2 assure que la dimension du compact Ku

est liée à l’écoulement Es,u défini par (6.14). En particulier, si Es,u > 0 pour un certain
réel s > 0, on a nécessairement Hs(Ku) > 0, ce qui permet de minorer par s la dimension
de Ku. De ce fait, intéressons-nous à la probabilité que l’écoulement Es,u soit nul.

Pour tout entier naturel j0, notons Qj0 = [β, β]U
∗
j0 l’ensemble des applications définies

sur U∗
j0

à valeurs dans l’intervalle [β, β]. Pour toute application ω ∈ Qj0 et tout sommet
u ∈ U∗

j0
, posons Lj0u (ω) = ωu. Considérons en outre la tribu

Qj0 = σ
(
Lj0u , u ∈ U∗

j0

)
,

ainsi que la filtration donnée par

∀j ∈ N∗ Qj0
j = σ

(
Lj0u , u ∈ U∗

j0
, 〈u〉 ≤ j

)
.

Désignons par Qj0 la mesure de probabilité sur (Qj0 ,Qj0) sous laquelle les vecteurs
(Lj0uk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}, pour u ∈ Uj0 , sont indépendants et ont chacun pour loi la mesure
de probabilité µj0+〈u〉 introduite dans la section I. De plus, munissons l’espace produit
(M j0 ×Qj0 ,Mj0 ⊗Qj0) de la mesure de probabilité Πj0 = M1,j0 ⊗Qj0 . On observe alors
que la mesure de probabilité Q0 donne la loi sous Q des rapports de contraction (Lu)u∈U∗

0

définis par (6.13). La proposition 6.4 indique même que, pour tout sommet u ∈ U0 vé-
rifiant M(Xu = 1) > 0 et tout réel s > 0, la loi de l’écoulement Es,u sous la mesure P,
conditionnellement à l’événement {Xu = 1}, est égale à la loi sous Π〈u〉 de la variable

inf
χ∈C(τ

〈u〉
∅

)

∑

v∈χ




〈v〉∏

i=1

L〈u〉
v1...vi



s

(6.49)

où C(τ
〈u〉
∅ ) regroupe toutes les coupes de l’ensemble τ

〈u〉
∅ défini par (6.17). À l’inverse, si

Xu = 0, on a clairement Es,u = 0. Dès lors, pour déterminer la probabilité que l’écoulement
Es,u soit nul, étudions

∀s ∈ ]0,∞[ ∀j0 ∈ N es,j0 = Πj0


 inf
χ∈C(τ

j0
∅

)

∑

v∈χ




〈v〉∏

i=1

Lj0v1...vi



s

= 0


 . (6.50)

Remarquons que si j0 < j, on a nécessairement es,j0 = 1. En effet, dans ce cas, sous la

mesure M1,j0 , l’arbre τ j0∅ est fini avec probabilité fj0 = 1, d’après le lemme 6.1, de sorte
que C(τ j0∅ ) est M1,j0-presque sûrement réduit à {∅}. Pour tout réel s > 0 fixé, la suite
(es,j0)j0∈N vérifie, tout comme les suites (fj0)j0∈N et (wj0)j0∈N, une relation de récurrence
impliquant la suite de fonctions (ϕ1,j0)j0∈N définie par (6.19).
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Lemme 6.9
Pour tout réel s ∈ ]0,∞[ et tout entier naturel j0, on a

es,j0 = ϕ1,j0(es,j0+1).

// En reprenant le début de la preuve du lemme 6.1, commençons par ob-
server que, si l’arbre τ j0∅ est fini, l’ensemble C(τ j0∅ ) se réduit au singleton {∅},
tout comme les ensembles C(τ j0u ), pour u ∈ Sj01 . De surcrôıt, si τ j0∅ est infini,
on peut écrire

C(τ j0∅ ) = {{∅}} ∪
⋃

∀u∈S
j0
1

χu∈C(τ
j0
u )




⋃

u∈Sj01

χu



 ,

c’est-à-dire que l’ensemble C(τ j0∅ ) se compose, d’une part, du singleton {∅}
et, d’autre part, de toutes les réunions possibles d’éléments de C(τ j0u ), lorsque
u appartient à Sj01 . Cette décomposition de C(τ j0∅ ) montre que, pour tout
réel s ∈ ]0,∞[,

inf
χ∈C(τ

j0
∅

)

∑

v∈χ




〈v〉∏

i=1

Lj0v1...vi



s

= min


1,

∑

u∈Sj01

(Lj0u )s inf
χu∈C(τ

j0
u )

∑

v∈χu




〈v〉∏

i=2

Lj0v1...vi



s
 ,

indépendamment du fait que l’arbre τ j0∅ est fini ou non. Ainsi, l’infimum
figurant dans le membre de gauche est nul si et seulement si tous les in-
fima apparaissant dans le membre de droite sont nuls. Cependant, sous la
mesure Πj0 , conditionnellement à la tribu Mj0

1 ⊗Qj0
1 , chacun d’eux est nul

indépendamment des autres avec probabilité es,j0+1. Par conséquent,

Πj0


 inf
χ∈C(τ

j0
∅

)

∑

v∈χ




〈v〉∏

i=1

Lj0v1...vi



s

= 0

∣∣∣∣∣M
j0
1 ⊗Qj0

1


 = es,j0+1

#S
j0
1 = es,j0+1

X
j0
1 +...+X

j0
nj0+1 .

On conclut en prenant l’espérance sous la mesure Πj0 . //

Le lemme 6.9 permet d’introduire une nouvelle famille de martingales. Fixons un réel
s ∈ ]0,∞[ et un sommet u ∈ U0 de génération supérieure à j. Considérons le processus
Es,u,• = (Es,u,j)j∈N〈u〉

défini par

∀j ∈ N〈u〉 Es,u,j = es,j
Zu,j (6.51)

où le processus Zu,• est donné par (6.12). En reprenant la preuve du lemme 6.6 et en
utilisant le lemme 6.9, on montre aisément que le processus Es,u,• est, sous M, une mar-
tingale positive par rapport à la filtration (Mj)j∈N〈u〉

. D’après le théorème de Doob, la
suite (Es,u,j)j∈N〈u〉

converge M-presque sûrement vers une variable limite Es,u,∞ ∈ [0, 1].
Cette limite a pour espérance

M[Es,u,∞] = M[Es,u,〈u〉] = M(Xu = 0) + es,〈u〉M(Xu = 1).
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De plus, si Xu est nul, l’ensemble τu est vide et C(τu) se résume à {∅}, si bien que
l’écoulement Es,u est nul. En outre, si M(Xu = 1) > 0, la loi sous P, conditionnellement
à {Xu = 1}, de Es,u est égale à la loi sous Π〈u〉 de la variable donnée par (6.49), en vertu
de la proposition 6.4. Ainsi,

P(Es,u = 0) = M(Xu = 0) + es,〈u〉M(Xu = 1).

Il s’ensuit finalement que
P(Es,u = 0) = M[Es,u,∞]. (6.52)

Le lemme 6.9 fournit une relation de récurrence entre les probabilités es,j0 pour j0 ∈ N
et s ∈ ]0,∞[. Nous proposons maintenant de majorer ces probabilités. Pour ce faire, com-
mençons par relier es,j0 à la probabilité d’extinction d’un processus de Galton-Watson en
environnement variable en appliquant des techniques de percolation sur l’arbre τ j0∅ . L’idée
d’un lien entre le fait qu’un écoulement s’annule et qu’un arbre obtenu par percolation
du réseau initial soit fini est due à R. Lyons et Y. Peres, cf. [116, ch. 4]. Considérons
une application ξ ∈ {0, 1}U∗

j0 définie sur U∗
0 à valeurs dans {0, 1}. Cette application est

destinée à indiquer quels sommets de l’arbre τ j0∅ demeurent intacts après percolation. Plus
précisément, après percolation, il ne reste de l’arbre τ j0∅ que l’ensemble

ξ · τ j0∅ =
{
u ∈ τ j0∅

∣∣ ∀j ∈ {1, . . . , 〈u〉} ξu1...uj = 1
}
.

Il s’agit du plus grand sous-arbre de τ j0∅ formé de la racine ∅ et des sommets u ∈ τ j0∅

vérifiant ξu = 1. Par analogie avec le processus Zj0
∅,• défini par (6.18), introduisons un

processus ξ · Zj0
∅,• = (ξ · Zj0

∅,j)j∈N en posant

∀j ∈ N ξ · Zj0
∅,j = #

{
u ∈ ξ · τ j0∅

∣∣ 〈u〉 = j
}
.

Par ailleurs, l’application ξ est tirée selon la mesure aléatoire

Mj0
s =

⊗

u∈U∗
j0

(
(Lj0u )sδ1 +

(
1 − (Lj0u )s

)
δ0
)
.

Pour tout s ∈ ]0,∞[ et tout j ∈ N, considérons en outre la fonction φs,j définie par

φs,j : z 7→
∫

{0,1}nj+1

∫

[β,β]nj+1

nj+1∏

k=1

(1 − ℓk
s(1 − zxk))µj(dℓ)ν1,j(dx),

où la mesure ν1,j figure parmi celles qui interviennent dans la construction de la mesure de
probabilité M sous laquelle le processus X est une châıne de Markov et la mesure µj fait
partie de celles qui donnent les rapports de contraction dans la construction aléatoire. Sous
la mesure de probabilité Πj0 , l’application ξ étant tirée sous la mesure Mj0

s , le processus
ξ · Zj0

∅,• obtenu après percolation est un processus de Galton-Watson en environnement
variable dont les lois de reproduction ont pour fonctions génératrices φs,j0+j pour j ∈ N.
Plus précisément, désignons par Πj0 [ · ] l’espérance sous la probabilité Πj0 et établissons
le lemme suivant.

Lemme 6.10
Soient s ∈ ]0,∞[ et j0 ∈ N. Pour tout entier naturel j et tout nombre complexe z de
module inférieur à 1, on a

Πj0

[∫

{0,1}U
∗
j0

zξ·Z
j0
∅,jMj0

s (dξ)

]
= φs,j0 ◦ . . . ◦ φs,j0+j−1(z).
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// La preuve se fait par récurrence sur l’entier j. Le résultat est tout d’abord
clair pour j = 0. Considérons ensuite un entier naturel j pour lequel l’égalité
est vraie quel que soit z. Notons Ξj l’ensemble des applications à valeurs dans
{0, 1} définies sur l’ensemble des sommets u ∈ U∗

j0
de génération inférieure

à j et considérons la mesure aléatoire

Mj0
s,j =

⊗

u∈U∗
j0

〈u〉≤j

(
(Lj0u )sδ1 +

(
1 − (Lj0u )s

)
δ0
)
.

De plus, posons Ξ̃j+1 = {0, 1}nj0+j+1 puis, pour tout sommet w ∈ Uj0 de
génération j, considérons la mesure aléatoire

M̃j0
s,w,j+1 =

nj0+j+1⊗

k=1

(
(Lj0wk)

sδ1 +
(
1 − (Lj0wk)

s
)
δ0
)
.

Pour ξ ∈ {0, 1}U∗
j0 , observons qu’un sommet v ∈ Uj0 de génération j + 1

appartient au sous-arbre ξ · τ j0∅ si et seulement si son père π(v) appartient à
ce sous-arbre et si ξv = Xj0

v = 1. Il en résulte que

ξ · Zj0
∅,j+1 =

∑

w∈ξ·τ
j0
∅

〈w〉=j

nj0+j+1∑

k=1

ξwkX
j0
wk.

Cette observation et le fait que Mj0
s est une mesure produit permettent de

calculer, pour tout nombre complexe z de module inférieur à 1,

∫

{0,1}U
∗
j0

zξ·Z
j0
∅,j+1Mj0

s (dξ) =

∫

Ξj

∏

w∈ξ·τ
j0
∅

〈w〉=j

(∫

eΞj+1

nj0+j+1∏

k=1

(
zX

j0
wk

)ξwk
M̃j0
s,w,j+1(dξ

w)

)
Mj0
s,j(dξ)

=

∫

Ξj

∏

w∈ξ·τ
j0
∅

〈w〉=j

nj0+j+1∏

k=1

(
(Lj0wk)

szX
j0
wk + 1 − (Lj0wk)

s
)

Mj0
s,j(dξ).

Grâce à la proposition 6.4 et l’indépendance des vecteurs donnant les rap-
ports de contraction, l’espérance conditionnelle sous la mesure de probabilité
Πj0 , conditionnellement à la tribu Mj0

j ⊗Qj0
j , du membre de droite s’écrit

∫

Ξj

∏

w∈ξ·τ
j0
∅

〈w〉=j

Πj0+j

[nj0+j+1∏

k=1

(
1 − (Lj0+j

k )s
(
1 − zX

j0+j
k

))]
Mj0
s,j(dξ)

=

∫

Ξj

φs,j0+j(z)
ξ·Zj0

∅,jMj0
s,j(dξ) =

∫

{0,1}U
∗
j0

φs,j0+j(z)
ξ·Zj0

∅,jMj0
s (dξ).

On conclut en prenant l’espérance sous la probabilité Πj0 puis en faisant
appel à l’hypothèse de récurrence. //
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Le lemme 6.10 permet de majorer les probabilités es,j0 définies par (6.50). Dans ce but,
pour tout réel s ∈ ]0,∞[ et tout entier naturel j0, introduisons

ςs,j0 =
∞∑

j=0

φ′′
s,j0+j(1)

φ′
s,j0+j(1)

j∏
i=0

φ′
s,j0+i(1)

avec la convention que ςs,j0 = ∞ si un des facteurs du dénominateur s’annule. C’est
notamment le cas si j0 < j. En effet, d’une part, φ′

s,j0+i(1) est, pour tout i ∈ N, égal au
réel αs,j0+i donné par (6.29). D’autre part, le réel αs,j−1 est nul d’après (6.22).

Comme j est fini, la fonction ρ est correctement définie au travers de l’assertion (6.31).
On dispose alors du résultat suivant.

Lemme 6.11
Supposons j <∞. Pour tout réel s ∈ ]0,∞[ vérifiant ρ(s) > 0 et tout entier j0 ∈ N,

es,j0 ≤ 1 − 1

ςs,j0
.

// On peut supposer j0 ≥ j, puisque ςs,j0 est infini dans le cas contraire, ce

qui rend le résultat trivial. Soit χ ∈ C(τ j0∅ ). Le nombre moyen de sommets
restant dans χ après percolation s’écrit
∫

{0,1}U
∗
j0

#
(
ξ · τ j0∅ ∩ χ

)
Mj0
s (dξ) =

∑

v∈χ

∫

{0,1}U
∗
j0

1{v∈ξ·τj0
∅

}M
j0
s (dξ).

Prenons v ∈ χ ⊂ τ j0∅ . Le sommet v appartient à ξ · τ j0∅ si et seulement si
ξv1...vj = 1, pour tout entier j ∈ {1, . . . , 〈v〉}, de sorte que

∫

{0,1}U
∗
j0

1{v∈ξ·τ∅}M
j0
s (dξ) =

∫

{0,1}U
∗
j0

〈v〉∏

j=1

1{ξv1...vj=1}M
j0
s (dξ) =

〈v〉∏

j=1

(Lj0v1...vj)
s

car Mj0
s est une mesure produit. Le nombre moyen de sommets restant dans

χ après percolation s’obtient par conséquent en sommant le membre de
droite lorsque v décrit χ. Ce nombre moyen est en outre minoré par
∫

{0,1}U
∗
j0

1{#(ξ·τj0
∅

∩χ)≥1}M
j0
s (dξ) ≥

∫

{0,1}U
∗
j0

1{ξ·Zj0
∅,•90}M

j0
s (dξ).

En effet, le nombre moyen de sommets restant après percolation est su-
périeur à la probabilité qu’il reste au moins un sommet. De surcrôıt, si le
processus ξ · Zj0

∅,• ne tend pas vers 0 à l’infini, l’arbre ξ · τ j0∅ comporte au
moins un chemin infini, en vertu du lemme de König. Ce chemin appartient
en particulier à ∂τ j0∅ , donc il passe par un sommet v de χ. Le sommet v ap-
partient simultanément à χ et à ξ · τ j0∅ . Ainsi, il y a au moins un sommet qui
reste dans χ après percolation. Finalement, en passant à la borne inférieure
sur χ ∈ C(τ j0∅ ), il vient

inf
χ∈C(τ

j0
∅

)

∑

v∈χ

〈v〉∏

j=1

(Lj0v1...vj)
s ≥

∫

{0,1}U
∗
j0

1{ξ·Zj0
∅,•90}M

j0
s (dξ).
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En particulier, si l’infimum est nul, l’intégrale précédente est nulle aussi.
D’après la définition (6.50) de la probabilité es,j0 , cela se traduit par

es,j0 ≤ Πj0

(∫

{0,1}U
∗
j0

1{ξ·Zj0
∅,•90}M

j0
s (dξ) = 0

)

= Πj0

(∫

{0,1}U
∗
j0

1{ξ·Zj0
∅,•→0}M

j0
s (dξ) ≥ 1

)

≤ Πj0

[∫

{0,1}U
∗
j0

1{ξ·Zj0
∅,•→0}M

j0
s (dξ)

]
.

La dernière majoration provient de l’inégalité de Markov. Cependant, le
processus ξ·Zj0

∅,• admet une limite nulle à l’infini si et seulement si ξ·Zj0
∅,j1

= 0
pour un certain entier j1 et, dans ce cas, il est nul à partir du rang j1. D’après
le lemme 6.10, le membre de droite est donc la limite croissante de

Πj0

[∫

{0,1}U
∗
j0

1{ξ·Zj0
∅,j1

=0}M
j0
s (dξ)

]
= φs,j0 ◦ . . . ◦ φs,j0+j1−1(0)

quand j1 tend vers l’infini. Pour tout entier naturel j1, le théorème 1 de [1]
prouve que le membre de droite est majoré par

1 −




1
j1−1∏
i=0

φ′
s,j0+i(1)

+

j1−1∑

j=0

φ′′
s,j0+j(1)

φ′
s,j0+j(1)

j∏
i=0

φ′
s,j0+i(1)




−1

Rappelons que φ′
s,j0+i(1) = αs,j0+i pour tout entier naturel i. De ce fait,

comme ρ(s) est strictement positif, le terme apparaissant dans l’inverse tend
vers ςs,j0 quand j1 tend vers l’infini. Le résultat s’ensuit. //

Le lemme 6.11 permet d’étudier la limite presque sûre Es,u,∞ du processus Es,u,• défini
par (6.51) pour tout sommet u ∈ U0 de génération supérieure à j. Il conduit en effet au
résultat suivant.

Lemme 6.12
Supposons j <∞. Pour tout réel s ∈ ]0,∞[ vérifiant ρ(s) > 0 et tout sommet u ∈ U0

de génération supérieure à j,

M− p.s. W0,u,∞ > 0 =⇒ Es,u,∞ = 0.

// Fixons un entier j ≥ 〈u〉. D’après le lemme 6.11, on a

Es,u,j ≤
(

1 − 1

ςs,j

)Zu,j
≤ exp

(
−Zu,j
ςs,j

)
.

Commençons par majorer ςs,j. En vertu de (6.22), on a φ′
s,i(1) = αs,i > 0

pour tout entier i ≥ j. On observe alors aisément que

ςs,j =



j−1∏

i=j

φ′
s,i(1)




∞∑

k=j

φ′′
s,k(1)

φ′
s,k(1)

k∏
i=j

φ′
s,i(1)

≤



j−1∏

i=j

φ′
s,i(1)




∞∑

k=j

nk+1

k∏
i=j

αs,i

.
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Grâce au lemme 6.3 et le fait que ρ(s) est strictement positif, pour tout réel
ε > 0 assez petit et tout entier j assez grand, on a

∞∑

k=j

nk+1

k∏
i=j

αs,i

≤
∞∑

k=j

e(ε−ρ(s))(k+1) =
e(ε−ρ(s))(j+1)

1 − eε−ρ(s)
.

De plus, en choisissant ε = ρ(s)/2 et en utilisant (6.38) pour exprimer Zu,j
en fonction de W0,u,j, on parvient à

−Zu,j
ςs,j

≤ − W0,u,j

〈u〉−1∏
i=j

φ′
s,i(1)




j−1∏

i=〈u〉

ϕ′
1,i(1)

φ′
s,i(1)


 (eρ(s)/2 − 1)eρ(s)j/2

pour tout entier j assez grand. Comme 0 < φ′
s,i(1) ≤ ϕ′

1,i(1) pour tout entier
i ≥ 〈u〉, il en découle que

−Zu,j
ςs,j

≤ − W0,u,j

〈u〉−1∏
i=j

φ′
s,i(1)

(eρ(s)/2 − 1)eρ(s)j/2.

Dès lors, sur l’événement {W0,u,∞ > 0}, le membre de droite tend vers −∞
quand j tend vers l’infini, si bien que Es,u,∞ = 0. //

Nous sommes désormais en mesure de prouver la proposition 6.10. Ainsi, supposons
d∗ > 0, donc j < ∞, puis considérons un sommet u ∈ Uj0 de génération supérieure à
j et un réel s ∈ ]0, d∗[. Supposons que la dimension de Hausdorff de l’ensemble Ku est
strictement inférieure à s. Alors sa mesure de Hausdorff s-dimensionnelle est nulle, de
même que l’écoulement Es,u, d’après la proposition 6.2. Grâce à (6.52), il en ressort que

P(dimKu < s) ≤ P(Es,u = 0) = M[Es,u,∞].

On peut voir cette dernière espérance comme la somme de deux termes. Le premier est

M[1{W0,u,∞>0}1{Es,u,∞>0}Es,u,∞] ≤M(W0,u,∞ > 0 et Es,u,∞ > 0).

Cependant, en vertu du lemme 6.12, cette dernière probabilité est nulle car ρ(s) > 0. Le
second terme est

M[1{W0,u,∞=0}Es,u,∞] ≤M(W0,u,∞ = 0).

En conséquence, l’espérance sous M de la variable Es,u,∞ est majorée par la probabilité
que la limite W0,u,∞ soit nulle. On en déduit que

P(dimKu < s) ≤M(W0,u,∞ = 0).

Sachant que l’événement {dimKu < d∗} se présente comme l’union croissante des événe-
ments {dimKu < s} sur s ∈ ]0, d∗[, la première partie de la proposition 6.10 s’ensuit.
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Dans le but d’établir la seconde partie de cette proposition, faisons appel à la propo-
sition 6.9. Selon cette dernière, le fait d’avoir W0,u,∞ = 0 et dimKu > 0 est un événement
de probabilité nulle. Ainsi,

M(W0,u,∞ = 0) = P(W0,u,∞ = 0 et dimKu ≤ 0) ≤ P(dimKu ≤ 0).

La probabilité d’avoir dimKu < d∗ est donc inférieure à celle d’avoir dimKu ≤ 0. D’où

P(dimKu ≤ 0) ≥ P(0 < dimKu < d∗) + P(dimKu ≤ 0),

ce qui achève la preuve de la proposition 6.10 en montrant que la dimension de Ku ne
peut appartenir à l’intervalle ]0, d∗[ qu’avec une probabilité nulle.

V.2 Loi de la dimension de Θ

Lorsque d∗ est strictement positif, la proposition 6.10 assure en particulier que la dimension
de Hausdorff de l’ensemble Ku appartient à l’ensemble {−∞, 0, d∗} avec probabilité 1,
pour tout sommet u ∈ U0 de génération plus grande que j. Comme l’indique le résultat
suivant, cela implique que l’ensemble Θ admet une dimension qui est presque sûrement
dans l’ensemble {−∞, 0, d∗}. On peut même donner la loi de la variable dim Θ. Rappelons
que les suites (fj)j∈N et (wj)j∈N sont définies par (6.20) et (6.39) respectivement et que,
pour tout entier naturel j, l’ensemble Sj regroupe les sommets de l’arbre U0 de génération
égale à j auxquels le processus X assigne l’état 1.

Théorème 6.4
Supposons d∗ > 0. La dimension de Hausdorff de l’ensemble Θ donné par (6.9)
appartient presque sûrement à {−∞, 0, d∗}. En outre, la loi de dim Θ est donnée par

P(dim Θ = −∞) = lim
j↑∞

↓M[fj
#Sj ] et P(dim Θ ≤ 0) = lim

j↑∞
↓M

[
wj

#Sj
]
.

// Soit s ∈ ]0, d∗[. D’après (6.35), avec probabilité 1, si la dimension de Θ
est inférieure à s, tous les compacts Ku, pour u ∈ U0 de génération supé-
rieure à j, sont de dimension inférieure à s. Dans ce cas, on a l’alternative
suivante : soit Ku est de dimension 0 ou −∞ pour tout sommet u, soit il
existe un sommet u pour lequel 0 < dimKu ≤ s. Un tel sommet vérifie
0 < dimKu < d∗, ce qui n’est possible qu’avec une probabilité nulle, en
vertu de la proposition 6.10. Finalement,

P(dim Θ ≤ s) ≤ P(∀u ∈ U0 〈u〉 ≥ j =⇒ dimKu ≤ 0).

Passons à la limite croissante quand s tend en croissant vers d∗. En reprenant
l’assertion (6.35), il vient

P(dim Θ < d∗) ≤ P(dim Θ ≤ 0).

Ainsi, dim Θ prend presque sûrement ses valeurs dans {−∞, 0, d∗}.
Intéressons-nous à la loi de la variable dim Θ. Sachant que dim Θ = −∞

si et seulement si Θ = ∅, il suffit de se reporter à la proposition 6.6 pour
obtenir l’expression attendue de la probabilité d’avoir dim Θ = −∞. Portons
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maintenant notre attention sur la probabilité de l’événement {dim Θ ≤ 0}.
D’après (6.9) et (6.10), on a

{dim Θ ≤ 0} =
∞
↓
⋂

j=0

{∀u ∈ U0 〈u〉 ≤ j =⇒ dimKu ≤ 0} .

Fixons j ∈ N et u ∈ U0 avec 〈u〉 ≤ j. Le compact Ku se décompose en

Ku =
⋃

v∈τu
〈v〉=j

Kv.

En effet, si x appartient à Ku, il s’écrit x = xζ , avec ζ ∈ ∂τu. Notons v le mot
ζ1 . . . ζj. Ce dernier appartient à l’arbre τu et a pour longueur j. En outre,
ζ ∈ ∂τv, ce qui implique que x = xζ appartient à Kv. Réciproquement, si v
désigne un sommet de τu dont la génération est j, l’ensemble ∂τv est inclus
dans ∂τu, d’où l’inclusion Kv ⊂ Ku. On en déduit que

{dim Θ ≤ 0} =
∞
↓
⋂

j=0

{∀u ∈ U0 〈u〉 = j =⇒ dimKu ≤ 0} .

Ainsi, la probabilité que la dimension de Θ soit égale à 0 ou −∞ est

P(dim Θ ≤ 0) = lim
j↑∞

↓ P(∀u ∈ U0 〈u〉 = j =⇒ dimKu ≤ 0).

Soient j un entier supérieur à j et u un sommet de génération j de l’arbre
U0. D’après les propositions 6.9 et 6.10, on a

P(dimKu ≤ 0) ≤M(W0,u,∞ = 0) ≤ P(W0,u,∞ = 0 et dimKu ≤ 0),

ce qui implique l’égalité du membre de gauche et du membre de droite. Il en
résulte que la probabilité d’avoir simultanément dimKu ≤ 0 et W0,u,∞ > 0
est nulle. Cela conduit à l’inégalité

P(∀u ∈ U0 〈u〉 = j =⇒ dimKu ≤ 0) ≤M(∀u ∈ U0 〈u〉 = j =⇒ W0,u,∞ = 0).

L’inégalité réciproque provient du fait qu’on ne peut avoir simultanément
W0,u,∞ = 0 et dimKu > 0 qu’avec une probabilité nulle, en vertu de la
proposition 6.9. Finalement, on peut encore écrire

P(dim Θ ≤ 0) = lim
j↑∞

↓M(∀u ∈ U0 〈u〉 = j =⇒ W0,u,∞ = 0).

Considérons à nouveau un entier j ≥ j et un sommet u ∈ U0 de génération

j. Si X0 = 0, le processus Zu,• est nul, tout comme la limite W0,u,∞. À
l’inverse, siM(Xu = 1) > 0, la loi sousM, conditionnellement à l’événement
{Xu = 1}, de W0,u,∞ est égale à la loi sous M1,j de W j

∅,∞ en vertu de la
proposition 6.4. Cette même proposition conduit alors à

M
(
∀u ∈ U0 〈u〉 = j =⇒ W0,u,∞ = 0

∣∣Mj

)
= wj

#Sj
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On conclut en prenant l’espérance sous la mesure M et en faisant tendre
l’entier j vers l’infini. //

Le théorème 6.4 que nous venons de prouver donne la loi de la variable dimΘ. Il relie
en particulier la probabilité que la dimension de Θ soit égale à 0 ou −∞ et la limite de
la suite de terme général M[wj

#Sj ], pour j ∈ N. Rappelons que le lemme 6.8, établi dans
la section IV, apporte quelques précisions sur cette dernière limite. Cela débouche sur le
résultat suivant.

Corollaire 6.2
Supposons la condition (6.24) satisfaite et d∗ > 0.

(i). On a P(dim Θ = d∗) = 1 si

∞∑

j=0

(
−nj logϕ0,j

(
1 − 1

σj+1

))
= ∞.

(ii). On a P(dim Θ = d∗) > 0 si aucune des conditions (a)-(d) figurant dans l’énoncé
du théorème 6.3 n’est vérifiée.

// Prouvons (i). Comme d∗ > 0, on a ρ(0) > 0 et le lemme 6.8 montre que
M[wj

#Sj ] tend vers 0 quand j tend vers l’infini. D’après le théorème 6.4,
l’ensemble Θ est presque sûrement de dimension d∗.

Démontrons (ii). La preuve de la deuxième partie du théorème 6.3 in-
dique que si aucune des conditions (a)-(d) n’est vérifiée, M[wj

#Sj ] ne peut
tendre vers 1 quand j tend vers l’infini. Le résultat découle finalement du
théorème 6.4. //

VI Preuves des résultats de la section II

VI.1 Preuve de la proposition 6.1

Soit u ∈ U0. Montrons que l’ensemble Ku défini par (6.10) s’écrit encore

Ku =
∞
↓
⋂

j=〈u〉

⋃

v∈τu
〈v〉=j

Jv.

Soit x un point appartenant, pour tout entier j ≥ 〈u〉, à un certain compact Jvj avec
vj ∈ τu et 〈vj〉 = j. Comme il n’y a qu’un nombre fini de sommets d’échelle donnée dans
τu, un argument classique d’extraction diagonale montre qu’il existe un chemin infini
ζ ∈ ∂τu tel que, pour tout entier naturel i ≥ 〈u〉, il existe une infinité d’entiers naturels
j ≥ i vérifiant ζ1 . . . ζi = vj1 . . . v

j
i . Ainsi, x ∈ Jvj ⊂ Jζ1...ζi . On en déduit que x = xζ ∈ Ku.

Réciproquement, tout point de Ku appartient clairement pour tout entier j ≥ 〈u〉 à un
compact Jvj avec vj ∈ τu et 〈vj〉 = j.

Par ailleurs, l’ensemble Ku est compact car il s’écrit comme une intersection dénom-
brable de compacts.
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VI.2 Preuve de la proposition 6.2

Fixons un sommet u ∈ U0 et un réel s ∈ ]0,∞[. Soient ε un réel strictement positif et j

un entier assez grand pour avoir |J∅|β
j
< ε, où β est le majorant intervenant dans (6.4).

Considérons une coupe χ ∈ Cj(τu). D’après (6.4), on a

|Jv| = |J∅|
j∏

i=1

|Jv1...vi|
|Jv1...vi−1

| ≤ |J∅|β
j
< ε

pour tout sommet v ∈ χ. Soit x un point de Ku. La définition (6.10) du compact Ku

assure qu’il existe un chemin infini ζ ∈ ∂τu pour lequel x = xζ . Comme χ est une coupe
de τu, il existe un sommet v ∈ χ vérifiant ζ1 . . . ζ〈v〉 = v. On a donc x ∈ Jv. Il en résulte
que la famille (Jv)v∈χ constitue un ε-recouvrement du compact Ku. Par conséquent, grâce
à (6.13), on peut écrire

Hs
ε(Ku) ≤

∑

v∈χ
|Jv|s = |Ju|s

∑

v∈χ




〈v〉∏

i=〈u〉+1

Lv1...vi



s

.

En passant à l’infimum sur χ parcourant Cj(τu) et à la limite quand j tend vers l’infini
dans le membre de droite puis en faisant tendre ε vers 0 dans le membre de gauche, on
obtient finalement Hs(Ku) ≤ |Ju|sẼs,u.

Réciproquement, fixons un entier j ≥ 〈u〉 et un réel ε ∈ ]0, |J∅|βj], où β est le minorant
apparaissant dans (6.4), puis désignons par (Up)p∈N un ε-recouvrement du compact Ku.

Pour tout p ∈ N, posons en outre Ũp = Up si |Up| > 0. Sinon, notons Ũp un ensemble

quelconque de diamètre ε/2p qui contient Up. Ainsi, (Ũp)p∈N est un ε-recouvrement de Ku

formé d’ensembles de diamètre non nul. Fixons un entier naturel p et considérons

Vp =
{
v ∈ τ ∗u

∣∣∣ Ũp ∩ Jv 6= ∅ et |Jv| ≤ |Ũp| < |Jπ(v)|
}
.

Soit x ∈ Ku ∩ Ũp. Il existe un chemin infini ζ ∈ ∂τu tel que x = xζ . D’après (6.4), on

a 0 < |Ũp| < |J∅|β〈u〉 ≤ |Ju| et le diamètre |Jζ1...ζi| décrôıt strictement et tend vers 0
quand i tend vers l’infini, si bien qu’il existe un entier i supérieur à 〈u〉 et à 1 vérifiant

|Jζ1...ζi| ≤ |Ũp| < |Jζ1...ζi−1
|. L’ensemble Ũp ∩ Jζ1...ζi est non vide car il contient le point x.

Ainsi, ζ1 . . . ζi ∈ Vp. Il en ressort que

Ku ∩ Ũp ⊂
⋃

v∈Vp
Jv.

Notons x0 un point de Ũp et κ un réel strictement positif tel que ‖x‖∞ ≤ κ‖x‖ pour
tout point x ∈ Rd, où ‖ · ‖ et ‖ · ‖∞ désignent respectivement la norme choisie sur Rd et
la norme supremum. On prouve aisément que les compacts Jv indexés par les sommets v
appartenant à Vp sont tous inclus dans la boule fermée B de centre x0 et de rayon 2κ|Ũp|
au sens de la norme supremum. Ces compacts étant d’intérieurs disjoints, il vient

(4κ)d|Ũp| = Ld(B) ≥
∑

v∈Vp
Ld(int Jv) ≥ κ′

∑

v∈Vp
|Jv|d
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où κ′ est un réel strictement positif qui ne dépend que de la famille de compacts (Jv)v∈U0

et dont l’existence est garantie par (6.5). Par ailleurs, pour chaque sommet v appartenant

à Vp, on a |Jv| ≥ β|Jπ(v)| > β|Ũp|. Il s’ensuit que

#Vp ≤
1

C
avec C =

κ′β

(4κ)d
. (6.53)

Notons χ′ l’union sur p ∈ N des ensembles Vp. Privons χ′ des sommets v tels qu’il
existe i ∈ {〈u〉, . . . , 〈v〉 − 1} vérifiant v1 . . . vi ∈ χ′ ou tels que ζ1 . . . ζ〈v〉 6= v pour tout
chemin ζ ∈ ∂τu, puis appelons χ le sous-ensemble de χ′ ainsi obtenu. Prouvons que χ
appartient à Cj(τu). Par construction de χ, on a d’abord





χ ⊂ τu
∀v ∈ χ ∃ζ ∈ ∂τu ζ1 . . . ζ〈v〉 = v
∀v ∈ χ ∀i ∈ {〈u〉, . . . , 〈v〉 − 1} v1 . . . vi /∈ χ

. (6.54)

De plus, pour tout sommet v de χ, on a |Jv| ≤ |J∅|βj. Ainsi, grâce à (6.4), on peut écrire

β〈v〉 ≤
〈v〉∏

i=1

|Jv1...vi|
|Jv1...vi−1

| ≤ βj

de sorte que la génération du sommet v est supérieure à j. Prenons maintenant un chemin
ζ ∈ ∂τu. D’après (6.10), le point xζ appartient au compact Ku. Il appartient donc à un

certain ensemble Ũp avec p ∈ N. Cependant, il existe un entier i supérieur à 〈u〉 et à 1

vérifiant |Jζ1...ζi| ≤ |Ũp| < |Jζ1...ζi−1
|. On observe alors que ζ1 . . . ζi ∈ χ′. Notons i′ le plus

petit entier pour lequel cette propriété est vraie et posons v = ζ1 . . . ζi′ . Alors v appartient
à χ. Par conséquent,

∀ζ ∈ ∂τu ∃v ∈ χ ζ1 . . . ζ〈v〉 = v.

Il reste à établir que l’ensemble χ est fini. Supposons le contraire. Comme chaque sommet
de τu n’a qu’un nombre fini de fils, il existe une suite (vi)i∈N de sommets de χ vérifiant
〈vi〉 ≥ 〈u〉 + i quel que soit i ∈ N. Un argument classique d’extraction diagonale prouve
alors l’existence d’un chemin infini ζ ∈ ∂τu tel que, pour tout entier naturel q ≥ 〈u〉,
il existe une infinité d’entiers naturels i vérifiant ζ1 . . . ζq = vi1 . . . v

i
q. D’après l’assertion

précédente, il existe w ∈ χ tel que ζ1 . . . ζ〈w〉 = w. Pour un tel entier i > 〈w〉 − 〈u〉, on a
donc simultanément vi ∈ χ et vi1 . . . v

i
〈w〉 = w ∈ χ, ainsi que 〈w〉 ≤ 〈vi〉 − 1, ce qui offre

une contradiction. Il s’ensuit que l’ensemble χ est fini et qu’il appartient bien à Cj(τu).
Écrivons enfin, à l’aide de l’assertions (6.53), que

|Ju|s
∑

v∈χ




〈v〉∏

i=〈u〉+1

Lv1...vi



s

≤
∞∑

p=0

∑

v∈Vp
|Jv|s ≤

1

C

∞∑

p=0

|Ũp|s ≤
1

C

(
εs

1 − 2−s
+

∞∑

p=0

|Up|s
)
.

En minorant le membre de gauche par son infimum sur χ parcourant Cj(τu) et en passant
à l’infimum sur (Up)p∈N parcourant l’ensemble des ε-recouvrements du compact Ku, puis

en faisant tendre ε vers 0 et enfin j vers l’infini, on obtient C|Ju|sẼs,u ≤ Hs(Ku).

Enfin, comme Cj(τu) ⊂ C(τu) pour tout entier j ≥ 〈u〉, on a Es,u ≤ Ẽs,u, ce qui achève
la preuve de la proposition 6.2.
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VI.3 Preuve du corollaire 6.1

Soit χ une partie finie de l’ensemble uU〈u〉 telle que v1 . . . vi /∈ χ pour tout v ∈ χ et tout
i ∈ {〈u〉, . . . , 〈v〉−1}. Notons j0 la génération maximale des sommets constituant χ. Alors
χ appartient à C(τu) si et seulement si :

– χ est inclus dans τu ;
– pour tout v ∈ χ, le processus Zv ne s’éteint pas ;
– pour tout sommet w de uU〈u〉 de génération j0 qui ne descend pas d’un sommet v

de χ et qui appartient à τu, le processus Zw s’éteint.
Ainsi, l’appartenance de χ à C(τu) est un évènement de la tribu M. En conséquence, Es,u
et Ẽs,u sont des variables aléatoires mesurables par rapport à la tribu F , puisque pour
tout réel a, d’une part, l’ensemble {Es,u ≥ a} est égal à

⋂

χ


{χ /∈ C(τu)} ∪




∑

v∈χ




〈v〉∏

i=〈u〉+1

Lv1...vi



s

≥ a








où l’intersection est prise sur χ appartenant à l’ensemble dénombrable des parties finies
de uU〈u〉 telles que v1 . . . vi /∈ χ pour tout v ∈ χ et tout i ∈ {〈u〉, . . . , 〈v〉 − 1} et, d’autre

part, l’ensemble {Ẽs,u ≥ a} s’identifie à

∞⋂

k=1

∞⋃

j=〈u〉

⋂

χ


{χ /∈ C(τu)} ∪




∑

v∈χ




〈v〉∏

i=〈u〉+1

Lv1...vi



s

≥ a− 1

k








où l’intersection est prise sur χ appartenant à l’ensemble dénombrable des parties finies
de uU〈u〉 formées d’éléments v de génération supérieure à j vérifiant v1 . . . vi /∈ χ pour tout
i ∈ {〈u〉, . . . , 〈v〉 − 1}.

D’après la proposition 6.2, pour tout réel positif a, l’ensemble {dimKu ≤ a} est égal

à l’intersection des ensembles {Ẽu,a+1/k = 0} sur k ∈ N∗, qui appartiennent tous à la
tribu F . Il en résulte que {dimKu ≤ a} est un événement de la tribu F . Cela reste vrai
pour l’ensemble {dimKu = −∞} car ce dernier est égal à l’événement de la tribu F
correspondant au fait que le processus Zu admette une limite nulle à l’infini. Il s’ensuit
que dimKu est une variable aléatoire mesurable par rapport à la tribu F .

En vertu de (6.9), on peut écrire l’ensemble Θ comme l’union sur u ∈ U0 des ensembles
Ku. Ainsi, la dimension de Hausdorff de Θ est égale au supremum des dimensions de
Hausdorff des ensembles Ku pour u parcourant U0. Ainsi, dim Θ est une variable aléatoire
mesurable par rapport à la tribu F .

VI.4 Preuve de la proposition 6.3

D’après le théorème de Carathéodory, pour construire la mesure Mt∅ ,j0 , il suffit de la
définir sur une algèbre engendrant Mj0 , puis de montrer qu’elle forme une application
σ-additive sur cette algèbre et attribue la masse 1 à l’ensemble M j0 tout entier, cf. [138,
p. 93] ou [148, p. 198]. L’algèbre que nous utilisons à cet effet est constituée des cylindres
de M j0 qui sont définis comme suit. Notons Vj0 l’ensemble des parties finies et non vides
V de Uj0 qui vérifient π(V ∗) ⊂ V et π−1(π(V ∗)) = V ∗. Observons que dans ce cas,

∀u ∈ π(V ∗) ∀k ∈ {1, . . . , nj0+〈u〉+1} uk ∈ V.
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Un sous-ensemble Γ de M j0 est un cylindre s’il peut s’écrire Γ = F × {0, 1}Uj0\V , où V
appartient à Vj0 et F est un sous-ensemble de {0, 1}V .

Lemme 6.13
Les cylindres de M j0 forment une algèbre qui engendre la tribu Mj0 .

// La preuve, rédigée dans un soucis d’exhaustivité, est élémentaire. Com-
mençons par montrer que les cylindres forment une algèbre. Il s’agit de
vérifier que M j0 est un cylindre, que le complémentaire d’un cylindre est un
cylindre et que l’union de deux cylindres est un cylindre. Le premier point est
trivial puisque M j0 peut se présenter sous la forme {0, 1}{∅} × {0, 1}Uj0\{∅}

et {∅} ∈ Vj0 . Pour mettre en évidence le deuxième point, prenons un cy-
lindre Γ = F × {0, 1}Uj0\V avec V ∈ Vj0 et F ⊂ {0, 1}V . Par passage au
complémentaire, on a

M j0\Γ = ({0, 1}V \F ) × {0, 1}Uj0\V ,

ce qui garantit que M j0\Γ est aussi un cylindre. Afin de prouver le troisième
point, prenons deux cylindres Γ1 = F1×{0, 1}Uj0\V1 et Γ2 = F2×{0, 1}Uj0\V2 ,
où V1 et V2 appartiennent à Vj0 et F1 et F2 sont des parties de {0, 1}V1 et
{0, 1}V2 respectivement. Posons V = V1 ∪ V2. L’union de Γ1 et Γ2 est alors
un cylindre car V ∈ Vj0 et

Γ1 ∪ Γ2 =
((
F1 × {0, 1}V \V1

)
∪
(
F2 × {0, 1}V \V2

))
× {0, 1}Uj0\V .

On déduit de ce qui précède que les cylindres de M j0 forment une algèbre.
Pour montrer que cette algèbre engendre la tribu Mj0 , remarquons

d’abord que pour tous u ∈ Uj0 et A ⊂ {0, 1}, l’événement {Xj0
u ∈ A}

est un cylindre puisque W ∪ {u} ∈ Vj0 et

{Xj0
u ∈ A} = {0, 1}W × A{u} × {0, 1}Uj0\(W∪{u}),

où W désigne l’ensemble constitué du mot vide ∅ et des mots s’écrivant
u1 . . . ujk, pour j ∈ {0, . . . , 〈u〉 − 1} et k ∈ {1, . . . , nj0+j+1}, hormis le mot
u. Comme de tels événements engendrent la tribu Mj0 , on en déduit que
cette dernière tribu est incluse dans la tribu engendrée par les cylindres.
Réciproquement, la tribu Mj0 contient clairement chaque cylindre et donc
la tribu qu’ils engendrent. //

Pour tout cylindre Γ = F × {0, 1}Uj0\V , avec V ∈ Vj0 et F ⊂ {0, 1}V , posons

Mt∅ ,j0(Γ) =
∑

ω∈F
1{t∅}(ω∅)

∏

u∈π(V ∗)

νωu,j0+〈u〉({(ωuk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}}). (6.55)

Lemme 6.14
La valeur de Mt∅ ,j0(Γ) donnée par (6.55) ne dépend pas du choix de l’ensemble
V ∈ Vj0 et de la partie F ⊂ {0, 1}V intervenant dans l’écriture Γ = F × {0, 1}Uj0\V .

// Soit F ′ × {0, 1}Uj0\V ′
, avec V ′ ∈ Vj0 et F ⊂ {0, 1}V ′

, une autre écriture
du cylindre Γ. Posons W = V ∪V ′, ainsi que V0 = V et Vp = π−1(Vp−1)∩W
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pour tout p ∈ N∗. On a alors V = V0  . . .  VP = W pour un certain entier
naturel P . De plus, pour tout p ∈ {0, . . . , P}, on a Γ = Fp × {0, 1}Uj0\Vp ,
avec Vp ∈ Vj0 et Fp = F × {0, 1}Vp\V . De plus, pour p ∈ {1, . . . , P},
∑

ω∈Fp
1{t∅}(ω∅)

∏

u∈π(V ∗
p )

νωu,j0+〈u〉({(ωuk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}})

=
∑

ω∈Fp−1

1{t∅}(ω∅)
∏

u∈π(V ∗
p−1)

νωu,j0+〈u〉({(ωuk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}}).

Il en résulte que la valeur de Mt∅ ,j0(Γ) donnée par (6.55) est la même selon
qu’on écrive Γ = F × {0, 1}Uj0\V ou Γ = (F × {0, 1}W\V ) × {0, 1}Uj0\W . On
montre de la même manière que cette valeur est inchangée selon qu’on écrive
Γ = F ′ × {0, 1}Uj0\V ′

ou Γ = (F ′ × {0, 1}W\V ′
) × {0, 1}Uj0\W . Le résultat

s’ensuit. //

L’ensemble M j0 étant le cylindre {0, 1}∅ × {0, 1}Uj0\{∅}, on observe aisément à partir de
l’identité (6.55) que Mt∅ ,j0(M

j0) = 1. Pour appliquer le théorème de Carathéodory, il
reste à établir le lemme suivant.

Lemme 6.15
L’application Mt∅ ,j0 est σ-additive sur les cylindres.

// Considérons un cylindre Γ qui s’écrit comme l’union d’une suite (Γp)p∈N

de cylindres disjoints. Remarquons que chaque cylindre Γp est un ouvert de
M j0 et que le cylindre Γ est un fermé de M j0 , qui est compact en vertu du
théorème de Tychonoff. Ainsi, les cylindres Γp sont vides sauf un nombre
fini d’entre eux. Il existe donc une partie V ∈ Vj0 telle que tout cylindre
Γp non vide s’écrive Fp × {0, 1}Uj0\V avec Fp ⊂ {0, 1}V . On a de surcrôıt
Γ = F × {0, 1}Uj0\V , où F est l’union disjointe des Fp. Par conséquent,

Mt∅ ,j0(Γ) =
∑

ω∈F
1{t∅}(ω∅)

∏

u∈π(V ∗)

νωu,j0+〈u〉({(ωuk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}})

=
∑

p∈N

Γp 6=∅

∑

ω∈Fp
1{t∅}(ω∅)

∏

u∈π(V ∗)

νωu,j0+〈u〉({(ωuk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}})

=
∑

p∈N

Γp 6=∅

Mt∅ ,j0(Γp) =
∞∑

p=0

Mt∅ ,j0(Γp),

ce qui prouve la σ-additivité de Mt∅ ,j0 . //

On peut donc appliquer le théorème de Carathéodory pour étendre Mt∅ ,j0 en une mesure
de probabilité sur (M j0 ,Mj0).

Vérifions maintenant que cette mesure convient. On a tout d’abord Mt∅ ,j0-presque

sûrement Xj0
∅ = t∅, puisque cet événement est le cylindre {t∅}{∅} × {0, 1}Uj0\{∅}. Fixons

ensuite u ∈ Uj0 et yk ∈ {0, 1} pour chaque k ∈ {1, . . . , nj0+〈u〉+1}. Il s’agit de prouver que,
pour tout événement A ∈ Gj0u , on a
∫

1{∀k∈{1,...,nj0+〈u〉+1} X
j0
uk=yk}

1AdMt∅ ,j0 =

∫
ν
X
j0
u ,j0+〈u〉({(yk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}})1AdMt∅ ,j0 .
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Il suffit de prouver cette identité lorsque A appartient à un π-système engendrant la tribu
Gj0u , cf. [138, p. 93]. En reprenant la preuve du lemme 6.13, on observe qu’on obtient un
tel π-système en considérant la collection des cylindres F ×{0, 1}Uj0\V , où F est un sous-
ensemble de {0, 1}V et V est une partie de V ′ qui ne contient aucun sommet du sous-arbre
uU∗

j0+〈u〉 issu de u dans Uj0 . Supposons donc que A s’écrit sous cette forme. Notons j1 le
plus grand entier naturel vérifiant u1 . . . uj1 ∈ V , puis

V ′ = V ∪ {u1 . . . ujk, j ∈ {j1, . . . , 〈u〉 − 1}, k ∈ {1, . . . , nj0+j+1}}

et F ′ = F ×{0, 1}V ′\V . On a alors A = F ′×{0, 1}Uj0\V ′
et V ′ ∈ Vj0 . De plus, l’événement

apparaissant dans le membre de gauche de l’identité à établir s’écrit

A ∩ {∀k ∈ {1, . . . , nj0+〈u〉+1} Xj0
uk = yk} = F ′ ×

(nj0+〈u〉+1∏

k=1

{yk}{uk}
)

× {0, 1}Uj0\V ′′

avec V ′′ = V ′ ∪ π−1({u}) ∈ Vj0 . C’est donc un cylindre, si bien que sa probabilité sous
Mt∅ ,j0 est, en vertu de (6.55),

∑

ω∈F ′

1{t∅}(ω∅)νωu,j0+〈u〉({(ωuk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}})
∏

v∈π(V ′∗)

νωv ,j0+〈v〉({(ωvk)k∈{1,...,nj0+〈v〉+1}}).

En outre, A s’écrit comme l’union disjointe des cylindres (
∏

v∈V ′{ωv}{v}) × {0, 1}Uj0\V ′

lorsque ω décrit F ′, de sorte que le membre de droite de l’identité à établir s’écrit encore,
par linéarité,

∑

ω∈F ′

∫ (
ν
X
j0
u ,j0+〈u〉({(yk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}})

∏

v∈V ′

1{ωv}(ηv)

)
Mt∅ ,j0(dη)

=
∑

ω∈F ′

νηu,j0+〈u〉({(yk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}})Mt∅ ,j0

((
∏

v∈V ′

{ωv}{v}
)

× {0, 1}Uj0\V ′

)

=
∑

ω∈F ′

νηu,j0+〈u〉({(yk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}})1{t∅}(ω∅)
∏

v∈π(V ′∗)

νωv ,j0+〈v〉({(ωvk)k∈{1,...,nj0+〈v〉+1}}).

La dernière égalité provient de (6.55). L’identité recherchée est donc établie pour tout
événement A appartenant à un π-système engendrant la tribu Gj0u . Il s’ensuit que la
mesure Mt∅ ,j0 vérifie les propriétés énoncées dans la proposition 6.3.

Pour finir, établissons l’unicité de la mesure Mt∅ ,j0 . Notons M′ une mesure de proba-
bilité vérifiant les propriétés énoncées dans la proposition 6.3. Pour montrer que Mt∅ ,j0 et
M′ cöıncident sur la tribu Mj0 , il suffit de montrer qu’elles cöıncident sur un π-système
engendrant cette tribu. D’après le lemme 6.13, on peut prendre à cet effet la collection
des cylindres de M j0 . Considérons un tel cylindre Γ = F × {0, 1}Uj0\V , avec V ∈ Vj0 et
F ⊂ {0, 1}V . Notons (up)p∈{1,...,P} une énumération croissante au sens de la génération de
l’ensemble π(V ∗). Fixons ω ∈ F et, pour tout u de π(V ∗), posons

Cu =
{
∀k ∈ {1, . . . , nj0+〈u〉+1} Xj0

uk = ωuk
}
.

En outre, considérons les événements D0 = {Xj0
∅ = ω∅} et Dp = D0 ∩ Cu1 ∩ . . . ∩ Cup

pour tout p ∈ {1, . . . , P}. On remarque que l’événement DP correspond au fait que
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Xj0
u = ωu pour tout sommet u de V . Fixons p ∈ {1, . . . , P}. Observons que l’événement

Dp−1 appartient à la tribu Gj0up , de sorte que

M′(Dp|Gj0up) = M′(Dp−1 ∩ Cup |Gj0up) = 1Dp−1M
′(Cup |Gj0up)

= 1Dp−1 νωup ,j0+〈up〉({(ωupk)k∈{1,...,nj0+〈up〉+1}}).

Un récurrence élémentaire conduit alors à

M′(DP ) = M′(D0)
∏

u∈π(V ∗)

νωu,j0+〈u〉({(ωuk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}}).

Cependant, la probabilité sous M′ de l’événement D0 est 1{t∅}(ω∅), si bien que

M′
((

∏

u∈V
{ωu}{u}

)
× {0, 1}Uj0\V

)
= 1{t∅}(ω∅)

∏

u∈π(V ∗)

νωu,j0+〈u〉({(ωuk)k∈{1,...,nj0+〈u〉+1}}).

Sachant que le cylindre Γ est l’union disjointe sur ω appartenant à F des événements
dont on vient de calculer la probabilité sous M′. On en déduit que M′(Γ) = Mt∅ ,j0(Γ)
d’après (6.55). La proposition 6.3 est finalement prouvée.

VI.5 Preuve de la proposition 6.4

Comme M j0 est métrisable et compact et comme Mj0 est sa tribu borélienne, on peut
considérer une version régulière (Mt∅ ,j0|Mj0

j ) de la probabilité conditionnelle Mt∅ ,j0 sa-

chant Mj0
j , cf. [138, p. 218]. L’application

L : (M j0 ,Mj0) →
⊗

u∈Uj0
〈u〉=j

(M j0+j,Mj0+j)

qui à ω associe la famille des ωu• pour u ∈ Uj0 vérifiant 〈u〉 = j est mesurable. En effet, la
tribu de l’ensemble d’arrivée est engendrée par les ensembles qui se présentent comme le
produit de copies de M j0+j et d’un cylindre Γu de M j0+j pour un certain sommet u ∈ Uj0
tel que 〈u〉 = j. Ce cylindre s’écrit Γu = F × {0, 1}Uj0+j\V avec V ∈ Vj0+j et F ⊂ {0, 1}V .
Considérons

F̃ =
{
ω̃ ∈ {0, 1}uV

∣∣ (ω̃uv)v∈V ∈ F
}
.

L’image réciproque du produit de Γu et des copies de M j0 s’écrit alors sous la forme
{0, 1}V ′ × F̃ × {0, 1}Uj0\(V ′∪uV ) avec V ′ ∪ uV ∈ Vj0 , où V ′ désigne le sous-ensemble Uj0
constitué du mot vide ∅ et des mots de la forme u1 . . . ujk, avec j ∈ {0, . . . , 〈u〉 − 1}
et k ∈ {1, . . . , nj0+j+1}, hormis le mot u. Cette image réciproque étant un cylindre de
M j0 , elle appartient à la tribu Mj0 . L’application L étant mesurable, on peut licitement
considérer la mesure aléatoire L, image de (Mt∅ ,j0|Mj0

j ) par L. Il s’agit de la loi jointe sous

(Mt∅ ,j0|Mj0
j ) de la famille des processus Xj0

u• pour u ∈ Uj0 vérifiant 〈u〉 = j. Introduisons
en outre la mesure aléatoire

L′ =
⊗

u∈Uj0
〈u〉=j

M
X
j0
u ,j0+j

.

Il s’agit de montrer que les mesures L et L′ cöıncidentMt∅ ,j0-presque sûrement sur la tribu
du produit des copies de (M j0+j,Mj0+j) indexé par les sommets u ∈ Uj0 vérifiant 〈u〉 = j.
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Cette dernière est engendrée par le π-système constitué des produits de cylindres Γu de
M j0+j indexés par les sommets u ∈ Uj0 tels que 〈u〉 = j. Cependant, comme Uj0+j est
dénombrable, l’ensemble Vj0+j l’est aussi, de sorte que ce π-système comporte un nombre
dénombrable d’éléments. Ainsi, il suffit de montrer qu’étant donnée une famille Γu de
cylindres de M j0+j indexée par les sommets u ∈ Uj0 vérifiant 〈u〉 = j, on a

Mt∅ ,j0 − p.s. L



∏

u∈Uj0
〈u〉=j

Γu


 = L′



∏

u∈Uj0
〈u〉=j

Γu


 .

Cela revient à prouver que Mt∅ ,j0-presque sûrement,

Mt∅ ,j0

(
∀u ∈ Uj0 〈u〉 = j =⇒ Xj0

u• ∈ Γu
∣∣Mj0

j

)
=
∏

u∈Uj0
〈u〉=j

M
X
j0
u ,j0+j

(Γu)

c’est-à-dire que, pour tout événement A de la tribu Mj0
j ,

∫


∏

u∈Uj0
〈u〉=j

1Γu(ωu•)


1A(ω)Mt∅ ,j0(dω) =

∫


∏

u∈Uj0
〈u〉=j

Mωu,j0+j(Γu)


1A(ω)Mt∅ ,j0(dω).

(6.56)

Désignons par W l’ensemble des sommets de Uj0 de génération inférieure à j. Un
événement A de la tribu Mj0

j s’écrit sous la forme A = G×{0, 1}Uj0\W , avec G ⊂ {0, 1}W .
De plus, sachant que les ensembles Γu sont des cylindres de M j0+j, ils s’écrivent sous la
forme Γu = Fu × {0, 1}Uj0+j\V avec V ∈ Vj0+j et Fu ⊂ {0, 1}V . Notons Γ̃u l’ensemble des

ω ∈ M j0 tels que ωu• appartienne à Γu, ainsi que F̃u l’ensemble des η̃ ∈ {0, 1}uV tels que

(η̃uv)v∈V appartienne à Fu. Observons que l’ensemble Γ̃u est un cylindre de M j0 puisqu’il

peut s’écrire sous la forme {0, 1}V ′
u × F̃u × {0, 1}Uj0\(V ′

u∪uV ) avec V ′
u ∪ uV ∈ Vj0 , où V ′

u

désigne le sous-ensemble de Uj0 formé du mot vide ∅ et des mots de la forme u1 . . . ujk,
avec j ∈ {0, . . . , 〈u〉 − 1} et k ∈ {1, . . . , nj0+j+1}, hormis le mot u.

Le membre de gauche de (6.56) est égal à

Mt∅ ,j0


A ∩

⋂

u∈Uj0
〈u〉=j

Γ̃u


 .

D’après le lemme 6.13, l’ensemble dont on calcule ici la probabilité sous Mt∅ ,j0 est un
cylindre en tant qu’intersection finie de cylindres. En outre, un élément ω ∈M j0 appartient
à cet ensemble si et seulement si on dispose d’un élément η de G cöıncidant avec ω sur
W et, pour tout sommet u ∈ Uj0 tel que 〈u〉 = j, d’un élément η̃u de F̃u cöıncidant avec
ω sur uV . Dans ce cas, pour un tel u, on a ηu = η̃uu. D’après la forme (6.55) que prend la
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mesure Mt∅ ,j0 sur les cylindres, le membre de gauche de (6.56) s’écrit

∑

η∈G

∑

∀u:eηu∈ eFu



∏

u∈Uj0
〈u〉=j

1{ηu}(η̃
u
u)


1{t∅}(η∅)


 ∏

v∈π(W ∗)

νηv ,j0+〈v〉({(ηvk)k∈{1,...,nj0+〈v〉+1}})




×
∏

u∈Uj0
〈u〉=j


 ∏

v∈π(uV ∗)

νeηuv ,j0+〈v〉({(η̃uvk)k∈{1,...,nj0+〈v〉+1}})




=
∑

η∈G
1{t∅}(η∅)


 ∏

v∈π(W ∗)

νηv ,j0+〈v〉({(ηvk)k∈{1,...,nj0+〈v〉+1}})




×
∏

u∈Uj0
〈u〉=j


∑

eηu∈ eFu

1{ηu}(η̃
u
u)

∏

v∈π(uV ∗)

νeηuv ,j0+〈v〉({(η̃uvk)k∈{1,...,nj0+〈v〉+1}})


 .

Cependant, chaque facteur du produit indexé par u est égal à

∑

ηu∈Fu
1{ηu}(η

u
∅
)
∏

v∈π(V ∗)

νηuv ,j0+j+〈v〉({(ηuvk)k∈{1,...,nj0+j+〈v〉+1}}),

c’est-à-dire à Mηu,j0+j(Γu), d’après l’analogue de (6.55) pour cette mesure de probabilité.
Il en ressort que le membre de gauche de (6.56) est égal à

∑

η∈G
1{t∅}(η∅)


 ∏

v∈π(W ∗)

νηv ,j0+〈v〉({(ηvk)k∈{1,...,nj0+〈v〉+1}})


 ∏

u∈Uj0
〈u〉=j

Mηu,j0+j(Γu).

Par ailleurs, étant donné que A s’écrit comme l’union disjointe sur η appartenant à G des
cylindres (

∏
v∈W{ηv}{v}) × {0, 1}Uj0\W , le membre de droite de (6.56) s’identifie à

∑

η∈G

∫


∏

u∈Uj0
〈u〉=j

Mωu,j0+j(Γu)


1{∀v∈W ωv=ηv}(ω)Mt∅ ,j0(dω)

=
∑

η∈G



∏

u∈Uj0
〈u〉=j

Mηu,j0+j(Γu)


 Mt∅ ,j0

((
∏

v∈W
{ηv}{v}

)
× {0, 1}Uj0\W

)

=
∑

η∈G



∏

u∈Uj0
〈u〉=j

Mηu,j0+j(Γu)


1{t∅}(η∅)

∏

v∈π(W ∗)

νηv ,j0+〈v〉({(ηvk)k∈{1,...,nj0+〈v〉+1}}).

La dernière égalité s’obtient en faisant une nouvelle fois appel à (6.55). On en déduit
l’égalité (6.56) pour tout événement A de la tribu Mj0

j . La proposition 6.4 s’ensuit.
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VI.6 Preuve de la proposition 6.5

Soient j0, j ∈ N et z ∈ D. Observons qu’un sommet v de génération j + 1 de l’arbre Uj0
appartient à τ j0∅ si et seulement si son père π(v) appartient à τ j0∅ et Xv = 1. Ainsi,

Zj0
∅,j+1 =

∑

w∈τ
j0
∅

〈w〉=j

nj0+j+1∑

k=1

Xwk.

Cependant, l’appartenance d’un sommet de génération j de l’arbre Uj0 à l’ensemble τ j0∅

constitue un événement de la tribu Mj0
j . La propriété 6.4 conduit alors à

M1,j0

[
zZ

j0
∅,j+1

∣∣∣Mj0
j

]
=
∏

w∈τ
j0
∅

〈w〉=j

M1,j0+j

[
z
X
j0+j
1 +...+X

j0+j
nj0+j+1

]
= (ϕ1,j0+j(z))

Z
j0
∅,j

On obtient la première partie de la proposition en prenant l’espérance sous M1,j0 condi-
tionnellement aux variables Zj0

∅,0, . . . , Z
j0
∅,j et en observant que ces variables aléatoires sont

mesurables par rapport à la tribu Mj0
j .

La seconde partie de la proposition découle d’une récurrence élémentaire sur l’entier
naturel j et du fait que la variable Zj0

∅,0 vaut M1,j0-presque sûrement 1.
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I Introduction

La théorie des ondelettes a très tôt été motivée par le traitement du signal, cf. [78, 84, 110].
Elle a ensuite trouvé de nombreuses applications dans ce domaine dans des contextes tels
que l’estimation, la détection, la classification, la compression, le filtrage ou encore la
synthèse, cf. e.g. [14, 40, 51, 69, 111, 144]. Les méthodes développées dans ces travaux
font subir une certaine transformation scalaire à chaque coefficient d’ondelette du signal
considéré, de sorte que les coefficients sont implicitement supposés indépendants entre
eux. Cependant, on observe sur les signaux naturels que les coefficients d’ondelette pré-
sentent certaines corrélations. En particulier, les grands coefficients d’ondelette tendent à
se propager à travers les échelles, cf. [120, 121]. En traitement d’image, ce phénomène peut
s’expliquer par le fait que les contours créent des singularités. On peut donc s’attendre
à ce que des méthodes prenant en compte les corrélations entre coefficients d’ondelette
fournissent de meilleurs résultats.

Afin de développer de telles méthodes, M. Crouse, R. Nowak et R. Baraniuk [42] ont
proposé un modèle probabiliste simple permettant de capturer les corrélations entre les
coefficients d’ondelette d’un signal : le modèle d’arbre de Markov caché. Décrivons-le ra-
pidement. On considère une châıne de Markov à espace d’états {0, 1} indexée par l’arbre
binaire. Conditionnellement à cette châıne de Markov, les coefficients d’ondelette sont in-
dépendants et le coefficient d’ondelette indexé par un intervalle dyadique λ donné est une
variable gaussienne centrée dont la variance est grande ou petite selon que l’état attribué
par la châıne de Markov au sommet de l’arbre binaire correspondant à λ est 1 ou 0 res-
pectivement. La châıne de Markov sous-jacente permet donc de modéliser les corrélations
entre les coefficients d’ondelette. De plus, la loi de chaque coefficient d’ondelette est un
mélange gaussien. Cette propriété est en accord avec le fait que l’histogramme des co-
efficients d’ondelette d’un signal naturel est généralement plus concentré en 0 et décrôıt

193
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moins vite à l’infini qu’une gaussienne. Ajoutons que ce modèle a été utilisé en traitement
d’images dans [41, 47].

Nous étudions dans ce chapitre les propriétés de régularité ponctuelle d’un modèle
de séries aléatoires d’ondelettes s’inspirant du modèle d’arbre de Markov caché. Nous
nous intéressons en particulier aux propriétés de taille des ensembles isohöldériens des
trajectoires, ce qui nous permet de déterminer la loi de leur spectre de singularités. Nous
prouvons aussi que ces trajectoires admettent des singularités oscillantes presque partout.
Une autre propriété remarquable de ces trajectoires, due à la présence de corrélations
entre les coefficients d’ondelette, réside dans le fait que leur spectre de singularités est
aléatoire. Aucun des processus aléatoires multifractals étudiés jusqu’à maintenant, comme
les processus de Lévy usuels ou en temps multifractal [12, 93] ou les séries aléatoires
d’ondelettes à coefficients indépendants de J.-M. Aubry et S. Jaffard [6, 94], ne vérifie ce
genre de propriété. Les séries d’ondelettes construites à partir de mesures multifractales
par J. Barral et S. Seuret [9] ne la vérifient pas non plus, bien que leurs coefficients
d’ondelette présentent de fortes corrélations. De plus, elles n’admettent aucune singularité
oscillante. Il en va de même pour les séries aléatoires d’ondelettes basées sur un processus
de branchement simple étudiées par A. Brouste [31]. Dans ce modèle, chaque coefficient
d’ondelette est soit gaussien soit nul selon que le sommet de l’arbre binaire l’indexant
appartient ou non à un certain arbre de Galton-Watson. On peut donc le voir comme
un cas particulier du modèle d’arbre de Markov caché en considérant que la châıne de
Markov sous-jacente, d’une part, ne peut attribuer l’état 1 au fils d’un sommet à l’état 0
qu’avec une probabilité nulle et, d’autre part, admet des probabilités de transition qui
ne dépendent pas de la génération. Ajoutons que ce modèle a trouvé des applications en
géophysique dans le contexte de l’étude des roches stylolitiques, cf. [32].

Dans le but de définir plus précisément le modèle que nous étudions, commençons par
rappeler quelques notations introduites dans la section II du chapitre 2. Comme nous nous
intéressons à des propriétés de régularité ponctuelle, il est plus commode de considérer
des ondelettes sur le cercle T = R/Z. Désignons par φ : R → T la surjection canonique
et par Λ l’ensemble des intervalles dyadiques du cercle, c’est-à-dire des ensembles de la
forme λ = φ(2−j(k + [0, 1[)), avec j ∈ N et k ∈ {0, . . . , 2j − 1}. L’entier j se note 〈λ〉
et s’appelle la génération de l’intervalle λ. De plus, posons xλ = φ(k2−j). Par ailleurs,
considérons une ondelette ψ appartenant à la classe de Schwartz, cf. [112]. Pour tout
intervalle λ ∈ Λ s’écrivant λ = φ(2−j(k + [0, 1[)), nommons Ψλ la fonction de T qui
correspond naturellement à la fonction 1-périodique

x 7→
∑

m∈Z

ψ(2j(x−m) − k).

Dès lors, les applications 2〈λ〉/2Ψλ, ainsi que la fonction constante égale à 1, forment une
base orthonormée d’ondelettes de L2(T).

L’ensemble Λ des intervalles dyadiques du cercle est en correspondance bijective avec

U = {∅} ∪
∞⋃

j=1

{1, 2}j.

Il s’agit de l’ensemble constitué du mot vide ∅ et des mots finis u = u1 . . . uj de longueur
j sur l’alphabet {1, 2}, avec j ∈ N∗. L’entier j se note encore 〈u〉 et s’appelle la génération
de u. Convenons aussi que 〈∅〉 = 0 et que U∗ = U\{∅}. Pour tout mot u ∈ U∗, le mot
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π(u) = u1 . . . u〈u〉−1 est le père de u. Le graphe dont les sommets sont les éléments de U
et dont les arêtes relient chaque élément de U∗ à son père est alors un arbre binaire dont
la racine est ∅. La correspondance entre U et Λ se traduit par la bijection

u 7→ λu = φ




〈u〉∑

j=1

(uj − 1)2−j +
[
0, 2−〈u〉[


 (7.1)

et sa réciproque λ 7→ uλ. De surcrôıt, notons Ω = {0, 1}U l’ensemble des applications de U
dans {0, 1} et munissons cet ensemble de sa tribu produit F . Le processus des coordonnées
X de (Ω,F) est défini par Xu(ω) = ωu pour tous ω ∈ Ω et u ∈ U .

La correspondance entre l’ensemble Λ des intervalles dyadiques du cercle et l’arbre
binaire U permet d’associer au processus X la série d’ondelettes

R =
∑

u∈U

(
2−h·〈u〉1{Xu=1} + 2−h·〈u〉1{Xu=0}

)
Ψλu

=
∑

λ∈Λ

(
2−h·〈λ〉1{Xuλ=1} + 2−h·〈λ〉1{Xuλ=0}

)
Ψλ

où h et h désignent deux éléments de ]0,∞] vérifiant h < h. Les trajectoires de R sont de
moyenne nulle. De plus, pour λ ∈ Λ, le coefficient d’ondelette indexé par l’intervalle λ est

Cλ =

{
2−h·〈λ〉 si Xuλ = 1

2−h·〈λ〉 si Xuλ = 0.

Le coefficient Cλ doit être considéré comme grand dans le premier cas et comme petit
dans le second (voire nul si h = ∞ et 〈λ〉 ≥ 1). La série d’ondelettes R est donc construite
comme le modèle d’arbre de Markov caché, à ceci près que conditionnellement au processus
X sous-jacent, les coefficients d’ondelette sont déterministes et au lieu d’être gaussiens.
On s’attend cependant à obtenir dans les deux cas le même spectre de singularités.

Dans tout ce chapitre, le processus X est tiré sous une mesure de probabilité P qui en
fait une châıne de Markov indexée par l’arbre binaire U . Considérons deux suites (pj)j∈N

et (qj)j∈N de réels de l’intervalle [0, 1]. Pour tout entier naturel j, posons

ν0,j = (qjδ1 + (1 − qj)δ0)
⊗2 et ν1,j = (pjδ1 + (1 − pj)δ0)

⊗2 . (7.2)

Ce sont deux mesures de probabilité sur {0, 1}2. La mesure P dont nous munissons l’espace
(Ω,F) est l’unique mesure de probabilité sous laquelle :

– on a presque sûrement X∅ = 1 ;
– pour tout u ∈ U , la mesure νXu,〈u〉 donne la loi du vecteur (Xu1, Xu2) condition-

nellement à la tribu Gu engendrée par les variables aléatoires Xv pour v décrivant
l’ensemble U\(uU∗) des sommets qui ne sont pas des descendants de u.

Rappelons que les résultats de la partie II.2 du chapitre 6 garantissent l’existence d’une
telle mesure de probabilité P et donnent plusieurs propriétés vérifiées par le processus X
lorsqu’il est tiré sous P.

En outre, pour tout sommet u ∈ U , on observe aisément que, conditionnellement à
Xu, les variables Xu1 et Xu2 sont indépendantes et identiquement distribuées et leur loi
commune est donnée par

P(Xu1 = 1 |Xu) = p〈u〉1{Xu=1} + q〈u〉1{Xu=0}.
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Par conséquent, la suite (pj)j∈N influe sur la propagation des grands coefficients d’ondelette
de la série R, tandis que la suite (qj)j∈N joue sur leur apparition.

Pour tout intervalle λ ∈ Λ, le coefficient de la série d’ondelettes R indexé par λ est
de module compris entre 2−h〈λ〉 et 2−h〈λ〉. D’une part, la proposition 2.1 énoncée dans le
chapitre 2 garantit alors que R appartient à l’espace de régularité uniforme Ch(T). D’autre
part, le premier point du théorème 2.2 assure que l’exposant de Hölder hR(x) de la série
R au point x, qui est défini dans la section I du chapitre 2, est inférieur à h quel que soit
x ∈ T. Il s’ensuit que

∀x ∈ T h ≤ hR(x) ≤ h. (7.3)

Pour décrire plus précisément les propriétés de régularité ponctuelle des trajectoires
de la série d’ondelettes R, il convient d’introduire quelques paramètres relatifs à la suite
(pj)j∈N qui gère la propagation des grands coefficients d’ondelette. Notons

j = inf{j ∈ N | ∀j′ ≥ j pj′ > 0} ∈ N ∪ {∞}, (7.4)

ainsi que

θ = 1 + lim inf
j→∞

1

j

j−1∑

i=j

log2 pi ≤ 1 (7.5)

si j est fini et θ = −∞ si j est infini. Ce paramètre reflète la tendance qu’ont les grands
coefficients d’ondelette du processus R à se propager au travers des échelles. En effet,
en un sens, si θ est proche de 1, les probabilités de transition pj, pour j assez grand,
sont relativement proches de 1, ce qui favorise la propagation des sommets u de l’arbre
binaire U auxquels le processus X assigne l’état 1. Sachant que les résultats du chapitre 6
interviennent dans ce qui suit, il convient en outre de considérer une suite analogue aux
suites définies par (6.21) et (6.41) qui permettent d’encadrer la probabilité d’extinction
d’un processus de Galton-Watson en environnement variable. Ainsi, posons

∀j ∈ N σj =
∞∑

k=0

1
k−1∏
i=0

(2pj+i)

(7.6)

en convenant que σj = ∞ si un des facteurs apparaissant au dénominateur est nul, ce qui
est le cas pour j < j. Pour la même raison, posons également, si j <∞,

δ =
2jqj−1

σj


1 −

j−2∑

k=−1

qk

j−2∏

i=k+1

(pi − qi)


+

∞∑

j=j+1

2jqj−1

σj
(7.7)

en convenant que q−1 = 1. Pour j ≥ 1, le lemme 6.2 indique que le facteur entre paren-

thèses est égal à E[1 − #Sj−1/2
j−1], où E[ · ] désigne l’espérance sous la probabilité P et

Sj−1 est l’ensemble des sommets u ∈ U de génération j − 1 vérifiant Xu = 1. Il s’ensuit
que δ est toujours positif. Enfin, si j est infini, posons δ = 0. On prouve aisément que δ
est nul dès que θ est strictement négatif. Par conséquent,

δ > 0 =⇒ θ ≥ 0. (7.8)

Le paramètre δ peut parâıtre technique mais son intérêt, mis en lumière par la proposi-
tion 7.2 énoncée dans la section II, provient du fait qu’il permet de synthétiser les diverses
conditions apparaissant dans les énoncés des théorèmes 6.1 et 6.3 du chapitre 6.
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Dans tout ce chapitre, nous supposons que θ est strictement inférieur à 1. Cette hy-
pothèse technique implique que les grands coefficients d’ondelette ne peuvent pas trop
facilement se propager à travers les échelles. Elle n’est donc pas vraiment restrictive car
en accord avec le fait que la décomposition en ondelettes d’un signal réel n’admet que très
peu de grands coefficients.

Nous pouvons maintenant présenter les résultats établis dans ce chapitre. Les théo-
rèmes 7.1 et 7.2, énoncés ci-après, donnent la loi du spectre de singularités des trajectoires
de la série d’ondelettes R. Rappelons qu’il s’agit de la fonction dR : h 7→ dimEh, où

∀h ∈ [0,∞] Eh =
{
x ∈ T

∣∣ hR(x) = h
}

(7.9)

et que la notion de dimension de Hausdorff est définie dans la section III du chapitre 2.
D’après (7.3), on a hR(x) ∈ [h, h] pour tout point x ∈ T, de sorte que l’ensemble Eh est
vide si h 6∈ [h, h]. Ces résultats donnent aussi implicitement la loi du spectre de singularités
oscillantes des trajectoires de R. En effet, la proposition 7.1 énoncée dans la section II
montre que l’exposant d’oscillation βR(x) de la série d’ondelettes R au point x, qui est
défini dans la section I du chapitre 2, vérifie

∀h ∈ [h, h] ∀x ∈ Eh βR(x) =

{
h/h− 1 si h < h

0 si h = h <∞.
(7.10)

La série d’ondelettes R admet donc une singularité oscillante en tout point de l’ensemble
Eh, pour h ∈ ]h, h[. Rappelons en outre que l’exposant d’oscillation n’est pas défini aux
points dont l’exposant de Hölder est infini, ce qui justifie le fait de supposer que h est fini
quand h = h dans l’assertion précédente.

Le processus R peut adopter deux comportements distincts, selon que la série
∑

j 2jqj
converge ou non. Si elle converge, les probabilités d’apparition de grands coefficients d’on-
delette sont plutôt faibles, si bien que les trajectoires de R sont régulières dans leur
irrégularité, comme l’indique le résultat suivant.

Théorème 7.1
Supposons

∑
j 2jqj <∞ et θ < 1.

(i). Si δ = 0, presque sûrement, R ∈ Ch(T) et hR(x) = h pour tout x ∈ T.

(ii). Sinon, presque sûrement,

dR(h)





∈ {−∞, 0, θ} si h = h

= 1 si h = h

= −∞ sinon.

De surcrôıt, si θ = 0, on a

0 < P(dR(h) = −∞) = 1 − P(dR(h) = 0) < 1,

tandis que si θ > 0, on a





0 < P(dR(h) = −∞) < 1
0 ≤ P(dR(h) = 0) < 1
0 < P(dR(h) = θ) < 1.



198 CHAPITRE 7. SÉRIES D’ONDELETTES À COEFFICIENTS CORRÉLÉS

Remarques : • Les valeurs prises avec probabilité 1 par le spectre de singularités dR sont
représentées sur la figure 7.1, située à la page 199.
• Sachant que θ < 1, le théorème 7.1 implique en particulier que l’ensemble Eh est presque
sûrement de mesure de Lebesgue pleine dans T.
• Le processus R permet d’apporter des éléments de réponse à un question soulevée
par S. Jaffard [95]. Pour de nombreux exemples de processus aléatoires F , comme les
processus de Lévy usuels ou en temps multifractal [12, 93] ou plusieurs modèles de séries
aléatoires d’ondelettes [6, 94], bien que la fonction x 7→ hF (x) soit aléatoire, le spectre de
singularités de F est une fonction déterministe. Cette propriété n’est bien sûr pas vraie
en toute généralité. Il suffit pour s’en convaincre de considérer un mouvement brownien
fractionnaire dont le paramètre de Hurst suit une loi de Bernoulli. La série aléatoire R
fournit un exemple un peu plus élaboré. D’après le théorème 7.1, le spectre de singularités
de ses trajectoires est en effet aléatoire si δ > 0. Le théorème 7.2, énoncé ci-après, montre
en outre que cette propriété peut rester vraie quand la série

∑
j 2jqj diverge.

Si la série
∑

j 2jqj diverge, il y a une probabilité plutôt forte que de grands coefficients
d’ondelette apparaissent d’une échelle à l’autre, ce qui rend les trajectoires de R très
irrégulières dans leur irrégularité, conformément à ce qu’indique le résultat qui suit. Avant
de l’énoncer, notons

h̃ = inf

{
h ∈ ]0,∞[

∣∣∣∣∣
∑

j

2(1−h/h)jqj = ∞
}
.

On observe aisément que h̃ ≥ h.

Théorème 7.2
Supposons

∑
j 2jqj = ∞ et θ < 1.

(i). Si h̃ < h, presque sûrement,

dR(h) =

{
h/h̃ si h ∈ ]h, h̃]

−∞ si h ∈ [0, h[ ∪ ]h̃,∞].

Sinon, presque sûrement,

dR(h) =





h/h̃ si h ∈ ]h, h[

1 si h = h

−∞ si h ∈ [0, h[ ∪ ]h,∞].

(ii). Si h/h̃ ≥ θ, presque sûrement, dR(h) = h/h̃. Sinon, dR(h) appartient presque

sûrement à {h/h̃, θ} et

{
P(dR(h) = θ) = 1 si δ = ∞
P(dR(h) = θ) ∈ ]0, 1[ si δ <∞.

Remarques : • La figure 7.2, située à la page 199, représente les valeurs prises presque
sûrement par le spectre dR dans les divers cas couverts par le théorème 7.2.
• Comme θ < 1, le théorème 7.2 implique que l’ensemble Emin(eh,h) est presque sûrement de
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Fig. 7.1 – Valeurs prises avec probabilité 1 par le spectre de singularités dR lorsque∑
j 2jqj < ∞. La première (resp. seconde) ligne correspond au cas où h < ∞ (resp.

h = ∞). La première (resp. seconde) colonne correspond au cas où δ = 0 (resp. δ > 0).
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Fig. 7.2 – Valeurs prises avec probabilité 1 par le spectre de singularités dR lorsque∑
j 2jqj = ∞. La première (resp. deuxième, troisième) ligne correspond au cas où h̃ < h

(resp. h̃ ≥ h et h < ∞, h̃ = h = ∞). La première (resp. deuxième, troisième) colonne

correspond au cas où h/h̃ ≥ θ (resp. h/h̃ < θ et δ = ∞, h/h̃ < θ et δ <∞).
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mesure de Lebesgue pleine dans T. En outre, si h̃ = h, l’ensemble Eeh est presque sûrement
égal au cercle T tout entier.
• Grâce au théorème 7.2 et à l’assertion (7.10), on constate qu’avec probabilité 1, la série
aléatoire d’ondelettes R admet des singularités oscillantes en certains points du cercle T.
Lorsque h̃ < h, le processus R admet même presque sûrement des singularités oscillantes
en presque tout point du cercle. Signalons que cette propriété remarquable est également
satisfaite par les autres modèles de séries aléatoires d’ondelettes étudiés dans [6, 94]. De
plus, le théorème 7.2 et l’assertion (7.10) conduisent aisément au spectre de singularités
oscillantes dR(h, β) du processus R.
• Pour certaines valeurs des paramètres, le spectre de singularités du processus R peut
ne pas être concave. Ce processus fournit donc un exemple naturel de processus dont
le spectre de singularités ne peut être déterminé grâce au formalisme multifractal. Nous
renvoyons à [96] pour plus de détails concernant le formalisme multifractal.
• Rappelons que dans certains cas où

∑
j 2jqj < ∞, le spectre de singularités de R est

aléatoire, d’après le théorème 7.1. Le théorème 7.2 montre que cette propriété reste vraie
même si

∑
j 2jqj = ∞. De surcrôıt, le spectre de singularités de R est aléatoire si et

seulement si h/h̃ < θ et δ < ∞. Supposons h/h̃ < θ et intéressons-nous de manière
heuristique à la condition de finitude de δ. Sachant que

∑
j 2jqj = ∞, pour que δ soit

fini, il faut que la suite (σj)j∈N soit asymptotiquement suffisamment grande pour faire
converger la série définissant δ dans (7.7). Comme θ est strictement positif, j est fini et
on observe que

∀j ≥ j σj =



j−1∏

i=j

(2pi)




∞∑

k=j

1
k−1∏
i=j

(2pi)

∈ [2,∞[. (7.11)

On en déduit aisément que la limite inférieure de la suite ((log2 σj)/j)j≥j est nulle et
que cette limite inférieure est une limite si la limite inférieure définissant θ est également
une limite. Ainsi, la suite (σj)j∈N ne peut pas crôıtre exponentiellement vite vers l’infini,
sauf éventuellement sur une sous-suite. Pour qu’une telle sous-suite (σjn)n∈N existe, il est
nécessaire que la suite dont la limite inférieure définit θ ne converge pas. De plus, pour que
δ soit fini, la suite (qj)j∈N doit être très petite là où (σj)j∈N ne crôıt pas exponentiellement,
c’est-à-dire pour les indices j /∈ {jn, n ∈ N}. Cette démarche heuristique montre que l’aléa
dans le spectre de singularités provient ici d’un choix conjoint très particulier des suites
régissant l’apparition des grands coefficients d’ondelette et leur propagation.
• Donnons un exemple concret de suites (pj)j∈N et (qj)j∈N conduisant à un spectre de sin-
gularités aléatoire. Commençons par le choix de (pj)j∈N. Soient a ∈ ]0, 1[ et b ∈ N\{0, 1}.
Posons alors p0 = 2−a et

∀j ∈ N∗ pj = 2−a(b
⌊logb(j+1)⌋−b⌊logb j⌋)

où ⌊ · ⌋ désigne la partie entière. On a clairement j = 0 et θ = 1 − a < 1. Observons
en outre que la suite dont la limite inférieure définit θ ne converge pas. On peut donc
espérer trouver une sous-suite de (σj)j∈N qui diverge exponentiellement vite vers l’infini.
Cette sous-suite s’obtient de la façon suivante. Pour tout n ∈ N, notons jn = bn+1 − 1.
L’égalité (7.11) et quelques calculs élémentaires conduisent à écrire

∀n ∈ N σjn = 1 +
∞∑

k=n+1

2(a−1)bk+(b−a)bn −
∞∑

k=n+1

2(a−b)(bk−bn).
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Fixons n ∈ N. D’une part,

∞∑

k=n+1

2(a−1)bk+(b−a)bn ≥ 2(a−1)bn+1+(b−a)bn = 2a(1−1/b)(jn+1).

D’autre part,
∞∑

k=n+1

2(a−b)(bk−bn) =
∞∑

k=1

2(a−b)(bk−1)bn .

Soit k ∈ N∗. Remarquons que 2(a−b)(bk−1)bn converge vers 0 quand n tend vers l’infini. Pour
tout n ∈ N, on peut en outre majorer 2(a−b)(bk−1)bn par 2(a−b)k, qui est le terme général
d’une série convergente. Le théorème de convergence dominée prouve alors que la somme
précédente tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Il existe donc n0 ∈ N vérifiant

∀n ≥ n0 σjn ≥ 2a(1−1/b)(jn+1)

ce qui montre qu’une sous-suite de (σj)j∈N diverge à vitesse exponentielle. Introduisons
maintenant la suite (qj)j∈N choisie. Celle-ci dépend des indices le long desquels (σj)j∈N

diverge rapidement. Quitte à augmenter n0, on observe que pour tout n ≥ n0, il existe un
réel qjn−1 tel que

2−(jn−1) ≤ qjn−1 ≤
1

jn
2 2(a(1−1/b)−1)jn .

Posons de plus qj−1 = 0, pour tout entier j ∈ N∗ qui n’est pas de la forme jn, avec n ≥ n0.

Remarquons alors que
∑

j 2jqj = ∞ et h̃ ≥ h/(a(1 − 1/b)). On a donc h/h̃ < θ, dès que
a < 1/(2 − 1/b). Supposons cette condition remplie et observons que

δ − 1

σ0

=
∞∑

j=1

2jqj−1

σj
=

∞∑

n=n0

2jnqjn−1

σjn
≤

∞∑

n=n0

2a(1−1/b)jn

jn
2 2a(1−1/b)(jn+1)

≤ 2−a(1−1/b)

∞∑

j=1

1

j2

ce qui prouve la finitude de δ. Le théorème 7.2 indique finalement que le spectre de
singularités du processus R est aléatoire lorsque les suites (pj)j∈N et (qj)j∈N sont définies
comme précédemment.

Signalons que la preuve du théorème 7.2 utilise la théorie des ensembles à grande
intersection présentée dans le chapitre 3. En effet, la proposition 7.4 indique que pour
h̃ <∞, l’ensemble Ẽh défini par

∀h ∈ [0,∞] Ẽh =
{
x ∈ T

∣∣ hR(x) ≤ h
}
. (7.12)

appartient à la classe GIdh/
eh
(T) d’ensembles à grande intersection du cercle associée à

la fonction de jauge Idh/
eh dès que h ∈ [h,min(h̃, h)[, où Id désigne la fonction identité.

Rappelons que cette classe est définie dans la section IV du chapitre 5. Elle regroupe toutes

les parties F de T dont le relèvement φ−1(F ) appartient à la classe GIdh/
eh
(R) définie dans

la section II du chapitre 3. De plus, elle est stable par intersection dénombrable et ses
membres sont de g-mesure de Hausdorff infinie dans tout ouvert non vide de T, pour toute

jauge g ∈ D1 vérifiant g ≺ Idh/
eh.

La suite de ce chapitre s’organise ainsi. La section II fournit plusieurs résultats pré-
liminaires qui interviennent dans les preuves des théorèmes 7.1 et 7.2. Ces preuves sont
données dans les sections III et IV respectivement.
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II Résultats préliminaires

Dans cette section, nous établissons plusieurs résultats qui interviennent dans les preuves
des théorèmes 7.1 et 7.2.

L’exposant de Hölder qu’admet le processus R en un point x du cercle T dépend de la
façon dont ses grands coefficients d’ondelette se répartissent autour de x. Pour expliciter
cette affirmation, notons S l’ensemble des sommets u de l’arbre binaire U vérifiant Xu = 1.
Chacun de ces sommets indexe un intervalle dyadique qui porte un grand coefficient de
la série R. De plus, pour tout sommet u ∈ U , posons

xu = φ




〈u〉∑

j=1

(uj − 1)2−j


 = xλu

où λu est l’intervalle codé par u qui est défini par (7.1). Pour tout réel α > h, notons

Lα =
{
x ∈ T

∣∣ d (x, xu) < 2−h〈u〉/α pour une infinité de u ∈ S
}
, (7.13)

où d désigne la distance quotient sur le cercle T. On remarque aisément que l’ensemble
Lα crôıt avec α. Le lemme suivant regroupe les propriétés importantes des ensembles Lα.
Il relie en particulier ces ensembles aux ensembles Eh et Ẽh définis par (7.9) et (7.12).

Lemme 7.1

(i). Pour tout h ∈ [0, h[ ∪ ]h,∞], l’ensemble Eh est vide.

(ii). Pour tout h ∈ [h, h], on a

Ẽh =
⋂

h<α≤h

Lα et Eh = Ẽh\
⋃

h<α<h

Lα.

(iii). Avec probabilité 1, pour tout α ∈ ]h̃,∞[, on a Lα = T.

// Rappelons qu’en vertu de (7.3), l’exposant de Hölder de R en un point
quelconque de T est compris entre h et h. L’assertion (i) s’ensuit.

Fixons α ∈ ]h, h] et x ∈ T. Supposons x ∈ Lα. Il existe alors une in-
finité d’intervalles λ ∈ Λ vérifiant Cλ = 2−h〈λ〉 et d (x, xλ) < 2−h〈λ〉/α. Le
théorème 2.2 énoncé dans le chapitre 2 assure que hR(x) ≤ α. Supposons
maintenant x 6∈ Lα. Alors, pour tout intervalle λ ∈ Λ de génération suffi-
samment grande, on a d (x, xλ) ≥ 2−h〈λ〉/α si Cλ = 2−h〈λ〉. Par conséquent,
quelle que soit la valeur de Xuλ , on a

|Cλ| ≤
(
2−〈λ〉 + d (x, xλ)

)α

de sorte que hR(x) ≥ α en vertu du théorème 2.2. On en déduit aisément
l’assertion (ii).

Considérons un réel α > h̃. Pour tout entier naturel j, désignons par Sj
l’ensemble des sommets u ∈ U de génération j vérifiant Xu = 1. En outre,
pour tout sommet u ∈ U , notons Bu la boule ouverte de T de centre xu et
de rayon 2−h〈u〉/α. On dispose de l’inclusion d’événements suivante

{T 6= Lα} ⊂
∞⋃

j0=0

↑
∞⋂

j=j0

↓



T 6=

j⋃

j′=j0

⋃

u∈Sj′
Bu



 . (7.14)



II. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES 203

Considérons deux entiers naturels j0 et j vérifiant j ≥ j0 + 1 et

T 6=
j⋃

j′=j0

⋃

u∈Sj′
Bu.

Sachant que le cercle T est recouvert par les boules fermées de rayon 2−j−1

et de centre φ(k2−j), lorsque k décrit {0, . . . , 2j − 1}, il existe un entier k
de cet ensemble tel que la boule fermée de centre φ(k2−j) et de rayon 2−j−1

n’est pas incluse dans le membre de droite de l’inégalité précédente. Pour
tout sommet u ∈ U vérifiant 〈u〉 ∈ {j− 1, j}, notons B̂u la boule ouverte de
centre xu et de rayon 2−h〈u〉/α − 2−j−1. On a alors

φ(k2−j) /∈
⋃

u∈Sj−1∪Sj
B̂u.

En effet, si le point φ(k2−j) appartenait à une boule B̂u, pour u ∈ Sj−1∪Sj,
on aurait

d (x, xu) ≤ d (x, φ(k2−j)) + d (φ(k2−j), xu) < 2−h〈u〉/α

pour tout point x de la boule fermée de centre φ(k2−j) et de rayon 2−j−1.
Cette boule serait donc incluse dans Bu, ce qui est impossible, en vertu du
choix de k. Supposons désormais j0 ≥ (1 − log2(2

h/α − 1))/(1 − h/α) et
introduisons, pour j′ ∈ {j − 1, j},

Akj′ =
{
u ∈ {1, 2}j′

∣∣∣ d (xu, φ(k2−j)) ≤ 2−1−hj′/α
}
.

On observe que l’ensemble Akj comporte au moins 2(1−h/α)j − 1 éléments et
que le père π(u) de tout élément u de Akj appartient à Akj−1. En effet,

d (xπ(u), φ(k2−j)) ≤ d (xπ(u), xu) + d (xu, φ(k2−j)) ≤ 2−j + 2−1−hj/α ≤ 2−1−h(j−1)/α.

La dernière inégalité provient de l’hypothèse sur j0. Fixons j′ ∈ {j − 1, j},
puis u ∈ Akj′ . On observe que φ(k2−j) ∈ B̂u, ce qui impose u /∈ Sj′ , en vertu
du choix de k. On a donc



T 6=

j⋃

j′=j0

⋃

u∈Sj′
Bu



 ⊂

2j−1⋃

k=0

(
A
k
j−1 ∩ A

k
j

)
(7.15)

où Ak
j′ désigne l’événement {∀u ∈ Akj′ u /∈ Sj′}, pour tout entier j′ égal à

j − 1 ou j. Notons Fj−1 la tribu engendrée par les variables aléatoires Xu,
pour u ∈ U de génération inférieure à j − 1 et prenons k ∈ {0, . . . , 2j − 1}.
Étant donné que Ak

j−1 appartient à la tribu Fj−1 que, sur cet événement, le
processus X assigne l’état 0 à tous les sommets de Akj−1 et que le père d’un
élément de Akj appartient à Akj−1, on a

P
(
A
k
j−1 ∩ A

k
j

∣∣∣ Fj−1

)
= 1Akj−1

(1 − qj−1)
#Akj ≤ exp(−(2(1−h/α)j − 1)qj−1).
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En prenant l’espérance, on observe que le membre de gauche de (7.15) est
inclus dans un événement de probabilité inférieure à

vj = 2j exp(−(2(1−h/α)j − 1)qj−1).

Sachant que α > h̃, il existe une infinité d’entiers naturels j ≥ j0 + 1 tels

que qj−1 ≥ 2(−1+2h/(α+eh))j. La limite inférieure de la suite (vj)j∈N est donc
nulle. Par conséquent,

∞⋂

j=j0

↓



T 6=

j⋃

j′=j0

⋃

u∈Sj′
Bu





est un événement de probabilité nulle, car il est inclus, pour tout entier
j ≥ j0 +1, dans un événement de probabilité inférieure à vj. D’après (7.14),
la probabilité de l’événement {T 6= Lα} est donc nulle, de sorte que

∀α ∈ ]h̃,∞[ p.s. Lα = T.

L’assertion (iii) découle de la croissance de Lα avec α. //

La proposition suivante donne la valeur de l’exposant d’oscillation de la série aléatoire
d’ondelettes R en tout point du cercle T.

Proposition 7.1

Pour tout réel h ∈ [h, h] et tout point x ∈ Eh,

βR(x) =

{
h/h− 1 si h < h

0 si h = h <∞.

// Commençons par supposer h < h et considérons un réel β > h/h − 1.
D’après le lemme 7.1, pour tout n ∈ N∗ vérifiant h+1/n < (β+1)h, il existe
un intervalle λn ∈ Λ de génération supérieure à n vérifiant Cλn = 2−h〈λn〉 et
d (x, xλn) < 2−h〈λn〉/(h+1/n). On observe que ces intervalles λn forment une
suite minimisante des coefficients d’ondelette de R au point x et vérifient
tous d(x, xλn)

1+β ≤ 2−〈λn〉. La proposition 2.2 montre alors que βR(x) ≤ β.
Cela étant vrai pour tout réel β > h/h−1, on en déduit que βR(x) ≤ h/h−1.
Réciproquement, prenons un réel β > βR(x). D’après la proposition 2.2, il
existe une suite minimisante des coefficients d’ondelette de R au point x
formée de intervalles λ vérifiant d(x, xλ)

1+β ≤ 2−〈λ〉. Comme h < h, pour
une infinité de ces intervalles λ, on a

log2 |Cλ|
−〈λ〉 ≤ log |Cλ|

log(2−〈λ〉 + d(x, xλ))
< h,

ce qui impose Xuλ = 1. Dès lors, le lemme 7.1 prouve que h ≤ (1 + β)h. On
en déduit que βR(x) ≥ h/h− 1 en faisant tendre β vers βR(x).

Supposons maintenant h = h < ∞ et fixons un réel β > 0. Comme
h > h, le point x n’appartient pas à Lh d’après le lemme 7.1. Il existe donc



II. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES 205

un entier naturel j0 tel que pour tout sommet u ∈ U de génération supérieure
à j0 vérifiant d(x, xu) < 2−〈u〉, on a Xu = 0. Pour tout entier j ≥ j0, il existe
un sommet uj ∈ U de génération j vérifiant d(x, xuj) < 2−j. On observe que
les intervalles λuj forment une suite minimisante des coefficients de R en x.
Il en résulte que β ≥ βR(x). On conclut en faisant tendre β vers 0. //

Considérons un réel α > h. Le lemme 7.2 énoncé ci-après fournit une décomposi-
tion remarquable de Lα défini par (7.13). Le premier ensemble qui intervient dans cette
décomposition est

L̃α =
{
x ∈ T

∣∣∣ d (x, xu) < 2−h〈u〉/α pour une infinité de u ∈ S̃
}
, (7.16)

où S̃ est l’ensemble constitué de la racine ∅ et des sommets u ∈ U∗ vérifiant Xu = 1 et
Xπ(u) = 0. On a clairement S̃ ⊂ S, de sorte que L̃α ⊂ Lα. Intuitivement, un point de

l’ensemble Lα appartient aussi à l’ensemble L̃α s’il est approché à une certaine vitesse par
des grands coefficients d’ondelette qui sont apparus, c’est-à-dire des grands coefficients
dont le père est un petit coefficient.

Le second est l’ensemble Θ des points qui s’obtiennent comme limite d’une suite infinie
d’intervalles dyadiques embôıtés portant des grands coefficients d’ondelette. Pour définir
plus précisément Θ, posons

∀u ∈ U τu = {v ∈ uU | ∀k ∈ {〈u〉, . . . , 〈v〉} Xv1...vk = 1} .

L’ensemble τu est vide si Xu = 0. Sinon, τu est le plus grand sous-arbre de U issu de u et
formé de sommets à l’état 1. On appelle frontière de l’arbre τu l’ensemble

∂τu =
{
ζ ∈ {1, 2}N∗ | ∀k ≥ 〈u〉 ζ1 . . . ζk ∈ τu

}
.

À toute suite infinie ζ ∈ {1, 2}N∗
, on peut associer le point ẋζ de R défini par

ẋζ =
∞∑

j=1

(ζj − 1)2−j.

Observons que le point ẋζ est défini comme en (6.6) à partir de la famille constituée des
ensembles compacts

Ju =

〈u〉∑

j=1

(uj − 1)2−j +
[
0, 2−〈u〉] (7.17)

pour u ∈ U , c’est-à-dire que ẋζ est l’unique élément de l’intersection décroissante sur
p ∈ N des compacts Jζ1...ζp . Notons enfin

Θ̇ =
⋃

u∈U

⋃

ζ∈∂τu
{ẋζ} et Θ = φ(Θ̇), (7.18)

où φ désigne la surjection canonique sur le cercle T. Intuitivement, un point appartient à Θ
s’il est la limite d’une suite d’intervalles dyadiques embôıtés portant des grands coefficients
d’ondelette qui se propagent à travers les échelles. Remarquons que l’ensemble Θ̇ est défini
comme en (6.9). Par conséquent, les résultats du chapitre 6 conduisent au résultat suivant.
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Rappelons que θ et δ sont donnés par (7.5) et (7.7) respectivement et que l’assertion (7.8)
indique que θ est nécessairement positif lorsque δ est strictement positif.

Proposition 7.2

Supposons θ < 1.

(i). Si δ = 0, l’ensemble Θ̇ est presque sûrement vide.

(ii). Si δ = ∞ et θ = 0, la dimension de Hausdorff de l’ensemble Θ̇ appartient
presque sûrement à l’ensemble {−∞, 0}.

(iii). Si δ ∈ ]0,∞[ et θ = 0, on a

0 < P(dim Θ̇ = −∞) = 1 − P(dim Θ̇ = 0) < 1.

(iv). Si δ = ∞ et θ > 0, la dimension de Θ̇ vaut presque sûrement θ.

(v). Si δ ∈ ]0,∞[ et θ > 0, la dimension de Θ̇ appartient presque sûrement à
{−∞, 0, θ}. En outre,





0 < P(dim Θ̇ = −∞) < 1

0 ≤ P(dim Θ̇ = 0) < 1

0 < P(dim Θ̇ = θ) < 1.

// Reprenons les notations du chapitre 6. L’ensemble U0 est ici l’arbre bi-
naire U et la suite (nj)j∈N∗ donnant les nombre de fils des sommets à une
échelle fixée est constante égale à 2. L’ensemble Q contient un seul élément
et la famille de compact associée à cet élément est la famille (Ju)u∈U définie
par (7.17). La suite de mesures (µj)j∈N régissant les rapports de contraction
de ces compacts est constante égale à δ1/2

⊗2. Par ailleurs, sous la probabilité
P considérée ici, le processus X est une châıne de Markov d’état initial 1
dont les transitions sont données par la famille de mesures (νt,j)(t,j)∈{0,1}×N

définie par (7.2). Précisons que les fonctions génératrices données par (6.19)
sont ici

ϕ0,j : z 7→ (1 − pj(1 − z))2 et ϕ1,j : z 7→ (1 − qj(1 − z))2.

L’ensemble Θ̇ est donc construit comme en (6.9). Ajoutons que la condi-
tion (6.24) est vérifiée, car sinon on aurait pj = 1 pour tout entier j assez
grand, d’après le lemme 6.1, et θ serait égal à 1, ce qui est proscrit. De plus,
les suites (σj)j∈N et (σj)j∈N définies respectivement par (6.21) et (6.41) véri-
fient 2σj = σj ≤ 4σj pour tout entier naturel j, où la suite (σj)j∈N est donnée
par (7.6). L’élément j défini par (6.22) s’identifie à celui défini ici par (7.4)
et si j est fini, la fonction ρ définie par (6.31) est ici s 7→ (θ − s) log 2, de
sorte que l’élément d∗ défini par (6.33) est égal à θ si toutefois θ ≥ 0.

Pour établir l’assertion (i), supposons δ = 0. Si j <∞, on a alors qj = 0
ou σj+1 ≥ σj+1/4 = ∞, c’est-à-dire ϕ0,j(1 − 1/σj+1) = 1, pour tout entier
j ≥ j. De même, on a qj−1 ou σj = ∞ ou

j−2∑

k=−1

qk

j−2∏

i=k+1

(pi − qi) = 1
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avec q−1 = 1. Cependant, pour j ≥ 1, le lemme 6.2 indique que le membre de

gauche vaut E[#Sj−1/2
j−1]. On en déduit qu’une des quatre assertions (a)-

(d) apparaissant dans l’énoncé du théorème 6.1 est vérifiée. Ce théorème
assure donc que l’ensemble Θ̇ est presque sûrement vide.

Le théorème 6.2 conduit directement à l’assertion (ii). Pour établir l’as-
sertion (iii), supposons δ ∈ ]0,∞[ et θ = 0. Le théorème 6.2 montre que la
dimension de Θ̇ appartient presque sûrement à {−∞, 0}. De plus,

∞∑

j=0

(
−2j logϕ0,j

(
1 − 1

σj+1

))
≤ −

∞∑

j=0

2j+1 log

(
1 − 4qj

σj+1

)

et la dernière série converge, du fait que δ est fini. Le théorème 6.1 implique
que Θ̇ est vide avec probabilité non nulle. Le théorème 6.3 assure en outre
que Θ̇ est non vide avec probabilité non nulle. En effet, dans le cas contraire,
une des quatre assertions (a)-(d) figurant dans son énoncé serait vérifiée et
δ serait nécessairement nul d’après le raisonnement mené pour établir (i).

Supposons δ = ∞ et θ > 0. Sachant que

∞∑

j=0

(
−2j logϕ0,j

(
1 − 1

σj+1

))
≥ −

∞∑

j=0

2j+1 log

(
1 − 2qj

σj+1

)

et cette dernière série diverge car δ = ∞. Le corollaire 6.2 assure donc que
la dimension de Θ̇ vaut presque sûrement θ. L’assertion (iv) s’ensuit.

Pour établir l’assertion (v), supposons δ ∈ ]0,∞[ et θ > 0. Le théo-
rème 6.4 garantit que la dimension de Θ̇ appartient presque sûrement à
{−∞, 0, θ}. Le théorème 6.1 et le corollaire 6.2 montrent que

0 < P(dim Θ̇ = −∞) ≤ P(dim Θ̇ ≤ 0) < 1

ce qui conduit aux encadrements annoncés. //

Il est important de noter qu’on peut remplacer l’ensemble Θ̇ par Θ = φ(Θ̇) dans l’énoncé
de la proposition 7.2. D’une part, l’ensemble Θ est vide si et seulement si Θ̇ l’est. D’autre
part, si le réel 1 appartient à l’ensemble Θ̇, pour tout entier j supérieur à un certain
j0 ∈ N, le processus X attribue l’état 1 au mot de longueur j composé uniquement de
la lettre 2. Cet événement a lieu avec une probabilité inférieure à pj0 . . . pj−1. La limite
inférieure de cette suite est nulle car θ < 1. Il en résulte que 1 6∈ Θ̇ avec probabilité 1. Sur
l’événement correspondant, on a Θ̇ ∩ [0, 1[ = φ−1(Θ) ∩ [0, 1[. L’assertion (2.6) conduit à

Hg(Θ) ≤ Hg(Θ̇) ≤ κHg(Θ)

pour un certain réel κ ≥ 1 et toute fonction de jauge g de D. On en déduit que dim Θ et
dim Θ̇ cöıncident avec probabilité 1.

Le lemme suivant donne la décomposition de l’ensemble Lα donné par (7.13) en fonc-

tion des ensembles L̃α et Θ définis respectivement par (7.16) et (7.18).

Lemme 7.2

Pour tout réel α ∈ ]h,∞[, on a Lα = L̃α ∪ Θ.
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// On a tout d’abord clairement L̃α ⊂ Lα. Fixons ensuite x ∈ Θ. Il existe
alors un sommet u ∈ U et un chemin infini ζ ∈ ∂τu tels que x = φ(ẋζ). Pour
tout entier k ≥ 〈u〉, on a ζ1 . . . ζk ∈ S et

d (x, xζ1...ζk) ≤ 2−k < 2−hk/α.

Le point x appartient donc à Lα. Il en résulte que Θ est inclus dans Lα.
Finalement, Lα contient L̃α ∪ Θ.

Pour établir l’inclusion réciproque, prenons un élément x de Lα qui n’ap-
partient pas à L̃α. Sachant que x 6∈ L̃α, il existe un entier naturel j0 tel que
d (x, xu) ≥ 2−h〈u〉/α pour tout sommet u de S̃ de génération supérieure à j0.
On peut supposer j0 ≥ (log2(2

h/α − 1))/(h/α− 1). Notons

S ′ =
{
u ∈ S | d (x, xu) < 2−h〈u〉/α

}

et observons qu’aucun sommet de S ′ de génération supérieure à j0 ne peut
appartenir à S̃. Sachant que x ∈ Lα, il existe une suite de sommets (vn)n∈N

de sommets de S ′ dont la génération crôıt strictement avec n. Un argument
classique d’extraction diagonale assure qu’il existe ζ ∈ {1, 2}N∗

tel que pour
tout entier j ∈ N∗, on a ζ1 . . . ζj = vn1 . . . v

n
j pour une infinité d’entiers natu-

rels n. Notons u = ζ1 . . . ζj0 , puis considérons un entier j ≥ j0 et un entier
n vérifiant 〈vn〉 > j et ζ1 . . . ζj = vn1 . . . v

n
j . Le sommet vn appartient à S ′ et

sa génération est supérieure à j0, de sorte que vn ∈ S\S̃. Par conséquent,
π(vn) appartient à S. De plus,

d (x, xπ(vn)) ≤ d (x, xvn) + d (xvn , xπ(vn)) < 2−h〈v
n〉/α + 2−〈vn〉 ≤ 2−h〈π(vn)〉/α.

La dernière inégalité provient du fait que j0 est supposé suffisamment grand.
On obtient donc π(vn) ∈ S ′. En répétant ce raisonnement 〈vn〉 − j fois, il
vient finalement ζ1 . . . ζj = vn1 . . . v

n
j ∈ S ′. En particulier, Xζ1...ζj = 1 pour

tout entier j ≥ j0, si bien que ζ ∈ ∂τu. Par ailleurs, pour tout entier j ≥ j0,

d (x, φ(ẋζ)) ≤ d (x, xζ1...ζj) + d (xζ1...ζj , φ(ẋζ)) ≤ 2−hj/α +
∞∑

p=j+1

(ζp − 1)2−p.

Faire tendre l’entier j vers l’infini conduit à x = xζ . Le point x appartient
donc à Θ. Le lemme est ainsi prouvé. //

III Cas bifractal

Cette courte section est vouée à la preuve du théorème 7.1. Supposons
∑

j 2jqj < ∞ et

θ < 1. Rappelons que l’ensemble S̃ regroupe la racine ∅ et les sommets u ∈ U∗ vérifiant
Xu = 1 et Xπ(u) = 0. De plus, pour j ∈ N, désignons par S̃j l’ensemble des sommets de S̃
de génération j. Pour j ≥ 1, remarquons que

P(S̃j 6= ∅) ≤ E[#S̃j].
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Cependant, en conditionnant par rapport à la tribu Fj−1 engendrée par les variables Xu

pour tout sommet u ∈ U de génération inférieure à j − 1, on a

E[#S̃j | Fj−1] =
∑

u∈{1,2}j−1

Xu=0

∑

k∈{1,2}
P(Xuk = 1 |Xu) ≤ 2jqj−1. (7.19)

On peut donc majorer par 2jqj−1 l’espérance du cardinal de S̃j puis la probabilité de

l’événement {S̃j 6= ∅}. Comme
∑

j 2jqj < ∞, le nombre d’entiers j pour lesquels cet
événement est réalisé est presque sûrement fini, d’après le lemme de Borel-Cantelli. Fina-
lement, l’ensemble S̃ est presque sûrement fini. Par conséquent, presque sûrement, pour
tout réel α > h, l’ensemble L̃α défini par (7.16) est vide. Les lemmes 7.1 et 7.2 impliquent
alors que

p.s. ∀h ∈ [0,∞] Eh =





Θ si h = h

T\Θ si h = h

∅ sinon.

Si δ > 0, le résultat découle de la proposition 7.2 et de la discussion qui la suit.
Si δ = 0, la proposition 7.2 assure que l’ensemble Θ̇ est presque sûrement vide, de

sorte que presque sûrement, pour tout sommet u ∈ S̃, l’ensemble τu est fini. Comme S̃ est
presque sûrement fini, il en résulte que l’ensemble des sommets u ∈ U vérifiant Xu = 1
est fini avec probabilité 1. Il n’y a donc presque sûrement qu’un nombre fini d’intervalles
λ ∈ Λ pour lesquels Cλ = 2−h〈λ〉. Finalement, d’après la proposition 2.1, le processus R
appartient presque sûrement à Ch(T).

IV Cas multifractal

Dans cette section, nous établissons le théorème 7.2. Supposons
∑

j 2jqj = ∞ et θ < 1.
Le lemme 7.1 garantit tout d’abord que

p.s. ∀h ∈ [0, h[ ∪ ] min(h̃, h),∞] Eh = ∅. (7.20)

Majorons ensuite la dimension de Hausdorff de l’ensemble Eh quand h ∈ [h,min(h̃, h)[.
C’est l’objet de la proposition suivante.

Proposition 7.3
On a presque sûrement

dimEh ≤ max

(
h

h̃
, dim Θ

)
et ∀h ∈ ]h,min(h̃, h)[ dimEh ≤

h

h̃
.

// D’après (7.19), pour tout j ∈ N∗, l’espérance de la variable #S̃j est
inférieure à 2jqj−1. D’après l’inégalité de Markov, on en déduit que

P(#S̃j > 2jqj−1j
2) ≤

{
0 si qj−1 = 0
E[#eSj ]

2jqj−1j2
≤ 1

j2
sinon.

Le lemme de Borel-Cantelli assure donc qu’avec probabilité 1, le cardinal de
S̃j est majoré par 2jqj−1j

2 pour tout entier j assez grand. Ainsi,

p.s. ∃κ̃ ∈ [1,∞[ ∀j ∈ N #S̃j ≤ κ̃ 2jqj−1j
2. (7.21)
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Plaçons-nous sur l’événement correspondant et prenons h ∈ [h,min(h̃, h)[

puis s ∈ ]h/h̃,∞[. Pour α ∈ ]h, sh̃[ et ε > 0, l’ensemble L̃α défini par (7.16)
est recouvert par les boules ouvertes de centre xu et de rayon 2−h〈u〉/α ≤ ε/2

pour u ∈ S̃. Par conséquent,

Hs
ε(L̃α) ≤

∑

j∈N

21−hj/α≤ε

#S̃j(2
1−hj/α)s ≤ κ̃

∑

j∈N

21−hj/α≤ε

2jqj−1j
2(21−hj/α)s.

Comme α/s < h̃, cette dernière série converge de sorte que le membre de
droite tend vers 0 quand ε tend vers 0. On en déduit que la mesure de
Hausdorff s-dimensionnelle de l’ensemble L̃α est nulle. Il en résulte que

p.s. ∀h ∈ [h,min(h̃, h)[ dim


 ⋂

h<α≤h

L̃α


 ≤ h

h̃
.

Cependant, les lemmes 7.1 et 7.2 montrent que

Eh = Θ ∪
⋂

h<α≤h

L̃α et ∀h ∈ ]h,min(h̃, h)[ Eh ⊂
⋂

h<α≤h

L̃α.

La proposition s’ensuit. //

Les propositions 7.3 et 7.2 et le fait que θ < 1 impliquent qu’avec probabilité 1, pour
tout réel h ∈ [h,min(h̃, h)[, l’ensemble Eh est de mesure de Lebesgue nulle dans T. De

plus, avec probabilité 1, cet ensemble est vide pour tout h ∈ [0, h[ ∪ ] min(h̃, h),∞], en
vertu de (7.20). Il en résulte que l’ensemble Emin(eh,h) est presque sûrement de mesure de
Lebesgue pleine dans le cercle T et sa dimension de Hausdorff vaut 1.

Pour minorer la dimension de Hausdorff de l’ensemble Eh quand h ∈ [h,min(h̃, h)[, il

convient de distinguer deux cas selon que h̃ est infini ou non. Supposons d’abord h̃ <∞.
Dans ce cas, la minoration provient du fait que Ẽh est un ensemble à grande intersection,
comme l’indique la proposition suivante.

Proposition 7.4

Supposons h̃ <∞. On a presque sûrement, pour tout réel h ∈ [h,min(h̃, h)[,

Ẽh ∈ GIdh/
eh

(T) et dimEh ≥
h

h̃
.

// D’après le lemme 7.1, presque sûrement, pour tout réel α ∈ ]h̃,∞[, l’en-
semble Lα défini par (7.13) est égal au cercle T tout entier. Placons-nous

sur cet événement et prenons h ∈ [h,min(h̃, h)[. Pour tout α ∈ ]h, h], on a

αh̃/h > h̃, de sorte que Lαeh/h = T. Par suite, l’ensemble

φ−1(Lαeh/h) =

{
x ∈ R

∣∣∣∣∣
|x− p− ẋu| < 2−hh〈u〉/(α

eh)

pour une infinité de (u, p) ∈ S × Z

}

où ẋu désigne l’unique élément de φ−1({xu}) ∩ [0, 1[, est de mesure de Le-

besgue pleine dans R. Il en résulte que la famille (p+ẋu, 2
−hh〈u〉/(αeh))(u,p)∈S×Z
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est un système d’ubiquité homogène dans R et le théorème 3.2 énoncé dans
le chapitre 3 permet d’en déduire que l’ensemble

φ−1(Lα) =

{
x ∈ R

∣∣∣∣∣
|x− p− ẋu| < 2−h〈u〉/α

pour une infinité de (u, p) ∈ S × Z

}

appartient à la classe GIdh/
eh
(R), donc que l’ensemble Lα appartient à la

classe GIdh/
eh
(T). Rappelons que, d’après le lemme 7.1, l’ensemble Ẽh est

l’intersection des ensembles Lα pour α parcourant ]h, h]. Du fait de la crois-
sance de ces ensembles, on peut en fait supposer que α décrit une partie

dénombrable dense de cet intervalle. La classe GIdh/
eh
(T) étant stable par in-

tersection dénombrable, elle contient finalement l’ensemble Ẽh. La première
partie de la proposition s’ensuit.

Pour établir la seconde partie de la proposition, observons pour com-

mencer que Eh = Ẽh ∈ GIdh/
eh
(T) en vertu du lemme 7.1, si bien que l’en-

semble Eh est de dimension supérieure à h/h̃. Ensuite, d’après les résultats
de la partie II.1 du chapitre 6 et la continuité de la surjection φ, l’ensemble
φ−1(Θ) = φ−1(φ(Θ̇)) est un Fσ de R. De plus, cet ensemble est presque
sûrement de mesure de Lebesgue nulle, en vertu de la proposition 7.2, la re-
marque qui la suit et le fait que θ < 1. Par conséquent, φ−1(T\Θ) est presque
sûrement un Gδ de mesure de Lebesgue pleine dans R. Cette propriété, la
première partie de la proposition et l’assertion (7.21) sont donc simultané-
ment vraies avec probabilité 1. Plaçons-nous sur l’événement correspondant
et prenons un réel h ∈ ]h,min(h̃, h)[. Les lemmes 7.1 et 7.2 indiquent que

Eh = (Ẽh\Θ)\
⋃

h<α<h

L̃α.

En outre, la proposition 3.6 énoncée dans le chapitre 3 assure que l’en-

semble φ−1(T\Θ) appartient à la classe GIdh/
eh
(R), donc que l’ensemble T\Θ

appartient à la classe GIdh/
eh
(T). La stabilité de cette classe par intersection

dénombrable assure finalement qu’elle contient l’ensemble Ẽh\Θ. On a alors

H−Idh/
eh·log(Ẽh\Θ) = ∞. En outre, pour α ∈ ]h, h[ et ε > 0 assez petit,

l’ensemble L̃α est recouvert par les boules ouvertes de centre xu et de rayon
2−h〈u〉/α ≤ ε/2 pour u ∈ S̃. Par conséquent,

H−Idh/
eh·log

ε (L̃α) ≤ κ̃
∑

j∈N

21−hj/α≤ε

2jqj−1j
2(21−hj/α)h/

eh
(
h

α
j − 1

)
log 2.

Comme αh̃/h < h̃, cette dernière série converge si bien que le membre de

droite tend vers 0 quand ε tend vers 0. Dès lors, H−Idh/
eh·log(L̃α) = 0. La

croissance de l’ensemble L̃α implique que

H−Idh/
eh·log


 ⋃

h<α<h

L̃α


 = 0
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car l’union peut se voir comme une union dénombrable. On en déduit que

H−Idh/
eh·log(Eh) = ∞. La seconde partie de la proposition est prouvée. //

Supposons maintenant h̃ = ∞. La minoration de la dimension de Hausdorff des en-
sembles Eh, pour h ∈ [h, h[, est donnée par le résultat suivant.

Proposition 7.5

Supposons h̃ = ∞. On a presque sûrement, pour tout réel h ∈ [h, h[,

dimEh ≥ 0.

La preuve de cette proposition n’utilise pas la théorie des ensembles à grande intersection.
Elle reprend plutôt les idées de la preuve du lemme 9 de [93] : pour h ∈ [h, h[, on construit
un point yh appartenant à Eh en l’obtenant comme l’unique élément de l’intersection d’une
suite (Ihn)n∈N∗ convenablement choisie de fermés embôıtés non vides dont le diamètre tend
vers 0. Il s’agit en outre de montrer que cette construction est possible avec probabilité 1
indépendamment du réel h. Dans cette perspective, fixons un réel h ∈ [h, h[ et posons

∀j ∈ N ηhj = j2hj/h
∞∑

j′=j+1

2(1−h/h)j′qj′−1(j
′)2. (7.22)

Soit j ∈ N. Sachant que
∑

j 2jqj = ∞, la suite de probabilités de transition (qj′)j′∈N

comporte une infinité de termes strictement positifs. En conséquence, ηhj > 0. En outre,

comme h̃ = ∞, pour tout ε ∈ ]0, h/h[, il existe un réel c > 0 tel que qj′−1(j
′)2 ≤ c2(−1+ε)j′ ,

pour tout j′ ∈ N. Cela garantit la convergence de la série définissant ηhj , puis le fait que

∀ε ∈ ]0,∞[ ∃κ ∈ ]0,∞[ ∀j ∈ N ηhj ≤ κ 2εj. (7.23)

Construisons de façon récursive une famille (Ihn)n∈N∗ d’ensembles conduisant à un
élément yh de Eh et une suite (jhn)n∈N d’entiers naturels. La construction diffère légèrement
selon que le paramètre δ défini par (7.7) est nul ou ne l’est pas. Plus précisément, on
procède ainsi :

– Étape 1, lorsque δ = 0 : On construit deux entiers naturels jh0 et jh1 vérifiant jh0 ≤ jh1 ,
ainsi qu’un ensemble Ih1 qui est l’image par φ d’un intervalle réel de la forme

[
xu + 2−h〈u〉/h, xu + 2−h〈u〉/h + ηh

jh1
2−hj

h
1 /h
]

ou
[
xu − 2−h〈u〉/h − ηh

jh1
2−hj

h
1 /h, xu − 2−h〈u〉/h

] avec u ∈
jh1⋃

j=jh0

S̃j

et qui vérifie Bh
v ∩ Ih1 = ∅, pour tout v ∈ S̃j, avec j ∈ {jh0 , . . . , jh1 }, où Bh

v désigne la
boule ouverte de centre xv et de rayon 2−h〈v〉/h.

– Étape 1, lorsque δ > 0 : On construit deux entiers naturels jh0 et jh1 vérifiant jh0 ≤ jh1 ,
ainsi qu’un ensemble Ih1 qui est l’image par φ d’un intervalle réel de la forme

[
xu + 2−h〈u〉/h, xu + 2−h〈u〉/h + ηh

jh1
2−hj

h
1 /h
]

ou
[
xu − 2−h〈u〉/h − ηh

jh1
2−hj

h
1 /h, xu − 2−h〈u〉/h

] avec u ∈
jh1⋃

j=jh0

S̃j
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ou bien de la forme
[
xu + 3 · 2−jh0 , xu + 3 · 2−jh0 + ηh

jh1
2−hj

h
1 /h
]

ou
[
xu − 3 · 2−jh0 − ηh

jh1
2−hj

h
1 /h, xu − 3 · 2−jh0

] avec u ∈ Sjh0 −1

et qui vérifie, d’une part, Bh
v ∩ Ih1 = ∅, pour tout v dans S̃j et j ∈ {jh0 , . . . , jh1 }, et

d’autre part, 3
2
Bh
v ∩ Ih1 = ∅, pour tout v de Sjh0 −1 (si B est une boule ouverte de T,

on désigne par 3
2
B la boule ouverte dont le centre est le même que celui de B et

dont le rayon est multiplié par 3/2).
– Pour n ∈ N∗, passage de l’étape n à l’étape n + 1 (dans les deux cas) : Suppo-

sons disposer d’entiers naturels jh0 , . . . , j
h
n et d’ensembles Ih1 , . . . , I

h
n convenables. On

construit alors un entier jhn+1 > jhn, ainsi qu’un ensemble Ihn+1, qui est inclus dans
Ihn , qui s’écrit comme l’image par φ d’un intervalle réel de la forme

[
xu + 2−h〈u〉/h, xu + 2−h〈u〉/h + ηh

jhn+1
2−hj

h
n+1/h

]

ou
[
xu − 2−h〈u〉/h − ηh

jhn+1
2−hj

h
n+1/h, xu − 2−h〈u〉/h

] avec u ∈
jhn+1⋃

j=jhn+1

S̃j

et qui vérifie Bh
v ∩ Ihn+1 = ∅, pour tout v ∈ S̃j, avec j ∈ {jhn + 1, . . . , jhn+1}.

Supposons avoir pu construire une suite (Ihn)n∈N∗ de sous-ensembles de T, en suivant la
méthode exposée précédemment. Ces ensembles sont fermés, car ils s’obtiennent comme
l’image par la surjection φ d’intervalles fermés de R. En outre, la suite (Ihn)n∈N∗ est dé-
croissante et, pour n ∈ N∗, le diamètre de l’ensemble Ihn est inférieur à ηh

jhn
2−hj

h
n/h, qui tend

vers 0 quand n tend vers l’infini, d’après l’assertion (7.23). En vertu de la complétude du
cercle T, l’intersection sur n ∈ N∗ des ensembles Ihn se résume alors à un singleton {yh},
avec yh ∈ T. Sous certaines hypothèses (qui sont en fait vérifiées avec probabilité 1), le
point yh ainsi obtenu appartient à l’ensemble Eh, comme l’indique le lemme suivant.

Lemme 7.3

Soit h ∈ [h, h[. Supposons disposer d’une suite (Ihn)n∈N∗ de parties du cercle T,
construite selon la méthode décrite précédemment. Notons yh l’unique élément du
cercle T vérifiant ∞

↓
⋂

n=1

Ihn = {yh} .

Le point yh appartient à l’ensemble Eh si δ > 0 ou Θ = ∅.

// Soient h ∈ [h, h[ et α ∈ ]h, h]. D’après (7.23), on peut choisir un entier
n0 ≥ 2 de manière à avoir simultanément jhn0−1 ≥ (log2 3)/(h/h − h/α)

et ηh
jhn

2−hj
h
n/h ≤ 2−hj

h
n/α/3, pour tout entier n ≥ n0. Soit n un tel entier.

Le point yh appartient à Ihn , donc il existe un sommet un de l’union sur

j ∈ {jhn−1 + 1, . . . , jhn} des ensembles S̃j qui vérifie

d (yh, xun) ≤ 2−h〈u
n〉/h + ηhjhn2

−hjhn/h.

Sachant que 〈un〉 ≥ (log2 3)/(h/h−h/α), on peut majorer le premier terme
du membre de droite de l’inégalité précédente par 2−h〈u

n〉/α/3. En outre,
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comme n est supérieur à n0, on peut majorer le second terme par 2−hj
h
n/α/3,

puis par 2−h〈u
n〉/α/3, du fait que 〈un〉 ≤ jhn. Il en ressort que

d (yh, xun) ≤
1

3
2−h〈u

n〉/α +
1

3
2−h〈u

n〉/α < 2−h〈u
n〉/α.

En conséquence, le point yh appartient à l’ensemble Lα pour tout α ∈ ]h, h].

Le lemme 7.1 montre alors que yh ∈ Ẽh.
Si h = h, le lemme est prouvé. Supposons donc h > h. Le lemme 7.1

et la croissance des ensembles Lα indique qu’il suffit de prouver que yh
n’appartient pas à Lh.

Supposons δ = 0 et Θ = ∅. Par construction de la suite (Ihn)n∈N∗ , le

point yh n’appartient à aucune boule Bh
u , pour u ∈ S̃j, dès que l’entier j

est supérieur à jh0 . Ainsi, yh n’appartient pas à l’ensemble L̃h. D’après le
lemme 7.2, comme Θ est vide, le point yh n’appartient pas à Lh.

Supposons désormais δ > 0. Dans ce cas, la construction de la suite
(Ihn)n∈N∗ assure que le point yh ne peut appartenir à aucune boule Bh

u , pour

u ∈ S̃j, lorsque l’entier j est plus grand que jh0 , et à aucun intervalle dyadique

fermé λu, codé par un sommet u de Sjh0 −1. Ainsi, d’une part, yh 6∈ L̃h. D’autre

part, supposons yh ∈ Θ. Il existe alors un sommet u ∈ S̃ et un chemin infini
ζ ∈ ∂τu vérifiant yh = φ(ẋζ). Si 〈u〉 ≤ jh0−1, le sommet ζ1 . . . ζjh0 −1 appartient
à Sjh0 −1 et code un intervalle dyadique fermé qui contient le point yh = xζ ,

ce qui offre une contradiction. Si 〈u〉 ≥ jh0 , on a encore une contradiction,
puisque le point yh = xζ appartient à l’intervalle dyadique fermé λu, donc
à la boule ouverte Bh

u , car h > h. Finalement, le point yh n’est pas dans Θ.
Avec le lemme 7.2, on en déduit que yh /∈ Lh. Le lemme est donc prouvé. //

Le lemme 7.3 montre que, pour h ∈ [h, h[, l’ensemble Eh est non vide dès lors que la
construction simultanée de la famille (Ihn)n∈N∗ et de la suite (jhn)n∈N est possible et que
l’ensemble Θ est vide dans le cas où δ = 0. Afin de prouver que les ensembles Eh, pour
h ∈ [h, h[, sont presque sûrement tous non vides, il reste donc à montrer que ces conditions
sont remplies avec probabilité 1, de manière indépendante de h. Dans ce but, établissons
le lemme suivant.

Lemme 7.4

Supposons que
∑

j 2jqj = ∞ et h̃ = ∞. Les assertions suivantes sont simultanément
vraies avec probabilité 1 :

(i). Pour tout u ∈ U , l’ensemble uU∗ ∩ S̃ est non vide.

(ii). Il existe un réel κ̃ ≥ 1 tel que #S̃j ≤ κ̃ 2jqj−1j
2, pour tout j ∈ N.

(iii). Si δ = 0, l’ensemble Θ est vide. Si en revanche δ > 0, le paramètre j donné
par (7.4) est fini et il existe un réel κ ≥ 1 vérifiant

∀j ∈ N #Sj ≤ κ 2(3−θ)j/2
j−1∏

i=j

pi.

// Intéressons-nous à la première assertion. Fixons u ∈ U . Sachant que X
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est une châıne de Markov sous la probabilité P, on a

P(∀v ∈ uU 〈v〉 ≤ j =⇒ Xv = 1) ≤
j−1∏

i=〈u〉
pi

pour tout entier j ≥ 〈u〉. Si 〈u〉 ≤ j, ce dernier produit est nul pour j assez
grand. Sinon, sachant que θ < 1, la suite constituée par ce produit admet 0
pour valeur d’adhérence. Par conséquent,

p.s. ∃u′ ∈ uU Xu′ = 0. (7.24)

Fixons maintenant u′ ∈ U . On dispose de l’inclusion d’événements

{∀u′′ ∈ u′U Xu′′ = 0} ⊂
∞
↓
⋂

j=〈u′〉
A
u′

j (7.25)

où, pour tout entier j supérieur à 〈u′〉, l’événement Au′

j correspond au fait
que la châıne de Markov X attribue l’état 0 à tous les sommets u′′ du sous-
arbre u′U dont la génération est inférieure à j. Prenons un entier j supérieur
à 〈u′〉 + 1. La probabilité de l’événement Au′

j conditionnellement à la tribu

Fj−1 vaut 1
Au

′
j−1

(1 − qj−1)
2j−〈u′〉

. Cela conduit à

P(Au′

j ) = P(Au′

〈u′〉)
j∏

i=〈u′〉+1

(1 − qi−1)
2i−〈u′〉

.

Étant donné que
∑

i 2
iqi = ∞, le produit précédent tend vers 0 quand

j tend vers l’infini. En vertu de l’inclusion d’événements (7.25) et de la
dénombrabilité de l’ensemble U , on peut écrire

p.s. ∀u′ ∈ U Xu′ = 0 =⇒ ∃u′′ ∈ u′U∗ Xu′′ = 1.

L’assertion (7.24) prouve qu’avec probabilité 1, le sous-arbre uU contient
un sommet u′ vérifiant Xu′ = 0. D’après l’assertion précédente, il existe
presque sûrement un sommet u′′ ∈ u′U∗ tel que Xu′′ = 1. On peut supposer
que le sommet u′′ est de génération minimale. Alors, u′′ appartient à S̃.
Finalement, en faisant à nouveau appel à la dénombrabilité de U , il vient

p.s. ∀u ∈ U uU∗ ∩ S̃ 6= ∅

ce qui correspond à l’assertion (i).
L’assertion (ii) du lemme est exactement l’assertion (7.21) énoncée pré-

cédemment. Prouvons la troisième assertion. Si δ = 0, la proposition 7.2
assure que l’ensemble Θ est presque sûrement vide. Supposons à l’inverse
δ > 0. En particulier, j <∞. Observons que

∀j ∈ N E[#Sj] ≤ 2j
j−1∑

k=−1

qk

j−1∏

i=k+1

pi.
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Cette majoration découle en effet d’une récurrence élémentaire et du fait
que E[#Sj | Fj−1] ≤ 2jqj−1 + 2pj−1#Sj−1 pour tout entier j ∈ N∗. Sachant
que pj−1 = 0, on peut encore écrire

∀j ∈ N E[#Sj] ≤ 2j



j−1∏

i=j

pi




j−1∑

k=j−1

qk
k∏
i=j

pi

.

Comme h̃ = ∞ et θ ∈ [0, 1[, on a pour tout entier k assez grand,

qk ≤ 2(−1+ 1−θ
8 )k et

k∏

i=j

pi ≥ 2(−1− 1−θ
8 )(k+1).

Il existe donc un réel strictement positif c tel que l’inégalité de Markov
fournisse, pour tout entier j supérieur à j,

P


#Sj > 2(1+ 1−θ

2 )j
j−1∏

i=j

pi


 ≤ E [#Sj]

2(1+ 1−θ
2 )j

j−1∏
i=j

pi

≤ c 2−
1−θ
2
j 2

1−θ
4
j.

Le lemme de Borel-Cantelli permet finalement de conclure. //

Le lemme 7.4 permet de prouver qu’avec probabilité 1, la construction de la suite
(Ihn)n∈N∗ présentée précédemment est possible, pour tout h ∈ [h, h[. Plaçons-nous sur
l’événement sur lequel l’énoncé du lemme 7.4 est vérifié et fixons un réel h ∈ [h, h[.

– Justification de l’étape 1, lorsque δ = 0 : Commençons par construire l’ensemble
Ih1 et les entiers naturels jh0 et jh1 . Sachant que h̃ = ∞, la série

∑
j 2(1−h/h)jqj−1j

2

converge, de sorte qu’il existe un entier naturel jh0 ≥ 4κ̃ tel que

∀j ≥ jh0 2κ̃

j∑

j′=jh0

2(1−h/h)j′qj′−1(j
′)2 ≤ 1

4
(7.26)

où κ̃ est la constante donnée par la deuxième assertion du lemme 7.4. D’après la
première assertion de ce lemme, pour tout entier j ≥ jh0 suffisamment grand, au

moins un des ensembles S̃j′ , pour j′ ∈ {jh0 , . . . , j}, est non vide. En outre, le cercle T

privé des boules ouvertes Bh
u , lorsque u appartient à S̃j′ , pour tout j′ ∈ {jh0 , . . . , j},

contient une composante connexe Ij de mesure de Lebesgue supérieure à

1 −
j∑

j′=jh0

#S̃j′ 2
1−hj′/h

j∑
j′=jh0

#S̃j′

≥
1 − 2κ̃

j∑
j′=jh0

2(1−h/h)j′qj′−1(j
′)2

κ̃
j∑

j′=jh0

2j′qj′−1(j′)2

≥ 3

4κ̃
j∑

j′=jh0

2j′qj′−1(j′)2

.

La première minoration provient du deuxième point du lemme 7.4, tandis que la
seconde découle de (7.26). On peut placer dans la composante connexe Ij l’image
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par φ d’un intervalle réel fermé de longueur ηhj 2
−hj/h dès que

ηhj ≤ 3 · 2hj/h

4κ̃
j∑

j′=jh0

2j′qj′−1(j′)2

.

Comme h̃ = ∞, la somme figurant au dénominateur du membre de droite est asymp-
totiquement majorée par toutes les exponentielles, lorsque j tend vers l’infini. C’est
aussi le cas du réel ηhj , en vertu de (7.23). Il en ressort que l’inégalité précédente
est vérifiée lorsque l’entier j est suffisamment grand. Appelons jh1 le premier entier

pour lequel, d’une part, l’union sur j′ ∈ {jh0 , . . . , jh1 } des ensembles S̃j′ est non vide
et, d’autre part, l’inégalité précédente est satisfaite. Juste à côté de la composante
connexe Ijh1 se trouve une boule ouverte Bh

u , pour u ∈ S̃ de génération apparte-

nant à {jh0 , . . . , jh1 }. Il existe donc un ensemble Ih1 qui s’écrit comme l’image par la
surjection φ de l’intervalle réel

[
xu + 2−h〈u〉/h, xu + 2−h〈u〉/h + ηh

jh1
2−hj

h
1 /h
]

ou
[
xu − 2−h〈u〉/h − ηh

jh1
2−hj

h
1 /h, xu − 2−h〈u〉/h

]

et qui se trouve dans Ijh1 . Cet ensemble Ih1 respecte les conditions demandées, puis-

qu’on a Bh
v ∩ Ih1 = ∅, pour tout v ∈ S̃j′ , avec j′ ∈ {jh0 , . . . , jh1 }.

– Justification de l’étape 1, lorsque δ > 0 : Rappelons que j est alors fini. Construisons

l’ensemble Ih1 et les entiers naturels jh0 et jh1 . Comme θ ∈ [0, 1[, on a, lorsque j
appartient à un certain sous-ensemble infini J de N,

j−2∏

i=j

pi ≤ 2(−(1−θ)+ 1−θ
6 )(j−1).

Le troisième point du lemme 7.4 assure alors qu’on peut majorer par κ 2(2+θ)(j−1)/3

le cardinal de l’ensemble Sj−1, pour j dans J . Notons jh0 un élément de J supérieur
à 4κ̃ et suffisamment grand pour avoir simultanément les inégalités (7.26) et

3κ 2−(1−θ)(jh0 −1)/3 ≤ 1

4
. (7.27)

En vertu du premier point du lemme 7.4, dès lors que l’entier j, supérieur à jh0 , est

suffisamment grand, au moins un des ensembles S̃j′ , pour j′ ∈ {jh0 , . . . , j}, est non
vide. De surcrôıt, le cercle T privé des boules ouvertes 3

2
Bh
u , pour u ∈ Sjh0 −1, et des

boules ouvertes Bh
u , lorsque u appartient à S̃j′ , pour tout j′ ∈ {jh0 , . . . , j}, contient
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une composante connexe Ij de mesure de Lebesgue supérieure à

1 − 3#Sjh0 −1 2−(jh0 −1) −
j∑

j′=jh0

#S̃j′ 2
1−bj′

#Sjh0 −1 +
j∑

j′=jh0

#S̃j′

≥
1 − 3κ 2−(1−θ)(jh0 −1)/3 − 2κ̃

j∑
j′=jh0

2(1−b)j′qj′−1(j
′)2

κ 2(2+θ)(jh0 −1)/3 + κ̃
j∑

j′=jh0

2j′qj′−1(j′)2

≥ 1

2

(
κ 2(2+θ)(jh0 −1)/3 + κ̃

j∑
j′=jh0

2j′qj′−1(j′)2

) .

La première minoration découle des deux derniers points du lemme 7.4, tandis que
la seconde est une conséquence de (7.26) et de (7.27). La composante connexe Ij
peut accueillir l’image par φ d’un intervalle réel fermé de longueur ηhj 2

−hj/h si

ηhj ≤ 2hj/h

2

(
κ 2(2+θ)(jh0 −1)/3 + κ̃

j∑
j′=jh0

2j′qj′−1(j′)2

) .

Le membre de gauche et le dénominateur du membre de droite croissent moins vite
que toutes les exponentielles, lorsque j tend vers l’infini, en vertu de (7.23) et du

fait que h̃ = ∞ respectivement. L’inégalité précédente est donc vraie dès que l’entier
j est suffisamment grand. Notons jh1 le premier entier pour lequel, simultanément,

l’union sur j′ ∈ {jh0 , . . . , jh1 } des ensembles S̃j′ est non vide et l’inégalité précédente
est satisfaite. La composante connexe Ijh1 est bordée par une boule ouverte 3

2
Bh
u ,

pour u ∈ Sjh0 −1, ou une boule ouverte Bh
u , pour u ∈ S̃ de génération comprise entre

jh0 et jh1 . On peut alors considérer un sous-ensemble Ih1 de Ijh1 qui se présente, dans
le premier cas, comme l’image par la surjection φ de l’intervalle réel

[
xu + 3 · 2−jh0 , xu + 3 · 2−jh0 + ηh

jh1
2−hj

h
1 /h
]

ou
[
xu − 3 · 2−jh0 − ηh

jh1
2−hj

h
1 /h, xu − 3 · 2−jh0

]

et, dans le second cas, comme l’image par φ de l’intervalle réel

[
xu + 2−h〈u〉/h, xu + 2−h〈u〉/h + ηh

jh1
2−hj

h
1 /h
]

ou
[
xu − 2−h〈u〉/h − ηh

jh1
2−hj

h
1 /h, xu − 2−h〈u〉/h

]
.

L’ensemble Ih1 répond aux conditions requises : Bh
v ∩ Ih1 = ∅ pour tout v ∈ S̃ de

génération comprise entre jh0 et jh1 et 3
2
Bh
v ∩ Ih1 = ∅ pour tout v ∈ Sjh0 −1.
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– Pour n ∈ N∗, justification du passage de l’étape n à l’étape n+ 1 : Supposons avoir
construit des entiers naturels jh0 , . . . , j

h
n et des ensembles Ih1 , . . . , I

h
n convenables.

D’après la définition (7.22) de la suite (ηhj )j∈N et le fait que jhn est supérieur à jh0 ,
donc à 4κ̃, on a

∀j ≥ jhn + 1 2κ̃

j∑

j′=jhn+1

2(1−h/h)j′qj′−1(j
′)2 ≤

ηh
jhn

2−hj
h
n/h

2
. (7.28)

D’après le premier point du lemme 7.4, si u désigne un sommet de l’arbre binaire
U qui vérifie simultanément 〈u〉 ≥ jhn + 1 et λu ⊂ Ihn , il existe un descendant v

du sommet u qui appartient à l’ensemble S̃. L’intersection Bh
v ∩ Ihn est alors non

vide, puisque xv appartient à Ihn . De plus, un des ensembles S̃j′ est non vide, pour
j′ ∈ {jhn + 1, . . . , j}, si j désigne un entier suffisamment grand. L’ensemble Ihn privé

des boules ouvertes Bh
u , lorsque u appartient à S̃j′ , pour tout j′ ∈ {jhn + 1, . . . , j},

admet une composante connexe Ij de mesure de Lebesgue supérieure à

ηh
jhn

2−hj
h
n/h −

j∑
j′=jhn+1

#S̃j′ 2
1−hj′/h

1 +
j∑

j′=jhn+1

#S̃j′

≥
ηh
jhn

2−hj
h
n/h − 2κ̃

j∑
j′=jhn+1

2(1−h/h)j′qj′−1(j
′)2

1 + κ̃
j∑

j′=jhn+1

2j′qj′−1(j′)2

≥
ηh
jhn

2−hj
h
n/h

2

(
1 + κ̃

j∑
j′=jhn+1

2j′qj′−1(j′)2

) .

La première minoration se déduit du deuxième point du lemme 7.4, alors que la
seconde résulte de (7.28). On peut placer dans la composante connexe Ij l’image
par φ d’un intervalle réel fermé de longueur ηhj 2

−hj/h dès que

ηhj ≤
ηh
jhn

2h(j−j
h
n)/h

2

(
1 + κ̃

j∑
j′=jhn+1

2j′qj′−1(j′)2

) .

En examinant, comme précédemment, le comportement asymptotique de ses deux
membres, on peut affirmer que cette inégalité est vérifiée si l’entier j est assez grand.
Notons jhn+1 le plus petit entier naturel strictement supérieur à jhn pour lequel l’in-

égalité est vraie et pour lequel il existe un sommet v de S̃ de génération comprise
entre jhn + 1 et jhn+1 vérifiant xv ∈ Ihn . On peut trouver, à côté de la composante

connexe Ijhn+1
, une boule ouverte Bh

u , pour u ∈ S̃ de génération appartenant à

{jhn + 1, . . . , jhn+1}. Il existe donc un ensemble Ihn+1 qui s’écrit comme l’image par la
surjection φ de l’intervalle réel

[
xu + 2−h〈u〉/h, xu + 2−h〈u〉/h + ηh

jhn+1
2−hj

h
n+1/h

]

ou
[
xu − 2−h〈u〉/h − ηh

jhn+1
2−hj

h
n+1/h, xu − 2−h〈u〉/h

]

et qui se trouve dans Ijhn+1
. Cet ensemble Ihn+1 satisfait aux conditions désirées,

puisqu’on a Bh
v ∩ Ihn+1 = ∅, pour tout v ∈ S̃j′ , avec j′ ∈ {jhn + 1, . . . , jhn+1}.
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On vient donc d’établir que, sur l’événement de probabilité 1 pour lequel les trois points
du lemme 7.4 sont vérifiés, la construction d’une suite convenable (Ihn)n∈N d’ensembles
est possible, pour tout réel h ∈ [h, h[. En outre, sur cet événement, l’ensemble Θ est
vide, lorsque δ = 0. Les hypothèses du lemme 7.3 sont alors vérifiées, si bien que le point
yh ∈ T qui résulte de la famille (Ihn)n∈N appartient à l’ensemble Eh. Il s’ensuit que ce
dernier ensemble est non vide. La proposition 7.5 est donc démontrée.

En utilisant simultanément les propositions 7.3, 7.4 et 7.5 et le fait que l’ensemble Eh
contient l’ensemble Θ d’après les lemmes 7.1 et 7.2, on obtient le résultat suivant.

Proposition 7.6
On a presque sûrement

dimEh = max

(
h

h̃
, dim Θ

)
et ∀h ∈ ]h,min(h̃, h)[ dimEh =

h

h̃
.

Le théorème 7.2 est alors une conséquence immédiate de cette proposition, de la pro-
position 7.2 et de la discussion qui la suit.
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In M. Ghil, R. Benzi et G. Parisi, éditeurs : Turbulence and predictability in
geophysical fluid dynamics and climate dynamics, pages 84–88, Amsterdam, 1985.
North Holland.

[72] T. Fujimagari : On the extinction time distribution of a branching process in
varying environments. Advances in Applied Probability, 12(2):350–366, 1980.

[73] Y. Gagne : Étude expérimentale de l’intermittence et des singularités dans le plan
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tional Harmonic Analysis, 2(4):400–401, 1995.

[91] S. Jaffard : The spectrum of singularities of Riemann’s function. Revista Ma-
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[100] V. Jarńık : Über die simultanen Diophantischen Approximationen. Mathematische
Zeitschrift, 33(1):505–543, 1931.

[101] J.-P. Kahane : Some random series of functions. Cambridge University Press,
Cambridge, second édition, 1985.
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26
∂τu, frontière de τu, 146
D1, D, D1, fonctions de jauge, 116

E[ · ], espérance sous P, 112, 135, 162, 196

ẼBir
t , EBir

t , 91

ẼDev
t , EDev

t , 88
Eh, ensemble isohöldérien, 7, 112, 197
Ẽh, 8, 113, 201
εg, 34
es,j, 173

Es,u, Ẽs,u, écoulement, 151
Es,u,∞, 174
Es,u,• = (Es,u,j)j∈N〈u〉

, 174
Et, 84
ηhj , 212

Ẽt, 84
Ew
t , 96

F , tribu sur Ω, 111, 130, 147, 195
(Fj)j∈N, filtration sur Ω, 162
fj, 155
Fϕ, 29
Fw, 117, 133
F̃w, 127, 138

γv, 121
gβ,ϕ, 81
gd, jauge associée à g, 31
〈λ〉, génération du cube dyadique λ, 21
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〈λ〉c, génération du cube c-adique λ, 34
〈u〉, génération du sommet u, 142
Gg(V ), classe d’ensembles à grande inter-

section, 9, 34
Gj0u , tribu du passé de u, 152
Gs(Rd), classe d’ensembles à grande inter-

section de K. Falconer, 8
Gu, tribu du passé de u, 146
g1, jauge associée à g, 114
(g1/d)−1, pseudo-réciproque de la racine

d-ième de g, 38

H(a), hauteur du réel algébrique a, 31
h, régularité maximale, 131
hf (x), exposant de Hölder, 7
hg, exposant associé à g, 114, 131
Hg(F ), g-mesure de Hausdorff de F , 24
H(p), hauteur du polynôme p, 54
Hs(F ), mesure de Hausdorff s-dimensionnelle

de F , 25
h, h, bornes sur la régularité, 195
h, régularité minimale, 130
h̃, 198
hX(t), exposant de Hölder, 112

I, 20
IBir
f,q , 91

Id, fonction identité, 9
Id,c,Id,rat, 82
IDev
π , 88
Ihn , 212
Iµ,αM,ψ, 84
Iµ,α,wM,ψ , 96
intF , intérieur de F , 57

J(B), mesure de comptage des sauts, 118
Jd,τ , points τ -approchables par des ration-

nels, 40
j∗, 159
jhn, 212
ji,n, 130
Jπτ , 79

J̃πτ , 79
j, 155, 196
Jτ , réels τ -approchables par des ration-

nels, 30
(Ju)u∈U0 , famille de compacts aléatoires,

145

K, 145
Kd,ψ, points ψ-approchables par des ra-

tionnels, 9
Ku, 150

Lα, 202
L̃α, 205
Λ, cubes dyadiques de Td, 21
Λ, intervalles dyadiques du cercle, 194
λ, cube c-adique de Rd, 34
λ, cube dyadique de Td, 21
Λc, cubes c-adiques de Rd, 34
Λc,g, cubes c-adiques de Rd de diamètre

strictement inférieur à εg, 34
λu, cube dyadique codé par u, 195
Ld, points de Liouville, 44
Ld, mesure de Lebesgue sur Rd, 37
Ld, mesure de Lebesgue sur Td, 130
Lj0u , 173
Lϕ, 118, 133
L1, mesure de Lebesgue sur R, 118
Lv, rapport de contraction, 151

M , applications de U0 dans {0, 1}, 146
M, loi d’une châıne de Markov, 146
M, tribu sur M , 146
M, mesures boréliennes, 82
Mg

∞(F ), g-mesure extérieure de F , 34
mi,j, 130
(Mj)j∈N, filtration sur M , 153
M j0 , applications de Uj0 dans {0, 1}, 152
Mj0 , tribu sur M j0 , 152
(Mj0

j )j∈N, filtration sur M j0 , 153
m
λ
, restriction, 83

Mt∅ ,j0 , loi d’une châıne de Markov, 152
M, 130
µf , mesure de Gibbs, 90
(µj)j∈N, lois des rapports de contraction,

145
Mj0
s , mesure de percolation, 175

M1,j0 [ · ], espérance sous M1,j0 , 154
µπ, mesure multinomiale, 86

Ni, 130
(nj)j∈N∗ , nombres maximaux de fils, 145
nj, 157
Nq0 , entiers supérieurs à q0, 40
(νt,j)(t,j)∈{0,1}×N, probabilités de transition,

146
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Ω, univers, 111, 130, 147, 195
ωλ, dilatation, 83

P, probabilité sur Ω, 112, 130, 147, 195
Pf (q), fonction de pression, 90
Φ, 81
φ, surjection canonique sur T, 194
φ, surjection canonique sur Td, 16
ϕg, 72
φs,j, 175
ϕt,j, fonction génératrice, 154
π, mesure de Lévy, 112
Πj0 , probabilité sur M j0 ×Qj0 , 173
Πψ, réels ψ-approchables par des quotients

de nombres premiers, 47
π(u), père d’un sommet u, 142
(pj)j∈N, (qj)j∈N, probabilités de transition,

195
Pn,ψ, 55
≺, relation de comparaison entre les jauges,

31
Ψ, 83
ψ, ondelette, 194
ψi, ondelette, 20
Ψi
j,k, ondelette, 20

Ψi
λ, ondelette, 21

Ψλ, ondelette, 194
Ψq0 , 40

Q, collection des familles de compacts aléa-
toires, 145

Q, tribu sur Q, 145
Q, probabilité sur Q, 145
Qj0 , applications de U∗

j0
dans [β, β], 173

Qj0 , tribu sur Qj0 , 173
Qj0 , probabilité sur Qj0 , 173
(Qj0

j )j∈N∗ , filtration sur Qj0 , 173

R, série aléatoire d’ondelettes lacunaire,
130

R, série aléatoire d’ondelettes à coefficients
corrélés, 195

∅, mot vide, 142
Rc,g(F ), recouvrements de F par des cubes

c-adiques de Rd de diamètre stric-
tement inférieur à εg, 34

Rε(F ), ε-recouvrements de F , 24
ρ(s), 161

Rλ
c (F ), Rλ,≥j

c (F ), Rλ,≤j
c (F ), 56

S, sauts de X, 112
Sd(I), 36
Sfj , somme de Birkhoff, 89
sg, 35
σ, 112
σb,j(x), 79
σj, 196
σj, 165
σj, 155
ς(r), fonction de correction, 87
ςs,j, 177
Sj, 196

Sj, S̃j, S̃, 150

S̃j, S̃, 208
S1, sauts de X de taille inférieure à 1, 118
S0
d(I), 82

T, cercle normalisé, 16
τ j0u , 153
τu, 146
Td, tore normalisé, 16
Θ, fractal aléatoire, 147
Θ̇, Θ, 205
θ, 196

U , arbre binaire, 194
U , mots, sommets, 142
Uj0 , 146
uλ, sommet codant λ, 195
uU∗

〈u〉, descendants de u, 146
uU∗

j0+〈u〉, descendants de u, 152
U0, 145

W, modules de continuité, 16
W , modules de continuité, 116
w∗(x), type d’un S∗-nombre x, 52
wj, 165
W j0

∅,∞, 165

W j0
u,• = (W j0

u,j)j∈N〈u〉
, 164

Ws,u,∞, 163
Ws,u,• = (Ws,u,j)j∈N〈u〉

, 162
Wu,∞, 167
Wu,• = (Wu,j)j∈N〈u〉

, 167

ξ · τ j0∅ , percolation par ξ de τ j0∅ , 175
ξ · Zj0

∅,• = (ξ · Zj0
∅,j)j∈N, 175

Xj0 = (Xj0
u )u∈Uj0 , châıne de Markov, 152
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xλ, point d’ancrage du cube dyadique λ,
21

X = (Xt)t∈[0,∞[, processus de Lévy, 111
X = (Xu)u∈U0 , châıne de Markov, 146
X = (Xu)u∈U , châıne de Markov, 195
xu, 202
xζ , 146

yh, 212

Zj0
u,• = (Zj0

u,j)j∈N〈u〉
, 154

Zs,u,• = (Zs,u,j)j∈N〈u〉
, 162

Zu,• = (Zu,j)j∈N〈u〉
, 150
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aléatoires, 141, 145
Coupe d’un arbre, 151
Cube

c-adique de Rd, 34
dyadique du tore, 21

Cusp, 18

Dimension de Hausdorff, 25
Distance quotient sur le tore, 26

Écoulement dans un réseau, 151
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des séries lacunaires d’ondelettes, 133
du processus de Lévy, 116
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Propriétés d’ubiquité en analyse multifractale
et séries aléatoires d’ondelettes à coefficients corrélés

Résumé : L’objectif principal de cette thèse est la description des propriétés de taille
et de grande intersection des ensembles apparaissant lors de l’analyse multifractale de
certains processus stochastiques. Dans ce but, nous introduisons de nouvelles classes d’en-
sembles à grande intersection associées à des fonctions de jauge générales et nous prouvons,
à l’aide de techniques d’ubiquité, des résultats d’appartenance à ces classes pour certains
ensembles lim sup. Cela nous permet en particulier de décrire exhaustivement les pro-
priétés de taille et de grande intersection des ensembles issus de la théorie classique de
l’approximation diophantienne comme l’ensemble des points bien approchables par des
rationnels ou l’ensemble des nombres de Liouville. Nous fournissons aussi des résultats du
même type lorsque les rationnels intervenant dans l’approximation doivent vérifier cer-
taines conditions, comme les conditions de Besicovitch. Nos techniques d’ubiquité nous
permettent en outre de décrire complètement les propriétés de taille et de grande inter-
section des ensembles intervenant dans l’analyse multifractale des processus de Lévy et
d’un modèle de séries lacunaires d’ondelettes. Nous obtenons des résultats similaires pour
un nouveau modèle de séries aléatoires d’ondelettes dont les coefficients sont corrélés via
une châıne de Markov indexée par un arbre. Nous déterminons en particulier la loi du
spectre de singularités de ce modèle. Pour mener cette étude, nous nous intéressons à
une large classe de fractals aléatoires généralisant les constructions récursives aléatoires
précédemment introduites par de nombreux auteurs.

Mots-clés : ensembles à grande intersection et mesures de Hausdorff, ubiquité, ap-
proximation diophantienne, analyse multifractale, processus de Lévy, séries aléatoires
d’ondelettes, châınes de Markov, fractals aléatoires.

Ubiquity properties in multifractal analysis
and random wavelet series with correlated coefficients

Abstract : The main purpose of this thesis is the description of the size and large
intersection properties of sets arising in the multifractal analysis of certain random pro-
cesses. To this end, we introduce new classes of sets with large intersection which are
associated with general gauge functions and we prove, using ubiquity techniques, that
these classes contain certain lim sup sets. In particular, this enables us to fully describe
the size and large intersection properties of sets issued from the classical theory of Dio-
phantine approximation, as the set of points that are well-approximable by rationals or
the set of Liouville numbers. We also supply results of the same type when the ratio-
nal approximates are required to enjoy certain conditions, as the Besicovitch conditions.
In addition, our ubiquity techniques allow us to completely describe the size and large
intersection properties of the sets coming into play in the multifractal analysis of Lévy
processes or certain lacunary wavelet series. We obtain similar results for a new model
of random wavelet series whose coefficients are correlated through a tree-indexed Markov
chain. In particular, we determine the law of the spectrum of singularities of this model.
To perform this study, we analyze a large class of random fractals which generalize the
random recursive constructions previously introduced by many authors.

Keywords : sets with large intersection and Hausdorff measures, ubiquity, Diophan-
tine approximation, multifractal analysis, Lévy processes, random wavelet series, Markov
chain, random fractals.

MSC2000 : 11J83, 26A15, 28A78, 28A80, 42C40, 60D05, 60G17, 60G51, 60J10.
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