N
N

N

HAL

open science

Propriétés d’ubiquité en analyse multifractale et séries
aléatoires d’ondelettes a coefficients corrélés
Arnaud Durand

» To cite this version:

Arnaud Durand. Propriétés d’ubiquité en analyse multifractale et séries aléatoires d’ondelettes a

coefficients corrélés. Mathématiques [math]. Université Paris XII Val de Marne, 2007. Frangais.

NNT: . tel-00185375

HAL Id: tel-00185375
https://theses.hal.science/tel-00185375
Submitted on 6 Nov 2007

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00185375
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE PARIS XII - VAL DE MARNE
Ecole Doctorale de Sciences et d’Ingénierie

THESE

présentée pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE PARIS XII
Spécialité : Mathématiques

par

Arnaud DURAND

Suget :

Propriétés d’ubiquité en analyse multifractale
et séries aléatoires d’ondelettes a coefficients corrélés

—EE2=2=22

soutenue le 25 juin 2007 devant le jury composé de

. Yann BUGEAUD Rapporteur
Serge COHEN Rapporteur
Kenneth FALCONER Examinateur
Jacques ISTAS Examinateur
Stéphane JAFFARD Directeur de these
. Yves MEYER Examinateur
Jacques PEYRIERE Examinateur






Remerciements

Je tiens tout d’abord a adresser mes remerciements les plus chaleureux a Stéphane
Jaffard, pour son encadrement exemplaire. Il a toujours su se rendre disponible pour
me guider dans mes recherches et pour répondre a mes questions. Sa gentillesse et ses
encouragements, ainsi que ses remarques toujours pertinentes sur mes écrits, m’ont donné
I’énergie et 'enthousiasme nécessaires a I'aboutissement de cette these.

Je remercie ensuite Yann Bugeaud et Serge Cohen d’avoir accepté d’assumer la tache
de rapporteur et de faire partie du jury. Leurs commentaires m’ont été tres utiles et m’ont
permis d’envisager plusieurs prolongements supplémentaires a mes travaux.

J’adresse mes plus vifs remerciements a Yves Meyer qui, en plus d’étre un enseignant et
un conférencier mémorable, m’a prodigué de précieux conseils lors de mes années d’études
supérieures. Je suis vraiment heureux et honoré de le compter parmi les membres du jury.

Je suis flatté que Kenneth Falconer, dont les travaux sont pour moi une source d’ins-
piration, se soit intéressé a mes recherches et ait accepté de faire partie du jury. Je suis
également honoré de la présence de Jacques Istas et Jacques Peyriere et je les remercie
vivement d’avoir répondu si volontiers a I'invitation. Chacun d’entre eux a contribué d’une
maniere ou d’une autre a 1’élaboration de cette these, parfois sans le savoir, mais toujours
de facon cruciale.

Durant cette these, j’ai eu la chance de participer a plusieurs conférences internatio-
nales et d’assister a la naissance du Séminaire Cristolien d’Analyse Multifractale. Ces
rencontres mathématiques ont constitué pour moi une occasion remarquable d’échanger
des idées. Je tiens donc a remercier leurs organisateurs et leurs participants pour les
nombreuses discussions que nous avons partagées. Je pense tout particulierement a Jean-
Marie Aubry, Julien Barral, Hermine Biermé, Julien Brémont, Alexandre Brouste, Céline
Lacaux, Clothilde Mélot et Stéphane Seuret, pour ne citer qu’eux.

Je veux en outre remercier le personnel scientifique et administratif du Laboratoire
d’Analyse et de Mathématiques Appliquées de I’Université Paris 12, notamment son di-
recteur Frank Pacard, qui a toujours fait en sorte que je dispose d’excellentes conditions de
travail. Je suis aussi tres reconnaissant envers Marie-Odile Perrain qui a accepté d’étre la
tutrice de mon monitorat et aux cotés de qui j’ai eu beaucoup de plaisir a enseigner. J’en
profite pour adresser un salut amical aux thésards passés et actuels du laboratoire. Ab-
dellatif, Aurélia, Boris, Fethi, Habib, Hassen, Marianne, Zaynab et les autres, je garderai
un souvenir impérissable de nos discussions passionnantes et de vos encouragements.

Je remercie aussi les poincariens et cachanais qui m’ont toujours offert leur présence et
leur amitié : Cyril, David, Jean-Francois, Julien, Philippe, Renaud, Thomas et Vincent.

Mes parents m’ont appris a sans cesse exiger le meilleur de moi-méme, tout en m’offrant
les conditions idéales pour tenter d’y parvenir. Je peux désormais les remercier de tout ce
qu’ils ont fait pour moi. Je n’oublie pas ma sceur non plus, qui a le mérite de me supporter
depuis maintenant plus de vingt ans!

Enfin, je souhaite dédier cette these a Marie-Laure, a qui je dois énormément.






Table des matieres

(I _Introductionl

2 Analyse multifractale des fonctions|
[ Reégularite holderienne d'une fonction| . . . . . . . .. .. .. ... ..
([ Techniques d'ondelettel . . . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
Il _Géométrie fractalel . . . . . . . . ..

[3 Grande intersection et ubiquité homogene]

[  Ensembles a grande intersection| . . . . . . .. .. ... ... ... .....
[(LIT " Ubiquité homogene| . . . . . . . . . . . .. ... ...
[[V' " Applications a I'approximation diophantienne] . . . . . . . .. .. ... ..

[V Preuves des résultats de la sectionllll . . . . ... ... ... ... ... ..

[ Ensembles a grande intersection et similitudes| . . . . . . . .. ... .. ..
[[IT  Ubiquité hétérogene|. . . . . . . . . . . . . ... ...
[[V' " Applications en théorie des nombres|. . . . . . . . . . ... ... ... ...
[V Preuve de la proposition 4.1} . . . . . . . ... ...

15
15
20
23

29
29
33
36
39
26
69

77
7
81
82
86
91
94

111
111
117
127
129



(Bibliographie|

[Table des figures|

N . . Iiites

Index des auteurs|

193
193
202
208
209

221

229

230

234

236



Chapitre 1

Introduction

Le perfectionnement des techniques d’expérimentation au milieu des années 1980 a permis
d’obtenir en soufflerie des enregistrements tres précis de la vitesse d’un écoulement turbu-
lent, cf. [73]. Les signaux ainsi mesurés paraissent non seulement tres irréguliers mais leur
irrégularité semble aussi varier brutalement d’un point a ’autre. Ces observations sont en
contradiction avec la théorie de la turbulence homogene et isotrope introduite par Kol-
mogorov en 1941, selon laquelle la vitesse de ’écoulement devrait avoir partout la méme
irrégularité. C’est dans ce contexte qu’est apparue ’analyse multifractale. Formalisée par
G. Parisi et U. Frisch [71], elle devait a l'origine permettre d’étudier la complexité des
signaux de turbulence nouvellement mesurés et d’introduire une méthode pour les clas-
sifier. Avec le développement d’outils numériques, ’analyse multifractale a par la suite
trouvé de nombreuses applications dans des domaines aussi variés que l'astrophysique, la
géophysique, la biologie, le traitement d’image ou les télécommunications.

D’un point de vue plus théorique, ’analyse multifractale a pour objet I’étude de fonc-
tions dont la régularité varie d’un point a un autre. La régularité d'une fonction f : R? — R
en un point = de R? (avec d € N*) se mesure & l'aide de son exposant de Holder hy(x).
Il s’agit du supremum de Pensemble des réels h € ]0, 0o tels que f est C"(z), c’est-a-dire
tels qu’il existe deux réels strictement positifs k et d et un polynome P vérifiant

lo" 2l <6 = [f@@) = P’ —2)] < Kl — ||

pour tout point ’. Au vu de ce qui se passe en turbulence, on s’attend généralement a ce
que les ensembles isoholdériens

Ey, = {z € R? | hy(x) = h},

pour h € [0, 00], soient des ensembles fractals. Une fagon naturelle de rendre compte de
leur taille consiste alors a déterminer leur dimension de Hausdorff, notée dim. La fonction

dy : h— dim Ej,

appelée spectre de singularités de la fonction f, joue donc un role central en analyse
multifractale. On dit méme que faire I’analyse multifractale d’une fonction, c¢’est calculer
son spectre de singularités. En outre, on appelle fonction multifractale toute fonction dont
les ensembles isoholdériens Ej sont non vides pour h parcourant au moins un intervalle
d’intérieur non vide. Nous renvoyons au chapitre [2] pour une définition plus précise des
notions évoquées ci-dessus.
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Les premieres fonctions qualifiées aujourd’hui de multifractales ont été considérées au
début du XIX* siecle pour répondre a la question de 'existence de fonctions continues nulle
part dérivables. Bolzano a obtenu en 1830 un exemple de telle fonction en superposant
des fonctions en dents de scie d’amplitude de plus en plus petite. Riemann pensait pour
sa part que la série trigonométrique

oo . 2
sin(mn’z)
R:zw— E —

n=1

fournissait un autre exemple de fonction continue nulle part dérivable. Cependant, cette
fonction est dérivable en certains rationnels. Elle constitue tout de méme un exemple
de fonction multifractale. En effet, S. Jaffard [91] a établi que son spectre de singularité
est la fonction donnée par dg(h) = 4h — 2 pour h € [1/2,3/4], par dg(3/2) = 0 et par
dgr(h) = —oo pour toute autre valeur de h.

Parmi les autres exemples d’objets multifractals considérés avant méme ’apparition
de 'analyse multifractale, citons les cascades multiplicatives de B. Mandelbrot [122, 123].
Ces mesures aléatoires, ensuite étudiées par J.-P. Kahane et J. Peyriere [103], avaient pour
but de modéliser la dissipation d’énergie d'un écoulement turbulent. Il est remarquable
que ce modele ait été formulé avant méme qu’on dispose des enregistrements suggérant la
structure multifractale des signaux de turbulence.

Les trajectoires de certains processus aléatoires fournissent d’autres exemples de fonc-
tions multifractales. Comme 1’a montré S. Jaffard [93], c’est le cas du processus de Lévy.
C’est aussi le cas de plusieurs modeles de séries aléatoires d’ondelettes comme ceux étudiés
par J.-M. Aubry et S. Jaffard [6, 94]. Le chapitre [5| revient sur 1’étude de ces processus,
tandis que le chapitre[7]introduit un nouveau modele de séries aléatoires d’ondelettes dont
les trajectoires sont des fonctions multifractales.

Le spectre de singularités donne une premiere description des propriétés de taille des
ensembles isoholdériens d'une fonction. On peut fournir une information plus précise en
calculant, pour toute fonction de jauge g, la g-mesure de Hausdorff de chaque ensemble
isoholdérien. Nous renvoyons a la section [[II] du chapitre [2] pour une définition de cette
mesure. On peut aussi s’intéresser a certaines propriétés géométriques plus profondes.
Ainsi, S. Jaffard remarque dans [95] que, pour plusieurs fonctions multifractales f, les
ensembles

E, = {z e RY| hy(x) < h}, (1.1)

pour h € [0, 00], sont des ensembles a grande intersection. Un des objectifs de cette these
est d’étayer cette observation.

La classe G*(R?) des ensembles & grande intersection de dimension de Hausdorff supé-
rieure a s € |0, d] a été définie par K. Falconer [63] comme la collection des ensembles F’
qui sont des G5 de R? et qui vérifient la condition

dim ﬂ fu(F) >s
n=0

pour toute suite (f,)nen de similitudes de R%. 11 s’agit de la plus grande collection possible
de G5 de R? de dimension plus grande que s qui est stable par intersection dénombrable
et par toutes les similitudes de R?. Cette classe a été introduite afin de fournir un cadre
général a I’étude de diverses familles d’ensembles de dimension au moins s, apparues dans



la théorie de I'approximation diophantienne et dans celle des systemes dynamiques, qui
vérifient la propriété que la dimension d’une intersection dénombrable de leurs membres
est encore au moins s. Cette propriété est plutot paradoxale étant donné qu’on s’attend
en général & ce que l'intersection de deux parties de R? de dimensions respectives d; et
do soit de dimension d; + dy — d, conformément a ce qui se passe dans le cas de deux
sous-espaces affines, cf. [64, ch. §].

L’appartenance d'un ensemble a la classe G*(R?) de K. Falconer indique que cet en-
semble vérifie une propriété de grande intersection et qu’il est de dimension de Hausdorff
au moins s, mais ne donne aucune information supplémentaire concernant la taille de
cet ensemble. Par exemple, on ne peut a priori pas savoir si sa mesure de Hausdorff
s-dimensionnelle est nulle ou strictement positive. Cependant, pour effectuer ’analyse
multifractale d’une fonction, il est en général nécessaire de montrer que certaines mesures
de Hausdorff sont strictement positives. C’est principalement pour cette raison que nous
introduisons dans le chapitre [3| de nouvelles classes d’ensembles a grande intersection qui
sont plus fines que celles de K. Falconer. Ainsi, a toute fonction de jauge g qui croit plus
vite au voisinage de l'origine que la fonction r — r¢ (notée Id? par la suite), et & tout
ouvert non vide V de R?, nous associons une classe G9(V') d’ensembles & grande intersec-
tion dans V' relativement & g. La classe G9(V') présente la propriété remarquable d’étre
stable par intersection dénombrable. De plus, tout ensemble de G9(V') est de g-mesure de
Hausdorff infinie, pour toute jauge g qui croit plus vite que g au voisinage de 'origine.

Les classes G9(V') permettent de décrire de fagon exhaustive les propriétés de grande
intersection des ensembles intervenant dans la théorie classique de ’approximation dio-
phantienne, comme par exemple I’ensemble

de:{%ERd 33'—]2

< 1(q) pour une infinité de (p,q) € Z¢ x N*} (1.2)

des points 1-approchables par des rationnels, olt ¥ = (¥(q))4en+ désigne une suite dé-
croissante de réels strictement positifs qui converge vers 0. Nous montrons ainsi dans le
chapitre [3 que, pour toute jauge ¢ qui croit plus vite que Id? au voisinage de lorigine et
tout ouvert non vide V' de R?, ’ensemble K4, appartient a la classe GI(V) si et seulement
si la série > . gd(¥(q))q? diverge. De surcroit, nous décrivons completement les propriétés
de taille de K44 en calculant H9(K4,NV) pour toute jauge g et tout ouvert V de R?. De la
sorte, nous étendons le théoreme de Jarnik [I00] a toutes les fonctions de jauge possibles.
Nous pouvons en déduire les propriétés de taille et de grande intersection de I’ensemble de
Liouville car ce dernier peut s’écrire comme une intersection dénombrable d’ensembles de
la forme K, 4. Nous nous intéressons aussi a I’approximation inhomogene, a I’approxima-
tion avec restrictions ou encore a I’approximation par des réels algébriques. Cela permet
notamment de préciser des résultats de Y. Bugeaud [38] concernant la classification de
Koksma [109] des réels transcendants.

Comme le montrent les résultats des chapitres[§ et 7, les classes GY(V') sont également
bien adaptées a ’étude des propriétés de grande intersection des ensembles Eh définis
par dans le cas des processus de Lévy ou de certaines séries aléatoires d’ondelettes.
Cette étude conduit en outre a une description complete des propriétés de taille des
ensembles isohdldériens de ces processus stochastiques.

L’abondance des ensembles a grande intersection en approximation diophantienne et
en analyse multifractale des fonctions peut paraitre surprenante tant les propriétés de



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

grande intersection sont paradoxales. Elle s’explique en fait par I'observation suivante.
Les ensembles £}, et les diverses généralisations de I'ensemble K, sont tres souvent des
intersections dénombrables d’ensembles de la forme

F,={xz € R?| ||z — x;]| < ¢(r;) pour une infinité de i € I}, (1.3)

ot / un ensemble infini dénombrable d’indices, (x;,7;);c; une famille dans R¢x ]0, oo| et
¢ une fonction positive et croissante sur [0, 00[. Nous montrons dans le chapitre [3| que
I'ensemble F, appartient toujours a une certaine classe G?(V') d’ensembles a grande inter-
section des que la famille (x;,7;);e; forme un systéme d’ubiquité homogéne dans I'ouvert
non vide V, c’est-a-dire des que 'ensemble Flq associé a la fonction identité est de mesure
de Lebesgue pleine dans V.

Le chapitre [4] fournit un résultat analogue dans le cas des systémes d’ubiquité hétéro-
géne introduits par J. Barral et S. Seuret [8]. Plus précisément, pour tout réel ¢ € [1, 00|,
considérons 1’ensemble

Fy={z € R*| ||z — z;]| < r; pour une infinité de i € I"*},

ou I*“ désigne '’ensemble des 7 € I indexant les boules de centre x; et de rayon r; qui, au
sens d’une mesure borélienne finie u fixée, ont une masse qui se comporte comme ;% pour
un certain réel a strictement positif. J. Barral et S. Seuret ont déterminé la dimension de
Hausdorff de F; lorsque la famille (z;,7;);c; est un systeme d’ubiquité hétérogene relati-
vement a u, ce qui impose certaines conditions sur la répartition des boules de centre x;
et de rayon r; et sur le comportement d’échelle de la mesure . Nous montrons que, sous
les mémes hypotheses, 'ensemble F} vérifie une propriété de grande intersection, au sens
qu’il appartient & la classe GI(R?) pour une fonction de jauge g bien déterminée.

En prenant pour mesure ;1 une mesure multinomiale, nous en déduisons par exemple
que ’ensemble des réels approchables a une certaine vitesse par des rationnels vérifiant
certaines conditions de Besicovitch contient un ensemble a grande intersection. Ces condi-
tions, introduites par J. Barral et S. Seuret [8, [11], imposent les fréquences asymptotiques
des entiers apparaissant dans le développement en base ¢ > 2 des rationnels sur lesquels
elles portent.

De la méme maniere, en choisissant pour mesure p la mesure de Gibbs associée a un
certain potentiel holdérien f, nous pouvons étudier les propriétés de grande intersection
de I'ensemble des points approchables a une certaine vitesse par des rationnels en lesquels
les moyennes des sommes de Birkhoff associées a f convergent vers un certain réel fixé.

Le chapitre [o| présente plusieurs exemples d’ensembles a grande intersection issus de
I’analyse multifractale des processus. C’est en particulier le cas des ensembles Ej définis
par lorsque le processus considéré est un processus de Lévy. Nous prouvons en
effet que ces ensembles appartiennent a certaines classes GY(V') d’ensembles a grande
intersection et nous caractérisons les fonctions de jauge g pour lesquelles un ensemble Eh
donné appartient a la classe G(V'). Cette caractérisation fait intervenir des conditions
d’intégrabilité relativement a la mesure de Lévy du processus de Lévy considéré. Nous
en déduisons la description complete des propriétés de taille des ensembles isoholdériens
E}. Plus précisément, nous calculons leur g-mesure de Hausdorff dans tout ouvert V
pour toute fonction de jauge g. En considérant le cas particulier des jauges qui sont des
fonctions puissances, on peut retrouver le résultat de S. Jaffard [93] concernant le spectre
de singularités des trajectoires du processus de Lévy. Ajoutons que nous rencontrons aussi
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des ensembles a grande intersection lors de I’étude des points ou une fonction donnée ne
peut étre un module de continuité de ce processus.

Nous obtenons, toujours dans le chapitre [, des résultats analogues lorsque les en-
sembles Fj, et Ej sont associés a un modele de séries lacunaires d’ondelettes généralisant
celui étudié par S. Jaffard dans [94]. La pertinence de ce modele provient du fait que de
nombreux signaux, images ou fonctions mathématiques admettent, dans une base d’onde-
lettes, une décomposition qui comporte tres peu de coefficients non nuls. On peut citer en
exemple les fonctions C'* par morceaux, les images débruitées par seuillage et les solutions
de certaines équations hyperboliques, cf. [45], 50, 52].

Les coefficients de ces séries lacunaires d’ondelettes sont des variables aléatoires in-
dépendantes. Cette propriété n’est cependant pas vérifiée sur les signaux naturels. On
observe en effet que leurs coefficients d’ondelette présentent certaines corrélations. En
particulier, les grands coefficients d’ondelette ont tendance a se propager a travers les
échelles, cf. [120] [121]. Pour le cas d’une image, ce phénomeéne provient du fait que les
contours créent des singularités. On peut donc s’attendre a ce qu'un modele de série
aléatoire d’ondelettes a coefficients corrélés soit plus efficace dans les applications en trai-
tement du signal.

C’est pour cette raison que M. Crouse, R. Nowak et R. Baraniuk [42] ont introduit
le modele d’arbre de Markov caché. Présentons-le rapidement. On considere une chaine
de Markov a espace d’états {0,1} indexée par I’arbre binaire. Cela signifie que pour
tout sommet u de I’arbre, conditionnellement aux états des sommets qui ne sont pas des
descendants de u, les états des fils de u ne dépendent que de I’état du sommet u lui-méme.
Conditionnellement a la chaine de Markov, les coefficients d’ondelette sont indépendants
et le coefficient d’ondelette indexé par un intervalle dyadique A\ donné est une variable
gaussienne centrée dont la variance est petite ou grande selon I'état que la chaine de
Markov attribue au sommet de 'arbre binaire correspondant a A. La chaine de Markov
sous-jacente permet donc de modéliser les corrélations entre les coefficients d’ondelette.
De plus, la loi de chaque coefficient d’ondelette est un mélange gaussien. Cette propriété
est en accord avec le fait que I’histogramme des coefficients d’ondelette d'un signal naturel
est généralement plus concentré en 0 et décroit moins vite a I'infini qu'une gaussienne.

Nous étudions dans le chapitre [7|les propriétés de régularité ponctuelle d’un modele de
séries aléatoires d’ondelettes s’inspirant du modele d’arbre de Markov caché. Nous déter-
minons en particulier la loi du spectre de singularités de leurs trajectoires. Ce spectre pré-
sente la propriété remarquable d’étre aléatoire. Aucun des processus multifractals étudiés
jusqu’a maintenant, comme les processus de Lévy usuels ou en temps multifractal [12] 93]
ou les séries aléatoires d’ondelettes a coefficients indépendants de J.-M. Aubry et S. Jaf-
fard [6], [94], ne vérifie ce genre de propriété. Les séries d’ondelettes construites a partir de
mesures multifractales par J. Barral et S. Seuret [9] ne la vérifient pas non plus, bien que
leurs coefficients d’ondelette présentent de fortes corrélations. Il en va de méme pour les
séries aléatoires d’ondelettes basées sur un processus de branchement simple étudiées par
A. Brouste [31].

Les classes d’ensembles a grande intersection introduites dans le chapitre [3| jouent a
nouveau un role prépondérant dans cette étude, car certaines d’entre elles contiennent les
ensembles Fj, définis par .

[’étude des séries aléatoires d’ondelettes définies dans le chapitre [7] fait intervenir de
maniere cruciale un ensemble fractal construit a partir d’une chaine de Markov sur 'arbre
binaire. Cet ensemble s’inscrit dans une large classe que nous introduisons et étudions
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dans le chapitre [6] Celle-ci englobe les constructions récursives aléatoires considérées par
K. Falconer [61], S. Graf [75], ainsi que R. Mauldin et S. Williams [126], qui sont elles-
mémes les versions aléatoires des constructions récursives étudiées par P. Moran [129] et
J. Hutchinson [86].

Les constructions que nous considérons s’obtiennent de la maniere suivante a partir
d’une famille aléatoire (.J,)yey, de compacts emboités de R? et d’'une chaine de Markov
(Xuw)ueu, & espace d’états {0, 1} toutes deux indexées par un arbre Uy. Pour tout sommet
u de I'arbre Uy, notons 7, le plus grand sous-arbre de U, constitué de sommets auxquels
la chaine de Markov associe ’état 1, puis désignons par d7, I’ensemble des chemins infinis
de 7,. L’intersection des compacts emboités indexés par les sommets d’un chemin ¢ € dr,
est un singleton {z.}. L’ensemble auquel nous nous intéressons est alors

o= U {=t

u€Up CEOTy,

Nous déterminons la loi de la dimension de Hausdorff du fractal aléatoire ©. En parti-
culier, cette dimension prend presque surement ses valeurs dans I'ensemble {—o0,0,d,},
ou d, peut étre explicité en fonction des probabilités de transition de la chaine de Mar-
kov et des lois des coefficients de contraction des compacts aléatoires. Pour établir ces
résultats, nous reprenons 'idée de K. Falconer [61] d’utiliser des outils provenant de la
théorie des écoulements dans les réseaux et nous généralisons les techniques de percola-
tion sur les arbres introduites par R. Lyons et Y. Peres [116]. Nous utilisons également de
maniere prépondérante des outils issus de la théorie des processus de Galton-Watson en
environnement variable.

Nos résultats s’appliquent notamment a une généralisation du processus de percolation
fractale introduit par B. Mandelbrot [124], ainsi qu’a diverses généralisations des fractals
aléatoires étudiés par K. Falconer, S. Graf, R. Mauldin et S. Williams dans [61], [75], [76], 126].
Celles-ci sont évoquées dans le chapitre [6]

Plusieurs prolongements des résultats de cette these peuvent d’emblée étre envisagés.
Tout d’abord, comme I'indique M. Dodson dans [48], certains ensembles exceptionnels ren-
contrés dans la théorie des systemes dynamiques peuvent s’exprimer a partir d’ensembles
issus de la théorie de I'approximation diophantienne analogues a ’ensemble K, donné
par . Les résultats du chapitre [3| devraient ainsi permettre d’étudier les propriétés de
taille et de grande intersection des ensembles exceptionnels intervenant dans I’étude du
nombre de rotation des homéomorphismes du cercle.

Pour étudier les propriétés de taille et de grande intersection des ensembles exception-
nels provenant de la théorie Kolmogorov-Arnol’d-Moser sur 'existence de tores invariants,
il convient avant tout de s’intéresser a une possible généralisation des résultats d’ubiquité
homogene du chapitre [3| au cas de l'approximation par des sous-espaces affines. Cela
consiste a remplacer 'ensemble Fi, donné par par I’ensemble des points z € R?
vérifiant d(x, P;) < o(r;) pour une infinité de i € I, ou (P;);cs est une famille fixée de
sous-espaces affines de R? de méme dimension et 4 désigne la distance d’un point & une
partie de R%. Une telle généralisation pourrait en outre s’appliquer au probleme de 'ap-
proximation diophantienne par des hyperplans affines et ainsi permettre de compléter des
résultats récents de V. Beresnevich et S. Velani [21].

On peut ensuite s’intéresser a diverses généralisations du modele de série aléatoire
d’ondelettes étudié dans le chapitre [7} Une premiere étape consiste a considérer que la
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chaine de Markov sous-jacente prend ses valeurs dans I'ensemble {0,...,n — 1}, ou n dé-
signe un entier supérieur a 2. De la sorte, les coefficients de la série d’ondelettes pourraient
prendre n valeurs distinctes a chaque échelle, au lieu de 2 seulement dans le modele étudié
dans le chapitre [7]

Par ailleurs, A. Brouste [31] a développé une méthode d’estimation des parametres des
séries aléatoires d’ondelettes basées sur un processus de branchement simple en utilisant
des variations discretes généralisées quadratiques et quartiques, cf. [8]. Etant donné que
ce modele peut se voir comme un cas particulier du modele d’arbre de Markov caché de
M. Crouse, R. Nowak et R. Baraniuk, on peut imaginer que des variations généralisées
permettent d’estimer les parameétres du modele de séries aléatoires étudié dans le chapitre[7]
ou d'un modele qui s’en approche.
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Dans ce chapitre, nous introduisons les notions et outils que nous utilisons dans la suite
de cette theése. La section [[| traite des notions de régularité uniforme et de régularité locale
des fonctions définies sur une partie de I'espace R? (avec d € N*) ou sur le tore T?. Dans
la section [T} nous énongons les critéres liant la régularité d’une fonction et la décroissance
de ses coefficients d’ondelette. Enfin, dans la section [[TI} nous présentons les notions de
mesure et de dimension de Hausdorff dans un espace métrique. Cela nous permet en
particulier de définir le spectre de singularités d’une fonction.

I Reégularité holdérienne d’une fonction

Le but de I'analyse multifractale est d’étudier les fonctions dont la régularité varie d'un
point a un autre. Il convient avant tout d’apporter une définition précise a la notion de
régularité d’une fonction. Le fait qu'une fonction soit réguliere, c¢’est-a-dire que son graphe
soit globalement lisse, est caractérisé par sa régularité uniforme, abordée dans la premiere
partie de cette section. Le fait que la régularité d’une fonction puisse changer d'un point
a un autre, c’est-a-dire que son graphe soit parfois lisse et parfois moins lisse, s’observe en
étudiant sa régularité locale. Cette derniere peut s’appréhender a ’aide de I'exposant de
Holder et de I'exposant d’oscillation, qui sont évoqués respectivement dans la deuxieme
et la troisieme partie de cette section. Nos références principales sont ici [96, 97].

I.1 Régularité uniforme

Soit d € N*. La régularité uniforme d’une fonction définie sur I’espace R? et prenant
ses valeurs dans le corps C des nombres complexes se traduit par son appartenance aux

15
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espaces de Hélder (non homogenes) C"(R?). Précisons la définition de ces espaces en
commencant par le cas ot h € ]0, 1[. L’espace C"(R?) est alors constitué des fonctions f
de R? dans C, qui sont continues, bornées et vérifient

_ /
o M@ =@
z,z/G]Rd ||I_x,||h
x#x!
ot || - || désigne une norme quelconque sur RY. Passons au cas ou h = 1. On définit

alors C''(R?), non pas comme ’espace des fonctions continiment dérivables, mais comme
la classe de Zygmund (ce choix se justifie dans la section . Celle-ci est formée des
fonctions f : RY — C continues et bornées, telles qu'il existe un réel £ > 0 vérifiant

Ve, €RY <1 = |fle+ )+ fla - o) = 2f ()] < k|2

Les espaces C"(R?) sont désormais définis lorsque h € ]0, 1]. La définition de C*(R?) pour
h > 1 s’en déduit de la maniere suivante. Notons m 1'unique entier tel que m < h < m+1.
On convient qu'une fonction f : R? — C appartient & C*(R?) si elle est bornée, m
fois contintiment dérivable et si ses dérivées partielles d’ordre m appartiennent a ’espace
Ch=m(R%) défini précédemment (en effet, h—m appartient alors a 0, 1]). Comme attendu,
les définitions adoptées font que 'appartenance d’une fonction & un espace C"(R%) a un
impact sur 'allure de son graphe : pour h compris entre 0 et 1, celui-ci parait d’autant
plus lisse que h est grand.

Ce qui précede s’étend aisément au cas des fonctions a valeurs vectorielles. En effet,
pour d € N* et h € ]0, 00, on définit C"(R?, C%) comme I'’ensemble des fonctions de R?
dans C% dont toutes les composantes appartiennent & ChR?).

Dans le cadre de 'analyse multifractale, comme on s’intéresse surtout a des propriétés
de régularité locale, on préfere alors se ramener a un compact tel que le tore normalisé
T<. Rappelons qu’il s’agit du quotient du groupe additif R? par le sous-groupe discret
74 et ajoutons que, si d vaut 1, on le note simplement T et on I'appelle plutot le cercle
normalisé. Notons ¢ : R — T? la surjection canonique. Toute fonction f : T¢ — C
s'identifie naturellement & la fonction Z4-périodique f o ¢ : R — C. Cela permet de
définir I'espace C*(T4) pour tout réel h > 0 par

felCMT! <+ foopeCHRY.

En outre, pour certaines raisons qui sont exposées dans la section [[I, on requiert souvent
des fonctions considérées qu’elles soient uniformément holdériennes, c’est-a-dire qu’elles
appartiennent a l’ensemble

cH(T?) = [ (1.

h>0

1.2 Modules de continuité et exposant de Holder

La régularité d'une fonction f : R¢ — C au voisinage d'un point x de R? est caractérisée
par les modules de continuité qu’elle admet en ce point. Désignons par 20 I'ensemble des
fonctions continues et strictement croissantes définies sur un voisinage a droite de ’origine
et vérifiant les conditions

, w(26)
0)=20 t |
w(0) e H?_%lp e

< 0Q.
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Notons Id la fonction identité. On observe aisément que les fonctions Id" et —Id" - log
appartiennent a I’ensemble 2J pour tout réel h > 0. Par ailleurs, pour toute partie X de
R?, désignons par acc X I’ensemble des points d’accumulation de X.

Définition (module de continuité)

Soient w € 2 et X C R%. On dit quune fonction f : X — C admet w pour module
de continuité en un point z € acc X’ ou encore que f est C"(x) s'il existe des réels
strictement positifs x et § et un polynome P tels que pour tout 2’ € X,

o' =z <6 = |f(@) =Pl —2)] < rw(ll’ —=z).

En outre, pour tout réel & > 0, on dit que f est C"(z) si elle est C'"(z) et qu’elle

est Cfl,(x) si elle est C 14" log (),

Remarques : o Cette définition s’étend de maniere naturelle aux fonctions a valeurs vec-
torielles en convenant qu’une telle fonction est C*(x) si chacune de ses composantes ’est.
e Si la fonction f est C"(x), elle est nécessairement bornée au voisinage de x. C’est
pourquoi on considere toujours en pratique des fonctions f localement bornées.

e La dérivation et 'intégration n’impliquent pas nécessairement respectivement une perte
et un gain de 1 exactement en régularité au point x. Pour fixer les idées, citons deux
exemples. D’une part, la fonction de la variable réelle x — x?sin(1/z) est C?(0), alors que
sa dérivée x +— 2xsin(1/z) — cos(1/z), qui n’est pas continue en 0, ne peut étre C1(0).
D’autre part, la fonction x — wzsin(1/x) est C'*(0) et ses primitives sont C*3(0). Observons
toutefois qu’intégrer une fonction C*(z) conduit toujours a une fonction C"1(z) au moins.

On constate aisément qu’une fonction qui est C"(z) pour un certain réel h > 0 est
aussi C"' () pour tout 2’ € ]0, h[. La définition suivante s'impose alors.

Définition (exposant de Holder)

Soit X C R?. L’exposant de Holder en un point z € acc X d'une fonction f localement
bornée définie sur X est donné par

hy(z) =sup {h € ]0,00[ | f est Ch(z)}

avec la convention que le supremum de I’ensemble vide est nul.

Remarque : Si la fonction f est C’l’(‘)g(x) pour un certain réel h > 0, elle est C"(z) pour
tout A’ € ]0, h[. De ce fait, hy(x) > h. Pour minorer par h 'exposant de Holder de f en

z, il suffit donc de savoir que f est C, (x).

Les lignes de niveau de la fonction hy s’appellent les ensembles isohéldériens de f. I
s’agit plus précisément des ensembles

E, = {x € accX | hy(z) = h}

pour h € [0, 00]. Déterminer, en un sens a préciser, les propriétés de taille des ensembles
isoholdériens de la fonction f est un enjeu majeur de ’analyse multifractale. Nous y
revenons dans la section [TIl

Lorsque x +— hg(x) est constante, la fonction f est tres réguliere dans son irrégularité.
C’est par exemple le cas des trajectoires du mouvement brownien B, puisque

1
p.s. Vte|0,00] hg(t) = 3
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La régularité des trajectoires browniennes est étudiée en détails dans [101, ch. 16] ainsi
que dans [104, ch. 2|. Les fonctions de Weierstrass, définies par

Wap:z— Z A" cos(B"x)

n=1

avec A < 1 < AB, fournissent un autre exemple. G. Hardy [80] a en effet établi que leur
exposant de Holder est partout égal a —log A/ log B, cf. [96].

Pour finir, considérons le cas des fonctions définies sur le tore T¢. Soient w € 20 et
x € T¢. On dit qu'une fonction f définie sur T? est C*(z) si la fonction Z2-périodique fo¢
qui lui correspond naturellement est C¥ (i) pour n'importe quel point i de R? vérifiant
¢(&) = x. On vérifie sans difficulté que cette définition ne dépend pas du choix de . En
outre, pour tout réel h > 0, on convient comme précédemment que f est C"(x) si elle est

C" (z) et quielle est Cpig () si elle est C—14"1og (1) Par ailleurs, on définit encore par

hy(z) =sup {h € ]0,00[ | f est C"(z)}

I'exposant de Holder en un point € T¢ d’une fonction bornée f sur T¢ et les ensembles
isoholdériens de f sont donnés par

E,={x €T|hs(zx) =h} (2.1)

pour tout élément h de I'intervalle [0, co].

1.3 Chirps et exposant d’oscillation

L’exposant de Holder ne suffit souvent pas pour décrire de maniere satisfaisante le com-
portement d’une fonction f autour d’un point € R?. En effet, des comportements locaux
bien différents peuvent conduire a une méme valeur pour ’exposant de Holder. Prenons
un réel h strictement positif qui n’est pas un entier pair. On observe que le cusp

2 |la’ — ]

et, pour tout réel strictement positif 3, le chirp

2+ ||z’ — z||" sin

2.2
& —]P (22)

au comportement beaucoup plus oscillant, ont tous deux A pour exposant de Holder au
point x. Cette constatation impose l'introduction d’une quantité complémentaire permet-
tant de rendre compte du caractere oscillatoire d’une fonction au voisinage d’un point.
Y. Meyer a répondu a ce probleme en introduisant la notion d’exposant de chirp,
cf. 197, 128]. Cet exposant offre bien une information complémentaire & 'exposant de
Holder dans la description du comportement local des fonctions. Il permet notamment de
distinguer un cusp d’un chirp. Il n’est cependant pas totalement satisfaisant. Les auteurs
de [4] lui trouvent le défaut d’étre instable lors de I’ajout d’une composante arbitraire-
ment réguliere mais pas C*°. Ce défaut implique en particulier que 'exposant de chirp
est inadapté a l’étude de données expérimentales, ou le bruit peut s’apparenter a une
composante réguliere. Cet écueil peut s’éviter en préférant a ’exposant de chirp un autre
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exposant répondant aussi aux conditions énoncées précédemment. Il s’agit de I'exposant
d’oscillation, introduit dans [4].

L’idée est de considérer les primitives d’ordre fractionnaire tres petit de la fonction
étudiée. Soient f une fonction localement bornée sur R? et x un élément de cet espace.
Appelons x une fonction C* a support compact prenant la valeur 1 sur un voisinage de
x et, pour tout réel positif ¢, posons

FOU = (1=0)"(xf).

Ici, (I—A)7"?2 est I'opérateur correspondant & une multiplication de la transformée de
Fourier par la fonction & +— (14 |£||?)~%/2. Pour tout réel positif ¢, notons h () exposant
de Holder de la fonction f(-% au point x. L’exposant d’oscillation se définit alors de la
facon suivante.

Définition (exposant d’oscillation, singularité oscillante)

Soient f une fonction localement bornée sur R et  un point de R?. On suppose que
h¢(z) est fini. L'exposant d’oscillation de f au point z est alors le réel positif G;(x)
défini par

By(a) = (OUh () ,_y. — L

De plus, on dit que la fonction f présente une singularité oscillante au point x si
Bf(x) est strictement positif.

Remarque : L'exposant (¢(x) n’est pas défini lorsque l'exposant de Holder s (z) est infini.
En revanche, sous les hypotheses de la définition, on prouve que la fonction t +— hﬁc(x)
est concave sur R et donc dérivable & droite en 0, avec une dérivée supérieure a 1 et
éventuellement infinie. L'exposant [;(z) est donc correctement défini, mais peut tout a
fait étre infini. De plus, 5¢(x) ne dépend pas de la fonction x choisie. Pour plus de détails,
on peut se référer a [4].

Supposons que la dimension d vaut 1 et que f est le chirp défini par . Alors, pour
tout réel positif ¢, 'exposant h}(m) est égal a h+t(3+1). Cela découle d’un calcul explicite
lorsque ¢ est entier puis de la concavité de la fonction t +— h%(x), cf. [97, ch. 4]. Le com-
portement oscillatoire que présente ce chirp au voisinage du point x est donc parfaitement
capturé par I'exposant d’oscillation, puisqu’on a §¢(z) = (. Plus généralement, le résultat
suivant, établi par J.-M. Aubry [5], indique que 'exposant (;(z) rend compte de maniere
adéquate des oscillations autour du point = de n’importe quelle fonction uniformément
holdérienne f.

Théoréme 2.1 (J.-M. Aubry)

Soient x € R? et f € C(R?) pour un certain réel ¢ > 0. Pour tous réels positifs
h < hg(x) et § < B¢(x), la fonction f peut s’écrire

V2’ € R¢ fl@')y =2 —z|"g <+a:||ﬂ> +r(x)

[l

ou r est une fonction C*(x), pour o > hy(z), et g est une fonction indéfiniment
oscillante, i.e. qui admet des primitives de tous ordres bornées sur R* et sur R™.

Une preuve de ce résultat figure dans [5]. Cette derniere utilise des techniques d’analyse
2-microlocale.



20 CHAPITRE 2. ANALYSE MULTIFRACTALE DES FONCTIONS

Passons maintenant au cas ou f et x sont respectivement une fonction bornée sur
le tore T? et un élément de ce méme tore T¢. La fonction Z?-périodique f = fo¢ qui
correspond naturellement & f est donc localement bornée. Notons & un élément de R? tel
que ¢(&) = z. On pose alors tout simplement 3;(x) = 3;(), si toutefois ce dernier réel
peut étre défini. Il est & noter que ff(x) ne dépend pas du choix de 4.

Soit f une fonction bornée sur T?. Les ensembles isoholdériens de la fonction f ad-
mettent trivialement la décomposition suivante :

Vhelo,oo]  Ey= |J {zeT|h@)=h et Bplx)=43}. (2.3)
B€[0,00]

On s’intéresse particulierement aux ensembles formant cette union, puisqu’ils regroupent
les points ayant le méme exposant de Holder et le méme exposant d’oscillation pour la
fonction f. Ils sont notés Ej g, pour h € [0, 00[ et 5 € [0, 00].

Achevons cette section par une remarque générale. Lorsque le probleme se pose d’étu-
dier les propriétés de régularité uniforme ou ponctuelle d’une fonction, on revient rarement
aux définitions énoncées précédemment. En effet, des que c’est possible, on préfere uti-
liser certains criteres de régularité. Ces derniers sont exprimés a l’aide des coefficients
d’ondelette de la fonction considérée et sont décrits dans la section [l

II Techniques d’ondelette

Les bases orthonormées d’ondelettes sont tres utilisées en analyse multifractale des fonc-
tions, notamment pour les raisons suivantes. Tout d’abord, 'exposant de Holder dune
fonction uniformément holdérienne se caractérise par des conditions de décroissance lo-
cale de ses coefficients d’ondelette. Une information suffisante concernant les coefficients
d’ondelette d’une telle fonction permet donc de déterminer son exposant de Holder en
un point donné. Réciproquement, une information suffisante sur I'exposant de Holder en
un point de la fonction impose des conditions sur ses coefficients d’ondelette. Ensuite,
les formalismes multifractals permettent de majorer le spectre de singularités d’une fonc-
tion uniformément holdérienne en sachant simplement qu’elle appartient a certains espaces
fonctionnels. Cependant, ’appartenance a ces espaces fonctionnels se caractérise aisément
par des conditions sur les coefficients d’ondelette, cf. [92] 06]. Enfin, les bases d’ondelettes
permettent de construire sans difficulté des fonctions vérifiant certaines propriétés particu-
lieres, comme les fonctions possédant un exposant de Holder prescrit [90] ou les processus
stochastiques étudiés dans les chapitres [ et [7 Nous renvoyons a [43], 102, 119, 127] pour
la construction et les principales propriétés des bases orthonormées d’ondelettes.

Le but de cette section est d’énoncer les criteres liant la régularité d’une fonction et
la décroissance de ses coefficients d’ondelette. Commencons par noter Z = {1,...,2% —1}
et considérons des ondelettes v, avec ¢ € Z, dans la classe de Schwartz telles que les
fonctions @+ 29/24 (270 — k), pour (i, j, k) € T x Z x Z%, forment une base orthonormée
de L?(R%), cf. [112]. Ces conditions impliquent que tous les moments des ondelettes 1
s’annulent. Etant donné que nous nous intéressons a des propriétés locales, nous préférons
travailler avec des ondelettes sur le tore T¢. Celles-ci s’obtiennent en périodisant la base
précédente, cf. [127]. Pour i € Z, j € Net k € {0,...,2/ — 1}%, désignons par V', la
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fonction de T? qui correspond naturellement & la fonction Z4-périodique

T Zz/;i(Zj(x—m)—k:).

meZd

Les fonctions 24/2W%, pour i € Z, j € N et k € {0,...,27 — 1}, ainsi que la fonction
constante égale a 1, forment alors une base orthonormée d’ondelettes de L?(T4).

Soit A un cube dyadique du tore, c’est-a-dire un sous-ensemble de T? se présentant
comme l'image par la surjection canonique ¢ : R¢ — T? d’un cube 277 (k + [0, 1[?), avec
jE€Netke{0,...,27 —1}% On peut montrer qu’en un certain sens, les ondelettes \I/;k,
pour i € Z, sont essentiellement concentrées sur le cube A, cf. [127, p. 65]. Elles permettent
donc d’analyser plus particulierement le comportement des fonctions autour de ce cube.
Pour faire état de cela, posons W4 = W,  Désignons en outre par (\) la génération j
du cube A, par z) son point d’ancrage ¢(k277) et par A la collection de tous les cubes
dyadiques du tore. Toute fonction f appartenant & L?(T¢) peut s’écrire

fe=m+Y A
i€L
AEA

a condition de poser
m= [ f(z)dz et Viel VAeA ¢ =21 [ ()W (2) da.
Td Td

On nomme les scalaires ¢}, pour i € Z et A € A, les coefficients d’ondelette de la fonction
f. Les ondelettes W sont généralement des fonctions & valeurs réelles. C’est pourquoi la
barre de conjugaison n’apparait souvent pas sur cette derniere dans I'intégrale donnant cf.
Signalons que la normalisation adoptée pour les ondelettes W4 et les coefficients d’ondelette
¢, correspondants est un peu différente de celle généralement usitée. Cependant, ce choix
donne une forme plus agréable aux criteres de régularité énoncés ci-apres.

Donnons la caractérisation des espaces de régularité uniforme C”*(T?), pour h > 0.
Rappelons que ceux-ci sont corrigés a 'aide de la classe de Zygmund, lorsque h est entier.
Cette correction est nécessaire a la validité du résultat suivant, qui est prouvé dans [96].

Proposition 2.1 (critére de régularité uniforme)

Soient h € ]0,00[ et f une fonction bornée sur T¢. Alors, f appartient & C"(T?) si
et seulement si

dk€]0,00] VieZI VA€A || < k27hV,

Intéressons-nous maintenant aux liens existants entre les coefficients d’ondelette d’une
fonction et le fait qu’elle soit C"(x) ou Cf:,(x), pour h > 0 et = € T?. Le résultat suivant,
du a S. Jaffard, relie la régularité locale a des propriétés de 2-microlocalisation. Dans son

énoncé, d désigne la distance quotient sur T qui est définie ci-apres par (2.5)).

Théoréme 2.2 (critére de régularité ponctuelle; S. Jaffard)

Soient h € ]0,00[, z € T? et f une fonction bornée sur T
(i). Si f est C"(z), alors

Jkel0o0] VieT VAeA || <k (Y +d(@ ). (24)

(ii). Sila condition (2.4) est remplie et si f € CT(TY), alors f est C!,(x).

og
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Une preuve figure dans [97]. Le fait que f soit uniformément holdérienne est nécessaire
a la validité de la deuxieme partie du théoreme. En conséquence, I’'étude de la régularité
ponctuelle d’une fonction bornée sur T? est souvent plus simple quand celle-ci possede un
minimum de régularité uniforme.

Sous cette hypothese, on peut déduire du théoreme précédent une formule donnant
I'expression de l'exposant de Holder d’une fonction en un point a partir des coefficients
d’ondelette de cette fonction. Pour ce faire, introduisons, pour tout point = de T? et tout
réel § > 0, 'ensemble

L(z,6) ={A e A 27N 4 (2, 1) < 5}
Pour toute fonction réelle g définie sur ’ensemble A des cubes dyadiques du tore, posons

B =R T e 9

Grace a ces notations, donnons maintenant 1’expression de l'exposant de Hdélder d'une
fonction uniformément holdérienne.

Corollaire 2.1 (caractérisation de ’exposant de Holder)
Soit f € C*(T4). L’exposant de Hélder de f en un point z de T¢ est donné par

. . : log ’cé\‘
hy (@) =l b o+ )

On appelle suite minimisante des coefficients d’ondelette de f en x toute suite (A, )nen

de cubes dyadiques de T? vérifiant simultanément

log |5, |
9—(n) o g —0 t I v
+d(z,25,) —— T R og (270 + d(m, ) o

hf(l’)

On peut établir sans peine l'existence d’une telle suite. L’étude des suites minimisantes
permet de déterminer les exposants d’oscillation d'une fonction uniformément héldérienne.
Plus précisément, ’exposant d’oscillation est lié a la position dans le plan temps-fréquence
des cubes dyadiques formant les suites minimisantes. C’est l'objet du résultat suivant,
prouvé dans [4].
Proposition 2.2 (caractérisation de ’exposant d’oscillation ; S. Jaffard)
Soient f € CT(T?) et x € T? vérifiant hy(zr) < oo. L'exposant d’oscillation ((x)
de f en z est I'infimum de I'ensemble des réels 5 > 0 tels qu'une suite minimisante

des coefficients d’ondelette de f en x est formée de cubes dyadiques A € A vérifiant
d(x, 2)) P < 27N,

Pour terminer cette section, donnons une condition nécessaire pour qu'une fonction
bornée sur T¢ soit C*(z) pour w € W et z € T¢.

Proposition 2.3 (S. Jaffard)

Soient w € 20, x € T¢ et f une fonction bornée sur T¢. Si f est C¥(x), il existe un
réel k > 0 tel que

] <k (w(2_<’\>) +w (zf(x,x,\)))
pour tout i € Z et tout A € A avec (\) assez grand et 4 (x,x)) assez petit.

Nous renvoyons a [97] pour une preuve de ce résultat. Dans [97], la proposition est
formulée a 'aide de la décomposition de Littlewood-Paley de la fonction f. L’énoncé
équivalent que nous fournissons ici est en fait tiré de [94].
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III Géométrie fractale

Les fonctions dont ’exposant de Holder peut varier brutalement d’un point a I'autre sont
particulierement intéressantes dans le contexte de I’analyse multifractale. Cependant, lors-
qu’une telle fonction provient d’un signal physique, calculer son exposant de Holder en un
point donné semble impossible numériquement et, de surcroit, ne fournit pas une infor-
mation intéressante. En conséquence, on préfere s’intéresser a la géométrie des ensembles
isoholdériens de la fonction f correspondante. Se pose tout d’abord la question de la va-
cuité de ’ensemble E}, donné par , pour h € [0, 00| fixé. Si cet ensemble est non vide,
se pose ensuite la question de sa taille. L’ensemble isoholdérien E} est souvent de mesure
de Lebesgue nulle. Pour étudier plus finement ses propriétés de taille, on détermine alors
sa dimension de Hausdorff. On peut méme calculer la valeur de sa g-mesure de Hausdorff
pour toute fonction de jauge ¢ si une information plus précise est demandée.

Cette section s’organise comme suit. Nous présentons d’abord de maniere détaillée les
notions de mesure et de dimension de Hausdorff dans un espace métrique. Ces notions
nous permettent ensuite de définir le spectre de singularités d’une fonction.

ITI.1 Mesures et dimension de Hausdorff

La théorie des mesures de Hausdorff est apparue peu apres l'introduction de la mesure
de Lebesgue et fut développée principalement par Besicovitch. Elle devait notamment
répondre au probleme de la mesure des objets de dimension strictement inférieure a d
dans R? (avec d € N*). Par exemple, la mesure de Lebesgue sur R permet d’attribuer &
toute partie mesurable un volume, mais ne permet pas d’assigner de maniere raisonnable
une aire & une surface contenue dans R3. Dans cette optique, Carathéodory proposa, vers
1914, des mesures p-dimensionnelles, avec p € {1,...,d}, dans R? grace a la notion de
mesure extérieure qu’il venait d’introduire. Ces mesures p-dimensionnelles permettaient
en outre de retrouver la dimension des sous-ensembles réguliers de R?. Par exemple, une
surface de R?, qui est de dimension 2, a une mesure 2-dimensionnelle strictement positive,
mais une mesure 3-dimensionnelle nulle. Cependant, cette méthode ne permettait pas
d’attribuer de maniere claire une dimension & une partie quelconque de R? (comme par
exemple, dans R2, la courbe de Koch présentée sur la figure . elle est d’une part,
de mesure unidimensionnelle infinie et, d’autre part, de mesure 2-dimensionnelle nulle).
Hausdorff [83] répondit a ce probleme en 1919 en observant qu’il était en fait possible de
définir des mesures semblables a celles de Carathéodory, pour tout réel p compris entre 0
et d. On pouvait alors attribuer une dimension a un objet en choisissant la valeur de p la
plus pertinente pour le mesurer.

La suite de cette partie se réfere principalement a [137, ch. 1, ch. 2] et & [64} ch. 2]. Une
mesure de Hausdorff est définie sur un espace métrique. Considérons donc un tel espace
(E,d). La distance 4 permet d’attribuer a tous les ensembles non vides F inclus dans F
un diametre, noté |F|, égal au supremum des distances séparant deux éléments de F'. Par
convention, le diametre de ’ensemble vide () vaut 0. La méthode adoptée pour construire
les mesures de Hausdorff sur E s’inspire de celle qui a été proposée par Carathéodory.
Prenons un sous-ensemble F' de E et un réel € > 0. On appelle e-recouvrement de F' toute
suite (U,)pen de parties de E de diametre au plus € vérifiant

el
p=0
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On note R.(F) 'ensemble des e-recouvrements de I'ensemble F'. Une mesure de Hausdorff
se construit a partir d’une fonction appartenant a I’ensemble ® défini comme suit.

Définition (fonction de jauge)
Une fonction de jauge est une fonction croissante g définie sur un voisinage a droite
de lorigine et vérifiant limg+ g = g(0) = 0. On note © I'ensemble de ces fonctions.

Prenons une jauge g € ® et, pour tout réel € > 0 assez petit, posons

HUF) = oS (L)

Up)pen€ER:(F)

Lorsque & décroit, il y a de moins en moins de e-recouvrements, ce qui implique que H?(F)
augmente. On peut donc licitement noter

HI(F) = lim 1 HI(F).

el0

Cette quantité s’appelle la g-mesure de Hausdorff de 1’ensemble F'. Les résultats de [137]
garantissent que HY est une mesure extérieure sur £ et une mesure sur la tribu borélienne
de E, c'est-a-dire que HI(F) € [0,00] pour toute partie F' de E, que H9(()) = 0, que
HI(F) < HI(F') pour toutes parties F' et [ de E vérifiant [’ C F' et que

pour toute suite (F,),en de parties de E, avec égalité si les ensembles F,,, pour n € N,
sont des boréliens disjoints de E.

Il est généralement facile de montrer que la g-mesure de Hausdorff d’une partie donnée
de E est nulle, puisqu’il suffit de trouver une famille convenable de recouvrements de cette
partie. En revanche, il est d’ordinaire beaucoup plus difficile d’établir qu’un sous-ensemble
donné de F est de g-mesure de Hausdorff non nulle, car il est nécessaire de considérer
tous les recouvrements possibles du sous-ensemble auquel on s’intéresse. On peut alors
faire appel au principe de distribution de masse.

F1G. 2.1 — La courbe de Koch (1904)
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Proposition 2.4 (principe de distribution de masse)

Soient F' une partie de E et p une mesure extérieure sur E vérifiant p(F) > 0. Soit
g € ®. On suppose qu’il existe deux réels strictement positifs x et gq tels que

VUCE Ul <ey = pU)<rg(U]).

Alors la g-mesure de Hausdorff de F' est minorée par p(F')/k > 0.

// Soient € € |0,¢&0] et (Up)pen € Ro(F). Alors,

0 < u(F) < (U Up) S AR SP(A

On obtient alors le résultat en prenant l'infimum sur (U,),en parcourant
R.(F), puis en faisant tendre ¢ vers 0. //

Le principe de distribution de masse est tres utile en pratique, d’autant que la construction
de la mesure extérieure p est souvent suggérée par la structure de ’ensemble considéré. Il
conduit a plusieurs résultats centraux en analyse multifractale comme le théoreme d’ubi-
quité établi par S. Jaffard dans [94] et ses généralisations que constituent les théorémes
et [4.1] des chapitres [3 et [f] respectivement.

Une famille de mesures de Hausdorff sur F se distingue particulierement. Elle s’obtient
lorsque g est égale a la fonction Id®, ou s est un réel strictement positif. Dans ce cas, on
note simplement H* au lieu de H'?" et, pour toute partie F' de E, on appelle H*(F) la
mesure de Hausdorff s-dimensionnelle de F'.

La notion de dimension de Hausdorff d’un sous-ensemble de E s’appuie sur deux
observations concernant les mesures de Hausdorff H?®. Soit F' une partie de £. On remarque
d’une part que la fonction s — H*(F') décroit sur |0, c0[. D’autre part, si H*(F) < oo
pour un certain réel s > 0, alors H'(F') = 0 pour tout réel ¢ > s. La définition suivante,
tirée par exemple de [64], s'impose alors naturellement.

Définition (dimension de Hausdorff)

Soit F' un sous-ensemble non vide de E. Il existe un unique sq € [0, oo[ tel que, pour
tout s € ]0, oo,

s<sy = H(F)=o00

s>sy =  H(F)=0.

Cette valeur critique sy s’appelle la dimension de Hausdorff de I'ensemble F' et se
note dim F. On convient en outre que dim () = —oo.

Deux propriétés élémentaires, prouvées dans [64], et découlant du fait que H*® est une
mesure extérieure sur F, sont particulierement utiles pour obtenir des liens entre les
dimensions de Hausdorfl de plusieurs sous-ensembles de E. D’une part, si F' et I’ sont
deux parties de E,

FcF = dimF <dim/F".

D’autre part, si (F},),en est une famille de parties de E indexée par N' C N,

dim U F, = sup dim F,,.
neN neN
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Considérons maintenant le cas particulier de 'espace R? (avec d € N*) et celui du tore
T?. L’espace RY, muni de la distance issue d’une norme quelconque notée || - ||, est un
espace métrique. On peut donc considérer des mesures de Hausdorff sur R? et assigner
a toute partie de cet espace une dimension de Hausdorff. Le tore T peut aussi se doter
d’une structure métrique. Rappelons qu’il est défini comme le quotient du groupe additif
R? par le sous-groupe discret Z? et que ¢ : R — T? est la surjection canonique qui
correspond & ce passage au quotient. Le tore T¢ dispose alors naturellement de la distance
quotient définie par

Ve, y € T¢ d(z,y)= min ||z —y|. (2.5)
sep1({z})
y€6~T({y})
Cela permet de considérer des mesures de Hausdorff sur le tore et d’attribuer une di-
mension de Hausdorff & tout sous-ensemble de T¢. Les propriétés de taille d’une tel sous-
ensemble sont trés proches de celles de son relevement dans RY puisqu’il existe un réel
x> 1 tel que pour toute jauge g de ® et toute partie F' de T¢,

HI(F) < HY (o (F)N[0,1[%) < kHI(F). (2.6)

Terminons cette partie par une remarque. Considérons une fonction de jauge g € ©
et supposons que g(r)/r? ne tend pas vers I'infini quand r tend vers 0. La mesure H9 est
alors une mesure borélienne invariante par translation qui attribue une masse finie aux
compacts de R? (resp. T?). Elle est donc égale, & une constante multiplicative pres, & la
mesure de Lebesgue £2 sur la tribu borélienne de R? (resp. T?). Si I'espace R? est muni
de la norme euclidienne et si g = Id?, cette constante vaut (4/7)%?T'(1 + d/2) comme
I'indique le théoreme 30 de [137]. En particulier, la mesure de Hausdorff H! et la mesure
de Lebesgue L' coincident sur la tribu borélienne de R.

I11.2 Spectres de singularités

Considérons une fonction f bornée sur le tore T¢. Rappelons que les ensembles isohtldé-
riens FEj,, définis par , regroupent les points du tore dont I'exposant de Hélder est
égal a un certain h € [0, 00| fixé. Afin de rendre compte de la taille de ces ensembles, on
s’intéresse a la fonction

di: [0,00] — {—o00}UI0,d]

Cette fonction se nomme le spectre de singularités de f et constitue une des fins de ’ana-
lyse multifractale : en effet, faire 'analyse multifractale de la fonction f, c’est calculer son
spectre dy. L’ensemble des h € [0, 00] tels que df(h) > —oo (ou, de maniére équivalente,
tels que Ej, # () est le support de dy. Quand ce dernier contient un intervalle non réduit
a un point, la fonction f est qualifiée de multifractale. Déterminer le spectre de singula-
rités d’une fonction multifractale se ramene donc au probleme souvent délicat d’évaluer
simultanément la dimension de Hausdorff de plusieurs sous-ensembles du tore.

La décomposition des ensembles isoholdériens conduit a considérer de surcroit,
pour h € [0,00[ et 5 € [0,00], la collection Ej, s des points du tore dont 'exposant de
Holder est égal a h et dont l'exposant d’oscillation est égal a 3. On peut alors aussi
s’'intéresser au spectre de singularités oscillantes de f. Il s’agit de la fonction

dye s [0,00[ x[0,00] — {—o00}U][0,d]
(h,ﬁ) = dim Eh,g.
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Observons que 'union apparaissant dans ’égalité (2.3) porte a priori sur un nombre
indénombrable d’ensembles. Par conséquent,

dg(h) > sup d¥°(h,f)
BE€[0,00]

pour tout h € [0, 0o[, sans nécessairement qu’il y ait égalité (méme si elle a souvent lieu
en pratique). Le spectre de singularités oscillantes d7* fournit une information plus riche
que celle portée par dy. Signalons cependant que la simple connaissance du spectre de
singularités d; est d’ordinaire suffisante.
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I Introduction

Dans la théorie de 'approximation diophantienne, on souhaite tres souvent déterminer la
taille d'un sous-ensemble de R? (avec d € N*) de la forme

F,= {2z € R| ||z — a;]| < ¢(r;) pour une infinité de i € I} (3.1)

ou ||-|| désigne une norme arbitraire, I un ensemble infini dénombrable d’indices, (z;, 7;)icr
une famille d’éléments de R?x ]0, 00| et ¢ une fonction positive et croissante sur [0, ool.
Lorsque 'ensemble F, est de mesure de Lebesgue nulle, on cherche en général a calculer
sa dimension de Hausdorff. Si une information plus précise sur sa taille est requise, on
peut en outre s’intéresser a la valeur de sa g-mesure de Hausdorff HY pour toute fonction
de jauge g, c’est-a-dire pour toute fonction g appartenant a ’ensemble © défini dans la

29
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section du chapitre [2] Nous proposons de montrer que, sous une hypotheése simple
concernant la famille (x;,7;);er, 'ensemble F,, vérifie une propriété de grande intersection.
Cela fournit en particulier une condition suffisante sur ¢ € ® pour que la g-mesure de
Hausdorff d'une intersection dénombrable d’ensembles de la forme soit infinie.

Donnons un premier exemple d’ensemble de la forme (3.1). Il s’agit pour tout réel
strictement positif 7 de I’ensemble

JT:{xE]R

x — B‘ < ¢~ 7 pour une infinité de (p,q) € Z x N*}
q

des réels T-approchables par des rationnels. Un célebre théoreme de Dirichlet assure que
Jr =RsiT <2, ¢f [81]. Dans le cas contraire, J, est de mesure de Lebesgue nulle et
Jarnik et Besicovitch ont indépendamment établi que sa dimension de Hausdorff est égale
a 2/7, cf |29, 99]. De surcroit, K. Falconer [63] a prouvé que J, vérifie une propriété
de grande intersection, au sens qu'il appartient & la classe G>7(R). Rappelons que la
classe G*(R?) des ensembles & grande intersection de dimension de Hausdorff supérieure
A s €]0,d] est la collection des ensembles F' qui sont des G5 de R et qui vérifient

dim (1) fu(F) > s (3.2)

pour toute suite (f,)nen de similitudes de R%. 11 s’agit de la plus grande collection possible
de G5 de R de dimension supérieure & s a étre stable par intersection dénombrable et par
les similitudes de R?. K. Falconer I’a introduite afin de fournir un cadre général a 1'étude
de toute une variété de familles d’ensembles de dimension au moins s, apparues dans
la théorie de I'approximation diophantienne et dans celle des systemes dynamiques, qui
vérifient la propriété que la dimension d’une intersection dénombrable de leurs membres
est encore au moins s, ¢f. [63]. Signalons que cette propriété peut paraitre paradoxale
étant donné qu’on s’attend en général & ce que 'intersection de deux parties de R? de
dimensions respectives d; et ds soit de dimension d; + dy — d, conformément a ce qui se
passe dans le cas de deux sous-espaces affines, cf. [64, ch. §].

L’ensemble J. des réels T-approchables par des rationnels peut se généraliser de la
maniére suivante. Prenons une suite décroissante 1 = (1(q))qen+ de réels strictement
positifs qui converge vers 0 et portons notre attention sur 1’ensemble

Kd,¢={x€Rd o

< 1(q) pour une infinité de (p,q) € Z¢ x N*}

des points ¢-approchables par des rationnels, qui est encore de la forme (3.1]). Khint-
chine [105] a établi que sa mesure de Lebesgue est pleine ou nulle dans R? suivant respecti-
vement que la série ) 1(q)%q? diverge ou converge. Jarnik [100] a décrit plus précisément
les propriétés de taille de I'ensemble K, en déterminant sa g-mesure de Hausdorff pour
certaines jauges g appartenant au sous-ensemble ®,; de © qui est défini comme suit.

Définition
On note D, 'ensemble des jauges g € D pour lesquelles la fonction 7 — g(r)/r? est
décroissante et strictement positive sur un voisinage a droite strict de 1'origine.
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On observe aisément que toute fonction de ®, est continue au voisinage de 1'origine.
En outre, pour toutes fonctions g et g de D4, on écrit § < g si la fonction g/g décroit
au voisinage de 0 et admet l'infini pour limite en ce point. Désignons par Id la fonction
identité. Le résultat de Jarnik, amélioré par V. Beresnevich, D. Dickinson et S. Velani [19],
s’énonce ainsi : pour toute jauge g € D, vérifiant g < Id?, la g-mesure de Hausdorff de Ky
est infinie ou nulle selon respectivement que la série g(¥(q))q? diverge ou converge.
Ce critere permet en particulier de déterminer la dimension de Hausdorff s4, de Kgy.
Grace aux résultats de la section [V] on peut de plus établir que Ky, appartient a la
classe d’ensembles a grande intersection G%-» (R?) quand sy, est strictement positif. Cette
derniere propriété ne nous satisfait toutefois pas totalement pour les raisons suivantes.
Alors que ¢ peut se voir comme un raffinement de la suite (¢77)gen+, la classe G4v(R?)
de K. Falconer qui contient Ky, ne rend pas compte de la complexité éventuelle de .
Plus généralement, pour s € |0, d], "appartenance d'un ensemble & la classe G*(R?) indique
qu’il vérifie une propriété de grande intersection et qu’il est de dimension au moins s, mais
ne donne aucune information plus précise concernant la taille de cet ensemble.

C’est notamment pour répondre & ce probleme que nous introduisons dans la section |
de nouvelles classes d’ensembles a grande intersection qui sont plus fines que celles de
K. Falconer. Ainsi, a toute fonction de jauge g appartenant a D, et a tout ouvert non
vide V' de RY, nous associons une classe G9(V) d’ensembles & grande intersection dans
louvert V relativement a la jauge g. La classe G9(V') présente la propriété remarquable
d’étre stable par intersection dénombrable. De plus, tout ensemble appartenant a G9(V')
est de g-mesure de Hausdorff infinie, pour toute jauge g de ©, telle que g < ¢. Enfin,
les classes GY9(V') sont bien adaptées a 1'étude de K. Le théoréme établi dans la
section [V] montre en effet que, pour toute jauge g € ®, et tout ouvert non vide V' de
R?, Pensemble K, appartient a la classe G9(V) si et seulement si la série Y . g(¥(q))q?
diverge. Ce résultat décrit en outre de fagon exhaustive les propriétés de taille de K4, :
pour toute jauge g € D et tout ouvert V de RY, on a HI(Kz, NV) = HI(V) (resp. = 0)

si 32, 9a(¥(q))q" = oo (resp. < o0), avec
gq 1 — e inf M (3.3)

Nous étendons ainsi le théoreme de Jarnik qui, rappelons-le, ne concerne que les jauges g
appartenant & ©g et vérifiant g < Id?.

Par ailleurs, comme ’ensemble des nombres de Liouville peut s’exprimer comme une
intersection dénombrable d’ensembles de la forme K ,, nous pouvons en déduire ses
propriétés de taille et de grande intersection, ce qui permet de retrouver un résultat de
L. Olsen et D. Renfro [I31], [132]. Notons que les classes de K. Falconer ne permettent pas
d’étudier les propriétés de grande intersection de I’ensemble des nombres de Liouville car
il est de dimension nulle.

A. Baker et W. Schmidt [7] puis V. Beresnevich [15] et Y. Bugeaud [35] [38] se sont
intéressés aux propriétés de taille d'une autre généralisation de I’ensemble .J, ou les réels
ne sont pas approchés uniquement par des rationnels, mais plus généralement par des réels
algébriques. Pour n € N*, notons A,, ’ensemble des nombres réels algébriques de degré
au plus n. La hauteur H(a) d'un réel a € A, est la plus grande des valeurs absolues des
coeflicients de son polynoéme minimal sur Z. Fixons une suite décroissante ¢ = (¢(q))qen
de réels strictement positifs qui converge vers 0 et considérons ’ensemble

Any ={z €R ||z —a| <+(H(a)) pour une infinité de a € A, }
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des réels y-approchables par des réels algébriques de degré au plus n. V. Beresnevich [15]
a fourni un analogue du théoreme de Khintchine en établissant que A, , est de mesure
de Lebesgue pleine ou nulle dans R selon respectivement que la série >, 1(h)h" diverge
ou converge. De plus, Y. Bugeaud [35] a fourni un analogue du théoréeme de Jarnik en
prouvant que, pour toute jauge g € ®; vérifiant g < Id, la g-mesure de Hausdorft de A,
est infinie ou nulle suivant respectivement que la série ), g(1)(h))h™ diverge ou converge.
Dans [38], il a aussi montré que A, ,, vérifie une propriété de grande intersection lorsque
¥ est, pour w > n, le produit de la suite (h™~1),en+ et d'une correction logarithmique.
Le théoreme [3.9) établi dans la section [[V] complete ces résultats en indiquant que, pour
toute jauge g € D, et tout ouvert non vide V' de R, I'ensemble A, , appartient a la
classe G9(V') si et seulement si la série ), g(¢(h))h" diverge. Cela conduit a plusieurs
résultats nouveaux concernant la classification de Koksma [109] des réels transcendants.
Ce théoreme montre de surcroit que, pour toute jauge g € ® et tout ouvert V de R, on a
HI(A,, NV) =HIV) (resp. =0) si Y, g1(¢(h))h"™ = 0o (resp. < 00), ou la fonction g
est définie par (3.3)).

La section [ V| revient en détails sur les exemples que nous venons de citer. Dans cette
derniere, nous nous intéressons également aux problemes de 'approximation diophan-
tienne simultanée inhomogene, de ’approximation diophantienne avec restrictions et de
I’approximation de 0 par les valeurs en un point fixé des polynomes a coefficients entiers de
degré borné. Ce dernier probléme présente des liens avec la classification de Mahler [118]
des réels transcendants.

Revenons au cas général de I'ensemble F, défini par . En considérant un recouvre-
ment bien choisi, il est d’ordinaire trivial de donner une condition suffisante sur une jauge
g € ® pour que la g-mesure de Hausdorff de F, soit nulle. En particulier, si Id? vérifie
cette condition, I'ensemble F|, est de mesure de Lebesgue nulle. A I'inverse, il est souvent
beaucoup plus difficile de donner une condition suffisante sur g pour que la g-mesure de
F,, soit infinie. Ce probleme a essentiellement été résolu par Y. Bugeaud [37] dans le cas
ou la famille (x;,7;);e; provient d'un systéme régulier optimal de points. En dimension
d =1, Y. Bugeaud a méme prouvé dans [38] que F,, vérifie une propriété de grande inter-
section. Sous la méme hypothese, A. Baker et W. Schmidt [7] avaient auparavant donné
une minoration précise de la dimension de Haudorff de F|,. Le probléme a par ailleurs été
résolu par V. Beresnevich, D. Dickinson et S. Velani [19] lorsque (x;,7;);e; constitue un
systeme d’ubiquité. Une notion similaire avait été introduite par M. Dodson, B. Rynne et
J. Vickers [49] afin de minorer la dimension de Hausdorff de F,. Ajoutons que J.-M. Aubry
et S. Jaffard [6l [94] ont aussi étudié le probleme afin de procéder a 'analyse multifractale
de certains processus aléatoires. L’inconvénient est que les notions de systeme régulier
optimal et de systéme d’ubiquité au sens de [19] sont tres techniques. Par ailleurs, les
propriétés de grande intersection de F, ont été mises en évidence dans des cas particu-
liers, comme le cas de ’ensemble J, des réels T-approchables par des rationnels [63] ou
de I'ensemble des réels approchés par les points d’un systéme régulier optimal [38], mais
n’ont jamais été étudiées de maniere systématique.

Notre but dans ce chapitre est de montrer que sous des hypotheses tres simples sur
la famille (2;,7;);er, 'ensemble F,, appartient toujours a une certaine classe G(V') d’en-
sembles a grande intersection. Cela fournit d’une part une condition suffisante optimale
sur g € ® pour que la g-mesure de Hausdorff de F,, soit infinie. D’autre part, cela permet
de s’intéresser aux propriétés de taille d’une intersection dénombrable d’ensembles de la
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forme (3.1). L’hypothese que nous faisons sur (z;,7;):er est la suivante : 'ensemble
Fua = {z € R?| ||z — 2;]| < r; pour une infinité de i € I}

est de mesure de Lebesgue pleine dans un ouvert non vide V' de R?. Dans ce cas, on dit que
(x;,7;)ier est un systéme d’ubiquité homogene dans V. On peut mettre en évidence cette
propriété des qu’on dispose d’un résultat analogue au cas de divergence du théoreme de
Khintchine, ce qui est vrai dans tous les problemes classiques d’approximation diophan-
tienne. Par exemple, la famille (p/q,1(q))p,q)ezexn €st un systeme d’ubiquité homogene
dans R? si la série ¢ ¥(q)%q? diverge, en vertu du théoréme de Khintchine. Dans la méme
veine, la famille (a,¥(H(a)))aea, est un systéeme d’ubiquité homogene dans R si la série
> ¥(h)h" diverge. Plus généralement, un résultat de V. Beresnevich [16] permet de prou-
ver qu’'un systeme régulier optimal de points conduit a un systéme d’ubiquité homogene.
Par conséquent, les résultats de ce chapitre s’appliquent dans toutes les situations ou des
systémes réguliers optimaux de points de R? interviennent.

Le théoreme énoncé dans la section indique que si (x;,7;);c; est un systéme
d'ubiquité homogene dans un ouvert non vide V' de R?, pour toute jauge g de Dg4, I'en-
semble F,, appartient a la classe GY(V') lorsque ¢ coincide au voisinage de l'origine avec
la pseudo-inverse de ¢'/?. Ce théoréme permet donc de transformer systématiquement un
résultat de type Khintchine dans le cas de divergence en un résultat d’appartenance a
une classe d’ensembles a grande intersection. C’est ainsi par exemple que nous pouvons
montrer que Kq,, € GI(V) si la série - g(¢(q))¢? diverge. En pratique, le théoréme
permet aussi de transformer automatiquement un résultat de type Khintchine en un ré-
sultat de type Jarnik. De la sorte, nous prouvons que H?(Kgy,, NV) = H(V) pour toute
jauge g € D telle que la série ), 9a(¥(q))q? diverge. Nous renvoyons a la section [[V| pour
de nombreuses autres applications du théoréme [3.2]

La suite de ce chapitre s’organise comme suit. Dans la section [[I, nous définissons
la classe G9(V') des ensembles & grande intersection dans un ouvert non vide V de R?
relativement a une fonction de jauge g de ®4 et nous fournissons ses principales propriétés.
C’est objet de la proposition 3.1 et du théoréme[3.1] Dans la section [[II}, nous introduisons
précisément la notion de systeme d’ubiquité homogene dans un ouvert non vide V' de R? et
nous énoncons le théoreme [3.2] qui décrit les propriétés de grande intersection de I’ensemble
F, défini par lorsque la famille (z;,7;);c; est un systéeme d’ubiquité homogene. La
section [[V] propose de nombreuses applications qui relevent toutes de I’approximation
diophantienne. Nous nous intéressons aux propriétés de taille et de grande intersection de
I'ensemble des points de 'espace R? qui sont 1-approchables d’abord par des rationnels
(dans le cas homogene comme dans le cas inhomogene), ensuite par des rationnels sujets
a certaines restrictions et enfin par des nombres algébriques dans le cas unidimensionnel.
Nous considérons en outre le probleme de ’approximation de 0 par les valeurs en un point
fixé des polynomes a coefficients entiers de degré borné. Nous en déduisons des résultats
concernant les classifications de Mahler et Koksma des réels transcendants. Enfin, les
sections [V] et [VI sont principalement consacrées aux preuves des théoremes [3.1] et [3.2]

II Ensembles a grande intersection

Les classes d’ensembles a grande intersection considérées par K. Falconer dans [63] sont
associées uniquement aux fonctions Id* pour s € ]0,d]. Celles que nous introduisons dans
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cette section sont associées aux fonctions appartenant a l’ensemble ®,; défini dans la
section [ De plus, les classes de K. Falconer traduisent nécessairement une propriété
de grande intersection dans R? tout entier car leur définition fait intervenir toutes les
similitudes. Cependant, il arrive souvent qu’on étudie des propriétés de grande intersection
sur un sous-ensemble de RY, cf. sections et C’est pourquoi les classes que nous
introduisons ne sont pas définies en faisant appel aux similitudes. Ala place, nous utilisons
des mesures extérieures analogues a celles qui interviennent dans I’étude des suites M _-
denses [60], [139] et dans la caractérisation des classes G*(R?) de K. Falconer qui fait I'objet
du théoreme B de [63].

Un entier naturel ¢ supérieur a 2 étant fixé, notons A, 'ensemble des cubes c-adiques
de T'espace RY, c’est-a-dire des ensembles de la forme A = c¢79(k + [0,1[%), ol j et k
appartiennent respectivement aux ensembles Z et Z%. L’entier j s’appelle la génération de
A et se note (\).. Soit g une jauge de ®,. L’ensemble des réels € € ]0, 1] tels que g croit
sur [0,¢] et 7 — g(r)/r? décroit sur ]0, ] est non vide. Notons &, son supremum. Notons
en outre A., I'ensemble des cubes A € A, dont le diametre |\| est strictement inférieur
a g,. Soit F une partie de R?. Désignons par R.,(F) la collection des recouvrements de
F' par des cubes c-adiques de diametre strictement inférieur a ¢4, c’est-a-dire des suites
(Ap)pen d’éléments de A, U {0} telles que I C [J, A,. Notons alors

MI(F) = inf Zg |Ap])- (3.4)

()‘p peNeRc g (F

De la sorte, on définit sur 'espace R? une mesure extérieure MJ_ qui présente certains
liens avec la mesure de Hausdorff HY, ¢f. [137, th. 4, th. 49]. En particulier, si la mesure
extérieure MY, attribue une masse non nulle & un certain sous-ensemble de R?, ce sous-
ensemble est de g-mesure de Hausdorff non nulle. Les mesures MY permettent de définir
les classes d’ensembles a grande intersection comme suit.

Définition (ensemble a grande intersection)

Soient g une jauge appartenant a D4 et V un ouvert non vide de R%. La classe G9(V)
des ensembles de R? & grande intersection dans 'ouvert V' relativement & la jauge g
est la collection des sous-ensembles F' de R? qui sont des G4 (i.e. des intersections
dénombrables d’ouverts) et qui vérifient M7 (F NU) = MY (U) pour toute jauge g
de D, telle que g < g et tout ouvert U de R? inclus dans V.

Remarques : ® La proposition [3.7, énoncée et prouvée dans la section [V] indique que la
classe GI(V), pour g € Dy et V C R? ouvert et non vide, ne dépend ni du choix de la
norme dont est muni R? ni du choix de I’entier ¢, bien que ceux-ci aient une influence sur
la construction des mesures extérieures MY_.

e Y. Bugeaud [38] a généralisé les classes de K. Falconer comme suit. Pour toute jauge g,
il introduit la classe G9(IR?) constituée des parties F' de R? qui sont des G et qui vérifient

(ﬂn )—m (3.5)

pour toute suite (f,)nen de similitudes de R? et toute jauge § < g. La stabilité des
classes G9(R?) par intersection dénombrable et par les transformations bilipschitziennes
n’est cependant prouvée dans [38] que pour des jauges g tres particulieres. En effet, les
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jauges considérées par Y. Bugeaud sont strictement croissantes et concaves au voisinage
de l'origine. De surcroit, la preuve de l'implication (b) = (¢) du théoreme 6 de [3§], qui
est modelée sur celle du théoreme B de [63], n’est valide que pour des fonctions de jauge
vérifiant une propriété d’échelle semblable a celle donnée par 1’assertion figurant
dans le chapitre [4]

La plupart des points du théoreme C de [63] concernant les classes de K. Falconer
s’étend immédiatement aux classes GI(V) pour g € Dq et V C R? ouvert et non vide,
comme l'indique la proposition suivante.

Proposition 3.1

Soient ¢ une jauge appartenant & ®4 et V un ouvert non vide de R? On dispose
alors des propriétés suivantes :

(i). Décroissance par rapport a la jauge : pour toutes jauges g et g de D4 vérifiant
g=<g,onaGyV)DGYV).

(ii). Décroissance par rapport a l’ouvert : pour tous ouverts non vides V; et V5 de
R? vérifiant V; C Vs, on a GI(V;) D GI(V%).

(iii). Continuité par rapport a la jauge : la classe GI(V') est l'intersection des classes
GI(V) sur les jauges g € D, vérifiant § < g.

(iv). Continuité par rapport a l'ouvert : la classe GI(V') est U'intersection des classes
G9(U) sur les ouverts non vides U inclus dans V.

(v). Stabilité par extension : tout G5 de R? qui contient un ensemble de la classe
GY9(V') appartient aussi a GI(V).

(vi). Stabilité par restriction : pour tout ensemble F' de GI(V') et tout ouvert non
vide U inclus dans V', 'ensemble F' N U appartient a GI(U).

De plus, les classes G9(V), pour g € Dg et V C R? ouvert et non vide, jouissent de
propriétés de stabilité similaires a celles vérifiées par les classes d’ensembles a grande
intersection de K. Falconer, cf. [63, th. A]. Plus précisément, la section [V] propose d’établir
le résultat suivant.

Théoréeme 3.1
Soient ¢ une jauge appartenant a D4 et V un ouvert non vide de R?. Alors :

(). La classe G9(V') est stable par intersection dénombrable.

(ii). Pour toute application bilipschitzienne f : V — R? et tout ensemble F' de
GY(f(V)), Pensemble f~!(F) appartient & GI(V).

(iii). Tout ensemble F' € GY9(V) est de g-mesure de Hausdorff infinie, pour toute
jauge g € D4 qui vérifie g < g. En particulier, la dimension de Hausdorff de F'

est supérieure a
sq =sup{s € ]0,d[|1d° < g}

en convenant que le supremum de ’ensemble vide est nul.

Remarque : Soit F un élément de la classe GI(R?), pour une jauge g de ®,4. En combinant
les trois points du théoreme , on observe que I’égalité est vraie pour toute suite
(fn)nen de similitudes de R? et toute jauge g de D, vérifiant g < g. En particulier, I'in-
égalité tient pour s = s,. Ainsi, G(R?) s’inclut dans la classe G9(R?) de Y. Bugeaud
et s’inclut strictement dans la classe G (R?) de K. Falconer, si s, est non nul.
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Citons une conséquence importante du théoreme [3.1} Prenons une jauge g de D4 et
un ouvert non vide V de RY. Pour toute suite (F,),ey d’ensembles de la classe G9(V),

Vge®D, G<g =— 'H9<an>:oo.

n=0

En particulier, le réel s, minore la dimension de Hausdorff de I'intersection sur n des
ensembles F,,. En outre, des lors quun de ces ensembles est de dimension inférieure a s,
la dimension de I'intersection est égale a s,.

Notons que les classes G9(V') d’ensembles a grande intersection ne sont définies que
pour des jauges g appartenant a ®,. Par conséquent, lorsqu’on étudie les propriétés de
grande intersection d’une partie de R?, on doit considérer des jauges figurant dans .
Cependant, les mesures de Hausdorff sont définies pour toutes les fonctions de jauge ¢
appartenant a @, de sorte que pour décrire completement les propriétés de taille d'une
partie de R?, il convient a priori de considérer toutes les jauges de ®. Le résultat suivant
indique qu’il suffit en général de ne s’intéresser qu’aux jauges appartenant a 4. Rappelons
que, pour toute jauge g € D, la fonction g4 est donnée par (3.3) et observons que g4 se
prolonge par continuité en 0 en posant g4;(0) = 0. De surcroit, g4 coincide avec g au
voisinage de l'origine si g appartient a 2.

Proposition 3.2
Pour toute fonction de jauge g appartenant a ®, la fonction g4 est nulle sur un
voisinage de 0 ou bien appartient a ©,4. De plus, il existe un réel k > 1 tel que pour
toute jauge g € D et toute partie F de R?,

HI(F) < HO(F) < kHo%(F).

Cette proposition est prouvée dans la section [V] Par ailleurs, observons que pour toute
jauge g de @, si g(r)/r? tend vers I'infini quand 7 tend vers 0, la g-mesure de Hausdorff
de tout ouvert non vide de R? est infinie. Dans le cas contraire, on a gq(r) = O(r¢) quand
r tend vers 0, si bien que la mesure H% est finie sur les compacts de RY. D’apres la
proposition la mesure HY vérifie la méme propriété. Comme il s’agit d’'une mesure
borélienne invariante par translation, elle coincide alors a une constante multiplicative
pres avec la mesure de Lebesgue sur la tribu borélienne de R¢.

IIT Ubiquité homogene

Considérons un ensemble infini dénombrable I. On note S;(I) l'ensemble des familles
(w5,7:)icr d’éléments de RYx]0, oo telles que

1
supr; < 00 et Vm € N* #{ie]‘||xi||<metri>—}<oo.
iel m

Cette derniere condition équivaut au fait que, pour tout ensemble borné £ C R? et tout
réel € > 0, il n’y a qu'un nombre fini d’indices ¢ € [ vérifiant x; € E et r; > . Dans ce cas,

s’il y a une infinité d’indices ¢ € I vérifiant x; € F, la famille des réels r; correspondants
a ces indices admet 0 pour seul point d’accumulation.
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Soient (;,7;)icr € Sa(I) et ¢ : [0,00] — R une fonction positive et croissante. Nous
proposons d’étudier les propriétés de grande intersection de 1’ensemble

F,= {2z € R| ||z — 2;]| < ¢(r;) pour une infinité de i € I} (3.6)

D’une part, en vertu des hypotheses faites sur les familles de S4(7), cet ensemble ne dépend
de la fonction ¢ qu’au travers de son comportement local en 0. En effet, si ¢ : [0, 00] — R
est une fonction positive et croissante qui coincide avec  au voisinage de l'origine, on a
Fz = F,. D’autre part, 'ensemble F, est un G puisqu’il s’écrit, pour toute énumération
(in)nen de 'ensemble I,

F,= (N U B (zi,.¢(r:,))
n=0n'=n

en convenant que la boule ouverte B(z,r) de centre x € R? est vide si son rayon 7 est
nul. Le théoreme [3.2] énoncé ci-apres affirme que, sous certaines hypotheses concernant la
forme de la fonction ¢, I'ensemble F, est un ensemble a grande intersection a condition
que la famille (z;,7;);e; forme ce qu’on appelle un systeme d’ubiquité homogene.

Définition (systéme d’ubiquité homogene)

Soient I un ensemble infini dénombrable et V un ouvert non vide de R%. On dit
qu'une famille (x;,7;);er € Sq(I) est un systeme d’ubiquité homogene dans 'ouvert
V' si Pensemble Fiq défini par (3.6) pour ¢ = Id est de mesure de Lebesgue pleine
dans V, i.e. si L4V \Fq) = 0.
Remarques :  D’apres la proposition établie dans la section [VI| si (z;,7:)ier € Sa(I)
est un systeme d’ubiquité homogene dans V', il en va de méme pour (x;, £7;)ier, quel que
soit le réel k > 0. Par conséquent, le fait qu'une famille (x;,7;);e; € Sq(I) soit un systeme
d’ubiquité homogene dans V ne dépend pas du choix de la norme dont est muni R,
e Si (x;,7;)icr € Sq(I) est un systeme d’ubiquité homogene dans V' et si U est un ouvert
non vide inclus dans V', alors (z;, ;)i est un systeme d’ubiquité homogene dans U.
e Soient (z;,7;)ier € Sq(I) un systéme d’ubiquité homogene dans V' et 7 un réel strictement
positif. Notons I, v I'ensemble des i € I tels que xz; € V et r; < n. Alors, cet ensemble
I, v est infini dénombrable et la famille (%‘ﬂ"i)iel,,,v € Sy(I,,v) est encore un systeme
d’ubiquité homogene dans V.

Citons quelques exemples. Pour ¢ > 2 fixé, la famille (k¢™7, ¢ )(j.k)enxzd constitue un
systéme d’ubiquité homogene dans RY. En effet, pour tout j € N, I'union sur k € Z¢ des
boules ouvertes Bo,(kc™7,c¢™7) (pour la norme supremum) recouvre tout R¢.

Les premiers liens avec I’approximation diophantienne peuvent se deviner en rappelant
qu’en vertu du célebre théoreme de Dirichlet, tout réel x vérifie 'inéquation

pour une infinité de couples (p, q) € Z x N*. Ajoutons que si z est irrationnel, ce résultat
reste vrai méme si on impose aux entiers p et ¢ d’étre premiers entre eux, cf. [82]. Le
théoreme de Dirichlet se généralise a 'approximation simultanée, cf. [81, th. 200]. Ainsi,
pour tout point x € R?, il existe une infinité de couples (p, q) € Z? x N* tels que

P 1
r = EH < git+1/d
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ol || - ||le est la norme supremum. Il en ressort que la famille (p/q, ¢~ '~/%)

un systéme d’ubiquité homogene dans R

La notion de systeme d’ubiquité homogene étend celle de systeme régulier, plus ré-
pandue dans la théorie de ’approximation diophantienne. Les systéemes réguliers de réels
ont été introduits par A. Baker et W. Schmidt [7]. Nous adoptons ici la définition plus
générale proposée par V. Beresnevich [16]. Soit V' le produit cartésien de d intervalles
ouverts non vides de R. Soient A une partie infinie dénombrable de V et N : A — |0, oo
une fonction dite de hauteur. On dit que (A, N) est un systeme régulier dans V' sil existe
k > 0 tel que, pour tout cube ouvert 5§ C V,

#Apt > K| 8|7t
3tg>0 Vt>t5 EIAWCAOH V(IEAB,t N(a)gt
Va,a' € Agy a#d = |la—d| > 1/t

(p,q) €24 x N* est

Cette condition indique essentiellement que tout cube ouvert (3 inclus dans V' contient, a
une constante multiplicative pres, au moins |3|9¢ points de A de hauteur inférieure a ¢ et
dont les distances mutuelles sont supérieures a 1/t. En outre, un systeme régulier (A, N)
est dit optimal si, pour tout cube ouvert § C V/,

>0 Vi>tg  #{ac€ ANB|N(a) <t} < Kyt

c’est-a-dire s’il n’y a pas, & une constante multiplicative pres, plus de ¢ points de hauteur
inférieure a ¢ qui figurent dans A et # simultanément. On peut par exemple montrer que les
nombres rationnels p/q, avec p € Z et ¢ € N*, associés a la fonction N(p/q) = ¢*, forment
un systeme régulier optimal. Plus généralement, les points a coordonnées rationnelles,
les nombres réels algébriques de degré borné, ainsi que les entiers algébriques de degré
borné, associés a des fonctions de hauteur convenables, constituent des systemes réguliers
optimaux, cf. [15], 135, 34], 37]. Nous renvoyons a [18] pour d’autres exemples de systemes
réguliers et de systemes réguliers optimaux. Considérons maintenant un systeme régulier
optimal (A, N) dans l'ouvert V. Les résultats de [16] permettent alors d’affirmer que,
pour toute fonction décroissante ¢ : ]0,00[ — ]0,00] de limite nulle & 'infini et pour
laquelle la série > 1)(n)n®! diverge, la famille (a,1)(N(a)))seca est un systeme d’ubiquité
homogene dans V.

Apres ces quelques exemples, énoncons le résultat principal de cette section. A cet
effet, rappelons quune jauge g de ®, est continue et croissante sur 'intervalle [0, ],
strictement positive sur ]0,e,] et nulle en 0. La pseudo-réciproque de sa racine d-ieme,
notée (g*/4)1, est définie par

vre0.g" e, T) (g TN = inf {p € [0,,[ | ¢ (p) = 7}

ou g/de,”) = sup[oﬁg[gl/d > 0. La fonction (g'/9)~! est alors positive et croissante
sur Dintervalle [0, g*/4(,7)[. Notons [(g'/?)~!] Pensemble des fonctions ¢ : [0,00] — R
positives et croissantes qui coincident avec elle au voisinage de 1'origine. Le théoreme
suivant concerne les propriétés de grande intersection de I’ensemble Fi, défini par ,
lorsque ¢ € [(g*/4)~1].

Théoréme 3.2
Soient I un ensemble infini dénombrable d’indices et V un ouvert non vide de R?.
Soit (x;,7;)ier € Sq(I) un systeme d’ubiquité homogene dans V. Alors,

VgeDy Vo e(gV)  F,eGYV).
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Nous renvoyons a la section [VI| pour une preuve de ce résultat. L’idée a retenir est que le
théoreme permet de transférer un résultat de recouvrement au sens de la mesure de
Lebesgue concernant des boules B(z;, ;) en une propriété de grande intersection concer-
nant les boules B(x;, p(r;)) et que cette propriété est optimale au sens que la jauge g
est en pratique la meilleure possible. De ce point de vue, le théoreme s’apparente au
principe de transfert de masse, établi par V. Beresnevich et S. Velani [20], qui traite de
la g-mesure de Hausdorff de Fi, lorsque Fiq est de mesure pleine dans R?. Cependant,
aucun de ces deux résultats n’implique I'autre. En effet, le résultat de V. Beresnevich et
S. Velani ne traite pas des propriétés de grande intersection des ensembles considérés. En
revanche, il fournit la valeur de la g-mesure de Hausdorff de F,,, alors que notre résultat
permet seulement de déterminer la valeur de la g-mesure de Hausdorff de cet ensemble
pour g < g. Cependant, dans les applications a 'approximation diophantienne, le théo-
reme permet de prouver les mémes résultats que le principe de transfert de masse et
décrit en outre les propriétés de grande intersection des ensembles étudiés.

Le théoreme permet de retrouver la proposition 5.4 de [6]. En effet, soit (x,,)nen
une suite de points du cube [0, 1[¢ et (r,)nen une suite de réels strictement positifs qui
converge vers 0. Observons que la famille (k + 2y, 75)( p)enxze appartient a Sy(N x 7%)
et que c¢’est un systéme d’ubiquité homogene dans R? deés que la mesure de Lebesgue de
lim sup,, B(z,,r,) vaut 1. Supposons que cette derniére condition est vérifiée et prenons
un réel ¢ > 1. La fonction Id¥* est alors une jauge de D, et le théoréme assure que
I’ensemble

lim sup U B(k + zp, ")

T kezd

appartient & la classe GM*(R?), donc & la classe G%!(R?) de K. Falconer. En dimension
d =1, cela conduit a la proposition 5.4 de [6], utilisée par J.-M. Aubry et S. Jaffard dans
le but de déterminer la loi du spectre de singularités d’un modele particulier de séries
aléatoires d’ondelettes. Ajoutons que les chapitres [5] et [7] font appel au théoreme afin
de déterminer les propriétés de taille et de grande intersection des ensembles portant les
singularités holdériennes de certains processus stochastiques.

IV Applications a approximation diophantienne

Cette section fournit quelques applications du théoreme [3.2| a I'approximation diophan-
tienne. La démarche générale est alors la suivante. Etant donnée une suite décroissante ¥
de réels strictement positifs qui converge vers 0, nous décrivons de maniere précise la taille
de I’ensemble des points de R? qui sont -approchables par les éléments d'une famille fixée
au préalable (rationnels, réels algébriques, etc.) en montrant que pour toute fonction de
jauge g € ®, seules deux situations sont possibles : cet ensemble est soit de g-mesure
de Haudorff nulle, soit de g-mesure maximale dans tout ouvert. De plus, nous donnons
un critere sur g pour déterminer laquelle des deux situations se présente. Nous décrivons
aussi les propriétés de grande intersection de cet ensemble en fournissant, pour tout ou-
vert non vide V, un criteére sur la jauge g € ®, pour qu’il appartienne a la classe GI(V).
Cela conduit en particulier a des résultats nouveaux concernant 1’ensemble des nombres
de Liouville. Nous étudions aussi le probleme de I'approximation de 0 par les valeurs en
un point donné des polynomes a coefficients entiers de degré borné. Nous en déduisons
des résultats concernant les classifications de Mahler et Koksma des réels transcendants.
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IV.1 Approximation diophantienne simultanée homogene

Dans ce qui suit, la distance d’un point y de I'espace R? au réseau Z¢, notée |y|zq, est
définie par
= min ||y — k||.
[Ylze = min [y — k|

Considérons un entier ¢y € N* et notons N, = {go.q0 + 1,...} 'ensemble des entiers
supérieurs a go. Désignons aussi par W,, 'ensemble des suites décroissantes 1) = (1(q))qen,,
de réels strictement positifs qui converge vers 0 et fixons ¢ € ¥,,. Un point z € R? est
dit y-approchable par des rationnels si I'inéquation

lqz|ze < qb(q)

admet une infinité de solutions ¢ € Ny,. L’ensemble de ces points, que nous notons K 4,
a été étudié pour la premiere fois par Khintchine [105]. Il est de la forme (3.6) car

Kd,w = {.’L’ € Rd

T — SH < v(q) pour une infinité de (p,q) € Z¢ x NQO} :

Un cas particulier important s’obtient en prenant ¥ (q) = ¢~7 pour 7 > 0 et ¢ € N*,
On pose alors J;, = Kg,. Un point qui appartient a ce dernier ensemble est dit 7-
approchable par des rationnels. Une conséquence élémentaire du théoreme de Dirichlet
réside dans le fait que J;, = R?, des lors que 7 est inférieur & 1+ 1/d. En outre Jarnik a
établi dans [I00] que, pour tout réel 7 > 1+ 1/d, la dimension de Hausdorff de 1’ensemble
Jar vaut (d +1)/7. Dans le cas de la dimension d = 1, ce résultat figure aussi [99] et été
obtenu indépendamment par Besicovitch [29]. Le théoreme nous permet de fournir le
résultat complémentaire suivant.

Proposition 3.3

Pour tout réel 7 > 1+ 1/d, 'ensemble J;, des points de R? qui sont T-approchables

dt1
par des rationnels appartient & la classe G4 7 (R9).

// En vertu du théoreme de Dirichlet, pour tout point € R?, il existe une
infinité de couples (p, q) € Z? x N* tels que ||z —p/q|loc < ¢~*~'/%. La famille
(p/q, a7 %) g)ezaxn- est donc un systéme d’ubiquité homogene dans R?.

De plus, la fonction r — 14 est une jauge de ®, et sa racine d-ieme admet
dr
pour réciproque la fonction Ide+T. Le théoreme conduit au résultat. //

Remarque : L’ordre exact (ou exposant d’irrationalité) 7(z) d'un point z € R est défini
comme le supremum de l'ensemble des réels 7 > 0 vérifiant « € J,,. Pour 7 > 1+1/d, on
peut alors s’intéresser a 1’ensemble de des points z de R? dont l'ordre exact 7(x) est égal
a 7. La proposition permet de prouver que la dimension de jd’T est égale a (d+1)/7.
En dimension d = 1, on retrouve ainsi le théoreme de Giiting [79)].

On peut améliorer la proposition et I’étendre au cas général de ’ensemble des
points -approchables par des rationnels en s’intéressant a d’autres systemes d’ubiquité
homogene. Pour ce faire, rappelons le théoreme de Khintchine [105]. L’énoncé que nous
donnons ci-apres a été obtenu par V. Beresnevich, D. Dickinson et S. Velani [19]. Les
hypotheses y sont plus faibles que dans 1’énoncé de Khintchine.
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Théoréme 3.3 (Khintchine)
Soient gy € N* et ¢ € W,. Alors, I’ensemble Ky, est de mesure de Lebesgue pleine
(resp. nulle) dans R si 3 1(q)%q" = oo (resp. < o0).

Le théoreme de Khintchine garantit que la famille (p/q,(q)); ezixn,, €st un systéme

p.q)
d’ubiquité homogene dans R? des que la série > . ¥(q)4q? diverge. A titre d’exemple, la
divergence de la série 3 1/(qloggq) montre que (p/q,q *(qlog q)_l/d)( czdxn, €st un
systéme d’'ubiquité homogene dans R

A Dinverse, lorsque la série > . ¥(q)“q* converge, la mesure de Lebesgue de ’ensemble
K g est nulle. Afin de rendre compte de la taille de cet ensemble, on peut faire appel aux
mesures de Hausdorff. C’est 'objet du résultat suivant établi par Jarnik [100] et dont les

hypotheses ont été affaiblies par V. Beresnevich, D. Dickinson et S. Velani [19].
Théoréme 3.4 (Jarnik)

Soient ¢o € N* et ¢ € W, . Alors, pour toute fonction de jauge g € D, véri-
fiant g < Id% l'ensemble K, est de g-mesure de Hausdorff infinie (resp. nulle)

si 2, 9(1(q))q? = oo (resp. < 00).
Le théoréme [3.2] permet de décrire completement les propriétés de taille et de grande
intersection de I'ensemble K, ,. C’est I'objet du résultat suivant, qui peut se voir comme

une généralisation des théoremes de Khintchine et Jarnik d’une part et de la proposi-
tion d’autre part. Rappelons que la fonction de jauge g4 associée a une fonction de

jauge g de ® est définie par (3.3).

Théoreme 3.5
Soient gy € N* et ¢ € U, . Soient g une jauge de D et V un ouvert de R?.

(i). Ona HY(Kgy NV) =HI(V) (resp. =0) si ), 94(1(q))q? = oo (resp. < 00).
(ii). Pourg € Dget V #0,ona K4y € G/(V) si et seulement si Y-, g(1(q))q* = oo.

p,q)

dqd

// Supposons que la série Zq 9a(1(q))q? converge et montrons que la g-
mesure de Kz, NV est nulle. L’ensemble K, sécrit Z¢ + [?d,w, avec

[?d,y) = lim sup U B (B,w(q)) :

e pe{0,...,q—1}4 q

Soit € € ]0,¢,,[. Il existe un entier ¢; > gy vérifiant ¢(q;) < /2. Pour tout

¢ € N,,, Uensemble K, est recouvert par 'union sur g € N,, de ¢¢ boules
de diametre 2¢(q) < ¢, donc

HI (Kay) < ) 9a(20(0)g" <27 galvb(q))g”.

q4=q2 q=q2

La derniere inégalité provient de la décroissance de r — gq(r)/r? sur ]0, g].
En faisant tendre g, vers I'infini puis € vers 0, on observe que la g4-mesure
de K4, est nulle. La propositionh permet de conclure.

Supposons que g appartient a ®g4, que V est non vide et que la série
> g(1(q))q? converge. Pour montrer que K, n’appartient pas a GI(V),
commencons par établir le résultat annexe suivant.
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Lemme
I existe une fonction de jauge g € ®, vérifiant g < g pour laquelle la

série ), (¥(q))q? converge.

/// Comme limg+ g =0et >, g(1(q))q* < o0, il existe une suite strictement
décroissante (r,,)nen+ de réels de l'intervalle |0, ¢,[ telle que

“1/n 1
9(rn) < g(rn-1)e Y et Z g(¢(q))qd < T\
(n+1)
qENqO
P(@)<rp_1

pour tout n € Ny. Observons que la suite (7,),en+ converge nécessairement
vers 0 car g(r,) tend vers 0 quand n tend vers l'infini et car g est non nulle
et continue sur |0, ,[. Pour tous n € Ny et r € |r,,,7,_1], posons

() =n log g(rn-1) —logg(r)
log g(rn-1) —log g(rn)
La fonction £ est décroissante et continue sur ]0,7], elle tend vers 'infini
en 0 et elle vérifie {(r) € [n,n + 1] pour r € |r,,r,—1] et n € Ny. Notons
g(r) = g(r)&(r) pour tout r € ]0,71]. Pourn € Ny et r, <r <71' <r,_1, la
différence g(r’) — g(r) est nulle si g(r') = g(r). Sinon, elle vaut

g(r)§(r) = g(r)§(r) = (€(r') = &(r))g(r) + £(r) (g ( ’) —g(r))

1og 1
> (g(r') —g(r)n [ 1- ()g“‘) -] >0
27 —1 nlogZp=)

Par conséquent, la fonction g croit sur Uintervalle |r,,, r,_1]. Comme elle est
continue sur ]0,r;], elle y est croissante. Par ailleurs,

> (w(a)q —Z > gW(@)EW(a))g”

q€Ngq q€Nq
P(q)<ry rn<w(Q)<Tn 1
oo o0 1
<> (41 D g@(e)g’ < Zm <00
n=2 q€Nqq n=2
P(q)<rp_1

En particulier, g(¢(q)) tend vers 0 quand ¢ tend vers U'infini. Il en ressort
que g tend vers 0 en 0. De surcroit, la fonction §/g = £ décroit au voisinage
de T'origine et tend vers I'infini en 0. Finalement g appartient a 24, vérifie

g < g et fait converger la série Z (v ///

Le raisonnement précédent implique que la g-mesure de Ky, NV est nulle.
L’ensemble K, ne peut donc appartenir a G9(V'), d’apres le théoreme .

Supposons a l'inverse que la série g(¥(q))q? diverge et montrons que
K4, appartient a G9(V'). Notons ¢ : [0,00] — R une fonction croissante
qui coincide avec g au voisinage de 0. Comme la suite ¢ converge vers 0, la
série > g(¥(q))g ¢ diverge. De plus, la suite (3"/4(1(q)))qen,, appartient &
¥, Le théoréme de Khintchine assure alors que (p/q, g*/ d(¢(@)))(p,q)ezdeqo
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est un systéme d’ubiquité homogene dans R?. Le théoreme permet d’en
déduire que, pour une fonction ¢ quelconque dans [(§*/¢)~!], I'ensemble
des points x € R? vérifiant ||z — p/q|| < ¢(3/%(«(g))) pour une infinité de
(p,q) € Z*xN,, appartient a la classe GI(R?), c’est-a-dire & la classe GI(R?).
Cependant, cet ensemble est inclus dans Ky, du fait que p(g"/%(r)) < r
pour tout réel positif r assez petit. On conclut grace a la proposition [3.1]

Supposons que la jauge g de D fait diverger la série ), 9a(¥(q))¢?. La
fonction g4 ne peut donc pas étre nulle au voisinage de 0, si bien qu’elle ap-
partient a 4 en vertu de la proposition Si g4 < Id%, 1a preuve nécessite
le résultat annexe suivant.

Lemme
Il existe une fonction de jauge g € D4 vérifiant gq < g pour laquelle la

série Y g(¥(q))q” diverge.

/// Notons r; = g4,/2, ainsi que 0(r) = gq(r)/r? pour tout r € ]0,7;]. La
fonction # décroit sur I'intervalle ]0, 7] et tend vers Uinfini en 0 car gg < Id“.
Pour tout entier n > 2, observons qu’il existe un réel r,, € |0,7,_1[ tel que

0(rn) > 0(ry1)e" et Z 9a((q))g* > 1

4€Ngq
< (g)<rp_1

car respectivement 6 tend vers I'infini en 0 et la série 3 9a(¥(q))q? diverge.
La suite (7,,)nen+ décrolt strictement et converge vers 0 car 6(r,,) tend vers
l'infini quand n tend vers 'infini et car 6 est continue sur ]0,7]. Pour tout
entier n > 2 et tout réel r € |r,,r,_1], posons ensuite

B log 0(r) —log 0(r, 1)
§(r) =mn log O(r,) —log O(rp_1)’

On obtient ainsi une fonction & décroissante, continue et strictement positive
sur ]0, 7] qui tend vers l'infini en 0 et vérifie £(r) < n+1 pour r € |ry, 7,,—1].
Notons g(r) = ga(r)/&(r) pour tout réel r € ]0, 7] et vérifions que g convient.
Tout d’abord, en la prolongeant naturellement & Porigine, g est croissante
et continue sur lintervalle [0,74], ainsi que nulle en 0. De surcroit, pour
n>2etr, <r <71 <r,_ ladifférence g(r)/r¢ — g(r')/r'® est nulle si
(r') = 6(r) et, dans le cas contraire, elle vaut B

O(r) _ 007) _ (0(r) = 00")E0) + () (E(r) — £(r))

&r) €0y §(r)&(r)
o) -6y (. loggmy 1
= e " (1 g% — 1 nlog gl o

Ainsi, la fonction 7 — g(r)/r? est continue en 7, et décroit sur l'intervalle
|70, Tn_1] pour tout entier n > 2, si bien qu’elle décroit au voisinage de 'ori-
gine. Il s’ensuit que g € ®,4. Par ailleurs, g4/¢g coincide avec £ au voisinage
de 0, donc décroit au voisinage de 0 et admet U'infini pour limite en ce point,



44 CHAPITRE 3. GRANDE INTERSECTION ET UBIQUITE HOMOGENE

si bien que g4 < g. Enfin,

B 9a(¢(q))q”
2 9@’ Z 2 £((q))

q€Ng, 9€Nqq
¥(g)<rq Tn<’¢’( )Srp—1
e 00
1
=D 01 X
n
n=2 + 9€Ngq n=

rn<Y(q)<r,_1

Ainsi, on a bien construit une jauge g € Dy qui vérifie la relation g4 < g et
qui fait diverger la série Z g(¥ ///

Le raisonnement précédent garantit que, si 'ouvert V' est non vide, I'en-
semble K, appartient a la classe GZ(V'). Le théoreme et la proposi-
tion conduisent alors & HY(Kyy, NV) = 0o = HI(V). Si gq 4 1d%, la
mesure HY coincide a une constante multiplicative pres avec la mesure de
Lebesgue £2 sur la tribu borélienne de RY et la série . V(q)%q? diverge. Le
résultat découle alors du théoreme de Khintchine. //

Le théoreme que nous venons d’établir permet d’étudier les propriétés de taille et
de grande intersection de 1’ensemble

Ly = {x c RN\Q? | Vn € N* 3(p,q) € Z% x N,

On reconnait en Ly I’ensemble des nombres de Liouville. L. Olsen a prouvé dans [I31] que
HI(Ly) = 0, pour toute jauge g € ©; vérifiant ¢g;(r) = o(r®) pour un certain réel s > 0,
et que HI(L; N'V) = oo pour tout ouvert non vide V' de R dans le cas contraire puis a
étendu ce résultat a toutes les jauges g de © dans [132], en collaboration avec D. Renfro.
La proposition suivante indique que ce critere reste vrai en dimension d quelconque et
décrit de surcroit les propriétés de grande intersection de ’ensemble L.

Proposition 3.4

Soit ¢ une jauge de ® et V un ouvert non vide de R
(i). Ona HI(LgaNV) =0si g4(r) = o(r®) pour un s > 0 et H(LyNV) = oo sinon.
(ii). Pour g € D4, on a Ly € GI(V) si et seulement si g(r) # o(r®) pour tout s > 0.

// Supposons avoir gq(r) = o(r®) pour un certain réel s > 0 et montrons
que la g-mesure de LNV est nulle. On peut considérer que s est strictement
inférieur a d. Observons que

= (RNQY) N (1) Ja.r- (3.7)

>0

Il en résulte que Lq C Jy2(a+1)/s- Cependant, ce dernier ensemble est de
mesure s-dimensionnelle nulle, d’apres le théoreme de Jarnik, si bien que
H9(Lg) = 0. La proposition m permet de conclure.

Supposons en outre que g appartient a ®4. La fonction g : r — /g
est une jauge de D, qui vérifie § < g et g(r) = o(r*/?). Le ralsonnement
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précédent assure que Ly NV est de g-mesure nulle. ’ensemble L; ne peut
donc appartenir & G9(V'), d’apres le théoreme

Supposons a l'inverse que g(r) # o(r®) pour tout réel s > 0 et montrons
que Ly appartient a GY(V). Fixons un réel 7 > 0 et supposons que la
série ), 9(qg7")q? converge. Il en résulte que la fonction u +— g(u=")u? est
intégrable au voisinage de I'infini. De plus, pour r assez petit, on a

1
> . AT L g(r)
/ 1 g(u M uldu > / 1 g(u M uddu > e sy

roT

orl/T opl/T

Il s’ensuit que g(r) = o(r@V/7)  ce qui offre une contradiction. On en dé-
duit que la série ), g(q")q? diverge. Le théoréme assure que I’ensemble
Ji, appartient a la classe G(R?). De plus, R\Q? est un G5 de mesure de
Lebesgue pleine, donc appartient a cette méme classe, d’apres la proposi-
tion . Comme l'intersection décroissante figurant dans peut se voir
comme une intersection dénombrable, 'ensemble Ly appartient & G9(R?) en
vertu du théoreme [3.1] La proposition permet de conclure.

Supposons maintenant que la jauge g de © vérifie g4(r) # o(r®) pour
tout s > 0. Il s’agit de montrer que H9(Ls N V) = co. Comme la fonction
gq ne peut étre nulle au voisinage de 0, elle appartient a D4 en vertu de la
proposition . La fonction g : 7 — gq(r)/log(ga(r)/r?) est une jauge de
D, qui vérifie g4 < g et g(r) # o(r®) pour tout s > 0. En appliquant ce qui
précede a g plutot qu'a g, on a Ly € G4(V). Le theoreme 3.1 conduit alors
a H9(LyNV) = oo. On conclut grace a la proposition /

Prenons un ouvert non vide V' de R? et, pour tout n € N, considérons une application
bilipschitzienne f, : V — R? D’aprés la proposition , I’ensemble L, appartient a la
classe GY%( f,(V')) pour toute jauge g € ® vérifiant g4(r) # o(r®) pour tout réel s > 0. En
vertu du théoreme [3.1] on a

Ldf—Ldﬂﬂfn Ld Eng(V)

n=0

En outre, quitte a remplacer dans ce qui précede la jauge gq par une jauge g € Dy telle

que gq < g et g(r) # o(r®) pour tout réel s > 0, on obtient que I’ensemble Zd,f est un G
de g-mesure de Hausdorff infinie dans tout ouvert non vide U inclus dans V. Cela conduit
au résultat suivant.

Corollaire 3.1
Tout point zy € R? peut s’écrire d’une infinité non dénombrable de manieres diffé-
rentes comme la somme de deux points appartenant a L.

// Il suffit de prendre, dans ce qui précede, fo(z) = g — z et f,(z) = x
pour tous n € N* et z € R% //

Ce corollaire généralise un résultat classique d’Erdés [59], selon lequel tout réel peut
s’écrire comme la somme de deux nombres de Liouville.
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Par ailleurs, I’ensemble ’Lvdy ¢ est un G5 dense dans 'ouvert V. Cela est a comparer avec
le résultat suivant de W. Schwarz [143] : pour toute suite (f,,)nen de fonctions continues
et strictement monotones de ]0, 1] dans R, il existe un G dense dans ]0, 1[ qui est formé
de nombres de Liouville z pour lesquels f,,(z) est un nombre de Liouville quel que soit
n € N. Ajoutons que ce résultat a été étendu a une classe un peu plus large de fonctions
par K. Alniacik et E. Saias [2].

Les applications du théoreme sont nombreuses. A titre d’exemple, on peut montrer
que ’ensemble

sLg = {x € RN\Q? | Vn € N* I(p,q) € Z% x N,

T — ]—QH < e_"q} C Ly
q

appartient i la classe G%(R?) pour toute fonction de jauge g € D pour laquelle la série
>, 94(1/q)(log q)?/q diverge. De plus, dans ce cas, 'ensemble sLg est un G5 de g-mesure
de Hausdorff infinie dans tout ouvert non vide de R?. Dans le cas contraire, sLy est de
g-mesure nulle. En outre, les méthodes exposées précédemment permettent de montrer
que tout point de R? peut s’écrire comme la somme de deux points de sL;. Mentionnons
enfin que selon la terminologie de J. Sondow [145], un réel appartenant & sL; s’appelle un
super nombre de Liouville.

IV.2 Approximation diophantienne simultanée inhomogene

Fixons un entier ¢ € N*, une suite v € ¥, et un point b € R? Une généralisation
classique du probleme évoqué dans la partie précédente consiste a étudier les propriétés
de taille et de grande intersection de ’ensemble wa des points z de R? pour lesquels
I'inéquation

gz — blza < qib(q)
admet une infinité de solutions ¢ € Ny,. Pour b = 0, on retrouve 'ensemble K, des
points de R? qui sont -approchables par des rationnels. De surcroit, ’ensemble de’w est

de la forme ([3.6]) puisqu’il s’écrit

H b+ p
x_—

K3,¢ = {x e R4 < 1(q) pour une infinité de (p,q) € Z% x Nqo} :

L’analogue du théoreme de Khintchine a été démontré par W. Schmidt [141]. Les hypo-
theses du théoreme de Schmidt ont par la suite été affaiblies par V. Beresnevich, D. Dickin-
son et S. Velani [19]. On dispose alors du résultat suivant : K 3,¢ est de mesure de Lebesgue
pleine (resp. nulle) dans R?si 3 _1)(q)%q? = oo (resp. < 00). Ajoutons que J. Levesley [113]
a produit un analogue du théoreme de Jarnik-Besicovitch et que Y. Bugeaud [37] a fourni
un analogue du théoreme de Jarnik. En imitant la preuve du théoreme|3.5, on peut décrire
completement les propriétés de taille et de grande intersection de l’ensemble de’w. Cest
I’objet du théoreme qui suit.

Théoréme 3.6
Soient b € R?, gy € N* et 1) € ¥,,. Soient g une jauge de ® et V un ouvert de R%.

(i). Ona HI(Kf, NV)=HIV) (resp. = 0) si -, ga(1(q))q" = 0o (resp. < o0).
(ii). Pourg € Dget V # 0, ona K}, € GI(V)siet seulement si Y- g(1(q))q” = oo.
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// La preuve est presque identique a celle du théoreme Les modifica-
tions a apporter sont les suivantes. Afin d’établir que HY(K S’w NV) = 0 pour
toute jauge g € © pour laquelle la série zq 94((q))q? converge, il convient

d’observer que ’ensemble K 371& sécrit Z4 + K, fjjw, avec

~ . b+p
K}, = limsup U B (—,w(q)) .
470 pezd q

(b+p)/q€[0,1[¢

Pour établir que Kg’w appartient & G9(V) pour V #£ () et g € D, véri-
fiant - g(v(q))q? = oo, il convient d’utiliser le théoreme de Schmidt pour
montrer que la famille ((b+p)/q, gl/d<¢(q)))(p7q)edeNqo est un systeme d’ubi-
quité homogene dans R?, o1 g désigne une fonction croissante sur [0, oo[ qui
coincide avec g au voisinage de 0. //

Le théoreme [3.6| et la stabilité par intersection dénombrable des classes d’ensembles a
grande intersection permettent de montrer que

HY <v N ng;z,> =HI(V)

n=0

pour toute suite (b,),en de points de R? tout ouvert non vide V' de R? et toute fonction
de jauge g de © pour laquelle la série ), 9a(¥(q))q? diverge. En effet, la fonction gy
ne peut pas étre nulle au voisinage de 0, si bien qu’elle appartient a D4 en vertu de la
proposition . Si g4 < Id%, on peut construire une fonction de jauge g € D, vérifiant

ga < gety, g(¥(q))q" = oo. Les théorémes et w et la proposition assurent

que l'intersection sur n € N des ensembles K T;p figure dans la classe GZ(V'), puis que
HI(V N[, Kgfw) = 00 = HI(V). Si g4 # 1d%, la mesure HY coincide & une constante
multiplicative pres avec la mesure de Lebesgue £¢ sur la tribu borélienne de R? et la série
> ¥(q)%q? diverge. Le résultat découle alors du théoréme de Schmidt.

IV.3 Approximation diophantienne avec restrictions

G. Harman [82] a étudié I'ensemble des réels approchés a une certaine vitesse par des
rationnels dont le numérateur et le dénominateur sont astreints a figurer dans certains
ensembles intervenant en théorie des nombres. Intéressons-nous plus particulierement au
cas ou le numérateur et le dénominateur des rationnels considérés appartiennent a l’en-
semble P des nombres premiers (positifs). Soient gy un entier supérieur a 2 et ¢ une suite
de ¥ . Considérons 'ensemble II,; des réels positifs  pour lesquels I'inéquation

x—g‘ <(q)

admet une infinité de solutions (p,q) € P x (P NN, ). Cet ensemble est clairement de la
forme . En outre, G. Harman a établi dans [82] que II, est de mesure de Lebesgue
pleine (resp. nulle) dans 0, 00| si Y- 4(q)g/(log q)* = oo (resp. < 00). Ce résultat permet,
en reprenant les idées de la preuve du théoreme [3.5] de décrire complétement les propriétés
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de taille et de grande intersection de IL,. Rappelons que la fonction g; associée a une jauge
quelconque g de © est définie par (3.3)).

Théoreme 3.7
Soient ¢y € Ny et ¢ € W, . Soient g une jauge de ® et V' un ouvert de R.
(i). OnaHI(IL,NV) = HI(]0, 00[NV) (resp. = 0) si la série - g1(¢(q))q/(log )
diverge (resp. converge).
(ii). Pour ¢ € @y et V # (), Pensemble II,, appartient a la classe G9(V) si et
seulement si la série Y g(¥(q))q/(log ¢)* diverge et V' est inclus dans ]0, oo.

// Pour montrer que HY(I1,NV') = 0si la jauge g € © fait converger la série
> 1 (v(q))q/(log q)?, commencons par rappeler qu’en vertu du théoréme
des nombres premiers, m(x) = #{p € P|p < z} est équivalent a z/logx et
a Li(z) = f; dt/logt quand x tend vers U'infini. De plus, pour tout entier
naturel n non nul,

1, N[0,n — 1] C limsup U }g—w(q),g—%w(q)[.

q— 00
q€eP pEP
p<ng

Ainsi, pour tout réel € > 0 et tout nombre premier ¢; assez grand, ’ensemble
1, N[0, n — 1] est recouvert par I'union sur ¢ € PNN,, de 27(ng) intervalles
de longueur ¥ (q) < €, de sorte que

q
logq

HEMun[0n—-1) <2 Y 7(ng)g(w(@) <4n Y 91(4(9)

q€PNNg, q€PNNg,

Notons 77! : y — inf{z € [0,00[ | 7(z) > y} la pseudo-réciproque de la
fonction 7. Sachant que 7=!(7(q)) = ¢ pour tout nombre premier ¢ et que
Li~'(z/2) < 77'(z) < Li~(2x) pour tout réel x assez grand, il vient

HI (I, N [0,n—1]) < 4n Z gl(w(ﬂ_l(lﬂ)))%

k=m(q1)
< [ (e (1 (5) gy

k=m(q1) 2

> Y

La derniere inégalité provient du fait que Li~*(2z + 2) < kLi~*(2/2) pour
un certain réel k£ > 0 et tout réel z assez grand et du changement de variable
y = Li~'(z/2). Cependant, la fonction y — ¢1(¢(y))y/(logy)? est intégrable
au voisinage de l'infini. Par conséquent, le dernier majorant tend vers 0
quand ¢; tend vers I'infini. On obtient finalement H9(I1,NV’) = 0 en faisant
tendre e vers 0 puis n vers l'infini et en utilisant la proposition [3.2]
Supposons g € D et V # (. Si V ¢ ]0,00[, Pouvert VN] — o0, 0] est
non vide et vérifie I, N (VN] — 00,0[) = 0, si bien que I, ¢ G9(V). Si
la série 3 g(¥(q))q/(logq)* converge, il existe une jauge g € ©, vérifiant
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g < g et faisant converger la série Y g(1(¢))g/(logg)*. Le raisonnement
précédent assure alors que II, NV est de g-mesure de Hausdorff nulle. On
a par conséquent I, & G(V) en vertu du théoreme [3.1]

Pour établir que II,, appartient & G9(V') pour § # V C |0,00[ et g € D,
vérifiant qu(@/)(q))q/(log q)? = oo, désignons par g une fonction crois-
sante sur [0,00[ qui coincide avec g au voisinage de 0 et observons que
(p/q, gw(Q)))(p,q)er(Pquo) est un systeme d’ubiquité homogene dans |0, 00|
d’apres le théoreme 6.7 de [82]. Le théoreme permet d’en déduire que
[T, appartient a la classe G9(]0, oo[), donc & la classe G9(V).

Montrons enfin que H9(I1, NV') = H(]0, co[NV) pour tout ouvert V' de
R et toute jauge g € ® pour laquelle la série Zq 91(¥(q))q/(log q)? diverge.
Ce résultat est trivial si |0, 00[ NV est vide. Supposons le contraire et obser-
vons par ailleurs que g; € ©; d’apres la proposition [3.2 Si ¢g; < Id, il existe
une jauge g € D, vérifiant g1 < g et > g(¥(q))q/(log ¢)* = oo. Le raison-
nement précédent assure que I1, € GZ(]0,00[NV) et le théoreme [3.1| conduit
a Ho (II,NV) = oo = H9(]0, 00[NV'). La proposition [3.2| donne finalement
HI(IL,NV) = HI(]0, 00[NV). Ce résultat reste vrai si g; A Id. C’est en effet
une conséquence du théoreme 6.7 de [82] puisque la série > v(q)q/(log q)?
diverge et la mesure HY coincide a une constante multiplicative pres avec la
mesure de Lebesgue sur la tribu borélienne de R. //

Ce résultat permet de retrouver le théoreme 14 de [19] qui indique que, pour g € Dy, la
g-mesure de Hausdorff de IT,,N[0, 1] est infinie lorsque la série Y- g(1(q))q/(log q)* diverge
et lorsque g < Id. On observe par ailleurs qu’imposer aux entiers p et ¢ d’étre premiers
fait finalement apparaitre un facteur (logq)~2 dans la série dont il convient d’étudier la
convergence. La restriction sur p et ¢ ne transparait donc pas sur la dimension de Hausdorff
de I'ensemble des réels 1-approchables, mais intervient des qu’on s’intéresse a des jauges
plus précises que les jauges usuelles 1d*, ¢f. [82] th. 10.8].

En reprenant les idées de la preuve du théoréme [3.7] et en utilisant les résultats du
chapitre 6 de [82], on peut également décrire les propriétés de taille et de grande inter-
section des ensembles obtenus en imposant d’autres restrictions sur le numérateur et le
dénominateur des approximants. Par exemple, ’énoncé du théoreme [3.7| reste valide si on
remplace II, par ’ensemble des réels positifs 1-approchables par des rationnels dont le
numérateur et le dénominateur s’écrivent comme une somme de deux carrés d’entiers et
si on considere la série > g1(1(q))q/ log g. De méme, I'énoncé du théoreme (3.7 est encore
vrai si on remplace I, par I’ensemble des réels positifs ¢-approchables par des rationnels
dont le numérateur est un nombre premier et dont le dénominateur est une somme de
deux carrés (ou vice versa) et si on considere ) g1(¥(q))q/(log q)>?.

Une autre démarche consiste a imposer au numérateur et au dénominateur des ra-
tionnels intervenant dans l’approximation d’étre premiers entre eux. Plus précisément,
étant donnés un entier ¢y € N* et une suite (non nécessairement décroissante) de réels
strictement positifs ¢ = (¥(q))4en,, qui converge vers 0, on considere I'ensemble Sy, des
points z € R? pour lesquels il existe une infinité de couples (p,q) € Z? x N,, tels que
lx—p/q|l < ¥ (q) et tels que ¢ soit premier avec chacune des coordonnées de p. Pour toute
fonction de jauge g € ©, on prouve aisément en adaptant la preuve du théoreme que
Pensemble Sg, est de g-mesure de Hausdorff nulle si la série Y- ga(¥(q))¢(q)? converge,
ou ¢ désigne l'indicateur d’Euler. Sous cette condition de convergence, on montre de méme
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que, si g est une jauge de ® 4, 'ensemble S, ,, n’appartient a aucune classe G(V'), pour V'
ouvert non vide de R?. Pour traiter le cas de divergence en reprenant les méthodes de la
preuve du théoreme [3.5, il faudrait savoir que I’ensemble Sy, est de mesure de Lebesgue
pleine dans R? lorsque la série Y- 4(q)%p(q)? diverge. En dimension d = 1, ce résultat
a été conjecturé par Duffin et Schaeffer [57] et n’a pas encore été prouvé. En dimension
d > 2, ce résultat a été établi par A. Pollington et R. Vaughan [135]. En dimension d > 2,
on peut donc démontrer en adaptant la preuve du théoreme [3.5| que, pour toute fonction
de jauge g € D, I'ensemble S, est de g-mesure de Hausdorff maximale dans tout ouvert
V' de R? si la série 3 ga(¥(q))p(q)? diverge, ce qui complete un résultat de V. Beresne-
vich et S. Velani [20]. Si V' est non vide et g appartient a ®,4, on peut en outre établir que
I'ensemble S, appartient a la classe GY(V') sous la méme condition de divergence.

_ Ajoutons qu’en dimension d > 2, on peut appliquer la méthode précédente a I'ensemble
Sa,y des points x € R? pour lesquels il existe une infinité de couples (p,q) € Z¢ x N, tels
que ||z — p/ql| < ¥(q) et tels que ¢ et toutes les coordonnées de p soient mutuellement
premiers entre eux. Il faut alors utiliser au lieu du résultat de A. Pollington et R. Vaughan
un résultat de P. Gallagher [74] selon lequel Sy, est de mesure de Lebesgue pleine dans
R? si la série Y 1(q)%" diverge.

IV.4 Approximation par des nombres algébriques et classifica-
tion de Koksma des réels transcendants

Intéressons-nous maintenant a ’approximation des réels par des nombres algébriques. On
peut considérer que ce probleme généralise celui de 'approximation par des rationnels
puisque ces derniers sont en particulier des nombres algébriques.

Pour commencer, procédons a quelques rappels. Notons A l’ensemble des nombres
réels algébriques. Pour tout a € A, désignons par H(a) la hauteur de a, c’est-a-dire la
plus grande des valeurs absolues des coefficients de son polynome minimal sur Z. Soient
hy € N* et ¢» € Uy,,. Pour n € N*, notons A, 5, I'ensemble des nombres réels algébriques
de degré au plus n et de hauteur au moins hy. Un réel x est alors dit 1)-approchable par
des nombres réels algébriques de degré au plus n si I'inéquation

[z —a| <(H(a))

admet une infinité de solutions a € A,, ;. L’ensemble A,, ,, de ces réels est clairement de
la forme (3.6)). Le résultat suivant, établi par V. Beresnevich [15], 19], peut se voir comme
I’analogue du théoreme de Khintchine pour cet ensemble.

Théoréme 3.8 (V. Beresnevich)
Soient n et hy deux entiers naturels non nul et ¢ une suite de ¥y,,. Alors, A, , est
de mesure de Lebesgue pleine (resp. nulle) dans R si ), ¥(h)h™ = oo (resp. < 00).

Il résulte directement de ce théoreme que la famille (a,y(H(a)))qea, ,, est un systeme
d’ubiquité homogene dans R des que la série >, ¥)(h)h" diverge. Par exemple, la di-
vergence de la série harmonique implique que (a, H(a) " ')4ea, , constitue un systeme
d’ubiquité homogene dans R.

V. Beresnevich, D. Dickinson et S. Velani [19], ainsi que Y. Bugeaud [35], ont établi
I'analogue du théoreme de Jarnik pour l'ensemble A, ,. En outre, Y Bugeaud [38] a
prouvé que cet ensemble vérifie une propriété de grande intersection lorsque v est le
produit d’une fonction puissance et d’itérées du logarithme. Grace aux idées de la preuve
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du théoreme 3.5 on peut compléter ces résultats en décrivant completement les propriétés
de taille et de grande intersection de A, ;. C’est I'objet du résultat qui suit. Dans son
énoncé, la fonction g; associée a une jauge quelconque g de ® est définie comme en ([3.3)).

Théoreme 3.9
Soient n et hy deux entiers naturels non nul et ¢ une suite de ¥;,. Soient g une jauge

de ® et V un ouvert de R.
(i). Ona H9(A,, NV) =HIV) (resp. =0) si >, g1(¢(h))h"™ = oo (resp. < 00).
(ii). Pourg e ®yetV # 0, ona A, , € GI(V)sietseulementsi ), g(1(h))h" = co.

// Pour établir que H9(A,, N V) = 0 si la série >, g1(¢(h))h"™ converge,

il convient d’observer que

Apg =limsup | ) Ja—¢(h), a+ ¢(h)|

h—o0 aeAn,ho

H(a)=h

et qu'il y a au plus 2n(n+1)(2h + 1)™ nombres algébriques de degré au plus
n et de hauteur exactement h, cf. [142] p. 85], de sorte que, pour tout réel
€ > 0 et tout entier hy assez grand,

HE (Any) < Y 4n(n+1)(2h +1)"g1 (4 (h)).

h=h1

On parvient au résultat en faisant tendre hy vers I'infini puis ¢ vers 0 et en
utilisant la proposition [3.2]

Supposons g € D et V # (. Sila série Y, g(1(h))h" converge, il existe
une jauge g € ©; vérifiant g < g et Y, g(¢(h))h" < oco. Le raisonnement
précédent prouve que A, , NV est de g-mesure nulle et le théoreme @
implique que A, , n’appartient pas a G9(V).

Supposons a l'inverse que la série ), g(¢(h))h"™ diverge, désignons par
g une fonction croissante sur [0, oo qui coincide avec g au voisinage de 0 et
observons que la famille (a,g(1/(H(a))))aen, ,, est alors un systeme d’ubi-
quité homogene dans R d’apres le théoreme de Beresnevich. Le théoreme (3.2
permet d’en déduire que A, ,, appartient & GI(R) donc a GI(V).

Montrons que HY (A, ,NV) = H9(V) pour toute jauge g € © qui fait di-
verger la série Y, g1(¢(h))h" et tout ouvert V de R. On peut supposer que
V est non vide. De plus, g; appartient & ©; en vertu de la proposition [3.2] Si
g1 < 1d, il existe une jauge g € D, telle que g1 < g et >, g(¢(h))h" = oco.
Le raisonnement précédent assure que Ay appartient & GQ_(V). Par consé-
quent, H9(A, ,NV) =HI(V), d’apres le théoreme 3.1 et la proposition .
Si g1 A Id, ce résultat reste vrai et découle du théoreme de Beresnevich
car la série >, ¥(h)h™ diverge et la mesure HY coincide & une constante
multiplicative pres avec la mesure de Lebesgue sur les boréliens de R. //

Prendre ¢(h) = h™*~! pour w > —1 et h € N* conduit a faire le lien avec la classifica-
tion de Koksma des réels transcendants. Dans ce cas, notons U, ,, 'ensemble A, ,, ainsi
que w?(z) le supremum de I’ensemble des réels w pour lesquels un réel x fixé appartient
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a Uy - Koksma [109] discrimine alors les réels transcendants x selon que

w*(z) = lim sup wale)
n—00 n
est fini ou non. Dans le premier cas, le réel transcendant x est appelé un S*-nombre et
w*(z) s’appelle le type de z, cf. [36, B8]. Grace a des résultats de Sprindzuk [146] et
E. Wirsing [149], on montre que Lebesgue-presque tous les réels x sont des S*-nombres

qui vérifient w*(x) = n quel que soit n € N*. En particulier, ’ensemble
W, =({z eR|wj(x) >r(n+1) -1}
n=1

est de mesure de Lebesgue pleine dans R pour 7 = 1. De plus, A. Baker et W. Schmidt [7]
ont prouvé que cet ensemble est de dimension égale a 1/7, pour tout 7 > 1. Comme tres
souvent, c’est la minoration de la dimension de Hausdorff qui est difficile a établir. La
proposition suivante précise ce résultat de minoration en montrant que W/ vérifie une
propriété de grande intersection.

Proposition 3.5
| Soient 7 € [1,00[ et g € D, vérifiant 3=, g(1/h)h Y7 = co. Alors W € GI(R).

// Observons que

W= M Us -

n=1lwe |-1,7(n+1)—1]

Prenons n € N* et w € | —1,7(n+1) — 1[. La série Y, g(h~*~1)h" diverge,
si bien que Uy, € GI(R) d’apres le théoreme . En effet, considérons un
entier by > 2 tel que g est strictement croissante sur [0, 2;"*"']. La somme
sur h € Ny, de g(h~"~')h™ est alors minorée par

o0 o0

h+1 1
/ g($f-r(n+1))<x _ 1)nd13 > g(xf-r(nJrl))xndx
h 2" Iy

> ;/ q l u_Hl/Tdu
2rT(n+ 1) Jp, e 7 \u

et cette derniere intégrale diverge car Y, g(1/h)h~1*Y/" = co. Comme 1'in-
tersection décroissante précédente peut se voir comme une intersection dé-

nombrable, le théoreme permet de conclure. //

h=h1

Fixons un réel 7 > 1. La proposition précédente assure en particulier que W/ appartient
a GMY” (R). Sa dimension est donc supérieure a 1/7. On retrouve ainsi la minoration de
A. Baker et W. Schmidt. -

Pour tout réel 7 > 1, désignons respectivement par W, et W, I'ensemble des réels
transcendants dont le type est supérieur a 7 et ’ensemble des S*-nombres dont le type
est égal a 7. Ainsi,

W,={zeR\A|uw'(x)>7} et W,={zecR\A|w (z)=r}. (3.8)
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La proposition [3.5] permet d’étudier les propriétés de taille et de grande intersection de
W, ainsi que les propriétés de taille de W,. Pour décrire ces propriétés, associons a toute
fonction de jauge g de © la quantité

7, = inf {7‘ € 10, 00| | g1(r) = o(rl/T)} (3.9)

avec inf ) = co. Observons que 7, = 0si gy = 0 et que 7, > 1si g1 € D; (il n’y a pas
d’autre possibilité en vertu de la proposition |3.2)). On dispose alors du résultat suivant.

Théoréme 3.10
Soient g une jauge de ® et V un ouvert de R. Pour tout 7 € [1,00[, on a

0 SIT> T,

HI(V) siT=m1,

0 siT> T,

g _
HIW, V) { HI(V) siT <7,

et HI(W.NV)= {

De plus, pour g € D1 et V # (), 'ensemble WT contient un ensemble de la classe
GI(V) si et seulement si 7 < 7.

// Commencons par supposer g € ® et 7 > 7,. Afin d’établir que WT NV et
W, NV sont de g-mesure nulle, il suffit de montrer que WT est de g-mesure
nulle. Dans ce but, notons 7’ et 7" deux réels vérifiant 7, < 7/ < 7" < 7 et
observons que

oo
W‘r C U U:;,T”(n—i-l)—l
n=1

et gi1(r) = o(r'/™). Comme la série >, gi(h~" "*)h" converge, le théo-
réme implique que H?(Uy; (n +1)—1) = 0. Le résultat s’ensuit.

Supposons g € D1 et V # (). L’ensemble WT ne contient aucun ensemble
de la classe GY(V'). En effet, plagons-nous dans le cas contraire. En posant
g:r—g(r)log(1/g(r)), on a Hg(/WVT NV) = oo d’apres le théoréeme , car
g €D et g =< g. Cependant, comme 7 > 74, = 75, le raisonnement précédent
conduit & Hg(WT N V) =0, ce qui constitue une contradiction.

Supposons désormais 7 < 7,. Tout réel appartenant a W est nécessaire-
ment transcendant d’apres le théoreme 19 et le lemme 15 de [142]. De plus,
un tel réel est de type supérieur a 7. Par conséquent, W/, C WT. En parti-
culier, Wy contient W{. Comme la série > g(1/h) diverge pour g € Dy, la
proposition prouve que ce dernier ensemble figure dans la classe G9(R),
donc dans la classe GY(V'). Pour 7 > 1, on peut écrire

(M W.cw.

T'e 1,7]

Fixons 7/ € |1, 7] et observons que la série Y, g(1/h)h~1+/7" diverge. Sup-
posons en effet le contraire. Des lors, la fonction u — g(1/u)u=""1/7" est
intégrable au voisinage de l'infini et, pour tout réel r strictement positif,

1/’ 2r , 00 ,
g(?")/ S 2 g(8>, ds S 21+1/T g l u—l—‘rl/T du
ri/T r o J, s¥7 1 u
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ce qui conduit & g(r) = o(r'/™) et contredit ainsi le fait que 7 est inférieur &
74. La proposition assure alors que W/, appartient a G9(V'). Le membre
de gauche de I'inclusion précédente peut donc se voir comme une intersection
dénombrable d’ensembles appartenant a GY9(V'). Le théoreme prouve
finalement que WT contient un ensemble de cette méme classe.

Revenons au cas général ou g appartient a ® et V7 est un ouvert quel-
conque de R et montrons que H9(W,NV) = H9(V'). On peut en fait supposer

g1 € Dy etV # (), puisque Hg(/V[v/TﬂV) = 0 = H9(V) dans le cas contraire, en
vertu de la proposition . Si g1 < 1d, la jauge g : 7 = g1(r)/log(g1(r)/r)
appartient a ©; et vérifie g1 < g et 7, = 7,. Le raisonnement précédent

montre que /WVT contient un ensemble de la classe GZ(V'), donc est de g¢;-
mesure infinie dans V' d’apres le théoreme 3.1 La proposition conduit
aHIW,.NV) =HIV). Si g1 £1d, ce résultat reste vrai et découle du
fait que Wl contient W7, qui est de mesure de Lebesgue pleine dans R, car
T = 74 = 1 et 'HY coincide a une constante multiplicative pres avec la mesure
de Lebesgue sur la tribu borélienne de R.

Pour finir, montrons que HY(W, NV) = HI(V) si 7 = 7,. 1l suffit de
prouver que 'ensemble des réels transcendants x vérifiant w*(z) > 7, est de
g-mesure nulle. A cet effet, remarquons que cet ensemble est inclus dans

oo oo
LU U U;,(Tngl/k)(nJrl)fl

k=1n=1

et que 'ensemble U (rg+1/k)(n+1)—1 St de g-mesure nulle d’apres le théo-

reme [3.9| puisque >, gy (b~ (et /RMHD ) < o0, //

Soit 7 € [1,00[. Le théoreme précédent permet en particulier de retrouver que

—~ 1 1
dimW, = — et dim W, = —,
T T

ce qui correspond respectivement au théoreme 2 de [7] et au théoreme 3 de [38]. De
surcroit, le théoreme indique que la mesure de Hausdorff 1/7-dimensionnelle de W
est infinie, ce que les méthodes utilisées dans [38] ne permettent pas d’établir.

IV.5 Approximation de zéro par des valeurs de polynomes et
classification de Mahler des réels transcendants

La classification de Koksma des réels transcendants, présentée dans la partie [[V.4] est
treés proche d’une classification proposée précédemment par Mahler [118]. L’idée consiste
désormais a discriminer les réels x selon le degré d’exactitude avec lequel les polynomes a
coefficients entiers évalués en x approchent 0.

Avant de présenter plus précisément la classification de Mahler, considérons le pro-
bleme plus général suivant. Pour n € N*, désignons par Z,[X] 'ensemble des polynomes a
coeflicients entiers de degré au plus n. On définit la hauteur H(p) d'un polynéme p € Z,[X]
comme la plus grande des valeurs absolues de ses coefficients. Soient hy € N* et ¢ € Uy, .
Un réel x étant fixé, on s’intéresse a la question de savoir si 'inéquation

Ip(x)| < H(p)y(H(p)) (3.10)
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possede une infinité de solutions p € Z,[X] vérifiant H(p) > hy. Notons P, l'ensemble
des réels = pour lesquels cette derniére propriété est satisfaite. V. Bernik [20] et V. Be-
resnevich [17] ont prouvé que si la série ), ¥)(h)h™ converge, I'inéquation n’admet
qu'un nombre fini de solutions p € Z,[X] pour presque tout réel z au sens de la mesure
de Lebesgue. De maniere équivalente, ’ensemble P, , est Lebesgue-négligeable. Le cas
contraire a été traité par V. Beresnevich [15] : si la série ), ¢ (h)h™ diverge, pour presque
tout réel x, I'inéquation admet une infinité de solutions p € Z,[X], si bien que
I'ensemble P, ,, est de mesure de Lebesgue pleine dans R.

Les résultats énoncés précédemment sont les seuls connus a ce jour en ce qui concerne
les propriétés de taille de I'ensemble P, ;. Nous proposons de les compléter en montrant
que P, est un ensemble a grande intersection. Dans ce but, commencons par observer
que l'ensemble P, , n’est pas du type sin > 2, ce qui a pour effet de nous priver
du théoreme . I1 s’agit toutefois d’'un Gs. Pour s’en convaincre, notons (pg)ren une
énumération de I’ensemble dénombrable des polynomes a coefficients entiers de degré au
plus n et de hauteur au moins hy, présentons P, , sous la forme

Py = m U {z € R||pw(z)] < H(pw )Y (H (pr)) }

k=0 k'=k

et remarquons que chacun des ensembles intervenant dans le membre de droite est un
ouvert de R, par continuité des fonctions polynomiales. Le résultat suivant montre que
P, ., appartient a certaines classes d’ensembles a grande intersection.

Théoreme 3.11
Soient n et hy deux entiers naturels non nul et ¥ une suite de Vy,. Soient g une

jauge de ©; telle que >, g(v(h))h™ diverge et V un ouvert non vide de R. Alors,
P, appartient a G9(V).

// Fixons un réel r > 0 et posons xk = n*(1 + r)"~1 > 0. Soit x € | — r, 7|
appartenant a '’ensemble A,, /. des réels ¢ /k-approchables par des nombres
réels algébriques de degré au plus n, cf. partie [V.4 1l existe donc une
infinité de nombres réels algébriques a € A,, 5, vérifiant |z —a| < ¢Y(H(a))/k.
Comme ) converge vers 0, on peut en outre supposer que tous ces nombres
a vérifient |z —a| < 1. Considérons un tel a, notons p, = > b,X? € Z,[X]
son polynome minimal et écrivons

Pa(®) = pa(x) — pa(a) = (x — a) Z by Z L=k
g=1 k=0

et observons que 29717 ak| < 07 17F(1 4 r)k < (14 7)""! quels que soient
ke{0,...,q—1} et g€ {1,...,n}. Il en résulte que

pa(2)| < |z — alH(pa)r < H(pa)¥(H (pa))-

Ainsi, I'inéquation (3.10) admet p, pour solution. Il s’ensuit que cette in-
équation admet une infinité de solutions p € Z,[X] vérifiant H(p) > ho.
Finalement x € P, 4, si bien que A, y,.N] — 7, 7] est inclus dans P, .
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Sachant que 1/ décroit vers 0 et que », g(¢)(h)/k)h™ diverge, le théo-
reme assure que A, /. € GY(V). De ce fait, pour toute jauge g € D,
vérifiant g < ¢ et un ouvert U inclus dans V', on a

MY (P, NU) > Mgo(AmWKH] —r,r[NU) > MI(] —r,r[NU).

D’apres le lemme des ensembles croissants, le membre de droite tend vers
MY_(U) quand r tend vers I'infini, ¢f. section . Le théoreme s’ensuit. //

C’est en prenant (h) = b=~ pour w > —1 et h € N* qu'il est possible de faire le lien
avec la classification de Mahler des réels. Dans ce cas, désignons par U, ,, I’ensemble P, ,,
et notons w,,(z) le supremum de 'ensemble des réels w tels qu'un réel z donné appartienne
a U, . Mahler [118] discrimine alors les réels = selon la valeur de leur type

w(z) = lim sup wn(a:)
Nn—00 n

Il montre qu’un réel x est algébrique si et seulement si w(x) = 0. Lorsque 0 < w(z) < oo,
le réel transcendant x est appelé un S-nombre. De plus, le principe de Dirichlet assure
que tout réel transcendant z vérifie w,(z) > n quel que soit n € N* et le théoreme de
Sprindzuk [146] affirme que Lebesgue-presque tous les réels z sont des S-nombres tels que
wy, () = n pour tout n € N*.

La classification de Mahler présente des liens avec celle de Koksma. Ainsi, tout S-
nombre est un S*-nombre et réciproquement, cf. [142, th. 22]. De plus, pour tout réel
transcendant x et tout entier n € N*, on a w} (z) < w,(x), de sorte que w*(z) < w(z). Par
conséquent, pour tout réel 7 > 1, 'ensemble des réels transcendants x vérifiant w(x) > 7
est inclus dans ’ensemble WT défini par . Le théoreme m permet d’en déduire que,
pour toute jauge g de ® et tout ouvert V de R,

HI ({xz e VA\A |w(z) >7}) =HI(V)

pour tout réel 7 compris entre 1 et 7,, qui est donné par (3.9). En particulier, pour tout
réel 7 > 1, 'ensemble des réels transcendants z vérifiant w(x) > 7 est de mesure de
Hausdorff 1/7-dimensionnelle infinie, de sorte que

1
dim{z € R\A |w(z) > 1} > —,
T

ce qui correspond a la partie difficile du théoreme 4 de [7]. Cette minoration est en fait
une égalité comme ’a prouvé V. Bernik [24, 25]. Contrairement aux exemples traités
précédemment, c’est ici la majoration de la dimension de Hausdorff qui est la plus ardue a
établir. Pour les mémes raisons, donner une réciproque au théoréme en déterminant
pour quelles fonctions de jauge g 'ensemble P, ., n’appartient a aucune classe G9(V)
semble étre un probleme difficile.

V Preuves des résultats de la section I

Fixons quelques notations. Soit A € A, un cube c-adique de R?. Pour toute partie F
de RY, notons RX(F) la collection des suites (\,)yeny d’éléments de A. U {0} telles que
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FnXcC |_|p Ap C A (i.e. les ensembles \,, pour p € N, sont disjoints, inclus dans A et
recouvrent F'NA). Observons que RXNF) C R.4,(FNA)si |\ < g4, pour g € D,4. En outre,
convenons que ((). = oo et, pour tout entier j, désignons par R (F) (resp. R¥<I(F))
la collection des recouvrements (\,),en € R2(F) tels que (A\,). > j (resp. (\y)e < j ou
(Ap)e = 00) pour tout p € N.

V.1 Résultats préliminaires

La preuve du théoreme 3.1 nécessite plusieurs résultats préliminaires que nous établissons
dans cette partie.

Lemme 3.1
Soit g € D,4. Pour tous FF C R et A € A, on a

MI(FNN) = inf Zg X))

(Ap)peN ER}‘

// Soient F C R? et A € A.,. Rappelons que la masse MY (F N \) est
donnée par (3.4). Considérons (\,)pen € Reg(F N A). Notons P l'ensemble
des entiers p € N tels que \,NA # D et A\, # A\, pour tout p’ € {0,...,p—1},
puis P’ 'ensemble des entiers p € P tels que A\, ¢ A\, pour tout p’ € P\{p}.
Alors, les ensembles A, pour p € P, sont disjoints et recouvrent F' N A. Si
P" = {po} avec py € N tel que \,, D A, posons A, = . Sinon, pour tout
p € P', posons A, = \,. De surcroit, notons A\ = ) pour p € N\P'. Des
lors, (X)pen € R (F) et la croissance de g sur |0, g, (nécessaire uniquement
dans le premier cas) garantit que

Doa(x) < > gl < Y glInD.
p=0 p=0

peEP’!

On conclut en minorant le membre de gauche par son infimum sur R} (F),
puis en passant a l'infimum sur R, ,(F N A) dans le membre de droite. //

Le lemme suivant donne ’expression des masses attribuées par la mesure extérieure M9 a
chaque cube A € A, et a son intérieur int A. D’apparence anodine, il intervient cependant
de maniere cruciale dans la preuve du théoreme 3.1}

Lemme 3.2
| Soit g € D4. On a MY (int \) = M2 (\) = g(|\|]) pour tout cube A € A,.

// Soit A € A, 4. D’une part, comme A D int A, on a MY (int A) < MY _(A).
D’autre part, en observant que (A, 0,...) € R.4(A), il apparait clairement
que MYI_(A) < g(JA]). Il reste donc a établir que MY (int A) > g(|A|). Dans
ce but, commengons par supposer que MY _(int \') < g(|\']), pour tout sous-
cube c-adique X de A. Appelons F' I’ensemble des points de R? qui ne pos-
sedent aucune coordonnée c-adique (c’est-a-dire aucune coordonnée de la
forme kc™7, avec j € N et k € Z). Prenons ensuite ()\,),en € RMF) et
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prouvons, par récurrence sur j > (\)., 'assertion P(j) suivante : il existe
(A )pen € RM2I(F) vérifiant

o0

Yo alXD <D gl (3.11)

p=0

Tout d’abord, P({\).) est clairement vérifiée, puisque R(F) = Ry~ (F).
Prenons ensuite un entier j > (\)., supposons vraie 'assertion P(j) et
prouvons P(j + 1). D’apres P(j), il existe (\))pen € R}Z/(F) vérifiant
linégalité (3.11). Soit p € N tel que (), = j. Comme X;, est un sous-cube
de A, on a MY _(int \})) < g(|\;]), si bien qu’en vertu du lemme , il existe

A >j41 -
un recouvrement (A))yeny € Re” =7t (int \})) vérifiant

> g < g(Ix)).

En regroupant les ensembles A, pour p € N tel que (\}). > j + 1, avec
les ensembles )\i,, pour p’ € N et p € N vérifiant (\)). = j, on forme une
recouvrement appartenant & RMZITH(F) qui vérifie

> a(nD Z ZQW <> () < alnD).
peEN pGN p'=0 p=0 p=0

(Apezi+1 (Ap)e=

Ainsi, P(j4 1) est vraie. Le principe de récurrence garantit alors la véracité
de P(j), pour tout entier j > (\).. D’apres le lemme [3.1] il s’ensuit que

MI(FNA)=1lim T inf Zg IAp])- (3.12)

iToe  (p)peneRe = (F)

Comme g € Dy, la fonction 6 : 7 — g(r)/r? décroit sur Pintervalle |0, g,[.
Notons 7 € 0, 00] la limite a droite en 0 de 6, puis prenons 1’ € |0,7n[. Il
existe un entier j > (\), tel que g(|\'|) > 7/|N|¢, pour tout cube c-adique
N de génération supérieure & j. Soit (A,)yen € RM2I(F). Etant donné que
F' est de mesure de Lebesgue pleine dans A, on a alors

Zg Apl) = Z:IA Id—wzﬁd
> 77/~”v£d(FﬂA) = n'fﬁd( ) =1\l

ol x désigne la puissance d-ieme du diametre du cube [0, 1[¢. En utilisant
Iégalité (3.12)) et en faisant tendre 1’ vers n, on peut écrire

NIA[T < ME(FNA) < ME(int A) < g(|A]) = [A7O(|A].

Il en découle que O(|A|) est strictement supérieur a 7. Cependant, le fait
d’avoir || < g, et la décroissance de 6 sur I'intervalle |0, ¢, conduisent a la
majoration §(|A\|) < 7. Cela offre une contradiction.
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En conséquence, il existe un sous-cube c-adique X de A\ pour lequel
MY (int \') = g(|N']). Posons j' = (X).. Soit A un sous-cube c-adique de
A de génération j'. Il existe alors une translation o qui envoie X' sur \”. La
translation o est une isométrie qui met naturellement en correspondance bi-
jective RY (int \') et R)"(int \”). Il s’ensuit que MY (int \") = MY_(int X').
En outre, ' et \” ont méme diametre. Finalement, MY_(int \") = g(|\"])
pour tout sous-cube c-adique \” de A\ de génération j'.

Prenons désormais (\,),en € Ra(int ) et, pour tout j € {(A\).,...,5'},
prouvons assertion Q(j) suivante : il existe (X)pen € RY=(int \) vérifiant

PVICHED BN (3.13)

Mettons en évidence Q(j'). Quitte a modifier la fagon dont le recouvrement
(Ap)pen est indexé, on peut supposer que les cubes A, ..., A, (avec p; > —1)
sont les seuls \,, pour p € N, a étre de génération inférieure a j' — 1. Posons
A, = Ap, pour tout p € {0,...,p1}. En outre, notons A\ ..., A\ (avec
p2 > p1) les cubes c-adiques de génération j" inclus dans A\(A\gLJ... LI, ).
En outre, posons )\; = () pour tout entier p > p, + 1. On observe que

(X)pen appartient & R2</'(int A). De plus, d’une part, si p € {0,...,p1},
on a g(|\)]) = g(|A\p]). D'autre part, si p € {p1 +1,...,p2}, le cube A}
est de génération j' et A, Nint A est recouvert par les ensembles A/, pour

p' > p1+ 1, qui vérifient A,y C A, si bien que
g(IN]) = M (it X)) < ML, Nintd) < D g(1Ay)).

p'>py+1

Apxc/\g,
Ces observations conduisent directement a linégalité (3.13). L’assertion
Q(j") est donc vraie. Considérons désormais un entier j € {{(\).+1,...,5'},

supposons Q(j) vraie et prouvons Q(j — 1). Notons (\,),en € R}/ (int \)
vérifiant . On peut supposer que le recouvrement ()\;)peN contient des
cubes de génération exactement j et, quitte a modifier la maniere dont il
est indexé, on peut supposer que ces cubes sont Aj, ..., )\;1, avec p; € N.
Soit v un frere du cube \j (¢’est-a-dire un cube c-adique de génération j qui
appartient au méme cube c-adique de génération j —1 que \j). Sachant que
(Ag)e > (N)¢, ona Ay & A, de sorte que v C A. Par conséquent, vNint A # (),
si bien que v N A, # 0, pour un certain py € N. Le cube X , de génération
inférieure a j, ne peut pas étre un sous-cube strict de v. De plus, v ne peut
pas étre un sous-cube strict de A, , sinon X serait un sous-cube strict de
Ay, Par conséquent, v = A et py € {0,...,p1}. Ainsi, py = pac? — 1, pour

p2 € N*, et quitte & modifier I'ordre des cubes Xy, ..., A, , on peut obtenir

des sous-cubes c-adiques A, ..., A}, de A disjoints et de génération j — 1,
en posant Ay = A’ ;L. U )\/(p-i-l)cd—l’ pour tout p € {0,...,py — 1}. Pour
un tel p et pour tout p’ € {0,...,¢* — 1}, on a |\)| = ¢y, si bien que

ci—1

D 9Ny )) = gl A = e D0 A)

p'=0

> 001 = g(IA).
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Cette minoration provient de la décroissance de 6 sur |0, ¢,[ et des inégalités
c_lkg < A, < &g. Posons alors A = A\, pour p > p; + 1, ainsi que \J =
pour p € {pa,...,p1}. Il vient (X),en € R/ (int A) et

pa—1cd—1 o]

Zg )\H Z |X +ZZ |)\pcd+p Z (IAp1)-
p=0

p=p1+1 p=0 p’'=0 p=0

Ainsi, l'assertion Q(j — 1) est prouvée. Ce qui précede garantit finalement

la véracité de lassertion Q((\)). Autrement dit, comme Ry ’§<’\>C(int A) ne
contient que (X, (,...) et ses réarrangements, il vient

g(IAD) < g(InD).
p=0

Pour conclure, il ne reste plus qu’a passer a la borne inférieure sur R (int \)

et invoquer le lemme . //

Remarque : Le résultat que nous venons d’établir est énoncé (sans preuve) par K. Falco-
ner [63] dans le cas particulier des jauges Id°, ou s est un élément de l'intervalle |0, d].
Y. Bugeaud [38], pour sa part, affirme (sans preuve également) que le résultat est vrai
lorsque ¢ est une fonction strictement croissante et concave au voisinage de l'origine, ce
qui permet de retrouver le résultat de K. Falconer pour s < 1. Toutefois, comme 'indique
le lemme [3.2] la concavité de la jauge g n’est pas la bonne propriété pour conclure au
fait que la masse attribuée par la mesure extérieure MY, aux petits cubes c-adiques A de
R? (et & leur intérieur) est donnée par g(|\|) (les jauges Id®, pour s € |1,d] et d > 2, ne
sont d’ailleurs concaves sur aucun voisinage de 0). La bonne propriété est plutot d’avoir
g(r) < c?g(r/c) pour r assez petit (ce qui découle de la décroissance de r — g(r)/r?). Sous
cette hypothese, on peut affirmer de maniere intuitive que remplacer un cube c-adique
dans un recouvrement par certains de ses sous-cubes ne fait qu’augmenter la somme as-
sociée au recouvrement et ne permet donc pas d’approcher I'infimum.

Le lemme suivant indique qu’une partie F de I’espace R? qui, au sens d’une mesure
extérieure MY_, pour g € Dy, est de masse non négligeable dans tous les cubes c-adiques
assez petits de R? est aussi de masse non négligeable dans tous les ouverts de RY.

Lemme 3.3
Soient g € Dy et FF C R% Soient en outre r € ]0,1] et p € ]0,&,]. Alors, pour tout
ouvert U de R?, on a

MI(FOU) > 5 M (U)
des que M9 (FNA) > kMY (N), pour tout cube c-adique A C U vérifiant |\ < p.

// Le preuve reprend quelques arguments de celle du lemme 1 de [63]. Consi-
dérons un ouvert non vide U et supposons avoir MI_(F NA) > k MY (N),
pour tout cube c-adique A C U vérifiant |A\| < p. L’ensemble des cubes c-
adiques A inclus dans U et de diametre strictement inférieur a p dont le pere
(c’est-a-dire le cube de génération maximale dans lequel A est strictement
inclus) n’est pas inclus dans U ou est de diametre supérieur a p est infini
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dénombrable. Notons (v,)4en une énumération de cet ensemble. On a

U= El Vg
q=0

Soit (Ap)pen € Reg(F NU). Notons P I'ensemble des entiers p € N tels que
Ay # Ay pour tout p’ € {0,...,p — 1}, puis P’ I'ensemble des p € P tels
que A\, ¢ Ay pour tout p’ € P\{p}. Alors, les ensembles \,, pour p € P,
sont des cubes disjoints qui recouvrent /"N U. Pour tout ¢ € N, appelons P,
I'ensemble des entiers p € P’ vérifiant A\, & v,. Supposons d’'une part que
cet ensemble est non vide. Des lors, les cubes A, pour p € P, qui présentent
une intersection non vide avec v, sont en fait strictement inclus dans v,. Ils
recouvrent en outre F' N v,, puisque

Fnv,=(FnU)ny,C | Jnr) =]\

peEP’ pEFy

Comme le cube v, est de diametre strictement inférieur a p, et donc a ¢,
et les cubes \,, pour p € F,, sont de diametre strictement inférieur a 59, le
lemme [3.2] et I'inégalité ./\/lgo(F Nv,) > kK MY (v,) permettent alors d’écrire

rg(vgl) = K M () < ME(FNvg) < D g(IA).

pEF,

D’autre part, si P, est vide, v, est inclus dans un cube A, pour p appartenant
a P”, le complémentaire dans P’ de 'union sur ¢ € N des ensembles P,
(sinon v, présenterait une intersection vide avec tous les cubes A,, pour
p € P, sibien que (FNU) Ny, = F Ny, serait vide, ce qui ne peut pas se
produire puisque MY attribue a ce dernier ensemble une masse supérieure
a kM9 (v,), qui est strictement positif). En regroupant les cubes v, pour
q € N tel que P, est non vide, ainsi que les cubes \,, pour p € P”, on forme
un recouvrement appartenant a R, ,(U) et vérifiant

3

o Do gl + D0 g | <D0 alh) < D gl

geN cp cP’ p=0
Pazo p D

On conclut en minorant le membre de gauche par kK MY_(U) et en passant,
dans le membre de droite, a la borne inférieure sur R, ,(F NU). //

Les lemmes précédents permettent de montrer que les G5 de R? de mesure de Lebesgue
pleine dans un ouvert non vide V' de R? appartiennent & la classe GI(V), quelle que soit
la jauge g de ®,4. C’est I'objet de la proposition suivante.

Proposition 3.6

Soient V' un ouvert non vide de R? et F' un G5 de R? de mesure de Lebesgue £?
pleine dans V. Alors F' appartient a la classe GY(V') pour toute jauge g de Dg.

// Prenons deux jauges g et g dans ©4 vérifiant § < g. Soient U un ouvert
inclus dans V' et A un cube c-adique inclus dans U et de diametre strictement
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inférieur & 5. Soit (A\,)peny dans R F). On a en particulier |\,| < |A| < &5,
pour tout p € N. La fonction r +— g(r)/r? décroit sur ]0,e4[, puisque g
appartient a D, et F' est de mesure de Lebesgue pleine dans le cube A, de

sorte que
o 9(A) < g S
p=0 p=0 p=
g(IAD)

KEA(FN3) = &Td') ‘) = ()

oll k désigne la puissance d-ieme du diametre de [0,1[%. En passant a la
borne inférieure sur R)(F) et en utilisant le lemme , il en ressort que
M (F N )\) > G(]A]). Le lemme [3.2| conduit a /\/l§ (F ﬂ )\) > M () et le
lemme permet de conclure que /\/lg I(FNU) //

Prenons une jauge g de D4 et un ouvert non vide V de R% Le lemme suivant montre
que la classe G9(V') contient toute image réciproque par une application bilipschitzienne
f d’'un G5 de masse non négligeable, au sens de la mesure extérieure MY_, dans tous les
ouverts assez petits inclus dans f(V).

Lemme 3.4

Prenons une jauge g de ®4, un ouvert non vide V de R? et f une application bi-
lipschitzienne de V' dans R?. Soit F' un sous-ensemble de R? pour lequel il existe
k €]0,1] et p € ]0,¢4] tels que M9 (FNU) > kM (U) pour tout ouvert U inclus
dans f(V) vérifiant |U| < p. Alors

ME(fHE)NT) = ME(U)

pour tout ouvert U inclus dans V' et toute jauge g de D, telle que g < g.

// La preuve reprend des arguments de celles des lemmes 2 et 3 de [63].
Commencons par prendre une application lipschitzienne ¢ : V — RY et
une partie A de V. Notons (\,)pen € Rcy(A). En appelant P l'ensemble
des entiers p € N pour lesquels V' N A, est non vide, on observe que 1(A)
est inclus dans I'union sur p € P des ensembles ¢(V N A,). Comme v est
lipschitzienne, il existe un entier naturel n tel que ||¢(y)—v(z)|] < *||ly—z]|,
pour tous points x et y de V. Fixons p € P. L’ensemble ¢(V N A,) est
de diametre inférieur & ¢”|\,|. Notons j, la génération du cube A, et y,
un point quelconque de (V' N A,). Il existe un entier naturel non nul K
qui ne dépend que de la dimension d et de la norme adoptée sur R? tel
que l'ensemble ¥(V N A,) est inclus dans I'union de K cubes c-adiques de
génération j, —n, voisins les uns des autres, parmi lesquels figure X;p_n(yp),
I'unique cube c-adique de génération j, — n contenant le point y,. On peut
donc inclure (V N A,) dans Kc™ cubes c-adiques de génération j,, donc
de méme diametre que A,. Notons-les A{,..., A% ... Ainsi, les cubes A7,
pour p’ € {1,..., Kc"} et p € P, forment un recouvrement appartenant a
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R, 4((A)). 11 en ressort que

ML @A) <D gXp) < K™y gD

En passant a l'infimum sur R.,(A) dans le membre de droite, il vient
M (1(A)) < KeM3, (A).

Comme f est une application bilipschitzienne de V' dans R?, il existe deux
entiers naturels ny et ny tels que ¢ ||z —y|| < || f(z) — f(y)]| < ™2z —vy],
pour tous points x et y de 'ouvert V. Soit U un ouvert inclus dans V' dont le
diametre est strictement inférieur a ¢ "2p. En utilisant le résultat précédent
avec 1 = f~!, on peut d’abord écrire M (U) < Kc™4 MY (f(U)). Sachant
que f(U) est un ouvert inclus dans f(V') tel que |f(U)| < p, I'hypothese
faite sur F' donne ensuite l'inégalité MY (f(U)) < MY (f(U)NF)/k. Enfin,
le résultat précédent conduit, pour ¢ = f, & majorer MI_(f(U) N F) par
K MI (U N f7Y(F)). En combinant toutes ces inégalités et en posant
K = kK ~2c™(mtn2)d on obtient finalement MI_(U N f~H(F)) > &' M (U).
Désignons maintenant par U un ouvert inclus dans V' (sans restriction de
diametre) et prenons un cube c-adique A inclus dans U et de diametre stric-
tement inférieur a ¢™"?p. L'intérieur de A est un ouvert inclus dans V' de
diametre strictement inférieur a ¢="2p. Ce qui précede assure que

MEFTHF)NA) = ME(fH(F) nint A)
> k' M (int \) = &'g(|A]).

La derniere identité provient du lemme et de I'inégalité |\| < ¢,. Fina-
lement, on dispose de la minoration MY_(f~1(F)N ) > x’g(|)\]), pour tout
cube c-adique X\ inclus dans U et de diametre strictement inférieur a ¢™"2p,
donc de génération supérieure a un certain entier naturel j.

Considérons une fonction de jauge g € D, telle que g < g. La fonction
¢ = g/g décroit au voisinage de l'origine. Aussi, notons p' le supremum
de I'ensemble des réels r € ]0,min(eg, g,)[ pour lesquels elle décroit sur
'intervalle ]0,7[. Prenons alors un cube c-adique A inclus dans U et de
diametre strictement inférieur a p'. La fonction £ tend vers l'infini en 0, si
bien qu’il existe un entier j" supérieur a (\). et j tel que £(|N']) > £(|A]) /K
pour tout cube X' de génération supérieure a j'. Soit (\,),en € Ra(f71H(F)).
Quitte a modifier la fagon dont ce recouvrement est indexé, on peut supposer
que les ensembles Mg, ..., A, (avec p; > —1) sont les seuls ensembles A, avec
p € N, dont la génération est inférieure a j' — 1. Pour tout p € {0,...,p1},
posons A, = A,. Appelons ensuite A\ ,,,..., A, (avec p; > pi) les cubes

77 p2
de génération j' qui sont inclus dans A\(A\g U ... U A} ). Dune part, pour

pe{0,...,p},
(A1) = €MD gD = EAADg(AR]) = EUADg(IA])

en raison de la décroissance de £ et de la positivité de g sur l'intervalle
10, p'[. Fixons d’autre part p € {p; + 1,...,pa}. Soit p’ > p; + 1 un entier
tel que )\, présente une intersection non vide avec A, Observons que A} est
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de génération j' et A\, est un cube de génération supérieure a j'. Il s’ensuit
que Ay est inclus dans A} et qu’il vérifie

92 ]) = &(Aw Da(IAw]) = %é(Ml)g(Mpf!)

par définition de j’. En sommant sur tous les ensembles A\, pour p’ > p; +1,
qui ont une intersection non vide avec A, il vient

S D = 60 Y alr)

p'>p1+1 p'>p1+1
I !
Ayt CAp Apt CAp

1 _
> SEIAMELSTHE) X)) = €MD (X))
car les cubes Ay, pour p’ > p; + 1, qui sont inclus dans A} recouvrent
f7HF) N, et sont de diametre strictement inférieur a e, et car le cube X,

est inclus dans U et de génération supérieure a j. Posons en outre A, = 0
pour tout entier p > py + 1. Alors (\))pen € Rc4(A), si bien que

(AN ME( <Z§ IADg (1A, Z E(ADg (A1)

p=p1+1
0o
<Zg!>\| Z > gD =D gD
p=p1+1 p)i>/pc1):;1 p=0
p

d’apres les inégalité obtenues précédemment. La derniere égalité est une
conséquence du fait que les ensembles A, pour p’ > p; + 1, qui sont non
vides sont inclus dans un unlque cube A\, pour p € {p1 +1,...,p2}. En
passant & Uinfimum sur R} f~1(F)) et en faisant appel aux lemmes 3.1 .
et [3.2], on peut écrire

ME(FHF)NA) = &
g(

puisque le diametre de A est strictement inférieur a p’, donc a ¢, et 5. Fina-
lement, pour tout cube c-adique A inclus dans U et de diametre strictement
inférieur & p’ < €5, on dispose de I'inégalité MY (f~HEF) N A) > MI(N).
Le lemme assure alors que MY (f~YF)NU) > MI(U). L'inégalité

réciproque étant triviale, le lemme est prouvé. //

JMEA) = E(ADg(A])

R
A = ML (N

Le lemme permet de montrer que, pour toute jauge g de 4 et tout ouvert non
vide V de R?, la classe G9(V) ne dépend pas du choix de la norme et de l'entier ¢ qui
permettent de construire les mesures extérieures MY, pour g € ©, vérifiant g < g.

Proposition 3.7

Soient g une jauge de D4 et V un ouvert non vide de R%. Alors la classe GI(V) ne
dépend ni du choix de la norme || - || dont est muni R ni du choix de lentier c.
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// Commencons par fixer un entier ¢ > 2, prenons deux normes ||-||; et ||-||2
sur R? et notons |- |; et |-|» les diametres associés. Désignons alors par MY_,
(resp. MY, ,) la mesure extérieure associée a la jauge g et obtenue a I'aide de
recouvrements par des cubes c-adiques A de diametre |A|; (resp. |A]2). Soit F
un G5 de R%. Supposons avoir MY, (FNU) = M, | (U) pour tout ouvert U

inclus dans V et toute jauge g € D, vérifiant § < g et montrons que M7_,
vérifie la méme propriété. Dans ce but, prenons un ouvert U inclus dans V/
et g une jauge de @, vérifiant § < g. Posons § = 1/gg et rappelons que g est
une jauge de D, qui vérifie § < g < g. Notons « le réel [[0,1][%2/][0, 1[4];.
Alors, pour tout cube c-adique A, on a ||y = k|A|;. La croissance de g et la
décroissance de r +— g(r)/r® sur Pintervalle ]0, 5] impliquent que pour tout
cube c-adique A vérifiant |[A|y < ezmin(1, k), on a

min(1, £)*g(IAL) < G(IAl2) < max(1, 5)*g(IAL).

Soit A un tel cube c-adique qui est en outre inclus dans U. Considérons
(Ap)pen € RX(F). D’apres 'encadrement précédent, on a

> " G(1Apl2) = min(1, )" " G(|IAplh) > min(L, k)M (F AN,
p=0 p=0

La derniere inégalité provient du fait que les ensembles \,, pour p € N,
vérifient [Ay|1 < |Al1 = |Al2/K < €57 et recouvrent F'N . Par ailleurs, g € ®y4
vérifie ¢ < g et int A est un ouvert inclus dans V', de sorte que

Zo,l(F nA) > Mzo,l(F Nint A) = Zo,l(int A) = g(|A[r).

La derniere égalité provient du lemme et du fait que |A|; < e5. De
9.2() grace

méme, comme |A|y < gz, on a max(1, £)%g(|Al1) > g(|A2) = 0.2

a I’encadrement énoncé précédemment. On en déduit que
[e’¢) . d
~ min(1, k) 5
Mplo) > | ——————= | M2 ,(N).
> k) > (22 ) M0

Comme |A|2 < g5, le lemme garantit qu’on obtient /\/lgog(F N A) dans
le membre de gauche en prenant la borne inférieure sur R)(F). Des lors,
le lemme (3.3l montre que M?_,(FNU) > (min(1, x)/ max(1, m))dMiog(U).
Cela etant vrai quel que soit I’ ouvert U inclus dans V', le lemme 3.4} implique
que M7 (FNU) = OOQ(U) pour tout ouvert U C V car g < g.
Mumssons maintenant R? de la norme supremum || - ||, usuelle. Prenons
un entier ¢ > 2. Appelons H? la mesure extérieure de Hausdorff associée a
une jauge g de ®,4 et obtenue a ’aide de recouvrements par des ensembles
de diametre strictement inférieur a £,. Soit A C R% On a tout d’abord
clairement H¢ (A) < MY (A). Considérons ensuite un recouvrement (Up)pen
de A par des ensembles de diametre strictement inférieur a ¢,. Notons P
I'ensemble des entiers p € N tels que U, # 0. Soit p € P. Notons z, un
élément de U, et j, le plus grand entier naturel vérifiant 2|U,| < ¢ 7».
Alors U, C B(xy,|U,|) C 3X; (), 'inion de 'unique cube c-adique de
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génération j, qui contient z, et des 3¢ — 1 cubes de méme génération qui
lui sont adjacents. Ainsi, U, est inclus dans 3¢ cubes c-adiques de diameétre

Jr, donc dans (3c?)? cubes c-adiques de diametre ¢ =772 < |U,| < g,. 1l
vient

ML) < B Y gfe) < (363 (1)
p=0

peP

en vertu de la croissance de g sur |0,¢,[. En passant a la borne inférieure
sur I’ensemble des recouvrements de A par des ensembles de diametre stric-
tement inférieur a g,, on obtient MY (A) < (3¢*)*HZ (A). Finalement,

VgeDa VACR?  HI(A) < MI(A) < (32)THI (A). (3.14)

Considérons désormais deux entiers ¢q, co > 2 et, pour g € D4, notons M“Zo’l
(resp. MY_,) la mesure extérieure associée a la jauge g et obtenue a 'aide
de recouvrements par des cubes ci-adiques (resp. c-adiques) de diametre
strictement inférieur & e4. Supposons avoir M7, (FNU) = M (U) pour
tout ouvert U inclus dans V et toute jauge g € Dy vérifiant § < g et
montrons que MY, o vérifie la méme propriété. A cet effet, prenons g une
jauge de ®g4 vérifiant g < g et notons g = /gg. Soit U un ouvert inclus

dans V. D’apres (3.14) et comme g < g, on a
M H(FNU) = H(FNU) > (3e”) M ((FNU) = (3e,”) M, (U)
> (3c1%) "ML (U) = (9e1°¢) "M ,(U).

Comme g <9 le lemme appliqué a lidentité conduit finalement a
foa(FNU) = MY ,(U) pour tout ouvert U inclus dans V. //

V.2 Preuve du théoréme [3.1]

Grace aux résultats préliminaires de la partie précédente, nous sommes en mesure de
prouver le théoreme . Etablissons d’abord le point (iii). Soient g et g deux jauges de
D, vérifiant § < g et V un ouvert non vide de R?. Considérons un ensemble F de la
classe G9(V). En notant § = /gg, on a MI_(FNV) = MZ (V) puis MI (F) > MI (V),
car g appartient a ®,4 et vérifie g < g. Cette derniere mesure est non nulle, car 'ouvert
non vide V' contient nécessairement un cube c-adique A de diametre strictement inférieur
a €5 et un tel cube vérifie MI_(N) = g(|A]) > 0 en vertu du lemme . Il s’ensuit que
MI(F) > 0. D’apres , si R? est muni de la norme supremum, on a HE(F) >0,
donc HI(F) > 0. Cette derniere inégalité reste vraie quelle que soit la norme sur R¢ car
toutes les normes sont équivalentes. Finalement, comme g < ¢, il vient HY(F') = co. Le
point (iii) est prouvé.

Mettons ensuite en évidence le point (ii). Soient g une jauge de 4 et V un ouvert non
vide de R%. Désignons par f une application bilipschitzienne de V' dans R? et considérons
un ensemble F' de la classe GI(f(V')). Prenons de surcroit une jauge g de @, telle que
G < g. Alors, pour tout ouvert U inclus dans f(V), on a MV9(F N U) = MV99(U) car
V39 < g. Comme g < 1/gg, le lemme [3.4] donne MZ (f~1(F)NU) = MZ (U), pour tout
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ouvert U inclus dans V. Cela étant vrai pour toute jauge g de D4 telle que g < g, on a
f7YF) € GI(V), puisque f~!(F) est par ailleurs un G; en tant qu'image réciproque par
une application continue d'un Gjy.

Prouvons enfin le point (i). Considérons une jauge g de ©4. Par construction, le réel
5 est toujours inférieur a 1. Par conséquent, A,z constitue un réseau au sens de la défi-
nition 31 de [I37]. Le lemme des ensembles croissants [I37, th. 52] s’applique donc a la
mesure extérieure /\/lgO : pour toute suite croissante (E,),en de parties de R?, on a

MY, (Uj En> = liTm T MI(E,).
n=0

Prenons désormais une jauge g de 4 et V un ouvert non vide de R%. Soit (®y)rey une
suite d’ensembles de la classe GI(V'). Chacun de ces ensembles s’écrit comme 'intersection
d’un nombre au plus dénombrable d’ouverts. Comme une union dénombrable d’ensembles
dénombrables est dénombrable, il existe une famille (F,),en d’ouverts vérifiant

ﬁ O, = ﬁ F. (3.15)
k=0 n=0

En outre, pour tout entier naturel n, il existe un entier naturel k tel que F,, D @y, de
sorte que, pour tout ouvert U inclus dans V' et toute jauge g de ®4 vérifiant § < g,

MEL(FNU) = M (2, NU) = MZ(U)

puisque 'ensemble & appartient a la classe G9(V'). Ainsi, la famille (F},),en est formée
d’ouverts appartenant a G9(V).

Appelons g une jauge de D, vérifiant § < g et définissons § = /gg. La suite de la
preuve s’appuie sur celle du lemme 4 de [63]. Soient U un ouvert borné inclus dans V' et
e > 0. Pour tout ouvert W de R? et tout réel strictement positif §, notons

Weo={zew| it flo-yl>0]
I’ensemble des points de W qui sont situés a une distance strictement supérieure a ¢ du
complémentaire de W. Signalons que W _s) est toujours un ouvert de R?, quel que soit
0 > 0, et que les ensembles W _s) croissent vers W quand d décroit vers 0. Construisons
par récurrence une suite décroissante (U, )nen de sous-ensembles ouverts de U vérifiant
M (U,) > MI_(U) — ¢ et dont 'adhérence U, s’inclut dans F,, N U, pour tout n € N.
Comme Fy € G(V'), comme g < g et comme U est un ouvert inclus dans V/,

MI(FynU) = MI(U) > MI(U) —e.

D’apres le lemme des ensembles croissants, il existe un réel dy strictement positif pour
lequel Pouvert (Fy N U) (s, est de masse strictement supérieure & M7 (U) — &, au sens
de MY,. Appelons Uy cet ouvert. On a M (Uy) > M (U) — ¢ et Uy C Fy N U. Suppo-
sons maintenant avoir construit, pour un certain entier naturel n, des ouverts Uy, ..., U,
convenables. L’ensemble F,, 1 appartient a G9(V'), la jauge g vérifie g < g et U, est un
ouvert inclus dans V', de sorte que

M (Fopy NU,) = M (U,) > M (U) —e.
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Le lemme des ensembles croissants garantit alors 1’existence d’un réel strictement positif
dnt1 tel que Pouvert U,1 donné par (Fypq NU,) (s, vérifie MI (Uyy1) > MI(U) —e.
Comme en outre U, 1 C U, et U, 1 C F,,.1NU, 'ensemble U, ainsi construit convient.

La famille (U,)nen est une suite décroissante de sous-ensembles compacts de U (car
U est borné). Soient (A\,),en € Rez([), Un) et P l'ensemble des entiers p € N tels que
A\, # 0. Pour p € P, écrivons 3\, pour désigner 'union du cube )\, avec les 3¢ — 1 cubes
de méme génération qui lui sont adjacents. On a alors

ﬁ]m c | int(3),).
n=0

peEP

Le membre de droite est un ouvert. Il contient donc le compact U,,, pour un certain entier
naturel ng. Pour tout p € P, chaque ensemble 3\, peut s’écrire comme une union disjointe
de 3% cubes ¥, . . ., /ﬁ;d, de méme génération que A\, par_mi lesquels figure A\, lui-méme. Les
cubes )\ﬁ,, pour p' € {1,...,3%} et p € P, recouvrent U,, et sont de diametre strictement
inférieur a €3, donc

MEL(Tng) <D TGN =3 " G(IA)-

peEP p'=1

En remarquant que MY (U,,) est supérieur & MY_(U) — ¢, en prenant la borne inférieure
sur R.3((),, Un) dans le membre de droite et en observant que chaque compact U, pour
n € N, est inclus dans F,, N U, il vient

MI(U) —e < 3°MY, (mm) < 3¢MY, (ﬂ F,N U) .
n=0 n=0

Faire tendre ¢ vers 0 donne donc la minoration

M (ﬁ F, N U> > 374 MI_(U) (3.16)

n=0
dans le cas ou l'ouvert U est borné. Prenons maintenant un ouvert U inclus dans V
quelconque (non nécessairement borné). L’ensemble U,, = UN | — m, m[? est, pour tout
entier naturel m, un ouvert borné inclus dans V. D’apres (3.16)), on a

VmeN MY (ﬂ E,N Um> > 374 MI_(U,,).

Sachant que les ensembles U, croissent vers U lorsque m croit vers I'infini, le lemme des
ensembles croissants conduit a la minoration (3.16) pour tout ouvert U inclus dans V.
L’égalité (3.15) permet d’en déduire que

MY, (ﬂ ®), N U) > 374 MI_(U)
k=0
pour tout ouvert U inclus dans V. Comme g < ¢, le lemme [3.4] implique que

pour tout ouvert U inclus dans V. L’intersection sur £ € N des ensembles &, appartient
finalement & la classe G9(V'), ce qui prouve le point (i) du théoréme [3.1]
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V.3 Preuve de la proposition

Afin d’établir la proposition [3.2] notons £y un réel strictement positif tel que g est crois-
sante sur U'intervalle [0, £g]. Tout d’abord, la fonction g, définie par (3.3]) est croissante au
voisinage de l'origine. En effet, pour 71,75 € [0, 0] avec r1 < 19, on a

d inf 9(p)

I0) b gar)) < g(r) < inf glp) < 1ot inf L2

ri)<r T d
gd( 1) =72 p€]07‘1] p pEJr1,ma] pEJr1,m2] pd

car g est croissante sur [0,&q]. Il s’ensuit que g4(r1) est inférieur au minimum des deux
majorants précédents, c’est-a-dire & g4(r2). Ensuite, 7 — gq(r)/r? est clairement décrois-
sante sur |0,&0]. Enfin, comme 0 < g4(r) < g(r) pour tout r > 0 assez petit, on a
0 < limg+ g4 < limg+ g = 0 = g4(0). Par ailleurs, si g; n’est pas nulle sur voisinage de 0,
il existe un réel ry € ]0, go] vérifiant g4(rg) > 0. Des lors, on a gq(r)/r? > ga(ro)/re? > 0
pour tout r € ]0,7], de sorte que g4 € Dg.

Notons x > 1 un réel tel que ||z]|o/x < ||7]| < K||2|s pour tout x € RY et prenons
une partie F' de R?. Montrons que

HIU(F) < HI(F) < (4r%)PHI(F).

L’inégalité de gauche découle du fait que g4(r) < g(r) pour r € [0, £¢]. L’inégalité de droite
est une généralisation en dimension quelconque du lemme 2.2 de [132]. Pour la mettre en
évidence, prenons un réel € € ]0,gp]. Soit (U,)pen un e-recouvrement de 'ensemble F.
Notons P ’ensemble des entiers naturels p vérifiant |U,| > 0. Pour tout p € P, il existe
un réel p, € 10, |U,|] tel que

g()

P

d
gullU) + = > U,

Comme l'ensemble U, est de diametre non nul, il contient un point z, et s’'inclut dans
la boule fermée de centre x, et de rayon x|U,| au sens de la norme || - ||o. De sur-
croit, cette boule est recouverte par [2x%U,|/p,]? cubes fermés de coté p,/k, notés
Ups - Upraw2|u,|/pp12- Observons que ces cubes sont tous de diametre inférieur a p,.
On en déduit que

25+§gd<wp\>:fj(gd<w! 5) = A o b S [PABIT

p=0 peEP peEP pp

[2“2|Up|/Pp]d

(4;2)d Do+ D> 9(Unl) 2(422)ng(F).

peN\P peP g=1

\Y

Ces inégalités découlent de la croissance de ¢ sur [0, o] et du fait que les ensembles U,
pour p € N\ P, et les ensembles U, ,, pour p € P et ¢ € {1,...,[2k%|U,|/p,]%}, forment
un e-recouvrement de F. En passant a l'infimum dans le membre de gauche, on obtient
2¢ + H%(F) > HI(F)/(4k*)%. Pour achever la preuve de la proposition [3.2] il suffit de
faire tendre ¢ vers 0.

VI Preuve du théoreme 3.2

Dans toute cette section, I désigne un ensemble infini dénombrable d’indices et V' est un
ouvert non vide de R?. Commencons par établir le résultat préliminaire suivant.
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Lemme 3.5
Soient (x;,7;)icr € Sa() un systeme d’ubiquité homogene dans V et U un ouvert
non vide borné inclus dans V. Alors, pour tout réel p > 0, il existe une partie finie
I' C I telle que les boules fermées B(x;,r;) pour i € I’ sont disjointes, incluses dans
U et vérifient
d
Zﬁd (B(w;,1i)) > £2 (gl) et Viel r <p.

iel’

// Soit p > 0. Notons I,y 'ensemble des @ € I tels que z; € U et r; < p.
Alors I, est infini dénombrable et (z;,7;)icr,,, € Sa(I,v) est un systeme
d’ubiquité homogene dans U. En effet, presque tout élément x € U vérifie
|lx — ;]| < r; pour tout ¢ appartenant a un sous-ensemble infini J de I.
Fixons un tel z. Comme U est ouvert, il existe § > 0 tel que B(z,d) C U.
Cependant, ’ensemble des i € J tels que r; > min(d, p) est fini, car inclus
dans I'ensemble des i € I vérifiant ||lz;]| < [[z[| + sup,e;r; et r; > min(d, p).
Des lors, z; € B(z,1;) C B(x,0) C U et r; < p pour i parcourant un sous-
ensemble infini de J. Ainsi, presque tout x € U vérifie || — z;|| < r; pour
une infinité d’indice ¢ € I,;. Notons maintenant (i, ),ey une énumération
de I,y. Pour € > 0, I'ensemble des n € N vérifiant r;, > € est fini car il est
inclus dans I'ensemble des ¢ € I,y vérifiant x; € U et r; > ¢ et car U est
borné. Il en résulte que la suite (r;, )nen converge vers 0. Des lors, on peut
choisir un énumération (i, ),en de I, telle que cette suite (7, )nen décroisse
et converge vers 0. En outre, (x;,,7;, Jnen € Sa(N) est un systeme d’ubiquité
homogene dans U.

Observons maintenant que tout ouvert non vide U’ inclus dans U contient
une boule fermée B(z;,,7;,) pour n € N. En effet, notons B(z,r) avec
x € R? et r > 0 une boule ouverte incluse dans U’. Presque tout point de la
boule B(z,r/3) appartient a une infinité de boules B(x;,,r;,) pour n € N.
Notons y un tel point et considérons n assez grand pour que 7;, < /3. On
a alors ||y — x;, || < r/3, de sorte que B(w;,,r;,) C B(x,r) C U'.

D’apres ce qui précede, on peut considérer le plus petit ng € N tel que
B(SC@'”Q, T'ino) C U, ainsi que pour tout £ € N* le plus petit n, € N pour le-
quel B(w,, ,ri, ) est incluse dans le complémentaire dans U de 'union des
boules B(z;, ,7i,,),---» Bz, _,7i, ). Observons que la suite (ng)ren est
strictement croissante. Supposons l'existence d’un point x qui appartient
a U N limsup,, B(x;,,r;,) mais & aucune boule B (i, »37:,, ) quel que soit
I'entier naturel k. Comme (75, )nen converge vers 0, il existe n € N tel que
x € B(x;,,7;,) C U. Remarquons que 'entier n ne peut pas faire partie des
ny pour k € N. Par définition de ng, on a nécessairement n > ng. Consi-
dérons alors le plus grand ky € N vérifiant ng, < n. Comme (7;, )nen est
décroissante, la boule B(z;, ,7;,) est en fait incluse dans le complémentaire
dans U de I'union des boules B(mink T4y, ) Pour k € {0,..., ko}. Cela contre-
dit la définition de ng, .1, puisque ce dernier entier est strictement supérieur
a n. Ainsi, il ne peut exister de tel point x, de sorte que

U Nlimsup B(x;,,7i,) C U B(xink73rink)'
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Comme (z;,, 75, Jnen €st un systeme d’ubiquité homogene dans U, la mesure
de Lebesgue du membre de gauche est égale a celle de U (qui est finie car U
est borné). On peut donc noter ky le plus petit entier naturel tel que la me-
sure de Lebesgue de I'union des boules B(xink,?)rink), pour k € {0,...,k},
atteint la moitié de la mesure de U. Appelons ensuite I’ 'ensemble des i,,,

pour k € {0,...,k }. Observons alors que les boules B(z;,7;) pour i € I,
d’une part, sont disjointes et incluses dans U et, d’autre part, vérifient

- ;U> < L <U B(Zl?i,37“z'>> < ZBdﬁd (B(:C“Tz))

iel’ el’

ainsi que r; < p quel que soit i € I'. Cela achéve la preuve du lemme. //

Grace au lemme , on peut montrer que le fait qu'une famille (z;,7;);er soit un systéme
d’ubiquité homogene dans V ne dépend pas de la norme choisie sur R?. Il s’agit d’'une
conséquence élémentaire de la proposition suivante et de I’équivalence des normes sur R,

Proposition 3.8
Soit (x;,7;)ier € Sq(I) un systeme d’ubiquité homogene dans V. Alors, pour tout
réel k > 0, la famille (z;, kr;);e; est un systeme d’ubiquité homogene.

// Commengons par observer que (z;, kr;);e; appartient a Sq(7). Il reste a
vérifier que ’ensemble

R, = {z € R?| ||z — ;]| < rr; pour une infinité de i € I}

est de mesure de Lebesgue pleine dans V. Le résultat est clair si K > 1,
puisque R, contient alors R; qui est de mesure pleine dans V en vertu
du fait que (z;,7;);cr est un systéme d’ubiquité homogene dans cet ouvert.
Supposons donc £ < 1. Soient U C V un ouvert non vide borné et j € N.
En vertu du lemme , il existe un ensemble fini I; C I tel que les boules
B(x;,r;) CUpouri € I ; sont disjointes, de rayon inférieur & 277 et vérifient

S Lt (Blai, ) > 52‘(;),

iGIj

Il s’ensuit que la mesure de Lebesgue de 'union disjointe sur ¢« € I; des
boules B(x;, kr;) est supérieure & k2L4(U)/(2 - 3%), quel que soit j € N. Des
lors, comme U N R, contient la limite supérieure sur j € N de ces unions de
boules, on a

/-id

7 3dcd(U).

LYUNR,) > L | limsup |_| B(zi, kry) | >
J—oo iEIj

Supposons L4(V\R,) > 0. Alors, pour un entier m suffisamment grand,

on a LYVN | —m,m[*\R,) > 0 et la régularité de la mesure de Lebesgue

garantit l'existence d'un compact K C R, N VN | —m,m[? vérifiant

Iid

2. 34

LY R.NVN]—m,m["\K) < LYV ] —m, m[\R,).
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En appliquant ce qui précede a I'ouvert borné U = VN | —m, m[*\ K, on a

LYR. VN ] —m,m[\K) > Q*fgdzd(m | — m,m[\K)
/id
> 5 3d£d(Vﬂ | — m,m[d\RH)

ce qui offre une contradiction. Finalement, R, est de mesure de Lebesgue
pleine dans l'ouvert V. //

Etablissons maintenant le théoréme . Pour ce faire, prenons un systeme d’ubiquité
homogene (x;,7;)icr € Sy(I) dans 'ouvert V| une jauge g de D4 et une fonction positive
et croissante ¢ : [0, 00] — R qui coincide avec (¢g'/?)~! au voisinage de 1'origine. Notons
¢, un prolongement positif et croissant de (g'/?)~! & Iintervalle [0, oo[. Observons d’une
part que p,(g*/4(r)) < r pour tout réel r € [0, ,[ et d’autre part que g*/¢(¢p,(r)) > r pour
tout réel r € [0,g(e,7)[. De plus, ¢ et p, coincident au voisinage de I'origine, si bien
que F, = F, . 1l suffit donc de montrer que I'ensemble F,, appartient a GI(V).

Rappelons que la fonction r +— g(r)/r? décroit sur l'intervalle |0, ,[ et tend en 0 vers
une limite 1 € ]0, c0]. Dans un premier temps, supposons 7 < 1. On a alors g*/4(r) < r
pour tout 7 € [0,g,[. Dés lors, pour 7 € [0, g"%(g,7)], il vient r < g"(py(r)) < py(r).
Ainsi, Fiq C F,,. Cependant Fiq est un G; de mesure pleine dans V' car (i, 7;)ier est
un systeme d’ubiquité homogene dans cet ouvert. En vertu de la proposition [3.6] on a
Fiq € GI(V). L'ensemble F,,, est donc un G5 qui contient un ensemble de la classe GI(V').
Par conséquent, il appartient a cette méme classe, d’apres le point de la proposition .

Dans un second temps, supposons 7 strictement supérieur & 1. Dans ce cas, 7 < g%/ d(r)
pour r > 0 suffisamment petit. Prenons une jauge g de ®, vérifiant g < ¢g. Il existe alors
un réel p € 0, min(e,, g% e,7),e5)] tel que 0 < ¢, (1) < p,(g"4(r)) < r quel que soit
r € ]0, p[. Par ailleurs, notons k > 1 un réel vérifiant ||z||/k < ||z|| < K||z|/s pour tout
z € R? et observons que (2/k)¢ < L4(B(0,1)) < (2k)% Montrons que pour tout cube
c-adique A inclus dans V' vérifiant || < p, on a

ME(F,, N A) > ML) (3.17)

2 - 484R4d

Prenons un tel cube A. Afin de prouver (3.17)), nous construisons un ensemble de Cantor
généralisé K inclus dans F,, N A et une mesure 7 portée par K. Pour ce faire, posons tout

dabord Gy = {2} et 7(}) = G(|A]).

Premiere étape Etant donné que la fonction §/g tend vers U'infini en 0, il existe un
réel v > 0 tel que

V' € 10, 7] gg:li > 9. Gde%. (3.18)

De plus, le lemme [3.5] conduit a I'existence d’une famille finie [ " I telle que les boules
fermées B(x;,r;) pour i € I’ sont disjointes, incluses dans 'ouvert int A et vérifient

S (Blai ) > ﬁ;—“;” (3.19)

iel’
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ainsi que r; < 7, quel que soit i dans I’. Appelons Gy la collection des boules fermées
de centre z; et de rayon ¢,(r;)/2, pour i décrivant I’. A une telle boule, encore notée

3, est associée la boule ouverte B(x;,r;), notée 5 Comme 5 C intA, on a r; < p donc
©q(r;) <1, de sorte que

B C Bz, 4(r;)) C 5 - EC int \.

En outre, on a || = 2r; < 294 (py(r:)) = 29"/%(|3|). L’ensemble G constitue la premicre
étape de I'ensemble de Cantor généralisé K. Posons

£B)
> LB

B'eG

VB e Gy m(3) = T(N).

Fixons une boule fermée 3 dans ;. La mesure de Lebesgue L4 attribue alors a la boule
ouverte ﬁ associée une masse inférieure a x¢|3|?, donc inférieure & 2¢x%g(|3]). De plus,
d’apres , la somme apparaissant au dénominateur est minorée par £4(int \)/(2-39).

Ainsi, d’aprés 1} puisque || = pq(r;) <r; = |B|/2 <r,

(9) < 2 6% F 0 0150) < 3190

Deuxieéme étape Toujours en vertu du fait que la fonction g/g tend vers 'infini en 0,
il existe un réel r > 0 tel que

> 2. GdemaX (|ﬁ|)

vr' € 10, 7] g(r') BeGH W

(3.20)

Soit § une boule fermée figurant dans la collection Gp. Le lemme assure qu’il existe
une famille finie I’ C I pour laquelle les boules fermées B(x;,r;) sont disjointes, incluses
dans int § et vérifient
L4 (int
St (Bl ) > 05
2. 34
iel’
ainsi que 7; < r, quel que soit ¢ dans I ’. Nommons Gg la collection des boules fermées
B(z;,¢4(1i)/2), lorsque i parcourt I’. Une telle boule, aussi notée 7, est associée a la boule
ouverte B(x;,1;), notée 7. Comme 7 C int A, on a r; < p donc ¢,4(r;) < r;, de sorte que

v C B(zi, 04(r;)) C7 C7 C int G.

De surcroit, |¥] < 2¢'/%(|v|). Désignons par G I'union, pour 3 parcourant G, des col-
lections Gg introduites précédemment. Les boules fermées v formant la collection Go
constituent la deuxieme étape de la construction de I’ensemble de Cantor généralisé K.
Posons
L(7)
> L)

'y’EGg

Ve G YyeGy  w(y) = ().
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Cependant, la somme figurant au dénominateur est minorée par £%(int 3)/(2 - 3%), tandis
que la mesure de Lebesgue de la boule 7 est inférieure & 2¢k%g(|y|). En utilisant la majo-
ration de () obtenue & la premiere étape, ainsi que du fait que |y| < |7]/2 < r,
on forme la majoration

() < 2- 6% Do) <3l

Bilan de la construction FEn répétant la démarche décrite précédemment, on construit
récursivement une suite (G),en de collections d’ensembles qui ont une w-masse et vérifient
les propriétés suivantes.

(A). On a Gy = {A} et 7(\) = §(]A]). De plus, I'ensemble A contient un nombre fini
d’ensembles de la collection Gj.

(B). Pour tout entier ¢ € N*, tout ensemble v € G, est une boule fermée qui contient un
nombre fini d’ensembles de G,41. En outre, il existe une boule ouverte 7, un unique
fermé B € G,_; et un indice 7 € I vérifiant

v C B(xi,q(ri)) C7 C7y Cint §

ainsi que |y| = ¢,(|7]/2). De surcroit, les ensembles 7, pour v € G, sont disjoints.

(C). Pour tout entier ¢ € N* et toute boule v € G, qui est incluse dans § € G,_4, on a

i) 2.30 _
m(y) = Wﬁ(ﬁ) < mﬁd(V)W(ﬁ) et 7w(y) < g(lvl)-

Des lors, on obtient un ensemble de Cantor généralisé K C F,) N A en posant

K=MU o

9=0 BeG,

et on peut prolonger 7 en une mesure borélienne sur R, finie et supportée par K, cf. [64,
prop. 1.7]. Sa masse totale est 7(K) = g(|\|).

Propriétés d’échelle de © Fixons un sous-cube c-adique X' de A et majorons sa masse
7(X\') en fonction de son diametre |[A'|. On peut supposer que le cube A rencontre I’en-
semble de Cantor K (sinon 7()\) = 0) et qu'il existe ¢ € N tel que A rencontre au moins
deux boules fermées de la collection G4 (sinon, pour ¢ € N, notons v, I'unique boule
fermée de Gy41 qui rencontre A’ ; d’apres le point , onam(N) < m(v441) < g(|vg41]) — 0
quand ¢ — o0). Deés lors, on peut considérer 8 € G,, avec ¢ € N, le fermé de diametre
|f] maximal tel que le cube X' rencontre au moins deux boules fermées de G4 incluses
dans (. La maximalité du diametre de 5 impose que le cube X' ne rencontre aucune autre
boule fermée appartenant a la méme collection que 3, si bien qu'on a 7(\') < 7(f).

Dans un premier temps, supposons |X'| > |5]. D’apres les points et , les inéga-
lités |B] < |N| < |A] < p et la croissance de g sur U'intervalle |0, p[, il vient

m(X) <7 (B) < g(18]) < g(IX']).
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F1c. 3.1 — Fermés de la collection G4 rencontrant le cube X’

Dans un second temps, supposons |X| < |3|. Notons 71, ..., V., avec n > 2, les boules
fermées de la collection G4 qui rencontrent le cube X'. En vertu de la maximalité de |3,
ces boules fermées sont incluses dans 3 et le point |(C)| assure que

. 2. 34
ZWAH%L ﬁdlntﬁ Zﬁ 2

Considérons deux entiers distincts n' et n” compris entre 1 et n. Comme les deux boules
fermées 7, et ,» sont disjointes en vertu du point |(B)], la distance (au sens de || -||) entre
les deux boules fermées 7, et 7y, est supérieure & (|3, | — Y| + [V | = |7mr]) /2, donc en
particulier & (|,/| — |vnr])/2. De plus, comme ces deux boules fermées rencontrent le cube
N, le diametre de A est supérieur a la distance les séparant, de sorte que

1,
vt e {lonp o S(Fwl = lwl) S IV

Fixons n" € {1,...,n} et minorons la mesure de Lebesgue de \'N7, (cf. figure p. .
Notons y,, € X N ~,. D'une part, si By (z, p) désigne la boule fermée de centre x et de
rayon p au sens de la norme || - ||, on a

Boo Yo |’7n’| B |7n’| C B Yo |’7n’| _ |7n’| C ;}//n’-
8K 8

D’autre part, la boule fermée constituant le membre de gauche peut s’écrire comme I'union
de 2¢ cubes fermés dont un sommet est y,,/ et ayant pour coté (| Y| —|vw|)/(8k) < |N|/(4k)
(d’aprés majoration précédente), ce qui est encore inférieur a |N|o/4 (ou | - |5 est le
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diametre au sens de la norme supremum). Des lors, un de ces cubes s’inclut dans X', donc
dans X' N7, et, comme sa mesure de Lebesgue est égale a son coté élevé a la puissance
d, on forme la minoration

~ d ~ d d(~
d ~ |7n” - |’Vn’| |'7n’| L ('Vn’)
LN OAw) 2 ( 8k ) = (16/<; = T

puisque [V,/| = ©g(|Vn|/2) < [nr]/2, en vertu du point et du fait que |y,/| < p car
A C int A. En reprenant la majoration de 7()\’) donnée précédemment, on peut écrire

2 . 4842 - 2 . 48%2d "

/ < d/y/ d / ~/
") < Fatm " Zﬁ N0 3) = Fimm gy O~ (A ml:'f")
Ed(X)

L(int 3)

D’apres les points et @ on a m(3) < §(|B]). De plus, LI(N) = |N|s" < &N,
tandis que £4(int 8) > |8]¢/k? (que ¢ soit nul ou non). Il en résulte que

< 2-48%k%7 ()

RYS

6]

T(N) < 2-48%6MG(|B]) 77 < 2 48'KMG(IN)

du fait que |N'| < |B] < p car 8 C X et que la fonction r — g(r)/r? décroit sur intervalle
10, p[. En regroupant tous les cas, il en résulte que m()\') est inférieur a 2 - 48%x%g(|\]),
pour tout sous-cube c-adique \ de \.

Prouvons maintenant la minoration (3.17). Soit (A,)pen € R2(F,,). On a

pgog‘)\‘ - 9. 48d 4dz —2 48d,€4d <U>\> - 9. 48d 4d (ngﬂ)\).

Cependant, I’ensemble F, N\ contient le compact K de sorte que 7(F,, NA) est supérieur
am(K)=g(|A]). On en déduit que

(e 9] _ 1 _
Zgﬂ)\p’) = mgﬂ)‘“-

p=0

Comme le diametre de A est strictement inférieur & p donc & ez, on a g(|A]) = M (A )
en vertu du lemme (3.2 Passer a la borne inférieure sur R)(F,,,) et invoquer le lemme
permet d’obtenir 1) pour tout cube c-adique A inclus dans V et dont le diametre est
strictement inférieur a p. Des lors, le lemme donne, pour tout ouvert U inclus dans V,

MI(F,, NU) > MI(U).

2 - 484RAd

Prenons maintenant une jauge g de Dy, telle que g < g. Alors g = \/gg est une jauge
de D4 vérifiant § < g < g. La minoration précédente est alors vraie. Le lemme |3.4] garantit
que MI (F,, NU) = M (U) pour tout ouvert U inclus dans V. Ainsi F, , qui est par
ailleurs un Gj, appartient a la classe GI(V).
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I Introduction

Comme l'indique le chapitre [3| un probleme classique de la théorie de approximation
diophantienne consiste a déterminer les propriétés de taille de ’ensemble

JT:{xE]R

des réels T-approchables par des rationnels, ou 7 est un réel strictement positif. Rappelons
qu’un célebre théoreme de Dirichlet garantit que J, est égal a R tout entier si 7 est inférieur
a 2. Supposons désormais 7 > 2. On constate aisément que .J; est de mesure de Lebesgue
nulle. On peut alors rendre compte de la taille de cet ensemble en fournissant sa dimension
de Hausdorff. Jarnik [99] et Besicovitch [29] ont démontré de fagon indépendante que cette
dimension vaut 2/7. Jarnik [100] a décrit plus précisément les propriétés de taille de J,
en déterminant la valeur de sa g-mesure de Hausdorff pour certaines jauges g.

Avant de préciser le résultat de Jarnik, rappelons quelques définitions de la section [[I]]
du chapitre [2] et de la section [I| du chapitre [3] Notons ® I’ensemble des fonctions g crois-
santes sur un voisinage a droite de I'origine et vérifiant limg+ g = g(0) = 0. Toute fonction

x — I—?‘ < ¢~ 7 pour une infinité de (p,q) € Z x N*}
q

77



78 CHAPITRE 4. UBIQUITE HETEROGENE ET THEORIE DES NOMBRES

g de ® s’appelle une fonction de jauge et permet de construire une mesure de Hausdorff
‘HY. De plus, pour d € N*, désignons par ®, ’ensemble des jauges g € ®© pour lesquelles
la fonction 7+ g(r)/r? est décroissante et strictement positive sur un voisinage strict de
I'origine. Rappelons en outre qu’on note g < ¢ si g et g sont des jauges de ®, pour les-
quelles g/g tend de fagon monotone vers 'infini en 0 et que Id désigne la fonction identité.
Le résultat de Jarnik, qui a par ailleurs été amélioré par V. Beresnevich, D. Dickinson et
S. Velani [19], est le suivant : pour toute jauge g € ©; vérifiant g < Id, la g-mesure de
Hausdorff de I'ensemble .J; est infinie (resp. nulle) si >° g(¢~")g = oo (resp. < oo).

K. Falconer [63] a prouvé que 'ensemble J,. vérifie une propriété de grande intersec-
tion, au sens qu'il appartient & la classe G2/7(R). Rappelons que G*7(R) est la plus grande
collection de G5 de R de dimension supérieure a 2/7 a étre stable par intersection dénom-
brable et par les similitudes de R. Ainsi, toute intersection dénombrable d’ensembles de
G¥7(R) est de dimension supérieure & 2/7. Le théoréme [3.5/ du chapitre [3| permet de dé-
crire plus finement les propriétés de grande intersection de .J,. Ainsi, cet ensemble figure
dans une certaine classe GY(R) pour toute jauge g € D, telle que > g(g~")q diverge.
Rappelons que la classe GY(R), définie dans le chapitre 3| est notamment stable par in-
tersection dénombrable et toutes les similitudes de R et que tous les ensembles qui la
constituent sont de g-mesure de Hausdorff infinie pour toute jauge g € ®; vérifiant g < g
(cf. section [lI] pour des compléments). En particulier, J, appartient a la classe Gla” (R),
qui est clairement incluse dans la classe G¥7(R) de K. Falconer. De surcroit, le théo-
reme [3.5| prouve que, pour toute jauge g € ®, 'ensemble J, est de g-mesure de Hausdorff
nulle ou maximale dans tout ouvert de R selon respectivement que la série ) . 91(¢7")q
converge ou diverge, avec )

.. 9\p
g1(r) rpéﬂ)f;r] = (4.1)
Cela complete la description des propriétés de taille de I’ensemble J, amorcée par Jarnik.
Les résultats précédents proviennent d’une certaine homogénéité dans la répartition des
rationnels : ils conduisent a des systémes d’ubiquité homogéne, cf. chapitre [3

Une fagon de prolonger le probleme est d’imposer des restrictions sur les rationnels
intervenant dans 'approximation. Suivant cette démarche, G. Harman [82] a proposé de
s’'intéresser a ’ensemble

Jf:{xER

T — 2—9' < ¢~ " pour une infinité de (p,q) € Z x N* premiers}
q

des réels T-approchables par des rationnels dont le numérateur et le dénominateur sont
des nombres premiers (7 > 0). Il a établi que J¥ est de mesure de Lebesgue pleine (resp.
nulle) dans R si 7 < 2 (resp. 7 > 2). En outre, le théoreme|3.7|du chapitre |3/ implique que,
pour toute jauge g € D, 'ensemble JF est de g-mesure de Hausdorff nulle ou maximale
dans tout ouvert de R selon respectivement que la série 3 g1(q¢”7)q/(logq)* converge
ou diverge, ou la fonction g; est donnée par . De plus, 'ensemble J¥ appartient & la
classe GI(R) d’ensembles a grande intersection pour toute jauge g € @, faisant diverger la
série > . 9(a77)q/(log q)?. Plus généralement, les résultats de G. Harman et du chapitre
permettent de déterminer précisément les propriétés de taille et de grande intersection des
ensembles obtenus quand le numérateur et le dénominateur des rationnels approchants
sont astreints a figurer dans diverses parties de Z, des lors que celles-ci vérifient certaines
conditions techniques concernant notamment leur densité asymptotique, cf. [82, ch. 6].
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Cela provient a nouveau du fait que ces rationnels conduisent a des systemes d’ubiquité
homogene, cf. chapitre 2.

J. Barral et S. Seuret [8, [I1] ont proposé d’imposer d’autres restrictions sur les ration-
nels approchants : les conditions de Besicovitch. Afin de les présenter, fixons un entier ¢
supérieur a 2. Tout nombre réel x peut s’écrire x = xg + Zp x,c” P, ol xy est un entier et
(2p)pen+ une suite d’éléments de {0, ...,c— 1} qui ne stationne pas en ¢ — 1. Notons alors

L 1 :
vbe{0,...,.c—1} VjeN O’bJ(I):;#{pE{1,...,j}|xp:b}

la proportion jusqu’au rang j de l'entier b dans le développement en base ¢ du réel z.
Un vecteur de probabilité m = (7, ..., m—1) € ]0,1[¢ (avec >, m, = 1) étant fixé, Besi-
covitch [28] puis Eggleston [58] ont étudié I'ensemble des réels = vérifiant oy, ;(x) —
quand j tend vers U'infini, quel que soit b € {0,...,c— 1} et ils ont notamment établi que
la dimension de Hausdorff de cet ensemble vaut o = — ), mlog, m,. De ce fait, suivant
le terminologie de J. Barral et S. Seuret [11], nous disons qu'un ensemble infini de ra-
tionnels vérifie la condition de Besicovitch associée au vecteur de probabilité « si on peut
I'énumérer selon une suite (pn/qn)nen vérifiant ¢, — 00 et oy|210g, g, | (Pn/@n) — ™ quel
que soit b € {0,...,¢c— 1}, quand n tend vers I'infini. Considérons alors, pour 7 > 2, le
sous-ensemble

I(pn/qn)nen irréductibles | ¢, — oo
J77—r =z €ER| Vn |[E _pn/Qn| <"
Vb Oy, [21log. gn | (pn/qn) — Ty

de J, formé des réels T-approchables par une infinité de rationnels vérifiant la condition
de Besicovitch associée au vecteur de probabilité w. Cette condition rend difficile la ques-
tion de savoir si les rationnels intervenant dans ’approximation conduisent a un systeme
d’ubiquité homogene. De plus, si tel était le cas, rien ne garantirait que les résultats du
chapitre [3] fournissent des informations optimales concernant les propriétés de taille et de
grande intersection de JT. Pour contourner cette difficulté, J. Barral et S. Seuret [8] ont
introduit la notion de systéme d’ubiquité hétérogéne, cf. section [[II} De la sorte, ils ont
prouvé que la dimension de Hausdorff de J7 vaut 2a/7. Le corollaire qui figure dans
la section [[V] de ce chapitre permet de compléter ce résultat en indiquant que JI contient
un ensemble a grande intersection dans R relativement a la jauge r +— p 5 —3(=logm)1=1/E
pour 7 € ]0,1/8].

Un probleme voisin consiste a déterminer les propriétés de taille et de grande inter-
section de I’ensemble

N 3(pn/qn)nen irréductibles | ¢, — oo
JIT=RzeR| Yn |z —pu/gn] < gu™7
vb O, 210g, gn) (T) = Tb

La condition de Besicovitch porte désormais sur les réels approchés eux-mémes plutot que
sur les rationnels approchants. J. Barral et S. Seuret [I1] ont établi appartenance d’un
sous-ensemble de J7 & la classe G**/7(R) de K. Falconer. Une variante du corollaire

permet de préciser ce résultat en indiquant que JT contient un ensemble a grande in-
tersection relativement a la jauge r — P —3(=log ”)"_1/8, qui appartient donc a la classe
G?*/T(R). Les résultats du chapitre [3| ne s’appliquent pas dans cette situation car I’en-

semble JT est de mesure de Lebesgue nulle quel que soit 7 > 0 si @ < 1, si bien que
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les rationnels intervenant dans I’approximation ne peuvent former un systeme d’ubiquité
homogene. En effet, JT est inclus dans I’ensemble des réels  vérifiant oy, |210g. 4, (%) —
pour tout b € {0,...,c— 1} et pour une certaine suite (g, )nen de limite infinie, dont on
peut montrer qu'il est de dimension «, cf. [I1].

Les propriétés du développement en base ¢ des nombres réels sont liées au comporte-
ment d’une famille de mesures : les mesures multinomiales, cf. section [V} Par conséquent,
imposer une condition de Besicovitch sur les rationnels intervenant dans ’approximation
revient a imposer une condition sur la masse qu’attribue une certaine mesure multinomiale
aux boules centrées en ces rationnels. De ce fait, I’étude des propriétés de grande inter-
section de I’ensemble J™ est un cas particulier du probleme suivant. Munissons R? de la
norme supremum usuelle et notons I un ensemble infini dénombrable et (z;,7;);er une fa-
mille d’éléments de [0, 1]¢x]0, oo| telle que (r;);c; admet 0 pour seul point d’accumulation.
Les propriétés de taille et de grande intersection de I’ensemble

F,={z eR| |z — k — x4]| <r;’ pour une infinité de (i,k) € I x Z}

ou t est un réel supérieur a 1, sont bien connues lorsque la famille (k + x4, 7); pyerxzd
constitue un systeme d’ubiquité homogene. Dans ce cas, le théoreme [3.2] prouvé dans le
chapitre [3| garantit que F; appartient a la classe Gl (RY) d’ensembles & grande inter-
section. Observons que F; généralise naturellement ’ensemble J, des réels T-approchables
par des rationnels. Le sous-ensemble JT de J, formé des réels T-approchables par une
suite de rationnels vérifiant la condition de Besicovitch associée au vecteur de probabilité
7w peut quant a lui se voir comme un cas particulier de ’ensemble

Ey={z €R?| |z — k — x]| < r;' pour une infinité de (i, k) € I"* x Z} C F,

ou [* désigne ’ensemble des i € [ indexant les boules de centre z; et de rayon r; qui,
au sens d’une mesure borélienne finie i fixée, ont une masse qui se comporte comme r;*
pour un certain réel o > 0. Dans [§], J. Barral et S. Seuret ont déterminé la dimension
de Hausdorff de E; lorsque la famille (z;,7;);c; est un systéme d’ubiquité hétérogene
relativement a p, ce qui impose certaines conditions sur la répartition des boules de
centre x; et de rayon r; et sur le comportement d’échelle de la mesure p, cf. section[[I1} Le
théoreme énoncé dans ce chapitre montre que, sous les mémes hypotheses, I'ensemble
E; vérifie une propriété de grande intersection, au sens qu’il appartient a la classe GI(R?)
pour une fonction de jauge g bien déterminée.

C’est en prenant pour mesure y la mesure multinomiale associée au vecteur de pro-
babilité m que nous pouvons déduire du théoreme [4.1]le fait que J7 contient un ensemble
a grande intersection. De la méme maniere, en choisissant pour mesure p la mesure de
Gibbs associée a un certain potentiel héldérien f, nous pouvons étudier les propriétés de
grande intersection de ’ensemble des points approchables a une certaine vitesse par des
rationnels en lesquels les moyennes des sommes de Birkhoff associées a f convergent vers
un certain réel fixé au préalable, cf. section [[V]

La suite de ce chapitre s’organise comme suit. Dans la section [[I, nous rappelons la
définition des classes d’ensemble a grande intersection GY(V'), pour toute jauge g € D, et
tout ouvert non vide V' de R?, qui ont été introduites dans le chapitre . Nous donnons en
outre, pour des jauges g d’'une forme particuliere, une caractérisation de la classe GY(R?)
qui fait appel aux similitudes de R?. Cette caractérisation nous est utile pour établir le
théoreme [4.1] énoncé dans la section [[I]len vertu duquel 'ensemble E; défini précédemment
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vérifie une propriété de grande intersection si la famille (z;, 7;);cr est un systeme d’ubiquité
hétérogene relativement a la mesure p. La section [[V]fournit ensuite quelques applications,
qui relevent de la théorie métrique des nombres. Enfin, les sections[V]et [VIsont consacrées
aux preuves des principaux résultats de ce chapitre.

II Ensembles a grande intersection et similitudes

Rappelons brievement les principaux résultats concernant les classes d’ensembles a grande
intersection qui ont été introduites dans la section [[I] du chapitre [3] Pour g € ©,4, notons
g4 le supremum de l'ensemble des réels € € ]0, 1] pour lesquels g est croissante sur [0, €] et
r — g(r)/r? est décroissante sur )0, e]. Un entier ¢ > 2 étant fixé, notons A, la collection
des cubes c-adiques de RY, i.e. des ensembles de la forme A\ = ¢~/ (k+ [0, 1[?) ot k € Z% et
j € Z. Ce dernier entier est la génération, notée ()., du cube A. On construit une mesure
extérieure MY, sur R? en posant

VFCRY MY (F)= inf ng

(Ap)peN€Re,g(F)

ot R.4(F) est I'ensemble des suites (\,)pen d’éléments de A, U {0} de diametre |\,
strictement inférieur a 4, pour tout entier naturel p, et vérifiant ' C Up Ap- Un ouvert
V non vide de R? étant donné, on définit la classe GY(V') des ensembles de R? & grande
intersection dans V relativement a la jauge g comme la collection des sous-ensembles F'
de R? qui sont des Gy et qui vérifient M7 (FNU) = M (U) pour tout ouvert U de R?
inclus dans V' et toute jauge g de ®, telle que g < g.

La proposition et le théoreme [3.1], énoncés dans le chapitre [3| répertorient les
principales propriétés de la classe GI(V), pour g € Dg et V C R? ouvert et non vide.
Cette classe, qui ne dépend ni de la norme choisie sur R? ni de I’entier c, est stable par
intersection dénombrable. En outre, pour toute application bilipschitzienne f : V — R si
FeGI(f(V)),ona f~1(F)e GIV). De plus, tout ensemble F € GI(V) est de g-mesure
de Hausdorff infinie pour toute jauge g € D, telle que g < g. Il s’ensuit que

VFeGIY(RY) Vged, G<g = Hg<ﬂfn(F)):oo

pour toute suite (f,,)nen de similitudes de 1’espace R?. La proposition {4.1|figurant ci-apres
donne une forme de réciproque a ce résultat. Dans son énoncé, D, désigne I'ensemble des
dilatations de R? qui envoient un cube c-adique A de R¢ de diametre strictement inférieur
a 1 sur un cube c-adique de génération supérieure a celle du cube A. En outre, ® est
le cone convexe épointé formé des fonctions ¢ continues et croissantes sur un voisinage
a droite de l'origine, nulles en ce point et telles que, d'une part, r~#") tende de facon
monotone vers I'infini quand r tend vers 0 et, d’autre part, la fonction r — r<=%(") croisse
sur un voisinage a droite strict de l'origine et admette une limite nulle en ce point, pour
tout réel € > 0. Par définition de 'ensemble ®, pour tout 5 € |0,d] et tout ¢ € P, la
fonction gg, 1 17— =% est une jauge qui appartient & ®4. De plus, la classe G9s.% (R?)
est strictement incluse dans la classe G#(R?) de K. Falconer, d’apres la remarque qui suit
le théoreme [3.1] établi dans le chapitre [3| (car Id* < gg,, pour tout réel s € |0, 5).
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Proposition 4.1
Soient 3 € ]0,d] et ¢ € ®. Soit F un G5 de R vérifiant

HI5e (ﬁ fn(F)> >0

pour toute suite (fy,)nen de similitudes de D.. Alors F appartient & G9%-+(R9).

Nous renvoyons a la section M pour une preuve de cette proposition. Les fonctions gg .
pour 3 € ]0,d] et ¢ € ® sont les jauges qui entrent en jeu dans I’étude, détaillée dans la
section [[II] des ensembles définis par J. Barral et S. Seuret dans [§]. On vérifie aisément
que les jauges les plus couramment utilisées, comme les fonctions

o0 1 Vp
P | | (log°p —)
,
p=1

ou log” est la p-ieme itérée du logarithme, 5 un réel de ]0, d] et (v,),en+ une suite de réels
positifs et nuls sauf un nombre fini d’entre eux, sont de la forme gz, avec 5 € |0,d] et
¢ € ®. La section [[V] donne d’autres exemples de jauges de cette forme.

IIT Ubiquité hétérogene

Commencons par définir la notion de systeme d’ubiquité hétérogene introduite par J. Bar-
ral et S. Seuret dans [8]. L’espace R? est désormais muni de la norme supremum usuelle.
Un ensemble infini dénombrable d’indices I étant fixé, notons 8Y(I) ’ensemble des familles
(w5, 7:)ier d’éléments de [0, 1]¢x]0, oo[ telles que, pour tout e > 0, le nombre d’indices i € I
vérifiant ; > ¢ est fini. Dans ce cas, la famille (r;);c; admet 0 pour seul point d’accumu-
lation. Pour qu’'une famille (z;,7;)ic; € SY(I) soit un systéeme d’ubiquité hétérogene, elle
doit satisfaire les assertions |(i)| énoncées ci-apres. Notons 91 'ensemble des mesures
boréliennes finies et de support égal a [0, 1]9. La premiere assertion, qui fait intervenir une
mesure m € M, est :

(i). Pour m-presque tout z € [0,1]%, on a ||z — z;]| < r;/2 pour une infinité de i € I.

Citons quelques exemples de familles pour lesquelles 'assertion [(i)| est vérifiée. Fixons
un entier ¢ > 2 et notons Z,,. 'ensemble des couples (j, k) avec j € Net k € {0,...,c/ }%.
Pour tout point z € [0, 1]¢, il existe une infinité de (4, k) € Zy. tels que ||x—ke™|| < ¢77/2.
En conséquence, 1'assertion |(i)| est satisfaite par la famille (k¢ ¢ )Gk)eTs. € S(Za.)
quelle que soit la mesure m € M.

De méme, notons Zy . I'ensemble des couples (p, q) avec ¢ € N* et p € {0,...,q}"
D’apres le théoreme de Dirichlet [81) th. 200], 1'assertion est vérifiée par la famille
(p/q, 2q_1_1/d)(p7q)gd’rat € 8%Zy.at) pour toute mesure m € 9. On peut préciser ce
résultat. En effet, un point x € R¥N\Q? étant fixé, notons x(z) I'infimum de I'ensemble
des réels k € ]0,1] pour lesquels ||z —p/q|| < £'/?g~'~/4 possede une infinité de solutions
(p,q) € Z* x N olt au moins une des coordonnées de p/q est irréductible, puis désignons
par 74 le supremum de ensemble des réels k() sur x € RN\Q?. Hurwitz [85] a établi que
v, vaut 1/+/5, cf. [81) th. 193]. Pour d > 2, divers encadrements sur 74 sont connus, mais
la valeur exacte de cette constante reste indéterminée, cf. [68]. Plagons-nous en dimension
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d =1 et désignons par 77, Pensemble des couples (p,q) avecq e N*et pe {1,...,q—1}
premier avec ¢. Du fait que 1 < 1/2, la famille (p/q,1/¢*)pgez;,,, € SV(Zi ) vérifie
I'assertion ()| pour m € M vérifiant m(Q) = 0. Ce résultat intervient dans la preuve du
corollaire [4.1] énoncé dans la section [VI

Ajoutons que les systémes d’ubiquité homogene introduits dans le chapitre [3] véri-
fient I’assertion lorsque m désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1]¢. En effet, soit
(24, 7i)ier € SY(I) un systéme d’ubiquité homogene dans ]0, 1[¢. D’apres la proposition ,
la famille (z;,7;/2)ier est aussi un systéme d’ubiquité homogene dans 0, 1[4, ce qui im-
plique directement

Afin d’énoncer les assertions (iv)], il convient de fixer quelques notations supplé-
mentaires. Pour tous j € Z et k € Z%, notons A x le cube ¢ (k +[0,1[%). En outre, pour
tout point = de R? et tout entier relatif j, il existe un unique cube c-adique de génération
J qui contient le point z. Désignons par /\j(x) ce cube. Par ailleurs, un cube c-adique A de
R? étant donné, on note 3\ I'union du cube X avec les 3¢ — 1 cubes de méme génération
qui lui sont adjacents (3 est aussi égal a I'image du cube A par une homothétie dont le
centre est le centre de A et dont le rapport est 3). L’assertion indique que les propriétés
d’échelle d’une mesure m € 9 fixée sont gérées presque partout par une certaine fonction
de jauge gg, € Dg avec 3 € ]0,d] et ¢ € P :

(ii). Pour m-presque tout x € [0,1]%, il existe j(x) € N tel que, pour tout entier j > j(x)
et tout k € {0,...,¢ — 1},

SR C3N(r) = m(Af,) < gse(|ASL])-

Notons ¥ I’ensemble des fonctions v nulles en 0, continues et croissantes sur un voi-
sinage & droite de ce point et telles que r — r~¥) décroisse sur un voisinage a droite
strict de ce méme point. L’assertion indique qu’une mesure m € 9 permet d’analyser
les points ou une mesure p € 9N fixée au préalable se comporte en loi de puissance avec
I’exposant a > 0 a une correction donnée par ¥ € ¥ pres :

(iii). Pour m-presque tout = € [0, 1]¢, il existe j(z) € N tel que, pour tout entier j > j(x)
et tout k € {0,...,¢ —1}4,

j,k - 3)\§($) — ’)\Q7k|a+w(|)\§,k‘) < /L(Aiﬁ < |)\§’k|a—w(\>\;’k|).

Enfin, I’assertion impose une condition d’autosimilarité sur une mesure m € 9.
Afin d’expliciter cette condition, associons a tout cube c-adique A de génération positive
la dilatation, notée wy, qui envoie le cube A sur 'unique cube de génération nulle qui le
contient. De plus, pour tout sous-cube c-adique A de [0, 1[¢, notons m* la mesure borélienne
sur A qui est donnée par m o wy. L’assertion est alors :

(iv). Pour tout sous-cube c-adique A du cube [0, 1[4, la restriction iy de la mesure m au

cube ) est équivalente & la mesure m* (en ce sens qu’elles sont absolument continues
I'une par rapport a 'autre).

Nous renvoyons & la section [[V] pour deux exemples notables de mesures vérifiant les
assertions - les produits de mesures multinomiales et les mesure de Gibbs associées
a un potentiel holdérien.

Il nous est désormais possible de définir la notion de systeme d’ubiquité hétérogene
relativement a la mesure p, au réel a et a la jauge gg ..
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Définition (systéeme d’ubiquité hétérogeéne)

Soient I un ensemble infini dénombrable et (z;,7;);c; une famille de S9(I). Considé-
rons une mesure g € MM, deux réels o > 0 et § € ]0,d| et une fonction ¢ € ®. On
dit que la famille (z;,7;);e; forme un systeme d’ubiquité hétérogene relativement a
(, o, B, p), deés lors qu’il existe une base ¢ € N\{0, 1}, une fonction ¢) € W, ainsi
qu’une mesure m € M, vérifiant les assertions |(1)4(iv)| énoncées précédemment.

Remarque : La définition adoptée dans [8] se démarque de la notre sur le point suivant :
pour tout sous-cube c-adique A du cube [0, 1[¢, J. Barral et S. Seuret autorisent la mesure
m? & différer de m o wy. Cela nécessite de controler certaines quantités relatives aux
mesures m”* (plus précisément, leur vitesse de renouvellement et leur masse). Imposer
m» = m o wy, pour tout A, nous permet d’éluder ces difficultés, tout en conservant un

champ d’application assez large.

Les systemes d'ubiquité homogene conduisent a des systemes d'ubiquité hétérogene. En
effet, soient I un ensemble infini dénombrable et (z;,7;)ier € SY(I) un systeme d’ubiquité
homogene dans le cube ouvert ]0, 1[%. On vérifie alors aisément que la famille (z;,7;)ics
est un systéme d’ubiquité hétérogene relativement au quadruplet (£%,d, d, @) pour toute
fonction € ®. Ainsi, en reprenant les exemples de systemes d’ubiquité homogene fournis
dans le chapitre [3 on obtient directement de nombreux exemples de systémes d’ubiquité
hétérogene par rapport a la mesure de Lebesgue.

Dans ce qui suit, I est un ensemble infini dénombrable et (z;,7;);c; désigne un systeme
d’ubiquité hétérogene relativement & un quadruplet (u, o, 3, ¢) € Mx]0,00[x]0,d] x P.
Considérons de surcroit une base ¢ € N\{0, 1}, une fonction ¢ € ¥ et une mesure m € 9
remplissant les conditions |(i)i(iv)l De plus, un réel strictement positif M étant donné,
notons [ ]‘\‘[L I’ensemble des indices ¢ € I pour lesquels

M=H(2r;) 2t < (B, 1)) < p (B(wi, 1)) < M (2r;)— ¥ ra) (4.2)

ott B(x;,r;) et B(x;,r;) désignent respectivement la boule ouverte et la boule fermée de
centre x; et de rayon r;. J. Barral et S. Seuret s’intéressent, pour tout réel ¢ supérieur a
1, & 'ensemble E; formé des points du cube [0,1]? qui appartiennent, pour une infinité
d’indices i € I, a la boule B(x;,r;") lorsque la mesure p attribue a la boule B(z;,r;) une
masse qui se comporte comme 7;%, c¢’est-a-dire a l’ensemble

By ={z€[0,1| |z — ;]| < r;' pour une infinité de i € I};,} . (4.3)

Plus précisément, ils prouvent I'existence d’un réel strictement positif M tel que la dimen-
sion de Hausdorff de I’ensemble E; est supérieure a [3/t, quel que soit le réel ¢ supérieur a
1, lorsque (4.2) ne tient que pour les boules fermées, cf. [§, th. 2.7]. La variante périodisée

Et:Zd+Et

4.4
= {z € R?| ||z — p— ;]| < r;’ pour une infinité de (i,p) € Iy % z'} (44

de E, vérifie bien entendu la méme propriété. Le théoreme suivant est plus précis, puisqu’il
indique que F; appartient & G9(R?) pour une certaine jauge g € D4 avec s, = 3/t.
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Théoreme 4.1
Soient I un ensemble infini dénombrable et (z;,7;);c; un systeme d’ubiquité hétéro-
gene relativement a un quadruplet (u, «, 5, ) € Mx]0, 00[x]0, d] x . Alors, il existe
e Vet Me[l,o0] tels que :
~ les ensembles E; et By figurent dans G9(]0, 1[7) et G9%.¢(R?) respectivement ;
— pour toute fonction ¢ € ® et tout réel £ > 1, les ensembles Et et F, appartiennent
respectivement aux classes G9/t2¢+4(]0, 1[?) et G98/t.20+0 (RY).

Ce résultat, qui s’apparente au théoreme établi dans le chapitre |3 et concernant
les systemes d’ubiquité homogene, est prouvé dans la section [VIl Cependant, utiliser le
théoreme plutot que le théoreme avec un systeme d’ubiquité homogene (qui peut
se voir comme un cas particulier de systéme d’ubiquité hétérogene) ne présente aucun
intérét. En effet, soient I un ensemble infini dénombrable et (z;,7;)icr € SY(I) un systéme

d’ubiquité homogene dans le cube ouvert ]0, 1[¢. Observons que I’ensemble Iﬁff est égal
a I tout entier quels que soient 1» € U et M € [1,00] et que la famille (z;,7;);c; est un
systéme d’ubiquité hétérogene relativement au quadruplet (£2, d, d, ¢) pour toute fonction
¢ € ®. Des lors, pour tout réel t > 1, le théoréme assure que E, € Gl4"* (]0, 1[4), tandis
que le théoreme implique que E, € Gldd/tw(]o, 1[¢) pour toute fonction ¢ € ®, ce qui
est plus faible car les fonctions de jauge g € ®4 vérifiant g < Id¥* ne s’écrivent pas toutes
sous la forme g = Id¥*% avec ¢ € ®.

Le théoreme permet de s’intéresser a l'intersection d’un nombre au plus dénom-
brable d’ensembles construits a partir de systemes d’ubiquité hétérogene. En effet, prenons
un ensemble dénombrable J et, pour tout j € J, considérons un systeme d’ubiquité hé-
térogene (27,17);e 1; (out I; est un ensemble infini dénombrable) relatif & un quadruplet
(W, 0,37, p7) € Mx]0,00[x]0,d] x ®. En vertu du théoreme et de la stabilité par
intersection dénombrable des classes d’ensembles a grande intersection (cf. chapitre ,
théoreme , il existe une famille (M7);c; de réels supérieurs a 1 et une famille (¢7);c;
de fonctions appartenant & W telles que, pour toute famille (¢7);c; de fonctions de ® et
toute famille (/)¢ de réels supérieurs a 1,

NE, e () o) (4.5)

JjeJ ] 9€D g
V392957 147 27 + 7

ol Eg] est défini de maniere similaire a . Dans I’assertion 1) on convient que, si
aucune fonction de jauge g € Dg ne vérifie g < ggi /15 24447, Pour tout j € J, l'intersection
des classes G9(]0, 1[%) est égale a la collection de tous les G de R? inclus dans [0, 1]¢. En
particulier, on obtient
J

dlmQ] Bl > ;25 t_ﬂ (4.6)
si toutefois ce dernier infimum est un réel strictement positif. En effet, prenons un réel s
strictement compris entre 0 et I'infimum des 37 /t/ sur j € J. La jauge Id* € D4 vérifie
alors Id® < ggi /13 23443, pour tout j € J. D’apres I'assertion (4.5)), il en résulte que

m GId [d)

Le théoreme conduit alors au fait que I'intersection sur j € J des ensembles Egj est de
dimension au moins s. Faire tendre s vers I'infimum des 3/ /#/ sur j € J donne finalement
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la minoration (4.6). Ce résultat peut se voir comme 'analogue du théoréme 2 de [49] dans
le cadre de I'ubiquité hétérogene.

IV Applications en théorie des nombres

Dans [§], J. Barral et S. Seuret fournissent quelques exemples de systémes d’ubiquité
hétérogene (x;,7;)icr € SY(I) (ol I est un ensemble infini dénombrable) par rapport a un
quadruplet (u, o, 3,¢) € Mx]0,00[x]0,d] x . Nous les reprenons dans cette sectlon et
nous montrons que les ensembles Et et F; définis respectivement par et ) pour
t > 1 appartiennent a certaines des classes d’ensembles a grande 1ntersect10n presentees
dans la section [l

IV.1 Produits de mesures multinomiales

Commencons par rappeler ce qu’est une mesure multinomiale. A cet effet, fixons un entier
naturel ¢ supérieur a 2 et rappelons que chaque sous-intervalle c-adique A = ¢ (k + [0, 1[)
(avec j € Net k € {0,...,¢/ —1}) de Pintervalle [0, 1[ peut se coder a 'aide d’un mot
u(\) de longueur j sur 'alphabet {0,...,c— 1} en posant

Vpe{l,...,j} u(N), = k"7 mod c.

Précisons que l'intervalle [0,1] est codé par le mot vide, qui est noté &. Prenons un
vecteur de probabilité, ¢’est-a-dire un élément 7 = (7, ..., m._1) de ]0, 1[¢, dont la somme
des composantes vaut 1. Pour tout entier naturel j, considérons la mesure borélienne p7
qui est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et dont la densité est

jzjl - Z CY]IAHW“

AC[o,1]

(N e=i
ol la somme est prise sur 'ensemble des sous-intervalles c-adiques de [0, 1] de génération
j- On peut montrer que la suite de mesures (1} )jen converge faiblement vers une mesure
borélienne de probabilité dont le support est égal a I'intervalle [0, 1]. Cette derniere mesure
s’appelle la mesure multinomiale associée au vecteur de probabilité 7 et se note . Pour
faire son analyse multifractale, c¢’est-a-dire pour évaluer, a a € R fixé, la dimension de
Hausdorff de 'ensemble V,, des points x de [0, 1] vérifiant —% log, ptx(A§(2)) — @ quand j
tend vers l'infini, on introduit classiquement la fonction 7, définie par

1 —

VgeR  7,(q) = - lim ~log, D (1(N)" = —log, > m.
AC[0,1] —
(Ne=j

Fixons maintenant un réel q et posons a = 7,,_(q), ainsi que 8 = q7;, (q) — 7,,(q). Le réel
(B peut encore se voir comme la valeur au point « de la transformée de Legendre de la
fonction 7,,. On prouve alors que la dimension de Hausdorff de I’ensemble V, est égale
a (. Pour ce faire, on s’intéresse a une mesure pi,, qui charge les points de V, et dont
la masse décroit globalement a la vitesse 3. Cette mesure analysante ji., est construite
de la méme maniere que pu, en remplacant le vecteur de probabilité 7 par le vecteur

(@ (7, m._19). Nous renvoyons & [33] pour plus de détails.
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Pour appliquer les résultats de la section [[II} il convient de mieux cerner le comporte-
ment des mesures fi; et i, En vertu du théoreme 1 de [10], les points évoqués
dans cette section sont tous vérifiés des lors que :

— les mesures p et m de 'ensemble 9 sont respectivement pi, et firq;

)78 pour 1 dans

— les fonctions ¢ € ® et ¢ € ¥ sont de la forme f, : 7 — (—logr
10,1/8].

Signalons que nous ne cherchons pas a donner la forme optimale des fonctions ¢ et .

Le théoreme 1 de [10] permet en effet de produire des fonctions rendant plus précis les

encadrements des points et |(ii1)} mais celles-ci sont plus compliquées.

Intéressons-nous maintenant a un produit de d mesures multinomiales. Considérons
d vecteurs de probabilité notés 7', ..., 7% et formons la mesure p = fip1 @ -+ @ phpa. 11
s’agit d’une mesure borélienne de probabilité dont le support est égal au cube fermé [0, 1]%.
L’analyse multifractale de la mesure 4 fait intervenir la fonction 7, =7, , + -+ + 7, ,.
Un réel ¢ étant fixé, notons a = 7,(q), ainsi que 8 = q7,,(q) — 7.(¢). La mesure auxiliaire
permettant d’analyser ’ensemble des points autour desquels la mesure p décroit avec
la vitesse o est ici la mesure m = pip1, ® -+ ® figa,. Le théoreme 1 de [10] permet a
nouveau de montrer que les points énoncés dans la section [I1I{ sont vérifiés lorsque
¢ = [, et ¥ = f, avec n,n" € ]0,1/8[. Supposons que le point est vérifié par la
mesure m et une famille (z;,7;);e; € S9(I) (ot I est un ensemble infini dénombrable).
Par conséquent, cette famille constitue un systéeme d’ubiquité hétérogene relativement au
quadruplet (u, o, 3, ¢). Le théoréme garantit alors I'existence d'un réel M > 1 tel que,
pour tout ¢ > 1, lensemble E, défini par appartient & G7/t3/(]0, 1[¢) et 'ensemble
E; donné par (4.4) appartient a la classe G9/t3fn (R?).

Précisons les liens entre le produit de mesures multinomiales p et les propriétés du
développement en base ¢ des éléments du cube [0, 1]¢. Fixons d’abord ¢ = 1, de sorte que
a=p0= TL(l) et m = u, dans ce qui précede. Prenons ensuite un réel x de l'intervalle
[0, 1] et écrivons x comme la somme des z,¢ P, avec z, € {0,...,c — 1}, lorsque p par-
court I'ensemble des entiers naturels non nuls. On peut supposer que la suite (x,),en+ ne

stationne pas en ¢ — 1. Notons
4 . 1 .
Vbe{0,...,c—1} Vj€N 0’ij($):3#{p€{1,...,j}|$p:b}

la proportion jusqu’au rang j de l'entier b dans le développement en base ¢ du réel z.
Prolongeons enfin 03, ; de facon naturelle en une fonction 1-périodique sur R. En vertu
de la loi des grands nombres, la mesure p attribue la masse 1 a ’ensemble des points
z = (z',...,2%) du cube [0,1]¢ vérifiant o3, ;(z*) — 7 quand j tend vers linfini, quels
que soient les entiers s € {1,...,d} et b € {0,...,¢— 1}. En particulier, cet ensemble a
une dimension de Hausdorff supérieure a

d c—1

a=7,(1)=— ZZ@ log, 7. (4.7)

s=1 b=0

On retrouve ainsi un célebre résultat du a Besicovitch [28] et Eggleston [58]. La loi du
logarithme itéré (cf. e.g. [138]) offre un résultat plus précis. En effet, pour tout r > 0

assez petit, posons
log log log 1\ /2
log -
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Alors, pour p-presque tout point z = (zt, ..., 2%) € [0, 1]¢, il existe un entier naturel j(z)
vérifiant, pour tout entier naturel j supérieur a j(x),

Vse{l,...,d} Vbed{0,....,c—1} oy, (2°) — 75| < \/logeg(c™).

Par conséquent, pour m-presque tout point z de [0, 1]%, il existe un entier naturel j(z) tel
que, pour tout entier naturel j supérieur a j(x),

sup max |lob.;(2°) — 75| < V/loges(c™).

c sed{l,..., d
zE[O,l]deS)\j (z) bE{0,. o1}

Notons désormais TPV I’ensemble des indices i € I pour lesquels

max |0y, log, r)(5) — 5| < 2¢/logcs(r;). (4.9)

Les arguments de la preuve du théoreme permettent d’établir le résultat suivant.

Proposition 4.2

Considérons d vecteurs de probabilité 71, ... 7 € ]0, 1[°. Soient I un ensemble infini
dénombrable et (x;,7;);cr une famille de S(7). On suppose que l'assertion est
vérifiée par m = pi1 ® -+ @ pupa. Alors, pour tous t € [1,00[ et n € ]0,1/8],

EP® — (€ [0,11| o — 4] < r pous une infnité de i € 2}

et EPe = 74+ EPe¥ appartiennent respectivement & GY%/435 (10, 1[7) et GI2/t35 (RY),
ol « est le réel donné par (4.7)) et f, est la fonction r — (—log )18,

Cette proposition, prouvée dans la section [VI permet en particulier d’étudier les pro-
priétés de grande intersection de l’ensemble

3(pn/qn)nen irréductibles | ¢, — oo
U= x€R| Vn 12— pn/qn] < g™ (4.10)
vb Oy, [21log. gn | (pn/Qn) — Ty

des réels 2t-approchables (t > 1) par des rationnels vérifiant la condition de Besicovitch
associée a un vecteur de probabilité m = (o, ..., m.—1) € |0, 1[°. Pour ce faire, il convient
de prendre [ = Z7 .. (cf. section , ainsi que (4 = p/q et 14,9 = 1/¢* quel que soit
(p,q) € 1. L’assertionest vérifiée par m = p, car p,(Q) = 0. En outre, U, ; D EP car
Si (Pn, Gn)nen désigne une suite injective d’éléments de I, on a T, |210g, gn| (Prn/@n) — T,
uniformément en b € {0,...,c—1}, lorsque n tend vers 'infini. La proposition [4.2| conduit
alors au résultat suivant.

Corollaire 4.1
Pour tout réel t > 1 et tout vecteur de probabilité 7 = (m,...,m.—1) € |0, 1],
I'ensemble U, défini par contient un ensemble de la classe G%/t3/1(R) ou
a= -3y mlog,m et f,(r) = (—logr)"V/3, quel que soit n € ]0,1/8].

En examinant la preuve de la proposition [£.2] on observe aisément que I’énoncé de ce
corollaire reste vrai si on remplace U, par I’ensemble

3(pn/qn)nen irréductibles | ¢, — oo
Uy =qT€RI Vo |z —po/ga] < ¢
vb T, 2108, g} (L) = T



IV. APPLICATIONS EN THEORIE DES NOMBRES 89

ce qui revient a imposer une condition de Besicovitch non pas sur les rationnels appro-
chants mais sur les réels approchés eux-mémes. Ainsi, U, ; contient un ensemble de la
classe G7/t3/ (R) pour tout n € ]0,1/8[. Cela améliore légerement le théoreme 1.2 de [11],
qui indique que U, contient un ensemble de la classe G*/*(R) de K. Falconer.

Comme suggéré dans [13], intéressons-nous pour tout ¢t > 1 & U'ensemble des réels x qui
sont approchés & g, 2! prés par une infinité de rationnels irréductibles p,, /g, pour lesquels
les fréquences asymptotiques

_ . Pn
5((Pn> @n)nen) = nh_{go 0b,|2log, qn] (q_>

pour b € {0,...,c — 1}, vérifient certaines relations. Pour fixer les idées, prenons ¢ = 3
et considérons l’ensemble V; des réels = pour lesquels il existe une suite (p,/qn)nen de
fractions irréductibles vérifiant |z — p,/q¢,| < ¢,~* pour tout n, ainsi que les conditions

5'0<<pn: Qn>n€N> >0 et 51((pn7 qn)neN) - 25’2((]?7“ Qn)nEN) > 0.

On remarque que V; contient 1'union des ensembles U, ; lorsque le triplet m = (g, 71, m2)
vérifie mg > 0, m = 2wy > 0 et mg + m + mo = 1. De maniére équivalente,

V;S D) U U(1—30,2a,0),t-

0€]0,1/3]

Le corollaire garantit que V; contient un ensemble de la classe G7+()/t:3/1(RR) avec
a(o) = —(1 — 30)logs(1 — 30) — 20logy(20) — ologs o, quels que soient o € ]0,1/3] et
n €10,1/8[. Cependant a(c) est maximal pour o = o, = (243 4+ 9 —3-22/3)/31. De facon
optimale, I’ensemble V; contient donc un ensemble de la classe G%(=)/t3f1(R) pour tout
réel n de U'intervalle |0, 1/8].

En suivant le modele de 'exemple cité précédemment, on peut évidemment étudier
les ensembles de réels approchés par des rationnels dont les fréquences asymptotiques du
développement en base ¢ vérifient certaines relations (linéaires ou non) fixées au préalable.
Le fait que ces ensembles contiennent des ensembles a grande intersection permet en outre
de s’intéresser a l'intersection d’'un nombre dénombrable d’entre eux.

IV.2 Mesures de Gibbs

Prenons un entier naturel ¢ supérieur a 2 et appelons ¢ la multiplication par ¢ sur le cube
[0, 1[4, c’est-a-dire que o(x) = cx mod Z<, quel que soit le point  du cube [0, 1[¢. Soit f
une fonction Z?-périodique et uniformément holdérienne sur R?, cf. chapitre , partie .
La fonction f est aussi appelée un potentiel. Introduisons, pour tout entier naturel j, la
j-ieme somme de Birkhoff associée au potentiel f, qui est définie par

j—1

=S ree

k=0
ainsi que son exponentielle D]f = expoS Jf . Pour tout entier naturel 7, considérons la mesure
probabilité /L;-c définie sur la tribu borélienne de [0,1]¢ par le fait qu’elle est absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue £? et que sa densité est

d,uj _ ]1[071[de
VA Df(z)dz

[0,1[¢ =7
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On peut calculer explicitement les itérées de I'opérateur de Ruelle associé au potentiel
f et les relier a la suite de mesures (/,c; )jen ainsi définie. Le théoreme de Ruelle-Perron-
Frobenius permet alors de montrer que cette suite de mesures converge faiblement vers
une mesure de probabilité p; sur la tribu borélienne de [0,1]¢. Nous renvoyons a [133]
pour plus de précisions.

Considérons maintenant la fonction de pression P; associée a f, qui est définie par

1
VgeR P(q) = dlogc+ lim —log Dgf(x)dx.
J=ee ] [0,1[d

On peut montrer que la mesure iy est une mesure de Gibbs relativement au potentiel f
et au systeme dynamique ([0, 1[¢, o), c’est-a-dire qu’il existe un réel strictement positif C
tel que, pour tout entier naturel j et tout point  du cube [0, 1[%,

1 X (x

— < M < C. (4.11)

C e_JPf(l)Df (x)

J

En outre, la mesure pf est ergodique. L’analyse multifractale de cette mesure est donnée
dans [63, [66]. Classiquement, elle fait appel a la fonction 7, qui, a I'aide de I'encadre-
ment (4.11)), se retrouve a partir de la fonction de pression P de la maniere suivante :

1 1

VgeR  7,(q) = —Jlggo;logc > (V)" = og (¢Ps(1) — Py(q))
AC[0,1]
(N e=i

oil la somme est prise sur 'ensemble des sous-cubes c-adiques de [0, 1[¢ de génération j.
Fixons un réel ¢, puis introduisons o = TLf(q), ainsi que 8 = qu:f(q) — 74,(q), la valeur
au point a de la transformée de Legendre de la fonction 7,,. On peut montrer que (3
donne la dimension de Hausdorff de I’ensemble V,, des points = du cube [0, 1[¢ vérifiant
—% log, p17(Af(7)) — o quand j tend vers I'infini. Dans ce but, on observe que la mesure
analysante p,r (obtenue a partir du potentiel ¢f) charge les points de V, et fait décroitre
globalement la masse des cubes c-adiques a la vitesse (3, grace au théoreme ergodique, au
fait que fif et pi4r sont des mesures de Gibbs et au principe variationnel, ¢f. [65, 66].

Soient I un ensemble infini dénombrable et (z;,7;)ic; une famille de S(1) telle que,
pour tout point z € [0,1]¢, il existe une infinité de i € I vérifiant ||z — z;]] < r;/2. Deés
lors, 1'assertion évoquée dans la section est vérifiée pour toute mesure m € IN.
Montrons maintenant que les points |(i1){(iv)|sont vérifiés lorsque les mesures m et pu de 9
désignent respectivement jif et piy. La loi du logarithme itéré pour les mesures de Gibbs
telles que m (cf. [44]) donne d’abord l'existence d'un réel k > 0 tel que, pour m-presque
tout x € [0, 1]¢, il existe j(z) € N vérifiant, pour tout entier j > j(x),

1 .

57 0) ~ a0 < ns(e)
ou ¢ est la fonction définie par (4.8). Ensuite, comme le potentiel f est uniformément
holdérien, quitte a augmenter k, on montre que pour m-presque tout x € |0, 1]d, il existe

j(x) € N vérifiant, pour tout entier j > j(z),

sup
z€3A%(x)

§%%a—qm@ﬁsﬁ«aw.



V. PREUVE DE LA PROPOSITION 91

En utilisant ’encadrement (4.11]) pour la mesure m, il en ressort que le point est vérifié

pour ¢ = lfgcg. En D'utilisant pour u, on observe que |(iii)| est vérifié pour ¢ = —2£—

lo, cg

lorsque ¢ est non nul. Enfin, quelques calculs permettent de prouver que le point gest

vérifié. On en déduit que la famille (x;,r;);e; constitue un systeme d’ubiquité hétérogene

relativement au quadruplet (i, «, 3, ) si g est non nul. Le théoréeme assure alors I’exis-

tence d'un réel M > 1 tel que, pour tout £ > 1, ’ensemble Et donné par et 'ensemble
E; défini par appartiennent a Gg%%%]o, 1[4) et Gg%’%g(ﬂ%d) respectivement.

On peut reformuler le résultat précédent a l'aide de la somme de Birkhoff S Jf associée

au potentiel f. A cet effet, notons I]]?f; I’ensemble des ¢ € I pour lesquels

1 K
. —T x;) — P, ‘ < 2—¢(r;).
e oo~ ] < 250

Observons que IP§ = I. En adaptant la preuve du théoreme {.1, on peut établir la
proposition suivante. Pour sa preuve, nous renvoyons a la section |V

Proposition 4.3

Considérons une fonction Z?-périodique et uniformément holdérienne sur R? notée
f. Soient I un ensemble infini dénombrable et (x;,7;);c; une famille de S%(I) telle
que tout point z € [0,1]? vérifie ||z — ;]| < 7;/2 pour une infinité de i € I. Alors,
pour tous ¢ € R et t € [1, 00,

EPir _ {a: e [0,1)¢ | |z — ;|| < ri pour une infinité de i € ]}3;

et EPY = Zd+EtBir appartiennent a Gg%“%g(](), 1[4) et Gg%’lc%c(Rd) respectivement,
ot 8= qr, (q) — 7y, (q) et ¢ est définie par (4.8).

Grace a cette proposition, on peut par exemple montrer que ’ensemble des réels qui sont
approchés & g, % pres par une suite de rationnels p, /¢, vérifiant

1
. f Pn _
nh—IEDlO LQ 10gc QnJ Sp loge dn (Qn) B Pf(Q)

contient un ensemble a grande intersection qui figure dans la classe Gg%’h%g(R). On peut
alors s’intéresser a l'intersection d’un nombre dénombrable de tels ensembles pour divers
potentiels f et divers réels ¢q. On peut de surcroit étudier I'intersection de ces ensembles
avec des ensembles a grande intersection tels que ceux présentés auparavant dans ce
chapitre et le chapitre

V Preuve de la proposition 4.1

La preuve reprend des arguments de celle de I'implication (b)=-(c) du théoreme B de [63].
Considérons un réel 5 € ]0,d| et une fonction ¢ € ®. Fixons deux réels r; et ry de
Iintervalle |0, g4, [ tels que r; < 7o, ainsi qu'un réel & € ]0, 1] et calculons

gﬁ#p(ﬁrl) . 957@(T2> — R@(:‘WZ)*‘P(HH) . M

9,6’,@(/467‘2) g,g,w(rl) ryer)—e(r)
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Comme ¢ tend vers 0 & lorigine, le dernier quotient tend vers 1, #("2) / r1 =) quand K
tend vers 0. En raison de la décroissance de r — r~#") au voisinage de 0, cette limite est
inférieure a 1 quand ry et 79 sont suffisamment petits. De surcroit, la croissance de ¢ au
voisinage de l'origine assure que ¢(krs) — (k1) est positif pour k assez petit. Finalement,
il existe un réel n dans l'intervalle ]0, ¢y, | tel que

Vri, e € 10,1] r1<ry, = limsup 9s.0(71) < gﬁ’w(rl). (4.12)
w0 9pp(Kr2)  gpo(re

Prenons maintenant un sous-ensemble F de R? qui est un G tel que, pour toute suite
(fn)nen de similitudes appartenant a D,

M (ﬁ fn(F)> > 0. (4.13)

Pour montrer que F appartient & la classe G+ (R?), il suffit, en vertu du lemme [3.3] de
montrer que M2¢(F N ) = MZ2?()\) pour tout cube c-adique A de R? dont le diametre
est strictement inférieur a 7.

Supposons au contraire I'existence d’un cube c-adique A de diametre strictement in-
férieur & 1 et d’un réel a de l'intervalle [0, 1] vérifiant MZ2*(F N ) < aM¢()\). Pour
G C R? notons R)(G) l'ensemble des suites (\,)peny d’éléments de A. U {0} telles que
GNACL],A C A Dapres les lemmes|3.1] et comme le diametre de A est strictement
inférieur a 1 donc a g4, _, il existe (\,)pen € R (F) vérifiant

> 9e(A]) < agag(IA) (4.14)

p=0

et A, & A pour tout p. Notons P l'ensemble des entiers p € N tels que A\, # 0 et, pour
p € P, appelons f, I'homothétie qui envoie le cube c-adique A sur son sous-cube A,.
Considérons un entier naturel non nul s et un s-uplet (py, ..., p;) d’éléments de P. Posons
Iprps = fpr 0.0 fp,. Cette application est une homothétie qui envoie le cube c-adique
A sur un de ses sous-cubes c-adiques stricts. Etendons de plus cette notation au cas ou s
est nul en convenant qu’alors f,, ., désigne I'application identité.
Notons v un réel strictement positif pour lequel (1+v)a < 1. D’apres I’assertion ,
il existe alors un réel &k € 10,4, [ tel que, pour tous réels 1,75 € 0, 7| vérifiant r; < ry
et tout réel k € |0, [,
98:0(5m) (g 4 ) 922(T1) (4.15)
98,0 (KT2) 98.6(2)

Fixons un réel £ dans l'intervalle |0, x[. D’apres le théoreme 4 de [I37], on définit une
mesure extérieure finie m,, sur le cube A\ en posant, pour tout G C A,

o0

my(G) = inf Zgﬁ,¢(’Vp|)

(vp)pen =0
ou 'infimum est pris sur I'ensemble des suites (v),en d’éléments de A.U {0} qui vérifient
G C U,vp C Aet [y| < k[A] pour tout p. En reprenant la preuve du lemme , on
observe qu’on peut en fait ne considérer que des suites d’ensembles disjoints. Prenons une
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telle suite (1,)pen qui recouvre fp, ., (F'NA) C A Alors les ensembles f, (1,) C A, pour
p € N, appartiennent a A, U {0} (du fait de la forme particuliere de ’homothétie f,,),
sont de diametre || - |\, |/|A| < K|A| et recouvrent f,, .. (F'NA). Ainsi,

S I g
M (fprpepe (FTNA)) Z <|/\p| | Ap | (L4 Z el |)\| ﬁ#p(|”p|)
p=0

d’apres (4.15)) et les inégalités |v,|/|A| < & < R et |Ap,| < |A] < 1. En minimisant le
membre de droite sur toutes les suites (v,)yen, il en ressort que

gl
My (fpr,ps(FOA)) < (147) 5.5 (1\) w(fpaps (FTOIA)).

En répétant le raisonnement précédent, on forme la majoration

My (fplv--wps(Fm)‘))Smn(Fm)‘)( Lo > Hgﬁw Dy
9B, (IAD)

Par suite, en sommant sur 1’ensemble des s-uplets possibles (p1, ..., ps) d’éléments de P,
en utilisant I'inégalité (4.14)), ainsi que I'inclusion F' N A C A, on peut écrire

> mff(fpl,...,ps(Fm))s( 7 Zgw m) me(F 1)

(P1,--5ps ) EPS 98¢ (|A])
< (1 + 7)) ma)

Prenons maintenant un élément x du cube A qui s’écrit en outre, pour tout entier naturel

q et tout g-uplet (py,...,p,) d’éléments de P, comme I'image par la dilatation f,, . ,, d'un
élément de I'ensemble F'. Montrons, par récurrence sur 'entier naturel s, 'assertion P(s) :
il existe un s-uplet (p1, ..., ps) d’éléments de P pour lequel x est I'image par la dilatation

fpr....p, d'un élément de I'ensemble F' N A. L’assertion P(0) découle de I'appartenance du
point x a 'ensemble F'N A. Soit s un entier naturel tel que P(s) est vraie. Alors, = se
présente sous la forme fp, ., (y), avec p1,...,ps € P et y € F N A. Comme ce dernier
ensemble est recouvert par les cubes \,, pour p € P, le point y appartient a un cube
Apeyrs Dour pey1 € P. Observons que ce cube est encore égal a f, ., ()), de sorte que
T € fp,. p.ir(A). De surcroit, le point x appartient a f,, ., ., (F). Comme la dilatation
Ior,..pess €5t bijective, 'assertion P(s+ 1) est prouvée. Le principe de récurrence garantit
alors que l'inclusion

A N few® U e F0N

q=0 (p1,...,pq)EPY (P1,-.,ps)EPS

est vraie, quel que soit I'entier naturel s. Prenons la masse des ensembles précédents, au
sens de la mesure extérieure m,. Grace a la derniere majoration établie, il vient

vseN  me (AN ) o (F) | < (0 470) me).

q=0 (p1,...,nq)EPY
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Sur le cube A, on peut clairement minorer m,, par la mesure extérieure de Hausdorff Hi‘f /’\T

obtenue a I’aide de recouvrements par des ensembles de diametre strictement inférieur a
k|\|. Rappelons, d’une part, que (1++)« appartient a [0, 1] et, d’autre part, que la mesure
extérieure Hif )’\T conduit, quand s tend vers 0, a la gg,-mesure de Hausdorff H%¢. En

faisant tendre 'entier naturel s vers I'infini, puis le réel s vers 0, on obtient donc

HI9 mﬁ N fow(F) | =0.

q=0 (p1,...,pq)EPY

Notons (¥, )nen une énumération des cubes c-adiques de R? de méme génération que \ et,
pour tout entier naturel n, appelons t,, la translation qui envoie le cube A sur le cube v,.
Si ng désigne un entier naturel, on a

Uy N ﬂ ﬂ N twofom ) oy [ AN [ Forea(F)

n=0¢=0 (py,...,pq)EPY q=0 (p1,...,pq)EPY

Sachant que la translation ¢, préserve les ensembles de g3 ,-mesure de Hausdorff nulle,
I'ensemble constituant le membre de gauche est de gs . -mesure nulle. Comme les cubes
Vno, POUr ng € N, forment une partition de I'espace R?, il en résulte que

e (V) () teo foen (F) | =0

n=0 q:O (ply,,,’pq)epq

Cela contredit (4.13). En effet, les applications ¢, o fp, .., pour tout g-uplet (pi,...,p,)
d’éléments de P et tous entiers naturels ¢ et n, forment une famille dénombrable de
similitudes appartenant a ’ensemble D.. La proposition s’ensuit.

VI Preuve du théoréme 4.1

Rappelons que, dans I'intégralité de cette section, I'espace R? est muni de la norme supre-
mum usuelle. Dans ce qui suit, I est un ensemble infini dénombrable et (z;,7;)ic; € SY(I)
désigne un systeme d’ubiquité relatif & un quadruplet (i, «, 3, @) € Mx]0, 0o[x]0, d] x P.
Notons une base ¢ € N\{0, 1}, une fonction i) € ¥ et une mesure m € 9 remplissant les
conditions [(D}{(iv)] données dans la section [III]

VI.1 Préliminaires

Considérons la mesure borélienne o-finie sur R?, notée m, obtenue & partir de m par
périodisation : pour tout borélien B de R¢,

m(B) =Y _m((p+B)N0,1[%).

peZa

Par construction, la mesure m est invariante par toutes les translations de vecteurs appar-
tenant au réseau Z? et elle coincide avec m sur les boréliens de [0, 1[¢. De surcroit, d’apres
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I’assertion , la mesure m attribue tout d’abord une masse nulle au complémentaire dans
R? du borélien

X =2"+{z€[0,1]] |z — x]| < r;/2 pour une infinité de i € I'}
= {z e R?| ||z — p — ;| < r;/2 pour une infinité¢ de (i,p) € I x Z} .
Ensuite, en vertu de I'assertion il existe un borélien S du cube [0, 1[* dont le complé-

mentaire dans [0, 1[¢ a une masse nulle, au sens de la mesure m, et qui vérifie : pour tout
x €9, il existe j(x) € N tel que, pour tout entier j > j(z) et tout k € {0,...,¢/ — 1}4,

).

Enfin, selon I'assertion , on dispose d'un borélien ¥ de R? dont le complémentaire est
de masse nulle au sens de m et qui vérifie : pour tout x € ¥, il existe j(x) € N tel que,
pour tout entier j > j(x) et tout k € {0,...,¢/ — 1}%,

ik C 3)‘5(@ = mO‘jk) < gﬁ,w(’)‘ik

ik C 3)\;@ mod Z%) — |)\;€7k|a+w(|/\§gk\) < M(Aj,k) < |/\§’k|a7¢(b\5’k|)

ot z mod Z¢ désigne I'unique élément du cube [0, 1[¢, dont toutes les coordonnées sont
égales modulo 1 a celles de .

Avant d’entamer la preuve du théoréme [4.1], commengons par établir quelques lemmes.
Le premier d’entre eux concerne la masse qu’attribue la mesure Mg 1 AUX images par des
dilatations appartenant a D. des ensembles introduits précédemment.

Lemme 4.1
Soit f une dilatation appartenant a 'ensemble D.. Alors, f(X) N SN f(X) est de
mesure pleine dans le cube [0, 1[¢, au sens de la mesure m.

// On a tout d’abord clairement m([0, 1[¢\,S) = 0. Intéressons-nous ensuite
a la mesure du complémentaire dans le cube [0, 1[¢ de 'ensemble f(X). Par
définition de lensemble D, il existe deux cubes c-adiques A\ et X de R?
vérifiant 0 < (A\). < (N), tels que la dilatation f envoie le cube A sur le
cube X. Sachant que le cube )\ est de génération strictement positive, on
peut présenter [0, 1] comme 1'union disjointe de ses sous-cubes c-adiques v
qui vérifient (v). = (X).. Il en résulte que

m (0, 1[N\f(X)) = Y m@\f(X)).
vclo,1[d
(e=(N)e

Considérons maintenant un sous-cube c-adique v du cube [0,1[¢ dont la
génération est égale & celle de \. Alors, I'ensemble f~!(v) est un cube c-
adique de génération égale a celle de A\, donc strictement positive. Il en va
de méme du borélien t,(f~1(v)) du cube [0, 1[%, ol ¢, désigne la translation
qui envoie le cube de génération nulle ws-14,)(f~(v)) sur le cube w,(v),
c’est-a-dire sur [0, 1[¢. En outre, on observe que la dilatation f s’identifie &
la composée w, ! o We, (f-1()) © t,. Par conséquent,

m (V\f(X)) = m, (I/\w,,_l O Wy, (f-1(v)) © t,,(X))
=m, o wl,_l ([0, 1[d\wty(f71(l,)) o tl,(X)) .
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Ainsi, d’apres 'assertion qui traite de son autosimilarité, la mesure m
attribue une masse nulle au borélien v\ f(X) si et seulement si elle attribue
une masse nulle au borélien [0, 1["\wy, (s-1()) © t,(X). On a cependant

m ([0, 1["\ws, ;-1 © to(X)) = mi U @) (6t (T ()\X))

de sorte que m attribue une masse nulle au borélien [0, 1{*\wy, (f-1()) 0t (X)
si et seulement si elle attribue une masse nulle au borélien ¢, (f~*(v)\X) du
cube [0, 1[%. Sachant que la mesure 7, d"une part, coincide avec m sur un tel
borélien et, d’autre part, est invariante par toutes les translations de vecteur
appartenant a Z¢, donc en particulier par la translation ¢,, on peut écrire

m (t,(f'W)\X)) =m ([ @)\X) <m (RANX) = 0.

Il en ressort que la mesure m attribue une masse nulle au borélien v\ f(X),
quel que soit le sous-cube c-adique v du cube [0, 1[¢ dont la génération est
égale A celle de \'. On en déduit que m([0, 1[*\ (X)) = 0. Enfin, de la méme
maniere, on prouve que m([0, 1[*\ f(X)) = 0. Utiliser la o-additivité de la
mesure m acheve la preuve du lemme.

Afin de pallier les difficultés dues a certains effets de bord, il est nécessaire d’introduire,
lorsque un réel strictement positif M est fixé, une variante faible de 1’ensemble [ 1’(40;
indexant les boules B(x;, ;) auxquelles la mesure p attribue une masse de l'ordre de r;“.

Ainsi, notons Ij;7" I'ensemble des i € I pour lesquels il existe £ € {—1,0, 1}¢ vérifiant

M71(2m)a+¢(2n) < Hio,1[a (Bl + x;,1:))

E , (4.16)
<t g (BUE 4 i, 73)) < M{(2)0 V),

En outre, pour tout réel ¢ supérieur a 1, sur le modele de I'ensemble E; défini par (4.4)),
introduisons ’ensemble
EY =Z%+ {z €[0,1]"| |z — z;]| < r;" pour une infinité de i € I4;%"

4.17
= {z € R?| ||z — p— ;]| < r;’ pour une infinité de (i,p) € I % z%} (4.17)

obtenu en remplacant I’ensemble [ ﬂw par sa variante faible I} M " dans expression 1)
Pour établir la partie du théoreme[£.1]qui concerne 'ensemble E;, ¢’est-a-dire pour montrer
que cet ensemble appartient & la classe G9%#(R?) si t = 1 et & la classe G9%.2¢+¢(R?) pour
toute fonction ¢ € ® si ¢ > 1, il suffit en fait de prouver que E}¥ appartient a ces mémes
classes. C’est I'objet du résultat suivant.

Lemme 4.2
Soient M > 0 et ¢ > 1 deux réels et g une jauge de ®,. On suppose que ’ensemble E}"

défini par (4.17) appartient & la classe GY(R?). Alors, 'ensemble E, donné par (4.4))
appartient également a la classe G9(R?).

// Observons tout d’abord que les ensembles E}Y et E; sont des Gy, car en
considérant une énumération de I%; ‘fz)w x 74 et I ]’ff‘ x 74 respectivement, on
peut les écrire comme une limite supérieure de boules ouvertes. Le complé-
mentaire dans R? de I'ouvert

F =740, 1= | | (¢+]0,1[%) (4.18)

qeZd
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est de mesure de Lebesgue £¢ nulle. D’apres la proposition établie dans
le chapitre , Iouvert F' appartient a la classe GI(R?). D’apres le théo-
reme [3.1] également énoncé dans le chapitre [3] et qui garantit la stabilité par
intersection dénombrable de cette classe, il vient E}Y N F € GI(R?). D’apres
le point de la proposition du chapitre , il suffit de prouver que E;
contient £ N F'.

Prenons un point x de l'intersection E}Y N F. 1l existe alors une suite
injective (i, pp)nen d’éléments de I]‘\}’iz;w x 72 telle que ||z —p, — ;|| <73,
pour tout entier naturel n. Ecrivons de plus ¢ = ¢ + @, avec ¢ € Z% et
i € ]0,1[¢. Comme l'ensemble ]0,1[¢ est ouvert, on peut trouver un réel
strictement positif § vérifiant B(#,26) CJ0,1[¢. Pour tout entier n assez
grand, on a r;, ' < 4§, de sorte que

P+ 2, € B(z,r,") C ¢+ B(&,6) C ¢+]0, 1[%.

Il en ressort que p, coincide avec ¢, puis que z; appartient a la boule
ouverte B(i,d). On en déduit que la boule B(z;,,7;,) est incluse dans la
boule B(#,24), donc dans le cube ouvert |0, 1[. Comme 4, € I};%", il existe
¢ € {—1,0,1}¢ rendant vrai 'encadrement . Supposons que ¢ possede
une coordonnée non nulle. La boule B(¢ + z;,,;,) est donc incluse dans le
cube ouvert £+]0, 1[¢ et ce cube présente une intersection vide avec [0, 1]9.
Comme la mesure p est supportée par [0, 1]¢, il vient u(B({+z;,,7;,)) = 0.
D’apres 'encadrement , il s’ensuit que (2r; )*+¥(27in) est nul. Cela offre
une contradiction. Ainsi, ¢ = (0,...,0), puis

M_I(QTZ‘”)OC—HMQ”") < M‘[O 1] (B(:El}n TZn))
< Mo 17 (B(wi,,75,)) < M(2r;, ) rim),

Comme la boule B(x;,,r;,) est incluse dans [0, 1[¢, on retrouve I'encadre-
ment (4.2)), si bien que i,, € I/, On en déduit que le point x appartient &
I’ensemble E;. D’ou le lemme. //

Prenons désormais une dilatation f appartenant 'ensemble D, et désignons par | f| son
rapport. Rappelons que |f]| est inférieur a 1. Le résultat préliminaire suivant s’apparente
au lemme 4.1 de [§]. Il précise quelques propriétés des points constituant I'intersection
10, 1[N f(X)N SN f(X). Signalons que cette intersection est de mesure pleine dans |0, 1[%

d’apres le lemme [4.1]

Lemme 4.3
Notons M = max(3%c®, 3%, 21132¢*). Soient f une dilatation appartenant a I'en-
semble D, et z un élément de |0, 1[Nf(X) NS N f(X). Alors, il existe un sous-
ensemble infini I;(2) de I};7" tel que, pour tout i € If(z), les conditions suivantes
sont simultanément satisfaites :

— il existe p € Z% pour lequel ||f71(2) — p — ]| < ri/2;

~ona B(z2|f 1) <0, 1[ et m(B(z 2/ 1r1)) < Mgs,o(4lflry).

// Commengons par poser x = f1(z) et # = z mod Z?. Comme g5, € Dy
et 1 € U et en vertu de la définition des ensembles S et 3, il existe un entier
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naturel jy tel que le fonction r — gg,(r)/r? décroit sur |0, ™[, la fonction
r — r~%() décroit sur |0, 8¢ 70T, I'inégalité (8cr)¥Ber) < 2r¥() est vraie
pour r € |0, c7%] et pour tout entier j > jo et tout £ € {0,...,¢/ —1}4, on
am(Ay) < gpp(|A5kl), des lors que S, C 3X5(2), et
c AS c c —P (|G
|)‘j,k|a+¢(| ]yk\) S M( j,k) S |/\‘7k|a (] j,kD
des lors que A, C 3A5(2). Par ailleurs, en vertu de la définition de I'ensemble
X, il existe un sous-ensemble infini /; de I tel que, pour tout i € Iy, il existe
un élément p de Z¢ vérifiant * € B(p + x4,7;/2). En outre, sachant que
z €]0,1[%, il existe un sous-ensemble infini /5 de I; tel que, pour tout i € I,
on a simultanément 4r; < ¢ et B(z,2|f|r;) C]O, 1]

Soit i € I,. Appelons j; le plus grand entier vérifiant 4|f|r; < ¢ 771,
Observons que ¢ > 4r; > 4|f|r; > ¢~ si bien que l'entier j; est
supérieur & jo. Ainsi, pour tout & de 'ensemble {0,...,ct — 1}4 vérifiant
A5,k C 35, (2), on a m(XS, 1) < gp.,(|A5, 1])- Sachant que la boule fermée
B(z,2|f|r;) est incluse dans 3)§, (z), il vient

m(B(z.2flr) < ) m(A ) < 3%

ke{0,...,cJ1 —1}d
ACE 3AC
315 (=)

< (3¢)'gs,p (4] fIr:)

car la fonction r +— gg,(r)/r? décroit sur ]0, c%[.

Appelons maintenant j, le plus petit entier naturel vérifiant ¢=72 < r;/4
et j3 le plus grand entier naturel vérifiant 2r; < ¢ /3. Par construction,
on dispose de la série d’inégalités jo > j3 > jo. Il en ressort, d’une part,
que (X, (&) > (¢792)*+) et d’autre part, que pour tout élément k
de I'ensemble {0,..., ¢ — 1}, on a u(X, ;) < (¢33)o=¥(c™%) " des lors que
Afy i C A, (). Comme i appartient a I, il appartient en part}culier aly, de
sorte qu'il existe un élément p du réseau Z? pour lequel z € B(p + z;,7:/2).
Comme w; est dans [0, 1]¢ et r; est inférieur a ¢=7° /4 < 1/4, la boule fermée
B(x;,7;/2) est incluse dans le cube 3[0,1[% Etant donné que cette boule
contient x — p, il existe £ € {—1,0,1}% tel que z — p € —¢ + [0, 1[¢. Ainsi,
le point # s’identifie & x — p + £ et appartient & la boule B({ + x;,7;/2). En
conséquence, XS, (&) C B(C + x;,7;) C B({ 4 x,1;) C 35, (4), puis

/v‘(>‘§2 (Z‘)) < :U/‘[O,l[d (B@ + x5, 7’1))
< Hijo e (B(l+ x4, 1))

IA

Z M(A;k)

ke{0,...,c93 —1}d
c c o
/\j3,kC3>\j3 (z)

D’apres les inégalités énoncées auparavant, on en déduit que
(C*jz)aer(c—Jz) < Hio.e (B(C + zi,75))
< o 17 (Bl + 4,71;)) < 3% (cI3) b)),

Rappelons que la fonction r +— r~%(") décroit sur |0, 8c¢~7*1]. On peut donc
majorer par 3%c*(2r;)* %) le membre de droite de 1’encadrement précé-
dent, du fait que ¢~ < 2r; < ¢, De plus, (8cr)¥®) < 29¥() pour
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tout r € ]0,¢7]. On peut minorer par (2r;)*+¥(27) /(2(8¢)*) le membre de
gauche de I'encadrement qui précede car 2r; < 8¢~72+1. On forme alors 'en-
cadrement . Pour achever la preuve du lemme, il suffit prendre pour
ensemble /¢(z) 'ensemble I défini précédemment. //

V1.2 Preuve du théoréme [4.1]

Munis des lemmes établis dans la partie précédente, nous sommes en mesure de prouver
le théoreme avec M = max(3%c®, 3%, 21T32c>) > 1. Commencons par traiter le cas
de I'ensemble E; défini par (4.4). En vertu du lemme [4.2] il suffit en fait de montrer que
I'ensemble E}" défini par appartient & la classe G (R%) si t = 1 et a la classe
GIs/t:20+0 (RY) pour toute fonction ¢ € ®, si t > 1. De plus, la proposition garantit
qu’il suffit pour cela d’avoir respectivement

Hgﬁ’*" (ﬁ fn(EIV)> >0 et Hgﬁ/t,2<,0+¢ (ﬁ fn(EZV)) >0 (419)
n=0 n=0

pour toute suite (f,)nen de dilatations de D.. Prenons donc une telle suite (f,,)nen puis
établissons (4.19). Les méthodes utilisées different notablement selon que ¢ est égal ou
strictement supérieur a 1. C’est pourquoi nous traitons séparément ces deux cas.

VI.2.a Casoutestégalal

Fixons un entier naturel n. Du fait que f,, est une dilatation appartenant a D.., le lemme4.1
permet d’affirmer que I'ensemble ]0, 1[¢Nf,(X) NS N f,(X) est de mesure pleine dans le
cube ouvert ]0,1[¢, au sens de la mesure m. De surcroit, en vertu du lemme , cet
ensemble est inclus dans f,(EY). En conséquence, le borélien A du cube ouvert ]0, 1[¢ qui
est donné par

A=10,11"nS 0 () (falX) N0 fu(5))

n=0

est de mesure pleine dans ]0, 1[¢, au sens de la mesure borélienne m et il est inclus dans
I'ensemble f,(E}), quel que soit 'entier naturel n. Intéressons-nous au comportement de
la mesure m au voisinage de chaque point x de A. Un tel point x appartient en particulier a
SNJ0, 1[4 Ainsi, il existe un entier naturel j(z) tel que, pour tout entier naturel j supérieur
a j(z) et tout élément k de {0,...,¢7 —1}4,

SR C3N(r) = m(Af,) < gse(|Afy

).

Reprenons maintenant certains arguments de la preuve du lemme 4.3 Fixons un réel
ro dans ]0,¢77® /2] tel que B(xz,19) CJ0,1[? et la fonction 7 +— gg,(r)/re décroisse sur
Iintervalle ]0,2cro[. Appelons j le plus grand entier naturel vérifiant 2ry < ¢77. Alors
@) > 27y > ¢! de sorte que j est supérieur & j(x). Comme la boule ouverte B(x, o)
est incluse dans 3Xf(x), on peut écrire

m(Blx,ro)) < > m(Np) < 3%54(c77) < (30)"95,4(2r0)
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car la fonction r — gg,(r)/r® décroit sur ]0,2cro[. Il s’ensuit que, pour tout élément x
du borélien A, la limite supérieure, quand r tend vers 0, du quotient m(B(z,7))/gs,,(2r)
est majorée par (3c)?. Pour conclure, il convient de faire appel & une version locale du
principe de distribution de masse, c¢f. [64, p. 67]. Rappelons que ce principe est évoqué
dans la section [[T]] du chapitre [2]

Lemme 4.4 (principe de distribution de masse, version locale)

ien un borélien T une mesur rélienne finie sur R*. Considérons un
Soient F' un borélien de R¢ et e mesure borélienne finie sur R?. Considérons une
jauge g de g4, qui vérifie

3C € 10,00 Vz € F limsupM < C.
r—0 g(2r)

Alors, la g-mesure de Hausdorff de 'ensemble F' est minorée par 7(F)/(4¢C). En
particulier, si la mesure 7 attribue une masse non nulle au borélien F', la g-mesure
de ce dernier est strictement positive.

// Observons tout d’abord que la fonction z +— 7(B(z, 7)) est semi-continue
inférieurement, quel que soit le réel strictement positif r. Il en résulte que
la fonction 5
m(B(x,r
x +— lim sup —( (z,7))

r—o g(2r)
est borélienne, en tant que limite supérieure d’'une famille dénombrable de
fonctions boréliennes. Soient deux réels ¢ > 0 et C' > C. D’apres ce qui
précede, le sous-ensemble F o de F' défini par

F.oo= () {z€F|n(B(x,r) < Cg(2r)}

re0,2¢]

est un borélien de E, quitte a prendre € assez petit (on peut alors en fait
se restreindre & prendre I'intersection sur les rationnels de I'intervalle |0, ¢],
puisque g est continue au voisinage de 1’origine). Prenons un e-recouvrement
(Up)pen de F. A fortiori, c’est un e-recouvrement de F; cs. Notons P l'en-
semble des entiers p € N vérifiant F. o NU, # (. Pour tout p € P, notons
x, un point de I'intersection F. o NU,. L’ensemble F; o est alors recouvert
par les boules ouvertes de centre z, et de rayon 2|U,|, lorsque p décrit P.
En outre, pour tout p € P, comme x,, appartient a ’ensemble I ¢, on a

7 (B(ap, 21Up])) < C'g(4]U,]) < 4°C'g(|U,)).

La derniere majoration est vraie, quitte a prendre € assez petit pour exploiter
la décroissance au voisinage de l'origine de la fonction r +— g(r)/r¢. Ainsi,

T(Fo) <) w(Blap,2|U,)) <4°C Y g(1U]) <4°C" Y g(|U,)).

peP peP

En prenant I'infimum sur 'ensemble des e-recouvrements (U,),en de l'en-
semble F' dans le membre de droite, puis en le majorant par son supremum
sur € > 0, on obtient finalement HI(F) > w(F. )/ (4%C"). Pour conclure,
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il suffit, d'une part, d’observer que le borélien F;  croit vers F' quand e
décroit vers 0, ce qui garantit que m(F. o) tend vers m(F) (puisque 7 est une
mesure borélienne) et, d’autre part, de faire décroitre le réel C’ vers C. //

Le résultat précédent garantit en particulier que le borélien A est de gg ,-mesure de Haus-
dorff strictement positive. Sachant que A contient I'intersection sur n € N des ensembles
fn(EY), on obtient 'inégalité de gauche de (4.19)).

VI.2.b Cas ou t est strictement supérieur a 1

Soit ¢ une fonction de ®. Prouver (4.19)) est plus délicat dans le cas ou le réel ¢ est stric-
tement supérieur a 1. Nous construisons simultanément un ensemble de Cantor généralisé
K et une mesure borélienne de probabilité m, qui est portée par K, tels que

KcC()/fBY) et 3Cel0,00 VB  7(B)< CypuaprolBl) (4.20)
n=0

olt B désigne une boule ouverte de R? dont le diametre est assez petit. Supposons 'exis-
tence d’un tel ensemble K et d’une telle mesure m. Le principe de distribution de masse
(c’est-a~dire le lemme conduit alors a donc au théoreme .

Avant de procéder a la construction de I’ensemble de Cantor K et de la mesure 7,
rappelons que ’ensemble S, défini au début de cette section, est de mesure pleine dans
le cube ouvert ]0,1[¢, au sens de la mesure m. Cependant, cet ensemble s’écrit comme
I'union croissante sur ’entier naturel j, des ensembles

Vi > (Ne+jo Vke{0,...,d -1} }

c ¢ c 1A x|

Sﬁ) = {xeint)\

dans le cas particulier ot A désigne le cube c-adique [0, 1[%. Deés lors, il existe un entier

Jo tel que m(Sj[-g’l[d) > |m|/2, ott |m| = m(]0,1[%) > 0, et tel que la fonction r s =)
décroisse sur I'intervalle |0, c=70*1] car ¢ € ®. Rappelons en outre que m* = mowy, pour
tout sous-cube c-adique A de [0, 1[¢. En conséquence, |m*| = m*(int A) = |m|. De plus, jo
est tel que m*(S3) > [m*|/2 = |m|/2 quel que soit A. Par ailleurs, comme ¢/(1+d) € ®,
il existe un entier j; > j, tel que la fonction r — r~¢("/(+d) Jécroisse et soit supérieure a
¢ sur |0, ¢771] et que la fonction 98/t,20+0/(1+d) € Dg croisse sur le méme intervalle. Enfin,
posons (n,).en+ = (0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,...).

La preuve fait de surcroit appel au théoreme de recouvrement de Besicovitch. Son
énoncé est le suivant et sa preuve figure dans [125], p. 30, par exemple.

Théoréme 4.2 (Besicovitch)

Soit d un entier naturel non nul. Pour tout sous-ensemble borné A de R? et toute
famille B de boules fermées telle que chaque point de A est le centre d’une boule
appartenant a B, il existe des sous-familles By, ..., Bgu) de B telles que :
— pour tout entier £ € {1,...,Q(d)}, les boules appartenant a B, sont disjointes;
— les boules appartenant aux B, pour ¢ € {1,...,Q(d)}, recouvrent A.
Dans ce qui précede, Q(d) désigne un entier naturel non nul qui ne dépend que de la
dimension d.
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Détaillons maintenant la construction de I’ensemble de Cantor K et de la mesure 7.
Nous expliquons tout d’abord les deux premieres étapes de la construction de K. Nous
récapitulons ensuite les propriétés vérifiées a chaque étape par les cubes destinés a former
K. Enfin, nous controlons la masse attribuée par m aux boules ouvertes de R? en fonction
de leur diametre. Pour amorcer la construction de K et m, posons Gy = {[0, 1[¢}, ainsi
que ([0, 1]¢) = 1.

Premiére étape Comme la fonction ¢/(1 4+ d) appartient a @, il existe un entier j
supérieur a max(jo + 5, j1, (log.2)/(t — 1)) tel que

) 40(d
Vr € ]0,¢7] P ¢/ (14d) > Mﬁﬂ/t—ﬁé| ) (4.21)

ol k = 6c¢24t. Comme fn, est une dilatation appartenant a D., le lemme assure que
ELIN — £ (X)) S][-(O)’l[d N fn, (X) est un ensemble de mesure pleine dans Sj[-g’l[d, au sens
de la mesure m. Cette mesure attribue donc & B une masse supérieure a |m|/2. Grace
au lemme ,' on peut associer & tout point z € ELU" un indice i, € Iy, (2) C Iyfy" tel
que 2r;, < c7’. En outre, les assertions suivantes sont vérifiées :

- Jp. € Zd “fmil(z) —p =i || <1 /25

- B. = B(=2lfulrs.) 011 ot m(B.) < Mgs.a(B.).

Notons aussi F, la boule ouverte de centre f,, (p. +;,) et de rayon (| f,,|r:.)" et observons
que cette boule est incluse a la fois dans la boule fermée B, et dans I'image par la dilatation
fn, de la boule ouverte B(p, + z;_,7:.").

Appliquons le théoreme a l'ensemble E01" et aux boules B., pour z € £ 01", On
peut donc trouver des familles By, ..., By des points de EO telles que, d’une part,
les boules B,, pour z € By et £ € {1,...,Q(d)}, recouvrent EL!" et d’autre part, pour
Ce{l,...,Q(d)} fixé, les boules B,, pour z € By, sont disjointes. Par conséquent,

Q(d)
L <m0ty <3 m (Ll BZ> |
=1

z€By

Il existe donc un entier ¢ compris entre 1 et Q(d) pour lequel la masse de I'union pour
z € By des boules B, excede |m|/(2Q(d)). On peut alors extraire de B, une sous-famille
finie Z01" de points de EOI telle que

m |_|[de ZJQL(LZ)' (4.22)

Zez[o,l

Considérons maintenant un point z appartenant a Z 01" et notons A, un cube c-adique
de génération minimale dont ’adhérence est incluse dans la boule F,. Le diametre du cube
fermé X, est alors de l'ordre de celui de la boule ouverte F,, comme l'indique le lemme
élémentaire suivant.

Lemme 4.5
Soient = un point de R? et  un réel strictement positif. Notons A un cube c-adique
de génération minimale dont 'adhérence est incluse dans la boule ouverte B(x,r).
On a alors |\| < |B(w,7)| < 12¢2| ).
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// D’une part, la premiere inégalité est triviale, puisque le cube X est inclus
dans la boule B(z, ). Notons d’autre part £y (resp. ¢1) le plus petit (resp. le
plus grand) entier naturel tel que ¢=% < 5 (resp. 2r < ¢“1). On dipose des
inclusions Af (z) C B(z,r) C 3)\j, (x), de sorte que o > (). (par minimalité
de la génération de \) et |B(x,r)| < 3¢=%. Cependant, on prouve aisément
que ¢~ est inférieur & 4¢~%*+2. Le résultat s’ensuit. //

D’apres ce lemme, on a en particulier |\,| < |F,| < 12¢2|),]. Il vient
1 -
— |\ < B[P < KA
K

De surcroit, prenons z et z’ deux points distincts appartenant a Z 0.1 Alors, la distance
entre A, et A/, notée d(\,, \,/), vérifie I'inégalité

—_ — 1
d(Az, A\e) > Zmax(|Bz|, |B.|). (4.23)

En effet, cette distance est supérieure a celle entre les boules F, et F... Les centres de ces
boules sont respectivement fy,, (p. +;,) et fn, (por + ;) et leurs rayons sont (| fn,[r:,)" et
(| fry]7s,,)". Par ailleurs, comme les boules B, et B,/ sont disjointes, leurs centres respectifs
vérifient ||z — 2'|| > 2| fy,|(ri, + 75, ). Cette distance est en outre majorée par

| + anl(pz +xlz) - fn1(pz’ +xiz/)
)+ s 4 22) = a2,

Il s’ensuit que la distance entre les boules F, et F,/ est minorée par

12 = four (P2 + zi )l + (|2 = o (P + 1)
Tie  Tig

<Iful (5 + 5

T
(¥

Tiz
2l i) = ol (52 5) = Ul (i ) 2 Ul 4 7).

Cette derniere inégalité provient du fait que | f,, |15, et | fy, |7, sont tous deux inférieurs a
¢ et du fait que j est supérieur & (log,2)/(t — 1). On en déduit la minoration en
observant que les boules B; et B,/ ont respectivement pour diametre 4|f,, |r;, et 4| f,, |ri,.

Appelons G la collection des cubes \., pour z € Z 0.1, A un tel cube, encore noté \,
est associé la boule B,, notée A. D’apres ce qui précede, pour tous cubes distincts A et \
de G, on dispose des inégalités

_ ~ _ _ 1 - -
N <R <hdl et d(N) 2 2 max(X], V) (4.24)

S

ol K est un réel strictement positif qui ne dépend que de la base ¢ et du réel t. Les cubes
fermés A\, pour A\ € GGy, constituent la premiere étape de ’ensemble de Cantor généralisé
K. Posons

wed  afy= "N

>, m(N)

NeG,

Fixons un cube A de la collection (1. Par construction, la boule ) associée a ce cube vérifie
AD Aetm(A) < Mgs,(|A]). En vertu de (4.24)) et du fait que r — =20 déeroit sur |0, ¢ ]
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(car j > jo — 1), on obtient m(\) < MrPgg, (|A]). De surcroit, la minoration ||
garantit que la somme lorsque A parcourt la collection GGy des masses m(\’) est supérieure

a |m|/(4Q(d)). Ainsi,

YaeG  w(\) < Mg 4%&7)

98/t (1A).

Enfin, comme |A| < ¢, I'inégalité (4.21)) conduit a
VAe G m(N) < gsnprarara(|A])-

Rappelons en outre que, par construction, pour tout cube A de la collection Gy, il existe
un indice ¢ € I3;%" vérifiant [A| < 27; < 1 ainsi qu'un élément p du réseau 7 tel que
A C fo,(B(p 4 x4,7)). De plus, les cubes qui constituent la collection G sont tous de

génération supérieure a jo + 5, a j1 et (log,.2)/(t —1).

Deuxiéme étape Comme ¢/(1+ d) € ®, il existe un entier j > (\). + jo + 5 tel que

51 4Q(d)

Vre]0,¢d] /04D > max (MK, ]
m

AP A - 4.25

i A gpeora() . (429
Fixons un cube A appartenant a la collection G; obtenue a la premiere étape. Comme f,,,
est une dilatation de D, et comme les mesures my, et m? sont équivalentes, le lemme

assure que l'ensemble E* = £, (X) N SjAO N fny(2) est de mesure pleine dans Sj’\o , al sens
de la mesure m?*. Cette mesure attribue donc & E* une masse supérieure a la moitié de
|m*|. En adaptant la preuve du lemme , on peut associer a tout point z € E* un indice
i € Iy vérifiant 'inégalité 2r;, < ¢, ainsi que les assertions suivantes :

= 3p. €27 | faTN(2) = pe — i || <1 /2; B

— B. = B(2,2[fa,|rs.) Cint A et mA(B.) < Mggo(|B:|/|A]).
Notons de plus F, la boule ouverte de centre f,,(p, + x;.) et de rayon (| f,,|r:.)" et remar-
quons que cette boule est simultanément incluse dans la boule fermée B, et dans I'image
par la dilatation f,,, de la boule ouverte B(p, + x;.,r;."). En appliquant le théoréme
a ensemble E* et aux boules B, pour z € E*, on peut trouver une famille finie Z* de

points de E* telle que
A
m) B, | > [’ )
U %) = 10w

222

Fixons un point z de Z* et notons A, un cube c-adique de génération minimale dont I’adhé-
rence est incluse dans la boule F,. En reproduisant le raisonnement mené a la premiere
étape, on prouve l'encadrement |X.|/k < |B.|* < k|\.|, ainsi que la minoration (4.23)),
lorsque 2’ est un autre point de Z*.

Désignons par G3 la collection des cubes )., lorsque z parcourt I’ensemble Z*. Un tel
cube, encore noté v, est associé a la boule B,, notée v. On a7 C v C int A et, si v et v/
sont deux cubes distincts figurant dans la collection G, on a

1 - — 1 o~
Pl <Pl <Al et i) > max([F, 7).
K
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Appelons G5 P'union, lorsque A décrit Pensemble G4, des collections G5 précédemment
obtenues. Les cubes fermés 7, pour v parcourant (G5, constituent la deuxieme étape de
I’ensemble de Cantor K. Posons

VAEG, WweGy @)=

Soit A un cube de G;. D’une part, la somme figurant au dénominateur est minorée par
|m*|/(4Q(d)) = |m|/(4Q(d)). D’autre part, prenons un cube v dans G3. Par construction,
on a m*(v) < Mgg,(|7]/|A]). On forme la majoration m*(v) < M\ gz .(|7|), du
fait que |[7|/|A| > |7] > |7| et que 7 +— ¢ décroit sur 0, ¢ /|A|] (car j—(A), > jo —1).
En reprenant la majoration de 7()\) obtenue & la premiere étape, on peut écrire

_ 4Q(d) ~,_ — _
VAEG WeG ()< MW#W g soysa (N 95700 (17):

m|

Comme [7] < ¢/, I'inégalité (4.25)) assure que

YWweGy  m(V) < gspresara (7))

Signalons de surcroit que, par construction, pour tous cubes A\ € G, et v € G3, il existe
un indice ¢ € [ " vérifiant 7] < 2r; < |A\| ainsi quun élément p du réseau Z<¢ tel
que 7 C fu,(B(p+ x;,7;")). En outre, pour tout cube A de Gy, les cubes qui forment la
collection G sont tous de génération supérieure a (\).+jo+5 donc a j; et (log.2)/(t—1).

Bilan de la construction FEn répétant la démarche décrite précédemment, on construit
récursivement une suite (G,),en de collections finies de cubes c-adiques dont les adhérences
ont une m-masse et vérifient les propriétés suivantes.

(A). On a Gy = {[0,1[%} et 7([0,1]¢) = 1. De plus I'ensemble [0, 1[* contient un nombre
fini d’ensembles de la collection G;.

(B). Pour tout entier ¢ € N*, le tout cube v € G, contient un nombre fini d’ensembles de
Gg¢11. En outre, il existe une boule fermée v et un unique cube A € Gy, tels que
v CrCintAet (V). > (N)et+jo+5. On dispose de I'encadrement [7|/k < |P]" < k|7
Le centre de la boule v appartient a I’ensemble S;\O. Les boules v, pour v € G, sont
disjointes et, lorsque v et v/ désignent deux cubes distincts de la collection G, on a
d(v,v") > max(|v|, |V])/4.

(C). Pour tout entier ¢ € N*, tout cube A € G, est de génération supérieure a j;.

(D). Pour tout entier ¢ € N* et tout cube v € G, qui est inclus dans A € G,_y, il existe
i€ Iy vérifiant [7] < 2r; < [ ainsi que p € Z7 tel que 7 C f,,, (B(p + x;,7")).

(E). Pour tout entier ¢ € N* et tout cube v € G, qui est inclus dans A € G,_1, on a

mMv — =
w(ﬁ)zg—mwwsﬁ%@mwm ¢t (7)< gypprarirra 17,

v/ CA
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Ainsi, on obtient un ensemble de Cantor généralisé en posant

et m s’étend en une mesure borélienne de probabilité portée par K, cf. [64, prop. 1.7].
De plus, pour tout entier naturel n, le compact K est inclus dans l'ensemble f,(E}),
car I'énumération (n,)sen+ prend une infinité de fois la valeur n. L’inclusion figurant

dans (4.20)) est donc vérifiée.

Propriétés d’échelle de 7 Soit B une boule ouverte de R? dont le diametre |B| est
strictement inférieur a la plus petite des distances entre deux cubes distincts de la col-
lection G. Choisissons en outre |B| assez petit pour que gg/i2p+6/(1+d4) € Da croisse sur
[0, | B|[ et que r~#(") soit supérieur & 1 pour tout r € ]0,|B|]. Majorons la masse 7(B) en
fonction de |B|. On peut supposer que B présente une intersection non vide avec l'en-
semble de Cantor K et qu’il existe ¢ € N tel que B rencontre I'adhérence d’au moins
deux cubes de la collection G41, puisque la masse 7(B) serait nulle dans le cas contraire,
en vertu de Des lors, on peut considérer A € G, avec ¢ € N, le cube de diametre
maximal tel que B rencontre I'adhérence d’au moins deux cubes de G441 inclus dans A.
En vertu de la maximalité de |\|, la boule B ne rencontre 'adhérence d’aucun autre cube
appartenant & G, de sorte que 7(B) < m()\). En outre, I'hypothése sur |B| impose que A
ne peut appartenir a Gjy.
Supposons d’abord que |B| > |A|. La fonction ggot4/(1+a) croit sur [0, |B][, donc

m(B) < 7(A) < gsjpra/ara) (M) < gp/tpro/010)(1B])
a 'aide du point énoncé précédemment. Comme |B|=¢UBD > 1 il s’ensuit que
m(B) < gpt2p+é/0+a)(|Bl)- (4.26)

Supposons ensuite que le diamétre de la boule B est inférieur & ¢=7~°|)|. Notons
Vi,...,Vp, avec p > 2, les cubes de G441 dont I'adhérence rencontre B. Grace au point ,

w(B) =3 w(B AT < =X

p'=1

(N m o).

Notons j le plus grand entier naturel pour lequel |B| < ¢/*!. Puisque B rencontre les
cubes 77y et 175, le point assure que le diametre de B, qui est supérieur a d(vy,7s),
est supérieur au quart du diametre de 7; et de y. Plus généralement, on dispose de la
majoration |7y| < 4|B|] < ¢ 773 quel que soit Uentier p' € {1,...,p}. Le centre, noté z,
de la boule 7; appartient a ’ensemble Sj’\o , en vertu du point . La boule B rencontre
le cube 77 en au moins un point y. On a en particulier y € vy, de sorte qu’on peut écrire
d(z,B) < ||z —y| < || < ¢, Prenons maintenant un entier p’ € {2,...,p} et une
suite (y,)nen de points de la boule B, telle que ||z — y,|| tende vers d(z, B) quand n tend
vers U'infini. Pour tout entier naturel n, on a d(y,,7,) < |B| < ¢!, puisque le cube 7,/
rencontre la boule B. Par ailleurs, on a d(z,7,) < ||z — yn|| + d(yn, 7). En faisant tendre
entier n vers l'infini, on obtient d(z,7,) < d(z,B) + |B| < ¢7(c® + ¢) < ¢t On en
déduit que

p
|_| Uy C B (2,7 (c+1)) C3X_g(z) N

p'=1
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Observons que j — 6 > (A). + jo et que z € Sﬁ) . Par définition de cet ensemble, pour
tout k € {0,...,¢7% — 1} vérifiant X_, C 3X_4(z) N A, on dispose de la majoration

mAO_g) < 980 (1Nl /IX]). Ainsi,

—j+6
p p —j+6 | B| B[ o—it6 —%’(C ~ )
m/\(/lj /) = m/\ < llj /> S 3dgﬁ (C ) < 3dC6B (T) ( — )
Z ’ L7 Y VAN

p'=1

puisque ¢ < |B|. Cependant, on a |B| < ¢ 7*6/|\| < ¢+, Comme 7 +— r~#(") décroit
sur ]0,c77*!] on peut majorer le dernier facteur par |B|™¥(B). Grace au point ,
écrivons alors

4Q(d) L A— -

mB) < Cm| e (W 1BI7? 0 51 o or1 10 (IA)-
Observons que |B| < [A| < ¢, d’apres le point Comme 7 — r~?)=6(/A+d) Jécroit
sur 0, ¢™'], on peut majorer 7(B) comme suit :

4Q(d) o4

m|

7(B) <

N
— L 30 gﬁ/t2<p+¢/1+d)<|BD B :

<1

En conséquence, il existe un réel C' > 0 qui ne dépend que de d, 3 et m tel que

m(B) < Cgsji2p+o/a+a)(1B])- (4.27)

Supposons enfin que le diametre de la boule B vérifie c70~°|\| < |B| < |A|. On peut
recouvrir lintersection de cette boule et de X par au plus ¢?0t6) cubes c-adiques de
génération jo + 5 + (). Soit v un tel cube. On observe que la majoration reste
vraie sur les boules fermées de R? dont le diametre est inférieur & ¢=70~=°|\|. En particulier,
si le cube fermé 7 rencontre 1’adhérence d’au moins deux cubes de Gy inclus dans A,

(7)) < Cys/t20+0/0+a) (7))

grace a la majoration . Si 7 rencontre 'adhérence d’un seul cube X' € G4 inclus
dans A, on considere le sous-cube x € Gy, pour ¢ > ¢+ 1, de X' de diametre maximal
tel que le cube fermé 7 rencontre I’adhérence d’au moins deux cubes de G4 inclus dans
x. Le diametre de X est inférieur & celui de N, donc inférieur a ¢=7°~3|)|, en vertu du

point [(B)] Ainsi, |B| > |7| > |x| et (4.26) donne
(V) < gs/t20+0/+a) (7))

Enfin, si 7 ne rencontre 'adhérence d’aucun cube de G4 inclus dans A, on a (7)) = 0.
En regroupant tous les cas possibles, il s’ensuit que

7(B) < max(1, C’)cd(j°+6)gg/t,2<p+¢/(1+d)(Cijoﬂr)‘XD-

Rappelons que ¢ < (¢71) =0 )/Wtd) < || =6/ (+d) < | g|=¢BN/(+d) " car 1a fonction
r o r=0/0+d) déeroit sur |0, ¢ 1], En outre, ¢ 0%\ < |B| < [A\| < ¢, d’apres le
point , et la fonction gg/s2p+4/(1+4) croit sur le méme intervalle. Ainsi,

(B) < max(1,C)c*gg/t2p45(| BI)-
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En regroupant les majorations de 7(B) précédemment établies, on obtient finalement
la seconde partie de I'assertion (4.20)), lorsque B est une boule ouverte de diametre assez
petit. Le principe de distribution de masse conduit alors a I'inégalité de droite de (4.19)).

Finalement, I'ensemble E}¥ appartient & la classe G9%«(RY) si t = 1 et a la classe
GIs/t20+6 (R?), pour toute fonction ¢ € ®, si t > 1. D’apres le lemme, I’ensemble E};
défini par appartient aux mémes classes. Cependant 1’ensemble F; donné par 1}
coincide avec E; sur tous les ouverts de 0, 1[%, c’est-a-dire que Et NU = E;NU pour tout
ouvert U inclus dans ]0,1[%. On en déduit que E, appartient a la classe G9%.#(]0, 1[4) si
t =1 et ala classe G9%/t2¢+2(]0, 1[%), pour toute fonction ¢ € ®, si t > 1.

VI.3 Preuve des propositions [4.2] et

La preuve des propositions et est calquée sur celle du théoreme [4.1] Il convient
tout de méme d’apporter les modifications explicitées ci-apres.

V1.3.a Preuve de la proposition

Tout d’abord, on dispose d’un borélien ¥ de R? dont le complémentaire est de masse nulle,
au sens de la mesure m, et qui est tel que, pour tout x € ¥, il existe j(z) € N vérifiant,
pour tout entier j > j(x),

sup max  |oy;(2%) — 75| < y/loges(e™). (4.28)

2€[0,1]4N3X¢ (2 mod Z4) b;%}j;;;i];}
Observons que m(RA\F) = 0, ot F est Pouvert défini par (4.18). Quitte & le remplacer
par XN F', on peut supposer que le borélien ¥ est inclus dans 'ouvert F'.

On modifie ensuite le lemme en remplagant ensemble I35 par [P® dans son
énoncé. Prouvons rapidement que cette modification est licite (les notations employées
ci-apres sont celles de la preuve du lemme . D’apres la définition de ’ensemble 3,
le point # = ¥ — ¢ = x mod Z¢ appartient au cube ouvert |0,1[? et 'entier naturel 7,
est maintenant tel qu’on dispose de la majoration , pour tout entier j supérieur a
jo. Prenons i € I et p € Z% tels que z € B(p + x4, 7;/2). En vertu de I'appartenance
de x a Pouvert F', on peut supposer (quitte a le priver de certains éléments tout en le
laissant infini) que I'ensemble I5 ne contient que des indices i pour lesquels la boule fermée
B(p + x;,7;/2) s’inclut dans 'ouvert F. Il en ressort, d'une part, que ¢ = p et, d’autre
part, que & appartient & la boule B(x;,7;/2). Notons j; le plus grand entier naturel pour
lequel on a r; < ¢ 7', 1l vient alors simultanément x; € B(&,7;/2) C 3X¢ (&) N [0,1]¢ et
J1 > Jo, si bien que

ma o, (a) = 7] < v/loges(e )
se{l,...,
be{0,..., c—1}

d’apres la majoration (4.28). Cependant, 'entier j; s’identifie a | —log,r;], tandis qu'une
étude rapide de la fonction ¢ indique que, quitte & augmenter jy, on peut majorer ¢(c™71),
par 2¢(r;). Finalement, i € [P,

On peut enfin reprendre la preuve du théoréme |4.1] en remplagant par I 'ensemble
13" partout out il apparait. Ainsi, on prouve (4.19) avec EP®" & la place de I'ensemble
EY, quel que soit t > 1. La proposition [4.2] s’ensuit.
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V1.3.b Preuve de la proposition [4.3

Commencons par observer qu’il existe un borélien ¥ de R? dont le complémentaire est de
masse nulle, au sens de la mesure m, et qui est tel que, pour tout z € 3, il existe j(x) € N
vérifiant, pour tout entier j > j(x),

Loz - P}(q)’ < ﬁc(c‘j)- (4.29)

sup
7

z€3X5(x)

Modifions maintenant le lemme en remplagant l'ensemble Ij;7" par I dans son
énoncé. Montrons que cette modification est valable (nous reprenons les notations de la
preuve du lemme . En vertu de la définition de I’ensemble 33, I’entier naturel j, est
désormais tel qu’on dispose de la majoration , pour tout entier j supérieur a j.
Soient i € I et p € Z tels que € B(p+x;,7;/2). Notons j; le plus grand entier vérifiant
ri < ¢ On aalors p+ x; € B(x,7;/2) C 35 () et ji1 > jo, en sorte que

1 K A
;ijl@z) — Pi(q)| < EG(C )
d’apres la majoration et la périodicité de f. Cependant, I’entier j; est égal a
| —log,.7;], tandis que, comme dans la preuve de la proposition , quitte a augmen-
ter jo, on peut majorer ¢(c¢~7') par 2¢(r;). Finalement, i € IP}.
11 suffit alors de reprendre la preuve du théoreme , en remplagant par P 'ensemble
1 ]’fﬁpw des qu'il apparait. En procédant ainsi, on prouve la minoration (4.19)) avec EP™ &
la place de ’ensemble E}Y, quel que soit ¢ > 1. La proposition s’ensuit.
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I Présentation des résultats

Un processus de Lévy est un processus stochastique a accroissements indépendants et sta-
tionnaires, presque strement issu de ’origine et dont les trajectoires sont presque stirement
continues a droite et limitées a gauche (cadlag). Etant donné que nous nous intéressons
a des propriétés trajectorielles, il nous est plus commode de supposer que le processus
de Lévy considéré est directement construit sur 'espace de Skorokhod Q = D([0, co[, R?)
constitué des fonctions cadlag définies sur I'intervalle [0, oo[ et & valeurs dans I'espace R?
(avec d € N*), muni de la norme euclidienne.

L’ensemble 2 est muni de la topologie de Skorokhod et revét ainsi une structure
d’espace polonais, cf. [89]. On peut décrire cette topologie de la maniére suivante : une
suite (f,)nen de fonctions de € tend vers une fonction f € ) si et seulement si on peut
trouver une suite de fonctions strictement croissantes (A, )nen qui converge uniformément
vers 'identité sur [0, o[ et pour laquelle la suite (f, © A, )nen tend vers f uniformément
sur tous les compacts de [0,00[. Cette topologie a une importance théorique mais est
rarement utilisée explicitement. Notons F la tribu borélienne associée. Il s’agit de la plus
petite tribu rendant mesurables les applications X : w — wy, pour ¢ € [0, oo[. Le processus
X = (Xi)tefo,o0f s'appelle le processus des coordonnées de (2, F).

111
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Notons en outre AX; = X; — X;- le saut éventuel de X a linstant ¢t € |0, 00[ et
désignons par S 'ensemble des instants ou X saute effectivement, c¢’est-a-dire I’ensemble
des réels t € |0, 00| pour lesquels AX; est non nul.

Définition
Soit P une mesure de probabilité sur (€, F). On dit que X est un processus de
Lévy pour (2, F,P) si pour tous réels positifs s et ¢, 'accroissement X, — X, est
indépendant du processus (X,)ycp, €t a la méme loi que X,.

Dans tout ce chapitre sauf dans la derniere section, P désigne une mesure de probabilité
sous laquelle X est un processus de Lévy. Il découle directement de la définition précédente
que P(Xy = 0) = 1. De plus, la loi de X; est infiniment divisible et, d’apres la formule de
Lévy-Khintchine [140, th. 8.1], la fonction caractéristique de X vérifie E[e?MX0)] = ¢t ()
quels que soient ¢ € [0,00[ et A € RY, avec

1

Y(A) = 1(alA) + 59(N) + /d (1= e +o(A[2) L goj<ry) 7(da)
R

oll a est un vecteur, ¢ est une forme quadratique positive sur R? et 7 est une mesure sur

RAN{0} vérifiant [‘min(1, |z||*)7(dz) < oo, qui est appelée mesure de Lévy.

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux propriétés de régularité ponctuelle des
trajectoires du processus de Lévy. Dans ce but, rappelons que I'exposant de Holder hx ()
du processus de Lévy X a l'instant ¢t € [0, o[ est défini dans la section [I| du chapitre .
Cet exposant est facile a déterminer lorsque la mesure de Lévy 7 est de masse totale finie.
Dans ce cas, le processus de Lévy est un processus de Poisson composé avec dérive auquel
s’ajoute une composante brownienne si la forme quadratique g est non nulle. Cependant,
un processus de Poisson composé avec dérive est presque siirement linéaire par morceaux
et l'exposant de Holder du mouvement brownien vaut presque surement 1/2 partout,
cf. [101), ch. 16] ou [104], ch. 2]. Deés lors, on a

0 site S
Vte[0,00] hx(t)=qoc sitg€Setqg=0
1/2 sitdSetq#0

avec probabilité 1. Les propriétés de régularité ponctuelle d'un processus de Lévy sont
donc triviales lorsque sa mesure de Lévy est de masse totale finie. Dans le cas contraire,
S. Jaffard [93] a prouvé que les trajectoires du processus de Lévy sont des fonctions
multifractales, c¢’est-a-dire que I’ensemble isoholdérien

Ey, = {t € [0,00[ | hx(t)=h}

est non vide pour h parcourant un sous-intervalle de [0, 00] qui n’est pas réduit a un
point. Son résultat est en fait beaucoup plus précis puisqu’il a déterminé le spectre de
singularités dy : h — dim Ej, de presque toutes les trajectoires du processus de Lévy X.
Afin de détailler ce résultat, notons o la mesure image de la mesure de Lévy 7w par
Iapplication z +— ||z|, ainsi que ¢; = (]27771,277]) quel que soit j € N. Pour des raisons
techniques, nous supposerons tres souvent dans ce chapitre que la suite (¢;) ey vérifie la

condition de sommabilité -
ZZ’j\/cj log(1+ ¢;) < oo. (5.1)

j=0
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Cette condition est peu restrictive car elle est tres souvent vérifiée en pratique. C’est en
particulier le cas lorsque I'exposant
1
/ ro(dr) < oo}
0

est strictement inférieur a 2. Cet exposant, qui appartient toujours a l'intervalle [0, 2], a été
introduit par R. Blumenthal et R. Getoor [30] et gere la régularité ponctuelle du processus
de Lévy X. En effet, W. Pruitt [I36] a prouvé que, si X est sans composante brownienne,
son exposant de Holder a I'origine vaut presque strement 1/3. Par conséquent, I'exposant
de Holder de X est 1/ presque partout avec probabilité 1. De surcroit, posons

5/:{6 sig=0

(3 = inf {7 € [0, 00|

2 sinon

et convenons que 1/ vaut l'infini lorsque le réel 3" est nul. Le spectre de singularités de
presque toutes les trajectoires de X est donné par le théoréeme suivant issu de [93]. Nous
renvoyons a la figure [5.1] pour les graphes correspondants.

Théoréme 5.1 (S. Jaffard)
Supposons que la condition est vérifiée.
(). Presque strement, pour tout h € |1/, 00|, on a E;, = 0.
(ii).
(iii). Si B8 > 0, presque strement, pour tout h € [0,1/5'], on a dim E}, = Sh.
). Si B =0 et 7(R?) = oo, pour tout h € [0,1/3], presque siirement dim Ej, = 0.

Presque stirement, £ /3 est de mesure de Lebesgue pleine dans [0, oo

(iv

Le premier but de ce chapitre est de décrire plus précisément les propriétés de taille
des ensembles isoholdériens Ej, et de donner en outre les propriétés de taille et de grande
intersection des ensembles

By = {t € [0,00[\S | hx(t) < h}

lorsque h appartient a [0, 00]. D’apres le théoreme et la dénombrabilité presque stre
de I’ensemble S des instants de sauts du processus de Lévy X, on constate que presque

dX (h) dX(h)
1o ‘ T .
| Bl2-1-- ‘
0 '1/8 " 0 1/2 "
I — U SRS J

F1G. 5.1 — Spectre de singularités de presque toutes les trajectoires du processus de Lévy.
Le graphe de gauche (resp. droite) correspond au cas ou ¢ = 0 (resp. g # 0).
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strement B, = () et E), = El/g/ pour tout h € ]1/8',00] et que Ey/z et El/lg/ sont
presque sturement de mesure de Lebesgue pleine dans [0, 0o[. Par conséquent, le probleme
de déterminer finement les propriétés de taille et de grande intersection des ensembles Ej,
et Ej, ne se pose que pour h appartenant & l'intervalle [0,1/3'[. C’est pourquoi dans ce
qui suit nous supposerons toujours que h figure dans cet intervalle.

Rappelons quelques définitions introduites dans la section [[TI] du chapitre [2] et dans
la section [[] du chapitre [3. L’ensemble ® regroupe les fonctions de jauge, c’est-a-dire les
fonctions ¢ croissantes sur un voisinage a droite de 0 et vérifiant limg+ g = ¢(0) = 0.
Chaque jauge g € ® conduit a une mesure de Hausdorff HY. De surcroit, ®; désigne
I'ensemble des jauges g € © pour lesquelles la fonction r — g(r)/r est décroissante et
strictement positive sur un voisinage strict de l'origine. On vérifie aisément qu’une fonction
appartenant a ®; est continue au voisinage de 'origine. A toute fonction de jauge g € ©;
et tout ouvert non vide inclus dans |0, 00| est associée une classe G9(V') d’ensembles a
grande intersection. Cette classe, qui est stable par intersection dénombrable, est composée
d’ensembles dont la g-mesure de Hausdorff est infinie dans tout ouvert non vide inclus dans
V', pour toute jauge g € ©; vérifiant g < g, i.e. telle que g/g tende de fagon monotone
vers 'infini a l'origine. La proposition établie dans le chapitre [3| assure que pour toute
fonction de jauge g appartenant a ®, la fonction

(p)

g1 :r—r inf —=
p€E]O;r] P
est nulle au voisinage de 1'origine ou bien appartient a ;. Il existe en outre un réel k > 1
tel que H9' (F) < HY(F) < k H9(F) pour toute jauge g € D et toute partie F' de R. Pour

toute fonction de jauge g € ©, posons
/ gi(r'"o(dr) = OO}
0+

en convenant que l'infimum de I’ensemble vide est infini et que fo . désigne l'intégrale
sur n’importe quel intervalle |0, ¢], avec € > 0, sur lequel I'intégrande est une fonction
continue. On observe aisément que h, = oo si la fonction g; est nulle au voisinage de
'origine. Dans le cas contraire, g; appartient a 1, de sorte que h, < 1/0.

Considérons le cas particulier des jauges de la forme Id®, ou Id est la fonction identité et
s est un réel de 0, 1]. On montre facilement que higs = s//3. De plus, sous la condition (5.1)),
le théoreme prouve que pour tout réel h € [0,1/3'[, presque sirement,

hy = inf {h €10, 00[

0 si h < hygs
oo sih > higs.

H (Ep) = {

Le théoreme|5.2{énoncé ci-apres permet en particulier de compléter ce résultat en indiquant
que presque sirement, pour tout ouvert non vide V' inclus dans |0, oo,

0 si h < higs

H(E,NV)=H(E,NV) =
( " ) ( " ) {OO SihZhIdS.

En réalité, le théoreme ne concerne pas uniquement les jauges de la forme Id*, mais
décrit plus généralement les propriétés de taille et de grande intersection que vérifient les
ensembles F), et Ej, relativement a une jauge g fixée arbitrairement dans 2.
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Théoreme 5.2
Supposons la condition ([5.1]) satisfaite.

(). Soit g € . Avec probabilité 1, pour tout réel h € [0,1/5'[ et tout ouvert non
vide V inclus dans ]0, co[, on a

0 sih<hy

oo sih=hy

0 sih<hy

H9<Ehmv):{ 0o sih>h
= Itg.

et Hg(EhﬂV>I {

(ii). Soit g € ;. Avec probabilité 1, pour tout réel h € [0,1/0'] et tout ouvert
non vide V inclus dans ]0, o[, 'ensemble Ej, appartient a la classe G(V) si et
seulement si h > hy,.

Remarques :  On peut se restreindre a ne considérer que des ouverts non vides V' qui sont
inclus dans |0, co[. D’une part, si V n’est pas inclus dans ]0, oo, tout ensemble inclus dans
[0, 00, ce qui est le cas de Ej, pour h € [0,1//'[, ne peut appartenir a une classe GI(V)
avec g € ©y, d’apres la définition méme de ces classes qui est donnée dans la section [[I]
du chapitre [3| D’autre part, pour toute fonction de jauge g € D et tout réel h € [0,1/5],
on a H9(E, NV) =HI(E, N (VN]0,00[)) et VN ]0, 00 est un ouvert inclus dans ]0, col.
De méme, HY(E, NV) =HI(E, N (VN ]0,00])).

e Le théoréme précédent assure que pour toute fonction de jauge g € ® vérifiant Ay = 0, on
a presque strement HY(EyNV') = oo pour tout ouvert non vide V inclus dans ]0, co[. Cela
implique en particulier qu’il existe une infinité non dénombrable d’instants ol le processus
de Lévy X ne saute pas et admet un exposant de Hélder nul. Une telle fonction g existe
si et seulement si la mesure de Lévy 7 est de masse totale infinie. Tout d’abord, si 3 > 0,
la fonction r +— 1/log(1/r) convient. Supposons ensuite 3 = 0 et 7(R?) = oo. Dés lors,
ro(]r,1]) tend vers 0 quand r tend vers 0. Notons jy le plus petit entier naturel vérifiant
2770 (]277° 1]) > 0 puis, pour tout entier naturel n, désignons par j,.i le plus petit
entier strictement supérieur a j, pour lequel 27/n+1g(]279n+1 1]) est strictement inférieur
a 27/ng(]277» 1]). Appelons s la fonction affine sur chaque intervalle [j,, j,+1] telle que
5(jn) = —jn+logy o(]277" 1]) pour tout n € N. Il convient de remarquer que la fonction s
décroit strictement sur [jo, oo[ et tend vers —oo a l'infini, que la fonction ¢ +— t+ s(t) croit
sur le méme intervalle et tend vers l'infini & U'infini et que s(j) < —j +1log, o(]277, 1]) pour
tout entier j supérieur a jy. Par conséquent, la fonction § : r +— r2750082(1/7) gppartient
a 9, et vérifie

/ ro(dr) =S / g7 No(dr) > Y T =0
10,2790] =70 |2779-1,271] J=Jo Zj: Cr,
k=0

en vertu du théoreme de Dini (cf. [46, p. 104] par exemple), car la série ), c; diverge. La
fonction ¢ : r — ¢(1/log(1/r)) convient finalement car elle appartient a ®; et pour tout
réel h € ]0,00] et tout réel ry assez petit, on a

Mo (dr g(r)o(dr) =00
Am]m Jo >24mg<>< )

de sorte que h, = 0. Réciproquement, si la mesure de Lévy 7 est de masse totale finie, on
observe rapidement que hy est infini pour toute fonction g de ®.
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e Fixons h € |0,1/3'[. D’apres le théoreme [5.2] I'ensemble isohdldérien Ej est presque
strement de g-mesure de Hausdorff infinie dans tout ouvert non vide de ]0, co[ pour toute
fonction de jauge g € ® vérifiant hy = h. Si B > 0, on peut toujours trouver une telle
fonction puisque Id°" convient. Ce n’est plus le cas lorsque 5 est nul. En effet, certaines
mesures de Lévy 7 peuvent conduire a h, € {0,000} pour toute fonction de jauge g € D.
La mesure m = > d1/;/j fournit un exemple en dimension d = 1.

Observons que I’événement de probabilité 1 sur lequel chacun des deux points de
I’énoncé du théoreme [5.2] est vrai dépend de la fonction de jauge g choisie. Il est possible
d’obtenir de I'uniformité en g en supposant que le réel 3 est non nul et en se restreignant
respectivement a la collection de jauges

1 1
lim inf 891\ (r) = lim sup 08T (r) } c?®

D= {g eD
r—0 ogr r—0 log r

et a la famille D; = D ND;. Observons que les jauges de la forme Id*, pour s € ]0,1],
figurent dans I’ensemble D;. On dispose alors du résultat suivant.

Théoreme 5.3
Supposons 3 > 0 et la condition ([5.1]) satisfaite. Avec probabilité 1, pour tout réel

h € 10,1/5'], pour tout ouvert non vide V' inclus dans ]0, co[ et

(). pour toute fonction g € D, on a

~ ih<h
HI(E, AV) = HI(By vy =40 S <l
oo sih > hy

(ii). pour toute fonction g € Dy, ensemble E), appartient a la classe G9(V) si et
seulement si h > hy.

Si B > 0 et la condition (5.1)) est satisfaite, le théoreme implique en particulier que,
presque surement, pour tous réels h € [0,1/5'[ et s € ]0, 1],

0 sis>p0h
oo sis<fBh

H(Ey) = {

de sorte que dim Ej, = [h. Le théoreme [5.3| permet donc de retrouver la partie du théo-
reme qui concerne les ensembles isohdldériens Ej, pour h € [0,1/5].

Signalons que les théoremes et peuvent se voir comme des corollaires d'un
résultat plus général, le théoréme [5.5] qui est énoncé et prouvé dans la section [[I]

Le deuxieme but de ce chapitre est de donner les propriétés de taille et de grande
intersection de 'ensemble des instants ¢ € [0,00[ ou le processus de Lévy X ne peut
admettre un module de continuité donné. Rappelons que 20 est défini dans la section [ du
chapitre [2] comme 'ensemble des fonctions w continues et strictement croissantes définies
sur un voisinage a droite de l'origine qui vérifient les conditions

, w(26)
w(0) =0 et lim sup < 00.
) P 8)
Notons en outre VW I’ensemble des fonctions w appartenant a 20 et vérifiant
20
liming Y29 S .

6—0 UJ((S)
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On constate aisément que les fonctions Id", pour h € 10, o[, appartiennent a l’ensemble
W. Fixons w € W et t € [0,00[. Conformément & ce qui est défini dans le chapitre ,
le processus X est C"(t), c’est-a-dire admet w pour module de continuité a I'instant ¢,
lorsqu’il existe des réels strictement positifs x et §, ainsi qu'un d-uplet P de polynomes,
tels que pour tout réel ¢’ € [0, oo],

=t <6 = [ Xp—P{t —t)| <rw(t—t]).
Une fonction w € W étant choisie, introduisons alors I’ensemble
Fy={te€[0,00[\S | X & C”(1)}

des instants ou X ne saute pas et n’admet pas la fonction w pour module de continuité.
Le résultat suivant est établi dans la section [Tl

Théoreme 5.4
Soient g € © et w € W. Supposons que [, gi(w'(r))o(dr) = co. Alors F,, contient
presque surement un ensemble a grande intersection de la classe G9'(]0, co[). De plus,
avec probabilité 1, on a HY(F, NV) = HI(V') pour tout ouvert V inclus dans |0, ool.

Remarque : La partie de I’énoncé du théoréme [5.4] qui concerne les propriétés de taille de
F,, permet de reformuler de maniere synthétique deux résultats. Soient g € D et w € W
vérifiant [, g1(w™"(r))o(dr) = oo. Dune part, si g(r)/r tend vers I'infini en 0, 'ensemble
F,, est presque stirement de g-mesure de Hausdorff infinie dans tout ouvert non vide de
10, 00[. D’autre part, si g(r)/r ne tend pas vers 'infini en 0, 'ensemble F,, contient en
réalité avec probabilité 1 un borélien de mesure de Lebesgue pleine dans [0, 00[. Le fait
que F,, soit presque sirement de g-mesure maximale dans tout ouvert de |0, oo[ découle
alors de 1’observation que HY coincide a une constante multiplicative pres avec la mesure
de Lebesgue sur les boréliens de R. Nous renvoyons a la section [[T]] pour les détails.

Enfin, les méthodes développées dans ce chapitre s’appliquent également dans le cas
d’un modele de séries aléatoires d’ondelettes qui généralise celui étudié par S. Jaffard
dans [94], ce qui permet alors de fournir des résultats analogues aux théoremes et .
C’est I'objet de la section [[V]

II Ensembles de singularités

Le but de cette section est d’établir le théoreme suivant et de montrer comment il permet
d’obtenir les théoremes et énoncés dans la section [ On constate aisément que
uwo v est une jauge de ®; pour toutes jauges u € ®; et v € Dy.

Théoreme 5.5
Supposons la condition ([5.1)) satisfaite et prenons une fonction v € D, vérifiant

h. < 00. Avec probabilité 1, pour toute fonction v € Dy, tout réel h € [0,1/0] et
tout ouvert non vide V' inclus dans |0, oo, on a

0 sih < hyo
oo sih > hyop

0  sih < hyew

H (BN V) = ,
00 8l hyoy < h < hy,

et H"U(E,NV)= {

et Uensemble E), appartient a la classe G (V) si et seulement si b > hyo,.
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Cette section s’organise de la maniere suivante. Dans une premiere partie, nous rappelons
certains résultats obtenus par S. Jaffard dans [93] et nous établissons plusieurs lemmes
préliminaires. La deuxieme partie est consacrée a la preuve du théoreme Enfin, les
théoremes [5.2] et sont prouvés dans la derniere partie de cette section.

II.1 Résultats préliminaires

Commencons par rappeler une propriété fondamentale concernant les sauts du processus
de Lévy X. Posons H = ]0, co[x (R%\{0}) et, pour tout borélien B de H, notons J(B)
le nombre de réels ¢ € ]0,00] pour lesquels (¢, AX;) appartient a B. Alors, J est une

mesure aléatoire de Poisson de mesure d’intensité Eﬁ [®7r, lorsque £ désigne la mesure
,O0

de Lebesgue sur R, ¢f. [140], th. 19.2]. Il en ressort en particulier que I’ensemble S des
instants de saut du processus X est presque surement dénombrable.

L’exposant de Holder qu’admet le processus X a un instant ¢ € [0, 00| dépend de la
facon dont ses instants de saut se répartissent autour de t. Plus précisément, notons S;
I'ensemble des instants de sauts s € S pour lesquels ||[AX|| < 1 et, pour toute fonction
¢ : [0,00] — R continue, croissante et telle que ¢(0) = 0, posons

L, = {t€[0,00[ ||t — 5| < (| AX,||) pour une infinité de s € S} .
On observe aisément que l'ensemble L;1/. croit avec a. La proposition suivante reprend
le lemme 2 et la proposition 1 de [93].

Proposition 5.1 (S. Jaffard)
Supposons la condition (5.1]) vérifiée. Avec probabilité 1, pour tout h € [0,1/5],

Eh = ( ﬂ LId”“)\S et Eh\S = Eh\ U LIdl/a.

h<a<l1/B 0<a<h

D’apres la proposition [5.1] et la dénombrabilité presque stre de S, pour établir le
théoreme [5.5], il suffit de déterminer les propriétés de taille et de grande intersection des
ensembles Ly 1o pour o € |0, 00[. Le lemme suivant amorce 1'étude de ces propriétés.

Lemme 5.1
Soit ¢ : [0,00[ — R une fonction continue et croissante vérifiant ¢(0) = 0. On a alors

/+ o(rjo(dr) <oco = ps. YneN h%ll e o(||z|])J(dt,dx) =0
0 : =<

et /0+ p(r)o(dr) =00 = ps. L£'([0,00\L,) = 0.

// Plagons-nous dans le cas de convergence et prenons un entier naturel n
et un réel ¢ € 0, 1]. D’apres la formule de compensation pour les processus
de Poisson ponctuels [27), p. 7], on peut écrire

E

ﬁ%n o(||z|))J(dt, dz)

llzll<e

=n z|H)mw(dx) =n r)o(dr
/x”ng(n Drtde) =n [ ()t

10,¢]

et cette derniere intégrale tend vers 0 quand € tend vers 0. Le lemme de
Fatou et la dénombrabilité de N conduisent au résultat.
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Placons-nous dans le cas de divergence et fixons un entier naturel n et
un réel ¢t € [0,n]. Supposons que t n’appartient pas a L. Ainsi, il n’y a
qu’'un nombre fini de s € Sy vérifiant |t — s| < p(||AX;||). En particulier, il
existe m € N* tel que, pour tout entier m’ > m + 1, le borélien

1 1
By =<, 2)eH||t' —t| < t — < < —
w={ o m|i =t <ellel) @ <ol <}

ne contient aucun couple (', AXy) avec t' € |0, co[. Dés lors, J(By, ) = 0.
Comme J est une mesure aléatoire de Poisson dont la mesure d’intensité est

El]o : ® m, cet événement se produit avec une probabilité inférieure a
,00

exp (— Joos so<uxu>7r<dx>> ~ exp (— /M[w)a(dr))

m

ce qui tend vers 0 quand m’ tend vers l'infini. Il en ressort que tout réel
t € [0,n] appartient a I'ensemble L, avec probabilité 1. Le théoreme de
Fubini conduit alors a

n = /n]P’(t € L)dt = E [£(L, N [0,n])] .

Par dénombrabilité de N, avec probabilité 1, on a £}([0,n]\L,) = 0 quel
que soit n € N. Cela permet de conclure. //

Le lemme suivant indique qu’il n’y a presque stirement qu'un nombre fini de sauts de
taille supérieure a un réel strictement positif donné dans chaque intervalle borné de temps.
Ce résultat est classique, mais nous en fournissons la preuve par souci d’exhaustivité.

Lemme 5.2
Avec probabilité 1, pour tout intervalle borné I et tout réel strictement positif ¢, le

nombre d’instants de saut s € S; NI tels que ||[AX|| > ¢ est fini.

// Pour m € N*, notons S7* I’ensemble des instants de saut s € Sy vérifiant
s €]0,m] et ||AXs]| > 1/m. Le cardinal de S7* est une variable aléatoire de
Poisson de parametre

mf, . man=mo Q =, 1})

donc est presque stirement fini. Par dénombrabilité de N*, avec probabilité 1,
I'ensemble ST* est fini quel que soit m € N*. Le lemme découle alors du fait
que, pour tout intervalle borné I et tout réel strictement positif €, I’ensemble
des instants de saut s € Sy N[ vérifiant ||[AX|| > € est inclus dans ST* pour
m suffisamment grand. //

Soit ¢ : [0,00[ — R une fonction continue, croissante et telle que p(0) = 0. Dans le cas
de divergence, le lemme indique que I'ensemble L, est presque stirement de mesure
de Lebesgue pleine dans |0, oo[. En particulier, 'ensemble S est presque strement infini
dénombrable. En outre, on a ¢(||AX||) < ¢(1) quel que soit s € S; et, pour tout entier
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m assez grand, 'ensemble des instants s € Sy vérifiant |s| < m et p(|]AX]|) > 1/m est
inclus dans 'ensemble des instants s € S1N[0, m| tels que [|AX|| > »~!(1/m) donc est fini
avec probabilité 1 d’apres le lemme . Rappelons que ¢! désigne la pseudo-réciproque
de la fonction ¢, qu’elle est définie par

@ ' (r) =1inf {p € [0, 00[| p(p) = r}

pour tout réel r € [0, supj oo ¢[ et que le supremum de ¢ sur l'intervalle [0, oo[ est néces-
sairement strictement positif dans le cas de divergence de I'intégrale intervenant dans le
lemme Ce qui précede assure que la famille (s, ¢(||AXs||))ses, est presque strement
un systeme d’ubiquité homogene dans 'ouvert |0, 00|, au sens de la terminologie intro-
duite dans le chapitre 3] Cela suggere notamment d’utiliser le théoréme [3.2] de ce méme
chapitre, ce que nous ferons a plusieurs reprises dans ce qui suit.

I1.2 Preuve du théoréme [5.5

Pour plus de clarté, nous divisons le théoreme 5.5 en cing propositions, notées de[5.2]a[5.6
qui sont énoncées et prouvées ci-apres.

Supposons que la condition est vérifiée et prenons une fonction u € ©; vérifiant
h, < 00. De plus, désignons par u une fonction définie sur I'intervalle [0, co[, continue et
croissante qui coincide avec u au voisinage de 0.

Lemme 5.3
Presque stirement,

Vh€10,h,] VneN im | [ (||| J(dt,dz) =0 (5.2)
€ 0<t<n
lz|l<e

et Vhelhwoo|  LY([0,000\Lo i) = 0. (5.3)

// Comme h,, = hg, le lemme prouve que, pour tout réel h € |0, h,[,
presque sturement, pour tout entier naturel n, I'intégrale

Agel) = [ (") Tk, )
lzl<e

tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. Des lors, par dénombrabilité de N*, avec
probabilité 1, pour tout entier m € N* vérifiant h, — 1/m > 0 et tout
entier n € N, l'intégrale A, .(h, —1/m) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.
Par ailleurs, 'intégrale A, .(h) croit avec h et pour tout réel h € 0, h,],
il existe m € N* vérifiant h < h, —1/m donc A, .(h) < A, (h, — 1/m).
Il s’ensuit que I’assertion est vraie avec probabilité 1. En utilisant a
nouveau le lemme [5.1| et en reprenant le raisonnement précédent, on prouve

que 'assertion 1} est également vraie avec probabilité 1. //

Les énoncés de la proposition 5.1] et des lemmes |5.2] et sont simultanément réalisés
avec probabilité 1. Dans toute la suite de cette section, nous nous plagons sur 1I’événement
correspondant.
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Fixons maintenant une fonction de jauge v appartenant a I’ensemble D; et notons v
une fonction définie sur l'intervalle [0, 0o, continue et croissante qui coincide avec v au
voisinage de 0. La limite

log v

o logu(r)
r—0 logr

Yo =

existe et appartient a 'intervalle [0, 1] du fait que v(r) > Kk pour un certain réel k > 0 et
tout réel positif r assez petit. Observons en outre que wov coincide avec uov au voisinage
de lorigine.

Lemme 5.4
‘ On a haog = huov = hu’}/v-

// Supposons 7, non nul et considérons un réel h > hyo,. On a v(r) < r¥v==e
pour tout réel e € ]0,~,[ et tout réel positif r inférieur & un certain ro > 0.
Il en découle que

o0 = uov(r'/Me(dr) < / ﬂ(r%)a(dr)

]O,Toh] ]O,Toh]

de sorte que h/(7y, —€) > hg = hy. En faisant tendre successivement ¢ vers
0 et h vers hye,, on obtient hyo, > hy7,. Réciproquement, supposons hye,
non nul et considérons un réel h € |0, hyo,[. Pour tout réel € > 0 et tout réel
positif r inférieur & un certain rq > 0, on a v(r) > r7*=. Par conséquent,

Yvte

/ u(r-n )o(dr) < / uov(rYMe(dr) < oo
10,m0"] 10,m0"]

si bien que h/(v, 4+ ¢€) < h,. En faisant tendre ¢ vers 0 puis h vers hyo,, 00
obtient finalement Ao, < hy,7v,. Le lemme s’ensuit. //

Outre la fonction de jauge v introduite précédemment, considérons un réel h € [0,1/5']
et un ouvert non vide V' inclus dans I'intervalle ]0, ool.

Proposition 5.2
Si h < hyey, alors H*Y(E, NV) = H*?(E, N V) = 0.

// Notons a un réel quelconque de l'intervalle |h, hyo,[. D’apres la propo-
sition on a E,\S C Eh C Ligi/a. En vertu de la dénombrabilité de S,
on a H*Y(Ep) < H"Y(Ligi/a) et Hv(Ey) < H"¥(Lyq1/a). 11 suffit donc de
prouver que l'ensemble L 1/ est de u o v-mesure de Hausdorft nulle.
D’apres le lemme [5.4] on a o < hy7y, si bien que a/(y, — n) < h, pour
un certain réel n € ]0,7,[. De plus, fixons un entier naturel n et un réel
strictement positif € assez petit pour avoir u o v(r) = wo v(r) < u(r’>=")
quel que soit € [0, ¢]. Soit t € L1/ N[0, n]. Il existe une infinité d’instants
de saut s € S; vérifiant |t — s| < [|AX,]["®. Un tel instant de saut s
appartient a [0,n + 1] car ||[AX|| < 1. De surcroit, le nombre d’instants de
sauts s € S; N [0,n + 1] vérifiant [|AX,| > &* est fini d’aprés le lemme [5.2]
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Ainsi, il existe s € S; N[0, n+1] tel que [|AX| < e%et |t —s| < [[AX]|.
Il s’ensuit que

Lgan[0n] € | Js = [AXM s + [|AX

s€S1N[0,n+1]
[AXs|<e

Ce recouvrement conduit a

uov 1/a Ao
HE (Liga N[0,0]) <2 > woo(||AX[V) < 2 . a(||=) ") J(dt, da).
SﬁEQ\[ﬁﬁetl] [zl <ex

D’apres assertion (5.2)), le membre de droite tend vers 0 quand ¢ tend vers
0. On obtient donc H"**(Lyy1/« N [0,n]) = 0. Comme H"*" est une mesure
borélienne, il vient H"*"(Ly1/) = 0. La proposition s’ensuit. //

Proposition 5.3
Si h < hyow, alors E, g Guv(V).

// Construisons une fonction de jauge w € D, telle que w < u et hg > hy,.
Comme h,, € ]0,00[, la suite de terme général a,, = (1 + 1/n)/h,, pour
n e N* décroit strictement et converge vers 1/h,. De plus, limg+ u = 0 et
f0+ o(dr) < oo pour tout n € N*. Il existe donc une suite strictement
decr01ssante (rn)nen= de réels de |0, 1] telle que, d'une part, les fonctions u
et 7 — u(r)/r sont respectivement croissante sur [0, 7] et décroissante sur
10,71] et, d’autre part, pour laquelle on a

1
ulr,) < ulr, i)e /" et / w(r®o(dr) < ———
(rn) < u(rp-1) S (r*m)o(dr) < 1)

pour tout entier n > 2. Observons que (7, ),en+ converge nécessairement
vers 0 car u(ry,) tend vers 0 quand n tend vers l'infini et u est non nulle et
continue sur |0, r;]. Pour tout entier n > 2 et tout réel r € |ry, 7,_1], posons

. log u(r,—1) — logu(r)
fr)=n+ log u(r,_1) —logu(ry,)

Des lors, la fonction & est continue et décroissante sur I'intervalle |0, r;]. Pour
tout réel r de cet intervalle, posons u(r) = u(r)&(r). Fixons un entier n > 2
et deux réels r et r’ vérifiant r, < r <1’ < r,_;, la différence u(r’) — u(r)
est nulle si u(r) = u(r’) et, dans le cas contraire, elle est supérieure a

log u(r’) 1
u(@) —ulrNn|1-— ur) > ().
u(r’) u(rn—1)

u()—l nlog )

Par conséquent, la fonction @ croit sur U'intervalle |r,, 7,_1] pour tout entier
n > 2. Comme elle est continue sur |0, 7], elle y est donc croissante. Prenons
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no € N* et observons que u(r®o) < u(r®r) et £{(r*o) < n + 1 pour tout
entier n > ng + 1 et tout réel r € Jr,, /%0, r,_1Y/%0] de sorte que

/H),rnol/ano]ﬂ(rano Z / u(romo )€ (romo) o (dr)

1/ang n 1/O<n0]

n= n0+1
G 1
< n+1 / u(ro)o(dr) < — < .
n= nzo—i-l 0;rn—1t/1] n=nzo+l (n+1)2

Il en ressort d’une part que la fonction @ tend vers 0 en 0, car sinon la
mesure o serait de masse totale finie et on aurait h, = 0o, ce qui n’est pas
le cas. Ainsi, la fonction @ appartient a ®; et vérifie u < u. D’autre part, on
a 1/ay, < hg. Faire tendre 'entier ng vers l'infini conduit alors a h, < hz.
Il y a en fait égalité car w < u, de sorte qu’en particulier, hy < oo. Ainsi,
on peut établir que 'analogue de ’assertion ou u figure a la place de u
est vérifié avec probabilité 1. Plagons-nous sur I’événement correspondant.
D’apres le lemme [5.4] on a h < hyoo = huYe < haYe = hgoy. En reprenant
la preuve de la proposition avec u a la place de u, on obtient donc
H“"”(Eh NV)=0.La pl"OpOSlthIl 3| découle finalement du théoreme
et du fait que wov < uow. //

Proposition 5.4
Si h > hyow, alors Ej, € Gu(V).

// Soit a € ]h,1/8]. D’apres le lemme , on a a > hyoy = hyY, puis
a/(yy+e€) > hy, pour tout réel € € |0, —v,+a/h,[ en convenant que la borne
supérieure de ce dernier intervalle est infinie si h,, = 0. Pour tout réel positif
r suffisamment petit, on a 9(r) > 7% puis o v(r*/*) > u(rO++)/®) 1l en
résulte que Ly 5 1q1/e contient Ly ii¢u+e/a. Cependant ce dernier ensemble
est de mesure de Lebesgue pleine dans [0, co[ en vertu de l'assertion (5.3)).
Il s’ensuit que L - 41/« est de mesure de Lebesgue pleine dans |0, col.

Ce résultat, associé au lemme , assure que (s, wov([|AX,|[*/*))ses, est
un systeme d’ubiquité homogene dans l'ouvert |0, oo[. Le théoreme per-
met d’en déduire que, pour n’importe quelle fonction ¢ : [0, co[ — R positive
et croissante qui coincide avec la pseudo-réciproque (zo?)~! au voisinage de
I'origine, 'ensemble des réels t vérifiant |t — s| < (U o v(||AX,||*/*)) pour
une infinité de s € S; appartient & la classe G%(]0, 0o) donc & la classe
G"°*(]0, oo[) puisque w0 v et u o v coincident au voisinage de 1'origine. Cet
ensemble est inclus dans I'ensemble des réels ¢ vérifiant [t — s| < || AX,[|*/*
pour une infinité de s € Sy, car p(uov(r)) < r pour tout réel positif r assez
petit. De plus, [0, co[ appartient clairement a G*°¥(]0, oco[). Finalement,

VYo € ]h,1/0] Liji/e € G*?(]0, 00[)

en vertu de la proposition [3.1] et du théoreme [3.1]
Par ailleurs, comme S est dénombrable, ’ensemble R\ S est un G5 de me-
sure de Lebesgue pleine dans |0, co[, donc appartient a G“*(]0, oo[) d’apres
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la proposition [3.6] La proposition et la croissance des ensembles Lyi/a
avec « indiquent en outre que

Eh = (R\S) N ﬂ LIdl/(h+1/n)

neN*
h+1/n<1/B

de sorte que E, est une intersection dénombrable d’ensembles de la classe
G"°(]0, 00]). Le théoreme |3.1| garantit alors que Ej € G*¥(]0, oo[). La pro-
position [3.1| permet de conclure. //

Proposition 5.5
Si h > hyow, alors H*Y(E, N V) = oo.

// Commencons par supposer u £ Id. Il existe alors un réel x > 0 tel que
u(r) < kr pour tout réel positif 7 inférieur a un certain réel 1o > 0. Ainsi,

/ u(r/Me(dr) < H/ rre(dr) < oo

10,r0"] 10,70h]

pour tout réel h € ]0,1/3]. Par suite, h, > 1/8. Comme h, est fini, le réel
£ ne peut étre nul si bien que la fonction Id € ©; vérifie hiy = 1/5 < oo.
On peut donc établir que I'analogue de 'assertion ou Id figure a la
place de u est vérifié avec probabilité 1 et on peut se placer sur I’événement
correspondant. De plus, on a 7,/8 < hyYy = huoy < h < 1/3, d’apres le
lemme [5.4] de sorte que v, < 1. Cela garantit que v < Id. En conséquence,
la fonction v : r +— v(r)/log(v(r)/r) appartient a D; et vérifie a la fois v < v
et v, = Y. Comme h > hyoy = hyYy 2 hiaYy = hidoy, On peut reproduire la
preuve de la proposition avec Id a la place de u et v a la place de v. Ainsi,
Ey € G¥V). Le théoreme 3.1 implique que HY(E, NV) = oo. Cependant,
comme u € D1, on peut écrire u(r) > £'r pour un certain réel &' > 0 et tout
r > 0 assez petit. Il sensuit que H*** > x'H*. Ainsi, H***(E, N'V) = oo,
ce qui établit la proposition siu £ Id.

Supposons désormais u < Id et construisons une fonction v € ©; qui
vérifie u < u et hy, < hy,. A cet effet, posons a, = 1/(h, + 1/n) pour tout
n € N* et observons que [, u(r®)o(dr) = oo. Par ailleurs, il existe un
réel r; € ]0,1] tel que u croisse contintiment sur [0,71*!] et 6 : r +— u(r)/r
décroisse sur ]0,r;“!]. En outre, la fonction 6 tend vers Uinfini en 0. Par
conséquent, pour tout entier n > 2, il existe un réel r,, € |0,7,_1] tel que

0(r,®") > 0(rp1")e'™ et / u(r)o(dr) > 1.
]T’ﬂvrn—l]

Observons alors que la suite (r,%"),en+ décroit strictement et converge
vers 0. Pour tout entier n > 2 et tout réel r € |r,*, r,_1**~], posons

B log 0(r) — log 6(r,,—1%1)
) =n+ log 0(r,%n) — log 0(r,_1%n—1)"

La fonction £ est continue, décroissante et strictement positive sur I'inter-
valle |0, 71?']. Notons u(r) = u(r)/&(r) pour tout r € ]0,7,?1]. Cette fonction
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étant continue et croissante sur |0,r;“!] et de limite nulle en 0, elle appar-
tient a ©. On a u < u car £ tend vers l'infini de facon monotone en 0. De
plus, u appartient a ;. En effet, la fonction r — wu(r)/r est continue en
r,®" pour tout entier n > 2 et elle décroit sur |r,*", r,_1%~*] sachant que,
pour r < 7’ dans cet intervalle, la différence u(r)/r — u(r") /7" est nulle si
O(r) = 0(r") et quelle est supérieure a

0(r)
O(r) —0(r' 10%7 1
() <r>n<1_ ) L )ZO
11y

dans le cas contraire. Fixons un entier ng > 2. Pour tout entier n > ng et
tout réel r pour lequel 7, <r <7, 1, on ar,* <re <r%o, de sorte que
n+1=¢&r,) > &(r*o) et u(r*) < u(r®o), puis

u(rero)o(dr) / ~ (dr)
/];),7‘1} Z Irnyrn—1] 5 no

n=ng
>Zn+1

Il s’ensuit que h, < 1/ay,. En faisant tendre l'entier ng vers l'infini, on
obtient finalement h, < h, < oco. Ainsi, on peut prouver que I’analogue de
I’assertion ou u apparait a la place de u est vérifié avec probabilité 1.
Plagons-nous sur ’événement correspondant. On peut reproduire la preuve
de la proposition avec u au lieu de u, car h > hyop = huYo = huYo = Puov-
Ce faisant, on a E), € G2°*(V). Comme uov < wowv, on a H*(E,NV) = oo
en vertu du théoreme . Le résultat s’ensuit. //

o

Yo (dr) > Zn}rl—oo

77,0 — 1] n=no

Proposition 5.6
| Si h € [hyoy, hu), alors H*Y(E, NV) = oo

// Commencons par supposer h = hy,.,. En particulier, h > h,., et la
proposition garantit que H“"’“(E N V) = oo. Cependant, d’apres la
proposition et la croissance des ensembles L 1/« avec a, on peut écrire

Eh\S:Eh\ U le1/(h_1/m)

meN*
h—1/m>0
ou 'union est vide si h est nul. Si h est non nul, fixons m € N* vérifiant
h —1/m > 0. Sachant que h — 1/m < h = h,7, d’apres le lemme [5.4] il
existe n € ]0,7,[ tel que (h —1/m)/(v —n) < hy. De plus, considérons
un entier naturel n et un réel strictement positif ¢ suffisamment petit pour
avoir u o v(r) < w(r™=") pour r € [0,¢]. L’ensemble L 1/tn-1/m) N [0, 7] est
recouvert par les intervalles ouverts de centre s € S; N[0, n + 1] et de rayon
|AX,||/?=1/m) < ¢. Ce recouvrement conduit &

H’:OU(LIdl/(h—l/m) N [O,TL]) <2 ocrenin ﬂ<||x||hf17m)J(dt, d:L‘).

||| <ch—1/m
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D’apres l’assertion , le membre de droite tend vers 0 quand e tend
vers 0. Comme H"* est une mesure borélienne, il s’ensuit que Ly i/t-1/m)
est de uov-mesure de Hausdorff nulle. On en déduit la proposition dans
le cas ou h = hyep.

Supposons h > hye,. Comme h < h,, on a h, > 0 et [d"h e D;.
De plus, ygn/me = h/hy, de sorte que h, n/me = hyYgree = h. On peut
donc appliquer ce qui précede avec Id"he 3 1a place de v. On obtient ainsi
que Fueld"/ (B, NV) = oo. Cependant, on a v, < h/h, = ¥qn/n. donc
uov(r) > u(r"™) pour tout réel positif r assez petit. Il en découle que
Huov > Hueld" ™ T proposition s’ensuit dans le cas ot h > hyop. //

I1.3 Preuves des théoréemes [5.2 et 5.3

Afin d’établir le théoreme , supposons que la condition ([5.1)) est vérifiée, prenons une
fonction de jauge g dans ® et notons g une fonction définie sur [0, co[, continue et crois-
sante qui coincide avec la fonction g; € ©; U {0} sur un voisinage de 'origine.

Commencons par supposer que hg est infini. En reprenant la preuve de I’assertion ,
on prouve aisément que, presque surement,

Vh €1]0,00[ Vn €N I g(||z||*™)J(dt, dz) = 0.
Izl <e

Plagons-nous sur I’événement de probabilité 1 sur lequel cette assertion et les énoncés
respectifs de la proposition [5.1] et du lemme [5.2] sont vérifiés. Prenons un réel h dans
[0,1/5'[ et notons « un réel de I'intervalle |h,1/3]. Fixons n € N et ¢ > 0 assez petit
pour que g; et g coincident sur [0,¢]. D’apres le lemme , I'ensemble L;j1/a N[0, n] est
recouvert par l'union des intervalles ouverts de centre s € S; N [0,n + 1] et de rayon
|AX,||'/* < e. Ce recouvrement conduit &

M Lo 000 <2 [ Gl V) (e o)

En faisant tendre e vers 0 et en exploitant le fait que H9 est une mesure borélienne, on
en déduit que I'ensemble L i/ est de gi-mesure de Hausdorff nulle. La proposition
implique que H9(Ly1/a) = 0. Comme S est dénombrable, la proposition assure que
les ensembles Ej et Eh sont aussi de g-mesure de Hausdorff nulle. Par ailleurs, lorsque
g appartient a D;, on peut construire une fonction de jauge g € D, vérifiant g < g et
hg = oo. En appliquant ce qui précede a g plutot qu’a g, on prouve que la g-mesure de £},
est nulle. Cet ensemble ne peut donc appartenir a la classe G9(V') quel que soit 'ouvert
non vide V' inclus dans |0, oo, d’apres le théoreme . On en déduit le théoreme dans
le cas ou h, est infini.

Supposons a l'inverse que h, est fini. Nécessairement, g, appartient a ®,. Appliquons
le théoreme [5.5| avec ¢g; a la place de u et r a la place de v. Ainsi, avec probabilité 1, pour
tout réel h € [0,1/5'] et tout ouvert V non vide inclus dans |0, co[, on a

0 sih<hy

oo sih=hg

0 sih<hy

s - { L
— "7

et HY(E,NV) = {
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et lorsque ¢ appartient a ®;, ’ensemble Eh appartient a la classe GY(V') si et seulement
si h > hy. La proposition [3.2] et le fait que hy = hy, conduisent au théoreme [5.2

Pour établir le théoreme supposons le réel 4 non nul et la condition (5.1|) vérifiée.
Comme hjq = 1/ < oo, on peut appliquer le théoreme avec 1 a la place de u. Ainsi,
avec probabilité 1, pour toute fonction g € Dy, tout réel h € [0,1/0'[ et tout ouvert non
vide V inclus dans |0, oo[, on a

~ 0 ih<h
HI(E,NV) =H(E,nV) = TS
oo sih > hy
et Pensemble E), appartient & la classe G (V) si et seulement si h > h,. Le théoréme
découle alors de la proposition 3.2 et du fait que hy = hy, .

IIT Modules de continuité

Cette section est vouée a la preuve du théoreme[5.4l Prenons une fonction de jauge g € ©
et une fonction w € W vérifiant [, gi(w™'(r))o(dr) = co. La fonction g, appartient alors
nécessairement a ;. Notons g une fonction définie sur l'intervalle [0, co[, continue et
croissante qui coincide avec la fonction g; au voisinage de 0. Notons aussi w une fonction
continue et strictement croissante sur [0, co[, qui tend vers I'infini a I'infini et qui coincide
avec w au voisinage de 0.

Commencons par observer qu’il existe deux réels k1 et kg vérifiant 1 < k1 < Ko, ainsi
qu'un réel strictement positif dy, tels que k1w (d) < w(20) < Kkew(d) pour tout § € [0, o).
Pour tout entier naturel g, posons ¢, : 7 — w'(r/r19). Introduisons 'ensemble

F, = (FﬁL%> \S.

Le théoreme découle alors directement des deux lemmes qui suivent.

Lemme 5.5
Avec probabilité 1, on a F,, € G9'(]0, 00[) et HI(F,, NV) = HI(V') pour tout ouvert
V inclus dans |0, ool

// Pour 6 € [0, ], on a kyw(d) < w(28). Ainsi, w ' (r/ky) > w=(r)/2 pour
tout réel positif r suffisamment petit. Fixons ¢ € N. Des lors, si le réel positif
7 est assez petit, on a p,(r) > w1 (r)/2%, puis g(p,(r)) > g(w(r))/24, du
fait que g appartient a ;. Par conséquent, pour tout € > 0 assez petit,

1
g(pg(r))o(dr) > — g(w=t(r))o(dr) = oco.
[ taeen z 5 [ g@ e

Supposons provisoirement g; 4 Id. Ainsi, g(r) = ¢1(r) < k7 pour un cer-
tain réel k > 0 et tout réel positif r assez petit. Par conséquent, H9 < k H?
et, en vertu de la proposition [3.2] la mesure HY est une mesure borélienne
invariante par translation qui attribue une mesure finie aux compacts. Il en
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résulte que HY = nL' sur la tribu borélienne de R, pour un certain réel
positif 7. Par ailleurs, pour g € N et € > 0 assez petit, on a

1
g(r)o(dr) > — g(py(r))o(dr) =
[ etz [ Gtenetar)

de sorte que 'ensemble L, est presque strement de mesure de Lebesgue
pleine dans ]0,00[ en vertu du lemme (5.1} De surcroit, l'ensemble S est
presque stirement dénombrable d’apres le lemme . Il en découle que F,, est
presque strement de mesure de Lebesgue plelne dans |0, co|. Par conséquent,
avec probabilité 1, on a HI(F, N V) = nL(F, NV) = nLYV) = HI(V)
pour tout ouvert V inclus dans |0, co.

Revenons maintenant au cas général. Les lemmes [5.1] et [5.2] impliquent
que la famille (s, go,(||[AX]]))ses, est presque sirement un systeme d’ubi-
quité homogene dans I'ouvert |0, co[. Comme les fonctions g; et g coincident
au voisinage de l'origine, le théoreme assure que l’ensemble L, ap-
partient presque strement a la classe G (]0, oo[). De plus, R\ S appartient
presque surement a cette méme classe en vertu de la proposition car
S est presque strement dénombrable. D’apres le théoreme [3.1] la classe
G91(]0, 0o[) est stable par intersection dénombrable. Par suite, elle contient
ﬁw avec probabilité 1.

Si on a en outre g; < Id, il existe une fonction g € ©; qui vérifie g; < ¢
ainsi que [, g(w™'(r))o(dr) = co. En appliquant ce qui précede A la jauge
g plutot qu’a gy, on observe que I'ensemble fw appartient presque sirement
A la classe G4(]0, oo[). La proposition [B.1] et le théoreme [3.1] conduisent alors
au fait qu’avec probablhte 1, pour tout ouvert V' 1nclus dans 0, 00[, on a
Hgl(F N V) Hgl( ) et la proposition |3.2| garantit finalement que
HI(F,NV) //

Presque surement, F,, C F,,.

// Plagons-nous sur I'événement de probabilité 1 sur lequel I'énoncé du
lemme est vérifié, prenons un instant ¢ dans ’ensemble F), et supposons
que t n’appartient pas a F,,. Ainsi, X € C"(t) si bien qu’il existe des réels
strictement positifs k et d, ainsi qu’'un d-uplet P de polynomes, tels que
pour tout réel t' € [0, oo,

it —t| <6 = || Xy —P{H —0)| <rw(|t—t]).
Quitte a augmenter k, on peut supposer que pour tout réel positif ¢/,
=t <1 = || Xy—P{t -0 <rw(t—t]).

Fixons un entier ¢ > log(3kkz)/logki. Comme t € L, \S, il existe une
suite injective (S, )neny d’éléments de Sy vérifiant 0 < |t — s,,| < p,([]AXS, ||)
pour tout n € N. D’apres le lemme [5.2] il n’y a qu'un nombre fini d’entiers
naturels n pour lesquels ¢, (||AX, ||) > min(1/2, dy). Il existe donc n € N tel



1V. SERIES LACUNAIRES D’'ONDELETTES 129

que |t — s,| < min(1/2,dy). Supposons avoir || Xy — P(t' —t)|| < ||AXs, ||/3
pour tout réel positif ¢’ vérifiant [t' — t| < 2ls,, — t|. Pour tout entier p assez
grand, on a |s, — 1/p — t| < 2|s, — t|, de sorte que

R )|

1 2
<||Xs, — P(s, —t)|| + HXSn_l - P (sn - — = t) < §||AXS,L||.
» p

Cependant, le membre de gauche tend vers ||AX;, || quand p tend vers I'in-
fini, ce qui conduit & une contradiction. Il existe donc un réel positif ¢’
vérifiant |t —t| < 2|s,, — t| et || Xy — P(t' — t)|| > ||AXs,||/3. Ainsi,

AX, _ _ _
[ERe : < xy = PO =) <k ¢ = t]) < 5 B2sn — t]) < 2 @[50 — 1))

Par ailleurs, ||AX;, || > rk190(|t — s,]). On en déduit que k17 < 3kKa, ce qui
offre une contradiction. Par conséquent, t € F,. Le résultat s’ensuit. //

IV Séries lacunaires d’ondelettes

Les méthodes développées dans les sections précédentes permettent d’étudier les propriétés
de taille et de grande intersection des ensembles de singularités holdériennes des trajec-
toires d’un modele de séries aléatoires d’ondelettes généralisant celui étudié par S. Jaffard
dans [94]. La pertinence de ce modele provient du fait que de nombreux signaux, images
ou fonctions mathématiques admettent, dans une base d’ondelettes, une décomposition
qui comporte tres peu de coefficients non nuls. On peut citer en exemple les fonctions C*°
par morceaux, les images débruitées par seuillage et les solutions de certaines équations
hyperboliques, cf. [45], 50, 52].

IV.1 Présentation du modele

Afin de présenter le modele de séries d’ondelettes que nous étudions ci-apres, rappelons
quelques notations introduites dans la section [II|du chapitre . Notons Z = {1,...,29—1}
et considérons des ondelettes 1%, avec i € Z, dans la classe de Schwartz telles que les
fonctions @ +— 29/241(27x — k), pour (i, j, k) € T x Z x Z%, forment une base orthonormée
de L*(R%), cf. [112]. Comme nous étudions des propriétés de régularité ponctuelle, nous
préférons travailler avec des ondelettes sur le tore d-dimensionnel T¢ = R?/Z?. Notons
¢ : RY — T9 la surjection canonique. De plus, désignons par A l’ensemble des cubes
dyadiques du tore, c’est-a-dire des ensembles de la forme A = ¢(277(k+[0, 1[?)), avec j € N
et k€ {0,...,27 —1}4 Notons (\) = j la génération du cube X et z = ¢(k277) son point
d’ancrage. Pour tout i € Z et tout A € A se mettant sous la forme A = ¢(277(k + [0, 1)),
pour j € Net k € {0,...,2/ — 1}¢, désignons par ¥ la fonction de T¢ qui correspond
naturellement & la fonction Z?-périodique

T Zwi(Qj(:x—m)—k‘).

meZd
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Les fonctions 24N/ 2P, pour i € T et A € A, ainsi que la fonction constante égale a 1,
forment alors une base orthonormée d’ondelettes de L*(T¢).

Fixons un réel strictement positif h et, pour tous ¢ € Z et j € N, choisissons un
entier m;; € {0,...,2%}. Le processus R que nous étudions est une série d’ondelettes
qui comporte seulement m; ; coefficients non nuls a ’échelle j et dans la direction 7. Ces
coefficients valent 2727 et leurs positions sont choisies uniformément et indépendamment
a travers les échelles et les directions.

Pour construire le processus R, munissons I'ensemble Q = (T4)Z*N de la tribu produit
F et de la mesure de probabilité P = (£L4)®@*N on £ désigne la mesure de Lebesgue sur
le tore T?. Posons Xin(w) =w;p quels que soient i € T et n € N. Fixons i € Z et désignons
par N; I'ensemble des entiers naturels strictement inférieurs a Z;’io m; ;. Les points X ,,,
pour n € N, sont donc des points aléatoires tirés uniformément et indépendamment sur
le tore T?. Ils sont destinés & donner les positions des coefficients d’ondelette non nuls
dans la direction 7. Les échelles correspondantes sont

n < imi,j/}.

/=0

ji,n = min {j eN

Pour i € 7 et n € N, notons alors \;,, 'unique cube dyadique de génération j;, qui
contient le point X;,. Les cubes A;, sont ceux qui portent effectivement les coefficients
d’ondelette non nuls de R. En effet, notons

M={(i,\N)€IxA|IneN; A=X,} e R= 27BN
)

(i,\)EM

On vérifie alors aisément que presque sturement, pour tout ¢ € Z et tout j € N assez
grand, il y a exactement m; ; cubes dyadiques A de génération j tels que (i, \) € M, c’est-
a-dire tels que le coefficient d’ondelette de R indexé par ¢ et A soit non nul. En outre,
conditionnellement a cet événement, 'ensemble de ces cubes A est tiré uniformément
parmi les parties a m;; éléments de I’ensemble des cubes dyadiques de génération j et
indépendamment a travers les directions et les échelles.

Tous les coefficients de la série d’ondelettes R sont de module inférieur & 272N, La
proposition énoncée dans le chapitre 2| garantit alors que R appartient a I'espace de
régularité uniforme C2(T4). De surcroit, remarquons que I’étude des singularités de R est
triviale lorsque la somme Zl ;my; est finie. En effet, dans ce cas, il n’y a qu’un nombre
fini de couples (i,j) € T x N vérifiant m;; > 0, de sorte que l'ensemble M est fini. Le
processus R est alors de classe C°° uniformément sur le tore T¢. Par conséquent, méme si
les résultats énoncés ci-apres sont vrais lorsque la somme précédente est finie, ils ne sont
réellement pertinents que si cette somme est infinie.

IV.2 Enoncé des résultats

S. Jaffard [04] a établi la loi du spectre de singularités du processus R dans le cas ou
m;; = [2"] quels que soient i € Z et j € N, avec € ]0,d| fixé au préalable. Nous
proposons d’étendre ce résultat a une famille (m; ;) jyezxn quelconque et de le préciser
en donnant, pour tout h € [0, 00|, les propriétés de taille et de grande intersection des
ensembles

By={xeT|hpg(x)=h} et E,={zeT| hglz)<h}
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olt hp(x) désigne exposant de Holder du processus R au point x € T¢, qui est défini dans
la section [[] du chapitre [2|

Dans ce but, rappelons que ’assertion figurant dans la section du chapitre
relie les propriétés de taille des sous-ensembles F' du tore T? & celles de leur relevement
¢~(F) dans R?. Plus précisément, il existe un réel x > 1 tel que

HO(F) < H (¢~ (F) N[0, 1[") < wH(F)

pour toute fonction de jauge g € ® et toute partie F' de T¢. De plus, D4 est défini dans
le chapitre [3| comme I’ensemble des jauges g € ® pour lesquelles la fonction 7 +— g(r)/r¢
est décroissante et strictement positive sur un voisinage strict de 'origine. A toute jauge
g € Dy et tout ouvert non vide V de T¢, on peut associer une classe GI(V') d’ensembles
a grande intersection, en convenant qu’elle regroupe toutes les parties F' de T¢ dont le
relevement ¢! (F') appartient la classe GI(¢~!(V)) définie dans la sectiondu chapitre .
La classe GY(V') est alors stable par intersection dénombrable et ses membres sont de g-
mesure de Hausdorff infinie dans tout ouvert non vide de V', pour toute jauge g € Dy
vérifiant § < ¢g. En outre, la proposition |3.2] assure d’une part que, pour toute jauge g de
9, la fonction

4 inf M

ST
Jd pe 104 p@

est nulle au voisinage de 1'origine ou bien appartient a ’ensemble ®,4. D’autre part, a
I'aide de 'assertion (2.6 évoquée précédemment, cette proposition conduit a l'existence
d’un réel k > 1 tel que

HI(F) < HI(F) < k H9(F)

pour toute jauge g € D et toute partie F' de T¢. Enfin, & toute fonction de jauge g
appartenant a @, associons

hy = inf {h €10, 00[

> mij ga27M") = OO}

.3

et posons de plus h = hiqa. On observe aisément que h > h et que higs = hs /d pour tout
réel s de l'intervalle |0, d]. Plus généralement, on a h, = oo si la fonction g4 est nulle au

F1G. 5.2 — Spectre de singularités de presque toutes les trajectoires des séries lacunaires
d’ondelettes lorsque h est fini.
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voisinage de l'origine et h, < h dans le cas contraire, puisque gq appartient alors & ®4 en
vertu de la proposition [3.2] N

Les propriétés de taille et de grande intersection des ensembles F), et Ej, sont données
par le théoreme suivant, qui peut se voir comme ’analogue du théoreme [5.5|

Théoreme 5.6

Avec probabilité 1, I'ensemble B}, est vide pour tout h € [0, [ U |h, o] et 'ensemble
Fr est de mesure de Lebesgue pleine dans T?. Par ailleurs, prenons une fonction
u € Dy vérifiant h, < oco. Avec probabilité 1, pour toute fonction v € Dy, tout réel
h € [h, h] et tout ouvert non vide V' de T%, on a

0  sih < hye
00 8l hyow < h < hy

0  sih < hye

Huou(EhmV)z{ o sih>Hh

a'wwimmz{

et I’ensemble Eh appartient a la classe G*¥(V) si et seulement si h > hyop.

Remarques : o Ce théoreme permet d’établir un résultat analogue au théoréme [5.2 Plus
précisément, il implique que pour toute fonction de jauge g € D, presque surement, pour
tout réel h € [h, h[ et tout ouvert non vide V de T¢, on a

0 sih<h,

oo sih=hy

0 sih<h,

Hg(EhmV):{ oo sih>h
Z Ny

et HIE,NV) = {

et lorsque g € 34, I'ensemble Eh appartient a G9(V') si et seulement si h > h,. En
particulier, pour h € [h, h[, 'ensemble Ej, est presque stirement de g-mesure de Hausdorff
infinie dans tout ouvert non vide de T? si g désigne une jauge de D fixée au préalable qui
vérifie hy = h. Cependant, dans certains cas (par exemple, si m;; = 1 pour tous i € Z et
j € N), aucune jauge g ne vérifie cette propriété car h, est toujours soit nul soit infini.

e Le théoreme conduit aussi a un résultat analogue au théoreme . En effet, si h
est fini, alors presque siirement, pour toute fonction ¢ € ® vérifiant ¢*/¢ € D, tout réel
h € [h, h] et tout ouvert non vide V de T%, on a

H%EMWV%:H%EhﬂV):{O sLh < hy

oo sih > hy

et lorsque g € ®y4, 'ensemble Eh appartient a GY(V) si et seulement si h > h,. Pour
obtenir ce résultat, il convient d’appliquer le théoreme avec 1d? & la place de u et
94"/ (qui appartient bien & D;) au lieu de v. En particulier, presque siirement, pour tous
réels h € [h, h| et s € ]0,d], la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle de I'ensemble Ej, est
infinie (resp. nulle) si s < dh/h (resp. s > dh/h). Par conséquent, le spectre de singularités
dg : h — dim E} de presque toutes les trajectoires de la série d’ondelettes R est

dh/h sihelhh
Yh € [0, o] dR(h)::{ / ” .1
—00  sinon.
Nous renvoyons a la figure pour le graphe correspondant.
e Le lemme énoncé ci-apres indique que pour tout point x € T¢ vérifiant hg(z) < oo,
I'exposant d’oscillation Sg(z) du processus R au point = vérifie hr(z) = (Br(z) + 1)k
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On peut donc aisément déduire du spectre de singularités de chaque trajectoire de R son
spectre de singularités oscillantes. Nous renvoyons au chapitre [2] pour les définitions des
notions d’exposant d’oscillation et de singularité oscillante.

Nous étudions aussi les propriétés de taille et de grande intersection de ’ensemble
des points ou la série d’ondelettes R n’admet pas une fonction donnée pour module de
continuité. Comme R appartient a la classe C2(T4), on peut se restreindre a ne considérer
que des fonctions négligeables devant Id% au voisinage de 0. Plus précisément, notons Wh
'ensemble des fonctions w appartenant a ’ensemble W défini dans la section [[ et vérifiant
w(6) = o(6%) quand J tend vers 0. Rappelons que la propriété pour le processus R d’étre
C¥(z), c’est-a-dire d’admettre pour module de continuité au point z € T? une certaine
fonction w € W), est définie dans la section [[] du chapitre 2] Une fonction w € W), étant
fixée, considérons I’ensemble

F,={zeT'|R¢C"(x)}

des points ou R n’admet pas la fonction w pour module de continuité. Le résultat suivant
peut se voir comme ’analogue du théoreme |5.4]

Théoréme 5.7
Soient g € D et w € W, vérifiant ), ; m; jga(w™H(27)) = co. Alors F,, contient
presque stirement un ensemble & grande intersection de la classe G9%(T9). De plus,
avec probabilité 1, on a HI(F,, NV) = HI(V) pour tout ouvert V de T¢.

La suite de cette section est consacrée a la preuve des théorémes [5.0] et [5.7 Les mé-
thodes utilisées sont celles qui nous ont permis d’établir les théorémes [5.5] et

IV.3 Preuve du théoréme [5.6

La preuve du théoréme [5.6] est trés proche de celle du théoreme [5.5] Cela provient du fait
que I'exposant de Holder qu’admet le processus R en un point z € T? dépend de la facon
dont ses coefficients d’ondelette non nuls se répartissent autour de x. Pour toute fonction
¢ : [0,00] — R continue, croissante et telle que ¢(0) = 0, considérons I’ensemble

L,={zeT|d(z,x,) < ©(2=™) pour une infinité de (i,\) € M} .
On observe aisément que I'ensemble L /o croit avec a. Le lemme suivant est analogue a

la proposition . Il relie en particulier les ensembles Ej, et Eh aux ensembles Lyn/a.

Lemme 5.7
(). Pour tout h € [0, [, I'ensemble Ej, est vide.
(ii). Pour tout h € [h, o0, on a

Eh = ﬂ leﬁ/a et E, = Eh\ U leh/a.

a>h h<a<h

(iif). Avec probabilité 1, pour tout o € Jh, 00[, on a Lygu/e = T¢.
(iv). Pour tout point z € T? vérifiant hgz(z) < oo, on a hg(z) = (Br(z) + 1)h.
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// Rappelons que le processus R appartient a l’espace de régularité uni-
forme C(T?). Par conséquent, son exposant de Hoélder en tout point de T¢
est supérieur a h, ce qui prouve 'assertion (i).

Fixons maintenant un réel o € |k, oo[ et un point x € T?. Le théoréme
énoncé dans le chapitre [2| garantit alors que hg(x) < o si © € Lygn/a et
hr(z) > o si @ & Lign/e. L'assertion (ii) s’ensuit.

Observons que pour tout réel a € |h, o[, 'ensemble

Lo = {x e T? | d(x, Xin) < 9~ 1=hjin/® pour une infinité de i € Z et n € M}

est inclus dans Ly /e et s’identifie presque stirement a T? si a > h, en vertu
de la proposition 9 du chapitre 11 de [10I]. La croissance de Lyjn/a avec a
permet d’en déduire 1'assertion (iii).

Démontrons I'assertion (iv). Soit z € T¢ avec hr(r) < oco. D’apres (i),
onah = hg(x) € [h,oo[. Considérons un réel § > h/h—1. D’apres (ii), pour
tout n € N* vérifiant h + 1/n < (8 + 1)h, il existe un couple (i,, A,) € M
vérifiant (\,) > n et d(x,xy,) < 2724/ (W+1/n) "On observe que ces cubes
A, forment une suite minimisante des coefficients d’ondelette de R au point
r et vérifient tous d(x,xy, )™ < 27 La proposition montre alors
que Gr(z) < (. Cela étant vrai pour tout réel 5 > h/h—1, on en déduit que
Br(z) < h/h — 1. Réciproquement, prenons un réel 5 > [r(x). D’apres la
proposition [2.2] il existe une suite minimisante des coefficients d’ondelette
de R au point x formée de cubes \ vérifiant d(x,z,)'? < 2=V, Comme
h < oo, pour une infinité de ces cubes ), il existe nécessairement un élément
iy de T tel que (iy, A) € M. Des lors, 'assertion (ii) prouve que h < (14 ()h.
On en déduit que Bg(z) > h/h — 1 en faisant tendre 3 vers [Sr(x). //

Le lemme assure qu’avec probabilité 1, quel que soit h € [0, h[ U ]E, oo, 'ensemble Ej,

est vide et, quel que soit h € [h, h], on a

E’h: ﬂ leﬂ/a et Eh:Eh\ U le@/a.

h<a<h h<a<h

Le résultat suivant s’apparente au lemme [5.1] Il permet d’amorcer 1’étude des proprié-
tés de taille et de grande intersection des ensembles Lyn/a, pour a € ]h, ool.

Lemme 5.8
Soit ¢ : [0, 00[ — R une fonction continue et croissante vérifiant ¢(0) = 0. Si la série
i Mij(277) converge, on a presque stirement

Z 0(2=™) < 0.

(i, eM

Si elle diverge et si % = o(¢(r)) quand r tend vers 0, 'ensemble L i/a est presque
stirement de mesure de Lebesgue pleine dans T¢.

// Plagons-nous dans le cas de convergence et fixons (i, A) € ZxA. Le couple
(i, A) appartient & M si et seulement si X;,, € A pour un certain entier n
compris entre m; g+ ... +m; -1 et m;o+ ... +m; ) — 1. Par conséquent,
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(i, \) appartient & M avec une probabilité égale & 1 — (1 —274)™in donc
inférieure & 274N m, . Il en résulte que

E Z p(2M)| < Z 27N m; pyp(27 V) = Z m; jp(277) < oo.

(i,\)EM (3,\)ETXA (4,7)€IxN

La série figurant dans I'espérance converge donc avec probabilité 1.
Considérons maintenant le cas de divergence et supposons que r? est
négligeable devant ¢(r) quand r tend vers 0. De ce fait, I’ensemble

Ewud = {:l? e T

1 ;
d(z, X;,) < 590(2_]“”)1/”1 pour une infinité dei € Z et n € M}

est inclus dans L1/q4. Fixons o € T et supposons que z n’appartient pas a

L 1/a. Des lors, pour tout indice ¢ € Z et tout entier n € N; assez grand,
ona d(r, X;,) > (27%)1/9/2. Ainsi, il existe un entier naturel jy tel que
d(Xin, ) > p(277)/4/2 pour tout indice i € Z, tout entier j > jo et tout
entier n compris entre m; o+ ...+ m; ;1 et m;o+...+m;; —1. Cependant,
ce dernier événement se produit avec une probabilité inférieure a

[T @ =re@)™ <exp|—r> mip27)

€T i€L

Jjzjo J2Jo
ou k est un réel strictement positif qui ne dépend que de la norme adoptée
sur R?. D’apres ’hypothese de divergence, le membre de droite est nul. I
s’ensuit que tout point « de T appartient presque siirement a L4 donc a
L 1/a. Le théoreme de Fubini permet d’en conclure que ce dernier ensemble
est presque siirement de mesure de Lebesgue pleine dans T<. //

Etablissons maintenant le théoreme . Pour plus de clarté, nous le divisons en six
propositions, notées de [5.7 & [5.12] qui sont énoncées et prouvées ci-apres.

Proposition 5.7

Avec probabilité 1, 'ensemble Ej, est vide pour tout h € [0, h[ U |h, co] et I'ensemble
Er- est de mesure de Lebesgue pleine dans T¢.

// Tout d’abord, le lemme |5.7| assure directement qu’avec probabilité 1,
I’ensemble Ej, est vide pour tout h € [0, k[ U ]h, oc].

Le lemme @ indique en outre que 'ensemble Ey est presque stirement
égal au complémentaire dans T¢ de I'union des ensembles Lijn/e pour «
parcourant |h, h[. Fixons a dans cet intervalle. Pour tout entier naturel 7,
I'ensemble Ln/o est recouvert par les boules ouvertes de centre x) et de
rayon 272N/ pour (i, \) € M vérifiant (\) > j. Par suite,

Ed(LIdg/a) <K Z 2_dh<)\>/a,

(i,A)EM
(A>3
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ou k est un réel strictement positif qui ne dépend que de la norme choisie
sur R% Le lemme indique que le membre de droite converge vers 0
lorsque j tend vers l'infini. La croissance de L n/« avec a implique qu’avec
probabilité 1, cet ensemble est Lebesgue-négligeable pour tout o € |h, hl.
Ainsi, E5 est presque sirement de mesure de Lebesgue pleine dans T //

Considérons une fonction u € @4 vérifiant h, < oo et désignons par u une fonction
définie sur l'intervalle [0, 0o, continue et croissante qui coincide avec u au voisinage de
lorigine. Sachant que h, = hg, le lemme [5.8] implique que presque strement, pour tout
réel h > h, on a

h<h, = > w@2"") <oo
(i,\)EM (5.4)
et h > hu — Ed(L(aoIdﬂ/h)l/d> =1

Plagons-nous sur I'événement de probabilité 1 sur lequel I'assertion ([5.4) et 1’énoncé du
lemme [5.7) sont vérifiés, prenons une fonction de jauge v dans D; et notons v une fonction
définie sur 'intervalle [0, co[, continue et croissante qui coincide avec v au voisinage de
I'origine. La limite
log v(r
Yo = lim 28U (r)
r—0 logr
existe alors et appartient a lintervalle [0,1]. De surcroit, les fonctions w o v et wo v
coincident au voisinage de 0 et hgoy = hyor = PuYo-
Outre la jauge v, considérons un réel h € [h, h| et un ouvert non vide V de T¢.

Proposition 5.8
Si h < hyey, alors H"Y(E, NV) = H*?(E,NV) = 0.

// D’apres le lemme , ona kb C Eh C Ljgn/a pour n’importe quel réel a
de U'intervalle |h, hyop[. Il suffit alors de montrer que I'ensemble Lyn/a est de
wov-mesure de Hausdorff nulle. Dans ce but, remarquons que h < o < hy7,
de sorte que h < a/(v, —n) < hy pour un certain n € |0, v, [. En outre, pour
tout réel € > 0 assez petit, on a u o v(r) < u(r*=") quel que soit r € [0, €]
et 'ensemble L n/a est recouvert par les boules ouvertes de centre x et de
rayon 272N/ pour (i, \) € M vérifiant 2!~/ < ¢ i bien que

Hgov(LIdﬁ/a) S 2d Z a<2_ﬁ<>\>(7v—77)/0‘)'

(4,\)EM
2l—h(\)/a .

L’assertion (|5.4) montre que le membre de droite tend vers 0 quand ¢ tend
vers 0. Il en résulte que L/ est de uov-mesure nulle. Le résultat s’ensuit. //

Proposition 5.9
Si h < hyey, alors Ej, & Gu¥(V).

// Observons qu’il existe une fonction de jauge uw € D4 vérifiant © < wu
et hz > hy,. On a en fait égalité de sorte que hy < oo. En appliquant la
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proposition [5.8 & la fonction u a la place de u, on obtient HEO"’(Eh NV) =0.
Le résultat découle du théoreme et du fait que wov < uow. //

Proposition 5.10
| Si h > hyow, alors B, € GUU(V).

// Prenons a € |h, h]. Comme a > hyopy = hyVy €t & > h > hy,, le réel
a/(v, + €) est strictement supérieur a h, et h pour n’importe quel réel
strictement positif € assez petit. De surcroit, o v(rt/®)t/d > g(yhlyete)/ayl/d
pour tout réel positif r assez petit, d’ou L goporar/aya O Ligorqrtro+er/ayija.
Cependant, ’assertion garantit que ce dernier ensemble est de mesure
de Lebesgue pleine dans T¢. Par suite, 1’ensemble

-1 _ d
¢ (L(ﬂo’ﬁomﬁ/a)l/d) = {x eR pour une infinité de (i, \, p) € M x Z?

|z — p — dal| < @ o H(27kW/a)1/d }

ot & désigne I'unique élément de ¢~1({z\}) N[0, 1[%, est de mesure de Le-
besgue pleine dans R?. I en résulte que (p+ @y, wov(272N/)Vd) o\ i za
est un systeme d’ubiquité homogene dans R? et le théoreme énoncé dans
le chapitre [3] permet d’en déduire que 'ensemble

= p— | < 2720 }

1 o d
¢ (Lygnsa) = {:c €R pour une infinité de (i, A, p) € M x Z4

appartient a la classe G*Y(R?), donc que 'ensemble L;u/a appartient &
la classe G*?(T%). Rappelons que, d’apres le lemme I’ensemble Ej, est

Pintersection des ensembles L;g/a pour a parcourant |k, h]. Du fait de la
croissance de ces ensembles, on peut en fait supposer que a décrit une partie
dénombrable dense de cet intervalle. La classe G*¥(T¢) étant stable par

intersection dénombrable, elle contient finalement Eh. Le résultat s’ensuit. //

Proposition 5.11
Si h > hyow, alors H*Y(E, N V) = oo.

// Supposons d’abord u 4 Id%. Des lors, on a h < h, < 0o et 7, < 1,
puis v < Id. En utilisant la proposition en remplagant u par Id4 et v
par v : r +— v(r)/log(v(r)/r), on prouve que I'ensemble Ej, appartient a la
classe Gyd(V). Comme v¢ < v?, cet ensemble est de v¥-mesure de Hausdorff
infinie dans 'ouvert V' et le résultat s’ensuit.

Si & linverse u < Id%, on peut construire une fonction u dans D, qui
vérifie u < u et h, < h,. Appliquer la proposition avec u a la place
de u permet d’écrire que Eh appartient a G*°Y(V). Le résultat est alors une
conséquence du fait que uowv < uow.

Proposition 5.12
| Si h € [hyow, hu), alors HY(E, NV) = cc.
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// Supposons h = Ay, et prenons « € |h, h. Il existe alors n € ]0,,[ tel
que h < a/(y, —n) < hy. Pour € > 0 assez petit, on a wov(r) < u(r’>=")
pour tout r € [0, €] et I'ensemble Ly /o est recouvert par les boules ouvertes
de centre z et de rayon 272N/ pour (i, \) € M vérifiant 2'72N/* < ¢ de
sorte que

HY (Lygnsa) < 9d Z a<2—b</\>(%—n)/a).
(i,A)EM
21-h(N)/a .

L’assertion (|5.4) montre que le membre de droite tend vers 0 quand ¢ tend
vers 0. Par conséquent, Ljn/a est de u o v-mesure nulle. Le lemme , la
croissance de Ly n/« avec « et la proposition permettent de conclure.

Si & Dinverse h > hyop, o0 peut appliquer ce qui précede avec 14" 4 la
place de v afin d’obtenir H*4""* (B, NV) = co. Comme wov(r) > u(rh/)
pour tout réel positif r suffisamment petit, il vient H*V(E, N'V) = oo, ce
qui conduit au résultat. //

IV.4 Preuve du théoréme [5.7]

Pour établir le théoreme [5.7, considérons deux fonctions g € D et w € W, vérifiant
> i Mmiga(w ' (27%)) = oo. Notons g une fonction définie sur [0, oo, continue et crois-
sante qui coincide avec g4 sur un voisinage de 0. Notons en outre w une fonction continue
et strictement croissante sur [0, 00[ qui tend vers l'infini a l'infini et coincide avec w au
voisinage de 0. Remarquons qu’il existe k > 1 et dg > 0 tels que k w(J) < w(2d) pour tout
§ € [0, 8]. Pour tout entier naturel ¢, posons ¢, : 7 +— W' (rk/k?) puis introduisons

Fy = (1)L,
q=0

Le théoreme [5.7) est alors une conséquence immédiate des deux lemmes suivants.

Lemme 5.9
Presque stirement, F,, € G9%(T%) et HI(F,, NV) = HI(V) pour tout ouvert V de T

// Observons que g(p,(r)) > g(w=(rt)) pour tout réel positif r assez petit,
si bien que la série 37, . m;;G(p,(277)) diverge. Supposons provisoirement
gq £ 1d%. D’une part, la mesure H coincide & une constante multiplicative
pres avec la mesure de Lebesgue £4 sur les boréliens du tore T¢. D’autre part,
la série 3, m; jp,(277 )¢ diverge de sorte que l'ensemble L, est presque
strement de mesure de Lebesgue pleine dans T¢ en vertu du lemme .
Ainsi, presque stirement, H9(F,, N'V) = HI(V) pour tout ouvert V de T¢.
Revenons au cas général. Le lemme [5.§ et le théoreme prouvent
que L, figure presque stirement dans G94(T?). La stabilité de cette classe
par intersection dénombrable implique qu’elle contient ’ensemble ﬁw avec
probabilité 1. Si on a en outre gq < Id%, on peut construire une fonction
g € Dy qui vérifie simultanément g < g et >, m;;9(w™(27%)) = co. En

appliquant ce qui précede a g plutot qu’a gg4, on en déduit que ﬁw appartient
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4 G9(T4) avec probabilité 1. Cela conduit & H%(F,NV) = oo = H%(V) pour
tout ouvert non vide V de T?. D’otl, presque stirement, H9(F,NV) = HI(V)
pour tout ouvert V de T¢. //

Lemme 5.10
| Ona F, C F,.

// Considérons un point x de ﬁw et supposons qu’il n’appartient pas a .
Des lors, R € C"(x) et la proposition énoncée dans le chapitre [2[ assure
Iexistence d'un réel ' > 0 tel que

2 MV ey < 8 (w(2W) +w (d(2, )

pour tout indice i € 7 et tout cube A € A pour lequel (\) est assez grand
et d(z,r,) est assez petit. Prenons un entier ¢ suffisamment grand pour
avoir k7 > 2x’. Comme x € F,_, il existe une infinité de couples (i, \) € M
vérifiant & (z, )) < w (28N /k7). Pour ()\) assez grand, on peut alors écrire

2 /
27N < W (w(2 )+ w(d (z,3,))) < o2V
K

ce qui conduit a une contradiction. Le résultat s’ensuit. //



140 CHAPITRE 5. SINGULARITES DES PROCESSUS DE LEVY



Chapitre 6

Constructions récursives aléatoires
et chaines de Markov sur un arbre
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I Introduction

Le but de ce chapitre est de définir et d’étudier une large classe d’ensembles fractals en-
gendrés par une chaine de Markov sur un arbre. Le modeéle que nous décrivons peut se voir
comme une généralisation des constructions récursives aléatoires introduites par K. Fal-
coner [61], S. Graf [75], ainsi que R. Mauldin et S. Williams [126]. Ces constructions sont
elles-mémes les versions aléatoires des constructions récursives étudiées par P. Moran [129]
et J. Hutchinson [86].
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Les constructions récursives s’obtiennent a partir d’une famille de compacts indexée
par un arbre a la maniere des ensembles de Cantor généralisés. Avant de les présenter,
précisons la notion d’arbre que nous utilisons. Posons

U={z}u U(N*)j.

Il s’agit de I'’ensemble constitué du mot vide @ et des mots finis v = w;...u; formés
de j entiers naturels non nuls, avec j € N*. L’entier j se note encore (u) et s’appelle la
génération de u. Convenons que (&) = 0 et notons U* = U\{@}. Plus généralement, pour
toute partie A de U, posons A* = A\{@}. Pour tout v € U*, le mot m(u) = uy ... Uwy—1
s’appelle le pere de u.

Définition (arbre)
Un arbre est un sous-ensemble non vide 7 de U tel que :
— pour tout u € 7, on a w(u) € T;
— pour tout u € 7, il existe un entier naturel n,(7) tel que, pour tout k € N*,
uk € 7 si et seulement si 1 < k < n, (7).

A un tel ensemble T, on peut associer le graphe dont les sommets sont les éléments de 7
et dont les arétes relient chaque élément u € 7* & son peére 7(u). Ce graphe est alors au
sens usuel un arbre dont la racine est &.

Un arbre infini 7 étant fixé, considérons une famille (.J,),e, de compacts de R? (avec
d € N*) non vides et égaux a l’adhérence de leur intérieur. On suppose que ces compacts
vérifient les conditions suivantes :

— pour tout u € 7%, on a J, C Jr);

~ pour tous u,v € 7 distincts vérifiant w(u) = 7(v), on a int J, Nint J, = 0;

— pour toute suite ¢ = ((j) en+ d’entiers naturels vérifiant (;...(; € 7 quel que soit

J € N*, le diametre |J¢,..¢;| tend vers 0 quand j tend vers I'infini.

Pour chacune de ces suites ¢, 'intersection décroissante des compacts Je, ¢, sur j € N*
se réduit a un singleton {z.}. De surcroit, 'ensemble formé par tous les points z, est un

compact K qui s’écrit encore
K= 7 (6.1)

=0 ueET
= =g

Nous renvoyons a la figure pour une illustration de la construction du compact K.
Il est a noter que, selon la disposition des compacts J,, 'application ¢ + z, n’est pas
nécessairement injective.

P. Moran [129] et J. Hutchinson [86] ont étudié les propriétés géométriques du compact
K lorsque l'arbre 7 et la famille de compacts (J,,)ue, sont choisis de fagon déterministe.
Sous I'hypothese que le vecteur de composantes |Ju|/|J.| pour k& € {1,...,n,(7)} est
indépendant du sommet u de 7 choisi, ils ont notamment établi que la dimension de
Hausdorff de K s’obtient comme solution de 1’équation

ng (T) S
Z | J|
(|J_| — ]_. (6.2)
k=1 g

Remarquons que, sous cette hypothese, le nombre de fils n,(7) du sommet u € 7 est
constant, si bien que 7 est un arbre n-aire pour un certain entier n > 2.
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J1

Fi1G. 6.1 — Construction récursive du compact K.

K. Falconer [61], S. Graf [75], R. Mauldin et S. Williams [I126] ont repris la construc-
tion précédente en supposant que les vecteurs (|Juk|/|Jul)ke(t,...nu(r)} POUr u € T sont des
vecteurs aléatoires indépendants et identiquement distribués. Ils ont alors étudié la pro-
babilité que le compact K soit non vide et ont démontré que sa dimension de Hausdorff
est dans ce cas presque strement égale a I'infimum des réels positifs s vérifiant

ng (T) | Jk | s
2\
La dimension de Hausdorff de K s’obtient donc souvent comme solution de ’équation de
Moran (6.2)) en prenant '’espérance dans le membre de gauche. Observons par ailleurs que

le nombre de fils des sommets de I’arbre 7 sont des variables aléatoires indépendantes et
de méme loi, ce qui revient a dire que 7 est un arbre de Galton-Watson.

Le processus de percolation fractale de B. Mandelbrot fournit un premier exemple de
construction récursive aléatoire de ce type, c¢f. [124]. Fixons un entier ¢ > 2 et un réel
p €10, 1[. Le compact Jg est choisi comme étant égal au carré [0, 1]2. Ce dernier se présente
comme 'union des carrés [k /c, (k1+1)/c| x [ka/c, (ka+1)/c] pour (ki, ko) € {0, ..., c—1}%
On conserve alors chacun de ces carrés avec probabilité p indépendamment des autres, on
note Jy, ..., Jn, les carrés conservés, avec ng € N, et on reproduit 'opération précédente
sur chacun d’entre eux. Ce procédé est répété a I'infini. Observons que ’arbre 7 indexant
les carrés conservés est un arbre de Galton-Watson dont la loi de reproduction est un loi
binomiale de parametres ¢ et p. Cet arbre est donc infini avec probabilité non nulle si et
seulement si p > 1/c?, de sorte que le compact K obtenu dans la construction récursive
est non vide avec probabilité non nulle si et seulement si p > 1/c?. Par ailleurs, comme
le coefficient de contraction d’une échelle a la suivante vaut toujours 1/¢, les résultats de
K. Falconer, S. Graf, R. Mauldin et S. Williams garantissent en outre que, si K est non
vide, sa dimension de Hausdorff est presque stirement égale a I'infimum des réels positifs
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s vérifiant E[N ¢™*] < 1, ott N suit une loi binomiale de parameétres ¢? et p, c’est-a-dire a
2 + log p/ log c. Cette propriété a été établie par J. Chayes, L. Chayes et R. Durrett [39]
et figure également dans [64] et [76]. A la fin de cette section, nous montrons comment les
résultats de ce chapitre peuvent s’appliquer a une généralisation élémentaire du processus
de percolation fractale.

Citons un autre exemple fourni par S. Graf, R. Mauldin et S. Williams dans [76].
Considérons un mouvement brownien unidimensionnel (B;);c(o,1) €t posons BY = B, —tB,;
pour tout ¢ € [0, 1]. Le processus B° s’appelle le pont brownien. Posons alors

Ty=sup{t<1/2|B{=0} et Tp=inf{t>1/2|B) =0},

ainsi que Jg = [0, 1], J; = [0,T1] et Jo = [T3, 1]. On répete ce procédé sur les compacts J; et
Jo, puis a l'infini. Les propriétés d’invariance du pont brownien montrent que ’ensemble
de ses zéros est en fait le compact K obtenu dans la construction récursive. L’arbre 7
sous-jacent est ici 'arbre binaire. De plus, les coefficients de contraction d’une échelle a la
suivante sont indépendants et suivent tous la loi du couple (71,1 — T3). On peut montrer
que cette loi est
10,1722 (u, v)
21\ /uv(l —u — v)3

si bien que E[T}Y? + (1 — T3)"/?] = 1. Les résultats de K. Falconer, S. Graf, R. Mauldin
et S. Williams impliquent finalement que la dimension de K vaut presque surement 1/2.
Cette propriété avait précédemment été obtenue par S. Taylor [147].

Nous renvoyons a [126] pour d’autres applications des résultats de K. Falconer, S. Graf,

R. Mauldin et S. Williams.

Dans le cas général, S. Graf, R. Mauldin et S. Williams [76l, [77] ont par la suite exhibé
une fonction de jauge h € ® vérifiant presque strement 0 < H"(K) < oo lorsque K est
non vide, ot H" désigne la h-mesure de Hausdorff, définie dans la section du chapitre .
Ajoutons que A. Berlinkov et R. Mauldin [23, 22] ont pour leur part étudié la dimension
et les mesures de packing du compact K (cf. [64] pour la définition de cette notion). Par
ailleurs, M. Arbeiter [3], K. Falconer [62] et L. Olsen [130] se sont intéressés au spectre
multifractal de mesures autosimilaires aléatoires portées par des ensembles tels que le
compact K. En outre, J. Hutchinson et L. Ruschendorff [87] ont étendu le procédé de
construction pour établir I'existence de diverses mesures de ce type. Signalons enfin que
Y. Pesin et H. Weiss [134], ainsi que Y. Kifer [106], [107], ont employé des techniques de
systemes dynamiques afin de déterminer la dimension de Hausdorff d’ensembles aléatoires
construits de facon récursive.

Dans tous les travaux mentionnés ci-dessus, les vecteurs (|Jur|/|Jul)keft,...na(r)y don-
nant les rapports de contraction d’une étape de la construction a la suivante sont toujours
indépendants et identiquement distribués. Il y a plusieurs manieres d’affaiblir cette hy-
pothese. Citons deux d’entre elles. D'une part, A. Dryakhlov et A. Tempelman [54] ont
autorisé le vecteur (|Jur|/|Jul)ke(i, .. nu(r)} associé a chaque sommet u de 7 a dépendre des
vecteurs associés a un nombre fini fixé d’ancétres de u et ont supposé que 7 est un arbre
n-aire déterministe pour un certain entier n > 2. D’autre part, Y.-Y. Liu, Z.-Y. Wen et
J. Wu [115] ont autorisé la loi du vecteur (|Juk|/|Ju|)keqt,..nu()} & dépendre de la généra-
tion du sommet u de 7 et ont supposé que 7 est un arbre déterministe. Dans les deux cas,
les auteurs ont établi que la dimension de Hausdorff du compact K prend avec probabi-
lité 1 une valeur qu’il est possible de déterminer en fonction des parametres du modele.
Notons que ce phénomene est une conséquence naturelle de la loi du 0 —1 de Kolmogorov.

dudv
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Dans le modele que nous étudions dans ce chapitre, nous autorisons également la
loi du vecteur (|Juk|/|Jul)keft, . nu(r)} & dépendre de la génération du sommet u mais,
a la différence de Y.-Y. Liu, Z.-Y. Wen et J. Wu, nous ajoutons de l'aléa dans ’arbre
régissant la construction en supposant que nous ne conservons que certains sommets
selon I'état que leur attribue une chaine de Markov. Afin de présenter plus précisément ce
modele, commencons par expliciter la facon dont les compacts aléatoires intervenant dans
la construction sont choisis. Pour ce faire, prenons une suite (n;);en- d’entiers supérieurs
a 2 et notons

Uy={uvel|Vje{l,...,(w)} u; <n;}. (6.3)

L’ensemble U, est un arbre dont tous les sommets de génération j € N ont exactement
nj41 fils. Ainsi, dans le cas ou la suite (n;);en+ est constante égale a n > 2, 'arbre U est
simplement ’arbre n-aire.

Considérons aussi deux réels 3 et 3 tels que 0 < 3 < 3 < 1 et un ensemble abstrait
non vide Q, puis supposons qu’a tout élément w de Q est associée une famille (J,(w))uers
de compacts non vides de R? indexée par 1’arbre U, et vérifiant les conditions suivantes :

— pour tout u € Uy, on a int J,(w) = Ju(w);

— pour tout v € Uy, on a Jy(w) C Jrw(w);

— pour tous u,v € U distincts vérifiant 7(u) = 7(v), on a int J,(w) Nint J,(w) = 0;

— pour tout u € U, on a

[Ju(w)|

2 @ =7 (6.4)

— si £4 désigne la mesure de Lebesgue sur R, on a

d .
f L%(int J, (w))
ety |Ju(w)|?

> 0. (6.5)
Ces conditions impliquent que la suite (n;) jen+ est nécessairement bornée, comme l'indique
le lemme [6.3] énoncé dans la section [V]

Les familles (J,(w))uew,, pour w appartenant a @), sont celles qui entrent en jeu dans
la construction que nous étudions. Probabilisons alors 1’espace () de facon a rendre ces
familles aléatoires. Pour ce faire, introduisons d’abord une tribu sur () en posant

Q=0 (|Jul, ueclh).

Pour tout entier naturel j, désignons ensuite par ; une mesure de probabilité sur le cube
[3, B]"+1. On suppose qu'il existe sur (@, Q) une mesure de probabilité Q sous laquelle les
vecteurs aléatoires (|Jux|/|Jul)reqn pour u € Uy, sont indépendants et distribués
selon la mesure fi(,).

Sous les hypotheses précédentes, le compact aléatoire

yeensT(u)+1 1)

défini comme en (6.1)) est précisément celui qui est étudié par Y.-Y. Liu, Z.-Y. Wen et
J. Wu [115]. Sa dimension de Hausdorff prend donc Q-presque sirement une valeur qu’il est
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possible de déterminer a partir de la famille de mesures de probabilité (u;);en. Rappelons
que K est aussi l'union des singletons

{ac} = mjgl...gj (6.6)

ou (¢ décrit I'ensemble des suites d’entiers vérifiant (; ... (; € Uy pour tout j € N*.

L’ensemble sur lequel nous portons notre attention est un sous-ensemble aléatoire
noté © du compact K. Pour obtenir ©, on ne garde dans K que les points z, résultant
d’une suite ¢ formée de sommets (;...(; de 'arbre U, auquel une certaine chaine de
Markov associe 1’état 1 pour tout entier j assez grand. Pour rendre le propos plus précis,
commencons par décrire la fagon dont cette chaine de Markov est choisie. Considérons
I'ensemble M = {0, 1} des applications définies sur arbre Uy et a valeurs dans {0, 1}
et, pour toute application w = (wy)uey, € M, posons X, (w) = w, quel que soit u € Uy.
Introduisons une tribu sur M en posant

M:O'(Xu, UEZ/{()).

Notons que X est le processus des coordonnées de (M, M). Pour tout j, € N*, désignons
par Uj, l'arbre obtenu en remplagant la suite (n;);en+ par la suite (nj,4;)jen+ dans la
définition de larbre Uy. Pour u € Uy, observons alors que 'ensemble uld(,, c’est-a-
dire '’ensemble des concaténations du mot u et des mots de I’arbre U,y, donne le sous-arbre
de Uy issu de u. Ainsi, la tribu

Qu =0 (Xm (RS Z/{o\(uugw))

peut se voir comme le passé avant u dans I'arbre Uj. Il s’agit en effet de la tribu engendrée
par les états des sommets de I’arbre Uy qui ne sont pas des descendants du sommet u. A
I'opposé, le futur apres u commence avec ses fils, c¢’est-a-dire avec les sommets uk, pour
ke {l,...,nw+1}. Pour tous ¢t € {0,1} et j € N, choisissons une mesure de probabilité
vy ; sur {0,1}"%+1. 11 existe alors sur (M, M) une mesure de probabilité M sous laquelle :

— on a presque sturement Xy = 1;

ment a G, est donnée par la mesure vy, (4.

Sous cette mesure M, on appelle le processus X une chaine de Markov d’état initial 1 dont
les transitions sont données par la famille de mesures (v ;) ,j)e{0,1} xn- Nous renvoyons aux
sections [[] et [V pour la construction de M et les principales propriétés du processus X
lorsqu’il est tiré sous cette mesure.

Pour tout sommet u de ’arbre Uy, posons

Ty = {U S lLZ/[(@ |Vj S {<u>, ce <U>} X'l)l...'l)j = 1}. (6.7)

Si le processus X attribue ’état 0 au mot u, I’ensemble 7, est vide. Sinon, 7, est le plus
grand sous-arbre de U issu de u et formé de sommets a ’état 1. En d’autres termes, 7,
regroupe les mots v de Uy dont un ancétre est u et tels que X prenne la valeur 1 le long
du chemin liant u & v. On appelle frontiere de I'arbre 7, ’ensemble

Ot ={Ce (N |VjeNy ¢...¢ e}, (6.8)
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olt Ny, est I'ensemble des entiers supérieurs a (u).
Le sous-ensemble © de K dont les propriétés de taille sont étudiées dans ce chapitre

est alors finalement
o= U {= (6.9)

u€Up CEOTy,

ou le singleton {z.} est donné par . Un point de K figure donc aussi dans © si et
seulement si on peut I'écrire sous la forme z; pour une certaine suite ¢ vérifiant X¢, ¢, =1
pour tout entier j assez grand. Observons de surcroit que l'aléa se situe a la fois dans la
famille de compacts (J,)uey, €t dans le processus (X, )uey,, de sorte que I'espace proba-
bilisé sous-jacent est (2, F,P), avec Q = Q x M, F = Q@ M et P = Q ® M. Ajoutons
que dans tout ce chapitre, nous préférons travailler directement sur les lois des processus
annexes (ue nous sommes amenés a considérer plutot qu’agrandir cet espace.

Du fait de I’entrée en jeu du processus X, la structure de I’ensemble © est beaucoup
plus complexe que celle de K et les propriétés de taille de ces deux ensembles different
notablement. Ainsi, les résultats de la section montrent que, pour certains choix de
probabilités de transitions 14 ;, I’ensemble © peut trés bien étre vide avec probabilité non
nulle, alors que K est presque surement non vide. De plus, quand © est non vide, sa
dimension de Hausdorff ne prend pas nécessairement une valeur déterministe avec proba-
bilité 1, contrairement a ce qui se passe dans le cas des constructions récursives aléatoires
de K. Falconer, S. Graf, R. Mauldin et S. Williams. En effet, les résultats des sections
et [V]indiquent que pour certaines probabilités de transition, la dimension de Hausdorff de
© prend ses valeurs dans ’ensemble {—00, 0, d, }, ou d, peut étre explicité en fonction des
probabilités de transition 14 ; et des lois 1, des coefficients de contraction intervenant dans
la construction. Pour établir ce résultat, nous reprenons 'idée de K. Falconer [61] d'utiliser
des outils provenant de la théorie des écoulements dans les réseaux et nous généralisons les
techniques de percolation sur les arbres introduites par R. Lyons et Y. Peres [116]. Nous
utilisons également de maniere prépondérante des outils issus de la théorie des processus
de Galton-Watson en environnement variable.

En prenant des cas particuliers de probabilités de transition v j, on peut retrouver les
constructions introduites par les auteurs mentionnés précédemment. Fixons vy ; = d(1,..1)
et laissons v ; quelconque pour tout entier naturel j. On observe aisément que ’arbre
Ty est presque surement égal a U, tout entier, si bien que © = K avec probabilité 1. On
obtient ainsi la construction étudiée par Y.-Y. Liu, Z.-Y. Wen et J. Wu. De méme, on
peut retrouver la construction de K. Falconer, S. Graf, R. Mauldin et S. Williams en fixant
Y,; = 9(0,..,0) et en laissant vy ; constante pour tout entier j. Des lors, les résultats de ce
chapitre peuvent se voir comme une généralisation de ceux obtenus dans [61], [75] [1T5], [126].
Par ailleurs, les résultats de ce chapitre s’appliquent aussi dans le cas ou la famille de
compacts (J,)uey, est choisie de fagon déterministe comme dans les travaux de P. Moran
et J. Hutchinson. Il suffit pour cela de convenir que la mesure de probabilité QQ est une
simple masse de Dirac.

Donnons maintenant quelques applications des résultats de ce chapitre. Considérons
tout d’abord la généralisation suivante du processus de percolation fractale de B. Man-
delbrot [124]. Soient (¢;);en+ une suite bornée d’entiers naturels supérieurs a 2 et (p;)jen
une suite de réels de l'intervalle ]0, 1[. Posons n; = ¢;% pour tout entier naturel non nul
j. Le cube [0,1]¢ se présente comme 1'union de n; cubes fermés adjacents de coté 1/c;.
On conserve alors chacun de ces cubes avec probabilité py indépendamment des autres.
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Chaque cube restant se présente ensuite comme 'union de ny cubes fermés adjacents de
coté 1/(c1c2) qui sont conservés avec probabilité p; indépendamment des autres. Ce pro-
cédé est répété a l'infini. L’ensemble aléatoire constitué des points qui appartiennent a
tous les cubes conservés peut en fait se voir comme une version de ’ensemble © défini
par lorsqu’il est tiré sous la mesure de probabilité P, a condition de fixer les notations
suivantes. Pour tout j € N*, notons n — (k;1(n), ..., k;a(n)) une bijection de {1,...,n;}
dans {0,...,c¢; — 1} Notons en outre Uy 'ensemble défini par , posons Jg = [0, 1]¢
et, pour tout sommet u € U, considérons le cube fermé

(u) (u)
3 kja(uy) 3 kja(uy) 1 d
Ju: —'Cj7...7' C] + [0,1]

j:lcl" 1- C1...C4

Jj=1

La famille de compacts (J,)uey, ainsi définie vérifie les hypotheses évoquées précédem-
ment. Elle satisfait notamment la condition car la suite (¢;)jen+ est bornée. On
peut prendre pour ensemble abstrait ) n’importe quel singleton et pour mesure Q la
mesure de Dirac correspondante. Les mesures donnant les rapports de contraction dans
la construction sont alors p1; = 9y +1®”f“ pour tout entier naturel j. Par ailleurs, posons
vo; = 00" et vy ; = (pjo1+ (1 —p;)dp) ¥+ et rappelons que ces mesures interviennent
dans la construction de la probabilité M. Notons en outre

j—1
Z log p;
d, =d+liminf =%
j—oo Il
Z log Ci+1
1=0
si cette derniere quantité est positive et notons d, = —oo dans le cas contraire. Les
résultats de ce chapitre prouvent alors que l’ensemble © est presque stirement vide si
d, = —o0. Sinon, la dimension de Hausdorff de cet ensemble appartient presque siirement

a {—00,0,d,} et on peut fournir deux éléments o, et 7y de [1, 00| tels que

1-— i <P(dimO = —o0) < P(dim©® <0) <1-— _i
gy g0
On retrouve clairement le processus de percolation fractale initialement proposé par
B. Mandelbrot en choisissant des suites (¢;)jen+ et (p;)jen constantes et en se placant
en dimension d = 2.

Présentons une autre construction aléatoire que les résultats de ce chapitre permettent
d’étudier. Considérons deux réels p et ¢ de I'intervalle ]0, 1] et une suite (A;);en de mesures
de probabilité dont tous les supports sont inclus dans un méme sous-segment strict du
segment [0, 1]. On suppose que cette suite converge étroitement vers une mesure notée
A. Notons Uy 'ensemble défini par avec n; = 2 pour tout j € N, c’est-a-dire
'arbre binaire. Munissons ensuite I'ensemble Q = [0,1]% de sa tribu produit et de la
mesure produit Q = ®ueu0 Auy- A tout élément w de I’ensemble (), associons la famille
de compacts (J,(w))uey, définie de la fagon suivante. D’une part, notons Jz(w) = [0, 1].
D’autre part, pour tout sommet u € Uy, divisons le segment .J,(w) en deux sous-segments
adjacents notés J,; et J,o de diametres respectifs w,|J,| et (1 — w,)|J,|. Cette famille de
compacts vérifie bien les hypotheses énoncées précédemment et la mesure ;; donnant les
rapports de contraction a une génération j € N fixée est la mesure image de la mesure
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A; par lapplication y — (y,1 — y). Par ailleurs, posons vy; = (qd; + (1 — ¢)dy)®? et
vi; = (pd1 + (1 — p)dp)®? pour tout entier naturel j. Désignons alors par M la mesure
de probabilité sous laquelle le processus des coordonnées X de (M, M) est une chaine de
Markov indexée par U, d’état initial 1 et dont les transitions sont données par la famille
de mesures (14;),j)ef0,13xn- Les résultats de ce chapitre permettent alors de montrer que,
sous la mesure de probabilité P = Q ® M, '’ensemble © défini par est presque
strement vide pour p < 1/2. Dans le cas contraire, la dimension de Hausdorff de cet
ensemble est presque stirement égale a I'unique solution d, de ’équation

1
| o) -
0 p
Par exemple, si p = 2/3 et si A est la loi uniforme sur [1/3,2/3], on obtient d, ~ 0,408.
Observons en outre que la dimension de I’ensemble © est déterministe et ne dépend pas de
la valeur du parametre g. Si on remplace le réel ¢ par une suite (g;);en dans la définition
de la suite (v ;);en de probabilités de transition, les résultats de ce chapitre s’appliquent
encore et montrent que, pour certains choix de (g;);en, la dimension de © est aléatoire.

On peut aussi généraliser les divers exemples de fractals aléatoires proposés par K. Fal-
coner, S. Graf, R. Mauldin et S. Williams dans [61], [75], [76, 126] en autorisant la loi des
rapports de contraction des compacts intervenant dans le construction a dépendre de la
génération. On peut en outre ajouter de ’'aléa dans ces constructions en introduisant une
chaine de Markov sous-jacente.

Ajoutons que les résultats de ce chapitre sont utilisés dans le chapitre [7] dans le cas
ou Uy est I'arbre binaire et les mesures 1, ; intervenant dans la construction de la mesure
de probabilité M sont des binomiales. Nous relions alors I’ensemble © a I’ensemble des
points de régularité holdérienne minimale d’un certain processus aléatoire. Le fait que la
dimension de Hausdorff de © soit aléatoire pour certains choix des mesures v, ; implique
que le spectre de singularités du processus étudié peut étre aléatoire, ce qui est une
propriété peu fréquente. Nous renvoyons au chapitre [7] pour plus de détails.

La suite de ce chapitre s’organise ainsi. Dans la section [[I, nous énongons quelques
résultats préliminaires. Nous revenons notamment sur les propriétés vérifiées par le pro-
cessus X sous la mesure de probabilité M. Nous préparons aussi I’étude des propriétés de
taille de I'ensemble © en faisant un lien avec la théorie des écoulements dans les réseaux.
Dans la section [[II, nous nous intéressons a la probabilité pour que l’ensemble © soit
vide. Les sections |[[V] et |V| concernent respectivement la majoration et la minoration de la
dimension de Hausdorff de I’ensemble ©. Enfin, les preuves des résultats de la section [I]]
étant pour la plupart plutot techniques, elles sont consignées dans la section [V1]

II Résultats préliminaires

Dans la premiere partie de cette section, nous donnons un lien entre les propriétés de
taille de 'ensemble © défini par et la théorie des écoulements dans les réseaux. Dans
une deuxieme partie, nous introduisons une famille de mesures analogues a la mesure
M présentée dans la section [l Ces mesures sont chacune destinées & donner la loi d’une
certaine chaine de Markov indexée par un arbre. Nous énongons également une propriété de
branchement vérifiée par ces chaines de Markov. Dans une troisieme partie, nous donnons
un lien avec les processus de Galton-Watson en environnement variable. Signalons que,
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pour ne pas alourdir cette section, les résultats qu’elle contient sont prouvés dans la
section [V1I

II.1 Lien avec la théorie des écoulements dans les réseaux

Dans cette partie, nous préparons 1’étude des propriétés de taille de I’ensemble © défini
par en reliant celles-ci a la théorie des écoulements dans les réseaux. L’idée de faire
appel a cet théorie pour étudier la taille des ensembles obtenus par une construction
récursive aléatoire est due a K. Falconer [61].

Commencons par rappeler quelques notations de la section [l afin de réécrire I'ensemble
O sous une forme plus agréable que . Fixons un sommet u de I’arbre U. Le plus grand
sous-arbre de U issu de u formé de sommets auxquels le processus X attribue ’état 1 est
ensemble 7, défini par (6.7). Ce sous-arbre est vide si le processus X attribue 'état 0
au sommet u. Sa frontiere est ’ensemble 07, donné par . Rappelons aussi que pour
tout chemin infini ¢ appartenant a la fronti¢re de l'arbre 7, le point z, de R? est défini
par 1’équation a partir de la famille de compacts aléatoires (J, )y, introduite dans

la section [l Posons
K, = | {z}. (6.10)
CEDTY,

Le résultat suivant est prouvé dans la section [V

Proposition 6.1
Pour tout u € Uy, 'ensemble K, défini par (6.10)) est compact et s’écrit encore

-M U

VETY
J=(u) PR

Pour tout entier naturel j, notons S; I'ensemble des sommets u € Uy vérifiant (u) = j
et X, = 1. Posons aussi Sy = {@} et S = S;\m1(S;_1) pour tout entier naturel j non
nul. Remarquons qu'un sommet u de I'arbre U, appartient a I’ensemble SJ si et seulement
si le processus X lui assigne I’état 1 et attribue 1’état 0 & son pere 7(u). Désignons enfin par
S I'union de ces ensembles S pour j parcourant N. On observe aisément que ’ensemble

© défini par peut s’écrire
e=|J K., (6.11)

u€§

ou I’ensemble K, est donné par . Il s’agit donc d'un F,, (i.e. une union dénombrable
de fermés) borné de I'espace RY, en vertu de la proposition

La décomposition de 'ensemble © a plusieurs conséquences. Avec la défini-
tion des compacts K,, elle indique d’'une part que I’ensemble © est vide si et
seulement si I’ensemble 07, est vide pour tout sommet u de S. Ainsi, pour étudier la
vacuité de O, il suffit d’étudier la vacuité des ensembles O7,. Cependant, ’ensemble 07,
est vide si et seulement si le processus Z, ., = (Zu,j)jEN<u> est de limite nulle a I'infini, ou

VieNw Zuyj=#{vern|{)=j}. (6.12)

En effet, le processus Z, o est de limite nulle a 'infini si et seulement si le cardinal de
7, est fini et le lemme de Konig indique que tout arbre a branchement fini (i.e. tel que
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tout sommet a un nombre fini de fils) qui est infini possede un chemin infini, ¢f. [10§].
Observons que le processus Z, o est mesurable par rapport a la tribu M introduite dans la
section [[, donc par rapport a la tribu F. De plus, la partie [[I.3] ci-aprés permet de voir le
processus Z, , comme un processus de Galton-Watson en environnement variable lorsque
le processus X est une chaine de Markov tirée sous la mesure M.

D’autre part, 'écriture (6.11)) de 'ensemble © conduit a

dim © = sup dim K.
ueS

Pour déterminer la dimension de Hausdorff de ©, on peut donc s’intéresser a la dimen-
sion du compact K, pour tout sommet u appartenant a .S. L’étude de ce probleme fait
intervenir des outils provenant de la théorie des écoulements dans les réseaux. Afin de les
présenter, fixons un sommet u de 'arbre Uy. On appelle coupe de I'arbre 7, toute partie
finie x de 7, vérifiant simultanément

V(e or, Jvey G- Cuy =0
Yo eyx I e€on, G- oy =0
Voex Vie{{u,...,(v) =1}  wvi...v; ¢ x

Observons que l'ensemble C(7,) des coupes de 7, se réduit au singleton {0} dont le seul
élément est 1'ensemble vide si 7, est vide et que {u} appartient toujours a C(7,), dans
le cas contraire. Pour tout entier j > (u), notons en outre C;(7,) la collection des coupes
X € C(7,) formées de sommets v de génération supérieure a j. De surcroit, notons

14
|J7T(’U)|
le rapport entre le diametre du compact J, indexé par un sommet v de U et celui du

compact indexé par son pere 7(v). Remarquons que ce rapport est toujours compris entre
B et § en vertu de 1' Pour tout s € |0, oo[, considérons

L,

(6.13)

s

(v)
E,,= inf 1T Zo

eC
X€C(ru) vex \i=(u)+1

(6.14)
(v)

et ES,U - hm T lIlf H L’L}14..”Uz'

1o XEGED S i

Les réels E,, pour s € |0, 00[, peuvent s’interpréter comme des écoulements maximaux
dans certains réseaux liés a l'arbre 7,. Pour plus de détails concernant la théorie des
écoulements dans les réseaux, on peut se référer a [70, [116].

Le résultat suivant, établi dans la section @, fait le lien entre les écoulements Ej,,
et Es,u et la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle du compact K,. Rappelons que les
mesures de Hausdorff sont présentées en détails dans la section [[TI] du chapitre

Proposition 6.2

Il existe un réel C' > 0 tel que pour tout sommet u € Uy et tout réel s € ]0, 0o,

Cl [ Esp < O J* By < HY(K,) < | Ju]* .
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Fixons u € Uy et s € |0,00[. La constante C' apparaissant dans 1’énoncé de la propo-
sition et le diametre du compact J, sont strictement positifs. Par conséquent, pour
déterminer la dimension de Hausdorff du compact K, il suffit de s’intéresser a la question
de savoir si les écoulements E;, et E,, sont nuls ou strictement positifs. On se ramene
ainsi a étudier des quantités numériques, sans devoir se préoccuper de la géométrie des
compacts intervenant dans la construction. Cette observation conduit en outre au corol-
laire suivant.

Corollaire 6.1

Solent u € Uy et s € |0,00|. Les écoulements Ej,, et E&u et les dimensions dim K,
et dim © sont des variables aléatoires mesurables par rapport a la tribu F.

Ce résultat est lui aussi prouvé dans la section [VIl Il indique en particulier qu’on peut
licitement s’intéresser a la loi sous P de la dimension de Hausdorff de ’ensemble ©.

I1.2 Chaines de Markov indexées par un arbre

La section [[lannonce I'existence d'une mesure M sous laquelle le processus X est une chaine
de Markov indexée par ’arbre U,. La proposition énoncée ci-apres justifie I'existence
de la mesure M et introduit une famille de mesures qui lui sont analogues.

Commengons par rappeler quelques notations de la section [I| et par en introduire
de nouvelles. Fixons un entier naturel jo. Alors, U;, désigne I’arbre défini par en
remplacant la suite (n;);en+ par la suite (n;,4;)jen+. Dans cet arbre, chaque sommet de
génération j € N possede exactement nj ;41 fils. Considérons de surcroit 1'ensemble
Mo = {0, 1}, muni de la topologie produit. Pour toute application w = (Wu)uers;, dans
M posons X7 (w) = w,. Cela permet d’introduire la tribu

Mjo =0 ( X Jo

u

u euj‘()) .

Par ailleurs, pour chaque u € Uj,, 'ensemble ul{;,,(,y est le sous-arbre de U}, issu du
sommet u et la tribu

Gt = o (X, v e Ui \(ulh;, 1))

peut se voir comme le passé avant u dans I'arbre U},. De plus, les fils de u sont les sommets
uk, pour k € {1,...,nj,1w+1}. Rappelons aussi que 14 ; désigne une mesure de probabilité
sur {0, 1}"+1 quels que soient ¢t € {0,1} et j € N. Le résultat suivant est prouvé dans la
section [V

Proposition 6.3

Pour tous ty € {0,1} et jo € N, il existe sur (M7 M) une unique mesure de
probabilité M, ;, sous laquelle :
— on a presque strement X% =ty

77777

tionnellement & la tribu G/ est donnée par la mesure Vo ot u)”
Sous la mesure M, ,, le processus des coordonnées X7 de (M7, M) est appelé chaine
de Markov d’état initial t5 dont les transitions sont données par la famille de mesures de
probablhté (Vt,joJrj)(t,j)G{O,l}XN'

Dans le cas ou jp est nul, on retrouve les objets introduits dans la section [ Ainsi,
I'espace (M°, M) et le processus X s’identifient respectivement & I'espace (M, M) et
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au processus X, tandis que la mesure M, o dont la proposition prouve l'existence n’est

autre que la mesure M. De plus, pour tout sommet u de arbre Uy, les tribus G et G, sont

les mémes. Ainsi, conformément & ce qui est annoncé dans la section [I} sous la mesure

M, on a presque strement Xy = 1 et pour tout u € Uy, la loi conditionnelle du vecteur

(Xuk:)ke{l,‘..,nw) ., conditionnellement a la tribu G, est donnée par la mesure vx, (. Dans

la suite de ce chapitre, on supposera la plupart du temps que I'entier j, est nul.

Sur lespace (M7, M%), introduisons maintenant la filtration (M;O)jeN définie par

VjeN M;O =0 (on

u

u € U, (u) <j). (6.15)

’ . idé Jjo — Jjo
De plus, pour tout sommet u de 'arbre U}, considérons le processus X/ = (Xuv)veujo e

Il s’agit du processus de (M70+® Mo+ qui correspond aux états qu’attribue le pro-
cessus X70 aux sommets figurant dans le sous-arbre de U, qui est issu du sommet u. Nous
utiliserons a de nombreuses reprises la propriété de branchement suivante.

Proposition 6.4

Soient ty € {0,1} et jo,j € N. Sous la probabilité M,, j,, conditionnellement & la
tribu ./\/l?", les processus X9, pour u € U, de génération j, sont indépendants et
leur loi conditionnelle est M . De maniere équivalente,

jo\ _ )
Mj ) - ® MX{PJoﬂ'
ueb{jo

(u)=j

XiLO Jot+J

M, j, — P-s. Loi ((Xffi) e,

(u)=3

Bien que ce résultat soit assez intuitif, sa preuve est plutot technique. Par conséquent,
nous préférons reporter celle-ci a la section [V1]
Dans le cas ou jp est nul, on obtient une filtration sur I'espace (M, M) en posant

VieN  M;=M)=0(X,, uely, (u) <j). (6.16)

En outre, pour tout entier naturel 7, la proposition indique que sous la probabilité M,
conditionnellement a la tribu M, les processus X,,, pour u € U, de génération j, sont
indépendants et leur loi conditionnelle est My, ;.

I1.3 Lien avec les processus de Galton-Watson en environne-
ment variable

La partie indique que le processus Z,, défini par intervient naturellement
dans I'étude de la vacuité de I’ensemble ©. Dans cette partie, nous montrons que ce
processus peut se voir comme un processus de Galton-Watson en environnement variable.
Ces processus sont définis a la maniere des processus de Galton-Watson classiques a ceci
pres que la loi de reproduction peut dépendre de la génération de l'individu considéré.
Nous renvoyons a [98] pour plus de détails concernant les propriétés élémentaires de ces
processus et leurs liens avec certains problemes d’origine probabiliste (étude de diffusions,
de processus de branchement en environnement aléatoire, etc.).

Afin d’appliquer la proposition au processus Z, ., il est nécessaire d’introduire
plusieurs notations supplémentaires. Pour tous jo € N et u € U}, posons

T = {U € ulljotu)

Vi€ {(w),..., ()} X :1}. (6.17)

V1...05
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Quand jy est nul, on retrouve I'ensemble 7, défini par (6.7). Dans ce contexte, I’analogue
du processus Z, . est le processus Zi?. =(Z}%) jen,,, défini par

VjENw  Z0 =#{verP|(v)=j}. (6.18)

Fixons maintenant un sommet u dans Uy. On observe aisément que le processus Z, o est
adapté a la filtration (M;);en,,,, c'est-a-dire que la variable aléatoire Z, ; est mesurable
par rapport a la tribu M, définie par quel que soit j € Ny,. En particulier, il ne
dépend que du processus X, si bien que sa loi sous P est en fait sa loi sous M.

Si le processus X assigne 1'état 0 au sommet u, le processus 7, est nul, puisque 7,
est vide. Intéressons-nous au cas contraire ou le processus X assigne au mot u 1’état 1 et
supposons M(X, = 1) > 0. La proposition garantit alors que la loi sous M du processus
(Zu,j) jen,, conditionnellement a I'événement {X, = 1} est égale a la loi sous M,y du

processus (Z g‘;_ <u>) jeN,,,- Alnsi, pour étudier le processus Z, o sous M, conditionnellement

a {X, = 1}, il suffit de considérer le processus ng >, lorsqu’il est tiré sous My (.

En conséquence, pour tout entier naturel jo, décrivons le processus Z7, sous la mesure
M j,. Dans cette perspective, considérons les fonctions

Vi€ {0,1} VjeN Orj iz 2Py, (de) (6.19)

{0,1}"+1

ou les mesures v ; sont les probabilités de transition conduisant aux mesures de probabilité
M, ;, dont la proposition assure l'existence. On dispose alors du résultat suivant. Dans
son énoncé, M ;[ -] désigne (avec un léger abus de notation) I'espérance sous la mesure
de probabilité M, j, et D est I'ensemble des nombres complexes de module inférieur a 1.

Proposition 6.5

Soit jo € N. Sous la mesure de probabilité M j,, le processus Zé{, défini par ((6.18|)
est un processus de Galton-Watson en environnement variable dont les lois de repro-
duction ont pour fonctions génératrices ¢y j,4; pour j € N, c’est-a-dire que Zéo,, est
une chaine de Markov inhomogene a espace d’états N telle que

Jo

VieN VzeD Ml,jo [ZZJ@OJH Zg),m ceey Zjéo,j} = (901,j0+j(z))zz’j .

En particulier,

Jo

VJ eN VzeD Ml,jo [Zzg’j] =¥1,j,©...0 §01,j0+j71(z)-

La proposition précédente est prouvée dans la section [VI] Elle suggere en particulier d’uti-
liser la théorie des processus de Galton-Watson en environnement variable afin d’obtenir
des résultats sur les processus Z, o pour u € Uy, puis sur I'ensemble ©.

IIT Probabilité de vacuité

Dans cette section, nous nous intéressons a la probabilité pour que l’ensemble © défini
par (6.9)) soit vide. Nous obtenons notamment une minoration de cette probabilité et nous
en déduisons des conditions nécessaires pour que © soit presque surement vide ou vide
avec probabilité non nulle.
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D’apres les résultats de la section[II} ce probléme se ramene a la question de savoir avec
quelle probabilité les processus Z, o définis par admettent une limite nulle a 'infini.
Rappelons que le processus Z, o est nul pour tout sommet u de 'arbre U, vérifiant X, = 0.
A Tinverse, si M(X, = 1) > 0, la loi sous M, conditionnellement & I’événement {X, = 1},
du processus (Z,;)jen,,, est égale a la loi sous M; ¢,y du processus (Z< u) _(uy)ieNy, - Pour
tout entier naturel jo, notons

fio =My, (25, — 0) (6.20)

la probabilité sous M j, que le processus ZQ . admette une limite nulle a I'infini. Avec ces
notations, f,, apparait comme la probabilité sous M que le processus Z, . soit de limite
nulle a l'infini, conditionnellement & 1’événement {X, = 1}.

Fixons jo € N. En vertu de la proposition , on observe que fj, est la probabilité
d’extinction d’un processus de Galton-Watson en environnement variable. Les résultats de
A. Agresti [1] et T. Fujimagari [72] concernant les probabilités d’extinction des processus
de ce type conduisent a poser

2@ (1) 4 o1e44(0) — 1 1

0, = max 172 901,J0+J( ) Sjl,Jo-I—J( ) +hmsup (6.21)
— j—o0
=0 90/17j0+j(1) zl;lo S0/1,j0+i(1) zl;lo 90/1,jo+i(1)

ot les fonctions ¢ j,, ¢1jo+1, - - - sont définies par (6.19)). On convient que g, est infini si
¢ jori(1) s’annule pour un certain entier naturel 4. Des lors, en posant

j=inf{j eN|Vj eN; ¢},(1)>0}eNU/ oo}, (6.22)

on a g, = 00 pour jy strictement inférieur a j. Dans ce cas, on a nécessairement f;, = 1,
comme l'indique le lemme suivant.

Lemme 6.1
Pour tout entier naturel jg, on a simultanément

1
fjo - ¢17j0(fj0+1) et f >1- U_
=Jo

// Fixons jo € N et notons Sjo I'ensemble des sommets u € L{ de généra-
tion 1 vérifiant X7° = 1. Le sous-arbre 75’ de U;, défini par s’écrit

={eyu || =
uES{O

de sorte que Z]O est égal a la somme sur u € S{O des Z] wj» quel que soit

2, A
J € N*. Il en ressort que le processus Z7;, admet une limite nulle a I'infini si

et seulement si les processus ZJO,, pour u € S , admettent tous une limite
nulle a U'infini. Ainsi,

fio =My, (28, —0) =M, (Vue SP Z, —0).
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Pour évaluer le membre de droite, conditionnons par rapport a la tribu M{O
définie par (6.15)). La proposition garantit que

. . . . Jo Jo Jo
j j o Jo+1 #57 o XY+ 4+ X0
M, (Vu € S° Zige =0 ‘ M) =My o1 (254" — 0) = fio+1 "ot

On obtient la relation de récurrence attendue en prenant I’espérance sous la
probabilité M) ;.

Pour minorer fj,, il convient de remarquer que I'événement {25, — 0}
est égal a I'union croissante sur j € N des événements {Z; = 0}, ce qui
conduit a

fio = lm gy 5y 0. 0 ©1,50+i-1(0)

grace & la proposition 6.5 Le théoréme 2.1 et la proposition 3.1 de [72]
indiquent finalement que cette derniere limite est minorée par 1 — 1/ Ty //

Nous pouvons désormais expliciter la relation entre la probabilité que I’ensemble © soit
vide et les termes de la suite (f;);en de probabilités d’extinction. Rappelons que, pour
tout j € N, I'ensemble S; est défini dans la partie comme ’ensemble des sommets de
génération j de l'arbre U, auxquels le processus X attribue I'état 1.

Proposition 6.6
La probabilité que I’ensemble © soit vide vérifie

P(© = () = lim | M[f;#].

JToo

// D’apres et le lemme de Konig, I’ensemble © est vide si et seulement
si le processus Z,, o admet une limite nulle a 'infini quel que soit le sommet
u de Uy. Des lors,

{@:@}Zﬁ]{VUGMO (u)y<j = Z,.— 0}

Jj=0

Fixons 7 € N, supposons que Z,, — 0 pour tout sommet u € U, de géné-
ration égale a j et montrons que cette propriété est encore vraie pour tout
sommet de génération inférieure a j. Considérons a cet effet un sommet
u € Uy de génération inférieure a j. Pour tout sommet v de 7, de génération
j' > j, il existe un sommet w de 7, de génération j tel que v appartienne a
Tw. Alnsi,

Vi'e€N;  Zuy <> Zuy

wETY
(w)=j

Quand j’ tend vers l'infini, chaque terme de la somme apparaissant dans le
membre de droite tend vers 0, de sorte que Z,, o — 0. On en déduit que

{@:(Z)}:Fh{Vueuo (uy=j3j = Z,«— 0}
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Cependant, pour tout sommet u € Uy de génération j qui n’appartient pas
a Sj, le processus 7, , admet nécessairement une limite nulle a I'infini. De
plus, chaque événement figurant dans le membre de droite ne dépend que
du procesus X. Il en résulte que

P(O=0)=lm | M(Yu€S; Z,.—0).

Fixons un entier naturel j et conditionnons par rapport a la tribu M, définie
par (6.16]). La proposition implique que

M(\V/U c Sj Zu,. — 0 | Mj> = Ml’j<Zé7. — 0)#Sj = fj#sj.
On conclut en prenant I'espérance sous la probabilité M puis en faisant

tendre l'entier j vers l'infini. //

Le lemme indique que f; = 1 pour tout entier naturel j strictement inférieur a j. Par
conséquent, la proposition [6.6] permet d’affirmer que

j=00 = PO=0)=1 (6.23)

Le théoreme [6.1] énoncé ci-apres donne une condition suffisante plus faible pour que I’en-
semble © soit presque surement vide.
Supposons provisoirement que la condition suivante est vérifiée :

Vi eN fi>0. (6.24)

Le cas ou la condition (6.24]) n’est pas remplie est traité a la fin de cette section. Par
ailleurs, observons que le nombre de sommets de génération j de l'arbre U est

J
=1

pour tout entier naturel j. Le résultat qui suit donne une minoration de la probabilité que
'ensemble © soit vide en fonction des suites () en et (f;)jen et de la suite de fonctions

(v0,j)jen définie par (6.19).

Proposition 6.7
Supposons la condition (|6.24)) est satisfaite. La probabilité que © soit vide vérifie

Vio €N P(© =0) >M[f;,*%] [] wos(fix1)™.

J=Jjo

En particulier,

P(© =10) > fo H@o,j(fj+1)ﬁj~
=0

// Soit 7 un entier naturel. Le nombre de sommets de génération j + 1 de
I’arbre Uy auxquels le processus X assigne 'état 1 est

541
#S= Y Xu= ) Y Xy (6.26)
u€Uy weUy k=1

(u)=7+1 (w)=j
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En conditionnant par rapport a la tribu M et en utilisant la proposition [6.4]
il en ressort que

_ J j . ——
M [fj+1#8“1 |./\/l]} = H M, ; [fj+1X1+...+an+1 = 1;(fi+1) " 005 (fj1)™#%,

weUy
(w)=j

D’apres le lemme , ona ¢y ;(fj+1) = f;- En outre, sous la condition (6.24)),
on a o ;(fix1) € 10,1], de sorte que o ;(fi1)™ 7% > o ;(fi1)™. En
prenant ’espérance sous la probabilité M, on obtient

M [fi 0] 2> MS#5] 0o(f0)™

Une récurrence élémentaire et la proposition permettent de conclure. //

L’assertion indique que I'ensemble © est vide avec probabilité 1 si j est infini.
Le résultat suivant donne une condition suffisante plus faible a la vacuité presque sure de
©. Il apporte de surcroit une condition suffisante pour que ’ensemble © soit vide avec
probabilité non nulle. Le théoreme [6.3] exposé ultérieurement, discute de la nécessité de
ces conditions suffisantes.

Théoréeme 6.1
Supposons la condition ((6.24]) vérifiée.

(i). OnaP(© =0) > 0 si

FoeN ) <—ﬁj log ¢, (1 -

Jj=Jjo

g : ))
< .
J+1

(ii). On a P(© = @) = 1 si une des conditions suivantes est vérifiée :

0. (1 - L) =1; (6.27)

gj+1

(c) 0<j <ocet M[#S;-1] =M1 et (6.27) tient pour tout entier j > j;
(d) j=0et gy =00 et (6.27) tient pour tout entier naturel j.

// Supposons que la somme .- . (=7, log o ;(1 — 1/g;,,)) est finie pour
un certain entier naturel j,. Le lemme et la croissance sur [0, 1] des
fonctions ¢y ;, pour j € N, conduisent alors a

1T o)™ = T 2o, (1 - ) > 0.
i1

. . o
J=Jo J=Jo

En outre, sous la condition , on a toujours M[ij#SjO] > 0. La propo-
sition permet de conclure que © est vide avec probabilité non nulle.

Si la condition (a) est vérifiée, ’ensemble © est presque strement vide
d’apres (6.23). Supposons ensuite que la condition (b) est satisfaite. Comme
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g =00,le lemmeassure que fj—1 = 1. La proposition , le lemme
et la croissance des g ; permettent alors d’écrire que

PO =0)>M [fl_l#sifl] ﬁ 0. (1 _ )nj —1.

0'.
j=j-1 =j+1

Supposons la condition (c) vérifiée. En particulier, #5,_; vaut M-presque
surement 77;_1. En utilisant "assertion 1} ci-apres au rang J — 1 puis en
prenant I'espérance sous M, on en déduit que M[#S;] = 7;_1¢} ;,(1). Or,
ce dernier terme est nul d’apres 1’ Ainsi, #55; est M-presque strement

nul. L’assertion (6.24]), la proposition , le lemme et la croissance des
©o,; donnent donc

PO =0)>M [fi#sl} ﬁ@o,j (1 - 01 )nj =L

j=j =j+1

Enfin, si la condition (d) est remplie, le lemme implique que fo = 1 et
le résultat découle directement de la proposition [6.7, du lemme [6.1] et de la
croissance des @ ;. //

Il faut prendre garde au fait que certains termes de la somme apparaissant dans 1’asser-
tion (i) peuvent étre égaux a l'infini. C’est pourquoi on autorise cette somme a partir
d’'un entier jy quelconque. Par ailleurs, on peut expliciter la condition M[#S;_1] = n;_;
figurant dans l'assertion (i) en utilisant la famille de fonctions (¢¢;) (. )ef013xn grace au
lemme suivant. Il donne plus généralement 'espérance du nombre de sommets de I'arbre
Uy de génération donnée auxquels le processus X attribue I’état 1. Notons que ce résultat
est vrai méme si la condition n’est pas vérifiée.

Lemme 6.2
Pour tout entier naturel j, on a

j—1 j—1 j—1
M[#Sj] = (90,11(1) - 906,1'(())) + ﬁkSDE),k(l) H (<P/11<1) - 806,1'(0)) :
i=0 k=0 i=k+1

// Soit j un entier naturel. En conditionnant par rapport a la tribu M; et
en utilisant 'assertion ([6.26)) et la proposition , on a

M[#Sj1 | M;] = Y My, ;[X] + ...+ X}

"j+1}

wetl (6.28)

(w)=j
= 15 (1) - #S; + ¢ ;(1) - (7 — #5)).
On conclut en prenant I'espérance sous la probabilité M puis en raisonnant
par récurrence. //

Supposons désormais que la condition (6.24]) n’est pas vérifiée et notons j, le plus petit
entier naturel vérifiant f;, = 0. Il résulte du lemme que f; = 0 et ¢;,(0) = 0 pour
tout entier j > j,. Par conséquent, la proposition donne

P(6 = 0) = lim | M(#5; = 0).
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Cependant, pour tout entier j > j,, on a #S;41 = 0 si et seulement X,,; = 0 pour tout
sommet w € Uy de génération j et tout entier k € {1,...,n;41}. En conditionnant par
rapport a la tribu M; et en utilisant la proposition [6.4] on en déduit que

M(#Sj51 = 0| M;) = [ Mx,;(VE € {1,...,njsa} X =0)
wely
(w)=j

= 1,3(0)" 00,3 (0)™ 775 = g5 (0)" 15,0y

En prenant I'espérance sous M, on a M(#S;41 = 0) = M(#5S; = 0)¢o,;(0)". On en
conclut, a ’aide d’une récurrence élémentaire, que

P(O© =) = M(#8;, = H 0,3 (0

J=Jx

Ainsi, pour déterminer la probabilité que ’ensemble © soit vide, il suffit de connaitre la
probabilité d’avoir #5;, = 0, ce qui est en général possible quand la famille de mesures
(V1,7)(t.5)ef0,13xnv est donnée explicitement.

IV Majoration de la dimension

Cette section est consacrée a la majoration de la dimension de Hausdorff de ’ensemble ©
défini par . Pour tout réel s et tout entier naturel j, notons

j+1
= /{01}”'+ /W] . > by pi(dOm 4 (da). (6.29)
AP JIB A Ty

Rappelons que pour tout entier naturel j, la mesure v, ; intervient dans la construction
de la probabilité M sous laquelle le processus X est une chaine de Markov indexée par U
et que la mesure y;, introduite dans la section [, donne la loi commune des rapports de
contraction (Luk)ke1,...n;.,} définis par pour les sommets u € Uy de génération j.
Le résultat suivant fournit quelques propriétés élémentaires de la famille (o ;) s j)erxn €t
de la suite (n;);en+. Dans son énoncé, ¢} ;(1) s’obtient pour tout j € N a partir de .

Lemme 6.3

(i). Pour tout entier j € N et tous réels s et s’ vérifiant s < &/,
’_ —s'—s
0<f Pasj<av; <0 gy

(ii). Pour tout entier j € N, on a ag; = ¢} ;(1).

(iii). Il existe un réel k > 0 tel que pour tout entier j € N,

Qg; < K et n

K
j+1 < @.

// Les assertions (i) et (ii) sont triviales. Prouvons Iassertion (iii). Rappe-
lons que les conditions portant sur la famille de compacts (J,)yey, interve-
nant dans la construction sont énoncées dans la section [l Ces conditions
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impliquent que

M (uy4+1
Y € Uy |_| int J,. C J,.

k=1

En vertu de l'assertion (/6.5)), il existe donc un réel x > 0 tel que pour tout
sommet u € Uy,

M (uy4+1

>kl < Kl (6.30)
k=1

Sous la probabilité Q, le vecteur (|Jur|/[Jul)ke(1,....n(uy4,} @ POUr loi fig,y. On

u)+1

en déduit que pour tout j € N et u;-presque tout £ € [3, B+,

Par conséquent, ay; < . En outre, pour un sommet quelconque u de géné-

ration j de 'arbre U, les assertions 1} et {D conduisent a njgd < k.
Comme [ est strictement positif, il vient n; < n/éd. //

Introduisons maintenant un élément d, de {—oo} U [0, 0o destiné a fournir une ma-
joration presque stre de la dimension de Hausdorff de ’ensemble ©. Si le parametre j
donné par est infini, posons d. = —o0. Au contraire, si j est fini, commengons par
considérer la fonction p définie sur R par

j—1

1
p:s— liminf - Z log a ;. (6.31)
J—ooo ] —
=]

Cette fonction est correctement définie et prend ses valeurs dans [—oo, co[ car

—s—d

Vi € N; 0 < ¢},(1) min(@s,ﬁs) <o, < /fmax(és_d, g ) (6.32)

d’apres D'assertion (6.22)) et le lemme [6.3] Si p(0) < 0, posons & nouveau d, = —oco. En
revanche, si p(0) > 0, la fonction p est une bijection strictement décroissante de R dans
lui-méme d’apres le lemme et le fait que B < 1, de sorte qu’on peut poser

d. =sup{s € R|p(s) > 0} =inf{s € R| p(s) < 0} € [0, 00]. (6.33)

Donnons une autre expression de d,. Si J est fini, la fonction s +— log Qsj+...+ log a5 j—1
est une bijection de R dans lui-méme pour tout entier j > j, d’apres le lemme et le

fait que 3 < 1. Elle admet donc un unique zéro noté d;. On montre alors aisément que

d, = liminf d;

Jj—00

si cette derniere limite inférieure est positive et que d, = —oo dans le cas contraire. Le
résultat suivant indique que d, majore presque stirement la dimension de ©.
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Théoréme 6.2
| Presque strement, dim © < d,.

La suite de cette section s’organise ainsi. Nous démontrons tout d’abord le théoreme [6.2]
Nous établissons ensuite quelques résultats complémentaires. Ceux-ci nous permettent
d’une part de fournir une forme de réciproque au théoreme [6.3] en donnant des conditions
suffisantes pour que I’ensemble © soit vide avec probabilité non nulle ou avec probabilité 1.
D’autre part, ils préparent les preuves des résultats énoncés dans la section [V]

IV.1 Preuve du théoréme [6.2

La définition de © implique que la dimension de Hausdorff de cet ensemble est le
supremum des dimensions des compacts K, définis par pour u parcourant . Pour
majorer la dimension de I’ensemble O, il suffit donc de savoir majorer la dimension des
ensembles K.

D’apres le lemme de Konig, I'ensemble K, est vide si et seulement si le processus Z,, o
défini par est de limite nulle & I'infini. Comme ce dernier événement ne dépend que
du processus X, la proposition [6.4] donne

P(dim K, = —00) = M [M(Z,0 — 0| My,)] =M [qu7<u>(zgji —0)
= M(Xu = 0) + f<u>M<Xu = 1),

(6.34)

olt fr, est la probabilité d’extinction définie par (6.20). Si la génération de u est stric-
tement inférieure a j, le lemme indique que f,y = 1, si bien que la dimension du
compact K, vaut —oo avec probabilité 1. Ainsi,

p.s. dim © = sup dim K. (6.35)
w2y
Le probleme est donc de majorer la dimension du compact K, pour tout sommet u de
génération supérieure a j de 'arbre Uy. On peut se restreindre au cas ou j est fini, puisque
I’assertion devient dim © = —co < d, dans le cas contraire. B
Fixons un sommet u € Uy de génération supérieure a j et posons, pour tout réel s > 0
et tout entier j > (u), -

. s
J

Zs,u,'
Zsug = E , Ly, et Wi = H—] (6.36)
AN IT o
i=(u)

ou le sous-arbre 7, est donné par , les rapports de contraction L,,. ,, sont définis
par ((6.13) et les coefficients a,; sont donnés par (6.29). Le quotient Wy, ; est correcte-

ment défini en vertu de (6.32). En outre, le processus Zou.e = (Zou,j)jen,,, s'identifie au
processus Z, . donné par (6.12)). Considérons aussi

VJGN f‘j:U(Xu; |Ju|7ueu0> <u>§j)

On obtient de la sorte une filtration sur (£2, F). Dans ce qui suit, E[- ] désigne ’espérance
sous la mesure de probabilité P. Le processus Wy o = (Wisu,j)jen,,, Peut se voir comme
une renormalisation de Z , .. Il est donc naturel d’obtenir le résultat suivant.
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Lemme 6.4
Supposons j < oo. Pour tout s € [0, oo[ et tout u € Uy vérifiant (u) > j, le processus
W.ue €st une martingale positive par rapport a la filtration (F)) JEN -

// Soit 7 un entier supérieur a (u). Un sommet w de Uy de génération j + 1
appartient & 7, si et seulement si m(w) € 7, et X,, = 1. Par conséquent,

S
nj+1

Zowjr =Y | II Lovow | D Lor™Xur (6.37)
k=1

J
7\t

Conditionnons par rapport a la tribu ;. En utilisant la proposition et
I'indépendance des rapports de contraction et du processus X, on obtient

E[Zs,u,j—H | *Fj] - as,st,u,j-

Le résultat découle directement de la définition du processus W ,, . //

Rappelons que le théoreme de Doob indique que toute surmartingale positive converge
presque strement, cf. [53, p. 450]. Ce théoréeme et le lemme assurent que, pour
tout réel s € [0,00[ et tout sommet u € Uy vérifiant (u) > j, la suite (Wi )jen,
converge presque siirement vers une variable aléatoire positive notée Wy, . Observons
que Wy ) = L{x,=1}, si bien que pour tout entier j > (u),

EW, ;] = E [EWau; | Fuyl] = EWeuw] = M(X, = 1),

D’apres le lemme de Fatou, I'espérance de W, o est donc inférieure a la probabilité de
I'événement {X, = 1}. En particulier, W, » est presque sturement finie.
Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat suivant.

Proposition 6.8
Supposons j < oco. Pour tout sommet u € Uy de génération supérieure a j,

p.s. dim K, < d,.

// Commengons par supposer p(0) < 0. La définition (6.31]) de la fonction
p et Passertion (ii) du lemme assurent que

j—1

[[#h (1) < @2
i=0

pour une infinité d’entiers j € N*. Des lors, I'élément o,y donné par (6.21
est infini. Le lemme implique alors que f,, = 1 et I'assertion ((6.34
montre que dim K, = —oo < d, avec probabilité 1.

Supposons p(0) > 0. Alors, d, est donné par . Pour p € N*, notons
sp = d, + 1/p. Pour tout j € Ny, I'ensemble des v € 7, de génération j
vérifiant Z, , - 0 appartient a l’ensemble de coupes C;(7,). Ainsi,

(v) o

7j—1
inf Lvl...vi < Zsp,u,j = Wsp,u,j H Qs i
i=(u)

€Ci(Tu
X ](T)UEX = ()1
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Le membre de gauche tend vers E’sp,u quand l'entier j tend vers l'infini,
d’apres . De surcroit, comme s, > d., on a p(s,) < 0 de sorte que
la limite inférieure quand j tend vers 'infini du produit apparaissant dans
le membre de droite est nulle. Comme W, ,, ; tend presque sturement vers
W, w00 < 00 quand j tend vers I'infini, le membre de droite admet presque
stirement 0 pour limite inférieure quand j tend vers l'infini. Il s’ensuit que
Es, . = 0 avec probabilité¢ 1. La proposition implique alors que presque
strement, pour tout p € N* on a H*(K,) = 0. Le résultat s’ensuit. //

L’assertion (|6.35]), la proposition et la dénombrabilité de U, conduisent finalement au
théoreme 6.2

IV.2 Résultats complémentaires

La proposition peut ne pas étre optimale. Observons que sa preuve n’exploite pas le
fait que la limite presque stre W, o de la martingale Wy, o peut s’annuler pour certaines
valeurs du réel s. Si cette limite est nulle, c’est que le processus Z,, o croit moins vite
que prévu vers l'infini. Il est alors naturel de penser que la dimension de Hausdorff de
I’ensemble K, est dans ce cas strictement inférieure a d,. Cette remarque se traduit par
le résultat suivant.

Proposition 6.9
Supposons j < co. Pour tout sommet u € Uy de génération supérieure a j,

p-s. Woue =0 = dimK, <0.

Le reste de cette partie est consacré a la preuve de la proposition [6.9, Par conséquent,
supposons j fini et considérons un sommet u € Uy de génération supérieure a j.

Pour établir ce résultat en reprenant les idées de la preuve de la proposition [6.8] il
convient d’étudier, pour tout réel strictement positif s, la croissance du processus Z o
sur I'événement {Wy , o = 0}. Intéressons-nous d’abord a cet événement. Le processus
W u.e est en fait construit a partir du processus 7, o défini par , sachant que

Zyj
7j—1

II ¢1,(1)

i={u)

\V/] € N<u> W()’u,j = (638)

en vertu de l'assertion (ii) du lemme et de lassertion (6.36). En particulier, il ne
dépend que de la chaine de Markov X. De plus, les résultats de la partie [[I.3] suggerent
que Wy, e est relié a la martingale obtenue de fagon usuelle par renormalisation d'un
processus de Galton-Watson.

Afin d’exploiter ce lien, fixons un entier j, > j. Pour tout sommet u de 'arbre U},
le processus Zi?. donné par est tiré sous la mesure de probabilité M j,. Pour le
renormaliser, il convient de poser

Jo

ViENw W=

j—1

H gp’l,jo-i—i(l)

1={u)
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Le processus W, = (Wgoj) jeN,,, est correctement défini car ¢} ; ,;(1) > 0 pour tout entier
i > (u), du fait que jo est supérieur a J. Par ailleurs, un sommet de 'arbre U} appartient
a 770 si et seulement si son pere appartient & 770 et si le processus X7 lui attribue I'état 1.
Par conséquent, pour tout entier j > (u),

Mjo+i+1
Jo _ Jo
Zu,j+1_ E E , Xok
jo k=1

VETY
(v)=J

de sorte que la proposition|6.4| conduit a M j, [Zi?jﬂ |M;°] = @ jous (1) Zi?j. On en déduit
que le processus W est, sous M ;,, une martingale positive par rapport a la filtration
(MP)jen,,,- D'apres le théoreme de Doob, la suite (W;’;)jen,,, converge M, ;-presque

{xi0=1}’ de

sorte que la limite Wgooo est M j,-presque siirement finie. En particulier, la suite (W2,)jen

slirement vers une variable aléatoire positive notée Wi°_. En outre, ij°<u> =1

converge M j -presque stirement vers la variable aléatoire positive Wé‘foo. Posons
Vio €Ny wj, =My, (WH, =0). (6.39)

Le réel wj, est donc, pour tout entier j, > j, la probabilité que la limite Wé‘)’oo existe
et soit nulle. En outre, si j, désigne un entier naturel strictement inférieur & 7, notons
par convention wj, = 1. Les résultats de la partie @ suggerent alors que w<u>_ est relié
a la probabilité de I’événement qui nous concerne, c’est-a-dire 'événement {W oo = 0}.
C’est pourquoi il convient d’étudier la suite (wy, ), en.

Pour jo € {0,...,j—1}, on a trivialement w;, > f;,, ol f;, est défini par comme
la probabilité d’extinction sous M, j, du processus ZQ,. Supposons jo > j et observons
que si le processus ZQ, admet une limite nulle & 'infini, il en va de méme du processus
ng,, ¢’est-a-dire que W;gfoo = 0. Cela se traduit par l'inégalité f;, < w,,. Grace au
lemme [6.1], il en résulte que

1
Vj() eN Wy, > fjo >1—— (640)

g

ou la suite (Qjo )joen est définie par (6.21)). Le résultat suivant complete cette observation.
Rappelons que la suite de fonctions (¢1 ;) en est donnée par (6.19) et introduisons

e’} " ) 1 + /o ) 1 _ A ) 1 2
Ejo — 14+ Z 901,Jo+a( ) 901,J0J;J( ) 901,Jo+3( ) (6.41)
=0 90/1,j0+j(1) 21;[0 S0,1,j0+z‘(1)

pour tout entier naturel jy, avec la convention que 7, = oo si un des facteurs figurant au
dénominateur s’annule, c’est-a-dire si jy < j, en vertu de (6.22)).

Lemme 6.5
Pour tout entier naturel jg, on a simultanément

Wiy = P1jo(Wipr1) et wj <1 - —
Jo

// Soit jo € N. Commengons par supposer jo < j. La majoration de wj,
est triviale, puisque 7, = 0o. De surcroit, si j < j — 2, on a par convention
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wj, = wjor1 = 1, ce qui fournit wy, = @1 j,(wj,41). Si jo = j — 1, on a
wj, = 1 et ¢y ;, = 1 en vertu de (6.22)), si bien que w;, = 15, (wj,+1), quelle
que soit la valeur prise par wj,1.

Supposons désormais jo > j. Soit j € N*. En reprenant la preuve du

lemme , on observe que Z7); est la somme sur u € S7° des Z;’;. Aprés
renormalisation, il en résulte que

. 1 .
Jo __ § : J
W;z(ij - 4,0/ ' (1) WU?J"

1 .
J0 u€Sio

Par conséquent, la limite W7, existe et s’annule si et seulement si les limites
Wi | pour u € Si°, existent et s’annulent toutes. Ainsi,

wi, = My j,(Wh, = 0) = My, (Yu € S W =0).

La proposition indique que sous M j,, conditionnellement & M{O, les
processus (W;%;)jen+, pour u € S7°, sont indépendants et leur loi condition-

. \ : jo+1
nelle est égale a la loi du processus (Wfao;r_l)jeN* sous M j,41. Alors,

. X . . j Jo Jo
MlJo (Vu S S{O Wg,ooo =0 ’ Mjlo) = Ml,j0+1(Wé?:ol = 0)#5{0 = wj0+1X0 +.“+an0+1~
On obtient la relation de récurrence attendue en prenant I’espérance sous la
probabilité M ;.

Majorons la probabilité w;,. On peut supposer que 7, est fini. En effet,
dans le cas contraire, wj, est trivialement majoré par 1—1/7;, = 1. D’apres
la proposition , le processus W7, est, sous M j;,, la renormalisation d'un
processus de Galton-Watson en environnement variable dont les lois de re-
production ont pour fonctions génératrices ¢y j,4; pour j € N. D’apres un
résultat de D. Fearn [67, th. 1], comme

2

i Qplll,jo—&—j(l) + (70/171'0-&-]'(1) B SOllyjo-ﬁ-j(l) =7, —1 < o0
- - YJo ?

: j
=0 1 jori (1) il:[O @' joti(1)

la suite (I/Vé,0 j) jen converge en moyenne quadratique vers W et cette der-
niére variable a pour espérance 1 et pour variance 7, — 1. Grace a 'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

. 2 . 2
1 = My, [Wéooo} = My, [Wé(’,oo]l{w;qu}}

< Mg, |(WE)"| Mgy (WEe > 0) =7, (1= wyy),

ce qui permet de majorer la probabilité wj, comme voulu. //
Remarque : Soit jo un entier naturel. L’assertion (6.40)) et le lemme conduisent a

1 1
1——§fj0§wj0§1—_—. (642)

95, Tjo
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Ainsi, les probabilités f;, et w;, coincident (et valent 1) des que 0;, = 00, ce qui est
en particulier le cas si jo < j. De méme, les résultats de J. D’Souza et J. Biggins [50]
permettent de prouver que f;, et w;, coincident si la limite inférieure de la suite (¢1,(1))jen
est strictement supérieure a 1. Cependant, les suites (f;,)j,en €t (wj,)joen sont en général
différentes, comme l'illustrent les nombreux exemples figurant dans [55] 56, [114], 117].

Afin de prouver la proposition [6.9] étudions maintenant la vitesse de croissance du
processus Z, o sur 'événement {Wy oo = 0} pour tout sommet v € Uy de génération

supérieure a j. Dans ce but, introduisons un processus 2, ¢ = (W, j)jen,,, en notant

Vjie€Nw Wy = w7
Observons que 20, . ne dépend que du processus X et rappelons que la tribu M; est
définie pour tout entier naturel j par (6.16]).

Lemme 6.6
Supposons j < oo. Pour tout sommet u € Uy vérifiant (u) > J, le processus 20, o est,
sous M, une martingale positive par rapport a la filtration (Mj)jeN<u

X

// Fixons un entier j supérieur a (u) et conditionnons par rapport a la tribu
M. D’apres 'assertion (6.37]) pour s = 0 et la proposition , on a

J J .

M2, 541 | M;) = ] My, [wj+1X1+"'+an“] = (W) %
VETY
(u)=j

Le lemme permet d’identifier le membre de droite a 207, ;. //

Le lemme et le théoréme de Doob indiquent que la suite (W, ;)jen,,, converge M-
presque surement vers une variable limite 20, ., € [0, 1]. Le lemme suivant ressemble au
théoreme 1 de [55] qui permet de donner une borne sur les taux de croissance possibles
d’un processus de Galton-Watson en environnement variable.

Lemme 6.7
Supposons j < co. Pour tout sommet u € Uy de génération supérieure a j,

M — p.s. Wono =0 = W, =1

// D’apres le lemme , le processus 20, , est une martingale a valeurs
dans [0, 1] de variable limite 20, .. Il en résulte que

M[Qﬂu,oo] = M[QH%(@] = M(Xu = 0) + M(Xu = 1>w<u>'

Supposons M(X, = 1) > 0. D’apres la proposition , la loi sous M, condi-
tionnellement & {X,, = 1}, de la variable Wy, o est égale a la loi sous M ()
de ng> . Des lors,

M(Xu = 1)w<u> = M(Xu =1 et WO,u,oo = 0)

De surcroit, si X,, = 0, on a trivialement Wy, = 0, puisque le processus
Zy,e est alors nul. Cela se traduit par 1'égalité

M(X,=0)=P(X,=0 et Wouoo =D0).
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I s’ensuit que 'espérance de la variable aléatoire 20, o, est égale a la pro-
babilité que la limite W), « soit nulle. Par conséquent,

M[mu,oo]l{Wo,u,oo>0}] = M(Wo,u,oo = O) - M[Qnu,oo]l{woyu,w:O}]

6.43
= M[(1 — Wy o0)Lgwy,.. oc=0y) = 0. (6.43)

La derniere inégalité provient du fait que la variable 20, o, est M-presque
strement inférieure a 1.

Supposons nuls les membres de (6.43)). Alors, M-presque sturement,

0= (1 - QBu,oo)]IJ[W(),%(,<>:0]> = (1 - mu,oo)]l{Wo,u,oozo et Wy,o0<1}-

Sur I'événement {2, ~ < 1}, on peut simplifier par 1 — 20, ., de sorte que
M(Wo oo =0 et 2y oo < 1) = 0. Le lemme est donc prouvé dans le cas o
les membres de ((6.43)) sont nuls.

Supposons au contraire que
M2, 00 L (1w, e 03] > 0 (6.44)

En particulier, M(W{ 4.0 > 0) > 0. De plus, si Wo 400 >0, 0ona Wy, ; >0
pour tout entier j, de sorte que M-presque stirement,

log 20, log W,
{Wo,u,w>0}W

J—1
]I{Wo’u7w>0} H 90,1,1‘(1) log w; = 1{Wg,u,w>0} Wow,; Joo
i=(u) "

Sachant que M(Wp, 0 > 0) > 0, il existe une réalisation pour laquelle
Wo 0o > 0 et la convergence précédente a lieu. Des lors, la suite déterministe

J—1
H 90/1,i(1) log w
=) FEN(u)

admet une limite, notée [, qui est égale a la valeur commune prise par
log W00/ Wo,uco sur M-presque toutes les réalisations vérifiant Wy, o > 0.

On a clairement [ < 0. De surcroit, si [ = —oo, pour M-presque toute
réalisation vérifiant Wy, oo > 0, on a 2, o = 0, ce qui contredit (6.44). Par
conséquent, [ € | — 0o, 0]. Par ailleurs, on a M-presque sirement,

7j—1

Wu,oo

0, =exp | Wou, H<P,1@(1) log w; —>(€l) o )
i=(u)

J—00

puis 2, o, = (e')Vome. Sachant que €

M(Woo0 = 0 0t Wy oo < 1) = 0./

> (, on en déduit finalement que

Nous pouvons maintenant établir la proposition [6.9) Fixons un sommet u € U, de
génération supérieure a j. On peut supposer p(0) > 0. En effet, dans le cas contraire, on
ad, € {—00,0} et le résultat découle de et du théoreme . De plus, supposons
W, = 1. Le lemme [6.5] assure que

Zj 1
0< —=< -7, log <1 - _—) < —Zy logw; = —log20,, ; m 0.

0j 0;
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En particulier, Z, ; < @; pour tout entier j assez grand. Intéressons-nous au comportement
asymptotique de o aj quand 7 tend vers I'infini. Pour tout entier naturel K, on a

2 K
14+ Z 901,]+k:(1> + 901 ]+k(1) - <P,1,j+k(1) 1 Z 90/1,,j+k;(1>
0

= + )
K k
k=0 901,J+k( ) H o} j+l<1) 1:1090/1,3'+z'(1) - 90/1,j+k(1) 1:[090,1,]'+i<1)

Comme p(0) > 0, le premier terme du membre de droite tend vers 0 quand K tend vers
I'infini, tandis que le membre de gauche tend vers @;. Il en résulte que

53 wl,jzk(l) H%z Z 901'6(1) , (6.45)
0 o) TT 1) 7 #ha(l) H #1:(1)

)

Cependant, on prouve aisément que @7, (1) < ng1) (1) pour tout entier naturel k. En
outre, pour tout réel strictement positif € assez petit et tout entier j assez grand, on a

A

S Nk+1 - )(k+1)
Z k Z 1 — es—r(0) (646)
k=j H 901 z( ) =J

1=

car p(0) < oo et la suite (n;)jen- est bornée, d’apres le lemme [6.3] 11 en découle que

lim 1nf log 7; < p(0)+¢e—p(0)=e.
‘]*)OO
En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que cette derniere limite inférieure est négative.
Fixons un réel s > 0 et rappelons que Z;,, ; est défini pour tout entier j > (u) par (6.36]).
D’apres la condition (6.4]), les rapports de contraction intervenant dans I’expression de
Zsu,; sont inférieurs a 3. Ainsi, pour tout entier j suffisamment grand,

(u)) (u))

Zs,u,j S BS(]_ Zu,j S BSO_ Ej'
En reprenant la preuve de la proposition , on observe que I’écoulement Es,u est inférieur
a la limite inférieure de Z;, ; quand j tend vers l'infini. Il s’ensuit que E;, = 0, puis que
H*(K,) = 0, en vertu de la proposition . Cette propriété étant vraie quel que soit
s > 0, on obtient dim K, < 0. Nous venons donc d’établir que

Wy =1 = dimKk, <0.

Le lemme [6.7] conduit finalement & la proposition [6.9

IV.3 Retour sur la probabilité de vacuité

Rappelons que le théoreme donne des conditions suffisantes pour que ’ensemble ©
soit vide avec probabilité non nulle ou avec probabilité 1. Nous étudions maintenant la
nécessité de ces conditions. On peut supposer que la condition est vérifiée. En effet,
dans le cas contraire, on dispose d’une expression exacte de la probabilité que © soit
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vide, comme l'indique la fin de la section [[II| Rappelons que, pour tout entier naturel j,
I'ensemble S; regroupe les sommets de génération j de I'arbre U, auxquels le processus
X attribue I'état 1, que ¢ ; est la fonction donnée par et que m; désigne I'entier
défini par ((6.25)).

Théoreme 6.3

Supposons la condition (6.24])) vérifiée.

(i). SiP(© =0) > 0, alors

W0<0 o Y (—ﬁj log %o, (1 _ )) < .

=0 Oj+1

(ii). SiP(© =) = 1, alors une des conditions suivantes est vérifiée :

0. (1 _ ) =1 (6.47)

Tj+1

(c) 0<j <ooet M[#S)1] =n;-1 et (6.47) tient pour tout entier j > j;
(d) j=0et oo =00 et (6.47) tient pour tout entier naturel j.

Remarques : @ Ces diverses conditions nécessaires sont identiques aux conditions suffisantes
énoncées dans le théoreme 7 a ceci pres que la suite (gj) jen est remplacée par la suite
(@;)jen- De plus, sous la condition (6.24)), tous les termes de la somme figurant dans (i)
sont finis en vertu de . Il n’est donc pas nécessaire d’autoriser la somme a partir
d’un entier j, quelconque comme dans I’énoncé du théoreme [6.1
e Dans 'assertion (i), si p(0) < 0, cela signifie implicitement que p(0) est défini, c’est-a-
dire que j < 00. Si j = oo, 'assertion (i) est clairement vraie, bien que p(0) ne soit pas
défini, car la série qu’elle fait intervenir converge, du fait que 0; = oo pour tout j € N.
La condition portant sur p(0) figure dans (i) mais n’apparait pas dans ’énoncé du
théoréme [6.1 Elle intervient ici car elle est nécessaire a la validité du lemme suivant.

Lemme 6.8
(i). La suite (M[w;#5]);en est décroissante.

(ii). Supposons la condition ([6.24)) vérifiée. La limite de cette suite est nulle si

> 1
0) >0 t —7;1 1= = 0.
020w (e (1-55)) -

j=0
// Fixons un entier naturel 5. D’apres ’assertion ([6.26)), la proposition
et le lemme [6.5),
Mw; #5541 | My = H My, j [wj+1X8+"‘+Xflj+1}

wely

e - (6.48)
= 1,5 (Wj11) "% g j (wy41)H

= w; " g, (wj1) T < w
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On met alors en évidence 'assertion (i), c’est-a-dire la décroissance de la
suite (M[w;#5]);en, en prenant l'espérance sous M. Comme cette suite
prend ses valeurs dans [0, 1], elle converge vers un élément [ de cet intervalle.

Supposons que la série figurant dans I’énoncé du lemme diverge. Alors j

est fini. Supposons de plus p(0) > 0. D’aprés les assertions (6.45) et (6.46]),
pour tout réel strictement positif £ > 0 assez petit et pour tout entier j

assez grand, on a

_ ee=pO)G+D) I N cE=PONG+) 5
Jj= 1 — ec—p(0) 'Qol,i( ) = 1 _ ee0(0) ﬁ_]

1=j J

En prenant € = p(0)/2 et en faisant appel au lemme [6.5] on en déduit que

— T n; .
w; /% < exp (—;TJ) < exp (_(6p<0>/2 1) Eﬂep(ow)

0;

pour tout entier j assez grand, de sorte que la série ). w;™/? converge.

Par ailleurs, grace a ([6.24) et (6.40]), les réels w; et g ;(w;i11) appar-
tiennent a l'intervalle ]0, 1] pour tout entier naturel j, si bien qu’en repre-

nant (6.48)), on peut écrire
M[wj+1#5j+1 |./\/lj] _ wj#sjgpo7j<wj+1)ﬁj—#5’j
< w5 (o5 (wy) P s, <my ) + Liges,omy /1)

< w0 5 (w)™ 2 4+ w2,
En prenant ’espérance sous M dans cette majoration, on obtient
Vi €N Mluwj 5] < o (w)™ 2 Mlw;#5] 4 w0,

Une récurrence élémentaire suffit alors pour montrer que, pour tout j € N,

i1 j—1 j—1
Mw; ] < wo H po,i(wir1)" " + Z w2 H @o.i(wigr)™ 2.
=0 k=0 =kt 1

Pour tout entier naturel j, posons

1 1
= - > -

j—1 R . /2
H (po,i(wi+1)ni/2 H #0i (1 o 5i+1>
i=0 =0

U

La suite (u;)jen est croissante et diverge vers l'infini, du fait que la série
figurant dans 1’énoncé du lemme diverge. On a en outre

w 1< _
vjeN Mi[w;#%] < u_O + Wi Zuk Wy, 12,
J J k=1

Comme la série ), wy_1"1/2 converge, le lemme de Kronecker garantit que
le membre de droite tend vers 0 quand j tend vers U'infini, cf. [46, p. 103].
Il s’ensuit que [ = 0, ce qui conduit & Passertion (ii). //
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Le lemme permet de mettre en évidence la premiere partie du théoreme [6.3] En effet,
supposons la condition (6.24]) vérifiée. Si I'ensemble © est vide avec probabilité non nulle,

'assertion ([6.40]), la proposition et le lemme assurent que
0 <P(©=0)=lim | M[f;"%] < lim | Muw;*™].
J oo JToo

Ce dernier lemme conduit alors directement au premier point du théoreme [6.3]

Prouvons la deuxieme partie du théoreme . A cet effet, supposons que la condi-
tion est vérifiée et que I'ensemble © est presque strement vide. L’assertion précé-
dente s’écrit maintenant

1=P(© =0) =lim | M[f;#%] < lim | M[w;#%] < 1.
JToo JToo
Par conséquent, pour tout entier naturel j, on a w; = 1 ou #5; = 0 avec probabilité 1.
Le lemme montre alors que, pour tout entier naturel j, on a ; = oo ou #S; = 0 avec
probabilité 1. Si @; = oo pour tout entier naturel j, c’est la condition (a), la condition (b)
ou la condition (d) du théoreme qui est vérifiée, selon la valeur de j. Supposons au contraire
qu’il existe un entier naturel jo pour lequel 7, < oo. Alors j < jo < oo et Passertion
indique que 7; < oo pour tout entier j > j. Il s’ensuit que M-presque sturement, pour
tout entier j > j, on a #S; = 0. En particulier, J > 0. En outre, d’apres , on
a 9067]-(1) = 0 puis pour tout entier j > j. L’assertion implique aussi que
M-presque stirement
90,1,3‘—1(1) ) #Sl‘—l + 906,1—1(1) ) (ﬁg—l - #Si—l) = 0.

Le premier terme est nul en vertu de 1) Il s’ensuit que ¢f ;_1(1) =0 ou #S5;1 =n; 4
avec probabilité 1. Dans le premier cas, on en déduit la condition (b). Dans le second, on
en déduit la condition (c). Le théoréme [6.3| s’ensuit.

V Minoration de la dimension

Cette section est vouée a la minoration de la dimension de Hausdorff de ’ensemble ©
défini par . On peut supposer que le parametre d, défini au début de la section [[V|est
strictement positif. En effet, si ce n’est pas le cas, le théoreme montre que la dimension
de © vaut presque sirement —oo ou 0 et les théoremes et donnent des conditions
nécessaires et suffisantes pour déterminer avec quelle probabilité cette dimension vaut —oo
plutot que 0. Nous supposerons donc dans cette section que d, est strictement positif. Dans
ce cas, I'élément j donné par est fini et d, est donné par .

D’apreés (6.35]), pour minorer la dimension de Hausdorff de ensemble ©, il convient
de minorer la dimension de Hausdorff du compact K, défini par , pour tout sommet
u € Uy de génération supérieure a j. Le résultat suivant est un premier pas dans cette
direction. Rappelons qu’en vertu de la proposition 6.8 la dimension de K, est presque
strement inférieure a d, et rappelons également que Wy, - désigne la variable limite du
processus W, o défini par (6.36)).

Proposition 6.10
Supposons d, > 0. Pour tout sommet u € Uy de génération supérieure a j,

P(dim K, < di.) < M(Wj 400 = 0) et P(0 < dim K, < d,) = 0.
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Cette section s’organise ainsi. Dans une premiere partie, nous établissons la proposi-
tion [6.10] en généralisant certaines techniques de percolation sur les arbres introduites
par R. Lyons et Y. Peres dans [116]. Dans une seconde partie, nous utilisons cette propo-
sition pour déterminer la loi de la dimension de Hausdorff de I’ensemble ©.

V.1 Preuve de la proposition [6.10

Afin de prouver la proposition [6.10, nous introduisons plusieurs objets nouveaux et nous
établissons quelques lemmes préliminaires. Supposons j < oo et fixons un sommet u € U
de génération supérieure a j. La proposition assure que la dimension du compact K,
est liée & I'écoulement E,, défini par (6.14). En particulier, si E,, > 0 pour un certain
réel s > 0, on a nécessairement H*(K,) > 0, ce qui permet de minorer par s la dimension
de K. De ce fait, intéressons-nous a la probabilité que ’écoulement Ej , soit nul.

Pour tout entier naturel j,, notons Q70 = [@, B]U;O I’ensemble des applications définies

sur U} a valeurs dans lintervalle |3, B]. Pour toute application w € Q7 et tout sommet
u € U3, posons L (w) = w,. Considérons en outre la tribu
QN =0 (LP, ue U;O) ,

ainsi que la filtration donnée par

uwel, (u) <j).

Désignons par Qj, la mesure de probabilité sur (@7, Q%) sous laquelle les vecteurs
(Lﬂ)ke{l,“.,njo i}, bour u € Uj,, sont indépendants et ont chacun pour loi la mesure
de probabilité ji; 4, introduite dans la section |I| De plus, munissons l'espace produit
(Mo x Qo M ® Q) de la mesure de probabilité II;, = M j, ® Qj,. On observe alors
que la mesure de probabilité Qp donne la loi sous Q des rapports de contraction (L )uer;
définis par . La proposition indique méme que, pour tout sommet u € Uy vé-
rifiant M(X, = 1) > 0 et tout réel s > 0, la loi de I'écoulement E;,, sous la mesure P,
conditionnellement a 'événement {X, = 1}, est égale a la loi sous I,y de la variable

u ?

VjeN QP =¢ (L)

s

(v)
inf Y[ []E., (6.49)

XEC(Téu>) VEX =1

ou C (r};>) regroupe toutes les coupes de I’ensemble 7',<;> défini par {D A Dinverse, si
X, = 0, on aclairement E, , = 0. Des lors, pour déterminer la probabilité que I’écoulement
E,,, soit nul, étudions

S

(v)
Vse0,00[ VioeN ey =10 [ inf > | J[ZE ... ] =0]. (6.50)
XEC(TZ) vy \i=1

Remarquons que si jop < j, on a nécessairement e, j, = 1. En effet, dans ce cas, sous la
mesure M, ;,, 'arbre T,%O est fini avec probabilité f;, = 1, d’apres le lemme , de sorte
que C(74) est M, j-presque strement réduit & {@}. Pour tout réel s > 0 fixé, la suite
(€s,jo)joen Vérifie, tout comme les suites (fj,)joen €t (wj,)joen, une relation de récurrence
impliquant la suite de fonctions (g1 j,)j,en définie par (6.19).
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Lemme 6.9
Pour tout réel s € ]0, 0o[ et tout entier naturel jy, on a

€s.50 = ¥l,jo <687j0+1)'

// En reprenant le début de la preuve du lemme commencons par ob-
server que, si I'arbre 75 est fini, 'ensemble C(7%) se redult au Slngleton {0},
tout comme les ensembles C (Tgo), pour u € SJU De surcroit, si 72 est infini,
on peut écrire

c(ry)={eptv (Y U xu ¢

vuesi0 u€Ssyo

Xu EC(HJLO )

c’est-a-dire que I'ensemble C(7%) se compose, d'une part, du singleton {@}
et, d’autre part, de toutes les réunions possibles d’éléments de C(7°), lorsque
u appartient a S{O. Cette décomposition de C(T%O) montre que, pour tout
réel s € 10, 0o,

S S

{v)

ot S (T ) o (1 wer we (T ) )

X€C(T, vEX i=1 uES{D Xu€C(Ti )UGXu i=2
indépendamment du fait que l'arbre 720 est fini ou non. Ainsi, 'infimum
figurant dans le membre de gauche est nul si et seulement si tous les in-
fima apparaissant dans le membre de droite sont nuls. Cependant, sous la
mesure IL;, conditionnellement a la tribu M7’ ® Q% chacun d’eux est nul
indépendamment des autres avec probabilité e, j,41. Par conséquent,

S

}: _ jo jo | _ gjo X{04.+X70
Jo lnf HL’Ul R =0 M@ - 65,]'04'1# b= Gsjotl "ot

X€C(T vEx =1

IT

On conclut en prenant I'espérance sous la mesure II;;. //

Le lemme permet d’introduire une nouvelle famille de martingales. Fixons un réel
s € ]0,00[ et un sommet u € Uy de génération supérieure a j. Considérons le processus
@s,u,. = (es,u,j)jENW) défini par

Vj € Ny Cyj = €00 (6.51)

ou le processus Z,, est donné par . En reprenant la preuve du lemme et en
utilisant le lemme , on montre aisément que le processus €&;, . est, sous M, une mar-
tingale positive par rapport a la filtration (M;)jen,, . D’aprés le théoréme de Doob, la
suite (Gs,u,j)jeNm) converge M-presque stirement vers une variable limite &, -, € [0,1].
Cette limite a pour espérance

M[Qfs’u,oo] = M[@SU <u>] = M(Xu = 0) -+ 687<U>M(Xu = 1).

(At}
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De plus, si X, est nul, 'ensemble 7, est vide et C(7,) se résume a {0}, si bien que
I'écoulement E;,, est nul. En outre, si M(X, = 1) > 0, la loi sous P, Conditionnellement
a {X, = 1}, de E,, est égale a la loi sous Il de la variable donnée par (6.49), en vertu
de la proposition [6.4] Ainsi,

P(E,, = 0) = M(X, = 0) + e, (yM(X, = 1).

Il s’ensuit finalement que
P(Es, =0) = M[€; 400 (6.52)

Le lemme fournit une relation de récurrence entre les probabilités e, j, pour jo € N
et s € |0, 0o[. Nous proposons maintenant de majorer ces probabilités. Pour ce faire, com-
mencons par relier e, j; a la probabilité d’extinction d'un processus de Galton-Watson en
environnement variable en appliquant des techniques de percolation sur I'arbre Téo. L’idée
d’un lien entre le fait qu’un écoulement s’annule et qu'un arbre obtenu par percolation
du réseau initial soit fini est due a R. Lyons et Y. Peres, c¢f. [I16, ch. 4]. Considérons
une application £ € {0, l}ujo définie sur U; a valeurs dans {0,1}. Cette application est
destinée a indiquer quels sommets de 'arbre 75 demeurent intacts apres percolation. Plus
précisément, apres percolation, il ne reste de I'arbre 75 que I’ensemble

f-Tg = {uETg’ ‘Vj e{l,...., (W} Cuyu; = 1}.
Il s’agit du plus grand sous-arbre de 77 formé de la racine & et des sommets u € T,

vérifiant £, = 1. Par analogie avec le processus 7}, défini par , introduisons un
Jo Jo
processus £ - Z, = (§ - Z7; ;) jen en posant

VieN & Zh =#{ue& 7| {u)=j}.

Par ailleurs, ’application £ est tirée selon la mesure aléatoire

M = @ ((L)61+ (L — (L)) bo) -

X
uEZ/{jO

Pour tout s € ]0, 00[ et tout j € N, considérons en outre la fonction ¢, ; définie par

”J+1
iz [ IO 0= aonan,

ou la mesure v ; figure parmi celles qui interviennent dans la construction de la mesure de
probabilité M sous laquelle le processus X est une chaine de Markov et la mesure p; fait
partie de celles qui donnent les rapports de contraction dans la construction aléatoire. Sous
la mesure de probabilité II;,, Papplication & étant tirée sous la mesure M, le processus
& - ZQ, obtenu apres percolation est un processus de Galton-Watson en environnement
variable dont les lois de reproduction ont pour fonctions génératrices ¢; j,+; pour j € N.
Plus précisément, désignons par II;[-] I'espérance sous la probabilité IT;, et établissons
le lemme suivant.

Lemme 6.10
Soient s € |0, 00[ et jo € N. Pour tout entier naturel j et tout nombre complexe z de
module inférieur a 1, on a

I, [/ L ATEIMP(AE) | = sy © - 0 Djori1(2):
{0,1} o
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// La preuve se fait par récurrence sur l'entier j. Le résultat est tout d’abord
clair pour 7 = 0. Considérons ensuite un entier naturel j pour lequel I’égalité
est vraie quel que soit z. Notons =; I’ensemble des applications a valeurs dans
{0, 1} définies sur I'ensemble des sommets u € U}, de génération inférieure
a j et considérons la mesure aléatoire

M = @) ((E)on+ (1= (L)7) &)
uez/tj’!‘o
(u)<j

De plus, posons =, = {0,1}™o++1 puis, pour tout sommet w € U, de
génération j, considérons la mesure aléatoire

Mjo+i+1
Mfw,]-{—l - ® ((Li?k)sél + (1 - (LZU%)S) 50) :
k=1

Pour ¢ € {0,1}%, observons qu'un sommet v € U, de génération j + 1
appartient au sous-arbre & - 77 si et seulement si son pere 7(v) appartient a
ce sous-arbre et si §, = X0 = 1. Il en résulte que

jg+j+1

ZJO,JH Z Z fkai;Ok

weg- Téo k=1

(w)=j

Cette observation et le fait que M7 est une mesure produit permettent de
calculer, pour tout nombre complexe z de module inférieur a 1,

/{0 g, N (d6) = / 11 ( / f_[ (zXffk) Mi°wj+1<d§W>) M2, (d€)

’1} J0

w657 =it k=1
(w)=j
Mjo+i+1
L IT T (= ) Mty
(w>:j

Grace a la proposition et I'indépendance des vecteurs donnant les rap-
ports de contraction, I'espérance conditionnelle sous la mesure de probabilité

I1,,, conditionnellement a la tribu ./\/150 ® Qio, du membre de droite s’écrit
Mjo+i+1 —
; ; J J
[T 1| 11 (1= (y (1= 25 ))] M, (dg)
= wee- 7' k=1
(w)=3
.z
= XM = [ 0 A 0)
0,1} Jo

On conclut en prenant I'espérance sous la probabilité II;; puis en faisant
appel a I’hypothese de récurrence. //
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Le lemme m permet de majorer les probabilités e, ;, définies par (6.50). Dans ce but,
pour tout réel s € |0, 00| et tout entier naturel jy, introduisons

0 o' (1
an=3 aes()
=0 (b;,jo—i-j(l) 1:[0¢,S,jo+z'(1)

avec la convention que G5 ;, = oo si un des facteurs du dénominateur s’annule. C’est
notamment le cas si jo < ] En effet, d'une part, ¢’ ]Oﬂ(l) est, pour tout ¢ € N, égal au

réel o j,1; donné par . D’autre part, le réel as ;1 est nul d’apres 1}
Comme j est fini, la onction p est correctement définie au travers de 1’assertion ((6.31)).

On dispose alors du résultat suivant.

Lemme 6.11
Supposons j < co. Pour tout réel s € ]0, oo[ vérifiant p(s) > 0 et tout entier jo € N,

1

<1-

JO —_
Ss,j0

// On peut supposer jo > j, puisque s do est infini dans le cas contraire, ce

qui rend le résultat trivial. Soit x € C(73). Le nombre moyen de sommets
restant dans y apres percolation s’écrit

/{0 e # (& mH N x) MP(dE) = Z/O 1 pcen0y M2 (dE).

vex 1} 7

Prenons v € x C 7z. Le sommet v appartient a & - g’ si et seulement si
§vy..0; = 1, pour tout entier j € {1,...,(v)}, de sorte que

(v) (v)

[ T CICO R A | EITRRST VTR ) (L2
{0,130 {0,

1}]0. j=1

car M7° est une mesure produit. Le nombre moyen de sommets restant dans
X apres percolation s’obtient par conséquent en sommant le membre de
droite lorsque v décrit y. Ce nombre moyen est en outre minoré par

1 : M (d¢ z/ 1 M0 (d¢).
/{o,1}“jo {#(ErPmo>1} (d€) (0.1}% (€220 , 0} ()

En effet, le nombre moyen de sommets restant apres percolation est su-
périeur a la probabilité qu’il reste au moins un sommet. De surcroit, si le
processus & - Zg”, ne tend pas vers 0 a l'infini, 'arbre & - Téo comporte au
moins un chemin infini, en vertu du lemme de Konig. Ce chemin appartient
en particulier a 8Tg , donc il passe par un sommet v de y. Le sommet v ap-
partient simultanément a y et a £ - 75’. Ainsi, il y a au moins un sommet qui
reste dans x apres percolation. Fmalement, en passant a la borne inférieure
sur x € C(72), il vient

(v)

j s
mf ZH L) /{o 1}%0 e zg o #(d8).

X€C( Tg vex j=1
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En particulier, si 'infimum est nul, I'intégrale précédente est nulle aussi.
D’apres la définition (6.50]) de la probabilité e, j,, cela se traduit par

€sgo < 11; (/ ]l{gz +0}Mgo(d§) = 0)
{0.13"%

= 1T, (/ ]l{g o}Mgo(df) > 1)
{0, 1} o

<TIj, [/ L g _}0}M§0(d§)} :
{0, 1} o

La derniere majoration provient de I'inégalité de Markov. Cependant, le
processus &- 2 Q, admet une limite nulle a I'infini si et seulement si &- Zg) ,=0
pour un certain entier j; et, dans ce cas, il est nul a partir du rang j;. D’apres
le lemme le membre de droite est donc la limite croissante de

Hjo |:/ ]l{g ZJO - go (df):| = ng,jo ©...0 ¢s,jo+j1—1<0)
{0, 1} o

quand j; tend vers 'infini. Pour tout entier naturel j, le théoreme 1 de [I]
prouve que le membre de droite est majoré par
-1

1
. N ﬁz ”,jo+j(1)

J11

1;[0 ¢;,]0+Z( ) =0 qb;jo—i-j( )H (bs]o—&-z( )

Rappelons que ¢ ; (1) = ajo4: pour tout entier naturel i. De ce fait,
comme p(s) est strictement positif, le terme apparaissant dans I'inverse tend
vers s j, quand j; tend vers 'infini. Le résultat s’ensuit. //

Le lemme permet d’étudier la limite presque sture &, ,, o, du processus &, , o défini
par (6.51) pour tout sommet u € Uy de génération supérieure a j. Il conduit en effet au
résultat suivant.

Lemme 6.12
Supposons j < oo. Pour tout réel s € ]0, oo[ vérifiant p(s) > 0 et tout sommet u € Uy

de génération supérieure a j,

M — p.s. Wonoo >0 = &0 =0.

// Fixons un entier j > (u). D’apres le lemme |6.11} on a

1\ e T
st ,J 11— - < exXp | — )
7 Ss.j Ss.j

Commengons par majorer ¢, ;. En vertu de (6.22), on a ¢/ ;(1) = as; > 0
pour tout entier 7 > j. On observe alors aisément que

T S = S
5, +
i = (110 | > : <(I[¢.0 ) >+
=l W= ¢l (1) TT 4,4(1) =1 F=i I e,
1:1 ’Lzl
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Grace au lemme et le fait que p(s) est strictement positif, pour tout réel
€ > 0 assez petit et tout entier j assez grand, on a

(e}

o —p(s))(5+1

k 1 — eg—rls) °
k=i [ ass  *=i
i=j

De plus, en choisissant € = p(s)/2 et en utilisant (6.38) pour exprimer Z, ;
en fonction de Wy, ;, on parvient a

j—1

/
H Qpl,z(l) (ep(s)/2 _ 1)60(5)j/2
u)—1 ' (1
H (Zs/S’Z(l) ’L:<u> 572( )
=J

%

_Zuj o Wou,

Ssg ¢

pour tout entier j assez grand. Comme 0 < ¢ ;(1) < ¢} ;(1) pour tout entier

i > (u), il en découle que N
_Zui o= Wowd o2 _ pyeetaif2,
Ss,j - 1

(w)—
1 ¢,

Des lors, sur I'événement {Wj , oo > 0}, le membre de droite tend vers —oo
quand j tend vers l'infini, si bien que &, o, = 0. //

Nous sommes désormais en mesure de prouver la proposition [6.10} Ainsi, supposons
d, > 0, donc j < 0o, puis considérons un sommet u € U;, de génération supérieure a
j et un réel s € 10, d.[. Supposons que la dimension de Hausdorff de I’ensemble K, est
strictement inférieure & s. Alors sa mesure de Hausdorff s-dimensionnelle est nulle, de
meéme que 1'écoulement Fj,,, d’apres la proposition . Grace a , il en ressort que

P(dim K, < s) < P(Es, = 0) = M[€; 4, o).
On peut voir cette derniere espérance comme la somme de deux termes. Le premier est
M[]I{Wo,uyoo>0}]l{€s,u,oo>0}es,u,oo] < M(Wﬂ,u,oo >0 et es,u,oo > 0)

Cependant, en vertu du lemme cette derniere probabilité est nulle car p(s) > 0. Le
second terme est

M[]I{Wo’uﬂoc:[)}es,u,oo] S M(Wo,u,oo = 0)

En conséquence, l'espérance sous M de la variable €, . est majorée par la probabilité
que la limite Wy, o soit nulle. On en déduit que

P(dim K, < 5) < M(Wj 4,00 = 0).

Sachant que I’événement {dim K, < d,} se présente comme 'union croissante des événe-
ments {dim K, < s} sur s € |0, d,[, la premiere partie de la proposition s’ensuit.
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Dans le but d’établir la seconde partie de cette proposition, faisons appel a la propo-
sition . Selon cette derniere, le fait d’avoir Wy, o = 0 et dim K, > 0 est un événement
de probabilité nulle. Ainsi,

M(Wouoo =0) =P(Wpuoo =0 et dimK, <0) <P(dim K, <0).
La probabilité d’avoir dim K, < d, est donc inférieure a celle d’avoir dim K,, < 0. D’ou
P(dim K, <0) > P(0 < dim K, < d,) + P(dim K, < 0),

ce qui acheve la preuve de la proposition [6.10| en montrant que la dimension de K, ne
peut appartenir a l'intervalle 0, d.[ qu’avec une probabilité nulle.

V.2 Loi de la dimension de ©

Lorsque d, est strictement positif, la proposition|6.10|assure en particulier que la dimension
de Hausdorff de l'ensemble K, appartient a I’ensemble {—o00,0,d,} avec probabilité 1,
pour tout sommet u € Uy de génération plus grande que j. Comme l'indique le résultat
suivant, cela implique que I'ensemble © admet une dimension qui est presque siirement
dans I’ensemble {—00, 0, d, }. On peut méme donner la loi de la variable dim ©. Rappelons
que les suites (f;j);jen et (w;);jen sont définies par (6.20) et (6.39) respectivement et que,
pour tout entier naturel j, I’ensemble S; regroupe les sommets de I’arbre U, de génération
égale a 7 auxquels le processus X assigne I’état 1.

Théoreme 6.4
Supposons d, > 0. La dimension de Hausdorff de I’ensemble © donné par

appartient presque strement a {—o00, 0, d, }. En outre, la loi de dim © est donnée par

P(dim© = —o0) = lim | M[f;#%] et  P(dim® <0) = lim | M [w;#5] .
JToo

JjToo

// Soit s € ]0,d.[. D’apres (6.35]), avec probabilité 1, si la dimension de ©
est inférieure a s, tous les compacts K, pour u € Uy de génération supé-
rieure a j, sont de dimension inférieure a s. Dans ce cas, on a 'alternative
suivante : soit K, est de dimension 0 ou —oo pour tout sommet wu, soit il
existe un sommet u pour lequel 0 < dim K, < s. Un tel sommet vérifie
0 < dim K, < d,, ce qui n’est possible qu’avec une probabilité nulle, en
vertu de la proposition [6.10} Finalement,

P(dim© <s) <P(Vuecly (u)>j = dimK, <0).

Passons a la limite croissante quand s tend en croissant vers d,. En reprenant

lassertion (|6.35)), il vient
P(dim© < d,) < P(dim© < 0).

Ainsi, dim © prend presque strement ses valeurs dans {—o0, 0, d,}.
Intéressons-nous a la loi de la variable dim ©. Sachant que dim © = —o0

si et seulement si © = (), il suffit de se reporter a la proposition pour

obtenir I'expression attendue de la probabilité d’avoir dim ©® = —oo. Portons
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P(Vu €Uy

maintenant notre attention sur la probabilité de I'événement {dim © < 0}.

D’apres et (6.10]), on a

{dme <0} = ({Vuely (u)<j = dimK,<0}.

Jj=0

Fixons j € N et u € Uy avec (u) < j. Le compact K, se décompose en

K,= ] K.

VETY

(v)=j
En effet, si x appartient a K, il s’écrit z = x, avec ¢ € O7,. Notons v le mot
Ci-..¢j. Ce dernier appartient a I’arbre 7, et a pour longueur j. En outre,
¢ € 07y, ce qui implique que x = x, appartient a K,. Réciproquement, si v
désigne un sommet de 7, dont la génération est j, ’ensemble 07, est inclus
dans d7,, d’ou I'inclusion K, C K,. On en déduit que

{dme <0} = (N{Vuely (u)=j = dimK,<0}.

J=0

Ainsi, la probabilité que la dimension de © soit égale a 0 ou —oo est

P(dim@SO):liTmlIP’(Vueuo (uy=j = dimK, <D0).
7Too

Soient j un entier supérieur a j et u un sommet de génération j de ’arbre

Uy. D’apres les propositions [6.9] et [6.10] on a

P(dim K, < 0) < M(Wo00 = 0) < P(Wouee = 0 et dim K, < 0),

ce qui implique I'égalité du membre de gauche et du membre de droite. Il en
résulte que la probabilité d’avoir simultanément dim K,, < 0 et Wy, 00 > 0
est nulle. Cela conduit a I'inégalité

(uy=j = dimK,<0)<MVuelly W=j = Woue=0).

L’inégalité réciproque provient du fait qu’on ne peut avoir simultanément
Wouee = 0 et dim K,, > 0 qu’avec une probabilité nulle, en vertu de la
proposition Finalement, on peut encore écrire

P(dim® < 0) =lim | M(Vu €Uy (u)=j = Wiy =0).
700

Considérons a nouveau un entier j > j et un sommet u € Uy de génération
j. 51 Xo = 0, le processus Z,, est nul, tout comme la limite Wy , . A
l'inverse, si M(X, = 1) > 0, la loi sous M, conditionnellement a I’événement
{X, = 1}, de Wh oo est égale a la loi sous M ; de W%,oo en vertu de la
proposition [6.4 Cette méme proposition conduit alors a

M (VU c Z/{o <U> :] — WO,u,oo =0 | Mj) - wj#sj
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On conclut en prenant ’espérance sous la mesure M et en faisant tendre
I’entier j vers l'infini. //

Le théoreme [6.4] que nous venons de prouver donne la loi de la variable dim ©. Il relie
en particulier la probabilité que la dimension de © soit égale a 0 ou —oo et la limite de
la suite de terme général M[w;#%i], pour j € N. Rappelons que le lemme , établi dans
la section [[V], apporte quelques précisions sur cette derniere limite. Cela débouche sur le
résultat suivant.

Corollaire 6.2
Supposons la condition (6.24]) satisfaite et d, > 0.

(i). On a P(dim®© =d,) = 1si

—~( _ 1
Z <—n]~ log ¢ (1 — = )) = 0.
Tj+1

Jj=0

(ii). On a P(dim © = d,) > 0 si aucune des conditions (a)-(d) figurant dans 1’énoncé
du théoreme [6.3 n’est vérifiée.

/ Prouvons (i). Comme d, > 0, on a p(0) > 0 et le lemme [6.8) montre que
Mw;#5i] tend vers 0 quand j tend vers linfini. D’apres le théoréme ,
I’ensemble © est presque stirement de dimension d,.

Démontrons (ii). La preuve de la deuxiéme partie du théoreme in-
dique que si aucune des conditions (a)-(d) n’est vérifiée, M[w;#%] ne peut
tendre vers 1 quand j tend vers l'infini. Le résultat découle finalement du

théoreme . //

VI Preuves des résultats de la section [I1

VI.1 Preuve de la proposition 6.1
Soit u € Uy. Montrons que I'ensemble K, défini par (6.10]) s’écrit encore

e.9]
K= () U %
=) 157

Soit x un point appartenant, pour tout entier j > (u), & un certain compact J,; avec
v/ € 7, et (v7) = 5. Comme il n’y a qu'un nombre fini de sommets d’échelle donnée dans
Tu, un argument classique d’extraction diagonale montre qu’il existe un chemin infini
¢ € 07, tel que, pour tout entier naturel ¢ > (u), il existe une infinité d’entiers naturels
j > vérifiant (1 ...¢ = v{ .. vf Ainsi, z € J,i C J¢.¢,- On en déduit que x = z¢ € K,,.
Réciproquement, tout point de K, appartient clairement pour tout entier j > (u) & un
compact J,; avec v/ € 7, et (v7) = j.

Par ailleurs, ’ensemble K, est compact car il s’écrit comme une intersection dénom-
brable de compacts.
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V1.2 Preuve de la proposition

Fixons un sommet u € Uy et un réel s € ]0, 0o[. Soient € un réel strictement positif et j

un entier assez grand pour avoir |Jg|3] < g, ol 3 est le majorant intervenant dans ‘)
Considérons une coupe x € C;(7,). D’apres (6.4]), on a

Jv V4 —J
]J|—|Jg]H|j] L |<\ng<g
V1...V5—1

pour tout sommet v € x. Soit z un point de K,. La définition du compact K,
assure qu’il existe un chemin infini ¢ € d7, pour lequel x = x,. Comme X est une coupe
de 7,, il existe un sommet v € x vérifiant ¢;...(yy = v. On a donc z € J,. Il en résulte
que la famille (J,),e, constitue un e-recouvrement du compact K,. Par conséquent, grace

a (6.13]), on peut écrire

(v)

IED PSS Loy

vVEX vEx \i=(u)+1

En passant a 'infimum sur y parcourant C;(7,) et a la limite quand j tend vers l'infini
dans le membre de droite puis en faisant tendre € vers 0 dans le membre de gauche, on
obtient finalement H*(K,) < |Ju|*Es...

Re(nproquement ﬁxons un entier j > (u) et un réel ¢ € 0, |J5|#], o1 3 est le minorant
apparaissant dans , puis de&gnons par (Up,)pen un e- recouvrement du compact K.
Pour tout p € N, posons en outre U = U, si |U,| > 0. Sinon, notons U un ensemble
quelconque de diametre /27 qui contient U,. Ainsi, (U )pen est un e-recouvrement de K,
formé d’ensembles de diametre non nul. Fixons un entier naturel p et considérons

Vp:{veﬁf

o] < 105 < 1z}

Soit x € K, N (7p. Il existe un chemin infini ¢ € J7, tel que x = x,. D’apres , on
al < |l7p| < |Jg)B™ < || et le diametre | Jg,. | décroit strictement et tend vers 0
quand ¢ tend vers Uinfini, si bien qu’il existe un entier ¢ supérieur (u) et a 1 vérifiant
\Jercl <10, < |Jeyci |- Lensemble U, N Jg, ¢, est non vide car il contient le point z.
Ainsi, (;...¢G € V). Il en ressort que

K,nU, c |J /.

veV)

Notons 2o un point de U, et s un réel strictement positif tel que |20 < &||z|| pour
tout point z € RY, olt || - || et || - || désignent respectivement la norme choisie sur R? et
la norme supremum. On prouve aisément que les compacts J, indexés par les sommets v
appartenant a Vj, sont tous inclus dans la boule fermée B de centre z et de rayon 2x|U,|
au sens de la norme supremum. Ces compacts étant d’intérieurs disjoints, il vient

(45)0,| = £Y(B) = Y L4t J,) > &> |1, |"

veV)p veVp
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ou k' est un réel strictement positif qui ne dépend que de la famille de compacts (J,)veus
et dont I'existence est garantie par (6.5)). Par ailleurs, pour chaque sommet v appartenant
a Vp, on a |Jy| > BlJrw| > B|Up|. 1 s’ensuit que

#V, avec C=—=. (6.53)

1
< —
- C (4rk)?
Notons x’ I'union sur p € N des ensembles Vj,. Privons x’ des sommets v tels qu’il
existe i € {(u),...,(v) — 1} vérifiant v;...v; € X’ ou tels que (i ...(wy # v pour tout
chemin ¢ € 0r,, puis appelons x le sous-ensemble de x’ ainsi obtenu. Prouvons que y
appartient a C;(7,). Par construction de y, on a d’abord

X C Ty
Yo ey 3¢ € drn, G...Cuy=v . (6.54)
Yoex Vie{(u),...,(v)—1} v...v;¢x

De plus, pour tout sommet v de x, on a |J,| < |Jg] gj . Ainsi, grace a 1} on peut écrire

(v)
(v) | J'Ul---'Ui |
é = H ‘]Ul---Ui—1|

<p
pirll -

de sorte que la génération du sommet v est supérieure a j. Prenons maintenant un chemin
¢ € Ot,. D’apres , le point z, appartient au compact K,. Il appartient donc a un
certain ensemble ﬁp avec p € N. Cependant, il existe un entier i supérieur a (u) et a 1
vérifiant [J, ¢,| < U, < |Jer..c. |- On observe alors que (i ... ¢ € x'. Notons @' le plus
petit entier pour lequel cette propriété est vraie et posons v = (3 ... (y. Alors v appartient
a x. Par conséquent,

V(edr, Jvey G- Cuy = 0.

Il reste a établir que I'ensemble x est fini. Supposons le contraire. Comme chaque sommet
de 7, n’a qu’un nombre fini de fils, il existe une suite (v");ey de sommets de x vérifiant
(v") > (u) + i quel que soit ¢ € N. Un argument classique d’extraction diagonale prouve
alors l'existence d’un chemin infini ¢ € 97, tel que, pour tout entier naturel ¢ > (u),
il existe une infinité d’entiers naturels i vérifiant ¢;...¢, = v} ...v.. D’aprés 'assertion
précédente, il existe w € x tel que ¢ ... (uy = w. Pour un tel entier ¢ > (w) — (u), on a
donc simultanément v’ € x et vj...v{,, = w € X, ainsi que (w) < (v') — 1, ce qui offre
une contradiction. Il s’ensuit que I'ensemble x est fini et qu'il appartient bien a C;(7,).
Ecrivons enfin, a I'aide de 'assertions , que

(v

) P % o s o
SE0 9] 8 (T 5 o) SIFEETD SIZEEFA CESES o }
+1 p=0 p=0

vex \i=(u) p=0 veV)

En minorant le membre de gauche par son infimum sur y parcourant C;(7,) et en passant
a l'infimum sur (U),)yen parcourant ’ensemble des e-recouvrements du compact K, puis
en faisant tendre e vers 0 et enfin j vers 'infini, on obtient C’|Ju|8£7757u < H¥(K,).

Enfin, comme C;(7,) C C(7,) pour tout entier j > (u), on a E,, < E,.., ce qui achéve
la preuve de la proposition [6.2]
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VI.3 Preuve du corollaire [6.1]

Soit x une partie finie de I’ensemble ulf;,, telle que vy ...v; € x pour tout v € x et tout
i € {(u),...,(v)—1}. Notons jy la génération maximale des sommets constituant y. Alors
X appartient a C(7,) si et seulement si :

— x est inclus dans 7, ;

— pour tout v € Y, le processus Z, ne s’éteint pas;

— pour tout sommet w de uldy,,y de génération j, qui ne descend pas d'un sommet v

de x et qui appartient a 7,, le processus Z,, s’éteint.

Ainsi, I'appartenance de x a C(7,) est un évenement de la tribu M. En conséquence, E ,,
et Ew sont des variables aléatoires mesurables par rapport a la tribu F, puisque pour
tout réel a, d’une part, 'ensemble {E;, > a} est égal a

(v

> S
O {xgcE)uad | 1] Lo | =a

X veEx \i=(u)

ou l'intersection est prise sur x appartenant a I’ensemble dénombrable des parties finies
de uldyyy telles que vy ... v; € x pour tout v € x et tout i € {(u),...,{(v) — 1} et, d’autre

part, I'ensemble {E,, > a} s'identific &

oo
k=1j

ou l'intersection est prise sur x appartenant a I’ensemble dénombrable des parties finies
de uld,y formées d’éléments v de génération supérieure a j vérifiant v, ... v; ¢ x pour tout
i€ {{u),...,(v) —1}.

D’apres la proposition , pour tout réel positif a, 'ensemble {dim K, < a} est égal
a l'intersection des ensembles {EWIH /e = 0} sur & € N*, qui appartiennent tous a la
tribu F. Il en résulte que {dim K, < a} est un événement de la tribu F. Cela reste vrai
pour l'ensemble {dim K,, = —oo} car ce dernier est égal a I’événement de la tribu F
correspondant au fait que le processus Z, admette une limite nulle a I'infini. Il s’ensuit
que dim K, est une variable aléatoire mesurable par rapport a la tribu F.

En vertu de (6.9)), on peut écrire 'ensemble © comme 'union sur u € Uy des ensembles
K,. Ainsi, la dimension de Hausdorff de © est égale au supremum des dimensions de
Hausdorff des ensembles K, pour u parcourant Uy. Ainsi, dim © est une variable aléatoire
mesurable par rapport a la tribu F.

S

N{xgcErod ST Lo | 2a—1

(u) X vex \i=(u)+1

3

V1.4 Preuve de la proposition [6.3

D’apres le théoreme de Carathéodory, pour construire la mesure M, j,, il suffit de la
définir sur une algeébre engendrant M7, puis de montrer qu’elle forme une application
o-additive sur cette algébre et attribue la masse 1 & 'ensemble M7° tout entier, cf. [138,
p. 93] ou [148, p. 198]. L’algebre que nous utilisons a cet effet est constituée des cylindres
de M7 qui sont définis comme suit. Notons V;, Pensemble des parties finies et non vides
V de U, qui vérifient 7(V*) C V et 71 (m(V*)) = V*. Observons que dans ce cas,

Vuen(V*) VYke{l,....,njo1w+1} uk € V.
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Un sous-ensemble I' de M7 est un cylindre s’il peut s’écrire I' = F x {0,1}0\V ou V
appartient a V;, et F' est un sous-ensemble de {0,1}".

Lemme 6.13
| Les cylindres de M7 forment une algebre qui engendre la tribu M7,

// La preuve, rédigée dans un soucis d’exhaustivité, est élémentaire. Com-
mengons par montrer que les cylindres forment une algebre. 11 s’agit de
vérifier que M0 est un cylindre, que le complémentaire d’un cylindre est un
cylindre et que I'union de deux cylindres est un cylindre. Le premier point est
trivial puisque M7 peut se présenter sous la forme {0, 1}{?} x {0, 1}%50\2}
et {@} € Vj,. Pour mettre en évidence le deuxieme point, prenons un cy-
lindre I' = F x {0,1}%0\V avec V € V;, et FF C {0,1}V. Par passage au
complémentaire, on a

MP\T = ({0, 1}V\F) x {0, 1}*0 ",

ce qui garantit que M7 \T" est aussi un cylindre. Afin de prouver le troisi¢tme
point, prenons deux cylindres I'y = F} x {0, 1} \V1 et Ty = Fy x {0, 1}%0\V2
ot V; et V, appartiennent a V;, et F) et Fy sont des parties de {0,1}"* et
{0, 1}"2 respectivement. Posons V' = V; U V. L'union de I'; et T’y est alors
un cylindre car V € V;; et

Iy UTy = ((F x {0, 1}V\") U (Fy x {0,1}\"2)) x {0, 1}*0\V.

On déduit de ce qui précede que les cylindres de M7 forment une algebre.

Pour montrer que cette algebre engendre la tribu M, remarquons
d’abord que pour tous u € U, et A C {0,1}, I'événement {X7 € A}
est un cylindre puisque W U {u} € V), et

{X90 € A} = {0, 1} x Al x {0, 1} \WUluh)

ou W désigne I’ensemble constitué du mot vide @ et des mots s’écrivant
uy ... ujk, pour j € {0,...,(u) — 1} et k € {1,...,njy+j4+1}, hormis le mot
u. Comme de tels événements engendrent la tribu M7, on en déduit que
cette derniere tribu est incluse dans la tribu engendrée par les cylindres.
Réciproquement, la tribu M0 contient clairement chaque cylindre et donc
la tribu qu’ils engendrent. //

Pour tout cylindre I' = F x {0, 1}*0\V avec V € V}, et F C {0,1}", posons

MterO(F) - Z ]l{tra}(WZ) H un,j0+<U>({(wuk)kE{l,---,njO+(u)+1}})' (655)

weF uen(V*)

Lemme 6.14
La valeur de M, j,(I') donnée par (6.55) ne dépend pas du choix de I’ensemble
V €V, et de la partie F' C {0,1}" intervenant dans I'écriture I' = F x {0, 1}4i0\V.

// Soit F’ x {0, 1}¥#0\V" avec V' € V;, et F C {0,1}"", une autre écriture
du cylindre I'. Posons W = VUV’ ainsi que Vo =V et V, = 7 1(V,_1)NW
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pour tout p € N*. Onaalors V =V, & ... & Vp = W pour un certain entier
naturel P. De plus, pour tout p € {0,..., P}, on a I' = F, x {0, 1}"0\">,
avec V, € V;, et F, = F x {0,1}"»\V. De plus, pour p € {1,..., P},

Z]l{tg} Wo) H Viousjo+(u) ({ (Wak ) ke (1, n; 4+ 0y 11 )

weFy uer(Vy)
= > L) ] et @urdkeqt g, it })-
weFp_1 uem(Vy_ )

Il en résulte que la valeur de M, ;,(I') donnée par (6.55)) est la méme selon
quon écrive I' = F x {0,1}%0\V ou I' = (F x {0,1}"\V) x {0, 1}*0\W". On
montre de la méme maniere que cette valeur est inchangée selon qu’on écrive

= F x {0,1}%0\V" ou T = (F' x {0,1}"\V") x {0,1}%0\W_ Le résultat
s’ensuit. //

L’ensemble M7 étant le cylindre {0,1}? x {0, 1}*0\{?} on observe aisément & partir de
identité (6.55) que My, ;, (M%) = 1. Pour appliquer le théoreme de Carathéodory, il
reste a établir le lemme suivant.

Lemme 6.15
| L’application M, j, est o-additive sur les cylindres.

// Considérons un cylindre I' qui s’écrit comme 'union d’une suite (I',)pen
de cylindres disjoints. Remarquons que chaque cylindre I', est un ouvert de
M7 et que le cylindre I" est un fermé de M0, qui est compact en vertu du
théoreme de Tychonoff. Ainsi, les cylindres I', sont vides sauf un nombre
fini d’entre eux. Il existe donc une partie V' € V;; telle que tout cylindre
', non vide s'écrive F,, x {0,1}%0\V avec F, C {0,1}". On a de surcroit
I'=F x {0,1}%0\V ol F est I'union disjointe des F},. Par conséquent,

M, jo (I) = Z 1{tz}(w® H Ve, jo+(u wuk>k€{1,.-~7n]~0+(u>+1}})

weF uem(V*)
= Z Z ]]-{tg} UJQ H un,j0+<u>({(wuk)RE{l,...,nj0+<u>+1}})
5;}@ wekF) uem(V*)
P

= Z Mt@Jo (Fp) = ZMt@,jo (Fp)
p=0

peN
Tp#0

ce qui prouve la o-additivité de M, j,. //

On peut donc appliquer le théoreme de Carathéodory pour étendre M, ;, en une mesure
de probabilité sur (M7 M0).

Vérifions maintenant que cette mesure convient. On a tout d’abord My, j,-presque
stirement X2 = ¢4, puisque cet événement est le cylindre {t5}{?} x {0, 110 M2}, Fixons
ensuite u € Uj, et y, € {0,1} pour chaque k € {1,...,nj,1@w+1}. Il s’agit de prouver que,
pour tout événement A € G, on a

/]1{Vke{1,...,njo+(u>+l} Xi%:yk}]lAthg,jo :/Vxﬁ07j0+<u>({(yk>ke{l Mo+ (u +1}})]1Athg,yo
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I1 suffit de prouver cette identité lorsque A appartient a un w-systeme engendrant la tribu
GJo | cf. [138, p. 93]. En reprenant la preuve du lemme , on observe qu’on obtient un
tel m-systéme en considérant la collection des cylindres F' x {0,1}0\V ot F est un sous-
ensemble de {0,1}" et V est une partie de '’ qui ne contient aucun sommet du sous-arbre
uld’ issu de u dans U;,. Supposons donc que A s’écrit sous cette forme. Notons j; le

Jo+(u
plus grand entier naturel vérifiant u, ...wu; €V, puis

V/:VU{ulu]k, je {jl,,<u>—1}, ke {177nJ0+J+1}}

et F' = F x{0,1}V'\V. On a alors A = F' x {0,1}%0\V" et V' € V;,. De plus, I'événement
apparaissant dans le membre de gauche de I'identité a établir s’écrit

Mg+ (u)+1

An{Vk e {1,... ,njosp1} X0 =y} = F' x ( 11 {yk}{“k}> x {0, 1} \V"
k=1

avec V" = V' Ur '({u}) € V;,. Cest donc un cylindre, si bien que sa probabilité sous
M, j, est, en vertu de ((6.55)),

Z:ﬂ'{tﬂ}(WQ)un7j0+<u>({(wuk>ke{1,...7nj0+<u>+1}}) H un,jo-i-(v)({(ka)kE{l,-.-,nJ‘0+<v>+1}})-

weF! ver(V'*)
En outre, A s’écrit comme l'union disjointe des cylindres ([T, {ws}) x {0, 1}450\V”

lorsque w décrit F”, de sorte que le membre de droite de 'identité a établir s’écrit encore,
par linéarité,

Z / ( XiO’]0+ (yk)ke{l,...,nj0+<u>+1}}) H ]]'{W'u}(nv)> Mtr&jo(dn)

wEF'! vev?!
= Z Vnu7j0+<u>({<yk)ke{17---7njo+(u>+l}}> Mtg,jo <<H {Wv}{v}> X {07 1}Uj0\v,>
weF’ veV!
- Z V??u7j0+<U)({(yk)kG{lw--,njoJr(qu}}) ]l{t:a}<W@) H va7j0+<v)({(ka)ke{ly---vnjo+<v)+1}}>‘
weF'! ver(V'*)

La derniere égalité provient de . L’identité recherchée est donc établie pour tout
événement A appartenant & un 7-systéme engendrant la tribu G/. Il s’ensuit que la
mesure My, ;, vérifie les propriétés énoncées dans la proposition .

Pour finir, établissons 1'unicité de la mesure M, ;,. Notons M’ une mesure de proba-
bilité vérifiant les propriétés énoncées dans la proposition . Pour montrer que M, j, et
M’ coincident sur la tribu M7 il suffit de montrer qu’elles coincident sur un m-systéme
engendrant cette tribu. D’apres le lemme [6.13] on peut prendre & cet effet la collection
des cylindres de M7. Considérons un tel cylindre I' = F x {0, 1}%0\V avec V € V), et
F c {0,1}V. Notons (uP)peqa,...py une énumération croissante au sens de la génération de
I'ensemble 7(V*). Fixons w € F' et, pour tout u de 7(V*), posons

Co={Vk € {1, .. N1} X =wu}.

En outre, considérons les événements Dy = {Xé’ =wglet D, =DyNCpuN...NCuw
pour tout p € {1,...,P}. On remarque que I'’événement Dp correspond au fait que
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XJo = w, pour tout sommet u de V. Fixons p € {1,..., P}. Observons que I"événement
D, appartient a la tribu GJ5, de sorte que

M'(Dy|G3) = M'(Dp-1 N Cun|Gi) = 1p, ,M'(Cur|Gl2)

uP

= 1p,_ s Vew jo+ (wr) ({(wu?k>k€{1:--w”j0+(up)+1}})'

Un récurrence élémentaire conduit alors a

M (DP H un7j0+ (Wuk)ke{l,...,nj0+<u>+1}})'

uen(V*)

Cependant, la probabilité sous M’ de I’événement Dy est 1y, (wg), si bien que

W4 ((H{Wu}{u}> X {0, 1}Ujo\V> = ]l{tg}(wZ) H un,jo—i-(u)({(wuk)ke{l,...,njo+<u>+1}})'

ueV uem(V*)

Sachant que le cylindre I' est I'union disjointe sur w appartenant a F' des événements
dont on vient de calculer la probabilité sous M'. On en déduit que M/'(I") = M, ; (')
d’apres (6.55)). La proposition est finalement prouvée.

V1.5 Preuve de la proposition

Comme M7 est métrisable et compact et comme M7 est sa tribu borélienne, on peut
considérer une version réguliere (M, j,|M7’) de la probabilité conditionnelle M, j, sa-

chant M?O, cf. [138, p. 218]. L’application

L - (Mjo’Mjo) N ® (Mjo-ﬁ-j’Mjo-ﬁ-j)

uEl/IJO

(u)=j
qui & w associe la famille des w,e pour u € U, vérifiant (u) = j est mesurable. En effet, la
tribu de I'ensemble d’arrivée est engendrée par les ensembles qui se présentent comme le
produit de copies de M7 et d'un cylindre I',, de M7 pour un certain sommet u € Uj,
tel que (u) = j. Ce cylindre s’écrit I, = F x {0, 1}¥0+\V avec V € V1, et F C {0,1}V.
Considérons N
F={&e{0,1}"Y | (Duo)vev € F}.

L’image réciproque du produit de I', et des copies de Mo gécrit alors sous la forme
{0, 1}V x F x {0, 1}450\V'9Y) ayec V' UuV € V;,, ot V' désigne le sous-ensemble U,
constitué du mot vide @ et des mots de la forme w; ... u;k, avec j € {0,...,(u) — 1}
et k € {1,...,njy+j4+1}, hormis le mot u. Cette image réciproque étant un cylindre de
M7 elle appartient & la tribu M. L’application L étant mesurable, on peut licitement
considérer la mesure aléatoire L, image de (M, ;, |./\/li°) par L. Il s’agit de la loi jointe sous

(M, ,j0|./\/l§°) de la famille des processus X9 pour u € U}, vérifiant (u) = j. Introduisons
en outre la mesure aléatoire
® MX]O Joti®

uEI/I
(u)= ]

Il s’agit de montrer que les mesures L et " coincident M, ; -presque sirement sur la tribu
du produit des copies de (M%7 AM70+7) indexé par les sommets u € U;, vérifiant (u) = j.
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Cette derniere est engendrée par le w-systeme constitué des produits de cylindres I', de
M%7 indexés par les sommets u € U;, tels que (u) = j. Cependant, comme U, ; est
dénombrable, I'ensemble V; ;; I'est aussi, de sorte que ce m-systeme comporte un nombre
dénombrable d’éléments. Ainsi, il suffit de montrer qu’étant donnée une famille I',, de
cylindres de M%7 indexée par les sommets u € U, vérifiant (u) = j, on a

M, j, — ps. L HF =L'| J] Tu

uGM uGM
(u)= (u)= J

Cela revient a prouver que M, j-presque sturement,

Mtz,jo (Vu € ujo <u> = .7 i Xi% € F MJO H M X3 ,]0-&-] )
uGZ/{
<u>=J

c’est-a-dire que, pour tout événement A de la tribu M?O,

/ I tr.ene) | 14600 M ) = ST M0 | La(0) s ()

uel/{jo

(u)= J (u)=j

(6.56)

Désignons par W l'ensemble des sommets de U, de génération inférieure a j. Un
événement A de la tribu /\/lgo s’écrit sous la forme A = G x {0, 1}%50\W  avec G C {0, 1}".
De plus, sachant que les ensembles I, sont des cylindres de M7+ ils s’écrivent sous la
forme I',, = F, x {0,1}%i0+\V avec V € V1, et F, C {0,1}V. Notons I, 'ensemble des
w € M7 tels que w,e appartienne a I',, ainsi que ﬁu 'ensemble des 77 € {0, 1}V tels que
(Muv)vev appartienne a F,. Observons que I'ensemble fu est un cylindre de M7 puisqu’il
peut s’écrire sous la forme {0, 1}V x F, x {0, 1}#io\Vi9V) avec VI UuV € Vj,, oit V!
désigne le sous-ensemble de U;, formé du mot vide @ et des mots de la forme u; ... u;k,
avec j € {0,...,(u) —1} et k € {1,...,nj,1j41}, hormis le mot u.

Le membre de gauche de est égal &

M, | AN () T

uGMJO

(uy=j

D’apres le lemme , I'ensemble dont on calcule ici la probabilité sous M, ;, est un
cylindre en tant qu’intersection finie de cylindres. En outre, un élément w € M7 appartient
a cet ensemble si et seulement si on dispose d’'un élément 1 de G coincidant avec w sur
W et, pour tout sommet u € U;, tel que (u) = j, d’'un élément n* de F, coincidant avec
w sur V. Dans ce cas, pour un tel u, on a 7, = 7. D’apres la forme que prend la
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mesure M, j, sur les cylindres, le membre de gauche de ([6.56|) s’écrit

Z Z H Loy () | Tieoy (n2) H Vi o+ (o) (L (Mok ) ke 1, ns oy 41} )

neG vuiueF, \ “ i ver (W)
u)=j

< TT (| II #wedoro Q@ ke my i )

u€lj,  \ vem(uV*)
(u)=j

= Lymo) | 1] redor oy o) ke ity a3 )

neG vem(W*)

< TT 1 DS 1aa@ T vasdoro SO ket iy}

u€lj, ﬁ“eﬁu ver(uV*)
(u)=j

Cependant, chaque facteur du produit indexé par u est égal a

Z ﬂ{nu 77@ H an Jot+i+(v (Uﬁk)ke{l ~~~~~ n]‘0+j+(v>+1}})7

T] cFy ’Ueﬂ' V*

c’est-a-dire a M, j,+,(I',), d’apres 'analogue de (6.55]) pour cette mesure de probabilité.
Il en ressort que le membre de gauche de (6.56)) est égal a

Z]l{tz}(nﬁ) H Vny ot () (L Mok Jeq, .., nj0+<v>+1}}) H My, jo+i (T

neG ver(W*) uelly,
<u>:J

Par ailleurs, étant donné que A s’écrit comme 'union disjointe sur n appartenant a G' des
cylindres (T, ey {me ) x {0, 1}40\W le membre de droite de (6.56) s’identifie a

Z / H Mwu ]0+] ]l{V'UEW Wv:"]v}<w) Mt@yj() (d(U)

neG ueu
(u)= J

= H Mnu Jo-i-] Mt@,jo ((H {Uv}{v}> X {07 1}MjO\W)

neG \ ucly, veW
(u)=

= H Mnu:jOJFj (FU) ]l{tﬂ} 77@ H y’?v Jo+ (v Uuk)ke{l ~~~~~ ”j0+(v)+1}})'

neG ”EMJO vemr (W)
(u)=

La derniere égalité s’obtient en faisant une nouvelle fois appel a (6.55). On en déduit
I’égalité 1} pour tout événement A de la tribu M?O. La proposition |6.4] s’ensuit.
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V1.6 Preuve de la proposition 6.5

Soient jo,7 € N et 2 € D. Observons qu'un sommet v de génération j + 1 de I'arbre U},
appartient a 75 si et seulement si son pere w(v) appartient a 757 et X, = 1. Ainsi,

Njo+ji+1
Jo _
Zhm= 2 2 Xun
’LUGTéO k=1
(w)=3

Cependant, I'appartenance d’'un sommet de génération j de l'arbre U;, a 'ensemble 7';;0
constitue un événement de la tribu M;O. La propriété conduit alors a

j . io+J Jjo+i 30

Z20. jo| _ XM x0T z20.

M, 4, [Z st | M| = M jo1j |2 0t = (@1 jots(2)) 779
weféo
(w)=j

On obtient la premiere partie de la proposition en prenant I'espérance sous M, j, condi-
tionnellement aux variables ZQO, AU Zgij et en observant que ces variables aléatoires sont
mesurables par rapport a la tribu M;O

La seconde partie de la proposition découle d’une récurrence élémentaire sur ’entier
naturel j et du fait que la variable ZQO vaut M j -presque strement 1.
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I Introduction

La théorie des ondelettes a tres tot été motivée par le traitement du signal, cf. [78],84], [110].
Elle a ensuite trouvé de nombreuses applications dans ce domaine dans des contextes tels
que l'estimation, la détection, la classification, la compression, le filtrage ou encore la
synthese, cf. e.g. [14, [40, 51, 69, 111, 144]. Les méthodes développées dans ces travaux
font subir une certaine transformation scalaire a chaque coefficient d’ondelette du signal
considéré, de sorte que les coefficients sont implicitement supposés indépendants entre
eux. Cependant, on observe sur les signaux naturels que les coefficients d’ondelette pré-
sentent certaines corrélations. En particulier, les grands coefficients d’ondelette tendent a
se propager a travers les échelles, cf. [120],[121]. En traitement d’image, ce phénomeéne peut
s’expliquer par le fait que les contours créent des singularités. On peut donc s’attendre
a ce que des méthodes prenant en compte les corrélations entre coefficients d’ondelette
fournissent de meilleurs résultats.

Afin de développer de telles méthodes, M. Crouse, R. Nowak et R. Baraniuk [42] ont
proposé un modele probabiliste simple permettant de capturer les corrélations entre les
coefficients d’ondelette d’un signal : le modele d’arbre de Markov caché. Décrivons-le ra-
pidement. On consideére une chaine de Markov & espace d’états {0, 1} indexée par I'arbre
binaire. Conditionnellement a cette chaine de Markov, les coefficients d’ondelette sont in-
dépendants et le coefficient d’ondelette indexé par un intervalle dyadique A donné est une
variable gaussienne centrée dont la variance est grande ou petite selon que I'état attribué
par la chaine de Markov au sommet de 1’arbre binaire correspondant a A est 1 ou 0 res-
pectivement. La chaine de Markov sous-jacente permet donc de modéliser les corrélations
entre les coefficients d’ondelette. De plus, la loi de chaque coefficient d’ondelette est un
mélange gaussien. Cette propriété est en accord avec le fait que ’histogramme des co-
efficients d’ondelette d'un signal naturel est généralement plus concentré en 0 et décroit
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moins vite a I'infini qu’'une gaussienne. Ajoutons que ce modele a été utilisé en traitement
d’images dans [41], [47].

Nous étudions dans ce chapitre les propriétés de régularité ponctuelle d’'un modele
de séries aléatoires d’ondelettes s’inspirant du modele d’arbre de Markov caché. Nous
nous intéressons en particulier aux propriétés de taille des ensembles isohdldériens des
trajectoires, ce qui nous permet de déterminer la loi de leur spectre de singularités. Nous
prouvons aussi que ces trajectoires admettent des singularités oscillantes presque partout.
Une autre propriété remarquable de ces trajectoires, due a la présence de corrélations
entre les coefficients d’ondelette, réside dans le fait que leur spectre de singularités est
aléatoire. Aucun des processus aléatoires multifractals étudiés jusqu’a maintenant, comme
les processus de Lévy usuels ou en temps multifractal [12, 03] ou les séries aléatoires
d’ondelettes a coefficients indépendants de J.-M. Aubry et S. Jaffard [6 94], ne vérifie ce
genre de propriété. Les séries d’ondelettes construites a partir de mesures multifractales
par J. Barral et S. Seuret [9] ne la vérifient pas non plus, bien que leurs coefficients
d’ondelette présentent de fortes corrélations. De plus, elles n’admettent aucune singularité
oscillante. Il en va de méme pour les séries aléatoires d’ondelettes basées sur un processus
de branchement simple étudiées par A. Brouste [31]. Dans ce modele, chaque coefficient
d’ondelette est soit gaussien soit nul selon que le sommet de 'arbre binaire 'indexant
appartient ou non a un certain arbre de Galton-Watson. On peut donc le voir comme
un cas particulier du modele d’arbre de Markov caché en considérant que la chaine de
Markov sous-jacente, d'une part, ne peut attribuer ’état 1 au fils d’'un sommet a I’état 0
qu’avec une probabilité nulle et, d’autre part, admet des probabilités de transition qui
ne dépendent pas de la génération. Ajoutons que ce modele a trouvé des applications en
géophysique dans le contexte de I’étude des roches stylolitiques, cf. [32].

Dans le but de définir plus précisément le modele que nous étudions, commencons par
rappeler quelques notations introduites dans la section[[I]du chapitre 2] Comme nous nous
intéressons a des propriétés de régularité ponctuelle, il est plus commode de considérer
des ondelettes sur le cercle T = R/Z. Désignons par ¢ : R — T la surjection canonique
et par A I'ensemble des intervalles dyadiques du cercle, c’est-a-dire des ensembles de la
forme A = ¢(277(k + [0,1])), avec j € N et k € {0,...,27 — 1}. L’entier j se note (\)
et s’appelle la génération de I'intervalle . De plus, posons zy = ¢(k277). Par ailleurs,
considérons une ondelette 1 appartenant a la classe de Schwartz, cf. [I12]. Pour tout
intervalle A € A sécrivant A = ¢(277(k + [0,1[)), nommons ¥, la fonction de T qui
correspond naturellement a la fonction 1-périodique

X Zw(Qj(x—m)—kz).

MEZ

Des lors, les applications 2M/2W, | ainsi que la fonction constante égale & 1, forment une
base orthonormée d’ondelettes de L?(T).
L’ensemble A des intervalles dyadiques du cercle est en correspondance bijective avec

U={o}U 6{1, 2},

I s’agit de I'ensemble constitué du mot vide & et des mots finis u = u, ... u; de longueur
j sur alphabet {1, 2}, avec j € N*. L’entier j se note encore (u) et s’appelle la génération
de u. Convenons aussi que (&) = 0 et que U* = U\{@}. Pour tout mot u € U*, le mot
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m(u) = uy ... upy—1 est le pere de u. Le graphe dont les sommets sont les éléments de U
et dont les arétes relient chaque élément de U* a son pere est alors un arbre binaire dont
la racine est @. La correspondance entre U et A se traduit par la bijection

()
we =0 | Y (u;— 127 4 (0,270 (7.1)

Jj=1

et sa réciproque A — wuy. De surcroit, notons Q = {0, 1}¥ 'ensemble des applications de U
dans {0, 1} et munissons cet ensemble de sa tribu produit F. Le processus des coordonnées
X de (2, F) est défini par X, (w) = w, pour tous w € Q et u € U.

La correspondance entre I’ensemble A des intervalles dyadiques du cercle et I’arbre
binaire U permet d’associer au processus X la série d’ondelettes

R = Z (2_b.<u>]l{Xu=1} + 2_E'<U>H{Xu=0}> \II)\u

uel

_ Z (27@«»1{&“:1} + 2*5.<A>]1{X”:0}> T,
AEA

ot h et h désignent deux éléments de ]0, 0o] vérifiant h < h. Les trajectoires de R sont de
moyenne nulle. De plus, pour A € A, le coefficient d’ondelette indexé par I'intervalle A est

270N 6i X, =1
C)\ - h-(\ .
27N S X, = 0.

Le coefficient C), doit étre considéré comme grand dans le premier cas et comme petit
dans le second (voire nul si h = oo et (A\) > 1). La série d’ondelettes R est donc construite
comme le modele d’arbre de Markov caché, a ceci pres que conditionnellement au processus
X sous-jacent, les coefficients d’ondelette sont déterministes et au lieu d’étre gaussiens.
On s’attend cependant a obtenir dans les deux cas le méme spectre de singularités.

Dans tout ce chapitre, le processus X est tiré sous une mesure de probabilité P qui en
fait une chaine de Markov indexée par I’arbre binaire ¢. Considérons deux suites (p;);en
et (g;)jen de réels de U'intervalle [0, 1]. Pour tout entier naturel j, posons

V(),j = (qj(51 + (1 — Qj)50)®2 et Vl,j = (pj(51 + (1 — pj)50)®2 . (72)

Ce sont deux mesures de probabilité sur {0, 1}2. La mesure P dont nous munissons I'espace
(Q, F) est 'unique mesure de probabilité sous laquelle :

— on a presque strement Xg = 1;

— pour tout u € U, la mesure vy, , donne la loi du vecteur (X, X,2) condition-
nellement a la tribu G, engendrée par les variables aléatoires X, pour v décrivant
I'ensemble U\ (uld*) des sommets qui ne sont pas des descendants de u.

Rappelons que les résultats de la partie du chapitre [6] garantissent 'existence d’une
telle mesure de probabilité P et donnent plusieurs propriétés vérifiées par le processus X
lorsqu’il est tiré sous P.

En outre, pour tout sommet u € U, on observe aisément que, conditionnellement a

X, les variables X,; et X,o sont indépendantes et identiquement distribuées et leur loi
commune est donnée par

P(Xu1 = 1] Xy) =pwlix,=1} + ¢ lix,=o}-
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Par conséquent, la suite (p;);jen influe sur la propagation des grands coefficients d’ondelette
de la série R, tandis que la suite (g;);en joue sur leur apparition.

Pour tout intervalle A € A, le coefficient de la série d’ondelettes R indexé par \ est
de module compris entre 27PN et 272N D'une part, la proposition énoncée dans le
chapitre 2 I garantit alors que R appartient a I'espace de régularité uniforme C(T). D’autre
part, le premier point du théoreme [2.2| assure que 'exposant de Holder h R( ) de la série
R au point z, qui est défini dans la sectlon I du chapitre [2 I est inférieur & h quel que soit
x € T. Il s’ensuit que

Ve eT  h<hg(@)<h. (7.3)

Pour décrire plus précisément les propriétés de régularité ponctuelle des trajectoires
de la série d’ondelettes R, il convient d’introduire quelques parametres relatifs a la suite
(pj)jen qui gere la propagation des grands coefficients d’ondelette. Notons

j=inf{j e N|Vj'>j p;y >0} € NU{oo}, (7.4)
ainsi que
j—1
0=1+ llgglf ;logQ pi<1 (7.5)
si j est fini et § = —o0 si j est infini. Ce parametre reflete la tendance qu’ont les grands

coefficients d’ondelette du processus R & se propager au travers des échelles. En effet,
en un sens, si 6 est proche de 1, les probabilités de transition p;, pour j assez grand,
sont relativement proches de 1, ce qui favorise la propagation des sommets u de I’arbre
binaire U auxquels le processus X assigne I'état 1. Sachant que les résultats du chapitre 6]
interviennent dans ce qui suit, il convient en outre de considérer une suite analogue aux
suites définies par et qui permettent d’encadrer la probabilité d’extinction
d’un processus de Galton-Watson en environnement variable. Ainsi, posons

‘ > 1
VieN o= ——— (7.6)
k=0 l:[O(QPj+z‘)

en convenant que o; = oo si un des facteurs apparaissant au dénominateur est nul, ce qui
est le cas pour j < j. Pour la méme raison, posons également, si 7 < oo,

0= 12_1 1—quH ) +§:2j%1 (7.7)

k=-1 i=k+1 Jj=j+1

en convenant que g1 = 1. Pour j > 1, le lemme @ indique que le facteur entre paren-
theses est égal & E[1 — #5;_1/2071], ot E[-] désigne l'espérance sous la probabilité P et
S;_1 est I'ensemble des sommets u € U de génération j — 1 vérifiant X, = 1. 1l s’ensuit
que 4 est toujours positif. Enfin, si j est infini, posons 6 = 0. On prouve aisément que &
est nul deés que 6 est strictement négatif. Par conséquent,

I>0 = 0>0. (7.8)

Le parametre o peut paraitre technique mais son intérét, mis en lumiere par la proposi-
tion [7.2) énoncée dans la section[[I provient du fait qu'il permet de synthétiser les diverses
conditions apparaissant dans les énoncés des théorémes [6.1] et [6.3] du chapitre [6]
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Dans tout ce chapitre, nous supposons que 6 est strictement inférieur a 1. Cette hy-
pothese technique implique que les grands coefficients d’ondelette ne peuvent pas trop
facilement se propager a travers les échelles. Elle n’est donc pas vraiment restrictive car
en accord avec le fait que la décomposition en ondelettes d’un signal réel n’admet que tres
peu de grands coefficients.

Nous pouvons maintenant présenter les résultats établis dans ce chapitre. Les théo-
remes|[7.1]et[7.2] énoncés ci-apres, donnent la loi du spectre de singularités des trajectoires
de la série d’ondelettes R. Rappelons qu’il s’agit de la fonction dg : h — dim Fj, ou

Vhe[0,00]  E,={x€T|hg(x)=nh} (7.9)

et que la notion de dimension de Hausdorff est définie dans la section [[TI] du chapitre [2
D’apres , on a hr(x) € [h, k] pour tout point z € T, de sorte que I'ensemble E}, est
videsi h ¢ [h, E]. Ces résultats donnent aussi implicitement la loi du spectre de singularités
oscillantes des trajectoires de R. En effet, la proposition [7.1] énoncée dans la section [[]]
montre que U'exposant d’oscillation Sr(x) de la série d’ondelettes R au point z, qui est
défini dans la section [I| du chapitre [2] vérifie

h/h—1 sih<h

. _ (7.10)
0 sih=~h< oo.

Vhelhhl VreE, pglr)= {

La série d’ondelettes R admet donc une singularité oscillante en tout point de I’ensemble
Ej,, pour h € |h, h]. Rappelons en outre que I'exposant d’oscillation n’est pas défini aux
points dont I'exposant de Holder est infini, ce qui justifie le fait de supposer que h est fini
quand h = h dans Passertion précédente.

Le processus R peut adopter deux comportements distincts, selon que la série ) i 27 q;
converge ou non. Si elle converge, les probabilités d’apparition de grands coefficients d’on-
delette sont plutot faibles, si bien que les trajectoires de R sont régulieres dans leur
irrégularité, comme l'indique le résultat suivant.

Théoreme 7.1
Supposons Y 27g; < 0o et 6 < 1.

(i). Si § = 0, presque strement, R € C*(T) et hg(x) = h pour tout z € T.

(ii). Sinon, presque strement,

€ {—00,0,0} sih=h
dr(h){ =1 sith=h
= —00 sinon.

De surcroit, si § =0, on a
0 <P(dgr(h) = —0) =1—=P(dr(h) =0) < 1,

tandis que si @ > 0, on a
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Remarques : ® Les valeurs prises avec probabilité 1 par le spectre de singularités dr sont
représentées sur la figure [7.1] située a la page [I99

e Sachant que 0 < 1, le théoreme implique en particulier que I’ensemble Ex est presque
stirement de mesure de Lebesgue pleine dans T.

e Le processus R permet d’apporter des éléments de réponse a un question soulevée
par S. Jaffard [95]. Pour de nombreux exemples de processus aléatoires F', comme les
processus de Lévy usuels ou en temps multifractal [12] 93] ou plusieurs modeles de séries
aléatoires d’ondelettes [0, [94], bien que la fonction x — hp(z) soit aléatoire, le spectre de
singularités de F' est une fonction déterministe. Cette propriété n’est bien str pas vraie
en toute généralité. Il suffit pour s’en convaincre de considérer un mouvement brownien
fractionnaire dont le parametre de Hurst suit une loi de Bernoulli. La série aléatoire R
fournit un exemple un peu plus élaboré. D’apres le théoreme [7.1] le spectre de singularités
de ses trajectoires est en effet aléatoire si 0 > 0. Le théoreme énoncé ci-apres, montre
en outre que cette propriété peut rester vraie quand la série > i 27q; diverge.

Si la série Y y 27q; diverge, il y a une probabilité plutot forte que de grands coefficients
d’ondelette apparaissent d’une échelle a l'autre, ce qui rend les trajectoires de R tres
irrégulieres dans leur irrégularité, conformément a ce qu’indique le résultat qui suit. Avant
de I’énoncer, notons

h = inf{h €10, 00|

S 202/, — OO} _

J

On observe aisément que h > h.

Théoréme 7.2
Supposons » 2q; =00 et < 1.

(i). Si h< h, presque sirement,

h/h siheh,
dp(h) = n
=(h) {—oo si h € |0,

Sinon, presque strement,

(ii). Si ﬁ/ﬁ > ¢, presque sirement, dr(h) = Q/E Sinon, dg(h) appartient presque
strement a {h/h,0} et

P(dr(h) =6) =1 sid =00
P(dgr(h) =0) € ]0,1] sid < oo.

Remarques : o La figure [7.2] située a la page [199] représente les valeurs prises presque
stirement par le spectre dg dans les divers cas couverts par le théoreme [7.2]
e Comme 0 < 1, le théoreme implique que I'ensemble £ . (k) €St presque stirement de

mn
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dr(h) dr(h)
1-r-——""="=""=""="="="=-"="="=-"-"-"--- - 1 -r--——-"""""="=""="="="=-"=-"=—"=-"-"-"-"-- .
l 0 -F---- & l
—=h ‘ =
0 'h 0 'h 'h
—o0 — oo —
dr(h) dr(h)
9------ »
0 h 0 Th h
— o0 —00 :

Fia. 7.1 — Valeurs prises avec probabilité 1 par le spectre de singularités dp lorsque
Ej 2/q; < oo. La premiere (resp. seconde) ligne correspond au cas ou h < oo (resp.

h = 00). La premicre (resp. seconde) colonne correspond au cas ot § = 0 (resp. § > 0).

dp(h) dg(h) dg(h)
0 -~ h [ *
h 1 h h
0 h 0 ' h 0 h
—oo *44:: —o0T :[ Bl :

Fia. 7.2 — Valeurs prises avec probabilité 1 par le spectre de singularités dg lorsque
> ; 27 q; = oo. La premiérNe (resp. deuxieme, troisieme) ligne correspond au cas ou h < h
(resp. h > h et h < 0o, h = h = 00). La premiere (resp. deuxieéme, troisieme) colonne
correspond au cas ou h/h > 60 (resp. h/h <0 et 6 =00, h/h < 0 et § < c0).
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mesure de Lebesgue pleine dans T. En outre, si h= h, 'ensemble E; est presque sturement
égal au cercle T tout entier.

e Grace au théoreme et a l'assertion , on constate qu’avec probabilité 1, la série
aléatoire d’ondelettes R admet des singularités oscillantes en certains points du cercle T.
Lorsque h < h, le processus R admet méme presque stirement des singularités oscillantes
en presque tout point du cercle. Signalons que cette propriété remarquable est également
satisfaite par les autres modeles de séries aléatoires d’ondelettes étudiés dans [0, [94]. De
plus, le théoreme et I'assertion conduisent aisément au spectre de singularités
oscillantes dg(h, 3) du processus R.

e Pour certaines valeurs des parametres, le spectre de singularités du processus R peut
ne pas étre concave. Ce processus fournit donc un exemple naturel de processus dont
le spectre de singularités ne peut étre déterminé grace au formalisme multifractal. Nous
renvoyons a [96] pour plus de détails concernant le formalisme multifractal.

e Rappelons que dans certains cas ou Y ; 2/q; < 00, le spectre de singularités de R est
aléatoire, d’apres le théoreme [7.1] Le théoreme montre que cette propriété reste vraie
méme si » i 2/q; = oo. De surcroit, le spectre de singularités de R est aléatoire si et
seulement si @/% < 0 et & < 0o. Supposons ﬁ/ﬁ < 0 et intéressons-nous de maniere
heuristique a la condition de finitude de §. Sachant que > i 2/q; = oo, pour que § soit
fini, il faut que la suite (0;);en soit asymptotiquement suffisamment grande pour faire
converger la série définissant 0 dans (7.7). Comme 6 est strictement positif, j est fini et
on observe que

j—1
Vi>j o= |][@) Zk € [2, o0l (7.11)
=] (21?1)

| M

On en déduit aisément que la limite inférieure de la suite ((log,0;)/j);>; est nulle et
que cette limite inférieure est une limite si la limite inférieure définissant 6 est également
une limite. Ainsi, la suite (0;);en ne peut pas croitre exponentiellement vite vers l'infini,
sauf éventuellement sur une sous-suite. Pour qu'une telle sous-suite (0}, )nen existe, il est
nécessaire que la suite dont la limite inférieure définit # ne converge pas. De plus, pour que
J soit fini, la suite (g;);en doit étre tres petite 1a ol (o), en ne croit pas exponentiellement,
c’est-a-dire pour les indices j ¢ {j,, n € N}. Cette démarche heuristique montre que 1'aléa
dans le spectre de singularités provient ici d'un choix conjoint tres particulier des suites
régissant ’apparition des grands coefficients d’ondelette et leur propagation.

e Donnons un exemple concret de suites (p;)jen et (¢;);jen conduisant a un spectre de sin-
gularités aléatoire. Commengons par le choix de (p;) en. Soient a € |0, 1] et b € N\{0, 1}.
Posons alors pg = 27 et

ViENT  pj = grelled i)

ou |- | désigne la partie entiere. On a clairement j = 0 et § = 1 — a < 1. Observons
en outre que la suite dont la limite inférieure définit  ne converge pas. On peut donc
espérer trouver une sous-suite de (0;);jen qui diverge exponentiellement vite vers l'infini.
Cette sous-suite s’obtient de la facon suivante. Pour tout n € N, notons j, = b1 — 1.
L’égalité et quelques calculs élémentaires conduisent a écrire

k=n+1 k=n+1
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Fixons n € N. D’une part,

i 2(a—1)bk+(b—a)b" > 2(a—1)b”+1+(b—a)b” — 9a(1-1/b)(jn+1)
k=n+1

D’autre part,

2(a7b)(bkfl)b”.

$ olehEi

k=n+1
(a—b)(bF=1)b

o0
k=1
Soit k& € N*. Remarquons que 2 " converge vers 0 quand n tend vers I'infini. Pour
tout n € N, on peut en outre majorer 9(a=b)(B"—~1)b" par 2(¢7% qui est le terme général

d’une série convergente. Le théoreme de convergence dominée prouve alors que la somme
précédente tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Il existe donc ny € N vérifiant

Vn > ng o), > 9a(1=1/b)(jn+1)

ce qui montre qu'une sous-suite de (0;);en diverge a vitesse exponentielle. Introduisons
maintenant la suite (g;);en choisie. Celle-ci dépend des indices le long desquels (o;);en
diverge rapidement. Quitte a augmenter ng, on observe que pour tout n > ny, il existe un
réel g;,—1 tel que
o 1 _ Y
9~(n—1) < 4,1 < jg(a(l 1/6)=1)jn_
n

Posons de plus ¢;—1 = 0, pour tout entier j € N* qui n’est pas de la forme j,,, avec n > ny.
Remarquons alors que Y. 27¢; = oo et h > h/(a(1 —1/b)). On a donc h/h < 0, des que
a <1/(2—1/b). Supposons cette condition remplie et observons que

1 ©° Qij—l ©° 2jnqj . & 9a(1=1/b)jn > 1
_ - — — B < 9—a(l-1/b) il
0 o 2; oj Z O - Z jn2 2a(1-1/b)(jn+1) — 2 Z;ja
J: ]:

n=ng In n=ng

ce qui prouve la finitude de 6. Le théoreme indique finalement que le spectre de
singularités du processus R est aléatoire lorsque les suites (p;)jen et (g;);en sont définies
comme précédemment.

Signalons que la preuve du théoreme utilise la théorie des ensembles a grande
intersection présentée dans le chapitre Bl En effet, la proposition indique que pour
h < oo, I'ensemble Fj, défini par

Vhe[0,00]  Ep={z€T|hr(z)<h}. (7.12)

appartient a la classe Gidh/h (T) d’ensembles a grande intersection du cercle associée a
la fonction de jauge Id"" des que h € [h, min(ﬁ,ﬁ)[, ou Id désigne la fonction identité.
Rappelons que cette classe est définie dans la section [[V]du chapitre[5] Elle regroupe toutes
les parties F' de T dont le relovement ¢~ (F) appartient & la classe G14"/" (R) définie dans
la section [[I] du chapitre [3] De plus, elle est stable par intersection dénombrable et ses
membres sont de g-mesure de Hausdorff infinie dans tout ouvert non vide de T, pour toute
jauge g € ®; vérifiant g < Id"",

La suite de ce chapitre s’organise ainsi. La section [T fournit plusieurs résultats pré-
liminaires qui interviennent dans les preuves des théoremes [7.1] et [7.2] Ces preuves sont
données dans les sections [[T]] et [[V] respectivement.
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II Résultats préliminaires

Dans cette section, nous établissons plusieurs résultats qui interviennent dans les preuves
des théorémes [Z.1] et [7.2
L’exposant de Holder qu’admet le processus R en un point x du cercle T dépend de la
facon dont ses grands coefficients d’ondelette se répartissent autour de z. Pour expliciter
cette affirmation, notons S I’ensemble des sommets u de ’arbre binaire U vérifiant X, = 1.
Chacun de ces sommets indexe un intervalle dyadique qui porte un grand coefficient de
la série R. De plus, pour tout sommet u € U, posons
(u) ‘
Ty = (b Z(UJ — 1)27j =T\,
j=1
ou A\, est I'intervalle codé par u qui est défini par (7.1)). Pour tout réel o > h, notons
Lo={zeT|d(z,z,) < 2~ B/ pour une infinité de u € S, (7.13)

ou & désigne la distance quotient sur le cercle T. On remarque aisément que I’ensemble
L, croit avec a. Le lemme suivant regroupe les propriétés importantes des ensembles L.
Il relie en particulier ces ensembles aux ensembles Fj, et Ej définis par et

Lemme 7.1
(i). Pour tout h € |0,
(ii). Pour tout h € [h,

(iii). Avec probabilité 1, pour tout a € ]E, oof,ona L, =T.

// Rappelons qu’en vertu de , I'exposant de Holder de R en un point
quelconque de T est compris entre h et h. L’assertion (i) s’ensuit.

Fixons a € ]h,h] et © € T. Supposons © € L,. Il existe alors une in-
finité d’intervalles A € A vérifiant C\ = 272N et d(z,zy) < 272N/ Le
théoreme énoncé dans le chapitre [2] assure que hr(z) < a. Supposons
maintenant x ¢ L,. Alors, pour tout intervalle A € A de génération suffi-
samment grande, on a d(x,zy) > 272N/ 5i Oy = 272N Par conséquent,
quelle que soit la valeur de X,,, on a

|Cy\| < (2_<’\> + L{(x,a:,\))a

de sorte que hp(z) > « en vertu du théoréme 2.2} On en déduit aisément
lassertion (ii).

Considérons un réel a > h. Pour tout entier naturel J, désignons par S;
I’ensemble des sommets u € U de génération j vérifiant X, = 1. En outre,
pour tout sommet u € U, notons B, la boule ouverte de T de centre x,, et
de rayon 2~ 2w/a On dispose de l'inclusion d’événements suivante

(T#Ltc 1 IsT# U U Buyp- (7.14)

Jo=0  j=jo J'=jo u€S;s
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Considérons deux entiers naturels jy et j vérifiant 7 > jo + 1 et

']I‘;«AU U B..

i'=j0 uES ./

Sachant que le cercle T est recouvert par les boules fermées de rayon 2771
et de centre ¢(k277), lorsque k décrit {0,...,27 — 1}, il existe un entier k
de cet ensemble tel que la boule fermée de centre ¢(k277) et de rayon 27771
n’est pas incluse dans le membre de droite de l'inégalité précédente. Pour
tout sommet u € U vérifiant (u) € {j — 1,5}, notons B, la boule ouverte de
centre x, et de rayon 272w/® _ 2-7=1 On a alors

ok27)¢ | J B

uESj_lLJSj

En effet, si le point ¢(k277) appartenait & une boule B,, pour u € S;_1US;,
on aurait

(1, 2,) < d(z, 9(k277)) + d(¢p(k27), z,) < 2B/

pour tout point z de la boule fermée de centre ¢(k277) et de rayon 27771,
Cette boule serait donc incluse dans B, ce qui est impossible, en vertu du
choix de k. Supposons désormais jo > (1 — log,(2%/® —1))/(1 — h/a) et
introduisons, pour j' € {j — 1, j},

Ak = {u e (1,2}

A (10, p(k279)) < 2—1—@7’/&} .

On observe que ’ensemble A;? comporte au moins 2(1~2/@)i — 1 éléments et

que le pere 7(u) de tout élément u de A;‘? appartient a Aﬁf;l. En effet,
d (i) $(k277)) < d(Tn(ay, @) + d (@, 9(k277)) < 277 4 27170/ < 97 imRO-D/,
La derniére inégalité provient de I'hypothese sur jo. Fixons j' € {j — 1, j},

puis u € Af,. On observe que ¢(k277) € B,, ce qui impose u ¢ Sj, en vertu
du choix de k. On a donc

j 27 -1
T +# U U B.pc @, n2) (7.15)
J'=jo u€S;s k=0

ol Qlf, désigne I'événement {Vu € A?, u ¢ Sy}, pour tout entier j' égal a
J — 1 ou j. Notons F;_; la tribu engendrée par les variables aléatoires X,
pour u € U de génération inférieure a j — 1 et prenons k € {0, .. 20— 1}
Etant donné que Ql _, appartient a la tribu F;_; que, sur cet evenement le
processus X assigne 1’état 0 a tous les sommets de Ak_1 et que le pere d'un
élément de Ak appartient a AJ [, on a

]P’(Qlk N

k —h/a)i
> = Tgp (1= ¢j-1)* < exp(—= (207 — 1)g;4).
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En prenant I'espérance, on observe que le membre de gauche de ([7.15]) est
inclus dans un événement de probabilité inférieure a

vy =20 exp(—(21 T —1)g;).

Sachant que o > E, il existe une infinité d’entiers naturels j > jo + 1 tels
que gj_1 > 9(=1+2h/(a+h))j 1,4 limite inférieure de la suite (vj)jen est donc
nulle. Par conséquent,

(1T U U B.
J=jo '=jo u€Sy

est un événement de probabilité nulle, car il est inclus, pour tout entier
J > jo+1, dans un événement de probabilité inférieure a v;. D’apres (|7.14)),
la probabilité de ’événement {T # L} est donc nulle, de sorte que

Va € ]ﬁ, oo ps. L,=T.
L’assertion (iii) découle de la croissance de L, avec a. //

La proposition suivante donne la valeur de I’exposant d’oscillation de la série aléatoire
d’ondelettes R en tout point du cercle T.

Proposition 7.1
Pour tout réel h € [h, h] et tout point x € E,

() = {h/@—l sih<h

0 sih=h< oo.

// Commencons par supposer h < h et considérons un réel 3 > h/h — 1.
D’apres le lemme , pour tout n € N* vérifiant h+1/n < (G+1)h, il existe
un intervalle \, € A de génération supérieure & n vérifiant Cy = 272 et
d(x,xy,) < 278/ (h+1/7) “On observe que ces intervalles )\, forment une
suite minimisante des coefficients d’ondelette de R au point x et vérifient
tous d(z, zy, ) < 2=%). La proposition montre alors que fSr(z) < .
Cela étant vrai pour tout réel 3 > h/h—1, on en déduit que Br(z) < h/ﬁ—l.
Réciproquement, prenons un réel 3 > (r(x). D’apres la proposition , il
existe une suite minimisante des coefficients d’ ondelette de R au point x
formée de intervalles A vérifiant d(z,zy)'™? < 2=, Comme h < h, pour
une infinité de ces intervalles A, on a

log, |C)\| log |Cy\| —
< n
—0Y S log@ ™ 1 d(@ay)) <

ce qui impose X, = 1. Des lors, le lemme prouve que h < (14 §)h. On
en déduit que Sr(x) > h/h — 1 en faisant tendre [ vers fr(z).

Supposons maintenant h = h < oo et fixons un réel 4 > 0. Comme
h > h, le point x n’appartient pas a Lj; d’apres le lemme . Il existe donc
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un entier naturel j, tel que pour tout sommet u € U de génération supérieure
a jo vérifiant d(z, x,) < 27, on a X,, = 0. Pour tout entier j > jo, il existe
un sommet v/ € U de génération j vérifiant d(z, z,;) < 277. On observe que
les intervalles \,; forment une suite minimisante des coefficients de R en x.
Il en résulte que 3 > Br(x). On conclut en faisant tendre 3 vers 0. //

Considérons un réel o > h. Le lemme énoncé ci-apres fournit une décomposi-
tion remarquable de L, défini par (7.13). Le premier ensemble qui intervient dans cette
décomposition est

L, = {x eT ‘ d(z,2,) < 2729/% pour une infinité de u € 5} , (7.16)

o S est ensemble constitué de la racine & et des sommets u € U* vérifiant X, = 1 et
Xr@w = 0. On a clairement S C S, de sorte que L, C L. Intuitivement, un point de
I’ensemble L, appartient aussi a I’ensemble Za s’il est approché a une certaine vitesse par
des grands coefficients d’ondelette qui sont apparus, c’est-a-dire des grands coefficients
dont le pere est un petit coefficient.

Le second est I’ensemble O des points qui s’obtiennent comme limite d’une suite infinie
d’intervalles dyadiques emboités portant des grands coefficients d’ondelette. Pour définir
plus précisément ©, posons

Vueld r,={veud|VEe{(u),....,(v)} Xy o =1}.

L’ensemble 7, est vide si X,, = 0. Sinon, 7, est le plus grand sous-arbre de U issu de u et
formé de sommets a I’état 1. On appelle frontiere de I'arbre 7, I’ensemble

O ={¢e{L,2}V |Vk>(u) G- G e}

A toute suite infinie ¢ € {1,2}") on peut associer le point i de R défini par

o0

o= (G —1)27.

J=1

Observons que le point @ est défini comme en a partir de la famille constituée des

ensembles compacts
u)
Ju=Y (u;—1)27 + [0,27] (7.17)

Jj=1

pour u € U, c’est-a-dire que @, est l'unique élément de l'intersection décroissante sur
p € N des compacts Jg, . ¢,. Notons enfin

o= Uit e ©=900), (7.18)

ueU (€0,

ol ¢ désigne la surjection canonique sur le cercle T. Intuitivement, un point appartient a ©
s’il est la limite d’une suite d’intervalles dyadiques emboités portant des grands coefficients
d’ondelette qui se propagent a travers les échelles. Remarquons que ’ensemble O est défini
comme en . Par conséquent, les résultats du chapitre@ conduisent au résultat suivant.
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Rappelons que 6 et § sont donnés par ([7.5)) et ([7.7]) respectivement et que I"assertion ([7.8))
indique que @ est nécessairement positif lorsque ¢ est strictement positif.

Proposition 7.2

(ii).

Supposons 6 < 1.
(i)
(ii).

Si § = 0, Pensemble © est presque stirement vide.

Sid = oo et § =0, la dimension de Hausdorff de I'ensemble © appartient
presque surement a ’ensemble {—o0, 0}.

Sid € ]0,00[ et §=0,o0na

0 < P(dim© = —o00) = 1 — P(dim© = 0) < 1.

. Sid=o00etd>0,ladimension de © vaut presque stirement 6.

.Sid €]0,00[ et & > 0, la dimension de © appartient presque sirement A
{—00,0,0}. En outre,

0 < P(dim®© = —o0) < 1
0 <P(dim© =0) <1
0<P(dimBO =10)<1

// Reprenons les notations du chapitre |§| L’ensemble Uy est ici 'arbre bi-
naire U et la suite (n;);en+ donnant les nombre de fils des sommets a une
échelle fixée est constante égale a 2. L’ensemble () contient un seul élément
et la famille de compact associée a cet élément est la famille (J,),eys définie
par - La suite de mesures (/1;) en reglssant les rapports de contraction
de ces compacts est constante égale & 81 /5% /2 2 Par ailleurs, sous la probabilité
P considérée ici, le processus X est une chaine de Markov d’état initial 1
dont les transitions sont données par la famille de mesures (1), j)c{0,1}xN
définie par . Précisons que les fonctions génératrices données par
sont ici

Yotz (1—pj(1—z))2 et 12— (1—¢;(1 —Z))2.

L’ensemble © est donc construit comme en . Ajoutons que la condi-
tion est vérifiée, car sinon on aurait p; = 1 pour tout entier j assez
grand, d’apres le lemme [6.1} et 6 serait égal a 1, ce qui est proscrit. De plus,
les suites (o) en et (aj) jEN deﬁnles respectivement par (6.21]) et @ Véri-
fient 20] = 0; < 4o pour tout entler naturel J,oulasuite (0;);en est donnée
par L element j défini par s 1dent1ﬁe a celui défini ici par
et si j est fini, la fonction p deﬁnle par est ici s — (0 — s) 10g2 de
sorte que 1’élément d, défini par est egal a 0 si toutefois 8 > 0.

Pour établir I'assertion (i), supposons § = 0. Si j < oo, on a alors g; = 0
ou g, > 0j11/4 = oo, clest-a-dire g ;(1 1/gj+1) = 1, pour tout entier
J 2 J. De méme, on a ¢j—1 0ug; = 00 ou

qun(p

k=—1 i=k+1
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avec ¢—; = 1. Cependant, pour j > 1, le lemmeindique que le membre de
gauche vaut E[#S;_1/2.7!]. On en déduit qu'une des quatre assertions (a)-
(d) apparaissant dans I’énoncé du théoréme est vérifiée. Ce théoreme
assure donc que 'ensemble © est presque stirement vide.

Le théoreme conduit directement a l’assertion (ii). Pour établir I'as-
sertion (iii), supposons § € ]0,00[ et # = 0. Le théoreme [6.2| montre que la
dimension de © appartient presque stirement a {—o00,0}. De plus,

> , 4q;
—271og o (1— )) 23+110g( J )
Z ( 07 Oj+1 Z Oj+1

J=0

et la derniere série converge, du fait que ¢ est fini. Le théoreme implique

que © est vide avec probabilité non nulle. Le théoréme assure en outre

que © est non vide avec probabilité non nulle. En effet, dans le cas contraire,

une des quatre assertions (a)-(d) figurant dans son énoncé serait vérifiée et

J serait nécessairement nul d’apres le raisonnement mené pour établir (i).
Supposons d = oo et # > 0. Sachant que

—27 1o 1= 27+ o ( J)
Z ( 807 < U;+1>) Z & Oj+1

J=0

et cette derniere série diverge car 9 = co. Le corollaire assure donc que
la dimension de © vaut presque strement 6. L’assertion (iv) s’ensuit.

Pour établir I'assertion (v), supposons ¢ € ]0,00[ et ¢ > 0. Le théo-
reme [6.4] garantit que la dimension de S appartient presque strement a
{—o0, 0, 0}. Le théoreme et le corollaire [6.2) montrent que

0 < P(dim© = —o0) < P(dim© < 0) < 1

ce qui conduit aux encadrements annoncés. //

Il est important de noter qu’on peut remplacer ensemble © par © = ¢(0) dans I'énoncé
de la proposition . D’une part, Uensemble © est vide si et seulement si © Pest. D’autre
part, si le réel 1 appartient & Pensemble ©, pour tout entier j supérieur & un certain
jo € N, le processus X attribue I’état 1 au mot de longueur j composé uniquement de
la lettre 2. Cet événement a lieu avec une probabilité inférieure a pj,...p;—1. La limite
inférieure de cette suite est nulle car 6 < 1. Il en résulte que 1 & © avec probabilité 1. Sur
Pévénement correspondant, on a © N[0, 1] = ¢~1(©) N [0, 1[. L’assertion conduit a

HI(O) < HY(O) < KHI(O)
pour un certain réel x > 1 et toute fonction de jauge g de . On en déduit que dim © et

dim © coincident avec probabilité 1.

Le lemme suivant donne la décomposition de ’ensemble L, donné par ([7.13)) en fonc-
tion des ensembles L, et © définis respectivement par ((7.16|) et (7.18)).

Lemme 7.2
Pour tout réel a € |h, 00[, on a L, = L, U©O.
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// On a tout d’abord clairement Ea C L,. Fixons ensuite xz € ©. 1l existe
alors un sommet u € ¥ et un chemin infini { € 97, tels que = = ¢(i¢). Pour
tout entier k > (u), ona (;...(x € S et

d(z, 26 ¢.) < 9~k ~ ghk/a

Le point = appartient donc a L. Il en résulte que © est inclus dans L.
Finalement, L, contient L, U ©.

Pour établir 'inclusion réciproque, prenons un élément z de L, qui n’ap-
partient pas a L Sachant que = & L,, il existe un entier naturel jo tel que
d(x,x,) > 27 bu)/e pour tout sommet u de S de génération supérieure a jg.
On peut supposer jo > (log,(2%/® —1))/(h/a — 1). Notons

S'={ueS|d(r,z,) <27/}

et observons qu’aucun sommet de S” de génération supérieure a jo ne peut
appartenir a S. Sachant que x € L,, il existe une suite de sommets (v"),en
de sommets de S’ dont la génération croit strictement avec n. Un argument
classique d’extraction diagonale assure qu’il existe ¢ € {1,2}" tel que pour
tout entier j € N*, on a (;...(; =7 ...v} pour une infinité¢ d’entiers natu-
rels n. Notons u = (; ... (j,, puis considérons un entier j > jo et un entier
n vérifiant (v") > jet (1...(; =7 ...v}. Le sommet v™ appartient a S’ et
sa génération est supérieure a jg, de sorte que v" € S \§ . Par conséquent,
m(v™) appartient a S. De plus,

Lf(x,a:,,(vn)) < cf(as,:vvn) + cf(zvvn,xﬁ(vn)) < 9—h{w")/a + 9—(") < 9—h(m(v"))/a

La derniere inégalité provient du fait que jy est supposé suffisamment grand.
On obtient donc 7(v™) € S’. En répétant ce raisonnement (v") — j fois, il
vient finalement ¢y ...¢; = o7 ... v} € S’. En particulier, X¢, ¢, = 1 pour
tout entier j > jo, si bien que ¢ € d7,. Par ailleurs, pour tout entier j > jo,

tf(flf, ¢($C>) < [[(:B7$C1--~Cj) + d(xC1-~-Cj’ Qb(xﬁ)) < Q_M/a + Z (gp - 1)2—1)

Faire tendre 'entier j vers l'infini conduit a # = x¢. Le point x appartient
donc a ©. Le lemme est ainsi prouvé. //

IIT Cas bifractal

Cette courte section est vouée a la preuve du théoreme |7.1, Supposons Z 27q; < oo et

0 < 1. Rappelons que I’ensemble S regroupe la racine & et les sommets u € U* vérifiant
Xy =1et X;n) = 0. De plus, pour j € N, désignons par S ensemble des sommets de S
de génération j. Pour j > 1, remarquons que

P(S; # 0) < E[#5]).
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Cependant, en conditionnant par rapport a la tribu F,_; engendrée par les variables X,
pour tout sommet u € U de génération inférieure & 7 — 1, on a

E#S; | Fial= Y. Y. P(Xu=1|X,) <2 (7.19)
ue{l, 2}3 I ke{1,2}

On peut donc majorer par 27¢;_; I'espérance du cardinal de gj puis la probabilité de
I'événement {S; # (0}. Comme Zj 2/q; < oo, le nombre d’entiers j pour lesquels cet
événement est réalisé est presque strement fini, d’apres le lemme de Borel-Cantelli. Fina-
lement, ’ensemble S est presque surement ﬁnl Par conséquent, presque surement, pour
tout réel o > h, 'ensemble L, défini par est vide. Les lemmes et ﬁ impliquent
alors que

© sih=nh
ps. Vhe[0,00] E,={T\O sih=nh
(Z) sinon.

Sid > 0, le résultat découle de la proposition et de la discussion qui la suit.

Si 6 = 0, la proposition assure que l'ensemble O est presque stirement vide, de
sorte que presque stirement, pour tout sommet v € S, ’ensemble 7, est fini. Comme S est
presque surement fini, il en résulte que I'’ensemble des sommets u € U vérifiant X, = 1
est fini avec probabilité 1. Il n’y a donc presque strement qu'un nombre fini d’intervalles
A € A pour lesquels C), = 2_@<’\>;Finalement, d’apres la proposition , le processus R
appartient presque stirement & C"(T).

IV Cas multifractal

Dans cette section, nous établissons le théoreme . Supposons » ; 29q; = o0 et § < 1.
Le lemme [7.1] garantit tout d’abord que

p.s. Vhe[0,h[U]min(h,h),00]  E, =0. (7.20)

Majorons ensuite la dimension de Hausdorff de 1’ensemble Ej quand h € [h, min(%7 h)l.
C’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 7.3
On a presque stirement

h ~ h
dim £}, < max (%,dim @> et Vh € |h,min(h, h)[ dim E, < 5

// D’apres (|7.19)), pour tout j € N* l'espérance de la variable #gj est
inférieure & 27¢;_;. D’apreés I'inégalité de Markov, on en déduit que

P48 > 2g ) < 1% 2 541 =0
J 4j-1]) =\ E[#5)) <1 .
3ig, 17 = 37 Sinon.

Le lemme de Borel-Cantelli assure donc qu’avec probabilité 1, le cardinal de
S; est majoré par 27¢;_1j? pour tout entier j assez grand. Ainsi,

ps. Jrie[l,oo] VjieN  #5, <mg_ 152 (7.21)
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Plagons-nous sur ’événement correspondant et prenons h € [h, min(%,ﬁ [
puis s € |h/h,o0[. Pour a € |h, sh| et € > 0, 'ensemble L, défini par ((7.16])
est recouvert par les boules ouvertes de centre x,, et de rayon 2-h{u)/a < ¢ /2
pour u € S. Par conséquent,

Hi(La) < > #S; (2l < D g )

JEN JjEN

ol-hj/ac, ol-hj/ac,

Comme a/s < ?L, cette derniere série converge de sorte que le membre de
droite tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. On en déduit que la mesure de
Hausdorff s-dimensionnelle de ’ensemble L, est nulle. Il en résulte que

p.s. Vh € [h,min(h,h)[  dim ﬂ Lo | <=

h<a<h

= >

Cependant, les lemmes [7.1] et [7.2] montrent que

Ey=0U () La et Vhelhmin(hh) E,C () La

h<a<h h<a<h

La proposition s’ensuit. //

Les propositions [7.3] et et le fait que 6 < 1 impliquent qu’avec probabilité 1, pour
tout réel h € [h, min(h,h)[, 'ensemble Ej est de mesure de Lebesgue nulle dans T. De

plus, avec probabilité 1, cet ensemble est vide pour tout h € [0, h[ U ]min(ﬁ,ﬁ), o0, en
vertu de 1} Il en résulte que 'ensemble Emin(ﬁﬁ) est presque siirement de mesure de
Lebesgue pleine dans le cercle T et sa dimension de Hausdorff vaut 1.

Pour minorer la dimension de Hausdorff de ’ensemble Ej, quand h € [h, min(%,ﬁ)[, il
convient de distinguer deux cas selon que h est infini ou non. Supposons d’abord h < 0.
Dans ce cas, la minoration provient du fait que £}, est un ensemble a grande intersection,
comme l'indique la proposition suivante.

Proposition 7.4

Supposons h < oo. On a presque sirement, pour tout réel h € [h, min(ﬁ,ﬁ)[,
E,e G (T) et dim Ej, > =

// D’apres le lemme , presque stirement, pour tout réel a € ]E, oo[, l'en-
semble L, défini par est égal au cercle T tout entier. Placons-nous
sur cet événement et prenons h € [h, min(ﬁ,ﬁ)[. Pour tout a € |h, hl, on a
aﬁ/h > ﬁ, de sorte que L, = T. Par suite, I'ensemble

o — p— | < 2-h0)/(eR) }

—1 L _ — R
¢ ( ah/h) {I < pour une infinité de (u,p) € S x Z

olt &, désigne 'unique élément de ¢~ ({z,}) N[0, 1], est de mesure de Le-
besgue pleine dans R. Il en résulte que la famille (p+ i, 2720w/ (@R)) o 7
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est un systeme d’ubiquité homogene dans R et le théoreme énoncé dans
le chapitre [3] permet d’en déduire que 'ensemble

|z —p — | < 27BW/e
pour une infinité de (u,p) € S x Z

appartient a la classe GIdh/h(]R), donc que l'ensemble L, appartient a la
classe Gldh/h(T). Rappelons que, d’apres le lemme , I’ensemble Eh est
I'intersection des ensembles L, pour a parcourant |h, k]. Du fait de la crois-
sance de ces ensembles, on peut en fait supposer que a décrit une partie
dénombrable dense de cet intervalle. La classe G!"" (T) étant stable par in-
tersection dénombrable, elle contient finalement ’ensemble E,. La premiere
partie de la proposition s’ensuit.

Pour établir la seconde partie de la proposition, observons pour com-
mencer que L) = E@ € Gldﬁ/h(T) en vertu du lemme , si bien que l'en-
semble Ej, est de dimension supérieure a h /}L/ Ensuite, d’apres les résultats
de la partie du chapitre [6] et la continuité de la surjection ¢, 'ensemble
¢ HO) = ¢ H(¢H(O)) est un F, de R. De plus, cet ensemble est presque
stirement de mesure de Lebesgue nulle, en vertu de la proposition [7.2], la re-
marque qui la suit et le fait que # < 1. Par conséquent, ¢~ (T\©) est presque
sirement un G5 de mesure de Lebesgue pleine dans R. Cette propriété, la
premiere partie de la proposition et I'assertion sont donc simultané-
ment vraies avec probabilité 1. Plagons-nous sur I'événement correspondant
et prenons un réel h € Jh, min(h, h)[. Les lemmes et ﬁ indiquent que

By =(E\O)\ | La

h<a<h

En outre, la proposition énoncée dans le chapitre |3 assure que l'en-
semble ¢~ (T\©) appartient a la classe GI""(R), donc que I'ensemble T\O
appartient a la classe Gldh/h(T). La stabilité de cette classe par intersection
dénombrable assure finalement qu’elle contient I’ensemble Eh\@. On a alors
H-1d"Mog(FL\©) = 0o, En outre, pour a € |, h[ et £ > 0 assez petit,
I’ensemble Za est recouvert par les boules ouvertes de centre , et de rayon
2~ hul/e < ¢ /2 pour u € S. Par conséquent,

S | h
H;Idh/h.]og(La) <r E : 2qu_1]2(2 hj/a )h/h < >log2
a

JEN
217@7/0‘§a

Comme a%/ h < TL, cette derniere série converge si bien que le membre de
droite tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. Deés lors, H~4""¥s(L ) = 0. La

croissance de 1’ensemble Ea implique que

HfIdh/Tz.lOg U za =0

h<a<h
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car I'union peut se voir comme une union dénombrable. On en déduit que
_1qh/h. . oy ,
H" s (B ) = 0o. La seconde partie de la proposition est prouvée. //

Supposons maintenant h = oo. La minoration de la dimension de Hausdorff des en-
sembles Fj, pour h € [h, h[, est donnée par le résultat suivant.

Proposition 7.5

Supposons h=0o0.Ona presque sirement, pour tout réel h € [h, E[,

La preuve de cette proposition n’utilise pas la théorie des ensembles a grande intersection.
Elle reprend plutot les idées de la preuve du lemme 9 de [93] : pour h € [h, h[, on construit
un point y, appartenant a £} en I’'obtenant comme 'unique élément de 'intersection d’une
suite (I"), ey« convenablement choisie de fermés emboités non vides dont le diametre tend
vers 0. Il s’agit en outre de montrer que cette construction est possible avec probabilité 1
indépendamment du réel h. Dans cette perspective, fixons un réel h € [h, h| et posons

VieN ol =jolih N o0k, (5)2, (7.22)

J
J'=i+1

Soit j € N. Sachant que Zj 2/q; = 00, la suite de probabilités de transition (gj);en
comporte une infinité de termes strictement positifs. En conséquence, 77? > (. En outre,
comme h = oo, pour tout ¢ € 0, h/h], il existe un réel ¢ > 0 tel que gjr_;(j')? < 271+
pour tout j' € N. Cela garantit la convergence de la série définissant 775?, puis le fait que

Ve €]0,00[ 3r€]0,00[ VjEN 1l <rk29. (7.23)

Construisons de fagon récursive une famille (I"),cy+ d’ensembles conduisant & un
élément y;, de Ej, et une suite ( jﬁ)neN d’entiers naturels. La construction differe légerement
selon que le parametre ¢ défini par est nul ou ne l'est pas. Plus précisément, on
procede ainsi :

- Etape 1, lorsque 6 = 0 : On construit deux entiers naturels j2 et j vérifiant j < j,

ainsi qu'un ensemble I qui est I'image par ¢ d’un intervalle réel de la forme

it
avec u € U S

3=t

[xu 4 9 hlw/h gy g-hiu)/h 4 nf}hQ—@i{L/h]
» U i

ou [:Uu — 2~ hu/h _ n’.th_@j{L/h Ty — 2_@<“>/h]
]1 ) u

et qui vérifie B" N I = (), pour tout v € S}, avec j € {5k, ..., "}, ot B! désigne la
boule ouverte de centre z, et de rayon 2-2v)/%,

— Etape 1, lorsque § > 0 : On construit deux entiers naturels j et jh vérifiant jb < 57,
ainsi qu'un ensemble I qui est I'image par ¢ d’un intervalle réel de la forme

P
avec u € U S;

J=il

[zu 4 ohlw/h g 4 o-hiu)/h 4 77;}{12—@7?/’1]
ou |y — 27HW/h 2 kbR g, gmbtu/h]
1
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ou bien de la forme

[0+ 32798, + 3 2798 4y 20k
. . - avec U € Sjn_y
ou |z, =329 —pfy 2t/ g, 5. 9t !
J1

et qui vérifie, d’une part, B" N I} = (), pour tout v dans §j et 5 € {jb,... 50}, et
d’autre part, %Bg NI =, pour tout v de Sjg—1 (si B est une boule ouverte de T,
on désigne par %B la boule ouverte dont le centre est le méme que celui de B et
dont le rayon est multiplié par 3/2).

— Pour n € N*, passage de ’étape n a Uétape n + 1 (dans les deuz cas) : Suppo-
sons disposer d’entiers naturels j, ..., j* et d’ensembles I}, ..., I" convenables. On
construit alors un entier ;" > j" ainsi qu'un ensemble " 41, qui est inclus dans
I qui s’écrit comme I'image par ¢ d’un intervalle réel de la forme

[xu 2B/ g, g 2RO/ gfmzﬂ/h] ine
4 et avec u € S
ou |:mu - 27ﬁ<u>/h - 77;21“27@2*1/]1’ Ty — 27ﬁ<u>/h:| j:g-%l ’

et qui vérifie BY NI}, =0, pour tout v € gj, avec j € {jl+1,..., 5}
Supposons avoir pu construire une suite (I*),en- de sous-ensembles de T, en suivant la
méthode exposée précédemment. Ces ensembles sont fermés, car ils s’obtiennent comme
I'image par la surjection ¢ d’intervalles fermés de R. En outre, la suite (I )neN* est dé-
croissante et, pour n € N*, le diametre de I'ensemble 1" est inférieur a 77h 9~hin/h qui tend
vers 0 quand n tend vers I'infini, d’apres I'assertion ([7.23)). En vertu de Ta complétude du
cercle T, I'intersection sur n € N* des ensembles I" se résume alors & un singleton {y;},
avec y, € T. Sous certaines hypotheses (qui sont en fait vérifiées avec probabilité 1), le
point ¥, ainsi obtenu appartient a ’ensemble £}, comme l'indique le lemme suivant.

Lemme 7.3

Soit h € [h, h[. Supposons disposer d’une suite (I"),en< de parties du cercle T,
construite selon la méthode décrite précédemment. Notons g, 'unique élément du
cercle T vérifiant

m Ly = {yn} -
n=1

Le point y;, appartient a I'ensemble Ej, si § > 0 ou © = ().

// Soient h € [k, h[ et a € ]h, h]. D’apres (7.23)), on peut choisir un entier
ng > 2 de maniére & avoir simultanément j! _, > (log,3)/(h/h — h/c)

et 1 h 9=hin/h < 9= Jn/o‘/S pour tout entier n > mgy. Soit n un tel entier.

Le pomt yn, appartient & I" donc il existe un sommet u™ de 1'union sur
jge{h  +1,...,5"} des ensembles S] qui vérifie

A (g, wn) < 27Ol o hI

Sachant que (u™) > (log, 3)/(h/h — h/a), on peut majorer le premier terme
du membre de droite de I'inégalité précédente par 272")/« /3 En outre,
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comme n est supérieur a ng, on peut majorer le second terme par 9~ hir /e /3,
puis par 278"/ /3 du fait que (u™) < j*. Il en ressort que

Lo-hwmysa | Lo-hwn/a _ 9-bum/a

d(Yp, Tyn) < 32 + 32 <2 .

En conséquence, le point ;, appartient a I’ensemble L, pour tout o € |h, h).
Le lemme montre alors que y;, € Eh.

Si h = h, le lemme est prouvé. Supposons donc h > h. Le lemme
et la croissance des ensembles L, indique qu’il suffit de prouver que y,
n’appartient pas a Ly,.

Supposons § = 0 et © = ). Par construction de la suite (I*),en-, le
point y;, n’appartient & aucune boule B", pour u € gj, des que l'entier j
est supérieur & jJ. Ainsi, y, n’appartient pas a I’ensemble Zh. D’apres le
lemme [7.2] comme O est vide, le point y, n’appartient pas & Lj,.

Supposons désormais § > 0. Dans ce cas, la construction de la suite
(I"),en+ assure que le point g, ne peut appartenir a aucune boule B", pour
u € §j, lorsque U'entier j est plus grand que j, et & aucun intervalle dyadique

fermé \,, codé par un sommet u de Sjg—r Ainsi, d’'une part, y;, & L. D’autre

part, supposons ¥y, € O. Il existe alors un sommet u € S et un chemin infini
¢ € Or, vérifiant yj, = ¢(@¢). Si (u) < jh—1,1e sommet (; . . . (jn—1 appartient
a Sjg—l et code un intervalle dyadique fermé qui contient le point y;, = ¢,
ce qui offre une contradiction. Si (u) > j&, on a encore une contradiction,
puisque le point y;, = ¢ appartient a l'intervalle dyadique fermé A, donc
a la boule ouverte B" car h > h. Finalement, le point y; n’est pas dans ©.
Avec le lemme on en déduit que y, ¢ L. Le lemme est donc prouvé. //

Le lemme montre que, pour h € [ﬁ,ﬁ[, I’ensemble E), est non vide des lors que la
construction simultanée de la famille (I"),en- et de la suite (j),en est possible et que
I’ensemble O est vide dans le cas ou 6 = 0. Afin de prouver que les ensembles E},, pour
h € [h, h], sont presque stirement tous non vides, il reste donc & montrer que ces conditions
sont remplies avec probabilité 1, de maniere indépendante de h. Dans ce but, établissons
le lemme suivant.

Lemme 7.4

(1).
(ii).
(i)

Supposons que » y 2 qj = oo et h = 0o. Les assertions suivantes sont simultanément
vraies avec probabilité 1 :

Pour tout u € U, 'ensemble uld* N S est non vide.
Il existe un réel K > 1 tel que #gj < k2/g;_1j?, pour tout j € N.

Si 0 = 0, 'ensemble O est vide. Si en revanche ¢ > 0, le parametre j donné
par ([7.4)) est fini et il existe un réel k > 1 vérifiant

j—1
VieN  #8; < k202 ] pi

1=j

// Intéressons-nous a la premiere assertion. Fixons u € U. Sachant que X
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est une chaine de Markov sous la probabilité P, on a

j—1
PVvoeuwd (v)<j = X,=1)< le-

i=(u)

pour tout entier j > (u). Si (u) < j, ce dernier produit est nul pour j assez
grand. Sinon, sachant que 6 < 1, la suite constituée par ce produit admet 0
pour valeur d’adhérence. Par conséquent,

ps. W euwd X,=0. (7.24)

Fixons maintenant «’ € . On dispose de I'inclusion d’événements

(V' et Xp=0}c () A (7.25)

Jj=()

ou, pour tout entier j supérieur a (u'), 'événement 91}" correspond au fait
que la chaine de Markov X attribue I’état 0 a tous les sommets u” du sous-
arbre u'U dont la génération est inférieure a j. Prenons un entier j supérieur
a (u') + 1. La probabilité de I’événement Ql}" conditionnellement a la tribu

)2j*<“

Fi—1 vaut Ly 1(1 —qj1 ' Cela conduit &
u

J
u u’ i—(u))
o) =B, [ (g

i=(u')+1

Etant donné que Y, 2'q; = 0o, le produit précédent tend vers 0 quand
J tend vers l'infini. En vertu de l'inclusion d’événements (7.25)) et de la
dénombrabilité de I'ensemble U/, on peut écrire

ps. Yu' el Xyo =0 — " € WU* X = 1.

L’assertion prouve qu’avec probabilité 1, le sous-arbre ulf contient
un sommet v’ vérifiant X,, = 0. D’apres l'assertion précédente, il existe
presque stirement un sommet u” € u't* tel que X,» = 1. On peut supposer
que le sommet u” est de génération minimale. Alors, u” appartient a S.
Finalement, en faisant a nouveau appel a la dénombrabilité de U, il vient

ps. YueU wd NS0

ce qui correspond a ’assertion (i).

L’assertion (ii) du lemme est exactement I’assertion énoncée pré-
cédemment. Prouvons la troisieme assertion. Si ¢ = 0, la proposition
assure que l'ensemble © est presque surement vide. Supposons a l'inverse
0 > 0. En particulier, j < co. Observons que

j—1 j—1
vieN  E#S1<2 ) a [] »

k=-1 i=k+1
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Cette majoration découle en effet d'une récurrence élémentaire et du fait
que E[#S; | Fj_1] < 271 + 2p;_1#:S;_1 pour tout entier j € N*. Sachant
que p;j—1 = 0, on peut encore écrire

vieN Egs|<?|[[n] X

Comme h = 0o et 0 € [0, 1], on a pour tout entier k assez grand,
k
G < 2(71+%)k ot sz' > 2(7171%‘))(%1)'

Il existe donc un réel strictement positif ¢ tel que l'inégalité de Markov
fournisse, pour tout entier j supérieur a j,

[#S] <c =05 1;9]"
2(1+15)” sz

P (#8; > 20 sz <

Le lemme de Borel-Cantelli permet finalement de conclure. //

Le lemme [7.4] permet de prouver qu’avec probabilité 1, la construction de la suite
(I"),en+ présentée précédemment est possible, pour tout h € [h, h[. Placons-nous sur
I’événement sur lequel I'énoncé du lemme 7.4 m est vérifié et fixons un réel h € [h, h[.

— Justification de [’étape 1, lorsque 6 = 0 : Commencons par construire l’ensemble

I et les entiers naturels j(’} et ji. Sachant que h = oo, la série Zj 2(—k/Mig, | 52
converge, de sorte qu'il existe un entier naturel j > 4% tel que

(7.26)

o]

J
Vi> e 2w Y 207 ()7 <

ou k est la constante donnée par la deuxieme assertion du lemme D’apres la
premiére assertion de ce lemme, pour tout entier j > j# suffisamment grand, au
moins un des ensembles §j/, pour j' € {j%,...,7}, est non vide. En outre, le cercle T
privé des boules ouvertes B", lorsque u appartient & gj/, pour tout j' € {jr, ... j},
contient une composante connexe Z; de mesure de Lebesgue supérieure a

j ~ y _d "
— 0 #Sp 21 =2k 3T 20T g (5)

=it . =it . 3 |
J ~ I, , ~ K o .
> #Sy Ry, 2q-1(5")? 4k > 2'qp_1(5")?
sy .h iy .h Sy .h
J=Jo 2'=J0 2'=70

La premiére minoration provient du deuxiéme point du lemme [7.4] tandis que la
seconde découle de ((7.26). On peut placer dans la composante connexe Z; I'image
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par ¢ d’'un intervalle réel fermé de longueur 77;?2_@ /M des que

3. 9hi/h

i -
4R >0 Y'qpa()')?

=

h
an

Comme h = 00, la somme figurant au dénominateur du membre de droite est asymp-
totiquement majorée par toutes les exponentielles, lorsque j tend vers l'infini. C’est
aussi le cas du réel 77?, en vertu de . Il en ressort que l'inégalité précédente
est vérifiée lorsque l'entier j est suffisamment grand. Appelons j? le premier entier
pour lequel, d’une part, l'union sur j/ € {j%, ..., "} des ensembles §j, est non vide
et, d’autre part, I'inégalité précédente est satisfaite. Juste a coté de la composante
connexe Z;n se trouve une boule ouverte B", pour v € S de génération apparte-
nant a {j ... jl}. Il existe donc un ensemble [T qui s’écrit comme 'image par la

surjection ¢ de l'intervalle réel

[mu 4 0B/ g o oh{u)/h 4 ph Q—M{L/h]
U -]lL

ou [xu — oh{u)/h _ ph okt /h g 2—@<u>/h]
jl Y u

et qui se trouve dans Ljn. Cet ensemble I7 respecte les conditions demandées, puis-
quon a BN It =, pour tout v € gj/, avec j' € {jh, ..., i}
— Justification de ’étape 1, lorsque > 0 : Rappelons que j est alors fini. Construisons

I'ensemble 17" et les entiers naturels j et j". Comme 6 € [0,1], on a, lorsque j
appartient a un certain sous-ensemble infini J de N,

72
[Ip: < 2(-0-0+50)0-0,
i=j

Le troisieme point du lemme assure alors qu’on peut majorer par x22+0)G-1/3
le cardinal de I’ensemble S;_1, pour j dans J. Notons j un élément de J supérieur
a 4k et suffisamment grand pour avoir simultanément les inégalités ([7.26]) et

352~ (1-0Ug-1)/3 < (7.27)

> =

En vertu du premier point du lemme , dés lors que l'entier j, supérieur a 57, est
suffisamment grand, au moins un des ensembles S;/, pour j' € {j%,...,j}, est non
vide. De surcroit, le cercle T privé des boules ouvertes %Bﬁ, pour u € Sjg_l, et des

boules ouvertes B", lorsque u appartient & §j/, pour tout j € {j%, ..., j}, contient
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une composante connexe Z; de mesure de Lebesgue supérieure a

. i~ )
1= 38 27060 — 3 #5217

Ji'=3t
7 ~
#Sjg—l + Z #S]/
i'=i¢
1= 3k 2-0-0GE-D/5 _ 95 3~ 90D g, (j1)2
N J:’=j(})1
- J
R 2CHOUEDB LR ST 20 gy ()2
3'=il
1
2 .
2 </<, 22+0)(e-D/3 + & i 2j'Qj"1(j/)2)
=it

La premiére minoration découle des deux derniers points du lemme [7.4] tandis que
la seconde est une conséquence de (7.26)) et de (7.27)). La composante connexe Z;
peut accueillir I'image par ¢ d’un intervalle réel fermé de longueur 7)92_@7/ hosi

ohj/h

n; < j
9 </€ 22+0)Gh-1/3 1 % > 2j/qj/1<.j/>2>

=it

Le membre de gauche et le dénominateur du membre de droite croissent moins vite
que toutes les exponentielles, lorsque j tend vers l'infini, en vertu de et du
fait que h= o0 respectivement. L’inégalité précédente est donc vraie des que I'entier
j est suffisamment grand. Notons j le premier entier pour lequel, simultanément,
Punion sur j/ € {j,...,j"} des ensembles S; est non vide et I'inégalité précédente
est satisfaite. La composante connexe Iin est bordée par une boule ouverte %Bg,

pour u € Sj{;—h ou une boule ouverte B, pour u € S de génération comprise entre

ji et j*. On peut alors considérer un sous-ensemble 7 de Z;n qui se présente, dans
le premier cas, comme l'image par la surjection ¢ de I'intervalle réel

[+ 32798, + 3 2798 4l 201
I
ou [wu —3.2706 —ph o~hit/h g 3. 2_7'3}
n
et, dans le second cas, comme 'image par ¢ de I'intervalle réel
[:cu + 27 B0/ g, 4 27hC0/h 4 ph ohit/ h]
J1

ou [m _ghlu)/h _ph okt /h g th<u>/h] .
J1

L’ensemble I" répond aux conditions requises : B* N I} = () pour tout v € S de
génération comprise entre j et j et 3B2N I =) pour tout v € Sin_1-
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— Pour n € N*, justification du passage de l’étape n a [’étape n + 1 : Supposons avoir
construit des entiers naturels j2,...,j" et des ensembles I},..., I" convenables.
D’apres la définition de la suite (n;-l)jeN et le fait que j* est supérieur a jl,
donc a 4k, on a

o ) nh, 2~ hin/h
Vi > b1 % Z 9(1=h/h)j gr1(5')% < JHT

j=if1

(7.28)

D’apres le premier point du lemme (7.4} si u désigne un sommet de I’arbre binaire
U qui vérifie simultanément (u) > j* + 1 et A\, C I", il existe un descendant v
du sommet u qui appartient a I’ensemble S. L’intersection BN I" est alors non
vide, puisque z, appartient & I”. De plus, un des ensembles §j/ est non vide, pour
j e {it+1,...,4}, si j désigne un entier suffisamment grand. L’ensemble I privé
des boules ouvertes B", lorsque u appartient & §j/, pour tout j' € {j" +1,...,5},
admet une composante connexe Z; de mesure de Lebesgue supérieure a

. J ~ -/ - ~ J -/ .
n;tngbjﬁ/h — > #S 2 h/h n;lkgflyk/h — 2% Y 20-hMT g (52

J'=it S F=iti+
J ~ - J
L+ > #5; L+k > 27gyp1(5')?
J'=in+1 i'=ip+1

T] hQ—QJff/h
In

v

i '

2(1+% > 2gra(')?
3'=ip+1

La premiére minoration se déduit du deuxieme point du lemme [7.4] alors que la

seconde résulte de ([7.28). On peut placer dans la composante connexe Z; l'image

par ¢ d’'un intervalle réel fermé de longueur 77?2’@ /P des que

77;-‘5 oh(i—i)/h

n; < ; :
: <l+% 2 2j/61j’—1(j’)2>

j=ik+1

En examinant, comme précédemment, le comportement asymptotique de ses deux
membres, on peut affirmer que cette inégalité est vérifiée si 'entier j est assez grand.
Notons ;" 41 le plus petit entier naturel strictement supérieur a 4" pour lequel I'in-

égalité est vraie et pour lequel il existe un sommet v de S de génération comprise
entre j + 1 et j | vérifiant z, € I'. On peut trouver, & coté de la composante

connexe Ith, une boule ouverte B, pour u € S de génération appartenant i
n
{jh+1,...,j}. I existe donc un ensemble I, qui s’écrit comme I'image par la

surjection ¢ de l'intervalle réel
[% o R/ g o-h{u)/h 4 ph Qfmﬁ/h}
In+1

ou |z —9-htw/h _ ph o=hilii/h o o—hiu)/h
u 77]2_‘_1 ) MU

et qui se trouve dans 7 ey Cet ensemble I | satisfait aux conditions désirées,
n

puisqu'on a B N I*,, = @, pour tout v € Sy, avec j € {j +1,...,j" }.
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On vient donc d’établir que, sur ’événement de probabilité 1 pour lequel les trois points
du lemme sont vérifiés, la construction d’une suite convenable (I"),cy d’ensembles
est possible, pour tout réel h € [h,h[. En outre, sur cet événement, I'ensemble © est
vide, lorsque § = 0. Les hypotheses du lemme sont alors vérifiées, si bien que le point
yn € T qui résulte de la famille (I"),cy appartient & I'ensemble Ej. Il s’ensuit que ce
dernier ensemble est non vide. La proposition est donc démontrée.

En utilisant simultanément les propositions et et le fait que 'ensemble Ej,
contient I’ensemble © d’apres les lemmes et [7.2] on obtient le résultat suivant.

Proposition 7.6
On a presque strement

h ~ h
dim Ej, = max <§, dim @> et  Vh € |h,min(h,h)[ dimE, = =

Le théoreme est alors une conséquence immédiate de cette proposition, de la pro-
position [7.2] et de la discussion qui la suit.
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Propriétés d’ubiquité en analyse multifractale
et séries aléatoires d’ondelettes a coefficients corrélés

Résumé : L'objectif principal de cette these est la description des propriétés de taille
et de grande intersection des ensembles apparaissant lors de 'analyse multifractale de
certains processus stochastiques. Dans ce but, nous introduisons de nouvelles classes d’en-
sembles a grande intersection associées a des fonctions de jauge générales et nous prouvons,
a l'aide de techniques d’ubiquité, des résultats d’appartenance a ces classes pour certains
ensembles limsup. Cela nous permet en particulier de décrire exhaustivement les pro-
priétés de taille et de grande intersection des ensembles issus de la théorie classique de
I’approximation diophantienne comme l’ensemble des points bien approchables par des
rationnels ou I’ensemble des nombres de Liouville. Nous fournissons aussi des résultats du
méme type lorsque les rationnels intervenant dans I'approximation doivent vérifier cer-
taines conditions, comme les conditions de Besicovitch. Nos techniques d’ubiquité nous
permettent en outre de décrire completement les propriétés de taille et de grande inter-
section des ensembles intervenant dans I’analyse multifractale des processus de Lévy et
d’un modele de séries lacunaires d’ondelettes. Nous obtenons des résultats similaires pour
un nouveau modele de séries aléatoires d’ondelettes dont les coefficients sont corrélés via
une chaine de Markov indexée par un arbre. Nous déterminons en particulier la loi du
spectre de singularités de ce modele. Pour mener cette étude, nous nous intéressons a
une large classe de fractals aléatoires généralisant les constructions récursives aléatoires
précédemment introduites par de nombreux auteurs.

Mots-clés : ensembles a grande intersection et mesures de Hausdorff, ubiquité, ap-
proximation diophantienne, analyse multifractale, processus de Lévy, séries aléatoires
d’ondelettes, chaines de Markov, fractals aléatoires.

Ubiquity properties in multifractal analysis
and random wavelet series with correlated coefficients

Abstract : The main purpose of this thesis is the description of the size and large
intersection properties of sets arising in the multifractal analysis of certain random pro-
cesses. To this end, we introduce new classes of sets with large intersection which are
associated with general gauge functions and we prove, using ubiquity techniques, that
these classes contain certain limsup sets. In particular, this enables us to fully describe
the size and large intersection properties of sets issued from the classical theory of Dio-
phantine approximation, as the set of points that are well-approximable by rationals or
the set of Liouville numbers. We also supply results of the same type when the ratio-
nal approximates are required to enjoy certain conditions, as the Besicovitch conditions.
In addition, our ubiquity techniques allow us to completely describe the size and large
intersection properties of the sets coming into play in the multifractal analysis of Lévy
processes or certain lacunary wavelet series. We obtain similar results for a new model
of random wavelet series whose coefficients are correlated through a tree-indexed Markov
chain. In particular, we determine the law of the spectrum of singularities of this model.
To perform this study, we analyze a large class of random fractals which generalize the
random recursive constructions previously introduced by many authors.

Keywords : sets with large intersection and Hausdorff measures, ubiquity, Diophan-
tine approximation, multifractal analysis, Lévy processes, random wavelet series, Markov
chain, random fractals.

MSC2000 : 11J83, 26A15, 28A78, 28A80, 42C40, 60D05, 60G17, 60G51, 60J10.
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