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RésuméLa osmologie est atuellement à un tournant de l'histoire de son développe-ment. L'abondane de données observationnelles diverses et préises a permis dedévelopper et de on�rmer un modèle standard de onordane pour dérire lesgrandes éhelles de l'Univers. Fort de e suès, il devient ruial d'interroger lesfondements de e modèle standard, a�n, notamment, d'élaiir l'origine d'envi-ron 90 % du ontenu énergétique de l'Univers, quali�é de matière et d'énergiesombres.En lien ave le problème de l'énergie sombre, ette thèse se propose d'explorer,à travers les propriétés dynamiques de hamps salaires, deux prinipes qui setrouvent au ÷ur de la osmologie : les prinipes d'équivalene et osmologique.Le prinipe d'équivalene est abordé à travers les théories salaire-tenseur de lagravité, permettant d'intégrer la Relativité Générale dans un adre large de théo-ries respetant la version faible du prinipe d'équivalene tout en permettant detester sa version forte. Dans ette perspetive, les propriétés dynamiques et lesonséquenes osmologiques de es théories sont disutées.Le prinipe osmologique quant à lui est reformulé ; ses ontours sont redé�nis,menant à la formulation de modèles osmologiques di�érents du modèle standard,par le biais des osmologies inhomogènes moyennées. Ces modèles permettent deprendre en ompte de façon onsistante la struturation à petites éhelles de l'Uni-vers et son homogénéité aux grandes éhelles, ouvrant ainsi la possibilité d'expli-quer l'énergie sombre par la formation des strutures ; il est également possible deles mettre en orrespondane ave l'apparition de hamps salaires dans le adredu modèle standard.Mots-lés : Cosmologie ; théorie lassique du hamp gravitationnel ; théoriesalaire-tenseur de la gravité ; osmologies moyennées ; énergie sombre.
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SummaryCosmology is today at a turning point of its history. The diversity and highpreision of the multiple observations available have led to the emergene of a stan-dard onordane model that desribes very well the large sale struture of theUniverse. Nevertheless, the unknown nature of almost 90 % of the energy ontentof the Universe, the so-alled dark matter and energy, may be a sign that someassumptions of the standard model are inadequate.In this thesis, we explore, through the dynamial properties of salar �elds, twoassumptions at the heart of osmology : the equivalene and osmologial prin-iples.The equivalene priniple is studied thanks to salar-tensor theories, so that Ge-neral Relativity is embedded in a wider lass of theories that respet the weakequivalene priniple and allow to test its strong version. Both the dynamialproperties and osmologial onsequenes (Big Bang Nuleosynthesis, Cosmi Mi-rowave Bakground, struture formation) of these theories are disussed.As for the osmologial priniple, it is reformulated and preisely rede�ned to leadto new osmologial models di�erent from the standard one, and alled averagedinhomogeneous osmologies. These models provide a self onsistent desription ofstrutures on small sales and of an e�etive homogeneous model for the largesales ; this may be a way to explain dark energy through struture formation.These models an also been put in orrespondene with the appearane of salar�elds in the standard model.Keywords : Cosmology ; lassial theory of the gravitational �eld ; salar-tensor theory of gravity ; averaged osmology ; dark energy.

vii



viii



Notations et onventionsDans l'ensemble de et ouvrage, à l'exeption de la setion I.1.1 onsarée auxbases de la Relativité Restreinte, on se plae dans un système d'unités où la vitessede la lumière c est posée égale à 1.Lorsque l'on traite des oordonnées et de la métrique d'espae-temps, les indiesreprésentés par des lettres de l'alphabet gre sont à valeurs dans {0, 1, 2, 3}, l'in-die 0 étant réservé à la oordonnée de genre temps ; les indies représentés pardes lettres de l'alphabet latin sont à valeurs dans {1, 2, 3} et sont réservés auxoordonnées spatiales. La métrique de l'espae-temps est toujours érite ave lasignature −+++, a�n de garder une forme dé�nie positive pour sa partie spatiale.Les derivées ovariantes seront parfois notées ∇, le type d'indie traduisant la na-ture spatiale ou spatio-temporelle de ette dérivée ovariante, d'après les onven-tions énonées i-dessus : ∇µ désigne ainsi une dérivée ovariante pour les onne-tions de l'espae-temps, alors que, dans le adre du formalisme 3+1, ∇i désigneune dérivée ovariante par rapport à la métrique riemannienne induite sur l'espaeuniquement. Les dérivées ovariantes par rapport à l'espae-temps, ∇µ, et ellesseules, sont parfois abrégées par un point virgule. Par exemple, pour un veteur
Uµ :

Uµ
;ν ≡ ∇νU

µ .De même, les dérivées partielle par rapport aux oordonnées d'espae-temps,sont parfois notées ave une virgule :
Uµ
,ν ≡

∂Uµ

∂xν
.En�n, on notera l'opération de symétrisation de deux indies d'un tenseur Uµν :

U(µν) ≡
1

2
(Uµν + Uνµ) ,et l'antisymmétrisation :

U[µν] ≡
1

2
(Uµν − Uνµ) .ix
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Première partieCosmologie : une introdution

1





3La osmologie est l'étude, enadrée par les prinipes et le formalisme de laphysique, des lois régissant les très grandes éhelles de la nature, 'est-à-dire eque l'on appelle l'Univers. Le onept d'Univers est vaste et désigne au moins deuxobjets di�érents. Dans une première aeption, il signi�e l'ensemble du réel, la to-talité de e qui existe. C'est un terme englobant, plut�t vague, dont la signi�ationphysique demande à être préisée, en général par l'adjontion aux lois physiquesd'un ou plusieurs prinipes d'origine philosophique. La deuxième signi�ation dumot, plus restreinte, onerne uniquement l'ensemble de tous les phénomènes phy-siques aessibles à un observateur1 donné dans un temps donné. Cette notionde temps est enore mystérieuse à e stade et devra être préisée par la suite,mais l'on voit que dans ette dé�nition de l'Univers, la notion d'âge est déjà pré-sente : l'Univers apparaît omme un objet dynamique, puisqu'il est suseptible, apriori, d'évoluer, 'est-à-dire de ne pas apparaître toujours identique à lui-même àun observateur donné. On appelle généralement l'Univers de la seonde dé�nitionl'Univers observable, a�n de le distinguer de elui de la première dé�nition, senséeêtre plus générale et englober la seonde. Il est bien entendu possible que les deuxnotions oïnident, et que l'ensemble des phénomènes de la nature se onfondeave l'ensemble de e qu'un observateur quelonque est apable d'observer. Celaserait le as, par exemple, dans un Univers dans lequel la lumière se propageraitinstantanément dans l'espae. Cependant, les lois de la physique ontemporaine,et notamment la Relativité, ne favorisent pas e sénario, et nous verrons que lanotion d'Univers observable est apitale dans un modèle relativiste de la nature.Dans la suite de ette thèse nous réserverons, pour préserver la simpliité du pro-pos, le mot Univers à l'Univers observable, sauf s'il est fait mention expliite duontraire. La osmologie moderne est fondée d'une part sur la Relativité Géné-rale en tant que théorie lassique du hamp gravitationnel et d'autre part sur unensemble varié d'observations astrophysiques. Ces observations ouvrent mainte-nant tous les domaines du spetre életromagnétique, des rayons γ au domaineinfrarouge, et ont permis d'établir une vision ohérente de notre Univers dans leadre d'un modèle standard. Ce modèle est dit de onordane en e qu'il permetde rendre ompte de la quasi totalité des observations astrophysiques atuelles àl'aide d'un nombre restreint de paramètres. Cependant,e nombre n'est restreintque dans la mesure où les lois de la physique sont supposées valables aux éhellesonsidérées, e qui permet de �xer tous les paramètres de es lois à partir des ex-périenes réalisées sur Terre, indépendamment du ontexte osmologique. Il fautsouligner et garder à l'esprit l'audae intelletuelle onsistant à extrapoler des loisvéri�ées aux éhelles du système solaire jusqu'aux éhelles de l'Univers dans son1L'observateur, ii, n'est absolument pas limité à un être onsient. Il doit être ompris ommeun point de l'espae auquel est attahé un ensemble d'appareils de mesure, au sens donné à eterme en physique quantique, permettant a priori de réaliser une expériene portant sur desphénomènes physiques.



4entier.Cette thèse ommene par un exposé du modèle standard de la osmologie,qui, à défaut d'être exhaustif, se propose d'introduire les notions fondamentalesqui seront néessaires à la ompréhension des parties suivantes. C'est pourquoi ilm'a semblé néessaire d'insister sur les deux prinipes autour desquels 'est arti-ulé mon travail ; le prinipe d'équivalene m'amenera à présenter suintementles idées physiques à l'origine de la formulation de la Relativité Générale, et laprésentation des modèles de Friedmann me permettra de formuler lairement leprinipe osmologique dans sa version forte, ainsi que de présenter un bref rap-pel de l'histoire thermique de l'Univers et des prinipaux phénomènes physiquesqui seront disutés par la suite. En�n, ette première partie s'ahèvera sur l'intro-dution des hamps salaires en osmologie. Nous verrons omment eux-i sontapparus dans le modèle standard dès qu'un problème y est apparu. Cela est sansdoute lié au double fait qu'ils sont simples à manipuler, tout en possédant unephénoménologie très rihe.Signalons dès à présent que les deux prinipes dont traitera ette thèse sontde natures assez di�érentes et partiipent haun séparément d'un des deux fon-dements à la osmologie préités.Le prinipe d'équivalene est une omposante essentielle de la struture de l'in-teration gravitationnelle ; il est un adre de formulation de sa propriété entrale,et, dès les débuts de la Relativité Générale, il a été un guide important pour saformulation. C'est pourquoi nous dirons que 'est un prinipe premier : 'est unprinipe de la gravitation, agissant au ÷ur de toutes ses manifestations.Le prinipe osmologique quant à lui, traite de la façon dont les observations d'in-térêt osmologique s'organisent en un ensemble ohérent et ompréhensible parle osmologiste. C'est un prinipe d'organisation des données empiriques dans unhamp donné de la physique, la osmologie, et non de fondement premier ou on-tologique pour l'ensemble de la physique2.

2Signalons tout de même ii la tentative originale de Milne [1℄ de onsidérer le prinipeosmologique omme un prinipe à adjoindre à la physique omme ondition néessaire à ladé�nition du onept d'Univers.



Chapitre 1Eléments de Relativité GénéraleLe �euve du temps est un �euve qui emporte ave soi ses rives. Celui qui voyagese meut entre des parois �xes, sur un sol �xe ; mais parois et sol, de manièreimpereptible, sont très étroitement assoiés aux mouvements des voyageurs.R. Musil, L'homme sans qualités, 1930.Le premier élément fondamental de la osmologie est l'interation gravitation-nelle. Si faible aux éhelles mirosopiques, elle jouit, à la di�érene des autresinterations, d'une partiularité qui la rend déterminante aux grandes éhelles,notamment osmologiques : 'est une interation universelle, à portée in�nie nonérantée. Universelle d'abord, ar tout les types d'énergie y sont soumis ; et bienplus, omme nous le verrons par la suite, en Relativité Générale , ils y sont toussoumis de la même façon ('est le prinipe d'équivalene).De plus, parmi les quatre interations fondamentales : forte, faible, életroma-gnétique et gravitationnelle, la première est à faible portée (elle agit aux éhellesnuléaires) à ause du on�nement des quarks et les e�ets de la deuxième sontlimités aux éhelles atomiques par la masse importante de ses bosons-veteurs.Par onséquent, les seules interations à portée in�nie sont la gravitation et l'éle-tromagnétisme. Cependant, l'életromagnétisme est une interation érantée : elleadmet, pour les orps életriquement hargés, des harges positives et négatives,si bien que, pour une partiule-test située loin d'un objet onstitué d'un grandnombre de orps hargés, et objet apparaît életriquement neutres. C'est e phé-nomène qui explique que les orps marosopiques apparaissent életriquementneutre. On omprend don qu'aux éhelles osmologiques, l'életromagnétisme nejoue pas un grand r�le (e n'est ependant pas tout à fait vrai, et nous verronsque lors des phases où l'Univers est petit et à haute température, e jugement doitêtre révisé).Pour ommener, il nous faut présenter rapidement les prinipales aratéris-tiques de la Relativité Générale, qui seront utiles par la suite. La formulation de la5



6 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE RELATIVITÉ GÉNÉRALEthéorie généralisée de la Relativité a reçu, depuis 1916, bien des aménagements quiont permis de rendre ette théorie ompréhensible dans des termes mathématiquesplus adaptés à son inlusion dans le reste de la physique moderne ou aux divers asd'appliations. On pourra trouver de très bons développements sur es di�érentesformulations dans [2, 3, 4, 5℄. Dans le présent ouvrage, on se bornera à présenterles idées physiques qui ont amené à la formulation de la Relativité Générale.1.1 Relativité du mouvement : de Newton à Ein-steinDès le début des Prinipia Mathematia Philosophiae Naturalis, Newton, dansles dé�nitions préliminaires explique les di�érenes indispensables qu'il introduitentre temps et espaes absolus et relatifs. Du fait de son importane et de sa larté,nous nous permettons de iter e texte in extenso1 :"I. Le temps absolu, vrai et mathématique, sans relation à rien d'ex-térieur, oule uniformément, et s'appelle durée. Le temps relatif, ap-parent et vulgaire, est ette mesure sensible et externe d'une partiede durée quelonque (égale ou inégale) prise du mouvement : tellessont les mesures d'heures, de jours, de mois, et 'est e dont on se sertordinairement à la plae du temps vrai.II. L'espae absolu, sans relation aux hoses externes, demeure tou-jours similaire et immobile.L'espae relatif est ette mesure ou dimension mobile de l'espae ab-solu, laquelle tombe sous nos sens par sa relation aux orps, et quele vulgaire onfond ave l'espae immobile. C'est ainsi, par exemple,qu'un espae, pris au dedans de la Terre ou dans le iel, est déterminépar la situation qu'il a à l'égard de la Terre."Ainsi, il existe un adre �xe, dans lequel se meuvent les orps -'est l'espaeabsolu-, et un adre �xe par rapport auquel on mesure l'impermanene des phéno-mènes -'est le temps absolu-. De façon moderne, nous dirions que l'espae-tempsabsolu est la réunion de la droite réelle R pour le temps ave l'espae vetoriel R3pour l'espae2. Au sein de e adre �xe, se déroulent les faits physiques, qui ont uneextension et une durée. L'extension est la portion d'espae absolu qu'ils oupent àun instant donné du temps, et la durée la portion de temps absolu qu'ils ouvrent1La tradution est elle de Mme du Châtelet telle que publiée par Dunod. Les mots en italiquele sont dans ette tradution.2Et non l'espae vetoriel R4 en ei que dans ette vision, temps et espae ne sont pasuni�és. Nous verrons plus préisément l'importane de ette distintion dans la suite lorsquenous aborderons les symétries de la théorie.



1.1. RELATIVITÉ DU MOUVEMENT : DE NEWTON À EINSTEIN 7entre leur émergene et leur �n. Dans la suite de sa onstrution méanique, New-ton inlut ensuite le prinipe de relativité de Galilée. Si l'on onsidère deux orpsnotés 1 et 2 en mouvements retilignes et uniformes par rapport à l'espae absolu,ave des vitesses respetives ~v1 et ~v2, la vitesse du orps 2 relativement au orps1 est donnée par ~v2 − ~v1. Cela e omprend aisément si l'on munit l'espae absolud'un repère artésien d'origine O et que l'on nomme les orps 1 et 2, supposéspontuels C1 et C2 respetivement. Alors, la vitesse de 2 relativement à 1 s'éritnaturellement :
~v2|1 =

d
−−−→
C1C2

dt
=
d
−−→
OC2

dt
− d
−−→
OC1

dt
. (1.1.1)Cela permet de dé�nir un ensemble de référentiels privilégiés, que nous appelleronsréférentiels inertiels galiléens. C'est l'ensemble de tous les référentiels qui sont aurepos ou en translation retiligne et uniforme par rapport à l'espae absolu. Si l'ononsidère deux de es référentiels R et R′ munis de repères artésiens, (O, x, y, z)et (O

′
, x

′
, y

′
, z

′
), les transformations qui permettent d'exprimer les résultats demesures réalisées dans R′ en fontion des résultats de mesures réalisées dans Rsont appelées transformations galiléennes et sont données par :

t
′

= t+ τ




x
′

y
′

z
′



 = R





x
y
z



 + t~vR|R′ + ~a , (1.1.2)où τ est un réel, ~vR|R′ est la vitesse de R relativement à R′, R une rotation in-dépendante du temps, et ~a le déplaement de 0 par rapport à O′ à t = 0. Onnotera qu'un orps animé d'une vitesse ~V dans le référentiel R possède une vitesse
~V ′ = ~V + ~vR|R′ : 'est la loi galiléenne de omposition des vitesses. Les transfor-mations (1.1.2) forment un groupe à 10 paramètres, et sous-tendent le :Prinipe de Relativité de Galilée :Toutes les lois de la physique s'érivent de la même façon dans tous les référentielsinertiels galiléens.Autrement dit, il est impossible, par une expériene quelonque de distinguer lerepos du mouvement retiligne et uniforme (par rapport à l'espae absolu). La loide la méanique de Newton :

m
d2~x

dt2
= ~F (~x) , (1.1.3)où m est la masse d'un orps et ~F la résultante des fores méaniques agissantsur e orps, satisfait manifestement e prinipe, et l'on dit que la physique new-



8 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE RELATIVITÉ GÉNÉRALEtonienne est invariante par tous les hangements de oordonnées galiléens. En re-vanhe, on peut aisément onstater que les lois de l'életromagnétisme, formuléespar Maxwell ne sont pas invariantes par hangements de oordonnées galiléens. Laphysique, jusqu'au début du vingtième sièle, semble don soumise à une tensionformelle : bien que des référentiels soit privilégiés par les lois de la méanique, esmêmes référentiels ne semblent jouer auun r�le partiulier quant à la formulationdes lois gouvernant le omportement du hamp életromagnétique. Considérant edernier du point de vue inématique, on ne voit apparaître qu'une seule vitessearatéristique : la vitesse de propagation, ou élérité, des ondes libres assoiéesau hamp, notée c. Si l'életromagnétisme obéissait à l'invariane galiléenne, ons'attendrait don à pouvoir appliquer la loi de omposition des vitesses à un rayonlumineux : la vitesse d'un rayon lumineux devrait don varier suivant le référentielà partir duquel on observe e rayon. Mihelson en 1881, puis Mihelson et Morleyen 1887, ont réalisé des expérienes a�n de mettre en évidene une telle variationde la vitesse de la lumière. Grâe à un interféromètre de Mihelson, ils ont tentéde mettre en évidene une di�érene de hemin optique entre la lumière se pro-pageant dans la diretion du mouvement de la Terre autour du Soleil, et elle sepropageant dans une diretion orthogonale. Sans auun résultat. Il semblait donque la lumière n'obéissait pas à la loi galiléenne de omposition des vitesses. Celafut interprété par Einstein omme une défaillane, non du prinipe de Relativité,mais de la dé�nition des référentiels inertiels. Autrement dit, il posa que les réfé-rentiels à privilégier n'était pas les référentiels en repos ou en mouvement retiligneet uniforme par rapport à l'espae absolu. Il lui fallait don dé�nir de nouveauxréférentiels inertiels. Pour ela, l'invariane de la vitesse de la lumière est un guidee�ae. Considérons en e�et que deux observateurs sont en déplaement relatifretiligne et uniforme. Soient R et R′ les référentiels attahés à haque observa-teur, et ~v la vitesse de R′ par rapport à R. Nous supposerons, et nous verronspar la suite pourquoi ela est important, que les référentiels sont spatio-temporels,'est-à-dire dé�nis par (O, t, x, y, z) et (O
′
, t

′
, x

′
, y

′
, z

′
). Considérons que les ori-gines des deux systèmes de référene, O et O′ oïnident à l'instant t = t

′
= 0.Soit alors un signal lumineux émis en O = O

′ à l'instant initial t = t
′

= 0, etreçu en P = (x, y, z) = (x
′
, y

′
, z

′
) aux instants t et t′ respetivement dans les deuxréférentiels. L'invariane de la vitesse de la lumière impose :
‖~r‖2 = c2t2 (1.1.4)
‖~r′‖2 = c2t

′2 , (1.1.5)où ~r = (x, y, z)T et ~r′ = (x
′
, y

′
, z

′
)T . Don, on a la relation :

‖~r‖2 − c2t2 = ‖~r′‖2 − c2t′2 . (1.1.6)



1.1. RELATIVITÉ DU MOUVEMENT : DE NEWTON À EINSTEIN 9L'invariane de c modi�e don les symétries fondamentales : dans le as galiléen,les transformations laissant les lois invariantes laissaient la norme des veteursspatiaux invariante ; désormais, l'invariane fait intervenir un mélange des oor-données spatiales et de la oordonnée temporelle. C'est pourquoi nous avions au-torisé le temps de parours à ne pas être le même dans les deux référentiels. A�nde satisfaire à la onstane de la vitesse de la lumière, nous sommes don obli-gés d'abandonner l'idée d'un temps absolu, et de dé�nir les référentiels dans unespae-temps étendu, d'où la notation (O, t, x, y, z) pour un référentiel donné. Lequadruplet (t, x, y, z) est appelé un évenement3. Il nous faut alors un moyen demesurer la "distane" entre deux évenements. Dans le as galiléen, la distane eu-lidienne lassique, fondée sur le produit salaire standard de R3, est invariantesous les transformations (1.1.2). Désormais, l'invariane de la vitesse de la lumièreimplique l'existene de l'invariant (1.1.6), don, par analogie, on dé�nira la "dis-tane" entre deux évenements grâe à la forme d dé�nie par :
R4 → R

(t, ~x) 7→ d(t, ~x) = ‖~x‖2 − c2t2 = x2 + y2 + z2 − c2t2 . (1.1.7)
R4 muni de la forme d est appelé espae de Minkowski. Sur et espae, on al'habitude d'introduire l'élément de distane di�érentiel entre deux évènementsin�niment prohes (t, x, y, z) et (t+ dt, x+ dx, y + dy, z + dz) :

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 , (1.1.8)ainsi qu'une notation ovariante pour les oordonnées. Un veteur de l'espaede Minkowski (t, ~x), appelé 4-veteur (ou quadriveteur), sera noté xµ pour µ ∈
{0, 1, 2, 3} et x0 ≡ t, ~x ≡ (x1, x2, x3). En introduisant le tenseur symétrique ηµνtel que η00 = −1, ηij = δij ,∀(i, j) ∈ {1, 2, 3}2, et η0i = 0 ,∀i ∈ {1, 2, 3}, on a
ds2 = ηµνdx

µdxν . ηµν est la métrique de Minkowski. Les transformations laissantet élément de distane invariant nous donneront l'équivalent des transformationsgaliléennes pour le nouveau prinipe de Relativité. Ces transformations, appeléestransformations de Lorentz inhomogènes sont données par :
x

′α = Λα
βx

β + aα , (1.1.9)où aα est un quadriveteur onstant et Λα
β un tenseur (1, 1) onstant véri�ant :

Λα
γΛ

β
δ ηαβ = ηγδ . (1.1.10)3Dans ette setion, nous onsidérons des oordonnées artésiennes pour l'aisane des nota-tions, bien que tout puisse être dé�ni dans des oordonnées arbitraires.



10 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE RELATIVITÉ GÉNÉRALELe groupe formé par es transformations est dit groupe de Poinaré4, et le sous-groupe ave aµ = 0 s'appelle le groupe de Lorentz homogène. Les sous-groupesde es groupes dont les éléments véri�ent Λ0
0 ≥ 1 et det Λ = 1 sont dits propres ;e sont les sous-groupes onnexes à l'identité. Le sous-groupe des transformationsde Lorentz homogène propre ontient deux sous-groupes remarquables : elui desrotations, et elui des "boosts". Les rotations sont obtenues par :

Λ0
0 = 1 , Λ0

i = Λi
0 = 0 , Λi

j = Ri
j , (1.1.11)où Ri

j représentent les éléments d'une matrie orthogonale de Mn(R). Ainsi, legroupe de Lorentz homogène propre omprend les transformations galiléennes (ro-tations et translations). Les "boosts" quant à eux sont une nouvelle lasse detransformations prenant en ompte la vitesse relative de deux référentiels. Soientdeux observateurs (O, xµ) et (O
′
, x

′µ), O ayant une vitesse ~v relativement à O′.D'après (1.1.9) appiquée aux éléments in�nitésimaux de oordonnées, le déplae-ment spatio-temporel de 0 s'érit dx′µ = Λµ
νdx

ν , ave d~x = 0, don :
dt

′
= Λ0

0dt , dx′i = Λi
0dt ; (1.1.12)or d~x′

dt′
= ~v, e qui permet d'érire : Λi

0 = viΛ0
0. De plus, la relation (1.1.10) permetd'érire :

c2(Λ0
0)

2 −
3
∑

i=1

(Λi
0)

2 = c2 . (1.1.13)En dé�nissant le fateur de Lorentz γ ≡ 1/
√

(1− ‖~v‖2/c2), la solution du système(1.1.12)-(1.1.13) est donnée par :
Λ0

0 = γ , Λi
0 = γvi . (1.1.14)Restent à déterminer les autres omposantes ; elles-i ne sont pas dé�nies defaçon unique étant donné que toute rotation d'un des sytèmes de référene laissela situation invariante en e qui onerne la vitesse. Le hoix habituel que l'on faita�n de satisfaire (1.1.10) onsiste à poser :

Λ0
i = Λi

0 et Λi
j = δij +

γ − 1

‖~v‖2 v
ivj . (1.1.15)On remarque que es transformations se réduisent aux transformations galiléennespour des vitesses ‖~v‖ faibles devant la vitesse de la lumière c. Cela l�t notre4On peut montrer [6℄ que les représentations irrédutibles du groupe de Poinaré sont a-ratérisées par deux nombres (m, s), m étant réel et s entier ou demi-entier. Cela fournit uneinterprétation du onept de partiule relativiste omme représentation irrédutible du groupede Poinaré, si l'on identi�e m à la masse et s au spin.



1.1. RELATIVITÉ DU MOUVEMENT : DE NEWTON À EINSTEIN 11disussion des bases de la inématique relativiste. A l'aide de es transformations,nous pourrons alors dérire tous les phénomènes physiques par les mêmes loisdans l'ensemble des référentiels inertiels se déduisant les uns des autres grâe à destransformations de Lorentz. Ainsi, la dé�nition de la fore relativiste exerée surune partiule de masse inertielle m repérée par les oordonnées xµ, obtenue par laloi de la dynamique de Newton, s'érira, dans es référentiels :
F µ = m

d2xµ

dτ 2
, (1.1.16)où τ est le temps propre de la partiule est invariant sous les transformations deLorentz, et est donné par c2dτ 2 = −ηµνdxµdxν .Il nous faut maintenant introduire les notions d'énergie et d'impulsion d'unepartiule relativiste. La relation (1.1.16) suggère une dé�niton pour la quadri-impulsion d'une partiule de masse m :

pµ ≡ m
dxµ

dτ
. (1.1.17)Alors, on a :

p0 = mγ ≡ E

c2
et pi = mγvi . (1.1.18)

E est alors l'énergie de la partiule et pi son impulsion5. De plus, on voit à partirde la dé�nition que l'on a la relation :
ηµνp

µpν = −m2c2 soit E2 = ‖~p‖2c2 +m2c2 . (1.1.19)Pour �nir, on introduit également le tenseur énergie-impulsion Tµν , qui donnela densité T 0µ et le ourant T µi assoiés à la quadri-impulsion d'un ensemble departiule ou d'un hamp. Si l'on prend en ompte l'ensemble des orps matérielset leurs interations, e tenseur est onservé, 'est-à-dire :
∂T µν

dxµ
= 0 . (1.1.20)Pour un système de n partiules libres, on a par exemple :

T µν =

n
∑

k=1

∫

dτpµk
dxνk
dτ

δ4(xρ − xρi ) . (1.1.21)5Cela peut se voir en développant es expressions au voisinage de v/c ∼ 0 : E = mc2+m‖~v‖2/2et pi = mvi au seond ordre



12 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE RELATIVITÉ GÉNÉRALE1.2 Le prinipe d'équivaleneDans la setion préédente, nous avons suintement présenté les prinipes dela relativité du mouvement pour des orps en mouvement relatif de translationretiligne et uniforme. Nous avons vu que la physique devait être formulée dansle adre d'un espae-temps uni�é, l'espae quadridimensionnel de Minkowski danslequel l'invariant de "longueur" est donné par la forme (1.1.7). Les lois de la phy-sique sont alors formulées de façon ovariante dans et espae-temps ; 'est-à-direqu'elles s'érivent de la même manière dans tous les référentiels se déduisant lesuns des autres par les transformations d'inertie, dites transformations de Lorentz.C'est en partiulier le as de l'életrodynamique, 'est-à-dire la dynamique desorps életriquement hargés6. Cependant, il manque à notre desription un der-nier pas : dans des référentiels dont le mouvement relatif n'est pas retiligne etuniforme, les lois de la physique ne se formulent pas de façon équivalente. Parvenirà une desription uni�ée quelque soit le mouvement relatif des observateurs est lebut de la Relativité Générale ; mais a�n de formuler ette dernière, il faut avanttout élairir une propriété fondamentale des orps, qui fait le lien entre e pro-blème de référentiels aélérés et la gravitation : l'équivalene des masses inertielleet pesante. Galilée, à l'aide d'un plan inliné puis de pendules, en utilisant unelepsidre pour mesurer le temps, avait mis en évidene une propriété troublante :les orps lâhés d'une hauteur donnée, tombent de la même manière ('est-à-direqu'ils arrivent au sol en même temps), indépendamment de leur omposition et deleur masse7. Newton, en formulant sa deuxième loi, se laissa la liberté de distinguerdeux onepts de masse :� La masse inertiellemi qui est la apaité d'un orps à résister au mouvementqu'on lui imprime par une fore extérieure. C'est elle qui intervient dans ladeuxième loi : ~F = mi~a, et qui traduit la onversion entre fore extérieure etaélération du orps ; plus elle est grande plus il faut une fore importantepour modi�er le movement d'un orps.� La masse gravitationnelle mg, qui est la "harge" gravitationnelle, 'est-à-6Comme nous l'avons vu, 'est le problème de la vitesse de la lumière qui a motivé l'intro-dution de ette nouvelle relativité. Il est don normal que les lois de l'életrodynamique, quitraitent de l'interation du hamp életromagnétique ave les partiules soient ovariantes danse formalisme.7Cela n'est évidemment pas vrai sur Terre, où l'atmosphère a tendane à freiner les orpsdi�éremment suivant leur masse ; ependant, l'utilisation d'un plan inliné, en ralentissant lahute, permet de s'abstraire su�samment de la frition de l'air pour mettre en évidene lerésultat. L'utilisation de pendule est enore plus e�ae ar elle permet également de s'abstrairede la frition du plan inliné, et pendant les premières osillations, la frition de l'air peut êtrenégligée, le pendule étant alors quasiment harmonique. Le fait que la fréquene d'osillation dupendule ne dépende pas du type de orps arohé au bout est alors une autre formulation del'universalité de la hute des orps.



1.2. LE PRINCIPE D'ÉQUIVALENCE 13dire la omposante d'un orps qui réagit au hamp gravitationnel (massegravitationnelle passive) ou qui le produit (masse gravitationnelle ative).En toute généralité, les masses gravitationnelles ative et passive peuventaussi être distinguées, mais nous ne rentrerons pas dans ette subtilité parla suite8.En posant dans les Prinipia que la fore gravitationnelle ressentie par un orpssoumis au hamp ~g d'un autre orps était proportionnelle à sa masse gravitation-nelle, et en utilisant sa deuxième loi, Newton put alors érire que l'aélérationd'un orps dans un hamp de pesanteur était :
~a =

(

mg

mi

)

~g . (1.2.1)Il reprit alors les expérienes de Galilée ave des pendules de même longueur maisde ompositions di�érentes, et ne parvint pas à mettre en évidene une quelonquedi�érene entre leurs périodes. Il en onlut don que mi et mg était égales à unfateur multipliatif près indépendant du orps onsidéré. Poser e fateur égal à 1est alors le plus simple (la valeur de e oe�ient n'étant pas mesurable d'après eque l'on vient de dire, et orrespondant simplement à une redé�nition des unitésde hamp et d'aélération). Eötvös tenta plus tard de tester e résultat à l'aided'un autre dispositif onstitué d'un pendule de torsion auquel il avait suspendudeux orps de ompositions di�érentes. Il parvint à montrer que le rapport mi/mgne varie pas de plus de 10−9 d'un orps à l'autre. L'équivalene des masses iner-tielle et gravitationnelle se trouvait alors superbement véri�ée, et la loi de Newtonrendait ompte des observations de Galilée. Cependant, ette équivalene restaitun mystère. Suivant Einstein dans ses ré�exions, onsidérons un observateur situédans un asenseur au sommet d'un immeuble. A un instant donné, une personneextérieure oupe le able qui retient l'asenseur et elui-i se retrouve en hute libre(on néglige les frottements de l'air), ave notre observateur à l'intérieur. Supposonsque le hamp de gravité de la Terre ~g est statique et homogène dans l'ensemblede l'espae oupé par l'asenseur et son intérieur au ours du mouvement. Alors,érivant la deuxième loi de Newton respetivement pour l'asenseur de masse mAet l'observateur de masse mObs, on trouvera que leurs aélérations sont identiques,en aord ave le prinipe d'équivalene. Ainsi, l'observateur, parti ave la mêmevitesse initiale que l'asenseur, sera en repos par rapport à lui durant toute la duréedu mouvement et sera inapable de perevoir le hamp de gravitation extérieur.En allant un peu plus loin, imaginons que l'observateur réalise une expériene auours de la hute libre, par exemple une expériene d'életrostatique, à l'aide de
n partiules hargées de masse mi. Du point de vue d'un observateur situé au sol,dans un référentiel (O,~x) attahé à e dernier, la loi de la dynamique s'érit :8L'égalité de es deux masses, ative et passive, est un orrolaire simple de la troisième loi deNewton, posant égalité en norme de l'ation et de la réation.



14 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE RELATIVITÉ GÉNÉRALE
∀i ∈ {1, 2, ..., n} , mi

d2~xi
dt2

= mi~g + ~Fi , (1.2.2)où ~Fi est la résultante des fores agissant sur la partiule i. Le hangementde oordonnées qui permet de se ramener au référentiel (O
′
, ~x′) dans lequel l'ob-servateur qui est dans l'asenseur est au repos est obtenu grâe à l'équation dumouvement de et observateur par rapport au référentiel (O,~x), et est donné par :

~x′ = ~x− 1

2
t2~g . (1.2.3)C'est un hangement de oordonnées non galiléen. Dans es nouvelles oordonnées,la loi de la dynamique pour les partiules de l'expériene s'érit alors :

∀i ∈ {1, 2, ..., n} , mi
d2~x

′
i

dt2
= ~Fi(x

′
k) . (1.2.4)Autrement dit, l'observateur en hute libre est inapable, par une expériene dephysique quelonque, de mettre en évidene la présene du hamp gravitationnelextérieur. Le prinipe d'équivalene d'Einstein onsiste à généraliser le résultatpréédent en se restreignant à une portion de l'espae su�samment faible, et à untemps su�samment ourt pour que, sur es éhelles, n'importe quel hamp de gra-vitation puisse être vu omme homogène et statique. Cela permet alors d'énonerle prinipe loal suivant :Prinipe d'équivalene d'Einstein :En haque point de l'espae-temps, en présene d'un hamp de gravitation arbi-traire, il est possible de hoisir un système de oordonnées loalement inertiel,de sorte qu'au voisinage de e point, les lois de la physique puissent être formuléesomme en l'absene de hamp de gravitation.Bien sûr, fort des résultats de la Relativité Restreinte, nous savons qu'il nousfaut dé�nir les référentiels inertiels non par rapport aux transformations de Ga-lilée, mais par rapport aux transformations de Lorentz. Le prinipe d'équivalenedans ette forme "ultime" a�rme don qu'en présene d'un hamp gravitationnelquelonque, on peut toujours trouver une portion d'espae-temps su�samment"petite" pour pouvoir formuler, au sein de ette portion les lois de la physiquedans un référentiel dans lesquelles elles prennent la forme qu'elles ont en Relati-vité Restreinte. Pour aller enore plus loin, notons que pour annuler le hamp degravitation de l'expériene préédente, nous avons utilisé un hangement de oor-données non galiléen (1.2.3). Considérons alors une partiule en hute libre dans unhamp de gravitation arbitraire. D'après le prinipe d'équivalene, il existe don



1.2. LE PRINCIPE D'ÉQUIVALENCE 15un repère inertiel eµ dans lequel la partiule est libre. Dans e repère, son équationdu mouvement s'érit :
d2eµ

dτ 2
= 0 , (1.2.5)où l'on a introduit le temps propre de la partiule dτ 2 = −ηµνdeµdeν . Par extensionde l'exemple préédent, plaçons-nous dans un système de oordonnées quelonque

xµ, obtenu à partir de eµ par une transformation arbitraire xµ(eν). L'équation(1.2.5) s'érit alors, après quelques manipulations :
d2xσ

dτ 2
+ Γσµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0 (1.2.6)ave Γσµν =

∂xσ

∂eα
∂2eα

∂xµ∂xν
,et le temps propre :

c2dτ 2 = −gµν(xρ)dxνdxν (1.2.7)ave gµν(xρ) =
∂eα

∂xµ
∂eβ

∂xν
ηαβ .Une personne familiarisée ave les mathématiques de la �n du XIXème sièle(telles que nous les formulons aujourd'hui), et en partiulier ave la géométriedi�érentielle remarque immédiatement la struture à laquelle nous arrivons : gµνest exatement la métrique d'une variété di�érentiable de dimension 4 loalementdi�éomorphe à un espae-temps de Minkowski, et Γαµν est la onnetion a�neassoiée. La onnaissane de la métrique en un point partiulier X de la variétéet dans un système de oordonnées quelonque permet alors de déterminer lesoordonnées eµ au voisinage de X : e sont les oordonnées assoiées à la base del'espae tangent à la variété en X. En faisant enore une fois une analogie ave(1.2.3), rappellons que dans e as, le hangement de oordonnées était entièrementdéterminé par le hamp gravitationnel ~g ; on peut don supposer que tous les e�etsde la gravitation sont traduits par la métrique gµν9. Cela mène alors à la visionmoderne de la gravitation lassique : notre espae-temps peut être dérit par unevariété di�érentiable à quatre dimensions loalement di�éomorphe à l'espae deMinkowski, les e�ets de la gravitation étant le re�et des propriétés géométriques deette variété. Dans la suite, on supposera onnues les notions de bases de géométriedi�érentielle, en partiulier les notions de variété, espaes tangent et otangent,dérivée ovariante (ou transport parallèle). Pour une introdution à e sujet, onpourra se reporter aux ouvrages lassiques omme par exemple [7℄.9La onnetion a�ne peut être déduite de la métrique après quelques manipulations algé-briques : Γα

µν = 1
2gαρ

(

∂gρν

dxµ +
∂gµρ

dxν − ∂gµν

dxρ

).



16 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE RELATIVITÉ GÉNÉRALE1.3 Loi de la gravitationLa vision géométrique introduite i-dessus permet de généraliser le prinipe deRelativité. En e�et, une variété di�érentielle peut être dérite de façon indépen-dante des oordonnées que l'on introduit en onstruisant un atlas sur ette variété.Nous avons vu qu'en Relativité Restreinte existait une notion de ovariane, leslois de physique prenant la même forme dans tout système de oordonnées inertiel.Notre espae-temps étant maintenant vu omme une variété nous pouvons géné-raliser ette invariane en introduisant le :Prinipe de ovariane généralisée :Les lois de la physique prennent la même forme dans tout système de oordonnées,qu'il soit inertiel ou non.Ce prinipe est l'ahèvement du relativisme de la formulation de la physique enei qu'il fait disparaître la notion d'observateur privilégié : les observateurs me-surent des hoses di�érentes, mais les lois qu'ils doivent appliquer pour omprendreleur mesure ont une formulation universelle, qu'ils n'ont plus qu'à partiulariseren préisant leur référentiel, 'est-à-dire leur état de mouvement relatif les unspar rapport aux autres. Dans e adre, les observateurs inertiels ne sont plus queles observateurs partiuliers dont l'état de mouvement orrespond à la hute libredans le hamp de gravitation, 'est-à-dire que e sont eux dont l'équation du mou-vement est l'équation des géodésiques de l'espae-temps (1.2.6). Pour formuler leslois de la physique de façon ovariante, il su�t alors (ave quelques préautionsde symétrisation des lois) de remplaer dans les lois formulées dans un référentielinertiel la métrique de Minkowski ηµν par la métrique de la variété d'espae-temps
gµν , et les dérivées partielles par des dérivées ovariantes ∇µ

10.Pour lore e hapitre il ne reste plus qu'à établir les lois de la gravitation,'est-à-dire les équations permettant de aluler la métrique de l'espae-temps.Dans la suite, nous poserons partout c = 1. Commençons par onsidérer la limitenewtonienne de la théorie en examinant la hute libre d'une partiule newtoniennedans un hamp de gravitation statique. Dans e adre, la partiule est supposéeavoir une vitesse faible devant la vitesse de la lumière, 'est-à-dire ‖d~x/dτ‖ ≪ 1.alors, l'équation (1.2.6) devient :
d2xµ

dτ 2
+ Γµ00

(

dt

dτ

)2

= 0 (1.3.1)Le hamp gravitationnel étant statique, si l'on retient l'équivalene entre hampde gravitation et métrique de l'espae-temps, la dérivée temporelle de la métrique10A�n d'éviter des erreurs il est toutefois préférable de proéder à ette substitution dansl'ation dont dérivent les lois physiques.



1.3. LOI DE LA GRAVITATION 17s'annule et :
Γµ00 = −1

2
gµα

∂g00

∂xν
. (1.3.2)De plus, l'approximation newtonienne revient également à supposer que le hampgravitationnel est faible. on peut alors déomposer la métrique en une partie min-kowskienne perturbée : gµν = ηµν + hµν ave hµν un tenseur (0, 2) dont toutes lesomposantes sont petites devant 1 (en valeur absolue). Alors, au premier ordre en

hµν , les équations (1.3.1) deviennent :
d2~x

dτ 2
=

1

2

(

dt

dτ

)2

∇h00 (1.3.3)
d2t

dτ 2
= 0 . (1.3.4)La deuxième équation permet d'érire (dt/dτ) omme une onstante, et on trouvedon pour la première équation, en posant ette onstante non nulle :
d2~x

dt2
=

1

2
∇h00 (1.3.5)En omparant au résultat newtonien, on trouve que h00 = −2φ, où φ est le potentielgravitationnel newtonien habituel. La métrique totale est don donnée par g00 =

−(1 + 2φ), les autres omposantes étant identiquement nulles. Or, le potentiel φobéit à l'équation de Poisson :
∇2φ = 4πGρ , (1.3.6)où ρ est la densité de masse de la soure non-relativiste du hamp. Dans l'approxi-mation newtonienne, la métrique obéit don a :
∇2g00 = −8πGρ . (1.3.7)Cette forme est une indiation nous permettant de trouver "intuitivement"la forme générale des équations du hamp. Dans le as relativiste, la densité demasse est en e�et remplaée par le tenseur énergie-impulsion Tµν de la matièrequi ontient toute l'information sur l'énergie et l'impulsion de la distribution dematière (dans le as newtonien, les impulsions sont faibles par rapport à la masse ;'est pourquoi seul ρ intervient). On peut don herher des équations de la forme :
Gµν [gµν ] = 8πGTµν , (1.3.8)où Gµν est un tenseur (0, 2) dépendant seulement des dérivées seondes de lamétrique ou de arrés de ses dérivées premières a�n de onserver la forme de (1.3.7)



18 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE RELATIVITÉ GÉNÉRALEet de ne pas introduire de nouvelle onstante dimensionnée dans la théorie. Learatère tensoriel est à relier au prinipe de ovariane généralisée. De plus, on saitque le tenseur énergie-impulsion est onservé le long du mouvement en RelativitéRestreinte : ∂µT µν = 0, don, en remplaçant d'après le prinipe de ovarianegénéralisée la dérivée partielle par une dérivée ovariante, on doit avoir :
∇µT

µ
ν = 0 ; (1.3.9)e qui implique que le tenseur Gµν doit satisfaire les identités dites de Bianhi :

∇µG
µ
ν = 0 . (1.3.10)Une analyse du tenseur de Riemann, Rµ
νρσ, aratérisant la variété11, alliée à lalimite newtonienne, montre que le hoix d'un tel tenseur Gµν est unique :

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν , (1.3.11)où Rµν = Rρ

µρν est le tenseur de Rii et R = Rµ
µ le salaire de ourbure de lavariété. Les équations du hamp gravitationnel sont don les équations d'Einstein :

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν . (1.3.12)Une autre version des équations d'Einstein peut être obtenue en introduisantune nouvelle onstante. Pour ela, il su�t de remarquer que ∇µg

µν = 0, si bienque les identités de Bianhi sont aussi satisfaites si l'on introduit :
Gµν = Rµν −

1

2
Rgµν − Λgµν , (1.3.13)pour Λ réel ayant les dimensions du arré d'une longueur. Λ est appelée onstanteosmologique ; nous y reviendrons. Le système (1.3.12) est un système de 10 équa-tions aux dérivées partielles indépendantes (les tenseurs sont symétriques) ; epen-dant les identités de Bianhi (1.3.10) onstituent un système de 4 équations, si bienque seules 6 fontions indépendantes peuvent être déterminées grâe aux équationsd'Einstein. Or gµν possède également 10 fontions indépendantes. C'est le re�et del'invariane par hangement de oordonnées : si gµν est une solution de (1.3.12),la métrique g′

µν obtenue en hangeant les oordonnées xµ en des oordonnées x′µ11Le tenseur de Riemann traduit l'impossibilité pour un veteur de redevenir identique à lui-même après avoir été transporté parallèlement le long d'une petite ourbe fermée. C'est en elaqu'il aratérise la ourbure de la variété. Une variété est dite non ourbée ou eulidienne si etseulement si son tenseur de Riemann est identiquement nul. En terme des dérivées ovariantes,il s'érit, si on l'applique à la forme duale d'un veteur vµ : Rµ
νρσvµ = 2∇(ν∇ρ)vσ, et le fait qu'ilsoit non nul traduit don la non ommutation des dérivées ovariantes.



1.3. LOI DE LA GRAVITATION 19quelonque est aussi une solution. Or, un tel di�éomorphisme implique 4 fontionsindépendantes x′µ(xα). Il ne reste don plus que 6 degrés de liberté à �xer grâeaux équations. Ces équations ouplent manifestement géométrie et ontenu ma-tériel, justi�ant le fait que l'on dise ommunément qu'en Relativité Générale, ladistribution de matière détermine la géométrie de l'espae-temps (l'inverse étantd'ailleurs tout aussi vrai, mais beauoup moins "intuitif"). On peut également no-ter que les équation (1.3.12) peuvent être dérivées d'un prinipe de moindre ationen onsidérant l'ation d'Einstein-Hilbert :
SEH =

∫

R

16πG

√
−gd4x+ Sm , (1.3.14)où g est le déterminant de la métrique gµν , Sm l'ation de la matière, et à onditionde dé�nir le tenseur énergie-impulsion de la matière par √−gTµν = 2δSm/δg

µν .Cette ation est la plus simple que l'on puisse onstruire en ne faisant intervenir quedes dérivée seondes ou des produits de deux dérivées de la métrique (a�n d'obtenirdes équations du seond ordre omme dans toutes les autres théories des hamps).Pour érire les équations du hamp assoiées à ette ation, il su�t d'en alulerla dérivée fontionnelle par rapport à la métrique gµν en notant que δ√−g =
−gµνδgµν/2 et que le terme en ∫ δRµνg

µν
√−gd4x est une pure divergene12.

12En toute rigueur, e terme ne s'annule a priori pas ar seule gµν est gardée �xe sur le borddu domaine, non ses dérivées. On peut toutefois ajouter un ontre-terme faisant intervenir laourbure extrinsèque du bord dans l'ation pour résoudre e problème.



20 CHAPITRE 1. ELÉMENTS DE RELATIVITÉ GÉNÉRALE



Chapitre 2Le modèle standard de la osmologieDonnez-moi seulement de la matière, je vais à partir de là vous bâtir un monde.E. Kant, Histoire générale de la nature et théorie du iel, 1755.Le modèle osmologique a onnu, es dernières déennies, à la fois des on�rma-tions élatantes de sa apaité préditive, et l'émergene de questions fondamen-tales qui pourraient bien bouleverser omplètement ses fondements et son dévelop-pement futur. Dans la première atégorie, itons notamment les multiples obser-vations des anisotropies du fond de rayonnement miro-onde [8, 9, 10, 11, 12, 13℄,qui ont on�rmé que la distribution de matière dans l'Univers primordial étaitfortement homogène et isotrope, sous la forme d'un plasma ouplant intimementphotons et baryons, e qui déoule de la struture du spetre des anisotropies(osillations aoustiques). Dans le seonde atégorie, on rangera bien entendu lesurprenant résultat de l'observation des Supernovæ de type 1a [14, 15, 16, 17, 18℄ :elle-i laisse apparaître que la lumière produite par es explosions est plus faiblequ'attendue pour un Univers ne ontenant que de la matière ordinaire (baryons,életrons, photons, neutrinos, et même matière sombre), signe potentiel de la né-essité de réviser, soit notre oneption de la gravité aux grandes éhelles, soitnotre onept même de matière, soit en�n le adre théorique de onstrution d'unmodèle osmologique.Après avoir présenté le adre standard de la osmologie moderne, ses postulatset ses développements formels, 'est-à-dire la façon lassique de onstruire un Uni-vers homogène et isotrope, nous dérirons brièvement son histoire thermique, puisnous onlurons ette partie en montrant omment les hamps salaires ont étéune réponse réurrente de la osmologie aux questions posées tant�t par le adrethéorique lui-même, tant�t par les observations de préision.21



22 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIE2.1 L'Univers homogène et isotropeLe premier modèle moderne de l'Univers en tant qu'objet est dû à Einstein qui,préoupé par la onstrution d'un Univers respetant le prinipe de Mah1, pro-posa en 1917 une solution exat aux équations de la Relativité Générale pour unespae-temps dont les setions spatiales sont homogènes, isotropes et fermées (ausens topologique). Ce modèle, statique, devait donner naissane aux disussions surla struturation de la distribution de matière aux grandes éhelles qui onstituerale ÷ur de la osmologie au vingtième sièle. Très vite ependant, les observationsréalisées par Hubble en 1929, tendant à suggérer que les galaxies lointaines s'éloi-gnaient toutes les unes des autres ave une vitesse proportionnelle à leur distanerespetive, allait relaner la néessité de dé�nir une lasse de modèles plus large quela solution d'Einstein, apables d'expliquer ette dynamique globale d'expansionde l'Univers. C'est e que réalisent les modèles de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker que nous allons examiner dans ette setion. Mais avant, il est bon derappeler les observations qui étayent l'hypothèse d'homogénéité et d'isotropie denotre Univers aux grandes éhelles, a�n de omprendre préisément e que etteaeption reouvre.2.1.1 La distribution de matière à grande éhelleL'homogénéité et l'isotropie de l'Univers sur les grandes éhelles sont main-tenant bien établies, au sens statistique, par une série d'observations que nousallons présenter ii. La première de es indiations observationnelles vient de ladistribution à grande éhelles de la matière visible, telle que donnée par le a-talogue de galaxies rouges du Sloan Digital Sky Survey (SDSS) [19, 20, 21, 22℄ ;ette mesure repose sur la onstrution de ellules en moyennant la répartitionde matière sur des domaines de taille donnée. Puis, en alulant la variane de ladistribution de densité sur les ellules, on peut estimer l'éhelle typique d'homo-généité statistique tirée de e atalogue. Elle est de l'ordre de 70 à 100h−1 Mp(où h = H0/(100 km/s/Mp)), mais il existe également des travaux mettant etteéhelle au delà de 100 à 200h−1 Mp [23, 24, 25℄. Certaines strutures sont mêmesbien plus grandes que es éhelles statistiques : le grand mur déteté par SDDS at-teint 420h−1Mp, soit près de 15% de l'Univers observable aujourd'hui. Cependant,l'existene d'une éhelle à partir de laquelle la distribution de matière moyenne eststatistiquement homogène paraît robuste et nous retiendrons une éhelle d'homogé-néité typique de l'ordre de la entaine de mégaparses. D'un autre �té, l'isotropie1Ce prinipe, dont nous aurons à reparler dans la deuxième partie de et ouvrage, formulait,un peu vaguement, que les propriétés méaniques intrinsèques des orps matériels, tel que leurinertie devaient être le résultat de l'e�et de l'ensemble de la distribution de matière dans l'Universsur la physique loale.



2.1. L'UNIVERS HOMOGÈNE ET ISOTROPE 23statistique est prinipalement soutenue par l'observation du fond de rayonnementosmologique. Ce fond de rayonnement, dont nous reparlerons par la suite est unedes préditions majeures du modèle standard ; il s'agit d'un rayonnement életro-magnétique quasiment thermique émis il y a plus de treize milliards d'années parl'Univers, au moment où les életrons et les noyaux atomiques (à ette époque es-sentiellement des noyaux onstitués d'un seul proton, 'est-à-dire de l'hydrogène)se sont ombinés pour former les atomes. Cette radiation, émise dans le domainedes rayons X est aujourd'hui présente dans notre Univers sous la forme d'un fondmiro-onde (à ause de l'expansion). Prédit par Halpher et Hermann [26℄ et parGamov [27℄ dès 1948, il fut déteté de façon fortuite par Penzias et Wilson [28℄ en1964, puis artographié par la mission COBE [8℄ en 1987. La température de eorps noir est fortement isotrope sur l'ensemble du iel, à T0 ∼ 2.725 K, ave des�utuations de l'ordre de δT/T0 ∼ 10−5. Cela indique qu'au moment de l'émissiondu fond de rayonnement, l'Univers était homogène ave des �utuations relativesde densité dans le hamp de matière de l'ordre de 10−3 à 10−4. Allié à l'hypothèseque nous n'oupons pas une plae privilégiée dans l'Univers, e résultat implique,sous ertaines onditions2, que l'Univers entre l'émission de e fond et aujourd'huiest quasiment parfaitement homogène et isotrope (statistiquement).2.1.2 Le prinipe osmologiqueLes observations tendent don à montrer que, sur des éhelles omparables àenviron un entième notre Univers observable aujourd'hui, la distribution de ma-tière apparaît homogène et isotrope statistiquement. Cependant, il est bien évidentqu'à des éhelles plus petites, la distribution de matière est très struturée, don-nant naissane à toute la "zoologie" des objets astrophysiques : étoiles, galaxies,amas de galaxies, grands murs, vides et. La osmologie standard oublie tempo-rairement ette omplexité a�n de se onentrer sur la dynamique à très grandeéhelle de l'Univers en tant qu'objet partiulier. Pour ela, il faut don sauter unpas oneptuel onséquent pour onsidérer l'Univers omme un objet autogravi-tant spatialement parfaitement homogène et isotrope à toutes les éhelles ; 'est eque l'on appellera dans et ouvrage le prinipe osmologique strit ou fort :3Prinipe osmologique fortL'Univers est loalement en tout point spatialement homogène et isotrope.2La prinipale hypothèse néessaire est que le taux d'expansion loal soit partout positif [29℄,e qui n'est manifestement pas le as dans l'Univers.3Dans la littérature, e prinipe est simplement nommé prinipe osmologique, mais l'adjon-tion de l'adjetif superlatif apparaîtra important dans la dernière partie de ette thèse.



24 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIEL'homogénéité de l'espae signi�e qu'à haque instant, un point quelonque del'espae est "identique" à tout autre point quelonque de l'espae. Mathématique-ment, ela peut être formulé de la façon suivante : un espae-temps est spatia-lement homogène si et seulement s'il existe une famille d'hypersurfaes spatiales
Σt paramétrée par un salaire t qui feuillètent l'espae-temps de telle sorte que :
∀t, ∀(p, q) ∈ Σt, ∃φt isométrie de l'espae-temps, φt(p) = q.4 L'isotropie de l'espaeen tout point, quant à elle, se traduit par le fait qu'un observateur plaé en unpoint quelonque de l'espae ne peut dé�nir de diretion privilégiée par rapport àune quelonque propriété de et espae. Cela signi�e qu'en tout point de l'espae-temps, il existe une ongruene de ourbes de genre temps assoiées à un hamp deveteurs tangents uµ telle que pour tout point p et tout ouple (sµ1 , s

µ
2 ) de veteursen p orthogonaux à uµ, il existe une isométrie de l'espae-temps qui laisse p et uµinvariants tout en transformant sµ1 et sµ2 sous une rotation.Ce point de vue est une sorte de prinipe operniien étendu : à haquetemps, toutes les positions dans l'espae sont équivalentes, et tous les observa-teurs "voient" les mêmes propriétés de l'espae autour d'eux.Fort de l'expression mathématique de e prinipe nous pouvons maintenantdéterminer les métriques d'espae-temps satisfaisant es ontraintes. Elles serontle "tissu" géométrique de l'étude de l'Univers dans la osmologie standard.2.1.3 Espaes de symétrie maximaleAvant d'en venir à la forme de la métrique qu'implique l'hypothèse d'homogé-néité et d'isotropie parfaites que traduit le prinipe d'équivalene strit, nous allonsfaire un détour par les propriétés générales des variétés di�érentielles au regard desopérations de symétrie que l'on peut leur appliquer. Dans ette sous-setion, ononsidérera don une variété di�érentielleM de dimension N quelonque, munied'une métrique g dont la signature n'est pas préisée pour le moment.On appelle isométrie deM un C1-di�éomorphisme φ :M→M tel que φ∗g =

g. Autrement dit, en oordonnées, en posant g′
µν = (φ∗g)µν :

∀x ∈M, g′
µν(x) = gµν(x) , (2.1.1)e que l'on peut formuler en disant que la métrique est fontionnellement invariante(lorsqu'elle est vue omme une fontion des oordonnées) par le hangement deoordonnées impliqué par φ. Si l'on se plae dans le voisinage V d'un point p ∈Mde oordonnées x, et que l'on onsidère les transformations in�nitésimales :

x→ x
′
= x+ ǫξ(x) , (2.1.2)4Une isométrie de l'espae-temps est un C1-di�éomorphisme de la variété d'espae-temps quilaisse la métrique de et espae-temps invariante.



2.1. L'UNIVERS HOMOGÈNE ET ISOTROPE 25où ǫ ≪ 1 et ξ est un veteur de TpM, la ondition (2.1.1) est équivalente à uneondition sur la 1-forme assoiée à ξ :
ξ(µ;ν) = 0 . (2.1.3)Un veteur véri�ant ette propriété est appelé veteur de Killing. A haque iso-métrie est don assoié un veteur de Killing, et la onnaissane de l'ensembledes veteurs de Killing d'une variété donne par onséquent aès à l'ensemble desisométries de ette variété, 'est-à-dire aux symétries qui la aratérise. Il est aiséde montrer [3℄ qu'un veteur de Killing obéit à une équation de la forme :

ξµ;ν;ρ = −Rσ
µνρξσ , (2.1.4)e qui montre que toutes les dérivées suessives de ξµ(x) sont onnues ommeombinaisons linéaires des seules omposantes ξµ(x) et ξµ;ν(x), et que don ξµ auvoisinage d'un point x peut s'exprimer omme une ombinaison linéaire des ξµ(x)et ξµ;ν(x) (grâe à un développement de Taylor). Si l'on onsidère un ensemble de

P veteurs de Killing ξi, pour tout i ompris entre 1 et P , il existe5 N quanti-tés ξiµ et N(N − 1)/2 quantités linéairement indépendantes ξiµ;ν. Ce qui impliqueque les P veteurs de Killing sont linéairement indépendants si et seulement si6
P < N(N + 1)/2. Le nombre maximal de veteurs de Killing d'une variété dedimension N est don de N(N + 1)/2. On appelle variété maximalement symé-trique une variété de dimension N qui possède exatement N(N + 1)/2 veteursde Killing. Pour une telle variété, les N veteurs ξi engendrent les N translationsin�nitésimales au voisinage d'un point donné, et les N(N − 1)/2 tenseurs indé-pendants ∇ξi représentent les rotations autour d'un point donné. Ainsi, l'on voitque l'espae riemannien homogène et isotrope résultant de l'appliation du prinipeosmologique strit est simplement une sous-variété de genre espae maximalementsymétrique de l'espae-temps. Une dérivation omplète de la forme de la métriqued'une variété qui possède une sous-variété maximalement symétrique peut êtretrouvée dans le livre de référene de S. Weinberg [3℄. Pour une variété à N di-mensions dont la sous-variété maximalement symétrique a M dimensions, on peutintroduire M oordonnées va sur la sous-variété, et N −M oordonnées ui pourompléter la base. Alors, l'élément de longeur peut s'érire :

ds2 = gab(u)du
adub + f(u)g̃ij(v)dv

idvj . (2.1.5)
g̃ est la métrique de la sous-variété maximalement symétrique. Si l'on partiularisee résultat au as d'un espae-temps loalement di�éomorphe à un espae-temps5A ause de la relation (2.1.3).6Il su�t de onsidérer les ξi

µ et ξi
µν omme les omposantes de P veteurs dans un espaevetoriel de dimension N(N + 1)/2.



26 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIEde Minkowski, on a N = 4 et M = 3, et l'élément de longueur (2.1.5) devient :
ds2 = g(u)du2 + f(u)

(

d~v2 +
k(~v.d~v)2

1− k~v2

) , (2.1.6)où k ∈ R ; g est une fontion à valeurs stritement négatives, et f une fontion àvaleurs positives. Un hangement de oordonnées (u,~v) 7→ (t, r, θ, ψ) dé�ni par :
∫

√

−g(u)du = t

v1 = r sin θ cosψ

v2 = r sin θ sinψ

v3 = r cos θ ,assorti de la dé�nition d'une fontion a(t) ≡√(f(u)), permet alors de réérire :
ds2 = −dt2 + a2(t)

(

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2sin2(θ)dψ2

) . (2.1.7)Dans la suite, nous allons préiser le sens de es oordonnées et étudier les ara-téristiques de ette métrique.2.1.4 Les Univers de FriedmannUn Univers satisfaisant au prinipe osmologique strit tel qu'énoné i-dessuspeut don être dérit par une métrique spatio-temporelle impliquant l'élémentde longueur dit de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW i-après) de laforme :
ds2 = −dt2 + a2(t)

[

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2(θ)dψ2

] , (2.1.8)où le triplet (r, θ, ψ) représente les oordonnées sphériques loales telles quedéduites de elles de R3. k traduit la ourbure onstante des hypersurfaes de genreespae ; il est nul pour un espae plat, positif si l'espae est à ourbure positiveet négatif s'il est à ourbure négative. Il faut noter que la nature de la ourbureest une information géométrique, don loale ; elle ne ontraint absolument pas latopologie des hypersurfaes spatiales. Par exemple, un espae ave k = 0 a unegéométrie plane, mais il peut aussi bien avoir la topologie du plan eulidien R3que elle du 3-tore T3. Ces oordonnées sont dites omobiles dans la mesure oùles observateurs initialement au repos dans es oordonnées restent au repos parrapport à eux. De tels observateurs sont alors dits omobiles. La oordonnée t estappelé temps osmique, et a(t) fateur d'éhelle. Ce dernier traduit omment la



2.1. L'UNIVERS HOMOGÈNE ET ISOTROPE 27distane entre deux observateurs omobiles varie ave le temps ; la relation entre ledistane physique l(t) et la distane omobile r (qui ne dépend pas du temps) estdonnée par : l(t) = a(t)r. Pour un Univers en expansion, les distanes physiquesentre les observateurs omobiles roissent, don a(t) est une fontion roissante dutemps ; nous supposerons pour le moment que 'est bien le as, et nous verronsdans la setion suivante que 'est un résultat qui déoule du ontenu matériel del'Univers.Cinématique des modèles FLRWA�n d'explorer plus avant la inématique dans un Univers friedmannien, onsi-dérons maintenant une partiule en hute libre dans une métrique de Friedmann.Soit uµ = dxµ/dτ la quadri-vitesse de la partiule. Alors la omposante temporellede l'équation des géodésiques de ette partiule s'érit :
du0

dτ
+
ȧ

a
‖~u‖ = 0 , (2.1.9)où ḟ ≡ ∂f/∂t, et ‖~u‖ ≡ giju

iuj. Par quelques manipulations, on peut réérire etteéquation sous la forme :
d‖~u‖
dt

+
ȧ

a
‖~u‖ = 0 . (2.1.10)Ainsi, la vitesse partiulière d'une partiule en hute libre évolue omme ‖~u‖ ∝ a−1,'est-à-dire que dans un Univers en expansion, une partiule en hute libre quine serait pas immédiatement au repos par rapport aux oordonnées omobiles, yretournerait du fait de l'expansion. Cei indique que les oordonnées omobiles sontles oordonnées "naturelles" pour un espae-temps dont les setions spatiales sonthomogènes, isotropes et en expansion. La 3-vitesse ave laquelle deux observateursomobiles situés à une distane physique relative l s'éloignent est donnée par :

v(t) =
dl(t)

dt
= H(t)l(t) ave H(t) ≡ ȧ

a
. (2.1.11)On retrouve don une généralisation de la loi de Hubble, et 'est pourquoi H(t)est appelé paramètre de Hubble. Il traduit le taux d'expansion (ou de ontration)de l'Univers.Une des aratéristiques fondamentales des espae-temps de Friedmann en ex-pansion est l'existene d'un horizon des partiules, 'est-à-dire d'une surfae spa-tiale qui limite la portion de l'espae qui a eu un ontat ausal ave un observateuromobile situé en (r0, θ0, ψ0) entre l'instant initial t = 0 et l'instant t. A�n de al-



28 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIEuler la taille d'un tel horizon, on onsidère un signal lumineux émis en (r1, θ0, ψ0)
7à l'instant t = 0. Un tel signal suit une géodésique de genre lumière, et par onsé-quent, on a le long du trajet du signal : ds2 = 0, soit :

∫ t

0

dt
′

a(t′)
=

∫ r1

r0

dr√
1− kr2

. (2.1.12)Or, la distane physique entre l'observateur et l'horizon, dH(t) est obtenue enintégrant l'élément de longueur radiale entre l'observateur et l'horizon :
dH(t) =

∫ r1

r0

√
grrdr , (2.1.13)don la taille de l'horizon des partiules assoié à un observateur est à un instant

t donné :
dH(t) = a(t)

∫ t

0

dt
′

a(t′)
. (2.1.14)Si dH(t) est �nie, ela signi�e que le �ne de lumière passé d'un observateur estlimité par l'horizon des partiules : alors une fration seulement de l'Univers apu être en ontat ausal ave l'observateur depuis le Big-Bang (orrespondantà a(t) = 0). La forme de l'intégrand montre que la �nitude de dH(t) dépend es-sentiellement du omportement du fateur d'éhelle au tout début de l'Univers,lorsque a(t) ∼ 0.Pour onlure ette présentation de la inématique des modèles FLRW, il nousreste à introduire une quantité fondamentale pour la osmologie observationnelle :le déalage vers le rouge. Considérons un photon de longueur d'onde λ1 émis àl'instant t1 par un objet astrophysique (par exemple une galaxie) situé en (r1, 0, 0)et reçu à l'instant t0 par un observateur situé en (r0, 0, 0). La longueur d'onde"oordonnée" du photon est donnée par la grandeur adimensionnée λ̄ = λ1/a(t1).Cette grandeur ne dépendant pas du temps, la longueur d'onde du signal reçu parl'observateur est : λ0 = a(t0)λ̄. On a don :

λ0

λ1

=
a(t0)

a(t1)
. (2.1.15)On dé�nit alors le déalage vers le rouge z de la soure astrophysique par z =

(λ0 − λ1)/λ1, et on a :
1 + z =

a(t0)

a(t1)
. (2.1.16)7Les oordonnées angulaires sont hoisies arbitrairement pour oinider ave elles de l'ob-servateur ar du fait de l'isotropie de l'espae, es oordonnées ne jouent auun r�le ; autrementdit, l'horizon à un instant donné est une 2-sphère entrée sur l'observateur.



2.1. L'UNIVERS HOMOGÈNE ET ISOTROPE 29On omprend don pourquoi ette grandeur est appelée déalage vers le rouge :pour un Univers en expansion, omme a(t0) > a(t1), on a bien λ0 > λ1, don lalongueur d'onde de la lumière a été déalée vers la zone des plus grandes longueursd'onde du spetre élétromagnétique, 'est-à-dire vers le rouge pour un photondu domaine visible. Dans la suite, les grandeurs portant un indie 0 désignerontles valeurs de es grandeurs aujourd'hui. Le déalage vers le rouge des objetsastrophysiques est par exemple toujours dé�ni pour un observateur situé sur Terreaujourd'hui ('est le seul observateur dont on dispose !).Dynamique des modèles FLRWNous pouvons maintenant érire les équations d'Einstein pour les Univers deFriedmann, à ondition de nous donner une presription pour leur ontenu maté-riel. Considérons don un �uide osmologique parfait omobile aratérisé par sadensité ρ et sa pression p. Du fait de la symétrie homogène et isotrope des hyper-surfaes spatiales, ρ et p ne dépendent que de t, et le tenseur énergie-impulsion du�uide s'érit alors :
T µν = p(t)gµν + (ρ(t) + p(t))uµuν

=









−ρ(t) 0 0 0
0 p(t) 0 0
0 0 p(t) 0
0 0 0 p(t)









. (2.1.17)Les équations d'Einstein donnent alors, après une légère manipulation, les équa-tions dites de Friedmann :
(

ȧ(t)

a(t)

)2

=
8πGρ(t)

3
+

Λ

3
− k

a2(t)
(2.1.18)

ä(t)

a(t)
= −4πG

3
(ρ(t) + 3p(t)) +

Λ

3
(2.1.19)

ρ̇(t) + 3
ȧ(t)

a(t)
(ρ(t) + p(t)) = 0 . (2.1.20)On voit que, si l'on dispose d'un modèle pour le �uide parfait osmique, sous laforme p(t) = p[ρ(t)], e système onstitue un système ontraint de trois équationsdi�érentielles à deux inonnues, a et ρ ; la première équation est en e�et uneéquation de ontrainte, appellée ontrainte hamiltonienne dans la déomposition

3 + 1 de la Relativité Générale (f annexe B).Classiquement, on introduit le taux d'expansion de l'Univers, ou fateur deHubble, H(t) déjà vu i-dessus, le taux de déélération q(t) et les densités adim-



30 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIEmensionnées sous la forme :
H(t) ≡ ȧ(t)

a(t)
(2.1.21)

q(t) ≡ − ä(t)

a(t)H2(t)
(2.1.22)

Ωm(t) ≡ 8πGρ(t)

3H2(t)
(2.1.23)

ΩΛ(t) ≡ Λ

3H2(t)
(2.1.24)

Ωk(t) ≡ − k

a2(t)H2(t)
, (2.1.25)et l'on suppose que le �uide parfait osmique est barotropique, 'est-à-dire que

p(t) = ωρ(t) ave ω une onstante, si bien que le système (2.1.18)-(2.1.20) donne :
Ωm(t) + ΩΛ(t) + Ωk(t) = 1 (2.1.26)

q(t) =
1

2
Ωm(t)(1 + 3ω)− ΩΛ(t) . (2.1.27)On dé�nit alors l'âge de l'Univers par l'intégrale :

t0 =

∫ a0

0

da

aH(a)
. (2.1.28)Utilisant les systèmes (2.1.18)-(2.1.20) et (2.1.26)-(2.1.27), et dé�nissant le pa-ramètre λ = ln(a), on peut alors érire un système dynamique pour le triplet

(Ωm,ΩΛ,Ωk), en notant u′ ≡ du/dλ :
Ω

′
m = Ωm [(1 + 3ω)(Ωm − 1)− 2ΩΛ] (2.1.29)

Ω
′
Λ = ΩΛ [(1 + 3ω)Ωm + 2(1− ΩΛ)] (2.1.30)

Ωk = 1− Ωm − ΩΛ (2.1.31)Ce système admet trois points �xes pour la dynamique :
(Ω̄m, Ω̄Λ, Ω̄k) = (1, 0, 0) : Univers d'Einstein-de Sitter

= (0, 1, 0) : Univers de de Sitter
= (0, 0, 1) : Univers vide dominé par la ourbure.Le linéarisé du système dynamique au voisinage d'un de es points �xes estaratérisé par la di�érentielle du hamp de veteur prise au point �xe :

L =

(

(1 + 3ω)(2Ω̄m − 1)− 2Ω̄Λ −2Ω̄m

(1 + 3ω)Ω̄Λ (1 + 3ω)Ω̄m + 2(1− 2Ω̄Λ)

) . (2.1.32)
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ΩmFig. 2.1.1 � Portrait de phase du système (2.1.29)-(2.1.30) pour w = 1/3.Les valeurs propres de ette matrie L sont :Pour (1, 0, 0) : (1 + 3ω) et 3(1 + ω)Pour (0, 1, 0) : −2 et − 3(1 + ω)Pour (0, 0, 1) : 2 et − (1 + 3ω) .Ainsi, le point �xe (0, 0, 1) est instable (son linéarisé possède au moins une valeurpropre de partie réelle stritement positive) ; l'Univers de Einstein-de Sitter, orres-pondant à (1, 0, 0), est un point �xe stable de la dynamique si ω < −1 et instablesi ω > −1 ; inversement, l'Univers de de Sitter (0, 1, 0) est un point �xe stable si
ω > −1 et instable si ω < −1. Le as où w = −1 ne peut être traité par etteméthode ar le système n'est plus hyperbolique au voisinage des points (1, 0, 0) et(0,0,1) (l'une des valeurs propres du linéarisé est nulle). Cependant, e as se réduità elui d'une onstante osmologique dans un Univers de ourbure k ar un �uidebarotropique ave ω = −1 a une densité d'énergie onstante ; sa dynamique peutdon être étudié très simplement. Il su�t d'introduire une onstante osmologique"habillée" Λ̃ = λ+8πGρ ; on a alors un système unidimensionnel ave deux points�xes (ΩΛ̃,Ωk) = (1, 0) et (0, 1), le premier étant stable et le seond instable. Lesportraits de phase du système (2.1.29)-(2.1.30) sont présentés sur les �gures 2.1.1,2.1.2 et 2.1.3 pour ertaines valeurs du paramètre ω.
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ΩmFig. 2.1.2 � Portrait de phase du système (2.1.29)-(2.1.30) pour w = 0.
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Fig. 2.1.3 � Portrait de phase du système (2.1.29)-(2.1.30) pour w = −1.2.



2.2. HISTOIRE THERMIQUE DE L'UNIVERS 332.2 Histoire thermique de l'UniversNous avons étudié i-dessus les trajetoires dans l'espae des phases pour unUnivers ne ontenant qu'un seul type de �uide ; or notre Univers omprend demultiples sortes de hamps de matière : radiation, baryons, matière noire et.Après avoir fait une ourte liste de e ontenu matériel, nous allons don dérire lesdi�érentes phases de l'histoire de l'Univers, et les phénomènes physiques marquantsse déroulant au ours de es phases : nous rentrons de plein pied dans la osmologiephysique !2.2.1 Contenu de l'UniversOn peut ommener par onstater que notre environnement prohe dans l'Uni-vers est omposé d'un ertain nombre de partiules, qui ont été intégrées dans leadre plus large du modèle standard de la physique des partiules ; e sont :� des leptons, sous la forme d'életrons et de neutrinos ;� des baryons, dans les noyaux atomiques, omposés de protons et de neutrons ;� des photons, partiules assoiées aux ondes életromagnétiques.Les photons sont des partiules sans masses et l'on peut onsidérer que dansl'Univers, ils forment un �uide parfait de partiules relativistes de densité d'énergie
ργ et de pression pγ dont l'équation d'état est wγ = pγ/ργ = 1/3 (f Annexe A).Les neutrinos du modèle standard semblent très légers (la somme de leurs massesest inférieure à quelques dizièmes d'életronvolts et l'on onsidèrera don qu'ilsforment également un �uide parfait relativiste ave wν ∼ 1/3 très t�t dans l'his-toire de l'Univers. Pour e qui est des baryons et des életrons, leur omportementdépend des onditions de température reignant dans l'Univers. Cependant, nouspourrons onsidérer que pour l'immense majorité de l'histoire de l'Univers (sauflorsque nous devrons étudier des e�ets �ns tels que la nuléosynthèse primordiale)ils onstituent un �uide parfait de partiules non relativistes dite matière baryo-nique (ar la masse des baryons, si l'on suppose la ompensation strite globaledes harges, domine largement la masse des életrons) d'équation d'état wb = 0(f Annexe A). C'est e que l'on appellera la matière ordinaire, elle qui onstitueles atomes.Cependant, l'énumération ne semble pas s'arréter là. Les observations de Zwi-ky en 1933 [30℄ sur la rotation des galaxies spirales, étayées plus tard par demultiples autres observations ont mis en évidene un fait troublant : la vitesseklépérienne des étoiles dans la galaxie devrait être donnée, en fontion de leurdistane au entre r dans l'approximation newtonienne, par :

v(r) =

√

GM(< r)

r
, (2.2.1)
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Fig. 2.2.1 � Figure tirée de [31℄. Courbe de rotation de la galaxie NGC6503. Laourbe en points représente la ontribution du gaz, elle en pointillés la ontribu-tion du disque, et elle alternant tirés et points la ontribution du halo de matièresombre.où M(< r) est la masse totale située à une distane au entre inférieure à r. Lesétoiles étant essentiellement ontenues dans les régions entrales de la galaxie (eque l'on sait par leur brillane de surfae), si toute la masse galatique était dansles étoiles, M(< r) tendrait vers une onstante lorsque r roîtrait, et la vitessedes étoiles devrait par onséquent déroitre en 1/
√
r au bord de la galaxie. Or, lesourbes de rotation des galaxies ne montrent pas e omportement ; au ontraire,la vitesse des étoiles semble se stabiliser à partir d'un ertain rayon, omme illustrésur la �gure 2.2.1.D'autre part, l'appliation du théorème du viriel aux amas de galaxies, ainsi quedes mesures réentes de leur masse par e�et de lentille gravitationnelle indiquentque la matière visible, sous forme de galaxies ou de gaz ne représente pas plus dequelques 20% de la masse totale déduite par les e�ets gravitationnels. Qu'est-e àdire ? Certains ont proposé que es désaords pourraient venir d'une modi�ationde la gravité aux faibles aélérations : 'est l'hypothèse MOND [32, 33, 34℄. Ontrouvera une desription détaillée des di�érentes formulations possibles d'une telledynamique dans le adre d'une théorie des hamps, les problèmes posés par es for-mulations, ainsi que des pistes de solutions dans une revue réente [35℄. Néanmoins,l'observation par e�et de lentille gravitationnelle de la ollision de deux amas degalaxies [36℄ semble poser un ertain nombre de problèmes à ette hypothèse, etla seule façon onnue aujourd'hui de la réonilier ave ette observation seraitd'avoir des neutrinos ayant une masse d'environ 1 eV, e qui n'est ni on�rmé, niin�rmé. Dans le modèle standard que nous présentons ii, es désaords ont été



2.2. HISTOIRE THERMIQUE DE L'UNIVERS 35interprétés omme le signe de l'existene d'une omposante de matière sombre,'est-à-dire n'ayant auune interation élétromagnétique. Les simulations numé-riques de la formation des strutures montrent que ette matière sombre doit êtreonstituée de partiules massives non relativistes ayant une faible dispersion devitesse : 'est la matière noire froide. Plusieurs andidats existent pour ette ma-tière sombre : partiule supersymétrique la plus légère, axions et ; LHC devraitpouvoir élairer la ommunauté sur e point dans les années à venir. Pour nous, lamatière sombre sera don simplement un �uide parfait non relativiste d'équationd'état wCDM = 0.2.2.2 Les di�érentes èresConnaissant les équations d'état des di�érents �uides osmiques, nous pouvonsdéduire l'évolution des densités d'énergie de es �uides en onsidérant qu'ils n'in-teragissent pas entre eux. En e�et, l'absene d'interation garantit que haun dees �uides obéit à une équation du type (2.1.20). Alors,onsidérons N �uides dedensités d'énergie ρi et de pression pi = ωiρi, pour i ∈ {1, 2, ..., N}, on a :
ρ̇i + 3(1 + ωi)

ȧ

a
ρi = 0 , (2.2.2)don :

ρi(a) = ρi(a0)

(

a

a0

)−3(1+ωi) . (2.2.3)Pour les �uides dont nous avons vu qu'ils peuplaient notre Univers nous avonspar onséquent :Pour la radiation életromagnétique : ργ(a) = ργ(a0)

(

a

a0

)−4Pour les neutrinos légers : ρν(a) = ρν(a0)

(

a

a0

)−4Pour la matière ordinaire : ρb(a) = ρb(a0)

(

a

a0

)−3Pour la matière sombre froide : ρCDM(a) = ρCDM (a0)

(

a

a0

)−3 .On peut don distinguer essentiellement deux omposantes distintes quant àleur évolution au ours de l'expansion :� un �uide relativiste, omposé de photons, et de neutrinos, de densité totale
ρR(a) = ρR(a0)

(

a
a0

)−4, et de pression donnée par pR = ρR/3 ;



36 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIE� un �uide non relativiste, dit poussière, omposé de matière ordinaire (ba-ryons et életrons) et de matière noire froide, de densité totale ρD(a) =

ρD(a0)
(

a
a0

)−3, et de pression nulle, pD = 0.Pour un Univers de Friedmann plat (k = 0) et sans onstante osmologique(Λ = 0), on peut résoudre simplement les équations de Friedmann (2.1.18)-(2.1.20)et obtenir le omportement du fateur d'éhelle en fontion du temps :
a(t) ∝ t1/2 pour w = 0 (2.2.4)
a(t) ∝ t2/3 pour w = 1/3 . (2.2.5)Pour un Univers vide ave une simple onstante osmologique (e que nous avonsappelé i-dessus un Univers de de Sitter), on trouve de même :

a(t) ∝ exp

(
√

Λ

3
t

) . (2.2.6)ela justi�e a posteriori le fait que nous ayons onsidéré depuis le début que lefateur d'éhelle était une fontion roissante du temps : tous les types de matièrelassique présents dans l'Univers observé mènent à un Univers de Friedmann enexpansion, pourvu qu'il ait été en expansion à un moment donné du passé. Unorollaire évident de e résultat est qu'il existe un instant t = 0 dans le passé où
a(0) = 0 ; 'est le fameux Big-Bang !8Aujourd'hui, les densités de photons et de neutrinos sont très faibles par rapportaux densités de matière ordinaire et de matière noire froide ; ependant, les loisd'évolution présentées i-dessus montrent que ela n'a pas toujours était le as.En e�et, l'Univers étant en expansion, le fateur d'éhelle a été plus petit par lepassé qu'aujourd'hui, don, si a0 est hoisi pour le fateur d'éhelle aujourd'hui, lerapport :

ρR
ρD

(a) =
ρR
ρD

(a0)

(

a

a0

)−1 (2.2.7)augmente lorsque l'on remonte vers dans le passé de l'Univers. Cela signi�e qu'ilexiste un instant teq où les densités d'énergie des �uides relativiste et non relativistesont égales, à et instant, le fateur d'éhelle et le déalage vers le rouge valent :
aeq =

ρR(a0)

ρD(a0)
a0

zeq =
ρD(a0)− ρR(a0)

ρR(a0)
,8Le hoix t = 0 pour l'instant initial est arbitraire ; e qui ompte, 'est l'existene de et"instant initial", et l'on peut toujours alors redé�nir le temps de sorte qu'il oinide ave 0.
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38 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIE
T (f annexe A) :

ρR ∝ T 4 . (2.2.8)Or, nous avons vu qu'un tel �uide, dont l'équation d'état est pR/ρR = 1/3 seomporte, en fontion du fateur d'éhelle, omme : ρR ∝ a−4. Ainsi, es deuxrelations suggèrent que l'on peut dé�nir la température de l'Univers à un instantdonné en utilisant la température du gaz de photons et en posant : T (t) ∝ a−1(t),soit :
T (t)

T (t0)
=
a(t0)

a(t)
= 1 + z(t) . (2.2.9)Cette température a un sens bien dé�ni tant que les di�érents �uides restentintimement ouplés et maintiennent un équilibre thermodynamique entre eux.Nousverrons par la suite l'importane de es ouplages.L'évolution des densités est présentée sur la �gure 2.2.2.2.2.3 L'Univers très primordialA des températures supérieures à T ∼ 1016 GeV règne la gravité quantique. Lesphénomènes mis en jeu éhappent largement à tout e que la physique atuelle peutprédire de façon solide, et il faudra sûrement attendre l'uni�ation de la gravitationave la théorie quantique des hamps pour pouvoir sonder la phénoménologie deette période. Plus tard, suivent un ensemble de transitions phases à haute énergie :� Vers 1016 à 1014 GeV. Fin de la grande uni�ation, qui marque la séparationde l'interation forte d'ave l'interation életrofaible.� Vers 300 GeV. Brisure spontanée de la symétrie életrofaible, au ours delaquelle les bosons de jauge et les autres partiules aquièrent une massegrâe au méanisme de Higgs.� Vers 300 à 100 MeV. Transition quarks/hadrons au ours de laquelle lesbaryons et les mésons se forment à partir d'une brisure de la symétrie hiraleet l'apparition du on�nement des quarks.Cette période de l'histoire de l'Univers, enore mal onnue, reevra ertainementde nombreux élairissements des expérienes qui ommeneront bient�t autourde l'aélérateur LHC du CERN.2.2.4 Nuléosynthèse primordialeEntre 10 MeV et 10 keV, se déroule la première phase de l'Univers primordialqui nous permette de ontraindre le modèle standard de la osmologie : la nu-léosynthèse primordiale. Il s'agit d'un ensemble de phénomènes nuléaires qui ontonduit à la synthèse des noyaux légers : du deutérium jusqu'au 7Li essentiellement.Nous allons insister sur le déroulement de ette phase importante dans l'histoire



2.2. HISTOIRE THERMIQUE DE L'UNIVERS 39de l'Univers, ar nous y reviendrons dans la deuxième partie de et ouvrage, pourtraiter des modi�ations que peut y apporter une théorie salaire-tenseur de lagravité.Réations nuléaires et équilibre statistiqueDeux notions sont très importantes pour traiter de l'histoire thermique de l'Uni-vers en général, et de la nuléosynthèse primordiale en partiulier : elle d'e�aitéd'une réation, et elle d'équilibre statistique.Une réation (nuléaire par exemple) est aratérisée par un taux de réation,homogène à l'inverse d'un temps. Dans un Univers en expansion, il existe, à haquetemps t, une quantité aratéristique homogène à un temps : le taux d'expansion,ou fateur de Hubble H(t). Si l'on onsidère une réation i donnée, dont le taux deréation Γi est alulé à partir du modèle standard de la physique des partiulesou d'un modèle de physique nuléaire, deux situations peuvent se produire :� Si Γi/H > 1, alors le temps aratéristique de la réation 1/Γi est inférieurau temps aratéristique de l'expansion, et la réation est alors possible.� Si Γi/H < 1, alors, l'expansion "dilue" les partiules trop vite, e qui inhibela réation, qui se gèle.Parmi l'ensemble des réations nuléaires qui vont nous intéresser par la suite,ertaines sont d'une importane partiulière : e sont elles assurant un équilibrestatistique entre espèes nuléaires. Il nous faut don ii développer brièvementleurs propriétés.Pour un noyau de masse mA, de nombre de masse A ave Z protons, nonrelativiste à la température T (mA ≪ T ), et à l'équilibre inétique, la densiténumérique est donnée par :
nA = gA

(

mAT

2π

)3/2

exp

(

µA −mA

T

) , (2.2.10)où µA est le potentiel himique et gA le nombre de degrés de liberté internes del'espèe nuléaire onsidérée.Si les réations responsables de l'interonversion entre l'espèe de nombre demasse A(Z) et un système à Z protons et A−Z neutrons sont rapides par rapportà l'expansion, l'équilibre himique est maintenu, et l'on peut érire :
µA = Zµp + (A− Z)µn , (2.2.11)où µp et µn sont les potentiels himiques respetifs des protons et des neutrons.Alors, en exprimant l'énergie de liaison d'un noyau A(Z) :

BA = Zmp + (A− Z)mn −mA , (2.2.12)



40 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIEet en négligeant la di�érene de masse entre neutrons et protons (mp = mn = mN)dans les fateurs non exponentiés, on a :
nA = gAA

3/22−A
(

2π

mNT

)3(A−1)/2

nZp n
A−Z
n exp

(

BA

T

) . (2.2.13)On a l'habitude d'introduire la densité numérique totale de nuléons : nN = nn +
np+

∑

iAinAi, où l'on a indexé symboliquement les espèes nuléaires autres que lesprotons et les neutrons par i. Grâe à ette densité, on peut dé�nir les abondanesadimensionnées, ou frations de masse :
XA ≡

nAA

nn
, ave : ∑

i

Xi = 1 , (2.2.14)dont l'expression est donnée par :
XA = C(A)

(

T

mN

)3(A−1)/2

ηA−1XZ
p X

A−Z
n exp

(

BA

T

) ; (2.2.15)
η ≡ nn/nγ est le rapport du nombre baryonique au nombre de photons et C(A) =
2(3A−5)/2gAζ(3)A−1π(1−A)/2A5/2. Le rapport η est atuellement estimé [13℄ à η ∼
6.14 × 10−10 : l'Univers ontient bien plus de photons que de noyaux non relati-vistes ; 'est e qui explique que l'on dise parfois que l'Univers est "haud".La �gure 2.2.3 montre le réseau de 32 relations nuléaires prises en omptedans le alul de abondanes primordiales. Les traits pointillés représentent lesréations réiproques du type a + b ↔ c + d, alors que les traits pleins ave une�èhe représentent les réations du type a + b → c + d, la réation inverse étanttoujours signi�ativement défavorisée.Conditions initialesComme nous le verrons, la quasi totalité des neutrons libres vont être inor-porés, durant la nuléosynthèse, dans les noyaux d'4He. aussi est-il important deonnaître l'évolution de la densité de neutrons au ours de l'expansion. L'équi-libre entre neutrons et protons est établi par les proessus d'interations faiblessuivants :

n ↔ p+ e− + ν̄e

νe + n ↔ p+ e− (2.2.16)
e+ + n ↔ p+ ν̄e .Lorsque es réations sont e�aes, 'est-à-dire lorsque leur taux de réationsont grands omparés au taux d'expansion, l'équilibre himique est atteint, et en
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Fig. 2.2.3 � Réseau de réations nuléaires utilisées dans le shéma de Beaudet-Yahil [37℄ permettant de aluler les abondanes primordiales des éléments légers.appliquant les résultats obtenus i-dessus, on trouve le rapport du nombre deneutrons au nombre de protons à l'équilibre :
(

n

p

)

eq

≡ Xn

Xp
= exp

(−Q+ (µe − µν)
T

) . (2.2.17)Dans ette expression, Q = mn − mp ∼ 1.3 MeV. En nuléosynthèse standard,l'Univers est supposé életriquement neutre ave un nombre leptonique faible, equi permet de négliger les potentiels himiques des életrons et des neutrinos parrapport à Q, et d'obtenir :
(

n

p

)

eq

= exp

(

−Q
T

) . (2.2.18)Ce rapport se maintient tant que les taux de réation des proessus (2.2.16) sontplus grands que le taux d'expansion. Une analyse simple permet de montrer quepour un taux typique Γ pour les proessus (2.2.16) on a [38℄ :
Γ

H
∼
(

T

0.8 MeV)3 si T ≥ me = 0.5110 MeV. (2.2.19)don, le rapport n/p (2.2.18) se gèle aux alentours de T = 0.8 MeV à la valeur
(n/p)g ∼ 0.2. La �gure 2.2.4 représente la fration n/p à l'équilibre et dans lasolution réelle, pour le modèle standard de la osmologie.
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2.2. HISTOIRE THERMIQUE DE L'UNIVERS 43Aux températures au voisinage de 1 MeV, l'équilibre statistique est enore va-lide pour les espèes nuléaires plus lourdes que les nuléons, et leur fration demasse peut être alulée à partir de l'expression (2.2.15). on peut estimer grossiè-rement les températures pour lequelles une espèe de nombre de masse A devientthermodynamiquement favorisée en résolvant l'équation XA ∼ 1 ; on trouve alorsla relation :
TA ∼

BA

(A− 1)(1.5 ln(mN/TA)− ln(η))
. (2.2.20)Pour la valeur de η rapportée i-dessus, on obtient, T4 ∼ 0.28 MeV pour l'4He,

T3 ∼ 0.11 MeV pour l'3He et T2 ∼ 0.07 MeV pour le deutérium. Ces températuresrelativement basses omparées aux énergies de liaison de es noyaux s'expliquentpar la forte entropie de l'Univers qui rend η très petit.Synthèse des éléments légersNous venons de voir que les éléments légers étaient synthétisés à des tempéra-tures voisines de 100 keV ; 'est la phase entrale de la nuléosynthèse qu'il nousfaut dérire dans e paragraphe. Vers T ∼ 0.3 MeV, la fration de masse d'4Healulée par l'équilibre statistique est prohe de 1 ; pourtant, la synthèse de l'4Hene ommene que vers 0.1 MeV ar les frations de D, 3He et 3H ne sont pas alorssu�santes pour produire l'4He par les réations9 : D(D,n)3He(D,p)4He, D(D,γ)4Heet D(D,p)3H(D,n)4He. Au moment de la synthèse de l'4He, la quasi-totalité desneutrons libres sont emprisonnés dans les noyaux d'4He, qui sont les noyaux légersles plus fortement liés ; la fration de masse obtenue est alors :
X4 =

4n4

nN
=

4(nN/2)

nN
=

2(n/p)g
1 + (n/p)g

∼ 0.3 (2.2.21)On peut s'étonner du fait que des noyaux plus fortement liés, tels que 12C ou 16One soit pas produit ; ela peut être relié à l'existene d'une barrière de Coulombimportante due à la répulsion entre protons. De plus, une fration non négligeablede deutérium et d'3He n'est pas détruite par la prodution d'4He ar les réationsitées i-dessus se gèlent dès lors que es frations passent en dessous d'un ertainseuil. Finalement, une petite fration de 7Li est également produite vers T ∼ 70keV. Les abondanes prédites par le modèle standard sont :9En e�et, les taux de réations dépendent linéairement des densités numériques des réatants.Dans la suite, nous adopterons la notation a(b, c)d pour la réation nuléaire a+b↔ c+d mettanten jeu les partiules a,b, et d, haune pouvant être un noyau ou un photon ; es derniers serontonventionnellement notés γ.



44 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIEYp = 0.2484+0.0004
−0.0005D/H = 2.75+0.24

−0.19 × 10−5

7Li/H = 3.82+0.73
−0.60 × 10−10 .Nous reviendrons, dans la partie suivante de ette thèse, sur l'aord de espréditions ave les observations. Nous pouvons d'ores et déjà signaler que l'abon-dane d'4He est en très bon aord ave les observations, et que ette préditiononstitue un solide pilier du modèle standard de Big-Bang haud.2.2.5 Déouplage et fond de rayonnement osmologiqueDans l'Univers primordial, tant que la température est grande devant l'énergiede liaison des atomes d'hydrogène, photons et életrons sont fortement ouplés parl'intermédiaire des di�usions Compton ; les életrons et les noyaux atomiques res-tent alors en équilibre ave le gaz de photons sous la forme d'un plasma emplissantl'Univers. Pendant e temps, la matière sombre, qui n'est pas ouplée aux photonspar des proessus életromagnétiques, subit un e�ondrement gravitationnel stan-dard pour un �uide sans pression. Dès que la di�usion Compton n'est plus asseze�ae, vers T ∼ 3000 K ∼ 0.26 eV, 'est-à-dire peu après l'égalité entre matièreet rayonnement, les életrons et les noyaux se déouplent des photons pour formerles atomes életriquement neutres10. Les photons voient alors leur libre paroursmoyen augmenter de façon importante et un fond di�us de rayonnement est libéré,que l'on appelle fond de rayonnement osmologique. Les propriétés prinipales dee fond di�us ont été prévues par Gamow [27℄ suivi de Alpher et Herman [26℄, puisil a été observé par Penzias et Wilson [28℄. Si l'on néglige les faibles �utuationsde température, e fond est homogène, aratérisé par un spetre de orps noir :

I(ν, T ) ∝ ν3

exp(ν/T )− 1
. (2.2.22)La température de e orps noir a été mesurée ave une grande préision parl'expériene COBE [8℄. Aujourd'hui, elle est de T0 = 2.725 ± 0.001 K. La �gure2.2.5 montre les mesures du spetre du fond de rayonnement omparées à eluid'un orps noir à la température de 2.726 K.Ce spetre de orps noir permet de déduire que les photons du fond de rayon-nement osmologique ont une distribution de Plank à la température T0, si bien10On attendrait naïvement que ette température soit omparable à l'énergie de liaison desatomes d'hydrogène ; en fait, elle est beauoup plus faible ar la reombinaison est retardée parla grande entropie de l'Univers.
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Fig. 2.2.5 � Spetre du fond de rayonnement osmologique. Les barres d'erreur dela mesure sont tellement petites qu'elles sont ahées par la ourbe d'ajustement.Extrait de [39℄.
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Fig. 2.2.6 � Résultats de WMAP : spetre de puissane des anisotropies du fondde rayonnement osmologique obtenu par la mission WMAP. La ourbe rougemontre le meilleur ajustement pour un modèle osmologique standard en présenede matière sombre et d'une onstante osmologique. Obtenue à partir du site deWMAP [40℄.que l'on peut déduire la densité numérique de photons dans l'Univers atuel :
nγ0 ∼ 410.44 m−3.Cependant, la distribution de matière au moment du déouplage n'était pasparfaitement homogène.Une fois retirée la omposante homogène de orps noir,ainsi que le dip�le dû au mouvement de la Terre par rapport aux oordonnéesomobiles, il reste dans la distribution des photons, une omposante inhomogèned'amplitude relative ∆T/T0 ∼ 10−5, qui traduit les �utuations de densité dans leplasma au moment du déouplage. La faiblesse de es �utuations est à l'origine del'hypothèse d'homogénéité et d'isotropie de notre Univers qui onduit à la formu-lation du prinipe osmologique. Ces �utuations, identi�ées dans les observationsde COBE, ont depuis été mesurées préisément par un ensemble d'expérienes[8, 9, 10, 11, 12, 13℄, la plus spetaulaire étant ertainement WMAP [12, 13℄,dont les résultats sont présentés par la �gure 2.2.6. Les �utuations dans la ma-tière orrespondantes sont les "graines" qui ont donné naissane aux struturesosmologiques atuelles.On trouvera, dans la littérature, de nombreuses études détaillées des proes-sus responsables de la forme du spetre présenté sur la �gure 2.2.6 [41, 42℄ ; nousdérirons ii qualitativement e spetre. Pour le onstruire, on déompose le si-gnal des �utuations de température Θ(θ, φ) observé sur la sphère du iel sur les
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Θ(θ, φ) =

∑

l,m

almYlm(θ, φ) , ave alm ∈ C . (2.2.23)Puis, utilisant la base des polyn�mes de Legendre, on dé�nit le spetre de puissaneangulaire Cl, qui représente la variane des �utuations de température à uneéhelle angulaire θ donnée, ave l = π/θ :
Cl =

1

2l + 1

∑

m

〈alma∗lm〉 . (2.2.24)Un phénomène saute immédiatement aux yeux : le spetre présente deux zonesbien distintes. Pour l inférieure à 90, 'est-à-dire pour des éhelles angulaires plusgrandes que 2o, le spetre de puissane est quasiment plat, alors que pour deséhelles angulaires plus petites, on voit une suite de pis. Cette struture est bienomprise ; elle ressort d'une analyse de la physique du plasma photon-matière avantle déouplage. L'éhelle ld ∼ 90 orrespond à la taille sur le iel aujourd'hui del'horizon sonique au moment du déouplage. Les éhelles plus petites étant entréesdans l'horizon avant le déouplage ont onnues une série d'osillations aoustiquesdues à la ompétition des e�ets de pression et d'e�ondrement gravitationnel duplasma dans les puits de potentiel de la matière noire (qui, elle n'étant pas oupléeaux photons, s'e�ondre sous l'e�et de sa propre gravité). C'est pourquoi es pissont appelés pis aoustiques. Les éhelles plus grandes que ld, ne pouvant subird'e�ets de pression ausaux, ne présentent pas de struture en pis. La position dupremier pi aoustique est don reliée à la taille apparente sur le iel de l'horizonau moment du déouplage ; jouant ainsi le r�le d'une règle standard, elle donne uneexellente estimation de la distane angulaire au déouplage, et par onséquent,elle permet d'estimer la ourbure de l'espae11 Ωkh
2. La hauteur du premier pi,quant à elle, permet d'estimer la densité de matière totale Ωmh

2 ar les éhellesorrespondantes n'ont onnu qu'un e�ondrement. En�n, la hauteur relative desdeux premiers pis permet d'estimer la densité de baryons Ωbh
2. Nous reviendronsà es ontraintes dans la dernière setion du présent hapitre.2.2.6 Struturation à grande éhelle de l'UniversAprès le déouplage, la matière ordinaire est assimilable à un �uide sans pres-sion. Elle va don s'e�ondrer sous l'e�et de sa propre gravité et par interationgravitationnelle ave la matière sombre, qui s'e�ondre elle aussi. Durant toute l'èredominée par la matière, e phénomène d'e�ondrement va struturer l'Univers et11On a l'habitude de noter h = H0/(100 km/s/Mp), ave H0 exprimé en km/s/Mp.



48 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIEfaire émerger les galaxies et amas de galaxies pour les strutures visibles, maisaussi les �laments de matière sombre et les vides12. Nous avons vu qu'au momentdu déouplage de la matière et de la radiation, peu après le début de l'ère dominéepar la matière, l'Univers était très homogène, les inhomogénéités dans le hampde matière étant de l'ordre de :
(

δρm
ρm

)

dec

∼ 10−3 . (2.2.25)Aujourd'hui, e rapport est de l'ordre de 105 dans les galaxies, et de 102 à 103 dansles amas de galaxies. Après le déouplage, la matière évolue librement sous l'e�et desa propre gravité. Les onditions initiales au moment du déouplage sont telles quel'on peut déomposer la densité ρ(t, ~x) = ρ̄(t) + δρ(t, ~x) en une partie homogène13
ρ̄ et une partie perturbée δρ ; on doit également inlure la vitesse partiulière du�uide ~v(t, ~x) par rapport à l'expansion, ave |δρ| ≪ ρ̄ et ‖~v‖ ≪ H̄. Au premierordre des perturbations, durant l'ère dominée par la matière (Ωm = 1), on peutalors érire une équation pour l'évolution du ontraste de densité δ ≡ δρ/ρ :

δ̈ + 2H̄δ̇ − 4πGρ̄δ = 0 . (2.2.26)La solution générale de ette équation peut être déomposée suivant deux modesindépendants, l'un roissant, et l'autre déroissant :
δ+(a) = δ+(1)a , δ−(a) = δ−(1)a−1 . (2.2.27)Ave, au moment du déouplage, δ+(adec) ∼ 10−3, et adec ∼ 1/1100, on trouve donque le ontraste de densité linéaire aujourd'hui est de l'ordre de δ+(1) ∼ 1. L'éartave les ontrastes observés dans les galaxies et amas peut être relié au fait que esobjets sont déjà entrés dans le régime non-linéaire de l'e�ondrement gravitationnel,régime au ours duquel le ontraste de densité roît beauoup plus vite que durantla phase linéaire : typiquement, δNL ∝ an ave n ≤ 3. Les faibles perturbationsde la distribution homogène de matière dans l'Univers primordial peuvent donraisonnablement être les graines qui ont donné naissane aux strutures que nousobservons aujourd'hui.Il est intéressant, pour des raisons tant observationnelles que théoriques, deonsidérer le ontraste de densité δ(t, ~x1) à un temps donné t et en un point donné

~x1, omme une variable aléatoire. Si on suppose ette distribution gaussienne, elleest entièrement aratérisée par son espérane 〈δ(t, ~x1)〉 et sa variane 〈δ2(t, ~x1)〉.Comme nous disposons alors d'une in�nité de variables aléatoires (une en haque12Dans ette sous-setion, nous onsidérons un Univers de Friedmann plat rempli d'un �uidenon relativiste : Ωk = 0 et ΩΛ = 0.13Dans ette sous-setion, toutes les quantités homogènes seront marquées d'une barre.



2.2. HISTOIRE THERMIQUE DE L'UNIVERS 49point de l'espae, à un temps donné), il est aussi ruial de onnaître la ovarianede et ensemble de variables aléatoires : ξ( ~x1, ~x2) = 〈δ(t, ~x1)δ(t, ~x2)〉. Le symbole
〈·〉 représente ii l'espérane probabiliste, 'est-à-dire une moyenne d'ensemble,dé�nie, pour toute variable aléatoire réelle à valeur dans un intervalle I ⊂ R, par :

〈Y (~x)〉 ≡
∫

I

y(~x)fY (y(~x))dy , (2.2.28)où fY est la densité de probabilité assoiée à la variable Y . Ces grandeurs théoriquesnous sont hélas inaessibles, ar nous ignorons la loi de probabilité du ontraste dedensité loal. En revanhe, nous avons aès à la distribution spatiale du ontrastede densité, il est don ommode d'invoquer ii une sorte de prinipe ergodique,mais spatial au lieu d'être temporel (omme il l'est habituellement en physiquestatistique), 'est-à-dire de onsidérer que les moyennes d'ensemble 〈·〉 peuventêtre approximées par des moyennes spatiales. Alors :
〈δ(t, ~x)〉 =

∫

~x

δ(t, ~x)fδ(~(x))d
3x = 0 par dé�nition (2.2.29)

σ2
δ (t) = 〈δ2(t, ~x)〉 =

∫

~x

δ2(t, ~x)fδ(~x)d
3x , (2.2.30)

fδ(~x) étant la densité de probabilité assoiée à la variable δ distribuée spatialement.Grâe à ette équivalene, la ovariane ξ(~x1, ~x2) est la fontion de orrélationà deux points de la distribution spatiale du ontraste de densité. L'hypothèsed'homogénéité et d'isotropie la fore don à ne dépendre que de la distane ‖~x2 −
~x1‖, et dans la suite, on notera ξ(r), pour r réel positif. On a immédiatement
ξ(0) = σ2

δ . Il s'avère en�n très utile de onsidérer non pas l'espae réel, maisl'espae de Fourier assoié :
δ̂(t,~k) ≡

∫

δ(t, ~x)ei
~k·~xd3x . (2.2.31)Les modes ~k sont des nombres d'onde, ave ‖~k‖ = k = 2π/λ, λ étant une longueurd'onde omobile. On dé�nit �nalement la quantité importante, qui ontient toutel'information sur la distribution de matière (ar les proessus aléatoires sont sup-posés gaussiens) : le spetre de puissane P (t, k), qui est la transformée de Fourierde la fontion de orrélation à deux points :

〈δ̂(t,~k1)δ̂(t,~k2)〉 ≡ P (t, k1)δD(~k1 − ~k2) ,ave P (k) =

∫

ξ(r)ei
~k·~rd3r . (2.2.32)

δD(~u) est simplement l'opérateur usuel de Dira. La �gure 2.2.7 montre des exemplesde spetres de puissane pour di�érents modèles. La solution roissante δ+(t, ~x) de
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Fig. 2.2.7 � Spetres de puissane non linéaires ave ΩΛ,0 = 0.73 et Ωm,0 = 0.27(trait plein) et ave ΩΛ,0 = 0 et Ωm,0 = 1 (trait en pointillés).(2.2.27) nous montre que durant l'ère de matière, et en régime linéaire, on a sim-plement : P (t, k) = a2(t)P (ti, k)/a(ti) : le spetre de puissane onserve sa forme ;seule son amplitude augmente au ours du temps. Cei est le re�et diret du modede roissane linéaire, qui ne ouple pas les modes de Fourier.La forme détaillée des spetres de la �gure 2.2.7 résulte de l'analyse de laroissane des �utuations durant les ères de rayonnement et de matière. On entrouvera des études exhaustives dans les ouvrages lassiques [43, 44, 45, 38℄.2.2.7 Aélération tardive de l'UniversLe tenseur énergie-impulsion du �uide osmologique peut être à peu près quel-onque, tant on peut imaginer de ontenus di�érents interagissant entre eux. Ce-pendant, l'intuition physique permet d'érire un ertain nombre de onditionsqu'un �uide "raisonnable" ('est-à-dire ommunément utilisé) doit satisfaire. Lapremière de es onditions est dites ondition d'énergie faible :
∀p ∈M, ∀V µ ∈ TpM, V µ de genre temps, TµνV µV ν ≥ 0 . (2.2.33)Pour un �uide parfait dont le tenseur énergie-impulsion est donné par (2.1.17), etun veteur V µ pris égal à la 4-vitesse d'un observateur omobile ave le �uide, elase traduit par ρ ≥ 0 en tout point de l'espae-temps, 'est-à-dire qu'un observateur



2.2. HISTOIRE THERMIQUE DE L'UNIVERS 51omobile observe un �uide d'énergie positive. Cela paraît être une hypothèse trèsfaible. En adjoignant à la ondition d'énergie faible la ondition supplémentaire :
(∀V µ ∈ TpM, V µ de genre temps, TµνV µ n'est pas de genre espae), on obtient laondition d'énergie dominante, qui assure pour les observateurs osmologiques o-mobiles que ρ ≥ 0 et que le �ot loal d'énergie est ausal, 'est-à-dire : ρ ≥ |p|.En�n (bien que de façon non exhaustive), on mentionne souvent une dernière ondi-tion d'énergie, liée au omportement des géodésiques de genre temps : la onditiond'énergie faible assure qu' un faiseau quelonque de géodésiques de genre lumièren'est pas divergent ('est-à-dire que deux géodésiques voisines ne s'éloignent passous l'in�uene de la matière) ; on peut assurer la même hose pour les géodésiquesde genre temps et on obtient la ondition d'énergie forte :

∀V µ ∈ TpM, V µ de genre temps, TµνV µV ν ≥ 1

2
V µVµT . (2.2.34)Pour un observateur omobile du �uide osmologique, ela se traduit, si Λ ≡ 0,par :

ρ+ p ≥ 0 et ρ+ 3p ≥ 0 . (2.2.35)En examinant les équations de Friedmann (2.1.18)-(2.1.20), on onstate qu'un�uide osmologique respetant la ondition d'énergie forte en l'absene de onstanteosmologique mène néessairement à ä ≤ 0, 'est-à-dire que dans un tel Univers,l'expansion des longueurs ne peut qu'être ralentie par la présene de la matière.C'est e que l'on attend intuitivement de la gravitation. En érivant le fateurd'éhelle sous la forme d'un développement de Taylor, on a :
a(t) = 1 +H(t0)(t− t0)−

1

2
q(t0)H

2(t0)(t− t0)2 + o((t− t0)2) . (2.2.36)Considérons alors une soure émettant un rayonnement életromagnétique àun temps t < t0. La distane omobile r parourue par les photons entre ettesoure et un observateur plaé au entre des oordonnées au temps t0 est donnéepar :
∫ r

0

dr
′

√
1− kr′2

=

∫ t0

t

dt
′

a(t′)
. (2.2.37)A l'aide du développement (2.2.36) réérit pour le déalage vers le rouge, on peutalors érire :

t− t0 = − 1

H0

(z − (1 +
1

2
q0)z

2) + o(z2) . (2.2.38)De plus :
∫ r

0

dr
′

√
1− kr′2

=











1√
k

sin−1(
√
kr) si k > 0

r si k = 0
1√
−k sinh−1(

√
−kr) si k < 0

(2.2.39)



52 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIEOn peut don déduire la relation entre distane et déalage vers le rouge :
r =

1

H0
(z − 1

2
(1 + q0)z

2) + o(z2) . (2.2.40)L'angle sous lequel est vue la soure, elle-i étant supposée de taille D petitedevant la distane à l'observateur a(t)r, est donnée par :
θ =

D

a(t)r
. (2.2.41)La distane angulaire de la soure est alors :

dA(z) ≡ D

θ
= a(t)r . (2.2.42)On peut alors, en utilisant la relation de réiproité [46℄, érire la distane deluminosité de la soure :

dL(z) = (1 + z)2dA(z) =
1

H0

(z +
1

2
(1− q0)z2) + o(z2) . (2.2.43)Cette dernière distane est mesurable ar on peut la relier aux luminosités absolue

L et apparente l de la soure :
dL =

√

L

4πl
. (2.2.44)Ainsi, en identi�ant les relations (2.2.43) et (2.2.44), on voit qu'une mesure onjointede la luminosité apparente des soures extragalatiques et de leur déalage versle rouge permet d'évaluer H0 et q0, à ondition que l'on onnaisse la luminositéabsolue de es soures. C'est le onept de handelle standard : si l'on est apabled'identi�er dans l'Univers prohe un type de soure dont la luminosité absolue peutêtre alulée indépendanmment du modèle osmologique, et si es soures sontomobiles ave l'expansion, alors on peut onnaître le taux d'expansion et le para-mètre de déélération de l'Univers atuel. Il est remarquable que les phénomènesstellaires fournissent un type de handelle standard sous la forme des supernovaede type 1a (SN1a). Ce sont des explosions de naines blanhes dont la luminositéest omparable à elle d'une galaxie entière, e qui permet de les observer à desdistanes osmologiques. Fort de es marqueurs de l'expansion osmologique, onpeut don estimer la relation distane/déalage vers le rouge. Pratiquement, on aplut�t l'habitude de représenter le module de distane m−M , donné en fontionde la distane de luminosité par :

m−M = 5 log10

(

dL(z)

10 p) , (2.2.45)
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Fig. 2.2.8 � Relation entre le module de distane m −M et le déalage vers lerouge mesurée à partir de l'observation des Supernoæ par le Supernova CosmologyProjet et l'équipe de High-z Supernova (ainsi que CfA et l'équipe Calan/Tololopour les faibles déalages spetraux (z < 0.15)). La �gure du bas indique le modulede distane relatif à elui d'un Univers ave Ωm = 0.3 et ΩΛ = 0. Tirée de [47℄.



54 CHAPITRE 2. LE MODÈLE STANDARD DE LA COSMOLOGIEoù m est la magnitude apparente et M la magnitude absolue. La �gure 2.2.8présente les résultats des mesures e�etuées par un ensemble de projets.Toutes es observations montrent que q0 < 0, indépendamment du ontenumatériel de l'Univers, puisque la relation (2.2.43) est purement inématique. Dansle ontexte des Univers de Friedmann-Lemaître, on peut don dire que l'expan-sion de l'Univers aélère aux époques réentes. Cela est impossible si le ontenumatériel est dominé par la matière non relativiste. C'est pourquoi l'étude de larelation luminosité/déalage vers le rouge est onsidérée dans le modèle standardde la osmologie omme la preuve de l'existene d'une énergie dite sombre, de na-ture inonnue, qui domine l'évolution de l'Univers tardif et dont l'équation d'étate�etive est telle que ä > 0, soit pDE/ρDE < −1/3. Le as le plus simple d'unetelle énergie exotique, puisque violant la ondition d'énergie forte, est elui d'uneonstante osmologique. Les données atuelles sont pleinement ompatible ave uneontribution onstante aussi simple ; la mesure préise de l'équation d'état e�e-tive de ette énergie sombre, et de son éventuelle variation au ours de l'expansiondevrait permettre dans l'avenir de on�rmer ou d'in�rmer e modèle simple, et defaire ainsi la lumière sur l'origine de ette ontribution inattendue à la dynamiquede l'Univers.2.3 Le modèle de onordaneNous avons vu jusqu'à présent e qui aratérise la dynamique de l'Univers dansle modèle standard de la osmologie, ainsi qu'une brève histoire des phénomènesphysiques qui se sont déroulés au sein de elui-i par le passé. Ce modèle simplepossède un ertain nombre de paramètres libres :� La valeur atuelle du fateur de Hubble : H0 ;� Les densités adimensionnées : ΩDM , Ωb, ΩR, ΩΛ ;� Les onditions initiales pour les �utuations dans le hamp de matière.Nous verrons dans le hapitre suivant qu'il existe de bonnes raisons de penserque le spetre des �utuations primordiales est invariant d'éhelle (ou quasimentinvariant d'éhelle). D'autre part, il est aujourd'hui possible, grâe à de multiplesobservations, de ontraindre l'ensemble de es paramètres, ar haque phénomèneobservé dépend de façon propre des paramètres. Ainsi, bien qu'il y ait des dégé-neresenes entre paramètres sur une observation donnée, l'utilisation onjointed'observations à des époques di�érentes et sur des observables di�érentes permetde lever es dégénéresenes. C'est pourquoi le modèle standard de la osmolo-gie est souvent quali�é de modèle de onordane : on peut trouver un ensemblestatistiquement favorisé de paramètres osmologiques tel que l'analyse roisée detoutes les observations soit ohérente.



2.3. LE MODÈLE DE CONCORDANCE 55La �gure 2.3.1 présente les ontraintes d'une telle onordane dans le plan
(Ωm,ΩΛ).On voit que les ontraintes issues des amas de galaxies sont très fortes surla densité de matière totale (baryons et matière noire), mais mauvaises pour ladensité de onstante osmologique. Parallèlement, les supernovae et le fond di�usosmologique ont des dégénéresenes dans le plan (Ωm,ΩΛ), mais es dernièressont di�érentes. Ainsi, le roisement de toutes es ontraintes permet de séle-tionner une très petite zone de l'espae des paramètres, e qu'auune observationn'aurait pu faire individuellement.L'ordre de grandeur des ontraintes sur les paramètres osmologiques déduitesde ette onordane et que nous retiendrons par la suite sont :

ΩΛ,0 ∼ 0.73

Ωm,0 ∼ 0.27 (2.3.1)
|Ωk,0| < 10−2 .On voit en partiulier que la ourbure de l'Univers est très faible, et on suppose gé-néralement pour une raison de simpliité qu'elle est nulle (nous verrons au hapitresuivant qu'il existe une raison à ette approximation). Cela vient essentiellementde l'analyse des �utuations du fond de rayonnement : la taille sur le iel de lasurfae de dernière di�usion prise omme règle standard de mesure impose en e�et

1− Ωk,0 ∼ 1.
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Fig. 2.3.1 � Contraintes statistiques dans le plan (Ωm,ΩΛ), montrant la onor-dane de trois jeux d'observations di�érents : Supernovæ, fond de rayonnementosmologique et amas de galaxies.



Chapitre 3Au-delà du modèle standard : leshamps salaires en osmologieLe modèle standard que nous avons rapidement exploré dans le hapitre préé-dent est extraordinairement satisfaisant à bien des titres : il permet de omprendrel'histoire thermique de l'Univers, notamment les abondanes des éléments légerset l'origine du fond de rayonnement osmologique ; il explique la formation desstrutures grâe à l'instabilité gravitationnelle des faibles surdensités primordiales.Cependant, il laisse de �té un ertain nombre de point ruiaux pour omprendrenotre Univers :� La nature des phénomènes qui �xent les onditions intiales du modèle de BigBang haud ; notamment l'expliation de la platitude de l'Univers et de saremarquable homogénéité.� La nature des omposantes sombres.Nous allons voir que les hamps salaires osmologiques apparaissent préisé-ment au niveau de es limites, omme des desriptions e�etives tendant à élairires zones d'ombre du modèle standard, au moins en e qui onerne les onditionsinitiales et la nature de l'énergie sombre. La matière sombre est un problème dif-férent, que nous n'aborderons pas dans et ouvrage.3.1 In�ationLe modèle standard sou�re de deux problèmes majeurs de onditions initiales :la platitude et l'homogénéité. Nous avons vu que l'observation du fond de rayonne-ment osmologique impliquait qu'aujourd'hui |Ωk,0| < 10−2 ; 'est-à-dire que dansun modèle de Friedmann, l'Univers atuel est très prohe de la platitude. Cepen-57
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Fig. 3.1.1 � Régions ausales au moment du déouplage.dant, lorsque l'on remonte dans le passé, on trouve que :
Ωk(z) ∼

2Ωk,0

Ωm,0

1 + zeq
(1 + z)2

, (3.1.1)e qui, ave les ontraintes du modèle de onordane donne : |Ωk(z)| < 100(1 +
z)−2. Plus on remonte dans le passé de l'Univers, plus e terme est faible ; au tempsde Plank, temps initial du modèle de Big-Bang haud, on a alors : |Ωk(zP l)| <
10−60. Pour que l'Univers soit plat aujourd'hui, il faut qu'il ait été extraordinaire-ment plat à ses débuts ! La moindre déviation à la soixantième déimale au débutde l'expansion entraînerait une erreur sur les paramètres osmologiques atuels ;'est un problème lassique d'ajustement �n des onditions initiales. Le fond dif-fus est également révélateur d'une autre tension du modèle standard. Ce fond este�etivement homogène à 10−5 près sur l'ensemble du iel. Or, l'angle apparentsur le iel d'une région ausalement onnetée au moment du déouplage est del'ordre de 1o (il sous-tend une longueur aratéristique de H−1(zdec)). La surfaede dernière di�usion était don, au moment du déouplage, omposé d'environ
109 régions ausalement indépendantes (f �gure 3.1.1). Il est par onséquent im-possible de justi�er l'homogénéité du fond de rayonnement par un ensemble deproessus ausaux : il faut supposer qu'initialement, les 109 régions indépendantesétaient toutes quasiment dans le même état thermique. C'est enore un problèmed'ajustement �n des onditions initiales, dit problème de l'horizon.Il existe un méanisme apable de résoudre es problèmes, tout en permettantégalement d'expliquer l'origine des �utuations de densité ayant donné naissaneaux strutures : 'est e que l'on appelle le paradigme de l'in�ation. Il s'agit d'in-troduire, au début de l'histoire de l'Univers, avant le modèle standard dont nous



3.1. INFLATION 59avons parlé une phase très ourte d'expansion fortement aélérée :
ä(t) > 0 . (3.1.2)Pour avoir une phase d'aélération initiale, en négligeant la onstante osmo-logique (négligeable à e moment-là puisqu'elle ne ontribue que dans l'Universtardif), nous avons vu qu'il faut que le �uide osmologique véri�e : ρ+ 3p < 0, ou

ω = p/ρ < −1/3. Or, nous avons l'équation d'évolution tirée de (2.1.29)-(2.1.31) :
Ω

′
k = (1 + 3ω)Ωk(1− Ωk) . (3.1.3)Ainsi, durant une phase d'aélération, omme (1 + 3ω) < 0, Ωk = 0 est un point�xe stable de la dynamique, alors que dans les phases ultérieures, dominées parla radiation puis par la matière non relativiste, 'est un point �xe instable. Il fautdon que la phase d'aélération soit su�sante pour ompenser la déviation quiva résulter des phases ultérieures. Entre l'instant initial ti et l'instant �nal tf del'in�ation, on a la relation :

∣

∣

∣

∣

Ωk(tf)

Ωk(ti)

∣

∣

∣

∣

=

(

a(ti)H(ti)

a(tf )H(tf)

)2

≡ exp(−2N)

(

H(ti)

H(tf)

)2 ; (3.1.4)où l'on a dé�ni le nombre de "e-folds" N = ln(a(tf )/a(ti)). D'autre part, la ondi-tion (3.1.2) implique que le rayon de Hubble omobile (aH)−1 diminue au oursde l'in�ation :
d

dt
(aH)−1 < 0 . (3.1.5)Autrement dit, deux points qui étaient à une distane inférieure au rayon de Hubble(don en ontat ausal) au début de l'in�ation, peuvent ne plus être en ontatausal à la �n de l'in�ation (f �gure 3.1.2). A�n de résoudre le problème del'horizon, il su�t que l'Univers observable aujourd'hui ait été une région ausaleau début de l'in�ation, soit : (a(ti)H(ti))

−1 ≥ H−1
0 . En introduisant (3.1.4) dansette ondition, et en supposant que lorsque l'in�ation se termine, on rentre dansl'ère dominée par la radiation, on a par ontinuité : H(tf)

2 = H2
0ΩR,0a(tf)

−4, eton trouve :
a(tf )

−2ΩR,0

∣

∣

∣

∣

Ωk(tf )

Ωk(ti)

∣

∣

∣

∣

≤ 1 . (3.1.6)Or, si l'on souhaite résoudre le problème de la platitude, il faut que Ωk(tf ) ≥
10−60, et que Ωk(ti) ∼ O(1), don, pour résoudre onjointement les problème deplatitude et de l'horizon, on peut érire la ondition su�sante :

10−60a(tf )
−2ΩR,0 ≤ 1 , (3.1.7)
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Fig. 3.1.2 � Evolution de rayon de Hubble omobile.qui permet de trouver une ontrainte sur la température à la sortie de l'in�ation
Tf :

Tf ≤ 1018 GeV. (3.1.8)Ainsi, une phase d'expansion aélérée permet sous ertaines onditions derésoudre les problèmes du Big Bang haud. Reste à omprendre omment unetelle phase est suseptible de se produire. C'est là que les hamps salaires entrenten jeu. En e�et, la façon lassique d'introduire une phase d'in�ation dans le modèleosmologique onsiste à supposer que dans l'Univers primordial existe un hampsalaire ϕ, appelé in�aton, qui domine la dynamique de l'Univers1. Si l'in�ationdure su�samment longtemps, la ourbure peut être négligée devant la ontributionde ϕ à l'énergie totale, et on peut alors érire les équations :
H2 =

8πG

3

(

1

2
ϕ̇2 + V (ϕ)

) (3.1.9)
ä

a
=

8πG

3

(

V (ϕ)− ϕ̇2
) (3.1.10)

ϕ̈ + 3Hϕ̇+
dV

dϕ
(ϕ) = 0 , (3.1.11)1Il existe également des formulations à plusieurs hamps salaires, dites génériquement in�a-tion hybride. Les méanismes à l'oeuvre sont analogues au as d'un hamp, et nous n'aborderonspas les subtilités de es modèles ii.



3.1. INFLATION 61où V (ϕ) est le potentiel de l'in�aton.Durant la phase d'in�ation, omme l'on veut avoir ä > 0 pendant su�sammentlongtemps, le hamp doit être en roulement lent, 'est-à-dire varier peu :
ϕ̇2 ≪ V (ϕ) et ϕ̈≪ 3Hϕ̇ . (3.1.12)Ces deux onditions peuvent être réérites :

(

dV/dϕ

V (ϕ)

)2

≪ 24πG et |d2V/dϕ2|
V (ϕ)

≪ 24πG . (3.1.13)Le potentiel de l'in�aton doit don être très plat.Nous allons illustrer e méanisme sur un exemple simple d'in�ation à grandhamp :
V (ϕ) =

1

2
m2ϕ2 . (3.1.14)Pendant la phase de roulement lent, la solution est donnée par :

ϕ(t) = ϕi −
mmp√

12π
(t− ti) (3.1.15)

a(t) = ai exp

(

2π

m2
p

(ϕ2
i − ϕ2(t))

) . (3.1.16)où l'on a noté mp = G−1/2 la masse de Plank, ai = a(ti) et ϕi = ϕ(ti), ti étantle temps initial. Ce roulement lent se termine dès que les onditions (3.1.13) nesont plus véri�ées, 'est-à-dire à l'instant tf pour lequel ϕf = mp/
√

4π. Le nombretotal de "e-folds" est alors :
N = 2π

(

ϕi
mp

)2

− 1

2
. (3.1.17)Revenant à l'équation (3.1.4), omme H est presque onstant au ours du roule-ment lent, on a :

∣

∣

∣

∣

Ωk(tf)

Ωk(ti)

∣

∣

∣

∣

= exp(−2N) ; (3.1.18)si bien que la ondition :
|Ωk(tf )| ≤ 10−60 et |Ωk(ti)| ∼ O(1) (3.1.19)mène à N ≥ 70, soit ϕi ≥ 3mp. On peut également véri�er que le problème del'horizon est résolu par e modèle. Il semble don que l'on ait résolu les problèmes deonditions initiales du modèle standard ; 'est d'autant plus vrai que les préditionsde l'in�ation ne dépendent quasiment pas de la ondition initiale à ti : il su�t dans



62 CHAPITRE 3. AU-DELÀ DU MODÈLE STANDARDnotre exemple que ϕi ≥ 3mp. Mais l'in�ation fait mieux que ela ; les �utuationsquantiques de l'in�aton durant la phase de roulement lent sont données par :
|δϕ(x)| ∼ H(ϕ)

2π
. (3.1.20)Or, au ours de la phase de roulement lent, H(ϕ) est à peu près onstant. On peutalors montrer que le spetre des �utuations de ϕ est quasiment indépendant del'éhelle k. Or, après la phase de roulement lent, l'in�aton osille rapidement dansle puits de son potentiel. S'il est ouplé aux autres hamps, il est alors onverti danses hamps : 'est le méanisme de "réhau�age". Le spetre des �utuations de eshamps est alors proportionnel à elui des �utuations de ϕ, et don indépendantde l'éhelle :

δρ(k)

ρ
∼ cste. (3.1.21)Ces �utuations, générées au ours de l'in�ation, sont alors à l'origine des inhomo-généités observées dans le fond de rayonnement osmologique, et don les grainesdont viennent les strutures atuelles de l'Univers. Une desription omplète del'in�ation et de sa phénoménologie, détaillant les résultats présentés suintementii, peut être onsultée dans [48, 49℄.3.2 QuintesseneDans la setion préédente, l'introdution d'un hamp salaire, l'in�aton, do-minant la dynamique de l'expansion au début de l'histoire de l'Univers, a permisde résoudre les problèmes de onditions initiales du modèle standard. Nous avonsvu que la lé de e suès résidait dans le fait que l'in�aton est responsable d'unephase d'expansion aélérée, ette aelération venant essentiellement de la pla-titude du potentiel du hamp salaire. Or, il semble que l'Univers onnaisse (oudu moins ait onnu) une seonde phase d'aélération, elle-i tardive. Dans lemodèle standard, ette aélération est attribuée à la présene d'une onstanteosmologique ; ependant, e sénario n'est pas sans poser quelques problèmes3.2.1 Les problèmes de la onstante osmologiqueLes données osmologiques semblent don favoriser la présene d'une onstanteosmologique Λ telle que :

ΩΛ,0 ≡
Λ

3H2
0

∼ 0.7 . (3.2.1)Compte tenu de la valeur de H0 ∼ 70 km/s/Mp, ette relation donne : Λ ∼ 10−84GeV2, ou ρΛ ≡ Λ/8πG ∼ 10−47 GeV4. On peut onevoir la onstante osmolo-gique de deux manières : soit il s'agit d'une onstante de la nature, traduisant



3.2. QUINTESSENCE 63une propriété partiulière de notre espae-temps, soit elle émerge de proessus mi-rosopiques et apparaît omme une ontribution énergétique au tenseur énergie-impulsion total du ontenu matériel de l'Univers. Hélas, auune de es deux onep-tions n'est, à l'heure atuelle, satisfaisante.D'une part, voir la onstante osmologique omme une simple onstante de lanature apparaît un peu arti�iel. En e�et, il faut noter que les onstantes de laphysique sont habituellement des onstantes multipliatives, 'est à dire qu'ellesservent à onvertir des grandeurs dans une unité donnée en d'autres grandeursdans une autre unité (la vitesse de la lumière transforme les temps en distanes,la onstante de Plank les fréquenes en énergies et.) et apparaissent dans leslois omme des onstantes multipliatives. D'une ertaine manière, on peut direqu'elles servent d'étalon à nos mesures. Ce n'est pas le as de la onstante os-mologique, qui est une onstante additive. Dans l'ation, 'est bien une onstantemultipliative, à savoir qu'elle multiplie la métrique ; ependant, elle ne garde pase statut dans les équations du mouvement, à la di�érene des onstantes tellesque c ou ~ (qui n'apparaissent jamais omme additives). En physique on trouvedeux types de onstantes de la nature : les ouplages et les limites. La onstanteosmologique n'appartient manifestement pas à la première atégorie. Elle pourraitêtre de la deuxième atégorie, omme limite inférieure de l'énergie ontribuant àla gravitation, omme si la densité des hamps saturait à ρΛ. A ma onnaissane,auun méanisme n'est à même d'expliquer une telle saturation.D'autre part, on peut onsidérer Λ omme une ontribution partiulière àl'énergie-impulsion. Compte tenu de l'équation d'état e�etive orrespondante,
pΛ/ρΛ = −1, une seule soure paraît aujourd'hui orrespondre : l'énergie du videdes hamps. Or, en l'état atuel de la théorie quantique des hamps, ette densitéd'énergie est divergente. Pour des hamps de masse m, elle est donnée par :

ρvac =
1

4π2

∫ +∞

0

dkk2
√
k2 +m2 , (3.2.2)qui possède une divergene ultraviolette en k4. On peut ependant l'évaluer enintroduisant une oupure dans le spetre des �utuations, km, à l'éhelle jusqu'àlaquelle la théorie des hamps reste valable : ρvac ∼ k4

m/16π2. Pour di�érentesoupures nous avons don :� ρvac ∼ 1074 GeV4 si km ∼ mp,� ρvac ∼ 10−3 GeV4 si km ∼ ΛQCD ∼ 10−1 GeV, éhelle aratéristique de lahromodynamique.Le désaord de es estimations ave la valeur déduite de la osmologie (3.2.1) estpatent ; de plus la ontribution de ette énergie du vide devrait largement domi-ner la dynamique de l'Univers depuis ses origines, e qui n'est manifestement pasle as. C'est le fameux problème de la onstante osmologique [50℄. Il existe de



64 CHAPITRE 3. AU-DELÀ DU MODÈLE STANDARDnombreuses tentatives pour résoudre e problème : sénarios supersymétriques (ensupersymétrie, il y a autant de bosons que de fermions ; les deux familles ontri-buant à ρvac ave des signes opposés, leurs ontributions devraient se ompenser),supergravité, modèles inspirés de la théorie des ordes (f [51℄ partie IV pour unétat de l'art et les référenes). Une tentative intéressante onsiste à onsidérer quel'énergie du vide n'est pas mesurable, et que e sont les �utuations de la densitéd'énergie du vide qui ontribuent à ρΛ ([52℄).La faiblesse de ρΛ, alliée au problème dérit i-dessus, a ainsi rendu possible uneautre démarhe, qui onsite à supposer une raison inonnue pour laquelle Λ = 0,et à étudier l'éventualité d'une énergie sombre dynamique, le modèle le plus simpled'une telle omposante dynamique étant...un hamp salaire, appelé quintessene.3.2.2 La quintesseneDans les premiers modèles d'énergie sombre présentant une alternative à laonstante osmologique, la quintessene est un hamp salaire φ minimalementouplé au hamp de gravitation, possédant un potentiel V (φ), et ne présentantauun ouplage diret aux autres hamps de matière. Son ation est simplement :
Sφ =

∫
(

−1

2
gµνφ,µφ,ν − V (φ)

)√
−gd4x . (3.2.3)Pour des raisons de simpliité, nous onsidérerons que le modèle de Friedmannest plat : k = 0. Les équations des hamps dans e ontexte prennent la formesuivante :

H2 =
8πG

3

(

ρ+
1

2
φ̇2 + V (φ)

) (3.2.4)
ä

a
= −4πG

3

(

ρ+ 3p+ 2V (φ)− 2φ̇2
) (3.2.5)

φ̈+ 3Hφ̇+
dV

dφ
= 0 , (3.2.6)où ρ et p représentent, respetivement, la densité d'énergie et la pression du �uideosmologique. L'équation d'état de la quintessene est :
wφ =

φ̇2 − 2V (φ)

φ̇2 + 2V (φ)
, (3.2.7)et dépend a priori du temps. Lorsque le hamp salaire domine la dynamique (onnéglige ρ et p), l'aélération de l'expansion se produit lorsque : φ̇2 < V (φ), le asd'une in�ation orrespondant à φ̇2 ≪ V (φ)), 'est-à-dire wφ ∼ −1. Si l'on herhe,



3.2. QUINTESSENCE 65toujours dans le as d'une expansion dominée par le hamp salaire, des solutionsde la forme a(t) ∝ tn (aélération pour n > 1), on peut reonstruire le hampsalaire orrespondant. Son potentiel est donné par :
V (φ) =

n(3n− 1)

8πG
exp

(

−2

√

4πG

n
φ

) . (3.2.8)Ainsi, tout modèle ave un potentiel déroissant moins vite que l'exponentielpourra produire une phase d'aélération. C'est pourquoi les premiers modèlesde quintessene possédaient des potentiels en lois de puissane inverse :
V (φ) =

M4+α

φα
, (3.2.9)où M est une éhelle de masse, et α un réel positif. Ce sont les potentiels deRatra-Peebles [53℄. A�n qu'un tel potentiel soit à l'origine de l'énergie sombre, ilfaut [53℄ :

φ(t0) ∼ mp et M = (ρΛm
α−2
p )1/(4+α) . (3.2.10)Ces potentiels sont relativement ad ho, mais il est possible de motiver une forme depotentiel relativement similaire à partir de la physique des partiules, en utilisantla supergravité [54, 55℄ :

V (φ) =
M4+α

φα
exp

(

λ2

2
φ2

) . (3.2.11)On trouvera une étude détaillée de la dynamique des hamps de quintessene dansplusieurs artiles [56, 57, 58℄. La propriété essentielle de es modèles est l'existened'attrateurs de la dynamique prenant la forme de solutions en lois de puissanes,tels que : ρφ/ρ = cste. Cela permet de résoudre les problèmes d'ajustement �n del'énergie sombre, dans la mesure ou la densité du hamp salaire, pour toutes lesonditions initiales, rejoint et attrateur et "traque" la densité de la matière quidomine la dynamique. A�n d'illustrer ette propriété, onsidérons les potentiels(3.2.8) et (3.2.9) présentés i-dessus. Pour les potentiels V1(φ) = V0 exp(−λφ) et
V2(φ) = Λ4+αφ−α, l'équation d'état du hamp salaire en présene d'un �uide dematière d'équation d'état wb dominant la dynamique de l'expansion est donnéepar [53℄ (pour k = 0) :

wφ,1 = wb , (3.2.12)
wφ,2 =

αwb − 2

α + 2
. (3.2.13)Pendant les ères dominées par la radiation, puis la matière, l'équation d'état duhamp salaire est don une fontion a�ne simple de l'équation d'état du �uide



66 CHAPITRE 3. AU-DELÀ DU MODÈLE STANDARDdominant, et les solutions en lois de puissane assoiées sont des attrateurs (eque l'on peut démontrer en linéarisant l'équation du hamp au voisinage des so-lutions en lois de puissane). L'introdution d'un hamp de quintessene sembledon résoudre l'un des problèmes posés par la onstante osmologique : grâe auxattrateurs en lois de puissane les onditions initiales n'ont pas besoin d'être ajus-tées préisément a�n d'expliquer l'énergie sombre aujourd'hui. Cependant, l'éhelled'énergie du potentiel, par exemple M = (ρΛm
α−2
p )1/(4+α) pour le potentiel deRatra-Peebles, bien que pouvant maintenant être �xée au alentour du TeV, de-mande enore un ajustement �n. En�n, le fait que le hamp salaire n'interagissepas expliitement ave les autres hamps de matière apparaît également peu na-turel. C'est pourquoi on a introduit des quintessenes ouplées à la matière, equi, en pratique, revient à onsidérer des modi�ations de la gravité dont un aspartiulier sont les théories salaire-tenseur, dont nous parlerons dans la partie sui-vante de et ouvrage. On trouvera des détails sur es quintessenes ouplées dans[59, 60, 61, 62, 63℄ et les référenes itées dans es artiles. Signalons également,dans la même famille, la possibilité intéressante d'expliquer l'aélération tardivede l'Univers à l'aide d'un hamp salaire non minimalement ouplé, ave des ou-plages di�érents pour la matière sombre et la matière ordinaire (e qui impliqueune violation du prinipe d'équivalene faible) [64℄.



Deuxième partieLe prinipe d'équivalene enosmologie : une exploration à l'aidedes théories salaire-tenseur de lagravité
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Chapitre 4Introdution aux théoriessalaire-tenseur de la gravité
4.1 Pourquoi des théories salaire-tenseur ?Les théories salaire-tenseur ont une �liation double, nées d'une part, très t�t,de la prise en ompte de dimensions supplémentaires [65℄, et, d'autre part, dequestionnements sur le prinipe d'équivalene et sur la possibilité d'étendre elui-i dans un adre plus large que la Relativité Générale [66, 67, 68℄. Avant d'aborderes théories du point de vue de la osmologie moderne, il est don essentiel de faireun rapide détour par leurs origines, détour qui élairera leur forme atuelle et leurimportane dans les disussions sur la nature de la gravitation.4.1.1 Retour sur le prinipe d'équivaleneDans la première partie, nous avons vu que la Relativité Générale telle queonstruite par A. Einstein reposait sur un prinipe lé : le prinipe d'équivalene.Dans sa version faible, 'est-à-dire elle testée par les expérienes du type de l'ex-périene historique d'Eötvös, il peut être formulé ainsi :Prinipe d'équivalene d'Einstein (PEE) :Toutes les lois non gravitationnelles de la physique peuvent être formulées, loa-lement, omme si le hamp de gravitation était absent.On sait que dans le adre de la Relativité Générale, ela se traduit par le faitque, loalement, la variété d'espae-temps est di�éomorphe à un espae-temps deMinkowski, si bien que les lois de la physique (omme par exemple l'életrodyna-mique) sont, loalement, elles formulées dans le adre d'une théorie respetant la69



70 CHAPITRE 4. THÉORIES SCALAIRE-TENSEURRelativié Restreinte. En fait, e prinipe et une extension du prinipe d'équivalenefaible, ou méanique, formulé par Galilée et Newton, qui suppose que les massesinertielle et gravitationnelle passive sont égales, ou, formulé autrement, que dansun hamp de gravitation externe, les orps tombent tous de la même manière, in-dépendemment de leur onstitution interne et de leur masse. Cependant, il s'avèreque par onstrution, la Relativité Générale va plus loin que e qui est énonédans le prinipe d'équivalene d'Einstein : non seulement les lois de la physiquepeuvent être formulées omme si le hamp de gravitation était absent, mais enoreleur ontenu numérique, 'est-à-dire les onstantes fondamentales, doivent être lesmêmes en tout point de l'espae-temps. Cette propriété struturelle de la RelativitéGénérale peut être reliée au fait que la gravitation y est dérite par le seul tenseurmétrique. On peut pourtant imaginer un adre théorique plus étendu, dans lequella gravitation ne serait plus seulement véhiulée par un tenseur métrique, mais parun tenseur métrique et un ou plusieurs hamps additionnels de nature salaire ouvetorielle par exemple. A�n de respeter le prinipe d'équivalene dans sa versionfaible, les hamps additionnels devront avoir des ouplages spéi�ques. C'est danset esprit que C. Brans et R. H. Dike [68℄ ont introduit, en 1961, la désormaisélèbre théorie qui porte leurs noms. L'adjontion de hamps supplémentaires étaitmotivée, dans leur travaux, par une tentative de formulation laire et non ambigued'une théorie de l'espae-temps qui inorporerait le prinipe de Mah ou du moinsune version a�aiblie de elui-i. En e�et, C. Brans et R. H. Dike soulignent dansleur artile [68℄ que l'invariane du ontenu numérique des lois de la dynamiquen'est pas ompatible ave l'idée de Mah selon laquelle l'inertie des orps doit êtrereliée à leur aélération relativement à la distribution loale de matière ('est làl'a�aiblissement par rapport à la formulation originelle de Mah, et à la tentativede Dira [66℄ qui traitent plut�t de l'ensemble de la distribution de matière dansl'Univers). Aussi ont-ils formulé un adre théorique dans lequel des expérienes nongravitationnelles loales ne peuvent mettre en évidene la présene d'un hamp degravitation, respetant ainsi le prinipe d'équivalene d'Einstein strito sensu, touten permettant une variation spatio-temporelle du ontenu numérique des lois phy-siques. Considérant l'extension la plus simple, ils ont supposé que la gravitationétait en partie métrique, et en partie due à l'e�et d'un hamp salaire Φ, et ontérit l'ation suivante :
S =

∫ (

ΦR− ω

Φ
gµν∂µΦ∂νΦ +

16π

c4
Lm[gµν ,Ψm]

)√
−gd4x . (4.1.1)Ii, le hamp salaire Φ, qui a pour dimension ML−3T 2 joue le r�le de l'inversed'un ouplage gravitationnel G(xµ) qui peut a priori varier suivant la positiondans l'espae-temps, et le fateur 1/Φ devant le terme inétique de Φ permet à laseule onstante, ω, d'être sans dimension. On voit que le prinipe d'équivalened'Einstein déoule du fait que Φ n'intervient pas expliitement dans le lagran-



4.1. POURQUOI DES THÉORIES SCALAIRE-TENSEUR? 71gien de matière Lm[gµν ,Ψm], dans lequel les hamps de matière symbolisés par
Ψm ne se ouplent qu'au tenseur métrique. Ainsi, loalement, on peut toujourshoisir des oordonnées dans un référentiel en hute libre tels que la métrique seréduisent à la métrique de Minkowski ηµν . Le lien ave le prinipe de Mah n'estpas évident a priori, mais il faut se souvenir que les seules grandeurs pertinentes enphysique sont elles exprimées sans dimension. Or, la grandeur mpl = (~c/G)1/2,dite masse de Plank est la seule masse que l'on puisse former à partir des deuxonstantes fondamentales ~ et c, et du ouplage aratéristique de la gravitation
G. Ainsi, la masse inertielle d'une partiule, pour avoir un sens, peut être om-parée, en tout point de l'espae-temps à ette masse. On voit alors que la seulevariation déelable est elle du produit mI

√
G : on peut par onséquent reformu-ler toute variation de la onstante de gravitation en terme d'une variation de lamasse inertielle ; e point important ne sera pas approfondi ii ar il fera l'ob-jet d'un traitement préis et de remarques lorsque nous aborderons les théoriessalaire-tenseur générales. Cependant, il est lié à un important problème séman-tique onernant les théories salaire-tenseur. On peut lire ou entendre, souvent,que les théories salaire-tenseur, tout en respetant le prinipe d'équivalene danssa version faible, viole expliitement une version plus forte de e prinipe d'équiva-lene. Cette version plus forte se réfère tant�t à l'invariane du ontenu numériquedes lois non gravitationnelles par déplaement de la position de l'expériene dansl'espae-temps, tant�t au fait que le ouplage gravitationnel est une onstante dansl'espae-temps. En fait es deux ajouts au PEE sont intimement liés, sinon mêmeomplètement équivalents, et par la suite, on appellera prinipe d'équivalene fort(PEF) l'un ou l'autre de es points de vue, et on tentera, lors d'une disussion surles représentations onformes des théories salaire-tenseur de montrer que es deuxformulations du PEF ne sont que des formulations di�érentes d'une même phé-noménologie. On voit don que dès l'origine, les théories salaire-tenseur plongentleurs raines dans d'importantes questions sur la nature même de la gravitationet son lien ave une interprétation métrique des phénomènes qui lui sont assoiés.L'autre programme qui a vu émerger des théories salaire-tenseur est lui aussi as-soié à des questions fondamentales quant à la struture de notre espae-temps, àsavoir le nombre et la nature des dimensions de elui-i.4.1.2 Un détour par la physique des hautes énergiesDès 1955, P. Jordan [65℄, en essayant de plonger une variété ourbe quadri-dimensionnelle dans un espae-temps plat à 5 dimensions est onduit, tout enanalysant les liens de sa théorie ave elle de Kaluza et Klein [69, 70℄, à proposerune ation similaire à elle que C. Brans et R. H. Dike proposeront quelques an-nées plus tard dans le ontexte présenté i-dessus. La seule di�érene fondamentaleave l'ation (4.1.1) vient de e que le lagrangien de matière dépend également,



72 CHAPITRE 4. THÉORIES SCALAIRE-TENSEURdans le travail de P. Jordan du hamp salaire Φ, introduisant ainsi une violationexpliite du PEE. Ce n'était là que les balbutiements d'un programme d'envergurequi va traverser la deuxième moitié du XXème sièle et qui aujourd'hui se poursuitenore : la onstrution d'espaes internes ompats reliés aux symétries internesdes partiules à la Kaluza-Klein, les limites de basses énergies de la théorie desordes, ou les modèles branaires inspirés de ette même théorie des ordes sontautant d'exemples de tentatives théoriques d'uni�ation du hamp de la physiquequi ont mené à l'apparition de hamps salaires du type salaire-tenseur, bien quegénériquement es hamps ne respetent pas le PEE.La présentation exhaustive de es modèles de physique de hautes énergies sortlargement du adre de e mémoire, mais il est intéressant de voir émerger unestruture à basses énergies similaire (bien que di�érentes sur des aspets impor-tants, notamment la violation du PEE) à elle, plus phénoménologique, introduitepar C. Brans et R. H. Dike sur un exemple simple.D'après une idée originale de Kaluza [69℄, plus tard réatualisée dans le ontextede la théorie des ordes [71, 72℄, on suppose ii que la Relativité Générale est unedesription valable de la dynamique d'un espae-temps à D = (4 + n) dimensionsdont n dimensions spatiales sont ompati�ées le long de erles de `petit' rayon
A(xa) où xa représente les oordonnées sur l'espae `externe' à quatre dimensions ;e rayon est hoisi su�samment petit, de sorte que l'espae tel qu'un observa-teur marosopique, 'est-à-dire à basse énergie, le perçoit est onstitué de quatredimensions d'extension in�nie. Dans la suite, les indies a, b, c sont attahés auxoordonnées sur l'espae-temps à quatre dimensions, les indies µ, ν à elles de lavariété à D = (4 + n) dimensions, et α, β, γ à elles des dimensions ompates. Lehoix de la métrique à D = (4 +n) dimensions n'est pas unique, et on hoisira ii,par soui de larté, l'ansatz suivant :

(D)gµν =

(

gab(x
c) 0

0 A2(xc)g̃αβ(θ
γ)

) . (4.1.2)Cela revient essentiellement à ne pas prendre en ompte les termes non-diagonaux(par blos) qui représentent des hamps vetoriels de jauge. Les oordonnées θγ,
γ ∈ 1, 2, 3, ..., n, sont des oordonnées angulaires sur les dimensions ompati�ées.L'ation à (4 + n) dimensions s'érit alors :

SD =

∫

√

−(D)gR[(D)gµν ]d
4xdnθ , (4.1.3)où (D)g est le déterminant de la métrique (D)gµν . En notant Vn = An(xc)

∫ √
g̃dnθle volume de l'espae ompati�é, ave g̃ le déterminant de la métrique de l'espaeinterne, on peut alors dé�nir une ation e�etive à 4 dimensions en divisant SD par
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Vn/A

n. L'expression expliite de R en fontion des degrés de liberté donne alors :
S4 =

∫ √−g
[

n

8(n− 1)
Φ2(4)R − 1

2
gabΦ,aΦ,b −

r̃

2

(

n

4(n− 1)
Φ2

)1−2/n
]

d4x ,(4.1.4)où n 6= 1, r̃ est une aratéristique de la ourbure des dimensions ompates, etl'on a dé�ni le hamp salaire :
Φ = 2

√

n− 1

n
An/2 . (4.1.5)On notera que ette expression est valable pour n 6= 1, le as n = 1 se réduisantun hamp salaire Φ sans terme inétique, et ave r̃ = 0. L'ation (4.1.4) montreque la présene de dimensions supplémentaires ompates se réduit, quant à laphysique à 4 dimensions, à la présene d'un hamp salaire non minimalementouplé à la gravitation. Le lien ave le hamp salaire "à la Brans et Dike" estobtenu en posant :

ψ =
n

8(n− 1)
Φ2 . (4.1.6)alors :

S4 =

∫ √
−g
[

ψR− (n− 1)

nψ
gabψ,aψ,b − V (ψ)

]

d4x , (4.1.7)qui est similaire à l'ation (4.1.1) pour un ouplage ω = (n−1)/n, ave toutefoisla présene d'un potentiel pour le hamp salaire :
V (ψ) =

r̃

2
ψ1−2/n , (4.1.8)qui, il faut le remarquer, mène à une onstante osmologique pour n = 2. De plus,le ouplage à la matière n'est pas expliité ii.4.2 Formulation des théories salaire-tenseurIl existe di�érentes façons de formuler les théories salaire-tenseur, selon quel'on souhaite modi�er les équations du hamp gravitationnel (formulation de Dike-Jordan) ou elles des hamps matériels (formulation d'Einstein). Dans e qui suit,nous verrons omment aborder les théories salaire-tenseur à travers es deux typesde représentations, puis nous montrerons qu'il existe une transformation dans l'es-pae des hamps qui permet de reformuler toute relation érite dans l'une des re-présentations à l'aide du language de l'autre représentation. Cette équivalene desdeux formulations permet des préditions physiques à partir de l'une quelonque



74 CHAPITRE 4. THÉORIES SCALAIRE-TENSEURd'entre elles, mais l'interprétation des préditions et leur lien ave l'expériene sontonditionnés par les proédés utilisés au ours du proessus expérimental, les pro-édés auxquels nous avons aès séletionnant le adre de Dike-Jordan qui sera paronséquent également dénommé adre observable. En�n, nous terminerons par unrapide état des ontraintes imposées sur les théories salaire-tenseur par les testsdu prinipe d'équivalene dans le système solaire (ontraintes en hamp faible).4.2.1 Construtions de l'ation et équations des hampsDans les théories salaire-tenseur, la gravitation ontient un nouveau degré deliberté salaire, qui se ouple expliitement aux hamps de matière présents dansl'espae-temps. La gravitation est don aratérisée par le ouple d'un hamptensoriel de degré 2, et d'un hamp salaire : (gµν , ϕ). Le hamp gµν est la mé-trique standard de l'espae-temps, et son ation est don l'ation d'Einstein-Hilbertusuelle. L'ation de la théorie s'érit alors [73℄ :
S =

1

4πG

∫
(

R

4
− 1

2
ϕ,µϕ

,µ − V (ϕ)

)√
−gd4x

+Sm[ψm, A
2(ϕ)gµν ], (4.2.1)où omme d'habitude, g = det(gµν). Les termes de ette ation méritent d'êtreommentés séparemment. Tout d'abord, ii,G désigne une onstante de gravitationnue (de dimensionM−2), qui n'est pas néessairement égale à la onstante présentedans la théorie de Newton. Ensuite, on voit que l'ation du tenseur gµν ne faitintervenir que le salaire de ourbure R, et s'identi�e à l'ation d'Einstein-Hilbert ;'est pourquoi on dira que la théorie érite sous ette forme est dérite dans laformulation d'Einstein. Pour rester au plus prohe des notations traditionnelles(elles de Brans et Dike, et non elles de la théorie des hamps), le hamp salaire

ϕ est adimensionné ; il est aratérisé par deux fontions : son potentiel d'auto-interation V (ϕ) qui a une dimensionM2, et son ouplage aux hamps de matière
A(ϕ) qui est une fontion sans dimension et ne s'annulant pour auune valeurde ϕ. Le terme Sm[ψm, A

2(ϕ)gµν ] symbolise formellement l'ation de tout hampde matière ψm, et exprime que tous les hamps de matière se ouplent, dans leuration, ave le hamp ϕ de la même manière, à savoir que la métrique que l'on doitutiliser pour onstruire leur ation n'est pas le véritable degré de liberté tensoriel
gµν , mais une métrique e�etive g̃µν = A2(ϕ)gµν qui mélange les degrés de libertétensoriel et salaire. Ce ouplage universel des hamps de matière à la métriquee�etive g̃µν est une tradution du fait que les théories salaire-tenseur respetentle prinipe d'équivalene dans sa version faible telle que formulée dans le PEE :omme tous les onstituants ψm des orps omposés de matière sont ouplés à lamême métrique e�etive g̃µν , leur hute libre s'e�etue le long des géodésiques de



4.2. FORMULATION DES THÉORIES SCALAIRE-TENSEUR 75ette métrique (et non le long des géodésiques de gµν), don auune expérienede hute de orps ne peut distinguer deux onstituants di�érents. On voit donl'importane physique de la métrique e�etive ; bien qu'elle ne détermine pas lesgéodésiques mathématiques de l'espae-temps, les orps matériels vont suivre lesgéodésiques qui lui orrespondent. En un sens, on peut don dire qu'elle struturel'espae-temps observable, auquel on ne peut avoir aès qu'à l'aide d'expérienesmettant en jeu, à tout le moins des hamps matériels, et en pratique lorsque l'onmesure la gravitation, des orps étendus. Il est don intéressant de transformerl'ation (4.2.1) pour l'exprimer en terme de g̃µν . La transformation de la métriqueest une simple transformation onforme ; si l'on note R̃ le salaire de ourbureassoié à la métrique e�etive g̃µν , on a la relation [5℄ :
R̃ = A−2(ϕ)R− 6A−3(ϕ)A,µ;νg

µν (4.2.2)En introduisant un nouveau hamp salaire φ = A−2(ϕ), et en notant [74℄ :
α(ϕ) =

d lnA(ϕ)

dϕ

U(φ) = 2A4(ϕ(φ))V (ϕ(φ)) (4.2.3)
|3 + 2ω(φ)| = α−2(ϕ),l'ation s'érit alors

S =
1

16πG

∫
(

φR̃− ω(φ)

φ
φ,µφ

,µ − U(φ)

)

√

−g̃d4x

+Sm[ψm, g̃µν ]. (4.2.4)Cette représentation est appelée formulation de Dike-Jordan. On voit que dansette formulation, tout à fait analogue à la formulation historique donnée par C.Brans et R. H. Dike (4.1.1), l'ation des hamps de matière a sa forme standard :la partie salaire de la gravitation, ii représentée par φ ne se ouple plus expli-itement aux hamps de matière : les équations du mouvement pour es hampsne font don plus intervenir le hamp salaire additionnel, et prennent la formequ'elles ont en Relativité Générale. En d'autres termes, les orps matériels suiventles géodésiques de la métrique e�etive g̃µν . Cependant, il a fallu payer un prixpour ela : dans ette représentation, il n'existe plus de partie libre à l'ationgravitationnelle, 'est-à-dire que l'ation de la métrique e�etive n'est plus l'a-tion d'Einstein-Hilbert, mais fait intervenir le hamp φ, et que le lagrangien duhamp salaire φ possède un terme inétique non standard. Comme nous l'avonsvu i-dessus, ette modi�ation fut introduite historiquement pour rendre omptede variations du ouplage gravitationnel, et on voit en e�et que la première par-tie de l'ation est tout à fait similaire à elle d'Einstein-Hilbert à ondition de



76 CHAPITRE 4. THÉORIES SCALAIRE-TENSEURremplaer le ouplage nu G par le ouplage e�etif, a priori dépendant de la po-sition dans l'espae-temps G/φ. Dans toute la suite de ette partie, les grandeursmarquées d'une tilde se réfèreront à la formulation de Dike-Jordan, et elle sanstilde à la formulation d'Einstein. En appliquant un prinipe de moindre ation,érivons maintenant les équations des hamps dans les deux représentations. Dansla formulation d'Einstein, elles s'érivent :
Rµν −

1

2
Rgµν = 8πGTµν + T ϕµν (4.2.5)
�ϕ = −4πGα(ϕ)T +

dV (ϕ)

dϕ
(4.2.6)

∇νT
ν
µ = α(ϕ)T∇µϕ, (4.2.7)où Rµν est le tenseur de Rii assoié à la métrique gµν , Tµν ≡ 2√−g

δSm

δgµν estle tenseur énergie-impulsion des hamps de matière, T représente sa trae, et
T ϕµν ≡ 2ϕ,µϕ,ν − (gαβϕ,αϕ,β)gµν − 2V (ϕ)gµν est le tenseur énergie-impulsion duhamp salaire ϕ. Le premier jeu d'équations orrespond exatement aux équa-tions d'Einstein pour la métrique gµν en présene de matière et d'un hamp salairestandard ϕ ; mais, les inq autres équations, portant sur les hamps de matière etle hamp ϕ font apparaître des termes de soures non standard : −4πGα(ϕ)T et
α(ϕ)T∇µϕ qui proviennent du ouplage expliite entre les hamps de matière et
ϕ. Dans la formulation de Dike-Jordan, on obtient :

φ

(

R̃µν −
1

2
g̃µνR̃

)

= 8πGT̃µν +
ω(φ)

φ

(

φ,µφ,ν −
1

2
g̃µν(g̃

αβφ,αφ,β)

)

+φ,ν;µ − g̃µν(g̃αβφ,β);α − g̃µνU(φ) (4.2.8)
2
ω(φ)

φ
(g̃αβφ,α);β = −R − (

1

φ

dω(φ)

dφ
− ω(φ)

φ2
)(g̃αβφ,αφ,β)

+2
dU(φ)

dφ
(4.2.9)

T̃ µν;µ = 0 , (4.2.10)où, les indies sont levés et desendus ave la métrique g̃µν , et, T̃µν ≡ 2√−g̃
δSm

δg̃µν estle tenseur énergie-impulsion de la matière dans la représentation de Dike-Jordan.Il existe une relation importante entre les tenseurs énergie-impulsion dans les deuxreprésentations :
Tµν = A2(ϕ)T̃µν = φ−1T̃µν . (4.2.11)On voit que le mélange des modes salaire et tensoriel, qui aratérise la représen-tation de Dike-Jordan omplique singulièrement la forme des équations, à l'ex-eption notable de l'équation de onservation de l'énergie-impulsion pour la ma-tière, qui a retrouvé sa forme habituelle. En partiulier, le passage au référentiel



4.2. FORMULATION DES THÉORIES SCALAIRE-TENSEUR 77minkowskien loal nous permet de retrouver la loi de onservation simple de laRelativité Restreinte T̃ µν,µ = 0.4.2.2 Transformation onforme et observables physiquesComme souligné préédemment, la formulation d'Einstein assure que le hampde métrique suit les lois de la gravité qui ont ours en Relativité Générale, alorsque les hamps de matière et les orps matériels obéissent à des lois modi�ées quifont intervenir le nouveau degré de liberté salaire ϕ. A l'opposé, la formulation deDike-Jordan onsiste à modi�er les équations du hamp de gravitation, tout enonservant la forme ovariante des équations sur les hamps matériels. Nous avonsvu que ela induisait un résultat important : dans une expériene de hute libre,les orps suivent les géodésiques de la métrique e�etive g̃µν , et non elle du degréde liberté de spin 2, gµν . La question se pose alors de savoir quelle formulation estla représentation du monde observable (si l'on s'intéresse, par exemple, au alulde l'expansion loale d'un �uide soumis à un fort hamp de gravitation, il nousfaut pouvoir faire le lien entre ette expansion observable, telle qu'elle pourraitêtre mesurée, et la déviation géodésique prévue par la théorie ; il est lair que ettedéviation géodésique n'est pas la même dans les deux représentations). La ques-tion n'est bien entendu pas de savoir quelle formulation est physique, une tellequestion n'ayant a priori auun sens, mais plut�t de déterminer le lien entre eque la théorie sait aluler, et e que l'on observe au ours des expérienes quel'on peut mener (dans l'exemple du �uide, elà revient à se demander par rapportà quelles géodésiques on dé�nit la hute libre). Cette question de la formulation"observable" a susité un vif et intense débat, et il n'est pas dans l'objetif dees développements d'en ommenter tous les aspets. Cependant, je voudrais for-muler ii quelques remarques 1 et indiquer le hoix qu'elles m'ont amené à faire.Pour ommener, insistons sur le fait que les observables physiques, en tant quegrandeurs adimensionnées, ne dépendent pas de la représentation hoisie. Poure faire, dérivons l'expériene suivante dans les deux représentations. On onsi-dère un laboratoire de petite taille en hute libre dans le potentiel gravitationneldu Soleil ; dans e laboratoire, on soumet un életron de masse m à un hampmagnétique onstant →
B orthogonal à la vitesse initiale de l'életron →

vi dans le ré-férentiel du laboratoire. On se plae dans le référentiel en hute libre attahé aulaboratoire dans haune des deux représentations, 'est-à-dire, par rapport à g̃µνdans la représentation de Dike-Jordan, et par rapport à gµν dans elle d'Einstein.On notera le tenseur életromagnétique Fµν = 2A[µ,ν] où Aµ est le 4-potentiel duhamp életromagnétique. L'ation de Dike-Jordan s'érit, après passage dans le1Je tiens à remerier Gilles Esposito-Farèse pour les disussions qui ont onduit à es ré-�exions.



78 CHAPITRE 4. THÉORIES SCALAIRE-TENSEURréférentiel loal (on tranforme g̃µν en ηµν) :
S = −m

∫

ds̃− e
∫

Aµdxµ . (4.2.12)L'équation du mouvement de l'életron s'érit don :
dũµ
dτ̃

=
e

m
Fµν ũ

ν , (4.2.13)où ũµ ≡ dxµ/dτ̃ est la 4-vitesse de l'életron dans le référentiel de Dike-Jordan.D'autre part, l'ation dans la représentation d'Einstein est obtenue en remplaçant
g̃µν par A2(ϕ)gµν , puis en prenant la limite gµν → ηµν :

S = −m
∫

A(ϕ)ds− e
∫

A−2(ϕ)Aµdxµ , (4.2.14)et l'équation du mouvement est alors, si l'on suppose que ϕ est onstant sur leséhelles de temps et d'espae mises en jeu par l'expériene :2
duµ
dτ

=
e

mA(ϕ)
Fµνu

ν , (4.2.15)ave uµ ≡ dxµ/dτ la 4-vitesse de l'életron dans le référentiel d'Einstein. Lafréquene ylotron de l'életron est don di�érente dans les deux représenta-tions : dans elle de Dike-Jordan, elle s'érit νJF = e/m, et dans elle d'Einstein,
νEF = e/(mA(ϕ)), omme si la masse inertielle de l'életron dépendait alors duhamp ϕ. Cependant, e résultat ne doit pas surprendre : il existe bien une seule va-leur observationnelle de la fréquene ylotron de l'életron. En e�et, la fréquened'une même horloge varie entre les deux représentations, et le rapport des fré-quenes d'horloge et donné par fEF/fJF = A−1(ϕ), e qui assure que les rapports
νEF/fEF et νJF/fJF , qui sont les seules quantités observables en tant qu'elles sontadimensionnées, sont égaux. Loalement, on ne peut don pas déteter la présenedu hamp salaire par des expérienes non gravitationnelles. C'est bien e qui estallégué par le prinipe d'équivalene faible. Cet exemple illustre l'importane dufait de onsidérer des grandeurs adimensionées. En e�et, la présene du hampsalaire équivaut, lorsque elui-i est onstant du moins, à un simple rééhelon-nage des unités de mesure de temps et d'espae. Aussi est-il important de modi�erde façon ohérente, omme nous l'avons vu i-dessus, tous les étalons de mesurelorsque l'on passe d'une représentation à l'autre. L'exemple de la fréquene ylo-tron explique pourquoi la représentation de Dike-Jordan est appelée observable :2Cei paraît raisonnable si e hamp est d'origine osmologique, et nous verrons que dansla limite post-newtonienne des théories salaire-tenseur, la ontribution dominante au hampsalaire dans le système solaire est donnée par sa valeur osmologique.



4.2. FORMULATION DES THÉORIES SCALAIRE-TENSEUR 79dans e adre-là, en e�et, les équations non gravitationnelles ne sont pas modi�ées,et par onséquent, les étalons ne font pas intervenir le hamp salaire, ontraire-ment à e qui se passe dans la représentation d'Einstein. Généralement, au oursd'un raisonnement physique, le rapport d'une mesure dimensionnée à son étalonest impliite, et on parle toujours de grandeurs dimensionnées (e sera par exemplele as, en osmologie, du taux d'expansion de l'Univers, qui est homogène à l'in-verse d'un temps), raison pour laquelle dans tout e qui suivra, on alulera lesgrandeurs dimensionnées observables dans la représentation de Dike-Jordan, sanspour autant onférer à ette dernière un statut ontologique partiulier. Ce hoixest seulement ommode : tant que le hamp salaire est dans une on�gurationstatique, omme i-dessus, la dé�nition de l'observable dans la représention d'Ein-tein ne pose auun probleme ('est simplement une reparamétrisation onforme),mais nous verrons (en partiulier pour le taux d'expansion de l'Univers), que leshoses sont plus déliates dans le as général.Pour terminer ette disussion de l'équivalene des représentations, il est inté-ressant de revenir sur le lien dont nous avons parlé dans la setion préédente entrevariation du ontenu numérique des lois non-gravitationnelles et non-universalitéde la hute des orps dont l'énergie interne est prinipalement de nature gravita-tionnelle. Nous avons en e�et inlus dans le terme de prinipe d'équivalene fort(PEF), l'exigene que es deux phénomènes n'appartiennent pas en propre à lagravitation. L'exemple de la fréquene ylotron i-dessus nous a montré que dansla représentation d'Einstein, la masse inertielle des partiles dépend expliitementdu hamp salaire ϕ. D'autre part, l'ation dans la représentation de Dike-Jordan(4.2.4) suggère que le ouplage gravitationnel e�etif ressenti par un orps dépend,dans ette représentation, du hamp salaire φ ; si l'on dé�nit3 Geff = G/φ, onvoit dans les équations (4.2.8)-(4.2.10) que le ouplage de l'énergie-impulsion à lamétrique est exatement Geff , et non G. Comme nous avons vu que les observablessont les mêmes dans les deux représentations, ette struture suggère don qu'ilexiste une équivalene (une dégénéresene) entre variation du ouplage gravita-tionnel et variation de la masse inertielle des orps. Cela se omprend très biendans la mesure où, dans les expérienes gravitationnelles, 'est toujours le produitdu ouplage et de la masse inertielle qui intervient (penser à l'équation de Poissonou à l'expression de la fore gravitationnelle en méanique newtonienne).4.2.3 Contraintes observationnellesLes tests de la gravitation dans le système solaire sont nombreux et préis [75℄,que se soient les tests lassiques (dé�etion de la lumière, retard Shapiro, avane3Dans la sous-setion suivante nous verrons que dans une expériene de type Cavendish per-mettant de mesurer le ouplage gravitationnel, elui-i est légèrement di�érent de Geff tel quedé�ni ii. Cela n'a�ete ependant pas la présente disussion.



80 CHAPITRE 4. THÉORIES SCALAIRE-TENSEURdu périhélie de Merure), ou d'autres plus réents (e�et Nordvedt). Il existe unadre général permettant de tester toutes les théories métriques de la gravitation :le formalisme post-newtonien, dont nous allons rapidement dérire les résultatspour une théorie salaire-tenseur. Ces résultats s'expriment à l'aide de la paramé-trisation d'Eddington [75℄. Considérant une masse pontuelle isolée M , on déritl'espae-temps autour de ette masse par une métrique statique à symétrie sphé-rique, asymptotiquement plate, ave l'élément de longueur suivant :
ds2 = −

(

1− RS

r
+
β − γ

2

R2
S

r2

)

dt2 +

(

1 + γ
RS

r

)

dr2 + r2dΩ2 , (4.2.16)où RS = 2GM . Pour γ = β = 1, et élément de longueur orrespond exatementà elui de la métrique de Swharzshild en Relativité Générale, RS étant le rayonde Swharzshild. Les paramètres γ et β sont les paramètres post-newtoniens ; ilstraduisent omment la masseM agit sur l'espae-temps pour une théorie métriquede la gravitation donnée. Dans le as d'une théorie salaire-tenseur, es paramètressont reliés aux paramètres de la théorie par [73℄4 :
β − 1 =

1

2

α2(ϕ0)

(1 + α2(ϕ0))2

dα

dϕ
(ϕ0) (4.2.17)

γ − 1 = −2
α2(ϕ0)

1 + α2(ϕ0)
, (4.2.18)(4.2.19)où ϕ0 est la valeur du hamp salaire ϕ à l'in�ni spatial, que l'on identi�e à la valeurosmologique du hamp salaire aujourd'hui, dans la mesure où le système solaire,dérit par la métrique statique à symétrie sphérique, est onsidéré plongé dansl'Univers en expansion. Ce résultat est obtenu en onsidérant d'une part que ϕ0est onstante, e qui est raisonnable puisque son temps aratéristique de variationest osmologique, don beauoup plus long que les temps aratéristiques dans lesystème solaire (notamment elui d'une expériene) ; d'autre part, on néglige l'e�etdu potentiel V (ϕ) en onsidérant que (d2V/dϕ2)(ϕ0)≪M , e qui est raisonnablepour toute appliation osmologique. De plus, la onstante de gravitation e�etive,telle que mesurée par une expériene de type Cavendish est donnée par :

Geff = GA2(ϕ0)
(

1 + α2(ϕ0)
) . (4.2.20)Les ontraintes à e jour portent essentiellement sur le paramètre γ, le para-mètre β étant ontraint moins préisément à un ordre de grandeur près. La mesure4La métrique orrespondant à (4.2.16) est exprimée dans le Dike-Jordan frame, mais lestildes sont oubliées ii pour simpli�er l'ériture.



4.3. COSMOLOGIES SCALAIRE-TENSEUR 81la plus préise repose sur l'e�et Shapiro subi par les signaux radios entre la Terreet la sonde Cassini lorqu'ils passent au voisinage du Soleil, et donne [76℄ :
γ − 1 = (2.1± 2.3)× 10−5 . (4.2.21)On en déduit don, pour une théorie salaire-tenseur, que :

α(ϕ0) ≤ 10−3 . (4.2.22)Ce test impose don à la théorie d'être très prohe de la Relativité Générale au-jourd'hui : la valeur osmologique du hamp salaire doit être telle que le ouplageà la matière n'est que d'une partie pour mille aujourd'hui. Ce résultat est unemotivation importante pour trouver des théories salaire-tenseur qui possèdentun méanisme osmologique d'attration vers la Relativité Générale. En e�et, enl'absene d'un tel méanisme, omme pour une théorie de Brans-Dike lassique,la ontrainte post-newtonienne (4.2.22) impose à la théorie d'être très prohe dela Relativité Générale durant toute l'histoire osmologique : si l'on veut étudierdes e�ets signi�atifs de la présene du hamp salaire, il faut don lui permettrede dévier des ϕ0 qui satisfont à (4.2.22), tout en assurant qu'au temps longs, ilonverge vers un tel ϕ0. Nous reviendrons sur e point lorsque nous traiterons dela dynamique osmologique des théories salaire-tenseur.4.3 Cosmologies salaire-tenseurLe ontexte général des théories salaire-tenseur étant bien établi, nous don-nerons dans ette setion les équations des hamps appliquées aux osmologieshomogènes et isotropes. L'hypothèse d'homogénéité et d'isotropie s'appliquant àl'Univers observable, nous supposerons don que l'élément de longueur dans la re-présentation de Dike-Jordan prend la forme déduite de la métrique de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker :
ds̃2 = −dt̃2 + ã2(t̃)

(

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdψ2

) . (4.3.1)De plus, en dé�nissant dt = A−1(ϕ)dt̃ et a(t) = A−1(ϕ)ã(t̃), omme l'élémentde longueur dans la représentation d'Einstein s'érit ds2 = A−2(ϕ)ds̃2 d'après larelation onforme entre les deux représentations, on a :
ds2 = −dt2 + a2(t)

(

dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdψ2

) , (4.3.2)si bien que dans es oordonnées, l'Univers homogène et isotrope a une métriquede FLRW dans la représentation d'Einstein également. Le �uide osmologique



82 CHAPITRE 4. THÉORIES SCALAIRE-TENSEURest dérit par le tenseur énergie-impulsion d'un �uide parfait de densité d'énergie
ρ̃ et de pression p̃ dans la représentation de Dike-Jordan, e �uide ayant unedensité d'énergie ρ = A4(ϕ)ρ̃ et une pression p = A4(ϕ)p̃ dans la représentationd'Einstein, d'après la relation (4.2.11). Les équation des hamps s'érivent don,dans la représentation d'Einstein :

H2 =
8πGρ

3
+

1

3
ϕ̇2 +

2

3
V (ϕ)− k

a2
(4.3.3)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p)− 2

3
ϕ̇2 +

2

3
V (ϕ) (4.3.4)

ϕ̈+ 3Hϕ̇+
dV

dϕ
= −4πGα(ϕ)(ρ− 3p) (4.3.5)

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = α(ϕ)(ρ− 3p)ϕ̇ , (4.3.6)où, omme à l'aoutumée, H = ȧ/a est le paramètre de Hubble, et u̇ ≡ du/dt.Dans la représentation de Dike-Jordan, on a, de façon équivalente, ave H̃ =
(dã/dt̃)/ã :

H̃2 =
8πGρ̃

3Φ
+
ω(Φ)

6Φ2

(

dΦ

dt̃

)2

− H̃

Φ

dΦ

dt̃
+
U(Φ)

3Φ
− k

ã2
(4.3.7)

1

ã

d2ã

dt̃2
= −4πG

3Φ
(ρ̃+ 3p̃)− ω(Φ)

3Φ2

(

dΦ

dt̃

)2

− H̃

2Φ

dΦ

dt̃

− 1

2Φ

d2Φ

dt̃2
+
U(Φ)

3Φ
(4.3.8)

(3 + 2ω(Φ))
d2Φ

dt̃2
= 8πG(ρ̃− 3p̃)− 15H̃

dΦ

dt̃
+ 4U(Φ)− 2Φ

dU

dΦ

+

(

ω(Φ)

2Φ
− dω

dΦ

)(

dΦ

dt̃

)2 (4.3.9)
ρ̃+ 3H̃(ρ̃+ p̃) = 0 . (4.3.10)La omparaison des systèmes (4.3.3)-(4.3.6) et (4.3.7)-(4.3.10) fait apparaître laomplexité des équations dans la représentation de Dike-Jordan. Dans la repré-sentation d'Einstein au ontraire, les équations de la dynamique des hamps sonttout à fait standard, à l'exeption de l'équation portant sur le �uide osmologique,qui s'intègre de toute façon très simplement, dans le as d'un �uide barotropiqueave p = ωρ (qui est équivalent à p̃ = ωρ̃) en :

ρ(a) ∝ A(ϕ)1−3ωa−3(1+ω) . (4.3.11)On aura don tout intérêt à étudier la dynamique dans la représentation d'Einstein,pour ensuite aluler expliitement les observables dans la représentation de Dike-Jordan.



Chapitre 5Dynamiques osmologiques desthéories salaire-tenseurDans e hapitre, nous allons étudier la dynamique osmologique des théoriessalaire-tenseur, 'est-à-dire le omportement des solutions du système (4.3.3)-(4.3.6). Cette étude a été longuement développée par le passé, prinipalementpour des hamps salaires sans potentiel [77, 78℄. Nous résumerons es résultatsantérieurs, puis nous analyserons e qui se passe dans le as où le hamp salairepossède un potentiel d'auto-interation. Cette analyse est apitale pour s'assurerque l'on étudie, lorsque l'on s'intèresse aux onséquenes observables de la présenedu hamp salaire, des théories qui peuvent onverger vers la Relativité Généraleaux temps longs, a�n de satisfaire les ontraintes obtenues dans le système solaire.Pour mener à bien ette étude, inspiré par les travaux ités i-dessus [77, 78℄, onpeut ommener par dériver du système (4.3.3)-(4.3.6) une équation indépendantepour le hamp salaire ϕ. A ette �n, introduisons le paramètre d'évolution λ =
ln(a) tel que dλ = Hdt. En hoisissant de noter u′ ≡ du/dλ pour toute fontion ude R dans R, on obtient par quelques manipulations l'équation :

2(1− ǫ(λ) + η(λ, ϕ))

3− ϕ′2
ϕ

′′
+ (1− wb(λ)− 4

3
ǫ(λ) + 2η(λ, ϕ))ϕ

′

= −Θ(λ, ϕ) − (1− 3wb)α(ϕ) , (5.0.1)dans laquelle on a dé�ni :
ǫ(λ) =

3k

8πGρ(λ)a2(λ)
, wb(λ) =

p(λ)

ρ(λ)

η(λ, ϕ) =
V (ϕ)

4πGρ(λ)
, Θ(λ, ϕ) =

1

4πGρ(λ)

dV (ϕ)

dϕ
.Dans un espae plat (k = 0), si wb = cste (par exemple si l'on a un seul �uidebarotropique), ette équation est manifestement autonome pour une théorie sans83



84 CHAPITRE 5. DYNAMIQUES COSMOLOGIQUESpotentiel : V (ϕ) ≡ 0, mais ses oe�ients dépendent expliitement du temps dèslors que le hamp salaire aquiert un terme d'auto-interation. C'est hélas e quirendra ette méthode peu utile pour étudier es dernières théories. En revanhe,dans le as où V (ϕ) ≡ 0, nous allons pouvoir mener une analyse omplète.5.1 Les hamps salaires sans auto-interationCommençons par supposer que k = 0. Alors, en posant X = ϕ et Y = ϕ
′,l'équation (5.0.1) donne :

(

X
Y

)′

= F (X, Y ) =

(

Y
Y 2−3

2
((1− wb)Y + (1− 3wb)α(X))

) . (5.1.1)Si l'on se plae dans une ère préise, on peut poser que wb est une onstante. Lesystème étant autonome, on trouve alors naturellement les points �xes1 :
Ȳ = 0 et

wb =
1

3
(X̄ quelonque ) ou X̄ = α−1(0) . (5.1.2)Dans ette setion α−1 représente l'inverse de la fontion α supposée au moinsC1. Ainsi, dans le as d'un �uide relativiste, ave wb = 1/3, le hamp salaire estdéouplé de la matière, sa vitesse est amortie et le hamp se gèle à une valeur �niedépendant des onditions initiales. La solution exate prend alors la forme [77℄ :

ϕ(λ) = ϕ∞ −
√

3 ln
(

K exp(−λ) + (1 +K2 exp(−2λ))1/2
) , (5.1.3)où ϕ∞ est la valeur du hamp sur l'attrateur (λ→ +∞), et :

K =
ϕ

′
0

√

3− ϕ′2(0)
ave ϕ′

0 = ϕ
′
(0) . (5.1.4)Le hamp se gèle alors sur l'attrateur à la valeur :

ϕ∞ = ϕ(0) +

√
3

2
ln

(

1 + ϕ
′
0/
√

3

1− ϕ′
0/
√

3

) . (5.1.5)1Le as d'un modèle de Brans et Dike, ave α = cste n'est pas traité ii, ar les ontraintespostnewtoniennes forent α à être très petit, si bien que le hamp salaire n'a auune inideneosmologique observable. Dans la limite où |ϕ′ | ≪
√

3, on peut trouver la solution exate :
ϕ(λ) = (2 exp(−3(1− wb)λ/2)/3 + (1 − 3wbαλ)) /(wb − 1).



5.1. LES CHAMPS SCALAIRES SANS AUTO-INTERACTION 85Dans le as d'un �uide ave wb 6= 1/3, le hamp se gèle à une valeur X̄ = α−1(0),orrespondant à la Relativité Générale (α(X̄) = 0). Si le point (X̄, Ȳ ) est stable,nous avons alors un méanisme de onvergene dynamique de la théorie salaire-tenseur vers la Relativité Générale, tant que wb 6= 1/3. C'est un point très impor-tant dans la mesure où les ontraintes postnewtonniennes ontraignent la valeur duhamp aujourd'hui à être telle que la théorie di�ère peu de la Relativité Générale.Une onvergene dynamique au ours de l'histoire osmologique (notamment du-rant l'ère dominée par la matière, ave wb = 0) est don une propriété intéressantedans la mesure où elle permet d'envisager des déviations passées à la RelativitéGénérale tout en assurant une déviation faible aujourd'hui. Il nous faut don exa-miner la nature du point �xe (X̄, Ȳ ) = (α−1(0), 0). La di�érentielle du hamp deveteurs F (X, Y ) de (5.1.1) est :
DF (X, Y ) =

(

0 1
Y 2−3

2
(1− 3wb)

dα
dX

(X) 3
2
(1− wb)(Y 2 − 1) + (1− 3wb)Y α(X)

) .(5.1.6)Pour wb = 1/3, les valeurs propres de ette di�érentielle prise en (X̄, 0) sont 0et −1 ; on ne peut don pas onlure sur la stabilité de et équilibre par etteméthode. En fait 'est un équilibre stable, e que l'on peut véri�er en remarquantque la fontion E(ϕ, ϕ
′
) = − ln(1 − ϕ′2/3) est une fontion de Lyapunov pour lasolution. Pour wb 6= 1/3, la di�érentielle (5.1.6) prise en (α−1(0), 0) a deux valeurspropres :

v1,2 = −3

4
(1− wb)

(

1±
√

1− 8

3

1− 3wb
(1− wb)2

dα

dX
(X̄)

) . (5.1.7)Dans la suite, on se restreindra au as où wb < 1, qui ontient tous les as intéres-sants pour la osmologie. Deux as mènent à v1,2 = −3(1−wb)/2±ib, 'est-à-dire àun équilibre asymptotiquement stable atteint par une suite (in�nie) d'osillationsamorties :
wb <

1

3
et dα

dX
(X̄) >

3

8

(1− wb)2

1− 3wb
,

wb >
1

3
et dα

dX
(X̄) <

3

8

(1− wb)2

1− 3wb
.En�n, si l'argument sous la raine est positif, deux as mènent à des valeurs propresréelles stritement négatives, don à un équilibre asymptotiquement stable atteintsans osillation :

wb >
1

3
et dα

dX
(X̄) < 0 ,

wb <
1

3
et dα

dX
(X̄) > 0 .



86 CHAPITRE 5. DYNAMIQUES COSMOLOGIQUESRemarquons le as partiulier d'une ère dominée par la matière ordinaire : wb = 0.Alors, l'équilibre est stable si et seulement si (dα/dX)(X̄) > 0, le hamp onnais-sant des osillations si (dα/dX)(X̄) > 3/8 et pas d'osillations si (dα/dX)(X̄) <
3/8. Ainsi, il su�t que la fontion de ouplage ait une dérivée positive au voisi-nage de l'attrateur pour qu'il existe un méanisme de onvergene durant l'èredominée par la matière, assurant dès lors que les ontraintes postnewtoniennesseront véri�ées par la théorie. La �gure 5.1.1 présente la dynamique de ertainesthéories dans le plan de phase, au voisinage du point ritique assoié. Par le théo-rème d'Hartman-Grossmann, le portrait de phase au voisinage du point ritiqueest topologiquement équivalent au portrait de phase du linéarisé (5.1.6), pour unsystème hyperbolique ('est-à-dire un système dont le linéarisé n'a pas de valeurpropre de partie réelle nulle).Lorsque le système n'est pas hyperbolique, 'est-à-dire si (dα/dX)(X̄) = 0 ou
ωb = 1, il faut intégrer l'ensemble du système pour obtenir le portrait de phase. Jeme suis e�oré, pour le as (dα/dX)(X̄) = 0 de trouver une fontion de Lyapu-nov, mais je n'en ai pas trouvé : bien qu'il existe des fontions stritement dérois-santes le long des solutions, elles ne sont pas dé�nies sur un voisinage ompat dupoint ritique. On trouvera une analyse de e type de théories salaire-tenseur pard'autres méthodes dans [79, 80℄.5.2 Les hamps salaires ave auto-interationLorsque le hamp salaire possède un potentiel (ou les setions spatiales uneourbure non nulle), l'équation (5.0.1) n'est plus autonome, si bien que toutes lestehniques usuelles d'étude des attrateurs ne peuvent plus être utilisées. Pourertaines formes de potentiels et de ouplages (il faut que l'un et l'autre soientinversibles), ependant, il est possible de réérire le système sous une forme auto-nome, en introduisant des variables adimensionnées ; on trouvera une desriptionde es méthodes dans [51℄ et les référenes itées dans ette monographie. Dansette setion, nous allons présenter les prinipes d'une méthode di�érente, qui, apriori, s'applique à toutes les théories possibles. Utilisée pour étudier la dynamiqueosmologique en présene d'un hamp salaire, tant minimalement ouplé [81, 82℄,que non-minimalement ouplé [83℄, elle repose sur le prinipe de Maupertuis-Jaobi[82, 84℄.5.2.1 Méthode de Maupertuis-JaobiDans le but d'élairer ette méthode onsidérons un système de méaniquelassique lagrangienne aratérisé par N variables de on�guration (qi)i∈{1,2,..N}
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X

Y

X

Y

Fig. 5.1.1 � Portraits de phase au voisinage du point ritique (0,0) pour α(ϕ) = βϕet wb = 0. La �gure du dessus montre le as où β = 1 > 3/8, et la �gure du dessousle as où β = 0.2 < 3/8.dont le lagrangien s'érit :
L(qk, q̇k) =

1

2
gij(q

k)q̇iq̇j − V (qk) , (5.2.1)ave q̇k ≡ dqk/dt, et gij une métrique riemannienne sur l'espae des on�gurations.En dé�nissant les impulsions généralisées :
pi ≡

∂L
∂q̇i

= gij q̇
j , (5.2.2)on peut alors érire le hamiltonien du système :

H(qk, pk) ≡ q̇ipi −L =
1

2
gijpipj + V (q) . (5.2.3)



88 CHAPITRE 5. DYNAMIQUES COSMOLOGIQUESLes équations d'Euler-Lagrange orrespondant à (5.2.1) s'érivent :
∀i ∈ {1, 2, ..., N} , q̈i + Γijkq̇

j q̇k = −gij∂jV (qk) , (5.2.4)où Γijk ≡ 1
2
gil (∂jglk + ∂kgjl − ∂lgij) représente l'ensemble des onnetions a�nesassoiées à la métrique gij . Le hamiltonien (5.2.3) est simplement l'énergie totaledu système à N degrés de liberté. C'est une onstante du mouvement. Pour unevaleur donnée de ette énergie totale, E, les trajetoires dans l'espae des phases

P à 2N dimensions sont don ontraintes à rester sur une hypersurfae CE =
{(qk, pl) ∈ P, H(qk, pl) = E} ⊂ P. De plus, dans l'espae des on�gurations Q, lestrajetoires sont ontenues dans le domaine :

DE = {qk ∈ Q, V (qk) ≤ E} , (5.2.5)dont le bord éventuel est ∂Q = {qk ∈ Q, V (qk) = E} . A l'intérieur de DE,'est-à-dire sur DE \ ∂DE , en introduisant le paramètre a�ne s tel que :
ds

dt
= 2

(

E − V (qk)
) , (5.2.6)on peut mettre les équations du mouvement (5.2.4) sous la forme suivante :

∀i ∈ {1, 2, ..., N}, d2qi

ds2
+ Γ̂ijk

dqj

ds

dqk

ds
= 0 , (5.2.7)ave Γ̂ijk ≡ 1

2
ĝil (∂j ĝlk + ∂kĝjl − ∂lĝij), et :

ĝij = 2(E − V (qk))gij . (5.2.8)Ainsi, les équations du mouvement sont équivalentes, sur l'intérieur de DE, auxéquations des géodésiques de la métrique e�etive ĝij . L'étude des propriétés mé-triques de l'espae des on�gurations vu omme une variété di�érentiable de dimen-sion N munie de la métrique ĝij permet de aratériser la dynamique du système.5.2.2 Cosmologie ave un hamp salaireNous allons voir que la méthode dérite préédemment s'applique bien à l'étuded'un Univers de Friedmann en présene d'un hamp salaire. Considérant une théo-rie salaire-tenseur en présene d'un hamp de matière ψm, le lagrangien s'érit,génériquement :
L = (R− 2gµν∂µϕ∂νϕ− 4V (ϕ) + F (gµν , ϕ, ψm))

√
−g , (5.2.9)



5.2. LES CHAMPS SCALAIRES AVEC AUTO-INTERACTION 89où F est une fontionnelle prenant en ompte les ouplages expliites à la matière,et où l'on a posé 16πG = 1. En partiularisant e lagrangien pour un Univers ho-mogène et isotrope, dont la métrique est elle de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker, ave un hamp de matière onsidéré omme un �uide parfait barotropiquede densité d'énergie ρ et de pression p = (γ − 1)ρ, l'ation peut s'érire (on note
u̇ ≡ du/dt) :

S =

∫

L(a, ϕ, ȧ, ϕ̇)dt , (5.2.10)ave :
L(a, ϕ, ȧ, ϕ̇) = −6aȧ2 + 2a3ϕ̇2 + 6ka− 4a3V (ϕ) + a3F (a, ϕ) . (5.2.11)Il reste à déterminer la fontionnelle F . Pour e faire, on érit les équations d'Euler-Lagrange du lagrangien (5.2.11) et on érit qu'elles doivent être équivalentes auxéquations des hamps (4.3.3)-(4.3.6). Cela donne deux équations pour F , à savoir :

−1

2
F (a, ϕ)− a

6

∂F

∂a
(a, ϕ) = −1

2
(γ − 1)ρ (5.2.12)

∂F

∂ϕ
(a, ϕ) = −α(ϕ)(4− 3γ)ρ . (5.2.13)

ρ peut être déterminé à l'aide de l'équation de onservation dans la représentationde Dike-Jordan, en utilisant la transformation onforme : ρ = A4−3γ(ϕ)a−3γ . Onpeut alors résoudre les équations (5.2.12)-(5.2.13), et l'on trouve, à une onstanteprès :
F (a, ϕ) = −ρ0A

4−3γ(ϕ)a−3γ . (5.2.14)Don, le lagrangien onsidéré dans ette setion prend la forme suivante :
L(φA, φB) =

1

2
GAB(φC)φ̇Aφ̇B −W (φC) , (5.2.15)où l'on a dé�ni les variables de on�gurations :

(φ1, φ2) ≡ (a, ϕ) , (5.2.16)le potentiel :
W (φC) ≡ 4a3V (ϕ) + ρ0A

4−3γ(ϕ)a3(1−γ) − 6ka , (5.2.17)et la métrique sur l'espae de on�guration :
GAB(φC) ≡

(

−12a 0
0 4a3

) , (5.2.18)



90 CHAPITRE 5. DYNAMIQUES COSMOLOGIQUESles indies A,B,C prenant leurs valeurs dans {1, 2}. C'est exatement la forme dulagrangien (5.2.1) ; ii, l'espae de on�guration est bidimensionnel. Les impulsionsassoiées aux variables de on�gurations (a, ϕ) sont :
p1 = −12aȧ (5.2.19)
p2 = 4a3ϕ̇ , (5.2.20)et le hamiltonien s'érit :

H(φC , pC) = 6a3

(

−
(

ȧ

a

)2

− k

a2
+

1

3
ϕ̇2 +

2

3
V (ϕ) +

ρ0

6
A4−3γ(ϕ)a−3γ

) . (5.2.21)En omparant ette expression ave la première équation du système (4.3.3), onvoit immédiatement que, le long des trajetoires :
H(φC, pC) = 0 . (5.2.22)Tout le formalisme de la setion préédente peut don être appliqué, en posant

E = 0. Si W (φC) ≡ 0, les équations du mouvement sont automatiquement lesgéodésiques assoiées à la métrique (5.2.18). Dans le as ontraire, on dé�nit lamétrique sur l'espae de on�guration :
ĜAB(φC) ≡ −2|W (φC)|GAB , (5.2.23)et le paramètre a�ne s tel que :

ds

dt
= −2W (ΦC) . (5.2.24)Alors, les trajetoires dans l'espae des on�gurations sont exatement les géodé-siques de la métrique (5.2.23) parourue ave le paramètre a�ne s :

d2φA

ds2
+ Γ̂ABC

dφB

ds

dφC

ds
= 0 . (5.2.25)De plus, la ontrainte H(φA, pA) = 0 s'érit :

ĜAB
dφA

ds

dφB

ds
= Sgn(W (φC)) , (5.2.26)e qui montre que les géodésiques orrespondant aux trajetoires sont de �genre a�si W > 0 et de �genre ϕ� si W < 0. Cette dénomination est une réminisene dulangage utilisé dans le as de la métrique d'espae-temps : on remarque en e�et quedans la métrique (5.2.23), a joue le r�le d'un temps dans une variété loalement



5.2. LES CHAMPS SCALAIRES AVEC AUTO-INTERACTION 91di�éomorphe à un espae-temps de Minkowski (oe�ient de la métrique Ĝ11 né-gatif), et ϕ le r�le d'une dimension d'espae (oe�ient Ĝ22 positif). En prinipe,l'étude des propriétés de la métrique ĜAB, 'est-à-dire essentiellement de ellesdes géodésiques (5.2.25), permet de aratériser la dynamique du hamp salaireosmologique. La métrique (5.2.25) est manifestement onformément reliée à lamétrique de Milne :
ds2 = −ĉ2da

2

a2
+ dϕ2 , (5.2.27)où ĉ2 ≡ 3. Par le hangement de variable η = ln(a), (5.2.25) est don onformémentreliée à un espae de Minkowski :

ds2 = −ĉ2dη2 + dϕ2 . (5.2.28)Le �ne de lumière de (5.2.25) est don exatement elui de la métrique de Min-kowski (5.2.28) :
ϕ̂± = ±ĉη + cste , (5.2.29)et ĉ joue le r�le de �vitesse� limite dans l'espae des on�gurations (η, ϕ).Pour haque type de potentiel V (ϕ), de ouplage A(ϕ) et de matière ara-térisée par γ, on peut trouver une suite de hangement de variables T (η, ϕ) et

X(η, ϕ), permettant de réérire la métrique (5.2.25) sous la forme d'une métriquede Minkowski2 :
dŝ2 = −dT 2 + dX2 . (5.2.30)La suite de l'étude onsiste don à examiner la struture du �ne de lumière danses oordonnées (T,X), pour lesquelles les géodésiques sont simplement des droites.Cela devrait permettre, à terme, de aratériser le omportenment asymptotiquedes théories salaire-tenseur en présene d'un potentiel et d'un hamp de matière.Des résultats préliminaires semblent indiquer que durant une ère dominée par laradiation (γ = 4/3), il existe une di�érene importante entre un potentiel de laforme V (ϕ) ∝ ϕ2 et des potentiels plus raides : V (ϕ) ∝ ϕ2n ave n > 1. En e�et,les géodésiques semblent se rapproher du �ne de lumière dans le premier as etpas dans le seond, e qui tendrait à signi�er que les théories ave V (ϕ) ∝ ϕ2sont instables durant une ère dominée par la radiation, ave une vitesse du hamp

dϕ/dη tendant vers √3, et don une ontribution énergétique Ωϕ tendant vers1 : aux temps longs, la dynamique serait alors dominée par le hamp salaire,lequel se omporterait omme un �uide de matière raide. Ces résultats sont trèspréliminaires et demandent à être véri�és en détail, mais la méthode présentéei-dessus semble prometteuse.2Ces hangements de variables sont tout à fait analogues à eux utilisés dans le adre del'étude des trous noirs, et menant à la onstrution de diagramme de Carter-Penrose[4, 2℄.
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Chapitre 6E�ets osmologiquesDans e hapitre, nous allons nous intéresser à quelques onséquenes osmolo-giques des théories salaire-tenseur. Dans une première setion, nous aborderons undes tests entraux des sénarios osmologiques non standard : la nuléosynthèse pri-mordiale. En partiulier, nous verrons que l'existene d'un degré de liberté salairepour la gravitation durant l'ère dominée par la radiation peut expliquer l'abon-dane anormale de 7Li observée dans les étoiles. Puis, dans une seonde setion,nous présenterons suintement les modi�ations attendues dans la formation desstrutures en raison de la présene d'un hamp salaire expliitement ouplé à lamatière.6.1 Nuléosynthèse primordialeLa nuléosynthèse primordiale est l'un des piliers du modèle de Big-Bang hauden tant qu'elle onstitue le seul phénomène physique primordial (à l'exeption no-table ependant de la formation d'éventuels défauts topologiques lors des brisuresspontanées de symétrie, életrofaible par exemple) su�samment bien ompris surdes bases extérieures à la osmologie. L'idée, fréquemment exprimée et bien plussouvent enore impliite, selon laquelle les réentes mesures des �utuations dufond de rayonnement osmologique seraient un test permettant de ontraindrede façon univoque la miro-physique de l'Univers très primordial, et notammentles sénarios in�ationnaires doit en e�et être nuanée : les ontraintes ainsi obte-nues dépendent fortement du modèle hoisi pour dérire l'expansion de l'Universau ours de ette période primordiale, ainsi que dans les phases plus tardives ;en atteste la profusion de modèles de l'Univers primordial permettant, ave ousans phase in�ationnaire, de générer un spetre de �utuations initiales quasi-ment invariant d'éhelle. Si bien qu'il est aujourd'hui impossible de valider (etd'ailleurs d'invalider) nombre de sénarios de l'Univers (j'entends par là la phy-93



94 CHAPITRE 6. EFFETS COSMOLOGIQUESsique non-gravitationnelle, 'est-à-dire elle qui "se déroule" au sein de l'Universen expansion) antérieurement à la nuléosynthèse primordiale, sinon par des argu-ments théoriques. Ce n'est pas le as de la nuléosynthèse primordiale, qui reposesur des proessus de physique nuléaire bien ompris. Bien sûr, les préditions dela nuléosynthèse dépendent du modèle d'Univers onsidéré, mais les phénomènesnuléaires à l'÷uvre au ours de la nuléosynthèse sont inontestables et s'imposentraisonnablement à tout sénario osmologique moderne. C'est pourquoi 'est unindiateur important de l'évolution de l'espae-temps au ours de l'ère dominéepar la radiation : les proessus de physique mirosopique étant bien ompris, l'in-détermination théorique prinipale réside dans l'arrière-plan osmologique danslequel se déroulent les réations nuléaires. Aussi, toute observation permettantde ontraindre les abondanes des éléments légers peut être onsidérée omme unexellent test de la osmologie durant l'ère dominée par la matière radiative. Onvoit don l'intérêt que revêt ette période dans la onstrution d'une osmologieen théorie salaire-tenseur : toute déviation de la Relativité Générale au ours del'ère radiative doit avoir laissé une trae sur l'abondane des éléments légers. Dansette setion, je présenterai d'abord les e�ets que l'on peut attendre, en insistantsur l'intérêt de la nuléosynthèse quant à la question de savoir si le hamp salairepossède ou non des termes d'auto-interation. Puis, a�n d'illustrer ela, j'étudieraien détail le problème de l'abondane du 7Li, et les façons de le résoudre en théoriesalaire-tenseur.6.1.1 Modi�er la nuléosynthèseComme nous l'avons vu au hapitre préédent, la présene d'un hamp salairenon minimalement ouplé se manifeste en osmologie par une modi�ation du tauxd'expansion de la métrique g̃µν , H̃. Deux fateurs interviennent dans ette modi�-ation, qui s'entremêlent dans la représentation de Dike-Jordan ; il est don plusommode de les analyser dans la représentation d'Einstein. Le premier, ommunà tous les hamps, vient du tenseur énergie-impulsion du hamp : la géométriede l'espae-temps se ouple au ontenu matériel par l'intermédiaire des équationsd'Einstein. Le taux d'expansion assoié à la métrique gµν fait don intervenir ladensité d'énergie de ϕ. Le seond est spéi�que au ouplage non-minimal. Il pro-vient du fait que la métrique observable résulte d'un ouplage expliite entre gµνet ϕ : la valeur de ϕ à un instant donné �xe la valeur du ouplage gravitation-nel e�etif, et la variation temporelle de ϕ rentre également en jeu, re�et de eque les règles servant à aluler les longueurs, et les horloges indiquant les temps,voient leurs étalons varier ave les variations de ϕ. Cela résulte alors dans le tauxd'expansion observable :
H̃(t̃) = A−1(ϕ(t)) (H(t) + α(ϕ(t))ϕ̇(t)) . (6.1.1)



6.1. NUCLÉOSYNTHÈSE PRIMORDIALE 95Le fateur A−1(ϕ) traduit la variation du ouplage gravitationnel, et le terme
α(ϕ)ϕ̇ provient de la variation des étalons de mesure. L'énergie du hamp salaire,quant à elle, est impliitement présente dans H(t̃), au même titre que elle desautres hamps. Puisque dans ette partie, nous allons analyser les di�érenes in-troduites par la présene du hamp salaire, il est ommode d'introduire le rapportdu taux d'expansion de la osmologie salaire-tenseur et de elui d'une osmolo-gie en présene du même �uide parfait, envisagée dans le adre de la RelativitéGénérale1 :

ξ =
H̃

HGR

ave HGR =
8πG

3
ρ̃ . (6.1.2)Ce rapport, nommé en anglais 'speed-up fator', permet de aratériser la osmo-logie salaire-tenseur relativement à la osmologie en Relativité Générale : lorsque

ξ > 1 (respetivement ξ < 1), ela signi�e que l'expansion de l'Univers est plusrapide (respetivement plus lente) que si l'interation gravitationnelle était gou-vernée par la Relativité Générale. Or, nous avons vu, dans l'exposé général sur lemodèle de Big-Bang haud que l'e�aité des réations nuléaires à une tempé-rature donnée dans l'Univers primordial dépendait du rapport entre leur taux deréation et le taux d'expansion : si e rapport est plus grand que 1 (respetivementplus petit que 1), ela signi�e que le temps aratéristique de la réation est plusourt (respetivement plus long) que le temps aratéristique de l'expansion, etdon que la réation est possible (respetivement impossible). Ce omportementse omprend fort bien si l'on onsidère que l'expansion 'dilue' les partiules du�uide de matière. Ainsi, le 'speed-up fator', en omparant les taux d'expansion,nous permettra de omparer les e�aités des réations nuléaires dans les osmo-logies, en salaire-tenseur et en Relativité Générale2. C'est le ÷ur de toutes lesmodi�ations qui vont être présentées dans la suite.Rappellons que l'analyse de la dynamique osmologique du hamp salaireau hapitre préédent a montré que durant une ère dominée par de la matièrerelativiste(p = ρ/3), le hamp salaire ϕ était déouplé du �uide de matière etévoluait omme un hamp salaire lassique suivant l'équation :
ϕ̈+ 3Hϕ̇+

dV (ϕ)

dϕ
= 0 . (6.1.3)En première approximation, ette équation dérit très �dèlement la dynamiquedu hamp ϕ durant la nuléosynthèse. Cependant, l'annihilation des paires e+-e−à une température d'environ me/3, juste avant le gel des proessus responsables1La densité qui intervient dans HGR est bien ρ̃, qui suit la même loi de onservation qu'enRelativité Générale.2Il faut remarquer ii que les taux de réation ne sont pas a�etés par l'introdution du hampsalaire ; autrement dit, on ne modi�e rien à la physique nuléaire, e qui va dans le sens de notrehypothèse de respet du prinipe d'équivalene faible.



96 CHAPITRE 6. EFFETS COSMOLOGIQUESde l'interonversion entre protons et neutrons transfert l'entropie de es paires augaz de photons, modi�ant par là même l'équation d'état du �uide osmologique,de sorte que pendant un temps très ourt (omparé à elui de la nuléosynthèse),le terme d'entraînement dû au ouplage expliite à la matière peut jouer un r�leimportant. Il onviendra don, lors des aluls numériques visant à une préditionpréise des abondanes, de résoudre la dynamique exate, à la fois pour ϕ, et pourle �uide osmologique. Cependant, l'étude de l'équation (6.1.3) nous permet dedégager ertains traits dynamiques importants. Ainsi, nous avons vu au hapitrepréédent qu'en l'absene de potentiel d'auto-interation, la solution de (6.1.3)dans un Univers plat donnait :
ϕ

′2 =
3C2

e2λ + C2
, (6.1.4)où omme au hapitre préédent ϕ′ ≡ dϕ/d ln a, et C = ϕ

′2
i /(3−ϕ

′2
i ) dépend de lavaleur ϕ′

i de ϕ′ à l'instant initial. Ainsi, l'on voit que le hamp salaire, si sa vitesseinitiale est petite devant √3, est très vite gelé à une valeur onstante durant toutel'ère dominée par la radiation, et l'on peut onsidérer que durant la nuléosynthèseprimordiale, ϕ est une onstante ϕi (que l'on prend omme ondition intiale justeavant la nuléosynthèse). Alors, le taux d'expansion observable (6.1.1) se réduit à :
H̃ =

H

A(ϕi)
=

√

8πGA2(ϕi)

3
ρ̃ , (6.1.5)où la deuxième égalité vient de l'expression de H et du lien ρ = A4(ϕ)ρ̃. On voitdon que durant toute la nuléosynthèse, ξ = A(ϕi) : le taux d'expansion suit lamême loi (en fontion de la température par exemple) que elui de la RelativitéGénérale et n'en di�ère que d'un fateur onstant. Lorsque l'on impose à unetelle théorie salaire-tenseur de reproduire les abondanes observées d'hélium etde deutérium, les ontraintes sur la fontion de ouplage sont très fortes, voireplus fortes que elles imposées par les tests postnewtoniens dans le système solaire[85, 86, 87, 88℄. Cependant, nous avons vu que l'introdution d'un potentiel dansle lagrangien du hamp salaire renouvelait les propriétés dynamiques du hampsalaire ; en partiulier, son omportement durant l'ère dominée par la radiationdevient plus omplexe et plus rihe, permettant d'envisager des modi�ations plussubtiles des proessus de nuléosynthèse. C'est e qu'illustre la suite de ette setionsur l'exemple du 7Li.6.1.2 Une solution au problème du 7LiLe probème du 7Li dans la osmologie standardIl existe aujourd'hui deux méthodes robustes et indépendantes pour estimerla densité de baryons dans l'Univers : la nuléosynthèse primordiale et la mesure



6.1. NUCLÉOSYNTHÈSE PRIMORDIALE 97du spetre des anisotropies du fond de rayonnement osmologique (FRC). Leurindépendane en tant que phénomène, et le fait qu'ils se produisent à des momentstrès di�érents de l'histoire osmologique font de e test roisé un exellent 'rible'pour séletionner les modèles d'Univers. L'estimation de la densité baryoniquepar les anisotropies du FRC repose sur la hauteur relative du deuxième et dupremier pis dans le spetre, et donne [89℄, d'après les mesures réentes de WMAPombinées aux mesures antérieures de CBI [90℄ et ACBAR [11℄ :
Ωbh

2 = 0.0224± 0.0009 , (6.1.6)ou, de manière équivalente (dans la mesure ou la densité de photons est très bienonnue) : η10 = η × 1010 = 6.14 ± 0.25. Une telle valeur du rapport baryon-photon onduit à des abondanes pour les éléments légers dans le adre de lanuléosynthèse standard ('est-à-dire ave trois familles de neutrinos légers, unedemi-vie du neutron de τn = 885.7±0.8 s, une gravitation dérite par la RelativitéGénérale et un Univers homogène et isotrope) données par :Yp = 0.2484+0.0004
−0.0005D/H = 2.75+0.24

−0.19 × 10−5 (6.1.7)
7Li/H = 3.82+0.73

−0.60 × 10−10 .D'autre part, les abondanes estimées par les observations sont :Yp =

{

0.2391± 0.0020 ref. [91℄
0.2452± 0.0015 ref. [92℄D/H = 2.78+0.44
−0.38 × 10−5 ref. [93℄ (6.1.8)

7Li/H =

{

1.23+0.68
−0.32 × 10−10 ref. [94℄

2.19+0.46
−0.38 × 10−10 ref. [95℄Les deux estimations données pour l'4He proviennent d'observations de régions ex-tragalatiques d'hydrogène ionisé pauvres en métaux ; l'estimation du deutériumest réalisée à partir d'observations de nuages osmologiques distants intereptantla ligne de visée de quasars à grand déalage vers le rouge ; en�n, les estimationsde l'abondane de 7Li ont été réalisées par l'observation d'étoiles du halo gala-tique [94℄, et d'étoiles de l'amas globulaire NGC 6397 [95℄. La onfrontation dees estimations observationnelles ave les résultats prédits par le sénario osmolo-gique standard lorsque l'on suppose le rapport baryon-photon donné par WMAPrévèle un résultat surprenant : alors que les abondanes prédites et déduites del'observation onordent relativement bien dans les as de l'hélium et du deuté-rium, on onstate une erreur relative importante sur l'abondane de 7Li. Il n'estpas exlu que ette di�érene proviennent de problèmes dans les modèles de nu-léosynthèse stellaire ou de struturation des étoiles, bien que le plateau de Spite



98 CHAPITRE 6. EFFETS COSMOLOGIQUES[96℄ soit un fait observationnel assez robuste ; dans la suite, on supposera orretesles valeurs déterminées observationnellement. Dans e as, le désaord persistantentre l'abondane de 7Li déduite des observations et elle prédite par le modèlestandard, par ailleurs si préis quant aux abondanes des autres éléments, a susiténombre de tentatives de résolution. L'approhe la plus onservatrie, fondée surune prise en ompte des inertitudes sur les taux de réations nuléaires ne semblepas su�sante [97℄. Il est alors loisible de onsidérer des modi�ations du modèlestandard de la osmologie : nuléosynthèse inhomogène [98℄ qui produit trop de
7Li ; désintégration tardive de partiules modi�ant le rapport baryon-photon entrela nuléosynthèse et le FRC qui permet de faire baisser l'abondane de 7Li mais quimodi�e trop l'abondane de D [99, 100, 101℄ ; en�n, un dernier exemple, qui amèneà une résolution du problème, passe par l'introdution de 'Q-balls' permettant laréation de baryons après la nuléosynthèse et une assymétrie leptonique avant[102℄. Ii, nous allons voir que le remplaement de la Relativité Générale par unethéorie salaire-tenseur permet de rendre ompte de ette faible abondane de 7Litout en onservant des valeurs standard pour les autres abondanes, 'est-à-dire enonservant le rapport baryon-photon déduit des observations des �utuations duFRC, à ondition que le hamp salaire introduit ait une dynamique non trivialedurant l'ère dominée par la radiation.Présentation du ode numérique de nuléosynthèseAvant d'en venir à la résolution proprement dite du problème du 7Li, il nousfaut introduire rapidement le ode numérique, rédigé en Fortran 77, qui permetde déterminer les abondanes des éléments légers dans un modèle osmologiquedonné3. Ce alul numérique omprend deux parties distintes : la déterminationde l'arrière-fond osmologique, puis le alul expliite des abondanes dans etarrière-fond. Le alul du modèle osmologique est e�etué grâe à un shémad'intégration de Runge-Kutta d'ordre 6 appliqué à deux équations : l'une pourle fateur d'éhelle, l'autre pour le hamp salaire. De plus, ette intégration estpossible tant dans la représentation d'Einstein que dans elle de Dike-Jordan, etsoit dans le sens du temps osmique ('est-à-dire à partir de onditions initialesjusqu'à aujourd'hui) soit dans le sens inverse ('est-à-dire à partir des onditionsaujourd'hui et en remontant le temps osmique). Une fois le modèle d'Universdéterminé, on dispose en partiulier d'une valeur du taux d'expansion pour haquevaleur du fateur d'éhelle (ou, de façon équivalente, de la température), et onpeut alors aluler les proessus de nuléosynthèse primordiale se déroulant danse modèle osmologique partiulier, et les abondanes qui en résultent. Cei est3Je remerie Arturo Serna à qui revient la paternité de e ode, de m'avoir permis, grâeà ses patientes expliations, de l'utiliser et d'adapter la partie permettant d'intégrer le modèleosmologique.



6.1. NUCLÉOSYNTHÈSE PRIMORDIALE 99

p

n

D T

He4

Li6 Li7

Be7

He3

Fig. 6.1.1 � Réseau de réations nuléaires utilisées dans le shéma de Beaudet-Yahil permettant de aluler les abondanes primordiales des éléments légers.réalisé grâe au réseau de réations présenté sur la �gure 6.1.1, en utilisant unshéma de Beaudet et Yahil [37℄. Les taux de réations utilisés sont eux desréférenes suivantes : [103, 104, 105℄.Champ salaire sans potentielPour ommener notre reherhe d'une solution au problème du 7Li, il paraîtnaturel d'étudier le as simple dont nous avons parlé i-dessus, d'un hamp salairesans potentiel. Nous avons vu que dans e as, si la vitesse initiale du hamp ϕ′
i estfaible (en valeur absolue) devant √3, le hamp salaire peut être onsidéré ommeonstant durant toute la phase de nuléosynthèse primordiale. Alors, l'équation(6.1.5) montre que la dynamique de l'Univers est équivalente à elle d'un modèlefondé sur la Relativité Générale, ave une onstante de ouplage gravitationnellee�etive donnée par :

Geff = GA2(ϕi) . (6.1.9)Or, Cyburt a déterminé la dépendane des abondanes des éléments légers en fon-tion de la valeur d'un ouplage gravitationnel onstant, toutes les autres grandeursprenant leur valeur standard [106℄ :
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Fig. 6.1.2 � Abondanes primordiales en fontion de Geff/G. Les régions griséesorrespondent aux abondanes observées (6.1.8).
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10−10 (6.1.13). La �gure 6.1.2 montre es lois d'éhelle, sur lesquelles on a superposé lesontraintes observationnelles (6.1.8). Il est lair qu'il n'existe auune valeur de
Geff/G qui permette d'expliquer simultanément toutes les abondanes observées :une résolution du problème du 7Li exige Geff/G > 1.8 alors que les abondanes deD et 4He forent une valeur de e rapport très prohe de 1. Ainsi, quelle que soitla fontion de ouplage utilisée, tant que le hamp salaire n'a pas de potentiel etque sa dérivée ϕ′ est nulle (ou très faible) au début de la nuléosynthèse, on nepeut pas résoudre le problème du 7Li.Cependant, si on lève l'hypothèse sur la dérivée initiale de ϕ, et que l'on s'au-torise à onsidérer des théories telles que le hamp salaire puisse avoir une vitessetrès grande au début de l'Univers (ϕ′

i ∼ ±
√

3, e qui orrespond à Ωϕ(ti) ∼ 1),alors, il est possible de résoudre le problème du 7Li. Cette stratégie est exposéedans l'annexe de l'artile [107℄, joint à e mémoire dans l'appendie C. Dans la



6.1. NUCLÉOSYNTHÈSE PRIMORDIALE 101suite, nous allons ontinuer à supposer que le hamp salaire est dans un étatinitial tel que ϕ′ est faible devant √3, voire nulle.Champ salaire ave potentielDans le adre des onditions initiales exposées i-dessus, qui trouvent une jus-ti�ation dans l'e�et des proessus d'annihilation de paires partiule-antipartiuleà très haute énergie sur la dynamique du hamp salaire [87℄, une théorie salaire-tenseur dont le hamp salaire ne possède pas d'auto-interation ne peut, nousl'avons vu, expliquer la faible abondane de 7Li observée. Cependant, la présened'un potentiel d'auto-interation modi�e onsidérablement le omportement duhamp salaire, notamment durant l'ère dominée par la radiation. Peut-être avons-nous là un moyen de réduire l'abondane du 7Li sans a�eter de façon notoire lesabondanes des autres éléments légers ? C'est l'objet des développements suivantsde montrer que 'est bien le as ; mais avant, il nous faut revenir sur le alul desabondanes. Nous avons vu que la quasi-totalité des neutrons sont inorporés auxnoyaux d'4He au ours de la nuléosynthèse ; ainsi, l'abondane de l'4He est reliéetrès simplement à la proportion de neutrons parmi les nuléons :
Yp ≃

2(n/p)fr
1 + (n/p)fr

, (6.1.14)où (n/p)fr représente le rapport du nombre de neutrons au nombre de protonsau moment où les interations faibles, n + νe ↔ p + e− et n + e+ ↔ p + ν̄e,responsables de leur inter-onversion, essent d'être e�aes et ne peuvent plusmaintenir l'équilibre entre les deux espèes de nuléons.Alors, le rapport (n/p) se gèle à la valeur :
(n/p)fr = exp(−∆m/Tfr) , (6.1.15)ave ∆m = mp−mn la di�érene de masse entre protons et neutrons. Cette sortiede l'équilibre se produit à une température Tfr prohe de 1 MeV, bien au-dessusdes températures auxquelles se produit la synthèse des éléments légers (entre 100keV et 10 keV environ). Ainsi, l'abondane d'4He est déterminée, in �ne, par desproessus ayant lieu à des températures de l'ordre de 1 MeV. D'autre part, dansle as du 7Li, l'abondane dépend des proessus de la nuléosynthèse proprementdite, à des températures plus basses, et dans une ertaine mesure, ette hiérar-hie en énergie va nous permettre de traiter les deux phénomènes séparemment,au moins au niveau de la disussion qualitative des résultats. Pour un rapportbaryons-photons η > 3× 10−10, omme 'est le as pour la valeur déduite des ob-servations de WMAP (η×1010 = 6.14±0.25), le 7Li est prinipalement produit par



102 CHAPITRE 6. EFFETS COSMOLOGIQUESla réation 3He(α, γ)7Be suivie d'une apture életronique par le noyau de 7Be4.Ainsi, l'abondane �nale de 7Li dépend à la fois de l'abondane d'hélium, et de l'ef-�aité de la réation i-dessus. Si l'on note Γ le taux de réation de 3He(α, γ)7Be,l'e�aité de ette dernière réation est donnée par Γ/H = (Γ/HGR)/ξ(T ), equi montre qu'une expansion de l'Univers plus rapide (respetivement plus lente)qu'en Relativité Générale au moment de la synthèse du 7Be onduit à une produ-tion moins (respetivement plus) e�ae du 7Li primordial. De fait, omme nousl'avons vu i-dessus, la Relativité Générale permet de prédire une abondane d'4Heen bon aord ave les observations, et une autre théorie de la gravitation, si riend'autre n'est modi�é que la gravité, doit par onséquent onduire à ξ(T ) ∼ 1 pourdes températures prohes de 1 MeV. D'autre part, lorsque la température est del'ordre de la entaine de keV, alors que les réations responsables de la synthèse deséléments légers se mettent à jouer, le 'speed-up fator' doit avoir rû signi�ative-ment, a�n, omme expliqué préédemment, de réduire la produton de 7Be. En�n,la néessaire onvergene des théories salaire-tenseur vers la Relativité Générale,imposée par les expérienes testant le prinipe d'équivalene dans le système so-laire, implique que ξ doit déroitre à un ertain moment après la nuléosynthèse.La solution osmologique au problème du 7Li impliquant une simple modi�ationde la gravité onduit don naturellement à onsidérer des théories salaire-tenseurave des ouplages tels que es théories onvergent vers la Relativité Générale surdes éhelles de temps osmologiques, et onduisent à un 'speed-up fator' non mo-notone ave un maximum loal. Ce 'speed-up fator' doit être légèrement inférieurà 1 au moment du gel du rapport neutron/proton (T ∼ 1 MeV)de façon à pro-duire un peu moins d'4He qu'en Relativité Générale (puisqu'il y en aura moins deonsommé pour produire le 7Li) ; puis il doit roître a�n de bloquer la produtiondu 7Li (T ∼ 70 keV), avant de déroître et de se stabiliser au voisinage de 1.Dans la suite, nous allons présenter une solution onrète au problème du 7Lien onsidérant des théories salaire-tenseur ave α(ϕ) = aϕ2 et V (ϕ) = Λ2ϕ2n. Leouplage quadratique présente l'avantage de permettre au 'speed-up fator' initiald'être légèrement inférieur à 1. En e�et, puisque nous avons restreint l'analyseà des hamps salaires dont la dérivée initiale ϕ′ est faible devant √3, le hampest quasiment gelé au début de la phase de nuléosynthèse primordiale, don,
ξ ∼ A(ϕi). On voit don que si le ouplage avait été linéaire, ξ ∼ exp(βϕ2/2) > 1,alors qu'ave un ouplage quadratique, ξ ∼ exp(aϕ3/3) qui est inférieur à 1 pour
ϕ < 0. De plus, e ouplage quadratique déstabilisant le point ϕ = 0 qui orrespondà la limite Relativité Générale, l'introdution d'un potentiel ayant la forme d'unpuits au voisinage de 0 permet de stabiliser la théorie. Cependant, il semble qu'unpotentiel quadratique ne puisse pas assurer la onvergene de la théorie vers la4Lorsque η < 3 × 10−10, la réation dominant la prodution de 7Li est en revanhe
4He(3H, γ)7Li.



6.1. NUCLÉOSYNTHÈSE PRIMORDIALE 103Relativité Générale sur des temps omparables à l'âge de l'Univers (f hapitrepréédent) ; 'est pourquoi nous onsidérerons le as le plus simple qui permettela onvergene, et que nous prendrons n = 2, soit V (ϕ) = Λϕ4.Les �gures 6.1.3 et 6.1.4 montrent les omportements respetifs du hamp sa-laire ϕ et du 'speed-up fator' pour un modèle partiulier résolvant le problèmedu 7Li, aratérisé par a = 1, Λ = 0.3 s−1, et , une valeur initiale du hamp à
ϕinit = −1.3. On voit que le 'speed-up fator' a le omportement attendu. Numéri-quement, les modèles ave −1.5 < ϕinit < −0.9 résolvent le problème du 7Li pourdes valeurs de a et Λ qui sont peu ontraintes. En e�et, la seule exigene portesur Λ qui ne doit pas être trop petit a�n que le méanisme d'attration vers laRelativité Générale se produise au ours de la nuléosynthèse, à une températureentre 10 MeV et 1 MeV. En se reportant à l'équation (5.0.1) pour wb = 1/3 etune ourbure nulle, on voit que l'équation d'évolution du hamp ϕ au ours de lanuléosynthèse s'érit :

2(1 + η)

3− ϕ′2
ϕ

′′
+ 2(

1

3
+ η)ϕ

′
= − 1

4πGρ

dV

dϕ
. (6.1.16)En forçant l'analogie, on peut dire que 'est l'équation d'un osillateur amorti demasse variable meff = 2(1 + η)/(3− ϕ′2), de frition variable feff = 2(1/3 + η) etde potentiel e�etif :

Veff(λ, ϕ) =
1

4πGρ
V (ϕ) . (6.1.17)Ce potentiel devient de plus en plus raide au fur et à mesure de l'expansion, ar

1/ρ(λ) est une fontion roissante de λ. On peut don penser que, pour |ϕ| ∼ 1le potentiel se met à jouer un r�le et à tirer le hamp vers son minimum (en 0)dès que Λ2 ∼ Gρ(λ) ; ave ρ ∝ (T/T0)
4, et T entre 10 MeV et 1 MeV, ela onduità : 0.1 s−1 < Λ < 6 s−1. La �gure 6.1.5 représente en grisé dans le plan (a,Λ) lesmodèles qui permettent d'obtenir des abondanes en aord ave les abondanesobservées pour ϕinit = −1.3.Pour le modèle type orrespondant aux �gures 6.1.3 et 6.1.4, nous avons traél'évolution du rapport n/p et de l'abondane umulée des éléments de numéroatomique 7 ('est-à-dire 7Be et 7Li) respetivement sur les �gures 6.1.5 et 6.1.6. Surla première, on voit que le rapport n/p s'éarte de sa valeur à l'équilibre légèrementplus tard qu'en Relativité Générale, laissant une fration de neutrons disponiblepour la nuléosynthèse légèrement inférieure, en aord ave le méanisme expliitéi-dessus.Signalons en�n qu'il est possible d'obtenir une bonne approximation de la sous-prodution de 7Li dans un modèle salaire-tenseur du type de eux présentés dansette setion. En e�et, la réation 3He(α, γ)7Be est la prinipale responsable dela réation du 7Be (qui devient ensuite du 7Li par apture életronique) durant
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Fig. 6.1.5 � Contraintes dans le plan (a,Λ).
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Fig. 6.1.6 � Evolution du rapport n/p en fontion de la température. La ourbeen pointillés représente ette évolution en Relativité Générale, elle en trait pleindans le même modèle que pour les �gures 6.1.3 et 6.1.4, et la ourbe alternantpointillés et points la valeur du rapport à l'équilibre thermodynamique.
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Fig. 6.1.7 � Evolution de l'abondane 7Be+7Li en fontion de la température enRelativité Générale (ourbe pointillée) et dans le modèle orrespondant aux �gures6.1.3 et 6.1.4 (ourbe en trait plein).la nuléosynthèse primordiale. Aussi, en négligeant la destrution du 7Be par laréation 7Be(n,p)7Li, qui est ine�ae à ause de la faible abondane de neutrons,l'abondane �nale de 7Be peut être estimée grossièrement, à partir de l'équationde la réation :
dYBe7
dT

=
Γ

TH
YHe3YHe4 , (6.1.18)où Yi représente l'abondane de l'espèe nuléaire i. En passant aux petites varia-tions, ette équation donne

∆YBe7 =
Γ

H
YHe3YHe4∆ lnT . (6.1.19)La �gure 6.1.7 montre que les abondanes de 7Be+7Li di�èrent signi�ativemententre la Relativité Générale et le modèle onsidéré uniquement à des températuresomprises entre 0.06 MeV et 0.03 MeV. Cet intervalle de température est donsu�samment petit pour que l'on puisse appliquer la formule (6.1.19) et estimer laprodution de 7Be entre le début et la �n de la nuléosynthèse ; on trouve5 :

∆YBe7
∆Y GR

Be7

∼ ξ−1YHe3YHe4
Y GR
He3Y

GR
He4

, (6.1.20)puisque le �speed-up fator� reste quasiment onstant à la valeur 1.16 dans l'inter-valle de température onsidéré (f �gure 6.1.4). De plus, les abondanes d'3He et5Les grandeurs portant l'exposant GR représentent es grandeurs en osmologie standard.



6.2. CMB ET STRUCTURES 107d'4He restent également onstantes dans ette plage de température, ave YHe3 ∼
Y GR
He3 et YHe4 ∼ Y GR

He4 ('est une des onditions pour résoudre le problème du 7Lisans touher aux autres abondanes). Alors, si l'on onsidère que tout le 7Be esttransformé en 7Li par apture életronique (don l'abondane �nale YLi7 est égaleà la prodution totale de 7Be donnée par ∆YBe7), la relation (6.1.20) onduit à :
YLi7 ∼ 0.8Y GR

Li7 . (6.1.21)Cette évaluation est en bon aord ave le résultat obtenu numériquement parl'intégration de tout le réseau de réations nuléaires : YLi7 ∼ 0.74Y GR
Li7 .6.2 Fond de rayonnement osmologique et forma-tion des struturesDans ette setion, nous allons dérire les prinipales aratéristiques de l'évo-lution des perturbations en théorie salaire-tenseur, avant de revenir sur les modi-�ations introduites par les théories qui résolvent le problème du 7Li.6.2.1 Evolution des perturbationsOn trouvera une étude détaillée du problème des perturbations en osmologiedans [108℄ ; ii, à des �ns illustratives, nous nous restreignons à l'étude des pertur-bations salaires de la métrique dans la jauge longitudinale. La métrique dans lareprésentaton de Dike-Jordan s'érit :

d̃s
2

= −(1 + 2φ(t̃, ~x))d̃t
2
+ ã2(t̃)(1− 2ψ(t̃, ~x))dl2 , (6.2.1)où φ et ψ sont des fontions à valeurs réelles telles que |φ| ≪ 1 et |ψ| ≪ 1. Dansla représentation d'Einstein la métrique prend alors la forme suivante :

ds2 = −(1 + 2φ(t̃(t), ~x))dt2 + a2(t)(1− 2ψ(t̃(t), ~x))dl2 . (6.2.2)Ainsi, les perturbations de la métrique ne sont pas a�etées par la transformationonforme, et sont les mêmes dans les deux représentations. De même, si l'on dé-ompose la densité d'énergie et la pression du �uide osmologique en une partiehomogène et une perturbation :
ρ(t, ~x) = ρ̄(t) + δρ(t, ~x) , p(t, ~x) = p̄(t) + δp(t, ~x) , (6.2.3)ave |δρ| ≪ ρ̄ et |δp| ≪ p̄, le ontraste de densité δ(t, ~x) ≡ δρ/ρ n'est pas af-feté par la transformation onforme : δ̃ = δ. On peut don faire l'ensemble des



108 CHAPITRE 6. EFFETS COSMOLOGIQUESaluls dans la représentation d'Einstein, représentation qui permet de simpli�eronsidérablement les aluls, puisque les équations d'Einstein gardent leur formehabituelle. Dans la suite, on se plae dans le as d'une ourbure nulle : k = 0.En utilisant le système (4.2.5)-(4.2.7), érit pour la métrique (6.2.2) et la matière(6.2.3), puis en séparant les ordres 0 et 1 du développement perturbatif, on obtientles équations (4.3.3)-(4.3.6) à l'ordre 0, dérivant le fond homogène et isotrope, età l'ordre 1, les équations dérivant les perturbations salaires :
φ = ψ (6.2.4)

−3H̄
(

H̄ψ + ψ̇
)

+ ā−2∆ψ = 4πGδρ+ ˙̄ϕδϕ+
dV

dϕ̄
(ϕ̄)δϕ (6.2.5)

(

H̄ψ + ψ̇
)

,i
= 4πG(ρ̄+ p̄)vi + ˙̄ϕδϕ,i (6.2.6)

(

2
¨̄a

ā
+ H̄2

)

ψ + 4H̄ψ̇ + ψ̈ = 4πGδp+ ˙̄ϕ ˙δϕ− dV

dϕ
(ϕ̄)δϕ (6.2.7)

δ̈ϕ+ 3H̄ ˙δϕ− ā−2∆δϕ = −4πG(δρ− 3δp)α(ϕ̄)− d2V

dϕ2
(ϕ̄)δϕ

−4πG(ρ̄− 3p̄)
dα

dϕ
(ϕ̄)δϕ+ 2 ˙̄ϕ(2ψ̇ − 3H̄ψ)

−(8πG(ρ̄− 3p̄+ 2
dV

dϕ̄
)ψ + 2 ˙̄ϕ(2ψ̇ − 3H̄ψ)

−
(

8πG( ¯ρ− 3p̄)α(ϕ̄) + 2
dV

dϕ
(ϕ̄)

)

ψ (6.2.8)
δ̇ρ+ (ρ̄+ p̄)ā−1vi,i + 3H̄(δρ+ δp) = 3ψ̇(ρ̄+ p̄) + α(ϕ̄)(δρ− 3δp) ˙̄ϕ+

dα

dϕ
(ϕ̄)(ρ̄− 3p̄) ˙̄ϕδϕ

+α(ϕ̄)(ρ̄− 3p̄) ˙δϕ (6.2.9)
∂t ((ρ̄+ p̄)vi) + 4H̄(ρ̄+ p̄)vi = −ā−1δp,i − ā−1(ρ̄+ p̄)ψ,i

−α(ϕ̄)(ρ̄− 3p̄) ¯a−1δϕ,i . (6.2.10)Les quantités surmontées d'une barre sont les valeurs prises par la solution de fondhomogène (ordre 0), ∆ est l'opérateur laplaien assoié aux oordonnées spatiales,et vi est la vitesse partiulière des éléments de �uide ('est-à-dire la omposantede leur vitesse qui ne se réduit pas au �ot de Hubble).Si l'on se restreint à un �uide osmologique de poussière, a�n d'étudier leomportement des perturbations au ours de l'ère dominée par la matière, on a :
p̄ = 0, et δp/δρ = 0 ('est-à-dire que la vitesse du son est nulle). De plus, pour lesperturbations à des éhelles plus petites que la taille de l'horizon, on peut négligerles dérivées temporelles du potentiel ψ par rapport à ses dérivées spatiales. Ene�et, dans l'espae de Fourier, le laplaien de ψ donne un terme en k2ψ, don pour
k ≫ H̄, on peut toujours négliger les termes en H̄ψ̇ (et H̄2ψ) par rapport au terme



6.2. CMB ET STRUCTURES 109en ∆ψ. De même, le hamp salaire envisagé ii jouant un r�le osmologique, samasse d2V/dϕ̄ est supposée petite devant les éhelles onsidérées. On obtient alorsl'analogue d'une équation de Poisson :
ā−2∆ψ = 4πG(δρ+ δρϕ) , (6.2.11)où on a noté 4πGδρϕ ≡ ( ˙̄ϕ + dV (ϕ̄)/dϕ̄)δϕ. De plus, le ontraste de densité

δ = δρ/ρ̄, sous les mêmes hypothèses, obéit à l'équation :
δ̈ + (2H̄ + α(ϕ̄) ˙̄ϕ)δ̇ − 4πGρ̄δ = 0 , (6.2.12)et les �utuations du hamp salaires véri�ent :

ā−2∆δϕ = 4πGρ̄α(ϕ̄)δ . (6.2.13)L'équation (6.2.13) montre qu'en présene d'un ouplage non-minimal α(ϕ̄) pastrop faible, les �utuations du hamp salaire sur les petites éhelles suivent ellesdu hamp de matière, si bien que, ontrairement au as minimalement ouplé, onne peut pas a priori négliger les �utuations du hamp salaire (sauf si le ouplageest faible durant l'ère dominée par la matière). On voit don que, dans le régime deroissane linéaire des perturbations, le hamp salaire a plusieurs e�ets distints :� Sa omposante homogène ϕ̄ intervient dans l'énergie totale et a�ete don letaux d'expansion H̄ ;� Cette même omposante homogène intervient par une modi�ation de lagravité, qui est plus apparente dans la représentation de Dike-Jordan, oùl'équation (6.2.11) se réérit : ã−2∆ψ = 4πGA2(ϕ̄)ρ̃(δ̃ + δρϕ). Le ouplagegravitationnel GA2(ϕ̄) varie don ave ϕ̄ au ours du temps. Dans la repré-sentation d'Einstein, ela apparaît sur le seond terme du membre de gauhede l'équation (6.2.12), par l'intermédiaire du terme en α(ϕ̄) ˙̄ϕδ̇.� Ses �utuations sur les mêmes éhelles que elles de la matière ne peuventpas a priori être négligée, et ontribuent au bilan énergétique dans l'équationde Poisson (6.2.11). C'est un e�et important du ouplage expliite entre lehamp salaire et la matière.Par onséquent, la présene du ouplage α(ϕ), si elle n'est pas dynamiquementsupprimée avant l'ère dominée par la matière, doit laisser une empreinte sur laformation des strutures, et un ode numérique de formation des strutures doitprendre en ompte pleinement les di�érents e�ets.6.2.2 Solution au problème du 7Li et onséquenes durantl'ère de matièreDans la suite, on se bornera à étudier l'e�et sur la formation des strutures dehamps salaires du type de eux étudiés dans la setion préédente, qui permettent



110 CHAPITRE 6. EFFETS COSMOLOGIQUESde résoudre le problème du 7Li, et pour les estimations numériques, nous nousonentrerons plus partiulièrement sur l'exemple du modèle dé�ni par :
α(ϕ) = ϕ2 (6.2.14)
V (ϕ) = 0.32ϕ4 . (6.2.15)A la �n de la nuléosynthèse, e modèle véri�e α(ϕ) < 10−5 et A(ϕ) ∼ 1, sibien que la onstante de gravitation n'est quasiment plus a�etée par le hampsalaire, et prend sa valeur newtonienne : on peut onsidérer que dès la �n dela nuléosynthèse, la théorie a onvergé vers la Relativité Générale. Cependant,le taux d'expansion au sortir de la nuléosynthèse n'est pas stritement égal autaux d'expansion en Relativité Générale en présene d'un �uide de poussière etd'un �uide relativiste. Cela apparaît sur la �gure 6.1.4 où l'on voit que le �speed-up fator� osille autour de la valeur 1.16 jusqu'à la �n de l'ère dominée par laradiation, avant de onverger vers 1 au début de l'ère dominée par la matière. Aussi,on peut s'attendre à e que la présene d'une omposante énergétique additionnellevenant du hamp salaire, puisqu'elle modi�e le taux d'expansion, modi�e desobservables telles que le spetre des �utuations de la matière, et le spetre des�utuations du fond de rayonnement osmologique. Insistons enore sur le fait quees modi�ations sont d'une nature di�érente de elles qui ont été étudiées dansun ensemble de travaux sur les théories salaire-tenseur [109, 63, 110, 111, 112℄.En e�et, dans es artiles, la densité d'énergie du hamp salaire est toujoursnégligeable aux époques onsidérées, et e sont les e�ets de modi�ation de lagravité (en fait essentiellement la variation du ouplage gravitationnel e�etif) quifont l'objet d'une étude. Dans notre as, la modi�ation de la gravité a joué unr�le ruial au ours de la nuléosynthèse, mais par la suite, omme nous l'avonsremarqué i-dessus, elle est négligeable et 'est la densité d'énergie résiduelle duhamp qui est la soure des modi�ations des propriétés de la struturation dela matière. Le taux d'expansion reste notablement modi�é jusqu'au tout début del'ère dominée par la matière. Or, il existe dans le spetre de puissane de la matièreune éhelle aratéristique assoiée à la transition entre les ères dominées par laradiation et la matière : ette éhelle, notée kT , orrespond à la taille de l'horizonau moment de l'égalité entre les densités de la matière et de radiation, 'est-à-direà H−1(zeq) [113℄. Elle sépare les éhelles qui sont entrées dans l'horizon pendantl'ère dominée par la radiation (k > kT ) de elles qui y sont entrées pendant l'èredominée par la matière (k < kT ). Le déalage entre la valeur de ette éhelle enRelativité Générale et sa valeur dans le modèle qui nous intéresse est don donnépar [63℄ :

δkT
kT

= −
(

δH−1

H−1

)

eq

. (6.2.16)



6.2. CMB ET STRUCTURES 111Si l'on introduit la valeur du �speed-up fator� au moment de l'égalité matière-rayonnement, ξeq, on peut érire (6.2.16) sous la forme :
δkT
kT

= ξeq − 1 . (6.2.17)Or, pour le modèle dé�ni par (6.2.14)-(6.2.15), on trouve que ξeq ∼ 1.075, don :
δkT
kT
∼ 7.5% . (6.2.18)Ce petit déalage est entièrement ompatible ave les inertitudes atuelles sur lesdonnées onernant le spetre de puissane [114℄. La position du premier pi aous-tique dans le spetre des �utuations du fond de rayonnement osmologique estune autre observable a�etée par une modi�ation du taux d'expansion au débutde l'ère dominée par la matière. En e�et, les osillations aoustiques se produisentà une éhelle angulaire proportionnelle à la taille de l'horizon au moment du dé-ouplage et inversement proportionnelle à la distane omobile entre l'observateuret la surfae de dernière di�usion. En fontion du temps onforme :

τ =

∫ t

0

dt

a(t)
, (6.2.19)le moment multipolaire assoié au premier pi aoustique est donné par :

lp ∝
τ0 − τdec
τdec

, (6.2.20)où τ0 est le temps onforme de l'observateur (don orrespondant à t = t0), et τdecelui du déouplage. Le déalage entre la valeur prédite en Relativité Générale etelle obtenue à partir du modèle (6.2.14)-(6.2.15) peut être alulé numériquement,le taux d'expansion H0 étant identique dans les deux modèles :
δlp
lp

=
lp − lGRp
lGRp

∼ 8% . (6.2.21)C'est un déalage important ompte tenu de la grande préision des données sur laposition du premier pi [115℄. Cependant, il faut noter que la valeur de lp dépendfortement de la valeur de H0, qui a été onservée identique dans les deux modèlesa�n de aratériser simplement le déalage introduit par la théorie salaire-tenseur.Aussi, en utilisant un taux d'expansion atuel di�érent dans les deux modèles, touten restant dans les bornes onnues pour sa valeur, on peut réduire e déalagejusqu'à e qu'il soit inférieur à 1%, et don aeptable. Une meilleure onnaissanede H0 permettrait en revanhe de lever ette dégénéresene. Pour onlure, ons'attend également à e que les modèles résolvant le problème du 7Li donnent lieuà d'autres distortions, à plus petites éhelles, dans le spetre des �utuations dufond de rayonnement, étant donné que le taux d'expansion est di�érent de eluiobtenu en Relativité Générale durant toute l'ère dominée par la radiation.
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Troisième partieLe prinipe osmologique revisité

113





115[...℄ Dans la vie, il est deux simpliités qui tranhent l'une sur l'autre :e qui est simple d'avane, et e qui ne l'est qu'après oup, ne sont pas simples dela même façon. Ce qui est simple d'avane, quoi que e puisse être, l'est le plussouvent par manque de ontenu et de forme, 'est don aussi un peu simplet, oumal observé. Mais e qui devient simple, qu'il s'agisse d'une idée, d'une man÷uvreou de la volonté, partiipe et détient en soi quelque hose de la puissane de lavérité et du pouvoir qui maîtrise la onfusion du divers.R. Musil, L'homme sans qualités, fragments posthumes, 1943.
Les suès du modèle standard en font ertainement un modèle de référene ex-traordinairement préditif. Cependant, ertains problèmes entahent e suès, leplus important à e jour étant la nature inonnue et troublante, dans ses manifes-tations, du phénomène d'énergie sombre. Le modèle standard repose, nous l'avonsvu, sur une hypothèse de nature plus philosophique que physique : le prinipe os-mologique strit. Dans ette partie, nous nous proposons de montrer qu'il existed'autres manières de faire de la osmologie, peu développées jusqu'à présent, enpartie en raison du suès du modèle standard de onordane, et en partie à ausede di�ultés tant théoriques qu'observationnelles. Dans le hapitre qui suit, nousprésenterons di�érentes approhes possibles pour étudier la osmologie : après unemise en perspetive du modèle standard, nous disuterons l'approhe observation-nelle, puis la onstrution de modèles homogènes di�érents du modèle standard6.Ce dernier angle d'attaque, fondé sur une version faible du prinipe osmologique,oupera la suite de ette partie. Dans le deuxième hapitre, nous aborderonsles bases d'une méthode inspirée des méthodes de renormalisation bien onnuesen théorie statistique des hamps. Le dernier hapitre, en�n, sera onsaré à uneméthode moins omplète et satisfaisante, mais plus simple, qui nous permettra deprésenter un modèle osmologique e�etif homogène alternatif au modèle standard.

6On trouvera une présentation très omplète de es di�érentes approhes de la osmologiedans [116℄.
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Chapitre 7Constrution d'un modèleosmologique
7.1 Retour sur le modèle standardNous avons dérit dans la première partie omment était onstruit le modèlestandard de la osmologie. Il repose sur une hypothèse ab initio sur la struturegéométrique de l'espae-temps. Celui-i est hoisi tel que les hypersurfaes de genreespae sont maximalement symétriques. L'Univers dérit dans e adre est alorsparfaitement homogène et isotrope spatialement : auun point spatial ne peut êtredi�érenié d'un autre. Cependant, la présene des strutures indique lairementque les potentiels gravitationnels, don la métrique de l'espae-temps, sont inho-mogènes. Dans le modèle standard, on dérit e fait en déomposant la métriquesuivant un fond et des perturbations à e fond :

gµν = ḡµν + δgµν ave ‖δgµν‖ ≪ ‖ḡµν‖ , (7.1.1)où ḡµν est la métrique de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (2.1.8). Pourl'érire plus orretement, on onsidère la variété réelle (M, gµν , x
µ), et une variétéde Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (F, ḡµν , y

µ) telle qu'il existe une appli-ation Φ de M dans F générant l'appliation C1-di�éomorphe φ de TpM dans
TΦ(p)F ave : ∀x ∈ TpM, ∃!y ∈ TΦ(p)F , φ(x) = y. Alors, on dé�nit la perturbationau fond homogène et isotrope par :

δg(y) ≡ g(φ−1(y))− ḡ(y) , (7.1.2)d'où :
δgµν(y) = ḡαβ(y)

∂[φ(x)]α

∂xµ
(y)

∂[φ(x)]β

∂xν
(y)− ḡµν(y) . (7.1.3)C'est don un tenseur de rang deux dé�ni sur la variété homogène et isotrope

(F, ḡµν). Puis, on érit les équations de la dynamique pour les hamps de matière117



118 CHAPITRE 7. CONSTRUCTION D'UN MODÈLE COSMOLOGIQUEet la métrique gµν , et l'on sépare les ordres, en onsidérant que la déomposition(7.1.1) donne lieu à un développement perturbatif. Ainsi, la dynamique de l'Uni-vers est dérite par un modèle de Friedmann orrespondant à l'ordre 0 de la série deperturbations, l'ordre 1 donnant la solution linéaire pour la formation des stru-tures au sein de l'Univers dérit par l'ordre 0. L'avantage remarquable de etteméthode perturbative, 'est que l'évolution de l'univers aux grandes éhelles et laformation des strutures par e�ondrement gravitationnel dépendent du même jeude paramètres, qui sont eux du modèle homogène à l'ordre 0 dérivant la dyna-mique aux grandes éhelles. Les paramètres additionnels spéi�ques aux struturesse réduisent soit à des onditions initiales (la forme et l'amplitude du spetre de�utuations primordiales), soit à la normalisation des �utuations. Le prinipe dela démarhe standard est don une sorte de dérivation à partir des prinipes :� Dé�nition d'un modèle théorique de la géométrie de l'Univers fondé sur leprinipe osmologique fort ;� Etude des propriétés dynamiques de e modèle et dérivation des observables ;� Détermination des paramètres du modèle par une omparaison (statistique)des observables ave l'Univers observé. Cette dernière étape, et son suès,est e qui vaut le quali�atif de modèle de onordane à ette approhestandard.7.2 Cosmologie ObservationnelleIl existe une façon assez di�érente d'envisager la osmologie, qui ne reposesur auun prinipe extra-physique préalable. Il s'agit, en supposant uniquement lavalidité d'une théorie de la gravitation donnée (par exemple la Relativité Géné-rale), de tenter de reonstruire la struture géométrique de l'espae-temps à partirdes observations astrophysiques. Les bases de ette approhe, appelée osmologieobservationnelle, ont été données par Kristian et Sahs [117℄ à partir du travailde MCrea [118℄. Elle repose sur une proédure symétrique de elle du modèlestandard :� A partir des observations, on détermine la géométrie à l'intérieur et sur notre�ne de lumière passé ;� Puis, à l'aide des équations d'Einstein, on détermine omment e �ne delumière s'insère dans l'espae-temps ;� En�n, en intégrant les équations d'Einstein, on détermine la géométrie del'espae-temps et la distribution de matière dans l'ensemble de l'espae-temps.Ce programme est réalisé en introduisant des oordonnées dites observationnelles
(w, v, θ, ϕ), w étant une oordonnée de genre lumière équivalente à un temps, θ et ϕdes angles sur le iel, et v un paramètre a�ne mesurant la distane le long du �ne



7.3. COSMOLOGIE LISSÉE 119de lumière passé. Alors, pour des observations idéales, on peut montrer (f [116,119℄ et les référenes itées dans es artiles) que la métrique et la distribution dematière peuvent être omplètement déterminées à partir de quantités observablessur notre �ne de lumière passé :� la taille angulaire des soures dont on onnaît par ailleurs la taille réelle ;� le hamp de vitesse et le déalage vers le rouge des objets ;� le nombre de soures par unité de volume, onnaissant par ailleurs la relationmasse/luminosité.Une fois la géométrie et la distribution de matière déterminées de ette façon, onpeut tester le modèle en omparant ses préditions à d'autres observations, ommele spetre des anisotropies du fond de rayonnement osmologique ou l'abondanedes éléments légers. Hélas, bien que e programme puisse être mené à son termeen prinipe, les observations réelles dont nous disposons sont imparfaites et par-ellaires, e qui limite la possibilité de ette reonstrution ex nihilo (ou presque).Par exemple, la détermination des hamps de vitesse n'est pas possible ave unepréision su�sante dès que l'on s'éloigne trop de l'observateur le long du �ne delumière ; de même, le fait que les soures observées soient isolées pose un sérieuxproblème de reonstrution de grandeurs ontinues telles que la métrique. Ces li-mitations, et d'autres enore, entraînent don la néessité d'une approhe moinsambitieuse, e qui revient en général à admettre tout de même quelques prinipespour onstruire un modèle osmologique.7.3 Cosmologie lisséeLe modèle standard est séduisant par sa simpliité et sa apaité à mettre enonordane des observations variées à l'aide d'un petit nombre de paramètres. Leprogramme de osmologie observationnelle, quant à lui, est satisfaisant ar il n'estfondé sur auune hypothèse forte et invéri�able, mais repose au ontraire sur unedémarhe très "humble" et onstrutiviste onsistant à déduire les symétries de lanature de l'observation. Les avantages de haune de es deux méthodes sont lesinonvénients de l'autre : le modèle standard repose sur le prinipe osmologiquestrit, hypothèse très forte, et se ontente d'un ajustement paramétrique aux ob-servations sans expliation de la nature de ertaines de ses omposantes (ommel'énergie sombre par exemple) ; le programme de la osmologie observationnelle,aussi bien posé soit-il, paraît très di�ile à mener à son terme, à ause de l'imper-fetion des observations astrophysiques. Il peut don être intéressant de herherun moyen terme entre es approhes. C'est e que nous allons tenter à l'aide d'unprinipe osmologique faible. Rappelons que les observations de l'Univers dans lesdi�érentes longueurs d'ondes életromagnétiques favorisent l'existene d'une lon-gueur aratéristique LH au delà de laquelle la distribution de matière apparaît



120 CHAPITRE 7. CONSTRUCTION D'UN MODÈLE COSMOLOGIQUEhomogène et isotrope. Une desription de l'Univers sur des éhelles plus grandesque ette longueur aratéristique d'homogénéité peut don être faite dans le adred'un modèle homogène de la dynamique. Par onséquent, la formulation la plusfaible que l'on puisse imaginer d'un prinipe osmologique est la suivante :Prinipe osmologique faible :L'univers peut être onvenablement dérit par un modèle spatialement homogène àdes éhelles supérieures à son éhelle d'homogénéité LH .Le modèle standard étant homogène à toutes les éhelles satisfait naturellement eprinipe osmologique faible. Par ailleurs, tout modèle spatialement inhomogènedont la distribution de matière lissée sur une éhelle supérieure à LH apparaîthomogène le satisfait également. Il reste à préiser une proédure de lissage a�nde pouvoir omparer pratiquement des régions de l'Univers d'une taille donnée Let de pouvoir ainsi déterminer l'existene (ou non) d'une longueur d'homogénéité
LH . Le lissage est un proessus non trivial en Relativité Générale, et les deuxprohains hapitres seront onsarés à l'étude de ette question. Cependant, onpeut d'ores et déjà présenter le programme d'une osmologie fondée sur le prinipeosmologique faible. Dans e adre, il n'est pas nééssaire de supposer quoi que esoit sur la métrique ; en partiulier, auune hypothèse de symétrie n'est exigée apriori. La seule hypothèse est la validité de la Relativité Générale sur une éhelleélémentaire �mirosopique�. La Relativité Générale étant testée à l'éhelle du sys-tème solaire, il faudrait en toute rigueur prendre ette éhelle omme élémentaire.Mais, pour la osmologie, ela onstitue ertainement un ra�nement super�u, etl'on onsidère en général qu'une bonne éhelle élémentaire est elle des galaxies(de l'ordre de quelques dizaines de kp) ou des amas de galaxies (de l'ordre de10 Mp), sur laquelle on suppose don la théorie de la gravitation onnue. Unefois une proédure de lissage expliitée, on onstruit un modèle e�etif homogèneen lissant à la fois la distribution de matière et la géométrie. Ce dernier point estessentiel, et 'est la soure des prinipales di�ultés que nous allons aborder, maisaussi des phénomènes majeurs qui di�érenient ette approhe du modèle stan-dard. En e�et, admettons l'existene d'une proédure de lissage 〈·〉, et supposonsque l'Univers est dérit à l'éhelle fondamentale (indiqué par l'indie 0) par leséquations d'Eintein :

G(0)
µν [gµν ] = 8πGT (0)

µν . (7.3.1)Alors, on peut dé�nir un tenseur énergie-impulsion lissé 〈Tµν〉, et une métriquelissée 〈gµν〉 ; mais, à ause de la non-linéarité des équations d'Einstein, il n'y aauune raison pour que la métrique 〈gµν〉 obéisse aux équations d'Einstein pour lamatière lissée [116℄ :
Gµν [〈gµν〉] 6= 〈Tµν〉 . (7.3.2)



7.3. COSMOLOGIE LISSÉE 121Le modèle standard peut être vu omme l'approximation onsistant à négliger ladi�érene (7.3.2) de manière abrupte et sans préaution. Il vaut don la peine des'interroger sur ette approximation en ommençant par ne pas négliger les termessupplémentaires qui peuvent apparaître dans les équations en raison du lissage.



122 CHAPITRE 7. CONSTRUCTION D'UN MODÈLE COSMOLOGIQUE



Chapitre 8Une approhe par le groupe derenormalisationA�n de préiser la disussion initiée à la �n du hapitre préédent, nous al-lons maintenant tenter de lari�er la notion de lissage habituellement impliite enosmologie. Pour e faire, nous serons guidés par la méthode de �oarse-graining�qui est au oeur de la renormalisation dans l'espae réel en théorie statistiquedes hamps1. Les développements qui vont suivre sont tirés de ma leture desartiles de Mauro Carfora, Thomas Buhert et Kamilla Piotrkowska, qui, à maonnaissane, sont les seuls traitements ohérents et lairs de e genre de problème[122, 123, 124, 125, 126℄. Je me bornerai à en donner les prinipaux résultats et àles ommenter, sans détailler les preuves. La première étape de e programme estla dé�nition d'analogues pour le �réseau� et les blos usuels de la renormalisation.8.1 LissageOn se plae dans le adre de la formulation 3+1 de la Relativité Générale(f Annexe B) : l'espae-temps est don feuilleté par une famille (Σt)t∈R
d'hyper-surfaes spatiales. Conentrons-nous sur l'une de ses hypersurfaes, notée Σ pouralléger les notations. Σ est alors une variété di�érentielle riemannienne de dimen-sion 3. De plus, nous supposerons, a�n de pouvoir reouvrir une telle variété parune famille �nie de boules métriques, que Σ est ompate et sans bord. Alors, il estpossible de montrer que, pour une distane d dé�nie sur Σ (le long des géodésiquesde Σ), et pour un réel ǫ positif, on peut toujours trouver un ensemble �ni de Npoints de Σ, (pi)i∈{1,2,..,N} tel que, si l'on dé�nit la boule géodésique (ou métrique)1Pour une introdution aux méthodes du groupe de renormalisation, on pourra se reporter à[120℄ et [121℄. 123



124 CHAPITRE 8. RENORMALISATIONouverte entrée en pi et de rayon ǫ par :
B(pi, ǫ) ≡ {x ∈ Σ, d(pi, x) < ǫ} , (8.1.1)on a :
∀x ∈ Σ, ∃i ∈ 1, 2, ..., N, x ∈ B(pi, ǫ) . (8.1.2)A une éhelle ǫ donnée, on peut don reouvrir Σ ave un nombre �ni de boulesdu type (8.1.1). L'ensemble des boules (B(pi, ǫ))i∈{1,2,...,N} fournit alors un modèledisret de la variété initiale Σ si l'on identi�e tous les points à l'intérieur d'uneboule B(pi, ǫ) au point pi. Pour dé�nir les variables de blo et préiser e réseau,introduisons une suite d'éhelles (ǫn)n∈N telle que l'éhelle initiale est donnée par ǫ0et les autres par : ǫn = (n+1)ǫ0. Ainsi, losque n augmente, on perd en ra�nementde notre réseau. Les variables de blo assoiées peuvent alors être dé�nies, pourune grandeur salaire f donnée par :

ψn(i, f) ≡
∫

B(pi,ǫn)

fdµg , (8.1.3)où µg est la mesure riemannienne assoiée à la métrique g de Σ. Les valeurs de iindiquent à quel point du réseau est reliée la variable de blo ψn(i, f). Ces variablesreprésentent bien des variables de blo au sens de la renormalisation puisqu'ellessuppriment toutes les �utuations du hamp f à des éhelles inférieures à ǫn, quijoue le r�le d'un �ut-o��. Après de longues manipulations, et l'introdution d'unepartition de l'unité sous-tendue par la famille de boules géodésiques, il est possibled'obtenir une relation de réurrene pour es variables de blo, en onsidérant lereouvrement de B(pi, ǫn+1) par les boules à l'ordre n [122℄ :
∀n ∈ N, ψn+1(i, f) =

Ni(n,n+1)
∑

k=1

ψn(k, f) , (8.1.4)où Ni(n, n+ 1) est le nombre d'ensembles ouverts {B(pi, ǫn+1) ∩ B(pj , ǫn)}.La moyenne �naturelle� de f sur Σ dé�nie par :
〈f〉Σ ≡

∫

Σ
fdµg

∫

Σ
dµg

(8.1.5)est alors évaluée, à la préision ǫn, par :
〈f〉ǫn =

∑Nn

k=1 ψn(k, f)
∑Nn

k=1 vol (B(pk, ǫn))
, (8.1.6)où Nn est le nombre de boules du reouvrement à la préision ǫn et vol (B(pk, ǫn)) levolume riemannien de la boule B(pk, ǫn). La variation de ette moyenne au ours



8.2. FLOT DE RICCI-HAMILTON 125d'une transformation de blo faisant passer de ψn(i, f) à ψn+1(j, f) est alors, àl'ordre dominant [122℄ :
〈f〉ǫn+1(ψn+1)−〈f〉ǫn(ψn) =

1

5(n + 1)

(

〈∆f〉ǫn +
1

3
(〈R〉ǫn〈f〉ǫn − 〈Rf〉ǫn)

)

ǫ2n+o(ǫ
2
n) ,(8.1.7)où R désigne le salaire de Rii assoié à la métrique g de Σ. Cette relation meten évidene le fait qu'une proédure de lissage orrete ouple néessairement les�utuations du hamp salaire f aux �utuations de la géométrie sur Σ.8.2 Flot de Rii-HamiltonGrâe au reouvrement par les boules géodésiques, nous avons don pu onstruireune proédure de onstrution de blos pour notre variété disrétisée, ainsi que larelation (8.1.7) qui permet de passer de la valeur moyenne d'un salaire f à lapréision ǫn à sa valeur à la préision ǫn+1. Il est temps maintenant d'introduirele hamp de matière osmologique, et de lui appliquer es résultats. Considéronsdon un �uide parfait barotropique de densité de quadri-vitesse uµ, d'énergie ρ, depression p = ωρ et de densité de moment Jµ ; si l'on note nµ le hamp de veteursorthonormal à Σ, son tenseur énergie-impulsion prend la forme :

Tµν = ρuµuν + p(gµν + nµnν) + 2J(µuν) . (8.2.1)Le hamiltonien de e �uide est donné par :
H(ρ, Ji) = Nρ+N iJi , (8.2.2)où N et N i sont respetivement le lapse et le shift assoiés à la déomposition 3+1.En hoisissant un �ut-o�� initial ǫ0 à une éhelle où la Relativité Générale estvalable, et en appliquant la dé�nition des variables de blo (8.1.3) à f = H(ρ, Ji),nous pouvons mener le programme de renormalisation pour le hamp de matièreen tenant ompte de son ouplage à la géométrie. Si l'on onsidère ρ et Ji ommedes variables aléatoires à l'éhelle ǫ0 distribuées sur le réseau assoié, la loi deprobabilité onjointe P (0)

(

(ρ(k), Ji(k))k∈{1,...,N}

) de trouver le �uide dans l'état
(ρ(k), Ji(k))k∈{1,...,N} sur le réseau s'érit :

P (0)
(

(ψ0(k, ρ, Ji))k∈{1,...,N}

)

=
1

Z
exp (−〈H(ρ, Ji)〉ǫ0) , (8.2.3)où Z =

∑

ρ,Ji
exp (−〈H(ρ, Ji)〉ǫ0) est la fontion de partition du système. A partirde ette probabilité, on peut dé�nir la probabilité P (n)

(

(ψn(k, ρ, J
i))i∈{1,...,Nn}

) de



126 CHAPITRE 8. RENORMALISATIONtrouver les variables de blo à l'ordre n dans un état donné : par réurrene, on a :
P (n+1)

(

(

ψn+1(k, ρ, J
i)
)

i∈{1,...,Nn+1}

)

=
∑

(ψn(k,ρ,Ji))i∈{1,...,Nn}

P (n)
(

(

ψn(k, ρ, J
i)
)

i∈{1,...,Nn}

) ,(8.2.4)où la somme est prise uniquement sur les on�gurations à l'ordre n ompatiblesave la on�guration à l'ordre n+ 1 onsidérée. Si l'on suppose, omme habituel-lement, qu'au ours d'une transformation de blo ψn(k, ρ, J i) ← ψn+1(l, ρ, J
i), lehamiltonien du système garde la même forme fontionnelle, on a :

P (n)
(

(ψn(k, ρ, Ji))k∈{1,...,Nn}

)

=
exp

(

−〈Nρn +N jJnj 〉ǫn
)

∑

ρ,Ji exp
(

−〈Nρ(n) +N jJ
(n)
j 〉ǫn

) ; (8.2.5)e qui dé�nit des densités d'énergie et de ourant renormalisées à l'ordre n : ρ(n)et J (n)
i . A l'ordre 0, où la Relativité Générale est supposée valable, le hamilto-nien H(ρ, Ji) est une partie du hamiltonien total, dit Hamiltonien ADM (pourArnowitt-Deser-Misner) [127, 4℄. Dans e hamiltonien, le lapse N et le shift N isont des multipliateurs de Lagrange, qui sont présents pour assurer la validité desontraintes hamiltonienne et de moments sur la variété spatiale Σ. Ces ontraintess'érivent :

1

det(g)

(

πijπij −
1

2
(πii)

2

)

−R(g) + 8πGρ = 0 (8.2.6)
−2πij;i + 16πG

√

det(g)Jj = 0 , (8.2.7)où le moment onjugué à la métrique πij s'exprime en fontion de la ourbureextrinsèque de Σ : πij ≡√det(g)
(

Kij −Kk
kg

ij
). Ainsi, ρ et J i s'expriment ommedes fontionnelles de la métrique gij. Si l'on suppose que les ontraintes (8.2.6)restent valables à toutes les étapes de la renormalisation, e qui permet de onserverau lapse et au shift leur nature de multipliateurs de Lagrange et don d'assurerl'invariane par di�éomorphismes de la théorie à toutes les étapes, on peut relier

ρ(n) et J (n)
i à une métrique renormalisée g(n) pour tout n. C'est ette métrique quidevient alors l'analogue du ouplage renormalisé de la renormalisation standard.L'e�et du passage des blos d'ordre n aux blos d'ordre n + 1 induit don unerenormalisation (non linéaire) de la métrique :

g
(n+1)
ij = R

(

g
(n)
ij

) , (8.2.8)
R étant l'opérateur formel de renormalisation que nous allons expliiter mainte-nant, et qui dé�nit un �ot dans l'espae des métriques riemanniennes de dimen-sion 3. Pour l'instant, l'opérateur R est disret, mais nous allons passer à la limite



8.2. FLOT DE RICCI-HAMILTON 127ontinue dans l'équation (8.1.7) en onsidérant n très grand et ǫ0 ≪ nǫ0. Alors,l'équation (8.1.7) devient, pour un paramètre ontinu η :
ǫ−1d〈f〉ǫ+η

dη
=

1

15
(〈R〉ǫ〈f〉ǫ − 〈Rf〉ǫ) , (8.2.9)où le terme en laplaien a disparu ar il se réduit à un terme de bord et Σ estsans bord. A�n de satisfaire le prinipe osmologique faible, nous souhaitons queles propriétés à longues distanes de la distribution de matière soient invariantes,'est-à-dire que nous voulons qu'elles ne soient pas a�etées par un hangementsimultané du ut-o� ǫ et de la métrique gij . Cela se tradiut par l'invariane de lafontion de partition :

(

−ǫ ∂
∂ǫ

+ βij(g)
∂

∂gij

)

∑

ρ,Ji

exp
(

−H(ρ, J i)
)

= 0 , (8.2.10)où la fontion β est dé�nie par :
βij(g) ≡ ǫ

∂gij
∂ǫ

. (8.2.11)Une ondition su�sante est alors :
(

−ǫ ∂
∂ǫ

+ βij(g)
∂

∂gij

)

〈Nρ+N iJi〉ǫ = 0 . (8.2.12)En utilisant (8.2.9), on peut alors montrer que la fontion β satisfaisant à (8.2.12)est exatement donnée par :
βij(g) =

∂gij(η)

∂η
=

2

3
〈R(η)〉gij(η)− 2Rij (g(η)) , (8.2.13)où η ∝ ln(ǫ), et 〈R(η)〉 est la ourbure moyennée sur Σ assoiée à g(η). L'équation(8.2.13) est onnue sous le nom de �ot de Rii-Hamilton [128℄. C'est l'équationde renormalisation que nous herhions ii. Elle permet de savoir omment le ou-plage e�etif g hange lorsque l'on fait varier le �ut-o�� ǫ, 'est-à-dire la taillearatéristique de lissage de la osmologie. Σ étant ompat, ette renormalisa-tion doit mener à des lasses d'universalité pour la osmologie sur des distanes�nies, lorsque le �ut-o�� est de l'ordre de la distane de orrélation de la distri-bution de matière. Ce �ot a une propriété intéressante [128℄ : la métrique limite

ḡij = lim
η→+∞

gij(η), si elle est atteinte, est à ourbure onstante. On peut trouversurprenant de prendre ii la limite η → +∞, dans la mesure où l'on a relié η au�ut-o�� spatial sur une variété ompate. Cela vient du fait que la dérivation du



128 CHAPITRE 8. RENORMALISATION�ot de Rii-Hamilton (8.2.13) présentée i-dessus est en fait valable uniquementloalement, pour des petites variations de la taille des blos. Pour une dérivationplus rigoureuse, permettant de passer à la limite, on se reportera à [124℄, où leparamètre d'évolution η perd son sens physique et n'est plus relié à la distanede �ut-o�� ; il devient un simple paramètre �tif permettant de parourir le �otdans l'espae des métriques. A�n d'élairir omplètement le lien entre η et le�ut-o�� spatial, il faudrait résoudre les équations générales de �ot dans l'espaedes métriques, dites équations de Peterson [129℄, qui sont non-linéaires. Le �otde Rii est en fait une linéarisation de es équations. En dimension 3 il existe 8points ritiques di�érents ; on trouvera une disussion et une analyse des points�xes de e �ot dans le ontexte osmologique dans [122, 124℄. Ii, nous nous onten-terons de remarquer e qu'il implique pour la osmologie. Puisque les ontrainteshamiltonienne et de moments sont satisfaites à toutes les étapes du proessus derenormalisation, à la limite où η → +∞, on a :
2

3
K̄ = 8πGρ̄− R̄ , (8.2.14)où K̄ = lim

η→+∞
Ki
i (g(η)), ρ̄ = lim

η→+∞
ρ(g(η)), et R̄ = lim

η→+∞
R(g(η)), R̄ étant uneourbure onstante. La densité renormalisée prend la forme [122, 124℄ :

8πGρ̄ = 8πG〈ρ〉0 + R̄− 〈R〉0 + 〈σijσij〉0 +
2

3

(

〈
(

Ki
i

)2〉0 − 〈Ki
i〉20
) . (8.2.15)Dans ette expression σij = Kij − K l

lgij/3 est le isaillement, et le symbole 〈·〉0représente la moyenne par rapport à la métrique originale. Si l'on dé�nit un para-mètre de Hubble, de façon usuelle par :
H̄2 ≡ 2

9
K̄2 , (8.2.16)l'équation (8.2.14) prend la forme de l'équation de Friedmann lassique :

H̄2 =
8πGρ̄

3
− R̄

3
. (8.2.17)La ourbure R̄ étant onstante, elle s'érit R̄ = 3/a2, où a est le fateur d'éhellede la métrique de Friedmann e�etive ḡ. L'équation de Friedmann (8.2.17) faitdon intervenir une densité d'énergie ρ̄ renormalisée qui n'est pas simplement lamoyenne sur la variété de la densité d'énergie du �uide. C'est e résultat nontrivial qui nous intéresse, et nous verrons au hapitre suivant que nous obtenonsun résultat analogue par une méthode di�érente dans son prinipe, et plus simple :il n'y a a priori auune raison pour que le modèle homogène e�etif à grande



8.2. FLOT DE RICCI-HAMILTON 129éhelle soit stritement un modèle de Friedmann ave une soure lissée naïvement.Une dernière remarque s'impose ii : nous avons lissé la métrique et le hamp dematière de façon onjointe sur une �feuille� d'espae de l'espae-temps, mais le �otde Rii ne donne pas d'équation d'évolution pour le système. Opérationnellement,il faudrait don laisser évoluer le hamp de matière ouplé à la métrique par leséquations d'Einstein, le lissage n'intervenant sur haque hypersurfae Σt qu'unefois que nous onnaissons la solution exate à tout temps. Lisser les onditionsinitiales puis faire évoluer le modèle de Friedmann obtenu ne donne pas la véritablesolution ar évolution et lissage ne ommutent pas. Enore une fois, e point seraélairi par la suite, mais il est important de remarquer que ela implique qu'unUnivers initialement très homogène n'évolue pas forément omme un modèle deFriedmann : si les inhomogénéités roissent en son sein à ause de l'instabilitégravitationnelle, le lissage à un temps ultérieur peut fort bien entraîner l'apparitionde soures supplémentaires non négligeables dans ρ̄.
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Chapitre 9Une approhe par le hamp moyenDans e hapitre, nous allons présenter une approhe mathématiquement plussimple que elle utilisant le �ot de Rii : au lieu de lisser la métrique, nous allonsmoyenner la partie salaire des équations dynamiques. Ce faisant, nous perdronsune partie de l'information ontenue dans la struture géométrique de l'espae-temps, mais nous serons à même de formuler des résultats sur des propriétés inté-grales de la osmologie. Il faut insister sur le fait que notre démarhe est di�érente,et omplémentaire, de elle présentée dans le hapitre préédent : nous ne modi-�ons pas les lois de la physique par une proédure de renormalisation, mais nousonstruisons un modèle dynamique pour les grandeurs intégrales aratérisant laosmologie relativiste. Après avoir introduit le formalisme que nous allons utili-ser, nous présenterons des solutions partiulières ; les premières sont des lois depuissane et la seonde repose sur la théorie de perturbations. La �n de ette par-tie sera onsarée au problème de l'énergie sombre dans ette approhe. A partird'un modèle simple, nous disuterons la nature des méanismes potentiellementà l'÷uvre dans l'Univers tardif, pouvant fournir une origine lassique ('est-à-direformulée dans le adre de la Relativité Générale) à l'énergie sombre. Nous ver-rons ensuite qu'il est possible d'établir une orrespondane entre les osmologiesmoyennées et les hamps salaires osmologiques du modèle standard. Une disus-sion du statut des observations dans le adre des osmologies moyennées onluraes développements.9.1 Cosmologies inhomogènes moyennées9.1.1 Equations loalesOn onsidère, omme dans toute ette partie, un Univers rempli d'un �uideparfait irrotationnel, et dérit dans le ontexte de la Relativité Générale. Le tenseur131



132 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYENénergie-impulsion d'un tel �uide, de quadri-vitesse uµ est alors donné par :
Tµν = (ρ(xσ) + p(xσ))uµuν + p(xσ)gµν , (9.1.1)où ρ et p sont des fontions des oordonnées d'espae-temps représentant respeti-vement la densité d'énergie et la pression du �uide. D'après les résultats présentésdans l'annexe B, on peut alors feuilleter l'espae-temps en onsidérant un ensembled'hypersurfaes spatiales (Σt)t∈R dont le hamp de veteurs normaux unitaires àhaque t est le hamp de quadri-vitesse du �uide uµ(t, xk). Les oordonnées gaus-siennes introduites dans l'annexe B sont partiulièrement pratiques pour dérireette situation, puisqu'elles orrespondent aux oordonnées lagrangiennes pour le�uide, 'est-à-dire qu'un observateur attahé à un élément de �uide n'a pas dedéplaement spatial : ∀i ∈ {1, 2, 3}, ui = 0. Plaçons-nous don dans es oordon-nées :
ds2 = −N2(t, X i)dt2 + gij(t, X

i)dX idXj . (9.1.2)En prenant nµ = uµ = (1/N,~0) dans les résultats de l'annexe B, on obtient alorsles équations ADM (B.0.6)-(B.0.9) :
R−Ki

jK
j
i +K2 = 16πGρ+ 2Λ (9.1.3)

∇iK
i
j −∇jK = 0 (9.1.4)

1

N
∂tgij = −2Kij (9.1.5)

1

N
∂tK

i
j = Ri

j +KKi
j − Λδij − 4πG(ρ− p)δij −

1

N
∇i∇jN .(9.1.6)Ii, la ourbure extrinsèque Kij des hypersurfaes spatiales est reliée très sim-plement à la quadri-vitesse du �uide1 : Ki,j = −uµ;νh

µ
i h

ν
j = −ui;j . On peut déom-poser uµ;ν suivant sa partie symétrique sans trae, σµν , le isaillement de l'élément�uide, et sa trae, θ ≡ uα;α, qui est le taux d'expansion loal de l'élément de �uide[130℄ :

uµ;ν = σµν +
1

3
θhµν −

1

N
uν∂tuµ . (9.1.7)Puis, dé�nissant le isaillement projeté sur Σt : σij ≡ σµνh

µ
i h

ν
j , on a :

Kij = −
(

σij +
1

3
θgij

) , (9.1.8)si bien que la trae de la ourbure extrinsèque est donnée par Ki
i = K = −θ.1Il s'agit d'une dérivée ovariante à 4 dimensions, et non à 3, e qui explique que, bien que

ui ≡ 0, Kij est non nulle, ar elle reçoit une ontribution de Γ0
iju0.



9.1. COSMOLOGIES INHOMOGÈNES MOYENNÉES 133En plus des équations (9.1.3)-(9.1.6), a�n de lore le système d'équations, ilnous faut érire les équations de onservation pour le �uide : T µν;µ = 0. En projetantette relation sur uµ, et sur l'hypersurfae Σt, on obtient :
∂tρ+Nθ(ρ + p) = 0 (9.1.9)
∂ip+

∂iN

N
(ρ+ p) = 0 . (9.1.10)Il faut insister un instant sur les propriétés de ette dernière équation. En l'absenede pression, p ≡ 0, nous voyons qu'elle est onsistante ave une distribution dematière non triviale ('est-à-dire ρ non identiquement nulle) si et seulement si

N = N(t), fontion qui peut être simplement absorbée dans une redé�nition dela oordonnée temporelle t. Au ontraire, si la pression est non identiquementnulle, et non homogène sur les hypersurfaes spatiales, on ne peut pas hoisir deoordonnées spatiales gaussiennes telles que N(t, Xk) soit une simple fontion dutemps. Le type de matière dont le �ot sert à feuilleter l'espae-temps ontraintdon le hoix des oordonnées. On peut également déduire de la projetion deséquations de onservation sur Σt une expression pour la quadri-aélération du�uide aµ :
hµαT

µν
;ν = 0⇔ 1

N
∂tuα = − 1

ρ+ p
(∂αp+

1

N
∂t(p)uα) , (9.1.11)d'où :

a0 = 0 et ai = − ∂ip

ρ+ p
. (9.1.12)En omparant (9.1.12) ave la deuxième équation de (9.1.9), on voit que :

ai =
∂iN

N
. (9.1.13)9.1.2 Modèle moyennéLes équations (9.1.3)-(9.1.6) et (9.1.9)-(9.1.10) établies préédemment, liées àun hoix de oordonnées (par l'intermédiaire du hoix du lapse N) gouvernentla dynamique exate du hamp gravitationnel et de la matière, pourvu que laRelativité Générale et l'approximation de �uide parfait irrotationnel soient va-lables. Cependant, notre but est de onstruire un modèle osmologique ; ommedans le hapitre préédent, nous souhaitons don pouvoir dérire les propriétésphysiques de l'Univers sur les grandes éhelles, sans nous préouper ni de la dis-tribution loale exate de matière, ni de la métrique loale, grandeurs qui sontpar ailleurs di�iles, voire impossibles, à onnaître dans le adre osmologique.C'est pourquoi il nous faut une méthode d'approximation en fontion de l'éhelle



134 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYEN("oarse-graining"), nous permettant de formuler une théorie à une éhelle donnéetout en nous a�ranhissant des détails à plus petite éhelle. Dans e hapitre, nousallons étudier la onstrution de modèles e�etifs homogènes à une éhelle donnée[131, 132, 133℄. Pour les dé�nir, il existe, dans le ontexte de la déomposition3+1 de l'espae-temps, une proédure "naturelle" : prendre les grandeurs salaires
Ψ(t, Xk) et les moyenner sur un domaine lagrangien D ∈ Σt donné, a�n d'obtenirdes grandeurs 〈Ψ〉D (t) ne dépendant plus que du temps :

〈Ψ〉D (t) ≡ 1

VD

∫

D
Ψ(t, Xk)Jd3X , (9.1.14)où J ≡√det(gij) et VD ≡ ∫D Jd3X représente le volume(riemannien) du domaine

D. Hélas, ette proédure n'est bien dé�nie que sur les grandeurs salaires, et nepeut être utilisée pour les veteurs et tenseurs, ar l'opérateur 〈·〉D appliqué à untenseur ne donne pas un tenseur. Nous reviendrons sur e problème à la �n de lasetion. On a la règle de ommutation suivante, pour tout salaire Ψ :
[∂t·, 〈·〉D]Ψ ≡ ∂t 〈Ψ〉D − 〈∂tΨ〉D = 〈NθΨ〉D − 〈Nθ〉D 〈Ψ〉D . (9.1.15)Prenons don la trae des deux dernières équations du système (9.1.3) :

1

N
∂tJ = −JK (9.1.16)

1

N
∂tK = R+K2 − 12πG(ρ+ p)− 3Λ− 1

N
∆N , (9.1.17)où ∆ = ∇i∇i est l'opérateur laplaien spatial. En utilisant la déomposition(9.1.8), la première équation de (9.1.9), ainsi que la ontrainte hamiltonienne, nousobtenons alors le système d'équations salaires :

R(t, ~X) +
2

3
θ2(t, ~X)− 2σ2(t, ~X) = 16πGρ(t, ~X) + 2Λ (9.1.18)

1

N(t, ~X)
∂tJ(t, ~X) = J(t, ~X)θ(t, ~X) (9.1.19)

− 1

N(t, ~X)
∂tθ(t, ~X) + 12πG

(

ρ(t, ~X)− p(t, ~X)
)

= θ2(t, ~X) +R(t, ~X)− ai(t, ~X)ai(t, ~X)

−∇iai(t, ~X) (9.1.20)
∂tρ(t, ~X) +Nθ(t, ~X)

(

ρ(t, ~X) + p(t, ~X)
)

= 0 , (9.1.21)où σ2 ≡ σijσ
j
i /2 est le taux de isaillement.La dynamique d'un domaine spatial D onsidéré omme homogène est entiè-rement aratérisée par l'évolution de son volume (à la forme des bords près) ; on



9.1. COSMOLOGIES INHOMOGÈNES MOYENNÉES 135peut don introduire une quantité adimensionnée, qui traduit les propriétés dumodèle homogène sur le domaine D : le fateur d'éhelle volumique aD dé�ni par :
aD(t) =

(

VD(t)

VDi

)1/3 , (9.1.22)
VDi

étant le volume initial du domaine D. Par analogie ave le modèle de Fried-mann, on appelle fateur de Hubble e�etif la grandeur HD qui véri�e :
3HD ≡ 3

∂taD
aD

=
∂tVD
VD

= 〈Nθ〉D . (9.1.23)Les équations pour e fateur d'éhelle et la matière se déduisent alors dusystème (9.1.18)-(9.1.21) :
6H2

D − 16πG
〈

N2ρ
〉

D = −
(

QD +
〈

N2R
〉

D
) (9.1.24)

3
∂2
t aD
aD

+ 4πG
〈

N2(ρ+ 3p)
〉

D = QD + PD (9.1.25)
∂t
〈

N2ρ
〉

D + 3HD
〈

N2(ρ+ p)
〉

D = [〈·〉D , ∂t·]p+ 〈2N∂tNρ〉D , (9.1.26)ave les dé�nitions :� 3-ourbure moyenne : 〈N2R〉D ;� Bakreation inématique : QD ≡ 2
3

(

〈N2θ2〉D − 〈Nθ〉
2
D
)

− 2 〈N2σ2〉D ;� Bakreation dynamique : PD ≡ 〈N2A〉D + 〈θ∂tN〉D où A ≡ aµ;µ.La bakreation inématique omprend deux termes qui agissent de façons oppo-sées :� le taux de isaillement moyen, 〈N2σ2〉D, qui tend à augmenter le taux d'ex-pansion e�etif HD,� les �utuations moyennes de l'expansion loale, 〈N2θ2〉D−〈Nθ〉
2
D, qui tendentà le faire diminuer.La bakreation dynamique, quant à elle, est formée de l'aélération moyenne

〈N2A〉D et d'un terme di�ile à élairer physiquement, 〈θ∂tN〉D, haun pouvantavoir un signe quelonque. A�n d'assurer la ohérene entre les équations (9.1.24)et (9.1.25), les grandeurs dé�nies i-dessus doivent véri�er la ondition d'intégra-bilité :
∂tQD + 6HDQD + ∂t 〈R〉D + 2HD 〈R〉D + 4HDPD

= 16πG ([〈·〉D , ∂t·]p+ 〈2N∂tNρ〉D) . (9.1.27)L'équation (9.1.26), qui est simplement le résultat de l'appliation de l'opérateurde moyennisation (9.1.14) à la loi de onservation loale de l'énergie, présente unaspet singulier : on voit que pour un �uide dont la pression est non identiquement



136 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYENnulle, la loi de onservation pour les quantités moyennes n'est pas standard, maisfait apparaître un terme de soure non trivial. Ainsi, en général, la densité d'énergiemoyenne du �uide inhomogène n'obéit pas à une loi de onservation analogue àelle d'un modèle de Friedmann. En introduisant une densité d'énergie et unepression e�etives :
ρDeff ≡

〈

N2ρ
〉

D −
1

16πG

(

QD +
〈

N2R
〉

D
) (9.1.28)

pDeff ≡
〈

N2p
〉

D −
1

16πG

(

QD −
1

3

〈

N2R
〉

D +
4

3
PD

) , (9.1.29)(9.1.30)et en utilisant la ondition d'intégrabilité (9.1.27), le système (9.1.24)-(9.1.26)gouvernant la dynamique de hamp moyen se réérit :
H2

D =
8πG

3
ρDeff (9.1.31)

∂2
t aD
aD

= −4πG

3

(

ρDeff + 3pDeff
) (9.1.32)

∂tρ
D
eff + 3HD

(

ρDeff + pDeff
)

= 0 . (9.1.33)Ce système, aussi bien que (9.1.24)-(9.1.26), n'est pas los, au sens où il possède3 inonnues, aD, ρDeff et pDeff , pour seulement 2 équations indépendantes. Cela nedoit pas nous surprendre, dans la mesure où nous n'avons moyenné que la partiesalaire des équations loales. Il faut don, a�n de lore e système, disposer depresriptions, soit sur la struture loale de l'espae-temps, soit sur le modèle ho-mogène sur le domaine D (par exemple à l'aide d'observations). Nous reviendronssur e point dans la suite, et nous disuterons ertaines possibilités pour de tellesrelations de fermeture.9.1.3 Fluide de poussièreLes équations établies i-dessus pour le modèle homogène e�etif sont valablesa priori pour tout type de �uide parfait irrotationnel. Les développements sui-vants, dont l'objet prinipal sera l'état de l'Univers tardif, motivés entre autre parune tentative de ompréhension de l'énergie sombre, nous poussent à onentrernotre attention sur le omportement du modèle e�etif en présene d'un �uide par-fait irrotationnel sans pression, qui dérit onvenablement la matière dominant leontenu de l'Univers tardif. Posons don dans toute la suite de ette partie p ≡ 0.Dans e as, les équations (9.1.24)-(9.1.26) prennent une forme partiulièrementsimple. En e�et, le système (9.1.9)- (9.1.10) montre que le lapse N(t, X i) est unesimple fontion du temps, prise onstante et égale à 1, quitte à redé�nir le temps



9.1. COSMOLOGIES INHOMOGÈNES MOYENNÉES 137oordonné t. De plus, l'aélération donnée par (9.1.13) est alors nulle : ai ≡ 0.Cela entraîne la nullité de la bakreation dynamique : PD ≡ 0, et les équationsdu système e�etif deviennent :
H2

D =
8πG

3
〈ρ〉D −

1

6
(QD + 〈R〉D) (9.1.34)

∂2
t aD
aD

= −4πG

3
〈ρ〉D +

1

3
QD (9.1.35)

∂t 〈ρ〉D + 3HD 〈ρ〉D = 0 , (9.1.36)où la bakreation inématique est maintenant donnée par :
QD =

2

3

(〈

θ2
〉

D − 〈θ〉
2
D
)

− 2
〈

σ2
〉

D . (9.1.37)L'équation de onservation du (9.1.36) s'intègre immédiatement en :
〈ρ〉D = 〈ρi〉D a−3

D ; (9.1.38)e qui traduit simplement le fait que l'énergie totale du �uide ontenu dans ledomaine D est onstante. C'est un résultat assez intuitif pour un domaine qui estomobile ave un �uide sans pression (don sans �ux à travers le bord du domaine).Finalement, l'équation d'intégrabilité pour le système (9.1.34)-(9.1.36) s'érit :
∂tQD + 6HDQD + ∂t 〈R〉D + 2HD 〈R〉D = 0 . (9.1.39)Par analogie ave la osmologie standard, on peut introduire des densités adimen-sionnées e�etives :

ΩD
m ≡

8πG

3H2
D
〈ρ〉D , ΩD

R ≡ −
〈R〉D
6H2

D
et ΩD

Q ≡ −
QD
6H2

D
, (9.1.40)qui obéissent à :

ΩD
m + ΩD

R + ΩD
Q = 1 . (9.1.41)De même, on peut dé�nir un paramètre de déélération e�etif :

qD ≡ − ∂2
t aD

aDH
2
D

=
1

2
ΩD
m + 2ΩD

Q . (9.1.42)Le système formé par (9.1.34)-(9.1.36) et la ondition d'intégrabilité (9.1.39),une fois préisée une ondition de fermeture, onstitue un modèle dynamique ef-fetif gouvernant l'évolution temporelle d'un modèle homogène de la osmologiesur le domaine spatial D. L'identité strite de l'équation de Friedmann e�etive,'est-à-dire de la première équation du système (9.1.34), ave l'équation obtenue



138 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYENà partir du �ot de Rii (8.2.17) est remarquable, et tendrait à prouver que la dé-marhe simple et intuitive présentée ii est potentiellement rihe d'enseignements,et apable de apturer de nombreux phénomènes non triviaux. Il est notammentimportant d'insister sur le fait que la ourbure moyenne 〈R〉D n'est pas, a priori,une ourbure onstante du type friedmannien. En e�et, il est toujours possible deréérire le terme −(QD + 〈R〉D)/6 intervenant dans l'analogue de l'équation deFriedmann en fontion d'une ourbure friedmanienne, et on trouve :
−1

6
(QD + 〈R〉D) = −kDi

a2
D

+
2

3a2
D

∫ aD

1

aQD(a)da . (9.1.43)La di�érene entre 〈R〉D et une ourbure onstante kDi
/a2

D peut don être attribuéeau ouplage entre oubure moyenne et bakreation, expliite dans la onditiond'intégrabilité (9.1.39). Le terme intégral montre que la relation entre ourburemoyenne et ourbure onstante fait intervenir toute l'histoire du terme de ba-kreation entre l'instant initial et le moment où l'on alule la ourbure. Cetteintégrale peut être importante même pour une bakreation faible. Les paramètresadimensionnés pouvant remplaer ΩD
R et ΩD

Q si l'on hoisit de représenter le système(9.1.34) ave une ourbure friedmanienne donnée par (9.1.43) s'érivent :
ΩD
k ≡ −

kDi

a2
DH

2
D
et ΩD

QN ≡
1

3a2
DH

2
D

∫ aD

1

aQD(a)da , (9.1.44)pour lesquels on a : ΩD
R + ΩD

Q = ΩD
k + ΩD

QN .Le ÷ur des osmologies moyennées peut essentiellement être rapporté à lanon ommutativité des opérations d'évolution et de moyennisation exprimée parla relation (9.1.15) qui prend dans le as d'un �uide de poussière la forme suivante :
[∂t·, 〈·〉D]Ψ ≡ ∂t 〈Ψ〉D − 〈∂tΨ〉D = 〈θΨ〉D − 〈θ〉D 〈Ψ〉D . (9.1.45)Si l'on applique la relation (9.1.45) à Ψ = ρ, on obtient :

[∂t·, 〈·〉D]ρ =
∂tS(ρ| 〈ρ〉D)

VD
, (9.1.46)où la fontion S(ρ| 〈ρ〉D) est dé�nie par :

S(ρ| 〈ρ〉D) ≡
∫

D
ρ ln

ρ

〈ρ〉D
Jd3X ; (9.1.47)en théorie de l'information, ette fontionnelle est onnue sous le nom de fontion-nelle de Kullbak-Leibler (f [134℄ pour une disussion et les référenes). S(ρ| 〈ρ〉D)est nulle pour un Univers de Friedmann, dans lequel la densité loale est partout



9.1. COSMOLOGIES INHOMOGÈNES MOYENNÉES 139égale à la densité moyenne : ρ = 〈ρ〉D ; elle est positive pour toute autre on�-guration du hamp de matière (ar sur R∗
+, on a lnx < x − 1). Ainsi, 'est unebonne mesure de la struturation du hamp de matière, et l'on peut dire qu'en tantque telle, elle forme une soure pour la non-ommutativité des opérations d'évolu-tion et de moyennisation. Dans la relation (9.1.46), l'évolution de la fontionnelle

S(ρ| 〈ρ〉D) et elle du volume sont en ompétition dans un Univers en expansion :si le volume roît plus vite que le taux d'évolution de S(ρ| 〈ρ〉D), on atteint laommutation des opérations. En érivant la densité et l'expansion loales ommeune partie homogène et des déviations (non néessairement petites) :
ρ(t, ~X) = 〈ρ〉D (t) + δρ(t, ~X) et θ(t, ~X) = 〈θ〉D (t) + δθ(t, ~X) , (9.1.48)la soure de non-ommutativité s'érit :

∂tS(ρ| 〈ρ〉D)

VD
= −〈δρδθ〉D . (9.1.49)On voit don que de �l'information� est produite par la struturation de l'Univers('est-à-dire ∂tS > 0) si et seulement si le domaine D ontient plus de régionssous-denses en expansion et de régions sur-denses en ontration que le ontraire.C'est l'état qui semble favorisé par la formation des strutures dans un Univers enexpansion, omme tendent à le montrer les simulations numériques et l'analyse del'instabilité gravitationnelle. La relation (9.1.46) et l'expression (9.1.48) mettentpar onséquent lairement en évidene le lien entre formation des strutures etnon ommutativité du lissage et de l'évolution. Toute la question est de savoir sila variation de �l'entropie� S peut dominer l'e�et de volume a�n de faire roître lanon-ommutativité, ou si, au ontraire, on peut négliger ette non-ommutativitédans la mesure où, dynamiquement le rapport ∂tS/vD tend vers 0 au ours del'évolution de l'Univers. C'est don un adre bien posé pour tester la validitédes modèles de Friedmann. Finalement, remarquons que la relation (9.1.49) nouspermet d'obtenir une borne supérieure à la non-ommutativité ; en e�et, grâe àl'inégalité de Cauhy-Shwarz, on peut érire :

∣

∣

∣

∣

∂tS(ρ| 〈ρ〉D)

VD

∣

∣

∣

∣

≤ ∆ρ∆θ , (9.1.50)où ∆ρ ≡
√

〈δρ2〉D et ∆θ ≡
√

〈δθ2〉D sont les amplitudes des �utuations dansla densité de matière et le taux d'expansion, respetivement. Dans la suite dee hapitre, nous allons tout d'abord explorer diverses façons de lore le système(9.1.34)-(9.1.36) a�n d'en donner une solution. Puis, nous disuterons de la possi-bilité d'expliquer l'énergie sombre dans e ontexte, avant d'ouvrir quelques pistesonernant le lien de es modèles moyennés ave les observations.



140 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYEN9.2 Etudes de quelques solutionsLe système (9.1.34)-(9.1.39) n'est pas los, dans le sens où il manque une équa-tion indépendante pour en déterminer la solution omplète. Dans ette setion,nous allons présenter di�érentes façons d'introduire une telle relation de ferme-ture. La première, d'ordre mathématique, onsiste à étudier une sous-lasse desolutions en forme de lois de puissane. La seonde, plus physique, présente unalul expliite des termes de bakreation dans le modèle perturbatif de la rois-sane des strutures.9.2.1 Lois de puissaneDétermination des solutionsCommençons don par onsidérer des solutions de la forme :
QD = QDi

anD ; 〈R〉D = RDi
apD , (9.2.1)où n et p sont deux réels, QDi

et RDi
étant les valeurs initiales de la bakreationet de la ourbure moyenne, respetivement. Ces solutions, bien que n'ayant auunejusti�ation physique, ont l'avantage d'être simples, et de pouvoir onvenablementapproher le omportement des termes de bakreation et de ourbure moyennesur un temps su�samment ourt. Elles ont été étudiées dans [135℄. En réérivantl'équation d'intégrabilité (9.1.39) sous la forme :

a−6
D ∂aD

(

a6
DQD

)

+ a−2
D ∂aD

(

a2
D 〈R〉D

) , (9.2.2)et en introduisant les solutions (9.2.1) dans ette relation, on trouve deux asdistints de solutions :� n 6= p : alors la seule solution est :
QD = QDi

a−6
D et 〈R〉D = RDi

a−2
D ; (9.2.3)� n = p : alors on a une famille de solutions paramétrée par le rapport r =

QDi
/RDi

de la bakreation et de la ourbure moyenne2 :
QD = r 〈R〉D = rRDi

a
n(r)
D ave n(r) = −2

1 + 3r

1 + r
si r 6= −1 ; (9.2.4)si r = −1, il n'y a pas de solution non identiquement nulle.2Ce rapport dépend en fait du domaine D, mais nous avons supprimé la référene à ettedépendane évidente par soui de larté d'ériture.



9.2. ETUDES DE QUELQUES SOLUTIONS 141Le premier type de solution (9.2.3) orrespond au as où haque terme del'équation (9.2.2) s'annule indépendamment de l'autre. D'une ertaine manière,on peut don dire que ette solution traduit une situation où la bakreationet la ourbure moyenne sont déouplées et évoluent indépendamment ; et étatdu système mène à une ourbure moyenne exatement identique à une ourbureonstante friedmannienne, et à une bakreation évoluant omme 〈ρ〉2D. Au oursde l'expansion du domaine D, ette solution tend don rapidement vers un étatave une simple ourbure onstante, et nous dirons qu'il orrespond à un étatquasi-friedmannien. Au ontraire, la forme de la famille de solutions (9.2.4) tra-duit, au moins pour r 6= 0, un ouplage très fort entre la bakreation et la our-bure moyenne, puisqu'elles évoluent exatement de la même manière. Le ouplage,générique et apparent dans l'équation (9.1.39), peut don être vu omme étantresponsable d'un soutien de la bakreation à des niveaux plus élevés que dansla solution quasi-friedmannienne (du moins pour r > −1), grâe à un �réservoir�représenté par la ourbure moyenne. Il est important de remarquer que l'équation(9.2.2) est linéaire dans les quantités QD et 〈R〉D, si bien que la ombinaison li-néaire de deux solutions est enore une solution. En partiulier, on peut toujoursajouter un terme en 1/a2
D à la oubure moyenne. Notons �nalement que seuls lesas r = 0 et r = −1 pour les solutions (9.2.4) mènent à un Univers friedmannien(mais dépendant de l'éhelle) respetivement ave et sans ourbure onstante (ausens friedmannien).Paramètres osmologiques e�etifsLes paramètres osmologiques adimensionnés (9.1.40) et (9.1.44) obéissent,pour les solutions en lois de puissane (9.2.4) à des relations additionnelles trèssimples :

ΩD
Q = rΩD

R (9.2.5)
ΩD
k = (1 + r)a

4r
1+r

D ΩD
R = (1 + r)

H2
Di

H2
D
a2
DΩD

R . (9.2.6)La relation (9.2.6) montre maintenant très lairement que la ourbure friedman-nienne ΩD
k n'est pas, en général, la ourbure moyenne d'un Univers inhomogène :dès que la bakreation inématique est présente ('est-à-dire dès que les distri-butions de matière et de ourbure sont présentes), son ouplage à la ourburemoyenne peut faire évoluer ette dernière de façon très di�érente d'une ourbureonstante. Si l'on évalue ette expression de la ourbure friedmannienne à l'instantinitial, on peut relier la ourbure onstante à la ourbure moyenne initiale par :

kDi
=

1 + r

6
RDi

. (9.2.7)



142 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYENUne remarque antiipant légèrement sur le programme à venir : si l'on souhaite ex-pliquer l'énergie sombre par la présene des �utuations dans le hamp de matière,on peut identi�er le terme ΩD
QN omme la soure de l'énergie sombre ; alors il doitprendre une valeur d'ajustement ΩF

Λ aujourd'hui dans un modèle de Friedmanne�etif. La valeur de ΩF
Λ dépend naturellement de la valeur initiale de ΩD0

k (e quin'est pas le as pour un modèle de Friedmann "vrai") :
ΩF

Λ = ΩD0

k a
n(r)+2
D0

. (9.2.8)Cette relation permet de ontraindre les valeurs de r ompatibles ave les valeursdu meilleur ajustement aux données des paramètres friedmanniens e�etifs ΩF
Λet ΩD0

k (à ondition de onnaître aD0
) [135℄. Remarquons �nalement que pourles solutions en lois de puissane, le modèle est très onservatif en e qu'il forele terme ΩD

QN à s'annuler stritement à l'instant initial, alors que, si et instantinitial est �xé au moment de l'émission du fond de rayonnement osmologique,par exemple, les observations permettent à e terme, de valoir quelques pourents3[136, 137, 138℄.Espae des solutionsNous allons maintenant étudier l'espae des solutions orrespondant à la famille(9.2.4). Cet espae possède deux dimensions, ar les trois quantités aratéristiques
ΩD

Q, ΩD
R et ΩD

m sont soumises à la ontrainte ΩD
Q + ΩD

R + ΩD
m = 1. Dans le as dessolutions en loi de puissane, toutes les propriétés des solutions sont rédutiblesà la valeur du paramètre r. Pour représenter l'espae des solutions, on hoisit,plut�t que deux densités adimensionnées e�etives, de aratériser le système parsa position dans le plan (ΩD

m, q
D). On a en e�et simplement :

qD =
2r

1 + r
+

1− 3r

2(1 + r)
ΩD
m = −n + 2

2
+
n+ 3

2
ΩD
m , (9.2.9)de sorte qu'une solution en loi de puissane donnée est dérite par une droite dansle plan (ΩD

m, q
D). De plus, on peut voir que toutes les droites orrespondant à une loide puissane se roisent au point (1, 1/2) qui orrespond à un Univers d'Einstein-deSitter friedmannien plat. Cet espae de solution est présenté sur la �gure 9.2.1, oùnous avons restreint l'analyse au as ΩD

m ≤ 1. Les �èhes représentent l'évolutiondes solutions le long des droites aratérisées par (9.2.9) au ours de l'expansion3Cei vaut en tant qu'il est onsidéré omme un terme de quintessene, e qui reste ques-tionable. Il vaudrait mieux le onsidérer à partir de son origine physique dans les modèles in-homogènes, et nous reviendrons sur e point dans la sous-setion suivante onsarée au modèleperturbatif.



9.2. ETUDES DE QUELQUES SOLUTIONS 143de l'Univers. Elles se déduisent des relations :
qD(aD) =

1

2

1 + c1a
n(r)+3
D

1 + c2a
n(r)+3
D

(9.2.10)
ΩD
m =

1

1 + c2a
n(r)+3
D

, (9.2.11)dans lesquelles c1 = 4rc2/(1+r) et c2 = (1−ΩDi

m )/ΩDi

m . On voit don que l'Universfriedmannien d'Einstein-de Sitter est un point-selle dans e diagramme, les attra-teurs étant situés sur la demi-droite orrespondant à ΩD
m = 0, et qD < 0.5. Unesolution réaliste au problème de bakreation a peu de hanes d'être une simpleloi de puissane (ar la formation des strutures, qui �nourrit� la bakreation, estun proessus omplexe et transitoire) ; une solution plus réaliste peut être obtenueen onsidérant une ombinaison linéaire de loi de puissane :

QD =
∑

i

αia
p(i)
D . (9.2.12)Alors, la trajetoire est ourbe dans l'espae des solutions, et on peut loalementl'approximer par une droite assoiée à une loi de puissane donnée. Par ette suitede transition entre des lois de puissane �pures�, elle est dynamiquement onduitevers les attrateurs ités i-dessus, si l'un des p(i) est égal n(r) = −2(1+3r)/(1+r)ave r < 1/3 ; dans le as ontraire, elle tend vers le point-selle d'Einstein-de Sitter.9.2.2 Bakreation à partir des perturbationsLes solutions présentées i-dessus sont simples, mais ne sont pas motivées phy-siquement. Nous allons don voir ii un exemple expliite de alul de l'e�et des�utuations, grâe à un développement perturbatif. Les résultats présentés dansette setion sont inspirés de [139℄. Si l'on suppose que l'Univers est très prohe del'homogénéité au moment du déouplage, e qu'indique la struture des �utua-tions du fond de rayonnement osmologique, on peut essayer de dérire l'Universomme étant prohe d'un modèle de Friedmann, ave de petites perturbationsdans la métrique et la distribution de matière. Cette desription semble éhouer,sur les petites éhelles, à dérire l'Univers tardif [140, 141℄, mais nous pouvonssuivre les modes de la bakreation issus de ette théorie de perturbations entre lefond de rayonnement et aujourd'hui, sans préjuger de l'existene (ou non) d'autresmodes. Plaçons-nous don dans un Univers rempli d'un �uide parfait irrotationelde poussière. A�n de respeter la forme de la métrique adoptée jusqu'ii, (9.1.2)ave N ≡ 1, nous onsidérerons les perturbations dans la jauge synhrone :

ds2 = −dt2 + a2(t) ((1− 2Ψ)δij +Dijχ) dxidxj , (9.2.13)
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Fig. 9.2.1 � Espae des solutions en lois de puissane dans le plan (ΩD
m, q

D). Chaquesolution, indexée par une valeur de r, orrespond à une droite passant par le modèlefriedmannien d'Einstein-de Sitter plat (1, 1/2). La ligne vertial orrespondant à
(1, qD) n'est pas assoiée à une solution au problème de bakreation. Elle est enfait dégénérée sur le point (1, 1/2).



9.2. ETUDES DE QUELQUES SOLUTIONS 145où Ψ et χ sont les perturbations salaires de la métrique et Dij ≡ ∂i∂j − 1
3
δij∆, ∆étant le laplaien standard de l'espae eulidien à trois dimensions. On déomposeégalement la densité d'énergie du �uide en une partie d'ordre 0 homogène ρ̄ et uneperturbation d'ordre 1, δρ. Les solutions de e modèle perturbatif sont onnues etsont données par [139℄ :

Ψ(t, ~x) = A(~x)t2/3 +B(~x)t−1 + ζ(~x) (9.2.14)
χ(t, ~x) = C(~x)t2/3 + E(~x)t−1 . (9.2.15)

A, B, C, E et ζ sont des onstantes d'intégration reliées aux onditions initiales,et qui véri�ent :
A = −1

6
∆C , B = −1

6
∆E et ζ =

5

9

a2
0

t
4/3
0

C . (9.2.16)Notons qu'elles sont en relation ave le hamp gravitationnel non osmologique ϕdé�ni par ∆ϕ(~x) = 4πGa2δρ :
ϕ(~x) = −3

5
ζ(~x) = − a2

0

3t
4/3
0

C(~x) . (9.2.17)Notons en�n que le fateur d'éhelle friedmannien a obéit à :
a(t) = a0

(

t

t0

)2/3 . (9.2.18)Grâe à ette solution, nous pouvons déduire l'évolution de la bakreation etde la ourbure moyenne.9.2.3 Calul au premier ordreAu premier ordre, l'élément de volume riemannien J prend la forme :
J = a3(1− 3Ψ) . (9.2.19)Si l'on onsidère une grandeur G(0) d'ordre 0, 'est une pure fontion du temps,don sa moyenne est naturellement donnée par sa valeur. Pour une grandeur dupremier ordre G(1), d'après (9.2.19), on a, au premier ordre :

〈

G(1)
〉

D ≡
∫

DG
(1)Jd3x

∫

D Jd
3x

=

∫

D G
(1)d3x

∫

D d
3x

. (9.2.20)Si l'on note 〈G〉E la moyenne eulidienne de G, on a don : 〈G(1)
〉

D = 〈G(1)〉E, sibien que la perturbation dans l'élément de volume ne joue auun r�le au premierordre.



146 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYENLes grandeurs loales qui nous intéressent s'érivent de plus, dans la jaugesynhrone, au premier ordre :
θ = 3

ȧ

a
− 3Ψ̇ (9.2.21)

σij =
1

2
Di
jχ̇ (9.2.22)

R = 12Ψ̈ + 18
ȧ

a
Ψ̇ . (9.2.23)Notons que R est une quantité du premier ordre, don :

〈R〉(1)D = 〈R〉E =
16〈A〉E
3t4/3

+
12〈B〉E
t3

, (9.2.24)De plus, σijσji et 〈(θ − 〈θ〉D)2〉D sont des quantités du seond ordre, don on a :
Q(1)

D = 0 (9.2.25)au premier ordre.Notons que 〈R〉(1)D possède deux ontributions qui, d'après (9.2.18) sont res-petivement proportionnelles à a−2 et a−9/2, si bien qu'au premier ordre le termedominant orrespond à une simple ourbure onstante friedmannienne. De plus,d'après (9.2.16), les onstantes 〈A〉E et 〈B〉E peuvent se réérire, en terme de C etde E omme des termes de surfae, 'est-à-dire omme des intégrales sur le bord
∂D du domaine D.9.2.4 Calul au deuxième ordreA priori, il peut paraître di�ile de aluler les orretions dues à la bakrea-tion au seond ordre, ar la détermination de la solution pour les perturbations auseond ordre met en jeu des aluls longs et di�iles. Heureusement, pour alulerles termes moyennés 〈R〉D et QD, nous allons voir qu'il su�t de onnaître la so-lution au premier ordre. Une analyse des moyennes montre qu'au deuxième ordre,on a :

〈

G(1)
〉

D = 〈G(1)〉E − 3〈ΨG(1)〉E + 3〈G(1)〉E〈Ψ〉E (9.2.26)
〈

G(2)
〉

D = 〈G(2)〉E , (9.2.27)oùG(1) etG(2) sont des quantités du premier et du deuxième ordres respetivement.En déomposant : θ = θ(0) + θ(1) + θ(2), et en utilisant (9.2.26), on a alors :
〈

θ2
〉

D − 〈θ〉
2
D = 〈θ(1)2〉E − 〈θ(1)〉2E . (9.2.28)



9.2. ETUDES DE QUELQUES SOLUTIONS 147De plus, on voit immédiatement que σ2 = 1
8
Di
jχ̇D

j
i χ̇ implique uniquement desproduits de grandeurs du premier ordre, ar χ ne possède pas de ontributiond'ordre 0. Ainsi, on peut aluler QD, qui est du deuxième ordre, en utilisantuniquement des quantités du premier ordre, puisqu'elle n'est onstituée que deproduits de grandeurs du premier ordre. Tous aluls faits, on trouve :

Q(2)
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+
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, (9.2.29)ave :
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iC〉E (9.2.30)

SD
2 = −8 (〈AB〉E − 〈AB〉E − 〈A〉E〈B〉E) +

1

3
〈Di

jCD
j
iE〉E (9.2.31)

SD
3 = 6

(

〈B2〉E − 〈B〉2E
)

− 1

4
〈Di

jED
j
iE〉E . (9.2.32)En utilisant les relations (9.2.16), on peut, par une série d'intégrations par partie,et en notant que ∂∂D = 0, 'est-à-dire que le bord de D n'a pas de bord, montrerque SD

1 , SD
2 et SD

3 se réduisent à des intégrales sur le bord ∂D de D. De plus,omme l'on a (9.2.18), on voit que QD présente trois ontributions :� elle impliquant "l'autoorrélation" des modes roissants, SD
1 , évolue en a−1 ;� elle impliquant "l'autoorrélation" des modes déroissants, SD

3 , évolue en
a−6 ;� elle impliquant la "orrélation roisée" des modes roissants et déroissants,
SD

2 , évolue en a−7/2.Il nous faut maintenant aluler 〈R〉D au seond ordre ; ependant, omme
R = −θ2 − 4θ̇ − 3Ki

jK
j
i , le deuxième terme, θ̇, introduit une dépendane dans ledeuxième ordre, θ(2) de θ, et nous ne pouvons plus, a priori, nous ontenter d'uti-liser uniquement les perturbations au premier ordre. Heureusement, la onditiond'intégrabilité (9.1.39) est une relation non perturbative, qui, étant linéaire dansles solutions QD et 〈R〉D, est a fortiori vraie à l'ordre 2. Comme nous onnaissons

Q(2)
D , il nous su�t don d'utiliser (9.1.39) pour déterminer 〈R〉(2)D . Pour ela, il nousfaut HD au premier ordre. Comme θ = 3ȧ/a− 3Ψ̇ au premier ordre, on a

HD =
ȧD
aD

=
ȧ

a
− 〈Ψ̇〉E , (9.2.33)au premier ordre. Soit, toujours au premier ordre :

ȧD
aD

=
2

3t
− 2

3t1/3
〈A〉E +

3〈B〉E
t2

; (9.2.34)



148 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYENd'où l'on déduit, au premier ordre :
aD
aD0

=
t
2/3
0

a0

(

(1 + 〈A〉Et2/30 + 〈B〉Et−1
0 )a− 〈A〉Et

2/3
0

a0

a2 − a
3/2
0 〈B〉E
t0

a−1/2

) .(9.2.35)En utilisant (9.1.39), on obtient alors une équation di�érentielle d'ordre 1 pour
〈R〉(2)D , qui, une fois résolue, donne :
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αD
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+
αD
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t4/3
+
αD

3

t7/3
+
αD

4

t3
+
αD

5

t4
. (9.2.36)Les αD

i sont des onstantes qui dépendent des A, B, C et E, mais également, pour
α2, d'une onstante d'intégration qui n'est pas déterminée par ette méthode. Lesparties dépendant des A, B, C et E peuvent enore s'érire omme des termes debord (intégrales sur ∂D).Si l'on résume les résultats présentés i-dessus, nous pouvons don érire qu'auseond ordre de la théorie de perturbations, on a :
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(9.2.37)
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+
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4 + 12〈B〉E
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+
αD
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t4
.(9.2.38)On voit don que seuls les termes en t−4/3 et t−3 reçoivent des ontributionsd'ordre 1, les autres termes étant d'ordre 2. On onstate que l'un des modes évolueen a−1, don déroit plus lentement que la densité de matière : au ours de l'ex-pansion, la bakreation aquiert de plus en plus d'importane ; ependant, il fautnoter que dans e alul perturbatif, le oe�ient de e mode est d'ordre deux,don plus faible que le oe�ient pour la densité de matière, qui est d'ordre 0.Aux temps longs, on peut négliger les autres modes et érire :

QD ∼
SD

1

a
, (9.2.39)et, d'après le développement de aD (9.2.35), SD
1 étant d'ordre 2 :

QD ∼
SD

1 aD0

t
2/3
0 aD

. (9.2.40)Le développement perturbatif entraîne don l'apparition d'un terme déroissantmoins vite que la densité de matière dans le modèle e�etif moyenné de l'Universtardif : la bakreation est un e�et qui pourrait avoir un e�et non négligeable



9.3. ENERGIE SOMBRE ET BACKREACTION 149dans le adre d'une osmologie de haute préision (f [139℄ pour une disussionsur le lien entre les onstantes et les observables physiques). En�n, nous avons vuque les onstantes de e modèle se réduisent à des termes de bord, e qui n'estpas le as pour un traitement totalement non perturbatif de la bakreation. Ene�et, ette propriété est une réminisene de e qui se passe dans l'approxima-tion newtonienne [142℄, et vient de e que l'élément de volume friedmannien seréduit à l'élément de volume eulidien. Dans le as général, les termes intégrés nepeuvent s'érire omme des divergenes pures ('est la di�érene entre la diver-gene de la vitesse ui,i qui intervient dans le formalisme newtonien, et la traede la ourbure extrinsèque Kij , qui la "remplae" en Relativité Générale). Pourlari�er e point, il serait intéressant de traiter les ordres supérieurs, pour lesquels"l'astue" utilisée ii, onsistant à aluler les grandeurs à l'ordre 2 uniquementgrâe aux perturbations à l'ordre 1 et à la ondition d'intégrabilité, ne peut plusêtre appliquée ; l'exploration de ertaines méthodes non perturbatives pourraitaussi onstituer un élément intéressant. Pour onlure ette disussion du modèleperturbatif, alulons la fontionnelle de Kullbak-Leibler (9.1.47) au deuxièmeordre. En ne onsidérant que les modes roissants pour une raison de simpliité,on trouve, tous aluls faits :
S = β1t

7/3 + β2t
4/3 . (9.2.41)C'est don bien une fontion roissante : la struturation de l'Univers agit ainsiomme une soure de non-ommutativité.9.3 Energie sombre et bakreationLes deux phénomènes qualitativement les plus importants dans l'Univers tar-dif sont la formation (non linéaire) des strutures osmologiques, et la faiblessedu �ux lumineux nous parvenant des Supernovae de type 1a lointaines, faiblesseinterprétée, dans le adre des modèles de Friedmann, omme un e�et de l'aélé-ration de l'expansion. Il est don tentant d'essayer de relier es deux phénomènes ;d'autant plus que si la struturation de l'Univers était responsable de l'aéléra-tion de l'expansion (vraie ou apparente), le problème de la oïnidene, que nousavons signalé dans la première partie, serait résolu de fato. Exhiber une originelassique au problème de l'énergie sombre permettrait également de s'abstraire dureours à des soures "exotiques", souvent phénoménologiques, ne respetant pasles onditions d'énergie.Dans ette famille de raisonnements, il existe deux approhes assez di�érentes,de part leurs buts et leurs moyens. La première façon d'aborder le problème del'énergie sombre dans les osmologies inhomogènes onsiste à tenter de rendre



150 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYENompte des observations sans invoquer une aélération de l'expansion. Les pho-tons qui nous parviennent des galaxies lointaines traversent en e�et l'Univers loalqui est aujourd'hui inhomogène, sur des éhelles plus petites qu'environ 100 Mp(f setion 2.1.1 dans la première partie). Les modi�ations apportées à la dis-tane de luminosité par la présene de es inhomogénéités pourraient alors êtreresponsables des e�ets observés sur la relation magnitude/déalage vers le rouge.Une étude détaillée de l'e�et des �utuations sur la distane de luminosité [143℄a montré qu'à l'ordre linéaire de la théorie de perturbations, une telle expliationn'était pas possible. Cependant, l'Univers loal présente des strutures qui sontdéjà dans le régime d'e�ondrement non linéaire. C'est pourquoi un traitement non-perturbatif a été tenté. Une façon ommode de traiter l'Univers loal sans passerpar un modèle de Friedmann perturbé onsiste à lever l'hypothèse d'homogénéitéet à onsidérer un Univers loal à symétrie sphérique autour de l'observateur. Celamène à l'étude des solutions de Lemaître-Tolman-Bondi [144, 145℄ dans un Universrempli d'un �uide de poussière. Cette étude a montré qu'il était possible d'imiterun e�et d'aélération par la présene d'inhomogénéités [146, 147, 148, 149, 150℄.Cependant, de tels modèles inhomogènes doivent naturellement mener à des e�etsde natures di�érentes sur di�érentes observations. Par exemple, il est di�ile devoir omment ils pourraient in�uer de façon onordante sur la distane de lumi-nosité et la distane angulaire, de sorte à rendre ompte des di�érentes mesuresqui supportent l'existene d'une phase d'expansion aélérée. De plus, es modèlesprésentent plus de paramètres libres que le modèle standard ave une onstanteosmologique. Le fait qu'ils puissent expliquer une observation au moins aussi bienque le modèle standard n'est don pas très surprenant. C'est pourquoi leur testruial sera l'élaboration, dans e adre, d'une sorte de modèle de onordane.L'autre approhe est diretement inspirée des osmologies inhomogènes moyen-nées dont nous traitons ii. Ces osmologies, rappelons-le, retiennent du modèlestandard son prinipe le plus marquant : l'homogénéité de l'Univers aux grandeséhelles. Nous l'avons vu, ela permet de onstruire un modèle e�etif homogènesous la forme d'un système dynamique pour les propriétés intégrales de la osmo-logie. Plus suintement, ela revient à dé�nir un fateur d'éhelle e�etif et à enétudier la dynamique. Dans es modèles, l'aélération de l'expansion est réelle ;elle est simplement due au fait que l'on hoisit de dérire notre Univers à l'aided'un modèle homogène alors qu'il est inhomogène en réalité : le �ot géodésiqueloal peut être tel qu'en haque point, le taux d'expansion loal déélère, touten onduisant à un modèle e�etif homogène en expansion aélérée. C'est en esens que l'argument, souvent avané, selon lequel ette aélération dans les mo-dèles homogènes e�etifs n'est pas physique [151℄ est inapproprié : l'argument deontradition est exatement le oeur de la méthode. Déider du aratère phy-sique ou non d'un e�et paraît douteux dans e ontexte : le modèle de Friedmann



9.3. ENERGIE SOMBRE ET BACKREACTION 151est-il physique ? Il suppose la parfaite homogénéité pour dérire la dynamiqued'un objet qui est manifestement plus omplexe. Au ontraire, les modèles e�e-tifs moyennés proposent une proédure expliite de onstrution d'un modèle desgrandes éhelles de l'Univers, modèle qui est en prinipe testable, et qui permet,qui plus est, d'intégrer les modèles de Friedmann dans un adre plus large. Savoirsi la bakreation est e�etivement responsable de l'aélération est un autre pro-blème, d'ordre quantitatif (en bref, a-t-on QD > 4πG 〈ρ〉D dans l'Univers tardif),mais nous avons vu que même dans un traitement perturbatif ette bakreationest bien présente ; bien que faible, elle exhibe dès l'ordre 2, 'est-à-dire dès lepremier ordre auquel elle apparaît, un omportement non trivial qui la fait dé-roître moins vite que la densité moyenne de matière. C'est pourquoi il apparaîtimportant d'étudier et e�et : même s'il ne doit pas mener à une expliation del'énergie sombre, il permet de omprendre la struture d'un modèle homogène, etd'en tester les hypothèses. Une remarque plus pertinente à mon sens onerne leproblème de jauge. Toujours dans [151℄, et plus réemment dans [152℄, les auteursont avané qu'une bakreation importante pouvait être un artefat dû au hoixde oordonnées omobiles. Intuitivement, on peut omprendre ela si l'on se rap-pelle que l'invariane de la Relativité Générale sous les di�éomorphismes permetde dérire l'espae-temps dans n'importe quel jeu de oordonnées. Par exemple, unespae-temps eulidien est aratérisé par un tenseur de Riemann identiquementnul : Rµ
νρσ ≡ 0, et non par une métrique �plate� : si les oordonnées xµ rendentla métrique plate, on peut trouver des oordonnées eµ quelonques telles que danses nouvelles oordonnées, la métrique prenne une forme non apparement plate,mais on aura toujours Rµ

νρσ ≡ 0. Pour notre problème on a de même des �u-tuations qui peuvent apparaître omme des modes dus au hoix de oordonnées.Par onséquent, la bakreation, qui est un e�et des �utuations, peut être fortedans des oordonnées partiulières, alors qu'elle est faible dans un autre système.Jusque là, la remarque des auteurs de [151℄ et [152℄ est tout à fait fondée, et leurrésultat physiquement lair : les oordonnées omobiles sont un hoix partiulierde oordonnées ; si l'on avait hoisi le feuilletage maximal souvent utilisé en Re-lativité numérique [153℄ et dans lequel Kij ≡ 0, la bakreation aurait été nulle.Cependant, il faut rappeller que l'énergie sombre, en tant qu'elle est interprétéeomme due à l'aélération de l'expansion, est un e�et qui trouve sa plae et sonsens physique dans le modèle standard de la osmologie, qui repose lui-même surles Univers de Friedmann. Or, es derniers sont représentés dans des oordonnéesorrespondant à un ensemble d'observateurs omobiles. Dès lors, en quoi l'aé-lération dans les modèles moyennés serait-elle non physique ar due à un hoixde oordonnées ? Peut-être est-elle justement due au fait que l'on singularise desobservateurs omobiles dans un Univers inhomogène qui hoisissent de dérire edernier ave un modèle homogène aux grandes éhelles. Une observation, omme



152 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYENl'énergie sombre, peut n'être qu'un e�et de oordonnées ; il n'y a là auune ontra-dition apparente lorsque l'on préise exatement le programme que l'on poursuit.L'erreur serait patente seulement si l'aélération était un phénomène réellementindépendant des oordonnées, e qui, pour une aélération, serait pour le moinssurprenant.Pour en revenir plus diretement à e problème de l'énergie sombre, il a étédémontré que les �utuations plus grandes que le rayon de Hubble ne pouvaientpas produire d'aélération (elles se somment pour donner une ontribution en
a−2
D dans la ontrainte hamiltonienne moyennée) [154, 155, 140℄. De même, ommenous l'avons vu, jusqu'au seond ordre en théorie des perturbations, l'e�et restetrop faible pour rendre ompte de l'aélération de l'expansion [156, 157, 158, 159℄.La seule possibilité pour expliquer l'aélération dans le ontexte des osmologiesmoyennées reste don un e�et des �utuations plus petites que l'horizon, le modèleprenant en ompte les non-linéarités de façon plus satisfaisante que dans la théo-rie de perturbations ; en fait , un traitement non perturbatif serait sûrement plusorret : les Univers homogènes e�etifs qui sont signi�ativement di�érents d'unmodèle de type friedmannien, dans l'espae des solutions, néessitent une prise enompte rigoureuse du ouplage entre ourbure et �utuations dans la distributionde matière. Il n'est pas sûr que la théorie de perturbations permette de rendreompte de e ouplage. En fait, on ne sait même pas si ette série est bien dé�nie,dans le sens où elle aurait une limite �nie à tout temps [141℄ : dès que les pertur-bations, sous l'e�et de l'instabilité gravitationnelle, sont de l'ordre de grandeur desquantités homogènes, d'une part les développements limités tronqués sont faux,d'autre part la séparation de la métrique en une partie de fond et une perturbationpose un réel problème d'interprétation des données.9.3.1 Prinipe d'une solutionCommençons don par examiner un modèle-jouet [160℄ onstitué de deux ré-gions homogènes et isotropes de type Friedmann disjointes sans nous préouperdes onditions de raord entre es deux régions4. Ce modèle est le plus simpleque l'on puisse imaginer pour modéliser la formation d'une struture : l'une desrégions modélisera une surdensité, et l'autre une sous-densité environnante. Cha-une de es régions est aratérisée par un fateur d'éhelle (ai)i∈{1,2}, et par untaux d'expansion (Hi)i∈{1,2}. L'indie 1 désignera la région sous-dense, et l'indie

2 la région surdense. On a don H1 > H2. Le domaine de moyennisation sera priségal à l'union des deux régions 1 et 2 ; son volume est don simplement donné par :
VD = a3

1 + a3
2 , (9.3.1)4Pour une approhe de e genre de raord, voir, dans un autre ontexte,[161℄.



9.3. ENERGIE SOMBRE ET BACKREACTION 153et le fateur d'éhelle e�etif s'érit :
aD = (a3

1 + a3
2)

1/3 . (9.3.2)On peut alors aluler le taux d'expansion et le paramètre de déélération e�etifsde façon purement inématique :
HD =

a3
1

a3
1 + a3

2

H1 +
a3

2

a3
1 + a3

2

H2 = H1(1− v + hv) (9.3.3)
qD = q1

1− v
(1− v + hv)2

+ q2
vh2

(1− v + hv)2
− 2

v(1− v)(1− h)2

(1− v + hv)2
, (9.3.4)où l'on a dé�ni la fration de volume oupé par la région surdense :

v ≡ a3
2

a3
1 + a3

2

, (9.3.5)et le rapport des taux d'expansion : h ≡ H2/H1 ; en�n, qi est le paramètre dedéélération de la région i. On voit que le taux d'expansion e�etif est simplementla moyenne des taux d'expansion dans haque région, pondérée par le volume dehaque région. Le paramètre de déélération, au ontraire, présente, par le biaisdu troisième terme, une ontribution non triviale. Si l'on onsidère un ensemblede N régions, ave N grand, e terme est relié à la variane de la distribution destaux d'expansion ; il joue exatement le r�le physique et mathématique de QD. Onpeut remarquer que e terme −2v(1− v)(1−h)2/(1− v+hv)2 est toujours négatif(orrespondant à QD > 0) et tend don toujours à aélérer l'expansion moyenne.A�n de simpli�er les aluls, nous onsidèrerons que la région sous-dense 1 estvide. On a alors :
H2

1 = − k

a2
1

, (9.3.6)ave k < 0, si bien que a1 ∝ t. La région 2, elle, est assimilée à un modèle deFriedmann à ourbure positive :
H2

2 =
8πGρ2

3
− k

a2
2

, (9.3.7)ave k > 0. La solution de (9.3.7) peut être représentée sous forme paramétriqueen introduisant φ tel que :
t ∝ φ− sinφ et a2 ∝ 1− cosφ . (9.3.8)

φ varie entre 0 et 2π : pour φ = 0, la région 2 est réduite à un point et l'on est àl'instant initial (Big Bang) ; puis ette région surdense subit une expansion jusqu'à



154 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYENe que φ = π, pour ensuite s'e�ondrer sur elle-même. Ce sénario est singulier en
φ = 2π, mais dans e genre de modèle, on onsidère en général que la strutureen e�ondrement se stabilise (par des proessus non dérit dans le modèle) lorsqueson rayon est égal à la moitié de son rayon au moment où elle a ommené às'e�ondrer, 'est-à-dire pour φ = 3π/2. On peut alors érire :

h =
(φ− sinφ) sinφ

(1− cos φ)2
(9.3.9)

v =
π3f2(1− cos φ)3

π3f2(1− cos φ)3 + 8(1− f2(φ− sin φ)3)
, (9.3.10)où f2 représente la fration d'espae dans la région surdense 2 au moment oùla struture ommene à s'e�ondrer : f2 = v(φ = π). La �gure 9.3.1 montrel'évolution de qD et des densités adimensionnées pour e modèle, ave f2 = 0.3. Onvoit que le modèle e�etif homogène ommene à aélérer lorsque la zone surdenseommene à se ontrater (φ ∼ π). Cela s'explique ar, lorsque ette zone seontrate, la fration de volume qu'elle oupe, v, diminue, donnant de plus en plusd'importane à la zone sous-dense. Simultanément, la ourbure moyenne s'inverse,passant de positive à négative ('est-à-dire ΩD

R passant de valeurs négatives à desvaleurs positves) ; la région sous-dense domine alors l'expansion moyenne ; dansle même temps, la bakreation se stabilise ar la variane du taux d'expansionaugmente, ontrebalançant l'e�et de volume.Cela suggère don un méanisme général pouvant expliquer l'aélération dansles modèles moyennés plus généraux : bien que l'expansion loale déélère en haquepoint, l'expansion moyenne peut aélérer à ondition que la fration de volumeoupé par les vides deviennent su�samment importante. Plus il y a de di�érenede taux d'expansion entre les zones sous-denses et les zones surdenses, plus levolume relatif oupé par les zones sous-denses (dont l'expansion est la plus rapide)roît rapidement, expliquant l'aélération. Cependant, les régions sous-denses nedoivent pas être en expansion trop rapide, sans quoi elles oupent rapidementla quasi-totalité du volume, avant que l'e�et des régions surdenses ait pu êtreressenti. On voit sur la �gure 9.3.2 que dans le modèle à deux zones, l'aélérationse produit lorsque la fration de vide a atteint environ 70%. Si l'on varie le seulparamètre libre du modèle, 'est-à-dire f2, ette valeur reste stable ; f �gure 9.3.3.Bien entendu, l'Univers réel n'est pas rédutible à e modèle à deux zones.Cependant, nous avons pu omprendre qu'il existe un lien fort entre la frationde volume oupé par les zones sous-denses et le phénomène d'aélération. Ilserait intéressant de savoir si la fration de 70%, �universelle� pour le modèle àdeux zones, persiste pour des modèles plus ompliqués et plus réalistes. De toutefaçon, le méanisme que nous avons dérit i-dessus semble robuste, et même sila fration de vides néessaire pour produire l'aélération s'avérait di�érente de
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Fig. 9.3.1 � Figure de gauhe : évolution du paramètre de déélération qD en fon-tion de φ pour le modèle à deux zones ; �gure de droite : évolution des paramètresadimensionnés pour le modèles à deux zones en fontion de φ : ΩD
m est représentépar le trait en pointillés ourts, ΩD

Q est en trait plein, et ΩD
R en pointillés longs.
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Fig. 9.3.2 � Fration de volume oupé par la région vide en fontion de φ dansle modèle à deux zones.
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Fig. 9.3.3 � Fration de vide (gauhe) et paramètre de déélération (droite) enfontion de φ pour le modèle à deux zones. En trait plein : f2 = 0.5 ; en pointillés :
f2 = 0.4 ; en points-longs pointillés : f2 = 0.3 ; en points-pointillés : f2 = 0.2 ; enpoints- pointillés ourts : f2 = 0.1.



9.3. ENERGIE SOMBRE ET BACKREACTION 15770%, l'estimation de la fration de vides dans le passé prohe de notre Universapparaît omme un test ruial des modèles de bakreation. Les estimations dela fration de vides dans l'Univers tardif ne sont pas toutes onordantes, maisplaent elle-i entre 0.6 et 1 [162, 163, 164℄ ; si notre estimation simple de 70%néessaire pour produire une phase d'expansion aélérée s'avérait valable pour desmodèles plus réalistes, es bornes rendraient don l'expliation de l'énergie sombrepar la bakreation tout à fait plausible.Remarquons, pour onlure sur et exemple que la bakreation est très faibledans le modèle orrespondant à la �gure 9.3.1, bien que le modèle soit très di�érentdu modèle standard, essentiellement à ause de la ourbure moyenne. Le fait qu'unebakreation faible puisse avoir un impat important sur la osmologie avait déjàété remarqué pour des modèles newtoniens [165℄ ; ei est d'autant plus vrai lorsquela bakreation est ouplée à la ourbure moyenne.9.3.2 Le morphonLes termes de �utuations QD et de ourbure moyenne 〈R〉D jouent le r�le desoures pour la dynamique du fateur d'éhelle dans le système (9.1.34)-(9.1.36).Traditionnellement, du moins dans les modèles les plus simples, lorsque l'on étu-die l'énergie sombre dans les Univers de Friedmann, elle-i est dérite soit parune onstante (la onstante osmologique), soit par un hamp salaire phénomé-nologique baptisé quintessene, dont nous avons parlé dans la première partiede et ouvrage (voir entre autres, dans la foisonnante littérature sur le sujet :[166, 167, 168, 51, 169, 170℄). L'étude du modèle à deux zones, dans la sous-setionpréédente, a permis de dégager quelques aratéristiques d'une aélération due àla bakreation ; le lien ave la formation des strutures favorise un modèle dyna-mique pour l'énergie sombre : l'amplitude des termes de soure doit a priori varierave le temps, puisque la struturation de l'Univers est elle-même un phénomènedynamique. Si l'on pense que la façon orrete de dé�nir un modèle homogène pourl'Univers passe par la dé�nition de propriétés intégrales, don par l'utilisation dusystème (9.1.34)-(9.1.36), ela indique une possible réinterprétation du hamp dequintessene omme un hamp moyen dû à la roissane des �utuations dans lagéométrie et la distribution de matière à grande éhelle. Nous allons don étu-dier la orrespondane que l'on peut établir entre les soures QD et 〈R〉D et unhamp salaire e�etif. Cette orrespondane a été proposée et étudiée dans [135℄ ;le hamp salaire e�etif est appelé morphon dans le sens où il traduit l'e�et surle modèle homogène de la struture spatiale de la distribution de matière et degéométrie, don la �forme� de l'espae-temps à des éhelles inférieures à l'éhellede moyennisation. Cette orrespondane présente l'avantage de fournir une originephysique laire aux hamps phénoménologiques de quintessene ; par exemple, ellepermet de déterminer l'éhelle d'énergie du potentiel de quintessene en fontion



158 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYENde grandeurs diretement reliées à la struturation de l'Univers, ainsi que la na-ture de e hamp salaire ('est-à-dire le signe de son terme inétique). En�n, unefois la orrespondane établie, tout l'e�ort de reonstrution du hamp salaire dequintessene à partir des observations [171, 172, 173℄ peut être diretement utilisépour ontraindre la bakreation inématique et la ourbure moyenne du modèlee�etif moyenné.Dé�nition et propriétés du morphonDérivons don les soures du système (9.1.34)-(9.1.36) :
ρDeff = 〈ρ〉D −

1

16πG
(QD + 〈R〉D) (9.3.11)

pDeff =
1

16πG

(

1

3
〈R〉D −QD

) , (9.3.12)sous la forme :
ρDeff ≡ 〈ρ〉D + ρDΦ , pDeff ≡ pDΦ , (9.3.13)où :

ρDΦ =
ǫ

2
Φ̇2

D + UD(ΦD) , pDΦ =
ǫ

2
Φ̇2

D − UD(ΦD) . (9.3.14)Les équations (9.3.13) et (9.3.14) onstituent une dé�nition du morphon ΦD munidu potentiel UD(ΦD) ; ǫ vaut 1 ou -1, a�n que le morphon puisse représenter unhamp salaire standard, ou un �fant�me� dont le terme inétique est négatif. Parl'identi�ation des soures (9.3.11)-(9.3.12) et de la dé�nition du morphon (9.3.13),on a alors :
− 1

8πG
QD = ǫΦ̇2

D − UD (9.3.15)
− 1

8πG
〈R〉D = 3UD . (9.3.16)Ainsi, la ourbure moyenne est diretement reliée, par une simple proportionna-lité, au potentiel du hamp salaire e�etif. En insérant (9.3.15)-(9.3.16) dans laondition d'intégrabilité (9.1.39), on trouve l'équation d'évolution pour le hampsalaire :

Φ̈D + 3HDΦ̇D + ǫ
dUD
dΦD

= 0 . (9.3.17)La dynamique du fateur d'éhelle e�etif aD et des hamps est alors exatementelle d'un modèle de Friedmann en présene d'un �uide de poussière et d'un hamp
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H2

D =
8πG

3

(

〈ρ〉D +
ǫ

2
Φ̇2

D + UD(ΦD)
) (9.3.18)

äD
aD

=
4πG

3

(

−〈ρ〉D − 2ǫΦ̇2
D + 2UD(ΦD)

) (9.3.19)
∂t 〈ρ〉D + 3HD 〈ρ〉D = 0 (9.3.20)

Φ̈D + 3HDΦ̇D + ǫ
dUD
dΦD

= 0 . (9.3.21)On peut, dans ette approhe, reformuler le lien que nous avons déjà signalé, lorsde la présentation de la fontionnelle de Kullbak-Leibler (9.1.47), entre état horsde l'équilibre et bakreation. En e�et, le hamp salaire ΦD suggère une dé�nitionsimple des énergies �inétique� et �potentielle� assoiées à la bakreation :
ED
k ≡

ǫ

2
Φ̇2

DVD et ED
p ≡ −UDVD . (9.3.22)Le rapport de l'énergie inétique à l'énergie potentielle est alors donné par :

ED
k

ED
p

= −1

2

(

1 + 3
QD
〈R〉D

) ; (9.3.23)on voit qu'en l'absene de bakreation (tant que 〈R〉D 6= 0), on retrouve une�ondition du viriel� : ED
p + 2ED

k = 0 pour le domaine autogravitant D, et labakreation s'identi�e don à une déviation de l'équilibre sur e domaine. Lesmodèles de Friedmann orrespondent par e biais à une �ondition du viriel� sa-tisfaite à toutes les éhelles.Un exemple de reonstrution : les lois de puissane.A�n d'illustrer l'émergene naturelle des hamps salaires osmologiques lorsde la moyennisation des osmologies inhomogènes, nous allons reonstruire expli-itement le morphon issu des solutions en lois de puissane étudiées en 9.2.1., ennous limitant aux solutions ouplées du type (9.2.4) :
QD = r 〈R〉D = rRDi

a
n(r)
D ave n(r) = −2

1 + 3r

1 + r
. (9.3.24)Grâe à (9.3.15)-(9.3.16), on peut érire :

Φ̇2
D = −ǫRDi

8πG

(

r +
1

3

)

a
n(r)
D (9.3.25)

UD = − RDi

24πG
a
n(r)
D . (9.3.26)



160 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYENCette orrespondane dé�nit don un morphon ayant un potentiel positif pour
RDi

< 0 ; de plus, e morphon est un hamp salaire réel (as que nous onsi-dèrerons par la suite) pour ǫRDi
(r + 1/3) < 0. Si RDi

< 0, le morphon est unhamp salaire standard si r > −1/3, et un �fant�me� si r < −1/3 ; au ontraire,pour RDi
> 0, le hamp est standard pour r < −1/3, et 'est un fant�me pour

r > −1/3. L'inversion du système (9.3.25)-(9.3.26) a�n de reonstruire le potentielpasse par l'intégration de la première équation a�n de trouver ΦD(aD) :
ΦD(aD) =

2
√

ǫ(1 + 3r)(1 + r)

(1− 3r)
√
πG

arsinh(√−(1 + r)RDi

16πG〈ρ〉Di

a
(1−3r/(1+r))
D

)

=

√

−2ǫn(r)

(n(r) + 3)
√
πG

arsinh(√(1 + r)γDi

Rma
n(r)+3
D

) , (9.3.27)où l'on a dé�ni la fration initiale de densités de ourbure et de matière : γDi

Rm ≡
ΩDi

R /Ω
Di

m . Cette relation impose que r 6= −1 et r 6= −1/3. Le as r = −1/3orrespond en fait à une onstante osmologique e�etive ΛD, omme on peut levoir dans (9.3.25) où alors Φ̇2
D = 0. Le as r = −1 est dégénéré, omme nousl'avons signalé dans le setion 9.2.1, puisqu'il orrespond à une annulation de labakreation et de la ourbure moyenne. Le potentiel du hamp salaire s'érit�nalement :

UD(ΦD) =
−(1 + r)RDi

24πG

(

(1 + r)γDi

Rm

)2 (1+3r)
(1−3r)

sinh
−4 (1+3r)

(1−3r)

(

(1− 3r)
√
πG

√

ǫ(1 + 3r)(1 + r)
ΦD

)

=
2(1 + r)

3

(

(1 + r)γDi

Rm

)
3

(n+3) 〈ρ〉Di
sinh

2n
(n+3)

(

(n+ 3)√
−ǫn

√
2πGΦD

) .(9.3.28)Dans e modèle simple, l'éhelle d'énergie du potentiel (9.3.28) est déterminéepar les onditions initiales sur la densité d'énergie moyenne 〈ρ〉Di
et la ourburemoyenne RDi

, faisant expliitement le lien entre le moment où se produit l'aé-lération et la distribution des inhomogénéités dans l'Univers. Le as r = 1/3 estexlu de ette reonstrution ; il orrespond en fait à n = −3, 'est-à-dire à unUnivers de Einstein-de Sitter e�etif ave une densité de matière renormalisée àl'instant initial : 〈ρ〉Di
− RDi

/36πG. Notons que e type de potentiel est onnudans les sénarios de quintessene [168, 174, 175℄. La dérivation du potentiel pré-édente supposait que la densité de matière n'était pas nulle ; dans le as ontraire,la reonstrution du potentiel mène à :
UD(ΦD) = −−RDi

24πG
exp

(

−4

√

ǫ(1 + 3r)

1 + r

√
πGΦD

) . (9.3.29)
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Fig. 9.3.4 � Espae des solutions en lois de puissane, identique à la �gure 9.2.1,ave la forme des potentiels du morphon assoié à haque as.Au fateur de normalisation (1 + r)
(

(1 + r)γDi

Rm

)2(1+3r/(1−3r)) près, qui traduit laprésene de matière, 'est exatement le potentiel (9.3.28) dans la limite ΦD →
+∞. La di�érene entre les potentiels (9.3.28) et (9.3.29) nous indique don om-ment la présene de matière a�ete le morphon : elle modi�e l'éhelle d'énergiedu potentiel, et hange le omportement dynamique du morphon quand le volumedu domaine D est petit (la limite ΦD → +∞ orrespond à aD → +∞ d'après laformule (9.3.27)). Au ontraire, lorsque le domaine est devenu grand, la dynamiquedu morphon rejoint sa dynamique dans le vide, e qui orrespond bien au fait quela densité de matière a été diluée par l'expansion. Les modèles de hamps salairesdé�nis par (9.3.28) orrespondent à une répartition onstante de l'énergie entreénergies inétique et potentielle :

ED
k + ǫ

1 + 3r

2
ED
p = 0 , (9.3.30)et l'équation d'état du morphon est également onstante :

wD
Φ = −1

3

1− 3r

1 + r
= −1

3
(n(r) + 3) ; (9.3.31)on a wD

Φ < −1/3 (don aélération possible) si et seulement si r ∈]− 1; 0[.La �gure 9.3.4 est une reprise de la �gure 9.2.1, où l'on a rajouté le type dehamp salaire orrespondant à haun des as suivants :



162 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYEN� Cas A : pour r ∈ [−1;−1/3], le hamp salaire est un �fant�me� (ǫ = −1)s'éhappant d'un potentiel de la forme UD ∝ sinhβ(αΦD), ave β > 0. Cesmodèles peuvent produire une expansion aélérée.� Pour r = −1/3, le modèle orrespond à la présene d'une onstante osmo-logique e�etive, dépendant de l'éhelle : ΛD = QDi
= −RDi

/3.� Pour r > −1/3, le hamp salaire est standard (ǫ = +1), et l'on a lesdi�érents as :� Cas B : pour r ∈] − 1/3; 0[, le potentiel est de la forme sinhα1(ΦD), ave
α1 ∈] − 4; 0[ ; es modèles orrespondent à des hamps de quintessenequi peuvent produire une expansion aélérée. Au début de l'évolution,lorsque ΦD ∼ 0, le potentiel est assimilable à un potentiel de Ratra-Peebles
UD ∝ Φ−α2

D , ave α2 = 4(1+3r)/(1−3r). Lorsque le hamp devient grand,le potentiel devient une exponentielle : UD ∝ exp(−α3ΦD), ave α3 =
2
√

(1 + 3r)/(1 + r). Ce genre de potentiel ne sou�re pas ii du problèmeposé par la nuléosynthèse aux potentiels exponentiels habituels [176, 166℄,dans la mesure où il émerge durant l'ère dominée par la matière à ausede la moyennisation.� Cas C : pour r ∈]0; 1/3[, le potentiel est toujours de la forme sinhα4(ΦD),mais ave α4 < −4, si bien que le potentiel est trop pentu pour produirede l'aélération.� Pour r = 1/3, le modèle orrespond à un Univers de Einstein-de Sitterave une densité de matière renormalisée.� Cas D : pour r > 1/3, le potentiel s'érit UD ∝ sinhα5 , ave α5 > 4, et lemodèle ne produit pas d'aélération.� Cas E : pour r<-1, le hamp salaire, qui est standard, desend le longd'un potentiel négatif non borné inférieurement. Ce type de hamp salaireest pathologique lorsqu'il est onsidéré omme un hamp fondamental, maisii, le hamp est e�etif, et ne présente don pas, a priori, de problèmed'instabilité. En�n, les quatre as préédents orrespondaient à une ourburemoyenne négative,RDi
< 0, alors que e dernier as se produit pourRDi

> 0.Signalons en�n que tous les modèles ave r < 0 orrespondent à une bakrea-tion positive QD > 0, alors que pour r > 0 on a QD < 0 : autrement dit, pour untaux de onversion r entre la ourbure et la bakreation négatif, les �utuationssont dominées par les �utuations d'expansion, alors que dans le as ontraire,elles sont dominées par le isaillement.9.3.3 Observables : quelques onsidérationsLe système (9.1.34)-(9.1.36) nous donne l'évolution temporelle du fateur d'éhellee�etif aD aratérisant les propriétés dynamiques du domaine D onsidéré ommehomogène. Nous avons, jusqu'à présent étudié un ertain nombre de es proprié-



9.3. ENERGIE SOMBRE ET BACKREACTION 163tés dynamiques, et nous avons vu, sur un exemple simple mais élairant, quela fration de vide dans le domaine D était un paramètre important pour ettedynamique, notamment pour expliquer l'expansion aélérée. La onstrution dumorphon nous a également montré que tous les types de hamps salaires os-mologiques étaient en prinipe reprodutibles par les bakreations, fournissantdon une origine physique laire de es hamps salaires. Cependant, il y a unequestion fondamentale que nous n'avons pas enore abordée ; 'est elle du statutdes observations astrophysiques dans e adre. Cela pose la question de la façondont on envisage la géométrie, 'est-à-dire la façon de mesurer les distanes dansle ontexte des osmologies inhomogènes moyennées. Puisque nous avons onstruitun modèle homogène et la dynamique de son fateur d'éhelle aD, il est loisiblede penser que la géométrie de et Univers e�etif est donnée par la métrique deFriedmann-Lemaître-Robertson-Walker ave le fateur d'éhelle aD. Mais, quelleest alors la ourbure assoiée ? En e�et, les modèles de bakreation impliquentqu'à ause du ouplage entre la bakreation et la ourbure moyenne, ette dernièreévolue, génériquement, de façon di�érente d'une ourbure onstante. En d'autrestermes, les rayons lumineux qui nous parviennent des objets distants traversent unespae-temps inhomogène de ourbure R(t, ~X) ; ette ourbure une fois moyennée,lorsque l'on hoisit de onsidérer l'Univers inhomogène omme homogène, ne seréduit pas à une ourbure en kD/a2
D. L'analyse faite dans le hapitre 8 a montréque le lissage, à temps �xé, de l'espae menait à une partie spatiale de la métriqueorrespondant à elle d'une métrique de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker.Une approximation possible du problème observationnel est alors de onsidérerque :� l'évolution temporelle du modèle homogène est donnée par (9.1.34)-(9.1.36),et nous donne don une fontion aD(t) ;� à haque temps t le domaine D est homogène de ourbure spatialementonstante kD(t).Alors, la métrique e�etive de l'espae-temps peut être prise égale à :

ds2
D = −dt2 +

1

HD0
aD0

a2
D

(

dr2

1− kD(t)r2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

) . (9.3.32)Il faut insister sur le fait que ette métrique, qui n'est évidemment pas homogène,n'est pas une solution des équations d'Einstein pour un �uide de poussière ho-mogène de densité 〈ρ〉D. Mais peu importe. Ii, la dynamique est donnée par leséquations (9.1.34)-(9.1.36), les équations d'Einstein étant véri�ées au niveau �mi-rosopique� ('est-à-dire loalement). La métrique (9.3.32) ne sert qu'à alulerles distanes. On a don un déouplage entre dynamique et géométrie qui trouvesa soure dans le fait d'avoir �foré� la desription homogène d'un Univers non-homogène. L'élément de longueur (9.3.32) est don une presription, inspirée du



164 CHAPITRE 9. UNE APPROCHE PAR LE CHAMP MOYEN�ot de Rii, pour rendre ompte du fait que les photons traversent un Univers in-homogène. Ainsi, les inhomogénéités jouent ii deux r�les distints : elles modi�entla dynamique à grande éhelle par l'intermédiaire du système (9.1.34)-(9.1.36), etelles agissent sur la mesure des distanes à travers la dépendane temporelle non-triviale introduite dans (9.3.32). Dès lors, quelle presription hoisir pour kD(t) ?Un hoix raisonnable doit relier ette ourbure onstante spatialement à un tempsdonné à la ourbure moyenne vraie 〈R〉D. Deux hoix �naturels� sont alors pos-sibles : soit on prend la ourbure friedmannienne (9.1.43) déduite formellement deséquations (9.1.34)-(9.1.36), soit on hoisit de dé�nir kD(t) omme l'éart de 〈R〉Dà une ourbure friedmanienne : 〈R〉D ∝ kD(t)/a2
D. Si l'on fait le premier hoix, kDne dépend plus du temps, par dé�nition, et on perd le ra�nement inspiré du �otde Rii. Choisissons don :

kD(aD) ≡ 〈R〉D (aD)

| 〈R〉Di
| a

2
D . (9.3.33)L'équation des géodésiques pour un rayon lumineux nous parvenant radialementest alors simplement donnée par ds2

D = 0, ave dθ = 0 et dφ = 0.Prenons pour simpli�er le propos une bakreation et une ourbure moyennedonnées par des solutions en lois de puissane (9.2.4) :
QD = r(n)βanD (9.3.34)
〈R〉D = βanD +

k

a2
D
. (9.3.35)

n, β et k sont des onstantes réelles5. Alors, si l'on dé�nit le déalage vers le rougee�etif zD tel que 1 + zD = aD0
/aD, la distane oordonnée obéit à l'équationdi�érentielle suivante :

dr

dzD
= aD0

√

1− kD(zD)r2

ΩD0

m (1 + zD)3 + ΩD0

X (1 + zD)−n + ΩD0

k (1 + zD)2
(9.3.36)

r(0) = 0 , (9.3.37)ave :
kD(zD) = −(n + 6)ΩD0

X (1 + zD)−(n+2) + 4ΩD0

k

|(n+ 6)ΩD0

X a
−(n+2)
D0

+ 4ΩD0

k |
. (9.3.38)5k n'a rien à voir ave la ourbure géométrique e�etive kD.



9.3. ENERGIE SOMBRE ET BACKREACTION 165Dans es expressions, les densités adimensionnées sont dé�nies par :
ΩD
m =

8πG

3H2
D
〈ρ〉D (9.3.39)

ΩD
X = − 2βanD

3(n + 6)H2
D

(9.3.40)
ΩD
k = −ka

−2
D

6H2
D

, (9.3.41)et véri�ent la ontrainte : ΩD
m+ΩD

X +ΩD
k = 1. Ce modèle omporte don seulementtrois paramètres libres.Si on a la solution r̄(zD) de (9.3.36), on peut alors aluler la distane angulairedans notre espae e�etif :

dDA(zD) =
c

HD0

r̄(zD)

1 + zD
. (9.3.42)On a rétabli la vitesse de la lumière pour des raisons pratiques de omparaison auxdonnées observationnelles. La distane de luminosité se déduit alors de (9.3.42) parla relation de réiproité [46℄ : dDL = (1 + zD)2dA(zD) :

dDL =
c

HD0

(1 + zD)r̄(zD) . (9.3.43)Le modèle (9.3.34)-(9.3.35) allié à la presription faite pour la métrique peutalors être ontraint par les données des Supernovae de type 1a. Pour une premièreanalyse, on peut poser k = 0 dans la presription (9.3.34)-(9.3.35). Le modèleomporte alors deux paramètres libres, et les ontraintes données par les Super-novae sont présentées sur la �gure 9.3.5 dans le plan (ΩD0

m , n). Les ontours noirsprésentent les ontraintes pour le modèle standard de onordane ave une éner-gie sombre d'équation d'état onstante wDE = −(n + 3)/3, et les régions oloréesles ontraintes pour le modèle présenté ii. Cette �gure traduit don diretementl'in�uene de la distane de luminosité modi�ée (9.3.43), qui est la seule hose quidistingue les deux modèles. En e�et, la dynamique du fateur d'éhelle est équi-valente dans les deux as ; seule la distane de luminosité n'est pas alulée de lamême manière. L'introdution d'une distane de luminosité du type (9.3.43) déaleles ontours de on�ane vers des plus grandes valeurs de ΩD0

m et les n négatifs.Autrement dit, la prise en ompte d'une ourbure e�etive évoluant ave le tempspermet de rendre ompte des observations des Supernovae à l'aide de modes de ba-kreation du type d'une quintessene, tout en assurant, pour un mode donné, unedensité de matière plus importante que dans le modèle standard orrespondant.Par exemple, dans le modèle onsidéré dans ette sous-setion, le mode dominant
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Fig. 9.3.5 � Contraintes dans le plan (ΩD0

m , n) obtenues à partir des données deSNLS [18℄. Les ontours noirs présentent les résultats pour un modèle standard aveune omposante d'énergie sombre d'équation d'état onstante wDE = −(n+ 3)/3 ;le ontour intérieur délimite la région de on�ane à 1-σ, et le ontour extérieurelle à 2-σ. Les régions olorées présentent les résultats pour le modèle onsidérédans ette sous-setion (jaune à 1-σ et rouge à 2-σ). Meri à Martin Kunz pourette �gure.de la solution perturbative à l'ordre 2 (9.2.40), ave n = −1, est ompatible aveles données et ΩD0

m ∼ 0.3 à 2-σ, alors que sans la modi�ation de la distane deluminosité, il faudrait pour e même mode, ΩD0

m ∼ 0.05. Bien sûr, la solution per-turbative ne permet pas d'atteindre ΩD0

m ∼ 0.3, ar elle est du deuxième ordre,don forément sous-dominante. Mais il est intéressant que l'introdution de façonsimple, dans la géométrie e�etive, d'une ourbure variant ave le temps, per-mette de faire baisser la ontribution perturbative de la bakreation néessairepour expliquer la luminosité des Supernovae d'environ 25%. Cela permet de pen-ser que les e�ets non perturbatifs orrigeant le mode dominant en 1/aD n'ont pasnéessairement besoin d'être très importants.Cette analyse des données demande à être a�née, notamment par l'introdu-tion des ontraintes venant du fond de rayonnement osmologique. Cei est l'objetd'un travail en ours [177℄, dans lequel nous proposerons également une tenta-tive de déduire, statistiquement, des données la présene réelle (ou non) d'un e�etgéométrique de la ourbure variable.
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Chapitre 10ConlusionL'étude de l'Univers en tant qu'objet physique demande une attention par-tiulière aux onditions de validité des théories et des modèles que l'on emploie.L'extrapolation sur de multiples ordres de grandeur des lois dont l'adéquation avel'expériene est avérée dans notre environnement loal doit être soumise à une ins-petion minutieuse et préautionneuse. En e�et, la osmologie, en tant qu'elle sefonde sur des observations astrophysiques, a ei de partiulier par rapport auxautres branhes de la physique qu'elle a pour but de dérire et d'exprimer des loispour un ensemble de phénomènes qui ne sont ni reprodutibles, ni a fortiori ontro-lables par une modi�ation des onditions initiales et des paramètres : l'Univers estdonné une fois pour toute dans l'état où il se trouve. C'est pourquoi la osmologiedoit s'appuyer, plus que toute autre démarhe sienti�que visant à une desriptionde la nature, sur des expérienes de pensée (au sens de la "gedanken experiment"),des simulations numériques et des idéalisations de son objet. Ce faisant, elle doitnéanmoins se garder d'une démarhe anthropoentrique, 'est-à-dire risquant dedonner à l'observateur unique onstruisant la théorie osmologique une plae pri-vilégiée1 : sa quête doit être elle d'un orpus de lois dérivant l'Univers, et nonl'Univers tel qu'il est vu par un observateur sur Terre aujourd'hui2 ou tel qu'il peutêtre dérit à travers les lois valables ii et aujourd'hui. Le prinipe osmologiquefort qui sert de fondement au modèle standard friedmannien de la osmologie estune idéalisation réalisant (à l'exès peut-être) un tel déplaement, puisque les loisosmologiques qui en résultent donnent stritement les mêmes résultats pour tousles observateurs en tout point de l'espae-temps. Par ontre l'extrapolation de la1Le lien entre ette notion de plae privilégiée et l'observateur unique est le remplaement d'unensemble d'expérienes identiques, impossible en osmologie, par une sorte de prinipe ergodiqueonsistant à générer des observateurs virtuels identiques (du point de vue des lois) à l'observateurunique.2Bien sûr, des lois générales dérivant l'Univers doivent être apables de déterminer ommentun observateur sur Terre aujourd'hui voit l'Univers.169



170 CHAPITRE 10. CONCLUSIONRelativité Générale, testée à l'éhelle du système solaire, sur des éhelles osmo-logiques pose un ertain problème de e point de vue. Cette thèse s'insrit dansette démarhe de onstrution d'un modèle osmologique à partir des prinipeset de leur questionnement, ave l'objetif de rendre ompte de l'Univers observéen évitant les éueils d'une desription trop simpli�ée qui aherait l'essentiel dela rihesse de l'objet-Univers dans un seteur sombre énigmatique. Les hampssalaires ont servi de guide et de moyen tehniques à ette démarhe, en tant quemodèles les plus simples de modi�ations au sénario standard.Les théories salaire-tenseur de la gravité, qui font l'objet de la première étudemenée au ours de ette thèse, onstituent un adre théorique puissant pour étu-dier la validité des lois gravitationnelles sur des éhelles de temps et d'espae os-mologiques3, plus spéi�quement pour éluider le statut et la validité du priniped'équivalene. Nous n'avons onsidéré que le as où le hamp salaire addition-nel était ouplé universellement aux hamps de matière, restreignant par là mêmenotre propos à d'éventuelles violations du prinipe d'équivalene fort. Cependant,les modi�ations ainsi apportées à la osmologie sont déjà nombreuses. Nous avonsvu que la dynamique osmologique des théories salaire-tenseur présentait, pourertains types de ouplage, une onvergene naturelle vers la Relativité Générale,permettant de rendre ompte des tests de la gravitation dans le système solaire.Nous avons également esquissé une étude de ette dynamique en présene d'unpotentiel d'auto-interation, présene qui semble, tout en le préservant, omplè-tement renouveler le méanisme de onvergene. Grâe à ette onvergene dyna-mique vers la Relativité Générale au ours de l'histoire osmologique, il est possibled'avoir une théorie de la gravitation qui dévie signi�ativement de la RelativitéGénérale par le passé, par une violation du prinipe d'équivalene fort. Dans eas, le fait que la Relativité Générale soit bien testée aujourd'hui n'assure pas dutout qu'elle soit valable à tous les temps. Cette liberté nous a permis de propo-ser un sénario de nuléosynthèse primordiale alternatif dans lequel, bien que lerapport du nombre de baryons et du nombre de photons soit faible, l'abondanede 7Li synthétisé est en aord ave les observations. La solution repose sur unevariation rapide du ouplage gravitationnel au ours de la nuléosynthèse, ettevariation entraînant une modi�ation du taux d'expansion durant ette période.Les observations nous renseignant sur l'état passé de l'Univers, telle la nuléosyn-thèse ne semblent don pas privilégier une gravitation stritement dérite par laRelativité Générale à tout temps : si l'abondane de 7Li observée est bien ellesynthétisée au moment de la nuléosynthèse primordiale ('est-à-dire si le 7Li n'est3L'étude des violations spatiales du prinipe d'équivalene n'a pas été abordé diretementdans et ouvrage, mais les quelques remarques sur la formation des strutures en donnent unepremière approhe sur laquelle nous reviendrons lorsque nous aborderons les perspetives de etravail de thèse.



171pas détruit par des proessus stellaires), le modèle standard de la osmologie estfae à un problème, que la présene d'un hamp salaire expliitement ouplé àla matière peut résoudre. En ela, l'abondane anormale du 7Li peut apparaîtreomme un signe d'une modi�ation de la gravité au moment de la nuléosynthèseprimordiale. Si tel est le as, une analyse détaillée de la struturation de l'Universdurant l'ère de matière s'impose. En e�et, nous avons vu que les modi�ationsles plus simples apportées au spetre de puissane de la matière et au spetre desanisotropies du fond de rayonnement par les théories salaire-tenseur résolvant leproblème du 7Li ne sont pas déelables dans les données atuelles. Il faudra traiterl'ensemble du problème pour savoir si d'autres manifestations peuvent apparaître ;nous y reviendrons dans le hapitre i-après onsaré aux perspetives.Dans la seonde étude à laquelle s'est attahé e travail de thèse, nous avons tentéde onstruire des modèles génériques pour dérire les propriétés à grande éhelle del'Univers. Cela nous a naturellement mené à une inspetion �ne du prinipe osmo-logique, et nous avons pu onstater que son statut était plus déliat à omprendreque ne le laisse voir le modèle standard. En e�et, omme l'Univers (tardif) est ho-mogène aux grandes éhelles tout en présentant une struture plus omplexe auxpetites éhelles, la onstrution de modèle e�etifs homogènes aux grandes éhelles,que e soit par des méthodes de �ot inspirées du groupe de renormalisation ou pardes moyennisations spatiales simples, fait apparaître que le modèle e�etif est plusrihe qu'un simple modèle de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker. Cela est àrelier au fait que les opérations d'évolution de l'espae-temps et de moyennisationne ommutent pas entre elles. Les soures e�etives supplémentaires ('est-à-direautres que la matière), appelées la bakreation, qui apparaissent alors traduisentla présene de �utuations dans la distribution de matière et dans la géométrie,et ouplent expliitement es �utuations à la ourbure moyenne de l'espae, indi-quant l'importane d'un traitement pleinement relativiste de e phénomène.L'étude de quelques solutions exates a montré que et e�et de bakreation n'étaitpas trivialement négligeable. D'une part, les solutions en lois de puissane ontpermis de replaer le modèle standard friedmannien dans un espae de solutionse�etives homogènes, et de onstater qu'il apparaissait omme un point-selle danset espae, si bien qu'il n'est pas dynamiquement favorisé par la struture de l'es-pae des on�gurations osmologiques ; au ontraire, sa validité serait plut�t uneforme de "onspiration" osmologique permettant l'annulation de tous les e�ets debakreation. D'autre part, un alul en théorie de perturbations friedmanniennesa permis de voir qu'au voisinage de e point-selle, les perturbations mènent natu-rellement à un terme dominant dans la bakreation qui déstabilise le modèle ettend à éloigner la dynamique de son omportement friedmannien. On peut dondire que la bakreation est réellement là dans les modèles homogènes de l'Univers.



172 CHAPITRE 10. CONCLUSIONEn�n, nous avons abordé le lien potentiel entre ette bakreation et le problèmede l'énergie sombre. Il est en e�et tentant de faire le lien entre un e�et diretementrelié à la struturation de l'Univers, et le phénomène majeur de l'histoire tardivede l'Univers onsidéré omme homogène : l'énergie sombre. Cela permettrait ene�et de résoudre le problème de oïnidene : omment se fait-il qu'aélérationde l'expansion et struturation de l'Univers se produisent sensiblement aux mêmesépoques ? L'étude d'un modèle-jouet à deux zones nous a permis de omprendrequ'une aélération e�etive du modèle homogène était reliée diretement à laproportion de vides dans la distribution de matière, et nous avons vu, par l'inter-médiaire du morphon, omment la bakreation pouvait o�rir une origine physiquesimple à l'ensemble des hamps salaires (minimalement ouplés) qui jouent le r�lede quintessene dans le modèle standard. Pour �nir, nous avons initié une méthodepour rendre ompte des données dans le adre des osmologies inhomogènes moyen-nées, en modi�ant, non seulement la dynamique par les soures de bakreation,mais également la façon de aluler les distanes, par une première prise en ompte(approximative) des e�ets de ourbure.Les développements résumés i-dessus, bien que parellaires, permettent de mettreen lumière l'importane ruiale d'une ré�exion sur les prinipes sous-tendant laosmologie. Au moment où la quête de données de plus en plus préises et diver-si�ées nous permet d'avoir aès à une onnaissane détaillée des phénomènes sedéroulant dans l'Univers, on ne peut pas s'en tenir à un modèle paramétrique,fût-il exellent. Au ontraire, il nous faut pro�ter de la qualité de es observationspour améliorer notre ompréhension de l'Univers, en questionnant sans esse lesapproximations qui ont permis de développer nos aniens modèles. En espérant,modestement, jeter quelques faibles lumières sur les zones enore obsures de notreUnivers.



Chapitre 11PerspetivesCe travail de thèse est un début ; début d'un parours de reherhe qui doitmener à préiser davantage les onséquenes osmologiques des sénarios étudiés.Dans ette optique, nous proposons ii quelques pistes qu'il faudra explorer dansla ontinuité des travaux présentés dans et ouvrage.Conernant les théorie salaire-tenseur de la gravité, il reste tout d'abord à onlurelairement quant à l'in�uene du potentiel sur le méanisme de onvergene. D'autrepart, une grande attention doit être donnée à l'étude détaillée de la formation desstrutures dans es théories. L'in�uene des inhomogénéités du hamp salaireest mal onnue et pourrait être ruiale, même à des éhelles bien inférieures aurayon de Hubble (à ause du ouplage expliite). Les simulations numériques, no-tamment, demandent à être sérieusement repensées a�n d'inlure orretement ete�et. Par exemple, les onditions de virialisation des objets en présene d'un hampsalaire, par ailleurs intéressantes par elles-mêmes, doivent être élairies, a�n quel'identi�ation des strutures dans les simulations soit orretes. L'utilisation dela struturation de l'Univers pour disriminer di�érents modèles d'énergie sombrequi sont dégénérés sur les données des Supernovae est une question entrale, etle hamp de ompréhension de ette struturation dans les modèles inluant unhamp salaire est enore largement inexploré. Ce travail, à la fois analytique etnumérique s'insrit dans le prolongement diret de ette thèse.Les osmologies inhomogènes moyennées o�rent également de nombreux prolon-gements néessaires. Citons, par exemple :� l'estimation de onditions initiales pour la bakreation à partir des aniso-tropies du fond de rayonnement osmologique ;� l'extension de la orrespondane ave le morphon dans une ère dominée parun �uide ayant une pression (et le lien possible de ette bakreation avedes hamps salaires non minimalement ouplés) a�n d'étudier des modèles173



174 CHAPITRE 11. PERSPECTIVESin�ationnaires générés par la bakreation, par exemple au début de l'èredominée par la radiation� le développement de méthodes d'estimation non perturbatives de la bakrea-tion, omme le formalisme de Zeldovih relativiste ;� la lari�ation de l'interprétation des données dans le ontexte des modèleshomogènes e�etifs, à savoir le moyen de mesurer les distanes e�etives.� la struture du �ne de lumière moyenné, qui seul peut donner une informa-tion omplète sur l'Univers observé ;� la façon orrete d'implémenter et d'utiliser les simulations numériques enprenant en ompte la bakreation.Cette liste, non exhaustive, montre l'ampleur du travail à aomplir dans e do-maine.En�n, il faut noter que les deux parties de es travaux, séparées ii à des �nsde présentation, se reoupent parfois quant à leurs objetifs et leurs tehniques,justi�ant la néessité de les mener de front.
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Annexe AThermodynamiqueL'objet de et appendie est la présentation suinte de quelques résultats dethermodynamique à l'équilibre. Une étude détaillée des prinipes et des dévelop-pements de la thermodynamique dans un espae en expansion peut être trouvéedans [38, 178℄.La densité d'énergie, la pression et la densité numérique d'un gaz dilué departiules de masse m ayant g degrés de liberté internes sont données par :
ρ ≡ g

(2π)3

∫

E(~p)f(~p)d3p (A.0.1)
p ≡ g

(2π)3

∫ ‖~p‖2
3E(~p)

f(~p)d3p (A.0.2)
n ≡ g

(2π)3

∫

f(~p)d3p , (A.0.3)où f(~p) est la fontion de distribution dans l'espae des phases ; E(~p) est l'énergierelativiste d'une partiule : E2 = ‖~p‖2 +m2. A l'équilibre inétique, la fontion dedistribution est simplement la distribution de Bose-Einstein pour des bosons depotentiel himique µ à la température T :
f(~p) =

1

exp((E − µ)/T )− 1
, (A.0.4)et la distribution de Fermi-Dira pour des fermions de potentiel himique µ à latempérature T :

f(~p) =
1

exp((E − µ)/T ) + 1
. (A.0.5)177



178 ANNEXE A. THERMODYNAMIQUEAinsi, on a, en passant en oordonnées sphériques dans l'espae des phases :
ρ =

g

2π2

∫ +∞

m

E2
√
E2 −m2

exp((E − µ)/T )± 1
dE (A.0.6)

p =
g

6π2

∫ +∞

m

(E2 −m2)3/2

exp((E − µ)/T )± 1
dE (A.0.7)

n =
g

2π2

∫ +∞

m

E
√
E2 −m2

exp((E − µ)/T )± 1
dE . (A.0.8)Puis, en introduisant la variable u ≡ E/T :

ρ =
g

2π2
T 4

∫ +∞

m/T

u2
√

u2 − (m/T )2

exp(u− µ/T )± 1
du (A.0.9)

p =
g

6π2
T 4

∫ +∞

m/T

(u2 − (m/T )2)3/2

exp(u− µ/T )± 1
du (A.0.10)

n =
g

2π2
T 3

∫ +∞

m/T

√

u2 − (m/T )2

exp(u− µ/T )± 1
udu . (A.0.11)Pour des partiules relativistes, T ≫ m, et l'on trouve immédiatement : pR =

ρR/3. Dans ette même limite, pour des photons, dont le nombre n'est pas onservé(penser aux réations telles que le Brehmsstralung : e−+p↔ e−+p+γ), le potentielhimique est nul : µ = 0, et :
ργ =

π2

30
gT 4 , pγ =

π2

90
gT 4 et nγ =

ζ(3)

π2
gT 3 ; (A.0.12)où ζ(3) ∼ 1.202 est la valeur de la fontion ζ de Riemmann en 3. A l'inverse, pourdes partiules non relativistes, T ≪ m, on a :

ρNR = mnNR (A.0.13)
nNR = g

(

mT

2π

)3/2

exp (−(m− µ)/T ) (A.0.14)
pNR = nNRT ≪ ρ . (A.0.15)Pour terminer, introduisons l'entropie d'un domaine omobile S. La seondeloi de la thermodynamique s'érit (on suppose, pour la simpliité que µ = 0) :

TdS = d(ρV ) + pdV = d((ρ+ p)V )− V dp , (A.0.16)où V = a3 est le volume (a étant le fateur d'éhelle, et le volume omobile étantpris égal à 1). La ondition d'intégrabilité (relation de Shwarz) :
∂2S

∂T∂V
=

∂2S

∂V ∂T
(A.0.17)



179permet d'érire :
dp =

ρ+ p

T
dT ; (A.0.18)si bien que l'entropie obéit à :

dS = d

(

(ρ+ p)V

T
+ cste

) . (A.0.19)
S est don donnée, à une onstante près par :

S =
a3(ρ+ p)

T
. (A.0.20)Grâe à la première loi, à l'équilibre thermique : d((ρ+ p)V ) = V dp ; on a don :

dS = 0 . (A.0.21)L'entropie d'un domaine omobile est don onservée, pour des espèes à l'équilibrethermique. La densité d'entropie s = S/V = (ρ+p)/T est dominée par les espèesrelativistes, si bien que l'on a :
s =

2π2

45
gT 3 , (A.0.22)

g étant le nombre de degrés de liberté relativistes. L'expression (A.0.22) montreque la densité d'entropie s est proportionnelle à la densité numérique de partiulesrelativistes. En partiulier, si nγ est la densité numérique de photons, on a :
s ∼ 1.8gnγ . (A.0.23)C'est pourquoi l'on parle d'un Univers ou le nombre de photons est très grandomme d'un Univers ayant une grande entropie.
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Annexe BFormalisme 3+1 de la RelativitéGénéraleBien que la ovariane soit un des piliers de la Relativité Générale, dans les si-tuations où elle doit être appliquées, il est ommode, a�n de dé�nir simplement lesobservables, de déomposer l'espae-temps et la dynamique suivant un ensembled'hypersurfaes spatiales indié par un paramètre a�ne jouant le r�le de dimensiontemporelle. La plupart des espae-temps présentant un intéret astrophysique ouosmologique permettent ette déomposition, dite déomposition 3+1. On trou-vera une étude détaillée de e formalisme dans les ouvrages lassiques [2, 4, 5℄,ainsi que dans une très omplète monographie d'Eri Gourgoulhon [153℄ faisantsuite à un ensemble de ours donnés dans le adre d'un trimestre de RelativitéGénérale à l'Institut Henri Poinaré à l'automne 2006.On appelle surfae de Cauhy une hypersurfae spatiale Σ d'une variété dif-férentiable M telle que toute ourbe ausale (de genre temps ou nul) sans �nintersete Σ en un point et un seul. Une variété (M,(4) gµν) admettant une surfaede Cauhy Σ est dite globalement hyperbolique. La topologie d'une telle variétéest alors :M ≃ Σ × R. Tout espae-temps (M,(4) gµν) globalement hyperboliqueadmet alors un feuilletage par une famille ontinue (Σt)t∈R d'hypersurfaes spa-tiales, 'est-à-dire qu'il existe un hamp salaire réel t dont le gradient n'est jamaisnul, et admettant pour surfaes de niveau les Σt, es dernières ouvrant l'ensembledeM :
∀p ∈M, ∃!t ∈ R, p ∈ Σt . (B.0.1)Dans la suite, on onsidérera un tel espae-temps globalement hyperbolique (M,(4) gµν)feuilleté par une famille (Σt)t∈R d'hypersurfaes spatiales. A�n de onstruire essurfaes, on dé�nit le hamp de veteurs de genre temps nµ orthonormal à Σt,ave nµnµ = −1. Le projeteur sur Σt, hµν =(4) gµν +nµnν , induit alors sur Σt une181



182 ANNEXE B. FORMALISME 3+1 DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALEmétrique 3-dimensionnelle, dite première forme fondamentale de Σt :
∀(i, j) ∈ {1, 2, 3}2, gij ≡(4) gµνh

µ
i h

ν
j ; (B.0.2)qui est telle que gjkgki = gij = δij. On peut toujours érire nµ sous la forme :

nµ = (−N(xµ),~0) ; nµ =
1

N(xµ)
(1,−N i(xµ)) , (B.0.3)où N(xµ) est appelée fontion lapse, et N i(xµ) veteur shift. En notant x0 = t,l'élément de longueur prend alors la forme suivante :

ds2 =(4) gµνdx
µdxν = −N2(t, xk)dt2+gij(t, x

k)(dxi+N i(t, xk)dt)(dxj+N j(t, xk)dt) .(B.0.4)Le hoix de N et N i est alors équivalent au hoix des quatre oordonnées d'espae-temps. N(xµ)dt est l'élément de temps propre entre Σt et Σt+dt, et N i(xµ)dt est ledéalage dans la oordonnée xi entre Σt et Σt+dt (le point oinidant ave l'originedes oordonnées spatiales au temps t se trouvera en −N idt sur l'hypersurfaespatiale à l'instant t + dt) [4℄. Le plongement des hypersurfaes (Σt)t∈R dans Mest aratérisé par la seonde forme fondamentale de es hypersurfaes, Kij [5, 153℄,dé�nie par :
∀(t, xk) ∈ R× Σt, Kij(t, x

k) ≡ −nµ;νh
µ
i h

ν
j = −ni;j(t, xk) . (B.0.5)On peut alors érire les équations d'Einstein (1.3.13) sous la forme dite Arnowitt-Deser-Misner (ADM) [127℄ :Contrainte hamiltonienne (ou d'énergie) :

R−Ki
jK

j
i +K2 = 16πGǫ+ 2Λ où ǫ ≡ Tµνn

µnν ; (B.0.6)Contraintes de moment :
∇iK

i
j −∇jK = 8πGJj où Ji ≡ −Tµνnµhνi ; (B.0.7)Equation d'évolution de la première forme fondamentale :

1

N
∂tgij = −2Kij +

1

N
(∇jNi +∇iNj) ; (B.0.8)Equation d'évolution de la seonde forme fondamentale :

1

N
∂tK

i
j = Ri

j +KKi
j − Λδij −

1

N
∇i∇jN +

1

N

(

Ki
k∇jN

k −Kk
j∇kN

i +Nk∇kK
i
j

)

−8πG

(

Sij +
1

2
(ǫ− Skk)δij

) (B.0.9)où Sij ≡ Tµνh
µ
i h

ν
j .



183Pour alléger les notations, on a dé�ni : K ≡ Ki
i , Rij le tenseur de Rii de lamétrique spatiale gij , et R ≡ Rj

j sa trae. Les noms de es équations viennent dee que les équations (B.0.8) et (B.0.9) su�sent à déterminer la métrique (4)gµν del'espae-temps, dans le adre d'un problème de Cauhy bien posé. Les équations(B.0.6) et (B.0.7) quant à elles, apparaissent omme des ontraintes sur les ondi-tions initiales du problème de Cauhy ; étant véri�ées pour les onditions initiales,elles le sont automatiquement pour tout temps t ultérieur grâe aux identités deBianhi. On pourra se reporter à [153℄ pour une disussion laire de e problème deCauhy. Dans et ouvrage, nous serons partiulièrement interessés par e systèmed'équations exprimé dans des oordonnées simples, pour lesquels N i ≡ 0. Si l'onvoit nµ omme la quadri-vitesse d'un observateur, es oordonnées orrespondentà un système dans lequel un tel observateur est au repos dans les hypersurfaesspatiales, 'est-à-dire à un observateur lagrangien, dont les oordonnées spatialessont onstantes. Cela revient à introduire des oordonnées gaussiennes Xk sur lavariété Σt pour tout t :
ds2 = −N2(t, Xk)dt2 + gij(t, X

k)dX idXj . (B.0.10)Les équations ADM (B.0.6) à (B.0.9) s'érivent alors :
R−Ki

jK
j
i +K2 = 16πGǫ+ 2Λ (B.0.11)

∇iK
i
j −∇jK = 8πGJj (B.0.12)

1

N
∂tgij = −2Kij (B.0.13)

1

N
∂tK

i
j = Ri

j +KKi
j − Λδij −

1

N
∇i∇jN

−8πG

(

Sij +
1

2
(ǫ− Skk )δij

) . (B.0.14)
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186 ANNEXE C. ARTICLESBig Bang nuleosynthesis in salar tensor gravity : the key problem ofthe primordial 7Li abundaneJulien Larena, and Jean-Mihel Alimi, and Arturo Serna.
Combined with other CMB experiments, the WMAP survey provides an aurate es-timate of the baryon density of the Universe. In the framework of the standard Big BangNuleosynthesis (BBN), suh a baryon density leads to preditions for the primordialabundanes of 4He and D in good agreement with observations. However, it also leadsto a signi�ant disrepany between the predited and observed primordial abundaneof 7Li. Suh a disrepany is often termed as 'the lithium problem'. In this paper, weanalyze this problem in the framework of salar-tensor theories of gravity. It is shownthat an expansion of the Universe slightly slower than in General Relativity before BBN,but faster during BBN, solves the lithium problem and leads to 4He and D primordialabundanes onsistent with the observational onstraints. This kind of behavior is obtai-ned in numerous salar-tensor models, both with and without a self-interation potentialfor the salar �eld. In models with a self-interating salar �eld, the onvergene towardsGeneral Relativity is ensured without any ondition, thanks to an attrationmehanismwhih starts to work during the radiation-dominated epoh.Keywords : nuleosynthesis ; osmology : theory ; osmology : early universe.IntrodutionThe Big Bang Nuleosynthesis predition for the 4He primordial abundane istraditionally onsidered as a good estimate of the baryon density of the Universe.However, the reent measurement of the Cosmi Mirowave Bakground (CMB)anisotropies by WMAP [179℄ now provides, when ombined with other CMB ex-periments (CBI and ACBAR), another aurate estimate of the baryon density :

Ωbh
2 = 0.0224±0.0009 (or η×1010 = 6.14±0.25 in terms of the baryon to photonratio) [89℄. This value of η an be used to ompute the primordial abundanesof light elements (mainly 4He, 3He, D and 7Li). The omparison of predited andobserved abundanes is then a way to test the onordane between BBN and theCMB data.When one assumes the WMAP estimate of the baryon to photon ratio, theprimordial abundanes predited by the standard BBN ( i.e. three families of lightneutrinos, a neutron mean life τn = 885.7± 0.8s, gravitation desribed by General



187Relativity and a homogeneous and isotropi Universe) are [180℄ :Yp = 0.2484+0.0004
−0.0005D/H = 2.75+0.24

−0.19 × 10−5

7Li/H = 3.82+0.73
−0.60 × 10−10while the observed abundanes are :Yp =

{

0.2391± 0.0020 ref. [91℄
0.2452± 0.0015 ref. [92℄D/H = 2.78+0.44
−0.38 × 10−5 ref. [93℄ (C.0.1)

7Li/H =

{

1.23+0.68
−0.32 × 10−10 ref. [181℄

2.19+0.46
−0.38 × 10−10 ref. [95℄.Here, the two values for the observed Yp orrespond to independent estimatesin refs. [91℄ and [92℄ based on observations of metal-poor extragalati ionizedhydrogen regions. The D abundane is determined by observations of remote os-mologial louds on the line of sight of high redshift quasars. Finally the 7Li/Hestimate of [181℄ has been performed by observing halo stars, while the value of [95℄omes from the observation of stars in the globular luster NGC 6397. Althoughsome reent estimates [182℄ leads to a somewhat smaller value, several other inde-pendent determinations [94, 183, 184℄ obtain observed primordial abundanes of

7Li/H similar to those reported either by [181℄ or [95℄.We an see a relatively good agreement for the predited and observed abun-danes of 4He and D, but a large disrepany for 7Li/H. There had been manyattempts to aount for the low 7Li abundane indiated by observations. The�rst and most onservative possibility is the existene of systemati unertaintiesin the observational determination of the 7Li abundane. However, suh unertain-ties are not large enough to solve the problem (see [181℄ and [95℄). In the sameway, the systemati study of unertainties on the nulear reation rates performedin [97℄ indiates that these unertainties annot explain the large disrepany em-phasized before. Modi�ations of the standard nuleosynthesis senario then ariseas possible ways to reonile the preditions with the observations. Inhomogeneousnuleosynthesis has been analyzed [98℄ but overprodues 7Li. Late partiles deaysan deplete 7Li, but they annot aount for the observed D and D/3He primor-dial abundanes [99, 100, 101℄ ; another possibility is provided by the reation ofbaryons after BBN, aompanied by a lepton asymmetry before BBN, the twoproesses arising from Q-balls [102℄.In this work, we will address the lithium abundane problem in the frameworkof salar-tensor theories of gravity [68, 185, 186, 187℄. In these theories, gravitationis modi�ed by the introdution of a salar degree of freedom, whih does not a�et



188 ANNEXE C. ARTICLESthe standard nulear and partile physis. Suh modi�ations arise as low-energylimits of superstrings theories [71, 72℄ and they provide a way to hange the ex-pansion history of the Universe with minimal assumptions. We will show that suhtheories ontain a mehanism that ould be responsible for a low lithium abun-dane, despite the high baryon to photon ratio implied by the WMAP estimate.Big Bang Nuleosynthesis in the ontext of a salar-tensor osmology has beenextensively studied in the past [188, 189, 79, 86, 80, 190, 88℄, but the main goal ofthese works was to onstrain the parameters of the theory thanks to the primordialabundanes of 4He, D and 7Li, or to obtain the observed abundanes with a matterdensity of the Universe di�erent from its ommonly assumed value. Moreover, ge-neral self-interating salar �elds were not onsidered and, as we will see later, theintrodution of suh terms in the lagrangian an provide the mehanism neessaryto explain the low 7Li abundane.The paper is arranged as follows. In the �rst setion, the salar-tensor gravitytheories and the implied osmologial models are presented. Then, in the seondsetion, we analyze the lithium problem in the framework of di�erent kinds ofsalar tensor theories. We show that the solution of this problem requires a nontrivial dynamis for the salar �eld at the epoh of BBN. Finally, we disuss thegenerality of that solution.Salar-tensor osmologial modelEquations and observable quantitiesIn salar-tensor theories of gravity, the dynamis of the Universe ontains anew salar degree of freedom that ouples expliitly to the energy ontent of theUniverse. In units of c = 1, the ation generially writes, in the Einstein frame :
S =

1

4πG∗

∫
(

R∗

4
− 1

2
ϕ,µϕ

µ − V (ϕ)

)√
−g∗d4x

+ Sm(ψm, A
2(ϕ)g∗µν), (C.0.2)

G∗ being a bare gravitational onstant, ϕ the salar �eld, V (ϕ) its self-interationterm and A(ϕ) its oupling to matter. The funtional Sm(ψm, A
2(ϕ)g∗µν) standsfor the ation of any �eld ψm that ontributes to the energy ontent of the Uni-verse. It expresses the fat that all these �elds ouple universally to a onformalmetri gµν = A2(ϕ)g∗µν , then implying that the weak equivalene priniple (loaluniversality of free fall for non-gravitationally bound objets) holds in this lass oftheories. The metri gµν de�nes the Dike-Jordan frame, in whih standard rodsand loks an be used to make measurements (sine in this frame, the matter



189part of the ation aquires its standard form). De�ning
α(ϕ) =

d lnA(ϕ)

dϕ
, (C.0.3)and onsidering the transformations :

gµν = A2(ϕ)g∗µν

φ = A−2(ϕ)

U(φ) = 2A4(ϕ)V (ϕ)

|3 + 2ω(φ)| = α−2(ϕ)the ation in the Dike-Jordan frame writes :
S =

1

16πG∗

∫
(

φR− ω(φ)

φ
φ,µφ

µ − U(φ)

)√
−gd4x

+ Sm(ψm, gµν) (C.0.4)Despite the onformal relation, these two frames have a di�erent status : inthe Dike-Jordan frame, where the gravitational degrees of freedom are mixed, thelagrangian for the matter �elds does not ontain expliitly the new salar �eld :the non gravitational physis has then its standard form. In the Einstein frame,the salar degree of freedom expliitly ouples to the matter �elds, then leading forexample to the variation of the inertial masses of point-like partiles. Of ourse, thetwo frames desribe the same physial world. Nevertheless, the usual interpretationof the observable quantities is profoundly modi�ed in the Einstein frame, whereasit holds in the Dike-Jordan frame, where the rods and loks made with matterare not a�eted by the presene of the salar �eld. That is why we will refer to theDike-Jordan frame as the observable one.Varying the Einstein frame ation (C.0.2) with respet to the �elds yields theequations :
R∗
µν −

1

2
R∗g∗µν = 8πG∗T

∗
µν + T ϕµν (C.0.5)

�
∗ϕ = −4πG∗α(ϕ)T∗ +

dV (ϕ)

dϕ
(C.0.6)

∇∗
νT

ν
∗µ = α(ϕ)T∗∇∗

µϕ (C.0.7)where T∗ is the trae of the energy-momentum tensor of matter �elds T∗µν , relatedto the observable one by Tµν = A−2(ϕ)T∗µν , and T ϕµν = 2ϕ,µϕ,ν − g∗µν(gαβ∗ ϕαϕβ)−
2V (ϕ)g∗µν is the energy-momentum tensor of the salar �eld. It is important tonote that these equations redues to those of General Relativity in presene of asalar �eld if α(ϕ) = 0.



190 ANNEXE C. ARTICLESExept when the ontrary is expliitly stated, all the omputations presented inthis paper have been performed in the Einstein frame, beause it leads to well posedCauhy problems (that is ellipti and/or hyperboli equations with a set of initialonditions) and has a perfetly regular dynamis. Nevertheless, the osmologialevolution resulting from these omputations was later expressed in the Dike-Jordan frame, where the interpretation of the observable quantities is easier.Homogeneous and isotropi UniverseUnder the assumption of a Universe �lled with various homogeneous and isotro-pi matter �uids, the metri redues to the Friedman-Lemaître-Robertson-Walker(FLRW) form in the observable Dike-Jordan frame :
ds2 = −dt2 + a2(t)dl2

dl2 =
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2θdψ2)and, also in the Einstein frame beause of the onformal relation :

ds2
∗ = −dt2∗ + a2

∗(t∗)dl2with dt = A(ϕ(t∗))dt∗ and a(t) = A(ϕ(t∗))a∗(t∗).Then, de�ning H∗ = (1/a∗)(da∗/dt∗), the �elds equations (C.0.5) beome :
H2

∗ =
8πG∗ρ∗

3
+

1

3
ϕ̇2 +

2

3
V (ϕ)− k

a2
∗(t∗)

(C.0.8)
−3

ä∗
a∗

= 4πG∗(ρ∗ + 3p∗) + 2ϕ̇2 − 2V (ϕ) (C.0.9)
ϕ̈+ 3H∗ϕ̇+

dV (ϕ)

dϕ
= −4πG∗α(ϕ)(ρ∗ − 3p∗) (C.0.10)where dots denote derivatives with respet to t∗, whereas ρ∗ and p∗ are the totalmass-energy density and pressure, respetively. They are onformally related tothe energy density ρ and the pressure p in the Jordan frame by ρ∗ = A4(ϕ)ρ and

p∗ = A4(ϕ)p. The observable Hubble parameter H(t) is related to the Einsteinframe quantities by
H(t) =

1

A(ϕ)
(H∗(t∗) + α(ϕ(t∗))ϕ̇(t∗)) (C.0.11)Dynamis of the salar �eldIn the form given above, the time evolution of the salar �eld is oupled, both inthe Dike-Jordan and the Einstein frame, to that of the sale fator. Previous works



191[80, 77℄ have found that, by introduing an appropriate hange of variables, it ispossible to obtain an evolution equation for the salar �eld whih is independent ofthe osmi sale fator. Suh an equation allows for the dynamial analysis of anysalar tensor theory and, in partiular, its asymptoti behavior at early and latetimes. When the latter behavior implies a onvergene mehanism towards GeneralRelativity, one an ensures that the Solar System onstraints will be satis�ed. Wewill now extend suh previous works to the general ase of salar-tensor theorieswith a self-interation term.Introduing a new evolution parameter λ = ln a∗ + const, so that dλ = H∗dt∗,and denoting u′ = du/dλ, the evolution equations (C.0.8)-(C.0.10) lead to :
2(1− ǫ+ η)

3− ϕ′2 ϕ′′ +(1− wb − 4
3
ǫ+ 2η)ϕ′

= −Θ− (1− 3wb)α(ϕ) (C.0.12)where
ǫ(λ) =

3k

8πG∗ρ∗(λ)a2
∗(λ)

η(ϕ, λ) =
V (ϕ)

4πG∗ρ∗(λ)

wb =
p∗
ρ∗

Θ(ϕ, λ) =

dV (ϕ)
dϕ

4πG∗ρ∗(λ)This equation is similar, but not equivalent, to the motion equation of a me-hanial osillator with a varying "mass" meff = 2(1− ǫ+ η)/(3− ϕ′2), a varying"frition" νeff = (1−wb−4ǫ/3+2η) and a "fore" term Feff = −Θ− (1−3wb)α.Then, one an de�ne an e�etive potential Veff(ϕ, λ) that veri�es the relation :
∂Veff (ϕ, λ)

∂ϕ
= Θ(ϕ, λ) + (1− 3wb)α(ϕ) (C.0.13)In the following, we will only onsider �at osmologies (ǫ = 0). In these ases,the "frition" term (1−wb+2η) is always positive, and the dynamis of the salar�eld is then analogous to a damped osillating motion in the e�etive potential

Veff(ϕ, λ). Suh an e�etive potential (see Eq. (C.0.13)) presents two di�erentparts : a term due to the oupling funtion α(ϕ) and another term due to theself-interation V (ϕ) of the salar �eld.During the matter-dominated era (wb = 0), both terms are important to deter-mine the e�etive potential. The minima of Veff will be attrators for the dynamis



192 ANNEXE C. ARTICLESof the salar �eld and determine the behavior of the theory at late times. Conse-quently, if the relativisti value ϕ = 0 is a minimum of this e�etive potential, thetheory will onverge towards General Relativity.Instead, during the radiation-dominated era (wb = 1/3), the only non-vanishingontribution to the e�etive potential is that due the self-interation of the salar�eld. Equation (C.0.12) then redues to :
2(1 + η)

3− ϕ′2 ϕ
′′ +

2

3
(1 + 3η)ϕ′ = −Θ (C.0.14)At very early times, when ρ∗ is very high, Θ ∼ η ∼ 0 so that self-interationhas a negligible e�et on the salar �eld dynamis. In this ase (Θ ∼ η ∼ 0), theintegration of equation (C.0.14) gives :

ϕ′2 =
3k2

e2λ + k2
(C.0.15)where k is a onstant related to the value of ϕ′ at λ = 0 through k2 = ϕ′2

0 /(3−ϕ′2
0 ).Note that the above equation implies that −√3 < ϕ′ <

√
3.One an see from equation (C.0.15) that the veloity of the salar �eld expo-nentially dereases with λ at very early times. When the initial (λ = 0) veloityis not very high (i.e., when it is not lose to √3), one an assume that the salar�eld reahes the epohs of interest (those prior to BBN proesses) with an almostvanishing veloity :

ϕ′ = 0 (before BBN). (C.0.16)For the sake of simpliity, we will onsider throughout this paper a vanishinginitial value of the salar �eld veloity (see the Appendix for some examples wheresuh a ondition has been relaxed). Hereafter, all quantities at this initial time(prior to BBN) will be expressed with a subsript 'init'.The ondition (C.0.16) does not however imply a onstant ϕ value duringthe whole radiation-dominated epoh. Sine ρ∗ is a dereasing funtion of λ, theontribution of V (ϕ) to the e�etive potential will beome non-negligible at some'time' λ. If V (ϕ) is hosen to be a funtion having a minimum at ϕm, the salar �eldwill start to be attrated towards ϕm. For example, the simple hoie of a powerlaw V (ϕ) ∝ ϕ2n for the self-interation term, will imply an attration mehanismtowards General Relativity whih starts to work during the radiation-dominatedepoh.BBN in salar-tensor theoriesWe will now analyze the BBN proesses, and the resulting primordial abun-danes, in the framework of salar-tensor theories both with and without a self-interation term. As stated above, we will onsider throughout this setion that the



193initial value of the salar �eld is a free parameter, while its initial veloity is �xedto ϕ̇init = 0. The initial values of the remaining variables are hosen so that theyimply a �at Universe and lead, at the present temperature T0 = 2.725, to osmolo-gial parameters given by : Ωm,0 = 0.27, ΩΛ,0 = 0.73 and H0 = 71 km s−1Mp−1.We assume an standard partile ontent of the Universe, with three families oflight neutrinos, and the WMAP estimate of the present baryon to photon ratio(η × 1010 = 6.14± 0.25).The numerial omputation onsists of two main parts : �rst, we use a sixth-order Runge-Kutta integrator to fully determine the osmologial model and, inpartiular, the evolution of the expansion rate. One determined the osmologialevolution in a given gravitational theory, we ompute the BBN proesses and theresulting primordial abundanes of light elements thanks to a omplex network of28 nulear reations, and using the Beaudet and Yahil sheme [37℄. We used thereation rates of [103℄ and [104℄ and the updated reation rates of the NACREollaboration [105℄. The only aspet that di�ers from the standard BBN in Ge-neral Relativity is the expansion rate of the Universe. It impats on the variousnulear abundanes beause they are determined by many reations whose e�-ieny depends on the ratio of the reation rates Γi and the expansion rate H .Indeed, a reation with rate Γi is in equilibrium when Γi/H > 1, whereas thereation is frozen when Γi/H < 1 . This is diretly linked with the fat that theexpansion dilutes the partiles. Then, a modi�ation in the expansion history maysigni�antly hange the nulear abundanes by modifying the dynamial strutureof the network of reations, making some reations more e�ient, and limitingothers (it should be noted that this remark is valid for the nulear reation rates,and also for the rates of the weak interation proesses that take plae before BBNand that interonvert neutrons and protons).In order to haraterize the deviation from General Relativity, it is onvenientto introdue the speed-up fator, de�ned as the ratio between the expansion rate
H(T ) and the orresponding expansion rate in General Relativity HGR(T ) at thesame temperature :

ξ(T ) =
H(T )

HGR(T )
(C.0.17)When ξ(T ) > 1 (ξ(T ) < 1 ), the Universe expands faster (slower) than in GeneralRelativity at the temperature T .Theories without a self-interation termWe will �rst onsider the simplest ase of salar-tensor models without aself-interation term. In this ase, the e�etive potential during the radiation-



194 ANNEXE C. ARTICLESdominated epoh is (see equation (C.0.13)) :
Veff(ϕ) = 0 (C.0.18)and, sine we are assuming the initial ondition (C.0.16), the salar �eld will befrozen to its initial value ϕinit (exept for a slight temporary perturbation duringthe annihilation of eletrons and positrons around T = 0.1 MeV, when wb slightlydeviates from 1/3). Consequently, ϕ̇ = 0 during all the BBN proesses, and therelation (C.0.11) redues to H = H∗/A(ϕi). Introduing the expression (C.0.8) for

H∗ in this equation, we an write :
H(T ) =

√

8πG∗A2(ϕi)

3
ρ (C.0.19)

= A(ϕi)HGR(T )whih implies ξ ∼ A(ϕi) = onstant.Equation (C.0.19) shows that the dynamis of the Universe is the same as in Ge-neral Relativity, but with an e�etive gravitational onstant given by Geff = G∗A
2,where G∗ = GN is the usual Newtonian value (GN = 6.673 × 10−11m3 kg−1 s−2). Cyburt [106℄ has determined the saling of the various primordial abundanesin terms of the physial onstants. In partiular, when the dynamis of the Uni-verse is governed by General Relativity, the saling with the e�etive gravitationalonstant is : Yp = 0.2484

(

Geff

GN

)0.35 (C.0.20)D/H = 2.75

(

Geff

GN

)0.95

10−5 (C.0.21)
3He/H = 8.65

(

Geff

GN

)0.34

10−6 (C.0.22)
7Li/H = 3.82

(

Geff

GN

)−0.72

10−10 (C.0.23)Figure C.0.1 shows these abundanes as funtions of Geff/GN , as well as their ob-servational onstraints. One learly notes from this �gure that there is no onsistentvalue for Geff/GN that an simultaneously aount for all the observed abun-danes : the observed 7Li primordial abundane requires Geff/GN > 1.8 while 4Heand D impose Geff/GN ∼ 1.Consequently, in absene of a self-interation term, salar-tensor theories withan arbitrary oupling funtion α(ϕ) (with ϕ̇init = 0) annot onstitute a solutionfor the lithium problem. The same onlusion an be found using the formulationof Kneller and Steigman [191℄



195

Fig. C.0.1 � Primordial abundanes as funtions of Geff/GN . The shaded regionsare the assumed observed abundanes.Theories with a self-interation termWe will now onsider salar-tensor models with a self-interation term. As em-phasized above, suh a term ats as an e�etive potential even during the radiation-dominated epoh. Therefore, exept for very early times (with a very high density),the salar �eld does not remain frozen to its initial value and the speed-up fatoris not neessarily a onstant during the BBN proesses.Of ourse, depending on the funtional form of α(ϕ) and V (ϕ), there existmany theories that exhibit a varying speed-up fator. Before analyzing a partiularhoie for α(ϕ) and V (ϕ), we may ask whether we an onstrain the behavior ofthe speed-up fator in order to solve the 7Li problem without a�eting the otherabundanes.Computation of the primordial abundanesSine essentially all the neutrons are inorporated into 4He nulei, the �nalprodution of 4He is diretly related to the abundane of neutrons in epohs priorto the BBN proesses. Indeed, Yp is roughly given by
Yp ≃

2(n/p)fr
1 + (n/p)fr

(C.0.24)where (n/p)fr denotes the neutron to proton ratio when their weak reations,
n + νe ↔ p + e− and n + e+ ↔ p + ν̄e, freeze out of equilibrium. Suh a ratio isthen �xed at a temperature Tfr of about 1 MeV, well before the synthesis of lightelements (from ∼ 100 KeV to ∼ 10 KeV). The (n/p)fr ratio, and hene the �nal
Yp value, strongly depends on Tfr through :

(n/p)fr = exp(−Q/Tfr) (C.0.25)



196 ANNEXE C. ARTICLESwhere Q is the di�erene between the neutron and proton masses. A faster (slower)expansion rate of the Universe implies a higher (lower) freezing-out temperature,resulting in higher (lower) neutron and 4He abundanes.The 7Li prodution is instead determined by the proesses of BBN. In parti-ular, when the baryon to photon ratio is greater than 3 × 10−10, the lithium ismainly produed through the reation 3He(α, γ)7Be followed by a deay of 7Bethrough eletron aptures (when η < 3 × 10−10, the lithium is instead produedby 3He(α, γ))7Li). Therefore, the �nal abundane of lithium strongly depends onboth the helium prodution and the e�ieny of the 4He burning to give 7Li. If Γidenotes the reation rate, suh an e�ieny is given by Γi/H = (Γi/HRG)/ξ(T ),so that a faster (slower) expansion rate of the Universe during BBN implies a less(more) e�ient prodution of 7Li.Sine General Relativity leads to a predited Yp value in agreement with ob-servations, one an expet that any other gravity theory must imply a speed-upfator lose to unity at T ∼ 1 MeV, or slightly smaller than unity to favor a lesse�ient prodution of 7Li without implying an over-prodution of 4He. Later, du-ring the BBN proesses, a speed-up fator that has signi�antly inreased aboveunity ould help to solve the lithium problem. Obviously, sine any gravity theorymust onverge at late times towards General Relativity (in order to be ompatiblewith Solar System experiments), the inrease of the speed-up fator must stop atsome time and, afterwards, it must approah unity. Therefore, models implying aonstant or monotoni ξ(T ) funtion are not good andidates to solve the lithiumproblem. We will then restrit our analysis to self-interating salar-tensor theo-ries satisfying the following two additional onditions : 1) they imply a speed-upfator with a loal maximum (it is a non-monotoni funtion of T ), 2) they havean attration mehanism towards General Relativity.The analysis of the early behavior of ξ is a omplex problem, speially when ϕ̇starts to deviate from zero (see, e.g., [86, 78℄ for theories without a self-interationterm). Nevertheless, the �rst ondition (non-monotoni ξ) is more easily satis�ed intheories implying ξ < 1 at very early times (when ϕ̇init ∼ 0 and the self interationterm is still negligible). Sine ξ ≃ A(ϕ) at suh early times, the ondition ξinit < 1implies A(ϕ)init < 1. Taking into aount equation (C.0.3), the simple hoie of apower law α(ϕ) ∝ ϕ2n for the oupling funtion, will imply ξinit < 1 provided that
ϕinit < 0. On the other hand, as quoted in the �rst setion, a similar hoie V (ϕ) ∝
ϕ2m for the self interation term, will imply the existene during the radiation-dominated epoh of an attration mehanism towards General Relativity (ξ willnot remain frozen to its initial value). Nevertheless, a self-interation orrespondingto m = 1, in other words, a simple mass term, is not a viable hoie beause thesalar �eld is not damped e�iently. In fat, by a simple dimensional analysis ofequation (C.0.12), one an de�ne a harateristi time for the frition : τfric =

meff

νeff
,



197and a harateristi time for the dragging in the e�etive potential : τdrag =
√

meff

|Feff | .When omparing the ratio τdrag

τfric
for a model with m ≥ 2 and a model with m = 1,if the onstant oe�ients are of the same order of magnitude (whih is requiredby the fat that the self-interation must play a role at temperatures relevant forBBN), one �nds, when ϕ≪ 1 that :

(

τdrag
τfric

)

m≥2

>

(

τdrag
τfric

)

m=1That means that the frition is less e�ient in the ase m = 1, when the salar�eld has onverged in a neighbourhood of 0. This is supported by numerial om-putations that show that the salar �eld quikly reah a neighbourhood of 0, butis not damped enough during the radiation dominated era with a self-interationof the type V (ϕ) ∝ ϕ2. In suh a ase, the energy ontribution of the salar �eldbeomes more and more important until the beginning of the matter dominatedera. Suh models might eventually lead to a very di�erent estimation of the baryonto photon ratio through CMB anisotropies, then invalidating the hypothesises atthe basis of the omputations presented in this paper.In order to analyze the possible impliations of salar-tensor theories with aself-interation term, we will adopt here the simple hoie :
α(ϕ) = aϕ2; V (ϕ) = Λ2ϕ4 (C.0.26)with ϕ̇init = 0 and ϕinit < 0.The e�etive potential for these theories writes :

Veff(ϕ, λ) = (1− 3wb)
a

3
ϕ3 +

Λ2ϕ4

4πG∗ρ∗(λ)
, (C.0.27)whih means that, during the radiation dominated period, Veff (ϕ, λ) = Λ2ϕ4/(4πG∗ρ∗),leading to an attration towards 0 that is e�etive as soon as Λ2ϕ4 ∼ 4πG∗ρ∗(λ),or in other words, as soon as the energy density of the salar �eld is of the sameorder as the energy density of radiation.Using (C.0.26), and varying the parameters (a,Λ, ϕinit), we have numeriallyomputed the BBN proesses and the resulting primordial abundanes. We havefound that all models with −1.5 < ϕinit < −0.9 lead to primordial abundanesthat agree with all the observational onstraints mentioned in the Introdution.Consequently, there is not a lithium problem for suh models. The parameters

a and Λ are not strongly onstrained. The only requirement is that Λ shouldnot be too small in order for the attration mehanism desribed above to ourduring BBN, at temperatures between 10 MeV and 1 MeV. Indeed, from equation(C.0.12), we know that the attration mehanism approximately (when |ϕ| ∼ 1)



198 ANNEXE C. ARTICLESours when Λ2 ∼ G∗ρ∗(λ) ; for 1 MeV < T < 10 MeV, whih orrespond to theperiod of BBN, sine ρ∗(λ) ∝ (T/T0)
4, we are left with ∼ 0.1 s−1 < Λ <∼ 6 s−1.To be more preise, we now present a speial ase by �xing the initial onditionsto ϕ̇init = 0 and ϕinit = −1.3. Figure (C.0.2) displays, in the (a,Λ) plane, theregions of theories leading to the observed primordial abundanes. The onstraintsonly ome from the 4He and D abundanes, whih means that the 7Li abundane isin perfet agreement with the observations for a muh wider range of parameters.The two separated regions orrespond to the two di�erent onstraints imposed onthe 4He abundane [91, 92℄.

Fig. C.0.2 � Spae of the parameters (a,Λ) for the theory de�ned by α(ϕ) = aϕ2and V (ϕ) = Λ2ϕ4 with �xed initial onditions : ϕi = −1.3 and ϕ̇i = 0. Theaeptable theories are represented by the shaded regions.The dynamis of the salar �eld and of the speed-up fator are respetivelyshown in �gures (C.0.3) and (C.0.4) for the partiular hoie (a,Λ) = (1, 0.3 s−1).In a �rst phase, the self-interation plays no role and the �eld is almost onstantuntil T ∼ 5 MeV, leading to an expansion slower than in General Relativity. Then,the ϕ4 term starts to dominate the e�etive potential and attrats the salar �eldtowards zero. The expansion fator also osillates and is driven to values greaterthan those obtained in General Relativity. The primordial abundanes preditedin this ase are Yp = 0.2449, D/H = 3.030× 10−5 and 7Li/H = 2.387× 10−10, inagreement with observations.The lues for the suess of this kind of salar-tensor theories in solving thelithium problem have been already advaned at the beginning of this subsetion.The evolution of the (n/p) ratio, as well as that of the 4He overprodution in thesalar-tensor model exempli�ed here, are shown in �gure (C.0.5). As an be notied
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Fig. C.0.3 � Evolution of the salar �eld ϕ during BBN for the salar tensor theoryde�ned by α(ϕ) = ϕ2 and V (ϕ) = 0.32ϕ4 with ϕi = −1.3 and ϕ̇i = 0.on that �gure, the e�et of the speed-up fator on the n/p ratio is an integratede�et at temperatures between a few MeV and a few hundreds of keV. The fatthat the speed-up fator is less than 1 at temperatures higher than 1 MeV impliesthat the n/p ratio departs from thermal equilibrium slighly later than in GeneralRelativity, and this e�et is partly ompensated by a speed-up fator greater thanone after 1 MeV, resulting in a n/p ratio that dereases faster in General Relativitythan in the salar-tensor model between 1 MeV and 0.1 MeV. These two e�etsalmost ompensate eah other and result in a n/p ratio at the beginning of BBNomparable in the two models, and so, in a 4He abundane in the salar-tensormodel that is not very di�erent from the one obtained in General Relativity. Duringthe whole BBN period, the speed-up fator is instead signi�antly higher thanunity. Then, the burning of 4He to produe heavier elements is less e�ient thanin General Relativity, and the resulting �nal 7Li abundane is low enough to beonsistent with the observed value. Indeed, the reation 3He(α, γ)7Be dominatesthe reation of 7Be (and then of 7Li by β-deay of 7Be) during BBN. Therefore,negleting the destrution of 7Be through the reation 7Be(n,p)7Li that is ine�ientbeause of the low neutron abundane, a rough estimate of the �nal abundane ofthese elements an be obtained from dYBe7/dT = ΓYHe3YHe4/(TH) or, for smallvariations :



200 ANNEXE C. ARTICLES

0,5

1

1,5

2

T (MeV)

ξ

10−9
10−6 10−3 1Fig. C.0.4 � Speed-up fator as a funtion of the temperature for the salar tensortheory de�ned by α(ϕ) = ϕ2 and V (ϕ) = 0.32ϕ4 with ϕi = −1.3 and ϕ̇i = 0. Thespeed-up fator onverges towards 1 as soon as the matter-radiation equality isreahed.
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∆YBe7 =

Γ

H
YHe3YHe4∆ lnT (C.0.28)where Γ is the reation rate of 3He(α, γ)7Be, while YBe7, YHe3 and YHe4 denote theabundanes of 7Be, 3He and 4He, respetively.The lower panel of �gure C.0.5 shows the evolution of the 7Be+7Li abundanein this salar-tensor model as well as in General Relativity (GR). It an be seenfrom this �gure that both preditions start to signi�antly deviate only at tem-peratures smaller than 0.06 MeV, and reah their �nal onstant values at about

T ∼ 0.03 MeV. By applying the equation (C.0.28) within suh a small range oftemperatures, we have :
∆YBe
∆Y GR

Be

∼ ξ−1YHe3YHe4
Y GR
He3Y

GR
He4

, (C.0.29)that also provides an estimate of the �nal YLi7/Y GR
Li7 ratio. At temperatures below

0.06 MeV, the abundanes of 3He and 4He are onstant in both models, with
YHe3 ∼ Y GR

He3 and YHe4 ∼ Y GR
He4, while the speed-up fator osillates around ξ ∼ 1.16.Therefore, equation (C.0.29) implies YLi7 ∼ 0.8Y GR

Li7 , in rough agreement withour result obtained from the full integration of the nulear reation network :
YLi7 = 0.74Y GR

Li7 .Of ourse, other theories with a di�erent oupling funtion and/or a di�erentpotential ould have the same e�et on the 7Li abundane, provided that theylead to a speed-up fator with a time evolution similar to that found in the modelsanalyzed in this setion. As an example, the Appendix shows that, when the ϕ̇init =
0 ondition is relaxed in salar tensor theories without a self-interation term(then, the onvergene towards General Relativity is not ensured, and requiresadditional onditions), some of the resulting models an also solve the lithiumproblem. Therefore, the mehanism found here, based on a spei� shape of thevariation of the expansion rate during BBN, an be ahieved in a great variety ofsalar-tensor osmologial models.Beyond BBN proesses : e�ets on CMB and matter power spetrumIt is important to note that, in the analysis of the previous subsetion, at theend of BBN, α(ϕ) < 10−5 and A(ϕ) ∼ 1, so that Geff/GN ∼ 1 ; moreover, α(ϕ)goes on dereasing beause ϕ dereases, so that one an onsider that gravitationis indistinghishable from General Relativity already at the end of BBN. Neverthe-less, the salar �eld still has a non negligible energy density, and onsequently, theexpansion rate is not the one of General Relativity with matter dust and radiation�uids, but reeives an additional ontribution from the salar �eld energy density.This is why the speed-up fator is not immediately 1 but osillates around a value
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Fig. C.0.5 � Upper panel : Evolution of (n/p) as a funtion of the temperature inGeneral Relativity (dashed line) and in the same model as in Figure C.0.4 (solidline). The dashed dotted line represents the (n/p) ratio at equilibrium. Mediumpanel : Evolution of the di�erene between 4He abundanes in General Relativityand in the same model as in Figure C.0.4. Lower panel : Evolution of the abundaneof 7Be+7Li as a funtion of temperature in General Relativity (dashed line) andin the same model as in Figure C.0.4 (solid line).



203of 1.16 until the end of the radiation dominated era and onverges towards 1 whendust matter begins to dominate. As a onsequene, we expet that suh a modelwill have some impat on observables suh as the matter power spetrum or theCMB. This is atually the ase, but, these impats are really of a di�erent na-ture that the ones that were previously investigated in the ontext of salar-tensortheories [109, 63, 110, 111, 112℄ : these works address the e�ets of modi�ation ofgravity (mainly variations of the gravitational oupling) on the CMB and matterpower spetrum. In the models presented in this paper, the variation of the gravi-tational oupling plays a very important role during BBN (as exampli�ed above),well before the matter dominated era, but at the epoh of matter-radiation equa-lity, the gravitational oupling no longer signi�antly varies, and the salar �eldbehaves almost like a standard salar �eld (α(ϕ) ∼ 0). Let's know onsider theimpat of our model on the matter power spetrum and on the CMB. The mat-ter power spetrum turn-over is de�ned by the sale entering the Hubble horizonat the matter radiation equality (that is H−1
eq ) [113℄. Sine the expansion rate isslightly faster in the model presented here than in General Relativity at the timeof equality, we expet a shift in the turn over given by [63℄ :

δkT
kT

= −
(

δH−1

H−1

)

eq

, (C.0.30)Whih yields, if we de�ne the speed-up fator at equality by ξeq :
δkT
kT

= ξeq − 1. (C.0.31)With ξeq ∼ 1.075, one then has : δkT/kT ∼ 7.5%. This small shift is ompletelyompatible with the urrent inertainties on data [114℄.The position of the �rst aousti peak in the CMB power spetrum is alsoa�eted. The aousti osillations our at an angular sale proportional to thesize of the CMB sound horizon at deoupling and inversely proportional to theomoving distane between the observer and the last sattering surfae. So, if onede�nes the onformal time :
τ =

∫ t

0

dt

a(t)
, (C.0.32)the multipole moment assoiated with the �rst peak is given by :

lp ∝
τ0 − τdec

τ0
(C.0.33)where τ0 is the onformal time of the observer (today), and τdec the onformaltime at deoupling. Then the shift in the position of the �rst peak : δlp/lp =
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(lp − lGRp )/lGRp an be numerially inferred from the simulation. For the modelpresented above, one �nds : δlp/lp ∼ 8%. This is a rather important shift [115℄,but it should be stressed that it depends strongly on the value of the expansionrate today, and that it has been assumed, to make a signi�ant omparison thatthis expansion rate today was the same in the two models (General Relativistiosmology and salar-tensor osmology). It is possible to play with the aeptablevalue of H0 (that is to give di�erent values of H0 to the two models) to make thisshift smaller.Finally, one expets that the model presented above will lead to other dis-tortions in the CMB power spetrum at small sales sine the expansion rate isdi�erent from the one of General Relativity during the whole radiation dominatedera, when the small sales (those smaller than the one of the �rsts aousti peak)are entering the sound horizon, but investigating these problem demands a detai-led analysis of the CMB physis in this new ontext that is beyond the sope ofthis paper, and will be dealt with in a forthoming paper.ConlusionIn the framework of the standard BBN, the WMAP measurement of the baryondensity of the Universe Ωbh

2 = 0.0224± 0.0009 leads to a serious disrepany bet-ween the predited and observed 7Li abundane, even when systemati errors areautiously taken into aount. We addressed this problem by renewing the stan-dard BBN senario in a simple way : by onsidering that gravitation is desribedby a salar-tensor theory. The expansion of the Universe during BBN is then mo-di�ed, then modifying the onditions and the e�ieny of nulear reations whileassuming the standard nulear physis. We showed that it is possible to obtaina small enough 7Li abundane and, at the same time, to preserve the 4He andD abundanes thanks to a salar-tensor theory of gravity with a non monotonispeed-up fator that has a generi behavior. The expansion must be similar to thatfound in General Relativity at T ∼ 1−2MeV, so that the freezing-out temperatureof the weak proesses n+ νe ↔ p+ e− and n+ e+ ↔ p+ ν̄e is also similar to thatobtained in General Relativity, then leading to almost the same 4He prodution.However, during BBN, the expansion must be faster than in General Relativity,making the reation 3He(α, γ)7Be less e�ient to burn 4He and to produe 7Li.Consequently, the 7Li abundane obtained for the baryon density inferred fromWMAP ould be a good imprint for the presene of a salar �eld expliitly oupledto matter at the beginning of the Universe, hallenging our understanding of theprimordial Universe and the nature of gravity at early epohs. It ould then bevaluable to study the possible signatures of this salar �eld in in�ationary senariosand to perform a detailled analysis of its impat on CMB physis and struture



205formation.AknowledgmentsWe would like to thank Pr. G. Steigman for valuable omments on this work.APPENDIX : Varying speed-up fator in theorieswithout a self-interation termAll the models analyzed in this paper starts from ϕ̇init = 0. As a onsequene,in any theory without a self-interation term, the salar �eld has a onstant valueduring the whole radiation-dominated period. Nevertheless, previous works [86, 78℄have shown that, when the ondition ϕ̇init = 0 is relaxed, many of these theoriesalso imply a non-monotoni evolution of the speed-up fator. The onvergene ofthese theories towards General Relativity has instead important di�erenes withrespet to that found for the models analyzed in this paper. In non-monotonisalar-tensor theories without a self-interation term, the onvergene towards Ge-neral Relativity is not ensured independently of the initial onditions.One of the main onlusions of this paper is that the lithium problem anbe solved in many salar-tensor theories, de�ned by di�erent oupling funtionsand/or di�erent potentials, but implying an evolution of the speed-up fator withthe same general properties as those found in the setion dediated to the theorieswith a self-interation term. In this Appendix, we explore the impat on BBN ofa theory de�ned, in the Dike-Jordan frame, by
3 + 2ω(φ) =

a

|φ− 1| + b (C.0.34)with φinit > 1 (this is a neessary ondition for the speed-up fator to be less thanunity at the beginning).In the limit lose to general relativity (φ→ 1), the above theory leads [80, 190℄to an Einstein frame formulation with α(ϕ) ∝ |ϕ|1/2 and ϕinit < 0. The e�etivepotential de�ned in (C.0.13) then beomes
Veff(ϕ) = sgn(ϕ)

2(1− 3wb)

3
|ϕ| 32 , (C.0.35)where sgn(x) = −1, 0, 1 if x is negative, zero or positive, respetively. This e�etivepotential does not have a minimum, but a stationary point at ϕ = 0. So, if thesalar �eld does not have a high enough initial veloity, it will roll down its e�etivepotential during the matter-dominated era, pushing the theory far from General



206 ANNEXE C. ARTICLESRelativity. Then, in these theories, one must give an initial veloity to the salar�eld so that it an reah the opposite side of the stationary point 0 before thematter dominated era. In [77℄, it was shown that, during the radiation dominatedera, the total displaement of the salar �elds is given by :
∆ϕ =

√
3

2
ln

(

1 + ϕ
′
i/
√

3

1− ϕ′
i/
√

3

) (C.0.36)So that we an dedue the initial veloity neessary to reah 0, starting from ϕi.It is given by :
ϕ

′
i =
√

3
exp(−2)ϕi/

√
3− 1

1 + exp(−2)ϕi/
√

3
(C.0.37)that is always �nite and bounded by −√3 and √3.Sine it is not possible to perform the analytial transformation (C.0.4) to �ndits exat form in the Einstein frame, the models de�ned by (C.0.34) have beenintegrated in the Dike-Jordan frame. Moreover, the integration was performedbakward in time, then replaing the initial ondition on the salar �eld by thepresent value of the oupling funtion ω(φ). The present value of the derivative ofthe salar �eld was �xed to zero.By varying the three remaining parameters (a, b, ω(φ0)), we identi�ed the os-mologial models that lead to the observed abundanes of light elements. Theresults were not sensitive to ω(φ0) as long as ω(φ0) is su�iently large to pass theSolar System tests. Then, restriting the analysis to the parameters a and b, the�gure (C.0.6) shows (as shaded regions) the (a, b) ouples leading to primordialabundanes of 4He, D and 7Li ompatible with observations. Again, the two dis-tint admissible regions are related to the two di�erent observations onsidered forthe 4He abundane [91, 92℄.As an illustration of these theories, the �gure (C.0.7) shows the evolution ofspeed-up fator orresponding to the partiular hoie a = 4, b = 2.68 and ω(φ0) =

1014. It exhibits the behavior we desribed previously in order to solve the lithiumproblem and to preserve the 4He abundane. The predited primordial abundanesin this example were in fat : Yp = 0.2405, D/H = 2.871 × 10−5 and 7Li/H =
2.601× 10−10.
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Fig. C.0.6 � Aeptable theories are represented by the shaded regions in the (a, b)plane, for 3 + 2ω(φ) = a
|φ−1| + b in the Dike-Jordan frame.
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Fig. C.0.7 � Speed-up fator as a funtion of the temperature (in MeV) duringBBN.



208 ANNEXE C. ARTICLESC.1 Artile 2 : Intégrabilité des modèles de BianhiCet artile est paru dans Class. Quantum Grav. 24 (2007) 2901-2915.



C.1. ARTICLE 2 : INTÉGRABILITÉ DES MODÈLES DE BIANCHI 209Integrability of anisotropi and homogeneous Universes insalar-tensor theory of gravitationJulien Larena and Jér�me Pérez
In this paper, we develop a method based on the analysis of the Kovalewski exponentsto study the integrability of anisotropi and homogeneous Universes. The formalism isdeveloped in salar-tensor gravity, the general relativisti ase appearing as a speial aseof this larger framework. Then, depending on the rationality of the Kovalewski exponents,the di�erent models, both in the vauum and in presene of a barotropi matter �uid,are lassi�ed, and their integrability is disussed.Greek indexes run from 0 to 4, Latin indexes run from 1 to 3 and ∇µ indiates aovariant derivative.

Dynamial equations
Homogeneous spaesThe lassi�ation of homogeneous and anisotropi 3D spaes gives 11 di�erenttypes of spaes assoiated to distint families of struture group onstants

C c
ab = εabdN

dc + δcb Aa − δcaAb (C.1.1)where εabd is the usual totally antisymmetri unit tensor, δcb the Kroneker symbol,
Nab is the ontravariant omponent of an order 2 symmetri tensor, and the vetor
A must follows

NabAb = NabA
b = 0. (C.1.2)Without loss generality, one an write Nab = diag(n1, n2, n3) and Ab = [a, 0, 0]provided that an1 = 0. Distint homogeneous and anisotropi spaes in 3D anthen be lassi�ed in the following table :
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n1 n2 n3 a Name

0 is eigenvalue of N with multipliity 3 0 0 0 0 Bi
0 0 0 ∀ Bv

0 is eigenvalue of N with multipliity 2 1 0 0 0 Bii
0 1 0 ∀ Biv

0 is eigenvalue of N with multipliity 1 1 1 0 0 Bviio
0 1 1 ∀ Bviia
1 −1 0 0 Bvio
0 1 −1 6= 1 Bvia
0 1 −1 1 Biii

0 is not an eigenvalue of N 1 1 1 0 Bix
1 1 −1 0 BviiiNote that eah ase is degenerate, for example n1 = −1, n2 = 1, n3 = −1 and

a = 0 is in the equivalene lass of Bix whih ontains all the possibilities with apositive signature and 0 out of the spetrum of N . This is the well known Bianhilassi�ation (see [192℄,[193℄).Salar-tensor theory of gravitationIn salar-tensor theories of gravity, the dynamis of the Universe ontains anew salar degree of freedom that ouples expliitly to the energy ontent of theUniverse [68, 185, 187, 186, 73℄. In units of c = 1, the ation generially writes, inthe so-alled Einstein frame :
S = 1

4πG

∫ (

R
4
− 1

2
ϕ,µϕ

,µ − U(ϕ)
)√−gd4x

+Sm(ψm,Θ
2(ϕ)gµν), (C.1.3)

G being a bare gravitational onstant, ϕ the salar �eld, U(ϕ) its self-interationterm and Θ(ϕ) its oupling to matter. The funtional Sm(ψm,Θ
2(ϕ)gµν) standsfor the ation of any �eld ψm that ontributes to the energy ontent of the Uni-verse. It expresses the fat that all these �elds ouple universally to a onformalmetri g̃µν = Θ2(ϕ)gµν , then implying that the weak equivalene priniple (loaluniversality of free fall for non-gravitationally bound objets) holds in this lass oftheories. The metri g̃µν de�nes the Dike-Jordan frame, in whih standard rodsand loks an be used to make measurements (sine in this frame, the matter partof the ation aquires its standard form). Despite the onformal relation, these twoframes have a di�erent status : in the Dike-Jordan frame, where the gravitationaldegrees of freedom are mixed, the Lagrangian for the matter �elds does not ontainexpliitly the new salar �eld : the non gravitational physis has then its standardform. In the Einstein frame, the salar degree of freedom expliitly ouples to the



C.1. ARTICLE 2 : INTÉGRABILITÉ DES MODÈLES DE BIANCHI 211matter �elds, then leading for example to the variation of the inertial masses ofpoint-like partiles. Of ourse, the two frames desribe the same physial world.Nevertheless, the usual interpretation of the observable quantities is profoundlymodi�ed in the Einstein frame, whereas it holds in the Dike-Jordan frame, wherethe rods and loks made with matter are not a�eted by the presene of the salar�eld. That is why one usually refers to the Dike-Jordan frame as the observableone. However, the dynamis of the �elds is generally more easily desribed in theEinstein frame, so that in this work, sine we are interested in the integrability ofthe models rather than in there physial ontent, the analysis will be done in theEinstein frame.Varying the Einstein frame ation (C.1.3) with respet to the �elds yields theequations :
Rµν −

1

2
Rgµν = χTµν + T ϕµν (C.1.4)

�ϕ = −χ
2
ω(ϕ)T +

dU(ϕ)

dϕ
(C.1.5)

∇νT
ν
µ = ω(ϕ)T∇µϕ (C.1.6)where χ = 8πG, T is the trae of the energy-momentum tensor of matter �elds

Tµν , and T ϕµν = 2ϕ,µϕ,ν−gµν(gαβϕαϕβ)−2U(ϕ)gµν is the energy-momentum tensorof the salar �eld. Moreover, we have de�ned the oupling ω (ϕ) = d lnΘ
dϕ

. It isimportant to note that these equations redue to those of General Relativity inpresene of a salar �eld i� ω(ϕ) = 0.Dynamial equations of salar-tensor theory in homogeneousspaesIf one denotes by t the physial time and by τ a onformal time suh that
dt = N (τ) dτ , where N (τ) is generally alled �lapse funtion�, the line element ofthe 3 + 1 physial spae reads :

ds2 = gijdx
idxj − dt2 = γ (τ)ωiωj −N2 (τ) dτ 2 (C.1.7)As explained in [194℄, one an �nd an invariant basis of di�erential forms {ω1, ω2, ω3}in eah Bianhi spae suh that γ is diagonal ; we note hereafter γ (.) = diag (αi (.)) .Taking V (τ) = (α1α2α3)
1/2 as a lapse funtion, and introduing Ai = ln (αi),the salar-tensor dynamial equations in homogeneous and anisotropi Universe
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χV 2 [3 (P + Pϕ) + ρ+ ρϕ] = − (ln (V 2))
′′

+ 1
2

(

(ln (V 2))
′)2

−1
2
(A′2

1 + A′2
2 + A′2

3 )

χV 2 [ρ+ ρϕ − (P + Pϕ)] = A′′
1 + n2

1α
2
1 − (n2α2 − n3α3)

2

χV 2 [ρ+ ρϕ − (P + Pϕ)] = A′′
2 + n2

2α
2
2 − (n3α3 − n1α1)

2

χV 2 [ρ+ ρϕ − (P + Pϕ)] = A′′
3 + n2

3α
2
3 − (n1α1 − n2α2)

2

χV 2ω (ϕ) [ρ− 3P ] = −2ϕ′′ − 4 (lnV )′ ϕ′ − 2dU
dϕ
V 2In these equations we have written ′ for d/dτ ; in addition the Universe is �lledby a perfet �uid with pressure P and energy density ρ ; �nally we have noted :

{

ρϕ := [ϕ′2/2 + U(ϕ)] /χ
Pϕ := [ϕ′2/2− U(ϕ)] /χ

(C.1.8)Taking U ≡ 0, and reorganizing the �rst dynamial equation using the threeothers, the system (C.1.8) beomes :






















0 = Ec + Ep − 4χρV 2 − 4χρϕV
2

χV 2 [ρ+ ρϕ − (P + Pϕ)] = A′′
1 + n2

1α
2
1 − (n2α2 − n3α3)

2

χV 2 [ρ+ ρϕ − (P + Pϕ)] = A′′
2 + n2

2α
2
2 − (n3α3 − n1α1)

2

χV 2 [ρ+ ρϕ − (P + Pϕ)] = A′′
3 + n2

3α
2
3 − (n1α1 − n2α2)

2

χV 2ω (ϕ) [ρ− 3P ] = −2ϕ′′ − 4 (lnV )′ ϕ′

(C.1.9)where
Ec := A′

1A
′
2 + A′

1A
′
3 + A′

3A
′
2 and Ep :=

3
∑

i6=j=1

ninje
Ai+Aj −

3
∑

i=1

n2
i e

2AiThe energy-momentum onservation, that in salar-tensor theory is :
∇µTµν = ω (ϕ)Tλβg

λβ∂νϕ (C.1.10)oupled to the hypothesis of a barotropi �uid :
P = (Γ− 1) ρ (C.1.11)allows us to obtain a relation between ρ, V and ϕ whih is :

ρ = ρoV
−ΓΘ4−3Γ with ρo ∈ R+ \ {0} (C.1.12)One should note that a �uid of radiation (Γ = 4/3) doesn't ouple diretly to thesalar �eld. Assuming a power law dependene of ϕ′ in V , more preisely :

ϕ
′
= ϕ

′
oV

∆ (C.1.13)



C.1. ARTICLE 2 : INTÉGRABILITÉ DES MODÈLES DE BIANCHI 213and making use of (C.1.12) one an solve the last equation of system (C.1.8), andobtain an expliit dependene on V for Θ(ϕ) :
ρoΘ

4−3Γ =
a2

2χ
V 2(∆−1)+Γ where a2 =

4(∆ + 2)

2(1−∆)− Γ
ϕ′2
o (C.1.14)Assuming ρo > 0 (whih orresponds to non exoti matter) and 0 ≤ Γ ≤ 2 (whihorresponds to the largest lass of barotropi �uid), relation (C.1.14) holds underthe ondition :

−2 < ∆ <
2− Γ

2
(C.1.15)The assumption (C.1.13) is a onstraint on the entire dynamial system ratherthan on the salar-tensor theory itself. Indeed, any hoie of oupling funtion ω(ϕ)an be done, but then the resulting behavior of V (τ) is ompletely �xed by the lastequation of system (C.1.9). Conversely, imposing a behavior for the volume V (τ)determines the orresponding oupling funtion. For example, imposing a Brans-Dike theory, i.e. ω(ϕ) = ω0 = cste results in V (τ) ∝ τ 1/(2−∆) ; on the ontrary, avolume evolving as V ∝ eλτ leads to

Θ(ϕ) ∝ ϕ
2(∆−1)+Γ
(4−3Γ)∆ , (C.1.16)that is, ω(ϕ) ∝ 1

ϕ
and ϕ ∝ eλ∆τ . To sum up, the only onstraint imposed byassumption (C.1.13) is on the ouple (V (τ), ω(ϕ)), through the relation :

ρ

ρϕ
=

4(∆ + 2)

2(1−∆)− Γ
V −2 , (C.1.17)that implies that, at any time, the ratio of the densities of the barotropi �uid andof the salar �eld sales with the inverse of the square of the volume. This is asu�ient onstraint to make the Kovalewski formalism tratable in salar-tensorgravity. Replaing (C.1.14) into (C.1.12), and onsidering (C.1.13) after (C.1.8),the dynamial system assoiated with the homogeneous Universe in salar-tensortheory is :















Ec + Ep = 2a2V 2∆ + 2ϕ′ 2
o V

2∆+2

2 [2− Γ] a2V 2∆ = A′′
1 + n2

1α
2
1 − (n2α2 − n3α3)

2

2 [2− Γ] a2V 2∆ = A′′
2 + n2

2α
2
2 − (n3α3 − n1α1)

2

2 [2− Γ] a2V 2∆ = A′′
3 + n2

3α
2
3 − (n1α1 − n2α2)

2

(C.1.18)It is important to note that whereas this system seems independent on Γ, it atuallydepends on it through the parameter ∆ that fully haraterizes our solution. Infat, for eah oupling funtion, their exists a non-ambiguous link between Γ and
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∆. For example in the ase of a radiation �uid when Γ = 4/3, the LHS of thelast equation in system (C.1.9) vanishes and one an �nd that ϕ′ ∝ V −2 and then
∆ = −2.A diret inspetion of the �rst equation of system (C.1.18) shows that we anpredit qualitatively the behavior of the ase : ∆ = 0. Indeed, in this ase, one ofthe two terms of Ec+Ep redues to a positive onstant and the other one tends to
0 as V tends to 0. It is well known (e.g. [195℄) that suh a ase breaks the Kasneryle (e.g. [196℄) for Bviii and Bix, and then suppresses the haoti behaviourtoward the t = 0 singularity for these models. The ase ∆ = −1 seems to besimilar, but the other term now diverges and then this simple analysis annot bedone.Hamiltonian formalismThe quantity alled Ec = A′

1A
′
2 +A′

1A
′
3 +A′

3A
′
2 is a quadrati form of Ai=1,2,3derivatives. Then, one an diagonalize it using a linear hange of variables :







q1 = (A1 −A2) /
√

2

q2 = (A1 + A2 − 2A3) /
√

6

q3 = 2 (A1 + A2 + A3) /
√

6

(C.1.19)Introduing the assoiated onformal time derivatives pi=1,2,3 := q′
i=1,2,3

, the �rstequation of the system (C.1.18) beomes :
H :=

1

2

(

p2
3 − p2

1 − p2
2

)

+ e
√

6
3
q3 ξ (q1, q2)− 2a2e

√
6

2
∆q3 − 2ϕ′2

o e
√

6
2

(∆+1)q3 = 0 (C.1.20)the so-alled potential ξ is de�ned by :
ξ (q1, q2) = −n2

1e

“√
6

3
q2+

√
2q1

”

− n2
2e

“ √
6

3
q2−

√
2q1

”

− n2
3e

− 2
√

6
3
q2 (C.1.21)

+2n1n2e
√

6
3
q2 + 2n1n3e

“√
2

2
q1−

√
6

6
q2

”

+ 2n2n3e
−

“ √
2

2
q1+

√
6

6
q2

”In terms of (qi, pi) variables, the dynamial system (C.1.18) is quasi-Hamiltonian(e.g. [197℄ and later [198℄,[199℄,[200℄)
q′1,2 =

dq1,2

dτ
= − ∂H

∂p1,2
p′1,2 =

dp1,2

dτ
= − ∂H

∂q1,2

q′3 = dq3
dτ

= ∂H
∂p3

p′3 = dp3
dτ

= −∂H
∂q3

(C.1.22)The minus that breaks the strit Hamiltonian symmetry omes from the minussignature of the quadrati form assoiated with Ec.



C.1. ARTICLE 2 : INTÉGRABILITÉ DES MODÈLES DE BIANCHI 215Integrability of homogeneous UniversesThe ase of Bianhi UniversesThe following work has been initiated by Melnikov's team (see e.g. [201℄ and[202℄ and referenes therein). In the speial ase of Bix, [203℄ onsists in an applia-tion ; a generalization in the ontext of the whole lass A (i.e. a = 0) was tried by[204℄. However, a lot of impreisions in this last work need this new reformulationand extension to salar-tensor theory.Bianhi universes as generalized Toda systemsIntroduing the following vetors :
a1 := [0,

√
6/3,
√

6/3] a2 := [
√

2/2,−
√

6/6,
√

6/3] a3 := [−
√

2/2,−
√

6/6,
√

6/3]

a4 := [
√

2,
√

6/3,
√

6/3] a5 := [−
√

2,
√

6/3,
√

6/3] a6 := [0,−2
√

6/3,
√

6/3]

a7 := [0, 0,
√

6∆/2] a8 := [0, 0,
√

6(∆ + 1)/2](C.1.23)the 3-forms :
∀x,y ∈ R3 (x, y) := +x1y1 + x2y2 + x3y3

〈x, y〉 := −x1y1 − x2y2 + x3y3
(C.1.24)and the onstants :

k1 := 2n1n2 k2 := 2n1n3 k3 := 2n2n3

k4 := −n2
1 k5 := −n2

2 k6 := −n2
3

k7 = −2a2 k8 = −2ϕ′2
o

(C.1.25)it is lear that the Hamiltonian (C.1.20) reads :
H =

1

2
〈p,p〉+

8
∑

i=1

kie
(ai,q) (C.1.26)whih is a lassial form of a generalized Toda dynamial system.Following Melnikov [201℄, we hange {q,p} variables to {u,v} ones, suh that :

{

u ∈ R8, ui=1,...,8 := 〈ai,p〉
v ∈ R8, vi=1,...,8 := exp (ai,q)

(C.1.27)Through this hange, the number of degrees of freedom jumps from 6 in {q,p}to 16 in terms of {u,v}. Still writing ′ for the derivatives with respet to the



216 ANNEXE C. ARTICLESonformal time τ , the dynamial equations then read :
∀i = 1, ..., 8



















v′i = uivi

u′i =

8
∑

j=1

mijvj

with mij := −kj 〈ai, aj〉 (C.1.28)This new formulation is now polynomial. Using the appendix notations, one andiretly prove that the system (C.1.28) is autosimilar with any non vanishing indexand weight g suh that :
g1 = ... = g8 = 1 and g9 = ... = g16 = 2 (C.1.29)

g is unique provided that (C.2.39) is ful�lled. A partiular autosimilar solution of
(C.1.28) is then

[ũ ṽ]T = ct−g =
[

λ1t
−1, ..., λ8t

−1, µ1t
−2, ..., µ8t

−2
]T (C.1.30)provided that the onstant non vanishing vetor c = [λ, µ] = [λ1, ..., λ8, µ1, ..., µ8]is a solution of the algebrai system of equations :

∀i = 1, · · · , 8



















8
∑

j=1

mij µj = −λi

λi µi = −2µi

(C.1.31)Hene, to any non vanishing solution of this last system orresponds a set of 16Kovalewski exponents that allows to write the solution of the system (C.1.22) (fAppendix A). A neessary ondition for the system to be integrable is that all itsKovalewski exponents be rational. So, the rest of the paper will be devoted to theanalysis of these exponents in order to study the integrability of di�erent types ofhomogeneous and anisotropi Universes.Solutions of the algebrai systemIn the more general ase (that is salar-tensor theory in presene of matterbarotropi �uids), the algebrai system (C.1.31) makes use of the 8× 8 matrix
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M :=



























0 −2n1n3 −2n3n2 0 0 2n2
3 2a2∆ 2ϕ′ 2

o ∆1

−2n1n2 0 −2n3n2 0 2n2
2 0 2a2∆ 2ϕ′ 2

o ∆1

−2n1n2 −2n1n3 0 2n2
1 0 0 2a2∆ 2ϕ′ 2

o ∆10 0 −4n3n2 −2n2
1 2n2

2 2n2
3 2a2∆ 2ϕ′ 2

o ∆10 −4n1n3 0 2n2
1 −2n2

2 2n2
3 2a2∆ 2ϕ′ 2

o ∆1

−4n1n2 −4n1n3 0 2n2
1 2n2

2 −2n2
3 2a2∆ 2ϕ′ 2

o ∆1

−2n1n2∆ −2n1n3∆ −2n3n2∆ n2
1∆ n2

2∆ n2
3∆ 3a2∆2 3ϕ′ 2

o ∆1∆
−2n1n2∆1 −2n1n3∆1 −2n3n2∆1 n2

1∆1 n2
2∆1 n2

3∆1 3a2∆∆1 3ϕ′ 2
o ∆2

1

























(C.1.32)where ∆1 := ∆ + 1. One an straightforwardly hek that M is of rank 3.The vetor →
0 is always a solution of the system (C.1.31), but it is not relevant forthe quest of Kovalewski exponents that needs non trivial solutions. A systematistudy of the solutions of the system (C.1.31) is possible : for p = 6, 7 or 8 let

Ep = {1, 2, 3, · · · , p}, we onsider the minor determinants :
∀(i, j, k) ∈ Ep × Ep × Ep ζi = mii , ζi,j =

∣

∣

∣

∣

mii mij

mji mjj

∣

∣

∣

∣

ζi,j,k =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

mii mij mik

mji mjj mjk

mki mkj mkk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(C.1.33)and the determinants :
d2i =

∣

∣

∣

∣

2 mij

2 mjj

∣

∣

∣

∣

, d2j =

∣

∣

∣

∣

mii 2
mji 2

∣

∣

∣

∣

(C.1.34)d3i =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 mij mik

2 mjj mjk

2 mkj mkk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, d3j =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

mii 2 mik

mji 2 mjk

mki 2 mkk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, d3k =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

mii mij 2
mji mjj 2
mki mkj 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(C.1.35)Solutions of System (C.1.31) are then lassi�ed into three lasses :1. Type 1 solutions (T1) : ∃! i ∈ Ep suh that µi 6= 0 and ∀j ∈ Ep\{i} , µj = 0 :then λi = −2 and� if ζi = 0 : there is no solution.� if ζi 6= 0 : µi = 2/ζi and ∀j ∈ Ep \ {i} , λj = −2mji/ζi2. Type 2 solutions (T2) : ∃! (i, j) ∈ Ep × (Ep \ {i}) suh that {µi, µj} 6= {0, 0}and ∀k ∈ Ep \ {i, j} , µk = 0 : then λi = λj = −2 and



218 ANNEXE C. ARTICLES� if ζi,j = 0 : there is no solution.� if ζi,j 6= 0 : µi = d2i/ζij and µj = d2j/ζi,j moreover ∀k ∈ Ep \ {i, j} ,
λk = (mkid2i +mkjd2j) /ζi,j3. Type 3 solutions (T3) : ∃! (i, j, k) ∈ Ep × (Ep \ {i})× (Ep \ {i, j}) suh that
{µi, µj, µk} 6= {0, 0, 0} and ∀l ∈ Ep\{i, j, k} , µl = 0 : then λi = λj = λk = −2and� if ζi,j,k = 0 : there is no solution� if ζi,j,k 6= 0 : µi = d3i/ζi,j,k , µj = d3j/ζi,j,k and µk = d3k/ζi,j,k moreover
∀l ∈ Ep \ {i, j, k} , λl = (mlid3i +mljd3j +mlkd3k) /ζi,j,kKovalewski exponents for Bianhi UniversesIn what follows, we will examine the Kovalewski exponents for Bianhi Uni-verses in 4 di�erent ases that are inluded in the formalism presented above :salar-tensor gravity with or without matter �uids, and General Relativity withor without matter �uids. We proeed in three steps.1. Selet a Universe. It orresponds to hoosing a set of ni=1,2,3 in table C.1. Thisstep determines the theory of gravitation and the matter ontent of interest,and this hoie is made by onsidering di�erent forms for the matrix Mde�ned in (1) :� Barotropi matter �lled Universe in salar-tensor theory of gravitation :
p = 8. This is the most general ase that was presented in detail in thepreeding subsetion.� Empty Universe in salar-tensor theory of gravitation : p = 7. The asso-iated matrix is M but without the 7th line and the 7th olumn :
MSTV :=



















0 −2n1n3 −2n3n2 0 0 2n2
3 2ϕ′ 2

o ∆1

−2n1n2 0 −2n3n2 0 2n2
2 0 2ϕ′ 2

o ∆1

−2n1n2 −2n1n3 0 2n2
1 0 0 2ϕ′ 2

o ∆10 0 −4n3n2 −2n2
1 2n2

2 2n2
3 2ϕ′ 2

o ∆10 −4n1n3 0 2n2
1 −2n2

2 2n2
3 2ϕ′ 2

o ∆1

−4n1n2 −4n1n3 0 2n2
1 2n2

2 −2n2
3 2ϕ′ 2

o ∆1

−2n1n2∆1 −2n1n3∆1 −2n3n2∆1 n2
1∆1 n2

2∆1 n2
3∆1 3ϕ′ 2

o ∆2
1

















� Barotropi matter �lled Universe in Einstein General Relativity : p = 7.The assoiated matrix isM but with the 8th line and 8th olumn removed,and the 7th line and 7th olumn adapted. Noting γ for 2− Γ we have :
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MGRM :=



















0 −2n1n3 −2n3n2 0 0 2n2
3 2ρoχγ

−2n1n2 0 −2n3n2 0 2n2
2 0 2ρoχγ

−2n1n2 −2n1n3 0 2n2
1 0 0 2ρoχγ0 0 −4n3n2 −2n2
1 2n2

2 2n2
3 2ρoχγ0 −4n1n3 0 2n2

1 −2n2
2 2n2

3 2ρoχγ
−4n1n2 −4n1n3 0 2n2

1 2n2
2 −2n2

3 2ρoχγ
−n1n2γ −n1n3γ −n3n2γ n2

1γ/2 n2
2γ/2 n2

3γ/2 3ρoχγ2/2

















� Empty Universe in Einstein General Relativity : p = 6. The assoiatedmatrix is M but with the 7th and 8th lines and the 7th and 8th olumnsremoved :
MGRV :=















0 −2n1n3 −2n3n2 0 0 2n2
3

−2n1n2 0 −2n3n2 0 2n2
2 0

−2n1n2 −2n1n3 0 2n2
1 0 00 0 −4n3n2 −2n2
1 2n2

2 2n2
30 −4n1n3 0 2n2

1 −2n2
2 2n2

3

−4n1n2 −4n1n3 0 2n2
1 2n2

2 −2n2
3













We then have to apply the following algorithm to the appropriate matrix.2. Determine all the non vanishing minor determinants ζ whih ould be ex-trated from the onsidered matrix.3. For eah ζ , ompute the assoiated set of 2p Kovalewski exponents. In ourpolynomial ase, as indiated in appendix A this set is the set of eigenvaluesof the matrix :
K =
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(C.1.36)
The partiular form of the matrix K and the weak rank of the matrix Mallows an expliit alulation of the eigenvalues in all the ases p = 6, 7, 8 and for



220 ANNEXE C. ARTICLESall the Bianhi Universes. There exists several hundreds of non vanishing minordeterminants in all the ases onsidered. They orrespond to 92 distint sets ofKovalewski exponents with length 2p = 12, 14 or 16. All the details are presentedin appendix B. In all ases, alulations are expliit, and in order to organize it weuse formal alulus omputational tools.Exponents analysis and onlusionsThe full set of Kovalewski exponents is presented in appendix B. The analysisof the sets of exponents results in four lasses for Bianhi models : Class I ontainsuniquely BI models, Class II ontains BII and BIV, Class III is omposed by BIII,
BVIo,a

and BVIIo,a
, and �nally Class IV ontains BVIII and the famous BIX.Eah lass is haraterized by the same set of Kovalewski exponents, thereforeorresponding models have the same harateristi dynamis. Let us review foreah lass the algebrai properties of Kovalewski exponents :� Class I − For all the ases we studied, all the Kovalewski exponents belon-ging to this lass, are rational provided that the barotropi index Γ and/orthe salar-tensor parameter ∆ are rational. This restrition orresponds tophysial ases1.� Class II − Kovalewski exponents of models belonging to this lass fall intofour subases :� Empty Universe in General Relativity (EUGR) : exponents belonging tothis lass are integers.� Barotropi Matter �lled Universe in General Relativity (BMUGR) : due to

A∗
±, all exponents are rational i� Γ ∈ Q∩ [0,Γ0] with Γ0 = (11−

√
73)/3 ≈

0.81.� Empty Universe in Salar-Tensor Theory (EUSTT) : due to A±, all expo-nents are rational i� ∆ ∈ Q ∩ [∆0, 1] with ∆0 = (−11 +
√

73)/6 ≈ −0.40.� Barotropi Matter �lled Universe in Salar-Tensor Theory (BMUSTT) :Due to A± and D±, all exponents are rational i� ∆ ∈ Q ∩ [∆1, 1] with
∆1 = (−5 +

√
73)/6 ≈ 0.59.� Class III − As previously, four lasses of sets of Kovalewski exponents anbe identi�ed� EUGR : exponents belonging to this lass are integers.� BMUGR : due to A∗

±, B∗
± and C∗

±, all exponents are rational i� Γ ∈ Q ∩
[0,Γ0]. This ase is then equivalent to the orresponding ase of lass II mo-dels. Let us remark the speial value Γ = 2/3 for whih (A∗

+, A
∗
−, B

∗
+, B

∗
−, C

∗
+, C

∗
−) =

(1, 0, 1, 0, 1, 0).1As a matter of fat, physial power laws or barotropi index must be rational in order to befull of physial meaning



C.1. ARTICLE 2 : INTÉGRABILITÉ DES MODÈLES DE BIANCHI 221� EUSTT : due to A±,B± and a± all exponents are rational i� ∆ ∈ Q ∩
[∆0, 1]. This ase is then equivalent to the orresponding ase of lass II mo-dels. Let us remark the speial value∆ = −1/3 for whih (A+, A−, B+, B−, a+, a−) =
(1, 0, 1, 0, 1, 0).� BMUSTT : due to A±,B±, C±, D±, a± and b±, all exponents are rationali� ∆ ∈ Q ∩ [∆2, 1] with ∆2 = 16/25 = 0.64.� Class IV − all models of this lass ontain at least two onjugated omplexKovalewski exponents.>From suh an analysis, taking into aount Yoshida's theorems (see [205, 206℄)whose ontext is detailed in appendix A, we an onlude that :� Empty Universes whose metris orrespond to lasses I, II or III de�nedbelow are generially assoiated to algebraially integrable dynamis.� Class IV Universes are always assoiated to non algebraially integrable dy-namis. This result holds for General Relativity and/or salar-tensor theorywe are interested in, the Universe being empty and/or �lled of barotropimatter.� BMUGR of lass II and III are assoiated to non integrable dynamis if thebarotropi index ranges in the interval [Γ0, 2] with Γ0 = (11−

√
73)/3 ≈ 0.81.� EUSTT of lass II and III are assoiated to non integrable dynamis if thepower law of the salar-tensor modelization (C.1.13) ranges in the interval

[−2,∆0] with ∆0 = (−11 +
√

73)/6 ≈ −0.40.� BMUSTT of lass II are assoiated to non integrable dynamis if the po-wer law of the salar tensor modelization (see C.1.13) ranges in the interval
[−2,∆1] with ∆1 = (−5 +

√
73)/6 ≈ −0.40.� BMUSTT of lass III are assoiated to non integrable dynamis if the powerlaw of the salar tensor modelization (C.1.13) ranges in the interval [−2,∆2]with ∆2 = 16/25 = 0.64.The integrability of homogeneous Universes depends on multiple fators.It is well known, sine the pioneering works by Elskens and Henneaux [207℄,that the number of dimensions D of the spatial setions of the Universe is one ofthis fators. It in�uenes the form of the potential ξ (q) in relation (C.1.21) or/andinreases the number of omponents of the vetors {ai} in (C.1.23). The net resultin the simpli�ed ontext of generalized Kasner metri is that haos disappears −and then system beomes always integrable, in a lassial ontext − when D ≥ 11.Modi�ation of the gravitation theory by introduing a salar-tensor om-ponent seems here to have a di�erent ontribution. As a matter of fat, in thease we onsider, the potential ξ (q) is not modi�ed, but a volume dependent Todapotential is added in the Hamiltonian. In a general way, this produes a slowingdown for the ushions' veloity in the billiard representation (see [200℄ and refe-renes therein). One an then reasonably suppose that this feature does not hange



222 ANNEXE C. ARTICLESdrastially the dynamial properties of homogeneous Universes inherited from Ge-neral Relativity. The integrability analysis based on Kovalewski exponents we havedone on�rms suh a onjeture.Appendix A : Integrability of autosimilar di�eren-tial systemsLet f be a ontinuous funtion from Rn to Rn and x = [x1(t), ..., xn(t)]
T ∈ Rnsuh that

dx

dt
= f (x) (C.2.37)If there exists a positive real λ and a rational vetor g := [g1, ..., gn]

T suh thatthe transformation
t 7→ t/λ

∀i = 1, ..., n xi 7→ λgixi
(C.2.38)leaves the system (C.2.37) invariant, this system is alled autosimilar with index

λ and weight g.When it exists g, it is unique if
A (x) ∈Mn (R) , Aij = xj

∂fi (x)

∂xj
− δijfi (x) (C.2.39)is invertible for almost all x ∈Rn.Autosimilar systems always admit at least one autosimilar partiular solution

x̃as =
[

c1 (t− to)−g1 , ..., cn (t− to)−gn
]T (C.2.40)where c := [c1, ..., cn]

T is solution of the algebrai equation :










f1 (c) = −g1c1...
fn (c) = −gncn

(C.2.41)Linearization of the system (C.2.37) around the solution x̃as gives
dz

dt
= Df (x) (x̃as) z (C.2.42)where Df (x) (x̃as) is the Jaobian matrix of f (x) evaluated at x = x̃as. A theoremby Fuhs (see [208℄ �5.6 and 5.7) then shows that the general solution of (C.2.42)is autosimilar and reads :

z =
[

k1 (t− to)ρ1−g1 , ..., kn (t− to)ρn−gn
]T (C.2.43)



C.1. ARTICLE 2 : INTÉGRABILITÉ DES MODÈLES DE BIANCHI 223The quantities (ρ1, ρ2, ..., ρn) are alled Kovalewski exponents. More pratially,one an ompute them beause there are also eigenvalues of the matrix :
K := Df (x) (c) + diag (g) . (C.2.44)As shown by Conte (see [208℄ �5.6 and 5.7), they are of great importane forthe study of integrability of the original non linear system (C.2.37). As a matterof fat eah omponent xi=1,..,n of a solution x of this system an be written as :

xi (t) =

+∞
∑

k=0

εkx
(k)
i (t) with 

















x
(0)
i = ci (t− to)gi

x
(1)
i = ki (t− to)ρi−gi

∃ 1 ≤ p, q ≤ n, x
(2)
i = cpkq (t− to)gp+ρq−gqet · · · (C.2.45)hene

xi (t) ∝ (t− to)gi S [(t− to)ρ1 , ..., (t− to)ρn ] (C.2.46)where S [ ] is a multiple series. This allows to understand a theorem by Yoshida(see [205, 206℄) : a neessary ondition for a di�erential system to be integrable isthat all its Kovalewski exponents are rational. If there exists at least one exponentirrational or omplex the orresponding di�erential system is not algebraiallyintegrable.Appendix B : Details of Kovalewski exponentsWhen only non exoti barotropi matter ( 0 ≤ Γ < 2) is onsidered, we havenoted γ = (3 Γ− 2)/(Γ− 2). For any K = 3, 5,7 and 15 we note 2K±i = 1± i
√
Kand

2A∗
± = 1±

√

16−22 Γ+3Γ2

4−2Γ
2B∗

± = 1±
√

5− 6 Γ

2C∗
± = 1±

√

25Γ−18
Γ−2

2D∗
± = 1±

√

18−41Γ+24 Γ2

2−Γ

Eγ :=
{

−1, 2, 1 (×6) , 2γ
3

(×6)
}

Eo := {−1, 4(×3), 2(×3), 1(×5)}Moreover
Eδ = [{−1, 1 (×6) , 2 , 2δ1/3(×6)}

δ1 = (3∆ + 1) (∆ + 1)−1 and δ2 = (3 ∆− 2)∆−1
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2A±=1±

√

3
(

∆−∆+
A

) (

∆−∆−
A

)

|∆ + 1| 6∆±
A = −11±

√
73

2D± = 1±

√

3
(

∆−∆+
D

) (

∆−∆−
D

)

|∆| 6∆±
D = −5±

√
73

2B± = 1±
√

25∆ + 9

|∆ + 1|

2C+ = 1±
√

25∆− 16

|∆|

2E± = 1±
√

48∆2 + 41∆ + 9

|∆ + 1| 48∆2 + 41∆ + 9 > 0

2F± = 1±
√

48∆2 − 55∆ + 16

|∆| 48∆2 − 55∆ + 16 > 0

2a± = 1±
√

5 + 12 ∆ 2b± = 1±
√
−7 + 12 ∆Using the notations de�ned above we have omputed all the Kowalewski expo-nents for all Bianhi Universes, in the ase of empty or barotropi �lled Universesand for General Relativity(GR) and Salar-Tensor (ST) theory of gravitation :

BiRG Empty (N=6) Barotropi Matter (N=7)T1 ∅ EγT2 ∅ ∅T3 ∅ ∅ST Empty (N=7) Barotropi Matter (N=8)T1 Eδ
−1, , 1(×7), 2 , 2δ2/3(×6), −2/∆

−1, 1(×7), 2 , 2 (∆ + 1)−1, 2δ1/3(×6)T2 ∅ ∅T3 ∅ ∅
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Bii and BivGR Empty (N=6) Barotropi Matter (N=7)T1 Eo

Eγ

−1, 1(×6), 2(×3), 4(×3), 3 − Γ/2T2 ∅ −1, 1 (×5) , 2, γ/2 (×2) , γ (×3) , A∗
±T3 ∅ ∅ST Empty (N=7) Barotropi Matter (N=8)T1 −1, 1(×6), 2(×3), 4(×3),∆ + 3

Eδ

−1, 1(×7), 2, 2 (∆ + 1)−1, 2δ1/3 (×6)
−1, 1(×7), 2, 2δ2/3(×6), −2 /∆
−1, 1(×7), 2(×3), 4(×3), ∆ + 3, ∆ + 2T2 −1, 1(×5), 2, δ1/2(×2), δ1(×3), A±

−1, 1(×6), 2, δ2/2(×2), δ2(×3) ,−2/∆, D±
−1, 1(×6), 2, δ1/2(×2), δ1(×3), 2 (∆ + 1)−1, A±T3 ∅ ∅

BIII , BV Io,a
, BV IIo,aGR Empty (N=6) Barotropi Matter(N=7)T1 Eo

Eγ

−1 , 1(×6), 2(×3), 4(×3), 3 − Γ/2T2 ∅
−1, 1 (×5) , 2, γ/2 (×2) , γ (×3) , A∗

±
−1, 0(×2), 1(×5), 2, 2 γ, γ(×2), B∗

±T3 ∅
−1, 0, 1(×4), 2, 2 γ, γ(×2), B∗

±, C
∗
±

−1, 0(×2), 1(×5), 2, 2 γ, γ(×2), B∗
±ST Empty (N=7) Barotropi Matter (N=8)T1 −1, 1(×6), 2(×3), 4(×3),∆ + 3

Eδ

−1, 1(×7), 2, 2δ1/3(×6), 2 (∆ + 1)−1

−1, 1(×7), 2 , 2δ2/3(×6), −2∆−1

−1, 1(×7), 2(×3), 4(×3),∆ + 3, ∆ + 2T2 −1, 1(×5), 2 , δ1/2 (×2), δ1(×3), A±
−1, 0(×2) , 1(×5), 2, 2 δ1, δ1(×2), a±

−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ1, δ1(×2), 2 (∆ + 1)−1 , a±
−1, 1(×6), 2, δ1/2 (×2), δ1(×3), 2 (∆ + 1)−1, A±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ2, δ2(×2),−2∆−1, b±
−1, 1(×6) , 2, δ2/2(×2), δ2(×3),−2∆−1, D±T3 −1, 0, 1(×4), 2, 2 δ1, δ1(×2), a±, B±

−1, 0(×2), 1(×5) , 2, 2 δ1, δ1(×2), a±

−1, 0, 1(×5) , 2, 2 δ1, δ1(×2), 2 (∆ + 1)−1, a±, B±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ1, δ1(×2), 2 (∆ + 1)−1, a±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ2, δ2(×2), −2∆ −1, b±
−1, 0, 1(×5), 2, δ2(×2), 2 δ2,−2∆ −1, b±, C±
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Bviii and BixGR Empty (N=6) Barotropi Matter (N=7)T1 Eo

Eγ

−1, 1(×6), 2(×3), 4(×3), 3 − Γ/2T2 −1,−2(×3), 7±i, 2(×2), 1(×4)
−1, 2, 15±i, 1(×4), 0(×4)

−1, 1 (×5) , 2, γ/2 (×2) , γ (×3) , A∗
±

−1, 0(×2), 1(×5), 2, 2 γ, γ(×2), B∗
±

−2(×3),−1, 1(×5), 2(×2), 7±i, 2Γ − 2
−1, 0(×4), 1(×5), 2, 15±i,−1 + 3Γ/2T3 −1, 2, 15±i(×2), 1(×3), 0(×3)

−1, 2, 3±i(×2), 1(×3), 0(×3)
−1, 2, 15±i, 1(×4), 0(×4)
−1(×2), 2(×2), 7±i, 1(×3), 0(×3)

−1, 0(×3), 1(×4), 2, 3±i(×2),−1 + 3Γ/2
−1, 1(×4), 2, −2 γ, 2 γ(×3), C∗

±, D
∗
±

−1, 0(×3), 1(×4), 2, 15±i(×2),−1 + 3Γ/2
−1, 0(×4), 1(×5), 2, 15±i,−1 + 3Γ/2
−1, 0, 1(×4), 2, 2 γ, γ(×2), B∗

±, C
∗
±

−1(×2), 0(×3), 1(×4), 2(×2), 7±i,−1 + 3Γ/2
−1, 0(×2), 1(×5), 2, 2 γ, γ(×2), B∗

±ST Empty (N=7) Barotropi Matter (N=8)T1 Eδ

−1, 1(×6), 2(×3), 4(×3),∆ + 3

−1, 1(×7), 2, 2δ2/3(×6), −2∆−1

−1, 1(×7), 2(×3), 4(×3),∆ + 3, ∆ + 2

−1, 1(×7), 2, 2δ1/3 (×6), 2 (∆ + 1)−1T2 −1, 0(×2), 1(×5), 2, δ1(×2), 2 δ1, a±
−2(×3),−1, 1(×5), 2(×2), 7±i,−4∆ − 2
−1, 0(×4), 1(×5), 2, 15±i,−3∆ − 1
−1, 1(×5), 2, δ1/2 (×2), δ1(×3), A±

−1, 1(×6), 2, D±, δ2/2(×2), δ2(×3),−2∆−1

−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ2, δ2(×2), −2∆−1, b±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ1, δ1(×2), 2 (∆ + 1)−1, a±
−1, 1(×6), 2, δ1/2(×2), δ1(×3), 2 (∆ + 1)−1 , A±
−2(×3),−1, 1(×6), 2(×2), 7±i,−4∆ − 2, −4∆ + 2
−1, 0(×4), 1(×6), 2, 15±i,−3∆ − 1, −3∆ + 2T3 −1, 0 (×2), 1 (×5), 2, 2 δ1, δ1 (×2), a±

−1, 0 (×4), 1 (×5), 2, 15±i,−3∆ − 1
−1, 0 (×3), 1 (×4), 2, 15±i (×2), −3∆ − 1
−1, 0(×3), 1(×4), 2, 3±i(×2),−3∆ − 1
−1, 0, 1(×4), 2, 2 δ1, δ1(×2), a±, B±
−1(×2), 0(×3), 1(×4) ,2(×2), 7±i,−3∆ − 1
−1, 1(×4), 2,−2 δ1, 2 δ1(×3), B±, E±

−1, 1(×5), 2, −2 δ1, 2 δ1(×3), 2 (∆ + 1)−1, B±, E±
−1, 1(×5), 2,−2 δ2, 2 δ2(×3),−2∆−1, C±, F±
−1, 0(×3), 1(×5), 2, 3±i(×2),−3∆ − 1,−3∆ + 2
−1, 0(×3), 1(×5), 2, 15±i(×2),−3∆ − 1, −3∆ + 2
−1(×2), 0(×3), 1(×5), 2(×2), 7±i, −3∆ − 1, −3∆ + 2

−1, 0, 1(×5), 2, 2 δ1, δ1(×2), 2 (∆ + 1)−1, a±, B±
−1, 0, 1(×5), 2, 2 δ2, δ2(×2),−2∆−1, b±, C±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ2, δ2(×2),−2∆−1, b±
−1, 0(×2), 1(×6), 2, 2 δ1, δ1(×2), 2 (∆ + 1)−1, a±
−1, 0(×4), 1(×6), 2, 15±i,−3∆ − 1, −3∆ + 2



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 227C.3 Artile 3 : Correspondane entre hamps sa-laires osmologiques et �bakreation� inéma-tiqueCet artile est paru dans Class. Quantum Grav. 23 (2006) 6379-6408.



228 ANNEXE C. ARTICLESCorrespondene between kinematial bakreation and salar �eldosmologies � the `morphon �eld'Thomas Buhert, and Julien Larena, and Jean-Mihel AlimiSpatially averaged inhomogeneous osmologies in lassial general relativity anbe written in the form of e�etive Friedmann equations with soures that inludebakreation terms. In this paper we propose to desribe these bakreation termswith the help of a homogeneous salar �eld evolving in a potential ; we all it the`morphon �eld'. This new �eld links lassial inhomogeneous osmologies to salar�eld osmologies, allowing to reinterpret, e.g., quintessene senarios by routingthe physial origin of the salar �eld soure to inhomogeneities in the Universe. Weinvestigate a one�parameter family of saling solutions to the bakreation pro-blem. Subases of these solutions (all without an assumed osmologial onstant)inlude sale�dependent models with Friedmannian kinematis that an mimithe presene of a osmologial onstant or a time�dependent osmologial term.We expliitly reonstrut the salar �eld potential for the saling solutions, anddisuss those ases that provide a solution to the Dark Energy and oinideneproblems. In this approah, Dark Energy emerges from morphon �elds, a meha-nism that an be understood through the proposed orrespondene : the averagedosmology is haraterized by a weak deay (quintessene) or growth (phantomquintessene) of kinematial �utuations, fed by 'urvature energy' that is storedin the averaged 3�Rii urvature. We �nd that the late�time trajetories of thosemodels approah attrators that lie in the future of a state that is predited byobservational onstraints.IntrodutionThe fat that the spatially averaged inhomogeneous Universe does not evolve asthe standard model of osmology, furnished by a homogeneous�isotropi solutionof Einstein's laws of gravity, has reently beome a major topi aiming at a pos-sible solution to the Dark Energy problem [209℄, [210℄, [211℄. While the averagingproblem in relativisti osmology has a long history, initiated by George Ellis [116℄(referenes may be found in [212℄ and [213℄), the bakreation terms, i.e. those ave-raged ontributions that lead to deviations from a Friedmannian osmology, havebeen onsidered quantitatively unimportant. Reent work that onjetures a largebakreation e�et (e.g. [140℄) has been aompanied both by ounter onjetures(e.g. [151℄) and speial solutions of the averaged Einstein equations [132℄ that sup-



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 229port the laim that bakreation ould be made responsible for the Dark Energygap (e.g. [214℄, [215℄, [216℄, [155, 160℄, [217℄ and referenes and disussion in [212℄).In parallel to this disussion, other models have been extensively investigated,most notably quintessene models that invoke the presene of a salar �eld soure,this salar �eld being a standard one or a phantom �eld (with a negative kinetienergy) [167, 166, 169, 170℄ and referenes in the reviews [174℄ and [51℄. Those mo-dels imply the possibility of a senario featuring a time�dependent osmologialterm. Partiular properties of the salar �eld potential are disussed on phenome-nologial grounds, whih an lead to an aeleration of the regional Universe andso to an explanation of Dark Energy. A further problem in onjuntion with mode-ling a repulsive omponent in universe models is known as the oinidene problem,i.e. a reent domination of this omponent is favoured, possibly ouring aroundthe epoh of struture formation. Its solution also motivates the onstrution ofmodels with a time�dependent osmologial term that needs no `�ne�tuning'.In this paper we also onsider salar �eld osmologies, but we shift the pers-petive from the usual interpretation of a salar �eld soure in Einstein's equationsto a mean �eld desription of averaged inhomogeneities. We see a number of ad-vantages entailed by suh a desription that motivated the present investigation.First, a (homogeneous) salar �eld as a model of spatially averaged (i.e. e�etivelyhomogeneous) geometrial degrees of freedom that are physially present does notneed to be justi�ed as an additional soure arising from fundamental �eld theories ;it has a well�de�ned physial status and, as suh, does not su�er from a pheno-menologial parameterization, sine it is onstrained by Einstein's �eld equations.Seond, inhomogeneities enoded in bakreation terms give rise to the salar �eldosmology, �xing its potential, its equation of state, et. ; they not only in�uenethe evolution of the salar �eld, but they determine it. Third, the proposed or-respondene allows a realisti reinterpretation of quintessene models and otherphenomenologial approahes involving salar �elds. These approahes must notbe onsidered as independent alternatives, they here desribe the same physis thatalso underlies the bakreation approah, and so an be onfronted with physialonstraints ; in other words, if bakreation an indeed be made responsible for thelate�time aeleration of the Universe, then the e�ort spent on quintessene mo-dels and other approahes [51℄ an be fruitfully exploited in terms of the proposedrephrasing. Fourth, sine the underlying e�etive equations are general and do notinvoke perturbative assumptions, the salar �eld osmology provides aess to thewhole solution spae, notably to the non�perturbative regime. Finally, subasesof exat solutions inlude a osmologial onstant, whih therefore an or annotbe inluded in Einstein's equations ; the osmologial onstant is a partiular so-lution of the averaged inhomogeneous model without neessarily being present inEinstein's equations.



230 ANNEXE C. ARTICLESSine the salar �eld introdued in this way stems from averaged geometrialdegrees of freedom, i.e. kinematial bakreation terms enoded in the extrinsiurvature of spatial hypersurfaes, as well as their salar urvature, we all it themorphon �eld : it e�etively models the inhomogeneities shaping the struture inthe Universe and apturing the total e�et of kinematial bakreation, i.e. thee�et leading to a deviation from the kinematis of the standard model. Speakingin terms of geometry, we may roughly say that the morphon models the geometrialvauum degrees of freedom in Einstein's theory, whih are negleted when modelingthe Universe with the help of averaged matter soures only. We all the salar �eld amorphon only if it arises from the proposed mean �eld desription ; we an of oursestill onsider other salar �elds as soures of Einstein's equations. We expet, andwe shall demonstrate this for quintessene �elds, that the morphon is apable ofating like any other salar �eld model, e.g., assigned to an in�aton, a urvaton, adilaton, et., depending on our apability to exploit the proposed orrespondene,i.e. the possibility to �nd solutions of the averaged Einstein equations and toreonstrut the salar �eld potential for this solution.We here provide a �rst step that should help to appreiate the various possi-bilities, but this investigation does not laim to be exhaustive. In this line we aregoing to hoose a minimal parameterization of the salar �eld osmology in thefollowing sense : �rst, we do not inlude the osmologial onstant and the onstanturvature term in the `Friedmannian part' of the averaged equations, sine botharise as subases of speial solutions for the bakreation terms ; seond, we hoosethe simplest foliation (onstant lapse and vanishing shift in the ADM (ArnowittDeser Misner) formulation of Einstein's equations) and the simplest matter model`irrotational dust' in order to exemplify the orrespondene ; third, we realize theorrespondene for a partiular lass of saling solutions with single�power laws. Inthis framework we show that the orrespondene holds with a standard minimallyoupled salar �eld that an play the role of a quintessene �eld. If we inlude thefull oordinate degrees of freedom as well as an inhomogeneous pressure soure ina perfet �uid energy momentum tensor (or even imperfet �uid soures), moresophistiated salar �eld osmologies would arise. We omment on this possibilityat the end of the paper.The proposed orrespondene an also be inverted, e.g. we may start with aknown model of quintessene and try to reover the orresponding solution of theaveraged Einstein equations. We shall not exemplify this inversion in the presentpaper, we just note that free parameters in a given quintessene model an bedetermined through this orrespondene.We proeed as follows. Setion 2 realls the basi equations and relations nee-ded for the present work. Setion 3 sets up the orrespondene between kinematialbakreation and salar �eld models. Setion 4 investigates a family of saling solu-



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 231tions to the bakreation problem. Setion 5 exploits the proposed orrespondene.Here we expliitly reonstrut the potential for the saling solutions, explore thesolution spae of inhomogeneous osmologies with the help of the saling solutions,and disuss some partiular ases, whih have been advaned before in the litera-ture, and whih are now interpreted with the help of a morphon �eld. We also givea onrete model and onfront it with observational onstraints. Setion 6 ontainsa summary and an outlook on possible generalizations.The bakreation ontextThe averaging problem in relativisti osmology involves a variety of approahesand problems. Generally, researh work in this �eld deals with averaging inhomoge-neities in matter and/or geometry. Mostly, spatial averaging is envisaged, but alsoaveraging on the light�one is aessible by some averaging tehniques (omparedisussions and referenes in [116℄, [212℄, [122, 124, 125℄.)In this work we fous on the omparatively simple approah of averaging thesalar parts of Einstein's equations on a given foliation of spaetime. The time�evolution of integral properties of the osmologial model on ompat spatial do-mains an be extrated from Einstein's equation without any perturbative as-sumptions by Riemannian volume integration. The simplest example is the time�evolution of the volume. Thus, we do not aim at hanging the physis of theinhomogeneous osmologial model. More ambitious and physially di�erent inmotivation are averaging strategies that e�etively replae the inhomogeneous hy-persurfaes and inhomogeneous tensor �elds on these hypersurfaes by another,smoothed universe model [124℄, [218℄. These latter tehniques lead to further `in-trinsi bakreation' e�ets by, e.g. �owing averages on a bumpy geometry toaverages on a onstant�urvature `template universe' as a �tting devie. This anbe niely put into pratie using the Rii�Hamilton �ow that renormalizes theaveraged variables and leads to a `dressing' of osmologial parameters by thoseadditional `bakreation' terms [124℄,[125℄.With kinematial averaging we aim at an e�etive desription of the kinematisof the inhomogeneous Universe, and we still enounter a number of salar ontri-butions that add up to the averaged matter soures in an inhomogeneous model(`kinematial bakreation terms') as a result of the fat that spatial averagingand time�evolution are non�ommuting operations (not neessarily to be attribu-ted to the nonlinearity of Einstein's equations). Employing a perfet �uid sourein the energy momentum tensor, those `bakreation terms' omprise a ontribu-tion from averaged expansion and shear �utuations (i.e., terms enoding extrinsiurvature of the hypersurfaes), the averaged 3�Rii urvature (i.e, a term thatenodes intrinsi urvature of the hypersurfaes), an averaged pressure gradient (or



232 ANNEXE C. ARTICLESan averaged aeleration divergene), and frame �utuation terms, i.e. oordinatee�ets (like the averaged variane of the lapse funtion in the ADM setting). Inthis framework and for vanishing shift, but arbitrary lapse and arbitrary 3�metri,the general equations were given in [133℄. However, we further restrit the ana-lysis to a universe model �lled with an irrotational �uid of dust matter [132℄ inorder to provide the most transparent framework for the purpose of setting up theorrespondene with a salar �eld osmology.Averaged ADM equations for onstant lapse and vanishingshiftWe employ a foliation of spaetime into �ow�orthogonal hypersurfaes with the3�metri gij in the line�element ds2 = −dt2 + gij dX
idXj. We de�ne the followingaverager, restriting attention to salar funtions Ψ(t, X i) :

〈

Ψ(t, X i)
〉

D :=
1

VD

∫

D
Ψ(t, X i) Jd3X ; VD =

∫

D
Jd3X , (C.3.1)with J :=

√

det(gij) ; gij is an arbitrary metri of the spatial hypersurfaes, and
X i are oordinates that are onstant along �ow lines, whih are here spaetimegeodesis. De�ning a volume sale fator by the volume VD of a simply�onneteddomain D in a t�hypersurfae, normalized by the volume of the initial domain Di,

aD :=

(

VD
VDi

)1/3

, (C.3.2)the following exat equations an be derived [132℄ (an overdot denotes partialtime�derivative). First, by averaging Rayhaudhuri's equation we obtain :
3
äD
aD

+ 4πG〈̺〉D − Λ = QD ; 〈̺〉D =
MD
VDi

a3
D
. (C.3.3)The �rst integral of the above equation is diretly given by averaging the Hamil-tonian onstraint :

(

ȧD
aD

)2

− 8πG

3
〈̺〉D −

Λ

3
= −〈R〉D +QD

6
, (C.3.4)where the total restmass MD, the averaged spatial 3�Rii salar 〈R〉D and thekinematial bakreation term QD are domain�dependent and, exept the mass,time�dependent funtions. The bakreation soure term is given by

QD := 2 〈II〉D −
2

3
〈I〉2D =

2

3

〈

(θ − 〈θ〉D)2〉

D − 2
〈

σ2
〉

D ; (C.3.5)
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i and II = 1

2
[ (Θi

i)
2 −Θi

jΘ
j
i ] denote the prinipal salar invariants ofthe expansion tensor, de�ned as minus the extrinsi urvature tensor Kij := −Θij .In the seond equality above it was split into kinematial invariants through thedeomposition Θij = 1

3
gijθ + σij , with the rate of expansion θ = Θi

i, the sheartensor σij , and the rate of shear σ2 := 1/2σijσ
ij ; note that vortiity is absent inthe present foliation ; we adopt the summation onvention.The time�derivative of the averaged Hamiltonian onstraint (C.3.4) agrees withthe averaged Rayhaudhuri equation (C.3.3) by virtue of the following integrabilityondition :

∂tQD + 6HDQD + ∂t 〈R〉D + 2HD 〈R〉D = 0 , (C.3.6)where we have introdued a volume Hubble funtional HD := ȧD/aD. The aboveequations an formally be reast into standard Friedmann equations for an e�etiveperfet �uid energy momentum tensor with new e�etive soures [133℄2 :
̺Deff = 〈̺〉D −

1

16πG
QD −

1

16πG
〈R〉D ; pDeff = − 1

16πG
QD +

1

48πG
〈R〉D .(C.3.7)

3
äD
aD

= −Λ−4πG(̺Deff +3pDeff) ; 3H2
D = Λ+8πG̺Deff ; ˙̺Deff +3HD

(

̺Deff + pDeff
)

= 0 .(C.3.8)Eqs. (C.3.8) orrespond to the equations (C.3.3), (C.3.4) and (C.3.6), respetively.Given an equation of state of the form pDeff = β(̺Deff , aD) that relates the e�etivesoures (C.3.7) with a possible expliit dependene on the volume sale fator, thee�etive Friedmann equations (C.3.8) an be solved (one of the equations (C.3.8) isredundant). Therefore, any question posed that is related to the evolution of salarharateristis of inhomogeneous universe models may be `redued' to �nding theosmi state on a given spatial sale. Although formally similar to the situation inFriedmannian osmology, here the equation of state depends on the details of theevolution of inhomogeneities. In general it desribes non�equilibrium states.We �nally wish to emphasize that these equations are limited to regular solu-tions : as in the non�averaged ase, the matter model `dust' generially leads toshell�rossing singularities. In the averaged equations this fat would be mirroredin a break of the boundary of the averaging domain or a merging of two boundaries(Legendrian singularities), thus induing a jump of the Euler�harateristi of the2Note that in this representation of the e�etive equations peff denotes an `e�etive pressure' ;there is no pressure due to a matter soure here.



234 ANNEXE C. ARTICLESboundary. This would espeially happen for small ollapsing domains and is relatedto the fragmentation and merging of strutures. Here, by assumption, the domain
D must remain simply�onneted. It is possible to ure this small�sale problemby generalizing the matter model ; for example, if multi�streaming is aountedfor, an extra term related to veloity dispersion would add up to the kinematialbakreation term. Suh a term an regularize singularities as was disussed indetail within the Newtonian framework in [219℄.Derived quantitiesFor later onveniene we introdue a set of dimensionless average harateristisin terms of whih we shall express the solutions :

ΩD
m :=

8πG

3H2
D
〈̺〉D ; ΩD

Λ :=
Λ

3H2
D

; ΩD
R := −〈R〉D

6H2
D

; ΩD
Q := − QD

6H2
D
.(C.3.9)We shall, heneforth, all these harateristis `parameters', but the reader shouldkeep in mind that these are funtionals on D. Expressed through these parame-ters the averaged Hamiltonian onstraint (C.3.4) assumes the form of a `osmiquartet' :

ΩD
m + ΩD

Λ + ΩD
R + ΩD

Q = 1 . (C.3.10)In this set, the averaged salar urvature parameter and the kinematial bakrea-tion parameter are diretly expressed through 〈R〉D and QD, respetively. In orderto ompare this pair of parameters with the `Friedmannian urvature parameter'that is employed to interprete observational data, we an alternatively introduethe pair
ΩD
k := − kDi

a2
DH

2
D

; ΩD
QN :=

1

3a2
DH

2
D

∫ t

ti

dt′ QD
d

dt′
a2
D(t′) , (C.3.11)being related to the previous parameters by ΩD

k + ΩD
QN = ΩD

R + ΩD
Q.These parameters arise from inserting the �rst integral of Eq. (C.3.6),

kDi

a2
D
− 1

3a2
D

∫ t

ti

dt′ QD
d

dt′
a2
D(t′) =

1

6
( 〈R〉D +QD ) , (C.3.12)into (C.3.4) :

ȧ2
D + kDi

a2
D

− 8πG 〈̺〉D
3

− Λ

3
=

1

3a2
D

∫ t

ti

dt′ QD
d

dt′
a2
D(t′) . (C.3.13)



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 235This equation is formally equivalent to its Newtonian ounterpart [142℄, [165℄.It shows that, by eliminating the averaged urvature, the whole history of theaveraged kinematial �utuations ats as a soure of a generalized Friedmannequation.Like the volume sale fator aD and the volume Hubble funtional HD, we mayintrodue `parameters' for higher derivatives of the volume sale fator, e.g. thevolume deeleration funtional
qD := − äD

aD

1

H2
D

=
1

2
ΩD
m + 2ΩD

Q − ΩD
Λ , (C.3.14)or (volume) state �nders [174, 220℄ (see also [221℄ and referenes therein).In this paper we shall denote all the parameters evaluated at the initial timeby the index Di, and at the present time by the index D0.More details onerning these equations and their solutions may be found in [132,133, 131, 213℄.The morphon �eldIn the above�introdued framework we distinguish the averaged matter soureand averaged soures due to geometrial inhomogeneities stemming from extrinsiand intrinsi urvature (bakreation terms). The averaged equations an be writ-ten as standard Friedmann equations that are soured by both. Thus, we have thehoie to onsider the averaged model as a osmology with matter soure `morphed'by a mean �eld that is generated by bakreation terms. We shall demonstrate be-low that this introdution of a `morphon �eld' provides a natural desription. Wesay `natural', beause the form of the e�etive soures in Eq. (C.3.7) shows that,for vanishing averaged salar urvature, bakreation obeys a sti� equation of stateas suggested by the �uid analogy with a free salar �eld [222℄, [133℄. Moreover,if we also model the averaged urvature by an e�etive salar �eld potential, we�nd that the integrability ondition (C.3.6) provides the evolution equation for thesalar �eld in this potential, and it is idential to the Klein�Gordon equation, aswe explain now.Setting�up the orrespondeneWe now propose to model the e�etive soures arising from geometrial degreesof freedom due to bakreation (i.e., roughly the `vauum' part of the e�etiveequations) by a salar �eld ΦD evolving in an e�etive potential UD := U(ΦD)3,3We hoose the letter U for the potential to avoid onfusion with the volume funtional.



236 ANNEXE C. ARTICLESboth domain�dependent, as follows (reall that we have no matter pressure sourehere) :
̺Deff =: 〈̺〉D + ̺DΦ ; pDeff =: pDΦ , (C.3.15)with [222℄, [223℄

̺DΦ = ǫ
1

2
Φ̇2

D + UD ; pDΦ = ǫ
1

2
Φ̇2

D − UD , (C.3.16)where ǫ = +1 for a standard salar �eld (with positive kineti energy), and ǫ =
−1 for a phantom salar �eld (with negative kineti energy). Thus, in view ofEq. (C.3.7), we obtain the following orrespondene :

− 1

8πG
QD = ǫΦ̇2

D − UD ; − 1

8πG
〈R〉D = 3UD . (C.3.17)We see that the averaged salar urvature diretly represents the potential, whe-reas the kinematial bakreation term represents `kineti energy density' diretly,if the averaged salar urvature vanishes. This representation of QD is physiallysensible, sine it expresses a balane between `kineti energy' ED

kin := 1/2Φ̇2
DVD and`potential energy' ED

pot := −UDVD. For QD = 0 we obtain the `virial ondition'4
2ǫED

kin + ED
pot = 0, and so kinematial bakreation is identi�ed as ausing devia-tions from `equilibrium' (de�ned through this balane5). Note that Friedmann�Lemaître osmologies orrespond to the vanishing of QD (established `virial equili-brium' or vanishing relative information entropy aording to [134℄) on all sales.The sale�dependent formulation allows to identify states in `virial equilibrium' onpartiular spatial sales. Below we learn that this `virial balane' an be stable orunstable.Inserting (C.3.17) into the integrability ondition (C.3.6) then implies that ΦD,for Φ̇D 6= 0, obeys the Klein�Gordon equation :

Φ̈D + 3HDΦ̇D + ǫ
∂

∂ΦD
U(ΦD) = 0 . (C.3.18)With this orrespondene the bakreation e�et is formally equivalent to thedynamis of a homogeneous, minimally oupled salar �eld. Given this orrespon-dene we an try to reonstrut the potential in whih the morphon �eld evolves.Note that there are two equations of state in this approah, one for the morphon,

wD
Φ := pDΦ/̺

D
Φ , and the total `osmi equation of state' inluding the matter soureterm, wD

eff := pDeff/̺
D
eff .4For negative potential energy (positive urvature) the sign ǫ = +1, and for positive potentialsthe sign ǫ = −1 (phantom energy) is suggested from the salar virial theorem 2ED

kin = −ED

pot.5An alternative de�nition of `out�of�equilibrium' states uses an information theoretial mea-sure as proposed in [134℄ and disussed in the present ontext in [213℄.



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 237It is also worth noting that a usual salar �eld soure in a Friedmannian model,attributed e.g. to phantom quintessene that leads to aeleration, will violate thestrong energy ondition ̺+ 3p > 0, i.e. :
3
ä

a
= −4πG(̺+ 3p) = −4πG(̺H + ̺Φ + 3pΦ) > 0 , (C.3.19)and atually also the weak energy ondition ̺ + p > 0, while for a morphon �eldboth are not violated for the true ontent of the Universe, that is ordinary dustmatter. It is interesting that we an write a `strong energy ondition' for thee�etive soures, i.e. :

3
äD
aD

= −4πG(̺Deff + 3pDeff) = −4πG
(

〈̺〉D + ̺DΦ + 3pDΦ
)

= −4πG〈̺〉D +QD < 0 .(C.3.20)While we do not need `exoti matter', the above ondition will be `violated' inorder to have volume aeleration, QD > 4πG〈̺〉D [140℄, [213℄, f. the subsetionon aeleration onditions.Newtonian limitIn the Newtonian limit [142℄, the above orrespondene persists. The souresof the morphon in the e�etive Friedmann equations (C.3.8) are then identi�ed asfollows, f. Eqs. (C.3.11) and (C.3.12) :
̺DΦN :=

1

8πG

[

1

a2
D

∫ t

ti

dt′ QD
d

dt′
a2
D(t′)− 3kDi

a2
D

]

;

pDΦN := − 1

24πG

[

1

a2
D

∫ t

ti

dt′ QD
d

dt′
a2
D(t′)− 3kDi

a2
D

+ 2QD

]

. (C.3.21)However, Newtonian osmologies suppress the morphon degrees of freedom on some�xed large sale where the kinematial bakreation term has to vanish identially[142℄. In partiular, this remark applies to osmologial N�body simulations : byonstrution, these simulations enfore `virial equilibrium' of the morphon energieson the sale of the simulation box.The Newtonian framework also o�ers a onise explanation of our hoie `mor-phon �eld' : the kinematial bakreation term QD an be entirely expressedthrough Minkowski Funtionals [224℄ of the boundary of the averaging domain[131℄. These funtionals form a omplete basis in the spae of (Minkowski�)additivemeasures for the morphometry of spatial sets.



238 ANNEXE C. ARTICLESMotivation : the morphon modeling a osmologial onstantLet us give a simple example. As shown in [213℄, Subset. 3.2 (also advanedas a motivation ase in [140℄), the e�etive soure QD may at as a osmologialonstant. The general ondition for the orresponding exat solution of the e�etiveFriedmann equations (C.3.8) (with 〈̺〉D = 0 and Λ = 0) is 〈R〉D = 6kDi
/a2

D−3QD ;
QD = QDi

; e.g., for kDi
= 0 we have :

Φ̇D = 0 ; ̺DΦ = UD ; pDΦ = −UD ; UD = UDi
. (C.3.22)The kinematial bakreation term assumes a onstant value QD = 8πGUDi

, andthe morphon potential mimis a (sale�dependent) osmologial onstant. Notethat the averaged urvature is non�zero, 〈R〉D = −24πGUDi
, so that simulta-neously the morphon unavoidably installs a non�zero averaged salar urvature.We shall now exemplify this orrespondene for a new lass of saling solutionsthat ontains this and other known subases.A family of saling solutions of the bakreation pro-blemIn the following, we shall study a lass of solutions that presribes bakreationand averaged urvature funtionals in the form of saling laws of the volume salefator aD. If not expliitly stated otherwise, we restrit attention to the ase Λ = 0throughout, and treat the osmologial onstant as a partiular morphon.Exat saling solutionsIn this subsetion we shall present a systemati lassi�ation of saling beha-viors for the osmologial models introdued previously. The averaged dust matterdensity 〈̺〉D evolves, for a restmass preserving domain D, as 〈̺〉D = 〈̺〉Di

a−3
D . Letus suppose that the bakreation term and the averaged urvature also obey salinglaws, that is :

QD = QDi
anD ; 〈R〉D = RDi

apD , (C.3.23)where QDi
and RDi

denote the initial values of QD and 〈R〉D, respetively.Rewriting the integrability ondition (C.3.6),
a−6
D ∂t

(

a6
DQD

)

+ a−2
D ∂t

(

a2
D 〈R〉D

)

= 0 , (C.3.24)a �rst saling solution of that equation is obviously provided by ([132℄ AppendixB) :
QD = QDi

a−6
D ; 〈R〉D = RDi

a−2
D . (C.3.25)



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 239

-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1

r

-40

-30

-20

-10

0

10

n

(−1/3,0)
(0,−2)

(1/3,−3)

Fig. C.3.1 � Saling law n for the bakreation as a funtion of the parameter r.Moreover, this is learly the only solution with n 6= p. In the ase n = p, wede�ne a new `bakreation parameter' rD (that an be hosen di�erently for ahosen domain of averaging6) suh that QDi
∝ RDi

; the solution reads :
QD = r 〈R〉D = r RDi

anD , (C.3.26)where (f. Fig. C.3.1)
n = −2

(1 + 3r)

(1 + r)
, (C.3.27)with r 6= −1. The ase r = −1 is not represented as a solution in this lass ; this lineof states degenerates to a point orresponding to a model with Einstein�de Sitterkinematis, i.e. it has vanishing bakreation and vanishing averaged urvature.Note here, that the vanishing of QD, if required on all domains, is neessary, butalso su�ient for the redution of the averaged equations to Friedmann�Lemaîtreosmologies. This limiting ase also appears in the relations among the osmolo-gial parameters, disussed after the next subsetion.Disussion of the saling solutionsThe solution (C.3.25) orresponds to the ase where the bakreation and theaveraged salar urvature evolve independently, leading to an averaged urvature6For notational ease we heneforth drop the index D and simply write r.



240 ANNEXE C. ARTICLESsimilar to a onstant `Friedmannian urvature' and an additional term that salesas 〈̺〉2D. As the universe model expands, this solution is rapidly equivalent to a pureonstant urvature term, we may say that this solution represents (and maintains)a near�Friedmannian state (QD deays muh more rapidly ∝ V −2
D ompared withthe averaged density∝ V −1

D ). Therefore, we shall not model this solution by a salar�eld when desribing the late�time dust�dominated Universe. It is interesting tonote that this solution exhibits the same late�time behavior as the long�wavelengthpart of the solution found through the gradient expansion approximation shemein [140℄.On the ontrary, the solutions (C.3.26) entail a strong oupling between kine-matial bakreation and averaged salar urvature. The oupling itself must beonsidered a generi property ; it has been identi�ed as being responsible for amuh slower deay of kinematial �utuations in an expanding universe model onthe ost of averaged salar urvature. This is a genuinly relativisti property. Itwas argued in [214℄ that it is this possibility whih is needed for an explanationof Dark Energy through bakreation today, provided the initial onditions areappropriate.The saling solutions (C.3.26) an be employed to represent generi featuresof bakreation� or urvature�dominated osmologies (while density �utuationsmust not be large). Suh osmologies may signi�antly deviate from a standardFriedmann osmology with regard to the temporal evolution of their parameters.We note that, even if deviations in the volume sale fator aD at a �nal time maynot be large, deviations in in its history, i.e. its time�derivatives, in partiular itsseond time�derivative related to the osmologial parameters, may be large (thisinsight is a result of a detailed analysis in Newtonian osmology [165℄).Let us make a general remark onerning the solution subspae of the salingsolutions given above. We appreiate that the polynomial nature of (C.3.23), to-gether with the form of the integrability ondition (C.3.6), implies that any linearombination of these solutions provides a new solution. In partiular, one an al-ways add a onstant urvature term to a partiular solution. We also infer thatonly the ase r = 0 (n = −2) implies a (sale�dependent) `Friedmannian' evo-lution of the (physial) urvature parameter ΩD
R. Only the singular ase r = −1would imply a vanishing `Friedmannian' urvature parameter (see below). If wewould require r = −1 on all sales, then the model redues to the Eulidean ase(everywhere vanishing 3�Rii urvature).We resume this disussion in the next setion with the help of onrete examples.There we also provide an illustration and further disussion of the subspae de�nedby the saling solutions.Finally let us note that, while the saling solutions and senarios investiga-ted here and below satisfy the averaged equations of motions, these models are



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 241still phenomenologial and not derived non�perturbatively from the fundamentaltheory, i.e. there is no guarantee that orresponding realisti solutions of the ori-ginal inhomogeneous Einstein equations ould be found that satisfy the assumedsaling laws.Some relations among osmologial parametersWe here write some useful relations among the dimensionless osmologial pa-rameters, as they were introdued earlier, Eqs. (C.3.9) and (C.3.11). For the salingsolutions (C.3.27) we have :
ΩD

Q = r ΩD
R , (C.3.28)and for the `Friedmannian urvature parameter' we �nd (by integration of (C.3.12)for the solutions (C.3.27)) :
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2
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H2
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D
a−2
D ΩDi

R . (C.3.29)(The latter equation follows by noting that ΩD
R = ΩDi

R (H2
Di
/H2

D) anD and 4r/(1 +
r) = −(n + 2)). Eq. (C.3.29) now expliitly shows that the generally held viewthat ΩD

k models the averaged urvature is a mispereption : as soon as kinema-tial bakreation is relevant (itself or its time�history), the averaged urvaturemay evolve very di�erently ompared with a onstant�urvature model. Evalua-ting (C.3.29) at initial time, we �nd that initial data di�er only by the parameter
r in this lass of solutions, whih eases their observational determination :
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=
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6
RDi

. (C.3.30)Sine in the sum ΩD
R + ΩD

Q = ΩD
QN + ΩD

k , the `Newtonian' parameter ΩD
QN , f.Eq. (C.3.11), would be interpreted as a osmologial onstant parameter, ΩF
Λ , in a`Friedmannian �tting model', we an already from these relations infer that with
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D), the value of a�tted Λ−parameter would diretly depend on the initial datum for ΩD

k aordingto the relation
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D , (C.3.31)so that today
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Λ + ΩD0

k = ΩD0

k an+2
D0

. (C.3.32)



242 ANNEXE C. ARTICLESWith this relation we an determine the dependene of the saling solution parame-ter r on the osmologial parameters today, expressed through the `Friedmannian�tting parameters' ΩF
Λ and ΩD0

k . This allows us to put onstraints on r, whih willbe done in the subsetions alled �Observational onstraints on parameters�and�Constraining r by supernovæ observations�.We see that in these estimates we also need the orret evolution of aD in orderto alulate aD0
. This is possible for the partiular lass of saling solutions weonsider (we have numerially evaluated the evolution for the volume sale fatorbelow) ; in general it requires a detailed model for the evolution of inhomogeneities.Finally, we emphasize that the above relations are a result of our `single�saling'model ansatz. More �exible models arise by superimposing saling solutions (andso modeling the dynamis more realistially). The relation (C.3.31) is a onse-quene of this : in general, initial data for the 3�Rii urvature and the integrationonstant kDi

an be independently hosen. The reader should therefore make uptheir mind about a partiular hoie of superposition of saling solutions that theywould like to implement.In this line our model is maximally onservative onerning the amount of`early' Dark Energy [225℄, i.e. the value of ΩD
QN , interpreted as a (onstant) Λ−parameter at the present time evolves as a time�dependent `osmologial term'.Its initial value an be alulated :

ΩDi

QN = ΩDi

R + ΩDi

Q − ΩDi

k = (1 + r)ΩDi

R − ΩDi

k = 0 . (C.3.33)Thus, we impliitly require the initial ontribution of this term to vanish, whileatually a value in the range of a few perent would be allowed by observationalonstraints [136℄, [137℄, [138℄.Morphon�quintesseneThe obvious andidates for salar �eld models, whih ome into the fore in thesituation of a dust�dominated Universe, are quintessene models. We shall nowexploit the proposed orrespondene to expliitly reonstrut the salar �eld dy-namis. Sine quintessene models aim at mimiking a repulsive omponent in theosmologial evolution, it is natural that a `working model' of quintessene would,via the proposed orrespondene of a `morphon�quintessene', also lead to a `wor-king model' of bakreation. For the purpose of onretizing the orrespondene,let us now onsider solutions of the type (C.3.26). We will show that they an beput in orrespondene with a one�parameter family of homogeneous salar �eldsolutions that at as standard or phantom quintessene �elds.



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 243Reonstruting the potential of the morphon �eldThe saling solutions (C.3.26) provide :
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24πG
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; QDi

= rRDi
.(C.3.34)This orrespondene de�nes a salar �eld evolving in a positive potential, ifRDi

< 0(and in a negative potential ifRDi
> 0), and a real salar �eld, if ǫRDi

(r+1/3) < 0.In other words, if RDi
< 0 we have a priori a phantom �eld for r < −1/3 and astandard salar �eld for r > −1/3 ; if RDi

> 0, we have a standard salar �eld for
r < −1/3 and a phantom �eld for r > −1/3.The system (C.3.34) an be inverted to reonstrut the potential of the mor-phon �eld. Indeed, the kineti term of the salar �eld an be expressed in termsof dΦD/daD, and this equation an be expliitly integrated, for 〈̺〉Di

6= 0, leadingto :
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, (C.3.35)where we have de�ned the fration γDRm of the urvature and density parameters :
γDRm :=

ΩD
R

ΩD
m

= γDi

Rm a
(n+3)
D ; (n+ 3) =

(1− 3r)

(1 + r)
; γDi

Rm :=
ΩDi

R
ΩDi

m

. (C.3.36)In this relation, neessarily, r 6= −1/3 and r 6= −1. We immediately �nd that
ΦD(aD) is an inreasing funtion of aD. Then, inverting that relation and insertingthe result into the expression for the potential, we obtain the expliit form of theself�interation term of the salar �eld :
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,(C.3.37)where 〈̺〉Di
is the initial averaged restmass density of dust matter, and where therestritions introdued above still hold, with the new onstraint r 6= 1/3. To sum



244 ANNEXE C. ARTICLESup, in order to obtain a onsistent desription in terms of a real�valued salar �eld,we must have RDi
> 0 and ǫ = +1 for r < −1, and RDi

< 0 for r > −1, with
ǫ = −1, if −1 < r < −1/3 and ǫ = +1, if r > −1/3. One an immediately notiethat the energy sale of the salar �eld potential is determined by the averagedmatter density : the sales that determine the salar �eld dynamis are �xed bythe matter distribution. As a result of our orrespondene to quintessene modelsand in view of many results that were obtained in this �eld, the above potentialan also be found in [168℄ (their Eq. (121) with a typo orreted in [174℄7) and,e.g. [175℄.We now study the ases that were exluded in the above derivations. First,let us onsider the ase of vanishing matter soure. The orrespondene given byequations (C.3.35) and (C.3.37) holds in the presene of a non�vanishing matter�eld, but one an also reonstrut the salar �eld osmology for the vauum.Setting 〈̺〉Di

= 0 in the equations (C.3.4) and (C.3.13), and applying the sameproedure as the one desribed above, one �nds :
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. (C.3.38)Up to the renormalization fator (1 + r)
(

(1 + r)γDi

Rm

)2 (1+3r)
(1−3r) that re�ets the pre-sene of matter, this is exatly the solution (C.3.37) in the ase ΦD → +∞.As noted above, the morphon �eld an be interpreted as representing the e�etof the averaged geometrial degrees of freedom ; then the omparison of its poten-tial in the presene of matter and in the vauum tells us, how the matter �eldin�uenes the bakreation terms : it a�ets the energy sale through a simple fa-tor depending on the initial averaged matter density, and so modi�es the dynamisof the morphon when the domain volume is small (beause ΦD is an inreasingfuntion of aD ; the limit ΦD → +∞ orresponds to aD → +∞.) On the ontrary,when the domain volume beomes big, the dynamis of bakreation is similar toits dynamis in vauum, whih is natural beause the averaged matter density isthen diluted.Seond, we disuss the three ases of the bakreation parameter r that werenot onsidered until now : r = ±1/3 and r = −1. In the ase r = 1/3, the solutionreads QD = 1/3 〈R〉D ∝ a−3

D ; this orresponds to a sale�dependent Einstein�de Sitter senario with a renormalized initial dust density 〈̺〉Di
−RDi

/36πG (f.Appendix A). This model has zero e�etive pressure peff . The ase r = −1/3leads to QD = −1/3 〈R〉D = const., whih is equivalent to a sale�dependentFriedmanian senario with a osmologial onstant : Λ = QDi
= −RDi

/3 (that was7Thanks to Varun Sahni, who has pointed this out to us.



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 245our motivating example). The ase r = −1 orresponds to a strit ompensationbetween the kinematial bakreation and the averaged salar urvature. It leadsto a sale�dependent Friedmann model with only a dust matter soure, in otherwords, to a sale�dependent Einstein�de Sitter model.The above three ases appear as limiting ases of the salar �eld model.The saling solutions orrespond to spei� salar �eld models with a onstantpartition of energy between the kineti and the potential energies of the salar�eld. Indeed, if we de�ne the kineti energy by ED
kin := 1

2
Φ̇2

DVD and the potentialenergy by ED
pot := −U(ΦD)VD as before, we �nd the following `balane ondition'for the salar �eld representation of bakreation and averaged salar urvature inthe ase of the saling solutions :

ED
kin +

(1 + 3r)

2ǫ
ED

pot = 0 . (C.3.39)We previously disussed the ase r = 0 (`zero bakreation') for whih this ondi-tion agrees with the standard salar virial theorem. This balane between kinetiand potential energies is well known in the ontext of saling solutions of quintes-sene (see [226, 166℄ and referenes therein).Finally, the e�etive equation of state for this morphon �eld is onstant and givenby :
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(1 + r)
= −1

3
(n + 3) , (C.3.40)whih is less than −1/3, i� r ∈] − 1; 0[. The overall `osmi equation of state'inluding the matter soure term is given by :
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with γDi

km :=
ΩDi

k

ΩDi
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= (1 + r)γDi

Rm .(C.3.42)Or, equivalently :
wD

eff = wD
Φ (1− ΩD

m) . (C.3.43)Thus, the `osmi state' asymptotially evolves, for an expanding universe modelwith (n + 3) = (1 − 3r)/(1 + r) > 0, into wD
eff → −(n + 3)/3 = wD

Φ . A neessaryondition for the salar �eld part to dominate the expansion of the universe modelat late times is n = −2(1 + 3r)/(1 + r) > −3, whih implies r < 1/3. In thatase, sine the equation of state wD
Φ is onstant, a universe model dominated by
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t (Gyr)Fig. C.3.2 � Volume sale fator aD as a funtion of t for various saling solutions ;note that all the models shown have vanishing osmologial onstant. The modelshad been integrated with aD0
= 1000, H0 = 70 km/s/Mp, ΩD0

m = 0.27 and
ΩD0

Q + ΩD0

R = 0.73. A lassi�ation sheme omprising the various ases will beprovided below. Within this sheme the �rst row displays examples of Case D,Case C and the Einstein�de Sitter solution ; the seond row an example of Case Bfor a model of quintessene, the solution mimiking a osmologial onstant, andan example of Case A for a model of phantom quintessene.



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 247bakreation and averaged urvature approahes the following evolution of thevolume sale fator (note aDi
= aD(ti) = 1) :

aD(t) = (1 + C(t− ti))(1+r)/(1+3r) = (1 + C(t− ti))−2/n ;

with C :=
4
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√

−kDi
. (C.3.44)For the lass of saling solutions we an obtain the time�evolution of the vo-lume sale fator, and we appreiate that the saling solutions explore possibilitiessimilar to a Friedmannian evolution with a osmologial onstant. Figure C.3.2illustrates this for some hosen values, where the density parameter is held �xedfor omparison with our later analysis. For this �gure we numerially integrateEq. (C.3.4) for Λ = 0 and with the saling solutions inserted :
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. (C.3.45)The integration is performed using a non�sti� preditor�orretor Adams methodprovided by Silab, with aD0
= 1000,HD0

= 70 km/s/Mp, ΩD0

m = 0.27, and ΩD0

Q +

ΩD0

R = 0.73, whih yields for the onstants in the previous equation : 8πG〈̺〉Di
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D0
HD0

ΩD0

m and (1 + r)RDi
/6 = −a−nD0

HD0
(ΩD0

Q + ΩD0

R ).Classi�ation of the saling solutionsThe following lassi�ation summarizes the results :� Case A : for r ∈] − 1;−1/3[ we have a phantom salar �eld with a positivepotential of the form UD ∝ sinhβ(αΦD) with β > 0 ; these models may leadto an aelerated expansion. A partiular example of this type is analyzedbelow.� for r = −1/3 we have a model that orresponds to a sale�dependent os-mologial onstant given by Λ = QDi
= −1/3RDi

.� for r > −1/3 we have a standard salar �eld. Here, we an distinguish variousases :� Case B : for r ∈] − 1/3; 0[, the potential is positive and of the form
sinhα1(ΦD), with α1 ∈] − 4; 0[, leading to a quintessene �eld that mayprodue an aelerated expansion. At the beginning, when ΦD ∼ 0, the po-tential is an inverse power�law one, orresponding to the so�alled Ratra�Peebles potential [53℄ U(ΦD) ∝ Φ−α2

D , with α2 = 4(1 + 3r)/(1 − 3r) ;



248 ANNEXE C. ARTICLESwhen ΦD beomes big, the potential is equivalent to an exponential po-tential, also well�known in the quintessene ontext [53, 176℄ : U(ΦD) ∝
exp(−α3ΦD), with α3 = 2

√

(1 + 3r)/(1 + r). It should be noted that theproblem emphasized in [226, 166℄ for this kind of potential (that is theneessarily small salar �eld density beause of primordial nuleosynthe-sis onstraints) doesn't hold here, sine this potential arises during thematter�dominated era as a result of bakreation, so that in suh a se-nario the salar �eld is signi�antly soured only during late stages of thematter�dominated era. The more r approahes −1/3, the more this �eldmimis a osmologial onstant.� Case C : for r ∈ [0; 1/3[ the potential still behaves as sinhα4(ΦD), butwith α4 < −4. This potential is too sti� and the model annot produe anaelerated expansion (wD
Φ > −1/3).� for r = 1/3, the model is equivalent to a standard Einstein�de Sittermodel with a sale�dependent and renormalized initial dust density andzero e�etive pressure peff (f. Appendix A).� Case D : for r > 1/3, the potential is of the form sinhα5(ΦD) with α5 > 4and the model annot produe an aelerated expansion.� Case E : for r < −1, we have a standard salar �eld rolling in a negativepotential that is not bounded from below. Whereas suh salar �elds arepathologial when onsidered like fundamental salar �elds, this solutionmay be physial in the bakreation ontext. Indeed, the four preeedingmodels all orrespond to RDi
< 0, and this one orresponds to RDi

> 0. Weexpet that more realisti solutions, modelled e.g. by a suitable superpositionof saling solutions, ould provide potentials with minima, hosting `boundstates'.The solution spae explored by the morphonThe various ases listed above appear as `osmi states' that separate `os-mi phases', illustrated in the following phase diagram, Fig. C.3.3. To understandthis diagram, we remark that the solution spae for the e�etive osmologies thatare soured by dust matter and `morphed' by the saling solutions form one�dimensional subsets in the two�dimensional spae that is de�ned by Hamilton'sonstraint (taken at �xed spatial sale D and at Λ = 0), ΩD
m +ΩD

Q +ΩD
R = 1. Also,(sale�dependent) `Friedmannian' models, haraterized by the bakreation pa-rameter r = 0 and Λ = 0, form a one�dimensional subset de�ned by ΩD
m+ΩD

k = 1.With the saling solutions we are also restrited to measure zero sets, but we havea one�parameter family of them whih allows us to explore the solution spae.To illustrate the solution plane, we plot, instead of ΩD
Q (related to ΩD

R) thevolume deeleration parameter qD = 1/2ΩD
m + 2ΩD

Q, Eq. (C.3.14), as a funtion of
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m in the `osmi phase diagram' Figure C.3.3. For thesaling solutions we simply have :

qD =
2r

1 + r
+

1− 3r
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2
+
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2
ΩD
m . (C.3.46)A priori, the saling solutions an desribe the whole plane, inluding osmolo-gies withΩD

m > 1. Nevertheless, ΩD
m > 1 implies, fromHamilton's onstraint (C.3.10)with Λ = 0, that (1+r)RDi

> 0, whih is exatly the opposite ondition to the onethat holds in the orrespondene with a real�valued salar �eld. In other words, areal�valued morphon �eld is only de�ned for ΩD
m < 1, and we shall onentrate onthis lass of models in the following.Sine ΩD

Q + ΩD
R would be interpreted, in a Friedmannian `�tting model', as

ΩF
Λ + ΩD0

k , with negligible k�parameter in the onordane model [227℄, we aninfer the orresponding value for a �tted Λ−parameter in the same diagram, sinefor negligible k−parameter, ΩD
Q +ΩD

R = 1−ΩD
m ∼ ΩF

Λ , where with the upper index
F we refer to a `�tted' Λ−parameter.Another feature in the following diagram are arrows that illustrate the time�evolution of the respetive parameters. Again, the models orresponding to ΩD

m > 1are not analyzed here (among them are `Big�Crunh�models', f. Eq (C.3.47) ;their dynamis depends strongly on initial onditions). There are attrators andrepellors8 in this diagram. Most notably, for the ases of interest to us thatfeature a late�time aeleration, `Friedmannian' states are repellors, i.e. `near�Friedmannian' states evolve away down to the attrator solution ΩD
m = 0, wherebakreation� (or urvature�) domination is ompleted.Let us spei�ally disuss the various ases. We denote values in the solutionplane by (qD; ΩD

m) and onentrate in the following only on expanding universemodels. We write :
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, (C.3.47)with c1 = 4rc2/(1 + r), c2 = (1− ΩDi

m )/ΩDi

m , and aD being an inreasing funtionof time. These formulae are helpful to determine the evolution of a partiularsolution in the phase plane (qD; ΩD
m). We learn from Figure C.3.3 that no modelorresponding to Case C an produe aeleration. Aording to Eqs. (C.3.47),saling solutions in the setors orresponding to negative potentials (ase E) and8Compare the analyses in [228℄ and [229℄. Due to the proposed orrespondene to a salar �eldosmology we an diretly use the results on saling properties of the salar �eld investigated by[56℄ and [230℄. In this ontext, the determination of equations of state from similarity symmetriesalso provides an interesting tool [231℄. A full�sale investigation of a dynamial systems analysisis not provided here.



250 ANNEXE C. ARTICLESpit�type potentials (ase D) are attrated towards the Einstein�de Sitter model(1/2; 1). In all the other ases (A, B and C), the Einstein�de Sitter model appearsas a repellor, and the attrators are loated on the line (qD = 2r/(1 + r); ΩD
m = 0)for r ∈] − 1; 0]. Eah point of the straight line r = 1/3, that orresponds to arenormalized Einstein�de Sitter senario, is a �xed point.Hene, the Einstein�de Sitter model is a saddle point for the saling dynamisand small inhomogeneities with QD > 0 should make the system evolve away fromit. The sign of QD is important : for all the models orresponding to r > 0 or

r < −1, that is the ases C,D and E, whih annot produe aelerated expan-sion, we have QD < 0. In other words, the kinematial bakreation is dominatedby shear �utuations, f. Eq. (C.3.5). This does not neessarily mean that theuniverse model is regionally (on the sale D) anisotropi, beause in these aseskinematial �utuations deay strongly. On the other hand, ases A and B thatould be responsible for an aelerated expansion orrespond to QD > 0 and havesubdominant shear �utuations. Therefore, these models an be regionally almostisotropi, although kinematial �utuations have strong in�uene.Finally, reall that we have RDi
< 0 for r > −1 and RDi

> 0 for r < −1.Constrution of a realisti model : estimation of parametersand initial onditionsThe salar �eld behavior (i.e. the late�time behavior of the osmologial modelin the ases r < 1/3) essentially depends on the value of the bakreation para-meter r that desribes the ratio between kinematial bakreation and averagedurvature (or, in the salar �eld language, the ratio between the kineti energy ofthe �eld and its potential energy). We are going to estimate this ratio from obser-vational onstraints on the equation of state. Before we do so, let us summarizethe onditions relevant for a late�time behavior featuring `volume aeleration',i.e. äD > 0.Aeleration onditionsThe ondition for an aelerating path D (whih we are going to take aslarge as our observable Universe) follows from the averaged Rayhaudhuri equation(C.3.3) [140℄, [213℄ :
QD > 4πG〈̺〉D , (C.3.48)implying with (C.3.9) and (C.3.14) :

−ΩD
Q >

ΩD
m

4
; qD < 0 , (C.3.49)
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DFig. C.3.3 � This `osmi phase diagram' is valid for all times and on all sales, i.e.it an be read as a diagram for the orresponding parameters `today' on the saleof the observable Universe. All the saling solutions are represented by straightlines passing through the Einstein�de Sitter model in the enter of the diagram(1/2; 1). The vertial line orresponding to (qD; 1) is not assoiated with a solu-tion of the bakreation problem ; it degenerates to the Einstein�de Sitter model(1/2; 1). This line forms a `mirror' : inside the one (Case E) there are solutionswith ΩD
m > 1 that annot be related to any real�valued salar �eld, but are stillof physial interest in the bakreation ontext (models with positive averagedsalar urvature). Models with `Friedmannian kinematis', but with renormalizedparameters form the line r = 1/3. The line r = 0 are models with no bakrea-tion on whih the parameter ΩD

k varies (sale�dependent `Friedmannian models').Introduing Λ would just shift the whole diagram down. Below the line r = 0in the `quintessene phase' we �nd e�etive models with subdominant shear �u-tuations (QD positive, ΩD
Q negative).The line r = −1/3 mimis a `Friedmannianmodel' with sale�dependent osmologial onstant. The line below r = −1/3in the `phantom quintessene phase' represents the solution inferred from SNLSdata (f. subsetion alled �Constraining r by supernovæ observations�), and thepoint at (qD; ΩD

m) = (−1.03; 0) loates the late�time attrator assoiated with thissolution.



252 ANNEXE C. ARTICLESand, for the lass of saling solutions (C.3.27) (ΩD
m > 0, ΩD

Λ = 0, and the de�nition(C.3.36)) :
ΩD

Q = rΩD
R , i.e., −r γDRm >

1

4
⇔ qD = ΩD

m

(

1

2
+ 2r γDRm

)

< 0 , (C.3.50)This ondition is met, if (now inserting the solution (C.3.36) and the relation tothe Friedmannian urvature parameter (C.3.42)) :
−r γDRm = − r

(1 + r)
γDi

km a
(n+3)
D >

1

4
. (C.3.51)A realisti model would meet this ondition at some time in the evolution leadingthereafter to the observed aeleration value, i.e. ideally at the epoh around thetime of struture formation solving the oinidene problem.From what has been said above, suh realisti ases require r < −1/3, i.e.,

n > 0 ; in the limiting ase r = −1/3 (n = 0) (whih is the solution mimikinga osmologial onstant) the ondition (C.3.51) reads γDi

km a
3
D > 1/2, and with

ΩD
k = ΩDi

k a−2
D and ΩD

m = ΩDi

m a−3
D we �nd :

r = −1

3
, n = 0 : γDkm a

2
D >

1

2
, i.e. , γD0

km >
1

2a2
D0

. (C.3.52)The marginal ase n = −3 in the exponent of the volume sale fator (C.3.51)plays a partiular role that we shall explain more in detail in Appendix A. In theontext of the aeleration onditions we an gain a better understanding of theases n > −3 by the following remark. In this marginal ase the averaged densityand the kinematial bakreation have idential deay rates with respet to thevolume sale fator in an expanding universe model. This means that, in order toget a positive aeleration at the present time, already the initial data must satisfythe onditions (C.3.48) and (C.3.49). The neessary initial value for kinematialbakreation is then large and suggests that we are looking at a region D thatis lose to satisfy the ondition needed for the stationarity of the osmos. Note,however, that the strit single�saling solution n = −3 (r = 1/3) does not admitaeleration, f. Eq. (C.3.46), but a superimposed regional �utuation would admitaeleration (or deeleration) (f. Appendix A).In the ases n > −3, the averaged density deays faster than kinematialbakreation ; hene, to attain su�ient aeleration today, the model needs theless magnitude of kinematial bakreation the weaker its deay given in terms of
n. Let us take a ase lose to n = −2 (the ase n = −2 degenerates to r = 0,f. Eq. (C.3.27)), then kinematial bakreation an be three orders of magnitude



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 253weaker initially, if the sale fator advaned to a value of aD0
= 1000 today. Thisremark makes lear that the solution setor n > −2 (r < 0) ontains solutionsthat an potentially explain the Dark Energy problem even when starting withsmall expansion �utuations at the CMB (Cosmi Mirowave Bakground) epoh.Moreover, it ontains solutions whih also solve the oinidene problem, althougha more natural solution would not be an exat saling solution, but one that wouldinjet more bakreation at the formation epoh of struture. However, for modelswith ΩD

m < 1, f. Eq. (C.3.46), we have to go to values of n ∼ 0 (r ∼ −1/3) inorder to �nd su�ient aeleration.It should be emphasized that the interesting setor n > −2 is not what weould �nd in a weakly perturbed FRW (Friedmann Robertson Walker) model.These states rely on a strong oupling of kinematial �utuations to the averagedsalar urvature of the universe model. Kinematial bakreation an only deayat suh weak rates (or even grow for r < −1/3), if the time�evolution of theaveraged salar urvature largely deviates from the time�evolution of a onstanturvature model ; intuitively speaking, averaged �utuations are strongly suppliedby the `urvature energy reservoir'.Observational onstraints on parametersReall that the envisaged lass of single�saling solutions implies that our pa-rameter hoies are unambiguous : we only have to speify an initial ondition, say
ΩDi

R or ΩDi

m , the bakreation parameter r, and the value of the volume sale fatortoday aD0
.The following estimates are done on the assumption that the e�etive model isbased on solutions for a matter density soure and a morphon �eld that is realizedby the partiular lass of saling solutions disussed in this paper. We fous onthe e�et of the morphon �eld for vanishing osmologial onstant, and would liketo demonstrate that an observer who is using a Friedmannian `template universemodel' would interprete this e�et by a osmologial onstant today. Thus, weare foring the e�etive evolution of the volume sale fator to math with thatof a Friedmannian model with Λ at initial and �nal time. However, all of ourparameters are evolving aording to the `best��t' saling solution in the averagedinhomogeneous model. In partiular, this implies that the time�derivatives of thevolume sale fator evolve very di�erently ompared with a standard Friedmannianmodel. Thanks to the existing onstraints on the standard Friedmannian models,as for example Cold Dark Matter models with a Dark Energy omponent that hasa onstant equation of state, this proedure redues the number of parameters thatwe have to estimate. Indeed, we then only have to determine r and one value forthe initial data, e.g. ΩDi

R .We emphasize that the interpretation of observational data and the resulting



254 ANNEXE C. ARTICLESonstraints strongly depend on model assumptions, i.e. it is ommonly assumedthat a standard ΛCDM model is the orret one. This implies, in partiular, thatwe are not onstraining the parameters of the averaged inhomogeneous modelby observations reinterpreted within the inhomogeneous osmology. For example,sine the spatial urvature is not onstant, the formulae for angular diameterand luminosity distanes annot be taken as the FRW ones. Furthermore, wepoint out that this reinterpretation is hallenging, for all the other observationalpreditions that are based on a perturbative approah, like large�sale strutureharateristis, must be reonsidered. It is not obvious, and this work together withothers (e.g. [160℄ and referenes therein) provides plausible ounter arguments, thatthe late Universe ould be desribed by a perturbed FRW model, even if smoothedover large sales.In this sense, our analysis is a demonstration of what the observed values ofthe standard osmologial parameters would imply for the averaged quantities.With these assumptions the observer with a `Friedmannian template' then faesthe following relation today :
ΩD0

R + ΩD0

Q = ΩF
Λ + ΩD0

k ,where the latter orresponds to the `biased' interpretation of the true dynamis.The parameter r is fully spei�ed by the energy ontent of the Universe today,sine by Hamilton's onstraint ΩD0

R + ΩD0

Q = 1− ΩD0

m .Diretly following from the relation (C.3.31) we have :
r = −n + 2

n + 6
with (n+ 2) =

ln
(

1 + γD0

Λk

)

ln aD0

; γD0

Λk :=
ΩD0

Λ

ΩD0

k

. (C.3.53)Note that, again by Hamilton's onstraint, the ondition 1 + γD0

Λk > 0 implies
(1− ΩD0

m )/ΩD0

k > 0, whih allows for two ases : a positive urvature today (ΩD0

knegative) with ΩD0

m > 1, or a negative urvature today with ΩD0

m < 1. For ourpurpose of �tting the inhomogeneous model to a Friedmannian `template' withosmologial onstant, we hoose the latter option. Furthermore, for ΩF
Λ > 0,there is still the possibility that ΩF

Λ < −ΩD0

k . This last ondition is learly notsatis�ed in the late�time Universe, so in the following, we will restrit the analysisto ΩD0

k > 0.Giving initial data from WMAP [13℄, ΩF
Λ ∼ 0.72 and ΩD0

m ∼ 0.28, and taking
aD0
∼ 1000, Eq. (C.3.53) determines the value of n to be lose to but slightlylarger than 0, i.e. r slightly below r = −1/3 pointing to a phantom quintessene.However, taking into aount a variation of the initial data, we detet a largesensitivity of the preise value for r to the initial data in our saling solutions.This is shown in Figure C.3.4. We therefore employ an orthogonal observationalonstraint on the Dark Energy omponent below.
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Fig. C.3.4 � The bakreation parameter r is shown as a funtion of ΩD0

k and ΩF
Λ ,as the e�et of bakreation would be interpreted in a Friedmannian `template',with aD0

∼ 1000.



256 ANNEXE C. ARTICLESFigure C.3.4 shows r as a funtion of ΩD0

k and ΩF
Λ for the bounds given byWMAP third year data [13℄ : ΩD0

k ∈]0; 0.006] and ΩF
Λ = 0.72 ± 0.04, and for

aD0
= 1000 that roughly orresponds to a range of solutions integrated fromapproximately the epoh of the CMB (Cosmi Mirowave Bakground).We infer that when ΩD0

k tends to 0, r tends to −1, and to 0 when ΩD0

k tendsto +∞. Moreover, we notie that, while inreasing ΩD0

k from zero, the morphon�eld is �rst a phantom �eld, then a standard quintessene �eld. Finally, r is almostinsensitive to ΩF
Λ , and it depends strongly on ΩD0

k only in the ase when ΩD0

k isvery small. (Note that the latter is a `pathology' of our single�saling ansatz ; thisbehavior ould be ured by superimposing a onstant�urvature solution.)Constraining r by supernovae observationsThe preeding onsiderations giving r in terms of ΩF
Λ and ΩD0

k (or in terms of
ΩF

Λ and ΩD0

m by replaing ΩD0

k with 1 − ΩD0

m ΩF
Λ in Eq. (C.3.53)) an be used todetermine r. We now estimate r through the Dark Energy equation of state thatbest mathes supernovae observations. Then, we use relation (C.3.53) to omputethe resulting value of ΩD0

k , in order to hek the onsisteny with our �tting model.There is a simple way to estimate the bakreation parameter r, by requiringthat the equation of state for Dark Energy wD
Φ , f. Eq. (C.3.40), mathes the oneinferred from supernovae observations, denoted by wSN1a, provided this one isonstant. Then :

r =
1

3

1 + 3wSN1a

1− wSN1a

.Taking into aount the last SNLS best �t for a �at Friedmann model soured byDark Energy with a onstant equation of state wSN1a ∼ −1.02, ΩD0

Λ = 0.73 and
ΩD0

m = 0.27 [18℄, we �nd r ∼ −0.34, again suggesting a phantom quintessene.This value does not depend sensitively on variations in wSN1a, and is therefore amore robust estimate ompared with our previous one.One this ratio is �xed, we an �nd the values of the initial data. We assumethat, today, ΩD0

R + ΩD0

Q = ΩF
Λ and �nd, e.g. for the initial ratio of the urvatureparameter to the density parameter :

γDi

Rm =
−RDi

16πG〈̺〉Di

=
ΩF

Λ

(1 + r)ΩD0

m a
(n+3)
D0

,whih, at the CMB epoh, approximately setting aD0
to the value aD0

∼ 1000, is
γDi

Rm ∼ 2.7 10−9.Here, we an hek the onsisteny of the SNLS �tting with the urvatureassumption. Indeed, in the SNLS �tting, we assumed that ΩD0

k = 0, and, using theinferred value for r, r ∼ −0.34 in Equation (C.3.53), we �nd that ΩD0

k ∼ 5 10−7 ΩF
Λ ,



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 257in aordane with the assumption ΩD0

k = 0. This shows that r as determinedonly through the Dark Energy equation of state is ompatible without furtherassumptions.If we de�ne an `e�etive redshift' through the volume sale fator as in Fried-mann osmology, we an derive the e�etive redshift at whih the expansion ae-lerates. It orresponds to a `osmi equation of state' for matter plus bakreation
wD

eff ∼ −1/3. Inserting (C.3.41) into this relation, we �nd an aeleration salefator and an e�etive aeleration redshift :
aacc
D =

(

−1/(4rγDi

Rm)
)

1+r
1−3r ∼ 569 ⇒ zacc

eff =
aD0

aD
− 1 ∼ 0.76 .The salar �eld behavior and the potential orresponding to this model, as well asthe time�evolution of various osmologial parameters, are presented in Figs. C.3.6and C.3.5.Conluding Remarks and OutlookOur proposal of a mean �eld desription of bakreation e�ets through a mini-mally oupled `morphon �eld', does not only provide a rephrasing of the kinematisof bakreation in terms of a salar �eld osmology, but it also justi�es existeneof the latter due to the fat that we identify averaged inhomogeneities in Einsteingravity as the underlying fundamental physis. Thus far, suh a well�de�ned linkwas missing ; alternatively, it is thought and there exist some plausible hints thatthe low�energy sale in some ontemporary partile physis models would pro-vide this link (e.g. [232℄, [233℄, [234℄), i.e. that the salar �eld emerges from thedynamial degrees of freedom stemming from extra dimensions (`moduli �elds').The set of spatially averaged equations together with the mean �eld desrip-tion of kinematial bakreation by a morphon �eld shows, in partiular, thatthe framework of Friedmann�type equations is very robust. We understand nowthat an e�etive and sale�dependent Friedmannian framework is appliable withthe surprising new input that, besides averaged matter soures, also a salar �eldomponent emerges and has not to be invented.SummaryWe have exploited the proposed orrespondene by investigating a family ofsaling solutions of the bakreation terms. The study of saling solutions is well�advaned in researh work on salar �eld models, and our study allows to translatethose results into the bakreation ontext. Here, our disussion was not exhaus-tive. We onentrated on exploring the solution spae of inhomogeneous osmo-
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Fig. C.3.5 � The dimensionless osmologial parameters are shown as a funtion oftime. While ΩD
m deays from 1 to the present value ∼ 0.27, the sum ΩD

Q+ΩD
R growsfrom 0 to the value ∼ 0.73, interpreted as the osmologial onstant parameter to-day, ΩF

Λ , in a Friedmannian `template model'. Kinematial bakreation QD ispositive (dominant expansion �utuations) and grows slightly, implying a negativebakreation parameter ΩD
Q that beomes more negative. This growth is suppliedby the negative averaged urvature that evolves strongly, i.e. the positive urvatureparameter ΩD

R grows from almost 0 to a value larger than 1 at the present epoh.This behavior of the `physial' urvature parameter should be ompared with theevolution of the `Friedmannian urvature parameter' displayed in the last �gure.All solutions are alulated for the SNLS best �t model. In this model the pa-rameters (ΩD
m; ΩD

Q; ΩD
R) evolve towards their attrator (0;−0, 515; +1, 515), wherebakreation� and urvature�domination is ompleted. Note that the starting va-lues di�er from (ΩDi

m = 1; ΩDi

Q = 0; ΩDi

R = 0) ; if they would not, then the modelevolves without bakreation as the standard model, in whih the latter initialdata set is maintained in the ourse of evolution. The standard model is a repellorfor the senario shown.
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Fig. C.3.6 � Upper left : salar �eld ΦD as a funtion of the volume sale fator aD,in units of 2
√
πG. Upper right : Potential U(ΦD), in GeV m−3. Central left : volumesale fator as a funtion of time in Gyr. Central right : deeleration parameteras a funtion of time in Gyr. Lower left : the `osmi equation of state' weff asa funtion of time in Gyr. Lower right : `Friedmannian urvature parameter' asa funtion of time in Gyr, featuring a maximum at the onset of aeleration. Allsolutions are alulated for the SNLS best �t model.



260 ANNEXE C. ARTICLESlogies with the help of saling solutions with a `minimal' parameterization. The-refore, as a next step, this parameterization ould be expanded and ongrueneswith other work on salar �eld models ould be worked out. Note that an obvioussuh expansion would analyze superimposed saling solutions that ould be mo-deled either again by a single e�etive salar �eld, or else by multiple salar �elds[235℄, [236℄. One example of a superposition of saling solutions is provided in Ap-pendix A. Furthermore, observational onstraints set on quintessene or phantomquintessene models have diret relevane to onstraints that have to be set onmorphon �elds [237℄. However, observations have to be reinterpreted within theinhomogeneous osmology underlying the morphon dynamis.In making the orrespondene onrete we have not touhed the question whe-ther realisti dynamial models of the inhomogeneous Universe would omply withthe lass of averaged models that we singled out as `realisti ase studies'. For thesaling solutions the salar �eld orrespondene revealed, that the onstany ofthe fration of kineti to potential energy of the morphon �eld relates to averagedmodels that are driven by strong oupling between averaged 3�Rii urvatureand kinematial �utuations, the onstany implying their diret proportionality.While in the salar �eld ontext this assumption is often employed, here we get aninteresting piture of what this represents. The key for a physial interpretationof the proposed orrespondene is the equivalene of the integrability ondition(C.3.6) and the Klein�Gordon equation (C.3.18) :
a−6
D ∂t

(

a6
DQD

)

+ a−2
D ∂t

(

a2
D 〈R〉D

)

= 0 , ⇔ Φ̈D + 3HDΦ̇D + ǫ
∂

∂ΦD
U(ΦD) = 0 .Although the resulting piture may appear omplex, it an be strutured by lookingat a single player : the averaged 3�Rii urvature. If it is positive, it represents anenergy reservoir, stored in a negative potential in the orrespondene. If this reser-voir exeeds the `virial energy', then the exess energy is onverted (in the salingsolutions diretly) into an exess of kineti energy, i.e. kinematial bakreation.The averaged urvature then deays faster than the `Friedmannian' urvature. Onthe other hand, if it is negative, then the same logi applies : the averaged urva-ture onsequently beomes stronger negative ompared with the `Friedmannian'urvature. Solutions of the Dark Energy problem, where a large positive value ofbakreation is needed, will have to make strong use of this onversion, while `near�Friedmannian' models don't. A Newtonian or post�Newtonian approah suppressesthese degrees of freedom by freezing the averaged urvature to the `Friedmannian'value (ompare an attempt to work with the Friedmannian urvature parameterthat, of ourse, needs an extra salar �eld as a soure for Dark Energy [238℄).From these remarks we understand the importane of a strongly evolving avera-ged 3�Rii urvature, if the attempt to explain Dark Energy through bakrea-tion should be suessful. In this line there is lear support for the importane of



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 261a strongly evolving 3�Rii urvature from the Lemaître�Tolman�Bondi solution,see [155℄, and in partiular the reent work [217℄ and referenes to other paperson this solution therein. Reently, Räsänen [160℄ provided an illustrative exampleand a omprehensive disussion of the physis of bakreation�driven aeleratedexpansion.Weakly perturbed Friedmann models have a speial status if plaed into thefull solution spae of the averaged inhomogeneous models : only if the averaged�utuations deouple from the averaged urvature, i.e. if they evolve independently,then the averaged urvature evolves as a onstant `Friedmannian' urvature, and�utuations deay in proportion to the square of the inverse volume. Hints thatpoint to the likely existene of a urvature��utuation�oupling ome again fromaveraging the LTB solution [215℄ (see also [239℄) and other global solutions [213℄that all show an extra term in the averaged salar urvature. In these examplesthe extra term evolves in proportion to the inverse volume, hene deviates from a`Friedmannian' urvature and implies maintainane of large kinematial �utua-tions that deay only in proportion to the inverse volume. While this partiularbehavior of the bakreation terms still requires large bakreation to start with[214℄, e.g. a feature of globally stationary solutions [213℄, a stronger evolution ofaveraged urvature, i.e. injeting more urvature energy into kinematial �utua-tions, would allow to start with `near�Friedmannian' initial onditions and stillexplain urrent observations. An example for the latter possibility has been analy-zed in this paper. This possibility an be interpreted suh that there is some hopeto �nd enough bakreation by starting with almost FRW initial data, as suggestedby [140℄, although here the onversion of urvature energy into bakreation mustbe very e�ient ; a more moderate evolution into bakreation�dominated phaseswould result, if we already start with `out�of�equilibrium' initial data.In this line we have also pointed out, and this is worth stressing again, thatthe `Friedmannian' urvature parameter kDi
is in general unrelated to the physialaveraged salar urvature, it is an integration onstant and atually an integral ofmotion [213℄ : the dynamis of the averaged physial urvature is not representedby and, in most examples, deviates substantially from it. The restrition to a`Friedmannian' evolution of the averaged urvature singles out the speial asewhere the urvature��utuation�oupling is stritly absent.Summarizing these thoughts we an say that there are two oneivable senariosthat remove the need for Dark Energy : �rst, a `soft senario' that was disussed indetail in [213℄. Here we already have an initial global state with strong expansion�utuations, so that regionally a moderate evolution of bakreation and averagedurvature su�es to explain the observed aeleration. It was, however, pointedout that suh models imply paradigmati hanges, and observational data haveto be reinterpreted in order to put �rm onstraints on QD at the CMB epoh.



262 ANNEXE C. ARTICLESSeond, there is a `hard senario' (implied by the suggestion of Kolb et al. [140℄)that literally reates enough bakreation out of `nothing', f. Eq. (C.3.33). In ourexample of a partiular saling solution a phantom quintessene senario arisesthat omplies with the strong energy ondition and also with onstraints in aordwith those already put on the standard model. Consequently, this senario needsstrong evolution of bakreation and averaged urvature as seen best for the di-mensionless osmologial parameters in Fig. C.3.5. The present work has shownthat the `hard' version an be made onsistent with the framework of the averagedEinstein equations.OutlookThere are obviously a number of possible routes for generalizing the salar �eldorrespondene. Let us brie�y disuss some of them.Spatial averages are sale�dependent, sine we integrate over a given ompatvolume of the spae setions. In this paper we left the domain�dependene un-touhed, all of our onsiderations were foussing on a �xed sale. However, thesalar �eld orrespondene holds on every sale, whih is not only reminisent of,but also physially a manifestation of renormalizable quantities. In this respetthe morphon analogues of quintessene are di�erent from standard quintessenemodels. In this ontext we ould `Rii �ow' the averages to averages on a onstanturvature geometry [124℄, or we ould study other renormalization group methodsto ontrol the sale�dependene, e.g. [240℄, [241℄, [242℄.A possibly fruitful investigation would onsider string�motivated gravitationaltheories and, employing the proposed orrespondene, would aim at determiningthe salar �eld theory from the higher�dimensional geometry of extrinsi and in-trinsi urvature. For this end one would have to derive the averaged equations forthe extended spaetime. Brane world osmologies ould be analyzed in the spirit ofthis orrespondene. Not only in this ontext it will be interesting to understand,in whih ases a non�minimally oupled morphon �eld would arise.Furthermore, there are other interesting strategies of a more tehnial naturethat, however, widen the physial ontext of appliations. For example, the in-trodution of a omplex salar �eld, whih is neessary to aess solutions with
ΩD
m > 1 with a positive averaged 3�Rii urvature ; the disussion of globallystationary osmologies in [213℄ shows that a stationary osmos obeys these ondi-tions at early times, and later the averaged salar urvature dereases fast untilit beomes negative, while maintaining large kinematial bakreation. Anotherexample is the averaging on a di�erent foliation of spaetime, i.e. introduing o-ordinate degrees of freedom. The latter is atually neessary if matter soures otherthan `irrotational dust' are onsidered ; it results in an extra oupling of the salar�eld to the matter soures stemming from a bakreation term due to the pressure



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 263gradient that is absent in the present paper [133℄. This is the subjet of a follow�upwork that will also allow aess to realisti models of bakreation�driven in�ation[243℄. Here, the present investigation in priniple allows to model in�ationary se-narios too by translating typial harateristis of in�aton �elds into orrespondingmorphon �elds, however, within the restrited ases of `dust matter' or `vauum'.Sine ΦD models the inhomogeneous `vauum part' of the soures, there mightbe an interesting onnetion to the energy budget of gravitational waves that ouldbe fruitfully exploited [244℄, and, sine ΦD represents a `mean �eld' of �utuations,also a onnetion to statistial thermodynamis is impliit. In order to establishthis latter link, however, we have to note that QD models the averaged spatialvariane of extrinsi urvature and so far not `�utuations' in the thermodyna-mial sense. Another intimate, but on the level of a `dust matter model' formal,relation to e�etive thermodynami models is suggested in the ase of imperfet�uid models. They imply non�equilibrium e�ets that in turn an be assoiatedwith a `frition oe�ient' proportional to the `osmi equation of state' peff/̺eff .Thermodynami arguments that were used in [245, 246℄ within the imperfet �uidpiture lead to further possibilities of interpreting the di�erent saling regimes, e.g.by employing the seond law of thermodynamis the authors of [245, 246℄ wouldonlude peff < 0, and thus QD > 1/3〈R〉D, i.e. r > 1/3 for positive averagedsalar urvature and r < 1/3 for negative one. Sine the �rst ase does not giverise to aeleration one would be led to onlude that the salar urvature has tobe negative on average, a onlusion shared by other work (in Appendix A we alsoreah this onlusion and provide referenes).A �nal omment related to salar �eld perturbations, often investigated in apost�Newtonian setting, is in order. In those perturbative approahes, the salardegree of freedom that emerges is a ombination of matter and metri inhomoge-neities. Within the well�developed standard perturbation theory [223℄, it is naturalto �rst restrit the analysis to a tight range around a FRW bakground in order toalulate bakreation e�ets [247, 248℄, [249, 250℄. The amplitude of salar per-turbations, but also their derivatives and, hene, all urvature terms have to besmall [151℄. Besides onsiderations of long�wavelength perturbations (e.g., [251℄),the analysis of sub�horizon perturbations with the aim to explain Dark Energyin a perturbative setting is the fous of many reent researh papers and, here,we do not enter into the details of these works. We wish to point out two aspetsthat emerged from the present investigation, and whih may be relevant for futurestrategies in a perturbation analysis.First, we address the averaging issue : a post�Newtonian approximation may(and in most ases of osmologial relevane will) be adequate loally or pieewiseon a small range of sales. However, as soon as we are looking at integral proper-ties, i.e. integrating out a wider range of sales, its appliability should be veri�ed.



264 ANNEXE C. ARTICLESIn standard perturbation theory spatial averages are taken with respet to a `bak-ground observer'. Sine a major player in the mehanism that an produe largekinematial �utuations is the averaged 3�Rii urvature, we have to be arefulin relating Eulidean `bakground averages' to the Riemannian volume averagesthat govern the dynamis of the averaged osmology.Seond, in the present approah we do not speify a metri of the spae se-tions ; the formulation and the orrespondene holds for arbitrary 3�metris. Also,when we spoke about a `sale�dependent Friedmannian model', we referred to thekinematis of the volume sale fator, we did not refer to the FRW metri. We an,however, speify a spatial metri to establish a dynamial model. Here, we thinkthat the metri setting must allow for large deviations of the 3�Rii urvaturefrom the onstant Friedmannian urvature. As a `rule of thumb' (another was re-ently given in [158℄ for super�Hubble perturbations), we may say : if the averagedsalar urvature evolves at or near the onstant urvature model, then there is nohope to model ases that lead to enough late�time aeleration.A future strategy related to perturbation theory ould be motivated by New-tonian osmologial models for struture formation : in the Newtonian framework,an Eulerian perturbation theory does not provide aess to the highly non�linearregime. Instead, the Lagrangian point of view o�ers a way to move with the lar-gely perturbed �uid. A relativisti Lagrangian perturbative approah is urrentlyworked out aiming at generalizing the Newtonian work [165℄ that has employedthe exat averaged equations to onstrut a non�perturbative model for inhomo-geneities out of perturbatively alulated �utuations. A Lagrangian perturbationsheme itself does not inlude non�perturbative features, that may be needed inthis ontext ; non�perturbative e�ets have been reently disussed in the Newto-nian framework [252℄.All these e�orts aim at onstruting a generi evolution model. The morphon�eld is an e�etive desription without any perturbative assumption. But, onewould like to establish the underlying inhomogeneous dynamis in order to un-derstand, to what the realisti ase studies that `explain away' the Dark Energyproblem atually orrespond.Aknowledgements :TB and JL aknowledge support by the Sonderforshungsbereih SFB 375 `Astropartilephysis' by the German siene foundation DFG, JL during a visit to ASC Munih. TB wouldlike to thank the Observatory of Meudon, Paris, and the University of Bielefeld, for hospitalityand support. In partiular, he would like to thank Dominik Shwarz for his invitation to tempora-rily hold a hair in Bielefeld university, where an exellent working environment and stimulatingdisussions with ollegues in the physis department made this stay most enjoyable. TB and



C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 265JL would like to thank Matthew Parry and Herbert Wagner for fruitful disussions during thepreparation stage of this work ; TB would like to also thank Misao Sasaki for enouraging onver-sations during a Dark Energy workshop held in Munih, and Mauro Carfora, Martin Kersher,Slava Mukhanov, Syksy Räsänen, Varun Sahni and Dominik Shwarz for valuable remarks anddisussions.Appendix A : a relation to Friedmannian �tting mo-dels and the globally stationary solutionA partiular saling behavior of the solutions (C.3.27), in whih kinematialbakreation and averaged salar urvature are proportional, an be exploited tode�ne a mapping of the solutions (C.3.27) for the partiular ase r = 1/3, i.e.
n = −3, to a Friedmannian osmology.Before we explain this mapping let us reall that the ase r = 1/3 also arisesfor the stationarity ondition, required in [213℄ for the global sale (extending thedomain D to the whole (ompat) manifold Σ, and setting Λ = 0) :
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= 0 . (C.3.54)This ondition implies either a globally stati model or a globally stationary modelfeaturing the solution :
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, (C.3.55)where HΣ = C/aΣ with : −6C2 = RΣi
− 3QΣi

.The relation to a Friedmannian `�tting model' arises by noting that, in orderto obtain the above solution, we do not need to assume the stationarity ondition(C.3.54). Indeed, inserting the saling solutions (C.3.27) into the averaged equa-tions (C.3.3) and (C.3.4) on any given domain D, and superimposing a onstanturvature solution to the averaged urvature, we obtain (restriting again attentionto Λ = 0) :
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= 0 .(C.3.56)We �nd that, for the speial ase r = 1/3, we an simply rede�ne the initialonstants,
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kFD := −C2 ; 4πG〈̺〉FDi

:= 4πG〈̺〉Di
−QDi

; ΩD
mF + ΩD

k := ΩD
m + ΩD

Q + ΩD
R = 1 ,(C.3.57)where ΩD

mF and ΩD
k denote the resulting dimensionless funtionals whih we aregoing to use as Friedmannian `�tting parameters', so that Eqs. (C.3.56) assumethe form of a onstant�(negative) urvature Friedmannian model.Let us exemplify this orrespondene. Setting kFD ∼ 0 in aord with the urrentobservational results, we have ΩD

mF = 1 throughout the evolution, i.e. a sale�dependent Einstein�de Sitter model :
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= 0 . (C.3.58)Suppose now that we `�t' a standard Einstein�de Sitter model on some given sale
D to observational data, we would be in the position to evaluate the physial `pa-rameters' on that sale to be ΩD

m = 1 − 4ΩD
Q, i.e. for ΩD

m ∼ 1/3 today, we wouldonlude that there must be bakreation at work and it should be positive (ne-gative kinematial bakreation mimiking a `kinematial dark matter' soure),
ΩD

Q ∼ 1/6, and that the (physial) urvature parameter would be positive too(negative averaged urvature), ΩD
R = 3ΩD

Q ∼ 1/2. We emphasise that the Fried-mannian urvature parameter is assumed to vanish, whih demonstrates that it hasnothing to do with the (evolving) averaged salar urvature of the inhomogeneousmodel.The above proedure exempli�es the possibility of onstruting a (non�naive)Friedmannian �tting model. It, however, assumes that, regionally, the model obeysan Einstein�de Sitter kinematis (unrelated to an underlying FRW metri), and
r = 1/3 is `typial' for the regional Universe. Both are not in aord with what weexpet. We would `�t' a Friedmannian model with a osmologial onstant, whihis the urrently held view of the `onordane model',
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Λ = 1 , (C.3.59)then we would have to superimpose a solution ΩD

Q2 with, e.g., r = −1/3 to theabove solution (this ould still be interpreted as a deviation from a representativevolume of a global model with r = 1/3). This implies, with ΩD
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C.3. ARTICLE 3 : LE MORPHON 267We would �nd a positive bakreation with ΩD
Q2 ∼ −1/3 (modeling now DarkEnergy), and a negative averaged salar urvature with ΩD

R2 ∼ 1, indiating thatthe regional Universe should orrespond to a `void' within a global model with
ΩΣ

R1 ∼ 1/2. That our regional Universe ould orrespond to a regional `void' hasbeen disussed in a number of other papers, e.g. [253, 254, 255℄, [256℄, [257℄, [216℄,[258℄.This example also demonstrates that we an onstrut osmologies with dif-ferent properties on global and regional sales by superimposing saling solutions.
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