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| ntroduction

L'étude des phénoménes de combustion présente un granék ipgdir la compréhension et 'améliora-
tion de nombreuses applications industrielles comme lesum®diesels, les fours industriels ou les moteurs
fusées. C’est pourquoi de plus en plus de travaux leur sorsacnés, qui permettent déja une bonne modé-
lisation de la combustion des mélanges gazeux que ce saidgsiflammes laminaires ou turbulentes, des
flammes de prémélange ou de diffusion (voir par exemple [@&H9SG92], [VPI7], [Bou02]). Plus récem-
ment, des chercheurs se sont intéressés a des systemedgmieégalement une phase liquide sous forme
d’inclusions dispersées. Ces systemes sont importantdams la plupart des applications industrielles, le
combustible est stocké sous forme condensée et est inglnté,la chambre de combustion, sous forme
d’'un brouillard de gouttelettes. La présence de cette pligagde a une forte influence sur la structure et la
dynamique de flamme, ainsi que sur le rendement d’'un motesuola quantité de polluants produits, et
ce, méme si le brouillard de gouttelettes est dilué, c'edird, méme si la fraction volumique de liquide est
typiquement inférieure 0~3.

Les phénomeénes mis en jeu sur ce type de configuration sestalmplexes : on peut citer, par exemple,
I'évaporation des gouttelettes, la trainée, les collsientre gouttelettes ou leur fragmentation, tous ces phé-
nomenes étant couplés entre eux et avec la phase gazeuseisugance. D’autre part, des phénoménes
instationnaires sont aussi présents, comme des instaldlé combustion dans les réacteurs LPP congus par
SNECMA qui mettent en jeu des flammes gazeuses de prémélangep ou un flash-back peut se produire
[SNLPO2]. Les essais expérimentaux et la simulation nwmérapportent une compréhension physique de
tous ces phénoménes a une échelle globale et sont les @ukilssd de la recherche industrielle. Cette com-
préhension repose sur une modélisation de I'ensemble demptenes élémentaires qui interviennent dans
ces configurations réalistes. Il s’agit donc, dans un preteiaps, d'isoler ces phénoménes élémentaires,
d’en comprendre la physique et d’en donner des modélenpnts.

Dans un second temps, des asymptotiques peuvent étreggagsaour mieux comprendre le comporte-
ment qualitatif du systéme. Par exemple, 'asymptotiquegiandes énergies d’activation a fait I'objet d'une
vaste littérature. L'étude mathématique de la structuseédpiations aux dérivées partielles correspondant
au modéle est un préliminaire important de cette étape.pellimet également d’apporter des informations
fondamentales sur la qualité du modéle et sur des schéma&iques adaptés pour le simuler. Ces études
qualitatives sont faites sur des modéles les plus simplssilgdes, qui prennent en compte les principaux
aspects physiques. Ainsi, des phénomenes comme la prapedatflammes font I'objet d’études mathéma-
tiques. Pour des systémes simplifiés, sans convection,areméls sont décrites par des ondes progressives
pour un systeme de réaction-diffusion avec un modéle thaliffsif. L'existence et I'unicité de telles
ondes ont déja été démontrées dans le cas de flammes pureameunsegs en faisant appel & des méthodes
de degré topologique (voir par exemple [VVV94], [Gio99IBNS83], [Mar85], [Bon95], [BBL93]). Leur
stabilité a également été montrée (voir, par exemple [VMYBR0q92], [BLS94]). Cependant, ces études
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sont peu avancées dans le cas de milieux hétérogénes etmmemarsur la propagation de flamme en pré-

sence d'un brouillard de gouttes, ou seul le cas monodigeété abordé [BD02]. La raison principale de

cette situation est que les méthodes utilisées dans le casgame, comme les méthodes de degré topolo-
gique, s’appliquent mal & ce type de configurations, moé@iss un couplage fluide-cinétique. En effet, une

dimension supplémentaire de I'espace des phases estratorduite, celle des tailles de gouttes, dimension
selon laquelle aucun phénoméne de diffusion n’a lieu, I&saipurs n’étant alors plus elliptiques.

La premiere étape de ce travail de thése est donc la modgtisiitaillée de phénoménes élémentaires
intervenant dans les flammes diphasiques, comme I'évaporabuplée a la dynamique des gouttelettes.
Les phénoménes d’atomisation, se produisant en génémaldeeinjecteurs, ne sont pas pris en compte
dans cette thése ou la phase liquide est supposée dispedseeite de maniére statistique. Pour ce type de
phénomenes, des modéles eulériens ont été développésviEBi?]. Afin d’isoler les phénoménes liés a
I'évaporation et la trainée des gouttes, on s'intéressmn@siement a des flammes laminaires. Cependant, le
but est bien sOr de généraliser ensuite les modéles au casuidlence [MLB 02], qui fait, parallélement,
I'objet d’études, publiés principalement dans la littératphysique [RV00], [RMVO01], [KG97]. Un aspect
important de ce type de flamme est la polydispersion du baodi{c’est-a-dire la coexistence de gouttelettes
de tailles différentes) qui influence fortement la struetde flamme lorsqu’on a affaire a un large spectre de
tailles de gouttelettes [MKGS93].

La modélisation des brouillards de gouttelettes reposeiserdescription cinétique sous forme d’'une
fonction densité de probabilité a chaque instant, dépdmdiama position, de la taille, de la vitesse et de
la température des gouttelettes. L'évolution du broullest alors décrite par une équation de transport, de
type Boltzmann, introduite par Williams en 1958 [Wil58]. rééthode la plus souvent utilisée pour résoudre
numériquement ce probléme est une méthode de discrétisstbohastique lagrangienne. Elle commence
avec les travaux de O’'Rourke [O'R81] et Dukowicz [Duk80] abdt des années 80 et est actuellement
utilisée en pratique dans de nombreux codes industrielemirigdustriels (voir par exemple [AOB89],
[Hyl99]). Il s’agit d’'une discrétisation numérique, de gyparticulaire, de I'équation de transport qui permet
de résoudre I'évolution du brouillard. Elle pose le probdedu couplage entre une méthode eulérienne de
description pour la phase gazeuse et une description lgigrare de la phase dispersée. D’autre part, elle
s'avere trés colteuse pour traiter les problémes instaiozs.

Pour diminuer les codts de calculs, en particulier pour dasi@mes instationnaires et générer des codes
implicites et optimisés, des modéles eulériens semblaensatution appropriée. Des méthodes de moments,
ou modeles bi-fluides, ont été introduites dans le cadre dedeription de la dynamique de particules. Elles
peuvent étre obtenues, dans le cas dilué, a partir de l'équee transport. Cependant, dans le cas de
brouillards de gouttelettes, I'inertie et donc la dynaneigie chaque goutte dépend de maniére essentielle de
sataille. Les méthodes de moments sont donc trop impréesasiécrire une structure de flamme puisque
I'on s’en tient a une description “en moyenne” de la grandtie du brouillard. On peut alors prendre
des moments en vitesse et considérer plusieurs échastikms I'espace des phases en taille [DS97], mais
cela ne permet ni de traiter correctement les interactiesgyduttes entre elles, ni de décrire précisément le
couplage entre la dynamique du brouillard polydispersé@rmtsaporation.

L'idée consiste alors a considérer une approche altemdite multi-fluides eulérienne qui consiste en
une méthode de moments pour certaines variables de I'esiggcghases, correspondant a la vitesse et la
température des gouttes, tandis qu’'une discrétisatiom ¥gfumes finis est introduite pour la variable de
taille des gouttes. Elle permet de conserver le maximunfatimations sur la granulométrie du brouillard
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tout en préservant I'avantage d’un coQt raisonnable dekadés eulériennes. Elle nous sert également dans
des études théorique sur I'existence d’'onde progressigsvdat la propagation de flammes diphasiques.
Enfin, cette méthode fait I'objet d’études dans le cadre gajet “recherche aéronautique sur le superso-
niqgue” [MLB*02] du Réseau de Recherche et d’Innovation Technologigusytifinal étant de réaliser des
simulations aux grandes échelles de flammes turbulentegiomaires. Mais les applications possibles ne
se limitent pas a la combustion en présence d’un brouillardalittes. Elles s'étendent aussi aux domaines
de la propulsion solide, comme par exemple les réacteunsatié V, ou des particules d’alumine forment
la phase solide dispersée [Hyl99]. Un modéle eulérienntecampte des différentes tailles de particules et
capable de décrire les interactions entre particules pr&sgt encore une alternative avantageuse, surtout
dans des configurations instationnaires, aux méthodearigignnes actuellement utilisées [Gue01]. Dans
le méme ordre d'idée, d’'autres applications sont en vue noeftétude de la formation des planétes dans
les disques de turbulence stellaire [Cha00].

Cette thése est consacrée, tout d'abord, a la mise en plamsdaéthodes multi-fluides eulériennes, a
leur simulation et leur validation par comparaisons expérntales et numériques sur des cas test. Il est éga-
lement indispensable de réaliser I'analyse numérique distaétisation dans I'espace des phases en taille,
au moins sur des cas simplifiés ne prenant en compte que dé&tagm, afin d’étendre ce type d’approches
a l'ordre élevé. Enfin, ces méthodes permettent des étudesdhes sur la propagation de flammes dans
les milieux hétérogenes. Détaillons les différentes &ajegece travail.

Le premier chapitre est une introduction, en francais, dapitres 2, 3 et 4 qui sont rédigés en anglais,
sous forme d’articles publiés ou soumis. Il s'agit de présela problématique liée a la modélisation des
flammes laminaires diphasiques, problématique qui setédrdans les chapitres suivants. On y détaille la
modélisation de flammes diphasiques et laminaires, madiéiis qui passe par une description précise de
chacune des phases. Pour la phase gazeuse, il s'agit ddéensine chimie complexe, un transport détaillé
et de décrire les échanges avec le liquide. On utilise danédeations des flammes isobares [Gio99a], dé-
rivées des équations de Navier-Stokes multi-especesfrigao8], [Gio99a] sous I'hypothése des faibles
nombres de Mach, avec des conditions aux limites de pressimstante. La phase liquide occupe un volume
suffisamment faible pour que son influence sur le gaz soitdéenite au travers de termes sources ajoutés
a ces éguations. Les termes décrivant le transport et laelsiont alors détaillés.

Pour la phase liquide, il importe de bien décrire I'aspedydispersé du brouillard de gouttes (large
spectre de tailles de gouttes) qui influence la structureadenfie [MKGS98], mais aussi de décrire I'évapo-
ration, le chauffage et la trainée des gouttes. On donneldanodéle cinétique, en détaillant des modéles
d’évaporation, de trainée, de coalescence et de fragrimentas gouttes. Les termes sources pour la phase
gazeuse peuvent alors étre évalués. Des modeles lagranggeérien ont été développés pour résoudre nu-
mériquement I'équation cinétigue. Cependant, leur cofis d&rtaines situations ou leur imprécision nous
ameéne a envisager des modeéles eulériens plus précis : lesdaétmulti-fluides eulériennes dont nous
donnons, dans ce chapitre, les grandes lignes.

Une configuration particuliére intéressante pour validgréementalement mais aussi numériguement
ces modeéles est la flamme de diffusion a contre-couranostetire [MKGS98], [GDS 96]. En effet, celle-
ci fait 'objet de mesures expérimentales au Center for Qmtibn Studies de Yale University. De plus,
ce cas se ramene a un cas monodimensionnel et permet deatg&naidétaillées. On peut ainsi utiliser
les méthodes numériques spécialement développées pamlaustion en phase gazeuse avec une chimie
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complexe et un transport détaillé (itération pseudo-timsiaaire, méthodes de Newton amorties pour les
systemes mal conditionnés, bibliothéques optimiséestliétion de coefficients de transport et des taux de
production chimique) [SCSG90].

On se consacre ensuite plus particulierement a la modétisde la phase liquide et, surtout, de son
aspect polydispersé.

Le chapitre 2 est consacré aux modeles multi-fluides enepeur la phase liquide. Tambour et al. ont
proposé et formalisé un premier modéle complétement eulérir'ils ont appelé I'approche sectionnelle
[GAT86]. L'idée est de considérer la phase liquide commensemble de milieux continus, les “fluides”,
chaque fluide correspondant a une moyenne statistiquetlefte@entre deux tailles de gouttes fixées, la
section. Le fluide est alors gouverné par les équations deeceation de masse, de quantité de mouvement
et d’enthalpie. Les calculs des différents termes d’échammtre sections ou avec le gaz se font alors via le
choix de la forme de la fonction de distribution dans chagetien, cette forme étant supposée invariante
au cours du calcul. Greenberg et al. [GST93] ont tenté de failien entre cette méthode et la description
cinétique du spray. Cependant, ils n’ont jamais mené a téohtention de ces équations multi-fluides a
partir de I'approche cinétique, ni identifié les hypothésmss-jacentes au modéle, ni enfin comparé ce type
de modéle aux méthodes classiques d'échantillonnage.

Dans ce deuxiéme chapitre, nous présentons un cadre nigodife/pothéses permettant I'obtention des
équations de conservation de I'approche sectionnelleta garmodele cinétique. L’hypothése importante
est qu’en chaque endroit et a chaque instant, les goutte§he taille sont caractérisée par une seule vitesse
et une seule température. On montre, sur un cas test pesteéglie cette hypothése peut étre restrictive,
I'approche sectionnelle ne permettant alors pas de ddesreouplages entre la dynamique des gouttes et
leur évaporation. Dans le domaine d’application de I'appeosectionnelle, des comparaisons numériques
avec une méthode eulérienne d’échantillonnage sontééalidans le cas réaliste d’'une flamme de diffusion
a contre-courant.

On constate alors que, si I'on raffine suffisamment la disaton de la fonction de distribution des
gouttes en terme de taille, les deux méthodes (sectionee@ehantillonnage) donnent des résultats simi-
laires excepté pour le rayon de Sauter moyen (rapport emtvelime moyen et la surface moyenne des
gouttes), surestimé par I'approche sectionnelle. Les epaigons ont alors été effectuées dans le cadre
d’un probleme plus simple, purement 1D, sans effet dynaenigthermique. Il s'agit de I'évaporation d’'un
spray polydispersé dans un gaz chaud, ou les gouttes seotdes a la température de saturation. Alors,
la fonction de distribution du spray vérifie une équationddection a vitesse constante dans I'espace des
phases et on dispose donc d’'une solution analytiqgue. Onrengae la méthode d’échantillonnage est plus
précise que la méthode sectionnelle ; elle génére cepeddamtscillations dues intrinséquement a la repreé-
sentation d’une fonction continue par une somme de masdesate D’autre part, il apparait que le choix
de la forme de la fonction de distribution dans chaque se¢tionstante en rayon, surface ou volume) est
arbitraire, contrairement a ce qui a été écrit dans [GSTBRINO01]. Ce point sera traité dans le chapitre 5,
grace a I'analyse numérigue de la méthode.

Le chapitre 3 est consacré aux comparaisons expérimemtadela réduction du nombre de degrés de
liberté. En collaboration avec I'équipe du Center for Costlmn Studies de Yale University, on propose
une amélioration de I'approche sectionnelle permettaetdiminution du nombre de variables ainsi que
des comparaisons avec les données expérimentales. Qeiteitibn du nombre de variables est essentielle
pour aller vers une application du modéle a des probléemes-dimiensionnels.
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Les comparaisons numérigues du chapitre précédent semfbertirer que I'approche sectionnelle dé-
crit mal I'évaporation des grosses gouttes. D'autre paes, cbmparaisons entre I'approche sectionnelle
et des mesures expérimentales [GD8], [MKGS98] ont déja été menées sur les flammes de diffusion
a contre-courant. Elles montrent que méme si la structuriéademe est bien décrite, 'approche section-
nelle sous-estime I'évaporation des grosses gouttes ppomaaux mesures expéerimentales. Ceci est dd a
I'approche sectionnelle elle-méme, mais aussi aux faitksstiques pour la queue de la fonction de distri-
bution expérimentale, surtout prés du front d’évaporatilbyna peu de grosses gouttes, mais elles apportent
chacune une quantité non négligeable de masse).

Dans ce chapitre, le but est donc d’améliorer la descripgiqrérimentale, mais aussi la modélisation
de la fonction de distribution des gouttes. D’un point de eypérimental, un effort particulier a été fait sur
les mesures afin d’obtenir des statistiques de grande €@aliine information compléte sur la fonction de
distribution de masse en fonction de la taille des gouttesadpect important de ce travail était de déterminer
le comportement de la queue de la fonction de distributioncamstate que la fonction de distribution décroit
de maniere exponentielle en fonction de la surface desemuatpartir d’'une certaine taille de goutte. De
plus, cette forme reste quasiment la méme tout au long dadaration. Cette constatation permet de traiter
'ensemble des tailles de gouttes, sans limite supériéwignt ainsi le probléme de conditions aux limites,
probléme qui se pose pour la considération de la coalesciascgouttes (cf chapitre 4). D’autre part, cela
permet de bien évaluer la quantité de masse initiale pouquehaection ou chaque groupe de gouttes dans
les simulations avec la méthode sectionnelle et la méthaadhantillonage. On peut alors comparer les
simulations aux expériences. Enfin, la connaissance prdaisomportement de la fonction de distribution
continue permet, pour I'approche sectionnelle, un bonxHeila position des sections et de la forme de
la fonction de distribution modélisée. Cela entraine umieicgon significative du nombre d’'inconnues (et
donc, du temps de calcul) et ce, avec une précision équtealem passe de 30 & seulement 6 sections, pour
une méme précision. Finalement, les comparaisons entsinbesations pour les deux modéles de la phase
liquide et les mesures expérimentales donnent d’excslig&sultats, ce qui permet de valider les modéles.

Le chapitre 4 est consacré a la généralisation du modélerauilards denses. En effet, dans les pré-
cédents chapitres, les brouillards de gouttes considérgésigués et on peut négliger les collisions entre les
gouttes. Dans les brouillards denses qui voient un différede vitesse raisonnable avec le milieu gazeux
environnant, le spectre de taille de gouttes évolue du &ladoalescence. La modélisation de ces termes
fait intervenir de maniére cruciale, pour les gouttes quisgdent une certaine inertie, la vitesse relative des
partenaires de collision. Dans une note [MV01] M. Massot. &filedieu (ONERA, Centre de Toulouse)
justifient, a partir du modéle cinétique, un modele multieibs eulérien qui prend en compte la dépendance
des efficacités de collision en la vitesse relative desqaes. Cette justification compléte du modeéle re-
pose notamment sur les hypothéses faites dans le chapitirel® gueue de la fonction de distribution du
brouillard qui permet de traiter 'ensemble des tailles dettgs.

Cela suggeére une méthode numérigue ou toutes les intégmtasilision, d’apparition et de disparition
par coalescence sont calculées dans un pré-traitemenfpianmur toutes. C’est ce qui est développé dans
ce chapitre. Le modéle et le pré-traitement y sont détaildésplus, ce genre de méthode multi-fluides eu-
Iérienne y est comparé aux algorithmes stochastiquesnigigres utilisés, par exemple, dans les codes de
'ONERA [VH97]. Pour cela, on a réalisé I'algorithme pernzett d’effectuer le pré-traitement et implé-
menté le modéle avec coalescence dans le code existantrdpeaut, deux cas tests de comparaison ont été
définis, sur des configurations de tuyére. lls permettenttider la méthode multi-fluides eulérienne dans
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le cas de sprays denses. On obtient ainsi, pour la premigieufomodeéle eulérien capable de décrire des
interactions entre gouttes.

Le chapitre 5 est consacré a I'analyse numérique des méthmodii-fluides eulériennes. En effet, ces
méthodes ont été validées dans des cas particuliers parmgaaisons numériques ou expérimentales dans
les chapitres précédents. Le chapitre 3 donne égalemenbyemde discrétiser la fonction de distribution
avec un petit nombre de sections, afin d’avoir une bonne gioéca faible colt. Cependant, ni la précision
de ces méthodes, ni le choix de la discrétisation suivardi@abie de taille des gouttelettes ou la forme de
la fonction de distribution dans chaque section n'ont &éudes dans le cas général, lorsque I'on augmente
le nombre de sections. C’est pourquoi il était importantéddiser leur analyse numérique.

Un aspect essentiel que doivent décrire les méthodes fluiltes eulériennes est I'évaporation des gout-
telettes : il est important de comprendre comment elle agittsmasse de fuel en phase vapeur. Pour mieux
isoler ses effets, on considére donc la configuration, déjaduite dans [Dom01] et dans le chapitre 2, d’'un
écoulement 1D, stationnaire, sans effet dynamique ni tiogien: I'évaporation d’'un spray poly-dispersé
dans un gaz chaud ou les gouttelettes sont injectées a latatmge d'équilibre. L'espace des phases se
réduit alors a la position et la taille des gouttes et la fimmctle distribution des gouttes vérifie une équation
d’advection a vitesse constante dont on connait une solatialytique. Dans ce cas simplifié, et moyen-
nant une hypothése de régularité de la fonction de distoibubn montre que le schéma correspondant a la
méthode sectionnelle est d’'ordre 1, moyennant une conilfiétientre la variable (rayon, surface, volume
des gouttelettes...) en laquelle la répartition des ses&st choisie uniforme et celle en laguelle la fonction
de distribution approchée est choisie constante dans ehseption. D’autre part, les conditions CFL né-
cessaires a la stabilité daschéma pour la discrétisation en espace ainsi que laytésities variables sont
précisées. Cette étude nous a permis de conclure que le Hmixi de discrétisation (meilleur compromis
entre précision, stabilité et positivité) est une dissadton uniforme en surface et une distribution choisie
constante en rayon.

Elle nous a ensuite menés a définir d'autres méthodes muille# eulériennes d’ordre plus élevé, qui
conservent les avantages de I'approche sectionnelle.ihgime est alors de considérer non plus directement
la densité massiqgue pour chaque section, mais des momesusface pour chaque section. La fonction de
distribution du spray est alors approchée a partir de cesentmielle est prise polynémiale dans chaque
section) et la masse est calculée a partir de cette distnbapprochée. Dans le cas d’une fonction de distri-
bution réguliere, on aboutit a des méthodes d’ordres art@tmnent élevés, toujours dans une configuration
1D sans effet dynamique ni thermique. On s’intéresse alassgarticulierement a la méthode d’ordre 2. I
s'agit de I'adapter de sorte qu’elle respecte le principendximum discret.

Cette analyse nous permet de considérer la propagatioma@éla en présence d'un spray polydispersé.
Cette configuration est décrite par un systéme de réactifusidn pour un modeéle thermo-diffusif du gaz,
couplé au modeéle cinétique du spray, le couplage s'effattam travers d’'un terme source de combustible
dans les équations du gaz et au travers du terme d'évapodaits I'équation du liquide. Les flammes qui
se propagent sont alors décrites par des ondes progredsiggsteme complet. L'existence de telles ondes
a été démontrée dans le cas purement gazeux, dans [BNS83lm®chimie simple, dans [VVV94] pour
un systeme de réactions irréversibles, formant un grapherbet dans [Gio99b] pour une chimie complexe
formée de réactions réversibles et avec un transport detads démonstrations utilisent des méthodes de
degré topologique : le degré de Leray-Schauder pour [BN88RFio99b] ou un degré topologique pour
des opérateurs elliptiques dans des domaines non borng$\davio4].
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Cependant, ces méthodes s’adaptent mal au cas diphasige#et; le systéeme obtenu est un couplage
d’équations différentielles ordinaires pour la phase gazevec une équation aux dérivées partielles pour la
phase liquide, a cause de la présence de la variable dediedlgouttes. Une discrétisation par une méthode
multi-fluides eulérienne permet de résoudre ce problémsgpeil'on passe d’'une équation au dérivées
partielles & un systéeme dynamique d’équations différiéedieordinaires. Mais, a cause de I'absence de
diffusion de la phase liquide, les opérateurs ne sont pigtiglles. L'idée est alors de rajouter une diffusion
gue I'on fait tendre ensuite vers 0.

Avant d'étudier la propagations de flammes diphasiquespuemiére étape, traitée dans la chapitre 6,
est le passage a la limite d'une diffusion nulle, sur une gomdition plus simple de flamme gazeuse. On
rejoint alors des études sur les ondes progressives damsilggs< condensés [LL96]. Un probléme qui se
pose dans ces conditions est la continuité de I'onde loregmssage a la limite.

On commence par démontrer une nouvelle fois I'existencadi#ie pour le systéme avec diffusion en
utilisant une nouvelle méthode, basée sur un ajout de petitses et sur la définition du degré topologique
pour des opérateurs elliptiques dans des domaines nonsbR€99]. D’autre part, on montre que I'on
peut passer a la limite quand le coefficient de diffusion tezrd 0 et qu'on obtient ainsi une solution pour
le systéme sans diffusion faisant aussi le lien entre lee®pbgressives des deux types de systémes.

Le chapitre 7 est alors consacré a la démonstration I'existele la propagation de flammes planes, en
présence d’'un brouillard de gouttes polydispersé. Pouerélds problémes liés au nombre infini de taille
de gouttelettes, on introduit une discrétisation de lationcde distribution : une méthode multi-fluides
eulérienne. On a vu au chapitre 5 que cette méthode est d'trdt I'on pourra ainsi passer a la limite sur
le nombre de sections pour retrouver le modéle cinétique.

Les méthodes utilisées sont alors les mémes que dans ldérehaydicédent : on introduit une diffusion
sur les gouttelettes (qui peut s'interpréter comme unerdééggitation due a de la turbulence), on ajoute des
petits termes supplémentaires bien choisis et on utiliserméthode de degré topologique. Ainsi, dans le
cas d'un nombre de Lewis supérieull & p ou p est un réel non négatif lié a la forme de la fraction de
vapeur saturante et a la température des gaz froids, onertistence d’ondes. Ce résultat ouvre sur des
perspectives d'études de propriétés qualitatives destBienmes, comme des études de stabilité. Il améne
également a des études asymptotiques, dans la limite deslenergies d’'activation.

Les travaux présentés dans ce mémoire ont été menés damséedeecing projets financés :

— Bonus Qualité Recherche de I'Université Claude BernaminLy 2001-2002 (“Modélisation des milieux ré-
actifs : Interaction des Mathématiques avec Biologie, Ghiet Physique”; coordonnateur scientifique : M.
Massot ; responsables scientifiques : S. Génieys, M. MasSowelpert)

— Abondement ANVAR (“Modélisation des Milieux réactifstetaction des Mathématiques avec Chimie et Phy-
sique”; responsable : M. Massot),

— Projet Supersonique 2001-2003 (Second Appel a ProposiRecherche aéronautique sur le supersonique”,
Réseau de Recherche et d’Innovation Technologique, Mirisie la Recherche ; responsable : M. Massot),

— Projet Jeunes CNRS (responsables : M. Massot et V. VolfMdlélisation mathématique et numérique des
milieux réactifs” (1999-2001),

— Bourse OTAN (Collaborative Research Grant CRG972213epraoordinator : M. Massot, 1998-2001) ras-
semblant le "Center for Combustion Studies" de Yale UniyeldSA, le Centre de Math. Appli. de I'Ecole
Polytechnique et MAPLY sur le sujet “Laminar spray diffusftames : Modelling, Computations and Experi-
ments”.
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Chapitre 1

Introduction a la modélisation et a la
simulation de flammes diphasiques
laminaires

Dans la plupart des applications industrielles de la cotitoyuscomme les moteurs diesels, les fours
industriels ou les moteurs fusée, les combustibles sooké&sosous forme condensée et sont injectés dans
la chambre de combustion, sous forme d’un brouillard detglaites (appelé aussi spray). Le milieu est
alors constitué d’une phase gazeuse continue (la phassupejtdans laquelle se trouve une phase liquide
discontinue formée de gouttelettes (la phase disperség). €5t encore vrai dans le cadre des particules
d’alumine dans les Boosters de la fusée Ariane [Hyl99] otplays est constitué de particules de tailles
trés différentes et ou la coalescence des particules jouél@iimportant dans la modélisation de la flaque
d’alumine dans le fond du Booster.

Un aspect fondamental de ce type d’écoulement est que loframlumiqueq; de la phase liquide est
trés petite, sans que sa fraction massique soit négligelableffet, pour les hydrocarbures par exemple, la
masse volumique de la phase liquide étant trés grande gaortapcelle du gaz (avec un rapport d’environ
10%), méme lorsqu’on se trouve aux proportions stoechiomésige volume occupé par le gaz est bien plus
important que celui de la phase liquide. La valeurngeléfinit les différents types de sprays [O'R81] : par
exemple, s'il est de l'ordre d&)—%, on a affaire & un spray dilué (thin spray) et s'il est de lferde10~2,
on a affaire a un spray dense (thick spray). Dans tous lesecpegsence de cette phase liquide a une forte
influence sur la structure de la flamme ou de I'écoulementieétte prise en compte dans la modélisation.

Dans le but de comprendre les paramétres physiques impopaar la description de flammes dipha-
siques ou de maniéere plus générale pour la description dérent diphasiques a inclusions dispersées,
nous avons pris le parti de commencer par étudier et modélésmaniére détaillée des écoulements lami-
naires. Cela permet d'isoler les difficultés liées a la misdébn de la turbulence dans un premier temps.
L'extension des travaux présentés dans ce mémoire au dagenir est en cours [RMV01], [MLB02],
[RMO2]. Le cadre des écoulements laminaires reste physigoetrés riche : des interactions variées sub-
sistent, la plus importante pour les flammes homogénes que cansidérons, étant l'interaction entre
gouttes et flammes a travers le processus de vaporisatigmécala dynamique et au chauffage des gout-
telettes. Mais nous voulons aussi pouvoir décrire tantrigeractions de gouttes a travers le phénoméne
de coalescence que leur fragmentation ou l'interactiorttgeaaroi, phénomeénes dont nous avons géné-
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24 CHAPITRE 1. INTRODUCTION A LA MODELISATION ET A LA SIMULATION

ralement des modeéles a un niveau cinétique de descriptiorco@state alors qu’un aspect important des
brouillards considérés est leur polydispersion, c’edirada présence d’un large spectre de tailles de goultte,
qui influence fortement la structure de flamme [MKGS98]. Ggegt sera d’autant plus important dans des
configurations turbulentes comme on peut le constater ddh61]. Finalement, il s’agit de proposer une
alternative, de moindre codQt en terme de résolution, awxéisations particulaires pour des configurations
instationnaires qui sont monnaie courante dans les afiphsaindustrielles [SNLP02].

Le but de la premiére partie de ce mémoire se dégage alamsmkit. Il s’agit mettre en place un modéle
décrivant un mélange gazeux multi-espéces transportaspiray polydispersé avec un modéle eulérien tant
pour la phase gazeuse que pour la phase dispersée seloa quigites : décrire aussi précisément que
possible la granulométrie du brouillard, préserver le gac le niveau cinétique de description, modéliser
les interactions de gouttes et enfin étre capable de repeodes phénoménes instationnaires. L'ensemble de
ces travaux représente trois articles publiés ou soumsdigjournaux internationaux qui seront reproduits
dans les chapitres 2, 3 et 4. Ce chapitre 1 donne une intioduggnérale a I'ensemble de ces travaux. Nous
reprenons briévement les problématiques abordées avaritet dans le détail.

On considére les équations de conservation pour un écontarageux multi-espéces réactif [GM98],
[Gi099], dans I'approximation des faibles nombres de Mamir une flamme non confinée avec des condi-
tions aux limites de pression constante, ce qui nous menequations des flammes isobares [Gio99].
Comme le brouillard de gouttes forme une phase disperséeufdage entre les phases se traduit unique-
ment par des termes sources décrivant les échanges de dmgs@ntité de mouvement et de chaleur entre
les deux phases (voir la Figure 1.1). C'est grace a une nsadiéin de la phase liquide que pourront étre
exprimés ces termes sources.

Liquide Gaz
Equation de transport Equations de Navier—Stokes
statistique Ecoulement multi—especes réactif
T, u, ¢ Termes sources provenant du liquide
Description Eulérienne Equations des flammes isobares
Systeme du ler ordre Systeme du second ordre
Termes sources Termes sources

FiG. 1.1 — Schéma de la mise en équation

Le modéle de base pour le brouillard de gouttelettes est Belaainétique : le brouillard est décrit
par sa fonction densité de probabilité (aussi appeléeifancte distribution) satisfaisant une équation de
type Boltzmann [Wil58], [Wil85]. Cette équation n’est géaément pas résolue directement, ce qui serait
trop codteux et souvent inutile. Différentes méthodes possibles. Parmi elles figurent les modéles multi-
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fluides eulériens : la phase dispersée est décrite commesaméie de milieux continus : les “fluides”,
chaque “fluide” correspondant a une moyenne statistique dpeux tailles de gouttes fixée (cet intervalle est
appelé section, d’ou le nom de méthode sectionnelle donedéréndéle par Tambour et al. qui I'ont introduit
[GAT86]). Ce modéle sera dérivé de maniére rigoureuse & parhiveau cinétiqgue dans le chapitre 2 pour
les sprays dilués et dans le chapitre 4 pour des sprays deinégesoalescence des gouttes doit étre prise en
compte. Nous verrons que ce modeéle répond aux critéres énphes haut.

Afin de valider ce type de modeéle, on utilise une réalisatigpéementale d'un type particulier de
flamme laminaire : les flammes de diffusion a contre-courtatiosinaires. Le dispositif expérimental a été
mis au point par A. Gomez et V. Santoro au Center for Comhusinidies de Yale University. Ce cas est
intéressant car il se raméne a un cas 1D; il peut ainsi faotgdt un ensemble de simulations détaillées
et permet d’envisager des comparaisons guantitativesdagemesures expérimentales. Les comparaisons
entre les simulations et les mesures expérimentales sypeeé flammes et pour des variables significatives
sont faites dans le chapitre 3.

Aprés avoir présenté, dans une premiére partie, les égeatie la phase gazeuse, pour une chimie
complexe et un transport détaillé, et sous I'hypothése dikdes nombres de Mach, on donne le modéle
cinétique pour le brouillard de gouttes. Dans une troisi@argie, on présente les différents modéles de ré-
solution numérique pour la phase liquide et en particuisrmodeles multi-fluides eulériens. On s’intéresse
alors au cas particulier des flammes de diffusion a contoeat stationnaires. Le modéle est détaillé dans
la partie 4 et le code dans la partie 5. Cela permet d'intredei chapitre 3 ol sera menée la validation du
modéle multi-fluides eulérien par comparaisons avec lesiragegxpérimentales et la réduction du nombre
de degrés de liberté pour décrire la polydispersion eretdéls brouillards.

1.1 Mise en équation de la phase gazeuse

On considere une description eulérienne de la phase gapauses équations de Navier-Stokes dans
le cadre d’'un écoulement multi-espéces réactif de gaz dihwdyatomiques. Ces équations peuvent étre
formellement dérivées a partir de la théorie cinétique des [Gi099], [EG94], [Mas96]. Elles forment
un systeme mixte hyperbolique parabolique décrivant Foglgnamique, des phénoménes complexes de
dissipation comme la dissipation visqueuse, la diffusiemhsse et de chaleur, et enfin la chimie a travers
des termes sources Maxwelliens. La structure mathématiguee systéme a été étudiée dans [GM98].
Dans le cas de la présence d'un brouillard de goutteletisquillard de gouttelettes, on entend une
phase dispersée de gouttelettes liquides, c'est-a-dita faction volumique de liquide est petite devant
1), I'interaction avec le liquide apparait uniguement sau®rme de termes sources ajoutés aux équations.
Cette hypothése est justifiée par le fait que la masse du gamipé de volume de gaz est alors pratiguement
égale a la masse de gaz par unité de volume total.

Dans le but de modéliser des flammes laminaires non confia@esssion constante, on utilise les équa-
tions des flammes isobares. Celles-ci se déduisent du systéroédent dans la limite des faibles nombres
de Mach (c’est-a-dire quand la vitesse de I'écoulementetiegpar rapport a la vitesse du son). On donne,
dans cette section, les équations de Navier-Stokes etdagasaux équations des flammes isobares. D’autre
part, les formules donnant ces flux ainsi que les autredoltatie transport, les lois de comportement et
les relations de cinétique chimiques dans le cas d'une ehdanplexe sont détaillées ici et permettent de
fermer le probleme.
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1.1.1 Equations de bilan

Les équations de bilan pour le gaz traduisent la conservagola masse totale et de celle de chaque
constituant, la conservation de l'impulsion et la consiéovade I'énergie, et ce, en tenant compte des
échanges entre les phases gaz et liquide.

— Conservation de la masse :

0
P4V (pu) = —S™ (1.1)
ot

ol ¢ désigne le tempsg est la masse volumique, est la vitesse moyenne de masse&s®t est le terme

d’échange de masse entre les gouttes et le gaz par évaporatio

— Conservation des espéces chimiques :

a .
% + V- (pru) = =V - (e Tk) + mpwy, — SpPee” k=1...ng (1.2)

ol py, est la densité de I espéceY, sa vitesse de diffusiony;, sa masse molairey, le taux molaire

de production de |&°™ espéceng est le nombre d’espécesS;j]”mes le terme d’échanges de masse de la
ké™me espéce di a I'évaporation. Soidftla fraction massique ety, la vitesse hydrodynamique deA&™e
espece. On a alors les relations suivantes :

ns ns

Pk
PZZPk, PHZZPkuk, Yy =—, Ty = u — u,
k=1 k=1
d’ol I'on déduit les identités :

ng ns ns .

Z Yy =1, Zkak =0, Z Sljpeczes = Sm7 (13)

k=1 k=1 k=1

dites de ‘conservation de la masse’. En anticipant la @idfi . | myw;, = 0 entre les taux de productions
massiques, on peut donc noter guerlgséquations de conservation de masse des espéces chimijes (1
sont a priori linéairement dépendantes, leur somme étdlgt alcause de I'équation de conservation de
la masse totale (1.1). Il apparait donc possible de ne oémesidjuens — 1 fractions massiques comme
inconnues et de calculer la fraction massique restantd (&a)( Mais il est néanmoins possible de considérer
toutes les fractions massiques comme inconnues. Danssitetigon, la relatiorEZi1 Y, = 1, qui est une
conséquence de la définition des fractions massiques, tdeitié résultat des calculs. C’est cette derniere
solution qui est adoptée.

— Conservation de I'impulsion :

0
%—FV-(pu@u):—V-P—Smom, (1.4)
ou P est le tenseur des pressionsS&P™ est le terme d’échanges de quantité de mouvement di a lavapor

sation et a la force de trainée entre les gouttes et le gaz.
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— Conservation de I'énergie :

% + V- (peu) = —V - g — P:Vy — §enth _ gtrav, (1.5)

ol e est I'énergie interne massiqueest le flux de chaleug™* est le terme d’échanges d’enthalpie d0 a
la vaporisation et aux échanges de chaleur entre la gouttegar etS* % représente le travail de la force
de trainée et I'échange d'énergie cinétique entre les deasgs.

Ce systéme de lois de conservation est alors fermé par kesldocomportement donnant les flux de
diffusion, par la thermodynamique et par la chimie. C’estjgeva étre détaillé dans la suite.
1.1.2 Lois de comportement, propriétés de transport

La loi de comportement utilisée ici est celle des fluideswsx newtoniens :
P =pl +1I,

ou | est le tenseur unitg, est la pression thermodynamiquelEest le tenseur des contraintes de viscosité
avec : )
II= gn(V cu)l — n(Vu + (Vu)?),

ol 7 est la viscosité de cisaillement.

D’autre part, I'expression du flux de chalapest la suivante :

ns
q=—-AVT+>_ pphpTs, (1.6)
k=1

ou X est le coefficient de conductivité thermique du mélange @az®n a négligé ici le flux de chaleur
dd au rayonnement et I'effet Dufour, c’est-a-dire la diftusde la chaleur due au gradient des espéces car
celui-ci est toujours trés faible.

Enfin, les vitesses de diffusidfi, peuvent s'écrire [Mas96] :

ns
Yr=-) Dyd, 1.7)
=1

avec v
dy = Vlog Xy, +Xk7p,

ol Dy, est la matrice de diffusion multi-espéce¥; est la fraction molaire de 1&¢™¢ espéced,, est la
force d’orientation de la diffusion de kf™¢ espéce. On suppose que l'effet Soret est négligeable dans ce
probléme.

Ces lois nous permettent de réécrire I'équation de consenvde I'impulsion (1.4) :

% +V-(pu®u)=-Vp-V- (%n(v.u)l —n(Vu+ (Vu)t)> _ gmom_ (1.8)
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Pour I'équation de conservation de I'énergie (1.5), si droiuit de plus I'enthalpié = e + % du mélange,
on obtient alors I'équation :
oph dp

. enth trav
o TV (phu) =V - (A\VT) - Zv prh k) —TL:Vu+ = 4 0. Vp — S — §7e0. (1.9)

Or, on étudie un écoulement ou les vitesses sont faiblesapaort a la vitesse du son. Le nombre de
Mach M (rapport de la vitesse de I'écoulement sur la vitegsseah dans le mélange gazeux) est donc tres
petit devant 1. On est alors dans le cadre de I'hypothéseaildles nombres de Mach. Un développement
formel des variables en fonction des puissances du petitptre M montre alors [Gio88] que les variations
spatiales de la pression sont négligeables, elles sorirdied’du nombre de Mach au carré. Ainsi, la pression
peut s'écrire p(x,t) = patm(t) + p(z,t) OU payy, €St indépendant de la variable d’espace ep @3t une
perturbation ££— = O(M?) < 1).

D’autre part, I'hypothése des faibles nombres de Mach neas\@t de montrer que les termds Vu
etwu.Vp de (1.9) sont négligeables par rapport aux autres termeségietion (ils sont aussi de 'ordre du
nombre de Mach au carré). Cette hypothése nous permet enfiggtiger le terme5?"*? si la différence de
vitesse entre les gouttes et le gaz est au plus du méme ordrarteur que la vitesse moyenne du gaz (on
verra dans la suite que c’est le cas) ainsi que le terme deliffasion Xk intervenant dans I'expression
des vitesses de diffusion (1.7). Les deux équations prétésise reecnvent donc :

88/);‘ +V-(pu®u)=-Vp—V- <§n(v cu)l = n(Vu + (Vu)t)> — §mom, (1.10)
et
ok | . (hu):V-(AVT)—nZSV-( heTe) + 2P genth (1.11)
ot P 2 Y RIS ' '

Les vitesses de diffusion s’écrivent :

ng
- Z Dle log Xl.
=1

Remarquons que, lorsque la pression est constante, comesidectas pour des configurations stationnaires
a faibles nombres de Mach, les bonnes variables thermodgunama considérer sont I'enthalpie et la pres-
sion et non I'énergie interne et le volume [Gio99].

1.1.3 Relations thermodynamiques
La thermodynamique permet de relier différentes grandéagrsnodynamiques commeou h aux va-
riables d’étatT’, p, Yj,. En premier lieu, on suppose que le gaz est un gaz parfait :

_ Patmm™m
RT

ou R est la constante universelle des gametst la masse molaire du mélange :
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L'enthalpie massique du mélanges’exprime en fonction des enthalpies massiqugsges espéces par

la relation :
ng
h=Y Yih,
k=1

et hy, est donnée par :

T
hy = h% -|-/ Cpk(Tl)dT’,
To

ouhY = hy(Tp) est I'enthalpie standard de formation dekfa® espéce et,; (7)) est la chaleur massique a
pression constante de#&™® espéce. La chaleur massique a pression constgdtemélange peut s'écrire :

ns
Cp = Z chpk-
k=1

A partir de 1a, on peut réécrire I'équation de conservatier' éergie (1.11), en utilisant I'équation de
conservation des especes (1.2) :

T ) ns ns
pCp (%—t + u.v:r> = v-(WT)+%—Se"“urse”th—“q—z himugwr, — (Z pk’rkcpk) VT, (1.12)
k=1 k=1

ou Senth—lia — Y™, §7P°CieS gst |e terme de transfert de température du gaz au liquidaitiyue certaines
molécules de I'espedepassent de I'état liquide a I'état gazeux.

1.1.4 Relations de cinétique chimique

Les relations de la cinétique chimigque vont nous donnepfession des taux de producti@m, ) x=1...n-
On considére une cinétique chimique gréactions élémentaires®et espéces chimiques, qui peut s’écrire :

ns ns

/ N " _
ZVkiXk\—ZVkiXk k=1---ng,
k=1 k=1

ol x est le symbole de Ia°™¢ espéce et, etv); sont les coefficients steechiométriques. Ces coefficients
sont des entiers positifs et vérifient teg relations de conservation de la masse :

ns ns
Zu,'eimk: E viim, k=1---ng.
k=1 k=1

Le taux de production de kf™¢ espéce s’écrit alors :

nR
Wk = § VkiTi,
=1

olvy; = vj, — v}, et olir; est le taux d’avancement deifd*® réaction. On en déduit aisément que :

nrR Ns

ns
" !

Z MpWwy = Z Z Timg (Vy; — V) = 0,

k=1

i=1 k=1
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ce qui traduit la conservation de la masse totale.
Le taux d’avancement; est la différence entre les taux d’avancement direct etsavet est donné par :

ns ns
7= K] [ el — K7 [ bxel,
k=1 k=1

ou [xx] = 7’7’1—’2 est la concentration de f&™¢ espéce eKif et K] sont les constantes de vitesse directe et
inverse de la®™e réaction.
La constante de vitessléif de lai®™e réaction est donnée par la loi d’Arrhénius :

E-
Kzf = Aini €Xp (— R;_,),

ou A; est le facteur pré-exponentié; 'exposant pré-exponentiel €; I'énergie d’activation de la®™e
réaction. La constante de réaction invelSgest reliée a la constante d’équilibiE par la relation :

K/
K==L
1T Ke

la constante d'équilibréC? étant donné par la thermodynamique :

ng
vk (T, [xe] = 1)
K? = -
o (-3 =D
k=1
ol uy, est le potentiel chimique de k&™¢ espéce et;, = m%.

On peut remarquer gue cette axiomatique thermo-chimiquetabste. D’autre part, elle donne lieu a
des équations bien posées [GM98], [Mas02], [Mas96].

1.1.5 Equations des flammes isobares

On obtient donc finalement, en rassemblant les équationsrdervation (1.1), (1.2), (1.10) et (1.12) et
en simplifiant (1.2) et (1.10) grace a I'équation de condemale la masse (1.1) :

Op om
5 + V.(pu) =-S5,
Y, .
P% + pu. VY, = —V.(ka Tk) + miwg — Szpeczes + Y Sm, kes,
ou

P + pu.Vu =—-Vp— V. (%n(v.u)l —n(Vu + (Vu)t)) — S 4y S™,

oT o ng ng ng ]
pey (E + u.VT) = V.(AVT) + 8—1; = himywy, — (Z kakcpk) VT — S 43 " hyp SpPecee.
k=1 k=1 k=1

Il ne reste plus qu’a expliciter les termes sources.
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1.2 Modele cinétique du brouillard de gouttelettes

Afin d’évaluer les termes sources des équations du gaz, osainb@&un modele pour la phase liquide.
Différents modéles peuvent étre utilisés, comme on le \dars la section suivante. Mais la plupart ont une
base commune appelée modéle cinétique : il s'agit d’'uneigdisn statistiqgue basée sur un concept proposé
par Williams [Wil58], [Wil85]. L'idée est de décrire le brdlard de fagon globale en utilisant une fonction
continue : sa densité de probabilifé, aussi appelé fonction de distribution, qui satisfait ugaadion de
transport de type Boltzmann.

1.2.1 Equation de transport

Chaque goutte est supposée sphérique et de températune idéerite par une seule variable. Ainsi, elle
est entierement décrite par sa positigrsa taille¢ proportionnelle a une puissance du rayon des gouttes, sa
vitesseu; et sa températurg. La quantitéf?(t, =, ¢, u;, T;)dzd¢du,dT; désigne alors le nombre probable
de gouttes au temgsse trouvant dans un espace de taileautour dex, ayant une vitesse; a du; prés,
ayant une températuf® adT; prés et ayant une taill¢ a d¢ pres.

Généralement, on prend pogile rayonR, la surfaceS ou le volumeV des gouttes. De fagon un peu
arbitraire, Williams et Greenberg [Wil85], [GST93] ont ékide volume. Les trois fonctions de distribution
fE, 9 et fV décrivent le méme brouillard de gouttes et donc vérifienelation : fRdR = f5dS =
fV dV. C'est-a-dire que l'on a :

fB=8rRf° =4xR?fV. (1.13)

L'évolution du brouillard de gouttelettes est alors décpar une équation de transport sur sa fonction
de distribution. Celle-ci est de type Boltzmann et est uneégdisation au cas ofi* dépend aussi de la
température de I'équation donnée par Williams [Wil58], [89 :

of¢

W"‘V'(Ulfd’)‘lr

OR, f*
0¢

ol Ry(t, x, ¢, uy, T;) = ‘fi—‘f désigne le taux de variation dedue a I'évaporationF'(t, z, ¢, u;, T;) est la
trainée exercée par le gaz sur la goufi€s, x, ¢, u;,T;) est le taux de chaleur échangé entre les deux
phasesI'(t, z, ¢,u;, T;) est 'opérateur intégral de collision menant & la coaleseemu a la dissociation et
Q(t, z, ¢, u;, T;) est 'opérateur intégral de collision élastique.

Onade plus les relations suivantes edtje= 4%, Rs = 92 etRy = & ' Rr fR = Rs f = Ry £V,
c’est-a-dire :

¢
+ Vo - (F %)+ 8§—TJ; =T+Q, (1.14)

_ Rs Ry
~ 8tR  4wR?’
Ces gquantités, ainsi qug, sont données par un modeéle de I'évaporation.

Rr (1.15)

Remarque 1 Le couplage avec la phase gazeuse est réalis@\austrdes coefficient®,, F' et E qui
dépendent de la température et de la composition du gaz a @oise trouve la goutte. Cela se traduit par
la dépendance ehet z de ces coefficients.

Revenons sur la description des gouttes. Elles sont sugpapdériques et donc de taille décrite par le
seul rayon (ou toute autre puissance positive du rayonyé facteurs peuvent entrainer des déformations
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de la goutte : les collisions avec d’autres gouttes et déérdifces de vitesse importante avec le gaz. Dans
le cas des brouillards dilués, les collisions entre lestgsigont suffisamment rares pour que les oscillations
induites soient amorties rapidement vers une amplitudsi quele. Cette hypothése est souvent valide dans
le cas de la combustion des brouillards de gouttelettesdddmarbures dans la mesure ol la masse de liquide
nécessaire a la stoechiométrie est trés faible par rappefteadt gaz. Pour des brouillards denses, ou la
coalescence doit étre prise en compte, on suppose que lesgmirouvent vite leur forme sphérique. Le
deuxieme facteur peut étre quantifié par le nombre de Wdberrapport entre les forces dynamiques et
les forces de tension surfaciqué¥ie = 2Rp|u — w|?/S oU S est la tension surfacique du liquide gt

la densité du gaz. C’est de lui que dépendent le degré dendigfion et I'amplitude des oscillations d'une
goutte. LorsquéVe < 12, les gouttes sont pratiquement sphériques. MaiB siest plus grand, les gouttes
se déforment et peuvent éclate#8ie approche de 12. Cependant, dans les cas considérés, tantitiéde
vitesse entre les deux phases est suffisamment faible pedthgpothése de gouttes sphériques soit valide.
Les phénomeénes de fragmentation sont pris en compte daritudemenée par G. Dufour [Duf02], dans
le cadre de son DEA, qui prolonge le présent travail.

D’autre part, on a supposé que la température de la goutté€pewdécrite par un seul parameétre. Cette
hypothése est valide si on suppose que la goutte est de &im@éuniforme ou si le profil interne de
température peut étre calculé a partir d'une seule valala geut interdire certains modéles de gouttes qui
font intervenir des termes d’histoire, comme on le verrasdarsection suivante.

Remarquons enfin que, pour un brouillard dilué, il est raiste de ne pas tenir compte des termes
de collision et de dissociation des gouttes. C'est pourdsi@eront négligés dans la plupart des chapitres,
excepté le chapitre 4 qui concerne les sprays denses et aaliescence des gouttes doit étre prise en
compte.

1.2.2 Modéle d’évaporation

De nombreuses études ont été menées sur |'évaporation gauriee isolée et en particulier pour une
goutte composée uniguement d’'un combustiblevoir par exemple [AS89], [Ver96]). Trois modeles seront
décrits ici : la loi dud?, le modeéle de conduction infinie, modéle qui permet de temingte de maniére
simple du chauffage instationnaire des gouttelettes esepai utilisé dans la plupart des chapitres suivants.
Enfin, un modéle plus fin sera présenté : le modéle de condaatifective. Ces modéles permettent d’éva-
luer les coefficients?, et E.

La loi du d2

Le modeéle le plus simple est la loi @i [God53], [Spa53]. Le diamétiéde la goutte est alors supposé
décroitre linéairement en temp'%:(dZ) = —K, ou K est supposée indépendantedjenais dépend des
conditions locales du gaz. Cela se traduit par I'indépeoelam la surface des gouttége la quantitéR.
Cependant, il faut en général tenir compte de la dépendBgaen la composition et en la température du
gaz environnant, ce qui est noté par une dépendanteren

Ce modéle est aussi un modéle de conductivité nule= 0. On introduit les nombres de transfert de
Spalding de chaleur et de masse :

Cp,F (Too - Ts) YF,S - YF,oo

By = Ppflo "7  p ,
T L(T,) M Y,
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ou L est la chaleur latente d'évaporatiay,r est la chaleur massique a pression constante dulgaet,
Yr,s sont la température et la fraction massique de combustille@rface de la gouttdy,, etYr o, sont la
température et la fraction massique de combustible loimd@utte. La température de surface de la goutte
est alors calculée en résolvant :

Cp F(T — Ts)
== = L(T}).
BT(Ts) ( S)
On peut alors calculer le coefficieRs :
Rg = —87rp£Dln(1 + Bu), (1.16)
(4

ou D est le coefficient de diffusion binaire entre le combustéilée gaz.
Cependant, cette approche qui néglige la période de clgaufa la goutte est trés imprécise [AS89].

Modeéle de conduction infinie

La facon la plus simple de tenir compte des effets instatioea du chauffage des gouttelettes est
d’utiliser le modéle de conduction infinie [AS89], [Ver9€Je modéle suppose que la températlirele
la goutte est spatialement uniforme mais fonction du terbpscoefficient d’évaporation et le nombre de
Spalding de masse s’écrivent alors :

Rs = —4n2DSh* In(1 + Byy), By = —Lt e (1.17)
pi 1 =Y
ou Sh* est le nombre de Sherwood modifi€k* = 2 + (Sh — 2)/Fyr, avecFyr = (1 + Ba)%" In(1 +
Bys)/Bas- Pour un nombre de Sherwood égal a 2, on retrouve les mémaelforue pour la loi dui?. Par
contre, le taux de chaleur échangé entre les deux phases est :

3pD (CpF(T_Ts) )
=———Sh"In(1+B =" —L(Ty) ) . 1.18
2 R? PLCpi ( M) BT(Ts) ( S) ( )
ou le nombre de transfert de Spalding de chaleur est calcplétét de By, par la formuleBy = (1 +
C FSh* _
Bu)® —1lavecd = 2-——_Te L,
m) cp Nu* ¢

Afin de prendre en compte les variations des propriétés dspeat prés de la goutte, on utilise la “régle
de 1/3” [HDM75] : il s’agit en fait de calculer les valeurs geD, ¢, , Sh, Le pour une températurg, et
une composition du gaz, décrite par les fractions massikestermédiaires entre les valeurs a la surface
de la goutte et les valeurs loin de la goutte :

T, =(1—-a)Ts +aTy, Yir=(1-a)Yjs+aYje, (1.19)

aveca = 1/3. On tient ainsi compte de la présence d’une couche limiteuaudte la goutte. Cependant, on
a négligé l'effet Soret [BDGRO00], [BDGRO02].

Ce modele est compatible avec la description cinétique duiltard telle qu’elle a été présentée ci-
dessus puisque la température interne de la goutte est&ieitedpar une seule variable. De plus, on mon-
trera au chapitre 2 que sa précision est suffisante pour faons considérées. C'est pourquoi il est
utilisé dans la plupart des chapitres suivants.
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Modeéle de conduction effective

Afin de mieux suivre I'évolution instationnaire de la temgtére de surface de la goutte, on résout
I'équation de la chaleur avec une condition de Neumann hémmgu centre de la goutte et des conditions
de flux au bord [AS89]. La température interne de la goutts@gposée a symeétrie sphériqui(r, z), ou
r est la distance au centre de la goutteg eist sa position. Cependant, les circulations internesogidié
sont prises en compte grace a l'introduction de valeur ‘&g des coefficients [AS89]. La température de
surfaceTs(z) = T;(r = R, z) fixe alors le flux de chaleur et donc sa propre évolution.

dS
= Rg (1.20)
Yz
oy 1.0 [ ,0T
YWor T~ Y2 (r 87") (1.21)
on|  _ oT; _ RE(Ty)
or =0, or T 3q (122)
r=0 r=R(z)
Ti(r,z = 0) = Ty, (1.23)

oy = Aesr/(picpy), aveches s la valeur efficace de la conductivité [AS89].
La méthode itérative utilisée par Sirignano dans [AS89jresimpatible avec I'utilisation de solveur du
type de LSODE [Hin83]. On utilise une méthode des lignes dVaamoints de discrétisation intérieurs sur

I'équation adimensionnée. On introduit pour cela le pateendadimensionnement). = ﬁ L'éguation
z
dans les variableg etz = z s’écrit alors :
ony T, | 8°T
1.24
oz (ﬂnJrn) o o (.24
oT oT R?2E(T.
o _, o _ R ET) (1.25)
on on 3qg
n=0 n=1
Ti(n,z =0) = To (1.26)
ou¢ = il etg = ——RS
Smay
. S ,—1/2
Le probleme est singulier en= 0. Il est donc résolu en discrétisant spyr= izl i =1,...n

_ n
en utilisant un schéma centré. La température de surfaedoestcalculée, 1€%;(n;) étant donnés, par une
méthode itérative :

— extrapolation linéaireT, = ng(nn) —T(nn—1). T} permet de calculeR}, E! etdoncaa l
=1
1 of, | oT,|” n
— T2 =Ty(nn) + — ——| . T2 permet de calculeR?, E2 et donc—"

. jusqua ce queéT?!™ — T!| < 0.1K.
La encore, on utilise la “regle du 1/3" [HDM75] : les coeffiote de transport sont évalués pour une
température et une composition du gaz données pdi.lesY; . de (1.19), avea = 1/3.
Cependant, ce modeéle qui décrit de maniére plus précisapation d’une goutte est incompatible
avec la description cinétique du brouillard de goutte derm&cédemment. En effet, il faudrait alors faire
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intervenir dans la densité de probabilité le profil de terapée interne de goutte. Aucun modéle de ce
type n'a encore été formulé, pour la simple raison que l'espies phases devient de dimension infinie.
D’autre part, les méthodes lagrangiennes d’échantillersagt souvent présentées comme avantageuses car
elle permettent de prendre en compte ce genre de modélerphis g'évaporation, chaque échantillon étant
alors identifié & un groupe de gouttes identiqgues (mémeigosinéme taille, méme vitesse et méme tem-
pérature). Cependant, si le modéle de conduction effeesv@lus précis pour I'évaporation d’'une goutte,
il n"est pas évident gu'il le soit pour la résolution numéegdu brouillard tout entier, avec une méthode
d’échantillonage. En effet, 'ensemble des échantillamsaspond en fait a une discrétisation de la fonction
de distribution des gouttes. Or, sans modéle cinétique-jsaest, il est difficile de justifier rigoureusement
la méthode d'échantillonage. L'erreur commise pourratsatrés bien étre plus importante que dans le cas
de la conduction infinie, par exemple.

1.2.3 Modéle de trainée

La différence de vitesse entre les deux phases est suppdigéarsment petite pour que I'on ne soit pas
loin d'un régime de Stokes. Le nombre de Reynolds reRaiEst donné par :

Re - 2Rl = wl

7

ou la viscosité de cisaillement du gazest évaluée pour des concentrations et une températurezgu ga
données dans une couche limite par la regle du 1/3. Typiquieihsera de I'ordre de 1 dans les cas étudiés.

Le coefficient de trainée est donc décrit par une loi de Stakes des termes de correction basés sur le
nombre de Reynolds relatif (polte < 1000). Une loi souvent retenue est celle de Schiller et Nauman
[YC73], [LMO01] qui s'écrit :

3 24 (Re)?/3
F(R,u,w) = 8RplCdHu wll(w —w),  Ca= g (1 + : (1.27)
C'est-a-dire que I'on a :
9 (Re)?3\ u
F =—11 ——(u — uy). 1.28
(R7 u, Ul) 2 ( + 6 leQ (u ’U,l) ( )

1.2.4 Opérateur de collision menant a la coalescence

Le modeéle cinétique de coalescence pour les brouillardodites est détaillé dans [VHI7]. Sa dériva-
tion utilise des arguments similaires a la dérivation dguation de Boltzmann pour les gaz raréfiés (voir,
par exemple, [Cer88] [CIP94] [Vil02]). Nous reprenons iei modéle, en négligeant l'influence du para-
métre d'impact sur la probabilité de rebond de deux pantesale collision. Les hypothéses sont alors les
suivantes :

[Col] On ne tient compte que des collisions binaires (faible ivactolumique de la phase liquide).

[Co2] Le temps moyen de collision est tres faible comparé au tengygmentre deux collisions.

[Co3] Toute collision méne a la coalescence.

[Co4] Lors de la coalescence, la masse et la quantité de mouveorgrdmiservées.
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L'opérateur de collision se décompose de la fagon suivante :

N +
= Qcoll + Qcoll’

ou Q. et Q:’ou correspondent respectivement a la création et a la dastmue gouttes dues a la coales-
cence. Il s’écrivent [Hyl99], [VHI7] :

Qc_oll = _/ f(t,CE,’U,U) f(t,m,'u*,u*) B(|U - U*|,’U,’U*) dv*du*, (129)
v* Ju*

1
2;)11 = 5/ / ft,z,v°(v,v*),u’(v,v*,u)) f(t,z,v",u*) B(|lu®—u*|,v°,v*) Jdv*du*, (1.30)
v*€[0,0] Ju*

Ainsi, Q_ (v, u) représente la “disparition” d’une goutte de volumet de vitesse qui coalesce avec une
goutte de volume* et de vitesse.* tandis queroH(v,u) représente la création d’une goutte de volume
et de vitesse, par coalescence d’'une goutte de volumieet de vitesse.* avec une goutte de volumgé et
de vitesse.®.

Les valeurs de® etu® sont données par la conservation de la masse et de la qudtitéuvement :

v°(v,v*)=v — v*, u® = w (1.31)
v—

J est alors le jacobien de la transformatignu) — (v°,u®), & (v*,u*) fixé : J = (v/v°)K, avecK la
dimension de I'espace des phases en vitesse.

Enfin, la section efficace de collision s’écrit :

3v 1/3 3v* 1/3) 2
B(|lu —u*|,v,v") = B(v,v") |u — u*|, B(v,v*) == ((E) + (47r> ) , (1.32)

1.2.5 Opérateur de fragmentation

L'opérateur de fragmentation, pour des nombres de Webérigups a 12 doit étre pris en compte. Les
grandes lignes de sa modélisation sont données par G. Dddémsrson mémoire de DEA encadré par M.
Massot et P. Villedieu [Duf02] et celle-ci est détaillée sdAch99], [VHOQ] [Hyl99]. On donne ici les
principaux aspects du modéle pour lequel G. Dufour a géeérlds méthodes multi-fluides eulériennes
décrites dans la suite.

L'opérateur de fragmentation peut s'écrire sous la forme :

Cr(r,u) = =P (r ) fR(r, u) -I—/ VPP (r* ud ) h(r, ug, r ul) RO u) ) dug dr®, (1.33)
ouf, = R;jl x|r, +oo], ol PP est la fréquence moyenne de fragmentation d’une goutteyda raet de
vitesseu; et h(r,u;, ", u;) est le nombre de gouttes de vitesgeet de rayonr produites par une goutte
de vitessau; et de rayon*. Ainsi, le premier terme de (1.33) modélise la destructies gouttes de rayon
r et de vitessey; par fragmentation, tandis que le second terme modéliseéition de telles gouttes par
fragmentation de gouttes de vitesgeet de rayon-*.

La fréquence de rupture des gouttes peut étre donnée pa®9pch

U —u /
VbuP(’)",’u,l) _ || o || g’
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ol est toujours la vitesse du gazegtsa densité.

La modélisation de la taille des fragments et de leur noméris de la maniére suivante : on édfit
sous la forme :
h(’l“, ur, ’)"*, Uf) = Qu, (T, U, T*, Uf)gr (Ta T*, Iu’;()a (134)

ou [ gy, (r,uy,7*, u;)du; = 1. Différents choix peuvent étre proposés pour la forme deratfong,. L'un
d’eux est donné dans [OA87] et un autre dans [Duf02], détedran accord avec les résultats expérimentaux
du chapitre 3. La donnée exacte de la foncgprépend alors, en général, de deux coefficients, évalués via
le rayon de Sauter

+
r3o(r*, uf) = 22 = rig,(r,r*, uf)dr
bl - +oo
0

r2gy (ryr*, uf)dr ’

et grace a la conservation de la masse :

—+0o0
/ r?’gr(r,r*,u;‘)dr =r*.
0

D’autre part, ce rayon de Sauter peut étre lui-méme évaludilesant la corrélation proposée par Wert dans
[Wer95] :

(

4.1 2/3 .
0.32(We*) /3 (W) si We* €]12,18]
T2 _ 2.45VWe —12 - 1.9\
) 0.32(We*)—1/3( 5(WV6V*6_ )7 9) si - We* €]18,45]
2/3
0.32(Wer) 13 (— 122 / i We* €]45
32(We*) e —12)178 Si e* €]45, 4+00]

ouWe* designe le nombre de Weber associé a la goutte de rayende vitesse; .
Il reste a donner un modele pogy,. Il N’y a pas, a priori d’expression pour ce terme. On peuhgre :
* k)
Gu, (’l", u, ™ ,U ) - 51”_“;7“1’ (T‘,T‘*,u;‘) -
La vitesse moyenne des gouttes aprés rumﬁ’f@ peut alors étre donnée par la corrélation proposée par
Faeth dans [HF93] :

*
U —u

o\
1427 (__)
pL T

u?w(nr*,u}k) =u+
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1.2.6 Termes sources

Les termes sources correspondant aux échanges de massenti&égle mouvement et d’énergie, du
gaz vers le liquide, sont donnés par :

Sm = / / / pi Ry fPdddu,dT, (1.35)
st = [ [ | nRoSusur s*dgauar, (1.36)
gmom / / / oV F fed¢dudT; + / / / piRsu; fOdpdudT; (1.37)
genth — / / / pilVep EfdgdudT; + / / / piRyhsur f FPdpduydT, (1.38)

ou Qigyrs est la fraction de flux de I'espéce k de la surface du liquideya (ici, les gouttes ne sont
constituées que d’une seule espece, atkg,, s vaut 0 ou 1) etvg,, ; est I'enthalpie par unité de masse
de matiere s’évaporant qui passe de la surface de la gouttéevgaz. Ici aucune réaction de surface ne se
produit sur la goutte : en effet, il ne s’agit pas de la combust’'une goutte isolée, mais d’'un ensemble
de gouttes qui s’évaporent avant de briler. Aussij,-; est simplement I'enthalpie du liquide,; est la
capacité calorifique a pression constante du liquide.

On constate ici un couplage entre les équations du gaz etdedl gouttes a cause des termes sources
et des coefficient®y, F' et £/ qui interviennent dans I'équation (1.14) vérifiee géret qui dépendent des
caractéristiques du liquide et du gaz.

1.3 Modeles pour la résolution numérique de la phase liquide

Il a été envisagé de résoudre directement I'équation degman(1.14) en subdivisant une partie de I'es-
pace des phases en cellules de calcul et en utilisant demaslatilériens classiques, comme des différences
finies ou des volumes finis. Cette méthode a été nommée pagK&fO’'R81] : “full spray equation me-
thod”. Cependant, elle a vite été abandonnée car elle estrara trop colteuse tant du point de vue du
temps de calcul que de la place mémoire. En effet, rien queyonas 1D, I'espace des phases est déja de
dimension 4 et il est de dimension 8 pour un cas 3D.

D’autre part, on n’a généralement pas besoin de toute fimédion donnée par le modéle cinétique.
L'aspect principal a prendre en compte est la polydispersivotaille car la taille détermine tant I'évaporation
gue le chauffage ou la dynamique des gouttes [MKGS98]. @astquoi d’autres méthodes, lagrangiennes
ou eulériennes, ont été développées, moins précises nssismaoins colteuses que la “full spray equation
method”. On se propose ici de les passer en revue, en motferastavantages et inconvénients. On se
focalisera sur les modeles multi-fluides eulériens qui aantoeur de la thése.

1.3.1 Méthodes généralement utilisées

Trois types de méthodes ont été considérés dans la littérate premier est lagrangien et de type par-
ticulaire. 1l a été décrit originellement dans [CSS77], kBQ], [O’'R81] et [AOB89]. Il est appelé 'particle
fluid’ dans [Duk80] et 'stochastic parcel method’ dans [OIR8.a fonction de distribution continue des
gouttes est approchée en utilisant un nombre fini d’éctamilde calcul ; chaque échantillon représente un
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nombre de gouttes de méme taille, vitesse et températunei, Aés propriétés des échantillons injectés et
I’évolution de ces propriétés sont choisies de manierdnaimue a partir de la distribution des gouttelettes.
Ce type de méthode est actuellement utilisé dans de nomboeles (voir par exemple [Hyl99]). Il a 'avan-
tage d’'étre utilisable dans la plupart des cas, mais il patfbois étre, lui aussi, trés colteux, dans des cas
instationnaires notamment, ou il faut un grand nombre diathons pour avoir une bonne précision. On
reviendra sur ce type de modéles ainsi que sur leur colt damspitre 4. Un autre inconvénient provient de
I'aspect lagrangien de la méthode : il oblige a résoudreréépent, sur des grilles différentes, les systemes
du gaz et du liquide et a utiliser des méthodes d’interpaiapiour les couplages. Il ne permet donc pas
d’obtenir des codes implicites ou optimisés. C’est pourgies méthodes eulériennes ont été développées.

Un second type de méthodes sont des méthodes de momentsedpres|'on peut appeler les modéles
de “Population Balance” [RF00], [WMRO01], [MVF02]. Elles soappliquées, en général, a des ensembles
de particules suffisamment petites, de telle maniére quériettie peut étre considérée comme nulle, leur
dynamique étant totalement pilotée par celle du gaz envanein On peut citer les probléemes de coagulation-
fragmentation avec un exemple plus particulier : celui derimation des suies dans les flammes [MSB],
[HSC97]. La dynamique des particules est donc en générapamntiante de leur taille comme c’est le cas
pour des particules de suies nanométriques assez petitesvpa” I'agitation thermique des molécules de
gaz. Dans ces configurations, apparaissent parfois debdligins d'équilibre dans I'espace des phases en
taille et une approche de type méthode de moment est tresnaisle, méme si la méthode sectionnelle est
parfois employée comme dans [M$88], [GST93]. Cependant dans le cas ou I'on considére detegou
de fuel ayant leur propre inertie et dont la réponse dynaenapx changements de vitesse du gaz dépend
de la taille, il devient nécessaire d’avoir une variabledggrit la vitesse des particules. Dans ces conditions
les méthodes de type moment dans I'espace des phasesedagitnnent trés discutables.

On s’oriente alors vers ce que I'on appelle les méthodes ke ltifluides qui font I'objet d’'une vaste
littérature [Des00], [RamO00]. Les équations sont alorst&xiseulement pour certains moments en taille
et vitesse de la fonction de distribution du brouillard dettgs et résolues grace a des schémas eulériens
classiques. Elles peuvent étre obtenues, dans le casapagjr de I'équation de transport. Cependant, dans
le cas de brouillards de gouttelettes, l'inertie et doncyimamnique de chaque goutte dépend de maniére
essentielle de sa taille. Les méthodes de moments sont daméntprécises pour décrire une structure
de flamme puisque I'on s’en tient a une description “en mogée la granulométrie du brouillard. Par
exemple, beaucoup de modéles eulériens, qui sont utilesgsld but de réduire le colt de calcul par rapport
aux modeéles lagrangiens, en supposant souvent que lelarduie gouttelettes est monodispersé (une seule
taille de gouttes) [RS95], hypothése bien trop grossieng facombustion de brouillard de gouttelettes
polydispersé [MKGS98]. On peut alors prendre des momemntdesse et considérer plusieurs échantillons
dans I'espace des phases en taille, comme dans [DS97] : uhedeésemi-fluide basée sur une fermeture
des moments en vitesse de la distribution échantillonnéales utilisée. Cependant cela ne permet pas
de traiter correctement les interactions des gouttes elig® : la taille de la nouvelle goutte n'a en effet
pas de raison d’'étre celle d'un échantillon déja présente@réthode ne permet pas non plus de décrire
précisément le couplage entre la dynamique du brouillalgbEpersé et son évaporation.

L'idée consiste alors a considérer une approche altemdife multi-fluides eulérienne qui consiste en
une méthode de moments pour certaines variables de I'egpagehases, tandis qu’une discrétisation type
volumes finis est introduite pour la variable de taille desttgs.
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1.3.2 Modeéles multi-fluides eulériens

L'étape suivante dans les modeles eulériens est natuesitehutilisation de modéles intermédiaires
entre le “full spray equation model” et les méthodes de madmeXinsi, certaines dimensions de I'espace
des phases (correspondant a la température des gouttesuetvitésse) sont traitées via des équations de
moments tandis que d’autre (la taille des gouttelettesuetdesition) sont discrétisées comme pour le “full
spray equation model”. Cela permet d’obtenir une bonneigictca un codt relativement faible.

Par exemple, dans le cas des sprays dilués ou on ne tient pgecdes interactions entre gouttes,
on commence par écrire les équations sur les moments eseviegsen température d'ordre ¢ =
[[ f®dT,dw et dordre 1 in®uy = [[ fOu dT;du etn®Ty = [[ f®T,dT; du;. On suppose préala-
blement que la distributiofi? est de la forme :

f¢(t,$, ¢a,I'l> Ul) = ’fb¢(t,]7, ¢) Ilp(ﬂ - Td(t,ﬂ?, ¢)) QO(Ul - Ud(t, €z, ¢))7

ol 1) ety sont des fonctions d'intégrale égale a 1 et de moyenne uti@btient le modéle semi-cinétique :

on?® on®R
i An® ¢ _
o + V- (n®uq) + 9% 0,
On®uy ® @ 6n¢R¢ud o
Bt —l—V(n Ud®Ud)+V'<’n P)‘I‘Td)—’n F,
n®oh; —  On®R4h;
- (n® T e E
5 + V- (nPughy) + 9 nep E,

ou h; est I'enthalpie des gouttes, ou les quantités surmontéee diarre sont des valeurs moyennes

§(t,w,¢) = /g(t,.’E,ng,Ul,ﬂ)(,D(’U,l - ud(tama(ﬁ))d](ﬂ - Td(t,.’I), ¢))d11ld'u'la

et ouP est un tenseur équivalent & un terme de pression, décrivdiggersion en vitesse des gouttes :

+oo
Py=[ e,
—0o0
@; étant lai®™¢ composante du vecteyr. Ce tenseur est supposé nul pour les écoulements lamingiees
nous considérons, tout comme la dispersion en températtignsi les quantités surmontées d’'une barre
sont en fait les valeurs des fonctions gpet T,;). Pour appliquer ce type de méthode a des écoulements
turbulents, il faudra donner un modele pour ce tenseur etagua de le faire est de suppogegaussienne.
Onintroduit alors une nouvelle variable, équivalente atengérature du brouillard a taille de gouttes fixée,
qui est la variance (¢, z, ¢) dey a taille ¢ fixée et dont I'équation compléete le modéle semi-cinétique.
Pour un écoulement laminaire, on obtient des équations doentgpe de celles des gaz sans pression :

on® on’R
i (n® ¢ _
5 + V- (n®uq) + 9 ,

@ é _
anatUd + V- (nPug ® ug) + o a}?w =n’F,
n?9h; . onSR

ot +V. (n¢udhl) + T(ﬁ = ncp,lE',
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' modele cinétique
. espace des phases:
(x, taille, vit.)

discrétisation

particulaire

"modele" discret
lagrangien

en vitesse

: modele semi—cinétique | jnoration

(x, taille)
semi—discrétisation
volumes finis en taille

"modele" multi—fluide
eulérien

discrétisation
en espace

"modele" discret
eulérien

™ espace des phases: T = !

; dilué !

FiG. 1.2 — Hiérarchie des modeéles pour la résolution numérigua ghase liquide.

ou, cette fois, pour une fonctigy g désigne la valeur dgenT; = T, etu; = uq.

Une nouvelle intégration suivant les tailles de gouttesndoait le modéle bi-fluides (cf Figure 1.2).
Les modeles multi-fluides eulériens sont obtenus par umeddisation type volumes finis des équations du
modéle semi-cinétique. La dérivation compléte ainsi quekail des hypotheses nécessaires sont données
dans le chapitre 2. Ony montre que ce type de modéle se caniperttant que I'on n’a pas une situation ou
des gouttes de tailles proches mais de vitesses différsatedtrouvent au méme endroit, au méme moment.

Pour le cas des sprays denses ou la coalescence est prise@e,0on peut encore mettre en évidence
un modéle semi-cinétique. Cela est détaillé dans le cleapjtot on n’a plus tenu compte, pour simplifier,
de la dépendance de la fonction de distribution en la terypérales gouttelettes, c’est-a-dire que I'on a
utilisé la loi dud? afin de simplifier la présentation. Cependant, cette tertyméraeut étre prise en compte

et traitée de la méme maniéere.
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1.4 Flammes de diffusion a contre-courant

Avant de passer a des cas instationnaires, il est importantlider les méthodes considérées sur un
cas stationnaire, de montrer qu’elles permettent de ciptBmamique et la structure de flamme. On utilise
alors le cas test suivant : la combustion d’un brouillard olettgs polydispersé dans une flamme de diffusion
laminaire. Ce cas est particulierement intéressant cauillfobjet d’expériences au Center for Combustion
Studies a Yale University d’une part et se réduit a un cas Iihetant des simulations détaillées, d’autre
part.

On considére d'un c6té un jet de combustible sous forme cwddeconvecté par un gaz inerte, de
l'autre, un jet d’'oxydant a contre-courant et une flamme gpiasie entre ces deux flux (voir la figure 1.3).
On montre ici comment on peut se ramener a un probleme 1D etygpeede code peut étre utilisé pour
résoudre numériquement les équations stationnairesussten

Oxygene

||

Vitesse axiale nulle Front de flamme

Front de vaporisation

|

Diazote + Heptane

FiG. 1.3 — Schéma de la flamme de diffusion diphasique a contreanb
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1.4.1 Equations stationnaires 2D axisymétriques

Tout d’abord, on étudie un écoulement stationnaire, ce qusrpermet de simplifier le systéeme en
éliminant toutes les dérivées partielles en temps. De [@us;stéme physique étudié présente une symétrie
de révolution autour de I'axe (Oz) (voir la figure 2). On adogbnc les coordonnées cylindriquesé, z)
et, sachant qu'a cause de cette symétrie, aucune des eanabtiépend dt les équations peuvent s’écrire :

larpur opu,

—-8™, (1.39)
r Or 0z
Yy aYy, _ 1 BTkaTr,k akaTz,k species m
Py PP =T e o e S TNST (140)
w2 g, Qe 9P 20 (L Oun) | O () (Ous | Our))  Zur
plir or plz 0z  Or ror " or 0z " or 0z 72

(1.42)

B 22 larur n Ou, _gmom |y, gm

30r N r Or 0z " Uro

ou, Ou,  0Op 0 ou, 10 ou, Ouy
P g U 0z Oz +28z (77 0z ) + ror (M’ ( or + 0z ))

29 1oru,  9u:\\ _ gmom ,, gm (1.42)
30z r Or 0z z Uz
oT or 190 ( 0T\ 8 (. 0T & &
pcpurE + pcpuzg ~ o <T>\E> ~ ()\—Z> =— Z hymgwy, — Zkackak.VT

k=1 k=1

ns (1.43)
. Senth + Z hkszpecies,
k=1

ou l'indice r désigne la composante radiale et I'indice zdmposante axiale.

1.4.2 Transformation de similarité

Les équations précédentes sont difficiles a résoudre ext Bétause de problémes de conditions aux
limites. En effet, le domaine considéré est alors cylinggiegt les conditions aux limites sur la surface
latérale sont difficiles a définir. C’est pourquoi on cheréhse ramener a un probléme unidimensionnel
(avec seulement deux conditions aux limites, ponctuellesir cela, on cherche une solution similaire du
probléme, c’est-a-dire une solution particuliére vérifias conditions de similarités suivantes :

p=p(z), T="T(2), Y =Y(2) (1.44)

pu, = V(z), ur =1rU(2) (1.45)

et

§= —J% +h(2) (1.46)
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Les équations du gaz deviennent alors, en remarquant gueséypotheses(, , = 0 :

20U + 9 = 5™, (1.47)
z
Y, 0 ;
V—aazk + & (kaTz,k) = MpWg — Szpeczes =+ YkSm, (148)
1
,oU2 =+ Va—U =J+ 2 na—U — =S Us™, (1.49)
15) 0z 0z r

Oou, B 0p 0 Ou, ou 290 Ou, mom m
V@z B 8z+23z (77 Bz)+2naz 30z (77 <2U+ 62)) ST w5, (1.50)

oT 0 oT ns ns oT ng .
— — — A= ] = - h — Y, T __ qenth L SPECES(1 51
%V 0z Oz ( 0z ) kz_:l kT EWE kz_:1 PYgCpklzk 92 S + kE_l kSk ( )

N . . _ ﬂ . , .
Ilesta note_r qug, dans le cadre des falbles. nombres _de I\/tthsquepatm = p--, laquatrieme equation
n'apporte rien si on ne cherche pas le profil de pressiont@squoi elle ne sera pas résolue.

D’autre part, comme nous spécifions le débit de masse de elw@t@ du domaine de calcul, au lieu de
se donner la valeur dé, on cherche/ comme une valeur propre du probléme et on résout I'équation :

0J
% =0 (1.52)

On obtient alors bien un systéme d’équationszesi les termes sources sont tels qtf&, S;p“m,
%Sﬁwm, Smom gt Senth ne dépendent que de z. Pour cela, on fait des hypothésesitiitindu méme type
sur les variables décrivant les gouttes. On verra, dansagitth 3, sous quelle hypothése les termes sources
ne dépendent bien que deDans ce cas, la solution du systéme unidimensionnel ol#shune solution
particuliere exacte du systéeme 2D axisymétrique vu au paphg précédent. D’'autre part, pour pouvoir
comparer les simulations numériques a des résultats expdtaux, les expériences sont réalisées de telle
maniére que le profil des vitesses vérifie bien les conditiensimilarité.

1.4.3 Code utilisé

Pour les calculs numériques sur les flammes de diffusiorostatires a contre-courant, les termes qui
interviennent dans ces relations de transport et de cirétipimique sont calculés grace a une librairie
optimisée pour la vectorisation de type Chemkin [DG88].

Pour intégrer le systéme obtenu dans le cas de I'approctiersegle, un code a déja été développé et
des premiéres validations par comparaison avec des rsse@erimentaux ont été menées [MKGS98]. Ce
code a ensuite été enrichi, dans le cadre de ce travail, stprégentons sa version actuelle.

Solveur général

On a montré, dans la premiére partie, que I'on obtient destégyes d’équations (un pour le gaz et un
pour le liquide) couplés a cause de termes d’échanges estoelx phases. Et c’est de maniere découplée
gue le systéeme complet va étre résolu ; c’est-a-dire quaichdes deux systémes d’équations va étre résolu
séparément, la solution courante de I'autre systéme étidinée pour calculer les termes d'échanges entre
les phases. La méthode de résolution est résumée dans &aTigur
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Gaz Liquide Termes sources
éq. instationnaires | = | LSODE =1 dans éq. gaz

termes dt petits

Gaz Liquide Termes sources
éq. stationnaires [~ LSODE 1 dans eq. gaz

petite différence entre deux solutions sucessives pour le spray

solution

Adaptation du maillage basée sur le gradient et la courbure

Fic. 1.4 — Schéma du fonctionnement du code utilisé

Le point de départ est une estimation pour les variables dusglisamment proche de la solution.
Celle-ci peut provenir d’'une solution convergée précélenec d'autres parameétres ; elle peut aussi étre
réalisée comme suit : d’abord, grace a un modele développ8mpaoke et Keyes, on résout le probléeme
en considérant que la phase liquide est absente et pour im& dimple et infiniment rapide (seuls les
principales especes sont présentes et la flamme est caresntrun plan). Ensuite, on perturbe ce champs
par le liquide : un modéle simplifié permet alors de calcufex estimation pour le gaz (en ajoutant les autres
especes).

A partir de cette estimation pour le gaz, on itére la procédomposée des deux étapes suivantes :

— Le systéme d’équations du liquide est résolu par un solVéguations différentielles raides, LSODE
issu de la bibliotheque ODEPACK [Hin83], avec des termegcasufixes calculés a l'aide de la
solution pour le gaz. La solution est calculée depuis lémtle chambre jusqu’a ce que la densité
totale de liquide atteigne un millieme de sa densité d'entré

— Le systéme d’'équations instationnaires du gaz est réssduja un nombre de pas de temps fixé par
l'utilisateur. La méthode utilisée est une méthode de Newt@s termes sources sont calculés au
début, a partir de la solution précédente pour le liquidesstent fixes.

Cette premiére phase permet de se rapprocher de la soRtigsiquement, cela correspondrait a une phase
de relaxation menant a I'état stationnaire. Elle rend leequids robuste, ce qui est nécessaire dans la mesure
ou I'estimation initiale est en générale trop éloignée deolation pour que la méthode de Newton utilisée
pour les équations stationnaires du gaz converge direateme
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Dés que les termes instationnaires sont suffisamment,patitse résout plus les équations instation-
naires du gaz, mais les équations stationnaires, avec uhedeéde Newton modifiée [Deu74] et ce, encore
en alternance avec la résolution des équations du liquideS@aDE. Et lorsque deux solutions successives
pour le liquide sont suffisamment proches, le calcul estpgtop

Une derniére phase vise alors a adapter le maillage : si danpartie du domaine, la solution a un
gradient ou une courbure trop grande, on raffine le maillaggt @ndroit.

Les méthodes numériques sont décrites plus précisémentalanite.

Solveur de Newton pour la phase gazeuse

Pour la phase gazeuse, il faut résoudre[@uto x| un systéme d’équations 1D avec des conditions aux
limites aux extrémitész(= 0 a I'entrée de la chambre de combustiorx et zpx a I'endroit ou est injecté
I'oxydant).

e Méthode de Newton modifiée

Les équations des flammes monodimensionnelles, statresmai instationnaires peuvent étre résolues
de maniére trés efficace par la méthode de Newton. Le but esticider une solution discréte du systeme
sur un maillageM de[0, zox] :

M={0=2<2z<-<zn=2z20x} (1.53)

avec un opérateur différentiel continu discrétisé pardihces finies. Ainsi, on va chercher une approxi-
mation en chaque point du maillage de la solution du syst&€égudtions régissant I'écoulement. Cette
approximation, noté&y, est alors solution d’un systeme non-linéaire d’équatemnsdifférences finies :

FU) =0 (1.54)

ou Uy est un vecteur composé de toutes les variables sur tous iles plo maillage. Pour une donnée
initiale U suffisamment proche de la soluti6ff, le systéme d’équations (1.54) est résolu par une méthode
de Newton :

J(U*) (U’““ _ U’“) = - MFUY  k=1,2,..., (1.55)

ol )., est le coefficient d’amortissemertt € A < 1) et J(U*) = g—g(U’“) est la matrice Jacobienne de
F. Ce); est pris de tel sorte qUeJ(U*)~LF(U*)|| < ||J(U*)~LF(U**1)]|. Les raisons de ce choix sont
détaillées dans [Deu74]. En pratique, on commence par aanpas deux normes avag = 1 et on divise
Ar par deux tant que la condition précédente n’est pas réalisée

Dans la mesure ou les relations écrites au iamgdépendent que des valeurddeaux rangs — 1, i et
i + 1, F et doncJ (U*) seront tridiagonales par blocg(U*) peut alors étre calculé de maniére efficace et,
pour résoudre le systéme (1.55), il existe des algoritheesaussi trés efficaces, pour inverser des matrices
tridiagonales par blocs (LU par exemple).

Cependant, dans notre probléme, le co(t pour former la cealdcobienne et pour la factoriser repré-
sente encore une part substantielle du co(t total de résul@’est pour diminuer ce colt de calcul que I'on
adopte donc une méthode de Newton modifiée ou la matrice igac@bn’est réévaluée que périodiguement
et non a chaque itération. Cette méthode est détaillée &ansd3].
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La résolution d'un tel probléeme nécessite une adaptatiomailiage a la solution courante. La méthode
utilisée ici est une méthode dite de remaillage statiqueddie
e Remaillage statique

Comme beaucoup d’'autres méthodes utilisées pour caloegemdillages adaptatifs dans le cadre de la
résolution de probléemes aux limites 1D, le remaillage gtatipeut s'interpréter en termes d’équidistribution
d’une fonction de poids sur un intervalle donné.

Le maillageM est équidistribué sub, zo x| selon une fonction positivll” et une constant€’' si :

Zi+1
Wdz=C, j=0,1,...,m—1 (1.56)
2
Les noeuds sont ainsi choisis avec soit un nombre de pairfisé (alorsC = mLH J50* Wdz), soit une
constante d’équidistributio® fixée (alorsm est la partie entiere de é fOzOX Wdz +1).

La fonction de poids est choisie en se basant sur la courbsrg & gradient de chaque composante de
la solution : elle équidistribue la différence entre les posantes de la solution discréte et de ses gradients
entre deux points de maillage.

Ainsi, siU, Us, ..., Uy sont les composantes de I'inconriiieon va chercher un maillagé! tel que :

Zi4+1 dﬁ' ~ ~
/ - 6| mazx Uj— min Ul j=0,1,....m—-1 i=12...,N (L57)
5 | dz 0<z<zox  0<#<z0x
Zit1 dQﬁi dﬁi dﬁi
- — ' =1,2,...,m—1 i=12,...,N(L
/Zi d?z ongz‘rf)X dz 0<7z72?ox dz J 1Sy ey M ! 2., N (1.58)

ol § et~ sont des nombres positifs petits et les valeurs de maximude eninimum del; et % sont
obtenues & partir d’une solution convergée sur un maillagecgdent.

Méthode BDF pour la phase liquide

Pour la phase liquide, il faut résoudre un systeme d'égusitid sur(0, zfinq), C'est-a-dire depuis
I'entrée de la chambre de combustion ol I'on dispose d'umaition aux limites et jusqu'a ce que le
liquide puisse étre considéré comme entierement évapore.

Les équations associées a la phase liquide sont raides.pol@sjuoi I'on utilise une méthode implicite
bien adaptée a ce type de problémes : la méthode BDF (Backwitiedentiation Formulas). Celle-ci est
expliqguée en détails dans [HNW87].

On peut mettre le systeme d’équations de la phase liquideladarme :

day
= =
ou les composantes @€ sont des valeurs approchées des valeurs sur tous les pointaitiage des fonc-
tions considéréesvfj), Ul(j)Vl(j), ul(QVl(j) et Tl(j) pour I'approche sectionnelle ag), V;(i), Ul(i)l/'l(i),
ugfzw(i) etTg) pour d’échantillonage).
On veut ici résoudre le systeme a partir d’'une conditional@tet jusqu’a ce que la masse restante soit
au-dessous d’'une tolérance donnée. On se donne donc uagaeai, tel que

g (1.59)

Mi={0=z0<z1< " <zp<...} (1.60)
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La méthode BDF est une méthode multipas basée sur la difiétem. Supposons que 'on ait une

approximationY;, xi1,...,Y, de la solution exacte de (1.59). On introduit alors le polge@(z) qui
interpole les valeur$(z;,Y;), i=mn—k+1,...,n+ 1}. On sait alors que s’écrit :
k j—l
z) = Z — Zn+1-0)Y (2415 20y - - - 5 Zn—jit1] (1.61)
7=0 z:O
ou, pour une fonctiorf, on définitf [z, ..., z,—;] par:
flza] = f(zn) (1.62)
f[fEna o 7~'En—j] — f[l'na .. al'nfjJrl] - f[xnfla .. axnfj] (163)
Tp — Tn—j

L'inconnueY,,,; est alors déterminée de telle sorte que le polyngmeérifie :

q'(z1n41) = 9(Zin41, Yni1) (1.64)
On obtient alors la formule :
kg1
Z b, H(Zz,n+1 — Zin1-3) Y [Zn415 Zns - - 5 Zin—j+1) = hng(Zins1, Yor1) (1.65)
=1 =1

ou h,, est le pas du maillage.
Ici, a chaque pag, est calculé de telle sorte que I'erreur commise soit patibarfaissant I'ordre de la
méthode, on peut évaluer I'erreur commise en prenant deusifférents).

1.5 Discussion du modele semi-cinétique

On a vu que les méthodes multi-fluides eulériennes sont eddaidiscrétisations type volumes finis
du modeéle semi-cinétique. Celui-ci est du méme type quedigne des gaz sans pression qui a fait I'objet
d’'une vaste littérature [Bou94], [CLO1], [Sev01], [Gre9B]es méthodes de discrétisations volumes finis
ont été développées par Bouchut [BJL02]. Elles ont été imeléées dans le cadre du DEA de G. Dufour
[Duf02], pour simuler le transport des gouttes par le gaterent I'objet de simulations 2D dans un proche
avenir.
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Chapter 2

Multi-fluid modeling of laminar
poly-disperse spray flames: origin,
assumptions and comparison of sectional
and sampling methods

Article publié dans Combustion Theory and Modelling:

F. LAURENT, M. MAssoOT, Multi-fluid Modeling of Laminar Poly-dispersed Spray FlasneOrigin, As-
sumptions and Comparison of the Sectional and Sampling ddstiCombustion Theory and Modelling,
volume 5, 4 (2001) 537-572

Abstract. Afirst attempt at deriving a fully Eulerian model for polysgderse evaporating sprays was developed by
Tambour et al. with the so-called sectional approach. Havélre complete derivation of the sectional “multi-fluid”
conservation equations from the Boltzmann type spray émuaias never provided, neither was the set of underlying
assumptions nor the comparison with the classical Lagrangnodel : the sampling method. In this paper, we first
clarify the set of assumptions necessary in order to deheenulti-fluid sectional model from the spray equation at the
“kinetic level” and provide the derivation of the whole sdtamnservation equations describing the dispersed liquid
phase. Whereas the previous derivation is conducted in pagesdimension, we restrict ourselves to 1D stationary
flows where the droplets do not turn back and derive a Eulese@mpling model which is equivalent in this context to
the usual Lagrangian particle approach. We then identifpeituations, even in this restrictive framework, wheee th
sectional approach fails to reproduce the coupling of thpar@&zation and dynamics of the spray, the sampling method
being then required. In the domain of applicability of thets@nal approach, the two methods are then compared
numerically in the configuration of counterflow spray diftusflames. The two methods, if refined enough, give quite
similar results, except for some small differences, thginrof which are identified. It is proved that the sampling
method is more precise even if it generates oscillationstdtiee intrinsic representation of a continuous function by
Dirac Delta functions. We thus provide a comprehensive ysialof the sectional approach from both the modeling
and numerical point of view.
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2.1 Introduction

A broad literature has been devoted to gaseous diffusiorelamclass of flames which are widely studied
and well modeled. However in a lot of industrial applicaiosuch as Diesel engines, fuel is stocked in
condensed form and injected as a spray; spray is understaibe following as a dispersed liquid phase,
i.e. we assume that the volume fraction occupied by thedidguismall compared to the one of the gas
mixture. Two phase effects can significantly influence sgil@ye structures, even in the case of relatively
thin sprays. It is then necessary to model the liquid phasedar to be able to predict spray combustion.

To this purpose, two general approaches have been cldgsioakidered; on the one side, modeling
practical spray combustion systems involves difficultiesraning from the two-phase nature of the flow,
its turbulence and the strong coupling of atomization and field. Consequently, even if experimental
measurements are still possible, they do not lend thenstdwgell-controlled studies from which to extract
the effects of individual variables. At the other end of thecrum are the classical studies on single droplet
burning, that have been the subject of a vast literature thieepast forty years.

Intermediate in complexity between these two extremesaaméniar spray flames which provides rich
physical scenarios amenable to detailed modeling. Withobulence complications, they can mimic var-
ious interactions that can occur in practical flames, thetinggortant one for homogeneous flames being
the droplet-flame interaction through the vaporizationcpss coupled to the dynamics of droplets. In this
context, an important feature of the sprays we considereiptiy-disperse character of the droplet distri-
bution in sizes, which can strongly influence the spray flameture if far from mono-disperse. We then
have to model a poly-disperse spray carried by a multicorapbreactive gas flow. We consider the con-
servation equations governing multicomponent reactisegas mixtures [GM98] [Gio99], under the Low
Mach Number approximation for an unconfined flame with carigbaessure boundary conditions, so that
it yields the isobaric flame equations [Gi099]. Because fraysis a dispersed phase, the coupling of the
phases only occurs in additional source terms describirggmaomentum and heat exchanges between the
two phases.

These exchange terms have to be evaluated, a descriptitwe oligpersed phase, chosen. Two types
of models have been considered in the literature. The firsti@of Lagrangian and particular type as it
is described originally in [CSS77] [Duk80] [O’R81] [AOB89]t is called “particle-fluid” in [Duk80] and
“stochastic parcel method” in [O’R81]. The continuous wdlsttion of droplets is approximated using a finite
number of computational parcels; each parcel represenmdeuof droplets of identical size, velocity and
temperature. Subsequently, the properties of the pargelstéd at the upstream boundary and the changes
the parcel properties undergo in time are chosen stochHigticom the distribution that governs droplets
behavior. This kind of method is currently used in many cq@se for example [Hyl99]). The second one
is of Eulerian type and can be subdivided into two classes.fifét class was called by O’'Rourke [O'R81]
the full spray equations method. The principle is to sula#ivihe portion of the droplet phase space into
computational cells and to use classical Eulerian schefiméte (difference, volumes..) in order to resolve
the time evolution of the spray distribution function [GBTBIW78]. The second class of methods was
called the moment equation methods, where equations fgr smthe moments of the spray distribution
function are derived and solved through classical Eules@remes [THA76]. It has become classical that
on the one hand, the full spray equations are too expensiaeloth the time consumption and the memory
storage point of view (even in a 1D case, the phase space isnehdion 4), and that on the other hand,
the moment equation method do not provide sufficient precigdr most applications. For example many
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Eulerian models which were defined in order to reduce theafdstly Lagrangian models, usually relied on
the approximation that the spray is mono-disperse [RS9&nasevere assumption for poly-disperse spray
combustion [MKGS98]. Even in the case of some extensions aadDS97] where a Eulerian semi-fluid
method based on velocity moment closure of the probabikitgsity function at sampled size was used,
the sampling in size prevents the possible interaction oplét numerical particles and phenomena like
coalescence can not be described.

The natural step forward is then the use of models, interatedietween the full spray equations model
and the moment equations model, where some dimensions @htiee space are treated using moment
equations and some others using the full spray equationadéthsuch a way that enough precision with
relatively low cost is reached. A first attempt at derivinglsa model for sprays poly-disperse in size, was
developed by Tambour et al. [GAT86]. They considered therfi@ments in the phase space corresponding
to velocity and temperature, and discretized the contiawgize phase space using a finite volume formu-
lation. We can call such a method a multi-fluid method in thatdispersed phase is described as a set of
continuous media : “fluids”, each “fluid” corresponding tdtatistical average in a section : the cell defined
by two fixed droplet sizes. Hence the method was named thesakcapproach. The evolution of these
coupled sections or “fluids” is governed by conservationagigns for mass, momentum and enthalpy.

Most of these spray models have a common basis at what carllée ‘the kinetic level” under the
form of a probability density function (also called the distition function) satisfying the Williams equation
[Wil58] [Wil85], which is of Boltzmann type. It is at this |t that the link between Lagrangian particular
methods based on ensemble average and the Eulerian Witygegquations based on either space or time
average can be conducted (See [Duk80] [O’'R81]). Greenliexly moticed in [GST93] that their model had
also its origin at the “kinetic level”, trying to make the kinvith the Williams spray equation. However, this
paper only provided the complete derivation of the sectitmalti-fluid” equations for the conservation of
mass and number of droplets. Besides, the set of underlgisigngptions was not provided at the “kinetic
level” in such a way that the derivation of the momentum arefgnequations for the various sections was
out of reach.

In the present paper, we provide a theoretical basis for ¢adomal model at the “kinetic level”. It
will be essential in order to extend this model to more compltuations, for example when coalescence is
present [MVO01] [LMVO01]. We first clarify the set of assumpt®necessary in order to derive the multi-fluid
sectional model from the spray equation at the “kinetic llesad provide the derivation of the whole set
of conservation equations describing the dispersed lighase. We then restrict ourselves to the context
of 1D stationary flows where the droplets do not turn back. his tonfiguration, a Eulerian sampling
approach and the usual particular methods are equivalghisthe comparison with the sectional method
can be easily conducted. We then identify some situatioren @ this restrictive framework, where the
sectional approach fails to precisely reproduce the cogpif the vaporization and dynamics of the spray,
the sampling method being then required.

In the domain of applicability of the sectional approacle fectional and Eulerian sampling methods
are then compared numerically in the configuration of catiote spray diffusion flames. The two methods,
if refined enough, give quite similar results, except for 8aiter Mean diameter where differences are to
be found. We then switch to the simpler case of a purely mammasional case where the dynamics and
heating effects do not play any role: the vaporization of lggisperse spray in a hot gaseous environment
where the droplets are injected at the saturation temperatith only one-way coupling. In such a case,
the spray distribution function satisfies an advection gqoan the phase space with constant speed so that
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analytical solutions are available. The differences betwtbe methods are then identified in this framework.
It is then shown that the Eulerian sampling method is moreipeeeven if it generates oscillations due to
the intrinsic representation of a continuous function byabiDelta functions. We also emphasize that the
choice of the projection step on constant functions of mdsurface as in [Dom98], volume as in [GST93]
or some other power of the radius, the sectional approachsedon, is intrinsically arbitrary. We thus
provide a comprehensive analysis of the sectional apprisachboth the modeling and numerical point of
view, as well as a comparison of this method with the samimgroach.

The paper is organized as follows : we first present the gemardeling of the problem in section 2. The
derivation of the dispersed liquid phase conservation taugis investigated in section 3; the restrictions on
the sectional approach are then presented in section 4. drherictal comparisons are conducted in section
5, in the context of counterflow spray diffusion flames anddatien 6 for the case of the hot surrounding
gas with no dynamical effects.

2.2 General modeling of the problem

The set of equations governing multicomponent reactiveturgs of dilute poly-atomic gases can be for-
mally derived from the kinetic theory of gases [Gi099] [EG@d yield a system of mixed hyperbolic
parabolic equations describing hydrodynamics, complegigation phenomena such as viscous dissipa-
tion, multicomponent mass and heat diffusion, as well asnistey through Maxwellian chemical source
terms. The mathematical structure of this system has bedredtin [GM98]. For the purpose of modeling
laminar unconfined diffusion flames, we use the isobaric flaetpiations which is the Low Mach Number
limit of the previous set of equations with constant presswwundary conditions. Under this assumption,
the pressure readst, z) = pam + (¢, z), p being a perturbation of the atmospheric pressure; the work
of the pressure forces and of the viscous forces can be med)eébus decoupling the energy equation from
the hydrodynamics. The gas mixture is suppose to carry &uidied liquid phase. For the flames we want to
model, the zone of high chemical activity is usually locadenough from the injection and atomization
area; besides, we deal with hydrocarbons so that the volwaatdn occupied by the liquid is very small
compared to the one of the gas at the stoichiometry, ever i§piecific densities with respect to the total
volume, are of the same order. We can then assume that théngpapthe spray with the gaseous phase
only occurs through added source terms in the set of eqatiescribing isobaric purely gaseous flames.
These source terng™, SiPe***, §mom andSenth represent the exchange of total mass, species, momentum
and enthalpy. The corresponding system of Eulerian equsatieads:

Op + 0y - (pu) = —S™, (2.2)
Oupk + O - (prus) = =0y - (oK Vi) + gy — SFEP, k€S, (22)
O(pu) + 0y - (pu®u) = =0, - I — 9y p— S™™, (2.3)
0;(ph) + 0 - (phu) = =0, - g — 5, (2.4)

wherep;, is the specific density of thie” speciesim, its molar massy is the density of the gaseous mixture

P = Y res Pk, S is the set of species indices,the mass averaged velocity of the mixtusg, the molar
chemical production ratey;, the enthalpy of thé' speciesph = 3 p;, hy, the enthalpy of the mixture.
The dissipation fluxes Vy, the diffusion velocity of the:*” species]I, the viscous stress tensor apdhe



2.2. GENERAL MODELING OF THE PROBLEM 57

heat flux, are given by the following expressions [EG94] :

Ve = — Zles Dy (0: X + x105 1og T), kes,
2
I = —(x = 5m) (0 - 0)L =1 (B0 + (90)") ,

q=-X\oT+p Zles xiVi + Zkes prhie Vi,

wheren andk are respectively the shear and the bulk viscosities, whes¢he heat conductivity,Dy;) xic s

is the multicomponent diffusion matrixy;);cs the thermal diffusion ratios andl;, the mole fraction of the
k" species, and where we have omitted the barodiffusion terdsruthe Low Mach Number approxi-
mation. It is important to note that the Dufour and Soretaffeare symmetric one of the other [GM98];
they are associated with the coupling of thermal and massdih, the Soret effect being of importance in
some configurations [EG98] [BDGRO0O0]. The other relationbeqorovided for the system of equations to
be closed are the thermodynamics as well as the complex stigraoburce terms which are to be found in
[Gio99] [GM98].

At this point we need to express the source terms in (1-4) bgietimy the evolution of the dispersed
phase. It can be described by a probability density fundiotme “kinetic level” [Wil58] [Wil85] [Duk80]
[DS97] [VH97]. So, assuming that the spray is constitutedsptfierical droplets characterized only by
one geometry parameter, one velocityu; and one temperatur@;, at low Weber number, the spray
is characterized by a distribution functigff (¢, z, ¢,u;, Tj), also called probability density function, so
that f¢ dz d¢ du; dT; is the probable number of droplets at time t, in the phaseesplamentary volume
dx d¢ du; dT; around the poinz, ¢, u;, Tj). This distribution functionf¢ satisfies the following transport
equation [Wil58] :

Ouf? + Oy - (wf?) + 0(Ryf?) + Ou, - (Ff?) + O, (Ef?) =T +Q (2.5)

where Ry(t,z, ,u;,T;) is the rate of change of the droplet geometR(t, x, ¢, u;,T;), the drag force
applied by the gas on the droplek(¢, z, ¢, u;, T7), the rate of heat exchange between the two media,
I'(t,z, $,u, Tj, f?), the coalescence and dissociation collision integral atperand@ (¢, x, ¢, u;, Ty, f?),

the elastic collision integral operator. It is importantriote that the two phases are coupled through the
dependence aRy,, F andE on the local gas composition, velocity and temperature;dvewfor the sake

of legibility, it is implicitly present in the(t, z) dependence of these coefficients.

We restrict our attention to thin sprays where coalescedigspciation and elastic collisions can be
considered as negligible; this is supposed to be reasoiratile configurations we are going to consider. It
has to be noticed that the sectional approach can be exteodkshse sprays, where droplets coalesce, in
the context of the present derivation [MV01] [LMVO1].

Besides, the velocity difference between the phases isoseppto be small enough so that we are not
far from a Stokes regime. The drag coefficient can then beritbestcby a Stokes law with convective cor-
rections based on a relative Reynolds number, where thesiigds evaluated at the mixture concentration
and temperature in the boundary layer close to the surfaiaguhe 1/3 rule) [CGW78] [AS89] [YC73]
[LLW91]; for the configurations we consider, it is of orderityn

The vaporization raté, and the heating ratg are taken from [AS89] in the framework of the infinite
conductivity model; it allows to take into account the effetconvective transport, transient liquid heating
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and Stefan flow using a modified “film theory”. For sprays in Gmstion environments, the heating history
of the droplets has been shown to be important in order tectlyrdescribe the vaporization process and
a non-stationary evolution of the droplet temperature teasary. The fact that we consider that only one
temperaturel; completely characterizes the heating status of the drapldte framework of a “kinetic”
description restricts the transient heating models avigilto the infinite conductivity (See the discussion in
subsection 4.1). For mono-component droplets, we then have

§m— / / / pidyV Ry f*d du; dT;, (2.6)
gmom :///prFfd)qu duy; dT; +///pld¢VR¢ulf¢d¢ du; dT; (2.7)
S’.zpecies — (5k,FSm7 (28)
genth Z///prCp,lEf¢ d¢ du; dT; —I—///pld¢VR¢hlf¢ d¢ du; dT; (2.9

whereV (¢) is the volume of the droplet;; the enthalpy of the liquidg,; the heat capacity of liquid at
constant pressure ang r is taken to be one if the'" species is the fuel, and zero otherwise. The source
terms for momentum and heat are due to exchange through @i@gdnd heating of the droplets but also
to the vaporization process, the two phases having diffetencities and temperature.

2.3 Modeling of the dispersed phase

In the following we derive the sectional conservation emutind dimensionsd = 1, 2, 3 from the “kinetic
level” of description.

We then make the link between the usual particular methodaalBdlerian sampling approach in the
restrictive framework of a mono-dimensional stationatyation where the droplets do not turn back. In this
Eulerian sampled formulation, the trajectories of the geoof various size sampling the droplet distribution
function at the entrance are followed with time (or equinlie space) and do not “see” each other along
their trajectories, whereas in the sectional formulatithe, sections are fixed in size and exchange mass,
momentum and heat along the vaporization process. Theperaf both approaches have been represented
on Fig. 2.1.

Dirac Delta function with
/ associated number density

/\ Mass

| Momemtum | fluxes
« Heat

Y v
S(t+Deltat) S(t) Droplet surface Fixed section boundaries : S(j) S(j+1) Droplet surface

Droplet number density
Droplet number density

L/

Figure 2.1:Principle of the Eulerian sampling (left) and of the Eularsctional (right) methods.
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Let us mention that the framework of a 1D Eulerian samplingreach can include configurations
where similarity is present and where the general solutfdheoproblem can be obtained by similarity from
a generic 1D stationary solution, such as counterflow flarttds.going to be well-suited and convenient
for comparison purposes between the two approaches.

2.3.1 First multi-fluid model: the sectional approach

The sectional model, developed by Tambour and al. [GAT8@TE3], is a discretization, in fixed radii
sections, of the averaged valugt,z,¢) = [[ f¢ du; dTj, the form ofn as a function of the geometry
being independent afandzx in a given section, thus decoupling the evolution of the ntasgentration in

a section from the repartition in terms of sizes. The set opldt sizes is then divided in a few sections, the
jth section being defined bfl’) < ¢ < ¢U+1D).

It is interesting to note that in the original papers by Taorand Greenberg, the natural variable chosen
in order to describe the geometry of the droplet is the volumeur approach, it can be taken as the volume,
but also the surface or the radius of the droplet. One firsicehis the one of the poinis(/) which is the
subject of a subsequent paper [LSD2], the second one being the choice of the size variableciphiase
space knowing that:

fV(t,a:, uj—llaul) dv = fR(t,{L',R,T'l,’U,l) dR = fS(t,.’E, Sairlaul) dSa (210)

in such a way that the three distribution functions desdfilgesame spray.

The purpose of this sub-section is to recover the usual mmsabf sectional approach [MKGS98]
[GDS'96] from transport equation (2.5) by considering variousmeats in velocity and temperature and
by using a finite volume formulation for the size phase spabés was done partially in [GST93] with mass
and number density conservation equations. In this arti@eause no restriction was made on the structure
of the distribution function, the derivation of the momentand heat conservation equations were skipped.

At first, the structure off® has to be simplified : we decouple the distribution in term ebmetry,
temperature and velocity. This is natural because theipteof the sectional approach is to take the first
moments at a given size of the distribution function withoeitly and temperaturef® then reads:

3
f¢(t7 z, ¢,T'la ul) = n(ta z, ¢)7/)¢ (T'l - Td(ta'ra ¢)) H (Pf (ul,k - ud,k(t,ma ¢)) (211)
k=1

whereTy(t, z, ) andugy(t, z, ¢) are averaged quantities at a given sizeThe functionsy® and wﬁ are
taken positive of integral one and of zero first momepﬁ.will be taken a Gaussian distribution arouhd
The support ofy? has to be included if-T7, +oc[ if the functionTy(t, z, ¢) is varying in[T}, T,] because
there is no negative temperature. It can be proved that s@iaicéion exists and that its dispersion around
the mean value can be characterized.

Remark. These assumptions on the form g5 could be physically related to the existence of an equilib-
rium in some sense at the “kinetic level”. However, in thesprd configuration of laminar flows, such an
assumption is not likely to be met. It is, in fact, of techhiggpe in order to explain and justify the underly-
ing assumptions on the sectional approach. It yields a alatierivation of a closed semi-kinetic system of
equations; the influence of the dispersion around the mdae f@r the velocity and temperature can then
be easily characterized.
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Remark. Itis natural to assume the form (2.11), witkh @ependence of the functiong and+ (for example
the dispersion around the mean value). In the followingttiersake of clarity, we omit th¢ dependence.
It has no influence on the derivation itself.

We then derive a system of conservation equations, @y andTy (through the corresponding enthalpy).
Equation (2.5) is multiplied by, v; andh;(T;) and integrated over velocity and temperature. We get:

on + 0y - (nug) + 0s(nRy) =0 (2.12)
Oi(nug) + 0y + (nug ® ug +n P) + 0y(n Ryu;) = nF (2.13)
Oi(nhy) + 0z - (nughy) + 8y(n Rghy) = ney | E (2.14)

where, for a functiorG (¢, =, ¢, u;, Tj), G denotes:

Glt.ad) = [ | [ Gt b Tp(u = et 00T~ Tult o, )b (25)

and where the diagonal tenséris related to the dispersion in velocity around the meanevalyin all
directions: Py, = [ v2pr(v)dv. At this point, the enthalpy of the droplet has to be relatedugh a
one—to—one function to the characteristic temperaturbeftitoplet, an assumption satisfied by the infinite
conductivity model [AS89].

For the system to be closed, we have either to give a comatitialw for this pressure equivalent term
or, as in the usual equations [GST93] [MKGS98], to assumtthigge is no velocity dispersion at a given
droplet size. Experimental data at the entrance of the domdii confirm the former case [LSNO2]. Be-
sides, we wanRu; ;, = Ryuqr andRgh; = Ryhy so that,R4 being a function of the droplet temperature,
the dispersion in temperature has to be zero too. Finalyy,diktribution function is the product of the
number density and Dirac Delta functiofié = n(t, z, $)6(T; — Tu(t, z, )6 (u; — ug(t, z, $)).

In order to recover the usual sectional conservation egusin the mass variables, we have to average
the previous set of equations in each section. So, we mu(til-12) byp, V' (¢), wherep; is the liquid mass
density and integrate overbetweenp(’) and4U+1). The fundamental sectional assumption reads, inside
the %" section [GST93]:

) ) ) pU+D)
n(t,,¢) =mP(t,2)x(g),  mP(t,z) = / pV ($)n(t,z, $)ds (2.16)
)
so that the profile of, in a given section is fixed as a function only of the geometrthefdroplet and does
not depend ort andz. While still fixed as a function of the geometn/?) (¢) depends on the choice for
¢ and will be different forV’, S and R; however, once chosen a functiaf?) (¢) for a giveng, it sets the
profiles for other powers ak through (2.10).

Remark. For rapidly changing distribution functions, the most mable choice, from the precision point
of view, is to take the distribution function constant in @tgan and to refine the discretization size step,
since such a method can be proved to be of order one [LM02E ddm be viewed as a “projection” step.
It has to be noticed that the natural case considered by Beegret al. [GST93] was to take’) (V) as
constant. It was already noticed [Dom98] that this choicgies some arbitrariness and that the natural
choice should be to take()(S) as constant, without further details. We would like to engire that
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this choice is completely arbitrary and is intrinsicalljated to the structure of the sectional approach
which pre-supposes a “shape” of the distribution functimide a section independent from the status of the
distribution outside the section. This will be proved in @&t 6 where we will consider a test case where
analytical solution are available and compare the resoitsdrious “projection” choices.

Let us introduce the other notations of averaged velocitgraged drag force, averaged enthalpy and
average rate of heat exchange between the two phases:

) pU+1)
() 1
ug’ (t,x) = (t 2/, o Vugnde, (2.17)
¢(J+1)
70 1 Vo
(t,z) = — mV Fndo, (2.18)
m)(t, ) J )
) pU+D)
r9(t,z) = #/ o Vhindg (2.19)
d ? m(J) (t’ .’E) ¢(j) ’
pU+)
QY (t,z) = _ / o Ve, Endg (2.20)
’ m)(t,z) Jpi) P ’

We then integrate by parts the terms containR_lgin order to separate the exchange terms between suc-
cessive sections from the exchange terms with the gaseass pim order to recover the mass conservation
equation, we can introduce, as in [GST93]:

BY =~V (49) R(t,2,6D)n ) (39, (2.21)
] pU+D) L '
BY) = - /¢ V(0,85 (9)dg, (2.22)
J
and we obtain the traditional sectional mass conservatioateon [GST93]. For the momentum conserva-
tion equation, we have to make some additional assumptibtie doundaries(t, z, ¢\9)) = m(t x)

but also in the averaging process :
pU+D)

/(') oV ug ®ug k) dp = mPu (J) ® u(J) (2.23)
¢) J

pU+1) L ) ) )
- /¢ L dgV Roug kD dp = BEDuD). (2.24)

These assumptions are satisfied jfis assumed to be constant in a section, fot athdz. Likewise, some
assumptions have to be satisfied for the enthalpy equaiiossich a way thaf; is assumed constant in a
section, for allt andz.

We finally obtain a system of conservation equations:

8tm(j) 40, - (uz(ij)m(j)) _—(E(j)+ E(j))m(j) + E§j+1)m(j+1), (2.25)

Bt(m(j)ugj)) + 8- (m 1)y (J) ® u(J)) (E£j)+ Egj))m(j)ugj)+E§j+1)m(j+1)u((ij+1)+m(j)F(j),
(2.26)

2umIND) + 0, - (MOKGUG) = —(FD + BPWORG + BTG DRG+) 1 @ gl
(2.27)

with the set of assumptions :
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H1 — the probability density function of the spray is such thah ativen size, there are one and only one
characteristic velocity and one and only one characteristnperature.

H2 — the dispersion in the distribution function at a given sieero for velocity and temperature.

H3 — in one section, the characteristic velocity and charastieriemperature do not depend on the size of
the droplets.

These conservation equations have to be completed by aetifaating and vaporization model as well
as a drag model.
The source terms in the gas phase equations read :

N N N
gm — Z —Eéj) m(j)’ gmom _ Z _Egj) md) u((j]) + Z m9) pl) (2.28)
=1 i=1 =1
s = 3 Dm0 B9 £ 3 ) QO (2.29)
=1 =1

The tail of the distribution is difficult to treat correctiyl he more since we have to choose a maximal
radius which is going to influence the behavior of the “biggeection in the mean; this is equivalent to
arbitrarily assume a boundary condition for big dropletthaiit another background than the fact that the
mass density of liquid can be considered as negligible lskgome given drop size. This topic of choosing
the right boundary conditions for the distribution tailstadied in [LSN"02] with the help of experimental
measurement in the framework of the sectional approachs Witli be a key point for the extension of the
sectional approach to situations where coalescence hastaixén into account [MV01] [LMVO1].

2.3.2 Second multi-fluid model: the sampling

The classical Lagrangian description of a spray consisagjmoximating the initial distribution by a sum of
Dirac delta functions and in following in time the trajedts of the corresponding numerical droplet groups
also called parcels. The numerical distribution then reads

Ne) . ‘ . .
Fhu(m g, 1) = 30 NS, 6 (3= X0(1)) 6 (6 - 6,(1) 6 (w = uf) () 6 (T - TE) () ,

i=1

Z (2.30)
where the subscripl® stands for parcel and the subscipfor Lagrangian; in the previous equatiaN(7)
is the total number of parcels in the computational domNﬁ)L denotes the number of droplets in this
ith parceI,X(i)(r), its spatial Iocationgzsgi)L, the size of the droplets contained in #& parcel,ugiL, their
velocity andT}(,% their temperature. It is worth to underline thais the Lagrangian time. We have also to
introduce the discrete injection time§ with an adjusted injection frequency such that the liquist itithe
boundary is correctly reproduced. We then have two sanplirane in the phase space with the choice of
the( gi)L,ugﬁ)L, TI(}%) 1N at the entrance and one in time for the injection of the parcel

1€

)

The source term in the gas phase equations are then obtgisediming the contributions of the various
parcels. Yet the framework of the present study is a Eulef@and, for comparison purposes, we restrict
ourselves to a one-dimensional stationary configuratidmere the droplets do not turn back. In such a
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configuration, all the parcels starting with the same extaronditions will have the same trajectories in
the phase space. We then consider a non-stochastic vefsiwn marticular method where we decouple the
sampling in the phase space at the boundary (denoted bydbei)from the sampling in time (denoted by
the indexk) which is performed with a constant time step. The new nuraédistribution then takes the
expressmn

fPL(T T, ¢, u;, Ty) =

ZZNSN (2= x0(n) 5 (¢ - ¢ (1) 8 (w -l () 6 (B - TP (M), @3D)

k=1 1=1
where K N is the total number of parcels in the computational domairthe number of parcels injected
at each injection time, where the injection times of iHeparcel are such that*t1¢ — 7ki = A7r? is
constant and given, and where the supersdiigt) relates to a parcel of thé" kind injected at the time
7kt The trajectories in the phase space of the various parédtsea™ kind are only shifted in time
(X @R (r + Art) = X k=1 (1), and similarly for the other properties). The relation bew the injection
flux at the boundary® of parcels of thet" kind and their injection frequency reads:

Nop,
ATt
It is then possible to have a Eulerian sampling descriptidheospray since the trajectory description in
terms of timer is equivalent to the Eulerian description in terms of spédieation x because the functions
T — X (1) are one to one. In the following, since the trajectories of@is of thei*® kind are only shifted
in time, we introduce the new reference timahich can be called the stationary Lagrangian time; it is
related to the Lagrangian time by only a shift and it is talehe0 at the injection boundary whene= 0.
We can then reformulate the distribution function as:

70) —

(2.32)

14, 6,1, Ty) Zn )5 (¢~ ¢p(@)) 6 (w — ull(@)) & (T - 7§} ()

—Zn 03 (6 -5, 1) 6 (w—u§)®) 6 (T-THW),  (2393)

where the subscript’ stands for Eulerian$ for “Sampling”, ngg(z) andng)L(t) are the number densities
of droplets of theit" kind per unit volume at respectively the locatisrand at the time. We have the
following correspondence :

19 = ) (0)ul), (0) = n§) (Yud), (£) = n{L(0)u§)(0) = n{)(2)uly (=), (2.34)
(3 _0) (i _ 0

g (T) r=XO() gy, (1), bsp(T) r=XO (1) $s1.(8), (2.35)
(i _ ) (i _ ()

ul) () L:X(i) W=, TEE) L:X@)(t)_ T ). (2.36)

It has to be noticed that the number densities are givertyt) = 10 /ul) (t) andn{?), (z) = 160 /u{l) (z);
they are only defined when the droplet velocity do not chaimgre Vhent — X (), i € [1, N], are not
one to one, a Lagrangian particle formulation (2.31) hasteetained.
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The only point missing for a complete link between the Ealersampling formulation (2.33) and the
Lagrangian non-stochastic particle approach (2.31) isafaion between the number dens;ii%(x) and
the parcels located in the neighborhoodzofThere is no direct correspondence, only an integral one; on
has to integrate the number density over a small distanec@nd count how many parcels are to be found
in it. We will then obtain, from the Lagrangian approach aarage number density over the distadce;
this interval has to be large enough so that enough paroelprasent, and small enough compared to the
variations ofngg(x). In the present case of a stationary problem, the injectiequiency can be taken large
enough and a time average can be performed in such a way ¢havdarapproaches are equivalent.

In the following we will work with theS E formulation (2.33) and, for the sake of legibility, we wilbn
retain the subscripf £’ but only use thes one.

The transport equation (2.5) is now satisfied in the sensistiftaition. In order to find equation on den-
sity, size, velocity and temperature of each groups, théitdymoduct is express with test functions of the
form: g(¢, uy, T;) ¥ (t, z) ¥ (¢, uy, T;) Whereg is successively, p;V, pVu; andp,Vhy(T}); ¥ is a function
with a compact support and(® is a function with a compact support constantly equal to one neigh-
borhood of(¢, ul?), T, If, for a functionG(z, ¢, u;, Ty), GO (x) = G (z,qs(i) (), ul (), T (x)),
and if pg) = pr(i)ng), V(@ being the volume of a droplet of th&* group, we obtain the conservation
equations of droplets density, mass, momentum and energy:

—~
.
=

8, - (un®) =0 (2.37)
9 - (P§u§)) = p1 (deV)® R{'n) (2.38)
9o - (030§ @ ul)) = py (V) D RYnGu§) + oy FO (2.39)
9o - (03 PTG = pr (deV)D R0 ha(TE) + p§ ) BO (2.40)

One has first to note that the evolution of the volume of driogtethe trajectories can be obtained from the
first two equationmg) 20,V = (d¢V)(") Rf;). The system of equations is then completely determined by
a droplet vaporization and heating modBlf;@ ,E®) as well as a drag modeF(?).

We then can evaluate the corresponding source terms ingathphase equations

N N N
S =3 p (V)P RO, 5o =370 F0 137 g (dV) D ROnGu  (2.41)
=1 i=1

=1

N N
serth = 3" pQ e, B + 57 py (dgV) D RO (2.42)
=1 =1

The main advantage of a method of particles is that there mun@erical diffusion in the description of
the trajectories in the phase space, the initial soluticapi@roximated at the boundary by a sum of Dirac
delta functions and remain such; it can be generalizedsiputely Lagrangian form (2.30), to a lot of
situations.

Nevertheless, this kind of method also inherits the drakbaé the particle methods. Numerical simu-
lations involving a sampling in time and phase space of thibution functionf? generate heavy demands
on computer resources, the number of stochastic partigesnhbing rapidly important. Besides, it is gen-
erally quite difficult to precisely define the boundary cdiudis for f¢, whereas its moments are usually
accessible through experimental measurements for gatwgittomparisons. One of the main problem is
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to precisely define how to switch from the continuous probtenthe discrete problem; one has to take

enough points of discretization in order to have a good spr&tion of the boundary conditions on the

distribution function; besides, because of the couplingvben the dynamics and the vaporization process,
some distance can develop between two successive samgiee g0 that the actual continuous function is

not well sampled by the discrete one; finally, the choice efrétonstruction algorithm can also bring some

problems in the regions where the samples are moving quickhe phase space. This is not the purpose of
the present paper to come back to these theoretical aspgdhts marticle method which have been already

widely studied (See for example [Rav85]).

The sectional approach then appears as an attractive &ulemilti-fluid model even if restricted to
problems where assumptiorid, H2 andH3 are satisfied. The purpose of the section 4, before comparing
the two approaches from a numerical point of view on sevesdldases in section 5 and 6, is to test if these
assumptions are very restrictive and to exhibit a case wihereectional approach is out of its domain of
validity.

2.4 Restrictions associated to the sectional approach

2.4.1 Refinement of the droplet model, history terms

It has to be noticed that the refinement of the drag, vapsizatnd heating models, can not go beyond a
given limit in the context of the sectional approach; adyui#he life history of a droplet can not be traced out
with this kind of model where the various sections exchangssnmomentum and heat; the droplets will
move from section to section, thus making any link with tifeefiistory, in the Lagrangian sense, impossible.
The effective conductivity model [AS89] for example, déises the heating history of the droplet into its
details, and it is incompatible with the sectional approach

It is usually considered that one advantage of the Lagrangiadels is to be able to implement more
detailed models, for example such as heating history ole@atsn history of the droplets. However, these
models, developed in the framework of the study of one dia@skethen difficult to justify in the framework
of sprays. More precisely, following a droplet history, kvall the possible details has to be compatible
with the description in terms of probability density furmects and phase space. Let us take for example the
case of the effective conductivity model as a “better” mddelthe heating of the droplets than the infinite
conductivity model; in such a case, even if it is still pogsito write the spray equation in a phase space of
infinite dimension, it would be very difficult to justify thempling of the spray by a finite number of Dirac
delta functions. Besides, taking only some Dirac deltations and refining the model does not bring any
extra information on the cloud, if it is impossible to reldéte life of one group of droplets to the life of the
whole spray.

Consequently, we will check that the use of the infinite caitity model is close enough to the use
of the effective conductivity model [AS89] so that we areesthiat the thermal inertia of the droplets in
the considered clouds are described well enough by thetmfiohductivity model. Nevertheless, the only
infinite conductivity model has a “kinetic” background arehde used in order to describe the spray as a
whole.

The vaporization and heating models can still be refinedetdbel of the “modified film theory” by
implementing a new model including new effects, such asthediffusion (Soret effect) [BDGRO0O], but
history terms cannot be taken into account.
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Figure 2.2:Mass Distribution function as a function of droplet raditsa= 0, 2 = 0.45 mm, z = 1.7 mm and
z = 2.45 mm with both sectional and sampling (the mass scale is the $anthe four figures) and velocity of each
group (V1 for the first group and V2 for the second) for the smgpmethod.

2.4.2 A case out of the validity limit

The sectional approach can not precisely resolve situatidmere two droplets of similar sizes located at
the same point have various velocities and temperaturesudh a case, artificial averaging processes of
the dynamics and heating of the cloud take place. It can mgmyen in the case of a 1D problem without
turning back of the droplets, as will be shown in the follogin

Let us consider a mono-dimensional hon-reacting statjosystem where a gas is flowing at a constant
velocity of 15 cm.s'! at a temperature of 500 K and we inject two groups of droptets, of radius 3%:m
at a velocity of 50 cm! and one of radius 40m at velocity of 15 cms!, the same as the one of the gas.
Gravity is acting on both groups. Bigger droplets being sigwheir residence time in the first part of the
hot flow is longer so that they have more time to vaporize ia thgion and eventually, there exist a point
where the two groups come to the same size. The spray is adslilmed enough (very thin spray) so that
the liquid phase has no influence on the gaseous phase andywoosider the one-way coupling of the
phases.

We compare the predicted droplet vaporization and dynamiitsboth approaches, sampling and sec-
tional. Sampling particularly suits this system with twor& delta functions corresponding to the two
groups of droplets. The first-order spray equations argiated with the solver described in sub-section
5.3 for the liquid phase. A simulation with this method sh@wsrossing’ of radii: the evolution as a func-
tion of the spatial coordinate of the distribution function is represented on Fig. 2.2 amaligs that the two
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Figure 2.3:Evolution of total mass and averaged velocity in both apgines, sectional and sampling; the first vertical
line corresponds to Fig. 2b (collision of the two groups fur sectional approach) the second one to Fig. 2c (crossing
of radii for the sampling) and the third one to Fig. 2d (sepiareof the Dirac delta functions).

Dirac delta functions get closer and crosg at 1.7 mm (Fig. 2.2c) before separating. At the crossing, the
two groups still have different velocities, the one of thigiatly small droplets still being more than 25 cm.s
—1 much above the one of the other group around 10 th.s

A simulation with the sectional approach is also conduatetiis case; we take 32 sections which cover
the radii intervall0, 40.25] micrometers. Atz = 0, two sections correspond to the two groups of droplets
(with the same velocity and the same mass). The mass of tkee sghtions is taken to be zero. The same
numerical method is used as for the sampling. The evolusaa fanction of the spatial coordinateof the
distribution function is shown on Fig. 2.2. Itis pretty al¢at both approaches are equivalent until the point
where the two groups “collide”, a point corresponding to.Fx2b and indicated by the first vertical line
on later Fig. 2.3 representing the mass averaged velociyeliss the total mass concentration of liquid.
At that point, the sectional approach is starting an avaragrocess in the middle sections where only one
velocity can be taken into account. This averaging resalts¢hange of the mass averaged velocity shown
on Fig. 2.3b, as well as the total mass concentration ofdigui Fig. 2.3a. After the crossing, the artificial
averaging of the two velocities done by the sectional agradso results in only one dynamics for the
whole set of droplets; the two groups then stick togetheh wiuinique averaged momentum on Fig.2.2d.
However, with the sampling method, the two groups separée the “collision” and their own dynamics
are preserved, as represented on Fig.2.2d.

This test case is not related to any realistic setup, but stzosimple example of a configuration beyond
the limitations of the sectional approach where assumgtibns not satisfied. Two questions then arise;
firstly, are there situations where it is automatically fred? It is the case when the droplets trajectories
do not cross. As an example, we can consider stationary fldveseninertia effects are very small and the
droplet trajectories are the gas stream lines in the lim#noéll Stokes numbers. However, the assumption
that the droplet trajectories do not cross is restrictive iais not satisfied in the counterflow situation for
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example, even if, as we will see, assumptléh can be satisfied. It then appears that the validity of this
assumption has to be checked in the considered configuration

The second question is related to the real impact of the catifaveraging process performed by the
sectional approach when out of its domain of validity. It isimportant question since assumptidd is
not likely to be satisfied in general 2D or 3D configurationshsas vortices. The use of this Eulerian multi-
fluid model in the context of a really 2D or 3D configuration lwibertia effects requires to prove that the
resulting averaging of the velocities and temperatures doeresult in a deep modification of the dynamics
and heating of the cloud. This question is the topic of ourentrresearch.

Once the limitations of the Eulerian multi-fluid model hagbetudied, let us compare it to the sampling
approach in a realistic configuration: counterflow sprafudibn flames.

2.5 Spray counterflow diffusion flames

Within the laminar spray flames, counterflow spray diffusitames have been the focus of a few studies
in the past due to the fact that under appropriate condititmey can be modeled by a one-dimensional
two-point boundary value problem. This configuration, aoprivithin the framework of the sectional
approach, offers the possibility of detailed numerical dmtions. Comparisons with experimental mea-
surement [GD$96, MKGS98] showed the validity of the proposed poly-disgemodeling. However, the
assumptions associated to the use of the sectional appvoerehnot checked and the sectional approach
never compared to the classical sampling method. This ipuhgose of the present section.

2.5.1 Modeling

We will only give very brief presentation of the modeling oRB axisymmetrical plane flame between
a liquid fuel jet convected by an inert gas and an oxidizer jEte flames we are going to consider are
homogeneous so that the droplets are not surrounded by aglaeg single or group droplet burning is not
present in the models we consider. They can be pseudo gasabasthe vaporization is clearly separated
from the flame front or direct droplet-flame interaction casuwr when droplets are flowing into the flame
but do not turn back.

Counterflow spray diffusion flames are not the subject of paiper, but rather an ideal test case for
comparing two numerical methods. We refer to [G®¥6] [MKGS98] and references therein for further
descriptions of these flames.

In the case of a purely gaseous flame, the system of equatiomitsaa 1D exact similarity solution with
the functional dependences:

T2
p=p(2), px=pr2), pu=V(z), u=rU(2), T=T(z), p= _JE + p(2) (2.43)

whereu, is the axial velocityyu, the radial velocity) is the axial mass fluX/ is the reduced radial velocity
andJ is the reduced pressure gradient.

The 1D similarity solution with (2.43) is still an exact stan of this 2D system for the gaseous phase
if the added source terng™, SgPe“** L gmom  gmom andgenth, as well as the boundary conditions, have
no radial dependence.
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We then assume coherent functional dependences for thespiables :
oY =0P(2), pFul, =V (), Wl =rUP(2), (2.44)
for the sampling, as well as :
m? =mP (), muf) =viP(2), uf) =rU7), (2.45)

for the sectional approach. However, the convective cbaeterms in the drag force:

9 Req)?/3 2Ru —
F(Rau7ul) = 5 <1 + ( eé) ) pll-;%Q (’U, - ul)a Red = Ma (246)

bring a radial dependence %cs;nom andS7*™. This problem can be solved by the use of the axial Reynolds
Number

instead of the Reynolds Numbdt,.; in these correction terms. The two 2D axisymmetrical sohgj

corresponding to the two 1D problems wilty; and B2, coincide on the centerline = 0; consequently,

there exists a region around it, where the two solutions mertlase to each other, this region becoming

smaller when the strain rate is increased. For our purposearagrical comparisons, we will only consider
22 in this study.

2.5.2 Two flames, inlet conditions

The set of comparisons is going to be conducted on two hepgtames representing a medium strain
rate flame and a high strain rate flame. The first flame is refdeas Flame A. Total mass fluxes are
P fuer = 0.055g.cm™2.571, pvyy = 0.039g.cm 2.5~ fuel and oxidizer mass fractions in the two streams
areYe, m,, = 0.23, Yo, = 0.412. The temperature 899K on both sides. The extrapolated velocity gra-
dients at the boundaries algvs,e = 41571, 0,v,, = 64571, for a burner separation df2cm. For the
second one, referred to as Flame B, the strain rate re@8bes!, it is a high strain rate flame for which di-
rect droplet-flame interaction occurs. We hang,; = 0.077g.crn 2.1, pvog = 0.079g.cm 2.5~ 1; fuel
and oxidizer mass fractions in the two streams¥ser,, = 0.21, Yp, = 0.66. The temperature 299K
on both sides. The extrapolated velocity gradients at thediaries aré, v, = 10571, O,vpp = 83571,
for a burner separation at365cm.

For the present comparison, we choose the sections edudbdied in radius as in [MKGS98] but
refined the discretization up 89 sections. An experimental distribution function is choflem [LSNT02];
the 30 sections are represented on Fig. 2.4 where we havectbe spray number density. An analysis
for the best choice of the section boundaries and for thectamtuof the number of sections is given in
[LSNT02]. For the sectional approach, the variable used in theehtodiescribe the geometry of droplets
is the radius :¢ = R; the distribution function is chosen constant in each eacfsee Fig. 2.4). For the
sampling method, we take Dirac delta functions at radii siheth the amount of mass and surface in the
group is the same as the one in the corresponding sectioobthmed radius is then the Sauter mean radius
of the section. All the droplets at the entrance of the dorhaire the velocity and temperature of the gas.
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Figure 2.4: Experimental distribution function and discretized disition function for the sectional approach at
z=0.

2.5.3 Numerical Approach
General description

Solution for the two approaches proceeds with a decouplegt®e non-linear boundary value method.
The procedure for the gas has been discussed in detail eseWBCSG90] and we outline here only its
essential features. With the continuous differential afms replaced by finite difference expressions, we
use a damped Newton method to solve the discretized systeondér to have a good 'initial guess’ for the
method to converge, we use a pseudo-stationary method toagbpa steady-state solution. As typical of
these types of problems, the computational mesh is detedhadaptively. It is refined in the zones where
gradient or curvature of the gas variables are importantstdf@the process when the refinement of the grid
does not provide any improvement of the solution. Transpmperties, such as binary diffusion coeffi-
cients, thermal conductivity and the shear viscosity, @laith the chemical source terms, are automatically
evaluated by using highly optimized libraries [DG88] and taken from [HMD97] for heptane.

To reach a steady-state solution for the complete gaddligystem, we alternatively solve the gas and
liquid conservation equations, numerically decoupling tivo phases. We terminate the process when the
norm of the difference between successive gas and liquidgobolutions is below the error tolerance for the
combined solution. Let us now consider more precisely tadi solver.

Spray stationary equations, associated solver

The stationary spray equations can be considered as a sgbWifi ordinary differential equation of the
space variable. The integration is performed using LSODE, from the libr&REPACK [Hin83], from
the fuel boundary condition untd#9.9% of the initial liquid mass has evaporated. The solver LSODE
uses the BDF method (Backward Differentiation FormulasiVi]. It is a multi-step method based on
differentiation. Here, the step of the mesh is evaluatedhel &eration, with an error control, the relative
and absolute threshold [HW91] being set for each variabtbe§pray. Repeated computations with smaller
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tolerance and no change on the solution insure the accufathe ccalculated solution. The resolution
proceeds until 99.9% of the mass has vaporized; in this kbnte define a threshold either for the various
groups or for the mass in the sections below which the equafior the liquid phase is stopped. Some
compatibility conditions have to be observed between tiporaation threshold and the error tolerance on
the mass variables for these variables to remain positidenaganingful. This is especially important for
the chosen distribution function where the ratio of the am@fi mass between two groups or two sections
can reach five orders of magnitude. The grid for the liquichtbentains the grid of the gaseous phase. This
type of solver is used because equations of the liquid phassti#f, especially when we use the sampling
method; we then have to solve as many vaporization frontseaaumber of samples. On the contrary, the
sectional approach only goes through one vaporizatiort fubren the total mass goes below a given mass
fraction of the entrance mass density.

Numerical approach for the droplet heating sub-model : effetive conductivity

We aim at evaluating, in the next section, the influence oftttoplet heating and vaporization models on
the numerical solution. To this purpose, we want to pregisempute the influence of the thermal inertia
of the droplets. One way to do so without solving for the hylyrtamics inside the droplets is to use the
effective conductivity model developed in [AS89], and tdveahe heat equation inside the droplets. The
Eulerian system of stationary equations reads:

08D )

por) w10 [ o
Ul(,z 82' = alﬁ"r_QE (7‘2 87‘ (248)
(4) (4) (3) ()
T T, E
9 =0, 9 _EB > Tr(r,z=0)=Tp (2.49)
or _ 3af
r=0 r=R0)(z) l

Wherea;*ff is the effective diffusivity evaluated at the surface temapgre of the droplet and taken as a con-
stant inside the drople§(®) the surface of the droplets in tti#& group,R(®, its radius,Rg?) the vaporization

rate expressed in the surface variab‘!léf) the temperature profile inside the droplet anthe spherical
coordinate inside the droplet.

We introduce the non-dimensional parametet R%() The equation in the variablesandz = z
z
then reads:
() (%) 2r(%)
N OT : 2\ oT o°“T
5@6—; = (ﬁ<l>n+ 5) 37; + an; (2.50)
(%) () )2
aT, oT, ROE  _
877 ’ 87] 3a?ﬂ' ’ T (naz 0) 0 ( )
n=0 n=1
where Y
e = B s
a?ﬂ
and ®
‘ R;
ﬁ(z) = eff;

N 81
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this is a system of partial differential equations with aeff@oundary problem. It is clear that only the
sampling method is compatible with this kind of approach mghtbe droplet heating history is important.
However, the numerical approach has to be also compatilieting use of LSODE, so that the one described
in [AS89], an iterative method on the surface temperatisejot suitable. We then discretize by finite
difference the reduced heat equation and describe the tatape profile inside the droplet by a discrete
vector. We obtain a system of non-linear ordinary diffei@ntquations in the space variablewith one
linear part associated to the Laplace operator in sphecmaddinates and one non-linear part associated
to the free boundary conditions. The new variables are thsihgdded into LSODE and the temperature
profiles calculated.

2.5.4 Cost, influence of droplet models and validity of the aumptions

Before coming to the comparisons of both approaches, letrsisdbnsider the computational cost, the
influence of the vaporization and drag models on the solstias well as the validity of assumptisfi in
the context of the two counterflow flames.

Computational cost

Simulations are performed on a DECalpha EV5, 500MHz. We @mthe sectional and sampling on a
same test case with 30 sections, with two droplet modeldeTabhows that the two methods have similar
costs. However the cost of the effective conduction modptdahibitive, except for comparisons purposes
which is the topic of the next subsection.

Droplet model Method | Reduced CPU time
Effective conductivity| Sampling 24.71

Rapid-mixing Sampling 1.03

Rapid-mixing Sectional 1

Table 1 : Reduced computational cost of the methods for ¢uediphase.

Droplet model

We have decided to use an infinite conductivity model contbinéh the film theory in order to describe
the heating and vaporization of the droplets for severaaes; first it is compatible with a description of
the spray at the “kinetic level” and takes into account the siationary heating of the droplet, second it is
compatible with the sectional approach, third it is contgatwith the numerical method described above
and finally the cost of the method is not prohibitive.

As emphasized in [AS89], the non stationary heating of tlopldts has to be taken into account in this
kind of configuration. Calculation with the onion skin mod&ur96], or with a zero conductivity model
result in a real error in the localization of the vaporizatfoont.

However, is it important to quantify the influence of the legtand vaporization model on the solution
and to relate it to the influence of the numerical method, $iagpr sectional. We then compare infinite
and effective conductivity models on Flame A with the samplinethod, for 30 groups of droplets. We take
the gaseous fields for a converged solution and only solverteevay coupled problem.
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Figure 2.5:a: Difference of mass divided by the initial mass of the secftotted line for the group of small droplets,
dashed line for the group of medium ones, and solid line fergitoup of big ones). b: Relative difference of surface
temperature (dotted line for the group of small dropletshea line for the group of medium ones, and solid line for
the group of big ones. c: Temperature profiles inside theldtsfor two groups at = 0.574 cm, of radiiR = 18.93
(initial radius : 23.79) an® = 40.25 (initial radius : 41.57).

Comparisons are provided for three groups of droplets oflsmgrmediate and large size, of respective
radii : 5.95 um, 23.79 pm and41.57 pm. The dynamics of the droplets are almost identical, witblative
difference, for the large droplets, smaller tHa@% for the axial velocity and smaller than45% for the
reduced radial velocity. For groups of smaller droplets tlifference is still smaller.

The difference between the two models is more visible on taéuon of mass (and then radius) and
surface temperature of droplets, which are more directiyneoted with the droplet evaporation. On Fig.
2.5, for the smallest droplets, the difference is very spradt going beyond).3% for mass and surface
temperature. The difference increases with the size ofleiapFor droplets intermediate in size, which
represent the majority of droplets in the spray, the difieeebetween the two models reache¥% of the
initial mass of the group on Fig. 2.5a (the difference of mdessity for one group does not go beyond
0.07% of the total initial mass). For the big droplets, the differe still increases. It reach89% for the
radius and®.5% for the surface temperature; in the hot region where thermdiffce is the most important,
we have plotted on Fig. 2.5c, the normalized profiles for W@ groups of large and intermediate size, thus
showing the heat propagation inside the droplets. For thesnthe difference represent% of the initial
mass of the group. This difference however does not have fgt ®n the total mass evolution since it
represents onl9.001%.

The two models are then close enough so that the use of thi#@rdonductivity is justified for compar-
isons purposes. Some similar checks can be performed falrélgemodel; it can be shown that the use of
convective corrections based on the relative Reynolds eumite necessary for a correct evaluation of the
droplet dynamics; in fact, the choice of a more refined moaleife drag force acting on the droplets, taking
into account the acceleration forces as well as the histbtigeodroplet is not necessary and only modifies
the evaluation of the liquid properties by no more than agrércStokes regime with convective corrections
is then sufficient for our purposes.

Before starting with numerical comparisons, we still haveheck that the sectional method is applica-
ble to this configuration.

Assumptions of the sectional approach

We want to prove, using the sampling method, that for bothdkrthere is always, throughout the computa-
tional domain, a one to one correspondence between thefdize droplets and the associated temperature



74 CHAPTER 2. MULTI-FLUID MODELING OF LAMINAR POLY-DISPERSE ERAY FLAMES

axial velocity (cnfs)
tenperature (K)

reduced radial velocity (s-1)
8 & & &8 @ 8 @

25

s B 30 3 ) s s 10 15 RS 3 ) as 0 B 10 s w2 E) )
radius (microm radius (nicrom radius (nicrom

Figure 2.6:a,b : Reduced radial velocity and axial velocity as a funrctbthe droplet radius at = 0.592 cm. c :
Temperature as a function of the droplet radius for Flame A-at0.574 cm.

and two components of the velocity; one size then uniquefinee a temperature and a two component
velocity. The two phase space portraits for Flame A are plexvion Fig. 2.6a and 2.6b representing the
reduced radial velocity and the axial velocityzat= 0.592 cm. This point has been chosen because it is
located in a region where the gas is speeding up and so, theityebf smaller droplets gets higher than the
one of the bigger droplets (as in the counterexample in@edij. The temperature profiles on Fig. 2.6¢ is
taken at a point where the thermal inertia of the big dropkethe most important. In fact, radii of various
groups never cross so that all the functions remain onewo-dhe same results are found for Flame B.

The equations of the spray counterflow diffusion flames wesicten then reduce to a 1D system for
which the assumptions of sectional approach are satisfied.

2.5.5 Results and Discussion

For the heptane flames A and B, the characteristics of whielyigen above in sub-section 5.2, we compare
in this sub-section the two methods for the distributionction represented on Fig. 2.4. The impact of the
method is then presented on the two-way coupled solutiodsraparticular on the gas variables. Since
the difference is really small, we choose a converged fielthefgas variables and solve for the one-way
coupled solution with both methods. This allows us to idgritie differences of the liquid phase solutions
only due to the use of sampling or sectional.

We then show that both methods with a size discretizatignstaall enough can be considered as almost
equivalent from the point of view of global liquid variable# closer look at the Sauter mean diameter
indicates some small differences.

Variables of the gaseous phase

On Fig. 2.7, we can see the evolution of the main variableBefiseous phase calculated with the sectional
approach and the sampling method for the spray. The two @safdnnot be distinguished on all the figures
for both flames. More precisely, there is a maximum diffeeeirc the temperature profile and velocity
profile of the gas 00.3% for the flame A and).45% for the flame B, showing that, even with the coupling
of the phases, there is almost no change for the gaseoubleariahen we use both sectional and sampling
for the modeling of the liquid phase.

We then consider the one-way coupled solution of the sprag fven converged field of the variables
of the gas, and isolate the only influence of the numericaletiog on liquid variables solutions.
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Figure 2.7:Evolution of the temperature (1) and the axial velocity @yalated with both approaches for the gaseous
phase of flame A (sampling : solid line, sectional : dasheg)lib: Evolution of the reduced radial velocity calculated
with both approaches for the gaseous phase of the two flarteeaéA: solid line, Flame B: dashed line).

Mass density and Mass averaged Velocity

We can not compare each section with each group; they do maspmnd because of the difference of
the approaches : the sections are fixed in size and are ngendent whereas the groups do not see each
other and change their size throughout the vaporizatiocga® The consequence is that we can only
directly compare what we call the global spray variables:rtass density of liquid and the mass averaged
velocities of the droplets.
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Figure 2.8:Evolution of total droplet mass concentration with bothragehes (1, solid line for both the sampling and
the sectional which are almost indistinguishable), evotubf the relative difference with respect to the initial ssa
density between the two approaches (2), evolution of keatduced radial velocity difference (3) and difference of
the axial velocity relatively to the initial one (4) betwesectional and sampling for flame A on the left and for flame
B on the right.

The first interesting variable, which describes the glolaptét vaporization process, is the mass con-
centration of droplets per unit volume. On Fig. 2.8, we repra the evolution of this variable for both ap-
proaches and for the two flames. The corresponding two cuavedarely be distinguished; consequently,
the difference relatively to the initial mass density isoadsawn on this figure. The maximum difference of
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total droplet mass concentration between the sectionattendampling method does not go beydn&%
for flame A and1% for Flame B, the sectional slightly underestimating theoragation of the spray in the
hot gases zone. The difference decreases when the two @rasgsupled.

An other interesting variable is the mass averaged velogibich describes the global dynamics of
the spray. On Fig. 2.8, are plotted the difference of thelastocity and of the reduced radial velocity
between the two methods and for the two flames. The dynamitdseafroplets is almost identical, with a
reduced radial velocity relative difference smaller tha#f4, and an axial velocity difference relatively to
the initial one smaller than 0.4% for both flames. The two congmts of the velocity are treated differently
because the axial velocity is changing sign, so that onlybsolate difference is meaningful, whereas it is
not the case of the reduced radial velocity, which is alwagsving. Moreover, if we only look at the zone
before90% of the spray has already vaporized, the differences glplstdly below 0.6%; consequently, the
influence on the gaseous phase is negligible.

We then realize that from the point of view of the global vapation process and droplets dynamics,
the two methods can be considered as equivalent.

Sauter mean radius

A last global variable we can compare is the Sauter radiusecgpray, which represents the global evolution
of the droplet size. It is plotted on Fig. 2.9a and 2.9b fohbitames. The first point to be noticed is that
the changes of the Sauter mean radius are limited througheutaporization process. However, the two
methods can bring a difference up to L% for Flame A and up to Lm for Flame B.
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Figure 2.9:Evolution of Sauter radius with sampling and sectional apph for Flames A, left, and B, right (dotted
line : sectional, solid line : sampling).

Some problems also arise with the sampling method. On F8a &1d 2.9b the Sauter mean radius is
calculated from a sum of Dirac delta functions for the samplipproach; thus its Sauter mean radius is not
the one of the distribution function approximated by thismsof Dirac delta functions. The cause of this
oscillatory behavior is the multiple vaporization fronds) artificial phenomenon intrinsically related to the
sampling technique.

Even if the two methods can be considered as equivalent tnempaint of view of the global variables,
the focus on the behavior of the Sauter mean diameter reseas intrinsic differences of the methods. We
will identify the origin of these differences using a sinfiigldl configuration in section 6.
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Mass distribution function

Besides the global mass density of the spray, the mass adevatpcities and the Sauter mean radius which
are guantities in the mean, one way to look at the mass ditiribfunction and its dispersion is to plot it
directly from the liquid solution.

However, to represent these functions means to reconstrant from their discretized approxima-
tions. Let us first consider the sectional approach. The miaggbution function we want to consider is
normalized and reads, from the moment constraint (@4))) = p;V (¢)k\)(¢) in the 5 section with

f(Z’(gH) m(¢4) d¢ = 1. It then strongly depends on the assumption on the funetidri¢); as a function of

the radiusR, it is going to behave likeR? if xU)(R) is taken constant, lik&* if () (S) is taken constant
and finally will behave likeR® if () (V) is taken constant. It then becomes clear that the choiceeof th
“projection” step,x7) (¢) being taken as a constant function of the variales or V is arbitrary.

In the sampling case, the situation is not better, one hagdonstruct from a sum of Dirac Delta
functions the continuous solutions by a “reasonable” chuiian with a filter. What is then arbitrary is
the choice of the filter depending of what moment is choseretprbserved. Besides, at the location where
a Dirac delta function crosses the ordinate axis, the cooreding group disappears as well as the amount
of mass it was associated to, thus generating the obsereétisns for the Sauter mean radius. We have
chosen a reconstruction which preserves the amount ofceuafad mass, (and then the Sauter mean radius)
with an adapted filter size which bring the representatimwshon Fig. 2.10a for Flame A and on Fig. 2.11a
for Flame B. It is then obvious that this representation $ uqualitative description of the mass repartition
versus size at various points.

One way to quantify the difference between the two desomgtiis to consider the normalized mass

i - V($)f%(9) - LN
distributions functionsy = Oop d and to compute their integralg F(¢')d¢’. For
W = T v " olf 3198

the sampling method, this integral is a piecewise constamttfon and for the sectional approach, it is a
continuous function. A quantitative comparison is thenvjted through thel! norm of the difference
divided by theL! norm of one of the functions. The results are plotted for Fdémes on 2.10b and 2.11b.
It then becomes clear that the error stays below 4% until 9D#eospray has vaporized, thus proving the
good correspondence of the two methods.
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Figure 2.10:a: Repartition of droplet mass at locatior= 0.520 cm andz = 0.574 cm corresponding to simulations
of Flame A with sampling@" function) and sectional (piecewise constant functionyagphes. b : total spray mass
density (dashed line) versiis norm of the difference between the approaches (solid line).
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Figure 2.11:a: Repartition of droplet mass at locatior= 0.381 cm andz = 0.440 cm corresponding to simulations
of Flame B with sampling@* function) and sectional (piecewise constant functionyagphes. b : total spray mass
density (dashed line) versiig norm of the difference between the approaches (solid line).

Even if the global variables such as the total liquid massiieand total averaged liquid velocity are
close enough, we would like to precisely identify what is thigiin of the difference in Sauter mean Radius
as well asL' norm of the difference in mass distribution functions at¢nel of the vaporization process.
We then switch to a simpler problem where the various pr@sesan be decoupled in order to understand
the fundamentals of the numerical approximation by the tvethwds.

2.6 A 1D stationary case with no dynamical effect

We consider in this section a purely mono-dimensional cadeagpoly-disperse spray with the same distri-
bution function as in the previous section (Fig. 2.4). Thgiganjected at a temperature of 450 K, and with
a velocity of 15.05 cm:3st. We want to describe the vaporization process decoupled fihe dynamics of
the droplets, so that we inject the cloud at the same velocity

For this low gas temperature, the temperatures of the dsypldnatever their initial value, converge to
a stationary limit value related to the gas composition @napierature. For the chosen gas temperature, the
corresponding droplet surface temperature is 337.9 K.

We will consider two cases, the first one when the temperatiitiee droplets is chosen at 337.9 K, in
such a way that the cloud only undergoes vaporization, witdgnamical and heating effect. In this case,
an analytical solution is available thus providing a good watest the approaches. In a second case, the
injection temperature is taken at 299 K, thus coupling theoviaation process to the heating of the droplets.

In the first case, analytical solutions are available. M@ectically, the spray equation is then reduced
to:

0 - (wf®) +09s(Rsf®) =0,  s(Rs)=0. (2.52)

which is an advection equation with constant spBgd;.

The mass evolution can then be computed analytically franirtiial shape of the distribution function
and compared to the use of sampling and sectional with twajéption” steps on Fig. 2.12a where the total
relative mass of the spray and the difference relativelyhoinitial value between the three approaches and



2.6. A1D STATIONARY CASE WITH NO DYNAMICAL EFFECT 79

the analytical result are represented. Besides we cadctilatcorresponding Sauter mean radius for all three
approaches and compare with the theoretical approach or2 Rigp.
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Figure 2.12:a : Evolution of total reduced droplet mass concentratioritfe analytical solution (1); Difference of
total droplet mass concentration for the sampling methpdr(the sectional approach (84 (R) constant; 4x) (V')
constant) to the analytical solution divided by the initizhss concentration. b : Sauter mean radius : analyticadi(sol
line), sampling (dashed), sectional with) (R) constant (dotted), sectional wikt?) (V') constant (small dots).

The conclusions to be drawn from these results are clear. sdhmpling method, even if it generates
some oscillations due to the intrinsic representation obrtinuous function by Dirac delta functions, is
very precise and close to the analytical approach. If refgmoligh, this approach is then more precise
than the sectional approach, from both the mass point of wietvSauter mean radius point of view. We
have compared also the sectional approach where werfdkgR) constant and where we také’) (V')
constant as in Greenberg et al. [GST93]. It also appearsicleare that the choice of this “projection”
is really arbitrary and strongly influence the results, ef¢he “x(7) (R) constant” projection is better and
only reaches 2% difference.

One very important point is that the sectional approach-evatuates the Sauter mean radius, especially
concerning the tail of the distribution. The way the “big’'bgtets are treated is then not very satisfactory.
More precisely, the Sauter mean radius is supposed to gewera constant value due to the fact that the
given distribution function is almost exponentially deasing beyond a given size [LSN2] as a function
of surface. The sampling method is able to follow this betrawith oscillations, whereas the sectional
predicts a constant increase of the Sauter mean radius. Sueo&l treatment has to be provided for the
tail of the distribution function in the context of the sectal approach; this is the purpose of a subsequent
paper [LSN02].

In the second case, the thermal inertia of the big dropldigger compared to the small ones; the small
droplets thus reach the limit temperature and vaporize moiekly. This results in an increase the Sauter
mean radius of the distribution (Fig. 2.13c) in comparisathwthe case wher®g is constantly evaluated
at the limit temperature.

OnFig. 2.13a, we have plotted, on the one side, the results @iy sectional and sampling methods, and
on the other side, the prediction of the previous analyficatliction of the mass density féts constantly
evaluated at the limit temperature. Itis clear that theihgdtistory of the droplets has a strong impact on the
mass density of droplets, on Fig. 2.13b, where we have plithie relative difference of the mass evolution
of the spray for, on one side the sectional and sampling rdettemd on the other side the sampling and the
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Figure 2.13:a :Evolution of total droplet mass concentration with sangp(dashed) and sectional (dotted) approach,
analytical withRs = Rs(337.9) (solid). b : Difference between analytical wiRs = Rs(299) and sampling
(dotted), analytical wittRs = Rg(337.9) and sampling (dashed), sectional and sampling (solid).voluion of the
Sauter radius with sectional approach with) (R) constant (small dots), with sampling (dashed) and anallytith

Rs = Rs(337.9) (solid) andRs = Rs(299) (dotted).

analytical approach foRg evaluated at 299K and 337.9K, the limit temperature. Beasitlee difference
between sectional and sampling does not go beyond 2%, aing@ike 0 the previous one, where the heating
history was not taken into account.

2.7 Conclusion and perspectives

The development of Eulerian multi-fluid models for polyjksse evaporating sprays provides a promising
tool. They are a good compromise precision/cost, competitiith stochastic Lagrangian methods for
three reasons. They provide a Eulerian description of tepedsed phase compatible with the gas phase
description, thus allowing at relatively low computatiboast, implicitation, vectorization or parallelization.

It is all the more true since the number of sections necessanyler to precisely reproduce the vaporization
process can be reduced to only a few sections [EGX [LMVO01]. Furthermore, it generates only one
vaporization front for a given cloud, a features the Lagiamgnodels do not have. Finally since such
models can be rigorously related to a kinetic formulatitieytcan be extended in order to take into account
more complex phenomena like coalescence or fragmentddd®]] [LMVO01], an uncommon feature of
Eulerian models.

In this context, the present paper provides a compreheasialysis of the sectional approach, thus ex-
tending the first step into this direction by Greenberg ef@ET93]. We have rigorously derived the system
of conservation equations from the “kinetic level” of theINdms’ type spray equation. The underlying
set of assumptions have been identified and shown to be iamgpliy exhibiting some cases where the
sectional approach is not able to reproduce the couplingyofmhics and vaporization of a poly-disperse
cloud. However, even if the limitations of the approach hlagen explicitly provided, the evaluation of its
impact on multi-dimensional and non-stationary configoret seems to be limited and is the topic of our
current research.

Finally, the Eulerian multi-fluid method has been compai®dhe classical Lagrangian approach on
counterflow flames and the details of the differences idedtifin simple configurations. It appears that both
approaches can be considered as comparable for the sarheflesfinement, even if the Lagrangian one,
since it does not experience numerical diffusion, bettepr@admates the vaporization process. Actually the
sectional approach can be shown to be of order only one inzbe@scretization step and is then numerically
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very diffusive [LMO02]. The topic of our current researchhigh to create an other Eulerian multi-fluid model
which inherits the advantages of the sectional approachamuteach high order and precision [LM02].
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Chapter 3

Accurate treatment of size distribution
effects in polydisperse spray diffusion
flames: multi-fluid modeling, computations
and experiments

Rapport interne MAPLY no 347:

F. LAURENT, V. SANTORO, M. Noskov, A. GoMEz, M.D. SMOOKE, M. MASSOT, Accurate treatment
of size distribution effects in polydispersed spray diftusflames: multi-fluid modeling, computations and
experimentsprépublication MAPLY, UMR 5585 Lyon (2002)
(http://maply.univ-lyonl.fr/publis/publiv/2002/publhtml)

Abstract. An Eulerian multi-fluid model is validated by comparisonhnéixperimental measurements in the test
case of laminar spray counterflow diffusion flames. Spediah&ion is devoted, both from the modeling and experi-
mental point of view, to the treatment of the droplet disttibn tail, characterized by the rare occurrence of relativ
large droplets carrying a non negligible amount of mass. Eléerian multi-fluid approach is shown to capture the
dynamics, vaporization and heating of the droplets with@tkd number of sections and, thus, at a modest cost. This
simplification will be essential for the use of multi-fluidth@ds in multi-dimensional problems.
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3.1 Introduction

In most industrial combustion applications, such as IC megyi gas turbines and furnaces, the fuel is stored
in condensed form and injected as a spray into a gaseoumstRagther than tackling the impossible task of
dealing with such practical systems, our study focuses mimkr spray flames which provides rich physi-
cal scenarios amenable to detailed modeling. They arametdiate in complexity between practical spray
combustion systems which are difficult to interpret, and dlassic experiments and modeling on single
droplet burning, that have been the subject of a vast litezatver the past fifty years. They provide an ideal
test-case with some of the ingredients of practical flamaswithout turbulence complications. In partic-
ular, disperse phase dynamics, heating and vaporizatiogpfays with a distribution of droplet sizes can
be systematically investigated. Within the category ofif@n spray flames, counterflow diffusion flames
are perhaps the simplest. They have been the focus of vastodi®s in the past [MKGS98], [GD96],
[LLW93], [CS90] in view of the fact that, under a similarityssumption, they can be treated as a one-
dimensional flow field. We will restrict ourselves to diluterays for which the volume fraction occupied
by the liquid is small compared to that of the gas mixture.héitgh the region of high chemical activity
is usually located far enough from the injection and atotiopaarea, two-phase effects can significantly
influence flame structure, even for relatively dilute spridWkKGS98].

Most atomizers produce droplets of various sizes, whicteggpce different dynamics, vaporization
and heating histories [MKGS98]. To predict the flame strreeaccurately, it is then necessary to model the
polydisperse character of the spray in a multicomponertikeegas flow. For unconfined flames, governing
equations [GM98] under the constant pressure low Mach Nuegigeroximation apply [Gio99], [SCSG90].

The coupling of the phases occurs through additional sotemres describing mass, momentum and
heat exchanges between the two phases. To evaluate thdmmgaderms, two types of models for the
dispersed liquid phase have been considered in the literafine first one is Lagrangian as described origi-
nally in [CSS77], [Duk80], [O’'R81], [AOBS89]. Itis called “article-fluid” in [Duk80] and “stochastic parcel
method” in [O’R81]. The continuous distribution of droes approximated using a finite number of com-
putational parcels. Each parcel represents a number ofetisagf identical size, velocity and temperature.
Subsequently, the properties of the parcels injected atpseream boundary and the changes the parcel
properties undergo in time are chosen stochastically ftoendistribution that governs the droplet behav-
ior. This method is currently used in many industrial or sémdustrial codes (see for example [AOB89],
[Hyl99]). The second class of models is of Eulerian type amtyrn, can be subdivided into two subclasses.
In the first, referred by O’'Rourke [O’R81] as the full sprayuations method, the portion of the droplet
phase space is subdivided into computational cells andicidsEulerian schemes (finite difference, ele-
ment or volume) are used to resolve the time evolution of gnaysdistribution function [GB78], [HW78].
The second subclass is referred to as the moment equatiboan@there equations for only some moments
of the spray distribution function are derived and solvaduigh classical Eulerian schemes [THA76]. Full
spray equations are expensive in terms of both computationa and memory storage even in the rela-
tively simple 1D case in which the phase space is of dimenéidbn the other hand, the moment equation
method have shown to be useful in some particle populatioblems [WMRO01], where the size of the
particles are small enough so that the velocity distributioes not depend on the size of the particle. How-
ever, this approach does not provide sufficient precisiommfost sprays applications. Some other Eulerian
models which were conceived to reduce the cost of fully Lagi@n models often relied on the approxima-
tion that the spray is monodisperse [RS95], a drastic assomior usually polydisperse spray combustion
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[MKGS98]. Even in the case of some extensions such as [D$O%hich a Eulerian semi-fluid method
based on velocity moment closure of the probability derfsibction at sampled size was used. However,
this does not allow to precisely describe neither the cogplietween dynamics, vaporization and heating
nor the particle interactions such as coalescence.

A natural improvement would be to use models intermediatesdxn the full spray equations model
and the moment equation models, where some dimensions @htiee space are treated using moment
equations and some others using the full spray equationadéthsuch a way that enough precision is
maintained at relatively low cost. In a recent paper [LMOA¢ have provided a theoretical basis for the
derivation of this multi-fluid model from Williams spray egfiion [Wil58] at what can be called a kinetic-
theory level of description. It can be considered as an sidarof the ideas developed by Greenberg et al.
[GAT86], [GST93] with the sectional approach. This theimadtbasis is essential in order to extend this
model to more complex situations, such as, for example, vebalescence is present [MV01], [LMVO1].
We call such a method multi-fluid methodin that the dispersed phase is described as a set of consinuou
media or “fluids”, each fluid corresponding to a statistiozrage in a section covering a range of droplet
sizes. The method was named the sectional approach in [GATEBT93]. The evolution of these coupled
sections or “fluids” is governed by conservation equatiansriass, momentum and enthalpy.

We clarified the set of assumptions necessary to derive tht-fioid sectional model from the spray
equation at the kinetic-theory level of description andehavovided the derivation of the whole set of
conservation equations describing the dispersed liquads@hThe multi-fluid model was also compared to
the classical Lagrangian approach on spray counterflowsidff flames and other test-cases in [LM01]. The
conclusion to be drawn from this study is that the samplinghod if sufficiently refined, is more precise
than the multi-fluid approach which is only a first order metlas it was proved in [Lau02] and experiences
strong numerical diffusion. However, such an approach lvdiome much too expensive for nonstationary
problems, where we are heading towards a Eulerian modelanitv computational cost which is still able
to capture the size distribution effects of the spray.

A detailed study on heptane spray diffusion flames [MKGS®®ged that, even if the structure of the
spray flame was globally well predicted by the simulatiohs, Eulerian multi-fluid approach was underes-
timating the vaporization of the large droplets as compéoetie experimental results. Characteristically,
we face the difficulty of modeling the tail of the spray distriion characterized by poor statistics. Yet, even
these rare events can be significant, since large dropleisaaon-negligible amount of mass and eventu-
ally survive the longest in the flame, in some cases even faimgt the flame itself, if residence times do
not allow for complete evaporation.

The purpose of the present paper is to propose, in the cootext Eulerian multi-fluid modeling of
polydisperse sprays developed by the authors [MKGS98],JLMan improved and optimized numerical
description of the distribution tail that is validated wigkperimental measurements. It will be shown that
the multi-fluid method is especially suited in this kind disition and describes precisely the polydisperse
spray with a limited number of unknowns. To that end, an arpanmtal effort was implemented tailored to
the need of high quality statistics of the validation schewtdich provided a comprehensive database of the
droplet mass distribution function.

Correct predictions of the behavior of the distribution tdiers numerous advantages. Mathematically,
the boundary condition when the size of the droplet tendsfinity has to be provided. For example, it
is critical in the rigorous derivation of a coalescence naué¢he framework of the sectional approach, as
derived by Laurent, Massot and Villedieu [MV01], [LMVO01].uxherically, discretization of the distribution
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function for comparison purposes using a sampling or seatimethod requires precise evaluation of the
amount of mass in each group or section. Knowledge of theggréehavior of the continuous distribution
function allows one to make the best choice for the locatidroandaries of each section or group, to reduce
the number of unknowns in the multi-fluid approach within asfied level of precision. Also, it allows
one for the reconstruction of the real distribution funtfor comparison purposes even under conditions of
poor experimental statistics. This reduction of the nundfefegrees of freedom will be particularly useful
for the application of the multi-fluid methods to realistid Br 3D configurations.

The paper is organized as follows: first, we describe theraxgatal set-up. Subsequently, various
multi-fluid models are presented, as well as droplet modelmerical methods and boundary conditions.
Next, we investigate the optimality of the discretizatiaritie size phase-space. We use experimental data on
the tail of the distribution function and show that the beébawf the distribution function for large droplets
does not change significantly throughout the flame so thatweeronstruct the tail, even in those locations
where statistics are poor, that is, close to the vaporiaagtiane. A discussion on the reduction of the number
of degrees of freedom for both multi-fluid models and the eissed difficulties follows. Calculations with a
fine discretization of the size phase space (30 groups dosstare then compared to simulations with the
improved model (only 6 or 12 groups or sections). Signifisatihe precision of the results will be shown
not to suffer from the reduction of the number of unknownse Efficiency of the method in treating the
distribution tail is tested in a 1D test case, for which atiedy solutions are available. Finally, the improved
models are compared to experimental measurements totealfdaproposed approach.

3.2 Experimental Technique

An axisymmetric counterflow diffusion flame is stabilizedawvertical configuration between two opposed
nozzles. The oxidizer, diluted with nitrogen or helium, &l ffrom the top nozzle and the fuel from the
bottom. The liquid fuel, heptane or methanol, is disperssdgia commercial ultrasonic nebulizer as in [1].
A polydisperse distribution of droplets is generated, veitlerage diameteb,o = 40 um for the heptane
flame. The choice of the atomization system minimizes thecisl slip between the gas phase and the
liquid phase, allowing for the use of a similarity soluti@s, it will be further explained below. Both exits of
the burner terminate in a contraction, contoured follonengell-established wind tunnel design practice,
to generate a uniform axial velocity profile in the radialkdition. The exit diameter of each nozzle is 12.5
mm and the separation distance between them is kept at 13 tamgds are fitted to the nozzle outlets to
prevent buoyancy effects from altering the "flatness" offtame near the burner centerline. Cooled water
is circulated through the upper flange to keep it at a desaegbéerature.

Radial and axial velocity components are measured togethikrthe size distribution of the droplets
using a commercial phase Doppler anemometer (Dantec Bieks). The velocity of the gas phase is
measured using seeded particlesAd$O3, with a nominal diameter of 1.pm on the oxidizer side and
heptane droplets with a diameter smaller thann8 on the fuel side. No corrections for thermophoretic
effects are made. The temperature of the gas phase is meéasimg a coated Pt/Pt-10%Rh thermocouple,
with a bead diameter of 20@0m. Standard corrections for radiative losses are applied.

Experiments are performed on three flames: Flame A, a hefitane with moderate strain rate, Flame
B, also using heptane but at a higher strain rate, and Flaraen@thanol flame. Key experimental parame-
ters, subsequently used as input for the computation,siegllin Table 1. They include: total mass fluxes on
each side of the burner in columns 2 and 3, fuel and oxidizessrfractions in the two streams in columns
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4, 5 and 6, the extrapolated velocity gradients at the baugslan columns 7 and 8 [MKGS98], the oxidizer
temperature in column 9 and the burner separation in theddsinn.

One characteristic parameter of the spray which is not ptedein Table 1 is the size distribution
function at the burner mouth and will be investigated in dl@eSection 5. On the fuel side the discretized
mass distribution at = 0 is chosen to match the experimental measurements. Veleeitid temperature
are the same as for the gaseous phase. The temperature aeltbiglé i299K for all flames.

PV fuel Pvoz | Yormye | Yeuson | Yo, | O:Vfuel | O:Vor | Tow | Az
g.cm™2 | g.em™? 51 51 K | mm
Flame A| 0.055 | 0.039 | 0.23 0.0 0412 41 64 |299| 12
Flame B| 0.077 | 0.079 | 0.21 0.0 0.66 10 83 | 299 13.65
Flame C| 0.049 | 0.027 0.0 0.47 0.95 60 0 800 | 13.48

Table 1:Characteristics of the flames.

3.3 General modeling of the coupled two-phase system

The purpose of the present section is to provide a matheahatiodel to describe both the multicomponent
reactive gas mixture and the polydisperse liquid sprayierlry the gaseous flow as well as their two-way
coupling. The equations governing multicomponent reactiows have received considerable attention.
For laminar flames with slow velocities, the conservationagigpns governing the multicomponent reactive
gaseous mixtures [GM98] are taken under the Low Mach Numpproximation [Gio99] with constant
boundary conditions on pressure thus yielding the isolfkmioe equations. The spray is a dispersed phase
so that the coupling of the phases only occurs in the gas gysations through additional source terms
describing mass, momentum and heat exchanges betweenatipbases. In the first sub-section, we recall
the system of equations for the gaseous phase in the 1D isdllifusaxisymmetrical configuration of coun-
terflow diffusion flames. The multi-fluid modeling and sampliapproach of the dispersed liquid phase are
then presented in details in the second sub-section.

3.3.1 Modeling of the gaseous phase

The governing equations for the multicomponent reactingumé of gas carrying a dilute spray can be taken
as the isobaric flame equations under the low Mach Numbepajppation [Gio99] without accounting for
the Dufour effect, but with added source terms in the comgiEnvy equations, representing the coupling with
the liquid phase due to the exchange of mass, momentum ahddteaen the two phases. Those equations
are given in [LMO1]. The counterflow configuration admits ansgetry of revolution. The set of stationary
equations can then be written as a 2D axisymmetrical system.

For this same configuration, when the flame is purely gasemasgan look for a 1D self similar solution
of the 2D system of equations [SCSG90] satisfying the falh@functional dependences: the density of the
gasp, its temperaturd’, its axial velocityu,, its reduced radial velocit)y—" and the mass fractiorg, of
the species of the gas have no radial dependence. They at®hgof the'axial coordinate. The pressure
field has a particular form = patm — J% + p(z), wherer denotes the radial coordinate. In the absence of
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radial dependence of the boundary conditions, the derieligisnilar equations are an exact solution of the
original 2D system.

When the gaseous mixture is carrying a spray, the selfaimsiblution is preserved assuming that the
source terms coming from the spray have no radial depengiérecsystem for the gaseous phase then reads :

ov

20U + — = —8§™M%% (3.1)
0z
9Y, 0 species mass
Va—zk + 5, (PYiVey) = mywr, — S + VS (3.2)
2+ v — g4 L (390 _ Lgmom | g7 gmass (3.3)
0z 0z oz T
Ou, ap 0 ou, ou 290 ou,
= - - -z _ 27 __ qmom ; mass (3 4
VBz Bz+28z <n62>+2n8z 30z <7}(2U—I— (92)) 5, +u.§ (34)
or 0 or S < or enth
Vo = o (Ag) = — 2 hymgwy, — 2,)1/,Ccp,kvz,kE -8 (3.5)

whereV = pu, is the axial mass flux/ is the reduced radial velocity, is the specific heat of the gas
mixture,c, = Y cs Yicpk: cp the specific heat of thi?" species is the heat conductivity, is the shear
viscosity, J is the reduced pressure gradiehf, the enthalpym, the molar massy, the molar chemical
production rate and, , the axial diffusion velocity of thé&'” species of the gas. The ter§®ass, Szp“i“,
S™om and Se™h represent the exchange of total mass, mass of the speciesgruom and enthalpy with
the liquid phase. A model for the dispersed liquid phase ddmetchosen in order to express these source
terms.

3.3.2 Modeling of the dispersed phase

The evolution of the dispersed phase can be described byististd approach [Duk80], [DS97], [Wil85],
[VHO7]. The spray is composed of spherical droplets charaed only by one geometry paramege(in
practice,¢ is the radius, the surface or the volume of the droplets)vatlieber number, one velocity and
one temperatur@). The spray is then characterized by a distribution funcfié(t, z, ¢, u;, Tj), also called
probability density function, so that® dz d¢ du; dTj is the probable number of droplets at tihén the
phase space elementary voludweds du; dT; around the pointz, ¢, u;, T;). This distribution functionf?¢
satisfies a transport equation which is a generalizatiohegtjuation given by Williams [LMO01], [Wil58],
[Wil85].

Multi-fluid approaches can be rigorously derived from thisekic-theory model : the distribution func-
tion is averaged over velocity and temperature and digeetin terms of droplet size, so that the poly-
disperse spray and its infinite range of droplet sizes canelerithed with a limited nhumber of variables
[LMO1].

Eulerian sampling method

The Eulerian sampling description is developed and predent[LM01] for a one-dimensional stationary
configuration in which droplets did not experience flow reatr It can be applied to the counterflow dif-
fusion flame because the problem is essentially 1D with timdagiity assumption and we assume that the
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droplets always flow in the same direction [LMO1]. As in thegtangian description, we discretize the
distribution function as a sum of Dirac delta functions:

2z, é,u,T) Zn ( ( P )(z)> ) (u —ul® (z)) ) (T - Ts(l)(z)) (3.6)

We then replace the set of droplets Nyindependent groups, the droplets of each grohavmg the same

characteristics (the same geomeﬁt‘i) the same veI00|tyL§) and the same temperathé ). The number

of droplets per unit volume of th&" group is denoted (). In the considered configuration, the Lagrangian

description in terms of timeis equivalent to the Eulerian description in terms of spétieation z because

for each group, the function— z((t) is single-valued. The detail of this relation can be founfLMO01].
General equations for a 1D stationary problem are giveniJL]. Here, we also look for a self-similar

1D solution for the liquid equations, with the functionapaedencies:

(z) — pg)( ), g)usz’)z _ Vs(i) (2), wu z)T _ rUs(i)(z), Ts(i) — T(i)(z) (3.7)

Sy

resulting in a system of 1D ordinary differential equatidosthe liquid variables as functions of the axial
coordinate. Namely,
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wherern() is the rate of mass exchange between the two media for ondetirgfd) is the rate of heat
exchange and WherEz(Z), Fr(z) are the axial and radial components of the drag force. Theesdarms in
the gas phase equations then read :

K K

gmass _ _ Zn(z)m(z)’ gmom _ Z (ng)F(Z) _ n(l)m(l)ugz)) , (3.13)
i— =1

Senth - _ Z <q(z) + L(z)n(l)m(l) _ n(l)m(l) (h'F(Ts(Z)) — hF(T))> , (314)

i=1

whereh is the enthalpy of the fuel in the gaseous phasefidthe latent heat of vaporization at temper-
(1)

atureTy .

Eulerian Multi-fluid approach

The sectional model, developed by Tambour and al. [GAT&$T93], is a discretization, in fixed radii sec-
tions, of the distribution function averaged with respeatelocity and temperature? (t, z, ¢) = IS f¢ du, dT;,
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the form ofn as a function of the geometry being independentaridz in a given section. In this way, the
evolution of the mass concentration in a section is decaolfptam the repartition in terms of sizes. The set

of droplets is then discretized in a few sections, fiesection being defined bzyf;zn <o < ¢$f;;;1). In
each section, the shapef is fixed in the following sense:
n?(t,z,¢) = mY(t, 2) K9 (9); (3.15)

wherem) is the mass density of droplets (mass of liquid per unit vajim the;j* section, with a moment
constraint ons(9) [LMO1], [GST93].

The choice of thes(/)(¢) is equivalent to the choice of a basis, the continuous Histion function is
projected on; this will be denoted by the “projection step’ttie numerical analysis sense. The simplest
solution is to choose(?) constant in a section. However, we still have the choice,afhich can be either
the radius, the surface or the volume of the droplets, anddeflne different projections. This issue was
studied in [LMO1] and [Lau02].

Each section is then characterized by its mass density; its averaged veIocitya((jj) and its averaged
temperatur@éj). The sections have fixed sizes, which is a major differencepewed to the sampling
method. However, they are not independent from each otkera@ging mass, momentum and heat between
one another. The precise set of assumptions in order to @éetlog sectional conservation equations from
the kinetic-theory transport equation is given in [LMOZX]islshown in particular that the sectional approach
pre-supposes a particular form of the distribution functio

3
f¢(t7 Z, ¢7T1laul) = n(t,x, ¢)6 (T'l - Td(t,ﬂ?, ¢)) H d (ul,k - ’U,d,k(t, Zz, ¢)) (316)
k=1

whereTy(t, z, ¢) anduy(t, x, ¢) are averaged quantities for a given sjze

In order to use this approach in the counterflow configuratiemlook for a 1D self-similar solution of
the 2D axisymmetrical system. Just as for theusampling ndetive then assume that the droplet density,
the axial velocityug ,, the reduced radial velocity% and the temperature of each droplet group have no
radial dependence:

ml) = m(j)(z), m(j)u((f;i = Vd(j)(z), ufijﬂ), = rchj)(z), Ty) = Td(j)(z). (3.17)

With those assumptions, all the source terms, except for entum ones, have no radial dependence. The
compatibility of the similarity assumption with the droptaodel will be discussed in the next sub-section.
The set of equations then reads :
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whereVd(j) = m(j)ufj"i is the axial mass fluwy) is the reduced radial velocity of droplets aﬁkﬂj) is a
constant characterizing the exchange between the seetithsalculated from the shape of the distribution
function. The rate of mass exchange between the two me#iiaand the rate of heat exchangé) are
calculated in an averaged radius determined through theesbiathe distribution function. The drag force
is also calculated in another averaged radius. The soumes e then:

N N

gmass = 3 (@), gmom — 3 ( FO) ) mmug)) , (3.22)
j=1 Jj=1
K . . - . .
genth _ Z (q(y) + LU0 — D (hp(TV)) — hF(T))> , (3.23)
7j=1

whereL{) is the latent heat of vaporization of the fueﬂ%lj ),
In the approach described above, as for the sampling methedxchange termg(%), 11 and ¢V
depend on the choice of a droplet model.

3.3.3 Droplet model

We use an infinite conductivity model, also called "rapid imgX model, combined with the modified film
theory for convective corrections in order to describe thatimg and vaporization of the droplets for several
reasons : first, it is compatible with a kinetic-theory dgstn of the spray [LM01] and takes into account
the non stationary heating of the droplet; second, it is aibfe with the sectional approach; third, it is
compatible with the numerical method described below;tlguihe cost of the method is not prohibitive;
and finally, it provides good results in the present confioingl MKGS98]. The evolution of droplet tem-
perature is then given by the equation (3.12) or (3.21). Bohayroup or section, the detailed expressions
of the exchange terms of heat and mag8, and(?), can be found in [AS89]. This model has already
been compared in [LMO01] with the effective conductivity nebdf [AS89] and for which the instationary
evolution of the inner temperature profile of the droplet®ilowed. Even if it is a little more accurate than
the infinite conductivity model [AS89], its cost is signifityy greater and the results are close enough so
that the use of the infinite conductivity is justified [LMO1].

The drag coefficient can be described by a Stokes law withamive corrections based on a relative
Reynolds number, where the viscosity is evaluated at theungixconcentration and temperature in the
boundary layer close to the surface (using the 1/3 rule) 338 C73]. For the configurations we consider,
the Reynolds number is of order unity. Thus,

(Red)Q/3 1 2R|u — |
R (u—uy), Red:fa

(3.24)

2 6

9
F(R,u,u;) = = (1 +
wherew is the gas-phase velocitf the radius of the droplets; the kinematic viscosity and the shear
viscosity of the mixture evaluated at the mixture concdiaina It can be shown that the use of convective
corrections based on the relative Reynolds number is nagefs a correct evaluation of the droplet dy-
namics. In fact, a choice of a more refined model for the dragefacting on the droplets is unwarranted
[LMO1].
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This form of the drag force has to be slightly modified so th& ean treat the problem as one-
dimensional. The termEr(k)/r and Fz(k) can bring in radial dependence on the source term of the mo-
mentum equation or in the liquid equations, if we use the &dkw with convective corrections (3.24).
However, if we replace the Reynolds numbigy; by the Reynolds numbek?] based on the axial compo-
nent of the velocity

g(gip _ 2Ru, — ud,z|’ (3.25)

14
the source terms in the momentum equations will then loose thdial dependencies, and the 1D similar

solution for the gaseous and the liquid phases is an exadaicolof the 2D-axisymetrical system. The
Reynolds number reads

2 .
Req = 7R\/(uz —ug,)? + 172 (U —UD)?, (3.26)

where U is the reduced radial veIocitVsi) or Uéi) of the i** group or section of droplets. Clearly,
these two numberg,,; and R2; coincide along the centerline and are only approximatelyaketp each
other in a zone surrounding the centerline. Our 1D modelda tinly valid in this zone and experimental
measurements are also confined to this zone. A determinaitibie bounds of the zone where the solutions
of the two sets of partial differential equations remairselis beyond the scope of this paper.

3.4 Numerical methods

We briefly present the numerical approach used for all thalsitions; we refer to [LMO1] for more details
and extensions. The numerical approach proceeds with augiecbadaptive nonlinear boundary value
method. To reach a steady-state solution for the complet#iqyad system, we alternatively solve the gas
and liquid conservation equations, numerically decogpthre two phases. In order to have a good 'initial
guess’ for the method to converge, we use a pseudo-insagionethod for the gaseous phase. When the
instationary terms are below a fixed tolerance, stationgpations for the gas are solved. We terminate
the process when the norm of the difference between sugeasss and liquid-phase solutions is below the
error tolerance for the combined solution.

The procedure for the gas has been discussed in detail elseMBICSG90] and we outline here only
its essential features. With the continuous differentjgdrators replaced by finite difference expressions,
we use a damped Newton method [Deu74] to solve the discdeigstem. As typical of these types of
problems, the computational mesh is determined adapt{tledydifference between the components of the
discrete solution and of the gradients between two pointh@imesh is then equidistributed). Transport
properties, such as binary diffusion coefficients, theromadductivity and the shear viscosity, along with
the chemical source terms, are automatically evaluatedsimg nighly optimized libraries [DG88] and are
taken from [HMD97] for heptane and similar to [GD$6] for methanol.

The first-order spray equations are integrated with a stiffrary differential equation solver, LSODE
for the package ODEPACK from the netlib library [Hin83], finche fuel boundary condition unfi.9% of
the initial liquid mass has evaporated. For the 1D systensohe the two-way coupled ordinary differential
system of equations with the similarity assumption. Thettaries of the droplets can then be deduced from
the similarity assumption.
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3.5 Optimal discretization for both multi-fluid models

To discretize the distribution function and consider onlfinite number of liquid “fluids” coupled to the
gas phase equations, several approaches can be implemienpeelvious work [MKGS98], [GD$96] the
discretization points were evenly spaced in droplet raklit is, the range of sizes covered in each section
was kept constant, and the upper limit radius was definedeagaiue beyond which no mass was found.
The discretization was applied with higher and higher ngsm till the solution became independent of
it, within a prescribed tolerance. Even if the overall staue of the spray flame was adequately predicted
by the simulation, a few problems arose. For starters, @ectat the beginning (low size end) and tail
(upper size end) of the distributions have typically vemy lmount numbers. As a result, their statistics are
unreliable.

But, there appears to be an intrinsic problem with the seatiapproach. For example, statistical con-
siderations would not explain why the vaporization of thgdadroplets was systematically underestimated
relative to the experimental results while that of the srdedplets was overestimated. Hence, an in-depth
assessment of the multi-fluid approach and its shortcomgwgsrranted.

3.5.1 Fundamentals

Simulations were made on heptane flames or methanol flameg 8sections (see Fig. 3.1a) that were
equidistributed in radii. As a result, mass was unevenlyiti@mred among the various sections at the burner
outlet, with most of it being concentrated in only 3 sectiofikere is no fundamental reasons to justify this
selection except for the fact that droplet radius is an eérpartal observable.

The shape of the distribution functior(?) in Eq. (3.15) is fixed in each section [LM01], [GST93]. In
[GST93], for example, the volume-based distribution fiorct,”, that is, the droplet number density was
assumed constant in each section. The selection of the finagi®n through the projection step defined in
subsection 3.2.2 by Eqg. (3.15) will affect the exchangeh thie other sections and with the gas, particularly
so when the bulk of the mass is concentrated in a few sectiousmd the histogram peak. Also, because of
the typical shape of a distribution (see Fig. 3.1), a contsthape function results in an overestimate of the
evaporation of the largest sections and underestimatesiewaporation of the smaller droplets. One could
conceivably choose other projection steps, with eitffeior »° taken as constant in a section (however, once
one projection step is chosen, it fixes the profikés for all other¢). For example, choosing? constant
yields better agreement because of the shape of the partitistribution function. But any such selection
would be arbitrary [LMO01] or has to be based on rigorous nicaéanalysis [Lau02].

The treatment of the last section presents additional diffes, since the selection of an upper limit of
the discretization, when only a few sections are used andateequidistributed in radius, influences the
entire discretization, as shown in Fig. 3.1c for the case@®fbaction model.

A potentially preferable discretization criterion woul@ ko ensure that the mass is equipartitioned
among the sections, since mass is the primary extensiveyolhat is exchanged between sections and
between the liquid and the gas phase. As shown in Fig. 3.lb¢lioice results in a refined discretization
where the mass is concentrated, which is advantageoustema®luence of the projection step will be less
significant in this case. However, it produces two largeisest the first and the last one, where further
intrasectional modeling is needed.

For the treatment of the first section, we decided to takeonstant as a function of surface, which is
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Figure 3.1:Experimental mass distribution function (continuous)iaed equidistributed sections (hystograms), with
constant radius intervals (a) or constant mass in eaclosdty). (c) Effect of changes in the maximum droplet radius:
38.3um (solid line), 48.2m (dashed line) for a 6-section distribution with constaalius interval in each section

equivalent to choosing” linear as a function of radius, a choice that will prove to teguate.

For the treatment of the last section, we will be guided byeeixpental information. The count distri-
bution function and the corresponding mass distributiorcfion at the inlet are presented in Fig. 3.2 as a
function of the droplet radius for two samples of differei#tes: 5,000 droplets (on the left) and 100,000
droplets (on the right). The distribution of the smaller géaris invariably noisier and the amplitude of the
fluctuations in the distribution is amplified in the massritisttion function. Notice also that the detection
of large droplets has a significant impact on the mass disioilb and the statistics of the tail are inadequate
to extract a distribution function trend without arbittgrsmoothing the function.

Obtaining large samples in high data rate regions of theyspea at the burner outlet, is experimentally
feasible. This is not the case when the data rate (droplétstee per unit time) has decreased dramatically,
that is, close to the plane beyond which all droplets havenagd (the vaporization plane). In the ensuing
discussion, we demonstrate, after painstakingly cotigctiery large samples throughout the flame, that
aspects of the distribution function, such as, for exantpketail profile are self-preserving.

Fig. 3.3a shows that the tail of the distribution functiohas a function of the droplet surface seems to
have an exponential behavior. If this behavior is confirmiedughout the flame, we have a clear recipe to
reconstruct the distribution tail.

To that end, a nonlinear sliding regression is applied tolittear region in the semi-log plot in Fig.
3.3a, so that® ~ exp(a S + b) whereS§ is the droplet surface. The reconstruction algorithm idiaggo
samples collected at many locations within the intervatfinlet to vaporization front for Flame A. In Table
2, the slope: of the logarithm of the distribution tail® (distribution function as a function of the surface) is
presented. The maximum difference between the mean valire slope and individual values is no more
than8%, which has a negligible impact on the mass repartition antbagarious sections. As a result, we
can consider the slope constant. For modeling purposes, weewill apply a continuous representation of
the size distribution, as inferred from the high data ratgeexnents, even to low data rate regions.

point (102cm) | 120 | 195 | 235 | 420 | 495 | 520 | 570
slope (16%) | -6.2|-59|-59|-6.1|-6.4| -6.2 | -6.7

Table 2:Experimental slopes dbg »° at various locations along the burner axis.

An example of this distribution function reconstructionngsa continuous representation is given in
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Figure 3.2:Distribution functionn®(R) and mass distribution calculated on a sample of 5,000 (figarethe left
side) or 100,000 droplets (figures on the right side).

Fig. 3.3b and 3.3c. This reconstruction is performed heeepatint close to the flamez = 0.57 cm, where
the statistics have already deteriorated. This approaarlglremoves some arbitrariness in the comparison
between experiments and calculations. Also, it should me##he accuracy of the calculation.

Using an Eulerian sampling method with a highly refined @igzation of 76 groups equidistributed
in radius, we checked that the distribution function isl gtfdponentially decreasing but also that the cor-
responding value of the slope stays around the initial valitkin a 7% range in Fig. 3.4a. This is in
fairly good agreement with the experimental measureméerts. self-preserving exponential decay in the
large size range, as observed experimentally as well asnuaihg suggests the applications of this type
of function to the last section in the equidistributed massrdtization. Three reasons make this approach
desirable.

First, if, as argued earlier, it is preferable to equidigtte the mass among the sections, one has to be able
to evaluate precisely the amount of mass in each group dose®/hen the experimental statistics are poor,
as is often the case for sparsely populated large droplgegithe use of a continuous distribution removes
any difficulty. Furthermore, the well-defined behavior oé ttontinuous distribution function simplifies
the location of the section boundaries - a critical choiaané wants to reduce the number of sections, and,
consequently, of unknowns without letting the level of | deteriorate. This reduction of the degrees of
freedom will be essential to adapt the multi-fluid method&@oor 3D systems. Second, the prescription of
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Figure 3.3:Logarithm of the experimental distribution functiahas a function of the surface for a sample of 100,000
droplets. Experimental and reconstructed number densiydle) and mass distribution functions (right).

a boundary condition when the size of the droplets appraaictii@ity is generally useful in the modeling of
the evolution of the size distribution, as, for example hia analytical treatment of coalescence phenomena
of relevance to practical sprays (see, for example [MVOLMYO01]). Third the exponential decay as a
function of surface is compatible with the pure vaporizatirocess, which is equivalent to an advection
equation in the surface phase space preserving the forne afistribution.
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Figure 3.4:(a) : Calculated slopes tgr® in different points with a refined sampling method (76 groofdroplets).
Experimental distribution function and choice of the sausi for the sectional approach with 6 sections (b) and 12
sections (c).

3.5.2 Application to multi-fluid methods

We apply the previous considerations to a discretizatiotih Wiand 12 sections. We also assumed that
xU)(R) is affine in the first and last but one sections. For other sestibecause the derivative of the
distribution function can change, we merely assufi&( R) to be constant as a function of radius. Although
there is some arbitrariness in this choice, its impact offitla¢ solution is minimal because the inner sections
represent only very small size ranges. The patrtitions ofdteis spectrum for the distribution are shown in
Fig. 3.4b with 6 sections, and in Fig. 3.4c with 12 sections.

For the last section, the exponential decrease of the llitivn function is clearly well suited to the
sectional approach. In [LMO01], we saw that the velocity amel temperature considered in a section are
supposed to be the mass averaged velocity and temperatuhe. l&st section covers too large a range of
sizes, some different dynamics or heating can developéntis section and the assumption of a single



3.6. NUMERICAL COMPARISONS 99

velocity and single temperature can be poor. Where the itgloctemperature of the gas are changing, we
can check that the temperature and velocity of the sectiercarectly describing the averaged dynamics
and heating as follows.

We can compare two numerical simulations. A first one withgbetional approach is performed on
Flame A with 6 sections equidistributed in mass, with a itigtion function exponentially decreasing as a
function of the surface in the last section and affine or @mtsh radius in the other sections (discretization
shown in Fig. 3.4b). We then consider a finer discretizatiath & total of 15 sections: the first five
sections are taken to be the same as in the previous cateylétie last section is divided into 10 sections
equidistributed in mass. We can then compare the velocitytha temperature of thé" section in the
case of the first discretization with the mass averaged igland temperature of the last ten sections in the
second case. The relative difference between the tempemitthe last section for the coarse discretization
and the corresponding mass averaged temperature for thalioeetization is less than6%. The effect
on the temperature can then be neglected. The differencaadfvalocity is below1.6% of the initial axial
velocity. Beforez = 0.57 cm, a zone where more th&6% of the spray mass is vaporized, this difference
is less thard.5%. For the radial velocity, the difference reacl3§s close to the flame but is less thai90%
beforez = 0.57 cm. These results show that even if the distribution taiegresented by a big section, the
dynamics of the droplets are well described with the chobapes of the distribution function, in the zone
where there is still some amount of mass in the spray. At flesiag, this property seems to be related to
the particular problem we are considering. However, thetfat the distribution function is exponentially
decreasing as a function of surface, results in an impocamtentration of the droplet number close to the
lower size boundary. Consequently, except in some extrétmations, the description “in the mean” for
this last section will be reasonable.

For the sampling method, we have to choose the radii and nudesity. To this end, we can parallel
the approach implemented in the sectional method. The nuofildeoplets and their radius in each group are
chosen so that the amount of mass and of surface for each graighes the experimental measurements:

4 \3 ) ¢£:L)az A\ 2 ) ¢£r?am
plgﬂ(R(z)) () = / pron®($)de, 47r<R(’)) () = / sn?(¢)do. (3.27)
é )

@) (i)
min mn

3.6 Numerical comparisons

We will investigate in this section the influence of the retghut of the number of unknowns on the precision
of the calculation. To this end, we will consider three cagles first one is a simplified 1D configuration,
also used in [LMO01], where dynamical effects and heatingat#f due to the dynamical and thermal inertia of
the droplets are not present. Only vaporization is presiuas, leading to an analytical solution. It is useful
to gauge the impact of the discretization. For the second, @as consider the two heptane flames, Flame
A and B, with two approaches and various discretizationléewd/e know from [LMO01] that we can take a
simulation with 30 groups with the sampling method as a esfee and compare it to coarser discretizations.
Lastly, we consider the methanol flame, Flame C, with a higairstrate. A coarse discretization with
equidistributed radii can lead to satisfactory results ntiee flame is stable as in [GDS6]. This is not
the case when the flame is weaker and becomes more sensitiveedmplets vaporization history. A good
description of the tail of the distribution will then be ofresequence and impact also the chemical species
profiles such as the radicals responsible for the formatiggoliutants.
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3.6.1 A 1D stationary case with pure vaporization

We consider in this section a purely monodimensional cadaalydisperse spray with the same distribu-
tion function and the models described in the previous @estior the dispersed phase. The gas is injected
at a temperature of 450 K, with a velocity ©5.05 cm.s™'. We want to describe the vaporization process
decoupling it from the dynamics of the droplets, so that wecinthe cloud at the same velocity as the
gaseous phase in a gravity-free environment.

For this low gas temperature, the temperature of the dmplatverges to a stationary equilibrium value
related to the gas composition and temperature. For theenhgess temperature, the corresponding droplet
surface temperature is 337.9 K and the droplets are injestteldis temperature, in such a way that the
cloud only undergoes vaporization, without dynamic or imgaéffect. In this case, an analytical solution

. . . ds . . .
is available; the rate of regression of the droplet surfRge— e is then constant as a function of time

and space (the velocity;, being constant), so th&t = Sy + Rst = Sy + ’j—fz. The distribution function
then satisfies an advection equation with constant velatitlye phase space; its value at locatiocan be

deduced from the initial distribution function by a trarisla of &z If the distribution tail, as a function
U

Rg Rs ,

of the surface, can be written @5 at the inlet, the distribution becom@g:*(5* 2 #) — @S x ¢ u:
atz. Itis interesting to note that the tail of the distributiam€ttion is preserved in this purely vaporization
process.

The differences of mass, relative to the initial mass, betwaeach the three discretizations (6, 12 and 30)
and the analytical result are plotted in Fig. 3.5a for thearg method and in Fig. 3.5b for the sectional
one.
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Figure 3.5:Evolution of the difference of mass with respect to the esatition, relative to the initial mass, for the
sampling method (figure a) and the sectional approach (figuvgth 6 (solid line), 12 (dashed line) and 30 (dotted
line) groups or sections.

For the sampling method, as expected [LMO1], the error withrefined mesh is below 0.1%, below 0.8%
with 12 groups, and it reaches 1.5% with 6 groups. For 6 andd2pg, most of the error is due to the first
and last groups which are related to the existence of largesiitd last sections. This approach is not very
satisfactory and many groups should be used in these retfidngprove the precision. For the sectional
approach, the errors are similar for the three discretinati The error for 12 sections is even smaller than
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the one for 30 sections and the one for 6 sections is smallenést of the domain, where some droplet
mass is present. It shows that the optimization of the nurob@nknowns conducted in the previous section
has a strong impact on the precision of the mass density pfatso

We further compare the mass distributions function throtingdir integrals representing the cumulative
mass in the spray at a given location.
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Figure 3.6:a: L' norm of the difference between the antiderivative of theswhstribution function for the sampling
method with 6 (dashed), 12 (solid) and 30 (dotted) groupsth@dntiderivative of the exact solution. b* horm of
the difference between the antiderivative of the massibigion function for the sectional approach with 6 (dashed)
12 (solid) and 30 (dotted) sections and the antiderivatith@exact solution.

For the cases with 6 and 12 groups, because of the lack osenetion of this limited sample, the error
starts higher and grows rapidly as compared to the sectapmoach. It can be seen in Fig. 3.6a, where
we have plotted the evolution of tHe' norm (integral of the absolute value) of the difference lsswthe
cumulative mass for a given discretization and the one f@ettact solution.

A more interesting point is shown in Fig. 3.6b: for the sewsibapproach, the error for the calculations
with 6 or 12 sections stabilizes, when we get closer to themagtion point, at approximately 2% for
6 sections and 1.4% for 12 sections, whereas it grows umtdathes 8% for the refined mesh with 30
sections. This phenomenon was already noticed in [LMOlEkratt was shown that the evolution of the
Sauter mean diameter with the sectional approach, eveffiriede was not predicted correctly. This is
mainly due to the fact that the approximation of the vapdigreprocess in the size phase space is only first
order in the discretization step, as shown in [Lau02]. Cqusatly the level of refinement required in order
to reproduce precisely the behavior of the tail of the distion would be much larger than 30, because of
numerical diffusion. One can check that it is correctly esggmnted in the present case with 6 and 12 sections
because of the modeling of the distribution tail in the lasttion.

3.6.2 Heptane Flames

Comparisons are conducted, in this sub-section, using taadesheptane flames.
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The gaseous fields of temperature, axial velocity and radiakity are the same for the coupled solution
within 0.8% of relative difference in all the cases. It is &ffindication that the reduction of the number
of unknowns can be done without giving up precision. Next,make relative comparisons of the one-
way coupled problem for converged fields of the gaseous phibkeboth approaches and with the three
types of discretization. Then we can identify precisely diféeerences in total droplet mass density, mass
averaged spray velocity and in mass distribution in the gimese space. In [LMO01], it was shown that the
sampling method is very precise with 30 groups and it is gtorige the reference solution for the subsequent
comparisons.
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Figure 3.7: Difference of total mass with respect to the sampling apghosith 30 group, relative to the initial
mass density, of sampling with 6 groups (line 1), samplintpi2 groups (line 2), sectional with 6 sections (line 3),
sectional with 12 sections (line 4), for Flame A (figure a) &vdFlame B (figure b).

The first interesting variable describing the global dropégporization process is the mass concentration
of droplets per unit volume of gas. For flame A, we represemtifierence of droplet mass density relative
to the initial mass density in Fig. 3.7a. The same differenaee represented for the flame B in Fig.
3.7b. For flame A, the difference between the discretizatidoes not go beyond 1.7% for the sectional
approach and 0.8% for the sampling one. It shows that therizagtion process is still well described with
a reduction of the number of sections or groups. For flame &diftierence does not go beyond 2.5% for
the sectional method and 3% for the sampling one. We then amthe mass averaged velocity, which
describes the global dynamics of the spray. In Fig. 3.8 famnfd B, we can see the difference of mass
averaged velocity between the calculations with 6 or 12 gsar sections and the refined sampling method.
The two components of the velocity are treated differendgause the axial velocity is changing sign, so
that only the difference relative to the value at the entaiscmeaningful, which it is not the case of the
monotonically increasing reduced radial velocity. FomideB, the differences are small (below 2% for the
axial component and below 1% for the radial one) until moen80% of the spray has already vaporized.
They increase in the flame region as a consequence of theeabf@dig last section for the sectional method
(see section 5.1). For Flame A, the differences are evenanaald we do not present the corresponding
graph.

From the point of view of the global vaporization process dnaplet dynamics, calculations with a
reduced number of unknowns give results very close to thatserafined methods.

In addition to global variables, we also want to compare thildution function in the size phase space.
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Figure 3.8:Comparison of axial and radial velocity with both sectiot@l and sampling (b) approaches for Flame
B. Mass density divided by the initial mass (line 1), diffece of mass averaged axial velocity, with respect to the
calculations with 30 groups, of the calculations with 6€li) or 12 (line 5) sections (a) or groups (b), difference of
mass averaged reduced radial velocity, with respect toalelkations with 30 groups, of the calculations with 6 (line

2) or 12 (line 3) sections (a) or groups (b).

However, in order to do so, we have to reconstruct the sangittdbution from the Dirac delta functions,
and the comparison will only be qualitative and dependerthemmeconstruction filter. The samples and the
sections can not be compared in a direct manner. It is, fanple impossible to retrieve the trajectories of
the various droplets from the sectional model. In order gy the differences, we compare the evolution
of the normalized cumulative mass. For the sampling metthigljntegral is a piecewise constant function
and for the sectional approach, it is a continuous functibmFig. 3.9, we have plotted the integral of
the absolute value (denoted by thé norm) of the difference in cumulative mass between a givemseo
discretization and the 30 sample reference one for Flameivided! by the L' norm of the 30 sample

distribution.
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Figure 3.9: Evolution of the mass density, relative to the initial massgity, for the flame A, with the sampling
method with 30 groups (line 1). Lnorm of the difference, with respect to the calculationsw@® groups, of the
antiderivative of the mass distribution function with én@i2) or 12 (line 3) groups, and of the antiderivative of the

mass distribution function with 6 (line 4) or 12 (line 5) deats, for flame A.
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For the sectional, the error stays below 4% until 90% and 80%e spray have vaporized for the
12 section case and for the 6 section case, respectively,sthmwing good behavior even with a limited
number of sections. For the sampling method, the error esaftbm the start 2.5% or 3.5% because of the
lack of representation of the original continuous functéond because the integrals are piecewise constant.
Furthermore, it increases at locations closer to the flaheentumber of groups decreasing because of the
evaporation.

We conclude that, for these stable flames, the reductioneafitimber of “fluids” proposed in Section 5
provides an efficient way of reducing the cost of the caléntatvithout sacrificing precision.

3.6.3 Influence of discretization on a methanol flame model

We focus on a rather high strain rate methanol flame (Flam@/€)vant to show that a coarse discretization
with equidistributed radii as retained in [GD$6] is not viable any more if we want to predict precisely the
flame structure and the radicals concentrations.

To this end, simulations are made with two 6-section diszatons: a first optimal discretization, as
described in section 5, and a second discretization edquiited in radii (Fig 3.1c dashed line), the dis-
tribution function being constant in each section as a fanobf the volume as in [GD896]. Those two
simulations are compared with the reference simulaticet, i) the sampling method with 30 groups. We
can see that the variables of the gas are very close betweaedttional method with the first discretization
and our reference simulation (difference of 10K for the flaemaperature, 1.7%, 2.5% and 2% for the molar
mass of CO, O and CHD relative to the maximal values, respectively, and neaslpaident vaporization
fronts). Moreover, the location of the vaporization frontdalame front are unaffected by the use of the
optimized 6 sections discretization.
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Figure 3.10:a: Evolution of the gas-phase temperature as a functioniaf exordinate with the first discretization
(solid line), with the second discretization (dashed liardl with 30 groups (dotted line). b: Evolution of the total
mass density of the spray with the first discretization (slifie), with the second discretization (dashed line) artt wi
30 groups (dotted line).

Fig. 3.10a shows that the coarse 6 sections discretizatingshin a 70K difference in the peak temper-
ature as well as a slight shift of the flame front and a thickgraf the flame. As shown in Fig. 3.10b, the
vaporization front is also shifted further into the flameedecause of the underestimate of the vaporization
of the big droplets.
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Figure 3.11:a: Evolution of the mole fraction of C4#D with the first discretization (solid line) and with the sado
discretization (dashed line) and for 30 groups (dotted)line Difference between the two discretizations with 6
sections and the the reference solution obtained with thgr80ps discretization relative to the maximum of the
reference solution.
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Figure 3.12:a: Evolution of the mole fraction of CO with the first disceettion (solid line) and with the second
discretization (dashed line) and for 30 groups (dotted)line Difference between the two discretizations with 6
sections and the reference solution obtained with the 3@pgrdiscretization relative to the maximum of the reference
solution.

The shift of the flame front can also be observed on the@hhass fraction where a 10.0 % difference
is observed in Fig. 3.11.

This shift in the localization of the vaporization front rmtly affects the temperature distribution and
location of flame front, but also changes species fields resple for the formation of pollutants as shown
in Fig. 3.12 and 3.13, for example, for C and CO. The relatiffergnces can reach 19% for O and 11% for
Co.

We can then conclude that the optimized discretization idesva good representation of the vapor-
ization process for the considered polydisperse sprays dspecially important for weak flames, when
extinction is approached, where the vaporization histegf primary importance for the correct description
of the flame structure.
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Figure 3.13:a: Evolution of the mole fraction of O with the first discretiion (solid line) and with the second
discretization (dashed line) and for 30 groups (dotted)line Difference between the two discretizations with 6
sections and the reference solution obtained with the 3@pgrdiscretization relative to the maximum of the reference
solution.

3.6.4 Cost

The purpose of the present sub-section is to give an ideaeointpact of the proposed optimization on
the cost of the simulations. Simulations are performed oiCalgha EV6, 600MHz. We compare the
resolutions with the three discretizations 6, 12 and 30lf@hgee cases and with the two methods, depending
on the precision tolerances imposed with LSODE.

No. groups| 6 12 30 || No. sections 6 12 30
Flame A 1 |4.31| 32.0| Flame A 1.26 4.38| 28.0
Flame B 1.35| 6.0 | 41.7| Flame B 1.82 6.16 | 52.0

Flame C / / 24.2 || Flame C 1.27/1.47 |/ /

1D 97 428|369 1D 1.74 6.15| 41.2

Table 3:Relative CPU time with respect to the Flame A calculatiorhv@igroups for one resolution of the
liquid phase.

The reduction of the number of “fluids” has a big impact on tbstdor the resolution of the liquid phase. It
justifies the effort conducted on the optimization of the bemof “fluids”, as long as a sufficiently accurate
solution is obtained, as demonstrated in sections 6.1,r&l 5.

3.7 Comparison with experiments

The purpose of the present section is to validate the nuaieriodels developed in the previous sections
by comparing numerical simulations of the self-similar &ipns, using a 12 sections and a 30 groups
discretizations, with the experimental measurements.oefioing into the details of the polydisperse
vaporization process, which is the heart of the present wwekbegin with the gas-phase variables as in
[MKGS98]. Fig. 3.14a and 3.14b show the experimental andilsitad profiles of the axial velocity and
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temperaturk of the gas. In the present case, the numerical results pomesto a 30 groups discretization
which has been shown to describe precisely the vaporizafitime spray [LMO1].
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Figure 3.14:Experimental and calculated (sampling with 30 groups) [@®fior Flame A : a) axial velocity of the
gas, b) gas-phase temperature , and c) total droplet masertoation.

We then compare the total mass density of droplets to theriexpetal values measured at three loca-
tions : z = 0.52 cm, z = 0.545 cm andz = 0.57 cm, where respectivel§6%, 65% and87% of the spray
has vaporized. The temperature of the gas at the threedosatre368 K, 468 K and 689 K, respectively.
The first point corresponds to the beginning of the gas teatiper increase and the last point is close to the
flame and very close to the evaporation front. Fig. 3.14casgmts the evolution of the mass concentration
for the two approaches (12 sections and 30 groups) and the ploints of measurement, with the error bars.
Before the vaporization region, experiments and calanatimatch perfectly. Here, we only concentrate on
the vaporization region beyond= 0.5 cm, when agreement is much more challenging.

Clearly, the global behavior of the flame is very well captlird/e now concentrate on the ability of the
numerical simulations to reproduce correctly the polyeisp vaporization process. To this end, we have
plotted in Fig. 3.15a, Fig. 3.15b and 3.15c the mass digtabwof droplets coming from the experiments
with a reconstructed tail and the simulated ones for 12 aestand 30 groups. Note that the scale of
Fig. 3.15c is twice that of other figures. In order to compavthlapproaches, we obtained a continuous
distribution from the sampled one using an appropriaterfilide ability of the sectional approach with 12
sections to reproduce the polydisperse vaporization peookthe spray is validated by these comparisons.
To avoid the reconstruction of the continuous distributionction from the sampled one and to be more
precise, we plotlghe cumulative mass associated to the theasurement points in Fig. 3.16. This reduced

o
/ pléﬂr?’fR(r)dr, Mot = / pl%m"?’fR(r)dr, which is also defined for the sampled
0

tot 3 o 3
distribution, allows us to precisely compare the diffesbetween the various approaches. Even if some

difference is to be found at= 0.57 cm, the overall comparison is very good.

The agreement is very good for the first two poiats= 0.52 cm andz = 0.545 cm, both in terms of
size distribution (Fig. 3.15a and Fig. 3.15b) and cumuéatiize distribution (Fig. 3.16a and Fig. 3.16b).
It is then interesting to consider the last point= 0.57 cm where even though the mass concentration
for experiments and calculations appears to be almost the,sthe distribution function of the sectional
approach is clearly shifted compared to the experimengdfilition. It is confirmed by the plot of the
cumulative mass in Fig. 3.16c¢. Itis particularly interegtto note that at = 0.57 cm, 2% of the droplet

guantity

1The bars in Fig. 3.14b are obtained from standard corresfimradiative effects assuming, for the upper limit, athecouple
of cylindrical shape and, for the lower limit, of sphericabpe. It has to be noticed that the shape of the thermocosiplese to
an oblong spheroid so that the real temperature of the gagd@se is a little closer to the upper limit.
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Figure 3.15:Repartition of droplet mass at= 0.52 cm, = = 0.545 cm andz = 0.57 cm for reconstructed experi-
mental measurements, numerical simulations with the@®aitapproach and 12 sections and numerical simulations
with sampling and 30 groups.
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Figure 3.16:Cumulative mass distribution function. Comparisons ofegkpental data (dashed line) with results of
sectional with 12 sections (solid line) and sampling withgd@ups (broken line) at = 0.52 cm, z = 0.545 cm and
z=0.57cm.

number density in the taillf < R < 40 pm, 200 droplets per cubic centimeter out of 10000) accouwnts f
32% of the mass density. It is also worth mentioning that 2@pléts per cubic centimeter would represent
less than 1.4% of the droplet number density and 20% of the whassity at: = 0.545 cm, and less than
0.9% of the droplet number density 10% of the mass density=a.52 cm. We have used the same slope
for the reconstruction of the tail of the distribution fuleet. Small errors at that level had no impact before
but start to have a strong impact close to the vaporizationtfratz = 0.57 cm, where the reconstruction
zone represents a third of the total mass. Beyond this pibiist,not clear that the use of a “fluid” type
description for the tail of the distribution function islktralid. However, its contribution to the sections
with smaller sizes was correctly reproduced up to that point

3.8 Conclusion

The Eulerian multi-fluid model for the description of vamnig polydisperse sprays has been validated
by comparing numerical simulations and experimental measents. We have introduced an optimal nu-
merical description of the distribution tail of the dropéte distribution. The tail is shown, through both
numerical simulations and experimental measurementg &xponentially decreasing as a function of sur-
face and self-preserving throughout the flame. The Eulenahi-fluid model is then especially well-suited
in order to describe correctly, as least in the context ofitamdiffusion flames, the vaporization, dynam-
ics and heating of the spray and thus the spray flame struatitiheonly a few degrees of freedom and
thus, a very limited cost. As a result, it is a useful tool tatreffects of size distribution at a manageable
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cost, which suggests its suitability for multi-dimensibnases, where computational costs are of primary
concern, without sacrificing an accurate treatment of the distribution effects.
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Chapter 4

Eulerian multi-fluid modeling for the
numerical simulation of coalescence in
polydisperse dense liquid sprays

Article accepté, sous réserve de modifications, dans J. GoRRpys. et fait I'objet du rapport interne
MAPLY no 335:

F. LAURENT, M. MAssoOT, P. VILLEDIEU, Eulerian multi-fluid modeling for the numerical simulatiof
polydisperse dense liquid spragyrépublication MAPLY, UMR 5585 Lyon (2001)
(http://maply.univ-lyon1.fr/publis/publiv/2001/publhtml)

Abstract. In this paper, we present a Eulerian multi-fluid modeling ofygisperse dense sprays of vaporizing
liquid droplets which is able to describe droplet coalesmeran uncommon feature of Eulerian models. It can be
considered as an important extension of the original seetionethod introduced by Tambour et al., based on the
rigorous derivation from the kinetic level achieved by Lentrand Massot. This Eulerian multi-fluid model is derived
from the kinetic equation (pdf equation) governing the etioh of the spray in two step. The first step consists
in integrating the kinetic equation with respect to the detgvelocity variable and in keeping the droplet size as a
variable. At each given droplet size, we thus obtain a setvoféquations for the mean density and mean velocity.
This is referred to as the semi-kinetic model. In a secongl ste choose a partition of the size phase spad¥ i 1
fixed intervals, the sections, and use a finite volume fortimavhich is related to an average of the semi-kinetic
model in a section. We obtain a setifV + 1) conservation equations for th¥ + 1 “fluids” with quadratic terms
describing the coalescence phenomenon, the coefficientsdi, the collisional integrals, can be pre-calculatetieT
numerical methods are then presented for both the resolutidhe conservation equations and the pre-evaluation of
the vaporizing coefficients and of the collisional integralve then validate this Eulerian model by performing sdvera
comparisons to a classical Lagrangian model which involvetochastic algorithm in order to treat the coalescence
phenomenon. The chosen configuration is a self-similar 2Byenmetrical decelerating nozzle with monomodal and
bimodal polydisperse vaporizing sprays. We show that tHertaumn model, if the number of sections is large enough,
is able to reproduce very accurately the coupling of vagation, dynamics and coalescence. Moreover, it can still
reproduce the global features of the behavior of the spral wivery limited number of unknowns; it is then proved
to be a robust candidate with limited computational costrfmre complex configurations.
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4.1 Introduction

In a lot of industrial combustion applications such as Diesgines, fuel is stocked in condensed form and
burned as a dispersed liquid phase carried by a gaseous fimpfase effects as well as the polydisperse
character of the droplet distribution in sizes can signifigginfluence flame structures, even in the case of
relatively thin sprays [MKGS98]. They then have to be modele

Spray models (where a spray is understood as a disperseel gHaguid droplets, i.e. where the liquid
volume fraction is much smaller than one) have a common lasidat can be called “the kinetic level”
under the form of a probability density function (p.d.f. @stdbution function) satisfying a Boltzmann type
equation, the so-called Williams equation [Wil58] [Wil85The variables characterizing one droplet are
the size, the velocity and the temperature, so that the pé@esee involved is usually of twice the space
dimension plus two. Such a transport equation describesubletion of the distribution function of the
spray due to vaporization, to the drag force of the gaseoasephio the heating of the droplets by the gas
and finally to the droplet-droplet interactions (such adeszence) and fragmentation phenomena [Duk80]
[O’R81] [AOB89] [RS95] [DS97] [Hyl99]. The spray transpogguation is then coupled to the gas phase
equations. The two-way coupling of the phases occurs fithEispray transport equations trough the rate of
vaporization, drag force and heating rate, which are fonstof the gas phase variables and second through
exchange terms in the gas phase equations.

There are the several strategies in order to solve the lighege. One first choice is then to approximate
the p.d.f. by a sample of discrete numerical parcels of gagiof various sizes through a Lagrangian—
Monte-Carlo approach [Duk80] [O’R81] [AOB89] [Hyl99] [RH&0]. This approach has been widely
used and has been shown to be efficient except that it coupledesian description for the gaseous
phase to a Lagrangian description of the dispersed phase offering limited possibilities of vectoriza-
tion/parallelization and implicitation. Moreover for usady computations, a large number of parcels in
each cell of the computational domain is generally needags yielding large memory requirement and
CPU cost. At the other end of the spectrum, Eulerian modelsllysrely on the approximation that the
spray is mono-dispersed in order to reduce the cost of fullgrangian models [RS95], a generally too
severe assumption in most applications. In between the tevthea semi-fluid methods based on velocity
moment closure of the probability density function at saedpsizes [DS97]. However, one of the main
drawback of most of the existing Eulerian models is the imsfimlity to treat droplet-droplet interactions
because only a finite number of sizes are present in the pnoble

A first attempt at deriving a fully Eulerian model for sprayslymlisperse in size, was developed by
Tambour et al. [GST93]; the idea was to consider the dispgpbase as a set of continuous media : “flu-
ids”, each “fluid” corresponding to a statistical averagéseen two fixed droplet sizes, the section; the
fluids were then described by the associated conservatigatiogs. Greenberg et al. noticed in [GST93]
that such a model has also its origin at the kinetic level mgkhe link with the Williams spray equation
[Wil58]. However, they only provided a partial justificatiothe complete derivation of the sectional “multi-
fluid” equations for the conservation of mass and number gpldts, the momentum and energy equations
being out of the scope of their paper; besides, the rigoreti®fsunderlying assumptions at the kinetic
level was not provided. Finally, their coalescence modelrdit take into account the relative velocity of
colliding particles, thus making the model only suited ferwsmall particles like soots. A comprehensive
derivation of the sectional approach was then provided hyrérg and Massot [LMO01] for dilute sprays,
thus yielding a rigorous “kinetic” framework, as well as argmarison between Eulerian and Lagrangian
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modeling. The assumptions underlying the model were viailavith experimental measurements on the
test case of laminar spray diffusion flames [L'S)2]. The principle of such methods can be situated in be-
tween moment equation methods which do not lead to suffipieaision and Eulerian full spray equations
methods [GB78] [HW78] for which the computational cost aneémory storage are prohibitive [O’R81].
The dimension of the phase space which is discretized usit@saical Eulerian scheme is then limited to
the space dimension plus one (for size, with a limited disa®on of this size phase space), a situation
where a deterministic approach is usually competitive witMonte-Carlo stochastic one.

In this paper, relying on [LMO01] for the multi-fluid approaahnalysis and on [VH97] [HV98] for coales-
cence phenomena modeling, we extend the sectional appimdense sprays where coalescence is present,
in the simplified framework where the temperature of the ttsgs not taken into account. This extension
could seem impossible since one of the fundamental assomspoif the Eulerian multi-fluid models is the
existence of a single velocity at a given location and drogiee, so that, even if the whole droplet sizes
range is covered, the phase space is restricted to a onesionahsub-manifold at each space location. The
first step is then to consider Gaussian velocity distrimgtiat a given droplet size with a uniform dispersion.
We then derive a semi-kinetic model on the moments of theilolision with a continuous size variable
as the limit of zero velocity dispersion. The semi-kinetiodsal is then averaged in fixed size intervals
called the sections in order to only treat a finite number of siariables. We obtain a set of conservation
equations on the mass and momentum of the spray for eaclorsedth quadratic terms describing the
coalescence phenomenon [MVO01]. We finally describe the nigalenethod where the collisional integrals
for both appearance and disappearance can be pre-caltiniatee set of conservation equations for mass
and momentum.

The next step is to validate this model by comparing it to &sital Lagrangian description on the
test case of a decelerating self-similar 2D axisymmetniwadzle. The deceleration generates a velocity
difference between droplets of various sizes and then soatee takes place. The temperature of the gas is
taken high enough in order to couple the vaporization potethe coalescence one. We consider two types
of size distribution function, the first one is monomodaklke polydisperse in size around a mean value
and covers a large spectrum of radii from 0 to 40 micrometéris close to what can be found in some
combustion applications [LSND2]. The second one is bimodal, with two very different cltestic sizes;
it is typical of the alumina particles in booster applicadHyl99]. The Lagrangian solver uses an efficient
and already validated stochastic algorithm for the desoripof droplet coalescence [HV98]; it allows us
to obtain a reference solution for both sprays. We valida¢eEulerian multi-fluid model by showing the
perfect correspondence with the reference solution whersitte phase space is finely discretized. It is
also shown that the behavior of the spray is correctly cagteven if a very limited number of “fluids” is
used for the Eulerian model. This proves the robustnessaanddmputational cost of this new model and
makes it a good candidate for more complex applicationghalmore since its implicitation, vectorization
or paralelization do not lead to any difficulty compared tddeian-Lagrangian methods. The validation of
the method in multi-dimensional configurations is the tagiour current work.

The paper is organized as follows. We present in a seconmsecsimplified version of the modeling
of the spray at the kinetic level, the purpose of the papancbthie clear introduction to a new numerical
treatment of sprays. The third section is devoted to the @tipn of the new Eulerian multi-fluid model.
Only the expressions of the intermediate semi-kinetic rhadd of the final set of conservation equations
are provided, the detailed proofs and technical detailsgopresented in Appendix | and Il. The numerical
methods are given in a fourth section, with a special emphasithe automatic pre-calculation of the
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collisional integrals. The validation of the new multi-flumodel is conducted in section five, where the
nozzle configuration is introduced, the reference Lagamgiolver described and the numerical results
presented. The sixth section is devoted to the discussidpenspectives of this Eulerian multi-fluid model.

4.2 Modeling of the spray at the kinetic level

In this section, we present a simplified model for the desfioripat the kinetic level of a dense polydisperse
vaporizing spray where coalescence phenomena are taking.pl

4.2.1 Williams transport equation

Let us define the distribution functiofi® of the spray, wherg®(t, z, ¢,u,T') dz d¢ du dT" denotes the
averaged number of droplets (in a statistical sense), & #jnm a volume of sizelxz aroundz, with a
velocity in adu-neighborhood of:, with a temperature in d7-neighborhood off’ and with a size in a
d¢-neighborhood of. The droplets are considered to be spherical and charzaddny¢ = a R*, whereR

is the radius of the drople; can be the radiusi(= 1 anda = 1; ¢ = R), the surface,d = 47 anda = 2;

¢ = S) or the volume ¢ = %w anda = 3; ¢ = v). We will work with the volume in the followingf"" will

be notedf. For the sake of simplicity and for the purpose of this paperare going to consider that the
vaporization process is described by?daw without convective corrections, that the drag forceiven by

a Stokes law, and finally that the nonstationary heating @fioplets does not need to be modeled so that
the vaporization law coefficient does not depend on the mgatiatus of the droplet. We refer to [Hyl99]
[LMO1] and [LSNT02] for more detailed droplets models. The evolution of theag is then described by
the Williams transport equation [Wil58]:

Oif + Op-(u f) + 0u(Ry ) + 0u.(F f) =T, (4.1)

where R, denoted thei? law vaporization rateF’ the Stokes drag force due to the velocity difference
with the gaseous phase, afdthe collision operator leading to coalescence. These ijigsnhave the
following dependencét, x, u, v) except forl* for which it is (¢, z, u, v, f); they all depend on the local gas
composition, velocity and temperature and this dependeneplicitly written in the (¢, z) dependence.
The coalescence model will be described in the next sulesect

4.2.2 Coalescence operator

The kinetic model for the collision operator leading to esakence is taken from [VH97] and we neglect
the influence of the impact parameter on the probability bbumd of two collisional partners. We then
assume :

[Col] We only take into account binary collisions (small volumaction of the liquid phase).
[Co2] The mean collision time is very small compared to the intdisdon time.
[Co3] Every collision leads to coalescence of the partners.

[Co4] During coalescence, mass and momentum are conserved.
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ThusT = Q_;, + QL. whereQ_; andQ , respectively correspond to the creation and destruction
of droplets due to coalescence. They read [Hyl99] [VHI7] :

Qc_oll = _/ f(t,a:,'u,u) f(t,.T,’U*,U*) B(|U - U*|,’U,’U*) dv*du*, (42)
v* Ju*

1
Qg;ll = 5/*6[0 }/* ft, z,v°(v,v*),u’(v,v*,u)) f(t,z,v",u*) B(Ju® — u*|,v°,v*) J dv*du*, (4.3)

3v 1/3 3v* 1/3\ 2 vu — v*u*
Blju - wl,00%) = B0V - wl, Bl = ((22) 4 (35) ) w20

47 47 v — v¥
(4.4)
wherev® andu® are the pre-collisional parametet§(v, v*) =v —v* andJ is the Jacobian of the transform
(v,u) — (v°,u®), atfixed(v*,u*) : J = (v/v°)%, with K the dimension of the velocity phase space.

Remark 1 The assumption that all collisions lead to the caaece of the partners is not realistic, espe-
cially if the colliding droplets have comparable sizes [B®d] [AP90]. In such situations the probability
E..a1, that coalescence really occurs from the collision of twopdiets has to be taken into account; the
expression o3 then becomes :

B(|lu — u*|,v,v") = Ecoal(Ju — u*|,v,v™) B(v,v") |u — u*|.

The simplest model, originally obtained for water dropletsas proposed by Brazier-Smith et al. [BSJL72]
and reads : ( )
% % . F(v,v*
Ecoa1(|u—u |,’U,’U ) = Min (1,m) s
where the expression @f can be found in [BSJL72]. Consequently, the expressidi.Qf is not well-suited

for the derivation of our Eulerian multi-fluid model from thimetic level of description. It is necessary to
obtain an approximation aF,,, under the form :

Beoar(Ju — u*],0,v*) =) onl|u — u*[)Be (v, %), (4.5)
k=0

with a well-chosen set of functiottie,, Bk)xe[1,,)- A POssible choice which leads to easy computations, is
to use a polynomial development :

n
Ecoa.l(|u - U*l,’U,’U*) = Z |u - U*|k,8k(’l),’l)*),
k=0

and to determine the functioni$) x[1,,) by minimizing the the quadratic functional

2

Uma.x n ~
L(B1,...,Bn) = /0 [Zﬁk(v,v*)wk—Ecoa1<W,v,v*) aw;,

k=0

whereUnmax IS an estimate of the maximum relative velocity between teglets; it has to be noticed that
the integral in the previous equation can be explicitly cddted, given an expression fa.



118 CHAPTER 4. EULERIAN MULTI-FLUID MODELING FOR DENSE SPRAYS

Since a statistical description of the spray is needed, amcksF (v, v*) rapidly becomes bigger than
one as the size difference of the coalescence partnersagese a very high degree of precision can be
reached with a limited degree of the considered polynondiad)(

Nevertheless, in the following, for the sake of simpligity,will assume

Ecoal(|u - u*|,'u,v*) = ]-7

which is equivalent to assumpti¢Go3].

4.3 Eulerian Multi-fluid Model

In order to obtain the set of conservation equations for topgsed Eulerian multi-fluid model, we proceed
in two steps. Firstly, because we focus on the polydisperisigize of the spray, we do not want to describe
the dispersion in velocity and derive a semi-kinetic modelthe two variables(t, z,¢) = [ [ f? du; dT;
andu(t,z,¢) = [ [ f®w du, dT; /n(t, z, $). However, the set of equations are only closed under precise
assumptions on the distribution functigfi, first emphasized in [LMO01], which are not directly comphib
with the coalescence phenomena. We then have to obtainrtfiksetic model as a limit of a more general
problem. At this level, we still describe a continuous antdaumded size phase space for the spray. We
then invoke the usual “sectional approach” assumption deioto limit ourselves to only a finite number
of degrees of freedom for the description of the polydispetsaracter of the spray. The expression of the
collisional integrals are given. It is worth noticing tha¢wo take into account the mean velocity difference
of the droplets in the coalescence process as opposed tooithel proposed in [GST93] which is mainly
suited for very small particles such as soots.

4.3.1 Semi-kinetic model

Out of the assumptions related to the sectional approaatastshown in [LMO1] that the velocity dis-
persion of the distribution function at a given droplet diwes to be zero. It is clear that this assumption
is not compatible with the coalescence phenomenon, sire th no reason for a droplet created by the
coalescence of two droplets of various sizes to exactly Haveelocity corresponding to its new size. Be-
sides, it is fundamental that the support of the distrimgion size and velocities is really the whole space
(v,u) € (0, +00) x RE so that all the collisions can be described by the model. &fbez, we cope with this
difficulty in the following proposition and obtain the finami-kinetic model in the limit of zero dispersion
of gaussian velocity distributions (the detail of the pr@ofiven in Appendix I).

Proposition 4.1 Let us make the following assumptions on the spray distabudtinction:

[H1] For a given droplet size, at a given poift, ), there is only one characteristic averaged velocity
u(t, z,v).

[H2] The velocity dispersion around the averaged velogit z,v) is reduced to zero in each direction,
whatever the pointt, =, v).

[H3] The droplet number density(t, z, v) is exponentially decreasing at infinity as a functionvadini-
formly in (¢, z).
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The semi-kinetic model is then given by two partial difféedrequations in the variables(t, z,v) and
a(t, z,v) :

By + Ds (n) + Oy (nRy) = —n(0) / () B (v, v*) [ dv*

. v*€[0,+00) (4.6)
by [t RN A 0, 07), 00
v*€[0,v]
O (nT) + 0z (nu® W) + 8y(n Ryu) — nF = —n(v) / n(v*) B(v,v*)I, dv*
: v*€[0,+00) (4.7)
3 [ nt @) nw B ), o) I o’
v*€[0,v]

whereF is the Stokes's drag force takemat= u, whereR, = R, (t,z,v) and where the partial collisional
integralsI,,, I}, I, and I} are functions oft, z, v, v*) and take the following expressions :

I; = [a(v) —a(v")], Iy = a(v)aw) - a(")), (4.8)

It = a(v*) —aw —v)|, vI] =(v—vual—v*)+v*a@")) [@r*) - al —v*)|. (4.9)

Equations (4.6) and (4.7) express respectively, the coatien of the number density of droplets and their
momentum, at a given locatianand for a given size.

4.3.2 Eulerian multi-fluid model

The sectional model, introduced by Tambour and al. (See B3%and references therein), is based on the
reduction of a continuous semi-kinetic equation as a fonatif size, such as (4.6-4.7), to a finite number of
degrees of freedom. This reduction is performed by avegaginfixed size intervals : the sections (tjé
section being defined bt < ¢ < ¢(9)), of the semi-kinetic model. As a fundamental assumptioa, t
form of n as a function of the geometry is supposed to be independertnofz in a given section. Thus the
evolution of the mass concentration of droplets in a sectidh is decoupled from the repartition in terms
of sizesk) (v) inside the section [GST93] :

()
n(t,z,v) = mY(t, )W) (v), / prvED (v)dv = 1. (4.10)

(G-1)

Besides, we make the following assumption on the veloc#yrithution inside a section :

[H4] Ineach section, the averaged velodity, =, v) does not depend ana(t, z,v) = @ (¢, z), vU~1 <
v < v,

The sections have fixed sizes, which is a major differencepemed to a sampling method; however, they
are not independent from each other, they exchange mass@ndmum. The choice of the discretization
pointsv(7), j € [1, N] has been studied in [LSND2]; consequently we choose th& + 1)*" section to be
[v(M), +00) in order to be able to describe the whole size spectrum. Therfindel is then obtained in the
next proposition.
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Proposition 4.2 AssumindH1]-[H4], we obtain the multi-fluid system2fN +1) conservation equations :
ayml) 4+ 8, - (mWgl)) = — (Ey) + Egj))m(j) + E§j+1)m(j+1) +cW (4.12)
9,(mWzl9)) 4+ 8, (m(j)ﬂ(j) ® ﬂ(j)> - _ (E%j) + Eéj))m(j)ﬂ(j) + E§j+1)m(j+1)ﬂ(j+1)
+mWFD 4 ou) (4.12)
whereEy) and Eéj) are the “classical” pre-calculated vaporization coeffioits [GST93] [LMO1] :
EY) = —poD R, (t,2,09) s (u),  EY = - / piRy(t,z,0) kD (v)dv,  (4.13)
v=1)

whereF" is the “classical” pre-calculated drag forcB6ST93] [LMO1] :

)
FO(t, z) :/ piv F(t,z,v) Y (v)do,

p(i+1)

and where the terms associated to the coalescence re¥g, # [a\) — a®)| :

N 70G)
Cr(g') - —m® Zm(k)ijij + Zm(ofi)m(0§i)vogi0;i( ;?Z_ +Q%), (4.14)
= =1
70G)
ci) =- Zm( WikQjk + Zm Wm Vs e, (a0Q5 +3 Q). (4.15)

The coalescence terms conserve the mass and the momentum :

N . N .
e =0, D cl=o. (4.16)
j=1 j=1

The disappearance integraf3;; are evaluated oL j; = [vU Y, 9] x [v(k=1) »(K)], whereas the appear-

ance integralsQ?, and Q7;, are evaluated on the diagonal strlij* = {(v ,v*),u(jfl) < v* 4+ v* <
v}/ U,ZCV:1 Ly, which are symmetric strips with respect to the axis= v* (SeeD3* on Fig. 1). These
stripsD;?* are divided into domains, denoted Ay; and the symmetric oné{jiym, where the velocity of the
partners is constant. The domaifg; and XJS.Z.ym are the intersection aD¢* with Ly, k >l and Ly, k <1
respectively (4.19); their index is noteédt [1, ()] and we define two pointers which indicate the collision
partners for coalescence, at fixed o;?i = k and 0y =1 Finally the expressions of the various collision
integrals read :

Qjk 2// prv 69 (v) %) (v*) B(v, v*)dvdo*, Qji 2// prv° Fé(o})i)(’vo) K(O;i)(v*)ﬁ("’oaU*)d“*dvov

(4.17)
Q= [ [ oo £ 07) W w807, 07w vt = [ [ pro® k0(07) W) (0)B107, 7)o o
X.s Xsym
(4.18)
N k-1 70G)

Dy =J U @unDy)u (LunDy) = J (ij' u ng'iym) » Xji = Log,or, N D™ (4.19)
k=2 1=1 =1
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Creation + Disappearence —
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S

zero probability
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of collision #Z 4
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S2 I// Domain DZ* S2 142
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Figure 4.1:Diagram of the integration domains for the evaluation ofghe-calculated collisional integrals.

Finally, the coefficients used in the model, either for thpor&zation process or the drag forﬁéj), Eéj)
andF(j),j = [1,N +1]in (4.11-4.12), or for the coalescenc®;;, j = [1,N + 1],k = [1, N + 1],k # j,
% Qi J = [2,N +1],i = [1,10)] in (4.14-4.15) can be pre-evaluated from the choice®¥in each
section. The algorithms for the evaluation of this coeffitseare provided in the next section.

Once the coefficients are evaluated, equations (4.11-4&k?pbe either considered in their conservative
form in order to use a finite volume formulation of the problemin the non-conservative form in order
to use the method of characteristic curves with a finite eteroé finite difference formulation. For the
purpose of validating the method, we have chosen to focusstatianary self-similar 2D axisymmetrical
configuration in section 4.5. This configuration is presentesub-section 4.5.1. In this context, a simple
Eulerian solver can be used and it is presented in sub-gettio4.

Remark 2 We did not consider coalescence due to random seiatlity differences at the microscopic
level. In this case, the link has to be made with, on the ores i@ velocity distribution inside the section
and on the other side, the local dispersion around the avetagelocity at a given size. The limit case is the
one of soot particles where the macroscopic velocity diffee is zero and the effective velocity difference
is due to thermal dispersion of the gas velocity distribatitt can then be shown that, assuming a velocity
distribution at a given size, we retrieve the original folimen of Greenberg et al. [GST93] but this is beyond
the scope of this paper.

4.4 Precalculation of the various coefficients

For the sectional approach, the evaluation of the coalesceaurce terms can be done simply from the
values of the constant paramet€Js;, Q andQ It is the same as for vaporization and drag. We provide,
in this section, a method in order to pre- calculate theseteois for a sectional approach wi¥a- sections
[0l w0)[, with:

0=20 <@ <. <™ <) = 40,
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In the following, RY) and s(4) will respectively denote the radius and the surface comeding to the
volumev(?).

The distribution function is chosen constant as a functibthe radius in the sections 1 &y and
exponentially decreasing as a function of the surface inasesection. The functior(?), as a function
of the radius, the surface or the volume (with) (R)dR = xU)(s)ds = &) (v)dw) is then given by, for
jed{l,...,N}

G(R) = D)= ¥
kY (R) = o kY (v) (@) /5 (30)25° (4.20)
and for the last section:
KNV () = Ae Pl sNFTD(R) = )\87rRef'B47T(R27R(N)2), (4.21)
e _
wherea; and) are such a7/ prwk) (v)dv = 1for j € {1,..., N + 1}. We then have:
pG-1)
-1
3 6 (V32 3 /s(N) 3
aj = . = v (s + 2T, 422
pl'n‘(R(]) —R(]_l) ) Pl B 2B 25 /
where oo
J = efs™ / e da. (4.23)
\/ﬂs(N)

The coefficientsQ;x, Q5 andQ;, are integrals of the function(v, v*)xU) (v)x*) (v*) over different sets,

where:
. 30\ /3 30\ /3 ?
g(v,v") = por (E) + (47r> :

We will then see how to perform this calculations.

4.4.1 Precalculation of the coalescence collisional integs : Algorithm
Calculation of the destruction collisional integrals

The Q. are simply the integral ofi(v, v*)x() (v) ™ (v*) over [vl=1, V@) [x[vE=D »(*)[. We use the
radius variables, easier for the calculations:

RrRU)
ij:/ _
RU-1)

This integral depends on the shape:? andx*). We know that the collision probability between droplets
of the same group is zero because they have the same veldeitthen have),; = 0. For the other terms,
the evaluation procedure is different depending if thedastion is involved or not.

R(k) _ 4 4
/ 9 (R)k®) (R*)g [ =7 R?, =n(R*)® ) dR* } dR. (4.24)
R(k—1) 3 3
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ejand k less than N

In this case, the:”)(R) andx*)(R) are the constants; anday. The evaluation of the collisional
integral yields after some algebra :

1) _ pG-1)° D5 p—1)
Qijk = ajakpléWZ {R 6R (R®) — R(k—1)) LB 5R )

3
RO* _ RG-D*\ [ g3 _ pk-1)3
+ 4 3

(4.25)

(R®? _ gth—1)?

ok=N+1 or j=N+1

In this case, one of thel?) andx(*¥) is exponentially decreasing at infinity. Because the famci is
not symmetric, we have to calculate the two coefficients. Asmation of integralJ defined by (4.23), we
obtain:

4r?) [ RD® — RU-D®  RU* _ RG-D? 1

33 6 + 4

4.26
RS _ pG-1)° J (4.29)
+ (2R(N) + —)
5 VB
—o PA L po) _ R0y 422 g0P 4 Do gpand , BRMD 157
QN—l—l,lc —ak3133 {(R R ) 47 ,8 R + 27T,8R + 16 + 32\/@
(RW? — RG-D? [47r2ﬂ2R(N>4 +2rBRM? 4 %] (4.27)

()3 _ pi-13
(R R [Mzmmu@mmﬁ_%}}

We only need to numerically evaluate the integfalt can be made for example with a Simpson method,
the integralfu;“’o e dx being approached by;+” e %" dz with b sufficiently large and then a precision
higher thare=?”.

Calculation of Q3; and Q7

In has to be mentioned that we adopt here the opposite poiriewfas the one presented in section 4.3.1,
where we were looking for the set of intersection, for a gigention, of the corresponding diagonal strip
with all the rectangles where the velocity field is constamthis paragraph, we consider a given rectangle
Lj,, with j < k, because of symmetry, and we will find all the diagonal stifpersecting with it. It will
allow us to calculate all the collisional integrals and theneconstruct the pointets; ando;.

For each rectanglé ;;, we locate theD* which intersects;, that isD{* for ¢ € [imin, tmax + 1]
such thati i, is the minimum of{i € N,20-1) 4+ 9*-1) < 4;} andipay is the maximum ofi € N,v; <
v0) + v}, We then defineX;; = Lj, N D¢* wherel — 1 is the number of preceding rectangle which
intersectsD;*. We have also the value for the pointes§: = j ando}, = k.
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If only one Dy* intersectsL ji, (imin = tmax + 1), then@s, = Qjx and@Q}; = Qy;. In the other cases,
we obviously havg < N andk < N so thatx() andx(*¥) are given by (4.20). We will also decompose the
set in which we have to make the integral in rectangles aaddtes (in the volume phase space).

We then have to calculate the integral-ef 9(v, v

(A )2733473 5273 (1) 273 over three kinds of sets:

e rectanglgfvr, vo] x [vf, v3] (this integral is note® (vq, v2, v7, v3)),

e lower isosceles trianglegv, v*),vg < v < vg + Av, v§ < v* < v + v + Av — v} (this integral is
noted LT (vo, v, Av)),

e upper isosceles triangld$v, v*), v — Av < v < vg, vo + v§ — Av — v < v* < v§} (this integral is
notedUT (vo, v, Av)).

where we have denote@,, = a; ag R(vU~D, v »k=1) 4(*)) where the functiorR is given in the
previous subsection by (4.17)
LT andUT are given by:

L0005, 20) =25 L0 4 2083 = 20 M) (55)8 = 0815 + 5+ 20
Vo, Vg, AV 44/3 1/3 ) v 4 Vo V)\Vy 28 (%) 28 v
1 . 3
+§[<vo+m) — 1) = 2l(wo + A0)S o N(w)* + o (v + Ao) T
Av
—I—le(vo—I—Afu) 4/3—I—%'ug/3—l—/ (U+vo)2/3(v8+Av—v)2/3dv}
0
(4.28)
UT( £ A )_ Pl31/3 3 ( _A )4/3 ( A )( )4/3 9 ( *)7/3 9 ( A )7/3
V0, Vg U—W v 4110— v){vg %’UO +281)— v

+%[v§ — (vo — Av)?)(v})"/? - 5[ v = (v — Aw)33](u)?3 + %(Uo — Av)"/3

1 a3 1 773 Av 2/3/, % 2/3
—I—4(’U0 — Av)yy'” + L / (v +vg — Av)*/?(vy —v)“°dv
0

(4.29)

Only a simple integral have to be numerically calculatedefach calculation of.T or UT.

We can then evaluat, , the integral ofy(v, v* s (v)s®) (v*) over[pl =1, (1)) x[v*=1) H®) [N {(v, v*), v+
< i}. We will then haveRs, = IZ — I;k Lif I0 = 0. In the same way, we can defimfgj and we will

have:QZl =1}, - I,;".

We can remark thdt;.‘,gax+1 = Q- In order to calculate thé;.k for i € [imin, imax], W€ distinguish areas
bordered by the lines + v* = a, v + v* = b and the boundaries of the rectangle, where v(7=1) + y(¥)
andb = v\9) + v(k—1) (see Figure 2). Four cases have to be considered, accoudihg position of the line
v + v* = v; with respect to the areas 1, 2, 2’ or 3:

e if v; <aandv; < b(areal) therf;,c = ajap LT (w01, vk g — pl—1) — glk=1)),
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VH Vi
Vk | |

1

Vk i =
V+V*=g
Vk-1 V+V*=b

Vk-1 ‘
%k sk .
V+V#=a V+V#=b V4V*2Vi Vi-1 Vj V4
a<b b<a

Figure 4.2:Various intersection possibilities of diagonal strips aactangles.

e if a < v; < b (area 2, example in Figure 2) '[hdgl,c = oo {R(v(j_l),vi — (k) pk=1) 4 (k)
+LT('U¢ — 'U(k)’fu(k_l),fu(k) — fu(k_l))}

o if b < v; < a (area 2’, example in Figure 2) thelgik = ajay {R(v(j—l),v(j),v(’“—l),vi _ ,U(j))
FLT (00D, 0 — 00) o) — (=1}

e if v; > a andv; > b (area 3) theITT;:,C =Qjk— ozjakUT('u(j),v(k),v(j) + o) — ;)

I,ij is given by the same formulae by changihgndk, in the four cases.

So far, we have obtained the valuespf;, Q5 andQ;; and of the pointers;;, = j ando}, = k.

4.4.2 Precalculation of the vaporization coefficients and ean drag
Calculation of the vaporization coefficients

In the context of the chosen configuration defined by equgd20), we get the following expressions for
the vaporization coefficients’) andE{”, j < N :
1 R

B0 — o)) (4. . o) My _1 ) "
N pr vV kY (t, 2, 09 )R, (t, x,0Y)) 7rR(j+1)4_R(j)4Rv(t’$’v ), (4.30)

LG+

Eé]) =—p /(j) K,(j)(t,.’l,','l)) Rv(tawav) dv =

where the mean vaporization volume is given by :

3 RU+1L) _ RG)
7RG _ RG)E

Ry(t, z,v%),), (4.31)

moy

o
o, =gy ® gy, - BV AED

moy 3 moy — 2 ) (4-32)
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sinceR, is proportional to the radius with the use of tielaw. For the last section, wheré¥+1)(s) =
Ae=B6=5™) e obtain :

G) _ 4/ms) (V)
E)Y = NTOEE . AT N Ry(t, z,v'\""), (4.33)
B 282 2 5572
) 6/ (N+1)
E2 - ( )3/2 + 3\/5(—]\] 3 J R’U(ta :L-’ Umoy )7 (434)
2 B2
whereJ has been defined by equation (4.23) and where the mean vagamizolume reads :
4 J
N+1 N+1 N+1 N
o = 3 wRQOFDS RIVED — ROV 4 T (4.35)
Calculation of the mean drag
The expression of the mean drag force in jiesection is given by :
_ pG+D) B
FU) :/ prv F(t,z,v)x") (v)dv = (t x 'u(])) (4.36)
v0)
where the mean drag voluméj),j < N, reads:
. . . RO+ 4+ (RM)?
o) = gﬂng)?’, RY) — \/( ) 2+ (BD)" (4.37)

since the Stokes drag coefficient is proportional to therswef the radius to the square. For the last section,
we obtain : 5 "
N 3R 3J
R( ) + 87([3 + 167T3/2 /33/2
F
The Eulerian multi-fluid conservation equations goverrtimgspray can then be resolved.

4 3 2
le(/,N+1) — g WR&N+1) 7 R1(LN+1) — (N) n

(4.38)

4.5 Validation through a reference Lagrangian solver: the wzzle test-case

This section is devoted to a representative test-case :aalating self-similar 2D axisymmetrical nozzle.
The details of the configuration and of the characteristemrmmeters of two injected sprays are provided
in the first subsection. The solvers for both the Lagrangéarence solution and the Eulerian multi-fluid
method are then presented as well as the information of theusaparameters involved with both methods.

The results obtained for various levels of refinement with Bulerian multi-fluid method are finally
compared to the reference Lagrangian solution for the twaysp

4.5.1 Definition of configuration

The two models and associated numerical methods are goihg tested and compared on the test-case
configuration of a conical diverging nozzle. This configimatis originally 2D axisymmetrical and can be
considered as realistic. However, we are not going to peicevaluate all the properties of the spray as in
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[MKGS98] [LM01] and [LSN*02]. The purpose of the comparison is to prove on the one kalatiility of

the multi-fluid model to correctly describe the coalescepltenomenon and on the other side to provide a
comparison tool for the numerical simulations based on &agjan models and solvers. Consequently, we
only consider simple models as already mentioned in sutieset.2.1.

A spray of pure heptane fuel is carried by a gaseous mixtutgepfane and nitrogen into a conical
diverging nozzle. At the entrance, 99% of the mass of theifuil the liquid phase, whereas 1% is in the
gaseous mixture. The mass fraction in the gas are then tagheof 2.9% for heptane and 97.1% for the
nitrogen. The temperature of the gas mixture is supposee fixeéd during the whole calculation at 400
K. The flow is assumed stationary and the influence of the vagtion process on the gas characteristics is
not taken into account in our one-way coupled calculatibis ¢lear that the vaporization process is going
to change the composition of the gaseous phase and then eiploeization itself. However, we do not
want to achieve a fully coupled calculation, but only to camgtwo ways of evaluating the coupling of the
dynamics, vaporization and coalescence of the droplets.

r

Figure 4.3:Sketch of the conical diverging nozzle.

In order to only solve a 1D problem, we make a similarity agstiom on the gas and droplets variables.
Actually, we choose the gas flow in the conical nozzle suchttfeaxial velocity does not depend on the
radial coordinate: and such that the radial velocity is linear as a function efridial coordinate, whereas
the linearity coefficient does not dependson

v, = V(2), v =rU(2). (4.39)

In this stationary configuration of an incompressible flove ean determine the velocity field given by
(V(2),U(z)) such that the stream lines are straight :

V(=) g -

2
z
wherez, > 0 is fixed as well ad/(zy). The trajectories of the fluid particles are then given by:

r(t) = r(0) (1 + 3V(z°)t> P =20 (1 + 3V(z°)t> "

20 20

V(z) _ 22V (20)

Sl (4.40)

z z

As for the droplets, we also assume similarity; their trejges are straight if their injection velocity is
co-linear to the one of the gas. The similarity assumptiooniy valid when no collision is to be found.
However, even in the presence of coalescence, it is verifiachieighborhood of the central line.
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Figure 4.4:Figure a: Monomodal distribution function and 30 sectioscdétization. Figure b: Bimodal distribution
function and 50 section discretization.

Let us finally consider two droplet distribution functiorghe first one, called monomodal, is composed
of droplets with radii between 0 and 35 microns, with a Saotean radius of 15.6 microns and a variance
of D1g = 24 microns. It is represented on Fig. 4 and is typical of the @rpental condition reported
in [LSN*02]. The droplets are only constituted of liquid heptaneirtinitial velocity is the one of the
gas, their initial temperature, fixed at the equilibrium parature 325.4K (corresponding to an infinite
conductivity model), does not change along the trajectoridne second distribution is called bimodal since
it involves only two groups of radii respectively) microns and30 microns with equivalent mass density.
This bimodal distribution function is typical of aluminartiales in solid propergol rocket boosters [Hyl99].
It is represented on Fig. 5.

Because of the deceleration of the gas flow in the conicallapdroplets are going to also decelerate,
however at a different rate depending on their size andigerhis will induce coalescence. The decelera-
tion at the entrance of the nozzle is taker@dy) = —2V£z°); it is chosen big enough so that the velocity
difference developed by the various sizes of droplets imapt (/' (z9) = 5m/s, zg = 0.1cm). The ini-
tial mass density is then taken at 0.0036g-érso that the volume fraction occupied by the liquid phase is
0.57%.

Before coming to the result section and before comparingrtathods with both distributions, let us

present the two solvers.

4.5.2 Areference Lagrangian solver

Euler-Lagrange numerical methods are commonly used fardtoeilation of polydisperse sprays in various
application fields (see for example [HV98] [O’'R81] [RHSKAOJFV T00] and the references therein). In
this kind of approach, the gas phase is generally computddanfinite volume Eulerian solver, while the
dispersed phase is treated with a random particle methoe.influence of the droplets on the gas flow is
taken into account by the presence of source terms in ttge ahthe Navier-Stokes (or Euler) equations.

A complete exposition on the derivation and the implemémadf such a method is out the scope of
this paper. We refer, for example, to [AOB89], [HV98] or [19¢] for more details. Here, for the sake
of completeness, we present the main features of the nuahemigthod that we used in order to provide a
“reference numerical solution".
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A particle method can be interpreted as a direct discrétizaif the kinetic equation (4.1). At each
time step, the droplet distribution functigf{t*) is approximated by a finite weighted sum of Dirac masses,
f(t*), which reads :

Nlc
FE)Y=D"nF 6 g (4.41)
=1

Each weighted Dirac mass is generally called a "parcel" amdbe physically interpreted as an aggre-
gated number of droplets (the weigtft), located around the same poinf, with about the same velocity,
u¥ and about the same volume:. N* denotes the total number of parcels in the computationalaifom
at timet*. In all our calculations, the weightg were chosen in such a way that each parcel represents the
same volume of liquidr*v¥ = Const).

Each time step of the particle method is divided in two stagée first one is devoted to the discretiza-
tion of the I.h.s. of the kinetic equation (4.1), modeling tmotion and evaporation of the droplets. In
our code, the new position, velocity and volume of each paree calculated according to the following
numerical scheme:

ulf = uf exp(— At /) + V() (1 - exp(~At/rf)

vftl = %T max (O, [(?Z)Z ) — EAt]) (4.42)
s

= 2k 4 AtV (2F) + (uF — V(2F)) exp(—At/7F)

whereV denotes the axial gas velocitl, is the constant of the evaporation modgl & 1.58310~%), uf
- respectivelyzgC - corresponds to the axial coordinate of the position - rethgely of the velocity - of the
parcels at time andri’C is the parcel relaxation time defined as :

ok 2p1 (TF)Q

127

g

bl

with r¥ being the parcel radiug; the liquid density angk, the gas viscosity.

In system (4.42), the parcel radial coordinate is not catedl, in order to keep the same hypothesis
as for the one dimensional multi-fluid Eulerian model. Besidas mentioned above, the influence of the
droplets on the gas flow is not taken into account. Hence tiegu@.40) is used to calculate the gas velocity,
V(2F) at the parcel location.

The second stage of a time step is devoted to the discretizatithe collision operator. A lot of Monte-
Carlo algorithms have been proposed in the literature fotrsmtment of droplet collisions (JO’'R81] [HV98]
[RHSKOO] [Hyl99] [SR00]). They are all inspired by the metisoused in molecular gas dynamics [Bir94]
and, in particular, they suppose that the computationalaiions divided into cells, or control volumes,
which are small enough to consider that the droplet digiobufunction is almost uniform over them.

The algorithm used in our reference Lagrangian solver isecto the one proposed by O’Rourke. It
consists of the following 3 steps (see also [HV98] for mor&aiis).

1. For each computational céll;, containingN; parcels, we choose randomly, with a uniform distri-
bution law, %2 pairs of parcels¥4-L, if N is odd).



130 CHAPTER 4. EULERIAN MULTI-FLUID MODELING FOR DENSE SPRAYS

2. For each paip, let p; andp, denote the two corresponding parcels with the conventiore ng,
wheren; andn, denote the parcel numerical weights. Then for eachgpafithe cellC;, we choose
randomly an integew,, according to the Poisson distribution law:

A
P(v) = 7 exp (=),
12
with ( )
Ao =7 VO](CJ) (R1 + RQ) |u1 u2|

with Vol(Cy) being the volume of the cell’; (proportional to(z;/z)? for the nozzle test case
problem) andR;, R, being the radii of the parcejs,, po. The coefficient\;5 represents the mean
number of collision, durind N; — 1) time steps, between a given droplet of the paggeand any
droplet of the parcep;. Note that a given pair of parcels is chosen, in averageydwéy — 1) time
steps.

3. If y, = 0, no collision occurs during this time step between the gareeandp,. Otherwise, if
vp > 0, the parcep; undergoes, coalescences with the pargel and the outcome of the collision
is treated as follows. First the weight of the parcep; is replaced by = n; — ny and its other
characteristics are left unchangedn!f< 0, the parcep; is removed from the calculation. Secondly,
the velocityuy and the volume, of the parcep, are replaced by

) + vpvi1u
vg + VpU1

N~

!
Vy = V2 + VpU1, U

and its weightns, is left unchanged.

Let us mention that, for each time step and each control wlGty, the computational cost of this
algorithm behaves lik& (N ;). This is a great advantage compare to O’Rourke method, Wigbaves like
O(Nf). Another algorithm, with the same features, has been rigcaitoduced by Schmidt and Rudtland
in [SROO].

To obtain a good accuracy, the time stéq, must be chosen small enough to ensure that the number
of collisions between two given parcejs, andp,, is such that for almost every timevpny < ny. The
average value af, being 2, this constraint is equivalent to the condition:

ngNJAt
vol(Cy)

For the nozzle test case described above, this constramdlssto be less restrictive than the "CFL" like
condition

7!'(R1 + R2)2‘U1 — UQ| < 1. (4.43)

1A
vi—1,..N At oy (4.44)
Az

with Az being the mesh size. This condition is necessary to competaaely the droplet movement and
in particular to avoid that a parcel goes through severatrobmolumes during the same time step. This is
essential to have a good representation of the droplettdison function in each mesh cell.
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4.5.3 Characteristic computation parameters, referencedution

The main numerical parameters used in order to compute fheenee solution with the Lagrangian ap-

proach are summarized in Table I.

Number of parcels

Mesh size Az (m)

Time step At (s)

Monomodal Case

14000

2.51073

1.25107°

Bimodal Case

63000

1.8107°

0.9107°

Table | : Parameters for the reference solution

Moreover, to eliminate the numerical noise intrinsic to tagrangian approach, time averages (over a
period of0.6s) have been used to calculate the mass density, the Sautarredias and the mean velocity
of the droplets in each computational cell, once the stetatg fas been reached.

Let us now analyze the main features of the obtained sokifimnboth initial droplet size distribution.

It can be easily seen on Fig. 6 that the influence of the coahegcphenomenon is important in both the
monomodal and bimodal configurations. Since the dropleismnbus sizes develop a velocity difference
reaching one meter per second due to the deceleration indghemodal case, coalescence takes place and
changes the profile of the size distribution function andseguently influences the vaporization process
by transferring some mass from the small droplets into tigeobies. It can also be seen on Fig. 7 that
the influence on the Sauter mean diameter can reach five ta sgeeons in the monomodal case. This
demonstrate that the coalescence phenomenon really ptaysial role in this configuration and is strongly

coupled to the dynamics and vaporization of the spray, tffesiing a good test-case in order to validate the
multi-fluid Eulerian model.
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Figure 4.5: Evolution of the mass density of liquid for the Lagrangiaference solution with (dashed line) and
without (solid line) coalescence for both the monomodatGasd the bimodal one.

4.5.4 Eulerian solver, computational cost

The Eulerian multi-fluid model (4.11-4.12) can be rewritsmd simplified in the self-similar 2D axisym-
metrical configuration we are considering. The resultintgfequations can be found in [MKGS98]. In the
present calculation, only the one-way coupled equatioasesolved. Consequently, since the structure of
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Figure 4.6: Evolution of the Sauter mean radius of the spray size digidh and of the mass mean value of the
spray velocity for the Lagrangian reference solution withghed line) and without (solid line) coalescence for both
the monomodal case and the bimodal one.

the gaseous velocity field is prescribed, we only have toestile 1D ordinary differential system of equa-
tions in the z variable. The problem is then reduced to thegiattion of a stiff initial value problem from
the inlet where the droplets are injected until the point rete9.9% of the mass has vaporized. In particular,
we do not have to cope with the problem of the localizationhef Yaporization front. The integration is
performed using LSODE for stiff ordinary differential edioms from the ODEPACK library [Hin83]. Itis
based on BDF methods [HW91] (Backward Differentiation Folae) where the space step is evaluated at
each iteration, given relative and absolute error tolezarjelin83]. The relative tolerance, for the solutions
presented in the following are taken to b& * and the absolute tolerance are related to the initial amount
of mass in the various sections, since it can vary of seveddrs of magnitude. Repeated calculation with
smaller tolerances have proved to provide the same sofutidhe distribution function in the sections is
always taken to be constant as a function of radius, excdpeitast one where it is exponentially decreasing
as a function of surface, as already mentioned in sectian 4.4

The reduced CPU time for both the monomodal and bimodaliloligtons is presented in Table Il for
various numbers of sections. It is worth noticing that thenplexity behaves like the number of sections
to the square, but more importantly, that the resolutiorhefdoalescence phenomenon only brings in an
additional cost of about 50% compared to the computatiohawit the coalescence quadratic terms. The
strategy is then the same as the one used in [L&, that is to reduce the number of unknowns in the
problem while still correctly describing the coupling ofpaization, dynamics and coalescence.

Mon. without Mon. with Bim. without Bim. with
Nb. Sections Nb. Sections
Collision Collision Collision Collision
90 22.7 35.2 100 70.9 114.1
60 10.9 25.6 50 16.0 24.0
30 3.0 42 25 9.0 13.0
15 1.0 1.8 13 1.0 1.3
Table Il : Reduced CPU times for various numbers of sections



4.5. VALIDATION THROUGH A REFERENCE LAGRANGIAN SOLVER: THENOZZLE TEST-CASE 133

455 Eulerian results for the monomodal test case

The Eulerian multi-fluid model is especially well-suited fhe monomodal distribution where a large spec-
trum of droplets are present, with a distribution tail. Ihdse seen on Fig. 8, left, that the curves corre-
sponding to the 90 sections solutions and the referenceahg@@n solution almost coincide; the difference

is quantified on Fig. 8 right, where the solid line, excepthat ¢arly beginning (an artefact due to the cell

discretization and time step used for the reference saolii@ zone of high velocities) the difference never

gets bigger that five per a thousand of the initial mass deasdroplets. This, on the one side, demonstrates
the ability of the Eulerian model to simulate the proposedfiguration, and on the other hand provides a
numerical validation tool for the Lagrangian solver.
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As mentioned previously, the strength of such multi-fluiddels, is to be able to reproduce the global
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behavior of the spray with a limited number of sections. @ouently, calculations with various numbers
of sections were performed : 90, 60, 30 and 15. For complstenee have also represented, both on Fig
8. left and right, the solution without coalescence caladavith 90 sections (which is superimposed on
the one calculated with the reference Lagrangian solverign@- left). The conclusion to be drawn from
these figures is that the multi-fluid is able to predict faislgll, even in the case of 15 sections for which the
computational cost is very reasonable, the global coulftiige various phenomena occurring in the nozzle,
whereas the solution without coalescence only providesi@decapproximation of the solution. One crucial
point is related to the localization of the vaporizationnfrdor pollutant formation purposes. It is clear
that even with 15 sections, the vaporization front is pedgisomputed whereas neglecting the coalescence
phenomenon leads to a substantial error of more than 5 cm.

It is particularly interesting to note that the average ayita are correctly reproduced with 90 sections.
Concerning the Sauter mean radius of the distribution,eéktsemely well-predicted by the 90 section solu-
tion, fairly well-reproduced by the 30 section one and tHfeednce gets bigger when we use 15 sections,
even if the mass difference does not get bigger than 2 peoéiné initial one.

We can then conclude, with this first test case, on the akifithe Eulerian multi-fluid model to repro-
duce with high accuracy the behavior of the reference Lagaansolution and also to correctly predict the
global coupling of vaporization, dynamics and coalescemwitie a limited number of sections.

4 5.6 Eulerian Results for the bimodal test case

If the monomodal distribution is well-suited for the seatibapproach, the bimodal can be considered as the
most difficult task; first the method can be shown to be of firdeoin the size discretization step [Lau02]
and some previous calculations have proved the difficultyabdéulating the interaction of two groups like
the one proposed in this example [LMO1]. In such a situatibe,numerical diffusion is introducing some
artificial coupling at the dynamical level since only oneogdtly is prescribed per section.
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Figure 4.9:Evolution of the mass density of liquid for the Lagrangiaference solution (solid line) and for various
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25 sections[d : 100

However, the results presented on Fig. 10 show that the meadgtien is very well captured, the
difference with the reference solution stays beld#. The evolution of the Sauter mean radius on Fig. 11-
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right is also well-captured. However, once 93% of the ihiti@ss has vaporized, there is a little difference
in the mass density decrease which seems to be due to a dfficudorrectly reproduce the dynamics and
granulometry of the distribution function.
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Figure 4.11:Droplet mass distribution at the locatien= 10.53 cm as well as velocity distribution as a function of
droplet size at this same location (dashed line : 100 ses;tiotted line : 25 section and solid line : Lagrangian).

In order to have a more precise idea of what is happening, we tepresented on Fig. 12. left the
mass distribution function at the poiat= 10.53 cm as well as the velocity distribution as a function of the
droplet size at this point in Fig. 12-right. It appears velgacly that the numerical diffusion, if too high,
can smooth out the mass distribution function and consdlyuttre velocity distribution function. In the
25 sections case, the peaks of the distribution have disapgend the velocity distribution function has
become monotone. This configuration allows to understanat wiil be the limits of such an approach.
However, the simulation with 100 sections allows to presany accurately the various peaks of the mass
distribution function, as well as their dynamics, except thee “big” droplets, the velocity of which is
becoming higher thus causing the difference to be obsemédgure 11-left on the mass averaged velocity.
This small discrepancy can be attributed to the numeridalsion which prevents the Eulerian multi-fluid
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method to accurately reproduce the intensity of the peakgsenting the “big” droplets (Fig. 12-left). The
influence of such a discrepancy is minimal on the mass digioib function as can be seen on Fig. 11-right,
but can influence the mass averaged velocity as shown on Fiigftl

4.6 Discussion and Conclusion

We have proposed in this paper a new Eulerian multi-fluid @ggin in order to simulate polydisperse dense
sprays. The main advantage of this approach is that it cartdeed from a kinetic level of description and
allows for a description of the droplet coalescence phemamean uncommon feature of the usual Eulerian
models.

We have proved the ability of such a method to reproduce théiao provided by a reference La-
grangian solver in a particular 2D axisymmetrical nozzlefiguration. The limitations of the approach
have been presented as well as its strength. It is able todepe the global behavior of the spray with a
limited number of unknowns at a very limited computationadtc However, in such a situation, the numeri-
cal diffusion is introducing artificial couplings and smivens out the details of the dynamics of the droplets.
This can be related to the only first order of the sectionat@goph as studied in [Lau02].

In a recent work [LMO02], we introduce a new second order metwbich can be extended to dense
sprays with coalescence. This should improve the robustféhe method thus making it a real efficient tool
for more complex configurations. We are also currently ustilgyapproach in multi-dimensional situations.
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4.7 Appendix |

The purpose of this Appendix is to restore the details of ttemfoof Proposition 4.1 of subsection 4.3.1.
We have seen that the assumption of zero dispersion is ngpattste with the coalescence term and the
conservation of momentum. Starting from assumpt[etid and[H3], we then consider a small and uniform
dispersions which is going to converge to zero and make the following agxion instead ofH2]:

[D1] Ata given size, the velocity distribution in each spacedion, k = 1, K, is a Gaussian functiog,,
of dispersiory arounduy (t, z, v) :

flt,z,v,u) =n(t,z,v) HkK  Po (ug — ag(t,z,v)). (4.45)

Let us notice thafD1] implies[H1]. We then use the same arguments as in [LMO01] in order to okitain
macroscopic conservation equations when coalescencessmirthrough the collisonal operafor The
transport equation (4.1) is multiplied Byandw; we then integrate with respect to the velocity variable. We
then obtain a first set of conservation equations parareelttiy the size of the droplets :

On + 0y - (nu) + 0y(nRy) :—n(v)/n(v*)ﬂ(v, v*) I, dv*

*

)
+5 [ n(v°(o,
2J o+ efo]
O(nw) + 0y - MU U+ nP(0)) + 0y(n Ryt) — nF = —n(v )/n(v*)ﬂ(v,v*)Iu_dv*

) v (4.47)
+ —/ n(v®(v,v*)) n(v) B(v° (v,v*),v*) I} dv*,
2 v*€[0,v]

whereF is the Stokes’s drag force takemat= w and where the partial collisional integrdis, I,7, I, and
I} take the following expressions

I, (v,v*,0) //\u—u*\(p,,(u—u( ))ws(u* —u(v*)) dudu®, (4.48)
(v,v%,0) // lu — u*|ps(u —u(v)) s (u* —u(v*)) dudu” (4.49)
L o0',0) = [ [0 = wlenu - a6 )po(w® a0 v ) dud’ (@450)

v I (v,0*,0) = //((’U —v*)u® + v*u")) [u® — u¥|ps (U —T(v*)) s (u® —u(v —v*)) du® du* (4.51)

u®,u*

In the previous expressions, we have used the new veloaitgbles (u°®, u*) in the creation integrals. It
is here fundamental that assumptigBd] and[H3] are satisfied, i.e. that the support of the distributions
in size and velocities is really the whole spaeeu) € (0,+00) x RX so that all the collisions can be
described by our model.
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Lemma 4.1 When the dispersioa goes to zero, we have the following convergence :

P - Okxk, I, — [u(w)—a@")|, I, — a(v)[ul)—a(v*), (4.52)
Lt = @) —ulw —v*)|, vI] = ((v—2v")al —v*) +v*u(*)) [@@*) —av — v*)| (4.53)

Proof. — It can be easily proved that, up to an error linear in the dpao, it is sufficient to consider
the 1D case. We then switch to the polar coordinates arownpdimt(u(v), w(v*)) with ¥ = u(v) —u(v*).

- //ND(P;(*Q_”_Q)\T(COS(G) — sin(6)) + ¥|drde.

Two cases are then to be distinguished, either 0 andI,, = /27 o, either¥ # 0 andI,; — ¥ — 0 when

o becomes lower than the distance betw&eand0 so that the Gaussian distribution approaches a Dirac
2

delta function.l,, —¥ = [ [ rexp(—r?/o%) (|r(cos(0) — sin(6)) — ¥| — ¥) d@ For all givene and ¥, there

wo?
r,0

exists a small diskD of radiusd around zero such that aB, |r(cos(8) — sin(0)) — ¥| — ¥ < ¢/2 and
there existsr such that on the complementary Bf the previous integral is lower thaf2; consequently,
I, — ¥ — 0asc — 0. The other integrals are treated following the same argtsnen O

Finally if we pass to the limit of zero dispersion in equatidd.46)-(4.47), we obtain the semi-kinetic
model presented in section 4.3.1 by equations (4.6)-(4dXtae proof is complete.

4.8 Appendix Il

The purpose of the present Appendix is to restore the detbilse evaluation of the quadratic coalescence
terms in the conservation equations (4.11)-(4.15) fronmstmai-kinetic model (4.6)-(4.7).

Let us come back to the definition of the coalescence term&1{4.12):

_ N P+ (k) .
oW — _ m®) pio* f (v f(w)B@Y —a® v, v*)dv*dv
m k 1 o) p(k=1)
(4.54)

+ 5//D?* prn(v®) n(v*)(v® + v*) B(@(v*) — a(v®),v*,v®) dv* dv°.

ol o)
C) = — ma S / o £ (v") / F@)B@Y —a®), v, 0%)dv*dv
= p@-1) pk—1)

(4.55)
+ % //D?* prn(v®) n(v*)(v°u(v®) + v*'u(v*)) B(@(v*) — u(v®),v*,v°) dv* dv°.

At this level, we make the assumption (4.10) erand f in such a way that we introduce the mass
densities in the sectiona(?). Besides, we take advantage of the fact that the velocitpristant inside a
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section, so that the right integration supports are intcedu
V) = —ml) Zk:l m(k)ij //L prv k9 (0) ) (v*) Bv, v*)dvdo*
ik
1Y 00 (o0) 0 (0%) (2-0Y L (O%) (%Y RLn® o K\ qurk q0r0
+§Zi:1m 7 mI Ve or. //X pr v° K\ (v°) K% () B(v°, v )dv*do
+//X prv* K99 (v°) 695 (v*) B(v°, v*) dv* dv® (4.56)

+// o1 v° K% (v°) K95 (v%) B(v°, v* ) dv* dv®+
X

sym
4

// prv* K9 (o°) <”?i><v*)ﬂ<v°,v*>dv*dv°)
Xy
Je

CY) =— mUgl) ZkN_zw,(k)ij // p1v 9 (v) 68 (v*) B(v, v*)dvdv*,
- L

@) o .
3 Zj ™ i V?z 32( 5 // puv° 50 (v°) K15 (%) B(v°, v* ) dv* do°®
+ a5 // prv* K0 (6°) K1) (%) B(0°, v*) dv* do° 4.57)

+ (%) // oy v° K54 (v°) H(Oﬁ)(fu*)ﬁ(vo, v*)dv*dv®
X

sym

s [[ ol <>)n“’?ﬂ(v*)ﬂ(vﬁv*)dv*dv°>
Xsym

This yields the final system of equations and we recall theesgion of the collisional integrals :

Qjk // prv 69 () k) (v*) B(v, v*)dvdo*, // pyv° k(%) (v° m(oﬂ*'i)(v*),@(W,v*)dv*dvo,

//plv 195 (v°) KL% (v*) B(v°, v*)dv* dv® —// 1 v° K99 (v°) 6495 (v*) B(v°, v* ) dv*du.

Xsym

We have represented the stiiff*, X4;,7 = 1,4 andX;Y™,4 = 1,2 on Fig. 1, as well as the rectangular
integration domaing.45 and Lo, for the disappearance operator. Let us recall :

N k-1 70G)
py = J U @unDy)u (Lun D) = (in UX]s'iym) » Xji = Log,0, N D",
k=2 1=1 =1

Forj = 4,i = 1, X4 corresponds tej; = 3 andoj; = 1. let us notice that two droplets in the same
section can not coalesce since the velocity difference dmtvthem is zero. The conservation of mass and
momentum are based on

N 1@ N
Ri_UUij_UU (X uxy™y ol Ly,
j=1k=1 j=1l:=1 j=1

an equality that can be easily observed on Fig. 1.
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Chapitre 5

Analyse numérique des meéthodes
multi-fluides eulériennes : Méthodes d’ordre
superieur

Ce chapitre fait I'objet d’'une note aux CRAS, donnée en aareixd’'un article en préparation avec
M. Massot.

5.1 Introduction

La modélisation des sprays (par spray, hous entendons ase fiquide dispersée sous forme de goutte-
lettes, i.e. dont la fraction volumigue est petite devantramét une importance particuliere dans le cadre de
la propulsion par combustion ou la plupart des fuels uslisént stockés sous forme condensée. La détermi-
nation précise de la quantité de masse de fuel fournie auagdegpgouttelettes est essentielle et repose sur
une bonne représentation de la polydispersion en taille@liltard : en effet, ces facteurs influencent forte-
ment la structure des flammes diphasiques considérées, d@made cas de brouillards dilués [MKGS98].

C’est dans ce contexte que les modéles multi-fluides enrmt été étudiés récemment [LMO1],
[LSNT02], [MVO01], [LMVO01]. Une premiére méthode, la méthode saahelle, a été introduite par Green-
berg et al. [GST93]. Son lien avec le niveau cinétique [Wile& rigoureusement établi dans [LM01] pour
les sprays dilués, ou les collisions peuvent étre négligitetans [MV01], [LMVO1] pour les spray denses.

Il s'agit d'une méthode de moments en vitesse et tempérdiespace des phases en taille de gouttes étant
guant a lui discrétisé par volumes finis sur la masse, avetaiote de moment, l'intervalle choisi étant
dénommé section en référence a [GST93]. L'évolution de fesitle massique de chaque section, ainsi que
de la vitesse moyenne et de la température moyenne cordgspes sont alors calculées directement grace
a des équations de conservation obtenues a partir d’'ununsieétique. Pour le cas des sprays dilués, le
modéle a été validé sur des flammes de diffusion diphasiquemaires par comparaisons expérimentales
[MKGS98], [LSNT02] et comparé numériquement a une approche classiqueati@itdnnage [LMO1].

Cependant, cette méthode a été utilisée jusqu’'a maintsaastréelle justification quant a sa précision
ou au choix de la discrétisation en taille. Un facteur essksdt I'évaporation des gouttes : il estimportant de
comprendre comment il agit sur la masse de fuel en phase vdjmu mieux isoler ses effets, on considere
donc la configuration, déja introduite dans [Dom01], [LM0d’un écoulement 1D, stationnaire, sans effet
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dynamique ni thermique : I'évaporation d’'un spray polypéissé dans un gaz chaud ou les gouttelettes sont
injectées a la température d’équilibre. On méne alors lk@eanumérique de cette méthode multi-fluides
eulérienne dans ce cas qui a l'avantage de présenter unt@samalytique. On a pu constater qu’elle
provoquait une diffusion numérique assez importante [LMO4 qui est confirmé par I'analyse numérique :
cette méthode est d’ordre 1.

Afin d’'améliorer ce point, on introduit ici des méthodes mflltides eulériennes d’ordre supérieur. Il
s'agit toujours de méthodes de moments en vitesse et tetuérbespace des phases en taille de gouttes
est encore discrétisé par volumes finis, mais on considéie foés, non pas des densités massiques dans
chaque section, mais des moments en surface, toujours kdagsecsection. C’est a partir de ces moments
que I'on calcule les densités massiques. On va donner €atdrces méthodes. Ce travail est une ouverture
vers une nouvelle classe de schémas qui est en cours depjgeient.

5.2 Modele cinétique

Le spray est constitué de gouttes supposées sphériquetédares par un parametre de géométrie
#, une vitessey; et une températuré,. Il peut étre décrit par sa fonction de distributigf(, z, ¢, u;, Tj)
appelée aussi densité de probabilité, de sortefjulr d¢ du; dT; représente le nombre probable, normalisé,
de gouttes a l'instantt dans le volume élémentaide d¢ du; dT; autour du poinz, ¢, u;, T;). Le parameétre
¢ représente par exemple le voluiieeomme dans [GST93], la surfaSecomme dans [Dom01] ou le rayon
R (fRdR = f5dS = fVdV).

La fonction f¢ satisfait I'équation de transport suivante [Wil58] :

Of? + 0o - (wif®) + 0p(Rof?) + 0u - (F1%) +0p,(Bf) =T +Q (5.1)

ou Ry(t,x, $,u;,T;) est le taux de changement gedl a I'évaporation F'(t, z, ¢,u;, T;) est la force de
trainée du gaz sur les gouttds(t, z, ¢, u;,T;) est le taux d’échange de chaleur entre les deux milieux,
T'(t,z, ¢,u, Tj, f?) est 'opérateur de collision menant & la coalescence et &sadation des gouttes et
Q(t,z, ¢, u;, Ty, £) est 'opérateur de collisions élastiques.

Pour réaliser I'analyse numérique des méthodes euléseatérivées du modéle cinétique, on considére
une configuration purement 1D ou le spray poly-disperséngsité dans un gaz chaud, de maniere station-
naire. Le gaz est a vitesse constante- 0, sa composition et sa température sont aussi constantee (on
tient pas compte de l'influence du liquide sur le gaz dans lsumgeou seule la description de I'évaporation
des gouttes nous intéresse). Le spray, quant a lui, estérjela méme vitesse que le gaz et reste donc en
équilibre dynamique. De plus, on suppose que les gouttslstint initialement a la température d’équilibre
et restent donc a cette température. Seule reste a comdideaporation.

Ainsi, les gouttes ont toutes la méme vitesse et la méme teatypé et I'écoulement est stationnaire. La
fonction de distribution peut donc étre réduite a la denghg, ¢) de gouttes au point en fonction de leur
taille ¢. D’autre part, d’aprés la loi dd?, a vitesse, température et composition du gaz constaatesiface
de la goutte décroit linéairement (i.e. le taldx de variation de surface di a I'évaporation est constant). Le

parameétre; = — =5 est alors une constante positive et I'équation (5.1) seitréadu
u

Ouf® —adsf® =0. (5.2)

On remarquera que la variable d’espageue le rdle attribué habituellement au temps.
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On notera la condition "initiale’f* (z = 0,5) = fo(S), oU fo est une fonction d’intégrale 1 s,
qui sera supposée au moiid surR* et a support compact inclus dajisS,q] (0N verra aussi que cette
étude se généralise au cas falest exponentiellement décroissante a l'infini, comme da8#[ 02]). La
solution de I'équation d’advection (5.2) a vitesse congtast alorsf ¥ (z, ) = fo(S + ax).

Adimensionnons le systeme, afin de faire disparaitre latantea. Notons les nouvelles variables et
fonctions :

S ar S

fs(ja S) = Smaa:fs(l'a S) f_O(S) = Smame(S)- (53)

S =

Smaw Smaz

Le probléme s’écrit alors :
0:F% - 05f° =0,  F5(3=0,5) = fo(9). (5.4)

Dans la suite, pour simplifier les notatior, z, f5 et fo(S) seront notés encow®, z, 5 et fo. On notera
aussiR = S'/2 etV = S3/2 les rayon et volume adimensionnés. D’autre part, le sup®yf} est alors
inclus dango, 1].

Cependant, on ne s'intéresse pas directement a la digrbft mais plutdt a la densité massique de
gouttesm et aussi aux densités massiquesdans des sectionig;_1, ¢;], variables importantes pour décrire

. : . . . 3/2 " . L e
I'évaporation. Adimensionnées p,qr%f# ou p; est la densité volumique du liquide, elles sont définies par :

i

N +oo
mi) = [ V@OPE 0 m) =Y mie) = | v@eresn 69
i—1 i=1

ou V(¢) est le volume adimensionné correspondagt @n notera de méma(¢) et R(¢) la surface et
le rayon adimensionnés correspondant)aDans la suite, on not& la variable en laquelle les sections
[¥;_1, ¥;] réalisent une partition uniforme de, 1] avec pour tout € {0,...,N}, ¥; = iA¥ (et donc
A¥ = 1/N). On supposera qu& = R® aveca > 0 (c’est par exemple, & un facteur multiplicatif prés, le
rayon, la surface ou le volume des gouttes).

On veut donc comparer, sur cette configuration, le modéligime pour lequel on a une solution ana-
Iytique, et des modéles multi-fluides eulériens qui peremettine approximation des densités massiques de
gouttes pour chaque section.

5.3 Analyse Numérique de la méthode sectionnelle

Dans un premier temps, nous rappelons, dans la configukttidi€e, le schéma de cette méthode multi-
fluides eulérienne qui permet une approximation directedéesités massiques de gouttes pour chaque
section. Puis on détermine 'ordre de cette méthode muitidk. Dans le cas deschémas pour la discréti-
sation en espace, on donne des conditions sur le pas d’'espdeaille de gouttes qui permettent la stabilité
du schéma et la positivité des variables. Ces résultatsseigiget justifient la ‘bonne’ facon de discrétiser
I'espace des phases correspondant a la taille de goutte4enine variable’ de taille a considérer.
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5.3.1 Méthode sectionnelle pour la configuration étudiée

Dans la configuration étudiée, le systéme semi-cinétiqu&dit a I'équation (5.4). L'approche sec-
tionnelle est une méthode de type volumes finis sur I'égoatinétique. Elle donne une approximatidn
desm; par le schéma semi-discrétisé suivant :

0rmi(z) = Fiy1mia(z) — (Fi + M;)m,(z), m;(0) = m4(0). (5.6)

Le terme enM; représente le flux de masse entre la sectiehle gaz. Le terme eR; représente le flux de
masse entre la sectiéet la sectiori— 1. Ces coefficientd/; et F; sont déterminés par un choix préliminaire
de la formenf’ de la fonction de distribution dans chaque section : la fonatle distributionf? enz est
approchée pacf(q&)mi(m) pour¢ € [¢i—1, $;[. Onaalors :

, o Vidi1) 6, V() s
VIL e {1, st 7N} E - S,(¢271)K/Z (¢Z—1)’ MZ - ¢i71 Sl(¢) h"’[, (¢)d¢ (5'7)
et Fy 1 = 0; les fonctions<? vérifient :
®i 8
[ vertwas=1 58)

La forme de la fonctiory¢ pouvant varier, on choisitf constant dans la section. Reste a déterminer pour
quelle variablep (xFdR = k$dS = Hf’dgé). On se place dans le cas généralfot: R® avecs > 0. La
constante;;?’ est alors donnée par :

1
6____ - 5.9
:‘ﬂ;z f(Z)il ¢3/ﬂd¢ ( )

Les coefficientd; et M; se réécrivent alors :
141 ®; 1
B uh” 35, 9VPdd

Vie{l,...,N} F=5S— , ;= : )
2 [, ¢¥0dg 2[5 9%Bde

(5.10)

5.3.2 Ordre du schéma semi-discrétisé

On commence par déterminer I'ordre du schéma semi-disér¢h.6). Il nous faut donc évaluer les
erreurs locales; :
Yi(z) = Opmi(z) + (F; + Mi)mi(z) — Fipimipi(z), (5.11)

ou lesm; ont été définis au paragraphe 2.1. Pour calculer I'ordreaji@est a dire I'ordre pour le calcul
de la densité massique totale du spray), il faudra éval(er = > ().

i
Commencons par calculer lgg L'équation vérifiée pal/ (4) f* est la suivante :

oy _ o (V(8) ¢) V(4 s 512
0.V($)1%) =06 (g0 1°) - Gl 5.12)
On calculed,m; en intégrant I'équation précédente sur la section
B #i 3 [
omi(o) = 5 [0 =5 | P19y, (5.13)
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Introduisons la différenck; (z, ¢) entre la distribution réellg?(z, ¢) et la distribution approchée;; (:c)nf(qﬁ).
A cause de la forme d@f donnée par (5.9), la fonctiaky s'écrit :
S 1f (3, ¢) — [2 (3, 0))de
I3 p¥Bdyp
En introduisant I'équation (5.13) dans I'expression (»dd-y;, on obtient finallement :

@i
SO i (o, 90) — S8 it i) / ¢/ hi(z, ¢)dp,  (5.15)

i—1

(o, 6) = (5.14

vi(z) =
ou on aposé 1 = 0. On notera de plug; = ¢; — ¢;—1.

Ordre global
Donnons tout d’abord un résultat d’ordre global :

Théoréme 5.1Si f¢(z, ) estC! en la variableg, alors le schéma semi-discrétisé (5.6) est globalement

1
d’ordre <lenA¥pour28+1—a<0et, pour2f+1—a=0,onay(z)=0(A¥InATD).
(0%
Pour28 +1—a > 0, le schémaestd'ordre 1 etona:

5| < H H uyAT (5.16)
ouwuy est une suite qui tend vers(% f o) quand le nombre de sectio® tend verst+oco.
Démonstration. — En sommant les équations (5.15), on obtient :
3 N roi
Ya) == ¢Phi(x, ¢)ds.
2 i=1 Y %i-1

En majorant uniquemenf?(z, ¢) — f(z, ¢)|, pours ety dans(e;_1, ¢;], parH%H A;, on aimmédia-

tement : o
(b 3

avec
RS g8
_ . 1
uN—A\IJ;A,/m_IqS dé.

Il reste alors a montrer le résultat de convergenceigur
Commey; =i AV = /N, on aimmédiatement, pouty :

B amasei N 8 8 RSy <o
uv =1 5N ;[(k+1)a—ka“(k+1) k]

Il existe donc des réels, ety danslk, k + 1] tels que :

a— a— b _ ﬁ+1
uN:—ﬁ N 2[“4—6N MI{ZA“ lu 1].
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Dans les cas ot < S etoua > B+ 1, c’estadire quand les exposa@t& let % — 1 sont de méme
signe, on peut encadrefy entre les 2 valeurs suivantes :

2 2
a—28— a—28— a—23— a—23—
%N 22 O, o= Dy,

avec
N 2B8+1
—x
UN’IZZE:ki e L.
k=1

Ainsi, si28 +1 — a < 0, alorsvy est convergente ety est équivalent, quand tend vers l'infini, a un
a—2B3—-1

s e
termeenN <« , c’estadire que:

Y(z) =0 (AT™a"),

et I'ordre global esZ*! < 1.
Si2f+1—a =0, alorsvy est équivalent, quan tend vers l'infini, aln N ety(z) = O(—AY¥ InAVY).
2

Enfin, si2 1 -« > 0, alorsuy converge vers—— .
prl-a UN g a(28+1— )
B_, B+1

Danslecasofl < a <fB+1,0na28+1—a>f>0etonpeut mnoreAs ",  par:

28+1—a
By B1_ k= e 1 —a 2B41-a
AL 1uk°‘ ! > (k+ 1)%‘%%— =— > k2ﬁ+—1 _ (1 _ é) kzs+_2,
(1) °
et le majorer par :
B_, B+ 1\ -
e e S ()
< k2ﬁ+al—a_1 N (2ﬁ +1 1) 2B+;—a_1k23+al—a_2.
[0
Ainsi, ux est équivalent au terme suivant :
IBZNa—ZB—l a 2+1-a B2
a? Y 2B+1-a © T a@B+l-a)
On a donc bien I'ordre 1 dans ce cas et le théoréeme est démontré O

Remarque 1 On a supposé gff{z, .) estC? en¢ surR+ et a support compact, par exemple. Or on a, ici,

la relation entref? et f, :
P 2 2 4 2
[z, ¢) = Bqﬁﬂ fo(#? + ).
Ainsi, si on suppose quf est une fonction au moirG? surR* et & support compact, alorg®(z,.) est
a support compact. Cependant, pour une fonctforC? sur Rt, les fonctionsg,, définies parg,(¢) =

¢‘5f(¢% + z) sont définies et continues sBI pour chaquer > 0 si et seulement éi > 0 ou f = 0. Ici f
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et ses dérivées sont non nulles eton a:

2

9of*(x, ¢) =%[(3—1) P2 fo($1P 4 ) + 2P (¢2/ﬂ+x)],

B
21w d) =5 (5 -1) (5-2) #0S(@? +0) 435 (5= 1) 640156207 +2)

+(3) w6 4.

Donc, f%(z,.) estC' pour chaquer > 0, si et seulement §i = 2 ou$ < 1 et f%(z,.) estC? pour chaque
z > 0 sietseulement g = 20uf = 1ouf < 2/3. On considére alors les deux cag'=2etf < 1
En particulier, dans le cag < 1, I'hypothésef, C' est plus forte que I'nypothéss, f¢ C'. On peut ainsi
obtenir un ordre 1 poud — o+ 2 > 0.

Ordre local

On a aussi le résultat sur I'ordre local dans le cas paréiculi= 3, o on a nécessairement un ordre
global égal a 1, moyennant les conditions de régularité¢?de
Mais auparavant, afin que les calculs soient plus facilefeataer, on montre le lemme suivant :

Lemme 5.2 Soientf etg deux fonction définies sur un intervalle b] telles quef estC* sur|a, b], f’ étant
dérivable surja, b[ et g estC? sur[a, b] et dérivable suila, b[. On suppose de plus qyéne s’annule pas
surJa, b[. Alors, il existe un réet dansja, b] tel que :

f(b) = fla) = (b—a) f'(b) _
9(b) — g(a)

")
g'(c)

—(c—a)
Démonstration. — On introduit la fonctior: définie sura, b] par :

h(z) = f(z) - f(a) — (z — a) f'(z) — Klg(z) — g(a)),

ou K est choisi de sorte qugb) = 0. On peut appliquer le théoréme de Rollg &t on obtient le résultat
du lemme. O

Théoréme 5.3 Dans le casy = 3, si f%(z, ) estC? en la variableg, alors le schéma semi-discrétisé (5.6)
localement d’ordre 2 el V. Plus précisément :

ors[(er o4 2oe)

Démonstration. —Ici, on a¢ = ¥ etA; = AW¥. On introduit une fonction continuk qui va coincider
eng¢;_1 avec la différencé;(z, ¢) entre les distributions réelle et approchée :

o fe
d¢?

] (AW)2, (5.17)

f(erA\p o318 fo(z, 0)do

h(z,d) = f®(z,$) — f(;b-I-A‘I’ 03/8do

(5.18)



150 CHAPITRE 5. ANALYSE NUMERIQUE

A partir de I’équation (5.15), on obtient en fonction deh :
+1 _ 3 [
ey =2 (7 g+ a0, s+ L [T gk pyas -2 [T $hie 9)ds. 5.19)
2 i1 2 Pi—1 2 bi—1
Les deux derniers termes de cette inégalité se majoreterfaant car, poup € [¢;_1, ¢;], une formule
de Taylor surf?(z,.) donne :
¢ ¢
O 7 U

Ainsi,ona:

@i
¢ hi(z, 9)dg| <
di—1

Le majorant est le méme, pour l'intégrale intervenant dargelixiéme terme de (5.19).
Majorons alors le premier terme de (5.19). Commengons gariré la fonctiordsh(z, ¢) :

0sf®(z, B) f(ZH'A\I’ o¥Bdo — (¢ + AV)3/B [f9(z,¢ + AT) — f¥(z, )]
f(f+A\IJ 0'3/ﬁd0'
+ AT/ — y3/B) [OHAY 5318 £ (5 §) — F9(z,0)]do
(@ +Aw)¥P - g¥P] [F [f%(z, ) — 1%(z,0)]
( foras G3/ﬂda)2 '

RN o
®i

1—

Oph(z, ) =

Dans la premiére fraction, on utilise un développement geoTae f¢ : il existe un réelp, dansg, -+ AT|
tel que :

F(@, ¢+ AV) = [P(x,¢) + AV 8, f?(x, ¢) + %8‘%#(% 5.
Ainsi,ona:
|$0h(x, ¢ H e :I; (j; AW)3/8
2 a;‘g W—BZL (5.20)
H of? H IN T };? fg?ﬁ/ﬂ_dis/ﬂ'

Le premier terme de (5.20) peut étre majoré grace au lemmeo.8ait qu’il existe un réel; dans|0, A¥|

tel que

JTHEY 6¥Bdo — AW (¢ + AT)*P
fq§l5+A\IJ 0'3/’8d0'

%(¢ + 01)3/’3_1
(¢ + 01)3/B

3 ¢

= le1 = AU,
qﬁ¢+q

¢

3
B
De la méme maniére, on peut majorer le troisiéme terme de)(5ilexiste un réet, dans|0, A¥[ tel que

(p+ A6 —g3/s 347
f(Z)—'—A\P o3/Bdo cg/’B

= ‘—Cl

¢

C2

<

Il
™| w
W] e
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Enfin, pour le deuxiéme terme de (5.20), on remarque que :

(p+AD?YE _ ($+ AV g} P 3. ¢
[SY osBdo T [$TAY 03/Bdo [SAY o3/8do B AT
On obtient finalement la majoration ¢lﬁ8¢,h T ¢
- of® o2 f®
st ] < a0 |57 H (14 500) |5
D’ou la majoration de I'intégrale dans le premier terme dé 5
bi af¢ a2f<i>
1+1/8 1+ SAU AT)?,
[ oot < 5|55 +3 (e Fav) || @
Le théoréme est donc démontré. O

Remarque 2 Dans le cas # 3, lorsqu'on a l'ordre 1 et sif?(zx, ¢) estC? en la vanableq& on peut
montrer de la méme maniére qlig| est majoré par une constante multipliée [:(a‘x\I/) 5 sii = 1et
RZPF172*(AW)2 sinon. Pour cela, il suffit d'introduire des fonctiohs coincidant enp; | et ¢; avech; et
définies par :
3o gale W(x $) — (v, ¢)lde
hi(z, ¢) = [ ioag ,

oUA;(4) vautA; eng; 1 etA; 11 end;:
Al — A,
Ai(9) = Ai + (¢ — ¢i71)%-
7

On écrit encorey; en fonction de; et on peut majorer.

5.3.3 Théta-schéma : stabilité et positivité

On introduit la discrétisation en : z;, = kAz avecAz > 0 etk € N. Le #-schéma correspondant a
(5.6) permet d’obtenir une approximatias desm? = m;(zy) par :

kT — ik

Az
oud est fixé entre 0 et 1. Ce schéma se met sous la forme :

k
L= Faloilfl 4 (1— O)mb,] — (F o+ M)l + (1 0], mf =mf, (5.20)

7

AginFtt = Byml¥, (5.22)

oummk = (mk,mk, ... mk )" et ol les matriced, et By sont bidiagonales, les coefficients diagonaux étant
1+ 60Az(F; + M;) pourAg etl — (1 — 8)Ax(F; + M;) pour Bg aveci € {1,...,N}; les coefficients de
la diagonale supérieure sonbAzF; pour Ag et (1 — 0) Az F; pour By aveci € {2,...,N}.

On détermine une condition de type CFL pour la stabilité diesta (5.22) ainsi qu’une condition pour
que le schéma donne des valeurs toujours positives degétensssiques de gouttés’. Pour donner ces
conditions, il faut tout d’abord donner une propriété ssrdeefficientsM; + F; et plus précisément, sur
M:maX{Mi—I—Fi, ’iE{l,...,N}}.
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Lemme 5.4 Coefficients —Sia < 2 alors M varie commegA¥) 2/,
. 33+p 1

Sia=2alorsM =F, + M; = - ——(AT) .

i M 1+ M 911 ﬂ( )

Sia > 2 alors, pourN ’assez grand’, on aVl = Fy + My et M varie commeA )1,

Démonstration. —On commence par écrire les coefficients sous la forme :

1+

=)

d

13+

M;+ F, = im(m)*/ax(i -1), A=) = (5.23)

3(z+1)'F +(B-2z
(z + 1)# _

. A R 1
La fonction\ est équivalente eftco 2ot L -2,

B+3
Sia > 2, \(z) tend donc vers-oo quands tend verstoo. Ainsi, si N est suffisamment grand, alors

A7 — 1) est maximale pour = N et on aM = Fy + My qui est équivalent & quandN tend verstoo.
Cela montre le troisiéme point du théoréme puisquke = 1/N.

Sia < 2 alors)\ est une fonction continue si®™ de limite 0 end+oo. Elle est donc bornée éf varie
comme(AW)~2/e,

Sia = 2, on réalise le changement de variable suivant :

webil ) =A(7L) = Lok 5 - 20 (5.29
) 1— Y 2

en remarquant que la fonction quyénssociel%y est strictement croissante le1[ dansR* . On va montrer

gquep est maximale en 0.

Pour touty € [0,1[, on ay('*8)/2 L y. Ainsi, pour8 < 2 on au(y) < 3+ (8 — 2)y(18)/2 < 3 = 1(0) et

1 est maximale en O.

Pourg > 2,0ona:

Mm—u@%=TJ%mB—¢@% o) =(B-2y"7 +(B-By > (5.25)
et la dérivée de est alors :

B3
¢y =8B -1) ~ (B-5)(1+B)] >0 (5.26)

Ainsi ¢ estinférieure &(1) = 3 sur[0, 1] ety est maximale en 0 & cause de (5.25). Cela montre le deuxieme
point du théoreme. O

On a le résultat de stabilité suivant, pour le schéma (5.22) :

Théoreme 5.5 Stabilité — Supposons que le¥; + F; sont positifs et 2 a 2 distincts.
Sif > 1/2, alors le schéma (5.22) est inconditionnellement stable.

Sif < 1/2, alors le schéma (5.22) est stable si et seulement sl < —————.
<1 (5-22) M S A 20)As
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Démonstration. —Pour montrer ce résultat, on considéere la matfice: Ag_lBg. Celle-ci est triangu-
laire supérieure et ses termes diagonaux s'écrivent :

1—y(1-0)Azx

La fonction g, est continue et strictement décroissante®ur Les M; + F; étant 2 a 2 distincts , les
¢; le sont aussi. Don€ est diagonalisable, ses valeurs propres étani;Jeginsi, le schéma est stable si

(5.27)

: . 1-6 .
et seulement si pour toate {1,..., N}, on alc;| < 1. Oryy(y) varie entre—T et 1 lorsquey varie

entre 0 et+-oo. On a donc une stabilité inconditionnelle pdu: 1/2. Dans le ca# < 1/2 la condition de
stabilité est F; + M; < ¢, '(—1). D’ou le théoreme. a

La forme du schéma (5.22) peut se réécrire :
[1+0 Az (F; + My)] iy ™ = [1 — (1 — 0) Az (F; + M) of +0 Az Fyaif [ + (1-0) Az Fipamfy .

On démontre alors directement le théoréme suivant :

Théoréme 5.6 Positivité — Le schéma (5.22) donne des valeurs positivesrdesiuelles que soient les

conditions "initiales’m? positives si et seulement si omd < —————.
(1-6)Azx

On peut remarquer de plus que le schéma impliéite=(1) donne toujours des valeurs positives ae/s

quelles que soient les conditions "initiales? positives.

Le Lemme 5.4 et les Théorémes 5.5 et 5.6 permettent donc dardger les conditions CFL pour la

stabilité et la positivité pour les différentes valeursadet 8. En particulier, dans le cas < 2, M varie
Az

) E\IJQ/Q
une condition plus restrictive que dans le eas 2. Prenons par exemple le cas= 8 = 1 (A¥ = AR)

couramment utilisé et comparons-le auaas 2,8 = 1 (A¥ = AS). Les conditions du Théoréme 5.5 sont
réalisées dans les deux cas, car la fonchau Lemme 5.4 est strictement décroissante. Et gdasad. /2,
la condition de stabilité est, pour ces 2 cas :

& < 2 Az < 2

AS < 3(1 - 26)’ (AR)2 ~ 3(1-20)
Les conditions de positivité, quarfl< 1, sont de la méme forme que pour la stabilité. Ainsi, on a des
conditions CFL plus restrictives dans le premier cas que tiaeecond.

commeA ¥ —2/%, On va donc avoir des conditions CFL du t inférieur & une constante, c’est a dire

(5.28)

5.3.4 Choix optimal de la discrétisation et de la forme de laidtribution dans chaque section

Finalement, dans le cas général, on obtient des conditiéiisg@ur la stabilité et la positivité, peu
2

restrictives pourx > 2. De plus, on a représenté sur la figure 5.1 les cou % f 1 ] = v, pour
(6] —

différentes valeurs de.

Il apparait ainsi que, parmi les cas> 2, la précision la plus grande (c’est a dire avec un ordre 1 et la
constante intervenant dans la majorationydainimale) est obtenue pour = 2 et 8 = 1. D’autre part, on
peut remarquer que, pour ce cas, la régularitgdest induite par celle dg. C’est le meilleur compromis
entre précision, stabilité et positivité. Ainsi, le castiopal’ est une discrétisation uniforme en surface et
une distribution choisie constante en rayon.
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5 T T T —
conditions CFL restrictives conditions CFL ¥ :/0;9'
peu restrictives ///

bet a

ORDRE <1

al pha

FIG. 5.1 —Schéma pour I'ordre et la stabilité de I'approche sectiiarseiivant les valeurs de et 3.

5.4 Simulations instationnaires de la méthode sectionnell

a2

L'analyse numérique de la méthode sectionnelle ayant étiéséé, on s’intéresse maintenant a son
comportement pour des simulations instationnaires, darcss 1D sans effet dynamique. La configuration
est a peu pres la méme que celle de la section précédente nsidé@@ une configuration purement 1D
ou le spray poly-dispersé est injecté dans un gaz chaud,aetiésfois de maniére instationnaire. C'est a
dire qu’un brouillard de distribution constante est infependant un intervalle de temps fini, dans I'espace
considéré. On va étudier deux cas, suivant que la fonctiosisdgbution en surface du brouillard injecté
est réguliere, comme dans le cadre du Théoréme 5.3 ou dimeentas qui convient mal a I'approche
sectionnelle. On commence par donner, plus précisémemipdeéle cinétique, les conditions initiales et les
conditions aux limites. On donne alors le schéma numérigles éésultats obtenus.

5.4.1 Configuration et Modele cinétique

On considére donc une configuration 1D sans effet dynamigrigaz est a vitesse constante- 0, sa
composition et sa température sont aussi constantes. &g sprant a lui, est injecté a la méme vitesse que
le gaz et reste donc en équilibre dynamique. De plus, on sappae les gouttelettes sont initialement a la
température d’équilibre et restent donc a cette tempéraitiar fonction de distribution est donc réduite a la
densitéf?(t, z, $) de gouttes a l'instart, au pointz en fonction de leur taillg. D’autre part, ici encore, le
taux R de variation de surface d a I'évaporation est uniforme estzmt. L'équation (5.1) se réduit alors

Y

a:

Of® +udyf® + Rs0sf* = 0. (5.29)
On adimensionne le systéme grace au changement de vasablast :
_ — _  —Rot _a _
§=_5 R LA B 5(%,8) = Smasf® (x,8). (5.30)

Stz U Smaz Smag
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En notant encoré, z, t et 5 les nouvelles variableS, z, £ et f5, on obtient I'équation :

O fS + 0nf® — 8sf = 0. (5.31)

On suppose gu’au départ, aucune gouttelette n'est prédensd’espace de calcul. On injecte constam-
ment enz = 0, entre les temps= 0 ett = 0.5, des gouttelettes de distribution constante. Cette bligton
est donnée par une fonction de la surf@igela solution analytique du modéle cinétique est donc :

fo(S+z) sit—3<z<t

(@, 8) =
0 siz>tour <t—3

(5.32)

On a réalisé les calculs avec deux fonctions de distribufipdifférentes : 'une, réguliére est donnée
par la figure 5.2a, l'autre, discontinue, est donnée par ladi§.2b. De plus, toutes deux sont d’'intégrale 1.

1.4 T T T T 35

12 — 30

1r 1 25

0.8 — 20

fs
fs

0.6 [ B 15 |

04 — 10

0.2 [ B 5

0 L L L L 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

s S
FIG. 5.2 —Distributions de taille des gouttes injectéeser 0, en fonction de leur surface.

On peut utiliser une grande variété de schémas pour la tgién en temps et en espace. Il ne s’agit
pas ici de les détailler, on pourra par exemple se référere®JR]. Les calculs ont été réalisés avec la
méthode sectionnelle et un schéma d’ordre 2 en temps et aceesafin de limiter la diffusion en ces
variables.

5.4.2 Schéma numérique

Le schéma semi-discrétisé de la méthode sectionnelldts@ette fois :
Oy (t, x) + Opi;(t, ) = Fip1mmiyi(t, o) — (F; 4+ M;)m,(t, o). (5.33)

On introduit des discreétisations uniformes en temps etpacest, = n At etr; = j Az. Le schéma utilisé
pour la variable temporelle est un schéma de Runge-Kutticégp'ordre 2. Pour la variable spatiale, on
utilise un schéma d’ordre 2, avec limiteur de pente de typamod [LeV92]. On obtient ainsi une valeur
approchéeﬁ{“p’" de la masse de la sectiopau tempg, et au pointz; 1/, = z; + %Aa:.

La méthode sectionnelle est alors utilisée, avec 100 sectidS = 0.01), 100 pas d'espaceNz =
0.01) et 800 pas de temp&\¢ = 0.00125). L'injection des gouttes se traduit alors simplement,sdien
schéma par la présence, 8- 0, pour0 < t, < 0.5 des masses dans chaque section :

Si
™ = / $%2 fo(s) ds. (5.34)
Si—1
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5.4.3 Résultats
Cas de l'injection d’un brouillard de distribution régulie re

Dans ce premier cas, la distribution de gouttes du brodiliajecté est donnée par la figure 5.2a. On
peut voir, sur la figure 5.3, en quelques points, la distidoutie masse donnée par la méthode sectionnelle,
par rapport a la distribution exacte (cette distributiona® estS%/2 f,(S + z) aux points considérés). On
constate un trés bon accord pour les 3 premiers points, en d#&galage apparaissant un peu plus loims,en
la ou la quantité totale de masse devient faible.

t=0.25, x=0.02 t=0.45, x=0.2

0.3 [

mass distribution
mass distribution

0.1 [

0 oz oa o5 o8 ] 1
S
t=0.65, x=0.4

mass distribution
mass distribution

0 0.2 0.‘4 s = 0.‘6 0‘8 1 0 D.‘Z B 0‘4 s 0‘6 0‘8 1
FiG. 5.3 —Distribution de masse en= 0.25 etz = 0.02 (a), ent = 0.45 etz = 0.2 (b), ent = 0.65 etz = 0.4 (c),
etent = 0.85 etz = 0.6 (d) exacte (en pointillés) ou calculée avec la méthodeamutile (en trait plein).
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Cas de l'injection d’un brouillard de distribution irrégul iére

Dans ce second cas, la distribution de gouttes du brouiltgedté est donnée par la figure 5.2b. Il s’agit
de voir comment se comporte la méthode sectionnelle, saCextréme’ pour lequel elle n'est pas adaptée.
On peut voir I'évolution de la distribution de masse sur laifegg5.5. On remarque notamment la diffusion
numérique rapidement importante. Celle-ci est due aibatilon de la méthode sectionnelle, qui est d’ordre
1, alors que les discrétisations en temps et en espace swdted2. D’autre part, on constate que petit a
petit, se crée un décalage de la distribution de masse |&alavec la méthode sectionnelle, par rapport a la
distribution réelle (voir la figure 5.4). Ainsi, la vitesse dropagation prévue par la méthode sectionnelle est
inférieure a la vitesse réelle. Ce résultat classique esbd&é théoriguement, par une analyse de Fourier,
par exemple dans [Dur99].

t=0.25, x=0.02 t=0.5, x=0.25

30

20
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25
16
c c
o o
- — 14
= 20 -
=] =]
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= =
= 15 f Zwof
7] %)
S S 8r
»n 10F 7]
g £l
s
51
2L
o . . . . P o . . A )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
S S
t=0.75, x=0.5 t=1, x=0.75
12 . . 3 T : .
10 F 4 4 25 b
c i c
o o
= 8f = 2t
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— 6 = oasth
7] %)
° °
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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FIG. 5.4 —Distribution de masse e@n= 0.25 etz = 0.02 (a), ent = 0.5 etz = 0.25 (b), ent = 0.75 etz = 0.5 (c),
etent = 1 etz = 0.75 (d) exacte (en pointillés) ou calculée avec la méthodeautile (en trait plein).

Afin de réduire la diffusion numérique, et de mieux prévoivitesse de propagation, il faut développer
des méthodes adaptées, d’ordre plus élevé. Une premi@teaatnvisagée est une méthode d’ordre 2 pour
le calcul des nombres de gouttes dans chaque section : enétidiation, suivant la taille des gouttes, de type
MUSCL avec un limiteur de pente de type minmod. La distritmutile masse est ensuite reconstruite. Cette
méthode a été programmée et on constate une diffusion neoipdr dans le cas de I'approche sectionnelle
(voir la figure 5.6). Cependant, la variable qui nous intgeesst la densité massique de gouttes et celle-ci
n'est pas conservée par ce type de méthode. D’autre pareuresur la masse des grosses gouttes est plus
importante.
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t=0.05

"graphm01"

: . 0.26

mass distribution 0.24
0.22

0.3 .16
0.25 i
02 s
018 08
0.1

t=0. 45

“graphm09”
0.26

mass distribution 0.24
0.22

t=0. 85

mass distribution 0.018

FiG. 5.5 —Distribution de masse en= 0.05, ent = 0.25, ent = 0.45, ent = 0.65, ent = 0.85 et ent = 1, calculée

avec la méthode sectionnelle.

t=0.25

"graphm05" ———

: . 026 ——

mass distribution 024 ——
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0.3 .16 ——
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0.25 pr
0.1
0.2 08
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t=0. 65

"graphm13" ———
0.045 ——

mass distribution

0.04 ——
0.035 ——

"graphm20" ——
001 ——

mass distribution 0.009 ——
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t=0. 05 t=0.25

“graphm01_n" "graphm05_n"
3 3
mass distribution g;é - mass distribution g;é

0.3 0.3
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15

t=0. 45 t=0. 65
"graphm09_n" “graphm13_n" ——
Y 5
mass distribution g;é - mass distribution 0(;]8(; —_—
0.065 ——

0.3 03
0.25 0.25

0.2 0.2
0.15 0.15

0.1 0.1

t=0.85 t=1

mass distribution 0.028 mass distribution 0.015 ——

FIG. 5.6 —Distribution de masse d@n= 0.05, ent = 0.25, ent = 0.45, ent = 0.65, ent = 0.85 etent = 1, calculée
a partir de la distribution du nombre de gouttes, elle-méwaguée avec une méthode d’ordre 2.
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C’est pourquoi un autre type de méthode a été envisagélidaiton plusieurs moments en surface dans
chaqgue section. C’est cette derniére approche qui eséétudfans la section suivante.

5.5 Meéthodes d’ordre supérieur

Comme pour la méthode sectionnelle, on utilise des méthaelesoments en vitesse et température des
gouttes. L'espace des phases en taille de gouttes est agsétidé par volumes finis, mais sur des moments
en S de la distribution.

On calcule ici I'ordre de la méthode dans le cas ou @m moments, sur la configuration 1D sans effet
dynamique ni thermique. On revient ensuite & une méthodenardements, puis a sa généralisation a des
problémes non stationnaires et avec effet dynamique.

5.5.1 Méthode a m moments

On choaisit ici, directement, une discrétisation en surfdedespace des phases de gouttes réalisant une
partition uniforme d€0, 1] : pouri € {1,..., N} on poseS; = iAS (avecAS = 1/N). La seule fonction
de distribution utilisée ici est® que I'on notera donc, pour simplifief,

Il s’agit donc ici de donner une méthode de volumes finis typeind sur chacune des équations :

05(8*f) = 9s(8*f) — aS*"'f (5.35)

ol « est un entier. |l s’agit d’approcher les moments :

Si
Vie{l,...,N} Vae{0,...,m—1} nS¥ = S f(x,S)dS (5.36)
Si—1
Le schéma donne alors une approximabﬁ‘/f desnSY par les équations suivantes, pout {1,...,N}
eta € {0,...,m —1}:
00 (nSE) + anSP~" = SPFiy1 — S F (5.37)

ou lesF;(x) sont des flux. Ce sont par exemple des approximationsf (tesS;_;). Pour les calculer, on
approchef par la fonctionf, telle que pour chaquee {1,..., N}, fal(s;_,,s,[ SOit une fonction polyndme
de degré inférieur ou égala — 1 et telle qu'on ait :

S; o
Vie{l,...,N} VYae{0,...,m—1} / S%fo(z,8)dS = nS. (5.38)
S,

i—1
Les flux F; et une approximation de la densité massique de gotittedans chaque section peuvent alors
étre définis par :

F;, = fa(x,Si_l), T?LZ(.’L') = /SSZ 53/2fa(x,5)ds. (539)

Fonction de distribution approchée

Commencons par vérifier I'existence et I'unicité d’uneaddnction f,. Pour cela, on va introduire des
bases de 'ensembl®,,_; [X] des polyndmes de degré au plus-1, et exprimerf, en fonction de celles-ci.
Pour construire ces bases, on utilise des bijections, déftans la proposition suivante :
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Proposition 5.7 Les applicationsp et (%) définies suiR,, ; [X] et & valeur dan®™ :
1 1 1 t
o(P) = (/ P(a:)dx,/ xP(:v)dw,...,/ wm_lP(x)dx> ) (5.40)
0 0 0

, , , t
oD (P) = (/:1 P(x)dz, /:1 zP(x)dx,... ,/SS xmlP(:v)d:v> (5.41)

i—1

sont des applications linéaires inversibles.

Démonstration. — Commengons par montrer qyeest bijective, le reste en découlera. La matrice
de ¢ dans les bases canoniquésX, ..., X™ ') deR,, 1[X] et(ei,...,e,) deR™ a pour coefficients
P C’est une matrice de Cauchy qui est donc inversible. Doast une bijection.
tTJ— ) )

Montrons maintenant que®) est injective. SoitP € R,, 1[X] tel quep (P) = 0. On a alors, pour
chaquej € {0,...,m — 1}:

L Si (-84 dr
J ) = bt - =
/0 Y P(Si_1 + yAS)dy /S ( i~ ) Pla)es = 0.

Ainsi, puisqueyp est injective, le polyndbmé&(S;_; + X AS) est nul, et dond aussi. On a montré que®

i—1

est bijective. La proposition est démontrée. O
On note alors : '
Ry=¢ ' (eer), B = () (ers), (5.42)
ou (ei,. .., en) estla base canonique B&*. _
Ainsi, les m-upletg Ry, . .., Ry—1) et(PO(’), e ,Pr(,f)_l) forment chacun une base Bg, 1 [X], la premiére

étant indépendante de la discrétisation choisie, et leunents sont :

1 S; .
/ Y Ri(y) dy = 6, / 9 PO(8)ds = 65, (5.43)
0 Si—1

oud; vaut 1 sij = k et 0 dans le cas contraire.
Ainsi, la fonction f, existe et est donnée par :

m—1 ]
VS € [Sic1, Si[  fa(z,8) = Y nSk(z) PP (S). (5.44)
k=0
D’autre part, les flux sont alors :
m—1 o )
Fi=Y nSkz)PP(Si ). (5.45)
k=0

Résultat préliminaire

Avant de poursuivre, on montre un lemme qui permettra deelotes estimations d’erreur. Introduisons
tout d’abord les quantités indépendantesddequi vont nous servir pour les majorations :

My = sup |f§" (W), Mpi=sup [ @),  |IRl= sup  sup [Ri(s)l. (5.46)
yeR+ yeR+ ke{0,...,m—1} s€[0,1]
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ou lesRy, forment la base d&,, 1 [X] définie par (5.42).
On a alors le résultat :

Lemme 5.8 Soith une fonction de class@™ sur [0, 1] et la fonction définie pouy € [0,1] par :

m—1 1
V) = hw) — Y Raly) [ hia)d
k=0 0
Alors on a, poury € [0,1] :
H,, "1
ol < 3 |1+ IR Y %]

ou H,, est la norme dan&* ([0, 1]) de (™).

Démonstration. —La formule de Taylor-Lagrange a l'ordfe, entre ety, nous permet d’écriré sous
la forme :h = Q + ¢, ou @ est un polyndbme de degré au plus égat & 1 et oue vérifie, poury € [0,1] :

Hp,

ely)] < 2. (5.47)

On va pouvoir exprime® uniquement en fonction de Pour cela, décomposons le polynd@elans la
base desy :

m—1 1
Q) = 3" Ryt [ 0 Q.
§=0 0
On injecte cette expression dapis
m—1m-—1 1 1 m—1 1
W) =hw) - Y Y Rl) [ FR@ s [ v Qudi- Y Rely) [ ela)a
k=0 j=0 0 0 k=0 0
Vue la définition desk;, traduite dans I'équation (5.43), on a:
m—1 1 m—1 1
V) =hl) = 3 Rew) [ v Quidu— 3 Ruly) [ ela)ds
k=0 0 k=0 0
m—1 1
) = Y Ruly) [ el de
k=0 0
On obtient alors, grace a (5.47), I'estimationyléonnée dans le lemme. O

Calcul de la masse

Une approximationn; de la massen; dans la sectiom est donnée par :

Si S; .
i (z) = S3/2 f.(z, 8)dS 532 pi($) ds. (5.48)
Si—1 k=0 Si—1

I
g
S
n
&
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Siles valeurs des moments étaient exactes, alors I'eroenmise par un tel calcul de la masse serait donnée
par :

m—i_ S; .
Gi(z) = mi(z) = Y nSk(x) / | 532 Pl () ds, (5.49)

c'est adire:

S,’ m—1 . S,’
= / §*gi(w, )dS,  gi(z,8) = f(a,5) = Y P{(S) / o* f(z,0)do.  (5.50)
Si—1 k=0 Si—1

On va déterminer I'ordre d§ en fonction deAS :

Proposition 5.9 Si f; est de class€™ surR", alors¢; = O (AS™).

Démonstration. — On va écrire leg; sous une forme différente qui va nous permettre d'applidgier
Lemme 5.8. Remarquons que tlespremiers moments efi de g; sur[S;_1,.S;] sont nuls. En effet, pour
ke€{0,...,m—1},ona:

S’L m— i .
/ S* gi(z, 8) dS = nS¥(z Z / S*P(8)dS = 0.
Si 1 z 1

Ainsi, lesm premiers moments dg(z, S;—1 + y AS) sur[0, 1] sont nuls :

! Si (8- 8; ds
k i—1
2" gi(z, Si—1 + z AS dz——/ (7) gi(z, S =0, ked{0,...,m—1}.
,/()' g( 1 ) Si_s AS ( ) QS { }

On écrit alors le polyndméf — ¢;)(z, Si—1 + y AS) eny dans la base deBy, :

m— 1
(=)@ 51 +yAS) = Y Rely) [ @51 +245) de

D’ou la forme degy; :

m—1
gi(z, f(z,8) - ZR (S Sic 1) /lzkf(:z:,Si_l—i—zAS)dz. (5.51)

—0 0

On applique alors le Lemme 5.8¢g, avech(y) = f(z,S;—1 + y AS). Etant donné qu¢(z,S) =
fo(z + S) et avec les notations introduites dans (5.46), la norme @a%(g0, 1]) de (™ est inférieure a
AS™ M,,. On obtient donc :

m
1
gi,8) < N LHIRI Y 4
k=1
Les(; sont donnée en fonction dgspar (5.50). On obtient ainsi le résultat du théoréme :
Si m 1
G| g/ $3/2|g,(z, §)|dS < sf;{gx +IRD YD £| Asm (5.52)
Si-1 k=1
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Ordre de la méthode

On veut également évaluer 'ordre de la méthode, pour leuitdies moments.S¥. On introduit donc
les erreurs locales :

¢ = 0,(nS%) + anS*™! — Sf®; 1y + 52 1®;,  a€{0,...,m—1}, i€{0,...,N}, (5.53)

1

avec
—1 _

o,(z) = Y nSkz) P (Si_y). (5.54)
0

3

ES
Il

En utilisant les équations (5.35) et (5.36) vérifiées pa@s on obtient :
= SP[f(z,8i) — @ita] — SiLq[f (2, Sim1) — @il
c’est a dire
€ (7) = 5;* gi+1(Si) — Sit19i(Si-1), (5.55)

ou g; est la fonction introduite par I'équation (5.50).
On va déterminer 'ordre de* en fonction deAS :

Proposition 5.10 Si fj est de class€™*! surR*, alorse = O (AS™).

Démonstration. — Comme pour la démonstration de I'ordre local de la méthodeasmelle, on veut
introduire une fonctiony, C', qui coincident erf;_; avecg;. Or, on a montré dans la démonstration de la
proposition précédente (équation (5.51)) queyés;_1) peuvent s'écrire :

m—1
gi(x, Si—1) = f(2,8i-1) = Y Rx(0) / y* f(z,Si-1 +yAS)dy
k=0 0

On introduit donc la fonctiog définie par :

m—1

g(z,S) Ry (0 / y* f(z, S +yAS)dy. (5.56)
k=0 0

Leses*, donnés par (5.55), s’écrivent donc :
e (x) = Sfg(x, Si) — S19(x, Si1) = [aSE™  g(x, Se) + S¢ Bsg(x, Sc)] AS

ou S, est dans l'intervalldS;_1, S;[. Les fonctionsg et dsg sont de la forme donnée dans le Lemme 5.8,
avech(y) = f(z,S +yAS) = folz + S +yAS) ouh(y) = 9sf(z,S +yAS) = fi(z + S+ yAS). Le
lemme nous donne donc des majorationggdiet |0sg| dont on déduit une majoration ¢k :

Asm+1

m
1
(@) < 1+||R||Z%] 0 S5 M + 85305 Min1) =,

et la proposition est démontrée. O
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Dans le cas d'une fonctiofy réguliére, la méthode est d’ordre local égata 1 et donc d’ordre global
égal am. Cependant, cette méthode, telle qu’elle est écrite, pasinécessairement TVD (Total Variation
Diminishing) : il se peut que la distribution approchée pmreedes valeurs négatives. Il convient alors de les
adapter pour obtenir des schémas TVD. Cela fait I'objet deld@pements en cours.

5.6 Conclusion

On a montré que la méthode multi-fluides eulérienne de tygosaelle, pour la description de I'éva-
poration des gouttes est d’'ordre 1 en le pas de discrétisdd’espace des tailles de gouttes, moyennant
certaines conditions de compatibilité. On a donné égaletaaneilleure maniére de faire cette discrétisa-
tion, dans un cas général. Des simulations instationnaileess des cas 1D, sans effet dynamique, montrent
que cette méthode se comporte bien sur ce type de configurdtias le cas ou la distribution du brouillard
injecté est réguliere.

Cependant, sur un cas ou la distribution du brouillard idjest trés irréguliére, on a vu que la méthode
sectionnelle engendre une diffusion numérique importagttene sous-évaluation de la vitesse de propa-
gation des gouttes. Il convient donc de développer les rdéthd’ordres plus élevés. Un premier pas en
ce sens est l'introduction de méthodes d’ordteou I'on considéren moments en surface dans chaque
section. Les développements ultérieurs, pour obtenir dgkades TVD, sont en cours.
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5.7 ANNEXE : Analyse numérique d’une méthode multi-fluide Euérienne
pour la description de sprays qui s’évaporent

Note aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences :
F. LAURENT, Analyse numérique d’'une méthode multi-fluide Eulériennerga description de sprays qui
s’évaporentC. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 417-422

Résumé. Cette Note concerne I'analyse numérique d’une méthodeifluide Eulérienne pour la
description de sprays polydispersés qui s'évaporent efLzajne configuration stationnaire
1D, sans effet dynamique ni thermique ou seul I'aspect é&adion subsiste. L'espace des
phases se réduit alors a la position et la taille des goudeslonne les conditions sous les-
quelles la méthode est d’ordre 1 en le pas de discrétisatidmtdille de goutte. D’autre part,
la stabilité dug-schéma pour la discrétisation en espace ainsi que la\ptgsities variables
nécessitent des conditions CFL précisées ici. On donnelaifison choix’ de la variable
taille de goutte et de la discrétisation en cette variable.

Numerical analysis of a Eulerian multi-fluid method for the @scription of evapo-
rating sprays

Abstract.  Inthis Note, we investigate the numerical analysis of a Eaemulti-fluid model for the de-
scription of vaporizing liquid sprays. The study is con@uaidh a stationary 1D-configuration
without dynamical nor heating effects, where the vapoidrgprocess is isolated. The phase
space is then reduced to the space and droplet size variabltesconditions under which the
model provides a first order method in the size discretiretgiep are provided. We then study
the stability conditions of thé-schemes for the space discretization, as well as the pibgiti
condition and the associated CFL conditions. This yieldsséification of the “right” choice
for the droplet size variable and for the discretizationlistvariable.

Abridged English version

In a lot of industrial combustion applications such as Diesgines, fuel is stocked in condensed form
and injected as a spray (spray is understood as a dispersseé phliquid fuel droplets, i.e. where the
liquid volume fraction is much smaller than one) carried bgageous flow. Two phase effects and more
specifically the poly-disperse character of the dropletriligtion in sizes can significantly influence the
flame structures, even in the case of relatively thin spr@ys The key point is then to determine which
amount of mass is transferred from the liquid phase into #sgus one through the vaporization process.

In this context, Eulerian multi-fluid models have been réigestudied [3], [6], [8], [5]. The kinetic
equation (pdf equation [9]) is averaged over velocity amdpterature and yields a semi-kinetic model: at
each droplet size we obtain a set of conservation equatiotisd mean density, momentum and temperature.
The continuous size phase space is then discretized usimiteaviolume formulation, the size intervals
being called the sections in reference to [2]. The obtaimt@dEconservation equations then describes the
evolution of mass density, momentum and temperature insaatfon. The derivation from the kinetic level
has been performed in [3] for dilute sprays and extendedneselsprays where coalescence is taking place in
[5]. The model has been validated for dilute sprays usingpaoiaons with experimental measurements in
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the configuration of counterflow spray diffusion flames [B], {nd with the classical Lagrangian approach
[3].

This model, however, was used without any rigorous justificaof the accuracy and of the choice
of the droplet size variable and discretization. It is efagrfor practical application, to understand and
describe the droplet vaporization process and its effethegaseous fuel mass fraction. In order to isolate
this vaporization process, we consider the framework dhteed in [1], [3]: a stationary 1D-configuration
without dynamical nor heating effects of a poly-disperseagpraporizing in a hot gas. The numerical
analysis of the Eulerian multi-fluid method is then condddtethis configuration for which an analytical
solution is available.

We recall the kinetic formulation where the phase spacalisaed to the space and droplet size variables.
We also recall the semi-discretized finite volume schemeHerEulerian multi-fluid model (5.3). The
order of this scheme is given in Theorem 3.1; it is shown to berder one under some compatibility
conditions. In the case d@f-schemes for the space discretization, the correspondifig donditions for
stability (Theorem 4.2) and positivity of the droplet maessities (Theorem 4.3) are provided. These results
yield a justification of the “right” choice for the dropletz&i variable: the surface, and for the discretization
in this variable.

5.7.1 Introduction

La modélisation des sprays (par spray, hous entendons @ase fiuide dispersée sous forme de gout-
telettes, i.e. dont la fraction volumique est petite dewamtrevét une importance particuliére dans le cadre
de la propulsion par combustion ou la plupart des fuelsséslisont stockés sous forme condensée. La déter-
mination précise de la quantité de masse de fuel fournie apgales gouttelettes est essentielle et repose
sur une bonne représentation de la polydispersion en thillerouillard : en effet, ces facteurs influencent
fortement la structure des flammes diphasiques considérése dans le cas de brouillards dilués [7].

C’est dans ce contexte que les modéles multi-fluides Enkioat été étudiés récemment [3, 6, 8, 5] :
on considere une méthode de moments en vitesse et tempélaapace des phases en taille de goutte
étant quant a lui discrétisé par volumes finis sur la masss, epntrainte de moment, l'intervalle choisi
étant dénommé section en référence a [2]. L'évolution desfssié massique de chaque section, ainsi que
de la vitesse moyenne et de la température moyenne cordzstes sont alors calculées directement grace
a des équations de conservation, obtenues a partir d’'uawnsiaétique de description [9, 2, 3, 8, 5]. Pour
le cas des sprays dilués, ou les collisions peuvent étrégéégl la dérivation rigoureuse du modéle a partir
du niveau cinétique a été obtenue dans [3] et le modéle validéles flammes de diffusion diphasique
laminaires par comparaisons expérimentales [7, 6] et cafBpaumériquement a une approche classique
d’échantillonnage [3].

Cependant, cette méthode a été utilisée jusqu'a maintesagust aucune réelle justification quant a sa
précision ou au choix de la discrétisation en taille. Undactessentiel est I'évaporation des gouttes : il
est important de comprendre comment il agit sur la massealeefuphase vapeur. Pour mieux isoler ses
effets, on considére donc la configuration, déja introddgtes [1, 3], d’'un écoulement 1D, stationnaire, sans
effet dynamique ni thermique : I'évaporation d’'un sprayypdispersé dans un gaz chaud ou les gouttelettes
sont injectées a la température d'équilibre. On se propogskeimener I'analyse numérique de la méthode
multi-fluide Eulérienne dans ce cas qui a 'avantage de ptésene solution analytique.
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Dans un premier temps, nous rappelons, dans la configustiioiiée, le modéle cinétique et le schéma
de la méthode multi-fluide Eulérienne qui permet une appnakbn des densités massiques de goutte pour
chaque section. Puis on détermine I'ordre de cette méthadigfinide. Dans le cas d&-schémas pour la
discrétisation en espace, on donne des conditions sur ld'@ssace et de taille de goutte qui permettent
la stabilité du schéma et la positivité des variables. Cagltats suggérent et justifient la ‘bonne’ facon de
discrétiser I'espace des phases correspondant a la @ijjeutte et la '’bonne variable’ de taille & considérer.

5.7.2 Modele cinétique et méthode multi-fluide Eulérienne @ur la configuration étudiée

On considere une configuration purement 1D ou le spray pispedsé est injecté dans un gaz chaud, de
maniére stationnaire. Le gaz est a vitesse constgri@ composition et sa température sont aussi constantes
(on ne tient pas compte de l'influence du liquide sur le gasdmmesure ou seule la description de I'éva-
poration des gouttes nous intéresse). Le spray, quant @shiinjecté a la méme vitesse que le gaz et reste
donc en équilibre dynamique. De plus, on suppose que lesefgttes sont initialement a la température
d’équilibre et restent donc a cette température. Seule gesbnsidérer I'évaporation.

On veut donc comparer, sur cette configuration, le modétiqume pour lequel on a une solution analy-
tique, et I'approche multi-fluide Eulérienne qui permet approximation des densités massiques de goutte
pour chaque section, variables importantes pour décévaoration.

Modeéle cinétique

Les gouttes ont toutes la méme vitesse et la méme tempésttlifeoulement est stationnaire. On
considére donc la densitf(z, ¢) de gouttes au point en fonction de leur taille, ou ¢ représente le
rayon R, la surfaceS ou le volumeV (ffdR = f9dS = fVdV). D’autre part, d’aprés la loi dd?,

a vitesse, température et composition du gaz constantssyfiece de la goutte décroit linéairement (i.e.

i L s . R R
le taux Rg de variation de surface d0 a I'évaporation est constantpdramétren = =5 est alors une
p: . - , . N U
constante et I'équation de Williams [9] se réduit alors a :

Ouf® —adsfs =0. (5.1)

On remarquera que la variable d’espageue le rdle attribué habituellement au temps.

On notera la condition “initiale’f¥(z=0,5) = fo(S), ou f, est une fonction qui sera supposée au
moins C? et & support compact (toutefois cette étude se généralismsaoulf, est exponentiellement
décroissante a I'infini, comme dans [6]). La solution de Uiétipn d’advection (5.1) a vitesse constante est
alorsf%(z,8) = fo(S + azx).

Cependant, on ne s'intéresse pas directement a la dignbft mais plutdt a la densité massique de
gouttesm et aussi aux densités massiquesdans des sectiorig; 1, ¢;]. Elles sont définies par :

#i Nl +00
milw) = p /4) V), 0)ds,  mle) =S mi(x) = py /0 V), 0)ds,  (5.2)
i—1 =1

ou V(¢) est le volume correspondantga(on notera de mém#&(¢) et R(¢) la surface et le rayon corres-
pondant &) et p; est la densité volumique du liquide. Dans la suite, on fota variable en laquelle les
sectiong¥;_1, ¥;] réalisent une partition uniforme dé, ¥ | avec pour tout € {0,...,N}, ¥; =iAT;
Uy est tel quel0, S(T )] contienne le support d&. On supposera qué = R* aveca > 0 (c'est par
exemple, a un facteur multiplicatif pres, le rayon, la stefau le volume des gouttes).
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L'approche multi-fluide Eulérienne

L'approche multi-fluide Eulérienne est une méthode de typeraes finis qui donne une approximation
mm; desm,; par le schéma semi-discrétisé suivant :

Opmi(x) = Fiy1miyi(x) — (F; + My)m(x),  m4(0) = m;(0). (5.3)

Le terme enM; représente le flux de masse entre la sectienle gaz. Le terme eR; représente le flux de
masse entre la sectiéet la sectiori— 1. Ces coefficientd/; et F; sont déterminés par un choix préliminaire
de la formex? de la fonction de distribution dans chaque section : la fonade distributionf? enz est
approchée pat;”(¢)m,-(x) pour¢ € [¢i—1, ¢;[. Onaalors :

i
Vie{l,....N}  Fi=ap SEZ)) (G0, M= RO (64
et Fy .1 = 0; les fonctionss? vérifient :
i s
P S V(g)k; (¢)dg = 1. (5.5)

La forme de la fonctiory? pouvant varier, on choisit? constant dans la section. Reste a déterminer pour
quelle variablep (x2dR = k7 dS = nqu&). On se place dans le cas généraljoe R? avecs > 0.

5.7.3 Ordre du schéma semi-discrétisé

On commence par déterminer I'ordre du schéma semi-disér¢f.3). Il nous faut donc évaluer les
erreurs locales; :

Yi(z) = Opmi(z) + (F; + M)mi(z) — Fipyimip (), (5.6)

ol lesm; ont été définis au paragraphe 2.1. Pour calculer I'ordreajlftest a dire I'ordre pour le calcul
de la densité massique totale du spray), il faudra éval(er = Z’yi(m). On obtient le résultat suivant :

i

Théoréme 5.11 Supposons qug?(z, .) est une fonctio©? en ¢ surR*, quel que soitc > 0.

Le schéma semi-discrétisé (5.3) est d'ordre 12eBsi28 +1 — « > 0. Sinon, pou2B +1 —a < 0, le

schéma est d’ordrw <letpour2f+1—a=0,0onay(z) =O(A¥InAVY).

[0
Poura = 3, on a un ordre local 2 e\ . Plus précisément :
8f¢ H 02 f¢

ap; - 1/a
i)l < 2l (0+ )| % S

6

\PN—I- A\I/)‘

) (AD)?, (5.7)

Démonstration. — On se limite ici au cas = S (et donc¥ = ¢). On introduit une fonction continue
g qui va coincider enb;_; avec la différencey;(z, ¥) = f¥(z, V) — m;(z)x] (¥) entre les distributions
réelle et approchée :
f\I/+A\I/ 3/5f\1,( )da

g(z, U Yz, o
9(z,¥) = f"(z,¥) — [T 56,

(5.8)
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Aprés diverses manipulations, on obtienen fonction dey :

'yi(m)i = a/ Uy g(z, ©)dT + (1 + a)/ U/oG(z, W) dU — 3/ T/ %gi(z, U)dT.
pLa U, W, U1
(5.9)

En utilisant des égalités de type Taylor-Lagrange, on pejorer| U1/, g5(0)|, |g(z, )| et|g;(z, )|
par des termes d'ordre 1 eh¥. On obtient I'estimation de I'erreur local de troncaturendée dans le
théoréme. Et, on a donc une erreur globale d'ordre (k) = S | vi(x) = O(AT) O

Remarque 3 On a la relation entig? et fy : f?(z,¢) = %”gb%_lfo(@rqs% + az). Ainsi, f®(z,.) est a
support compact et I'hypothése sur sa régularité suffit pgue ses dérivées d'ordre 1 et 2 énsoient
bornées. D’autre part, cette hypothése est automatiquewgeifiée pours =1, 8 = 2 ou 3 < 2/3. Sinon,
sans hypothése supplémentaire gurla régularité def?(z,.) en¢ = 0 est remise en cause.

5.7.4 Théta-schéma : stabilité et positivité

On introduit la discrétisation en : x;, = kAx avecAxz > 0 etk € N. Le §-schéma correspondant a
(5.3) permet d’obtenir une approximatigef desm? = m;(zy) par :

m{H—l k

_ ’I’h ) A ) A )
szz = Fi+1[9m§:11 +(1- 9)m§+1] — (F; + Mz')[9mf+1 +(1- O)mf], md =mf, (5.10)

oud est fixé entre 0 et 1. Ce schéma se met sous la forme :
AgiFtt = Bymk, (5.11)

oumk = (m¥,mk, ... mk )" et oli les matriced, et By sont bidiagonales, les coefficients diagonaux étant
1+ 60Az(F; + M;) pourAg etl — (1 — 8)Ax(F; + M;) pour By aveci € {1,...,N}; les coefficients de
la diagonale supérieure sonbAzF; pour Ay et (1 — 0) AzF; pour By aveci € {2,...,N}.

On détermine une condition de type CFL pour la stabilité diesta (5.11) ainsi qu’une condition pour
que le schéma donne des valeurs toujours positives degétensissiques de goutie®. Pour donner ces
conditions, il faut tout d’abord donner une propriété susrdeefficientsM; + F; et plus précisément, sur
M=max{M; +F;, i€{l,...,N}}.

Lemme 5.12 Coefficients —Sia < 2 alors M varie commeA¥)~2/«,
. 3& 3 + ,8 1

Sia=2alorsM =F, + M1 = ——(A¥
e’ M 1+ M —— 5( )

Sia > 2 alors , pourN 'assez grand’, on aV = Fy + My et M varie commegA )L

Démonstration. — Cela se montre en écrivant les coefficients sous la forme :

=)

148 14
3 (A‘If)72/a/\(’[,—]_), A(,’,E) _ 3(l‘+1) e ;(,8—2):3 a

a3+p
81+ (z+1)= _pE

M; + F; = (5.12)

et en étudiant la fonctioh. O
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On a le résultat de stabilité suivant, pour le schéma (5.11) :

Théoreme 5.13Stabilité — Supposons que led; + F; sont positifs et 2 a 2 distincts.
Sif > 1/2, alors le schéma (5.11) est inconditionnellement stable.

2
Sif < 1/2, alors le schéma (5.11) est stable si et seulement st < —————.
/ ( ) (1 —20)Ax
Démonstration. —Pour montrer ce résultat, on considére la matfice: A;lBg. Celle-ci est triangu-
laire supérieure et ses termes diagonaux s'écrivent :
_1-y(1-0)Ax

ci = po(F; + M;), wo(y) = 1+ y0As (5.13)

La fonction gy est continue et strictement décroissante®ur Les M; + F; étant 2 a 2 distincts , les
¢;; le sont aussi. Don€' est diagonalisable, ses valeurs propres étarn;jelinsi, le schéma est stable si et
seulement si pour toudte {1,..., N}, on alc;| < 1. D’ou le théoreme. O

D’apreés la forme du schéma (5.11), on démontre directenegh&bréme suivant :

Théoréme 5.14Positivité — Le schéma (5.11) donne des valeurs positivesigdesguelles que soient les

conditions “initiales'm{ positives si et seulement si om\d < ————.
(1-6)Azx

On peut remarquer de plus que le schéma implidte=(1) donne toujours des valeurs positives @Feéé

quelles que soient les conditions "initiales? positives.

Le Lemme 4.1 et les Théorémes 4.2 et 4.3 permettent donc dardger les conditions CFL pour la

stabilité et la positivité pour les différentes valeursadet 8. En particulier, dans le cas < 2, M varie
alx

commeA ¥ —2/%, On va donc avoir des conditions CFL du tyge\m inférieur & une constante, c’est a dire
une condition plus restrictive que dans le eas 2. Prenons par exemple le cas= 8 = 1 (A¥ = AR)
couramment utilisé et comparons-le au eas= 2, § = 1 (4rA¥ = AS). Les conditions du Théoréme
4.2 sont réalisées dans les deux cas, car la fongtidn Lemme 4.1 est strictement décroissante. Et quand
0 < 1/2, la condition de stabilité est, pour ces 2 cas :

Ax 2 alAx 2

a— < —0——— < .

AS ~ 3(1 —20)° 4m(AR)? ~ 3(1 — 20)
Les conditions de positivité, quartd < 1, sont de la méme forme que pour la stabilité. Ainsi, on a des
conditions CFL plus restrictives dans le premier cas que tiaeecond.

(5.14)

Finalement, dans le cas général, on obtient des conditidiisgour la stabilité et la positivité, peu
restrictives pourx > 2. D’autre part, parmis ces cas, on peut montrer que la poéciaiplus grande (c’est
a dire avec un ordre 1 et la constante intervenant dans laatiajo dey minimale) est obtenue pour= 2
et = 1 [4], cas qui, par ailleurs, ne nécessite pas de régularfiplémentaire sufy. C’est le meilleur
compromis entre précision, stabilité et positivité. Ajdsicas 'optimal’ est une discrétisation uniforme en
surface et une distribution choisie constante en rayon.

Remerciements.Je tiens a remercier Marc Massot pour m’avoir guidé tout ag e ce travail et Jean-Francois
Maitre pour ses conseils avisés.
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Chapitre 6

Propagation de flammes gazeuses dans la
limite d’'une diffusion massique nulle.

Ce chapitre fait I'objet d’'une note aux CRAS, donnée en aamxd’un article en préparation avec M.
Massot et V. Volpert.

6.1 Introduction

La propagation de flammes gazeuses sous forme d’ondesnstities monodimensionnelles pour le
modéle thermo-diffusif du systéme de réaction-diffusidaitl’'objet de nombreuses études. En particulier,
leur existence a été montrée, par exemple, dans [BNS83]ysmuchimie simple et dans [VVV94] pour un
systeme de réactions irréversibles, formant un grapherbli¥ens [Gio99] I'existence d’onde est montrée
pour une chimie complexe formée de réactions réversiblageet un transport détaillé.

Différents outils sont utilisés pour montrer ces résultaasnme le degré topologique de Leray-Schauder,
utilisé dans [BNS83] et [Gio99] pour montrer I'existencemile sur des intervalles bornés, avec ensuite,
une extension a la droite réelle tout entiére. Cependadedeé topologique pour des opérateurs elliptiques
dans des domaines non bornés conftngeut étre défini [Dan75], [Dan77], [VV94], [VV89], [VVV94]
[VVC99]. Une de ces approches est basée sur la théorie deateypés de Fredholm [Fen76], [Isn74],
[Skr73]. Ainsi, dans [VVC99], le degré est construit pous d@érateurs elliptiques, de Fredholm et propres
dans des cylindres non bornés et des espaces de Hdlder ayhoédapplication aux opérateurs généraux de
réaction-diffusion y est également donnée.

D’autre part, dans I'asymptotique des grandes énergiedtivbsion, la vitesse de I'onde est donnée
dans les cas sans [Nov61] et avec [ZBLM85] diffusion de maSspendant, on constate que cette valeur
asymptotique tend vers l'infini lorsque le nombre de Lewapport du coefficient de diffusion thermique sur
le coefficient de diffusion massique, tend vers l'infini. Bladans le cas d'une chimie simple, il est montré
dans [LL96] que la vitesse de I'onde admet une limite finierglle@ nombre de Lewis tend vers I'infini.

Ici, on s’intéresse a une chimie complexe du méme type que[faf/94]. Ce type de systéme peut étre
ramené a un systéme sur des variables monotones par un otertgie variables [VVV94]. On redémontre
ici les résultats d’existence d’onde progressive pour unbre de Lewis plus grand que 1, en utilisant une
méthode plus directe que dans [VVV94], basée sur une maiiificdes équations et utilisant un degré to-
pologique défini pour des ouverts non bornés. Puis, on gis$&, au comportement des ondes progressives
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quand le nombre de Lewis tend vers I'infini, généralisansiaine partie des résultats de [LL96].

Par soucis de clarté, et puisque la difficulté principaleadtype de systéme est I'éventuelle non linéarité
du terme source en les concentrations, on détaille d’atlesrdékultats pour un systéme plus simple, corres-
pondant a une seule réaction d'ordreAprés avoir formulé plus précisément le probléeme, on dpdaes
la section 6.3, les grandes lignes de la définition d’un degpélogique pour des opérateurs elliptiques dans
des domaines non bornés, définition qui se réfere essentigtit a [VVC99]. Puis, remarquant que cette
théorie ne s’applique pas directement a notre problémeadntkoduire un systéme perturbé. On donne
alors, dans une troisieme section, des estimations a poari ce systeme, qui serviront & la fois pour I'uti-
lisation du degré topologique et pour les passages a leeli®ih montre, dans la section 6.5, I'existence
de solutions pour le systéme secondaire en se ramenant &témgyd’'une équation pour lequel on a un
résultat d’existence et d'unicité. Puis, un passage a liadipermet de montrer I'existence de solution pour
le probleme initial avec diffusion. Un second passage anidi permet de montrer que des solutions du
probléme avec diffusion tendent vers des solutions du problsans diffusion. Enfin, on montre comment
ces résultats se généralisent a une chimie complexe oudisidere encore des réactions exothermiques.

6.2 Formulation du probleme : cas d’une réaction d’ordre n

On considére, dans un premier temps, le cas d'un mélangengdee? espéeced et B, respectivement
réactif et produit d'une réaction exothermique d'ordrenA — B. Le systéme de réaction-diffusion s’écrit
alors :

OT — kOyaT = gk(T)(1 — B)" (6.1)
8B — dd,B = k(T)(1 — B)". (6.2)

ouT est la température du gaz, ou on note enddta fraction molaire du produit de la réacti@h ou x est
le coefficient de diffusion thermique étle coefficient de diffusion massique, gest la chaleur de réaction
etk le coefficient de vitesse de réaction. Le nombre de Lewislest al.e = x/d.

On considére le probléeme monodimensionnet R et on cherche des ondes progressives de vitesse
¢ inconnue, c'est a dire des solutions du probléme (6.1)) @#8s la forme de fonctions de= z — ct
avec les limites données eo : quandz tend verstoo, on a le gaz frais a la températuifg, composé
uniguement de combustiblé ; quandz tend vers—oo, on a le gaz br(lé a la températare > T, composé
uniguement du produit de la réactidh On veut donc que les fonctiofiset B soient de la forme suivante :

T(t,xz) =Ty + (Tx — Tp) 6(x — ct), (6.3)
B(t,z) = a(z — ct), (6.4)
ouf et sont de limite 1 en-oo et 0 ent-oc.

Ainsi, on cherche une vitesseet des profil®) eta dansC?t9(R) solution du systéme :

) k0" + cb' + k(0)(1 — )™ =0,
d -
do” + cd + k(0)(1 — )" =0,

avec les conditions aux limites
lim 6(z) =1, lim «(z) =1,
(ﬁ) Z2—r—00 2—r—0Q

lim 0(z) =0, lim «(z) =0,

2—+00 Z—+00
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FIG. 6.1 — Forme de la fonctioh.

ou la fonctionk est telle quek(9) = k(7). On remarque que, nécessairemens T, — T,. C'est pourquoi
ce coefficient disparait dans le systé(sg).

La fonctionk est réguliére (au moing2), croissante et proche du coefficient d’Arrhenius : afin &
le probléme de la frontiére froide [ZBLM85] on a introduitaitempérature d’allumag. La fonctionk
(voir la figure 6.2) est alors telle que :

£ ) sif > 0.+
R[To + (T, — To)0] Z Ve
0 sif <0,

Bo) = 4 0P (_

ou E est I'énergie d’activation ek la constante universelle des gazjet 0 un réel 'petit’. On supposera
qued, est tel qued < 6. < 1 — 7. Ainsi, la réaction ne se produit pas emc (et le terme non linéaire
s’annule bien entoo). On peut remarquer que dans [Mar86] et [Bon97], la tempégad’allumage est la
température des gaz frals = 0, mais ce cas limite n’est pas abordé, ici.

On s’intéressera également au probléme sans diffusion :

k0" +cb' + k(0)(1 — )" =0,

5
(50) co! + B(0)(1 — a)" = 0,

avec les méme conditions aux limite§). On va montrer I'existence de solution pour les syste($igs et
(Sp) et surtout, on va faire le lien entre les solutions des destesyes.

Pour obtenir les résultats d’existence, on commence pdaserglans le cadre de systémes de réaction-
diffusion plus généraux, c’est a dire les systémes du type :

(Srq) aw" + cw' + F(w) =0, (6.5)
avec les conditions aux limites :
zglfoow(z) = w¥, wh £ w, (6.6)
oz € R, w= (wy,...,wy)" olla est une matrice constante de taiNe<N, diagonale avec des termes

positifs sur la diagonale et ait etw™ sont des vecteurs de taillé tels queF (w*) = 0. On donne, dans

la section suivante, des conditions sous lesquelles ondéutir le degré topologique pour des opérateurs
de réaction-diffusion généraux et pour notre cas paréceli on montre comment ce degré peut nous servir
a obtenir I'existence de solutions.
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6.3 Degré topologique

Le degré topologigue est défini de la maniére suivante : [o#hret F, deux espaces de Banach.
Supposons qu’on ait une classe donaé@Bopérateurs agissant dg sur E; et une classél d’homotopies.
Supposons de plus que, pour tout ouvert bdiné E; et pour tout opérateud € ¢ tel queA(u) # 0 pour
u appartenant a la frontié@D de D, il existe un entiery(A, D) satisfaisant les conditions suivantes :

1. SiA;(u) € H avecA,(u) # 0 pouru € 9D etr € [0,1], alorsy(Ag, D) = v(A1, D).

2. SoitD C E; un ouvert quelconque dB; et D; et D, des ouverts d® tels queD; N Dy = @. On
suppose quel est un élément dé qui ne s’annule pas pour€ D \ (D; U D5). Alors :

v(A, D) = v(A, D1) +v(4A, De).

3. Il existe un opérateur linéaire bordé F1 — F», d'inverse borné défini suf; et tel que, pour tout
ouvert bornéD C E; contenant O, on aif(J, D) = 1.

Alors y(A, D) est appelé degré topologique.

Ici, on redonne les grandes lignes de la théorie de la canistnudu degré topologique pour les opé-
rateurs de Fredholm propres, développée dans [VVC99] staideplus général des cylindres non bornés.
Ainsi, aprés avoir défini les opérateurs et les espacesa#nési, on identifie les conditions sous lesquelles
'opérateur linéarisé est un opérateur de Fredholm. Emsuitdonne une condition pour quesoit un
opérateur propre. On obtient alors un résultat d’existatod’unicité du degré topologique pour de tels
opérateurs. Enfin, on montre comment appliquer cela augmgst de réaction-diffusion généraux et a notre
probléme particulier.

6.3.1 Opérateurs et espaces

On veut ici définir le degré topologique pour les opérateurtyge :

Au = a(z)u” + b(z)u' + F(z,u) + K (u), (6.7)
ouu = (uy,...,un), a(z) etb(z) sont des matrices de taill&y x N, fonctions réguliéres de, F =
(Fy,...,Fy) est une fonction vectorielle & un opérateur de dimension finie. L'opératediragit de

l'espace de Hélder & poid8; = C2+9(R) dansE, = C$(R) avec0 < 6 < 1. Si||.[|¥*+9) est la norme de
CFH(R), la norme deCk+(R) est définie par

(k+6

k+8)
. )

| {40 =

Le poidsy est une fonction ‘réguliére’, positive, qui tend verso quandz tend verstoo et telle que
p1 = p'/p etus = p/p sont bornées pour une norme de Holder et qui tendent versr@igu@nd vers
+00. On prendra par exempje(z) = 1 + 22.

6.3.2 Opérateurs linéaires

On considére dans cette section I'opérateur linéaire stiva

Lu = a(2)u" 4+ b(z)u’ + c(z)u (6.8)
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agissant d&?+9(R) dansC?(R). Les fonctionsa, b et c sont des fonctions d€(R) (a valeur dans I'en-
semble des matrices de tailléxN). On suppose de plus que la fonctiewérifie la condition d’ellipticité,
c’est a dire qu'’il exister > 0 tel que :

VzeR  VEeRY  (a(2)E,€) > ol

ou (.,.) désigne le produit scalaire ®&" . Enfin, on suppose que les fonctionsh et c ont des limites: T,
bt etct en+oo. On définit alors 'opérateul* agissant d&?19(R) dansC?(R) par :

LYy = a™u" + b + cFu.

Pour ces opérateurs, on définit les conditions 1 et 1’ qui équivalentes :

Condition 1 : Si L*u = 0 avecu € C?*(R), alorsu = 0.

Condition 1’ : Quel que soit le réel, la matrice—&£2a™ + i€b™ + c* est de déterminant non nul.
On ale lemme suivant :

Lemme 6.1 Le noyau dd. est de dimension finie et son image est fermée (c’est a dird. qast résoluble
normalement) si et seulement si la condition 1 est réalisée.

La démonstration de ce lemme a été faite dans [VVC99]. Pomtmaioque le noyau est de dimension finie,
on montre que la boule unité fermée de cet ensemble est ctanpaéce a des suites. La condition 1 sert
a montrer la convergence uniforme ®id’'une sous-suite. C'est I'estimation de Schauder qui peaioes

de montrer la convergence dafi$t(R). Celle-ci est donnée par :

Vue CPOR)  J|ul|®H < ky||Lul|9) + ko max |ul,
z

ou k; etky sont des constantes. On utilise aussi les suites pour mapied’image est fermée.

On définit aussi les conditions 2 et 2" qui sont égalementvadgmtes :

Condition 2 : Quel que soit le réel > 0, si L¥u — Au = 0 avecu € C?T9(R), alorsu = 0.

Condition 2’ : Quel que soit le rée] et le réel\ > 0, la matrice—&2a® + iéb* + ¢+ — X est de déterminant
non nul.

Théoreme 6.2 Si la condition 2 est réalisée, alois est un opérateur de Fredholm d’indice O.

La démonstration de ce théoréme est dans [VVC99]. Il sufffade une homotopie entrd — AT et 'opé-
rateur A — AT dont on sait qu'il est Fredholm d’indice 0. Lechoisi doit étre suffisamment grand pour
gue tout au long de I'homotopie, la condition 1 soit réaliéde sorte qu’'on a affaire a des opérateurs de
Fredholm ou a deg™ opérateurs). Une autre homotopie emdret A — A\ permet de conclure.

Remarque 1 Si la condition 2 est réalisée, alors I'opératéiren tant qu’'opérateur d@‘ﬁ”(R) dans
Cg(]R) est encore un opérateur de Fredholm.
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6.3.3 Opérateur propre

La propriété pour un opératedr: E; — FE, d'étre propre (c’est a dire que pour tout compBctC E»
et pour toute boule3 de E1, 'ensembleA=!(D) N B est compact) est utilisée pour la construction du
degré topologique. De plus, on a besoin de cette propriéié ges opérateurs dépendant d’'un paramétre.
On considére donc I'opérateur semi-linéaire dépendanadanpetrer € [0, 1] défini par :

A(u, 1) = ar (2)u” + b (2)u' + F-(z,u). (6.9)

L'opérateurA agit deE| = Cﬁ”(R) x [0, 1] dansCfL(]R) On suppose que ses coefficients et la non-linéarité
vérifient les conditions suivantes :
1. Les fonctions:, etb, sont dans>?(R), D, F,(z,u) € C°(R, |u| < R) pour toutr et pour toutR.
2. Pour chaque, les fonctionsz, etb, admettent des limitest etb: en+oc et D, Fy(z,u) — ¢ (1)
quandz tend verstoo etwu vers O.
3. Les fonctions:, etb, tendent vers,,, etb,, dansCJ(R), guandr tend versry. La fonction F; tend
versF,, dansCZ(R, |lu| < R), quandr tend versr, et ce, quel que soiR.

On a le théoréeme suivant :
Théoreme 6.3 Si la condition 1 est réalisée, alor$ est un opérateur propre.

La démonstration de ce théoréme est dans [VVC99].

Remarque 2 L'opérateud, en tant qu'opérateur agissant d&(R) dansC?(R) n’est pas un opérateur
propre. En effet, pour chaque fonctiane C?*9(R), la fonctionuy, : z — u(z + k) a la méme image
quewu par A. Or la famille (up,)ner €St bornée mais, en général, non compacte. C’est pourquinitaaluit
les espaces de Hoélder a poids. Cependant, il ne faut pasichmispoids qui aurait un comportement
exponentiel en l'infini : les solutions de I'équation risgaient de ne pas appartenir a I'espace a poids
considére.

6.3.4 Existence du degré topologique

On définit les 2 classes suivantes :
Classe¢ : ensemble des opérateudgu) définis par (6.7), admettant deux dérivées de Fréchet et tel
qu’en tout point, de E1, A’(u) satisfait la condition 2.
ClasseH :laclasse des homotopigls données par (6.9) et telle que pour tout [0, 1], on a4, € ¢.
On introduit également un opérateur de normalisafipagissant dé/; dansEs tel queJ,u = u" — ru.

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 6.4 1l existe un et un seul degré topologique pour les classeH et I'opérateur de normalisa-
tion J.

La démonstration de ce théoréme est dans [VVC99]. A notepqueun ouvert born® C F4, si 0 est une
valeur réguliére ded (c’est a dire siD N A~1(0) est un ensemble fidiuy,...,u;} et que les opérateurs
A'(u;) n'ont pas de valeur propre nulle) alors le degré topologidgel par rapport aD est donné par la

formule :
k

v(A,D) =) (-1) (6.10)

=1
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ouv; est la somme des multiplicités des valeurs propres positieel’ (u;).

Le degré topologique permet de montrer I'existence deisolgfrace a la propriété suivante :

Proposition 6.5 Soit A un opérateur de et D un ouvert borné dé’;. Si A ne s’annule pas sur la frontiére
deD etsiy(A, D) # 0, alors il existeu € D tel queAu = 0.

Ainsi, lorsque I'on cherche a montrer qu'il existe une sioloitu € E; de Au = 0, avecA € ¢, il est
intéressant de se ramener, par une homotopie, a un systamsipiple4d,u = 0, pour lequel on sait qu'il
existe une unique solutiom . On sait ainsi que, si 'opérateut] (u;) n'admet pas de valeur propre nulle,
alors son degré topologique par rapport a un ouvert bornggantu; est 1 ou -1, c’est a dire qu'il est non
nul.

Supposons qu’on ait identifié une homotogdie € H entreA; = A et A;. Il nous suffit alors de trouver
un ouvert borné contenant tous les zéros dg pourr € [0, 1]. C’est possible si on a des estimations a
priori dansE; indépendantes de Le degré topologique dé par rapport a8B est le méme que celui dé;,
c’est a dire 1 ou -1. L'opératewt ne s’annulant pas sur le bord @ le problémedw = 0 admet donc au
moins une solution dans cette boule.

6.3.5 Systeme de réaction-diffusion

Soit A I'opérateur défini par le membre de gauche(dg;). La définition du degré topologique pose
probléme pour cet opérateur. En effetusiest une solution delw = 0, alorswy, : z — w(z + h) est
aussi solution. Or, la familléw,),cr est bornée dan§?*9(R) mais pas dané‘ﬁ”(R). Mais, d’aprés le
paragraphe précédent, il faut considérer les espaces & poigt définir le degré topologique (afin gde
soit propre). Ainsi, dans tout domaine borb¢é A est soit nul en des points du bord Beet on ne peut pas
définir le degré topologique ded, D), soit non nul dans tout le domairf@ et on perd l'utilité du degré
topologique. Un autre probléme vient du fait que O est vaprapre de I'opérateur linéarisé, (en effet, si
w € C*HO(R) est solution dedw = 0, alorsw’ est tel qued’ (w) w' = 0). Ainsi, il est impossible d'utiliser
une formule du type (6.10) pour évaluer le degré topologitjua opérateur de cette forme.

Pour éviter ces difficultés, on peut introduire une fonataisation de: [VV89], [VVV94], [VVC99] :

a la place de la constante on considére une fonctionneligw) qui satisfait les conditions de Lipschitz
sur tout ensemble borné d&*9(R), qui a une dérivé de Fréché{w) telle que, pour toute solutiom de
Aw = 0, 0n a< d(w),w’ ># 0 et telle quec(h) = c(wp(z)) est une fonction décroissante Heavec
¢(—o0) = oo eté(oo) = —oo. Comme dans [VV89], on utilise la fonctionnalisation suitea:

c(w) = ln/]R lw(z) — wt |*o(2)dz, (6.11)

ou o est une fonction croissante sRy de limite 0 en—oo et 1 en+oo et telle queffoo o(z)dz < oo.
Ainsi, la valeur propre nulle du probleme linéarisé est naggedans le demi-plan gauche. D’autre part, on a
particularisé un élément de la famille de solutions et lasséc n’est plus une inconnue.

Pour se ramener a des limites nulles en l'infini, on introduié fonction® de R dansR, C*, telle
que ®(z) vaut 0 siz > 1 et vaut 1 siz < 0. On introduit aussi la fonctiony définie pourz € R par
P(z) = [1 — ®(2)]w + ®(2)w™ On pose alors = w — 9 et le systemesS, ;) se raméne a:

(Sy)  au” + é(u)u + F(u) + K (u) =0, (6.12)
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avec les conditions aux limites :
lim u(z) =0, (6.13)

z—+o0
ou: )
F(u) = a" + F(u+ ) = a®"(2)(w™ —wh) + F(u + )
é(u) =clut+v)  K(u)=é(u)y'

On pose alorsi I'opérateur deF| dansE, défini par :
A(u,7) = a;u" + é(u)u' + Fy(u) + K (u)

avec

Fr(u) = a; 9" (2)(w, —wl) + Fr(u+ ;)

Bw) = clutp)  K(w) =y,  $r(2) = [1 - B +B()wy.

L'opérateur linéarisé est’ (u, 7)v = Lv + K'(u)v + Mv avec :
Lv = a;v" + é(u)v' + crv cr = F'(u) My =4u' <& (u),v>.

Ici < & (u),v > représente I'action de la fonctionnelle linéaifeu) sur I'élément € Cﬁ“(R). Supposons
que l'opérateutl, satisfait la condition 2. Etant donné que la somme d’'un dpérade Fredholm et d’un
opérateur de dimension finie est encore un opérateur dedtnedropérateurd’ (u, 7)v — Av est Fredholm
pour toutA > 0. LopérateurL* de la condition 2 apparait comme une linéarisation du memidgauche
de (Sy) autour dew™ :

LHv = a,v" + &u)v' + FL(wF)v.

La condition 2’ s’écrit alors comme la conditid@) :

€) VYA20 VeeR  det(—ar €% + &(u)if + Fl(wF) — M) #£0.

6.3.6 Introduction du systéme perturbé

Dans notre cas, on a:

F'('wf) _ g _I;'(l)

—k(1)

Ainsi, la condition(C) n’est pas réalisée (le déterminant est nul pbut ¢ = 0). La théorie précédente ne
s'applique donc pas directement a ce systéeme.
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Pour supprimer la valeur propre nulle du systéeme linéarsé ®, on va ajouter un petit paramette
que, par la suite, on fera tendre vers 0. On considére dorysténse perturbé :

k0" +c0 + (1 — e)k(0)(1 — )" + ek(0)(1 — ) + 2k(0)(a — 0) = 0,

(Sae) do" + ca’ + (1 — €)k(0)(1 — o) + ek(0)(1 — a) = 0,

avec les conditions aux limiteC). On vérifie aisément que cet ajout a I'équation permet ddieeta
condition (C) en —oco. Pour ce qui est de conditiof€) en +oo, un changement de variablés= (6 et
a = (a permettra de conclure, avec, paue 1, {(z) = e etz <0, ¢(z) = 1. Mais avant de réaliser
ce changement de variables (ce sera fait dans la sectioretbgg)ur bien choisir le\, on a besoin d’en
savoir plus sur le comportement des solutionstex, qui sera étudié dans la section 6.4. Le schéma de la
démarche avec les différents systémes considérés eshigrése la figure 6.3.6.

Ainsi, on va montrer, par une méethode de degre topologique J&system¢sS, ) admet une solution,
et on passera ensuite a la limite quartdnd vers 0 pour retrouves,).

6.4 Estimations a priori

Dans cette section, on va donner des estimations a pri@pantiantes deetd avece > 0 assez petit et
0 < d < k. Celles-ci sont suffisamment générales pour permettrecéslaé servir pour montrer I'existence
de solution du systéme secondaire dans la section 6.5 et¢uliger les passages a la limite qui permettent
de passer du systéme secondaire au systéme initial avesidliffpuis du systéme avec diffusion au systéme
sans diffusion (section 6.6).

6.4.1 Résultats préliminaires

Commencons par montrer un lemme qui sera utile pour déterrdies estimations :

Lemme 6.6 Soit I I'intervalle | — oo, b] ou] — oo, b[. Soitu une fonction deo'+9(R) eta une constante
positive. S’ + au > 0 sur I alorsu > 0 sur I. Side plusy’ + au > 0 sur] — oo, z[ pour un certain réel
zo € I, alorsu > 0 surl.

Démonstration. — Pour montrer ce lemme, on introduit la foncti@hdéfinie surl parI'(z) =
u(z) exp (az). Cette fonction esC' et de dérived”(z) = [u'(z) + au(z)]exp (az). Siu' + au > 0
surl, alors la fonctionl” est croissante sur. De plus elle est de limite nulle enco puisqueu est bornée.
Ainsi I" est non négative suret le premier point du lemme est démontré.

Si de plusay’ 4+ au > 0 sur] — oo, [ alorsT est strictement croissante Jur oo, 2| et ainsi,I" est
positive surl, ce qui montre le deuxiéme point du lemme. O

Lemme 6.7 Soita un réel positif,f etg deux fonctions continues et non négative définidsuBoitu une
fonction dangC0?9(R) de limites non négatives® en-+oo avecu™ ouw™ non nul.
Siu est telle quas”(z) + aw'(z) — f(z)u(z) + g(z) = 0 pour toutz € R, alorsu est positive.
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k0" +cb + E(B)(1—a)" =0
(So) -
c + k(@) (1 —a)"=0
limf=1 lima=1 limfd=0 lima=0
—00 —00 +o0 +oc
3
2
)
= d—0
S|
3 .
S (S) k0" + cb + k() (1 — )" =0
‘ do" + co/ + k(B)(1—a)* =0
limf=1 lima=1 limf#=0 Ilima=0
—00 —00 +o0 +o0
€ —0 T l Ajout d’un petit parametre
®—0,o-acCi”R
(Sae) - R
do" +co/ + (1 —€)k(0)(1 — )" + ek(#)(1 —a) =0
w—(1-®)w" —dw € C2T(R)
(Sra) aw" +cw'+ F(w) =0
YA >0,V € R det(—a&? + cié + F'(w*) — XI) #0
l Fonctionnalisation de ¢
u=w—(1-®)w" —dw™ € Cﬁ”(R)
(S)  au" +é(u)u’ + F(u) + K(u) =0

Systeme non elliptique

La condition (C) n’est

pas réalisée en +oo

pas réalisée en 100

)
{ k0" + e + (1 — e)ic(ﬂ)(l —a)"+ 612(0)(1 —a)+ 62/;(0)(04 ) =0 La condition (C) n’est

l Changement de variables w = (¢f, (a) avec((x) = eA1—®(z)]=

YA >0,V €R  det(—a&® + &(u)if + F'(w*) — M) #£0

FiGc. 6.2 — Schéma de la démarche.

Invariance par translation

Valeur propre nulle de I’opérateur
linéarisé au point solution

On peut définir et utiliser
le degré topologique
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Démonstration. —D’abord on montre que est non négative. Si ce n’est pas le cas, alcatteints son
minimum négatif en un point,,. Ainsi, en ce point u"(zp,) = f(zm)u(zm) — 9(zm), avecu” (z,) > 0
etu(zy) < 0. Doncu(z,) = 0. Si 2z, est le plus grand réel pour lequelatteint son minimum, alors,
pour un petit réel positib, on au(z) < 0, u/(z) > 0 pourz €]z, 2., + b]. Donc,u”(z) < 0 et est une
fonction décroissante slit,,, z, + b]. Mais, c’est incompatible ave€ (z,) = 0 < u'(z,, + b) etu est
nécessairement non négative.

On peut appliquer le principe du maximumeasi» s’annule en un point, alorsest la constante 0 et
est la fonction nulle. C’'est incompatible avec les hypotisést le lemme est démontré. O

6.4.2 Monotonie

Remarquons qu’une onde solution du systé®g.) est nécessairement de profil monotone et de vitesse
positive.

Proposition 6.8 Si, pour0 < d < k ete > 0, il existe un scalaire: et des solutiong et o dansC”‘s(R)
de (Sq,c) alors c est positif et les fonction et « sont strictement décroissantes.

Démonstration. —Montrons tout d’abord que > 0. La fonctioné tend vers 0 eA-oco eté, > 0. Donc
il existe un réek, a partir duquel la fonctio est plus petite qué,. Ainsi, sur[z., +oo[, 'équation sumd
se réduit &6" + ¢’ = 0. Or, la fonctiond’ tend vers 0 er-oco et est non nulle (sinof serait constamment
égale &, sur|z., +oo[). Donc, nécessairement,> 0.

Ensuite, on peut remarquer que la fonctioreste inférieure a 1 et est décroissante. Considéronsrd'abo
le casn impair. En appliquant le lemme 6.71a— «, on montre que cette fonction est positive. De plus,
grace au lemme 6.6 appligué-a’, on démontre immédiatement queest décroissante. Dans le cas ou
n est pair, on montre que dés qaeest inférieure a 1, elle est décroissante. En effet, si stexin réek
tel quea(z) < 1 etd/(z) > 0 alors on a nécessairemedt(z) < 0. Ainsi o/ est strictement décroissante
et a strictement croissante autour deSur] — oo, z], o est donc positive et strictement décroissante et
« strictement croissante et majorée par 1. Ceci est impesséia tend vers 1 en-oo. Ainsi, si on n'a
pasa < 1 surR, nécessairementy > 1 sur un intervalle du typé — oo, z,[ et a est décroissante et
majorée par 1 sufz,, +oo[. D’autre part, on sait qu'il existe un rée] < z, tel que, pourz < z1, on a

I1—az)] < ™7 % Ainsi, sur] — 00, z1[, on ade’’ +co/ = —k(0)(1—a)[(1—€)(1—a)" ! +¢ < 0.
Vi—e

D’apres le lemme 6.6y est décroissante sl oo, z1 [, ce qui contredit 'hypothése > 1 sur] — oo, z,].
Donc, on a forcement < 1 et décroissante sIR.

De méme que poux dans le cas pair, la fonctiond est décroissante des qu’elle est plus petite que 1 et
ce, parce qu’elle vérifie :

k0" + ¢ + (1 — O)k(0)(1 — )™ + (1 — €)k(0)(1 — @) + 2k(6)(1 — 0) = 0.

Montrons alors quey est strictement décroissante. Si la fonction non posiiive’annule en un réel
z, alors nécessairement’(z) = 0. On a alors, a cause de I'équation sur a(z) = 1 ouf(z) < 0.. Si
a(z) = 1, commed/(z) = 0, alorsa est une fonction constante égale a 1 Rufunicité du probleme de
Cauchy, & fixé). C’est impossible. De méme, &z) < 6., alorsé est décroissante et majorée paisur
[z, +00] et sur cet intervalle, on aurait” + co/ = 0 aveca/(z) = 0. Ainsi « serait constante, égale a 0,
sur [z, +oo[. Le principe du maximum entraine queest nulle suiR, ce qui estimpossible. Ainsiy’ < 0.
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Montrons enfin qué est majorée par 1. Supposons que ce n'est pas le cas. Pdisgtieécroissante
dés qu’elle est inférieure ou égale a 1, on a atbrs 1 sur un intervallel — oo, z,[ et # décroissante et
majorée par 1 sye,, +oo[. Posons alorg = # — «. On affocf k(6(z))p(z)dz = 0 (on le voit en intégrant
les deux équations siR). Donc ¢ n'est pas de signe constant §tur D'autre part,py > 0 sur] — oo, z,]
car sur cet intervalle, ona < 1 < 6. Notonsa le premier point pour lequep s’annule. Ainsip > 0 sur
] — 00, a[. Or, en intégrant la différence des équationg&ig.) entre—oo et z, pourz < a, on obtient :

z

5 (2) + cplz) = — (i — d)ol(2) + € / F(O())o(y)dy > 0.

—00

De plus l'inégalité est stricte sdir— oo, z,]. Le lemme 6.6 nous dit alors qye > 0 sur] — oo, al. Cela
contredit le fait quep(a) = 0. Donc la fonctiory est majorée par 1 et décroissanteR@t méme strictement
décroissante a cause du lemme 6.6 appliqu€’don a— k6" —cf’' > 0, I'inégalité étant stricte SUroo, z¢[
carf'(z.) < 0). a

6.4.3 Estimations

Donnons alors des estimations, indépendanteseate, des solutions du problen{&, ().

Théoreme 6.91l existe des constanteg €]0,1[, M > 0,c~ > 0 etc™ telles que pour chaqué €]0, x] et
pour chaque: € [0, €], S'il existe un scalaire et des solutiond eta dansC?+°(R) de (S,,), alorson a:

||0||C’2+‘5(R) < M, ||a||c2+5(R) < M c < C < C+. (614)
De plus, on & > (1 —¢)a.

Démonstration. —On sait déja, grace a la proposition 6.8, §uet« sont décroissantes et donc bornées
parOet 1.

Donnons ensuite une estimation @léndépendante de, d et e. Pour cela, on distingue 2 cas, suivant
quec est plus petit ou plus grand que 1. Considérons le cased. Commef’ est non positive et tend vers
0 en+oo, elle admet un minimum eg,, etona:

16" (2m)| = %%(H(Zm)) (1= L — alzm)]" + el = €)[L — alzm)] + €[L — 8(zm)]| < E(1).

Donc 6’| est majorée pak(1).
Dans le cas o < 1, prenonsz € R. Si|0/(z)| > k(1), alors on définitzy comme le plus grand réel
inférieur az tel que|d’(z)| = k(1). On integre alors I'équation sérentrez, etz et on majore :

1—c¢

0/(2)] = —0'(s0) + < [0(=) — 0(z0)] + / RO~ a(y)dy

€1-9 / THOW) (1 — al)dy + & / ~0(y))dy

K
/|0' Yy + L) /|9' )y +< “ra /\9' Jldy
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o . ~ 1
Ainsi, dans tous les caf)'| est majorée pak = k(1) (1 + —).
K

On va alors démontrer quest encadrée entre deux valeurs indépendantéeideOn peut tout d'abord
remarquer l'invariance par translation dans le problenmssicigré. Donc, on peut choisir une solutibtelle
qued(0) = 6. Ainsi, on peut résoudre les équations(dg) SurR+ :

V220  6(z) =6, exp(—gz) a(z) = a(0) exp(—gz).

F(1+k)

_pt
W qui, d’aprés ce qui précéde, est majoréeqiar= F;—K = 7

C
Posong) = § — (1 — €)a. Enintégrant entre et+oc la différence entre I'équation séret I'équation
sura multipliée parl — ¢, on obtient :

Doncc =

+oo
K (2) 4 0p(&) = ~(1 = s~ () + 1 =9 [ KOW)(1 - alw)"dy
+oo | ?
e / F(O())(1 - 0(1))dy

= 0.

De plus, I'inégalité est stricte sur l'intervalle- oo, 0[ ou 6, < 6 < 1. On applique alors le lemme 6.6 et on
obtientyy > 0 surR. Ainsi,ona:a — 0 < ea < e.
On va alors pouvoir donner une minoration«d€n effet, on a :

k0" 4 cf' + (1 — e)k(0)(1 — O)" + €k(0)(1 — 6)

= ¢(1 — k(0)(a = 0) + (1 — OR(O)[(1 - O)" — (1 — )"]
< k(O)[€(1 — €) + ne(1 — €)] < k(9)ne.

[

On multiplie cette inégalité pa et on intégre suR :
c/(a'( V2dz+(1 /k 0(2))"0'(2) dz+e/k (= 0(2))0 (2)dz
R
> ne [ KO (2)dz
R

ce qui hous donne :

1

1 1
! 2 1. n 1. 7.
Ke > C/R(o (2))2dz > (1 —6)/0 k(0)(1 - 0) d9+e/0 k(0)(1 —0)d9—ne/0 k(0)do,

1 B 1 ~
9/0 R0)(1 - 0) dO—ne/O 7(0)do.

Sieesttel qua) < e < eg avec:
_ JokO)1 - 0)ds

2n fo 0)do

1
alors, on a la minoration deparc™ = i/ k(@)(1—6)"d8 > 0.
0
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Il est alors facile d’obtenir une estimation dafi$™/(R) des fonctions et . En fait, on donne une
estimation dang’3(R). La fonctiona’ < 0 tend vers 0 ea-oco. Elle atteint donc son maximum en un point
z tel que :

co! (z) + (1 — €)k(0(2))(1 — a(2))™ + €k(0(2))(1 — a(z)) = 0.
Ainsi, |/ (z)| et donc|o’| est majorée pak(1)/c™.
Pour obtenir une estimation @€, on va commencer par dériver I'équation sude (S ) :

da"" + ca” + K(O)/[(1 ~ (1~ )" + (1~ )] ~ K(O)o'[e + n(1 — (1 - 0)" "] =0.  (6.15)

La fonction o tend vers 0 entoo. Elle atteint donc son maximum ou son minimum en un pointéu
k(1)

- .

s’annule et on obtient ainsi une majoration|dé| par K; = C% }C||l~c’||Loo[0,1] +n
Pourf”, on reprend directement I'équation guet on obtient immédiatement la majoration|d| par
Ky = % [}cc+ + %(1)] .
En dérivant I'équation suf, on obtient immédiatement la majoration |@€¢| par :

1 . k(1)2 .
; lC+K2 +]C||kl||Loo[0,1] + (’ﬂ+ 1) (C_) +]Ck’(1)] .

A cause de (6.15), on sait qu€’ tend vers 0 er:co et atteint donc son maximum sBren un pointz.
En dérivant cette équation, on voit ql4é”| est majorée par :

1 - k(K 5 . k(1)
- [IC2||1€"||L°°[0’1] + <K2 +n i_) ) ||kl||Loo[071] + nk(1) (Kl +(n—1) (c(_;2>] )
On a ainsi des estimations indépendanted ete dea etd dansC?(R) et donc dang?19(R) et le théoréme
est démontré. O

6.5 Existence de solution pour le systéme perturbé

Pour montrer I'existence de solutions du systéme secandairintroduit une transformation entre celui-
ci et un probléme plus simple : un cas se ramenant & une sawdéa¥y Pour cela, on considére I'opérateur
A, défini par :

0 0" o' 1—e)k(0)(1 — )" + ek(0)(1 — 2k(0)(a — 0

A A I e 6)~( )1 = a) +6~( )1 = a) + ek(0)(a — 0) . (6.16)
a d;o" o (1—-e)k(0)(1 —a)" + €k(0)(1 — o)

avecd,; = d(1 —7) + k7 et € [0, 1]. Soit® une fonctionC*> surRR telle que®(z) vaut 0 siz > 1 et vaut

1siz < 0. NotonsFE l'espace suivant :
E={ueC*™R), ®-uecCR)}

de sorte qu’une fonction de E tend vers 1 er-oo et 0 erHoo. L'opérateurA.; est défini pour les éléments
0 eta de E. De plus, pout = 0, on retrouve I'opérateur défini par les membres de gauchégiestions du
systeme(Sg,¢). PourT = 1, le problémed;w = 0 se réduit en fait & un probleme plus simple pour lequel
on a des résultats d’'existence et d’unicité.
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6.5.1 Réduction du systéme transformé

Commencons par réduire le systémgw = 0 :
Proposition 6.10 Des fonction® et de E vérifient le systeme :

k0" +c0 + (1 —k(0)(1 — )" + ek(0)(1 — ) + 2k(0) (e — 0) = 0, (6.17)
k" +ca +(1—ekB)(1 —a)" + ek(0)(1 — o) =0, (6.18)

si et seulement ¢l = o € E vérifie :
k0" +cl + (1 — )k(0)(1 — )" + ek(6)(1 — 6) = 0. (6.19)

Démonstration. — Supposons que les fonctiofiset « de E vérifient (6.17), (6.18), ave€(0) = 6..
Ainsi, la fonctionk(6) est nulle suR™ et positive suf — oo, 0[. Posonsy = # — .. Cette fonction tend vers
0 en+oo et vérifie :

k! + ¢! — k() = 0. (6.20)

Supposons que admet un minimum négatif slir- oo, 0] en un pointz < 0. Alors ¢(z) < 0, ¢'(z) = 0 et
¢"(z) > 0, ce qui est en contradiction avec I'équation (6.20). De mé&meéadmet pas de maximum positif
sur] — oo, 0] et ainsi, elle est nécessairement de signe constaft-sw; 0[. Or, on af k(0(2))¢(2)dz = 0.
Donc ¢ est nulle suf — oo, 0[, et méme suR entier & cause de (6.20), puisql?:@) = 0 surR™. Ainsi
0 = « vérifie (6.19).

La réciproque est évidente. O

On se raméne donc au probléme d’existence d’onde pour urcaksrs. Or on sait que ce probleme
admet une unique solutianetd, a une translation prés (voir par exemple [VVV94]).

6.5.2 Deéfinition du degré topologique

On montre ici que I'on peut définir le degré topologique, mmeant un changement de variables. Posons
A un réel tel que

0<i< S,
K

ouc~ > 0 est le minorant de la vitesse obtenu dans le théoreme 6.9o@naiors¢ la fonction définie
pourz € R par((z) = exp(A[l — ®(z)]z) (ou @ est la fonction définie au début de la section) et on fait le
changement de variables suivatt= (6, a = (a. On a alors :

Vz
Vz

(2) (6.21)
(z)eM. (6.22)

VoA

0 t(z) = 6(z) a(z) =
1 t(z) = 0(z)e a(z) =

Pour des solutiong eta dansE de A, (0, a) = 0, posons, le réel pour lequel on é(z;) = 6.. On a alors,
pour tout réek plus grand que. et que 1 :

t(z) = foec%e/ K eA—c/K)z a(z) = a(zc)eCZC/de()‘_c/d)z (6.23)
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Le systéme obtenu par ce changement de variables dansti®guda (6, o) = 0 est le suivant :

wt" + (¢ — 261t + [(212 — I2)k — licJt + Fi(t,a) = 0 (6.24)
dra" 4 (c — 2d,11)d’ + [(203 — ly)d, — lic]a + Fy(t,a) =0 (6.25)

avecl; = (/¢ la =("/C et

miw=a-oh(2) (-3 4 () (-2
o= (2)(-3)

On noterad, 'opérateur correspondant au membre de gauche du systépdd, (@.25) avec, a la place de
¢, la fonctionnellec(t, a) donnée par (6.11). On a alors I'équivalence des deux prasetp(d, ) = 0 et
A (t,a) = 0. En effet, si(§, a) € E? est solution ded, (6, a) = 0, alors, & cause des relations (6.21) et
(6.23),t = (0 eta = Ca sont dans¥ et ils sont solutions dd, (¢,a) = 0. Réciproquement, §i,a) € E?
est solution ded, (t,a) = 0, puisque > 1, alorsf = t/¢ eta = a/¢ sont dans® et ils sont solutions de
A (0,0) =0.

Pourz > 1,11(z) = Aetly(z) = A2, eta cause du choix deg on sait que\ (kA —c) < 0 etA(dA—c) < 0.
Donc, pour I'opérateurd.., la condition(C) est vérifiée et on peut définir le degré topologique. De ples, ¢
opérateur est une homotopie.

6.5.3 Estimations dans I'espace a poids et conclusion

Pour conclure, il nous faut des estimations a priori, dagspkce a poid@ﬁ”(R), des solutions du sys-
téme aprés changement de variabdg$t, a) = 0. Remarquons tout d’abord qu’a cause de la relation (6.23),
pour retrouver des estimations da@ist (R) pour les nouvelles variables, il va falloir montrer que lel ié
est majoré, indépendammentdeQuitte a translater la fonctiom, on peut supposer qlﬂeffw o(z)dz <1
eton a alors le lemme :

Lemme 6.11 Alors, pour toute solutiof € E eta € E de A, (0,a) = 0, le réelz. = §-1(0.) est borné
indépendamment de

Démonstration. — La fonctionnellec est définie par :

ot,a) = In ( /R [2(2) + a2(z)]a(z)dz> .

Dans les variable8 et a, elle s'écrit :

&0, 0) = c(€0,£0) = In ( /R [0%(2) + 0?(2)] CQ(z)a(z)dz> .

Supposons dans un premier temps gug 0 et donnons en un majorant indépendant diea fonction
0 étant décroissante d’aprés la proposition 6.8, la foncti@noissante et la fonctiot plus grande que 1,
on a la minoration suivante de la fonctionnelle

&0,0) > In /O © 22 (2)0(2)dz > In(022e0(0)).
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D’autre part, le théoréme 6.9 nous dit en particulier gt o) < c¢*. On a donc la majoration de.
indépendante de:

+
eC

Ze L 75—
7 620(0)
Supposons maintenant gee < 0 et montrons que, est minoré indépendamment deA cause de la
forme exponentiellement décroissante des fonctiongzsutoo[, on a la majoration suivante de

(6.26)

0

+oo
é0,a) <In (2/ o(z)dz +/ (e 2e(z=z)/dr 4 936720(27%)/‘%)0'(2)(12).
0

-0

D’autre part, le théoréme 6.9 nous dit en particulier §#ea) > ¢ . De plus, a cause de I'hypothése faite
suro et du fait qued, < &, on obtient, en passant a I'exponentielle :

+oo
c” <1 1 2 2zcc_/n/ 2(A—c™ /Kk)z <1 1 2\ 2zc¢” /K K ' 6.27
e +(1+6)e i e dz +(1+6)e e — ) (6.27)
On a ainsi une minoration dg indépendante de:
K 2(c” — Ak)(e —1)
> — . .
e Z 9 In ( k(1 +62) (6.28)
O

Avant de donner les estimations, démontrons un lemme utile :

Lemme 6.12 Soit I l'intervalle ] — oo, zg], a etb deux réels positifs aj une fonction dang?+9(I) telle
que:

e y est non négative,

e y(z) tend vers 0 quand tend vers—oo,

e pourtoutz € I,y"(z) + ay'(z) — by(z) > 0.
Alors, pourz € I :

y(z) <y(zo) exp (%(z - zo)) (6.29)
ogﬂ@<[y@w+9il§35@mm4am<if5§§iﬁw—ww) (630)

Démonstration. — Introduisons la fonction\; définie pourz € I par :

mw=@m+ﬁl§ﬂ%mymei%ﬁﬁa.

Un calcul de dérivé montre que cette fonction est croissddeplus, elle tend vers 0 encc. Donc, elle
est non négative et (z) + (a — va® + 4b)/2y(z) > 0. Introduisons alors la fonctioRl définie pourz € I
par :

I'(z) = y(z) exp (#z) .
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Cette fonction est également croissante a cause du répuéizdent, et en écrivant simplemétfz) <
I'(z0), on montre la premiére inégalité (6.29).
Introduisons maintenant la fonctiax, définie pourz € I par :

Bo(z) = (y'<z) $ TS Wy(z)> exp (‘— V2+4b> .

Cette fonction est croissante et dakg(z) < As(zp) pourz < zp. Commey est non négative, on obtient la
seconde inégalité (6.30) et le lemme est démontré. O

Les estimations dans I'espace a poids sont alors donnééssthéoréme suivant :

Théoréme 6.13Soitd €]0, k] ete €]0, ¢). Il existe une constant® > 0 indépendante de € [0, 1] telle
que, s'il existe des solutiorieta dansE de A, (t,a) = 0, alorson a :

H(I) - t“gﬁ”(ﬂg) <M, ||(I) - a”Cﬁ*"S(R) < M. (6.31)
Démonstration. —Tout d’abord, noton8 = t/{ € E eta = a/( € E qui sont solutions dd, (6, o) =

Le théoréme 6.9, les relations (6.21) et (6.23) et la magnmatez. = 6~'(6,) du lemme 6.11 donnent
un majorant indépendant dedes normes dé et a dans I'espace de Hold&r>+°(R). De méme pour les
normes a poids sk : a cause de la majoration indépendante de z. (lemme 6.11), de la relation (6.23)
et sachant que™ < c < ¢, les quantitééﬂt“cﬁw(m) et”a”cﬁ”(Rﬂ sont bornées indépendammentrde
Il reste alors a trouver des estimations indépendantesddes I’espacé’ﬁ”(]R—) pour les fonctiond — @
etl —aquisontégalesd—tetl —asSurR™.

On af(z.) = 0. et ainsif’(z.) = —ch./x etf"(z.) = c*6./x* > 0. Notons alors, le plus grand réel
de] — o0, z.] en lequeb” s’annule ¢” s’annule nécessairement $ur oo, z.] car sinonf’ serait croissante
et majorée pa#’(z.) = —c./k sur] — oo, 2], ce qui contredit le fait qué tend vers 0 er-oo). La fonction
0" est croissante sugg, z.] donc

_ e

Vz € [z4, Zc] 0'(z) < (6.32)

K

On intégre cette équation entzget z., ce qui montre que, est minoré indépendamment des [0, 1] :

K
c 0,

Zd 2 Zc — (6.33)

D’autre part, ere,4, I'équation suid s'écrit :

—ct(24) = (1 — ©)k(0(24)) (1 — a(za))™ + €(1 — €)k(0(24)) (1 — e(2a)) + €*k(0(24)) (1 — O(2a))
< k(0(za)).

En appliquant (6.32) a = z,4 et parce quéc(e(z)) est une fonction décroissante deon obtient, pour
z2< 24!

(6.34)
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A cause de (6.34), les variables croissaritesf et1 — « sont telles que, powr < zg :

_k0"(2) — c0'(2) > 6262%(1 —0(2)), (6.35)
20,

—d;d"(z) —cd(z) > € -

(1 —a(z)). (6.36)

On applique le lemme 6.12 & ces variables et on obtient, earcerant que d’aprés le théoréme 669} et
|o/| sont majorés respectivement gar= k(1)(1 — 1/x) etk(1)/c™ :

0<1—-06(z) <exp (;—_[\/1 +4e26, — 1)(z — zd)) ,

0<—0() < [/c ; 2—+<1 s m>] exp (2—[m 1) - zd>) ,
0<1—alz) gexp(% [M—l] (z—zd)>,

@ i +4690)] exp (;—K[m— (= — Zd)> :

< —d'(2) €
0< —d(z) < F

D’autre part, on peut exprimet’, 8", o' et o/ en fonction des quantités précédemment majorées. On
montre ainsi que ces quantités sont aussi exponentieltas®eroissantes enoc, la forme de cette décrois-
sance étant indépendanterdén a alors un majorant, indépendantrdeles normes dé— 0 et1 — o dans
I’espaceCﬁ”(R*) et le théoréme est démontré. O

Remarque 3 Ces estimations dans I'espace a poids sont [@sss#r on ne peut pas tendre vers un point
critique 'intermédiaire’ : on a vu avec le lemme 6.11 que= 6 '(6.) est borné; de plus, les points
critiques du type = cste < 6. sont localisés sufz., +oo[ ou on a une solution explicite, et le seule autre
point critique esl = a = 1.

On a alors le théoréme d’existence pour le systéme secendair

Théoréme 6.14Pour chaqued €]0, k] ete €]0, €], il existe un scalaire: et des fonction® et dansE
solution du systemgS, ).

Démonstration. —On démontre en fait qu'il existe des solutibata dansE du systémedy(t, a) = 0.
On a vu que l'opérateud, est une homotopie. D’aprés le théoréme 6.13, on sait queBoih choisir une
boule ouvertd3 de E2 contenant tous les zéros de et donc sur les bords de laquelle ne s’annule pas.
D'autre part, le degré topologique df par rapport & est non nul. En effet, d’aprés la proposition 6.10,
le problémed;w = 0 se raméne & un probléme & une équation (6.19) qui admet umeeusplutionuwy.
D’autre part, grace a la fonctionnalisation €€6.11), il n’y a pas de valeur propre nulle pour I'opérateur
linéarisé enw,. Le degré topologique dé; et donc celui ded, par rapport & est donc 1 ou -1. Ainsi on
obtient, grace a la proposition 6.5, le résultat du théoréme O

Il s’agit maintenant de se ramener au probléme in{i&]).
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6.6 Passages ala limite

On a montré dans la section précédente que le sysi8me admet des solutions réguliéres peur 0
petit et0 < d < k. Dans cette section, on se raméne au problg$e par un passage a la limite quaad
tend vers 0. Puis, on montre I'existence de solutions régsidu systémgSy) par un autre passage a la
limite quandd tend vers 0. De plus, ce deuxiéme passage a la limite nougdonlen entre les solutions
des systemeS;) et(Sp).

6.6.1 Résultat préliminaire

Avant tout, rappelons un lemme tres utile :

Lemme 6.15 Soit (u,)nen UNe suite bornée de fonctions @89 (R). Alors, cette suite admet une suite
extraite qui converge point par point vers une fonctiome C%+9(R), la convergence étar@? sur tout
borné.

Démonstration. — Posons2y = [—N, N| pour chaqueN > 1. La suite(u,),en €St bornée dans
C**+9(R), donc il existe une sous-suite que I'on noténéN))ieN qui converge vers une fonctiamn dans
C?(Qy) (a cause du théoréme d’Arzela Ascoli, voir par exemple [Bjg8On peut étendre la limite a
R entier et choisir une sous-suite;, )z telle que les fonctions,;, — u convergent vers 0 darG? sur
chaque sous-ensemble bornéRieDe plus,u est une fonction d€2+5(R). En effet, siM est une borne
dansC?*%(R) de la suitg(uy, )nen, alors, pour chaque ety # z dansR et N > sup {|z|, |y|}, ona:

(MY (2) — (@M)" ()]

|z =yl S M.
Et en faisant tendr& vers+oo, on obtient :
" o
w'(2) — ') _
|z —yl°
et le lemme est démontré. O

6.6.2 Existence de solution pour le probléme avec diffusion
Grace aux estimations a priori du théoréme 6.9 et au lemnoggedt, on va pouvoir montrer le théo-

reme d’existence pour le probléme limite. Commencons pag fandree vers O :

Théoréme 6.161l existe un scalaire, et des fonctions, etd; dansC?+9(R) solutions du problémes,).
De plus, on &, > a4.
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Démonstration. — On considere la suite deg = €p/n pourn > 1 ainsi que les suite§dy,),>1,
(an)n>1 €t(cn)n>1 de solutions dé¢Sy ) poure = e,.

D’aprés le lemme 6.15, on peut extraire de la s@fg),cn UNe sous-suit€d,, )xen qui converge
point par point verd; € C*9(R), la convergence étar®? sur tout borné. On peut alors extraire de
la suite (o, )ken UNE sous-suite que l'on notera encdrs,, )xen €t qui converge point par point vers
ag € C?*T9(R), la convergence étadit? sur tout borné. Sans perte de généralité, on suppose égdlguee
la suite(cp, )ken (bornée par~ etc™) converge vers, € ¢, c¢*].

Les fonctionsa eté, vérifient le systéméS,), et on a, a cause de la proposition 6.8 et des estimations
du théoreme 6.9::

ca>c >0, 0<ag<l, 0<63<1, 6;<0, ay<0 65> aa

Les fonctions décroissantes et bornégst oy admettent donc des limites ero.

D’autre part, on suppose que les fonctienset 6,, sont choisies de telle sorte que pour teue N*,
0,(0) = 0. et donch,,(0) = —c,f./k. On a alord,(0) = 6, etd,(0) = —ch./x < 0. La fonctiond, vaut
donch(z) = 6.e*/* pourz € R . Elle tend donc vers 0 eoco. SUrR, , 8; > 6. Ainsi, a4 tend vers 1
en—oo (pour quefg(ed)(l — ay) tende vers 0). Et comme,; < 0, < 1, la fonctionéd,; aussi tend vers 1 en
—o0. Enfin, on a, en intégrant les équations(dg) surR :

w= [ HOME (1 - ca@)iz = calt - lima)

Ainsi, a4 tend vers 0 er-co et le théoreme est démontré. O

6.6.3 Passage a la diffusion nulle

Les estimations du théoréme 6.9 sont encore valablesepeud. On va s’en servir pour faire tendde
vers0:

Théoréme 6.17 Soient, pour chaqué €]0, ], cq le scalaire et; ety les fonctions d€2+9(R) solutions
de (S,). Il existe un scalaire: et des fonctions: et dansC?*%(R) solutions du probléme sans diffusion
(So). De plus, il existe des sous-suiteg, )n, (04, )n €t (g, )n de(cq)d, (04)q €t (aq)q telles que (cq, )n
converge vers, (6, ), et (aq, ), cOnvergent vers eta, la convergence étar®? sur tout borné. Enfin, on
ad>a.

Démonstration. —De méme que pour le théoréme 6.16, il existe une $ujig,cn+ qui converge vers
0 qui verifie, pour tout € N*, I'inégalité 0 < d,, < « et telle que les solutions correspondanigs 6, et
ag, tendent verg > ¢~ > 0,0 € C*9(R) eta € C?T9(R), la convergence étad? sur tout borné.

D’autre part, on retrouve les limites de la méme maniére que [& théoréme 6.16 (et on a encore
0 > «) ce qui termine la démonstration. O

Ainsi, on a non seulement 'existence de solution pour chales systéme&S,;) (avecl < d < k) et
(Sp) mais en plus, le théoréme 6.17 nous dit qu’une solutiongsé@ale I'onde et profils de température et
de concentration) d&Sy) est limite d’'une suite de solution de systemes du {§)g avec des diffusions qui
tendent vers O.

Remarque 4 On peut remarquer que, si on a un résultat d'énpour le probleméS, ), comme dans le cas
n = 1, alors on a la convergence dg, 6, etag verse, 8 et o quandd tend vers 0.
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6.7 Généralisation a une chimie complexe

Dans cette section, on montre comment la méthode et lesatispitécédents se généralisent a un réseau
de réactions irréversibles exothermiques, linéairenretépendantes.

6.7.1 Formulation du probleme

On s’intéresse a un réseau Neréactions irréversibles exothermiques emtrespéces chimiques; :
m m
Zo‘i,jAj - Zﬁi,jAj, ie{l,...,N}.
Jj=1 j=1

NotonsT" la matrice des coefficientg ; = §; ; — a; ; oui est l'indice des lignes gtcelui des colonnes. Le
modéle thermo-diffusif pour le systéme de réaction-diffascorrespondant a une onde progressive 1D de
vitessec est alors [VVV94] :

N
KT" + '+ qidi(T, A) =0, (6.37)
i=1
dA" +cA' +T¢(T, A) = 0, (6.38)
ou T est la température du gad, = (Ai,...,A4n,)" le vecteur des concentrations des espétegafin
d’éviter la multiplication des notations, on note les cancations et les espéces de la méme maniére),
q = (qi1,---,qn)" le vecteur des chaleurs de réactions, avec0 puisque les réactions sont toutes exother-

migues,k le coefficient de diffusion thermiqud,le coefficient de diffusion massique supposé étre le méme
pour toutes les especes. Les limites des varialtlesT” sont :

limA = A% limT = T, (6.39)
+oo +oo
avecT~ > T. Enfin, le vecteur(T, A) € RY a ses composantes de la forme :

¢i(T,A) = ki(T) fi(A),  fi(A) = gi(4) H A,

oug;(A) >0siA>0etoly;; > 1Sia;; # 0ety;; = 0sia;; = 0. De méme que pour le cas préce-
dent, lesk; représentent les fonction d’Arrhenius etp (—}) avec encore l'introduction de températures
d’'allumage et avec des énergies d’'activatidfydifférentes. La température d’allumage est supposée étre
la méme pour toutes les réactions, elle est n@éet on suppose de plus qué&'~ < T, < T". Ainsi, les

k; sont au moing>?, croissantes et nulles spir- oo, T,.]. Enfin, on suppose qu'il existe une fonctiérau
moinsC?, nulle sur] — oo, T,], strictement croissante s[i,, +oo| et bornée telle que :

Vie{l,...,N} Vr e R k(z) < ki(z). (6.40)

On suppose que les réactions sont linéairement indépergjalg sorte que la matriteest de rangV.
Il existe donc une famille librésy, so, ..., s,m,—n) de vecteurs d&™ tels que :

Vk e {l,....,m —n} s.T =0.
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On numérote les espéces de telle maniére que la madtrimemposée de®/ premiéres lignes d& soit
inversible. Le reste de la matrice est nofé@e plus, on note un vecteur d&™ tel quel*p = ¢. On peut
remarquer que si toutes les réactions sont exothermiglaes,l@ graphe est ouvert, c’est a dire qu'il existe
un vecteurs € R™ tel ques!T’ < 0. On a alors des relations nécessaires suivantes pour gisieaine
onde progressive :

st A=stAT, (A —AN) =T —T" . (6.41)

On peut remarquer que la fonctidf(A) = (o, A) est décroissante le long des trajectoires. On choisit
AT tel queV réalise son minimum ed*. On montre alors que I'on peut prendre [VVV94] les limites de
Atelles qued™ > Oet:

Vke{l,...,N} A =0, Vke {N+1,...,m} A, >0.

De plus, les équations et les espéces sont numérotés dadehkeque les;; soient plus grands que 1.
D'autre part, les coefficients de la matrice! sont non positifs.

6.7.2 Changement de variables

Ce type de systeme peut étre ramené [VVV94] a un systeme swat@bles monotones; par le
T-Tt

changement de variablest: = T'u + A™*. On introduit également la température réduife= T

Le systeme suf et S'écrit alors :

k0" + cb' + (4, F(0,u)) = 0,

(Sa)
du" + cu' + F(0,u) =0,

oug =q/(T~ —T7), F(0,u) = ¢(T, A) et(, ) désigne le produit scalaire canoniqueRfé. On notera
également :

- - - T, — T+
filw) = fi(A),  ki(0) = ki(T),  k(0) =k(T),  bc= Ti—if_lw €]0,1[.
Les conditions aux limites sont alors :
(£) limf =1, lim@ = 0, limu=u", limu = 0.
—00 —+00 —o0 =00
La limite »~ est donnée par~ = —I'"1A* > 0 et la deuxiéme condition de (6.41) s'écrit alors :
N
D Gy = 1. (6.42)
i=1

On va pouvoir appliquer au systér(®,) la théorie développée dans les sections précédentes.
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6.7.3 Estimations a priori

De méme que pour le systéme a une réaction, on introduit uméone@ secondaire afin de pouvoir définir
le degré topologique :

N N
k0" 4+ cO + l—ez —1—61—6123 Z u; — ;)

(Ga,e) +52k(0)(;: 0) =0

diul! + cui+(1 — €)k;i(0) fi(u) + €k(0)(u; — u;) = 0.

Les fonctionsf; sont supposées vérifier 'hypothése suivante : il existefometion non négative, non
nulle et décroissante, définie §0r1] telle que, pour chaque € Hf\il[o,u;] NN, fi'®)ona:

N N
5 (z q> <@k
On obtient alors les estimations a priori indépendantesidetesk; et dee pour les solutions d6S,.) :

Théoréme 6.18Poure € [0, €] et pour chaquel; €]0, x], S'il existe un scalaire: et des fonction# et o;
dansC?+°(R) solution de(G,,) avec les conditions aux limité£), alors on a les estimations :

6]l 2+ ) < M, luillcz+sry <M ¢ <e<et

oley >0, M > 0,c” > 0etct sont des constantes indépendantesl?qladed et dee.
De plus, on & > (1 —¢€) Y, Giu;.

Démonstration. — Comme pour la proposition 6.8, on montre d’abord gque 0. Ensuite, on peut
remarquer que chaqug est toujours plus petit qug en repassant au systeme4n

dA" 4+ cA' + (1 — e)TH(T, A) + ek(0)(A~ — A) = 0.

En effet, en utilisant les techniques de [VH85] et le lemnYe 6n montre que led;, sont tous non négatifs.
Ainsi, u~ —u = —I'"1 4 est non négatif. Le lemme 6.6 montre alors que chaque fonefiest strictement
décroissante. De plus, la fonctiérest encore décroissante dés qu’elle est plus petite que 1.

Pour montrer qué est majorée par 1, on suppose le contraire. Aars1 sur un intervalle} 00, 1] eté
est décroissante et majorée par 1[syr+oo[. Posons alorg = 60— ZZ 1 Giug = 0— 1+ZZ 1 Gi(u; —ug).
On a immédiatemen f;o E(6(z))¢(x)dz = 0 (on le voit en intégrant les équations &) Donqo n'est
pas de signe constant sBr D’autre part,p > 0 sur] — oo, z1]. Notonsa le premier point pour lequep
s’annule. Il est facile de voir que la fonctignvérifie :

N
k" + cp' — E2k(0)p = —(k — d) Z giul . (6.43)
i=1
On intégre cette égalité spr oo, z], pourz < a
2 T
k' (1) + cp(z) = € / k(@) p(y)dy — (k — ZqZ > 0. (6.44)
—00
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De plus l'inégalité est stricte sur— oo, z1]. Le lemme 6.6 nous dit alors que > 0 sur] — oo, a]. Cela
contredit le fait quer(a) = 0. Donc la fonctiorf est majorée par 1 et décroissanteR@t méme strictement
décroissante a cause du lemme 6.6 appligué’a

Comme pour démontrer 6.9, on choigitelle quef(0) = 6. et on montre qued’| est majorée par
~ 1 K
K =k(1) (1 + —) etcparct = F;—
K c
Posons alorg = 0 — (1 — €) ) g;u;. En multipliant les équations d€4,¢) sur lesu; par (1 — €)g;, en
intégrant ces équations ainsi que celleantrez et+oo et en les ajoutant, on obtient I'équation gur

+0o0 ~ _
d'(z) + eip(z) = — (k= d)0'(z) + (1 —¢) / Z Giki(0(y)) fi(u(y))dy

e [ oW - o)y
>0

I'inégalité étant stricte sur— oo, 0[. On a alorg) > 0 etdoncd giu; — 0 < e. Or:

N
w0" + 0’ + (1= ORO)F(0) + k() (1 - 0) = (1 — ) > i [k(6) — ki(0)] filw)
i=1

N N N
+(1—e)k(0) [&(9) -3 (Z qu) +5 (Z qu) =2 Gifiu) | + et - )k [Z Gii — 0]

En prenant en compte I'hypothése faite sur les fonctifjnst en utilisant la formule de Taylor-Lagrange a
I'ordre 1 pourg, on obtient :

k0" + c0' + (1 — €)k(0)F(0) + ek(0)(1 — ) < &(B) (IF || oo (o, + € (Z Giui — 0)

En utilisant I'inégalité montrée précédemment, on obtient
k0" + et + (1 — €)k(0)F(0) + ek(0)(1 — 0) < ek(8) (IIF | (0,1 + €) -
Ainsi, comme pour le théoréme 6.9, on montre la minoratiovesite dec :
1 1 1 1
> [(1 _ e)/ k(0)$(9)d0+e/ R(6) (1 — 0)dB — (I3l = (o) -I-e)/ k(o)de]
0 0 0
Avec e suffisamment petit, on obtient une minorationcdgarc~ > 0 indépendant dek;, ded et dee.

On finit alors la démonstration comme pour le théoréme 6.9. O

6.7.4 Existence de solutions pour le systeme secondaire

Une premiére transformation réalisée ici est donnée ppéfateurA défini pourr € [0,1] et € FE et
pour desu; € F par:

Ai(1,0,u) = k0" + ' + (1 —¢€)

||Mz

Zqz uy —u;) + €k(0)(1 - 0),

mﬂhﬁm%=®%+mu+ﬂ—d%ﬂ@ﬁ@ﬂ%ﬂ@@[—w%
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avecfsi,T =(1- 7)7% + 7k. Un changement de variable permet |a encore de définir léédegologique.
Ensuite, on réalise le méme type d’homotopie que dans le €da chimie a une réaction en posant
dir = (1 — T)di + K

Mz

Bi(7,0,u) = k0" + ¢ + (1 — )k Zq u; —u;) + €k(0)(1 - 0)
Bit1(7,0,u) = d; ;ull + cuj +(1—e)l~§( )~( )+ ~( )(u;—uz)

Le systéme obtenB(1,6,u) = 0 se raméne & la méme équation que dans le cas de la chimie a une
réaction. En effet, les; sont alors tous égaux (ils sont solution d’'une méme équadiitérentielle), ce qui
nous rameéene exactement au méme cas que dans la section 6.5.

6.7.5 Passages a la limite

Ces estimations permettent, exactement comme dans larsécl, de passer a la limite quaadend
vers 0, puisi tend vers 0. On obtient alors, successivement, les deursimés :

Théoreme 6.1911 existe un scalairec; et des fonctions:; 4 et 6, dansC?*+%(R) solutions du probléme
(84q). De plus, on &y > 3 Giui 4.

Théoreme 6.20Soient, pour chaqué €0, |, cq le scalaire e¥, etu; 4 les fonctions d€?+9(R) solutions
de (&,). Il existe un scalaire et des fonctions,; etd dansC?*9(R) solutions du probléme sans diffusion
(60). De plus, il existe des sous-suiteg, )n, (04, )n €t (Ui 4, )n de(cq)d, (0a)a €t(aq)q telles que (cq, )n
converge vers, (64, )n €t (u;.q4,)n CONvergent vers etu;, la convergence étar@? sur tout borné. Enfin,
onaéd > > giu;.

6.8 Conclusion

On a donc généralisé le résultat de passage a la limite deelsgide 'onde quarice tend vers l'infini
de [LL96] & une chimie d’'ordre et, de maniére immédiate, a une chimie complexe de réadtiénsrsibles
exothermiques formant un graphe ouvert, grace a un chamjeleeariable [VVV94]. D’autre part, ce type
de méthode peut aussi étre utilisé pour montrer I'existefmedes planes 1D dans des configurations ou le
réactant est présent sous forme d’une phase liquide déspeus brouillard de gouttes polydispersé [LM02].
En effet, pour la phase liquide, du fait de I'absence de siiffa, on obtient des équations hyperboliques.
L'idée est alors de rajouter une diffusion pour montreribéance de solutions et de faire tendre ensuite cette
diffusion vers zéro.
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6.9 ANNEXE : Propagation de flammes gazeuses dans la limiteuhe diffu-
sion massique nulle
Note aux Comptes Rendus de I'’Académie des Sciences :

F. LAURENT, M. MASsSOT, V. VOLPERT, Propagation de flammes gazeuses dans la limite d’une diffusi
massique nulleC. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002), 405-410

Résumé. Dans cette Note, on considére un modeéle de type thermostiffour décrire la propagation
d’'une flamme 1D dans un milieu gazeux avec une chimie complexgoe graphe ouvert. On
redémontre I'existence d’ondes progressives pour ce tyggsteme en utilisant une nouvelle
approche et I'on étudie I'effet du passage a la limite d’uifeusion massique nulle : on
montre la continuité de la vitesse de I'onde ainsi que defilpde température et de fraction
massique.

Propagation of gaseous flames in the limit of small mass dgfon coefficients

Abstract.  In this Note, we study a thermo-diffusive model for the pgapi@an of 1D gaseous flames for
complex chemistry with open graph. We use a new approacldar to prove the existence of
a traveling wave and we study the behavior of the solutiohénlimit of zero mass diffusion
coefficients: we show the continuity of the wave velocity @hithe temperature and mass
fraction profiles.

Abridged English version

The existence of 1D traveling wave has been widely studmdexXample for one step chemistry in [1]
and for a complex chemistry network of irreversible exathierreactions as in [10]. In [3], the existence
of a traveling wave is shown for a complex chemistry netwdrkewversible reactions and with detailed
transport. Various tools have been used such as the Letzu8er degree in [1] and [3] in order to prove
the existence in bounded domain, the solution being theznded to the whole real line, or such as the
topological degree directly defined for unbounded domdifg. [In the high activation energy asymptotics,
the wave velocity was found in both cases, without [8] anchwiitass diffusion [11]. This asymptotical
value tends to infinity when the mass diffusion coefficienti®eto zero. It is shown however in [5] that, for
a one-step finite rate chemistry, the wave velocity admitsiteflimit.

In this Note, a new method is introduced in order to prove thistence of 1D traveling waves with
a network of irreversible exothermic reactions which $igésthe open graph assumption [10], using a
topological degree defined for unbounded domains as in [lt].equations for the thermo-diffusive model
are given by (1), (2). We study the behavior of the wave vgjamnd of the temperature and mass fraction
profiles when the mass diffusion coefficient tends to zerem tixtending the results of [5]. For clarity of the
presentation, results are presented for a simpler systeohyheserves the main difficulty. It corresponds
to ant? order reaction, witm > 1:

k0" + b + k(0)(1 — )" =0,
(Sq) do’ + co + k(0)(1 — )" =0,
lim 6(z) =1, m a(z)=1, lim f6(z)=0, lim o(z)=0,

i
T——00 T——00 Tr—+00 Tr—+00
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where@ is the reduced temperature (it is O for the cold mixture andrltfie burned gases) andis the
mass fraction of the reaction product. The Lewis nunizee= x/d is assumed bigger than 1. The function
k is regular and close to the Arrhenius coefficient; in ordeavoid the cold boundary problem [11], we
introduce an ignition temperatuée > 0.

In order to prove the existence of solution for the syst&y), we use the topological degree defined
in [9] for elliptic, Fredholm and proper operators in unbdad domain and weighted Holder spaces, where
the weight is polynomial. Here, the spaces @ (R) andC4(R), with u(z) = 1+ z?. In order to use
this theory, we add a small positive parametand introduce the secondary system:

k0" +c0 4+ (1 — )k(0)(1 — )" + ek(0)(1 — ) + 2k(0) (e — 0) = 0,
(Ssec) do!" + co’ + (1 — )k(0)(1 — )" + ek(0)(1 — a) = 0,
lim O(z) =1, Em af(z) =1, lim O(z)=0, lim «az)=0.

T——00 T——00 T—+00 T—+00
After a change of variablét,a) = ({6, (), where((z) is a regular function equal to 1 far < 0 and
to e’ for z > 1, and a fonctionnalization of [9], we can define and use the topological degree for the
corresponding operator. In order to determijeo prove the existence of solution for systé8..) and
to pass to the limit ag and thend tend to zero, we need a priori estimates in the Hdlder spacthéo
functionsf and«, independent of andd. They are given, fod €]0, ] and for smalk > 0, in Proposition
6.21 and Theorem 6.22. We then introduce an homotopy chguadio «; this yields an operator of known
topological degree: fai = «, the system actually reduces to a one equation system; we tkiad it admits
a unique solution and its topological degree is easy to at&lut is 1 or -1. Using estimates in the weighted
Holder space of Theorem 6.24 and the property of the topodddiegree, we prove the existence of solution
for (Ssec) in Theorem 6.25.

Because of the a priori estimates, we can pass to the lini#.n) whene and thernd tends to zero, and
we obtain the main result of this Note in Theorem 6.26: thetexice of solutior,, 6; anday of (Sy), the
existence of solutior, # anda of (Sy) and the convergence of, 8; anday to ¢, § anda whend tends
to O, if we have the unicity ofSy) (otherwise, there is only convergence of subsequence).tédmmique
developed here allow us to tackle more complex problem ssithesexistence of plane polydispersed spray
flames [6].

6.9.1 Introduction

On s'intéresse a la propagation de flamme dans un gaz, saous tbonde progressive 1D en présence
de N réactions irréversibles exothermiques entrespéces chimiques; : >, a; ;A; — Y700, BijAj,
pouri € {1,...,N}. NotonsI' la matrice des coefficientg ; = 3; ; — o5 ; o4 est l'indice des lignes et
7 celui des colonnes. Le modéle thermo-diffusif pour le systéle réaction-diffusion correspondant a une
onde progressive 1D de vitessest alors [10] :

N

KT +cT' + ) q:idi(A,T) =0, (6.1)
=1

dA" + cA' +T$(A,T) = 0, (6.2)
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ou T est la température du gad, = (4y,...,Ay,)" le vecteur des concentrations des espétgsy =
(q1,---,qn)t > 0 le vecteur des chaleurs de réactionde coefficient de diffusion thermique), le co-
efficient de diffusion massique supposé étre le méme poteddeas espéces. Les limites des variables
et T sont AT et T+ en+oo, avecT~ > T+. Enfin, le vecteurp(A,T) a ses composantes de la forme :
QZSZ'(A,T) = k‘z(T)gZ(A) H;-nzl Aju-i’j ol gZ(A) >0siA >0et OUVi,j >1 Si ;g 7é 0 etI/i,j =0si QG5 = 0.

L'existence de solutior, T et A de ce type de systéme a fait I'objet de plusieurs études.alpar
exemple, été montrée dans [1] pour une chimie simple et ddijsopur un systéme de réactions irréver-
sibles, formant un graphe ouvert, c’est a dire tel gu'il &xisn vecteur ligne € R™ tel quesI’ < 0. Dans
[3] I'existence d'onde est montrée pour une chimie compliexemée de réactions réversibles et avec un
transport détaillé. Dans [1] et [3], c’est le degré topotpm de Leray-Schauder qui est utilisé pour montrer
I'existence d’onde sur des intervalles bornés, avec enguite extension a la droite réelle tout entiére Dans
[10], le degré topologique est défini et utilisé directermamir I'espace non born&. D’autre part, une es-
timation de la vitesse de I'onde dans I'asymptotique deadga énergies d’activation est donnée dans [8]
et [11]. Cependant, on constate que cette estimation tensd’irdini lorsque le nombre de Lewis, rapport
du coefficient de diffusion thermique sur le coefficient diéudion massique, tend vers l'infini. Mais, dans
le cas d'une chimie simple, il est montré dans [5], en utilida degré de Leray Schauder, que la vitesse de
I'onde admet une limite finie quand le nombre de Lewis tend Vanfini.

Dans cette Note, on s'intéresse a une chimie complexe du mgraeue dans [10], avec une matrice
I" de rangN, c’est a dire que I'on suppose que les réactions sont lieskaint indépendantes. Ce type de
systéme peut étre ramené [10] & un systéme sur des variablegonesu; par le changement de variables :
A =Tu+ AT. Onredémontre ici les résultats d’existence d’'onde ps=zive, en utilisant une méthode plus
directe que dans [10], basée sur une modification des égeattautilisant un degré topologique défini pour
des ouverts non bornés. Puis, on s'intéresse, au compartelee ondes progressives quand le nombre de
Lewis tend vers I'infini, généralisant ainsi une partie desuitats de [5].

Par soucis de clareté, et puisque la difficulté principaleedype de systeme est I'éventuelle non linéa-
rité du terme source en les concentrations (aprés avoiefaliangement de variables= I'u + A*), on
détaille les résultats pour un systéme plus simple, casretant a une seule réaction d’ordreCependant,
les résultats sont valables pour le systéme décrit ci-des¥u étudie donc le systéme suivant :

k0" + cf' + k(0)(1 —a)" =0,

(Sq) do'" + co! + k(0)(1 — )™ = 0, (6.3)
A0 =L el =1 Be 0@ =0 L el0) =0,

ou @ est la température réduite du gaz (elle vaut 0 pour les gazdtd pour les gaz brilés) etla fraction
massique du produit de la réaction. Ici, le nombre de Ldwis= x/d est supposé supérieur & 1. Notons
(So) ce méme systéme mais sans diffusiah= 0.

La fonctionk est réguliére et proche du coefficient d’Arrhenius : afin d&e probléme de la frontiére
froide [11] on a introduit une température d’allumage > 0 (dans [7] et [2], cette température est la
température des gaz frals = 0, mais ce n’est pas I'objet de cette Notefge@) s'annule pou# < ..

La démonstration du résultat d’existence d’onde est &alén utilisant le degré topologique pour des
opérateurs elliptiques, de Fredholm et propres, dans desides non bornés. Ce degré est défini dans
[9] pour le cas plus général des cylindres non bornés et pesiredpaces de Hdélder a poids ou le poids
est polyndmial (pour des espaces de Sobolev a poids, le degd&fini dans [10]). Ici, ces espaces sont :
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E, = Cg”(R) etFy = Cﬁ(R), avecu(z) = 1 + x2. Dans [9], la construction du degré est appliquée a
des opérateurs généraux de réaction-diffusion du #pe= aw” + c(w)w' + F(w), ola est une matrice
constante, diagonale avec des termes strictement pagitifa diagonale et o’ s’annule enw™ etw—
avecw™ # w . Lafonctionw est telle quav — (1 — ®)w™ — dw— € Ey, oud est une fonctior0'™ valant

1 sur] — oo, 0] et 0 sur[1, +o0[. La fonctionnellec(w) introduite & la place de la vitesse de I'onde est définie
par :

c(w) = ln/]R lw(z) — wt?o(z)dz, (6.4)

ou o est une fonction croissante sRr de limite 0 en—oo et 1 en+oo et telle queff)Oo o(z)dr < oo.
Cette fonctionnelle est telle que, si on natg(r) = w(z + h), alorsc(wy) en tant que fonction dé
est une bijection décroissante BesurR. Elle est aussi telle que, pour toute solutiorde Aw = 0, on
a:< d(w),w" ># 0. Elle permet ainsi de résoudre les problémes liés a I'iavee par translation et le
probléme de valeur propre nulle [9]. Alors, si la condition

YA>0, VEER,  det(—a€? + c(w)i€ + F'(wE) — M) #0 (6.5)

est réalisée, on peut définir le degré topologique pour iateér A. Cependant, on ne peut pas appliquer
directement ces résultats pour notre probl&ig@ : la condition (6.5) n’est pas Vvérifiée, ni e, ni en
—o0. Afin de vérifier la condition er-oo, on introduit un petit paramétreet le systéme secondaire :

k0" +c0 + (1 — Ok(0)(1 — )" + ek (0)(1 — a) + €2k(0)(a — 0) = 0,

(Ssec) do +cd! + (1 — €)k(0)(1 — )" + ek(0)(1 — ) = 0, (6.6)
mll)lzloo 0(z) =1, mggloo alz) =1, mgTOOH(w) =0, IEI_POOO((HJ) = 0.

On verra gqu’'un changement de variables permet de vérifi@riditon en+oo et ainsi, de pouvoir définir le
degré topologique pour I'opérateur correspondant. Dabk fles termes petits sont également ajoutés aux
éguations, mais leurs formes ne sont pas explicitemerdeelaux variables, et les homotopies sont alors
plus complexes.

Dans la section 2, on donne des estimations a priori nécesgaur montrer I'existence de solution de
(Ssec) @insi que pour les passages a la limite. L'existence deisnldie (Ss¢.) est alors montrée, dans la
section 3, en se raménant, par une homotopie, a un systemerswaseule équation. Enfin, dans la section
4, on réalise les deux passages a la limite : ure aur retrouver(S,) et un deuxiéme quandtend vers 0.

6.9.2 Estimations a priori

On donne ici des estimations a priori valables peur 0 assez petit el < k. Celles-ci sont suffi-
samment générales pour servir a la fois pour montrer I'emcst de solution du systéme secondaire dans la
section 3 et pour réaliser les passages a la limite qui pegmete passer du systéme secondaire au systéme
initial avec diffusion puis du systéme avec diffusion auéywe sans diffusion (section 4).

Commencons par remarquer qu'une onde solution du systStpg est nécessairement de profil mo-
notone et de vitesse positive.

Proposition 6.21 Si, pour0 < d < « ete > 0, il existe un scalaire et des solutiong et o dansC?*9(R)
de (Ssec) alors ¢ est strictement positif et les fonctiof®t o sont strictement décroissantes.
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Donnons alors des estimations, indépendantetete, des solutions du probléen{&;,.).

Théoreme 6.2211 existe des constante® > 0, ¢~ > 0 etct teIIes que pour chaqué €]0, k] et pour
chaquee € [0, €], avecey = %folic(y 1—y)"dy/(n fo dy+f0 )(1—y)"dy) €]0,1], s'il existe un
scalairec et des solution$ et o dan502+5( R) de(Ssec), alors ona .||0||02+5(R) <M, |leflesm < M,
¢ <c<chetaussh > (1 —e)a.

Les démonstrations de ces résultats seront détailléed4lans

6.9.3 Existence de solution du systen{&;..)

Pour montrer I'existence de solution du systé(®g..), on réalise une homotopie entre I'opérateur
correspondant et un opérateur ‘plus simple’ dont on pegutsd le degré.

Notons E I'espace des fonctions telles queu — ® € E; ou & a été définie dans l'introduction.
Considérons I'opérateur suivant, dépendant du paramétré), 1], défini pourf, o € E par :

A k0" +&(0,a)0" +(1 — e)k(0)(1 — &)™ + ek(0)(1 — o) + €2k(0)(a — 0) 6.7)
"\a dr o +E(0, @)/ +(1 — )k(0) (1 — @) + ek(0)(1 — ) ’

avecd, = d(1—7)+ kT etr € [0,1]. Grace aux estimations précédentes, on peut introduir@amgement
de variable qui permet de vérifier la condition (6.5)+to. Posons\ un réel tel qué) < A < ¢ /k, ou
¢~ > 0 est le minorant de la vitesse obtenu dans le Théoréme 6.220@nalors¢ la fonction définie
pourz € R par((z) = exp(A[l — ®(z)]z) et on fait le changement de variables suivamt = (6,

= (a. Les fonctionst et a d’'un cOté etd et o de I'autre, sont identiques slir— oo, 0]. De plus, si
A-(0,0) = 0 et si on noter, = 6~1(6,), alors, pourz > 1 etz > z,., on a :t(z) = fe/ e —c/r)o
eta(z) = afz,)e®/%P /9% On montre alors facilement que les systémes avant et apadgement
de variable sont équivalents, si dans les deux cas, on ehéstsolutions dans I'espad@ On noteA,
I'opérateur obtenu aprés changement de variable(t,a) = ¢A.(t/¢,a/¢). La fonctionnelleé est alors
donnée paé(f, o) = c(t,a), olc est définie par (6.4), avac™ = (0,0).

Cependant, pour retrouver des estimations a priori daresfggces de Holder, indépendantes den a

besoin d’'une majoration de., qui provient essentiellement de la forme de la fonctidenghoisie. On peut
se ramener, par translation sur la fonctiode (6.4), azf (z)dr <1.0naalors:

Lemme 6.23 Pour toute solutiond, «) € E? de A,(6,a) = 0, le réelz, = 8 1(6.) est borné indépen-
demment de.

Il est facile de vérifier que I'opérateut, satisfait la condition (6.5). Montrons alors que ses zéons s
nécessairement contenus dans une boule de I'edpace

Théoréme 6.24Soitd €]0,k] ete €]0,¢]. Il existe une constant® > 0 telle que, pour chaque €

[0,1], s'il existe des solutions, eta, dansE de A, (t,,a;) = 0, alors on a :||® — tT||Cz+5(R) < R et
"

||¢ — aT||C£+5(R) < R

Les estimations dans les espaces de Hoélder sont obtenwesayra héoréme 6.22 et au Lemme 6.23.
Les estimations dans I'espace a poids sont possibles car et pas tendre vers un point critique ‘intermeé-
diaire’. En effet,z, = 0, 1(6.) est borné indépendamment et les points critiques du type= cste < 0,
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sont localisés suf., +oc[, ou les fonctiond et o sont chacune comprises entre deux exponentielles dé-
croissantes, et le seul autre point critiqueest o = 1.

Ainsi, si on noteB C E? la boule ouverte centrée énet de rayonR, ol R est la constante du Théoréme
6.24, alorsA, ne s'annule jamais sur le bord 8eet les opérateurd, et A; ont le méme degré topologique
[9]. On a alors le théoréme d’existence pour le systéme sked@n:

Théoréme 6.25Pour chaqued €10, k] ete €]0, €], il existe un scalaire: et des fonction® eta dansE
solution du systemgS;.).

Démonstration. — En effet, on montre que le systemig (0, o) = 0 avecé et « dansE se réduit a :
0 = a € E solution de k6" + ¢(0)0" + k(6)[(1 — €)(1 — 6)" + ¢(1 — 0)] = 0. Ce probléme admet une
unique solution. AinsiA; s'annule en un unique poirft, a). De plus, grace a la fonctionnalisation de
I'opérateur A (¢,a) n"'admet pas de valeur propre nulle. On sait alors [9], quedsgré topologique par
rapport aB, qui contient(t, a), est 1 ou -1. En particulier, il n’est pas nul et donc, le detgrd, par rapport
a B non plus. Par conséquent, il existe une solutioh B de Agu = 0. O

6.9.4 Passages a la limite

Dans la section précédente, on a vu que le systéme secoffaifeadmet une solution pour chaque
e > 0 suffisamment petit. Grace a ce résultat et aux estimatiotes sction 2, on peut maintenant montrer
I'existence de solution de notre probléme init{&};) en faisant tendre vers 0. On fait ensuite le lien avec
le systéme sans diffusion en faisant tendlikeers zéro :

Théoréme 6.26 Pour chaqued €]0, ], il existe un scalairecy et des fonctionsyy et §; dans C?19(R)
solutions du probléméS,). De plus, on &, > a4.

Il existe un scalaire: et des fonctions etd dansC?*(R) solutions du probléme sans diffusi¢fy). De
plus, il existe une suitéd,,) qui converge vers 0, telle qye,, ) converge vers, (6,,) et(agy,) convergent
en normeC? sur tout borné ver® et . Enfin, on & > «.

Démonstration. — Détaillons seulement le deuxiéme passage a la limite (lmiprese fait de la méme
maniére). Grace aux estimations (valable aussi pet) et par un théoréme classique d’analyse fonction-
nelle, on a directement la convergence, en noffieur tout borné, de sous-suité;, ) et (ay, ) vers des
fonctionsé et o de C?*+9(R). Sans perte de généralité, on suppose que la suite barjdeconverge vers
un réelc. Le passage a la limite des inégalitées indique@uyec™ < ¢ < ¢™, qued eta sont décroissante
et comprises entre 0 et 1 et g#ie= «. On retrouve alors les limites deet « en+oo. O

On peut remarquer que, si on a un résultat d’unicité pourdelpme(S;), comme dans le cas = 1,
alors on a la convergence dg 6, et ay verse, 6 eta quandd tend vers 0. On a donc généralisé le résultat
de passage a la limite de la vitesse de I'onde gquantend vers l'infini de [5] & une chimie d’'ordre et,
de maniere immédiate, a une chimie complexe de réactiangeisibles exothermiques formant un graphe
ouvert, grace a un changement de variable [10]. D’'autre patiype de méthode peut aussi étre utilisé pour
montrer I'existence d’ondes planes 1D dans des configmsatiol le réactant est présent sous forme d’'une
phase liquide dispersée : un brouillard de gouttes polgdssp[6].
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Chapter 7

Propagation of plane polydispersed Spray
Flames.

Prépublication MAPLY no 350:

F. LAURENT, M. MASSOT, Propagation of plane polydispersed Spray Flansesimis, prépublication
MAPLY, UMR 5585 Lyon (2002) (http://maply.univ-lyonl.fsiiblis/publiv/2002/publis.html)

Abstract.  In this paper, we investigate the existence of mono-diroaaktraveling wave of a coupled thermo-
diffusive—kinetic model describing the propagation ofang flame in a polydisperse spray. We first present the model
which bridges the gap between the models used for realigtizemical simulations and the ones used for mathematical
studies; it couples a thermo-diffusive model for the gasqmhase with a one-step finite rate chemistry with a kinetic
equation describing the vaporization of a polydispersagpthe vaporization rate of which depends on the local gas
temperature and fuel mass fraction. Such a mixed hypeHpaliebolic system of equations offers two difficulties as
compared to previous works: first there is no spatial diffason the spray variables and second, if we look for a
traveling wave solution, the resulting system of equatsondat a system of ODE’s but a system of ODE’s coupled to
a partial differential equation. In order to tackle thesdfitiulties, we introduce some spatial diffusion, which can b
interpreted as the gas turbulent agitation, and discretimePDE in the size phase space using a multi-fluid model. We
can then use the topological degree for elliptic systemsimounded domains, and deduce the existence of the wave
for the modified and discretized system. We finally pass tlintlitedn zero spatial mass diffusion, subsequently, in the
droplet size discretization step, and conclude with theterice of a traveling wave for the initial system. It is a first
step in the study of the qualitative properties of polydispd spray flames.
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7.1 Introduction

The propagation of plane premixed gaseous flames has besunlijeet of a very wide literature in the past
50 years since the early works of Zeldovich and Frank-Kans&iidZBLM85], [ZFK38] who introduced

the principles of high activation energy asymptotics. Thabfem has been tackled using a great variety
of tools ranging from direct numerical simulations, asyatigs, to topological degree theory in order to
prove the existence of traveling waves for reaction difingpartial differential equations. Having physics,
chemistry and mathematics as various breeding groundsheoey of flame propagation has provided fun-
damental studies in order to capture the qualitative behafihomogeneous flames and can be considered
to have reached maturity.

Such a conclusion can not be drawn at all for two-phase fla@es.can find articles published mainly in
the physics literature for both laminar and turbulent flafiRd&00], [RMVO01], [GST98], [KG97], [SGT9I1],
[MKGS98], [LSNT02]. The main purposes of these papers is either to develpmmadels of turbulent
spray combustion or to characterize the spray flame eskéditares (flame velocity, structure...). It is
then difficult to precisely extract from the complexity ofetiparameter space the relevant ones. On the
mathematical side however, few studies have been devotin tseubject since the structure of the system
of partial differential equations is essentially more diift to tackle. A very recent study has been devoted
to the subject [BD02] for monodisperse sprays with a simgalifinodel for the vaporization thus leading to
an interesting flame stability investigation. It was writi@t the same time as the present work and can be
considered as complementary. In the present paper, we dindging the gap between the models used
in order to simulate realistic flames [AS89], [MKGS98], [LM0and simplified vaporization models from
which too much physics has been extracted, and at condugtingthematical analysis of the existence of
traveling waves for the obtained fluid-kinetic model. Thisdel is obtained using the usual thermo-diffusive
model with a one-step finite rate chemistry where the fuelstiegction equation admits a source term
coming from the mass exchange between the phases. Singehtwea a strong effect on flame structures
[MKGS98], [SGT91], the polydispersion in size of the sprayonsidered in the model. The spray satisfies
either an advection equation in the size phase space, theityebf which depends nonlinearly on the local
gas temperature and mass fraction and is related to thefredgarization, or a generalized Fokker-Planck
equation which is associated to a local turbulent agitaticrero mean value.

Numerous studies have been devoted to the propagationra gieseous flames, as mono-dimensional
traveling wave for the thermo-diffusive model. More spexifiiy, the existence of such waves is proved, for
example in [BNS83] for a one-step chemistry, in [VVV94] focamplex chemistry network of irreversible
exothermic reactions and in [Gio99] for a complex chemisttwork of reversible exothermic reactions and
for detailed transport. As far as the existence proofs aneemed, various tools have been used such as the
Leray-Schauder degree in [BNS83], [Gio99] in order to prihweexistence in bounded domain, the solution
being then extended to the whole real line, or such as thddgigal degree directly defined for unbounded
domains [VVV94]. These tools are defined for elliptic operat all variables experiencing diffusion. For
condensed phase reaction fronts, a mass diffusion can éhfarstadded, in order to still use these tools, the
mass diffusion coefficient then approaching zero, as it waggsed in [LL96] for a one-step chemistry and
in [LMVO02] for a complex chemistry network of irreversible@hermic reactions. We here make use of the
technique developed in [LMV02]: the existence proof is agetdd for an elliptic system of equation where
mass diffusion can be related to a gaseous turbulent agitafihe topological degree defined in [VVC99]
for elliptic operators in unbounded domains can be used angags to the limit when the mass diffusion
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coefficient tends to zero which is equivalent to let the tigbtikinetic energy decrease to zero.

The key point of the paper is the ability to treat the coupledfkinetic system. The model for the
liquid phase is a kinetic model: the spray is described byigibution function, satisfying the Williams
equation, which is either of Boltzmann type [Wil58], [WilBbr of Fokker-Planck type if we consider an
averaged distribution function with an underlying gasetwbulent agitation [DS97]. The corresponding
phase space is thus two dimensional and the second order @&t from the thermo-diffusive model in
order to describe a traveling wave is coupled to a PDE, whiakas the problem essentially more difficult.

In order to tackle this difficulty, we use a Eulerian discration of the distribution function in the
size phase space: the multi-fluid model derived from thetkimaodel in [LMO1]. For problems without
dynamic effect (the droplet are assumed to be motionleshasmialized by the gas velocity fluctuations
around a zero mean velocity) this model can be considered smlupwind finite volume discretization in
the droplet size of the distribution function. The corresing numerical analysis is performed in [Lau02],
[LMO02], showing that the method is first order under some catibjiity conditions. This numerical analysis
allows us to get back to the kinetic model, passing to thet kvhien the number of sections tends to infinity,
as long as we are able to prove the existence of traveling ¥avihe finite dimensional spray elliptic
system coupled to the elliptic thermo-diffusive model toe gas. We finally conclude with the existence of
plane flames propagating in two-phase medium, for a Lewisbauiie, which is the rate between the heat
diffusion coefficient and the mass diffusion coefficientlud gaseous fuel, greater than 1.

The paper is organized as follow: the fluid-kinetic model Hreddiscretization by the multi-fluid method
are presented in Section 7.2. Some fundamentals on theotgipal degree are recalled in Section 7.3. It
shows that, in order to use this tool, we have to add a diffutéom and some other terms controlled by
a small added parameter. For a Lewis number suchlibat 1 + p, wherep > 0 only depends of the
fuel vapor saturated mass fraction function and of the teaipee of the fresh gas, some estimates on this
system are presented in Section 7.4, which will be usefutdeioto prove existence of solutions in Section
7.5 and to pass to the limit when the small parameter and thusidin coefficient tend to zero in Section 7.6.
Finally, the numerical analysis conducted in [Lau02] akkous to conclude on the existence of a traveling
wave for the original system.

7.2 Polydispersed spray flame model

In this section, we introduce a reaction-diffusion-souncedel for the gaseous phase coupled to a kinetic
description of the polydisperse spray. We first consideroball model and then concentrate on traveling
waves.

7.2.1 Polydispersed spray flame

We investigate a polydispersed spray flame at constantypeeasd density. The spray of fuel droplets is
evaporating in the gaseous phase, with no dynamical effieetgas is at rest and droplets are motionless.
In order to describe such a problem, we use a simplified mot&lhatakes into account the main physical
characteristics of the configuration: a thermo-diffusivedal, with a one step chemistry, coupled with a
kinetic model of the liquid phase, describing the polydispgmn of the spray. More precisely, in the gaseous
phase, only one exothermic reactiBn— P takes place between the fu€land a producP, in the presence

of an inert gad, with constant mass fraction. The spray is supposed to btedihe liquid volume fraction
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is much smaller than one) in such a way that the coupling osgiay with the gaseous phase only occurs
through added source terms in conservation equations.

The mass conservation implies that= pyqs + piiq IS @ constant, whergy,, is the gas mass density and
puiq 1S the liquid mass density per unit of total volume. We nigjg, = pgas/p andYy, = piiq/p-

The gas is multi-component arid,,; = Yr + Yp + Y; WhereYr /Yy, (respectivelyYp/Yyqs OF
Y1/Yyas) is the mass fraction of fuel (respectively of prodiitor of inert gasl) in the gaseous phase. We
then haveyj;; + Yr + Yp = 1 — w if we setY; = w.

The thermo-diffusive model for this reaction-diffusioropfem can then be written:

86—1; — kAT =qk(T)Yr, (7.1)
aa% DAYy = —k(T) Yp + 8™, (7.2)

wheret is the time,z the space variable; € Re, T the gas temperature, the thermal diffusivity, D
the diffusivity of the fuel. The functiork is close to the Arrhenius coefficient: in order to avoid thé&co
boundary problem [ZBLM85] [GM98], we introduce an ignitidemperaturel,. So k(T is a regular
function of T'; it is zero forT €] — oo, T¢], increasing forT" € [T, T, + n] and equal to the Arrhenius
coefficient forT" € [T, + n, +oo[, with n a small positive real number. We assume that the vaporizats

a negligible influence on the gas temperature, so that astemnS™ only appears in the fuel conservation
equation. The expression of the source téffhrelies on a kinetic description of the spray.

Remark 1 Here, we use the equation}gnand not the equation oFp:

because the variabl&y is better adapted to our problem, even if it is not necesgaribnotone along
trajectories.

The dispersed phase is described by its distribution fancfi(¢, z, S) whereS is the surface of the
droplets. Because the droplets are motionless, the Wiligauation describing the evolution fiWil58]

reduces to the transport equation:
0 0

ol T ps) =
whereRs(T, Yr) is the rate of change of droplet surface, due to evaporatige.assume that thé* law
holds so thafRs is independent of the size of the droplets.

A model for the vaporization rate is given in [AS89]. In ouiseaof zero Reynolds number, and if we
preclude condensation, it reads:

0, (7.3)

Yrs(T) — Y
Rs(T,Yr) = ¢ In(1 + By(T,Yr))",  Bu(T,Yr) = M, (7.4)
1—Yr(T)
wherey is a positive constant and, for a reglu™ is equal tou if u is positive and to zero otherwise. The
function Yz, represents the fuel vapor saturated mass fraction. It igcsagul to be equal to the fuel vapor

satured molar fractiomr; and then only depends on the temperature, the pressure tmistant. It is
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Figure 7.1: Fuel vapor satured molar fraction for heptane, as a funatiothe temperature, at the atmospheric
pressure.

coherent with the system (7.1), (7.2), where the variousamolasses of the species have been taken equal
and the details of the chemical mechanism and compositive been neglected. The functians(T') is
drawn, for heptane, in Fig. 7.1.

The functionYz,(T') is then assumed regular (at leé8t) and such that:

if 0<T<Tep—v then Ygp (T) >0, Ygp(T)>0,
if Tg—v<<T < Ty then YFIvS(T) >0, YI,,vls(T) <0,
if T >Ty then Yp(T)=1-09,

whereT,, is the boiling temperature; is a small positive real number addis a number such thdt <
0 < w < 1. Those assumptions correspond, for example, to the shdpeaiion z s for heptane which is
drawn in Fig. 7.1 and used for practical applications [ISI9], [MKGS98].

Remark 2 The vaporization rate is bounded because the umperdbofYr,(T") is assumed to be strictly
smaller than one. It is coherent with physics of droplet yagation: the vaporization can not be instanta-
neous for large temperatures because of the presence diaidii layer.

The source term of fuel for the gaseous phase is then given by:

—+00
sm(t,x,T,YF)=4%Rs(T,YF) / Y2 f(t,x,5) dS. (7.5)
0

System (7.1), (7.2) and equation (7.3) are then coupledhegéhrough botts™ (¢, =) which is a non local
term and througtR (7, Y») which depends on the local gas state.
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The complete system of partial differential equations é&nth

(

%—f “KAT = qk(T) Ve,
(PDE) S %—DAYF = —k(T) Yp + S™(t,z,T, Yr),
of of _
N +RS(TaYF)% =0,

with the source term:

+o00
S™(t, 2, T, Yir) = 4%RS(T,YF) /0 S'/2 §(t,, S) dS.

The purpose of the present paper is then to investigate therge of traveling wave solutions for the
system(PDE). The originality of this study is to use mathematical toalsls as the topological degree
for elliptic operator in unbounded domains in order to stadgystem of mixed type hyperbolic-parabolic
which, even if simplified, still preserves the details of taporization process and its coupling with the
propagation of a flame.

7.2.2 Solutions as mono-dimensional traveling waves

We investigate mono-dimensional plane polydispersed/dfammes as traveling waves for the systéRDE).
We then consider'(¢, z), Yr(t,z) andf(t, z,.) as functions ok = z — ct, with given boundary conditions
at infinity. More precisely, we assume thatfato, a cold gas at temperatufig and a polydisperse spray
coexist. The gas is only composed of fuel and inert gas, wihsfractionsY > = Yp,(7y) andYs = w,
respectively. The distribution function of the spray isegivby a functionf,, assumed regular (at leaSt
onR") and of compact supportfy(S) = 0 for S > Spq.- It is consistent with distribution which can be
experimentally obtained [MKGS98] [LSND2]. An example of such a function is given on Fig. 7.2. We
also noteYl,jqoo the total liquid mass density atoo and we have:

P % 3/2
Yl;ZOOZW A S fo(8)dS, Yo +Y e =1-w

fo

‘ S
Smax

Figure 7.2:Distribution function of droplets atoco.

At —oo, the liquid phase is completely vaporized and all the fuatdasumed. So, there is only a
gaseous phase, at hot temperaflire> T;, composed of the product and the inert ges{—o0) = 0 and
Y = w. A sketch of the configuration is given on Fig. 7.3.
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Figure 7.3:Sketch of the plane polydispersed spray flame.

We then defind, o ands, the reduced temperature, mass fraction of fuel and distoito function such

that:

T(t,z) =Ty + (Tx — Tp) 0(x — ct),
Yr(t,z) = (1 —w) a(z — ct),
ft,z,8) =01—-w)Y(z—ct,S),

The distribution function at-oco in the new variables is then denotggl

introduce the limit ofa at+oo:
Y

aOO

1—w’
We then have:
Pl

a® + —
67 Jo

53/244(8)dS = 1.

(7.6)
(7.7)
(7.8)

(with fo = (1 — w)y). Letus also

The reduced ignition temperaturefisand the reduced boiling temperatég, with:

_Tc_TO
T, —Ty

Tep —Tp

0 = .
¢ T, —Tp

0eb

For each functiorh of T, Yr or f, we noteh the same function A, o
reads:

BM(Q, Ol)

B f’FS(H) —(1-w)a
O 1-Yr(0)

or 4. The functionB; (6, o) then
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The reduced chemical rat€6) = k(T') vanishes fol < 6. We assume thak. €]0,1[ andf,; > 1. We
could eventually také. = 0 as in [Mar86] or [Bon97], but it is not the subject of this pape

We obtain the systertSy):

k0" +c +k(0) a=0,
(So) Do +ca —k(0) o+ 8™(z,0,a) =0,
¢+ Rs(0,0)dsp =0,  §>0,

with the source term:

~ +oo
S™(z.0.0) = = Rs(0e) [ 5 (2, 9) s

and with the boundary conditions at infinity:

9(+OO) =0, Oz(-l-OO) =a%, ’(ﬁ(-l-OO, S) = Q/]O(S)a
(Lo)
0(—0) =1, a(-o00)=0, P(—o00,5)=0.

Remark 3 An integration of the equations (7.1), (7.2) an@)(With = € R and S € R™ shows that

T, — Ty = q(Yl;roo + Yljl'lo"). It's the reason why disappears in the first equation of systé§g).

Compared to the usual system of equations for mono-dimealsimmogeneous gaseous flames [LMV02],
the system is more complex because of $héependence of the functiah. But the equation oy being
hyperbolic, an analytical solution for this function canfband, introducing the characteristiés:

VaS) = h(X(8), X8 =S+ [ RsO).at)dy

z

The systen(Sy) can then be rewritten:
, k0" +c0 +k(0) a=0,
(So) 3
Dd"+cd — k(@) a+ S™(z,0,a) =0,
with the source term and the characteristics:

52,0, = 5= Fs(6.0) /0 " 12 (X (2, 5)) d,

1 [ -
X@8) =5+ [ Rsow).aw)dy
z
and with the boundary conditions at infinity:

, O(+00) =0, a(+o0) = a*,
c
(ko) { 6(—00) = 1, a(—o0) = 0.

However, the source teri$i™ is then non local: it depends on all the vaporizatiotzint-oo|. In order
to avoid this problem and apply techniques developed in [IO2V the systen{Sy) is approximated by a
finite dimensional one, which corresponds to a discretimatif 1) as a function ofS.
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7.2.3 Use of a Eulerian multi-fluid model for the spray

Several type of methods have been developed in order toetlizeithe distribution function, tacking into
account the polydispersion of the spray. But a Eulerian@ggr is needed here, in order to reintroduce local
source terms. A fully Eulerian approach has been describeédierived from the kinetic level of description
in [LMO1]: multi-fluid models. Moreover, the numerical agsis conducted in [Lau02] shows that, in our
mono-dimensional case without neither dynamic nor theefiatt, a multi-fluid vaporizing model provides
an approximation of order 1 of the kinetic equation. It carsben as a discretization of the continuous size
phase space, using a finite volume formulation, the sizevalie being called the sections in reference to
[GST93]. We can call such a method a multi-fluid method in thatdispersed phase is described as a set of
continuous media: “fluids”, each “fluid” corresponding totatistical average in a section: the cell defined
by two fixed droplet sizes. The evolution of these coupledices or “fluids” is governed by conservation
equations for mass, momentum and enthalpy. In all previeiggences, only evaporation is considered and
not condensation, thus resulting in a predefined upwindreehé is consistent with the model used #g.

Let us apply this multi-fluid method to our problem. We knovattlthe functiom)(z, S) is equal to
zero if S > Sp.e and we take a uniform partition @6, Sy...]: S; = ¢ AS with 7 € {0,...,N} and
AS = Spaz/N. The sections are then the intervé#_1, S;]. Let i; denote the reduced mass density of
thes*" section:

S.
. M / b q3/2
fi(z) = —= S°/=(z,85)dS. (7.9)
(2) = & 7 s (2,5)
As in [Lau02], theji; are approximated by the; such that:
Vie{l,...,N}, cpi(2) — Rs(0,0) [(M; + F;) pi(2) — Fys1 piga(2)] = 0. (7.10)

The term withM; is the mass flux between the sectioand the gas and the term wiHf is the mass flux
between the sectionand the sectiom — 1 (Fy11 = 0). If we choose to approximatg by a function ofS
constant in each section, then the constant coefficikfytand F; are [Lau02]:

Si _1/2 3/2
3 st o'4do S
vie{l,...,N}, M;= fi,; Fi=—1L . (7.11)
2 fsiz—l o3/2do fSi’_l o3/2do
The boundary conditions are given by:
p [
pi(+00) = u® = S324po(S)dS,  pi(—00) = 0. (7.12)

6y Js,_,

It is useless to consider a last section with 0 mass densiypat because the mass density in this section
would then be identically equal to 0. We then assume that piperuboundS,,,., has been chosen as the
first point beyond whicly, vanishes. It implies thgi% is positive.

The techniques developed in [LMV02] are then applied to trstesn(Sy):

K0+ c0 +k(0) a =0,
(SN) Dd"+c OAI—ZI(H) 06+RS(0, 0[) Z M; p; =0,
C —Rs(0, &) [(M; + F;) pi — Fip1 pig1]= 0,



220 CHAPTER 7. PROPAGATION OF PLANE POLYDISPERSED SPRAY FLAMES

with the boundary conditions:

(Cx) O(+00) =0, a(+o0) =a®, pi(+oo) = ue,
0(—0) =1, a(-0)=0, pi(—o00)=0

The scheme is of order 1 in the surface stefi, as shown in [Lau02] and we will be able to recover the
fluid-kinetic formulation(Sy), from the systen{Sy), by taking the limitN — oo (see section 7.6). We
want to use the topological degree theory in order to progeettistence of solutions 8, o andy; for the
system(Sy ). However, the topological degree is defined for elliptic raper [VVVC99], and the operator
corresponding to the syste@ ) is mixed hyperbolic/elliptic because there is no droplétdion. We then
introduce a small diffusion coefficieit and, as in [LMV02], we will study the limit when this diffusn
coefficient tends to zero. The system with diffusion thensea

K0+ cb +k(6) o =0,
(S¢) Do +ed —k(0) a+Rs(0,a) 3 M; p; =0,
C'uz + Cuz —Rg(e, a) [(MZ + FZ) i — E+1 Hi+1]: 0,

with the boundary condition$Ly). We remark in the next subsection that the added diffusion e
interpreted as due to a small turbulent mixing.

7.2.4 Introducing turbulence and diffusion

When the droplets have their own dynamics, the distributimretion f depends also on the droplet velocity
u: f(t,z,S,u;). The transport equation then reads [Wil58], [Wil85]:
of

ORs f
a8

+Vu(F ) =0, (7.13)

whereF is the drag acceleration. If we consider a Stokes drag, dstea

F= %(u - ul)a
wherew is the gas velocity and is a constant. The functioRg is assumed to be independentwgfthus
neglecting the convective correction term [YC73], [LMO1].

For turbulent flows, the gas velocity can be divided betweagmverage valu@ and a fluctuatior.’
which is of Gaussian type: = @ + u’. As shown in [Ree91] and [CD97], an equation on the avefage
f reads:

0 OR _ _
O - 9of+ 5L G, (F )= 90, (Do VaF + Dy V) =00 (7.14)
where the averaged drag force reads:

F = —(ua—w).

s(
The random fluctuations in the gas velocity then generatayerage, a diffusion process in the phase space.
As in [LM01], we make an assumption on the shapg o this article, the probability density function

of the spray is supposed to be such that at a given size, themayi one characteristic velocity, with no
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dispersion around it. But the considered flames were lamitenre, we have to consider a dispersion around
the characteristic velocity, because of the turbulencew®assume [RM02]:

ftz,8,w) =n(t, z,S5) Po(t,z,S) (w — w(t, z, ),
wherey, is a Gaussian of dispersien

=L (3
YalV) = (47r02)3/2 exp 152 )"

From the equation (7.14), we obtain a semi-kinetic modedl digethe multi-fluid method [RMO02]:

on _ ORsn
onuy o 2, ORsnwy o«
5 + V- (nul Qui+n 37 ) + 55 — g" (u—1u;) — DyVgn (7.16)
9 ﬂlg 2 - alQ 2 2 5 9 ﬂlZ 2
a[n (?—FU)]#—Vm[nul (74‘0 +’n§0' uy +$ Rsn ?‘FO' (717)

= —%n(ﬂ—ﬂl) - 1y —Zn%UQ—Dme-(nﬂl) + 3n D,,

In the caser? = 0 and D, = D,,, = 0, we recover the equations used in the laminar case [LMO1].

Remark 4 We can also remark th@,, introduces a source term in the equation:
2 2 a

2
naait—l-nﬂl-Vw02+n§o2vw'ﬂl+Rsn% = —ZnEUQ—Danx'ﬁl‘i‘?’”Dw-

So, taker? = 0 and D, # 0 or D,, # 0 is incoherent.

In the case of very small dropletB,, takes the following asymptotic expression:

2 o
szgﬁ'rdg,

wherex is the turbulent kinetic energy; is the correlation time of the gas turbulence seen by theleiop
along their trajectories and the 3 comes from the space diimen The source term in the equation of
momentum conservation then reads:

a2
5 nu; — nu 3&7}1 =N | -

So, taking the formal singular limit of smafl, we obtain:
_ _ 2
niy SNnu— 3 KTqg Vagn,

and the mass conservation equation can be rewritten:

on B 2 ORsn
E—I—V;ﬂ-(nu) —ganAn—I- 55

=0. (7.18)



222 CHAPTER 7. PROPAGATION OF PLANE POLYDISPERSED SPRAY FLAMES

We then have a spatial diffusion coupled to the vaporizatioeconstank being the turbulent kinetic energy
of the gas.
If the averaged velocity of the droplets is equal to zero, théti-fluid model corresponding to the

kinetic model (7.18) reads

on ORsn
E_CATH— 55 =0, (7.19)

with { = %n T4. This equation is linear in. So, multiplying (7.19) bygL\/l?S‘f‘/2 and integrating it between
S;—1 andS;, we obtain a multi-fluid model which is exactly the equatioryg in the systen(S,) Thus, the
diffusion process on the mass variables has a physicapiet@ation and it allows us to apply the topological
degree theory to this elliptic system.

7.3 Topological degree

In order to prove the existence of traveling waves, the tgiohl degree is a useful tool. It is defined as
follow (see, e. g. [Bro86]): leE’; andE5 be two Banach spaces. Suppose we are given aglafssperators
acting fromE; to Ey and a clas${ of homotopies, i.e., maps,(u) : By x [0,1] = E2, 7 € [0,1], u € E}
such that for any € [0, 1] fixed, A, (u) € ¢. Assume moreover that for any bounded open’set E; and
any operatord € ¢ such that4(u) # 0 for u € 9D (0D denotes the boundary of the 98}, there is an
integery(A, D) satisfying the following conditions:

1. Homotopy invariancelLet A, (u) € H andA,(u) # 0 for w € 9D andr € [0,1]. Then, we have:

v(Ao, D) = (41, D).

2. Additivity. Let D C E; be an arbitrary open set iy, and D, Dy C D be open sets such that
D1 N Dy = (. Suppose thatl € ¢ does not vanish for € D\ (D; U D). Then, we have:

(A, D) = v(A, D1) + (A, D).

3. Normalization There exists a bounded linear operalor E; — E5 with a bounded inverse defined
on E5 such that for any bounded open #&tC E; with 0 € D, y(J, D) = 1.

The integery(A, D) is called the topological degree.

Since we consider a problem in unbounded domains, the L®chaguder theory [LS34] cannot be di-
rectly applied. However the topological degree theory fliptec operators can be extended to unbounded
domains [Dan75], [Dan77], [VV94], [VV89], [VVC99]. One ohe approaches is based on the theory of
Fredholm operators [Fen76], [Isn74], [Skr73]. Here, wethgctopological degree constructed in [VVC99]
for elliptic, Fredholm and proper operators in unboundechaio and weighted Holder spaces. This theory
directly applies when the domain is the whole real line.

The topological degree is useful in order to investigateettistence of solution because, for an operator
A € ¢ without zero at the boundaries of a bounded operlséf the topological degree (fA, D) is not
equal to zero, then the probleAw = 0 admits a solution. Moreover, the topological degree caniteettly
calculated for simple operators: for exampledi ¢ admits only one zera and if the linearized operator
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A’(w) has no zero eigenvalue, then, for a bounded opemsehich containsw, the topological degree
of (4, D) is 1 or -1. The invariance by homotopy allows us to evaluatettipological degree for more
complex operators.

The aim of this section is not to describe the constructiotheftopological degree or to present the
whole theory. For the sake of legibility, we only present #épplication of the theory to traveling wave
systems.

7.3.1 General reaction-diffusion operator

We introduce weighted Holder spao@é*‘s(]l%) = {u : up € C7t(R)}. The topological degree is con-
structed [VVC99] in the weighted Hoélder spaces, so that flerators are proper and, generically, it cannot
be constructed in spaces without weight [BV99]. As a weiglattake a polynomial functiop(z) = 1+z2.
We note that functions exponentially decreasing at infib#yong to these spaces. The following type of
reaction-diffusion operators:

Aw = aw” + c(w)w' + F(w),

operate fromf; = C’ﬁ” (R) onto Ey = Cg(]R), whereq is a diagonal matrix, with positive, constant terms
on the diagonal and” vanishes atv™ andw™, with w™ # w~. The functionw belongs toE, a set of
functionsu such that, — (1 — ®)w™ — dw™ € Ey, where®(z) is aC*™ function which is identically equal
to 1 for z €] — o0, 0] and identically equal to O for € [1,+oo[. The functional(w), which replaces the
wave velocity, is defined by:

c(w) = ln/R lw(z) — wt|? o(2)dz, (7.20)

whereo is an increasing function oR, of limit 0 at —oo and 1 at+oo and such tha]ffoo o(z)dr < oo.
This functional is such that, if we notey,(z) = w(z + h), c(wy,) is a decreasing bijection froR to R, as a
function ofh. It is also such that, for a solutian of Aw = 0: < ¢/(w),w’ ># 0. It was introduced in order
to solve some problems due to the invariance by translatidrzaro eigenvalue problem [VVC99]. Suppose
that we have the constaatand not the functional. If there exists a solutiofiz) of the problemAw = 0
with w € E, then the functionuy,(z) = w(z + h) is also a solution, for alk € R. The weighted norm
lw(2)(w — (1 — ®)w™ — ®w™)|| tends to infinity ash tends tot-oo. Therefore, a bounded domaihin the
setFE does not contain any solution or the branch of solutiongsetds its boundary. So, the degree cannot
be used. Moreover, iy is a solution ofAw = 0, then zero is an eigenvalue of the linearized operatéw)
(with the eigenvecto’) and it is not easy to evaluate the topological degred.offhe functionalization
of the parametee allows us to solve these problems. It also moves the zeroegiee of the linearized
problem about a traveling wave to the left half-plane, arginigles out one particular element of the family
of solutions [VVV94]. Moreover it eliminates the unknownnstant from the problem.

Then, if the condition

©): VA0, VEeR, det(—a &% + c(w)ié + F'(wt) = XI) #0 (7.21)

is realized, we can define the topological degree for theatpeA.

7.3.2 Introduction of a perturbed system

The topological degree can not be defined for the operatoesmonding to the syste(®,), (Ln). Indeed,
this operator is not regular because the functit(9, o) = @ In(1 + Bas(6,a))* is notC*. Moreover
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(So) +(Lo)
k0" 4 cl + k(@) a=0,

Da"+cd —k(@)a+ S™ =0,
cd, + Rs(0,0) dsth =0, S >0.

N — oo T l discretization: Multi—fluid model

(Sn) +(£Ln)
KO+ cO +k(0) o =0,
Da"+ca’ — k(0) o+ Rs(6, ) Z M =0,
cu; — Rs(0,0) (M + F)pi — Fipapia]= 0.
r—0 . e .
0 addition of a diffusion (turbulent mixing)
2 : 0 and small parameters
(S¢er) + (Ln)
k0" +c0 +ka +ek(1—0—a)=0,
Da"+ca'—/§a+RT2Miui =0,
Cpi +cp — R, [(M; + F)pi — Fiapiv1] — €k p; =0,

w = (CH: Caa Cl'lll, e C,U'N)

| l change of variables
functionnalization of ¢

(Sr d) a topological degree can be defined and used

Figure 7.4:Sketch of the proof.



7.4. A PRIORI ESTIMATES 225

the condition(C) is not valid, neither at-oo, nor at4+oco. The system(S;) is then perturbed, so that
the topological degree can be defined for the operator qunelng to the new system. First, we replace

Rs(0, a) by R,(0, o) such that:

R(0a) = (1 -9 (M» In(1+ By (6, )

wherer is a small positive parameter with at leas{ 1 and®(z) is aC function such that:

forz <0 ®(z) =1,
for0<z<1 ®(z) <0, (7.22)
forz>1 ®(z) =0.

The functionR, tends toRs whenr tends to zero and we then dendtg = Rg. Second, we add a small
positive parameter and introduce the perturbed system:

k0" +c0 +k(0) o +ek(8) (1 -6 — a)=0,
(Seer) Dd"+c a'—l~c(9) a+R,.(0,a) Y M; p; =0,
Cui +ep ~R.(0,0) [(M; + F;) pi — Fig1 pig1]—e k(0) ps =0,

with the boundary condition&Cy). After a change of variable which will be defined later, ane finnc-
tionalization (7.20) ot, we can define and use the topological degree for the comdamp operator.
Contrary to what was made in preceding studies, as in [VVV##8 added terms are defined from
functions already existing in the initial systdi$ ), as in [LMV02]. It allows us to preserve the monotonicity
of variables, as it will be shown in the next section. Morepvemakes simpler the homotopies which
transform the system to one for which the topological degeeebe evaluated.
As shown in Fig. 7.4, the sketch of the existence proof is Bevis: we use the topological degree in
order to prove the existence of solutions {6 . ) (Section 7.5) and we take the limits— 0, ¢ — 0 and
¢ — 0in order to prove existence of solutions {d&y) (Section 7.6). These steps require a priori estimates,
independent of the homotopy parametefor the first step and independent -afe and ¢ for the second
step. These estimates have a common part. Consequenthyegirewith general estimates (Section 7.4),
independent of all parametersr, e and(.

7.4 A priori estimates

Here, we give a priori estimates independent of all the patarar, ¢ and ¢ and also of the homotopy
parameter which will be introduced in the Section 7.5. We then consitierfollowing system:

k0" +c0 +ka +ek(1—0—a)=0,
(Se,err) Da"+co —k at+(1—7)R, > M; p; =0,
Cug e ~(1 = 7)R [(M; + F) i — Fypq pri1]—€k g =0,

with the boundary condition§Cy ), with 0 < 7 < 1, with a small non negative parametemwith a small
positive parametef and with a Lewis numbele = /D larger thanl + p, wherep is a non negative real
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and will be defined later, in order to prevent the condensgittenomena. Estimates given in this Section
are general enough, so that they are used to have a prianiages in the weighted Holder spa@’§+5 (R)
independent of in order to prove existence of solution of systéfia . ) in Section 7.5 and to have a priori
estimates in the Holder spac®*9(R) independent of, e and( (or of e and( for » = 0) in order to pass
to the limitsr — 0, e — 0 and¢{ — 0 in Section 7.6.

7.4.1 Preliminary lemmas

To prove monotonicity of functions or to determine a pricstimates, we use properties of differential
equations given by the two following lemmas:

Lemma 7.1 LetT be the interval — oo, b] or ] — oo, b[. Letu be a function inC'*9(R) anda a positive
constant. Ifu’(z) + awu(z) is non negative for € I thenu(z) is non negative foe € I. If, moreover,
u'(z) + au(z) is positive forz €] — oo, zo[ with zy € I, thenu(z) is positive forz € I.

Proof. — We introduce the functiof(z) = u(z) exp (a z) defined forz € I. This function isC* with
zero limit at—oo andI(z) = [u/(2) + a u(z)] exp (a z). Studying the variations df, we prove the lemma.
O

Lemma 7.2 Leta be a positive numbepg(z) a non negative continuous function defined foe R and
F(z,v) a continuous function defined f¢¢, v) € R2. The functionF is assumed to be of the same sign as
v and such that:

Vo>0 VzeR F(z,v) < f(2)v,

wheref(z) is a non negative continuous function. kebe a function inC?*9(R) with non negative limits
uT at +o0 and solution of the equation:

VzeR  4'(z) +au'(z) — F(z,u(z)) + g(z) =0. (7.23)
We make one of these assumptions:

1. g is the null function and:™ or » ™~ is not equal to zero.

2. g is not the null function.
Thenu is positive.
Proof. — First, we show that is non negative. If it is not true, thanreaches its negative minimum in
arealz,. So, in this point, we have:
" (zm) = F(2m,u(2zm)) — 9(2m), u"(2m) > 0, u(2zm) < 0.

Thenu"(z,,) is equal to zero. Let us suppose thatis the biggest real for which reaches its minimum.
Then, for a small positive realand forz €]z, 2z, + b], u(2) is negative and/(z) is positive. So, because
of the equation (7.23)"(z) is negative and thew'(z) is a decreasing function far €]z, 2z, + b]. But it
is inconsistent with the inequality (z,,,) = 0 < u'(zm, + b) andu is necessarily non negative.

We can apply the maximum principle tobecause this function satisfies the inequality:

u”(2) + au'(2) — f(2) u(z) + g(2) = F(z,u(2)) — f(2) u(z) < 0.

If u vanishes in a point, themis identically equal to 0 ang is the null function. It is inconsistent with the
assumptions and the lemma is proved. O
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7.4.2 Monotonicity

First, we give monotonicity properties of solutions(é% ., ,). Let introduce the variabl§y,, the partial
sumsS$; and their limitsSP° at +oo:

N N
K
Seazm(l—e)—aa Si:;uj, S?OZJZ_;H?O-

We also introduce the numbgrdefined by:
f/// )
p—maxi DEO) g pcp, Y it > —
Yi,(0)
p=0 if fep <

First, we give result of monotonicity for some variables:

Proposition 7.3 If, for 7 € [0,1], 7 € [0,1], e > 0 and0 < ¢ < D < &, such that and(1 — 7) # 0, there
exists a scalar and functions), a and z; in C2+9(R) solution of(S ), then:

c >0, 0<a<l, Vi ;> 0, Vi S >0, 6' <0, Spo > 0.

Moreover, ifD < % thenB; (0, ) > 0.

Proof. — Let us first prove that is positive. Becausé, is positive, there exists a rea) such
that forz > z., 6(z) is smaller thard.. Then the equation off’ can be solved foe > z.: 6'(z) =
0'(z.) exp(—c(z—2z.)/k). Butthis function tends to zero whertends to+oo and because of the uniqueness
for the corresponding Cauchy problem, we hé{{e.) # 0. Thenc is positive. Because of the invariance
by translation, we can assume without lost of generality @@ = 6. and:

Vz >0, 0(z) = 0. exp (—%z) . (7.24)

We now prove that thes; are positive. The functioR, (0(z), a(z)) of z is continuous and tends to
¢1n(1/6) > 0 asz tends to—oo. We can apply Lemma 7.2, first fary, then forpy_1, down tou,. It
proves that thes; are positive.

Then, we prove tha$; is an increasing function. This function satisfies the feilmy equation:

N
¢S8! +cSi=(1-7)Re(6,0) > M;pj + (1= 7)Rp(6,0) F; p; + €h(6) S:.

j=i
Consequently, the quantityS;’ + ¢S; is nonnegative and also positive for sufficiently smallwhere
R,(0(2), a(z)) andk((z)) are positive. Making use of Lemma 7.1, we obtain tfiais positive.

Applying Lemma 7.2 tax, we show thatx is positive. We now prove that — o« — (/D S; is non
negative. This function is denoted The equations on andy; of (S¢ . r-) are integrated betweenand
+o0 and added. We obtain, for alle R:
¢

+oo |
D/ (2) +cu(z) = / k(0(z)) [a(z) + € Si(z)]dz + ¢ (1 - 5) S1(z) 0.
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Lemma 7.1 then shows thatis non negative. So, we have the inequality:

al-— %Sl < 1.

Let us then show that is a decreasing function, smaller thanfl:< 0 and@ < 1. If there exists a real
zo such tha®'(z,) > 0 andf(z,) < 1, then we havé”(z,) < 0 because of the first equation @ ,). So
0' is decreasing aroung,. It is then easy to see théf(z) is decreasing and positive afitk) is increasing
and smaller than 1 for < z,. Itis inconsistent with the limit of at—oc. So, ifé(z) is smaller or equal to
1then it is decreasing. We also have to get rid of the case:

0(z) > 1 for z < z,,
0(z) <1, €(2) <0 forz=z,

In such a case, we denagethe functiond + « + > u; — 1. This functiony(z) is positive forz < z, and
its sign is not constant because of the equaﬁﬁﬁ(e(x))z/;(x)dx = 0, obtained through the integration on
R and the sum of the equations @ . ,,-). So, we can introduce the first poimtwheres) vanishes. The
system(S¢ .r.-) is integrated betweenoco anda and we sum all equations, thus giving:

a

Dy/(a) + cyp(a) = 6/ k(0(z))9(z) de — (k — D)¢'(a) + (D — ()Si(a) > 0

—0o0

Since(a) = 0, we obtainy’(a) > 0. But(z) is positive forz < a and vanishes for = a. The
assumption made was then false &rid decreasing.

We then prove tha is strictly decreasing. Indeeddf(z) vanishes, thef”(z) is equal to zero. Because
of the first equation ofS¢ - -) and because of the preceding results, we necessarilytaye< 6. and
z < 0. Itis inconsistent with the equation (7.24). $bjs negative.

Multiplying the first equation ofS; . r) by 1/(1 — €) and adding the second equation, we obtain the
equation forSy,:

DSI +cSh, = —1f€9' (% —1) + 1i€k(0)(1—0) (1 - 7R, (0,0) S Mip;.

So, the quantityD Sy (z) + ¢Sj,(z) is non negative and positive far < 0. Applying Lemma 7.2, we
obtainSy,, > 0.

Let notey(z) = Yr,(0(2)) — (1 —w)a(z). We want to prove that this function is positivel¥ < %
p

It satisfies the equation:
Dy"(z) +cy'(z) = F(2,y(2)) + g(2) = 0,

with
F(zp) = (1 + % f/jms(e(z))) E(0(z))v
+(1—T)(1—w)¢1n(1+#5(0(z))) (1—@( (1—YFS >>ZMZM
and

1) =~ 0') DO TH,006)) + ¢ (1 7 ) Fhl62)

L R0) [?Fs(mz)) (1 t % ffﬁswu))) 200w ffﬁsw(z))] |
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An integration of thef equation between and+oc shows that 6’ + c6 > 0. We can then give a lower
bound forg, independent of:

mgzz)Df/fms(a(z)) — DYE,(6(2))] + k(6(2))Yrs(0(2)).

ForD < % theg function is non negative and is not the zero function sin¢e k(6)Yr,(#). We then

9(z) > 0'(2)?

can apply Lemma 7.2 which show thats positive. Consequently, the proposition is proved. O

7.4.3 General estimates

From this subsectiomy™ is supposed to be greater thnand we introduce a reah €]0, 1], such that
0. < Ba™ < a™. (7.25)

This assumption is not very restrictive becadisean be chosen as small as we want affd> 0. Estimates
independent of, ¢, e andr, and also inequalities, useful for Section 7.6, are givahafollowing theorem:

Theorem 7.4For0 <7 < 1,0 <¢ <D < 77—, 0<e <1~ fand0 <7 < 1such thate(1 — ) #0,
p

there exists constan®® > 0, ¢, > 0 andc¢™ independent of, ¢, e and and M, > 0 independent of, ¢
and such that, if there exists a scalarnd functions, a andy; in C**(R) solution of(S¢ ¢ ;) then:

10l c2+sry < Mg, Nlelloeesmy < Mg lpillozvswy < Mg ¢ e <,
and, forr = 0:
0]l c2+swy < M, lallezs@y <M pilleors@w) < M.
If we choos&(0) = 6., we also have the inequalities:
(1-¢)(a™ —a) <6, (7.26)
N N F,
Vie{l,...,N}, Z H (HE) (13— pj) >0, (7.27)
Jj=t k=j+1
VzeRY, Vie{l,...,N}, 0<8*-8;< (l-l-%) 0(z) — a®™ + a(z)), (7.28)
i
Vz € R, 0(z) + a(z) + S1(z) > 1. (7.29)

Proof. — We already know, because of Proposition (7.3), thiatpositive,# and ) 4; are monotone
anda and all theu; are positive and bounded.
We now give an estimate fa@¥, distinguishing two cases: > 1 andc < 1. If ¢ is bigger than 1, then
0'(z) reaches its minimum at = z,, and for allz € R, we have:
1—e€- €~

o k(0(zm))a(zm) — —k(0(zm))[1 — 0(zm)]| < k(1).

16"(2)] < 16" (zm)| = |-

Thus, this involves tha#’| is smaller thark(1).
If cis smaller than 1, suppose th#tz) > k(1), for az € R. We definez, as the biggest real, smaller than
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z and such thal¥'(z,)| = k(1). So, forz € [z,,2], |¢'(z)] is bigger thark(6(z)). The first equation of
(S¢,e,r,r) is then integrated betweey andz:

1

)] = 0ea) — £006) 0000 — = [ hotatwdy - < [ kOw)A - 0w (730

K Zo
The term|6/(z,)| is upperly bounded bi(1), ¢ by 1,]6(z) —0(z,)| by 1,|a(y)| by 1 andk(6(y)) by |6’ (y)|.
Then, in all the case$'| is upperly bounded bi(1) + 2,

As in the proof of Proposition 7.3, we choo#@) = 6.. Thenc can be evaluated frof{(0):

—6'(0)
0.

CcC =

With what precedes, we have the upper bound for the waveitgloc

c<c+_f<ak(1)+2
X = 90 .

(7.31)

In order to have a lower bound for we first show the inequalit§ + (1 — €)a > (1 — €¢)a. The first
equation of(S¢ . » ) and the second multiplied by— e are integrated betweenand+oo and added. With
u=0+ (1—€)(a— a*>), we obtain:

Du' +cu>—(k—D)§ > 0.
Because of Lemma 7.1, is necessarily non negative afd- (1 — €)a > (1 — €)a™. So:
(1—ea>[(1-ea>®—0r.

The first equation ofS¢ . ,.-) is then multiplied byd’ and integrated ofR. With the preceding inequality,
we obtain:

c/ (0'(z))%dz > —/ E@(z)[(1 - €)a™ — 0(z)] 70 (z)dx — e/ E(0(z))(1 — 0(x))0' (z)dz,
R R R

(I—e)a> L.
> [ R - 90—y +e [ E)( - )y
With the assumption (7.25) and the estimateg’pive find the lower bound fat:

K ~

pac
e> 6 = / Rl ~yldy >0 (7.32)

In order to have estimates @°*%(R), we can give here estimates @+ (R), because the solutions in
C?*O(R) of (S,.c¢,r) are necessarily regular. With the lower boundt aind bounds of, ¢, « andp;, it is
then easy to prove that, 1, o, 8" and#" are bounded independently 1f¢, ¢ andr. We also prove that
w has bounds independent fe and, but dependent of. Forr > 0, we have to derive the equations
on« andy; and to give a bound, independentrot andr of the R,.(6(z), a(z)) derivative in order to have
estimates of”" and . This function can be rewritten:

R (02),0(2)) = ¢t (Bu(0(2),a(2)), (@) = (1- @ (%)) In(1 + ).

r
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But By (8(z), a(z)) is positive and smaller thah+ % and its derivative is bounded independently of all
parameters. Moreovey;.(z) is bounded independently effor z € [0,1 + %]:

1-9(%) Y (a:) In(1 + z)

0<¢;(x)_ 1+z2 r x

<1+max{yq)/(y)’ yE[O,l]} xmax{w, x€:|0,1+%:|}.

It allows us to prove the first estimates of the theorem.

Forr = 0, becauseB,; > 0, the functionRy(#(z), a(z)) is regular forz € R and it is easy to prove
thata', p?, 1’ are bounded independently @fe andr (for !/, pi”, we use the first and second derivative
of the u; equation and we evaluate the maximum and the minimum of thesgions), thus showing the
second estimates of the theorem.

The inequality (7.27) is proved thanks to Lemma 7.1. Indéstd)s denote

ﬁ (1+%> (5% = pj)-

i k=j+1

N
u =
j=

N
Multiplying the equations on thg; of (S¢ ) for the index:i to N by H (1 + %) and integrating
k

k=j+1
there sum betweenand+oo, the equation om appears:
N F, +o00
Cu(e) +elulroc) = u(a)) = 4+ ) [ (1495 ) (1=) [ RulOW), o) o)y > 0
k=1 z

and the inequality is shown.
Let us then show inequality (7.28). Let us denote) the function defined by:
A T

(57 = 8i(2)) + ™ — a(z) — 6(2).

7

We then multiply b the equations op; in (S¢,r.-) for the index: to NV, integrate these equations

] 2
as well as first and second equationg&f . ) betweenz and+oco, and sum up all these equations. We
finally get the following equation fow:

+oo .
Dv(a) oz +e [ HOW)o(u)dy = (s~ DI (:) + (¢~ D) i)
F N i—1 N too
- Fi"‘MiSi +;#k ] 6/2 k(0(y)) dy
+o0 i—1 N F
-(1-7) R, (0(y), a(y)) [Z My pi(y) + > 7 _{_ZM.Mlcllk(y) dy.
z k=1 k=i+1 " ’

Becausd? and.S; are decreasing and because of the inequality D < &, the function defined by the
left hand side of the preceding equation is then non positive(0) is positive, then/(0) is negative, and
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necessarilyp(z) is positive and decreasing fer< 0. It is impossible becausehas a non positive limit at
—o0. S0,v(0) is non positive, and foz > 0, we haveD v'(z) 4+ cv(z) < 0. As for Lemma 7.1, introducing
the functionl'(z) = u(z) exp (a z), we prove thav(z) < 0 for z > 0 and inequality (7.28) is proved.

Let us now turn to inequality (7.29). We naie= 1 -6 — a — S;. Integrating the equations ¢ . )
between: and+oc, and adding, the equation anyields:

+oo
Dw'(z) + cw(z) + 6/ k(0(y) w(y) dy = (k — D)¢'(z) — (D — ¢)Si(2) < 0.

As for v, we then prove thai(z) < 0 for z > 0. The theorem is then proved. O

7.4.4 Behavior of solutions at infinity

We have suggested in the section 7.3, that a change of \esiabll be done in order to be able to define
the topological degree. This change of variable is definethénsubsection 7.5.3. But for that, we have
to show that the function8, « andy;, solutions of(S¢ ., ) are exponentially decreasing; this behavior is
characterized in the following Proposition:

Proposition 7.5 If the scalarc and the functiond, « and ; in C?+°(R) are solution of( S . ,), then, for
z greater thanz, = 9~1(6.), we have:

00e) < eexp (~ (e =20)) o - ala)] < max { TN boeoxp (~ -

K

Vie{l,...,N}, 0<5®—Si(z) <(1+N) (1+%> 0, exp (_ca(z_zc)>,

F; F;q
Vie{l,....N—1 0 (2)] < (24 % 4
1€ { ’ 3 }a |:u’1, HZ(Z)| X ( + M’L + Mi+1

K
)1+ N6, exp( —a_z—zc>,

with N = sup Yp,(z).
z€[0,1]

Proof. — We have already remarked that, for> z., 6(z) = 6.exp(—c(z — z.)/x) and the first
inequality is proved, thanks to Theorem 7.4.

Theorem 7.4 also gives the resulfl — €)(a® — «) < 6. Because of Proposition 7.3, we have:
o —a® < Yipg(0) — Yirs(0) < M. The second inequality is then proved.

The third inequality is easy to prove from (7.28) and the ilastuality is due tqu; = S; — S;+1. O

7.5 Existence result for the systenSe. )

In this section, the parametefse andr are supposed fixed such that:

K
1+p’

0<(¢<DK 0<eg<1-5, 0<r<1.
Moreover, we denot@, a C* function with the property (7.22), anfl, the space:

E= {U, ®—-ve CﬁM(R)}.
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We then want to prove the existence of a solution of the sy<t®&m ). For that, we evaluate the
topological degree of the corresponding operator of thitesy, using two continuous transformations,
leading us to a simpler system. The first transformation fisdd by the operatod ; :

6\ k0" o\ [E@B)atekO)(1-0-a)
a Do o k@) a+ (1 —7)R.(0,0) 3 M; ;i
A [ =] Cul | +e| wh |+ | —(0=7)R6,0)[(My + F1) 1 — Fa o] — €k(6) pia
BN Culy 1y —(1 = 7)Ry(0,0)(My + Fn) v — €k(0) un
(7.33)
The second transformation is defined by the oper&tor
0 k0" o' k6) o+ e k(0)(1 — 0 — a)
! D, " o —k(0) o
Br| | =] & HI1’ tc ,U'Il + | € %(0) K1 ) (7.34)
BN Cr 1l wy —er k(0) pn

withe, =7+ (1 —7)e, D, = k7 + (1 —7)D and(; = k7 + (1 — 7)¢.

The systen(S¢») is thenAgw = 0. First, we see that these transformations yield to a singylstem
Byw = 0, for which the existence and the uniqueness of solutions hlready been proved. We then show
how to define and use the topological degree. Finally, we gitienates in the weighted Hélder space which
allow us to prove the existence of solutions 6¢ ).

7.5.1 Existence and uniqueness for the transformed system

Let us begin with an investigation of systeBiw = 0:
Proposition 7.6 Up to a translation, there exists only one solutig®, «, u; of the system:

k0" +c0 +k(@O)(1-6)=0,
k' +cao —k(@B)a=0, (7.35)
k(0) pi =0,

such tha#, (o> — a)/a® and (u§° — p;) /s are in E.

K g 4 c g —

Proof. — The proof comes from the existence and the uniqueness, updosation, of the solution
c € Randf € E of:

k0" +cO +E0)(1—-0)=0. (7.36)
The unique solution of (7.35) is thend, a = a®(1 — 6), u; = (1 - 6). O
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7.5.2 Estimates in the Holder space

Estimates independent ofare given by Theorem 7.4 for solutions 4f (6, «, ) = 0 and their behavior at
+o0 is given by Proposition 7.5. Let us give similar results folusions of B, (6, «, 1) = 0. First, we give
monotonicity properties:

Proposition 7.7 If, for 0 < 7 < 1, there exists a scalar and functiond), « and y; in 02+‘5(R) solution of
B;(0,a,u) =0, then:

!

c>0, a >0, Vi up >0, 0' < 0.

Proof. — As for Proposition 7.3, we prove that> 0. We then apply Lemma 7.2 in order to prove that
a > 0andy; > 0and Lemma 7.1 in order to prove this decreasing and, u; are increasing. O

The a priori estimates and behaviorHato are then given by the following theorem:

Theorem 7.8 There exists¥ > 0, ¢, > 0 and ¢t such that, for each € [0, 1], if there exists a scalat
and functiond), a and y; in C?*9(R) solution of B, (8, o, 1) = 0 then:

101l c2+sm) < M, lallcats@ < M lpilleors@ <M ¢ <e<ch

Moreover, ifz. = 61(6,), the behavior of the functions atoo is given, forz > z, by:

0(2) =beexp (- - =) <exp (—%’(z - zc)> (7.37)
0% — a(z) = alze) exp (—DLT(Z - zc)> < exp (—%(z - zc)) (7.38)
=) = () exp (~ £ - 20 ) < oxp (-2 ) (7.39

Proof. — As for Theorem 7.4, we prove thi'| is upperly bounded by (1) + % and then that is
upperly bounded by™ = (kk(1) + 2)/6..

We have als@ > (1—e;)(a* —a) and we then obtain, integrating the first equatio®efé, o, 1) = 0
multiplied by#':

(1—er)a™ _ 1
c /R ORI /0 F)[(1— e)a™ — yldy + ¢, /0 F(y)(1 — y)dy
> 6/0 E(y)(1 - y)dy.

Then we give a lower bound fer

K€

— 1~
czc = m/o k(y)(1 — y)dy.

It is then easy to prove thaf, u;, o”, i, 8" and als®”, o, 1" are bounded independently of

i

The behavior of functions atoc is easy to see and the theorem is proved. O



7.5. EXISTENCE RESULT FOR THE SYSTERS, ,r) 235

7.5.3 Definition of the topological degree
In this subsection, we define the topological degree for tmsidered operatord, and B, after a change
of variables. Let introduce a realsuch that

c cr -
0< A< —, ¢~ =min{c;, ¢, } >0,
K

wherec, andc, are the lower bounds for the wave velocities introduced iacfem 7.4 and in Theorem
7.8. Let¢ denote the function defined §Yz) = exp(A(1 — ®(z))z), where® is aC* function described
by (7.22). The change of variables is given by:

a — o Pio — Wi
t=¢&0, a=¢ PR ™m; zsz.ol. (7.40)
Then, we have:
0 _ o _ .
Vz<0 t(z) = 0(2) a(z) = QTO;I(Z) mi(z) = HZTOT(Z) (7.41)
K
oo _ 00 _ 4.
Vz>1 t(z) = 0(z)eM? a(z) = CMTOEM(Z)G)\Z mi(z) = mﬂigl(z)e}‘z (7.42)
i

For solutions ofA, (0, a, u) = 0 or of B-(0, a, 1) = 0 in the weighted Holder spac8,is necessarily
decreasing and we can define= 6—1(6.). Because of Proposition 7.5 fek, and Theorem 7.8 aB,, we
know that there exists a constahtindependent of, such that ifz > z. andz > 1, then:

#(2) < Cexp (%zc> exp (< - %) )
la(z)| < Cexp (%z) exp ((A _ %) ) (7.43)
mq(z)| < Cexp (—z) exp ((A - ;> z) .

After change of variables id - (0, a, ) = 0, the obtained system is:

kt" + (¢ — 261t + [(212 — o)k — lic]t + Fi(t,a) =0,
Da" + (¢ — 2Dl)a’ + [(212 — 15)D — licla + Fa(t,a,m) =0, (7.44)
¢my + (¢ — 2¢h)mj + [(217 — 12)¢ — lidm; + F3(t, a,m) = 0,

withly = ¢'/€, 1o = ¢" /¢ and

Fi(ta) =%(§) (1~ )a™(E —a) + e (€~ 1),

Fg(t,a,m):/}(g(g—a)—(1—T)RT<§ (1——))21\4, (€ — my),

(1-2)) [0+ Epie - mo - FJL* (€~ misn)

Fs5(t,a,m)=(1—-7) R, (2, a®
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Let noteA, the corresponding operator to (7.44), with the functiarfala, m), defined by (7.20), replacing
c. The problemsA, (9, a,m) = 0 and A, (t,a,m) = 0 are then equivalent because of (7.41) and (7.43).
For the operatoB;, we can also define the operatB by the same change of variables and the problems
B.(8,a,m) = 0 and B, (t,a,m) = 0 are also equivalent.

Forz > 1,11(z) = XA andly(z) = A%, and because of the choice bfwe know that\(kA — ¢) < 0,
MDA —¢) < 0andA(CA — ¢) < 0. For the operatodl, and also for the operatds.., the condition (7.21)
is then valid and we can define the topological degree. Thesetors are homotopies.

7.5.4 Estimates in the weighted Hoélder space

In order to find a priori estimates in the weighted Holder spage first prove that there is no ’infinite
translation’ of the solutions ol (6, o, m) and B (0, o, m), whenr varies. It means, for example, that the
real z. for which 6(z.) = 6. has bounds, independentof It is due to the choice of the functionalw).
Then, the behavior of the solutions-ato allows us to find the estimates.

Letnotel = 1+ 1/(a®)? 4+ 1/ (u$°)%. Up to an eventual translation, we can choosgich that

° exp(c”)
/_OO o(z)dz < L (7.45)

Lemma 7.9 For solution®, «, m; of A.(6,a,m) = 0 or of B.(#,a,m) = 0, the realz. = -1(4.) is
bounded independently ofe [0, 1].

Proof. — The functionalk is defined by:

c(t,a,m) = In ( /R P +a2(e) + Y mg(z)]g(z)dz) .

In the variable®, o andy;:
aOO

(052 (552) )
=In (/R [02(2’) + (04";; a)z + Z (%)1 fZ(Z)O'(Z)dz) .

7

Let assume that, > 0. We then have:
Zc
&0, p) > In / 10(2)2¢%(2)a(2)dz > In(62.0(0)). (7.46)
0

However, Theorem 7.4 or Theorem 7.8 say ti@ «, ) < c¢™. We then have the upper bound far
independent of

+
eC

< ——-.
= 620(0)
Let now assume that. < 0. Theorem 7.4 or Theorem 7.8 show t@éd, o, 1) > ¢~. Then:

e < efl0mm) /io [92(2) n (O‘“%o:‘(z)f T ; (WOTT('Z)Y o(2)dz

(7.47)

+ /0+oo [92(2:) + (Op%j(z)f + ; (WT‘!‘MY] & (z)o(z)dz.
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With the relations (7.43) and becauBéz) < exp(X z) for z > 0, we obtain:

_ 0 +o0 _
e < ,C/ O'(z)dz + ﬁ/ e2Mz o =2¢T ze[K g,
PN 0

So: _ .
et 1 _
S d - 22 ]E
ra /_ooa(z) Z+2(c—/n—)\)e ,
and because of (7.45), the lemma is proved. O

Before giving more estimates let us prove a lemma, whiclwallos to evaluate the behavior-atc or
at —oo of solution of some ordinary differential equation:

Lemma 7.10 Let notel the interval] — oo, zg], @ andb two positive reals ang a function inC%+°(I) such
that:

e y iS noONn negative,
¢ y(z) tends to 0 when tends to—oo,
e forall z € I,y"(2) +ay'(z) —by(z) > 0.

Then, forz € I:

y(z) <y(zo) exp (%(z - zo)) (7.48)
0 <y'(2)< [y'(zo) IS Vf*‘“’y@o)} exp (—”*24”‘( - zO)> (7.49)

Proof. — Letintroduce the functior; defined forz € I by:

M(2) = (y'<z> e ”;‘2+4by<z>> exp (%Hb) -

A computation of derivative shows that this function is e&sing. Moreover, it tends to 0 abo. Then it
is non negative ang/(z) + (a — va? + 4b) /2 y(z) > 0. We also introduce the functidndefined forz € T
by:

a—va?+4b
['(z) = y(z) exp <#z> .

This function is also increasing because of the previoudltteand simply writingl'(z) < I'(zp), we show
the validity of the first inequality (7.48).
Let now introduce the functioAs defined forz € I by:

Aa(z) = (y'<z> L V‘f*“%(z)) exp (‘— V;*‘”) .

This function is increasing and the(z) < Aa(zo) for z < zp. Becausey is non negative, we obtain the
second inequality (7.49) and the lemma is proved. O
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We can then give estimates in the weighted Holder space:

Theorem 7.11 There exists a constard/ > 0 independent of € [0, 1] such that, ift, a, m; in E are
solution ofA, (t,a,my 7, ...,my,) = 0, then:

@ - tHC‘%H(R) <M, @ - a”cﬁ”(ﬂg) <M, @ - mi”cﬁ”(R) <M, (7.50)

Proof. — Letnoted =t/¢ € E, a = a®(1 —a/() € E, p; = p°(1 — m;/¢) which are solution of
A0, a, 1,y un) =0.

Theorem 7.4, relations (7.41) and (7.43) and upper bound.fet ~1(6,) in Lemma 7.9 give upper
bound independent of for the norms of, a andm; in the Holder spac€?9(R). Estimates independent
of 7 in the space()’ﬁ” (R*) are straightforward because of Proposition 7.5. We they bave to find
estimates independent ofin the space’)ﬁ” (R™) of the functionsl — @, o andu;, which are respectively
equal tol — ¢, a®°(1 — a) andp°(1 — m;) onR™.

We know tha¥)(z.) = ., 0" (z.) = —cf./x andf” (z.) = c*0./k? > 0. Let then notez, the larger real
in] — oo, 2] such that”’(z4) = 0 (0" have necessarily a zero ir- oo, z.]: in the other cased’ would be
increasing and upperly bounded 8Yz.) = —cf./x in] — oo, 2], but it is impossible). The functio# is
increasing orizy, 2] and then:

Vz € [z4, 2c] 0'(z) < _Cic‘ (7.51)
An integration of this inequality betweefy andz. give a lower bound fogg:
20> e — ——. (7.52)
c 0,
So, asz., zg admits a lower bound independentrof
Moreover, forz = z4, the equation oA give:
—cb'(24) = (1 — )k(6(2a)) (1 — a(za)) + €k(8(24)) (1 — 0(24)) < k(6(z2a))-
Applying (7.51) toz = z4 and becausg(f(z)) is a decreasing function, we obtain, foK z4:
~ 2
E(0(2)) > lec. (7.53)

Let consider increasing variablés- 0, Sy, = (1 — 6)x/[D(1 — €)] — a and§; = Z,JCV:Z. ui- Because
of (7.53), those variables are such that, fo€ z4:

7 ’ 0,
—k0"(z) —cO'(z) > € - (1—-0(z)), (7.54)
2 2
D S4u(2) + €Shal) > €m0 2), (7.55)
1" ' 0,
¢S (z) +cSi(z) > ¢ - Si(z)- (7.56)

We apply Lemma 7.10 to those variables. Firstfor 8, we obtain, forz < z4:
0<1—0(2) <[1 - 0(zq)] exp (i[\h +4e0, — 1)(z — zd))
0<—0(2) < [—9'(zd) + iu + /1 + 4e 9c)e(zd)] exp (i[ﬂ +4e0, — 1)(z — zd))
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We have also remarked that there exists a congtanindependent of, which upperly bound the norms
of , a and y; in the Holder spac&?(R). The constantg~ andc* are also independent af and

0<c <c<ch. Then:
0<1—0(2) < exp (5[\/1 T+ 4e0, — 1](z — zd)) : (7.57)
0<—0'(2) < [M—I—— 1+ /14 4eb, ]exp( [V1+4eb, —1](z—zd)) (7.58)

In the same way, fofj,,, if z < zg:

ct D2 c~ D2
M+ 2D (1 + 1+4e?00)] exp (E /1 +46?00 — 1] (z—zd)> .

As 1 — 0, the functions anda’ then exponentially tend to zero abo:

0 < ale) S p - 06) < s e (S WIF A - 1)is -2 )

0 < Sga(2) <

+ —
< [M+;—(1+ 1+4eac)] exp <§—[\/1+4606—1](z—zd)>,
K K

,/1+4e 0, _1] (z—zd)).

ct D2 c
M + E 1 + 1 + 46?90 €xXp ﬁ

Finally, applying Lemma 7.10 t§;, we have, for < z4

0 < Si(z) < exp (C_ [ 1+ 46%06 - 1] (z — zd)> (7.59)

M—l——+ 14+ 1+46£9 ex c
2¢ V ke P 2¢

The functionsuZ andy; then exponentially tend to zero abo becaus® < p; < S, p; = S; — Sj, < Sj
and—p; = S;, 1 — S; < Sj 4

We then have an upper bound, independent, @r the norm ofl — 8, « andy; in the space’]ﬁ”(R*)
and the theorem is proved. O

0 < Si(z) < 1+ 46%96 - 1] (z — zd)> (7.60)

Theorem 7.12 There exists a constad/ > 0 such that, for each € [0, 1], if ¢, a, m; in E are solution of
B (t,a,m1,...,my) =0, then:

19— tll 2o gy < M, 19— all 2+ gy < M, 1@ = mill cavs gy < M, (7.61)
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Proof. — Letnoted =t/¢ € E, a = a®(1 —a/() € E, p; = p3°(1 — m;/¢) which are solution of
B, (0,0,p1,...,pun) =0.

Theorem 7.8, relations (7.41) and (7.43) and the upper béomd, = 6-1(6.) in Lemma 7.9 give
an upper bound independent -offor the norms oft, a andm; in the Holder spac€?(R). Estimates
independent of in the space(]ﬁ” (R*) are straightforward because of Theorem 7.8. We then onlg hav
to find estimates independent ofin the space()ﬁ”(]R*) of the functionsl — 6, « and y;, which are
respectively equal td — ¢, «*°(1 — a) andu$°(1 — m;) onRR™.

We introduce, as in the proof of Theorem 7.11, the larges$tzgem | — oo, 2] such tha®”(z4) = 0 and
we have:

- 2
0>z - RO >
c 0. K
The increasing variablels— 6, a andy; are then such that, far < zg4:
2
— k0"(2) — c0(2) > EC:C(1 —0(2)), (7.62)
20,
D, d"(2) +cd(z) > - a(z), (7.63)
20,
C’rﬂ ( )+C,uz( ) 6—,“2( ) (7.64)

Applying Lemma 7.10 to those variables, we obtain:
0<1—6(z) <exp (C—[m —1](z - zd)> :
0<—0'(2) < [M+ —(1+/1+4€6,) ] exp (—[\/1 +4e6. —1](z — 24 )
0 < a(z) < exp (;_m [\/m— 1] (z — Zd)) ,
0<a(e) < [M b 70+ VT80 e (T AT - 10 - ).
0<pile) < o (= [VIT 0 1] - 2))

[\.'J

+ —
0 < pi(z) < [M + E( 1 —|—4690):| exp (ﬂ[\/l +4e6. — 1](z — zd)) .
We then have an upper bound, independent, &r the norm ofl — @, « andy; in the spaceﬁ'ﬁ+‘5(]R—) and
the theorem is proved. O

7.5.5 Conclusion

For¢, e andr fixed such tha® < ¢ < D < ? 0<e<1-—pandd < r <1, wethen have defined two
p

homotopies between the operator(6t ) and a simpler operator vanishing only at one point. Morgover
we also have given a priori estimates in the weighted Holdacs, independent ef We can then conclude
with the existence of solution ¢f5; . ;).

Theorem 7.13 There exists a scalat > 0 and functiond), «, y; solution of(S¢ . ), such thai, (o> —
a)/a® and (pu® — p;)/ue are inE.
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Proof. — Infact, we prove that there exists solutigm, m; in E of systemA, (t,a,m) = 0, evaluating
its topological degree.

Because of Theorem 7.12, an open l&llcan be chosen iV 2, which contain all the zero of the
homotopy B,. The topological degrees ¢B, = A;,B1) and (B, B;) are then equal. Moreover, the
problem Byw = 0 admits a unique solutiom,. Because of the functionalization of(7.20), there is
no eigenvalue for linearized operator«ag§. The topological degree dfB;, B;) is then 1 or -1. So, the
topological degree ofA;, B,) is different from zero.

Because of Theorem 7.11, an open l@llcan be chosen i 2, which contain all the zero of the
homotopyA,. The topological degrees ¢y, By) and(A;, B,) are then equal and not equal to zero. The
theorem is then proved. O

7.6 Limits

We saw that, for eacth €]0, D[, with D < % for eache €]0,1 — ] and for eachr €]0, 1], there exists
p

a solution of(S; . ). We then show successively, the existence of solutior{$gg o), for (S¢), for (Sn)
and then for(Sy).

7.6.1 Limit on the parameterr

Let now note;, o, and; , a solution of(S¢ ), for eachr €10, 1[. Theorem 7.4 give estimates@?+* (R)

for 6,, o, andy; -, independent of but eventually dependent gf These a priori estimates allows us to
pass to the limit when tends to 0, with convergent subsequences, thus giving d@olf the limit system.
But the used compactness property is only valid for funatiefined in bounded domains. The limit solution
can be extended to the whole real line but the convergencéheamot be uniform ofR. So the boundary
conditions of each function have to be recovered, thanksdqualities given in Proposition 7.3 and in
Theorem 7.4. We then have the Theorem:

Theorem 7.14 There exists a scalarand functiond), o and y; in C29(R) solution of the systerfS; o).

Proof. — Letnoter, = 1/nforn > 1 andc, 0y, an, p;, a solution of(S¢ ¢ ., ) such tha#, (0) = 6.
Since the sequend®,, ),cn is bounded iC?+%(R), then for any bounded subdetg, ¢], with ¢ € N*, we
can choose a subsequen@,);en Which converges to some limiting functighin C?([—gq, g]). We can
extend the limiting functiom to the whole real line and choose a subsequence such tharitteohssd;, —6
converge to zero i? on every bounded real interval. Moreover, the funcfids in 02+‘5(R): indeed, itis
sufficient to verify the inequality

16" (=) — 6"(y)]

Ve e R, VyeR/{z}, P

< M.

It follows from the similar inequality for the functiorgs, with the constanfi/ independent of, and from the
C? convergence of the sequen@, )xen to 6 in each bounded interval. We also can extract fi@iy), ) xen
and (u; j, )ken Subsequences still notéd ;, )xen and (u; j, )ken Which converge to functiona andy; of
C**+9(R), the convergence beir@? on all bounded interval. Without loss of generality we casuase that
the sequencéc;, )ken, bounded by, andc™, converge ta > 0. Moreover, for eack € R, the sequence
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R, (0n(2), an(2)) converges tdRs(0(z), a(z)). Then,d, o andy; are solution of the equations 6, . o).
BecauseB,, is non negative, they are regular functions (they belongedolder spac€?9(R)). We still
have to find the limits of the functions #tco.

The functiond is decreasing anf; = Z;.V:i uj, fori = 1to N, are increasing functions. Moreover,
those functions are bounded: then, they admit finite limitd@. Sincef(0) = 6., we have forz > 0:
0(z) = O.exp(—cz/k). Thenf(z) tends to 0 ag tends to+oo andf(z) > 6, for z < 0. Because of the
differential equation fof, we know thatk(6(z))a(z) tends to 0 ag tends to—oo. Then, necessarilyy(z)
tends to 0 ag tends to—oc.

Because of the differential equation 8¢, we know thatR(6(z), a(z)) Z;.Vzl M;p;(2) tends to O as
z tends totoco. At —oo, Ry(6(2),a(z)) has a positive limit. The functiong;(z) being positive, they
then tend to O as tends to—oo. At +oo, Ry(6(z), a(z)) necessarily tends to 0 and the#(z) tends to
Yrs(0) = a* asz tends to+oo.

Integrating orRR the sum of the equation ¢&; ), we obtainlim, ., S; = lim_ 0 —a™ < 1—a*.
Moreover, forz > 0, we know thatd(z) + a(z) + Si(2) > 1. Passing to the limig — +oo, we have
lim; o, S1 > 1 — a®. ThenS(z) tends tol — o™ = S{° asz tends to+oo andé(z) tends tol asz tends
to —oo0.

Let notel; the limit of u;(z) asz — +oo. Because of (7.27), we have:

N N F
vie{l,...,N}, > ]] <1+ﬁ’;>(u§°—zj)>o.

Let noteX; = [T, (1 + i) ~TI, (1 + %) The previous equation then reads:

Introducing the sums}, = 3-5_, (u° — 1;), we have: 3"\, Sk > (50, M) Si—1, With Sp = 0. We
know thatSy = 0. Then it is easy to prove thdl; < 0 fori € {1,..., N}. But the first inequality is

Z,]cvzl kS > 0. ThenS; = 0 for all 4, thep;(2) tend tou$° asz — +oo and the theorem is proved. O

7.6.2 Limit on the parametere

Thanks to the estimates for= r = 0 of Theorem 7.4 and to inequalities of Proposition 7.3 andreddrem
7.4, we can pass to the limit wherends to O:

Theorem 7.15 There exists a scalarand functions), a and y; in C2t(R) solution of the systerfs;).

Proof. — As for the proof of Theorem 7.14, because of estimates of i#med/.4, we can find a
sequence,, converging to zero, such that the solutiens ,, oy, pin of (S¢,,0) COnverge to a scalar
and function®, « andy; in C2+5(R), the convergence bein@? on all bounded interval.

The inequalities used in order to recover the limits of thecfions at+oo can still be used here. The
theorem is then proved. O
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7.6.3 Limit on the diffusion coefficient

Let now notef;, o and p; ¢ a solution of(S¢), for each{ € [0,D]. Estimates of Theorem 7.4 and
inequalities of Proposition 7.3 and of Theorem 7.4 are addidl Vor - = ¢ = r = (0. We can then pass to the
limit when ¢ tends to O in the systeif,) and also in the inequalities, thus giving other inequalitiseful
for the next step:

Theorem 7.16 There exists a scalarand functiond, o and ; in C%9(R) solution of the systerfSy ).
Moreover,

0<c <e<ct, 0<a<l, Byl0,a)>0, Vi p>0, Vi S>>0, 6<0.

N

Proof. — The proof is very similar to the proof of Theorem 7.15: beeapkestimates of Theorem 7.4,
we can find a sequencg, converging to zero, such that the solutiens,, oy, pin, of (S¢,) converge to
a scalarc and functions ir02+5(R): 0, o andy;, the convergence bein@? on all bounded interval.

The inequalities used in order to recover the limits of thecfions attoo can still be used here and the
theorem is proved. O

7.6.4 Limit on the number of sections

We have here to pass to the limit when the number of sectioas goinfinity. We then use the numerical
analysis of the sectional approach given in [Lau02] [LMOR{it in these articles, the distribution function

for the kinetic problem was known. Here, we have to prove #igtence of the distribution function for the

limit problem and to recover the kinetic equation. In a fitsps we then construct an approximation of this
distribution. In a second step, we show the convergenceiofiproximation and of the solutions for the
gaseous phase when the number of sections goes to infinity.

Construction of an approximation of the distribution function

In order to construct an approximation of the distributiondtion, we introduce the characteristics corre-
sponding to gaseous variables solutions for the discbtystem(Sy ). A distribution function can then

be defined as the transport of the distributignalong these characteristics. We then check in a proposition
using the numerical analysis of the sectional method, tiesburce term for the gaseous phase in the dis-
cretized system is close to the one calculated from the a&ppaded distribution function. This last result
will be essential for the passage to the limit in the equation

Let us notec™), 9™, o™ andp{") in C*+9(R) solution of the systeniSy), with 6(¥) (0) = 6. We
also renoteF™) and ™) the constants in the equations on tf&”. The function®s (8 (z), o™ (2))
is non negative and upperly bounded it + N)0W)(z)/6 andd™) is exponentially decreasing d.
Then, the functionRs (6™ (z), o) (z)) is integrable on each intervét, +oo[. Let then introduce the

characteristicst (V) and the functiony(N) defined by:

XM (e, 8) =5+ 5 [ Re(0™ (@) a™ () dy (7.65)
c z

M (2, 8) = 9o(X (2, 5)). (7.66)
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The functiomp®) is a solution of the system:

Moz, 8) + Rs (0N (y), a™ (1)) 0s9p™M (2,8) =0  2€R SeRF
PN (400, 8) = 19 (S) S eR*.

We want then to prove that the source teffi is close to a moment of this functiapt™):

Proposition 7.17 There exists a constaii independent olV and such that, for alk € R:

N 400
S MMM @) - B [ 82N (2, 8) dS| < K AS.
2 7 Jo

Proof. — First, because of equations (7.65) and (7.66), the funetidfi (z, ) is null for z < z,, such

that:
+oo

Rs(0"(2), o™ (2))dz = ™) Spngq.

Zm

Such az,, exists because the functidis (0Y)(z), oY) (z2)) tends to—¢ In § whenz tends to—oo.
Let introduce the mass densities in each section, calcligitt the distribution function/)(N):

“+o00
S(NY oy P 3/2 1 (N)
i) == | 8PN s)ds.

In order to prove the proposition, we introduce two terms:

N
S MM M () - 1 (2)

=1

+o00
(N) P 1/2,1(N) <
i), S/24 (z,S)dS‘ <

(7.67)

+0o0
—(N), N P 1/2,,(N)
2 S z,8)dS| .

We begin by giving an upper bound of the first term. It is prouedLau02], [LM02] that the used
multi-fluid method is of order 1. More precisely, if

A — M), 5N R0, 0™ (MM 1 FN) g pN) 5]

thenfy(N) (z) = 0for z < z, and forz > zp,:

2

V™M (2)] < CRs (0 (2 2))V/S; AS2.
with
C=—= 6\F 640 [l oo (r+) + Smawllzﬁollm(m

Let now introduce, for each section, the difference betwhercalculated mass density and the ‘real’ mass
density:eEN) (2) = MEN)(z) - ﬂi-m (z). Those functions are such that:

Ma,el™ — Re(0™,a™) (MM + FM) ™ — B )] = -,
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andeEN)(z) tends to O when tends tat-oco. Then,|e§N)| reaches its maximum af such tha‘r‘)zeEN) (20) =
0. We have then the inequality:

e ey < e e € oy %) (e)
e; o) L6 (20)| K — =€, (2 — .
i ILe(R) i o Mi(N) +FZN) i+1\%o Mi(N)+Fi(N) Rs(0N)(2,), M) (2,))
Letnoteg; = [5* o*/?do. Then:

1P ey < el O g AS.

We obtain an upper bound quregN) | oo (R):

N
1
1e$™ || oo () < CAS? (Zs—k>ﬂ

k=i
So, the first term of (7.67) can be upperly bounded:

. N
ZM M) < cas?S (Z | ) [ e <easy Vs
i Ok Si-1 k=1

=1
<C [%sﬁ,{gx + AS\/SWH] AS

We now have to upperly bound the second term of (7.67).

N —+o0 N Si
S MMM () - # i S22, 8)dS| < #H%HLW(RﬂZ/S SY2 |ui(S)| dS
i=1 =177t
with
) SfSS’ X o'2do f? (8- o)o?do
w(8) = g —1= -
Jsi, o*do [5, 0¥2do
So:
S;
/ SY2 uy(8)|dS < = / SY248 + Z $1248
Sz 1
But:

N S N—-1

3 1 b oel/200 1/2 ASY e

22&—1/&_15 dS-Z[SiH 1+ ) =5
= /Smas — VAS +ASZ

We can then upperly bound the preceding term:

N s N-1
3 / S1/2 ui($)|dS < 2AS (x/smaw +VEAS 3 %)
i=1 7 Si-1

—AS(@—I—\&T/ —dx>
< 21+ 2V2)ASV/ Siaz-

w

N

N W

C»J
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We can then upperly bound the second term of (7.67):

N

S MMM (2) - Lo o SY2pM (2, 9)dS| < (1 + 2v/2) |90 | oo () v/ Smaz AS
— % % 4\/7_1' 0 ) X 6\/7_'(' O[|Lo° (RT) mazr y
and the proposition is proved. O

Passage to the limit

We can then pass to the limit, using the techniques similan&s of previous subsections:

Theorem 7.18 There exists a scalaf and functionsd, « and y; in C?*°(R) solution of the syster(Sy).
Moreover,By; > 0.

Proof. — The constants—, ¢t of Theorem 7.4 are independent®t We then have the estimates, for

all N € N*:
0<e <cMget,  0<a™gl, 0 -0 <k@1) + 2, B >o.
K

BecauseRs (8™, oN)) is bounded by the constap(2 + §)/d independent ofV andz, it is easy to have
upper bounds independent & for [|(™)|| gy and then for| 0 || ce+s gy and[|a™ || o2 gy As for
Theorems 7.15 and 7.16, there exists a saglunctionsf € C?(R) anda € C%(R) and subsequences
) 9(Nk) anda(Me) which converge te, # ande, the convergence bein@? in all bounded interval for
the functions.

Let prove that the functiog(V+) have also a limit. We know that, far > 0:

K

. (N&) -
|R5(9(N’“)(z),oz(N’“)(z))\ < %(N+ 1)9(Nk)(z) = 0. exp (—c - z) < O exp (—c—z) ,

and, in the same way
|Rs(0(2), (2))] < b exp (—%z) |

Then Rg(9(M+), oNk)) converge uniformly taRg (6, «). So, the characteristi& (M¥) (2, §) converges to
X(z,8) = S+ L [ Rs(0(y), ay))dy andyp ™) (2, 8) = 4(X M) (2, §)) converges tap(z, S) =
1o(X (2,5)). Those convergences are uniformdre R*. So:

P [T e (v [T e

li o k _

Jm 17 /s S\ R (2, 8)dS 17 s SH=4(z,8)dS
and because of Proposition 7.87 ¢, 1, ¢ are solution of Sp).

We only have to find the limits of the functiosand o at +oo. We saw that forz > 0, 0(z) =

0. exp(—cz/k) andlim,_, ; o, 6(z) = 0. Becausd has a limit at—oco and because of the equation é&rwe
havelim, , o a(z) = 0. MoreoverRs(6(z), a(z)) tends to 0 ag tends to+oo. Thenlim,_, o a(z) =
Yr,(0) = a®. We also have

(Nk) _ N~ - (Vi) _ M
Dou =D " +O(N’“)_6\/E 0

oL [T e

+oo
§3/24p(Nk) (2, 8)dS + O(Ny)
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Then
R A
0+a+—— 6v7 o P(z,S) >
As for (k) (2, 8), ¢(z,8) = 0 for sufficiently largez and thend(z) + a(z) > 1. Then, necessarily,
lim,_,_, 0(z) = 1 and the theorem is proved. O

7.7 Conclusion

In this paper, we have proved the existence of traveling veahation for the system of partial differen-
tial equationgPDE) of mixed type hyperbolic-parabolic describing the propgegaof a plane flame in a
polydisperse fuel spray. Let us recall the system satisfyatidtraveling wave solution profiles :

k0" +cO + k(0 )a

(So) Do +co —k(9) (Z 0,a) =0,
caz¢+R5(9,a)8 S >0,
with the source term: too
m _ 5 1/2
5"(.0.0) = 2= Fis(6.0) /0 82 (2, 8) dS,

and with the boundary conditions at infinity:

(o) { O(+00) =0, a(+o0) =

Q

%, P(+00,8) = o(S),
’ ’lp(—OO,S) =

The originality of the present contribution is fourfold.r&t, from the modeling point of view, we use
a detailed model, coupling a thermo-diffusive model for gfaseous phase to a kinetic description of the
vaporization of a polydisperse spray of liquid fuel dropleMore specifically, we obtain the existence of
a solution under the condition that Lewis number is such tleat> 1 + p, where the positive real only
depends on the fuel saturated vapor mass fradfjy{7’) and on the temperature of the cold dgas

O(—o0) =1, a(—o0)

Il
=

T —To)YE (T .
p= max{( YIO)(TF)‘S( ), To ST KTy — I/} if To<Tep—v
Fs

p=20 if Ty > Tep — v.

This condition insures that no condensation phenomenoakiag place. It is coherent with the chosen
model; however, it would be very interesting to further istigate if this condition can be weakened so that
the existence of the traveling wave persists dowhde= 1. Second, the use of Eulerian multi-fluid models
in order to treat the droplet size phase space allows usdorirent the difficulty of a non-local vaporization
source term in the reactant parabolic equation. It is not anlinteresting way of treating the vaporization
process but, and this is the third aspect of the originalitthe paper, it is compatible, with the addition of
a droplet mass density diffusion process through some was&ays turbulent agitation and allows us to
use the techniques of topological degree in unbounded aenfi@i elliptic operators. In other terms, if we
would first take the limit of an infinite number of sectionslie iscretization of the droplet size phase space,
we could prove the existence of a traveling wave in the pieseha small turbulent agitation in the gaseous
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phase resulting in a diffusion process at the level of thgldte. Four, we use a new way of perturbing the
system of elliptic equations in order to define an ellipticedholm and proper operator in weighted Holder
spaces, in such a way that the monotonicity and homotopéeseated in a much simpler way. Finally, this
paper is a first step forward to providing the qualitativelgsia of two-phase flame propagation in using
models bridging the gap between too simplified theoreticad@s and practical applications.
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Chapitre 8

Conclusions et Perspectives

8.1 Conclusions

Ce travail de these est intitulé “modélisation mathématigtinumérique de la combustion de brouil-
lards de gouttes polydispersés”. Ony développe en effetraeeles multi-fluides eulériens pour la phase
liquide et on réalise leur analyse numérique et mathématiGependant, si la premiére application visée
de ces modéles est la combustion de brouillards de goudesodélisent en fait une gamme plus large
de configurations : les écoulements a inclusions disper§8astre applications sont alors possibles : la
modélisation des particules, et en particulier leur caglese, dans les Boosters d’Ariane, des applications
a l'astronomie pour la formation des planétes, mais aussiaglications médicales pour les sprays ou
encore des applications agricole pour I'épandage desticisies.

Sur le plan de la modélisation, ce travail a aboutit a undeaé@eimpréhension de I'origine des méthodes
multi-fluides eulériennes pour la description des brordiade gouttes polydispersés et de leurs hypotheses
sous-jacentes. Cette compréhension a permis d'en déwmrieim limitations, mais aussi d’étendre le mo-
deéle : on a ainsi obtenu le premier modéle eulérien capaldédire des interactions entre gouttes, comme
la coalescence. De plus, ces méthodes multi-fluides enfégeont été optimisées, et validées par des com-
paraisons expérimentales et numériques sur des cas tdkmdees diphasiques laminaires.

Sur le plan numérique, on a montré que la méthode multi-fueéérienne de type sectionnelle, pour
la description de I'évaporation des gouttes est d'ordre leqras de discrétisation de I'espace des tailles
de gouttes, moyennant certaines conditions de comp#iildn a donné également la meilleur maniere de
faire cette discrétisation, dans un cas général. Enfire aatilyse permet d’introduire de nouveaux modéles,
d’ordre plus élevés.

Sur le plan des mathématiques, on a montré I'existence d'@nogressive monodimensionnelle pour
un modele couplé thermo-diffusif—cinétique décrivant legagation de flamme plane dans un brouillard
de gouttes polydispersé. Le modéle décrit permet de failiereentre les modéles numériques pour des
simulations réalistes et ceux qui sont utilisés pour dedetunathématiques. C’est le premier pas dans
I'étude des propriétés qualitatives des flammes en préstacdrouillard de gouttes polydispersé.

On peut remarquer que ce sont les modeles développés pasdaadion des brouillards de gouttes, et
leur analyse numérique, qui ont rendu possible une analgteématique de phénoménes de propagations
de flammes. C’est ce qui fait la cohérence de I'ensemble deaesix.
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8.2 Perspectives

Sur les trois aspects abordés tout au long de ce travail €otides perspectives.

8.2.1 Modélisation des ecoulements a inclusions disperséSalcul scientifique

Dans le chapitre 3, on a pu prendre en compte la coalescesgmuttes avec les méthodes multi-fluides
eulériennes, ouvrant alors la voie a d’autres extensioirsiAdans le cadre de son stage de DEA encadré
par M. Massot et P. Villedieu, G. Dufour a étendu ces méthadaslescription de la fragmentation [Duf02].
On peut également envisager de prendre en compte des titasagouttes-paroi.

D’autre part, une évaluation est nécessaire de I'erreumngsmpar les modeles multi-fluides eulériens
lorsque les hypotheses de I'approche sectionnelle ne ssntdgifiées. Elle est en cours, sur des cas 2D de
tourbillons.

Enfin, des travaux sur I'extension de ces modéles a la turbaleont actuellement réalisés par K. Do-
melevo, M. Massot, J. Réveillon. lls sont I'étape suivardgesda modélisation et la simulation de situations
industrielles, comme les réacteurs d'un futur avion supegsie.

8.2.2 Analyse numériques

Une analyse asymptotique de la méthode sectionnelle, poyas de discrétisation de I'espace des
tailles de gouttes tendant vers 0, a été menée dans le eha@tmpermet de donner la meilleure maniére de
faire la discrétisation. Parallélement, dans le chapBraemn a obtenu une maniére de discrétiser 'correcte-
ment’ la distribution, afin d’avoir une bonne précision poanarfaible nombre de sections, et donc un faible
codt. Pour faire le lien entre ces deux approches d’autrésadés multi-fluides eulériennes sont en cours
de développement. Il s’agit de considérer de moment de takdison, dans chaque section. Ces méthodes,
d’ordre plus élevés, ont aussi pour but de réduire la diffusiumérigue de la méthode sectionnelle. Ces
études se poursuivent.

Les systemes a discrétiser (modéle semi-cinétique) sansyeemes types gaz sans pression, déja
étudiés dans des cas 1D et 2D [Bou94] [BJLO2]. Cependans l@atas turbulent, ces systémes sont alors
du type gaz avec pression et demandent des études suppéesent

8.2.3 Propagation de flammes

Dans le chapitre 7, on a montré I'existence de la propagateflamme plane dans un brouillard de
gouttes polydispersé, pour un nombre de Lewis supériétza oup est un réel positif ou nul, ne dépendant
que de la température des gaz froids et de la fraction massigwapeur saturante. Il serait trés intéressant
de savoir si cette condition sur le nombre de Lewis peut aibbe et si ces flammes se propageant existent
encore jusqu'd.e = 1.

D’autre part, ce résultat d’existence ouvre sur des petispecd’études de propriétés qualitatives de
telles flammes, comme des études de stabilité. Il aménendgaled des études asymptotiques, dans la
limite des hautes énergies d’activation, pour I'évaluatie la vitesse d’onde.

Enfin, I'étape suivante consiste a enrichir le modéle enniecampte de la perte de chaleur dans le
gaz, due a I'’évaporation des gouttes. Les méthodes misesiae ossquent en effet de ne pas s'appliquer
directement a ce cas qui ne garantit pas nécessairemenhtzonee du profil de température.
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Mathematical and numerical modelisation of polydispersedpray flames

A Eulerian multi-fluid model is introduced in order to deberithe evolution of polydispersed spray
flames. It is rigorously derived from a kinetic level of déption and has the capability to take into account
droplets interactions, such as coalescence, an uncomraturdeof Eulerian models. It is validated, in the
case of diluted spray, by comparison with experimental nressents on laminar spray diffusion flames.
It is also compared numerically with Lagrangian methodgjense or diluted sprays cases. Moreover, its
numerical analysis is conducted, in a case where the vagtionzprocess is isolated. This analysis leads to
the introduction of higher order methods, for the size sphseretization. It also allows us to consider the
propagation of planar polydispersed spray flames. This garaiion is described by a reaction-diffusion
system for a thermo-diffusive model of the gas, coupled withkinetic model of the spray. The flame pro-
pagation is described by traveling waves for the whole sysfi®o study the existence, we use topological
degree methods for elliptic operators in unbounded doméaiog/ever, the kinetic model introduce an hy-
perbolic PDE. The results of the numerical analysis allow/$ouconsider a discretization of the size space
phase and yields to a finite dimensional dynamical systenth@feadd a diffusion coefficient in order to ob-
tain an elliptic system and apply topological degree methBadssing to the limit on the diffusion coefficient
and then on the discretization step allows us to prove th&tenge of a planar propagating polydispersed
spray flame.

Key words:  diphasic combustion, polydispersed spray, numericalyaisaltopological degree,
reaction-diffusion



Modélisation mathématique et numérique de la
combustion de brouillards de gouttes polydispersés

On introduit un modele multi-fluides eulérien pour décrire I’évolution de sprays polydispersés dans des
flammes diphasiques. Nous montrons que ce modele peut étre obtenu a partir d’un niveau cinétique de
description. Il peut ainsi prendre en compte des interactions entre gouttes d’inerties différentes, comme la
coalescence, ce qui n’avait jamais été fait avec un modele eulérien. 1l est validé par des comparaisons avec
des mesures expérimentales pour le cas des sprays dilués sur des configurations de flammes laminaires de
diffusion a contre-courant. Il est également comparé numériqguement a des méthodes d’échantillonnages
dans des cas de sprays dilués ou denses. D’autre part, son analyse numérique est menée dans un cas sim-
plifié ou seule subsiste I’évaporation. Cette analyse nous permet d’introduire d’autres methodes numeriques
d’ordre arbitrairement élevé pour discrétiser I’espace des phases en taille et décrire I’évaporation. Elle nous
permet aussi de considérer la propagation de flammes planes de prémélange, en présence d’un spray polydis-
persé. Cette configuration est décrite par un systéme de réaction-diffusion pour un modéle thermo-diffusif
du gaz couplé au modele cinétique du spray. La propagation de telles flammes est décrite par des ondes
progressives du systeme complet. Pour en étudier I’existence, on utilise des méthodes de degré topologique
pour des opérateurs elliptiques dans des domaines non bornés. Cependant, le modele cinétique introduit une
EDP hyperbolique. Les résultats d’analyse numérique permettent d’envisager une discrétisation de I’espace
des tailles de gouttes, afin de se ramener a un systéme dynamique de dimension finie. Il reste a ajouter une
diffusion dans la partie hyperbolique du systeme, afin d’obtenir un systéeme elliptique et pouvoir appliquer
une méthode de degré topologique. En passant a la limite sur la diffusion, puis sur le pas de discrétisation,
on montre I’existence de flamme plane se propageant, en présence d’un spray polydispersé.

Discipline : Mathématiques

Mots-clés : combustion diphasique, brouillard polydispersé, analyse numérique, degré topologique,
réaction-diffusion
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