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R�esum�e(s)

R�esum�e en fran�cais

Le monde physique dans lequel nous vivons est essentiellement g�eom�etrique. Le calcul
g�eom�etrique est une brique centrale de nombreux domaines, comme la conception assist�ee
par ordinateur, le graphisme, la robotique, la vision arti�cielle et bien d'autres. Depuis plus de
trois d�ecennies, la g�eom�etrie algorithmique est la discipline d�edi�ee �a l'�etablissement de bases
solides pour l'�etude des algorithmes g�eom�etriques qui rel�event de ces applications. Elle s'est
historiquement et traditionnellement concentr�ee sur le traitement d'objets lin�eaires. Pour
de nombreuses applications, il est n�ecessaire de manipuler des objets g�en�eraux comme des
courbes et des surfaces complexes. L'extension du r�epertoire de la g�eom�etrie algorithmique
aux objets courbes pose de nombreuses di�cult�es : refonte des structures de donn�ees et
algorithmes fondamentaux ; irruption massive de questionsalg�ebriques ; explosion du nombre
de cas d�eg�en�er�es...

Cette th�ese d'habilitation contribue �a l'�etablissement d'un calcul g�eom�etrique e�ectif pour
les objets courbes de faible degr�e. Elle reprend mes principales contributions sur le sujet
ces derni�eres ann�ees. Mentionnons notamment : un algorithme exact, optimal et e�cace
pour le calcul du param�etrage de l'intersection de deux quadriques �a coe�cients entiers ;
la caract�erisation des positions relatives de deux coniques projectives �a l'aide de pr�edicats
g�eom�etriques de faible degr�e, mis au jour grâce �a la th�eorie des invariants alg�ebriques ; la
caract�erisation des d�eg�en�erescences du probl�eme de tangentes r�eelles communes �a quatre
sph�eres ; la convexit�e du cône des directions de droites per�cant trois boules disjointes, et
les cons�equences importantes de ce r�esultat en th�eorie de transversales g�eom�etriques. Le
manuscrit se conclue par un panel de directions de recherchepoursuivant et �etendant les
r�esultats obtenus �a ce jour.

R�esum�e en anglais

The physical world in which we live is essentially geometric. Geometric computing is a central
building block in many �elds, such as computer-aided design, computer graphics, robotics,
computer vision and many others. For over three decades, computational geometry has
been dedicated to supplying a solid foundation for the studyof geometric algorithms which
are relevant to all these applications. It has historicallyand traditionally focussed on the
treatment of linear objects. For many applications, it is necessary to manipulate more general
objects such as complex curves and surfaces. There are numerous issues involved in extending
the repertoire of computational geometry to curved objects, namely: a complete rework of
even its most basic data structures and algorithms; the massive intrusion of algebraic issues;
the explosion of the number of degenerate cases...

This habilitation thesis contributes to the unfolding of ane�ective geometric computing
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R�esum�e(s)

dedicated to low-degree curved objects. It summarizes my main contributions on the subject
over recent years. Let us mention in particular: an exact, optimal and e�cient algorithm for
computing a parameterization of the intersection of two quadrics with integer coe�cients;
the characterization of the relative position of two projective conics with low-degree geo-
metric predicates, uncovered using algebraic invariant theory; the characterization of the
degeneracies in the problem of real common tangents to four spheres; the convexity of the
cone of directions of lines piercing three disjoint balls, and the important consequences of
this result in geometric transversal theory. The manuscript concludes with an overview of
many research directions to extend the results obtained thus far.
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En guise de pr�eambule

Figure impos�ee du parcours acad�emique fran�cais, l'Habilitation �a diriger des recherches
(Hdr ) est paradoxalement aussi une �gure libre. Car il n'y a pas ded�e�nition claire et de
consensus sur ce qu'est, ou ce que doit être, uneHdr . Les textes l�egaux, �a cet �egard, sont
pour le moins laconiques.

Livr�e pour l'essentiel �a lui-même, le postulant �a l' Hdr doit se faire sa propre id�ee sur le
format �a adopter, en tenant compte des habitudes du domaine, des us et coutumes locaux
et de ce qu'il voit. Or que voit-il justement ?

Certains font un bilan, une sorte de rapport d'activit�e, respectant la chronologie de leurs
travaux. Le Curriculum Vitae d�etaill�e de la Partie I rel�eve de cette conception.

D'autres proposent le survol d'un domaine et zooment sur certains de leurs travaux s'y
rattachant. La synth�ese de la Partie II r�epond pour l'essentiel �a cette vision des choses.

D'autres encore saisissent l'occasion pour exprimer un point de vue ou �echafauder de
nouvelles pistes de recherche. Le Chapitre4 entre dans ce cadre.

D'autres en�n insistent sur les perspectives de recherche et leur vision de l'� avenir � . Le
Chapitre 7, qui clôt la Partie II , va dans ce sens.

Dans ce m�emoire d'Habilitation, j'ai tâch�e de privil�egi er l'intuition en �evitant autant que
possible les d�etails techniques (sauf pour les parties nouvelles). Di�cile toutefois de laisser
enti�erement les �equations de côt�e quand justement une partie des contributions consiste �a
organiser intelligemment les calculs et �a mettre en �uvre les� bons� outils math�ematiques.
La Partie II contient donc une dose� n�ecessaire� de symboles en tout genre. Esp�erons qu'elle
ne soit pas trop indigeste. Le lecteur int�eress�e par les preuves des di��erentes assertions est
invit�e �a se reporter aux publications reprises dans la Partie III .

Comme chacun peut le constater, une grande partie de mes travaux est le produit de
collaborations. Ceci explique pourquoi dans le reste de ce m�emoire j'abandonnerai largement
le � je � en faveur du� nous� , ne revenant �a la forme personnelle que pour �ebaucher certaines
id�ees nouvelles.

En�n, pour faciliter la lecture du document, les r�ef�erences aux publications dont je suis
(co-) auteur sont s�epar�ees des autres, les premi�eres utilisant des cl�es num�eriques, les secondes
des cl�es alphanum�eriques.
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R�esum�e de l'activit�e de recherche
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distinctes. Les r�ef�erences bibliographiques num�eriques correspondent �a mes di��erentes pu-
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Le graphe d'aspects �enum�ere toutes les apparences topologiquement distinctes d'un objet
g�eom�etrique. Choisir un mod�ele de cam�era (g�en�eralement projection orthographique ou pers-
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r�egions est appel�e �ev�enement visuel. Les r�egions maximales et leurs repr�esentants forment les
sommets d'un graphe, dont les arêtes correspondent aux fronti�eres entre r�egions adjacentes.

[KvD76] J.J. Koenderink and A.J. van Doorn. The singularities of the visual mapping. Biological Cyberne-
tics, 24:51{59, 1976.

[KvD79] J.J. Koenderink and A.J. van Doorn. The internal representation of solid shape with respect to
vision. Biological Cybernetics, 32:211{216, 1979.

8



R�esum�e de l'activit�e de recherche

Fig. A { Construction du graphe d'aspects orthographique d'objets courbes. �A gauche, l'objet en forme
de gourde et les courbes d'�ev�enement visuel local. Au centre,la partition de l'espace en cellules
de vue �equivalente.�A droite, les vues repr�esentatives des cellules.

Par abus de langage, ce graphe, ainsi que le partitionnementde l'espace en cellules de vue
�equivalente, sont appel�es graphe d'aspects de l'objet.

Dans ma th�ese de Master (1990-1992), j'ai pr�esent�e le premier algorithme, et son implanta-
tion, permettant de construire automatiquement le graphe d'aspects d'un solide lisse d�e�ni
par une �equation alg�ebrique implicite observ�e sous projection orthographique [39]. La pre-
mi�ere �etape consiste �a classi�er les �ev�enements visuels en cat�egories, suivant un crit�ere de
stabilit�e. Dans le cas de la projection orthographique, ledomaine d'observation peut être
mod�elis�e par une sph�ere de vue et les �ev�enements visuels majeurs (les moins instables)
surviennent lorsque le point de vue se trouve sur certaines courbes (appel�ees courbes d'�ev�e-
nement visuel) appartenant �a cette sph�ere. Construire legraphe d'aspects consiste alors �a
obtenir une repr�esentation alg�ebrique de ces courbes, les intersecter deux-�a-deux, r�ealiser
ainsi un d�ecoupage de la sph�ere en r�egions bord�ees par des portions de courbes d'�ev�enement
visuel et calculer une vue repr�esentative pour chacune desr�egions (cf. Fig. A). Cet algo-
rithme s'appuie fortement sur la r�esolution de syst�emes d'�equations polynomiales (m�ethode
de continuation d'homotopie[Mor87] ) et il est, �a ce jour, le seul de son genre �a avoir surmont�e
les probl�emes d'instabilit�e inh�erents aux manipulations de vari�et�es polynomiales [18, 32, 35].

Mon travail de doctorat au sein du projetMovi (1992-1995) a consist�e en partie �a �etudier
des probl�emes th�eoriques li�es �a ces graphes d'aspects,dans le cas plus g�en�eral de la projection
en perspective [38]. L'espace des points de vue est alors l'espace �a trois dimensions entier.
Les �ev�enements visuels les plus importants s'observent lorsque le point de vue est situ�e sur
des surfaces, appel�ees surfaces d'�ev�enement visuel, qui d�ecoupent l'espace de vue en cellules.
J'ai montr�e qu'il �etait possible d'obtenir, pour di��eren ts types d'objets, le degr�e (ainsi que
d'autres invariants num�eriques) de toutes les surfaces d'�ev�enement visuel. J'ai �egalement
obtenu une mesure de la complexit�e du graphe d'aspects, quidonne une borne sup�erieure
sur le nombre d'aspects topologiquement distincts d'un objet [17, 28, 30, 34]. Le contexte
g�en�eral est celui de la g�eom�etrie �enum�erative, sous-branche de la g�eom�etrie alg�ebrique dont le
but est de r�epondre aux questions du type suivant : combien d'entit�es alg�ebro-g�eom�etriques
d'un type �x�e satisfont certaines conditions g�eom�etriq ues donn�ees ? Plus sp�eci�quement, je

[Mor87] A.P. Morgan. Solving Polynomial Systems using Continuation for Engineering and Scienti�c
Problems. Prentice Hall, Englewood Cli�s, New Jersey, 1987.

9



Curriculum vit� d�etaill�e

me suis plac�e dans le cadre de la th�eorie des points multiples de fonctions, dont j'ai donn�e la
premi�ere implantation [29]. Les points forts de la m�ethode sont nombreux. Elle permetde ne
jamais manipuler les �equations sous-jacentes et de travailler �a un niveau abstrait. Une des
cons�equences est que les calculs se font de mani�ere exacte, alors que la seule autre approche
connue n'a permis que d'obtenir des bornes sur la complexit�e des surfaces d'�ev�enement visuel.
Le cadre de travail est en outre tr�es g�en�eral, se prête facilement �a une algorithmisation et
peut être adapt�e sans trop de di�cult�es �a d'autres besoins. J'ai ainsi pu donner d'autres
applications de la g�eom�etrie �enum�erative, concernantdes vari�et�es dans des espaces projectifs
�a plus de trois dimensions et des syst�emes de droites. Celam'a entre autres permis pour la
premi�ere fois de valider l'int�egralit�e d'un ensemble de formules �enum�eratives donn�e il y a
plus d'un si�ecle par Hermann Schubert[Sch79].

Plus g�en�eralement, je me suis largement int�eress�e durant cette p�eriode aux applications et
utilisations de la g�eom�etrie alg�ebrique r�eelle et du calcul alg�ebrique en vision arti�cielle et
dans les domaines connexes [14, 31].

De 1995 �a 2000, g�eom�etrie appliqu�ee, projet ISA

En octobre 1995, j'ai �et�e recrut�e au Cnrs , section 7, sur un poste� interactions des ma-
th�ematiques et de l'informatique � , a�ect�e au Crin . �A peu pr�es �a cette �epoque, le projet
Movi a fusionn�e avec l'�equipe Graph'Is (synth�ese d'images et illumination) pour former
un nouveau projet,Isa . Le responsable scienti�que du nouvel ensemble, le professeur Jean-
Claude Paul, m'a con��e la tâche de � soutenir � les recherches de nature appliqu�ee d�es
lors qu'elles rencontraient des di�cult�es d'ordre th�eor ique et math�ematique (essentiellement
g�eom�etriques).

La collaboration avec les groupes de synth�ese d'images et de vision arti�cielle a �et�e tr�es
fructueuse. Je donne ici un aper�cu des r�esultats obtenus.

R�ealit�e augment�ee et calcul du point de vue. De 1995 �a 1997, j'ai pris part �a un projet
de recherche sur la r�ealit�e augment�ee, technique qui permet d'enrichir des images r�eelles par
adjonction d'informations r�eelles ou synth�etiques. La r�ealit�e augment�ee est tr�es prometteuse
dans des domaines o�u une simulationin situ serait soit impossible �a r�ealiser, soit peu r�ealiste,
soit encore trop coûteuse. Les applications en imagerie m�edicale, en conception urbaine et
pour l'intervention en milieu industriel sont d'un int�er êt tout particulier.

L'application que nous avons d�evelopp�ee concerne l'illumination des ponts de la Seine autour
de l'̂Ile de la Cit�e (cf. Fig. B). Certains de ces ponts �etaient alors pauvrement mis en valeur
par le syst�eme d'�eclairage. Tester un nouvel �eclairage directement sur le site aurait demand�e
de gros moyens logistiques et �nanciers. La solution a alorsconsist�e �a illuminer le pont par
une m�ethode de synth�ese d'images (algorithme de radiosit�e), �a incruster une image de ce
pont de synth�ese dans l'image de d�epart, et �a en calculer le re
et sur l'eau pour ajouter
au r�ealisme. L'enjeu majeur �a cet �egard est de correctement � recaler� le pont de synth�ese
sur le pont r�eel. Pour cela, il faut calculer avec pr�ecision la position de la cam�era ayant
pris l'image de d�epart (inversion perspective), positionqu'il peut être d�elicat de mesurer
directement lorsque l'on �lme un pont depuis un autre pont avec un cam�escope. L'id�ee est
donc d'utiliser certains �el�ements notables du pont, en l'occurrence des segments coplanaires

[Sch79] H.C.H. Schubert.Kalk•ul der abz•ahlenden Geometrie. Teubner, Leipzig, 1879.
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Fig. B { Projet d'illumination des ponts de Paris. En haut, les indices utilis�es pour le recalage du pont.
En bas, le pont de synth�ese incrust�e dans l'image r�eelle.

ou arcs de cercles, pour d�eterminer l'emplacement du pointde vue. Lorsque l'on travaille
avec une s�equence d'images, comme cela est le cas ici, il peut être judicieux de n'e�ectuer un
calcul complet que pour la premi�ere image, puis d'utiliserce r�esultat comme initialisation
pour l'image suivante. On converge alors vers la position correcte par it�eration.

Grâce �a ces m�ethodes, nous avons mis au point un syst�eme robuste et performant de r�ealit�e
augment�ee [15, 27]. Les m�ethodes d�evelopp�ees pour l'application des ponts de Paris ont
depuis �et�e appliqu�ees dans plusieurs autres contextes.

Reconstruction de surfaces. Calculer l'approximation d'un objet �a partir de points �ec han-
tillonn�es sur sa surface est un probl�eme di�cile aux nombreuses applications en vision par
ordinateur, graphisme et g�eom�etrie algorithmique. C'est ce qu'on appelle reconstruire une
surface �a partir d'un nuage de points. De nombreuses m�ethodes de reconstruction ont �et�e
propos�ees dans la litt�erature, qui tombent dans plusieurs cat�egories : subdivision spatiale, ap-
proximation des z�eros d'une fonction de distance sign�ee,d�eformation de surface, construction
incr�ementale, ... L'accent a en particulier �et�e mis sur la d�e�nition de crit�eres d'�echantillonnage
d'une surface garantissant qu'un �echantillon respectantce crit�ere permet la reconstruction
topologiquement exacte de la surface.

En pratique, la surface sous-jacente est inconnue (le nuagede points provient d'un balayage
laser par exemple) et il est donc vain de chercher �a savoir sil'�echantillon est su�samment
dense pour permettre la reconstruction de la surface dont ilest issu. Partant de cette r�e
exion,
nous avons propos�e une nouvelle technique de reconstruction qui se base sur une� discr�eti-
sation � des crit�eres d'�echantillonnage habituellement utilis�es dans le domaine. Le crit�ere de
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Fig. C { Reconstruction par la m�ethode des interpolants r�eguliers.�A gauche, donn�ees r�eelles extraites
du suivi de contours occultants dans une s�equence d'images.�A droite, donn�ees synth�etiques.

r�egularit�e discret m�ene en fait �a des propri�et�es de de nsit�e que doit respecter l'�echantillon et
se traduit ais�ement en une algorithmique e�cace de reconstruction [13, 26]. L'implantation
r�ealis�ee permet la reconstruction de nuages constitu�esde plusieurs dizaines de milliers de
points en quelques secondes (cf. Fig.C).

Param�etrage de surfaces triangul�ees et placage de textures. Durant la p�eriode 1995-
2000, j'ai �egalement contribu�e �a plusieurs projets de recherche dans le domaine de l'image
de synth�ese et du rendu r�ealiste. Le premier probl�eme surlequel j'ai travaill�e est la param�e-
trisation globale de surfaces triangul�ees. Param�etrer une surface consiste �a la d�ecomposer en
� disques topologiques� (c'est-�a-dire en parties d�epliables sans recouvrement et sans trou)
et �a mettre ces parties en correspondance avec des sous-ensembles du plan. De nombreuses
applications sont possibles, dans les domaines du placage de textures, de la re-triangulation
de surfaces (homog�en�eisation de la densit�e d'un maillage) ou encore de la compression de
donn�ees. Les m�ethodes de param�etrisation globale existant alors �etaient soit trop fortement
contraintes, soit sans garanties su�santes. Nous avons �etudi�e de nouvelles m�ethodes de para-
m�etrisation de surfaces maill�ees o�rant �a la fois une plus grande souplesse que les m�ethodes
existantes et de meilleures propri�et�es th�eoriques.

Apr�es nous être int�eress�es aux aspects� placage de textures� du probl�eme, nous avons d�e�ni
une nouvelle technique de param�etrisation qui minimise les d�eformations angulaires, mettant
ainsi l'accent sur une propri�et�e dite de conformit�e [10, 25]. Il est connu que la param�etrisation
d'une surface triangul�ee ne peut g�en�eralement pas êtreparfaitement conforme, et nous avons
en fait d�e�ni un crit�ere de minimisation aux moindres carr�es bas�e sur les �equations de
conformit�e de Cauchy-Riemann (d'o�u son nom :Least Squares Conformal Mapsou Lscm).
Grâce �a cette mise en �equation, nous avons �et�e en mesurede prouver un ensemble de r�esultats
remarquables sur notre param�etrisation quasi-conforme (existence et unicit�e de la solution,
pr�eservation des propri�et�es m�etriques locales, ind�ependance par rapport �a la r�esolution du
maillage, . . . ). La m�ethode a depuis �et�e largement reprise �a la fois dans la communaut�e de
graphisme et dans l'industrie. Elle donne d'excellents r�esultats (cf. Fig. D).
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Fig. D { Param�etrages quasi-conformaux de maillages.�A gauche, un mod�ele de lapin faisant apparâ�tre
les zones param�etr�ees globalement, le quadrillage induit parle param�etrage �etant superpos�e.
�A droite, le mod�ele de lapin textur�e.

Illumination de surfaces courbes et maillage virtuel. Les surfaces alg�ebriques simples
couvrent une vari�et�e de formes su�sante pour repr�esenter la majorit�e des objets rencontr�es
dans les domaines dudesign, de l'architecture et de l'industrie manufacturi�ere. Ainsi, on
estime que 95 % des pi�eces m�ecaniques sont bien mod�elis�ees par des carreaux de quadriques
(surfaces de degr�e 2, comprenant notamment les plans, les sph�eres, les cylindres et les cônes)
et de tores[RV82] . Il convient donc d'être en mesure de manipuler ces surfaces simplement et
de mani�ere e�cace en vue de leur utilisation en synth�ese d'images.

Nous avons introduit une technique (dite du� maillage virtuel � ) permettant pour la pre-
mi�ere fois d'e�ectuer des calculs d'illumination globale� exacts� 1 sur des surfaces courbes
param�etriques simples et nous en avons propos�e une implantation e�cace. Jusque l�a, la prise
en compte des objets courbes dans les algorithmes de radiosit�e passait par une discr�etisa-
tion de leur surface, induisant des erreurs num�eriques et un manque de r�ealisme. L'id�ee du
maillage virtuel est partie d'une constatation simple : puisque les techniques de radiosit�e
sur des objets triangul�es sont bien mâ�tris�ees, commentutiliser cet attirail pour illuminer
des objets courbes ? La technique a alors consist�e �a prendre en compte les objets courbes
non pas dans l'espace g�eom�etrique d'origine mais dans un espace param�etrique o�u ils sont
plats. La collection des espaces param�etriques des di��erents objets est alors baptis�ee maillage
virtuel [12]. Dans ce projet, qui demandait des comp�etences diverses,je me suis attach�e �a
d�evelopper le cadre math�ematique permettant de r�ealiser les transferts entre l'espace de d�e-
part et l'espace param�etrique, en calculant des transformations �a Jacobien constant pour des
objets courbes simples.

Grâce �a la technique du maillage virtuel, nous avons pu calculer sur la plate-formeCandela

1Au sens o�u la g�eom�etrie des objets est prise int�egralement en compte lors de la simulation, sans passer par
une discr�etisation.

[RV82] A. Requicha and H. Voelcker. Solid modeling: a historical summaryand contemporary assessment.
IEEE Computer Graphics and Applications, 2(1):9{24, 1982.
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Fig. E { Le maillage virtuel.�A gauche, principe sch�ematique de la m�ethode.�A droite, un jeu d'�echecs
mod�elis�e avec des quadriques illumin�e grâce �a cette m�ethode.

du projet Isa de superbes illuminations de mod�eles courbes constitu�esde morceaux de
quadriques et de tores (cf. Fig.E).

Enveloppes visuelles. Dans toutes les applications graphiques de l'informatique, une partie
non n�egligeable des calculs est consacr�ee �a e�ectuer desrequêtes de visibilit�e. Dans les
algorithmes de radiosit�e ou de radiance, les calculs de visibilit�e peuvent repr�esenter jusqu'�a
70 pour cent du temps total de calcul. Il est donc fondamentalde d�evelopper des structures de
visibilit�e permettant de r�ealiser ces calculs le plus e�cacement possible. De telles structures
de visibilit�e � exacte� ont �et�e propos�ees ces derni�eres ann�ees en g�eom�etriealgorithmique,
notamment par Pocchiola et Vegter[PV96] et Durand et al. [DDP97] (complexes et squelettes
de visibilit�e).

Dans ce contexte, je me suis int�eress�e �a une structure de visibilit�e introduite dans la com-
munaut�e vision et appel�ee enveloppe visuelle[Lau94] . En vision, l'enveloppe visuelle est la
meilleure approximation d'un objet qu'il est possible de reconstruire depuis une zone d'ob-
servation donn�ee par intersection des cônes de vue. Autrement dit, depuis n'importe quel
point de cette zone d'observation, il est impossible de distinguer un objet de son enveloppe
visuelle. J'ai pr�esent�e le premier algorithme optimal dans le plan de construction d'enve-
loppes visuelles d'objets courbes et ai donn�e le meilleur algorithme �a ce jour de construction
d'enveloppes visuelles de sc�enes poly�edriques dans l'espace. J'ai �egalement montr�e tous les
liens existant entre enveloppes visuelles, graphes d'aspects et complexes de visibilit�e, liens

[PV96] M. Pocchiola and G. Vegter. The visibility complex. International Journal of Computational
Geometry and Applications, 6(3):1{30, 1996.

[DDP97] F. Durand, G. Drettakis, and C. Puech. The visibility skel eton: a powerful and e�cient multi-
purpose global visibility tool. Computer Graphics Proceedings, Annual Conference Series, 31:89{
100, 1997. Proceedings of SIGGRAPH.

[Lau94] A. Laurentini. The visual hull concept for silhouette-based image understanding. IEEE Transac-
tions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, 16(2):150{162, February 1994.
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qui sugg�erent un cadre d'�elaboration commun [16]. La g�eom�etrie des enveloppes visuelles
reste toutefois largement �a explorer.

Depuis 2000, calcul g�eom�etrique e�ectif, projets ISA et VEGAS

Malgr�e ces succ�es, l'�evidence s'est progressivement impos�ee que faire sortir les algorithmes
propos�es hors du p�erim�etre de la recherche demandait plus qu'une simple utilisation d'outils
g�eom�etriques connus. Rien n'illustre mieux cette prise de conscience que le travail sur le
maillage virtuel, c'est-�a-dire l'illumination exacte de surfaces param�etriques par la m�ethode
de radiosit�e. Les seuls mod�eles courbes dont nous disposions �etaient des mod�eles volumiques
�a base de volumes quadratiques �el�ementaires (l'id�ee departir de maillages triangulaires pour
en extraire des parties courbes ayant �et�e rapidement abandonn�ee [11]). Or les techniques
de radiosit�e ne peuvent travailler que sur des objets surfaciques. Une �etape pr�eliminaire (ou
tout du moins ce que nous consid�erions comme telle �a l'�epoque) consistait donc �a extraire
la � peau� de mod�eles volumiques simples, un probl�eme connu sous le nom de conversion
Csg-Br ep. Ce travail a priori �el�ementaire, impliquant de calculer de mani�ere robustel'in-
tersection de deux surfaces quadratiques, s'est r�ev�el�êetre un cauchemar du point de vue
num�erique. Ce n'est qu'au prix d'une intervention manuelle massive que nous sommes �nale-
ment parvenus �a construire la repr�esentation surfaciquede quelques mod�eles simples (comme
le jeu d'�echecs de la Fig.E). Comme nous l'avons alors d�ecouvert, la conversion automatique
robuste d'objets quadratiques en position quelconque �etait totalement hors de port�ee. Sur
ce probl�eme d'apparence simple, un important travail th�eorique restait encore �a faire.

Les recrutements successifs en 1999 de S. Lazard et H. Everettont permis de renforcer la
composante g�eom�etrique du projetIsa . Petit �a petit, nous sommes collectivement arriv�es �a
la conclusion que deux projets compl�ementaires pouvaientcoexister au sein d'Isa : un projet
avec des objectifs �a court terme, bien adapt�e au paysage �a�evolution rapide du graphisme 3D,
avec des r�esultats rapidement transf�erables ; et un autreprojet avec des objectifs �a plus long
terme, en phase avec la communaut�e de g�eom�etrie algorithmique et de calcul g�eom�etrique,
dont l'objectif est de revisiter les fondements math�ematiques de probl�emes fondamentaux en
rendu photor�ealiste et mod�elisation des solides. C'est ainsi qu'un groupe de g�eom�etrie a vu le
jour au sein d'Isa . Il s'est progressivement renforc�e et a �evolu�e au point d'être su�samment
mûr pour devenir un projet (au sensInria ) �a part enti�ere en 2005, sous le nom deVegas .

Intersection de quadriques. Le travail sur le maillage virtuel nous a pouss�e �a nous pencher
sur le probl�eme de l'intersection de quadriques et la caract�erisation des intersections d�eg�e-
n�er�ees. Le seul algorithme g�en�eral connu jusque l�a, dû �a Levin [Lev76,Lev79] , �etait loin d'être
robuste. De plus, il impliquait des calculs menant �a des expressions tr�es compliqu�ees, avec
plusieurs niveaux de racines carr�ees imbriqu�ees. Partant de ce constant, nous avons compl�e-
tement repris le probl�eme �a la base et propos�e une nouvelle approche. Le r�esultat scienti�que
majeur de ces derni�eres ann�ees est le d�eveloppement du premier algorithme exact, complet,
quasi-optimal et utilisable jamais produit pour param�etrer l'intersection de deux quadriques

[Lev76] J. Levin. A parametric algorithm for drawing pictures of solid objects composed of quadric surfaces.
Communications of the ACM, 19(10):555{563, 1976.

[Lev79] J. Levin. Mathematical models for determining the intersections of quadric surfaces.Computer
Graphics and Image Processing, 11(1):73{87, 1979.
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Fig. F { Quelques types possibles d'intersection de deux quadriques :cubique et droite secante (�a
gauche), cubique et droite tangente (au centre) et quartique nodale (�a droite).

projectives [22, 24, 33]. Cet algorithme repr�esente une avanc�ee fondamentale sur une question
ouverte depuis des d�ecennies et, bien qu'il y ait encore quelques possibilit�es d'am�elioration,
le probl�eme est maintenant largement r�esolu.

Sur le plan th�eorique, nos contributions sont de trois ordres. 1. Nous avons pr�esent�e la
premi�ere �enum�eration compl�ete de tous les types possibles d'intersection r�eelle entre deux
quadriques projectives (Fig.F). 2. Nous avons propos�e un algorithme e�cace permettant
de caract�eriser le type r�eel de l'intersection de deux quadriques quelconques. 3. Nous avons
donn�e des algorithmes quasi-optimaux pour param�etrer l'intersection dans tous les cas.

Nous avons �egalement d�emontr�e que notre algorithme �etait tout aussi pratique que th�eorique
en en proposant une implantation C++ tr�es e�cace, baptis�e e Qi [8, 23]. Notre logiciel est
distribu�e librement et a trouv�e des applications dans desdomaines inattendus et non antici-
p�es. Il calcule le param�etrage exact de l'intersection dedeux quadriques dont les coe�cients
sont des entiers de pr�ecision arbitraire. Il identi�e correctement, s�epare et param�etre toutes
les composantes connexes de l'intersection, en donnant toutes les informations de nature
topologique (incidence, ...). Les param�etrages calcul�es sont optimaux en leurs fonctions de
d�e�nition et quasi-optimaux en la taille de l'extension sur laquelle leurs coe�cients sont
d�e�nis.

Tout ce travail a fait l'objet d'une s�erie de publications totalisant plus de 150 pages, actuel-
lement en cours de soumission [2, 3, 4]. Depuis l'�ecriture de ces articles, j'ai propos�e plusieurs
am�eliorations de notre algorithme. Tout d'abord, j'ai abaiss�e la complexit�e arithm�etique du
param�etrage des quartiques lisses, qui est le cas le plus complexe et le plus coûteux. Ensuite,
nous avons obtenu des r�esultats d'optimalit�e dans certains des cas de quasi-optimalit�e qui
restaient. La solution s'est r�eduite �a d�ecider si une certaine conique poss�edait ou non un
point rationnel et �a calculer un tel point dans l'a�rmative . Nous avons obtenu ce r�esultat
en impl�ementant en C++ un algorithme propos�e par le math�ematicien Denis Simon[Sim05].

Visibilit�e 3D globale. En visibilit�e 3D, des objets spatialement �eloign�es peuvent avoir des
interactions visuelles tr�es complexes et peu intuitives.De ce fait, les requêtes de visibilit�e

[Sim05] D. Simon. Solving quadratic equations using reduced unimodular quadratic forms. Math. Comp.,
74(251):1531{1543, 2005.
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sont d'une nature intrins�equement globale. C'est en partie ce qui explique que, jusqu'�a au-
jourd'hui, les chercheurs ont principalement eu recours �ades structuresad hoc, d'une port�ee
limit�ee, permettant de r�epondre �a la vol�ee �a des requêtes particuli�eres. H�elas, l'exp�erience a
montr�e que ces structures supportent di�cilement le passage �a l'�echelle. Faute de manquer
d'un cadre math�ematique bien d�e�ni et d'exploiter les propri�et�es intrins�eques de la visibilit�e
3D, elles sont inutilisables sur des mod�eles comportant plusieurs centaines de milliers de pri-
mitives, tant du point de vue de la complexit�e que de celui dela robustesse (d�eg�en�erescences
g�eom�etriques, surfaces align�ees, . . . ).

Nous avons choisi une voie alternative qui consiste �a pr�ecalculer (donc hors ligne) une struc-
ture de visibilit�e 3D globale dans laquelle des requêtes tr�es e�caces sont ensuite e�ectu�ees
�a la vol�ee (en ligne). Le complexe de visibilit�e 3D est unestructure de ce type, introduite
il y a quelques ann�ees en infographie. Nous avons abord�e lesprobl�emes de visibilit�e 3D glo-
bale selon deux directions : d'une part, nous en avons �etudi�e les bases th�eoriques et nous
avons travaill�e, d'autre part, sur les aspects pratiques li�es au d�eveloppement d'algorithmes
de visibilit�e e�caces et robustes.

Un aspect des structures de visibilit�e 3D sur lequel nous avons particuli�erement travaill�e
concerne leur complexit�e. Il n'est gu�ere di�cile de montrer que cette complexit�e, pourn
triangles dansR3, est de �( n4) dans le pire des cas. Cette complexit�e semble r�edhibitoire en
terme d'applications et explique le relatif d�esint�erêt pour ces structures. Nous avons pour-
tant montr�e une s�erie de r�esultats probabilistes qui tendent �a indiquer que les structures de
visibilit�e globales, bien qu'�etant d'une complexit�e th �eorique tr�es �elev�ee, ont en fait un com-
portement pratique (en moyenne) tr�es raisonnable qui les rend utilisables �a grande �echelle.
En particulier, nous avons montr�e que la taille du complexede visibilit�e de n boules unit�e
de R3 distribu�ees uniform�ement �etait en �( n) en moyenne [9]. Le r�esultat, qui n�ecessite
une estimation minutieuse des �ev�enements apparaissant au bord du domaine contenant les
sph�eres, s'�etend �a d'autres types de primitives. Nous avons �egalement prouv�e des bornes
th�eoriques et fait une �etude exp�erimentale de la taille du complexe de visibilit�e d'objets
distribu�es al�eatoirement dans le plan [6, 21].

Nous avons par ailleurs travaill�e �a la caract�erisation des situations de d�eg�en�erescence en
mati�ere de visibilit�e pour des objets poly�edriques et des objets courbes usuels. Nous avons
notamment obtenu une caract�erisation des con�gurations de quatre sph�eres en 3D admettant
une in�nit�e de tangentes communes [7]. Entre 2001 et 2005, sept articles de journaux ont
explor�e des variantes plus simples de ce probl�eme (avec des sph�eres congruentes ou remplac�ees
pour certaines par des droites)[ST06] . Notre caract�erisation est compl�ete et �el�ementaire : les
sph�eres doivent avoir leurs centres align�es et admettre au moins une tangente commune.
Nous avons ensuite �etendu ce travail au cas de quatre quadriques deP3 [37].

Th�eorie des droites transversales. En 1923, le math�ematicien Eduard Helly d�emontre un
r�esultat fondamental, de nature combinatoire, sur les ensembles convexes : une famille de
convexes deRd est d'intersection non-vide si et seulement si toute sous-famille de taille d+ 1
est d'intersection non-vide. Si on reformule l'expression� être d'intersection non-vide� par
� être intersect�e par un point � , on peut l�egitimement se demander si ce r�esultat ne s'�etend pas
�a des intersections par d'autres primitives : droites, plans, ... On s'int�eresse en particulier au

[ST06] F. Sottile and T. Theobald. Line problems in nonlinear computational geometry. arXiv
math.MG/0610407 , 2006.
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Fig. G { L'�evolution d'une composante de directions de droites transversales �a trois sph�eres quand
deux sph�eres, pr�ec�edemment disjointes (�a gauche), deviennent tangentes (au centre) puis
s'intersectent transversalement (�a droite).

cas des droites, baptis�ees transversales. H�elas, il n'est pas possible de prouver des r�esultats
aussi g�en�eraux que le th�eor�eme de Helly pour le cas des droites. Quelques r�esultats sont
toutefois connu. Le premier est dû �a Danzer, qui prouve quen disques unit�e disjoints dans
R2 ont une transversale commune si et seulement si toute sous-famille de 5 disques admet une
transversale commune[Dan57] . La même ann�ee, Hadwiger d�emontre quen convexes disjoints
de R2 ont une transversale commune si chaque triplet admet une transversale les per�cant
dans un ordre �x�e [Had57] .

En 3D, la situation est encore moins brillante, puisqu'il n'existe pas de th�eor�eme de type
Helly pour les droites transversales quand les objets sont des translat�es d'objets convexes,
pas même avec une restriction sur l'ordre (�a la Hadwiger)[HM04] . Le seul cas v�eritablement
int�eressant du point de vue des transversales semble êtrecelui des sph�eres. Poursuivant le
travail de Holmsenet al. [HKL03] et Cheonget al. [CGH05] , nous avons d�emontr�e le premier
th�eor�eme de type Helly en toute dimension, pour des sph�eres unit�e. Plus sp�eci�quement, nous
avons prouv�e que, �etant donn�eesn boules unit�e disjointes dansRd, si tout sous-ensemble de
4d � 1 boules est perc�e par une droite alors il existe une droite per�cant toutes les boules [5].
Ce th�eor�eme, qui �etablit une conjecture due �a Danzer [Dan57] , repose sur une propri�et�e de
convexit�e de l'ensemble des directions de droites per�cant les boules dans un ordre donn�e.

Nous avons r�ecemment �etendu ce travail aux boules disjointes de rayon arbitraire. En utili-
sant des techniques nouvelles, de nature alg�ebrique, nousavons prouv�e que l'ensemble des
directions de droites frappant trois sph�eres deR3 dans un ordre �x�e est un ensemble stric-

[Dan57] L. Danzer. •Uber ein Problem aus der kombinatorischen Geometrie.Arch. der Math, 8:347{351,
1957.

[Had57] H. Hadwiger. •Uber Eibereiche mit gemeinsamer Tre�geraden.Portugal Math., 6:23{29, 1957.
[HM04] A. Holmsen and J. Matou�sek. No Helly theorem for stabbing translates by lines in Rd. Discrete

Comput. Geom., 31:405{410, 2004.
[HKL03] A. Holmsen, M. Katchalski, and T. Lewis. A Helly-type theorem for lin e transversals to disjoint

unit balls. Discrete Comput. Geom., 29:595{602, 2003.
[CGH05] O. Cheong, X. Goaoc, and A. Holmsen. Hadwiger and Helly-type theorems for disjoint unit spheres

in R3. In Proc. 20th Ann. Symp. on Computational Geometry, pages 10{15, 2005.
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Fig. H { Approximation d'une spirale par des arcs de coniques g�en�erales, pour les valeurs" =
10� 1; 10� 2; 10� 3 and 10� 4.

tement convexe. La preuve n�ecessite l'examen minutieux des courbes (coniques et sextique)
bordant une composante connexe de transversales dans l'espace des directions (Fig.G). Le
r�esultat est ensuite �etendu en toute dimension : les droites intersectant une famille de sph�eres
disjointes deRd dans un ordre �x�e forment un ensemble strictement convexe de la sph�ere
des directionsSd� 1 [1, 20]. Si ce r�esultat ne permet pas de donner un th�eor�eme de type Helly
pour des boules de rayon arbitraire (on sait qu'il n'en existe pas), il permet n�eanmoins de
donner un r�esultat de type Hadwiger, avec une constante 2d. Il permet surtout de conclure
qu'il y a �equivalence entre � percer les boules dans un ordre donn�e� et � appartenir �a une
composante connexe de transversales� . On montre grâce �a cette �equivalence que le nombre
de composantes connexes de transversales den boules disjointes dansRd est �( nd� 1). La
pr�ec�edente borne �etait en O(n2d� 4).

Approximation par des splines coniques. Nous avons r�ecemment �etudi�e le probl�eme de
l'approximation de courbes su�samment lisses dans le plan par des primitives de faible
degr�e. En particulier, nous avons travaill�e sur l'approximation par des arcs de paraboles et
plus g�en�eralement de coniques. Nous nous sommes attach�es�a prouver des r�esultats de qualit�e
d'approximation par une spline conique avec continuit�e detangente et de courbure, qui est
un approximant optimal du point de vue de la distance de Hausdor�.

Un r�esultat bien connu, dû �a Fejes T�oth, a�rme que l'appro ximation d'une courbe lisse
convexe par une courbe lin�eaire par morceaux �a distance deHausdor� au plus " requiert
O(" � 1=2) �el�ements lin�eaires [T�ot48] . Nous avons montr�e que l'approximation d'une courbe de
courbure non-nulle par une spline conique �a distance de Hausdor� inf�erieure �a " requiert
c1 " � 1=4 morceaux si la spline est constitu�ee d'arcs paraboliques et c2 " � 1=5 morceaux si la
spline est compos�ee d'arcs de coniques g�en�erales [19, 36]. Les constantesc1 and c2 sont
fonction des courbures Euclidienne et a�ne de la courbe �a approximer.

Nous avons �egalement montr�e que la distance de Hausdor� entre une courbe et un arc de
conique optimal avec tangence aux deux extr�emit�es �etaitune fonction croissante de l'abscisse
curviligne, si la courbure a�ne le long de l'arc est monotone. Cette propri�et�e fournit un
algorithme simple pour la construction par bissection d'une spline parabolique ou conique
optimale. Un exemple de r�esultat est donn�e dans la Fig.H.

[T�ot48] L. Fejes T�oth. Approximations by polygons and polyhedra. Bull. Amer. Math. Soc., 54:431{438,
1948.
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Publications majeures

Je donne ici mes six publications que je consid�ere comme les plus importantes ou ayant eu
le plus d'impact, avec quelques lignes d'explication pour chacune.

[A] O. Cheong, X. Goaoc, A. Holmsen, and S. Petitjean. Helly-type theorems for line
transversals to disjoint unit balls. Discrete and Computational Geometry, 2007. To
appear.

Cet article donne le premier th�eor�eme de type Helly pour des droites transversales en dimension
quelconque, prouvant ainsi une vieille conjecture due �a Danzer (1957). Il a �et�e consid�er�e comme
� un des articles particuli�erement forts du domaines� et, �a ce titre, invit�e par J. Goodman, J.
Pach et R. Pollack, r�edacteurs en chef deDiscrete & Computational Geometry, �a faire partie
d'un num�ero sp�ecial consacr�e aux vingt ans de la revue.

[B] C. Borcea, X. Goaoc, S. Lazard, and S. Petitjean. Common tangents to spheres inR3.
Discrete and Computational Geometry, 35(2) :287{300, 2006.

Cette article montre, en utilisant des outils de g�eom�etrie complexe, que quatre sph�eres dansR3

ont une in�nit�e de droites tangentes r�eelles communes si et seulement si elles ont leurs centres
align�es et une tangente commune. Ce r�esultat illustre parfaitement le type de r�esultats que l'on
peut esp�erer dans ce domaine lorsque les math�ematiques ad hoc sont mises en �uvre. C'est
aussi un exemple de collaboration r�eussie avec un math�ematicien (C. Borcea est professeur de
math�ematiques �a la Rider University, �Etats-Unis).

[C] L. Dupont, D. Lazard, S. Lazard, and S. Petitjean. Near-optimal parameterization of
the intersection of quadrics : Parts I, II and III. Journal of Symbolic Computation, 2006.
Submitted (90 pages).

Cet article en trois parties regroupe l'ensemble de nos r�esultats sur l'intersection de quadriques. Il
donne la description compl�ete du premier algorithme exact, quasi-optimal et utilisable de param�e-
trage de l'intersection de deux quadriques projectives arbitraires. C'est une avanc�ee consid�erable
sur un probl�eme ouvert depuis plusieurs d�ecennies.

[D] B. L�evy, S. Petitjean, N. Ray, and J. Maillot. Least squares conformal maps for auto-
matic texture atlas generation. ACM Transactions on Graphics, 21(3) :362{371, 2002.
Proceedings of SIGGRAPH 2002.

Cet article pr�esent�e �a la prestigieuse conf�erence Siggraph pr�esente notre m�ethode pour param�e-
trer des maillages en pr�eservant au mieux les angles au sens des moindres carr�es (Lscm pour Least
Squares Conformal Maps). La m�ethode est simple, facile �a implanter, donne de bons r�esultats et
a �et�e largement utilis�ee dans la communaut�e de graphisme.

[E] L. Alonso, F. Cuny, S. Petitjean, J.-C. Paul, S. Lazard, andE. Wies. The virtual
mesh : a geometric abstraction for e�ciently computing radiosity. ACM Transactions
on Graphics, 20(3) :169{201, 2001.

Cet article pr�esente la technique du maillage virtuel pour illum iner de mani�ere exacte (c.-�a-d.
sans passer par une discr�etisation) des objets courbes par la m�ethode de radiosit�e. Implant�ee
dans la plate-forme exp�erimentale d�evelopp�ee au sein du projetIsa , cet algorithme a permis de
produire de magni�ques images d'environnements mod�elis�es �a base de quadriques et de tores.

[F] C. Borcea, X. Goaoc, and S. Petitjean. Line transversals to disjoint balls. ACM Sym-
posium on Computational Geometry, 2007. To appear.
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Cet article d�emontre que l'ensemble des directions de droites per�cant trois sph�eres disjointes de
rayon quelconque dans un ordre donn�e est strictement convexe. Cette propri�et�e tr�es attendue
permet d'am�eliorer de nombreux r�esultats combinatoires sur les ensembles de droites transversales
�a des sph�eres en dimension quelconque.

R�esum�e du projet de recherche

Calcul g�eom�etrique e�ectif avec des objets courbes de faible degr�e
(ou quand l'alg�ebre rencontre la g�eom�etrie)

Le calcul g�eom�etrique est une brique essentielle de nombreux domaines comme la concep-
tion assist�ee par ordinateur, le graphisme, la biologie algorithmique, la robotique, la vision
arti�cielle et bien d'autres. Depuis plus de trois d�ecennies, la g�eom�etrie algorithmique s'est
attach�ee �a fournir des bases solides pour l'�etude des algorithmes g�eom�etriques pertinents pour
toutes ces applications. Elle s'est avant tout pench�ee surla manipulation d'objets lin�eaires
(points, droites, segments de droites, plans), ne s'aventurant que r�ecemment dans le monde
des objets courbes. L'extension du r�epertoire classique de la g�eom�etrie algorithmique �a de
tels objets est un �enorme challenge, qui recouvre �a la foisdes probl�emes de taille constante
et des probl�emes de nature combinatoire.
Mes travaux de recherche entrent dans le cadre de ce que l'on appelle le calcul g�eom�e-
trique exact. Travailler sous ce paradigme signi�e r�ealiser des op�erations g�eom�etriques o�u les
quantit�es num�eriques (baptis�ees � pr�edicats g�eom�etriques � ) sont �evalu�ees avec une pr�ecision
su�sante pour que la structure combinatoire sous-jacente soit math�ematiquement exacte.
Lorsque l'on travaille avec des objets polynomiaux, l'alg�ebre joue un rôle de premier plan
dans ce tableau. De nombreuses op�erations au c�ur des algorithmes maniant des primitives
courbes se r�eduisent �a �evaluer, manipuler et r�esoudre des �equations ou syst�emes d'�equations
polynomiales. La g�eom�etrie alg�ebrique classique et la th�eorie des invariants alg�ebriques sont
deux des champs math�ematiques ayant beaucoup �a o�rir dansce contexte.
Mon principal objectif de recherche est de contribuer �a donner des fondations solides au
calcul g�eom�etrique e�ectif avec des objets non-lin�eaires simples, en validant les avanc�ees
th�eoriques par des implantations robustes et e�caces. Lestrois directions de recherche que
je poursuis sont : le calcul de l'intersection de surfaces defaible degr�e et la r�esolution des
probl�emes de taille constante qui s'y rattachent, le calcul d'arrangements de quadriques et
l'�etude des applications de ces arrangements, et en�n l'exploration des aspects alg�ebriques
de la visibilit�e 3D et de la th�eorie des droites.

Intersection de surfaces de faible degr�e et probl�emes a��erents . Les surfaces alg�ebriques
r�eelles de faible degr�e repr�esentent un bon compromis entre simplicit�e, 
exibilit�e et pouvoir
de mod�elisation. Elles jouent un rôle de premier plan dansla construction de mod�eles infor-
matiques �d�eles d'environnements r�eels pour la simulation et le prototypage. Malgr�e cette
omnipr�esence et des d�ecennies de recherche dans la communaut�e de Cao / Cgao , ces surfaces
sont loin d'être su�samment bien comprises au niveau th�eorique pour être manipul�ees de
fa�con robuste et e�cace par les algorithmes g�eom�etriques.
Je travaille sur des probl�emes de taille constante li�es �a l'intersection de surfaces de faible
degr�e, allant dans le sens de l'am�elioration de notre travail sur les quadriques et de son
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extension dans plusieurs directions : pour mieux comprendre les di��erents cas d�eg�en�er�es,
reconnâ�tre plus facilement la morphologie de l'intersection, prendre en compte des primitives
plus complexes, et travailler en dimension sup�erieure. Lath�eorie des invariants (c.-�a-d. l'�etude
des formes alg�ebriques qui restent inchang�ees sous l'e�et de transformations lin�eaires) joue
ici un rôle de tout premier ordre pour identi�er des pr�edicats de� faible degr�e � .

Arrangements de quadriques et applications. Les arrangements d'objets g�eom�etriques
jouent un rôle fondamental en g�eom�etrie combinatoire etalgorithmique depuis plusieurs
d�ecennies. Ils ont �et�e utilis�es pour r�esoudre des probl�emes dans une grande vari�et�e d'ap-
plications, comme la plani�cation de trajectoires de robots mobiles, la vision arti�cielle, la
chirurgie assist�ee par ordinateur, ou la biologie mol�eculaire algorithmique. Leur attrait tient
essentiellement au fait qu'ils permettent de discr�etiserde mani�ere �ne et topologiquement
exacte des probl�emes continus.

Dans ce cadre, je travaille sur les structures de donn�ees, les algorithmes et les pr�edicats pour
calculer e�cacement les arrangements de surfaces de faibledegr�e et d'autres structures du
même ordre. Les e�orts portent tout particuli�erement sur un sous-probl�eme connu sous le
nom de conversionCsg-Br ep, c.-�a-d. le calcul du� bord � d'un mod�ele construit par assem-
blage (unions, intersections, di��erences) de volumes courbes �el�ementaires. Je d�eveloppe et
j'implante un algorithme pour la construction e�cace et exacte deBr eps de mod�eles born�es
par des quadriques en position quelconque. Sur le long terme, j'�etudierai les applications des
arrangements et sous-arrangements de quadriques.

Aspects alg�ebriques de la visibilit�e 3D et th�eorie des droite s. Les calculs de visibilit�e
sont au centre de nombreuses applications en graphisme. Dans les trois d�ecennies qui ont
suivi l'�emergence des probl�emes de visibilit�e 3D, le foss�e entre la th�eorie et la pratique s'est
consid�erablement creus�e, les performances des cartes graphiques sans cesse accrues masquant
graduellement le manque de compr�ehension th�eorique.

Pour d�evelopper des solutions novatrices et math�ematiquement fond�ees aux probl�emes de
visibilit�e, je cherche �a mieux comprendre la th�eorie desdroites sous-tendant les questions
de visibilit�e 3D. Pour les objets poly�edriques, la visibilit�e est bien comprise même si la
plupart des solutions actuelles �echouent �a exploiter la nature intrins�equement globale de la
visibilit�e. L'implantation robuste d'algorithmes pour c onstruire des structures de visibilit�e
globales et y faire des requêtes achoppe sur l'identi�cation de pr�edicats de� faible degr�e �
et sur l'�elaboration de strat�egies d'�evaluation e�cace s. Pour les objets courbes, même les
plus simples, la situation est encore moins reluisante, puisqu'on ne dispose pas �a l'heure
actuelle d'un ensemble de pr�edicats polynomiaux satisfaisants. Dans ce cadre, je travaille
sur les courbes et surfaces d'�ev�enement visuel qui entrent en jeu lorsque l'on s'int�eresse �a la
visibilit�e pour les objets courbes g�en�eraux. En�n, j'explore les relations entre les ensembles
de droites au c�ur des questions de visibilit�e et des probl�emes en th�eorie des transversales.

R�ealisation et di�usion de logiciels

Intersection de quadriques. Notre logiciel d'intersection de quadriques s'appelleQi .
C'est la premi�ere implantation exacte, e�cace et utilisable d'un algorithme de param�etrage
de l'intersection de deux quadriques arbitraires, donn�ees sous forme implicite, �a coe�cients
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entiers. L'implantation fournit la premi�ere solution robuste compl�ete �a ce qui est sans doute
le probl�eme le plus fondamental de la mod�elisation �a basede surfaces implicites courbes.

Qi est �ecrit en C++. Je suis le principal auteur du code (� 70%), l'autre grand contributeur
�etant Sylvain Lazard. L'implantation a n�ecessit�e envir on 6 mois de travail. Elle repr�esente
approximativement 20 000 lignes de code.Qi a �et�e enregistr�e �a l'Agence de protection des
programmes (App ). Sa premi�ere di�usion publique a eu lieu en juin 2004. Le logiciel est
actuellement distribu�e sous licenceInria (gratuit pour une utilisation non-commerciale) et
sera prochainement propos�e sous licence publiqueGnu . Qi est disponible au t�el�echargement
sur la forge de l'Inria 2.

Qi a �et�e int�egr�e �a la biblioth�eque g�eom�etrique Exacus 3 d�evelopp�ee au Max-Planck-Institut
f•ur Informatik (Sarrebruck, Allemagne). En dehors du calcul g�eom�etrique et de la Cgao
(Conception g�eom�etrique assist�ee par ordinateur),Qi a trouv�e des utilisations dans une
gamme assez vaste et inattendue d'applications, comme l'a con�rm�e le retour des inter-
nautes ayant t�el�echarg�e le code. Par exemple, il est utilis�e en photochimie pour l'�etude des
interactions entre surfaces d'�energie potentielle (Imperial College, Londres), en vision arti-
�cielle pour calculer l'image de coniques vues par une cam�era catadioptrique avec miroir
paraboloidal (Irit , Toulouse) ou encore en math�ematiques pour le calcul du 
otd'hyper-
surfaces de r�evolution selon la courbure moyenne �a volumeconstant (Universite de Lom�e,
Togo).

Least Squares Conformal Maps. L'algorithme Lscm pour le param�etrage de maillages
triangulaires a eu un impact industriel signi�catif. En particulier, il a �et�e implant�e dans
Maya, la solution de mod�elisation, animation et rendu 3D d�evelopp�ee par Autodesk, dans le
modeleur 3Dopen sourceBlender et dans le logiciel de mod�elisation 3D de nouvelle g�en�e-
ration Silo d�evelopp�e par Nevercenter Ltd Co4. Il a �egalement �et�e int�egr�e �a la biblioth�eque
Cgal , le standard en mati�ere d'algorithmes g�eom�etriques.

Valorisation et transfert technologique

Collaboration industrielle. Depuis 2000, nous avons une collaboration suivie (mais infor-
melle) avec leCirtes 5, le Centre europ�een de prototypage rapide et outillage rapide, situ�e �a
Saint-Di�e-des-Vosges (France). La collaboration porte sur la principale technique de prototy-
page rapide d�evelopp�ee auCirtes , baptis�ee Stratoconception
R . Cette technique consiste �a
d�ecomposer la pi�ece par calcul en un ensemble de couches �el�ementaires simples (� strates� )
dans lesquelles sont introduits des renforts et inserts. Les pi�eces �el�ementaires sont identi��ees
et usin�ees directement par des proc�ed�es rapides et classiques (microfraisage, d�ecoupe laser,
d�ecoupe jet d'eau, ...) �a partir de mat�eriaux en plaques. Ces strates sont ensuite assem-
bl�ees pour reconstituer l'objet �nal. C'est actuellement le seul proc�ed�e capable de r�ealiser
des prototypes de machines ou pi�eces m�ecaniques de grandes dimensions en liant plusieurs
mat�eriaux.

2http://libqi.gforge.inria.fr/
3http://www.mpi-inf.mpg.de/projects/EXACUS/
4http://www.autodesk.com , http://www.blender3d.org , http://www.nevercenter.com
5http://www.cirtes.fr
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Tous les objets ne peuvent pas être parfaitement fabriqu�es par cette approche. Certaines
r�egions sont en e�et inaccessibles �a l'outil d'usinage qui a en g�en�eral un nombre r�eduit de
degr�es de libert�e. Le choix de la direction d'usinage et laposition des strates a un impact
fort sur la qualit�e du produit �ni. Calculer la strat�egie d e d�ecoupage optimale et la meilleure
direction d'usinage de mani�ere �a minimiser le volume des r�egions inaccessibles est un pro-
bl�eme ouvert. Nous avons propos�e une solution pratique approch�ee �a ce probl�eme qui a �et�e
test�ee avec succ�es et est maintenant utilis�ee par leCirtes . Ce travail a fait l'objet de la
th�ese de G. Lauvaux (voir ci-dessous).

Start-up. J'ai �et�e membre fondateur et consultant scienti�que de Vsp-Technology, une
start-up cr�e�ee en 2001 par deux anciens doctorants du projet Isa (F. Cuny et C. Winkler).
Pendant plusieurs ann�ees, la soci�et�e a d�evelopp�e et commercialis�e des solutions logicielles
pour la simulation de l'�eclairage dans des environnements3D et la visualisation haute per-
formance. Malheureusement, elle a dû fermer ses portes en 2006.

Encadrement d'activit�es de recherche

Je supervise actuellement les doctorants et post-doctorants suivants (avec la part prise dans
leur encadrement) :

� Maria Pentcheva (2004-), doctorante, sur la conversionCsg-Br ep de solides form�es d'as-
semblages de volumes quadratiques (� 70%). Ce travail devrait mener �a la premi�ere im-
plantation exacte d'un algorithme d'�evaluation du bord pour des objets courbes en position
arbitraire. M. Pentcheva est co-encadr�ee par S. Lazard.

� Luis Pe~naranda (2006-), doctorant, sur l'interfa�cage delogiciels alg�ebriques (Fg b-Rs) avec
Cgal , la conception d'un noyau alg�ebrique utilisant ces logiciels et l'utilisation e�cace
et robuste du noyau de calcul pour des applications comme le calcul d'arrangements de
courbes alg�ebriques dans le plan (� 50%). Nous esp�erons ainsi d�emontrer que la machi-
nerie alg�ebrique certi��ee est aujourd'hui su�samment m ûre pour être utilis�ee de fa�con
routini�ere. L'encadrement est partag�e avec S. Lazard.

� Elias Tsigaridas (2006-), postdoc de l'Universit�e nationale d'Ath�enes, sur l'optimisation
des calculs alg�ebriques en petit degr�e et l'utilisation du calcul alg�ebrique certi��e pour
des probl�emes comme le calcul de la topologie de courbes alg�ebriques planes (� 50%).
L'�etudiant est co-encadr�e par S. Lazard.

Je suis �egalement impliqu�e, bien que de fa�con moins signi�cative (� 20%), dans l'encadre-
ment des th�eses de Marc Glisse (2004-), sur les aspects combinatoires de la g�eom�etrie des
droites et de la visibilit�e 3D, et de Linqiao Zhang (2003-),sur l'implantation robuste et
e�ective du squelette de visibilit�e 3D.

Par le pass�e, j'ai co-encadr�e les th�eses et stages postdoctoraux suivants :

� Fran�cois Cuny (� 40%), th�ese intitul�ee Radiosit�e �a base d'ondelettes sur des surfaces
param�etriques, soutenue le 13 octobre 2000 (avec J.-C. Paul). F. Cuny est secr�etaire du
groupe th�ematique Ocds (Outils de conception et d�eveloppement de syst�emes) du p^ole
de comp�etitivit�e System@TIC Paris-R�egion. Il �etait au paravant Pdg de la start-up Vsp-
Technology.
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� Xavier Goaoc (� 30%), th�ese intitul�ee Structures de visibilit�e globales : taille, calcul et d�e-
g�en�erescences, soutenue le 10 mai 2004 (avec S. Lazard). X. Goaoc est charg�ede recherche
�a l' Inria Lorraine.

� Laurent Dupont (� 50%), th�ese intitul�ee Param�etrage quasi-optimal de l'intersection de
deux quadriques : th�eorie, algorithme et implantation, soutenue le 6 octobre 2004 (avec S.
Lazard). L. Dupont est mâ�tre de conf�erences �a l'Universit�e Nancy 2.

� Geo�roy Lauvaux (� 30%), th�ese Cifre intitul�ee La r�ealisation d'�uvres d'art par pro-
totypage rapide avec le proc�ed�e de Stratoconception
R , soutenue le 17 juin 2005 (avec H.
Everett et S. Lazard). G. Lauvaux est ing�enieur de recherche auCirtes .

� C�edric Lamathe (� 50%), postdoc (2003-2004) sur la complexit�e des algorithmes de
conversionCsg-Br ep pour des objets courbes (avec S. Lazard). C. Lamathe est professeur
associ�e �a l'Universit�e du Qu�ebec �a Montr�eal.

� Hyeon-Suk Na (� 30%), postdoc (2001-2002) sur la complexit�e des structuresde visibilit�e
3D d'objets distribu�es al�eatoirement (avec H. Everett et S. Lazard). H.-S. Na est professeur
�a l'Universit�e Soongsil, S�eoul, Cor�ee du Sud.

Au �l des ann�ees, j'ai �egalement encadr�e les �etudiants suivants en stages deDea ou Master :

� Gilles Simon (1995) sur le calcul du point de vue �a partir d'une image d'une sc�ene calibr�ee.
G. Simon est mâ�tre de conf�erences �a l'Universit�e Henri Poincar�e.

� Sylvain Cunzi (1996) sur le calcul de facteurs de forme pour des objets courbes. S. Cunzi
est directeur technique de la soci�et�e Coyote Software, studio de d�eveloppement de jeux
vid�eo.

� Herv�e Barth�elemy (1998) sur l'implantation de la fonction pl�enoptique. H. Barth�elemy est
professeur �a l'Eisti .

� Nicolas Ray (1998) sur la visualisation de donn�ees volumiques. N. Ray est charg�e de
recherche �a l'Inria Lorraine.

� �Eric Colin de Verdi�ere (1999) sur le calcul d'enveloppes visuelles externes.�E. Colin de
Verdi�ere est charg�e de rechercheCnrs �a l' Ens Paris.

� Laurent Dupont (2000) sur l'implantation de la m�ethode de Levin pour le calcul de l'in-
tersection de quadriques. L. Dupont est mâ�tre de conf�erences �a l'Universit�e Nancy 2.

� Clovis Scha� (2003) sur la d�etection rapide du type de l'intersection de deux quadriques.
C. Scha� travaille pour la soci�et�e de services europ�eenne Amadeus.

� Lacramioara Astefanoaei (2006) sur l'intersection de quadriques dynamiques. L. Astefa-
noaei est en th�ese �a l'Universit�e d'Utrecht, Pays-Bas.

En�n, j'ai fait partie des jurys de th�ese ext�erieurs suivants :

� Frank Da, th�ese intitul�ee L'interpolation de formes, soutenue le 21 janvier 2002 �a l'Inria
Sophia Antipolis (directeur de th�ese : Jean-Daniel Boissonnat).

� Marc Pouget, th�ese intitul�ee G�eom�etrie des surfaces : de l'estimation des quantit�es di��e-
rentielles locales �a l'extraction robuste d'�el�ements caract�eristiques globaux, soutenue le 2
d�ecembre 2005 �a l'Inria Sophia Antipolis (directeur de th�ese : Fr�ed�eric Cazals).
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Di�usion de l'information scienti�que

Je suis actuellement membre du comit�e �editorial deLa Lettre du LORIA. Cette publication
trimestrielle, largement di�us�ee �a l'ext�erieur, a pour objet de pr�esenter divers aspects de
la recherche construite au sein du laboratoire. Il s'agit avant tout d'un travail de vulgari-
sation �a destination des responsables politiques r�egionaux et des partenaires industriels et
acad�emiques du laboratoire.

Responsabilit�es collectives

Animation scienti�que. En 1999, j'ai cr�e�e et pris la tête du groupe � Mod�elisation et
calcul g�eom�etrique � du projet Isa du Loria . En 2001, je suis devenu responsable perma-
nent du projet. Isa �etait alors un gros projet, avec plus de 35 personnes. Le responsable
scienti�que, Jean-Claude Paul, �etait �a ce moment-l�a pr�esident du Comit�e des projets de
l' Inria Lorraine. Je le secondais dans la gestion et la supervision des trois groupes de re-
cherche au sein d'Isa (les deux autres �etant � R�ealit�e augment�ee � et � Synth�ese d'images
et illumination globale � ). Apr�es le d�epart du professeur Paul pour la Chine en 2004, je suis
devenu responsable scienti�que d'Isa pour les deux ann�ees suivantes, pendant que les trois
groupes s'engageaient sur la voie de la cr�eation de projetsInria autonomes. J'ai pris une
part pr�epond�erante dans la r�edaction de notre projet de recherche sur le calcul g�eom�etrique
e�ectif. Notre groupe de mod�elisation est o�ciellement devenu projet Inria , sous le nom de
Vegas , en septembre 2005 (les deux autres groupes devenant les projets Magrit , th�eme
Inria Cog B, et Alice , th�eme Inria Cog D). Je suis responsable permanent deVegas
depuis sa cr�eation.

Implication dans des programmes nationaux et internationa ux. En 2005-2006, j'ai
�et�e coordinateur de l' Arc (Action de recherche coop�erative)Inria Arcadia sur les arrange-
ments de quadriques6. Cette Arc rassemblait des chercheurs du Laboratoire d'algorithmique
g�eom�etrique et alg�ebrique de l'Universit�e nationale d'Ath�enes, du projet Geometrica de
l' Inria Sophia Antipolis et du projet Vegas .

J'ai auparavant �et�e porteur d'une Aci Jeunes chercheurs du minist�ere de l'�Education et
de la Recherche pour la p�eriode 2003-2006. CetteAci avait pour th�eme la � G�eom�etrie
e�ective pour le rendu r�ealiste de sc�enes complexes� . J'ai �egalement port�e une Atip (Action
th�ematique incitative sur programme) Jeune �equipe duCnrs sur un th�eme similaire, sur la
p�eriode 2003-2005.

Au �l des ann�ees, j'ai pris part �a de nombreux programmes nationaux et internationaux, no-
tamment l'�equipe associ�eeInria McGill- Isa 7 ; lesArc s Inria Costic (2000-2001),Visi 3D
(2000-2001),Plasma (2002-2003),Docking (2003-2004) ; ou encore le projetCnrs -Inria -
Universit�e de l'Illinois sur les probl�emes d'optimisation en topologie algorithmique (2005-
2006).

Autres responsabilit�es. De 1998 �a 2004, j'ai �et�e membre titulaire de la Commissionde
sp�ecialistes 27e section de l'Universit�e Henri Poincar�e. De 2002 �a 2006, j'ai �et�e pr�esident, apr�es

6http://www.loria.fr/~petitjea/Arcadia/
7http://www.loria.fr/~everett/McGill-ISA/McGill-ISA.html
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en avoir �et�e membre, du Comit�e des th�eses de l'Afit (Association fran�caise d'informatique
th�eorique), qui d�ecerne tous les ans un prix �a la meilleure th�ese en informatique th�eorique
soutenue en France dans l'ann�ee.

Rayonnement scienti�que

Organisation de colloques. En 2002, j'ai �et�e co-organisateur (avec H. Everett et S. La-
zard) des Journ�ees de g�eom�etrie algorithmique, la conf�erence annuelle de la communaut�e
fran�caise de g�eom�etrie algorithmique. La conf�erence aeu lieu �a Obernai, avec plus de 50
participants. J'ai �egalement organis�e deuxworkshopssur les arrangements de quadriques en
2005 �a Nancy et 2006 �a Ath�enes. En�n, j'organise (avec H. Everett, X. Goaoc et S. Lazard)
le 24e European Workshop on Computational Geometry, qui aura lieu �a Nancy du 17 au 19
mars 2008. Plus de 100 participants sont attendus.

Participation �a des comit�es de programme. J'ai fait partie du comit�e de programme
de la conf�erenceIccv (Ieee International Conference on Computer Vision) en 2001, 2003
et 2007, de la conf�erenceCvpr (Ieee International Conference on Computer Vision and
Pattern Recognition) en 2005 et 2007, et de la conf�erenceEccv (European Conference on
Computer Vision) en 2006.

Collaborations nationales et internationales. J'ai actuellement plusieurs collabora-
tions actives avec des chercheurs �etrangers, notamment : Otfried Cheong (Korea Advanced
Institute of Science and Technology, Cor�ee du Sud) et Andreas Holmsen (D�epartement de
math�ematiques, Universit�e de Bergen, Norv�ege) sur la th�eorie des droites transversales et
les th�eor�emes de type Helly pour les transversales ; Ciprian Borcea (Rider University, �Etats-
Unis) sur les aspects alg�ebriques de la visibilit�e 3D ; GertVegter (Universit�e de Groningue,
Pays-Bas) sur l'approximation de courbes planaires par dessplines coniques ; et Elmar Sch•o-
mer et Michael Hemmer (Universit�e de Mayence, Allemagne) sur le calcul des intersections
de triplets de quadriques. Sur le plan national, je collabore essentiellement avec d'autres
projets Inria , en particulier Geometrica (Olivier Devillers et Monique Teillaud) �a l' Inria
Sophia Antipolis et Salsa (Daniel Lazard et Fabrice Rouillier) �a l' Inria Rocquencourt.

�Evaluation d'articles ( peer reviewing ). �Evaluateur r�egulier pour les revuesACM Tran-
sactions on Graphics, IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence,
IEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetics, International Journal of Computer
Vision, Computational Geometry : Theory and Applications, Journal of Symbolic Compu-
tation, Acta Mathematica, Journal of Mathematical Imaging and Vision, Computer Vision
and Image Understandingainsi que pour les conf�erences majeuresIccv , Cvpr , Eccv , Socg
(Acm Symposium on Computational Geometry),Issac (International Symposium on Sym-
bolic and Algebraic Computation) et Siggraph (International Conference on Computer
Graphics and Interactive Techniques).
�Evaluateur pour Mathematical Reviews, une base de donn�ees publi�ee par l'American Mathe-
matical Society o�u l'ensemble de la production mondiale enmath�ematiques est r�ef�erenc�ee et
annot�ee.

Prix et distinctions. Prix de th�ese de l'Institut national polytechnique de Lorraine (Inpl )
en 1996.
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Liste compl�ete de publications

Journaux internationaux

[1] C. Borcea, X. Goaoc, and S. Petitjean. Line transversals to disjoint balls. Discrete and
Computational Geometry, 2007. Accepted. (pages19 et 99)

[2] L. Dupont, D. Lazard, S. Lazard, and S. Petitjean. Near-optimal parameterization of
the intersection of quadrics: I. The generic algorithm.Journal of Symbolic Computa-
tion, 2007. Accepted. (pages16 et 41)

[3] L. Dupont, D. Lazard, S. Lazard, and S. Petitjean. Near-optimal parameterization
of the intersection of quadrics: II. A classi�cation of pencils. Journal of Symbolic
Computation, 2007. Accepted. (pages16 et 57)

[4] L. Dupont, D. Lazard, S. Lazard, and S. Petitjean. Near-optimal parameterization
of the intersection of quadrics: III. Parameterizing singular intersections. Journal of
Symbolic Computation, 2007. Accepted. (pages16 et 67)

[5] O. Cheong, X. Goaoc, A. Holmsen, and S. Petitjean. Helly-typetheorems for line
transversals to disjoint unit balls. Discrete and Computational Geometry, 2007. To
appear. (pages18 et 99)

[6] H. Everett, S. Lazard, S. Petitjean, and L. Zhang. On the expected size of the 2D
visibility complex. International Journal of Computational Geometry and Applications,
2007. To appear. (page17)

[7] C. Borcea, X. Goaoc, S. Lazard, and S. Petitjean. Common tangents to spheres inR3.
Discrete and Computational Geometry, 35(2):287{300, 2006. (pages17, 93 et 95)

[8] S. Lazard, L. M. Pe~naranda, and S. Petitjean. Intersecting quadrics: an e�cient
and exact implementation.Computational Geometry: Theory and Applications, 35(1{
2):74{99, 2006. (pages16, 41, 50, 51 et 67)

[9] O. Devillers, V. Dujmovic, H. Everett, X. Goaoc, H.-S. Na, and S. Petitjean. The
expected number of 3D visibility events is linear. SIAM Journal on Computing,
32(6):1586{1620, 2003. (page17)

[10] B. L�evy, S. Petitjean, N. Ray, and J. Maillot. Least squares conformal maps for
automatic texture atlas generation. ACM Transactions on Graphics, 21(3):362{371,
2002. Proceedings of SIGGRAPH 2002. (page12)

[11] S. Petitjean. A survey of methods for recovering quadrics in triangle meshes.ACM
Computing Surveys, 34(2):211{262, 2002. (page15)

[12] L. Alonso, F. Cuny, S. Petitjean, J.-C. Paul, S. Lazard, and E. Wies. The virtual
mesh: a geometric abstraction for e�ciently computing radiosity. ACM Transactions
on Graphics, 20(3):169{201, 2001. (page13)
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[13] S. Petitjean and E. Boyer. Regular and non-regular point sets: properties and recon-
struction. Computational Geometry: Theory and Applications, 19(2-3):101{126, 2001.
(page12)

[14] S. Petitjean. Algebraic geometry and computer vision: polynomial systems, real and
complex roots. Journal of Mathematical Imaging and Vision, 10(3):191{220, 1999.
(page10)

[15] M.-O. Berger, B. Wrobel-Dautcourt, S. Petitjean, and G. Simon. Mixing synthetic
and video images of an outdoor urban environment.Machine Vision and Applications,
11:145{159, 1999. (page11)

[16] S. Petitjean. A computational geometric approach to visual hulls.International Journal
of Computational Geometry and Applications, 8(4):407{436, 1998. Special issue on
applied computational geometry, edited by Ming Lin and Dinesh Manocha. (page15)

[17] S. Petitjean. The enumerative geometry of projective algebraic surfaces and the com-
plexity of aspect graphs.International Journal of Computer Vision, 19(3):1{27, 1996.
(page9)

[18] S. Petitjean, J. Ponce, and D.J. Kriegman. Computing exact aspect graphs of curved
objects: algebraic surfaces.International Journal of Computer Vision, 9(3):231{255,
December 1992. (pages9 et 115)

Conf�erences internationales

[19] S. Petitjean, S. Ghosh, and G. Vegter. Complexity of approximation by conic splines.
In Proc. of EuroCG (European Workshop on Computational Geometry), 2007. To
appear. (page19)

[20] C. Borcea, X. Goaoc, and S. Petitjean. Line transversalsto disjoint balls. Proc. of
SoCG (ACM Symposium on Computational Geometry), 2007. To appear. (pages19
et 99)

[21] H. Everett, S. Lazard, S. Petitjean, and L. Zhang. An experimental assessment of the
2D visibility complex. In Proc. of CCCG (Canadian Conference on Computational
Geometry), 2005. (page17)

[22] L. Dupont, D. Lazard, S. Lazard, and S. Petitjean. Near-optimal parameterization
of the intersection of quadrics: theory and implementation. In Proc. of International
Conference on Polynomial System Solving, 2004. (page16)

[23] S. Lazard, L. M. Pe~naranda, and S. Petitjean. Intersecting quadrics: an e�cient
and exact implementation. In Proc. of SoCG (ACM Symposium on Computational
Geometry), pages 419{428, 2004. (page16)

[24] L. Dupont, D. Lazard, S. Lazard, and S. Petitjean. Near-optimal parameterization of
the intersection of quadrics. InProc. of SoCG (ACM Symposium on Computational
Geometry), pages 246{255, 2003. (page16)
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[25] B. L�evy and S. Petitjean. Least squares conformal maps. In Proc. of International
Conference on Curves and Surfaces, 2002. (page12)

[26] E. Boyer and S. Petitjean. Curve and surface reconstruction from regular and non-
regular point sets. InProc. of CVPR (International Conference on Computer Vision
and Pattern Recognition), pages 659{665, 2000. (page12)

[27] M.-O. Berger, G. Simon, S. Petitjean, and B. Wrobel-Dautcourt. Mixing synthesis and
video images of outdoor environments: application to the bridges of Paris. InProc.
of ICPR (International Conference on Pattern Recognition), volume 1, pages 90{94,
1996. (page11)

[28] S. Petitjean. The number of views of piecewise-smooth algebraic objects. In E. Mayr
and C. Puech, editors,Proc. of STACS (Symposium on Theoretical Aspects of Com-
puter Science), volume 900 ofLecture Notes in Computer Science, pages 571{582.
Springer-Verlag, 1995. M•unchen, Germany, March 2-4. (page9)

[29] S. Petitjean. Automating the construction of stationary multiple-point classes. InProc.
of ISSAC (International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation), pages
9{14, Oxford, United Kingdom, July 1994. ACM Press. (page10)

[30] S. Petitjean. On the enumerative geometry of aspect graphs. In J.-O. Eklundh, editor,
Proc. of ECCV (European Conference on Computer Vision), volume 800-1 ofLecture
Notes in Computer Science, pages 421{426. Springer-Verlag, 1994. (page9)

[31] S. Petitjean. Algebraic geometry and object representation in computer vision. In
M. Hebert, J. Ponce, T. Boult, and A. Gross, editors,Proceedings of the International
NSF/Arpa Workshop on Object Representation in Computer Vision, volume 994 of
Lecture Notes in Computer Science, pages 155{166. Springer-Verlag, 1995. New-York,
December 5-7, 1994. (page10)

[32] J. Ponce, S. Petitjean, and D.J. Kriegman. Computing exact aspect graphs of curved
objects: algebraic surfaces. In G. Sandini, editor,Proc. of ECCV (European Conference
on Computer Vision), volume 588 ofLecture Notes in Computer Science, pages 599{
614. Springer-Verlag, 1992. (page9)

Chapitres d'ouvrage

[33] L. Dupont, D. Lazard, S. Lazard, and S. Petitjean. Towards the robust intersection
of implicit quadrics. In J. Winkler and M. Niranjan, editors, Uncertainty in Geomet-
ric Computations, volume 704 ofInternational Series in Engineering and Computer
Science, chapter 5, pages 59{68. Kluwer Academic Publishers, 2002. (page16)

[34] S. Petitjean. The complexity and enumerative geometryof aspect graphs of smooth
surfaces.Progress in Mathematics, 143:317{352, 1996. Proceedings of MEGA (Inter-
national Symposium on E�ective Methods in Algebraic Geometry), Santander, Spain,
April 1994. (page9)
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[35] J. Ponce, D.J. Kriegman, S. Petitjean, S. Sullivan, G. Taubin, and B. Vijayakumar.
Representations and algorithms for 3D curved object recognition. In P. Flynn and
A. Jain, editors, Three-Dimensional Object Recognition Systems, pages 327{352. Else-
vier Press, 1993. (page9)

Soumissions et pr�epublications

[36] S. Petitjean, S. Ghosh, and G. Vegter. Complexity of approximation by conic splines.
Mathematics in Computer Science, 2007. Submitted (30 pages). (page19)

[37] C. Borcea, X. Goaoc, S. Lazard, and S. Petitjean. On tangents to quadric surfaces.
Proc. of Edinburgh Mathematical Society, 2006. In preparation (50 pages). (pages17
et 93)

Th�eses

[38] S. Petitjean. G�eom�etrie �enum�erative et contacts de vari�et�es lin�eaires: application
aux graphes d'aspects d'objets courbes. PhD thesis, Institut national polytechnique de
Lorraine, CRIN-CNRS & INRIA Lorraine, March 1995. (page9)

[39] S. Petitjean. Computing exact aspect graphs of curved objects bounded by smooth
algebraic surfaces, 1992. Master's Thesis, University of Illinois. (page9)
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Introduction

Le monde physique dans lequel nous vivons est essentiellement g�eom�etrique. Les calculs im-
pliquant des mod�eles d'objets r�eels doivent g�erer des donn�ees g�eom�etriques. Les applications
de nature calculatoire qui manipulent des mod�eles g�eom�etriques sont donc omnipr�esentes
en science. Le calcul g�eom�etrique est une brique centralede nombreux domaines, comme
la conception assist�ee par ordinateur, le graphisme, la biologie mol�eculaire, la robotique, la
vision arti�cielle et bien d'autres. Les progr�es rapides des cartes graphiques, des r�eseaux et
des syst�emes de visualisation rendent le calcul g�eom�etrique encore plus fondamental.

Depuis plus de trois d�ecennies, la g�eom�etrie algorithmique est la discipline d�edi�ee �a l'�eta-
blissement de bases solides pour l'�etude des algorithmes g�eom�etriques qui rel�event de ces
applications. Elle s'est historiquement et traditionnellement concentr�ee sur le traitement
d'objets lin�eaires comme des segments de droites et des polygones dans le plan, et des en-
sembles de points et des polytopes dans l'espace 3D. Pour de nombreuses applications, parti-
culi�erement dans les domaines du graphisme et de la mod�elisation de solides, il est n�ecessaire
de manipuler des objets g�en�eraux comme des courbes et des surfaces complexes. L'approxi-
mation usuelle par des primitives de plus faible degr�e (typiquement des triangles), bien que
tr�es utile dans de nombreuses applications, pr�esente plusieurs inconv�enients : introduction
d'erreurs num�eriques intempestives, impossibilit�e d'assurer la coh�erence topologique, forte
augmentation de la complexit�e des mod�eles pour repr�esenter �d�element la g�eom�etrie, etc.

Malgr�e un volume d'acquis �enorme, la g�eom�etrie algorithmique classique a peu �a o�rir pour
prendre en compte la g�eom�etrie exacte des objets courbes.Parmi les probl�emes induits par
l'ouverture de la g�eom�etrie algorithmique aux objets courbes, mentionnons : l'extension (voir
même la refonte compl�ete) des structures de donn�ees et algorithmes même parmi les plus
basiques (diagrammes de Vorono•�, algorithmes de balayage, arrangements, ...) ; l'irruption
massive de questions alg�ebriques et donc le besoin imp�erieux d'outils de r�esolution alg�ebrique
e�caces ; l'explosion du nombre de cas d�eg�en�er�es (dans les applications g�eom�etriques, ils
sont souvent la norme, non l'exception) et par cons�equent la di�cult�e accrue d'�ecrire des
logiciels robustes ; ou encore la n�ecessit�e de r�eviser lanotion habituelle de complexit�e pour
y incorporer la complexit�e arithm�etique, l'hypoth�ese que les op�erations prennent un temps
constant (mod�ele real RAM ) n'�etant plus r�ealiste.

Calcul g�eom�etrique exact

Diverses tentatives visant �a g�erer de mani�ere robuste les d�eg�en�erescences parmi des ob-
jets non-triviaux ont men�e au d�eveloppement ducalcul g�eom�etrique exact. Rappellons qu'un
objet g�eom�etrique consiste en deux choses : une structurecombinatoire (qui, par exemple,
encode les incidences entre les �el�ements constitutifs del'objet) et un ensemble de quantit�es
num�eriques d�ecrivant le plongement de l'objet dans l'espace. Comme il y a des contraintes
de coh�erence gouvernant la relation entre l'information combinatoire et les quantit�es nu-
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m�eriques, l'instabilit�e num�erique des algorithmes g�eom�etriques est intimement li�ee �a cette
double nature des objets g�eom�etriques. Travailler sous le paradigme du calcul exact signi�e
faire des calculs dans lesquels les quantit�es num�eriquessont �evalu�ees avec une pr�ecision suf-
�sante (voir même exactement si besoin est) pour que la structure combinatoire sous-jacente
soit math�ematiquement exacte.

La d�ependance de d�ecisions combinatoires sur des calculsnum�eriques est encapsul�ee dans
la notion de pr�edicats g�eom�etriques. �Evaluer un pr�edicat g�eom�etrique consiste en g�en�eral �a
d�eterminer le signe d'une expression polynomiale en les quantit�es en entr�ee. Le signe lui-
même encode la r�eponse �a une requête g�eom�etrique simple comme� un point dans le plan
est-il �a l'int�erieur, �a l'ext�erieur ou sur un cercle ? � ou � �etant donn�ees deux surfaces, sont-
elles disjointes, tangentes ou s'intersectent-elles transversalement ?� . Le paradigme du calcul
g�eom�etrique exact n�ecessite que les pr�edicats soient �evalu�es correctement, assurant que les
branchements faits par l'algorithme sont corrects, que le logiciel ne va pas� planter � , boucler
ind�e�niment ou retourner un r�esultat faux, et donc que la structure topologique de la sortie
est correcte.

Les di�cult�es inh�erentes �a l'extension du r�epertoire d e la g�eom�etrie algorithmique aux
objets courbes, dans la philosophie du calcul exact, sont deplusieurs ordres, notamment
math�ematiques, algorithmiques et calculatoires. Alors que la majorit�e des r�esultats pass�es
de la g�eom�etrie algorithmique sont de nature combinatoire et s'int�eressent �a la complexit�e
asymptotique, le calcul e�ectif avec des objets courbes n�ecessite �egalement la r�esolution de
probl�emes g�eom�etriques de taille constante, c.-�a-d. des probl�emes comme� quatre surfaces
donn�ees admettent-elles des tangentes r�eelles communes? � . R�eussir dans cette entreprise
impose de d�evelopper une recherche pluridisciplinaire couvrant la g�eom�etrie projective, l'al-
g�ebre lin�eaire, l'alg�ebre algorithmique, les math�ematiques des courbes et des surfaces, la
th�eorie des invariants, et la g�eom�etrie alg�ebrique r�eelle et complexe.

Les recherches dans ce domaine ont toutes les chances d'avoir un impact fort sur les ap-
plications, en particulier en mod�elisation g�eom�etrique, Conception g�eom�etrique assist�ee par
ordinateur (Cgao ) et Conception assist�ee par ordinateur (Cao ). Il est connu que la plupart
des logiciels commerciaux de mod�elisation ne sont pas �ables et butent sur les instances de
probl�emes quasi-d�eg�en�er�ees.

Tour d'horizon

La derni�ere d�ecennie a connu une acc�el�eration marqu�eedes travaux, en g�eom�etrie algo-
rithmique et dans les domaines connexes, des travaux sur la manipulation exact d'objets
courbes. Les groupes de recherche en Europe ont �et�e �a l'avant-garde des e�orts dans ce
domaine, notamment avec les projets europ�eensEcg (E�ective Computational Geometry
for Curves and Surfaces, 2002-2005) { cf. [BT06] { et son successeurAcs (Algorithms for
Complex Shapes, 2005-2008). Mentionnons �egalement le projet europ�eenGaia II (2002-2005)
dont l'objectif �etait de combiner des techniques deCgao et de g�eom�etrie alg�ebrique classique
pour am�eliorer les algorithmes d'intersection dans les syst�emes deCao .

Le travail r�ealis�e peut grossi�erement se classer en trois cat�egories compl�ementaires : struc-
tures de donn�ees et algorithmes pour les courbes et les surfaces, probl�emes alg�ebriques en
calcul g�eom�etrique, et questions de robustesse et traitement des d�eg�en�erescences.
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Une partie importante des travaux sur les structures de donn�ees et les algorithmes s'est
concentr�ee sur le calcul exact d'arrangements d'objets courbes. Rappelons que, �etant donn�ee
une collection �nie d'objets g�eom�etriques, leur arrangement est la subdivision de l'espace
ambiant en cellules induites par les objets. L'attrait de ces structures vient essentiellement
du fait qu'elles permettent de discr�etiser de mani�ere pr�ecise et topologiquement correcte
des probl�emes continus. Beaucoup de travaux ont cherch�e �a �etendre l'algorithme classique
de balayage (Bentley-Ottmann) pour des courbes alg�ebriques planes et �a identi�er les fonc-
tions et pr�edicats appropri�es [FHK + 06]. Cette tâche a �et�e men�ee �a bien pour des arcs de
cercles [DFMT02], de coniques [BEH+ 02], de cubiques [EKSW04, EKSW06] et de quar-
tiques [Ber04, BHK + 05]. Le plongement �a pr�ecision �nie conservant la topologie(snap roun-
ding) a r�ecemment �et�e �etendu aux courbes de B�ezier [EKW07b]. En 3D, un algorithme a �et�e
propos�e pour balayer un arrangement de quadriques [MTT05] mais son int�erêt pratique est
limit�e tant il fait intervenir des constructions alg�ebri ques de degr�e important. Les arrange-
ment de quadriques ont �egalement �et�e �etudi�es sous l'angle de la projection d'intersections de
quadriques sur un plan et du balayage de l'arrangement de courbes quartiques r�esultant de
cette projection [SW06, Wol02].

La g�eom�etrie algorithmique sur/avec des objets courbes est une source importante de
probl�emes pour l'am�elioration des logiciels de calcul alg�ebrique [MPS+ 06] et il donc pas
surprenant de trouver les même auteurs impliqu�es dans lesdeux domaines. Par exemple,
balayer des courbes alg�ebriques g�en�erales implique d'en d�eterminer la topologie [DET07,
GVN02, EKW07a, Ker06, SW05], un probl�eme di�cile. De nombreux outils alg�ebriques
sont n�ecessaires pour la r�esolution e�cace et robuste de probl�emes de ce genre. Parmi eux,
mentionnons, sans ordre particulier : les r�esultants, lessuites de Sturm(-Habicht), la r�egle
des signes de Descartes [BPR03], les repr�esentations univari�ees rationnelles [Ouc06, Rou99],
l'isolation de racines r�eelles [ET06, RZ04], la comparaison de nombres alg�ebriques de faible
degr�e [ET04], . . . Des travaux se sont �egalement pench�es sur la manipulation des expressions
radicales, notamment la d�etermination par des calculs num�eriques du signe d'expressions
contenant des racines imbriqu�ees [BFM + 01, LY01].

La conception de logiciels g�eom�etriques sûrs repose surl'identi�cation des instances d�e-
g�en�er�ees du probl�eme consid�er�e et sur la d�etection e�cace de ces instances sous la forme
de l'�evaluation du signe de pr�edicats polynomiaux. Ces derni�eres ann�ees, l'accent a �et�e mis
sur l'�etude des d�eg�en�erescences et la d�etermination de pr�edicats simples pour des probl�emes
comme les tangentes/transversales aux droites et sph�eres[Meg01, MPT01, MST03, MS05,
ST06, The02, The03], le diagramme de Vorono•� d'ellipses [ETT06, ET07], les structures dif-
f�erentielles sur les surfaces [CFPR06a, CFPR06b, Gra04] et la morphologie et l'intersection
de primitives courbes simples [ABB06, Bri07, EGdR06, WWK01].

La principale motivation du paradigme du calcul exact �etant de fournir des implantations
r�ealistes et robustes, les chercheurs du domaine ont multipli�e les e�orts visant �a traduire
les progr�es obtenus sur le plan th�eorique en logiciels robustes. La majorit�e des r�esultats
du projet europ�een Ecg a �et�e int�egr�ee dans les biblioth�eques Cgal (Computational Geo-
metry Algorithms Library) [EKP+ 04, FGK+ 00, FT06] et Exacus (E�cient and Exact Al-
gorithms for Curves and Surfaces) [BEH+ 05]. Mentionnons �egalement deux autres biblio-
th�eques supportant le paradigme du calcul g�eom�etrique exact, �a savoir Leda [KN04, MN99]
et Core [KLPY99]. Sur le front alg�ebrique, plusieurs biblioth�eques ont �et�e d�evelopp�ees qui
permettent de manipuler des courbes et surfaces impliciteset param�etriques, et d'identi�er
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les z�eros r�eels de syst�emes polynomiaux g�en�eraux, notamment Axel , Synaps et Fg b/ Rs.
Elles reposent sur des implantations d'arithm�etique enti�ere en pr�ecision arbitraire comme
Gmp ou des arithm�etiques par intervalles commeMpfi et Boost .

Philosophie

L'alg�ebre joue clairement un rôle de premier plan dans le calcul g�eom�etrique exact. De
nombreuses op�erations au c�ur des algorithmes travaillant sur des primitives courbes se
r�eduisent �a �evaluer, manipuler et r�esoudre des syst�emes d'�equations polynomiales. Fort heu-
reusement, les performances de l'alg�ebre algorithmique ont tr�es fortement augment�e ces
derni�eres ann�ees. L'alg�ebre est aujourd'hui su�samment mûre pour r�esoudre des probl�emes
de taille cons�equente. Mais malgr�e de nombreux succ�es r�ecents, les algorithmes d'alg�ebre
algorithmique n�ecessitent toujours des calculs intensifs et restent possiblement di�ciles �a
mettre en �uvre de fa�con routini�ere. Par cons�equent, ma philosophie est que le recours aux
outils alg�ebriques ne doit se faire qu'en toute �n de parcours, lorsque le probl�eme a �et�e
compl�etement mis �a plat d'un point de vue g�eom�etrique. L 'intuition dicte (et l'exp�erience
prouve) que plus les courbes et surfaces consid�er�ees sontde faible degr�e, plus les algorithmes
peuvent tirer avantage de la g�eom�etrie.

De ce fait, je me concentre ici sur desprobl�emes de taille constanteimpliquant des objets
alg�ebriques de faible degr�e, o�u la g�eom�etrie jouera un rôle important. En toute g�en �eralit�e,
r�esoudre un probl�eme g�eom�etrique de taille constante dans le paradigme du calcul exact
implique de : caract�eriser les d�eg�en�erescences, qu'elles soient intrins�eques ou arti�ciellement
cr�e�ees par des choix algorithmiques ; traduire chaque d�ecision g�eom�etrique (et branchement
attach�e de l'algorithme) en l'�evaluation du signe d'une expression alg�ebrique ; et �evaluer
exactement et e�cacement le signe de ces expressions. L'�evaluation est en g�en�eral r�ealis�ee
grâce �a un m�elange d'arithm�etique par intervalles (quand la valeur de l'expression est suf-
�samment �eloign�ee de z�ero) et d'arithm�etique enti�ere (autrement). Il faut souligner que je
ne m'int�eresse pas ici �a la conception de �ltres arithm�etiques. Cependant, il est important
de r�ealiser que le degr�e des polynômes exprimant les pr�edicats g�eom�etriques est une mesure
directe du nombre de bits requis et de l'e�cacit�e de l'implantation : plus le pr�edicat est de
degr�e �elev�e, plus souvent les �ltres �echoueront et doncplus coûteuse sera l'�evaluation exacte.
Traduire chaque d�ecision g�eom�etrique en pr�edicats de� faible degr�e � est donc critique pour
limiter strictement les besoins arithm�etiques de l'implantation.

Survol du document

Dans ce m�emoire, je pr�esente plusieurs r�esultats qui contribuent �a donner des fondations
solides au calcul g�eom�etrique e�ectif pour des simples non-lin�eaires. Le � �l conducteur � de
ces travaux est la compr�ehension de la fa�con dont la g�eom�etrie contraint l'alg�ebre quand on
manipule des primitives alg�ebriques de faible degr�e.

Les Chapitres1-3 se focalisent sur le probl�eme du param�etrage exact et e�cace d'inter-
sections de quadriques �a coe�cients entiers dans l'espaceprojectif r�eel �a 3 dimensions. Les
nombreuses contributions �a ce probl�eme sont r�eparties sur trois chapitres. Le Chapitre 1
montre comment param�etrer l'intersection de mani�ere quasi-optimale dans le cas g�en�erique,
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c.-�a-d. quand l'intersection est une quartique lisse. L'accent est mis sur la� complexit�e alg�e-
brique � et sur la � complexit�e arithm�etique � . Le Chapitre 2 montre comment obtenir une
�enum�eration compl�ete de tous les types possibles d'intersection r�eelle de deux quadriques
quelconques, quand l'intersection est singuli�ere (c.-�a-d. non-g�en�erique). Puis des algorithmes
sont pr�esent�es pour d�eterminer le type de l'intersection de deux quadriques arbitraires don-
n�ees. En�n, le Chapitre 3 montre comment chaque type d'intersection singuli�ere peut être
param�etr�e avec l'id�ee de limiter au maximum l'apparitio n de racines carr�ees.

Le Chapitre 4 semble faire un pas en arri�ere, puisqu'il se penche sur la caract�erisation
des positions relatives de deux coniques projectives et surla mise au jour de pr�edicats de
faible degr�e permettant de r�ealiser cette caract�erisation. Mais au-del�a de la simplicit�e des
pr�edicats trouv�es, la partie int�eressante ici est la mani�ere dont ces pr�edicats apparaissent.
L'analyse est en e�et bas�ee sur la th�eorie classique des invariants, c.-�a-d. l'�etude des propri�et�es
intrins�eques de syst�emes polynomiaux. Il est assez naturel que cette th�eorie apparaisse dans
un tel contexte, puisqu'elle �etait vue comme un pont entre la g�eom�etrie et l'alg�ebre par les
math�ematiciens du 19e si�ecle (culminant avec le fameux Programme d'Erlangen de Felix
Klein).

Le Chapitre 5 �etudie le probl�eme des droites tangentes �a des sph�eres.Plus sp�eci�que-
ment, il montre comment caract�eriser les positions de quatre sph�eres ayant une in�nit�e de
tangentes r�eelles communes. La r�eponse s'av�ere être simple : les sph�eres doivent avoir leurs
centres align�es et avoir une tangente r�eelle commune. Une telle condition peut être test�ee
par l'�evaluation de pr�edicats g�eom�etriques simples, que nous d�ecrivons.

Partant du cadre d�e�ni au Chapitre 5, le Chapitre 6 �etudie l'ensemble des droites trans-
versales �a des boules. Il montre tout d'abord que les directions de droites transversales �a
trois boules disjointes de rayon quelconque deR3 forment un ensemble strictement convexe
de la sph�ere des directions. Ce r�esultat est obtenu en inspectant les morceaux de courbes
alg�ebriques apparaissant sur le bord de cet ensemble et en montrant qu'aucune in
exion ne
peut apparâ�tre lorsque les boules sont disjointes. Le r�esultat est ensuite �etendu �a un nombre
�ni de boules en toute dimension. Ce r�esultat important a denombreuses implications en
th�eorie des transversales, que nous explorons.

Le Chapitre 7 conclue le document et pr�esente une large gamme d'extensions des r�esultats
actuels et des perspectives pour les ann�ees �a venir.

Les publications sur lesquelles les chapitres de ce m�emoire sont bas�es ont �et�e rassembl�ees,
pour faciliter la tâche du lecteur, dans la PartieIII .
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Chapitre 1

Intersection de quadriques de P3(R) :
probl�ematique et cas g�en�erique

R�esum�e

Dans ce chapitre, nous introduisons le probl�eme du param�etrage de l'intersection de deux qua-
driques projectives deP3(R). Nous pr�esentons les grandes lignes de nos contributions dans le cas
o�u l'intersection est g�en�erique, c.-�a-d. une quartique li sse.
Ce chapitre fait un survol des publications [2] et [8], reprises respectivement dans les Chapitres8
(page 129) et 11 (page 135). Il donne �egalement quelques r�esultats nouveaux, notamment �a partir
de la Section1.4, qui am�eliorent la complexit�e arithm�etique des param�etrages dan s le cas g�en�erique
pr�esent�ee dans [8].

Soient QS; QT deux quadriques projectives r�eelles deP3(R). Soit C = QS \ QT leur inter-
section.C est une courbe de degr�e 4 qui peut prendre de nombreuses formes : quartique lisse,
quartique singuli�ere, cubique et droite, deux coniques s�ecantes, deux droites doubles, quatre
droites concourantes, ... L'objectif est d'obtenir un param�etrage le � plus simple possible�
de chacune des composantes deC. Cette � simplicit�e � se mesure selon trois crit�eres :

1. type de fonctions d�e�nissant les coordonn�ees du param�etrage (polynômes, . . . ) ;

2. taille de l'extension des coe�cients des fonctions ci-dessus (nombre de racines carr�ees,
racines imbriqu�ees) ;

3. hauteur des coe�cients (nombre de bits n�ecessaires pourla repr�esentation, relativement
�a la taille de l'entr�ee).

La di�cult�e de ce travail est que l'on souhaite minimiser la complexit�e du r�esultat selon ces
trois crit�eres simultan�ement.

Inutile de refaire ici l'historique du calcul de param�etrages de l'intersection de quadriques.
Le lecteur int�eress�e pourra se reporter aux articles correspondants. Contentons-nous de
mettre en avant quelques contributions-cl�es sur ce qui constitue sans doute le probl�eme le plus
fondamental en mod�elisation des solides : la m�ethode du faisceau de J. Levin [Lev76, Lev79],
premier algorithme g�en�eral ; la m�ethode alg�ebrique de Farouki et al. [FNO89] ; les m�ethodes
g�eom�etriques, restreintes �a certains types de quadriques, de Miller et Goldman [MG95]
et Shene et Johnstone [SJ94] ; la m�ethode par projection sur une cubique de Wanget
al. [WJG02] ; ou encore les am�eliorations r�ecentes de la m�ethode de Levin propos�ees par
Wang et al. [WGT03].

Malgr�e plusieurs d�ecennies de recherche, personne n'avait encore propos�e une m�ethode de
param�etrage �a la fois g�en�erale, e�cace et utilisable en pratique. Le travail que nous pr�esentons
dans ce chapitre et dans les suivants comble ce vide. Sans entrer dans une explication d�etaill�ee
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Chapitre 1 Intersection de quadriques deP3(R) : probl�ematique et cas g�en�erique

de ce qui a permis d'arriver �a ce r�esultat, il est assez frappant de constater que tous les travaux
pr�ec�edents se pla�caient dans un cadre Euclidien, alors que nous avons travaill�e int�egralement
avec une vision projective des choses. L'exp�erience a montr�e que la g�eom�etrie projective
fournit souvent un cadre qui est beaucoup plus appropri�e que la g�eom�etrie Euclidienne (�a
la fois au niveau th�eorique et au niveau algorithmique) pour la gestion des d�eg�en�erescences
dans les algorithmes g�eom�etriques. Quitte, en �n de course, �a revenir �a des consid�erations
Euclidiennes lorsque cela est n�ecessit�e par l'application...

Les exemples pr�esent�es dans ce chapitre et dans les suivants ont �et�e calcul�es avec notre
logiciel, Qi , qu'il est possible d'interroger directement en ligne1.

1.1 Pr�eliminaires

Dans ce qui suit, toutes les matrices sont carr�ees sym�etriques r�eelles. SoitS une telle
matrice, de taille n + 1. On appelle quadrique projectiveassoci�ee �aS l'ensemble

QS = f x 2 Pn j xT Sx = 0g;

o�u Pn = Pn (R) d�esigne l'espace projectif r�eel de dimensionn. Dans ce document, la plupart
des objets vivent dans un espace projectif. Il est importantde toujours garder cela pr�esent �a
l'esprit. Ainsi, un point de P3 a quatre coordonn�ees et le param�etrage d'une courbe a quatre
composantes.

La matrice S �etant sym�etrique, toutes ses valeurs propres sont r�eelles. Soit� + (resp. � � )
le nombre de valeurs propres positives (resp. n�egatives).La paire

� (S) = ( � + (S); � � (S))

est appel�ee l'inertie de S. Le rang de S est la somme rg (S) = � + + � � . Une matrice S de
taille n + 1 et sa quadrique associ�eeQS sont ditessinguli�eres quand le d�eterminant de S est
nul ou, de mani�ere �equivalente, quand rgS < n + 1.

Comme la surfaceQS est inchang�ee lorsqueS est multipli�ee par un scalaire non-nul,
et comme les valeurs propres de� S sont les oppos�ees des valeurs propres deS, on peut
consid�erer les inerties (� + (S); � � (S)) et ( � � (S); � + (S)) comme �equivalentes. Par convention,
nous choisirons� + (S) > � � (S).

Dans P3, les quadriques non-singuli�eres sont celles d'inertie (4; 0); (3; 1) et (2; 2). Les qua-
driques d'inertie (4; 0) sont vides de point r�eel. Une quadrique de rang 3 est appel�ee cône
projectif. Le cône estr�eel si son inertie est (2; 1), imaginaire autrement. Un cône imaginaire
ne contient qu'un seul point r�eel, son sommet, qui est aussison seul point singulier. Une
quadrique de rang 2 est appel�eepaire de plans, r�eelle si son inertie est (1; 1), imaginaire au-
trement. Une paire de plans imaginaire contient une droite depoints r�eels, son lieu singulier,
qui est la droite d'intersection des deux plans de la paire. Une quadrique d'inertie (1; 0) est
appel�ee plan double, et est n�ecessairement r�eelle. DansP3, toutes les quadriques sont r�egl�ees
par des droites r�eelles sauf les quadriques d'inertie (3; 1). Ces quadriques d'inertie (3; 1) sont
aussi les seules �a avoir un d�eterminant n�egatif.

Deux matrices sont ditescongruentespar une transformation r�eelle ou projectivement
�equivalentessi et seulement si il existe une matrice non-singuli�ereP �a coe�cients r�eels telle

1http://www.loria.fr/equipes/vegas/qi/new_server/
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1.2 Aper�cu de l'algorithme

que
S0 = PT SP:

La transformation envoyantS sur S0 est appel�eecongruence r�eelleou simplementtransfor-
mation projective r�eelle.

Le r�esultat fondamental suivant sous-tend tous nos travaux sur les quadriques projectives :

Th�eor�eme 1.1 (Loi d'inertie de Sylvester [Syl52]). Soient S; S0 deux matrices sym�etriques
r�eelles. S et S0 sont congruentes par une transformation r�eelle si et seulement si� (S) =
� (S0).

L'inertie forme un ensemble complet d'invariants d'une matrice sym�etrique par congruence
r�eelle [Lam73].

SoientS et T deux matrices sym�etriques r�eelles de même taille et soitR(�; � ) = �S + �T .
L'ensemble

f R(�; � ) j (�; � ) 2 P1g

est appel�e lefaisceaude matrices engendr�e parS et T, not�e simplement (S; T). Par simplicit�e,
on notera parfois un membre du faisceau

R(� ) = �S � T; � 2 R = R [ f1g :

La forme binaire
D(�; � ) = det R(�; � )

est appel�ee forme caract�eristique ou polynôme caract�eristique du faisceau. Associ�e �a un
faisceau de matrices, on a un faisceau de quadriquesf QR(�;� ) j (�; � ) 2 P1g, not�e ( QS; QT ).
Rappelons que l'intersection de deux quadriques distinctes d'un faisceau est ind�ependante
du choix particulier des deux quadriques.

1.2 Aper�cu de l'algorithme

Soient S; T deux matrices sym�etriques r�eelles de taille 4, �a coe�cients entiers. SoitC =
QS \ QT l'intersection des formes quadratiques associ�ees. Pour param�etrer C, l'id�ee, depuis
Levin, consiste �a chercher dans le faisceau (QS; QT ) une quadrique r�egl�eeQR , �a la param�etrer,
puis �a plonger le param�etrageX R dans une des quadriques de d�epart, disonsQS, pour obtenir
l'�equation suivante :


 : X T
RSX = 0: (
)

Rappelons que les quadriques r�egl�ees dans un faisceau de quadriques r�eelles deP3(R) sont
celles d'inertie (2; 2); (2; 1); (1; 1) et (1; 0). L' �Equation (
 ) est rendue particuli�erement simple
par le fait que QR est r�egl�ee : il existe un param�etrage deQR qui est lin�eaire en (au moins)
un de ses param�etres et qui fait que (
 ) est donc quadratique en un param�etre. Sa r�esolution
est donc ais�ee et permet d'obtenir un param�etrage deC.

De plus, si on noteC
 la courbe trac�ee dans l'espace des param�etres deQR par l' �Equa-
tion ( 
 ), on a le r�esultat suivant :

Proposition 1.2. Le param�etrage deQR d�e�nit un isomorphisme entre la courbe C et la
courbeC
 . En particulier, C et C
 ont le même genre et la même d�ecomposition en facteurs.

43
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Une analyse deC
 permet donc donc d'obtenir le type topologique deC et un param�etrage
de ses composantes.

Pour r�epondre au crit�ere 1 de simplicit�e (fonctions d�e� nissant le param�etrage), il convient
de distinguer deux cas, �a la lueur du r�esultat suivant :

Proposition 1.3. Les a�rmations suivantes sont �equivalentes :

� l'intersection de QS et QT admet un param�etrage par des fonctions rationnelles ;

� l'intersection est singuli�ere ;

� le polynôme caract�eristique du faisceau a (au moins) une racine multiple.

Remarque. Il n'est sans doute pas inutile de faire ici un apart�e sur le mot � rationnel � ,
qui prend plusieurs sens dans ce qui suit. En g�eom�etrie alg�ebrique, une vari�et�e de genre 0
est dite rationnelle, c'est-�a-dire param�etrable par desfonctions rationnelles (quotients de
polynômes). Mais nous parlerons aussi de droite rationnelle ou de conique rationnelle, pour
souligner que les �equations les d�e�nissant sont �a coe�cients rationnels.

Lorsque l'intersection est singuli�ere, la courbe admet unparam�etrage par des fonctions
rationnelles (Proposition1.3), c'est-�a-dire, dans P3, par des polynômes homog�enes. La sim-
plicit�e au sens du crit�ere 1 est donc atteinte. Dans les Chapitres 2 et 3, nous nous int�eresse-
rons �a la simplicit�e des param�etrages au sens du crit�ere2, tout en essayant de faire� pour
le mieux � au sens du crit�ere 3 (on ne sait rien dire �a propos de l'optimalit�e de la hauteur
des coe�cients).

On s'int�eresse ici �a l'autre cas : l'intersection est une quartique lisse, de genre 1, est n'est
donc pas param�etrable par des fonctions rationnelles. L'�Equation (
 ) est irr�eductible et le
polynôme caract�eristique a quatre racines simples (Proposition 1.3). En termes de surfaces
r�egl�ees, le faisceau contient toujours une in�nit�e de quadriques d'inertie (2; 2) { voir ci-
dessous { et au mieux quatre quadriques d'inertie (2; 1). Comme les racines d'un polynôme
g�en�erique de degr�e 4 n'ont aucune raison d'être rationnelles (une cons�equence du th�eor�eme
d'irr�eductibilit�e de Hilbert), les quadriques d'inertie (2; 1), attach�ees �a ces racines, ont des
coe�cients trop compliqu�es pour être utilis�es. On s'int �eresse donc dans ce qui suit aux
quadriques d'inertie (2; 2) et on montre comment utiliser le fait qu'il y en a une in�nit�e pour
optimiser la � complexit�e alg�ebrique � des param�etrages (crit�ere 2). On travaille �egalement
�a minimiser la � complexit�e arithm�etique � (crit�ere 3).

1.3 Le cas des quartiques lisses

Pla�cons nous dans le cas o�u l'intersection est g�en�erique, c.-�a-d. constitu�ee d'une quartique
lisse surC. Concr�etement, pour d�etecter que nous sommes bien dans cecas, il su�t de
montrer que le pgcd des d�eriv�ees partielles en� et � du polynôme caract�eristique vaut 1.

1.3.1 Morphologies

Sur les r�eels, il y a plusieurs types de quartiques lisses, comme le montre le th�eor�eme
suivant. Rappelons qu'un ensemble de pointsL de P3 est dit a�nement �ni s'il existe un
plan projectif P tel que P \ L = ; ; L est dit a�nement in�ni autrement.
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Th�eor�eme 1.4 ([TWW02]). Soient QS et QT deux quadriques deP3(R) s'intersectant sur C
en une quartique lisseC. Sur R, C peut avoir plusieurs morphologies di��erentes, suivant le
nombre de racines r�eelles de la forme caract�eristique :

� Si D(�; � ) a quatre racines r�eelles simples, alorsC a deux composantes connexes r�eelles
a�nement �nies ou est vide.

� Si D(�; � ) a deux racines r�eelles et deux racines complexes, alorsC a une composante
connexe r�eelle a�nement �nie.

� Si D(�; � ) a quatre racines complexes, alorsC a deux composantes connexes r�eelles
a�nement in�nies.

Pour �nir la classi�cation des quartiques lisses sur les r�eels, on combine ce r�esultat avec le
th�eor�eme suivant dû au math�ematicien allemand Paul Finsler (1936/1937) :

Th�eor�eme 1.5 ([Fin37]). Supposonsn > 3. Soient S; T deux matrices sym�etriques r�eelles de
taille n. Alors QS \ QT = ; si et seulement si le faisceau de matrices engendr�e parS et T
contient une matrice d'inertie (n; 0).

Notons que l'existence d'une quadrique d'inertie (n; 0) dans le faisceau implique que toutes
les racines du polynôme caract�eristique sont r�eelles.

1.3.2 Param�etrage des quadriques d'inertie (2; 2)

Dans tous les cas de quartiques lisses que nous venons d'identi�er, le faisceau contient
une quadrique d'inertie (2; 2). Pour s'en convaincre, nous prouvons le lemme suivant, qui
utilise la r�eduction d'une paire de matrices sym�etriquesr�eelles par congruence r�eelle que
nous explorerons plus en d�etails dans le Chapitre2. (Ce lemme n'apparâ�t pas dans nos
publications.)

Lemme 1.6. Soient S; T deux matrices sym�etriques r�eelles de taille2m. Si S ou T est
d'inertie di��erente de (m; m), alors D(�; � ) = det ( �S + �T ) a au moins une racine r�eelle.

D�emonstration. On prouve la contrapos�ee. Par le Th�eor�eme2.3, S et T sont simultan�ement
congruentes �a deux matrices diagonales par blocsS0 et T0. Ces blocs sont de la formeE i

pour S0 et E i Ji pour T0. Pour queD n'ait pas de racine r�eelle, il faut que lesJi soient tous
des blocs de Jordan complexes, donc n�ecessairement de taille paire 2k. Les inerties deS0 et
T0 �etant la somme des inerties de leurs blocs respectifs, il nous su�t d'�evaluer l'inertie des
matrices E i et E i Ji .

Soit f k(l ) (resp. gk(l )) le polynôme caract�eristique d'un blocE 2k
i (resp.E 2k

i J 2k
i ) de dimen-

sion 2k, k > 1. Il est ais�e de r�ealiser par induction surk que

f k(l ) = det ( E 2k
i � lI 2k) = ( l2 � 1)k :

En d'autres termes, commef k(l ) est un polynôme enl2, l'inertie de E 2k
i est �egale �a (k; k).

En sommant, on voit que l'inertie deS0 est (m; m).
Soit maintenant � = a2 + b2 le carr�e du module du nombre complexea + i b associ�e au

bloc de Jordan complexeJ 2k
i . En d�eveloppant le d�eterminant gk(l ), on prouve la relation de

r�ecurrence suivante :

gk(l ) = det ( E 2k
i J 2k

i � lI 2k) = ( l2 � � � 1)gk� 1(l ) � �g k� 2(l ); k > 2;
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avec

g1(l ) =

�
�
�
�
b� l a

a � b� l

�
�
�
� = l2 � �; g 0(l ) = 1 :

Cela signi�e quegk(l ) est un polynôme enl2, et commeE 2k
i J 2k

i a 2k valeurs propres r�eelles (T
est sym�etrique, donc a toutes ses valeurs propres r�eelles), on conclue que l'inertie deE 2k

i J 2k
i

est �egale �a (k; k), donc celle deT �a ( m; m).

Revenons au cas de deux quadriquesQS et QT dansP3 s'intersectant en une quartique lisse.
Une des nombreuses cons�equences du Lemme1.6 est l'existence d'une quadrique d'inertie
(2; 2) dans le faisceau, c'est-�a-dire d'un (� 0; � 0) tel que D(� 0; � 0) > 0. Comme l'inertie est
invariante sur un intervalle de (�; � ) sans changement de signe deD, il y a en fait une
in�nit�e de quadriques de ce type dans le faisceau et donc on peut choisir (� 0; � 0) rationnel.
Soit R0 = � 0S + � 0T.

L'id�ee est donc maintenant de param�etrer une quadriqueQR0 d'inertie (2; 2) du faisceau �a
coe�cients rationnels et de plonger le param�etrage dans une des quadriques de d�epart, pour
former l' �Equation (
 ). Par une transformation de Gauss �a coe�cients rationnels, on am�ene
cette quadrique sous la forme

QR0
0

: ax2 + by2 � cz2 � dw2 = 0; a; b; c; d >0 dansQ:

On introduit le param�etrage suivant de cette quadrique r�eduite, qui est lin�eaire en chacun
de ses param�etres :

X =
�

ut + avs
a

;
us � bvt

b
;
ut � avs

p
ac

;
us + bvt

p
bd

�
; (u; v); (s; t) 2 P1(R): (1.1)

On montre que ce param�etrage est propre et induit une bijection entre la quadrique et son
espace de param�etres. On peut donc param�etrer une quadrique d'inertie (2; 2) �a coe�cients
rationnels avec au plus deux racines carr�ees.

Avec le r�esultat suivant, on montre en fait que, pour descendre �a une seule racine carr�ee,
il faut disposer d'un point rationnel sur la surface. Ce point n'existe pas toujours, et, pour la
classe des param�etrages doublement lin�eaires, il existedes cas o�u on ne peut pas faire moins
que deux racines carr�es.

Proposition 1.7. Une quadrique projectiveQ d'�equation ax2+ by2 � cz2 � dw2 = 0 ( a; b; c; d >
0) admet un param�etrage rationnel surQ(

p
abcd) si et seulement si elle contient un point

rationnel. Connaissant un tel point, on peut calculer une congruence r�eelle �a coe�cients
rationnels envoyantQ sur la quadrique d'�equationx2 + y2 � z2 � abcd w2 = 0 pour laquelle
le param�etrage de l'�Equation 1.1 est rationnel sur Q(

p
abcd).

�A l'inverse, il existe des quadriques d'inertie(2; 2) sans point rationnel et donc sans para-
m�etrage rationnel sur Q(

p
abcd), par exemple la quadrique d'�equationx2+ y2� 3z2� 11w2 = 0.

Ce r�esultat nous am�ene �a la r�e
exion suivante. Si on part d'une quadriqueQR0 comme
nous l'avons indiqu�e, on se retrouvera dans certains cas avec un param�etrage de la quartique
contenant deux racines carr�ees. Pro�tant de l'in�nit�e de quadriques d'inertie (2; 2) dans le
faisceau, on peut proc�eder autrement. On trouve un point rationnel � simple� p (il en existe
toujours) par lequel passe une quadrique d'inertie (2; 2) du faisceau. Cette quadriqueQR ,
R = � 1S + � 1T, est telle que (� 1; � 1) est solution de

pT (� 1S + � 1T)p = 0:
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D�es lors, par la Proposition 1.7, QR admet un param�etrage X R avec (au plus) une seule
racine carr�ee.

On peut se demander s'il est possible de se d�ebarrasser d'unseul coup des deux racines
carr�ees du param�etrage. Nous verrons que la r�eponse �a cette question est non-triviale (Sec-
tion 1.7).

1.3.3 Algorithme g�en�erique

Nous avons maintenant tous les ingr�edients pour mettre en place l'algorithme de param�e-
trage des quartiques lisses. Suivant la Section1.2, on suppose ici que le polynôme caract�e-
ristique a quatre racines (possiblement complexes) distinctes.

Compte-tenu de la section pr�ec�edente, il nous faut un contrôle sur les intervalles de
(�; � ) tels que D(�; � ) > 0. Pour cela, nous isolons les z�eros r�eels du polynôme caract�e-
ristique, en utilisant un algorithme dit d'Uspensky [RZ04] bas�e sur la r�egle des signes de
Descartes [BPR03]. Si D a 0 ou 2 racines r�eelles, on passe �a l'�etape suivante. SiD a 4 racines
r�eelles, il y a deux intervalles de valeurs de (�; � ) tels queD(�; � ) > 0. On choisit une valeur
test dans chacun de ces intervalles. Si la matrice du faisceau associ�ee est d'inertie (4; 0),
l'intersection est vide (Th�eor�eme 1.5) et on s'arrête l�a.

Soit (� 0; � 0) tel que D(� 0; � 0) > 0. On construit un param�etrage deQR0 ; R0 = � 0S + � 0T.
Inutile de prendre ici un soin particulier, le seul int�erêt de ce param�etrage est de pouvoir
g�en�erer un point de P3(R) � au-dessus� de la zone o�uD(�; � ) > 0. Soit doncp0 un point
sur QR0 . Ce point n'a aucune raison d'avoir des coordonn�ees rationnelles. Calculons une
approximation simplep �a coordonn�ees rationnelles dep0, en prenant soin quep soit toujours
au-dessus d'un intervalle tel queD(�; � ) > 0 (on est garanti de rester dans cette zone si on
ne s'�eloigne pas trop dep0). On a alors trouv�e un point rationnel p par lequel passe une
quadriqueQR d'inertie (2; 2). D'apr�es les r�esultats de la section pr�ec�edente (en particulier la
Proposition 1.7), il existe un param�etrage X R de QR contenant une seule racine carr�ee. On
montre dans la Section1.4 comment calculer e�cacementX R de fa�con �a minimiser la taille
des coe�cients qui apparaissent.

Supposons queQS 6= QR . On plongeX R = X R((u; v); (s; t)) dans QS, et on r�esout l' �Equa-
tion ( 
 ) :


 : X T
RSX R = a(u; v) s2 + b(u; v) st + c(u; v) t2 = 0;

o�u a; b; csont des polynômes quadratiques homog�enes en (u; v). Soit �( u; v) = b(u; v)2 �
4a(u; v)c(u; v). On exprime (par exemple)� = ( s; t) en fonction de� = ( u; v), et on obtient
le param�etrage de la quartique

X C = X R(�; � (� )) = X 1(� ) � X 2(� )
p

�( � ); � 2 P1(R); �( � ) > 0:

� et les polynômes de X 1 et X 2 sont dansQ(
p

� )[� ], o�u � = det R. � est de degr�e 4, les
polynômes deX 1 sont de degr�e 3 et ceux deX 2 sont de degr�e 1.

On donne des exemples de calcul dans la Section1.8.
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1.4 Param�etrage d'une quadrique d'inertie (2; 2) passant
par un point rationnel

Je m'int�eresse ici au param�etrage d'une quadriqueQR d'inertie (2; 2) passant par un point
rationnel p. Le param�etrage fait apparâ�tre des polynômes multivari�es homog�enes en les
coe�cients de R d'une part et en les coordonn�ees dep d'autre part. Je parle dans ce qui
suit de bidegr�e pour mesurer cette double d�ependance2.

Le th�eor�eme suivant �etablit un r�esultat sur le bidegr�e des coe�cients du param�etrage. Sa
preuve donne �egalement un algorithme de construction.

Th�eor�eme 1.8. Soit R une matrice sym�etrique r�eelle 4 � 4 d'inertie (2; 2), �a coe�cients
entiers. Soit p 2 P3(R) un point sur QR �a coordonn�ees enti�eres. Il existe un param�etrage
propre X R de QR , lin�eaire en tous ses param�etres, qui s'�ecrit sous la forme

X R((u; v); (s; t)) = [ M 1 +
p

�M 2]

0

B
B
@

ut
vs
us
vt

1

C
C
A ; (u; v); (s; t) 2 P1(R);

o�u M 1 et M 2 sont des matrices r�eelles4 � 4 �a coe�cients entiers, M 1 est de bidegr�e(4; 3),
M 2 est de bidegr�e(2; 3) et � est de bidegr�e(4; 0).

D�emonstration. Soit P la matrice de transformation projective envoyant le point de coor-
donn�ees (0; 0; 0; 1) sur p, compl�et�ee par trois points canoniquest i ; i = 0; 1; 2 de sorte quet 2

ne soit pas sur le plan tangent �aQR en p et que detP 6= 0.
Soit R0 = PT RP. �Ecrivons

QR0 = a1x2 + 2a2xy + a3y2 + 2a4xz + 2a5yz + a6z2 + 2a7xw + 2a8yw + 2a9zw: (1.2)

Par hypoth�ese, a9 = t T
2 Rp 6= 0. Il n'est gu�ere di�cile de r�ealiser que a1; : : : ; a6 sont de

bidegr�e (1; 0) et a7; : : : ; a9 sont de bidegr�e (1; 1). R�e�ecrivons (1.2) de la mani�ere suivante :

QR0 =
1
a2

9

�
(a7x + a8y + a9z)(k1x + k2y + a6a9z + 2a2

9w) + �x 2 + 2�xy + 
y 2
�

; (1.3)

o�u

k1 = 2a4a9 � a6a7; k2 = 2a5a9 � a6a8;

� = a1a2
9 + a6a2

7 � 2a4a7a9; � = a2a2
9 + a6a7a8 � a4a8a9 � a5a7a9;


 = a3a2
9 + a6a2

8 � 2a5a8a9:

�; � et 
 sont de bidegr�e (3; 2).

2Par abus de langage, on dira qu'un polynômep1 +
p

p3 p2, o�u p1; p2; p3 sont �a coe�cients entiers, est de
bidegr�e ( k1; k2) lorsqu'�a la fois 1. le bidegr�e de p1 est (k1; k2) et 2. la somme du bidegr�e dep2 et de la moiti�e
du bidegr�e de p3 est �egale �a (k1; k2). Par extension, on parlera du bidegr�e d'une matrice de polynômes ayant
tous le même bidegr�e comme �etant pr�ecis�ement ce bidegr�e, etc.
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Param�etrons maintenant QR0 dans sa forme de l'�Equation (1.3). Pour cela, soit M 0 la
matrice dont l'adjoint est

M 0� =

0

B
B
@

k1 k2 a6a9 2a2
9

a7 a8 a9 0
� � 0 0
0 1 0 0

1

C
C
A :

CalculonsM 0 :

M 0 =

0

B
B
@

0 0 � 2a3
9 2a3

9�
0 0 0 � 2a3

9�
0 � 2a2

9� 2a7a2
9 2a3

9� 1

� �a 9 a6a9� 2a9� 2a3
9� 2

1

C
C
A ;

o�u

� 1 = a5a2
7 + a1a8a9 � a2a7a9 � a4a7a8;

� 2 = a8a2
4 + a1a5a9 + a2a6a7 � a1a6a8 � a2a4a9 � a4a5a7; � = a4a9 � a6a7:

� 1 est de bidegr�e (3; 2), � 2 de bidegr�e (3; 1) et � de bidegr�e (2; 1). Simpli�ons les colonnes de
M 0, en faisant en sorte qu'au �nal les coe�cients de la matrice de param�etrage soient tous
du même degr�e. On garde pourM 0 la matrice suivante :

M 0 =

0

B
B
@

0 0 � a2
9 a9�

0 0 0 � a9�
0 2a9� a 7a9 a9� 1

1 � a6� � a 9� 2

1

C
C
A :

Soit X 0 = [ X; Y; Z; T ]T . On a :

X 0T M 0T R0M 0X 0 = a2
9� (4XY + Z 2 � detR0W 2): (1.4)

Notons qu'il y a ici un probl�eme quand � = 0. Comme � 2 � �
 = a2
9 detR0, on a n�eces-

sairement � 6= 0 (et, accessoirement,� est un carr�e) quand � = 0. On peut donc dans ce
cas remplacer la troisi�eme ligne deM 0� par (2� 
 0 0) et on obtient une matrice dont le
d�eterminant est non-nul. Nous laissons ici ce cas de côt�e.

Supposons donc� 6= 0. Soit � = det P. Par la propri�et�e d'invariance du d�eterminant, on
a :

detR0 = (det P)2 detR = � 2�:

On d�etermine ais�ement un param�etrage propre de la quadrique obtenue en (1.4) :

X 0 =
h
� 2� ut; vs; �

p
� (us � vt); us + vt

i
; (u; v); (s; t) 2 P1(R):

� est de bidegr�e (0; 1) et � de bidegr�e (4; 0).
On peut r�e�ecrire M 0X 0 sous la formeM [ut; vs; us; vt], o�u

M = M 1 +
p

�M 2 =

0

B
B
@

0 0 a9� a 9�
0 0 � a9� � a9�
0 2a9� a 9� 1 a9� 1

� 2� � a6� a 9� 2 a9� 2

1

C
C
A + �

p
�

0

B
B
@

0 0 � a2
9 a2

9
0 0 0 0
0 0 a7a9 � a7a9

0 0 � � �

1

C
C
A :

Il reste �a multiplier �a gauche par la matrice de transformation initiale P. Les bidegr�es des
coe�cients sont tels qu'annonc�es.

49



Chapitre 1 Intersection de quadriques deP3(R) : probl�ematique et cas g�en�erique

On note d'ores et d�ej�a que la � complexit�e � des coe�cients du param�etrage est meilleure
que ce que nous avions jusque l�a, �a savoir un bidegr�e (5; 4) (cf. [8]). Cela va avoir un impact
sur le degr�e des coe�cients du param�etrage d'une quartique lisse, comme nous le verrons.

Exemple 1.9. Consid�erons la matrice sym�etrique

R =

0

B
B
@

1 � 1 3 � 1
� 1 1 1 0
3 1 � 1 0

� 1 0 0 � 1

1

C
C
A :

On calcule� = det R = 18, donc R est d'inertie (2; 2) ou est vide de point r�eel. Soit le point
p = (1 ; 1; 0; 0). On v�eri�e que QR contient le point p, donc de fait R est n�ecessairement
d'inertie (2; 2).

On construit la matrice de transformation P en pla�cant p en derni�ere colonne, puis en
compl�etant par exemple par t 0 = (1 ; 0; 0; 0); t 1 = (0 ; 0; 1; 0); t 2 = (0 ; 0; 0; 1). On note que
t T

2 Rp 6= 0 et � = det P = 1 6= 0. On obtient QR0, o�u R0 = PT RP. Ses coe�cients sont :

a1 = 1; a2 = 3; a3 = � 1; a4 = � 1; a5 = 0; a6 = � 1; a7 = 0; a8 = 4; a9 = � 1:

Calculons les quantit�es utilis�ees dans la preuve du Th�eor�eme 1.8 :

� = 1; � = � 1; � 1 = � 4; � 2 = 5; � = 1:

En calculant M , puis PM , on obtient queQR a pour param�etrage :

X =

2

6
6
4

0

B
B
@

18 1 � 4 � 4
18 1 � 5 � 5
0 0 1 1
0 � 2 4 4

1

C
C
A + 3

p
2

0

B
B
@

0 0 0 0
0 0 1 � 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1

C
C
A

3

7
7
5

0

B
B
@

ut
vs
us
vt

1

C
C
A :

1.5 Param�etrage d'une quartique lisse

Dans ce qui suit, nous revenons au cas d'une quadrique d'inertie (2; 2), passant par un
point rationnel, trouv�ee dans un faisceau de quadriquesQS; QT . La d�ependance, mesur�ee
par le bidegr�e, est donc enS; T d'une part et le point rationnel p d'autre part.

Th�eor�eme 1.10. Le param�etrage

X (u; v) = X 1(u; v) � X 2(u; v)
p

�( u; v); (u; v) 2 P1(R); �( u; v) > 0;

de la quartique lisse intersection deQS et QT est tel queX 1 est de bidegr�e(25; 33), X 2 de
bidegr�e (8; 11) et � de bidegr�e(34; 44).

D�emonstration. Pour �evaluer la d�ependance enS et T, on note que la matriceR est la
matrice � 0S + � 0T du faisceau qui satisfait �a l'�equation

pT (� 0S + � 0T)p = 0:
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1.6 Comportement en pratique

Donc (� 0; � 0) = ( � pT Tp; pT Sp). Par cons�equent, la matriceR = � 0S + � 0T est de bidegr�e
(2; 2). Par le Th�eor�eme 1.8, le param�etrageX R est de degr�e 4� 2 = 8 en S; T et 4� 2+3 = 11
en p.

Lorsque l'on substitue le param�etrage deQR dans l'�equation d'une des deux quadriques
initiales (disons QS, �a supposer queQS 6= QR), on obtient une �equation biquadratique en
les variables (u; v) et (s; t) qui s'�ecrit


 : a s2 + b st+ c t2 = 0;

o�u a; b et c sont homog�enes en (u; v). Il s'ensuit que a; b; csont de degr�e 2� 8 + 1 = 17 en
S; T et 2 � 11 = 22 enp.

Soit � = b2 � 4ac. Lorsque l'on substitue la solution (s = 2c; t = � b �
p

�) dans le
param�etrage X R , on obtient un param�etrage de la quartique lisse o�u chaquecoordonn�ee est
de la forme

� (u; v) � � (u; v)
p

� :

Le degr�e de� est 8 + 17 = 25 enS; T et 11 + 22 = 33 en p. Le degr�e de� est 8 enS; T et
11 in p. En�n, le degr�e de � est 2 � 17 = 34 enS; T et 2 � 22 = 44 enp.

Le point rationnel p dont il est question ici n'est pas ind�ependant des quadriques initiales.
Pour mieux comprendre cette d�ependance, il faudrait pouvoir relier les donn�eesS; T �a la taille
de la � fenêtre� de points rationnels� au-dessus� des intervalles o�u det (�S + �T ) > 0, elle-
même fonction de la longueur de ces intervalles, c.-�a-d. la distance entre les z�eros de la forme
caract�eristique. Nous n'avons pas trouv�e de moyen simple d'approcher cette d�ependance.
En pratique, cela n'est gu�ere important puisque nous avonsobserv�e que le pointp calcul�e
a ses coordonn�ees enti�eres entre� 2 et 2 dans la majorit�e des cas. La� complexit�e � du
param�etrage de la quartique lisse est donc pour l'essentiel gouvern�ee par sa d�ependance �aS
et T. Dans ce qui suit, nous n�egligeons donc la d�ependance �ap.

1.6 Comportement en pratique

On souhaite maintenant avoir une id�ee du nombre de bits n�ecessaires pour la repr�esentation
en machine du param�etrage d'une quartique lisse calcul�e par l'algorithme que nous avons
d�ecrit. Pour cela, nous introduisons la notion de� hauteur � d'une quantit�e polynomiale
f fonction des coe�cients deS et T. On se reportera �a la d�e�nition pr�ecise, assez longue,
donn�ee dans [8] (Chapitre 11). Contentons-nous ici de d�e�nir informellement la hauteur de
f comme �etant le logarithme def �a base le maximum (en valeur absolue) des coe�cients
de S et T. Il n'est gu�ere di�cile de se convaincre qu'asymptotiquement, quand le maximum
des coe�cients deS et T tend vers l'in�ni, la hauteur de f tend vers son degr�e.

Par extension, la hauteur d'une matrice dont les coe�cientssont des polynômes en les
coe�cients de S; T est le maximum des hauteurs de ses coe�cients. La hauteur d'un poly-
nôme dont les coe�cients sont eux-mêmes des polynômes enles coe�cients de S; T est le
maximum des hauteurs des coe�cients.

L'intersection de deux quadriques �a coe�cients choisis al�eatoirement est une quartique
lisse, surP3(C), avec probabilit�e 1. Sur les r�eels, l'intersection est soit une quartique lisse
d'une des trois morphologies identi��ees ou l'ensemble vide. Pour faire des mesures de hauteur,
il su�t donc de g�en�erer des quadriques al�eatoires avec coe�cients dans un certain intervalle
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Chapitre 1 Intersection de quadriques deP3(R) : probl�ematique et cas g�en�erique

[� 10s; 10s] et de �ltrer les intersections qui sont vides. On r�ealise deux types de mesures :
des mesures brutes et des mesures avec� optimisation � , o�u on divise les coe�cients (d'une
matrice, d'un polynôme) par leur pgcd. Pour chaque valeur de s, on prend la moyenne de la
hauteur pour plusieurs �echantillons. Puis on lisse la courbe obtenue en interpolant entre les
valeurs calcul�ees.
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Fig. 1.1 { Hauteur du param�etrage d'une quadrique d'inertie(2; 2) du faisceau passant par un point
rationnel, pour di��erentes valeurs des.

Le premier graphisme (Fig.1.1) montre la hauteur de la matrice de param�etrage de la
quadrique interm�ediaire QR d'inertie (2; 2). Ici, la hauteur converge vers la valeur pr�edite
de 8 (cf. la section pr�ec�edente), que ce soit pour les mesures brutes, en bleu, ou les mesures
avec simpli�cation des coe�cients, en rouge. Il n'en va pas de même pour les coe�cients de
l'�equation biquadratique (Fig. 1.2). En e�et, si dans ce cas les hauteurs brutes tendent vers
la valeur anticip�ee de 17, les hauteurs simpli��ees semblent converger vers une valeur de 16.
Pourquoi cette di��erence ? O�rons ici une tentative d'explication. Si X R est le param�etrage
de QR , on a l'identit�e :

X T
RRX R = 0 = � 0X T

RSX R + � 0X T
RTX R :

Les valeurs (� 0; � 0) = ( � pT Tp; pT Sp) peuvent raisonnablement être consid�er�ees comme
�etant al�eatoires quand les matricesS et T le sont. Quand � 0 et � 0 sont premiers entre
eux, � 0 divise X T

RSX R . Comme � 0 est de hauteur 1 enS; T, les coe�cients de l'�equation
biquadratique sont donc de hauteur 17� 1 = 16 en S; T. Il reste �a noter que deux entiers
choisis al�eatoirement entre 1 etN ont une certaine probabilit�e PN d'être premiers entre eux,
et PN tend vers 6

� 2 � 0:60792 quandN tend vers l'in�ni.
Si on regarde les hauteurs du param�etrage de la quartique lisse, on observe le même

ph�enom�ene (Fig. 1.3). Les valeurs 25 (pourX 1), 8 (pour X 2) et 34 (pour �), observ�ees sur
les donn�ees brutes, sont bien celles du Th�eor�eme1.10. Par contre, ces valeurs chutent lorsque
l'on simpli�e les coe�cients des matrices et polynômes parleur pgcd.

Au passage, on a ici la con�rmation que la� complexit�e � du param�etrage de la quartique
lisse est bel et bien gouvern�ee par sa d�ependance �aS; T et non celle au point rationnelp.
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1.7 Test d'optimalit�e
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Fig. 1.2 { Hauteur des coe�cients de l'�equation biquadratique.

1.7 Test d'optimalit�e

Dans notre algorithme de param�etrage des quartiques lisses, il est assez clair que le choix
du point rationnel p, et donc de la quadriqueQR du faisceau qui passe par ce point, in-

uence directement l'extension sur laquelle sont d�e�nis les coe�cients du param�etrage. Si le
d�eterminant de R n'est pas un carr�e, ces coe�cients contiennent une racine carr�ee et, dans
l'id�eal, on aimerait savoir si une telle racine carr�ee estvraiment n�ecessaire ou non. Le crit�ere
est donn�e par la proposition suivante :

Proposition 1.11. Lorsque l'intersection est g�en�erique, elle peut être param�etr�ee dans
Q[�;

p
�] with � 2 Q[� ] si et seulement si il existe une quadrique du faisceau �a coe�cients

rationnels et dont le discriminant est un carr�e dansQ.

On peut traduire cette proposition de la mani�ere suivante.Consid�erons l'�equation :

� 2 = det (( xT Tx) S � (xT Sx) T); x = ( x; y; z; c)T ;

o�u c 2 Q est une constante telle que le planw = c ne contienne le sommet d'aucun cône du
faisceau. L'existence d'une solution rationnelle �a cette�equation (de degr�e 8) est une condition
n�ecessaire et su�sante �a l'existence d'un param�etrage de la quartique lisse avec coe�cients
dansQ.

Malheureusement, on sait qu'il n'existe pas d'algorithme g�en�eral pour d�ecider de l'existence
d'une solution �a une �equation diophantienne (dixi�eme probl�eme de Hilbert). Le probl�eme est
connu comme �etant d�ecidable pour les courbes de genre z�ero et, sous certaines conditions,
pour les courbes de genre 1, mais peu de r�esultats sont connus pour des vari�et�es de dimension
2 ou plus [Poo01].

Dans notre cas, le mieux que l'on puisse faire est de montrer,manuellement et dans
quelques cas bien pr�ecis, que la courbe hyperelliptique d'�equation

� 2 = det ( S + �T ) (1.5)

n'a pas de solution rationnelle, par des r�eductions moduloun petit entier m (principe local-
global, dit de Hasse). Cela implique n�ecessairement qu'uneracine carr�ee est n�ecessaire dans
les coe�cients du param�etrage de la quartique.
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Fig. 1.3 { Hauteur du param�etrage de la quartique lisse. a. Mesures brutes. b. Mesures avec simpli�-
cations par le pgcd des coe�cients.

1.8 Exemples

Nous donnons maintenant deux exemples de calcul de param�etrage dans le cas o�u l'inter-
section est lisse, en illustrant plusieurs cas possibles.

Pour notre premier exemple (Fig.1.4), le pgcd des d�eriv�ees partielles de la forme caract�e-
ristique donne 1, indiquant que l'intersection (complexe)est une quartique lisse. Cette forme
a deux racines r�eelles, donc la quartique est r�eelle et estconstitu�ee d'une unique composante
a�nement �nie (Th�eor�eme 1.4). Ici, les deux quadriques initiales sont de d�eterminant n�ega-
tif. On construit un point rationnel au-dessus de l'intervalle de (�; � ) o�u le d�eterminant des
quadriques du faisceau est positif. Puis on construit la quadrique QR d'inertie (2; 2) passant
par ce point. Par chance, son d�eterminant est un carr�e. Parla Proposition 1.7 et le Th�eo-
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1.8 Exemples

>> quadric 1 : x^2 - x * y - y^2 - y * w + z^2 + w^2
>> quadric 2 : 2 * x^2 - x * y + y^2 - y * z + y * w + z^2

>> launching intersection
>> characteristic polynomial: - 6 * l^4 - 12 * l^3 * m + 3* l^2 * m^2 + 6* l * m^3 - 2 * m^4
>> gcd of derivatives of characteristic polynomial: 1
>> complex intersection: smooth quartic
>> real intersection: smooth quartic, one real affinely finite component
>> number of real roots: 2
>> intervals: ]-2, -1[, ]-1, 0[
>> picked test point 1 at [ -1 1 ], sign > 0 -- inertia [ 2 2 ] found
>> quadric (2,2) found: x^2 + 2 * y^2 - y * z + 2 * y* w - w^2
>> decomposition of its determinant [a,b] (det = a^2 * b): [ 2 1 ]
>> a point on the quadric: [ 0 0 1 0 ]
>> param of quadric (2,2): [- s * u + t * v, - 2 * s* v, (2 * s + 2 * t) * u + (- 4 * s + 2 * t) * v, s * u + t * v]
>> status of smooth quartic param: optimal
>> end of intersection

>> parameterization of smooth quartic, branch 1 :
[- 4 * u^3 + u^2 * v + 6 * u* v^2 + 2 * v^3 - u * sqrt(Delta), - 6 * u^3 - 8 * u^2 * v - 4 * u* v^2, - 4 * u^3

+ 2* u^2 * v + (2 * u + 2* v) * sqrt(Delta), 4 * u^3 + 5 * u^2 * v + 2 * u* v^2 + 2 * v^3 + u * sqrt(Delta)]
>> parameterization of smooth quartic, branch 2 :
[- 4 * u^3 + u^2 * v + 6 * u* v^2 + 2 * v^3 + u * sqrt(Delta), - 6 * u^3 - 8 * u^2 * v - 4 * u* v^2, - 4 * u^3

+ 2* u^2 * v + (- 2 * u - 2 * v) * sqrt(Delta), 4 * u^3 + 5 * u^2 * v + 2 * u* v^2 + 2 * v^3 - u * sqrt(Delta)]
Delta = - 2 * u^4 + 10 * u^3 * v - 9 * u^2 * v^2 - 8 * u* v^3 - 2 * v^4

>> time spent: 10 ms

Fig. 1.4 { Trace de l'ex�ecution pour l'exemple 1.

r�eme 1.8, QR peut être param�etr�ee sans racine carr�ee. Le reste du calcul est comme indiqu�e
plus haut, apr�es r�esolution de l'�equation biquadratique.

Dans notre deuxi�eme exemple, on arrive comme pr�ec�edemment �a la conclusion que l'inter-
section est une quartique lisse en complexe. Mais cette fois, la forme caract�eristique n'a pas
de z�ero r�eel, donc la quartique est compos�ee de deux composantes r�eelles a�nement in�nies
(Th�eor�eme 1.4). Ici, la quadrique QR passant par le point rationnelp choisi n'a pas pour
discriminant un carr�e, donc les coe�cients du param�etrage de la quartique contiennent une
racine carr�ee. Dans l'incapacit�e de d�eterminer si cetteracine carr�ee est n�ecessaire ou non,
notre algorithme conclue �a la quasi-optimalit�e du param�etrage. Il s'av�ere que dans ce cas la
racine est e�ectivement in�evitable, ce dont on peut se convaincre en e�ectuant une r�eduction
modulo 4 de la forme caract�eristique et en concluant �a l'absence de solution rationnelle �a
l' �Equation (1.5) (cf. Chapitre 8).
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Chapitre 1 Intersection de quadriques deP3(R) : probl�ematique et cas g�en�erique

>> quadric 1 : x^2 - 2 * y^2 + 4 * z* w
>> quadric 2 : x * y + z^2 + 2 * z* w - w^2

>> launching intersection
>> characteristic polynomial: 2 * l^4 + 4 * l^3 * m + 5* l^2 * m^2 + 2* l * m^3 + 2* m^4
>> gcd of derivatives of characteristic polynomial: 1
>> number of real roots: 0
>> complex intersection: smooth quartic
>> real intersection: smooth quartic, two real affinely infinite components
>> quadric (2,2) found: x * y + z^2 + 2 * z* w - w^2
>> decomposition of its determinant [a,b] (det = a^2 * b): [ 2 2 ]
>> a point on the quadric: [ 1 0 0 0 ]
>> param of quadric (2,2): [4 * t * u, - 2 * s* v, s * u + t * v, s * u + t * v] + sqrt(2) * [0, 0, 0,

- s * u + t * v]
>> status of smooth quartic param: near-optimal
>> end of intersection

>> parameterization of smooth quartic, branch 1 :
[- 4 * u* v^2 + 4 * v* sqrt(Delta), - 2 * u^3 - 8 * u* v^2 + 2 * u^3 * sqrt(2), 4 * v^3 - u^2 * v* sqrt(2)

+ u* sqrt(Delta), - 2 * u^2 * v + 4 * v^3 + (u^2 * v + 4 * v^3) * sqrt(2) + (u - u * sqrt(2)) * sqrt(Delta)]
>> parameterization of smooth quartic, branch 2 :
[- 4 * u* v^2 - 4 * v* sqrt(Delta), - 2 * u^3 - 8 * u* v^2 + 2 * u^3 * sqrt(2), 4 * v^3 - u^2 * v* sqrt(2)

- u * sqrt(Delta), - 2 * u^2 * v + 4 * v^3 + (u^2 * v + 4 * v^3) * sqrt(2) - (u - u * sqrt(2)) * sqrt(Delta)]
Delta = 2 * u^4 + 10 * u^2 * v^2 - 4 * v^4 + (- 2 * u^4 - 4 * v^4) * sqrt(2)

>> time spent: 10 ms

Fig. 1.5 { Trace de l'ex�ecution pour l'exemple 2.
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Chapitre 2

Classi�cation et identi�cation des
faisceaux de quadriques deP3(R)

R�esum�e

Une �etape interm�ediaire de notre algorithme de param�etrage de l'inte rsection r�eelle de deux qua-
driques projectives est la d�etermination du type de cette intersection. Nous montrons comment nous
avons obtenu la premi�ere classi�cation des intersections r�eelles de quadriques, qui permet d'extraire
un ensemble d'�el�ements caract�eristiques utilis�es pour le calcul du type. Cette classi�cation est ob-
tenue en ra�nant une classi�cation bien connue sur les complexes. Onindique ensuite comment
traduire cette classi�cation en un algorithme de calcul du type.
Ce chapitre r�esume les r�esultats de la publication [3], qui est reprise dans le Chapitre9 (page 131).
La �n du chapitre �ebauche des r�esultats nouveaux o�u l'on cherche �a ra�ner la classi�cation des
faisceaux en orbites di��erentes et non seulement selon le type morphologique de l'intersection. Pour
mieux en saisir la port�ee, il n'est pas inutile de se r�ef�erer au Chapitre 4.

Nous avons montr�e dans le chapitre pr�ec�edent comment calculer e�cacement un param�e-
trage de l'intersection de quadriques lorsque cette intersection est g�en�erique. Tournons-nous
maintenant vers les cas singuliers.

Nous avons choisi de diviser le traitement des cas singuliersen deux phases : une phase
de d�etection du type r�eel de l'intersection, et une phase de param�etrage proprement dit. Ce
d�ecoupage a un double int�erêt. D'une part, il peut être int�eressant pour certaines applica-
tions de calculer uniquement le type de l'intersection et ilest important que cette routine
soit isol�ee du reste de l'algorithme. D'autre part, la d�etection hâtive du type de l'intersec-
tion � contraint � l'arbre des possibilit�es, �evitant au maximum les erreursdans les phases
ult�erieures, et permet �a l'algorithme de ne calculer qu'un ensemble d'informations minimal
pour arriver au param�etrage �nal.

Dans ce qui suit, nous commen�cons par rappeler la classi�cation des faisceaux de qua-
driques sur les complexes due �a Segre. Nous nous appuyons surcette classi�cation, que nous
ra�nons, pour obtenir notre classi�cation des faisceaux r�eels, la premi�ere de son genre. Pour
chaque cas obtenu, nous extrayons un ensemble d'�el�ementscaract�eristiques { une sorte de
� signature� { de ce cas (en g�en�eral, type r�eel ou complexe des racines du polynôme carac-
t�eristique, multiplicit�e des racines, inertie des quadriques singuli�eres associ�ees). L'algorithme
de calcul du type cherche alors, pour un faisceau inconnu, �aen d�eterminer la signature.

�A noter qu'une classi�cation similaire a �et�e pr�esent�ee par Tu et al. [TWMW07 ]. Plutôt
que d'inf�erer le type du faisceau en regardant l'inertie des quadriques associ�ees aux racines
multiples, Tu et al. s'int�eressent �a l'inertie des quadriques entre les racines du polynôme
caract�eristique et s'appuient sur un d�eveloppement de Puiseux pour d�eduire des informations
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aux racines (multiples). Elle ne prend toutefois pas en compte tous les cas et aucun algorithme
n'est pr�esent�e.

2.1 Comment classi�er les faisceaux de quadriques ?

Nous rappelons ici les grandes lignes de la classi�cation desfaisceaux de quadriques sur
les complexes initi�ee, �a l'âge de 20 ans, par le math�ematicien italien Corrado Segre [Seg83].
On trouvera des pr�esentations plus accessibles que l'original dans [Bro06, HP53].

2.1.1 Sur les complexes : la caract�eristique de Segre

On se donne ici un faisceau de quadriques dePn� 1(R) sous sa forme matricielleR(�; � ) =
�S + �T , o�u les matrices sont de taillen, en supposant queD(�; � ) = det R(�; � ) n'est
pas identiquement nul. En g�en�eral, D a n z�eros complexes auxquels correspondentn cônes
projectifs complexes. L'a�aire se corse lorsqu'un z�ero (� 0; � 0) de D apparâ�t avec multiplicit�e
sup�erieure �a 1. Il se peut �egalement que (� 0; � 0) annule non seulementD mais aussi tous ses
sous-d�eterminants d'ordren � t +1, t > 0. Cela implique que la quadrique singuli�ere associ�ee
a pour ensemble singulier un espace lin�eaire de dimensiont � 1.

Soient (� i ; � i ); i = 1; : : : ; p, les z�eros deD et mi leur multiplicit�e respective. Notons par mj
i

la plus petite multiplicit�e avec laquelle le z�ero (� i ; � i ) apparâ�t dans les sous-d�eterminants
d'ordre n � j de D. Soit t i > 1 le plus petit entier tel quemt i

i = 0. On voit que mj
i > mj +1

i
pour tout j . D�e�nissons une suite d'indicesej

i comme suit :

ej
i = mj � 1

i � mj
i ; j = 1; : : : ; t i ;

avecm0
i = mi . La multiplicit�e mi de (� i ; � i ) est la sommee1

i + � � � + et j
i . On a par cons�equent :

D(�; � ) = ( �� i � �� i )m i D � (�; � ) = ( �� i � �� i )e1
i � � � (�� i � �� i )e

t i
i D � (�; � );

o�u D � (� i ; � i ) 6= 0.
L'�etude des facteurs (�� i � �� i ) et de leurs exposantsej

i (� nombres caract�eristiques� )
remonte �a Karl Weierstrass [Wei68]. Ult�erieurement, Segre a introduit la notation suivante
pour � encoder� les di��erents nombres caract�eristiques associ�es aux quadriques singuli�eres
d'un faisceau :

� n = [( e1
1; : : : ; et1

1 ); (e1
2; : : : ; et2

2 ); : : : ; (e1
p; : : : ; etp

p )];

avec la convention que les parenth�eses autour des nombres caract�eristiques d'un z�ero (� i ; � i )
sont oubli�ees lorsquet i = 1. Cette notation est connue comme la caract�eristique de Segre ou
le symbole de Segre du faisceau.

Le th�eor�eme suivant, essentiellement dû �a Weierstrass, montre qu'un faisceau de quadriques
et l'intersection qu'il d�e�nit sont uniquement et enti�er ement caract�eris�es, sur les complexes,
par leur symbole de Segre.

Th�eor�eme 2.1. Soient deux faisceaux de quadriquesR(� 1; � 1) = � 1S1 + � 1T1 et R(� 2; � 2) =
� 2S2 + � 2T2 dansPn� 1(R). Supposons quedetR(� 1; � 1) et detR(� 2; � 2) ne sont pas identi-
quement nuls et notons par(� 1;i ; � 1;i ) et (� 2;i ; � 2;i ) leurs racines respectives. Alors les deux
faisceaux sont projectivement �equivalents si et seulement si ils ont le même symbole de Segre
et s'il existe un automorphisme deP1(C) envoyant(� 1;i ; � 1;i ) sur (� 2;i ; � 2;i ).
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2.1 Comment classi�er les faisceaux de quadriques ?

Avec la d�e�nition ci-dessus, on voit que (� i ; � i ) est racine de tous les sous-d�eterminants de
R(�; � ) d'ordre n � t i + k; k > 0, mais n'est racine d'aucun sous-d�eterminant d'ordren � t i .
En d'autres termes, le rangr i de R(� i ; � i ) est n � t i . De plus, commemi = e1

i + � � � + et i
i ,

on a les in�egalit�es n � 1 > r i > n � mi . �Enum�erer tous les cas possibles pour lesej
i dans les

limites impos�ees par les contraintes induites par leur d�e�nition donne naissance �a tous les
types possibles d'intersection complexe et aux symboles deSegre associ�es.

Illustrons le propos dans le cas deP3(C). Ici, la forme caract�eristique est de degr�e 4, donc
p 6 4 et

P
mi = 4. Commen�cons par le casp = 4. Alors n�ecessairementmi = 1; t i = 1 et le

seul symbole possible est [1111], qui correspond �a une quartique lisse. Passons �ap = 3. On a
alorsm1 = m2 = 1 et m3 = 2. Donc t1 = t2 = 1 et t3 6 2. Si t3 = 1, alors e1

3 = 2 et on obtient
le symbole [112], soit une quartique nodale. Sit3 = 2, alors e1

3 = e2
3 = 1 et on a le symbole

[11(11)], qui correspond �a deux coniques s�ecantes. Passant�a p = 2 puis p = 1, on termine
la classi�cation des faisceaux non singuliers, obtenant les symboles et types d'intersection
suivants :

� � 4 = [13] : quartique cuspidale ;

� � 4 = [22] : cubique et droite s�ecante ;

� � 4 = [1(12)] : deux coniques tangentes ;

� � 4 = [1(111)] : conique double ;

� � 4 = [2(11)] : conique et deux droites ne se coupant pas sur la conique ;

� � 4 = [(11)(11)] : quatre droites, formant un quadrilat�ere gauche ;

� � 4 = [(13)] : conique et deux droites se coupant sur la conique ;

� � 4 = [(22)] : deux droites simples et une droite double ;

� � 4 = [(112)] : deux droites doubles ;

� � 4 = [(1111)] : toute quadrique non-triviale du faisceau.

On note incidemment que le couple (mi ; r i ) est su�sant pour caract�eriser le faisceau sauf
dans le cas (mi ; r i ) = (4 ; 2).

Nous laissons ici de côt�e les cas o�u le faisceau est d�eg�en�er�e, c.-�a-d. D � 0.

2.1.2 Formes canoniques

Le Th�eor�eme 2.1 peut être utilis�e pour obtenir une forme canonique d'un faisceau de qua-
driques (cf. [HP53]). Consid�erons le faisceauR(� ) = �S � T et son polynôme caract�eristique
D(� ), de racines� i , multiplicit�e mi . Soit

[(e1
1; : : : ; et1

1 ); (e1
2; : : : ; et2

2 ); : : : ; (e1
p; : : : ; etp

p )]

le symbole de Segre du faisceau. Alors il existe une transformation de Pn� 1(C) amenant
simultan�ement S et T sous la forme bloc diagonales

S0 = diag (E 1
1 ; : : : ; E t1

1 ; : : : ; E1
p ; : : : ; E tp

p );

T0 = diag (E 1
1J 1

1 ; : : : ; E t1
1 J t1

1 ; : : : ; E1
pJ 1

p ; : : : ; E tp
p J tp

p );
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Chapitre 2 Classi�cation et identi�cation des faisceaux dequadriques deP3(R)

o�u

E k
i =

0

B
@

0 1

1 0

1

C
A et J k

i =

0

B
B
@

� i 1 0

1

0 � i

1

C
C
A

de taille ek
i . Les J k

i sont les habituels blocs de Jordan de la d�ecomposition du même nom.
La caract�eristique de Segre d'un faisceau n'est donc rien d'autre que la s�equence des tailles
des blocs de Jordan associ�es aux z�eros du polynôme caract�eristique.

2.1.3 Sur les r�eels

On s'int�eresse maintenant �a une transformation projective r�eelle amenant les deux qua-
driques initiales sous forme canonique. L'id�ee, intuitivement, est la suivante. Partons de la
d�ecomposition de la section pr�ec�edente.

Quand � i est r�eelle, les blocs de Jordan associ�esJ k
i sont r�eels. La somme des tailles des

blocs correspondant �a� i est
P t i

k=1 ek
i = mi et le nombre de ces blocs estt i = n � r i .

Quand � i est complexe, soit� j sa conjugu�ee. Il est clair quet i = t j dans la d�ecomposition
complexe et que les blocs de Jordan associ�esJ k

i et J k
j ont la même taille, c.-�a-d. ek

i = ek
j .

Pour parvenir �a une transformation r�eelle, il faut combiner ces blocs complexes conjugu�es
pour former de nouveaux blocs, r�eels cette fois, de taille 2ek

i .
Formalisons maintenant cette intuition, en commen�cant par pr�eciser la notion de bloc de

Jordan r�eel ou complexe.

D�e�nition 2.2. Soit M une matrice carr�ee de la forme

(`) ou

0

B
@

` e 0

e
0 `

1

C
A :

Si ` 2 R et e = 1, M est appel�eebloc de Jordan r�eel associ�e �a `. Si

` =
�

a � b
b a

�
; a; b2 R; b6= 0; e =

�
1 0
0 1

�
;

M est appel�eebloc de Jordan complexeassoci�e �a a + i b.

La r�eduction simultan�ee de deux matrices sym�etriques par une transformation projective
r�eelle s'�ecrit alors comme suit (cf. [Uhl73, Uhl76]).

Th�eor�eme 2.3 (Forme canonique d'une paire de matrices). Soient S et T deux matrices sy-
m�etriques r�eelles de taille n, avec S non-singuli�ere. Supposons queS� 1T a pour forme de
Jordan r�eelle diag (J1; : : : ; Jr ; Jr +1 ; : : : ; Jm ), o�u J1; : : : ; Jr sont des blocs de Jordan r�eels as-
soci�es aux valeurs propres r�eelles deS� 1T et Jr +1 ; : : : ; Jm sont des blocs de Jordan complexes
associ�es aux valeurs propres complexes conjugu�ees deS� 1T. Alors :

(a) Le polynôme caract�eristique deS� 1T et det (�S � T) ont les mêmes racines� j avec
les mêmes multiplicit�es (alg�ebriques)mj .
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2.2 Classi�cation dans le cas r�eel

(b) S et T sont simultan�ement congruentes, par une transformation r�eelle, �a

diag ("1E1; : : : ; " r Er ; Er +1 ; : : : ; Em )

et
diag ("1E1J1; : : : ; " r Er Jr ; Er +1 Jr +1 ; : : : ; EmJm );

respectivement, o�u" i = � 1 et E i est la matrice
 

0 1

1 0

!

de même taille queJi pour i = 1; : : : ; m. Les signes" i sont uniques (�a permutation pr�es)
pour chaque ensemble d'indicesi qui sont associ�es �a un ensemble de blocs de Jordan r�eels
Ji identiques.

(c) La somme des tailles des blocs correspondant �a une racine� j est �egale �a la multiplicit�e
mj si � j est r�eelle et �a deux fois cette multiplicit�e si � j est complexe. Le nombre de ces
blocs (la multiplicit�e g�eom�etrique de � j ) est t j = n � r j , et 1 6 t j 6 mj .

Toute la di�cult�e consiste ici �a identi�er, parmi tous les choix possibles des" i , ceux qui
m�enent �a des morphologies di��erentes de l'intersection. H�elas, rien n'est connu �a ce sujet et il
n'existe pas, dans le cas r�eel, d'�equivalent du symbole deSegre pour� encoder� et �enum�erer
les di��erents types de faisceaux. Les calculs doivent être men�es au cas par cas, �a la main.

2.2 Classi�cation dans le cas r�eel

Indiquons maintenant comment il est possible d'obtenir un ensemble d'informations su�-
sant pour être en mesure de reconnâ�tre le type r�eel d'un faisceau inconnu deP3(R).

Le processus est �a chaque fois le même. On commence avec unecertaine caract�eristique de
Segre. On en d�eduit le nombre, la multiplicit�e et le type des racines du polynôme caract�eris-
tique (s'il y a une seule racine multiple, cette racine est forc�ement r�eelle ; s'il y a deux racines
de même multiplicit�e, elles peuvent être toutes deux r�eelles ou toutes deux complexes, ...).
Puis on utilise le Th�eor�eme 2.3, ce qui donne une forme canonique du faisceau. En�n, on
applique des changements de coordonn�ees simples (en g�en�eral, des changements d'�echelle)
qui am�enent le faisceau en une forme particuli�erement simple, dite normale. Il ne reste plus
alors qu'�a � lire � les di��erents cas sur cette forme simple.

Prenons le cas� 4 = [1(12)], qui correspond �a deux coniques tangentes surC. Le polynôme
caract�eristique du faisceau a deux racines, une racine triple � 1 et une racine simple� 2.
� 1 est n�ecessairement r�eelle (ou le polynôme caract�eristique aurait une deuxi�eme racine
triple, complexe conjugu�ee) et la matrice associ�ee est derang 2. Il lui correspond deux blocs
de Jordan, un de taille 2 et l'autre de taille 1. L'autre racine, � 2, est �egalement r�eelle et
engendre une matrice de rang 3. Appliquons le Th�eor�eme2.3, qui donne pourS et T les
formes canoniques :

S =

0

B
B
@

0 "1 0 0
"1 0 0 0
0 0 "1 0
0 0 0 "2

1

C
C
A ; T =

0

B
B
@

0 "1� 1 0 0
"1� 1 "1 0 0

0 0 "1� 1 0
0 0 0 "2� 2

1

C
C
A :
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Chapitre 2 Classi�cation et identi�cation des faisceaux dequadriques deP3(R)

On a donc : �
� 1QS � QT = � "1y2 + "2(� 1 � � 2)w2;
� 2QS � QT = "1(2(� 2 � � 1)xy � y2 + ( � 2 � � 1)z2):

On applique les transformations
p

j� 1 � � 2j w 7! w;
p

j� 2 � � 1j z 7! z; 2(� 2 � � 1)x � y 7! x;

et il reste les �equations �
y2 + a w2 = 0;
xy + z2 = 0;

o�u a 2 f� 1; 1g. La premi�ere �equation correspond �a une paire de plans, r�eelle quanda = � 1,
imaginaire quanda = 1. La second �equation correspond �a un cône r�eel. On a donc deux cas :

� a = 1 : La partie r�eelle de la paire de plans est r�eduite �a la droite y = w = 0. Cette droite
intersecte le cône en un point double (0; 1; 0; 0). L'intersection r�eelle est donc constitu�ee
de ce seul point.

� a = � 1 : Chacun des plans r�eels de la paire de plans intersecte le cône en une conique
r�eelle. Les deux coniques s'intersectent en le point double (0; 1; 0; 0) et ont une tangente
commune en ce point.

Le calcul de l'inertie de la quadrique associ�ee �a la racinetriple permet donc ici de discri-
miner entre les deux morphologies r�eelles associ�ees au symbole de Segre� 4 = [1(12)]. C'est
le cas la plupart du temps. Alors que dans le cas complexe la multiplicit�e mi et le rang r i

�etaient presque su�sants pour caract�eriser un faisceau,ici le rang est remplac�e par l'inertie.
Il n'y a gu�ere qu'un ou deux cas o�u des informations suppl�ementaires sont n�ecessaires.

2.3 Algorithmes de classi�cation

Comme nous venons de le voir, le nombre, le type et la multiplicit�e des racines du polynôme
caract�eristique, ainsi que l'inertie des quadriques singuli�eres associ�ees �a ces racines sont
souvent des informations su�santes pour d�eterminer le type de l'intersection r�eelle de deux
quadriques projectives. Notre algorithme de classi�cationsuit donc exactement ce sch�ema.
On commence par d�eterminer siD est identiquement nul et sinon la nature de ses racines
(cf. l'Algorithme 2.1). Puis on � branche� suivant ce que l'on a d�etermin�e : racines simples,
une racine double, deux racines doubles, une racine triple,une racine quadruple.

Nous donnons dans ce qui suit les algorithmes dans le cas d'uneracine triple (Algo-
rithme 2.2) et d'une racine quadruple (Algorithme2.3). Notons que dans les deux cas la
racine en question est n�ecessairement r�eelle (sinon son conjugu�e complexe serait �egalement
racine multiple) et rationnelle (sinon son conjugu�e alg�ebrique serait �egalement racine mul-
tiple).

Une subtilit�e survient dans le cas d'une racine quadruple. Comme d�ej�a indiqu�e dans la
Section 2.1, deux cas di��erents (symboles de Segre [(22)] et [(31)]) m�enent �a une racine
quadruple avec une quadrique de rang 2 associ�ee. La situation ne s'am�eliore pas sur les
r�eels puisque dans les deux cas, cette quadrique peut prendre l'inertie (2; 0) et (1; 1). Pour
di��erencier les deux, on note que dans le premier cas (symbole [(22)]) la droite singuli�ere de
la paire de plansR(� 0; � 0) est enti�erement contenue dans toutes les quadriques du faisceau.
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2.4 Un exemple

Algorithme 2.1 Boucle principale pour la classi�cation des faisceaux.
Entr�ee: un faisceau de quadriquesR(�; � ) = �S + �T
1: calculer D(�; � ) := det R(�; � )
2: si D � 0 alors f polynôme caract�eristique identiquement nulg
3: ex�ecuter l'Algorithme ad hoc
4: sinon
5: calculer H := gcd (@D=@�; @D=@�), soit d := deg (H ; f �; � g)
6: si d = 0 alors f pas de racine multipleg
7: r�eponse: quartique lisse (C) { voir le Chapitre 1
8: sinon si d = 1 alors f racine doubleg
9: ex�ecuter l'Algorithme ad hoc

10: sinon si d = 2 alors
11: si discriminant ( H ) = 0 alors f racine tripleg
12: ex�ecuter l'Algorithme 2.2
13: sinon f deux racines doublesg
14: ex�ecuter l'Algorithme ad hoc
15: �n si
16: sinon f d = 3 : racine quadrupleg
17: ex�ecuter l'Algorithme 2.3
18: �n si
19: �n si

Algorithme 2.2 Classi�cation : le cas d'une racine triple.
Entr�ee: R(�; � ); D (de l'Algorithme 2.1)
Entr�ee: racine triple r�eelle ( � 0; � 0), inertie I 0 et rang r0 de R(� 0; � 0)
1: si r0 = 3 alors f quartique cuspidale (C)g
2: r�eponse: quartique cuspidale
3: sinon si r0 = 2 alors f deux coniques tangentes (C)g
4: si I 0 = (1 ; 1) alors f la paire de plansR(� 0; � 0) est r�eelleg
5: r�eponse: deux coniques tangentes
6: sinon f la paire de plansR(� 0; � 0) est imaginaireg
7: r�eponse: point
8: �n si
9: sinon f r0 = 1 : conique double (C)g

10: soit I 1 l'inertie de R(� 1; � 1), ( � 1; � 1) la seconde racine (r�eelle) deD
11: si I 1 = (2 ; 1) alors f le côneR(� 1; � 1) est r�eelg
12: r�eponse: conique double
13: sinon f le côneR(� 1; � 1) est imaginaireg
14: r�eponse: ;
15: �n si
16: �n si

2.4 Un exemple

Consid�erons la paire de quadriques suivante :
�

QS : � 4x2 + y2 � 4yw + 4w2;
QT : � 2xy + 4xw � 8y2 � 4yz + 8zw:
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Chapitre 2 Classi�cation et identi�cation des faisceaux dequadriques deP3(R)

Algorithme 2.3 Classi�cation : le cas d'une racine quadruple.
Entr�ee: R(�; � ); D (de l'Algorithme 2.1)
Entr�ee: racine quadruple r�eelle (� 0; � 0), inertie I 0 et rang r0 de R(� 0; � 0)
1: soit s := sgn D(�; � )=(� 0� � � 0� )4

2: si r0 = 3 alors f cubique et droite tangente (C)g
3: r�eponse: cubique et droite tangente
4: sinon si r0 = 2 alors f conique et deux droites se croisant sur la conique, ou deux droites

simples et une droite double (C)g
5: si I 0 = (2 ; 0) alors f paire de plansR(� 0; � 0) est imaginaireg
6: r�eponse: droite double
7: sinon f paire de plansR(� 0; � 0) est r�eelleg
8: si s = +1 alors
9: soit l0 la droite singuli�ere de R(� 0; � 0)

10: si l0 est contenue dansQS et QT alors
11: r�eponse: deux droites simples et une droite double
12: sinon
13: r�eponse: conique et deux droites se croisant sur la conique
14: �n si
15: sinon f s = � 1g
16: r�eponse: conique
17: �n si
18: �n si
19: sinon si r0 = 1 alors f deux droites doubles (C)g
20: si s = +1 alors
21: r�eponse: deux droites doubles sécantes
22: sinon f s = � 1g
23: r�eponse: point
24: �n si
25: sinon f r0 = 0 : quadrique lisse (C)g
26: si S ou T est d'inertie (4; 0) alors
27: r�eponse: ;
28: sinon
29: r�eponse: quadrique lisse
30: �n si
31: �n si

Le polynôme caract�eristique est

D(�; � ) = det ( �S + �T ) = � �� 3:

Le pgcd des d�eriv�ees partielles estH = � 2. Le discriminant de H est nul, donc d'apr�es
l'Algorithme 2.1, D a une racine triple (� 0; � 0) = (1 ; 0).

On suit maintenant les lignes de l'Algorithme2.2. Soit R0 = � 0S + � 0T. On a :

det (R0 � �I ) = � 4 � � 3 � 20� 2:

D'apr�es la r�egle des signes de Descartes [BPR03], R0 est d'inertie (1; 1). On conclue que
l'intersection est constitu�ee de deux coniques tangentes. Avec les algorithmes du Chapitre3,
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2.5 Orbites de faisceaux r�eels

ces coniques peuvent être param�etr�ees comme suit :

X 1(u; v) = ( � 2v2; 2uv + 4v2; � 2u2 � 8uv � 7v2; uv);

X 2(u; v) = ( � 2v2; � 2uv � 4v2; 2u2 + 8uv + 9v2; � uv);

pour (u; v) 2 P1(R). Les deux coniques sont tangentes au point (0; 0; � 1; 0).

2.5 Orbites de faisceaux r�eels

La th�eorie de Segre et son ra�nage sur les r�eels encodent l'invariance d'une paire de
matrices/quadriques par transformation projective simultan�ee des deux matrices/quadriques.
Pour l'application qui consiste �a calculer un param�etrage de l'intersection, la classi�cation
induite est su�sante. En e�et, seul le type r�eel de l'intersection compte vraiment. Par contre,
pour d'autres applications comme l'�etude des intersections de quadriques dynamiques, il faut
sans doute aller plus loin et s'int�eresser �a l'invariancenon pas d'une paire de quadriques mais
du faisceau qu'elles engendrent.

Le but de cette section est de montrer sur un exemple qu'un même type d'intersection r�eel
peut se retrouver dans plusieurs orbites de faisceau sous l'action deG = GL 4(R) � GL2(R).
Il n'est pas ici question d'identi�er l'ensemble des orbites de faisceaux r�eels, qui sera l'objet
d'un travail futur (en se basant sur les travaux de Ja'Ja' [Ja'79], Atkinson [Atk91] et plus
r�ecemment Pervouchine [Per02]).

Notons la forme caract�eristique du faisceau par

D(�; � ) = det ( �S + �T ) = a� 4 + b� 3� + c� 2� 2 + d�� 3 + e� 4:

Cette quartique a deux invariants sous l'action de GL2(C) (qui sont donc aussi des invariants
du faisceau), l'apolaire

I = 12ae� 3bd+ c2;

et le catalecticant
J = 72ace+ 9bcd� 27ad2 � 27eb2 � 2c3:

Par d�e�nition, l'annulation ou non-annulation de I et J sont des propri�et�es de faisceaux
de quartiques binaires sous l'action de GL2(C). De plus, I et J sont de degr�e pair en les
coe�cients de S et en les coe�cients deT (bidegr�e (4; 4) pour I , bidegr�e (6; 6) pour J ), donc
leur signe est �egalement invariant sur les orbites de faisceaux de quadriques sous l'action de
G.

Prenons l'exemple de la caract�eristique de Segre� 4 = [11(11)], qui correspond sur les
complexes �a deux coniques s�ecantes. Le polynôme caract�eristique a dans ce cas une racine
double et deux racines simples. Lorsque les deux racines simples sont r�eelles, l'application
du Th�eor�eme 2.3 am�ene la forme normale :

�
QS : z2 + �w 2 = 0;
QT : x2 + �y 2 + 
w 2 = 0;

o�u j� j = j� j = j
 j = 1, QS est une paire de plans etQT est un cône. Le polynôme caract�e-
ristique associ�e est :

D(�; � ) = ��� 2(�� + 
� ):
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On a donc :
a = 0; b= 0; c = ��; d = �
; e = 0:

Ainsi :
I = � 2� 2 > 0; J = � 2� 3� 3:

Examinons maintenant la morphologie de l'intersection dans le cas o�u� = � 1; � = 1; 
 =
1. Le côneQT est imaginaire et son sommet (0; 0; 1; 0), qui est son seul point r�eel, ne se trouve
pas sur la paire de plansQS. L'intersection est donc vide. Or� = 1 et � = � 1 induisent un
signe di��erent pour J . On voit donc bien, comme annonc�e, qu'une même morphologie r�eelle
peut se retrouver dans des orbites de faisceau distinctes sous l'action de G.
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Chapitre 3

Param�etrage des intersections de
quadriques singuli�eres de P3(R)

R�esum�e

Dans ce chapitre, nous montrons comment param�etrer l'intersection de deux quadriques projectives
r�eelles dans les cas singuliers. L'accent est mis sur la minimisation de la complexit�e alg�ebrique des
param�etrages.
Ce chapitre fait un survol de la publication [4], reprise dans le Chapitre10 (page 133). Il emprunte
�egalement quelques �el�ements de [8] (Chapitre 11, page135).

Ce chapitre conclue notre travail sur les intersections de quadriques. Il se penche sur le
probl�eme du param�etrage des cas singuliers. On sait qu'ilexiste alors un param�etrage avec des
fonctions rationnelles (Proposition1.3). On cherche un tel param�etrage, tout en minimisant
sa complexit�e alg�ebrique, c.-�a-d. le nombre et la profondeur des racines carr�ees apparaissant
dans les coe�cients du param�etrage. On parlera d'� optimalit�e � lorsque le minimum est
atteint, de � quasi-optimalit�e � lorsque l'on est �a une racine carr�ee de l'optimum.

Rappelons que l'on se donne deux quadriquesQS; QT �a coe�cients entiers et on cherche
un param�etrage simple deC = QS \ QT . L'id�ee est de trouver une quadrique r�egl�eeQR dans
le faisceau, de plonger son param�etrage dans une autre quadrique du faisceau et de r�esoudre
l' �Equation (
 ) obtenue.

Lorsque le faisceau contient des quadriques d'inertie (2; 2), on pourrait parfaitement utiliser
l'algorithme g�en�erique du Chapitre 1. Cela pr�esenterait cependant un double inconv�enient :
1. on ne pourrait pas assurer que le param�etrage obtenu est polynomial (cf. le cas d'une quar-
tique cuspidale ci-dessous), et 2. on n'obtiendrait pas n�ecessairement le minimum possible
de racines carr�ees.

Dans ce qui suit, la philosophie sera de prendre pour quadrique QR la quadrique r�egl�ee de
plus petite inertie du faisceau. Cela aura en outre pour avantage de minimiser la complexit�e
arithm�etique des coe�cients du param�etrage (cf. [8]).

3.1 Param�etrage des paires de plans et des cônes

Dans ce qui suit, nous allons prendre des paires de plans et des cônes comme quadriques
interm�ediaires QR . Il nous faut donc savoir les param�etrer.

Commen�cons par les paires de plans. La quadrique d'�equation ax2 � by2 = 0 est constitu�ee
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de 2 plans que l'on param�etre comme suit :

X 1 =

"

u;

p
ab
b

u; v; s

#

; X 2 =

"

u; �

p
ab
b

u; v; s

#

; (u; v; s) 2 P2: (3.1)

On montre alors le r�esultat suivant :

Proposition 3.1. La quadrique projectiveQ d'�equation ax2 � by2 = 0 ( a; b > 0) admet un
param�etrage rationnel dansQ si et seulement si elle contient un point rationnel en dehors
de sa droite singuli�ere x = y = 0, ou de mani�ere �equivalente si et seulement siab est un
carr�e dans Q. Si c'est le cas, le param�etrage de l'�Equation (3.1) est rationnel.

Passons maintenant au cas des cônes. Dans ce cas, il nous faut introduire un espace de
param�etres un peu inhabituel. On appelleespace quasi-projectif�a deux dimensions, et on
note P?2, le quotient deR3 nf 0; 0; 0g par la relation d'�equivalence� , o�u ( x; y; z) � (y1; y2; y3)
si et seulement si9� 2 R n f 0g tel que (x; y; z) = ( �y 1; �y 2; � 2y3). La quadrique d'�equation
ax2 + by2 � cz2 = 0 admet le param�etrage

X =
�
uv;

u2 � abv2

2b
;
u2 + abv2

2
p

bc
; s

�
; (u; v; s) 2 P?2:

On prouve alors la propri�et�e suivante :

Proposition 3.2. Une quadrique projectiveQ d'�equation ax2 + by2 � cz2 = 0 ( a; b; c > 0)
admet un param�etrage rationnel dansQ si et seulement si elle contient un point rationnel
autre que son point singulier(0; 0; 0; 1).

Il existe cependant des quadriques de ce type sans point rationnel et donc sans param�etrage
rationnel, par exemple la quadrique d'�equationx2 + y2 � 3z2 = 0.

Notons, pour compl�eter cette proposition, que le param�etrage d'un cône contenant un point
rationnel se fait ais�ement. SoitQR un cône r�eel, de sommetc contenant un point rationnel
p 6= c. Appliquons �a R la transformation projective P envoyant le point (0; 0; 0; 1)T sur c et
le point (0; 0; 1; 0)T sur p. Le côneQP T RP a pour �equation

a1x2 + a2xy + a3y2 + a4yz + a5xz = 0:

Ce cône admet le param�etrage simple suivant :

X (u; v; s) = ( x; y; z; w)T =

0

B
B
@

a5 0 a4 0
0 a4 a5 0

� a1 � a3 � a2 0
0 0 0 1

1

C
C
A

0

B
B
@

u2

v2

uv
s

1

C
C
A ; (u; v; s) 2 P?2(R):

On obtient ainsi le param�etragePX du côneQR .
Nous voil�a maintenant arm�es pour attaquer le param�etragequasi-optimal des cas singuliers

d'intersection. Dans ce qui suit, nous montrons comment proc�eder dans trois cas di��erents.
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3.2 Cas 1 : quartique cuspidale

3.2 Cas 1 : quartique cuspidale

Dans ce cas, le symbole de Segre est� 4 = [13]. L'intersection est toujours r�eelle. Utiliser
l'algorithme g�en�erique (Chapitre 1) ne serait pas ici une bonne id�ee :C �etant irr�eductible,
C
 l'est �egalement (Proposition 1.2) et la r�esolution de l' �Equation (
 ) am�enerait imman-
quablement la racine d'un polynôme, �evitable d'apr�es laProposition 1.3.

On proc�ede donc autrement. On consid�ere le côneQR associ�e �a la racine triple (r�eelle et
rationnelle) du polynôme caract�eristique. Le point singulier de la quartique est le sommetp
de ce cône. L'intersection deQR et du plan tangent �a QS enp est une droite double, la droite
tangente �a C en son point de rebroussement.�Etant double, cette droite est n�ecessairement
rationnelle. Par la Proposition3.2, le cône admet un param�etrage rationnel, que l'on trouve
en prenant un point rationnel sur la droite double et en proc�edant comme pr�ec�edemment.

Avec les notations de la Section3.1, plonger le param�etrage deQR dansQS donne l'�equa-
tion


 : as2 + b(u; v)s + c(u; v) = 0 ;

�a coe�cients rationnels. La quartique passe par le sommet de QR , qui correspond �a la valeur
u = v = 0 des param�etres. En ce points 6= 0 parce que (u; v; s) 2 P?2. Donc a = 0, 

est lin�eaire en s et on peut donc exprimers comme fonction rationnelle deu; v. Plongeant
cette fonction dans le param�etrage deQR , on obtient un param�etrage de la quartique dans
Q[� ]; � = ( u; v), qui est donc optimal.

Un exemple d'ex�ecution de notre logiciel dans le cas d'une quartique cuspidale est montr�e
dans la Figure3.1.

>> quadric 1 : - 3 * x^2 - 14 * x* y - 4 * x* z - 6 * x* w - 4 * y^2 - 8 * w^2
>> quadric 2 : 6 * x^2 - 12 * x* y - 8 * x* z + 4 * x* w - 8 * y^2

>> determinantal equation: - l^4 - 6 * l^3 * m - 12* l^2 * m^2 - 8 * l * m^3
>> gcd of derivatives of determinantal equation: l^2 + 4 * l * m + 4* m^2
>> triple real root: [ -2 1 ]
>> inertia: [ 2 1 ]
>> complex intersection: cuspidal quartic
>> real intersection: cuspidal quartic
>> singular point: [ 0 0 1 0 ]
>> rational point on cone: [ 0 1 0 0 ]
>> parameterization of cone with rational point

>> parameterization of cuspidal quartic:
[16 * v^4, - 1024 * u^2 * v^2 - 128 * u* v^3 - 12 * v^4, - 65536 * u^4 - 16384 * u^3 * v - 1024 * u^2 * v^2

+ 64* u* v^3 + 21 * v^4, 128 * u* v^3]
>> parameterization is optimal

>> time spent: 10 ms

Fig. 3.1 { Trace de l'ex�ecution pour l'exemple 1.

3.3 Cas 2 : deux coniques tangentes

Ici, la caract�eristique de Segre est� 4 = [1(21)]. Le polynôme caract�eristique a une racine
triple (r�eelle et rationnelle), correspondant �a une paire de plansQR . L'autre racine (r�eelle et
rationnelle) correspond �a un cône projectif r�eel. Il y a deux types d'intersection sur les r�eels.
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Point. La paire de plans est imaginaire et sa droite singuli�ere (r�eelle et rationnelle) inter-
secte le cône en un point double, qui est le seul point r�eel de l'intersection. Ce point est
n�ecessairement rationnel, autrement son conjugu�e serait �egalement dans l'intersection. On
peut calculer les coordonn�ees de ce point exactement commeindiqu�e, en param�etrant la paire
de plans, en en extrayant la droite singuli�ere et en intersectant cette droite avec le cône.

Deux coniques tangentes r�eelles. La paire de plans est r�eelle et chacun des plans intersecte
le cône. La droite singuli�ere deQR est tangente au cône. Comme pr�ec�edemment, le point de
tangence est rationnel. Par la Proposition3.2, le cône a un param�etrage rationnel. Plongeant
ce param�etrage dansQR , on voit que le param�etrage des coniques est rationnel sur l'extension
de Q d�e�nie par les plans. Les coniques ont donc un param�etragedansQ(

p
� )[� ], o�u � est le

discriminant de la paire de plansQR , si et seulement si� n'est pas un carr�e.
Un exemple o�u

p
� ne peut être �evit�e est le suivant :

�
x2 � 2w2 = 0;
xy + z2 = 0:

Un exemple de calcul du param�etrage de l'intersection dans le cas de deux coniques tan-
gentes est pr�esent�e dans la Figure3.2.

>> quadric 1 : x^2 + 6 * x* y + 2 * x* z + 4 * y^2 + 2 * y* z + 2 * z^2
>> quadric 2 : 5 * x^2 + 24 * x* y + 10 * x* z + 16 * y^2 + 8 * y* z + 9 * z^2 - 4 * w^2

>> determinantal equation: l^3 * m + 6* l^2 * m^2 + 12* l * m^3 + 8* m^4
>> gcd of derivatives of determinantal equation: l^2 + 4 * l * m + 4* m^2
>> triple real root: [ -2 1 ]
>> inertia: [ 1 1 ]
>> complex intersection: two tangent conics
>> real intersection: two tangent conics
>> rational point on cone: [ 2 -1 -2 0 ]
>> parameterization of cone with rational point
>> the two conics are tangent at [ 2 -1 -2 0 ]

>> parameterization of conic:
[2 * u^2 - 14 * u* v + 28 * v^2, - u^2 + 10 * u* v - 26 * v^2, - 2 * u^2 + 14 * u* v - 22 * v^2, 3 * v^2]
>> parameterization is optimal

>> parameterization of conic:
[- 2 * u^2 + 14 * u* v - 28 * v^2, u^2 - 10 * u* v + 26 * v^2, 2 * u^2 - 14 * u* v + 22 * v^2, 3 * v^2]
>> parameterization is optimal

>> time spent: 10 ms

Fig. 3.2 { Trace de l'ex�ecution pour l'exemple 2.

3.4 Cas 3 : conique et deux droites ne se coupant pas sur
la conique

Dans ce cas la caract�eristique de Segre est �egale �a� 4 = [2(11)]. Le polynôme caract�eristique
a deux racines doubles, correspondant �a un cône et �a une paire de plans. Ces deux racines
sont n�ecessairement r�eelles et rationnelles, autrementles quadriques du faisceau qui leur
sont associ�ees auraient le même rang. Donc le cône et la paire de plans ont une �equation
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rationnelle. De plus, le sommet du cône appartient �a la paire de plans mais n'en est pas un
point singulier. D'apr�es la Proposition 3.1, le discriminant de la paire de plans est un carr�e
et chaque plan de la paire a un param�etrage rationnel.

Il y a trois cas distincts sur les r�eels.

Point. Le cône est imaginaire. L'intersection est r�eduite �a sonsommet, r�eel. L'�equation du
cône �etant rationnelle, son sommet est rationnel.

Point et conique. Le cône est r�eel. Un des plans coupe le cône en une conique vivant dans
un plan rationnel, l'autre plan coupe le cône en son sommet.Le point de C est ce sommet,
qui est comme auparavant rationnel. Pour param�etrer la conique, on plonge le param�etrage
du plan dans lequel elle vit dans une autre quadrique du faisceau, ce qui donne une conique
dans l'espace des param�etres du plan. Une racine carr�ee estpossiblement n�ecessaire pour
param�etrer cette conique. On ne peut l'�eviter que si on sait trouver un point rationnel sur
la conique.

Un exemple o�u la racine carr�ee ne peut être �evit�ee est le suivant :
�

xw = 0;
y2 + z2 � 3w2 = 0:

Par la Proposition 3.2, le cône projectif n'a pas de point rationnel en dehors de son sommet
(1; 0; 0; 0). La coniquex = y2 + z2 � 3w2 = 0 n'a donc pas de point rationnel.

Deux droites et conique. De nouveau, le cône est r�eel et un plan le coupe en une conique
d'�equation rationnelle. Mais maintenant l'autre plan, qui passe par le sommet du cône, le
coupe �egalement en deux droites. Le param�etrage de la conique s'obtient comme pr�ec�edem-
ment. Le param�etrage des droites s'obtient en plongeant leparam�etrage de l'autre plan dans
une quadrique du faisceau.

On note que si une des droites est rationnelle, l'autre l'estaussi et alors le cône, contenant
un point rationnel autre que son sommet, peut être param�etr�e rationnellement. D�es lors,
la conique, qui est l'intersection de ce cône avec un plan rationnel, admet elle-aussi un
param�etrage rationnel. Donc dans ce cas les trois composantes ont un param�etrage dans
Q[� ]. Si les droites sont irrationnelles, il se peut n�eanmoins que la conique ait un point
rationnel et donc un param�etrage rationnel.

Nous donnons des exemples pour les trois situations que nous venons d'esquisser. Tout
d'abord, la paire �

xy = 0;
y2 + z2 � w2 = 0

donne naissance �a deux droites rationnellesy = z � w = 0 et �a la conique rationnelle x =
y2+ z2 � w2 = 0 qui contient le point (0; 0; 1; 1) et peut donc être param�etr�ee rationnellement.
Ensuite, la paire de quadriques

�
xy = 0;
2y2 + z2 � 3w2 = 0
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s'intersecte en deux droites irrationnellesy = z �
p

3w = 0 et en la conique x =
2y2 + z2 � 3w2 = 0 qui contient le point rationnel (0; 1; 1; 1) et peut donc être param�e-
tr�ee rationnellement. En�n, les droites et la conique formant l'intersection des quadriques

�
xy = 0;
y2 + z2 � 3w2 = 0

ne peuvent être param�etr�ees rationnellement. En e�et, par la Proposition 3.2, le cône n'a pas
de point rationnel en dehors de son sommet (1; 0; 0; 0), donc la coniquex = y2 + z2 � 3w2 = 0
n'a pas de point rationnel.

Nous montrons dans la Figure3.3 un exemple o�u les trois composantes admettent un
param�etrage rationnel.

>> quadric 1 : 3 * x^2 - 6 * x* y - 10 * x* z - 6 * x* w + y^2 - 2 * y* z - 6 * y* w + 9* z^2 - 2 * z* w - 9 * w^2
>> quadric 2 : - 3 * x^2 + 8 * x* y + 12 * x* z + 6 * x* w - y^2 - 2 * y* z + 4 * y* w - 13 * z^2 + 9 * w^2

>> determinantal equation: 4 * l^4 - 12 * l^3 * m + 13* l^2 * m^2 - 6 * l * m^3 + m^4
>> gcd of derivatives of determinantal equation: 2 * l^2 - 3 * l * m + m^2
>> ranks of singular quadrics: 3 and 2
>> two real rational double roots: [ 1 1 ] and [ 1 2 ]
>> complex intersection: conic and two lines not crossing
>> real intersection: conic and two lines not crossing
>> parameterization of pair of planes
>> parameterization of pair of lines
>> parameterization of conic
>> looking for rational point on conic -- Legendre says yes :-)
>> parameterization of conic with rational point

>> parameterization of line:
[u - v + v * sqrt(3), u + 6 * v + 2 * v* sqrt(3), u, - u - v + v * sqrt(3)]
>> parameterization is optimal

>> parameterization of line:
[u - v - v * sqrt(3), u + 6 * v - 2 * v* sqrt(3), u, - u - v - v * sqrt(3)]
>> parameterization is optimal

>> parameterization of conic:
[- 162 * u^2 + 678 * u* v - 597 * v^2, 36 * u^2 - 9 * u* v - 162 * v^2, - 36 * u^2 + 9 * u* v + 162 * v^2,

146* u^2 - 640 * u* v + 737 * v^2]
>> parameterization is optimal

>> time spent: 10 ms

Fig. 3.3 { Trace de l'ex�ecution pour l'exemple 3.

3.5 Bilan

Proc�edant comme dans les sections pr�ec�edentes, avec parfois quelques petites variantes et
certaines incursions dans la th�eorie de Galois, on parvient �a param�etrer l'intersection r�eelle
de deux quadriques projectives r�eelles dans tous les cas identi��es au Chapitre 2.

On parvient �egalement �a construire l'imposant Tableau3.1qui montre que, dans l'immense
majorit�e des cas, le param�etrage obtenu est optimal : il n'en existe pas qui soit d�e�ni sur une
extension deQ plus petite. Pour quelques cas (d�esign�es par la mention� non-optimal � ), le
param�etrage obtenu par des moyens� simples� contient possiblement une racine carr�ee en
trop par rapport �a l'optimal.
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3.5 Bilan

Oublions le cas g�en�erique, d�ej�a trait�e dans le Chapitr e1. Pour les autres cas non-optimaux,
d�eterminer si la racine carr�ee suppl�ementaire peut être �evit�ee ou non revient �a d�eterminer
si une certaine conique (rationnelle sauf dans un cas) contient ou non un point rationnel
et �a calculer un tel point dans l'a�rmative. Dans notre logi ciel, nous avons implant�e un
algorithme dû �a D. Simon qui r�ealise cette tâche [Sim05]. On le voit pr�ecis�ement �a l'�uvre
dans l'exemple de la Figure3.3. Dans ce cas pr�ecis, un point rationnel est trouv�e sur la
conique et les trois composantes de l'intersection sont rationnelles.
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symbole
de Segre type r�eel format du param�etrage

dans le pire cas
optimalit�e

dans le pire cas

[1111] quartique lisse Q(
p

� )[�;
p

�] ;
� 2 Q(

p
� )[� ]

non-optimal

[112]
point Q optimal

quartique nodale Q(
p

� )[� ] non-optimal
[13] quartique cuspidale Q[� ] optimal
[22] cubique et droite s�ecante Q[� ] optimal
[4] cubique et droite tangente Q[� ] optimal

[11(11)]

deux points Q(
p

� ) optimal

conique Q(
p

�;
p

� )[� ],
� 2 Q(

p
� )

optimal si
p

� 62Q

deux coniques s�ecantes Q(
p

�;
p

� 0)[� ] non-optimal

[1(21)]
point Q optimal

deux coniques tangentes Q(
p

� )[� ] optimal
[1(111)] conique double Q(

p
� )[� ] non-optimal

[2(11)]

point Q optimal
conique et point Q(

p
� )[� ] non-optimal

conique et deux droites Q(
p

� )[� ] non-optimal

[(31)]
conique Q[� ] optimal

conique et deux droites Q(
p

� )[� ] optimal

[(11)(11)]
deux points K[� ]; deg (K) = 4 optimal
deux droites K[� ]; deg (K) = 4 optimal

quatre droites K[� ]; deg (K) = 4 optimal

[(22)]
droite double Q[� ] optimal

deux droites simples
et une droite double Q(

p
� )[� ] optimal

[(211)]
point Q optimal

deux droites doubles Q(
p

� )[� ] optimal
[1f 3g] conique et droite double Q[� ] optimal

[111]
point Q optimal

2 droites concourantes K[� ]; deg (K) = 4 optimal
4 droites concourantes K[� ]; deg (K) = 4 optimal

[12]
droite double Q[� ] optimal

deux droites simples
et une droite double Q(

p
� )[� ] optimal

[3] droites simple et triple Q[� ] optimal

[1(11)]
point Q optimal

2 droites concourantes Q(
p

� )[� ] optimal
[(21)] droite quadruple Q[� ] optimal
[11] droite quadruple Q[� ] optimal

Tab. 3.1 { Anneau de d�e�nition et optimalit�e des coordonn�ees des param�etrages calcul�es par notre
algorithme.�; � 0 sont des rationnels.
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Chapitre 4

Invariants et combinants de faisceaux de
coniques

R�esum�e

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons au probl�eme de la caract�erisation du type d'intersection
r�eelle de deux coniques projectives. On a recours pour cela �a la th�eorie des invariants pour carac-
t�eriser les orbites de faisceaux de coniques. On montre qu'en �etudiant une cat�egorie d'invariants
connus sous le nom de combinants on obtient des pr�edicats de plus petit degr�e que ceux qui �etaient
connus jusqu'alors.
Ces r�esultats ne sont pas encore publi�es.

Comment caract�eriser la morphologie de l'intersection r�eelle de deux coniques ? L'a�aire
ne semble gu�ere compliqu�ee. Il est vrai que nous avons faitce travail pour les quadriques, et
on ne voit pas ce qui empêcherait de le refaire en dimension inf�erieure. C'est tout-�a-fait exact.
Toutefois, cette phase de d�etermination du type de l'intersection, telle que pr�esent�ee dans
le Chapitre 2, pr�esente quelques inconv�enients. Rappelons que l'id�ee est de calculer les ra-
cines multiples du polynôme caract�eristique, de construire les coniques/quadriques associ�ees,
puis d'en calculer l'inertie, ce qui permet de conclure. Cette proc�edure marche parfaitement,
mais elle a un d�efaut : le contrôle sur le degr�e des pr�edicats �a �evaluer pour classi�er le
faisceau est quelque peu perdu par les constructions interm�ediaires (racines multiples et
coniques/quadriques associ�ees) qui sont faites, sans compter que certaines constructions in-
troduisent des nombres alg�ebriques.

On souhaiterait donc pouvoir discriminer entre les di��erents types de faisceaux grâce �a
des quantit�es polynomiales calcul�ees directement sur les entr�ees. On se tourne pour cela
vers la th�eorie classique des invariants, c.-�a-d. l'�etude des propri�et�es intrins�eques d'objets
alg�ebriques. On se penche en particulier sur les invariants de paires de formes quadratiques
ternaires. On montre qu'une cat�egorie d'invariants, les combinants, permet de discriminer
entre les di��erentes orbites de faisceaux de coniques projectives r�eelles. On am�eliore en
particulier les r�esultats de Briand [Bri07], qui a fait un travail similaire �a base de r�esultants
et de suites de Sturm. Mentionnons �egalement l'�etude d'Etayo et al. [EGdR06] pour le cas
des ellipses, possiblement param�etr�ees.

Que la th�eorie des invariants puisse apporter des r�eponses en calcul g�eom�etrique exact ne
doit pas surprendre. Rappelons que, pour Felix Klein (le fameux � programme d'Erlangen� ,
1872), la g�eom�etrie est l'�etude des propri�et�es d'un espace qui sont invariantes sous l'action
d'un groupe de transformations. Il est donc assez naturel que des invariants apparaissent
lorsque l'on cherche �a traduire une question g�eom�etrique (deux surfaces s'intersectent-elles ?
quatre droites admettent-elles une transversale r�eelle commune ?) en �equations.
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Cette relation entre invariants et g�eom�etrie n'a pourtant pas re�cu l'attention qu'elle m�erite
en g�eom�etrie algorithmique. Parfois, des auteurs ont reconnu l'apparition de quantit�es inva-
riantes, sans en comprendre totalement la port�ee (cf. par exemple [DFMT02] sur le balayage
d'arcs de cercles). Mais la situation pourrait bien changer, notamment grâce aux travaux de
plusieurs auteurs qui revisitent actuellement la th�eorieclassique des invariants. Mentionnons
�a ce sujet Peter Olver [Olv99], Jaydeep Chipalkatti [Chi04, Chi06], Jens Gravesen [Gra04]
et Emmanuel Briand [ABB06, Bri07].

4.1 Invariants et covariants : quelques rappels

La th�eorie classique des invariants est l'�etude des propri�et�es intrins�eques de (syst�emes
de) polynômes, c'est-�a-dire les propri�et�es qui ne sontpas a�ect�ees par un changement de
variables et qui ne sont pas attach�ees �a un syst�eme de coordonn�ees particulier. L'�etude des
invariants est fortement li�ee au probl�eme de l'�equivalence (quand un syst�eme polynomial
peut-il être transform�e en un autre syst�eme par un changement de coordonn�ees appropri�e)
et �a celui, voisin, de la forme canonique (trouver un changement de coordonn�ees qui am�ene
le syst�eme polynomial sous une forme particuli�erement simple).

Fond�ee par Sylvester et Cayley dans les ann�ees 1850, la th�eorie des invariants et des
covariants a �et�e explor�ee par Hilbert, Clebsch, Gordan etd'autres vers 1880 et red�ecouverte
dans les ann�ees 1960 par Dieudonn�e et Dixmier, notamment.

Nous passons ici en revue quelques �el�ements de th�eorie desinvariants. Le lecteur int�eress�e
pourra se r�ef�erer �a des sources classiques ([GY03, Gle15, Tur29]) ou modernes ([Olv99,
Stu93]) pour de plus amples informations sur ce sujet fascinant.

4.1.1 Formes n-aires

La th�eorie des invariants de formes (et en particulier de formes binaires) est un volet
central de la th�eorie classique des invariants.

Soit K un corps de caract�eristique z�ero, que l'on prendra �egal �a C ou R par la suite. Soit

f (x1; x2; : : : ; xn ) =
X

ai 1 i 2 ��� i n x i 1
1 x i 2

2 � � � x i n
n (4.1)

une forme n-aire (c.-�a-d. un polynôme homog�ene enn variables) de degr�e d sur K , o�u
x = ( x1; : : : ; xn ) sont des coordonn�ees deK n . La somme dans (4.1) se fait sur les

� n+ d� 1
d

�

n-uplets d'entiers positifs ou nuls (i 1; i2; : : : ; in ) tels quei 1 + i 2 + � � � + i n = d. Les coe�cients
ai 1 i 2 ��� i n sont suppos�es alg�ebriquement ind�ependants surK .

L'ensemble desd-formesn-aires est unK -espace vectoriel de dimension
� n+ d� 1

d

�
. Il peut

être identi��e �a Sd(K n ), la d-i�eme puissance deK n . Cela signi�e quef peut être identi��ee au
vecteur a = ( : : : ; ai 1 i 2 ��� i n ; : : :) de ses coe�cients. Ainsif = f (x) = f (a; x) et a repr�esentent
le même �el�ement deSd(K n ).

Soientu = ( u1; : : : ; un ) les coordonn�ees duales (tangentielles). SoitK [a; x; u] l'anneau des
polynômes en les coe�cients def , les variables du primal et les variables du dual.K [a; x; u]
est l'anneau des polynômes sur l'espace vectoriel � =Sd(K n ) � K n � (K n )� . L'action du
groupe g�en�eral lin�eaire GL n (K ) sur K n induit une action naturelle sur �. Pour chaque
transformation P de GLn (K ), repr�esent�ee par une matricen � n de d�eterminant non-nul,
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l'action P : (a; x; u) 7! (a; x; u) est d�e�nie par les �equations

x = P x; f (a; x) = f (a; x);

les coordonn�ees dualesu �etant sujettes �a la transformation duale (dite contragr�ediente)

u =
�
P � 1

� T
u:

Un polynômeC 2 K [a; x; u] est un covariant de f si

C(a; x; u) = (det P)w C(a; x; u); (4.2)

o�u w est un entier positif ou nul baptis�e poids de C. Le degr�e total de C en les �el�ements du
vecteur de coe�cients a est appel�e ledegr�e du covariant. Son degr�e total en les variablesx
est appel�e l'ordre de C. En�n, son degr�e total en les variables dualesu est appel�e la classe
de C.

Bien que tous les polynômesC satisfaisant (4.2) tombent sous la d�enomination moderne
de � covariants� , la terminologie du 19e si�ecle faisait la distinction entre :

� les invariants, lorsque l'ordre et la classe valent 0,

� les covariants, lorsque la classe vaut 0, mais pas l'ordre,

� les contravariants, lorsque l'ordre vaut 0, mais pas la classe,

� les concomitants mixtes, quand ni l'ordre ni la classe ne valent 0.

Nous utiliserons parfois ces termes pour plus de clart�e.
Il n'est pas inutile de pr�eciser ici que les invariants telsque d�e�nis sont des invariants

relatifs puisqu'ils ne sont conserv�es qu'�a une puissance du d�eterminant de la transformation
pr�es. Ce n'est donc pas leur valeur qui est int�eressante, mais leur nullit�e ou non-nullit�e,
ainsi �eventuellement que leur signe (lorsque leur poids etleur degr�e sont des nombres pairs).
Notons toutefois que, �etant donn�es deux invariants relatifs de même poids, on peut construire
un invariant absoluen les divisant.

Remarque. On ne s'int�eresse ici qu'aux invariants et covariants ditsrationnels, c'est-�a-dire
qui r�esident dans K [a] et K [a; x; u] respectivement. Ont �et�e �egalement consid�er�es, dansla
litt�erature, des invariants et covariants irrationnels ou alg�ebriques, c.-�a-d. dont les coe�cients
sont alg�ebriques surK [a].

4.1.2 Exemple

Pour �xer les id�ees, soit f une forme quadratique binaire :

f = a0 x2 + 2a1 xy + a2 y2:

Consid�erons la transformationP de GL2(C) d�e�nie par

(x; y) 7! (ax + by; cx + dy); detP = ad � bc6= 0:

Le polynôme transform�e s'�ecrit f (x) = a0 x2 + 2a1 xy + a2 y2 = f (x), ce qui donne :

a0 = a0a2 + 2a1ac+ a2c2; a1 = a0ab+ a1(ad+ bc) + a2cd; a2 = a0c2 + 2a1bd+ a2d2:
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Notons par � le discriminant. Alors :

�( f ) = a2
1 � a0a2 = ( ad � bc)2 (a2

1 � a0a2) = (det P)2�( f ):

Le discriminant d'une forme quadratique est donc, ô surprise, un invariant. Comme son degr�e
est pair, son signe est �egalement invariant sur chaque orbite de forme quadratique binaire.

Tout cela pour dire que la th�eorie des invariants g�en�eralise des objets et des notions qui
nous sont largement familiers.

4.1.3 Propri�et�es fondamentales

PrenonsK = C. L'anneau des covariantsde f est la C-alg�ebre C[a; x; u]GL n (C) . L' anneau
des invariants de f est la sous-alg�ebreC[a]GL n (C) engendr�ee par ses invariants.

Le r�esultat fondamental de la th�eorie des invariants de formes est dû �a David Hilbert
(1888) :

Th�eor�eme 4.1 (Th�eor�eme de �nitude de Hilbert). L'anneau des invariants et l'anneau des
covariants d'une ou plusieurs formes sous l'action du groupe g�en�eral lin�eaire surC ont un
nombre �ni de g�en�erateurs, baptis�es invariants et covariants fondamentaux.

Soit FR une famille �nie de formes r�eelles etF sa complexi�cation. Soit G un groupe
de transformation agissant naturellement surF , GR sa version r�eelle. Un autre th�eor�eme
d'importance fondamentale dit que les covariants s�eparent les orbites deF sous l'action de
G [PV94]. En d'autres termes, pour deux orbites distinctesO1 et O2, il existe un covariant
s'annulant identiquement surO1 et pas surO2, et vice-versa.

Lorsque l'on passe sur les r�eels, la classi�cation des orbites sous l'action deGR est obtenue
en ra�nant la classi�cation des orbites sous l'action deG. Plus pr�ecis�ement, si O est une
orbite de F sous l'action deG, alors la trace deO (c.-�a-d. son intersection avecFR) est
une union d'orbites sous l'action deGR. H�elas, contrairement au cas complexe, il n'y a
aucune garantie �a l'avance que l'on puisse s�eparer les orbites deFR sous l'action deGR avec
uniquement des �equations et des in�equations impliquant les seuls covariants. Nous verrons
plus loin que, dans le cas de faisceaux de coniques projectives r�eelles, on peut s�eparer les
orbites en extrayant des quantit�es d�eriv�ees de covariants fondamentaux.

4.1.4 Paire de formes

On s'int�eresse maintenant �a la famille F des paires de formes quadratiquesn-aires et aux
invariants et covariants de cette famille. Soit doncf = f (a; x) et g = g(b; x) deux telles
formes. Plusieurs groupes agissent naturellement sur la famille F . Le premier, GLn (C), agit
par substitutions lin�eaires en x et donc par transformation simultan�ee def et g. Cette
action a �et�e largement �etudi�ee par le pass�e, mais ce n'est pas la plus int�eressante pour
nous. En e�et, elle � n'encode� pas les propri�et�es de l'intersection f x j f (x) = g(x) = 0 g
mais les propri�et�es de la paire de formesf; g . De ce fait, deux paires ayant le même� type
d'intersection � peuvent se retrouver dans des orbites di��erentes.

Plus int�eressante est l'action de GLn (C) � GL2(C), o�u GL n (C) agit par substitutions
lin�eaires en x et GL2(C) agit par substitutions lin�eaires en f et g, c.-�a-d. par reparam�etrage
lin�eaire de la variable w = ( �; � ) du faisceau�f + �g engendr�e par les deux formes. Cette
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� double invariance� a le bon goût d'induire un partitionnement de l'espace des paires de
formes exactement selon leur type d'intersection. Traduisant cette invariance et oubliant un
instant la r�ef�erence aux variables duales, on cherche donc des polynômesC 2 C[a; b; x; w]
tels que

C(a; b; x; w) = (det P1)w1 (det P2)w2 C(a; b; x; w);

pour toutes les transformationsP1 de GLn (C) et P2 de GL2(C). Sylvester (1853) appelle ces
objets descombinants. Dans ce qui suit, nous utiliserons le terme de combinant quand la
d�ependance �a w est nulle, deforme combinanteautrement.

Supposons maintenant quef et g sont des formes quadratiques ternaires r�eelles, d�e�nis-
sant deux coniques projectives. Dans ce chapitre, la feuille de route sera la suivante. Nous
commen�cons dans la Section4.2 par identi�er les covariants de f et g sous la seule action
de GL3(C). Puis on s'int�eresse dans la Section4.3 aux invariants du faisceauf; g sous l'ac-
tion de GL3(C) � GL2(C). On �elargit dans la Section 4.4 aux combinants d'ordre non-nul.
En�n, on montre dans la Section4.6 que les invariants d'un certain combinant quadratique
permettent de discriminer une bonne partie des orbites de faisceaux de coniques projectives
r�eelles sous l'action de GL3(R) � GL2(R), apr�es avoir rappel�e quelles sont les di��erentes
orbites (Section4.5).

Nous cherchons ici �a� minimiser � le degr�e des quantit�es polynomiales discriminantes
sur chaque orbite. La d�ependance aux donn�ees de d�epart (les coe�cients des coniques) sera
donn�ee sous la forme d'un bidegr�e (df ; dg), o�u df (resp.dg) est le degr�e total en les coe�cients
de f (resp. g).

4.2 Paires de formes quadratiques ternaires

(Notons que beaucoup de r�esultats de cette section pourraient être �enonc�es pour des formes
quadratiquesn-aires. Mais nous avons pr�ef�er�e privil�egier le concret�a la g�en�eralit�e.)

Soient QS; QT deux formes quadratiques ternaires etS = ( si ); T = ( t j ) les matrices
3 � 3 sym�etriques associ�ees. On consid�ere �a partir de maintenant lessi et t j comme des
ind�etermin�ees et on se place surC. On s'int�eresse ici aux invariants et covariants rationnels
(donc d�e�nis sur C(si ; t j ) et C(si ; t j )[x] respectivement) de la paireS; T sous l'action de
GL3(C).

Consid�erons la forme caract�eristique du faisceau (S; T)

D(�; � ) = det ( �S + �T ) = a� 3 + b� 2� + c�� 2 + d� 3:

Clairement, les coe�cients deD sont pr�eserv�es (�a un scalaire pr�es) par transformation pro-
jective simultan�ee de S et T. En e�et, soit P la matrice de la transformation deP2(C) en
question. Alors :

det (�P T SP + �P T TP) = det ( PT (�S + �T )P) = (det P)2 det (�S + �T );

donc a; b; c; dsont des invariants deQS et QT sous l'action de GL3(C), de poids 2.a est de
bidegr�e (3; 0), b de bidegr�e (2; 1), c de bidegr�e (1; 2) et d de bidegr�e (0; 3). Ce sont en fait les
seuls invariants fondamentaux.

Th�eor�eme 4.2 ([GY03]). Les coe�cients de D sont les g�en�erateurs de l'anneau des invariants
d'une paire S; T de matrices sym�etriques3 � 3. Tout autre invariant s'�ecrit sous la forme
d'un polynôme homog�ene et isobare ena; b; c; d.
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Dans ce qui suit, nous utilisons de mani�ere r�ep�et�ee le lemme suivant, corollaire du Lemme
fondamental de Jacobi sur les mineurs d'un adjoint :

Lemme 4.3. Soit A une matrice n � n. L'adjoint de A0 = adj ( A) est tel que

adj (A0) = (det A)n� 2A:

Soient S0 = adj ( S) et T0 = adj ( T) les matrices adjointes. SoitU la matrice sym�etrique
d�e�nie par

adj (�S 0+ �T 0) = aS� 2 + U�� + dT � 2:

NotonsQU = xT Ux la forme quadratique associ�ee,x = ( x0; x1; x2). En�n, soit G le Jacobien

G(x) =
1
8

@(QS; QT ; QU )
@(x0; x1; x2)

:

Lemme 4.4. QU et G sont des covariants deQS et QT sous l'action deGL3(C). QU est de
bidegr�e (2; 2) et de poids2. G est de bidegr�e(3; 3) et de poids3.

D�emonstration. Consid�erons la transformation projectivex = Px. En notant P0 = adj ( P),
on a adj (P0) = (det P) P. Utilisons une barre horizontale pour d�esigner les matrices trans-
form�ees, de sorte queS = PT SP, S0 = P0S0P0T , etc. Alors

adj (� S0+ � T0) = adj ( P0(�S 0+ �T 0)P0T );

= adj ( P0T ) adj ( �S 0+ �T 0) adj (P0);

= (det P)2 PT adj (�S 0+ �T 0)P;

donc U = (det P)2 PT UP, prouvant que QU est un covariant de poids 2.
Le fait que G est un covariant de poids 3 s'obtient en appliquant la r�eglesur le calcul des

d�eriv�ees partielles d'une composition de fonctions :

G(x) =
1
8

@(QS; QT ; QU )
@(x0; x1; x2)

;

=
1
8

(det P)
@(QS; QT ; QU )

@(x0; x1; x2)
;

=
1
8

(det P)3 @(QS; QT ; QU )
@(x0; x1; x2)

= (det P)3 G(x):

Le bidegr�e de ces covariants s'obtient de fa�con triviale �a partir de leur d�e�nition.

Remarque. Les covariantsQS; QT ; QU et G ne sont pas alg�ebriquement ind�ependants. Ils
satisfont une syzygie fondamentale qui, quandQS = QT = 0, se r�eduit �a

G2 = Q3
U :

Il s'av�ere que les invariants et covariants que nous venonsd'identi�er forment un ensemble
� complet � et minimal (les covariants sont irr�eductibles).

Th�eor�eme 4.5 ([GY03]). Tout covariant rationnel peut s'exprimer rationnellement comme
un polynôme �a coe�cients entiers en a; b; c; d; QS; QT ; QU et G.
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Soit maintenant E la matrice sym�etrique d�e�nie par

adj (�S + �T ) = � 2S0+ ��E + � 2T0:

Comme pr�ec�edemment, notons la forme quadratique associ�ee �a E par QE = uT Eu, u =
(u0; u1; u2). Soit �egalement H le Jacobien

H (u) =
1
8

@(QS0; QT 0; QE )
@(u0; u1; u2)

:

En proc�edant comme pour le Lemme4.4, on montre le r�esultat suivant.

Lemme 4.6. QE et H sont des contravariants deQS et QT sous l'action deGL3(C). QE est
de bidegr�e(1; 1) et de poids2. H est de bidegr�e(3; 3) et de poids5.

D�emonstration. Par d�e�nition, QS0 est de bidegr�e (2; 0), QE est de bidegr�e (1; 1) et QT 0 est
de bidegr�e (0; 2). Donc clairementH est de bidegr�e (3; 3).

Quand x subit la transformation x = Px, u subit la transformation duale

u = P � u:

o�u P � = ( P � 1)T . Notons que adj (P) = (det P) P � T . Utilisons comme auparavant une barre
horizontale pour d�esigner les objets transform�es. Alors

adj (� S + � T) = adj ( PT (�S + �T )P);

= adj ( P) adj ( �S + �T ) adj (PT );

= (det P)2P � T adj (�S + �T )P � ;

ce qui signi�e que E = (det P)2P � T EP � . QE est donc un contravariant de poids 2, tout
commeQS0 et QT 0.

Notant que detP � = (det P)� 1 et appliquant les r�egles sur la composition de fonctions, on
conclue sur le poids deH .

Comme pr�ec�edemment, le syst�eme de contravariants form�e para; b; c; d; QS0; QT 0; QE et H
est complet et minimal.

4.3 Invariants et covariants de formes binaires

Penchons-nous maintenant sur l'action combin�ee de GL3(C) sur les variables d'espace et
de GL2(C) sur la variable du faisceau. Regardons en premier lieu les combinants d'ordre 0,
c.-�a-d. les invariants. Heureusement, ils sont ais�ement identi�ables :

Th�eor�eme 4.7 ([AM99, Per02]). L'anneau des invariants de faisceaux d'hypersurfaces qua-
dratiques dansPn� 1(C) sous l'action deGLn (C) � GL2(C) est isomorphe �a l'anneau des
invariants de formes binaires de degr�en sous l'action deGL2(C).

En accord avec le Th�eor�eme4.7, nous nous int�eressons dans un premier temps aux in-
variants et covariants de la forme caract�eristiqueD. Pour cela, nous commen�cons par une
rapide introduction �a la th�eorie des invariants de formesbinaires.
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4.3.1 Transvectants

Pour mettre au jour des g�en�erateurs des anneaux d'invariants et covariants de formes
binaires, nous introduisons le processus fondamental de latransvection (traduction de •Uber-
schiebung, terme forg�e par le math�ematicien allemand Paul Gordan).Ce processus prend la
forme d'un op�erateur binaire sur l'alg�ebre des covariants.

Soit f 1 (resp. f 2) un covariant d'une formef de degr�ep1, ordre q1 et poidsw1 (resp. p2; q2

et w2). On d�e�nit le k-i�eme transvectant de f 1 et f 2 comme

(f 1; f 2)k =
(q1 � k)!

q1!
(q2 � k)!

q2!

kX

i =0

(� 1)i

�
k
i

�
@k f 1

@xi @yk� i

@k f 2

@yi @xk� i
:

(Le facteur de tête n'a d'autre fonction que de lutter contre l'explosion des coe�cients.)
Alors (f 1; f 2)k est un covariant def de degr�ep1 + p2, ordre q1 + q2 � 2k et poidsw1 + w2 + k.
Notons que (f 1; f 2)k = ( � 1)k(f 2; f 1)k , donc (f 1; f 1)k = 0 quand k est impair.

La formule d�e�nissant un transvectant peut sembler sortirde nulle part, mais elle corres-
pond en fait �a la d�ecomposition d'un produit tensoriel dans une certaine base (formule dite
de Clebsch-Gordan).

Le processus de transvection g�en�eralise certaines op�erations bien connues. Prenonsf 1 =
a1x + a2y et f 2 = a3x + a4y. Alors (f 1; f 2)1 = a2a3 � a1a4 est le r�esultant des deux formes. Si
maintenant f 1 = a1x2 + a2xy + a3y2, alors (f 1; f 1)2 est, �a un coe�cient pr�es, le discriminant
de f 1.

La transvection peut être utilis�ee pour construire de nouveaux invariants/covariants �a
partir de covariants d�ej�a connus. En fait, le premier th�eor�eme fondamental de la th�eorie des
invariants a�rme que tout invariant et covariant polynomia l d'un syst�eme de formes peut
être construit par it�eration de l'op�erateur de transvection. Plus pr�ecis�ement, tout covariant
de f est une combinaison lin�eaire surQ de transvectants compos�es de la forme

(: : : ; (( f; f )r 1 ); f )r 2 ; : : : ; f )r l :

Soit f une forme binaire de degr�en > 3. D�e�nissons les entiersl; m tels quem + l = n � 1
de sorte que sin = 2m est pair, alorsl = m � 1, tandis que sin = 2m + 1 est impair, alors
l = m. Le seul covariant d'ordre 1 def (�a un multiple pr�es) est f lui-même. Il existe m
covariants quadratiques (c.-�a-d. de degr�e 2) ind�ependants

Sk(f ) = ( f; f )2k ; k = 1; : : : ; m:

Sk est d'ordre 2n � 4k et de poids 2k. En particulier, S1 est le Hessien def et, pour n
pair, n = 2m, Sm est d'ordre 0, c'est donc un invariant def . Au-del�a, il existe de nombreux
covariants cubiques (c.-�a-d. de degr�e 3). Les plus importants sont :

Tk(f ) = ( f; S k)1; k = 1; : : : ; l:

Tk est d'ordre 3n � 4k � 2 et de poids 2k + 1.
La d�etermination d'un ensemble alg�ebriquement ind�ependant de covariants est un pro-

bl�eme extrêmement di�cile. Par contre, le th�eor�eme de Stroh-Hilbert [ Hil93] a�rme que les
n covariants fondamentauxf; S 1; : : : ; Sm ; T1; : : : ; Tl forment une base rationnelle de l'alg�ebre
des covariants def .
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4.3.2 Le cas des cubiques

Revenons maintenant �a la forme caract�eristiqueD du faisceau de coniques. On s'int�e-
resse aux invariants et covariants deD, une cubique [Cre01]. Les covariants rationnels non-
constants deD sont D lui-même, sa Hessienne (degr�e 2, ordre 2)

H(�; � ) = �
9
2

(D; D)2 = ( b2 � 3ac)� 2 + ( bc� 9ad)�� + ( c2 � 3bd)� 2;

et le Jacobien deD et H (degr�e 3, ordre 3)

G(�; � ) = 6 ( D; H)1 = (2 b3 + 27a2d � 9abc)x3 + � � � :

Le seul invariant deD sous l'action de GL2(C) est son discriminant, qui est aussi celui de
H :

� =
2
3

(H ; H)2 = b2c2 � 4ac3 � 4b3d � 27a2d2 + 18abcd:

� est �egal, �a un facteur pr�es, au discriminant classique d'une cubique, �a savoir� 1
a Res (D; D0)

si on consid�ere un instantD comme un polynôme en� (supposanta 6= 0). C'est un invariant
de bidegr�e (6; 6). Comme son degr�e enQS et QT est pair, son signe est �egalement un invariant
sous l'action de GL2(R).

On note pour �nir que les covariants ne sont pas alg�ebriquement ind�ependants puisqu'ils
satisfont la syzygie suivante :

4H 3 � G 2 � 33� D2 = 0:

Cette relation explique pourquoiG ne jouera aucun rôle dans ce qui suit.

4.4 Combinants de faisceaux de coniques

Nous avons identi��e dans la section pr�ec�edente un combinant (�) et plusieurs formes
combinantes (D; H ; G) d'un faisceau de coniques projectives. Voyons maintenantcomment
mettre au jour de nouveaux combinants.

4.4.1 Propri�et�es des covariants et contravariants

On prouve dans un premier temps quelques identit�es dont on aura besoin plus tard. Pour
s'a�ranchir de certaines restrictions arti�cielles apparaissant sur les coe�cients, on aura
fr�equemment recours au r�esultat suivant, dû �a Hermann Weyl [Wey46] :

Th�eor�eme 4.8 (Principe de l'absence d'incidence des in�egalit�es alg�ebriques). Soit R un domaine
d'int�egrit�e (c.-�a-d. un anneau commutatif unitaire int�egre) in�ni et n ind�etermin�ees ind�epen-
dantesx1; : : : ; xn . Soient p 6� 0 et q des polynômes deR[x1; : : : ; xn ] tels queq(r1; : : : ; rn ) = 0
si p(r1; : : : ; rn ) 6= 0, pour certains r i de R. Alors q � 0.

Prouvons maintenant quelques identit�es sur les covariants et contravariants de la paire
QS; QT .

Lemme 4.9. On a les identit�es suivantes :

aE = bS0 � S0TS0; dE = cT0 � T0ST0:
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D�emonstration. On forme le produit de�S + �T avec son adjoint :

(�S + �T ) adj ( �S + �T ) = det ( �S + �T ) I 3;

o�u I 3 est la matrice identit�e de taille 3. En d�eveloppant ce produit, on obtient les identit�es
suivantes par identi�cation terme �a terme des coe�cients :

SE + TS0 = bI 3; ST0+ TE = cI 3:

Par suite :
S0TS0 = S0(bI 3 � SE) = bS0 � aE:

De mani�ere similaire, T0ST0 = cT0 � dE.

Lemme 4.10. La forme caract�eristique du faisceau dual est :

det (�S 0+ �T 0) = a2� 3 + ac� 2� + bd�� 2 + d2� 2:

D�emonstration. On �ecrit :
S(�S 0+ �T 0)T = d�S + a�T:

En prenant le d�eterminant �a gauche et �a droite, on obtient :

a d det (�S 0+ �T 0) = ( d� )3a + ( d� )2a�b + d� (a� )2c + ( a� )3d:

On obtient le r�esultat en supposant dans un premier temps que ad 6= 0 puis en appliquant
le Principe de Weyl.

Lemme 4.11. On a les identit�es suivantes :

ST0S = cS � U; ST0U = bdS� adT:

D�emonstration. On forme le produit de�S 0+ �T 0 avec son adjoint :

(�S 0+ �T 0) adj ( �S 0+ �T 0) = det ( �S 0+ �T 0) I 3:

Il su�t de d�evelopper ce produit et d'utiliser le Lemme 4.10. On obtient les identit�es recher-
ch�ees par identi�cation terme �a terme des coe�cients, en multipliant �a gauche par S.

Lemme 4.12. On a les identit�es suivantes :

adj (�S 0+ �T 0+ �E ) =

aS� 2 + dT � 2 + ( cS+ bT � U)� 2 + U�� + ( bS+ aT)�� + ( dS + cT)��;

adj (�S + �T + �U ) =

S0� 2 + T0� 2 + ( bdS0+ acT0 � adE)� 2 + E�� + ( cS0+ aT0)�� + ( dS0+ bT0)��:

84



4.4 Combinants de faisceaux de coniques

D�emonstration. On note tout d'abord que :

ad(�S 0+ �E ) = ( a� + b� )dS0 � d�S 0TS0; (par le Lemme4.9)

= ( a� + b� )T0TS0 � d�S 0TS0;

= (( a� + b� )T0 � d�S 0)TS0:

Par cons�equent, en prenant l'adjoint �a gauche et �a droite, en utilisant le d�eveloppement de
adj (�S 0+ �T 0) et en appliquant le Lemme4.11, on a :

a2d2 adj (�S 0+ �E ) = adj ( S0) adj (T) adj (( a� + b� )T0 � d�S 0);

= aST0(aS(� d� )2 + U(� d� )(a� + b� ) + dT(a� + b� )2);

= a2d2(aS� 2 + ( bS+ aT)�� + ( cS+ bT � U)� 2):

On a ainsi d�etermin�e les coe�cients de � 2; �� et � 2 dans le d�eveloppement recherch�e, la
restriction sur a et d �etant lev�ee par application du Principe de Weyl. Le coe�cient de ��
�etant connu, on obtient les coe�cients manquants en calculant, par sym�etrie, adj ( �T 0+ �E ).

La seconde identit�e s'obtient de mani�ere similaire.

Lemme 4.13. Soit QA une forme combinante quadratique covariante, d'ordreo2 en w, de
poids w1 (resp. w2) vis-�a-vis des transformations deGL3(C) (resp. GL2(C)). Alors Qadj ( A )

est une forme combinante quadratique contravariante, d'ordre2o2 en w, de poids2w1 + 2
(resp. w2) vis-�a-vis des transformations deGL3(C) (resp. GL2(C)).

D�emonstration. Soit A la matrice associ�ee �a QA . Soit P une transformation de GL3(C).
Vis-�a-vis de cette transformation, la transform�ee deA satisfait �a la propri�et�e :

A = (det P)w1 PT AP:

En prenant l'adjoint, et en notant que adj (P) = (det P)P � T , on obtient :

adj (A) = adj ( A) = (det P)2w1 adj (P)A0adj (PT );

= (det P)2w1+2 P � T A0P � :

Le reste du lemme ne pr�esente pas de di�cult�es.

4.4.2 Principaux combinants

Int�eressons nous maintenant �a la construction de combinants de faisceaux de coniques
autres que les invariants et covariants de la forme caract�eristique D.

Notons tout d'abord que nous avons d�ej�a crois�e deux combinants du faisceau :G et H ,
tous deux de bidegr�e (3; 3). L'invariance deG et H vis-�a-vis des transformations de GL3(C)
�etant d�ej�a �etablie, il ne reste qu'�a voir l'invariance vis-�a-vis des reparam�etrages lin�eaires du
faisceau. Or il n'est gu�ere di�cile de s'en convaincre : lorsqu'on applique la transformation
QS 7! � 1QS + � 2QT ; QT 7! � 3QS + � 4QT , le covariant QU se transforme en une combinaison
lin�eaire de QS; QT et QU . Le JacobienG des trois formes reste donc inchang�e. Il en va de
même pourH .

Pour g�en�erer de nouveaux combinants, nous allons utiliser un outil d�ej�a rencontr�e dans
le cadre des formes binaires : la transvection. On va donc partir de formes combinantes et
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les composer par transvection pour� �eliminer � la variable (�; � ) du faisceau. Notons qu'il
n'est pas question ici de faire une �etude exhaustive des combinants d'un faisceau de coniques,
juste de mettre au jour ceux que nous avons identi��es comme �etant les plus pertinents pour
discriminer simplement entre les orbites de faisceaux.

Des formes combinantes, nous en avons crois�e plusieurs : laforme caract�eristique D, sa
HessienneH ou encore

R(�; � ) = �Q S + �Q T :

En utilisant le Lemme 4.13, on voit (ce qui n'�etait gu�ere di�cile �a observer) que

S(�; � ) = � 2QS0 + ��Q E + � 2QT 0

est une autre forme combinante, contravariante cette fois-ci. Son discriminant est donc un
combinant (contravariant) du faisceau :

B = � 2(S; S)2 = Q2
E � 4QS0QT 0

B est de bidegr�e (2; 2).
�A partir de l�a, on prouve le r�esultat suivant :

Proposition 4.14. Le covariant quadratique

QJ = � cQS � bQT + 3QU

est un combinant de bidegr�e(2; 2) du faisceau de coniques engendr�e parQS et QT . Son
discriminant est �egal �a � .

D�emonstration. Prenons tout d'abord le deuxi�eme transvectant deH, la Hessienne de la
forme caract�eristique, et deS :

1
72

(H ; S)2 = 2( c2 � 3bd)QS0 + (9 ad � bc)QE + 2( b2 � 3ac)QT 0:

Ce contravariant est un combinant du faisceau. Calculons l'adjoint de la matrice K associ�ee,
grâce au Lemme4.12. Cela donne :

�( � cS � bT + 3U):

Soit J la matrice � cS � bT + 3U. D'apr�es le Lemme4.13, Q� J = � QJ est un combinant
covariant du faisceau. � �etant lui-même un invariant du fa isceau,QJ est un combinant du
faisceau (QS; QT ).

En utilisant la seconde identit�e du Lemme4.12, on montre que

adj J = �K :

Prenant l'adjoint �a droite et �a gauche, on obtient :

(det J )J = adj (adj J );

= adj K = � J ;

ce qui prouve, avec le Principe de Weyl, que detJ = �.
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On sait exactement quels sont les invariants de ce combinantquadratique :

Corollaire 4.15. L'inertie de J est un invariant � r�eel � du faisceau engendr�e parQS et QT

sous l'action deGL3(R) � GL2(R).

L'inertie de J s'obtient par inspection de son polynôme caract�eristique :

det (`I 3 � J ) = `3 � Tr ( J )`2 + 
 (J )` � � :

J �etant sym�etrique, la r�egle des signes de Descartes [BPR03] nous apprend que le nombre
de valeurs propres positives deJ est le nombre de changements de signes dans la s�equence :

(+ ; � sgn (Tr (J )); sgn (
 (J )) ; � sgn (�))

Le nombre de valeurs propres n�egatives est le nombre de changements de signes dans la
s�equence :

(� ; � sgn (Tr (J )); � sgn (
 (J )) ; � sgn (�))

Notons que Tr (J ) est de bidegr�e (2; 2) et que
 (J ) est de bidegr�e (4; 4).

Remarque. Dans ce qui suit, nous traitons les combinants comme des quantit�es alg�ebriques
dont on �evalue le signe ou la nullit�e sur les orbites de faisceaux de coniques. Nous ne nous
sommes pas int�eress�es �a la relation entre ces quantit�esalg�ebriques et les propri�et�es � �nes �
du faisceau (multiplicit�e des racines, rang des coniques singuli�eres, . . . ). Par exemple, on peut
montrer sans di�cult�e que G est identiquement nul si et seulement si il existe une conique de
rang 1 (c.-�a-d. une droite double) dans le faisceau. Il serait int�eressant d'avoir une meilleure
compr�ehension de ces ph�enom�enes et de relier la classi�cation ci-dessous �a celle que l'on peut
obtenir en analysant les formes canoniques obtenues grâceau Th�eor�eme 2.3.

4.5 Orbites de faisceaux

Il nous faut maintenant identi�er un repr�esentant pour chaque classe d'�equivalence de
faisceaux de coniques r�eelles sous l'action de GL3(R). Pour ce faire, nous pourrions une nou-
velle fois avoir recours au th�eor�eme des formes canoniques de paires de matrices sym�etriques
r�eelles d'Uhlig [Uhl76]. Il s'av�ere que c'est inutile puisque la tabulation, pourle cas restreint
des coniques, a d�ej�a �et�e faite par d'autres moyens. Levy[Lev64] identi�e ainsi 9 orbites de
faisceaux de coniques non-d�eg�en�er�es (c.-�a-d. ayant exactement quatre points de base dans
l'espace projectif complexe, compt�es avec multiplicit�e) sous l'action de GL3(R). Ces orbites
appartiennent �a 5 groupes (not�esI, II, III, IV et IV), les orbites de chaque groupe ayant la
même morphologie dans l'espace complexe.

Pour chaque orbite, donnons maintenant un (faisceau) repr�esentant, sous la forme d'une
paire de g�en�erateurs, et la morphologie r�eelle associ�ee :

� I (quatre points simples) :y2 � z2 = x2 � z2 = 0 ;

� Ia (ensemble vide) :y2 + z2 = x2 + z2 = 0 ;

� Ib (deux points simples) :yz = x2 + y2 � z2 = 0 ;

� II (deux points simples et un point double) :y2 � z2 = xy = 0 ;

� IIa (un point double) : y2 + z2 = xy = 0 ;
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� III (deux points doubles) :z2 = x2 � y2 = 0 ;

� IIIa (ensemble vide) :z2 = x2 + y2 = 0 ;

� IV (un point simple et un point triple) : xz + y2 = yz = 0 ;

� V (un point quadruple) : y2 = z2 + xy = 0.

Pour être complet, ajoutons �a cette liste les orbites des faisceaux d�eg�en�er�es, en s'arrêtant
toutefois au cas o�u le faisceau de coniques se ram�ene �a un faisceau de formes quadratiques
binaires :

� VI (conique initiale) : x2 + y2 � z2 = x2 + y2 � z2 = 0 ;

� VII (D � 0, les coniques n'ont pas de point singulier commun) :xy = xz = 0 ;

� VIII+ (D � 0, les coniques ont un point singulier commun) : faisceau de formes quadra-
tiques binaires.

4.6 Discrimination

Voyons maintenant comment les combinants identi��es �a la Section 4.4 permettent de dis-
criminer entre les di��erentes orbites.

Commen�cons par le cas o�uD(�; � ) 6� 0. En accord avec le Th�eor�eme4.7, notre premier
� discriminant � sera le seul invariant du faisceau sous l'action de GL3(C) � GL2(C), c.-
�a-d. �. En calculant le signe de � pour le repr�esentant de cha cune des orbites identi��ees
pr�ec�edemment, on obtient sans peine le premier d�ecoupage suivant :

� � > 0 : I, Ia;

� � < 0 : Ib;

� � = 0 : II, IIa, III, IIIa, IV, V.

Pour � < 0, il n'y a donc plus rien �a faire.
Pour � > 0, calculons l'inertie deJ , ce qui donne :

� I : in (J ) = (3 ; 0),

� Ia : in (J ) = (1 ; 2).

Pour l'orbite I, on obtient ainsi les conditions suivantes, qui la di��erencient de l'orbite Ia :

Z J := Tr ( J ) > 0 et 
 (J ) > 0:

Passons maintenant au cas � = 0 et �evaluons l'inertie deJ sur chacune des orbites :

� II : in (J ) = (2 ; 0),

� IIa : in (J ) = (1 ; 1),

� III : in (J ) = (1 ; 0),

� IIIa : in (J ) = (0 ; 1),

� IV : in (J ) = (1 ; 0),

� V : in (J ) = (0 ; 0).

� VI : in (J ) = (0 ; 0).
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6� 0

VI

� 0

Fig. 4.1 { Caract�erisation de l'orbite d'un faisceau de coniques projectives r�eelles.

On voit donc que le signe de
 (J ) permet d'obtenir un nouveau d�ecoupage :

� 
 (J ) > 0 : II ;

� 
 (J ) < 0 : IIa;

� 
 (J ) = 0 : III, IIIa, IV, V, VI.

Quand 
 (J ) = 0, le signe de la trace deJ fournit une nouvelle ligne de partage :

� Tr ( J ) > 0 : III, IV ;

� Tr ( J ) < 0 : IIIa;

� Tr ( J ) = 0 : V, VI.

Pour discriminer entre les cas restants, il su�t de noter quepour l'orbite III H 6� 0 et G � 0
alors que pour l'orbiteIV H � 0 et G 6� 0. En�n, B 6� 0 sur l'orbite V et B � 0 sur l'orbite
VI.

Remarque. Les deux seuls cas o�uJ a plus de valeurs propres n�egatives que de valeurs
propres positives sont exactement les cas o�u l'intersection est vide (orbitesIa et IIIa).

Passons bri�evement en revue le cas o�uD(�; � ) � 0. L�a encore, l'inertie de J permet de
discriminer :

� VII : in (J ) = (1 ; 0) ;

� VIII+ : in (J ) = (0 ; 0).

Par cons�equent, Tr (J ) 6= 0 sur l'orbite VII et Tr ( J ) = 0 ailleurs.
On obtient au �nal l'arbre de d�ecision de la Fig. 4.1. Le principal enseignement de ce

travail est que l'on peut discriminer entre les orbites d'unfaisceau de coniques projectives
r�eelles avec des pr�edicats de bidegr�e au plus (6; 6). En d'autres termes, le discriminant de la
forme caract�eristique du faisceau est le pr�edicat le plus� complexe� que l'on ait �a �evaluer.
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Il s'agit l�a d'une am�elioration notable par rapport aux r�esultats de Briand [Bri07], o�u la
discrimination n�ecessite un pr�edicat de bidegr�e (13; 6).

4.7 Exemples

Prenons maintenant deux exemples et appliquons la proc�edure de d�ecision que nous venons
d'�etablir.

4.7.1 Exemple 1

Prenons le faisceau engendr�e par les deux coniques d'�equation :
�

QS : 28x2 + 12xy � 62xz + 2y2 � 12yz + 43z2 = 0;
QT : � 37x2 � 18xy + 80xz � 3y2 + 18yz � 52z2 = 0:

La forme caract�eristique du faisceau est :

D(�; � ) = 162� 3 � 567� 2� + 648�� 2 � 243� 3:

Le discriminant de cette forme est � = 0.
Construisons le combinantQJ . On commence par d�eterminerU. Pour cela, on calcule les

adjoints de S et T, puis on extrait le coe�cient de �� dans l'�equation :

adj (�S 0+ �T 0) = aS� 2 + U�� + dT � 2:

Cela donne, sous forme d'�equation :

QU = 12798x2 + 5832xy � 28026xz + 972y2 � 5832yz + 18873z2:

Puis on forme le combinant :

QJ = � cQS � bQT + 3QU = � 81(3x + y � 3z)2:

On v�eri�e que le discriminant de cette conique (c.-�a.-d. �) est bien nul. On voit �egalement
que la conique est de rang 1, i.e.
 (J ) = 0. En�n, Tr ( J ) < 0. L'arbre de la Fig. 4.1 nous
apprend donc que nous sommes sur l'orbiteIIIa. En d'autres termes, l'intersection des deux
coniques est vide de points r�eels.

4.7.2 Exemple 2

On souhaite savoir pour quelles valeurs du param�etret les deux coniques suivantes sont
d'intersection vide : �

QS : x2 + 2txy � 4txz + ty2 + z2 = 0;
QT : x2 + 2xy � 2yz � 3z2 = 0:

Les invariants fondamentaux de la paire de coniques sont :

a = t � t2 � 4t3; b= � 4t + 7t2; c = � 2 + 7t; d = 2:
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a. b.

Fig. 4.2 { Intersection d'une conique dynamique (en rouge) et d'une conique�xe (en bleu). a. Cas o�u
l'intersection est constitu�ee de quatre points r�eels. b. Caso�u l'intersection est vide.

On obtient la valeur de �, un polynôme de degr�e 6 ent :

� = � t(� 32 + 124t + 360t2 � 1536t3 � 676t4 + 3639t5):

� > 0 lorsquet 2 ] � 0:582; � 0:333[ et t 2 ]0; 0:504[. Sur chacun de ces intervalles, la mor-
phologie de l'intersection ne change pas. Si c'�etait le cas, on passerait n�ecessairement par
une intersection singuli�ere, et donc par une valeur det annulant �. La condition

Z J = Tr ( J ) > 0 et 
 (J ) > 0

est donc soit globalement v�eri��ee sur chaque intervalle,soit globalement viol�ee. Il su�t de la
v�eri�er pour une valeur de t quelconque appartenant �a chaque intervalle. On calcule d'abord


 (J ) = � 8 + 72t + 20t2 � 804t3 + 916t4; Tr ( J ) = � 2 � 26t + 67t2:

Pour le premier intervalle, on �evalue par exemple ent = t0 = � 1=2 :


 (J )t0
=

475
4

; Tr ( J )t0
=

111
4

:

Sur cet intervalle, l'intersection est donc constitu�ee dequatre points simples r�eels (Fig.4.2.a).
Pour le second intervalle, �evaluons ent = t1 = 1=2 :


 (J )t1
= �

41
4

; Tr ( J )t1
=

7
4

:

La condition mentionn�ee pr�ec�edemment est viol�ee, et l'intersection est vide sur cet intervalle
(cf. Fig. 4.2.b).
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Chapitre 5

Tangentes communes �a quatre sph�eres
R�esum�e

L'objet de ce chapitre est l'�etude des instances d�eg�en�er�ees de quadruplets de sph�eres du point de vue
de leurs tangentes r�eelles communes. On obtient une caract�erisation tr�es simple de ces quadruplets :
ils doivent avoir leurs centres align�es et au moins une tangente r�eelle commune. Cette caract�erisation
se traduit en un ensemble de pr�edicats de faible degr�e.
Ce chapitre r�esume les r�esultats de l'article [7], repris dans le Chapitre 12 (page 137). L'extension
au cas des quadriques est explor�ee dans l'article [37].

Un probl�eme majeur auquel est confront�e le calcul g�eom�etrique exact est la prise en compte
des instances d�eg�en�er�ees des donn�ees en entr�ee, qui permet de concevoir des algorithmes ro-
bustes. Dans les probl�emes de visibilit�e 3D, omnipr�esents dans les applications de graphisme
et de synth�ese d'images, on identi�e les con�gurations non-g�en�eriques par un ensemble de
tangentes de dimension� anormale� .

L'�etude des droites (r�eelles) tangentes �a des objets g�eom�etriques simples a �et�e tr�es active
ces derni�eres ann�ees (cf. [ST06, The03]). Deux directions de recherche ont �et�e particuli�ere-
ment explor�ees, la caract�erisation des con�gurations d�eg�en�er�ees et l'�enum�eration des droites
satisfaisant certaines contraintes g�eom�etriques. En g�en�eral, ces probl�emes sont approch�es
sous l'angle de l'�etude des d�eg�en�erescences et le comptage des solutions d'un certain syst�eme
polynomial. La di�cult�e r�eside souvent dans l'�eliminat ion des solutions imaginaires, des so-
lutions �a l'in�ni, et des composantes de dimension positive de solutions pour ne retenir que
les solutions r�eelles a�nes.

Le cas des tangentes aux sph�eres a �et�e tr�es largement �etudi�e. Macdonald et al. [MPT01]
ont prouv�e que quatre sph�eres unit�e disjointes en position g�en�erale ont au plus 12 tangentes
r�eelles communes (la borne est atteinte) et qu'elles ont une in�nit�e de tangentes communes
si et seulement si leurs centres sont align�es. Dans le cas d'un nombre �ni de tangentes et de
centres coplanaires mais non align�es, la borne chute �a 8 [Meg01]. Par contre, la borne de 12
s'�etend au cas de sph�eres de rayons arbitraires. Sottile et Theobald [ST02] ont prouv�e qu'elle
s'�etend en toute dimension, en montrant qu'il y a 3� 2n� 1 tangentes complexes communes �a
2n � 2 sph�eres deRn en position g�en�erale. De plus, il existe un choix de sph�eres pour lequel
toutes ces tangentes sont r�eelles.

G�en�eriquement, quatre � objets� deR3 ont un nombre �ni de tangentes/transversales com-
munes. Des travaux se sont int�eress�es �a caract�eriser les instances pour lesquelles le nombre de
tangentes/transversales r�eelles est in�ni, notamment pour trois droites et une sph�ere [The02],
deux droites et deux sph�eres [MST03], et une droite et trois sph�eres [MS05].

La question qui nous int�eresse ici est la caract�erisationdes positions de quatre sph�eres
de rayon quelconque ayant une in�nit�e de tangentes r�eelles communes. Nous apportons la
r�eponse suivante :
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Chapitre 5 Tangentes communes �a quatre sph�eres

Th�eor�eme 5.1. Quatre sph�eres disjointes deR3 ont une in�nit�e de tangentes r�eelles com-
munes si et seulement si elles ont leurs centres align�es et au moins une tangente r�eelle
commune. Ces conditions peuvent être v�eri��ees par des pr�edicats polynomiaux de degr�e au
plus 5.

5.1 Pr�eliminaires

Notations

Les preuves utilisent des points et vecteurs deRn et des espaces projectifs r�eels et complexes
de dimensionn, Pn (R) and Pn (C). On ne fait aucune distinction entre un pointp et le vecteur
allant de l'origine du rep�ere �a p. Pour deux points ou vecteursa; b, on notea � b leur produit
scalaire etjaj2 le produit a � a.

Soit Si la sph�ere deR3 de centreci et de rayonr i > 0, pour i = 1; : : : ; 4. On se place dans
un rep�ere orthonorm�e de R3 et on suppose, sans perte de g�en�eralit�e, quec1 est l'origine du
rep�ere.

Droites tangentes

Nous commen�cons par rappeler la description des tangentes communes �a quatre sph�eres
comme solutions d'un syst�eme polynomial, donn�ee dans [MPT01]. On repr�esente une droite
de R3 par son point le plus proche de l'originep 2 R3 et son vecteur directeurv 2 P2(R).
Soit M la matrice [c2; c3; c4]T , et � 0 et � 2(v) les vecteurs

� 0 =

0

@
jc2j2 + r 2

1 � r 2
2

jc3j2 + r 2
1 � r 2

3
jc4j2 + r 2

1 � r 2
4

1

A ; � 2(v) = �

0

@
(c2 � v)2

(c3 � v)2

(c4 � v)2

1

A :

En traduisant les hypoth�eses en �equations, il n'est gu�ere di�cile d'obtenir, apr�es quelques
manipulations, la caract�erisation suivante :

Lemme 5.2. Les droites tangentes aux quatre sph�eresS1; : : : ;S4 sont les solutions communes
(p; v) 2 R3 � P2(R) des �equations

p � v = 0; (5.1)

jpj2 = r 2
1; (5.2)

2jvj2Mp = � 2(v) + jvj2� 0: (5.3)

L'approche utilis�ee pour montrer que quatre sph�eres ont une in�nit�e de tangentes com-
munes uniquement lorsque leurs centres sont align�es est lasuivante. On �elimine p des �Equa-
tions (5.1)-(5.3), ce qui donne deux courbes dans l'espace projectif 2D des directions. L'in-
tersection de ces deux courbes (une cubique et une quartiquelorsque les centres des sph�eres
sont a�nement ind�ependants, une conique et une sextique lorsque les centres sont copla-
naires sans que trois d'entre eux soient align�es) encode les directions le long desquelles on
observe une tangente commune aux quatre sph�eres. On prouveensuite que ces deux courbes
ont un nombre �ni de points d'intersection lorsque les centres ne sont pas align�es.
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5.2 Centres a�nement ind�ependants

L'id�ee cl�e de la d�emonstration est que si deux courbes, consid�er�ees comme deux courbes
projectives complexes, avaient une composante commune de dimension positive, alors cette
composante intersecterait la conique imaginairejvj2 = 0 et nous montrons que ce n'est pas le
cas. Cette id�ee est inspir�ee par la relation entre la Grassmannienne des droites deP3(C) avec
le syst�eme de coordonn�ees (p; v), bien adapt�e �a la repr�esentation des droites dans l'espace
a�ne R3 � P3(R).

Il n'est pas inutile de mettre le doigt sur une di�cult�e r�ec urrente de ce type de travaux.
Alors que, dans les applications, nous sommes en g�en�eral int�eress�es par les solutions r�eelles, le
cadre naturel d'�etude des probl�emes alg�ebriques est le corps des complexes. Ici, nous voulons
caract�eriser les instances d�eg�en�er�ees du probl�eme des tangentes communes �a quatre sph�eres,
mais le syst�eme d'�equations est� nativement � sur C. Nos preuves s'orientent ainsi vers la
caract�erisation des d�eg�en�erescences complexes, maiscomme leur explicitation compl�ete n'est
ni utile ni ais�ee, les calculs sont court-circuit�es par des hypoth�eses de r�ealit�e.

Dans ce qui suit, nous donnons l'id�ee de la preuve dans le caso�u les centres sont a�nement
ind�ependants. L'autre cas, plus technique, est �elabor�edans [7]. Le lecteur int�eress�e est invit�e
�a se reporter au Chapitre12.

5.2 Centres a�nement ind�ependants

Nous indiquons ici comment prouver le r�esultat recherch�e dans le cas o�u les centres sont
ind�ependants.

Proposition 5.3. Quatre sph�eres dont les centres sont a�nement ind�ependants ont au plus
12 tangentes r�eelles communes.

D�emonstration. Notons tout d'abord que la matriceM est inversible puisque les centres sont
ind�ependants. Consid�erant (p; v) dansR3� P2(R), on a jvj2 6= 0 donc les�Equations (5.1)-(5.3)
sont �equivalentes aux trois �equations

p = M � 1

�
� 2(v)
2jvj2

+
1
2

� 0

�
; (5.4)

�
M � 1

�
� 2(v) + jvj2 � 0

��
� v = 0; (5.5)

�
�M � 1

�
� 2(v) + jvj2 � 0

� �
�2

= 4r 2
1 jvj4: (5.6)

L' �Equation (5.4) exprime le point p en fonction du vecteur directeurv, prouvant qu'il y a au
plus une droite tangente aux quatre sph�eres avec une direction donn�ee. Les autres �equations
sont une cubique (5.5) et une quartique (5.6) en v, dont les intersections repr�esentent les
directions v 2 P2(R) le long desquelles il existe une tangente aux quatre sph�eres. On veut
prouver que ces intersections sont en nombre �ni dansP2(R). On prouve cette propri�et�e dans
P2(C), par contradiction.

Si la cubique et la quartique ont une composante commune de dimension positive dans
P2(C), cette composante intersecte la coniquejvj2 = 0. Montrons que l'intersection de la
cubique, de la quartique et de la conique �a l'in�ni est vide.Le syst�eme d'�equations se simpli�e
en 8

<

:

jvj2 = 0;
(M � 1� 2(v)) � v = 0;
jM � 1� 2(v)j2 = 0:
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Chapitre 5 Tangentes communes �a quatre sph�eres

Les deux premi�eres �equations expriment le fait queM � 1� 2(v) est sur la tangente env �a la
conique lissejvj2 = 0, et la derni�ere le fait que M � 1� 2(v) est un point de cette conique. Il
s'ensuit queM � 1� 2(v) et v sont un seul et même point projectif. Il existe donc� 6= 0 dans
C tel que

M � 1� 2(v) = � v; c.-�a-d. � 2(v) = � Mv:

D�evelopper cette derni�ere �egalit�e donne � (ci � v)2 = � c i � v, pour i = 2; : : : ; 4, ce qui implique
que chaque termeci � v vaut soit 0 soit � � . Cela m�ene �a

Mv = � �

0

@
a2

a3

a4

1

A (5.7)

o�u chaque ai est �egal �a 0 ou 1. Soit a le vecteur desai . En rempla�cant v = � M � 1a dans
l'�equation de la conique jvj2 = 0, on obtient

� 2
�
�M � 1a

�
�2

= 0:

Le vecteurM � 1a est r�eel, donc� = 0 ou a = 0. Dans les deux cas, l'�Equation (5.7) implique
que v = 0. Il n'y a donc pas de solution commune �a la conique, la cubique et la quartique,
donc la cubique et la quartique ne peuvent s'intersecter en une courbe. Par le th�eor�eme de
Bezout, elles s'intersectent en au plus 12 points r�eels. Comme il y a au plus une tangente
aux quatre sph�eres avec une direction donn�ee, le r�esultat est d�emontr�e.

5.3 Centres colin�eaires

On suppose maintenant �etabli le fait que, pour que quatre sph�eres aient une in�nit�e de
tangentes communes, trois d'entre elles doivent avoir leurs centres align�es. On s'attache ici
�a �nir la preuve du Th�eor�eme 5.1.

Pour cela, nous avons besoin d'un lemme interm�ediaire.

Lemme 5.4. Les tangentes r�eelles communes �a trois sph�eres de centres align�es et sans in-
tersection commune sont, si elles existent, le ou les r�eglages d'une unique quadrique de
r�evolution dont l'axe de sym�etrie est la droite des centres. Cette quadrique peut être un cône,
un cylindre ou un hyperbolo•�de �a une nappe.

On peut maintenant prouver le Th�eor�eme 5.1.

D�emonstration du Th�eor�eme 5.1. Consid�erons quatre sph�eres distinctes ayant une in�nit�e
de tangentes r�eelles communes. En vertu des sections pr�ec�edentes, les centres d'au moins
trois des sph�eres doivent être align�es.

Si ces trois sph�eres s'intersectent en un cercle, leurs tangentes communes sont les tangentes
aux cercles dans le plan le contenant. Pour être tangent �a une in�nit�e de ces droites, la
quatri�eme sph�ere doit contenir ce cercle. Donc les quatresph�eres ont leurs centres align�es.

Si les trois sph�eres n'ont pas d'intersection commune, alors par le Lemme5.4 leurs tan-
gentes communes forment le ou les r�eglages d'une quadriqueayant la droite des centres pour
axe de r�evolution. Pour être tangent �a une in�nit�e de ces droites, la quatri�eme sph�ere doit
avoir son centre sur l'axe de r�evolution, et les quatre sph�eres ont donc leurs centres align�es.
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5.4 Pr�edicats g�eom�etriques

Inversement, quatre sph�eres de centres align�es et ayant au moins une tangente r�eelle com-
mune a une in�nit�e de tangentes r�eelles communes, par sym�etrie de r�evolution. Le r�esultat
est donc �etabli.

5.4 Pr�edicats g�eom�etriques

Traduisons maintenant le Th�eor�eme 5.1 en pr�edicats. Supposons que les sph�eres sont sans
intersection commune et que leurs centres se trouvent sur l'axe desy dans un certain plan
(x; y). Ce plan intersecte la quadrique de r�evolution des droites tangentes en une conique
sym�etrique par rapport �a l'axe des y, de forme g�en�erale :

x2 + Ay2 + By + C = 0; A 6 0; B 2 � 4AC 6 0:

Le plan (x; y) intersecte aussi les sph�eres en quatre cercles, de centres (0; � i ) et de rayons
r i ; i = 1; :::; 4, qui sont tangents �a la conique. La conique et un cercle sont tangents s'ils
s'intersectent en exactement deux points avec la même coordonn�ee en y. Cette condition
signi�e que l'�equation

(x2 + Ay2 + By + C) � (x2 + ( y � � i )2 � r 2
i ) = 0

a une racine double eny, c.-�a-d. que son discriminant eny s'annule :

� i = ( B + 2� i )2 � 4(A � 1)(C + r 2
i � � 2

i ) = 0 :

Pour les quatre cercles, cela donne un syst�eme de quatre �equations en les trois ind�etermin�ees
(A; B; C ). Ces quatre �equations ont une solution commune si et seulement si la relation
obtenue en �eliminant A; B; C est satisfaite. On peut mettre cette relation sous une forme
invariante par permutation en fonction des distances orient�ees dij = � j � � i et des rayons
des sph�eresr k :

4X

k=1

r 2
kQ

i 6= k dki
= 0: (5.8)

Pour obtenir une in�nit�e de tangentes r�eelles, les coe�cients A; B; C doivent satisfaire aux
conditions semi-alg�ebriques

A 6 0; B 2 � 4AC 6 0: (5.9)

On peut obtenir une expression de ces polynômes en fonctiondes distances orient�ees et des
rayons en r�esolvant le syst�eme� 1 = � 2 = � 3 = 0, ce qui donne :

A =
1
D

(r 2
1 d23 + r 2

2 d31 + r 2
3 d12);

B 2 � 4AC =
1

d23d31d12 D
(r1 d23 + r2 d31 + r3 d12) (r1 d23 + r2 d31 � r3 d12)

(r1 d23 � r2 d31 + r3 d12) (r1 d23 � r2 d31 � r3 d12);

o�u D = d23 d31 d12 + r 2
1 d23 + r 2

2 d31 + r 2
3 d12.
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Chapitre 5 Tangentes communes �a quatre sph�eres

Le cas des sph�eres s'intersectant en un cercle commun (ou tangentes en un point commun)
est un cas limite de la situation pr�ec�edente. Les sph�eressont donc sujettes aux mêmes
conditions alg�ebriques et semi-alg�ebriques dans ce cas.

Supposons maintenant donn�ee une con�guration de quatre sph�eres, sp�eci��ees par leur
centre ci = ( x i ; yi ; zi ) et leur rayon r i . Exprimer l'alignement des centres se fait trivialement
par des pr�edicats de degr�e 2 en leurs coordonn�ees. En outre, on note que

dij

dik
=

x j � x i

xk � x i
=

yj � yi

yk � yi
=

zj � zi

zk � zi
;

donc v�eri�er la condition de l' �Equation (5.8) peut se faire avec un pr�edicat de degr�e 5 en les
ci et r i . Pour les pr�edicats (5.9), il est clair que le signe deA peut être d�etermin�e par un
pr�edicat de degr�e 3, tandis que le signe deB peut être d�etermin�e par des pr�edicats de degr�e
2.
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Chapitre 6

Transversales aux sph�eres et th�eor�eme
de type Helly

R�esum�e

On continue ici de s'int�eresser aux droites interagissant avec des sph�eres, mais selon un point de
vue plus combinatoire. On s'int�eresse en particulier aux composantes connexes de droites orient�ees
per�cant un ensemble de> 3 sph�eres en dimension quelconque et on montre que les directionsde
ces droites forment un ensemble convexe. Ce r�esultat a de nombreuses applications en th�eorie des
droites transversales, que nous explorons.
Ce chapitre r�esume les r�esultats de plusieurs articles ([1, 5, 20]), sans en respecter la chronologie.
Ces articles sont repris dans les Chapitres13 (page 139) et 14 (page 141).

En 1923, le math�ematicien Eduard Helly d�emontre un r�esultat fondamental, de nature
combinatoire, sur les ensembles convexes : une famille de convexes deRd est d'intersection
non-vide si et seulement si toute sous-famille de tailled+1 est d'intersection non-vide [Hel23].
Ce r�esultat a ouvert un vaste champ d'investigation connu aujourd'hui sous le nom de th�eorie
des transversales. Son objet est l'�etude desk-plans intersectant tous les �el�ements d'une famille
d'objets deRd. Fid�ele �a ses origines, la th�eorie des transversales implique souvent une forme
de convexit�e, soit dans ses hypoth�eses, soit dans ses preuves, parfois dans les deux.

Passant du cask = 0 au cask = 1, Danzer d�emontre en 1957 quen disques unit�e disjoints
dansR2 ont une droite transversale commune si et seulement si toutesous-famille de 5 disques
admet une transversale commune [Dan57]. La même ann�ee, Hadwiger prouve quen convexes
disjoints de R2 ont une transversale commune si chaque triplet admet une transversale les
per�cant dans un ordre �x�e [ Had57]. L'ordre dans lequel les objets sont rencontr�es est donc
crucial pour prouver des r�esultats sur des convexes quelconques.

Ces r�esultats ont stimul�e des recherches, en dimension quelconque, sur deux relations
d'�equivalence sur les droites transversales : la premi�ere, la permutation g�eom�etrique, d�eter-
min�ee par l'ordre dans lequel les objets disjoints sont rencontr�es (�a inversion de l'orientation
pr�es) et la seconde, l'isotopie, d�etermin�ee par les composantes connexes de l'espace des trans-
versales.

La seconde relation implique la premi�ere, c.-�a-d. que desdroites transversales isotopes
induisent la même permutation g�eom�etrique. Mais en g�en�eral, pour d > 3, le foss�e entre
les deux relations est assez large : il existe des exemples den > 4 objets convexes disjoints
ayant un nombre arbitrairement large de composantes de droites transversales pour le même
ordre [GPW93]. Les familles d'objets pour lesquelles les deux notions co•�ncident sont donc
� remarquables� . Le premier exemple d'une telle famille, identi��e par Hadwiger [Had56],
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Chapitre 6 Transversales aux sph�eres et th�eor�eme de typeHelly

est celui des boules� faiblement distribu�ees � 1. Les travaux de Holmsenet al. [HKL03] et
Cheonget al. [CGH05] ont permis d'identi�er une deuxi�eme famille remarquable: les boules
unit�e de R3.

Le r�esultat de Danzer [Dan57] a motiv�e plusieurs tentatives pour g�en�eraliser le th�eor�eme
de Helly au cask = 1, c.-�a-d. pour des droites transversales. H�elas, le cask = 1 semble
beaucoup plus sensible �a la g�eom�etrie des objets. Holmsenet Matou�sek ont ainsi montr�e
qu'il n'existait pas de th�eor�eme de type Helly pour les droites transversales quand les ob-
jets sont des translat�es d'objets convexes, pas même avecune restriction sur l'ordre (�a la
Hadwiger) [HM04].

Nous montrons ici que les boules disjointes, en dimension arbitraire, fournissent une fa-
mille remarquable du point de vue des droites transversales, englobant les familles connues
pr�ec�edemment. H�elas, cette famille n'admet pas de th�eor�eme de type Helly pour les droites
transversales. Par contre, nous prouvons le premier th�eor�eme de type Helly en toute dimen-
sion pour une famille plus restreinte, celle des boules congruentes. Ce th�eor�eme �etablit une
conjecture due �a Danzer [Dan57].

Ces r�esultats reposent sur une propri�et�e de convexit�e de l'ensemble des directions de droites
per�cant les boules dans un ordre donn�e.

Th�eor�eme 6.1. Les directions de toutes les droites orient�ees intersectant une famille �nie
de boules disjointes deRd dans un ordre �x�e forment un sous-ensemble strictement convexe
de la sph�ereSd� 1.

Dans la d�emonstration de ce th�eor�eme, la partie di�cile c oncerne le cas de 3 boules dans
R3. Nous commen�cons donc par esquisser la preuve dans ce cas, avant de passer en dimension
arbitraire pour n boules. Nous explorons ensuite les cons�equences de ce r�esultat.

6.1 Pr�eliminaires

On se donne trois boulesS1; S2; S3 de centres respectifsc1; c2; c3 et de rayons au carr�e
s1; s2; s3, sk = r 2

k . Le cas des centres colin�eaires �etant ais�ement d�eduit du cas g�en�erique, on
suppose que le triangle des centres est non d�eg�en�er�e.

On s'int�eresse aucône des directionsK (S1S2S3), c'est-�a-dire �a l'ensemble des directions
de droites transversales orient�ees rencontrant les boules dans l'ordreS1 � S 2 � S 3.

La direction d'une droite orient�ee peut être repr�esent�ee par un point sur la sph�ere unit�e, ou
par le rayon �emanant de l'origine et passant par ce point. L'expression� cône des directions�
vient de cette derni�ere repr�esentation, qui convertit des questions de convexit�e dansS2 en
questions �equivalentes dansR3.

6.2 Cône des directions

On s'int�eresse dans un premier temps �a caract�eriser le bord du cône des directions. Soit
� la courbe des directions de droites tangentes aux trois boulesS1; S2; S3. Il s'av�ere qu'une
partie de � apparâ�t sur le bord du cône.

1Une famille de boules est dite faiblement distribu�ee si, pour toute paire de boules, la distance entre leurs
centres est sup�erieure �a deux fois la somme de leurs rayons.
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6.2 Cône des directions

Fig. 6.1 { Illustration du cône de directions de trois boules. La sextique des directions est en rouge,
sa Hessienne en noir. La r�egion hachur�ee correspond aux directions de transversales �a trois
boules dans l'ordreS1 � S 2 � S 3, l'arc bleu correspondant aux bitangentes internes sp�eciales
des boulesS2 et S3 et l'arc vert aux bitangentes internes sp�eciales des boulesS1 et S2.

On reprend les notations du chapitre pr�ec�edent : une droite deR3 est repr�esent�ee par son
point le plus proche de l'originep 2 R3 et son vecteur directeurv 2 P2(R). Pour prendre
avantage des sym�etries du probl�eme, introduisons les vecteurs eij = cj � ci , notons� ij = jeij j2

leurs normes au carr�e et �ecrivons

q = q(v) = jvj2;

t ij = t ji = jeij � vj2 = � ij q � (eij � v)2:

On obtient l'expression de� en �eliminant p des �Equations (5.1)-(5.3) (Lemme 5.2 du
chapitre pr�ec�edent) :

Proposition 6.2. La courbe� des directions de transversales aux trois boules est une sextique
d'�equation :

� = � (v) = det

0

B
B
B
B
@

0 1 1 1 1
1 0 qs1 qs2 qs3

1 qs1 0 t12 t13

1 qs2 t12 0 t23

1 qs3 t13 t23 0

1

C
C
C
C
A

= 0:

Le bord du côneK (S1S2S3) consiste en certains arcs de la sextique des directions� et
certains arcs de directions de bitangentes internes sp�eciales, c.-�a-d. de tangentes �a deux boules
passant par leur centre de similitude interne. DansP2, ces bitangentes sp�eciales tracent une
conique (circulaire). La Figure6.1 illustre un cône de directions de tangentes �a trois boules.
Le plan de la �gure doit être compris comme une partie a�neR2 � P2.

Les points de� apparaissant sur le bord@K(S1S2S3) du cône peuvent être caract�eris�es
comme suit :
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Proposition 6.3. La direction d'une tritangente ` rencontrant les boulesS1; S2; S3 dans
l'ordre prescrit appartient �a @K(S1S2S3) si et seulement sì intersecte le triangle des centres
c1c2c3.

On prouve en�n la propri�et�e suivante, dont une cons�equence est que les cônes de direc-
tions (et les composantes connexes de transversales) de trois boules disjointes deR3 sont
contractibles, c.-�a-d. homotopes �a un point.

Proposition 6.4. Soient trois boulesS1; S2; S3 disjointes. Alors :

(i) le cône des directionsK (S1S2S3) consiste en un unique point si et seulement si il existe
une tritangente dans le plan des centres qui� cloue� la con�guration des trois boules,
c.-�a-d. telle que la trace deS2 sur le plan ne soit pas du même côt�e de la tritangente
que les traces deS1 et S3 ;

(ii) dans tous les autres cas, le cône des directionsK (S1S2S3) est la fermeture de son
int�erieur.

6.3 Absence d'in
exion sur le bord du cône

Apr�es avoir d�ecrit le bord du cône, on souhaite maintenantmontrer que ce bord ne com-
porte aucune in
exion et mettre en �uvre des arguments de convexit�e. Il n'est pas inutile de
garder pr�esent �a l'esprit que les r�egions deP2 d�etermin�ees par les directions de droites trans-
versales sont toujours contenues dans la r�egion simplement connexe d�e�nie par une certaine
conique lisse (qui est hom�eomorphe �a un disque, l'autre r�egion �etant hom�eomorphe �a un
ruban de M•obius). Pour tester la convexit�e, on peut utiliser des cartes a�nes R2 et v�eri�er
localement, puis globalement, que le bord du cône� reste du même côt�e de sa tangente� .

Si cette propri�et�e n'�etait pas v�eri��ee en un point, on s e trouverait en pr�esence d'un point
d'in
exion. On prouve donc le r�esultat suivant :

Proposition 6.5. Pour trois boulesS1; S2; S3 disjointes, tout arc de la sextique des direc-
tions � apparaissant sur le bord@K(S1S2S3) de leur cône des directions ne contient aucune
in
exion ou singularit�e entre ses points extr�emaux.

In
exions et points singuliers de � sont localis�es �a son intersection avec sa Hes-
sienne [BK86]. Rappelons que le Hessien de� est d�e�ni comme le d�eterminant de la matrice
des d�eriv�ees secondes :

H (� ) = H (� )(v) = det
�

@2�
@vi @vj

�
:

La courbe Hessienne (ou simplement la Hessienne) de� est la courbe projective d�e�nie par
l'ensemble des z�eros de ce d�eterminant.

Ce qui est essentiel ici est d'obtenir un contrôle su�sant sur les in
exions de� . Au premier
abord, le fait que l'intersection de� et de sa HessienneH (� ) dans P2(C) aient 6 � 12 =
72 points (compt�es avec multiplicit�e) laisse peu d'espoir sur la possibilit�e de � pister � les
in
exions. Fort heureusement, il y a une autre mani�ere d'exploiter la Hessienne : on �xe
une direction et on consid�ere les con�gurations de boules ayant une tritangente avec la
direction �x�ee et donnant la même con�guration de quatre points (tangente et centres)
lorsqu'on projette sur un plan orthogonal ; on exprime ensuite les Hessiennes des sextiques
de directions associ�ees et on cherche celles qui peuvent s'annuler pour la direction donn�ee.
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Suivant la Proposition 6.3, il su�t de s'int�eresser aux directions de tangentes aux trois
boules qui intersectent le triangle des centres et ne sont pas des directions de bitangentes
internes sp�eciales. En projetant le long de la tangente surun plan orthogonal, les centres
projet�es forment un triangle contenant l'image de la tangente. On peut partir de cette con�-
guration planaire, un triangle et un point int�erieur, et se demander : quelles con�gurations
de boules donnent cette con�guration planaire par projection ? Les rayons des boules �etant
�x�es, il su�t de � relever� les sommets du triangle dans la direction de la normale au plan
et obtenir les con�gurations recherch�ees.

On �equipe R3 avec un rep�ere tel que le triangle projet�e vit dans le plane?
3 � R3 et a ses

sommets en ~c1 = 0; ~c2; ~c3, avec l'id�ee qu'il existe un point int�erieur au triangle �a distances au
carr�e si de ces sommets. On utilise alors trois param�etres r�eelsx1; x2 et x3 pour d�ecrire les
positions possibles des centres des boules :

c1 = ~c1 + x1e3; c2 = ~c2 + x2e3; c3 = ~c3 + x3e3:

Grâce �a la Proposition 6.2, on exprime � et sa HessienneH (� ) comme fonctions de
x = ( x1; x2; x3) 2 R3 d�ependant de ~c1; ~c2; ~c3; s1; s2; s3. La Proposition 6.5 est maintenant
�equivalente �a prouver que

H (� )(0; 0; 1) 6= 0

pour toutes les donn�ees initiales (triangle et point int�erieur) et tous les (x1; x2; x3) corres-
pondant �a des boules disjointes. Cette preuve, purement calculatoire, est donn�ee dans le
Chapitre 14 (page141).

6.4 Convexit�e du cône

La convexit�e du cône des directionsK (S1S2S3), dans le cas g�en�erique, est une cons�equence
de la propri�et�e suivante : une boucle simpleC1 de R2 � P2 sans in
exion borne un int�erieur
convexe [Top06]. La stricte convexit�e s'obtient avec la Proposition6.4.

Lemme 6.6. Le cône des directionsK (S1S2S3) d'un triplet g�en�erique de boules disjointes de
R3 est strictement convexe.

Le passage du cas g�en�erique au cas g�en�eral est bas�e sur le lemme suivant :

Lemme 6.7. Soit B = ( S1; S2; S3) une con�guration de trois boules disjointes. Supposons
queK (S1S2S3) est d'int�erieur non-vide. Si B est la limite d'une suite de con�gurationsB(� )

dont le cône des directions associ�e est convexe, alorsK (S1S2S3) est convexe �egalement.

On a donc maintenant prouv�e le Th�eor�eme 6.1 pour le cas de 3 boules deR3. Donnons
maintenant la preuve pourn boules deRd.

D�emonstration du Th�eor�eme 6.1. Pour une collection de boules �x�ee dansR3, il existe une
transversale aux boules avec une certaine direction si et seulement si les projections orthogo-
nales des boules sur un plan perpendiculaire �a cette direction ont une intersection non-vide.
Par le Th�eor�eme de Helly dans le plan, le cône des directions pour une s�equence den > 3
boules est l'intersection des cônes de directions pour tous ses triplets. Le cône des directions
pour n boules ordonn�ees deR3 est donc strictement convexe pour toutn.
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�Etant donn�ee une s�equenceS de n boules disjointes deRd, soit K son cône de directions
de transversales per�cant les boules dans un ordre pr�ed�e�ni. Soient u et v deux directions de
K , `u et `v deux droites transversales correspondant �a ces directions et soit E l'espace a�ne
�a 3 dimensions engendr�e par ces deux droites (ou un espace �a 3 dimensions contenant le plan
qu'elles engendrent si elles sont coplanaires).E \ S est une collection de boules disjointes
de R3 dont le cône des directions est convexe surS2, d'apr�es le Th�eor�eme 6.1. Donc, pour
toute direction sur le petit arc de grand cercle joignantu et v, il existe une transversale aux
boules deS respectant l'ordre prescrit, puisqu'une telle transversale existe d�ej�a dans E. Par
cons�equent,K est convexe et, de surcrô�t, strictement convexe d'apr�esle cas 3D.

Pour être complet, il reste �a noter que le cas de boules disjointes est en quelque sorte
le cas limite entre convexit�e et non-convexit�e du cône des directions. La Figure6.2 illustre
l'apparition d'une composante non-convexe au moment o�u deux boules entrent en contact.

6.5 Implications

Nous explorons maintenant certaines cons�equences du Th�eor�eme 6.1en th�eorie des droites
transversales.

6.5.1 Boules disjointes de rayon arbitraire

Un corollaire imm�ediat du Th�eor�eme 6.1 est la correspondance entre isotopie et permuta-
tions g�eom�etriques pour les droites transversales aux boules disjointes :

Corollaire 6.8. L'ensemble des droites transversales �an boules disjointes deRd r�ealisant la
même permutation g�eom�etrique est contractible.

La famille des boules disjointes est donc� remarquable� . Cette propri�et�e permet de tra-
duire des r�esultats connus sur les permutations g�eom�etriques en r�esultats sur les compo-
santes connexes de transversales. Smorodinskyet al. [SMS00] ont ainsi montr�e que, dans le
pire cas,n boules disjointes deRd ont �( nd� 1) permutations g�eom�etriques. La même borne
s'applique donc pour les composantes connexes de transversales, ce qui am�eliore les bornes
pr�ec�edemment connues deO(n3+ � ) pour d = 3 et de O(n2d� 2) pour d > 4, dues �a Koltun et
Sharir [KS03]. Si les rayons des boules sont dans un intervalle [1; 
 ], o�u 
 est ind�ependant de
n et d, alors le nombre de composantes connexes de transversales est en O(
 log 
 ), re
�etant
une borne sur le nombre de permutations g�eom�etriques obtenue par Zhou et Suri [ZS03].

Donnons maintenant quelques r�esultats dans l'esprit de lath�eorie des transversales. On
d�e�nit une con�guration de clouage minimalecomme une collection d'objets ayant une droite
transversale isol�ee qui cesse d'être isol�ee d�es qu'on retire un des objets de la con�guration.
Un �el�ement-cl�e de la preuve du Th�eor�eme de Hadwiger [Had57] est l'observation que, dans
le plan, toute con�guration de clouage minimale d'objets convexes disjoints est de cardinal
3.

On souhaite donner un r�esultat de ce type pour des sph�eres disjointes. Pour cela, on
met en �uvre une version topologique du Th�eor�eme de Helly, dans une forme due �a Debrun-
ner [Deb70]. Rappelons qu'une cellule d'homologie est un ensemble non-vide dont l'homologie
est triviale.
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a.

b. c.

d.

Fig. 6.2 { a. La trace de trois boules disjointes sur le plan des centres, avec la bouleS2 se d�epla�cant
sur l'axe horizontal en direction de la bouleS1. Le carr�e rouge est la zone o�u l'on zoome
pour les �gures suivantes. b. c. d. La sextique des directions (en rouge), sa Hessienne (en
noir) et les coniques de bitangentes int�erieures sp�eciales (en bleu, vert et gris), quand les
boulesS1 et S2 sont disjointes (b), tangentes (c) et s'intersectent transversalement (d).
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Th�eor�eme 6.9 (Helly topologique). Soit f X j gj 2 J une famille �nie d'ouverts de l'espaceRd

telle que l'intersectionX j 1 \ � � � \ X j r de chaque paquet der ensembles de cette famille soit
non-vide pourr 6 d + 1 et soit en outre une cellule d'homologie pourr 6 d. Alors

T
j 2 J X j

est une cellule d'homologie.

Pour conclure, on note dans un premier temps que la Grassmannienne des droites deRd

est de dimension 2d � 2. On peut param�etrer les droites transversales �a une collection de
boules par leurs points d'intersection avec deux hyperplans parall�eles formant un angle positif
avec les directions des droites. En imposant que les transversales soient� compatibles� avec
une suite de boules, on montre qu'elles forment un sous-ensemble contractible deR2d� 2. En
utilisant une version all�eg�ee du Th�eor�eme 6.9, o�u � cellule d'homologie� est remplac�e par
� ensemble contractible� , on obtient une borne sur la taille d'une con�guration de clouage :

Proposition 6.10. Toute con�guration de clouage minimale de boules disjointes deRd est
de cardinal au plus2d � 1.

En�n, on reproduit la preuve du Th�eor�eme de Hadwiger pour arriver au r�esultat suivant :

Th�eor�eme 6.11. n boules ordonn�ees disjointes deRd admettent une droite transversale si
toute sous-famille de taille au plus2d a une transversale respectant l'ordre.

6.5.2 Boules disjointes de rayon 1

Pour prouver un r�esultat de type Helly, c.-�a-d. sans contrainte sur l'ordre, il est n�ecessaire
de restreindre la famille de boules consid�er�ee. On suppose donc ici que les boules sont toutes
de rayon 1. On peut alors utiliser le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 6.12 ([CGN05]). Soit une famille de au moins neuf boules unit�e disjointes deRd.
Alors cette famille admet au plus deux permutations g�eom�etriques distinctes.

L'id�ee est maintenant la suivante. On se donne une familleF de boules unit�e, dont toute
sous-famille de taille 4d� 1 a une transversale. On contracte uniform�ement les boulesjusqu'�a
ce qu'une familleF 0 de taille 4d � 1 soit sur le point de perdre sa derni�ere transversale.
Si F 0 admet plus d'une transversale, chacune d'entre elles doit r�ealiser une permutation
g�eom�etrique di��erente. Comme il y en a au plus 2 (Th�eor�e me 6.12), F 0 a deux transversales
` i . Par la Proposition 6.10, il existe, pour chaquè i , 2d � 1 boules deF 0 pour lesquelles̀ i

est la seule transversale respectant l'ordre qu'elle induit. Il y a donc une sous-familleF 00de
taille 4d � 2 de F 0 pour laquelle `1 et `2 sont les seules transversales respectant leur ordre
respectif. Comme toute sous-famille de 4d� 1 boules admet une transversale, toute boule de
F n F 00doit intersecter `1 ou `2. On peut donc trouver une bouleA qui intersecte, disons,
`1. Alors F 00[ f Ag admet une unique transversale, qui intersecte toutes les boules deF .

On arrive �a la conclusion suivante, le premier th�eor�eme de type Helly pour les droites
transversales en toute dimension :

Th�eor�eme 6.13. Une famille �nie de boules unit�e disjointes deRd admet une droite trans-
versale si toute sous-famille de taille au plus4d � 1 admet une transversale.
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Chapitre 7

Conclusions et perspectives

7.1 Conclusions

J'ai pr�esent�e dans ce document un ensemble de contributions tournant autour du calcul
g�eom�etrique pour les objets courbes simples. Ces contributions incluent : une �etude compl�ete
du probl�eme du param�etrage de l'intersection de quadriques, incluant un catalogue de tous
les types r�eels d'intersection et des r�esultats montrantla (quasi-)optimalit�e des param�etrages
calcul�es du point de vue de la complexit�e alg�ebrique ; un ensemble de pr�edicats de faible degr�e
pour la caract�erisation de l'intersection r�eelle de coniques projectives ; une caract�erisation
des cas o�u quatre sph�eres ont une in�nit�e de tangentes r�eelles communes ; et un ensemble
de r�esultats sur les droites transversales aux sph�eres, culminant avec un th�eor�eme de type
Helly pour les droites transversales en toute dimension.

Les r�esultats pr�esent�es dans cette th�ese am�enent quelques commentaires. Tout d'abord,
il me semble important de souligner que des progr�es substantiels voire importants ont �et�e
r�ealis�es sur des probl�emes pourtant tr�es largement �etudi�es par le pass�e. Je pense par exemple
�a l'intersection de quadriques, o�u le passage �a un cadre projectif a permis de r�ealiser un
bon en avant consid�erable. Apr�es avoir travaill�e plusieurs ann�ees sur le sujet, il me semble
aujourd'hui �evident que c'est le � bon � point de vue, ou en tout cas le plus naturel. Dieu
sait pourtant qu'il a fallu du temps avant que cette �evidence s'impose, avant, �nalement, de
parvenir �a s'extraire de l'existant pour proposer un angled'attaque nouveau.

Les math�ematiques misent en �uvre dans ce document n'ont, pour l'essentiel, rien de
contemporaines. G�eom�etrie projective, g�eom�etrie complexe classique, th�eorie des invariants,
th�eorie des droites, alg�ebre lin�eaire, tout cela remonte �a fort loin. La richesse des math�ema-
tiques du 19e si�ecle semble in�nie pour aborder les probl�emes rencontr�es en calcul g�eom�e-
trique. Les �uvres compl�etes de g�enies comme Arthur Cayley(plus de 900 articles !) sont
loin d'avoir livr�ees tous leurs secrets.

Ce qui m'am�ene �a mon troisi�eme commentaire. Parmi les outils utilis�es et utilisables, je
r�eserve une place de choix �a la th�eorie classique des invariants. J'esp�ere avoir montr�e avec le
Chapitre 4 que cette th�eorie, en en sp�ecialisant certains r�esultats sur les r�eels, donnent des
r�eponses �a peu de frais sur des probl�emes de caract�erisation de d�eg�en�erescences. Je compte
rapidement �etendre les r�esultats obtenus pour les coniques au cas des quadriques.

Un probl�eme sur lequel la th�eorie des invariants pourrait apporter des r�eponses est ce-
lui de l'optimalit�e des pr�edicats g�eom�etriques. La question est ici de savoir quelle est la
complexit�e � intrins�eque � d'une question de nature g�eom�etrique, si tant est que cette ques-
tion ait un sens. Par exemple, quel est le degr�e minimum du pr�edicat encodant la question
� Deux surfaces donn�ees s'intersectent-elles ?� . Un pr�edicat donn�e peut-il être d�ecompos�e
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en pr�edicats de plus faible degr�e ? Il semble naturel que lath�eorie des invariants puisse ap-
porter des r�eponses dans ce cadre. Mais il faut clari�er ce qui peut être dit et dans quel
cadre (r�eels ou complexes ?). Je travaille actuellement avec des alg�ebristes pour tenter de
donner des r�eponses au moins partielles �a ce probl�eme qui, dans sa pleine g�en�eralit�e, semble
particuli�erement di�cile.

7.2 Perspectives

Dans ce qui suit, je donne une description d�etaill�ee de monprogramme de recherche intitul�e

Calcul g�eom�etrique e�ectif avec des objets courbes de faible degr�e
(ou quand l'alg�ebre rencontre la g�eom�etrie)

Les trois directions de recherches que je poursuivrai dans les ann�ees �a venir sont les sui-
vantes : intersection de surfaces de faible degr�e et probl�emes de taille constante connexes,
arrangements de quadriques et applications, et aspects alg�ebriques de la visibilit�e 3D et de
la th�eorie des droites.

7.2.1 Intersection de surfaces de faible degr�e et probl�emes de tail le
constante connexes

Les surfaces alg�ebriques r�eelles de faible degr�e (quadriques, cubiques et quartiques) re-
pr�esentent un bon compromis entre simplicit�e, 
exibilit �e et pouvoir de mod�elisation. Elles
jouent un rôle de premier plan dans la construction de mod�eles informatiques �d�eles d'en-
vironnements physiques �a des �ns de simulation et de prototypage, dans les domaines de
la conception industrielle, de l'architecture et dumanufacturing. Malgr�e cette ubiquit�e et
des d�ecennies de recherche dans la communaut�e deCgao / Cao , ces surfaces sont loin d'être
su�samment bien mâ�tris�ees pour être manipul�ees robustement et e�cacement par les algo-
rithmes g�eom�etriques.

Dans ce contexte, je me concentrerai sur des probl�emes de taille constante li�es �a l'intersec-
tion de surfaces de faible degr�e, am�eliorant notre travail sur les quadriques et l'�etendant dans
plusieurs directions : pour mieux comprendre les d�eg�en�erescences possibles, pour plus faci-
lement reconnâ�tre la morphologie de l'intersection, pour prendre en compte des primitives
plus complexes, et pour travailler en dimension sup�erieure.

Identi�cation et reconnaissance des types d'intersection. L'objet principal d'�etude
lorsque l'on travaille sur l'intersection de quadriques est leur faisceau, c.-�a-d. l'ensemble des
combinaisons lin�eaires des deux quadriques. En dehors de l'�etape de param�etrage proprement
dite, notre travail sur les quadriques a n�ecessit�e 1. l'identi�cation de tous les types possibles
de faisceau, et donc toutes les morphologies de l'intersection, sur les r�eels (phase d'�enum�e-
ration) ; et 2. la d�etermination de la morphologie r�eelle de l'intersection (ou de l'orbite de
faisceau) d'une paire de quadriques donn�ee (phase de classi�cation).

En 3D, la phase d'�enum�eration est d�ej�a tr�es cons�equente. Utilisant le th�eor�eme des paires
canoniques de formes quadratiques d'Uhlig [Uhl76], nous avons identi��e plus de 50 types dif-
f�erents de faisceaux r�eels (le nombre d'orbites �etant encore plus grand). Malheureusement,

108



7.2 Perspectives

tout le travail a dû être fait �a la main, au cas par cas. Aucune m�ethode n'est connue pour �evi-
ter cette longue analyse et produire automatiquement une liste de toutes les classes possibles
de faisceaux de même qu'un repr�esentant canonique par classe. Cela constitue �evidemment
un obstacle pour l'extension des r�esultats en dimension sup�erieure, o�u le nombre de cas aug-
mente de fa�con exponentielle. Les solutions �a ce probl�eme ne sont connus que dans quelques
cas tr�es restreints (cf. [AG91]) et je chercherai �a les �etendre.

Dans la phase de classi�cation, des informations sont extraites d'une paire de quadriques
donn�ee pour d�eterminer les types complexe et r�eel du faisceau qu'elles engendrent. Cette
�etape proc�ede par calcul d'attributs du faisceaux identi��es comme discriminants les di��e-
rentes classes dans la phase d'�enum�eration. Cette proc�edure marche parfaitement, mais elle
a un d�efaut : le contrôle sur le degr�e des pr�edicats n�ecessaires pour� classi�er � le faisceau
est quelque peu perdu par les constructions interm�ediaires qui sont faites (racines multiples
et quadriques associ�ees). Heureusement, il y a une porte de sortie et il est possible de calcu-
ler des expressions simples, fonctions directes des coe�cients des quadriques en entr�ee, qui
permettent de mener �a bien la classi�cation. Il faut pour cela faire un crochet par la th�eorie
classique des invariants. Briand [Bri07] a fait un pas dans cette direction et propos�e une
classi�cation compl�ete des faisceaux de coniques avec desquantit�es invariantes construites
�a base de r�esultants et de requêtes de Sturm. Cependant, certains des pr�edicats propos�es
sont inutilement compliqu�es et ne sont pas sym�etriques enles deux quadriques. Des r�esultats
pr�eliminaires, pr�esent�es dans le Chapitre4, montrent que des pr�edicats plus simples peuvent
être obtenus en �etudiant une cat�egorie d'invariants connus sous le nom de combinants. Je
m'int�eresse actuellement �a l'extension de cette approche aux faisceaux de quadriques.

Les pr�edicats les plus importants, en pratique, sont ceux qui gouvernent la question� deux
surfaces s'intersectent-elles ?� . Pour le cas des coniques, mon travail sur les combinants four-
nit une r�eponse plus simple que celle qui est actuellement connue [Bri07]. Pour les quadriques,
les pr�edicats correspondants sont beaucoup moins bien mâ�tris�es. Une caract�erisation d'in-
tersection vide (due �a Finsler [Fin37]) est connue en toute dimension, mais elle ne se prête
gu�ere �a une implantation �a base de pr�edicats. J'ai bon espoir que l'approche �a base de
combinants fournisse des pr�edicats de faible degr�e pour r�ealiser cette requête. Un cas par-
ticuli�erement int�eressant est celui des ellipso•�des. En e�et, ces surfaces sont fr�equemment
utilis�ees comme volumes englobants pour les formes 3D libres [CCW+ 06]. L'extension en
dimension sup�erieure sera �egalement �etudi�ee.

Ce dernier point nous am�ene �a une autre direction de recherche �a potentiel : l'intersection
de primitives de type restreint. En supposant que les surfaces �a intersecter appartiennent �a
un sous-ensemble de l'ensemble naturel dont elles d�ependent (par exemple : les ellipso•�des,
par opposition �a la classe compl�ete des quadriques), il est peut-être possible de trouver des
pr�edicats de meilleur degr�e que les pr�edicats� g�en�eraux � . Travaillant en ce sens, Etayoet
al. [EGdR06] ont caract�eris�e les positions relatives de deux ellipses avec des outils de g�eom�e-
trie alg�ebrique r�eelle (en particulier les suites de Sturm-Habicht). Wang et al. [WWK01] ont
donn�e une r�eponse partielle pour le cas des ellipso•�des en 3D. Il reste maintenant �a �etudier
comment les pr�edicats obtenus dans le Chapitre4 se sp�ecialisent lorsque les coniques en
entr�ee sont d'un type particulier.

Param�etrage des intersections. Il y a plusieurs mani�eres d'am�eliorer notre algorithme de
param�etrage des intersections de quadriques. L'une d'entre elles est d'essayer de minimiser
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la complexit�e arithm�etique des expressions apparaissant dans les param�etrages, qui peut
être assez grande. Toute am�elioration sur ce plan a un impact direct sur l'e�cacit�e de toute
application qui s'appuie sur l'algorithme de param�etrage, comme la conversionCsg-Br ep
et la construction d'arrangements (voir ci-dessous). Le cas le plus int�eressant, car menant
aux expressions de plus haut degr�e, est celui des quartiques lisses. Comme indiqu�e dans
le Chapitre 1, j'ai r�ecemment am�elior�e l'algorithme de param�etrage dans ce cas, et par
cons�equent obtenu une nouvelle borne sur la degr�e maximum(en fonction des coe�cients
des quadriques de d�epart) des polynômes apparaissant dans le param�etrage. Il n'est pas
interdit de penser que cette borne est proche de l'optimal, mais il faut trouver des moyens de
formaliser cette intuition. Il est sans doute possible d'am�eliorer aussi les bornes arithm�etiques
dans de nombreux autres cas d'intersection.

En parall�ele, je souhaite introduire des aspects dynamiques dans le probl�eme du param�e-
trage. En d'autres termes, �etant donn�ees deux quadriquesdont les coe�cients sont fonctions
d'un param�etre t (qui peut être par exemple le temps), je souhaite obtenir unparam�etrage de
l'intersection index�e par t. Cela implique en particulier d'identi�er les valeurs det o�u se pro-
duisent des changements de morphologie de l'intersection.Les applications �a des probl�emes
comme la d�etection de collision sont claires. De plus, voyant cette fois le param�etre t comme
une erreur sur l'entr�ee, on obtient un moyen de� mesurer� �a quelle distance on se trouve
d'une intersection d�eg�en�er�ee. Dans les applications de Cgao , on peut par exemple vouloir
consid�erer deux surfaces presque tangentes comme �etant r�eellement tangentes, et cette vision
des choses peut permettre d'approcher ce genre de probl�emes. Un contexte particuli�erement
int�eressant est celui o�u les � quadriques dynamiques� peuvent être vues comme des hy-
persurfaces quadratiques dans l'espace projectif de dimension 4. Cela renforce l'importance
d'�etendre certains de nos r�esultats en dimension sup�erieure.

Il serait int�eressant de g�en�eraliser le probl�eme de l'intersection aux complexes quadra-
tiques. Ces surfaces lisses par morceaux peuvent être vuescomme des g�en�eralisations de
poly�edres, les faces �etant cette fois plong�ees dans des surfaces quadratiques et �etant born�ees
par des arcs de coniques. Cette classe de surfaces joue un rôle important dans la concep-
tion de pi�eces m�ecaniques [LS02]. Il est �egalement n�ecessaire de se pencher sur des surfaces
plus g�en�erales. Les tores sont importants �a cet �egard, car ils apparaissent dans une large
vari�et�e d'applications. Plus g�en�eralement, j'explor erai les intersections de surfaces de bidegr�e
(1; 2) [EGL04] et de surfaces param�etrables quadratiquement [ABB06, CSS96], qui englobent
les quadriques et les tores.

7.2.2 Arrangements de quadriques et applications

Les arrangements d'objets g�eom�etriques ont �et�e intensivement �etudi�es en g�eom�etrique
algorithmique. �Etant donn�ee une collection �nie d'objets g�eom�etriques, leur arrangement est
la subdivision de l'espace ambiant en cellules qu'ils induisent. Dans le plan, un arrangement
de cercles consiste en des sommets, des arêtes et des faces :un sommet est l'intersection de
deux cercles (ou plus), une arête est une portion maximale de cercle ne contenant aucun
sommet, et une face est une r�egion maximale du plan ne contenant ni sommet, ni arête.
Au-del�a de leur rôle central en g�eom�etrie algorithmique, les arrangements ont �et�e utilis�es
pour r�esoudre des probl�emes dans bon nombre d'applications, notamment en plani�cation de
trajectoire de robots, vision arti�cielle, statistiques et biologie mol�eculaire. Leur attrait vient
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principalement du fait qu'ils permettent de discr�etiser des probl�emes continus de mani�ere
�ne et topologiquement correcte.

Dans ce contexte, je m'attacherai �a trouver les bonnes structures de donn�ees, les algo-
rithmes et les pr�edicats pour le calcul exact et e�cace d'arrangements de surfaces de faible
degr�e et de structures similaires. L'accent sera en particulier mis sur un sous-probl�eme connu
sous le nom de conversionCsg-Br ep.

BReps et sous-arrangements de quadriques. En mod�elisation des solides, les deux re-
pr�esentations d'objets les plus r�epandues sont la repr�esentation volumique diteCsg (pour
Constructive Solid Geometry) et la repr�esentation surfacique diteBr ep (pour Boundary
Representation). Ces deux repr�esentations ayant leurs avantages respectives, les noyaux de
mod�elisation doivent souvent disposer d'un moyen e�cace et sûr de passer d'une repr�esen-
tation �a l'autre. La conversion Csg-Br ep est un probl�eme bien compris pour des mod�eles
poly�edriques, mais pas pour des objets courbes. Une seule approche est connue pour des
mod�eles non-lin�eaires [KKM99]. Elle utilise de l'arithm�etique exacte et des structuresde
donn�ees e�caces, mais ne prend pas en compte les d�eg�en�erescences.

Dans les situations pratiques, les objets sont souvent en position d�eg�en�er�ee non par accident
mais par conception. De ce fait, mon principal objectif est de d�evelopper et d'implanter un
algorithme complet, exact et e�cace pour la construction duBr ep d'un assemblage de
volumes quadratiques en position arbitraire. Ici, les sommets du Br ep sont les intersections
de trois quadriques (ou plus) et les arêtes sont des arcs de courbes d'intersection entre
deux quadriques (ou plus). Dans une premi�ere approche, je travaillerai sur une� preuve de
concept� d'un algorithme exact bas�e sur notre implantation du calcul du param�etrage de
l'intersection de quadriques, en me focalisant sur le traitement des situations d�eg�en�er�ees, sans
trop prêter attention �a l'e�cacit�e. Dans un deuxi�eme te mps, j'accorderai plus d'attention
aux structures de donn�ees, aux algorithmes et �a la complexit�e asymptotique. Notons que
le Br ep est un sous-arrangement de l'arrangement 3D complet induit par les quadriques
du Csg consid�er�e. Dans le même ordre d'id�ee, je travaillerai �egalement �a la construction
d'autres sous-arrangements de quadriques, notamment celui qui est induit par la trace den
quadriques sur une quadrique.

�A plus long terme, j'�etudierai le calcul d'arrangements 3Dcomplets de quadriques. Ce
probl�eme, qui est r�ecemment re�cu l'attention de la communaut�e [MTT05, SW06], est loin
d'être r�esolu en pratique. J'esp�ere ici b�en�e�cier largement des outils et des algorithmes d�e-
velopp�es pour le cas de la conversionCsg-Br ep et de la construction de sous-arrangements.
Un probl�eme particuli�erement int�eressant est celui du � plongement� des arrangements �a
pr�ecision �x�ee, c.-�a-d. le calcul d'une repr�esentation machine correcte. Ce processus dit de
� l'arrondi g�eom�etrique � a r�ecemment �et�e �etendu des segments de droites aux courbes de
B�ezier [EKW07b].

En�n, je chercherai �a explorer les applications des arrangements et sous-arrangements de
quadriques, notamment les diagrammes de Vorono•� de droites et segments de droites en
3D (les � murs � �etant des carreaux de quadriques) et l'enveloppe convexe de complexes
quadratiques.

Intersection de triplets de quadriques. Un sous-probl�eme important de nombreuses ap-
plications impliquant des quadriques (parmi lesquelles laconversionCsg-Br ep) concerne le
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calcul exact et e�cace des intersections de triplets de quadriques en position arbitraire. Bien
qu'�etant, stricto sensu, un probl�eme de taille constante, ce calcul n'est actuellement men�e
que d'un point de vue purement alg�ebrique et calculatoire,sans r�eelle compr�ehension de la
g�eom�etrie sous-jacente (mais cf. ci-dessous).

Notre algorithme pour param�etrer les intersections de quadriques donne un moyen direct
de calculer et de localiser les (au plus 8) points d'intersection r�eels de trois quadriques,
lorsqu'ils sont en nombre �ni. Si les quadriques en entr�ee ont des coe�cients entiers, cela
revient �a trouver les racines r�eelles d'un polynôme univari�e de degr�e au plus 8 dont les
coe�cients vivent (collectivement) dans une extension de degr�e au plus 2. Une partie du
travail ici consiste �a trouver des strat�egies e�caces pour r�esoudre ce genre de polynômes, en
collaboration avec des alg�ebristes. Un probl�eme reli�e, dont la solution exacte est requise pour
la conversionCsg-Br ep robuste, consiste �a �evaluer le signe d'un tel polynômede degr�e 8 en
la racine r�eelle d'un autre polynôme (fonctionsign at, omnipr�esente en calcul g�eom�etrique
exact).

Sur le long terme, une tâche importante sera de mener �a bienl'identi�cation et la ca-
ract�erisation de tous les r�eseaux de quadriques, c.-�a-d. les combinaisons lin�eaires de triplets
de quadriques. Une telle �enum�eration ne semble pas avoir �et�e faite dans la litt�erature. Des
r�esultats sont toutefois connus sur les singularit�es de tels r�eseaux [Wal80]. Pour la phase de
classi�cation, la compr�ehension des invariants de l'�equation caract�eristique (une quartique
ternaire) est un pr�e-requis [Dix87]. Aller plus loin implique d'�etudier les combinants de r�e-
seaux de quadriques. Seuls les invariants de triplets de quadriques (et non de r�eseaux) ont
�et�e explor�es dans la litt�erature [ Sco61]. Comme dans le cas de deux surfaces, l'ensemble de
pr�edicats le plus important est celui qui encode la question : � trois quadriques donn�ees
ont-elles des points r�eels dans leur intersection commune? � . D'anciens r�esultats d'alg�ebre
lin�eaire sur la caract�erisation des combinaisons lin�eaires de formes quadratiques contenant
une forme quadratique d�e�nie ou semi-d�e�nie peuvent être utiles �a cet �egard [Uhl79].

7.2.3 Aspects alg�ebriques de la visibilit�e 3D et de la th�eorie d es droites

Les calculs de visibilit�e occupent une place de choix dans les applications du graphisme
3D. Calculer la limite entre l'ombre et la p�enombre projet�ees par une source de lumi�ere,
identi�er l'ensemble des objets bloquant la propagation dela lumi�ere entre deux polygones
et d�eterminer les objets vus depuis un point donn�e sont autant de requêtes de visibilit�e
essentielles au rendu r�ealiste de sc�enes 3D.

Les probl�emes de visibilit�e tridimensionnels sont apparus il y a une trentaine d'ann�ees,
avec l'av�enement de la visualisation d'objets 3D. En troisd�ecennies, le foss�e entre th�eorie et
pratique s'est consid�erablement creus�e, les performances des mat�eriels graphiques masquant
graduellement l'absence de compr�ehension th�eorique. Denombreux probl�emes sont aujour-
d'hui consid�er�es comme r�esolus en pratique. Mais les solutions s'appuient fortement sur des
heuristiques et des techniques ad hoc, sans exploiter la nature intrins�equement globale de la
visibilit�e (des objets distants pouvant interagir de fa�con complexe et non-intuitive). Cons�e-
quence de cette absence de compr�ehension des propri�et�esfondamentales des ensembles de
droites au c�ur des probl�emes de visibilit�e, nombre de questions n'ont pas encore trouv�e de
r�eponse satisfaisante, passant �a l'�echelle.

Pour d�evelopper des solutions nouvelles, math�ematiquement valides, je travaille �a am�eliorer
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la compr�ehension de la th�eorie des droites sous-tendant la visibilit�e 3D. Je m'int�eresse en
particulier aux structures de visibilit�e globales et aux calculs � hors ligne� .

Pr�edicats fondamentaux pour la visibilit�e 3D. Les objets d'�etude fondamentaux en visi-
bilit�e 3D sont les droites � tangentes� �a quatre objets de la sc�ene, qui sont g�en�eriquement en
nombre �ni. Ces droites correspondent aux sommets de structures de visibilit�e globales. Les
arêtes de ces structures, incidentes aux sommets, correspondent aux droites� tangentes� �a
trois objets. Comprendre comment ces sommets et arêtes peuvent être manipul�es de mani�ere
e�cace et robuste est un pr�e-requis pour e�ectuer des requ^etes de visibilit�e exactes parmi
des obstacles 3D.

En particulier, l'implantation e�ective d'algorithmes de visibilit�e exacts achoppe sur l'iden-
ti�cation de pr�edicats de (plus) faible degr�e (possible). H�elas, même pour des objets poly-
�edriques, les degr�es des expressions impliqu�ees sont tr�es grands. Le pr�edicat permettant de
d�ecider si quatre droites donn�ees, en position g�en�erale, ont 0, 1 ou 2 droites les per�cant
est un polynôme de degr�e 12 (optimal) en les points d�e�nissant les droites. Si maintenant
on suppose calcul�ee une telle droite transversale aux quatre droites de d�epart, d�eterminer
si cette transversale intersecte l'int�erieur d'un triangle donn�e requiert un pr�edicat de tr�es
haut degr�e : la meilleure instance connue de ce pr�edicat est de degr�e 90 en les coordon-
n�ees des entr�ees. Cela illustre la complexit�e inh�erente aux requêtes de visibilit�e exactes et
montre �a quel point des calculs fortement non-lin�eaires se cachent derri�ere des probl�emes en
apparence lin�eaires. Je travaille dans ce cadre sur les pr�edicats-cl�es pour le probl�eme de la
visibilit�e 3D. Je m'int�eresse �a ces pr�edicats non seulement d'un point de vue th�eorique mais
�egalement sur plan pratique : les pr�edicats induits par des choix algorithmiques peuvent faire
arti�ciellement grossir les besoins arithm�etiques d'uneimplantation.

La situation pour le cas des tangentes aux sph�eres est encore moins avanc�ee que pour le
cas des objets lin�eaires par morceaux. Le probl�eme ici n'est pas de trouver des strat�egies
d'�evaluation e�caces mais de comprendre les con�gurations g�eom�etriques discriminantes et
de mettre au jour des pr�edicats polynomiaux. Prenons l'exemple de la question� Quand
quatre sph�eres ont-elles une in�nit�e de tangentes r�eelles communes ?� . Jusqu'�a r�ecemment,
la seule mani�ere de r�epondre �a cette question pour un quadruplet donn�e consistait �a traduire
le probl�eme en un syst�eme polynomial, �a le r�esoudre et �a lire la r�eponse sur la solution.
On sait maintenant, avec le travail pr�esent�e dans le Chapitre 5, que les centres doivent être
align�es et les sph�eres doivent avoir au moins une tangenter�eelle commune, ce qui peut être
d�ecid�e avec des pr�edicats de degr�e 5. Rien ou presque n'est connu, en terme de pr�edicats,
quand les sph�eres ont un nombre �ni de tangentes. On aimerait par exemple pouvoir d�eter-
miner ais�ement quand quatre sph�eres donn�ees ont exactement 12 tangentes communes (le
maximum) ou z�ero.

Th�eorie des transversales. En lien avec ce qui pr�ec�ede, je m'int�eresse �a des probl�emes
issus de la th�eorie des transversales g�eom�etriques. En particulier, je cherche �a comprendre les
propri�et�es des ensembles de droites per�cant une collection d'objets (� droites transversales� ).

La g�eom�etrie des objets d�etermine les propri�et�es discr�etes, combinatoires et topologiques
des ensembles de tangentes et de transversales qu'elles induisent. Par exemple, l'ensemble
des droites intersectant une collection de boules congruentes disjointes deR3 dans un ordre
�x�e est connexe, mais ce n'est pas n�ecessairement le cas dedroites per�cant trois segments. Le
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paysage entre ces deux cas extrêmes est largement inconnu.Un des mes objectifs est d'am�e-
liorer la compr�ehension de la relation forme/transversales. Une int�eressante question ouverte
�a cet �egard est de savoir si l'ensemble des droites intersectant des objets d'� �epaisseur�
donn�ee dans un ordre prescrit est connexe1.

Une autre question en rapport avec la pr�ec�edente est de d�eterminer quelles classes d'objets
admettent un th�eor�eme de type Helly pour les droites transversales. Malheureusement, cer-
tains contre-exemples (non publi�es) semblent indiquer que les boules unit�e sont sans doute
plus l'exception que la norme. En e�et, il semble que même des objets convexes� �epais �
puissent ne pas admettre de th�eor�eme �a la Helly. Les travaux futurs devront tenter d'obtenir
une meilleure compr�ehension de la situation.

Revenant aux boules unit�e disjointes en 3D, le nombre maximum de permutations g�eom�e-
triques est born�e par 3 pourn 6 8 boules [CGN05]. Pour le cas de quatre boules, on ignore
si ce nombre vaut 2 ou 3. On aurait pu penser qu'un calcul� force brute� aurait permis de
venir �a bout de ce probl�eme de taille constante, mais diverses tentatives nous ont convaincu
du contraire.

�Etude math�ematique des courbes et surfaces d'�ev�enement visue l Lorsque l'on s'in-
t�eresse aux objets courbes g�en�eraux, de nombreuses courbes caract�eristiques nouvelles ap-
paraissent qui n'ont pas d'�equivalent dans le domaine lin�eaire. Les lignes de courbure, les
courbes paraboliques, les courbes 
ecnodales et les lignesde crête (ridges) sont certains des
exemples qui viennent �a l'esprit. La plupart de ces courbesde nature di��erentielle a des ap-
plications dans des domaines comme l'imagerie m�edicale, le graphisme, la vision arti�cielle
ou le manufacturing.

Je suis tout particuli�erement int�eress�e par les points etcourbes qui entrent en jeu lorsque
l'on �etudie la visibilit�e 3D d'objets courbes. Ces points � sp�eciaux � ont �et�e classi��es en
d�etails par l'�ecole russe des singularit�es [Pan00, Pla81]. Les plus importants sont ceux qui
apparaissent en familles de dimension 1 sur la surface, c.-�a-d. les courbes paraboliques et

ecnodales. L'importance de ces� courbes d'�ev�enement visuel� est apparue clairement il
y a une quinzaine d'ann�ees dans des recherches en vision parordinateur sur une structure
connue sous le nom de graphe d'aspects. Beaucoup reste �a faire pour pleinement comprendre
les singularit�es de ces courbes et des surfaces d'�ev�enement visuel attach�ees, comme elles
interagissent, quelle est leur topologie et la topologie deleur arrangement, and comment les
calculer e�cacement et de fa�con robuste pour des objets de faible degr�e. Il y a r�ecemment eu
un regain d'int�erêt pour ces courbes dans la communaut�e math�ematique, notamment grâce
aux travaux d'Uribe-Vargas [UV06].

Un sujet que je compte explorer en particulier est celui de la description invariante des
courbes d'�ev�enement visuel. R�ecemment, Gravesen a produit un syst�eme complet d'invariants
de 3e ordre sur une surface de l'espace 3D (les invariants de second ordre �etant engendr�es par
les courbes moyenne et de Gauss bien connues) et montr�e comment les �equations d�e�nissant
des �el�ements caract�eristiques tels que points ombiliques et lignes de crête peuvent s'exprimer
en fonction de ces invariants [Gra04]. Je souhaite utiliser ce cadre dans le contexte des courbes
et surfaces d'�ev�enement visuel.

1L'�epaisseur est d�e�nie comme le rapport du rayon circonscrit sur l e rayon inscrit.
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7.3 Objectifs logiciels

La principale motivation du paradigme du calcul g�eom�etrique exact est de fournir des
implantations r�ealistes et robustes. Tout en poursuivantun travail fondamental, je dois donc
en parall�ele d�evelopper des directions de recherche plusappliqu�ees et comprendre comment
les avanc�ees sur le plan th�eorique peuvent être utilis�ees pour r�esoudre des probl�emes concrets.
Des applications� vraie grandeur� du calcul g�eom�etrique exact seront peut-être bientôt
envisageables. Cet objectif �a long terme doit être en permanence gard�e �a l'esprit et des
r�ealisations interm�ediaires allant dans le sens de ces applications doivent être faites.

Intersection de quadriques et arrangements. Un premier objectif est de rendre le travail
sur les intersections de quadriques plus visible. Pour cela, je travaille �a transformer le logiciel
en un code de qualit�e professionnelle et �a faciliter l'installation par les utilisateurs grâce �a
un meilleur packaging. Je vise �egalement une int�egration compl�ete dansCgal . Au-del�a, je
proposerai des implantations des travaux sur les intersection de quadriques de type restreint
et de quadriques dynamiques. Plus g�en�eralement, chaque avanc�ee sur le plan th�eorique sera
traduite en r�ealisation logicielle.

Je travaillerai �egalement sur des extensions de notre logiciel Qi . Les deux plus imm�ediates,
dont le d�eveloppement est en cours, concernent les intersections de trois quadriques (Q3) et
la conversionCsg-Br ep (Be). Les deux sont dans un �etat avanc�e. Q3 utiliseQi pour calculer
exactement les intersections de trois quadriques via la m�ethode du param�etrage.Be, pour
Boundary Evaluation, s'appuie surQi et Q3 pour construire la repr�esentation surfacique
d'un mod�ele Csg �a base de quadriques volumiques.

Visibilit�e et graphes d'aspects. La caract�erisation des d�eg�en�erescences et l'identi�cation
de pr�edicats (simples) dans les probl�emes de visibilit�edoivent être accompagn�ees d'une im-
plantation robuste et e�cace, puisque les requêtes g�eom�etriques sous-jacentes sont les briques
de base de tout algorithme de visibilit�e 3D sous le paradigme du calcul g�eom�etrique exact.
Par ailleurs, les progr�es sur la compr�ehension des courbes et surfaces d'�ev�enement visuel
devront �a terme amener �a revisiter les algorithmes de construction de graphes d'aspects
d'objets courbes [18], avec l'id�ee de construire de mani�ere exacte ce graphe pour des surfaces
alg�ebriques simples (de degr�e 4, disons).

Int�egration d'outils alg�ebriques. Comme d�ej�a mentionn�e, je prend une part active �a un
projet visant �a rendre les meilleurs outils alg�ebriques actuels ais�ement accessibles �a la com-
munaut�e de calcul g�eom�etrique et g�eom�etrie algorithm ique. Pour être plus pr�ecis, nous d�e-
veloppons un noyau alg�ebrique pourCgal bas�e sur les outilsFg b/ Rs et voulons d�emontrer
que ces outils peuvent être utilis�es de mani�ere routini�ere pour des applications telles que le
balayage d'arrangements de courbes alg�ebriques dans le plan. Ce travail se fait en collabo-
ration avec les projetsInria Geometrica et Salsa, et b�en�e�cie de discussions avec les autres
membres de la communaut�e de d�eveloppement deCgal (Mpii notamment).
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Near-Optimal Parameterization of the Intersection of Quadrics:
I. The Generic Algorithm

Laurent Dupont� , Daniel Lazard† , Sylvain Lazard� , Sylvain Petitjean�

Thème SYM ÐSystèmes symboliques
Projets Vegas et Salsa

Rapport de recherche n° 5667 ÐSeptembre 2005 Ð 36 pages

Abstract: We present the �rst ef�cient algorithm for computing an exact parametric representation
of the intersection of two quadrics in three-dimensional real space given by implicit equations with
rational coef�cients. The output functions parameterizing the intersection are rational functions
whenever it is possible, which is the case when the intersection is not a smooth quartic (for example, a
singular quartic, a cubic and a line, or two conics). Furthermore, the parameterizationis near-optimal
in the sense that the number of square roots appearing in the coef�cients of these functions is minimal
except in a small number of cases where there may be an extra square root. In addition, the algorithm
is practical: a complete, robust and ef�cient C++ implementation is described in Part IV [12] of this
paper.

In Part I, we present an algorithm for computing a parameterization of the intersection oftwo ar-
bitrary quadrics which we prove to be near-optimal in the generic, smooth quartic, case. Parts II and
III [4, 5] treat the singular cases. We present in Part II the �rst classi�cation of pencils ofquadrics
according to the real type of the intersection and we show how this classi�cation can beused to
ef�ciently determine the type of the real part of the intersection of two arbitrary quadrics. This clas-
si�cation is at the core of the design of our algorithms for computing near-optimal parameterizations
of the real part of the intersection in all singular cases. We present these algorithms in Part III and
give examples covering all the possible situations in terms of both the real type of intersection and
the number and depth of square roots appearing in the coef�cients.

Key-words: Intersection of surfaces, quadrics, pencils of quadrics, curve parameterization.

� Project Vegas, LORIA (UMR CNRS, INPL, INRIA Lorraine, Universités Nancy 1 & 2), Nancy, France;
Firstname.Lastname@loria.fr .

† Project Salsa and LIP6 (UMR Université Pierre et Marie Curie and CNRS), Paris, France; Daniel.Lazard@lip6.fr .
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Near-Optimal Parameterization of the Intersection of Quadrics:
II. A Classi�cation of Pencils

Laurent Dupont� , Daniel Lazard† , Sylvain Lazard� , Sylvain Petitjean�

Thème SYM ÐSystèmes symboliques
Projets Vegas et Salsa

Rapport de recherche n° 5668 ÐSeptembre 2005 Ð 37 pages

Abstract: While Part I [2] of this paper was devoted mainly to quadrics intersecting in a smooth
quartic, we now focus on singular intersections. To produce optimal or near-optimal parameteriza-
tions in all cases, we �rst determine the the real type of the intersection before computingthe actual
parameterization.

In this second part, we present the �rst classi�cation of pencils of quadrics based on the type of
the real intersection and we show how this classi�cation can be used to compute ef�ciently the type
of the real intersection. The near-optimal parameterization algorithms in all singular cases will be
given in Part III [3].

Key-words: Intersection of surfaces, quadrics, pencils of quadrics, classi�cation, curve parameter-
ization.

� Project Vegas, LORIA (UMR CNRS, INPL, INRIA Lorraine, Universités Nancy 1 & 2), Nancy, France;
Firstname.Lastname@loria.fr .
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Near-Optimal Parameterization of the Intersection of Quadrics:
III. Parameterizing Singular Intersections
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Abstract: In Part II [3] of this paper, we have shown, using a classi�cation of pencils of quadrics
over the reals, how to determine quickly and ef�ciently the real type of the intersection of two given
quadrics.

For each real type of intersection, we design, in this third part, an algorithm for computing a
near-optimal parameterization. We also give here examples covering all the possible situations, in
terms of both the real type of intersection and the number and depth of square rootsappearing in the
coef�cients.

Key-words: Intersection of surfaces, quadrics, pencils of quadrics, curve parameterization, singular
intersections.
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Intersecting Quadrics: An Ef�cient and Exact Implementation

Sylvain Lazard� Luis Mariano Peñaranday Sylvain Petitjeanz

July 4, 2005

Abstract

We present the �rst complete, exact, and ef�cient C++ implementation for parameterizing the intersection
of two implicit quadrics with integer coef�cients of arbitrary size. It is based on the near-optimal algorithm
recently introduced by Dupont et al. [6] and builds upon Levin's seminal work [12].

Unlike existing implementations, it correctly identi�es and parameterizes all the connected components of
the intersection in all cases, returning parameterizations with rational functions whenever such parameterizations
exist. In addition, the coef�cient rings of the parameterizations are either minimal or involve one possibly
unneeded square root.

We prove upper bounds on the size of the coef�cients of the output parameterizations and compare these
bounds to observed values. We give other experimental results and present some examples.

1 Introduction

Computing an explicit representation of the intersection of two general quadrics (i.e., quadratic surfaces) is a
fundamental problem in areas such as solid modeling, computational geometry, and computer graphics. The range
of applications covers well-known problems like computing arrangements [8, 15], boundary evaluation [17], and
convex hull computation [10].

Past work. Until recently, the only known general method for computing a parametric representation of the
intersection between two arbitrary quadrics was that of J. Levin [12]. This method is based on an analysis of the
pencil generated by the two quadrics, i.e., their set of linear combinations.

Though useful for curve tracing, Levin's method has serious limitations. When the intersection is singular or
reducible, a parameterization by rational functions is known to exist, but Levin's pencil method fails to �nd it and
generates a parameterization that involves the square root of some polynomial. In addition, since it introduces
algebraic numbers of very high degree (for instance in the computation of eigenvalues and eigenvectors), a correct
implementation using exact arithmetic is essentially out of reach. In addition, when a �oating point representation
of numbers is used, the method may output results that are wrong (geometrically and topologically) and it may even
fail to produce any parameterization at all and crash.

Over the years, Levin's seminal work has been extended and re�ned in several different directions. Wilf and
Manor [24] use a classi�cation of quadric intersections by the Segre characteristic (see [2]) to drive the parame-
terization of the intersection by the pencil method. Recently, Wang, Goldman, and Tu [22] further improved the
method making it capable of computing structural information on the intersection and its various connected com-
ponents and able to produce a parameterization by rational functions when such a parameterization exists. Whether
the re�ned algorithm is numerically robust is open to question.

� LORIA-INRIA Lorraine, Campus scienti�que, B.P. 239, 54506 Vandœuvre-lès-Nancy cedex, France.
yFacultad de Ciencias Exactas, Ingeniería y Agrimensura, Universidad Nacional de Rosario, Pellegrini 250, 2000 Rosario, Argentina.
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Abstr act. We prove that f our sphe res in R3
have in�ni te ly ma ny real

co mmon tangents if a nd only if they have al igned centers and at lea st

o ne rea l common ta ngent.

1 Intro d uction

A m a jor issue in geomet ric computing is to handle degenerat e inputs prop erly

in order to design robust algorithms. This often requi res recognizing such an

input to b egin with. In 3D visi bility problems, which are ubiquit ous in comput er

graphics an d image synth esis, ob jects wit h a set of common tangents of im-

prop er dimension const itute degenerat e con�gurations, as detailed in t he survey

of D urand [3]. In this pap er, we determine all degen erat e con� gurat ions of f our

distinct spheres, t hat is all con�gurations of fou r spheres with in� nitely many

com mon tangents.

The st udy of real lin es tangent t o basic geom et ric ob j ects has b een very acti ve

in recent years. This topic includes two closely relat ed direction s of research,

namely the charact erization of degenerate con�gurations and the enumeration

of lines satisf ying geometric constraints. U sually, these problems are ap proached

by st udying t he degeneracies and counting the numb er of solutions of some

sp eci�c p olynomial system. The di�culty oft en resides in eliminat ing imaginary

solut ions, solutions at in�nity, and comp onents of p ositive dimension of solut ions

in order to retain only real a�ne solutions.

The case of lines tan gent to spheres has b een p ersistently investigated. Mac-

donald et a l. [4] proved that four unit spheres have at most 12 common tangents

in general, and in�nitely many common tangents if and only if the centers are

aligned. The b ound of 12 was indep endently obtained by D evillers e t a l. [2].

E xamples show that, i n the �nit e case, this b oun d is tight [2, 4], yet , according

to Megyesi [ 5], it d rops to 8 in the case of u nit spheres with coplanar but non-

coll inear centers. However, the upp er b ound of 12 remains valid when th e spheres

have arbi trary radii. Sot tile and Theobald [8] proved that t here are 3� 2n � 1
com-

plex common tangent lines to 2n � 2 general sph eres in Rn
, and t hat there exists

a choice of spheres with all common t angents real.

Recently, progress h as also b een mad e in und erstan ding the variet ies of com-

mon tangent s to spheres and t ransversals to lines. Theobald [9] describ ed the

con �gurat ions of t hree lines and a sphere having in�nitely many comm on t an-

gent s/transversals. N ext , Megyesi et al. [7] charact erized t he families of two lines
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Helly-Type Theorems for Line Transversals to Disjoint UnitBalls

Otfried Cheong� Xavier Goaocy Andreas Holmsenz Sylvain Petitjeanx

September 18, 2006

Abstract

We prove Helly-type theorems for line transversals to disjoint unit balls i n Rd . In particular, we show
that a family of n > 2d disjoint unit balls in Rd has a line transversal if, for some ordering � of the
balls, any subfamily of 2d balls admits a line transversal consistent with � . We also prove that a family
of n > 4d � 1 disjoint unit balls in Rd admits a line transversal if any subfamily of size 4d � 1 admits a
transversal.

1 Introduction

Helly's celebrated theorem, published in 1923, states that a �nite family of convex sets inRd has non-empty
intersection if and only if any subfamily of size at mostd+ 1 has non-empty intersection. Subsequent results
of similar 
avor (that is, if every subset of size k of a set S has property P then S has property P) have
been calledHelly-type theoremsand the minimal such k is known as the associatedHelly number. Helly-
type theorems and tight bounds on Helly numbers have been the object ofactive research in combinatorial
geometry. In this paper, we investigate Helly-type theorems for the existence of line transversals to a family
of objects, i.e. lines that intersect every member of the family.

History. The earliest Helly-type theorems in geometric transversal theory appeared about �ve decades
ago. In 1957, Hadwiger [12] showed that an ordered familyS of compact convex sets in the plane admits
a line transversal if every triple admits a line transversal compatible with the ordering. (Note that a line
transversal to S may not respect the ordering onS; to prove the existence of a line transversal that respects
the ordering on S one needs the assumption that anyfour -tuple admits an order-respecting line transversal.)
In what follows, we shall talk about a Hadwiger-type theorem when the family of objects under consideration
is ordered.

The same year, Danzer [5] proved the following result concerning families of pairwise disjoint unit discs
in the plane: if such a family consists of at least 5 discs, and if any 5 of these discs are met by some line, then
there exists a line meeting all the discs of the family. This answered a question of Hadwiger [10], who gave
an example (5 circles, almost touching and with centers forming a regular pentagon) which shows that 5
cannot be replaced by 4. Gr•unbaum [8] showed that the same result holdsif \unit disc" is replaced by
\unit square", and conjectured that the result holds for families of disjoint translates of any compact convex
set in the plane. This long-standing conjecture was �nally proved by Tverberg [19]. A weaker form of the
conjecture which assumed 128 instead of 5 had been established earlierby Katchalski [16].

Danzer [5] conjectured that Helly-type theorems exist for line transversals to disjoint unit balls in arbi-
trary dimension. The �rst positive result was obtained by Hadwiger [11] for the case of families of \thinly
distributed" balls, where the distance between any two balls is atleast the sum of their radii. This result

� Division of Computer Science, KAIST, Daejeon, South Korea. E mail: otfried@kaist.ac.kr.
yLORIA - INRIA Lorraine, Nancy, France. Email: goaoc@loria.fr.
zDepartment of Mathematics, University of Bergen, Bergen, Norw ay. Email: andreash@mi.uib.no.
xLORIA - CNRS, Nancy, France. Email: petitjea@loria.fr.
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ABSTRACT
We prove that the set of directions of lines intersecting thr ee
disjoint balls in R3 in a given order is a strictly convex sub-
set of S2 . We then generalize this result to n disjoint balls
in Rd . As a consequence, we can improve upon several old
and new results on line transversals to disjoint balls in arb i-
trary dimension, such as bounds on the number of connected
components and Helly-type theorems.

Categories and Subject Descriptors
F.2.2 [Nonnumerical Algorithms and Problems ]: Ge-
ometrical problems and computations

General Terms
Theory

Keywords
Geometric transversal theory, line transversal, disjoint balls,
Helly-type theorem, Hadwiger-type theorem

1. INTRODUCTION
HellyÕs theorem [11] of 1923 opened a large Þeld of inquiry

now designated as geometric transversal theory. A typical
concern is the study of all k-planes (also calledk-ßats) which
intersect all sets of a given family of subsets (or objects) in
Rd . These are the k-transversals of the given family and
they deÞne a certain subspace of the corresponding Grass-
mannian. True to its origin, transversal theory usually im-
plicates convexity in some form: either in its assumptions,
or in its proofs, or, most likely, in both.

In what follows, k = 1 and the objects will be disjoint
closed balls with arbitrary radii in Rd . Our main result is
the following convexity theorem:

Theorem 1. The directions of all oriented lines inter-
secting a given Þnite family of disjoint balls in Rd in a spe-
ciÞc order form a strictly convex subset of the sphereSd! 1 .

Permission to make digital or hard copies of all or part of this work for
personal or classroom use is granted without fee provided that copies are
not made or distributed for proÞt or commercial advantage and that copies
bear this notice and the full citation on theÞrst page. To copy otherwise, to
republish, to post on servers or to redistribute to lists, requires prior speciÞc
permission and/or a fee.
SCGÕ07,June 6Ð8, 2007, Gyeongju, South Korea.
Copyright 2007 ACM 978-1-59593-705-6/07/0006 ...$5.00.

with the immediate consequence that the connected compo-
nents in the space of line transversals correspond with all
possiblegeometric permutations of the given family, where a
geometric permutation is understood as a pair of orderings
deÞned by a single line transversal with its two orientation s.

Before discussing other implications, we want to empha-
size that the key to our theorem resides in the case ofthree
disjoint balls in R3 , and the approach we use to settle this
case is geometrically quite revealing, in that it shows the
nuanced dependency of the convexity property on the curve
of common tangents to the three bounding spheres.

1.1 Relations with previous work
HellyÕs theorem [11] states that a Þnite familyS of convex

sets in Rd has non-empty intersection if and only if any
subfamily of size at most d + 1 has non-empty intersection.
Passing from k = 0 to k = 1, one of the early results is
due to Danzer [7] who proved that n disjoint unit disks in
the plane have a line transversal if and only if every Þve of
them have a line transversal. HadwigerÕs theorem [9], which
allows arbitrary disjoint convex sets in the plane as object s,
showed the importance of the order in which oriented line
transversals meet the objects: when every three objects have
an oriented line transversal respecting some Þxed order of
the whole family, there must be a line transversal for the
family.

This stimulated the interest of comparing, in arbitrary di-
mension, two equivalence relations for line transversals: the
coarser one,geometric permutation, determined by the order
in which the given disjoint objects are met (up to reversal of
orientation), and the Þner one, isotopy, determined by the
connected components of the space of transversals.

In general, for d ! 3, the ÒgapÓ between the two notions
may be wide [8], and families for which the two notions
coincide are thereby ÒremarkableÓ. The Þrst examples of
such families are Òthinly distributedÓ balls1 in arbitrary di-
mension, as observed by Hadwiger [10]. Then, the work of
Holmsen et al. [13] showed that disjoint unit balls in R3 pro-
vide ÒremarkableÓ cases as well. They veriÞed the convexity
property in the case of equal radii, and their method can be
extended to the larger class of Òpairwise inßatableÓ balls2 in
arbitrary dimension [5], inviting the obvious question reg ard-
ing disjoint balls of arbitrary radii. The signiÞcance of th is
1A family of balls is thinly distributed if the distance between
the centers of any two balls is at least twice the sum of their
radii.
2A family of balls is pairwise inßatable if the squared dis-
tance between the centers of any two balls is at least twice
the sum of their squared radii.
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