
HAL Id: tel-00187797
https://theses.hal.science/tel-00187797

Submitted on 15 Nov 2007

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Coloration de graphes : structures et algorithmes
Benjamin Lévêque

To cite this version:
Benjamin Lévêque. Coloration de graphes : structures et algorithmes. Mathématiques [math]. Uni-
versité Joseph-Fourier - Grenoble I, 2007. Français. �NNT : �. �tel-00187797�

https://theses.hal.science/tel-00187797
https://hal.archives-ouvertes.fr


���������� 	
���� 
����� � ����
��� �

�����
��������� ���

� !" #$ %! &'( )*+,
�-.� -/���0� 1� 2��3� 3� 3-4��.� 3� 1 5��06���0�� 	-���7 -.�0��

89:9;<�=9> ?� @;<A��� B
��;C8�C;�� �� <:@9;=��D��

�-.���.� 1� EF - 4�-/�� GHHI
J0��4��.� 3� �7K�� L ��3��04 MNOOPNQ

�� �40�10�� L ��47��47� 
�����0-���11� R S-T/0���-0�� �� 
��0T 0���0-�
J 0�40�10�� L U ��7�T��0V.�� �� ��W-�T ��0V.�

S-T�-�0�0-� 3. X .�Y L
Z[\]\^ _`abcde`fg h\ijkllkm\ nopqk\lpr[ s ptuv ]\lkpwwk xx y]zzi\rkm\
{|wq]po }a~� ��a � p\k�rkm\ ^k yk��k\��k ��y{ �t]� po]rkm\
�]llpok �~��b��� h\ijkllkm\ nopqk\lpr[ Z\koi�wk x h\[lp^kor ^m �m\|
�\[^[\p� �~��a~� � p\k�rkm\ ^k yk��k\��k ��y{ �p\k�rkm\ ^k r��lk
�\plrpo] �c��`� �� h\ijkllkm\ nopqk\lpr[ �kk^l �t]� po]rkm\
�i� pop�mk �� � �aa~ h\ijkllkm\ �h�� �]ml]ook y]zzi\rkm\

�7K�� �������� �. ��0� 3�� 1�/ -���-0�����0/�0���U�� �� ���S
� �S��� R ���� R �	 





��������� ����

	� ��T ��40� �-.� 3 5�/ -�3 T-� 30��4��.� 3� �7K�� R ��3��04 U �	 ��YR V.0 T 5�
� ��T 0� 3 5�	�4�.�� 4���� �7K�� 3��� 1�� T �011�.��� 4-�30�0-�� � -��0/ 1�� 
 	 5�0 �.
/����40�� 3� ��� ��T ��V.�/1�� 4-���0����4�� �� 4-T�����4�� �� �7�-�0� 3��
2���7�� 
 �-��� ���6�01 �� 4-TT.� � 5��� �6��� ��K� ���0470����� 
	� ��T ��40� �����3 S-��.�X -1� �� J-T 0�0V.� 3� ����� 3 5�6-0� �44����
3� ����-���� 4���� �7K�� 
 	� ��T ��40� �2�1�T ��� �Y16�0� ���60�� R ���0�����7��47 �� � �0��0�� �.��-60� V.0 T 5-�� W�0� 1 57-���.� 3� ����3�� ���� �
T-� X .�Y 3� �7K�� 
	� ��T ��40� �-.� 4�.� �6�4 V.0 X 5�0 ���6�011� � ��3��� 4���� �7K�� R �� ����0�
4.10�� T �� 4-��.��.�� L 	����S1�.3� ���T -�3 R J�603 S-.3��� R � ��70� S�T��
�-� R 	�4� �3T-�3� R ���04� ��0� R � 0�4��� 	-�� R J�603 �0� R ��3��04 U �	 ��YR��.4� ���3 R ��3��� ��/ � �� � 04-1�� ��-�02�-� 
	� ��T ��40� �-.� T �� 4-11K2.�� �� �T 0� 3�� 1�/-���-0��� ��0/�0���U�� ��
���S
�R 3-�� 1� /-��� 7.T�.� �� 1� 2���011���� -�� ��� �-.� .�� 2���3�
���� 3��� 1� �1�0�0� V.� X 5�0 �. � �	�4�.�� 4���� �7K�� 


	� ��T ��40� T �� ������� R U ��4 �� U 047K1� R �-.� 1�� 3�.� ��-W����.�� 3�
T ��7�T��0V.�� 3��� 1� ��4-�3�0�� 
 �1� -�� �. T � 3-���� R �0��0 V. 5� T�� W�K�����/���0�� �� ����7��� R 4� 2-�� � -.� 1� ����� 0-� �� 1 5�/����4�0-� 
 S�1� � 4-T �
T��4� 3K� �-��� �1.� X �.�� �2� 
 U��4 �-.� � ��� �� �T�1� ����0� � X -.�� �
.� /�032� � � 4����� 1-��V.� �-� � ��0��� T �0�� � 5���06�0��� ��� ��4-�� � ��
���0� �1.� 
 ��� V.�1V.�� ������ 3� 4-11K2� ������� �� 41���� �6�4 U 047K1� �-.�
-�� ����0� 1�� /���� 3. ��0�-���T��� �� 3� 1� �02.�.� 
 �11�� �-.� -�� �.��0
�����- 47�� 3. T-�3� 3� 1 5����02��T��� R �-.� ��-4.���� .� 2���3 �1�0�0�
3 5������3�� �� 3� �����2�� 
0��1�T ��� R X � ��T ��40� ���11� �-.� �� 2���011���� �� �-� �T-.� 
 S��
V.�1V.�� ������ ������� ����T/1� � ����-/1� �-.� -�� 4-T/1�� 
 �-.� 1��
��-1-�2��0-�� 6-1-��0��� �-.�� .�� 60� 






����� ��� � �������

���	
����
� �
� �
��
�� �� ���� ��

E 
E ��� 2���7�� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 EE
E 
E 
E S7�T 0�� �� 4Y41�� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 EG
E 
E 
G �.�1V.�� 2���7�� ����04.10��� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 E�
E 
E 
� �12-�0�7T�� �.� 1�� 2���7�� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 EF
E 
E 
� S-1-���0-� �� 2���7�� ���W�0�� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 E�

E 
G �.�1V.�� �12-�0�7T �� 3� 4-1-���0-� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 E�
E 
G 
E � 5�12-�0�7T � ����P 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 E�
E 
G 
G � 5�12-�0�7T � �� !"#−����P 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 E�
E 
G 
� � 5�12-�0�7T � ��$%&� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 GE
E 
G 
� � 5�12-�0�7T � �� ����P 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 GG

' (
��	���
� ')
G 
E ��0�� 3 5�T 0� �� ��0�� P4

�10/�� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 GF
G 
G �-.��2���7�� ��41.� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 G�
G 
� 
�3�� 3� 4-����4�0-� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��
G 
� S10V.� T �� 0T.T 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �I
G 
F 
��0T 0���0-� �-�3���� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��
G 
� ��41.�0-�� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �H

* +	�,-�� ���� ���	��� .)
� 
E U��7-3� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �F
� 
G � 5�12-�0�7T � �� !"#/ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��
� 
� P3

��0T�1040�10�� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 F�
� 
� � 5�12-�0�7T � 0P1P���$%&�/ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��
� 
F �T 04�10�� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �F
� 
� S-TT����0��� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��

F



� ����� ��� ����	
��

. +	�,-�� �� � �����  �*
� 
E �-/.������ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 I�� 
G 
/���.4�0-� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 I�� 
� U��7-3� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 I�
� 
� �12-�0�7T� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 II� 
F S-T�1�� 0�� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 � E� 
� S-TT����0��� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �G

) +	�,-�� � �� 	��� �� �*
F 
E U��7-3� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��
F 
G ����T/1� 0���������� T �� 0T �1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �F
F 
� S7�T 0� �-����� T 0�0T �1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �I
F 
� ��0�� 3 5�T 0� �� �40�1� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��
F 
F ����7�� W�0/ 1�T ��� ��0��2.1�� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 � E
F 
� S-TT����0��� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��

� �������
� �� ,	��
 
	���
� �)
� 
E S-����4�0-� 3�� ����4-.1�.�� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �F
� 
G ����7�� 3� U�Y�0�1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��
� 
� S���4���0���0-� 3�� 2���7�� ���� �����W�0�� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 EHH
� 
� S-TT����0��� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 EH�

(
� ���
� �� , �	�, ������ ���
� �� �
�	�,-�� ���
����� ���



������������

� 5-�020�� 3. ��-/1KT � 3� 1� 4-1-���0-� 3� 2���7�� ��T-��� �. � �� KT �
�0K41� 1-��V.� ���40� �.�7�0� R 4���-2���7� ��21�0� R ��T ��V.� V.� V.���� 4-.�
1�.�� �.� ���� �-.� 4-1-�0�� 1� 4���� 3�� 4���-�� 3 5��21������ R ���� 3-����
1� T �T� 4-.1�.� � 3�.� 4���-�� �Y��� .�� W�-��0K�� 4-TT.�� 
 �1 � -�� �1-��
1� V.���0-� 3� ��6-0� �0 V.���� 4-.1�.�� �.� ���� �-.X -.�� �-.� 4-1-�0�� � 50T �
�-��� V.�11� 4���� 2�-2���70V.� 3� �-��� V.� 3�.� ��20-�� 6-0�0��� � 5�0��� ���
1� T �T� 4-.1�.� 
 U�12�� .� ��-�4� �0T �1� R 4���� 4-�X �4�.�� ��� ������ �-�
���-1.� � ��3��� �1.� 3 5.� �0K41� 
 �1 W�11.� �����3�� E�I� �-.� V. 5����1 �� ���
��� ���60������ � 3�T-����� 4� ���.1��� � 1 5�03� 3 5.� -�30����.� 
 U �T� �0 1�
��-/1KT � 3�� 4���-2���7�� ��� ���-1. R 4�1. 0 3�� T ��7�T ��040��� �� 1 5��� ��� R
4�� 4� �7�-�KT � ���0�� ��.1�T ��� 3. 4�� ����04.10�� 3�� 2���7�� �1���0��� 


"%� � E � S���� 3� 1 5�.�-� � 4-1-�0�� �6�4 4 4-.1�.�� �T �� 4-T��0�� 

�� �� �T�1� �1.� ��4��� 3 5���104��0-� 3. ��-/1KT � 3� 1� 4-1-���0-� ���
4�1. 0 3� 1 5�	 �4���0-� 3� W��V.��4�� ��30- 
 �� -� �����.� 3� ��1��7-�0� 30��-��
3 5.� 4����0� �-T/�� 3 5�������� �.� 1� ����0�-0�� 
 S����0��� 3� 4�� ��������
�-�� ��-� ��-47�� �-.� � -.6-0� �T ����� �.� 1� T �T� W��V.��4� 
 � 5-� �����.�
3-0� 3-�4 ����0/.�� 3�� W��V.��4�� 30	������� �.� �������� V.0 0����WK����
����� �11�� R �-.� �� 47��47��� � T0�0T 0��� 1� �-T/�� �-��1 3� W��V.��4��

I



�

.�010���� 
 �-.� 1� ��-/1KT � 3�� 4����� 2�-2���70V.�� R 01 ���0� 0T �-��0/ 1� 3�
3���0��� 40�V ��20-�� 3. �1�� V.0 �� �-.47��� �-.��� 1�� .��� 1�� �.���� R �0�
�-� 1� �7�-�KT � 3�� V.���� 4-.1�.�� ����0� W�.� R T �0� T �0������� R 01 3�60���
��60��2��/1� 3 5�6-0� 40�V �������� V.0 0����WK���� �-.��� ����� �11�� 


S� ��-/1KT � �� T-3�10�� ��� .� 2���7� 3� 1� T ��0K�� �.06���� L 47�V.�
������� ��� ����������� ��� .� �-0�� ���� �1� �-TT��  R �� 3�.� �-TT��� �-��
��10�� ��� .�� 102�� ���� �1�� �����  3K� V.� 1�� 3�.� �������� 4-�����-�3�����
0����WK���� ����� �11�� 
 �� ��-/1KT � 3 5�	�4���0-� 3� W��V.��4�� ��30- ��60���
3-�4 � ���-40�� � 47�V.� �-TT�� 3. 2���7� .�� 4-.1�.� �4-�����-�3��� � .��
W��V.��4�  3� �-��� V.� 3�.� �-TT��� ��10�� ��� .�� ����� �� ���-06��� ���
1� T �T� 4-.1�.� R 1� /.� ����� 3� T 0�0T 0��� 1� �-T/�� 3� 4-.1�.�� .�010���� 

��� 4-1-���0-� -��0T �1� 3 5.� 2���7� ��� .�� 4-1-���0-� V.0 .�010�� 1� T-0��
3� 4-.1�.�� � -��0/ 1�� 
 J��.0� .�� V.������0�� 3 5������ R �-.� �-.� �-��-��
V. 501 � 5�� 0��� �.4.�� T ��7-3� �� 4�4� � ��T ������ 3� ��-.6�� .�� 4-1-���0-�
-��0T �1� �-.� .� 2���7� V.�14-�V.� 


� �� �

� �� �

� ��

"%� � G � ���T�1� 3� 4-1-���0-� -��0T �1� 3 5.� 2���7� �6�4 3 4-.1�.��
�� E��H R S1�.3� ���2� � 3���0 1� 41���� 3�� 2���7�� ���W�0�� V.0 ��� ���

���.� 4-TT� ����� .�� 41���� 3� 2���7�� ����� 2�����1� �-.� 1�V.�11� 1� ��-�
/1KT � 3� 1� 4-1-���0-� �-.6�0� ���� ���-1. �� 4�4�T ��� 
 �� E��� R �����47�1 R�-6��� �� �47�0X 6�� -�� 3�T-���� V. 501 ���0� � -��0/ 1� 3� 4-1-�0�� -��0T �1��
T ��� 1�� 2���7�� ���W�0�� �� ��T�� �-1Y�-T 0�1 
 U�0� R 3. �-0�� 3� 6.� 3�
1� �7�-�0� 3�� 2���7�� R 4���� T ��7-3� � 5��� ��� 4-T�1K��T ��� ���0�W�0�����
4�� �-.� �� ��6-�� ��� 0���������� �� ���T � 3� 2���7�� 4-TT��� �� 3��-.1�
1 5�12-�0�7T � 
 �� ��-/1KT � 3� ��-.6�� .� �12-�0�7T � �� 4�4� 3� �Y� � 4-T �
/0���-0�� � ��T ������ 3� 4-1-�0�� 1� 41���� 3�� 2���7�� ���W�0�� ��� -.6��� 

� 5�� 0����4� 3� 1 5�12-�0�7T � 3� �����47�1 R �-6��� �� �47�0X 6�� T-�06� 1� ���
47��47� 3 5�12-�0�7T �� �� 4�4�� � ��T ������ 3� 4-1-�0�� 1�� 2���7�� ���W�0�� -.
3�� �-.��41����� 3� 2���7�� ���W�0�� 




�
�-040 .� ���.T � 3�� 30	 ������ 47��0���� V.0 4-T�-���� 4���� �7K�� 


(-�,��	� � � �
��
�� �� ����
��� 3���0�0-�� 3� �7�-�0� 3� 2���7�� ��4����0��� � 1� �.0�� 3� 4����

�7K�� �-�� 0���-3.0��� 3��� 4� 47��0��� 
 ��� �-�0-�� 3 5�12-�0�7T � �� 3� 4-T �
�1�� 0�� �12-�0�7T 0V.� �-�� ���10V.��� /�0K6�T ��� 
 �� ��-/1KT � 3� 1� 4-1-�
���0-� �TK�� � 3���0� 1� 41���� 3�� 2���7�� ���W�0�� 
 �.�1V.�� �12-�0�7T ��
41���0V.�� � ��T ������ 3� 4-1-�0�� 3�� �-.��41����� 3� 2���7�� ���W�0�� �-��
�2�1�T ��� ��������� 

(-�,��	� ' � (
��	���
�

S� 47��0��� 4-�4���� 1 5-� ����0-� 3� 4-����4�0-� 3� ��0�� 3 5�T 0� V.0 � ���
T �� 3� 4-1-�0�� �1.�0�.�� �-.��41����� 3� 2���7�� ���W�0�� 
 ��� 2�����10���0-�
3� 1� �-�0-� 3� ��0�� 3 5�T 0� R �0��0 V. 5.�� 4-�X �4�.�� � 4� �.X �� R �-�� ��-�-���� 

�� 3���0�0-� 3 5-�3�� 3� 4-����4�0-� � ��T �� ���.0�� 3 5-/���0� 3�� ���.1����
2�����.� 4-�4������ 1� ��47��47� 3 5.�� 410V.� 3� ��011� T �� 0T.T R 3 5.� ���/1�
W-�� R 3 5.�� 4-1-���0-� �-�3���� T 0�0T.T �� 3 5.�� 410V.� �-�3���� T �� 0T.T 

(-�,��	� * � +	�,-�� ���� ���	���

S� 47��0��� ���0�� 3� 1� 41���� 3�� 2���7�� �� 4-������� �0 ��.���. R �0 ��-.
0T��0� R � 0 ���0��-. 
 �� 4-11�/ -���0-� �6�4 ��3��04 U �	 ��Y �F�� R .� �-.6�1
�12-�0�7T � ���T ������ 3� 4-1-�0�� 4�� 2���7�� �� ��T�� O(nm) ��� 3���0 

S�� �12-�0�7T � ��� /��� �.� 1� W�0� V.� 4�� 2���7�� �-��K3��� .� -�3�� �.� 1��
�-TT��� �Y��� .�� ��-��0��� �� �40�1� 
 �1.� 2�����1�T ��� R 01 ��� T -���� V.�
�-.� 1�� 2���7�� �� 4-������� �0 ��.���. R �0 ��-. R 4-��0������ .� �-TT�� V.0
� 5��� ��� 1� T 010�. 3 5.� 47�T 0� ���� 4-�3� 3� 1-�2.�.� 40�V 

(-�,��	� . � +	�,-�� �� � ����� 

�� 41���� 3�� 2���7�� 3� U�Y�0�1 � �.� ���� 3���0� 4-TT� ����� 1� 41����
3� 2���7�� �� 4-������� �0 ��-. 0T��0� R � 0 T �0�-� 
 �� 4-11�/-���0-� �6�4
� ��70� S�T��-� R 	�4� �3T-�3� �� ��3��04 U �	 ��Y �EG� R 1 5�12-�0�7T � 1�
�1.� ���03� � ��T ������ 3� 4-1-�0�� 1�� 2���7�� 3� U�Y�0�1 ��� ����3. L 01
� 5���10V.� � � 50T�-��� V.�1 2���7� �� ������ �� ���-.��� �� ��T�� O(n2) R�-0� .�� 4-1-���0-� -��0T �1� �� .�� 410V.� 3� T �T� ��011� R �-0� .� �-.��2���7�
0����30� 3��� 1�� 2���7�� 3� U�Y�0�1 

(-�,��	� ) � +	�,-�� � �� 	��� ��

�� 41���� 3�� 2���7�� 3 5� ���T 0� ��� 3���0� 4-TT� ����� 1� 41���� 3��
2���7�� �� 4-������� �0 ��-. 0T��0� R � 0 ���0��-. R �0 ��0�T � 
 ��3��04 U �W�
W��Y �� � 04-1�� ��-�02�-� -�� T -���� V.� 4�� 2���7�� ���0��� ���W�0��T ���
4-����4�01�� 
 �� 4-11�/ -���0-� �6�4 ��3��04 U�	 ��YR ��.4� ���3 �� � 04-1��



EH
��-�02�-� �F�� R 1 5�12-�0�7T � �-.��X �4��� � 4���� ���.6� ��� �0T�10�� �� �44��
1��� 
 �� �12-�0�7T � 3� 4-T�1�� 0�� O(n2m) ���T ������ 3� 4-1-�0�� 1�� 2���7��
3 5����T 0� ��� -/���. 

(-�,��	� � � �������
� �� ,	��
 
	���
�

��� 6��0���� 3. ��-/1KT � 41���0V.� 3� 1� 4-1-���0-� 4-��03K�� V. 5.��
����0� 3�� �-TT��� � 3�X � ���. .�� 4-.1�.� � ��0-�0 
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�0 V ��� .� ����T/1� ��0 V.�14-�V.� �� �0 k ��� .� ���0�� � -�0�0W R �1-��
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V

k

) 3��02�� 1 5����T/1� 3�� ����0�� 3� V V.0 -�� ���4��T ��� k �1�T ���� 
 ��
� ��� � � ��� .� 4-.�1� 3 5����T/1�� (V, E) ��1 V.� E ⊆

(

V

2

) 
 ��� �1�T ���� 3� V�-�� ��� �1�� 1�� � �� � ��� 3� G R �� 1�� �1�T ���� 3� E �-�� ����1�� 1�� ������
3� G 
 ��� 3 5�11�2�� 1�� �-���0-�� R 1� ��0�� 4-������� u �� v ��� �-��� uv R�. 10�. 3� {u, v} 
 �0 G ��� .� 2���7� R �1-�� V (G) 3��02�� 1 5����T/1� 3� ���
�-TT��� �� E(G) 1 5����T/1� 3� ��� ������ 


�-0��� G .� 2���7� �� u R v 3�.� �-TT��� 3� G 
 �0 uv ∈ E(G) �1-�� u �� v�-�� 30� ��� ������ -. �������  01 ��� �.��0 3 0� V.� u ���� v 
 �0 uv /∈ E(G) R �1-��
u �� v �-�� 30� � ��!��� ������ -. � ��!�������  01 ��� �.��0 3 0� V.� u � ��"# �
v 
 ��� 3���0�0-� R 1�� 2���7�� 3���0� 3��� 4���� �7K�� �-�� ���� $�# �%� R 4 5����
��3 0�� V. 5.� �-TT�� v �� ��.� X �T �0� ���� �-� ��-��� 6-0�0� �4�� {v, v}�� �-���3��� V. 5.� ��.1 �1�T ��� R 01 � 5������0��� ��� � (

V

2

)   01� �-�� � ��!
������&� R 4 5������3 0�� V.� �-.� �-.� �-TT��� u �� v R uv = vu  01� �-�� ���� %�� R
4 5������3 0�� V. 5����� 3�.� �-TT��� u �� v R 01 �� 0��� 0 -. 1 ����� R �� �-� .�
�-T/�� V.�14-�V.� 3 5������  01� �-�� ' ��� R 4 5������30�� V.� V �-��K3� .�
�-T/�� ��0 3 5�1�T ���� 
 �� �-T/�� 3� �-TT��� 3 5.� 2���7� ��� �-�� n �� �-�
�-T/�� 3 5������ m 


�-0� G .� 2���7� 
 �0 v ∈ V (G) R �1-�� 1 5����T/1� 3�� 6-0�0�� 3� v ��� �-��
N(v) 
 ��T��V.-�� V.� v /∈ N(v) 
 �� ����& 3 5.� �-TT�� v ��� 3���0 ���

EE
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� �� � ������ �� ����

d(v) = |N(v)| 
 �0 A ⊆ V (G) R �1-�� N(A) 3��02�� 1 5����T/1� 3�� �-TT��� 3�
G �Y��� �. T-0�� .� 6-0�0� 3��� A 
 ��T��V.-�� V.� A �� N(A) �� �-�� �����4����0��T ��� 30�X -0��� 


�-0� G .� 2���7� 
 �� � ��� � � ���� %&� ������� 3� G ��� 1� 2���7� �-��
G R 3���0 ��� V (G) = V (G) �� E(G) = {uv ; u ∈ V (G), v ∈ V (G) �� uv /∈
E(G)} 
 �-0��� F �� G 3�.� 2���7�� 
 �� �� �� ��� � ��� � ����� F �� G 3��
�02�� �-.�� W-�4�0-� ϕ /0X �4�06� R ���-40��� � 47�V.� �-TT�� 3� F .� �-TT��
3� G �� ��11� V.� uv ∈ E(F ) ⇔ ϕ(u)ϕ(v) ∈ E(G) 
 � 501 �� 0��� .� 0�-T-��
�70�T � ����� F �� G R �1-�� F �� G �-�� 30� �� �� ��� � �� 
 �� 2���7� ��� �#��!
���� %&� ������� � 501 ��� 0�-T -��7� � �-� 4-T�1�T ����0�� 


�-0��� G .� 2���7� �� W .� ����T/1� 3� �-TT��� 3� G 
 �� � �#�!� ��� � � ��
G ���#�� � �� W ��� �-�� G[W ] R 4 5��� 1� 2���7� 3-�� 1 5����T/1� 3�� �-TT���
��� W �� 3-�� 1 5����T/1� 3�� ������ ��� (

W

2

)

∩ E(G) 
 ��� �%�"# � -. � ��� � �
���� %�� ��� .� 2���7� 6��0���� E(G) =
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V (G)
2

) 
 �� ���% %� 3 5.�� 410V.� ��� �-�
�-T/�� 3� �-TT��� 
 �� ������ %� ��� .�� 410V.� 3� ��011� ��-0� 
 �� ���$%� ���
.� 2���7� 6��0���� E(G) = ∅ 
 ��� �%�"# � �� G ��� .� 2���7� V.0 ��� � 1�
W-0� .�� 410V.� �� .� �-.��2���7� 0�3.0� 3� G 
 �1.� 2�����1�T ��� R �-.� �-.�
2���7� �/03.1�� �410V.� R ���/1� R ��-. 
 
 
  R .� 	$��#%� 
 �� G ��� .� 2���7� V.0
��� � 1� W-0� .� �/03.1�� �-. V.0 ��� 0�-T-��7� � .� �/03.1��  �� .� �-.��2���7�
0�3.0� 3� G 
 �� 2���7� G �������� .� �/03.1�� �0 �� ��.1�T ��� � 501 �� 0��� .�
�-.��2���7� 0�3.0� 3� G V.0 ��� .� �/03.1�� 3� G 
 �� 2���7� G ��� ����
	$��# %� 
 �0 �� ��.1�T ��� � 501 � 5�� 0��� �.4.� �/03.1�� V.0 �-0� .� �-.��2���7�
0�3.0� 3� G  01 ��� 30� �.��0 V.� G ��� �/03.1�� !%�$�� 
 �� 2���7� G ��� $�� ����
�0 �� ��.1�T ��� � 501 ��� � -��0/ 1� 3� ����0�0-���� V (G) �� 3�.� ����T/1�� A ��
B ��1� V.� G[A] �� G[B] �-�� 3�� ���/1�� 


����� ��� ��� �� ������
�-0� G .� 2���7� 
 �� �� �� �� 3� G ��� .�� �.0�� P = (v1, v2, . . . , vk)

3�
�-TT��� 3�.� � 3�.� 30��0�4�� 6��0���� R �-.� �-.� 1 ≤ i ≤ k − 1 R vivi+1 ∈
E(G) 
 ��� ����� 3� G 3� 1� W-�T � vivi+1

�6�4 1 ≤ i ≤ j ��� ����1�� ����� �#
�� �� �� 
 ��� ����� 3� G 3� 1� W-�T � vivj

�6�4 |i − j| > 1 ��� ����1�� �����
�# �� �� �� 
 ��� 4-�3� vivj

��� ��#��� �0 |i − j| = 2 
 �� 1-�2.�.� 3. 47�T 0�
��� �2�1� � �-� �-T/�� 3 5������ 
 ��� �-TT��� v1

�� vk
�-�� 1�� �� ��&� ��&� �#

�� �� ��  1�� �.���� �-TT��� �-�� 30�� ���&���#�� 
 ��� �-TT��� 3� 1 5����T/1�
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2
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 �� �-.��47�T 0� 3� P 0�3.0�
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�� 2���7� 3-�� 1�� �-TT��� �-�� v1, v2, . . . , vk
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�
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�
· · ·

�
vk

�� 2���7� Pk
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3� �-TT��� 3�.� �

3�.� 30��0�4�� 6��0���� R � -.� �-.� 1 ≤ i ≤ k R vivi+1 ∈ E(G) R -� 1 5�330�0-�
3�� 0�304�� ��� �	�4�.�� T -3.1- k 
 ��� ����� 3� G 3� 1� W-�T � vivi+1

�6�4
1 ≤ i ≤ j ��� ����1�� ����� �# ���%�
 ��� ����� 3� G 3� 1� W-�T � vivj

�6�4
|i− j| > 1 ��� ��� �1�� ����� �# �� �%� 
 ��� 4-�3� vivj

��� ��#��� �0 |i− j| = 2 
J�.� 4-�3�� vivj
R vkvl

�-�� 30��� ����� &�� �0 �11�� �-�� 30�X -0���� �� �0 �.�
47�V.� 47�T 0� 3. 4Y41� ��10��� vi

� vj
R 01 Y � ���4��T ��� .� �-TT�� 3� vk

R
vl

 �11�� �-�� 30��� � ��!����� &�� 3��� 1� 4�� 4-����0�� 
 �� 1-�2.�.� 3 5.� 4Y41�

��� �2�1� � �-� �-T/�� 3 5������ 

�� ���# ��� .� 2���7� �6�4 �. T-0�� 40�V �-TT��� �-.6��� ���� -�3-����

3� T ��0K�� � W-�T �� .� 4Y41� ���� 4-�3� 
 �� �������# ��� 1� 4-T�1�T ����0��
3 5.� ��-. 
 �� ��-. -. .� ���0��-. ��� � ��� ����� 
 ��� ���   � 501 4-��0��� .�
�-T/�� ��0� 3� �-TT��� ����� 
 0T��0�  
 �-.� k ≥ 5 R 1� 2���7� Ck

3��02�� .�
��-. �.� k �-TT��� 
 �� ����& ��� .� 4Y41� ���� 4-�3� �6�4 V.���� �-TT��� R
�-�� C4



�� ��1��0-� ∼ ����� 1�� �-TT��� 3 5.� 2���7� G ��� 3���0� 3� 1� T ��0K��

�.06���� L u ∼ v �0 �� ��.1�T ��� � 501 �� 0��� .� 47�T 0� 3� G 3 5�����T 0��� u ��
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 S 5��� .�� ��1��0-� 3 5�V.06�1��4� 
 ��� ���� ������� ���� �� �� 3� G �-�� 1��
�-.��2���7�� 0�3.0�� ��� 1�� 41����� 3 5�V.06�1��4� 3� ∼ 
 �0 G �-��K3� .�� ��.1�
4-T�-����� 4-����� �1-�� G ��� 30� ���� �� � 
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30� ��!���� �� � 
 ��� ���� ������� ��!���� �� �� 3� G �-�� 1�� 4-T�1�T ����0���
3�� 4-T�-������ 4-���� �� 3� G 
 �-.� �-.� 2���7� G R 1 5.� 3� G -. G ���
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�-0��� G .� 2���7� �� u R v 3�.� �-TT��� 3� G 
 �� ������ �� 3� u � v ���
1� 1-�2.�.� 3 5.� 47�T 0� ���� 4-�3� 3� G 3� 1-�2.�.� T 0�0T �1� R 3 5�����T 0���
u �� v 
 �0 P ��� .� 47�T 0� ���� 4-�3� 3� G �Y��� .�� �����T 0�� u R 1� �-TT��
u′ 3� P %� � %#� � ���� � 3� u �Y��� .�� 4����0�� ��-��0��� R ��� 1� �-TT�� u′ 3�
P 6��0���� 1� ��-��0��� �� T 0�0T 0���� 1� 30����4� ����� u �� u′ 4�14.1�� 3���
1� 47�T 0� P
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��T/1�� 0�3.0���� 3�� 47�T 0�� ���� 4-�3� P1
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��1� V.� � -.� i = 1, 2, 3 R

Pi
��� 3� 1-�2.�.� �. T-0�� 1 R 3 5�����T 0��� ai
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 ��� ���   �0 1�� ��-0� 47�T 0��
P1, P2, P3

�-�� 3� 1-�2.�.� ��0�� ����� 
 0T ��0��  




���� ��� �
����� EF

��0�T � C6

��0�T � ��0� ��0�T � 0T��0�
"%� � E 
� � ��� ��0�T ��

����� � ���� ������ ��� ��� ��	
���
�� �-�0-� 3 5�%� ������ � ��� 3���0� W-�T �11�T ��� 3��� �IG� 
 J� T��0K��

�0T�1� R 01 � 5�20� 3 5.�� �.0�� 3 5-� ����0-�� � ��T ������ 3� ���-.3�� .� ��-/1KT �
��� 1� 4�14.1 
 ���T 0� 1�� �1.� 4�1K/��� R 1 5�12-�0�7T � V.0 �� ��-.6� 3��� 1� 106�� I
3�� �1�T ���� 3 5�.4103� �GI� � ��T �� 3� ��-.6�� 1� �1.� 2���3 4-TT.� 3060��.�
3� 3�.� �-T/��� 


�� �-�0-� 3 5�� 4�40�� 3 5.� �12-�0�7T � ��� ��.30�� 3��.0� 1� T 010�. 3.
�� � �0K41� �6�4 1� 3�6�1-�� �T ��� 3� 1� �7�-�0� 3� 1� 4-T�1�� 0�� 
 �� �-���0-�
3� ���3�. O ��� .�010��� � -.� 3-���� .�� ���0T ��0-� 3� 1� 60����� 3 5����
4.�0-� 3�� �12-�0�7T �� 
 �� �12-�0�7T � ��� 3� ���� %�� ��& O(f(n)) R -� f ���
.�� W-�4�0-� T ��7�T��0V.� R � 501 �� 0��� .�� 4-������� c ��11� V.� 1� �-T/��
3 5-� ����0-�� ��4����0��� � -.� ���4.��� 1 5�12-�0�7T � �.� .�� ������ 3� ��011� n��� 0�W��0�.�� � c × f(n) 
�� �12-�0�7T � ��� �� ���� -. � �%�� �� ��% �0 1� W-�4�0-� f ��� .� �-1Y��T�
W-�4�0-� 3� n R 4 5������30�� � 501 �� 0��� .� ���0�� k ��1 V.� 1 5�12-�0�7T � ��� 3�
4-T�1�� 0�� O(nk) 
 �� 41���� 3�� ��-/1KT �� �� !���� %�� ��G� ��� .�� 41����
3� ��-/1KT �� �-.� 1��V.�1� � 501 ��� �-��0/1� 3� ���-.3�� 1 5.� 3 5����� �.� ��
��T�� �-1Y�-T 0�1 R �1-�� 01 ��� � -��0/ 1� 3� ���-.3�� �-.� 1�� �.���� 
 �1 ���
4-�X �4�.�� V. 501 � 5�� 0��� ��� 3 5�12-�0�7T � �-1Y�-T 0�1 � ��T ������ 3� ���-.3��
.� ��-/1KT � ���4-T�1�� 


�� 4-T�1�� 0�� 3 5.� �12-�0�7T � �-1Y�-T 0�1 3-�� 1 5������ ��� .� 2���7�
� 5����0T ��� �-.� 1� W-�T � O(P (n, m)) R -� P ��� .� �-1Y��T� W-�4�0-� 3.
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�-��� ω(G) 
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��� �� � �	 ���� ����� ������
� 5�12-�0�7T � ��$%&� 3� ����� ���� ��� .� �12-�0�7T � 3� 4-T�1�� 0��

O(nm) V.0 � ��� 3���0 3��� 1� /.� 3� 4-1-�0�� 1�� 2���7�� 3� U�Y�0�1 ��F� 
�� 2���7� ��� 30� 3� � �����% �0 �-.� 4Y41� 0T ��0� 3� 1-�2.�.� �.� ��0�.��
-. �2�1� � 40�V 4-��0��� �. T-0�� 3�.� 4-�3�� 
 ��� 2���7�� 3� U�Y�0�1 �-��
���4��T ��� 1�� 2���7�� �� 4-������� �0 ��-. 0T��0� R �0 T �0�-� 


S�� �12-�0�7T � 4-����.0� 0�����06�T ��� 1�� 41����� 3� 4-.1�.�� 
 �-.�
4-����.0�� 1� 41���� 3� 4-.1�.� c R 1 5�12-�0�7T � ��1�4�0-��� 3�� �-TT��� X .��
V. 5� 4� V.� �-.� 1�� �-TT��� 3. 2���7� �0��� .� 6-0�0� 4-1-�0� c 
 � 47�V.�
���� � R 1� �-TT�� 4-1-�0� c ��� .� �-TT�� V.0 � 5� ��� 3� 6-0�0� 4-1-�0� c ��
V.0 T �� 0T 0�� 1� �-T/�� 3� 6-0�0�� �� 4-TT.� �6�4 1�� �-TT��� 3�X � 4-1-�0��
c 
 �-040 .�� 3��4�0��0-� W-�T �11� 3� 1 5�12-�0�7T � 

� ���P %���� ��$%&�

�&�P�� 	 �� 2���7� G 
#�P� %� 	 ��� 4-1-���0-� 3�� �-TT��� 3� G 
�N�
�� 	
� �-0� c = 1  
� ���� V. 501 �� 0��� 3�� �-TT��� �-� 4-1-�0�� L
� � 501 �� 0��� .� �-TT�� �-� 4-1-�0� V.0 � 5� ��� 3� 6-0�0�� 4-1-�0�� c L
� �-0� A 1 5����T/1� 3�� �-TT��� �-� 4-1-�0�� V.0 -�� .� 6-0�0�

4-1-�0� c  
� 47-0�0� .� �-TT�� �-� 4-1-�0� v V.0 � 5� ��� 3� 6-0�0� 4-1-�0� c�� V.0 � 1� �-T/�� T �� 0T.T 3� 6-0�0�� 3��� A  
� 4-1-�0�� v �6�4 1� 4-.1�.� c  

� �0�-� R �-��� c = c + 1 
������ %�� 	 O(mn) 
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S�� �12-�0�7T � ���- 40� 3�� ��0V.����� labelx

3� 1-�2.�.� n � 47�V.� �-T �
T �� x 3� G 
 �-.� 47�V.� 4-.1�.� 1 ≤ c ≤ n R �0 x � 5� ��� 3� 6-0�0� 4-1-�0� c R�1-�� labelx(c)

��� �2�1 � 0  �0 x � .� 6-0�0� 4-1-�0� c R �1-�� labelx(c)
��� �2�1

� 1 5���0�� i ��1 V.� 1� ���T 0�� 6-0�0� 3� x 4-1-�0� c ��� 1� �
n
�
i
 �0KT � �-TT��

4-1-�0� 3. 2���7� 
 �� -�3�� 1�� 04-2���70V.� �0�6����  �.� 1�� ��0V.����� ���
3���0 3� 1� T ��0K�� �.06���� L labelx <Lex labely

�0 �� ��.1�T ��� � 501 �� 0���
.�� 4-.1�.� c ��11� V.� labelx(c) < labely(c)

�� ∀ c′ > c R labelx(c
′) = labely(c

′) 
� 47�V.� ���� � R 1 5�12-�0�7T � ��1�4�0-��� .� �-TT�� �-� 4-1-�0� 3-��
1 5��0V.���� ��� T �� 0T �1� �-.� 1 5-�3�� 1�� 04-2���70V.� R 1. 0 3-��� 1� �1.� � ��0��
4-.1�.� �-� �������� 3��� �-� 6-0�0��2� �� 0�K�� 4� ��-4�3� X .�V. 5� 4� V.� �-.�
1�� �-TT��� �-0��� 4-1-�0�� 
 �-040 .�� 3��4�0��0-� W-�T �11� 3� 1 5�12-�0�7T � 

� ���P %���� �� ����P

�&�P�� 	 �� 2���7� G �6�4 n �-TT��� 

#�P� %� 	 ��� 4-1-���0-� 3�� �-TT��� 3� G 

�N�
�� 	
� �-.� �-.� �-TT�� x �� �-.�� 4-.1�.� c R �-0� labelx(c) = 0  
� �-.� i = 1, . . . , n L
� 47-0�0� .� �-TT�� �-� 4-1-�0� x V.0 T �� 0T 0�� labelx

�-.� <Lex
 

� 4-1-�0�� x �6�4 1� �1.� � ��0�� 4-.1�.� c V.0 � 5��� ��� �������� 3���
�-� 6-0�0��2�  
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����� G�

� �-.� �-.� 6-0�0� �-� 4-1-�0� y 3� x R �0 labely(c) = 0 R � -���
labely(c) = n − i 
������ %�� 	 O(n2) 
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3� 1 5�12-�0�7T � R 3-�4 1 5-�3�� 1�� 04-2���70V.� ��� 1� T �T� �� 01 � 5Y � ���
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S� 47��0��� 4-�4���� 1 5-� ����0-� 3� 4-����4�0-� 3� ��0�� 3 5�T 0� V.0 � ���
T �� 3� 4-1-�0�� �1.�0�.�� �-.��41����� 3� 2���7�� ���W�0�� 
 ��� 2�����10���0-�
3� 1� �-�0-� 3� ��0��� 3 5�T 0� R �0��0 V. 5.�� 4-�X �4�.�� � 4� �.X �� R �-�� ��-�-�
���� 
 ��1-� 1� T ��0K�� 3-�� 1� 4-����4�0-� ��� �	�4�.�� R �1.�0�.�� ��-��0����
0������������ � �.6��� ���������� 
 S�� ��-��0���� ���-�� .�010���� 3��� 1�� 47��
�0���� � �� � 


� �� �� �� � � ��
�	 �	  � ���
P4�

���� �
����� 3-���� 3�.� �-TT��� x, y 3� G R 1 5-� ����0-� 3� ����������� 4-��0���

� ���0��� x �� y R �.0� � �X -.��� .� �-.6��. �-TT�� �-�� xy ��10� � 47�V.�
�-TT��� 3� N(x) ∪ N(y) 
 �� 2���7� -/���. ��� �-�� G/xy 

���� � ' �� � ��� {x, y} #� � � ���� �� � �� � ��� � ��!��� ������ ���� #� ���� � �
G� �%��� ω(G) ≤ ω(G/xy) �� χ(G) ≤ χ(G/xy) �

� ��#��� �-0� Q .�� 410V.� 3� G 
 J��� 4� 4�� R 1� 410V.� Q 4-��0��� �. �1.� 1 5.�
3� x, y 
 �0 Q �� 4-��0��� �0 x R � 0 y R 1 5����T/1� Q ��� �.��0 .�� 410V.� 3� G/xy 
�0 Q 4-��0��� ���4��T ��� 1 5.� 3� x, y R �1-�� �� ��T�1����� 4� �-TT�� ��� xy R�-.� -/���-�� .�� 410V.� 3� G/xy 3� T �T� ��011� 
 J-�4 ω(G) ≤ ω(G/xy) 
� ����0� 3 5.�� 4-1-���0-� 3� G/xy R .�� 4-1-���0-� 3� G R .�010���� 1� T �T�
�-T/�� 3� 4-.1�.�� R ��� -/���.� �� 3-����� � x �� y 1� 4-.1�.� 3. �-TT�� xy R�� �� �� 47��2���� ��� 1� 4-.1�.� 3�� �.���� �-TT��� 
 J-�4 χ(G) ≤ χ(G/xy) 
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���� � ' �' � ��� G #� ���� � �� � ��% �� ���� #� � �#��� �� � ��� � �� G0, . . . , Gk��% %� "# � G = G0 � � �#� 1 ≤ i ≤ k � %� � ��� � � Gi
��� �$���# � � ����� �# ���� � �

GF
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Gi−1
� �� #� � ����������� �� � ���� �� � �� � ��� � ��!��� ������� �� Gk

��� #� �
�%�"# �� � %��� χ(G) ≤ |Gk|

�
� ��#��� J 5���K� 1� 1�TT� G 
G R �-.� �6-�� χ(G) ≤ χ(Gk) = |Gk|
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 .�� � ���� P4
!%�$��  ��� .�� ��0�� 3� �-TT��� �-��

�3X �4���� ��1� V. 501 � 5�� 0��� ��� 3� 47�T 0� ���� 4-�3� 1�� ��10��� R 3� 1-�2.�.�
0T��0�� ����� 
 3� 1-�2.�.� 3

  
 ��T��V.-�� V. 5.�� ��0�� 3 5�T 0� ��� .�� ��0��
P4

�10/�� 

�� �-�0-� 3� ��0�� 3 5�T 0� � ��� 0���-3.0�� ��� U�Y�0�1 �IH� �� 1��2�T ���

��.30�� ���.0�� �G�� 
 ��� ��0��� P4

�10/�� �-�� �����.�� 3��� 1� 10������.�� 3�
T ��0K�� �1.� 0T �1040�� 
 ��� 3���0�0-�� �� 1�� ���.1���� 3� 4���� �7K�� V.0 Y
W-�� ��W����4� �-�� �-.6��.� 
 S����0�� 3� 4�� ���.1���� �-�� 3�� 4-���V.��4��
30��4��� 3� ���.6�� �.� 1�� ��0��� 3 5�T 0� R 3��� 1��V.�11�� 1�� �.��.�� .�010����
.�0V.�T ��� 1� W�0� V. 501 � 5Y � ��� 3� P4

����� 1�� �-TT��� 4-��03���� R 3���
4� 4�� .�� ��W����4� � 1 5���041� 3 5-�020�� ��� T ���0-���� 
�-��V. 501 � 5�20�� 3� T -����� V. 5.�� 4-����4�0-� 6��0�� .�� ��-��0��� R �-.�
T -�����-�� R �0 � -��0/ 1� R V.� 4���� ��-��0��� ��� 6��0��� 1-�� 3 5.�� 4-����4�0-�
3� ��0�� P4

�10/�� 
 �1-�� R 4���� ��-��0��� ���� �� ����04.10�� 6��0� �-.� 1� �-�0-�
�1.� �����04�06� 3� ��0�� 3 5�T 0� 
 � 1 50�6���� R 1-��V. 501 � 5�20�� 3� 4-����4��� .�
2���7� R �-.� T-�����-�� R �0 � -��0/ 1� R V. 501 � 5�20� 3 5.�� 4-����4�0-� 3� ��0��
3 5�T 0� R 4���� 4-����4�0-� ����� �.��0 .�� 4-����4�0-� 3� ��0�� P4

�10/�� 

-�1.�� �� �7�Y �G�� -�� T-���� V.� 1� 4-����4�0-� 3� ��0�� 3 5�T 0� ����

���6� 1� ��011� T �� 0T.T 3 5.�� 410V.� 
 �� ���.6� 3� 4� ���.1��� .�010�� ��.1��
T ��� 1� W�0� V.� 1� ��0�� 3� �-TT��� 4-��03���� ��� .�� ��0�� P4

�10/�� 
 �-.�
�� 3�3.0�-�� 3-�4 1� 1�TT� �.06��� L
���� � ' �* ��'�	
 � ��� {x, y} #� � � ���� P4

!%�$�� ���� #� ���� � � G� �%���
ω(G) = ω(G/xy) �
� ��#��� J 5���K� 1� 1�TT� G 
ER �-.� �6-�� ω(G) ≤ ω(G/xy) 
 ��6����T ��� R
�-0� Q .�� 410V.� 3� G/xy 3� ��011� ω(G/xy) 
 �0 Q �� 4-��0��� ��� 1� �-TT��
xy R �1-�� Q ��� �.��0 .�� 410V.� 3� G 
 �0 Q 4-��0��� 1� �-TT�� xy R �1-��
Q\{xy} ��� .�� 410V.� 3� G 
 � 5.� 3� x, y ��� �3X �4��� � �-.� Q R �0�-� Q4-��0��3��0� 3�.� �-TT��� a, b ��1� V.� a 6-0� x �� ��� y R b 6-0� y �� ���
x R �1-�� 1� 47�T 0� x

�
a
�
b
�
y ��� .� 47�T 0� ���� 4-�3� 3� 1-�2.�.� 3 ��10���

x � y R .�� 4-����304�0-� 
 J-�4 G 4-��0��� .�� 410V.� 3� ��011� ω(G/xy) ��
ω(G/xy) ≤ ω(G) 
 2

-�1.�� �� �7�Y �G�� -�� �.��0 T -���� V.� 1� 4-����4�0-� 3� ��0�� 3 5�T 0�
������6� 1� �-T/�� 47�-T ��0V.� 
 S� ���.1��� � 5��� ��� 6��0 � -.� 1� 4-����4�0-�
3 5.�� ��0�� P4

�10/�� L 1� 4-����4�0-� 3�� 3�.� �����T 0��� 3 5.� P5
3-��� .�

C5
�1-�� V.� χ(P5) = 2 �� χ(C5) = 3 
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���� � ' �. ��'�	
 � ��� {x, y} #� � � ���� � ��� �� ���� #� ���� � � G� �%���
χ(G) = χ(G/xy) �

� ��#��� J 5���K� 1� 1�TT� G 
ER �-.� �6-�� χ(G) ≤ χ(G/xy) 
 ��6����T ��� R
4-��03��-�� .�� 4-1-���0-� 3� G .�010���� χ(G) 4-.1�.�� 
 �0 x �� y -�� ���.
1� T �T� 4-.1�.� R �1-�� �-.� �� 3�3.0�-�� .�� 4-1-���0-� 3� G/xy .�010����
1� T �T� �-T/�� 3� 4-.1�.�� 
 �.��-�-�� T �0������� V.� x � ���. 1� 4-.1�.�
1 �� y 1� 4-.1�.� 2 
 �-0� H 1� �-.��2���7� /0����0 0�3.0� ��� 1�� �-TT��� 3�
4-.1�.�� 1 �� 2 
 ��� �-TT��� x �� y �-�� 3��� 3�.� 4-T�-������ 4-���� ��
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 �-.� -/���-�� .�� 4-1-���0-� 3� G 3��� 1�V.�11�
x �� y -�� ���. 1� T �T� 4-.1�.� R �-.� �� 3�3.0�-�� .�� 4-1-���0-� 3� G/xy 
J-�4 χ(G/xy) ≤ χ(G) 
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 �-0��� G .� 2���7�
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 � 5�12-�0�7T � 3� ��4-���0����4� 3�� 2���7�� ���W�0�� �E�� ���T �� 3-�4 3�
3���4��� �0 R 3��� .� 2���7� ���W�0� R 3�.� �-TT��� W-�T ��� .�� ��0�� 3 5�T 0�
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 P4
!%�$��!���������%�  �0 4 5��� .�� 410V.� R
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 ��T��V.-�� V. 5.� 2���7�
4-����4�01� ��� P4

�10/���4-����4�01� 

���� � ' �) � ��� G #� ���� � � P4

!%�$��!���������%�� �%��� χ(G) = ω(G)

� ��#��� �1 �� 0��� .�� �.0�� G0, . . . , Gk
3� 2���7�� ��11� V.� G = G0

R � -.� 1 ≤
i ≤ k R 1� 2���7� Gi

��� -/���. � ����0� 3. 2���7� Gi−1
��� .�� 4-����4�0-�

3� ��0�� P4

�10/�� R �� Gk
��� .�� 410V.� 
 �� 1�TT� G 
� ���10V.� �.44���06�T ���

� 4���� �.0�� 3� 2���7�� 0T�10V.� V.� ω(G) = ω(Gk)

 �� 1�TT� G 
G 0T�10V.�



G� ���� � �
� � � ��� �
������

V.� χ(G) ≤ |Gk| ≤ ω(Gk)

 J-�4 ω(G) ≤ χ(G) ≤ ω(Gk) = ω(G) �� ���

4-���V.��� χ(G) = ω(G) 
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 J 5���K� 1� 1�TT� G 
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�1.�0�.�� ���.1���� �� 4-�X �4�.��� ���-�� W-�T.1�� � 4� ��-�-� 3��� 1� �.0��
3� 4� 47��0��� 
 �.����6��� R 6-040 .�� ���0� 3� 1�TT�� V.0 ���-�� .�010��� � -.�
T -����� V. 5���K� �6-0� 4-����4�� .�� ��0�� 3� �-TT��� R 1� 2���7� 4-����4��
4-����6� 4����0��� ��-��0���� 

���� � ' �� � ��� {x, y} #� � � ���� P4

!%�$�� ���� #� ���� � � G �
��� � � G � � �������� � �� � ��������#� �%��� G/xy � � �������� � �� � ��������#

�#��� "# � C5
�# C6

�
���� � � G � � �������� � �� � ��������# ��� ���� �%��� G/xy � � �������� � ��

� ��������# ��� ��� �#��� "# � C5
�

� ��#��� �.��-�-�� V.� G/xy 4-��0��� .� ���0��-. A ≥ 7 
 �0 A �� 4-��0���
��� xy R �1-�� A ��� �.��0 .� ���0��-. 3� G 
 �-.� � -.6-�� 3-�4 �.��-��� V.�
A 4-��0��� xy 
 �-�-�� a0 = xy, a1, . . . , ak

R �6�4 k ≥ 6 R 1�� �-TT��� 3� A 3�



� �� � ����
�

�
����� ���� �� G�

�-��� V.� ai
T��V.� aj

�0 �� ��.1�T ��� �0 |i − j| = 1 T-3 k + 1 
 J��� G R
1�� �-TT��� a1, ak

�� 6-0��� �0 x R � 0 y 
 �-0� X = A\(N(x) ∪ {a1, ak, xy}) ��
Y = A\(N(y) ∪ {a1, ak, xy}) 
 S7�V.� �-TT�� 3� a2, . . . , ak−1

6-0� �. T-0��
1 5.� 3� x -. y R 3-�4 X ⊆ N(y) RY ⊆ N(x) 
 �-.� �-.� a ∈ X R b ∈ Y R �-.�
�6-�� a T��V.� bR 4�� �0�-� x, b, a, y 0�3.0� .� P4

����� x �� y 
 J-�4 X∪Y ���
4-���0�.� 3 5.� ����T/1� 3� �-TT��� 4-���4.�0W� 3� A 3 5�. �1.� 3 �-TT��� 
�.0�V.� k ≥ 6 R �-.� �-.6-�� �.��-��� V.� a2 /∈ (X ∪ Y ) 
 �0 X = ∅ R �1-��
A ∪ {x}\{xy} ��� .� ���0��-. 3� G 3� T �T� ��011� V.� A 
 �0 Y = ∅ R �1-��
A∪ {y}\{xy} ��� .� ���0��-. 3� G 3� T �T� ��011� V.� A 
 �-0� i 1� � 1.� � ��0����0�� ��1 V.� ai ∈ (X ∪ Y ) 
 �-.� �6-�� i ≥ 3 �� �-.� �-.6-�� �.��-��� ���
���T�1� V.� ai ∈ X �� ai+1 ∈ Y 
 �0 i ��� 0T��0� R �1-�� y, a1, . . . , ai+1

��� .�
���0��-. 0T��0� 3� G 
 �0 i ��� ��0� R �1-�� i ≥ 4 �� x, a1, . . . , ai

��� .� ���0��-.
0T��0� 3� G 
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.� 2���7� G R .�� 4-����4�0-� 3� ��0�� P4

�10/�� 4��� .� ���0��-. A 3� ��011�
≥ 7 V.0 � 5��� ��� 3�X � ������� 3��� G R �1-�� R V.�11� V.� �-0� 1� ���0�� 3� A R
1� 2���7� G 4-��0��� .� ���0��-. 0T��0� 

���� � ' �� � ��� {x, y} #� � � ���� P4

!%�$�� ���� #� ���� � � G � � � G � �
�������� � �� �� ������ %�� �%��� G/xy � � �������� � �� �� ������ %��
� ��#��� �.��-�-�� V.� G/xy 4-��0��� .� ��0��21� T 
 �0 T �� 4-��0��� ��� xy R�1-�� T ��� �.��0 .� ��0��21� 3� G 
 �0 T 4-��0��� xy R �1-�� (T ∪ {x, y})\{xy}��� .� P4

����� x �� y 3��� G 
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� ��#��� �.��-�-�� V.� G/xy 4-��0��� .� ��-. 0T��0� H 
 �0 H �� 4-��0���
��� xy R �1-�� H ��� �.��0 .� ��-. 0T��0� 3� G 
 �0 H 4-��0��� xy R �1-�� �-0�
(H ∪ {x})\{xy} R �-0� (H ∪ {y})\{xy} ��� .� ��-. 0T��0� 3� G R 4�� �0�-�
H ∪ {x, y})\{xy} ��� .� 47�T 0� 0T��0� ���� 4-�3� ����� x �� y 3��� G 
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!%�$��!���������%�
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 � 47�V.� ���� � R 1� ��0�� 3� �-TT��� 4-����4��� ���
����������� �� /1��4 
 S���� T ��7-3� � 5�3���� W�401�T ��� �-.� 4-����4��� 1��
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�.0�V.� 1�� 2���7�� ���W�0��T ��� P4
�10/���-�3���4-����4�01�� �-�� W-����

T ��� ���W�0�� R 1� 4-�X �4�.�� G 
�F 0T�10V.� .�� ���-��� ��� 1 5�� �T ��06� � 1�
V.���0-� �.06���� 
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�� 2���7� -�0���� 3� 1� �2.�� G 
� ���������� 1�� ��1��0-�� 3 50�41.�0-� �����
4����0��� 3�� 41����� 3� 2���7�� 4-��03����� 3��� 4���� �7K�� 
 ��� �K47� 3�
1� 41���� A 6��� 1� 41���� B �02�0�� V.� A 4-��0��� B 
 �-.��� 1�� 41����� 3-��
1� �-T 4-��0��� ����W�0�� 4-TT� �-.��T-� �-�� 3���0�� �-.� �6-0� 4����0���
��-��0���� 0������������ 60����6 0� 3. ��-/1KT � 3� 1� 4-1-���0-� 
 �-.��� 1��
�.���� 41����� �-�� 3���0�� ��� �-.��2���7�� ��41.� 
 ���W-0� �11�� �-����� .�
�-T T���0-��� ����� ������7K��� 
 ��� 1������ � R � R �R U �02�0���� ���� �4�0�
6�T ��� ��-. R ���0��-. R ��0�T � R U �0�-� R 1 5�X -.� 3 5.� � 0� 6�.� 30�� 0T��0� 


��� �� �T ��0-�� �.06����� �-�� �.� ������ �-.� ���10V.�� 1�� ��1��0-��
3 50�41.�0-� ����� 1�� 41����� 3���0�� ��� �-.��2���7�� ��41.� 
 �0 .� 2���7� ��
4-��0��� ��� 3� �/03.1�� R 01 �� 4-��0��� ��� �-� �1.� 3� �/03.1�� 0T ��0� 
 ���
���0��-.� 3� ��011� ≥ 6 4-��0������ .�� T�0�-������ 
 ��� ��0�T �� 30	 ������
3� C6

4-��0������ .� ��-. �� .�� T �0�-� 

��� ��.1� 41���� ��� 3���0� � 1� W-0� ��� �-.��2���7�� ��41.� �� ��� ���

��-��0���� 0������������ R 01 � 5�20� 3� 1� 41���� 3�� 2���7�� ���W�0�� 
 S-TT�
��T ��V.� ���4�3�TT��� R 01 ��� W�401� 3� 6-0� V.� ����W�0�� ⊆ � ��0 R� 0� � 10/��� 

�� �7�-�KT � W-�� 3�� 2���7�� ���W�0�� 3� S7.3�-6��YR �-/����-� R ��YT-.�
�� �7-T�� �E� � T-���� 1� ��40��-V.� �YT/-10��� ��� 1� 4�3�� 4-������� 4��
3�.� 41����� 




�G ���� � �
� � � ��� �
������

�� 4-�-11�0�� G 
E� 0T �10V.� 1 5��4 � ��0R� � � 10/��� → ����W�0��T ��� P4

�10/���
4-����4�01�� 
�� 4-�-11�0�� G 
E� �G�� 0T �10V.� 1 5��4 � ��0 R� R�0� � 10/��� → ����W�0��T ���
4-����4�01�� 


�� 1�TT� G 
�� 0T�10V.� 1 5��4 � ��0 R� R�0� � 10/��� → �W-���T ��� ���W�0�� 
�� �7�-�KT � G 
E� ���� 0T �10V.� 1 5��4 ����W�0��T ��� 4-����4�01�� →� ��0 R� R� � � 10/��� 

�� 4-�-11�0�� G 
� E 0T�10V.� 1 5��4 � W-���T ��� ���W�0�� → ����W�0��T ��� P4

�
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�� 4-�-11�0�� G 
GI ��F� 0T�10V.� 1 5��4 ����W�0��T ��� -�3���4-����4�01�� →� ��0 RU � � 10/��� 
�� 4-�-11�0�� G 
GF ���� 0T�10V.� 1 5��4 ����W�0��T ��� -�3���4-����4�01�� →����W�0��T ��� -�3-���/1�� 
�-.� 1 5��4 � ��0 R� R� � � 10/��� → ����W�0��T ��� -�3-���/1�� R 01 �.� � 3�
�� � ���.�3�� V.� 1�� ��-. 0T��0�� R 1�� ���0��-.� �� 1�� ��0�T �� �� �-�� ���
���W�0��T ��� -�3-���/1�� ���� 
��� �.���� ��4� �-�� 3�� 4-���V.��4�� 30��4��� 3�� 3���0�0-�� 
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Théorème fort des graphes parfaits

{Ti,Ai} − libre
(Berge)

Parfait

{Ti,A} − libre

Parfaitement ordre− contractile

Parfaitement ordonnable
{Ti,M} − libre

(Meyniel)

{Ti,A,P} − libre
(Artémis)

{T,A} − libre
(faiblement triangulé)

Parfaitement P4− libre− contractile
{Ti,A,Pi} − libre

(Grenoble)

Parfaitement contractile

Parfaitement P4− libre− ordre− contractile

Fortement parfait
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J��� 4� 47��0��� R �-.� 4-��03��-�� 1� 41���� 3�� 2���7�� V.0 ��
4-��0������ �0 ��-. 0T��0� R � 0 ���0��-. R �0 ��.���. 
 �-.� �������-�� .� �-.�
6�1 �12-�0�7T � V.0 ��-.6� R �-.� �-.� 2���7� 3� 4���� 41���� R .�� 4-1-���0-�
-��0T �1� 
 � 5�12-�0�7T � ��� /��� �.� 1 5�� 0����4� 3��� 4�� 2���7�� R 3 5.� -�3��
3 5�10T 0���0-� 3� ��� �-TT��� �Y��� .�� 4����0�� ��-��0��� 3� �0T�1040�10�� 
�1.� 2�����1�T ��� R �-.� 3�T-���-�� R �� .�010���� .�� 6��0���� 3� 1 5�12-�0�7T �
�� !"# R V.� 3��� �-.� 1�� 2���7�� V.0 �� 4-��0������ �0 ��-. R �0 ��.���. R 01
�� 0��� .� �-TT�� V.0 � 5��� ��� 1� T 010�. 3 5.� 47�T 0� ���� 4-�3� 3� 1-�2.�.�
40�V 
 S� 3���0�� W�0� 2�����10�� 3�� ���.1���� 4-��.� 4-�4������ 1�� 2���7��
/0����0� 4-�3�.� R 1�� T ���04�� �-��1�T ��� �V.010/���� �� 1�� 2���7�� W-���T ���
��0��2.1�� 
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S76���1 �� �/070 �E�� -�� ��-.6� V.� 1� S-�X �4�.�� -��� 3�� ����7�����W�0� ���0� 6��0� � -.� 1�� 2���7�� 4-������� �0 ��-. 0T��0� R � 0 ���0��-. 0T �
��0� R � 0 ��.���. 
 �� ���.4�.�� 3� 4�� 2���7�� � �.��0 ��� ��.30�� ��� ���3 ���/070 �II� R J� 02.�0��3- R U �	 ��Y �� �-��- �GG R G�� R � �Y���3 ��H� 
 J� 02.�0�
��3- �� U�	 ��Y �GE� -�� ��-� -�� .� �12-�0�7T � 4-T/0���-0�� R /��� �.� 3��
���.1���� 3� �E� R GG� R V.0 ��-.6� .�� 4-1-���0-� -��0T �1� �-.� �-.� 2���7� ��
4-������� �0 ��-. 0T��0� R � 0 ���0��-. 0T��0� R � 0 ��.���. 
 �� 4-T�1�� 0�� 3�
4�� �12-�0�7T � ��� O(n5m3) 
�-040 V.�1V.�� 3���0�0-�� .�010���� 3��� 4���� ����0� 
 �� 2���7� G ���
��������� �� ��� �������$%� ��E� � 501 ��� �-��0/ 1� 3� 3-���� .�� -�0�����0-� �
47�4.�� 3� ��� ������ ��11� V.� R � -.� �-.� 47�T 0� -�0���� u → v → w R 1 5��4
u → w ��� ������� 3��� 1 5-�0�����0-� 
 �� ��� �� $%� � �� �� �� � 3��� .� 2���7�
G ��� .� ����T/1� S ( V (G) R 4-������� �. T-0�� 3�.� �-TT��� R ��1 V.�

�F
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�-.� �-TT�� 3� V (G) \ S ��� �3X �4��� R �-0� � �-.� R �-0� � �.4.� �-TT�� 3�
S 
 �-0� B 1� 41���� 3�� 2���7�� 4-������� �0 ��-. 0T��0� R � 0 ���0��-. R �0
��.���. 
 �� ��0�T � 30	����� 3� C6

4-��0��� .� ��.���. R 3-�4 �����T 0� ����
��.���.� R �����-/1� ���� ��.���.� �� ����W�0��T ��� 4-����4�01� ���� ��.���.�
3��02���� �-.� 1�� ��-0� 1� 41���� B 
 �1 �� 0��� ��-0� T ��7-3�� �.��T ��� 4-T/0�
���-0��� � ��T ������ 3� 4-1-�0�� 1�� 2���7�� 3��� 1� 41���� B L
���-
�� �

J�� ���.1���� 3� �GG R G�� T-������ V.� �-.� �-.� 2���7� G 3��� B R �-0� G��� W�0/ 1�T ��� ��0��2.1� R �-0� G ��� �����0�06�T ��� -�0����/1� R �-0� G 4-��0���
.� ����T/1� 7-T-2K�� 
 ��� ����T/1�� 7-T-2K��� � �.6��� ���� �10T 0��� ���
1� T ��7-3� 3� �&���� ������� � ��#%����R V.0 3�4-T�-�� .� 2���7� �� O(n)�-.��2���7�� ���� ����T/1� 7-T-2K�� 
 �� 3�4-T�-�0�0-� T-3.1�0�� � �.� ����
�	�4�.�� �� ��T�� O(n + m)

�6-0� ��� ���T�1� ����  
 J 5���K� �GG R G�� R � -.�
.� 2���7� 3��� 1� 41���� B R ��� �-.��2���7�� �-� 3�4-T�-��/1�� �-�� �-0�
W�0/ 1�T ��� ��0��2.1�� R �-0� �����0�06�T ��� -�0����/1�� 
 �1 ��� 3-�4 � -��0/ 1� 3�
��-.6�� .�� 4-1-���0-� -��0T �1� � -.� 4�� �-.��2���7�� R �� ��T�� O(nm) �-.�1�� W�0/1�T ��� ��0��2.1�� ��G R ��� �� �� ��T�� O(m) �-.� 1�� �����0�06�T ���
-�0����/1�� ���� 
 �1 ��� �1-�� �-��0/ 1� 3� ��4-T/0��� 4�� 4-1-���0-�� -��0T �1��
1� 1-�2 3� 1� 3�4-T�-�0�0-� T-3.1�0�� � -.� -/���0� .�� 4-1-���0-� -��0T �1�
3. 2���7� 3 5-�020�� 
 S���� T ��7-3� ��� 3� 4-T�1�� 0�� O(n2m) 
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S76���1 �EI� � 4-�X �4�.�� V.� �-.� 2���7� 3��� B ��� ���W�0��T ��� -��
3-���/1� 
 ��Y���3 ��H� � ��-.6� 4���� 4-�X �4�.�� R �� .�010���� 3�� ���.1����
3� �GG R G�� 
 �-.� ���0T-�� V.� 1�� ��47�0V.�� 3� ��H� -�� � -.� 4-T�1�� 0��
O(n5)

�1 5���-���� 5 ��� 3� � 1� ��47��47� 3 5.� P5
0�3.0� �	 �4�.� 3��� �G��  
J-�4 R �� 4-T/0���� 1�� ��47�0V.�� 3� �GG R G� R �H� �� �� .�010���� � �-.6��.

.�� 3�4-T�-�0�0-� T-3.1�0�� 3� 4-T�1�� 0�� 10���0�� 4-TT� 3��� ���� R 01 ���
� -��0/ 1� 3� ��-.6�� .� -�3�� ���W�0� R � -.� �-.� 2���7� 3� 1� 41���� B R �� ��T��
O(n5(n + m)) 
 �1-�� R 1 5�12-�0�7T � ����P R ���10V.� �.� 4�� -�3�� R ��-3.0�
.�� 4-1-���0-� -��0T �1� �� ��T�� O(m) 
 S���� T ��7-3� ��� 3� 4-T�1�� 0��
O(n5(n + m)) 
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�.0�V.� �-.� 2���7� 3� 1� 41���� B ��� .� 2���7� 3 5����T 0� R 01 ��� �-��
�0/1� 3 5.�010��� 1 5�12-�0�7T � 3� 4-1-���0-� 3�� 2���7�� 3 5����T 0� �������� �.
47��0��� F 
 S�� �12-�0�7T � ��� 3� 4-T�1�� 0�� O(n2m) 
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�-.� ��-�-�-�� .�� �-.6�11� T ��7-3� R �1.� �0T�1� �� �1.� ���03� V.� 1��
���4�3����� 
 �-.� 3���0��-�� .� �12-�0�7T � V.0 � ��T �� 3� ��-.6�� .� -�3��
3� 4-����4�0-� �T 04�1 3��� .� 2���7� 3� 1� 41���� B 
 ��� ���.1���� 3. 47��
�0��� G ���-�� ���.0�� .�010��� �-.� ��-.6�� R 3� T ��0K�� �-/.��� R .�� 4-1-���0-�
4��-�0V.� R .� ���/1� W-�� R .�� 410V.� 3� ��011� T �� 0T.T R .�� 4-1-���0-� �-��
3���� T 0�0T.T R .�� 410V.� � -�3���� T �� 0T.T 
 J 5�.��� ���� R 4�1� 3-��� .��
�-.6�11� 3�T-������0-� V.� 4�� 2���7�� �-�� ���W�0��T ��� -�3���4-����4�01�� 

S� V.� �-.� ��60-�� 3�X � �� 4-T/0���� 1�� ���.1���� 3� ��Y���3 ��H� �� 3�
���� R 3� ����� ���� 


�� 41���� 3�� 2���7�� 3��� B � 5��� ��� ��K� �1-02��� 3� 1� 41���� 3��
2���7�� 3� U�Y�0�1 
 S�� 3�.� 41����� �� 4-��0������ �0 ��-. 0T��0� R � 0 ���0�
��-. R �0 T �0�-� 3� ��011� ≥ 7 
 �-.� 1� 41���� 3�� 2���7�� 3� U�Y�0�1 R 01 W�.�
��41.�� �.��0 1� T �0�-������ �� �-.� 1� 41���� B R 01 W�.� �� 41.�� 1� ��.���. 
 ��
T�0�-������ �� 1� ��.���. �� 30	K���� V.� 3 5.�� ��.1� ����� �6-0� �2.�� � 
E  


U�0�-������ ��.���.
"%� � � 
E � �0T 01��0�� ����� 1� T �0�-������ �� 1� ��.���.

��� �12-�0�7T �� ��$%&� 3� ����� ��F� �� �� ����P 3� �-.���1 ��
�.�. ��E� � ��T ������ 3� 4-1-�0�� -��0T �1�T ��� 1�� 2���7�� 3� U�Y�0�1 
 S�
�-�� 3-�4 3� /-�� 4��303��� �-.� 4-1-�0�� 1�� 2���7�� 3��� B 
 U�0� �-.�
�6-�� 6. �. 47��0��� E V.� R �.� 1� 2���7� P6

R 4�� �12-�0�7T �� � �.6��� �� ���
3-���� .�� 4-1-���0-� -��0T �1� 
 �� 2���7� P6

�� 4-��0��� �0 ��-. 0T��0� R � 0
���0��-. R �0 ��.���. 


��� �12-�0�7T �� ��$%&� �� �� ����P 4-TT��4��� �-.� 1�� 3�.� ���
4-1-�0�� � 50T �-��� V.�1 �-TT�� 3. 2���7� �� ������ 
 S�1� W-�4�0-��� �-.�
1�� 2���7�� 3� U�Y�0�1 R 4�� �-.� 1�� �-TT��� 3. 2���7� �-�� 3��� .�� ��0��
3 5�T 0� 
 S�40 � 5��� T �17�.��.��T ��� ��� 1� 4�� � -.� 1�� 2���7�� 3��� B 
 ���T�0�-������ ��� .� ���T�1� 3� 2���7� 3��� B V.0 �� 6��0�� ��� 4���� ��-�
��0��� L 1� �-0� 3 5.�� T �0�-������ � 5��� 3��� �.4.�� ��0�� 3 5�T 0� 
 �1 ��� 4��
� ��3��� � -��0/ 1� 3� T -����� V.� �-.� 2���7� 3��� B 4-��0��� .� �-TT��
V.0 � 5��� ��� 1� �-0� 3 5.�� T �0�-������ 
 �� W�0� R �-.� 3�T-���-�� .� ���.1���
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�1.� 2�����1 4-�4������ 1� 41���� C 3�� 2���7�� 4-������� �0 ��-. R �0 ��.���. 

S-TT� 1� ��.���. ��� .� 2���7� �.�-�4-T�1�T ����0�� �6-0� �2.�� E 
G  R �-.�
�6-�� 41�0��T ��� B ( C 
�-.� ��-�-�-�� 3 5��� �1�� �-TT�� Pk

!���� %����% R .� �-TT�� v ��1 V.�
�-.� 47�T 0� ���� 4-�3� �.� k �-TT��� 3-�� v ��� .� T 010�. ��� .� 47�T 0�
�0T�1040�1 
 S1�0��T ��� R .� �-TT�� Pk

��0T�1040�1 ��� Pk+1

��0T �1040�1 
 �-.� ���
��-.6-�� 1�� �-�0-�� 41���0V.�� 3� �0T�1040�10�� 
 �� �-TT�� P1

��0T �1040�1 ���
.� �-TT�� V.0 � 5��� ��� 1� T 010�. 3 5.� P3

R ��� �1� �.��0 �-TT�� �0T�10�
40�1 �I�� 
 �� �-TT�� P2

��0T�1040�1 ��� .� �-TT�� V.0 � 5��� 0������ 3 5�.4.�
P4

R ��� �1� �.��0 �-TT�� � �� �!���� %����% �F�� 
 �� �-�0-� V.0 �-.� 0��������
040 ��� 4�11� 3� P3

��0T�1040�10�� 
 �� �-TT�� P3

��0T�1040�1 ��� .� �-TT�� V.0
� 5��� ��� 1� T 010�. 3 5.� P5


 J��� 1� 2���7� 4-T�1�T ����0�� R 4� �-TT�� � 5���
��� 1� �-0� 3 5.�� T �0�-������ �6-0� �2.�� � 
G  


"%� � � 
G � �� T�0�-������ �� �-� 4-T�1�T ����0�� 

�� ����� � �&%�� ������� Pk

!���� %����% ��� .� -�3�� (v1, . . . , vn) 3�� �-T �
T ��� 3� G ��1 V.� R �-.� 1 ≤ i ≤ n R 1� �-TT�� vi

��� Pk

��0T�1040�1 3���
1� 2���7� G[v1, . . . , vi]


 �-�� R ���X �� �� �.�.��� �I�� -�� T-���� V.� R �.�
.� 2���7� ��0��2.1� R 1 5�12-�0�7T � �� !"# ��-3.0� .� -�3�� 3 5�10T 0���0-�
P1

��0T�1040�1 
 	�T 0�-� �� 
 1��0. �F�� -�� T-���� V.� R �.� .� 2���7� �� 4-����
���� �0 ��-. R �0 T �0�-������ R � 0 3-T 0�- R 1 5�12-�0�7T � �� !"# ��-3.0� .�
-�3�� 3 5�10T 0���0-� P2

��0T �1040�1 
 ����4� V.� 1 5�12-�0�7T � �� !"# ��-3.0�
.� -�3�� 3 5�10T 0���0-� P3

��0T �1040�1 �.� .� 2���7� 3��� C � U�17�.��.��T ���
�-� R 1� 2���7� 3� 1� �2.�� � 
� ��� .� ���T�1� 3� 2���7� 4-������� �0 ��-. R
�0 ��.���. �� �.� 1�V.�1 1 5-�3�� -/���. ��� 1 5�12-�0�7T � �� !"# � 5��� ���
P3

��0T�1040�1 
 �� 3���0�� �-TT�� �.T��-�� ��� 1 5�12-�0�7T � ��� 1� T 010�. 3 5.�
P5


�1 ��� 4�� ��3��� �-��0/ 1� 3� 3������2�� 1�� 4�� 3 5�2�10�� 3� 1 5�12-�0�7T �

�� !"# �-.� -/���0� 1� ��-��0��� �-.7�0��� 
 �-.� �6-�� �0��0 3���0 .�
�-.6�1 �12-�0�7T � 3� 4-T�1�� 0�� O(nm) ����1� �� !"#/ V.0 ��-.6� .�
-�3�� 3 5�10T 0���0-� P3

��0T�1040�1 � -.� �-.� 2���7� 3��� 1� 41���� C 
��� 4-���V.��4� 3� 4�� �12-�0�7T � ��� 1� �.06���� 
 �� 2���7� ��� $�� ����
�����% � 501 ��� /0����0 �� � 501 �� 4-��0��� ��� 3� ��-. 3� 1-�2.�.� �. T-0��
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"%� � � 
� � � 5�12-�0�7T � �� !"# ���T 0�� �.� 1� T 010�. 3 5.� P5



�0� 
 �� ���.1��� 41���0V.� ��� 1 5�� 0����4� 3��� �-.� 2���7� /0����0 4-�3�1 3 5.�
�-TT�� V.0 � 5��� ��� 1� T 010�. 3 5.� P5


 S� ���.1��� ��� 4-��. �-.� 30	�������
6��0����� R ��11�� V.� 1 5�� 0����4� 3 5.� �-TT�� ���� %� 3��� .� 2���7� � ����!
� ��� �����% R -. 1 5�� 0����4� 3 5.� -�3�� ����!Γ 3��� .�� T ���04� ����%�� ���
$�%�� �&� ���� 
 �.0�V.� �-.� 2���7� /0����0 4-�3�1 ��� 3��� 1� 41���� C R �-.�2�����10�-�� 4� ���.1��� 


�� �-TT�� ��� 30� Pk
!���� %����%R � 501 ��� Pk

��0T�1040�1 3��� 1� 2���7� 4-T �
�1�T ����0�� 
 �� ����� � �&%�� ������� Pk

!���� %����% ��� .� -�3�� (v1, . . . , vn)3�� �-TT��� 3� G ��1 V.� R �-.� 1 ≤ i ≤ n R 1� �-TT�� vi
��� Pk

��0T �1040�1
3��� 1� 2���7� G[v1, . . . , vi]


 � 5�12-�0�7T � �� !"#/ R ���10V.� �. 2���7�
4-T�1�T ����0�� 3 5.� 2���7� 3� 1� 41���� B R � ��T �� 3 5-/���0� .� -�3�� 3 5�10�
T 0���0-� P3

��0T�1040�1 
 ���.0�� R �-.� �����W-�T-�� 4�� -�3�� �� .� -�3��
3� 4-����4�0-� �T 04�1 2��4� � .� �12-�0�7T � 3� 4-T�1�� 0�� O(nm) ����1�
0P1P���$%&�/ 
 S� �-.6�1 �12-�0�7T � 4-T/0�� 1�� 03��� 3�� �12-�0�7T ��
0P1P���$%&� �� 0P1P���&�PN
� %�& ��������� 3��� 1� 47��0��� G 


� �� � �� �
�� �	�
 � &,�����

� 5�12-�0�7T � �� !"#/ ��� .� 4�� ����04.10�� 3� 1 5�12-�0�7T � �� !"# 
�-�� 3� 1 5���� � 2�����1� 3� �� !"# 1� �-TT�� �.T ��-�� ��� .� �-TT��
3 5��0V.���� 1�� 04-2���70V.�T ��� T �� 0T �1� R 1�� 4�� 3 5�2�10�� ����� 3������2��
��/0���0��T ��� 


J��� �� !"#/ R �-.� �6-�� / ��-0� 3� 3������2�� 1�� 4�� 3 5�2�10�� ��
�X -.���� 1� �K21� �.06���� 
 �.��-�-�� V. 5� .�� ���� � 3-���� 3� 1 5�12-�0�7T � R
1 5����T/1� A 3�� �-TT��� �-� �.T��-��� �Y��� .�� ��0V.���� T �� 0T �1� ���
�0�W�0� |A| ≥ 2 
 �-0� L(A) 1 5��0V.���� 4-TT.�� 3�� �-TT��� 3� A 
 �-0� U



FH ���� � �
� � � �
����� ���� �� �
�� �

1 5����T/1� 3�� �-TT��� �-� �.T ��-��� V.0 �� �-�� ��� 3��� A 
 �-.� 47�V.�
u ∈ U R �-0� L′(u) = L(u) \ L(A) 
 ��� �-TT��� 3� U �-�� ��0�� 1�� 04-2���
�70V.�T ��� ��1-� L′ 
 �1-�� R 1� ���T 0�� �-TT�� 3� U

�T �� 0T �1 ��1-� 1 5-�3��
�.� L′  �10T 0�� 3� A �-.� ��� �-��6-0�0�� ���.W �0 4�1� �T K�� A � 3�6��0�
6 03�  3��� 4� 4�� 01 ��� ���� �	 ��   �.0� 1� 3�.� 0KT � �-TT�� 3� U �10T 0�� ���
�-��6-0�0�� R . . . S���� ��- 4�3.�� � 5������ 1-��V.� �-.� 1�� �-TT��� 3� U -��
��� 4-��03���� �1�� 4�� 3 5�2�10��� �-�� �1-�� 3������2�� ��/0���0��T ���  
 �-040
.�� 3��4�0��0-� W-�T �11� 3� 1 5�12-�0�7T � L
� ���P %���� �� !"#/

�&�P�� 	 �� 2���7� G 

#�P� %� 	 �� -�3�� σ �.� 1�� �-TT��� 3� G 

�N�
�� 	
E 
 �-.� �-.� �-TT�� a R �-0� L(a) = ∅  
G 
 �-.� i = n, . . . , 1 L
G 
E 
 �-0� A 1 5����T/1� 3�� �-TT��� �-� �.T ��-��� �Y��� .�� ��0�
V.���� T �� 0T.T R �� �-0� U 1�� �.���� �-TT��� �-� �.T ��-���  

G 
G 
 ���� V.� |U | > 0 L
G 
G 
E 47-0�0� .� �-TT�� u ∈ U �-.� 1�V.�1 L(u) \ L(A) ��� T �� 0�
T.T  

G 
G 
G �-��� U = U \ {u} 
 �0 A ∩ N(u) 6= ∅ R �1-�� � -��� A =
A ∩ N(u)  

G 
� 
 47-0�0� .� �-TT�� a ∈ A �� � -��� σ(a) = i  
G 
� 
 �-.� 47�V.� 6-0�0� �-� �.T��-�� v 3� a R �X -.��� i � L(v) 
������ %�� 	 O(n × min(m, m)) 


J��� �-.� 4� 47��0��� R 1-��V.� �-.� W��-�� ��W����4� �.� 30	������� ���� ��
3�� �12-�0�7T �� �� !"# �� �� !"#/ R �-.� W��-�� ��W����4� � 1� �.T��-�
���0-� 3�� 102��� ���4�3����� 
 � 5�12-�0�7T � �� !"# ��� ���4��T ��� 1 5�12-�
�0�7T � �� !"#/ ���� 1� /-.41� G 
G 


��� � �� �� 
�, �� ��� �� �� !"#
�-�� R ���X �� �� �.���� �I�� -�� T-���� V.� 1 5�12-�0�7T � �� !"# �-.�

6�0� ���� 0T�1�T ���� �� ��T�� O(n + m) 3� 1� T ��0K�� �.06���� 
 ��� �-T �
T ��� � �.6��� ���� ��0�� ��1-� 1� 6�1�.� 3� L(v) �� .�010���� 3�� ��47�0V.��
.�.�11�� �E� 
 �-.� 47�V.� ��0V.���� ` R �-.� T �0����-�� .� ����T/1� S`

4-����
���� 1�� �-TT��� �-� �.T ��-��� v ��1 V.� L(v) = ` 
 S�� ����T/1� ��� 0T �
�1�T ���� ��� .�� 10��� 3-./1�T ��� 47����� R -� 47�V.� �1�T ��� � -0��� �.��0
6��� 1� ���� 3� 1� 10��� R V.0 ��� .� 4�11. 1� �� �40�1� 4-������� 1�.� ��0V.���� 
 ���
����� 3�� S`

�-��603�� �-�� �11���T �T� �1�4��� �� -�3�� 1�� 04-2���70V.� 3��



� �� � � �����
����� ���!"#/ FE

4�-0����� 3��� .�� 10��� 3-./1�T ��� 47����� M 
 ���3��� 1 50�0�0�10���0-� R �-.�
1�� �-TT��� �-�� T 0� 3��� S∅

�� S∅
��� 1� ��.1 �1�T ��� 3� M 
 � 50�0�0�10���

�0-� ����3 3-�4 .� ��T�� O(n) 
 � 5����T/1� A 3� 1 5���� � G 
E 3� 1 5�12-�0�7T �
��� 1� ���T 0�� ����T/1� 3� M 
 �-��V.� .� �-TT�� a 3� A ��� 47-0�0 1-��
3� 1 5���� � G 
� R 01 ��� ���0�� 3� 1� ���.4�.�� 3� 3-����� R �� 47�V.� 6-0�0� u3� a ��� ���0�� 3� 1 5����T/1� S`

V.0 4-��0��� u �� ��� �X -.�� 3��� 1 5����T/1�
S` ∪{σ(a)} = S` ∩ N(A) R � 1�4� X .��� �6��� S`

3��� M
�1�� ����T/1�� 603��

�-�� ���0��� 3� M
  
 S���� -� ����0-� 3� 3�4-.��2� 3�� S`

����3 .� ��T��
O(d(a)) 
 �� 4-�� �-��1 3�� ���� �� G 
� �� G 
� ��� 3-�4 O(n + m) 
 S 5��� �0��0
V.� �� !"# ��� 0T�1�T ���� 3��� �I�� 
 �� �2.�� � 
� ���������� 1 5���� 3� 1�
���.4�.�� 3� 3-����� 1-�� 3� 1� ���T 0K�� ���� � 3� 1 5���4.�0-� 3� 1 5�12-�0�7T �
�.� 1� 2���7� 3� 1� �2.�� E 
I 


c

d f

b a{6}

{}

"%� � � 
� � ���.4�.�� 3� 3-����� .�010��� 3��� 1 5�12-�0�7T � �� !"#

��� � �� �� 
�, �� ��� �� �� !"#/
�� W�0� 3� 3������2�� 1�� 4�� 3 5�2�10�� 3��� �� !"#/ �.2T���� 1� 4-T �

�1�� 0�� 
 � 5�12-�0�7T � �� !"#/ � �.� ���� 0T �1�T ���� �� ��T�� O(nm) 3�
1� T ��0K�� �.06���� 
 � 5����T/1� U 3���0 1-�� 3� 1 5���� � G 
E ��� ��0� �6���
1 5���� � G 
G ��1-� 1 5-�3�� L′(u) �� .�010���� 1� T �T� �Y�� 3� ���.4�.�� 3� 3-��
���� V.� ���4�3�TT��� 
 S�1� ��4���0�� .� ��T�� O(n + m) 
 �-�� 3� 1 5���� �
G 
G 
ER �-.� ��1�4�0-��-�� .� �-TT�� T �� 0T.T u �� ��T�� 4-������ R 1 5���� �
G 
G 
G ��� ���10��� �� ��T�� O(d(u)) 
 �� 4-�� �-��1 3� 1� /-.41� G 
G ��� 3-�4
O(n + m) � 47�V.� �����2� 3��� 1� /-.41� 
 �� 4-�41.�0-� R �.0�V. 501 Y � n0�����0-�� 3� 1� / -.41� ��0�40��1� R 1� ��T�� 3 5���4.�0-� �-��1 3� 1 5�12-�0�7T �
�� !"#/ ��� O(nm) 
�� W�0� R �-.� �11-�� �6-0� / ��-0� 3 5���10V.�� 1 5�12-�0�7T � �� !"#/ �.�
1� 4-T�1�T ��� G 3 5.� 2���7� G 
 �-0� m 1� �-T/�� 3 5������ 3� G 
 �.0�V.�



FG ���� � �
� � � �
����� ���� �� �
�� �

m = O(n2) R 1� 4-T�1�� 0�� ��� � ��0-�0 �� O(n3) 
 �1 ��� �-��0/ 1� 3� ��3.0��
4���� 4-T�1�� 0�� 3� 1� T ��0K�� �.06���� 
 �-�� 3� 1 5���104��0-� 3� 1 5�12-�0�7T �
�.� G R 1� 3�4-.��2� 3�� ����T/1�� S`

��4���0�� .� ��T�� O(d(a)) R -� d ��� 1�
W-�4�0-� 3�� 3�2��� 3� G 
 �-.� �-.6-�� 1� ���10��� �� ��T�� O(d(a)) �0 R �.
10�. 3� ���0��� 47�V.� 6-0�0� u 3� a

�3��� G
  3� 1 5����T/1� S`

V.0 4-��0���
u �� 3� 1 5�X -.��� 3��� 1� �-.6�1 ����T/1� S` ∩ NG(A) R �-.� ���0�-�� 47�V.�6-0�0� u 3� a

�3��� G
  3� 1 5����T/1� S`

V.0 4-��0��� u �� V.� �-.� 1 5�X -.�-��
� 1 5����T/1� S`\NG(A) R � 1�4� X .��� ���K� S`

3��� M 
 �� T �T� 03�� � �.� ����
.�010��� � -.� ��0�� 1 5����T/1� U �� �-.� T ����� � X -.� A �� ��T�� O(n + m) 
�� 4-�41.�0-� R 1� ��T�� 3 5�� �4.�0-� �-��1 3� 1 5�12-�0�7T � �� !"#/ ���10V.�
�.� 1� 4-T�1�T ����0�� G 3 5.� 2���7� G ��� ��4-�� O(nm) 

� 	
,	����� ��  �� �
	��-� � �� !"#

�-040 V.�1V.�� �-���0-�� �� ��-��0���� 3� 1 5�12-�0�7T � �� !"# 
 �-��V.�
1 5�12-�0�7T � ��1�4�0-��� .� �-TT�� a ∈ A 1-�� 3� 1 5���� � G 
� R 1� 6�1�.� 4-.�
����� 3� 1 5��0V.���� 3 5.� �-TT�� u X .��� �6��� V.� a �-0� �.T��-�� ��� �-���
La(u) 
 �-.� �0T�10��� 1�� �-���0-�� R σ(a) < σ(b) ��� �-�� a < b

�1� �-TT�� a� ��� �.T��-�� ���K� b
  


���� � * �� � ����� a, b, u ��%� "# � a < u� b ≤ u �� Lu(a) < Lu(b)
� � %���

a < b� ��� � �#� ��#� v ��% "# � v ≤ u� Lv(a) < Lv(b)
�

� ��#��� �.��-�-�� a < u R b ≤ u �� Lu(a) < Lu(b)

 �-�� 3� 1 5���� � 3�

1 5�12-�0�7T � -� u ��� �.T��-�� R 01 �� 0��� i > σ(u) R i ∈ Lu(b) \ Lu(a) R ��1 V.�
∀j > i R j ∈ Lu(a) ∩ Lu(b)

-. j /∈ Lu(a) ∪ Lu(b)

 ���K� V.� u �-0� �.T��-�� R

1�� ���0��� V.0 � �.6��� ���� �X -.��� � L(a) �� L(b) �-�� �1.� � ��0�� V.� σ(u)�� 3-�4 ���04��T ��� �1.� � ��0�� V.� i R 3-�4 1 50��2�10�� L(a) < L(b) ��� 6��0���3��� �-.�� 1� �.0�� 3� 1 5�12-�0�7T � 

2

���� � * �' � ����� a, b ��%� "# � a < b �� Lb(a) 6= Lb(b)
� � %��� �% �� ���� #�

� �� � �� > b "#� ���� b �� � ��"# � a � � ��� f(b, a) #� ��% � �� � �� � �� �� #� �
� %��� ��#� � �� � �� u ��% "# � f(b, a) < u �&��' � � u ���� a, b �# u � ��"# � a, b �
� � ��� � ��#� � �� � �� u ��% "# � u ���� a �� u � ��"# � b �&��' � � u < f(b, a) �
� ��#��� �� �-TT�� b ��� 47-0�0 �6��� a �� Lb(a) 6= Lb(b)

3-�4 Lb(a) < Lb(b)

J-�4 01 �� 0��� i ∈ Lb(b) \ Lb(a) R ��1 V.� ∀j > i R j ∈ Lb(a) ∩ Lb(b)

-. j /∈
Lb(a) ∪ Lb(b)


 �-0� f(b, a) 1� �-TT�� ��1 V.� σ(f(b, a)) = i 
�-0� u .� �-TT�� ��1 V.� f(b, a) < u 
 �-0� j = σ(u) 
 �.0�V.� i =
σ(f(b, a)) < σ(u) = j R �-.� �6-�� j ∈ Lb(a) ∩ Lb(b)

-. j /∈ Lb(a) ∪ Lb(b)
R ��

3-�4 u 6-0� a, b R -. u T��V.� a, b 
 2



� �� � � �����
����� ���!"#/ F�
���� � * �* � ����� a, b, u ��%� "# � a < b < u� u ���� a �� u � ��"# � b � � �����
a0 = a� b0 = b� a1 = u� b1 = f(b, a) �� � �#� i ≥ 2� ai

�� bi
�&' ��� �� %�

� ������ �#������� ���� "# � � ���� � ����$%� �

�

�� bi
� ��"# � ai � � ��� ai+1 = f(ai, bi−1)

�
�

�� ai+1
� ��"# � bi � � ��� bi+1 = f(bi, ai)

�
� ��� k % ������� � �� �� #� ��% "# � ak

��� �&' ��� � ��� ` % ������� � �� �� #� ��% "# �
b`

��� �&' ��� �%��� ` ∈ {k, k+1} � � ��� P(u, b, a) %� �� �� �� a0
!. . .!ak

!b`
!. . .!b0

�
� � a � ��"# � b� �%��� P(u, b, a) ���#�� #� �� �� �� ���� ������ � � a ���� b� �%���
P(u, b, a) ���#�� #� ���# �# #� ����&�
� ��#��� �.��-�-�� ` = k

�1� 4�� ` = k + 1 ��� �0T 01�0��  
 �-.� ��-.6-�� ���
0�3.4�0-� �.� j ≤ k 1�� ��-��0���� �.06����� L

� 1�� �.0��� (ai)i≤j
�� (bi)i≤j

�-�� /0�� 3���0��  
� a0 < b0 < a1 < b1 < · · · < aj < bj

 
� a0

�
. . .

�
aj

�� b0
�
. . .

�
bj

�-�� 3�� 47�T 0�� ���� 4-�3�  
� 01 � 5Y � ��� 3 5����� ����� .� �-TT�� ai

�� .� �-TT�� bi
R ��4���� akbk�� �6���.�11�T ��� a0b0


�0 j = 1 R �1-�� a1
6-0� a0

R T ��V.� b0
R �� a0 < b0 < a1

R 3-�4 Lb0(a0) 6=
Lb0(b0)


 J-�4 1� �-TT�� b1 = f(b0, a0)
��� /0�� 3���0 ��� 1� 1�TT� � 
G 
 ��

�-TT�� b1
6-0� b0

R T ��V.� a0
�� a1 < b1


 J-�4 1� ��-��0��� ��� 6��0� �-.�
j = 1 
�.��-�-�� V.� 1 ≤ j < k �� V.� 1� ��-��0��� ��� 6��0� �-.� j 
 �.0�V.�
bj

6-0� bj−1
R T ��V.� aj

R �� bj−1 < aj < bj
R �-.� �6-�� Laj

(bj−1) 6= Laj
(aj)



���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� aj+1 = f(aj , bj−1)


 �� �-TT�� aj+16-0� aj
R T ��V.� bj−1

�� bj < aj+1

 �.0�V.� aj+1

T��V.� bj−1
R �� a0 < b0 <

a1 < b1 = f(b0, a0) < · · · < aj = f(aj−1, bj−2) < bj = f(bj−1, aj−1)
R �1-��

aj+1
T��V.� a0, . . . , aj−1, b0, . . . , bj−1


 �1 �� 6� 3� T �T� �-.� bj+1

 J-�4 1�

��-��0��� ��� 6��0� �-.� j + 1 
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���� � * �. � � G ��� ���� ���#� �� � ��� a, b, u ��%� "# � a < b < u� u ���� a�
u � ��"# � b �� a ���� b � � %��� f(b, a) ���� u �

� ��#��� S-��03��-�� 1� 47�T 0� P(u, b, a) 3. 1�TT� � 
� 
 �.0�V.� a 6-0� b R 1�47�T 0� 0�3.0� .� ��-. -. .� 4���� R �� G ��� ���� ��-. 3-�4 f(b, a) 6-0� u 
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�-040 V.�1V.�� �-���0-�� �� ��-��0���� 3� 1 5�12-�0�7T � �� !"#/ 
 �-��V.�

1 5�12-�0�7T � 47-0�0� .� �-TT�� a ∈ A 1-�� 3� 1 5���� � G 
� 3� 1 5�12-�0�7T �
�� !"#/ R � -.� �-.� �-TT�� ��-� �.T ��-��  u R �-0� L′

a(u) = La(u) \La(a) 
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���� � * �) � ����� a, b ��%� "# � a < b� Lb(a) = Lb(b)
�� N(a) 6= N(b) � � %����� ������ %� $�# �%� �� % �&��� � � �� �� % ��%� ������ � �� !"#/ � %� � �� � �� a � &�&

�����& �� A � �� #� � �� � �� u = g(b, a) �&��' ��� � u ���� b� u � ��"# � a� u < a�� Lb(u) < Lb(b)
�

� ��% �� ���� #� � �� � �� v ��% "# � v < a� v ���� a� v � ��"# � b �� Lb(v) 6=
Lb(b)� �%��� L′

b(v) ≤ L′
b(u) � � � L′

b(v) 6= L′
b(u)� �%��� �% �� ���� #� � �� � �� > b"#� ���� u �� � ��"# � a, b, v � � ��� x = h(u, v) #� ��% � �� � �� � �� �� #� � � %������#� � �� � �� y � ��% "# � x < y �� y � ��"# � a, b� �&��' � � y ���� u, v �# y� ��"# � u, v � � � ��� � ��#� � �� � �� y ��% "# � y ���� v �� y � ��"# � a, b, u��&��' � � y < x �

� ��#��� �� 3���0�0-� 3� u �� ��� ��-��0���� 3�4-.1��� 3� 1� 3���0�0-� 3�
1 5�12-�0�7T � 
 �.��-�-�� V. 501 �� 0��� .� �-TT�� v ��1 V.� v < a R v 6-0� a R vT��V.� b �� Lb(v) 6= Lb(b)



�.��-�-�� L′

b(v) > L′
b(u) R �1-�� v 3�6��0� �6-0� ��� ��1�4�0-��� 1-�� 3�

1 5���� � G 
G 
E �6��� u 
 �1-�� R � 1 5���� � G 
G 
G R A∩N(v) 3�6��0� ���� 603� R �0�-�
b ��� ���0�� 3� A �� b � 5��� ��� 1� �-TT�� 47-0�0 1-�� 3� 1 5���� � G 
� 
 �.0�V.� a��� 3��� N(v) R 01 � ��� ���0�� 3� A ���4�3�TT��� R ��� .� �-TT�� w 6��0����
L′

b(w) ≥ L′
b(v) > L′

b(u) R �� 3-�4 w 6= u 
 S�1� 4-����30� 1� 3���0�0-� 3�
u = g(b, a) R 3-�4 L′

b(v) ≤ L′
b(u) 
�0 L′

b(v) 6= L′
b(u) R �1-�� x = h(u, v) ��� /0�� 3���0 
 �-0� y .� �-TT��

��1 V.� x < y �� y T��V.� a, b 
 �0 y 6-0� v �� y T��V.� u R �1-�� L′
b(v) <

L′
b(u) 0T �10V.� V. 501 �� 0��� .� �-TT�� > y V.0 6-0� u �� T ��V.� a, b, v R .��4-����304�0-� � 1� 3���0�0-� 3� x 
 �0 y 6-0� u �� T ��V.� v R 4�1� 4-����30�

�.��0 1� 3���0�0-� 3� x 
 J-�4 y 6-0� u, v -. y T��V.� u, v 
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�����1-�� V.� C 3��02�� 1� 41���� 3�� 2���7�� �� 4-������� �0 ��-. R �0
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 J��� 4���� ����0� R �-.� T -���-�� V.� 1-��V.� 1� 2���7� �� ������ ���
3��� C R 1 5-�3�� ��-3.0� ��� 1 5�12-�0�7T � �� !"#/ ��� .� -�3�� 3 5�10T 0���0-�
P3

��0T�1040�1 
 S� ���.1��� � 5��� ��� 6��0 � -.� 1 5�12-�0�7T � �� !"# 4-TT�
�-.� 1 5�6-�� T-���� �.� 1 5�� �T�1� 3� 1� �2.�� � 
� 


�6��� 3� ��-.6�� 1� �7�-�KT � ��0�40��1 R �-.� �6-�� / ��-0� 3. 1�TT�
�.06��� L
���� � * �� � ��� #� ���� � � G ∈ C � � ��� P = a0

!a1
!· · ·!ar

#� �� �� �� ����
����� ���� r ≥ 4 � � ��� u #� � �� � �� "#� ���� a0

�� ar
� � %��� % �#� � ��� � ��!

� ��&�&� �#������� ��� ����� �
��� u ���� ��#� %�� � �� � ��� �� P �
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�

������������� FF

���� r ��� � ���� u ���� a0, a2, . . . , ar
�� � ��"# � a1, a3, . . . , ar−1 ������ r = 4� u ���� a2

�� �� ����� ��� % �#� �� a1, a3
�

� ��� �� ��#� ��� ���� u ���� a2
�� ar−2

�

� ��#��� ����1-�� � ��� ��� � 50T�-��� V.�1 �-.��47�T 0� 3� P R 3� 1-�2.�.� �.
T-0�� 1 R 3-�� 1�� �� ���T 0��� 6-0��� u �� 3-�� 1�� �-TT��� 0����0�.�� T ��V.���
u 
 �� 47�T 0� P ��� ����0�0-��� ��. ���� 3�� ������  �� ��� ��2T ���� 
 �.0�V.�
G �� 4-��0��� ��� 3� ��-. R 47�V.� ��2T ��� ��� 3� 1-�2.�.� 1 -. 2 
 �-.�
` = 1, 2 R �-0� s`

1� �-T/�� 3� ��2T���� 3� P 3� 1-�2.�.� ` 
 �1-�� r = s1+2s2

�0 s1 = 0 R 47�V.� ��2T ��� ��� 3� 1-�2.�.� 2 �� �00  ��� 6��0� 
 U�0������� R

�.��-�-�� s1 > 0 
 �1-�� u 6-0� 3�.� �-TT��� 4-���4.�0W� 3� P 
 �.��-�-��
V.� �0  � 5��� ��� 6��0� R �1-�� u � .� �-� 6-0�0� 3��� P 
 ��� �YT���0� R 01 Y � .�
���0�� i ��1 V.� u 6-0� ai

�� ai+1
�� ��� ai+2


 �1-�� i ≤ 1
��0�-� a0

�
uaiai+1

�
ai+2��� .� ��.���.  �� r ≤ i + 3

��0�-� ar

�
uaiai+1

�
ai+2

��� .� ��.���.  
 J-�4
r = 4 �� i = 1 �� �000  ��� 6��0� 
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	�� � * �� � ��� G #� ���� � � ���� C � � ��%� ������ � �� !"#/ ��� %�"# &
� G � ���#�� #� ����� � �&%�� ������� P3

!���� %����%�
� ��#�� �# �� &���� �� �� P5 a

�
b
�
c
�
d
�
e 3��� G ��� � �#���� �0 c <

min{a, b, d, e} 
 �-��� /.� ��� 3� ��-.6�� V. 501 � 5Y � ��� 3� T �.6�0� P5

 �.��

�-�-�� R �. 4-����0�� R V. 501 �� �� 0��� .� �� T-���-�� V.� �-.� �/-.�0��-��
� .�� 4-����304�0-� 
 �� T�.6�0� P5 a

�
b
�
c
�
d
�
e ��� � %#� � �#���� V. 5.� �.���

T �.6�0� P5 a′�b′�c′�d′�e′ �0 a ≥ a′, b ≥ b′, c ≥ c′, d ≥ d′, e ≥ e′ �� V. 5�.
T-0�� .�� 3� 4�� 0��2�10��� ��� ���04�� 
 �-0� a

�
b
�
c
�
d
�
e 1� � 1.� T �.6�0� P5


 ���
�YT ���0� R �-.� � -.6-�� �.��-��� V.� e < a 

�� 	� ���
� * ��

e < b �

� ��#��� �.��-�-�� V.� 1 5�� �T ��0-� ��� W�.��� R 3-�4 c < b < e < a 
�.0�V.� a 6-0� b R T ��V.� e �� b < e < a R �-.� � -.6-�� 4-��03���� 1�
47�T 0� ���� 4-�3� R = P(a, e, b) 3. 1�TT� � 
� 
 �0 �.4.� �-TT�� 3� c, d � 5�
3� 6-0�0� 3��� R∗ R �1-�� R∪{c, d} ��� .� 4Y41� 3� 1-�2.�.� �. T-0�� 6 R 3-�41 5.� 3� c, d � .� 6-0�0� 3��� R∗ 
 �-0� q 1� �-TT�� 3� R∗ 1� � 1.� ��K� 3� a V.0
6-0� 1 5.� 3� c, d 
 �0 q T��V.� c R �1-�� R[b, q]∪ {d, c} ��� .� ��-. 
 J-�4 q 6-0�
c 
 �� 4Y41� ���� 4-�3� R[b, q] ∪ {c} 3-0� ���� 3� 1-�2.�.� < 5 R 3-�4 q 6-0� a�� 3-�4 q 6= d 
�.0�V.� q 6-0� c R T ��V.� b �� c < b < q R �-.� �6-�� Lb(c) 6= Lb(b)



���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� r = f(b, c) 
 �� �-TT�� r 6-0� b R T ��V.�
c �� q < r 
 �.0�V.� b 6-0� c R 1� �-TT�� r 6-0� q 3 5���K� 1� 1�TT� � 
� 
 �.0�V.�
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r 6-0� b R �-.� �6-�� r 6= d 
 �.0�V.� f(e, b) ��� 1� 6-0�0� 3� e �.� R R �1-��
f(e, b) ≤ q < r R �� r 6-0� b 
 J-�4 r 6-0� e ��� 1� 1�TT� � 
G 
 �0 r 6-0� a R �1-��01 Y � .� ��.���. e

�
rab

�
c R .�� 4-����304�0-� R 3-�4 r T��V.� a 
 �0 r T��V.�

d R �1-�� r, b, c, d, e ��� .� ��-. R 3-�4 r 6-0� d 
 �0 R ��� 3� 1-�2.�.� > 3 R �1-��
f(e, b) < q = f(a, e) < r R r 6-0� e �� r T��V.� a R .�� 4-����304�0-� 
 J-�4 R��� 3� 1-�2.�.� 3 R q 6-0� e �� q = f(e, b) 
�.0�V.� r 6-0� e R T ��V.� a �� e < a < r R �-.� �6-�� La(e) 6= La(a) 
���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� s = f(a, e) 
 �� �-TT�� s 6-0� a R T ��V.�
e �� r < s 
 �.0�V.� s 6-0� a R �-.� �6-�� s 6= d 
 �.0�V.� s T��V.� e ��
q = f(e, b) < r = f(b, c) < s R �1-�� s T��V.� b, c 3 5���K� 1� 1�TT� � 
G 
 �0 s6-0� d R �1-�� s, a, b, c, d ��� .� ��-. R 3-�4 s T��V.� d 
 �0 s 6-0� q R �1-�� b

�
asq

�
e��� .� ��.���. R 3-�4 s T��V.� q 
 �0 s 6-0� r R �1-�� c

�
der

�
s ��� .� ��.���. R

3-�4 s T��V.� r 
�.0�V.� s 6-0� a R T ��V.� q �� a < q < s R �-.� �6-�� Lq(a) 6= Lq(q)
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G �-.� 3���0� t = f(q, a) 
 �� �-TT�� t 6-0� q R T ��V.�
a �� s < t 
 �.0�V.� q 6-0� a R �1-�� t 6-0� s 3 5���K� 1� 1�TT� � 
� 
 �.0�V.� tT��V.� a �� q = f(e, b) < r = f(b, c) < s = f(a, e) < t R �1-�� t T��V.� b, c, e3 5���K� 1� 1�TT� � 
G 
 �.0�V.� t T��V.� c R �-.� �6-�� t 6= d 
 �0 t 6-0� r R �1-��
t, r, b, a, s ��� .� ��-. R 3-�4 t T��V.� r R T �0� �1-�� b

�
req

�
t ��� .� ��.���. R

.�� 4-����304�0-� 
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 �.0�V.� b 6-0� c RT ��V.� e �� c < e < b R �-.� �6-�� Le(c) 6= Le(e)

 ���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G

�-.� 3���0� p = f(e, c) 
 �� �-TT�� p 6-0� e R T ��V.� c �� b < p 
 �.0�V.�
p 6-0� e �� T ��V.� c R �-.� �6-�� p 6= a �� p 6= d 
 �0 p 6-0� a R �1-�� p 6-0�
1�� �����T 0��� 3. P5 a, b, c, d, e ���� 6-0� c R .�� 4-����304�0-� �. 1�TT� � 
� R
3-�4 p T��V.� a 
 �0 p 6-0� b R �1-�� p 6-0� d R �0�-� p, b, c, d, e ��� .� ��-. 
 �0 pT��V.� b R �1-�� p T��V.� d R �0�-� 1� T �.6�0� P5 a

�
b
�
c
�
d
�
p ��� �1.� T �.6�0�
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�
b
�
c
�
d
�
e 
 J-�4 p 6-0� b, d -. p T��V.� b, d 
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� ��#��� �.��-�-�� V.� 1 5�� �T ��0-� ��� W�.��� R 3-�4 c < e < b < a 3 5���K�
1 5�� �T ��0-� � 
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��� � � p < a �� p ���� b, d � �.0�V.� a 6-0� b R T ��V.� p �� b < p < a R �-.��6-�� Lp(b) 6= Lp(p) 
 ���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� q = f(p, b) 
 ���-TT�� q 6-0� p R T ��V.� b �� a < q 
 �.0�V.� p 6-0� bR �1-�� q 6-0� a 3 5���K�
1� 1�TT� � 
� 
 �.0�V.� q 6-0� a R �-.� �6-�� q 6= d 
 �.0�V.� p = f(e, c) < q R
q 6-0� e, c -. q T��V.� e, c 
 �.��-�-�� V.� q T��V.� e, c 
 �0 q 6-0� d R �1-��
q, a, b, c, d ��� .� ��-. R 3-�4 q T��V.� d 
 �1-�� c

�
dep

�
q ��� .� ��.���. R .��

4-����304�0-� 
 J-�4 q 6-0� e, c 
 �.0�V.� q 6-0� c R T ��V.� b �� c < b < q R �-.�
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G �-.� 3���0� r = f(b, c) 
 ���-TT�� r 6-0� b R T ��V.� c �� q < r 
 �.0�V.� b 6-0� c R �1-�� r 6-0� q 3 5���K� 1�

1�TT� � 
� 
 �.0�V.� r 6-0� bR T ��V.� c �� p = f(e, c) < q = f(p, b) < r R �1-��
r 6-0� p �� r T��V.� e 
 U�0� �1-�� c

�
brp

�
e ��� .� ��.���. R .�� 4-����304�0-� 
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3� 1-�2.�.� �. T-0�� 7 R 3-�4 1 5.� 3� c, d, e � .� 6-0�0� 3��� R∗ 
 �-0� q 1�
�-TT�� 3� R∗ 1� � 1.� ��K� 3� a V.0 6-0� 1 5.� 3� c, d, e 
 �0 q T��V.� c R �1-��1 5.� 3� R[b, q] ∪ {c, d} R R[b, q] ∪ {c, d, e} ��� .� ��-. 
 J-�4 q 6-0� c 
 �.0�V.�
q 6-0� c �� p = f(e, c) < q R �1-�� q 6-0� e 
 �� 4Y41� ���� 4-�3� R[b, q] ∪ {c}3-0� ���� 3� 1-�2.�.� < 5 R 3-�4 q 6-0� a �� 3-�4 q 6= d 
 �.0�V.� q 6-0� c RT ��V.� b �� c < b < q R �-.� �6-�� Lb(c) 6= Lb(b)


 ���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G
�-.� 3���0� r = f(b, c) 
 �� �-TT�� r 6-0� b R T ��V.� c �� q < r 
 �.0�V.�
b 6-0� c R �1-�� r 6-0� q 3 5���K� 1� 1�TT� � 
� 
 �.0�V.� r 6-0� b R T ��V.� c ��
p = f(e, c) < f(p, b) ≤ q < r R �1-�� r 6-0� p �� r T��V.� e 
 �.��-�-�� V.� R��� 3� 1-�2.�.� > 3 R �1-�� f(p, b) < q = f(a, p) < r �� r 6-0� p R 3-�4 r 6-0� a�� �1-�� c

�
bar

�
p ��� .� ��.���. R .�� 4-����304�0-� 
 J-�4 R ��� 3� 1-�2.�.� 3�� q 6-0� p 
 U�0� �1-�� q 6-0� 1�� �� ���T 0��� 3. P6 a

�
b
�
c
�
d
�
e
�
p ���� 6-0� b R .��4-����304�0-� �. 1�TT� � 
� 


��� � � a < p �� p ���� b, d � �.0�V.� p 6-0� bR T ��V.� a �� b < a < p R �-.��6-�� La(b) 6= La(a) 
 ���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� q = f(a, b) 
 ���-TT�� q 6-0� a R T ��V.� b �� p < q 
 �.0�V.� a 6-0� b R �1-�� q 6-0� p 3 5���K�
1� 1�TT� � 
� 
 �.0�V.� q 6-0� a R �-.� �6-�� q 6= d 
 �.0�V.� p = f(e, c) < q R�-0� q 6-0� e, c R �-0� q T��V.� e, c 
 �.��-�-�� V.� q T��V.� e, c 
 �0 q 6-0� d R�1-�� q, a, b, c, d ��� .� ��-. R 3-�4 q T��V.� d 
 �1-�� c

�
dep

�
q ��� .� ��.���. R

.�� 4-����304�0-� R 3-�4 q 6-0� c, e 
 �.0�V.� q 6-0� c R T ��V.� b �� c < b < q R�-.� �6-�� Lb(c) 6= Lb(b)

 ���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� r = f(b, c) 
�� �-TT�� r 6-0� b R T ��V.� c �� q < r 
 �.0�V.� b 6-0� c R �1-�� r 6-0� q 3 5���K�

1� 1�TT� � 
� 
 �.0�V.� r 6-0� b R �-.� �6-�� r 6= d 
 �.0�V.� r 6-0� b R T ��V.�
c �� p = f(e, c) < q = f(a, b) < r R �1-�� r 6-0� a �� r T��V.� e 
 �0 r 6-0� p R�1-�� c

�
brp

�
e ��� .� ��.���. R 3-�4 r T��V.� p 
 �.0�V.� r 6-0� a R T ��V.� p ��

a < p < r R �-.� �6-�� Lp(a) 6= Lp(p) 
 ���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0�
s = f(p, a) 
 �� �-TT�� s 6-0� p R T ��V.� a �� r < s 
 �.0�V.� s T��V.� a ��
p = f(e, c) < q = f(a, b) < r = f(b, c) < s R �1-�� s T��V.� a, b, c, e 
 �.0�V.�
s T��V.� c R �-.� �6-�� s 6= d 
 �0 s T��V.� d R �1-�� c

�
dep

�
s ��� .� ��.���. R

3-�4 s 6-0� d 
 U�0� �1-�� a
�
b
�
c
�
d
�
s ��� .� T�.6�0� P5

V.0 ��� �1.� T �.6�0�
V.� a

�
b
�
c
�
d
�
e R .�� 4-����304�0-� 


��� � � a < p �� p � ��"# � b, d � �.0�V.� p 6-0� e R T ��V.� b �� e < b < p R�-.� �6-�� Lb(e) 6= Lb(b)

 ���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� q = f(b, e) 
�� �-TT�� q 6-0� b R T ��V.� e �� p < q 
 �.0�V.� q 6-0� bR �-.� �6-�� q 6= d 




F� ���� � �
� � � �
����� ���� �� �
�� �

�.0�V.� q T��V.� e �� p = f(e, c) < q R �1-�� q T��V.� c 
 �0 q T��V.� d R�1-�� q
�
b
�
c
�
d
�
e ��� �1.� T �.6�0� V.� a

�
b
�
c
�
d
�
e R 3-�4 q 6-0� d 


��� � �� � q � ��"# � a � �.0�V.� q 6-0� b R T ��V.� a �� b < a < q R �-.��6-�� La(b) 6= La(a) 
 ���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� r = f(a, b) 
 ���-TT�� r 6-0� a R T ��V.� b �� q < r 
 �.0�V.� a 6-0� b R �1-�� r 6-0� q 3 5���K�
1� 1�TT� � 
� 
 �.0�V.� r 6-0� a R �-.� �6-�� r 6= d 
 �.0�V.� r T��V.� b ��
p = f(e, c) < q = f(b, e) < r R �1-�� r T��V.� c, e 
 �0 r 6-0� d R �1-�� a, b, c, d, r��� .� ��-. R 3-�4 r T��V.� d 
 �0 r 6-0� p R �1-�� a, b, c, d, e, p, r ��� .� ��-. R
3-�4 r T��V.� p 
 �.0�V.� r 6-0� a R T ��V.� p �� a < p < r R �-.� �-.6-��
4-��03���� 1� 47�T 0� ���� 4-�3� R = P(r, p, a) 3. 1�TT� � 
� 
 ��� �-TT���
3� R∗ T��V.��� a �� p = f(e, c) < q = f(b, e) < r = f(a, b) R 3-�4 01�
T ��V.��� b, c, e 
 �0 d � 5� ��� 3� 6-0�0� 3��� R∗ R �1-�� R ∪ {b, c, d, e} ��� .�
��-. 3� 1-�2.�.� �. T-0�� 8 R 3-�4 d � .� 6-0�0� 3��� R∗ 
 �-0� s 1� �-TT��
3� R∗ 1� � 1.� ��K� 3� a V.0 6-0� d 
 �1-�� R[a, s] ∪ {b, c, d} ��� .� ��-. R .��
4-����304�0-� 


��� � �� � q ���� a � �0 q 6-0� p R �1-�� c
�
baq

�
p ��� .� ��.���. R 3-�4 q T��V.�

p 
 �.0�V.� q 6-0� a R T ��V.� p �� a < p < q R �-.� � -.6-�� 4-��03���� 1� 47�T 0�
���� 4-�3� R = P(q, p, a) 3. 1�TT� � 
� 
 �.0�V.� p = f(e, c) < q = f(b, e) R .��-TT�� 3� R∗ 6-0� b, c, e -. T ��V.� b, c, e 
 �-0� r 1� 6-0�0� 3� q 3��� R∗ 
 ��
�-TT�� r T��V.� a R �� f(p, a) ≤ r 
 �0 r T��V.� b, c, e R �1-�� c

�
baq

�
r ��� .�

��.���. R 3-�4 r 6-0� b, c, e 
 �1-�� a
�
bcr

�
e ��� .� ��.���. R .�� 4-����304�0-� 


2

��� �� �T ��0-�� � 
� �� � 
� 0T �10V.��� V.� c < e < a < b 
�.0�V.� p 6-0� e R T ��V.� a �� e < a < p R �-.� �6-�� La(e) 6= La(a) 
���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� q = f(a, e) 
 �� �-TT�� q 6-0� a R T ��V.�
e �� p < q 
 �.0�V.� q 6-0� a R �-.� �6-�� q 6= d 
 �.0�V.� d 6-0� e R T ��V.� a R�1-�� d < q = f(a, e) 
 �.0�V.� q T��V.� e �� p = f(e, c) < q R �1-�� q T��V.�
c 
 �0 q 6-0� d R �1-�� q 6-0� b R �0�-� q, a, b, c, d ��� .� ��-. 
 �0 q T��V.� d R �1-��
q T��V.� b R �0�-� 1� T �.6�0� P5 q

�
b
�
c
�
d
�
e ��� �1.� T �.6�0� V.� a

�
b
�
c
�
d
�
e 
J-�4 q 6-0� b, d -. q T��V.� b, d 


�� 	� ���
� * ��� �� �� �� �� q !a!b!c!d!e!p ��� ���� ������
� ��#��� �.��-�-�� V.� q 6-0� p 
 �1-�� q 6-0� 1�� �����T 0��� 3. 47�T 0� a

�
b
�
c
�
d
�
e
�
p ���� 6-0� c R 3-�4 R 3 5���K� 1� 1�TT� � 
� R 1� 47�T 0� � 5��� ��� ����

4-�3� R 3-�4 p 6-0� b, d 
 �0 q T��V.� b, d R �1-�� p 6-0� 1�� �� ���T 0��� 3. 47�T 0�
q
�
a
�
b
�
c
�
d
�
e ���� 6-0� c R .�� 4-����304�0-� �. 1�TT� � 
� R 3-�4 q 6-0� b, d 
 U�0�

�1-�� c
�
bqp

�
e ��� .� ��.���. R .�� 4-����304�0-� 
 J-�4 q T��V.� p 
�.0�V.� q 6-0� a R T ��V.� p �� a < p < q R �-.� �6-�� Lp(a) 6= Lp(p) 
���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� r = f(p, a) 
 �� �-TT�� r 6-0� p R T ��V.�



� �� �
P3

�

������������� F�

a �� q < r 
 �.0�V.� r T��V.� a �� p = f(e, c) < q = f(a, e) < r R �1-�� rT��V.� c, e 
�.��-�-�� V.� p 6-0� b, d 
 �0 r T��V.� d R �1-�� c
�
dep

�
r ��� .� ��.���. R

3-�4 r 6-0� d 
 �0 r T��V.� bR �1-�� 1� T �.6�0� P5 a
�
b
�
c
�
d
�
r ��� �1.� T �.6�0�

V.� a
�
b
�
c
�
d
�
e R 3-�4 r 6-0� b 
 �1-�� a

�
brp

�
e ��� .� ��.���. R .�� 4-����304�0-� 
J-�4 p T��V.� b, d 
�.��-�-�� V.� q 6-0� b, d �� r 6-0� q 
 �0 r T��V.� b R �1-�� c

�
baq

�
r ���

.� ��.���. R 3-�4 r 6-0� b 
 �0 r T��V.� d R �1-�� 1� T �.6�0� P5 r
�
b
�
c
�
d
�
e ���

�1.� T �.6�0� V.� a
�
b
�
c
�
d
�
e R 3-�4 r 6-0� d 
 �1-�� e

�
drq

�
a ��� .� ��.���. R .��

4-����304�0-� 

�.��-�-�� V.� q 6-0� b, d �� r T��V.� q 
 �.0�V.� r 6-0� p R T ��V.� q ��

p < q < r R �-.� �6-�� Lq(p) 6= Lq(q)

 ���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0�

s = f(q, p) 
 �� �-TT�� s 6-0� q R T ��V.� p �� r < s 
 �.0�V.� s T��V.� p ��
p = f(e, c) < q = f(a, e) < r = f(p, a) R �1-�� s T��V.� a, c, e 
 �0 s T��V.�
b R �1-�� c

�
baq

�
s ��� .� ��.���. R 3-�4 s 6-0� b 
 �0 s T��V.� d R �1-�� 1� T �.6�0�

P5 s
�
b
�
c
�
d
�
e ��� �1.� T �.6�0� V.� a

�
b
�
c
�
d
�
e R 3-�4 s 6-0� d 
 �1-�� e

�
dsq

�
a ���

.� ��.���. R .�� 4-����304�0-� 
 3-�4 q T��V.� b, d 
 2

�� 	� ���
� * ���
d < b �

� ��#��� �.��-�-�� V.� 1 5�� �T ��0-� ��� W�.��� R �1-�� c < e < a < b < d3 5���K� 1�� �� �T ��0-�� � 
� �� � 
� 

��� � � Ld(b) 6= Ld(d) � ���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� s = f(d, b) 
�� �-TT�� s 6-0� d R T ��V.� b �� d < s 
 �.0�V.� s 6-0� d R �-.� �6-�� s 6= p 
�.��-�-�� V.� s 6-0� c 
 �0 s T��V.� e R �1-�� b

�
csd

�
e ��� .� ��.���. R 3-�4

s 6-0� e 
 �0 s T��V.� a R �1-�� 1� T �.6�0� P5 a
�
b
�
c
�
s
�
e ��� �1.� T �.6�0� V.�

a
�
b
�
c
�
d
�
e R 3-�4 s 6-0� a 
 �0 s T��V.� p R �1-�� a

�
sde

�
p ��� .� ��.���. R 3-�4 s6-0� p 
 �1-�� b

�
cds

�
p ��� .� ��.���. R .�� 4-����304�0-� R 3-�4 s T��V.� c 
 �0

s 6-0� a R �1-�� a, b, c, d, s ��� .� ��-. R 3-�4 s T��V.� a 
 �1-�� 1� T �.6�0� P5

a
�
b
�
c
�
d
�
s ��� �1.� T �.6�0� V.� a

�
b
�
c
�
d
�
e R .�� 4-����304�0-� 


��� � � Ld(b) = Ld(d) � �.0�V.� a 6-0� b �� a T��V.� d R �-.� �6-��
N(b) 6= N(d) 
 ���10V.-�� 1� 1�TT� � 
F �-.� 3���0� s = g(d, b) 
 �� �-TT��
s 6-0� d R T ��V.� b R s < b R �� Ld(s) < Ld(d) 
 �.0�V.� s T��V.� bR �-.� �6-��
s 6= a, c 
 �.0�V.� q 6-0� a R T ��V.� d R �-.� �6-�� Ld(a) 6= Ld(d) R �� �.0�V.�
a 6-0� b �� a T��V.� d R �-.� �6-�� L′

d(a) ≤ L′
d(s)


 �0 s 6-0� q R �1-�� s 6-0�
1�� �����T 0��� 3. P5 q, a, b, c, d ���� 6-0� bR .�� 4-����304�0-� �. 1�TT� � 
� R
3-�4 s T��V.� q 
 J-�4 L′

d(a) 6= L′
d(s)


 ���10V.-�� 1� 1�TT� � 
F �-.� 3���0�
t = h(s, a) 
 �� �-TT�� t 6-0� s R T ��V.� a, b, d �� q < t 
 �.0�V.� t T��V.�
a �� p = f(e, c) < q = f(a, e) < t R �1-�� t T��V.� c, e 
 �.0�V.� t T��V.� e R�-.� �6-�� s 6= e 
 �0 s 6-0� c R �1-�� b

�
cds

�
t ��� .� ��.���. R 3-�4 s T��V.�
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����� ���� �� �
�� �

c 
 �0 s 6-0� a R �1-�� a, b, c, d, s ��� .� ��-. R 3-�4 s T��V.� a 
 �.��-�-�� V.�
s < e 
 �.0�V.� t 6-0� s R T ��V.� e �� s < e < t R �-.� �6-�� Le(s) 6= Le(e)



���10V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� u = f(e, s) 
 �� �-TT�� u 6-0� e R T ��V.�
s �� t < u 
 �.0�V.� u 6-0� e �� p = f(e, c) < q = f(a, e) < t < u R �1-�� u6-0� a, c 
 �.0�V.� u 6-0� a R T ��V.� s R t = h(s, a) < u �� s = g(b, d) R �1-�� u6-0� b, d 
 �1-�� a

�
ucd

�
s ��� .� ��.���. R .�� 4-����304�0-� 
 J-�4 e < s 
 �1-��1� T �.6�0� P5 a

�
b
�
c
�
d
�
s ��� �1.� T �.6�0� V.� a

�
b
�
c
�
d
�
e R .�� 4-����304�0-� 
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Lb(d) = Lb(b)

�

� ��#��� �.��-�-�� V.� 1 5�� �T ��0-� ��� W�.��� R 3-�4 Lb(d) 6= Lb(b)

 ���10�

V.-�� 1� 1�TT� � 
G �-.� 3���0� s = f(b, d) 
 �� �-TT�� s 6-0� b R T ��V.� d�� b < s 
 �.0�V.� s 6-0� b R �-.� �6-�� s 6= q 
 �.��-�-�� V.� s 6-0� c 
 �0 sT��V.� a R �1-�� d
�
csb

�
a ��� .� ��.���. R 3-�4 s 6-0� a 
 �0 s T��V.� e R �1-��1� T �.6�0� P5 a

�
s
�
c
�
d
�
e ��� �1.� T �.6�0� V.� a

�
b
�
c
�
d
�
e R 3-�4 s 6-0� e 
 �0 sT��V.� q R �1-�� e

�
sba

�
q ��� .� ��.���. R 3-�4 s 6-0� q 
 �1-�� d

�
cbs

�
q ��� .�

��.���. R .�� 4-����304�0-� R 3-�4 s T��V.� c 
 �0 s 6-0� e R �1-�� b, c, d, e, s ���
.� ��-. R 3-�4 s T��V.� e 
 �1-�� s

�
b
�
c
�
d
�
e ��� .� T�.6�0� P5
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T �.6�0� V.� a
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c
�
d
�
e R .�� 4-����304�0-� 
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�� 	� ���
� * ��*
a < d �

� ��#��� �.��-�-�� V.� 1 5�� �T ��0-� ��� W�.��� R �1-�� d < a < b 
 J 5���K�
1� 1�TT� � 
ER Lb(d) ≤ Lb(a) ≤ Lb(b)

R �� R 3 5���K� 1 5�� �T ��0-� � 
EG R Lb(d) =
Lb(b)

R 3-�4 Lb(a) = Lb(b)

 �� �-TT�� q 6-0� a R T ��V.� b R �� a < b < q R .��4-����304�0-� 


2

J 5���K� 1�� �� �T ��0-�� ���4�3����� R �-.� �6-�� c < e < a < d < b <
p = f(e, c) < q = f(a, e) R Lb(d) = Lb(b)

R �� q
�
a
�
b
�
c
�
d
�
e
�
p ��� .� 47�T 0� ����

4-�3� 
 J���0��-�� 1�� �.0��� (ai), (bi), (di), (ei)
3� 1� T ��0K�� �.06���� L

� a0 = a R b0 = b R d0 = d R e0 = e R b1 = q = f(a, e) R d1 = p = f(e, c)  
� �-.� i ≥ 1 R ai = g(bi, di)

R ei = g(di, bi−1)
 

� �-.� i ≥ 2 R bi = h(ai−1, ei−1)
R di = h(ei−1, ai−2)

 �-.� �-.� k ≥ 1 R �-.� 30�-�� V.� a
�
b
�
c
�
d
�
e �3T�� .�� ������0-� 3 5-�3��
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�RXS Y 7$" 8 !< $#" 9" ? > ?@;!<#A� " ��$
#"??" �7" ?"' ';��"#' 9" X ';$# � <' 9 $' ? *?"  7 9&i7# 9" ? > ?@;!<#A� " "#
?"' ';��"#' 9" Y $" ';$# �  �  <' � <' 9 $' ? * ?" �f$" �;<' �7" $;7'  8;$' 7$ "$'"�i?" <$#&!"'' $# �  +<�  ? � $;7' #!;78;$'
7$ :A"� <$ ';!# $# � <$<�  ? � @!�:" = ? > ?@;!<#A� " '7<8 $# �
���������� ���� ��$���!��

"����� # f$ @! %A" G "# 7$ "$'"�i?" <$#&!"'' $# �  +<�  ? T 9" G �
$����� # f$ :A"� <$ T ,';!# $# � <$<�  ? ;7 ? !&% ;$'" %G $ > % ' 9"

:A"� <$ T ,';!# $#& �
�!�'(� #
� 	;7' ?"' ';��"#' 9" V (G) \ (T ∪ C(T )) ';$# $;$,�  !�7&' h� # $# �7 ><? "+ <'#" 7$ ';��"# $;$,�  !�7& r 9 $' V (G) \ (T ∪C(T )) �

� "�":#7"! 7$ % !:;7!' "$ ? !@"7! 9" r 8"!' C(T ) 9 $' G � "$ $;# $#
S ?"' ';��"#' !"$:;$#!&' � M ? >"$'"�i?" S ∩ C(T ) "# "$  !!)# $#
?" % !:;7!' 9�' �7" M $ >"'# %?7' 7$" :?<�7" h ';<# F ?"' ';��"#'
�7< ';$# "$:;!" 9 $' ? * ?" ?;!'�7" ?" % !:;7!' "'#  !!)#& h� '< M $ >"'# % ' 7$" :?<�7" �
� ';<# x ?" 9"!$<"! ';��"#  � ;7#& = M "# Mx = M ∩ N(x) h� "�":#7"! 7$ % !:;7!' "$ ? !@"7! = % !#<! 9" x 9 $' ?" ';7',@! %A"

G[S \ (F ∪ Mx)] h� ';<# y ?" %!"� <"! ';��"# 9" M \ Mx
�7< "'#  ##"<$# % ! :" % !,

:;7!' h� !"#;7!$"! ?" :A"� <$ 9" :" % !:;7!' �7< 8 9" x = y h� '<$;$ � �  !�7"! ?"' ';��"#' 9" S h� !"#;7!$"! %G $ > % ' 9" :A"� <$ T ,';!# $#& �
e;�%?"+ <#& � O(`m) � ;� ` "'# ?" $;�i!" 9" :;�%;' $#"' 9" G\(T∪C(T )) �
�" ?"��" '7<8 $# "'# <��&9< # �
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� XRU�Rd �;<# R ? :;�%;' $#" 9" V (G) \ (T ∪ C(T )) �7< :;$#<"$# r � �"
% !:;7!' = % !#<! 9" r % "7#  ##"<$9!" % ;#"$#<"??"� "$# #;7' ?"' ';��"#' 9" R"# 9" N(R) ∩ C(T ) "# � "##!" :"' 9"!$<"!' 9 $' M � � < N(R) ∩ C(T ) "'# 7$"
:?<�7" � ?" % !:;7!' �  !�7" #;7' ?"' ';��"#' 9" R "# !":;��"$:"  8": 7$
$;78" 7 ';��"# r 9 >7$"  7#!" :;�%;' $#" :;$$"+" 9" V (G) \ (T ∪ C(T )) �'< "??" "+ <'#" � �" ?"��" � ��  ''7!" �7" ? > ?@;!<#A� " !"#;7!$"! %G $ > % '
9" :A"� <$ T ,';!# $#& '< "# '"7?"� "$# '< G $ > % ' 9" :A"� <$ T ,';!# $# � �?
!"'#" = %!;78"! �7" ?;!'�7" ? > ?@;!<#A� " !"#;7!$" 7$ :A"� <$ � : >"'# 7$ :A"� <$
T ,';!# $# � <$<�  ? � e;$'<9&!;$' :"##" '<#7 #<;$ � �;7! 7$" :;�%;' $#" R 9"
V (G)\(T ∪C(T )) � ? >"$'"�i?" N(R)∩C(T ) $ >"'# % ' 7$" :?<�7" "# ?" % !:;7!'
9"%7<' 7$ ';��"# r ∈ R #!;78" 7$ ';��"# x ? %!"� <�!" �;<' �7" M $ >"'#
% ' 7$" :?<�7" � � >"$'"�i?" M \Mx

$ >"'# % ' 8<9" � �"' '"7?' 8;<'<$' 9" x 9 $'
S \M ';$# ';<# ';$ % !"$# 9 $' ?" % !:;7!' � ';<# 9"' ';��"#' �7< ';$# "$:;!"
9 $' ? *?" � '<$;$ x  7! <#  7% ! 8 $# &#&  � ;7#& = S � �;$: � #;7# ';��"# 9"
S \ (F ∪ M) $;$, 9�  :"$# = x  &#& % !:;7!7  8 $# ?" % !"$# 9" x �

�" % !:;7!' = % !#<! 9" x 9 $' G[S \ (F ∪Mx)]
 ##"<$# #;7' ?"' ';��"#'

9" M \Mx
� 9;$: ?" ';��"# y "+ <'#" i<"$ � (;#;$' P = x,z1

,· · ·,zp
,y ?" :A"� <$

!"#;7!$& % ! ? > ?@;!<#A� " � "# % ;';$' Z = {z1, . . . , zp}
� �;7! � ;$#!"! �7" P"'# 7$ :A"� <$ T ,';!# $# � '7%%;';$'  7 :;$#! <!" �7 >7$ &?&� "$# zi

9" Z "'#
9 $' C(T ) "# ';<# i ?" % ?7' % "#<# "$#<"! 8&!<* $# :"##" %!;%!<&#& � j1 ≤ i ≤ pk �(;7'  8;$' i ≥ 2 � : ! z1 = v "'# 9 $' R h �  <'  ?;!' zi

:;$#!"9<# ? 9&*$<#<;$
9" y � �;$: #;7' ?"' ';��"#' 9" z1, . . . , zp

';$# 9 $' R � :" �7< '<@$<*" �7"
P "'# 7$ :A"� <$ T ,';!# $# � �;7! %!;78"! ? � <$<�  ?<#& 9" P � '7%%;';$'  7
:;$#! <!" �7 ><? "+ <'#" 7$ :A"� <$ T ,';!# $# x′,zi

,· · ·,zj
,y′  8": 1 ≤ i ≤ j ≤ p"# j − i < p − 1 � � > %!�' ?" ?"��" � �� � j − i "'# % <! "#  7 �;<$' &@ ? = 2 �9;$: j > 2 � �" ';��"# y′ "'# 9 $' M \ {x} %7<'�7" zj

 &#&  � ;7#& 9 $' S 8 $# z1
� � < i > 1  ?;!' x′ "'#  7''< 9 $' M \ {x} � %7<'�7" zi

 &#&  � ;7#&
= S  8 $# z1 h �  <'  ?;!' M \ {x} $ >"'# % ' 7$" :?<�7" � :" �7< :;$#!"9<# ? 
9&*$<#<;$ 9" x � �;$: i = 1 � � < x "'#  9�  :"$# = y′ �  ?;!' x,z1

,· · ·,zj
,y′,x "'#

7$ #!;7 <�% <! � 7$" :;$#! 9<:#<;$ � �;$: x $ >"'# % '  9�  :"$# = y′ � �  <'  ?;!'
x,z1

,· · ·,zj
,y′ "'# 7$ :A"� <$ ' $' :;!9" "# y′ :;$#!"9<# ? 9&*$<#<;$ 9" y � �;$:

P "'# 7$ :A"� <$ T ,';!# $# � <$<�  ? �
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%;' $#" R 9" V (G) \ (T ∪ C(T )) �7< :;$#<"$# r "# #;7' ?"' ';��"#' 9"
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'"7?"� "$# 7$" �;<' 97! $# ?" % !:;7!' � �" % !:;7!' = % !#<! 9" x  ##"<$# ?"'
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%?7' 9"7+ �;<' � �;7! 8&!<*"! '< M "'# 7$" :?<�7" � $;7' 7#<?<';$' 7$ :;�%#"7!
�7< � % ;7! :A �7" ';��"# u 9" C(T ) � :;�%#" ?" $;�i!" 9" 8;<'<$' 9" u 9 $'
M � �;!'�7 >7$ $;78" 7 ';��"# u "'#  � ;7#& = M � $;7' 8&!<*;$' �7" ?" :;�%,
#"7! 9" u "'# &@ ? = |M | "# $;7' % !:;7!;$' u %;7!  ::!; �#!" 9" 1 ?" :;�%#"7!
9" '"' 8;<'<$' 9 $' C(T ) � �;$: � ? :;�%?"+ <#& % ;7! 7$" :;�%;' $#" R "'#
O(m) ��;!'�7" ? >"$'"�i?" T $ > % ' 9" :A"� <$ T ,';!# $# � ?" ?"��" � �m 9<#
�7" $;7' 9"8;$' :;$#<$7"! ? !":A"!:A" !&:7!'<8"� "$# 9 $' ?" ';7',@! %A"
G[C(T )] � (;7' #!;78;$' 9;$: 7$ "$'"�i?" <$#&!"'' $# �  +<�  ? T1

9" G �
%7<' 7$ <$#&!"'' $# �  +<�  ? T2

9" G[C1]
j;� C1 = C(T1)

k � %7<' 7$ "$'"�i?"
<$#&!"'' $# �  +<�  ? T3

9" G[C2]
j;� C2 = C(T2) ∩ C1

k � � � �� � 7'�7 >= #!;78"!
7$ <$#&!"'' $# �  +<�  ? Tq

9" G[Cq−1]
j;� Cq−1 = C(Tq−1) ∩ Cq−2

k #"? �7" �
';<# <? �  7$ :A"� <$ Tq

,';!# $# 9 $' G[Cq−1]
� ';<# G[C(Tq) ∩ Cq−1]

"'# 7$"
7$<;$ 9<'� ;<$#" 9" :?<�7"' � �$ ?�';$' ? :;�%?"+ <#& 9" :"##" %!;:&97!" �

�;7! i = 1, . . . , q � ';<# ni = |Ci|
"# mi = |E(G[Ci])|

� "# %;';$' n0 = n "#
m0 = m � � :;�%?"+ <#& #;# ?" % ;7! #!;78"! 7$ <$#&!"'' $# �  +<�  ?  7 :;7!'
9" #;7' ?"'  %%"?' !&:7!'<�' "'# 9;$: O(Σq−1

i=1 mi−1(ni−1−ni)+max{nq−1+mq−1,
mq−1(nq−1 − nq)}) = O(max{n + m, mn)} ��;7! i = 1, . . . , q � ';<# li

?" $;�i!" 9" :;�%;' $#"' :;$$"+"' 9" G[Ci−1 \
(Ti ∪C(Ti))]

� �i'"!8;$' �7" #;7#"' :"' :;�%;' $#"' j%;7! #;7# i = 1, . . . , qk';$# 9"7+ = 9"7+ 9<'� ;<$#"' � 9;$: l1 + · · · + lq ≤ n � � :;�%?"+ <#& #;# ?"
%;7! #!;78"! ?"' :A"� <$' ';!# $#'  7 :;7!' 9" #;7' ?"'  %%"?' !&:7!'<�' "'#
O(Σq

i=1lim) = O(nm) �� :;�%?"+ <#& #;# ?" 9" :"##" %!;:&97!" !&:7!'<8" "'# 9;$: O(nm) �
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f$" �;<' �7" $;7'  8;$' 7$ <$#&!"'' $# �  +<�  ? "# 7$ :A"� <$ ';!# $# � <,

$<�  ? � $;7' #!;78;$' 7$" % <!" 9 > � <' '% &:< ?" @!�:" = ? > ?@;!<#A� " '7<8 $# �
���������� �! ������� 

"����� # f$ @! %A" G � 7$ "$'"�i?" <$#&!"'' $# �  +<�  ? T "# 7$ :A"� <$
T ,';!# $# � <$<�  ? x,z1

,· · ·,zp
,y �$����� # f$" % <!" 9 > � <' '% &:< ?" 9" G �

�!�'(� #
� � �;<"$# A = (N(z1) ∩ C(T )) \ N(y) "# B = (N(zp) ∩ C(T )) \ N(x) h� � "�":#7"! 7$ % !:;7!' "$ ? !@"7! 9" B 8"!' N(A) 9 $' G \ (T ∪ A)"# ';<# K ?"' ';��"#' 9" N(A) �7< ';$#  ##"<$#' % ! :" % !:;7!' hm � "�":#7"! 7$ % !:;7!' "$ ? !@"7! 9" A 8"!' N(B) 9 $' G \ (T ∪ B)"# ';<# L ? >"$'"�i?" 9"' ';��"#' 9" N(B) �7< ';$#  ##"<$#' % ! :"
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� XRU�Rd �;';$' P = x,z1

,· · ·,zp
,y � "# Z = {z1, . . . , zp}

� �;<"$# A′ = {u ∈
C(T ) | uz1 ∈ E(G), "# % ;7! 2 ≤ i ≤ p, uzi /∈ E(G)} "# B′ = {u ∈ C(T ) |
uzi ∈ E(G), "# % ;7! 2 ≤ i ≤ p, uzi /∈ E(G)} � �? ' > @<# 9"' "$'"�i?"' � "$,
#<;$$&' 9 $' ?" ?"��" � �� � (;7'  � !�;$' �7" ?"' "$'"�i?"' A, B 9&*$<'
9 $' ? > ?@;!<#A� " ' #<'�;$# A = A′ "# B = B′ � � !"� <�!"� "$# � ;i'"!8;$' �7"
x ∈ A′ "# y ∈ B′ "# �7 ><? $ >�  % ' 9 > !)#" a′b′  8": a′ ∈ A′ "# b′ ∈ B′ �
: ! '<$;$ Z ∪ {a′, b′} <$97<! <# 7$ #!;7 <�% <! 9" ?;$@7"7! p + 2 ≥ 5 � e"? 
<�%?<�7" �7" A′ ⊆ A "# B′ ⊆ B �  <$#"$ $# � ';<# a 7$ ';��"# �7"?:;$�7"
9" A � �7%%;';$' �7" a  7$ 8;<'<$ zi

9 $' Z  8": i ≥ 2 � "# ';<# i ?" % ?7'
@! $9 "$#<"! 9" :" #�% " � � > %!�' ? 9&*$<#<;$ 9" A � ?"' ';��"#' a "# y ';$#
$;$,8;<'<$' � � ?;!' a,zi

,· · ·,zp
,y "'# 7$ :A"� <$ T ,';!# $# � :" �7< :;$#!"9<# ? 

� <$<�  ?<#& 9" P � �;$: a $ > % ' 9" 8;<'<$ 9 $' Z \ {z1}
� �;$: A ⊆ A′ �

� <� <? <!"� "$# B ⊆ B′ � �;$: A = A′ "# B = B′ �
�? !"'#" = %!;78"! �7" ?"' ?<@$"' �� � 9" ? > ?@;!<#A� " %!;97<'"$# 9"' &?&,

� "$#' �  +<�  7+ 9" (A, <A) "# (B, <B) � �;<# K :;��" 9&*$< 9 $' ? > ?@;,
!<#A� " � �;<# a∗ 7$ ';��"# � +<�  ? %;7! ? !"? #<;$ <A

� �7%%;';$' �7" a∗

$ >"'# % '  9�  :"$# = 7$ ';��"# u 9" K � �;<# a′ ∈ A \ {a∗} 7$ 8;<'<$ 9" uja′ "+ <'#" % ! 9&*$<#<;$ 9" K k � "# ';<# Q = q1
,· · ·,qk

?" :A"� <$ ' $' :;!9" 9"
q1 ∈ B = u = qk

9;$$& % ! ?" % !:;7!' 9" ? ?<@$" � 9" ? > ?@;!<#A� " � �7<'�7"
A "'# 7$" :?<�7" � a∗ "# a′ ';$#  9�  :"$#' � �7%%;';$' �7 >7$ ';��"# 9" A "'#
 9�  :"$# = 7$ ';��"# qi

 8": 1 ≤ i ≤ k−1 � � ?;!' qi
"'# 7$ ';��"# 9" N(A)"# :" % !:;7!' $" 9"8! <# % '  8;<! :;$#<$7& = % !#<! 9" qi h �  <' :"? :;$#!",

9<# ? >"+ <'#"$:" 9" qi+1
� �;$: a′ "# a∗ $" ';$#  9�  :"$#' =  7:7$ ';��"# 9"

q1, . . . , qk−1
� �;<"$# Q′ = q1

,· · ·,qk
,a′ "# Q∗ = q1

,· · ·,qk
,a′,a∗ � � ?;!' Q′ "# Q∗

';$# ' $' :;!9" � �" ?"��" � �� <�%?<�7" �7" Q′ "'# 9" ?;$@7"7! % <!" %7<'�7"
 7:7$ 9" '"' ';��"#' <$#&!<"7!' $ >"'# 9 $' A∪B � (;7' "$ 9&97<';$' �7" Q∗

"'# <� % <! � :" �7< <� %?<�7" �7" a∗ <A a′ � :" �7< :;$#!"9<# ?" :A;<+ a∗ � e"? 
%!;78" �7" #;7# ';��"# � +<�  ? %;7! <A

"'#  9�  :"$# = #;7# K � "# � % !
:;$'&�7"$# � �7" ?" ';��"# a 9" ? > ?@;!<#A� " "+ <'#" � � &:<%!;�7"�"$# � %!;7,
8;$' �7 >7$ #"? a "'# �  + <�  ? % ;7! ? !"? #<;$ 9 ><$:?7'<;$ <A

� �7%%;';$' ?"
:;$#! <!" � � ?;!' � % ! 9&*$<#<;$ 9" <A

� <? "+ <'#" 7$ :A"� <$ <�% <! ' $' :;!9"
Q′′ = a,a′′,q,· · ·,b′′  ?? $# 9" a = 7$ ';��"# b′′ ∈ B  8": a′′ ∈ A � � ?;!' q "'#
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?" % !:;7!' 9" ? ?<@$" � � 9;$: q "'# 9 $' K � � ?;!' a "'#  9�  :"$# = q � :" �7<
:;$#!"9<# ?" � <# �7" Q′′ "'# ' $' :;!9" � �;$: a "'# �  +<�  ? % ;7! ? !"? #<;$
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9"7+ #"?' ';��"#' 9 $' A � <?' ';$# :;$'&:7#<�' 9 $' ? >;!9!" :�:?<�7" 9" A � � ><?�  5 ';��"#' :;$'&:7#<�' 9" A �7< $" %!;8<"$$"$# % ' 9" ? :;,:;$#! :#<;$
9 >7$" :?<�7" �  ?;!' <?' <$97<'"$# 7$" � <';$ 9" G � 7$" :;$#! 9<:#<;$ � �;$: <?
$ >�  % ' :<$� #"?' ';��"#' � �;$: A "'# 9" # <??" "+ :#"� "$# 6 "#  "+ :#"� "$#
9"7+ ';��"#' %!;8"$ $# 9" ? :;,:;$#! :#<;$ 9 >7$" :?<�7" � �;<# x1, . . . , x6

?"'
';��"#' 9" A ;!9;$$&' 9" �  $<�!" :�:?<�7" � #"?' �7" x1

"# x2
';<"$# 9"'

';��"#' :;,:;$#! :#&' � �;<# C1
? :?<�7" 9;$# ? :;,:;$#! :#<;$  9;$$& x1

�
�7<'�7" x1

"# x6
$" ';$# % '  9�  :"$#' � x6

$ >"'# % '  9�  :"$# = #;7' ?"'
';��"#' 9" C1

� 9;$: <? �  7$ ';��"# q1
9" C1

�7< $ >"'# % '  9�  :"$# = x69 $' G � �;$: q1, x3, x4, x5, x6
<$97<'"$# 7$" �  <';$ 9" G � 7$" :;$#! 9<:#<;$ �

2

BCDDC M FG� P cQRVT G UV WXYZ [ R �R � R�VQRa RT Q UV R � Y_ Qa aR �QS� cQVTR �R
`aQ�URS �R G d ] acXS aR W XYZ [ R `cg`cVTXY`T^ GQ VR `cVTQRVT ZYS �R TXcU Q_ZYQXd
� XRU�Rd (;7' %!;78;$' ?" ?"��" % ! <$97:#<;$ '7! ` = |Q| � � < ` = 0 � ?;!' GQ = G "# ?" ?"��" "'# 8&!<*& � �7%%;';$' 9;$: �7" ` > 0 "# ';<#
Q = {C1, . . . , C`}

� �7%%;';$' �7" GQ :;$#<"$$" 7$ #!;7 <�% <! H � �;<#
x1, . . . , xr

? >"$'"�i?" 9"' ';��"#' 9" H ;!9;$$&' 9" �  $<�!" :�:?<�7" � �;7!
:A �7" j = 1, . . . , ` � $;7' %;78;$' '7%%;'"! �7" ?" ';��"# �7< %!;8<"$#
9" ? :;,:;$#! :#<;$ 9" Cj

 %% !#<"$# = H j'<$;$ H "'# 7$ #!;7 <�% <! 9"
GQ\{Cj} � :" �7< :;$#!"9<# ? >A�% ;#A�'" 9 ><$97:#<;$ k � �;<# xij

?" ';��"# 9" H:!&& % ! ? :;,:;$#! :#<;$ 9" Cj
� "# ' $' % "!#" 9" @&$&! ?<#& � '7%%;';$' �7"

1 < i1 < i2 < · · · < i` ≤ r �
�7%%;';$' �7" ` = 1 � (;7' %;78;$' '7%%;'"! �7" i1 = 1 � �7<'�7" x3

"#
x1

$" ';$# % '  9�  :"$#' 9 $' GQ � x3
$ >"'# % ' 8;<'<$ 9" #;7' ?"' ';��"#'

9" C1
9 $' G � �? �  9;$: 7$ ';��"# q1

9" C1
�7< $ >"'# % ' 8;<'<$ 9" x39 $' G � �" :A"� <$ P = x2

,· · ·,xr
"'# ' $' :;!9" "# <�% <! � "# q1

"'#  9�  :"$#



��� �������� � 	 �� ������� �� ��� �����������

 7+ 9"7+ "+#!&� <#&' 9" P � <' % '  7 ';��"# x3
9" P � :" �7< :;$#!"9<# ?"

?"��" � �� � �;$: ` ≥ 2 ��"' ';��"#' :;,:;$#! :#&' xi1 , . . . , xi`
<$97<'"$# 7$ '# i?" 9 $' H � �;$:

% ;7! #;7# j � $;7'  8;$' ij+1 − ij ≥ 2 � �7<'�7" r "'# <� % <! "# �7" ` ≥ 2 � <?"+ <'#" j #"? �7" ij+1 − ij
"'# <� % <! j"# 9;$: ij+1 − ij ≥ 3k � � $' % "!#" 9"

@&$&! ?<#& � $;7' %;78;$' '7%%;'"! �7" i2 − i1
"'# <�% <! "# �7" i1 = 1 j9;$:

i2 ≥ 4k � �;<# R ?" :A"� <$ <�% <! x2
,· · ·,xi2−1

�
�7<'�7" x3

"# x1
$" ';$# % ' 8;<'<$' 9 $' GQ � <? �  7$ ';��"# q1

9" C1�7< $ >"'# % '  9�  :"$# = x3
9 $' G � � " � )� " � <? �  7$ ';��"# q2

9" C2
�7<

$ >"'# % '  9�  :"$# = xi2−2
9 $' G � � " %?7' � '< ` ≥ 3 � $;7' %;78;$'  %%?<�7"!

?" ?"��" � ��� = ? :?<�7" Cj
� ? >"$'"�i?" :;$$"+" R "# xij−1

� :" �7< <� %?<�7"
�7" �
	� �D ����
 M FG� � cUX j = 3, . . . , `b Qa � Y UV Sc__ RT qj ∈ Cj �UQ _ YV�UR
TcUS aRS S c__ RTS �R R d

 <$#"$ $# � :A;<'<'';$' 9"' ';��"#' y1, . . . , yr
9" G 9" ? �  $<�!" '7<,

8 $#" � �;7! k = 1, . . . , r � ' ><? "+ <'#" j #"? �7" ij = k � % ;'"! yk = qj
� '<$;$ %;'"!

yk = xk
� �"' ';��"#' y1, . . . , yr

<$97<'"$# 7$ :�:?" <�% <! H 9" G � (;#;$'
�7" � 9 $' H � ?" ';��"# y2

"'#  9�  :"$# '"7?"� "$# = y1, y3
"# &8"$#7"??"� "$#

= yi2 = q2
9 > %!�' ? > � !� #<;$ � ��� � (;7' �;$#!;$' �  <$#"$ $# �7" �

	� �D ����
 M FGE �cUT �cQSQV �R q1 �YVS V (H) \ {y2, yr} RST �YVS
{q2, . . . , q`} d
� XRU�Rd �;<# u 7$ 8;<'<$ 9" q1

9 $' V (H)\{y2, yr}
� �7<'�7" x2

"# xi2
$" ';$#

% '  9�  :"$#' 9 $' GQ � <? �  7$ ';��"# q′2
9" C2

�7< $ >"'# % '  9�  :"$# = y29 $' G � �" ';7',@! %A" 9" G <$97<# % ! V (H)∪{q′2}\{y1, yr, q2}
"'# :;$$"+" �

9;$: <? :;$#<"$# 7$ %?7' :;7!# :A"� <$ U 9" y2
= u � �7<'�7" y3

"'# ?" '"7? 8;<'<$
9" y2

9 $' :" ';7',@! %A" � y3
"'# ?" 8;<'<$ 9" y2

9 $' U � �" ?"��" � �� % "7#
)#!"  %%?<�7& = ? :?<�7" C1

�  7 :A"� <$ U "#  7 ';��"# yr
� :" �7< <� %?<�7"

�7" u "'#  9�  :"$# = #;7# C1
� �;$: u 9;<# )#!" 9 $' {q2, . . . , q`}

� '<$;$ q1
"#

u '"! <"$#  9�  :"$#' 9 $' GQ �
2

� " �  $<�!" '<� <? <!" � $;7'  8;$' �
	� �D ����
 M FGM �cUT �cQSQV �R q2 �YVS V (H) \ {yi2−1, yi2+1} RST �YVS
{q1, q3, . . . , q`} d

 <$#"$ $# � :A �7" ';��"# 9" y2, . . . , yi2−1
"'# 9" 9"@!& 2 9 $' H �

e;?;!;$' "$ i?"7 :"!# <$' ';��"#' 97 :A"� <$ H \ x1 = x2
,· · ·,xr

9" GQ

9" ? �  $<�!" '7<8 $#" � �"' ';��"#' x2
"# xr

';$# :;?;!<&' "$ i?"7 � �;7!



� 	� 	 ��������������� ��� 
������ ���� ���������� ��m

j = 2, . . . , ` � ?" ';��"# xij
"'# :;?;!<& "$ i?"7 '< "# '"7?"� "$# '< #;7' ?"'

';��"#' 9" ? :?<�7" Cj
:;!!"'%;$9 $#" ';$# 8;<'<$' 9" q1

� 	;7' ?"'  7#!"'
';��"#' 9" H !"'#"$# $;$,:;?;!<&' � �%%"?;$' '"@�"$# i?"7 � #;7# ';7',:A"� <$
9" ?;$@7"7!  7 �;<$' 1 9 $' H \ x1

9;$# ?"' 9"7+ "+#!&� <#&' ';$# i?"7"' "#
9;$# ?"' ';��"#' <$#&!<"7!' $" ';$# % ' :;?;!<&' � �7<'�7" H\x1

"'# 9" ?;$@7"7!
<� % <!" "# �7" '"' "+#!&� <#&' ';$# i?"7"' � <?  7$ '"@� "$# i?"7 <�% <! � �;<# xh

,
· · ·,xi

7$ '"@�"$# i?"7 <�% <! �  8": 2 ≤ h < i ≤ r � �7%%;';$' �7" i− h ≥ 3 �� ?;!' ? > � !� #<;$ � ��� <�%?<�7" �7" q1, xh, xh+1, . . . , xi−1, xi
<$97<'"$# 7$

#!;7 <�% <! 9 $' GQ\{C1} � :" �7< :;$#!"9<# ? >A�%;#A�'" 9 ><$97:#<;$ '7! |Q| ��;$: i− h = 1 � �7<'�7" ij+1 − ij ≥ 2 %;7! #;7# j "# i2 ≥ 4 � :"? "'# % ;''<i ?"
'"7?"� "$# '< h = n − 1 � e"? <�%?<�7" �7" xr−1

,xr
"'# ?" '"7? '"@� "$# i?"7

<�% <! "# �7" #;7# ';��"# i?"7 xs
9<�&!"$# 9" xr

"'# 9 ><$9<:" s % <! �� " �  $<�!" '<� <? <!" � $;7' :;?;!;$' "$ !;7@" :"!# <$' ';��"#' 97 :A"� <$
H\xi2

9" GQ 9" ? �  $<�!" '7<8 $#" � �"' ';��"#' xi2−1
"# xi2+1

';$# :;?;!<&'
"$ !;7@" � �;7! j = 1, 2, . . . , ` "# j 6= 2 � ?" ';��"# xij

"'# :;?;!<& "$ !;7@" '< "#
'"7?"� "$# '< #;7' ?"' ';��"#' 9" ? :?<�7" Cj

:;!!"'%;$9 $#" ';$#  9�  :"$#'
= q2

� �%%"?;$' '"@� "$# !;7@" � #;7# ';7',:A"� <$ 9" ?;$@7"7! '7%&!<"7!" ;7
&@ ?" = 1 9" H\xi2

9;$# ?"' 9"7+ "+#!&� <#&' ';$# !;7@"' "# 9;$# ?"' ';��"#'
<$#&!<"7!' $" ';$# % ' !;7@"' � e;��" 9 $' ?" % ! @! %A" %!&:&9"$# � $;7'
;i#"$;$' �7" xi2+1

,xi2+2
"'# ?" '"7? '"@� "$# !;7@" <�% <! � "# �7" #;7# ';��"#

!;7@" xt
9<�&!"$# 9" xi2−1

"# 9" xi2+1
"'# ';<# 9 ><$9<:" t % <! ';<# 9 ><$9<:" t = 1 �

� < i2 = r − 1 �  ?;!' ` = 2 "# V (R) ∪ {q1, q2, xr}
<$97<# 7$ #!;7 <�% <! j'<

q1, q2
$" ';$# % '  9�  :"$#'k ;7 7$" � <';$ j'< q1, q2

';$#  9�  :"$#'k 9 $' G �
7$" :;$#! 9<:#<;$ � �7%%;';$' 9;$: �7" i2 ≤ r − 3 � �7<'�7" xi2+2

"'# !;7@"
"# �7" xr−1

"'# i?"7 � <? �  7$ ';7',:A"� <$ xs
,· · ·,xt

9" xi2+2
,· · ·,xr−1

#"? �7"
xs

"'# !;7@" � xt
"'# i?"7 � "#  7:7$ 9"' ';��"#' <$#&!<"7!' 9" xs

,· · ·,xt
$ >"'#

:;?;!<& � � > %!�' ?"' 9"7+ % ! @! %A"' %!&:&9"$#' � s "# t ';$# #;7' 9"7+ % <!' �
�< s = t �  ?;!' ? > � !� #<;$ � ��� <�%?<�7" �7 ><? �  7$" :?<�7" Cj

#"??" �7"
s = ij

� "#  ?;!' V (R) ∪ {q1, q2, qj}
<$97<# 7$ #!;7 <�% <! j'< q1

"# q2
$" ';$#

% '  9�  :"$#'k ;7 7$" � <';$ j'< q1
"# q2

';$#  9�  :"$#'k � 7$" :;$#! 9<:#<;$ ��;$: s 6= t � � < q1
"# q2

';$#  9�  :"$#' �  ?;!' ?"'  � !� #<;$' � ��� "# � ���
<� %?<�7"$# �7" {q1, xs, . . . , xt, q2}

<$97<# 7$ #!;7 <�% <! 9" GQ\{C1,C2} � :" �7<
:;$#!"9<# ? >A�%;#A�'" 9 ><$97:#<;$ '7! |Q| � � < q1

"# q2
$" ';$# % '  9�  :"$#' �

 ?;!' V (R) ∪ {q1, xs, . . . , xt, q2}
<$97<# 7$ #!;7 <�% <! 9 $' GQ\{C1,C2} � 7$":;$#! 9<:#<;$ �

2

BCDDC M FG� P cQT G UV WXYZ [ R �R � R�VQRa RT Q UV R � Y_ Qa aR �R `aQ�U RS �QSg� cQVTRS �R G d ] acXS aR W XYZ [ R `cg`cVTXY`T^ GQ VR `cVTQRVT ZYS �R Z XQS_ Rd
� XRU�Rd �7%%;';$' �7" GQ :;$#<"$# 7$ %!<'� " K �;!� & 9"' :A"� <$' P1 =
u0

,· · ·,ur
� P2 = v0

,· · ·,vs
� P3 = w0

,· · ·,wt
�  8": r, s, t ≥ 1 "# 9"' #!< $@?"'



��� �������� � 	 �� ������� �� ��� �����������

A = {u0, v0, w0}
"# B = {ur, vs, wt}

� � > %!�' ?" ?"��" � ��� � ?" %!<'� " K$ >"'# % ' 7$  $#<#!;7 '7! 6 ';��"#' "# $;7' % ;78;$' 9;$: '7%%;'"! �7" ? >7$
9" r, s, t $ >"'# % ' &@ ? = 1 � � > %!�' ?" ?"��" � ��m � ?" @! %A" GQ $" :;$#<"$#
% ' 9" #!;7 <�% <! � 9;$: r, s, t ;$# ? � )� " % !<#& � �;<# Q = {C1, . . . , C`}

�
(;7'  8;$' ` ≥ 1 %7<'�7 >7$ @! %A" 9" "�$<"? $" :;$#<"$# % ' 9" %!<'� " �
�;7! :A �7" j = 1, . . . , ` �  %% "?;$' cj

?" ';��"# 9" GQ �7< %!;8 <"$# 9" ? 
:;,:;$#! :#<;$ 9" Cj

� "# ';<# C = {c1, . . . , c`}
� (;#;$' �7" V (K) \C ⊂ V (G)"# �7" N(cj) ⊂ V (G) %;7! :A �7" j = 1, . . . , ` j%7<'�7" C "'# 7$ '# i?"k �;$#!;$' �7" �

	� �D ����
 M FGK
|A ∩ C| = 1 RT |B ∩ C| = 1 d

� XRU�Rd (;#;$' �7" |A ∩ C| ≤ 1 "# |B ∩ C| ≤ 1 %7<'�7" A, B ';$# 9"'
:?<�7"' "# C "'# 7$ '# i?" 9" GQ �   <$#"$ $# � '7%%;';$' % ! '�� &#!<" � �7"
A ∩ C = ∅ � �;7! :A �7" j = 1, . . . , ` � $;7' %;78;$'  %%?<�7"! ?" ?"��" � ���
9 $' G = ? :?<�7" Cj

� = ? >"$'"�i?" :;$$"+" A \ N(cj)
"# = 7$ 8;<'<$ z 9" cj9 $' K j%?7' %!&:<'&� "$# � '< cj = ui

 8": i < r �  ?;!' %!"$;$' z = ci+1 h '<
cj = ur

"# '< s ≥ 2 ;7 t ≥ 2 � %!"$;$' z = vs
;7 z = wt

!"'% ":#<8"� "$# h '<
cj = ur

"# s = t = 1 �  ?;!' r ≥ 3 "# %!"$;$' z = ur−1 h 7$ z '<� <? <!" "+ <'#" '<
cj ∈ (V (P2) ∪ V (P3))

� �" ?"��" � ��� <� %?<�7" �7 ><? �  7$ ';��"# qj ∈ Cj�7< $ >"'# 8;<'<$ 9 > 7:7$ ';��"# 9" A \ N(cj)
� �;<# P ?" ';7',@! %A" 9" G<$97<# % ! (V (K) \C)∪{q1, . . . , q`}

� �;<# u′
1
?" 8;<'<$ 9" u0

9 $' P \ {v0, w0}j9;$: u′
1

"'# ';<# u1
';<# 7$ qj

k � "# 9" � )�" ';<# v′
1

?" 8;<'<$ 9" v0
9 $'

P \ {u0, w0}
� �;<# R 7$ %?7' :;7!# :A"� <$ 9" u′

1
= v′

1
9 $' P \ {u0, v0, w0}

�� ?;!' V (R) ∪ {u0, v0, w0}
<$97<# 7$" �  <';$ ;7 V (R) ∪ {u0, v0}

<$97<# 7$
#!;7 <�% <! � 7$" :;$#! 9<:#<;$ �

2

� > %!�' ? > � !� #<;$ � ��� "# % ! '�� &#!<" � $;7' %;78;$' '7%%;'"! �7"
u0 = c1

� "# 9;$: v0, w0
';$# 9"' ';��"#' 9" G � e;��" :<,9"''7' � 9 > %!�' ?"

?"��" � ��� � % ;7! j = 2, . . . , ` � $;7' % ;78;$' :A;<'<! 7$ ';��"# qj
9 $' Cj8;<'<$ 9 > 7:7$ ';��"# 9" {v0, w0} \ N(cj)

� ;$#!;$' �  <$#"$ $# �7" �
	� �D ����
 M FG� �RS S c__ RTS v1 RT w1 �R GQ S cVT �YVS C d
� XRU�Rd �7%%;';$' � % ! '��&#!<" � �7" v1

$ >"'# % ' 9 $' C � (;7' %;78;$'
 ?;!' :A;<'<! 7$ ';��"# q′1 ∈ C1

�7< $ >"'# % '  9�  :"$# = v1
� �;<# P ?" ';7',

@! %A" 9" G <$97<# % ! (V (K) \ C) ∪ {q′1, q2, . . . , q`}
� �;<# R ?" % ?7' :;7!#

:A"� <$ 9" q′1
= v1

9 $' P \ {v0, w0}
� � ?;!' R "'# 9" ?;$@7"7!  7 �;<$' 2 "#

V (R) ∪ {v0, w0}
<$97<# 7$" �  <';$ ;7 V (R) ∪ {v0}

<$97<# 7$ #!;7 <�% <! �
7$" :;$#! 9<:#<;$ �

2

� > %!�' ? > � !� #<;$ � ��� � $;7' %;78;$' '7%%;'"! �7" v1 = c2
"# w1 = c3

�
�  %% "?;$' �7" q2

"'# 7$ ';��"# 9" C2
�7< $ >"'# % '  9�  :"$# = w0

"# �7" q3



� 	� 	 ��������������� ��� 
������ ���� ���������� ���
"'# 7$ ';��"# 9" C3

�7< $ >"'# % '  9�  :"$# = v0
� �7<'�7" v1

"# w1
$" ';$#

% ' 8;<'<$' � ?"' ?;$@7"7!' s, t 9" P2, P3
$" %"78"$# % ' )#!" #;7#"' 9"7+ &@ ?"'

= 1 � �7%%;';$' % ! '�� &#!<" �7" s ≥ 2 � (;7' � ;$#!;$' �7" �
	� �D ����
 M FJ� �R S c__ RT q2 RST Y�� Y`RVT � TcUT C1 d
� XRU�Rd �7%%;';$' �7" q2

$ >"'# % '  9�  :"$# = 7$ ';��"# q′′1 ∈ C1
� �;<# P?" ';7',@! %A" 9" G <$97<# % ! (V (K) \ C) ∪ {q′′1 , q2, . . . , q`}

� �;<# R ?" % ?7'
:;7!# :A"� <$ 9" q′′1

= q2
9 $' P \ {v0, w0}

� � ?;!' R "'# 9" ?;$@7"7!  7 �;<$'
2 "# V (R)∪{v0, w0}

<$97<# 7$" �  <';$ ;7 V (R)∪{v0}
<$97<# 7$ #!;7 <�% <! �

7$" :;$#! 9<:#<;$ �
2

 <$#"$ $# � ';<# q1
7$ ';��"# 9" C1
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