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Introduction

L’origine du probléme de la coloration de graphes remonte au XIXéme
siécle lorsque Francis Guthrie, cartographe anglais, remarqua que quatre cou-
leurs suffisent pour colorier la carte des cantons d’Angleterre, sans donner
la méme couleur & deux cantons ayant une frontiére commune. Il pose alors
la question de savoir si quatre couleurs suffisent toujours pour colorier n’im-
porte quelle carte géographique de sorte que deux régions voisines n’aient pas
la méme couleur. Malgré un énoncé simple, cette conjecture est restée non
résolue pendant plus d’un siécle. Il fallut attendre 1976 pour qu’Appel et Ha-
ken parviennent & démontrer ce résultat a ’aide d’un ordinateur. Méme si le
probléme des cartographes est résolu, celui des mathématiciens ne ’est pas,
car ce théoréme traite seulement du cas particulier des graphes planaires.

F1G. 1 — Carte de I’Europe coloriée avec 4 couleurs (mer comprise)

Un exemple plus récent d’application du probléme de la coloration est
celui de Iaffectation de fréquences radio. Un opérateur de téléphonie dispose
d’un certain nombre d’antennes sur le territoire. Certaines de ces antennes
sont trop proches pour pouvoir émettre sur la méme fréquence. L’opérateur
doit donc attribuer des fréquences différentes aux antennes qui interférent
entre elles, tout en cherchant & minimiser le nombre total de fréquences
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utilisées. Pour le probléme des cartes géographiques, il était impossible de
dessiner cinq régions du plan qui se touchent toutes les unes les autres, si-
non le théoréme des quatre couleurs serait faux, mais maintenant, il devient
envisageable d’avoir cinq antennes qui interférent toutes entre elles.

Ce probléme se modélise par un graphe de la maniére suivante : chaque
antenne est représentée par un point (appelé sommet), et deux sommets sont
reliés par une ligne (appelée aréte) dés que les deux antennes correspondantes
interférent entre elles. Le probléme d’affectation de fréquences radio revient
donc a associer a chaque sommet du graphe une couleur (correspondant & une
fréquence) de sorte que deux sommets reliés par une aréte ne regoivent pas
la méme couleur, le but étant de minimiser le nombre de couleurs utilisées.
Une coloration optimale d’un graphe est une coloration qui utilise le moins
de couleurs possibles. Depuis une quarantaine d’années, nous soupconnons
qu’il n’existe aucune méthode efficace permettant de trouver une coloration
optimale pour un graphe quelconque.

F1G. 2 — Exemple de coloration optimale d’un graphe avec 3 couleurs

En 1960, Claude Berge a défini la classe des graphes parfaits qui est ap-
parue comme étant une classe de graphes assez générale pour laquelle le pro-
bléme de la coloration pouvait étre résolu efficacement. En 1984, Grotschel,
Lovasz et Schrijver ont démontré qu’il était possible de colorier optimale-
ment les graphes parfaits en temps polynomial. Mais, du point de vue de
la théorie des graphes, cette méthode n’est pas complétement satisfaisante
car nous ne savons pas interpréter en terme de graphes comment se déroule
I’algorithme. Le probléme de trouver un algorithme efficace de type com-
binatoire permettant de colorier la classe des graphes parfaits est ouvert.
L’existence de 'algorithme de Grotschel, Lovasz et Schrijver motive la re-
cherche d’algorithmes efficaces permettant de colorier les graphes parfaits ou
des sous-classes de graphes parfaits.



Voici un résumé des différents chapitres qui composent cette thése.

Chapitre 1 : Notions de base

Les définitions de théorie de graphes nécessaires & la suite de cette
thése sont introduites dans ce chapitre. Les notions d’algorithme et de com-
plexité algorithmique sont expliquées briévement. Le probléme de la colo-
ration améne & définir la classe des graphes parfaits. Quelques algorithmes
classiques permettant de colorier des sous-classes de graphes parfaits sont
également présentés.

Chapitre 2 : Contraction

Ce chapitre concerne 'opération de contraction de paire d’amis qui per-
met de colorier plusieurs sous-classes de graphes parfaits. Une généralisation
de la notion de paire d’amis, ainsi qu’une conjecture a ce sujet, sont proposées.
La définition d’ordre de contraction permet ensuite d’obtenir des résultats
généraux concernant la recherche d’une clique de taille maximum, d’un stable
fort, d’'une coloration pondérée minimum et d’'une clique pondérée maximum.

Chapitre 3 : Graphes sans taureau

Ce chapitre traite de la classe des graphes ne contenant ni taureau, ni trou
impair, ni antitrou. En collaboration avec Frédéric Maffray [58], un nouvel
algorithme permettant de colorier ces graphes en temps O(nm) est défini.
Cet algorithme est basé sur le fait que ces graphes possédent un ordre sur les
sommets ayant une propriété spéciale. Plus généralement, il est montré que
tous les graphes ne contenant ni taureau, ni trou, contiennent un sommet qui
n’est pas le milieu d’un chemin sans corde de longueur cing.

Chapitre 4 : Graphes de Meyniel

La classe des graphes de Meyniel peut étre définie comme étant la classe
de graphes ne contenant ni trou impair, ni maison. En collaboration avec
Kathie Cameron, Jack Edmonds et Frédéric Maffray [12], Palgorithme le
plus rapide permettant de colorier les graphes de Meyniel est étendu : il
s’applique & n’importe quel graphe en entrée et retourne en temps O(n?),
soit une coloration optimale et une clique de méme taille, soit un sous-graphe
interdit dans les graphes de Meyniel.

Chapitre 5 : Graphes d’Artémis

La classe des graphes d’Artémis est définie comme étant la classe des
graphes ne contenant ni trou impair, ni antitrou, ni prisme. Frédéric Maf-
fray et Nicolas Trotignon ont montré que ces graphes étaient parfaitement
contractiles. En collaboration avec Frédéric Maffray, Bruce Reed et Nicolas
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Trotignon [59], I’algorithme sous-jacent & cette preuve est simplifié et accé-
léré. Un algorithme de complexité O(n?m) permettant de colorier les graphes
d’Artémis est obtenu.

Chapitre 6 : Extension de pré-coloration

Une variante du probléme classique de la coloration considére qu’une
partie des sommets a déja recu une couleur & priori. Le but est d’étendre
cette pré-coloration de maniére optimale. En collaboration avec Vincent Jost
et Frédéric Maffray [55], il est montré que l’algorithme de coloration des
graphes parfaits peut étre utilisé pour étendre de maniére optimale une pré-
coloration quelconque des graphes complémentaires de Meyniel.



Chapitre 1

Notions de base

Les notions de base utilisées dans cette thése sont présentées dans ce
chapitre. Pour disposer de plus d’informations concernant ces notions, le
lecteur peut se référer aux ouvrages classiques [4, 20, 24, 72|.

1.1 Les graphes

Si V est un ensemble fini quelconque et si k£ est un entier positif, alors
(Z) désigne ’ensemble des parties de V' qui ont exactement £k éléments. Un
graphe est un couple d’ensembles (V, ) tel que £ C (‘2/) Les éléments de V
sont appelés les sommets de G, et les éléments de E sont appelés les arétes
de G. Afin d’alléger les notations, la paire contenant u et v est notée wuwv,
au lieu de {u,v}. Si G est un graphe, alors V(G) désigne I’ensemble de ses
sommets et £(G) I'ensemble de ses arétes.

Soient GG un graphe et u, v deux sommets de G. Si uv € E(G) alors u et v
sont dit adjacents ou voisins ; il est aussi dit que u voit v. Siuv ¢ E(G), alors
u et v sont dit non-adjacents ou non-voisins; il est aussi dit que u manque
.

Par définition, les graphes définis dans cette thése sont sans boucle, c’est-
a-dire qu’un sommet v ne peut jamais étre son propre voisin (car {v,v}
ne possédant qu’un seul élément, il n’appartient pas a (‘2/)), ils sont non-
orientés, ¢’est-a-dire que pour tous sommets u et v, uv = vu; ils sont simples,
c’est-a-dire qu’entre deux sommets u et v, il existe 0 ou 1 aréte, et non un
nombre quelconque d’arétes; ils sont finis, c’est-a-dire que V posséde un
nombre fini d’éléments. Le nombre de sommets d’un graphe est noté n et son
nombre d’arétes m.

Soit G un graphe. Si v € V(G), alors ’ensemble des voisins de v est noté
N(v). Remarquons que v ¢ N(v). Le degré d’'un sommet v est défini par

11



12 CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

d(v) =|N(v)|. Si A C V(G), alors N(A) désigne ’ensemble des sommets de
G ayant au moins un voisin dans A. Remarquons que A et N(A) ne sont pas
nécessairement disjoints.

Soit G un graphe. Le graphe complémentaire de G est le graphe noté
G, défini par V(G) = V(G) et E(G) = {uv;u € V(G),v € V(G) et uv ¢
E(G)}. Soient F' et G deux graphes. Un isomorphisme entre F et G dé-
signe toute fonction ¢ bijective, associant & chaque sommet de F' un sommet
de G et telle que uv € E(F) < ¢(u)p(v) € E(G). Sl existe un isomor-
phisme entre F' et G, alors F' et G sont dit isomorphes. Un graphe est auto-
complémentaire s’il est isomorphe & son complémentaire.

Soient G un graphe et W un ensemble de sommets de G. Le sous-graphe de
G induit par W est noté G[W], c’est le graphe dont 1’ensemble des sommets
est W et dont ’ensemble des arétes est (V;) N E(G). Une cliqgue ou graphe
complet est un graphe vérifiant F(G) = (V(QG)). La taille d’une clique est son
nombre de sommets. Un triangle est une clique de taille trois. Un stable est
un graphe vérifiant F(G) = (). Une clique de G est un graphe qui est a la
fois une clique et un sous-graphe induit de G. Plus généralement, pour tout
graphe “bidule” (clique, stable, trou ...), un “bidule” de G est un graphe qui
est a la fois un “bidule” (ou qui est isomorphe a un “bidule”) et un sous-graphe
induit de G. Un graphe G contient un “bidule” si et seulement s’il existe un
sous-graphe induit de G qui est un “bidule” de G. Un graphe G est sans
“bidule” si et seulement s’il n’existe aucun “bidule” qui soit un sous-graphe
induit de G'; il est dit aussi que G est “bidule”-libre. Un graphe G est biparti
si et seulement s’il est possible de partitionner V' (G) en deux ensembles A et
B tels que G[A] et G[B] sont des stables.

1.1.1 Chemins et cycles

Soit G un graphe. Un chemin de G est une suite P = (vq,vq,...,v;) de
sommets deux a deux distincts vérifiant, pour tout 1 < i < k — 1, vv;41 €
E(G). Une aréte de G de la forme v;v;,1 avec 1 < i < j est appelée aréte du
chemin. Une aréte de G de la forme v;v; avec |i — j| > 1 est appelée corde
du chemin. Une corde v;v; est courte si |i — j| = 2. La longueur du chemin
est égale & son nombre d’arétes. Les sommets v, et vy sont les extrémités du
chemin ; les autres sommets sont dits intérieurs. Les sommets de I’ensemble
{’UL%J,’U(%ﬂ’ sont dits milieu(z) du chemin. Le sous-chemin de P induit
par les sommets intérieurs est noté P*.

Le graphe dont les sommets sont vy, vs,...,v; et dont 1’ensemble des
arétes est {v;v;41;1 < i < k—1} est un chemin sans corde, noté vi-vg-- + -vy.
Le graphe P désigne un chemin sans corde sur k sommets, il est donc de
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longueur k£ — 1.

Un cycle de G est une suite C' = (vy,vq,...,v;) de sommets deux a
deux distincts vérifiant, pour tout 1 < i < k, v;v;11 € E(G), ou 'addition
des indices est effectuée modulo k. Une aréte de GG de la forme v;v;,; avec
1 < ¢ < j est appelée aréte du cycle. Une aréte de G de la forme v;v; avec
|i—j] > 1 est appelée corde du cycle. Une corde v;v; est courte si |i — j| = 2.
Deux cordes v;v;, viv; sont dites croisées si elles sont disjointes et si sur
chaque chemin du cycle reliant v; & v;, il y a exactement un sommet de vy,
v;. Elles sont dites non-croisées dans le cas contraire. La longueur d’un cycle
est égale & son nombre d’arétes.

Un trou est un graphe avec au moins cinq sommets pouvant étre ordonnés
de maniére a former un cycle sans corde. Un antitrou est le complémentaire
d’un trou. Un trou ou un antitrou est pair (resp. impair) s’il contient un
nombre pair de sommets (resp. impair). Pour k& > 5, le graphe C} désigne un
trou sur £ sommets. Un carré est un cycle sans corde avec quatre sommets,
noté 04.

La relation ~ entre les sommets d’'un graphe G est définie de la maniére
suivante : u ~ v si et seulement s’il existe un chemin de G d’extrémités u et
v. C’est une relation d’équivalence. Les composantes connexes de G sont les
sous-graphes induits par les classes d’équivalence de ~. Si GG posséde une seule
composante connexe alors G est dit conneze. Si G est connexe, alors G est
dit co-conneze. Les composantes co-connezxes de G sont les complémentaires
des composantes connexes de G. Pour tout graphe G, I'un de G ou G est
connexe.

Soient GG un graphe et u, v deux sommets de G. La distance de u a v est
la longueur d’un chemin sans corde de GG de longueur minimale, d’extrémités
u et v. Si P est un chemin sans corde de GG ayant une extrémité u, le sommet
u’ de P le plus proche de u ayant une certaine propriété, est le sommet u’ de
P vérifiant la propriété et minimisant la distance entre u et u' calculée dans
le chemin P (et non pas dans le graphe G).

1.1.2 Quelques graphes particuliers

Le domino est le graphe ayant six sommets a, b, ¢, d, e, f et dont les arétes
sont ab, be, ed, de, ef, fa,be (voir figure 1.1).

Le taureau est le graphe ayant cinq sommets a, b, ¢, d, e et dont les arétes
sont ab, be, cd, de, bd (voir figure 1.2). Un tel taureau est noté a-bcd-e. Dans
un taureau a-bcd-e, les sommets b, d sont appelés les oreilles du taureau. Le
taureau est un graphe auto-complémentaire a-bcd-e = b-eca-d.

Une maison est un cycle impair de longueur au moins cinq avec une seule
corde, qui est courte (voir figure 1.3). Dans une maison, le sommet qui forme
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a b C

e d

—h

Fi1G. 1.1 — Le domino

C C

F1G. 1.2 — Le taureau, un graphe auto-complémentaire

un triangle avec I'unique corde est appelé le toit de la maison. La maisonnette
est la plus petite maison, c’est aussi le graphe P;.

Maison Maisonnette ou Ps

Fi1G. 1.3 — Les maisons

Un prisme est un graphe dont les sommets se partitionnent en trois en-
sembles induisant des chemins sans corde Py, P», P; tels que pour i = 1,2, 3,
P; est de longueur au moins 1, d’extrémités a; et b;, tels que {ay,as,as} et
{b1, by, b3} induisent des triangles et tels que, pour 1 <i < j < 3, il n’existe
aucune aréte entre des sommets de P; et P; autre que celles des triangles
(voir figure 1.4). Un prisme est dit pair (resp. impair) si les trois chemins
Py, Py, P; sont de longueur paire (resp. impaire).
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Prisme Cs
o —© o —© @ @ o —© @
@ o —© @ L 4
Prisme pair Prisme impair

F1G. 1.4 — Les prismes

1.1.3 Algorithmes sur les graphes

La notion d’algorithme est définie formellement dans [72]. De maniére
simple, il s’agit d’une suite d’opérations permettant de résoudre un probléme
par le calcul. Parmis les plus célébres, 1’algorithme qui se trouve dans le livre 7
des Eléments d’Euclide [27] permet de trouver le plus grand commun diviseur
de deux nombres.

La notion d’efficacité d’un algorithme est étudiée depuis le milieu du
XX¢€ siécle avec le développement de la théorie de la complexité. La notation
de Landau O est utilisée pour donner une estimation de la vitesse d’exé-
cution des algorithmes. Un algorithme est de complezité O(f(n)), on f est
une fonction mathématique, s’il existe une constante c¢ telle que le nombre
d’opérations nécessaires pour exécuter ’algorithme sur une entrée de taille n
est inférieure & ¢ x f(n).

Un algorithme est efficace ou polynomial si la fonction f est un polynéme
fonction de n, c’est-a-dire s’il existe un entier k£ tel que l'algorithme est de
complexité O(n¥). La classe des problémes NP-complet [32] est une classe
de problémes pour lesquels s’il est possible de résoudre I'un d’entre eux en
temps polynomial, alors il est possible de résoudre tous les autres. Il est
conjecturé qu’il n’existe pas d’algorithme polynomial permettant de résoudre
un probléme NP-complet.

La complexité d'un algorithme polynomial dont I’entrée est un graphe
s’exprimera sous la forme O(P(n,m)), ou P est un polynoéme fonction du
nombre n de sommets et du nombre m d’arétes. Le nombre maximum d’arétes
d’un graphe sur n sommets est @ Il est donc possible d’exprimer une
complexité fonction de n et m uniquement en fonction de n : un algorithme
de complexité O(P(n,m)) est aussi de complexité O(P(n,n?)).
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Voici un exemple d’algorithme sur les graphes : le parcours en largeur
ou BFS (pour Breadth-First Search). L’algorithme BF'S construit un ordre
particulier sur les sommets du graphe en utilisant une file. Une file est une
structure de données dans laquelle il est possible d’ajouter et de retirer des
éléments un par un. Lorsqu’un élément est retiré d’une file, c’est toujours
I’élément le plus ancien qui est retiré (celui qui y a été mis le plus tot). Voici
une description formelle de 1’algorithme BF'S.

ALGORITHME BFS
ENTREE : Un graphe G sur n sommets et un sommet v de G.
SORTIE : Un ordre o sur les sommets de G.
CALCUL :
— Soit F' une file vide, ajouter v & F', soit o(v) =neti=n—1;
— tant que F est non vide :
— retirer le sommet a de F' qui maximise o ;
— pour chaque voisin non-numéroté b de a, ajouter b a F', poser
ob)y=ieti=1i—1.
COMPLEXITE : O(n + m)

Cet algorithme permet par exemple de détecter si un graphe est connexe.
Pour cela il suffit de tester la valeur de 7 a la fin de I’algorithme. Si i = 0,
tous les sommets du graphe ont été numérotés et le graphe est connexe. Si
1 > 0, le graphe n’est pas connexe.

1.1.4 Coloration et graphes parfaits

Soient G un graphe et k£ un entier. Une coloration de G utilisant k couleurs
est une partition de V' (G) en ensembles Sy, ..., Sy tels que pour tout 1 <
i <k, le graphe G[5;] est un stable. Si v € S;, le sommet v a regu la couleur
i. Le nombre chromatique de G, noté x(G), est le plus petit entier k tel que
G posséde une coloration en k couleurs. Une coloration de G utilisant x(G)
couleurs est dite optimale.

Décider si un graphe posséde une coloration en £ couleurs est un probléme
NP-complet [56]. Il n’existe donc sans doute pas d’algorithme polynomial per-
mettant de colorier tous les graphes de maniére optimale. Nous restreindrons
donc notre recherche a des classes de graphes particuliéres.

Soit G’ un graphe. La taille d'une clique de taille maximum de G est
notée w(G). Il est clair que si un graphe G contient une clique de taille k,
il faut au moins k& couleurs pour le colorier. Donc, tout graphe G vérifie :
w(G) < x(G). Il est naturel de se demander s'il y a égalité entre le nombre
chromatique et la taille d’une plus grande clique. Ce n’est pas le cas et le plus
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petit contre-exemple est C5 : x(C5) = 3 et w(C5) = 2. Plus généralement,
n’importe quel trou impair vérifie x(Coxt1) = 3 et w(Cory1) = 2. Ghouila-
Houri [33] a également remarqué que n’importe quel antitrou impair vérifie
X(Cary1) = k+1 et w(Coryyr) = k. Donc, Iégalité y = w est fausse en général,
mais il est intéressant de se demander pour quels graphes elle demeure exacte.
Dans un graphe G, une coloration de GG et une clique de G sont dites de méme
taille si la taille de la clique est exactement égale au nombre de couleur de
la coloration, dans ce cas, la clique est de taille w(G) et la coloration utilise
X(G) couleurs.

En 1960, Berge [2] a défini la classe des graphes parfaits comme étant
la classe des graphes G tels que tout sous-graphe induit H de G vérifie
X(H) = w(H). Cette classe de graphes est apparue comme étant une classe
de graphes assez générale sur laquelle le probléme de la coloration pouvait
étre résolu efficacement. En 1984, Grostchel, Lovasz et Schrijver, [35] ont
donné un algorithme polynomial qui trouve, pour tout graphe parfait, une
coloration et une clique de méme taille. Déterminer le nombre chromatique
d’un graphe est NP-complet en général, mais devient donc polynomial sur la
classe des graphes parfaits.

Les recherches ayant conduit a l'algorithme de Gréstchel, Lovasz et Schri-
jver, ont joué un roéle central dans le développement de branches importantes
de 'optimisation, comme la programmation semi-définie (voir [76]). Cet algo-
rithme utilise la méthode des ellipsoides de Kachiyan [57] qui est trés difficile
a implémenter en raison de problémes d’instabilité numérique. Par ailleurs,
du point de vue de la théorie des graphes, cet algorithme n’est pas compléte-
ment satisfaisant. Il serait préférable d’avoir un algorithme qui tire parti des
propriétés combinatoires des graphes. Il est donc considéré que la recherche
d’un algorithme purement combinatoire permettant de colorier les graphes
parfaits de maniére efficace est une question ouverte. Cette thése se place
précisément dans le cadre de cette question.

Les trous impairs et les antitrous impairs ne sont pas des graphes parfaits.
Ainsi, dés qu’un graphe contient 'un d’eux, il n’est pas non plus parfait. Les
graphes sans trou impair et sans antitrou impair sont donc la plus grande
classe de graphes dont il est possible d’espérer la perfection. Un graphe est
dit de Berge si et seulement s’il ne contient ni trou impair, ni antitrou impair.

Au début des années 1960, Berge a énoncé deux conjectures célébres [3].
La premiére, dite conjecture faible des graphes parfaits, a été étudiée par
Fulkerson [30], puis finalement démontrée par Lovasz en 1971 [61, 62|. C’est
ce que nous appelons maintenant le théoréme des graphes parfaits :

Théoréme 1.1 ([61, 62]) Un graphe est parfait si et seulement si son com-
plémentaire est parfait.
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La deuxiéme conjecture de Berge, dite conjecture forte des graphes par-
faits, a fait 'objet de nombreuses recherches avant d’étre finalement démon-
trée par Chudnovsky, Robertson, Seymour et Thomas en 2002 [14]. C’est ce
que nous appelons maintenant le théoréme fort des graphes parfaits :

Théoréme 1.2 ([14]) Un graphe est parfait si et seulement s’il est de Berge.

Le probléme de la reconnaissance des graphes parfaits a lui aussi été
résolu. En 2002, Chudnovsky, Cornuéjols, Liu, Seymour et Vuskovié¢ [13]
ont donné un algorithme de complexité O(n’) permettant de reconnaitre
les graphes parfaits.

1.2 Quelques algorithmes de coloration

Dans cette partie, quelques algorithmes de coloration sont présentés, ils
seront utilisés directement ou indirectement dans la suite de cette thése.
Chaque algorithme est illustré par un exemple de graphe pour lequel la colo-
ration obtenue peut ne pas étre optimale. Le graphe Py est utilisé & plusieurs
reprises comme contre-exemple (voir figure 1.5). Dans le chapitre 3, nous
verrons un algorithme qui permet de colorier de maniére optimale la classe
des graphes contenant ni trou impair, ni antitrou, ni taureau. Cette classe
contient le graphe P;.

F1G. 1.5 — Le chemin sans corde & six sommets et son complémentaire

1.2.1 L’algorithme COLOR

L’algorithme COLOR est ’algorithme le plus naturel permettant de co-
lorier les sommets d’un graphe. Etant donné un ordre sur les sommets du
graphe, cet algorithme parcourt les sommets selon cet ordre et donne a chaque
sommet la plus petite couleur non attribuée a ses voisins. Voici une descrip-
tion formelle de I'algorithme.
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ALGORITHME COLOR
ENTREE : Un graphe G avec n sommets et un ordre o sur ses sommets.
SORTIE : Une coloration des sommets de G.
CALCUL :
Pouri=1,...,n:
— choisir le sommet non colorié x qui est minimum pour o ;
— colorier x avec la plus petite couleur qui n’est pas présente dans son
voisinage.
COMPLEXITE : O(n + m).

Il est facile de voir que pour tout graphe, il existe un ordre tel que 'al-
gorithme COLOR appliqué a celui-ci donne une coloration optimale. Un tel
ordre peut étre obtenu a partir d’une coloration optimale en ordonnant les
sommets par ordre croissant de leur couleur.

La figure 1.6 donne un exemple d’ordre des sommets de P, tel que la
coloration obtenue par I'algorithme COLOR n’est pas optimale.

1 2 3 1
™ ® ® °
a b c d

Ordrec:a<d<b<c

F1G. 1.6 — Exemple d’exécution de 1'algorithme COLOR

Soient GG un graphe et o un ordre sur les sommets de GG. L’ordre o est dit
parfait si, pour tout sous-graphe induit H de G, la coloration obtenue par
I’algorithme COLOR sur le graphe H et ’ordre o restreint & H est optimale.

Un graphe G est dit parfaitement ordonnable s’il posséde un ordre parfait.
Chvatal [16] a montré que cette définition est équivalente au fait qu’il n’existe
pas de P, induit de GG, noté v;-v9-v3-1y4, tel que v; < vy et vy < vs.

1.2.2 L’algorithme LEXBFS—COLOR

L’algorithme LEXBFS (Lexicographic Breadth-First Search) de Rose,
Tarjan et Lueker [78] est un algorithme de complexité O(n + m) qui a été
défini dans le but de reconnaitre les graphes triangulés. Un graphe est dit
triangulé s’il ne contient ni trou, ni carré.

LEXBF'S parcourt les sommets d’un graphe et les numérote un par un de
n a 1. Lors de ’étape générale, chaque sommet non numéroté a une étiquette,
correspondant a I’ensemble des numéros de ses voisins déja numérotés. Un
ordre lexicographique est défini sur les étiquettes : I’étiquette L(a) est stric-
tement plus grande que Iétiquette L(b) s'il existe un entier ¢ € L(a) \ L(b)
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tel que Vj > 4, j € L(a) N L(b) ou j ¢ L(a) U L(b). Le prochain sommet
qui est numéroté est le sommet dont I’étiquette est maximale selon 1’ordre
lexicographique. Voici une description formelle de I’algorithme.

ALGORITHME LEXBFS
ENTREE : Un graphe G.
SORTIE : Un ordre ¢ sur les sommets de G.

CALCUL :
— Pour tout sommet a de G, soit L(a) = 0;
—pouri=mn,...,1:

— choisir un sommet a d’étiquette maximale et poser o(a) = i;
— pour chaque voisin non numéroté v de a, ajouter ¢ & L(v).
COMPLEXITE : O(n + m).

Soit G un graphe. Un sommet v de G est dit simplicial si et seulement
si N(v) induit une clique de G. Un ordre d’élimination simplicial est un
ordre (vy,...,v,) des sommets de G tel que, pour 1 < i < n, le sommet
v; est simplicial dans le graphe G[vq,...,v;]. Rose, Tarjan et Lueuker [78]
ont montré qu’un graphe est triangulé si et seulement si I’ordre produit par
I’algorithme LEXBF'S est un ordre d’élimination simplicial.

L’algorithme LEXBFS—COLOR désigne I'algorithme COLOR appliqué &
I’ordre inverse de celui obtenu par 'algorithme LEXBFS. Une coloration
obtenue par l'algorithme LEXBFS—COLOR sur la classe des graphes trian-
gulés est optimale. Roussel et Rusu [80] ont généralisé ce résultat en dé-
montrant l'optimalité sur la classe des graphes i-triangulés. Un graphe est
dit i-triangulé si tout cycle impair de longueur supérieure ou égale a cinq
contient au moins deux cordes non-croisées.

Le graphe Ps est un exemple de graphe sur lequel la coloration obtenue
par 'algorithme LEXBFS—COLOR n’est pas optimale (voir figures 1.7 et 1.8).

6 {6} 6 5 6 5
e b e b e b
6 6 5 6,4 5
a{} {}OI a{} {}O| a{ } {}d
c f c f c f
{6} g {6} {5} 4 {5.4}
6 5 6 5 6 5
€ 5.3) b e b e b

3 : 5,3,2
a 4 N3 5321 N3 1
c f
4 {5.4.3} ‘4 4 e >

Fia. 1.7 — Exemple d’exécution de l'algorithme LEXBFS
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2 1
Ordre inverse obtenu par LexBFS (voir figure 1.7) e <b <c<a<f<d

F1G. 1.8 — Exemple d’exécution de I'algorithme LEXBFS—COLOR

1.2.3 L’algorithme COSINE

L’algorithme COSINE de Hertz [46] est un algorithme de complexité
O(nm) qui a été défini dans le but de colorier les graphes de Meyniel [45].
Un graphe est dit de Meyniel si tout cycle impair de longueur supérieure
ou égale a cinq contient au moins deux cordes. Les graphes de Meyniel sont
exactement les graphes ne contenant ni trou impair, ni maison.

Cet algorithme construit itérativement les classes de couleurs. Pour
construire la classe de couleur ¢, I’algorithme sélectionne des sommets jus-
qu’a ce que tous les sommets du graphe aient un voisin colorié c¢. A chaque
étape, le sommet colorié ¢ est un sommet qui n’a pas de voisin colorié c et
qui maximise le nombre de voisins en commun avec les sommets déja coloriés
c. Voici une description formelle de ’algorithme.

ALGORITHME COSINE
ENTREE : Un graphe G.
SORTIE : Une coloration des sommets de G.
CALCUL :
— Soit ¢ =1;
— tant qu’il existe des sommets non coloriés :
— ¢’il existe un sommet non colorié qui n’a pas de voisins coloriés c :
— soit A I'ensemble des sommets non coloriés qui ont un voisin
colorié c;
— choisir un sommet non colorié v qui n’a pas de voisin colorié ¢
et qui a le nombre maximum de voisins dans A;
— colorier v avec la couleur c;
— sinon, poser ¢ = c + 1.
COMPLEXITE : O(mn).

Cette formulation de I'algorithme COSINE différe de la description origi-
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nale de Hertz [45]. Hertz explique son algorithme en terme de contraction
de sommets, mais il nous parait plus simple de ne pas parler de cette notion
dans la description de ’algorithme.

Le graphe Pj est un exemple de graphe sur lequel la coloration obtenue
par l'algorithme COSINE n’est pas optimale (voir figure 1.9).

Ordre de coloration : ¢, b, d, e, a, f,

FiG. 1.9 — Exemple d’exécution de I'algorithme COSINE

1.2.4 L’algorithme LEXCOLOR

L’algorithme LEXCOLOR de Roussel et Rusu [81], de complexité O(n?),
a lui aussi été défini dans le but de colorier les graphes de Meyniel.

Cet algorithme associe des étiquettes label, de longueur n & chaque som-
met x de GG. Pour chaque couleur 1 < ¢ < n, si x n’a pas de voisin colorié c,
alors label,(c) est égal & 0; si x a un voisin colorié ¢, alors label,(c) est égal
a l'entier i tel que le premier voisin de = colorié ¢ est le (n-i)-iéme sommet
colorié du graphe. Un ordre lexicographique (inverse) sur les étiquettes est
défini de la maniere suivante : label, <p., label, si et seulement s’il existe
une couleur c telle que label,(c) < label,(c) et V ¢’ > ¢, label, (') = label, ().

A chaque étape, I'algorithme sélectionne un sommet non colorié dont
I’étiquette est maximale pour ’ordre lexicographique, lui donne la plus petite
couleur non présente dans son voisinage et itére ce procédé jusqu’a ce que tous
les sommets soient coloriés. Voici une description formelle de I’algorithme.

ALGORITHME LEXCOLOR
ENTREE : Un graphe G avec n sommets.
SORTIE : Une coloration des sommets de G.

CALCUL :
— Pour tout sommet x et toute couleur c, soit label,(c) = 0;
—pouri=1,...,n:

— choisir un sommet non colorié x qui maximise label, pour <p.,;
— colorier z avec la plus petite couleur ¢ qui n’est pas présente dans
son voisinage ;
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— pour tout voisin non colorié¢ y de x, si label,(c) = 0, poser
label,(c) = n —i.
COMPLEXITE : O(n?).

Cette version de LEXCOLOR différe un peu de la version originale de
Roussel et Rusu [81]. Lorsque x a un voisin colorié ¢, l'entier label,(c) a
été défini dans [81] comme étant l'entier i tel que le premier voisin de x
colorié ¢ soit le (n-i)-iéme sommet colorié avec la couleur ¢ (& la place du (n-
i)-iéme sommet colorié de couleur quelconque). Pour une couleur ¢, Pordre
entre les label,(c) de chaque sommet est le méme dans les deux versions
de l'algorithme, donc l'ordre lexicographique est le méme et il n’y a pas
de différence entre les deux exécutions de ’algorithme. Cette modification
permet juste de simplifier la description de I'algorithme.

Le graphe Ps est un exemple de graphe sur lequel la coloration obtenue
par l'algorithme LEXCOLOR n’est pas optimale (voir figure 1.10).

(6) 1 2 1 2 1
e b e b e b
=) (6) (=5) (6,-) 4,5) (6,-)
a d a d a d
c f c f ¢ f
) (6) (=5) 6,-) 1 (6,-)
2 1 2 1
e b e b e 2 : b
(6,-,3)
a & d a 3 3 d a 3 2 d
c f c f c f
1 6,-,3) 1 (6,2,3) 1 4

F1G. 1.10 — Exemple d’exécution de ’algorithme LEXCOLOR
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Chapitre 2

Contraction

Ce chapitre concerne 'opération de contraction de paire d’amis qui per-
met de colorier plusieurs sous-classes de graphes parfaits. Une généralisation
de la notion de paires d’amis, ainsi qu’une conjecture a ce sujet, sont propo-
sées. Selon la maniére dont la contraction est effectuée, plusieurs propriétés
intéressantes peuvent apparaitre. Ces propriétés seront utilisées dans les cha-
pitres 3 et 4.

2.1 Paire d’amis et paire Pj-libre

Etant donnés deux sommets x, y de G, 'opération de contraction consiste
a retirer x et y, puis a ajouter un nouveau sommet noté xy relié a chaque
sommets de N(x) U N(y). Le graphe obtenu est noté G/xy.

Lemme 2.1 Soit {x,y} une paire de sommets non-adjacents dans un graphe
G, alors w(G) < w(G/xy) et x(G) < x(G/zy).

Preuve. Soit () une clique de G. Dans ce cas, la clique () contient au plus I'un
de z,y. Si @ ne contient ni z, ni y, ’ensemble () est aussi une clique de G /xy.
Si () contient exactement I'un de x, y, alors en remplacant ce sommet par xy,
nous obtenons une clique de G/zy de méme taille. Donc w(G) < w(G/zy).
A partir d’une coloration de G/zy, une coloration de G, utilisant le méme
nombre de couleurs, est obtenue en donnant a x et y la couleur du sommet zy,

et en ne changeant pas la couleur des autres sommets. Donc x(G) < x(G/zy).
O

Lemme 2.2 Soit G un graphe. S’il existe une suite de graphes Gy, ...,Gy
telle que G = Gy, pour 1 < i < k, le graphe G; est obtenu a partir du graphe

25
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G;_1 par une contraction de paire de sommets non-adjacents, et Gy est une
clique. Alors x(G) < |Gy|.

Preuve. D’aprés le lemme 2.2, nous avons x(G) < x(G) = |Gyl O

Une paire d’amis (resp. une paire Py-libre) est une paire de sommets non-
adjacents tels qu’il n’existe pas de chemin sans corde les reliant, de longueur
impaire (resp. de longueur 3). Remarquons qu’une paire d’amis est une paire
Py-libre.

La notion de paire d’amis a été introduite par Meyniel [70] et largement
étudiée ensuite [28]. Les paires P,-libre sont apparues dans la littérature de
maniére plus implicite. Les définitions et les résultats de cette thése qui y
font référence sont nouveaux. Certains de ces résultats sont des conséquences
directes de preuves sur les paires d’amis, dans lesquelles les auteurs utilisent
uniquement le fait qu’il n’y a pas de P, entre les sommets considérés, dans
ce cas une référence a l'article d’origine est mentionnée.

Lorsqu’il s’agira de montrer qu’une contraction vérifie une propriété, nous
montrerons, si possible, que cette propriété est vérifiée lors d’'une contraction
de paire P,-libre. Alors, cette propriété sera en particulier vraie pour la notion
plus restrictive de paire d’amis. A I'inverse, lorsqu’il s’agira de contracter un
graphe, nous montrerons, si possible, qu’il s’agit d’une contraction de paire
d’amis, cette contraction étant aussi une contraction de paire Py-libre.

Fonlupt et Uhry [29] ont montré que la contraction de paire d’amis preé-
serve la taille maximum d’une clique. La preuve de ce résultat utilise seule-
ment le fait que la paire de sommets considérée est une paire P,-libre. Nous
en déduisons donc le lemme suivant :

Lemme 2.3 ([29]) Soit {x,y} une paire Py-libre dans un graphe G, alors
w(G) =w(G/xy).

Preuve. D’aprés le lemme 2.1, nous avons w(G) < w(G/xy). Inversement,
soit  une clique de G/xy de taille w(G/zy). Si () ne contient pas le sommet
xy, alors () est aussi une clique de G. Si ) contient le sommet zy, alors
Q\{xy} est une clique de G. L’un de z,y est adjacent a tout (), sinon Q)
contiendrait deux sommets a,b tels que a voit x et pas y, b voit y et pas
x, alors le chemin z-a-b-y est un chemin sans corde de longueur 3 reliant
x & y, une contradiction. Donc G contient une clique de taille w(G/xy) et
w(G/zy) < w(G). O

Fonlupt et Uhry [29] ont aussi montré que la contraction de paire d’amis
préserve le nombre chromatique. Ce résultat n’est pas vrai pour la contraction
d’une paire P,-libre : la contraction des deux extrémités d’'un P5; donne un
C5 alors que x(P5) =2 et x(Cs) = 3.
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Lemme 2.4 ([29]) Soit {z,y} une paire d’amis dans un graphe G, alors
X(G) = x(G/xy).

Preuve. D’aprés le lemme 2.1, nous avons x(G) < x(G/zy). Inversement,
considérons une coloration de GG utilisant x(G) couleurs. Si x et y ont regu
la méme couleur, alors nous en déduisons une coloration de G/zy utilisant
le méme nombre de couleurs. Supposons maintenant que = a recu la couleur
1 et y la couleur 2. Soit H le sous-graphe biparti induit par les sommets de
couleurs 1 et 2. Les sommets x et y sont dans deux composantes connexes
différentes de H, sinon il existerait un chemin sans corde impair les reliant.
Nous pouvons échanger les couleurs 1 et 2 dans la composante connexe de H
contenant x sans affecter y. Nous obtenons une coloration de G dans laquelle
x et y ont recu la méme couleur, nous en déduisons une coloration de G/xy.
Donc x(G/zy) < x(G). O

Pour un graphe quelconque, le probléme de décider si une paire de som-
mets n’est pas une paire d’amis est un probléme NP-complet [6], mais il
devient polynomial sur la classe des graphes parfaits. Soient G un graphe
parfait et {x, y} une paire de sommets non-adjacents de G. Soit G’ le graphe
obtenu & partir de G en ajoutant un nouveau sommet adjacent a = et y. La
paire {x,y} est une paire d’amis de G si et seulement si G’ est un graphe par-
fait. L’algorithme de reconnaissance des graphes parfaits [13] permet donc de
détecter si, dans un graphe parfait, deux sommets forment une paire d’amis
en temps O(n?).

La détection de paire P;-libre est beaucoup plus simple. Il est possible de
vérifier en temps O(n?) si, dans un graphe quelconque, deux sommets non-
adjacents forment une paire Py-libre. Il suffit de considérer tous les couples
de sommets et de vérifier s’ils sont le milieu d’un P, reliant les deux sommets
testés.

Un graphe est dit contractile (resp. P,-libre-contractile) si ¢’est une clique,
ou §’il contient une paire d’amis (resp. une paire Pj-libre) dont la contrac-
tion donne un graphe contractile (resp. Pj-libre-contractile). La classe des
graphes contractiles a été définie par Bertschi [5]. Remarquons qu’un graphe
contractile est Pj-libre-contractile.

Lemme 2.5 Soit G un graphe Py-libre-contractile, alors x(G) = w(G)

Preuve. 1l existe une suite Gy, . .., G de graphes telle que G = Gy, pour 1 <
i < k, le graphe G, est obtenu a partir du graphe (;,_; par une contraction
de paire P;-libre, et (G, est une clique. Le lemme 2.3 appliqué successivement
a cette suite de graphes implique que w(G) = w(Gy). Le lemme 2.2 implique
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que x(G) < |G| < w(Gg). Donc w(G) < x(G) < w(Gr) = w(G) et par
conséquent x(G) = w(G). O

La preuve du lemme 2.5 donne un algorithme permettant d’obtenir une
coloration et une clique de méme taille pour tout graphe Pj-libre-contractile,
a condition de savoir contracter le graphe jusqu’a obtenir une clique. C’est
I’existence de cette méthode qui est a l'origine de la définition des graphes
contractiles par Bertschi [5]. Les graphes Pj-libre-contractiles étant plus gé-
néraux, nous pensons que c’est la notion de paire P,-libre et non pas de paire
d’amis qui aurait dii étre a la base de la définition de Bertschi. Comme ce
n’est pas le cas, nous jonglerons avec ces deux notions tout le long de ce
chapitre.

Un graphe G est dit parfaitement contractile (resp. parfaitement Py-libre-
contractile) si tout sous-graphe induit de G est contractile (resp. Pj-libre-
contractile). La classe des graphes parfaitement contractiles a elle aussi été
définie par Bertschi [5]. Remarquons qu’'un graphe parfaitement contractile
est parfaitement P;-libre-contractile.

Lemme 2.6 Un graphe parfaitement Py-libre-contractile est un graphe par-
fait.

Preuve. Soit G un graphe parfaitement Pj-libre-contractile. Par définition,
tout sous-graphe H de G est P,-libre-contractile. D’aprés le lemme 2.5, le
sous-graphe H vérifie x(H) = w(H). Donc G est un graphe parfait. O

Les définitions des graphes parfaitement contractiles et parfaitement P,-
libre-contractiles ne nous permettent pas de savoir comment contracter ces
graphes, ni de décider si un graphe quelconque est dans 'une de ces classes.
Plusieurs résultats et conjectures seront formulés a ce propos dans la suite
de ce chapitre. Auparavant, voici une série de lemmes qui seront utilisés pour
montrer qu’aprés avoir contracté une paire de sommets, le graphe contracté
conserve certaines propriétés.

Lemme 2.7 Soit {z,y} une paire Py-libre dans un graphe G.
(i) Si G ne contient pas d’antitrou, alors G /xy ne contient pas d’antitrou
autre que Cs ou Cg.
(11) Si G ne contient pas d’antitrou impair, alors G/xy ne contient pas
d’antitrou impair autre que Cs.

Preuve. Supposons que G/zy contient un antitrou A > 7. Si A ne contient
pas xy, alors A est aussi un antitrou de G. Nous pouvons donc supposer que
A contient zy. Notons ag = xy, aq,...,a, avec k > 6, les sommets de A de



2.2. SOUS-GRAPHES EXCLUS 29

sorte que a;, manque a; si et seulement si | — j| = 1 mod k + 1. Dans G,
les sommets ay, a; ne voient ni z, ni y. Soit X = A\(N(z) U {ay, ax, zy}) et
Y = A\(N(y) U {a1, ax, zy}). Chaque sommet de ay, ..., ay_1 voit au moins
I'un de = ou y, donc X C N(y),Y C N(x). Pour tout a € X, b € Y, nous
avons a manque b, car sinon z, b, a, y induit un P, entre = et y. Donc X UY est
constitué d’un ensemble de sommets consécutifs de A d’au plus 3 sommets.
Puisque k > 6, nous pouvons supposer que a; ¢ (X UY). Si X = (), alors
AU {z}\{zy} est un antitrou de G’ de méme taille que A. Si Y = (), alors
AU{y}\{zy} est un antitrou de G de méme taille que A. Soit i le plus petit
entier tel que a; € (7 U 7). Nous avons ¢ > 3 et nous pouvons supposer par

exemple que a; € X et a;41 € Y. Si i est impair, alors 4, a1, ..., a;41 est un
antitrou impair de G. Si ¢ est pair, alors ¢ > 4 et x,aq, ..., a; est un antitrou
impair de G. O

La preuve du lemme montre en fait un résultat un peu plus fort. Si, dans
un graphe G, une contraction de paire Pj-libre crée un antitrou A de taille
> 7 qui n’est pas déja présent dans G, alors, quelle que soit la parité de A,
le graphe G contient un antitrou impair.

Lemme 2.8 Soit {z,y} une paire P,-libre dans un graphe G. Si G ne
contient pas de triangle, alors G /xy ne contient pas de triangle.

Preuve. Supposons que G/zy contient un triangle 7'. Si 7' ne contient pas xy,
alors T' est aussi un triangle de G. Si T contient xy, alors (7T'U {x,y})\{zy}
est un P, entre x et y dans G. O

Lemme 2.9 ([28]) Soit {x,y} une paire d’amis dans un graphe G. Si G ne
contient pas de trou impair, alors G /xy ne contient pas de trou impair.

Preuve. Supposons que G/xy contient un trou impair H. Si H ne contient
pas xy, alors H est aussi un trou impair de G. Si H contient zy, alors soit
(H U {z})\{zy}, soit (H U {y})\{zy} est un trou impair de G, car sinon
H U{z,y})\{zy} est un chemin impair sans corde entre z et y dans G. O

2.2 Sous-graphes exclus

Lorsque nous nous intéressons a une classe de graphes définie comme
ayant une certaine propriété, nous cherchons souvent & caractériser cette
classe en terme de sous-graphes exclus. C’est par exemple ce que proposait la
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conjecture forte des graphes parfaits due a Berge et résolu par Chudnovsky,
Robertson, Seymour et Thomas. Une conjecture similaire existe pour les
graphes parfaitement contractiles et nous en proposons une nouvelle pour
les graphes parfaitement Pj-libre-contractiles. Ces conjectures sont toujours
ouvertes.

Commencgons par exhiber quelques familles de graphes qui ne sont pas
dans les classes considérées.

Lemme 2.10 Un antitrou n’est pas Py-libre-contractile

Preuve. Dans un antitrou, toute paire de sommets non-adjacents est reliée
par un Pj. Il n’y a donc pas de paire Pj-libre. O

Lemme 2.11 Un trou tmpair n’est pas P,-libre-contractile

Preuve. Supposons qu’il existe un entier k£ impair tel qu’il existe une séquence
de contractions de paires Pj,-libre menant d’un trou de taille £ & une clique
@. Un trou ne contient pas de triangle, donc d’aprés le lemme 2.8, la clique
non plus et |Q| < 2. D’aprés le lemme 2.2, y(Cy) < |Q| < 2, ce qui contredit
X(Ck) = 3. =

Lemme 2.12 ([60],[28]) Un prisme impair n’est pas contractile

Les prismes impairs ne sont pas contractiles. Par contre ils sont Pj-libre-
contractiles, excepté I’antitrou Cy. Le graphe de la figure 2.1 montre comment
contracter des paires Pj-libre dans le prisme impair a huit sommets pour
aboutir & une clique. A chaque étape, la paire de sommets contractée est
représentée en blanc. Cette méthode s’adapte facilement pour contracter les
prismes impairs de plus grande taille.

Reed a proposé d’appeler graphes de Grenoble les graphes contenant ni
trou impair, ni antitrou, ni prisme impair. Les lemmes 2.10, 2.11 et 2.12 per-
mettent de déduire le corollaire suivant concernant les graphes parfaitement
contractiles.

Corollaire 2.13 ([28]) Un graphe parfaitement contractile est un graphe de
Grenoble.

La conjecture des graphes parfaitement contractiles, formulée par Everett
et Reed [28, 75|, affirme que la réciproque du corollaire 2.13 est vraie.
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Fi1aG. 2.1 — Exemple de contraction du prisme impair a huit sommets

Conjecture 2.14 ([75]) Un graphe est parfaitement contractile si et seule-
ment s’il est un graphe de Grenoble.

Everett et Reed [75] ont de plus conjecturé qu'’il est possible de contracter
les graphes parfaitement contractiles en restant dans cette classe.

Conjecture 2.15 ([75]) Tout graphe parfaitement contractile qui n’est pas
une clique contient une paire d’amis dont la contraction laisse le graphe par-
faitement contractile.

Adoptons maintenant I'idée que la notion de paire P,-libre devrait se
substituer a celle de paire d’amis dans la définition des graphes parfaitement
contractiles. La classe des graphes parfaitement Pj-libre-contractiles est la
classe des graphes sur laquelle la méthode de coloration par contraction est
possible pour tout sous-graphe induit. Les lemmes 2.10 et 2.11 permettent
de déduire un corollaire analogue au corollaire 2.13 pour les graphes parfai-
tement P;-libre-contractiles.

Corollaire 2.16 Un graphe parfaitement Py-libre-contractile ne contient ni
trou tmpair, ni antitrou.

Nous formulons une conjecture analogue a la conjecture 2.14 pour la classe
des graphes parfaitement Pj-libre-contractiles. Nous conjecturons que la ré-
ciproque du corollaire 2.16 est vraie.

Conjecture 2.17 Un graphe est parfaitement Py-libre-contractile si et seule-
ment s’il ne contient ni trou impair, ni antitrou.

La paire d’amis est considérée comme un cas particulier de paire P,-libre
qui permettrait peut-étre de contracter les graphes de Grenoble en restant
dans cette classe. Les conjectures 2.14 et 2.15 d’Everett et Reed deviennent :
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Conjecture 2.18 ([75]) Tout graphe de Grenoble qui n’est pas une clique
contient une paire d’amis dont la contraction donne un graphe de Grenoble.

Le résultat s’approchant le plus de cette conjecture est di & Maffray et
Trotignon [66]. Reed a proposé d’appeler graphes d’Artémis les graphes ne
contenant ni trou impair, ni antitrou, ni prisme. Une paire d’amis {a, b} dans
un graphe G est dite spéciale si le graphe G/ab ne contient pas de prisme.
Maffray et Trotignon [66] ont montré que cette notion de paire d’amis spéciale
est un cas particulier de paire d’amis qui permet de contracter les graphes
d’Artémis en restant dans cette classe :

Théoréme 2.19 ([66]) Tout graphe d’Artémis qui n’est pas une clique
contient une paire d’amis spéciale dont la contraction donne un graphe d’Ar-
témis.

L’algorithme sous-jacent a la preuve du théoréme 2.19 est simplifié et
accéléré dans le chapitre 5.

Un théoréme de ce type avait déja été formulé pour une sous-classe des
graphes d’Artémis. Un graphe est faiblement triangulé [37] s’il ne contient
ni trou, ni antitrou. Une 2-paire est une paire de sommets non-adjacents
telle que tous les chemins sans corde les reliant sont de longueur 2. Hay-
ward, Hoang et Maffray [41] ont montré que cette notion de 2-paire est un
cas particulier de paire d’amis spéciale qui permet de contracter les graphes
faiblement triangulés en restant dans cette classe :

Théoréme 2.20 ([41]) Tout graphe faiblement triangulé qui n’est pas une
clique contient une 2-paire dont la contraction donne un graphe faiblement
triangulé.

Nous voyons donc que les paires P,-libre définissent le cadre général dans
lequel I’algorithme de contraction fonctionne. Les paires d’amis, les paires
d’amis spéciales et les 2-paires sont des raffinements successifs de cette notion
qui permettent de contracter certaines classes de graphes sans en sortir (ceci
restant a prouver pour les graphes de Grenoble).

Il ne peut pas exister de résultat analogue a la conjecture 2.15 pour les
graphes parfaitement Pj-libre-contractiles. En effet, une contraction de paire
Py-libre qui n’est pas une contraction de paire d’amis crée un trou impair.
Les prismes impairs différents de C sont donc des exemples de graphes pour
lesquels la contraction Pj-libre fonctionne, mais pour lesquels il est impos-
sible de rester dans la classe des graphes parfaits. Le deuxiéme graphe de la
figure 2.1 contient un C5. Lors de la contraction des graphes parfaitement
Pjy-libre-contractiles, nous sommes donc siir de sortir de cette classe. Cela
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n’exclut pas le fait qu’il peut exister un algorithme polynomial permettant
de contracter ces graphes. Il arrive le méme genre de probléme avec d’autres
classes. Par exemple, Hertz [45] a été amené a définir les graphes de quasi-
Meyniel pour parvenir a contracter les graphes de Meyniel. De maniére ana-
logue, il est envisageable de définir une classe de graphes quasi-parfaitement
P,-libre-contractiles contenant quelques trous impairs bien placés et de réa-
liser la contraction dans cette classe.

Un résultat de Chvatal, Rusu et Sritharan [18] nous conforte en faveur
de cette possibilité. Un chemin sans corde v-- - v, est dit simplicial s’il ne
s’étend pas a un chemin sans corde vg-v1-- - -vp-vi11. Il est facile de voir que,
étant donné un graphe G et un entier positif k, si tout sous-graphe non vide
de G contient un chemin simplicial sur au plus & sommets, alors GG ne contient
pas de trou de taille > k + 3. Chvatal, Rusu et Sritharan [18] ont montré la
réciproque.

Théoréme 2.21 ([18]) Pour tout entier positif k, un graphe ne contient pas
de trou de taille > k + 3 si et seulement si chacun de ses sous-graphes non
vides contient un chemin simplicial sur au plus k sommets.

Appliqué pour k£ = 2 dans le graphe complémentaire, cela donne le corol-
laire suivant.

Corollaire 2.22 Tout graphe sans antitrou contient une paire Py-libre.

2.3 Ordre de contraction

Plusieurs classes de graphes sont connues pour étre parfaitement contrac-
tiles, comme par exemple les graphes de Meyniel et les graphes faiblement tri-
angulés, d’aprés des résultats de Hertz [45] et Hayward, Hoang, Maffray [41].
Pour ces deux classes, une profonde différence apparait dans la maniére dont
la contraction peut étre effectuée. La contraction des graphes de Meyniel peut
se faire & partir de n’importe quel sommet en le contractant jusqu’a ce qu’il
devienne adjacent a tous les sommets du graphe. Cela est impossible pour les
graphes faiblement triangulés. Aprés avoir contracté une paire d’amis dans
un graphe triangulé, il n’est pas possible de garantir que la contraction puisse
se poursuivre & partir du sommet contracté. Pour s’en persuader, le lecteur
pourra tenter de contracter les graphes de la figure 2.2.

La suite de cette partie est consacrée a la définition formelle de cette
propriété qui est vrai pour les graphes de Meyniel mais pas pour les graphes
faiblement triangulés. Ces définitions sont nouvelles et auront plusieurs consé-
quences algorithmiques qui seront expliquées ensuite.
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F1G. 2.2 — Graphes faiblement triangulés

Pour un graphe G, un ordre de contraction de G est
une notation de ses sommets sous la forme V(G) =

1,2 .3 ki1 ko 1 ko
{y, a7, 23, .. a7t @y, . 252, xy, .., 1, ) telle que, pour 1 < ¢ <, les
ensembles S, = {zl,..., 2%} sont des stables. La coloration qui, & chaque

sommet x’ associe la couleur ¢, est appelée coloration associée a cet ordre,
c’est aussi la coloration obtenue par 1’algorithme COLOR sur cet ordre.

La suite de contractions associée a cet ordre est la suite de graphes G,
et les sommets w’ (1 < ¢ < ¢, 1 <i < k,) définis de la maniére suivante.
Soit Gi = G. Pour 2 < ¢ < /, soit G. = Glzc_‘ll. Pour 1 < ¢ < ¢, soit
wl =zl Pour 1 <c</let2<i<k, soit G le graphe obtenu a partir de
G'~! en contractant les sommets w’~! et 2% en un nouveau sommet w¢. Pour
1 < ¢ </, le sommet w* est noté plus simplement w,.

Un ordre de contraction est dit amical (resp. Pj-libre) si la suite de
contraction associée vérifie, pour tout 1 <c</let2<i <k, :

(i) les sommets w’™! et = sont une paire d’amis (resp. une paire P;-libre)

de G771

(ii) le sommet w, est adjacent & tous les sommets de G
Une coloration est dite amicale (resp. Py-libre) si elle est associée & un ordre
de contraction amical (resp. Pj-libre). Remarquons qu’un ordre de contrac-
tion amical est Pj-libre et qu'une coloration amicale est P,-libre.

Le théoréme suivant montre qu’il est facile d’obtenir une coloration opti-
male & partir d’un ordre de contraction P,-libre.

Théoréme 2.23 Soit G un graphe possédant un ordre de contraction P,-
libre {x}, ... a¥ . ab . aftY. Alors x(G) = w(G) = (€ et la coloration
Py-libre associée a cet ordre est une coloration optimale de G.

Preuve. D’aprés (i), dans la séquence G = G1,...,G}*, chaque graphe est
obtenu a partir de son prédécesseur par une contraction de paire Py-libre. Le
lemme 2.3 appliqué successivement a cette séquence de graphes implique que
w(G) = w(Glg‘f). D’autre part, (ii) implique que Gif‘ est une clique de taille /,
et le lemme 2.2 implique que x(G) < |G}| = w(G}*). Donc w(G) < x(G) <
w(G5) = w(G) et par conséquent x(G) = w(G) = L. O



2.3. ORDRE DE CONTRACTION 35

Décider si un ordre de contraction n’est pas amical est un probléme NP-
complet pour un graphe quelconque et de complexité O(n'?) pour un graphe
parfait. Décider si un ordre de contraction est P,-libre est de complexité
O(n?) pour un graphe quelconque.

Un graphe est dit ordre-contractile (resp. Py-libre-ordre-contractile) s'il
posséde un ordre de contraction amical (resp. Pj-libre). Remarquons qu’un
graphe ordre-contractile est contractile et P,-libre-ordre-contractile et qu'un
graphe P,-libre-ordre-contractile est Pj-libre-contractile.

Les graphes de la figure 2.2 sont des exemples de graphes faiblement tri-
angulés qui ne sont pas P,-libre-ordre-contractiles. Inversement, les prismes
pairs sont des graphes ordre-contractiles qui ne sont pas faiblement triangu-
lés. La figure 2.3 donne un exemple d’ordre de contraction P,-libre du prisme
pair & neuf sommets.

e ® g eq lg e

c c g
3 f b ab f %
o d o d : h-

e g ef g efg efg
abcd abcd abcd abcc
h i h i h i hi

Ordre de contraction amical : (a,b,c,d,e,f,g,h,i)

F1G. 2.3 — Exemple d’ordre de contraction du prisme pair a neuf sommets

Un graphe G est dit parfaitement ordre-contractile (resp. parfaitement Py-
libre-ordre-contractile) si tout sous-graphe induit de G est ordre-contractile
(resp. Py-libre-ordre-contractile). Remarquons qu’un graphe parfaitement
ordre-contractile est parfaitement contractile et parfaitement P,-libre-ordre-
contractile et qu'un graphe parfaitement P,-libre-ordre-contractile est par-
faitement Pj-libre-contractile.

Dans [47], Hertz et de Werra démontre (sans le savoir) que les graphes
parfaitement ordonnables sont parfaitement ordre-contractiles. Cette preuve
donne un algorithme qui produit un ordre de contraction amical a partir d’un
ordre parfait.

ALGORITHME ORDRECONTRACTION
ENTREE : Un graphe GG et un ordre o sur ses sommets.
SORTIE : Un ordre de contraction {z},... o L Tpy ,x?‘} et la co-
loration associée.

CALCUL :
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— Soient c=1eti=1;
— tant qu’il existe des sommets non coloriés :
— g’il existe un sommet non colorié qui n’a pas de voisin colorié c :
— choisir un tel sommet v minimum pour o ;
— colorier v avec la couleur ¢, poser 2 = v et i =17+ 1;
— sinon, poser c=c+ 1 et ¢ = 1.
COMPLEXITE : O(m + n).

Les résultats de [48] peuvent étre reformulés ainsi.

Théoréme 2.24 ([48]) Soient G un graphe parfaitement ordonnable et o
un ordre parfait de G. L’algorithme ORDRECONTRACTION appliqué a cette
entrée produit un ordre de contraction amical de G.

Nous en déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 2.25 Les graphes parfaitement ordonnables sont parfaitement
ordre-contractiles.

Déterminer si un graphe est parfaitement ordonnable est un probléme
NP-complet [71] et personne ne sait comment, étant donné un graphe par-
faitement ordonnable, trouver un ordre parfait de ce graphe. Il n’est donc
stirement pas possible d’utiliser les idées présentées ici pour trouver, pour
tout graphe parfaitement ordonnable, un ordre de contraction amical.

Nous verrons dans le chapitre 3 qu’il existe un algorithme simple et efficace
qui produit un ordre de contraction amical pour une sous-classe de la classe
des graphes parfaitement ordonnables : les graphes sans trou impair, sans
antitrou et sans taureau.

Les graphes de Meyniel sont d’autres exemples de graphes parfaitement
ordre-contractiles. Lorsque Hertz [45] prouve que les graphes de Meyniel sont
parfaitement contractiles, il propose un algorithme qui permet effectivement
de les contracter. Cet algorithme appelé COSINE dans [46] peut étre reformulé
pour produire un ordre de contraction.

ALGORITHME ORDRECOSINE
ENTREE : Un graphe G.

SORTIE : Un ordre de contraction {z1,..., 2%, ... z} ... z}'} et la co-
loration associée.
CALCUL :

— Soient c=1eti=1;
— tant qu’il existe des sommets non coloriés :
— g’il existe un sommet non colorié qui n’a pas de voisin colorié c :
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— soit A I’ensemble des sommets non coloriés qui ont un voisin
colorié;
— choisir un sommet non colorié v qui n’a pas de voisin colorié ¢
et qui a le nombre maximum de voisins dans A;
— colorier v avec la couleur ¢, poser ! =v et i =17+ 1;
— sinon, poser c=c+ 1 et 1 = 1.
COMPLEXITE : O(mn).

Dans [45], Hertz démontre en fait le résultat suivant.

Théoréme 2.26 ([45]) Soit G un graphe de Meyniel. L’algorithme ORDRE-
COSINE appliqué o G produit un ordre de contraction amical de G.

Nous en déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 2.27 Les graphes de Meyniel sont parfaitement ordre-
contractiles.

2.4 Clique maximum

Etant donnés un graphe et une coloration des sommets de ce graphe,
voici un algorithme qui choisit un sommet de chaque couleur dans I’espoir
de trouver une clique de méme taille que la coloration.

ALGORITHME CLIQUE
ENTREE : Un graphe GG et une coloration de ses sommets utilisant ¢
couleurs.
SORTIE : Un ensemble () composé de ¢ sommets de G.
CALCUL :
— Soit Q = 0;
— pour tout sommet z, soit ¢(z) = 0;
—pourc=2¢,...,1:
— choisir un sommet x de couleur ¢ qui maximise ¢(z);
— poser @ = Q U {z};
— pour tout voisin y de x, poser ¢(y) = q(y) + 1.
COMPLEXITE : O(m + n).

L’algorithme CLIQUE peut facilement étre implémenté en temps O(m +
n). Pour cela, a I’étape ¢, les sommets de couleur ¢ sont parcourus, en choi-
sissant un sommet qui maximise la valeur du compteur ¢, puis le compteur
de ses voisins est mis a jour.
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Le lemme suivant nous permet de montrer que, lorsque la coloration en
entrée de I'algorithme est une coloration P,-libre, alors la sortie () de 1’algo-
rithme est une clique de taille /.

Lemme 2.28 Soient G un graphe P,-libre-ordre-contractile et une coloration
Py-libre de G. Soit QQ une clique dont les sommets sont de couleurs strictement
supérieures a ¢, avec 1 < ¢ < ¢ — 1. Alors il existe un sommet de couleur c
qui voit tout Q).

Preuve. Soit {x},... 2% ... x} ... x;*} un ordre de contraction Py-libre tel

que la coloration P-libre de G est associée a cet ordre. Soit G%, w’ (1 < ¢ </,
1 <i < k) la suite de contractions associée a cet ordre. Pour 1 < i < k.,
considérons la propriété P; suivante : “Dans le graphe G°, le sommet w’ est
adjacent a tout ().” Notons que la propriété Py est vraie d’aprés (ii). Nous
pouvons supposer que la propriété P, n’est pas vraie, sinon le lemme est
vérifié avec le sommet x! = w!. Donc, il existe un entier 2 < i < k. tel que
P; est vraie et P;_; ne l'est pas. Alors, dans le graphe Gi~!, le sommet x
doit étre adjacent & tout (), sinon, () contient deux sommets a,b tel que a
est adjacent & w’ ™! et pas & 2% et b est adjacent & 2 et pas & w!, alors le
chemin w’~'-a-b-x’ est un chemin sans corde de longueur 3 qui contredit (i).
Donc le lemme est vérifié avec le sommet z. O

Lemme 2.29 Soient G un graphe Py-libre-ordre-contractile et une coloration
Py-libre de G. Alors l'algorithme CLIQUE appliqué a cette entrée produit une
clique de taille w(Q).

Preuve. Considérons l’ensemble () construit au cours de I’algorithme

CLIQUE. Nous affirmons que, pour tout c = ¢,/ —1,...,1, a la fin de I’étape
¢, 'ensemble @) est une clique de taille / — ¢ + 1 qui contient un sommet
de chaque couleur c,..., /. Le cas ¢ = ¢ est évident. Lors de 1’étape géné-

rale, le lemme 2.28 assure qu’il existe un sommet de couleur ¢ — 1 qui est
adjacent & tout (). I’algorithme choisit un tel sommet et 'ajoute a (). L’af-
firmation est donc vraie a la fin de chaque étape. L’algorithme termine avec
une clique @) de taille /. Puisque G admet une coloration de taille ¢, nous
avons x(G) = w(G) = {. 0

En fait, hypothése du lemme 2.29 donne des propriétés légérement plus
fortes. Une coloration est fortement canonique [48] si, pour toute clique @
dont les sommets sont de couleurs strictement supérieures a ¢, avec 1 < ¢ <
¢ — 1, il existe une clique @)’ contenant () ainsi qu’'un sommet de chaque
couleur 1 < i < c¢. Un stable fort [49] est un stable qui intersecte toutes les
cliques maximales.



2.5. OPTIMISATION PONDEREE 39

Lemme 2.30 Les propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) une coloration Py-libre est fortement canonique
(ii) lensemble des sommets de couleur 1 d’une coloration P,-libre est un
stable fort.

Preuve. Conséquence du lemme 2.28 qui peut étre déduite exactement
comme pour le lemme 2.29. O

Une clique est dite mazimale si elle n’est pas strictement incluse dans une
autre clique. Un graphe G est fortement parfait si et seulement si tout sous-
graphe H de G contient un stable qui rencontre toutes les cliques maximales
de H. En comparaison, un graphe G est parfait si et seulement si tout sous-
graphe H de G contient un stable qui rencontre toutes les cliques de taille
maximum de H. Nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 2.31 Les graphes parfaitement Py-libre-ordre-contractiles sont
fortement parfaits.

2.5 Optimisation pondérée

Soit G un graphe. Une fonction de poids sur ses sommets est une fonc-
tion w allant de V(G) dans N. Une coloration pondérée est un ensemble de
stables Si, ..., Sk et d’entiers I(S1),...,I(Sk) tels que pour tout sommet v,
nous avons w(v) < > ¢ I(S;). Une coloration pondérée est minimum si
elle minimise la quantité ), .., 1(.S;). Cette quantité est alors notée x,,(G).
Une clique Q est de taille pondérée mazimum si elle maximise la quantité
> veq W(v). Cette quantité est alors notée w,(G). Lorsque w associe a tout
sommet, l'entier 1, nous retrouvons les versions non-pondérées de ces pro-
blémes. Pour un graphe parfait, il est bien connu que y,,(G) = w,(G) (voir
30, 35]).

Hoang [50] a montré le théoréme suivant.

Théoréme 2.32 ([50]) S’il existe un algorithme polynomial A qui trouve,
pour tout graphe fortement parfait, un stable fort, alors il existe un algorithme
polynomial B qui trouve, pour tout graphe fortement parfait et toute fonction
de poids, une coloration pondérée minimum et une clique pondérée maximum.

Si Ualgorithme A fonctionne en temps T, alors l'algorithme B fonctionne en
temps O(nT).

L’algorithme suivant permet de trouver cette coloration et cette clique :
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ALGORITHME PONDERE
ENTREE : Un graphe G, une fonction de poids w sur ses sommets et un
algorithme A de complexité T qui trouve, pour tout sous-graphe de G,
un stable fort.
SORTIE : Une coloration pondérée minimum S, I et une clique pondérée
maximum Q).
ALGORITHME :
Etape 1 : construction de la coloration
- Soient i =1,5=0,Q =0,V =V(G);
— tant que V # 0 :
— trouver un stable fort 5; ;
— poser § = SU{S;} et 1(S;) = minyes,w(v);
— pour tout v € S;, poser w(v) = w(v) — 1(S;) et si w(v) = 0, poser
V= V\{U} )
- 1=1i+ 1.
Etape 2 : construction de la clique
— Pour j allant de 7 & 1 en ordre décroissant :
~si QUS; =0, soit v € S; qui voit tout Q;
— poser @ = Q U {v}.

COMPLEXITE : O(nT).

Le lemme 2.30 montre que 1’ensemble des sommets de couleur 1 d’une co-
loration Pjs-libre est un stable fort. Nous pouvons donc en déduire le résultat
suivant :

Corollaire 2.33 S’il existe un algorithme polynomial A qui trouve, pour tout
sous-graphe d’une classe de graphe C, une coloration Py-libre, alors il existe
un algorithme polynomial B qui trouve, pour tout graphe dans C et toute
fonction de poids, une coloration pondérée minimum et une clique pondérée
mazimum. Si lalgorithme A fonctionne en temps T, alors 'algorithme B
fonctionne en temps O(nT).

2.6 Inclusions

Il est facile de voir que les trous impairs, les antitrous et les prismes
impairs ne sont pas des graphes fortement parfaits. Nous en déduisons le
lemme suivant.

Lemme 2.34 Un graphe fortement parfait est un graphe de Grenoble.

La conjecture 2.14 implique que les graphes fortement parfaits sont par-
faitement contractiles mais ceci reste une conjecture.
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Conjecture 2.35 ([28]) Les graphes fortement parfaits sont parfaitement
contractiles.

En fait, nous ne connaissons pas de graphe fortement parfait qui ne soit
pas fortement parfaitement contractile. Nous posons donc la question sui-
vante.

Question 2.36 FEst-ce que les graphes fortement parfaits sont parfaitement
ordre-contractiles ?

Ainsi qu’une version moins forte.

Question 2.37 FEst-ce que les graphes fortement parfait sont parfaitement
Py-libre-ordre-contractile ¢

Puisque les graphes parfaitement P,-libre-ordre-contractiles sont forte-
ment parfaits, la conjecture 2.35 implique une réponse par 'affirmative a la
question suivante.

Question 2.38 Fst-ce que les graphes parfaitement Py-libre-ordre-
contractiles sont parfaitement contractiles ¢

Le graphe orienté de la figure 2.4 représente les relations d’inclusion entre
certaines des classes de graphes considérées dans cette theése. Une fleche de
la classe A vers la classe B signifie que A contient B. Toutes les classes dont
le nom contient “parfait” comme sous-mot sont définies pour avoir certaines
propriétés intéressantes vis-a-vis du probléme de la coloration. Toutes les
autres classes sont définies par sous-graphes exclus. Parfois elles portent un
nom mentionné entre parenthéses. Les lettres T, A, P, M signifient respecti-
vement Trou, Antitrou, Prisme, Maison, I'ajout d’un “i” veut dire impair.

Les affirmations suivantes sont suffisantes pour expliquer les relations
d’inclusion entre les classes définies par sous-graphes exclus. Si un graphe ne
contient pas de “bidule”, il ne contient pas non plus de “bidule” impair. Les
antitrous de taille > 6 contiennent une maisonnette. Les prismes différents
de Cy contiennent un trou et une maison.

Une seule classe est définie a la fois par sous-graphes exclus et par ses
propriétés intéressantes, il s’agit de la classe des graphes parfaits. Comme
remarqué précédemment, il est facile de voir que “Parfait” C “{Ti,Ai} - libre”.
Le théoréme fort des graphes parfaits de Chudnovsky, Robertson, Seymour
et Thomas [14] montre la réciproque symbolisée par le cadre contenant ces
deux classes.
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Le corollaire 2.16 implique I’arc “{Ti,A} - libre” — “parfaitement, P;-libre-
contractile”.

Le corollaire 2.13 [28] implique I’arc “{Ti,A,Pi} - libre” — “parfaitement
contractile”.

Le lemme 2.34 implique I'arc “{Ti,A,Pi} - libre” — “fortement parfait”.

Le théoréme 2.19 [66] implique l'arc “parfaitement contractile” —
“{Ti,A,P} - libre”.

Le corollaire 2.31 implique 'arc “fortement parfait” — “parfaitement P;-
libre-ordre-contractile”.

Le corollaire 2.27 [45] implique larc “parfaitement ordre-contractile” —
“{Ti,M} - libre”.

Le corollaire 2.25 48] implique 'arc “parfaitement ordre-contractile” —
“parfaitement ordonnable”.

Pour I'arc “{Ti,A,P} - libre” — “parfaitement ordonnable”, il suffit de
se persuader que les trou impairs, les antitrous et les prismes ne sont pas
parfaitement ordonnables [66].

Les autres arcs sont des conséquences directes des définitions.
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Théoreme fort des graphes parfa|its

{Ti,Ai} =libre
(Berge)

{Ti,A} -libre
{Ti,A,Pi} ~libre

Parfaitement P4-libre—contractile (Grenoble)

Parfaitement contractile
Fortement parfait

Parfaitement P4-libre—ordre—contractile
Parfaitement ordre—contractile

{Ti,A,P} —libre
(Artémis)

{Ti,M} -libre
(Meyniel)

{T,A} —libre

Parfaitement ordonnablg (faiblement triangulé

T = Trou A = Antitrou P = Prisme M = Maison i = impair

F1G. 2.4 — Relations d’inclusion entre certaines classes de graphes
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Chapitre 3

Graphes sans taureau

Dans ce chapitre, nous considérons la classe des graphes qui ne
contiennent ni trou impair, ni antitrou, ni taureau. Nous présentons un nou-
vel algorithme qui trouve, pour tout graphe de cette classe, une coloration
optimale. L’algorithme est basé sur l'existence dans ces graphes, d’un ordre
d’élimination de ses sommets ayant une certaine propriété de simplicialité.
Plus généralement, nous démontrons, en utilisant une variante de ’algorithme
LEXBFS, que dans tous les graphes qui ne contiennent ni trou, ni taureau, il
existe un sommet qui n’est pas le milieu d’'un chemin sans corde de longueur
cing. Ce dernier fait généralise des résultats connus concernant les graphes
bipartis cordaux, les matrices totalement équilibrées et les graphes fortement
triangulés.

3.1 Méthode

Chvatal et Sbihi [19] ont prouvé que la Conjecture Forte des Graphes
Parfait était vraie pour les graphes contenant ni trou impair, ni antitrou im-
pair, ni taureau. La structure de ces graphes a aussi été étudiée par Reed et
Sbihi [77], De Figueiredo, Maffray et Porto [22, 23], Hayward [40]. De Figuei-
redo et Maffray [21] ont proposé un algorithme combinatoire, basé sur des
résultats de [19, 22|, qui trouve une coloration optimale pour tout graphe ne
contenant ni trou impair, ni antitrou impair, ni taureau. La complexité de
cet algorithme est O(n°m?).

Voici quelques définitions utilisées dans cette partie. Un graphe G est
transitivement orientable [31] s’il est possible de donner une orientation &
chacune de ses arétes telle que, pour tout chemin orienté u — v — w, 'arc
u — w est présent dans l'orientation. Un ensemble homogene dans un graphe
G est un ensemble S C V(G), contenant au moins deux sommets, tel que

45
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tout sommet de V(G) \ S est adjacent, soit & tout, soit & aucun sommet de
S.

Soit B la classe des graphes contenant ni trou impair, ni antitrou, ni
taureau. Un prisme différent de Cj contient un taureau, donc “Artémis sans
taureau”, “Grenoble sans taureau” et “parfaitement contractile sans taureau”
désignent tous les trois la classe B. Il existe trois méthodes purement combi-
natoires permettant de colorier les graphes dans la classe B :

Méthode 1

Des résultats de [22, 23| montrent que pour tout graphe G dans B, soit G
est faiblement triangulé, soit G est transitivement orientable, soit G' contient
un ensemble homogéne. Les ensembles homogénes peuvent étre éliminés par
la méthode de décomposition modulaire, qui décompose un graphe en O(n)
sous-graphes sans ensemble homogéne. La décomposition modulaire peut étre
effectuée en temps O(n + m) (voir par exemple [36]). D’aprés [22, 23|, pour
un graphe dans la classe B, ses sous-graphes non décomposables sont soit
faiblement triangulés, soit transitivement orientables. Il est donc possible de
trouver une coloration optimale pour ces sous-graphes, en temps O(nm) pour
les faiblement triangulés [42, 43| et en temps O(m) pour les transitivement
orientables |64]. Il est alors possible de recombiner ces colorations optimales
le long de la décomposition modulaire pour obtenir une coloration optimale
du graphe d’origine. Cette méthode est de complexité O(n?m).

Meéthode 2

Chvatal [17] a conjecturé que tout graphe dans B est parfaitement or-
donnable. Hayward [40] a prouvé cette conjecture, en utilisant des résultats
de [22, 23]. Nous estimons que les techniques de [40] ont pour complexité
O(n®) (Pexposant 5 est dii & la recherche d’un Ps induit effectué dans [23]).
Donc, en combinant les techniques de [22, 23, 40| et en utilisant a nouveau
une décomposition modulaire de complexité linéaire comme dans [36], il est
possible de trouver un ordre parfait, pour tout graphe de la classe B, en temps
O(n®(n + m)). Alors, l’algorithme COLOR, appliqué sur cet ordre, produit
une coloration optimale en temps O(m). Cette méthode est de complexité

O(n®(n +m)).

Méthode 3

Puisque tout graphe de la classe B est un graphe d’Artémis, il est pos-
sible d’utiliser I'algorithme de coloration des graphes d’Artémis présenté au
chapitre 5. Cet algorithme est de complexité O(n’m).
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Nous proposons une nouvelle méthode, plus simple et plus rapide que les
précédentes. Nous définissons un algorithme qui permet de trouver un ordre
de contraction amical dans un graphe de la classe B. Les résultats du cha-
pitre 2 seront ensuite utilisés pour trouver, de maniére robuste, une coloration
canonique, un stable fort, une clique de taille maximum, une coloration pon-
dérée minimum, une clique pondérée maximum. D’autre part, cela donne une
nouvelle démonstration que ces graphes sont parfaitement ordre-contractiles.
Ce que nous savions déja en combinant les résultats de Hayward [40] et de
Herz, de Werra [48].

La classe des graphes dans B n’est pas trés éloignée de la classe des
graphes de Meyniel. Ces deux classes ne contiennent ni trou impair, ni anti-
trou, ni maison de taille > 7. Pour la classe des graphes de Meyniel, il faut
exclure aussi la maisonnette et pour la classe B, il faut exclure le taureau. La
maisonnette et le taureau ne différent que d’une seule aréte (voir figure 3.1).

Maisonnette Taureau

Fia. 3.1 — Similarité entre la maisonnette et le taureau

Les algorithmes COSINE de Hertz [45] et LEXCOLOR de Roussel et
Rusu [81] permettent de colorier optimalement les graphes de Meyniel. Ce
sont donc de bons candidats pour colorier les graphes dans B. Mais nous
avons vu au chapitre 1 que, sur le graphe P, ces algorithmes peuvent ne pas
donner une coloration optimale. Le graphe P; ne contient ni trou impair, ni
antitrou, ni taureau.

Les algorithmes COSINE et LEXCOLOR commencent tous les deux par
colorier n’importe quel sommet du graphe en entrée. Cela fonctionne pour
les graphes de Meyniel, car tous les sommets du graphe sont dans une paire
d’amis. Ceci n’est malheureusement pas le cas pour les graphes dans 5. Une
maisonnette est un exemple de graphe dans B qui ne vérifie pas cette pro-
priété : le toit d'une maisonnette n’est dans aucune paire d’amis. Il est ce-
pendant possible de montrer que tout graphe dans B contient un sommet
qui n’est pas le toit d’une maisonnette. En fait, nous démontrons un résultat
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plus général concernant la classe C des graphes contenant ni trou, ni taureau.
Comme le taureau est un graphe auto-complémentaire (voir figure 1.2), nous
avons clairement B C C.

Nous proposons d’appeler sommet Pg-simplicial, un sommet v tel que
tout chemin sans corde sur £ sommets dont v est un milieu est un chemin
simplicial. Clairement, un sommet Py-simplicial est P, ;-simplicial. Nous re-
trouvons les notions classiques de simplicialité. Un sommet P;-simplicial est
un sommet qui n’est pas le milieu d’'un P, appelé aussi sommet simpli-
cial [78]. Un sommet P,-simplicial est un sommet qui n’est interne d’aucun
Py, appelé aussi sommet semi-simplicial [53]. La notion qui nous intéresse
ici est celle de Ps-simplicialité. Un sommet P3-simplicial est un sommet qui
n’est pas le milieu d’un P;. Dans le graphe complémentaire, ce sommet n’est
pas le toit d’une maisonnette (voir figure 3.2).

F1G. 3.2 — La maisonnette et son complémentaire.

Un ordre d’élimination Py-simplicial est un ordre (vy,...,v,) des som-
mets de G tel que, pour 1 < ¢ < n, le sommet v; est P-simplicial dans
le graphe Gluvy,...,v;]. Rose, Tarjan et Lueuker [78] ont montré que, sur
un graphe triangulé, I’algorithme LEXBFS produit un ordre d’élimination
Py-simplicial. Jamison et Olariu [53] ont montré que, sur un graphe ne conte-
nant ni trou, ni maisonnette, ni domino, ’algorithme LEXBFS produit un
ordre d’élimination P,-simplicial. Est-ce que I'algorithme LEXBFS produit
un ordre d’élimination Ps-simplicial sur un graphe dans C 7 Malheureusement
non, le graphe de la figure 3.3 est un exemple de graphe contenant ni trou,
ni taureau et sur lequel 'ordre obtenu par 'algorithme LEXBFS n’est pas
Ps-simplicial. Le dernier sommet numéroté par ’algorithme est le milieu d’un
Ps.

Il est cependant possible de départager les cas d’égalité de 1’algorithme
LEXBFS pour obtenir la propriété souhaitée. Nous avons ainsi défini un
nouvel algorithme de complexité O(nm) appelé LEXBFS* qui trouve un
ordre d’élimination P3-simplicial pour tout graphe dans la classe C.

Une conséquence de cet algorithme est la suivante. Un graphe est bipart:
cordal s’il est biparti et s’il ne contient pas de trou de longueur au moins
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8 ® @ 7 @ 7 s 7
® 8 ® ® 8 ® ® 8 6 5 8 6
¢ ® ¢ ¢ ® ¢ ¢ ® e 8 ®  ©
{7,5} 7 3 7 3 7 3 7
5 8 6 5 8 6 5 8 6 5 8 6
{5,4} 4 {6,4} {5,4} 4 {6,4} {5,4} 4 2 1 4 2

FiG. 3.3 — L’algorithme LEXBFS termine sur le milieu d’un F;.

six. Un résultat classique est I'existence dans tout graphe biparti cordal d’un
sommet qui n’est pas le milieu d’'un Ps. Ce résultat est connu sous différentes
variantes, telles que l'existence d’'un sommet simple dans un graphe forte-
ment cordal, ou I'existence d’un ordre sans-I" dans une matrice totalement
balancée [63]. Puisque tout graphe biparti cordal est dans la classe C, nous
généralisons ce résultat.

Un sommet est dit Pj-simplicial, s'il est P,-simplicial dans le graphe com-
plémentaire. Un ordre d’élimination Py-simplicial est un ordre (vy,...,v,)
des sommets de G tel que, pour 1 < i < n, le sommet v; est P,-simplicial
dans le graphe Glvy,...,v;]. L’algorithme LEXBFS*, appliqué au graphe
complémentaire d’un graphe de la classe B, permet d’obtenir un ordre d’éli-
mination Pj-simplicial. Ensuite, nous transformons cet ordre en un ordre
de contraction amical grace a un algorithme de complexité O(nm) appelé
ORDRECOSINE*. Ce nouvel algorithme combine les idées des algorithmes
ORDRECOSINE et ORDRECONTRACTION présentés dans le chapitre 2.

3.2 L’algorithme LEXBFS*

L’algorithme LEXBFS* est un cas particulier de I’algorithme LEXBF'S.
Lors de I'étape générale de LEXBFS le sommet numéroté est un sommet
d’étiquette lexicographiquement maximale, les cas d’égalité étant départageés
arbitrairement.

Dans LEXBFS*, nous avons besoin de départager les cas d’égalité en
ajoutant la régle suivante. Supposons qu’a une étape donnée de ’algorithme,
I’ensemble A des sommets non numérotés ayant une étiquette maximale sa-
tisfait |A| > 2. Soit L(A) I’étiquette commune des sommets de A. Soit U
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I’ensemble des sommets non numérotés qui ne sont pas dans A. Pour chaque
u € U, soit L'(u) = L(u) \ L(A). Les sommets de U sont triés lexicogra-
phiquement selon L'. Alors, le premier sommet de U (maximal selon Iordre
sur ') élimine de A tous ses non-voisins (sauf si cela améne A & devenir
vide; dans ce cas il est sans effet) ; puis le deuxiéme sommet de U élimine ses
non-voisins, ... Cette procédure s’arréte lorsque tous les sommets de U ont
été considérés (les cas d’égalités sont alors départagés arbitrairement). Voici
une description formelle de 1’algorithme :

ALGORITHME LEXBFS*
ENTREE : Un graphe G.
SORTIE : Un ordre o sur les sommets de G.

CALCUL :
1. Pour tout sommet a, soit L(a) = 0;
2. pouri=mn,...,1:

2.1. soit A I’ensemble des sommets non numérotés ayant une éti-
quette maximum, et soit U les autres sommets non numérotés ;
2.2. tant que |U| >0 :
2.2.1 choisir un sommet v € U pour lequel L(u) \ L(A) est maxi-
mum;
2.2.2 poser U = U \ {u}. Si AN N(u) # 0, alors poser A =
ANN(u);
2.3. choisir un sommet a € A et poser o(a) =1i;
2.4. pour chaque voisin non numéroté v de a, ajouter i & L(v).
COMPLEXITE : O(n x min(m,m)).

Dans tout ce chapitre, lorsque nous ferons référence aux différentes étapes
des algorithmes LEXBFS et LEXBFS*, nous ferons référence a la numéro-
tation des lignes précédentes. L’algorithme LEXBF'S est exactement 1’algo-
rithme LEXBFS* sans la boucle 2.2.

Analyse de complexité de LEXBFS

Rose, Tarjan et Lueker [78] ont montré que ’algorithme LEXBFS pou-
vait étre implémenté en temps O(n + m) de la maniére suivante. Les som-
mets peuvent étre triés selon la valeur de L(v) en utilisant des techniques
usuelles [1]. Pour chaque étiquette ¢, nous maintenons un ensemble S, conte-
nant les sommets non numérotés v tel que L(v) = (. Cet ensemble est im-
plémenté par une liste doublement chainée, oui chaque élément pointe aussi
vers la téte de la liste, qui est un cellule spéciale contenant leur étiquette. Les
tétes des Sy non-vides sont elles-méme placées en ordre lexicographique dé-
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croissant dans une liste doublement chainée M. Pendant I’initialisation, tous
les sommets sont mis dans Sy et Sp est le seul élément de M. L’initialisa-
tion prend donc un temps O(n). L’ensemble A de I’étape 2.1 de I’algorithme
est le premier ensemble de M. Lorsque un sommet a de A est choisi lors
de I'étape 2.3, il est retiré de la structure de données, et chaque voisin
de a est retiré de ’ensemble Sy qui contient u et est ajouté dans I’ensemble
Stufo(a)y = Se N N(A), placé juste avant S, dans M (les ensembles vides
sont retirés de M). Cette opération de découpage des S, prend un temps
O(d(a)). Le cott total des étapes 2.3 et 2.4 est donc O(n + m). C’est ainsi
que LEXBFS est implémenté dans [78]. La figure 3.4 représente 1’état de la
structure de données lors de la premiére étape de ’exécution de 1’algorithme
sur le graphe de la figure 1.7.

>|f

! /\Y_\
¢ | >~dig

—
-

F1G. 3.4 — Structure de données utilisée dans ’algorithme LEXBF'S

Analyse de complexité de LEXBFS*

Le fait de départager les cas d’égalité dans LEXBFS* augmente la com-
plexité. L’algorithme LEXBFS* peut étre implémenté en temps O(nm) de
la maniére suivante. L’ensemble U défini lors de I'étape 2.1 est trié avant
I'étape 2.2 selon 'ordre L'(u) en utilisant le méme type de structure de don-
nées que précédemment. Cela nécessite un temps O(n + m). Lors de Iétape
2.2.1, nous sélectionnons un sommet maximum u en temps constant, 1’étape
2.2.2 est réalisée en temps O(d(u)). Le cout total de la boucle 2.2 est donc
O(n + m) a chaque passage dans la boucle. En conclusion, puisqu’il y a n
itérations de la boucle principale, le temps d’exécution total de ’algorithme
LEXBFS* est O(nm).

En fait, nous allons avoir besoin d’appliquer 'algorithme LEXBFS* sur
le complément G d’un graphe G. Soit 7 le nombre d’arétes de G. Puisque
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m = O(n?), la complexité est a priori en O(n?). Il est possible de réduire
cette complexité de la maniére suivante. Lors de I’application de 'algorithme
sur G, le découpage des ensembles S; nécessite un temps O(d(a)), oi d est la
fonction des degrés de G. Nous pouvons le réaliser en temps O(d(a)) si, au
lieu de retirer chaque voisin v de a (dans G) de ’ensemble S, qui contient
u et de I'ajouter dans le nouvel ensemble S, N Nz(A), nous retirons chaque
voisin u de a (dans G) de I’ensemble S, qui contient u et que nous I’ajoutons
a l'ensemble S;\ Ng(A), placé juste aprés S, dans M. La méme idée peut étre
utilisée pour trier I’ensemble U et pour mettre a jour A en temps O(n + m).
En conclusion, le temps d’exécution total de 'algorithme LEXBFS* appliqué
sur le complémentaire G d'un graphe G est encore O(nm).

Propriétés de ’algorithme LEXBFS

Voici quelques notations et propriétés de I'algorithme LEXBF'S. Lorsque
I’algorithme sélectionne un sommet a € A lors de I'étape 2.3, la valeur cou-
rante de I’étiquette d’'un sommet u juste avant que a soit numéroté est notée
L,(u). Pour simplifier les notations, o(a) < o(b) est noté a < b (le sommet a
a été numéroté apreés b).

a <b, et,pourtoutvtelquevgu,L()<L()

Lemme 3.1 Soient a,b,u tels que a < u, b < u et L,(a) < L,(b). Alors

Preuve. Supposons a < u, b < w et L,(a) < L,(b). Lors de 'étape de
lalgorithme ol u est numéroté, il existe i > o(u), i € L,(b) \ L,(a), tel que
Vi >i,j € Ly(a)N L,() ou j ¢ L,(a) U L,(b). Aprés que u soit numéroté,
les entiers qui peuvent étre ajoutés a L(a) et L(b) sont plus petits que o(u)
et donc strictement plus petits que i, donc l'inégalité L(a) < L(b) est vérifiée
dans toute la suite de 1’algorithme. O

Lemme 3.2 Soient a,b tels que a < b et Ly(a) # Ly(b). Alors il existe un
sommet > b qui voit b et manque a. Soit f(b,a) un tel sommet mazimum.
Alors tout sommet u tel que f(b,a) < u vérifie : u voit a,b ou u manque a,b.
Et donc tout sommet u tel que u voit a et u manque b vérifie : u < f(b, a)

Preuve. Le sommet b est choisi avant a et Ly(a) # Ly(b) donc Ly(a) < Ly(b).
Donc il existe i € Ly(b) \ Ly(a), tel que Vj > i, j € Ly(a) N Ly(b) ou j ¢
Ly(a) U Ly(b). Soit f(b,a) le sommet tel que o(f(b,a)) =1

Soit v un sommet tel que f(b,a) < w. Soit j = o(u). Puisque i =
o(f(b,a)) < o(u) = j, nous avons j € Ly(a) N Ly(b) ou j ¢ Ly(a) U Ly(b), et
donc u voit a, b, ou © manque a, b. O

@



3.2. L’ALGORITHME LEXBFS* 93

Lemme 3.3 Soient a,b, u tels que a < b < u, u voit a et u manque b. Soient
ag = a, by = b, a3 = u, by = f(b,a) et pour i > 2, a; et b; définis de la
mantiere sutvante, tant que c’est possible :

~ si b; manque a;, soit a;1 = f(a;, bi_1).

— st a;y1 manque b;, soit b1 = f(bs, a;).
Soit k Uentier mazimum tel que ay, est défini. Soit £ ’entier mazimum tel que
by est défini, alors { € {k,k+1}. Soit P(u,b,a) le chemin ag-. . .-a;-be-. . .-by.
Si a manque b, alors P(u,b,a) induit un chemin sans corde. Si a voit b, alors
P(u,b,a) induit un trou ou un carre.

Preuve. Supposons ¢ = k (le cas ¢ = k + 1 est similaire). Nous prouvons par
induction sur 5 < k les propriétés suivantes :

— les suites (a;);<; et (b;)i<; sont bien définies;

- a0<b0<a1<b1<-~-<aj<bj;

— Qp-.. -a; et by-...-b; sont des chemins sans corde;

— il n’y a pas d’aréte entre un sommet a; et un sommet b;, excepté agby

et éventuellement agby.

Si j = 1, alors a; voit ag, manque by, et ag < by < ai, donc Ly, (ag) #
Ly, (bo). Donc le sommet by = f(by, ag) est bien défini par le lemme 3.2. Le
sommet b; voit by, manque ag et a; < b;. Donc la propriété est vraie pour
j=1

Supposons que 1 < 7 < k et que la propriété est vraie pour j. Puisque
bj voit b;_1, manque aj, et b1 < a; < b;, nous avons Lq;(b;j_1) # Lq,(a;).
Appliquons le lemme 3.2 pour définir a;11 = f(a;,bj—1). Le sommet a;4
voit a;, manque b;_; et b; < a;;;. Puisque a;41 manque b;_;, et ag < by <
a < by = f(b(),&()) < - <ay = f(ajfl,bjfg) < bj = f(bjfl,ajfl), alors
@;41 manque dao, ..., a;_1,bp,...,b;_1. Il en va de méme pour b;;. Donc la
propriété est vraie pour 7 + 1. O

Lemme 3.4 Si G est sans trou, et soit a,b,u tels que a < b < u, u voit a,
u manque b et a voit b. Alors f(b,a) voit u.

Preuve. Considérons le chemin P(u, b, a) du lemme 3.3. Puisque a voit b, le
chemin induit un trou ou un carré, et G est sans trou donc f(b,a) voit u. O

Propriétés de LEXBFS*

Voici quelques notations et propriétés de I’algorithme LEXBFS*. Lorsque
I’algorithme choisit un sommet a € A lors de I'étape 2.3 de l’algorithme
LEXBFS*, pour tout sommet (non numéroté) w, soit L (u) = L,(u)\ Ly(a).
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Lemme 3.5 Soient a,b tels que a < b, Ly(a) = Ly(b) et N(a) # N(b). Alors,
pendant la boucle de ’étape 2.2 de ’algorithme LEXBFS*, le sommet a a été
retiré de A par un sommet u = g(b, a) vérifiant : u voit b, u manque a, u < a
et Ly(u) < Ly(b).

S’il existe un sommet v tel que v < a, v voit a, v manque b et Ly(v) #
Ly(b), alors Ly(v) < Lj(u). St Ly(v) # Ly(u), alors il existe un sommet > b
qui voit u et manque a,b,v. Soit x = h(u,v) un tel sommet mazimum. Alors,
tout sommet vy, tel que v < y et y manque a,b, vérifie : y voit u,v ou y
manque u,v. Et donc tout sommet y tel que y voit v et y manque a,b, u,
vérifie 1y < x.

Preuve. La définition de u et ses propriétés découlent de la définition de
I’algorithme. Supposons qu’il existe un sommet v tel que v < a, v voit a, v
manque b et Ly(v) # Ly(b).

Supposons Lj(v) > Lj(u), alors v devrait avoir été sélectionné lors de
Pétape 2.2.1 avant u. Alors, a 'étape 2.2.2, AN N(v) devrait étre vide, sinon
b est retiré de A et b n’est pas le sommet choisi lors de I’étape 2.3. Puisque a
est dans N (v), il a été retiré de A précédemment, par un sommet w vérifiant
Ly(w) > Ly(v) > Lj(u), et donc w # wu. Cela contredit la définition de
u=g(b,a), donc Lj(v) < Lj(u).

Si Ly(v) # Lj(u), alors x = h(u,v) est bien défini. Soit y un sommet
tel que © < y et y manque a,b. Si y voit v et y manque u, alors Lj(v) <
L;(u) implique qu’il existe un sommet > y qui voit u et manque a, b, v, une
contradiction & la définition de x. Si y voit u et manque v, cela contredit
aussi la définition de x. Donc y voit u, v ou y manque u, v. a

3.3 Ps-simplicialité

Rappelons que C désigne la classe des graphes ne contenant ni trou, ni
taureau. Dans cette partie, nous montrons que lorsque le graphe en entrée est
dans C, 'ordre produit par I’algorithme LEXBFS* est un ordre d’élimination
Ps-simplicial. Ce résultat n’est pas vrai pour 'algorithme LEXBFS comme
nous I’avons montré sur l’exemple de la figure 3.3.

Avant de prouver le théoréme principal, nous avons besoin du lemme
suivant :

Lemme 3.6 Dans un graphe G € C, soit P = ag-a;-- - --a, un chemin sans
corde avec r > 4. Soit u un sommet qui voit ag et a,. Alors l'une des pro-
priétés sutvantes est vraie :

(i) u voit tous les sommets de P ;
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(#) r est pair, u voit ag, as, . .., a, et manque ay,as, ..., a1 ;
(#i) r =4, u voit ay et exactement l'un de ay,as.
Dans chacun des cas, u voit ay et a,_s.

Preuve. Appelons segment n’importe quel sous-chemin de P, de longueur au
moins 1, dont les extrémités voient u et dont les sommets intérieurs manquent
u. Le chemin P est partitionné (au sens des arétes) en ses segments. Puisque
G ne contient pas de trou, chaque segment est de longueur 1 ou 2. Pour
¢ =1,2, soit sy le nombre de segments de P de longueur ¢. Alors r = s1+2s5.
Si s; = 0, chaque segment est de longueur 2 et (ii) est vraie. Maintenant,
supposons s; > 0. Alors u voit deux sommets consécutifs de P. Supposons
que (i) n’est pas vraie, alors u a un non voisin dans P. Par symétrie, il y a un
entier i tel que u voit a; et a;1 et pas a; 2. Alors i < 1 (sinon ag-ua;a;;1-a;.2
est un taureau) et r < ¢ + 3 (sinon a,-ua;a;.1-a;12 est un taureau). Donc
r=4eti=1et (iii) est vraie. O

Maintenant nous prouvons le théoréme suivant.

Théoréme 3.7 Soit G un graphe dans C. L’algorithme LEXBFS* appliqué
a G produit un ordre d’élimination Ps-simplicial.

Preuve du théoréme. Un Ps a-b-c-d-e dans G est mauvais si ¢ <
min{a,b,d, e}. Notre but est de prouver qu’il n’y a pas de mauvais Ps. Sup-
posons, au contraire, qu’il en existe un et montrons que nous aboutissons
a une contradiction. Un mauvais P a-b-c-d-e est plus mauvais qu'un autre
mauvais Ps a/-b/-d-d'-¢ si a > a',b > V,c > ,d > d,e > € et quau
moins une de ces inégalités est stricte. Soit a-b-c-d-e le plus mauvais Ps. Par
symétrie, nous pouvons supposer que € < a.

Affirmation 3.8 e < b.

Preuve. Supposons que 'affirmation est fausse, donc ¢ < b < e < a.

Puisque a voit b, manque e et b < e < a, nous pouvons considérer le
chemin sans corde R = P(a, e, b) du lemme 3.3. Si aucun sommet de ¢,d n’a
de voisin dans R*, alors RU{c, d} est un cycle de longueur au moins 6, donc
I'un de ¢, d a un voisin dans R*. Soit ¢ le sommet de R* le plus prés de a qui
voit I'un de ¢, d. Si ¢ manque ¢, alors R[b, q| U{d, ¢} est un trou. Donc ¢ voit
c. Le cycle sans corde R[b, q] U {c} doit étre de longueur < 5, donc ¢ voit a
et donc ¢ # d.

Puisque ¢ voit ¢, manque b et ¢ < b < ¢, nous avons Ly(c) # Ly(b).
Appliquons le lemme 3.2 pour définir r = f(b, ¢). Le sommet r voit b, manque
c et ¢ < r. Puisque b voit ¢, le sommet r voit ¢ d’aprés le lemme 3.4. Puisque
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r voit b, nous avons r # d. Puisque f(e,b) est le voisin de e sur R, alors
f(e,b) < g <r,etrvoit b. Donc r voit e par le lemme 3.2. Si r voit a, alors
il y a un taureau e-rab-c, une contradiction, donc r manque a. Si 7 manque
d, alors 7, b, ¢, d, e est un trou, donc r voit d. Si R est de longueur > 3, alors
f(e,b) < q¢= f(a,e) <r,rvoit e et r manque a, une contradiction. Donc R
est de longueur 3, ¢ voit e et ¢ = f(e, b).

Puisque r voit e, manque a et e < a < r, nous avons L,(e) # Ly(a).
Appliquons le lemme 3.2 pour définir s = f(a, ¢). Le sommet s voit a, manque
e et r < s. Puisque s voit a, nous avons s # d. Puisque s manque e et
q= f(e,b) <r = f(b,c) < s, alors s manque b, c d’aprés le lemme 3.2. Si s
voit d, alors s, a, b, ¢, d est un trou, donc s manque d. Si s voit ¢, alors b-asg-e
est un taureau, donc s manque ¢. Si s voit r, alors c-der-s est un taureau,
donc s manque 7.

Puisque s voit a, manque ¢ et @ < ¢ < s, nous avons L,(a) # L,(q).
Appliquons le lemme 3.2 pour définir ¢ = f(q, a). Le sommet ¢ voit ¢, manque
a et s < t. Puisque ¢ voit a, alors ¢t voit s d’aprés le lemme 3.4. Puisque ¢
manque a et ¢ = f(e,b) <r = f(b,c) < s= f(a,e) < t, alors t manque b, c, e
d’aprés le lemme 3.2. Puisque ¢ manque ¢, nous avons t # d. Si t voit r, alors
t,r,b,a,s est un trou, donc t manque r, mais alors b-reqg-t est un taureau,
une contradiction. O

Maintenant nous poursuivons la preuve du théoréme. Puisque b voit c,
manque e et ¢ < e < b, nous avons L.(c) # L.(e). Appliquons le lemme 3.2
pour définir p = f(e,c). Le sommet p voit e, manque ¢ et b < p. Puisque
p voit e et manque ¢, nous avons p # a et p # d. Si p voit a, alors p voit
les extrémités du Ps a, b, ¢, d, e sans voir ¢, une contradiction au lemme 3.6,
donc p manque a. Si p voit b, alors p voit d, sinon p, b, ¢, d, e est un trou. Si p
manque b, alors p manque d, sinon le mauvais Ps a-b-c-d-p est plus mauvais
que a-b-c-d-e. Donc p voit b, d ou p manque b, d.

Affirmation 3.9 a < b.

Preuve. Supposons que 'affirmation est fausse, donc ¢ < e < b < a d’aprés
I’affirmation 3.8.

Cas 1:p < a etpwvoitb,d. Puisque a voit b, manque p et b < p < a, nous
avons L, (b) # L,(p). Appliquons le lemme 3.2 pour définir ¢ = f(p,b). Le
sommet ¢ voit p, manque b et a < ¢q. Puisque p voit b, alors ¢ voit a d’aprés
le lemme 3.4. Puisque ¢ voit a, nous avons ¢ # d. Puisque p = f(e,¢) < g,
q voit e, ¢ ou ¢ manque e, c. Supposons que g manque e, c. Si g voit d, alors
q,a,b,c,d est un trou, donc ¢ manque d. Alors c-dep-q est un taureau, une
contradiction. Donc ¢ voit e, c. Puisque g voit ¢, manque b et ¢ < b < ¢, nous
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avons Ly(c) # Ly(b). Appliquons le lemme 3.2 pour définir » = f(b,c). Le
sommet r voit b, manque c et ¢ < r. Puisque b voit ¢, alors r voit ¢ d’aprés le
lemme 3.4. Puisque r voit b, manque c et p = f(e,c) < ¢ = f(p,b) < r, alors
r voit p et r manque e. Mais alors c-brp-e est un taureau, une contradiction.

Cas 2 : p < a et p manque b, d. Puisque a voit b, manque p et b < p < a,
nous pouvons considérer le chemin sans corde R = P(a,p,b) du lemme 3.3.
Si aucun de c¢,d,e n’a de voisin dans R*, alors R U {c,d,e} est un trou
de longueur au moins 7, donc I'un de ¢, d, e a un voisin dans R*. Soit ¢ le
sommet de R* le plus prés de a qui voit I'un de ¢, d, e. Si ¢ manque c, alors
I'un de R[b,q] U {c,d}, R[b,q] U{c,d, e} est un trou. Donc ¢ voit c. Puisque
q voit c et p = f(e,c) < g, alors ¢ voit e. Le cycle sans corde R[b,q] U {c}
doit étre de longueur < 5, donc ¢ voit a et donc g # d. Puisque ¢ voit ¢,
manque b et ¢ < b < ¢, nous avons Ly(c) # Ly(b). Appliquons le lemme 3.2
pour définir » = f(b,c). Le sommet r voit b, manque c et ¢ < r. Puisque
b voit ¢, alors r voit ¢ d’aprés le lemme 3.4. Puisque r voit b, manque c et
p= fle,c) < f(p,b) < q < r,alors r voit p et r manque e. Supposons que R
est de longueur > 3, alors f(p,b) < ¢ = f(a,p) < r et r voit p, donc r voit a
et alors c-bar-p est un taureau, une contradiction. Donc R est de longueur 3
et ¢ voit p. Mais alors ¢ voit les extrémités du Py a-b-c-d-e-p sans voir b, une
contradiction au lemme 3.6.

Cas 3 : a < p et p voit b, d. Puisque p voit b, manque a et b < a < p, nous
avons L,(b) # Lu(a). Appliquons le lemme 3.2 pour définir ¢ = f(a,b). Le
sommet, ¢ voit a, manque b et p < g. Puisque a voit b, alors ¢ voit p d’apreés
le lemme 3.4. Puisque ¢ voit a, nous avons ¢ # d. Puisque p = f(e,¢) < g,
soit ¢ voit e, ¢, soit ¢ manque e, c. Supposons que ¢ manque e, c. Si g voit d,
alors ¢, a, b, c,d est un trou, donc ¢ manque d. Alors c-dep-q est un taureau,
une contradiction, donc ¢ voit ¢, e. Puisque ¢ voit ¢, manque b et ¢ < b < g,
nous avons L(c) # Ly(b). Appliquons le lemme 3.2 pour définir r = f(b, ¢).
Le sommet r voit b, manque c et ¢ < r. Puisque b voit ¢, alors r voit ¢ d’apreés
le lemme 3.4. Puisque r voit b, nous avons r # d. Puisque r voit b, manque
cet p= f(e,c) < q= f(a,b) < r, alors r voit a et r manque e. Si r voit p,
alors c-brp-e est un taureau, donc » manque p. Puisque r voit a, manque p et
a < p < r,nous avons L,(a) # L,(p). Appliquons le lemme 3.2 pour définir
s = f(p,a). Le sommet s voit p, manque a et r < s. Puisque s manque a et
p=fle,c) <q= f(a,b) <r = f(bc) < s, alors s manque a, b, ¢, e. Puisque
s manque ¢, nous avons s # d. Si s manque d, alors c-dep-s est un taureau,
donc s voit d. Mais alors a-b-c-d-s est un mauvais P qui est plus mauvais
que a-b-c-d-e, une contradiction.

Cas 4 : a < p et p manque b,d. Puisque p voit e, manque b et e < b < p,
nous avons Ly(e) # Ly(b). Appliquons le lemme 3.2 pour définir ¢ = f(b, e).
Le sommet g voit b, manque e et p < ¢g. Puisque ¢ voit b, nous avons q # d.
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Puisque ¢ manque e et p = f(e,c) < ¢, alors ¢ manque c. Si ¢ manque d,
alors g-D-c-d-e est plus mauvais que a-b-c-d-e, donc ¢ voit d.

Cas 4.1 : ¢ manque a. Puisque g voit b, manque a et b < a < ¢, nous
avons L,(b) # L,(a). Appliquons le lemme 3.2 pour définir » = f(a,b). Le
sommet r voit a, manque b et ¢ < r. Puisque a voit b, alors r voit ¢ d’aprés
le lemme 3.4. Puisque r voit a, nous avons r # d. Puisque r manque b et
p= f(e,c) < q= f(b,e) <r,alors r manque c, e. Si r voit d, alors a,b,c,d,r
est un trou, donc r manque d. Si r voit p, alors a,b, c,d, e, p,r est un trou,
donc » manque p. Puisque r voit a, manque p et a < p < r, nous pouvons
considérer le chemin sans corde R = P(r,p,a) du lemme 3.3. Les sommets
de R* manquent a et p = f(e,c) < ¢ = f(bye) < r = f(a,b), donc ils
manquent b, ¢, e. Si d n’a pas de voisin dans R*, alors R U {b,¢,d, e} est un
trou de longueur au moins 8, donc d a un voisin dans R*. Soit s le sommet
de R* le plus prés de a qui voit d. Alors R[a,s] U {b,c,d} est un trou, une
contradiction.

Cas 4.2 : q voit a. Si g voit p, alors c-bag-p est un taureau, donc ¢ manque
p. Puisque ¢ voit a, manque p et a < p < ¢, nous pouvons considérer le chemin
sans corde R = P(q, p,a) du lemme 3.3. Puisque p = f(e,c) < ¢ = f(b,e), un
sommet de R* voit b, ¢, e ou manque b, ¢, e. Soit r le voisin de ¢ dans R*. Le
sommet r manque a, et f(p,a) < r. Si r manque b, ¢, e, alors c-bag-r est un
taureau, donc r voit b, ¢, e. Alors a-ber-e est un taureau, une contradiction.

O

Les affirmations 3.8 et 3.9 impliquent que ¢ < e < a < b.

Puisque p voit e, manque a et e < a < p, nous avons L,(e) # L,(a).
Appliquons le lemme 3.2 pour définir ¢ = f(a, €). Le sommet ¢ voit a, manque
e et p < ¢q. Puisque ¢ voit a, nous avons ¢ # d. Puisque d voit e, manque a,
alors d < ¢ = f(a,e). Puisque ¢ manque e et p = f(e, c) < ¢, alors ¢ manque
c. Si ¢ voit d, alors g voit b, sinon ¢, a, b, ¢, d est un trou. Si ¢ manque d, alors
¢ manque b, sinon le mauvais Ps g¢-b-c-d-e est plus mauvais que a-b-c-d-e.
Donc ¢ voit b, d ou ¢ manque b, d.

Affirmation 3.10 Le chemin g-a-b-c-d-e-p est sans corde.

Preuve. Supposons que ¢ voit p. Alors ¢ voit les extrémités du chemin a-
b-c-d-e-p sans voir ¢, donc, d’aprés le lemme 3.6, le chemin n’est pas sans
corde, donc p voit b, d. Si ¢ manque b, d, alors p voit les extrémités du chemin
g-a-b-c-d-e sans voir ¢, une contradiction au lemme 3.6, donc ¢ voit b, d. Mais
alors c-bgp-e est un taureau, une contradiction. Donc ¢ manque p.

Puisque ¢ voit a, manque p et a < p < ¢, nous avons L,(a) # L,(p).
Appliquons le lemme 3.2 pour définir r = f(p, a). Le sommet r voit p, manque
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a et ¢ < r. Puisque r manque a et p = f(e,c) < q = f(a,e) < r, alors r
mangque c, e.

Supposons que p voit b, d. Si r manque d, alors c-dep-r est un taureau,
donc r voit d. Si r manque b, alors le mauvais Ps a-b-c-d-r est plus mauvais
que a-b-c-d-e, donc r voit b. Alors a-brp-e est un taureau, une contradiction.
Donc p manque b, d.

Supposons que ¢ voit b,d et r voit ¢g. Si r manque b, alors c-bag-r est
un taureau, donc r voit b. Si r manque d, alors le mauvais P5 r-b-c-d-e est
plus mauvais que a-b-c-d-e, donc r voit d. Alors e-drg-a est un taureau, une
contradiction.

Supposons que ¢ voit b, d et » manque ¢. Puisque r voit p, manque ¢ et
p < q < r, nous avons L,(p) # L,(¢q). Appliquons le lemme 3.2 pour définir
s = f(q,p). Le sommet s voit ¢, manque p et < s. Puisque s manque p et
p = fle,c) < q= f(a,e) <r = f(p,a), alors s manque a,c,e. Si s manque
b, alors c-bag-s est un taureau, donc s voit b. Si s manque d, alors le mauvais
Ps5 s-b-c-d-e est plus mauvais que a-b-c-d-e, donc s voit d. Alors e-dsg-a est
un taureau, une contradiction. donc ¢ manque b, d. O

Affirmation 3.11 d < b.

Preuve. Supposons que l'affirmation est fausse, alors c < e < a < b < d
d’aprés les affirmations 3.8 et 3.9.

Cas 1 : Ly(b) # La(d). Appliquons le lemme 3.2 pour définir s = f(d, b).
Le sommet s voit d, manque b et d < s. Puisque s voit d, nous avons s # p.
Supposons que s voit ¢. Si s manque e, alors b-csd-e est un taureau, donc
s voit e. Si s manque a, alors le mauvais P; a-b-c-s-e est plus mauvais que
a-b-c-d-e, donc s voit a. Si s manque p, alors a-sde-p est un taureau, donc s
voit p. Alors b-cds-p est un taureau, une contradiction, donc s manque c. Si
s voit a, alors a, b, c,d, s est un trou, donc s manque a. Alors le mauvais Ps
a-b-c-d-s est plus mauvais que a-b-c-d-e, une contradiction.

Cas 2 : Ly(b) = Lg(d). Puisque a voit b et a manque d, nous avons
N(b) # N(d). Appliquons le lemme 3.5 pour définir s = g(d,b). Le sommet
s voit d, manque b, s < b, et Ly(s) < Ly(d). Puisque s manque b, nous avons
s # a, c. Puisque ¢ voit a, manque d, nous avons Lg(a) # L4(d), et puisque
a voit b et a manque d, nous avons L)(a) < L/(s). Si s voit g, alors s voit
les extrémités du Ps ¢, a, b, c,d sans voir b, une contradiction au lemme 3.6,
donc s manque ¢g. Donc L/,(a) # L}(s). Appliquons le lemme 3.5 pour définir
t = h(s,a). Le sommet t voit s, manque a,b,d et ¢ < t. Puisque ¢ manque
aetp= fle,c) < q= f(a,e) <t, alors t manque c, e. Puisque ¢ manque e,
nous avons s # e. Si s voit ¢, alors b-cds-t est un taureau, donc s manque
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c. Si s voit a, alors a, b, c,d, s est un trou, donc s manque a. Supposons que
s < e. Puisque ¢ voit s, manque e et s < e < t, nous avons L.(s) # L(e).
Appliquons le lemme 3.2 pour définir u = f(e, s). Le sommet u voit e, manque
s et t < u. Puisque u voit e et p = f(e,¢) < ¢ = f(a,e) <t < u, alors u
voit a, c. Puisque u voit a, manque s, t = h(s,a) < u et s = g(b,d), alors u
voit b, d. Alors a-ucd-s est un taureau, une contradiction. Donc e < s. Alors
le mauvais Ps a-b-c-d-s est plus mauvais que a-b-c-d-e, une contradiction. O

Affirmation 3.12 L,(d) = Ly(b).

Preuve. Supposons que laffirmation est fausse, donc L,(d) # Ly(b). Appli-
quons le lemme 3.2 pour définir s = f(b,d). Le sommet s voit b, manque d
et b < s. Puisque s voit b, nous avons s # ¢. Supposons que s voit ¢. Si s
manque a, alors d-csb-a est un taureau, donc s voit a. Si s manque e, alors
le mauvais Ps a-s-c-d-e est plus mauvais que a-b-c-d-e, donc s voit e. Si s
manque ¢, alors e-sba-q est un taureau, donc s voit q. Alors d-cbs-q est un
taureau, une contradiction, donc s manque c. Si s voit e, alors b, ¢, d, e, s est
un trou, donc s manque e. Alors s-b-c-d-e est un mauvais P5 qui est plus
mauvais que a-b-c-d-e, une contradiction. O

Affirmation 3.13 a < d.

Preuve. Supposons que l'affirmation est fausse, alors d < a < b. D’aprés
le lemme 3.1, Ly(d) < Ly(a) < Ly(b), et, d’aprés Paffirmation 3.12, Ly(d) =
Ly(b), donc Ly(a) = Ly(b). Le sommet ¢ voit a, manque b, et a < b < ¢, une
contradiction. O

D’aprés les affirmations précédentes, nous avons c < e < a < d < b <
p = fle,c) < q= f(a,e), Ly(d) = Ly(b), et g-a-b-c-d-e-p est un chemin sans
corde. Définissons les suites (a;), (b;), (d;), (¢;) de la maniére suivante :

—ag=a,bp=bdy=d,eg=¢€,b, =q= f(a,e), di =p= f(e,c);

— Pouri > 1, a; = g(b;, d;), e; = g(di, bi_1) ;

— Pour i > 2, b; = h(a;_1,€i-1), d; = h(e;_1,a;_2);

Pour tout £ > 1, nous disons que a-b-c-d-e admet une extension d’ordre
k, notée W, si les suites (a;)i<k, (b:i)i<k, (di)i<k, (€;)i<r sont bien définies et
vérifient les propriétés suivantes :

- C<60<(I0<"'<€k_1<(lk_1<d0<bo<-'-<dk<bk.

= Ly, (bo) =+ = Ly, (bp—1) = Ly, (do) = - - - = Ly, _, (dp—1)-

— bg-aj_1-bg_1-+ - ~=by1-ag-bo-c-dy-eg-dy-- - --dj_1-€p_1-dj, est un chemin sans

corde.
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Les affirmations 3.8-3.13 et les définitions de p, g montrent que a-b-c-d-e
admet une extension d’ordre 1. Soit k le plus grand entier tel que a-b-c-d-e
admet une extension W, d’ordre k. Nous allons prouver que a-b-c-d-e admet
une extension d’ordre k + 1, ce qui contredira la définition de k et terminera
la preuve qu’il n’y a pas de mauvais Ps.

Affirmation 3.14 Ldk (bk,l) = Ldk (dk)
Preuve. Supposons au contraire que Ly, (bx—1) # La, (dy). Puisque bx_; < dj,

nous pouvons appliquer le lemme 3.2 pour définir r = f(dy, by_1). Le som-
met r voit di, manque by_; et di < r. Puisque r voit dj, nous avons

r # by. Puisque r manque by et Ly_,(by) = -+ = Ly, (by—1) =
Ly, (dy) = -+ = Ly, (dk—1), alors r manque by,...,bg_1,do,...,dx1.
Puisque r manque by, ..., by_1, do, ..., dr_1, et e1 = g(dy,by) < a1 =

glbi,di) < ... < ag—a = Glbp—o,di—2) < er—1 = g(dp—1,bp—2) < di =
f(eo,C) < b1 = f(a,o,eo) < dz = h(el,(lo) < bz = h(al,el) < - < bk—l =
h(ag_2,ex—2) < di = h(ex_1,ar_2) < r, alors soit r voit tous les sommets
C,ag,...,05_2,€0,...,€EL_1, SOit r les manque tous. Si r les voit tous, alors
dg_1-€r_1dir-ai_o est un taureau, donc r les manque tous. Si r voit 'un
de ay_1, by alors Wy, U {r} contient un trou de longueur au moins six, une
contradiction, donc r manque ay_1, by.

Cas 1 : r < bg. Puisque b, voit ay_1, manque b,_; et ap_1 < bp_1 < by,
nous avons Ly, (ag—1) # Lp,_, (bk—1). Appliquons le lemme 3.2 pour définir
s = f(bg_1,ax_1). Le sommet s voit bx_;, manque a,_; et by < s. Puisque
bi_1 voit ap_q, alors s voit b, d’aprés le lemme 3.4. Puisque s voit b,_; et
r = f(dg,bpg_1) < by < s, alors s voit dj. Puisque s voit b, d) et s manque
ag_1, alors, d’aprés le lemme 3.6, r voit by, ..., bg, dy, ..., dr et r manque c,
agy - -y Ap_1, €0, - - -, €x—1- O1 s VOit 7, alors e;_1-dprs-by est un taureau, donc
S manque 7.

Puisque s voit di, manque r et di < r < s, nous avons L,(dy) # L.(r).
Appliquons le lemme 3.2 pour définir ¢t = f(r, d). Le sommet ¢ voit 7, manque
di et s < t. Puisque r voit dj, alors t voit s d’aprés le lemme 3.4. Puisque ¢
manque dy, et r = f(dg, br_1) < s = f(bg_1,a,_1) < t, alors t manque a_1,

br—1. Puisque ¢t manque by et Ly, (by) = -+ = Ly, (by—1) = Ly, ,(dp) =
- = Ly, ,(dg_1), alors t manque tout by, ...,bx_1,dy,...,dy_1. Puisque ¢
manque ag—1, bo, . bk—l; do, R dk, et eg = g(dl,bo) < a = g(bl,dl) <

c < epo1 = g(dk—1,bp—2) < ag—1 = g(bp—1,dp—1) < di = fleo,c) < by =
f(ao,eo) < dy = h(el,ao) < by = h(al, 61) < e <Zdp = h(ek,l,ak,Q) < b, =
h(ak_1,er-1) < t, alors t manque tout c, ag, ..., ax_1,€0,.-.,€x_1-

Puisque ¢ voit r, manque b, et » < by < t, nous pouvons considérer
le chemin sans corde R = P(t,by,r) du lemme 3.3. Tout sommet u de R*
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manque 7 et satisfait t = f(r,dx) < u, donc u manque di. Le cycle R U W
est de longueur au moins 10, donc 'un de Wy \ {bx} a un voisin dans R*.
Soit u le sommet de R* le plus proche de t qui voit I'un de W, \ {b}, alors
Rlu,r] UWj contient un trou, une contradiction.

Cas 2 : b, < r. Puisque r voit d;, manque b, et d, < b, < r, nous pouvons
considérer le chemin sans corde R = P(r, by, di) du lemme 3.3. Tout sommet
u de R* manque dj, et satisfait r = f(dg,bx_1) < w, donc u manque by_;.

Alors, puisque Ly, ,(by) =+ = Ly, (bp—1) = Lp,_,(do) = -+ = Ly,_,(dg_1),
le sommet v manque tout by,...,bx_1,do,...,dr_1. Puisque u manque by,
oy iy, doy ooy diy et er = g(dibo) < ar = g(b,dy) <L < g =

9(dp—1,br—2) < ax—1 = g(bg-1,dx-1) < di = f(eg,c) < by = f(ag,e0) < dy =
h(el,ao) < bg = h(al,el) < -- dk = h(ek_l,ak_g) < bk = h(ak_l,ek_l) < u,
soit le sommet u voit tous les sommets c, ag,...,ax_1,€q,...,€er_1, soit il les
manque tous.

Soit t le voisin de by dans R*, donc ¢t = f(by,dg). Si t voit
C,aQ, ..., Ak_1, €0y--.,€CL_1, alors bp_q1-ar_1bgt-ex_1 est un taureau. donc t
manque ¢, ag, - - ., Gg_1, €o, - - -, €x_1. 91 t voit , alors Wy, U {r, t} est un trou,
donc t manque r.

Soit u le voisin de r dans R*, donc u = f(r,b;). Le sommet u manque
bo, ..., b, do, ..., dp. Si u manque c,ag,...,a,_1,€q,...,€x_1, alors RUW,
contient un trou, donc u voit ¢, ag,...,ar_1,€q,...,€x_1-

Puisque u voit ¢, manque by et ¢ < by < u, nous avons Ly, (c) # Ly, (bo)-
Appliquons le lemme 3.2 pour définir v = f(by,c). Le sommet v voit by,
manque ¢ et u < v. Puisque by voit ¢, alors v voit u d’aprés le lemme 3.4.
Puisque v voit by et Ly, (bo) = -+ = Lp,_,(bp—1) = Lp,_,(dp) = -+ =
Ly, (dg—1),alors v voit by, . .., bx_1,dy, . .., d—1. Puisque v voit b;_;, manque
cet dy = f(eg,c) <r = f(dg,bp—1) <t = f(bg,di) <u= f(r,by) < v, alors
v voit dj,bg,r et v manque ey. Mais alors by-vru-eg est un taureau, une
contradiction. O

Affirmation 3.15 Ldk(bo) == Ldk(bk—l) = Ldk (do) == Ldk (dk)

Preuve. D’aprés I'affirmation 3.14, Ly, (bx—1) = La, (dg), et Ly, (by) = --- =
Lbk—l (bk—l) = Lbk_l(do) e Lbk_l(dk‘—l)’ et bk—l < dk, donc Ldk(bo) =
w+ = Lgy (by—1) = Lq,(do) = - -+ = Lay (dk). O

Puisque a;_; voit by_; et manque di, nous avons N(bx_1) # N(dy).
Appliquons le lemme 3.5 pour définir e, = g(dg, bx_1). Le sommet e voit
di, manque by_1, e < bp_1, et Lg (er) < Lg (dx) = La,(do). Puisque
Ly (ex) < Lg,(dy), donc e, < dy d’aprés le lemme 3.1. Puisque ey voit
dg, alors e, ¢ Wy \ {ex_1}. Puisque ay_; voit by_;, manque d, alors
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Ly (ar—1) < Ly (ex). Si ey voit by, alors ej, voit les extrémités du chemin
sans corde VW, sans voir b;_;, une contradiction au lemme 3.6, donc ¢
manque bg. Donc Lj (ar—1) < Ly (er). Appliquons le lemme 3.5 pour dé-
finir dyy1 = h(eg,ax_1). Le sommet dy,1 voit e, manque ay_1,bg_1,dy et
bk < dk—f—l-

Affirmation 3.16 Wy-ei-di 1 est un chemin sans corde.

Preuve. Puisque dj4; manque dy, et Ly, (by) = -+ = Lg, (by—1) = La, (do) =
= Lg (dy), alors dpy1 manque by,...,bx_1,dy,...,d. Puisque djiq
manque ay_1, by, ..., bk_1, do, ..., dg, et 1 = g(d1,by) < a1 = g(by,dy) <

c < epor = g(dk—1,bk—2) < ag—1 = g(br—1,dk—1) < di = f(eg,c) < by =
f((lo,eo) < dy = h(el,(lo) < by = h(al,el) < - dk = h(ek_l,(lk_g) < bk =
h(ag_1,ex—1) < t, alors dx,1 manque ¢, ag, . . ., ag_1, €, - - . , €x_1. Puisque dj1
manque ej_1, NOUS avons ey # e;_1. Si di1 voit by, alors e, voit les extrémi-
tés du chemin sans corde Wy, U {d1} sans voir b_1, une contradiction au
lemme 3.6, donc dj.; manque by.

Supposons que e; voit di_;. Considérons 1’étape générale de l'algo-
rithme ol b;_; est choisi. Puisque Ly, (ex) < Lg,(di) = Lg,(br—1), alors
Ly, (ex) < Ly, _,(bk—1), d’aprés le lemme 3.1. Puisque Ly, (ar—1) < Lgk(ek),
et La,(br—1) = Lq,(di), alors Ly (ax—1) < Lj  (ex). L'ensemble U de
I'étape 1 de I’algorithme contient ej puisque Ly, ,(ex) < Ly, ,(bg—1). Puisque
Ly, (ag—1) < Ly, (ex), le sommet e est choisi dans U & 'étape 2.1 avant,
ax_1. Alors a ’étape 2.2, AN N(ey) doit étre vide, car sinon by_; est retiré de
A et b,_; n’est pas le sommet sélectionné & 1’étape 3. Puisque dj_; est dans
N(ex), il a déja été retiré de A par un sommet u avec Ly (ex) < Ly (u).
Puisque L,  (ar—1) < Ly, (ex) < Ly, (u), nous avons u # aj_1. Ce qui
contredit la définition de a;_;, donc e, manque dj_;.

Si ey voit ej_1, alors dy_1-ex_1drex-dry1 est un taureau, donc e, manque

. o
€k—1- Si ey volt I'un de b(], cee bk,Q, do, ceay dk,Q, C,Qg,...,0,-1,€0y...,€CL_9,
alors W, U {s} contient un trou, donc e; manque by, ..., by_2, do, ..., dx_2,
C,agy...,Q_92,€0y...,€L_9. O

Affirmation 3.17 a,_; < ¢;.

Preuve. Supposons que 'affirmation est fausse, donc e, < a;_;. Puisque
di41 voit ey, manque a1 et e, < ay_1 < dii1, nous avons L, (ex) #
L,, _,(ak—1). Appliquons le lemme 3.2 pour définir u = f(aj_1, ex). Le sommet
u voit a;_1, manque e et di,, < u. Puisque v voit a;_1, manque ey, dp, 1 =
h(eg, ar—1) < u, et ey = g(dg, bg_1), alors u voit dg, by_1. Puisque u voit les
extrémités du chemin sans corde W \ {b;}, d’aprés le lemme 3.6, il doit voir
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tous les sommets de W \ {b;}. Mais alors ay_1-uey_1dy-ex est un taureau,
une contradiction. O

Les affirmations 3.15, 3.16, et 3.17 et les définitions de ey, di 1, montrent
que les suites (a;) i<k, (bi)i<k, (d;i)i<k+1, (€i)i<k+1 sont bien définies et satisfont
les propriétés suivantes :

—c<e<a< < apy<ep<dy<by<---<<bp <dpy.

~ La () = -+ = La,(b-1) = La,(do) = -+~ = L, (dh).

— Wh-ep-dj11 est un chemin sans corde.

Une preuve similaire permet de définir les sommets ay = g(by,dy) et
brr1 = h(ax,er) et de montrer qu’ils vérifient les propriétés suivantes :

—c<e<a< - <ep<ap<dy<by<---<dgy1 <bpir.

< Loy (bo) =+ = Loy (b) = Loy (do) = - - = Ly, (d).

— bpa1-ap-YWe-€-dj 11 est un chemin sans corde.

Cela signifie que a-b-c-d-e admet une extension d’ordre k + 1. Ce qui
contredit la définition de k£ et termine la preuve du théoréme. O

3.4 L’algorithme ORDRECOSINE*

L’algorithme COSINE* est un cas particulier de I’algorithme COSINE de
Hertz [45]. La différence entre COSINE et COSINE* est que les sommets du
graphe en entrée de COSINE* sont ordonnés selon un ordre o. Les cas d’égalité
de COSINE sont départagés en utilisant cet ordre.

A chaque étape, le sommet choisi et colorié ¢ est celui qui n’a pas de
voisin déja colorié ¢ et qui a le nombre maximum de voisins non coloriés avec
les sommets déja coloriés c, les cas d’égalité sont départagés en prenant le
sommet qui est minimum pour o.

L’algorithme COSINE* est défini de maniére formelle dans [58]. Dans cette
thése, nous préférons formuler ’algorithme de telle sorte qu’il produise un
ordre de contraction. Nous définissons ainsi I’algorithme ORDRECOSINE* qui
combine les idées des algorithmes ORDRECOSINE et ORDRECONTRACTION
présenté dans le chapitre 2. Voici une description formelle de ’algorithme :

ALGORITHME ORDRECOSINE*
ENTREE : Un graphe G et un ordre o sur ses sommets.

SORTIE : Un ordre de contraction {z},..., 2%, ... z} ... 2} et la co-
loration associée.
CALCUL :

1. Soient c=1et1=1;
2. tant qu’il existe des sommets non coloriés :
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2.1. ¢’il existe un sommet non colorié qui n’a pas de voisin colorié c :

2.1.1 soit A I’ensemble des sommets non coloriés qui ont un voisin
colorié c;

2.1.2. choisir un sommet non colorié v qui n’a pas de voisin colorié ¢
et qui a le nombre maximum de voisins dans A. Les cas d’égalité
sont départagés en prenant le sommet minimum pour o ;

2.1.3 colorier v avec la couleur ¢, poser =, = v et i =i + 1;

2.2 sinon, poser c=c+ 1 et 1 = 1.
COMPLEXITE : O(mn).

Analyse de complexité

Pour analyser la complexité de ’algorithme ORDRECOSINE*, le graphe en
entrée est considéré connexe, alors m > n — 1. Si le graphe n’est pas connexe
il suffit d’appliquer I’algorithme sur chacune de ses composantes connexes.
Le fait de départager les cas d’égalité dans ORDRECOSINE* n’augmente pas
la complexité de I'algorithme ORDRECOSINE. L’algorithme ORDRECOSINE*
peut donc étre implémenté en temps O(nm) de la maniére suivante. La mise
a jour de lensemble A & I'étape 2.1.1 peut étre faite en temps O(d(u)) :
lorsqu’un nouveau sommet u est colorié a I’étape 2.1.3, les voisins non coloriés
de u sont ajoutés a A. Pour une couleur donnée c, cette procédure prend
un temps O(n + m), donc le coiit total est O(nm) sur toutes les couleurs.
Pour exécuter I’étape 2.1.2 efficacement, un compteur est utilisé pour chaque
sommet, il représente le nombre de ses voisins dans A. A chaque fois qu’un
sommet est ajouté & A, le compteur des autres sommets est mis a jour; cela
peut étre fait en temps O(n +m) pour une couleur donnée et donc en temps
O(nm) pour toutes les couleurs. Ensuite, tous les sommets sont parcourus en
temps O(n) pour trouver le sommet non colorié qui a un compteur maximum
et qui est minimum pour o. Aprés chacun de ces parcours, un sommet est
marqué, donc le cofit total de tous les parcours est O(n?). Par conséquence,
le temps total d’exécution de 'algorithme ORDRECOSINE* est O(nm).

3.5 Amicalité

Prouvons que, pour tout graphe G dans B, I’algorithme ORDRECOSINE*
transforme un ordre d’élimination Ps-simplicial en un ordre de contraction
amical.

Nous devons définir une superclasse de B. Un graphe G est quasi-B si
GG ne contient ni trou impair, ni antitrou et G posséde un sommet, appelé
pivot, qui est Poreille de tous les taureaux de G. (Cette définition peut étre



66 CHAPITRE 3. GRAPHES SANS TAUREAU

comparée 3 la définition des graphes quasi-Meyniel dans [45].) Remarquons
que tout graphe dans la classe B est un graphe quasi-B (tout sommet est un
pivot). Si G est un graphe quasi-B et z est un pivot, alors G \ z est dans la
classe B.

Le lemme suivant généralise le lemme 3.6 aux graphes quasi-B.

Lemme 3.18 Dans un graphe G quasi-B, soit P = ag-a;-...-a, un chemin
sans corde impair avec r > 5, ot ag est un piwot de G et u un sommet qui
voit les deux extrémités ag, a, de P. Alors u voit as.

Preuve. Supposons que le lemme est faux et v manque a,. Si u voit aq,
alors a,-uaga;-a, est un taureau pour lequel a¢ n’est pas une oreille, une
contradiction. Donc v manque a;. Appelons segment tout sous-chemin de P,
de longueur au moins 1, dont les extrémités voient u et dont les sommets
intérieurs manquent u. Le chemin P est partitionné (au sens des arétes) en
ses segments. Puisque G ne contient pas de trou impair, chaque segment est
de longueur 1 ou paire. Puisque P est impair, il y a au moins un segment
de longueur 1. Soit 7 le plus petit entier tel que u voit a; et a;, 1. Puisque u
manque ap, az, nous avons ¢ > 3. Alors a;_1-a;a;11u-ag est un taureau pour
lequel ag n’est pas une oreille, une contradiction. O

Maintenant nous prouvons le théoréme suivant.

Théoréme 3.19 Soient G un graphe dans B et o un ordre d’élimination
Ps-simplicial de G. Alors, l’algorithme ORDRECOSINE* appliqué sur cette
entrée produit un ordre de contraction amical de G.

- \ . k .
Preuve du théoréme. Soit {1, ... o ... x} ... x*} I'ordre de contraction

produit par 'algorithme. Considérons les graphes G? et les sommets w’ (1 <
¢ </, 1<i<k.) quiforment la suite de contractions associée a cet ordre.
Pour tout 1 < ¢ < ¢, dans le graphe G*<, remarquons que le sommet w, est
adjacent a tous les autres sommets de G ; sinon, il existe un sommet y qui
n’est pas adjacent & w¥, ce qui signifie que y n’a aucun voisin colorié ¢ et
donc l'algorithme aurait dii colorier plus de sommets avec la couleur ¢, une
contradiction.

Affirmation 3.20 Pour toute couleur 1 < ¢ < 0 et tout entier 1 < 7 <
k. —1, si G est un graphe quasi-B, w! est un pivot et n’est pas le toit d’une
maisonnette de G*, alors il n’y a pas de chemin sans corde impair entre w'’
et i1 dans G'.
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Preuve. Supposons au contraire qu’il existe un chemin sans corde impair

P = ag-ay-+ - ~-a,_1-a, entre ag = w'. et a, = r’" dans G*. Nous avons r > 3
puisque w’, z5! ne sont pas adjacents. Remarquons que tout sommet de P
a un non-voisin dans G*. Soit W, = {wy, ..., w._1}. Un sommet w € W, est

un sommet de G* adjacent a tous les sommets de G?\ w, donc P ne contient
pas de sommet de W... A la fin de l’algorithme, tout sommet de G* \ W, aura
regu une couleur de ’ensemble {c,c+1,...,(}.

Considérons le moment ot I'algorithme ORDRECOSINE* choisit 2. Soit
A T'ensemble défini lors de I’étape 2.1.1 de l'algorithme. Le sommet a; est
dans A et ay n’est pas dans A. Soit T = N(z:™') N A. Chaque sommet de T
est adjacent & au moins un sommet colorié ¢ dans G et est donc adjacent a
w! dans G'.

Supposons qu’il existe un sommet ¢t € T" qui manque as. Si r = 3, alors
soit ¢ manque a; et alors ¢, ag, ay, as, az induit un trou impair, soit ¢ voit a; et
alors ag est le toit d’une maisonnette , dans les deux cas une contradiction.
Donc r > 5. Le sommet ¢ voit les extremités du chemin sans corde impair P
sans voir as, une contradiction au lemme 3.18. Donc tout sommet de 1" voit
as. Alors T'U{a;} C N(az) N A, donc ay a strictement plus de voisins dans
A que 7%, ce qui contredit le fait que xi™! est choisi lors de 1'étape 2.1.2. O

Affirmation 3.21 Pour toute couleur 1 < ¢ </ et tout entier 0 <1 < k.—1,
les deuz propriétés suivantes sont vraies :
(A;) Sii>1, alors wi et 21 forment une paire d’amis de G°.
(B:))
(1) G est un graphe quasi-B
(2) witt est un pivot de GL
(3) wit! nlest pas le toit d’une maisonnette dans G,

Preuve. Pour 1 < ¢ < ¢, prouvons par induction sur i que (A;) et (B;) sont
vraies.

La propriété (Ap) est vraie par vacuité pour 1 < ¢ < /.

Montrons que (By) est vraie pour ¢ = 1. Considérons la propriété (Bj).
Le graphe G! = G est un graphe dans B, dont tout sommet est un pivot,
donc (1) et (2) sont vérifiees. Pour montrer (3), considérons le début de
lalgorithme ORDRECOSINE* : I’ensemble A de I’étape 2.1.1 est vide, donc
w} est le sommet minimum pour o. Puisque l'ordre o est Ps-simplicial, le
sommet w] n’est pas le toit d’'une maisonnette dans G1.

Montrons que (By) est vraie pour 2 < ¢ < ¢. Dans le graphe G, tout
sommet wy, avec 1 < h < ¢ — 1 est adjacent & tous les autres sommets
du graphe; de plus G. \ {wy,...,w. 1} est dans B, puisque c’est un sous-
graphe de G. Donc G! est dans B, et w! est un pivot de ce graphe. A cette
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étape de 'algorithme ORDRECOSINE*, I’ensemble A de ’étape 2.1.1 est vide,
donc a I'étape 2.1.2, les sommets de G\ {wy,...,w._1} n’ont pas de voisin
colorié ¢ et ont le nombre maximum de voisins dans A, donc le sommet
w, = x; choisi est celui qui est minimum pour o dans G} \ {wi, ..., we 1}
Comme o est un ordre d’élimination Ps;-simplicial, ce sommet n’est pas le
toit d’une maisonnette dans G! \ {wy,...,w. 1}. Puisque tout sommet wy,
avec 1 < h < c— 1 est adjacent a tous les autres sommets du graphe, le
sommet w n’est pas le toit d’une maisonnette dans G_.

Supposons maintenant que 1 < ¢ < [, 7 > 1 et (A;_1) et (B;_1) sont
vérifiées. L’affirmation 3.20 implique immédiatement que (A;) est vérifiée.
Il reste a prouver (B;). D’aprés (A;), (B;—1) et les lemmes 2.7 et 2.9 du
chapitre 2, le graphe Gt ne contient pas de trou impair et pas d’antitrou
autre que Clg.

Supposons  que fol contient un C(j, ayant pour sommets
ai, as,as, a4, as, g €t pour non-arétes aias, asas, asay, 4G5, G505, Aga7.
Si w’t n’est pas 'un des a;, alors ce C est aussi contenu dans G, une
contradiction. Donc, par symétrie, nous pouvons supposer que w’ ™ = a;.
D’aprés la définition de la contraction, w’ et 2™ manquent tous les deux
ag et ay, et chaque sommet as, ay, as voit au moins un sommet de w?, 2.
L’un de w!, zi™! voit a la fois as, s, car sinon {wi, 251 a3, a5} induit un
chemin sans corde impair entre w’ et z™', une contradiction a (A;). Soit
u un sommet de w’, 2’ qui voit as, as, et soit v 'autre. Aucun de u,v ne
voit a la fois a3, a4, as, car sinon un Cg est contenu dans G%.. Donc v manque
ay, et donc v voit a4 et manque au moins 1'un de ag, as. Par symétrie, nous
pouvons supposer que v manque az. Mais alors v-asasag-a3 est un taureau
de G pour lequel w’ n’est pas une oreille, une contradiction. Donc GZ™ ne
contient pas de Cj.

Supposons que G contient un taureau a;-asazas-as tel que w'™' n’est
pas une oreille de ce taureau. Si w™ n’est pas dans le taureau, alors le
taureau est aussi contenu dans G et w’ n’est pas dedans, ce qui contredit le
fait que w! est un pivot de GG*. Donc, par symétrie, nous pouvons supposer que
wit = a; ou wéfl = a3. Si wit = ay, alors wy, "1 manquent as, a4, as, et au
moins 'un de w’, 27! voit ay ; mais alors G contient un taureau pour lequel
w! n’est pas une oreille, une contradiction. Si w™ = a3, alors w’, 2! manque
ai,as, et au moins I'un de wi, x5 voit ay, ay, car sinon {w!, x7* ay, a4}
induit un chemin sans corde impair entre w’ et z"!, une contradiction a
(A;). Mais alors G, contient un taureau pour lequel w’ n’est pas une oreille,
une contradiction.

' D’apreés les deux paragraphes précédents, Gl est un graphe quasi-B et
wit! est un pivot de Gt

Supposons maintenant que w’™! est le toit d’une maisonnette dans G%*!
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ayant pour sommets ai, as, ag, a4, a5 €t non-arétes ayas, asas, azay, a4as.
Donc w’™ = a3. Dans G, les sommets w’, 257! manquent a,, as. Le sommet
w! manque au moins I'un de ay, as, car sinon c’est le toit d’une maisonnette
dans G, une contradiction & (B;_;). Par symétrie, nous pouvons supposer
que w’ manque as, et donc it voit as. Alors z™! voit aussi a;, car sinon
wi-aj-az-x'Tt est un chemin qui contredit (A4;). Alors w’ manque a;, car sinon
w'-a1 7 as-ay est un taureau dans G pour lequel w’ n’est pas une oreille.
Remarquons que, dans G°, les sommets a;, as, 51, a4, as induisent une mai-
sonnette, dont ¢! est le toit, et w’ manque tous ces sommets. Considérons
le moment ou I'algorithme ORDRECOSINE* choisit 22!, Soit A I’ensemble
défini a I'étape 2.1.1 de I'algorithme. Puisque w’ manque tous les a;, aucun
d’entre eux n’est dans A. Soit 7= N(z’™') N A. Considérons n’importe quel
sommet ¢ de 7. D’aprés la définition de T, le sommet ¢ voit 27! et w’ dans
G'. Si t manque & la fois a1, as, alors t voit ay, car sinon t-z5 asa;-ay est
un taureau dans G° pour lequel w’ n’est pas une oreille, et similairement
t voit ap, mais alors w'-tasas-as est un taureau de G° pour lequel w’ n’est
pas une oreille. Donc ¢ voit au moins 'un de aq, as, par exemple a;. Alors
t voit a4, car sinon wi-txitla;-a4 est un taureau de G° pour lequel w! n’est
pas une oreille. Alors ¢ voit a,, car sinon wi—ta1a4—a2 est un taureau de Gi
pour lequel w’ n’est pas une oreille. Alors ¢ voit as, car sinon w'-tasas-as est
un taureau de G° pour lequel w’ n’est pas une oreille. Donc tout sommet
de T voit ay, as, ay, as. A ce moment aq, as, ay, as sont tous des sommets non
coloriés qui n’ont pas de voisin colorié ¢ et qui ont au moins autant de voisins
dans A que 2! donc ils ont le nombre maximum de voisins dans A, et selon
'ordre o nous avons x5 < min{ay, as, as, as} et 5! n’est pas le toit de la
maisonnette, une contradiction. O

L’affirmation 3.21 montre que 'ordre de contraction produit par 1’algo-
rithme est un ordre de contraction amical. O

3.6 Commentaires

D’apreés les théorémes 3.7 et 3.19, nous pouvons colorier optimalement un
graphe G dans B, en appliquant ’algorithme LEXBFS* sur GG, pour obtenir
un ordre Ps-simplicial, suivi de I’algorithme ORDRECOSINE* sur G, pour
obtenir un ordre de contraction amical. La complexité de cet algorithme de
coloration que nous pouvons noté LEXBFS*+ORDRECOSINE* est O(nm).

Etant donné que, sur un graphe dans B, I'algorithme LEXBFS* produit
un ordre, nous pouvons nous demander si cet ordre n’est pas déja un ordre
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de contraction amical. Est-il vraiment nécessaire d’appliquer ensuite 1’algo-
rithme ORDRECOSINE* pour colorier le graphe? La figure 3.5 donne un
exemple d’exécution de I’algorithme LEXBFS* sur le graphe P; ot 'ordre
ainsi calculé sur le graphe F; n’est pas un ordre de contraction amical : la
coloration obtenue par l'algorithme COLOR appliqué a cet ordre n’est pas
optimale (voir figure 3.6).

{6} 0 {6} {5} (6,4} {5}
e b e b e b
6 6 6 6,5
3 {6} 5 3 {6,5} 5 \ 6 {6,5}d
[ f c f
) ©} {6.5) 5 °s f
{6,4} {5,3} 2 {5,3,2} 2 1
e b e b e b
6 3 6 3 6 3
a d a d a d
c f c f c f
4 5 4 5 4 5

F1G. 3.5 — Exemple d’exécution de ’algorithme LEXBFS*

a b c e f
° ® ® ® ® °®
2 1 3 2 1 2

Ordre obtenu par LEXBFS* (voir figure 3.5) :b<e<d<c<f<a

F1G. 3.6 — Exemple d’exécution de l'algorithme LEXBFS*+4CoOLOR

Appliquer seulement 1’algorithme ORDRECOSINE pour colorier les
graphes dans B ne fonctionne pas non plus puisque la coloration obtenue par
I’algorithme COSINE n’est pas optimale sur le graphe Ps (voir figure 1.9). Le
premier sommet colorié dans ce contre-exemple est justement le toit d’une
maison.

L’algorithme LEXCOLOR est un algorithme plus rapide que COSINE per-
mettant de colorier les graphes de Meyniel. De la méme maniére que nous
avons modifié COSINE, il est possible de modifier LEXBF'S en départageant
les cas d’égalité grace a un ordre o donné en entrée. L’exemple de la fi-
gure 1.10 montre que, méme lorsque o est un ordre Ps-simplicial, cette mé-
thode ne donne pas toujours une coloration optimale de P;. L’ordre dans
lequel sont coloriés les sommets de la figure 1.10 est un ordre Ps-simplicial.
Le fait de donner cet ordre & ’algorithme pour départager les cas d’égalités
ne modifie pas son exécution.
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Hayward a prouvé que tout graphe dans B posséde un ordre parfait [40].
Nous avons montré que 'algorithme LEXBFS*+COLOR permettait de trou-
ver un ordre de contraction amical pour un graphe dans 5. Donc 'algorithme
COLOR appliqué & cet ordre produit une coloration optimale. Est-ce que
cette propriété est vraie pour tout sous-graphe induit? Le graphe de la fi-
gure 3.8 donne un exemple de graphe tel que I’algorithme LEXBFS*+COLOR
ne construit pas un ordre parfait. Les sommets b, ¢, d, e forment un P, que
I’algorithme COLOR colorie avec 3 couleurs au lieu de 2.

6} 6} 6,4}
C C C
6 a e 6} 6 a e {6} 6 a e 4
d b f_ d b f_ d b f_
{6} I o 5 {5} & 5 (5,4} )
3 3 3
C C c
6y 94 6y 94 6y ——ed
d b f_ d b f_ d b f
5 {54 i 5 2 2} 5 > 1

F1G. 3.7 — Exemple d’exécution de 'algorithme LExBFS*

2 2
a f e

Ordre obtenu par LEXBFS* (voir figure 3.7) : f <b<c<e<d < a

F1G. 3.8 — Exemple d’exécution de I’algorithme LEXBFS*+COLOR

Les preuves des théorémes 3.7 et 3.19 redémontrent que les graphes
dans B sont parfaitement ordre-contractiles. Il est donc possible d’appli-
quer les résultats du chapitre 2. L’algorithme LEXBFS*+ORDRECOSINE*
peut étre étendu par l'algorithme CLIQUE, de complexité O(n + m), pour
trouver une clique de taille maximum dans un graphe dans B. Pour
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un graphe dans B, ’ensemble des sommets coloriés 1 par l’algorithme
LEXBFS*+ORDRECOSINE* est un stable fort. I’algorithme PONDERE per-
met alors de résoudre les versions pondérées du probléme de la coloration et
de la clique maximum, en temps O(n*m), pour un graphe dans 5.

Tous ces algorithmes sont robustes [73] dans le sens ou le graphe en entrée
peut étre un graphe G quelconque, et si GG n’est pas dans B et que les objets
obtenus par ces algorithmes ne sont pas optimaux, il est possible de détecter
la non-optimalité. Pour cela, il suffit de vérifier en temps O(n?) que 'ordre de
contraction obtenu par ’algorithme LEXBFS*-+ORDRECOSINE* est bien un
ordre P,-libre. Pour obtenir un algorithme de coloration robuste légérement
plus rapide, il suffit d’exécuter LEXBFS*+ORDRECOSINE*+CLIQUE et de
vérifier, en temps linéaire, que ’ensemble () produit par I'algorithme CLIQUE
est bien une clique. Si () est une clique, la coloration est optimale puisqu’elle
utilise ¢ couleurs et que @ est de taille £. Si () n’est pas une clique, le graphe
en entrée n’est pas dans 5. Cela donne un algorithme de complexité O(nm)
qui permet de colorier optimalement les graphes de la classe B de maniére
robuste.

Dans le cas ot les objets trouvés par ces algorithmes ne sont pas optimaux
et que ces algorithmes retournent “le graphe n’est pas dans B”, il serait appré-
ciable qu’ils fournissent un certificat vérifiable en temps polynomial montrant
que le graphe n’est pas dans B. La preuve du fait que ces algorithmes trouvent
un objet optimal sur la classe de graphes considérée constitue un tel certi-
ficat. Ces preuves pourraient étre transformées en algorithmes polynomiaux
permettant d’exhiber effectivement un trou impair, un antitrou ou un tau-
reau lorsque 1’objet trouvé n’est pas optimal. Mais la technicité actuelle des
preuves laissent penser que ce travail est un peu trop fastidieux et que la
complexité des algorithmes augmenterait significativement.

Nous répondons a ce type de problématique dans le chapitre suivant a
propos des graphes de Meyniel. Nous montrons que, pour ces graphes, le fait
d’exiger un sous-graphe exclu, lorsque la coloration obtenue par 1’algorithme
n’est pas optimale, n’augmente pas la complexité.



Chapitre 4

Graphes de Meyniel

Une obstruction de Meyniel est un trou impair ou une maison. Dans
ce chapitre nous donnons un algorithme de complexité O(n?) qui trouve,
pour tout graphe, soit une clique et une coloration de méme taille soit une
obstruction de Meyniel. Nous donnons aussi un algorithme de complexité
O(n?) qui trouve, pour tout graphe, soit un ordre de contraction Pj-libre
soit une obstruction de Meyniel.

4.1 Robustesse

Le travail présenté dans ce chapitre est motivé par le probléme de trouver
un algorithme de coloration robuste des graphes parfaits. Dans [10], Cameron
et Edmonds proposent de chercher un algorithme combinatoire qui, pour tout
graphe G, trouve soit une clique et une coloration de méme taille soit une
obstruction, combinatoire et reconnaissable en temps polynomial, au fait que
G soit parfait. Un exemple simple d’obstruction a la perfection est ’existence
d’un trou impair ou d’un antitrou impair.

Ici, nous présentons un algorithme polynomial qui répond a cette problé-
matique sur la classe des graphes de Meyniel. Rappelons qu’un graphe est de
Meyniel si tout cycle impair de longueur supérieure ou égale a cinq contient
au moins deux cordes. Meyniel [68, 69] a prouvé que de tels graphes sont par-
faits. Ces graphes ont aussi été étudiés par Markosyan et Karapetyan [67] qui
ont indépendamment prouvé leur perfection. Ravindra [74] a montré qu’ils
sont fortement parfaits. Les graphes cordaux, les graphes bipartis, ainsi que,
plus généralement, les graphes i-triangulés et les graphes de parité (voir [9])
sont des exemples de graphes de Meyniel. Burlet et Fonlupt [9] ont proposé
un algorithme polynomial de reconnaissance des graphes de Meyniel. Plus
tard Roussel et Rusu [79] ont trouvé un autre algorithme plus rapide, de

73



74 CHAPITRE 4. GRAPHES DE MEYNIEL

complexité O(m(m + n)).

En ce qui concerne le probléme de la coloration, Hoang [49] a donné
un algorithme de complexité O(n®) permettant de colorier optimalement les
graphes de Meyniel. Cet algorithme utilise la décomposition appelée amal-
game de Burlet et Fonlupt [9]. Puis, la notion de paire d’amis [28] a permis a
Hertz [45] de prouver que 'algorithme COSINE de complexité O(nm) donne
une coloration optimale. Ensuite, Roussel et Rusu [81] ont défini I’algorithme
de coloration LEXCOLOR de complexité O(n?). Cet algorithme est actuelle-
ment l'algorithme le plus rapide permettant de colorier optimalement les
graphes de Meyniel.

Les preuves de Hertz [45] et Roussel et Rusu [81] montrent en fait que
I’ordre dans lequel sont coloriés les sommets permet d’obtenir un ordre de
contraction amical. L’ordre de coloration des sommets est exactement un
ordre de contraction amical pour I'algorithme COSINE. Pour LEXBF'S, il suf-
fit de rassembler les sommets par classe de couleur. Comme dans le chapitre
précédent, il est alors possible d’utiliser les algorithmes CLIQUE et PONDERE
pour obtenir, de maniére robuste [73|, pour tout graphe de Meyniel, une co-
loration et une clique de méme taille (éventuellement pondérées). Dans le cas
ou l'algorithme retourne “le graphe n’est pas de Meyniel”, I'idéal serait qu’il
retourne aussi un sous-graphe interdit dans la classe des graphes de Meyniel.

4.2 QObstruction

Il est facile de voir qu'un graphe est de Meyniel si et seulement s’il ne
contient pas d’obstruction de Meyniel. Le théoréme de Meyniel [68], Marko-
syan et Karapetyan [67] peut étre reformulé de la maniére suivante :

Théoréme 4.1 ([68],[67]) Pour tout graphe G, soit G contient une clique
et une coloration de méme taille soit G contient une obstruction de Meyniel.

Nous donnons un algorithme polynomial qui trouve, pour tout graphe,
une instance dont le théoréme de Meyniel-Markosyan-Karapetyan affirme
I’existence. Cet algorithme est basé sur I’algorithme LEXCOLOR de Roussel
et Rusu [81] et fonctionne en temps O(n?).

Le théoréme de Ravindra [74] peut étre reformulé de la maniére suivante :

Théoréme 4.2 ([74]) Pour tout graphe G, soit G contient un stable fort,
soit G contient une obstruction de Meyniel.

La preuve de Ravindra est une description informelle d’un algorithme qui
trouve, pour tout graphe, une instance dont le théoréme affirme ’existence.
Hoang [49] a renforcé ce théoréme de la maniére suivante :
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Théoréme 4.3 ([49]) Pour tout graphe G et tout sommet v de G, soit G
contient un stable fort contenant v, soit G contient une obstruction de Mey-
niel.

Hoang [49] propose un algorithme de complexité O(n”) qui trouve, pour
tout sommet d’un graphe de Meyniel, un stable fort contenant ce sommet.
Un inconvénient des théorémes de Ravindra et Hoang est que ’on ne sait pas
vérifier en temps polynomial qu'un ensemble de sommets forme un stable
fort.

Cameron et Edmonds [11] ont défini la notion de bon stable comme étant
un stable maximal dont les sommets peuvent étre ordonnés de telle sorte qu’il
n’y ait pas de P, induit entre n’importe quel sommet x de S et le sommet
obtenu en contractant tous les sommets de S qui précédent z. Un bon stable
est un cas particulier de stable fort, vérifiable en temps polynomial. C’est
la méme notion qui apparait dans la définition d’un ordre de contraction
Py-libre. Nous avons montré au chapitre 2 que I'ensemble des sommets de
couleur 1 d’une coloration P,-libre est un stable fort, c’est aussi un bon
stable. Cameron et Edmonds [11] ont reformulé le théoréme de Hoang de la
maniére suivante :

Théoréme 4.4 ([11]) Pour tout graphe G et tout sommet v de G, soit G
contient un bon stable contenant v, soit G contient une obstruction de Mey-
niel.

Hertz [45], puis Roussel et Rusu [81] ont montré le théoréme suivant qui
renforce le théoréme de Cameron et Edmonds :

Théoréme 4.5 ([45],[81]) Pour tout graphe G et tout sommet v de G, soit
G contient un ordre de contraction amical dont v est le premier sommet, soit
G contient une obstruction de Meynuel.

Pour un graphe quelconque, nous ne savons pas vérifier qu’un ordre
de contraction est amical. Par contre, nous savons vérifier qu’un ordre de
contraction est Pj-libre. Une version plus faible du théoréme 4.5, mais plus
forte que le théoréme 4.4 est la suivante :

Théoréme 4.6 Pour tout graphe G et tout sommet v de G, soit G contient
un ordre de contraction Py-libre dont v est le premier sommet, soit G contient
une obstruction de Meyniel.

Nous donnons un algorithme de complexité O(n?) qui trouve, pour tout
graphe GG et tout sommet v de (G, soit un ordre de contraction Pj-libre dont
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v est le premier sommet, soit une obstruction de Meyniel. Il est ensuite pos-
sible d’utiliser I'algorithme PONDERE, pour en déduire un algorithme de
complexité O(n?) qui trouve, pour tout graphe et toute fonction de poids,
soit une coloration pondérée et une clique pondérée de méme taille, soit une
obstruction de Meyniel.

4.3 Meéthode

Soit, G un graphe quelconque (pas nécessairement de Meyniel) sur lequel
I’algorithme LEXCOLOR est appliqué. Soit ¢ le nombre total de couleurs
utilisées par l'algorithme. L’algorithme CLIQUE est ensuite appliqué & G. A
chaque étape de cet algorithme, nous vérifions que le sommet = de couleur ¢
qui est sélectionné satisfait q(z) = ¢ — c. Si cela est vérifié au cours de toute
I’exécution de I’algorithme, alors I’ensemble () final est une clique de taille [
et la coloration obtenue est optimale. Sinon, ’algorithme CLIQUE s’arréte la
premiére fois que I’égalité n’est pas vérifiée et enregistre la couleur courante c
et la clique courante (). Il n’y a alors pas de sommet colorié ¢ qui est adjacent
a tout ). Montrons maintenant comment trouver une obstruction de Meyniel
dans G.

Soit k. le nombre de sommets coloriés ¢, et pour : = 1,...,k. soit x;
le i-éme sommet colorié c. Soit G* le sous-graphe de G obtenu en retirant
les sommets de couleur < c. Soit G} le graphe obtenu a partir de G* en
contractant x!, ...,z en wi.

L’algorithme fonctionne de la maniére suivante. Aucun sommet colorié ¢
n’étant adjacent a tout (), I’algorithme trouve un chemin impair R dans G
avec une certaine propriété (pour une valeur de i que nous préciserons plus
tard), ainsi qu'un sommet z adjacent aux deux extrémités de R. Si R n’est
composé que de sommets de G* et a au plus une corde, et si z n’est adjacent &
aucun sommet intérieur de R, alors RU{z} contient une obstruction. Cepen-
dant, ces conditions ne sont pas toujours vérifiées, et nous définissons deux
procédures pour remédier a ces difficultés. La premiére partie de I’algorithme
consiste a utiliser une procédure BOUCLE, appelée itérativement. Elle trouve
un chemin R et un sommet z adjacent aux deux extrémités de R, ou 2 et les
sommets de R sont des sommets de G* (et donc de (7). Le sommet z peut étre
adjacent aux sommets intérieurs de R. Le chemin R a au plus une corde et,
si elle existe, elle est courte. Dans la seconde partie de ’algorithme, BOUCLE
appelle la procédure TROUVEROBSTRUCTION sur R et z pour trouver une
obstruction de Meyniel. Les variantes 1,2, 3,4 de TROUVEROBSTRUCTION
correspondent aux différentes positions possibles de la corde de R. Dans la
partie suivante, ces procédures sont décrites plus formellement.
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4.4 Algorithme

INITIALISATION

Pour tout sommet v de couleur > ¢ de G*, soit n(v) le plus petit entier
i tel que z* est adjacent & v. L’entier n(v) existe, car v a re¢u une couleur
strictement plus grande que c. Clairement, la fonction n peut étre calculée
en temps linéaire. Soit i = max{n(v) | v € Q}. Nous avons i > 1 car =} n’est
pas adjacent & tout Q. Soit v; un sommet de @ non-adjacent & z°. Le sommet
v; existe, car z° n’est pas adjacent a tout ). Notons que v; est adjacent &
w’™t dans G} ;. Soit vy un sommet de Q tel que n(vy) = i. Le sommet v,
est adjacent & ', mais pas a w’~! dans G}_,. Alors R = w’ '-v-vy-7', est un
chemin impair sans corde de G_,. Soit P = v;-ve-2’. Appeler Boucle(P, i, ().

BOUCLE(P, i, €e)

[oti > 1, P = vy~ - v, avec v, = ', et w’ '-P est un chemin impair de G}_,
avec au plus une corde, et si cette corde existe, elle est du type v;_1v;41 avec
1 <t<p-—1,etou e est un ensemble contenant 1’éventuelle corde.]

Affirmation : 1l existe un sommet z, colorié avant z’ avec une couleur > c,
adjacent & x’ et vérifiant la propriété suivante. Si v,vs est la corde de P, z
n’est pas adjacent & au moins un sommet de v, v3. Si vyv3 n’est pas la corde
de P, alors z n’est pas adjacent & au moins un sommet de vy, vs.

Preuve. Soient R = w'™'-P et vy = w’~!. Considérons I'étape ou I’algorithme
choisit 7’ en vue de le colorier. Soit U I’ensemble des sommets de G} ; qui
sont déja coloriés a ce moment. Tout sommet de G}_; aura une couleur de
{¢,c+1,...,¢} ala fin de 'algorithme. Donc, si ¢ > 2, tout sommet v de U
vérifie V ¢ < ¢, label, (') # 0. Pour tout X C U, soit couleur(X) 'ensemble
des couleurs des sommets de X.

Soit T'= N(x%) N U. Tout sommet de 7" a une couleur > ¢+ 1, donc est
adjacent & au moins un sommet colorié ¢ dans G et donc & w’ ™! dans G}_;.
Définissons le sommet v, de R de la maniére suivante : si vyvs est la corde
de R, alors r = 3, sinon r = 2. Remarquons que v, n’est pas adjacent a v, et
v, # 2 & cause des positions possibles de la corde et de la parité de R.

Supposons que 'affirmation est fausse : alors tout sommet de 7" est adja-
cent a vy et v,.

Supposons que v; n’est pas encore colorié (c’est a dire v; ¢ U). Puisque
tout sommet de 7' est adjacent a& vy, nous avons V ¢ > ¢, label, (') >
label,: (¢'). Puisque vy est adjacent & w’ ', nous avons label,, (c) > 0. Puisque
x' est colorié ¢, nous avons label,i (c) = 0. Donc label,, >pe. label,i, ce qui
contredit le fait que ’algorithme s’appréte a colorier z!. Donc v; est déja
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colorié et la couleur de v, n’est pas dans {1, ..., c} U couleur(T).
Supposons que v, n’est pas encore colorié. Puisque tout sommet de T
est adjacent a v,, nous avons V ¢’ > ¢, label,, (c') > label,i(c'). Puisque v,
est adjacent a vy, nous avons label,, (couleur(vy)) > 0. Puisque couleur(v,)
¢ {1,...,c} U couleur(T), nous avons labely: (couleur(vy)) = 0. Donc
label,, >peq label,i, encore une contradiction. Donc v, est déja colorié. Ce-
pendant, v, n’est pas adjacent a w’™!, donc, lorsque v, a été colorié, ¢ était
sa plus petite couleur disponible. Cela contredit la définition de w’™' et x?.
O

Soit z un sommet qui satisfait I'affirmation ci-dessus. Le sommet z est
adjacent 4 w’ ™! dans G}_,, car z a été colorié avant x’ et a requ une couleur
strictement plus grande que c. (Cela prend un temps deg(z’) de trouver un
tel sommet z.)

Soit j = max(n(z),n(vy)). Nous avons j < i, car z et v; sont adjacents a

i—1

We

Supposons n(z) = n(v;). Alors xJ est adjacent a v; et z. Si vyv3 est la corde
de P, appeler TROUVEROBSTRUCTION2(z, zZ-P). Si vjv3 n’est pas la corde
de P et z n’est pas adjacent & v;, appeler TROUVEROBSTRUCTION3(z, z/-
P, e). Si vjvz n’est pas la corde de P et z est adjacent a v; (et alors n’est pas
adjacent & v,), appeler TROUVEROBSTRUCTION4(z, z-P, e).

Maintenant, supposons n(z) # n(vy). Alors 5 > 1, 'un de w!™! 27 est
adjacent a v; et n’est pas adjacent & z, et 'autre n’est pas adjacent & v; et
est adjacent a z. Soit k le plus petit entier tel que z est adjacent a v;. Un
tel k existe puisque z est adjacent & v,. (Cela prend un temps deg(z) pour
calculer k.)

Supposons que k est impair. Si n(z) = j, alors soit P’ = vy~ ~vp-2-
xJ; sinon soit P’ = z-vy----v;-x2. Si e est une corde de P’, alors appeler
BOUCLE(P’, j, e) ; sinon appeler BOUCLE(P', j,0).

Maintenant, supposons que k est pair. Alors, £k < p puisque p est impair.
Considérons les cas suivants :

Cas 1 : P a une corde vi_1v;41 avec t < k. Si n(z) = j, alors soit P’ = v;-
U 1Upy 1= UR=2-2) 5 sinon soit P’ = z-vp-+ - vy 1-vp_1-- - -v1-72. Appeler
BoucLE(P, j, 0).

Cas 2 : P a une corde vy_qvp,q. Lorsque z est adjacent a la fois &
Vpg1 €t Upio, si n(z) = j, alors soit P’ = -+ ~Up_1-Upy 1-Up42-2-2% ; sinon
soit P’ = 2-Up 49Uy 1-Vp_1-+ - —v1-7) ; appeler BOUCLE(P', j, zvp41). Lorsque
z n'est pas adjacent & vp, i, appeler TROUVEROBSTRUCTION3(z, -+ - -
vy, 0). Lorsque z est adjacent & vy,1 et n’est pas adjacent & vg o, appeler
TROUVEROBSTRUCTION4(z, U= -+ ==, 0).

Cas 3 : P a une corde vyvy,o. Lorsque z est adjacent a vy, si n(z) = 7,
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alors soit P’ = vy-+ - ~Up-Ug41-2-27 ; sinon soit P’ = z-vy1-vy-- - -v1-7) ; appe-
ler BOUCLE(F', j, zvy). Lorsque z n’est pas adjacent a vy, et est adjacent a
Ukyo, 81 n(2) = j, alors soit P’ = vy-+ - =Up=0p 4 2-2-27 ; sinon soit P’ = z-vyo-

vy-- - ~v1-7J ; appeler BOUCLE(P', j, zv,). Lorsque z n’est pas adjacent & v,
et vg1o, appeler TROUVEROBSTRUCTIONL (2, vg-+ - -vp).

Cas 4 : P n’a pas de corde v;_1vy1 avect < k+1. Lorsque z est adjacent
a vgt1, Si n(z) = 7, alors soit P’ = vy~ - ~v-vp11-2-27 ; sinon soit P’ = z-

Ukt 1-Uk-- - -v1-22 ; appeler BOUCLE(P', j, zv;). Lorsque z n’est pas adjacent
4 Ug41, appeler TROUVEROBSTRUCTION3(z, Vg~ - ==y, €).

TROUVEROBSTRUCTION]1(z, P)

oo P = wp--- v, est un chemin impair avec une seule corde vyvs, z est
adjacent a vy, v, et z n’est adjacent ni & v; ni & vy

Soit r le plus petit entier > 0 tel que z est adjacent & v,. Cet entier r
existe, car z est adjacent a v,. Nous avons r > 3, car z n’est adjacent ni & v,
ni & vy. Lorsque r est impair, retourner z, vy, ..., v,, qui induit une maison.
Lorsque r est pair, nous avons r < p et r > 4; retourner z,vg, v, ..., V., qui
induit un trou impair.

TROUVEROBSTRUCTION2(z, P)

[ott P = vg-- - v, est un chemin impair p > 3 avec une seule corde v;vs, z est
adjacent a vy, v, et z n’est pas adjacent a I'un de vy, vs]

Cas 1 : z n’est adjacent ni ¢ vy ni @ ve. Soit r le plus petit entier > 0 tel
que z est adjacent & v, ; nous avons r > 3. Lorsque 7 est impair, retourner
Z,00, - ..,0U;, qui induit une maison. Lorsque r est pair, nous avons r > 4;
retourner z, vy, v1, V3, ..., qui induit un trou impair.

Cas 2 : z n’est pas adjacent a vy, est adjacent a vy, n’est pas adjacent a
vs. Appeler TROUVEROBSTRUCTION3(z, vg-+ - -0y, ().

Cas 3 : z n'est pas adjacent a vy, est adjacent a vs, est adjacent a vs, n’est
pas adjacent G vy. Appeler TROUVEROBSTRUCTION4 (2, vg-+ - -0y, ),

Cas 4 : z n’est pas adjacent a v, est adjacent a v9, est adjacent a vz, est
adjacent a vy. Retourner z, vy, vy, v3, v4, qui induit une maison.

Cas 5 : z est adjacent a v;. Le sommet z n’est pas adjacent a v, car z n’est
pas adjacent & 'un de v; ou vs; appeler TROUVEROBSTRUCTION3(z, v1-v3-

vy, ).

TROUVEROBSTRUCTION3(z, P, e)

ot P = vp-+ - ~-v, est un chemin impair p > 3 avec au plus une corde, et, si
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cette corde existe, elle est du type v;_1v;41 avec 1 <t < p—1, z est adjacent
a vy, vp et z n'est pas adjacent & vy, et ol e est un ensemble contenant
I’éventuelle corde]

Soit, r le plus petit entier > 0 tel que z est adjacent a v, (r > 2). Lorsque
r est impair, retourner z, vy, . . ., v,, qui induit un trou impair ou une maison.
Lorsque r est pair, considérons les différents cas suivants :

Cas 1 : P a wune corde vi1v41 avec t < r. Retourner
2,00,y Vg1, Ugs1, - -+, Up, qui induit un trou impair.

Cas 2 : P a une corde v,_1v,,1. Lorsque z est adjacent a la fois & v,
et v.,0, Tetourner z,vg, - -+, Up_1,Ur41,Ur12, qui induit une maison. Lorsque z
n’est pas adjacent a v,;1, appeler TROUVEROBSTRUCTION3(2,v,-+ - ~=0p,0).
Lorsque z est adjacent a v,,; et z n’est pas adjacent & wv,,o, appeler
TROUVEROBSTRUCTION4( 2,0,-+ + ==v,,(0).

Cas 8 : P a une corde v,v,5. Lorsque z est adjacent a v,,;, re-
tourner z,vg,---, V41, qui induit une maison. Lorsque z n’est pas adja-
cent & v, et z est adjacent a v,,o, retourner z,vg,---, v, Vpro, quUi in-
duit une maison. Lorsque z n’est adjacent ni & v, ni & v,,9, appeler
TROUVEROBSTRUCTION1(z, v, - =-,).

Cas 4 : P n’a pas de corde v;_1vi11 avect < r+1. Lorsque z est adjacent
a v,y1, retourner z, vy, - - -, vVp11, qui induit une maison. Lorsque z n’est pas
adjacent & v,41, appeler TROUVEROBSTRUCTION3(2, vy-+ - ==, €).

TROUVEROBSTRUCTION4(z, P, e)

ot P = vg-- - v, est un chemin impair p > 3 avec au plus une corde, et si
cette corde existe, elle est du type v;_1v;41 avec 2 <t < p—1, z est adjacent
a o, V1, Uy et z n’est pas adjacent a vy, et oll e est un ensemble contenant
I’éventuelle corde|

Soit r le plus petit entier > 1 tel que z est adjacent & v,; nous avons
r>3.

Cas 1 : P a une corde v;_1v;41 avec 2 < t < r. Lorsque r est impair,
retourner z, vy, ..., V1, Vi1, - - ., Uy, qui induit un trou impair. Lorsque r est
pair, retourner z,vy,...,,, qui induit une maison.

Cas 2 : P n’a pas de corde v;_1v,11 avec 2 < t < r. Lorsque r est impair,
retourner z,vy,...,v,, qui induit une maison. Lorsque r est pair, retourner
Z,v1,...,0, qui induit un trou impair.
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4.5 Complexité

Cet algorithme peut étre implémenté en temps O(n +m). A chaque pas-
sage dans la boucle BOUCLE(P, i), i est décrémenté d’au moins 1, donc il
y a au plus k. passages dans cette boucle. Chaque passage prend un temps
O(deg(xl) + deg(z)), et x’, est différent a chaque passage puisque 7 diminue.
Le sommet z est aussi différent a chaque passage, car si n(z) = j, alors 2
n’est pas adjacent a wj_; et alors z ne sera adjacent a aucun futur sommet
x¢, alors que si n(z) # j, le sommet z devient le second sommet sur le chemin
P avant que dans une boucle future, nous ayons n(z) = j.

Chaque appel a une variante de TROUVEROBSTRUCTION a lieu avec le
méme sommet z, donc nous pouvons calculer le tableau d’adjacence de z, la
premiére fois que TROUVEROBSTRUCTION est appelé. Alors, calculer la va-
leur de r prend un temps O(r) et le reste de chaque TROUVEROBSTRUCTION
prend un temps constant. A chaque passage dans TROUVEROBSTRUCTION,
la longueur de P décroit d’au moins 7.

L’algorithme LEXCOLOR et l'algorithme CLIQUE fonctionnent respecti-
vement en temps O(n?) et O(n+m). Le temps total pour trouver, dans tout
graphe, une clique et une coloration de méme taille, ou une obstruction de
Meyniel, est donc O(n?).

Nous pouvons maintenant en déduire un algorithme de complexité O(n?)
qui trouve, pour tout graphe G et tout sommet v de G, soit un ordre de
contraction P,-libre dont v est le premier sommet, soit une obstruction de
Meyniel.

Appliquons I'algorithme LEXCOLOR sur un graphe G, en commencant
par colorier v. Supposons que ’algorithme utilise [ couleurs. Pour 1 < ¢ </,
soit k. le nombre de sommets coloriés ¢, et pour 1 < i < k. soit 2’ le i-
éme sommet colorié c. Nous pouvons vérifier en temps O(n?) que 'ordre de
contraction {1, ... ,xiﬁ} est Ps-libre. Si ce n’est pas un ordre de contraction
Py-libre, alors la procédure de vérification retourne c et i tels que, 1 < ¢ <,
1 <i <k, et il existe un P, induit w’ '-v1-vy-27 (ot wi™! est le sommet issu
de la contraction de z!...z"71). Soit P = vj-ve-z'. L’appel a la procédure

C

BOUCLE(P, i, () retourne une obstruction de Meyniel de G.

Il est ensuite possible d’utiliser ’algorithme PONDERE, pour en déduire
un algorithme de complexité O(n*) qui trouve, pour tout graphe et toute
fonction de poids, soit une coloration pondérée et une clique pondérée de
méme taille, soit une obstruction de Meyniel.
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4.6 Commentaires

Les algorithmes présentés ici ne sont pas des algorithmes de reconnais-
sance des graphes de Meyniel. Il peut arriver que le graphe en entrée ne soit
pas de Meyniel et que la sortie soit optimale.

La figure 4.1 montre un exemple de graphe qui n’est pas de Meyniel et
sur lequel I'algorithme LEXCOLOR suivi de I'algorithme CLIQUE peut donner
une coloration et une clique de méme taille, alors que I’ordre de contraction
a, f,h,b,d,i,qg,c,en’est pas Py-libre. Une fois que a et f sont contractés en
af,ilyaun P, af-b-c-h.

F1G. 4.1 - Exemple d’exécution de I'algorithme LEXCOLOR

L’algorithme le plus rapide pour reconnaitre les graphes de Meyniel est di
a Roussel et Rusu [79]. Sa complexité est O(m(m+n)). Il apparait donc qu’il
est plus facile de colorier les graphes de Meyniel de maniére robuste que de
les reconnaitre. Peut-étre en est-il de méme pour les graphes parfaits ? Pour
le moment, la reconnaissance des graphes parfaits se fait en temps O(n?) par
un algorithme dii & Chudnovsky, Cornuéjols, Liu, Seymour et Vuskovié [13].



Chapitre 5

Graphes d’Artémis

Maffray et Trotignon [66] ont démontré le théoréme 2.19 qui était une
conjecture d’Everett et Reed [28, 75| affirmant que les graphes d’Artémis
sont parfaitement contractiles. La preuve de Maffray et Trotignon contient
un algorithme qui trouve une coloration optimale de tout graphe d’Artémis
en temps O(n'm). Nous montrons que cet algorithme peut étre simplifié et
accéléré. Nous obtenons alors un algorithme de complexité O(n?m) permet-
tant de colorier les graphes d’Artémis.

5.1 Méthode

La preuve de [66] consiste a trouver une paire d’amis spéciale et a la
contracter. Le lemme suivant assure que le graphe contracté est toujours
d’Artémis.

Lemme 5.1 (|28, 66]) Si G est un graphe d’Artémis et {a,b} est une paire
d’amis spéciale de G, alors G /ab est un graphe d’Artémis.

La contraction de paire d’amis spéciale peut étre itérée jusqu’a ce que
le graphe soit une union disjointe de cliques. Ces cliques peuvent alors étre
contractées trivialement en une seule. Lorsque le graphe n’est pas une union
disjointe de cliques, la méthode suivante permet de trouver une paire d’amis
spéciale.

Un sommet V' \ X est dit X-complet s’il voit tous les sommets de X ; et
C(X) dénote I’ensemble des sommets X-complet de V'\ X. Un ensemble non
vide T C V est dit intéressant si G[T| est co-connexe et G[C(T')] n’est pas
une clique (donc |C(T')| > 2 puisque I’ensemble vide est considéré comme une
clique). Un ensemble intéressant est mazimal s’il n’est pas strictement inclus
dans un autre ensemble intéressant. Un chemin T'-sortant est un chemin sans

83
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corde dont les extrémités sont dans C'(7) et dont les sommets intérieurs sont
tous dans V' \ (T"U C(T)). Un chemin T-sortant P est minimal s’il n’y a pas
de chemin T-sortant dont les sommets intérieurs sont strictement contenus
dans les sommets intérieurs de P. La recherche d’une paire d’amis spéciale
consideére les trois cas suivants :

— le graphe n’a pas d’ensemble intéressant ;

— un ensemble intéressant 7" de G n’a pas de chemin 7T-sortant ;

— un ensemble intéressant 7" de G' a un chemin 7T'-sortant.
Ces trois cas correspondent aux trois lemmes suivants.

Lemme 5.2 ([66]) Pour tout graphe G, les conditions suivantes sont équi-
valentes :

— (G n’a pas d’ensemble intéressant.

— Tout sommet de G est simplicial.

— G est une union disjointe de cliques.
De plus, si G nest pas une union disjointe de cliques, alors tout sommet
non-simplicial forme un ensemble intéressant.

Lemme 5.3 ([66]) Soit G un graphe d’Artémis qui contient un ensemble
intéressant et soit T' un ensemble intéressant mazrimal de G. Si'T n’a pas de
chemin T-sortant, alors toute paire d’amis spéciale du sous-graphe G[C(T)]
est une paire d’amis spéciale de G.

Lorsqu’un ensemble intéressant maximal 7" a un chemin 7-sortant, notons
az - -+ zp un chemin T-sortant minimal. Les ensembles A et B sont définis
de la maniére suivante :

A = {vel(T)|vaeFEuvyx gE(i=2,...,p)},
B = {velT)|vy e B vy ¢E(i=1,....p—1)}.

Une relation <4 est définie sur A en posant u <4 u’ si et seulement si
u,u’ € A et il existe un chemin sans corde impair de u vers un sommet de B
tel que u’ est le deuxiéme sommet de ce chemin (u en est le premier sommet).
De méme, une relation <p est définie sur B en posant v <p v’ si et seulement
si v,v" € B et il existe un chemin impair sans corde de v vers un sommet de
A tel que v’ est le deuxiéme sommet de ce chemin.

Lemme 5.4 ([66]) Lorsque A, B et <a,<p sont définis comme ci-dessus,
ils vérifient :
— Les ensembles A et B sont des cliques non-vides avec aucune aréte
entres elles.
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- 8i P =wuu'---v'v est un chemin sans corde impair avecu € A etv € B,
alors soit v’ € A, soit v' € B.

— La relation <4 est un ordre partiel strict sur A. La relation <p est un
ordre partiel strict sur B.

— Si a est un sommet maximal pour <4 et b est un sommet mazximal pour
<, alors {a,b} est une paire d’amis spéciale de G.

Le lemme suivant est immédiat :

Lemme 5.5 Soient T un ensemble intéressant mazximal dans le graphe G et
a,b deuzr sommets non-adjacents de C(T'). Soit C'(T) l’ensemble des sommets
T-complets dans G /ab. Si C'(T) n’est pas une clique, alors T' est un ensemble
intéressant mazimal de G /ab.

Voici comment fonctionne la méthode. Premiérement, un algorithme
trouve un ensemble intéressant maximal 7" dans G. Puis, un deuxiéme al-
gorithme trouve une paire d’amis spéciale dans C(T'), en se basant sur les
lemmes 5.3 et 5.4, et la contracte. Ce deuxiéme algorithme est itéré tant
que l’ensemble C(7') n’est pas une clique, ce qui est possible d’aprés les
lemmes 5.1 et 5.5. Lorsque ’ensemble C'(T') devient une clique, le premier
algorithme est appelé a nouveau pour trouver un nouvel ensemble intéres-
sant maximal. Puisque la contraction d’une paire d’amis réduit le nombre de
sommets de 1, il y aura au plus n contractions. Donc la complexité totale
est égale a n fois la complexité du probléme de trouver une paire d’amis spé-
ciale. Nous verrons qu’une paire d’amis spéciale peut étre trouvée en temps
O(nm), donc la complexité totale de 'algorithme de coloration est O(n*m).

5.2 Ensemble intéressant maximal

Pour trouver un ensemble intéressant maximal, nous appliquons ’algo-
rithme suivant :

ALGORITHME INTERESSANT
ENTREE : Un graphe G.
SORTIE : Un ensemble intéressant maximal 7" de GG ou la réponse “G est
une union disjointe de cliques”.
CALCUL :
Etape 1 : Chercher un sommet non-simplicial t.
— Calculer les composantes connexes de G ;
— si tout sommet est de degré égal a la taille de sa composante moins
1, retourner “G est une union disjointe de cliques”;
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— sinon, soit u un sommet dont le degré est strictement plus petit
que la taille de sa composante moins 1. Exécutons un parcours en
largeur & partir de u, soit v un sommet a distance 2 de u, et soit ¢
le pére de v dans le parcours.

Etape 2 : Construisons T a partir de t.
— Soient T'={t}, C=N(@),U=V(G)\ (T UC), Z =0;
— tant qu’il existe u € U :
— si N(u) N C est une clique, déplacer u de U vers Z ;
— si N(u) N C n’est pas une clique, déplacer u de U vers T et
déplacer tout sommet de C'\ N(u) de C vers U ;

— retourner ’ensemble 7.

COMPLEXITE : O(max(n+m, m(n—k))) ou k est le nombre de sommets
de C(T) de ’ensemble T retourné (si aucun ensemble 7' n’est retourné,
nous considérons que k = n et que la complexité est O(n + m)).

Le lemme suivant est immédiat :

Lemme 5.6 Soit T un ensemble intéressant dans un graphe G. S’il y a un
sommet u € V(G) \ (T UC(T)) tel que N(u) N C(T) n'est pas une clique,
alors T U{u} est un ensemble intéressant. S’il n’y pas de tel sommet, alors
T est un ensemble intéressant mazimal.

Lemme 5.7 L’algorithme INTERESSANT est correct.

Preuve. L’étape 1 de I'algorithme est correcte. Au début de I’étape 2, ’en-
semble T est intéressant, C' est égal a I’ensemble des sommets T-complets
et n’est pas une clique. La définition de I’étape 2 implique que ces proprié-
tés restent vraies et le lemme 5.6 assure que, lorsque I’étape 2 se termine,
I’ensemble T est un ensemble intéressant maximal. a

Analyse de complexité

L’étape 1 prend un temps O(n + m). Dans I’étape 2, un sommet peut
seulement étre déplacé de C' vers U ou de U vers Z ou vers T. Donc les
ensembles T" et Z ne peuvent qu’augmenter et les ensembles U U C' et C ne
peuvent que diminuer. Décider si N(u) N C est une clique prend un temps
O(m), et la mise & jour de C' prend un temps O(deg(t)) puisque C' peut
seulement décroitre de sa valeur initiale N(t). Donc, chaque itération de la
boucle prend un temps O(m). Un sommet joue le role de u au plus une fois
et les k sommets qui sont dans C' & la fin de ’algorithme n’ont jamais joué
ce role. Donc il y a au plus n — k itérations de la boucle.
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5.3 Chemin sortant minimal

Etant donnés deux ensembles disjoints X,Y C V d’un graphe G, nous
appelons parcours en largeur de X vers Y une variante de I’algorithme BF'S
telle que les sommets de X sont mis dans la file au début de I'algorithme et
les sommets de Y ne sont jamais mis dans la file.

Une fois que nous avons un ensemble intéressant maximal, nous trouvons
un chemin sortant minimal, grace & l'algorithme suivant :

ALGORITHME CHEMINSORTANT
ENTREE : Un graphe G et un ensemble intéressant maximal 7" de G.
SORTIE : Un chemin 7T-sortant minimal ou la réponse “G n’a pas de
chemin 7-sortant”.
CALCUL :
— Tous les sommets de V(G) \ (T'U C(T)) sont non-marqués;
— tant qu’il existe un sommet non-marqué r dans V(G) \ (TTUC(T)) :
— effectuer un parcours en largeur de r vers C(7T") dans G, en notant
S les sommets rencontrés, M ’ensemble S N C(7T) et en arrétant
le parcours dés que M n’est plus une clique; soit F' les sommets
qui sont encore dans la file lorsque le parcours est arrété;
— si M n’est pas une clique :
— soit z le dernier sommet ajouté & M et M, = M N N(z);
— effectuer un parcours en largeur a partir de x dans le sous-graphe
GS\ (FUM,)];
— soit y le premier sommet de M \ M, qui est atteint par ce par-
cours;
— retourner le chemin de ce parcours qui va de x & y;
— sinon, marquer les sommets de S';
— retourner “G n’a pas de chemin 7T-sortant”.
Complexité : O(¢m), ot £ est le nombre de composantes de G\ (TTUC(T')).

Le lemme suivant est immédiat :

Lemme 5.8 Un ensemble intéressant T' a un chemin sortant si et seulement
sl eziste une composante R de V(G) \ (T'U C(T)) telle que N(R) N C(T)
n’est pas une clique.

Lemme 5.9 ([66]) Soit G un graphe d’Artémis qui contient un ensemble in-
téressant et soit T un ensemble intéressant mazimal de G. Alors tout chemin
T-sortant est de longueur paire et au moins 4.

Lemme 5.10 L’algorithme CHEMINSORTANT est correct.
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Preuve. Soit R la composante de V(G) \ (T"U C(T)) qui contient r. Le
parcours a partir de r peut atteindre potentiellement tous les sommets de R
et de N(R) N C(T) et mettre ces derniers dans M. Si N(R) N C(T) est une
clique, le parcours marque tous les sommets de R et recommence avec un
nouveau sommet r d’une autre composante connexe de V(G) \ (T'U C(T)),
si elle existe. Le lemme 5.8 assure que 1’algorithme retournera “G n’a pas
de chemin T-sortant” si et seulement si G n’a pas de chemin T-sortant. Il
reste & prouver que lorsque 1’algorithme retourne un chemin, c’est un chemin
T-sortant minimal. Considérons cette situation. Pour une composante R de
V(G)\(TUC(T)), 'ensemble N(R)NC(T) n’est pas une clique et le parcours
depuis un sommet r € R trouve un sommet x la premiére fois que M n’est
pas une clique. L’ensemble M \ M, n’est pas vide. Les seuls voisins de = dans
S\ M sont soit son parent dans le parcours, soit des sommets qui sont encore
dans la file, sinon x aurait auparavant été ajouté a .S. Donc, tout sommet de
S\ (F'U M) non-adjacent a x a été parcouru avant le parent de x.

Le parcours & partir de x dans G[S \ (F U M,)| atteint tous les sommets
de M\ M,, donc le sommet y existe bien. Notons P = z-2;-- - --z,-y le chemin
retourné par ’algorithme, et posons Z = {z, ..., 2,}. Pour montrer que P
est un chemin 7-sortant, supposons au contraire qu’un élément z; de Z est
dans C(T) et soit i le plus petit entier vérifiant cette propriété. (1 <i < p).
Nous avons ¢ > 2, car z; = v est dans R ; mais alors z; contredit la définition
de y. Donc tous les sommets de z,...,2, sont dans R, ce qui signifie que
P est un chemin T-sortant. Pour prouver la minimalité de P, supposons au
contraire qu’il existe un chemin 7-sortant a’-z-- - --z;-y' avec 1 <i < j <p
et j —i < p— 1. D’aprés le lemme 5.9, 7 — ¢ est pair et au moins égal a 2,
donc j > 2. Le sommet y' est dans M \ {x} puisque z; a été ajouté dans S
avant z;. Si ¢ > 1 alors 2’ est aussi dans M \ {z}, puisque z; a été ajouté
a S avant z;; mais alors M \ {z} n’est pas une clique, ce qui contredit la
définition de x. Donc ¢ = 1. Si z est adjacent a v/, alors x-z1-- - -z;-y'- est
un trou impair, une contradiction. Donc x n’est pas adjacent & 3/, mais alors
x-21-- - -2~y est un chemin sans corde et y’ contredit la définition de y. Donc
P est un chemin T-sortant minimal. O

Analyse de complexité

Un parcours a partir d’un sommet r atteint tous les sommets de la com-
posante R de V(G) \ (T"U C(T)) qui contient r et tous les sommets de
N(R) N C(T), et seulement ceux-la. De plus, ces sommets sont parcourus
seulement une fois durant le parcours. Le parcours & partir de x atteint les
sommets de R une deuxiéme fois. Donc les sommets de R sont parcourus au
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plus deux fois. Pour vérifier si M est une clique, nous utilisons un compteur
qui, pour chaque sommet u de C'(T"), compte le nombre de voisins de u dans
M. Lorsqu’un nouveau sommet u est ajouté a M, nous vérifions que le comp-
teur de u est égal & | M| et nous parcourons u pour accroitre de 1 le compteur
de ses voisins dans C(7). Donc, la complexité pour une composante R est
O(m).

Lorsque l’ensemble 7" n’a pas de chemin 7T-sortant, le lemme 5.3 dit
que nous devons continuer la recherche récursivement dans le sous-graphe
G[C(T)]. Nous trouvons donc un ensemble intéressant maximal T} de G,
puis un intéressant maximal Ty de G[C4] (o C; = C(17)), puis un ensemble
intéressant maximal T3 de G[Cs] (ou Cy = C(T3) N CY), ..., jusqu’a trouver
un intéressant maximal 7, de G[C,_1] (ou C,—y = C(T},—1) N Cy_2) tel que,
soit il y a un chemin 7,-sortant dans G[C,_,], soit G[C(T,) N C,—1] est une
union disjointe de cliques. Analysons la complexité de cette procédure.

Pour i = 1,...,q, soit n; = |C;| et m; = |E(G[C;])|, et posons ng = n et
mgo = m. La complexité totale pour trouver un intéressant maximal au cours
de tous les appels récursifs est donc (’)(Zg:_llmi,l (ni—1—n;)+max{n,_1+m,_1,
mg—1(ng—1 —ng)}) = O(max{n +m, mn)}.

Pour i = 1,...,q, soit /; le nombre de composantes connexes de G[C;_1 \
(T; UC(T;))]. Observons que toutes ces composantes (pour tout i = 1,...,q)
sont deux & deux disjointes, donc [} + --- + I, < n. La complexité totale
pour trouver les chemins sortants au cours de tous les appels récursifs est
O(ZL,l;m) = O(nm).

La complexité totale de cette procédure récursive est donc O(nm).

5.4 Paire d’amis spéciale

Une fois que nous avons un intéressant maximal et un chemin sortant mi-
nimal, nous trouvons une paire d’amis spéciale grace a ’algorithme suivant :

ALGORITHME PAIREDAMIS
ENTREE : Un graphe GG, un ensemble intéressant maximal 7" et un chemin

T-sortant minimal z-2;-- - -2,-Y.
SORTIE : Une paire d’amis spéciale de G.
CALCUL :

1. Soient A= (N(2)NC(T))\ N(y) et B= (N(2,) NC(T))\ N(x);
2. effectuer un parcours en largeur de B vers N(A) dans G\ (T'U A)
et soit K les sommets de N(A) qui sont atteints par ce parcours;
3. effectuer un parcours en largeur de A vers N(B) dans G \ (T'U B)

et soit L 'ensemble des sommets de N(B) qui sont atteints par ce
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parcours;
4. soit a un sommet de A qui voit tout K ;
5. soit b un sommet de B qui voit tout L;
6. retourner la paire {a, b}.
COMPLEXITE : O(n + m).

Lemme 5.11 L’algorithme PAIREDAMIS est correct.

Preuve. Posons P = x-z1---~2,-y, et Z = {z1,...,2,}. Soient A" = {u €
C(T) | uz; € E(G), et pour 2 < i < p,uz ¢ E(G)} et B = {u e C(T) |
uz; € E(G), et pour 2 < i < p, uz; ¢ E(G)}. 1l s’agit des ensembles men-
tionnés dans le lemme 5.4. Nous affirmons que les ensembles A, B définis
dans I'algorithme satisfont A = A’ et B = B’. Premiérement, observons que
x € A ety € B et qulil n’y a pas d’aréte a'b’ avec o’ € A et b € B,
car sinon Z U {a/,V'} induirait un trou impair de longueur p + 2 > 5. Cela
implique que A" C A et B’ C B. Maintenant, soit ¢ un sommet quelconque
de A. Supposons que a a un voisin z; dans Z avec i > 2, et soit ¢ le plus
grand entier de ce type. D’apreés la définition de A, les sommets a et y sont
non-voisins. Alors a-z;-- - --2,-y est un chemin 7T-sortant, ce qui contredit la
minimalité de P. Donc a n’a pas de voisin dans Z \ {z}. Donc A C A
Similairement B C B’. Donc A= A’ et B=B'.

Il reste a prouver que les lignes 2-5 de 'algorithme produisent des élé-
ments maximaux de (A4, <y4) et (B, <g). Soit K comme défini dans I’algo-
rithme. Soit a* un sommet maximal pour la relation <,. Supposons que a*
n’est pas adjacent & un sommet u de K. Soit ¢’ € A\ {a*} un voisin de u
(¢’ existe par définition de K), et soit Q = ¢i-- - ¢, le chemin sans corde de
q1 € B a u = q; donné par le parcours de la ligne 2 de 'algorithme. Puisque
A est une clique, a* et o’ sont adjacents. Supposons qu'un sommet de A est
adjacent a un sommet ¢; avec 1 <1i < k— 1. Alors ¢; est un sommet de N(A)
et ce parcours ne devrait pas avoir continué & partir de ¢; ; mais cela contre-
dit Dexistence de ¢; 1. Donc a’ et a* ne sont adjacents & aucun sommet de
Gi, -, Qr—1. Soient Q' = qi-- - -qi-a’ et Q* = q1-- - -qp-a’-a*. Alors Q' et Q*
sont sans corde. Le lemme 5.4 implique que )" est de longueur paire puisque
aucun de ses sommets intérieurs n’est dans AU B. Nous en déduisons que Q*
est impair, ce qui implique que a* <4 a’, ce qui contredit le choix a*. Cela
prouve que tout sommet maximal pour <, est adjacent a tout K, et, par
conséquent, que le sommet a de I'algorithme existe. Réciproquement, prou-
vons qu'un tel a est maximal pour la relation d’inclusion < 4. Supposons le
contraire. Alors, par définition de <4, il existe un chemin impair sans corde
Q" = a-a"-q-- - --b" allant de a & un sommet b” € B avec a” € A. Alors ¢ est
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dans N(A) et sur un chemin sans corde partant de B, donc ¢ a été atteint par
le parcours de la ligne 2, donc ¢ est dans K. Alors a est adjacent & ¢, ce qui
contredit le fait que Q" est sans corde. Donc a est maximal pour la relation
< 4. La preuve est similaire pour B : un sommet de B est maximal pour la
relation <p si et seulement s’il est adjacent & tout sommet de L. Maintenant,
le lemme 5.4 implique que la paire {a, b} retournée par I’algorithme est une
paire d’amis spéciale de G. O

Analyse de complexité

Déterminer les ensembles A et B nécessite respectivement un temps
O(d(z1) + d(y)) et O(d(2,) + d(x)). Effectuer un parcours en largeur de B
vers N(A) et déterminer I’ensemble K prend un temps O(m). Il en est de
méme pour ’ensemble L. De plus, a chaque fois qu'un sommet est mis dans
K, nous ajoutons 41 aux compteurs qui sont associés a chacun de ses voisins
dans A. Il en est de méme pour L et B. Donc, trouver les sommets a et b
prend un temps O(|A| + |B|).

Une paire d’amis spéciale peut étre trouvée en temps O(nm), donc la
complexité totale de I’algorithme de coloration est O(n*m).

5.5 Graphes faiblement triangulés

La méthode que nous venons de présenter pour colorier les graphes d’Ar-
témis peut étre considérée comme une généralisation de ’algorithme de Hay-
ward, Spinrad et Sritharan [42, 43|, de complexité O(n3), permettant de
colorier les graphes faiblements triangulés. Dans un graphe faiblement trian-
gulé, les ensembles intéressants maximaux n’ont pas de chemin sortant [66],
et il n’est donc jamais nécessaire de faire appel aux algorithmes CHEMIN-
SORTANT et PAIREDAMIS. La recherche récursive d’ensembles intéressants
maximaux ameéne systématiquement & une union disjointe de cliques.

Nous montrons que les outils utilisés dans [42, 43| sont analogues & ceux
utilisés dans [66]. Une poignée |38, 39] dans un graphe G = (V, E) est un
sous-ensemble H C V', de taille au moins 2, tel que G[H] est connexe, qu’une
composante J # H de G\ N(H) satisfait N(J) = N(H) et que chaque
sommet de N(H) voit au moins un sommet de chaque aréte de G[H]. Un tel
J est appelé co-poignée de H. Hayward, Spinrad et Sritharan [42, 43| utilisent
les poignées pour obtenir un algorithme de complexité O(m?) permettant de
reconnaitre les graphes faiblement triangulés et un algorithme de complexité
O(n?) permettant de les colorier.
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Les lemmes suivants mettent en évidence ’analogie entre les poignées et
les ensembles intéressants.

Lemme 5.12 Soient H une poignée de G et J une co-poignée de H. Alors
J est un ensemble intéressant de G.

Preuve. D’aprés la définition d’une poignée, G [J] est connexe. De plus, dans
le graphe G, nous avons H C C(J), H est connexe et [H| > 2. Donc J est
un ensemble intéressant dans G. O

Lemme 5.13 Soient T' un ensemble intéressant mazimal dans G et H une
composante_co-connere de G[C(T')] de taille au moins 2. Alors H est une
poignée de G et T est une co-poignée de H.

Preuve. Puisque C(T') n’est pas une clique dans G, il existe une composante
H de G[C(T)] de taille au moins 2. Soit X = Ng(H). Puisque T est connexe
dans G, il y a une composante 7" de G \ X qui contient 7. Si T # T7, il
existe un sommet u € V \ (X UT) tel que (dans G) v a un voisin dans
T. Alors (dans G) T'U {u} est un ensemble intéressant puisque 7'U {u} est
co-connexe et H C C(T U {u}). Cela contredit la maximalité de T". Donc
T est une composante de G\ X. Maintenant, soit Y = Ng(T'). Clairement
Y C X. Dans G, tout sommet = de X a un non-voisin dans H, donc n’est
pas dans T"U C(T), donc = € Y. Donc Y = X. Finalement, supposons que
(dans G) un sommet x € X manque les deux sommets d’une aréte de G(H ).
Alors (dans G) l'ensemble T'U {x} est un ensemble intéressant strictement
plus grand que 7', une contradiction. Donc H est une poignée et 7' est une
co-poignée de H dans G. O

Les résultats précédents montrent qu’un ensemble intéressant maximal
de G donne une poignée de G, mais qu'une poignée de G donne seulement
un ensemble intéressant de GG, qui n’est pas forcément maximal. Cela suggére
la définition suivante qui étendra ’analogie. Une poignée généralisée est un
sous-ensemble H C V contenant au moins une aréte, telle qu'une composante
J # H de G\ N(H) satisfait N(J) = N(H) et que tout sommet de N(H)
voit au moins un sommet de chaque aréte de G[H]. Un tel J est appelé
co-poignée généralisée de H. Cette nouvelle définition relaxe I’hypothése de
connexité de H qui ne semble pas nécessaire dans [42]. Une poignée est un
cas particulier de poignée généralisée, et ’algorithme FIND-HANDLE de [42]
peut étre remplacé par ’algorithme suivant :
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ALGORITHME POIGNEEGENERALISEE
ENTREE : Un graphe G.
SORTIE : Un couple poignée et co-poignée généralisée (H, J) de G ou la
réponse “G n’a pas de poignée généralisée”.
CALCUL :
— Chercher un sommet v et une aréte e tels que v manque e;
— si aucun v, e de ce type n’existe, alors retourner “G n’a pas de poi-
gnée” ;
— soit J une composante connexe de G\ N(e) contenant v ;
—soit H=V \ (JUN(J));
— tant qu'il existe v dans N(H) qui manque e dans H :
— soit J une composante connexe de G \ N(e) qui contient v;
—soit H=V \ (JUN(J));
— retourner (H, J)
COMPLEXITE : O(nm)

Lemme 5.14 La co-poignée produite par l'algorithme POIGNEEGENERALI-
SEE est un ensemble intéressant maximal de G.

Preuve. D’aprés le lemme 5.12, .J est un ensemble intéressant de G. Suppo-
sons que J n’est pas maximal. Alors il existe j ¢ J tel que J = JU{j} est
un ensemble intéressant de G. Puisque G[.J'] est connexe, j est dans N(J).
Cependant, N(J) = N(H), donc j voit au moins un sommet de chaque aréte
de H. Alors V\ (JJUN(J")) c V\(JNN(J)) = H et donc V' \ (JJUN(J"))
est un stable et J' n’est pas un ensemble intéressant, une contradiction. O

5.6 Commentaires

Les algorithmes présentés dans ce chapitre permettent de contracter des
paires d’amis dans un graphe d’Artémis jusqu’a 'obtention d’une clique. Est-
ce que 'ordre dans lequel les sommets sont contractés est un ordre de contrac-
tion amical ? Non, car il existe des graphes faiblement triangulés et donc des
graphes d’Artémis qui ne sont pas fortement parfaits (voir figure 2.2). Pour
ces graphes, il n’existe pas d’ordre de contraction amical. Nous ne pouvons
donc pas utiliser les résultats du chapitre 2 et en particulier ’algorithme
CLIQUE.

Pour trouver une clique de taille maximum dans un graphe d’Artémis il
faut procéder de la maniére suivante : tous les sommets de la clique finale
sont marqués, les paires d’amis sont décontractés une par une en ne gardant
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marqué qu’un des deux sommets qui induit une clique avec les autres som-
mets marqués. Cela est possible grace au lemme 2.3 du chapitre 2. Si nous
appliquons l'algorithme de contraction suivi de cette méthode a un graphe
quelconque, il se peut que nous n’arrivions pas & construire une clique de
taille maximum, nous pouvons alors affirmer que le graphe en entrée n’est
pas un graphe d’Artémis. Nous obtenons donc un algorithme de complexité
O(n*m) qui permet de colorier les graphes d’Artémis de maniére robuste.



Chapitre 6

Extension de pré-coloration

Etant donné un graphe G et un sous-ensemble de sommets qui ont recu
une couleur donnée, le probléme d’extension de pré-coloration consiste a trou-
ver une coloration de G qui respecte la pré-coloration et qui utilise le nombre
minimum de couleurs. D’une part, ce probléme généralise le probléme clas-
sique de la coloration et, d’autre part, il peut étre réduit au probléme de la
coloration sur un certain graphe contracté. Nous prouvons que I’extension de
pré-coloration est polynomial pour les complémentaires des graphes de Mey-
niel. Nous répondons a une question de Hujter et Tuza en montrant que les
graphes “PrExt-parfaits” sont exactement les graphes de co-Meyniel, ce qui
généralise aussi des résultats de Hujter et Tuza et de Hertz. De plus, nous
montrons que, étant donné un graphe de co-Meyniel, le graphe contracté
correspondant appartient & une sous-classe de graphes parfaits : la classe des
complémentaires des graphes d’Artémis, dont la perfection est plus facile a
établir que le théoréme fort des graphes parfaits. Cependant, la polynomia-
lité de notre algorithme dépend toujours de la méthode des ellipsoides qui
permet de colorier les graphes parfaits.

6.1 Contraction des pré-couleurs

Il arrive souvent qu’en optimisation, au cours de la modélisation d’un
probléme concret, certaines contraintes du systéme soient fixées a priori pour
des raisons historiques, techniques ou sociales. Cela se traduit en terme de
coloration par une partie des sommets qui ont déja recu une couleur.

Soit G' un graphe. Une pré-coloration de G est une coloration d’un sous-
graphe induit de G. Autrement dit, une pré-coloration est une famille Q =
{C1,...,Cy} de stables deux-a-deux disjoints. Une coloration {51, ..., S} de
G étend Q si ¢ < k et si, pour chaque j = 1,...,¢, C; C S;. Etant donné

95
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un graphe G et une pré-coloration Q, le probléme PrExt consiste & trouver
le plus petit entier k& tel que GG posséde une coloration en k couleurs qui
étend Q. Ce probléme généralise celui de la coloration classique qui consiste
a prendre @ = (. 1l est plus difficile que celui-ci puisque le probléme de
décision associé est NP-complet, méme sur les graphes bipartis [8, 51], les
graphes d’intervalles 7] ou les graphes de permutation [54]. Le probléme est
connu pour étre polynomial sur certaines classes de graphes, les principaux
résultats & ce sujet sont résumés dans [84].

Soit @ = {C1, ..., C,} une pré-coloration de G. Le graphe contracté G/Q
désigne le graphe dont les sommets sont obtenus a partir de V' en contractant,
pour chaque j, I’ensemble des sommets de C; en un seul sommet c;. Les
autres sommets restent inchangés. Une aréte relie chaque paire de c;. Les
arétes contenues dans V' \ (C; U ---U (Cy) sont inchangées. Il y a une aréte
entre v € V' \ (C1U---UCY) et ¢; si v est adjacent & au moins un sommet de
C;. Cette notion de contraction est différente de celle utilisée dans le reste
de cette thése puisque les arétes entre chaque paire de c¢; sont ajoutées. La
preuve du lemme suivant est évidente.

Lemme 6.1 Pour tout graphe G et toute pré-coloration Q de G, l’ensemble
des colorations qui étendent Q est en bijection avec les colorations de G/ Q.
En particulier, le nombre minimum de couleurs qu’il faut pour étendre O est

égal o x(G/Q).

Le lemme 6.1 montre que si nous sommes capables de résoudre le pro-
bléme de la coloration pour G/Q, alors nous sommes aussi capables de ré-
soudre PrExt pour G. Ce lemme permet donc de transposer des résultats
de complexité entre le probléme de la coloration et celui de I’extension de
pré-coloration. En particulier, il semble naturel de se demander dans quels
cas le graphe contracté est un graphe parfait, puisque nous pouvons alors
résoudre PrExt en temps polynomial en coloriant le graphe contracté avec la
méthode de Grotschel, Lovész et Schrijver [35].

Etant donné un graphe G, une co-coloration de GG est une partition de
V(G) en cliques de G. Ici, il sera plus facile de parler de co-coloration plutot
que de coloration. Evidemment, une co-coloration de (G est une coloration
de G, et tous les résultats que nous présentons peuvent étre transposés d’un
probléme vers ’autre en passant aux graphes complémentaires. Etant donnée
une classe de graphes G, la classe co-G désigne la classe des graphes dont le
complémentaire est dans G.

Soit @ = {C4,...,Cy} une famille de cliques deux-a-deux disjointes. Re-
marquons que Q est une pré-coloration de G ; donc Q sera appelé pré-co-
coloration de G. Etant donnés un graphe G et une pré-co-coloration Q, le
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probléme co-PrEzt consiste a trouver le plus petit entier k tel que G posséde
une co-coloration en k couleurs qui étend Q. Le graphe co-contracté G< dé-
signe le graphe dont les sommets sont obtenus & partir de V' en contractant,
pour chaque j, I’ensemble des sommets de C; en un seul sommet c;. Les
autres sommets restent inchangés. Il n’y a aucune aréte entre les paires de
¢;. Les arétes contenues dans V' \ (C; U --- U CYy) sont inchangées. Il y a une
aréte entre v € V'\ (C1U---UCY) et ¢; si v est adjacent & tous les sommets de
C;. Clairement, le graphe co-contracté G< est le complémentaire du graphe
contracté @/ Q. Nous démontrons le théoréme suivant.

Théoréme 6.2 Le graphe co-contracté G est un graphe parfait pour toute
pré-co-coloration Q si et seulement si G est un graphe de Meyniel.

Le sens direct est facile. Pour la réciproque, nous démontrons en fait un
théoréme plus fort.

Théoréme 6.3 St G est un graphe de Meyniel et Q est une pré-co-coloration
de G, alors le graphe co-contracté G est un graphe d’Artémis.

Le théoréme 6.2 a pour conséquence algorithmique le corollaire suivant.

Corollaire 6.4 Le probléme d’extension de pré-coloration est polynomial
pour les graphes de co-Meyniel.

Preuve. PrExt sur les graphes de co-Meyniel est équivalent a co-PrExt sur les
graphes de Meyniel. Etant donnés un graphe G et une co-coloration Q de G,
le graphe co-contracté G est parfait d’aprés le théoréme 6.2. Nous pouvons
alors utiliser ’algorithme polynomial de coloration des graphes parfaits |35,
82| pour trouver une co-coloration optimale de G<. A partir de cette co-
coloration, en utilisant le lemme 6.1, nous en déduisons une extension de
pré-co-coloration optimale de Q. O

Le corollaire 6.4 contient et unifie un certain nombre de résultats. 1l
était déja connu [51, 52, 84] que le probléme PrExt est polynomial sur les
graphes scindés, les cographes, les graphes bipartis sans P, les compléments
de graphes bipartis, et sur les graphes de co-Meyniel lorsque les classes de
pré-couleur sont de taille 1 [44]. La preuve du corollaire 6.4 peut étre utili-
sée pour déduire une conséquence algorithmique plus générale du lemme 6.1.
Etant donné une classe de graphes G, la cléture par co-contraction est la
classe de tous les graphes qu’il est possible d’obtenir en co-contractant une
pré-co-coloration quelconque d’un graphe dans G.
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Corollaire 6.5 Soit G une classe de graphes. St le probléme de la co-
coloration est polynomiale sur G, alors co-PrExt est polynomial sur G.

Le corollaire 6.5 permet de réduire le probléme co-PrExt sur une classe de
graphes particuliére G a la question “quel est G ?” et au probléme de la co-
coloration sur G*. Malheureusement, cette stratégie ne marche pas toujours,
car méme s’il est possible de décrire G*, la complexité du probléme de co-
coloration sur G* n’est pas forcément connue. Il est donc peut étre plus
judicieux de tenter de traduire des résultats de co-coloration vers co-PrExt.
Par exemple, ici, nous souhaitons appliquer la méthode des ellipsoides qui
permet de (co-)colorier les graphes parfaits en temps polynomial [35, 82].
Nous posons donc la question : quelle est la classe G telle que G = Parfait ?
Malheureusement, une telle classe n’existe pas!

En effet, étant donnée une classe G, soit G~ ’ensemble des graphes G tel
que G2 appartient & G pour toute pré-co-coloration Q. Il est facile de voir
que toute classe de graphes G vérifie (G7)* C G C (G")™. Le théoréme 6.2
dit que Parfait™ = Meyniel, et le théoréme 6.3 dit que Meyniel™ C Artemis,
qui est une sous-classe stricte des graphes parfaits. Nous en déduisons que
(Parfait™)* # Parfait, et par conséquent, il n’y a pas de classe de graphes G
telle que G™ = Parfait.

Cette discussion suggére une version plus faible mais plus directement
utilisable du corollaire 6.5.

Corollaire 6.6 Soit G une classe de graphes. Si le probléme de la co-
coloration est polynomial sur G, alors co-PrExt est polynomial sur G~.

Le théoréme 6.2 répond aussi & une question de Hujter et Tuza [52] en
caractérisant la classe des graphes PrEzt-parfaits qui correspond précisément
a la classe des graphes Parfait™.

6.2 Graphes de Meyniel

Voici une série de lemmes concernant les graphes de Meyniel. Ces lemmes
seront utilisés dans la partie suivante pour prouver les théorémes 6.2 et 6.3.

Lemme 6.7 Dans un graphe de Meyniel G, soit P = vg-----v, un chemin
induit et z un sommet de V(G) \ V(P) adjacent & vy et v,. Alors, soit z est
adjacent a tous les sommets de P, soit v est pair et N(z) NV (P) C {vy; |
0<i<r/2}.
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Preuve. Appelons segment n’importe quel sous-chemin de P, de longueur au
moins 1, dont les extrémités voient z et dont les sommets intérieurs manquent
z. Le chemin P est partitionné (au sens des arétes) en ses segments. Puisque
GG ne contient pas de trou impair, chaque segment est de longueur 1 ou paire.
Supposons qu’il y ait un segment de longueur 1 et un segment de longueur
paire. Alors, il y a deux tels segments consécutifs. Avec z, ces deux segments
induisent une maison, ce qui contredit le fait que G est de Meyniel. En
conclusion, soit tous les segments sont de longueur 1 et donc z est adjacent &
tous les sommets de P, soit tous les segments sont de longueur paire et donc
rest pair et N(z) NV (P) C{vy |0 <17 <r/2}. O

Lemme 6.8 Dans un graphe de Meyniel G, soit H un trou pair ou un carré
et z un sommet de V(G)\ V(H) adjacent & deuz sommets consécutifs de H.
Alors z est adjacent soit a tous les sommets de H, soit a exactement trois
sommets consécutifs de H.

Preuve. Soient vq,...,v, les sommets de H ordonnés de maniére circulaire.
Supposons que z soit adjacent & v; et vy mais pas a tous les sommets de
H et soit v; un sommet de H qui n’est pas voisin de z. Supposons que z
soit adjacent & un sommet v; tel que j ¢ {1,2,3,r}. Par symétrie, nous
pouvons supposer que ¢ < j. Alors vi-----v; ou vs-- - --v; est un chemin sans
corde impair. Dans les deux cas, z est adjacent aux deux extrémités de ce
chemin sans étre adjacent a tous ses sommets, ce qui contredit le lemme 6.7.
Donc N(z) NV (H) C {vy,v2,v3,v,}. Si 2z n’est adjacent ni & vz ni & v,, alors
V(H)U{z} induit une maison, une contradiction. Si z est adjacent a la fois a
vg et v, alors z,vs, ..., v, induisent un trou impair lorsque r > 6 ou z voit v;
lorsque r» = 4, une contradiction. Donc z est adjacent & exactement un seul
sommet de vs3, v, et le lemme est vérifié. O

Lemme 6.9 Dans un graphe de Meyniel G, soient () une clique, P = vq-
-+ --v, un chemin sans corde de G\ Q) et z un sommet extérieur a QU V (P).
Supposons que z et vy soient adjacents a tous les sommets de (), que z ne soit
adjacent ni & vy, ni @ vy, et qu’il existe ¢ € Q) adjacent a v, et pas adjacent
a vy. Alors v, est adjacent o tous les sommets de Q.

Preuve. Nous prouvons ce lemme par induction sur r. Supposons qu’un
sommet ¢’ € () ne soit pas adjacent & v,. D’aprés le lemme 6.7 appliqué & P
et ¢, puisque q est adjacent a vy, v, mais pas a vy, le chemin P a une longueur
paire et N(q) NV (P) C {vy |i=1,...,7/2}. Soit j < r le plus grand entier
tel que ¢ soit adjacent & v;. Puisque j est pair, v;,...,v,,q induisent un
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trou pair C. Supposons que j = 0. Alors ¢’ est adjacent & ¢ et vy mais pas
a v,.. D’aprés le lemme 6.8 appliqué a C et ¢/, le sommet ¢ est adjacent
a v; et & aucun sommet de vs,...,v,. Appelons C’ le trou pair induit par
(V(C)\{vo})U{¢'}. Le sommet z est adjacent & q et ¢’ dans C’ mais pas a v;.
D’apreés le lemme 6.8, z est adjacent a v, et & aucun sommet de vy, ..., v,_1.
Mais alors V(C') U {z} induit une maison, une contradiction. Donc j > 2.
Par hypothése d’induction, v; est adjacent & tous les sommets de (). Puisque

q' est adjacent & ¢ et v; sur le trou ¢,v;,...,v, mais pas & v,, le lemme 6.8
implique que ¢’ est adjacent & v;;; et & aucun sommet de v;s,...,v,. Mais
alors vy, q, ¢, vj41, ..., v, induisent une maison, une contradiction. O

Lemme 6.10 Dans un graphe de Meyniel G, soient () une clique, X un
ensemble conneze de sommets de G \ Q) et z un sommet extérieur ¢ Q U X.
Supposons que z soit adjacent & tous les sommets de () et a aucun sommet
de X et que chaque sommet de X ait un non-voisin dans ). Alors un des
sommets de Q) n’a aucun voisin dans X.

Preuve. Nous prouvons le lemme par induction sur la taille de X. Si | X| =1,
I’énoncé est creux. Supposons donc que | X| > 2. Soient z, 2’ deux sommets
distincts de X tels que X'\ {z} et X'\ {z'} soient connexes (par exemple, soient
x, 2" deux feuilles d’un arbre couvrant de X ). Par hypothése d’induction, il y
a deux sommets ¢, ¢ de @ tels que ¢ n’a pas de voisin dans X \ {z} et ¢’ n’a
pas de voisin dans X \ {z'}. Si ¢ n’est pas voisin de x ou si ¢’ n’est pas voisin
de 2/, alors le lemme est vrai. Supposons donc que ¢ soit voisin de = et que
¢’ soit voisin de 2’. Soit P le plus court chemin de x & 2’ dans X. Alors, soit
V(P)U{q, ¢} induit un trou impair, soit V (P)U{q, ¢, z} induit une maison,
une contradiction. O

6.3 Caractérisation des graphes PrExt-parfaits

Dans toute cette partie, G' est un graphe et Q est une pré-co-coloration
de G. Le sens direct dans le théoréme 6.2 (c’est a dire, Parfait™ C Meyniel)
est facile :

Lemme 6.11 Si le graphe co-contracté G< est parfait pour toute pré-co-
coloration Q de G, alors G est un graphe de Meyniel.

Preuve. Si G contient un trou impair, alors le graphe G contient aussi ce
trou impair. Si G contient une maison ayant pour corde xy, alors le graphe



6.3. CARACTERISATION DES GRAPHES PREXT-PARFAITS 101

co-contracté GUH=H¥} contient un trou impair. Donc G est un graphe de
Meyniel. O

Le reste de cette partie est consacrée a I’étude de la classe Meyniel ™.

Lemme 6.12 Soient G un graphe de Meyniel et Q une famille de cliques
deuz-a-deuz disjointes de G. Alors le graphe co-contracté G2 ne contient pas
d’antitrou de taille > 6.

Preuve. Supposons que G contienne un antitrou A de taille > 6. Puisque
I’ensemble des cliques de Q est co-contracté en un stable, il y a au plus deux
sommets de A qui proviennent de la co-contraction d’une clique et s’il existe
deux tels sommets dans A, ils sont consécutifs dans I'ordre cyclique de A. S’il
y a 5 sommets consécutifs de A qui ne proviennent pas de la co-contraction
d’une clique, alors ils induisent une maison de G, une contradiction. Donc il
n’y a pas cing tels sommets. Donc A est de taille exactement 6 et a exactement,
deux sommets provenant de la co-contraction d’une clique. Soit x4, ..., x4 les
sommets de A ordonnés de maniére cyclique, tels que x; et x5 soient des
sommets co-contractés. Soit C la clique dont la co-contraction a donné x;.
Puisque z; et x4 ne sont pas adjacents, zg n’est pas adjacent a tous les
sommets de ('}, donc il y a un sommet ¢; de C; qui n’est pas adjacent a xg
dans GG. Donc ¢, x3, 14, 5, T induisent une maison de (G, une contradiction.

O

Lemme 6.13 Soient G un graphe de Meyniel et O une famille disjointe de
cliques de G. Alors le graphe co-contracté G ne contient pas de trou impair.

Preuve. Nous prouvons le lemme par induction sur ¢ = |Q|. Si ¢ = 0,
alors G¢ = G et le lemme est vérifié. Supposons donc que ¢ > 0 et soit
Q = {C,...,Cy}. Supposons que G contienne un trou impair H. Soit
x1, ..., ’ensemble des sommets de H ordonnés de maniére cyclique. Pour
chaque 7 = 1,...,¢, nous pouvons supposer que le sommet qui provient
de la co-contraction de C; appartient & H (sinon H est un trou impair de
GMEY ce qui contredit I’hypothése d’induction). Soit z;; le sommet de H
créé par la co-contraction de Cj, et sans perte de généralité, supposons que
<y <ig< - <ip <.

Supposons que ¢ = 1. Nous pouvons supposer que i; = 1. Puisque x3 et
x1 ne sont pas adjacents dans G<, x5 n’est pas voisin de tous les sommets
de C; dans G. Il y a donc un sommet ¢; de C; qui n’est pas voisin de x3
dans G. Le chemin P = z5-- - -z, est sans corde et impair, et ¢; est adjacent
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aux deux extrémités de P mais pas au sommet x3 de P, ce qui contredit le
lemme 6.7. Donc ¢ > 2.

Les sommets co-contractés z;,, ..., x;, induisent un stable dans H. Donc
pour tout j, nous avons i;4; — ¢; > 2. Puisque 7 est impair et que ¢ > 2, il
existe j tel que 7,41 — ¢; est impair (et donc 4;.1 —i; > 3). Sans perte de
généralité, nous pouvons supposer que i, — i; est impair et que i; = 1 (donc
ip > 4). Soit R le chemin impair xo-- - -z, 1.

Puisque z3 et z; ne sont pas voisins dans G<, il y a un sommet ¢; de C;
qui n’est pas adjacent & x3 dans G. De méme, il y a un sommet ¢, de C5 qui
n’est pas adjacent a z;,_» dans G. De plus, si ¢ > 3, nous pouvons appliquer
le lemme 6.10 a la clique Cj, ensemble connexe R et x;, 1, ce qui implique
que :

Affirmation 6.14 Pour j =3,...,(, il y a un sommet q; € C; qui manque
tous les sommets de R.

Maintenant, choisissons des sommets y1,...,y, de G de la maniére sui-
vante. Pour k£ = 1,...,r, s’il existe j tel que ¢; = k, poser y;, = ¢;, sinon poser
Yr = Tp. Les sommets yq, ..., ¥y, induisent un cycle impair H de G. Notons

que, dans H, le sommet y, est adjacent seulement a y;,y3 et éventuellement,
a y;, = g2 d’aprés I'affirmation 6.14. Nous montrons maintenant que :

Affirmation 6.15 Tout wvoisin de ¢ dans V(H) \ {y2,y-} est dans
{q%---,q@}'

Preuve. Soit u un voisin de ¢; dans V' (H)\ {y2, y,}. Puisque z5 et x;, ne sont
pas adjacents dans G<, il y a un sommet ¢ de Cy qui n’est pas adjacent & ys
dans G. Le sous-graphe de G induit par V(H)U{qg,}\{v1, ¥r, 2} est connexe,
donc il contient un plus court chemin U de y, & u. Puisque y3 est le seul voisin
de yo dans ce sous-graphe, y; est le voisin de y, dans U. Le lemme 6.9 peut
étre appliqué a la clique C', au chemin U et au sommet y,, ce qui implique
que u est adjacent & tout Cy. Donc u doit étre dans {¢o, ..., ¢}, sinon ¢; et
u seraient adjacents dans G<. O

De maniére similaire, nous avons :

Affirmation 6.16 Tout voisin de qo dans V(H) \ {yi,—1,Vi,+1} est dans
{q17 qs, ..., QE}

Maintenant, chaque sommet de y,,...,v;,—1 est de degré 2 dans H.
Colorons en bleu certains sommets du chemin H \ z; = - - -2, de G<
de la maniére suivante. Les sommets z5 et x, sont coloriés en bleu. Pour
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J = 2,...,{, le sommet x;, est colorié¢ en bleu si et seulement si tous les
sommets de la clique C; correspondante sont voisins de ¢;. Tous les autres
sommets de H restent non-coloriés. Appelons segment bleu, tout sous-chemin
de longueur au moins 1 dans H \ z; dont les deux extrémités sont bleues et
dont les sommets intérieurs ne sont pas coloriés. Puisque H\z; est de longueur
impaire et que ses extrémités sont bleues, il a un segment bleu impair. Soit x;-
-+ -x; un segment bleu impair, avec 2 < h < ¢ < r. Supposons que i —h > 3.
Alors I'affirmation 6.15 implique que ¢, zn, Thi1,--., %1, x; induisent un
trou impair dans G2\MC1}, ce qui contredit I’hypothése d’induction sur |Q].
Donc i — h = 1. Puisque 7,41 —%; > 2 pour tout j et iy > 4, cela est possible
seulement si h = n — 1. Cela implique que x,_;-x, est le seul segment bleu
impair et que tout sommet bleu z, différent de x, est d’indice s pair.

De maniére similaire, nous colorons en rouge certains sommets du chemin
H\ z;, de G< de la maniére suivante. Les sommets z;,_; et z;,,1 sont coloriés
en rouge. Pour j = 1,2,..., et j # 2, le sommet x;, est colorié en rouge si et
seulement si tous les sommets de la clique C; correspondante sont adjacents
a ¢a. Appelons segment rouge, tout sous-chemin de longueur supérieure ou
égale a 1 de H \ z;, dont les deux extrémités sont rouges et dont les sommets
intérieurs ne sont pas rouges. Comme dans le paragraphe précédent, nous
obtenons que x;,1-%;, 2 est le seul segment rouge impair, et que tout sommet
rouge x; différent de z;, ; et de z;,,; est soit d’indice ¢ pair soit d’indice ¢ = 1.

Sidig =r—1,alors { =2 et V(R)U{q, q2, x,} induit un trou impair (si
¢1, @2 ne sont pas adjacents) ou une maison (si g1, g2 sont adjacents) dans G,
une contradiction. Supposons donc que i, < r — 3. Puisque x;,,o est rouge
et que xz,_; est bleu, il y a un sous-chemin x4-- - -z; de z;,, - - --x,_1 tel que
x5 est rouge, x; est bleu, et aucun des sommets intérieurs de x4 - --x; n’est
colorié. D’aprés les deux paragraphes précédents, s et ¢ sont tous deux pairs.
Si s = t, alors I'affirmation 6.15 implique qu’il y a une clique C; telle que
s = 1j, et alors V(R) U {q1, ¢, ¢;} induit un trou impair (si ¢; et ¢» ne sont
pas adjacents) ou une maison (si ¢; et ¢ sont adjacents), une contradiction.
Donc s # t. Si ¢; et ¢o sont adjacents, alors les affirmations 6.15 et 6.16

impliquent que {qi, Ty, ..., 2, ¢z} induit un trou impair de G\MC1:C2} | ce qui
contredit I'hypothése d’induction sur |Q|. Si ¢; et g2 ne sont pas adjacents,
alors V(R) U {q, 2, ..., 4, ¢z} induit un trou impair dans G\MC1:C2} une
contradiction. O

Lemme 6.17 Soit G un graphe de Meyniel et Q une famille de cliques dis-
jointes de G. Alors le graphe co-contracté G2 ne contient pas de prisme.

Preuve. Supposons que G< contient un prisme K formé des chemins P, =
U=+ - Uy, Py = vg-+--vs, P3 = wp-----wy, avec r,s,t > 1 et des triangles
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A = {ug, v, wo} et B = {u,,vs, w;}. D’aprés le lemme 6.12, le prisme K
n’est pas un antitrou sur 6 sommets et nous pouvons donc supposer que 1'un
de 7, s,t n’est pas égal & 1. D’aprés le lemme 6.13, le graphe G ne contient
pas de trou impair, donc 7, s,t ont la méme parité. Soit Q = {C1,...,C,}.
Nous avons ¢ > 1 puisqu'un graphe de Meyniel ne contient pas de prisme.
Pour chaque j = 1,...,/, appelons ¢; le sommet de G< qui provient de la
co-contraction de C}, et soit C' = {cy, ..., c}. Notons que V(K)\ C C V(G)
et que N(c;) C V(G) pour chaque j = 1,...,¢ (puisque C est un stable).
Montrons que :

Affirmation 6.18 |[ANC|=1et |BNC|=1.

Preuve. Notons que |[ANC| < 1et [BNC| < 1 puisque A, B sont des
cliques et C est un stable de G<. Maintenant, supposons par symétrie, que
ANC = 0. Pour chaque 7 = 1, ..., /¢, nous pouvons appliquer le lemme 6.10
dans G a la clique C}, a I'ensemble connexe A\ N(c;) et & un voisin z de ¢,
dans K (plus précisément : si ¢; = u; avec ¢ < r, alors prenons z = ¢;41 ; si
c;j =u,etsis>2out>2 prenons z = v, ou z = w,; respectivement ; si
c; =u, et s=1t=1, alors r > 3 et prenons z = u,_; ; un z similaire existe si
¢; € (V(P2) UV(Ps)). Le lemme 6.10 implique qu’il y a un sommet ¢; € C;
qui n’est voisin d’aucun sommet de A\ N(c;). Soit P le sous-graphe de G
induit par (V(K)\C)U{q,...,q¢}. Soit u le voisin de ug dans P\ {vg, wo}
(donc u) est soit w; soit un ¢;), et de méme soit v} le voisin de vy dans
P\ {ug,wp}. Soit R un plus court chemin de v} a v} dans P \ {uo, vy, wo}-
Alors V(R) U {ug, v, wp} induit une maison ou V(R) U {ug,vp} induit un
trou impair, une contradiction. O

D’aprés Daffirmation 6.18 et par symétrie, nous pouvons supposer que
ug = c1, et donc vy, wo sont des sommets de G. Comme ci-dessus, d’aprés le
lemme 6.10, pour j = 2,...,4, nous pouvons choisir un sommet ¢; dans C;
voisin d’aucun sommet de {vg, wo} \ N(c;). Montrons maintenant que :

Affirmation 6.19 Les sommets v, et wy de G2 sont dans C.

Preuve. Supposons, par symétrie, que v; n’est pas dans C. Nous pouvons
alors choisir un sommet ¢} € C; qui n’est pas adjacent a v;. Soit P le sous-
graphe de G induit par (V(K) \ C) U {q},q2,...,q}. Soit R le plus court
chemin de ¢; & v; dans P \ {vg, wo}. Alors R est de longueur au moins 2 et
V(R) U {vg, wp} induit une maison ou V(R) U {vg} induit un trou impair,
une contradiction. O

D’aprés 'affirmation 6.19, nous pouvons supposer que v; = ¢y et w; = c3.
Rappelons que ¢, est un sommet de C'y qui n’est pas adjacent & wy et que ¢3
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est un sommet de C'3 qui n’est pas adjacent & vy. Puisque v; et w; ne sont
pas voisins, les longueurs s, ¢t de P, P; ne peuvent pas étre toutes deux égales
a 1. Supposons par symétrie que s > 2. Nous montrons que :

Affirmation 6.20 Le sommet ¢ est adjacent a tout CY.

Preuve. Supposons que ¢o n’est pas adjacent & un sommet ¢; € Cy. Soit P
le sous-graphe de G induit par (V(K)\ C)U{q/,q,...,q}. Soit R le plus
court chemin de ¢] a go dans P\ {vg, wp}. Alors R est de longueur au moins
2 et V(R)U{vp, wo} induit une maison ou V (R)U{wvg} induit un trou impair,
une contradiction. O

Maintenant, soit ¢g; un sommet de C', et soit P le sous-graphe de G induit
par (V(K)\ C)U{q,-..,q}. Nous montrons que :

Affirmation 6.21 Tout wvoisin de qo dans V(P) \ {vo,v2} est dans
{q17"'7q‘€}'

Preuve. Soit z un voisin de ¢, dans V(P) \ {vg, v2}. Nous pouvons supposer
que x # ¢;. Le sous-graphe P\{q1, ¢2, v2} est connexe, donc il contient un plus
court chemin X de vy & z. Puisque v n’a pas de voisin dans V (P)\{q1, g2, wo },
le voisin de vy dans X est wy. Maintenant, le lemme 6.9 peut étre appliqué
a la clique Cs, au chemin X et au sommet v, ce qui implique que x est
adjacent a tout Cs. Cela signifie que x est dans {qi,...,q}, car sinon v; et
x seraient adjacents dans G<. O

Dans G, marquons certains sommets de K \ v; de la maniére suivante.
Les sommets vy et vo sont marqués. Pour j = 1,... ¢ et j # 2, le sommet
c; est marqué si et seulement si, dans G, le sommet g, est voisin de tous
les sommets de la clique C; correspondante de G. Tous les autres sommets
de K sont non marqués. Appelons segment un sous-chemin de longueur au
moins 1 de K \ v; dont les deux extrémités sont marquées et les sommets
intérieurs sont non-marqués. Supposons qu’il existe un segment impair X de
longueur > 3. Alors V(X) U {¢} induit un trou impair dans G2} ce qui
contredit le lemme 6.13. Donc tout segment est de longueur paire ou égale a 1.
Notons que V' (P;) UV (P)\ {vo, v1 } induit un chemin sans corde de longueur
impaire (car r, s ont la méme parité), et ses deux extrémités sont marquées;
donc ce chemin contient un segment impair, qui, comme noté ci-dessus est de
longueur 1. Appelons y le voisin de v, sur ce chemin. Remarquons que nous
avons soit s > 3 et y = v3, soit s = 2 et y = u,. D’aprés affirmation 6.21 et
le fait que les sommets de C' sont deux-a-deux non-adjacents, le seul segment
possible de longueur 1 est vy-y. Donc y est marqué, et D'affirmation 6.21
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implique y € C. Supposons que s > 3. Alors V(P;) UV (P,) \ {v1, v} induit
un chemin sans corde impair, dont les extrémités sont marquées, et donc il
contient un segment de longueur 1. Le seul tel segment possible est vg-wy.
Donc wq est marqué, et 'affirmation 6.21 implique wy € C', ce qui contredit
I’affirmation 6.18. Donc s = 2 et y = u,. Maintenant, puisque B contient wu,
il ne peut pas contenir un autre sommet de C', donc w; n’est pas dans C', ce
qui, d’apres I'affirmation 6.19, implique que ¢ > 2. La symétrie entre s et ¢
est rétablie, et comme ci-dessus, nous pouvons prouver que ¢t = 2 et que ¢3
est voisin de u,. Mais alors ¢y, vg, Wy, q3, u, induisent un trou impair ou une
maison de GG, une contradiction. O

Les lemmes 6.12, 6.13 et 6.17 impliquent que G< est un graphe d’Artémis,
ce qui prouve le théoréme 6.3 et la réciproque du théoréme 6.2.

6.4 Commentaires

Nous avons prouvé que Parfait™ = Meyniel et que (Parfait™)t =
Meynielt C Artemis C Parfait. L’amélioration de Parfait vers Artémis (dans
la derniére inclusion qui est stricte) a deux aspects intéressants : premiére-
ment, la perfection de la classe des graphes d’Artémis [66] est plus facile a
établir que la perfection des graphes de Berge [14]. Deuxiémement, puisque
co-PrExt est polynomial sur les graphes de Meyniel avec la méthode des el-
lipsoides, la question qui se pose est de trouver un algorithme combinatoire
pour résoudre ce probléme. Nous avons vu au chapitre 5 un algorithme de
partition en stables des graphes d’Artémis, mais ici il faudrait un algorithme
de partition en cliques des graphes d’Artémis. Ce probléme reste ouvert. Par
ailleurs, la classe des graphes Meyniel ™ n’est pas complétement caractérisée,
nous savons qu’elle est incluse dans la classe des graphes d’Artémis mais c’est
probablement une sous-classe stricte des graphes d’Artémis.

La figure 6.1 résume les relations d’inclusion entre les classes de graphes
considérées dans ce chapitre. Le cadre du haut correspond au théoréme fort
des graphes parfaits et le cadre du bas au théoréme 6.2. Remarquons que les
graphes de Meyniel et les graphes d’Artémis, deux classes de graphes étudiées
par ailleurs dans cette thése a propos du probléme classique de la coloration,
apparaissent naturellement dans le cadre du probléme PrExt.
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{Ti,Ai} —libre
(Berge)

Parfait

{Ti,A,P} -libre
(Artémis)

(Parfait -) +

AL 8\
A

{Ti,M} -libre
(Meyniel)

g

T = Trou A = Antitrou P = Prisme M = Maison i = impair

F1G. 6.1 — Relations d’inclusion entre les classes de graphes considérées
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Conclusion et perspectives

La démarche globale de cette thése est une méthode de recherche assez
générale en théorie des graphes, valable aussi dans d’autres domaines.

Nous nous intéressons au probléme de trouver un algorithme efficace de
type combinatoire permettant de colorier la classe des graphes parfaits. Ce
probléme étant trop difficile a résoudre dans toute sa généralité, nous nous
restreignons & des sous-classes de graphes parfaits.

Nous étudions les propriétés structurelles de ces classes qui permettent de
définir des algorithmes efficaces pour résoudre le probléme de la coloration.
Plus ces algorithmes sont simples, plus ils seront susceptibles d’étre utilisés
et modifiés pour colorier d’autres classes de graphes.

D’autre part ces résultats permettent d’avoir une meilleure compréhen-
sion de la problématique générale. A titre d’exemple, nous pouvons mention-
ner que Chudnovsky et Seymour [15] ont récemment utilisé les résultats de
Maffray et Trotignon [66] a propos de la coloration des graphes d’Artémis
pour simplifier la preuve du théoréme fort des graphes parfaits [14].

Dans cette thése, plusieurs perspectives ont été données pour des re-
cherches futures. Une question qui suscite actuellement beaucoup d’intérét
dans la communauté est la conjecture d’Everett et Reed [75] & propos des
graphes parfaitement contractiles. Dans le chapitre 2, nous proposons une
conjecture analogue concernant la notion de paire P,-libre. La résolution
d’une de ces conjectures serait un grand pas en avant vers la coloration des
graphes parfaits.
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COLORATION DE GRAPHES : STRUCTURES ET ALGORITHMES

Résumé : De nombreux problémes appliqués peuvent étre modélisés par
le probléme de la coloration des sommets d’un graphe, qui est NP-complet
en général mais polynomial sur la classe des graphes parfaits introduite par
Berge. L’algorithme de coloration des graphes parfaits, de Grotschel, Lovasz
et Schrijver, n’est pas réellement efficace d’un point de vue pratique et il
est toujours intéressant de trouver un algorithme “purement” combinatoire
permettant de colorier les graphes parfaits en temps polynomial.

Dans cette thése, nous donnons plusieurs algorithmes simples et rapides
permettant de colorier des sous-classes de graphes parfaits. Ces algorithmes
utilisent en particulier la notion de contraction de paire d’amis, introduite
par Fonlupt et Uhry, a propos de laquelle plusieurs conjectures sont encore
ouvertes. Nous utilisons aussi des algorithmes de parcours comme LEXBF'S,
de Rose, Tarjan et Lueker, pour prouver des résultats structuraux sur les
graphes considérés.

Mots-clés : graphe parfait, algorithme, coloration, paire d’amis, LEXBF'S,
extension de pré-coloration

COLORING GRAPHS : STRUCTURES AND ALGORITHMS

Abstract : Many applied problems can be modelised by the vertex coloring
problem of a graph, which is NP-complete in general but polynomial on
the class of perfect graphs introduced by Berge. The coloring algorithm of
perfect graphs, due to Grotschel, Lovasz and Schrijver, is not really efficient
in practice and it is still interesting to find a “purely” combinatorial algorithm
to color perfect graphs in polynomial time.

In this thesis, we give several simple and fast algorithms that enable to
color some subclasses of perfect graphs. These algorithms use in particular
the notion of even pair contraction, introduced by Fonlupt and Uhry, about
which several conjectures are still open. We also use search algorithms like
LEXBFS, due to Rose, Tarjan and Lueker, to prove some structural results
on the considered graphs.
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