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Avant-propos

Questions de traduction

Nous avons indiqué la traduction anglaise des notions algébriques apparaissant dans le
chapitre

Notations

A x B désigne le produit cartésien de deux ensembles A et B.

e Pour C' une matrice réelle a p lignes et ¢ colonnes, C désigne la transposée de la

matrice C.

e (u,v) est le produit scalaire canonique de deux vecteurs.
e (u,v), est le produit scalaire de deux vecteurs pour le produit scalaire défini par la

matrice symétrique réelle définie postive E.

e V1 est 'orthogonal de la partie V pour le produit scalaire canonique.
e (™ est un pseudo inverse de la matrice réelle a p lignes et g colonnes C.
e (" est le pseudo inverse de Moore-Penrose de la matrice réelle a p lignes et ¢ colonnes

C.

e C~ ! est l'inverse de la matrice carrée C lorsque celle-ci est inversible.
e (/2 désigne une racine carrée de la matrice C. Si C' est symétrique réelle semi-définie

positive alors C''/? est 'unique matrice symétrique réelle semi-définie positive dont le
carré est égal a C.

C'/5, o1l s est un nombre réel positif, désigne une racine s—eme de la matrice C. Si
C est symétrique réelle semi-définie positive alors C''/* est I'unique matrice symétrique
réelle semi-définie positive dont la puissance s—eme est égal a C.

e C' ® D est le produit tensoriel des deux matrices C' et D.
e Si C et D sont deux matrices symétriques réelles alors C' < D si et seulement si

D — C € §. 1l sagit de l'ordre de Loewner.
VT désigne le radical de l'idéal 1.

7F est le reste de la division euclidienne de f par le s—uple (fi,..., fs).

TG est le reste de la division euclidienne de f par la base de Grobner G.
K est un estimateur de la fonction s des paramétres du modele.

|A| désigne le cardinal de I’ensemble fini A.

n! désigne la factorielle de I’entier n.

< Z ) est le nombre de parties a p éléments d’un ensemble a n éléments.

(f1,..., fr) désigne I'idéal engendré par les polynomes fi, ..., fx.



NOTATIONS

E[X] désigne I’espérance de la variable aléatoire X.

Var[X] désigne la variance de la variable aléatoire X.

Cov[ X1, Xs] désigne la covariance des variables aléatoires X7 et Xo.

a=(ag,...,q,) ol les ai, ..., «a, sont v entiers positifs.

ve est le cardinal effectif de R(), ou £ est un plan isovariant sur la boule B,, qui est
égal a :

ve= > melp).

PER(E)

x est un domaine expérimental, c’est-a-dire une partie d’'un espace vectoriel réel de
dimension v euclidien.

e 1) est une surface de réponse d’ordre d,.
e A\(A) est le vecteur (A1(A),..., A\(A)) des valeurs propres de la matrice A symétrique

réelle rangées dans 'ordre croissant : A (A) < Aj(A) < A (A).

® : A — R est un critere d’optimalité.
-1

D,(A) = (l SoF )\j(A)p> T sip & {—00,0} est le critere d’optimalité ®, de Kiefer.

k 2aj=1
-1
k & »
Dy(A) = (H )\j(A)> = (det(A)) * est le critére de D—optimalité.
=1

D1 (A) = %Zle A;j(A)~! est le critére de A—optimalité.

o & (A) = (minj_;._;\;(A)) " est le critére de E—optimalité.

e O;(A) = ﬁ(x) fxf(ac)'A_lf(a:)dar; est le critére de I—optimalité.

o /i(&) désigne le moment d’ordre v du modéle polynomial pour le plan &.

o O =(01,...,0;) est le vecteur des parameétres.

e o2 variance commune des variables aléatoires Y7, ...,Y, représentant les valeurs de la

réponse y aux points xi, ..., x, du plan expérimental.

e 7 désigne un ordre sur les monoémes de k[zy, ..., z,].
e ¢ est un plan expérimental exact ou approché c’est-a-dire un couple (X, w) ou X est

un sous-ensemble fini du domaine expérimental x et w est un r—uple réel.

&(x;) le poids du point support x; du plan &.

&9 est 'image du plan € par g une transformation bijective de x sur x.

&, est un plan expérimental exact de cardinal pour un nombre total d’essais égal a n.
£ (S,) est le poids total de tous les points du plan appartenant a la sphere de rayon p
centrée en l'origine du domaine.

e Ja, b désigne U'intervalle réel ouvert d’extrémités a et b.
e A est un cone convexe inclus dans S tel que S Cc A C S}
e A désigne une matrice symétrique réelle définie positive telle que le groupe de matrices

compact G soit conjugué au sous-groupe K du groupe orthogonal O,(R) : G = AKA™L.

e A est un sous-ensemble fini de N” ’ensemble des degrés du modele polynomial A.

e A, est un sous-ensemble fini de NV appelé modele polynomial complet de degré d.

e Aut (H) désigne 'ensemble des automorphismes du groupe H.

e 3, est la boule de rayon r centrée en 0.

e C désigne le corps des nombres complexes.

e CP" désigne un espace projectif sur le corps des nombres complexes.

o Clxy,...,x,] désigne I'algebre des polynémes a v indéterminées a coefficients complexes.
iv These de doctorat



NOTATIONS

C, est un domaine expérimental de forme v—hypercube symétrique centré en 0 :
Cb: {w: (l‘l,...,l‘v), GRU,‘LUZ'| < bl,l <Z<U}

ou b; €]0,+00[, 1 <i < v.

Ck (&) est la matrice d'information réduite du plan expérimental &.

Conv{D} est I'enveloppe convexe de D une partie d'un R—espace vectoriel.

det C' désigne le déterminant de C' une matrice carrée.

Diag(ay, ..., a,) est égal & D une matrice diagonale d’ordre v dont le terme général D;;
est égala 0sit#jetaa;sii=j.

E désigne une matrice symétrique réelle définie positive telle que le groupe de matrices
compact G soit un sous-groupe du groupe O,(FE).

€ est un domaine expérimental de forme v—ellipsoide centré en O :

Ey = {w: (21,...,2,) €RY, @ Hx < 1}

oun H e S .
0& i est la frontiere de Ep :

o€y = {a::(xl,...,xv)/ GR”,m/Hazzl}.

eff(€ : £7) = i((]\/[]\/[(g)))) est l'efficacité relative d’un plan € par rapport a un plan £*.
Est, (&) est 'ensemble des représentants de degré minimal des fonctions polynomiales
estimables pour le plan &€ et 'ordre 7.

f=(f1,..., fu) est une fonction connue définie sur x et a valeurs dans R¥. Il s’agit de
la part déterministe d’'un modeéle statistique.

f(x;) est la part déterministe du modele évaluée en le point support @; du plan &.

fa est la part déterministe d’un modele polynomial complet de degré d.

G désigne une base de Grobner.

G est un groupe de transformations bijectives de x sur x.

Goren est le groupe des endomorphismes orthogonaux de RY muni du produit scalaire
canonique.

GL,(R) est le groupe des matrices réelles inversibles d’ordre v. Il s’agit d'un groupe
topologique pour la topologie héritée de la topologie usuelle sur M, (R).

H désigne le corps des quaternions.

HP" désigne un espace projectif sur le corps des quaternions.

I désigne un idéal de Rlz;, ..., z,].

I désigne I'ensemble des idéaux de Rz, .. ., z,].

I (V) désigne I'idéal annulateur d’une partie de k.

I(€) ouI(X) désignent 'idéal du plan &.

I, est la matrice carrée identité d’ordre v.

irre) est la surface d’information généralisée de l'estimateur de la réponse moyenne

n(x).
Pour C' une matrice réelle a p lignes et ¢ colonnes, Im (C') désigne I'image de la matrice
C dans R9.

K ou k désignent un corps de caractéristique nulle.

Frédéric Bertrand v



NOTATIONS

K[zy,...,x,] désigne 'algébre des polynomes a v indéterminées a coefficients dans le
corps K.

e K[V] désigne I’ensemble des fonctions polynomiales ¢ : V' — K.
e [C désigne un sous-groupe compact du groupe orthogonal O,(R).
e Pour C une matrice réelle a p lignes et ¢ colonnes, Ker (C) désigne le noyau de la

matrice C' dans R?.

LC (f) désigne le coefficient du terme dominant du polynéme f.

LM (f) désigne le monéme dominant du polynéme f.

LT (f) désigne le terme dominant du polynéme f.

M = Conv{f(a:)f(ar;)/, T € x} est une partie convexe de S.

M, (R) est le R—espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre v.

M, 4(R) ou M, , est le R—espace vectoriel des matrices réelles a p lignes et ¢ colonnes.
M (&) matrice des moments du plan &.

Md,p est la matrice des moments d'un plan isovariant dont le support est inclus dans
la sphere S,,.

me(p) est la multiplicité d'un rayon p € R(§) qui est égale a :

My est la matrice des moments de la distribution uniforme sur le domaine compact
d’'intérieur non vide d'intérieur vide x : My = [ f(m)f(w)/%&)

MGFA4(€) désigne la fonction génératrice des moments du plan € pour un modéle
polynomial complet Ay de degré d.

MGF A(é) désigne la fonction génératrice des moments du plan & pour un modele po-
lynomial A de degré d.

MGng (&) désigne la fonction E—génératrice des moments du modéle polynomial com-
plet Ay de degré d.

minger f(x) désigne le minimum de f pour x appartenant a I'.

multideg (f) le degré multivarié du polynéme f.

N désigne les entiers naturels.

n(&€) est la taille du plan exact €.

O désigne les octaves de Cayley.

QP désigne la droite projective sur les octaves de Cayley.

OP? désigne le plan projectif sur les octaves de Cayley.

O,(R), O, est le groupe orthogonal de R¥ muni du produit scalaire canonique.

O,(E) est le groupe orthogonal de R” muni du produit scalaire induit par la matrice
symétrique réelle définie positive F.

Q désigne les nombres rationels.

Q est un groupe de matrices carrées d’ordre k.

Q,rin est le groupe de matrices carrées d’ordre k induit par le groupe G,.4p.

R désigne le corps des nombres réels.

RP" désigne un espace projectif sur le corps des nombres réels.

Rlzy, ..., x,] désigne I'algebre des polyndmes a v indéterminées a coefficients réels.
Rlzy,...,x,]/I désigne le quotient de I'algebre des polynémes a v indéterminées a co-
efficients réels par 1'idéal I.

vi
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NOTATIONS

R[zy,...,1,]9 désigne la R—sous-algébre de Rz, . .., x,] des polyndmes invariants pour
I’action induite par le groupe de matrices G.
R[f1,..., fx] désigne la R—sous-algébre des polyndmes en les polyndmes a coefficients

réels fi,..., fx.
r désigne généralement le cardinal de X I’ensemble des points support du plan expéri-

mental &.

R(&) est I'ensemble, fini, des rayons p € [0, 7] tels que £ (S,) > 0.

RY désigne l'opérateur de Reynolds associé au groupe de matrices compact G.

11 (S) est Uintérieur relatif du segment S.

Sk ou Symy(R) désignent le R—espace vectoriel des matrices symétriques réelles.

S ou 8 (R) désignent le cone convexe des matrices symétriques réelles positives.

S ou §FT(R) désignent le cone convexe étoilé en 0 des matrices symétriques réelles
positives.

e S, est la sphére de rayon r centrée en 0.
e SV est la spheére unité centrée en 0 de 'espace vectoriel R” muni du produit scalaire

canonique.

supp(&) est le support du plan &.

t est généralement un entier qui désigne la force d’un plan sphérique.
t désigne un élément de R".

tr (M) est la trace de la matrice M.

U, est la matrice de g la transformation bijective de x sur x lorsque le groupe G agit
linéairement sur x.

Vi désigne 'ensemble des variétés affines de K.

V (I) désigne la variété algébrique associée a 'idéal I.

V' (&n, ) est la fonction de variance normalisée.

V), est 'ensemble des sommets de Cy :

Vb:{ac:(:):l,...,xv),E]R”,|9:,-|:ibi,1<z'<v}.

vae) - X — R est la surface de variance extrapolée a x de I'estimateur de la réponse
moyenne 7(x). Si la matrice des moments M (&) du plan expérimental & n’est pas

singuliere il s’agit de la surface de variance de l'estimateur de la réponse moyenne n(x).
oare) ¢ X — R est la surface de variance généralisée de I'estimateur de la réponse
moyenne ’I’R;)

Vect (eq, ..., e;) est le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs ey, ..., e;.

w est un r—uple réel (wy, ..., w,), les poids des points support du plan &.

X est un ensemble fini de r points @1, ..., x,, les points support du plan .

y est une réponse univariée réelle c’est-a-dire une fonction définie sur x et a valeurs
réelles.

n(x) est estimateur de la réponse moyenne de 7, une surface de réponse d’ordre d.
7, désigne les entiers relatifs.
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Chapitre 1

Introduction

Ce manuscrit comporte deux parties. La premiere, intitulée « Aspects théoriques de la
construction de plans expérimentaux », développe les aspects théoriques sur lesquels re-
pose le travail qui a été mené. La seconde partie, intitulée « Implémentation pratique et
applications a la construction de plans expérimentaux », contient le code des programmes
qui ont été utilisés afin d’appliquer la méthodologie qui est exposée dans la premiére partie
ainsi que les résultats détaillés auxquels 'application de ces idées ont mené. Cette sépara-
tion naturelle était nécessaire compte tenu de la taille imposante des résultats découlant
de cette implémentation pratique de la méthodologie proposée. La seconde partie a été
principalement réalisée pour montrer qu’il était possible d’obtenir des constructions de
dispositifs expérimentaux dans un temps suffisamment court pour que la méthodologie
proposée soit applicable par les expérimentateurs. La complexité des problemes qu’il est
possible de résoudre depend naturellement de la puissance de calcul mise a la disposition
des utilisateurs et s’accroitra ainsi naturellement avec le temps et les innovations techno-
logiques fréquentes qui marquent régulierement le domaine de I'informatique. Nous avons
utilisé un ordinateur personnel disposant d’un processeur cadencé a 1 GHz et disposant de
1 Go de mémoire vive pour obtenir les résultats de I’étude de cas proposée aux chapitres

[det@

Chacun des chapitres qui composent ce manuscrit comporte une introduction détaillée
ainsi qu’un résumé des résultats auquel nous avons abouti. Nous y renvoyons le lecteur
qui souhaiterait approfondir I'introduction que nous proposons ci-dessous.

Dans ce travail, nous nous intéressons au probléme de construction de plans expérimentaux
euclidiens. Nous utilisons et développons des outils mathématiques permettant d’aborder
des problemes classiques sous un angle algébrique. En particulier nous cherchons des
caractérisations polynomiales des diverses propriétés souhaitables d'un plan expérimen-
tal : ’équivariance, 'invariance faible, 'isovariance, cf. [GH96], le blocage orthogonal, cf.
[BD88], et certains criteres d’optimalité alphabétique comme les criteres de Kiefer, cf.
[Kie74], ou la I—optimalité, cf. [GH96]. Bien qu’a priori il soit possible d’appliquer les
résultats dont nous allons faire ’exposé dans la suite a tout domaine expérimental et tout
modele polynomial vérifiant la propriété d’équivariance, nous mettons en avant le cas des
domaines expérimentaux égaux a une boule centrée en I'origine d'un espace vectoriel réel
de dimension v > 1 ou a la frontiere. Nous avons opéré ce choix principalement pour
deux raisons. Premiérement, lors de notre recherche d'une caractérisation polynomiale
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de l'isovariance nous montrerons comment il est possible de se ramener a cette situation
lorsque nous cherchons a construire des dispositifs faiblement invariants pour I’action li-
néaire d'un groupe de matrices compact. Deuxiémement, il existe de nombreux exemples
d’utilisation naturelle de plans expérimentaux dont le support est inclus dans une boule
ou dans une sphere centrée a l’origine d’un espace euclidien de dimension finie v.

1.1. Domaines d’application

Nous commencons par développer des exemples associés a des contextes d’utilisation na-
turels de plans expérimentaux & dont le support est inclus dans une sphere d'un espace
euclidien de dimension finie v.

1.1.1. Etude des propriétés de certains tenseurs physiques

L’article de G. R. Hext, [Hex63], indique comment utiliser des plans expérimentaux dont le
support est inclus dans une sphere pour estimer les composantes d’un tenseur du deuxieme
ordre. L’auteur souligne en particulier 'intérét d’utiliser un dispositif isovariant et illustre
cette idée avec 'analyse du magnétisme d’une roche.

1.1.2. Reégression sphérique

L. L. Kupper, [Kup72], souligne qu'’il existe de nombreux problemes de modélisation dans
les sciences de la vie et de la terre et la physique pour lesquels le domaine expérimental
est de forme sphérique. Ainsi par exemple si nous nous intéressons a la distribution d’une
charge électrique sur la surface d’un conducteur circulaire ou sphérique ou a la prévision
de la valeur moyenne d’un flux de chaleur ou a la concentration d’un gaz en un point
quelconque de la surface d’une étoile, de la terre, d’'une autre planéte ou de I'un de ses
satellites. L. L. Kupper a également montré par ailleurs, [Kup70], que dans ce contexte,
ou nous utilisons une régression de Fourier ou une régression basée sur un modele dont
les termes forment une base des polynémes harmoniques sphériques de degré 1 ou 2, les
meilleurs plans, dans le sens ou ils possedent alors de nombreuses propriétés d’optimalité,
sont des plans isovariants pour des modeles de degré d en dimension 2 et 3. Ainsi, comme
L. L. Kupper I’a montré dans [Kup73], il s’agit en particulier de plans exacts minimax
pour la régression de Fourier et la régression basée sur un modele dont les termes forment
une base des polyndémes harmoniques sphériques de degré au plus 2. Remarquons que L. L.
Kupper indique qu’il n’existe pas de plans minimax exacts pour un modele dont les termes
forment une base des polynémes harmoniques sphériques de degré supérieur ou égal a 3.
Tous les plans dont nous donnons les constructions aux chapitres [ et [[1l peuvent donc
étre utilisés dans ce contexte. Ils ont également ’avantage d’étre des plans orthogonaux
pour un modeéle de régression constitué de polynomes harmoniques sphériques dont le
degré est inférieur ou égal a partie entiere de la force du plan divisée par 2.

1.1.3. Données directionnelles

Nous renvoyons a l'ouvrage de K.V. Mardia, [Mar75], ainsi qu’a 'ouvrage de K.V. Mardia
et P.E. Jupp, [MJ00], pour un exposé détaillé du traitement des données directionnelles

8 These premiere partie : aspects théoriques
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en statistique. Il s’agit d’un vaste domaine qui comprend des applications aussi bien en
géostatistique que dans le domaine des reconnaissances de formes, voir [MP05]. Dans ce
dernier cas, il est naturel d’introduire des domaines expérimentaux qui sont inclus dans
des espaces projectifs réels.

M.J. Prentice, c¢f. [Pre86], s’intéresse plus particulierement au cas de l'inférence dans
I’ensemble des rotations de R3. Il explicite le lien entre ce cas d’importance pratique
fondamentale et ’échantillonnage dans le corps des quaternions H ou dans I’espace pro-
jectif RP*. Un exemple d’application aux données vectorielles d'un cardiogramme y est
également détaillé. M.J. Prentice développe cette approche dans [Pre89] pour 'analyse
d’échantillons appariés en utilisant un modéle paramétrique de régression sphérique sur
RP*.

Nous montrons, au chapitre ll, comment construire dans des espaces projectifs des plans
expérimentaux qui possedent des propriétés qui sont similaires a celles de l'isovariance
pour un domaine expérimental de forme sphérique. D’autre part tout dispositif expéri-
mental dont le support est inclus dans une sphere de R" et antipodal est canoniquement
associé a un dispositif expérimental dans RP". Par conséquent la méthodologie, que nous
proposons au chapitre B, pour construire des dispositifs isovariants dont le support est
inclus dans une sphere s’applique a ce contexte.

1.1.4. Reconnaissance de formes

H. Dette, V. B. Melas et A. Pepelyshev, ¢f. [DMPO05], font ’étude des plans optimaux pour
I’analyse de formes tri-dimensionnelles a ’aide d’harmoniques sphériques. Les domaines
d’application de 'acquisition et de ’analyse de formes tri-dimensionnelles sont nombreux
et variés : la médecine, la chimie, 'architecture, ’agriculture et la biologie. Il s’agit de
parvenir a décrire la valeur de la distance entre 'origine du repére et celle 'extrémité de
I'objet dans une direction donnée. Les modeles de régression basés sur des harmoniques
sphériques permettent généralement de décrire de maniere satisfaisante les formes de ces
objets a l'aide d’un nombre relativement réduit de termes. Nous nous plagons dans le
cas ou l'expérimentateur est a méme de fixer les directions pour lesquelles il effectue un
relevé de la distance entre 'origine du repére et celle 'extrémité de I'objet. 11 est alors
d’un intérét primordial de déterminer de bons plans expérimentaux dont le support est
inclus dans la sphére unité de R®. Les auteurs montrent que la distribution uniforme
sur la sphere est optimale pour tous les critéres d’optimalité @, proposés par Kiefer
en 1974, c¢f. [Kie74]. Cette distribution n’étant pas un plan expérimental, les auteurs
proposent des plans exacts dont le support est inclus dans la sphére unité de R?. Ces
plans expérimentaux sont construits a l’aide de formules de quadrature basées sur les
polynomes de Legendre de telle sorte que leur matrice des moments, pour un modele de
régression dont les termes sont des harmoniques sphériques de degré inférieur ou égal a
d, soit égale a celle de la distribution uniforme, c’est-a-dire I(3441)2. La méthodologie de
construction que nous proposons au chapitre b permet d’obtenir des plans qui vérifient
cette proporiété puisqu'un dispositif isovariant pour un modele polynomial complet de
degré d est orthogonal lorsqu’analysé a I’aide d'un modele de régression dont les termes
sont des harmoniques sphériques de degré inférieur ou égal a d. Par conséquent les plans
expérimentaux que nous construisons au chapitre [ peuvent tous étre utilisés pour faire
de la reconnaissance de formes tridimensionnelles puisqu’ils sont optimaux pour tous les
criteres @, introduits par Kiefer en 1974.

Frédéric Bertrand 9
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1.1.5. Surfaces de réponse

La notion d’invariance est centrale dans la méthodologie des surfaces de réponse. En
1957, Box et Hunter, ¢f. [BH57], ont souligné l'intérét de 'utilisation de dispositifs expé-
rimentaux isovariants pour analyser des surfaces de réponse. L’utilisation pratique de tels
dispositifs depuis lors a montré que cette recommandation était judicieuse. Nous dévelop-
pons ce point au chapitre b3l et indiquons comment utiliser I'invariance de la variance de
I’estimateur de la réponse moyenne par toute transformation du groupe orthogonal pour
obtenir une caractérisation polynomiale de l'isovariance. Nous proposons également une
méthodologie de construction de dispositifs isovariants au chapitre Bl dont I'application,
réalisée aux chapitres [ et [l aboutit & la construction de dispositifs isovariants dont les
coordonnées sont connues de maniere exactes.

1.2. Contexte et motivations statistiques

1.2.1. Cadre du travail

Nous considérons un espace vectoriel réel de dimension finie v muni du produit sca-
laire canonique, une partie de cet espace notée x et appelée domaine expérimental. Un
plan expérimental & est alors un ensemble fini de r couples (x;, &(x;)) ou x; € x et
ST ) = 1.

Nous proposons diverses méthodes combinant plusieurs outils combinatoires, comme les
t-plans sphériques, et algébriques, comme les bases de Grobner, les groupes de Coxeter,
les invariants polynomiaux pour 'action induite par I'action linéaire d'un groupe de ma-
trices compact G et le théoreme des zéros réels, pour établir les propriétés fondamentales
puis indiquer comment construire des plans expérimentaux & pour lesquels la matrice des
moments M (&) est invariante pour I'action de G sur le plan expérimental, c’est-a-dire
des plans G—faiblement invariants, ou G est un groupe de matrices compact. L’utilisation
des propriétés d’invariance faible d’un plan s’avere étre particulierement efficace pour
simplifier la résolution de problémes courants en planification expérimentale comme la
construction de plans expérimentaux alphabétiquement optimaux.

1.3. Motivations

Le travail réalisé porte sur l'utilisation combinée d’outils combinatoires et algébriques
pour la construction et I’analyse de plans d’expérience. Les principaux avantages de cette
approche sont sa grande généralité, son automatisation et 'obtention des coordonnées
exactes des points du plan ainsi que la détermination compléte des confusions d’effets.
Toutefois, nous nous intéresserons ici également a la méthodologie des surfaces de réponse,
a laquelle le lecteur trouvera une introduction dans le livre de Myers et Montgomery paru
en 2002, [MMO02], et a la propriété d’isovariance statistique, introduite par Box et Hunter
en 1957, ¢f. [BH57], ce qui nous ameénera a justifer I’étude particuliére des plans dont le
support est inclus dans une spheére, celle-ci étant la frontiére du domaine expérimental
lorsque celui-ci est une boule centrée a l'origine du repere.

Actuellement la construction de plans d’expérience euclidiens repose généralement sur la

10 These premiere partie : aspects théoriques
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recherche numérique des coordonnées des points du plan.

Si cette résolution numérique peut, de prime abord, sembler satisfaisante pour I'expé-
rimentateur, il s’avere qu’elle souffre de certains défauts. Elle rend a la fois impossible
I'obtention d'une classification des plans a une isométrie orthogonale prés et 'analyse
exacte des confusions d’effets qui apparaissent nécessairement lorsque nous nous intéres-
sons a des plans euclidiens de petite taille. Or une connaissance précise des confusions
d’effets est importante pour le planificateur et rend possible 'utilisation de modeéles po-
lynomiaux qui ne seront plus limités au degré 2 comme c’est trop souvent le cas dans la
théorie et dans la pratique.

1.3.1. Isovariance

L’analyse des résultats obtenus a l'aide de surfaces de réponse basées sur des modeles
polynomiaux repose sur ’hypothése d'une certaine régularité de la réponse moyenne et
en particulier sur sa bonne approximation par son développement de Taylor.

La propriété d’isovariance pour un dispositif expérimental contraint la variance de 1’esti-
mateur de la réponse moyenne a étre une fonction radiale. Ceci permet de rendre toutes
comparables, en termes d’intervalles de confiance ou d’intervalles de prédiction, les er-
reurs commises a une distance fixée de l'origine du dispositif, donc sur tout le domaine
expérimental dans le cas ou ce domaine est une sphere. Il s’agit donc de trouver un plan
d’expérience pour lequel la variance de ’estimateur de la réponse moyenne ne dépend que
de la distance a l'origine ce qui est équivalent a I'invariance par toute transformation du
groupe orthogonal de I'espace euclidien sous-jacent, noté O,, de la matrice des moments
des points du plan.

1.3.2. Admissibilité

Gaffke et Heiligers, cf. [GH96], ont montré qu'une classe essentiellement compléte pour
un modele de régression polynomiale complete de degré d et un domaine expérimental
égal a une boule centrée en l'origine du repere de RY est la classe des plans admissibles
et isovariants. Ils ont également montré qu'un plan de ce type est 'union de plans dont
le support est inclus dans des spheres concentriques dont le centre est placé au centre du
domaine expérimental. Ceci justifie le soin particulier qui a été accordé a I’étude de la
contruction de plans sphériques isovariants.

1.3.3. Confusions d’effets

La construction d'un dispositif isovariant n’a d’intérét que s’il peut étre utilisé efficace-
ment. Pour cela il faut étre a méme de pouvoir déterminer quels sont les modeéles, dont
tous les coefficients sont estimables, qui peuvent étre utilisés pour en faire 'analyse.

La structure particuliere des dispositifs dont les points sont nécessairement situés sur la
sphere complique singulierement ce moment de I’étude deés que le modele polynomial que
nous utilisons est de degré supérieur ou égal a 3 puisque de nombreuses confusions d’effets
apparaissent alors.

Frédéric Bertrand 11
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1.4. Approche combinatoire

1.4.1. Questions de construction

Dans un article dédié a la théorie des codes, Delsarte, Goethals et Seidel, c¢f. [DGS77], ont
introduit en 1977 la notion de plans sphériques combinatoires de force ¢ pour ¢t un entier
naturel. Il s’agit d’un ensemble fini, noté X, de points de la sphére unité SV=! de I'espace
euclidien R” tel que 'égalité

f(2)do (x) = % S f@)

)—1
St zeX

soit vérifiée pour toute fonction polynomiale f a n variables de degré inférieur ou égal a
t et oil o est la mesure uniforme sur la sphére unité SV~ telle que o(S*™1) = 1.

En 1984, Seymour et Zaslavsky, cf. [SZ84], ont donné une preuve non constructive de
I'existence de t—plans sphériques combinatoires X : il existe des t—plans sphériques com-
binatoires pour toute valeur de |X| sauf un nombre fini.

Pour une force donnée ¢y, la recherche des plans de cardinalité minimale permet d’obtenir
des dispositifs qui présentent un intérét particulier pour le planificateur. Une recherche
systématique des plans sphériques combinatoires de force ¢ de cardinalité minimale a été
réalisée en 1996 par Hardin et Sloane en dimension 3, cf. [HS96], et entreprise depuis lors
en dimension 4, ¢f. [SHC03]. Leur démarche peut se résumer en deux étapes : 'utilisation
de résultats d’existence algébrique puis rapidement d’un critére numérique, la discrépance,
qui permet de conjecturer si un sous-ensemble de points de la sphére unité est un t—plan
plan sphérique combinatoire ou non.

La démarche de Hardin et Sloane peut se résumer en deux parties. Tout d’abord les au-
teurs ont établi ou rappelé quelques résultats d’existence et ont obtenu les coordonnées
exactes ou approchées des points de ces plans. Puis ils se sont rapidement tournés vers un
calcul numérique de la discrépance du plan considéré, qui permet d’évaluer numérique-
ment, et donc de conjecturer si 'on est en présente d'un t—plan plan euclidien ou non, ce
qui a résulté en le calcul approché des coordonnées des points du plan.

Or le statisticien a besoin d’avoir la connaissance exacte de la configuration de points qu’il
utilise, ce qui contraste avec la situation dans laquelle les plans sphériques combinatoires
servent pour 'intégration numérique. Hardin et Sloane, c¢f. [HS96], n’ont communiqué que
les coordonnées approchées des points des dispositifs qu’ils ont obtenus, I’approche algé-
brique proposée a la section permet d’en obtenir les coordonnées exactes. Ces calculs
ont été ménés pour un grand nombre de ces dispositifs, reproduits dans le chapitre [l et
résumés dans le chapitre [1

1.4.2. Plans sphériques combinatoires et isovariance statistique

Considérons un plan dont le support est inclus dans la sphere unité de R™ et analysé a
I’aide d’'un modele polynomial d’ordre ¢. En 1992, Neumaier et Seidel ont indiqué que
si la matrice des moments des points du plan est invariante par toute transformation du
groupe O, alors le support de ce plan est un plan sphérique combinatoire de force 2q, cf.
[INS92].

Lorsque nous analysons un plan sphérique a ’aide d’un modele polynomial d’ordre supé-
rieur ou égal a 2, apparaissent nécessairement des confusions d’effets. Si cette situation
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peut étre contournée lorsque le modele utilisé est d’ordre 2 en rajoutant un essai au centre
de la sphere, il n’en va pas de méme lorsque le modele utilisé est d’ordre supérieur ou
égal a 3. L’approche algébrique basée sur les idées développées dans le livre de Pistone,
Riccomagno et Wynn, cf. [PRW00a], et proposée a la section [LH permet aussi de traiter
cette difficulteé.

1.5. QOutils algébriques

1.5.1. Groupes de Coxeter

L’utilisation de groupes est a la base de la construction de nombreux dispositifs expéri-
mentaux : plans fractionnaires, plans composites centrés, etc. Cette pratique est non
seulement due a la simplification des calculs qui en découle mais également au caracteére des
dispositifs cherchés. Ainsi, par exemple, 'isovariance impose certaines symétries aux plans
de cardinal minimal comme le montrent les résultats de Hardin et Sloane en dimension 3,
cf. [HS96] : leurs dispositifs sont en fait des unions d’orbites de points par des groupes de
Coxeter. Nous renvoyons au livre de Coxeter et Moser, cf. [CM84], ou au chapitre B pour
plus de détails sur les groupes de Coxeter.

Le probleme de construction se raméne donc a la détermination du groupe et des orbites
a utiliser ainsi qu’a celui du calcul des coordonnées d'un des points paramétrant chaque
orbite. Nous obtenons alors un systéme d’équations polynomiales qui peut se résoudre a
I’aide de bases de Grobner.

1.5.2. Bases de Grobner

Les livres de Cox, Little et O’Shea (1996), cf. [CLO96], et Kreuzer et Robbiano (2000 et
2005), cf. [KR0OO0] et [KRO5], soulignent que I'intérét majeur des bases de Grobner est de
permettre une résolution algorithmique de nombreux problémes de géométrie algébrique
et d’algebre commutative. Si 'utilisation des bases de Grobner dans le domaine de la
planification expérimentale a déja été théorisée par Pistone, Riccomagno et Wynn (2000),
cf. [PRWO00a], ces méthodes n’ont pas encore été appliquées a la recherche de dispositifs
isovariants. De plus le logiciel CoCoA developpé par les auteurs précédents, ne concerne
que des plans a coordonnées rationnelles. Il est de ce fait inopérant si nous étudions des
plans dont les coordonnées appartiennent a des variétés algébriques comme, dans le cas
d’étude qui nous intéresse ici, la sphere.

I a donc fallu réaliser plusieurs programmes en Maple 10, [Map05]. La diversité des algo-
rithmes utilisés provient du fait que les bases de Grobner sont d’un intérét multiple dans
le probleme qui nous intéresse. Notre préoccupation principale était d’évaluer leur temps
d’exécution, celui-ci devant étre suffisamment court pour présenter un intérét pratique et
majeur pour 'expérimentateur.

En premier lieu, les bases de Grobner servent a déterminer la variété des plans admis-
sibles sous certaines contraintes, en particulier la G—invariance faible. Lorsque le plan est
construit comme au paragraphe [L5l nous calculons les coordonnées exactes des points
paramétrant les orbites.

En second lieu, les bases de Grobner permettent de résoudre non seulement le probleme
de I'analyse des confusions d’effets mais aussi de connaitre les parameétres supplémentaires
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que nous pourrons estimer en ajoutant un ou plusieurs points précis au dispositif. Ce der-
nier point repose sur l'utilisation de 'algorithme proposé par Marinari, Méller et Mora
en 1993, [MMMO93] et [MMMO96], et particulierement adapté a la recherche de bases de
Grobner pour des variétés algébriques de dimension 0. Le calcul d'une base de Grobner
pour un idéal associé a une variété algébrique de dimension 0 est toujours un probléme
de recherche actuel en géométrie algébrique, cf. [ABKRO00] et [AKRO1]. La méthodologie
de construction exacte de dispositifs expérimentaux proposée dans ce travail pourra donc
bénéficier de ces nouveaux développements et améliorations.

Nous bénéficions en outre d'une grande liberté dans le choix d’un modeéle polynomial
pour 'analyse du plan. En effet, nous pouvons intégrer a la recherche des parameétres esti-
mables d’un modeéle, méme encore lors de I'analyse des résultats de 'expérimentation, des
considérations sur I'importance des facteurs que nous souhaitons inclure dans le modeéle
au travers d’un ordre portant sur les termes du modele.

1.5.3. Utilisation des notions d’invariance en planification expé-
rimentale

Nous commencons par les propriétés d’invariance faible qui se rameénent a 1’étude de 1'iso-
variance statistique.

1.5.4. Extension aux autres formes de domaines expérimentaux

La propriété d’isovariance peut étre utilisée pour obtenir des plans pour mélange pour
lesquels la variance est constante sur un ensemble de triangles concentriques suivant 1'ap-
proche proposée par Cornell et Khuri dans [CK79]. Le livre de Dunkl et Xu, [DXO01],
indique comment transformer la boule unité d’un espace euclidien de dimension v, v > 2,
en le simplexe, le cube ou la sphére a ’aide de transformations non-linéaires. Il est alors
possible d’adapter la méthode proposée par Cornell et Khuri a ces formes de domaines
expérimentaux.

1.6. Syntheése des idées originales

Dans un premier point, nous démontrons que la construction de plans expérimentaux
G—faiblement invariants se réduit a celle de la construction de plans H—faiblement in-
variants ou H est un sous-groupe du groupe O,, le groupe orthogonal de R". Nous nous
intéressons en particulier au probleme de la construction de plans sphériques isovariants,
c’est-a-dire de plans expérimentaux dont le support est inclus dans une sphére centrée
en l'origine de R" et O,—faiblement invariants, puisque la connaissance de tels dispositifs
permet de construire des plans G—faiblement invariants pour G un groupe de matrices
compact quelconque.

Dans un deuxieme point, notre objectif est d’obtenir une caractérisation polynomiale, en
les coordonnées des points support du plan expérimental, de la propriété de G—invariance
faible. Nous étudions deux possibilités existantes, la surface de variance et la surface de
variance généralisée, et introduisons un nouvel objet, la surface de variance extrapolée a
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X, pour remédier a certains défauts des deux autres types de surface de variance. Nous
étudions en détail le lien entre la G—invariance de la surface de variance extrapolée a x
et la G—invariance faible du plan expérimental.

Dans un troisieme point, nous définissons un probléme de construction de type polynomial
d’un plan expérimental : les coordonnées des points support du plan sont les solutions
d’un systeme d’équations et d’inéquations polynomiales qui peut toujours se résoudre a
I’'aide de la progammation semi-définie positive. Nous utilisons les résultats précédents
pour montrer que la recherche de dispositifs G—faiblement invariants est un probléme de
construction de type polynomial. Nous montrons également que de nombreuses propriétés
recherchées, par exemple 'optimalité alphabétique ou le blocage orthogonal, se formulent
naturellement comme un probléme de contruction de type polynomial.

Dans un quatrieme point, nous indiquons comment utiliser les groupes de réflexions finis
pour réduire le nombre d’inconnues présentent dans un probleme de construction de type
polynomial. Nous donnons de nombreux exemples d’application de cette simplification et
établissons des résultats d’existence exacts pour certains dispositifs expérimentaux dont
les coordonnées n’étaient jusqu’alors connues que de maniere approchée. Ces coordonnées
sont des nombres algébriques exprimables a I’aide de radicaux ce qui nous permet, pour
chacun de ces dispositifs sphériques, de déterminer alors, pour un ordre total sur les poly-
nomes fixé, quels sont les modeéles polynomiaux dont tous les parameétres sont estimables
et 'ensemble des confusions d’effets associé au dispositif expérimental utiliseé.

Lors de 'analyse des résultats expérimentaux, il est possible de considérer un autre ordre
polynomial que celui utilisé lors de la phase de planification ce qui permet de faire jouer
un role privilégié a certains des facteurs dont nous souhaitons, compte tenu des réalisa-
tions de la réponse qui ont été observées, étudier plus particulierement I'influence. Si nous
voulons ajouter un point au dispositif, par exemple si nous souhaitons réaliser un essai ou
plusieurs essais supplémentaires, il est également possible de savoir quel sera I’ensemble
des termes supplémentaires du modele que nous pourrons alors estimer.

Dans un cinquieme point, nous avons réalisé les calculs découlant des techniques exposées
ci-dessus avec le logiciel Maple 10 ce qui a donné lieu a I'implémentation de nombreux
algorithmes. En effet la nature sphérique des dispositifs considérés ne permettait pas de se
servir des outils existants. L’utilisation de ces procédures a permis, entre autres, de mettre
a la disposition de 'expérimentateur des plans, de cardinal r, isovariants et admissibles
pour un modele polynomial de degré 2 dont les coordonnées sont des nombres algébriques
exprimables a ’aide de radicaux pour toutes les valeurs de r possibles, c¢’est-a-dire r > 13.

Le lecteur qui souhaiterait plus de détails pourra se référer au chapitre 9 ot se trouve une
liste par chapitre des résultats qui sont propres a 'approche que nous développerons ainsi
qu’aux conclusions partielles figurant a la fin de chacun des chapitres.
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Chapitre 2

Problématique statistique

Ce chapitre nous servira a introduire le contexte statistique qui sera le cadre de notre
étude. Nous exposerons plusieurs notions, dont certaines, comme ’admissibilité et 'opti-
malité, sont couramment répandues dans la communauté statistique. Nous nous intéresse-
rons également a diverses notions d’invariance associées a un plan comme I’équivariance,
I'invariance faible et I'invariance.

Nous verrons, dans le cas ou le domaine expérimental est une boule centrée en 0 et le
modele un modeéle polynomial complet de degré d, que la recherche de plans admissibles
et possédant un type d’invariance faible particulier, I'isovariance, permet non seulement
d’obtenir une classe essentiellement compléte pour la recherche de dispositifs présentant
certains types d’optimalité, mais aussi de caractériser de maniere précise le support de
ces plans : ce sont des unions de plans sphériques, c¢’est-a-dire une union de plans dont le
support est concentré sur une sphere.

Nous montrerons que la recherche algorithmique de plans optimaux isovariants nécessite
la connaissance explicite de plans isovariants dont le support est sphérique. La détermina-
tion de ces plans passe par celle préalable de leurs matrices des moments. Nous obtenons
celle-ci en introduisant la fonction génératrice des moments et tirant parti de son inva-
riance qui découle de la faible invariance du plan.

Nous montrons alors que, pour tout groupe compact qui agit linéairement sur le domaine
expérimental d’intérieur non vide, 'invariance faible et 'invariance d’une fonction géné-
ratrice des moments, adaptée a ce groupe, est équivalente. Nous utiliserons ce résultat
original dans le chapitre Bf pour faire le lien entre I'invariance faible et la recherche algo-
rithmique d’invariants polynomiaux.

2.1. Modeles statistiques

Nous nous intéressons a des modeles de régression linéaire soumis aux hypotheses statis-
tiques usuelles décrites ci-dessous.
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Nous considérons une variable indépendante @, dont les différentes valeurs possibles ap-
partiennent a un domaine expérimental x, qui est une partie d'un espace vectoriel de
dimension finie R” muni de sa structure euclidienne canonique, dont nous étudions I'in-
fluence sur une réponse y a valeurs réelles :

k
y(@) = 0;f;(x) =6 f(x), (2.1.1)
j=1
ot @ = (0y,...,0;) € R¥ est un vecteur de paramétres inconnus et f = (fy,..., fi) est

une fonction connue définie sur x et a valeurs dans R¥. Il s’agit de la part déterministe
d’'un modele statistique de régression linéaire. Cette modélisation n’est généralement pas
satisfaisante lorsque nous cherchons a décrire un phénomene expérimental. Nous introdui-
sons alors un modele stochastique de la maniére suivante : I'observation des valeurs de la
réponse y aux points xq,...,x, € X est représentée par des variables aléatoires a valeurs
réelles Y7, ..., Y, telles que

E[Y] = y(zs), VarlYi]=o® i=1,...,n,
COV[)/;’Y}]:Oa Z.aj:]w"'a/nw 17&]

La variance constante 0% €]0, 400 est inconnue et est de ce fait un paramétre additionnel
du modele.

Nous supposons que les valeurs pour lesquelles les observations sont effectuées sont non
seulement connues exactement mais aussi controlées par 'expérimentateur : il s’agit du
contexte usuel de la planification expérimentale.

Définition 2.1.1. Un plan € approché pour le modéle [211 est un couple (X, w) ou X
est un ensemble fini de points {x1, ..., x.} € X, le support du plan, w = (wy, ..., w,) sont
les poids des points support du plan c’est-a-dire un ensemble de nombres réels strictement
positifs de somme égale a 1, et r € N. Pouri=1,...,r, nous notons également les points
support du plan x; par &; et les poids w; par &(x;). Un plan approché est donc une mesure
de probabilité de support fini sur x, que nous notons ainsi :

SZ(gﬁgjlgﬁg)- (2.1.4)

Soit n le nombre total d’essais que nous souhaitons effectuer. Un plan approché &, dé-
fini par I’équation 2214 ne peut étre réalisé dans la pratique que s’il existe r entiers

strictements positifs nq, ..., n, de somme n tels que :
n; .
&(x;) = EZ’ i=1,...,m (2.1.5)

Définition 2.1.2. Un plan défini par [2-17 et vérifiant la condition [211 est un plan

exact de taille n que nous notons alors &,.

D’un point de vue statistique, la qualité d’un plan expérimental, utilisé avec un modele
vérifiant les équations 210 et T2 se traduit par sa matrice des moments M (&).
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Définition 2.1.3. La matrice des moments d’un plan est la matrice M (&) définie ainsi :
M(&) =) &) f (i) f(xa) (2.1.6)
i=1

Proposition 2.1.1. M(&) est une matrice carrée d’ordre k qui est la matrice polaire
d’une forme quadratique positive. Pour un plan exact &, et dés que M (&) est inversible,
Uinverse de M (&) multipliée par % est la matrice de variance-covariance de [’estimateur
des moindres carrés ordinaires de @. En faisant [’hypothése supplémentaire que le modéle
linéaire est gaussien, alors 23 M (&y) est la matrice d’information de Fisher.

Démonstration 2.1.1. Voir [GH96].

Il existe un ordre partiel sur les formes quadratiques positives : I'ordre de Loewner.

Définition 2.1.4. L’ordre de Loewner est défini sur l’ensemble des matrices symétriques
réelles d’ordre k, noté S, de la maniére suivante :

A< B<=B-A4€eS8! ((A B)eS) (2.1.7)

ou S est le cone conveze des matrices symétriques réelles positives.
Nous allons nous servir de cet ordre pour comparer les plans.

Définition 2.1.5. Soient € et m deuz plans. Si M(n) < M(E) alors le plan & est au
moins aussi bon que m. Si de plus M(n) # M(&) alors le plan € est meilleur que le plan

n.

Dans le cadre de I'estimation des parametres d’un modele linéaire, gaussien ou non, par le
théoréme de Gauss-Markov, voir [Col95], la comparaison des plans & ’aide de 'ordre de
Loewner est statisquement pertinente que la matrice des moments du plan soit inversible
ou non. En effet, considérons un plan exact de taille n, &,.

Définition 2.1.6. Pour un vecteur ¢ € R¥, ¢'0 est linéairement estimable par &, pour le
modeéle f, si c € Im (M(&,)).

Proposition 2.1.2. Interprétation en terme d’estimateur
La variance de Uestimateur BLUE, « Best Linear Unbiased Estimator », de ¢ 0 est alors
égale a %20/]\/[_ (&€n)e, ou M~ (&,) est un pseudo inverse quelconque de M (&), voir la
définition[Z2. Nous introduisons alors, pour un plan &, la fonction de variance norma-
lisée :

<M~ (&n)e, sicelm(M(E)),

+00, stnomn. (2.1.8)

Vigne) - {

Démonstration 2.1.2. Voir [GH96].
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Pour deux plans &€ et  nous avons dans R :
M(&) < M(n) <= V(&,¢) > V(n,c) YeeR" (2.1.9)

Si les matrices des moments de & et i sont inversibles, alors I’équation [2.1.9 devient une
conséquence directe de la décroissance de la fonction inverse d’une matrice symétrique
définie positive pour 'ordre de Loewner :

M(&) < M(n) <= M~ (n) < M~(§). (2.1.10)

Nous pouvons obtenir un résultat similaire a l'inégalité en imposant une condition
supplémentaire sur le vecteur c, a savoir que c appartienne a un sous-espace vectoriel
donné de dimension s > 1. Ce sous-espace vectoriel peut étre identifié a 'image de la
matrice K’ ot K est une matrice de taille s x k de rang s.

Définition 2.1.7. Etant donné un plan &, nous définissons alors la matrice semi-définie
positive d’ordre s, notée Ck(€) et également appelée matrice d’information réduite du
plan, de la maniére suivante :

Cx(€) = min (LM(g)L’) , (2.1.11)

LeLy(K)

ot le minimum est défini pour la relation d’ordre partiel de Loewner sur S, et est pris sur

lensemble L,(K) des inverses a gauche de K'. Rappelons que lensemble des inverses d
gauche Ly(K) de K' est :

Ly(K) = {L € M, | LK = 18} , (2.1.12)
ou I, est la matrice identité d’ordre s et My, est l’ensemble des matrices a s lignes et k
colonnes a coefficients réels.

L’existence du minimum de 1’équation BLT.TT]l a été prouvée par Krafft dans [Kra83] et
Pukelsheim a indiqué dans [Puk93] comment calculer un minimum L.

Proposition 2.1.3. Si nous considérons la matrice K, définie par les deux blocs (I5) et
(Og—s) arrangés de la maniére suivante Ky = (I|0x—s), alors Ck (&) est le complément de
Schur du bloc My(&) de la matrice M (&) partionnée de la maniére suivante :

_( Mi(§) Mia(€)
M@_<Mﬁaﬂue)’ (2.113)

ou les matrices My(&), Mo(&), My 2(€) sont respectivement de taille s x s, (k—s) % (k—s)
et s X (k—s). Le complément de Schur du bloc Ms(§) de la matrice M(€) vaut alors :

Cr.(€) = Mi(€) — My 2(€) My (€)M, ,(€). (2.1.14)

Plus généralement, pour une matrice K telle que ¢ 0 est estimable linéairement d aide
de & pour tout ¢ € Im (K'), c¢’est-a-dire telle que Im (K’) C Im (M (€)), nous avons la
relation suivante :

-1

Cr(€) = (KM-(g)K’) (2.1.15)

et la matrice Ck (&) est symétrique définie positive.
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Démonstration 2.1.3. Voir [GHI6].

L’analogue de la relation 2.1.9 est alors :

Cx(€) < Cx(n) < V(€,¢) > V(n,c) Veelm (K) . (2.1.16)

2.2. Optimalité

Nous renvoyons au chapitre de Gaftke et Heiligers, [GH96], et aux livres de Atkinson et
Donev, [AD92|, Pukelsheim, [Puk93|, Schwabe, [Sch96], Cox et Reid, [CRO0], et Liski,
Mandal, Shah et Sinha [LMSS02] ainsi qu’a 'ouvrage collectif [DFS97] pour plus de dé-
tails sur les notions d’optimalité.

L’ordre partiel de Loewner présente le défaut majeur de ne pas permettre de sélectionner
un optimum unique : si k # 1 et s # 1, il existe de nombreux dispositifs qui ne sont pas
comparables. En effet chacune des matrices des moments qui ne sont pas comparables
peuvent étre elles-mémes associées a plusieurs plans.

Pour remédier a ce probleme il est d’usage de spécifier un critére d’optimalité réel c’est-
a-dire une fonction de la matrice des moments a valeurs réelles.

Définition 2.2.1. Critere d’optimalité
Une fonction ® : A — R est un critére d’optimalité si :

-i- A est un cone convexe inclus dans S tel que St C A C S, od § est le cone
convexe étoilé en 0 des matrices réelles symétriques définies positives d’ordre k.

-1i- P est décroissante pour l’ordre partiel de Loewner :
AL B<<= ®(A) > d(B), V(A B)ecA. (2.2.1)

-i1i- O est conveze.

Si tous les paramétres du vecteur 0 sont des parameétres d’intérét alors A = S . Si nous
nous intéressons a un sous-systéme propre du vecteur des parametres 6, représenté par
K@ ou K est une matrice de taille s x k£ de rang s, alors :

A= AK) = {A €St | Im (K) C Im (A)} , (2.2.2)

c’est-a-dire A est I’ensemble des plans pour lesquels K@ est estimable ou de maniére
équivalente pour lesquels M (&) € A(K).
Nous particularisons alors le critere d’optimalité & :

B(A) = ¢(Cx(A)), VA€ AK), (2.2.3)

ot Ok (A) est défini de maniére analogue a 1’équation EXT1T] :

Ox(A) = min (LAL’) . (AesS. (2.2.4)
Le{LeM, | LK'=I}
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Une solution, semblable a celle de I’équation 22115, & ce probléme est donnée par :
A -1
O (A) = (KA—K ) . (A€ Ag). (2.2.5)

La fonction ¢, apparaissant a I’équation 2223 doit vérifier les propriétés suivantes :
-i- ¢ ST — R,

-ii- ¢ est décroissante pour l'ordre partiel de Loewner :
AL B+ ¢(A) > ¢(B), V(A B)eS . (2.2.6)

-iii- ¢ est convexe.

Les conditions ci-dessus assurent qu’alors :

= ! +
B(A) = P A & (LAL ) . (Aesh). (2.2.7)

Etant donne un critére d’optimalité @, la recherche d’un plan optimal & pour le modéle
de régression défini en 22Tl revient a trouver une solution au probléme de minimisation
suivant :

Qi ®(M(E)). (2.2.8)

Nous introduisons M l'ensemble des matrices des moments M (&) lorsque & parcourt
I’ensemble de tous les plans. Le probleme de minimisation donné par I'équation 2.2.8
devient alors :

min  D(M). (2.2.9)

Nous cherchons donc a déterminer une matrice des moments optimale et non plus un plan
optimal. Nous verrons dans la section B, comment, dans certains cas, trouver un plan &
associé a une matrice des moments optimale.

Proposition 2.2.1. M est une partie convexe de S, :

M = conv{f(a:)f(az)’,a: c x} . (2.2.10)
De plus, si f(x) est compacte alors M est compacte.

Démonstration 2.2.1. Nous avons :
M = conv{f(a:)f(az)’,a: € x} , (2.2.11)

ol si S est une partie de R¥, Conv{ S} est 'enveloppe convexe de S dans I’espace vectoriel
RF.

Nous en déduisons alors que si f(x) est compacte alors M est compacte comme enveloppe
convexe d’un compact.
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2.2 Optimalité

Le probleme de minimisation 2.8 est ainsi un probléme de minimisation convexe.

Une classe importante de critéres d’optimalité sont les critéres orthogonalement invariants
sur ;.

Définition 2.2.2. Un critére d’optimalité sur S est orthogonalement invariant s’il est
invariant pour 'action du groupe orthogonal de R* par congruence sur 8. Ces critéres
ne dépendent que des valeurs propres d’une matrice définie positive.

Lemme 2.2.1. Soit ¢ une fonction a valeurs réelles et définie sur (0,+00)k convere,
symétrique, c’est-a-dire invariante par permutations des coordonnées d’un point de RF,
et décroissante pour l'ordre partiel sur les coordonnées des vecteurs de (0,-+00)* défini
composante par composante par la relation d’ordre usuelle sur R. Si nous définissons ®
de la maniere suivante :

P(A) =(A(4)), VAeS T, (2.2.12)
ot AM(A) = (M (A), ..., \e(A)) est le vecteur des valeurs propres de A rangées dans l’ordre

croissant, M\ (A) < ... < M(A), alors @ est un critére d’optimalité sur A= S+,

Démonstration 2.2.2. Nous renvoyons a [GH96] pour une preuve de ce résultat qui ne
présente pas de difficulté particuliere.

Exemples 2.2.1. Pour —co < p < 1, les fonctions @, suivantes, définies S+, sont des
critéres d’optimalité orthogonalement invariants. Ce sont les critéres d’optimalité @, de

Kiefer, [Kie7}] :

(2.2.13)

Les critéres obtenus pour p =0, p = —1 et p = —o0 sont appelés respectivement critéres
de D—optimalité, A—optimalité et E—optimalité.

Remarque 2.2.1. Les cas p = 0 et p = —o0 sont en fait des cas limites de la formule
générale pour p & {—o0,0}.

Définition 2.2.3. Le critére de I—optimalité, qui n’est pas orthogonalement invariant,
est défini pour tout domaine compact x d’intérieur non vide par la formule :
1

M) = L

/ flx) A~ f(x)de, (2.2.14)

ot vol (x) désigne le volume du domaine expérimental compact x.
Lemme 2.2.2. Le critére de I—optimalité défini en[Z.2.3 s’exprime également ainsi :

P/(A) =tr (MeA™"), AeSi, (2.2.15)
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ou My est la matrice des moments pour la distribution uniforme sur le domaine compact
d’intérieur non vide x. Nous avons ainsi :

, dax
vol (x)

My — / () f(x) (22.16)

Démonstration 2.2.3. Voir [GH96].

Le lemme permet de montrer que le critere de [—optimalité est un criteére d’opti-
malité au sens de la définition 22271

Remarque 2.2.2. En utilisant la définition des critéres d’optimalité pour un sous-systéme
propre de paramétres d’intérét défini par K@, obtenue d l’équation [Z2.3, et ou K est de
rang s, les critéres @, et @1 se transforment en critéres d’optimalité ¢, et ¢ sur SH.

Proposition 2.2.2. Les criteres d’optimalité ®,, ®;, ¢, et ¢; sont a valeurs strictement
positives et sont positivement homogénes de degré -1, ¢ est-d-dire ®(aA) = a ' ®(A), Va €
(0, +00).

Démonstration 2.2.4. Evident.

L’inverse ¥ de tout critére ® est donc une fonction d’information au sens de Pukelsheim,
[GH96] : il s’agit d’une fonction strictement positive, positivement homogeéne de degré 1
et concave. La communauté statistique considére généralement que les criteres ® suffisent
pour résumer tous les critéres possibles d’optimalité, voir [GH96]. De plus les propriétés
de stricte positivité et d’homogénéité permettent de définir la notion d’efficacité relative
ci-dessous.

Définition 2.2.4. L’cfficacité relative d’un plan € par rapport a un plan £ est :

eff(§: &) = ——>% (2.2.17)

ot nous supposons que M(&*) et M (&) appartiennent au domaine de définition du critére
d’optimalité P.

Remarque 2.2.3. Si £ et € sont des plans exacts de taille n(€") et n(&) alors le rap-
port [Z217 s’interpréte comme le rapport des tailles des plans n(€")/n(€) telles que les
matrices d’information de Fisher n(€)o 2M(£*) et n(€)o2M (&) fournissent la méme
qualité pour le critere P.

Définition 2.2.5. Si & est optimal, c’est-a-dire solution du probléme de minimisation
défini par léquation 228, alors Uefficacité d’un plan & est définie par :

off(€) = eff(£ : £7). (2.2.18)

Lefficacité d’un plan & est un réel de l'intervalle 10, 1].
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2.3. Equivariance, invariance et invariance faible

Un grand nombre de modeles de régression possedent naturellement des propriétés de
symétrie héritées d'une forme particuliere du domaine expérimental et de propriétés de
la fonction de réponse. Suivant [GH96], nous qualifions d’équivariants les modéles de
type E211] présentant une propriété de symétrie.

Définition 2.3.1. Considérons un modéle de régression linéaire défini par I’équation 211,
y(x) = Olf(a:), x €x, 0 €RE. Soit G un groupe de transformations bijectives de x sur
x et Q un groupe de matrices réelles carrées d’ordre k pour la multiplication matricielle
usuelle. Le modéle de régression est équivariant pour G et Q, ce que nous abrégeons éga-
lement en (G, Q)—équivariant, s’il existe une application surjective de G sur Q qui d un
élément g de G associe un élément Q, de Q tel que :

f(g(x)) = Qf(x), V(z,9)exxg. (2.3.1)

Le lemme suivant permet de construire un groupe Q a partir du moment ou ’équa-
tion 22371 est vérifiée.

Lemme 2.3.1. Considérons un modéle de régression linéaire défini par ’équation 211
Soit G un groupe de transformations bijectives de x tel que :

Vg e g, 3Q; € Mii(R) | f(g(x)) = Qyf (), Vrex. (2.3.2)

-i- Si f(x) engendre R¥, alors @ = {Q,, g € G} est un groupe pour la multiplication
usuelle des matrices et ainsi le modéle de régression est (G, Q)—équivariant.

-ii- Sinon, soit P la matrice du projecteur orthogonal sur Vect (f(x)) et P = I, —
P. Alors Q = {QgP + P, g€ Q} est un groupe pour la multiplication usuelle des
matrices et ainsi le modéle de régression est (G, Q)— équivariant.

Démonstration 2.3.1. Nous renvoyons a [GH96].

Remarque 2.3.1. Si nous considérons la matrice IT d’un projecteur d’image Vect (f(x))
quelconque a la place du projecteur orthogonal d’image Vect (f(x)) et de matrice P.
Alors, en posant 11 = I, — II, Q = {QgH +11, g € Q} est un groupe pour la multiplica-
tion usuelle des matrices et ainsi le modéle de régression est (G, Q)—équivariant. Ainsi, si
le groupe G est compact, nous pourrions choisir a la place du projecteur orthogonal P un
projecteur II tel que a la fois 'image de II, Vect (f(x)), et le noyau de II, un supplémen-
taire de Vect (f(x)), soient G—stables. Nous pourrions alors tirer profit de la théorie de la
représentation des groupes compacts pour déterminer quels sont les modeéles équivariants
irréductibles pour 'action d’un groupe G compact sur x. Il s’agit d’'un approfondissement
possible mais qui ne sera pas réalisé dans cette étude puisque nous souhaitons avant tout
nous concentrer sur des modeles particuliers, les modeéles polynomiaux, afin de pouvoir
mettre directement a profit certains algorithmes d’algébre computationnelle. D’autre part
I’étude des propriétés d’équivariance pour des modéles polynomiaux ne nécessitent pas
une approche aussi générale comme le montre le théoreme Nous renvoyons le lecteur
a [Ser78], [Pic73] et [Far06] pour de plus amples détails sur la théorie des représentations
linéaires et en particulier celle des groupes compacts. Remarquons néanmoins que cette
approche a déja fait ses preuves en statistique par exemple dans le cadre de I’étude des
fractions de plans factoriels, cf. [Col95].
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Lemme 2.3.2.
Si un modéle de régression est (G, Q)— équivariant pour un groupe Q compact, alors :

-i- le groupe Q est unimodulaire, c’est-da-dire :

|det Q4| =1, Vgeg, (2.3.3)
-11- 1l existe une matrice symétrique définie positive E telle que :

QEQ=E, vYQeQ. (2.3.4)

Autrement dit le groupe Q est un sous-groupe orthogonal de RF muni du produit
scalaire défini par E.

Démonstration 2.3.2. Nous renvoyons, par exemple, a [MT86].

Théoréme 2.3.1. Soit Q un groupe compact de matrices réelles carrées d’ordre k. Alors,
pour toute A € My (R) il existe une unique matrice A € Conv {QAQ/,Q € Q} telle
que :

QAQ =4, VQe Q. (2.3.5)

De plus Uapplication moyenne P qui a A associe A est un projecteur de My (R) sur
{B € Mux(R) | QBQ = BVQ € Q} le sous-espace vectoriel des matrices invariantes.
Ce projecteur est un projecteur orthogonal dans l’espace euclidien (My ,x(R), < -,- >g) ou
< -, - >p est défini ainsi :

< B,C >p=tr (BEC’E) , (2.3.6)

ou E est une des matrices symétriques réelles définies positives dont [’existence est assurée
par la seconde partie du lemme[2.32.

Démonstration 2.3.3. Nous renvoyons a [GH96] pour la démonstration de ce théoréme.

Définition 2.3.2. Une application g de x dans x induit une opération sur [’ensemble
des plans dont le support est inclus dans x de la maniere suivante :

o ((9l@) . gl
¢ ‘(sm) sm))’ (23.1)

ou &7 est l'image par g du plan

£= ( 5(:2}11) - g(zz) ) . (2.3.8)

Proposition 2.3.1. Si un modéle de régression est (G, Q)—équivariant alors le groupe G
induit une opération sur l’ensemble des matrices des moments des plans dont le support
est inclus dans x de la maniere suivante :

M(7) = Q,M(£)Q,, VECx.Vg€eG. (2.3.9)
1l s’agit donc d’une action par congruence du groupe Q.

Démonstration 2.3.4. Nous renvoyons a [GH96].
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Définition 2.3.3. Soit un modéle de régression (G, Q)—équivariant. Un plan & est :
-i- G—invariant si pour tout g € G, &7 =&,
-ii- G—faiblement invariant si pour tout g € G, M(&Y) = M(§).

Lemme 2.3.3. Soit un modéle de régression (G, Q)— équivariant avec Q un groupe com-
pact. Pour tout plan & il existe un plan faiblement invariant & tel que

M(&) € Conv{M(&Y), g€ G}. (2.3.10)

St G est fini alors, pour tout plan faiblement invariant E, il existe un plan_invariant I3

dont le support, Supp€, est inclus dans celui de € et pour lequel M (&) = M(E).
Démonstration 2.3.5. Nous renvoyons a [GH96].

Exemple 2.3.1. Tout modele de régression est ({idy}, {/x})—équivariant. Certains des
résultats exposés dans la suite s’appliquent donc également si le modele ou le domaine
expérimental ne présente pas de symeétrie.

Définition 2.3.4. Soient d un entier naturel et A un sous-ensemble fini de N*. Les élé-
ments de A sont notés a = (v, ..., ay). Les ay, ..., a, sontv entiers positifs et par consé-
quent ils peuvent s’interpréter comme le vecteur des degrés d’une fonction polynomiale a
v wvariables. Nous supposons de surcroit que l’ensemble A vérifient les deux propriétés
sutvantes :

-i- |la| =77 o < d pour tout v € A
-1~ il existe oy € A tel que |ay| = d.

Un modéle de régression multiple polynomiale A de degré d sur un domaine expérimental
X € RY est alors défini par :

y@) =Y 0% x=(11,...,7,) €X. (2.3.11)

acA

Le modeéle de régression multiple polynomiale complet Ay de degré d sur un domaine
expérimental x € RY est défini par :

Ag={a e N, |a| < d}, (2.3.12)

ou N§ désigne [’ensemble des vecteurs a v composantes dont les coordonnées sont supé-
rieures ou égales a 0.

Lorsqu’aucune confusion n’est possible nous appelons indifféremment un modele de régres-
ston multiple polynomiale A de degré d sur un domaine expérimental x € RY un modéle
polynomial A ou un modéle de régression polynomiale A. De méme si aucune confusion
n’est possible nous appelons indifféremment le modéle de régression multiple polynomiale
complet Ay de degré d sur un domaine expérimental x € RY un modéle polynomial complet
de degré d, un modele de régression polynomial complet de degré d, un modéle polynomial
complet Aq ou un modéle de régression polynomial complet Ay.

Nous montrons ici un lemme qui sera utilisé dans le chapitre Bl qui établit le lien entre
les structures de groupe des deux groupes G et Q. La démonstration proposée évite le
recours a 'argument constructif qui est généralement utilisé, voir [DGP93] par exemple.
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Lemme 2.3.4. Si le modéle de régression polynomiale A utilisé est (G, Q)— équivariant
et si la restriction a x des fonctions polynomiales associées aux éléments de A forme une
famille libre, alors Uapplication ¥, qui d g de G associe Qg1 de Q, est un morphisme de
groupes et par conséquent Qg1 = Q;l.

Démonstration 2.3.6. Le modele de régression utilisé est (G, Q)—équivariant :

flg(x)) = Quf(x), V(z,9) € x x Q. (2.3.13)
Ainsi :
QpQaf(®) = flo(g(x), Y(® g1,9)cx x (2.3.14)
= f((g1-9)(=)), Y(z,91,9) € x x Q (2.3.15)
= Qg f(@), Y(z,g1,02) € x x Q. (2.3.16)

Nous obtenons ainsi |a| relations entre les composantes du vecteur Q,,Q,, f() et du vec-
teur @y, @y, f(x). La restriction a x des fonction polynomiales associées aux éléments de
A forme une famille libre : pour chacune des || relations nous procedons a l'identification
des fonctions polynomiales avec les polyndémes qui leur sont associées. Nous pouvons alors
identifier les |a| coefficients des polynémes des membres de gauche et de droite de toutes
les || relations que nous avons & notre disposition. Ainsi les || termes des matrices
Qg,Qq, €t Q(g,.4,) sont identiques. Nous avons alors :

U(g1)¥(g2) = Qu1Q, (2.3.17)
= Qg (2.3.18)
= Q(g1-g2) (2.3.19)
= U(g192) (2.3.20)

, ce qui prouve la propriété de morphisme de ’application W.
En particulier avec gy = ¢! :

flx) =Q1Qyuf(x), VY(x,r)exxQ. (2.3.21)

Corollaire 2.3.1. 57 le domaine expérimental x est d’intérieur non vide et si le modéle
de régression polynomiale A wutilisé est (G, Q)—équivariant, alors l'application ¥ qui d g
de G associe Qg 1 de Q est un morphisme de groupes.

Démonstration 2.3.7. Si le domaine expérimental est d’intérieur non vide, la restriction
a x des fonctions polynomiales associées aux éléments de A forme une famille libre.

Remarque 2.3.2. Dans les exemples suivants les groupes G agissent linéairement sur
c’est-a-dire pour tout g € G, il existe une matrice U, réelle carrée d’ordre v et inversible
telle que :

g(x) =Usx, Vxex. (2.3.22)

Définition 2.3.5. Nous considérons un modéle polynomial A et un groupe G qui induit
une action linéaire définie par la condition [Z.324. Pour tout o« € A et B € Ay tel que
|| = |B| nous posons I'(e, B) l'ensemble des matrices y carrées d’ordre k d coefficients
dans Ny dont les sommes des lignes valent v, = «; et les sommes des colonnes valent
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Yeoj = Bj, pour touti,j =1,...,v. Pour g € G, les coefficients de U, sont notés ug;;, pour
i,j=1,...,v. Enfin six € A et B € Ay nous définissons gy s de la manicre suivante :
- (tg,i5)7% ) .
[Tot] ¥ (M2 sital=1a
— . ' ) Y
dg,aB = (i:l ) ~vel(a,B) Yi,j (2323)
0 sinon.

Proposition 2.3.2. En reprenant les notations de la définition [2.3.1, nous avons :

U)* = > ggapz’ (2.3.24)
B e Aq
18| = ||

Démonstration 2.3.8. La preuve de cette proposition résulte d’un calcul direct.

Théoréme 2.3.2. Le modéle polynomial, défini par I'équation 22311, est (G, Q)— équiva-
riant, ot G induit une action linéaire définie par la conditionZ.324 et 01t Q = (¢y,a8)cBeA
avec qgap défini comme enl[2.3.0, si et seulement la condition suivante est remplie :

Qo =0,YVg € G. Vo € A VB € Ay \ A tels que |B| = |a]. (2.3.25)

Les coefficients des matrices du groupe Q dépendent continuement des coefficients des
matrices Uy, ainsi le groupe Q est compact si l'ensemble {U,, g € G} est compact.

Démonstration 2.3.9. Nous renvoyons a [GH96] pour la démonstration de ce théoreme.

Exemple 2.3.2. Soit § = G, le groupe des changements de signe des coordonnées d'un
vecteur a v composantes. Si le domaine expérimental x est invariant pour l'action du
groupe G, alors tout modéle de régression multiple polynomiale A, de la définition 223.4]
est (Gs, Qs)—équivariant. En effet, soit € = (e1,...,€,) un élément du groupe G,, nous
avons U, = Diag(€) et gcap = 0 dés que a # B. Les matrices ). sont diagonales d’ordre

Card(A) et leurs éléments diagonaux valent [[7_, €, a € A.

Exemple 2.3.3. Soit G = G, le groupe des permutations des coordonnées d'un vecteur
a v composantes. Si le domaine expérimental x est invariant pour I'action du groupe G,
et 'ensemble des degrés A est invariant par permutation alors le modele de régression
multiple polynomiale A, de la définition 3.4, est (G,, Q,)—équivariant. En effet, soit
7 un élément du groupe symétrique d’ordre v, U, est une matrice de permutation et
Grap = 0 dés que B # . Les matrices (), sont les matrices de permutation d’ordre
Card(A) associées aux permutations @ — 7' de I'ensemble A des degrés des termes
du modeéle.

Exemple 2.3.4. Soit G = G, le groupe engendré par G, et G,, nous verrons par la suite,
dans le chapitre B, qu’il s’agit d’'un groupe de Coxeter : le groupe hyperoctaédral. Un
élément de G, peut étre identifié a un couple (e, ) ot € est un vecteur de nombres réels
de valeur absolue égale a 1 et m un élément du groupe symétrique d’ordre v. Si le domaine
expérimental x est invariant pour I'action du groupe G, et I’ensemble des degrés A est
invariant par permutation alors le modele de régression multiple polynomiale A, de la
définition 2.3.4, est (Gs,, Qsp) —équivariant. Les matrices Q. sont données par la relation
suivante Q. = Q.Qr ol Q. et Q, sont définies comme dans les exemples et 233
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Exemple 2.3.5. Le domaine expérimental x est pris égal a une boule de R" centrée
en 0. Soit G = G, le groupe des transformations orthogonales de R”. La condition
d’équivariance 22328 est alors équivalente a la condition suivante sur I’ensemble des degrés
A

acA — VBeA;l|Bl=|al,B €A (2.3.26)

Définition 2.3.6. Lorsque le modéle polynomial complet de degré d sur le domaine expé-
rimental x égal d une boule de R centrée en 0 est, pour Qo donné par le théoréemel2-339,
(Gorths Qortn) — €quivariant il est appelé modéle polynomial de degré d isovariant.

Définition 2.3.7. Considérons un modéle polynomial de degré d isovariant. Un plan &
est dit isovariant s’il est Go.4p— faiblement invariant.

Remarques 2.3.1.

-i- Les quatre groupes Q,, Q,, Qs et Qo sont compacts. Dans chacun des cas le
domaine expérimental est d’intérieur non vide et la propriété de morphisme 22341
est donc bien vérifiée en vertu du corollaire P23l

-ii- Seuls les trois groupes Qy, Q, et 9y, sont des sous-groupes du groupe orthogonal.

-iii- Les plans invariants pour I'action du groupe G, sont réduits au plan formé par le
point 0.

-iv- Nous verrons dans la suite que les plans faiblement invariants pour I'action du groupe
Goren ne se réduisent pas a celui formé par le point 0.

2.4. Invariance et optimalité

Nous présentons quelques applications de la théorie de I'invariance aux problemes d’opti-
malité. Pour plus de détails nous renvoyons a [GH96], [Sch96] et [LMSS02].

Définition 2.4.1. Soit Q un groupe de matrices réelles carrées d’ordre k. Un critére
d’optimalité ® défini sur A est Q—invariant si :

QAQ € A et D(QAQ) = B(A), V(4,Q)e Ax Q. (2.4.1)

Remarque 2.4.1. La définition 2201 d’un critére d’optimalité ® précise la nature de
'ensemble A : A est un cone convexe inclus dans Sy, tel que S C A C S, ou S est
le cone convexe étoilé en 0 des matrices réelles symétriques définies positives d’ordre k.

Proposition 2.4.1. Tout critére, défini sur A = St et obtenu par le lemme [Z21), est
Or—invariant. En particulier, les critéres d’optimalité ®,, p € [—o0, 1], sont Op—inva-
riants.

Démonstration 2.4.1. Les critéres @, sont définis sur A = S . L’action par similitude
de Oy, sur §;* coincide avec l'action par congruence sur S; . Ainsi a la fois la signature
d’'une forme quadratique A € A et ses valeurs propres sont conservées par cette action.
Tout critére, défini sur A = ST et obtenu par le lemme Z2] est donc O —invariant.

Proposition 2.4.2. Si un modéle de régression multiple polynomiale A est (G, Q)— équi-
variant pour un groupe Q C O, alors tout critére, défini sur A = S8 et obtenu par le
lemme [2.21), est Q—invariant. En particulier, les critéres d’optimalité ®,, p € [—o0, 1],
sont Q—invariants.
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Démonstration 2.4.2. Nous renvoyons a [GH96].

Exemples 2.4.1. Pour les exemples [2.33, [2.3.3 et [2.3.], les critéres ®,, p € [—o0, 1],
sont respectivement Qs—invariant, Q,—invariant et Qy,—invariant.

Proposition 2.4.3. Siun modéle de régression multiple polynomiale A est (G, Q)— équiva-
riant pour un groupe @ unimodulaire, alors le critére de D—optimalité, défini sur A = S
par ®q, est Q—invariant.

Démonstration 2.4.3. Le déterminant est invariant pour ’action par congruence d’un
groupe unimodulaire.

Exemples 2.4.2. Pour ['ezemple [Z.34 le critére &y de D—optimalité est également
Qorin—invariant.

Proposition 2.4.4. Si un modéle de régression multiple polynomiale A est un modéle
polynomial de degré d isovariant, défini comme en[Z.34, alors le critére de I—optimalité,
défini sur A = S,;H par ®;, est Q,.p—invariant.

Démonstration 2.4.4. La matrice des moments pour la distribution uniforme, M, dé-
finie par la relation 2.2. 16l est invariante pour 'action du groupe G, puisque la mesure
de Lebesgue n’est pas modifiée par transformation orthogonale. Nous avons ansi :

QMoQ =My, YQ € Qorun- (2.4.2)

De ce fait :
@ = (QA'Q) = tr (My(QAQ) ) =t (Q 7'My Q1) A1) = @y(4).  (243)

Remarque 2.4.2. Les propriétés 243 et 4.4 sont particulierement intéressantes dans
le contexte de notre étude puisqu elles permettent d’étudier la D—optimalité et la I—opti-
malité d’un plan & pour un modele polynomial de degré d isovariant a une transformation
orthogonale de ce plan pres. Nous 'utiliserons constamment lors de ’étude de cas présentée
dans le chapitre [@

Lemme 2.4.1. Soit un modéle de régression multiple polynomiale A (G, Q)— équivariant,
avec Q est un groupe compact, et ® un critere d’optimalité défini sur A et Q—invariant.
Pour tout plan & tel que M(&) € A et tout plan & G—faiblement invariant avec M(E) €
Conv {M(&Y),g € G}, dont lexistence est assurée par le lemmel[2.3.3, nous avons :

ME) e A, @ (M (g)) <O (M(8)). (2.4.4)

Démonstration 2.4.5. Comme M(€) € Conv{M(£9),g € G}, il existe r € N, g1, .. .,
g €Getay, ...,a >0avecy . ;o =1, tels que M(€) = i M(€7). La partie A
est convexe et de ce fait M (&) € A. Or, la proposition B3] donne : M(£9) = QyM(£)Q,
pour tout g € G. Puis la Q—invariance de ® assure que ® (M (&7)) = & (M(&)), pour tout
g € G. Finalement la convexité de & donne :

@ (M@) < Z@ (€)= 6 (M(E). (2.45)
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Le corollaire E24T] suivant est fondamental : il permet de souligner I'importance des plans
isovariants parmi tous les plans dont le support est inclus dans une boule de RV centrée
en 0 lorsque nous nous intéressons aux criteres de D—optimalité et de I —optimalité.

Corollaire 2.4.1. Considérons un domaine expérimental x égal a une boule de RV centrée
en 0. Pour un modéle polynomial de degré d isovariant et les deux critéres d’optimalité
®q et ©;, nous pouvons restreindre la recherche d’un plan optimal pour la classe des plans
dont le support est dans x a la sous-classe des plans isovariants.

Démonstration 2.4.6. C’est une conséquence des propositions E43 et B44 sur la
Gorin—invariance des critéres d’optimalité @q et ®; définis sur S+ et du lemme 2211

2.5. Admissibilité

Nous commencons par indiquer 'intérét des plans admissibles rappelant ainsi certains des
commentaires de [GH96].

L’ordre partiel de Loewner, défini en 22 T4l appliqué aux matrices des moments des plans,
définition B2TH, induit un concept d’optimalité des plans. Ainsi, un plan € est admissible
s’il n’existe pas de plan meilleur que &. En général, il n’existe pas un unique plan admis-
sible. Toutefois, la notion d’admissibilité combinée a celle d’invariance permet de réduire
considérablement, 1’ensemble des plans dans lequel la recherche d’un plan optimum est a
effectuer. Nous allons préciser ceci par les résultats suivants, en mettant en avant ceux
qui concernent les domaines expérimentaux x qui ont la forme d’une boule de R centrée
en 0.

Définition 2.5.1. Un plan &, est dit admissible pour un modéle de régression linéaire
défini par Uéquation [211 s’il n’existe pas de plan & tel que :

M(&o) < M(&) et M(&,) # M(E), (2.5.1)

ou M(&,) et M (&) sont les matrices des moments respectivement du plan €, et du plan &.

Nous considérons désormais des modéles de régression (G, Q)—équivariants, introduits
dans la définition P23l Le cas ou le modele de régression linéaire ne présente pas de
propriétés d’équivariance sera également traité puisqu’il s’agit de la situation ou G est le
groupe dont le seul élément est 'identité de x et Q est le groupe dont le seul élément est
I'identité de R*, comme nous I’avons indiqué a l'exemple 2311

Le théoréme suivant, voir [KS66], montre que la propriété d’admissiblité d’'un plan est
uniquement associée a ses points support et ne dépend donc pas des poids du plan. Ceci
justifie en partie le fait de ne considérer que des plans pour lesquels les poids sont uni-
formes et sont par conséquent des plans exacts. Nous procéderons ainsi, par exemple, aux
chapitres @ B et [

Théoréme 2.5.1. Soit un modéle de régression linéaire, (G, Q)— équivariant et défini par
Uéquation 21, tel que le groupe Q et f(x) soient compacts. Pour A € S; nous posons :

qa(x) = fz) Af(z), ©ex. (2.5.2)
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-i- Si &, est un plan faiblement invariant et admissible alors il existe une matrice A €
S non nulle et vérifiant, pour tout Q € Q, la condition Q' AQ = A telle que chacun
des points support de &, est un maximum global de g4 sur x.

-ii- Si &, est un plan quelconque et s’il existe une matrice A € S+ vérifiant, pour tout
Q € Q, la condition Q AQ = A telle que chacun des points support de &, est un
mazimum global de g4 sur x, alors &, est admissible.

Démonstration 2.5.1. Nous renvoyons a [GH96].

Remarque 2.5.1. La condition nécessaire d’admissiblité pour un plan découlant du pre-
mier point du théoréme 25Tl est inutile dés qu'il existe une matrice A de S;" telle que :

ga(z) = f(x) Af(z), (2.5.3)

est constant sur &.
En particulier, si le modeéle de régression 22111 contient un terme constant non nul, par

exemple f; = 1, alors le premier point du théoréme E.51] est vérifié pour la matrice
A = Diag(1,0,...,0).

Un théoréme de Heiligers, [Hei91], permet de modifier le théoréeme BBl pour tenir compte
de la remarque 5l Ce théoréme a été repris et légerement modifié dans [GH96] dont
nous utilisons la formulation.

Théoréme 2.5.2. Soit un modéle de régression linéaire, (G, Q)— équivariant et défini par
Iéquation 211, tel que le groupe Q et f(x) soient compacts. Soient D et K définis ainsi :

D:{MQ—Ml,Ml,MQ eM et M, <M2}, (254)
K = Ker (D*) C Ker (D), VD €D, (2.5.5)

l’existence de la matrice D* résultant de la convexité de D.
Nous supposons que K # R¥, il existe donc £ un sous-espace non réduit a 0 supplémentaire

de KC dans R* et tel que Q'L = L, pour tout Q € Q.

-i- Si &, est un plan faiblement invariant et admissible alors il existe des matrices
BeS et C e Myy, avecIm (B) C L, OPc =C, Q' BQ = B and Q'CQ = C pour
tout Q) € Q et telles que :

qpo(@) = f(@) (B+O)f(z), =e€x, (2.5.6)

est non-constant et que chacun des points support de &, est un maximum global de
gB,Cc SUT X.

-ii- Si &, est un plan tel qu’il existe des matrices B € S et C € My, avec SB C L,
CPc=C,QBQ =B and Q' CQ = C pour tout Q € Q et telles que :

qpo(x) = f(x) (B+O)f(x), =€ x, (2.5.7)

est non-constant et que chacun des points support de &, est un mazimum global de
gp,c surx, alors &, est admissible.

Démonstration 2.5.2. Nous renvoyons a [GH96] pour la démonstration de ce théoréme
qui ne peut étre reproduite ici compte tenu de sa longueur.
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2.6. Admissibilité et invariance pour des plans utili-
sés avec des modeles de régression multiple po-
lynomiale

Nous particularisons désormais les résultats précédents au cas d'un modele de régression

polynomiale A de degré d, comme défini en 3.4 Le domaine expérimental est désormais
supposé compact.

Proposition 2.6.1. La matrice des moments d’un plan € de points support @y, ..., &,
est :
M(&) = (ha+6 (€) apen - (2.6.1)
ot i
pa(€) =D m*€(x:), a N et |af < 2d. (2.6.2)
i=1

Démonstration 2.6.1. Evident.

Définition 2.6.1. S7 un plan € est admissible pour un modéle de régression polynomial
A de degré d, comme défini en[2.5.4, il est dit A—admissible.

Définition 2.6.2. La matrice des moments d’un plan & pour un modéle de régression
polynomial complet Ay de degré d est noté My(§).

Lemme 2.6.1. Soit G un groupe compact de transformations agissant linéairement sur
X - Supposons que le modéle de régression polynomial A de degré d est (G, Q)— équivariant.

Alors, pour tout plan faiblement invariant &€ il existe un plan faiblement invariant € qui
soit A—admissible et Aq—admissible et tel que :

M(&) > M(&). (26.3)
Démonstration 2.6.2. Nous renvoyons a [GH96].

Corollaire 2.6.1. Lors de la recherche d’une solution optimale pour un critére d’optima-
lite Q—invariant dans la classe des plans dont le support est dans x, nous pouvons nous
restreindre d chercher un plan optimal dans la sous-classe des plans faiblement invariants
et Ag-admissibles.

Démonstration 2.6.3. Evident.

Pour utiliser le théoréme P.5.2 il faut déterminer /. Dans le cas du modeéle Ay, polynomial
complet de degré d, Heiligers, [Hei91], a montré le théoréme suivant.

Théoréme 2.6.1. Dans le cas du modéle polynomial complet de degré d, nous avons :

E = Vect{eq,a € Nj, o) < d—1} C K, (2.6.4)
0l e, 0 € Ay est le vecteur de RF dont les composantes, sauf celle associée a o qui
vaut 1, sont nulles, avec k = v _; d . Si les fonctions monomiales x*, |a| < 2d, sont

linéairement indépendantes sur &, alors £ = K.
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Nous pouvons désormais caractériser les plans A;—admissibles pour un domaine x com-
pact. Le cas unidimensionnel a été traité en 1959 par Kiefer, voir [Kie56].

Théoréme 2.6.2. Soit v =1, et x = [a,b] avec (a,b) € R? tels que a < b. Un plan & est
Ag—admissible si et seulement si :

Card (supp(§)N]a, b[) < d — 1. (2.6.5)
Démonstration 2.6.4. Nous renvoyons a [GH96].

Nous introduisons désormais la notion de segment et d’intérieur relatif d’un segment pour
appliquer le théoreme R.6.2] au cas d’un modele polynomial Az avec v > 2.

Définition 2.6.3. Un segment S d’extrémités 0 et &V, deux points de RV, est l’enve-
loppe conveze de ces points :

S={xz®+1-Nz",)e0,1]}. (2.6.6)
Le segment S n’est pas dégénéré si ces extrémités, €0 et V), ne sont pas égales.

Définition 2.6.4. L’intérieur relatif d'un segment S, noté 1i(S), d’extrémités = et
x| deuzx points de R, est l’ensemble des barycentres a coefficients strictement positifs
de ces points :

S={z@ + (1 -NzM, A€o, 1[}. (2.6.7)

Théoreme 2.6.3. Soitv > 1, et S C x un segment non dégénéré inclus dans le domaine
expérimental. St un plan & est Ag—admissible :

Card (supp(§) Nri(S)) <d — 1. (2.6.8)

Démonstration 2.6.5. Nous renvoyons a [GH96].

Définition 2.6.5. Une face F d’un ensemble x est un sous-ensemble convexre de x tel
que :
S C xest un segment et F Nri(S) #0,— S C F. (2.6.9)

Remarque 2.6.1. L’ensemble x est une face de x et chaque point extrémal de x est une
face de x.

Il existe plusieurs liens entre un compact convexe x et ses faces. La proposition suivante
explicite I'un d’entre eux.

Proposition 2.6.2. Si x est un compact convexe de R, alors :

x= J 1@, (2.6.10)

F face de x
Démonstration 2.6.6. Nous renvoyons a [GH96].

Corollaire 2.6.2. Nous reprenons le contexte du théoréme [2.6.3 et nous supposons de
surcroit que le domaine expérimental x est compact et convexe.
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-i- Si d =1, alors les points support d’un plan Ai—admissible sont les points extrémes
de x.

-it- St d = 2, alors pour toute face F de x un plan As—admissible a au plus un point
support dans ri (F).

Démonstration 2.6.7. Nous renvoyons a [GH96].

Pour obtenir des résultats plus précis nous étudions des domaines expérimentaux parti-
culiers.

Définition 2.6.6. Le domaine expérimental C, est un v—hypercube symétrique centré en
0:
C, — {w = (z1,...,7,) €RY, |z <b;,1<i < v} , (2.6.11)

ot b; €]0,+o0, 1 < i< w.
L’ensemble des sommets de Cp est Vy avec

v, = {a: = (z1,...,7,) €RY, |z = £b;,1 <i < v} . (2.6.12)
Définition 2.6.7. Le domaine expérimental €y est un v—ellipsoide centré en O :

£y — {m = (z1,...,7,) €R", @z Hz < 1} , (2.6.13)

ou He S .
La frontiére de £y est 0y :

OE 1 = {m = (11,...,7,) €R", ' He = 1} . (2.6.14)

Corollaire 2.6.3. Soit un modéle de régression multiple polynomiale de degré d =1 sur
X =Cp oux =Epg. Un plan € est Aj—admissible si et seulement si :

V,,  six=Cy,
supp(€) C { 8£’H Ziz 52. (2.6.15)

Démonstration 2.6.8. Nous renvoyons a [GH96.

Remarque 2.6.2. Dans le cas d'un domaine £ avec H = (1/r?)I,, c’est-a-dire si x est
la boule de rayon r centrée en 0, la matrice des moments d’un plan faiblement invariant
pour G, et Ay—admissible est M* = Diag (1, %, e %) Il s’agit de la méme matrice
des moments que celle d’un plan isovariant et A; —admissible.

Ainsi tout plan sphérique est un plan A; —admissible si le domaine expérimental est si le
support du plan est inclus dans la frontiere de cette boule.

Dans la suite nous nous concentrons sur les résultats d’admissibilité concernant les do-
maines de type €.

Corollaire 2.6.4. Soit un modéle de régression multiple polynomiale de degré d = 2,
un domaine expérimental x égal a Ex et le groupe de transformations constitué de deux
éléments, lidentité et la symétrie centrale par rapport a 'origine du repeére.

-i- ST un plan & est faiblement invariant et As—admissible alors supp(§) C €5 U {0}.
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-ii- Réciproquement, si un plan, non nécessairement faiblement invariant, &€ est tel que
supp(§) C Ex U {0} alors il est As—admissible.

Démonstration 2.6.9. Nous renvoyons a [GH96].

Le corollaire .64l justifie pleinement 'utilisation de plans comportant des points répartis
sur une méme sphere, éventuellement complétés par des points au centre pour un modele
de régression polynomiale multiple de degré 2 et un domaine expérimental de type boule;
le support du plan étant inclus dans la frontiere de cette boule.

Corollaire 2.6.5. Tout plan dont le support est contenu dans la sphére unité de RY est
Ao—admissible pour un domaine x égal a la boule unité de R".

Démonstration 2.6.10. Nous renvoyons a [GH96].

Dans le cas d’'un domaine expérimental de type cube centré en 0 et symétrique ou de
la boule de rayon r centrée en 0, quelques résultats généraux concernant les modeles de
degré supérieurs ou égaux 3 existent, voir [GH96]. Toutefois si nous faisons I'hypothése
supplémentaire que le plan est isovariant il est possible de démontrer le résultat que nous
allons exposer dans la suite de cette section.

Proposition 2.6.3. Soit un modéle polynomial complet de degré d > 1 sur la boule B, de
rayon r centrée en 0 et le groupe de transformations Gopp. Pour tout p € [0, 7], l'ensemble
des plans isovariants dont le support est inclus dans la sphere S, est non-vide et tous ces
plans ont la méme matrice des moments, noté Md,p. Nous avons de plus, pour tout plan
& isovariant sur la boule B, la décomposition suivante pour la matrice de ses moments :

My(&) = > &(S,)Ma,, (2.6.16)
)

PER(E

ou &(S,) est le poids total de tous les points du plan § appartenant d la sphére S, et R(§)
Uensemble, fini, des rayons p € [0,7] tels que &(S,) > 0.

Démonstration 2.6.11. Fixons un p € [0,r]. Pour tout o € S,, la G, —orbite de xq
est égale a S,. Par conséquent :

{F@)f@) @ e8,} = {Qf(w0)fw) Q)0 € Gorn}. (2.6.17)

Le théoréme 230l montre qu'il existe une unique matrice M = M,, avec My, €
Conv {f(w)f(:c)', T < Sp} telle que Q;MQ;' = M, pour tout g € G

Remarquons que toute combinaison convexe finie de matrices f(x)f(x) ot z € S, de
somme M est associée & un plan isovariant dont le support est inclus dans S,.
Considérons maintenant un plan £ isovariant et dont le support est inclus dans B,.. Nous
avons

=) &S)4 (2.6.18)
PER(E)
pour des plans £, dont le support est inclus dans S, avec p € R(§). Par conséquent :
Ma(&) = ) &(S,)Ma(&y). (2.6.19)
PER(E)
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Pour tout g € Gy, Q;Md(gp)Q;’ = My(&9) est la matrice des moments du plan &9 dont
le support est également inclus dans la sphere S,. Par conséquent, la moyenne My(€ ,) de
Q;Md(fp)Q;' sur Q.. appartient a 'enveloppe convexe des matrices des moments des
plans dont le support est inclus dans la sphere S,. Il s’agit donc de la matrice des mo-
ments d'un plan isovariant dont le support est inclus dans la sphére S, et par conséquent :
Md(sp) = Mdv/"

Nous utilisons alors le projecteur orthogonal P de My x(R) sur le sous-espace vecto-
riel des matrices invariantes pour 'action par congruence de Q.. Son existence a été
montrée dans le théoréme B3l Nous avons Mg, = P(My(€,)), pour tout p € R(§) et
P(Ma(§,)) = Ma(§,) car & est isovariant. Par conséquent tous les plans isovariants dont
le support est inclus dans la sphere S, ont la méme matrice des moments Md,p.

Par linéarité du projecteur P, nous obtenons bien la décomposition annoncée.

Définition 2.6.8. Soit & un plan isovariant sur la boule B,. La multiplicité me(p) d’un
rayon p € R(§) est égale a :

0, sip=r
me(p) =4 LSOt (2.6.20)
5, ) P = 0

Définition 2.6.9. Soit § un plan isovariant sur la boule B,. Le cardinal effectif ve de
R(&) est égal a :
Yo=Y melp)- (2.6.21)

PER(E)

Théoreme 2.6.4. Soit un modele polynomial complet d’ordre d > 1 sur la boule B,. Si
le plan & est isovariant et Aq—admissible alors :
d—1

TS 5 (2.6.22)

Réciproquement, si € est plan, non nécessairement isovariant, tel que :

d—1
1< (2.6.23)

alors il est Ag—admissible.
Démonstration 2.6.12. Nous renvoyons a [GH96].

Corollaire 2.6.6.

-i- Sid =1, v¢ = 0. Ainsi le support d’un plan isovariant et A;—admissible plan est
inclus dans la frontiére de la boule B,.
Réciproquement tout plan dont le support est inclus dans la sphére de rayon r est
A, —admissible.

-ii- St d = 2, y¢ < 1/2. Ainsi le support d’un plan isovariant et A;—admissible plan
est :
— soit inclus dans la frontiere de la boule B,.,
— soit dans l’ensemble formé par ['union de cette frontiere et de l’origine 0.
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Réciproquement si un plan vérifie ['une des conditions ci-dessus, il est Ay— admissi-

ble.

-i5i- Sid =3, v¢ < 1. Ainsi le support d’un plan isovariant et As—admissible plan est :
— soit inclus dans la frontiere de la boule B,.,
— soit dans l’ensemble formé par ['union de cette fronticre et de l'origine 0,
— soit dans ’ensemble formé par l'union de cette frontiere et d’une sphére de rayon
0 < p < R centrée en 0.
Réciproquement si un plan vérifie ['une des conditions ci-dessus, il est A3—admissi-
ble.

-- Sid =4, v < 3/2. Ainsi le support d’un plan isovariant et Ay—admissible plan

est :

— soit inclus dans la frontiere de la boule B,.,

— soit dans l’ensemble formé par ['union de cette fronticre et de l'origine 0,

— soit dans ’ensemble formé par l'union de cette frontiere et d’une sphére de rayon
0 < p < R centrée en 0,

— soit dans [’ensemble formé par 'union de cette frontiere, d’une sphére de rayon
0 < p < R centrée en 0O et d’une sphere de rayon 0 < p < R centrée en 0.

Réciproqguement si un plan vérifie ['une des conditions ci-dessus, il est Ay— admissi-

ble.

Démonstration 2.6.13. Evident.

2.7. Eléments de résolution d’un probléme d’optima-
lité

2.7.1. Reformulation et réduction du probléme

Le probleme de minimisation peut étre considérablement simplifié si nous pouvons
nous servir de la propriété d’équivariance et en particulier des lemmes et 2240l Sui-
vant [GH96], nous introduisons désormais un cadre plus général permettant de mettre en
oeuvre ces réductions.

Soit (H, < -,- >) un espace de Hilbert de dimension finie. Nous utiliserons soit H = S
muni du produit scalaire < A, B >= tr (AB), ou A et B sont deux éléments de Sy, soit
H = R! muni du produit scalaire canonique. Soient M et A des sous-ensembles convexes
de H tels que M est compact et M Nint(.A) # 0, ot int(A) est 'intérieur de A et P est
une fonction convexe définie sur A et a valeurs réelles. Le probléme de minimisation
revient alors a :

mén/&rr}mé(m). (2.7.1)

Or la proposition B22.] permet de ne considérer que des sous-ensembles M du type :
M = Conv {f(w)f(:c)', xc X} , (2.7.2)

ou {m(x),x € X} est un ensemble donné de points m(x) de H.
Si nous souhaitons reconstruire un plan & a partir d'un m € M, il est primordial de
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connaitre, pour chaque des m(x),z € X, un plan qui lui soit associé. Nous le notons &,
En effet dans ce cas, pour déterminer £ il suffit de trouver :

reNz,...,z, € X, wy,...,w, >0, avec Zwizl, (2.7.3)

i=1
tels que :

Z wm(z;) = m. (2.7.4)

Ainsi un plan € associé a un m € M est le mélange de plans : >, wzg Dans le cas ou
I'ensemble {m(x),x € X} a une stucture simple, Gaffke et Heiligers, [GH96], ont proposé
un algorithme permettant de résoudre le probléeme d’optimalité posé. Plus précisement,
ils supposent que tout probléme d’extremum linéaire,

in < > 2.7.5
{;21)1}} a, m(x) >, ( )

doit étre facilement résoluble sur cet ensemble pour tout a € H donné.

2.7.2. Cas d’un plan isovariant pour un modéle d’ordre d, d > 1

Gaftke et Heiligers s’intéressent au cas des plans G,,—invariants et des plans isovariants,
cf. [GH96], ou ils reprennent certains des résultats qu’ils ont obtenus dans [GH95b]. Nous
ne considérons que ces derniers et montrons, que les plans isovariants sont caractérisés
par un nombre réduit de parametres. Cette réduction a déja été utilisée, par exemple,
par Galil et Kiefer, dans [GK79], dans le contexte des plans servant a faire de I'extrapo-
lation et de des plans ®,—optimaux pour un modele de régression cubique sur la boule
v—dimensionnelle. Nous démontrerons également une caractérisation de l'isovariance a
I’aide de la matrice génératrice des moments. Nous nous servirons de cette caractérisation
dans le chapitre Bl

Soit x un domaine expérimental égal a la boule centrée en 0 et de rayon r > 0 et un
modele de régression multiple isovariant de degré d > 1.
Nous supposons que, pour le probleme d’optimalité considéré, la restriction a I’ensemble
des plans isovariants est justifiée comme c’est le cas pour les critéres de D—optimalité et
de I—optimalité.
Le lemme indique que la matrice des moments d’un plan isovariant se décompose de
la maniere suivante :

My(&) = D &(S,)Ma,. (2.7.6)

PER(E)

Les matrices M, , vérifient la relation :
Md,p = DpMd,le (277)

v+d
d

Les matrices des moments des plans isovariants £ sont donc paramétrées de maniere

ou D, est la matrice diagonale d’ordre avec Dy, = ool o) < d.
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2.7 Eléments de résolution d’un probléme d’optimalité

linéaire par le vecteur :

m€) = > &(S,)m(p), (2.7.8)

pER(E)

avec m(p) = (p%,...,p*), pour 0 < p < r.
Lorsque € décrit ’ensemble des plans isovariants, m(&) décrit M ot :

M = Conv{m(p), 0 < p<r}. (2.7.9)

Une résolution explicite d'un probléeme d’optimisation portant sur les plans isovariants
nécessite donc le calcul du terme général de la matrice My ,. Comme nous I’avons rappelé
ci-dessus, il suffit de déterminer le terme général de la matrice M.

Définition 2.7.1. Nous définissons la notion de parité pour les moments d’un plan &.

e un moment d’ordre v = (y1,...,%), p~ (&), est dit pair si tous les 7; sont pairs,
o un moment d’ordre vy = (V1,. .., M), fy (&), est dit impair si un au moins des 7; est
IMpPair.

Définition 2.7.2. La fonction génératrice des moments d’un plan &, pour un modéle
polynomial complet Ay de degré d, notée MCF?4(§), est définie par :

,oN2d
MGF44(¢)(t) = Eq {(1 +t X) } Vt € RV (2.7.10)
Ainsi dans le cas ou les poids sont tous égauz :
MGF44(¢)(t) = li (1 + t/:c-)zd Vt € RY (2.7.11)
= 2 il ) 7.

Proposition 2.7.1. Soit & un plan expérimental inclus dans le domaine expérimental x.
Le coefficient d’un mondme 7 = t]* x --- x t7» de MGFA4(&), la fonction génératrice des
moments du plan & pour un modele polynomial complet Ay de degré d, est égal a :

S CLLN— (2.712)

[Tead = D!

i=1

ol |7 = S0, 7 < 2d.
Démonstration 2.7.1. C’est une application de la formule du multindéme.

Proposition 2.7.2. Le terme général de la matrice Mg, est égal auz moments uf]y, avec
~ < 2d, de la distribution uniforme sur la sphére unité de R". Plus précisement :

e tous les moments ,uf)y impairs sont nuls,

e les moments u?, = [17,272 ... ,v“’“]o pairs respectent les relations :
A [T
1o = =l , (2.7.13)
20172 [ [ (7:/2)!
i=1
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avec )
_ap 2P (|y]/2)!(2d = )
vl = (2d)! )
o |y =37 i et les an, définis pour 0 < |v| < 2d et || pair, sont des nombres réels.
i=1 v
Nous avons alors ['identité :

d k J
MGFA4(&)(t) = Zazj (Zt?) . VteR (2.7.15)

(2.7.14)

Démonstration 2.7.2. La matrice Md,l est égale a la matrice des moments d’'un plan
isovariant dont le support est inclus dans la sphere unité de R” et dont les poids sont tous
égaux. Considérons un tel plan .

MGFY(€)(s(t) = - @) ”
g(t) = (1+9@®)z) , VERVgEGun (27.16)

r <
=1

T

1 « ;o\
_ ;Z<1—|—tga:i> . OV ERU NG E Gomn (2717

- : 2d
Y (1 +t g_la:i> . VEtER'.YgE G (2.7.18)
T
i=1

= MGF(g71(€))(t), VtecRY, Vg€ Gon. (2.7.19)

Puisque ce plan est isovariant les moments sont invariants pour I'action du groupe ortho-
. : -1 v

gonal sur les points support du plan et de ce fait p(§) = (€7 ) pour |y| =>""_, v < 2d

et tout g € G,u,. La proposition 2701 donne D'égalité des coefficients des mondmes

tY =t]" x - Xt pour |y| = Z;’:}l vi < 2d, implique celle des fonctions génératrices des

moments MGFA¢(&) et MGFA4(£9 ") pour tout g € Gopyp,. D’olt finalement nous avons :

MGFA4(€)(g(t)) = MGFA4(&)(t), Vt € R",Yg € Gopun. (2.7.20)

La fonction génératrice des moments est donc une fonction invariante par toute transfor-
mation du groupe orthogonal de R" : ¢’est une fonction radiale et par conséquent il existe
des nombres réels ag, as, . . ., asq tels que :

MGFA(&) = " ay; (Z t?) : (2.7.21)

j=1 i=1

Si le domaine expérimental x est tel que les fonctions polynomiales de degré inférieur ou
égal a 2d forment une famille libre, par exemple si x est d’intérieur non vide ce qui est
généralement le cas dans le contexte de I'isovariance, puisqu’alors x est une boule de R de
rayon non nul centrée en 0, nous pouvons identifier les coefficients des monoémes des deux
membres de I'équation B7.21] En particulier nous remarquons que si les moments sont
impairs alors les coefficients associés du membre de droite de 1'équation BX7.27] sont nuls
et si les moments sont pairs alors la formule du multinéme donne la valeur du coefficient
de t¥ =t]* x -+ x 7 pour le membre de droite de 'équation 2727 qui vaut :

a(171/2)!

H(')’i/Q)!

i=1

(2.7.22)
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La proposition .71 donne alors :

- (2d)! puy(&) = M, si p~(&) est un moment pair, (2.7.23)
[TOa)2d =) [[(i/2)!
i=1 i=1
(2d)! . o
— p~(€) = 0, sipy(§) est un moment impair, (2.7.24)

[Tead = D!

i=1
ce qui est bien équivalent au résultat annoncé.

Remarque 2.7.1. Nous sommes ainsi ramenés au probléme de trouver des plans isova-
riants dont le support est une sphere. Or la construction de dispositifs optimaux proposée
par Gaffke et Heiligers, [GH96], nécessite un nombre de points pour le plan & propor-
tionnel au nombre de poids non nuls. Il est donc particulierement opportun de chercher a
construire des plans isovariants de cardinaux variés. Plus le planificateur dispose de tels
plans, plus il peut étre a méme de construire des plans optimaux ayant un nombre de
points support en adéquation avec ses besoins, en particulier avec les contraintes aux-
quelles il est soumis et qui portent généralement sur le nombre maximal d’expériences
qu’il peut réaliser.

Remarque 2.7.2. La premiere étape de la preuve de la proposition est originale.
Son principal avantage est de ne pas avoir a déterminer de maniére explicite ’action in-
duite sur la matrice des moments M (&) du plan & par celle du groupe orthogonal de RY,
Gorth, sur le domaine expérimental x. Par conséquent il n’est pas nécessaire par exemple
de recourir aux notations schléaffliennes a la différence de la preuve proposée dans [MMO02].
En effet, puisque le domaine expérimental que nous considérons est une boule centrée en
I'origine de R” et de rayon non nul, la connaissance de la fonction génératrice des moments
MGF#4(£) pour un modéle polynomial complet Ay de degré d du plan & est équivalente &
celle de la matrice des moments M (&) du plan & analysé a I’aide d’'un modéle polynomial
complet Ay de degré d. Nous montrons alors que I'invariance de la matrice des moments
M (&) du plan & pour I'action par congruence du groupe Q,,4, induite par I'action linéaire
du groupe orthogonal de R", G4, sur le domaine expérimental &€ est alors équivalente
& Vinvariance de la fonction génératrice des moments MGF“¢ (&) du plan & par I'action
linéaire du groupe orthogonal de R”, G,.4.

2.8. Fonction génératrice des moments et invariance
faible

Il existe trois directions pour généraliser le résultat classique de la proposition .72 :

-i- Etudier le lien entre I'invariance de la matrice des moments M(€) du plan & pour
I’action par congruence du groupe Q induite par I'action linéaire d’un sous-groupe
du groupe orthogonal de R, G, sur le domaine expérimental & et celle de la fonction
génératrice des moments MGFAd(E) du plan & par 'action linéaire du sous-groupe
du groupe orthogonal de R”, G.
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-ii- S’intéresser au méme probléme que le précédent pour le cas d’'un modeéle polynomial
A de degré d qui n’est pas nécessairement complet.

-iii- Etudier le lien entre invariance de la matrice des moments M(€) du plan & pour
I’action par congruence du groupe Q induite par I'action linéaire d’un sous-groupe
compact des endomorphismes de R”, G, sur le domaine expérimental £ et celle d'une
fonction génératrice des moments du plan £ appropriée par I'action linéaire du sous-
groupe compact des endomorphismes de R”, G.

2.8.1. Invariance de la fonction génératrice des moments d’un
modéele polynomial par un sous-groupe du groupe ortho-
gonal

Nous souhaitons étendre le résultat de la proposition au cas d'une action linéaire
induite par un sous-groupe d’un groupe orthogonal. Pour cela commencons par définir la
fonction génératrice des moments du plan £ pour un modele polynomial A de degré d, in-
troduit dans la définition P23.4] ainsi que la notion d’invariance de la fonction génératrice
des moments.

Dans la fin de ce chapitre, tous les groupes G considérés agissent linéairement sur x. Nous
confondrons ainsi le groupe G et le groupe de matrices {U,, g € G} décrivant I'action
linéaire de G sur x.

Définition 2.8.1. La fonction génératrice des moments du plan & inclus dans le domaine

expérimental x analysé a 'aide d’un modéle de régression polynomiale A de degré d,
MGF4 (&), est définie par :

(2d)!

MGFAE)(1) = Y
= TG0k ~ )

1 (O, Wt e R, (2.8.1)

ou ensemble I' = {a + B, (o, B) € A%}

Remarque 2.8.1. Lorsque le modele polynomial est complet de degré d, la proposition
P71 nous assure que les définitions 272 et PRl sont bien confondues.

Lemme 2.8.1. Soient un plan expérimental £ inclus dans le domaine expérimental x
analysé a 'aide d’un modéle de régression polynomiale A de degré d et l’ensemble I' =
{a+ B, (a,B) € A%}. Soit (p le projecteur de la R—algébre des fonctions polynomiales
sur x dont une base du noyau est donnée par les fonctions polynomiales dont les degrés
n’appartiennent pas a A et une base de l'image par les fonctions polynomiales dont les
degrés appartiennent a A. La fonction génératrice des moments, MGFA(ﬁ), est égale a :

MGFA(€)(t) = ¢(r (MGF(¢)) (t), VteR" (2.8.2)
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2.8 Fonction génératrice des moments et invariance faible

Démonstration 2.8.1.

MeFAE®) = S o, vier (2.8.3)
”EFH — [y])!

-y et -, VieR  (284)
"GFH — ]!

-y B et vieR (285)
|v\<2dH — |y

= ( (MGFAd(s)) (t). (2.8.6)

Définition 2.8.2. Soient un groupe G = {U,, g € G} qui agit linéairement sur x et
un modeéle polynomial A sur un domaine expérimental x. La fonction génératrice des
moments du plan €, MGF(€), est G—invariante si :

MGF4(€)(g(t)) = MGF#(&)(t),Vt € RY,Vg € G. (2.8.7)

Lemme 2.8.2. Sile groupe G = {U,, g € G} est un sous-groupe du groupe orthogonal de
RY alors la transposition est une bijection de ’ensemble G dans lui-méme.

Démonstration 2.8.2. La démonstration est immédiate.

Lemme 2.8.3. Soient un sous-groupe G = {U,, g € G} du groupe orthogonal de R" qui
agit linéairement sur x et un modéle polynomial A sur un domaine expérimental x. La
fonction génératrice des moments du plan &, MGFA(E), est G—invariante si et seulement
si elle est G —invariante, avec G = {U,, g € G}.

Démonstration 2.8.3. Il s’agit d’une application du lemme 2.8.2

Théoreme 2.8.1. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY. Soit un mo-
déle polynomial A de degré d (G, Q)— équivariant pour un groupe G qui agit linéairement
sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G}, associé da laction linéaire de G sur x, est
un sous-groupe du groupe orthogonal de R" et que :

r(t—gt)M)(t)=gt)", VteR" Vyel\AVgeqg, (2.8.8)
r(t—g®)")(t) =0, VteR" Vyel,Vgedg, (2.8.9)

ou l'ensemble T = {a+ B3, (a,B) € A%}. L’invariance de la fonction génératrice des
moments, MGFA(E), pour l'action du groupe G est équivalente a celle de la matrice des
moments M (&) pour Uaction du groupe G.

Démonstration 2.8.4. Supposons que le plan & est G—faiblement invariant. Les mo-
ments sont invariants pour 'action du groupe G sur les points support du plan et de ce
fait p1(&) = ,u,y(fgfl) pour tout v € I' = {a + B, (a, 3) € A%} et tout g € G. Nous avons
alors par définition ’égalité entre les deux fonctions génératrices des moments :

MGF4(¢) = MGFA(¢7"), VYgeg. (2.8.10)
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Nous appliquons le lemme 2.81] :
& (MGFA(8)) (£) = ¢ (MGFAd (59*)) (t), VteR (2.8.11)
En utilisant la démonstration du théoreme nous aboutissons a I’égalité suivante :
Cr (MGFAd(gg”)) (t) = & (MGFY(€)(t — g(t)) (£), VEER'.¥ged. (28.12)

Nous avons alors pour tout t € R” et tout g € G :

G (MGFA(E)(t — g0) ()= 3 Dt — a(t)(0). (28.13)

lv<2d H — |yt

La propriété caractéristique de 1’équivariance du modeéle polynomial A, montrée dans le
théoreme B239 implique que pour tout v € I' 'égalité suivante est vraie :

Cr(t— g(t)")(t) =g(t)?, VEteR" Vgeqg. (2.8.14)
En utilisant les hypotheses concernant (r nous obtenons que :
MGF4(€)(t) = MGFA(&)(g(t)), VteR" Vgeg. (2.8.15)

Il suffit alors d’appliquer le lemme 2.8. 3 pour prouver I'invariance de la fonction génératrice
des moments, MGF*(£), pour P'action du groupe G. L’implication réciproque se montre
de maniére similaire.

Remarque 2.8.2. Si nous considérons un modeéle polynomial complet A, alors 'appli-
cation (r est l'identité. Nous en déduisons le corollaire 28] suivant.

Corollaire 2.8.1. Considérons un domaine expérimental x inclus dans R". Soit un mo-
déle polynomial Ay complet de degré d (G, Q)—équivariant pour un groupe G qui agit
linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G}, associé a l’action linéaire de G
sur x, est un sous-groupe du groupe orthogonal de R". L’invariance de la fonction géné-
ratrice des moments, MGFA4 (&), pour laction du groupe G est équivalente a celle de la
matrice des moments M (&) pour l'action du groupe G.

Démonstration 2.8.5. La remarque 2282 permet d’appliquer le théoréme 2811

Remarque 2.8.3. Nous utiliserons le corollaire BER1] du chapitre Bl pour construire des
plans G—faiblement pour ¢ un sous-groupe du groupe orthogonal de R".

2.8.2. Invariance de la fonction génératrice des moments d’un
modeéle polynomial complet par un sous-groupe compact
Nous nous intéresserons dans le paragraphe au lien entre I'invariance de la fonction gé-

nératrice des moments pour un modele polynomial complet A; de degré d pour 'action
d’un groupe de matrices compact.
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Remarque 2.8.4. Dans la démonstration du théoréme P27 nous avons essentiellement
tiré parti du fait que G,,4, est le groupe orthogonal de R”. Or, comme nous I’avons montré
dans le lemme P32 pour tout modele de régression (G, Q)—équivariant pour un groupe
Q compact il existe un produit scalaire < -,- >p, défini par une matrice symétrique
définie positive F, tel que Q est un sous-groupe du groupe orthogonal de R* muni du
produit scalaire < -, - >g. Cette propriété est uniquement liée au fait que le groupe Q est
un groupe compact d’endomorphismes d’'un espace vectoriel de dimension finie, voir par
exemple [MT86] et [Ale99] puisque dans ce cas tout groupe de matrices d’ordre v compact
est conjugué a un sous-groupe compact du groupe orthogonal O,.

Si I’action du groupe compact, G, se traduit par une action linéaire qui n’est pas associée
a un sous-groupe du groupe orthogonal de R", I'invariance faible du plan se traduit par
I'invariance d’une fonction génératrice des moments particuliere que nous allons introduire
a la définition

Définition 2.8.3. Soient un modeéle polynomial complet de degré d et E une matrice
symétrique réelle d’ordre k définie positive. La fonction E—génératrice des moments du
modele polynomial complet Ay de degré d, MGng(E), est définie par la relation suivante :

MGFR(€)(t) = R [(1+ t, X)), vt e RY, (2.8.16)
ou (t, ), = t Ex pour tout (t, ) de RY x R".

Remarque 2.8.5. La fonction [,—génératrice des moments est égale a la fonction géné-
ratrice des moments du modele polynomial complet de degré d telle qu’elle a été introduite
dans la définition Elle est adaptée a I’étude des invariances par un sous-groupe du
groupe orthogonal puisque dans ce cas nous pouvons prendre pour matrice FE la matrice
identité d’ordre v.

Lemme 2.8.4. Soient un modéle polynomial complet de degré d et E une matrice symé-
trique réelle d’ordre k définie positive. La fonction E—génératrice des moments du plan &
vérifie les propriétés suivantes :

MGF2(€)(t) = MGFA(¢)(Et), YteR (2.8.17)
= MGFA(EY2¢)(EY*t), VteRY (2.8.18)
MGF44(E¢)(t), Vtc R (2.8.19)

Démonstration 2.8.6. Puisque E est une matrice symétrique réelle d’ordre k définie
positive, il existe une unique matrice réelle d’ordre k définie positive F' telle que £ = F2.
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Nous la notons E'/2. Les relations suivantes découlent directement de la définition :

[ , 2d
MGF2(&)(t) = Ee <1+tEX) },WER”, (2.8.20)

: o

= E (1+(Et) X) vt € R” (2.8.21)

= MGFA(¢)(Et), VteR". (2.8.22)
: o

= E (1+(Et) X) vt € RY (2.8.23)
- / - o

= E (1+(E1/2t) E1/2X) vt € R” (2.8.24)

= MGFA(EY2¢)(EY*t), VteRY (2.8.25)
: | e

= E (1+(E1/2t) E1/2X) vt € R” (2.8.26)
i , 2d )

= E <1+t(EX)) },WERU (2.8.27)

= MGFA(E€)(t), VteR". (2.8.28)

Proposition 2.8.1. Soit un modéle polynomial complet Ay de degré d (G, Q)—équiva-
riant pour un groupe G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G},
associé a ’action linéaire de G sur x, est compact. Soit E ['une des matrices symétriques
réelles définies positives telle que le groupe {U,, g € G} est un sous-groupe de O,(E), pour
Uezistence de E voir la remarque [2.8.Q. Nous avons la relation suivante :

MGFAY(€)(g(t)) = MGFA‘ (& ')(t), VteR"Vgeg. (2.8.29)
Démonstration 2.8.7.

MGF3(€)(g(t) = MG_Féd(é)(Ugt) (2.8.30)
= Ee (1+(EUgt)’X)2d],VteRv,vgeg (2.8.31)

;L 2d
- E (1 +t UgEX> VteR'VgeG (2.8.32)

) 2d
= E (1 +t EUg—lX) } VEeR' VgeG  (2.833)

) 2d
— Fe (1 +t EUQAX) } VEeR.VgeG  (2.8.34)

. oN2d
= E [(1 + (Et) X) } VEER' VgeG  (2.8.35)

— MGF (&9 )(t), VteR"Vged. (2.8.36)
Remarque 2.8.6. Lorsque le groupe G est un sous-groupe du groupe orthogonal nous
pouvons prendre E = I,. Nous retrouvons le résultat d’invariance que nous avions établi
précédemment dans le corollaire 22811
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Définition 2.8.4. Soient un groupe G = {U,, g € G} qui agit linéairement sur x et un
modele polynomial complet Ay sur un domaine expérimental x. La fonction E—génératrice
des moments du plan &, MGng (&), est G—invariante si :

MGF24(€)(g(t)) = MGFa(£)(t),Vt € R*, Vg € G. (2.8.37)

Nous nous intéressons maintenant au lien entre 'invariance faible du plan et celle de la
fonction E—génératrice des moments. Nous souhaitons établir un résultat analogue au
corollaire 2281l Nous commencons par le lemme 2287

Remarque 2.8.7. Soit x un domaine expérimental inclus dans R". Le plan expérimental
¢4, image d’un plan expérimental £ inclus dans le domaine expérimental x par une
matrice A inversible n’est pas nécessairement associée a un plan expérimental appartenant
au domaine expérimental x. En effet I'image du support du plan expérimental & par
I’application A n’est pas nécessairement incluse dans x. Par contre la bijectivité de A
nous assure que les poids du plan & seront identiques a ceux de fA. Toutefois comme
nous considérons des modeéles polynomiaux, ceux-ci sont définis sur RY et de ce fait il est
encore possible de définir la matrice des moments du plan €. Si le domaine expérimental
X est compact, nous pouvons toujours trouver A > 0 tel que &4 C Ax ou sinon prendre
x = RY. Appelons x* ce second domaine expérimental que nous ne préciserons dans la
suite. En effet nous ne considérons que des domaines expérimentaux d’intérieur non vide
et un groupe G qui agit linéairement sur x. Il est alors possible de montrer que, si un
modele polynomial est (G, Q)—équivariant pour un domaine expérimental x, ce modele
polynomial est (G, Q)—équivariant pour le domaine expérimental x*. Ceci nous permet
alors de chercher une relation entre I'invariance faible du plan & et celle du plan £€4. 11
s’agit de l'objet du lemme suivant P28

Lemme 2.8.5. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY et d’intérieur non
vide. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)—équivariant pour un groupe
G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G}, associé a l'action
linéaire de G sur x, est compact. Soit E l'une des matrices symétriques réelles définies
positives telle que le groupe {U,, g € G} est un sous-groupe de O,(E), pour l’existence de
E wvoir la remarque[2.8] Le plan €¥ image du plan & par la matrice E, est G—faiblement
invariant si et seulement si le plan & est G — faiblement invariant, avec G = {Ug’, g e Q}.

Démonstration 2.8.8. L’action linéaire d’'une matrice A sur R? induit ’action linéaire de
l'opérateur @ 4 sur la R—algebre des polynémes a v indéterminées, R[xy, ..., z,], suivante :

Qa(P) = P(AX), VP €ER[xy,..., 1, (2.8.38)

L’application qui a la matrice A du groupe linéaire de R associe I'opérateur () 4-1 est
un morphisme de groupes. Par conséquent, si la matrice A est inversible alors il en va de
méme de 'opérateur () 4.

L’opérateur ()4 conserve le degré total d'un polyndéme. Par conséquent sa restriction a
I'espace vectoriel Ry[zy, ..., x,] des polynémes en v indéterminées de degré au plus d est
un isomorphisme. Nous notons cet isomorphisme Q4.

Comme le domaine expérimental x est d’intérieur non vide, 'action de l'opérateur @) 4

sur R[zy, ..., x,] s’identifie avec I'action linéaire induite par la matrice A sur les fonctions
polynomiales définies sur € suivante :
Qa(P)(x) = P(Ex), V(Px)€R[zry,...,z,] X x. (2.8.39)
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Nous avons en particulier pour le modeéle polynomial complet de degré d et la matrice F
symétrique définie positive de I’énoncé la relation suivante :

Qe(f(x)) = f(Ex), Vx < x. (2.8.40)

Nous en déduisons que :
M(eE) = Zg x;) f(Exz;) f(Bx;) (2.8.41)
= Zs ;) Q% f (2) f (:) QF (2.8.42)

= Q% (Zﬁ(%)f(%)f(%)) ¢ (2.8.43)
= QEM(§)Qp. (2.8.44)

D’autre part nous avons les égalités suivantes :

M((€")?) = M(UL") Vgeg
= MU,EE) Vgeg
= M(EU,.§) Vg€eg

= QEM(U-8)Q% Vg€

Comme la matrice E et donc la matrice Q% est inversible, nous avons les équivalences
suivantes :

M((€%)) = M(£") vgeg (2.8.49)
QEM(U, 16)Q% E QEM(£)Q% Vgeg (2.8.50)
MU, +¢) E M) VYgeg (2.8.51)
M(£9) E M) Ygeg. (2.8.52)

Proposition 2.8.2. Considérons un domaine expérimental x inclus dans R" et d’inté-
rieur non vide. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équivariant pour un
groupe G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G}, associé d l'ac-
tion linéaire de G sur x, est compact. Soit E l'une des matrices symétriques réelles définies
positives telle que le groupe {U,, g € G} est un sous-groupe de O,(E), pour lexistence de
E wvoir la remarque[2.8 Le plan €Y est G —faiblement invariant, avec G = {Ug’, g e Q},
si et seulement si la fonction E—génératrice des moments, MGng (&), est G—invariante.

Démonstration 2.8.9. Une application de la proposition 2.8l indique :

MGF2(€)(g(t)) = MGFai(¢9 )(t), VteR"Vgeg. (2.8.53)
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Nous considérons l'image du plan & par 'application linéaire de matrice E, que nous
notons &%.

MGF44(E¢)(g(t)) = MCFa(€)(g(t), VteR'.Vgeg (2.8.54)
= MGF2(¢9 ) (t), VEeR"Vgeg (2.8.55)

= MGF*(E¢% )(t), VteR"Vgeg (2.8.56)

= MGF*(EU,€)(t), VteR"Vge§ (2.8.57)

MGF44(U E€)(t), VYteR’ Vgeg (2.8.58)

= MGF4(U£")(t), VteR"Vgeg (2.8.59)

— MCFA((P)9)(t), VteRYYgeg. (2.8.60)

Nous pouvons alors appliquer la proposition 27Tl et en déduire que, pour |y| = >_7_, v <
2d, le coefficient d'un mondme #¥ = t]* x --- x t7* de MGF4(£)(g(t)) est égal a :

R ) (2.8.61)
[0 = D!
Nous avons également :
MGF24(€)(t) = MGF(E¢)(t), VteRY (2.8.62)
= MCF4(¢8)(t), VtecR. (2.8.63)

Nous pouvons alors appliquer la proposition ZZTl et en déduire que, pour |y| = >_7_ v <
2d, le coefficient d’un mondme #¥ = ]* x - -- x t7* de MGF44(£)(t) est égal a :
(2d)!
: (€7, (2.8.64)
[TOar2d )

i=1

Supposons que la fonction E—génératrice des moments, MGng (&), est G—invariante.
Ceci se traduit par I'égalité suivante :

MGF44(€)(g(t)) = MGFa(&)(t), VteR",Ygeg. (2.8.65)
L’égalité Z86H implique alors que les deux expressions 22864 et 22861 sont égales.

1(E5) = 14 ((€5)7), Vgeg. (2.8.66)

Par conséquent le plan €7 est G'—faiblement invariant, avec G’ = {Uglp g€ Q}.
Réciproquement supposons que, pour G = {U;, geg }, le plan &% est G'—faiblement
invariant.

14(&7) = 1,((€5)7), Vgeg. (2.8.67)
Nous en déduisons que, pour |y| = Y. ;v < 2d, le coefficient d’'un monéme 7 =
7' x -+ x £ de MGFA4(£5)(t) est égal au coefficient d’'un monoéme ¥ = ' x --- x

1 de MGFA4((g" )9/)(t). Par conséquent les deux fonctions génératrices des moments
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MGFA4(£%) et MGFA4((¢” )9/) sont égales. Ainsi les deux fonctions génératrices des mo-
ments MGF*(E¢) et MGFA4(EU,-1(£)) sont égales. Une application du lemme EZ87]
implique I’égalité des fonctions E—génératrices des moments MGF ¢ (€) et MGng(E‘fl).
Puis une application de la proposition 228 T nous permet d’aboutir aux égalités suivantes :

1

MGF24(€)(g(t)) = MGFgp(& )(t), VteR'.¥geg (2.8.68)
— MGF2(£)(t), VteR'.Vgeg, (2.8.69)

qui prouvent la G—invariance de la fonction EF—génératrice des moments, MGF 3‘1 (&).

Théoréme 2.8.2. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY et d’intérieur
non vide. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équivariant pour un groupe
G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G}, associé a l'action
linéaire de G sur x, est compact. Soit & ['une des matrices symétriques réelles définies
positives telle que le groupe {U,, g € G} est un sous-groupe de O,(E), pour l’existence
de E wvoir la remarque [2.8.] La fonction E—génératrice des moments, MGF (&), est
G—invariante si et seulement si le plan & est G—faiblement invariant.

Démonstration 2.8.10. Appliquons la proposition B.83 : le plan &¥ est G’ —invariant,
avec G = {U;, g e g}, si et seulement si la fonction E—génératrice des moments,

MGng(E), est G—faiblement invariante. Rappelons le résultat du lemme P.8. 5 dont les hy-
pothéses sont vérifiées : le plan € est G—faiblement invariant si et seulement si le plan £,
image du plan & par la matrice E, est G —faiblement invariant, avec G = {Ug’, geg }
Nous en déduisons ’équivalence qu’il fallait démontrer.

Remarque 2.8.8. Le lien que le théoreme établit entre I'entre I'invariance faible
et l'invariance de la fonction génératrice des moments est remarquable : nous transfor-
mons le probleme initial en un probleme d’invariance polynomiale qu’il est possible de
traiter algorithmiquement, comme nous le préciserons au chapitre Bl a I'aide de I'algébre
commutative computationnelle.

Remarque 2.8.9. Si le groupe G = {U,, g € G} est un sous-groupe du groupe orthognal
de RY nous pouvons prendre E = I,. Ce groupe est relativement compact. Soit G son
adhérence, pour laquel les propriétés d’invariance seront également vérifiées par passage
a la limite des égalités les définissant puisque 'action de G sur les fonctions polynomiales
de degré inférieur ou égala 2d est continue pour la topologie usuelle. Ainsi les notions
d’invariance associée a 1’action du groupe G coincident avec celles associées au groupe G.
Par conséquent nous pouvons appliquer le théoréme pour le groupe G, qui est est
alors compact, et £ = I,. Nous retrouvons ainsi les résultats d’invariance du corollaire

P81

Nous montrons maintenant, et nous reviendrons sur l'intérét majeur de ce résultat en
termes d’application a la construction explicite de dispositifs G—invariants au théoreme
E.T7 et au corollaire dans le chapitre [, qu’il est possible de caractériser la G—in-
variance faible d’un plan &, analysé a I'aide d’un modele polynomial complet, pour G un
groupe compact, par l'invariance pour I'action d’un sous-groupe du groupe orthogonal de
O, d’une fonction déduite de la fonction génératrice des moments &.

Nous commencgons par un lemme pour préciser la nature d’un sous-groupe compact de

GL,(R).
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Lemme 2.8.6. Soit G un sous-groupe compact de GL,(R). Le sous-groupe G est conjugué
d un sous-groupe IC du groupe orthogonal O,, c’est-a-dire il existe A € GL,(R) tel que
G =AKA™ L.

Démonstration 2.8.11. Nous renvoyons par exemple a [MT86].

Remarque 2.8.10. Soit G un sous-groupe compact de GL,(R). Nous avons vu a la
remarque .84 qu’il existe alors une matrice F définie positive telle que G est un sous-
groupe compact de O, F le groupe orthogonal de R” muni du produit scalaire associé a
E. Un calcul direct montre que nous pouvons prendre £ = (AA")™!.

Théoréme 2.8.3. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équivariant pour
un groupe G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G}, associé a
laction linéaire de G sur x, est compact. Soit A l'une des matrices inversibles telle que le
groupe {U,, g € G} est conjugué a K un sous-groupe de O,, pour Uezistence de A voir le
lemme 1A La matrice E = (AA")™" est une matrice E définie positive telle que G est
un sous-groupe compact de O, E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

-i- La fonction E—génératrice des moments, MGng (&), est G—invariante.
-ii- La fonction génératrice des moments de €47, MGFAd(EAfl), est KK—invariante.

Démonstration 2.8.12. Nous avons 1’équivalence suivante :

, 2d i , 2d
E, (1 +t EX) — E (1 +(Ut) EX) } VEERVgeG  (2.8.70)

o
Ee|(1+¢EX)

[ , 2d
E, (1 4 (AKA'E) EX) } Wt € R, VE € K. (2.8.71)
Puis nous avons les égalités suivantes :
, 2d . 2d
Ee [(1 +t EX) } ~ Ee [(1 +tA—1A—1X) } VEER VR EK (2872
, 2d
~ Ee [(1 + (A7) A—lx) } VteR.VE €K (2.8.73)
. oN2d
= B [(1 4 (A7) X) } VEER'VE €K (2.8.74)
= MGFA(&4 " )(A "), VE € RV, Vk € K. (2.8.75)
/ 2d , ;o 2d
Ee [(1 + (AkATE) EX) } — E, [(1 t (ARATY A —1A—1X> } WVt e R, Vk € K
/ / / 2d
= Ee {(1 A A‘lX) } Vt € RV, Vk € K (2.8.76)
3

/ / / 2d
. [(1 Tt A X) } Wt € R, VEk € K (2.8.77)

. o\2d
= B l(1 + (k(A™'t)) X) ] NVt e R Vk e K

= MGFA(2 ) (k(A't),VE e R".Vk e K.  (2.8.78)
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Nous avons donc obtenu 1’équivalence suivante :

E, [(1 + t'EX)zd} — Ee [(1 + (Ugt)'EX>2d] VEERVgeG  (2.8.79)

MGF4 (¢4 ) (A7) = MGFA(¢4 )(k(A')),Vt e R*,VE € K. (2.8.80)

En effectuant le changement de variable bijectif u = A~'¢ nous aboutissons a I’équivalence
recherchée :

E, {(1 +t'EX)2d] ~ Ee {(1 + (Ugt)'EX)M} VEERVgeG  (2.881)

7
MGFA (¢4 ) (w) = MGF(¢* ) (ku),Vu € RY, Vk € K. (2.8.82)

Remarque 2.8.11. Soient x un domaine expérimental de R” d’intérieur non vide, un plan
& analysé a I’aide d’un modele de régression polynomiale complet de degré d (G, Q)—équi-
variant pour l'action linéaire d’'un sous-groupe compact de GL,(R). Pour construire un
plan expérimental G-faiblement invariant, nous proposons la méthode suivante.

-i- Déterminer A € GL,(R) et K un sous-groupe de O,(R) tels que G = AKA™.

-ii- Choisir un plan n, tel que le support de p est inclus dans x, parmi la liste des
plans a la disposition de 'expérimentateur pour lesquels la fonction génératrice des
moments du plan expérimental 17, MGF4¢(n), est K—invariante.

-iii- Le plan expérimental & = p* est alors un plan G-faiblement invariant.

Remarque 2.8.12. La connaissance de dispositifs isovariants pour des cardinaux variés
de I'ensemble des points support du plan permet d’étre assuré de disposer de plans qui
seront de surcroit —faiblement invariant pour K tout sous-groupe compact du groupe
orthogonal. Nous mettons ainsi a nouveau en avant l'intérét de mettre a la disposition
des expérimentateurs des dispositifs isovariants. Nous verrons au chapitre [l pourquoi
il est également souhaitable de construire des plans pour lesquels nous connaissons les
coordonneées exactes des points support du plan.

2.9. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré en particulier des modeles de régression multiple
polynomiale (G,rin, Qoren) —€équivariants et établi que les plans isovariants et admissibles
forment une classe essentiellement compléte. Nous avons également montré que la re-
cherche de dispositifs D—optimaux et [—optimaux pour un modeéle de régression poly-
nomiale complet de degré d peut se restreindre a la recherche des plans qui sont de plus
isovariants. Enfin nous avons souligné que la construction explicite d'un plan isovariant
solution au probléeme de D—optimalité ou de [—optimalité nécessite la connaissance de
dispositifs qui sont isovariants. La notion d’isovariance semble également avoir un intérét
dans d’autres domaines de la statistique ; nous renvoyons par exemple a [Her88] pour un
exemple qui met en avant la notion d’isovariance pour la comparaison estimateurs par
moindres carrés ordinaires et des estimateurs par moindres carrés généralisés.
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2.9 Conclusion

Lors de la détermination de la matrice des moments d’un plan isovariant nous avons
introduit la fonction génératrice des moments du plan. Il s’agissait avant tout d’'une ma-
niere simple pour déterminer la valeur des moments d’un plan isovariant en utilisant le
fait que la fonction génératrice des moments était radiale puisque qu’invariante par toute
transformation du groupe orthogonal. La démonstration proposée a été simplifice par
rapport a celle de [MMO02]. Nous avons montré qu’il est possible d’étendre ce résultat
dans plusieurs directions. La premiere, le cas des sous-groupes du groupe orthogonal et
d’un modeéle polynomial complet, est déja connue, cf. [Col02]. La seconde permet de s’in-
téresser au sous-groupes du groupe orthogonal et aux modéle polynomiaux qui ne sont
pas nécessairement complets. Il s’agit d'un résultat nouveau puisque la fonction géné-
ratrice des moments n’est employée qu’avec des modeles polynomiaux complets. Enfin
dans le troisiéme point nous démontrons que I'invariance faible pour un groupe compact
et un modele polynomial est équivalente a I'invariance de la fonction E—génératrice des
moments. L’introduction de cette fonction ainsi que le théoreme de caractérisation font
partie des nouveautés apportées par ce travail. Elles permettent 'utilisation de techniques
d’algébre commutative computationnelle qui, comme nous le verrons au chapitre B, nous
permettent une approche algorithmique de la construction de plans faiblements invariants
pour l'action non seulement du groupe orthogonal mais aussi d'un groupe compact qui
agit linéairement sur le domaine expérimental. Nous avons enfin montré comment il est
possible, en utilisant les propriétés de la fonction génératrice des moments que nous avons
montrées, de ramener le probléme de la construction de plans G-faiblement invariants
pour l'action d’un groupe G de matrices compact a celui de la construction de plans
KC-faiblement invariants pour I'action d’un groupe de matrices I qui est un sous-groupe
compact du groupe orthogonal. Ainsi si nous sommes a méme de construire des disposi-
tifs isovariants nous pouvons construire des plans qui sont G-faiblement invariants pour
I’action d'un groupe G de matrices compact quelque soit le groupe G de matrices compact
considéré.

Nous allons maintenant nous intéresser, dans le chapitre Bl suivant, au lien qui existe entre
la notion d’isovariance, ou plus généralement d’invariance faible, et certaines propriétés
de symétrie de la surface de variance d'une surface de réponse.
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Chapitre 3

Surfaces de réponse

Nous nous préoccupons dans ce chapitre de surfaces de réponse et nous allons montrer
que les plans isovariants y jouent, la encore, un role privilégié. Pour une introduction plus
détaillée a ce domaine central de la planification expérimentale, nous renvoyons aux livres
de Box et Draper [BD88] et [BDO7], Khuri et Cornell [KC96] et Myers et Montgomery
[MMO2] ainsi qu’a 'ouvrage édité par Khuri [Khu06].

Nous allons faire le lien entre la notion de G—invariance faible d’un plan analysé a l'aide
d’un modele A et I'invariance de la surface de réponse associée a A pour I’action du groupe
G en un sens que nous préciserons.

En premier lieu nous exposons le résultat fondamental de Box et Hunter, présenté en 1957
dans [BH57], qui établit le lien entre l'isovariance d’un plan et le fait que la surface de
réponse d’'un modele polynomial complet d’ordre d est une fonction radiale. Nous repre-
nons la démonstration donnée dans [DGP93] qui s’étend naturellement au cas de tout
dispositif faiblement invariant pour lequel la matrice des moments du plan est inversible.

L’expérimentateur ne peut se contenter de ce résultat qui ne concerne que des matrices
des moments non singulieres. En effet il existe plusieurs raisons pour lesquelles il peut
étre amené de maniere naturelle a utiliser des matrices des moments singulieres. Nous en
rencontrerons trois dans ce travail.

La premieére est liée a la nature du domaine expérimental qui peut induire lui-méme la sin-
gularité : modeéles polynomiaux complets de degré supérieur ou égal a 2 dans un domaine
expérimental égal a la sphere unité de ’espace vectoriel, modeéles polynomiaux complets
pour des plans pour mélange et plus généralement des que les fonctions qui interviennent
dans la définiton du modeéle ne forment pas une famille libre sur le domaine expérimental.
Bien entendu l'expérimentateur pourrait lever cette difficulté en considérant un modeéle
dont les fonctions forment une famille libre sur le domaine expérimental. Ainsi par exemple
dans le cas d’'un domaine expérimental égal a la sphére unité, il est possible d’'utiliser un
modeéle polynomial qui ne comporte que des polynémes harmoniques distincts. Dans tous
les cas il est alors possible de trouver un plan expérimental tel que la matrice des moments
de ce modele est non singuliére. Toutefois la difficulté d’interprétation des effets associés
a chacun de ces polynomes harmoniques dissuade généralement les expérimentateurs de
leur utilisation. Pour un exposé de situations pratiques ou apparait cette difficulté nous
renvoyons le lecteur au chapitre [l

La seconde est liée a une volonté de l'expérimentateur de surparamétrer le modele afin
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d’en tirer un avantage technique. Par exemple dans la section B4l de ce chapitre nous
introduirons, suivant Draper et Pukelsheim [DP98|, des modeles polynomiaux complets
de degré d, qui sont surparamétrés des que d est supérieur ou égal a 2. Nous pourrons
alors tirer parti de I’algebre tensorielle pour étudier I'action induite sur le modele par une
action linéaire sur le domaine expérimental. Sans cette surparamétrisation cette étude est
a la fois moins naturelle et plus complexe a réaliser.

La troisiéme peut étre une conséquence de la nécessité de raffiner le modele utilisé pour
analyser le plan expérimental si celui-ci n’a pas permis de fournir un ajustement dont la
qualité a été jugée suffisante. Ce raffinement passe par I'ajout de fonctions au modele avec
lequel le plan expérimental a été analysé a l'origine, ce qui peut introduire des confusions
d’effets puisque le plan expérimental n’était a priori adapté qu’au plan initial. Nous ver-
rons au chapitre b quelles stratégies une approche algébrique permet de mettre en place
pour la résolution de ces difficultés dans le cas d’'un modeéle polynomial.

En second lieu, nous étudions le lien entre G—invariance faible et G—invariance de la sur-
face de réponse dans le cas ot la matrice des moments n’est pas inversible. Pour cela nous
commencons par rappeler certaines propriétés des pseudo-inverses d’'une matrice et justi-
fions par des considérations statistiques I'introduction de la notion de surface de variance
extrapolée associée a une matrice des moments non inversible. Celle-ci coincide avec la
notion de surface de variance au sens habituel du terme lorsque la matrice des moments
du plan est inversible. Nous prouvons alors que si un plan est G—faiblement invariant, sa
surface de réponse extrapolée est alors G—invariante et que, réciproquement, si la surface
de variance d’un plan est G—invariante et sous une condition supplémentaire naturelle, le
plan est G—faiblement invariant.

Nous montrons alors, en troisiéme lieu, qu’il est plus naturel d’introduire la notion de
surface de variance généralisée, comme par exemple dans [Puk93], et nous montrons le
lien entre invariance de cette surface de variance et la faible invariance du plan. En effet
les surfaces de variance extrapolées ne conservent pas une partie fondamentale de I'in-
formation statistique de la matrice des moments a laquelle elles sont associées : I'image
de la matrice des moments. Ceci a pour conséquence de définir une variance en un point
du domaine expérimental pour lequel il n’est peut étre méme pas possible d’estimer la
réponse moyenne. Les surfaces de variance généralisée permettent de remédier a ce défaut.

En quatrieme lieu nous revenons sur une nouvelle maniére d’écrire un modele polynomial
en méthodologie des surfaces de réponse, suivant ainsi 'approche de Draper et Pukelsheim
[DP98]. Le groupe de matrices Q, associé a 'action du groupe orthogonal G, est alors
un sous-groupe d’un groupe orthogonal ce qui est avantageux lorsque nous considérons
des criteres d’optimalité orthogonalement invariants.
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3.1 Un cas particulier : matrice des moments inversible

3.1. Un cas particulier : matrice des moments inver-
sible

3.1.1. Définition

Considérons un modeéle Ay, polynomial complet de degré d, défini comme en 2.3.12, et un
plan & dont le support est inclus dans le domaine x = B, avec r > 0.

Remarque 3.1.1. A; est un modéle polynomial de dégré d isovariant et de ce fait le
modéle de régression utilisé est (Gopin, Qortn) — €quivariant et le domaine x est d’intérieur
non vide. Nous sommes donc dans les conditions d’application du corollaire 231 : I’ap-
plication ¥ qui d g de Gopp associe Qg de Qo est donc un morphisme de groupes.

Définition 3.1.1. Une surface de réponse d’ordre d, notée m, est un modéle de régression
polynomial multiple associée au modéle Ay :

n(z) = 04 fa(z), (3.1.1)

0t 0y = (0%, e € Ay) et fa(x) = (o € Ay)

Dans toute la suite, nous nous intéressons a des estimateurs des surfaces de réponse n(x)

—_

obtenus par le théoréeme de Gauss-Markov et que nous notons n(x) :

—_

n(x) = 04 fal). (3.1.2)

Définition 3.1.2. Supposons que la matrice des moments du plan & soit définie positive.
La surface de variance de ’estimateur de la réponse moyenne, n(x) est égale a :

vne)(®) = fa(x) M(€)" fa(z), vz ex. (3.1.3)

3.1.2. Isovariance et invariance de la surface de réponse

En 1957, Box et Hunter, voir [BH57], stipulent qu'une propriété recherchée des surfaces
de réponse est que la surface de variance ne dépende que de la norme euclidienne de x,
c’est-a-dire que la surface de variance soit invariante par toute transformation du groupe
orthogonal O,. Draper, Gaftke et Pukelsheim, [DGP93|, indiquent que, I'expérience ac-
cumulée par l'utilisation fructueuse des surfaces de réponse pendant 30 ans, a demontré
que la propriété d’isovariance de la surface de variance était de premiere importance.

Nous commencons par un petit historique de la notion d’isovariance en méthodologie des
surfaces de réponse qui témoigne de la position centrale de cette notion. Ainsi nous ren-
voyons le lecteur vers les articles de Box et Behnken [BB60], Bose et Carter [BC59], Bose
et Draper [BD59], Gardiner, Grandage et Hader [GGH59], Draper [Dra60b], [Dra60a]
et [Dra61], Das [Das61], Das et Narasimham [DN62], Herzberg [Her64], Hill et Hunter
[HH66], Draper et Herzberg [DH68], Mehta et Das [MD68], Gupta et Dey [GD75], Mead
et Pike [MP75], Huda [Hud82], Draper et Pukelsheim [DP90], Draper, Gaftke et Pukel-
sheim [DGP91] et [DGP93], Draper et Pukelsheim [DP94], Draper et Heiligers et Pukel-
sheim [DHP96] ainsi que le livre de Raghavarao [Rag71] et les rapports techniques de Box
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et Behnken [BB58|, Draper et Mc Gregor [DMG67], Mee [Mee00] et Block et Mee [BMO1].

Définition 3.1.3. Une surface de variance est dite isovariante si :
UM(E)(T(.’B)) = UM(E)(w), vr e O,,Vx € R". (314)

Remarque 3.1.2. La propriété d’isovariance de la surface de réponse signifie qu’d une
distance donnée de ['origine, la qualité de [’estimation de la surface de réponse est iden-
tique.

Une surface de variance, B.T.2, est caractérisée par la donnée d’une matrice des moments
d’un plan. Aussi Box et Hunter (1957), [BH57], ont cherché une condition nécessaire et
suffisante portant sur la matrice des moments d’un plan M (&), supposée inversible, pour
que la surface de variance associée soit isovariante. Leur résultat a été repris et redémontré
dans [DGP93] ou les auteurs montrent que ce résultat n’est plus valable si d > 2 et que
nous supposons seulement que la M (&) est une forme quadratique définie positive. Cette
difficulté, que nous préciserons au cours de la démonstration du théoréme BTl n’est pas
envisagée par tous les auteurs, comme par exemple Myers et Montgomery, dans [MMO02].
Nous proposons ici une démonstration dont une partie repose sur les notions introduites
au chapitre Pl

Théoréme 3.1.1. Pour toute matrice des moments d’un plan M (&) définie positive, la
surface de variance vy g est isovariante si et seulement si le plan € est isovariant au sens
de la définition [2.37, c’est-d-dire s’il est Gy, = O,—faiblement invariant ou encore si,
pour tout r € O,, la matrice M(€") = M(E).

Démonstration 3.1.1. Puisque ¥ est un morphisme de groupes nous avons :

Qv =Q=Q,", VYreo,. (3.1.5)

o

Commencons par montrer que si le plan & est isovariant alors la surface de variance vy g
est isovariante.

Soit €& un plan isovariant.

L’isovariance de la matrice des moments et la relation impliquent :

M= (QMQ,) ' =Q . M'Q,, Vreo,. (3.1.6)

Considérons la surface de variance U}"V[(E) déduite de vy (¢ par I'action d’un élément r € O, :

v (r(@) = fa(r(@) M(&) fa(r(z)), Vo ex (3.1.7)
= fa(®) QM (&)7'Q, falw), Yz ex (3.1.8)
= falx)M(&)" fa(®), Vzex (3.1.9)
= ume(x), Vo ex. (3.1.10)

Montrons maintenant que si la surface de variance vy ) est isovariante alors le plan & est
isovariant.

vme)(r(x)) = ovmele), Veex,vreo, (3.1.11)

~

/

fa(r(z)) M(&)™" fa(r(z)) fa(x) M(&) " fa(x), Vxex,VreO,. (31.12)
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3.1 Un cas particulier : matrice des moments inversible

Nous devons donc montrer que

fa(x) Q. M(€)7'Q, fa(x) fa(x) M(&) L falx), Vxex,VreO, (3.1.13)

<= |

M(€)™! Q.M(E)'Q,, Vreo,. (3.1.14)

La difficulté réside dans le fait que 'application fg4 de x dans R¥ n’est pas nécessairement
surjective. Puisque le domaine expérimental x est une boule de R”, nous pouvons toujours

extraire de x k = vecteurs dont les images par fg forment une base pour R¥.

v
v+d
Cependant Tm (fq) & R* dés lors que d > 1, c’est-a-dire que Im (f) n’est pas un espace
vectoriel. Ainsi 'égalité n’implique pas nécessairement :

wWQ ME T Qu=uME 1 u, YueR VreoO,. (3.1.15)

Puisque M (€) est une matrice des moments d’un plan nous avons :
v (MEOQAMETQ) = b (1 >, fd<£i>fd<£i>’Q;M<£>—1Qr> (3.1.16)
i=1

= tr (%Zn(a)n(a)’cz;M(s)—lQr) (3.1.17)

T

1

= ;2 vme(r(€) (3.1.18)
— %ZUM@(&) (3.1.19)
= tr (%Zfd@i)’M(e)—lfd(si)) (3.1.20)
= tr (M(&M(E)™) (3.1.21)
= k. (3.1.22)

!

Prouvons la méme propriété pour (M (€)Q, M (€)7'Q,)~ " :

w ((MEQME Q™) = (QMEQME™) (3.1.23)

= tr (3 > fd<£i>fd<£i>’@;/M(é)*Qr') (3.1.24)

=1

— tr (%Z fa(€:) Q. M(€)7'Q, fd(gi)> (3.1.25)

1

= ;2 vl (&) (3.1.26)
= Y (&) (3.1.27)
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- %ZUM@(&) (3.1.28)
= tr (M(&)M(E)™) (3.1.29)
= k. (3.1.30)

Enfin, en posant A = M (€)'/2Q, M (£)~'Q,M(£€)'/?, nous avons :
tr(A) =tr (A7) =k. (3.1.31)

A et A™1 étant symétriques et commutant, elles sont diagonalisables dans la méme base.
Soient Ap, ..., Ay les valeurs propres de A. L’équation B3l implique :

> (Az‘ + %) = 2k, (3.1.32)

=1

qui n’est possible que si \; = 1,7 =1,..., k. Ainsi A = I;, ce qui est bien la relation B.T.T4l
recherchée.

3.1.3. Plans faiblement-invariants et invariance de la surface de
réponse

Montrons maintenant la proposition plus générale ci-dessous précisant la relation entre
matrices des moments et surface de variance.

Proposition 3.1.1. Soient M1(&) et My(€) deux matrices des moments définies positives.
Les surfaces de variance var,g) et vane) sont identiques si et seulement si les matrices
M, (&) et My(€) sont égales.

Démonstration 3.1.2. Si M; = M, nous avons par définition que vas, gy = Van(e)-
Réciproquement, avec les mémes arguments que dans la démonstration du théoreme B.1.T],
nous pouvons montrer que :

tr (M My ") = tr (M 'Ms) =k, (3.1.33)
ce qui implique que MM, "' = I,.

Définition 3.1.4. Un plan & est G—fortement invariant s’il est G—faiblement invariant
et que la matrice des moments M (&) du plan est inversible.

Remarque 3.1.3. Puisque tous les éléments de Q sont inversibles, si l'une des matrices
des moments M (&%) est inversible alors toutes les M(&7), g € G, le sont.

Théoréme 3.1.2. Pour toute matrice des moments d’un plan M(&) définie positive, la
surface de variance vy est invariante par G si et seulement si le plan & est G-fortement
mvariant.

Démonstration 3.1.3. Nous appliquons, pour tout ¢ € G, la proposition BTl aux
matrices M (&) et Q,M (€)Q, qui sont définies positives.
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3.2 Cas général : matrice des moments quelconque, premiére approche

Exemples 3.1.1. Les exemples[2.3.2, [2.3.3 et [2.3.] du chapitre[d, pour des modéles pour
lesquels la matrice des moments est inversible, donnent respectivement naissance auzx no-
tions de surface de variance invariante par permutation des coordonnées, par changement
de signe des coordonnées, par le groupe hyperoctaédral.

Définition 3.1.5. Un plan & est fortement isovariant s’il est G,.4p,— fortement invariant.

Remarque 3.1.4. Contrairement a l’approche générale envisagée dans le chapitre[d, nous
supposons, dans le contexte de la méthodologie des surfaces de réponse, que les matrices
des moments des plans sont inversibles. Ceci permet de préciser le corollaire (2264 du
chapitre [

Corollaire 3.1.1. Pour des questions évidentes d’estimabilité, voir le chapitre [@, nous
avons les résultats suivants.

-i- Sid =1, le support d’un plan fortement isovariant et Ay—admissible plan est inclus
dans la frontiére de la boule B,.

-1i- Sid = 2, le support d’un plan fortement isovariant et As—admissible plan est inclus
dans ’ensemble formé par l'union de cette frontiére et de l’origine 0.

-11i- St d = 3, le support d’un plan fortement isovariant et As—admissible plan est inclus
dans l’ensemble formé par l'union de cette frontiere et d’une sphére de rayon 0 <
p < R centrée en 0.

-iv- St d =4, le support d’un plan fortement isovariant et Ay—admissible plan est :
— soit dans ’ensemble formé par ['union de cette frontiere et d’une sphére de rayon
0 < p < R centrée en 0,
— soit dans ’ensemble formé par 'union de cette frontiere, d’une spheére de rayon
0 < p < R centrée en 0 et de l’origine 0.

3.2. Cas général : matrice des moments quelconque,
premiere approche

Nous étudions une premiere possibilité pour étendre la notion de surface de réponse au
cas ou la matrice des moments n’est pas inversible. Nous reprenons les notions introduites
dans le chapitre Pl

Dans la suite, nous considérons P le projecteur orthogonal de R* sur Vect(f(x)) comme
en 23T et P, le projecteur orthogonal de R¥ sur Vect(f(£€)). Nous commencons par don-
ner quelques propriétés des matrices des moments et des pseudo-inverses, dont celui de
Moore-Penrose, voir [RM71] ou plus récemment [Bap00] par exemple, qui nous servirons
tout au long de cette section.

Commencons par rappeler la définition et les propriétés élémentaires des pseudo-inverses
d’une matrice A.

3.2.1. Définitions et propriétés des pseudo-inverses

Les propriétés exposées dans ce paragraphe sont assez classiques. Néanmoins elles ne sont
généralement pas prouvées en détail et c¢’est pourquoi nous précisons maintenant ces dé-
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monstrations.

Définition 3.2.1. Soit A une matrice a p lignes et q colonnes, p > 1 et ¢ > 1. A~ est
un pseudo—im}ersﬂ de A si A~ wvérifie [’égalité :
AATA=A. (3.2.1)
S1 A~ est un pseudo-inverse de A qui vérifie également la condition
A AA™ = A~ (3.2.2)
A~ est un pseudo-inverse réflexif de A.
Enfin si A~ est un pseudo-inverse réflexif de A tel que
(AA™) = AA-
(AA) = A7A
alors A~ est un inverse de Moore-Penrose de A.
Proposition 3.2.1.
-i- Si A~ est un pseudo-inverse de A alors :
RgA =RgAA™ =RgA™ A (3.2.5)
et
RgA < RgA™. (3.2.6)

-ii- St G € Mg, est un pseudo-inverse de A € M, ,, alors l’ensemble des pseudo-
inverses de A est donné par ’ensemble :

(G + (I, - GAU + V(I, — AG), U € M,,,V € M,,}. (3.2.7)

-iti- S A™ est un pseudo-inverse de A alors A~ est un pseudo-inverse réflexif de A si et
seulement si la condition suivante est vérifiée :

RgA = RgA™. (3.2.8)

-iv- Il existe un unique inverse de Moore-Penrose de A ; nous le notons AT. Nous avons

alors : At = (A A)TA

Démonstration 3.2.1. Pour la démonstration de ces propriétés élémentaires des pseudo-
inverses, nous renvoyons par exemple a [RM71] ou a [Bap00].

Nous aurons besoin de quelques propriétés spécifiques des inverses de Moore-Penrose que
nous démontrerons au fil des lemmes suivants.

ICertains auteurs appellent également A~ un inverse généralisé de A et pseudo-inverse l'inverse de
Moore-Penrose.
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Lemme 3.2.1. Quelque soit la matrice A a p lignes et q colonnes, p et q tous deux
supérieurs da 1, nous avons Im (AA’) =Im (A). En particulier, en posant X (&) la matrice

((fj(xi)))lgigr;lgjgk, nous avons :
Im (M(€)) = Im (X(€)') = Vect(£(€)). (3.29)

Démonstration 3.2.2. En effet soit z € Ker (A'), AA'z = 0. Réciproquement soit
z € Ker (AA/), 0=2AA2 = HA’sz donc z € Ker (A'). Ainsi Ker (A') = Ker (AA/) par
conséquent AA et A" ont le méme rang et de ce fait AA et A ont le méme rang. Puis
Im (AA") C Im (A) d’ot I'égalité Im (AA") = Im (A).

En posant W la matrice diagonale inversible diag(y/&;,1 < i < r), nous avons alors

!

(WX(&)WX(€&) = M(£). Or les égalités suivantes sont vraies Vect(f(€)) = Im (X(é) )
=Im (WX (€))') = Im (WX(&))WX(€)) = Im (M(£)).

Remarque 3.2.1. [l s’agit d’une justification formelle du fait que, pour un plan &, la
valeur des poids w n’influent pas sur l’estimabilité des parametres du modéle.

Lemme 3.2.2. Soit A une matrice a p lignes et ¢ colonnes :
(At =(Ar). (3.2.10)

Démonstration 3.2.3. Montrons que (A+) vérifie les propriétés caractéristique de I'in-
verse de Moore-Penrose de A" (A ) A'(A ) = (ATAAY) = (AT), A'(AT) A" = (AAT A
= A ((AY)'A) = AAT = (AAY) = (AT) A et (A'(AT)) = ATA = (ATA) = A' (A1)

Lemme 3.2.3. Soit A une matrice carrée d’ordre k symétrique. Si AT est linverse
de Moore-Penrose de A alors AT est symétrique et A et AY commutent. De plus si
une matrice B carrée d’ordre k et AAY commutent alors B' et AAT commutent. En-
fin (AAT)T = AA" et si C, une matrice inversible d’ordre k, et AAT commutent alors
(AC)Yt = CTAT et C71 et AAT commutent.

Démonstration 3.2.4. Appliquons le lemme L (AT) = (A)T = AT

Par définition de 'inverse de Moore-Penrose, voir m nous avons : (AAT) = AAT et
de ce fait ATA = AT A" = (AAT) = AAT,

Puis, si une matrice B carrée d’ordre k, B'A*A = B'AT' A" = (AA*B)" = (BAA*) =
AYA'B = ATAB'.

Nous avons AATAATAAT = AAT et (AATAAT) = (AAT) = AAT. Donc par unicité de
I'inverse de Moore-Penrose : (AAT)T = AAT.

Si C, une matrice inversible d’ordre k, C~'ATACC1 At = C~ 1A+, ACC'ATAC = AC,
(ACCTIAY) = (AAT) = AA*T et (CTTATAC) = (ATA) = ATA.

Enfin AATC! = (AAN)FO~! = (CAAT)F = (AAYC)T = C-1(AAY)Y = C-1AAT,

Lemme 3.2.4. M(&)TM(&) = M(&)M (&) est un projecteur orthogonal sur Vect(f(€)).
Nous avons de plus :

Ker (M(&)M(£)*) = Ker (M(£)) = Ker (M(£)*), (3.2.11)
Im (M(€)M()*) = Tm (M(€)*) = Im (M(£)) = Im (X (€)") = Vect(£(€)). (3.2.12)
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Les deux sous-espaces Ker (M (€)) et Im (M (€)) étant en somme directe orthogonale :

Ker (M(£)) @D Im (M(£)) = R¥. (3.2.13)

Démonstration 3.2.5. Une conséquence directe de la définition d’un pseudo-inverse B.2.1]
est la relation (M(&)TM(€))? = M(£€)TM(€). La symétrie et la commutativité résultent
du lemme sur I'inverse de Moore-Penrose d'une matrice symétrique.

Ainsi M (&) et M(&)" se diagonalisent dans la méme base orthonormée, les valeurs propres
non nulles de M(&)* étant les inverses de celles de M(&). Par conséquent les images
de M(E) et M(&E)" sont égales et orthogonales a leur noyau commun. Les rangs de
M(E)M(E)T et M(€) sont égaux car M(€)T est un pseudo-inverse réflexif de M (&), pro-
priété B2l d’ou Pégalité Im (M (€)M (€)T) = Im (M(£)). Le théoréme du rang permet
d’affirmer que Ker (M (&)TM(&)) = Ker (M(€)). Enfin puisque M (&) et M(&€)" com-

mutent nous avons :

Ker (M(€)M(£)*) = Ker (M(£)* M(€)) = Ker (M(£)) = Ker (M(£)*), (3.2.14)
I (M(€)* M(€)) = Im (M(E)M(€)*) =T (M(€)) = Im (M(€)*) . (3:2.15)

Enfin, nous avons montré au lemme B.2.1 I'égalité :

Im (M(&)) = Vect(f(£)), (3.2.16)

ce qui permet d’achever la démonstration.

Remarque 3.2.2. Si M (&)~ est un pseudo-inverse de M (&) alors M (€)M (&)~ est un pro-
jecteur d’image Im (M (&)) = Vect(f(€)). L’orthogonalité du projecteur résulte du choix
de linverse de Moore-Penrose parmi tous les pseudo-inverses de M(&).

Proposition 3.2.2. Soit M (&)~ est un pseudo-inverse réflexif de M ().
M(E)M(E)~ et M (&)~ M(&) sont des projecteurs orthogonaux si et seulement si M (&)~ =
M(E)*.

Démonstration 3.2.6. Si M (&)™ = M (&)™ alors le lemme B22.4 assure que M (€)M (&)t
et M(&)TM(&) sont des projecteurs orthogonaux.
Réciproquement si M (€)M (€)™ est un projecteur orthogonal alors :

/

(M(E)M(E)") = M(&)M(E)"- (3.2.17)
Puis si M (&)~ M (&) est un projecteur orthogonal alors :

(M(€)™M(€))" = M(€)"M(8). (32.18)
Par unicité de I'inverse de Moore-Penrose nous avons M (&)~ = M(&)™.

Proposition 3.2.3. Nous pouvons désormais établir un lien entre Py et M(E)M ()" :
M(E)M (&)™ = M(§)"M(€) = P (3.2.19)
Démonstration 3.2.7.

tr ((M(§)"M(E) — P1)*) = tr (M(E)TM(E)) + tr (Pr) — 2t (M(§)" M (&) 1)
= 2dimVect(f(§)) — 2dimVect(f(&)) (3.2.20)
) (3.2.21)

M(&)T M (&) et P, sont symétriques et de ce fait M(&)TM (&) — P, = 0.
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3.2 Cas général : matrice des moments quelconque, premiére approche

3.2.2. Inverse de Moore-Penrose et invariance

Lemme 3.2.5. Considérons un modéle de régression linéaire défini par I'équation[211 et
(G, Q)—équivariant. Rappelons que les élements du groupe Q sont les Qf = QP + I, — P
avec P le projecteur orthogonal sur Vect(f(x)).

Pour tout g € G, si M(€)™ est un pseudo-inverse de M(€) alors Q; M (£)~Q;™" est

9
un pseudo-inverse de M(g(€)). Si de plus M (&)~ est un pseudo-inverse réflexif de M (&)

alors Q;LlM(E)_Q;,l = Q' M(&)~ Q7! est un pseudo-inverse réflexif de M(g()).

g
Enfin, pour un g € G tel que Q; € Oy ou tel que M(§)TM(§) commute avec Qf, nous

avons :

!

(M(g(&)" = Qs M(&) Qi = Q; "M(&) Q. (3.2.22)

Démonstration 3.2.8. L’égalité Q;l,lM(ﬁ)_Q;,l = Q;/_lM(ﬁ)_Q;_l est une consé-

quence de la propriété de morphisme de ¥, lemme 223.41

QrM(€)Q; Q"M (&)~ Qs ' Q;M(8)Q; = Q;M(8)Q; (3.2.23)
car M(€)M(€)"M(€) = M(©). |
Q: " M(€)TQ; " est donc un pseudo-inverse de Qi M (£)Qs .
De méme avec 'hypothése supplémentaire de réflexivité :

Q' M(§) QT QME)Q QT ME) QT = QMO QT (3.224)

car M(€)~ M(E)M(€)~ = M(€)". |
Q: " M(&)TQ; " est donc un pseudo-inverse réflexif de QF M (£)Qs .
Nous considérons maintenant M (€)* l'inverse de Moore-Penrose de M (&). Nous avons
alors :

!

(@' MErQ QM©Q)) = @ (MEME) Q" (3225)

QM) M(&)Q; ™", (3.2.26)
car (M(E)*M(E))l = M(&)*M(&). Si de plus @} est une matrice orthogonale
QM€ MEQ™ = Q" M(€)" Q' QM(6)Qy (3.2.27)

ou si M(&)*M(§) commute avec @, par le lemme B.2.3, Q;/ commute avec M(&)TM(€)
et nous avons :

QM(E)"M(&)Q,™" = M(§)"M(6)Q,Q;™" ( )

Qg Qy M(€)" M(8) (3.2.29)

= QyM(&)TM(&)Q; (3.2.30)

= Q7 "M()TQ; QM (6)Q; (3.2.31)

( )

Enfin :

!

(QMEQ Q" ME Q™) = @ (MeMET) Q) (3239
= QMM E)TQ; (3.2.34)
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car (M(€)M(€)") = M(£)M(£)".

Si de plus @)} est une matrice orthogonale

!

QI 'MEOME) Q) = QIME)Q; QT ME) QT (3.2.35)

ou si M(&)TM(E) = M(§)M (€)™ commute avec @7, par le lemme B.2.3 Q;’ commute
avec M(&)TM (&) = M(&)M (&) et nous avons :

Q" MEM(E)TQ; = QyQy M(&M(&)” (3.2.36)
ME)M (&) QQy ™" (3.2.37)
QyM(€)Qy Q" M(&)* Q™. (3.2.38)
Par unicité de l'inverse de Moore-Penrose nous avons :
(Mg =Q; " M(E) Q" =Q; M(&)" Q. (3.2.39)

Lemme 3.2.6. Si Dim(Vect(f(&))) = Dim(Vect(f(x))), alors M(&)TM(&) commute
avec Q.

Démonstration 3.2.9. Le lemme B.2.4 affirme que M(&)TM(&) est un projecteur or-
thogonal sur Vect(f(&)) inclus dans Vect(f(x)). Par égalité des dimensions ces espaces
sont égaux. Puis Im (Q,) C Vect(f(x)) et Q; = QP +1 — P.

Soit & € R¥. 1l existe @; € Vect(f(x)) et o € Vect(f(x))* tel que T = 1 + xs.

Qy(M(&)TM(&)(x)) Qy(x1) (3.2.40)
= Qy(x1 (3.2.41)

= M(&)TM(£)(Qy(x1)) (3.2.42)
M(&)TM(€)(Q,P(x) + (I — P)x) (3.2.43)

M(&)"M(€)(Q;(x)). (3.2.44)

Corollaire 3.2.1. Si Q est un sous-groupe du groupe orthogonal Oy ou si nous avons
I’égalité Dim(Vect(f(&))) = Dim(Vect(f(x))), l'action de G sur le domaine expérimental
X induit une action sur linverse de Moore-Penrose de M(€) de la maniére suivante :

(M(g(€))*" =@ "ME)'Qy", Vgeg. (3.2.45)
Si G C Oy, il s’agit d’une action par congruence.
Démonstration 3.2.10. Il s’agit d’'une conséquence directe des lemmes et

Remarque 3.2.3. G,, G, et Gy, agissent par congruence sur l'inverse de Moore-Penrose
de M(&). Il n’en va pas de méme pour le groupe Gou que nous avons considéré. Toutefois
Uintroduction des notations schlaéffliennes transforme le groupe Qo en un groupe G5,
qui est un sous-groupe du groupe orthogonal. Nous préciserons cette approche dans la

section [5.4

Plus généralement :
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Lemme 3.2.7. Si Vect(f(&)) et Fy, le supplémentaire orthogonal de Vect(f(&)) dans
Vect(f(x)), sont Qg—stables alors M (&)™ M (&) commute avec Q.

Démonstration 3.2.11. Le lemme B.2.4 affirme que M (&)TM(&) est un projecteur or-
thogonal sur Vect(f(§)) inclus dans Vect(f(x)). F, est le supplémentaire orthogonal a
Vect(f(&)) dans Vect(f(x)). Puis Im (Qy) C Vect(f(x)) et Q; = QP + I — P. Nous
considérons la somme directe orthogonale :

R¥ = Vect(f(£)) D F, P Vect(£(x))". (3.2.46)

Soit & € R*. 1l existe 1 € Vect(f(x)), T2 € F, et &3 € Vect(f(x))* tel que © =
T + Ty + x3.

Qy(M(E)TM(&)(x) = Qy=1) (3.2.47)
= Q) (3.2.48)
= M(&)"M(E)(Qy(x1)), (3.2.49)

car Vect(f(§) est QQ,—stable. Nous avons également :

M(E)TM(E)(Q;(x) = M(&)"M(€)(QyP(x) + (I — P)x) (3.2.50)
M(& )*M(E)(Qg(w1+:v2)+w3) (3.2.51)

= M(&)"M(&)(Qy(m1 + x2)) (3.2.52)

= M(&)*M(&)(Qy(wm1)) + M(&)* M(£)(Qy(x2)) (3.2.53)

= M(&)"M(E)(Qy(x1)), (3.2.54)

car Fy est (Q,—stable.

Remarque 3.2.4. La condition[Z27 s’interpréte partiellement de la maniére suivante :
une transformation g du plan ne doit pas changer les paramétres du modéle qui sont es-
timables ni ceux qui ne le sont pas. Le support du plan qui peut ajouter des confusions
d’effets a celles naturellement associées au domaine x mais celles-ci ne doivent pas étre
modifiées par l’action de G.

3.2.3. Surface de variance extrapolée

Nous souhaitons désormais définir la surface de variance d’un plan dans le cas ou la matrice
des moments du plan n’est pas inversible. Comme nous ’avons vu dans la définition B.2.7],
lorsqu'une matrice n’est pas inversible il existe une infinité de pseudo-inverses. Lors de
I'utilisation du modele linéaire a des fins d’estimation d’une fonction linéaire estimable
des parameétres du modeéle, le choix du pseudo-inverse n’a pas d’influence sur la variance-
covariance de l'estimateur construit a partir de ce pseudo-inverse, voir [Bap00]. En effet
X(X 'X )X " ne dépend pas du pseudo-inverse choisi, en particulier nous pouvons prendre
X(X'X)tX'.

Dans le contexte des surfaces de réponse de degré d, la variance de 'estimateur de la
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réponse moyenne en un point & € x tel que fa(x) € Vect(fa(€)) est donnée par la
formule :

—

Varpxmﬂ = o falx) (X' X) falz). (3.2.55)

La variance en chacun des points du plan &, ne dépend donc pas du pseudo-inverse choisi.
Mais cette propriété n’est plus automatiquement vérifiée si fg(x) n’appartient pas a
Vect(fa(€)) quel que soit le point & du domaine x, ce qui est le cas des que Vect(fq(£)) est
un sous-espace vectoriel strict de Vect(fa(x)). C’est, par exemple, ce qui se produit pour
un modele polynomial complet de degré d supérieur ou égal a 2 si le domaine expérimental
x est une boule centrée 0 de rayon non nul et si le support du plan & est inclus dans une
sphere centrée en 0. Dans cette section, nous nous plagons dans ce cas. Nous introduisons
une surface extrapolée a x dont la définition ne se limite pas aux éléments du domaine
expérimental x tels que f(x) est dans Vect(f(&)). Le choix de 'inverse de Moore-Penrose,
outre la propriété d’unicité associée a cet inverse et qui permettra d’établir des identités
qui seront utiles par la suite, est justifié par les considérations statistiques que nous al-
lons exposer ci-dessous. Dans toute la suite, nous considérons un modeéle donné par une
fonction f donc la forme n’est pas nécessairement polynomiale.

Nous rappelons maintenant des résultats assez classiques sur les valeurs singulieres de
matrices, voir par exemple [RM71], [LT98] ou [Bap00].

Définition 3.2.2. Nous appelons valeurs spectrales d’une matrice A réelle et carrée
d’ordre k, les valeurs propres de (AA)Y?. Il s’agit de nombres réels positifs o;,1 < i < k
que nous ordonnons par ordre décroissant o1 = ... = o.

Proposition 3.2.4. Décomposition spectrale
Soit A une matrice carrée d’ordre k, il exviste deux matrices orthogonales P et () de Oy
telles que :

01 0 . 0
0 09 0

A=P| L, e (3.2.56)
0 o --- On

Une telle décomposition de A est appelée une décomposition spectrale de A.
Démonstration 3.2.12. Nous renvoyons par exemple a [Bap00].

Proposition 3.2.5. Soit A une matrice carrée d’ordre k de rang r et

¥ 0
=r(2 ) 0257
une décomposition spectrale de A, avec P et (Q des matrices orthogonales de Oy, et ¥ =

Diag(oi,...,0,) la matrice diagonale des valeurs propres non nulles de AA’.
Les pseudo-inverses G de A sont donnés par la formule :

G=qQ ( 23;1 )Z( )P’ (3.2.58)

ou X,Y,Z sont des matrices quelconques de taille adéquate. Pour obtenir [’ensemble des
pseudo-inverses réflexifs de A, il suffit d’ajouter al2.2.58 la condition Z =YX X . L’inverse
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de Moore-Penrose de A est le pseudo-inverse A™ pour lequel X, Y et Z sont les matrices
nulles de taille adéquate :

/ Z_l 0 /
+ _
A _Q< . 0>P. (3.2.59)
Démonstration 3.2.13. Nous renvoyons par exemple a [Bap00].

Proposition 3.2.6. Si A est symétrique semi définie positive alors les valeurs propres
de A sont les valeurs spectrales de A. De plus, il existe une décomposition spectrale pour
laguelle Q = P~' = P'. Par conséquent, si s est un nombre réel non nul alors nous avons :

(A%)T = (A7)~ (3.2.60)

Démonstration 3.2.14. A est symétrique semi définie positive, il existe donc une unique

puissance s, s réel non nul, de A. Par conséquent (AA')Y/? = A et les valeurs propres

de A sont ses valeurs spectrales. Puis A est symétrique donc se diagonalise dans une

base orthonormée ce qui montre l'existence d’une décomposition singuliere de A avec
Q=prP'=r.
Pour cette décomposition nous avons bien :

(AT)* = P(ZOS O) = (3.2.61)

() R
_ (p( )pl (3.2.63)

= (A°)". (3.2.64)
Proposition 3.2.7. Soit A une matrice carrée d’ordre k de rang r de valeurs spectrales
o1(A) =2 ... 20,(A) >0,41(A)=---=0,(A) =0. (3.2.65)

Soit G un pseudo-inverse de A de rang s de valeurs spectrales :
01(G) = ... 2 04(G) > 0541(G) = --- = 0,(G) = 0. (3.2.66)

Alors :
0i(G) = 0i(AT), 1<i<n. (3.2.67)

Démonstration 3.2.15. Il s’agit d’une conséquence directe de I'utilisation d’une décom-
position spectrale pour décrire I’ensemble des pseudo-inverses de A, voir I’équation B.2.58

Corollaire 3.2.2. Soit A une matrice carrée d’ordre k. Le plus petit élément, au sens de
lordre de Loewner, de l’ensemble des pseudo-inverses de A est AT,

Démonstration 3.2.16. Il s’agit d’une reformulation de la proposition B27

Nous aboutissons désormais au résultat suivant sur le volume des pseudo-inverses de A.
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Définition 3.2.3. Soit A une matrice carrée d’ordre k. Soit C;(A) la matrice a ( ]; )

lignes et colonnes dont les lignes et les colonnes sont indexées par les parties de

k
l
cardinal | de Uensemble {1,...,k}, Uensemble de ces parties est noté Qj, et le terme
général de Ci(A) est le déterminant extrait d’ordre | de A associé aux lignes et colonnes
considérées.

Le l—volume de A est :

vol; A = (tr (C’l(AAI)>>1/2 = Z HU? : (3.2.68)

IEQl,k el
ot les 0;, 1 < i < k sont les valeurs spectrales de A.

Proposition 3.2.8. Soit A une matrice carrée d’ordre k de rang r et 1 < 1 < r. Alors
AT minimise le volume vol;(G) dans la classe des pseudo-inverses G de A.

Démonstration 3.2.17. Il suffit d’appliquer la proposition B2 dans la définition B23l

Le volume de la matrice de variance covariance, lorsqu’il est non nul, est associé au critere
de D—optimalité. Sa minimisation, dans le cas du modeéle linéaire gaussien, revient a
rendre minimal le volume de I'hyper-ellipsoide de confiance associé aux parameétres du
modele. Le fait que l'inverse de Moore-Penrose, parmi ’ensemble des pseudo-inverses
d’une matrice A, rende minimal le [—volume du pseudo-inverse de A et que le plus petit
élément, au sens de lordre de Loewner, de I’ensemble des pseudo-inverses de A est AT,
permet d’apporter un fondement statistique & son choix pour la définition B.2.4] ci-dessous.
Rappelons que, dans le contexte des surfaces que nous étudions ici, le choix d’un pseudo-
inverse de A n’est pas nécessairement sans influence.

Définition 3.2.4. Considérons une matrice des moments d’un plan &. La surface de
variance extrapolée a x de l'estimateur de la réponse moyenne, n(x) est :

v (@) = f(x) M(€)" f(=), Yz ex. (3.2.69)

Remarque 3.2.5. Si la matrice M (&) est inversible, alors nous avons : M (&)™ = M(&€)™!
et les surfaces de variance définie enl31.2 et[3.2.]) coincident. Nous pouvons ainsi les noter
de la méme manicre par vasg).

3.2.4. Surface de variance extrapolée et plans faiblement inva-
riants

Définition 3.2.5. Une surface de variance extrapolée a x est dite G—invariante si :

vm(e)(9(x)) = vme (), Vg€ G, Vo e x. (3.2.70)

Nous nous intéressons désormais & un analogue du théoréme BTl pour les surfaces de
variance extrapolée a x. Nous décomposons I’équivalence du théoréme BTl en deux pro-
positions.
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Proposition 3.2.9. Considérons un modéle (G, Q)—équivariant pour lequel Q est un
sous-groupe du groupe orthogonal O ou tel que Q; commute avec M(&)*M(E). Alors
Vnre), la surface de variance extrapolée a x, est G—invariante sile plan § est G— faiblement
mvartant.

Démonstration 3.2.18. Nous rappelons la relation B.1.5 qui découle du fait que ¥ est
un morphisme, lemme 2234 :
Qi i=Q)", Vgeg. (3.2.71)

Soit € un plan G—faiblement invariant.
Le lemme B.2.1 et 1a G—invariance de la matrice des moments impliquent :

M) =M(g€)" =Q; "M(E)TQ; " =Q;  M(€)'Q;, Vgeg. (3272
Le passage de 1’équation L ci-dessous dans I’équation 0l ci-dessous est valide des

!

que (Qg M (E)Q; )t = Q' M I Q , et donc en particulier lorsque les conditions
d’application du lemme IE%I sont Verlﬁees c’est-a-dire si Q est un sous-groupe de Oy ou
si (; commute avec M (&)*M(§).
Considérons la surface de variance extrapolée vy (4¢)) déduite de vy (g par 'action d’un
élément g € G :
nie9@) = Flo(@) M€ Flg(e), Vo ex (

x) Q, M(E)TQ;f(x), Vo ex (

'Qg *M(€)+Q* Lf(z), Yxex (3.2.75
M(g~'(€)" f(z), Vzex (
(E)*f( ), Vxex (

Proposition 3.2.10. Considérons un modéle (Q, Q)—équivariant tel que Q) commute
avec M(&)TM(§). Sivpne), la surface de variance extrapolée a x, est G—invariante alors
le plan & est G—faiblement invariant.

Démonstration 3.2.19. Montrons que si la surface de variance extrapolée a x vasg) est
G—invariante alors le plan & est G—faiblement invariant.

vme)(9(®)) = vme(x), Veex,Vgeg (3.2.79)
)

Flo(@) ME)* flg(x) = fl)ME)* f(@), VoexVged. (3.2.80)
Nous devons donc montrer que
F(@) Q) ME)Q; f(@) = flx)ME) f(z), VeexVged (3.281)
y
QM€ Q; = M€)T, Vgeg (3.2.82)
|}
ME*Y = QI 'ME)TQ, Vgeg (3.2.83)
|}
M@ = (MEEQ;)", Vgeg (3.2.84)
|}
ME)" = M(&)", Vgeg, (3.2.85)
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en vertu du lemme B2H qui s’applique dans sa totalité puisque M (&)TM(€) commute

avec () pour tout g de G.

Puisque M (&) est une matrice des moments d’un plan nous avons, pour g € G :

tr (ME)QM© Q) =

tr <—Zf &) (&) Q; M(&)*@;) (3.2.86)

_Zu«( F(€:)Q; M(€)7Q; £ (1))
- Z tr ((Q,F/(60) M(©) Q;F (&)

-3 e (9(60)

1 Z UM (€) (&)
tr (— > fle)Mm

= tr (M(ﬁ)M(€)+)

Prouvons la méme propriété pour Q;_l]\4(5)@*_1’]\4(5)Jr :

t(Q ' M©Q,  ME©)") =

rang(M(§))
DimVect(f(£)).

o)

(3.2.87)

(3.2.88)

(3.2.89)

(3.2.90)

(3.2.91)

(3.2.92)
(3.2.93)
(3.2.94)

tr <—Zf €)F (€)' QM6 Q; ) (3.2.95)

—Ztr( (6 Q; " M(©) Q7 f(£9) (3.296)

_Ztr( 1f €1,
_ZUM _1 £'L

- Z UM () (&)
tr <_ Z f €1,

tr <; Zf(fi)f(5 )

tr (M(§)M(E)")
rang(M (§))
DimVect(f(&)).

M(€)* Q) £(€:)) (3.2.97)

' f &))
M(E)*)

(3.2.98)

(3.2.99)

(3.2.100)

(3.2.101)

(3.2.102)
(3.2.103)
(3.2.104)
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Enfin, posons A = M (€)"2Q: M(&)TQ;M(€)"/?. Remarquons que A est symétrique défi-
nie positive.

Montrons que B = (M (£)")Y2Q:= M (£€)Q; ™" (M (£€)™)"/? est D'inverse de Moore-Penrose
de A.

Puisque M (€)M (€)T est un projecteur orthogonal, voir le lemme B2 (M (€)M (&)1)/?
est égal a M (€)M (&)". Rappelons également que M (&) et M(&)" commutent et de ce
fait (M(&)M(&)*)Y? = (M(fl))l/Q(M(f)Jr)l/z. Comme M(&)"M(§) commute avec QF,
M(&)" M (&) commute avec QF et Q4" par le lemme

Nous commencons par calculer BA :

BA = (M(&NY2Q; ' M(€)Q;™ " (M(&)M)*M(&)2Q; M(&)TQ; M (€)"/?
(M(&))2Q; ™ M(&)M (€)M (€)M (€)T QM (€)'? (3.2.105)
(M(&))2Q M(&)M(&)TQ;M(&)'? (3.2.106)

= (ME)PME)M (&) M 5)1/2 (3.2.107)
= (M(&))PM (&) (M(&)*) P M(g)'? (3.2.108)
= M(&)TM(E). (3.2.109)
Puis nous calculons BAB :
BAB = M(&)*M€&)(M(&)N)'2Q: ' ME)Q; " (M(E)H)V?  (3.2.110)
= (M(&)TMEME) ) 2Q T ME)Q; ™ (ME)T)V*  (3.2.111)
= (M(&)")?Q: ' M(&)Q; ™ (M(€)")"/? (3.2.112)
B. (3.2.113)
Enfin déterminons ABA :
ABA = M(&)"*Q; M(&)TQ;M(€)"* M (&)™ M(€) (3.2.114)
= M(€)"?Q; M(€)TQ(M(&)M(&)TM(€))"? (3.2.115)
= M(&)"?Qy M(€)* QM (€)' (3.2.116)
= A (3.2.117)

Comme A, B et M(&)M(&)" sont symétriques, nous avons :

AB = M()M(€)" = (M(§)M(E)*) = (AB) = BA' = BA= M(§)M(£)* Z((BA)/- )
3.2.118
Calculons tr ((A — P )AT(A — Py)), avec P, le projecteur orthogonal sur Vect(f(£)) :

tr (A= P)AT(A=P))) = tr(AATA— P, ATA— AA*P, + PA"P)
= tr (AA+A) — 2tr (P1A+A) + tr (P1A+P1)
(

= tr(A) —2tr (ATA) +tr (AY) 3.2.119)

car nous avons PLA = A = AP, et PLAT = AT = AYP. En effet PLM(&)/? =
M(&)'?Pr = M(€)"/? puisque Im (M (&) = Vect(f(£)) et Ker (M(§)) = Vect(f(§))"
Remarquons que, comme nous I'avons montré pour M (€)M (€)™ dans le lemme B2,
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AAT est un projecteur orthogonal sur Im (A) = Im (AA* = Vect(f(£))).

Puis tr (A) = tr (M(E)Q;/M(E)JFQZ) et tr (A1) = tr (Q;_lM(E)Q;_llM(é)JF). Ainsi nous
obtenons :

tr (A—P)AT(A—-P)) = tr(A)—2tr (ATA) +tr (AT) (3.2.120)
= DimVect(f(&)) — 2DimVect(f(&)) + DimVect(f(&))
— 0. (3.2.121)

Or, tr (A — P)AT(A— P)) = tr (((A7)V2(A - P))) (A")V2(A — P)) donc (AT)/2(A—
Py) = 0. En permutant le role de A et de AT nous obtenons également AY/2(A* — P;) = 0.
Nous en déduisons que :

0 = AY2(At—Pp)

( )
A1/2(A+)1/2(A+)1/2 A2 ( )
= (AN)V2AV2(AT)2 _ AY2 (3.2.124)

( )
( )

— (A+AA+)1/2 _ A1/2
— (A+)1/2 _A1/2.

Par conséquent nous avons montré que A = A*. Nous prouvons maintenant que A = P :

tr ((A—Pl)'(A—P1)> = tr (A2) + tr (Py) — 2tr (AP) (3.2.127)
= tr (AAY) —tr (AP) (3.2.128)
= 0 (3.2.129)

Ainsi si @ commute avec M(§)M (&)™ :

P = A (3.2.130)
o= M(&)"V2Qy M(&)TQ;M(g)" (3.2.131)

Y
M) = (M(&)")2M(€)V?Qy M(&)TQ;M(€)/*(M(§))/*  (3.2.132)
= M(&)*M(&)Q; M(£)*Q;M(&)M(£)* (3.2.133)
= Qy M(&)"M(EM(€)" M(EM(E)*'Q; (3.2.134)
= Q) M(§)"Q;, (3.2.135)

ce qui acheve la preuve de la proposition.
Nous aboutissons donc au théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1. Considérons un modéle (G, Q)—équivariant et un plan & tel que pour
tout g € G, M(§)M (&)™ et Q; commutent. Les assertions suivantes sont équivalentes :

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.

-ii- La surface de variance extrapolée a X, v, est G—invariante.
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Démonstration 3.2.20. Montrons le sens direct de I’équivalence.

Q; commute avec M (&)™ M (&), par conséquent nous sommes dans les conditions d’applica-
tions de la proposition E2Z9 et la surface de variance extrapolée a x va(¢) est G—invariante
puisque le plan & est G—faiblement invariant.

Montrons désormais I'implication réciproque.

Q; commute avec M(&)*M(€). Nous appliquons alors la proposition et le plan
& est G—faiblement invariant puisque la surface de variance extrapolée a x wvpre) est
G—invariante.

Nous étudions désormais le rapport entre la condition @; commute avec M (&)* M (&) et
les notions de G—invariance faible et de G—invariance de la surface de réponse extrapolée

ax.
Lemme 3.2.8. Soit gg un élément de G. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

-i- Qg M(&)"M(& = M(§)TM(£)Qy,

-ii- Im (M(§)TM(E)) et Ker (M(&)TM(E)) sont Q5 —stables.
Démonstration 3.2.21. Si Qi M(§)TM (&) = M(£)"M(€)Q;,, alors les sous-espaces
propres de M (&)*M(§) sont stables par Q% . Comme M (&)™ M (&) est un projecteur or-
thogonal, Im (M (&)"M(&)) = Ker (M (&) M(&) — I;) et de ce fait Im (M (&)TM(E)) et
Ker (M (&)*M(€)) sont Q5 —stables.
Réciproquement, supposons que Im (M (&)* M (£)) et Ker (M (§)" M (§)) sont Q; —stables.
Comme M (&)TM(€) est un projecteur orthogonal, nous avons la somme directe ortho-
gonale Tm (M (&)TM(€)) @ Ker (M(£)*M(€)) = RF. Pour y € R, soit y = y; + o une
décomposition associée a la somme directe précédente.

Qo M(E)TM(&)y = Qgu1+0 (3.2.136)

= M(&)"M(&)Qquy1 + M(§)TM(£)Qgy2  (3.2.137)

= M(&)"M(£)Qqy. (3.2.138)

car Qgy1 = M(&)TM(€)Qg 1 et M(§)"M(§)Q7,y2 = 0 puisque Im (M(§)TM(£)) et

Ker (M(&)*M(§)) sont Q5 stables.

Remarque 3.2.6. Si Qy, et M(§)*M(§) commutent alors Qy et M(§)TM(E) com-
mutent.

Lemme 3.2.9. Soit un modéle (G, Q)— équivariant, tel que le plan & soit G—faiblement
invariant. Nous avons :

Vect(f(§)) = @y (Vect(f(£))), Vgeg. (3.2.139)
Si de plus Ker (M (§)TM(§)) est Q,—stable pour tout g € G alors nous avons :
QM(&)"M(E) = M(§)TM(E)Q; Vgeg. (3.2.140)

Démonstration 3.2.22. Si le plan est faiblement invariant alors, pour g € G, nous
avons M (&9) = M(&). Par conséquent les deux projecteurs orthogonaux M (€9)M (&€9)
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et M(&)M (€)™ sont égaux. De ce fait nous pouvons écrire :

Qg (Vect(f(£)))
= lem( (£)7M(8)) -
Par conséquent Im (M (&) M (§)) est Q;—stable.

Si de plus Ker (M (§)" M (§)) est Q;—stable pour tout g € G, alors nous pouvons appliquer
alors le lemme précédent et nous obtenons : Q¥ M (&) M (&) = M (&) M(£)Q;.

Lemme 3.2.10. Si vpe)(0) = 0 pour un xo € RY, alors f(xo) € Ker (M(§)). Si la
surface de variance extrapolée d X, vng), est G—invariante alors f(xo) € Ker (M())

implique Q} f(xo) € Ker (M(£)).

Démonstration 3.2.23. Si vy (o) = 0 alors nous avons :

@) M(&)" f (o) = 0. (3.2.147)

M(&)* étant symétrique semi définie positive, nous avons ||(M(&)")V2 f(x H =0.

Or Ker ((M(€)*)"/?) = Ker (M(€)*) = Ker (M (£)) par le lemme B2 et la proposition
B.2.0 Par conséquent f(xq) € Ker (M(&)).

Soit @ tel que varg) (o) = 0. La G—invariance de la surface de réponse extrapolée a x
donne :

Vect(f(€)) = Im (M(€)*M()) (3.2.141)
= Im (M(&)M(&)") (3.2.142)

= Vect(f(&Y)) (3.2.143)

= Vect(Q*f( ) (3.2.144)

(3.2.145)

(3.2.146)

(Qyf (x0)) M(£)*Q; f(z0) = 0. (3.2.148)
Nous avons Q; f(xo) € Ker (M (§)") = Ker (M(£)) puisque M (&)™ est symétrique semi
définie positive.

Remarque 3.2.1. Le résultat précédent n'implique pas nécessairement que Ker (M (&))
est ;—stable pour tout g € G si la surface de variance extrapolée a x vy (¢ est G—inva-
riante. En effet les éléments de Ker (M (£)) ne sont pas nécessairement tous de la forme

f(xo) avec xg € x.

Nous allons maintenant considérer un cas particulier de groupe de matrices Q. Etablissons
tout d’abord quelques résultats préliminaires.

Définition 3.2.6. Une matrice A carrée d’ordre k est normale si AA = A" A.

Lemme 3.2.11. Si N est une matrice normale alors pour tout sous-espace vectoriel H
N —stable, son orthogonal H+ est N—stable.

Démonstration 3.2.24. Dans une base adaptée a la somme directe RF = HQ}L H*

nous avons :
(A B A0\ (AA +BB BC
oo (BB ) (M E) e
/ AA A'B
NN_<B,A C,C+B,B). (3.2.150)

Par conséquent BB = 0 et ainsi tr (B/B) = 0 ce qui implique que B = 0 donc que H*
est N—stable.
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Lemme 3.2.12. Si pour tout g € G, Vect (f(§)) est Q;—stable, donc en particulier si le
plan est G—faiblement invariant, et si le groupe Q est soit stable par transposition, soit
constitué de matrices normales, donc en particulier si Q est un sous-groupe de Oy, alors

Ker (M (&)*M(§)) est Q;—stable pour tout g € G et par conséquent Q; P = P,Q;.

Démonstration 3.2.25. Le lemme donne : Im (M ()" M(&)) est Q;—stable si
le plan est faiblement G—invariant. Si Im (M(&)*M(§)) = Vect (f(£)) est Q;—stable
alors & € Ker (M(&)TM()) équivaut a Vy € Im (M (&)TM(E)), < @,y >= 0. Si Q est
stable par transposition alors pour tout g € G, il existe #(g) tel que Q;/ = Q;( " Qyx €
Ker (M(&)*M(§)) est équivalent a < Q¥x,y >= 0 pour tout y € Im (M (£)"M(§)), c’est-
a-dire < x, @y, y >= 0 pour tout Vy € Im (M(£)"M(§)). Or Qp,,(Im (M (£)* M (£))) =
Im (M (§)TM(§)), Ker (M(£)TM(E)) est Q;—stable.

Si Q est constitué de matrices normales alors Im (M (&) TM(€))" = Ker (M (&)TM(&)) est
(), —stable.

Lemme 3.2.13. Si pour tout g € G, l'un des deux sous-espaces Ker (M (€)) ou Im (M (§))
est (,—stable, et si le groupe Q est soit stable par transposition, soit constitué de matrices
normales, donc en particulier si Q est un sous-groupe de O, alors lautre est (), —stable

pour tout g € G et par conséquent Qy M (&)* M (§) = M(&)"M(£)Q;.

Démonstration 3.2.26. Si Ker (M(£)"M(£)) = Ker (M(£)) est Q;—stable alors x €
Im (M(&)TM(E)) équivaut a Vy € Ker (M(E)TM(E)), < x,y >= 0. Si Q est stable
par transposition alors pour tout g € G, il existe 0(g) tel que Q;’ = Qpy- @y €
Im (M(&)TM(§)) est équivalent & < Qix,y >= 0 pour tout y € Ker (M(£)"M(E)),
c’est-a-dire < @, @,y >= 0 pour tout vy € Ker (M(£)"M(£)). Or nous avons I'éga-
lite Q) (Ker (M(£)*M(£))) = Ker (M(&)TM(E)) et de ce fait Im (M(§)TM(€)) est
@, —stable.

Si Q est constitué de matrices normales alors Ker (M (€)Y M(€))" = Im (M (€)M (€)) est
Q;—stable.

De la méme maniere, nous montrons que si Im (M (§)) est Q;—stable alors Ker (M (£))
est Q;—stable.

Toutefois, comme nous le rappelerons dans la section B.4 dans le cas d’une action linéaire
de G sur x, les groupes Q n’héritent pas nécessairement des propriétés du groupe de
matrices U, défini dans la remarque 2.3.2

Théoréme 3.2.2. Considérons un modéle (G, Q)—équivariant. Les deux assertions sui-
vantes sont équivalentes :

-i- Le plan § est G—faiblement invariant et Ker (M (&)M(€)™) est Q;—stable.

-ti- La surface de variance extrapolée d X, vy, est G—invariante et M(&)M(E)* et
Q) commutent pour tout g € G.

Démonstration 3.2.27. Pour le sens direct de I'équivalence, la condition de commuta-
tivité spécifiée dans 1’énoncé du théoréme B2.7] est automatiquement vérifiée en vertu du
lemme La réciproque est la méme que celle du théoréme B211

Théoréme 3.2.3. Considérons un modéle (G, Q)— équivariant pour un groupe Q consti-
tué de matrices normales ou stable par transposition. Les deux assertions suivantes sont
équivalentes :
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-i- Le plan & est G—faiblement invariant.

-ii- La surface de variance extrapolée d X, vng), est G—invariante et ['un des deux

sous-espaces Ker (M(&)) ou Im (M (§)) est Q;—stable.

Démonstration 3.2.28. Pour chaque sens de I'équivalence, la condition de commutati-
vité spécifiée dans 1’énoncé du théoréme B2l est automatiquement vérifiée en vertu des
lemmes B.2.12 et B.2.13.

Remarques 3.2.1.

— Si la matrice M (&) est inversible alors M (&)M(§)" = I et tout @, = Q; commute
avec M (€)M (€)*. Nous retrouvons les théorémes B et B2

— Les conditions Im (M (§)M(§)*) et Ker (M(§)M(€)") Q;—stables pour tout g € G
sont automatiquement vérifiées si Vect(f(&)) = Vect(f(x)), c’est-a-dire si P, = P. En
effet nous avons alors Ker (P) = Ker (M (&)M (&)™) et Im (P) = Im (M (€)M (&)™"). Puis
QP =Q,P = Q,P? = PQ,P = PQj.

— Si le choix d'un plan & ajoute des confusions supplémentaires a celles, naturelles, dues
au choix d’'un domaine expérimental x, comme par exemple si x est une sphére, alors
ces confusions doivent étre les mémes pour tous les plans & déduits de € par I'action
de g € G et le noyau de M (&7) doit étre Q; —stable pour tout g € G.

— Dans le cas général, le groupe Q n’est pas un sous-groupe de O,. Nous allons voir
dans la section B4l comment remédier & ce défaut dans le cas d’un modeéle polynomial
complet.

Remarque 3.2.2. Considérons un groupe Q stable par transposition ou dont les éléments
sont des matrices normales. Nous avons prouvé dans le théoréme I’équivalence de
deux assertions, I'une portant sur l'invariance faible et une condition de stabilité, 'autre
sur I'invariance de la surface de variance extrapolée et une autre condition de stabilité. Ces
conditions de stabilité sont nécessaires et suffisantes comme le montre le théoréme B2
ci-dessous.

Théoréme 3.2.4. Si le groupe Q stable par transposition ou si ses éléments sont des
matrices normales, alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

-i- Un plan & est G—faiblement invariant si et seulement si la surface de réponse varg)
est G—invariante.

-ii- M(&)M(§)" et Q;; commutent pour tout g € G.

Démonstration 3.2.29. Montrons le sens direct de I’équivalence.

Soit & un plan G—faiblement invariant et pour lequel la surface de réponse vy est
G—invariante. Le lemme assure que le sous-espace vectoriel Im (M (&)M(&)1) est
(), —stables pour tout g € G. Le groupe Q est soit stable par transposition soit constitué
de matrices normales, nous pouvons donc appliquer le lemme et en déduire que
M(§)M (&)™ et Q; commutent.

La réciproque est le théoréme B211

Pour un modéle (G, Q)—équivariant pour lequel le groupe Q est stable par transposition
ou constitué de matrices normales, nous pouvons ainsi nous lancer dans la recherche de
dispositifs pour lesquels la surface de réponse extrapolée a x est invariante a ’aide de la
caractérisation basée sur l'invariance de la matrice des moments pour I'action induite par

80 These premiere partie : aspects théoriques



3.3 Cas général : matrice des moments quelconque, deuxiéme approche

G, c’est-a-dire 'invariance faible. En particulier dans cette recherche nous n’avons pas a
nous préoccuper des difficultés d’estimabilité pouvant étre liées & une forme particuliere
du domaine expérimental, une sphere par exemple. Nous utiliserons plus particulierement
ce résultat pour trouver des dispositifs isovariants a l'aide de diverses caractérisations
portant sur le support du plan & et équivalentes a 'invariance de la matrice des moments
pour l'action induite par le groupe orthogonal O, aprés avoir introduit les notations
tensorielles d'un modele polynomial qui permet de trouver un groupe Q qui un sous-
groupe d'un groupe orthogonal.

3.3. Cas général : matrice des moments quelconque,
deuxiéme approche

3.3.1. Surface de variance généralisée

Les surfaces de variance extrapolées a x, introduites dans la définition B2.4l, ont un in-
convénient majeur. Elles ne gardent aucune trace de I'image de la matrice des moments
avec laquelle elles sont construites, ce qui, comme nous I'avons vu, a pour conséquence la
condition de commutativité dans la réciproque du théoreme [3.2.2

Si Vect(f(€)) & Vect(f(x)) alors les surfaces de variance extrapolées a x ne sont pas
des surfaces de variance classiques. En effet la réponse moyenne n’est estimable que pour
des points & du domaine expérimental x pour lequels nous avons f(x) € Im (M(&)). Par
conséquent il n’est pas statistiquement pertinent de définir cette variance en les points
pour lesquels cette réponse moyenne n’est pas estimable.

La définition suivante d’une surface de variance généralisée réalise cette idée en attribuant
une valeur infinie a la variance de 'estimateur de la réponse moyenne en les points pour
lesquels cette réponse moyenne n’est pas estimable.

Remarque 3.3.1. Comme nous 'avons indiqué, le choix d’un pseudo-inverse pour M (§)
n’a pas d’'influence sur la surface de variance deés que f(t) est dans Vect(f(£)). Pour les
f(t) de Vect(f(£)), nous posons donc vy (t) = f(t) M(€)T F(t). Par conséquent i),

la surface d’information du plan M(&), est définie par iy ¢)(t) = (f(t)’M(ﬁ)*f(t))_1
pour les f(t) de Vect(f(£€)). Remarquons que i) est bien définie pour ¢ tel que f(t) €
Im (M (€))\{0} puisque si f(t) M (&)* f(t) = 0alors f(t) € Ker (M(€)*) = Ker (M(¢)) =
Im (M (¢&))". Par conséquent f(t) = 0. Ceci ne peut pas se produire si le modéle de régres-
sion utilisé contient une constante et donc en particulier s’il s’agit d’'un modeéle polynomial
complet comme c’est le cas si nous utilisons une surface de réponse de degré d. En utilisant
un argument de continuité, nous décidons de poser v (t) = +00 et ipe)(t) = 0, si t

est tel que f(t) & Vect(f(£)).

Définition 3.3.1. Soit M (&) une matrice des moments. La surface de variance généralisée
Oar(e) est définie par :

[ FOMEF®) i F(8) € Veer(£(8)
ot = { NG vt 831
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Définition 3.3.2. Soit M (&) une matrice des moments. La surface d’information géné-
ralisée ipre) est définie par :

. _ (F@METF®) T si f(£) € Vect(£(£))
harce)(£) { 0 i F(8) & Vect(F(€)). (3:32)

Remarque 3.3.1. Si la matrice M (&) est inversible, alors nous avons : M (&) = M(&)™!
et Im (M(€)) = Vect (f(x)) = R* et les surfaces de variance définie en [Z13, et
[Z-27 coincident.

La proposition suivante fait le lien entre les surfaces i) et les matrices d’information
réduites C (&) intoduites au chapitre P dans la définition 217

Proposition 3.3.1. Soit Cyu) (&) la matrice d’information réduite associée a f(t), pour
t € x. Nous avons alors :

in(g)(t) = Cr) (§). (3.3.3)

Démonstration 3.3.1. Nous renvoyons par exemple a [Puk93].

3.3.2. Invariances

Définition 3.3.3. Une surface de variance généralisée est dite G—invariante si :

bare)(9(z)) = ome)(x), Vg€ G, Vo € X (3.3.4)

Définition 3.3.4. Une surface d’information généralisée est dite G—invariante si :

v (9(x)) = ime(x), Vgeg, Ve e x. (3.3.5)

Draper et Pukelsheim, dans [DP98], affirment qu’un plan est Op—faiblement invariant
si et seulement si la surface d’information i) est Op—invariante. Nous pouvons faci-
lement adapter les démonstrations de la section B.22Z4l pour obtenir ce résultat qui est
énoncé dans [DP98| sans référence ni preuve mais qui a en fait été prouvé dans [Puk93].
La difficulté réside dans le fait que les auteurs utilisent la représentation tensorielle, in-
troduite dans la section B4l ce qui rend automatiquement la matrice des moments M (&)
non inversible des que le modeéle est de degré supérieur ou égal a deux.

L’intérét des surfaces de variance généralisée est que nous gardons une trace de ce qu’est
I'image de la matrice des moments, ce qui permet de montrer le résultat suivant.

Lemme 3.3.1. Si la surface de variance généralisée vy (¢) est G—invariante, alors le sous-
espace vectoriel Im (M (&)) est Q;—stable pour tout g € G. Si de plus Ker (M (§)TM(§))
est (;—stable pour tout g € G, alors

QuM(&)TM(E) = M(§)TM(E)Q,, VgeG. (3.3.6)

Démonstration 3.3.2. Si vy (o) = 400 alors f(xg) € Vect(f(§)). Par la G—inva-
riance de la surface d’information nous avons donc vy ¢)(g(2o)) = +00 et par conséquent
F(g(xo)) & Vect(f(£)), c’est-a-dire Q} f(xo) & Vect(f(£)). L'inclusion réciproque s’ob-
tient de la méme maniére. En passant aux complémentaires nous obtenons que Im (M (§))
est (J;—stable d’ou le résultat de commutativite.
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Lemme 3.3.2. Si pour tout g € G, Ker (M(§)) est Q;—stable, donc en particulier si la
surface de variance est G—invariante, et si le groupe Q est soit stable par transposition,
soit constitué de matrices normales, donc en particulier si Q est un sous-groupe de O,
alors Tm (M (&) M (€)™) est Q;—stable pour tout g € G et par conséquent Qy et M(§)M (€)™
commutent.

Démonstration 3.3.3. Preuve similaire a celle de la proposition B.2.12
Il est possible de montrer des résultats analogues pour les surfaces d’information iy ().

Remarque 3.3.2. Si deux surfaces de variances de type vys(¢) coincident il en va de méme
de leurs analogues de type vy;(). Par conséquent si le plan est G-faiblement invariant et
si le groupe Q est stable par transpostion ou constitué de matrices normales, la surface de
variance de type vy est G-invariante et par conséquent la surface d’information iy
est G-invariante.

Nous montrons maintenant ’analogue de la proposition B.2.100 pour les surfaces de va-
riance de type vy (e).

Proposition 3.3.2. Considérons un modele (G, Q)—équivariant tel que Q} commute
avec M(&)TM(&). Si la surface de variance vy est G—invariante alors le plan & est
G—faiblement invariant.

Démonstration 3.3.4. Nous avons f(&;) € Vect (f(§)). La G—invariance de vy () as-

sure que v (g(&;)) < +oo et ainsi que f(g(&;)) € Vect (f(§)). La preuve de la propo-
sition repose sur le fait que

vnie) (&) = varce) (9(&:))- (3.3.7)

Puisque f(&;) € Vect (f(€)) et f(g(&:)) € Vect (f(€)) nous avons :
vme)(&i) = vue(&i) (3.3.8)
UMg(e) (&) = vae)(9(&i))- 3.3.9

D’ou nous obtenons 1’équivalence suivante :

va(e) (&) = vme)(9(€)) (3.3.10)
)

bare) (&) = dare)(9(&)). (3.3.11)

Cette derniere condition est vérifiée puisque la surface de variance vys¢) est G—invariante.
La suite de la démonstration est inchangée et repose uniquement alors sur le fait que Q)
commute avec M (&)TM (&), condition qui est une des hypothéses de la proposition.

Théoréme 3.3.1. Considérons un modéle (G, Q)— équivariant pour lequel le sous-espace
vectoriel Ker (M (&) M (€)™) est Q—stable, pour tout g € G. Les trois assertions suivantes
sont équivalentes.

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.

-ii- La surface de variance vy ¢) est G—invariante.
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-11i- La surface d’information iy e) est G—invariante.

Démonstration 3.3.5. La seconde et la troisieme assertion sont équivalentes par défini-
tion. Montrons que la premiere est équivalente a la seconde.

Pour chaque sens de I’équivalence, la condition de commutativité spécifiée dans I’énoncé
du théoreme B2l et dans la proposition est automatiquement vérifiée en vertu
des lemmes et B30 qui compte tenu de I'hypothése de Qf—stabilité faite sur
Ker (M(&)M(&)T) s’appliquent alors dans leur totalité. La remarque permet d’ap-
pliquer le sens direct du théoreme B2l & une surface de variance de type vag).

Théoréme 3.3.2. Considérons un modéle (G, Q)— équivariant pour un groupe Q consti-
tué de matrices normales ou stable par transposition. Les trois assertions suivantes sont
équivalentes.

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-ii- La surface de variance vy ¢) est G—invariante.
-iii- La surface d’information iy e) est G—invariante.

Démonstration 3.3.6. Les conditions de commutativité spécifiée dans I’énoncé du théo-
réme B3] sont automatiquement vérifiées en vertu du lemme et de son analogue
pour les surfaces d’information.

Nous indiquons maintenant le résultat de Pukelsheim, [Puk93]. La démarche adoptée par
Pukelsheim permet de montrer que la condition de commutativité du théoréme B3.7] est
superflue dans le cas des des surfaces de variance vy et d’information i(¢). La démons-
tration tire parti du fait qu’il n’est pas nécessaire de spécifier le pseudo-inverse utilisé pour
construire les surfaces de variance et d’information généralisées et de ce fait si M (&)~ est
un pseudo-inverse de M (&) alors Q;_IM (& )+Q;'_1 est un pseudo-inverse de M (&), voir
le lemme B22.3 Dans le cas de surfaces de variance extrapolées nous n’avions montré, au
méme lemme, que M(&7)" = Q1M (£)* Q! que sous la condition que M (€)" M (&) et
(), commutent.

Lemme 3.3.3. Soient M et A deur matrices de moments. i,y = ia si et seulement si
M = A. Par conséquent vy = v, si et seulement si M = A.

Démonstration 3.3.7. Puisque i); = i4, iy et i4 s’annulent simultanément et par consé-
quent Im (M) = Im (A). En effet si f(¢) # 0 est dans Im (M) alors iy f(t) = iaf(¢t) > 0.
Soit 7 = dim(Im (M)) et A = KK une décomposition telle que RgK = RgK' = RgA
avec ' € My, et L un inverse a gauche de K. K et M ont le méme rang, K LM = M et
MM-K =K.

La matrice définie positive D = K' M~K a la méme trace que AM~. Les surfaces d’in-
formations étant égales nous avons :

tr (AM™) = tr (if(t)'M‘f(t)) (3.3.12)

= tr (Z f(t)A™ f(t)) (3.3.13)

= tr(4A7) (3.3.14)
= r (3.3.15)
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Ainsi tr (D) = r. De méme, comme D' = LML, tr (D7) = tr (MA™) = tr (MM~) = r.
Par conséquent nous avons

tr (D' = I,)D(D™' = I,)) = tr (D' = [, = I, + D) = 0. (3.3.16)

Comme D est symétrique, nous obtenons D/2(D~'—1,) = 0 d’ou D = I,.. Par conséquent
M = KLML'K = KK = A. La fin de la proposition est une conséquence directe du
lien entre les surfaces iy g) et vasg).

Théoréme 3.3.3. Considérons un modéle (G, Q)—équivariant. Les trois assertions sui-
vantes sont équivalentes.

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-ii- La surface d’information iy ) est G—invariante.

-i1i- La surface de variance vy ¢ est G—invariante.

Démonstration 3.3.8. Pour tout g € G, f(g(t)) € Im (M (£)) si et seulement si f(t) €
Im (Q;_lM(é)Q;_ll). Par le lemme B2 nous avons que Q;’M(é)_Q; est un pseudo-
inverse de Q7'M (&)Q;™" et ainsi :

g

’

Flg@))ME) flgt) = FOIQ; M) Q:f(t) (3.3.17)
) (Q ' M©)Q ™) f(t) (3.3.18)

= f
= F) (@ M(§)Qy-1)" f(2), (3.3.19)

pour tout ¢ € x tel que t € Im (M(§)). Par conséquent, pour tout t € x, iae)(9(t)) =
g arergr, (B):

Le sens direct de I'équivalence est une conséquence de I'égalité M(§) = Q)+ M (ﬁ)Q;l,l.
La réciproque découle de iy g)(t) = e (g9(t)) = iQ;—lM(g)Q;L1 (t) et d'une application du
lemme

Corollaire 3.3.1. Considérons un modéle (O, Qorn)—équivariant. Les trois assertions
suivantes sont équivalentes.

-i- Le plan & est O,— faiblement invariant.
-ii- La surface d’information iy e est O,—invariante.

-11i- La surface de variance vy est O,—invariante.
Démonstration 3.3.9. Il s’agit d’une conséquence directe du théoréme B33l

Un résultat identique au lemme B3 J existe-t-il pour les surfaces de variance de type vazg) ?
Le point clef de la démonstration est que les surfaces de variance de type v conservent
dans leur définition ce qu’est 'image de M (&) contrairement aux surfaces de variance
extrapolées. Il ne semble donc pas possible de prouver un équivalent du lemme dans
le cas des surfaces de variance extrapolées.
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3.4. Modeéles polynomiaux pour surfaces de réponse

Nous avons introduit, dans la définition 2.3.4] les modéles polynomiaux de dégré d com-
plets ou non. Un terme de 'un de ces modeéles n’est caractérisé que par son degré o, ainsi
t1 -ty et ty - t; correspondent au méme terme. Clairement cette approche permet d’obtenir
un systéme de fonctions polynomiales indépendantes sur le domaine expérimental, dés
qu’il est d’intérieur non vide, il ne s’agit pas de la maniere la plus adaptée pour com-
prendre 'action du groupe G, au travers de Q, sur f(x). La représentation polynomiale
de la définition .3.4] est minimale pour le cas d’'un domaine expérimental de type boule.
Elle est semblable a celle que Box et Hunter, 1957 [BH57], ont utilisé pour lier isovariance
et invariance de la surface de réponse par toute transformation du groupe orthogonal de
RY. Si 'on peut modifier une telle représentation a ’aide des notations schlaffliennes et
transformer Q en un sous-groupe du groupe orthogonal, voir par exemple [MMO02], ceci ne
nous permet pas pour autant d’obtenir une description simple de I'action de G sur f(x).
Or, comme nous venons de le voir, il n’est pas nécessaire que la matrice des moments du
plan soit inversible pour pouvoir lier isovariance et invariance de la surface de réponse par
toute transformation du groupe orthogonal et de ce fait nous pouvons envisager de repré-
senter nos modeles polynomiaux complets de degré d de maniére surparamétrée, suivant
ainsi une idée de Draper et Pukelsheim (1998), [DP9§].

Pour souligner I'ampleur du probléme, nous rappelons que Heiligers (1991), [Hei91], a
indiqué que le « plus grand » groupe de transformations G d’un modeéle polynomial de
type A tel que le modeéle soit (G, Q)—équivariant et que le groupe Q soit un sous-groupe
du groupe orthogonal Oy, est le groupe Gs,, intoduit dans 'exemple 2.3.4l Bien entendu,
le lemme 2.3.21 nous indique que, quelque soit le groupe de matrices @ compact, il existe
un produit scalaire E tel que Q soit un sous-groupe de Ox(F), le groupe orthogonal de
la forme quadratique associée a E. Or, la détermination d’un tel produit scalaire E se
fait au cas par cas, par exemple dans le cas de 'action du groupe orthogonal sur un
domaine expérimental d’intérieur non-vide, on peut avoir recours aux notations schlaé-
fliennes, [MMO02].

Définition 3.4.1. Soient A € My, et B € M,,,. Le produit de Kronecker de A et B est
donné par la matrice A Q@ B € My dont les blocs sont :

am B ... ay,.B
A® B = : : . (3.4.1)
a1 B ... ap,DB
Nous souhaitons souligner certaines des propriétés ordinaires du produit de Kronecker qui

permettent de comprendre 'intérét de son introduction. Nous renvoyons par exemple a
[Sha83] pour les preuves de ces propriétés.

Propriétés 3.4.1. -i- Sis € R™ ett € R" sont deux vecteurs alors s @t est le vecteur
de R™ tel que :

Slt

s®t= (3.4.2)

=Gili) j— 1 mj=1,....n
Smt dans l’ordre lexicographique
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-i1- Soient A € My, B € M,;,, s ¢ R™ ett € R". Nous avons :

(A® B)(sdt) = (As) ® (Bt). (3.4.3)

-1ii- Sotent A € My, et B € M;,,. Nous avons :
(A@B) =AY & (B). (3.4.4)

- Soient A € My, et B € M,,,. Nous avons :
(A® B)T = (A") & (BY), (3.4.5)

donc en particulier si A et B sont inversibles :
(AeB)'=(AYHYe(B™M). (3.4.6)
-v- Soient A € O,, et B € O,,. Nous avons :

(AeB) =AY B)=ANHe B H=(AaB)™, (3.4.7)

et A BeO,,,.

Proposition 3.4.1. Les modéles polynomiaux complets, respectivement de degré 1, 2, 8

et d, peuvent étre représentés de la maniéere suivante :

n(t,©) = 6y +1t6y, (3.4.8)
nt,0) = O+t +(tdt) 0, (3.4.9)
nt,0) = O+t +(t®t) 0+ (tDt) 65, (3.4.10)
d
n(t.e) = > ()6, (3.4.11)
r=0
ot 0, = (01..1,...0:. ), ordonné dans l'ordre lexicographique, et ou nous faisons
les restrictions naturelles découlant de la commutativité du corps de base : 0, i =
9,-77(1) ,,,,, i) = Ofir,...ir}, poul toute permutation m de 'ensemble {1,... r}.
Démonstration 3.4.1. Vérification calculatoire directe.
Nous posons alors
fre = ! et O1,g = b0 (3.4.12)
’ t ’ 0,
1 6o
f2.® t et Org=| 61 (3.4.13)
tet 02
1 o
B t | 6
tetet 03
; 2
Ja@ = . et Ogg=1] : (3.4.15)
téd 01"
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Remarque 3.4.1. [l s’agit simplement de la représentation des applications polynomiales
a l'aide des tenseurs symétriques.

L’intérét de cette représentation est que si 'action du groupe G sur le domaine expéri-
mental x est linéaire, au sens de 'équation 22322 alors les matrices @), ont une forme
facile a décrire.

Proposition 3.4.2. Si le modéle polynomial complet exprimé a l’aide de produits de Kro-
necker est (G, Q)— équivariant pour un groupe G qui agit linéairement sur x, les matrices
associées d cette action linéaire étant notées Uy, alors les matrices Qg sont données par
la formule suivante :

1 0 0 0

0 U, 0 0

. . . (3.4.16)
yed

SiVect (f(x)) # R* alors nous pouvons prendre comme matrices Q; les @, = QyP+1;,—P
avec P le projecteur orthogonal sur Vect (f(x)).
Dans le cas d'une action linéaire de G sur x, nous notons indifféremment la matrice Qg

par Qg ou Qu, et Qy par Qy ou Q*Ug.

Démonstration 3.4.2.

Qy(far(x) = fie(Ux) (3.4.17)
1
Uy
= : (3.4.18)
(U )
1 0 O 0 1
0 U, 0 0 T
= : : . (3.4.19)
U;?d wéd

La fin de la proposition est une application du lemme P2311

Proposition 3.4.3. Si le groupe de matrices U, est un groupe de matrices normales,
respectivement orthogonales, alors Qy est un groupe de matrices normales, respectivement
orthogonales.
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Démonstration 3.4.3. C’est une conséquence des propriétés du produit tensoriel expo-

sées en B.41]:

1 0 0 0
0 UU, 0 0
Qo = | N : P+I,—P (3.4.20)
(U,U,) =
1 0 0 0
0 U0, 0 0
= . . . P+1I,—P (3.4.21)
: (U;Ug)@’d
Quip, P+ Iy — P (3.4.22)
Qo (3.4.23)
Si de plus U; = Ug_1 alors 7, = Qf, = IxP + I, — P = I}, qui est bien la matrice

identité.

Remarque 3.4.1. Soit G un groupe dont ’action d'un élément g sur le domaine expé-
rimental x se traduit par une action linéaire associée a la matrice U,. Supposons que le
groupe de matrices {U,, g € G} est un groupe de matrices normales. Considérons un mo-
deéle polynomial complet exprimé a 1’aide de produits de Kronecker et (G, Qg ) —équivariant
pour le groupe Qg construit, dans la proposition B2 Le lemme permet d’affirmer
que Qg est un groupe de matrices normales. C’est le cas en particulier si G = Oy.

Théoreme 3.4.1. Considérons un modele polynomial complet exprimé a l’aide de produits
de Kronecker et (G, Qg)— équivariant pour un groupe G dont l'action d’un élément g sur
le domaine expérimental x se traduit par une action linéaire associ¢e a la matrice U,,
le groupe groupe de matrices {U,, g € G} étant un groupe de matrices normales. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-i1- La surface de variance extrapolée vyre) est G—invariante et l'un des sous-espaces

Ker (M(&§)M (&)™) et Im (M(&)M(§)") est Q;—stable pour tout g € G.

Démonstration 3.4.4. Nous avons montré que les matrices (); € Qg sont toutes nor-
males. Il s’agit donc d’une application du corollaire

Corollaire 3.4.1. Considérons un modéle polynomial complet exprimé a l’aide de produits
de Kronecker et (O,, Qorine)—Eéquivariant. Les assertions suivantes sont équivalentes :
-i- Le plan & est O,—faiblement invariant.
-i1- La surface de variance extrapolée vy est O,—invariante et ['un des sous-espaces

Ker (M(&§)M (&)™) et Im (M(&)M (&)™) est Q;—stable pour tout g € G.

Démonstration 3.4.5. Il s’agit donc d’une application du théoréme B4 au cas parti-
culier ou le groupe {U,, g € G} est le groupe orthogonal O,.
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Nous n’exposons ici qu’une fraction de l'intérét de la représentation tensorielle d’un mo-
dele polynomial. En effet Draper et Pukelsheim, [DP98]|, utilisent cette représentation
pour obtenir des résultats d’optimalité au sens de 'ordre de Kiefer, qui présente ’avan-
tage d’étre indépendant du systéme de coordonnées choisi pour calculer la matrice des
moments d'un plan. L’ordre de Kiefer a été introduit par Pukelsheim en 1993 dans [Puk93],
il étend la notion d’optimalité universelle exposée par Kiefer en 1975, dans [Kie75], pour
le cas particulier des plans en blocs, a tous les types de plans. Ils en déduisent des classes
essentiellement compléetes pour 'ordre de Kiefer pour des modéles polynomiaux de de-
gré 1, 2 ou 3, étendant ainsi les résultats de Pukelsheim, [Puk93], ainsi qu'une maniére
constructive d’améliorer la qualité d’un plan au sens de l'ordre de Kiefer et, cette fois-ci,
de tous les critéres d’optimalité invariants pour ’action du groupe orthogonal puisque le
groupe Qe est un sous-groupe du groupe orthogonal. Ceci concerne en particulier les
critéres ¢, que nous avons évoqués en 2271

Théoreme 3.4.2. Considérons un modele polynomial complet exprimé a l'aide de produits
de Kronecker et (G, Qg)— équivariant pour un groupe G dont 'action d’un élément g sur
le domaine expérimental x se traduit par une action linéaire associée a la matrice U, le
groupe groupe de matrices {U,, g € G} étant un groupe de matrices normales. La premiere
assertion est équivalente a chacune des deux autres :

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-i1- La surface de variance vy ¢ est G—invariante.
-iii- La surface d’information iy e) est G—invariante.

Démonstration 3.4.6. Nous avons montré que les matrices @} € Qg sont toutes nor-
males. Il s’agit donc d'une application du corollaire 2.3

Le résultat de Draper et Pukelsheim, sur le fait qu'un plan &€ est O —faiblement invariant
si et seulement si la surface d’information i) est Op—invariante, est alors également
une conséquence du théoréme et de la représentation tensorielle du modeéle polyno-
mial complet de degré d utilisée puisque le groupe Q1.0 est un sous-groupe du groupe
orthogonal. Nous aboutissons alors au corollaire suivant.

Corollaire 3.4.2. Considérons un modele polynomial complet exprimé a ’aide de pro-
duits de Kronecker et (O, Qortn,e)—Eéquivariant. La premiére assertion est équivalente a
chacune des deuz autres :

-i- Le plan & est O,— faiblement invariant.
-ii- La surface de variance ) est O,—invariante.

-115- La surface d’information iy e est O,—invariante.

3.5. Conclusion

Nous commencons par mettre en relation les plans isovariants dont le support est inclus
dans une sphere avec les t—plans sphériques de force paire. Ces derniers sont des objets
combinatoires qui interviennent dans plusieurs domaines des mathématiques. L’étude de
leur existence, celle de leurs propriétés ainsi que celle de leur caractérisation a de ce
fait été l'objet de plusieurs travaux de recherche. Nous utilisons ceux-ci pour en déduire
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3.5 Conclusion

Iexistence de dispositifs isovariants. Toutefois les cardinaux des plans ainsi obtenus sont
souvent importants et ne permettent par de répondre de maniere satisfaisante au probleme
de la construction de plans expérimentaux isovariants de faible cardinal.

Ce chapitre a également permis de mettre une nouvelle fois en avant 'intérét des plans
isovariants grace aux résultats de Neumaier et Seidel [NS92] ainsi que de Hardin et Sloane
[HS92] sur la D—efficacité et la I—efficacité. Nous avons également fait le lien entre les
t—plans sphériques combinatoires et les plans isovariants. Les techniques de construction
de ces premiers peuvent donc étre utilisées pour obtenir des dispositifs isovariants. Or
comme nous 'avons vu il n’est pas évident de construire des plans sphériques et de
surcroit des plans pour lesquels la force est maximale, le cardinal du plan étant fixé a
I’avance.

Nous proposons une méthode de construction de plans faiblement invariants et en parti-
culiers de plans sphériques isovariants au chapitre suivant.
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Chapitre 4

Plans sphériques de force ¢

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux diverses caractérisations des plans isovariants
dont le support est inclus dans une sphere. L’intérét de ces objets, au travers de considé-
rations sur 'optimalité et la recherche pratique de plans isovariants, a été mis en évidence
tout au long du chapitre 2l Au chapitre Bl nous avons vu l'intérét des surfaces de variance
Gorin—invariante ainsi que leur lien avec les plans G, —faiblement invariants, c¢’est-a-dire
les plans isovariants. Nous verrons que le support d’un plan isovariant, lorsqu’il est inclus
dans une sphere, est un plan sphérique combinatoire dont la force est en relation directe
avec le degré du modele Ay pour lequel le plan est isovariant. Les plans sphériques de force
t sont des objets mathématiques présentant de nombreux intéréts dans des domaines va-
riés comme la théorie des codes, I'intégration numérique et les formules de cubature. Par
conséquent, la question des conditions de leur existence a été étudiée intensivement par de
nombreux auteurs dont nous rappellerons les résultats principaux. Enfin nous montrerons
un résultat qui lie les criteres de D—optimalité et I—optimalité et les plans sphériques
combinatoires ainsi que les formules de cubature sur la boule ou la spheére.

4.1. Force et isovariance

4.1.1. Définition des plans sphériques

Nous introduisons la notion de plan sphérique de force t ainsi que quelques unes de leurs
propriétés élémentaires qui nous seront utiles dans la suite. L’analogie entre les t—plans
sphériques et les t—plans au sens combinatoire est exposée dans l'article fondateur de
P. Delsarte, J.M. Goethals et J.J. Seidel, ¢f. [DGS77]. Rappelons que nous notons S la

sphere unité de R.

Définition 4.1.1. Soit X un sous-ensemble fini de SV et t un entier positif. X est un
t—plan sphérique si l’égalité suivante est vérifiée :

1
[ T@pn@) = 5 > @), (4.1.1)

quel que soit le polynome f de degré inférieur ou égal a t et ou la mesure p est l'unique
mesure de probabilité sur la sphére SU invariante par l’action du groupe orthogonal O,,.



Chapitre 4. Plans sphériques de force t

Remarque 4.1.1. Un t—plan sphérique est encore appelé un plan sphérique de force t.

Nous commencons par donner deux propriétés élémentaires des plans sphériques.

4.1.2. Premieéres propriétés des plans sphériques

Proposition 4.1.1. 57 X est un t—plan sphérique dans R", alors, pour tout 0 < s < t,
X est un s—plan sphérique dans R".

Démonstration 4.1.1. C’est une conséquence directe de la définition ELT1] puisque,
comme s < t, si 'égalité 1.0l est vérifiée pour tout polynéme de degré inférieur ou égal
a t, alors elle I'est a fortiori pour tout polyndéme de degré inférieur ou a s.

Proposition 4.1.2. 57 X est un t—plan sphérique dans R" alors il en va de méme de
o(X), ou o est un élément de O,.

Démonstration 4.1.2. C’est une conséquence directe de la définition EETT] puisque la
mesure sur la sphére considérée est invariante par I’action du groupe orthogonal O,.

Remarque 4.1.2. La proposition montre donc que les plans sphériques sont définis
a une isométrie orthogonale prés. Ceci définit une relation d’équivalence sur I’ensemble
des plans sphériques dans R", ce qui nous invite a n’étudier qu'un représentant Xg de
cette classe d’équivalence X. Par conséquent, au cours de la phase de construction d’un
plan sphérique de force ¢ dans R”, nous pouvons, puisque ’action du groupe orthogonal
O, est transitive sur la sphere S, fixer les coordonnées de I'un des points du plan comme
étant celles d’un point arbitrairement choisi dans la sphere Q,,, par exemple (1,0, ...,0).
Cette possibilité sera exploitée aux chapitres Bl et [d et aura pour conséquence une réduc-
tion sensible de la complexité des calculs.

Si nous rajoutons des conditions d’optimalité, données par les criteres ®, ou ®; par
exemple, nous ne pourrons nous contenter de 1’étude d’un seul représentant Xy d’une
classe d’équivalence X de plans sphériques, modulo le groupe orthogonal O,, que pour
les seuls criteres d’optimalité qui seront invariants pour ’action du groupe orthogonal sur
le domaine expérimental x. C’est le cas de la D—optimalité, voir 'exemple E42 et de
la I—optimalité, voir la proposition 2244 pour un modele (Gopin, Qoren) —équivariant et
un plan isovariant. C’est aussi le cas de tout criteére d’optimalité ®, et de la J—optimalité
lorsque le modeéle polynomial complet de degré d est exprimé a ’aide des notations ten-
sorielles puisqu’alors le groupe Qo est constitué de matrices orthogonales, voir la
remarque B.AT] et que les critéres @, sont orthogonalement invariants, voir la proposition

24T

Proposition 4.1.3. 57 X; et X5 sont deux t—plans sphériques disjoints de R alors
X1 U X3 est un t—plan sphérique de R".

Démonstration 4.1.3. C’est une conséquence directe de la définition ELT11

Lemme 4.1.1. Soient Xg et X1 deuz sous-ensembles dénombrables de €1, la sphére unité
de RY avec v > 2. 1l existe p € O, tel que :

p(Xo) N Xy = 0. (4.1.2)
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4.1 Force et isovariance

Démonstration 4.1.4. Supposons que pour tout p € O,, Uintersection p(Xo) N X3
soit non vide. Pour tout p € O,, nous avons de ce fait xg € Xg et ;3 € X; tels que
p (xg) = @1 et par conséquent il existe une application surjective de Xo x X3 dans O,.
Ceci est impossible puisque le premier ensemble n’est pas dénombrable si v > 2 alors
que le second 'est comme produit cartésien de deux ensembles qui, par hypothese, sont
dénombrables.

Proposition 4.1.4. Soit v un entier naturel supérieur ou égal a 2. Si nous disposons de
[ plans sphériques de force t dans RV dont les cardinaux sont des entiers consécutifs, de
ro arg+1—1, et que l > rq, alors il existe des plans sphériques de force t pour n’importe
quel cardinal supérieur ou égal a rg.

Démonstration 4.1.5. La preuve de la proposition découle de 'utilisation conjointe des
propositions et et du lemme ELT1

Soit ny un entier supérieur ou égal a ry.

Sing < ro+1—1 alors il existe un plan sphérique de force t de cardinal ngy par hypothese
de la proposition.

Sing > ro+Il—1 alors ng = axrg+b, avec 0 < b < rg—1 et a > 1. Nous pouvons construire,
par applications successives du lemme EET.T], valide puisque v > 2, un plan sphérique de
force t et de cardinal (a — 1) % 1y comme 'union disjointe de a — 1 transformées par des
éléments bien choisis du groupe orthogonal de O, d'un plan X de cardinal rq et de force
t dont 'existence est donnée comme hypothese de la proposition.

Puis, il existe un plan sphérique de cardinal ro + b et de force ¢ par hypothese puisque
0 < b<ry—1. A nouveau, quitte a transformer le support de ce plan par un élément
du groupe orthogonal O, et appliquer le lemme .17l valide puisque v > 2, nous pouvons
obtenir un plan disjoint du plan de cardinal a(r — 1) et de force ¢t que nous venons de
construire. L’union de ces deux plans disjoints est donc bien un plan de cardinal ng et de
force t.

Remarque 4.1.3. Nous utiliserons, par exemple, la proposition ET.4 au théoréme
du chapitre [A

4.1.3. Plans isovariants et plans sphériques

Le théoréme suivant permet de mettre en rapport les plans & isovariants et les plans
sphériques.

Théoreme 4.1.1. Si un plan, pour lequel tous les poids sont égaux, a son support in-
clus dans une sphére de rayon 1 et que, pour un modéle polynomial complet de degré
d (Gorthy Qortn)-équivariant, il est Gy —faiblement invariant, alors les points support du
plan forment un 2d—plan sphérique. Réciproquement tout plan dont les points support
forment un plan sphérique de force 2d est un plan isovariant si nous choisissons tous les
poids des points support du plan égaux.

Démonstration 4.1.6. Montrons le sens direct du théoréme. Le support du plan est
inclus dans la sphere unité. Si le plan est isovariant pour un modeéle de régression po-
lynomiale complet de degré d alors sa matrice des moments est égale a la matrice des
moments de la distribution uniforme sur la sphére et par conséquent I’équation ELT.T] est
vérifiée pour tout mondme de degré inférieur ou égal a 2d. Par linéarité I’équation EETT]
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est vérifiée pour tout polynéme de degré inférieur ou égal a 2d.

Montrons I'implication inverse. Si le plan est un 2d—plan sphérique alors son support est
inclus dans la sphere unité. Considérons le plan formé des points support de ce plan de
force 2d affectés de poids tous égaux. Chacun des termes de la matrice des moments est
alors égal au membre de gauche de LTl pour un polynéme de degré inférieur ou égal a
2d et par conséquent a son membre de droite puisque le plan est de force 2d. Ainsi la
matrice des moments du plan est égale a celle de la distribution uniforme sur la sphere ce
qui est bien la matrice des moments caractérisant les plans isovariants.

Remarque 4.1.4. Le lien entre l'isovariance d'un plan analysé a ’aide d’un modeéle de
degré e dans un domaine expérimental de type boule centrée en 'origine du repeére et la
notion de plan sphérique de force 2e a été été mise en évidence, de maniere analogue au
théoreme LTl par Neumaier et Seidel dans [NS92] mais dans le contexte plus général
des mesures euclidiennes de force ¢t que nous évoquerons a la section B8

L’intérét majeur de ce théoreme est de faire le lien entre la problématique statistique et les
nombreux travaux existant dans plusieurs domaines des mathématiques et concernant les
plans sphériques. Les plans sphériques sont aussi bien utilisés dans la théorie des codes, en
combinatoire, pour la classification des réseaux ou que dans ’analyse numérique comme
formules de cubature sur la sphere. Plusieurs directions de recherche ont été et sont tou-
jours poursuivies : généralisation de la notion de plan sphérique a d’autres espaces que R",
existence et construction explicite de plans d’une force et d’un cardinal donnés, lien entre
les représentations de sous-groupes du groupe orthogonal et force du plan, détermination
du nombre minimal de points nécessaires a obtenir une force donnée, du nombre minimal
de points a partir duquel il existe toujours un plan sphérique d’une force donnée.
Certains des résultats obtenus font appel a des notions algébriques et arithmétiques com-
plexes. Nous nous contenterons d’exposer ceux qui présentent un intérét particulier dans
notre contexte. Nous commencons par donner un résultat d’existence général concernant
les plans sphériques de force t.

4.2. Existence de plans sphériques

Dans la section précédente nous nous sommes intéressés a des ensembles de points tous
situés sur la sphere et possédant la propriété que la valeur moyenne d’'un polynome de
degré inférieur ou égal a t soit la moyenne des valeurs de ce polynéme évalué en les points
de l'ensemble. Il n’est pas du tout évident que de telles configurations existent. Une
approche possible de ces ensembles de points est de les voir comme des généralisations du
théoreme de la moyenne.

Théoréme 4.2.1. Théoreme de la moyenne

Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Il existe x € [0,1] tel que :

P ()
fa) = / f(tydt.

Démonstration 4.2.1. Evidente.
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4.3 Extension de la notion de plan sphérique

Définition 4.2.1. [Weighted Averaging Set]

Soit fi,..., fm m fonctions continues de [0,1] dans R. Un ensemble moyenneur pondéré

est la donnée de m couples (x1, 1), ..., (Tm, ) tels que Y, ai=1¢et:

Ly ai-fj(xi):/o e, i€l ...ml).

i=1,....m

Un résultat classique démontre 'existence de tels ensembles; attention ici il s’agit d'une
moyenne pondérée et le probleme de départ quant a lui concerne une moyenne arithmé-
tique. Le résultat que nous allons exposer dans cette sous-partie est en fait tres général.
Il a été obtenu en 1984 par Seymour et Zaslavsky [SZ84] dans le contexte plus général
exposé ci-dessous.

Théoréme 4.2.2. [Existence of averaging sets]

Soit (Q,7T) un espace topologique connexe par arcs muni d’une mesure [ finie, positive et
telle que tout ouvert non vide soit de mesure non nulle. Soient fi,...,fm : Q@ — RP
des fonctions continues et intégrables sur Q2. Il existe un sous-ensemble fini de Q2 tel que

1 ) |
Ei:;mfj(x") - m/ﬂfa’(t)du, viel(lL,...,m].

Le cardinal de X peut étre n’importe quel entier naturel sauf un nombre fini d’entre euz.
De plus nous pouvons choisir X de telle sorte que les vecteurs (fi(x), ..., fm(x)), pour
x € X, soient tous distincts.

Démonstration 4.2.2. Nous renvoyons a [SZ84] pour la démonstration de ce résultat
d’existence tres général. Si toutefois le lecteur n’est intéressé que par le cas particulier
des plans sphériques, nous renvoyons alors a la preuve de Arias de Reyna, [Ari88], qui
s’appuye sur le théoréme de Brouwer et suffit pour prouver I'existence des objets que nous
considérons.

Remarque 4.2.1. Il s’agit d'un résultat d’existence non constructive.

4.3. Extension de la notion de plan sphérique

Si nous consultons le chapitre récapitulatif de [Hog96] sur les plans sphériques, nous
nous apercevons que la notion de plan sphérique ne concerne pas nécessairement des
sous-ensembles d’une sphere d’un espace vectoriel réel. En effet, la définition d’un plan
sphérique réel a été étendue a celle d'un t—plan dans un espace de Delsarte par Neumaier
dans [Neu80] et [Neu81].

Définition 4.3.1. Considérons un espace métrique (X ,d) de diamétre fini 6. Notons
/oy la distance entre deuz points x et y de X et w une mesure finie sur X. (X, d) est
un espace de Delsarte pour la mesure w si pour toute paire d’entiers positifs (i, 7), il existe
un polynome f; ; de degré inférieur ou égal a i et j tel que :

/ c;xcgmdw(m) = fij(cw), V(a,b) € X (4.3.1)
b's
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Remarque 4.3.1. Les seuls espaces de Delsarte infinis connus sont les spheres d—dimen-
sionnelles, les espaces projectifs sur les réels, les complexes, les quaternions ainsi que la
droite projective et le plan projectif sur les octaves de Cayley.

Neumaier, [Neu80], introduit alors, pour toute valeur de o € [0, d], une suite de polynémes
(gi(@))ien; leur rdle est identique a celui joué par les polynémes harmoniques dans le

théoréeme L5110

Définition 4.3.2. Un ensemble fini B de b points dans un espace de Delsarte (X, d) pour
la mesure w est un t—plan si :

D gilcas) =0, Vae X, Vie{l,.. t}. (4.3.2)

zeB

Hoggar a alors proposé, dans [Hog82], une maniére unifiée de calculer les fonctions spé-
ciales servant a définir ce qu’est un t—plan dans un espace de Delsarte infini. Des exemples
de construction de t—plans et une étude des propriétés générales de ces plans a été menée
dans [Hog84a|, [Hog92].

Remarque 4.3.2. Le résultat de Seymour et Zaslavsky, [SZ84], assure de 'existence de
t—plans dans les espaces de Delsarte pour toute valeur de t.

Hoggar a également déterminé une borne inférieure sur le nombre de points a inclure dans
le plan compte tenu de la force que nous souhaitons obtenir. Il s’agit d’une généralisation
d’un résultat de Delsarte, Goethals et Seidel, [DGS77], pour les t—plans sphériques dans
R" que nous indiquons maintenant.

Proposition 4.3.1. Soit X un t—plan sphérique de cardinal r dans R". Nous avons

alors :
v+e—1 v+e—2 o,
ro> ( o1 )—( o1 ), sit = 2e, (4.3.3)

ro> 2(”2}Lf11), sit—=2+1. (4.3.4)

Goethals et Seidel, [GS79], ont montré que cette inégalité découle en fait d'un résultat
plus général de Sidelnikov, [Sid74].

Définition 4.3.3. Les t—plans sphériques dont le cardinal est donné par la formule[f.5.3
si t est pair ou par la formule sit est impair sont des « tights » t—plans sphériques.

La justification du fait que cette inégalité est du méme type que celle dite de Fisher
concernant les plans en blocs incomplets équilibrés peut se trouver par exemple dans le
livre de C.D. Godsil, [God93]. La démonstration de I'inégalité de Fisher ainsi que celles,
et £3.4 de la proposition L3l y figurent également. Nous y introduisons égale-
ment le formalisme qui permet de voir que ces deux inégalités découlent bien des mémes
considérations et précise également que le choix du nom des objets que nous étudions,
les t—plans sphériques, a été fait suite a une analogie avec les t—plans combinatoires ces
deux structures combinatoires présentant le méme type de propriétés d’invariance.

Bien que particulierement intéressants, puisqu’ils nécessitent un nombre minimal de points
support, ces plans sont en fait des exceptions.
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4.4. Reésultats de non existence

Suite a l'introduction des t—plans sphériques et des t—plans dans les espaces de Delsarte,
un champ de recherche particulierement actif a été de trouver, en fonction de ’espace de
Delsarte considéré, pour quelles valeurs de t et de r il existe un « tight » t—plan. Dans
I'article fondant la théorie des plans sphériques de force t, [DGS77|, Delsarte, Goethals
et Seidel se sont déja intéressés a ce probleme. Comme nous le verrons dans la suite,
les cas des dimensions 1 et 2 doivent étre traités a part. Nous rappelons ici les résultats
qui ont été obtenus pour indiquer quelle peut étre la difficulté liée a la construction de
plans sphériques de force importante et de cardinal réduit. Commencons par le résultat
de Delsarte, Goethals et Seidel.

Théoreme 4.4.1. Pour chacune des valeurs det suivantes, 2, 3, 4, 5, 7, 11, nous pouvons
trouver v(t) tel qu’il existe un « tight » plan sphérique de force t dans RV®,

Exemple 4.4.1. Nous donnons quelques exemples de « tight » plan sphérique de force t.

— Pour tout v, les v + 1 sommets d'un simplexe régulier de R” sont des « tight » plans
sphériques de force 2.

— Pour tout v, les 2v sommets de I’hyperoctaédre régulier de RY sont des « tight » plans
sphériques de force 3.

— Les sommets de l'icosaédre forment un « tight » plan sphérique de force 5 dans R3.

— Trois « tight » plan sphérique de force 4 ont été construits a l'aide de lignes équiangu-
laires, voir [LS73] : pour v = 2, et un cardinal r = 5, pour v = 6 et un cardinal r = 27,
enfin pour v = 22 et un cardinal r = 275.

Remarque 4.4.1. Les trois premieres affirmations sont démontrées au chapitre & en
tirant profit des symétries des objets considérés au travers des invariants polynomiaux
associés a ces groupes de symétries.

Bannai, [Ban79], a alors formulé la conjecture suivante concernant la possibible existence
de « tight » plan sphérique dans R".

Conjecture 4.4.1. Il n’existe pas de « tight » plan sphérique de force t dans R* siv > 3
ett#1, 2,8, 4,5, 7, 11.

Cette conjecture a été démontrée par Bannai et Damerell dans deux articles, I'un montrant
le résultat dans le cas de la force paire, [BD79], et 'autre concernant le cas d’une force
impaire [BD80]. La preuve de ces deux théorémes s’appuye sur une étude des solutions
d’équations diophantiennes. Nous indiquons maintenant les deux résultats de Bannai et
Damerell.

Théoreme 4.4.2. Sit = 2n et n > 3 et v > 3, alors il n'existe pas de « tight » plan
sphérique de force t dans R".

Théoréme 4.4.3. Sit=2n+1etn >4 et v > 3, alors il n'existe pas de « tight » plan
sphérique de force t dans R" sauf sit = 11 et v = 24, valeurs pour lesquelles un tel plan
existe.

Apres avoir résolu le probleme de l'existence des « tight » plans sphériques dans R?, celui-
ci a été étendu au cas des t—plans dans les espaces de Delsarte et résolu dans le cas des
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espaces compacts symétriques de rang 1. Nous renvoyons a Helgason, [Hel78], pour la
définition de ces espaces et & Matsumoto, [Mat71], pour un résultat qui indique que les
espaces riemanniens isotropes, c¢’est-a-dire deux homogenes, sont exactement les espaces
euclidiens ou riemanniens symétriques de rang 1. Un résultat de classification, reproduit
dans [CS99], indique qu’il s’agit en fait, dans le cas compact, soit d’'une sphere SY de
R, d’'un espace projectif réel RP", complexe, CP", quaternionique, HP", ou du plan
projectif sur les octaves de Cayley, OP?, et que par conséquent ce sont des espaces 2
homogenes et donc bien des espaces de Delsarte. Il s’agit du contexte général developpé
suivant les deux approches similaires de Conway et Sloane, [CS99] et de Godsil, [God93].

Le cas de la droite projective QP et du plan projectif OP? sur les octaves de Cayley a
été traité par Hoggar dans [Hog84b].

Théoréme 4.4.4. Tout « tight » plan de force t dans QP est de force 2 ou 3. Tout
« tight » plan sphérique de force t dans QP? est de force 2 ou 5.

Le cas d’un espace projectif complexe et quaternionique a été abordé par Bannai et Hoggar
dans [BHS85] et résolu dans [BH89].

Théoréme 4.4.5. Si X est un « tight » plan de force t dans un des espaces projectifs
CP" ou HP" alorst < 5.

Remarque 4.4.2. Tous les « tight » plans de force t dans R? sont connus sauf pour les
valeurs de t =4, 5 et 7.

Comme nous le verrons au cours des chapitres suivants, les « tight » plans sphériques de
force t sont tous associés a des structures algébriques ou combinatoires régulieres. Cette
constatation nous incitera également a rechercher les plans sphériques de force t dans
R? dont le cardinal est proche de celui d’un « tight » plan de force ¢ sous la forme de
dispositifs possédant encore une certaine régularité. Cette régularité se traduit par une
invariance des points support du plan par un sous-groupe fini du groupe orthogonal de
O,. L’étude des plans sphériques dans R?, réalisée par Hong [Hon82] nous conforte dans
le choix de cette approche.

Une étude plus détaillée des cardinaux pour lesquels il existe des plans sphériques de
force t a été menée par Boyvalenkov et Nikova, [BN94] et [BN98|, Boyvalenkov, Danev et
Nikova, [BDN99], Boumova, [Bou02| et Boyvalenkov, Boumova et Danev [BBD02].

4.5. Caractérisations des t—plans sphériques

Nous introduisons ici quelques-unes des caractérisations équivalentes des plans sphériques
de force t qui ont été utilisées pour construire de tels objets. Nous proposerons au chapitre
une nouvelle maniéere de construire des plans de force paire. La détermination de carac-
térisation des plans sphériques de force t a été I'objet de plusieurs travaux et a montré des
liens entre ces objets et plusieurs problemes appartenant a des domaines des mathéma-
tiques a priori sans rapport avec eux. Les premieres caractérisations équivalentes des plans
sphériques a l'aide des fonctions harmoniques sont apparues dans 'article fondateur de
Delsarte, Goethals et Seidel, [DGS77]. La construction de plans sphériques comme union
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de G—orbites d'un point de la sphére par un sous-groupe fini du groupe orthogonal a été
developpée par Goethals et Seidel dans [GS79]. Toutefois, compte tenu du lien entre plans
sphériques et formules de cubature, ce résultat est identique a celui de Sobolev, [Sob62],
concernant les formules de cubature sur la sphere et lui est donc attribué. La définition
des plans sphériques en termes de tenseurs est également introduite dans [GST79].

Seidel résume, dans [Sei01], les quatres définitions équivalentes principales d'un plan sphé-
rique en termes d’une formule de cubature, de tenseurs et d’'une formulation associée au
probleme de Waring. Détaillons cette derniere : il s’agit de trouver une isométrie linéaire
F de (R”||-[|,) dans (R", ||-[|,) ot ¢ est un entier pair strictement positif et, pour tout

k> 1, pour tout @ = (z1,...,2) € RL 1> 1, |(1,...,2)|, = />0, il

4.5.1. Polynoémes harmoniques

Théoreme 4.5.1. Nous supposons v > 2. Les quatre assertions suivantes sont équiva-
lentes :

-i- X est un t—plan sphérique.

-1i- Quels que soient le polynome f homogéne de degré inférieur ou égal at et o € SO,
le groupe spécial orthogonal, nous avons :

Y f@) =" flo(x)). (4.5.1)

xreX xeX

-iti- Pour tout polynéme harmonique homogéne non constant de degré inférieur ou égal
at, nous avons :

> fl@) =0 (4.5.2)

reX

-iv- Soit p le plus grand entier pair inférieur ou égal a t et v le plus grand entier impair
inférieur ou égal a t. Quel que soit o € R, nous avons les deux égalités :

S @y =300 v g Y (wa) =0, (453)

= vo+2)--(v+p+2) =

Démonstration 4.5.1. La démonstration de ce résultat est trop longue pour étre repro-
duite ici. Nous renvoyons le lecteur au chapitre 1 de [VenO1].

Le théoreme ci-dessus permet de montrer le résultat :

Proposition 4.5.1. Si X est un 2t—plan sphérique antipodal, c’est-a-dire — X = X
alors c’est un 2t + 1—plan sphérique.

Démonstration 4.5.2. Si X est antipodal alors la condition ) .+ (x,0)" = 0 est
automatiquement vérifiée.
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4.5.2. Formules de cubature

Définition 4.5.1. Une formule de cubature de cardinal N et de force t sur la sphére unité
SV de RY est un ensemble de couples {(a1, X1),...,(an, XnN)} ot a; est un nombre réel
et X; un sous-ensemble fini de S, pour 1 <1 < N, tel que :

flx)du(a) =Y W Y f@), (4.5.4)

S'U . 1
pout tout polynome de degré inférieur ou égal a t.

Pour une étude détaillée des conditions d’existence de telles formules, a ’aide, par exemple,
de la théorie des polynomes orthogonaux nous renvoyons au livre de Dunkl et de Xu,
[DX01].

Remarques 4.5.1.

-i- Les plans sphériques de force t sont des formules de cubature formées par un seul
ensemble X .

-ii- L’union de plusieurs plans sphériques de force ¢ bien choisis peut donner une formule
de cubature de force > t.

Sobolev a introduit la théorie des groupes afin de construire des formules de cubature
comme union d’orbites d’ensembles de points par des groupes finis, voir [Sob62] et [Sob74].
Par conséquent, les polytopes sphériques et les systémes de racines peuvent étre associés
a des formules de cubature. Les invariants des groupes finis utilisés sont liés avec la force
maximale d’une formule de cubature. Goethals et Seidel ont repris cette idée en 1981 dans
[GS81] et construisent de cette maniére des plans sphériques remarquables : des plans de
force 15 dans R?*, de force 11 dans R®, de force 19 dans R* et de force 9 dans R?. Pour
cela ils utilisent la troisiéme caractérisation, du théoréme EE5.Jl des points support des
plans sphériques. Ils en déduisent alors que pour augmenter la force d’un plan il suffit de
prendre la G—orbite d’un point qui est le zéro d’un polynéme harmonique G—invariant
non constant et de plus petit degré. Cette méme idée a été utilisée par Hardin et Sloane
dans [HS92].

4.5.3. Représentation des groupes finis

Bannai a construit des plans sphériques comme union d’orbites de points de §” par un
groupe fini. Certains de ces résultats ont été repris dans ’article récent de De la Harpe
et Pache, [dP04] qui les présentent a l'aide de la théorie des représentations des groupes
finis. Sobolev, [Sob62], a été le premier a utiliser cette approche. Nous développerons plus
particulierement ce point au chapitre bl qui a un rapport direct avec I’approche que nous
avons évoquée au paragraphe 5.2

4.6. Reésultats d’existence constructifs

Dans cette section, nous indiquons les nombreux résultats constructifs d’existence de plans
sphériques qui ont été obtenus depuis leur définition par Delsarte, Goethals et Seidel en
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1977 dans [DGS77]. Nous indiquerons au chapitre B pourquoi nous ne trouvons pas com-
pletement satisfaisant, dans la plupart des cas et compte tenu de la finalité statistique de
notre étude, de nous contenter de proposer leur application directe. Toutefois, eu égard
aux théorémes ETT], et 7.3, ces dispositifs présentent déja des propriétés statis-
tiques suffisamment attractives pour 'expérimentateur pour que nous les mentionnions
ici et proposions leur utilisation.

4.6.1. Cas particulier de la dimension 2

Nous indiquons maintenant les résultats, propres a la dimension 2, que nous avons men-
tionnés dans I'introduction a la section EE4L

Nous identifions R? a C. Nous avons alors Qy = {z € C | |2| = 1}. Un plan sphérique X

est alors un ensemble fini {z1, ..., 2.} de nombres complexes de module 1. Les fonctions
polynomiales homogénes de degré m dans R? sont des combinaisons linéaires a coefficients
non tous nuls de ™, 2™y, ..., zy™ ', y™. Nous pouvons procéder & un changement de

base et remplacer (z,y) par (z,%) avec z = x+iy. Les polyndmes harmoniques homogenes
de degré m sont alors les combinaisons linéaires a coefficients tous deux non nuls de
Re(2™) et Im(z™). Les polynémes harmoniques homogeénes de degré inférieur ou égal a
m, Harm,,, sont un espace vectoriel engendré par les Re(z!) et Im(2!) pour 0 <1 < m. La
condition, %7 du théoreme L5 lpour X d’étre un t—plan sphérique, qui s’écrit > 4 f(x),
pour tout polynéme harmonique f de degré inférieur ou égal a t, est alors simplement
2P+ 2 =0pour 0 > m > t.

Proposition 4.6.1.

— L’ensemble des racines r—emes de l'unité est un t—plan sphérique a r éléments pour
tout t <.

— Les plans sphériques de force (r — 1) a r éléments sont les sommets des polygones
réquliers a r cotés.

Démonstration 4.6.1. Nous renvoyons a [Ven01].

Théoréme 4.6.1. Soit X un plan sphérique de force t.

- Sit+1<|X|<2t+1, alors X est un polygone régulier.

- S| X| = 2t+ 2, alors X est la réunion de deux polygones réguliers a t + 1 cotés. En
particulier X peut étre le polygone réqulier a 2t + 2 cotés.

— Il existe une infinité de classes d’équivalence, modulo le groupe orthogonal Oy, det plans
sphériques qui ne sont pas des unions de polygones réguliers si | X| > 2t + 3.

Démonstration 4.6.2. Nous renvoyons a 'article de Hong, [Hon82].

Remarque 4.6.1. Un « tight » plan sphérique de force ¢ dans R? est un polygone régulier
at+ 1 cotés. Il existe dont des « tight » plans sphériques de force ¢ dans R? pour toutes
les valeurs de ¢t > 1, ce qui contraste nettement avec les résultats que nous avons exposés
sur les plans sphériques dans R”, v > 3. En particulier le seul « tight » plan sphérique
de force 6 dans R" est obtenu pour v = 2 en considérant les sommets d’un heptagone
régulier.
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4.6.2. Cas général

La construction de plans sphériques s’est principalement axée autour de deux champs
de recherche : la construction de plans de force arbitrairement grande sans considération
particuliere pour la dimension v de l’espace sous-jacent ou de maniere complémentaire
la construction de plans de force donnée t, quelque soit la dimension v de ’espace sous-
jacent. Comme nous le verrons au chapitre [, une détermination de la force maximale
accessible avec un plan de cardinal » donné dans R” n’a été menée a bien que pour v = 3
et 1 < r < 100 par Hardin et Sloane, [HS96] et débutée, il y a déja plusieurs années, pour
v = 4 toujours par Hardin et Sloane, [SHCO03], sans qu’un résultat aussi complet que celui
obtenu pour le cas v = 3 n’ait été pour I'instant publié.

Force 2

Commencons par le cas des 2—plans dans R". L’inégalité impose que le cardinal
d’un 2—plan soit supérieur ou égal a v+ 1. Mimura en 1990, dans [Mim90], a montré qu’il
n’existe pas de 2—plan sphérique de cardinal » dans R" si v est impair et si r = v + 2 et
a donné une construction explicite pour tous les autres cas possibles.

Théoreme 4.6.2. Soit un modéle de régression multiple polynomiale complet de degré 1,
c’est-a-dire de régression linéaire multiple a v variables, défini en[2.3, (Gorthy Qortn)— é-
quivariant. 1l existe un plan &, exact, dont les poids sont tous égaux, isovariant et dont
le support est formé de A points qui appartiennent d la frontiére sphérique du domaine
expérimental x de type boule si et seulement si v est pair ou v est impair et A = v + 2.
Ces plans sont de surcroit A;—admissibles.

Démonstration 4.6.3. L’existence d’un plan exact pour lequel tous les poids sont égaux
et formé de points qui appartiennent a la frontiere sphérique du domaine expérimental x
de type boule pour les cardinaux donnés dans I’énoncé du théoreme est une conséquence
des constructions de 2—plans sphériques par Mimura, [Mim90]. Le théoréme LTl permet
d’affirmer que ces plans sont isovariants pour un modeéle de régression multiple polyno-
miale complet de degré 1, défini en B34 (Gori, Qoren) —€équivariant.

Le théoréme .64l et plus précisement le corollaire indique que si, pour un modele de
régression multiple polynomiale complet de degré 1 (G,rin, Qortn) —€équivariant le support
d’'un plan &€ est inclus dans la frontiere sphérique du domaine expérimental x de type
boule alors ce plan est A;—admissible.

Force 3

Bajnok 1998, [Bajo8], propose des constructions de 3—plans sphériques de cardinal r dans
RY pour les valeurs de v et r suivantes : v =2 et r >4, v=3etr=6,8, > 10, v =4
et r=8 >210,v=5etr=10,12, > 1d et v > 6 et si r > 5(d + 1)/2 est impair ou si
r > 2d + 2 est pair.

Compte tenu de la proposition EET], ce sont des plans sphériques de force 2 et par consé-
quent chacun d’entre eux est associé a un plan &, exact, dont les poids sont tous égaux,
isovariant, pour un modele de régression multiple polynomiale complet de degré 1, c’est-a-
dire de régression linéaire multiple & v variables, défini en 2234 (Gorin, Qoren) —€équivariant
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et, dont le support est formé de points qui appartiennent a la frontiére sphérique du do-
maine expérimental x de type boule.

Force 4

Hardin et Sloane, en 1992 dans [HS92], se sont intéressés au probléme de l'existence de

plans de force 4 dans R". Suite a une investigation numérique poussée, voir également
[HS95], Hardin et Sloane ont formulé la conjecture LGl

Conjecture 4.6.1. Il existe des 4—plans sphériques de cardinal A en dimension v pour
les valeurs suivantes :

v A

1 2 4,6, 8,

2 =25

3 12,14, > 16
4 =20

5 =229

6 27, 36, > 39
7 = 58

8 = 09.

Remarque 4.6.2. Rappelons que le théoreme de Seymour et Zaslavsky, [SZ84],
assure qu’il existe des 4—plans sphériques pour toute valeur de A sauf un nombre fini
d’entre elles. Nous sommes particulierement intéressés de connaitre toutes les valeurs
pour lesquelles il existe un 4—plan sphérique.

Théoreme 4.6.3. Dans le cas de la dimension v = 3, la conjecture de Hardin et Sloane
est vraze.

Démonstration 4.6.4. Nous reviendrons sur ce résultat, démontré dans [HS92], au cha-
pitre [1

Remarques 4.6.1. Hardin et Sloane montrent également qu’il existe :

-i- une infinité non dénombrable de classes d’équivalence distinctes, modulo le groupe
orthogonal @5 de R3, de plans sphériques de force 4 dans R?,

-ii- un plan sphérique de force 4 dans R* de cardinal 20,

-iii- un plan sphérique de force 6 dans R® de cardinal 36.

Théoreme 4.6.4. Soit un modéle de régression multiple polynomiale complet de degré 2
dans R3, défini en[2.34, (Gortns Qortn ) — équivariant. Il existe un plan &, exact, dont les
poids sont tous égauz, isovariant et dont le support est formé de A points qui appartiennent
a la frontiére sphérique du domaine expérimental x de type boule et de B répétitions du
point au centre du domaine expérimental si A = 12 ou A = 14 ou A > 16. Ces plans
sont de surcroit Ao—admissibles. Ils sont fortement isovariants si B > 1. En particulier il
existe une infinité non dénombrable de classes d’équivalence distinctes, modulo le groupe
orthogonal O de R3, de plans sphériques de force 4 dans R3 dont la partie sphérique
comporte A = 12 points.
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Démonstration 4.6.5. La démonstration est semblable a celle du théoréme mais
en utilisant cette fois-ci les constructions de Hardin et Sloane de 1992, [HS92].

Remarques 4.6.2. Les deux autres résultats d’existence de plans sphériques de force 4,
dans R* et dans RS, permettent de construire de la méme maniére qu’au théoréme ELG.4]
des plans isovariants pour un régression multiple polynomiale complet de degré 2. Ces
plans ont une partie sphérique de cardinal 20, respectivement 36. Ainsi il existe des plans
fortement isovariants dans R* dés que le cardinal du plan recherché est supérieur a 21 et
dans R® dés que le cardinal du plan recherché est supérieur & 37.

Force 5

La construction de plans sphériques de force 5 pour des valeurs arbitraires de v et r a été
donnée par Bajnok en 1991, [Baj91b], a partir du moment ot r > v2**!. L’existence de
telles constructions a plus un intérét théorique que pratique dans la mesure ou les plans
sphériques construits par Bajnok ont des cardinaux qui semblent trés importants. Ainsi,
si v = 2 alors nous obtenons un plan de taille supérieure ou égale a 16, si v = 3 alors
nous obtenons un plan de taille supérieure ou égale a 48 et si v = 4 alors nous obtenons
un plan de taille supérieure ou égale a 128. Or nous avons vu, a la proposition LG
qu'un 5—plan sphérique dans R? est constitué par exemple des six sommets un hexagone
régulier. L’icosa¢dre est un 5—plan sphérique de R* de cardinal 12 et {3,4,3} est un
5—plan sphérique de R* de cardinal 24. La définition du polytope régulier de R* noté
{3,4, 3}, ainsi que la preuve que I’ensemble des sommets de polytope forment un 5—plan
sphérique de R* figurent au chapitre B

Théoréme 4.6.5. Soit un modele de régression multiple polynomiale complet de degré
2, défini en [2.3.Q, (Gortn, Qoren) — €quivariant. Il existe un plan &, exact, dont les poids
sont tous égauz, isovariant et dont le support est formé de A points qui appartiennent
a la frontiere sphérique du domaine expérimental x de type boule et de B répétitions
du point au centre du domaine expérimental si A > v2°TL. Ces plans sont de surcroit
Ag—admissibles. Ils sont fortement isovariants si B > 1.

Démonstration 4.6.6. La démonstration est semblable & celle du théoréme mais
en utilisant cette fois-ci les constructions de Bajnok de 1991, [Bajolb], et la proposition
E.TTl qui montrent que ces plans sont aussi des plans sphériques de force 4.

Reznick en 1995, dans [Rez95], construit des plans de force 5 dans R® en utilisant des
polygones réguliers de R? placés a des altitudes bien choisies dans la sphére de R3. 11
démontre ainsi que nous pouvons construire des plans sphériques de force 5 pour toutes
les valeurs de r suivantes : 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24 et tout entier supérieur ou égal a 26.

Théoreme 4.6.6. Soit un modéle de régression multiple polynomiale complet de degré 2
dans R3, défini en (Gorths Qortn) — Equivariant. Il existe un plan €, exact, dont les
poids sont tous égauz, isovariant et dont le support est formé de A points qui appartiennent
a la frontiére sphérique du domaine expérimental x de type boule et de B répétitions du
point au centre du domaine expérimental si A = 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, > 26. Ces
plans sont de surcroit Ao—admissibles. Ils sont fortement isovariants si B > 1.

Démonstration 4.6.7. La démonstration est semblable a celle du théoréme mais
en utilisant cette fois-ci les constructions de Reznick, [Rez95], et la proposition LTl qui
montre que ces plans sont aussi des plans sphériques de force 4.
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4.6 Résultats d’existence constructifs

Force t en dimension 3

Bajnok en 1991, [Baj91lal, s’est intéressé a la construction de plans sphériques de force
t dans R?® a l'aide d'un « averaging set » A, {ay,...,a}, voir la définition EE2T] sur
I'intervalle [—1,1] pour lequel tous les poids sont égaux, et de plans sphériques Y =
{y1,...,Ym} dans R?.

Nous introduisons le plan X dont le support est inclus dans les plans d’équation = = z;,
1 < i < [, et pour lequel, dans chacun de ces plans, les élements de X se déduisent de
ceux de Y par I'homothétie p; de rapport y/1 — z? qui ameéne ces points sur la sphere
unité de R?. Le plan X est ainsi un plan sphérique. Bajnok montre que si ’on choisit A
de telle sorte que A soit un « averaging set » sur U'intervalle [—1, 1] pour les polynémes
de degré inférieur ou égal a t, et Y un polygone régulier a m cotés avec m >t + 1, alors
X est un t—plan sphérique de force t.

Théoréme 4.6.7. Soit m(t) le cardinal minimal d’un « averaging set » sur l'intervalle
[—1, 1] pour les polynomes de degré inférieur ou égal a t. Le cardinal minimal, M(t), d’un
t—plan sphérique dans R? est tel que :

M(t) < (t+ ml(t). (4.6.1)

Les valeurs de m(t) sont connues pour 1 < ¢t < 9 : m(l) = 1, m(2) = m(3) = 2,
m(4) = m(5) = 4, m(6) = m(7) = 6 et m(8) = m(9) = 9. Un résultat de Bernstein,
repris dans [Kry62], montre que m(t) <t si et seulement si t < 7 ou ¢ = 9. Bajnok, dans
[Baj9la], montre que m(t) < 2t*(t + 1)\/(15 +2)(2t +1)(2t + 22t + 4+ 5). Ceci permet
donc d’obtenir la borne générale sur M (t) suivante :

M(t) < 28*(t + 1)2\/(15 +2)(2t+1)(2t +2V2t +4+5). (4.6.2)

Une borne inférieure pour M(t) a déja été indiquée a la proposition EE37] :

t2 3
— +t+ — sit est pair,

M(t) =14 b 4 (4.6.3)
1 +t+1 sitestimpair.

Pour des plans de force 1 a 9 nous obtenons les résultats plus précis suivants :

M(1) < 2m(1 ) =2 M@2)<3m(2) =6 M(3)<4m(2) =38
M(4) < 5m(4) =20 M(5) < 6m(5) =24 M(6) < Tm(6) = 42
M(7) < 8m(7) =48 M(8) < 9m(8) =81 M (9) < 10m(9) = 90

Nous pouvons obtenir les valeurs exactes de M(t) pour t = 1, 2, 3, 5 puisque pour ces
forces nous connaissons des « tight » plans sphériques de force ¢t dans R®. Nous avons
d’ailleurs vu qu’il s’agissait des seules forces pour lesquelles de tels plans existaient.

Proposition 4.6.2. Nous avons M(1) =2, M(2) =4, M(3) =8 et M(5) = 12.

Pour les autres valeurs de t entre 1 et 9, nous comparerons la borne avec celles
déduites de ’étude de cas du chapitre [ portant sur les résultats de Hardin et Sloane,
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[HS96], et nous verrons que, bien que ce type de construction soit intéressante du fait de
sa simplicité, elle ne permet pas de construire des t—plans sphériques dans R? de cardinal
minimal ou proche de ce mimimum que si t = 1, 2 ou 3. Or pour ces trois valeurs de force
nous savons déja construire des « tight » plans sphériques, voir 'exemple EE4T1

Théoréme 4.6.8. Soit un modéle de régression multiple polynomiale complet de degré d
dans R3, défini en (Gorth, Qortn) — équivariant. 1l existe un plan €, exact, dont les
poids sont tous égauz, isovariant et dont le support est formé de A points qui appartiennent
d la frontiére sphérique du domaine expérimental x de type boule si A > (2d + 1)m(2d)
et donc a fortiori si A > 4d*(2d + 1)2\/(20[ +2)(4d + 1)(4d + 2+/4d + 4+ 5). Ces plans
sont de surcroit Az—admissibles.

Démonstration 4.6.8. La démonstration est semblable a celle du théoréme mais
en utilisant cette fois-ci les constructions de Bajnok de 1991, [Baj9la].

4.7. 4—plans sphériques, modeles A,, D—efficacité et
[ —efficacité

Nous considérons un plan &, dont le support est inclus dans le domaine expérimental x
égal a la boule unité de R", analysé a ’aide d’une surface de réponse de degré 2. Hardin et
Sloane ont procédé a une étude tres poussée des dispositifs D—optimaux et [—optimaux
a laide du logiciel Gosset, qu’ils ont créé a cet effet, voir [HS91]. Nous rapportons ici
certains de leurs résultats qui soulignent une nouvelle fois I'intérét de l'utilisation des
t—plans sphériques. Nous renvoyons a [HS92], a [HS93] et a [HS95] pour plus de détails.

Définition 4.7.1. Soit Z(v,r) (respectivement D(v,r)), l’ensemble des plans, de cardinal
r, I—optimauz (respectivement D— optimauzx) pour un modéle polynomial complet de degré
2 et un domaine expérimental x égal a la boule unité centrée en [’origine de R".

Remarque 4.7.1. Rappelons que le nombre de parametres d’'un modele de degré 2 en

. . 2 , . .
dimension v est ( v : ) Par conséquent, un plan D—optimal ou I—optimal comporte

v+ 2

au moins r = ( ) points support distincts.

Compte tenu des nombreux résultats numériques qu’ils ont obtenus, Hardin et Sloane
formulent la conjecture suivante :

Conjecture 4.7.1. Pout toutes valeurs de r et de v, D(v,r) ne contient que des plans
dont le support est formé d’une partie sphérique et de point(s) au centre du domaine expé-
rimental. Il n’en va pas de méme pour les éléments de Z(v,r), mais la perte de I —efficacité
observée, lorsque nous contraignons les éléments de Z(v,r) a étre de la méme forme que
précedemment, est inférieure a 0,01 %.

Nous considérons désormais un plan dont le support est I'union de B points appartenant
a la surface de la boule unité de R" et de C répétitions du point au centre du domaine
expérimental x. Nous avons alors r = B + C essai au total. Hardin et Sloane observent
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alors que les valeurs, pour les meilleurs plans &, des critéres I — et D— sont souvent donnés
par les formules suivantes :

- 1 V(02 + 50 +10) 8
/(&) = T T ) < 25 +;) (4.7.1)
o us(€) = %(v +2)5 <mzv—1> S (4.7.2)

oupf = g et v = = et Oy yg est le critere de D—optimalité considéré par Hardin et Sloane.
2v

) (vF2)

@0 +1 +2

Ce critére est égal a , ou @ est le critére que nous avons introduit a I’exemple
221 Remarquons que ®g s est 'image de @y par une fonction bijective strictement
croissante et que ces deux critéres définissent les mémes notions d’optimalité, les plans
maximisant I'efficacité pour I'un, maximisent également l'efficacité pour I'autre.

Le théoréme suivant fait le lien entre la D—efficacité et la [—efficacité maximale d’un
plan et les 4—plans sphériques.

Théoreme 4.7.1. Pour des valeurs données de r, v, B et C, la I—efficacité et la D—effi-
cacité d’un plan sont maximisées si les points de la partie sphérique du plan peuvent étre
placés de telle sorte qu’ils forment un 4—plan sphérique.

Démonstration 4.7.1. En ce qui concerne la D—efficacité, ce résultat est une conseé-
quence des travaux de Box et Hunter, [BH57], et de Kiefer, [Kie60]. Pour la I—efficacité,
il s’agit d'un résultat de Hardin et Sloane, [HS92].

Corollaire 4.7.1. Pour des valeurs données de r, v et B le nombre de répétitions, supé-
rieur ou égal a 1, le théoréme[[. 71 permet d’affirmer que la I —efficacité et la D—efficacité
d’un plan seront maximisées par les plans introduits aux théoréemes[].6.4, [1.0.9 et [7.6.0,
pour lesquels le cardinal de la partie sphérique est égal a r — B.

Les théoremes et permettent de préciser les conditions sous lesquelles un plan
constitué d’une partie sphérique comportant B points et de C' points au centre, C' > 0
ont une valeur des critéres ®g ys et ®; donnée par les formules et 711

Théoreme 4.7.2. Un plan & analysé a l'aide d’un modéle Ay a une valeur du critére
Do s donné par[{.7.3 si et seulement si les B points de sa partie sphérique forment un
4—nplan sphérique.

2
D w+2)
b ) . (4.7.3)

@07]{5(5) = —(U+2)U+2<

Démonstration 4.7.2. Il s’agit d’un résultat de Neumaier et Seidel, [NS92].

Théoréme 4.7.3. Un plan &€ analysé d l'aide d’un modéle As a une valeur du critére ®;
donné par[f. 7.1 si et seulement si les B points de sa partie sphérique forment un 4—plan
sphérique.

1 2(v? 1
v*(v* + 5v + 10) 8)‘ (4.7.4)

®:(&) = (v—l—2)(v—|—4)< 203 +§
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Démonstration 4.7.3. 1l s’agit d’un résultat de Hardin et Sloane, [HS95].

Proposition 4.7.1. Pour des valeurs données de r, v, B et C, la I—efficacité et la
D—efficacité d’un plan sont maximales si et seulement si la partie sphérique est un 4—plan
sphérique.

Démonstration 4.7.4. En ce qui concerne la D—efficacité il s’agit d’un résultat de
Neumaier et Seidel, [NS92]. Le cas de la [—efficacité a été traité par Hardin et Sloane
dans [HS92] par exemple.

Nous utilisons désormais les résultats précédents pour trouver la maniere optimale de
répartir les r essais du plan entre B dans la partie sphérique et C' répétitions du point au
centre du domaine expérimental.

Proposition 4.7.2. Pour v assez grand, la fraction v de points au centre d’un dispositif
I—optimal est :

4ovv? 4+ 504+ 10 — 16
v—1)(v+2)(v2+4v+8)°

Démonstration 4.7.5. Nous renvoyons encore a [HS92].

=1 (4.7.5)

Proposition 4.7.3. Pour v assez grand, la fraction v de points au centre d’un dispositif

D—optimal est :
2

(v+2)(v+4)

Démonstration 4.7.6. Il s’agit d'un théoreme da a Kiefer, voir [Kie60].

N = (4.7.6)

Nous obtenons alors les valeurs limites des criteres @y s et ®; en substituant les valeurs
de 7, obtenus aux équations 7.0 et 7.0 ci-dessus, dans les expressions 7.1 et

Proposition 4.7.4. Les valeurs limites des criteres I et D sont égales a :

— 2 2
- v+ 2 ((U 1)(v +4v+8)) | (477)
20 +4) \ vV +50+10 — 4
D — (v+1)(i§2)f+”1 (v;B)W @78
v v

Ce résultat permet de calculer la D—efficacité et la [—efficacité de tout plan.

Etant donné un nombre d’essais r a réaliser, les résultats présentés dans cette section nous
indiquent comment choisir, pour des plans isovariants et A;—admissibles, le nombre de
répétitions du point au centre pour obtenir la D—efficacité ou la [—efficacité maximale.
En effet si le plan est isovariant et As—admissible alors le corollaire P26.4 permet d’affirmer
que le plan comporte B points sur la surface de la frontiére du domaine expérimental,
qui est ici la boule unité de R", et C points au centre du domaine expérimental. La
minimisation des équations E7] et permet de préciser la répartition des points
entre la partie sphérique et le centre du domaine expérimental a partir du moment ou
nous pouvons répartir les B points de la partie sphérique du plan de telle sorte qu’elle
forme un 4—plan sphérique. Reste alors a connaitre les valeurs de B pour lesquelles il
existe un 4—plan sphérique comportant B. La conjecture F.6.1] formulée par Hardin et
Sloane prend alors une dimension statistique particulierement importante.
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4.8 2d—plans sphériques, modeles A; et D—efficacité

4.8. 2d—plans sphériques, modeles A, et D—efficacité

Dans la section précédente, 7], nous avons appliqué un résultat de Neumaier et Seidel,
[NS92], liant les plans sphériques complétés par des points au centre du domaine expé-
rimental et la D—optimalité statistique pour un modele de degré 2. Un plan sphérique
complété par des points au centre est une mesure euclidienne, définie par Neumaier et
Seidel dans [NSS88].

Théoréme 4.8.1. Un plan est isovariant si et seulement si c’est un plan euclidien de
force t.

Démonstration 4.8.1. Nous renvoyons a [NS92].

Théoréme 4.8.2. Un plan & dans le domaine expérimental x C R égal a la sphere
unité centrée en l'origine du repere est D—optimal pour un modeéle polynomial sphérique
de degré d, voir la définition [Z1 1, si seulement si le support du plan & est une formule
de cubature sur la sphére de R" de force 2d.

Démonstration 4.8.2. Nous renvoyons a [NS92].

Il existe un résultat analogue lorsque le domaine expérimental x est la boule unité centrée
en l'origine du repere. Celui introduit un nouveau type d’objet, les mesures euclidiennes
qui sont des unions de plans sphériques. Il s’agit d’'un domaine d’étude en soi qui ne peut
étre détaillé dans le cadre de ce travail. Nous renvoyons a [NS92| pour plus de détails.

4.9. Conclusion

Nous commencons par mettre en relation les plans isovariants dont le support est inclus
dans une spheére avec les t—plans sphériques de force paire. Ces derniers sont des objets
combinatoires qui interviennent dans plusieurs domaines des mathématiques. L’étude de
leur existence, celle de leurs propriétés ainsi que celle de leur caractérisation a de ce
fait été l'objet de plusieurs travaux de recherche. Nous utilisons ceux-ci pour en déduire
I’existence de dispositifs isovariants. Toutefois les cardinaux des plans ainsi obtenus sont
souvent importants et ne permettent par de répondre de maniere satisfaisante au probleme
de la construction de plans expérimentaux isovariants de faible cardinal.

Ce chapitre a également permis de mettre une nouvelle fois en avant l'intérét des plans
isovariants grace aux résultats de Neumaier et Seidel [NS92] ainsi que de Hardin et Sloane
[HS92] sur la D—efficacité et la I—efficacité. Nous avons également fait le lien entre les
t—plans sphériques combinatoires et les plans isovariants. Les techniques de construction
de ces premiers peuvent donc étre utilisées pour obtenir des dispositifs isovariants. Or
comme nous l'avons vu il n’est pas évident de construire des plans sphériques et de
surcroit des plans pour lesquels la force est maximale, le cardinal du plan étant fixé a
I’avance.

Nous proposons une méthode de construction de plans faible faiblement invariants et en
particuliers de plans sphériques isovariants au chapitre suivant.
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Chapitre 5

Construction polynomiale de plans
faiblement invariants et applications
a la construction de plans sphériques

La plupart des recherches sur la construction de plans sphériques concernent des plans
de force impaire. La proposition E5Jl permet d’affirmer que si un plan sphérique est
antipodal et de force paire 2t alors il est automatiquement de force 2t 4+ 1. Nous avons
vu que la notion d’isovariance d’un plan pour un modele polynomial complet de degré d
est équivalente a celle d’étre un plan sphérique de force 2d, donc de force paire. Ainsi les
nombreux résultats d’existence de plans sphériques dont nous venons de faire état servent
a construire des plans dont la force n’est pas nécessairement adaptée a la problématique
statistique. En effet, si un plan de force 2d + 1 est également un plan de force de 2d et
par conséquent un plan isovariant pour un modele polynomial d’ordre d, les contraintes
imposées au plan par le fait d’étre de force 2d + 1 auraient peut-étre pu étre utilisées
pour améliorer la qualité statistique du plan. Par exemple, la maximisation de D'efficacité
alphabétique du plan si nous ajoutons des termes complémentaires au modele polynomial,
ou éventuellement des conditions de blocage orthogonal du plan. En ce qui concerne la
premiere possibilité que nous venons d’évoquer, nous renvoyons a l’étude détaillée du
cas du plan de cardinal 11 que nous réaliserons au chapitre [l de la deuxiéme partie.
En effet dans ce cas, au lieu d’obtenir un seul représentant d’une classe d’équivalence
de plans de force 3 a une isométrie pres, nous obtenons une famille infinie de classes
d’équivalence de plans de force 2 a une isométrie orthogonale pres puis nous cherchons,
parmi ces représentants, le ou les plans les plus efficaces de sens de chacun des critéres
®,. La remarque nous indique que cette démarche est bien adaptée au cas de la
recherche de dispositifs pour lesquels la D—efficacité et la I—efficacité sont maximales,
parmi cette famille infinie de classes d’équivalence, modulo une isométrie orthogonale, de
plans.

Dans ce chapitre nous proposons une méthodologie tres générale de construction de plans
faiblement invariants satisfaisant a certaines contraintes. Nous introduisons pour ce faire
la notion de probléeme de construction de type polynomial. Nous revenons alors sur des
résultats obtenus aux chapitres Bl et Bl qui nous permettent de formuler le probléme de
la construction d’un dispositif faiblement invariant comme un probléme de construction
de type polynomial. Nous utilisons alors le fait que la construction d’'un plan faiblement
invariant peut étre résolue en construisant un plan isovariant. Ainsi nous nous concentrons
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sur la maniere de déterminer une famille de représentants de plans isovariants de cardinal
donné puis nous indiquons comment sélectionner parmi ceux-ci celui qui présente les
meilleures propriétés.

Enfin nous montrons qu'un probléme de construction de type polynomial est en fait un
probléeme de programmation semi-définie positive pour lequel il existe des algorithmes de
résolution numérique qui peuvent servir a guider une résolution exacte du probleme de
construction initial.

5.1. Invariance faible et invariants polynomiaux

Nous cherchons maintenant une caractérisation polynomiale de l'invariance faible d’un
plan expérimental analysé a I’aide d’'un modeéle polynomial. Nous pourrons alors reformu-
ler le probléeme de I'invariance faible dans le contexte de 1'algebre commutative computa-
tionnelle ce qui va nous permettre de le résoudre algorithmiquement a I’aide de techniques
utilisant les bases de Grobner.

Nous considérons désormais des modeéles polynomiaux et des groupes G qui agissent li-
néairement sur le domaine expérimental x inclus dans R". L’action du groupe G induit
une action sur 'algébre des polynomes a v indéterminées a coefficients réels, voir par
exemple [KROO].

5.1.1. Polynomes invariants pour ’action d’un groupe de ma-
trices

Nous commencons par quelques généralités sur les polynomes invariants par 'action d’un
groupe de matrices. Nous renvoyons le lecteur a [Hil82], [Hum90] et [KanO1l] pour un
exposé détaillé des propriétés des invariants polynomiaux dans le cas de 'action d'un
groupe fini de matrices ainsi qu’au paragraphe du chapitre 8 ot les notions abordées
ci-aprées sont détaillées dans le cas de I’action d’un groupe fini de matrices. Nous adaptons
certains de ces résultats au cas de 'action d'un groupe compact de matrices.

Proposition 5.1.1. Soit GL, (R) le groupe des matrices réelles inversibles d’ordre v. Le

groupe GL, (R) opére sur l'agébre de polynomes Rlxq, ..., x,| de la maniére suivante :
GL, (R) x Rlzy,...,2,] — Rlzy,..., 2]
@ggv(R) : { (A, P) - P(Ail)), (511)

ot x = (21,...,2,).

Proposition 5.1.2. Soit G un sous-groupe de GL, (R). Le groupe G opére sur l’agébre de

polynomes R(xy, ..., x,] de la maniére suivante :
f GxRlzy,...,1] — Rz, ..., 2]
O : { AP P, (5.1.2)
o x = (r1,...,2,).

Définition 5.1.1. Soit G un sous-groupe de GL, (R). Un polynome P de Rlzy, ..., x,]
est G—invariant si :

Og(g,P) =P, Vg €G. (5.1.3)
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5.1 Invariance faible et invariants polynomiaux

Nous pouvons alors définir la R—sous-algebre de R[zy, ..., x,]| constituée des polyndmes
qui sont invariants pour 'action de G, un sous-groupe de GL, (R), obtenue par la restric-
tion de I'action Ogg, (r), introduite dans la définition BT & G x Rz1, ..., x,].

Définition 5.1.2. Soit G un sous-groupe de GL, (R). La R—sous-algébre de R[z1, ..., x,]
constituée des polynomes G—invariants, notée Rlzy, ..., z,]9, est :

Rlzy,...,7,]9 = {P € Rlxy,...,7,) | Og(g, P) = P, Vg € G}. (5.1.4)

Remarque 5.1.1. Chaque élément de G est inversible ce qui implique que le degré total
d’un polynome est invariant pour l’action de G. Nous en déduisons que la R—sous-algebre
Rlzy,...,1,)9 est une R—sous-algeébre graduée de R[zy,. .., z,]. De plus si un polynome
P est homogéne alors ©Og(g, P) est encore un polynéme homogéne, pour tout élément
g de G. Par conséquent nous pouvons restreindre 'action de G a tout espace vectoriel
qui est somme d’espaces Hom;(R)[z1,...,x,], avec i € I C N et Hom; le sous espace
vectoriel des polynomes homogenes de degré j pour 7 € N. Par exemple nous pouvons
restreindre l'action de G a Ry[z1, . .., x,] Uespace vectoriel des polynomes a v indéterminées
a coeffcients réels et de degré total inférieur ou égal a d.

Nous introduisons maintenant les opérateurs de Reynolds pour I'action d'un groupe de
matrices compact. Ces opérateurs sont introduits dans la définition du chapitre
dans le cas de 'action d’un groupe de matrices fini et leurs premieres propriétés sont
montrées dans la proposition du chapitre B Nous avons avant tout besoin d’un
objet permettant de généraliser la somme finie qui apparait dans la définition du
chapitre & : la mesure de Haar sur un groupe compact.

Théoreme 5.1.1. Soit G un groupe compact. Il existe une unique fonctionnelle linéaire
w définie sur C (G), le C—espace vectoriel des fonctions continues f : G — C continues,
telle que p est invariante a gauche et a droite pour l'action de G :

/ F(gx)u(de) = / f(ag)u(dz) = / F@)u(dr), Vfec(9) (5.1.5)
g geg geg
et

u(lg) = 1. (5.1.6)

Démonstration 5.1.1. Nous renvoyons par exemple a [MT86] et a [Far06] ou a [Wei65]
pour un résultat plus général.

Définition 5.1.3. Soit G C GL, (R) un groupe compact de matrices, ['opérateur de Rey-
nolds associé a G est l'application Rg définie ainsi :

Rg : Rzy,...,x,] — Rlzy, ...,z (5.1.7)
P(z) — Rg(P)= / _ Plomug)

o est la mesure de Haar dont existence est assurée par le théoréeme [ 1.
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Remarque 5.1.1. Nous avons ici implicitement identifié fonctions polynomiales sur R”
et polynémes de Rz, ..., z,]. Ceci sera possible dans la suite dés que le domaine expé-
riemental considéré sera par exemple d’intérieur non vide. Le symbole fg cg Plgx)p(dg)
de Iéquation BT est défini de la maniére suivante. Le groupe G étant un groupe de
matrice il préserve le degré total d’'un polynéme. Nous restreignons alors I'action de G sur
les fonctions polynomiales a celle sur les fonctions polynomiales homogenes de degré d qui
est sous-espace de dimension finie G—stable. Considérons un polynéme P =3 __, aqx®
homogene de degré d et la fonction {2p définie par :

[ Gxx — C
2 { (g.2) — Plg(®) =>4 oz falg)z™.

La fonction 2p est continue sur G x x pour la topologie usuelle puisque composée d’une
fonction polynomiale homogene de degré d et de la multiplication matricielle. Nous pou-
vons donc intégrer cette fonction par rapport a g sur G en utilisant la mesure de Haar
sur le groupe compact G introduite dans le théoréme BTl 11 suffit alors d’identifier la
fonction polynomiale obtenue au polynéme de Rz, ..., z,] correspondant.

(5.1.8)

Proposition 5.1.3.
Soit Rg l'opérateur de Reynolds associé au groupe compact de matrices G.

-i- Rg est R—linéaire.
-ii- Si P € Ry, . .. ,xv]g et si Q € Rlxy,...,z,], alors Rg (PQ) = PRg (Q).
-iii- L’image de Rg est égale a Rlxy, ..., x,)9.

-iv- L’opérateur de Reynolds est un projecteur : Rg o Rg = Rg.

Démonstration 5.1.2. La premieére assertion est une conséquence de la linéarité de I'in-
tégrale. La seconde assertion est une conséquence de la définition BTl de la G—invariance.
La troisieme assertion et la quatriéme assertion résultent de l'invariance de la mesure de
Haar.

Nous indiquons maintenant un résultat concernant la structure de la R—sous-algebre
Rlzy,...,1,)9 de Rlay, ..., z,].

Théoréme 5.1.2. Soit G C GL, (R) un groupe de matrices compact. La R—sous-algébre
Rlzy,...,1,)9 de R[zy,...,1,] est une R—algébre de type fini, dans le sens introduit dans
la définition [811. Il existe donc un nombre fini de polynomes homogénes fi, ..., [ de
Rlxy,...,zy], tous de degré > 1, tels que :

Rizy,..., 2,9 = R[f1,..., fi], (5.1.9)
ou lensemble R[f1,. .., fx] est introduit dans la définition [S100.

Démonstration 5.1.3. Soit I l'idéal de Rzy,...,z,] engendré par tous les polynémes
homogenes P € R[zy, ..., ,]9 de degré total strictement positif. Soit fi, ..., fx un systéme
de générateurs homogenes de I. Nous remarquons que les fi, ..., fr peuvent étre choisis
dans R[zy, ..., ,]9. Supposons que R[zy, ..., x,]9 G I et choisissons un polynéme @, € I'\
R[z1,...,7,]9 de degré minimal. Comme I'idéal I est homogeéne, chacune des composantes
homogénes de ()1 est dans . Par conséquent les composantes homogénes de ()1 de degré
strictementinférieur a celui de ), appartiennent a Rz, ..., x,]9 par minimalité du degré
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de (1. Posons @) la composante homogene de ()7 de degré (). Il existe des polynomes
homogeénes hq, ..., hy de Rlzy,...,x,] tels que le polyndme @ se décompose en ) =
iy hifi avec degh; > 0 et degh; + deg f; = degq, voir par exemple [KR00]. Nous
appliquons alors 'opérateur de Reynolds a cette décomposition et nous déduisons de ses
propriétés, voir la proposition B3 les égalités suivantes :

Rg(Q) = Rg (ZM) (5.1.10)
= D> Rg(h)f: (5.1.11)

- ihifi (5.1.12)

= Q (5.1.13)
ou nous avons, pour i = 1,...,s, les égalités Rg (h;) = h; puisque degh; < deg(@ et
que @ est un polyndéme homogene de I\ R[zy,...,7,]9 de degré minimal. Appliquons

maintenant le lemme : le polynéome Q = Rg (Q) appartient a R[zy, ..., x,]9 ce qui
est en contradiction avec notre hypothese.

Remarque 5.1.2. Le théoréme B.1.2l implique le théoreme R.1.34] puisqu’un sous-groupe
fini de GL, (R) est compact pour la topologie discrete.

Remarque 5.1.3. Les générateurs fi, ..., fr introduits dans le théoreme ne sont
pas nécessairement algébriquement indépendants comme nous le montrent les résultats
et du chapitre B qui concernent les groupes finis de matrices. Le théoréme de
Shephard-Todd-Chevalley, voir par exemple [Hil82], [Hum90] ou [Kan01], affirme, dans le
cas d'un groupe fini G, I’équivalence entre 'existence d'un isomorphisme de R—algebres
entre R[zy,...,7,]9 et R[f1,..., fi] et le fait que le groupe G est un groupe de pseudo-
réflexions. Nous serons donc dans cette situation dés que nous chercherons des invariances
pour l'action d’un groupe de Coxeter sur R[xq, ..., z,].

Remarque 5.1.4. La détermination de tous les polynomes G—invariants consiste donc
A trouver les générateurs homogenes, f1, ..., fi de la R—sous-algébre Rx1, ..., x,]9. Ceci
peut étre réalisé de maniere algorithmique lorsque le groupe G est fini. Nous indiquons
maintenant dans la proposition B.T.4l1'une des maniéres d’y parvenir. Il existe des procédés
plus raffinés, utilisant le théoréeme de Molien et la fonction génératrice de Hilbert en autres.
Nous renvoyons par exemple a [KR05] pour I'exposé de certains d’entre eux.

Proposition 5.1.4. Lorsque le groupe G est fini, l’algorithme suivant aboutit au calcul
de polynomes homogénes fi, ..., fi tels que : Rlay, ..., x,]9 = R[f1,..., fi].

-i- Poser L = (). Choisir un ordre < sur les monomes de R[z1, ..., xz,] compatible avec
le degré total. Calculer le vecteur (t1,...,ty) formé des N termes de degré plus petit
que lordre du groupe G, |G|, et ordonné de maniére croissante pour l'ordre <.

-ii- Pourtoutl =1,..., N, calculer Rg(t;). Utiliser le critére d’appartenance a une sous-
algébre, introduit dans la proposition [8 153 du chapitre 8, pour décider si Rg(t;) €
R[P, P € L]. Si cela n'est pas le cas ajouter Rg(t;) a L.
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-11i- Renvoyer ’ensemble L.

Démonstration 5.1.4. Nous renvoyons par exemple a [KR00] pour la preuve de cette
proposition.

Remarque 5.1.5. Nous avons utilis¢ un ensemble de progammes Maple, le package
Invar [Kem93], pour obtenir la détermination compléte de la structure des invariants
polynomiaux pour l'action d'un groupe fini de matrices, c’est-a-dire aussi bien le calcul
d’un systéme de générateurs homogeénes de R—sous-algebre R[zy, ..., 7,9, les invariants
principaux, que celle d'un systeme de générateurs de l'idéal premier Ir des relations,
introduit dans la définition du chapitre B Nous renvoyons a la section pour
une application de ces procédures au calcul des invariants polynomiaux de certains des
groupes finis de matrices. Les degrés des invariants principaux pour les groupes dont nous
nous servirons dans la suite ont été regroupés dans la table du chapitre Bl

Corollaire 5.1.1. Soit G un groupe de matrices compact. Un polynome P est G—inva-
riant si et seulement si P appartient a R[f, ..., fi] avec f;, i = 1,...k, les polynomes
homogénes de degré supérieur ou égal a 1 introduits dans le théoréme [ 1A

Démonstration 5.1.5. Il s’agit d’une conséquence immeédiate du théoreme b.1.2

Remarque 5.1.6. La décision de l'appartenance d'un polynéme P a la sous-algebre
R[f1,..., fi] se traite de maniere algorithmique a l’aide des bases de Grobner et du critére
introduit dans la proposition RIT.52 du chapitre B

Nous concluons cette section par la caractérisation des polyndmes invariants pour I'action
du groupe orthogonal.

Proposition 5.1.5. Les polynomes de Rlzy, ..., x,| invariants pour laction du groupe
orthogonal O, sont les polyndémes « radiaux » :

(2

2
2.

i=1

Rlzy,...,2,]% =R (5.1.14)

Démonstration 5.1.6. Nous renvoyons par exemple a [Ven01].

5.1.2. Utilisation de l’invariance de la surface de réponse géné-
ralisée ou de la surface de variance extrapolée

Dans le chapitre Pl nous avons mis en avant les plans expérimentaux qui posseédent la pro-
priété d’isovariance introduite dans la définition B237 Dans le théoréme BT nous avons
montré que cette propriété était équivalente a la propriété d’isovariance de la surface de
réponse, introduite dans la définition du chapitre B si la matrice des moments du
plan est inversible. Nous alors avons étendu cette équivalence au cas de l'invariance d’une
matrice des moments d’un plan singuliére pour 'action d'un groupe G quelconque et de
la surface de variance généralisée. Cette équivalence entre les invariances des objets, in-
troduits dans les définitions B3l et du chapitre Bl, a été démontrée dans le théoréme
du chapitre
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Nous reprenons les notations de la section B3] du chapitre Bl et nous considérons des
modéles polynomiaux (G, Q)—équivariants sur un domaine expérimental x. Nous devons
distinguer deux situations. Si la matrice M (&) des moments du plan € n’est pas singuliére
alors la surface de variance vy (g), qui coincide alors a la fois avec la surface de variance
généralisée v/ (¢) et avec la surface de variance extrapolée a x, introduite dans la définition
B.24 est une fonction polynomiale sur le domaine expérimental x en entier. Nous pouvons
alors appliquer les résultats du paragraphe B.I.Tl et aboutir au théoréme de caractérisation
BT3 Sinon la surface d'information généralisée, v, n’est une fonction polynomiale que
sur 'ensemble des points ¢ du domaine expérimental tels que ¢t € Vect (f(t)). En effet
pour tout autre point du domaine expérimental la valeur de la surface de variance est
égale a +o00.

Inversement la fonction de variance extrapolée a x reste une fonction polynomiale méme
si la matrice M (&) des moments du plan & est singuliere. Mais 1’équivalence entre la
G—invariance faible du plan & et la G—invariance de la fonction de variance extrapolée a
X n’a été démontrée que sous 'une ou l'autre des conditions supplémentaires suivantes :
@ est un sous-groupe du groupe orthogonal O ou Q; commute avec M (&)* M (&) pour
tout g de G.

Ainsi pour la construction d’un plan isovariant dans le cas d’'une matrice des moments
singuliere, I'une ou 'autre des caractérisations des plans présente un avantage et un in-
convénient.

Nous commencons par étudier le cas ou la matrice des moments du plan est inversible.
Remarquons que dans ce cas les fonctions polynomiales appartenant au modele forment
une famille libre sur x et nous pouvons de ce fait les identifier au sous-espace vectoriel de
Rlzy, ..., z,] correspondant. Ainsi partout ot nous supposions le domaine expérimental x
d’intérieur non vide afin de pourvoir réaliser cette identification nous n’avons plus besoin
de cette hypothese.

Théoréme 5.1.3. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY, un modéle
polynomial (G, Q)—équivariant pour un groupe compact G qui agit linéairement sur x et
un plan expérimental & dont le support est inclus dans x et pour lequel la matrice des
moments M (&) est non singuliére. Les assertions suivantes sont équivalentes :

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.

-ii- La surface de réponse vy est G—invariante.

-iti- La surface de réponse vyg) appartient d Rlay, ..., 2,9 = R[f1,..., fi]. La R—sous-
algébre R[zy, ..., x,)9 de R[zy, ..., x,] a été introduite dans la définition 13 et les
fi, pouri=1,... k, sont des polynomes homogénes tous de degré supérieur ou égal
al.

Démonstration 5.1.7. Pour I'équivalence de la premiére et de la seconde assertions il
s’agit du théoréeme BT La seconde assertion est équivalente au fait que la surface de
variance est un polynéme G—invariant. Puis l'existence d’'un nombre fini de générateurs
homogenes découle du théoréme BT

Corollaire 5.1.2. Considérons un domaine expérimental x inclus dans R", un modéle
polynomial de degré d (Oopin, Qorin) — €quivariant et un plan expérimental € dont le support
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est inclus dans x et pour lequel la matrice des moments M (&) est non singuliére. Les trois

assertions suivantes sont équivariantes.
-i- Le plan & est isovariant.
-ii- La surface de réponse vy ) est isovariante.
-iti- La surface de réponse vye) appartient d R[>0, 2]

Démonstration 5.1.8. Nous déduisons de la proposition I'égalité :

Z:ﬁ] : (5.1.15)

Une application du théoreme B.1.3 permet alors de conclure.

Rlzy,...,2,]% =R

Corollaire 5.1.3. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RV, un modéle
polynomial de degré d (G, Q)—équivariant pour G un sous-groupe du groupe orthogonal
O, et un plan expérimental € dont le support est inclus dans x et pour lequel la matrice
des moments M (&) est non singuliére. Soit D = (dy,...,d;) la suite finie des degrés des
invariants principauz inférieurs ou égaux a 2d. Si D est réduite d (dy = 2) alors le plan
est G—faiblement invariant.

Démonstration 5.1.9. Une application du théoreme indique que la surface de

réponse vy (g) appartient a Ry, ... ,T,]9. Or cette R—sous-algebre d’invariants est égale
aR[f1,..., fr] par application du théoréme ET.2 Nous pouvons supposer que les f;, pour
1 =1,...,k, sont ordonnés par degré total croissant. L’hypothése du corollaire implique

alors que le seul polynome de degré supérieur ou égal a 1 et inférieur ou égal a 2d est un
polynome en f; avec f; de degré 2. Puis le polynéme Y, 27 est un polynéme G—invariant
de degré 2 puisqu’il est O,—invariant par la proposition 1.5 Ainsi la surface de réponse
Uni(e) st un polyndme en Y i, a7 et appartient alors & Rlzy, ..., z,%.

Remarque 5.1.7. L’application du corollaire est facilitée par l'existence de tables,
comme la table R, constituée des degrés des polynomes invariants pour I’action de nom-
breux groupes finis. Si nous utilisons un groupe fini pour lequel une telle information n’est
pas disponible il est toujours possible de calculer les degrés des invariants polynomiaux
en utilisant un ensemble de procédures prévu a cet effet comme le package Invar, cf.
[Kem93], developpé pour le logiciel Maple, [Map05].

Considérons désormais le cas ou la matrice des moments est singuliere. Bien que les
surfaces de variance extrapolées a x soient des polynomes et permettent de ce fait la
méme approche que nous avons développée ci-dessus, au théoréme B3, pour le cas
d’une matrice des moments non singuliére, nous allons nous concentrer sur les surfaces
de variance généralisées puisque nous avons montré au chapitre B qu’il s’agit de 'objet
statistique le plus naturel a considérer dans ce cas.

Supposons que le domaine expérimental x est d’intérieur non vide. La singularité de la
matrice des moments du plan peut provenir alors d’une surparamétrisation du modeéle
comme dans le cas de la notation tensorielle d'un modele polynomial introduite dans la
section B4 du chapitre

Théoréme 5.1.4. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY et d’intérieur
non vide, un modéle polynomial (G, Q)—équivariant pour un groupe compact G qui agit
linéairement sur x et un plan expérimental & dont le support est inclus dans x. La premiére
assertion implique la seconde et la troisieme qui sont équivalentes :
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-i- 1l existe un polynome P G—invariant tel que la restriction de P aux points t tels
que f(t) € Vect (f(&)) coincide avec la surface de réponse vy sur ce méme en-
semble de points. Le polynéme P appartient alors d Rlxy, ..., x,)9 = R[f1,..., fil,
ou R[zy,...,x,)9 a été introduit dans la définition 514 et les f;, pouri=1,... k,
sont des polynomes homogenes de degrés supérieur ou égal a 1.

-1i- Le plan & est G—faiblement invariant.

-11i- La surface de réponse généralisée, vyp(e), est G—invariante.

Démonstration 5.1.10. L’équivalence entre la deuxiéme et la troisiéme assertions résulte
du théoréme B233 Supposons la premiere assertion vérifiée. La G-invariance du polynome
P sur R” implique celle de la fonction polynomiale associée a P sur les points t tels que
f(t) € Vect (f(§)) et par conséquent celle de la surface de réponse généralisée vy;(). La
structure de R[zy, ..., ,]9 résulte du theoréme

Remarques 5.1.1.

— Méme dans le cas d’une matrice des moments non singuliere 'utilisation des invariants
polynomiaux passe par le calcul de l'inverse de la matrice des moments du plan qui
est d’autant plus long que le modeéle polynomial comporte de termes. De surcroit nous
cherchons a construire des plans dont les coordonnées des points support sont exactes
et de ce fait peuvent étre des expressions algébriques complexes ce qui rend le cal-
cul encore plus difficile a effectuer. En effet méme 'outil informatique, en 1'occurence
Maple [Map05], ne parvient pas nécessairement a effectuer toutes les simplifications
possibles. Nous verrons au chapitre [[0] comment nous avons remédié a cette difficulté
supplémentaire et relativement inattendue.

— La détermination de l'invariance par un sous-groupe de matrices compact passe par
celle de la R—sous-algebre de ses invariants polynomiaux.

Nous allons voir a la section B T3l comment éviter ces deux étapes toujours lorsque ’action

du groupe de matrices compact sur le domaine expérimental x est linéaire mais pour des

modeéles polynomiaux complets.

5.1.3. Utilisation de la fonction génératrice des moments

Nous avons introduit dans la section B.§ du chapitre Pl la fonction E—génératrice des
moments d’un plan & lorsque le groupe G agit linéairement sur le domaine expérimental
X- Nous en avons déduit au théoréme une caractérisation nécessaire et suffisante
de I'invariance faible d’'un plan par celle de 'invariance de la fonction E—génératrice des
moments du plan lorsque le domaine expérimental x est d’intérieur non vide. Ce résultat
est toujours valide si les fonctions polynomiales appartenant au modele forment un famille
libre sur le domaine expérimental x donc en particulier si la matrice des moments du plan
n’est pas singuliére.

Théoreme 5.1.5. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY et d’intérieur
non vide. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équivariant pour un groupe
G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G}, associé a l'action
linéaire de G sur x, est compact. Soit E l'une des matrices symétriques réelles définies
positives telle que le groupe {U,, g € G} est un sous-groupe de O,(E), pour ’existence de
E woir la remarque ou le lemme 211l Les assertions suivantes sont équivalentes :
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-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-1i- La fonction E—génératrice des moments, MGng (&), est G—invariante.

-iti- La fonction E—génératrice des moments MGng(E) appartient a R[ty,... t,]9 =
R[f1,..., fi], ou la R—sous-algébre R[ty, ..., t,]9 de R[ty,... t,] a été introduite
dans la définition [ et les f;, pour i = 1,...,k, sont des polynomes homogénes
tous de degré supérieur ou égal a 1.

Démonstration 5.1.11. Le théoreme donne ’équivalence entre les deux premieres
assertions. La E'—génératrice des moments, MGng (&), étant une fonction polynomiale
sur RY nous l'identifions avec la fonction polynomiale qui lui est canoniquement associée.
En effet nous avons dans la définition :

MGF2(&)(t) = Ee (1+<t,X)E)2d],VteR”, (5.1.16)

ou (t, ), = t Ex pour tout (t, z) de R* x R?. Nous appliquons alors le théoréme F T et
le corollaire .11 ce qui nous permet de montrer que la deuxiéme et la troisieme assertions
sont équivalentes.

Nous souhaitons ramener la caractérisation polynomiale de l'invariance faible pour un
sous-groupe compact de GL,(R) a celle de 'invariance d’une fonction génératrice des mo-
ments pour 'action d’un sous-groupe compact de O, (R). Nous pourrons nous appuyer sur

des résultats existants qui faciliteront grandement la détermination de la R—sous-algebre
R[ty,. .., t,)9.

Nous commencons par rappeler ’énoncé du lemme dont nous nous sommes servis
au chapitre 2

Lemme 5.1.1. Soit G un sous-groupe compact de GL,(R). Le sous-groupe G est conjugué
d un sous-groupe K du groupe orthogonal O,, c’est-a-dire il existe A € GL,(R) tel que
G=AKA™ .

Remarque 5.1.8. Nous rappelons également que si G un sous-groupe compact de GL,(R)
alors il existe, conformément & la remarque B84l du chapitre Bl une matrice E définie
positive telle que G est un sous-groupe compact de O,(E) le groupe orthogonal de R"

muni du produit scalaire associé a £. Un calcul direct a montré que nous pouvions prendre
E = (AA)L,

Nous rappelons 1’énoncé du théoreme du chapitre £l dont nous nous sommes servis
pour réduire la contruction de plans expérimentaux G—faiblement invariants pour I’action
d’un groupe de matrices compact a celle de plans expérimentaux K—faiblement invariants
pour l'action d'un sous-groupe compact du groupe orthogonal.

Théoréme 5.1.6. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équivariant pour
un groupe G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G}, associé d
laction linéaire de G sur x, est compact. Soit A 'une des matrices inversibles telle que le
groupe {U,, g € G} est conjugué a K un sous-groupe de O,, pour Uezistence de A voir le
lemme L1 0. La matrice E = (AA")™" est une matrice E définie positive telle que G est
un sous-groupe compact de O,(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

-i- La fonction E—génératrice des moments, MGng (&), est G—invariante.
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-ii- La fonction génératrice des moments, MGF4 (éAfl), est K—invariante.

Nous en déduisons alors la caractérisation polynomiale de I'invariance faible énoncée dans
le théoréeme E.1.7 suivant.

Théoreme 5.1.7. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY et d’intérieur
non vide. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équivariant pour un groupe
G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G}, associé a l'action
linéaire de G sur x, est compact. Soit A ['une des matrices inversibles telle que le groupe
{U,, g € G} est conjugué a un sous-groupe de O,, pour l’existence de A voir le lemme
732 La matrice E = (AA")~" est une matrice E définie positive telle que G est un
sous-groupe compact de O,(F). Les assertions suivantes sont équivalentes :

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-ii- La fonction génératrice des moments, MGF4 (éAfl), est K—invariante.

-iti- La fonction génératrice des moments , MGFAd(éAfl) appartient d R[ty, ..., t,]~* =
R[f1,. .., fx], ou la R—sous-algébre R[ty,. .. t,J* de Rlty,..., t,] a été introduite
dans la définition [ L et les f;, pouri = 1,...,k, sont des polynomes homogénes
tous de degré supérieur ou égal a 1.

Démonstration 5.1.12. Il s’agit d’une conséquence directe du théoreme BH.1.5 et du
théoréeme B.1.6

Nous spécifions ces résultats pour un sous-groupe compact du groupe orthogonal O,,.

Corollaire 5.1.4. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY et d’intérieur
non vide. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équivariant pour un groupe
G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G}, associé a l'action
linéaire de G sur x, est un sous-groupe de O,. Les assertions suivantes sont équivalentes :

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-ii- La fonction E—génératrice des moments, MGFA4(§), est G—invariante.

-iii- La fonction E—génératrice des moments MGFA(&) appartient d R[t, ..., t,]9 =
R[f1,..., fi], ot la R—sous-algébre R[ty,...,t,]9 de Rlty,...,t,] a été introduite
dans la définition [L 12 et les f;, pouri =1,...,k, sont des polynomes homogénes
tous de degré supérieur ou égal a 1.

Démonstration 5.1.13. Puisque le groupe G est un sous-groupe compact de O, nous
pouvons appliquer le théoréme B.T.7 en choisissant A = I,,.

Remarque 5.1.9. Il est fréquent de chercher des dispositifs qui présentent la propriété de
Gsp—invariance faible, cf. 'exemple 234 Cette invariance par rapport au groupe hyper-
octaédral, qui est fini donc compact pour la topologie usuelle sur M,,(R), est également
qualifiée de B,,—invariance faible. Le théoréme BE.T.4 montre donc 1’équivalence entre la
B,,—invariance faible du plan et la B,,—invariance de la fonction génératrice des moments.
Nous renvoyons par exemple a [Col02] pour une étude plus détaillée des propriétés qui
découlent de cette invariance ainsi que son lien avec l'isovariance d’un plan.
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Corollaire 5.1.5. Considérons un domaine expérimental x inclus dans R" et d’intérieur
non vide. Soit un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)— équivariant pour un groupe
G qui agit linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G}, associé a action
linéaire de G surx, est un groupe compact mazximal de GL,(R). Soit A l'une des matrices
inversibles telle que le groupe {U,, g € G} est conjugué a un sous-groupe de O,, pour
Vezistence de A voir le lemme[Z11. La matrice E = (AA)™! est une matrice E définie
positive telle que G est un sous-groupe compact de O,(E). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-ii- La fonction génératrice des moments, MGF¢ (5‘471), est O,—invariante.
-iii- La fonction génératrice des moments, MGF44(¢4™") appartient a R[Y."_, 22, la

R—sous-algebre des polynomes radiauz.

Démonstration 5.1.14. Si le groupe G est un sous-groupe compact maximal de GL,R
il est conjugué a O, tout entier car O, est un sous-groupe compact maximal de GL,R.
Nous appliquons alors le théoréme BT puis la proposition ce qui permet d’aboutir
au résultat recherché.

Nous spécifions ces résultats dans le cas de l'isovariance :

Corollaire 5.1.6. Considérons un domaine expérimental x inclus dans RY et d’intérieur
non vide. Considérons un domaine expérimental x inclus dans R”, un modéle polynomial
de degré d (Oorin, Qorn)— Equivariant et un plan expérimental & dont le support est inclus
dans x.

-i- Le plan & est isovariant.
-ii- La fonction génératrice des moments, MGF4¢ (&), est O,—invariante.

-ii- La fonction génératrice des moments, MGFA4(§) appartient a R[> "_, x2], qui est

la R—sous-algeébre des polynomes radiauz.

Démonstration 5.1.15. Nous déduisons de la proposition BT 1'égalité :

Zx2] : (5.1.17)

Une application du théoréeme BT permet alors de conclure.

Rlzy,...,2,]% =R

Nous utiliserons le corollaire .17 suivant dans la section pour identifier directement
des dispositifs isovariants.

Corollaire 5.1.7. Considérons un domaine expérimental x inclus dans R" et d’intérieur
non vide, un modéle polynomial de degré d (G, Q)—équivariant pour G un sous-groupe du
groupe orthogonal O, et un plan expérimental & dont le support est inclus dans x. Soit
D = (dy,...,dy) la suite finie des degrés des invariants principaux du groupe G inférieurs
ou égauz a 2d. Si D est réduite d (dy = 2) alors le plan est isovariant.

Démonstration 5.1.16. Une application du corollaire T4l indique que la fonction gé-
nératrice des moments MGF44(€) appartient & R[z;,. .., z,]9. Or cette R—sous-algébre
d’invariants est égale a R[f1,..., fx] par application du théoréeme BT Nous pouvons
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supposer que les f;, pour ¢ = 1,...,k, sont ordonnés par degré total croissant. L’hypo-
these du corollaire implique alors que le seul polyndéme de degré supérieur ou égal a 1 et
inférieur ou égal & 2d est un polynome en f; avec fi de degré 2. Puis le polynome > ;| 2
est un polynéme G—invariant de degré 2 puisqu’il est O,—invariant par la proposition
FETH Ainsi la fonction génératrice des moments MGFA4(&) est un polynéme en S0, 2?2
et appartient alors en fait a R[zy,...,2,]9. Une application du corollaire permet

alors de conclure.

Ainsi 'utilisation de la fonction génératrice des moments nous permet de nous ramener,
dans le cas de I’étude d’un plan appartenant a domaine expérimental d’intérieur non vide
ou pour lequel les fonctions du modeéle forment une famille libre, & des caractérisations
d’invariance polynomiales pour un groupe compact G ou pour un sous-groupe de O, auquel
il est conjugué. De surcroit, contrairement a la caractérisation polynomiale obtenue a la
section lorsque la matrice des moments du plan est non singuliére, nous n’avons pas
a calculer cet inverse ce qui rend l'utilisation de la caractérisation basée sur la fonction
génératrice des moments plus efficace.

5.2. Construction ou augmentation de plans expéri-
mentaux

5.2.1. Probléme de construction de type polynomial

Nous commencons par définir ce que nous entendons par un probléme de construction de
type polynomial d’un plan expérimental.

Définition 5.2.1. Un probléme de construction de type polynomial d’un plan expérimental
& de support X, un sous-ensemble de RV de cardinal r, est défini de la maniére suivante :

-i- Une liste Obj d’objectifs a remplir. Ces objectifs peuvent étre de trois types et de
priorité variable :

(i) Appartenance a un domaine expérimental x inclus dans RY fixé a l'avance
caractérisé par les inéquations polynomiales g1(x) < 0, ..., gu(x) < 0, c’est-a-
dire x ={x € R" | g;(x) <0, 1 <i<u}.

(ii) Les points support du plan € sont les solutions d’un systéme d’équations po-
lynomiales fi(x) = ... = fi(x) = 0 associé a lidéal I = (f1,...,fs) de
Rlzy,...,z,], c’est-d-dire que les points support du plan & appartiennent d une
variété algébrique V (I) réelle fizée.

(7ii) Minimisation de critéres polynomiauzx hy, ..., hy en les coordonnées des points
support du plan .

-1i- Un ensemble de o points supports du plan Xg, fizés par l’expérimentateur et dont les
coordonnées sont connues de maniere exacte, qui dotvent nécessairement appartenir
au support X du plan &.

-11i- Un nombre, égal a v —rq, de points dont nous souhaitons déterminer les coordonnées
de maniéere exacte de telle sorte que le plan expérimental remplisse les objectifs Obj.

Nous utiliserons principalement des techniques liées aux bases de Grobner, introduites
dans le paragraphe du chapitre B ou a la programmation semi-définie positive, cf.
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B4, pour résoudre ces problémes qui sont étroitement liés au théoréme des zéros réel, cf.
h.4. 2. Par résolution nous entendons soit I’obtention des coordonnées exactes des points
support du plan soit la preuve qu’il n’existe pas de dispositif satisfaisant aux objectifs
spécifiés.

Définition 5.2.2. Un critére d’optimalité, voir la section[2.3, est dit polynomial si l'une
de ces puissances est un polynome en les coordonnées des points du plan.

Proposition 5.2.1. Les critéres ¢, pour p entier positif, donc le critére de D—optimalité,
et le critere de [—optimalité sont des critéres d’optimalité polynomiauz.

Démonstration 5.2.1. Il s’agit d’une conséquence immédiate de la définition.

Remarque 5.2.1.

Le premier objectif, 'appartenance des points support du plan a un domaine expérimental
x inclus dans RY fixé a lavance caractérisé par les inéquations polynomiales g;(x) <
0,...,g9u(x) <0, couvre les cas suivants :

-i- Une boule centrée ou non a l’origine de R” muni du produit scalaire canonique si les
coordonnées de chacun des points support du plan sont solution de Y ., 27 —r < 0
avec r = 0.

-ii- Un ellipsoide centré ou non a I’origine de R muni du produit scalaire canonique si les
coordonnées de chacun des points support du plan sont solution de Y 7 afa —r <
0,avec a; >0, pouri=1,...,vet r > 0.

-iii- Plus généralement une boule centrée ou non a l'origine de R muni d'un produit
scalaire quelconque < -, - >g associé a la forme quadratique gg si les coordonnées de
chacun des points support du plan sont solution de gg(z1,...,x,) < r avec r > 0.

-iv- Un simplexe centré ou non a l'origine de RY puisqu’il est décrit comme l'intersection
de demi-espaces affines. Les coordonnées de chacun des points support du plan
devant alors étre solution du systeme d’inéquations affines associé.

-v- Un cube centré ou non a l'origine de R” comme 'intersection de demi-espaces affines.
Les coordonnées de chacun des points support du plan devant alors étre solution de
du systéme d’inéquations affines associé.

Nous retrouvons dans cette énumération les formes de domaines expérimentaux les plus
couramment utilisées en planification expérimentale.

Remarque 5.2.2.

Le second objectif, les points support du plan & sont les solutions d’un systeme d’équations
polynomiales fi(x) = ... = fs(x) = 0 associé a l'idéal I = (f1,..., fs) de Rlxy, ..., z,],
c’est-a-dire que les points support du plan £ appartiennent a une variété algébrique V (1)
réelle fixée, permet de considérer les domaines expérimentaux suivants :

-i- Une spheére centrée ou non a l'origine de R muni du produit scalaire canonique

pour Y i (z; —¢)> —=r=0avec¢; >0,pouri=1,...,vetr>0.

-ii- La frontiere d’un ellipsoide centré ou non a l'origine de R” muni du produit scalaire
canonique pour Zle a?(z; —¢)*—r =0,avec q; > 0, pour i = 1,...,v, ¢; € R,
pour:=1,...,v, et r = 0.
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-iii- Plus généralement une sphere centrée ou non a l'origine de R¥ muni d’un produit
scalaire quelconque < -, - >p associé a la forme quadratique ¢g pour qg(z1,...,x,) <
r avec r = 0.

Nous retrouvons ici le cas de la sphere et d’autres domaines expérimentaux d’intérieur
vide.

Remarques 5.2.1.

Le probléme de construction d’un plan expérimental appartenant a un domaine expé-
rimental x, inclus dans R" fixé a l'avance caractérisé par les inéquations polynomiales
gi(x) <0,...,9.(x) <0, est un probleme de construction de type polynomial, tel que
nous l'avons énoncé dans la définition B2l dans les cas particuliers suivants que nous
développerons dans le paragraphe indiqué :

-i- Construction de plans faiblement invariants pour 'action d’un groupe de matrices
compact, cf. BE2Z2.

-ii- Construction de plans optimaux pour un critére polynomial, ¢f. BE2.3

-iii- Construction de plans partiellement invariants pour I’action d’un groupe de matrices
compact et optimaux pour un critére polynomial, cf. B.2.4

-iv- Construction de plans bloqués orthogonalement, cf. B.2.5

-v- Augmentation de plans invariants pour l'action d’'un groupe de matrices compact,

cf. 2.2
-vi- Augmentation de plans optimaux pour un critére polynomial, cf.

-vii- Augmentation de plans partiellement invariants pour I'action d’un groupe de ma-
trices compact et optimaux pour un critére polynomial, cf. B24

-viii- Augmentation de plans bloqués orthogonalement, cf. BE2.5.

Remarques 5.2.2. Par rapport au contexte usuel de la recherche de plans expérimentaux
optimaux nous nous sommes imposés la condition supplémentaire de la détermination
exacte des coordonnées des points support du plan. Ainsi les algorithmes numériques
couramment utilisés par les planificateurs ne peuvent s’appliquer dans notre contexte. Il
s’agit par exemple de I'algorithme de construction de plans expérimentaux D—optimaux
de Federov-Wynn [NM92], du recuit-simulé [CMMRS&7]| ou de l'algorithme du simplexe
[GWO00]. Nous renvoyons a [BOB07] pour un exemple d’application, réalisé par 'auteur, de
ces algorithmes a des données réelles. Il en va de méme en ce qui concerne la construction
de plans isovariants par des méthodes numériques comme celles proposées par Hardin et
Sloane dans leur logiciel Gosset, [HS91]. Toutefois nous verrons au chapitre [ comment il
nous est possible d’utiliser leurs résultats numériques pour guider, en la simplifiant, notre
méthodologie de construction exacte.

5.2.2. Construction ou augmentation faiblement-invariante d’un
plan expérimental

Les résultats que nous avons obtenus dans les sections et permettent alors de
montrer que la construction ou 'augmentation d'un plan expérimental est un probléme de
construction de type polynomial, comme introduit dans la définition B.2.7l Nous renvoyons
au chapitre [ pour plusieurs applications pratiques de ce théoréme.
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Théoréme 5.2.1. Considérons un domaine expérimental x inclus dans R, d’intérieur
non vide et caractérisé par les inéquations polynomiales g1(x) < 0,...,g,(x) < 0. Soit
un modéle polynomial complet de degré d (G, Q)—équivariant pour un groupe G qui agit
linéairement sur x. Supposons que le groupe {U,, g € G}, associé a l'action linéaire de G
sur x, est compact. Le probléeme de la construction, si Xo =0, ou de l'augmentation, si
Xy # 0, dun plan expérimental & est équivalent a un probléme de construction de type
polynomial.

Démonstration 5.2.2. Nous appliquons le théoreme dont les conditions d’utilisa-
tion sont remplies. Soit F 'une des matrices symétriques réelles définies positives telle
que le groupe {U,, g € G} est un sous-groupe de O,(E), pour l'existence de E voir la
remarque 2284 ou le lemme BTl Les assertions suivantes sont donc équivalentes :

-i- Le plan & est G—faiblement invariant.
-ii- La fonction E—génératrice des moments, MGng(E), est G—invariante.

-iii- La fonction E—génératrice des moments MGF gd (€) appartient & R[ty,...,t,]9 =
R[f1,..., fi], ot la R—sous-algebre R[t;, ... t,]9 de R[t;,...,t,] a été introduite
dans la définition et les f;, pour i = 1,... k, sont des polynémes homogenes
tous de degré supérieur ou égal a 1.

La derniere assertion permet d’aboutir a un systéeme d’équations polynomiales en les
coefficients de la matrice des moments qui sont eux-mémes des polynémes en les coor-
données des points support du plan. Il s’agit donc d'une condition qui peut s’exprimer a
I’aide du second objectif aussi bien dans le cas de la construction que de I'augmentation.
L’appartenance a un domaine expérimental caractérisé par les inéquations polynomiales
gi(x) < 0,...,g9.,(x) < 0 est une condition du type premier objectif. D’ou le résultat
annonce.

Remarque 5.2.3. Nous avons ici préféré utiliser la caractérisation a l'aide de la fonction
génératrice des moments, obtenue dans le paragraphe B.1.3, a la place de celles faisant
intervenir la surface de variance ou la surface de variance généralisée, obtenue dans le pa-
ragraphe T2, puisqu’elle permet d’éviter le calcul de I'inverse de la matrice des moments.
Toutefois, lorsque nous cherchons une matrice des moments non singuliére, cette caracté-
risation permet de formuler un probléme de construction de type polynomial puisque nous
obtiendrons cette fois-ci un systéme d’équations polynomiales en des fractions rationelles
des coefficients des points du plan. Il suffit alors d’utiliser ’objectif trois pour imposer
la non nullité des dénominateurs de ces fractions rationnelles ou du déterminant de la
matrice des moments qui est un polynoéme en les coefficients des points du plan. Nous
renvoyons au chapitre [ pour plusieurs applications pratiques de cette approche.

5.2.3. Construction ou augmentation optimale d’un plan expé-
rimental

Considérons un critére d’optimalité polynomial en les coefficients des points du plan, il
s’agit par exemple des criteres de D—optimalité, de / —optimalité ou ¢,, avec p entier, que
nous avons introduits dans la section du chapitre problématique. Nous proposerons de
suivre la méthodologie du paragraphe pour résoudre ce probléme de construction.
Toutefois nous avons montré dans le chapitre 2 que lors de la recherche de plans optimaux
pour un critére orthogonalement invariant il est possible de restreindre sa recherche a des
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plans faiblement invariants. Nous avons particularisé ce résultat au cas de I'isovariance et
de la D—optimalité et de la I—optimalité dans le chapitre @l Ainsi nous ne développerons
la recherche de plans minimisant un critere d’optimalité donné que de la maniere indiquée
par le paragraphe .24

5.2.4. Plans partiellement faiblement-invariants et optimalité

Cette idée vient du constat suivant : lors de la recherche de plans faiblement invariants,
suivant la méthode indiquée en B2.7), il est possible si nous obtenons un ensemble de so-
lutions réelles V (I) non vide que celui-ci comporte plusieurs solutions voire une infinité.
Le premier exemple de ce type que nous avons rencontré dans le chapitre [l est I’ensemble
infini de plans &, (s), dont la partie sphérique est de cardinal r = 11, isovariants pour un
modele polynomial de degré 1, et non déductibles I'un de I'autre par une transformation
orthogonale. Or il n’existe pas de plan isovariant pour un modeéle polynomial de degré 2
dont la partie sphérique est de cardinal inférieur ou égal a 12. Toutefois il est possible
d’analyser les plans &, (s), complétés par un essai a l'origine, avec un modéle polynomial
complet d’ordre 2. Nous ne pouvons pas alors appliquer les résultats de Hardin et Sloane
qui nous assureraient que tous les plans &;;(s), complétés par un essai a 'origine, mini-
misent les critéeres de D—optimalité et de I—optimalité parmi les plans comportant une
partie sphérique de cardinal 11 et 1 essai a l'origine. Par conséquent nous sélectionnons
parmi cette famille de plans celui qui minimise le critére de D—optimalité. Il s’avere alors
qu’il minimise tous les critéres d’optimalité alphabétique parmi les plans de cette famille.
Nous renvoyons au chapitre [4 pour les détails de cette étude.

La formulation en termes de probléme de construction polynomiale, introduit dans la
définition (.27l est la suivante. Résoudre en premier les objectifs 1 et 2 associés aux
contraintes sur le domaine expérimental et la formulation polynomiale de 'invariance
faible. Etudier le comportement des critéres d’optimalité polynomiaux sur I’ensemble des
solutions obtenues. Nous pouvons également nous servir de la progammation semi-définie
positive, .4, pour résoudre ce probléme.

De la méme maniere nous pouvons chercher s’il est possible d’augmenter un plan existant
pour qu’il vérifie ou continue a vérifier ces propriétés.

5.2.5. Plans bloqués orthogonalement

Il s’agit d’une possible extension de la méthode proposée ici puisque les relations de blo-
cage orthogonal sont également polynomiales en les coordonnées des points support du
plan, voir par exemple [BD88| pour plus de détails a ce sujet. Pour certains dispositifs de
forme simple, les conditions de blocage orthogonal et d’isovariance ne sont pas nécessaire-
ment compatibles pour des modeles polynomiaux complets de degré supérieur ou égal a 2,
voit [Mon01]. La démarche alors adoptée est souvent la suivante : réaliser le blocage ortho-
gonal avec un faible défaut d’isovariance ou 'isovariance avec un faible défaut de blocage
orthogonal. Ce défaut d’isovariance peut étre caractérisé par la discrépance du dispositif,
voir le paragraphe [l Tl du chapitre[d, qui est un critére polynomial en les coordonnées des
points support du plan, ou tout autre mesure polynomiale en les coordonnées des points
support du plan. Il est ainsi possible de chercher des plans bloqués orthogonalement de
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discrépance minimale & ’aide de la programmation semi-définie positive, voir la section

B4

5.3. Elements de résolution du probléme de construc-
tion polynomiale

5.3.1. Construction « a vue » en utilisant les symétries du plan
expérimental

Le calcul des invariants polynomiaux du groupe fini de symétries utilisé pour créer le
plan permet dans certains cas simples d’affirmer directement l'invariance faible du plan.
Nous renvoyons a [dP04] pour un résumé des résultats découlant de cette approche. Nous
renvoyons également a ’étude de la force des plans en une orbite que nous réaliserons
dans le chapitre B et dont les résultats sont repris dans la table B8 Nous indiquons dans
la suite de cette partie, B0l comment 1'utilisation du package Invar, [Kem93|, de Maple
10, [Map05], permet le calcul automatique de ces invariants et calculerons les invariants
polynomiaux de certains des groupes que nous utiliserons pour établir la table R

5.3.2. Reéduction du nombre d’inconnues : utilisation de groupes
finis de symétries

La méthode de construction proposée dans le paragraphe B.2.1] présente un défaut. Si nous
souhaitons construire un plan expérimental dont le support est un ensemble de cardinal
r et inclus dans un domaine expérimental qui est un partie de R", alors nous devrons
résoudre de maniere exacte un systéme d’équations polynomiales a r---v inconnues. Il
est donc nécessaire de diriger la construction en essayant de réduire le nombre d’incon-
nues de maniere appropriée au probléeme posé. Nous indiquons maintenant une possibilité
pour parvenir a ce résultat qui est une conséquence des nombreux travaux consacrés a la
recherche de dispositifs isovariants ainsi que de 1’étude numérique systématique réalisée
par Hardin et Sloane, [HS92].

Pour un nombre de points support du plan expérimental fixé, il existe des plans isovariants
qui de surcroit vérifient certaines symétries : ce sont une union d’ensembles de points ob-
tenus comme orbite par des groupes de réflexions finis. Par conséquent nous chercherons
de tels plans ce qui aura pour effet d’introduire des relations linéaires en les coordon-
nées des points support du plan et diminuera ainsi le nombre d’inconnues du probleme
de construction que nous considérerons et augmentera de ce fait nos chances d’obtenir
une résolution en un temps acceptable du probléme de construction polynomiale que nous
nous sommes fixés. Pour plus de détails sur les groupes finis dont nous nous sommes servis
nous renvoyons aux sections et ainsi qu’a la section qui présente leur rapport
avec les polyedres convexes.

Pour obtenir un plan isovariant, il faut donc déterminer quelles sont les coordonnées des
points dont nous devons prendre ’orbite par un groupe fini. Le choix du groupe fini utilisé
est donc crucial dans I’étude du probléme posé et, afin de le réaliser de maniere adéquate
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pour notre étude de la construction de plans isovariants, nous nous sommes appuyés sur
les résultats de Hardin et Sloane que nous avons rappelés au paragraphe 111

5.3.3. Résolution du systéme d’équations polynomiales : utili-
sation des bases de Grobner

Les bases de Grobner, combinées a 'utilisation de I'ordre lexicographique, sont des outils
qui permettent de résoudre des systemes d’équations polynomiales. Nous renvoyons par
exemple aux livres de [KR00], [KRO05] ou [CLO96] pour un exposé¢ détaillé de cette appli-
cation des bases de Grobner. Nous avons indiqué comment procéder dans le paragraphe
du chapitre § ainsi qu'un exemple de résolution effective Nous renvoyons éga-
lement au chapitre [ puisque nous nous sommes servis de cette approche pour résoudre
les problemes de construction polynomiale que nous avons traités.

Remarque 5.3.1. Dans ce chapitre, les bases de Grobner interviennent a deux étapes

distinctes de la contruction de type polynomiale de plans expérimentaux :

— La caractérisation de l'invariance faible a ’aide de la fonction génératrice des moments
se traduit par ’appartenance de cette derniére une sous-algebre de polyndémes ce qui se
traduit par un systeme d’équations polynomiales en les coordonnées des points support
du plan.

— La résolution effective du systeme d’équations polynomiales traduisant les diverses
contraintes que doivent vérifier les points support du plan en calculant une base de
Grobner pour 'ordre lexicographique.

5.4. Programmation semi-définie positive

5.4.1. Introduction

Nous nous sommes donc ramenés a la résolution d'un systéeme d’équations polynomiales
a coefficients réels. Bien entendu nous pourrions utiliser la théorie de I’élimination et les
bases de Grobner pour trouver toutes les solutions complexes de ce systeme d’équations
polynomiales. Or, nous ne nous sommes intéressés que par les solutions réelles puisque
celles-ci permettront de connaitre les coordonnées des points dont il faudra prendre 1’or-
bite pour construire le support d’un plan qui sera isovariant. Une maniere efficace de
résoudre ce probléeme passe par la combinaison de la théorie des bases de Grobner et de la
théorie de la programmation semi-définie positive. Nous verrons méme que cette approche
permettra non seulement de déterminer si une solution existe mais aussi de sélectionner
parmi toutes les solutions possibles celle qui minimise un critére de type polynomial. Ainsi
nous pourrons combiner la résolution des équations d’isovariance a la recherche d’un plan
optimal pour un critére d’optimalité qui puisse s’écrire de maniére polynomiale. Nous
renvoyons le lecteur vers le livre de Sturmfels [Stu02] et la these de Parrilo [Par00] pour
une introduction plus détaillée a cette problématique.

Il existe deux types génériques de probléemes que nous pouvons aborder en utilisant la
théorie de la programmation semi-définie positive : le probléeme de I'existence d’une solu-
tion ou le probléme de la recherche dune solution optimale. Nous introduisons maintenant
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le cadre mathématique de la théorie.

Nous rappelons que nous notons S (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coef-
ficients réels qui sont de surcroit semi-définies positives.

Proposition 5.4.1.
ST(R) est un cone conveze fermé de l'espace vectoriel Sym,(R) des matrices carrées
d’ordre n symétriques réelles de dimension R™"+1/2),

Remarque 5.4.1.
Nous cherchons 'intersection entre des sous-espaces affines de Sym,(R) et le cone S (R)
des matrices semi-définies positives.

Il existe des procédures numériques tres efficaces permettant de résoudre les deux pro-
bléemes suivants :

Probléme 5.4.1. Programmation semi-définie positive : existence d’une solution.
Considérons un sous-espace affine V de Sym,,(R), existe-t-il un élément A de S;F(R) qui
appartienne a V ?

Probleme 5.4.2. Programmation semi-définie positive : optimisation.
Considérons un sous-espace affine V de Sym,(R) et une forme affine ly sur Sym,(R),
comment minimiser lo(A) pour A appartenant a VNS (R) 2

Nous allons voir maintenant que ces deux problémes permettent de trouver les solutions
réelles de systemes d’équations polynomiales ou de montrer I’absence d’existence d’une
solution réelle.

5.4.2. Théoréme des zéros : cas réel

Nous considérons un systéme d’équations et d’inéquations polynomiales en v indétermi-
nées (r1,...,,). Le cas réel du théoreme des zéros affirme que ce systéme posséde une
solution réelle u € R ou qu’il existe I'assurance qu’aucune solution réelle n’existe, ce
qui se traduit par une identité polynomiale appelée réfutation. Ce résultat est a la fois
une généralisation du théoréme des zéros de Hilbert, voir le théoréme du chapitre
R, pour les équations polynomiales sur C, et de la progammation linéaire duale, pour
les inégalités sur R. En effet le théoreme des zéros de Hilbert indique que £ polyndmes
a coefficients complexes, pq,...,pr ont une solution complexe commune ou qu’il existe
I’assurance qu’il n’existe pas de solution, la réfutation est alors une relation de la forme
Zle pifi = 1, ou les p; sont des multiplicateurs polynomiaux. La programmation linéaire
duale indique qu’un systéme d’inégalités linéaires strictes hi(x) > 0,..., h(z) > 0 pos-
sede soit une solution soit qu’il existe des nombres réels oy, 1 <[ < t positifs et non tous
nuls tels que Zle aghy(x) = 0 ce qui est une réfutation de l'existence d’une solution réelle.

Théoréme 5.4.1. Théoreme des zéros : cas réel
Soient fi,..., fryG1,-- -, gs, 1, ..., hy des polynomes de Rlzy, ..., x,]. Le systéme d’équa-
tions et d’inéquations polynomiales :

fi(z) =0, fa(x) =0, ..., f.(z) =0,
91(x) 2 0, ga(x) 20, ..., g5(x) >0, (5.4.1)
hi(x) >0, he(x) >0, ... h(z) >0,
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a soit une solution réelle dans R” soit il existe une identité polynomiale, appelée réfutation :

r t
S 3 (Sa)ors T (S) el o
k =1

i=1 vel{0,1}° \ j ve{0,1}" \ J
(5.4.2)

ot u; € N et a;, bj,,, ¢j,, dp sont de polynomes réels.

Démonstration 5.4.1. La formulation précédente du théoreme des zéros réels est due a
Stengle [Ste96].

Dans un premier dans nous nous intéressons spécifiquement au cas ou s =t = 0. Sans la
présence d’inégalités nous avons donc a résoudre :

fl(l') = 0
falx) = 0
2{o) - (5.4.3)
fr(x) =0
Corollaire 5.4.1.
Tout polynome positif ou nul sur Rlxy, ..., z,] est une somme de carrés d’éléments de
Rz, ..., zy).
Démonstration 5.4.2. Nous appliquons le théoréme BTl avec ¢ = 1. Si I’équation

hi(z) > 0 n’a pas de solution sur R” alors —h(z) > 0 sur R". Par conséquent il existe une

réfutation de la forme : )
(Z c]) 4 di 4 bt =0, (5.4.4)
j k

avec u = 0 ouu = 1. Dans les deux cas —h s’écrit comme une somme de carrés de fractions
rationnelles.

Corollaire 5.4.2.
Si I un idéal de R[xy,. .., x,] dont la variété réelle V (I) NRY est vide, alors —1 est une
somme de carrés de polynomes modulo I.

Démonstration 5.4.3. L'expression [[,_, h;* dans la réfutation du théoréme EAT] est le
produit vide qui par convention vaut 1.

5.4.3. Calcul algorithmique des réfutations

Parrilo a montré dans [Par00] et [Par03] que, si nous restreignons le degré maximal possible
pour une réfutation, il est alors possible de la calculer avec le semidefinite programming.
Cette remarque a donné lieu a une approche algorithmique du calcul des réfutations :
fixer un degré D trés grand et déterminer s’il existe une réfutation de degré plus petit que
D.

Il existe des bornes sur le degré maximal D de la réfutation intervenant dans le théoréme
des zéros réels mais les bornes que nous pourrions déterminer a ’avance sont générale-
ment tres importantes, par exemple triplement exponentielles en le nombre des variables,
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[Lom92].

S’il existe des solutions, nous pouvons alors minimiser un polynéme f(x) sur I'ensemble
de ces solutions.

5.4.4. Décomposition en sommes de carrés

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension m. Toute forme quadratique ¢ sur V se
décompose sous la forme d’une somme de carrés comme conséquence par exemple de
I’algorithme de Gauss ou de la diagonalisation des endomorphismes symétriques en base
orthonormée. Il est possible de réaliser rapidement cette réduction a ’aide de plusieurs
logiciels comme Matlab [Mat07] et Maple [Map05]. Cette constatation est le point de
départ du calcul algorithmique des réfutations.

L’utilisation du logiciel sostools [PPSP04b] permet d’obtenir de maniére approchée ’exis-
tence de telles décompositions et de ce fait résoudre le probleme qui nous intéresse.

L’article [PS03] de Parrilo et Sturm expose une possibilité dont nous allons tirer parti : sé-
lectionner une solution minimisant un critere polynomial. Nous pouvons également utiliser
I'invariance, pour ’action d’un groupe fini, des polynémes intervenant dans la formulation
du probléme de programmation pour simplifier celui-ci, ¢f. [GP04] et [PPSP04a].

5.4.5. Optimisation sur une variété réelle

Une approche pour résoudre le probleme de déterminer la valeur minimale d’un poly-
nome f sur une variété réelle V (I) peut étre la suivante. Un systéme de générateurs
de la variété I, dont 'existence est assurée par le théoréme RT3 permet de trouver un
entier r et des polynoémes fi, ..., f. tels que V (I) est ’ensemble des solutions du systéme

filz)=...= f.(x) =0.

Probléeme 5.4.3.

Etant donné un systéme fi(x) = ... = f.(z) = 0 définissant la variété réelle V (I) et un
polynome f € Rlzy,...,x,], nous cherchons désormais a trouver le plus grand A € R tel
qu’il n’existe pas de réfutations de degré au plus D sur R" au systéme :

A@) =...=f@) =0
{ ) Ao, (5.4.5)

Cette approche nous permet, par exemple, de combiner la recherche de plans isovariants
a celle de la minimisation d’un critere d’optimalité qui puisse s’exprimer sous forme po-
lynomiale en les coordonnées des points du plan comme le critére de D—optimalité ou de
I—optimalité. Son intérét est particulierement prononcé lorsque nous cherchons a trouver
des plans isovariants pour des modeles polynomiaux d’un degré d donné. Nous pouvons
alors ajouter des termes polynomiaux a ce modele et déterminer les modeles optimaux
pour cet ajout qui conserve la propriété d’isovariance pour ce degré d donné. Pour ré-
soudre des probléme d’optimisation non linéaire il est possible d'utiliser le package Maple,
[Map05], Ezact solving of nonlinear optimization problems de Domarkas, [Dom01].
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5.4.6. Variétés réelles de dimension 0

Soit I un idéal de dimension 0 dans R[zy,...,z,] et 7 un ordre sur les mondmes de
Rlzy, ..., z,]. Supposons que nous ayons calculé une base de Grébner G de I pour l'ordre
7. Par définition, voir le du chapitre B, d'une base de Grobner nous avons :
< LT (g1),...,LT (95) >=< LT (I) >. La proposition du chapitre § indique que
I'ensemble {z%, z* ¢< LT (I) >=< LT (¢1),...,LT (gs) >}, de cardinal n, est une base
du R—espace vectoriel V = R[zy,...,x,|/] et de ce fait Rlzy,...,x,]/] = R™.Toute
forme quadratique ¢ sur V peut étre associée a une matrice A carrée d’ordre n dont les
lignes et les colonnes sont indexées par une base de V, en l'occurrence les éléments de
{z%, x> ¢< LT (I) >=<LT(q1),...,LT (gs) >}. Notons M le vecteur dont les compo-
santes sont les monomes de {z%, z* ¢< LT (I) >=< LT (¢1),...,LT (gs) >} ordonnés de
la méme maniére que les colonnes et les lignes de A. Le produit M AM est un poly-

noéme appartenant a Rz, ..., z,| dont nous pouvons calculer la forme normale, M'AM |

e
modulo la base de Grobner GG. Cette forme normale M AM  est alors un élément de
Rlzy,...,x,]/I. Nous appliquons désormais la programmation semi-définie positive aux

formes quadratiques M’ AM ¢ défnie sur V = R(xy, ..., z,]/1].

Théoréme 5.4.2.

Soient I un idéal de dimension 0 dans Rlzy,...,x,] et 7 un ordre sur les monomes de
R[Il, ce ,.flfv].

Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

- V(I)NR" =0.

— La constante —1 est une somme de carrés dans V = Rlzy, ..., x,]/]

— 1l existe une matrice A carrée d’ordre m semi-definie positive, dont les lignes et les
colonnes sont indexées par une base de V, les éléments de {x®, x* ¢< LT (I) >}, telle
que

MAM +1¢l, (5.4.6)

ot M est le vecteur dont les composantes sont les éléments de {x®, z* ¢< LT (I) >}
ordonnés de la méme maniére que les colonnes et les lignes de A.

Démonstration 5.4.4. L’équivalence

MAM+1el «— MAM11 =0, (5.4.7)

découle du corollaire B.T.5 du chapitre B Supposons que la troisieme assertion soit vérifiée,

nous avons alors M AM “_ 1% avec A semi-définie positive d’ou —1 est une somme de
carrés dans V et la seconde assertion est vérifiée. La réciproque est immeédiate. Suppo-
sons la deuxiéme assertion vérifiée et que I'intersection V (I) NRY soit non vide; posons
(201, %Tow) € V(I)NR". Nous avons —1 = Zle (T, .-, %0w)? + f(To1, -, Tow)
et f(xo1,-..,%0y) =0 car (zo1,...,%0) € V(I). Puis comme (zg31,...,%0,) € R’ nous
avons, en utilisant de la compatibilité de la relation d’ordre sur R avec les opérations
élémentaires, Zle (o1, ., Top)? = 0 > —1. Ainsi la premiére assertion est vérifiée.
La premiere assertion implique la deuxiéme par réduction au cas v = 1 puis par le fait
qu'un polynéome de R[z] sans zéro réel est un produit de trinémes dont les discrimants
sont négatifs.
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L’existence d’une solution est alors simplement une conséquence de I'impossibilité de trou-

liG
ver une matrice A € St (R) vérifiant I’équation B.4.8. La condition M'AM +1 = 0 est
un systeme d’équations linéaires en les coefficients de la matrice A qui doit appartenir a
S;F. Ainsi déterminer si V (1) NRY est I'ensemble vide revient a résoudre un probléme de

programmation semi-définie positive du type L4l 1l est possible de résoudre ce probléme
avec le logiciel Matlab, [Mat07], et 'ensemble de procédures SOSTools [PPSP04b].

5.4.7. Minimisation de polynémes sur une variété de dimension
0

Comme nous 'avons I'exposé au paragraphe 4.0, lorsque 'ensemble des solutions est
une variété de dimension 0, il est également possible de tirer parti de la structure par-
ticuliere qu’il en découle, [PPSP04a], comme nous l'avons fait dans le paragraphe BE.4.0
précédent pour ce qui concerne l’existence d’une solution d’un systéme d’équations. Dans
ce paragraphe nous nous intéressons au probléme suivant :

Probléme 5.4.4. Optimisation sur une variété réelle.
FEtant donné un polynome f € Rlzy, ..., x,], nous cherchons désormais d minimiser f(u)
pourw € V (I) NR™.

Une approche pour résoudre ce probléeme peut étre la suivante.

Probleme 5.4.5. Somme des carrés dans un anneau artinien.
Etant donné un polynome f € Rlzy,...,x,], nous cherchons désormais da trouver le plus
grand \ € R tel que

M AM — f(x) — X € I avec A € S} (R). (5.4.8)

Ce probléeme se reformule aisément dans le contexte de la programmation semi-définie
positive b.4.2 et conduit toujours a 'obtention de la valeur optimale de A.

Théoreme 5.4.3.
Soit I un idéal de dimension 0 de R[zy,...,x,). Sig € Rlzy,...,x,] est un polynome qui
est positif sur V (I) NRY alors g est une somme de carrés dans Rlzy, ..., x,]/1.

Démonstration 5.4.5. Pour chaque racine réelle de I, nous choisissons un polynome
pu(z) qui s'annule sur V (I) \ {u} et tel que p,(u) = 1. Pour chaque paire de racines
complexes conjuguées U = {u,u}, nous construisons un polynéme gy (z) a coefficients
réels qui s’annule sur V (1) \ {U} mais tel que gy (u) = qu (@) = 1 et nous construisons une
somme de carrés sy (z) € Rlzy, ..., x,] telle que g est congru a sy modulo (z — u)N{z — w).
Le polynoéme suivant est une somme de carrés :

Ga)= 3 g -pe?+ Y sule)-aula) (5.4.9)

ueV(H\{u} weV(H\{U}

Par construction la différence g(x) — G(z) s’annule sur la variété complexe de I. Le
théoréme des zéros forts de Hilbert, BI.I4 du chapitre B affirme que /I = I(V (1))
et comme I est un idéal radical, /I = I. Par conséquent g(z) — G(z) appartient a I,

c’est-a-dire G(z) = g(x) , et de ce fait g est une somme de carrés dans R[zy, ..., z,]/I.
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Corollaire 5.4.3.
Si I est un idéal radical alors le probléme[5.4.4 est résolu de maniére exacte par la procé-

dure [543

Remarque 5.4.2.
Rappelons que les criteres de D—optimalité, de I —optimalité et ¢,, pour p entier, sont des
criteres d’optimalité polynomiaux en les coordonnées des points du plan, cf. la définition

5.5. Calculs algorithmiques des générateurs, des élé-
ments et des invariants polynomiaux de sous-
groupes finis du groupe orhtogonal de R"

> restart;

> read("C:\\Donnes\\Thése\\Maple V Release 5\\SHARE\\invar\\Invar.mpl");
PATHDATA:="C:\\Donnes\\Thése\\\Maple\\MapleData\\";

PATHDATA := “C :\\Données \\Thése\\Maple \\MapleData\\”

> with(invar) ;protocol_level:=1;

[alglinsolve, aver__orb, check__nullspace, classes, derive, elements, elesym, generators, inv,
invarspace, oring, lingroup, mklingroup, monoms, monoms__base, multiply, onesoff,
out, poincare, poinrep, primaries, proj, reci, reduce, relations, renormal, repfrac,

represent, secondaries, showbasis, showprims, showrels, showseconds, throw, valueof

]

protocol__level := 1

> GENTOGROUPE:=proc (NOMGROUPE, GENS,MINPOL)
local TEMPGROUPE,GROUPE, IGENTOGROUPE, JGENTOGROUPE;
TEMPGROUPE [geners] :=GENS: if nargs=3 then TEMPGROUPE [minpol] :=MINPOL:
fi: elements(TEMPGROUPE): IGENTOGROUPE:=nops (op(1,GENS)):
JGENTOGROUPE : =nops (op(1,0p(1,GENS))) : GROUPE:=map(temp —>
Matrix (IGENTOGROUPE, JGENTOGROUPE, temp, datatype = anything,
storage = rectangular, order = Fortran_order, shape =
[1) ,TEMPGROUPE [eles]): save GROUPE, cat(PATHDATA,NOMGROUPE,".txt");
lprint(cat("Done, ",PATHDATA,NOMGROUPE,".txt"));lprint(); gc(Q;
end;
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GENTOGROUPE := proc(NOMGROUPE, GENS, MINPOL)
local TEMPGROUPE, GROUPE, IGENTOGROUPE, JGENTOGROUPE;

TEMPGROUPE jepers := GENS';

ifnargs = 3then TEMPGROUPE yinpor := MINPOLAi;

elements(TEMPGROUPE) ;

IGENTOGROUPE := nops(op(1, GENS));

JGENTOGROUPE := nops(op(1, op(1, GENS)));

GROUPE := map(temp — Matrix(IGENTOGROUPE, JGENTOGROUPE, temp,
datatype = anything, storage = rectangular, order = Fortran__order, shape = []),
TEMPGROUPE ..s);

?GROUPE, cat(PATHDATA, NOMGROUPE, “.txt”);

lprint(cat(“Done, 7, PATHDATA, NOMGROUPE, “.txt”));

lprint() ;

ge()

end

5.5.1. Construction de quelques groupes dérivés des groupes de

permutations
> GENTOGROUPE("Sn_4",{[[0, 0, 0, 1], [1, 0, O,
0]’ [O’ 1’ 0’ 0]’ [O’ O’ 1’ O]]’ [[O’ 1’ O’ 0]’ [1’ O’ O’ 0]’ [O’ O’
1’ O]’ [O’ 0’ 0’ 1]]}):
Calculating all elements of the group G ...

It has 24 elements.

"Done, C:\\Donnes\\Thése\\Maple\\MapleData\\Sn_4.txt"

> GENTOGROUPE("Sn_5",{[[0, 1, 0, 0, 0], [1, O,
0’ O! 0]’ [0’ 0’ 1! 0’ O]: [O! O! 0’ 1! 0]’ [0’ 0’ O! 0’ 1]]: [[O: 0’
0’ O! 1]’ [1’ 0’ O! 0’ O]: [O! 1! 0’ O! 0]’ [0 0 1 0’ O]: [O! O! 0’
1, 0111

Calculating all elements of the group G ...

It has 120 elements.

"Done, C:\\Donnes\\Thése\\Maple\\MapleData\\Sn_5.txt"

> GENTOGROUPE("Sn_6",{[[0, 0, 0, 0, 0, 11, [1,
0’ O! 0’ 0’ O]: [0’ 1’ O! O! 0’ O]: [O! 0’ 1’ O! 0’ O]: [O! O! 0’ 1!
0, ol, [0, 0, 0, O, 1, 0]], ([0, 1, 0, O, O, O, [1, O, O, O, O, O],
[0’ O’ 1’ 0’ O’ 0]’ [0’ 0’ O’ 1’ O’ O]’ [0’ 0’ O’ 0’ 1’ O]’ [O’ 0’ 0’
0, 0, 1111

Calculating all elements of the group G ...

It has 720 elements.
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"Done, C:\\Donnes\\Thése\\Maple\\MapleData\\Sn_6.txt"

> GENTOGROUPE("An_4",{[[0, 1, 0, 0], [1, O, O,

0]’ [O! O! 0’ 1]: [O! O! 1’ O]]: [[O: 1! O! 0]’ [O! O! 0’ 1]’ [O! O!
i, ol, 1, o, o, 011, [lo, O, 1, O, [0, 1, O, O], [0, O, O, 1], [1,
0’ O! 0]]’ [[0’ 0’ O! 1]: [1’ 0’ O! 0]’ [0’ 0’ 1! 0]’ [0’ 1’ O! 0]]’
[[0’ 0’ 1! 0]’ [0’ O! O! 1]’ [1’ O! 0’ 0]’ [O! 1! 0’ O]]: [[0’ 0’ O!
11, [o, o0, 1, 01, [0, 1, O, O], [1, O, O, 011, ([0, O, O, 1], [0, 1,
0’ O]: [1’ 0’ O! O]: [0’ 0’ 1! 0]]’ [[0’ 1! 0’ O]: [O! 0’ 1’ O]: [1’
0’ O! 0]’ [0’ O! O! 1]]’ [[1’ 0’ O! 0]’ [0’ 0’ O! 1]’ [0’ 1’ O! 0]’
[0’ O’ 1’ 0]]’ [[0’ 0’ 1’ 0]’ [1’ 0’ O’ 0]’ [0’ 1’ O’ 0]’ [0’ O’ 0’
1]]’ [[1’ 0’ O! 0]’ [0’ 1’ O! 0]’ [0’ O! 1! 0]’ [O! O! 0’ 1]]’ [[1’ 0’
0’ O]! [0’ 0’ 1! O]: [0’ 0’ O! 1]’ [0’ 1’ O! 0]]}):

Calculating all elements of the group G ...

It has 12 elements.

"Done, C:\\Donnes\\Thése\\Maple\\MapleData\\An_4.txt"

> GENTOGROUPE("An_5",{[[0, O, O, O, 1], [0, 1,
0’ O! 0]’ [0’ O! O! 1’ O]! [O! 0’ 1’ O! 0]’ [1’ O! O! 0’ O]]![[O! O!
0’ 1’ 0]’ [0’ O’ O’ 0’ 1]’ [O’ 0’ 1’ O’ 0]’ [1’ O’ O’ 0’ O]’ [O’ 1’ 0’
0’ O]]’[[O’ O’ 0’ O’ 1]’ [0’ 1’ O’ 0’ O]’ [O’ O’ 1’ O’ 0]’ [1’ 0’ O’
0, o], [0, 0, 0, 1, 0J1}):

Calculating all elements of the group G ...

It has 60 elements.

"Done, C:\\Donnes\\Thése\\Maple\\MapleData\\An_5.txt"

> GENTOGROUPE("An_6",{[[0, O, O, 1, O, 0], [O,

0’ O! 0’ 1! O]! [0’ 0’ 1! 0’ 0’ O]! [1’ 0’ O! O! 0’ O]! [O! 1’ 0’ O!
o, oJ, [0, 0, 0, 0, 0, 111, [[1, O, O, O, O, O], [0, 1, O, O, O, O],
[0’ O’ 0’ 0’ 1’ 0]’ [0’ 0’ 1’ 0’ O’ 0]’ [0’ 0’ O’ 1’ O’ O]’ [0’ 0’ O’
0’ O! 1]]’ [[0’ 0’ O! O! 0’ 1]! [O! 1’ 0’ O! 0’ O]! [O! O! 0’ O! 1’
0]’ [O! O! 0’ 1! O! 0]’ [0’ O! 1’ 0’ O! 0]’ [1’ O! O! 0’ O! 0]]’ [[1’
0’ O’ 0’ O’ O]’ [0’ 1’ O’ 0’ 0’ O]’ [0’ 0’ 1’ O’ 0’ O]’ [O’ 0’ 0’ 1’
o, oJ, (0o, 0, 0, 0, 1, 0], [0, O, O, O, O, 111}):

Calculating all elements of the group G ...

It has 360 elements.

"Done, C:\\Donnes\\Thése\\Maple\\MapleData\\An_6.txt"

> GENTOGROUPE("Bmn_4",{[[1, O, O, O], [0, 1, O,
0]’ [O’ O’ 1’ O]’ [O’ O’ 0’ _1]]’ [[0’ 0’ O’ 1]’ [1’ O’ O’ 0]’ [0’ 1’
0’ O]’ [0’ 0’ 1’ O]]’ [[_1’ O’ 0’ 0]’ [O’ 1’ 0’ O]’ [O’ O’ 1’ O]’ [O’
0’ O’ 1]]’ [[0’ 1’ O’ O]’ [1’ 0’ O’ 0]’ [0’ 0’ 1’ 0]’ [0’ 0’ O’
11131 :

Calculating all elements of the group G ...

It has 384 elements.
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"Done, C:\\Donnes\\Thése\\Maple\\MapleData\\Bn_4.txt"

> GENTOGROUPE("Bn_5",{[[0, 0, 0, 0, 11, [1, O,
O! O! 0]’ [0’ 1’ O! 0’ O]: [O! O! 1’ O! 0]’ [0’ 0’ O! 1’ O]]: [[1: 0’
O’ O’ 0]’ [0’ 1’ O’ 0’ O]’ [O’ O’ 1’ O’ 0]’ [0, 0’ O’ 1’ O]’ [O’ O’ o’
O, _1]]’ [[0’ 1’ O’ 0’ O]’ [1’ O’ 0’ O’ 0]’ [0, 0’ 1’ o’ O]’ [O’ O’ o’
1! O]: [O! 0’ 0’ O: 1]]’ [[_1’ O! 0’ O! 0]’ [0’ 1’ O! 0’ O]: [O! O! 1’
o, o], [o, 0, 0, 1, 0], [0, O, O, O, 111}):

Calculating all elements of the group G ...

It has 3840 elements.

"Done, C:\\Fred\\MapleData\\Bn_5.txt"

> GENTOGROUPE("Sloanel192_alg",{[[1, 0], [0,
1/6%a+1/6%a~3]11, [[5/12+a-1/12+a"3, 5/12*a-1/12*a~3],
[5/12xa-1/12*%a~3, -5/12*a+1/12*a~3]1},a"4-2%a"2+9) ;

Calculating all elements of the group G ...

It has 192 elements.

"Done, C:\\Donnes\\Thése\\Maple\\MapleData\\Sloanel92.txt"

5.5.2. Construction de quelques groupes finis de réflexions

Groupes diédraux [n]

> for k from 1 to 40 do read
cat (PATHDATA,"Gen_[",k,"].txt");
GENTOGROUPE(cat("[",k,"]_alg") ,op(RepG)); od;

Groupes de type [n|"

> for k from 1 to 40 do read
cat (PATHDATA,"Gen_[",k,"]+.txt");
GENTOGROUPE(cat (" [",k,"]+_alg") ,op(RepG)); od;

Associés aux groupes diédraux [2, p|

> for k from 1 to 40 do read
cat (PATHDATA,"Gen_[2,",k,"] .txt");
GENTOGROUPE(cat (" [2,",k,"]_alg") ,op(RepG)); od;

Groupes 27 p]

> for k from 1 to 40 do read
cat (PATHDATA,"Gen_[2+,",k,"].txt");
GENTOGROUPE (cat (" [2+,",k,"]_alg") ,op(RepG)); od;

Groupes [2,p|"

> for k from 1 to 40 do read
cat (PATHDATA,"Gen_[2,",k,"]+.txt"); print(cat("Reading
",cat (PATHDATA,"Gen_[2,",k,"]+.txt")));
GENTOGROUPE (cat (" [2,",k,"]+_alg") ,op(RepG)); od;
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Groupes 27 pT]

> for k from 1 to 40 do read
cat (PATHDATA, "Gen_[2+,",k,"+] .txt"); print(cat("Reading
",cat (PATHDATA,"Gen_[2+,",k,"+].txt")));
GENTOGROUPE (cat (" [2+,",k,"+] _alg") ,op(RepG)); od;

Groupes [p, ¢| associés aux polyédres réguliers
> GENTOGROUPE("[3,3]_alg",{[[1/3, O,
1/3%a~3-3*al], [0, 1, 0], [1/3*a"3-3*a, 0, -1/311, [[-1/2,

-11/4*a+1/4%a"3, 0], [11/4%a-1/4%a~3, -1/2, 0], [0, O, 111},
-10*a~2+a"4+1);

‘\‘Calculating all elements of the group G ...\‘¢

‘NIt has 24 elements.\‘

¢

‘"Done, C:\\\\Donnes\\\\Thése\\\\Maple\\\\MapleData\\\\[3,3] alg.txt"¢

¢

> GENTOGROUPE("[3,4]_alg",{[[1, O, 0], [O, 1,
0], [O: O: _1]]a [[O: O: 1]’ [1’ O: 0], [0’ 1’ O]]: [[_1: 0’ O]: [0’
i, ol, [0, o0, 111, ([0, 1, O], [1, O, O], [0, O, 111});

‘\‘Calculating all elements of the group G ...\‘¢

‘NIt has 48 elements.\‘

¢

‘"Done, C:\\\\Donnes\\\\Thése\\\\Maple\\\\MapleData\\\\[3,4] _alg.txt""

¢

> GENTOGROUPE("[3,5]_alg",
{[[74/95%a"~2-5/38*a~4+1/190*%a~6-47/95, 0,
-148/95%a~2+5/19*a"4-1/95%a"~6+94/95], [0, 1, O],
[-148/95%a”~2+5/19*%a~4-1/95%a~6+94/95, 0,
-74/95*%a~2+5/38%a"4-1/190*a"6+47/951]1,[[1, o0, 0], [0, -1, O], [0, O,
111, [[7/19-37/38%a"~2+25/152*xa~4-1/152*a"6,
-187/152%a~2+47/304*a~4-3/608*a~6+39/38, 0],
[187/152%a"~2-47/304*a"4+3/608*xa"~6-39/38,
7/19-37/38*a~2+25/152*a~4-1/152*a"6, 0], [0, O,
1113},-272%a"~2+204*a"4-28%a"6+16+a"8) :

‘\‘Calculating all elements of the group G ...\‘¢

‘NIt has 120 elements.\‘°

¢

‘"Done, C:\\\\Donnes\\\\Thése\\\\Maple\\\\MapleData\\\\[3,5] alg.txt"¢

¢

Sous-groupes d’isométries directes associés aux polyédres réguliers [p, ¢|™

> GENTOGROUPE("[3,3]+_alg",{[[-1/2,
-11/4*a+1/4*a~3, 0], [11/4*a-1/4*a"~3, -1/2, 0], [0, O, 111, [[-2/3,
11/6%a-1/6%a"3, -1/6*xa~3+3/2*xa], [11/6*a-1/6*xa~3, 0, -1/6*%a~2+5/6],
[-1/6%a~3+3/2*a, -1/6%a"~2+5/6, -1/3]11}, -10*a~2+a~4+1);
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‘\‘Calculating all elements of the group G ...\*‘

‘N‘It has 12 elements.\‘¢

(4X4

‘"Done, C:\\\\Donnes\\\\Th
&se\\\\Maple\\\\MapleData\\\\[3,3]+_alg.txt""

(4X4

> GENTOGROUPE("[3,4]+_alg",{[[0, 1, 0], [0, O,
1]: [1: O: 0]], [[1’ 0’ 0], [O: 1: 0], [0’ 0’ 1]]: [[O: 1: 0], [_1’ 0’
o1, [0, o, 111, [[-1, 0, 01, [0, -1, 01, [0, O, 111, [[O0, O, 11, [1,
0, 01, [0, 1, 0111);

‘\‘Calculating all elements of the group G ...\*‘

‘NIt has 24 elements.\‘°

(3K4

‘"Done, C:\\\\Donnes\\\\Th
&se\\\\Maple\\\\MapleData\\\\[3,4]+_alg.txt""

(9X4

> GENTOGROUPE("[3,5]+_alg",{[[-1, O, 0], [O,
1, 0], [0, O, -11]1, [[-37/190*a~2+5/152*a~4-1/760*a~6+71/190,
429/760*a"~2-119/1520*%a"~4+1/380*a~6-113/380,
-148/95*%a~2+5/19%a"~4-1/95*%a"~6+94/95] ,
[65/152%a~2-25/304*a~4+1/304*a”~6+43/76,
-37/38*%a~2+25/152*%a"~4-1/152*a~6+33/38, 0],
[37/95%a~2-5/76*%a~4+1/380*%a"~6-71/95,
-429/380*a~2+119/760*a~4-1/190*%a~6+113/190,
-74/95%a~2+5/38*%a~4-1/190*%a"~6+47/95]] ,
[[74/95%a~2-5/38%a~4+1/190%a"~6-47/95, O,
-148/95%a”~2+5/19*a~4-1/95%a~6+94/95], [0, -1, 0],
[-148/95%a~2+5/19*%a"~4-1/95%a~6+94/95, 0,
-74/95%a"2+5/38%a~4-1/190%a"~6+47/95]]
},-272%a"2+204*a"4-28*a~6+16+a"8) ;

‘\‘Calculating all elements of the group G ...\¢‘

‘N‘It has 60 elements.\‘¢

(9X4

‘"Done, C:\\\\Donnes\\\\Th
&se\\\\Maple\\\\MapleData\\\\[3,5]+_alg.txt""

(3K4

Associés aux polyédres réguliers et de type [p*, ¢

> GENTOGROUPE(" [3+,4] _alg",{[[-1, 0, 0], [O,
-1, o], [0, O, -11]1, [[-1/2, -11/4*xa+1/4%a"3, 0], [11/4*a-1/4*a"3,
-1/2, 01, [0, O, 111, [[-2/3, 11/6%a-1/6%a"3, -1/6%a~3+3/2%*a],
[11/6%a-1/6%a~3, 0, -1/6%xa"2+5/6], [-1/6%a"3+3/2*a, -1/6%a"2+5/6,
-1/3113}, -10*a"2+a"4+1);

‘\‘Calculating all elements of the group G ...\‘
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‘\‘It has 24 elements.\‘°

¢

‘"Done, C:\\\\Donnes\\\\Th
ése\\\\Maple\\\\MapleData\\\\[3+,4] alg.txt""

¢

5.5.3. Calcul du degrés des invariants polynomiaux

> Tetra:=lingroup({[[1/3, 0, 1/3*a~3-3*a], [0,
1, 0], [1/3*a"3-3*a, 0, -1/31]1, [[-1/2, -11/4*a+1/4*a"~3, 0],
[11/4*a-1/4*a~3, -1/2, 0], [0, O, 111}, -10*a"2+a~4+1);

1 1 1 -1
Tetra := lingroup({[[g, 0, 3 a® —3al, 0, 1, 0], [§ a®—3a,0, ?]],
-1 11 1 11 1 -1
[[77 _Za Zagv 0]7 [Za_ Zagv 75 0]7 [07 07 1]]}7 _10a2+a4 + 1)

> invring(Tetra);

Splitting off unit-characters ...
There is none.

Calculating the poincare-series ...
It is

1
(3—s2—s+1)(s+1)(1+s2+s)(s2+1)(s—1)

P(s)=—

Try the representation
1
(1—52)(1—s%)(1—s%

P(s) =

The primaries are (by their symbolic names):
sl of degree 2 s2 of degree 3 s3 of degree 4

Finding secondary generators ...
We’ll get a basis of invariants of degrees O.

The invariant ring is a free module over Q[{primaries}] with basis
1 of degree 0

> Cube:=lingroup({[[1, 0, 0], [0, 1, 0], [O,
0’ _1]]a [[0’ 0’ 1]: [1: O: 0], [0’ 1: 0]], [
to, o, 111, (fo, 1, ol, (1, 0, 01, [0, O, 1]]

[_1: O: 0]’ [0’ 1’ O]:
s

Cube := lingroup({[[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, O, —1]], [[-1, O, 0], [0, 1, 0], [0, O, 1]],
[0, o, 11, [1, 0, 0], [0, 1, O], [0, 1, O], [1, O, O], [0, O, 1]]})

> invring(Cube);

Splitting off unit-characters ...
There is none.
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Calculating the poincare-series ...
It is

1
(3—1)(s2—s—1+4+83)(1+s%)(s—14+8%—s2)

P(s)=—

Try the representation

1
(1-52)(1—s%)(1—s9)

P(s) =

The primaries are (by their symbolic names):
sl of degree 2 s2 of degree 4 s3 of degree 6

We’ll get a basis of invariants of degrees O.
The invariant ring is a free module over Q[{primaries}] with basis
1 of degree 0

> Icosa:=lingroup(

{[[74/95%a~2-5/38*a~4+1/190%a~6-47/95, 0,
-148/95%a”~2+5/19*a~4-1/95%xa~6+94/95], [0, 1, 0],
[-148/95%a~2+5/19%a~4-1/95%xa~6+94/95, 0,
-74/95%a~2+5/38*%a~4-1/190%xa~6+47/95]11, [[1, o0, 0], [0, -1, O], [0, O,
111, [[7/19-37/38%a~2+25/152*xa~4-1/152*a"6,
-187/152%a”2+47/304*a~4-3/608*a~6+39/38, 0],
[187/152%a~2-47/304*a~4+3/608*a~6-39/38,
7/19-37/38%a”~2+25/162*xa~4-1/162*%a~6, 0], [0, O,
1113},-272%a"2+204*a"4-28*a~6+16+a"8) ;

Icosa := lingroup({[[1, 0, 0], [0, —1, 0], [0, O, 1]],[

T 37T , 25 , 1 4 18T , 47 , 3 39

-5 Y T T T s s
[%cﬁ—%a“ %aﬁ_%’%_%f%—%a‘i—%CLG,OLMQ 1], [

—272a* + 204 a* — 28 a® + 16 + a®)

> invring(Icosa);

Splitting off unit-characters ...
There is none.

Calculating the poincare-series ...
It is
1

P = A P D s P+ 1) G+ ) (115

Try the representation

1
(1—52)(1—s%)(1—s'0)

P(s) =

The primaries are (by their symbolic names):
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sl of degree 2 s2 of degree 6 s3 of degree 10

Finding secondary generators ...
We’ll get a basis of invariants of degrees O.

The invariant ring is a free module over Q[{primaries}] with basis
1 of degree O

> TIcosaPlus:=lingroup({[[-1, O, 0], [0, 1, O],
[0, 0, -1]], [[-37/190*a~2+5/152*xa~4-1/760*a~6+71/190,
429/760*a~2-119/1520*a~4+1/380*a~6-113/380,
-148/95%a~2+5/19%a"~4-1/95%a~6+94/95] ,
[65/152%a~2-25/304*%a"~4+1/304*a"~6+43/76,
-37/38*a"2+25/152*a"~4-1/152%a~6+33/38, 0],
[37/95%a~2-5/76%a"~4+1/380%a~6-71/95,
-429/380%a"2+119/760*a~4-1/190*a~6+113/190,
-74/95%a"2+5/38*a"4-1/190%a~6+47/95]11,
[[74/95%a~2-5/38*a"~4+1/190%a"~6-47/95, O,
-148/95%a~2+5/19%a"~4-1/95%a~6+94/95], [0, -1, 0],
[-148/95*%a~2+5/19*a~4-1/95%a"~6+94/95, O,
-74/95%a~2+5/38%a"~4-1/190*a~6+47/95] ]
},-272%a"2+204*a"4-28*a"6+16+a"8) ;

> invring(IcosaPlus);

IcosaPlus := lingroup({[[-1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, —1]], ]
37 , 5 , 1 4 7 119 , 1 , 113 429 ,

_2° S S - Sl e Mt 1
100 t 152 “760% T 100 T1520% T30 3s0 Treo W

55 , 25 , 1 o 43 2 , 1 4 33 37,

20 222 — b S X202 0

2% 31 T30 T e 12 T o3 Ol

3T 2 5 4 1 ¢ T 19 4, 1 ¢ 113 429 ,

95 76 380 95’ 760 190 100 330"

Mo D L e AT

5% T3 “100% "5

4o, 5 4 1 5 47 o, 5 1 4 47
—a° - — —a — —, 0, %1}, [0, -1, 0 1,0, —— —a - — —
1G5 ~ 35 T 190 ~ g5 O W1l [0 71 0L TRL 0, =5oa™ + gga” = qgg @’ + g5
}, —272a% 4 204 a* — 28 a® + 16 4 a®)
148 5 1 94
lim 29202 4 6,722
% %5 T Tt T
Splitting off unit-characters ...
There is none.
Calculating the poincare-series ...
It is
P(s) = — BT - —st—s34s+1
(2= (s+ 1) (B -1)(3+2+s+1+5Y)(s—1)
Try the representation
15
1
P(s) = -
(1— %) (1—s5) (1 s19)
The primaries are (by their symbolic names):
sl of degree 2 s2 of degree 6 s3 of degree 10
Finding secondary generators ...
We’ll get a basis of invariants of degrees 0,15.
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‘\‘The secondary generators are:\‘°

‘N¢  tl of degree 15\¢°¢

‘\‘The invariant ring is a free module over Q[{primaries}] with
basis\ ‘¢

AN\ 1 \‘ of degree O\*‘¢

NN\ t1l \‘ of degree 15\

5.6. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons avons commencé par étalir un résultat de structure pour
I'ensemble des polynémes de R [zy,...,x,] invariants pour 'action sur R [zq,...,z,] in-
duite par l'action linéaire d’'un groupe G de matrices compact sur R". Ces polynomes
invariants forment une R—sous-algebre de type fini de R [zq,...,z,] dont il est possible
de déterminer algorithmiquement un systéme de générateur lorsque le groupe G est fini.
Si le groupe G est le groupe orthogonal, cette R—sous-algebre de type fini n’est autre
que la R—sous-algébre des polynomes radiaux, ¢’est-a-dire R[>"7_, z7]. Or, lorsque nous
connaissons un systéme de générateurs d'une R—sous-algebre de R [zy,...,x,] de type
fini, il est possible de déterminer si un polynéme P donné de R [z1, ..., x,] est un élément
de cette R—sous-algebre en utilisant des techniques reposant sur le calcul du reste du
polynome P modulo une base de Grobner judicieusement choisie.

Nous conférons alors aux résultats que nous avons obtenus dans les chapitres 2l et Bl un
champ d’application nouveau : la caractérisation de 'invariance faible pour des modeles
polynomiaux a ’aide d’invariants polynomiaux. Nous avions introduit trois objets, la fonc-
tion EF—génératrice des moments, la surface de variance extrapolée et la surface de variance
généralisée, et étudié les liens entre leur invariance pour I'action d'un groupe compact de
matrices G et I'invariance faible du plan expérimental. Si la matrice des moments du plan
n’est pas singuliére alors la surface de variance extrapolée et la surface de variance géné-
ralisée sont égales et sont des fonctions polynomiales : elles sont invariantes pour I'action
d’un groupe G de matrices compact si et seulement si elles appartiennent a la R—sous-
algebre des polynémes de R [y, ..., z,] invariants pour l'action sur R [z1, ..., x,] induite
par 'action linéaire du groupe G sur R". Si la matrice des moments du plan est singuliére,
la surface de variance généralisée n’est pas un polyndéme et nous perdons ’équivalence
que nous menons de mentionner. Toutefois, si la surface de variance généralisée coincide
avec un polynéme G—invariant sur ’ensemble des valeurs du domaine expérimental pour
lesquelles elle est finie, alors elle est G—invariante et le plan expérimental est faiblement
invariant. Nous avions pour objectif de remédier a ce défaut en introduisant, dans le
chapitre B la surface de variance extrapolée. En effet, cette derniére présente I’avantage
d’étre une fonction polynomiale sur ’ensemble du domaine expérimental méme lorsque
la matrice des moments est singuliére, ce qui nous permet d’obtenir une caractérisation
polynomiale équivalente de la G—invariance de la surface de variance extrapolée : cette
derniere est invariante pour ’action d’'un groupe G de matrices compact si et seulement si
elle appartient a la R—sous-algebre des polynémes de R [z, ..., z,] invariants pour 1'ac-
tion sur R [z1, ..., x,] induite par 'action linéaire du groupe G sur R". Malheuseusement
nous n’avions pu montrer I’équivalence entre la G—invariance faible du plan expérimental
et celle de la surface de variance extrapolée que sous une condition de commutativité, ce
qui réduit les possibilités d’application de cette caractérisation. Enfin, lorsque les fonctions
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polynomiales qui interviennent dans le modele polynomial complet utilisé pour analyser
le plan expérimental forment une famille libre sur le domaine expérimental et le groupe
G est un groupe de matrices compact, nous avons montré que la fonction E-génératrice
des moments permet d’obtenir 1’équivalence suivante : la E—fonction génératrice des mo-
ments est G—invariante si et seulement si le plan est G—faiblement invariant. Puis nous
avons utilisé un résultat que nous avons prouvé au chapitre 2 pour ramener le probleme
général de la caractérisation de I'invariance faible d’'un plan expérimental & par 'action
d’un groupe G de matrices compact quelconque a celle de la K—invariance de la fonc-
tion génératrice des moments d'un plan expérimental ¥, image du plan expérimental &
par une application linéaire inversible, ou I est un sous-groupe du groupe orthogonal
conjugué a G. En particulier si le groupe G de matrices compact est un sous-groupe maxi-
mal de GL,(R) alors le plan expérimental ¥ que nous devons construire est isovariant.
Par conséquent, la connaissance de plans expérimentaux isovariants permet de résoudre
complétement le probleme de la construction de plans expérimentaux G—invariants pour
I’action d’un groupe G de matrices compact. Remarquons que, si le groupe G de matrices
n’est pas compact mais inclus dans un sous-groupe compact de GL,(R), son adhérence
dans GL,, G, pour la topologie induite par la topologie usuelle sur M, (R) est compacte.
En effet il s’agit d’une partie fermée d’un compact. Le groupe G est un groupe topologique,
pour la topologie induite par la topologie usuelle sur M, (R), dont I’action est continue
sur RY, par continuité de la multiplication matricielle, et de fait les égalités définissant des
propriétés de G—invariance ou de G—invariance faible sont équivalentes a celles définis-
sant la G—invariance ou la G—invariance faible. Notre approche permet donc de résoudre
le probléeme de la construction de plans expérimentaux G—invariants pour l'action d’un
groupe G inclus dans un groupe de matrices compact.

Nous sommes principalement intéressés par la construction de plans expérimentaux dont
les coordonnées des points support sont connues exactement ; nous indiquons les raisons
motivant ce choix dans le chapitre@ C’est en ayant cette préoccupation a I’esprit que nous
introduisons alors un probléme de construction de type polynomial que nous définissons
par trois objectifs que doivent vérifier les points support du plan. Ces objectifs sont consti-
tués soit par un ensemble d’inéquations soit par un ensemble d’équations polynomiales
en les coordonnées des points support d’un plan expérimental satisfaisant aux criteres
imposés par le probléme de construction. Nous montrons alors, a ’aide des résultats liant
invariance faible et invariants polynomiaux obtenus dans le début de ce chapitre, que
la recherche plans expérimentaux faiblement invariants pour 'action d’un groupe de ma-
trices inclus dans un groupe de matrices compact est un probléme de construction de type
polynomial. Il en va de méme de la recherche de plans expérimentaux qui, pour un nombre
fixé d’essais, minimise un critere d’optimalité dont 'image par une fonction strictement
croissante est une fonction polynomiale; les criteres de D—optimalité, de I — optimalit
ou les critéres ¢,, pour p entier positif, satisfont par exemple a cette condition. II est éga-
lement possible de considérer des domaines expérimentaux de formes variées qu’il soient
d’intérieur non vide, boule, ellipsoide, cube ou simplexe, ou d’intérieur vide, sphére, fron-
tiere d'un ellipsoide, d'un cube ou d'un simplexe. Un probléeme de construction de type
polynomial englobe également la construction de plans bloqués orthogonalement. Il est
naturellement possible de rechercher simultanément ou séquentiellement chacune de ces
propriétés des plans expérimentaux.
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Un probléme de construction de type polynomial est équivalent a la formulation obtenue
par Stengle en 1974, cf. [Ste96], du théoréme des zéros réels. Il est donc possible d’utiliser
la programmation semi-définie positive pour résoudre dans un premier lieu numérique-
ment un probleme de construction polynomiale et guider ainsi une résolution exacte. Nous
indiquons de nombreux exemples de résolution de problémes de construction de type po-
lynomiale au chapitre [d ainsi qu'un exemple de résolution d’un probléme de construction
de type polynomial séquentiel dans le chapitre [d A condition de mener de maniére adé-
quate notre résolution du probléme de construction de type polynomial, nous obtiendrons
un plan expérimental solution dont les coordonnées des points support du plan seront
connues de maniere exacte.

Nous avons dans le chapitre 2 que la réduction de la dimension d’un probléme d’optmi-
sation est une étape cruciale dans la résolution de celui-ci. Nous nous sommes concentrés
sur le cas particulier de la construction de type polynomial d’un plan isovariant. Nous
avons alors indiqué comment réduire le nombre d’inconnues présentes dans les systemes
d’équations ou d’inéquations polynomiales défissant un probleme de construction de type
polynomial d’un plan isovariant. En effet, la recherche de dispositifs isovariants, comme
nous l'avons vu au chapitre Hl, est équivalente a la recherche de plans sphériques de force
paire. Or, Hardin et Sloane ont montré empiriquement que, pour un cardinal donné, parmi
tous les plans sphériques de force maximale certains forment des configurations réguliéres :
chacun d’entre eux est une union d’orbites d’un point par un sous-groupe d’un groupe fini
de réflexions. Cette propriété a de ce fait ramené le probléme de construction de disposi-
tifs isovariants a celui du choix des points dont nous allions prendre I'orbite ainsi que du
sous-groupe du groupe de réflexions a utiliser pour construire ces orbites. Cette démarche
est celle qui a été adopté systématiquement dans le chapitre [ auquel nous renvoyons le
lecteur ou il pourra contater I'intérét de la méthodologie proposée au travers des nom-
breux exemples de construction qui y figurent ainsi qu’aux résultats qu’il a été possible
de démontrer en les utilisant.

Nous développerons dans le chapitre [o suivant les multiples possibilités qui sont offertes
a expérimentateur des lors qu’il connait de maniere exacte les coordonnées des points
support du plan dont il se sert.
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Chapitre 6

Analyse des confusions d’effets

6.1. Bases de Grobner en planification expérimentale

Cette section aura pour but de reprendre les notions d’algébre commutative permettant
de traiter le probléme des confusions d’effets associées a un plan expérimental. L’accent
sera mis sur la nécessité de connaitre les coordonnées des points support du plan de
maniére exacte et de ce fait permettra de justifier les efforts réalisés pour obtenir des
constructions exactes de plans. Nous renvoyons a [PW96] et surtout a [PRWO00a| pour
une introduction détaillée a différentes possibilités d’utilisation de I'algebre commutative
en statistique. Nous renvoyons également a [BGRW98], [RW99], [HPRW99], [GRW00] et
[PRWO00b] pour des exemples d’études de cas utilisant la méthodologie que nous allons
exposer dans ce chapitre.

6.1.1. Modéeles algébriques

Nous commencons par reformuler certaines idées statistiques a ’aide de notions géomé-
triques et algébriques. Nous renvoyons le lecteur aux paragrahes R et de la
section du chapitre 8 pour un exposé détaillé de ces notions.

Définition 6.1.1. Soit © un ensemble dit ensemble des parametres. Soient k un corps,
appelé corps des constantes, et K un corps de fonctions ¢ : © — Kk, appelé corps des
fonctions paramétriques.

Notons x = (x1,...,x4) les variables explicatives, y = (y1,...,Yp) les réponses et (t =
(t1,...,tn)) les variables muettes.
Un modéle algébrique est alors une liste finie de polynomes fi,..., fy, h1,..., hy telle

que f; € Kz, y,t], pour i € {1,...,q}, et h; € klz,t], pour j € {1,...,l}. La variété
algébrique V (fi,hj,i € {1,...,q},5 € {1,...,1}) € KIPHh est appelée variété du modéle
et la variété algébrique V (h;,j € {1,...,1}) est appelée la variété support. Le terme de
variété algébrique est défini dans la définition [8119 au chapitre 8.

Exemples 6.1.1.
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-i- Le modéle linéaire y = a + bx est associé au modéle algébrique fi =y —a —bxr €

Q(a, b)l, y].

-1i- Le modele implicite y =

est associé au modéle algébrique f; = (a + bx)y —
a—+bx

1, fo=(a+bx)t — 1€ Qa,b)[z,y].
-11i- Dans un contexte de régression linéaire simple y = a+bx ou le facteur explicatif x est

controlé et firé auz valeurs -1, 0 et 1, nous obtenons : f1 = y—a—bx € Q(a, b)[z,y]
et hy = (x + a(z —1).

-iv- Enfin Uutilisation des variables muettes permet d’introduire la notion d’erreur sta-
tistique dans le modéle. Posons t = (n,€) et fi=n—a—bx et fo =y—n—ec. Le
polynome f1 modélise la réponse moyenne n = a + bx et le polynome fo modélise
[’écart a la moyenne € =y — 1.

Les relations entre les idéaux polynomiaux, définis en BT.20 au chapitre B et les varié-
tés algébriques exposées au paragraphe B.1.5 du chapitre [§ permettent de faire le lien et
d’obtenir la caractérisation des modeles en termes d’idéaux polynomiaux.

Définition 6.1.2. Soient k et K deux corps et un modéle algébrique f1, ..., fq, hi,..., Iy
tels que f; € K[z, y,t], pouri € {1,...,q}, et h; € K[z, t]|, pour j € {1,...,1} vérifiant
les propriétés de la définition [E1 1 L’idéal du modéle est l'idéal construit a partir de la
variété du modeéle et l'idéal support est ['idéal associé a la variété support.

Définition 6.1.3. Deux modéles sont algébriquement équivalents s’ils engendrent la meéme
variété.

Cette définition de I’équivalence algébrique de deux modeéles permet de modifier le sys-
teme de générateurs de la variété associé au modele algébrique a partir du moment ou
la variété engendrée par le modele n’est pas modifiée par ce changement. Ceci permet
de recourir a des bases spéciales, plus adaptées aux besoins algorithmiques, les bases de
Grobner définies dans la définition du paragraphe du chapitre B L’introduc-
tion de ces objets est motivée en détail dans ce méme paragraphe. Un exposé rapide de
leurs propriétés est également fait au paragraphe de ce méme chapitre.

Plus particulierement nous avons montré au théoreme que tout idéal de k[x| admet-
tait une base, au sens de la définition RT.22 et que, pour tout ordre sur les mondmes de
k[x], défini en BTT7 tout idéal de k[x] différent de {0} admettait un type particulier de
base : une base de Grobner. Rappelons enfin qu’une base de Grobner d'un idéal I est un
sous-ensemble fini G = {g1,...,gs} de polynomes de I tels que :

<LT(q1),...,LT(gs) >=< LT (1) >, (6.1.1)

ou LT (g;) est le terme dominant du polynéme g;, 1 < i < s. La notion de terme dominant
est définie en RT.27 au chapitre

La proposition B T.T2 du chapitre @ montre qu'un idéal I différent de {0} admet une unique
base de Grobner réduite, c¢’est-a-dire minimale au sens de la définition K.1.33 L’intérét de
ces bases est qu'il est possible de les calculer grace a 'algorithme de Buchberger [Buc66)]
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introduit en 1966 et qui est rappelé au théoréme du chapitre B L’amélioration des
algorithmes d’obtention de bases de Grobner est d’ailleurs toujours un sujet de recherche
actif.

6.1.2. 1Idéal d’un plan expérimental et estimabilité

Les outils de géométrie algébrique que nous avons introduits a la section vont nous
permettre de répondre aux questions suivantes. Etant un plan expérimental & et un en-
semble de modeles algébriques M, polynomiaux par exemple, quels sont les modeles M
appartenant a M dont nous pouvons estimer tous les termes a 'aide du plan &, c’est-a-
dire les modeles M de M identifiables par &7

La théorie des bases de Grobner permettra de répondre en particulier aux trois interro-
gations suivantes :

-i- Quel est I’ensemble des modeéles polynomiaux qu’un plan donné & permet d’inden-
tifier 7

-ii- Un modele donné M est-il identifiable par un plan donné &7

-iii- Quelles sont les relations de confusions d’effets pour un modeéle M donné ou une
classe de modeles M donnée et un plan & donné?

Au chapitre Bl nous avons noté X, le support d'un plan € appartenant a un domaine
expérimental de x inclus dans R”. X est donc un ensemble de points {x,...,x,} de R”
et de ce fait une variété algébrique de dimension 0 de R ou plus généralement de k¥ ou k
est un corps contenant les coordonnées de tous les points de X . En particulier si le plan
expérimental est un plan factoriel complet ou fractionnaire, nous pouvons prendre par
exemple k = Q. Dans notre contexte de plans sphériques, nous serons amenés a consi-
dérer des corps qui sont des extensions algébriques finies de Q. C’est un cas qui est déja
couvert par la théorie existante dévéloppée dans [PRWO00a] mais qui n’a pas encore été
exploré. Nous commencons par associer un idéal aux points support du plan.

Définition 6.1.4. Soit un plan & d’un domaine expérimental x inclus dans R". Soit k
un corps tel que X soit inclus dans k¥. L’idéal 1 (&) du plan & dans kY est l'idéal associé
auz points support X du plan &, c’est-a-dire l’ensemble des polynomes de kxy,. .., x,]
qui s’annulent en tous les points de X . Par définition nous avons donc :

1(¢)=1(X). (6.1.2)

Nous notons indifféremment I (&) ou I (X)) pour l'idéal associé au plan € de points support
X.

Remarques 6.1.1. L’idéal I (&) du plan & est également appelé idéal support du plan &€
ou idéal des points du plan &.

Lemme 6.1.1. Soit un plan & d’un domaine expérimental x inclus dans R’. La variété
associée a l’idéal annulateur des points support du plan & est égale aux points support du
plan & c’est-a-dire :

VIE)=V(IX))=X. (6.1.3)
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Démonstration 6.1.1. Il s’agit d’une application directe du théoréme du chapitre
Xl

Théoréme 6.1.1. Soit un plan & d’un domaine expérimental x inclus dans R".

-i- L’idéal du plan & est l'intersection des idéaux associés aux points support de & :

1(¢) = 1(X) =I({z,...,2,}) =1 (U {wi}> =N, (614)

-1i- Le support du plan expérimental & est une variété algébrique.
-iii- L’déal du plan &, 1(€) est un idéal radical.

Démonstration 6.1.2. Il s’agit d’'une application directe du lemme [B.T.T et de résultats
du chapitre B

Remarques 6.1.2. Il existe plusieurs méthodes pour calculer la base de Grobner réduite
associée a I'idéal annulateur d’un ensemble de points. Il est possible d’utiliser la théorie de
I’élimination, voir, dans le chapitre B le théoréme et la remarque qui le suit
directement. Toutefois nous avons constaté, en particulier dans la pratique de I'étude de
cas du chapitre [, que cette maniére de procéder requiert un temps de calcul trés élévé. 11
serait également possible d’utiliser I’algorithme de Buchberger [Buc66], voir RI.G Toute-
fois Marinari, Moller et Mora (1993), [MMM93], ont mis au point des techniques d’algebre
linéaire spécialisées dans le calcul des idéaux de dimension nulle. C’est cet algorithme que
nous avons implémenté en Maple, voir la section puis la description et le code des pro-
grammes au chapitre [0, et utilisé pour réaliser les calculs de I’étude de cas du chapitre

@

Nous indiquons maintenant le comportement des idéaux support d’un plan vis-a-vis des
opérations usuelles. Nous commencons par le produit cartésien des supports de deux plans.

Théoréme 6.1.2. Soient & un plan expérimental dont le support X1 = {®1,1,...,T1,m }
est inclus dans k" et €a un plan expérimental dont le support Xo = {®2,1,..., T2} est
inclus dans k2. Le produit des supports X1 et Xo, noté X1 x Xo, est le support formé
de {(x1,,T1,5),1 <i<r etl<j<ry}. Lidéal support de Xq x Xy est :

1(X) x Xa) =< I(X1),I(Xs) > . (6.1.5)

Soit T est un ordre sur les mondmes de K[xy, ..., Ty 10,]. ST G1 est une base de Grobner
pour lidéal I(X7) pour la restriction de l'ordre T d k|xy,...,x,,] et Gy est une base
de Grébner pour idéal I(X3a) pour la restriction de Uordre T a K[y 11, ..., Ty, alors
{91, 92, (91,92) € G1 X Go} est une base de Grobner de l'idéal I (X, x Xa) pour ordre
T.

Démonstration 6.1.3. Il s’agit d’une application directe du théoréme du chapitre
.

Nous continuons maintenant avec la restriction du support d’un plan expérimental &.
Nous rappelons que la somme de deux idéaux I et J, notée I + .J, est définie en au
chapitre B La proposition montre qu’il s’agit du plus petit idéal contenant I et J
et que si By est une base de I'idéal I et Bj est une base de 'idéal J, alors B = {By, B}
est une base de l'idéal I + J.
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Théoréme 6.1.3. Soient & un plan expérimental dont le support X est inclus dans k”
et J un idéal de k[z1, ..., x,]. La variété associée d l'idéal I + J est égale a la restriction
de X d la variété engendrée V (J), c¢’est-a-dire X NV (J).

Démonstration 6.1.4. Le théoréme du chapitre B donne que V (I(X)+J) =
V (L(X)) NV (J) puis le lemme BT que V (L(X)) NV (J) = X NV ().

Théoreme 6.1.4. Soient & un plan expérimental dont le support Xy est inclus dans k",
&2 un plan expérimental dont le support Xo est inclus dans k", 7 un ordre sur les monomes
de k[z1,..., 24|, G1 une base de Grobner de 1(&1) pour T et Gy une base de Grébner de
I(&2) pour lordre 7. Une base de Grébner pour l'ordre T de l'idéal I (X1 U X2) associé a
un plan de points support X1 U Xg est définie par :

{gl - g2, g1 € G et go € Gg} . (616)
Démonstration 6.1.5. Il s’agit d’'une conséquence du théoréme RITT] du chapitre B
Nous finissons par 'image d’un plan expérimental €.

Théoreme 6.1.5. Soient & un plan expérimental dont le support X est inclus dans k¥ et
fi,..., fs des éléments de k[z1,...,x,|. Limage de & par fi,..., fs, notée glfimtsh ogt
définie par :

VI = {fiy o fHE) = ((h(@). - fu(@) &), € X} (617)

Si T est un ordre sur les monomes de k[xq, ..., x,] et G une base de Grobner de 1 (&) pour
l'ordre T, alors

I (g{fwfs}) — (Gayi— fi 1<i <)\ Klyns - 0] (6.1.8)
a une base de Grébner pour un ordre d’élimination des indéterminées x1,...,xq dont la
restriction auz indéterminées x1,...,xq est compatible avec ’ordre T.

Démonstration 6.1.6. Il s’agit d’une conséquence du théoréme du chapitre

6.1.3. Le span d’un plan expérimental

Nous considérons un plan expérimental & dont le support X est inclus dans k" et des
fonctions de réponse polynomiales d’un sous-ensemble de X a valeurs dans une extension
algébrique de k. Avec la terminologie du chapitre Bl nous considérons donc les fonctions
polynomiales sur la variété X, ou sur un sous-ensemble de X, a valeurs dans I, une ex-
tension du corps k. Nous avons noté, a la définition du chapitre B les fonctions
polynomiales sur la variété X et a valeurs dans 1 par [ X ]. La proposition BT.37 et le théo-
reme BT30 nous indiquent que les fonctions polynomiales k[X] sont en correspondance
bijective avec les éléments de I'anneau quotient k[zy,...,x,]/I(X) et cette correspon-
dance est compatible avec la structure d’anneau.

Nous en déduisons a l’aide des propositions 8.1.40 et que ’ensemble des fonctions
polynomiales k[X], c’est-a-dire 'anneau quotient k[zy,...,x,|/I(X), est isomorphe en
tant que k—espace vectoriel & S = Vect (z%, z* ¢< LT (I(X)) >). Les opérations dans
k[X] se déduisent alors de la proposition que nous adaptons maintenant a notre
contexte.
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Proposition 6.1.1. Soient un plan expérimental & dont le support X est inclus dans k®
et G une base de Grobner pour I(X) pour un ordre T sur les mondmes arbitraire. Pour

chaque [f] € k[X], nous obtenons le répresentant f = 7G dans le sous-espace vectoriel
S = Vect (z, z* ¢< LT (I(X)) >). Nous avons alors les relations suivantes :

-i- Le représentant de [f] + [g] est f +3.

-G
-ii- Le représentant de [f]-[g] est f+7 € S.

Démonstration 6.1.7. La démonstration est identique a celle de la proposition R.1.42
du chapitre B

Définition 6.1.1.

Soient un plan expérimental €& dont le support X est inclus dans k" et G une base de
Grobner pour 1(X) pour un ordre 7. Une T—base formée de monomes des fonctions
polynomiales sur le plan expérimental & est une base des fonctions polynomiales sur la
variété X induite par la base de Grébner pour 'ordre T que nous appelons l’ensemble des
représentants de degré minimal des fonctions polynomiales estimables pour le plan & et
Uordre T. Nous notons cet ensemble Est, (&) et nous avons alors :

Est.(§) = Est. (X) (6.1.9)
= {x% x% nlest pas divisible par l'un quelconque (6.1.10)

des termes dominants des éléments de la base G} (6.1.11)

= {z% 2% ¢<LT;(9), g I(X) >}. (6.1.12)

Corollaire 6.1.1. L’ensemble Est, (&) est de forme ordonnée c’est-a-dire que si x® €
Est. (&) et 2° divise x* alors x° appartient aussi d Est,(€).

Démonstration 6.1.8. Il s’agit d’une conséquence directe de la définition [G.1.1l

Nous pouvons également particulariser les conditions nécessaires et suffisantes du théo-
reme R.T.31 du chapitre ¥ au cas des variétés algébriques qui sont formées des points
support des plans.

Théoréme 6.1.6. Soit un plan expérimental & dont le support X est inclus dans k*, ou
k un sous-corps de C, et un ordre T sur les mondomes de Clzy,...,x,]. Les assertions
suivantes sont toutes vraies :

-i- X est un ensemble fini.
-ii- Pour chaque i, 1 <1 < n, il existe m; > 0 telle que x;" €< LT (I (X)) >.

-iii- Soit G une base de Grébner pour I(X). Alors pour chaque i, 1 < i < v, il eziste
m; = 0 tel que z}"" = LM (g) pour un g € G.

-iv- Le C—espace vectoriel S = Vect (z*, 2% ¢< LT (1(X)) >) est de dimension finie.

-v- Le C—espace vectoriel Clxy,...,x,] /I(X) est de dimension finie.

Démonstration 6.1.9. La premicre assertion du théoreme B.1.31l du chapitre i est véri-
fiée puisque par définition le support X du plan expérimental & est fini.

Nous pouvons méme préciser la dimension du C—espace vectoriel Clzy, ..., z,]| /I(X).
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Théoréme 6.1.7. Soit un plan expérimental & dont le support X est inclus dans kY. Le
nombre de points de X est égal a la dimension dim¢ (Clzy, ..., z,] /I(£)).

Démonstration 6.1.10. Considérons l'idéal I(£). Le théoréme du chapitre B in-
dique que V(I(&¢)) =V (I(X))= X. Ainsi la variété V (I(§)) est finie puisque X l'est.
De plus l'idéal I (&) est radical en vertu du corollaire du chapitre B Nous pouvons
donc appliquer le second point de la proposition R.1.43 du chapitre § et par conséquent
nous avons l'égalité suivante :

1X| = dime (Clzr, . .., 2] /I (£)). (6.1.13)

Nous cherchons maintenant a préciser la dimension de Est,(£). Il s’agit d’un résultat
constructif qui découle du théoréme suivant.

Définition 6.1.2. Soient 7 un ordre sur les monomes de k[xy,...,x,| et un plan expé-
rimental & dont le support X = {x1,...,x.} est inclus dans k. Soit L, I’ensemble des
exposants des éléments de Est,(&). La matrice Xgst, (¢)(§) du modéle Est, (&) est définie
de la maniere suivante :

XEgst, () (&) = (1) )1<i<r acL- (6.1.14)

Remarque 6.1.1. Il s’agit de la matrice X (&) du plan £ analysé a I'aide du modéle
polynomial A = L de degré d ou d est plus grand degré des éléments de Est,. (X)), voir
le lemme B2l et la définition 234l Nous retrouvons la matrice des moments du plan
& pour le modéle polynomial Est, (X)), voir la proposition 2.6.1], en effectuant le produit
(WX) WX, voir la démonstration du lemme B211

Théoréme 6.1.8. Soient T un ordre sur les monomes de klxy, ..., x,] et un plan ez-

périmental & dont le support X = {x1,...,x.} est inclus dans k¥. Soient ’ensemble

des exposants des éléments de Est,(€), L, et la matrice du modéle Est;(€), Xgst, (¢)(§),

définie comme en [ 12

— La matrice Xgst, (g)(§) est inversible. Le modele Est,(€) est donc saturé.

— Soit e; un vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf la 1—eme qui est égale
a 1. Pour tout v = 1,...,v il existe un vecteur ¢; € k" tel que Zc; = e; et le poly-
nome Y .. Cio®® est un polynome interpolateur de la fonction indicatrice du point x;
appartenant au support X du plan &€ c’est-da-dire :

o )1 z=z4
Zcmw N { 0 x#x;etxeX. (6.1.15)
Démonstration 6.1.11. Il s’agit d’une conséquence directe de la définition de

Xest, (¢)(£)-

Remarque 6.1.2. En notant y le vecteur des observations. L’estimateur usuel des moin-
dres carrés ¢ des paramétres du modéle polynomial Est,(£)(€) est égal a :

¢ = (Xpst, ©) (&) Xpstr ©)(€) )™ Xpst, 6 (€)Y (6.1.16)

ce qui se simplifie, puisque Xget. () (&) est inversible, en (Xget, ¢)(€) 'y)'. Le vecteur
des coefficients ¢ = (¢4 )aer intervenant dans la décomposition de 1’équation [G.I.TH est en
fait égal a XEStT(E)(E)_ly.
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Corollaire 6.1.2. Le cardinal de ’ensemble Est, (&) ne dépend pas de l'ordre T sur les
monomes considérés.

Démonstration 6.1.12. La matrice Xget, (¢)(§) est toujours carrée d’ordre r ot r est
le cardinal du support du plan €.

6.1.4. Modéles et identificabilité

L’objet de cette section est de présenter d'une maniere algébrique puis de traiter les pro-
blemes de confusions d’effets d'un plan & analysé avec un modele polynomial. Ces résul-
tats étendent en particulier la théorie en pratique pour I'analyse des plans fractionnaires
a l'aide de la théorie des groupes abéliens finis, voir par exemple [Col95]. Un exemple
complexe et concret de I'application de cette méthodologie a été réalisé dans [PRWO0Ob].

Définition 6.1.3. Un modéle

> fa® (6.1.17)

z*€Est- ()

est dit identifiable si le systéme d’équations linéaires en les inconnues 0,, o € Est, (&)

vi= Y fom® (6.1.18)

a une et une seule solution. X permet d’estimer simultanément tous les termes du modéle.

Théoréme 6.1.9. Soient 7 un ordre sur les monomes de k[xy, ..., x,| et un plan expéri-
mental & dont le support X = {ax1,...,x,} est inclus dans k’. Le modéle
> faz® (6.1.19)
z*€Est- (&)

est identifiable.
Démonstration 6.1.13. Il s’agit d’'une reformulation du théoréme ET.8

Corollaire 6.1.3. Soit un plan expérimental & dont le support X = {x1,...,x.} est
inclus dans k. Il est possible d’identifer des modéles comportant au plus r termes distincts.

Démonstration 6.1.14. Le nombre maximal de termes que nous pouvons estimer ne
dépend pas de 'ordre utilisé en vertu du corollaire et en utilisant I'ordre lexicogra-
phique et la théorie de 1’élimination nous déduisons que ce nombre est égal a r.

Remarque 6.1.3. Bien que les modéles saturés Est (&) aient tous le méme cardinal, et ce
quelque soit 'ordre 7 sur les monones considérés, les ensembles Est, (&) sont suffisamment
variés pour proposer différentes stratégies d’analyse du plan £ en fonction des attentes du
planificateur. Par exemple, nous nous servirons de 1’ordre total du degré ou encore appelé
parfois ordre lexicographique gradué, introduit dans la définition RT.28 du chapitre B, si
nous ne souhaitons privilégier aucun des facteurs contrélés. En revanche si I'un d’entre eux
semble avoir une importance supérieure aux autres, l'utilisation de 1’ordre lexicographique

lex . PP . .

>, introduit dans la définition du chapitre B, permettra de maximiser le nombre de
termes estimables dans le modele comportant ce facteur. Nous détaillerons les avantages
et les particularités de cette approche a la section
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Remarque 6.1.4. Tous les modeéles saturés Est, (£) sont des idéaux ordonnés ce qui signi-
fie que tous les facteurs apparaissant dans un terme d’interaction du modeéle apparaissent
aussi séparement dans le modele. Ceci découle de la propriété caractéristique des idéaux

ordonnés Est,(€) : si x“ € Est (&) et si S o alors 28 € Est,(&). Cette propriété des
modeles ainsi obtenus reflete 'approche qui est la plus communément adoptée par les
expérimentateurs dans la pratique.

Corollaire 6.1.4. Soient un plan expérimental & dont le support X = {x1,..., T} est
inclus dans k¥ et T un ordre sur les monomes de Kk[xq, ..., x,]. Tout élément de Est, (&)
est le représentant d’une classe d’équivalence pour la relation d’équivalence associée a la
base de Grobner pour Uordre T de 1(X). En particulier il est possible de substituer auz
monomes de Est, (&) des polyndmes qui ne sont pas des monomes.

Démonstration 6.1.15. Il s’agit d'une conséquence immédiate du théoréme et des
définitions des objets considérés.

Remarque 6.1.5. Un modeéle f est donc identifiable si le reste de la division euclidienne
de f par la base de Grobner G de I'idéal des points support du plan £ pour un quelconque
ordre 7 sur les mondmes est égal a f. Ainsi si f est identifiable pour un ordre particulier
sur les monomes il ’est aussi pour tous les autres.

Corollaire 6.1.5. Soient un plan expérimental € dont le support X = {x1,...,2.}
est inclus dans k¥ et 7 un ordre sur les monomes de k[xy,...,x,]. Si un modéle f est
identifiable par le plan € pour l'ordre T sur les monomes fizé, il l’est pour tout autre ordre
7 sur les monomes de K[z, ... x,].

Démonstration 6.1.16. Les ensembles Est,(§) et Est /(£) sont I'image I'un de 'autre
par une application linéaire bijective puisque ce sont deux bases du sous-espace vectoriel

Vect (2%, 2% ¢< LT (I(X)) >).

Théoréme 6.1.10. Pour tout plan expérimental & dont le support X = {x1,..., @} est
inclus dans k¥ et tout ordre gradué T sur les monomes de k([xq, ..., x,|, défini de maniére
semblable a la définition [8I1.24, le nombre de termes de Est.(€) du méme degré d est le
meme.

Démonstration 6.1.17. Nous renvoyons a [PRW00a].

Nous en arrivons maintenant a la notion centrale en statistique de confusion d’effets
(également appelée, improprement en langue frangaise, aliasing).

Remarque 6.1.6. Chacune des classes d’équivalence de k[xy,...,z,]/I(§) peut étre
considérée comme une classe de confusions d’effets dans la mesure ou il ne peut y avoir
qu'un seul des élements d’'une méme classe dans un modeéle qui sera identifiable. Ainsi
chacune des classes de k[xy,...,2,]/I(£) est une famille infinie de modéles qui ne sont
pas distinguables par le plan &.

Définition 6.1.4.

Soit un plan expérimental € dont le support X = {x1,..., 2.} est inclus dans k. Deux
modeles f et g sont confondus pour le plan & si et seulement si f — g appartient a [’idéal
du plan 1 (&) c’est-a-dire si les restes des divisions euclidiennes de f et g par une base de
Grébner pour un ordre T sur les mondmes de k[xq, ..., x,] quelconque sont égauz.
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Remarques 6.1.3. Nous indiquons maintenant le lien entre identificabilité et estimabilité
algébrique.

— La formulation algébrique de 'estimabilité se traduit par 'application suivante :

Te, s (6.1.20)

{Q(@O,...,Hp)[xl,...,xv] — Q0,....0,) [z, ... 2] /T(X)
f — I

. 3G .. .. . S 1.
ou f est le reste de la division euclidienne de f par une base de Grobner de l'idéal
I(&) pour l'ordre 7 sur les mondmes de k[zq,. .., x,].

— La formulation algébrique de 'estimabilité se traduit par 'application suivante :

. {@(90,...,9p)[x1,...,xv]XQT — Qlzy, ..., z,)/T(X)
e -

A -1 ,
(f.9) — R(X5(6)X50(0)) Xp©y,
(6.1.21)
ou r est le nombre de points support du plan &, R = X?G (&)(z) est le vecteur de

; . ., -G c . ‘1. ..
régression associé au reste f de la division euclidienne de f par une base de Grobner
de I'idéal I (£) pour l'ordre 7 sur les mondémes de k[xq, ..., z,] et X?G (&) est la matrice

du modele pour le plan analysé a 'aide du modele TG.

L’étape suivante dans I'analyse des propriétés des modeéles identifiables par un plan expé-
rimental & est la détermination du fan du plan expérimental &. Nous renvoyons au livre
[PRWO00a] pour plus de détails & ce sujet. Ce point sera développé dans le futur et fait
partie des ouvertures possibles du travail de cette these.

6.2. Algorithmes

Le choix des algorithmes a utiliser pour déterminer les confusions d’effets sera discuté
dans cette section. Il s’agit avant tout de préciser que, compte tenu de la nature du
probleme a résoudre i.e. trouver I'idéal annulateur d’un ensemble de points, il est judicieux
d’utiliser I’algorithme de Marinari, Moeller et Mora (1993), [MMM93]. En particulier nous
indiquons que I'approche récente proposée par J. Abbott, A. Bigatti, M. Kreuzer et L.
Robbiano (2000), [ABKRO00], n’est pas adaptée a notre contexte puisqu’elle concerne des
calculs sur Q et que cette restriction n’est pas raisonnable puisque nos plans ont presque
toujours des coordonnées, qui bien qu’elles soient algébriques sur @, ne sont pas pour
autant rationnelles. En particulier nous précisons pourquoi il a été nécessaire de créer une
implémentation, en utilisant le logiciel Maple 10 [Map05], de cet algorithme ainsi que des
divers outils utilisés dans ce chapitre. La description de ce travail fait 'objet du chapitre
10
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6.3. Modeéles saturés, sous-modeles et analyse de ré-
gression

6.3.1. Sous-modeles et algorithme de calcul de ’ensemble des
représentants des fonctions polynomiales estimables

Il est donc possible d’obtenir tous les modeéles saturés pour un dispositif expérimental
donné, chaque modéle étant associé & un ordre sur les polynémes de R[X]. En fonction
des termes que l'expérimentateur souhaite voir figurer dans le modéle, certains ordres sont
plus appropriés que d’autres.

Proposition 6.3.1. Nous reprenons les notations et les objets du théoréme [C 13 Le
Est, (&1 x &2) est le produit de Est,(&1) et de Est.(&2).

Démonstration 6.3.1. La preuve est immédiate.

Nous arrivons maintenant a I'un des avantages de ’approche algébrique que nous avons
introduite dans ce chapitre : la possibilité d’étudier I’évolution séquentielle de I’ensemble
Est, (&) lorsque nous ajoutons ou nous supprimons des points au support du plan expéri-
mental &.

Théoréme 6.3.1. Soient &; et & deux plans expérimentaus dont les supports respectifs

X1 et Xy sont inclus dans k[zy, ..., x,] et pour lesquels X7 C Xo alors pour le méme
ordre T sur les monomes de k[xy, ..., x,| nous avons l'inclusion suivante :
Est,(&1) C Est.(&2). (6.3.1)

Démonstration 6.3.2.

— {LT(I(X1))} 2{LT(I(X2))} (6.3.3)

<— Est, (&) C Est (&2). (6.3.4)

Corollaire 6.3.1. Soient &1 et €5 deux plans expérimentaux dont les supports respectifs

X1 et Xy sont inclus dans k[z1, ..., x,] alors pour le méme ordre T sur les monomes de
k[zy,...,z,] nous avons l'inclusion suivante :

EStT(Xl U Xz) g EStT(El) N EStT(Ez) (635)

Q EStT(gl) U EStT(gz) (636)

Démonstration 6.3.3. La premiére et la derniére inclusion sont une application du
théoreme 6371

Remarque 6.3.1. Ainsi les ajouts successifs, un point aprés 'autre, au support d’'un
plan expérimental & se traduisent par I'ajout d’exactement un terme a Est, (&) & chaque
étape. Le théoreme suivant traduit cette constatation par des conditions que doit
vérifier le monome ainsi ajouté a Est, (&) a chaque étape.
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Théoréme 6.3.2. Soient &, un plan expérimental dont le support X, est inclus dans
k[xq,...,2,] et T un ordre sur les monomes de k[z1, ..., x,]. L’addition d’un point &1 &
X, au support du plan expérimental &, permet de définir une famille de nouveaux plans
expérimentaur .41 qui partagent tous le méme support élargi X,y1. Le cardinal de
Uensemble Est,(&,41) est alors égal a r+ 1 et l'ensemble Est,(&,41) différe de Est. (&)
par un seul monome noté x®+' : Est (Epq1) = {2} U Est,(&.). Ce monome x+
vérifie alors les propriétés suivantes :

-g- ot ¢ EStT(€r+1).
-ii- La matrice du modéle Est,(&r+1) pour le plan Est,(&€,41) est inversible.

T /
-iii- % > % pour tout autre x* wvérifiant les conditionsm et [

Démonstration 6.3.4. Nous renvoyons a [PRWO00a| pour les détails de cette démons-
tration.

Nous en déduisons une formule de mise a jour séquentielle pour les polyndémes interpo-
lateurs définis dans 1’énoncé du théoreme et que nous noterons ici p, ou r est le
cardinal du support du plan &.

Corollaire 6.3.2. Soient &, un plan expérimental dont le support X, est inclus dans
k[xq,...,2,] et T un ordre sur les mondomes de k|xy, ..., xz,] et un point .11 ¢ X,. La
formule de mise a jour du polynome interpolateur du plan &, en le polynome interpolateur
du plan &,41 :

9-()
gr(wr—i—l)’

ol g, est [’élément de la base de Grébner pour lordre 7 de I (X,.) dont le terme dominant
est égal a x° ", avec Est,(Epg1) = {2t} UEst (&) , et y,41 est la valeur de la réponse
pour le point Ty41.

Pra (@) = pr(2) + Yri1 = Pr(@rya)) (6.3.8)

Démonstration 6.3.5. 1l s’agit d'une vérification directe a 'aide du théoréme B.3.2

Remarque 6.3.2. Soient £ un plan expérimental dont le support X = {xq,...,x,} est
inclus dans k[xy, ..., z,] et 7 un ordre sur les monémes de k|xy, ..., z,]. Nous aboutissons
a la formulation algorithmique suivante pour le calcul de Est, (&) et du polynéme inter-
polateur du plan &.

Initialisation :
-i- X7 ={x1} et Est (X1) = {1}.
Passage de [’étape t a [’étape t + 1, avec t > 1 :
-i- Ajouter le point x¢yq a X pour définir Xy 1.
-ii- Mettre a jour Est,(X¢y1) = Est (X¢) U{z*+'} o 2%+ est le premier terme, pour
I'ordre 7, non encore utilisé qui rend la matrice Xy, (Xetn) (X¢41) inversible.

-iii- Construire p;41(x) en calculant XEstT(Xt+1)(Xt+1)_1Y(t) (za)maeEstT(Xt+1) ou Yy

est le vecteur (1, . .., y;) ordonné de maniére a concorder avec l'ordre de Est, (X¢11).

-iv- Déterminer, a un scalaire pres, le polynéme g,(z) comme g;(z) = pir1(x) — p(x).
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6.3.2. Critére de discrimination entre modéles saturés

Etant un plan expérimental & dont le support X = {x1,...,x,} est inclus dans l'al-
gebre klzy,...,z,], il peut exister différents modéles saturés qui interpolent exactement
les données et ne laissent pas de place a ’aléatoire sur lequel est basé la théorie des tests
statistiques. En effet, deux ordres 7 et 75 sur les monoémes de k[zy,. .., z,| sont générale-
ment associés a des ensembles Est,, (§) et Est,, (&) qui sont des modéles saturés différents.
Or bien que différents ces modeéles possédent généralement un certain nombre de termes
en commun. Un exemple particulierement marquant de cette situation est donné dans
[BGRWO8] ou les deux modeéles considérés sont des modéles linéaires polynomiaux de
degré 2 sur R? et comportent donc chacun sept termes. Ils ont six termes en commun,
{1, 21,9, 2%, 2139, 75} et different par la présence de z? dans 'un au lieu de x3 dans
I’autre. Les estimations des sept parametres de ces deux modeéles sont pourtant fort éloi-
gnées les unes des autres, en particulier en ce qui concerne la valeur moyenne ou les effets
principaux des deux facteurs. Quel critére pouvons-nous utiliser pour choisir le modele le
plus adéquat entre les deux proposés ?

Considérons un plan expérimental & dont le support X = {x;,...,x,} est inclus dans
k[zq,...,2,] et 71, T2, ..., T, des ordres sur les monémes de k[xy,...,z,]. Le plan &
analysé successivement & 'aide des modeéles Est, (X), 1 < s < n, donne naissance aux
modeles de régression suivants :

Y = Z0,+¢ (6.3.9)

oul < s < n, Z, est la matrice du modele Est, (X)) pourle plan &, Zs = ((;%))1<i<r, acL,
avec Ly I'ensemble des degrés de Est, (X)) c’est-a-dire Est, (X) = {z%, a € Ls}. Nous
avons montré que les matrices Z, sont carrées et inversibles c’est-a-dire que les modeles
Est, (X), 1 < s < n, sont tous saturés.

Le critere proposé dans [BGRW9S] est basé sur la comparaison de la somme des courbures
des modeéles estimés ZxaeEsth(X) 0a,s2%, 1 < s < n, en chacun des points x;, 1 < 7 <
r, du plan e%rimental &. Une famille de mesures de la courbure d'un modeéle estimé
ZmaeEstT (X) 0as2%, 1 < s <n, en un des points x; du support du plan expérimental X
est donnée par :

V8,7 (iBz) =1tr (HTS (:1:,)‘5) (6310)

—_

ou d > 1et H, (x;) est la matrice hessienne du modele estimé ) ., eBst,, (X) Do, Evaluce

—

au point x;. La mesure globale de la courbure d’un modeéle estimé ZwaeEstT (X) On,sT%,
1 < s < n, pour le plan £ est alors définie par :

L6, 7,) = (Z%n ) (6.3.11)

xreX

=

Nous utiliserons la mesure globale de courbure associée a la valeur de ¢ égale a 2.

Définition 6.3.1. Considérons un plan expérimental & dont le support X = {x1,..., @}
est inclus dans k[xy, ..., x,] et T un ordre sur les mondomes de k[xy, . .., x,]. La mesure de
la courbure globale du plan & analysé a l’aide du modéle Est, (X)), notée I'(T), est définie
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par :
I(r) = (Z m(m)> . (6.3.12)

Proposition 6.3.2. Le carré, I'*(7), de la mesure de la courbure globale du plan & analysé
d Uaide du modéle Est,(X) est une forme quadratique en le vecteur 6.

Démonstration 6.3.6. Pour tout 1 < a,b < v, nous avons 1’égalité suivante :

82 Z e/(x:xa

22 €Estr, (X) Z g foatina
8%8% )

(6.3.13)

Nous en déduisons donc que :

r(r) = Y tr(H-(x)) (6.3.14)

xrzeX
2

~ O
-y ¥ 3 Haaxigxb . (6.3.15)

zeX 1<a,bsv \ 2*€Est, (X)

Par conséquent il existe une matrice G (1) positive, dont les coefficients ne dépendent que
du plan &€ et de 'autre 7 sur les monoémes de klzy, ..., z,], telle que :

(7)) = 8 G(r)0. (6.3.16)

Remarque 6.3.3. La procédure préconisée dans [BGRWO8| est alors de sélectionner le
modele qui a la mesure de la courbure globale pour le plan & minimale.

6.3.3. Applications a I’analyse de régression

Notations
Considérons un plan expérimental & dont le support X = {x1,...,x,} est inclus dans
k[x1,...,2,] et 7 un ordre sur les monémes de k[xy, ..., z,]. Le plan & analysé a 'aide du

modele Est,.(X) donne le modele de régression suivant :
Y =Z0+e (6.3.17)

ou Z est la matrice du modele Est, (X)) pour le plan &, Z = ((;%))1<i<r, acL avec L l'en-
semble des degrés de Est,(X) c’est-a-dire Est.(X) = {z%, « € L}. Nous avons montré
que la matrice Z est carrée et inversible c¢’est-a-dire que le modele Est, (X)) est saturé.

Les outils que nous venons d’exposer dans le début de ce chapitre permettent de proposer
plusieurs stratégies d’analyse a posteriori d’un plan d’expérience &. Il s’agit en particulier
de procéder au choix d'un modele adéquat parmis tous ceux qui sont a disposition de
'expérimentateur. Nous renvoyons a [PRWO00a] et plus particulierement a [BGRW9§] et a
[GRWO00], pour des exemples d’utilisation de cette approche dans une démarche de choix
de modele lors de I’étude de cas pratiques.
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Remarque 6.3.4. Tout sous-modéle M = {z%, a € L'} de Est,(X) = {2*, o € L},
cest-a-dire L' C L, est identifiable et peut servir, par exemple, de point de départ a
I'utilisation de régression stepwise.

Orthogonalisation d’un modéle identifiable

Une propriété qui est particulierement appréciée lors de I’analyse de plans expérimentaux
a I’aide de modeles, polynomiaux en particulier, est la propriété d’orthogonalité des esti-
mateurs des parametres des coefficients des termes du modéle. Il s’avere qu’il est possible
de toujours construire des modeles identifiables pour lesquels cette propriété est vérifiée.
Nous indiquons maintenant comment procéder et nous renvoyons le lecteur a [GRWO00],
une étude de cas réalisée a ’aide des idées exposées ci-dessous.

Considérons un plan expérimental & dont le support X = {xy,...,x,} est inclus dans
k[z1,...,x,] et 7 un ordre sur les mondmes de k[xy, ..., z,]. Le plan & analysé a 'aide du
modéle Est.(X) donne le modéle de régression suivant :

Y =Wo+e (6.3.18)

oW = Z, U, ", Z, est lamatrice d'un sous-modele M de Est,(X) pour le plan &, Z, =
((£*))1<icr, aer’ avee L' I'ensemble des degrés de Ml cest-a-dire M = {2*, a € L' C L}
et U, est 'unique matrice triangulaire supérieure telle que Z.Z. =U,U, .

Les polyndmes :

/ -1 @
(ha)aeLl = (UT> ([L’ )aeL’ (6319)
sont orthogonaux pour le plan expérimental £&. Nous pouvons alors écrire :
ha(z) =) capa’. (6.3.20)
a;ﬁ

Le modele peut alors s’écrire :

> Gahalx). (6.3.21)

acl’

Les estimateurs sans biais de variance minimale des ¢,sont les ¢, = h(f,) ou les 6, sont
les estimateurs des moindres carrés des parameétres 6, du modeéle [.3.17 La contribution

— —~2
a la somme des carrés usuelle de chacun des ¢, est alors ¢, . L’orthogonalité se traduit
alors dans le contexte du modele linéaire gaussien par I'indépendance des estimateurs 6.

Cette possibilité d’orthogonalisation n’est pas souvent utilisée puisque les termes du mo-
dele ainsi obtenus n’ont pas une interprétation aisée en termes d’effet des facteurs. En
effet les polyndmes orthogonaux ainsi obtenus ne sont généralement pas des monomes.
Donnons toutefois un exemple pratique ou le recours a une base de polynémes ortho-
gonaux pour le modeéle de régression est le cas le plus fréquent. Il s’agit des polynomes
de Zernike couramment utilisés dans les problématiques d’aberrations optiques et dont
I'interprétation est alors directe en termes d’effets optiques, voir par exemple [PL02].
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Chapitre 6. Analyse des confusions d’effets

Amélioration d’un modéle

Nous reprenons dans ce paragraphe des idées introduites par Box et Draper pour certains
types de plans expérimentaux, factoriels et fractionnaires factoriels avec des points au
centre du domaine expérimental pour un modele polynomial complet de degré 1 ou com-
posites centrés de Box et Wilson pour un modeéle de degré deux, pour détecter le manque
d’ajustement d'un modéle a la réponse expérimentale, cf. [BD82|. Nous renvoyons égale-
ment au cours de Master 2éme Année de Collombier, [Col02], qui a repris cette approche.
Draper, Davis, Pozueta et Grove ont réalisé une étude similaire dans le des plans expéri-
mentaux de Box-Bhenken et d’un modele polynomial complet de degré 2, ¢f. [DDPG94].

Supposons que ’hypothese nulle d’adéquation d’'un modeéle que nous souhaitions utili-
ser soit rejetée par un test de Fisher. Pouvons-nous, sans réaliser d’essai supplémentaire,
compléter le modele avec des termes polynomiaux de degré supérieur afin que le modeéle
ainsi obtenu ne soit plus rejeté par le test de Fisher 7 Comment déterminer quels termes
nous devons choisir pour augmenter le modeéle initial ?

Les articles de Box et Draper et Draper, Davis, Pozueta et Grove ainsi que le cours de
Collombier utilisent des contrastes orthogonaux afin de proposer des tests qui permettent
de déterminer les contributions au défaut d’ajustement qui ne sont pas significatives ou
des « half normal plots ».

La possibilité de toujours orthogonaliser le modeéle, que nous avons exposée au paragraphe
B33 permet ainsi de recourir systématiquement, et non plus dans les cas particuliers pré-
cedemment étudiés, a cette approche pour augmenter, en utilisant des critéres statistiques,
un modele dont 'ajustement n’est pas satisfaisant.

Planification séquentielle ou augmentation de plans expérimentaux

Le théoreme est utile lorsque nous souhaitons soit faire de la planification expérimen-
tale séquentielle, soit effectuer des essais supplémentaires pour compléter une analyse déja
réalisée tout en ayant I'assurance que tous les nouveaux modeles considérés conserveront
les termes qui étaient estimables comme tels. Toutefois les polynémes orthogonaux h,,,
définis ci-dessus, ne se conserveront pas nécessairement lorsque nous ajoutons des points
au support du plan.

Importance relative des différents facteurs

Il est possible d’adapter l'ordre 7 sur les monémes de k[zy,...,x,] de telle sorte que
certains des facteurs apparaissent dans plus de termes du modele que les autres. En effet

les facteurs les plus petits seront présents dans plus de termes du modéle, le cas le plus
1
extréme étant associé a l'utilisation de l'ordre lexicographique = comme nous l'avons

fait remarquer en Nous constaterons cette propriété dans I'étude de cas réalisée au
chapitre[d Les articles [HPRW99], [PRW00b] et plus particulierement [GRWO00] présentent
des applications intéressantes de cette propriété.
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6.3 Modéles saturés, sous-modéles et analyse de régression

Modeéles linéaires non polynomiaux

Enfin il est possible d’étudier des modeéles linéaires qui ne sont pas de type polynomial. I1
est indiqué dans [PRW00a] que la seule condition est que I'ensemble des modeles considérés
soit en correspondance bijective avec 1’espace quotient d’'un anneau de polynomes. Ainsi
par exemple nous pouvons étendre les considérations ci-dessus au cas des modeles de
régression de Fourier ou des modeles de régression exponentielle.

Définition 6.3.2. Soit A un sous-ensemble fini de Z". Le modéle de régression de Fourier,
ou trigonométrique, associé a A est défini comme le modéle linéaire

Y(x)= Z ap, €Xp <27m'h:1:l) + e(x) (6.3.22)
heA

ot ap, appartient a k(7), lextension du corps des constantes par le nombre imaginaire i.
Nous pouvons également considerer des modeles de régression de Fourier réels.

Définition 6.3.3. Soit AT un sous-ensemble fini de Z' \ {0} et tel que si h € A alors
—h & AT. Le modéle de régression complet de Fourier, ou trigonométrique, associé¢ a A
est défini comme le modéle linéaire

Y(z) = 6o+ V2 Z <9h sin (27rh:v/> + ¢n cos (27rh:v'>> +e(x) (6.3.23)

heA+
= o+ Z (ﬂh exp <2m’hm/> + 0p, cos <2m'hw/)) +e(x)  (6.3.24)
he A+
(6.3.25)
ou
Qo = 90 (6326)
$n — 10n
= = = 6.3.27
O NG, ( )
o = ontn (6.3.28)

V2

La bijection entre les modeéles de régression de Fourier, ou trigonométrique, est définie a
I’aide des identités suivantes :

(6.3.29)

s, = sin(2mxy), v
. (6.3.30)

l
[

IN N
IN N

1
¢ = cos(2mxy), 1

Théoreme 6.3.3. Il y a une correspondance bijective entre l’ensemble de tous les modeles
de Fourier, ou trigonométriques, et le quotient de l’anneau de polynome suivant :

k(i)er, ..oy €81, u S0/ (ST + =1, ., 504+ —1). (6.3.31)

Démonstration 6.3.7. Nous renvoyons a [CR98].
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Chapitre 6. Analyse des confusions d’effets

Le logiciel Maple 10.0, [Map05], permet d’utiliser ce type d’approche algébrique de la
régression de Fourier.

Un autre exemple sont les modeles de régression définis commme combinaisons d’expo-
nentielles croissantes.

Définition 6.3.4. L’ensemble des modéles de régression exponentielle est définie par

= {Z 0}, exp (hw) ACZ% |A| < +o0, O € ]k} , (6.3.32)

heA
ou k est le corps des constantes usuel.

Théoréme 6.3.4. L’ensemble £ est en correspondance bijective avec l'anneau de poly-
nomes klty, ..., t,].

Démonstration 6.3.8. La preuve est immédiate.

6.4. Conclusion

Ce chapitre nous a permis de montrer quelles conséquences pratiques peut tirer I’expéri-
mentateur de la connaissance des coordonnées des points support du plan expérimental
de maniere exacte. En effet pouvoir utiliser les bases de Grobner dans un contexte de pla-
nification expérimentale lui permet non seulement de traiter complétement le probleme
des confusions d’effets mais lui apporte aussi des options supplémentaires comme la pos-
sibilité de trouver un modele saturé, d’orthogonaliser un modele pour un plan donné, de
privilégier certains des facteurs expérimentaux dans 1’étude de la réponse au travers du
choix de l'ordre 7 sur les monomes de k[zq,. .., z,].

166 These premiere partie : aspects théoriques



Chapitre 7

Résultats de I’étude de cas

7.1. Cas de la dimension 3

7.1.1. Les résultats de Hardin et Sloane

Dans ce chapitre nous nous intéressons a une série de dispositifs qui ont été construits ou
étudiés par Hardin et Sloane dans leur article [HS96].

L’objectif des deux auteurs a été de déterminer, dans le cas de la dimension 3, quelle était
la force maximale possible pour un plan sphérique de cardinal donné ainsi que de pro-
poser un dispositif possédant cette propriété. Les inégalités obtenues par Delsarte, Seidel
et Goethals, [DGS77|, donnent une premiére majoration de la force possible d’un plan,
voir la proposition L3l Toutefois les résultats d’existence plus précis, voir la section 4]
obtenus par Bannal montrent que les « tights designs » sont rares méme en dimension 3.

Les résultats obtenus par Hardin et Sloane sont résumés dans le tableau [1] :

— La premiére colonne N correspond au cardinal des plans sphériques considérés.

— La deuxiéme colonne 73(/N') correspond a la force maximale qu’il a été possible d’obtenir
avec un plan sphérique de cardinal N.

— La troisiéme colonne « Proof » indique comment le dispositif maximisant la force et
décrit par les colonnes suivantes a été obtenu. V1 indique qu’il existe une preuve de
nature algébrique de la force de ce dispositif. Une valeur entre crochet fait référence a
I’article ou l'existence d'un dispositif de méme taille et de méme force a été prouvée.
V2 indique que la preuve de la force de ce dispositif est basée sur une méthode par
intervalles pour s’assurer que les équations polynomiales définissant les conditions de
force 73(N) ont bien une solution. Enfin V3 indique que la discrépance A du plan est
inférieure a 10726,

— La quatrieme colonne « Group » correspond au groupe de symétries utilisé pour cons-
truire les orbites dont le plan sphérique est 1'union.

— La cinquiéme colonne « Order » est égale a l'ordre du groupe apparaissant dans la
colonne « Group ».

— La sixieéme colonne « Orbits (Description) » précise le cardinal des orbites & assembler
pour obtenir le plan sphérique. Si la configuration obtenue correspond a un polytope
remarquable, son nom est indiqué entre parentheses.



Chapitre 7. Résultats de I’étude de cas

Rappelons qu'un ¢t—plan sphérique de R? muni de sa structure euclidienne canonique est
un ensemble de N points P = {P,..., Py} de la sphére unité¢ §* = {x € R?|||z| = 1}
tel que I’égalité

@ Zf (7.1.1)

ou g est la mesure de probabilité uniforme sur 83, soit vérifiée pour tout polynome de
R[x| de degré inférieur ou égal a t.

Etant donné un polynéme f, nous notons A ;(P) la valeur absolue de la différence entre
le membre de gauche et le membre de droite de 1'égalité [LT11

Si nous appellons F; I'’ensemble des monomes unitaires de degré total égal a d, il suffit
de vérifier la validité de I'équation [LTTl sur I'ensemble F = |J, 4, Fu, ce qui justifie
I'introduction de la discrépance, notée A(P), définie par :

=Y ApP). (7.1.2)

feFr

Hardin et Sloane ont mis en libre disposition les coordonnées approchées de ces plans
sphériques. Toutefois comme nous ’avons précisé dans les chapitres précédents ces infor-
mations ne peuvent étre utilisées qu’a des fins de vérification de nos calculs.

TAB. 7.1: « Conjectured values of 73(N), the largest ¢
for which an N—point configuration on the sphere in 3
dimensions forms a spherical t—designs. »

| N [ 7(N) | Proof | Group [ Order | Orbits (Description) |
1 0 V1 00 00 1 (single point)
2 1 V1 00 oo | 2 (two antipodal points)
3 1 V1 2,3] 12 | 3 (equilateral triangle)
4 2 V1 3,3] 24 | 4 (regular tetrahedron)
5 1 V1 2,3] 12 | 3+ 2 (triangular bipyramid)
6 3 V1 (3,4] 48 | 6 (regular octahedron)
7 2 23] 3] 6 |3*+1
8 3 V1 (3,4] 48 | 8 (cube)
9 2 23] 2,3] 12 | 6+ 3 (triangular biprism)
10 3 2] [27,10] 20 | 10 (pentagonal prism)
11| 3 2 | B3F | 6 |[6+3+2
12 5 V1 [3,5] 120 | 12 (regular icosahedron)
13 3 2] [4] 8 [43+1
14 4 [16] 2,3]F 6 |6°+2
5| 3 2 | 125 20 | 10+5
16 5 [16] 3,3]F 12 | 124 4 (hexakis trucated tetrahedron)
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7.1 Cas de la dimension 3

| N [ () | Proof | Group [ Order | Orbits (Description)

17 4 [16] | [2,3]F 6 |6°+3+2

8| 5 | [25] | 27.6] | 12 |12+6

19 4 [16] 3] 6 |6°+3°+1

20 5 V1 3,5] 120 | 20 (regular dodecahedron)
o1 || 4 | [16] | (23] 12 [12+6+3

22 5 [25] | [27,10] 20 |10 +2

23 5 V2 2,3]F 6 [6°+3+2

24 7 [22] 3.4]* 24 | 24 (improved snub cube)
%5 [ 5 | VI | (257 | 10 |10°+5

2% | 6 | V3 | 237 | 6 |6 +2

7 I 5 | 25 | 23] 12 |12 +3

28 6 V3 [2F,4] 8 |8 +4

29 6 V3 [27] 2 241

30 7 V1 3,4]F 24 | 24 + 6 (tetrakis snub cube)
51 6 | Vs | [ 5|55 +1

32 7 V1 3,4]F 24 | 24 + 8 (snub cube + cube)
33 6 | V3 | 237 | ©

34 7 | V3 | AT | 8

35 6 | V3 | (257 | 10 |10°+5

36 8 V3 3,3]F 12 | 123 (three snub tetrahedra)
37 7 | V3 | B 3

38 7 | V3 | BAT | 24 |2418+6

301 7 | Vs | 23 | 6

0] 8 | V3 | BaF | 12 |1P+4

o 7 | V3 | 237 | 6

2 8 | V3 | 247 | 3

B 7 | V3 | [67] 6

w8 | V3 | BaF | 12 |1+

5 8 | v3 | Y 2

6 8 | V3 | 24T | 8

7 8 | V3 | 23 | 6

48 9 V1 3,4]" 24 | 24% (two snub cubes)

0 8 | V3 | [ 1

50 | 9 | V3 | 6T | 12 |12 +2

5L 8 | Vs | 23 | 6

52 9 V3 3,3]F 12 12 +4

53 8 | V3 | 237 | ©

5L 9 | V3 | BAT | 24 | 24246

51 9 | V3 | 7] >

56 9 | V3 | B4 | 24 | 24218

571 9 | Vs | 23 | 6

58 [ 9 | V3 | 247 | 8

501 9 | Vs | 23 | 6

60 10 V3 3,3]F 12 | 12° (five snub tetrahedra)

Frédéric Bertrand

169



Chapitre 7. Résultats de I’étude de cas

| N || 5(N) | Proof | Group | Order | Orbits (Description) |
6L 9 | V3 | [67] 6
62 || 10 | V3 | 237 | 6
63 9 V3 2,7]F 14 | 14*+7
64 10 V3 3,3]F 12 | 12°+4

65 || 10 | V3 2] 2
66 | 10 | V3 | 124" 8
67 || 10 | V3 27] 2
68 || 10 | V3 | [274] 8
69 || 10 | V3 [47] 1
70 | 11 | V3 | [25F | 10 |107
71| 10 | V3 | [2.37] 6

72 11 V3 3,5]F 60 | 60 + 12 (pentakis truncated icosahedron)
310 | V3 | [47] 1
74 11 V3 2,6]F 12 [ 12042

75 11 V3 2] 2
76 11 V3 3,3]F 12 [ 12°+4
77 11 V3 [47F] 4
78 11 V3 | [34]F 24 [243+6
79 11 V3 2] 2

80 11 V3 3,5]F 60 | 60 + 20 (hexakis truncated icosahedron)

S| 11 | v3 | [47] 1

82 11 V3 | [2F,107] | 10 [10%+2

83 11 | V3 | |

84 12 V3 3,3]" 12 | 127 (seven snub tetrahedra)

85 11 | V3 | 257 | 10
[

86 | 12 | V3 | 2 | 4

ST 12 | v3 | [17] 1

88 12 V3 3,3]F 12 127+ 4
9 12 | v3 | [27] 5

00 | 12 | V3 | AT | 8

ot | 12 | V3 | [27] >

2 12 | V3 | B3T | 12 |[127+2
03 12 | V3 | [ 1

o1 | 13 | V3 | pr27 | 2

o5 12 | v3 | [27] 5

96 13 V3 3,3]F 12 | 128 (eight snub tetrahedra)
o7 [ 12 | V3 | [ 1

o8 13 | V3 | AT | 38

90 12 | V3 | [ 1

100 13 | V3 | B3] 125+ 4

—_
[\)

Nous résumons ici les informations concernant la nature de la preuve de la force des
dispositifs de la liste précédente.

170 These premiere partie : aspects théoriques



7.1 Cas de la dimension 3

— Pour des plans de cardinal N de 1 a 22, 24, 25, 27, 30, 32 et 48 les résultats obtenus
I'ont été par des preuves algébriques.

— L’existence du dispositif a 23 points de force 5 proposé repose sur l'utilisation d’une
méthode par intervalle.

— Tous les autres dispositifs, N = 28,29,31,33 a 47,49 a 100, ont été retenus pour leur
discrépance inférieure a 10726,

7.1.2. Utilisation des informations de Hardin et Sloane

Rappelons que nous avons caractérisé la nature radiale de la variance de 'estimateur de la
réponse moyenne a l’aide de la fonction génératrice des moments. Un plan est un 2¢—plan
sphérique si et seulement si la partie polynomiale limitée au degré 2t de la fonction géné-
ratrice des moments est radiale. Tous les plans du tableau [[J] dont la force est supérieure
a 2t sont donc des plans pour lesquels la partie polynomiale limitée au degré 2t de la
fonction génératrice des moments est radiale.

Théoreme 7.1.1. Les dispositifs de cardinal N =4, 6 a 100 sont des dispositifs isovariants
lorsqu’ils sont analysés avec un modéle polynomial d’ordre 1.

Les dispositifs de cardinal N=12, 14, 16 a 100, augmentés d’au moins un point au centre,
sont des dispositifs fortement isovariants lorsqu’ils sont analysés avec un modéle polyno-
maial d’ordre 2.

Démonstration 7.1.1. En premier, les dispositifs dont le support est un plan sphérique
de force supérieure ou égale a deux et analysés a ’aide d’'un modele d’ordre 1 sont isova-
riants.

Considérons en second lieu un dispositif expérimental analysé a ’aide d’un modele d’ordre
2. Tous les plans sphériques pour lesquels 73(N) > 2, augmentés d’au moins un point au
centre, sont des dispositifs isovariants.

Enfin précisons que certains des dispositifs proposés par Hardin et Sloane sont de force
impaire 2¢ + 1 ce qui n’est pas utile pour les considérations d’isovariance. Considérer un
dispositif de force paire 2¢ de méme cardinal permettra I’ajout d’une recherche d’optimalité
alphabétique.

7.1.3. Reésultats

La construction des dispositifs exacts détaillée dans la deuxieme partie de ce travail au
chapitre [l a comme premiére conséquence les théorémes suivants sur Iexistence de plans
isovariants dont les coordonnées des points support sont connues de maniere exacte pour
un modele de degré 2.

Théoréme 7.1.2. [l existe pour N € {13,15} U [|17, +oo]| des dispositifs expérimentauz
de cardinal N qui, analysés avec un modéle polynomial complet de degré 2, sont isova-
riants. De plus ces dispositifs présentent la particularité suivante : le support de chacun
des plans est l'union d’un plan sphérique et d’un point au centre du domaine expérimental.
Dans tous les cas, ils peuvent ne comporter aucune répétition dans leur partie shpérique.
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En fonction du cardinal du plan recherché, ils peuvent comporter un nombre partiel ou
total de répétitions.

Pour chacune des valeurs de N suivantes 13, 15, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26,
28, 29, 31, 33, 37, 39, 49, 55, 57, 61, 73, 81, les coordonnées exactes de ces plans sont
connues et ces plans ne sont pas construits comme 'union de deux plans de cardinal in-
férieur.

Démonstration 7.1.2. L’existence et le calcul des coordonnées exactes des plans sphé-
riques de force supérieure ou égale a 4 lorsque N est égal a 12, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21,
22, 23, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 36, 38, 48, 54, 56, 60, 72, 80 découlent de I’étude de cas
précédente. L’ajout d'un point au centre a ces dispositifs les rend donc isovariants lors-
qu’ils sont analysés par un modele de degré 2 et nous obtenons les valeurs de cardinaux
mentionnées dans le théoréme ci-dessus. Ce qui prouve la seconde partie du théoréme.
Rappelons que 'union de deux plans sphériques de force t est un plan sphérique de force
t. Ainsi pour tout cardinal N pouvant s’écrire comme 1+ Ny + Ny + ...+ N; ou Ny, Na,
..., Ng sont k entiers de la liste 12, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 27, 28, 30,
32, 36, 38, 48, 54, 56, 60, 72, 80 sont des plans isovariants pour un modele de degré 2.
En particulier si nous disposons d’une suite de 12 valeurs consécutives C4, ..., s pour
lesquelles il existe un tel dispositif alors en ajoutant le nombre convenable de fois un plan
sphérique de cardinal 12, I'icosaedre, nous pourrons obtenir des plans isovariants pour un
modele d’ordre pour tous les cardinaux supérieurs ou égaux a C' — 1.

Considérons la suite de valeurs 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 28. Il manque la va-
leur 27. Or 27=1+12+14, ainsi il existe un plan isovariant de cardinal 27 pour un modéle
d’ordre 2. Nous le construisons comme 'union d’un plan sphérique de cardinal 12 de force
supérieure a 4, d'un plan sphérique de cardinal 14 de force supérieure a 4 et d’un point au
centre. Nous obtenons alors 12 valeurs consécutives de 17 a 28, ce qui donne l'existence
pour N € {13,15} U [|]17,+oc][|. Ces plans peuvent comporter des répétitions.

Nous raffinons la construction précédente de la maniére suivante : 'image d’un plan sphé-
rique par une transformation orthogonale est un plan sphérique. Nous éviterons ainsi les
répétitions en transformant les dispositifs dont nous prenons 1'union par une rotation.
Reste a trouver une famille infinie de rotations dont les coefficients de la matrice sont
algébriques. Ce probleme se réduit a savoir s’il existe une famille infinie © de valeurs de
0 pour lesquelles cos(f) est algébrique. Nous pouvons aborder ce probleme a l'aide de la
théorie des polygones réguliers a n cotés constructibles a la régle et au compas. En effet
leurs coordonnées dans un repeére s’expriment alors comme (cos(27*k/n), sin(2r+k/n)). Si
un polygone régulier a n cotés est constructible a la regle et au compas alors cos(2m* k/n)
et sin(27 x k/n) sont algébriques sur Q et leurs degrés sont une puissance de 2. Il existe
une famille infinie de tels polygones, ceux pour lesquels nous avons n = 2i1171j1FQj2 . F ,g’“
ou ¢ est un entier naturel supérieur a 1 et pour p € [|1, k||, j, = 0 ou j, = 1 et F} sont les
nombres premiers de Fermat ¢’est-a-dire les nombres premiers de la forme 22 + 1, voir
par exemple [Car01]. Puisqu’il existe des nombres de Fermat premiers, par exemple 3, 5,
17, 257 et 65537, il existe bien une infinité de polygones réguliers dont les coordonnées
sont algébriques.

Conjecture 7.1.1. La valeur, conjecturée comme égale a 3 par Hardin et Sloane, de T7(13)
et 7(15) permet de formuler la conjecture suivante : il n’existe pas de dispositif, union d’un
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plan sphérique et d’un point au centre et de cardinal 14 et 16, qui soit isovariant s’il est
analysé a l'aide d’un modele polynomial de degré 2.

Théoréme 7.1.3. Pour N € [|13,+00]|, il eziste des dispositifs expérimentauz de cardinal

N qui, analysés avec un modele polynomial de degré 2, sont isovariants.

Précisons la nature de chacun de ces dispositifs :

— Le support de chacun d’entre eux est ['union d’un plan sphérique et d’au moins un point
au centre. Il est possible de spécifier le nombre total d’essais N et le nombre k > 1 de
répétitions au centre du domaine arbitrairement dés que N > k+ 16, N = k + 14 ou
N = k + 12. Les valeurs de N et de k pour lesquelles nous avons N = k + 15 ou
N = k+13 ne sont pas accessibles, il suffit de prendre a la place de la valeur k la valeur
E'=k+1 oulavaleur ¥ =k —1.

— Pour toutes les valeurs de N possibles, il est possible de construire des dispositifs ne
comportant aucune répétition hormis a [’origine du repere.

— En fonction de la valeur de N, il est possible de construire des dispositifs possédant un
nombre partiel ou total de répétitions dans la partie sphérique du dispositif.

Démonstration 7.1.3. Puisque nous autorisons plus d’une répétition au centre du do-
maine, les cardinaux de 14 et 16 deviennent accessibles : 14 = 12+2, 16 = 12+4 = 1442
ce qui prouve le premier point du théoreme.

SiN >k+16, N =k+14 ou N = k+12, le théoreme [(.1.2 précédent indique qu’il existe
un plan isovariant pour un modele de degré construit comme 'union d’un plan sphérique
de cardinal N — k et d’'un point au centre. L’ajout d’essais au centre ne modifiant pas le
caractere isovariant d’un dispositif, un dispositif formé d’un plan sphérique de cardinal
N — k et de k points au centre est isovariant lorsqu’il est analysé a 1’aide un modeéle
d’ordre 2. Si N = 13 ou N = 15, le changement de k en k& ou en k" découle des mémes
considérations.

Signalons enfin, que les plans construits ici, héritent, pour leur partie sphérique, des pro-
priétés des plans construits au théoréeme [[1.2 en particulier la possibilité de les obtenir
sans répétitions dans leur partie sphérique.

La situation se complique lorsque nous considérons des plans analysés par des modeles
de degré supérieur ou égaux a trois en raison des confusions d’effets qui sont plus com-
plexes a éliminer. En effet il faut alors ajouter d’autres points que des points au centre
du domaine ce qui modifiera la fonction génératrice des moments du plan et affectera la
propriété d’isovariance.

Il existe plusieurs maniéres de traiter cette difficulté. L’approche par les t—mesures eucli-
diennes est une possibilité pour obtenir des dispositifs isovariants. Une autre maniére de
remédier a cette situation est de considérer des modeles qui sont naturellement adaptés
au contexte sphérique.

Nous introduisons pour cela les fonctions polynomiales définies sur la sphére unité, pour
plus de détails voir le chapitre i sur les notions algébriques.

Proposition 7.1.1. Les fonctions polynomiales définies sur la sphére unité sont iso-
morphes d l'anneau quotient Ms = Rz]/(X? + Y2 + Z? — 1), nous notons Msy =
Ri[x]/(X?+Y?2+ Z%—1). Une base de Msy, est constituée par la somme directe orthogo-
nale de | sous-espaces vectoriels chacun engendré par une base orthonormale de polynomes
harmoniques de degré [, pour 0 <[ < k.
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Définition 7.1.1. Nous appelons modéle polynomial sphérique de degré d, un modeéle pour
lequel Vect (f(S)) = Ms 4.

Théoréme 7.1.4. Si, a la place du modéle polynomial classique d’ordre k, ou k est un
entier supérieur ou égal a 1, nous considerons le modele polynomial sphérique pour ana-
lyser un dispositif expérimental sphérique, alors il n’y a plus aucune confusion d’effets
systématique liée a la nature du domaine expérimental considéré : quelque soit le sous-
ensemble de fonctions polynomiales linéairement indépendantes sur la sphere, il existe un
plan sphérique pour lequel tous les termes de ce modéle sont estimables.

Démonstration 7.1.4. Soit d le degré maximal des termes du modele. Le théoréme
du chapitre dl non constructif, de Seymour et Slavasky sur 'existence des plans sphériques
de force arbitraire et donc en particulier de force 2d. Or la preuve de l'inégalité sur le
nombre minimal de points d'un plan sphérique de force 2d implique qu'un tel plan rend
estimable tous les parametres associés au modele sphérique d’ordre k.

Théoréme 7.1.5. Les dispositifs de cardinal N=4,6 a 100 sont des dispositifs orthogo-
nauz lorsque qu’ils sont analysés avec un modele polynomial sphérique d’ordre 1. Ils sont
optimauz pour un modéle formé par toutes les des harmoniques sphériques d’ordre infé-
rieur ou égal a 1 pour tous les critéres d’optimalité ®, introduits par Kiefer et repris dans
Uexemple (227 du chapitre .

Les dispositifs de cardinal N=12,1/,16 a 100 sont des dispositifs orthogonaux lorsque qu’ils
sont analysés avec un modele polynomial sphérique d’ordre 2. Ils sont optimaux pour un
modéle formé par toutes les des harmoniques sphériques d’ordre inférieur ou égal a 2 pour
tous les critéres d’optimalité ®, introduits par Kiefer et repris dans lezemple 221 du
chapitre [4.

Les dispositifs de cardinal N =24,26,28 a 100 sont des dispositifs orthogonaux lorsque qu’ils
sont analysés avec un modele polynomzial sphérique d’ordre 3. Ils sont optimaux pour un
modeéle formé par toutes les des harmoniques sphériques d’ordre inférieur ou égal a 3 pour
tous les critéres d’optimalité ®, introduits par Kiefer et repris dans lezemple 221 du
chapitre [4.

Les dispositifs de cardinal N=56,40,42,44 a 100 sont des dispositifs orthogonaux lorsque
qu’ils sont analysés avec un modéle polynomial sphérique d’ordre 4. Ils sont optimaux pour
un modeéle formé par toutes les des harmoniques sphériques d’ordre inférieur ou égal a 4
pour tous les critéres d’optimalité ®, introduits par Kiefer et repris dans ’exemple [Z21]
du chapitre A

Les dispositifs de cardinal N =60,62,64 a 100 sont des dispositifs orthogonaux lorsque qu’ils
sont analysés avec un modele polynomial sphérique d’ordre 5. Ils sont optimaux pour un
modeéle formé par toutes les des harmoniques sphériques d’ordre inférieur ou égal a 5 pour
tous les critéres d’optimalité @, introduits par Kiefer et repris dans ’exemple [ZZ21 du
chapitre [A.

Les dispositifs de cardinal N=84,86 a 100 sont des dispositifs orthogonaux lorsque qu’ils
sont analysés avec un modele polynomial sphérique d’ordre 6. Ils sont optimaux pour un
modeéle formé par toutes les des harmoniques sphériques d’ordre inférieur ou égal a 6 pour
tous les critéres d’optimalité @, introduits par Kiefer et repris dans ’exemple [ZZ1 du
chapitre [4.

Le tableau [Z1A indique les plans dont les coordonnées exactes sont connues ainsi que le
degré jusqu’auquel les propriétés d’orthogonalité et de ®,—optimalité sont vérifiées.
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7.2 Cas de la dimension 4

H Degré ‘ Cardinal du plan N H
1 46,789, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21,
22, 23, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 36, 38, 48, 54, 56, 60, 72, 80.
9 |12, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 27, 28, 30, 32,
36, 38, 48, 54, 56, 59, 72, 80.

3 24, 26, 27, 28, 30, 32, 36, 38, 48, 54, 56, 59, 72, S0.
1 36, 48, 54, 56, 59, 72, 80.
5 60, 72, 80.

TAB. 7.2 — Plans sphériques orthogonaux exacts

Démonstration 7.1.5. Il s’agit d’'une conséquence directe de la caractérisation des plans
sphériques a I’aide des polynomes harmoniques et du résultat de Dette, Melas et Pepely-
shev, cf. [DMPO5].

7.2. Cas de la dimension 4

7.2.1. Les résultats de Hardin et Sloane

Dans ce chapitre nous nous intéressons a une série de dispositifs ayant été construits ou
étudiés par Sloane, Hardin et Cara dans leur rapport préliminaire [SHCO03].

L’objectif des trois auteurs a été similaire a celui que nous avons exposé pour le cas de la
dimension 3 a la section [ZT.1] : pour un cardinal donné, construction du plan sphérique
dont la force est maximale et les symétries les plus importantes.

Les résultats obtenus par Sloane, Hardin et Cara forment le tableau :

— La premiére colonne N correspond au cardinal des plans sphériques considérés.

— La deuxiéme colonne 74(N) correspond a la force maximale qu’il a été possible d’obtenir
avec un plan sphérique de cardinal V.

— La troisieme colonne « Group Order » est égal a I'ordre du plus grand groupe de symé-
tries du dispositif.

— La quatrieme colonne « Remarks » précise parfois succintement la structure du plan.

Rappelons qu'un t—plan sphérique de R* muni de sa structure euclidienne canonique est
un ensemble de N points P = {P;,..., Py} de la sphére unité¢ §* = {x € RY|||z| = 1}
tels que I’égalité

[ H@)au) - %Z (7.2.1)

ol 4 est la mesure de probabilité uniforme sur S*, soit vérifiée pour tout polynome de
R[z] de degré inférieur ou égal a t.
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Le processus de recherche des plans sphériques est identique a celui utilisé dans le cas de
la dimension 3 et décrit a la section L1l

TAB. 7.3: « Conjectured values of 74(N), the largest ¢
for which an N—point configuration on the sphere in 4
dimensions forms a spherical t—designs. »

| N || 4(N) | Group Order | Remarks |

1 0 o0 single point

2 1 00 two antipodal points
3 1 00 equilateral triangle
4 1 48 regular tetrahedron
D 2 120 regular simplex

6 2 72 join of two triangles
7 2 14 {(w?,w?)}

8 3 384 orthoplex

9 2 72 {(w,w")}

10 3 240 diplo-simplex

11 3 22

12 3 288 join of two hexagons
13 3 52 {(w?,w™)}

14 3 392

15 3 60

16 3 512 join of two octagons
17 3 68

18 3 648

19 3 48

20 4 20 [HS92]

21 4 14

22 4 6

23 4 6

24 5 1152 24—cell

25 4 20

26 4 52

27 4 18

28 5 28

29 4 8

30 5 40

31 4 12

32 5 192

33 bt 10

34 5 12

35 bt 10

36 5 144

37 5 12

38 5 48
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N || 74(N) | Group Order | Remarks

39 5 26
40 5 240
41 5 12
42 6 42
43 5 12
44 5 96
45 5 30
46 5 96
47 5 12
48 7 2304 two 24—cells
49 5 4
50 6 100
51 6 4
52 6 52
53 6 6
54 7 54
55 6 20
56 7 16
57 6 9
58 6 116
59 6 12
60 7 240
61 6 8
62 7 8
63 6 18
64 7 256
65 6 52
66 7 66
67 6 12
68 7 136
69 7 3
70 7 40
71 7 6
72 7 576
73 7 6
74 7 16
75 7 6
76 7 38
7 7 22
78 7 52
79 7 8
80 7 256
81 7 36
82 7 164
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| N [ m(N) | Group Order | Remarks |

83 7 12
84 7 144
85 7 34
86 7 24
87 7 18
88 7 128
89 7 12
90 7 180
o1 7 52
02 7 48
93 7 36
94 7 96
95 7 38
96 8 6
97 | 8 1
08 8 4
99 8 11
100 [ 8 20
120 [ 11 14400 600—cell [DGS77]

Nous résumons ici les informations concernant la nature de la preuve de la force des

dispositifs de la liste précendente.

— Pour des plans de cardinal N de 1 a 20, 24, 48, et 120 les résultats d’existence se
trouvent dans [Mim90], [Baj92], [Bajo8|, [HS92] et [DGS77].

— L’existence des plans de cardinaux N =21, 22, 23, 25, 26, 27, 31 avait été conjecturée
dans [HS92].

— Sloane, Hardin et Cara affirment avoir montré I’existence des plans de cardinaux N =21,
26, 28, 32, 36, 39, 40, 42, 44, 52, 54, 60, 65, 66, 72, 78, 84, 90. Toutefois aucune indication
précise sur la structure, comme union d’orbites de groupes finis, de ces plans n’est
indiquée dans [SHCO03].

7.2.2. Utilisation des informations de Hardin et Sloane

Rappelons que nous avons caractérisé la nature radiale de la variance de I'estimateur de la
réponse moyenne a ’aide de la fonction génératrice des moments. Un plan est un 2¢—plan
sphérique si et seulement si la partie polynomiale limitée au degré 2t de la fonction géné-
ratrice des moments est radiale. Tous les plans du tableau dont la force est supérieure
a 2t sont donc des plans pour lesquels la partie polynomiale limitée au degré 2t de la
fonction génératrice des moments est radiale.

Théoréme 7.2.1. Les dispositifs de cardinal N=5 a 100 et 120 sont des dispositifs iso-
variants lorsqu’ils sont analysés avec un modéle polynomial d’ordre 1.
Les dispositifs de cardinal N=20 a 100 et 120, augmentés d’au moins un point au centre,
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sont des dispositifs fortement isovariants lorsqu’ils sont analysés avec un modéle polyno-
maial d’ordre 2.

Démonstration 7.2.1. En premier, les dispositifs dont le support est un plan sphérique
de force supérieure ou égale a 2 et analysés a ’aide d’'un modeéle d’ordre 1 sont isovariants.
Considérons en second lieu un dispositif expérimental analysé a I’aide d’un modele d’ordre
2. Tous les plans sphériques pour lesquels 74(N) > 2, augmentés d’au moins un point au
centre, sont des dispositifs isovariants.

Enfin précisons que certains des dispositifs proposés par Sloane, Hardin et Cara sont de
force impaire 2t + 1 ce qui n’est pas utile pour les considérations d’isovariance. Consi-
dérer un dispositif de force paire 2t de méme cardinal permettra I’ajout d’une recherche
d’optimalité alphabétique.

7.3. Conclusion

Cette étude de cas a permis de montrer que la méthodologie introduite dans le chapitre
B permet d’aboutir a la construction de plans expérimentaux dont les coodonnées sont
connues de maniere exacte. Nous avons alors montré ’existence et indiqué comment obte-
nir de tels dispositifs pour tous les cardinaux pour lesquels il existe des plans isovariants
pour des modeéles polynomiaux complets de degré 2 en dimension 3. Nous en avons éga-
lement tiré 'existence de dispositifs orthogonaux et ®,—optimaux pour des problémes
de régression sphérique dont le modele est spécifié en termes d’harmoniques sphériques
d’ordre inférieur 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 dans le cas de la dimension 3 et 4. Rappelons que
ces dispositifs ont une application particulierement intéressante dans les probléemes de
reconnaissance de formes tridimensionnelles, cf. [DMPO05].
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Chapitre 8

Notions algébriques

Introduction

Le domaine expérimental choisi, la sphére dans R" euclidien canonique, ainsi que les objets
statistiques utilisés, moments du plan, surfaces de réponse, font naturellement intervenir
des fonctions polynomiales. Afin de manipuler ces objets de maniéere efficace nous allons
faire un petit détour du coté de I’Algebre et plus particulierement du coté de la Géométrie
algébrique qui, comme nous allons le voir, va mettre a notre disposition des outils par-
ticulierement efficaces. En effet, certaines propriétés fort recherchées par le planificateur,
symétrie du plan, estimabilité des parameétres d’un modele, optimalité alphabétique vont
toutes se traduire de la méme maniere sous la forme d’une appartenance a un ensemble
de zéros d’un idéal de polynémes bien choisi.

Si nous nous référons aux équations obtenues au chapitre Hl et qui caractérisent 'isova-
riance d’un dispositif, nous pouvons immédiatement établir la proposition suivante. Sans
perte de généralité, nous nous ramenons au cas ou le dispositif est inclus dans la sphere
unité S de l'espace considéré. Pour commencer considérons le cas réel et posons p 'unique
mesure sur la sphére unité S invariante par I’action du groupe orthogonal.

Proposition 8.0.1. Soient n, p et t trois entiers naturels tous non nuls, [’ensemble des
dispositifs fortement isovariants de force t a p points {Py, ..., P,} de R", est une variété
algébrique définie par les équations suivantes :

-i- Les points supports du plan doivent étre un plan sphérique de force t :

Vie {l,....p},P €S (8.0.1)
Vf € Ryfal, /S F@)dp(z) = %Z F(P). (8.0.2)

-1i- Tous les termes du modele polynomial d’ordre t doivent étre estimables avec ce plan.
Cette condition se traduit par ’inversibilité de la matrice des moments du plan. Elle
s’exprime donc également a l'aide d’une équation polynomiale.

Résoudre ce systeme permet de connaitre tous les dispositifs isovariants possibles. Certes
quelques auteurs ont proposé des constructions de dispositifs de cardinal plus ou moins
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élévé et de force généralement 3, 4 ou 5. L’approche proposée ici est de considérer la
variété de tous les dispositifs isovariants (ou d’un autre type a partir du moment ot la
caractérisation utilisée ameéne a un systéme d’équations polynomiales) possibles puis de
déterminer si celle-ci est vide, finie ou infinie et le cas échéant d’en obtenir une paramé-
trisation.

Autant la résolution d’'un systeme d’équations linéaires est un probléme maitrisé de-
puis Gauss et formalisé a l'aide de la théorie des espaces vectoriels, autant la résolu-
tion d’'un systeme d’équations polynomiales reste un domaine de recherche tres actif. Les
notions de géométrie algébrique abordées par la suite resteront tres élémentaires, elles
seront néanmoins suffisantes a une résolution théorique du probléme posé ci-dessus, voir
[Stu03, PRW00a, KR00, KRO05].

Nota bene

Dans notre cas, il va de soi que nous ne pouvons nous contenter d’une résolution for-
melle du probleme posé. Nous souhaitons obtenir une résolution explicite qui permetta
d’aboutir a la construction d’un dispositif expérimental. Nous en venons donc a la rai-
son principale motivant ce nouvel angle d’approche du probléme : il existe désormais
des méthodes systématiques de résolution des systemes polynomiaux qui mettent en jeu
des algorithmes malheureusement complexes et cotiteux en temps de calcul mais dont le
raffinement ne cesse de croitre, voir [FGLM93, MMM93, CLO96, ABKR00, Tra00, FG03].

Les algorithmes que nous allons évoquer permettent de résoudre de maniere exacte ce
type de systeme d’équations polynomiales lorsque le nombre d’indéterminées n’est pas
trop important (moins de 10) mais trés rapidement nous nous apercevrons qu'’il faut gui-
der la construction des plans en les réalisant comme assemblage d’orbites de points de la
sphere par des groupes de Coxeter. L’utilisation de leurs symétries permet alors de réduire
le systeme d’équations précédent a un systeme plus simple, [CM84].

Puisque nous nous intéressons aux symétries possibles d’ensembles finis de points inclus
dans une sphére, un détour par les groupes de Coxeter et leurs invariants polynomiaux
s’avéra utile par la suite.

Il faut ici faire le parallele avec la démarche que Sloane et Hardin ont suivie, dans le
cas de la dimension 3, lorsqu’ils ont utilisé leur logiciel Gosset, [HS91], qui, quant a lui,
propose une résolution numérique du systeme précédent. Leurs résultats ont été publiés
dans [HS96]; des travaux sont toujours en cours depuis ce moment en ce qui concerne le
cas de la dimension 4. Une telle approche est nécessaire dans la mesure ou elle permet de
constater quelles sont les symétries du dispositif qui & un nombre de points fixés permet
d’obtenir la force maximale, symétries dont nous nous servons alors comme point de dé-
part pour obtenir une construction comme union d’orbites et ainsi pouvoir résoudre de
maniere exacte les équations d’isovariance.

Afin de mieux reconnaitre et classifier les dispositifs que nous obtiendrons, nous allons éga-
lement donner quelques éléments de la théorie des polytopes, en particulier en dimension
3 et en dimension 4. Nous renvoyons a [Cox73] pour certaines preuves particulierement
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techniques.

8.1. Un détour par ’algéebre moderne

Le lecteur souhaitant plus de précisions pourra consulter [CLO96] pour une introduction
plus simple et plus fournie ou [KR00, KRO5] s’il cherche a approfondir certaines des
notions abordées ici. Nous omettrons ici les démonstrations des résultats qui peuvent se
trouver par exemple dans 'un des trois ouvrages suivants [CLO96, KR00, PRW00a).

8.1.1. Anneaux et modules

Ce paragraphe a pour but de familiariser le lecteur avec les objets et les notations em-
ployées. Nous commencgons donc par rappeler les définitions et les premieres propriétés
des objets que nous allons utiliser ultérieurement.

Définition 8.1.1. Monoide [Monoid]

Un monoide (S,*g) est un ensemble S muni d’une application s : S x S — S, appelée
loi de composition interne, qui est associative et pour laquelle il existe un élément neutre,
ie. 31 €S | Vs €S, 5= 1555 = s %g Is.

Un monoide (S, *s) est commutatif [commutative] si V(s,s') € S?, s %55 = s #g 5.

Définition 8.1.2. Groupe [Group]

Un groupe (G, xg) est un monoide (G,*g) pour lequel tout élément est inversible, i.e
VgeG,3g €G|g*cg =9 *c g = lg.

Un groupe (G, *g) est commutatif si le monoide (G, xg) est commutatif.

Définition 8.1.3. Anneau [Ring]

Un anneau (A, +4,x4) est un ensemble A muni de deuz lois de composition interne +, :
AXA — Aetxy: AXxA— A telles que (A, +4) soit un groupe commutatif d’élément
neutre noté 0y et (A — {0} ,*4) soit un monoide commutatif d’élément neutre 1, pour
lesquels les propriétés de distributivité de x5 par rapport a 4+, sont vérifiées.

Un anneau (A, +4,x4) est dit intégre si¥(a,b) € A% a*xyb=0, = (a =0 oub=0).

Remarque 8.1.1. Tous les anneaux et les corps que nous utiliserons dans la suite seront
donc commutatifs.

Définition 8.1.4. Corps [Field]
Un corps (K, 4k, *x) est un anneau (K, +x, *xx) pour lequel tout élément différent de Ok
est inversible pour g, i.e Vk e K,3 k' € K | k*x E =k xx k= 1k.

Définition 8.1.5. A—Module [A—Module]

Un A—Module M est un groupe commutatif (M, +r) muni d’une opération -pg @ A X
M — M, appelée loi multiplicative externe, telle que 1o -pq m = m,VYm € M et que les
propriétés d’associativité et de distributivité soient vérifiées.

Un sous-groupe commutatif N de M est appelé un A—sous-module si nous avons A -
N CN. SiN # M alors N est appelé un sous-module propre. Un A—sous-module du
A—module A est appelé un idéal de A.
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Définition 8.1.6. Homomorphisme, isomorphisme [homomorphism, isomorphism]|
Soient (Aq, +a,, %4, ), (Ao, +a,,%a,), (As, +a,,*a,) des anneaur commutatifs.

-i- Une application ¢ : A — Ay est un isomorphisme d’anneaux si :
(i) ¢ est un morphisme additif : ¢(r 44, 1) = ¢(r) +a, ¢(r'), V(r,r') € A2
(ii) ¢ est un morphisme multiplicatif : gb(r kA, r’) = ¢(1) *a, gb(r’), V(r,r') € A2.
(iii) ¢ est bijective.
-11- Deux anneaux A et Ay sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme d’anneaux
¢ A1 — Ay, Nous écrivons alors Ay = A,.
-11i- Une application ¢ : Ay — Ay est un homomorphisme d’anneaux si ¢ est un mor-

phisme additif et multiplicatif et que ¢(1a,) = 1a,.Dans ce cas Ay est une Aj—algébre
d’homomorphisme de structure ¢.

-iv- ST Ay et Az sont deux Ai—algebres d’homomorphismes de structure respectifs ¢ :
Ay — Ay ety 1 Ay — Ag alors un homomorphisme d’anneau p : Ay — Ag est un ho-
momorphisme de Ay—algébre si nous avons p (¢ (r) *p, s) = (r)*a,p(s),Y (r,s) €
Ay X Ay

-v- Si M et N sont deur A,—modules, une application ¢ : M — N est un ho-
momorphisme de Ai—modules ou une application Ai—Ilinéaire si ¢ (m +Mm m/) =

¢ (m) —I—/\/gb(m/),‘v’(m,m') eMetp(ropym)=r-pnéd(m),V(r,m)eh x M.

Définition 8.1.7. Générateurs et bases d’un A—module [Generators and bases]
Soit M un A—module.

-i- Un ensemble {my | A € A} d’éléments de M est appelé un systéme de générateurs
de M si tout m € M a une représentation m = rymy, +- - -+r,my, telle quen € N,
T1, 0, Tn € A et Ay,-++ N\, € A. Dans ce cas nous écrivons M = (my | A € A).
L’ensemble vide est un systéme de générateurs du module {0}.

-1i- Le module M est de type fini s’il a un systeme fini de générateurs. St M est engendré
par un seul élément il est dit cyclique. Un idéal cylique est appelé un idéal principal.

-155- Un systéme de générateurs {my | A € A} est une A—base de M si chaque élément de
M a une représentation unique m = rymy, +- - -+r,my,, avecn € N, ry,--- r, € A
et M, -+, A, € A. ST M a une A—base, il s’agit d’un A—module libre.

-iv- Si M est un A—module de type fini et {my,...,m,} une A—base de M, alors r est
appelé le rang de M et noté RgM. Toutes les bases ayant le méme cardinal, le rang
est bien défini.

Définition 8.1.8. Base canonique [Canonical basis]

Pour n € N, Uensemble A™ = {(ry,...,7rn) | m1,...,7 € A} de tous les n—uples est un
A—module libre pour ’addition composante par composante et la multiplication par un
scalaire. Pour 1 < i < n, soit e; le t—uple défini par e; = (0,...,0,1,0,...,0) avec un 1
d la i—éme position. L’ensemble {eq, ..., e,} est une A—base de R™. Nous l’appelons base
canonique de A.

Définition 8.1.9. Anneau de polynomes [Polynomial ring]

Soit A un anneau, A™N) lensemble des suites (ro,71,...) de terme général appartenant a A
et ne comportant qu’un nombre fini de termes non nuls et e; = (0,...,0,1,0,...) avec un
1 en i+ 1—éme position. Nous munissons AN de 'addition composante par composante
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et de la multiplication par un scalaire ce qui en fait un A—module et {e; | i € N} est
une A—base du A—module libre AN . Nous définissons alors la multiplication de deux

Eléments T =3, yTi€i = Y iep Ti€ ebs =Y. Si€i = Y .c; Si€; de A ainsi (3,0, rie;) -
i
(Ziels Siei) =D ieN (Zj:o Tjsi—a’) €;-
-i- Si nous posons x = e, Uanneau AN est appelé Uanneau des polynémes d une in-
déterminée x sur A et est noté Alz]. Il s’agit d’'un anneau commutatif et chaque

élément de Alz] a une unique représentation Y, rix’ avec r; € A et r; # 0 seule-
ment pour un nombre fini d’indices v € N.

-ii- Pour n > 1, nous définissons par récurrence Alxy, ..., x,] = (Alxy, ..., zo_1])[xs],
appelé anneau des polynomes a n indéterminées sur A.
Proposition 8.1.1.
Soit A un anneau intégre.
-i- Les unités de Alzy, ..., x,] sont les unités de A.
-ii- L’anneau des polynomes Alzq, ..., x,] est un anneau intégre.

Définition 8.1.10. Monome [Monomial]
Un monome en les indéterminées x1, ..., x, est un produit de la forme :

xytay? e an, (8.1.1)

ot tous les exposants partiels o, . .., sont des entiers positifs ou nuls.
n

Le degré total est égal a la somme Zai.
i=1

Nous simplifions la notation pour les mondmes de la maniére suivante : si @ = (aq, ..., ay)
est un n—uple d’entier positifs ou nuls, nous posons

n

n
=Pty atn et o= Zai. (8.1.2)
i=1

Par convention, si a = (0,...,0), z* = 1.

Définition 8.1.11. Polynéme [Polynomial]
Un polynome f en les indéterminées xq, . .., x, est une combinaison linéaire a coefficients
dans A de monomes. Nous écrirons un polynome sous la forme suivante :

f=> am® (8.1.3)

ot la somme est prise sur un ensemble D fini de n—uples .

Définition 8.1.12. Division [Division]
Soient f,g € Alz]|. Le polynome [ est divisible par le polyndme g dés lors qu’il existe un
polynome h de Alz] tel que f = gh.

Définition 8.1.13. Terme et degré [Term and degree]
Soitn > 1.
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-i- Un polynome f € Alzy, ..., x,] de la forme f =" -+ 20" avec (aq, ..., o) € N,
est appelé un terme, un produit de puissances ou encore un monome. L’ensemble
des termes de Alxy, ... x,| est noté T" ou T(xy, ..., z,).
-ii- Pour un terme t = 7" ---x%m € T", le nombre deg (t) = g, ..., a, est appelé degré
de t.
-iti- L’application log : T" — N" définie par x* - 28" — (o, ..., ) est appelé le

logarithme d’un terme.

-iv- Sir =1 et M = (Alzy,...,x,))" est le Alzy, ..., x,] —module libre de type fini de
base canonique eq,...,e., alors un terme de M est un élément de la forme te;, tel
quet € T" et 1 < i < r. L'ensemble des termes de M est noté par T"(eq, ..., e,.) ou
par T(z1,...,x,) (€1,...,€).

Définition 8.1.14. Coefficients, support et degré d’un polynome [Coefficients, support
and degree of a polynomial]
Soitn =1, f =3 o Cata € Alzy, ..., 2] un polynome et m =3 ;| D" o Caitai€i €
M = (Alzy,...,2z,])".
-i- Pour chaque oo € N",i € {1,...,r}, l’élément c,; € A est appelé le coefficient du
terme tye; dans m.
-ii- L’ensemble {tne; € T™(eq,...,e.) | cai # 0} est noté Supp(m) et appelé le support
dem .

-iti- Si f # 0, le nombre max {degt, | t, € Supp(f)} est appelé le degré de f et est noté

deg f.
Proposition 8.1.2. Propriété universelle [Universal property]
Soit S une A—algebre avec un homomorphisme ¢ : A — S, n > 1 et sq,...,5, des
éléments de S. Alors il existe un unique homomorphisme d’anneaux ¢ : Alxq, ..., x,] = S

tel que Y|y = ¢ et Y (x;) = s; pouri=1,...,n.

Définition 8.1.15. Générateurs d’une A—algébre [Generators of an A—algebra]
Soit S une A—algebre.

-i- Un ensemble {8)\ | AeA} d’éléments de S est appelé un systeme de générateurs de S
st pour tout élément s € S il existe un sous-ensemble fini {\1,..., N} de A et un
polynome f(x1,...,x) € Alzy, ... 2] tel que s = f(Sry,---,Sn)-

-it- La A—algebre S est dite de type fini si elle admet un systéme fini de générateurs.

Corollaire 8.1.1. Description des A—algebres de type fini

Une A—algebre S est de type fini si et seulement si il existe un entier n € N et un homo-
morphisme de A—algébre surjectif ¢ : Alxy, ..., x,] — S. C’est-d-dire chaque A—algébre
S de type fini est de la forme S = Alxy,...,x,] /I ot I est un idéal de Alxy, ..., x,].

Définition 8.1.16. Syzygy [Syzygy]
Soit A un anneau, M un A—module et G = (g1, ..., gn) un t—uple d’éléments de M.
-i- Un syzygy de G est un t—uple (f1,..., fs) € A® tel que fig1 + -+ fsgs = 0.

-it- L’ensemble de tous les syzygies de G est un A—module appelé le premier syzygy
module de G, noté Syz, (G) ou Syz, (g1,---,9s)-
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Nous introduisons ici la notion d’ordre sur les termes ou les monomes d’une algebre de
polynomes, voir le paragraphe sur les bases de Grobner pour plus de détails.

Définition 8.1.17. Ordre sur les mondomes [monomial ordering|

Un ordre sur les mondomes de Alzy,...,x,] est une relation binaire > sur N" (ou de
maniére équivalente sur 'ensemble des monomes {z®, a € N"} de Alxy,...,x,]) telle
que :

-i- > est un ordre total sur N™.
-ii- > est compatible avec l’addition, si (a, 3,7) € (N")3 alors a < = a+~v < +7.
-17i- > est un well-ordering sur N, i.e. tout sous-ensemble non-vide de N"™ admet un
plus petit élément pour >.

Lemme 8.1.1. Une relation d’ordre > sur N" est un well-ordering si et seulement si
chaque suite strictement décroissante de terme général dans N™ est stationnaire.

Remarque 8.1.2.

Soit K un corps, n > 1, P = K[zy,...,x,] un anneau de polynomes, r > 1, o un ordre
sur les monomes de T"(eq,...,e.), g1,...,9s € P" — {0}, M = {(g1,...,9s) C P" et
G =(q1,..-,9s). Nous considérons alors le P—module P* de base canonique {€1, ..., €5}

et ’homomorphisme X\ : P° — M défini par €, — g;, pour 1 < j < s. Dans ce cas
Syzp (G) = Ker (M).

Propriété 8.1.1.
La suite exacte suivante

0—M—=pP —= P /M —=0 (8.1.4)

s’étend en une suite exacte longue car Syzp (G) = Ker (\) et A(P®) = P". Nous obtenons
ainsi :
0—=Syzp (G) ps —2> pr P"/M —0. (8.1.5)

8.1.2. Idéaux d’une K—algébre de polynémes

Définition 8.1.18. Espace affine [Affine space]
Soient un corps K et n un entier strictement positif, l’espace affine de dimension n sur
K est l’ensemble

K" ={(a1,...,a,) : a1,...,a, €K} (8.1.6)

K! est appelé « la droite affine » et K? « le plan affine ».

Le lien entre espaces affines et polynomes est le suivant : si le nombre d’indéterminées n
intervenant dans un polynoéme f de K[x] est égal & la dimension d'un espace affine de
dimension n sur K, nous pouvons définir une fonction

f K™ — K (8.1.7)
(ar,...,a,) — >, aq-a%

et cette association est injective des que K est infini. C’est-a-dire que la seule fonction
polynomiale identiquement nulle sur I'espace affine est celle associée au polynéme nul.
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Définition 8.1.19. Variété affine [Affine variety]
Soient K un corps et fi,..., fs des polynomes de Klx|. Nous posons :

V(oo f) = {(an,. - ) €K | filan,..oa) =0V ic[Lsll}.  (8.18)
Nous appelons V (f1,. .., fs) la variété affine définie par fi,..., fs.

Exemples 8.1.1.
-i- V(0) = K", [’espace affine K" en entier.
-ii- V(31 27 — 1), la sphére de centre 0 et de rayon 1.
-iii- Dans R®, V (22 — 2% — y?) est un cone et V (y — 2%,z — 23) est une courbe appelée
twisted cubic.
-iv- Un systeme linéaire de m équations a n inconnues est également un type particulier
de variété affine de K™ : une variété linéaire.
-v- Dans R?, la variété affine V (z? +y* + 1) = 0 et plus généralement la variété affine
V (zy,xy — 1) = 0 quelque soit le corps considéré.

Proposition 8.1.3.
St V,W € K" sont des variétés affines alors il en va de méme de VUW et VNW. De
plus, stV =V (fi,.... fs) et W =V (g1,...,g:) alors nous avons :

VﬂW:V(fla--’ufmglv"'vgt)

VUW =V (fig;, (i) € [1L,sl] % [[1.4]]). (8.1.9)

SiV e K" etW € K™ sont des variétés affines alors il en va de méme de V xW e K™,
De plus, si V=V (f1,..., fs) avec f; € K[x] et W =V (g1,...,9:) avec g; € Kly] alors
nous avons :

VXW:V(.fla"'afsagla"'agt) (8110>

ou f; et g; sont vus comme des éléments de K[z, y].

Cette proposition implique qu’une intersection finie ou qu’une union finie de variété affines
reste une variété affine.

Remarque 8.1.3.
Nous nous demandons alors immédiatemment s’il est possible de répondre aux questions
suivantes, comme dans le cas des variétés linéaires :

-V (f1,..., fs) est-il vide, c’est-a-dire le systéme d’équations polynomiales est-il compa-
tible ¢
— V(f1,..., fs) est-il fini et dans ce cas pouvons-nous déterminer toutes les solutions ?

— Quelle est la « dimension » de V (f1,...,fs) ?
Nous verrons par la suite la réponse a ces questions dans les cas qui nous intéressent.

Nous reprenons ici la définition R.T.H précédente afin de la mettre en avant puisqu’elle va
étre a la base de tout ce qui va suivre.

Définition 8.1.20. Idéal [Ideal]
Nous appelons idéal une partie non-vide T d’un anneau commutatif (A, +a,*y) si les
conditions suivantes sont vérifiées :

188 These premiere partie : aspects théoriques



8.1 Un détour par 1’algébre moderne

-V (f,9) €T?, fH+ag el
-ii- ¥ (f,9) EAXTI, fxyg€A.
Nous posons 1 = {Z, T idéal de A}.

Définition 8.1.21.
Soient fi,..., fs € K[z]. Nous posons alors :

(fro s fo) = {Z hifi | ha,... hs € K[m]}. (8.1.11)

Proposition 8.1.4.
Si f1,..., fs € Klzx] alors (f1,..., fs) est un idéal appelé idéal engendré par les fi,..., fs.

Définition 8.1.22. Base d’un idéal [Ideal basis]

Un idéal T est engendré par un nombre fini d’éléments s’il existe fi,...,fs € Klx] tels
que L = {f1,..., fs)- f1,---, fs est alors appelé base de T.

Nous montrerons par la suite que tout idéal de K[z] admet une base et qu'un certain type
particulier de bases, les bases de Grobner, nous sera particulierement utile.

La proposition suivante repose sur 1’équivalence entre les systemes d’équations ci-dessous :
i = 0

o V(hfl,...,hs) EK[:I:]S, h1f1+...+hsfs:0. (8112)
fs =0

Proposition 8.1.5.

Si fi,... fs et g1,...,g; sont des bases d’un méme idéal de K[zx] alors V (f1,...,fs) =
V(gl,...,gt>.

Définition 8.1.23.
Soit V. C K" une variété affine. Nous posons :

I(V)={feK[z,...,z,] | flar,...,a,) =0, V (a,...,a,) € K"}. (8.1.13)

Lemme 8.1.2. [déal annulateur [Ideal of a variety]
Si V. C K" une variété affine alors I(V) C Klzy, ..., x,] est un idéal de Kz, ..., x,].
Nous ['appelons idéal annulateur de V.

Remarque 8.1.4.

Etant donnés s polynomes fi, ..., fs dans K[zy, ..., ], nous considérons la variété affine
V (fi,..., fs) de K™ puis son idéal annulateur T(V (f1,..., fs)).

Avons-nous (fi,..., fs) =L (V (fi,..., fs)) ?

La réponse a cette question dépend du corps K et des polynomes de départ. Nous avons
néanmoins toujours la relation ci-dessous.
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Lemme 8.1.3.
Si fi,..., fs sont des éléments de K[z, ..., x,], alors (fi,....fs) CT(V(f1,...,[fs)) et

[’égalité peut ne pas avoir lieu.

Exemples 8.1.2.
(@2, y%) G T(V (2%, 9%)) = (z,y).

Proposition 8.1.6. Caractérisation des variétés par des idéaux
Soient V' et W deuz variétés affines de K". Alors :

-i- V.C W si et seulement si I(V) C T(W).
-ii- V=W si et seulement st I(V) =1(W).

Remarque 8.1.5.
Nous aboutissons a trois problemes :

o [P Générateurs| Est-ce que tout idéal I C Klxy,. .., x,] peut s’écrire comme (f1,. .., fs)
pour des fi,..., fs € Klzy,...,x,] ?

e [P, Appartenance] Si fi,..., fs sont des éléments de Klzy, ..., x,], existe-t-il un algo-
rithme permettant de savoir si un élément f de K[z, ..., x,] est dans (fi,..., fs) ¢

e [P; Nullstellensatz] Etant donnés fi,..., fs des éléments de K[z1, ..., x,], quelle est la
nature exacte de la relation entre (f1,..., fs) et L(V (f1,..., fs)) ?

En ce qui concerne les polyndomes d une indéterminée (n = 1), ces trois problémes sont
résolus par ’existence d’un algorithme de division qui nous fournit un quotient et un reste
uniques. Or, comme nous allons le voir dans la suite, lorsqu’il y a plusieurs indéterminées
mises en jeu, l’algorithme de division généralisé ne conserve plus ces bonnes propriétés a
moins qu’il ne soit réalisé avec une base bien choisie.

Nous commencons par quelques considérations techniques, puis nous intéresserons aux
résultats que va nous apporter la mise en relation de la géométrie et de 1'algebre.

8.1.3. Bases de Grobner

Rappelons nos objectifs principaux :

Problémes 8.1.1.

-i- Tout idéal I C K[z, ..., x,] admet-il un ensemble fini de générateurs ? i.e. Existe-
=il (fry.o fs) € (Klae, ..., x0])” tel que I = (f1,..., [s).
-ii- Soit (I, f) € I x Kzy,...,x,]|. Avons-nous f € I ¢

-11i- Résolution des systemes d’équations polynomiales : déterminer l’ensemble des solu-
tions dans K" de

fl(l'l,...,l’n):...:fs(.ilfl,...,l’n):0. (8114)
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-iv- Soit V. C K" dont une paramétrisation est :

rr = g1 (tl,...,tm>
: (8.1.15)
Ty = Ggn(t1,. . tm).

Si les g; sont des polynomes ou des fractions rationnelles en les variables t;, alors
V' sera une wvariété affine ou une partie d’une telle variété. Comment trouver un
systeme d’équations polynomiales en les x; définissant V' ?

Les bases de Grobner permettent de donner une réponse a ces questions sous une forme
algorithmique ce qui en fait leur principal intérét. En effet il est alors possible de recourir
au support informatique pour éliminer cette partie souvent laborieuse de ’analyse.

Définition 8.1.24. Ordre lexicographique [lexicographic order]

lex

Soient o = (aq, ..., ap) et B=(01,...,0,) des éléments de N". Nous disons que o« > 3
st lorsque nous parcourons les composantes du vecteur o« — 3 € N de la gauche vers la

droite, la premiere composante non nulle est strictement positive. Par abus de notation
L. o lex B . lex
nous écrirons que x& > = si o > 3.

Définition 8.1.25. Ordre lexicographique gradué [graded lexicographic order]

rlex
Soient a = (o, ...,qp) et B=(01,...,0,) des éléments de N*. Nous avons a S B si:

- & lex
o] => 0> 1B=> B, ou |a=[B|cta>4 (8.1.16)
i=1 i=1

Définition 8.1.26. Ordre lexicographique gradué renversé [graded reverse lexicographic
order]

revlex
Sotent o = (g, ..., ) et B = (P1,...,0,) des éléments de N*. Nous disons que o o<
3 si:
ol =i > 8= 5. ou |a=|8] (8.1.17)
i=1 i=1

et si lorsque nous parcourons les composantes du vecteur oo — 3 € N™ de la droite vers la
gauche, la premiere composante non nulle est strictement négative.

Proposition 8.1.7.

— L’ordre lexicographique sur N™ est un ordre sur les monomes.

— L’ordre lexicographique gradué sur N™ est un ordre sur les monomes.

— L’ordre lexicographique gradué renversé sur N™ est un ordre sur les monomes.

Définition 8.1.27. Un peu de vocabulaire
Soient f = Zaaza un polynone non nul de K[z, ..., x,] et > un ordre sur les degrés.

@

-i- Le degré multivarié [multidegree| de f est

multideg (f) = max (a € N" tel que aq # 0). (8.1.18)
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-ii- Le coefficient dominant [leading coefficient| de f est
LC(f) = amultideg(s)- (8.1.19)
-iti- Le monome dominant [leading monomial] de f est
LM (f) = gmultides(f), (8.1.20)
-~ Le terme dominant [leading term| de f est
LT (f) = Gmuttides(y) - 2™ = LC (f) - LM (). (8.1.21)

Proposition 8.1.8.
Soient (f,g) € (K[xy,. .. ,:):n])2 deuz polynomes non nuls. Alors :

-i- multideg (f - g) = multideg (f) + multideg (g).

-ii- Si f + g # 0, alors multideg (f + ¢g) < max (multideg (f), multideg (g)). Si de plus,
multideg (f) # multideg (g) alors l'inégalité précédente se transforme en une égalité.

Pour la suite de cette sous-section, nous supposons avoir choisi un ordre > sur les monémes
de Klz1,...,x,] par rapport auquel toutes les quantités multideg (f), LC (f), LM (f) et
LT (f) seront calculées pour f un polynéme de K[z, ..., z,].

Nous cherchons désormais a généraliser ’algorithme de la division euclidienne que nous
connaissons dans le cas des algébres de polyndmes a une indéterminée. Le but est d’obtenir
un algorithme de division d’un polynéme de Klxy, ..., z,]| par fi,..., fs € Klxy,..., z,].
Nous voulons donc mettre f sous la forme :

f=a-fi+...+as fs+r, (8.1.22)

avec ay, . .., as, 7 € Klzy, ..., x,]. L’intérét principal de la division euclidienne est 1'unicité
du couple quotient—reste. C’est cette propriété que nous cherchons a obtenir. Comme le
montre les exemples suivants, il y a la une difficulté supplémentaire par rapport au cas
univarié.

Exemples 8.1.3.

- f=ay+ 1, fi=ay+1, fo=y+1 et > est lordre lexicographique 12( pour lequel
x>y,
zy+1, ap :
y+1, ay : (8.1.23)
ry? + 1.

Les termes dominants de fi, LT (f1) = zy, et de fo, LT (f2) = vy, divisent tous
les deux le terme dominant de f, LT (f) = xy?. Nous utilisons alors la réduction
par fi puisque fi est listé en premier. Notons que ce choix arbitraire va s avérer
problématique avec ’exemple suivant.

zy+1, a; 1y
y—i—l, as
zy?t + 1 (8.1.24)
y? 4y
- y+1
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s

Seul le terme dominant de fo, LT (fo) =y, divise le terme dominant de f — ay fy =
—y+1, LT (—y+1) =—y.

zy+1, ag 1y

y+1, ay : —1
xy? + 1
zy? + oy (8.1.25)
-y + 1
— oy - 1
2.

Puisqu’aucun des termes dominants de f; ou fo ne divisent plus f —aq fi —asfo = 2.
Nous arrétons ’algorithme ici. Nous obtenons alors :

oy +l=y(xy+1)+ (=1 (y+1)+2. (8.1.26)
a1 =y, ay = —1 et r = 2. Nous remarquons que (a1, as,7) € (K[z,y])".

lex

f=z2*y+ay>+1y? fi=ay—1, f =y>—1 et > est l'ordre lexicographique > pour
lequel x > y.

zy—1, a7 :
vi—1, ay : (8.1.27)
22y 4+ xy? + o2

Le terme dominant de fi, LT (f1) = xy, divise le terme dominant de f, LT (f) =
x?y. Nous utilisons la réduction par fi.

xy—1, ay @ x

y2_1> g
%y + ay?+ 9P (8.1.28)
Py —
ry? + 1 + Y2

Les deux termes dominants de fi, LT (f1) = xy et de fo, LT (f2) = 42, divisent le
terme dominant de f — aify = zy* +x +y*, LT (zy? + x + y?) = zy?.

xy—1, a1 : z+y

y2—1, ay
22y + ay® +y?
2?2y — 2 (8.1.29)
ry? + x+y?
ry® — vy
:c+y2+y.

Puisqu’aucun des termes dominants de f1 ou fo ne divisent plus le terme dominant
de f —aifi — asfs = x + y%2 +y, c’est-a-dire x. Nous le mettons de coté comme
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premiere contribution au reste de la division r.

xy—1, a1 : x4y r
y?—1, ay :
2y + zyi+y?
2
oy i?f Coaay (8.1.30)
ay? — oy
T+y*+y
vty — .
Nous pouvons alors procéder a une réduction par fa puisque y* divise y>.
zy—1, a1 @ 4y r
y? =1, ay : 1
'y 4+ xy? +y?
Py — w
ry? + x+y?
ay? — oy
r + Y +y
vt 4+ oy — X
y? - 1
y + 1
1 — x4y
0 — z+y+1.
(8.1.31)
Pyt +yi=(+y)(ey—1)+1(y - 1) +z+y+1. (8.1.32)

ag =x+y,ay=1¢etr=x+y+1. Nous remarquons que (ay,as,r) € (K[:B,y])3.

lex

- f =2y +ayi P, fi=y =1, fo =ay—1 et > est l'ordre lexicographique > pour
lequel x > y.
y2—1, ap :
xy—1, ag : (8.1.33)
22y + 2y + 1y

Le terme dominant de fo, LT (f2) = zy, divise le terme dominant de f, LT (f) =
22%y. Nous utilisons la réduction par f5.

y2—1, a; :
zy—1, ay @ =
?y 4+ ay? +y? (8.1.34)
Py — «x
ry? +x + Y2
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Les deuz termes dominants de f1, LT (f1) = y* et de fo, LT (f2) = zy, divisent le
2

terme dominant de f — asfo = zy* +x +y*, LT (zy? + x + y?) = zy?.
vi—1, a : «x
zy—1, ay : @
2y + a4+

'y — =x (8.1.35)
ry? + T+y?
ry? —
2z + y2.

Puisqu’aucun des termes dominants de f1 ou fo ne divisent plus le terme dominant
de f—aifi—asfs = 2x+y?, c’est-d-dire 2x. Nous le mettons de coté comme premiére
contribution au reste de la division r.

> =1, a : r
xy—1, ay @ x
2%y + ay?+ 9P
2y —
n? 4+ oty (8.1.36)
xy? — 2
2z + 12
y? — 2.
Nous pouvons alors procéder a une réduction par fi puisque y* divise y>.
y2—1, a; : v+1 r
zy—1, ay @ x
%y + xy® +9?
2y —
Ty + z+y?
ry? — 1 (8.1.37)
2z + y?
y? — 2x
y? — 1
1
0 — 2x+41.
Py+ay+y=(+1) (¥ —1) +z(xy—1)+22+ 1. (8.1.38)

ag =x+1, ay =x et r =2x + 1. Nous remarquons que (a1, as,r) € (K[:B,y])?’.
Remarque 8.1.6.

Nous constatons que le reste n’est pas le méme dans ’exemple i1 et dans ’exemple 111 alors
que f =22y +axy®+y? et {f1, fo} = {xy — 1,y? — 1}. C’est ici une difficulté qui apparait
lorsque plusieurs indéterminées sont en jeu : l'unicité du reste n’est plus garantie.

Théoréme 8.1.1. Algorithme de division dans K[z, ..., x,]

Soient > un ordre sur les monomes de Klzy,...,x,] et F = (f1,...,fs) un s—uple de

polynomes dans Klxy, ..., x,|. Alors chaque f € Klxy, ..., x| peut s’écrire ainsi :
f:a'l'fl+"'+as'fs+r> (8139)
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avec ay, ... a5, 1 € Klxy, ..., x,] et soit r =0, soit r est une combinaison linéaire da coef-
ficients dans K de monomes dont aucun n’est divisible par U'un des LT (f1),...,LT (fs)-
r est un reste de f pour la division par F'. De plus, si a;f; # 0 alors nous avons :

multideg (f) > multideg (a; f;) - (8.1.40)

Définition 8.1.1.

Un idéal I C K[zy,...,x,] est un idéal de monomes s’il existe un sous-ensemble A C N
(fini ou infini) tel que I soit constitué de tous les polyndmes qui sont des sommes finies
de la forme Y .4 h&, ot ha € K[z, ..., 2,]. Dans ce cas nous écrivons I = (x*, o € A).
Nous notons MIy l’ensemble des idéaux de monomes.

Lemme 8.1.4.
Soit I = (z*,a € A) € MI} un idéal de monomes. Alors un mondéme P appartient a I
si et seulement si 2P est divisible par lun des =& pour o € A.

Lemme 8.1.5.
Soit I € MIy un idéal de monomes et f un élément de K[xy,...,x,]. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

-i- fel.

-1i- Tout terme de f est un élément de I.

-iii- [ est une combinaison K—linéaire des monomes de I.
Corollaire 8.1.2.

Deux idéaur de monomes sont égaux si et seulement si ils contiennent les mémes mo-
nomes.

Théoréme 8.1.2. Lemme de Dickson
Soit I = (z*, a0 € A) € Ml un idéal de mondmes. Il existe Ay C A, |A1| < 400, tel que
I = (z*,a € Ay). En particulier, I a une base finie.

Corollaire 8.1.3.
Soit > une relation binaire sur N" telle que :

-i- > est un ordre total sur N".

-ii- > est compatible avec l’addition, si (a, 3,7) € (N")3 alors a < = a+~v < f+7.
Alors > est un well-ordering sur N", si et seulement si o > 0 pour tout o« € N”.
Définition 8.1.28.

Soit I € I, I # {0}.

-i- Nous notons, LT (I), l’ensemble des termes dominants des éléments de I.
LT (1) ={cz®, 3f €I | LT (f) =ca“}. (8.1.41)
-ii- Nous notons, (LT (I)) l'idéal engendré par les éléments de LT (I).

Proposition 8.1.9.
Soit I € IIg.

-i- (LT (I)) est un idéal de monomes.
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-it- 1l existe gy,...,gs € I tels que (LT (1)) = (LT (g1),...,LT (gs5)).

Théoréme 8.1.3. Théoréme de Hilbert [Hilbert Basis Theorem]
Chaque idéal I € Iy admet un ensemble générateur de cardinal fini : il existe g1,...,95 € I

tels que I = (g1,...,gs)-

Définition 8.1.29. Base de Grébner [Grobner Basis|
Nous fixons un ordre sur les monomes. Un sous-ensemble G = {q1,...,gs} d'un idéal I
est une base de Gréobner si

(LT (¢1) ..., LT (g,)) = (LT (). (8.1.42)

Corollaire 8.1.4.
Nous fizons un ordre sur les monomes. Alors tout idéal I € 1 différent de {0} admet une
base de Grébner. De plus, toute base de Grobner d’un idéal I est une base de I.

Théoréeme 8.1.4.
Toute suite croissante d’idéaur de K|xy,. .., xz,| est stationnaire.

Définition 8.1.30.
Soit I € I. Nous notons V (I) l’ensemble :

V(I)=A{(a,...,a,) € K" | f(a1,...,a,) =0, Vfel}. (8.1.43)

Proposition 8.1.10.
Soit I € I. Alors V (I) est une variété affine. En particulier, si I = (f1,..., fs), alors

V({I) =V (f1, -, fs)

Proposition 8.1.11.
Soit G = {g1,...,9s} une base de Grobner pour un idéal I € I} et f € Klzy,..., ).
Alors il existe un unique r € Klxy, ..., x,] qui vérifie les deux propriétés suivantes :

-i- Aucun de r n'est divisible par l'un des LT (g1),...,LT (gs)-
-ii- 1l existe un g € I tel que f =g+ .

En particulier, r est le reste de la division de f par le s—uple G et ne dépend pas de [’ordre
avec lequel les éléments de G sont listés lorsque nous effectuons l'algorithme de division.

Corollaire 8.1.5.
Soient G = {g1,...,9s} une base de Grébner pour un idéal I € I} et f € Klzy,..., ).
Alors f € I si et seulement si le reste de la division de f par G est nul.

Définition 8;%.31.
Nous notons [~ le reste de la division de f par le s—uple F' = (f1,..., fs). Si F' est une
base de Grobner pour (fi,..., fs), alors il suffit de retenir F' comme un ensemble.

Définition 8.1.32.
Soient f,g € Klzy, ..., x| des polynémes non nuls.
-i- St multideg (f) = a et multideg (g) = B, alors soit v = (y1,...,%), 0U v =

max (o, 3;) pour tout i. Nous appelons x7 le plus petit commun multiple de LM (f)
et de LM (g), noté ¥ = LCM (LM (f),LM (g)).
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-it- Le S—polynome de f et de g est la combinaison :

xY xY

S gy

(8.1.44)

Lemme 8.1.6.

Supposons que nous ayons une somme y ., ¢;f;, avec ¢; € K et multideg (f;) = € N*
pour tout i. Si multideg (37 ¢;fi) < &, alors Y ;_, cif; est une combinaison linéaire
da coefficients dans K des S—polynomes S (f;, fr) pour 1 < j,k < s. De plus, chaque
S (fj, fx) @ un multidegré < 8.

Théoréme 8.1.5.

Soit I € I. Une base G ={g1,...,9s} de I est une base de Grébner de I si et seulement
si pour toute pair i # j, le reste de la division de S (gi, g;) par G (pour un certain ordre)
est nul.

Théoréme 8.1.6. Algorithme de Buchberger
Soit I = (f1,..., fs) # {0} un idéal de K[z1, ..., x,]. Alors une base de Grébner pour I
peut étre construite en un nombre fini d’applications de [’algorithme suivant :

Entrée : F' = (f1,..., fs).
Sortie : une base de Grobner G = (g1,...,q;) pour I, avec F' C G.

G:=F
REPETER
G =G
POUR toute paire {p,q}, p # q dans G FAIRE

S:=5(p,q)
Si S #0 ALORS G := GU{S}
JUSQU’A CE QUE G =G’

Lemme 8.1.7.
Soit G une base de Grobner pour l'idéal IT}k. Soit p € G un polynome tel que LT (p) €
(LT (G — {p})). Alors G — {p} est encore une base de Grébner pour I.

Définition 8.1.33.

Une base de Grobner G d’un idéal I est dite minimale si :
-i- LC(p) =1, ¥p e G.
-ii- Vp € G, LT (p) ¢ (LT (G —{p}))-

Proposition 8.1.12. Base de Grobner réduite [Reduced Grobner Basis]
Soit I # {0} un élément de 1. Alors pour tout ordre sur les monomes, il existe une
unique base de Grobner réduite c’est-a-dire minimale au sens de la définition .

Corollaire 8.1.6. Décision de [’égalité de deux idéaux [Ideal equality algorithm)]
Deuzx idéauz I, J de K|xy,...,z,]| sont égauz si et seulement si, pour un ordre sur les
monomes fixés, ils ont la méme base de Grébner réduite.
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Corollaire 8.1.7. Décision de ’appartenance d un idéal [Ideal membership algorithm]
Soient I € I et f € Klzy,...,x,] avec I = (fi1,..., fs). Il existe une base de Grobner
G=A{q1,...,q:} associée a I. Nous avons alors :

feleJF'=0. (8.1.45)

Remarque 8.1.7.

Une base de Grobner pour l'ordre lexicographique permet de résoudre les systemes d’équa-
tions polynomiales de maniere semblable a [’algorithme d’élimination des variables du
pivot de Gauss.

Exemples 8.1.4.

Nous cherchons a résoudre :
?+y+z = 1,
r+yi+z = 1, (8.1.46)
r+y+22 = 1

En posant I l'idéal :

I=(+y+z-loz+y’+z—lLz+y+z"—-1), (8.1.47)

. lex . ., lex lex
une base de Grobner de I pour >, initialisé par x >y > z, est :

G = z+y+22—1,
g = Y —y—22+2

G = 2yt Ao 22 (8.1.48)
gy = 28— 42t +423 - 22
Les solutions du premier systeme d’équations sont les mémes que celles de :
g = 07
g2 = 07
8.1.49
g3 = 07 ( )
gs = 0.

Mais puisque g4 me comporte que l'indéterminée z, nous obtenons la factorisation sui-
vante :

g1=2(z = 1)? (2" + 22— 1) (8.1.50)

et donc
g1 =0 z€{0,1,-1+£2}. (8.1.51)

Nous en déduisons les valeurs possibles de y puis celles de x. Finalement, en notant S
l’ensemble des solutions :

S — {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(—1+\/5,—1+\/§,—1+¢§),
(—1 -2, -1-V2,~1— \/i)} . (8.1.52)

Remarque 8.1.1. Nous avons procédé en deux étapes pour aboutir au résultat :
— Nous éliminons le plus de variables possibles et le cas échéant nous nous ramenons a un
probléme mettant en jeu moins d’indéterminées, ici univarié et formulé a l'aide de g;.
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— Apres avoir résolu I’équation g, = 0, nous déterminons les valeurs de y puis celles de x
possibles afin d’étendre ces solutions a des solutions du probleme de départ.

Nous formalisons cette idée avec la théorie de I’élimination.

Définition 8.1.34.
Soit I = (f1,...,fs) C Klzy,...,z,], le l—éme idéal d’élimination I, est lidéal de
Klzig1, ..., x,] défini par :

Il :IQK[LL’H_l,...,LL’n]. (8153)
Théoréme 8.1.7. Elimination d’indéterminées [The elimination theorem]
Soient I C Klzy,...,x,] un idéal et G une base de Grobner de I pour l'ordre lexicogra-
lex lex lex lex
phique >, initialisé par 1 > xo > ... > x,. Alors, pour tout 0 <1 < n, l’ensemble
Gl == G N K[:L’l+1, N ,LL’n] (8154)

est une base de Gribner du l—éme idéal d’élimination.

Théoréme 8.1.8. [The extension theorem]
Soient I = (fy,..., fs) C Clxy,...,x,] et I; le premier idéal d’élimination de I. Pour tout
1 <@ < s, nous écrivons f; sous la forme

fi = gi (x9, ..., xn) 2 + des termes en lequels ©1 a un degré < Nj, (8.1.55)

avec N; > 0 et g; € Clza,...,x,] est non nul. Nous supposons qu’il existe une solution
partielle (as,...,a,) € V(Iy). Si (az,...,a,) &€ V(91,...,9s), alors il existe ay € C tel
que (ay,...,a,) € V(I).

Corollaire 8.1.8.
Soient I = (f1,...,fs) C Clxq,...,x,] et I le premier idéal d’élimination de I. Nous
supposons qu’il existe ig, 1 < ig < s, tel que f;, puisse s’écrire sous la forme

fio = c:L'iViO + des termes en lequels 1 a un degré < Nj,, (8.1.56)

avec N;y > 0 et la constante ¢ € C est non nulle. Nous supposons qu’il existe une solution
partielle (ag, ..., a,) € V (I1), alors il existe ay € C tel que (ay,...,a,) € V (I).

Définition 8.1.35. Projection d’une variété affine
Soit V.=V (f1,...,fs) C C". Pour éliminer les | premiéres variables x1,...,x;, nous
introduisons la projection

o Ccr — ct (8.1.57)

A1y ey Qp = Auy1,y...,0y
Ainsi si V. C C", alors m(V) c C* L.

Lemme 8.1.8.
Soit I = (f1, ..., fs)NClz111, - . ., 2] le I—eme idéal d’élimination de I. Alors, dans C",
nous avons :
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Théoréme 8.1.9.
Soit V=V (f1,...,fs) CC". Pour tout 1 <i < s, nous écrivons f; sous la forme

fi=gi(xe, ..., x,) :L"iv + des termes en lequels x1 a un degré < N, (8.1.59)

avec N; 2 0 et g; € Clxs, ..., x,] est non nul.

Si Iy est le premier idéal d’élimination de (fi, ..., fs) alors nous avons l’égalité suivante
dans C*~1 :

ot ™ : C* — C" ! est la projection sur les n — 1 derniéres composantes.

Théoréme 8.1.10. [The Closure Theorem|
Soit V.=V (f1,...,fs) CC" et I; le l—éme idéal d’élimination de {f,..., fs). Alors :

-i- V(1)) est la plus petite variété affine contenant m(V) C C*~L.
£
-ii- Lorsque V' # (), il existe une variété affine W C 'V (I;) telle que V (I;) =W C m(V).

Théoréme 8.1.11. [Polynomial Implicitization]
Si K est un corps infini, F' : K™ — K" une fonction donnée par une paramétrisation
polynomiale :
ry = fl (tl,...,tm)
: (8.1.61)
Ty = fn (tl,...,tm)
ol fl,...,fn S K[tl,,tm]
Soit I = (x1— f1,...,xn — fo) C Klt1, ...ty 21, .. 2] et Ly, = T NK[xq,...,2,] le
m—eéme idéal d’élimination de I. Alors V (I,,) est la plus petite variété de K™ contenant

Théoréme 8.1.12. [Rational Implicitization]
Si K est un corps infini, F : K™ — W — K" une fonction donnée par une paramétrisation

rationnelle :

B fi(ty, ... tm)

r = —"<

g1 (tl,...,tm)

(8.1.62)

n t Yty ¥m

. fn (t tm)

Gn (t1, ... tm)

Odfl,...,fn,gl,...,gnGK[tl,...,tm] etW:V(glgggn)

Soit J = <glzl _flaagnzn_fnal_gy> CK[y,tl,---,tm,l'l,---,l'n] O,L\Lg:glg2gn
et Jmi1 = JNK[zy,...,2,] le m + 1—éme idéal d’élimination de J. Alors V (Jy,4+1) est
la plus petite variété de K" contenant F (K™ — W).

8.1.4. Algorithmes

Proposition 8.1.13. Soit un anneau A, Alxy,...,x,] un anneau de polynomes da coef-
ficients dans R, f1,...,fn € R et ¢ : R[xq,...,2,] — R Uhomomorphisme d’évalutaion
défini par ¢ (x;) = f; pouri=1,... n.

-i- Le noyau de v est lidéal (f; — x4, ..., frn — xn) de R[z1, ..., 2,).
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-ii- Pour tout g € Rlxy, ..., x|, il existe hy,... hy, € Rz, ..., x,] tels que :
i=1

8.1.5. Le dictionnaire Algébre-Géométrie [The Algebra-Geome-
try Dictionnary/

Nous commencons par rappeler la définition des opérations de conversion entre idéal et
variété affine introduites ci-dessus.

Définition 8.1.36. Vi et I
Nous notons Vi l’ensemble des variétés affines de K" et Iy [’ensemble des idéauzr de
Klzq,. .., z,].

Définition 8.1.37. I et V
Nous définissons les deux applications suivantes I et 'V :

I : Vg — Iy (8.1.64)
V — 1 (V)

v . Ig —- Vg (8.1.65)
I — V(I).

Remarque 8.1.8.

— L’application V n’est pas bijective; V (z) = V (2?) = 0 alors que (x) # (2?).

- Si K n’est pas algébriquement clos alors V (I) peut étre vide. Prendre K =R et I} =
(1) =R[z] ou I, = (1 + z?).

Nous allons voir comment éuviter ces deux difficultés.
Le théoréme suivant permet de passer la seconde mais pas la premiere.

Théoréme 8.1.13. Zéros faibles [Weak Nullstellenstaz|
Soient K un corps algébriquement clos et I € T tel que V (I) = 0. Alors I = K[y, ..., z,)].

Théoréme 8.1.14. Zéros forts [Strong Nullstellenstaz]
Soit K un corps algébriquement clos. Si les polynomes f, f1,..., fs € Klx] sont tels que
f e V{I(fi,...,[s). Alors il existe un entier m supérieur ou égal a 1 tel que f™ €

<f17---7fs>'

Lemme 8.1.9.
Soit Ve Vg, si fmeI(V), alors f € I(V).

Définition 8.1.38. Idéal radical [Radical ideal]
Un idéal I € 1} est dit radical si quelque soit m supérieur ou égal 1 et f de K|x] tels que
f™e I, nous avons f € I.

Corollaire 8.1.9.
I(Vg) est constitué d’idéaux radicauz.

202 These premiere partie : aspects théoriques



8.1 Un détour par 1’algébre moderne

Définition 8.1.39. Radical d’un idéal [Radical of an ideal]
Soit I € 1. Le radical de I, noté \/I, est I'ensemble : {f| Im € N*f™ € I}.

Proposition 8.1.14.
Si I €T alors T €T et /I est un idéal radical.

Nous pouvons alors reformuler le théoréme des zéros forts de Hilbert.

Théoréme 8.1.15. Zéros forts [Strong Nullstellensatz]
Soit K un corps algébriquement clos. Si I € 1§, alors :

I(V () =VI. (8.1.66)

Théoréme 8.1.16. La dualité idéal - variété [Ideal-Variety Correspondence]
Soit K un corps quelconque.

-i- Les applications 1 et V sont décroissantes au sens de linclusion et quelque soit
V € Vg nous avons :

VIWV)) =V (8.1.67)
De sorte que I est injective.

-1i- Si K est algébriqguement clos, et si nous restreignons I et 'V auz idéaux qui sont
radicauz alors I et 'V sont des bijections qui sont mutuellement réciproques.

Remarque 8.1.9.
Les idéaux radicaux se trouvent donc au centre de la problématique géométrique.

e Générateurs du radical [Radical Generators]
Il y a-t-il un algorithme qui permet de déterminer un ensemble de générateurs de /1 ?

o [déal est radical [Radical Ideal]
Il y a-t-il un algorithme qui permet de déterminer si un idéal est un idéal radical ?

e Appartenance au radical [Radical Membership|
Il y a-t-il un algorithme qui permet de déterminer si un polynome appartient au radical
d’un idéal ?

Proposition 8.1.15. Appartenance au radical [Radical Membership]
Soit K un corps quelconque et I = (f1,..., fs) C Kz, ..., 2] un idéal. Alors f € VI

si et seulement si le polynome constant 1 appartient a Uidéal I = (f1,..., fs,1 —yf) C
Kz, ..., 20,y

Proposition 8.1.16. Radical d’un idéal principal
Soit K un corps quelconque, f € Klxy,...,x,| et I = (f) lidéal principal engendré par
fo St f=frf32--- fo est la décomposition en produit d’irréductibles de f alors :

VI=y/(f)=fife: ). (8.1.68)

Définition 8.1.40. Polynome réduit [Reduced polynomial]
Soit un polynome f € Klxy,...,z,]|, nous définissons la réduction de f, notée fiea, le
polynome tel que (fiea) = \/{f). Un polynome est dit réduit ou sans terme carré si f =

fred-
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Définition 8.1.41. PGCD [GCD]
Soit un polynome f,g € Klxy,...,x,|. Alors h € K[zy,...,x,] est appelé un plus grand
commun diviseur (PGCD) de f et g, noté h= f Ng, si:

-i- h divise f et g.

-11- Si p est un polynome qui divise a la fois f et g, alors p divise h.

Proposition 8.1.17.
Nous supposons que K est un corps qui contient le corps des rationnels Q et soit I = (f)
un idéal principal de K[zy, ..., z,]. Alors VI = (fied), 0t

f
fred: af af af .

f/\ﬁxl/\ﬁxg'”/\ﬁxn

(8.1.69)

Voici quelques opérations élémentaires sur les idéaux dont nous nous servirons constam-
ment.

Définition 8.1.42. Somme d’un idéal [Sum of an ideal]
Pour (I,J) € (I)?, nous appelons somme de I et J, notée I + J, 'ensemble suivant :

I+J={f+yg| felegel}. (8.1.70)

Proposition 8.1.18.
Si(I,J) e (]I%)z, alors I +J € 1. De plus il s’agit du plus petit idéal contenant I et J et
sil = <.f1a-"7.fr> et J = <gla'-'7gs> alOTSI_I_J: <f1>"'7fragla'-'7gs>'

Corollaire 8.1.10.
Si fi,..., fr € K[z] alors :

(fr.o fo)y =)+ 4+ (fr) (8.1.71)

Théoréme 8.1.17. Somme et variétés
Si (I,J) € (I%)?, alors V(I +.J)=V (I)N'V (J).

Définition 8.1.43. Produit d’idéaux [Product of ideals]
Pour (I,.J) € (I%)?, nous appelons produit de I par J, noté I - J, lidéal suivant :

I-J=(f-g|felegel). (8.1.72)

Proposition 8.1.19.
Sil={f1,....fry et J={qg1,...,9s). Alors I-J est engendré par l’ensemble des produits
des générateurs de I et J :

Théoréme 8.1.18. Produit et variétés
Si (I,J) e (I2)?, alors V(I-J) =V (I)UV (J).

Définition 8.1.44. Intersection d’idéaux [Intersection of ideals]
Pour (I,J) € (I)?, nous appelons intersection de I et J, noté I N.J, Uensemble suivant :

INJ={flfeletfelJ}. (8.1.74)
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Lemme 8.1.10.

-i- Si I est un idéal de K[zy,...,x,] engendré par pi(z),...,p.(x) alors f(t)I est un
idéal de K|xy, ..., zn,t] engendré par f(t) - pi(x), -, f(t) - p.(x).

-ii- Si g(x,t) € f(t)I et sia est un élément du corps K, alors g(z,a) € 1.

Théoréme 8.1.19. Intersection et élimination
Si (I,J) e (I%)?, alors :

INJ=0tl+1—-t)J)NK[zy,...,z,]. (8.1.75)

Remarque 8.1.10. A [l'aide de la théorie de ’élimination et des bases de Grébner nous
pouvons calculer algorithmiquement des intersections d’idéau.

Définition 8.1.45. PPCM [LCM]
Un polynome h de K[x] est appelé un plus petit commun multiple de f, g éléments de Kz],
noté h = PPCM(f,g) si :

-i- f divise h et g divise h.
-it- h divise tout polynome que divise a la fois f et g.
Proposition 8.1.20.

-i- L’intersection de deux idéaux principaux I, J de Klz] est un idéal principal de K[z].
-ii- Si I = (f), J={g) et INJ=(h), alors h=PPCM(f,g).

Remarque 8.1.11.
L’algorithme permettant d’obtenir ['intersection de deux idéaux trouve ici une autre ap-
plication puisqu’il permet le calcul du PPCM de deux polynomes.

Proposition 8.1.21.
Soit f,g € K[z]. Alors :

PPCM(f,g)- PGCD(f,9)=f"g. (8.1.76)

Théoréme 8.1.20. Variété et union
Si (I,J) e (I)?, alors :
VUInJ)=V({I)uV(J). (8.1.77)

Proposition 8.1.22. Radical et intersection

Si(I1,J) e (I2)?, alors :
VInJ=VInVJ. (8.1.78)

Proposition 8.1.23.
Si S € K", la variété affine V (1(S)) est la plus petite variété contenant S.

Définition 8.1.46. Fermeture de Zariski [Zariski closure]
La fermeture de Zariski d’un sous-ensemble d’un espace affine est la plus petite variété

algébrique affine qui contient cet ensemble. St S € K", la fermeture de Zariski de S, notée
S, est égale a V (I(9)).
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Théoréme 8.1.21. Projection, fermeture et élimination

Soit K un corps algébriquement clos. Nous supposons que V="V (f1,..., fs) € K". Posons
m : K" — K" la projection sur les n — | derniéres composantes. Si I; est le [°™ idéal
d’élimination, I = (f1,..., fs) N K[xi11,...,2T,], alors V (1)) est la fermeture de Zariski
de m (V).

Proposition 8.1.24.
StV et W sont deuz variétes avec V. C W, alors W =V U (U — V).

Définition 8.1.47. Idéal quotient [colon ideal]
Pour (I,J) € (I&)?, alors I : J est ensemble

{feKz]| f-gel,Vge J}. (8.1.79)
C’est un idéal appelé idéal quotient de I par J.

Proposition 8.1.25.
Si(I,J) e (I2)?, alors I : J €Ty et I:J contient I.

Théoréme 8.1.22.
Soit (I,.J) € (I)?. Alors :

V({I:J)DV()-=V(J). (8.1.80)
Si, de plus, K est algébriqguement clos et I est un idéal radical, alors :

V{I:J)=V(I)=-V(J). (8.1.81)
Corollaire 8.1.11.
Si (V,W) € (V2)?, alors

I(V):IT(W)=1(V-W). (8.1.82)

Proposition 8.1.26.
Soit (I,J,K) € (I%)°. Alors :

-i- I:Klz] =1.
-it- I - J C K si et seulement si I C K : J.
-iti- J C I si et seulement I : J = K|x].

Proposition 8.1.27.
Soit (I,1;,J, J;, K) € (]I%{Jrg). Alors :

r r (8.1.83)

Théoréme 8.1.23.

h
Soit I € I} et g € K[z]. Si {hy,...,hy} est une base de l'idéal I N{g), alors {—1, ce —}
9 9
est une base de l’idéal I : (g).
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Remarque 8.1.12.
Ce théoreme ainsi que la procédure obtenue ci-dessus pour calculer 'intersection d’idéaux
permet d’obtenir un algorithme pour le calcul des idéauzr quotients.

Définition 8.1.48. Variété irréductible [Irreductible variety]
Une variété affine V. C K" est dite irréductible si dés que V' s’écrit V.=V U Vs, ou Vi et
Vo sont des variétés affines, nous avons soit Vi =V ou Vo =V.

Définition 8.1.49. [déal premier [Prime ideal]
Un idéal I € I est dit premier si :

(fgeKz] et f-gel)= (felougel). (8.1.84)

Proposition 8.1.28.
Soit V' € Vi une variété affine. Alors V' est irréductible si et seulement si I (V') est un
idéal premier.

Corollaire 8.1.12.
Si K est algébriguement clos, les fonctions 1 et V induisent un correspondance bijective
entre les variété irréductibles de K™ et les idéaux premiers de K[z].

Proposition 8.1.29.
Si K est une corps infini et V€ Vi une variété affine définie paramétriquement par :

r = fl(t17”’7tm)7
: (8.1.85)
Ty = fn(tla"'atm)>

ot (f1,..., fn) sont des polynomes de Klt1, ..., t,], alors V est irréductible.

Proposition 8.1.30.
St K est une corps infini et V€ Vi une variété affine définie par la paramétrisation
rationnelle suivante :

At tn)

Ty =

gl<t1,...,tm)
(8.1.86)

. fn(tl,...,tm)’

gn(tl,...,tm)

ot (fi,. s fa, g1y, gn) sont des polynomes de Klty, ..., t,], alors V' est irréductible.

Définition 8.1.50. Idéal maximal [Maximal ideal]
Un idéal I € T est dit mazimal si I # Klx] et si pour tout idéal J contenant I nous avons
J=1 ouJ =Kz

Définition 8.1.51. Idéal propre [Proper Ideal]
Un idéal est dit propre si I n'est pas égal a K[x] tout entier.

Proposition 8.1.31.
St K est un corps quelconque, un idéal I € I de la forme

I={(x1—ay,...,0,—ay,), (8.1.87)

ot (a,...,a,) € K", est maximal.
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Proposition 8.1.32.
Si K est un corps, un idéal mazimal I € Iy est premier.

Théoreme 8.1.24.
Si K est un corps algébriquement clos, alors tout idéal mazimal I de K|x] est de la forme

I = <.§L’1—a1,...,.§(3n—an> (8188)
avec (aq, ..., a,) € K",

Corollaire 8.1.13.
S1 K est un corps algébriguement clos, alors il y a une correspondance bijective entre les
points de K" et les idéaux mazimauz de K[z].

Proposition 8.1.33. [The descending chain condition]
Tout chaine décroissante de variétés affines (Viy1)pen € (ViON o4

iwcWw,cVacC..., (8.1.89)
est stationnaire, i.e. il existe N € N tel que Vk > N,V = Viy.

Théoréme 8.1.25.
Soit V€ K" une variété affine. Alors V' peut s’écrire comme une union finie

V=ViU...UV,, (8.1.90)
ou chaque V; est une variété irréductible.

Définition 8.1.52.
Soit V€ Vi une variété affine. Une décomposition

V=ViU...UV,, (8.1.91)

ot chaque V; est une variété irréductible est appelée décomposition minimale si 1 # j —>

Vi £ V.

Théoréme 8.1.26.
Soit V€ Vi une variété affine. Alors V a une décomposition minimale

V=ViU...UV,, (8.1.92)

(ot chaque V; est une variété irréductible et i # j = V; # V;). De plus, cette décompo-
sition minimale est unique a l'ordre des m facteurs Vi, ..., V,, pres.

Théoréme 8.1.27. Décomposition minimale [Minimal decomposition]

Si K est algébriquement clos, alors chaque idéal radical dans Klz| peut s’écrire comme
'intersection d’un nombre fini d’idéauzx premiers, I = PiN...NP,, ou1 # j = P; # Pj, et
cette décomposition est unique. Nous 'appelons décomposition minimale de l’idéal radical
I.
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Théoréme 8.1.28.
Si K est algébriquemeent clos et I est un idéal propre et radical tel que

1=\~ (8.1.93)
=1

soit la décomposition minimale de I en tant qu’intersection d’idéaux premiers, alors les
P, sont excatement les idéaux propres premiers qui appartiennent a [’ensemble

{I:f feK]}. (8.1.94)

Remarque 8.1.2.
Nous résumons tout ceci dans le tableau suivant. Le corps K sous-jacent est supposé
algébriquement clos et les idéaux radicaux.

ALGEBRA GEOMETRY
idéaux radicaux variétés
I V (I)
(V) V
addition d’idéaux intersection d’idéaux
I+J V(I)NV(J)
I(V)+I(W) Vow
produit d’idéaux union de variétés
I-J V(I)UV (J)
I(V)-1(W) Vuw
quotient d’idéaux différence de variétés
I1:J V(I)-V({J)
I(V):I(W) V-w
élimination de variables projection de variétés
VTN K1) (V1)
idéal premier variété irréductible
idéal maximal point d’un espace affine

chalne ascendante stationnaire chalne descendante stationnaire

Définition 8.1.53. [Polynomial mapping|
Soit (V,W) € Vi deux variétés affines. Une fonction ¢ : V. — W est une application

polynomiale s’il existe des polyndomes fi, ..., fn éléments de K|xy, ..., x| tels que
olar, ..., am) = (filar, ... am), ..., falag, ..., am)) (8.1.95)
pour tout (ai,...,a,) € V. Nous disons alors que le n—uple de polynomes
(fi,ooy fn) € (K[, ..., 24)) (8.1.96)

représente .

Proposition 8.1.34.
Soit V€ Vi une variété affine. Alors
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-i- f et g, deux éléménts de K[xq, ..., x|, réprésentent la méme fonction polynomiale
sur'V si et seulement si f —g € I(V).

-t~ (f1,..., fn) €t (g1,--.,gn) Téprésentent la méme application polynomiale de V' dans
K" si et seulement si f; — g; € I(V) pour tout i, 1 <i < m.

Définition 8.1.54. K[V]
Nous appelons K[V| l'ensemble des fonctions polynomiales ¢ : V — K.

Proposition 8.1.35. Variété, idéal et K[V].
Soit V € Vi une variété affine. Les assertions suivantes sont équivalentes :

-i- V' est irréductible.
-ii- T(V') est un idéal premier.
-iti- K[V] est anneau intégre.
Définition 8.1.55. Congruent modulo I [Congruent modulo /|
Soit I € T2 un idéal et (f,g) € K[xy,...,x,]°. Nous disons que f et g sont congruents

modulo I, nous notons

f =gmodI, (8.1.97)
si f—gel.

Proposition 8.1.36.
Soit I € Iy un idéal. La congruence modulo I est une relation d’équivalence sur l'algebre
Klzq,. .., z,].

Proposition 8.1.37.
Les fonctions polynomiales ¢ : V — K sont en correspondance bijective avec les classes
d’équivalence de polynomes pour la relation de congruence modulo I (V).

Définition 8.1.56. Classe de f modulo I
Pour f € K[z|, nous appelons la classe de f modulo I, notée [f],, l'ensemble :

fl;={9 €Klz], g= f mod I}. (8.1.98)

Définition 8.1.57. Quotient de K[z| modulo I [Quotient of K[z] modulo I]
Le quotient de K[x] modulo I, noté K[z] /1, est l’ensemble des classes d’équivalence pour
la congruence modulo I :

K] /T ={[f];, | €Kz}, (8.1.99)
Définition 8.1.58. Opérations dans K[z] /1
Nous définissons :
-i- Vaddition : [f] +1 [9] = [f + 9], a partir de l’addition dans K[z],
-1t~ la multiplication : [f] -1 [g] = [f - 9], d partir de la multiplication dans K|z].

Proposition 8.1.38. Les opérations ci-dessus, +1 et -7, sont bien définies sur les classes
d’équivalence.

Théoréme 8.1.29. Anneau quotient [Quotient ring]
Soit I € Ig. Le quotient K[z| /I muni des lois 4+ et -1 est un anneau commutatif.
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Théoreme 8.1.30.
La correspondance bijective entre les éléments de K[V] et les éléments de K[z] /I (V) est
compatible avec la structure d’anneau.

Proposition 8.1.39.
Soit I un idéal de Klz]. Les idéauz de l'anneau quotient Klx] /I sont en correspondance
bijective avec les idéaur de K|x] contennant I.

Corollaire 8.1.14. Type fini
Chaque idéal de l'anneau quotient K[x] /I est engendré par un nombre fini d’éléments.

Proposition 8.1.40.
Soit un ordre sur les monomes de K|x] et I € Ii un idéal. Notons (LT (1)), l’idéal engendré
par ’ensemble contenant le terme de plus haut degré de chaque polynome f élément de I.

-i- Chaque élément f € K|x] est congru modulo I a un unique polynome r qui est une
combinaison K—linéaire des monomes appartenant au complémentaire de (LT (I)).

-ii- Les éléments {z*, x® & (LT (I))} sont linéairement indépendants modulo 1. C’est-
a-dire, si
D car® =0mod I, (8.1.100)

«

ou les x“ qui apparaissent dans la somme appartiennent au complémentaire de
(LT (1)), alors co = 0 pour tout c.

Proposition 8.1.41.
Soit I € 1§ un idéal. Alors K|x] /I est isomorphe en tant que K—espace vectoriel d
S = Vect (z, z* & (LT (1))).

Proposition 8.1.42. Calcul des opérations dans K|z] /I
Soit I un idéal dans K[z| et G une base de Grébner pour I pour un ordre sur les monomes

arbitraire. Pour chaque [f] € K[z] /I, nous obtenons le répresentant f = TG dans S =
Vect (z, x* & (LT (I))). Nous avons alors les relations suivantes :

-i- le représentant de [f]+ [g] est f +7 et

—
-ii- le représentant de [f]-[g] est f+7 € S.

Nous arrivons maintenant a un algorithme permettant de savoir si une variété ne contient
qu’un nombre fini de points.

Théoréme 8.1.31. Soit V =V (I) une variété affine dans C" et fixzons un ordre sur les
monomes de Clxq, ..., x,]. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

-i- V' est un ensemble fini.

-ii- Pour chaque i, 1 < i < n, il existe m; > 0 telle que x;"" € (LT (I)).

-11i- Soit G une base de Gréobner pour I. Alors pour chaque i, 1 < i < n, il existe m; > 0
tel que z7"" = LM (g) pour un g € G.

-iv- Le C—espace vectoriel S = Vect (¢, x* & (LT (I))) est de dimension finie.

-v- Le C—espace vectoriel Clxq,...,x,] /I est de dimension finie.
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Corollaire 8.1.15.
Soit I € Clxy,...,x,| un idéal tel que pour chaque i il existe m; tel que x;" € (LT (I)).
Alors le nombre de points de V (I) est inférieur ou égal a my - mg -+ -my,.

Proposition 8.1.43.
Soit I € Clzy,...,x,] un idéal tel que V="V (I) est un ensemble fini.

-i- Le nombre de points de V' est au plus dime (Clz1, ..., x,] /).

-it- St I est un idéal radical, alors le nombre de points de V est égal a la dimension

dime (Clxy, ..., z,) /1).

8.1.6. Invariants des groupes finis

Définition 8.1.59. Polynomes symétriques [Symetric polynomials]
Un polynome [ € K|x] est symétrique si

f@i,m,) = flz,. . @) (8.1.101)
pour toute permutation possible z;,, ..., x; des variables x1,...,z,.

Définition 8.1.60. Polynomes symétriques élémentaires

Nous définissons (o1, ...,0,) € (K[z1,...,2,))" par :
o1 = T1+-+ Ty,
Or = D i cigennci, Tiy " Tip * oo zi,, (8.1.102)
Op = 1 Tg-+ Ty,

Théoréme 8.1.32.
Tout polynome symétrique de K[z, ..., x,] s’écrit de maniére unique comme un polynome
en les polynomes symétriques élémentaires oy, ..., 0y,.

Proposition 8.1.44.

Dans Uanneau K[z, ..., 2n,y1,...,Yn|, nous choisissons un ordre sur les mondmes tels
que tout monome dans lequel apparait 'une des indéterminées 1, . ..,x, est supérieur a
tout monome de K[y, . .., y,]. Soit G une base de Grobner de l'idéal (o1 — Y1, .., 0n — Yn)

inclus dans Kz, ..., Zn, Y1, .., Yn]. Soit f € Klzy,...,x,], et ¢ = [ le reste de la
division de [ par G. Alors :

-i- f est symétrique si et seulement si g € Klyy, ..., yn).
-ii- Si f est symétrique, alors f = g(o1,...,0,) est Uunique expression de f comme
polynome en les polynomes symétriques élémentaires oy, ..., 0.
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Proposition 8.1.45.
Nous considérons K[xy, ..., Zn, Y1, - .., Yn] muni de lordre lexicographique x1 > ... > x, >
Y1 > ... > Yn. Les polynomes

k
g =hi(@e, - w) > (D) (e, )y, k=10 (8.1.103)
i=1
forment une base de Grobner de l'idéal (o1 — Y1, ..., 0n — Yn)-

Définition 8.1.61.
Un polynome f € Klxy,...,x,| est homogéne de degré total k dés que tous les termes
apparaissant dans f sont de degré total k.

Proposition 8.1.46.
Un polynome f € Klxy, ..., x,] est symétrique si et seulement si toutes ses composantes
homogenes sont symétriques.

Définition 8.1.62. Sommes de puissances k—émes
Nous définissons (s1,...,sn) € K[z1,...,z,])" par :

s, = af+-+2k 1<k<n (8.1.104)

Théoréme 8.1.33.

Si K est un corps contenant le corps des mombres rationnels Q, alors tout polynome
symétrique de K[xq, ..., xz,] peut s’écrire comme un polynome en les sommes de puissances
k—eémes sq,...,Sy.

Définition 8.1.63.
Soit GL(n,K) l’ensemble de toutes les matrices carrées de taille n X n d termes dans le
corps K.

Définition 8.1.64.

Un sous-ensemble fini G C GL(n,K) est un groupe fini de matrices dés qu’il est non
vide et qu’il s’agit d’une partie stable pour la multiplication matricielle. Le nombre des
éléments de G est appelé lordre de G, noté |G]|.

Proposition 8.1.47.
Soit G C GL(n,K) un groupe fini de matrices. Alors :
-i- I, € G.
-ii- 81 A € G, alors il existe m € N* tel que A™ = 1,,.
-iii- Si A€ G, alors A1 € G.

Définition 8.1.65.
Soit G C GL(n,K) un groupe fini de matrices. Alors un polynome f € Klxy,..., x,] est
invariant sous l'action de G si

flz)=f(A x) (8.1.105)

pour tout A € G. L’ensemble des polyndomes invariants est noté Klxq, ..., xn]G.
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Exemples 8.1.5.

Klzy,. .., 2] =Koy, ..., 00]. (8.1.106)

Proposition 8.1.48.
Soit G C GL(n,K) un groupe fini de matrices. Alors K[y, . .. ,xn]G est stable pour l’ad-
dition, la multiplication et contient les polynomes constants.

Proposition 8.1.49.
Soit G C GL(n,K) un groupe fini de matrices. Un polynome f € Klxy,..., x,]| est
G—invariant si et seulement si toutes ses composantes homogénes sont G—invariantes.

Proposition 8.1.50.
Soit G C GL(n,K) un groupe fini de matrices et { Ay, ..., An} C G une partie génératrice
de G. Alors f € K[xy,...,x,] est G — invariant si et seulement si :

F@) = f(A-2) = ... = f(A, - ). (8.1.107)

Définition 8.1.66.
Soit fi,...y fm € Klzy, ..., 2], et soit K[f1,..., fm] le sous-ensemble de K[zq, ..., x,]
constitué de toutes les expressions polynomiales en les fi, ..., fin a coefficients dans K.

Définition 8.1.67.
Soit G C GL(n,K) un groupe fini de matrices, l'opérateur de Reynolds associé a G est
l’application Rg définie ainsi :

Re : Klzy,...,z,) — K[z, ...,z (8.1.108)
1
/() —  Ra(/f) (w)ZEZf(Am)-
Aeq
Proposition 8.1.51.
Soit R lopérateur de Reynolds associé au groupe fini de matrices G.
-i- Rg est K—linéaire.
-ii- Si f € K[z, ..., 2], alors Rg (f) € K[y, . .. ,xn]G.
-iii- S1 f € K[y, . .. ,:)sn]G, alors Rg (f) = f.
Théoreme 8.1.34.
Soit G C GL(n,K) un groupe fini de matrices. Nous avons alors :
Klz1,...,2,) = K[Rg (2°), 8] <|G]] . (8.1.109)
En particulier, K|z, . .. ,xn]G est engendré par un nombre fini d’invariants homogénes.
Proposition 8.1.52.
Fizons fi, ..., fm € K[z1,...,2,] et un ordre sur les monomes de K[xy, ..., Zn, Y1, ..., Ym)
pour lequel un monome contenant l'une quelconque des indéterminées x1,...,x, est su-
périeur a tous les monomes de Ky, ... ,ym]. Soit G une base de Grobner de l'idéal

(fi—=v1, s fn —Ym) CKlz1, .., 20,1, - -, Ym]|. Considérons f € Klzy,...,x,] et g =

fG le reste de f par la division par G. Alors :
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-i- fEe€K[f1,..., fm] si et seulement si g € K[y, ..., Ym]-

-ii- St f € Kf1,..., fm] alors f =g (f1,..., fm) est une expression de f comme poly-
nome en les f1,..., fm.

Probléme de I’écriture unique de la décomposition :

Définition 8.1.68. Lidéal des relations Ir
Pour F = (f1,..., fm) € (K[z1,...,2,])", nous posons l'ensemble I :

Ir={heKy,....Um], h(f1, -\ fm) = Okley,.zn] } - (8.1.110)

Proposition 8.1.53.
Soit K[xl,...,xn]G =K[f1,..., fm] et Ir CK[y1,...,ym| pour F = (f1,..., fm). Alors :

-i- I est un idéal premier de K[yy, ..., Ym).

-it- St f € Klxy, ... ,[L’n]G et si f=g(fi,..., fm) est une écriture de f comme polynome
en les f1,..., fm, alors toutes les écritures s’obtiennent par la formule suivante :
f=9(ft, s fm)+h(fis--sfm), (8.1.111)

ou h décrit Ir.
Proposition 8.1.54. Description de Kz, ..., 2,
Soit K[z, . .. ,xn]G =K[fi,.- ., fm] et Ir C Kly1,...,ym] pour F = (f1,..., fm) lidéal

des relations. Il y alors un isomorphisme d’anneaux

Klyr,. . vl /I 2 Ko, 2,]° (8.1112)
entre le quotient de K[y, . .., ym| par Ir et Uanneau des invariants K[z, . .. ,xn]G.
Proposition 8.1.55.

SiKlzy, ..., x0]¢ =K[f1, ..., fm] considérons l'idéal
Je={fi—=v1, s fon —YUm) CK[z1,. . T0, Y1y - YU - (8.1.113)

-i- I est le n—éme idéal d’élimination de Jp. Ainsi, Ir = Jp N K[y1, ..., Ym]-

-ii- Fizons un ordre sur les monomes de Klxy, ..., xn,y1,...,Ym| pour lequel un quel-
conque monome contenant l'un des x4, ..., x, est plus grand que tous les monomes
de Klyi, ..., Ym]. Soit G un base de Grobner de Jr. Alors GNK|yy, ..., ym| est une
base de Grobner de Ir pour Uordre sur les monomes induit sur K[y, ..., ym].

Définition 8.1.69. Vi
Soit K|y, ... 20 = K[f1, ..., f €t Ie C Kys, ... ym] pour F = (f1,..., fm) Vidéal
des relations. Alors la variété affine

Vp =V () CK™ (8.1.114)

Proposition 8.1.56.
Soit K[a1, ... 20 = K[f1,. .. fuml €t Ie C Klyr, ... ym] pour F = (f1,..., fn) lidéal
des relations et Vi la variété affine associée.
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-i- Vg est la plus petite variété de K" contenant la paramétrisation

Y1 = f1<£(31, e ,.Z’n)
: (8.1.115)

Ym = fm(xla s 7xn)‘
-iti- Ir = 1(Vp), de telle sorte que I est lidéal annulateur de toutes les fonctions
polynomiales s’annulant sur V.
-11i- Vg est une variété irréductible.

-~ Soit K[Vr] lanneau des coordonnées de V. Alors il y a un isomorphisme d’anneau.
K[Vr] = Kz, ..., 2] . (8.1.116)

Lemme 8.1.11.
Si K[xl,...,:):n]G = Klf1,..., fm] = K[fl,...,fm,}, posons F' = (f1,..., fm) et F©' =
(fi, - f;n,) Alors Vp C K™ et Vir C K™ sont isomorphes.

Pour la suite, nous supposons que K est algébriquement clos.

Définition 8.1.70.
Soit un groupe fini de matrices G C GL (n,K) et a € K", la G—orbite de a est [’ensemble :

G-a={A-a A eG}. (8.1.117)
L’ensemble de toutes les G—orbites dans K™, noté K" /G, est appelé l’espace des orbites.

Théoréme 8.1.35.

Soit un groupe fini de matrices G C GL (n,K), avec K algébriquement clos. Supposons
que Kz, . .. ,mn]G =K[f1,..., fm]. Alors :

-i- L’application polynomiale F' : K" — Vg définie par F(a) = (fi(a),..., f(a)) est
surjective. Ainsi la paramétrisation y; = fi(xy, ..., x,) décrit bien Vi en entier.

-ii- L’application associant la G—orbite G -a C K" au point F(a) € Vg induit une
correspondance bijective

K" /G = Vp. (8.1.118)

Lemme 8.1.12.

Soit un groupe fini de matrices G C GL (n,K) et f € K[zy,...,z,]. Posons N = |G|.
. . . . G

Alors il eziste des invariants gy, ..., gy € Klxq,...,x,]7 tels que

N afN T+ gy =0. (8.1.119)
8.2. Groupes de réflexions dans un espace réel eucli-
dien

Une réflexion dans un espace euclidien est la plus simple des applications orthogonales in-
directes que nous puissions construire. Elle laisse invariante point par point un hyperplan
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H de I'espace tout en agissant comme 1’'opposé de I'identité sur le supplémentaire orthogo-
nal de H. Certains groupes engendrés par des réflexions sont finis et sont associés avec des
configurations particuliéres de points sur la sphere. Réciproquement a toute configuration
de points sur la sphére nous pouvons associer le groupe des symétries orthogonales qui la
laisse globalement invariante. Dans le cas de la dimension 3, nous avons par exemple les
groupes des symétries des solides platoniciens ou des solides archimédiens. Comme nous
allons le voir il est possible de classer ces groupes en introduisant la notion de systeme
et de groupe de Coxeter. Nous obtenons ainsi toutes les briques élémentaires possibles
permettant de construire des dispositifs expérimentaux comme union d’orbites de points.
Nous pourrons alors procéder a une étude systématique des invariants polynomiaux asso-
ciés a ces groupes de matrices. Plusieurs exposés tres détaillés de ces résultats existent,
par exemple [Bou81], [Hil82], [Hum90] ou le plus récent [Kan01].

Nous considérons donc dans la suite un espace vectoriel (E, (, )) réel euclidien de dimension
supérieure ou égale a 2.

8.2.1. Groupes de réflexions

Définition 8.2.1. Une réflexion [a reflection]
Soit a un vecteur de E\ {0}. Nous posons Hy, = {x| (x, ) = 0}. Une application linéaire
s est une réflexion orthogonale par rapport a a« ou Hy i :

s(g) = @ six € Ho = Vect(a)™. (8.2.1)
s(x) = —x sixz € HE = Vect(a). -
Nous la notons alors indifféremment sq ou Sp, .
Voici les propriétés sur lesquelles sont basées les résulats qui vont étre exposés.
Propriété 8.2.1. Soit a € E\ {0} et s, la réflexion orthognale par rapport a o.
i~ Sq () = — 2(267«3))0[ pour tout x € E.
-ii- (8o (), 5a (y)) = (x,y) pour tout (x,y) € E*.
-113- det s = —1.
-iv- St ¢ est un automorphisme orthogonal de E alors
¢0-Ha = Hya (8.2.2)

¢Sa¢_1 = Spa-

Définition 8.2.2. Groupe orthogonal [Orthogonal group]
Nous rappelons la définition du groupe orthogonal O (E) dans un espace euclidien (E, (,)) :

O(E) = {f : E — E linéaire et (f(c), f(B)) = (o, 8)V (0, 8) € E*}. (8.2.3)
Nous pouvons maintenant définir ce qu’est un groupe de réflexions.

Définition 8.2.3. groupe de réflexions [Reflection group|
Soit W C O(E). W est un groupe de réflexions si W est engendré, en tant que groupe,
par ses réflexions.
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Deux groupes de réflevions W € O (E) et W' € O (E’) sont dits isomorphes s’il existe un

isomorphisme linéaire f : B — E  conservant le produit scalaire et conjuguant W et W',
e :

(f(2), f() = (z,y),¥(x,y) € E.

!

fWEt=w'

Exemple 8.2.1. Le groupe symétrique S,, [The Symetric Group]

Pour n > 1, S, agit sur R” par permutation des coordonnées. A chaque permutation nous
associons de maniére unique un endomorphisme orthogonal de O (E). Cette représentation
de &, est alors un groupe de réflexions. En effet la transformation orthogonale associée a
la transposition (i, 7), 1 <7 # j < n nest autre que la symétrie sq, ; avec ay; le vecteur
dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la i—éme qui vaut 1 et la j—eéme qui vaut -1,
ce qui permet de conclure puisque les transpositions engendrent S,,.

Exemple 8.2.2. Le groupe alterné A,, [The Alternating Group]

La signature de tous les éléments de A, étant égale a 1, le déterminant de 'application
linéaire associée pour 'action par permutation des coordonnées est donc aussi égal a 1.
Ainsi aucun élément de A,, ne peut étre une réflexion. A, n’est pas un groupe de réflexions
bien qu’étant un sous-groupe de S, qui lui est un groupe de réflexions.

Voici une notion qui sera fondamentale lorsque nous établirons la classification des groupes
de réflexions.

Définition 8.2.4. Irréductibilité [Irreducible]
W est dit irréductible si dés qu’il existe (W1, Ws) € O(E) tels que W = Wy x Wy nous
avons Wy = {Id} ou Wy = {Id}.

Commencons par s’intéresser au cas du plan euclidien et considérons les groupes des
isométries des polygones réguliers a n cotés P,, n > 2, que nous noterons Isom (P,). La
définition d’un polygone régulier est donné par la définition et leur existence est
assurée par la proposition B33 Les groupes Isom (P,) sont des groupes de réflexions
et réciproquement tout groupe de réflexions du plan est le groupe des isométries d'un
polygone régulier. Afin de préciser la structure de Isom (P,) nous rappelons les définitions
suivantes. Pour plus de détails sur les objets algébriques introduits voir [Lan84] ou [Per96].

Définition 8.2.5. Sous-groupe distingué [Normal subgroup]
Soit G un groupe et H un sous-groupe de G, nous notons H < G. H est un sous-groupe
distingué si gH = Hg pour tout g de G nous écrivons dans ce cas H < G.

Définition 8.2.6. Produit semi-direct [Semidirect Product]
Soit G un groupe et H et N deux sous-groupes de G tels que :

-i- G=H - N.
-1i- N«d.
“iii- HON = {1}.

Nous disons alors que G est le produit semi-direct de H par N et nous notons G = N x H
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Remarque 8.2.1.

De maniére équivalente nous pouvons définir le produit semi direct de deux groupes H
par N en se donnant un morphisme de groupes ¢ : N — Aut (H). Le produit semi-direct
H x N est alors l’ensemble G = H x N muni de la loi de composition interne g définie
par :

V(hl, hg,nl, ng) c H2 X N2, (hl,nl) *@a (hg,ng) = (hl [¢ (nl) hg] ,nlng) (826)

Ainsi si nous considérons H et N comme des sous-groupes de G = H X N, l’action de N
sur H correspond exactement a ¢ : N — Aut (H). Nous pouvons donc définir le prodiot
semi-direct a partir de la donnée de cette action.

La notion de sous-groupe normal et de produit semi-direct est au centre de la théorie
des groupes. Nous nous contenterons de nous en servir étudier les groupes de réflexions.
L’exemple suivant, qui joue un réle particulier dans la construction de dispositifs expéri-
mentaux réguliers ou isovariants, montre la notion de produit semi-direct en situation.

Exemple 8.2.3. Groupe hyperoctaédral [Hyperoctaedral group]

Considérons (Z/27Z)" xS, construit comme le produit semi-direct de (Z/2Z)" et de S; pour
Paction de & sur (Z/27)" qui consiste & permuter les facteurs de (Z/27Z)".

Le groupe des automorphismes du carré correspond au cas [ = 2 et celui du cube au cas
| = 3. L’action de (Z/2Z)" x S, sur un élément = = (1, . ..,z;) de R! peut se comprendre
ainsi : §; agit sur & par permutation des coordonnées et (Z/ QZ)l par changement de signe.
Chacun de ces deux sous-groupes étant un groupe de réflexions, il en va de méme de leur
produit semi-direct.

Nous sommes maintenant a méme d’introduire le groupe diédral D,,.

Définition 8.2.7. Groupe diédral [Dihedral group]
Le groupe diédral est le groupe D,, = Z/nZ X Z/27 o1, si x est un générateur de 7./27,
alors xyx =y~ Yy € Z/nZ.

Remarques 8.2.1.

-i- Dy =7Z)27 X 7./ 27.
-i- D3 =7/37 % 7/27
-iii- Comme annoncé plus haut D,, est le groupe des automorphismes de P,. Nous obte-
nons cette structure diédrale en choisissant pour z 'une quelconque des symétries
orthogonales appartenant a Isom (P,) et pour sous-groupe cyclique d’ordre n ce-
lui des rotations de Isom (P,). En posant y I'une de ces rotations, nous obtenons
une définition de D,, par générateurs et relations. C’est ce que nous appelons une
présentation du groupe.

Proposition 8.2.1. Présentation 1 de D,

D,=(z,y|2*=y"=(zy)*=1). (8.2.7)

Afin de mettre en avant le fait que D,, est un groupe de réflexions, nous préférerons la
présentation suivante qui met en évidence le fait que D,, est engendré par des réflexions.
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Proposition 8.2.2. Présentation 2 de D,

D, = <51, Sy | 57 =55 = (s5189)" = 1>. (8.2.8)

Théoréme 8.2.1. Classification des groupes de réflexions du plan

Les seuls sous-groupes finis de O (R?) sont les groupes cycliques de rotations Z/nZ et les
groupes diédrauzr D,, engendrés par des réflexions. Ainsi les seuls groupes de réflexions du
plan sont les groupes dihédraux D,,.

Ainsi la description des groupes de réflexions du plan s’est avérée facile a obtenir. Ceci
n’est en rien semblable avec la situation en dimension supérieure. Afin de s’en convaincre,
intéressons-nous a ce qui se passe en dimension 3.

Les groupes diédraux étant naturellement associés aux polygones réguliers, nous allons
donc nous intéresser aux groupes d’automorphismes des polyedres réguliers dont une dé-
finition est donnée par la remarque B3l Or, contrairement aux polygones réguliers qui
existent quelque soit le nombre de c6tés que nous imposons, les polyedres réguliers sont
au nombre de neuf. Il sont composés des cing solides platoniciens, qui sont de surcroit
les seuls a étre convexes, Figure Bl et des quatre polyédres étoilés de Kepler-Poinsot,
FigureR2 L’existence des polyédres réguliers convexes est assurée par la proposition 834l

Nous nous intéresserons uniquement aux solides platoniciens et puisque qu’un polyedre
et son polyedre dual ont le méme groupe d’automorphismes nous ne considérerons que le
cas du tétraedre, du cube et du dodécaedre. En effet, le cube et 'octaedre tout comme le
dodécaedre et 'isocaédre sont des polyedres duaux.

FiG. 8.1 — Les cinq solides platoniciens.
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F1G. 8.2 — Les quatre solides de Kepler-Poinsot.

Théoreme 8.2.2. Groupes d’automorphismes des solides platoniciens

-

.

-111-

Le tétraédre.

Chaque automorphisme du tétrédre est déterminé par la permutation des sommets
qu’il induit. Si nous souhaitons transposer deux sommets, il suffit d’utiliser la ré-
flexion dont Uhyperplan d’appui est orthogonal au segment joignant ces deur som-
mets et passe en son centre. Celui-ci contient les deux autres sommets. Ainsi chaque
transposition des sommets induit un automorphisme du tétraedre ; les transpositions
engendrent Sy. Toutes les permutations de Sy induisent donc un automorphisme du
tétraédre. Le groupe des automorphismes du tétraédre, Isom (A\) a donc 24 éléments
et est isomorphe a Sy.

Le cube.

Par une démarche similaire a celle employée dans le cas du tétraédre, nous montrons,
voir [Kan01], que Isom (Q) est isomorphe d (Z/22)* x Ss. Ce qui est bien le résultat
annoncé ci-dessus.

Le dodécaedre.

Ici aussi nous cherchons da déterminer le groupe des automorphismes du dodécaédre
grace a l'action qu’il a sur les vingt sommets du dodécaedre. Un automorphisme du
dodécaedre est déterminé par l'image de l'un des vingt sommets et des trois arrétes
qui lui sont attachées. Le groupe des automorphismes du dodécaédre compte donc
au plus 20(3!) = 120 éléments. En considérant les permutations de cing tétraédres
inscrits et la symétrie centrale nous déduisons que le groupe des isométries du dodé-
caéedre est isomorphe a un sous-groupe de As X 27Z. Un petit raisonnement permet de
montrer que le sous-groupe H engendré par les réflexions est distingué dans As X 27.
As étant simple, il s’agit donc soit de 7./27, soit de As soit de As x 27. As. Nous
constatons qu’il y a quinze réflexions dans H et que As ne contient pas de réflexion.
Le groupe des automorphismes du dodécaédre est donc isomorphe a As X 27.
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Remarque 8.2.2.

Les deux premiers types de polyédres réquliers, le simplexe et le cube, se généralisent en
polytopes réguliers en dimension supérieure : le n—simpleze et le n—cube. Ceci donnera
donc deux familles infinies de groupes de réflexions. Ce n’est pas le cas du dodécaédre,
nous allons donc qualifier le groupe qui lui est associé de groupe exceptionnel. Ce n’est
pas le seul comme nous le verrons plus tard.

Comment obtenir une présentation pour ces trois groupes ? La notion de chambre de Weyl
et de systéme de racines associés a un groupe de réflexions permet de construire facilement
une présentation du groupe.

Définition 8.2.8. Chambre de Weyl [Weyl Chamber]
Soit W un groupe de réflexions inclus dans O (E). A chaque réflexion s, nous associons
H, Uhyperplan laissé fize par sq. Une chambre de W est alors une partie connexe de

EN\ (Ua Ha)-

Remarque 8.2.3.
Soit W C O (E). Nous remplagons chaque s de W par {— @ @

——, —— ». Nous obtenons
el [le]

alors l’ensemble A suivant :
A={alsq € W et ||a| =1}. (8.2.9)

Cette ensemble A présente les propriétés suivantes :
-i- St € A, alors A € A si et seulement si A = +1.
-ii- St o, B € A alors s (B) € A.

Nous avons alors W = {sq, a0 € A}.

Définition 8.2.9. Systéme de racines [Root system]

Un ensemble A de vecteurs non nuls de E est un systeme de racines s’il satisfait aux
conditions -i- et -ii- de la remarque [8223. Chaque élément de A est alors appelé une
racine.

Une théorie compléte des systémes de racines peut étre consultée dans [Bou81, Hil82,
Hum90, Kan01]. Nous introduirons ici les notions dont nous aurons besoin par la suite
sans prétendre a une quelconque exhaustivité.

Remarque 8.2.4.
Nous avons vu d la remarque 823 que si W est un groupe de réflexions nous pouvons lui
associer un systeme de racines. Soit A un systéme de racines nous posons :

W (A) = ($a,x € A), (8.2.10)

ot (A) désigne le sous-groupe engendré par A.

W (A) est un groupe de réflexions.

En effet il est non seulement engendré par des réflexions mais aussi d’ordre fini puisque
qu’il agit par permutation sur A (propriété -ii- de la remarquel823). En décomposant E =
Er UE?, avec Ex = Vect (A) et B2 = H,, nous voyons que si un automorphisme
f de W (A) fixze A alors f = 1d.

acA
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Exemples 8.2.1. Réseaux de racines

i A ={(1,0),(0,1),(=1,0), (0, 1)} = W(A) X Z/2Z x Z/2Z.
i A= {(1,0), (5, ), (=5, ), (-1,0), (-1, =), &, =) } = W(d) = Dy = 5.

-ii- A = {(1’0)7(Q’Q)7(0a1)>(__2>_2)>(_1>0)a( i Q) (0 _1) (\/_ g)} =

Nous nous intéressons maintenant a certaines parties d'un réseau de racines qui permet-
tront de mieux mettre en évidence la relation entre une chambre et un réseau de racines.

Définition 8.2.10. Systéme fondamental [Fundamental system]
Soit A € E un réseau de racines. Une partie 3 de A est un systéeme fondamental de A
St :
-i- X est un systeme libre.
-ii- Tout élément § de A est une combinaison linéaire a coefficients tous du méme signe
d’éléments de . Nous dirons alors que d est une racine positive ou négative pour
Y, en fonction de ce signe.

Les éléments de X sont alors appelé racines fondamentales. Nous utilisons aussi souvent
Uappelation de systéme simple pour Y et de racines simple pour les éléments de 3.

Nous pouvons décomposer A en deuzx sous-ensembles disjoints AT et A~ en fonction du
signe de chaque § € A.

Proposition 8.2.3. Ezistence d’un systéeme fondamental
Soit A un systeme de racines. Il existe un systéeme fondamental ¥ associé a A.

Démonstration 8.2.1. La démonstration de ce résultat est assez longue mais son idée
est la suivante. Nous associons a A le groupe de réflexions W (A) puis la chambre de Weyl
définie par ce groupe qui permet de déterminer un A" et d’extraire de cet ensemble un
systéme fondamental. Voir [Hum90, Kan01, Bou81] pour plus de détails.

Théoréme 8.2.3.
Les chambres de Weyl et les systémes fondamentauzr d’un systéme de racines A sont en
correspondance bijective.

Définition 8.2.11. Mur d’une chambre de Weyl [Wall of a Weyl Chamber]
Soit une chambre C. Les murs de C sont les hyperplans Hy ot o appartient au systéme
fondamental associé a C.

Les efforts que nous venons de faire pour définir les murs d'une chambre de Weyl s’ex-
pliquent par la définition et la proposition suivante.

Nous considérons un groupe de réflexions W, A un systeme de racines associé a W et ¥
un systéme fondamental de A.

Définition 8.2.12. Réflexions fondamentales [Fundamental reflexions]

L’ensemble des réflexions {sq, o € 3} est appelé ensemble fondamental de réflexions pour
W.
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Le qualificatif fondamental s’explique par la proposition suivante :

Proposition 8.2.4. Les réflexions fondamentales engendrent W

Si 3 est un systéme fondamental de A, alors {sq, o € X} est une partie génératrice de
W =W (A).

Nous sommes alors en bon chemin pour obtenir une présentation du groupe W puisque
nous avons trouvé un systeme minimal de générateurs. Il reste a préciser un ensemble
complet de relations entre les générateurs. Pour ce faire nous introduisons la notion de
longueur d’un élément.

Définition 8.2.13. Longueur d’un élément [Length of an element]
Soit S un ensemble de générateurs d’un groupe G, la longueur d’un élément g par rapport
a S est le nombre minimal d’éléments de S qu’il faut utiliser pour construire g.

La notion de longueur est fondamentale puisqu’elle permet d’obtenir le théoréme suivant
qui sert a montrer que les groupes de relations sont des groupes de Coxeter.

Théoréme 8.2.4. Condition de réduction de Matsumoto [Matsumoto Cancellation Pro-

perty]
Soit g € W (A), sip=15¢, """ Say, €t 1(¢) < k alors il existe 1 <i < j <k tels que :

Qﬁ = Sey " 8’/0: ..... sj;j * S (8.2.11)

ot l'accent circonflexe signifie que le terme associé n’apparait pas dans la décomposition.

Une application de ces relations permet d’établir la relation suivante entre les trois objets
que nous avons introduits précedemment : les chambres, les systémes fondamentaux et

W (A).

Théoreme 8.2.5.

Etant donné un systéme de racines A, les trois ensembles suivants sont en correspondance
bijective :

— L’ensemble des chambres de A.

— L’ensemble des systémes fondamentaux de A.

— Le groupe de réflexions associé a A, W (A).

Une derniere remarque sur la structure de certains groupes de réflexions classiques :
Nous notons ici {ey, ..., e,} une base orthonormale de R" euclidien.

Proposition 8.2.5. Groupe des symétries du n— cube

!
Pour 1 > 1, nous posons I' = {Z ci€;
i=1

—1<Ci<+1}.

Le groupe des automorphismes de I' est isomorphe au groupe (Z/2Z)l X S.

Proposition 8.2.6. Groupe des symétries du n—simplexe

I+1 41
Pour 1 > 1, nous posons A} = {Zciei Viel|ll,l+1]],¢ =0 et Zci = 1}.
i=1 i=1

Le groupe des automorphismes de I' est isomorphe au groupe (Z/QZ)l x §;.

Il s’agit d’une généralisation directe de ce que nous avons établi ci-dessus.
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8.2 Groupes de réflexions dans un espace réel euclidien

8.2.2. Groupes de Coxeter

Bien que la donnée d’un systéme de racines puisse caractériser un groupe de Coxeter,
celle-ci ne donne pas de maniere explicite le comportement des éléments du groupe pour
la loi de celui-ci. Nous nous souvenons alors que pour les groupes dihédraux, nous avions
trouvé une maniere fort commode de décrire un groupe donné a l'aide d’une présentation
de celui-ci, voir les propositions et B2.2 Nous introduisons alors la notion de groupe
de Coxeter.

Définition 8.2.14.
Une groupe W est un groupe de Coxeter [Coxeter Group| s’il existe S C W tel que :

W= <s €S| (gg)m — 1>, (8.2.12)

othmes = 1 et m,y € {2,3,...} U+oco sis #s. La paire (W, S) est appelée un systeme
de Coxeter.

Nous nous intéresserons aux systémes de Coxeter qui sont finis c¢’est-a-dire ceux pour
lesquels W est fini. Commengons par un peu de vocabulaire.

Définition 8.2.15.
Deuz systemes de Coxeter (W1, S1) et (Wa, Ss) sont dits isomorphes s’il existe un isomor-

phisme de groupes de Wi sur Wy qui envoie S1 sur Sy. Le groupe de Cozxeter est de rang
[ si|S| =L

Définition 8.2.16. Réductible

Un systéme de Coxeter (W, S) est dit réductible s’il existe (W1,S1) et (Wa, Sa) tels que
W =W, xW,, S=8,US, et S NSy = 0. Si une telle décomposition n’est pas possible,
le systeme de Coxeter est dit irréductible.

Nous avons déja rencontré des systemes de Coxeter.

Proposition 8.2.7.
Le groupe diédral d’ordre n, D, est un groupe de Cozeter pour la présentation de la
proposition [82 rappelée ci-dessous :

D, = <sl, Sy | 87 =55 = (s5189)" = 1>. (8.2.13)
Ainsi (D, {s1,s2}) est un systéeme de Coxeter.

Proposition 8.2.8.
Si nous nous intéressons auxr exemples des groupes de symétries des polyedres réquliers
introduit au théoréeme 823, nous avons, entre autres, les présentations suivantes :

-i- Pour le groupe des réflexions du tétraedre
<81, S92, S3 | (81)2 = (82)2 = (83)2 = (8183)2 = (8182)3 = (8283)3 = 1> . (8214)
-it- Pour le groupe des réflexions du cube

(s1,59,83 | (51)° = (52)” = (83)% = (s153)” = (5152)° = (s255)" = 1). (8.2.15)
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-iti- Pour le groupe des réflexions du dodécaédre
<81, S9, S3 | (81)2 = (82)2 = (83)2 = (8183)2 = (8182)3 = (8283)5 = 1> . (8216)

Ainsi Isom (A), Isom (O) et le groupe des isométries du dodécaédre sont des systémes de
Cozeter.

Comme l'indique les remarques suivantes nous ne pouvons nous contenter de considérer
un groupe de Coxeter W. Si nous voulons éviter certaines difficultés nous devons résonner
sur les systemes de Coxeter.

Remarque 8.2.5.
Un groupe de Cozeter peut posséder différents systemes de Coxeter. Par exemple le groupe
diédral Dg possede deux systemes de Coxeter de rang différent.
-i- Dg = (51,89 | 2 = 53 = (s152)" = 1) de rang 2.
-ii- Comme Dg = D3 X Z/27 nous avons également un systéme de Cozeter réductible
dont la premiére composante est Dy = (s1, 89 | 57 = 53 = (s189)" = 1) et la seconde
= (s3 | s3=1) de rang 3.
Un des outils les plus utilisés pour étudier les systemes de Coxeter est la répresentation
sous forme de graphe que nous pouvons en faire.

Définition 8.2.17. Graphe de Cozeter [Coxeter Graph)]
Nous disons qu’un graphe X est un graphe de Coxeter s’il existe (W, S) un systéme de
Cozeter tel que X est un graphe ou chaque arréte est étiquetée par un nombre entier
supérieur ou égal a 3 de la maniére suivante :

-i- S est l’ensemble des sommets du graphe X.

-ii- Si s et s appartiennent & S, il n’y a pas d’arréte entre s et s si mgy = 2.

-iii- Si s et s appartiennent @ S, il y a arréte une entre s et s étiquetée par mgy St

myy = 3.

Proposition 8.2.9.
La définition [82172 définit une relation bijective entre les graphes de Coxzeter et les sys-
téemes de Cozeter (W, 5).

Exemples 8.2.1.

Voici les graphes associés a Isom (A) et a Isom (O) :

Théoréme 8.2.6.

Soit W un groupe de réflexions. W est un groupe de Coxeter pour la présentation suivante :

W (A) = {{sa;} | (Sas8a;) " =1), (8.2.17)

ol {ay,...,au} =X est un systéme fondamental d’un réseau de racines A tel que W =
W(A), les sa, €tant alors les réflexions fondamentales associées aux éléments de X, et
mg; est lordre de Sq,Sa -

Proposition 8.2.10. Deux groupes de réflexions finis et essentiels sont isomorphes si
et seulement si les systemes de Cozeter qui leur sont associés sont isomorphes.

Ainsi la correspondance introduite ci-dessus entre les classes d’isomorphisme des groupes
réflexions finis et les classes d’isomorphismes des systémes de Coxeter finis sont isomorphes
est bien définie et injective.

La suite de la théorie consiste a associer a un systéme de Coxeter une forme bilinéaire.
Celle-ci permettra d’établir une classification des groupes de Coxeter.
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8.3. Polytopes convexes

8.3.1. Polytopes réguliers

Nous nous intéressons aux polytopes réguliers principalement pour le fait qu’ils s’ob-
tiennent comme une orbite unique par un groupe de réflexions et de ce fait sont des plans
sphériques. L’étude des dégrés des invariants polynomiaux associés au groupe permet
alors d’obtenir directement la force de ce plan. Nous nous intéressons uniquement aux po-
lytopes convexes puisque seul le support du polytope présente un intérét pour notre étude.

Définition 8.3.1. Polytope

Un polytope 11,, de R™ est une partie compacte convexe de [’espace R™ délimitée par une
intersection d’hyperplans de R™.

Un polytope de R? est un polygone.

Un polytope de R? est un polyédre.

Définition 8.3.2. Cellule
Nous appellons cellule d’un polytope 11, de R™ ['intersection du polytope 11, et d’un des
hyperplans le délimitant.

Proposition 8.3.1.

Une cellule d’un polytope 11,, de R™ est un polytope 11,_, de R"'. Les cellules de II,_,
sont des polytopes de R"2. Pour un polytope 11, de R™, nous construisons ainsi des
suites de polytopes I, _1,11,,_o, ... 111, Iy de R*~!, R"=2, ... R! R Nous notons N,_;
le nombre de cellules du polytope, N;_1 le nombre de polytopes de R? contenus dans I, et
Ny le nombre de sommets de 11,,.

Exemples 8.3.1. Cas de la dimension 4
Un polytope 11, de R* a donc des cellules 115 qui sont des polyédres de R®, des faces
polygonales 1y, chacune séparant deuz cellules, des arrétes I1; et des sommets 1.

Symbole de Schlafli

La symbole de Schlafi permet de classer les polytopes réguliers. Nous en donnons une
définition ci-dessous et pour cela nous commencons par définir ce que nous entendons par
« vertex figure » d’'un sommet O d’un polytope.

Définition 8.3.3. « Vertex figure » d’un sommet d’un polytope

Considérons un polytope en dimension n > 2. Si tous les milieur des arrétes issues d’un
méme sommet O du polytope appartiennent au méme hyperplan, alors ces milieux sont
les sommets d’un polytope dans un espace de dimension n — 1. Ce polytope est la « vertex
figure » du sommet O du polytope de départ.

Remarques 8.3.1. Cas des dimensions 2 et 3

— La « Vertex figure » d’'un sommet O d’un polygone est le segment joignant les mileux
des deux cotés contenant O.
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— La « Vertex figure » d'un sommet O d’un polyédre est, lorsqu’elle existe, le polygone
dont les coOtés sont les « vertices figures » de O dans toutes les faces contenant O. Il
s’agit donc du polygone dont les sommets sont les milieux des arrétes contenant O.

Définition 8.3.4. Polytope régulier

Nous définissons la notion de régqularité pour un polytope par récurrence de la maniére
sutvante.

Nous appellons polygone régulier du plan, un polytope de R? dont tous les angles et toutes
les longueurs des cotés sont égaux. Un polygone régulier possede donc au moins trois
cotés.

Un polytope 11,, de R™, avec n > 2, est réqulier si ses cellules 11,,_1 sont des polytopes
réguliers 11;,,_1 de R"™ et qu’il existe une « vertex figure » qui est un polytope régulier
H;-m_l de R"™! en chacun des sommets de I1,,.

Proposition 8.3.1. Propriété des « vertices figures » d’un polytope régulier

Si le polytope I1,, de R™ est régulier, alors toutes ses cellules sont égales a un méme polytope
II,_, de R et toutes ses « vertices figures » sont égales d un méme polytope 11, | de

R

Remarque 8.3.1. Cas de la dimension 3

Une polyédre régulier, c’est-d-dire un polytope de R® réqulier, est donc tel que chacune
de ses faces soit un polygone régqulier a p cotés et que chacune de ses « vertices figures »
soit un polygone réqulier a q cotés, c’est-a-dire que chacun de ses sommets appartienne
au meéme nombre q de ces polygones a p cotés.

Définition 8.3.5. Symbole de Schlifli

Le symbole de Schlifli est défini de maniére récursive pour un polytope réqulier en dimen-
sionn = 2.

Un polygone régulier d q cotés a pour symbole de Schlafli {q}. Un polytope réqulier 11, de
R? a pour symbole de Schlifli {py, p2,...,pn_1} i les cellules du polytope ont un symbole
de Schlifli égal a {p1,p2, ..., pn_2} et si ses « vertices figures » ont pour symbole de Schlifli

{p27 "'7pn—1}-

Proposition 8.3.2. Dual d’un polytope et symbole de Schldifli
Le polytope régulier de symbole {p1,pa,...,pn_1} se déduit du polytope régulier de symbole
{Pn-1,.-.,p2, 01} par Uopération de dualité sur les polytopes.

Dimension 2

La situation particuliere de la dimension est liée au résultat suivant :

Proposition 8.3.3. Ezistence des polyones réquliers
Pour toutes valeurs de q, il existe un polygone réqulier da q cotés, dont le symbole de Schlifli

est {q}.
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H Symbole de Schlafli ‘ Ny ‘ Ny ‘ Ordre du groupe des symétries ‘
| {¢}.a>23 [ q] q] 2q |

TAB. 8.1 — Polygones réguliers

Dimension 3

Proposition 8.3.4. Ezistence des polyedres réguliers Il n’existe des polyédres réguliers
que pour les symboles de Schlifli {p,q} suivants :

- {3,3} : le tétraedre régulier,

- {3,4} : loctaédre régulier,

- {4,3} : le cube,

— {3,5} : licosaédre régulier,

— {5,3} : le dodécaédre régulier.

H Symbole de Schlafli ‘ Ny ‘ Ny ‘ Ny ‘ Ordre du groupe des symétries H

[ {3.3) [ 4] 6 [ 4] 24 |
(3.4} 8 [12] 6 8
{4,3} 6 | 12| 8 8
{3,5} 20 | 30 | 12 120
{5,3} 12 [ 30 | 20 120

TAB. 8.2 — Polyedres réguliers

Signalons la propriété suivante qui permet d’identifier certains groupes d’isométries affines
préservant les polyedres réguliers.

Proposition 8.3.5. Dual d’un polyédre régulier

Le polyédre régulier de symbole {q,p} se déduit du polyédre réqulier de symbole {p,q} par
l'opération de dualité suivante : modulo une similitude de rapport convenable, le centre
des faces de {p,q} sont les sommets de {q,p}. Puisque l'image d’un barycentre par une
application affine est le barycentre des images et qu’une isométrie agit en permutant les
sommets d’un polyédre régulier, si elle laisse {p,q} globalement invariante il en va de
meéme de son enveloppe convexe qui contient {q,p}.

Corollaire 8.3.1. Le cube et 'octaédre régulier ont le méme groupe d’isométries affines.
Il en va de méme de l'icosaédre régqulier et du dodécaédre régulier.

Le tétraedre régulier, 'octaedre régulier et le cube sont associés au groupes As et Bs.
L’icosaedre régulier et le dodécaedre régulier sont des polyedres exceptionnels liés a la
dimension 3.

Dimension 4

Le symbole de Schléfli d’un polytope en dimension 4 est du type {p, ¢, 7} ou p, g et r sont
des entiers positifs.
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Proposition 8.3.6.
Un polytope régulier en dimension 4 de symbole de Schlifli de type {p,q,r} od p, q et r
sont des entiers positifs posséde les caractéristiques suivantes :

-i- 1l a des cellules de type {p,q}.

-ii- il a des « vertices figures » de type {q,r}.

Proposition 8.3.7. Ezistence des polytopes régquliers en dimension 4
Il n’existe des polytopes réquliers, en dimension 4, que pour les symboles de Schldfli
{p,q,7} suivants :
- {3,3,3} : le 4—simplex, appelé également pentatope.
- {3,3,4} : le 4—hyperoctaedre, appelé également 16— cells.
- {4,3,3} : le 4—hypercube, appelé également tesseract,
- {3,4,3} : le 24—cells.
- {3,3,5} : le 600—cells.
- {5,3,3} : le 120—cells.

H Symbole de Schlafli ‘ Ns ‘ Ny ‘ Ny ‘ Ny ‘ Ordre du groupe des symétries H
|

I {3,3,3} | 5 ] 10 | 10 | 5 | 120 |
{3,3,4} 16 [ 32 | 24 | 8 384
{4,3,3} 8 | 24 | 32 |16 384

| {3,4,3} | 24 ] 96 | 96 | 24 | 1152 |
{3,3,5} 600 | 1200 | 720 | 120 14400
{5,3,3} 120 | 720 | 1200 | 600 14400

TAB. 8.3 — Polytopes réguliers en dimension 4

Les polytopes de symbole {3,3,5} et {5,3,3} ont respectivement 120 et 600 sommets ce
qui les rend difficiles a utiliser comme support d’un dispositif expérimental. Restent les
polytopes de symbole {3, 3,3}, {4, 3,3}, {3,3,4} et {3,4,3}. Parmi ces quatre polytopes,
nous trouvons le 4—simplex, 4—hypercube et le 4—hyperoctaedre dont 1'utilisation est
déja courante en planification expérimentale.

Cas de la dimension > 5

Théoréme 8.3.1. Ezistence des polytopes réguliers en dimension n > 5

1l n’existe des polytopes réguliers, en dimension n = 5, que pour les symboles de Schldfli
{pl,pg,pn 1} suivants :

- {3 ,3} o le n—simplex.

- {3 3 ,4} : le n—hyperoctaédre.

n— 2
- 4{4,3,. 3} le n—hypercube.

n—2
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Démonstration 8.3.1. La démonstration est similaire a celle permettant de déterminer
les valeurs des entiers p et ¢ pour lequelles le groupe de réflexions de symbole [p, g| est fini.
Nous renvoyons a [Cox73] pour le détail de la démonstration qui consiste a déterminer le
volume d’un domaine fondamental pour ’action du groupe fini de réflexions naturellement
associé au polytope.

H Symbole de Schlafli ‘ Np_1 ‘ N; ‘ Ny ‘ Ordre du groupe des symétries H
n+1
|
{3,...,3} n+1 <j+1> n+1 (n+1)!
n—1
j+1 n n Moy |
{4,3,...,3} on |2 (j+1> 2 2]
n—2
{3,...,3,4} on =i ( " ) 2n 2mp]
%/—’2 J

TAB. 8.4 — Polytopes réguliers en dimension n > 5

8.3.2. Conclusion

Le cas de la dimension 2 est exceptionnel et permet la construction de plans sphériques
de n’importe quel cardinal n > 1 qui sont alors de force n — 1, voir B8 Ainsi, si nous
utilisons un plan dont la partie sphérique est un polygone a n > 5 cotés, complété par
k > 1 points au centre, le dispositif obtenu, de cardinal n + k, est isovariant pour un
modele de degré deux.

En dimension 3, il n’y a que 5 polyedres réguliers convexes dont I'un est particulierement
remarquable, l'icosa¢édre puisqu’il s’agit d'un 5—plan, voir B8, et d’un « tight design ».
L’octaedre, le cube et le tétraedre ne sont pas des 4—plans sphériques, voir : les dispo-
sitifs que nous obtenons si nous les complétons par au moins un point au centre ne sont
donc pas isovariants pour un modele d’ordre 2.

En dimension 4, il n’y que 6 polyédres réguliers convexes dont deux, {5,3,3} et {3,3,5},
ont plus d’une centaine de sommets ce qui les rend inutilisables comme support d’un plan.
Un modéle de degré deux dans R* comporte 14 termes non constants. Si nous cherchons
un dispositif qui soit isovariant si nous I’analysons avec un modele de degré deux, la partie
sphérique du plan doit comporter au moins 14 points ce qui ne laisse, apres avoir éliminé
{5,3,3} et {3,3,5}, que {4, 3,3} et {3,4,3} qui comportent respectivement 16 et 24 som-
mets. En effet les parametres associés aux termes non constants du modele doivent étre
estimables. Or les dégrés des invariants d’un fondamental d’invariants associé au groupe
de symétries de {4,3,3} et {3,4,3} sont respectivement 2, 4, 6, 8 et 2, 6, 8, 12. Seul
{3,4,3} est un plan sphérique de force supérieure ou égale a 5, sa force est égale a 5,
voir R, et de ce fait, complété par k points au centre, avec k > 1, il s’agit du support
d’un dispositif isovariant pour un modele de degré 2. Ce dispositif est formé de 24 + k
points.

Enfin en dimension n supérieure ou égale a 5, il ne reste que les trois familles infinies
associées au n—simplexe, au n—hyperoctaedre et au n—hypercube. Un modele de degré 2
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dans R" comporte n + n(n + 1)/2 termes non constants. Si n > 2 alors n—simplexe et le
n—hyperoctaedre ne permettent pas d’estimer tous les parametres associés au termes non
constants d'un modele de degré 2. Ainsi le n—hypercube est le seul polytope régulier qui
pourrait étre le support de la partie sphérique d’un plan isovariant pour un modeéle de de-
gré 2. Or il comporte 2" sommets. Cette croissance exponentielle du nombre de sommets
est beaucoup plus rapide que la croissance quadratique, respectivement polynomiale, du
nombre de termes non constants d’'un modele de degré 2, respectivement de degré q > 2.
Les dégrés des invariants fondamentaux du groupe de symétries du n—hypercube sont
2,4, ..., 2n, , voir B8 Ainsi un dispositif dont la partie sphérique est constituée des
sommets d'un n—hypercube et complété par k > 1 points au centre n’est pas isovariant
pour un modele de dégré 2.

Ainsi nous ne pouvons nous contenter de proposer des dispositifs expérimentaux dont le
support est un polytope régulier. C’est cette constatation qui nous a amené a étudier
des plans dont le support est un polytope semi-régulier ou plus généralement encore une
union d’orbites de points par des groupes de Coxeter. Nous retrouvons, en utilisant cette
méthodologie, des polytopes déduits des polytopes réguliers comme les prismes et le cube
ou le tétraedre adoucis.

8.3.3. Polytopes déduits des polytopes réguliers

Prismes

Définition 8.3.6. Prisme

Un polytope de 11, de R"™ est un prisme s’il peut étre construit comme le produit rec-
tangulaire de deuz polytopes 11; et 1l de dimension j et k appartenant da des espaces
orthogonaux. Le produit rectangulaire de deux polytopes consiste a faire glisser [’enve-
loppe conveze des sommets de l'un des polytopes parallelement a ’enveloppe convexe des
sommets de ['autre. Nous obtenons ainsi [’enveloppe convexe du nouveau polytope.

Exemples 8.3.2. Prismes
-i- Un p—prisme de R3 est décrit par le symbole {} x {p}.

-ii- Un p— q—duoprisme uniforme est décrit par le symbole {p} x {q}. C’est un polytope
de R* dont les cellules sont ¢ p—prismes et p q—prismes.

Pyramide, bipyramide et antiprisme

Dans le cas des polyedres nous définissons également la notion de pyramide, de bipyramide
et d’antiprisme.

Définition 8.3.7. Pyramide

Un polytope est une q—pyramide s’il peut étre construit de la maniéere suivante : il existe
un point A de R? et un polygone da q cotés tels que les arrétes de la q — pyramide sont
l'union des cotés du polygone et de celles construites en reliant A a tous les sommets de
ce polygone.

Définition 8.3.8. Bipyramide
Un polyédre est une q—bipyramide s’il peut étre construit comme reliant les sommets d’un
polygone a cotés a deux points de R3.
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Définition 8.3.9. Antiprisme

Un polyédre est un q—antiprisme s’il peut étre déduit d’un prisme de la maniere suivante :
le prisme comporte des faces rectangulaires et deux faces qui sont des q—gones. Nous
faisons tourner l'une de ces deux faces g—gonales, dans le plan défini par cette face, par
rapport a lautre puis nous relions les sommets de ces deux faces de tel sorte que les
polygones ainsi obtenus soient des triangles.

Certains des dispositifs étudiés sont des prismes, des pyramides, des bipyramides ou des
antiprismes.

8.4. Relations et générateurs pour certains groupes
de réflexions

8.4.1. Introduction

Le diagramme de Cayley, voir par exemple [CM84] ou [de 00], d'un groupe fini G d’ordre
n est une maniere de représenter la table de multiplication du groupe G, étant donné
un ensemble de ces générateurs {sy,...,si}, & l'aide d'un graphe pour lequel chacun
des sommets est un élément du groupe. Nous confondons alors le sommet et I’élément ¢
qu'il représente. A chaque générateur s; nous associons un ensemble d’arrétes orientées,
s;—arrétes, dont la direction est indiquée par une fléche. Deux sommets g; et g, sont reliés
par une s;—arréte orientée de V' a W si et seulement si nous avons gs = $;9;.

8.4.2. Groupes de réflexion en dimension 2 : les groupes cy-
cliques et diédraux

Une rotation du plan d’angle 27 /g engendre un groupe isomorphe au groupe cyclique C,.
Si nous combinons cette rotation avec une réflexion dont ’axe passe par le centre de la
rotation nous obtenons le groupe diédral D,, d’ordre 2¢, qui est le groupe des isométries
du polygone régulier a g cotés, noté {q}, voir la proposition R3.3.

Rappelons le théoreme B.2.1l : les groupes de type C, et de type C, sont les seuls groupes
finis de symetries en dimension 2.

8.4.3. Groupes engendrés par des rotations de R?

La classification des groupes finis de symétries en dimension 3 a été obtenue en 1830 par
Hessel.

Considérons un groupe fini de transformations affines orthogonales. Ce groupe laisse un
point invariant P, : le barycentre des images d’un point par tous les éléments du groupe.
Toute transformation orthogonale appartenant a ce groupe fini est une réflexion dont le
support contient le point invariant Py ou est le produit d’au plus deux ou trois réflexions
de ce type. En fonction du nombre de réflexions élémentaires composant la transformation
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orthogonale, cette transformation conserve ou non 'orientation. Ainsi toutes les transfor-
mations de ce groupe conservant ’orientation ont un point fixe et sont donc des rotations.
Un groupe fini d’isométries affines positives est donc un groupe de rotations, voir [CM84].

Théoreme 8.4.1. Un groupe fini d’isométries affines positives est le groupe de symétries

de l'un des polyedres suivants :

— La pyramide dont la base un polygone a q cotés, appelée q—pyramide.

— Le prisme ou la bipyramide dont la base est un polygone a q cotés. Nous les appelons
respectivement q—prisme et q—bipyramide.

— Le tétraédre régulier {3,3}.

— Le cube {4,3} ou Uoctaédre {3,4}.

— Le dodécaédre {5,3} ou licosaédre {3,5}.

Démonstration 8.4.1. Nous renvoyons a [CM84] pour la démonstration de ce résultat.

Corollaire 8.4.1. Nous obtenons ainsi les groupes finis de rotations suivants :

— Le groupe des isométries affines positives de la q—pyramide est ismorphe au groupe
cyclique Cy d’ordre q.

— Le groupe des isométries affines positives du q—prisme ou de la g—bipyramide est iso-
morphe au groupe diédral D, d’ordre 2q.

— Le groupe des isométries affines positives du tétraédre régulier {3,3} isomorphe au
groupe alterné Ay d’ordre 12.

— Le groupe des isométries affines positives du cube {4, 3} isomorphe au groupe symétrique
Sy d’ordre 24.

— Le groupe des isométries affines positives du dodécaédre {5,3} isomorphe au groupe
alterné As d’ordre 60.

Démonstration 8.4.2. Pour le cas des polyédres réguliers convexes, il s’agit d’une
conséquence du théoreme 8.2.2 En ce qui concerne la ¢g—pyramide, le g—prisme ou la
g—bipyramide, il s’agit d’une conséquence du théoreme R.2.1l

8.4.4. Groupes engendrés par des réflexions de R?

Nous nous intéressons au cas des groupes finis engendrés par des réflexions de R"™. Les
plans invariants par chacune des réflexions ont une intersection non vide ce qui définit un
ou des points invariants par ’action du groupe. Si nous considérons une sphére de rayon
non nul placé en I'un de ces points invariants, alors l'intersection des plans invariants
et de la sphere détermine une configuration de grands cercles sur la sphere. Ces grands
cercles décompose la sphéere en un nombre fini de régions : hémispheres, lunes ou triangles
sphériques dont les angles sont des fractions de m, voir [CM84]. Ces régions se déduisent
I'une de 'autre pour 'action du groupe.

Exemples

Le groupe le plus simple est le groupe [1], d’ordre 2, engendré par une seule réflexion dont
le plan coupe la sphére en deux hémispheres.
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Considérons un groupe engendré par deux réflexions s; et s,. Pour que le groupe soit
d’ordre fini il faut que I'angle 6 entre les deux plans soit égal a une fraction de 7 : 0 = 7
avec ¢ = 2 pour que les plans supports des réflexions soient différents. Nous notons alors
[q] ce groupe. Les orbites des plans supports des réflexions découpent une spheére dont,
le centre est pour 'action du groupe, en 2¢ lunes. Le diagramme de Cayley associé au
groupe est alors un polygone régulier a 2¢q cotés dont chaque sommet appartient a une
des 2¢ lunes. De ce fait [¢] est isomorphe au groupe diédral D, d’ordre 2¢q et dont une
présentation est :

57 =53 = (5189)7 = 1. (8.4.1)

Cas général

Passons au cas ou le groupe fini de réflexions sont engendrés par trois réflexions sq, so et

s3. Un tel groupe va découper la sphere en triangles sphériques d’angles z%’ z% et zﬁ'
Les relations vérifiées par les générateurs de ce groupe sont alors :
2 2 2
S1 = S9g = 83 = (8182);012 = (8283)p23 = (8381)p31 = 1. (842)

Nous pouvons alors montrer, voir [CM84] ou la section sur les groupes de Coxeter B2.2]
que toute autre relation entre les générateurs du groupe se déduit des relations Les
réflexions doivent étre différentes et de ce fait les valeurs de pia, po3 et p3; sont toutes
supérieures ou égales a 2.

Nous obtenons le diagramme de Cayley du groupe en construisant le graphe dont les ar-
rétes coupent les cotés de chaque triangle sphérique. Ce graphe n’est pas orienté puisque
les générateurs du groupe sont d’ordre 2. Chaque sommet du graphe de Cayley appar-

tient a trois polygones réguliers a 2pis, 2po3 et 2p3; cotés représentant les trois dernieres
relations B4

Proposition 8.4.1. Les valeurs possibles de {pia, p23, 31} sont :

{2,2,q¢},{2,3,3},{2,3,4},{2,3,5}, (8.4.3)

ol q est un entier non nul. Le groupe associé est alors noté respectivement [2,q|, [3, 3],
(3,4], [3,5] ou de maniére générique par le symbole [p,q]. Le groupe de symbole [p,q| est
le groupe des isométries affines des deux polyédres réciproques de symbole {p, q} et {q,p}.
L’ordre d’un groupe [p, q] est alors :

8pq
4—(p—2)(g—2)

Démonstration 8.4.3. Nous avons vu comment le groupe définit un pavage de la sphére
en triangles sphériques identiques. La somme des angles de ces triangles vérifie donc la
relation suivante :

(8.4.4)

N (8.4.5)
P12 P23 P31

Comme % + % + % = 1< 1, 'un des pia, pa3, P31, noté r est inférieur ou égal a 2. Comme
P12, P23 €t p3; sont tous les trois supérieurs a 2 nous en déduisons que r = 2. Notons p et
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q les deux valeurs des pia, po3 et p3; qui n’ont pas encore été attribuées.
Nous obtenons alors la condition suivante :

(p—2)(¢—2) <4 (8.4.6)

Si p = 2 alors toute valeur de ¢ convient, nous notons [2, q] ce groupe.

Si p = 3 alors ¢ = 3,4,5. Nous obtenons ainsi trois groupes que nous notons respective-
ment (3, 3], [3,4], [3,5].

Ces groupes sont définis, en permutant de maniére convenable le nom des générateurs,
par les présentations suivantes :

S% = 8% = Sg = (8182)2 = (8283)p = (SgSl)q =1. (847)

Le groupe de symbole [p, q| est le groupe des isométries affines des deux polyédres réci-
proques de symbole {p, q} et {q, p}.

Le domaine fondamental du groupe est le triangle sphérique d’angle 1%’ 1% et =, pour
une démonstration de ce résultat voir la section sur les groupes de Coxeter ﬂ Ainsi
l'ordre de [p, q] est égal au nombre de triangles nécessaires pour couvrir la sphére. L’aire

de chaque triangle est égal a :
11 1
—+—-+-—1 (8.4.8)
2 p q

L’aire de la sphere est égale a 47 et de ce fait nous avons besoin de

4
- (8.4.9)

S
Q|
N =

triangles pour recouvrir la spheére.

8.4.5. Sous-groupes des groupes de réflexion

Considérons un groupe fini engendré par les réflexions si, ss et s3 et de symbole [p, q].
Une présentation de ce groupe est alors :

2 2 2 2
S1 = Sg = 83 = (8182) = (8283)p = (SgSl)q =1. (8410)
Nous introduisons les trois isométries affines : 11 = 189, 79 = S983 et r3 = s351. 11, 1o €t

r3 sont des rotations d’angles respectifs 7, % et %.

Théoréme 8.4.2. Si nous considérons le groupe engendré par les trois rotations, seule-
ment deux parmi les trois suffisent, nous obtenons l’un des groupes évoqués a la proposition
[8-41) dont une présentation est alors :

P =71l =12 =rirory = 1. (8.4.11)
Nous notons ce groupe [p,q]™. Nous avons [p,q|t = [q,p|T et ordre de ce groupe est :

dpq
4—(p—2)(g—2)

(8.4.12)
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Proposition 8.4.2. Lorsque p =3 et ¢ =4 ou q¢ =5, I’"élément (s15253)*7° de [p,q] est
la symétrie centrale Z. Ainsi [p, q] est le produit direct du groupe {1, Z} et du sous-groupe
de rotations [p, q|™.

Proposition 8.4.3. Siq est pair alors [p, q] a un autre sous-groupe d’indice 2, noté [p*, q|
ou [q,pT], engendré par r1 = s1s9 et s3. Une présentation de ce groupe est :

P =2 = (r{'sgryss)% = 1. (8.4.13)

Siq=2,[pt,2] et [2,pT], est le produit direct du groupe cyclique d’ordre p engendré par
r1, tsomorphe a C, et du groupe cyclique d’orde 2 engendré par ss, isomorphe a Cs.

Un groupe du type [pT, ¢] dont nous nous servirons particuliérement est le groupe [37, 4],
qui est le produit direct du groupe engendré par (rys3)?, qui n’est autre que la symétrie
centrale par application de la proposition B42 et du groupe [3,3]", engendré par ry et
$31183, qui est le groupe des isométries positives du tétraedre. Géométriquement ce groupe
s'interprete comme le groupe des isométries du dodécaedre avec un cube inscrit ou, par
passage aux polyedres duaux, de I'octaedre avec un icosaedre inscrit.

Proposition 8.4.4. Si g et p sont pairs, c’est-da-dire, p = 2 et q pair, alors la présentation

[87.13 devient :

ri=s3=(rs3)?=1, (q pair). (8.4.14)
Dans ce groupe diédral [27,q|, I’élément s1s9s3 = r1s3 engendre un sous-groupe cyclique
d’ordre q. Nous le notons [2%,q%]. Il s’agit d’un sous-groupe d’indice 4 de [2,q| engendré
par s, 52, S3.

Remarquons que si q est impair alors sy, S2, S3 engendre [2,q7].

8.4.6. Tableaux récapitulatifs

Nous faisons la synthése des résultats présentés aux paragraphes 842 R3] et
ci-dessus dans le tableau

Nous utilisons ces groupes lors de I'étude des dispositifs proposés par Hardin et Sloane
dans Darticle [HS96]. Nous renvoyons donc le lecteur a la section [L11] et en particulier
au tableau [l

Le tableau établit la correspondance entre les dénominations des systemes de Coxeter
irréductibles, les diagrammes de Coxeter de ces groupes irréductibles et le symbole de ces
groupes lorsqu’il s’agit du groupe des isométries affines d’'un polytope régulier.

Le tableauR.7 établit le lien entre les groupes finis de réflexions irréductibles et les pavages
de la sphere qui sont associés a certains d’entre eux. Nous indiquons alors le symbole de
Schlafli des polytopes réguliers dont ils sont les groupes d’isométries affines.

Le tableau rappelle les degrés d’un systeme de générateurs de la R—algeébre polyno-
miale des invariants des groupes apparaissant dans le tableau R

8.5. Conclusion

Ce chapitre est constitué par un rappel des résultats algébriques sur lesquels certaines
démonstrations contenues dans les chapitres Bl et [l reposent. Ainsi nous donnons au lecteur
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H Symbole ‘ Stucture ‘ Ordre ‘ q H
[q]" Cy ql| 1,2, ..
27,27 ~
1] Co =D, 2
2%, 2¢" . .
{2 (’[Jr]q ] } Coy = Cy x Cy 2¢ | impair
[2+7 2q+] CQq .
2,¢7] Cs x C, 2q | pair
2,2]F
{2]7 ] } Dg = CQ X C2 4
2, 4" }

D 2| 2,3,...
¢ ’ !
[2+7 4] D4 8
27, 2¢] Dy, 4q | pair
+
E é]QQ] } Dy, = Cy x Dy 4q | impair
[2, 2] Cg X Cg X Cg 8
2, 4] Cy x D, 4q | pair
[3,3]" Ay 12
(31,4 Co x Ay 24
[3,4]"
3.3] o -
3, 4] Co x Sy 48
3,5]" As 60
3, 5] Cy x As 120

TAB. 8.5 — Groupes engendrés par des réflexions en dimension en dimension 3

des rudiments de géométrie algébrique ainsi que la définition des bases de Grobner. Nous
précisons quelles les propriétés qui nous ont été utiles ainsi que les algorithmes qui en
découlent et sur lesquels reposent le code des programmes reproduit dans le chapitre
Nous avons également réalisé la classification ainsi que rappelé les premieres propriétés
des groupes de Coxeter qui seront utilisés tout au long des chapitres [l et [1
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H Groupe ‘ Diagramme ‘ Noeuds ‘ Symbole H
A, . 1 [1]
A27 A?) e—o) 06— —9° 27 3 [3]7 [373]
An — @ .. — o n>1 3,...,3:[3n_1]
n—1
By, Bs ’—I—.’ O—I—o—c 4,5 [31’1’1]7 [32’1’1]
Bn ’—I—Q ........... o— o n 2 4 [377,—3,1,1]
Es 0—0—1—0—0 6 [32’2’1]
FEr ’—‘—‘—I—‘—' 7 [33,2,1]
Bs oo o I — o 3 3]
C27 C3 OTOa .T.—. 27 3 [4]7 [47 3]
Cn .TQ—. ........... — o n>2 [4737...73:[47371—2]
n—2
F4 .—.T.—. 4 [37 47 3]
Dg oo 2 [p]
G o—oTo 3 [37 5]
G4 .—.—.T. 4 [37 37 5]

TAB. 8.6 — Groupes de Coxeter irréductibles, diagrammes de Coxeter et symbole du

groupe
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H Groupe ‘ Symbole ‘ Schlafli ‘ Sommets ‘ Ordre H
i ] 5 > 2
A27 A3 [3]7 [373] {3}7 {373} 37 4 67 24
4, 3] Y [ 4D | w1
By, Bs [31’1’1], [32’1’1] 192, 1920
Bn [3n—3,1,1] 2n—1n!
Eg [32’2’1] 72 - 6!
Er [33’2’1] 8-9!
Eg [34’2’1] 192 - 10!
{3.4} 6
cve | s |w{Hd )] s
n—2 {3n—274} 2n |
Cn [47 3 ] { {47 3n—2} on 2"n!
Fy (3,4, 3] {3,4, 3} 24 1152
D; [l {p} p 2p
13,51 12
Gs (3, 5] { (5,3} 20 120
{3,3,5} 120 9
G 3,3, 5] { 053.3) 600 120

TaB. 8.7 — Groupes de Coxeter irréductibles et nomenclature des polytopes réguliers

H Groupe ‘ Symbole ‘ Degrés des invariants principaux ‘ Force H

A, 31 2.3, ...n+1 2
B, [3n=3.L1] 2.4, ....2n—2,n 3
Ee [3227] 2.5.6,8 9 12 i
& [3527] 2.6, 8 10, 12, 14, 18 5
Fy [3721] 9.8, 12, 14, 18, 20, 24, 30 7
Cn | 4,377 2.4 ... 2n 3
i | 3,43 2,6,8,12 5
D3 ] 2,p p—1
G 3, 5] 1,6,10 5
G: | [3,3.5] 1, 12, 20, 30 11

TaB. 8.8 — Groupes de Coxeter irréductibles et degrés des invariants et force d’un plan
sphérique naturellement associé au groupe
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Chapitre 9

Conclusion

9.1. Résumé

Nous commencons par reprendre les résultats principaux qui ont été demontrés dans les
chapitres Pl a4 ® afin souligner la cohérence de I’ensemble des themes qui ont été abordés.
Nous insistons principalement sur les démarches nouvelles propres a ce travail.

9.1.1. Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous avons considéré en particulier des modeles de régression multiple
polynomiale (Gyrin, Qoren) —équivariants et établi que les plans isovariants et admissibles
forment une classe essentiellement compléete. Nous avons également montré que la re-
cherche de dispositifs D—optimaux et [—optimaux pour un modele de régression poly-
nomiale complet de degré d peut se restreindre a la recherche des plans qui sont de plus
isovariants. Enfin nous avons souligné que la construction explicite d’'un plan isovariant
solution au probleme de D—optimalité ou de I—optimalité nécessite la connaissance de
dispositifs qui sont isovariants. La notion d’isovariance semble également avoir un intérét
dans d’autres domaines de la statistique ; nous renvoyons par exemple a [Her88] pour un
exemple qui met en avant la notion d’isovariance pour la comparaison estimateurs par
moindres carrés ordinaires et des estimateurs par moindres carrés généralisés.

Lors de la détermination de la matrice des moments d’un plan isovariant nous avons
introduit la fonction génératrice des moments du plan. Il s’agissait avant tout d’'une ma-
niére simple pour déterminer la valeur des moments d’un plan isovariant en utilisant le
fait que la fonction génératrice des moments était radiale puisque qu’invariante par toute
transformation du groupe orthogonal. La démonstration proposée a été simplifiée par
rapport a celle de [MMO02]. Nous avons montré qu’il est possible d’étendre ce résultat
dans plusieurs directions. La premiere, le cas des sous-groupes du groupe orthogonal et
d’un modeéle polynomial complet, est déja connue, cf. [Col02]. La seconde permet de s’in-
téresser au sous-groupes du groupe orthogonal et aux modeéle polynomiaux qui ne sont
pas nécessairement complets. Il s’agit d’un résultat nouveau puisque la fonction géné-
ratrice des moments n’est employée qu’avec des modeles polynomiaux complets. Enfin
dans le troisiéme point nous démontrons que I'invariance faible pour un groupe compact
et un modele polynomial est équivalente a 'invariance de la fonction F—génératrice des
moments. L’introduction de cette fonction ainsi que le théoreme de caractérisation font
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partie des nouveautés apportées par ce travail. Elles permettent 1'utilisation de techniques
d’algébre commutative computationnelle qui, comme nous le verrons au chapitre B, nous
permettent une approche algorithmique de la construction de plans faiblements invariants
pour l'action non seulement du groupe orthogonal mais aussi d’'un groupe compact qui
agit linéairement sur le domaine expérimental. Nous avons enfin montré comment il est
possible, en utilisant les propriétés de la fonction génératrice des moments que nous avons
montrées, de ramener le probléeme de la construction de plans G-faiblement invariants
pour l'action d’un groupe G de matrices compact a celui de la construction de plans
KC-faiblement invariants pour 'action d'un groupe de matrices K qui est un sous-groupe
compact du groupe orthogonal. Ainsi si nous sommes a mémes de construire des disposi-
tifs isovariants nous pouvons construire des plans qui sont G-faiblement invariants pour
I’action d’un groupe G de matrices compact quelque soit le groupe G de matrices compact
considéré.

Nous allons maintenant nous intéresser, dans le chapitre Bl suivant, au lien qui existe entre
la notion d’isovariance, ou plus généralement d’invariance faible, et certaines propriétés
de symétrie de la surface de variance d’une surface de réponse.

9.1.2. Chapitre 3

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de surface de réponse ainsi que celle de
surface de variance si la matrice des moments du plan expérimental n’est pas singuliere.
Nous avons alors investigué les liens entre entre la G—invariance d’une surface de réponse
et la G—invariance faible de la matrice des moments du plan. Ces deux propriétés sont
équivalentes ce qui permet de traduire la propriété d’invariance faible du plan expérimen-
tal par l'invariance d'une fonction polynomiale par 1'action du groupe G. Si la matrice
des moments du plan est singuliere, nous introduisons la surface de variance extrapolée,
Uni(e), dont, si M(&)M (&)™ et @ commutent pour tout g € G, la G—invariance est équi-
valence a la G—invariance de la matrice des moments M (&) du plan €. Cette surface de
variance extrapolée présente I’avantage d’étre une fonction polynomiale sur le domaine
expérimental x tout entier contrairement a la généralisation, usuellement proposée, de la
surface de variance au cas ou la matrice des moments du plan n’est pas inversible. Par
contre la G—invariance de cette seconde surface de variance, appelée surface de variance
généralisée et notée v,(¢), est équivalence a la G—invariance de la matrice des moments
M (&) du plan €. Nous nous servirons de ces caractérisations dans le chapitre Fl Nous nous
intéressons particulierement au cas particulier d’une invariance par toute transformation
du groupe orthogonal O,, la caractérisation de matrices des moments Q. —invariante
est précisement 1’objet du prochain chapitre.

9.1.3. Chapitre 4

Nous commencons par mettre en relation les plans isovariants dont le support est inclus
dans une sphere avec les t—plans sphériques de force paire. Ces derniers sont des objets
combinatoires qui interviennent dans plusieurs domaines des mathématiques. L’étude de
leur existence, celle de leurs propriétés ainsi que celle de leur caractérisation a de ce
fait été l'objet de plusieurs travaux de recherche. Nous utilisons ceux-ci pour en déduire
I’existence de dispositifs isovariants. Toutefois les cardinaux des plans ainsi obtenus sont
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souvent importants et ne permettent par de répondre de maniere satisfaisante au probleme
de la construction de plans expérimentaux isovariants de faible cardinal.

Ce chapitre a également permis de mettre une nouvelle fois en avant l'intérét des plans
isovariants grace aux résultats de Neumaier et Seidel [NS92] ainsi que de Hardin et Sloane
[HS92] sur la D—efficacité et la I—efficacité. Nous avons également fait le lien entre les
t—plans sphériques combinatoires et les plans isovariants. Les techniques de construction
de ces premiers peuvent donc étre utilisées pour obtenir des dispositifs isovariants. Or
comme nous l'avons vu il n’est pas évident de construire des plans sphériques et de
surcroit des plans pour lesquels la force est maximale, le cardinal du plan étant fixé a
I’avance.

Nous proposons une méthode de construction de plans faiblement invariants et en parti-
culiers de plans sphériques isovariants au chapitre suivant.

9.1.4. Chapitre 5

Dans ce chapitre nous avons avons commencé par étalir un résultat de structure pour
I'ensemble des polynémes de R [zy,...,x,] invariants pour l'action sur R [zq,...,z,] in-
duite par l'action linéaire d'un groupe G de matrices compact sur R". Ces polynomes
invariants forment une R—sous-algebre de type fini de R [z,...,z,] dont il est possible
de déterminer algorithmiquement un systéme de générateur lorsque le groupe G est fini.
Si le groupe G est le groupe orthogonal, cette R—sous-algebre de type fini n’est autre
que la R—sous-algeébre des polynomes radiaux, c’est-a-dire R[>_7_, z7]. Or, lorsque nous
connaissons un systéme de générateurs d'une R—sous-algebre de R [zy,...,x,] de type
fini, il est possible de déterminer si un polynéme P donné de R [z, ..., z,] est un élément
de cette R—sous-algebre en utilisant des techniques reposant sur le calcul du reste du
polynéme P modulo une base de Grébner judicieusement choisie.

Nous conférons alors aux résultats que nous avons obtenus dans les chapitres Pl et Bl un
champ d’application nouveau : la caractérisation de 'invariance faible pour des modeles
polynomiaux a I’aide d’invariants polynomiaux. Nous avions introduit trois objets, la fonc-
tion F—génératrice des moments, la surface de variance extrapolée et la surface de variance
généralisée, et étudié les liens entre leur invariance pour I'action d'un groupe compact de
matrices G et 'invariance faible du plan expérimental. Si la matrice des moments du plan
n’est pas singuliére alors la surface de variance extrapolée et la surface de variance géné-
ralisée sont égales et sont des fonctions polynomiales : elles sont invariantes pour I'action
d’un groupe G de matrices compact si et seulement si elles appartiennent a la R—sous-
algebre des polynomes de R [z1, ..., x,] invariants pour action sur R [z, ..., z,] induite
par 'action linéaire du groupe G sur R”. Si la matrice des moments du plan est singuliére,
la surface de variance généralisée n’est pas un polyndéme et nous perdons I’équivalence
que nous menons de mentionner. Toutefois, si la surface de variance généralisée coincide
avec un polynéome G—invariant sur ’ensemble des valeurs du domaine expérimental pour
lesquelles elle est finie, alors elle est G—invariante et le plan expérimental est faiblement
invariant. Nous avions pour objectif de remédier a ce défaut en introduisant, dans le
chapitre B la surface de variance extrapolée. En effet, cette derniére présente I’avantage
d’étre une fonction polynomiale sur ’ensemble du domaine expérimental méme lorsque
la matrice des moments est singuliére, ce qui nous permet d’obtenir une caractérisation
polynomiale équivalente de la G—invariance de la surface de variance extrapolée : cette
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derniére est invariante pour I'action d’un groupe G de matrices compact si et seulement si
elle appartient a la R—sous-algebre des polynémes de R [z, ..., z,] invariants pour 1'ac-
tion sur R [z1, ..., x,] induite par 'action linéaire du groupe G sur R". Malheuseusement
nous n’avions pu montrer 1’équivalence entre la G—invariance faible du plan expérimental
et celle de la surface de variance extrapolée que sous une condition de commutativité, ce
qui réduit les possibilités d’application de cette caractérisation. Enfin, lorsque les fonctions
polynomiales qui interviennent dans le modeéle polynomial complet utilisé pour analyser
le plan expérimental forment une famille libre sur le domaine expérimental et le groupe
G est un groupe de matrices compact, nous avons montré que la fonction E-génératrice
des moments permet d’obtenir 1’équivalence suivante : la EF'—fonction génératrice des mo-
ments est G—invariante si et seulement si le plan est G—faiblement invariant. Puis nous
avons utilisé un résultat que nous avons prouvé au chapitre 2l pour ramener le probleme
général de la caractérisation de I'invariance faible d’un plan expérimental £ par I'action
d’un groupe G de matrices compact quelconque a celle de la —invariance de la fonc-
tion génératrice des moments d'un plan expérimental ¥, image du plan expérimental &
par une application linéaire inversible, ou K est un sous-groupe du groupe orthogonal
conjugué a G. En particulier si le groupe G de matrices compact est un sous-groupe maxi-
mal de GL,(R) alors le plan expérimental ¥ que nous devons construire est isovariant.
Par conséquent, la connaissance de plans expérimentaux isovariants permet de résoudre
completement le probleme de la construction de plans expérimentaux G—invariants pour
I’action d’un groupe G de matrices compact. Remarquons que, si le groupe G de matrices
n’est pas compact mais inclus dans un sous-groupe compact de GL,(R), son adhérence
dans GL,, G, pour la topologie induite par la topologie usuelle sur M, (R) est compacte.
En effet il s’agit d'une partie fermée d’un compact. Le groupe G est un groupe topologique,
pour la topologie induite par la topologie usuelle sur M, (R), dont 'action est continue
sur RY, par continuité de la multiplication matricielle, et de fait les égalités définissant des
propriétés de G—invariance ou de G—invariance faible sont équivalentes a celles définis-
sant la G—invariance ou la G—invariance faible. Notre approche permet donc de résoudre
le probleme de la construction de plans expérimentaux G—invariants pour l'action d’un
groupe G inclus dans un groupe de matrices compact.

Nous sommes principalement intéressés par la construction de plans expérimentaux dont
les coordonnées des points support sont connues exactement ; nous indiquons les raisons
motivant ce choix dans le chapitrel C’est en ayant cette préoccupation a I’esprit que nous
introduisons alors un probléme de construction de type polynomial que nous définissons
par trois objectifs que doivent vérifier les points support du plan. Ces objectifs sont consti-
tués soit par un ensemble d’inéquations soit par un ensemble d’équations polynomiales
en les coordonnées des points support d'un plan expérimental satisfaisant aux critéres
imposés par le probléme de construction. Nous montrons alors, a ’aide des résultats liant
invariance faible et invariants polynomiaux obtenus dans le début de ce chapitre, que
la recherche plans expérimentaux faiblement invariants pour I'action d'un groupe de ma-
trices inclus dans un groupe de matrices compact est un probléme de construction de type
polynomial. Il en va de méme de la recherche de plans expérimentaux qui, pour un nombre
fixé d’essais, minimise un critere d’optimalité dont I'image par une fonction strictement
croissante est une fonction polynomiale; les critéres de D—optimalité, de I — optimalit
ou les criteres ¢,, pour p entier positif, satisfont par exemple a cette condition. Il est éga-
lement possible de considérer des domaines expérimentaux de formes variées qu’il soient
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d’intérieur non vide, boule, ellipsoide, cube ou simplexe, ou d’intérieur vide, sphére, fron-
tiere d'un ellipsoide, d'un cube ou d'un simplexe. Un probléeme de construction de type
polynomial englobe également la construction de plans bloqués orthogonalement. Il est
naturellement possible de rechercher simultanément ou séquentiellement chacune de ces
propriétés des plans expérimentaux.

Un probléme de construction de type polynomial est équivalent a la formulation obtenue
par Stengle en 1974, cf. [Ste96], du théoréme des zéros réels. Il est donc possible d’utiliser
la programmation semi-définie positive pour résoudre dans un premier lieu numérique-
ment un probleme de construction polynomiale et guider ainsi une résolution exacte. Nous
indiquons de nombreux exemples de résolution de problémes de construction de type po-
lynomiale au chapitre [d ainsi qu'un exemple de résolution d’un probléme de construction
de type polynomial séquentiel dans le chapitre [d A condition de mener de maniére adé-
quate notre résolution du probléme de construction de type polynomial, nous obtiendrons
un plan expérimental solution dont les coordonnées des points support du plan seront
connues de maniere exacte.

Nous avons dans le chapitre I que la réduction de la dimension d’un probléme d’optmi-
sation est une étape cruciale dans la résolution de celui-ci. Nous nous sommes concentrés
sur le cas particulier de la construction de type polynomial d’un plan isovariant. Nous
avons alors indiqué comment réduire le nombre d’inconnues présentes dans les systémes
d’équations ou d’inéquations polynomiales défissant un probléme de construction de type
polynomial d’un plan isovariant. En effet, la recherche de dispositifs isovariants, comme
nous 'avons vu au chapitre @, est équivalente a la recherche de plans sphériques de force
paire. Or, Hardin et Sloane ont montré empiriquement que, pour un cardinal donné, parmi
tous les plans sphériques de force maximale certains forment des configurations réguliéres :
chacun d’entre eux est une union d’orbites d’un point par un sous-groupe d’un groupe fini
de réflexions. Cette propriété a de ce fait ramené le probléme de construction de disposi-
tifs isovariants a celui du choix des points dont nous allions prendre 1'orbite ainsi que du
sous-groupe du groupe de réflexions a utiliser pour construire ces orbites. Cette démarche
est celle qui a été adopté systématiquement dans le chapitre [ auquel nous renvoyons le
lecteur ou il pourra contater l'intérét de la méthodologie proposée au travers des nom-
breux exemples de construction qui y figurent ainsi qu’aux résultats qu’il a été possible
de démontrer en les utilisant.

Nous développerons dans le chapitre [l suivant les multiples possibilités qui sont offertes
a 'expérimentateur des lors qu’il connait de maniére exacte les coordonnées des points
support du plan dont il se sert.

9.1.5. Chapitre 6

Ce chapitre nous a permis de montrer quelles conséquences pratiques peut tirer I’expéri-
mentateur de la connaissance des coordonnées des points support du plan expérimental
de maniere exacte. En effet pouvoir utiliser les bases de Grobner dans un contexte de pla-
nification expérimentale lui permet non seulement de traiter complétement le probleme
des confusions d’effets mais lui apporte aussi des options supplémentaires comme la pos-
sibilité de trouver un modele saturé, d’orthogonaliser un modeéle pour un plan donné, de
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privilégier certains des facteurs expérimentaux dans 1’étude de la réponse au travers du
choix de l'ordre 7 sur les monomes de k[zq,. .., z,].

9.1.6. Chapitre 7

Cette étude de cas a permis de montrer que la méthodologie introduite dans le cha-
pitre Bl permet d’aboutir a la construction de plans expérimentaux dont les coodonnées
sont connues de maniere exacte. Nous avons alors montré I'existence et indiqué comment
obtenir de tels dispositifs pour tous les cardinaux pour lesquels il existe des plans isova-
riants pour des modeles polynomiaux complets de degré 2 en dimension 3. Nous en avons
également tiré l'existence de dispositifs orthogonaux pour des problémes de régression
sphérique en dimension 3.

9.1.7. Chapitre 8

Ce chapitre est constitué par un rappel des résultats algébriques sur lesquels certaines
démonstrations contenues dans les chapitres Bl et Bl reposent. Ainsi nous donnons au lecteur
des rudiments de géométrie algébrique ainsi que la définition des bases de Grobner. Nous
précisons quelles les propriétés qui nous ont été utiles ainsi que les algorithmes qui en
découlent et sur lesquels reposent le code des programmes reproduit dans le chapitre
Nous avons également réalisé la classification ainsi que rappelé les premiéres propriétés
des groupes de Coxeter qui seront utilisés tout au long des chapitres [l et [1

9.2. Syntheése des résultats originaux

Nous faisons maintenant la liste par chapitre des résultats qui sont propres a ’approche
que nous avons développée et qui est résumée a la section 0.7l

9.2.1. Chapitre 2

-i- La démonstration du lemme 234 simplifie celle généralement proposée en évitant
le recours & un argument constructif.

-ii- La démontration de la proposition n’utilise que les propriétés de la fonction
génératrice des moments d’'un modele polynomial complet de degré d. Ceci permet
d’éviter ’étude de I'action induite par le groupe G sur le modéle polynomial et de
ce fait par exemple le recours aux notations schlaffliennes.

-iii- La définition E.&T] de la fonction génératrice des moments pour un modeéle polyno-
mial qui n’est pas nécessairement complet.

-iv- L’équivalence entre l'invariance de la fonction génératrice des moments pour un
modele polynomial qui n’est pas nécessairement complet et celle de la matrice des
moments du plan expérimental, cf. théoréme EL8T1

-v- La définition de la fonction EF—génératrice des moments d’un modeéle poly-
nomial complet et 'utilisation qu’il en est faite. Il s’agit en particulier des points
suivants.
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-Vi-

-vii-

-viii-

-ix-

L’équivalence entre l'invariance de la fonction E—génératrice des moments d’un
modele polynomial complet et I'invariance faible du plan expérimental, cf. théoréme
2.3

L’équivalence entre I'invariance de la matrice des moments d’un plan expérimental
& et celle d’un plan déduit de & pour 'action d’un sous-groupe du groupe orthogo

La réduction du probléme de la G—invariance faible au cas de I'invariance faible par
un sous-groupe du groupe orthogonal, cf. le théoréme R.8.3]

La contruction de dispositifs G—invariants a l'aide de dispositifs isovariants, cf.

remarques 2811 et .RT2]

9.2.2. Chapitre 3

i

-1i-

-1ii-

La définition B.2.4l des surfaces de variance extrapolées a x ainsi que leurs propriétés.

L’étude des liens entre leur G—invariance et celle de la matrice des moments du plan
expérimental. Il s’agit des théorémes B2 B2 et B2

Les conséquences de I'utilisation de la notation tensorielle d'un modeéle polynomial
complet sur la caractérisation de la G—invariance de la surface de variance extrapolée
a l'aide de la G—invariance de la matrice des moments du plan expérimental, cf.

théoréeme B.4T]

9.2.3. Chapitre 4

La construction de plans expérimentaux isovariants dont le support est sphérique a partir
des résultats connus concernant 'existence de plans sphériques. Il s’agit des résultats de
la section ELGL

9.2.4. Chapitre 5

i

-1i-

-1ii-

-iv-

La démonstration de la structure de R—algebre des invariants polynomiaux pour
I’action d’un groupe de matrices compact utilisant les opérateurs de Reynolds pour
un groupe de matrices compact, cf. proposition et théoréme B2

La caractérisation polynomiale équivalente de la G—invariance faible d’'un plan ex-
périmental déduite de la surface de variance extrapolée et ses conséquences : la
surface de variance extrapolée appartient a une R—sous-algebre de Rz, ..., z,], cf.
théoreme Cette appartenance peut se vérifier a ’aide d’un algorithme basé
sur les bases Grobner.

La condition polynomiale suffisante de la G—invariance faible d’un plan expérimental
déduite de la surface de variance généralisée et ses conséquences : la surface de
variance généralisée appartient a une R—sous-algebre de Rz, ..., z,], ¢f. théoréme
BT Cette appartenance peut se vérifier a ’aide d’un algorithme basé sur les bases
Grobner.

La caractérisation polynomiale équivalente de la G—invariance faible d’'un plan expé-
rimental déduite de la fonction F-génératrice des moments d’un modele polynomial
complet et ses conséquences : la fonction F—génératrice des moments appartient a
une R—sous-algebre de Rz, ..., x,], ¢f. paragraphe Cette appartenance peut
se vérifier a ’aide d’un algorithme basé sur les bases Grobner.
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-v- Les conséquences en termes d’invariants polynomiaux de la réduction du probléeme
de la construction d’un dispositif G—faiblement invariant a celui d’un plan isovariant,

cf. corollaire BT
-vi- La définition B.2.J] d’un probléme de construction de type polynomial.

-vii- La reformulation en termes de probleme de construction de type polynomiale des
propriétés d’invariance faible, de la plupart des critéres d’optimalité alphabétique
et du blocage orthogonal d’'un plan expérimental, cf. théoreme BE2.T], les remarques

E27, E272, E27 ainsi que le contenu des paragraphes 5223, 524, et B20

-viii- L’extension de l'utilisation des groupes de Coxeter pour construire des plans sphé-
riques de force t a celle des probléemes de construction de type polynomial afin d’en
réduire le nombre d’inconnues, cf. paragraphe B.3.2.

-ix- Le lien entre un probléme de construction de type polynomial et la programmation
semi-définie positive exposée dans la section B.4]

9.2.5. Chapitre 7

Nous obtenons plusieurs résultats concernant 'existence de plans dont les coordonnées
sont connues de maniére exacte au paragraphe [[ 1.3 Il s’agit d’un résumé des résultats
calculatoires du travail dont les volumineux détails sont donnés dans la deuxiéme partie
au chapitre [l

-i- Si N =4 ou N > 6 alors il existe un dispositif de cardinal N qui, lorsqu’il est
analysé avec un modeéle polynomial complet de degré 1, est isovariant et dont les
coordonnées sont connues de maniere exacte.

-ii- Il existe des plans sphériques de force 4, dont les coordonnées des points support
sont connues de maniére exacte, des que le cardinal du plan sphérique est égal a 12,
14 ou supérieur ou égal a 16. Pour chacune des valeurs de N suivantes 13, 15, 17,
18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 28, 29, 31, 33, 37, 39, 49, 55, 57, 61, 73, 81, les
coordonnées exactes de ces plans sont connues et ces plans ne sont pas construits
comme 'union de deux plans de cardinal inférieur. Pour tous ces dispositifs nous
calculons la matrice des moments du plan expérimental & qui leur est naturellement
associé, les ensembles Estlgx(ﬁ) et Estggcx(é) et la variance de l'estimateur de Gauss-

Markov correspondant. Nous donnons également une représentation graphique de
I’enveloppe convexe des points support de la partie sphérique du plan &.

-iii- Le théoreme assure de l'existence de dispositifs fortement isovariants, dont le
support est inclus dans I'union d’une sphére et de {0} et ne comportant aucune
répétition, pour des modeles polynomiaux complets de degré 2 des que le cardinal
du dispositif est égal a 13, 15 ou supérieur ou égal a 17. Pour N € [|13,4o00]|, il
existe des dispositifs expérimentaux de cardinal N qui, analysés avec un modele
polynomial de degré 2, sont isovariants.

Précisons la nature de chacun de ces dispositifs :

— Le support de chacun d’entre eux est 'union d’un plan sphérique et d’au moins un
point au centre. Il est possible de spécifier le nombre total d’essais N et le nombre
k > 1 de répétitions au centre du domaine arbitrairement des que N > k + 16,
N =k+14 ou N = k+ 12. Les valeurs de N et de k pour lesquelles nous avons
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-iv-

-Vi-

-vii-

-viii-

N =k 415 ou N = k + 13 ne sont pas accessibles, il suffit de prendre a la place
de la valeur k la valeur & = k 4+ 1 ou la valeur k" =k — 1.

— Pour toutes les valeurs de N possibles, il est possible de construire des dispositifs
ne comportant aucune répétition hormis a ’origine du repere.

— En fonction de la valeur de N, il est possible de construire des dispositifs possédant
un nombre partiel ou total de répétitions dans la partie sphérique du dispositif.

Les dispositifs de cardinal N=4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 36, 38, 48, 54, 56, 60, 72, 80 sont des dispositifs
dont les coordonnées sont connues de maniere exacte et orthogonaux lorsque qu’ils
sont analysés avec un modele polynomial sphérique d’ordre 1. Ils sont optimaux
pour un modele formé par toutes les des harmoniques sphériques d’ordre inférieur

ou égal a 1 pour tous les criteres d’optimalité @, introduits par Kiefer et repris dans
I'exemple 22271 du chapitre Bl

Les dispositifs de cardinal N=12, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 27,
28, 30, 32, 36, 38, 48, 54, 56, 59, 72, 80 sont des dispositifs dont les coordonnées
sont connues de maniére exacte et orthogonaux lorsque qu’ils sont analysés avec un
modele polynomial sphérique d’ordre 2. Ils sont optimaux pour un modele formé
par toutes les des harmoniques sphériques d’ordre inférieur ou égal a 2 pour tous

les critéres d’optimalité ®, introduits par Kiefer et repris dans 'exemple 22211 du
chapitre

Les dispositifs de cardinal N=24, 26, 27, 28, 30, 32, 36, 38, 48, 54, 56, 59, 72, 80 sont
des dispositifs dont les coordonnées sont connues de maniere exacte et orthogonaux
lorsque qu’ils sont analysés avec un modele polynomial sphérique d’ordre 3. Ils sont
optimaux pour un modele formé par toutes les des harmoniques sphériques d’ordre
inférieur ou égal a 3 pour tous les criteres d’optimalité ®, introduits par Kiefer et
repris dans I'exemple 222,71 du chapitre

Les dispositifs de cardinal N=36, 48, 54, 56, 59, 72, 80 sont des dispositifs dont
les coordonnées sont connues de maniere exacte et orthogonaux lorsque qu’ils sont
analysés avec un modele polynomial sphérique d’ordre 4. Ils sont optimaux pour un
modele formé par toutes les des harmoniques sphériques d’ordre inférieur ou égal a 4
pour tous les criteres d’optimalité @, introduits par Kiefer et repris dans 'exemple

2271 du chapitre

Les dispositifs de cardinal N=60, 72, 80 sont des dispositifs dont les coordonnées
sont connues de maniere exacte et orthogonaux lorsque qu’ils sont analysés avec un
modele polynomial sphérique d’ordre 5. Ils sont optimaux pour un modele formé
par toutes les des harmoniques sphériques d’ordre inférieur ou égal a 6 pour tous
les critéres d’optimalité @, introduits par Kiefer et repris dans I'exemple 22,71 du
chapitre

9.3. Ouvertures et extensions envisagées

Nous indiquons quelques pistes possibles pour généraliser ou approfondir les résultats que
nous avons utilisés ou montrés.
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En premier lieu nous proposons une utilisation systématique de la théorie des répresen-
tations linéaires des groupes compacts pour :

-i- Construire le groupe Q dans le lemme 2.3 avec un projecteur dont I'image, égale
a Vect (f(x)), et le noyau sont G—stables.

-ii- Btudier 'impact du choix précédent pour définir le groupe Q sur les liens entre les
symétries de la surface de variance extrapolée et I'invariance faible de la matrice des
moments du plan; en particulier sur la condition de commutativité sous laquelle
I'équivalence démontrée dans le théoréme B2l du chapitre Bl a été démontrée.

-iii- Caractériser les modeles, qu’ils soient polynomiaux ou non, équivariants. Cette ou-
verture concerne le théoréme en particulier 2232

Une seconde piste est 1'utilisation du fait que tout sous-groupe G compact maximal du
groupe linéaire soit conjugué au groupe orthogonal pour étudier les liens entre 1’admissi-
blité et la G-invariance faible en étudiant la possibilité de développer des résultats ana-
logues a ceux de la section B.@l en particulier le théoréme B26.4 ce qui peut permettre
d’obtenir des résultats pour des domaines expérimentaux de type ellipsoide.

Un troisieme point est I'utilisation des transformations décrites dans le livre de Dunkl
et Xu, [DX01], afin de construire des plans dans des domaines expérimentaux qui n’ont
pas la forme d’une boule centrée en l'origine et pour lesquels la variance est constante
sur des ensembles déduits par homothétie, centrée en l'origine du repere, de la frontiere
du domaine expérimental. Nous renvoyons, par exemple, a l'article de Cornell et Khuri,
[CKT79], qui applique cette stratégie au cas du simplexe. Les résultats de Dunkl et Xu
permettent d’étendre cette idée a des domaines expérimentaux ayant d’autres formes.

Enfin, T'utilisation des mesures euclidiennes, qui sont des unions de plans sphériques
concentriques en l'origine du domaine expérimental, permet d’obtenir des dispositifs iso-
variants pour lesquels la matrice des moments du plan expérimental n’est pas singuliere.
Jusqu’a treés récemment les seules mesures euclidiennes connues étaient construites comme
un assemblage de plans sphériques isovariants concentriques. Les articles de Bannai et
Bannai, [BB06b] et [BB06a], Bajnok, [Bajo6] et [Baj07], et Bannai, Bannai et Supri-
janto, [BBSO07], proposent de nouvelles constructions dont nous pourrons tirer parti pour
construire des dispositifs G—faiblement invariants et pour lesquels la matrice des moments
n’est pas singuliere.
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Résumé - Ce travail comporte deux parties, 'une théorique et l'autre
pratique, et porte sur [l'utilisation combinée d'outils combinatoires et
algébriques pour la construction et I'analyse de plans d'expérience. Nous
nous intéressons en particulier a des caractérisations polynomiales des
propriétés d’invariance faible d'un plan expérimental et proposons une
définition ainsi qu'un cadre de résolution d’'un probléme de construction de
type polynomial a l'aide de la géométrie algébrique réelle et du lien entre
I'optimisation semi-définie positive et le théoréme des zéros réels. Nous nous
intéresserons ici également a la méthodologie des surfaces de réponse et
plus particulierement a la propriété d'isovariance statistique, ce qui nous
ameéne a étudier plus particulierement des plans dont le support est inclus
dans une sphére. Les principaux avantages de I'approche développée dans
ce travail sont sa grande généralité, son automatisation et l'obtention des
coordonnées exactes des points support du plan ce qui permet une
détermination compléte des confusions d'effets contrairement a la
construction numérique de plans d'expérience euclidiens qui ne permet pas
I'analyse exacte des confusions d'effets qui apparaissent nécessairement
lorsque nous nous intéressons a des plans euclidiens de petite taille. Or une
connaissance precise des confusions d'effets est nécessaire pour rendre
possible l'utilisation de modéles polynomiaux qui ne seront plus limités au
degré 2 comme c'est trop souvent le cas dans la théorie et dans la pratique.
De nombreux exemples de construction de plans isovariants, I'étude de leurs
caractéristiques ainsi que les programmes ayant permis d'obtenir ces
résultats sont également présentés.
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