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CHAPITRE 1INTRODUCTION GÉNÉRALEDans le milieu industriel la plani�
ation est dé�nie 
omme l'allo
ation des res-sour
es aux tâ
hes a�n de satisfaire les 
ontraintes et atteindre les obje
tifs. De plus,assurer le bon fon
tionnement des équipements est indispensable. Les interventionsde maintenan
e font référen
e à la notion de prévention d'un éventuel mauvais fon
-tionnement des appareils.Malgré l'importan
e de l'intégration des a
tivités de maintenan
e dans le plan-ning de produ
tion de servi
es ou de biens, nous n'avons que très ré
emment 
om-men
é à voir des travaux qui prennent en 
ompte des périodes d'indisponibilitédues à la maintenan
e des ressour
es.La plani�
ation des vols des appareils dans une 
ompagnie aérienne a beau
oupde similitude ave
 les problèmes d'ordonnan
ement dans un atelier de produ
tion.Les vols peuvent être 
onsidérés 
omme les tâ
hes et les avions 
omme les ma
hinesné
essaires à exé
uter 
es tâ
hes. Il est évident que la maintenan
e des avions estun enjeu 
ru
ial pour une 
ompagnie aérienne.Dans le 
adre de 
ette thèse, nous allons étudier la plani�
ation des vols où lesinterventions de maintenan
e sont déjà plani�ées.Plan du le
tureChapitre 1 fait une introdu
tion générale à l'ordonnan
ement des tâ
hes ave
prise en 
ompte de la maintenan
eChapitre 2 explique le 
ontext industriel du problème et donne une brève des-
ription des di�érents étapes de planning des a
tivités dans une 
ompagnie aérienne.L'étude bibliographique dans 
e ahpitre nous permet de 
omprendre les aspe
ts é
o-nomiques et légales des interventions de maintenan
e.Chapitre 3 modélise le problème de la rotation des avions à l'aide d'un mo-dèle de la programmation linéaire en nombres entiers et d'un modèle du graphe de
onnexions. Nous faisons également, une analyse de 
omplexité du problème présentédans 
e 
hapitre.



2 Chapitre 4 propose deux appro
hes heuristiques et une appro
he méta-heuristiquebasée sur le re
uit simulé. Ces méthodes traitent les avions suivant un ordre.Chapitre 5 présente un modèle mathématique ave
 une fon
tion obje
tif qua-drati
 et propose un s
héma de la génération de 
olonnes. Nous proposons aussiune méthode heuristique qui fon
tion parallèle au problème es
lave. Pour éviter leproblème de symetrie et a

elerer la résolution, nous présentons l'aggregation desvols et des avions identiques.Chapitre 6 
ontient les résultats numériques des méthodes proposées dans les
hapitres pré
édents. Les méthodes heuristiques et méta-heuristiques sont testés surun horizon de 40 périodes de planning et nous observons l'evolution de l'état desavions. Nous testons également la méthode basée sur la génération de 
olonnes etnous donnons aussi une borne inférieure 
al
ulée par la relaxation Lagrangienne.Chapitre 7 fournit un bilan des travaux et pré
ise les perspe
tives.



CHAPITRE 2INTRODUCTION À LA PLANIFICATION DES VOLS ET À LAROTATION DES AVIONS2.1 Industrie du transport aérienLes 
ompagnies du transport aérien sont fa
e à des 
onditions exigeantes poursurvivre dans un mar
hé où la 
on
urren
e est très forte. Ce fait amène les 
ompa-gnies aériennes à l'obligation de diminuer les 
oûts et d'augmenter la qualité a�n derépondre aux besoins des passagers.Dans 
ette perspe
tive, la diminution des 
oûts opérationnels devient de plusen plus importante. Selon Hayes [Hay01℄ les 
oûts opérationnels d'une 
ompagnieaérienne se divisent en six 
atégories :� les 
oûts liés aux personnel,� le 
arburant,� les frais de navigation et d'atterrissage,� les 
oûts de possession,� la dépré
iation (la perte de valeur des avions) et l'amortissement (la 
onsom-mation irréversibles des avantages é
onomiques des avions),� les 
oûts liés à la maintenan
e.Les 
oûts de maintenan
e varie entre 10 et 15% de 
es 
oûts. Même si 
etteproportion n'apparaît pas importante, il faut savoir que le budget annuel de main-tenan
e d'une grande 
ompagnie aérienne peut dépasser 1 milliard de dollars.La diminution des 
oûts de maintenan
e peut être réalisée de deux façons :� Amélioration de la 
on
eption de l'avion,� Amélioration du planning de la maintenan
e par l'optimisation de l'utilisationdes avions.Nous pouvons 
onstater que seulement l'amélioration du planning de la mainte-nan
e dépend de la 
ompagnie aérienne tandis que la 
on
eption ne 
on
erne quele 
onstru
teur. Il faut également noter que le planning de la maintenan
e a des



4impa
ts importants sur le planning de vols des appareils. Dans le 
adre de 
ettethèse, nous nous intéressons au planning des vols en tenant 
ompte du planning dela maintenan
e, dans une 
ompagnie aérienne.2.2 Di�érentes étapes de planningLes tâ
hes dans l'industrie aérienne sont 
ritiques, par
e que 
haque vol doit êtreréalisé quand il est plani�é et au
une tâ
he ne doit retarder un vol. Cette industrie estdon
 
onstamment fa
e à des problèmes d'ordonnan
ement sur di�érents horizonsde temps.Ces problèmes sont beau
oup plus 
ompliqués que les problèmes d'ordonnan
e-ment traditionnels. Une 
ompagnie aérienne doit résoudre un ensemble de problèmestrès 
omplexes. Cha
un de 
es problèmes a des impa
ts importants sur les autres.Une 
ompagnie aérienne doit a�e
ter des milliers de vols à des avions qui dif-fèrent aussi bien en type qu'en 
apa
ité. Cette a�e
tation est soumise à di�érentes
ontraintes 
omme la 
onnexion ou la 
ompatibilité des vols, tout en satisfaisant lesbesoins de maintenan
e des avions. Parallèlement l'équipe de vol doit être a�e
téeave
 des 
ontraintes telles que la limite de vol ou la 
ompéten
e né
essaire pour unavion pré
is.En pratique, le problème d'ordonnan
ement est résolu par des dé
isions 
onsé
u-tives [Leu04℄. Nous pouvons voir les di�érentes étapes de 
ette appro
he séquentielledans le �gure 2.1.2.2.1 Planning des volsDans 
ette étape de planning, les paires origine-destination des vols proposéspar la 
ompagnie aérienne sont dé
idées. Cette dé
ision est prise en fon
tion de lademande. La demande prévisionnelle est estimée à partir de l'information ré
oltéesur le mar
hé. Cette étape de planning fait rarement l'objet de travaux de re
her
heopérationnelle mais elle est étudiée en revan
he dans le domaine du management durevenu ( [SEB05℄).Une fois la demande évaluée, la table d'horaires de vols est préparée [ENNS01℄.
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Planning des Vols

Affectation des Flottes

Rotation des AvionsFig. 2.1 � Les étapes de planningCet a
tivité est équivalente à la 
on
eption du réseau des vols. La littérature quiétudie la 
on
eption de réseaux dans le se
teur des télé
ommuni
ations est ri
he parrapport au se
teur du transport aérien.La qualité du résultat de 
ette étape est très importante puisque les dé
isions despro
haines étapes sont basées sur 
ette table d'horaires de vols. Même si les 
om-pagnies 
harters ont la possibilité de 
hanger plus librement la table d'une périodeà une autre, les 
ompagnies qui opérent régulièrement ont besoin d'une table beau-
oup plus robuste et déposent traditionnellement leur plan de vol un an à l'avan
e.Bian et al. donnent une méthode pour mesurer la robustesse de la table d'horairesde la 
ompagnie aérienne KLM [BBJ+05℄.2.2.2 A�e
tation des �ottesLes avions au sein d'une 
ompagnie aérienne ne sont pas identiques. Chaque typed'avion a di�érentes autonomies de vol, di�érentes 
apa
ités de passagers, di�érentsbesoins de maintenan
e. Don
, au lieu de traiter tous les avions en même temps, les
ompagnies préfèrent les diviser en grandes familles ou en �ottes.Après l'étape du planning des vols, la 
ompagnie aérienne doit dé
ider quel typed'appareil sera a�e
té à 
haque vol [BBC+98℄. Les entrées de 
ette étape sont leplanning des vols, le type des �ottes, le 
oût d'a�e
tation d'une �otte à un volet les 
ontraintes d'aéroport spé
i�ques aux �ottes. L'obje
tif est souvent soit laminimisation des 
oûts opérationnels ou la maximisation du gain. La solution du



6problème d'a�e
tation des �ottes respe
te le nombre d'avions dans 
haque �otte.Par 
ontre, la sortie de 
ette étape n'est pas for
ément réalisable pour les étapessuivantes.L'importan
e de 
ette étape est 
ompréhensible puisqu'elle a des impa
ts di-re
ts sur les 
oûts et les revenus. Par exemple, l'utilisation d'un petit avion pourun vol fortement demandé peut minimiser les 
oûts du 
arburant mais représenteun manque à gagner par rapport à la demande non satisfaite. Subramanian et al.estiment en 1994 é
onomiser 300 millions de dollars en 3 ans grâ
e à une nouvellete
hnique d'a�e
tation des �ottes [SSQ+94℄.Par rapport à l'étape pré
édente, nous trouvons plus de littérature sur le pro-blème d'a�e
tation des �ottes. Gu et al. étudient 
ertaines propriétés du problème.Ils donnent une expression analytique pour déterminer le nombre d'avions né
es-saire dans le 
as d'une seule �otte et ils montrent que le problème de faisabilitéde l'a�e
tation de �ottes est NP-
omplet quand il y a plus de 3 �ottes [GJNW94℄.Abara explique le problème d'a�e
tation des �ottes et donne di�érentes 
ontraintes
omme la 
ouverture des vols ou le nombre d'avions né
essaires [Aba89℄. Hane etal. propose un modèle de multi�ot. Ils utilisent di�érentes méthodes 
omme l'al-gorithme du point intérieur, la perturbation des 
oûts, l'aggrégation des sommetset la priorité du bran
hement et trouvent des solutions pro
hes de la solution opti-male [HBJ+95℄. Clarke et al. [CJNZ97℄ introduisent les 
ontraintes de la maintenan
eet de l'équipage dans le modèle 
lassique a�n de fournir une entrée plus réalisable auproblème de rotation des avions 
ar les routes a�e
tées dans l'étape de la rotationdes avions doivent respe
ter 
es 
ontraintes. Barnhart et al. ajoutent la 
ontraintede 
onne
tivité pour l'utilisation équilibrée des avions [BBC+98℄ et ils utilisent unBran
h-and-Pri
e pour résoudre le problème. Les méthodes 
omme la programma-tion dynamique et les heuristiques sont employées notamment par El Moudani etMora-Camino [MMC00℄. Ioa
him et al. résolvent le problème d'a�e
tation des �ottesave
 fenêtres de temps sur l'horaire des vols. Ils introduisent la 
ontrainte de syn-
hronisation et utilisent la te
hnique de dé
omposition Dantzig-Wolfe pour résoudrele problème [IDSB99℄. La 
ontrainte de syn
hronisation évite le retard et l'avan
esur l'horaire. Ahuja et al. intègrent les 
oûts de main d'oeuvre et d'équipage à leur



7modèle et utilisent les te
hniques de re
her
he de voisinage multi 
ritères grandeé
helle [AGL+03℄.2.2.3 Rotations des avionsUne fois que l'a�e
tation des �ottes aux vols est réalisée, la 
ompagnie aériennedoit dé
ider quelle route sera a�e
tée à quel avion. Une route est une suite devols 
onsé
utifs et 
ompatibles. Deux vols 
onsé
utifs i et j sont 
ompatibles si ladestination du premier vol est la même que l'origine du deuxième et l'attente entreles deux vols est a

eptable.La solution du problème de rotation des avions doit assurer tous les vols enrespe
tant la 
ontrainte de maintenan
e des avions.Pendant les étapes pré
édentes du planning, les avions de la même �otte sont
onsidérés 
omme identiques. Bien qu'ayant la même distan
e autorisée et la même
apa
ité de passagers, les avions d'une �otte ne sont plus identiques. Ils ont en e�et,à un moment donné, des besoins di�érents en maintenan
e 
ar le taux d'utilisationde 
haque avion est di�érent. Pour 
ette raison, une route maintenan
e-réalisablepour un avion pré
is peut être non réalisable pour un autre.Dans la littérature nous voyons une variété de modèles pour la rotation. Car,malgré la similitude des modèles pour l'a�e
tation des �ottes, les 
ompagnies aé-riennes modèlisent et résolvent di�éremment le problème de la rotation des avionsCertaines 
ompagnies préfèrent un planning sur le long terme tandis que les autresfavorisent le planning de dernière minute [Gro05℄. Ces dernières doivent utiliser, engénéral, les te
hniques relativement simples 
omme PAPS (premier arrivé premierservi) ou DAPS (dernier arrivé premier servi). L'intérêt de 
es méthodes est la ra-pidité, même si la solution obtenue n'est pas optimale pour 
ertains 
ritères 
ommel'utilisation des avions, l'équilibrage de 
harge, la minimisation des 
oûts ou en
orela minimisation d'attente des passagers entre deux vols.Certaines autres 
ompagnies préfèrent 
onstruire des routes qui se répètent à
haque période du planning. Ce fait garantit l'utilisation équilibrée des avions, maispar 
ontre les 
ontraintes individuelles ne sont pas 
onsidérées. Par exemple 
esroutes ne prennent pas en 
ompte les besoins en maintenan
e des avions. Don
 des



8ajustements sont né
essaires avant l'appli
ation.Daskin et Panayotopoulos donnent l'une des premières formulations de la rota-tion des avions. Ils modèlisent le problème en programmation linéaire en nombresentiers(PLNE). Leur modèle est basé sur la séle
tion des routes générées. Ils ré-solvent le problème en utilisant le prin
ipe de relaxation Lagrangienne [DP89℄. Uneautre relaxation Lagrangienne est proposée par Clarke et al. Leur modèle maximisele pro�t obtenu par les bonnes 
onnexions pour les passagers. L'optimisation estfaite par un algorithme de sous-gradient [CJNZ97℄. Gopalan et Talluri proposentdeux modèles : l'un à horizon in�ni (statique - le planning se répète) et l'autre àhorizon �ni (dynamique - le planning est refait). Leur algorithme est polyn�mial etdonne une rotation semaine-type [GT98℄. Desaulniers et al. [DDD+97℄ et Barnhartet al. [BBC+98℄ 
ombinent les problèmes de l'a�e
tation des �ottes et de la rotationdes avions. Ré
emment Sara
 et al. donnent un algorithme de Bran
h-and-Pri
e.Le 
ritère à optimiser n'est plus de maximiser le pro�t obtenu par une bonne af-fe
tation d'un vol à un avion mais de maximiser l'utilisation des avions avant uneintervention de maintenan
e [SBR06℄. Sriram et Haghani introduisent les 
oûts demaintenan
e et minimisent 
es 
oûts ave
 une heuristique de re
her
he en profon-deur d'abord et aléatoire [SH03℄. Ils 
hoisissent un avion aléatoirement et trouventune route 
omplète pour 
et avion. La méthode s'arrête quand tous les vols sont
ouverts.Le transport aérien a une nature sto
hastique et les phénomènes inattendus
ausent souvent des 
hangements dans le planning des vols. Un autre axe de re-
her
he est la re
onstru
tion de la rotation des avions après un tel 
hangement dedernière minute. Après une fermeture d'un aéroport 
entral ave
 250 départs parjour, si une 
ompagnie aérienne peut reprendre normalement les vols à la �n d'unedemi journée, au lieu de perdre la journée 
omplète, elle peut é
onomiser jusqu'à937 500 dollars [BYA01℄. Bard et al. propose un modèle de �ot pour minimiser les
oûts [BYA01℄. Teodorovi
 et Guberini
 [TG84℄ et Teodrovi
 et Stojkovi
 [TS90℄donnent respe
tivement un modèle de Bran
h-and-Bound et un modèle de pro-grammation dynamique a�n de minimiser l'attente des passagers entre les vols et lenombre de vols annulés. Rosenberger et al. développent un heuristique qui minimise



9les 
oûts de re-rotation et d'annulation des vols. Ave
 des simulations, ils validentleur appro
he [RJN03℄.2.3 Importan
e et 
ara
téristiques de la maintenan
eLa dé�nition de la maintenan
e selon l'Agen
e Européenne de la Sé
urité Aé-rienne est "... l'une ou la 
ombinaison des a
tivités suivantes : révision, réparation,inspe
tion, rempla
ement modi�
ation ou re
ti
i�
ation des défauts d'un avion oude 
es 
omposants..." [EC03℄.La réglementation des administrations internationales de la régulation de l'avia-tion obligent les 
ompagnies aériennes à prévoir les interventions de maintenan
epour les avions. Don
 la maintenan
e des 
omposants ou de la totalité de l'avion ontlieu périodiquement, sauf pour les pannes. La fréquen
e dépend de la 
ombinaisonde la durée de vol, du nombre de dé
ollages, de la durée totale é
oulée depuis ladernière maintenan
e [SH03℄.2.3.1 Aspe
ts é
onomiques de la maintenan
eLe r�le de l'équipe de maintenan
e dans une 
ompagnie aérienne est de fournirdes avions 
omplètement opérationnels quand ils sont né
essaires, ave
 un 
oût mi-nimal [AkPN05℄. En 1996 les 
oûts de maintenan
e représentent 10-15% des 
oûtsopérationnels d'une 
ompagnie aérienne [Ser95℄. Selon World Airline Finan
ial Re-sults de 2005 [WAF06℄ la dépense opérationnelle totale d'Air Fran
e est de 24 775737 000 dollars, 
elle de Lufthansa Groupe est de 20 713 663 000 $. Flinte 
onstateque le mar
hé de la maintenan
e dans le se
teur de transport aérien augmente ave
un ratio annuel de 10,1% [Fli06℄.La forte tendan
e sur le mar
hé du transport aérien est de sous-traiter les a
ti-vités de maintenan
e. Le pro
essus de maintenan
e est 
ompliqué et demande uneexpertise de haut niveau et don
 un grand investissement. De 
e fait, les relative-ment petites 
ompagnies préfèrent sous-traiter 
e servi
e au lieu d'une intégrationverti
ale [HC02℄. L'intégration verti
ale 
orrespond à la présen
e d'un départementde maintenan
e des avions au sein de la même entreprise.



10 A l'inverse, pour 
ertaines 
ompagnies, leur présen
e dans le se
teur de la mainte-nan
e peut amortir la variation de la demande et s'adapter plus fa
ilement au mar
hédynamique [KV04℄. L'avantage non négligeable de l'intégration totale des a
tivitésde maintenan
e est l'expérien
e a
quise et l'installation déjà établie [AkPN05℄. Enplus il y a la possibilité d'o�rir le servi
e aux autres 
ompagnies qui souhaitentsous-traiter la maintenan
e.2.3.2 Contraintes de maintenan
eTous les avions doivent être régulièrement maintenus. Une intervention de main-tenan
e peut être une inspe
tion de petite é
helle 
omme la véri�
ation du niveau del'huile du moteur ou une intervention de grande é
helle pendant laquelle l'avion est
omplètement démonté, inspe
té visuellement et remonté. En général les inspe
tionsde petite é
helle peuvent être faites dans tous les aéroports mais les interventionsde plus grande é
helle né
essitent des bases de maintenan
e parti
ulières, ave
 unpersonnel ayant la 
ompéten
e requise. Ces bases peuvent être �otte-dépendantes,
'est-à-dire que la maintenan
e de 
ertaines �ottes peuvent avoir lieu dans 
es bases.Il faut noter que le nombre et la 
apa
ité des bases de maintenan
e sont limités.Pour 
haque type de maintenan
e, la durée entre deux interventions de mainte-nan
e est proposée par le 
onstru
teur de l'avion et est basée sur le temps, le nombrede vols et la durée totale des vols. Cette proposition doit être validée par les asso-
iations 
omme (US) Federal Aviation Administration, l'Agen
e Européenne de laSé
urité Aérienne ou Transport Canada. Les 
ompagnies aériennes sont obligées derespe
ter de façon ferme 
es règles. Les 
ompagnies aériennes appelle 
es 
ontr�lesA,B,C et D. Les types A et B sont des 
ontr�les légers, tandis que les types C et Dsont des 
ontr�ls beau
oup plus importants qui mettent l'avion hors servi
e pendantune durée 
onsidérable.Par exemple, avant les dernières approbations de 2004 ; la durée entre deux
ontr�les de type A pour les avions A320 était de 500 heures de vol, pour les 
ontr�lesC, elle était de 15 mois et pour les inspe
tions lourdes, elle était de 5 ans [AB004℄.La préparation du planning de maintenan
e d'une �otte né
essite une grandeexpertise a�n de 
hanger et re
hanger les plannings de long-terme, la ré-allo
ation



11des ressour
es humaines et matérielles pour répondre aux 
hangements de statu dela �otte, de la disponibilité du personnel ou du planning des vols. Les tâ
hes demaintenan
e peuvent être regroupées en deux ensembles, la maintenan
e plani�éeet la maintenan
e non-plani�ée. Le premier ensemble 
ontient les tâ
hes de la main-tenan
e préventive. Les a
tions 
orre
tives à la suite d'un évènement non attendu,sont dans l'ensemble de la maintenan
e non-plani�ée [VDK+02℄.Les te
hniques de la modélisationmathématique sont appliquées pour la 
onstru
-tion du planning d'une base de maintenan
e. Ce planning de maintenan
e tient
ompte du type de la �otte, des besoins de maintenan
e de l'avion qui va visiter labase de maintenan
e 
on
ernée, de la durée pendant laquelle l'avion peut rester ausol et de la disponibilité des ressour
es. Dijkstra et al. proposent un système d'aide àla dé
ision pour le planning du personnel dans une base de maintenan
e [DKJS91℄.La simulation a également été utilisée pour développer des systèmes d'aide à ladé
ision. Du�uaa et Andijani la 
onsidèrent 
omme une meilleure méthode pourévaluer les fon
tions de maintenan
e que les modèles mathématiques, à 
ause de la
ompléxité et de l'aspe
t sto
hastique du problème [DA99℄. Nous pouvons voir uneappro
he ré
ente de Bazargan-Lari et al., basée sur la simulation pour résoudre leproblème de planning des ressour
es humaines des bases majeures de maintenan
ede Continental Airlines [LGY03℄.Les 
ompagnies qui sous-traitent la maintenan
e et 
elles qui l'assurent elles-même n'ont pas les mêmes 
ontraintes. Les 
ompagnies qui sous-traitent 
e servi
e,en général, n'ont pas besoin de faire le planning des opérations pour une base demaintenan
e puisque 
ette base ne leur appartient pas. En revan
he, elles doiventpayer pour 
e servi
e. Don
 l'obje
tif de 
es entreprises est de minimiser les 
oûts demaintenan
e. D'autre part, surtout les grandes 
ompagnies aériennes, qui ne sous-traitent pas la maintenan
e mais proposent aussi leurs servi
es, ont des 
ontraintestrès importantes sur la 
apa
ité de la base de maintenan
e. Ces 
ompagnies nepeuvent pas se 
ontenter de minimiser les 
oûts de maintenan
e sans tenir 
omptede la gestion de la 
apa
ité des bases. Ainsi Sara
 et al. rajoutent les 
ontraintes dela 
apa
ité de main d'oeuvre et des bases de maintenan
e au modèle de la rotationdes avions [SBR06℄.



12 Une autre appro
he est de dé�nir le planning de maintenan
e et de la rotationdes avions séparément [CPZ00℄. Puisque le planning de maintenan
e ne doit pastenir 
ompte seulement de besoins de maintenan
e des avions, mais aussi de la 
a-pa
ité de main-d'oeuvre dans les bases de maintenan
e, de la disponibilité des basesde maintenan
e, de la 
ompatibilité de l'appareil ave
 la 
ompéten
e du personnelprésent aux bases de maintenan
e ; dans 
ertaines grandes 
ompagnies aériennes, leplanning de maintenan
e est préparé par un autre département qui est responsablede la maintenan
e de tous les avions de la 
ompagnie.Pendant la préparation du planning de maintenan
e, les 
ontraintes de 
apa
ité etle besoin de la �otte sont pris en 
ompte et �nalement le planning de la maintenan
eest transmis au département 
on
erné. La rotation �nale respe
te le planning demaintenan
e et aussi le potentiel de vol des avions. Don
 il faut 
ompter le planningde maintenan
e 
omme une étape séparée, 
omme dans la �gure 2.2.
Planning des Vols

Affectation des Flottes

Rotation des Avions

Planning de Maintenance

Fig. 2.2 � Les étapes de planning ave
 le planning de maintenan
eDans le 
adre de 
e travail, nous 
onsidérons les entreprises qui ne sous-traitentpas le servi
e de maintenan
e et dont le planning de maintenan
e est préparé par undépartement di�érent. Pendant la 
onstru
tion de la rotation des avions, le planningde maintenan
e doit être respe
té.



CHAPITRE 3PRÉSENTATION DU PROBLÈME, MODELISATION ETCOMPLEXITÉ3.1 Présentation du problème3.1.1 Dé�nition du problème de la rotation des avionsDans 
e 
hapitre nous allons expliquer le problème de la rotation des avions, les
ritères que nous optimisons et les 
ontraintes 
onsidérées. Nous dé�nissons la rota-tion des avions 
omme la re
her
he des routes pour un ensemble d'avions. Par 
ontre,même si les avions sont dans la même �otte, don
 ave
 des propriétés identiques, ilssont traités séparément 
ar 
haque avion a un besoin di�érent de maintenan
e. Cebesoin est représenté par le potentiel de vol.Potentiel de vol : La durée pendant laquelle un avion peut voler sans une inter-vention de maintenan
e. Soit L la limite maximale de durée entre deux interventionsde maintenan
e et ∑
dv la durée totale pendant laquelle l'avion a déjà volé après ladernière maintenan
e où dv est la durée du vol v. Don
 le potentiel de vol de l'avion

a est Pa = L − ∑
dv.Comme nous l'avons vu dans le 
hapitre pré
édent, il y a di�érents types demaintenan
e et pour 
haque type il y a une limite di�érente. En revan
he, les 
om-pagnies peuvent 
ombiner les interventions et don
 les limites de vol. Mais au
une
ompagnie aérienne ne peut faire voler un avion plus que la limite L à 
ause despénalités sévères. Don
 le suivi de la 
onsommation du potentiel de vol des avionsest 
ru
ial pour une 
ompagnie aérienne.Nous avons deux a
tivités prin
ipales à 
onsidérer : les vols et les interventionsde maintenan
e. Toutes les a
tivités sont dé�nies par l'origine, la destination, la dateet l'heure de départ. La plus importante di�éren
e entre un vol et une maintenan
eest que 
ette dernière est une a
tivité au sol. Don
, l'origine et la destination sontla base de maintenan
e.La rotation des avions ne sera pas un planning générique mais un planning daté



14par
e que 
e plan dépend du potentiel de vol et de la maintenan
e a�e
tée auxavions. Le plan générique 
ontient seulement le nom de la �otte et les vols a�e
tés à
ette �otte. Le planning daté désigne quel parti
ulier avion fait quel parti
ulier volpendant l'étape de la rotation des avions.L'a�e
tation de la maintenan
e est préparée 
haque semaine, par un autre dé-partement. En fon
tion du planning de maintenan
e, 
haque semaine la rotation desavions est préparée. La période du planning daté est don
, une semaine.La fon
tion obje
tif de la rotation des avions est souvent liée aux 
oûts ou àla qualité de la solution. Les obje
tifs �nan
iers regroupent la minimisation des
oûts opérationnels [SH03℄ et la maximisation des revenus [CJNZ97℄. D'autre part,la qualité de la solution est liée à la robustesse ou à la 
onsommation du potentielde vol [SBR06℄. L'obje
tif �nan
ier est di�
ile à estimer et di�ère 
onsidérablementd'une 
ompagnie à une autre. Nous préférons regarder du 
�té de la qualité de lasolution �nale en fon
tion de la 
onsommation du potentiel de vol. Nous allons voirque 
ette appro
he a des impa
ts sur la minimisation des 
oûts opérationnels.3.1.1.1 Maximisation de l'utilisation des avionsSelon Culioli et Partou
he-Zembra, la première ri
hesse d'une 
ompagnie aé-rienne est 
onstituée par sa �otte. C'est la ma
hine de produ
tion. Cette ma
hinede produ
tion est à la fois extrêmement 
oûteuse et parti
ulièrement 
omplexe. Ils'agit don
 de l'utiliser au mieux [CPZ00℄.Nous traduisons l'utilisation au mieux par la maximisation de l'utilisation del'avion a sans dépasser la limite de vol. Don
 la première fon
tion obje
tif est :
min Pa = L −

∑
dv (3.1)où ∑

dv est la durée totale pendant laquelle l'avion a a déja volé depuis la dernièreintervention de maintenan
e. Cette durée 
ouvre aussi la 
onsommation des périodespré
édentes.
min Pa = L − (

∑

v∈c(t<T,a)

dv +
∑

v∈c(t=T,a)

dv) (3.2)



15où c(t = T, a) est le 
hemin (la suite des vols) a�e
té à l'avion a à la période T et
c(t < T, a) est la liste des 
hemins a�e
tés à l'avion a avant la période T . Commenous l'avons déjà dit, la période planning est une semaine. Le 
hemin c dans la liste
c(t < T, a) se 
onne
te ave
 le 
hemin c′ de la période suivante. Nous pouvons don

onsidérer c(t < T, a) 
omme un seul 
hemin qui 
ouvre T − 1 périodes.Si nous dé�nissons La 
omme le potentiel de vol au début de la période a
tuelle,nous avons :

La = L −
∑

v∈c(t<T,a)

dv (3.3)Alors le fon
tion obje
tif devient :
min Pa = La −

∑

v∈c(t=T,a)

dv (3.4)Cette fon
tion obje
tif minimise la perte de potentiel d'un avion. Mais nous avonsune �otte alors il faut 
onsidérer toute la �otte.
min

∑

a∈A

Pa =
∑

a

(La −
∑

v∈c(t=T,a)

dv) (3.5)Ave
 
ette fon
tion obje
tif nous minimisons la somme des pertes de potentiel desavions et minimisons le nombre de maintenan
e sur le long terme 
ar les avions vontpasser la maintenan
e plus tard, don
 moins fréquemment, sans dépasser la limitede vol.Nous allons dé�nir le 
hemin a�e
té à l'avion a 
omme c(a) puisque nous nousintéressons seulement à la période a
tuelle.3.1.1.2 Equilibrage de 
hargeUn autre obje
tif pour les 
ompagnies aériennes est d'équilibrer la 
harge de voldes avions. Cet obje
tif est 
ru
ial pour les 
ompagnies pour plusieurs raisons :� Long terme : Si la 
harge de vol des avions n'est pas équilibrée, un avion jeunepeut vieillir plus vite que prévu. Dans 
e 
as, la 
ompagnie peut arriver à unesituation où un nombre important d'avions ne sont plus 
apables de voler.



16 Lorsque la 
harge est équilibrée, la �otte reste homogène et il est plus fa
ilede prévoir l'evolution de son vieillissement,� Court terme : Si la 
harge n'est pas équilibrée, les prévisions en besoin demaintenan
e peuvent être trompeuses puisque 
ertains avions 
onsomment leurpotentiel plus ou moins vite que le reste de la �otte. Par exemple, à un momentdonné, soient La et La′ le potentiel de vol des avions a et a′ où La est inférieurà La′ . Don
 l'intervention de maintenan
e de l'avion a est plani�ée avant 
ellede l'avion a′. Mais si l'avion a′ vole toujours plus que l'avion a, nous pouvonsnous trouver dans la situation où les deux avions ont épuisé leur potentiel enmême temps. Alors l'avion a′ est bloqué en attente de maintenan
e.Pour 
ette raison, beau
oup de 
ompagnies préférent les rotations 
y
liques. Dansune telle rotation, une série de routes est générée et un avion prend une routedi�érente, à 
haque période. Don
 sur le long terme, tous les avions suivent la mêmegrande route [GT98℄.L'in
onvénient de 
ette méthode est lié à la nature sto
hastique du transportaérien. Quand il n'est plus possible d'a�e
ter une route pré-dé�nie à un avion par-ti
ulier, il faut 
hanger tout le planning de long terme.Pour 
ette raison, nous proposons un 
omposant de la fon
tion obje
tif qui favo-rise l'équilibrage de la 
harge dans la période a
tuelle. Nous dé�nissons une 
hargesouhaitée Ma pour un avion a. L'é
art de 
harge de l'avion a est formulé de la façonsuivante :
εa = |Ma −

∑

v∈c(a)

dv| (3.6)où c(a) est le 
hemin (la route) a�e
té à l'avion a. Ainsi la deuxième fon
tion obje
tifest traduite 
omme
min

∑

a

εa (3.7)Nous allons 
ombiner les expressions 3.5 et 3.7 pour obtenir la fon
tion obje
tifprin
ipal.
min α

∑

a

Pa + β
∑

a

εa (3.8)



17où α et β sont des poids attribués aux 
omposants de la fon
tion obje
tif �nale.
α et β sont 
hoisis de telle façon que l'obje
tif prin
ipale reste la minimisation despertes de potentiel.3.1.2 Di�érentes politiques dans le planning de la maintenan
eDans 
ette se
tion, nous allons étudier la 
ontrainte de la maintenan
e et sesimpa
ts sur le planning des vols. Nous 
onsidérons seulement les interventions detype A (les inspe
tions légères de sé
urité) et nous prenons une �otte du type A320
omme exemple. Nous avons déjà vu que la limite de vol entre deux interventions demaintenan
e de type A, pour un avion de type A320 est de 500 heures de vol. Lesinterventions de 
e type de maintenan
e ont lieu pendant la nuit, où il n'y a pas devol, a�n de ne pas bloquer l'avion et ne pas perturber les vols.Nous avons déjà vu dans la �gure 2.2 que le planning de maintenan
e est unedonnée du problème de la rotation des avions. Don
 la maintenan
e ma est unea
tivité pré-dé�nie pour l'avion a. Comme la 
apa
ité de la base de maintenan
e estlimitée, le nombre de maintenan
es est un nombre �ni. En d'autres termes, la sous-�otte qui peut passer une intervention de maintenan
e est limitée par la 
apa
ité dela base de maintenan
e. Pour fa
iliter la notation, nous allons appeler les avions pourlesquels une intervention de maintenan
e est plani�ée dans la période de planninga
tuelle, les avions 
ritiques. Naturellement, un avion 
ritique devient non-
ritiqueaprès une intervention de maintenan
e.Nous pouvons imaginer que les avions 
ritiques et non-
ritiques ont des obje
tifset des 
ontraintes di�érents. Même si la 
ontrainte de maintenan
e est valable pourtous les avions, elle est beau
oup plus importante pour les avions 
ritiques. Car lepotentiel de vol des avions 
ritiques est inférieur aux avions non-
ritiques. En mêmetemps, les avions 
ritiques sont de très bons 
andidats pour maximiser leur utilisa-tion puisque nous savons exa
tement quand et où ils vont passer la maintenan
e.Connaissant la date de leur maintenan
e, nous pouvons a�e
ter les vols aux avions
ritiques a�n de 
onsommer leur potentiel de vol. D'autre part, nous pouvons équi-librer la 
harge des avions non-
ritiques 
ar la 
ontrainte de limite de vol est moinsimportante et nous ne 
onnaissons pas la date exa
te de leur maintenan
e.



18 Les avions 
ritiques sont dire
tement 
on
ernés par la politique de la mainte-nan
e. Comme nous l'avons déjà dit, le nombre de maintenan
es par semaine dé�nitle nombre d'avions 
ritiques. Ave
 la maximisation de l'utilisation, il serait possiblede 
hanger de politique de maintenan
e et de diminuer le nombre de maintenan
espar semaine, don
 le nombre d'avions 
ritiques.3.1.2.1 Nombre 
onstant de maintenan
es par jourLa politique la plus simple est de �xer le nombre de maintenan
es par jour etd'utiliser la règle premier arrivé, premier servi. Don
 l'avion le plus 
ritique au débutde la semaine passe en premier la maintenan
e. L'avantage de 
ette politique est sarégularité et don
 la fa
ilité de la prévision.3.1.2.2 Nombre variable de maintenan
es par jourUne autre politique simple est de �xer le nombre de maintenan
es par jour, pourles jours de la semaine et d'enlever totalement ou une partie des maintenan
es enweek-end. En e�et le 
oût de main-d'oeuvre représente une part importante des
oûts de maintenan
e et il 
oûte plus évidemment pendant le week-end. Ainsi unepolitique qui diminue le nombre de maintenan
es en week-end minimise les 
oûtsde maintenan
e plus qu'une politique qui diminue le nombre de maintenan
es ensemaine.3.1.2.3 Nombre variable de maintenan
es par semaineUne dernière politique de maintenan
e est de ne pas �xer le nombre des avions
ritiques. En revan
he, puisque la 
apa
ité de la base de maintenan
e est limitée,le nombre maximal d'avions 
ritiques sera toujours limité. La di�éren
e de 
ettepolitique est que, au début de 
haque période de planning, les avions 
ritiques sontdé
idés en fon
tion de leur utilisation. Si le potentiel de vol d'un avion est inférieurà un seuil, l'avion est 
onsidéré 
omme 
ritique. Si le nombre des avions 
ritiquesest supérieur à la 
apa
ité hebdomadaire CH de la base de maintenan
e, les CHpremiers avions passent la maintenan
e. La di�
ulté de 
ette politique est de dé�nir



19un seuil de potentiel de vol, à partir duquel un avion sera 
onsidéré 
omme 
ritique.Un autre in
onvénient est l'irrégularité éventuelle de la 
harge de travail dans lesbases de maintenan
e, 
ar 
haque semaine le nombre d'avions 
ritiques peut varier.3.2 Modèlisation du problèmeA�n de modéliser le problème de rotation des avions, nous allons étudier lastru
ture du réseau de destinations et le graphe asso
ié à 
e problème. Ensuite nousallons proposer un modèle de programmation linéaire mixte.3.2.1 Stru
ture du réseauLes villes desservies par la 
ompagnie aérienne 
onstituent un réseau de 
heminsaériens proposés par la 
ompagnie entre les villes. Ce réseau peut avoir une stru
turetrès 
omplexe. En revan
he, le réseau desservi par une �otte de la 
ompagnie peutmontrer des 
ara
téristiques intéressantes. En général, nous pouvons observer unedensité plus élevée autour de 
ertaines villes.

Fig. 3.1 � Centre-Satellite et routes dire
tesDans la �gure 3.1 nous voyons une densité de sommets blan
s qui sont les satel-lites (ou spokes) autour des sommets noirs qui sont appelés les 
entres (ou hubs).Nous pouvons voir une liaison dire
te entre deux satellites (en pointillés). Par
ontre dans un réseau de Centre-Satellites (ou Hub-and-Spokes), (la �gure 3.2), pouraller d'un satellite à un autre, il faut passer par au moins un 
entre. Un des satellites
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Fig. 3.2 � Centre-Satellites de multi-a�e
tationde la �gure 3.2 est lié à deux 
entres. Dans 
e 
as, le réseau prend le nom de Centre-Satellites de multi a�e
tation. Si 
haque satellite est lié à un seul 
entre 
omme surla �gure 3.3 alors le réseau est Centre-Satellites de mono a�e
tation [BO99℄.

Fig. 3.3 � Centre-Satellites de mono a�e
tationLa littérature 
on
ernant les problèmes de lo
alisation de 
entres s'est intensi�éedepuis que O'Kelly [O'K87℄ a proposé un modèle mathématique. Ce modèle minimisedivers 
oûts du réseau. Le problème de lo
alisation de 
entres s'intéresse à lo
aliserles 
entres et à a�e
ter les satellites aux bons 
entres.Dans le 
adre de 
e travail, nous nous intéressons aux réseaux du type Centre-Satellites ave
 un seul 
entre. Le réseau mono Centre-Satellites est une restri
tionmais 
orrespond à la réalité dans la plupart des 
as. Notons qu'en enlevant les
onnexions entre les 
entres dans un réseau de Centre-Satellites de mono a�e
tation,



21nous obtenons plusieurs réseaux de mono Centre-Satellites. Cette liaison est enlevéeseulement au niveau planning, il existe toujours un vol entre les 
entres. En revan
he,pendant le planning, 
haque 
entre ne 
onsidere que les vols dont l'origine et ladestination sont 
e 
entre. Ainsi, pour 
haque 
entre il y a une stru
ture de monoCentre-Satellites. Dans la �gure 3.4 nous voyons que nous avons deux réseaux mono

Fig. 3.4 � Mono Centre-SatellitesCentre-Satellite en enlevant l'arête entre deux 
entres de la �gure 3.3. Il est logiquede 
hoisir le 
entre 
omme aussi la base de maintenan
e puisque tous les avionsdoivent passer par le 
entre.L'avantage 
ru
ial de la stru
ture mono Centre-Satellites est la possibilité d'agré-gation des vols. Car, quand un avion vole de la ville x à la ville y sa
hant que laville x est le 
entre, il doit revenir à la ville x. Don
 les vols x → y et y → x doiventêtre a�e
té au même avion. Dans 
e 
as là, nous pouvons agréger 
es deux vols etdiminuer la taille du problème.3.2.2 Notations utiliséesDans 
ette se
tion nous donnons les notations que nous allons utiliser dans letableau 3.1.La 
harge de vol idéale par avion par semaine est 
al
ulée par l'équation suivante :
MH =

∑
v∈V dv

|A| (3.9)



22 Tab. 3.1 � Paramètres utilisés
A Ensemble des avions

AC Ensemble des avions 
ritiques
a, ac Avion, avion 
ritique

La Limite de vol de l'avion a

V Ensemble des vols
v Vol

dv Durée du vol v

Maint Ensemble des interventions de maintenan
e
ma Intervention de maintenan
e plani�ée pour l'avion a

Pa Potentiel de vol de l'avion a

CH Capa
ité hebdomadaire de la base de maintenan
e
MH Charge de vol idéale par avion par semaine
Mk Charge de vol idéale par avion pour k jours k ∈ {1, ..., 7}

prec(ma) Toutes les a
tivités qui pré
édent la maintenan
e ma

succed(ma) Toutes les a
tivités qui su

èdent à la maintenan
e ma

δ+(v) Ensemble des sommets voisins sortants du sommet v

δ−(v) Ensemble des sommets voisins entrants au sommet voù |A| est la 
ardinalité de l'ensemble A don
 représente la taille de la �otte.Remarque : Puisque nous avons dé�ni un avion 
ritique 
omme étant l'un de
eux qui passent la maintenan
e dans la semaine du planning, le nombre d'avions
ritiques est inférieur à la 
apa
ité hebdomadaire de maintenan
e : |AC| ≤ CH .De plus, nous pouvons noter que la 
harge de vol idéale pour k jours est :
Mk = k × MH

7
où k ∈ {1, .., 7} (3.10)Nous avons déja donné la dé�nition de Ma 
omme étant la 
harge souhaitée pourl'avion a. Une partie de la �otte est toujours non 
ritique tandis que les avions
ritiques deviennent non 
ritiques au fur et à mesure. Don
 pour un avion non
ritique, la 
harge souhaitée est MH , la durée moyenne de vol par avion et parsemaine. En revan
he, pour un avion 
ritique qui passe la maintenan
e dans la nuitdu 5ème jour, la 
harge idéale est M2 puisque pendant 2 jours 
et avion est non
ritique. Comme nous savons pendant 
ombien de jours l'avion a est non-
ritique,pour la généralisation, nous allons utiliser Ma pour la 
harge idéale 
orrespondant



23à l'avion a.Dans le tableau 3.1 nous avons dé�ni prec(ma) et succed(ma) 
omme la notationpour la liste des a
tivités pré
édant et suivant respe
tivement la maintenan
e ma.Mais nous pouvons imaginer le même type de liste pour les avions au début de lasemaine ou pour les vols. Don
 nous pouvons dé�nir prec(a), succed(a), prec(v) et
succed(v). Le paramètre a dé�nit à la fois l'avion et l'état de l'avion a au début de lasemaine. L'état de l'avion est sa position et sa disponibilité au début de la semaine.Don
 les a
tivités suivantes de l'avion a dépendent de son état. Evidemment lesa
tivités pré
édentes de l'avion n'appartiennent pas à la période a
tuelle de planning,don
 prec(a) est 
onsidéré vide.Nous donnons les variables de dé
ision asso
iées au problème de rotation desavions dans le tableau 3.2.Tab. 3.2 � Variables de dé
ision utilisées

xv,w,a =1 si l'a
tivité w su

ède à l'a
tivité v sur l'avion a=0 sinon
T ut

a Somme des durées des vols a�e
tés à l'avion a / Temps d'utilisation(Temps d'utilisation avant la maintenan
e pour les avions 
ritiques)
T am

a Somme des durées des vols a�e
tés à l'avion a après lamaintenan
e jusqu'à la �n de la semaine
ε+

a ,ε−a Variables permettant de mesurer l'é
art absoluentre la 
harge de l'avion a et sa 
harge idéale, 
'est-à-dire
|Ma − T ut

a |Il est évident que les variables xv,w,a sont les variables prin
ipales et les autresvariables sont 
al
ulées ave
 l'aide de xv,w,a.3.2.3 Graphe asso
iéTraditionnellement, deux types de graphes sont utilisés pour modèliser le pro-blème de rotation des avions : le graphe de ligne de temps et le graphe de 
onnexions.Dans le graphe de lignes de temps, l'ensemble des ar
s représente l'ensemble



24des vols et l'ensemble des variables atta
hées aux a
tivités au sol. Les sommets
orrespondent aux départs ou aux arrivées des vols.

Ville a 

Ville b

Ville c

Ville d

Ville e

tempsFig. 3.5 � Graphe de ligne de tempsDans la �gure 3.5, les ar
s 
ontinus et pointillés représentent respe
tivement lesvols et les variables atta
hées aux a
tivités au sol. Chaque ligne 
orrespond à uneville, au 
ours du temps.Le deuxième type de graphe inverse les r�les : les sommets représentent les a
-tivités et les ar
s sont des possibilités de 
onnexions entre les a
tivités. Même si legraphe de 
onnexions est plus dense que le graphe de lignes de temps, en montranttoutes les possibilités de 
onnexions, la représentation expli
ite des 
onnexions 
om-pense 
et in
onvénient. Pour 
ette raison nous préférons utiliser 
e type de graphe.La dé�nition formelle d'un graphe de 
onnexions est un graphe G = (N, E) où Nest l'ensemble des sommets et E est l'ensemble des ar
s. Les a
tivités de vols (V )et de maintenan
es (M) ainsi que les états initiaux des avions (A) font partie de
N . Don
 N = A

⋃
V

⋃
M

⋃{s}⋃{t} où s et t sont des sommets �
tifs qui 
or-respondent à la sour
e et au puits (le début et la �n de la période de planning).Comme nous 
onsidérons un graphe du type mono Centre-Satellites, les sommets de
V sont ainsi des vols agrégés. Le sommets de vols sont valués par la durée dv qui est



25la somme des durées des vols aller et retour. De même, le 
entre du réseau (qui estégalement la base de maintenan
e) est à la fois l'origine et la destination de 
e vol .Ces aggregations diminuent 
onsidérablement la taille du graphe.
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

Avion i

Avion j

Avion k

Maintenance j

Maintenance i

Puit

Vol v
Vol wFig. 3.6 � Graphe de 
onnexionsLa �gure 3.6 donne un sous-graphe de notre modèle. Un ar
 entre deux sommetsmontre la possibilité de l'exé
ution su

essive de deux a
tivités par le même avion.Nous pouvons fa
ilement voir que la �otte 
ontient 3 avions, et deux interventionsde maintenan
e sont prévues. Nous devons assurer tous les vols par 
es 3 avions,don
 trouver un 
hemin par avion, qui l'amène au sommet du puit et 
es 
heminsdoivent 
ouvrir tous les sommets du graphe. Nous ne montrons pas le sommet desour
e, puisque les sommets des avions peuvent être 
onsidéres 
omme la sour
e.Maintenant, nous pouvons redé�nir le problème grâ
e au graphe de 
onnexions.Nous 
her
hons à trouver une route (ou un 
hemin) pour 
haque avion, 
omposée devols. Sa
hant qu'un vol sera a�e
té à un seul avion, les routes doivent être sommets-disjoints. Une autre 
ontrainte est d'assurer tous les vols, don
 de partitionner legraphe par les 
hemins sommets-disjoints. En plus, 
omme il y a la 
ontrainte delimite de vol, la longueur de 
es 
hemins doit être inférieure à 
ette limite et ledernier sommet du 
hemin d'un avion 
ritique a doit être l'intervention de mainte-nan
e ma qui est plani�ée pour l'avion a. Un avion 
ritique a devient non-
ritiqueaprès l'intervention de maintenan
e et il 
ontinue son 
hemin, jusqu'à la �n de la



26semaine. Sous 
es 
ontraintes nous allons maximiser l'utilisation des avions 
ritiqueset équilibrer la 
harge des avions non-
ritiques.
Dans le 
adre de 
ette thèse, nous modélisons le problème 
omme le partitionne-ment d'un graphe par des 
hemins sommets disjoints, ave
 une limite de longueur.

3.2.4 Modèle du Problème
Dans 
ette se
tion nous proposons un modèle mathématique de programmationlinéaire en nombres entiers qui a�e
te à 
haque avion un 
hemin qui lie la sour
e (ledébut de la semaine) au puits (la �n de la semaine).
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min α

∑

a∈AC

(La − T ut
a ) + β

∑

a∈A

(ε+
a + ε−a ) (3.11)sa
hant que

∑

w∈δ−(ma)

xw,ma,a = 1 ∀a ∈ AC (3.12)
∑

w∈δ+(ma)

xma,w,a = 1 ∀a ∈ AC (3.13)
∑

a∈A

∑

w∈δ+(v)

xv,w,a = 1 ∀v ∈ V (3.14)
∑

w∈δ+(v)

xv,w,a −
∑

w∈δ−(v)

xw,v,a = 0 ∀v ∈ V ∀a ∈ A (3.15)
∑

w∈δ+(s)

xs,w,a = 1 ∀a ∈ A (3.16)
∑

w∈δ−(t)

xw,t,a = 1 ∀a ∈ A (3.17)
∑

v∈V

∑

w∈δ+(v)

xv,w,a.dv = T ut
a ∀a ∈ A − AC (3.18)

∑

w∈prec(ma)

∑

v∈δ−(w)

xv,w,a.dv = T ut
a ∀a ∈ AC (3.19)

∑

v∈succed(ma)

∑

w∈δ+(v)

xv,w,a.dv = T am
a ∀a ∈ AC (3.20)

T ut
a ≤ La ∀a ∈ AC (3.21)

Ma − T am
a = ε+

a − ε−a ∀a ∈ AC (3.22)
Ma − T ut

a = ε+
a − ε−a ∀a ∈ A − AC (3.23)

xv,w,a ∈ {0, 1} ∀v, w ∈ N, ∀a ∈ A (3.24)
ε+

a , ε−a ≥ 0 ∀a ∈ A (3.25)Ce modèle est basé sur les 
onnexions entre les a
tivités qui ont été dé�nies dansles se
tions pré
édentes : la variable de dé
ision xv,w,a vaut 1 si et seulement siles a
tivités v et w sont a�e
tées su

essivement à l'avion a. Dans le modèle nousséparons les fon
tions é
onomiques de 
oûts des avions 
ritiques et non 
ritiques.Nous minimisons la somme des pertes de potentiel de vol des avions 
ritiques et la



28somme des é
arts de 
harge de vol des avions non 
ritiques.La fon
tion obje
tif (3.11) est 
omposée de deux parties : pour les avions 
ri-tiques et les avions non 
ritiques. La partie 
on
ernant les avions 
ritiques, 
onsisteà minimiser la somme des pertes de potentiel. La deuxième partie de la fon
tion ob-je
tif, minimise la somme des é
arts des 
harges de vol des avions non 
ritiques parrapport à la 
harge souhaitée. Par 
ontre il ne faut pas oublier que l'avion 
ritiquedevient non 
ritique après la maintenan
e. Les 
omposantes de la fon
tion obje
tifsont pondérés par les paramètres α et β. Grâ
e à 
es paramètres, nous agrégeonsdeux 
ritères (la minimisation de la perte de potentiel et l'équilibrage de la 
hargede vol) dans une seule fon
tion obje
tif.Les 
ontraintes (3.12) et (3.13) relient les vols aux sommets de maintenan
eprévue pour les avions 
ritiques. La 
ontrainte (3.14) garantit l'a�e
tation d'un volà un seul avion. Car 
haque vol v doit être lié à un vol w sur un 
hemin qui esta�e
té à un avion.Les 
ontraintes (3.15), (3.16), et (3.17) sont des 
ontraintes de �ot et elles dé-�nissent un 
hemin 
omme une suite de 
onnexions des vols. Notons que s et tsigni�ent la sour
e et le puits dans le graphe.Les 
ontraintes (3.18) et (3.19) dé�nissent respe
tivement la 
onsommation dupotentiel de vol pour les avions non 
ritiques et 
ritiques avant la maintenan
e. La
ontrainte (3.20) est aussi une dé�nition de la 
onsommation du potentiel de vol maispour les avions 
ritiques après l'intervention de maintenan
e. Dépasser la limite devol est interdit par la 
ontrainte (3.21). Les 
ontraintes (3.22) et (3.23) dé�nissentles é
arts par rapport à la 
harge idéale, pour les avions 
ritiques et non 
ritiques,respe
tivement. Pour 
ela, la 
onsommation du potentiel de vol après la maintenan
edes avions 
ritiques est prise en 
ompte. Finalement la 
ontraine d'intégralité (3.24)montre que la variable xv,w,a ne peut être que 0 ou 1. Don
 un vol v peut être liéà un seul vol w sur un seul avion a. Les é
arts ε sont positifs grâ
e à la 
ontrainte(3.25).



293.3 Analyse de 
omplexitéUn problème est dé
rit par ses paramètres et les propriétés que la solution de
e problème doit satisfaire. Les algorithmes sont des pro
édures pas-à-pas pour ré-soudre 
es problèmes. En général, nous nous intéressons aux algorithmes e�
a
es.La notion d'e�
a
ité implique l'utilisation des di�érentes ressour
es informatiquesa�n d'exé
uter un algorithme. Les ressour
es sont 
onsommées en fon
tion de la du-rée d'exé
ution de l'algorithme. Don
 le temps est la ressour
e la plus importante.Le besoin en 
ette ressour
e est exprimé en fon
tion de la "taille" de l'instan
e duproblème.Di�érents algorithmes ont une immense variété d'e�
a
ité, suivant la taille et lesparamètres du problème. Certains algorithmes sont e�
a
es tandis que les autressont "ine�
a
es" (exponentiels ou pseudo-polynomiaux). La distin
tion entre 
esdeux types d'algorithmes est la base de la théorie de la 
omplexité [GJ79℄.Comme nous l'avons déjà dit, dans le 
adre de 
ette thèse, nous modélisonsle problème 
omme la 
ouverture du graphe (orienté a
y
lique), par des 
heminssommets disjoints. Ces 
hemins ont une 
ontrainte de limite de longueur.Dans le domaine de la re
her
he opérationnelle, les problèmes de 
hemins som-mets disjoints (ou arêtes disjointes) attirent une 
ertaine attention. Le problème 
las-sique est dé�ni 
omme : "Trouver k 
hemins sommets disjoints qui relient k paires desommets (si, ti), i ∈ {1, ..., k} dans un graphe orienté (ou non orienté)" [Ngu07℄. Shi-loa
h montre que 2 
hemins existent toujours dans un graphe non orienté 4-
onnexeet planaire, entre n'importe quelles 2 paires de sommets (s1, t1) et (s2, t2) [S
h80℄.Itai et al. donnent une série de résultats de 
omplexité [IPS82℄ : dans les graphes nonorientés sans pondération, trouver k 
hemins sommets-disjoints (arêtes-disjointes)dont la longueur est limitée par B où B ≥ 5 est NP-
omplet. La longueur d'un
hemin dans un graphe sans pondération, est le nombre d'arêtes sur le 
hemin. Lesrésultats de 
omplexité restent les mêmes quand il s'agit des graphes orientés pour leproblème de 
hemins sommets-disjoints. Li et al. prouvent que le problème de mini-misation du 
oût total des k-
hemins sommets (ou arêtes) disjoints dans un graphe
k-pondéré orienté (ou non orienté) est NP-
omplet, même pour k = 2 [LMSL92℄.



30Une arête d'un graphe k-pondéré, a k 
oûts di�érents, un pour 
haque 
hemin. Ilsproposent un algorithme polyn�mial pour le graphe orienté a
y
lique. Une autrevariante du problème est de trouver deux 
hemins sommets (ou arêtes) disjoints,tels que la longueur du plus long soit minimisés dans un graphe orienté ou nonorienté. Li et al. montrent que 
e problème est NP-
omplet au sens fort et proposeun algorithme pseudo-polyn�mial pour un graphe orienté a
y
lique [LMSL90℄. Natuet Fang proposent un algorithme basé sur la méthode de Dijkstra, de 
omplexitéO(n4) qui minimise la somme des distan
es de 2 
hemins qui relient 2 paires desommets dans un graphe orienté [NF95℄. Par 
ontre les 
hemins ne sont pas né
es-sairement disjoints. Van Der Holst et de Pina prouvent que le problème de trouver
k 
hemins disjoints dont les longueurs sont limitées par des bornes superiéures bi où
i ∈ {1, ..., k} dans un graphe non orienté planaire est NP-
omplet au sens fort pour
k > 2 et proposent une méthode de programmation dynamique pseudo-polyn�mialepour le 
as où k = 2 [Vd02℄.Un autre problème d'optimisation est de trouver le plus grand nombre k de pairesde sommets tel qu'il existe des 
hemins disjoints qui relient 
es paires. Gruswamiet al. montrent que le problème de 
hemins ar
s-disjoints dans les graphes orientésne peut pas être approximé à moins d'un fa
teur Ω(m1/2−ε) où m est le nombred'ar
s [GKR+03℄. En utilisant les te
hniques de 
ouplage (mat
hing) et de �ot,pour résoudre le problème de 
hemins disjoints, Nguyen donne une approximationde garantie O(

√
n) où n est le nombre de sommets, pour les graphes non orientés,orientés a
y
liques et orientés ave
 une 
apa
ité d'arête de 2 [Ngu07℄.La 
ouverture (partition) d'un graphe est un ensemble de 
hemins sommets-disjoints qui passent par tous les sommets du graphe. Le problème d'optimisationest de trouver une 
ouverture (partition) de graphe de 
ardinalité minimum. Ceproblème est NP-
omplet puisqu'il 
ontient le problème de 
hemin Hamiltonien quiest NP-
omplet [GJ79℄ pour les graphes arbitraires. Hung et Chang proposent unalgorithme de garantie O(n) pour le problème de 
ouverture par 
hemins pour lesgraphes ar
-
ir
ulaires, où n est le nombre d'ar
s. La 
ardinalité de la 
ouvertureobtenue est au plus la 
ardinalité optimale plus un [HC06℄. Ils réduisent 
e problèmeau problème de 
y
le (ou 
hemin) Hamiltonien dans la même 
lasse de graphes. Don




31la 
omplexité est la même que le problème du 
y
le (ou 
hemin) Hamiltonien dansles graphes ar
-
ir
ulaires. Ce problème peut être résolu en O(n2log n) [SCH92℄.Une autre appro
he pour le problème de rotation des avions est basée sur leproblème du voyageur de 
ommer
e (PV C). Le problème du voyageur de 
ommer
eest de trouver un 
ir
uit hamiltonien de 
oût minimum dans un graphe pondéré.Nous pouvons imaginer les sommets 
omme des villes et les ar
s 
omme des routesreliant les villes. La pondération d'un ar
 est la distan
e entre les deux villes que
et ar
 relie. Le 
ir
uit hamiltonien de 
oût minimal est un 
ir
uit de distan
e mini-male, qui passe par toutes les villes une seule fois. Selon le graphe ou des 
ontraintesspé
iales, le problème peut varier. Barhart et al. resolvent un problème de 
oupe de
apa
ité minimale, a�n d'éliminer les sous-tours d'un PVC asymétrique [BBC+98℄.Boland et al. résolvent le PVC asymétrique ave
 des ar
s de remplissage. Les ar
sde remplissage sont parallèles aux ar
s normaux ave
 un 
oût plus élevé. Les ar
s deremplissage 
orrespondent aux interventions de la maintenan
e tandis que les ar
snormaux 
orrespondent aux vols. La longueur du 
hemin entre deux ar
s de remplis-sage ne peut pas dépasser une limite W . Ils donnent un modèle mathématique dérivéde la dé
omposition de Dantzig-Wolfe et des résultats polyédraux. Finalement ilsrésolvent le problème pour di�érentes familles d'instan
es [BCN00℄. Mak et Boland
al
ulent une borne inférieure au PVC asymétrique ave
 les ar
s de remplissage parla relaxation lagrangienne et une borne supérieure trouvée à partir d'une solutionréalisable 
onstruite par le re
uit simulé. Ils proposent également une appro
he heu-ristique qui a une garantie de performan
e a posteriori de 3% [MB00℄. Ils prouventaussi que deux types de 
ontraintes développées par les auteurs sont des fa
ettespour le problème de voyageurs de 
ommer
e ave
 les ar
s de remplissage [MB06℄.Nous pouvons 
ompter le PVC ave
 des sommets noirs et blan
s 
omme uneautre appro
he intéressante du problème de la rotation des avions. Les sommets noirssont les a
tivités de maintenan
e et les sommets blan
s sont des vols. La 
on
eptionde réseaux de télé
ommuni
ation peut être modélisée par 
e problème. Bourgeoiset al. proposent 3 appro
hes heuristiques et les 
omparent sur des instan
es qui
ontiennent jusqu'à 200 sommets [BLS03℄.Dans les sous-se
tions suivantes nous allons étudier la 
omplexité du problème



32de la rotation des avions.3.3.1 Problème de faisabilitéLa première question que nous nous posons, fa
e à un problème de rotation desavions est de savoir si une solution réalisable existe. Une solution réalisable doitassurer tous les vols sans faire voler les avions 
ritiques plus que la limite légale.Di�érents 
as apparaissent suivant le nombre d'avions 
ritiques.3.3.1.1 Au
un avion 
ritiqueImaginons qu'au
un avion n'ait de 
ontrainte de limite de vol. Ce qui veut direque dans la période du planning 
onsidérée au
un avion n'a besoin d'une interventionde maintenan
e. Les avions peuvent don
 voler librement jusqu'à la �n de la semaine.Dans 
e 
as, le problème de faisabilité est de savoir si nous pouvons assurer tous lesvols.Le problème de faisabilité revient alors à dé
ider si il est possible de 
ouvrir tousles sommets du graphe de 
onnexions G asso
ié au problème de rotation des avions,par |A| 
hemins sommets disjoints, où |A| est la taille de la �otte. Nous pouvonsmodéliser 
e problème à l'aide du graphe de 
onnexions G′ ave
 des modi�
ationssuivantes faites sur le graphe G que nous avons montré dans la �gure 3.6 :� Pour 
haque vol v, nous séparons le sommet 
orrespondant en deux : v− et
v+ ;� Entre 
haque 
ouple de sommets v− et v+ il y a un seul ar
 de 
oût -1 ;� Tous les ar
s entrants au sommet v dans le graphe G, entrent au sommet v−dans le graphe G′ ave
 un 
oût 0 ;� Tous les ar
s sortants du sommet v dans le graphe G, sortent du sommet v+dans le graphe G′ ave
 un 
oût 0 ;� Un sommet de sour
e s est ajouté et il est lié à tous les sommets qui re-présentent l'état de l'avion au début de la semaine. Le 
oût de 
es ar
s estégalement 0.Naturellement la 
apa
ité de tous les ar
s est égale à 1. Don
 le problème d'as-



33surer tous les vols ave
 |A| avions se ramene au problème de trouver un �ot entierde valeur |A| et de 
oût de −|V | dans le réseau G′. En d'autres termes, s'il existeun �ot entier de |A| ave
 un 
oût de −|V | dans le graphe G′ alors, tous les vols sontassurés. Sinon, il y a deux possibilités :� Le 
oût total est supérieur à −|V |. Cela signi�e qu'une partie des vols n'estpas assurée� La valeur du �ot est di�érente de |A|. Nous avions ajouté le sommet s liéaux sommets d'état-avion. Don
 les ar
s sortants de s forment une 
oupe de
apa
ité de |A|. Don
 la valeur maximale du �ot est né
essairement inférieureà |A|. Il existe don
 une 
oupe stri
tement inférieure à |A| dans le réseau. Ce
isigni�e que, à un moment donné, 
ertains avions ne peuvent pas trouver unvol et restent bloqués à l'aéroport. Sur l'exemple de la �gure 3.7, supposonsque l'avion 1 assure les vols 1 et 3, l'avion 2 assure le vol 2. Tous les volssont assurés mais l'avion 2 ne peut pas arriver au puit, et reste bloqué à ladestination du vol 2.
Avion 1

Avion 2

Vol 1

Vol 2

Vol 3
      Source

    Puits

Fig. 3.7 � Valeur de �ot maximale inférieure à |A|Dans 
e 
as il n'existe pas de solution réalisable. Pour empê
her 
ela, nous pou-vons lier tous les sommets au puits, sauf la sour
e (voir la �gure 3.8). Remarquonsque la 
oupe minimum du réseau est alors |A|. Comme les sommets d'état-avion sontliés à la sour
e et au puits, il existe alors des solutions où 
ertains avions peuventne pas voler pendant la période du planning.
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Avion 1

Avion 2

Vol 1

Vol 2

Vol 3
      Source

    Puits

Fig. 3.8 � Valeur de �ot maximale égale à |A|Il existe des algorithmes polyn�miaux pour résoudre le problème de �ot maxi-mum de 
oût minimum. Le problème de faisabilité de rotation des avions quand iln'y a pas d'avion 
ritique est don
 polyn�mial.3.3.1.2 Au
un avion non-
ritiqueDans la se
tion pré
édente nous avons étudié le 
as où tous les avions sont non
ritiques. Un autre 
as intéressant est le problème de faisabilité quand tous les avionsde la �otte sont 
ritiques. La di�
ulté prin
ipale est alors d'assurer les vols ave
 desavions qui ne peuvent fon
tionner que jusqu'à une limite. Nous allons prouver quele problème de faisabilité de rotation des avions est NP-di�
ile au sens fort quandtous les avions sont 
ritiques [AEP06a℄. Pour 
e faire, nous allons 
onstruire unerédu
tion polyn�miale depuis le problème de partition numérique à 3 dimensionsqui est 
onnu pour être un problème NP-di�
ile au sens fort [GJ79℄.Theorème 3.3.1. Le problème de la faisabilité de la rotation des avions quand tousles avions sont 
ritiques est NP-
omplet au sens fortPreuve :Problème de partition numérique à 3 dimensionsInstan
e : W , X et Y sont 3 ensembles disjoints et L ∈ Z+ est une limite. Chaqueensemble 
ontient n éléments. A 
haque élément v ∈ W
⋃

X
⋃

Y un poids dv ∈ Z+



35est asso
ié tel que ∑

v∈W
S

X
S

Y

dv = nL.Question : Est-
e qu'il est possible de partitionner W
⋃

X
⋃

Y en n sous-ensemblesnotés Vi, i ∈ {1, ..., n} tels que 
haque Vi 
ontient seulement un seul élément de
ha
un des ensembles W , X et Y et tel que ∑

v∈Vi

dv = L pour i ∈ {1, ..., n} ?Étant donnée une instan
e du problème de partition numérique à 3 dimensions,nous allons dé�nir une instan
e du problème de rotation des avions de la façonsuivante : 
haque élément v ∈ W
⋃

X
⋃

Y est asso
ié à un vol de durée dv. Nousavons ainsi 3n vols à a�e
ter à n avions. Le graphe de 
onnexion est tel que lesvols qui sont dans le même groupe sont in
ompatibles entre eux. C'est-à-dire que lemême avion ne peut pas faire deux vols du même groupe. Il n'y a pas de 
onnexionsdire
tes entre les vols du groupe W et du groupe Y . Par 
ontre, il y a des 
onnexionsentre tous les vols du groupe W et 
eux du groupe X, tous les vols du groupe X et
eux du groupe Y (voir la �gure 3.9).
W X Y

Vol 2

Vol 1

Source 
Puit

Vol n Fig. 3.9 � Instan
e 
onstruite par la rédu
tionLa question que nous nous posons est de dé
ider s'il existe un planning de volréalisable. La faisablité est dé�nie 
omme la satisfa
tion des 
onditions suivantes :� Chaque vol doit être a�e
té à un et un seul avion ;



36 � Au
un avion ne viole sa limite de vol : LNous allons maintenant établir qu'un tel planning existe si et seulement si unepartition numérique à 3 dimensions exite pour l'instan
e du départ.
=⇒ Si une telle partition des éléments existe, alors il est évident que nous obte-nons un planning réalisable en a�e
tant les vols 
orrespondants aux éléments d'unmême sous-ensemble Vi à l'avion i. En e�et :� Tous les vols sont 
ouverts : ⋃

i∈{1,..,n}

Vi = W
⋃

X
⋃

Y� Les avions ne depassent pas la limite de vol : ∑

v∈Vi

dv = L pour i ∈ {1, ..., n}� Connexions des vols : Comme 
haque Vi a un élément de 
ha
un des groupes
W , X et Y , les vols 
orrespondants sont 
ompatibles

⇐= Ré
iproquement, supposons que nous ayons un planning de vol réalisable.Alors :� Chaque vol est a�e
té à un avion ;� Chaque avion vole exa
tement L unités de temps. En e�et le nombre totald'heure de vol à assurer est nL. Chaque avion doit utiliser entièrement sonpotentiel de vol pour que tous les vols soient assurés. Supposons que l'avion
a ne vole pas L unités de temps. Comme 
'est un planning réalisable, il nepeut pas dépasser la limite de vol. Don
 ∑

v∈Va

dv < L. Alors il y a au moinsun autre avion a′ qui vole plus de L unités de temps par
e que tous les volssont a�e
tés et ∑

v∈W
S

X
S

Y

dv = nL. Cette 
ontradi
tion nous montre que, si leplanning de vol est réalisable, tous les avions volent exa
tement L unités detemps : ∑

v∈Vi

dv = L pour i ∈ {1, ..., n}.� Chaque avion assure exa
tement un seul vol de 
haque groupe W , X et Y :� Au plus un seul vol par groupe peut être a�e
té au même avion, puisque lesvols au sein d'un même groupe ne sont pas 
ompatibles.� Les 3n vols étant assurés, 
haque avion e�e
tue don
 un vol de 
haqueensemble.Don
 il est évident que le partage des vols par les avions satisfait les 
onditionsdu problème de partition numérique à 3 dimensions. Il est 
lair que la rédu
tion est



37réalisée en temps polyn�mial et la taille de l'instan
e 
onstruite est polyn�miale. Lesvaleurs numériques apparaisant dans les deux instan
es étant les mêmes, la trans-formation est pseudo-polyn�miale et don
 
onserve le sens fort. Ainsi le problèmede faisabilité du problème de rotation des avions est au moins aussi di�
ile que leproblème de partition numérique à 3 dimensions, et don
 NP-
omplet au sens fort.
�3.3.2 Problème d'optimisationPré
édemment nous avons étudié l'existen
e d'une solution réalisable du pro-blème de la rotation des avions dans 
ertains 
as. En revan
he 
e problème a des
ritères d'optimisation : la maximisation de l'utilisation des avions 
ritiques et l'équi-librage de 
harge de vol des avions non-
ritiques. Cette analyse de 
omplexité nousguide pendant la 
on
eption des méthodes de résolution. Nous avons déjà vu quesi la �otte ne 
ontient que des avions non-
ritiques, trouver une solution est poly-n�mial, sans tenir 
ompte de l'équilibrage de 
harge. Dans 
ette partie, nous allonsétudier la 
omplexité du problème de rotation d'une �otte.3.3.2.1 Un seul avion 
ritiqueNous pouvons dé
omposer le problème de la rotation des avions en deux quandil y a un seul avion 
ritique, a�n d'étudier sa 
omplexité. Si nous nous fo
alisonsseulement sur l'avion 
ritique, le problème devient la re
her
he du plus long 
hemin.L'obje
tif qui 
on
erne l'avion 
ritique est la maximisation de son utilisation. Leproblème de dé
ision asso
ié est : "Est-
e qu'il existe un planning réalisable tel quel'avion 
ritique a vole au moins La unités de temps ?".La re
her
he du plus long 
hemin sur un graphe quel
onque et pondéré est NP-di�
ile [GJ79℄. Par 
ontre, le graphe asso
ié au problème de la rotation est un grapheorienté a
y
lique. Dans 
e 
as, le problème devient fa
ile à résoudre [Law76℄. Malgré
e fait, la 
ontrainte de la limite de vol sur l'avion 
ritique rend en
ore le problèmedi�
ile. Nous pouvons réduire 
e problème au problème de partition qui est 
onnupour être NP-di�
ile [GJ79℄.



38Theorème 3.3.2. Le problème d'optimisation de la rotation des avions ave
 un seulavion est 
ritique est NP-
ompletPreuveProblème de partitionInstan
e : Soit V l'ensemble des éléments v et dv est la taille de v ∈ VQuestion : Est-
e qu'il existe un sous-ensemble V ′ tel que
∑

v∈V ′

dv =
∑

v∈V −V ′

dv (3.26)Étant donné la dé�nition du problème de partition, nous allons donner une instan
edu problème de rotation des avions ave
 un seul avion 
ritique de la façon suivante :Soit V l'ensemble des vols v dont la durée est dv. Ces vols doivent être assuréspar deux avions dont un est 
ritique. La limite de vol de l'avion 
ritique a est
La =

∑
v∈V dv

2
. Il y a des ar
s de 
onnexion entre 
haque 
ouple de vol v − w.La question est la suivante : "Est-
e qu'il existe une rotation d'avions qui per-met d'assurer tous les vols telle que la longueur du 
hemin de l'avion 
ritique estexa
tement égale à La ?"

=⇒ Si un tel sous-ensemble V ′ existe, alors il est évident que nous obtenonsun planning optimal en a�e
tant les vols 
orrespondants aux éléments d'un mêmesous-ensemble V ′ à l'avion 
ritique a. Ce planning est optimal, par
e que :� Tous les vols sont 
ouverts : V = V ′ ∪ V − V ′� La longueur du 
hemin de l'avion 
ritique a est égale à La puisque
La =

∑
v∈V dv

2
=

∑

v∈V ′

dv =
∑

v∈V −V ′

dv

⇐= Supposons que nous ayons un planning de vol optimal. Alors :� Tous les vols sont a�e
tés à un avion : une solution optimale est une solutionréalisable, don
 dans laquelle tous les vols sont assurés.� La longueur du 
hemin a�e
té à l'avion 
ritique a est égale à La (La =
∑

v∈V ′

dv).Comme
La =

∑
v∈V dv

2
(3.27)



39et don
 ∑
v∈V dv

2
=

∑

v∈V ′

dv (3.28)Finalement nous avons
∑

v∈V ′

dv =
∑

v∈V −V ′

dv (3.29)Il est évident que le planning optimal des vols satisfait les 
onditions du problèmede partition. Alors une instan
e du problème de rotation des avions ave
 un seulavion 
ritique est aussi di�
ile que le problème de partition �.3.3.2.2 Plusieurs avions 
ritiquesLe problème de rotation des avions ave
 un seul avion 
ritique est un 
as parti
u-lier du problème de rotation des avions ave
 plusieurs avions 
ritiques. Nous venonsde voir que 
e premier est NP-di�
ile, 
e qui implique que le problème de rotationdes avions ave
 plusieurs avions 
ritiques est aussi NP-di�
ile.
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CHAPITRE 4ALGORITHMES DE LISTE ET RECUIT SIMULÉDans le 
hapitre pré
édent, nous avons vu que le problème de rotation des avionsest un problème di�
ile dans la plupart de 
as. Il est alors naturel de proposer desméthodes heuristiques pour obtenir rapidement des solutions, même si elles ne sontpas optimales.4.1 Appro
hes heuristiquesNous allons présenter deux appro
hes prin
ipales, l'une basée sur la méthode duplus long 
hemin et l'autre basée sur la méthode du premier atterissage. L'obje
-tif prin
ipal de 
es deux appro
hes est de maximiser l'utilisation des avions. A�nd'observer l'état des avions, nous allons regarder l'évolution des potentiels de voldes avions sur plusieurs semaines. Il est évident que le planning des vols dans une
ompagnie aérienne ne peut pas être fait plusieurs semaines en avan
e. Le but del'observation à long terme est d'avoir une meilleure vision de l'évolution de l'étatdes avions en ne �xant que le planning pour la première semaine. Nous pouvons
onstater si la politique de maintenan
e est 
ohérente ave
 l'instan
e ou non.4.1.1 Heuristiques basées sur la méthode du plus long 
heminMalgré la 
omplexité du problème et la taille des instan
es, la stru
ture du grapheasso
ié nous fournit une 
han
e très importante. Comme nous avons déjà vu, legraphe de 
onnexions est un graphe orienté a
y
lique. La re
her
he du plus long
hemin dans un tel graphe est fa
ile : nous 
onnaissons des méthodes polyn�mialespour le resoudre. En revan
he, un plus long 
hemin ne su�rait pas à donner unesolution réalisable à 
ause de la limite de vol. Don
, une fois que le plus long 
hemin
cPL
a pour l'avion a est trouvé, il nous faut véri�er la faisabilité de la solution partielle.Si cPL

a n'est pas réalisable, nous devons modi�er le 
hemin pour obtenir un 
hemin
cPL
a ' qui ne sera pas le plus long mais qui véri�era la limite de vol de l'avion a. Une



42fois un 
hemin réalisable trouvé, par les te
hniques de re
her
he lo
ale (2-OPT) nousessayons d'augmenter de nouveau la durée totale du 
hemin, sans dépasser la limitede vol. La méthode de (2-OPT) é
hange un vol v a�e
té à l'avion a ave
 un vol wsi : � le vol w peut rempla
er le vol v,� dw ≥ dv où dv et dw sont les durées des vol v et w,� la durée totale du nouveau 
hemin cPL
a � est toujours réalisable après l'é
hangede vol v ave
 le vol w.Le fait que le 
hemin cPL

a ' soit plus 
ourt que la limite de vol La de l'avion ane su�t pas à satisfaire toutes les 
onditions de la faisabilité. La solution 
omplètedoit 
ouvrir tous les vols v par |A| 
hemins disjoints.Les avions sont traîtés un par un : une fois qu'un 
hemin est a�e
té, nous pas-sons à l'avion suivant, dans une liste. Pour que les 
hemins soient disjoints, nousenlevons les sommets du graphe après l'a�e
tation d'un 
hemin à un avion. Cetteliste est 
omposée de deux types d'avions : les 
ritiques et les non-
ritiques. Lesavions 
ritiques sont rangés dans l'ordre 
roissant du potentiel de vol. Car, l'avion leplus 
ritique est 
elui qui passe la maintenan
e le premier jour (lundi) et il disposeseulement des vols du premier jour pour 
onsommer son potentiel de vol. Si nousle laissons en dernière position, il risque de ne pas être a�e
té aux bons vols. Par
ontre, l'avion qui passe la maintenan
e le dernier jour (diman
he) peut améliorerson 
hemin plus tard, même s'il est en dernière position. Les premiers résultats sontprésentés lors d'un 
ongrès de ROADEF ( [AEP06b℄) et en ( [AEP06
℄).Il y a deux types d'avions non-
ritiques : Les avions qui deviennent non-
ritiquesaprès la maintenan
e et les avions qui sont toujours non-
ritiques pendant la se-maine du planning. Suivant le statut d'un avion (
ritique, non-
ritique, nouveaunon-
ritique) les sommets de la sour
e et du puits 
hangent. Dans 
e 
hapitre nousutilisons les termes "sour
e" et "puits" 
omme le début et la �n d'un 
hemin ca del'avion a.L'algorithme que nous venons de présenter trouve des 
hemins entre les sommetsde la sour
e et du puits pour 
haque avion, suivant son statut.



43Algorithme 4.1.1 Heuristique basée sur la méthode du plus long 
hemin
A : La liste des avions
V : La liste des vols
ca : Le 
hemin de l'avion a

Da : La durée totale du 
hemin ca

La : La limite de vol de l'avion aPour ∀a ∈ A faireTrouver le plus long 
hemin ca allant de Source(a) à Puits(a)Tant que (Da > La) faireTrouver le plus long vol v′Trouver les remplaçants possibles de v′Trier les remplaçants dans l'ordre dé
roissant de leur duréeSi (Da − dv + dv′ ≤ La) AlorsE
hanger v′ ave
 le premier volSinonPasser au vol remplaçant possible suivantFin SiSi (Da > La) AlorsRempla
er v′ ave
 le plus 
ourt remplaçant possibleFin SiSi (Au
un é
hange) AlorsSupprimer le plus 
ourt vol v ∈ caFin SiFaitPour ∀v ∈ ca faireTrouver les remplaçants possibles v′ de vSi (D′
a ≤ LaET D′

a > Da) AlorsE
hanger v ave
 v′Fin SiFin PourEnlever les sommets 
orrespondants aux vols v ∈ caFin Pour
Tab. 4.1 � Sommet des sour
es et des puits des avions de di�érents statutsCritique Nouveau non-
ritique Non-
ritiqueSour
e Avion Maintenan
e AvionPuits Maintenan
e Fin de semaine Fin de semaine



44 Le potentiel de vol des nouveaux non-
ritiques est in�ni puisqu'ils passent lamaintenan
e dans la semaine a
tuelle. Leur but est de faire le plus de vols possibles,après la maintenan
e, jusqu'à la �n de la semaine. Ils sont traités dans le mêmeordre et l'algorithme leurs a�e
te le plus long 
hemin.L'ordre des avions qui sont toujours non-
ritiques a un r�le 
ru
ial. Jusqu'à 
epoint, nous nous sommes o

upés de la maximisation de l'utilisation des avions
ritiques. L'ordre dans lequel les avions non-
ritiques sont 
hoisis dé�nira la 
ourbed'utilisation des avions au 
ours des semaines. La méthode heuristique que nousvenons de proposer sert à maximiser l'utilisation par la méthode du plus long 
hemin.Ainsi l'équilibrage de 
harge de vol ne peut pas être observée dans la semaine a
tuellemais sur plusieurs semaines.Ordre aléatoire : Pendant la 
onstru
tion de la liste des avions, nous n'imposonsau
une règle. Quand nous regardons sur le long terme, un avion a peut se trouverà la tête d'une liste une semaine, au milieu une autre semaine et �nalement à la �nune troisième semaine. Ainsi tous les avions ont la même probabilité d'être servi enpremier et de maximiser leur durée de vol sur une semaine. En revan
he il n' y aau
une relation entre la position d'un avion dans la liste et son potentiel de vol.Ordre 
roissant du potentiel de vol : Nous pouvons également imposer unerègle de priorité en fon
tion du potentiel de vol. Si nous gardons la même priorité queles avions 
ritiques, alors nous ajoutons les avions à la liste dans l'ordre 
roissant deleur potentiel de vol. Don
 un avion ave
 un potentiel de vol faible passe devant lesautres et pro�te du graphe plus 
omplet pour maximiser son utilisation, en faisanttoujours attention à sa limite de vol. D'autre part, un avion ave
 un plus grandpotentiel de vol aura un 
hemin qui n'est pas préféré par les autres avions, don
 un
hemin plus 
ourt. Notons que le nombre de sommets dans le graphe diminue et lesavions ont de plus en plus de di�
ulté pour trouver un bon 
hemin qui maximiseleur utilisation. Après la maintenan
e, la vitesse de la 
onsommation du potentielde vol d'un avion a va alors augmenter au 
ours de temps.



45Ordre dé
roissant du potentiel de vol : Nous pouvons aussi trier les avionsnon-
ritiques dans l'ordre dé
roissant de leur potentiel de vol. En suivant le mêmeprin
ipe, nous pouvons dire que l'avion le moins 
ritique sera prioritaire pour 
hoisirson 
hemin. Don
 il va 
hoisir le 
hemin le plus long qu'il peut faire et les sommetsseront enlevés du graphe. Par 
onséquent la vitesse de la 
onsommation du potentielde vol d'un avion diminue au 
ours des semaines.4.1.2 Heuristique basée sur le premier atterrisageUne autre interprétation de la maximisation de l'utilisation peut être la minimi-sation des temps passés entre les vols. Don
 un avion qui vole le plus souvent peutréduire sa perte de potentiel de vol.Alors nous proposons une méthode basée sur le premier atterrissage. Après avoirréalisé le vol v, l'avion a 
hoisit le vol v′ dont l'arrivée est la plus t�t. La méthodene 
hoisit pas né
essairement le vol dont le départ est au plus t�t. Car les avionsdans les premières positions dans la liste sont en
ouragés à faire souvent des 
ourtsvols, tandis que les derniers font des vols plus longs. Comme la liste des avions
ritiques est préparée dans l'ordre 
roissant du potentiel de vol, le potentiel de voldes premiers avions est plus faible. Par les vols plus 
ourts et fréquents, ils peuvent
onstruire plus fa
ilement leur 
hemin. Une fois que le 
hemin ca est trouvé pourl'avion a, nous utilisons les mêmes te
hniques de 2-OPT pour le rendre réalisables'il ne l'est pas. Après avoir a�e
té le 
hemin réalisable à l'avion, nous passons autraitement de l'avion suivant dans la liste. Les avions non-
ritiques sont rangés dansl'ordre dé
roissant du potentiel du vol dans la liste.4.1.3 Couverture des volsLa 
ondition indispensable de la faisabilité du problème de la rotation des avionsest la 
ouverture des vols, 
'est-à-dire l'a�e
tation de 
haque vol à un avion. A 
ausede l'aspe
t hiérar
hique des méthodes que nous proposons, il n' y a pas for
ément degarantie de 
ouverture des vols, don
 de faisabilité. Nous pouvons 
iter deux 
ausesd'infaisabilité :



46Algorithme 4.1.2 Heuristique basée sur le premier atterrissage
δ+(v) : La liste des su

esseurs de vol v

Source(a) : Le sommet sour
e de l'avion a

Puits(a) : Le sommet puits de l'avion a

ca : Le 
hemin de l'avion a

Da : La durée totale du 
hemin ca

La : La limite de vol de l'avion aVol v = Source(a)Tant que (v 6= Puits(a)) faireAjouter v à caTrouver v′ ∈ δ+(v) tel que v′arrivée est minimum
v′ = vFait

� Le nombre de vols qui se 
hevau
hent est supérieur à |A| : Dans la semaine à unmoment donné, s'il y a plus de vols à assurer in
ompatibles entre eux (don
impossible d'a�e
ter deux ou plusieurs vols au même avion) que le nombred'avions, il est évident qu'il n'y a pas de solution réalisable. Cette anomalieprovient de l'étape pré
édente du planning de vols : l'a�e
tation des �ottes.La véri�
ation est fa
ile, il su�t de regarder le �ot maximum sur le graphe
G′ obtenu à partir du graphe G par les règles expliquées dans le 
hapitrepré
édent.� Le nombre de vols qui se 
hevau
hent est supérieur au nombre d'avions dispo-nibles : même si le nombre de vols en 
hevau
hement est inférieur au nombretotal d'avions, une partie de la �otte peut être indisponible, à 
ause de leurfaible potentiel de vol. Nous avons déjà vu que, les avions peuvent être obligésd'annuler l'a�e
tation de 
ertains vols, a�n de ne pas dépasser la limite de vol.Don
 un ou plusieurs avions peuvent être indisponibles pour une partie desvols.Même si le premier 
as est fa
ile à véri�er, le deuxième 
as ne l'est pas ; ilfaut attendre la �n des méthodes heuristiques. Bien entendu, suivant les di�érentes



47méthodes et di�érentes règles de priorité, 
e ne sont pas toujours les mêmes vols quine sont pas a�e
tés.A�n de trouver une solution réalisable qui 
ouvre tous les vols, nous nous per-mettons de 
hanger les horaires des vols. Pour 
ela, nous par
ourons la liste desavions non-
ritiques pour trouver l'avion a qui peut a

epter le vol non a�e
té w,
'est-à-dire l'avion qui véri�e dw ≤ La −
∑

v∈c

dv où c est le 
hemin a�e
té à l'avion aet dv est la durée du vol v. Les avions sont triés dans l'ordre dé
roissant du potentielde vol dans la liste. Une fois que l'avion a est trouvé, nous 
her
hons le 
ouple v−v′de vols tel qu'une des 
onnexions v −w et w− v′ est possible. Puis nous dé
alons levol w jusqu'à 
e que les deux 
onnexions deviennent possibles. Si un tel 
ouple devols n'existe pas, nous passons à un autre avion a′4.2 Appro
he méta-heuristiquePour résoudre les problèmes di�
iles 
omme le problème de rotation des avions,nous pouvons avoir deux stratégies générales di�érentes : diviser-et-
onquérir etamélioration itérative. La première appro
he divise le problème en sous problèmeset s'o

upe de 
ha
un des sous problèmes indépendemment. Ce type d'appro
he este�
a
e si les sous problèmes sont naturellement disjoints. Par exemple, les méthodesheuristiques que nous venons de proposer et qui traîtent les avions un par un fontpartie de 
e type d'appro
he. La résolution du problème de rotation d'un seul avionest beau
oup plus fa
ile que la rotation de toute la �otte.La deuxième méthode, l'amélioration itérative, démarre la résolution d'un pro-blème à partir d'une solution initiale et à 
haque itération la solution est améliorée.La méthode s'arrête au moment où au
une autre amélioration n'est possible. L'in-
onvénient de 
ette appro
he est le risque de tomber sur une solution optimale lo
ale.Pour surmonter 
et in
onvénient, 
ette méthode peut être lan
ée plusieurs fois, àpartir de di�érentes solutions.Nous pouvons 
iter les appro
hes métaheuristiques dans le 
adre de la deuxièmestratégie. Généralement toutes les appro
hes métaheuristiques ont un 
ara
tère sto-
hastique et elles sont inspirées par des analogies ave
 la physique, ave
 la biologie



48
Algorithme 4.1.3 Dé
alage des vols pour la faisabilité

ANC : La liste des avions non-
ritiques
Vna : La liste des vols non a�e
tés
ca : Le 
hemin de l'avion a

Da : La durée totale du 
hemin ca

La : La limite de vol de l'avion aA�e
té : Variable booléenne, vrai si le vol est a�e
té à un avion, fauxsinonA�e
té=fauxB1 : Pour Tout vol v dans Vna faireB2 : Tant que (A�e
té=faux) faireB3 : Pour Tout avion a dans ANC faireSi (Da + dv ≤ La) AlorsTrouver le 
ouple de vol w1, w2 tel que w1 → v OU
v → w2ET
w

depart
2 − warrive

1 ≥ dvDé
aler le vol v de façon à 
e que les deux 
onnexionssoient possiblesAjouter le vol v à caA�e
té=vraiSortir de la bou
le B3Fin SiFin PourFaitFin Pour



49ou en
ore ave
 l'éthnologie [DPST03℄.4.2.1 Re
uit simuléEn exploitant la 
onnexion entre la physique statistique et l'optimisation 
om-binatoire, Kirkpatri
k et al. [KGV83℄ ont proposé une méthode métaheuristique : lere
uit simulé. Le re
uit est un pro
essus de la métallurgie qui 
onsiste à amener lematériau à un état d'énergie stable don
 à l'énergie minimale. Pour modi�er l'étatde l'énergie, le physi
ien dispose d'un paramètre : la température. Pendant le re-froidissement du matériau, l'énergie des atomes diminue et une stru
ture de 
ristalest formée. En revan
he, si le refroidissement est trop rapide, au lieu d'avoir unestru
ture de mono
ristal, ave
 l'énergie optimale plusieurs stru
tures de 
ristal sontobservées. Don
 l'état �nal ne 
onstitue pas l'optimum global mais un optimumlo
al. Pour éviter l'état optimal lo
al, le matériau est refroidi lentement.Inspiré par 
e pro
essus, la méthode d'optimisation du re
uit simulé 
her
he àminimiser une fon
tion é
onomique en utilisant la température 
omme un paramètrede 
ontr�le. Ce paramètre guide le système vers un optimum, en dé�nissant desétats a

essibles à 
haque itération. Par analogie ave
 le re
uit métallurgique, sila température est baissée brutalement, la solution obtenue est un optimum lo
al.Par 
ontre dans le 
as inverse, le système est 
onduit vers la solution optimale si leparamètre du 
ontr�le diminue lentement.Le re
uit simulé a un avantage 
omparé aux autres métaheuristiques : la 
onver-gen
e. Les mathémati
iens 
omme Aarts et Van Laarhoven [AV85℄ ou Hajek et Sa-saki [HS89℄ se sont intéressés à la question de la 
onvergen
e. Le prin
ipal résultatde leurs travaux peut être dé
rit 
omme : Sous 
ertaines 
onditions, le re
uit simulé
onverge ave
 une 
ertaine probabilité vers une solution optimale. Don
 il est pos-sible d'obtenir une solution arbitrairement pro
he de l'optimale ave
 une probabilitéarbitrairement pro
he de 1 [DPST03℄.D'après Kirkpatri
k et al., pour appliquer la méthode du re
uit simulé nous avonsbesoin de 4 ingrédients [KGV83℄ :� Dé�nition de la 
on�guration du système (une solution initiale)� Un générateur de mouvements



50 � Une fon
tion é
onomique quantitative� Une règle de refroidissementLe re
uit simulé permet au système de se dégrader a�n d'éviter les solutionsoptimales lo
ales. Une méthode simple de des
ente s'arrête lorsqu'une solution S1est trouvée après la solution S0. En revan
he le re
uit, ave
 une probabilité, peutpasser à la solution S2 pour trouver �nalement S3 qui est la solution optimaleglobale (voir la �gure 4.1).
y=f(x)

x

S3

S2

S1S0

y

Fig. 4.1 � Illustration en deux dimensions des solutions d'une fon
tion é
onomiqueD'après les résultats de la physique statistique, la probabilité d'être au niveaud'énergie E sous la température T est proportionnelle au fa
teur de Boltzmann :
e

−E

kbT où kb est le fa
teur de Boltzmann. Don
 l'évolution du système peut suivre les
héma de Metropolis [MRR+53℄ : à partir d'une solution initiale, un mouvementest e�e
tué. Si la nouvelle solution est meilleure que l'an
ienne, elle est a

eptée.Sinon elle est a

eptée ave
 une probabilité e
−∆E

T où ∆E est l'augmentation de lafon
tion obje
tif. Autrement dit, un nombre réel xr est 
hoisi au hasard entre 0 et1 et la nouvelle solution est a

eptée si xr est inférieure ou égale à e
−∆E

T .
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Fa
teur Boltzmann est satisfait ⇐⇒ xr ≤ e

−∆E

T où xr est une variable (4.1)aléatoire qui suit la loi U(0, 1)Comme 
haque solution (ou 
on�guration) ne dépend que de la 
on�gurationpré
édente, nous obtenons une 
haîne de Markov et si nous 
ontinuions jusqu'àl'in�ni, nous trouverions l'équilibre thermodynamique pour la température donnée.D'autre part, il est évident que, à haute température, la probabilité de l'a

eptationd'une solution est beau
oup plus élevée tandis que, à base température le fa
teur deBoltzmann tend vers zero.Don
 aux températures relativement élevées, la méthode peut a

epter des mou-vements dégradant la solution a
tuelle a�n d'éviter les solutions optimales lo
ales.Une fois l'équilibre thermodynamique atteint, la température est diminuée légère-ment (la �gure 4.2) en multipliant la température par une 
onstante p telle que
p ∈ [0, 1]. La méthode 
ontinue jusqu'à 
e que le système gèle.4.2.2 ModélisationNous utilisons la méthode du re
uit simulé a�n de résoudre le problème de larotation des avions. Comme nous avons déjà vu, 
e problème a deux obje
tifs : Lamaximisation de l'utilisation des avions 
ritiques et l'équilibrage de la 
harge de vol.Nous allons appliquer la méthode du re
uit simulé seulement aux avions 
ritiquespour deux raisons :� L'obje
tif prin
ipal du problème est de minimiser la perte de potentiel de vol.� La méthode de re
uit simulé est 
oûteuse en terme de temps d'exé
ution parrapport aux méthodes heuristiques que nous avons proposéesUne fois que le re
uit se termine, le reste de l'a�e
tation sera fait par l'appro
heheuristique basée sur le plus long 
hemin. Dans la suite nous allons présenter les 4ingrédients du ré
uit simulé dé�nis par Kirkpatri
k et al.( [KGV83℄).
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Ti = Ti x p

Solution Initiale (Si)

Température Initiale

Mouvement (Sn)

Si < Sn

Si=Sn

Stop

Equilibre
Thermodynamique

Facteur Boltzmann
satisfait

Ti=Température Finale

Fig. 4.2 � Algorithme général du re
uit simulé4.2.2.1 Représentation des solutionsLa solution (
on�guration) initiale est, en fait, une solution partielle, puisquenous ne nous o

upons que des avions 
ritiques. Don
 la solution initiale est 
om-posée de |AC| suites de vols où AC est l'ensemble des avions 
ritiques et |AC| estla 
ardinalité de AC don
 le nombre d'avions 
ritiques.Un exemple de solution partielle pour 9 avions 
ritiques �gure au tableau 4.2.Par dé�nition, un avion est 
ritique jusqu'à une intervention de maintenan
e. Don
pour 
haque avion, nous avons une suite de vols et une intervention de maintenan
e.Il faut noter que pour 
haque avion 
ritique a, une tâ
he de maintenan
e ma estpré-dé�nie.La solution initiale n'est pas trouvée aléatoirement mais par la méthode heuris-tique 4.1.1 que nous avons proposée. Rappelons que 
ette méthode traite séquen-



53tiellement les avions a�n de trouver un 
hemin sommet disjoint pour 
ha
un.Tab. 4.2 � Solution partielle initialeAvion Avion Avion Avion Avion Avion Avion Avion Avion2833 2834 2835 2836 2837 2838 2839 2840 28411772 1773 1988 2193 2206 2118 2744 2808 25621823 1827 1842 2407 2395 2391 2807 2659 27971363 1366 1505 1645 1723 1760 2060 2172 23131466 1523 1389 1689 1661 1662 2022 2166 2300912 913 840 1991 1450 1558 2224 1649 1714823 833 834 1512 1398 1527 1771 2007 1659513 515 519 1390 866 890 1885 1785 1455412 626 768 856 838 832 1559 1560 1517100 57 114 837 777 769 1415 1472 894364 20 389 700 736 756 891 893 815169 369 274 674 3 90 835 817 8022854 174 2856 60 129 142 701 638 6702855 371 368 367 758 553 68207 283 286 94 115 1122857 2858 2859 144 203 213204 214 289288 2861 286228604.2.2.2 Exploration des solutions voisinesA partir d'une solution initiale, les mouvements vont permettre de visiter lessolutions voisines. Nous allons utiliser la mutation d'é
hange 
omme générateur demouvement. Un vol w sur un avion a sera 
hoisi aléatoirement et nous allons trouverl'ensemble Rw des vols w′ qui peuvent rempla
er w sur a. L'ensemble Rw 
ontient lesvols non-a�e
tés. Don
 dans 
ette appro
he, un é
hange ave
 un vol déjà a�e
té à unautre avion, est impossible. En
ore une fois, un vol w′ ∈ Rw est 
hoisi aléatoirement



54et il est é
hangé ave
 w. C'est-à-dire w ne sera plus a�e
té et sera rempla
é par w′sur l'avion a. Après 
et é
hange, si l'avion a dépasse la limite de vol, la solutionsera a

eptée mais ave
 un 
oût de pénalité majoré. Une fois l'é
hange réalisé, lanouvelle solution est évaluée.4.2.2.3 Fon
tion é
onomiqueLes appro
hes heuristiques que nous avons déjà proposées traitent et évaluentles avions d'une manière séquentielle. En revan
he, le re
uit simulé tient 
ompte detous les avions 
ritiques à 
haque itération. Ce fait nous fournit une vue globale surla solution. La fon
tion é
onomique s'é
rit :
Feco = min

∑

a∈AC

(La −
∑

v∈ca

dv) (4.2)où La est la limite de vol, ca est le 
hemin a�e
té à l'avion a et dv est la duréedu vol v. Comme nous l'avons déjà dit, si la solution n'est pas réalisable, un 
oûtde pénalité M est ajouté à la fon
tion é
onomique. Don
 la fon
tion é
onomiquedevient :
Feco = min

∑

a∈AC

(La −
∑

v∈ca

dv + γaM) (4.3)où γa prend la valeur 1 si la longuer du 
hemin de l'avion a dépasse la limite de vol,0 sinon.4.2.2.4 Refroidissement et equilibre thermiqueL'un des plus grands in
onvénients des méthodes métaheuristiques est de trouverles bonnes valeurs pour les paramètres 
omme la température initiale T0. Souvent le
hoix des paramètres est un 
ompromis entre le temps d'exé
ution et la qualité de lasolution �nale. Suite à de nombreux tests, nous avons dé�ni la température initialede telle sorte que la probabilité d'a

eptation d'une solution qui dégrade la solutioninitiale de 60, ne dépasse pas 70%. Comme la fon
tion é
onomique est la somme despertes de potentiel des avions 
ritiques, la dégradation de 60 est en fait, une pertede 60 minutes de perte de potentiel. Chaque fois que l'équilibre thermodynamique



55est atteint, la température est diminuée en la multipliant par un fa
teur 
onstantentre 0 et 1.L'équilibre thermique est atteint à l'étape k =⇒ Tk+1 = Tk x p où p ∈ [0, 1] (4.4)Il y a plusieurs manières pour dé�nir l'équilibre thermique :� Un nombre maximal d'itérations à la température Tk� Un nombre maximal d'itérations sans amélioration à la température Tk� Une durée maximale à la température Tk� Une durée maximale sans amélioration à la température TkNous avons adopté la stratégie de la durée maximale à une température Tk a�nde borner la durée totale né
essaire pour l'exé
ution du re
uit simulé. Cette méthodea été proposée au 
ongrès de ROADEF ( [AEP07b℄) et les résultats de 
omparaisonave
 les méthodes de liste sont présentés en [AEP07a℄.
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CHAPITRE 5APPROCHE PAR GÉNÉRATION DE COLONNESDans 
e 
hapitre nous allons présenter une appro
he basée sur la dé
omposi-tion Dantzig-Wolfe. L'idée de raisonner en termes de 
olonnes de Dantzig et Wolfe[DW60℄ a été utilisée par Gilmore et Gomory [GG61℄ pour résoudre le problème dedé
oupe de rouleaux (
utting-sto
k). Cette dé
omposition permet de résoudre lesprogrammes linéaires en nombres entiers de grande taille. La méthode 
onsiste à re-formuler le problème en un programme linéaire qui posséde un nombre exponentielde variables. Nous avons déjà vu que le modèle linéaire du problème de rotation desavions a un nombre 
onsidérable de variables et qu'il est pratiquement impossiblede résoudre 
e modèle jusqu'à l'optimalité en un temps raisonnable. Pour 
ette rai-son, nous utilisons la te
hnique de génération de 
olonnes. Grâ
e à 
ette te
hnique,nous pouvons résoudre le problème dans un espa
e réduit de solutions et rajouterles 
olonnes au fur et mesure si elles ont un 
oût réduit négatif.5.1 Introdu
tion à la dé
omposition de Dantzig WolfeLa dé
omposition de Dantzig-Wolfe est un moyen de séparer le problème en 
om-posants indépendants. Ayant des stru
tures parti
ulières, 
es 
omposants peuventêtre fa
iles à résoudre. Nous pouvons imaginer une grande entreprise ave
 plusieursdépartements. Chaque département a des 
ontraintes di�érentes et des obje
tifs dif-férents et il doit préparer un planning optimal pour son obje
tif. Un maître ré
upèreles plannings proposés et essaie de les 
ombiner. Le modèle maître donne des prixaux 
ontraintes de liaison et 
es prix sont transmis aux départements. Le pro
essusse répéte ave
 les nouveaux prix pour voir si un des départements peut améliorerson planning et s'arrête quand au
une amélioration n'est possible.Le prin
ipe de la dé
omposition de Dantzig Wolfe (de la génération de 
olonnes)est basé sur la génération dynamique des ensembles de solutions [VS06℄. Grâ
e àla dé
omposition, nous avons à résoudre plusieurs sous-problèmes de relativement



58petite taille au lieu de résoudre le problème initial dont la taille et la 
omplexité sontsupérieures. Considerons le modèle de programmation linéaire en nombres entiers(PLNE) suivant :
ZPLNE = min

K∑

k=1

ckxk (5.1)sa
hant que
K∑

k=1

Akxk = b (5.2)
xk ∈ Xk k ∈ {1, ..., K} (5.3)Où XK = {xk ∈ Znk

+ : Dkxk ≤ dk} pour k = 1, ..., K. Nous supposons que 
haqueensemble Xk est un ensemble �ni (mais potentiellement grand) de points {xt
k}t∈Tk

.Don
 tout xk ∈ Xk peut être é
rit 
omme une 
ombinaison 
onvexe des points de
Xk :

xk =
∑

t∈Tk

xt
kλ

t
k (5.4)ave


∑

t∈Tk

λt
k = 1 et λt

k ∈ {0, 1} ∀t ∈ Tk (5.5)En remplaçant xk dans le programme (PLNE), nous obtenons la formulation suivantedu problème maître (MPLNE) :
ZMPLNE = min

K∑

k=1

∑

t∈Tk

ckxt
kλ

t
k (5.6)sa
hant que

K∑

k=1

∑

t∈Tk

Akxt
kλ

t
k = b (5.7)

∑

t∈Tk

λt
k = 1 k ∈ {1, ..., K} (5.8)

λt
k ∈ {0, 1} k ∈ {1, ..., K} et t ∈ Tk (5.9)La relaxation linéaire du problème maître donne le (MPL)
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ZMPL = min

K∑

k=1

∑

t∈Tk

ckxt
kλ

t
k (5.10)sa
hant que

K∑

k=1

∑

t∈Tk

Akxt
kλ

t
k = b (5.11)

∑

t∈Tk

λt
k = 1 k ∈ {1, ..., K} (5.12)

λt
k ≥ 0 k ∈ {1, ..., K} et t ∈ Tk (5.13)Pour 
haque 
ontrainte du problème maître, il y a une variable duale asso
iée. Dansla suite nous allons utiliser π pour le premier groupe de 
ontraintes 5.11 et µkpour le deuxième groupe de 
ontraintes 5.12. Ave
 
ette formulation nous pouvonsvoir que pour un k donné, il y a |Tk| variables. Le nombre de variables peut êtreexponentiel par rapport au nombre des variables dans la formulation initiale. De 
efait, la restri
tion du problème maître (RMPL) est résolue sur un sous ensemble devariables (
olonnes) T

′

k où T
′

k ⊆ Tk. L'ensemble T
′

k doit avoir au moins une 
olonnepour 
haque k et 
es 
olonnes sont telles que le problème (RMPL) possède au moinsune solution réalisable. Le modèle (RMPL) s'é
rit de façon suivante :
Z = min

K∑

k=1

∑

t∈T ′
k

ckxt
kλ

t
k (5.14)sa
hant que

K∑

k=1

∑

t∈T ′
k

Akxt
kλ

t
k = b −→ π (5.15)

∑

t∈T ′
k

λt
k = 1 k ∈ {1, ..., K} −→ µk (5.16)

λt
k ∈ [0, 1] k ∈ {1, ..., K} et t ∈ T

′

k (5.17)Soit Λ̄ une solution réalisable du modèle (RMPL). Il est évident que 
ette so-lution est une solution réalisable pour le modèle (MPL) et Z∗
RMPL ≥ Z∗

MPL 
ar



60̄
Λ ∈ T

′

k ⊆ Tk où Tk est l'ensemble des variables du problème maître (MPL). Une foisle problème maître restreint (RMPL) résolu, nous obtenons une solution optimale
λ∗ et la solution optimale duale asso
iée (π∗, µ∗). Il nous reste à véri�er que λ∗ estla solution optimale du problème maître (MPL). Pour 
ela nous devons tester si(π∗, µ∗) est une solution réalisable du problème dual de (MPL). C'est-à-dire si le
oût réduit de 
haque xt

k ∈ Xk est positif ou nul. Ce 
oût réduit est :
C̃t

k(π, µk) = ckx
t
k − π∗Akxt

k − µ∗
k (5.18)Ou en
ore :

C̃t
k(π, µk) = (ck − π∗Ak)xt

k − µ∗
k (5.19)Au lieu de 
al
uler le 
oût réduit de toutes les 
olonnes, en fait, nous résoudronsun autre problème d'optimisation que nous appelons sous-problème ou le problèmees
lave qui trouve le plus petit 
oût réduit.

Zesclave = min
k

Zk
esclave (5.20)où

Zk
esclave = min

t∈Tk

(ck − π∗Ak)xt
k − µ∗

k (5.21)où en
ore
Zk

esclave = min
xk∈Xk

(ck − π∗Ak)xk − µ∗
k (5.22)

Dans le 
as où la solution optimale xk* du problème es
lave a une valeur négative,il faut l'ajouter au (RMPL) et le résoudre en
ore une fois. Après avoir résolu (RMPL)de nouveau, les valeurs (π∗, µk∗) des variables duales (π, µk) auront 
hangé. Cesétapes se su

èdent jusqu'au moment ou toutes les 
olonnes ont un 
oût réduitpositif ou nul. Alors, au
une 
olonne ne peut améliorer la solution existante, elle estdon
 optimale (algorithme 5.1.1).



61Algorithme 5.1.1 L'algorithme de génération de 
olonnesTrouver une solution initialeRépéterRésoudre (RMPL)Ré
upérer les valeurs des variables duales optimalesRésoudre le problème es
laveAjouter la 
olonne à (RMPL)jusqu'à 
e que (Toutes les 
olonnes ont un 
oût réduit positif ou nul)
5.2 Modélisation du problèmeNous avons déjà proposé un modèle linéaire en nombres entiers pour le problèmede rotation des avions. Dans 
ette se
tion, nous allons 
hanger légèrement 
e modèleet proposer une fon
tion obje
tif quadratique. La fon
tion obje
tif (5.23) n'est paspondérée par les 
oe�
ients α et β. Ce modèle, 
omme le pré
édent, va a�e
terun 
hemin à 
haque avion. Ces 
hemins relient la sour
e s au puits t. Le 
heminde l'avion 
ritique a doit passer par la maintenan
e ma et 
e 
hemin ne doit pasdépasser une 
ertaine limite de vol La.Dans le modèle proposé, ε a été rempla
é par une 
omposante quadratique quiminimise la somme des 
arrées de la di�éren
e entre la 
harge de vol idéale et la
harge de vol réelle de l'avion a. Nous avons 
hoisi de diviser le 
omposant qua-dratique par M2

h a�n d'avoir un ordre de grandeur de 1. Ainsi, quand un avionnon-
ritique ne vole pas du tout pendant la période de planning, son 
oût ne dé-passe pas 1. Les autres 
ontraintes restent in
hangées. Nous voyons que le nombrede variables en nombres entiers est de l'ordre de |A||V |2 et le modèle n'est pluslinéaire. Dans la suite, nous allons reformuler 
e modèle et nous allons raisonner entermes de 
hemins, au lieu des 
onnexions de v−w et la dé
omposition nous fourniraun modèle linéaire. Ainsi, le problème maître restreint ne 
ontiendra pas tous les
hemins possibles mais un sous-ensemble, qui va s'agrandir au fur et à mesure.
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min

∑

a∈AC

(La − T ut
a ) +

∑

a∈AC

(Ma − T am
a )2

M2
h

+
∑

a∈A−AC

(Ma − T ut
a )2

M2
h

(5.23)sa
hant que
∑

w∈δ−(ma)

xw,ma,a = 1 ∀a ∈ AC (5.24)
∑

w∈δ+(ma)

xma,w,a = 1 ∀a ∈ AC (5.25)
∑

a∈A

∑

w∈δ+(v)

xv,w,a = 1 ∀v ∈ V (5.26)
∑

w∈δ+(v)

xv,w,a −
∑

w∈δ−(v)

xw,v,a = 0 ∀v ∈ V ∀a ∈ A (5.27)
∑

w∈δ+(s)

xs,w,a = 1 ∀a ∈ A (5.28)
∑

w∈δ−(t)

xw,t,a = 1 ∀a ∈ A (5.29)
∑

v∈V

∑

w∈δ+(v)

xv,w,a.dv = T ut
a ∀a ∈ A − AC (5.30)

∑

w∈prec(ma)

∑

v∈δ−(w)

xv,w,a.dv = T ut
a ∀a ∈ AC (5.31)

∑

v∈succed(ma)

∑

w∈δ+(v)

xv,w,a.dv = T am
a ∀a ∈ AC (5.32)

T ut
a ≤ La ∀a ∈ AC (5.33)

xv,w,a ∈ {0, 1} ∀v, w ∈ N ∀a ∈ A (5.34)5.3 Dé
omposition du problèmeComme nous l'avons déjà vu, la réalisabilité du problème de rotation est soum-mise à deux 
ontraintes :� La longueur du 
hemin d'un avion 
ritique ne peut pas dépasser sa limite devol� Tout vol doit être a�e
té à un et un seul avionNous dé
omposons le problème de la rotation des avions de la façon suivante :le problème es
lave génère des 
hemins pour les avions en respe
tant la première
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ondition de la réalisabilité qui est la limite de vol de l'avion ( [ABEP07℄). Leproblème maître a�e
te les 
hemins aux avions et assure que tous les vols sont
ouverts. Après la reformulation des variables, la nouvelle variable de dé
ision n'estplus l'a�e
tation des vols aux avions mais l'a�e
tation des 
hemins 
omplets.5.3.1 Problème maîtrePour reformuler le modèle mathématique, nous allons dé�nir xa 
omme un ve
-teur indi
ateur de 
hemin où les variables xv
a prennent la valeur 1 si le vol v estsur le 
hemin de l'avion a. Soit Xa l'ensemble des ve
teurs indi
ateurs de 
heminsréalisables pour l'avion a.

xa ∈ Xa ∀a ∈ A si et seulement si les 
ontraintes suivantes sont véri�ées :
xv

a =
∑

w∈δ+(v)

xv,w,a ∀v ∈ V (5.35)
∑

w∈δ+(v)

xv,w,a −
∑

w∈δ−(v)

xw,v,a = 1 v = source(a) (5.36)
∑

w∈δ+(v)

xv,w,a −
∑

w∈δ−(v)

xw,v,a = −1 v = puits(a) (5.37)
∑

w∈δ+(v)

xv,w,a −
∑

w∈δ−(v)

xw,v,a = 0 ∀v ∈ N − {source(a), puits(a)} (5.38)
∑

v∈V

dvx
v
a ≤ La (5.39)Nous dé�nissons une sour
e et un puits pour 
haque avion suivant l'état del'avion. Nous avons déjà vu que les sommets qui représentent les avions ont étéajoutés au graphe de 
onnexions. Ces sommets sont les sour
es des avions 
ritiqueset non-
ritiques. En revan
he, les sommets de maintenan
e sont les sour
es (les pointsde départ) pour les avions 
ritiques après leur maintenan
e, 
'est-à-dire 
e que nousappelons les "nouveaux non 
ritiques". Les mêmes sommets de maintenan
e sontdes puits des avions 
ritiques. Un avion 
ritique a don
, un 
hemin qui passe par lesommet de maintenan
e et la partie avant la maintenan
e doit satisfaire la 
ontraintede limite de vol. Le puits des avions non-
ritiques et des avions 
ritiques après lamaintenan
e est la �n de la semaine de planning.



64 Alors si xa est un élément de Xa, il 
orrespond à un 
hemin réalisable. Nouspouvons é
rire xa 
omme une 
ombinaison 
onvexe de tous les ve
teurs indi
ateursdes 
hemins réalisables pour l'avion a

xa ∈ Xa ⇐⇒ xa =
∑

c∈C(a)

λa
cx

c
a (5.40)où

∑

c∈C(a)

λa
c = 1 (5.41)et

λa
c ∈ {0, 1} ∀c ∈ C(a) (5.42)

C(a) est dé�ni 
omme l'ensemble des 
hemins réalisables pour l'avion a. Maintenantnous pouvons donner la programmation linéaire du problème maître :
ZPM = min

∑

a∈A

∑

c∈C(a)

cout(c, a)λa
c (5.43)sa
hant que

∑

c∈C(a)

λa
c = 1 ∀a ∈ A (5.44)

∑

a∈A

∑

c∈C(a)|v∈c

λa
c = 1 ∀v ∈ V (5.45)

λa
c ∈ {0, 1} ∀a ∈ A et ∀c ∈ C(a) (5.46)Le problème maître doit assurer la 
ouverture de tous les vols par les avions etminimiser la somme des cout(c, a) (5.43) où cout(c, a) est le 
oût d'a�e
tation du
hemin c à l'avion a.Si nous essayons de résoudre le problème maître , le nombre de variables est :

NumV ar =
∑

a∈A

|C(a)| (5.47)et le nombre de 
ontraintes est :
NumContrainte = |A| + |V | (5.48)



65Notons qu'il y a un nombre exponentiel de 
hemins réalisables. Pour 
ette raison,la résolution du problème en une durée raisonnable est pratiquement impossible.Nous rela
hons don
 la 
ontrainte d'intégralité (5.46) et les variables λa
c deviennentdes variables réelles positives (5.52). Cependant, le nombre des variables (5.47) rendla résolution de 
ette relaxation linéaire irréalisable en pratique. Nous reduisons don
l'ensemble des variables à {λa

c | c ∈ C ′(a)} où C ′(a) ⊆ C(a)5.3.2 Problème maître restreintLe problème restreint sera résolu sur un sous ensemble C
′
(a) ⊆ C(a) qui estl'ensemble de 
hemins qui sont 
ompatibles ave
 l'avion a.

ZPMR = min
∑

a∈A

∑

c∈C′(a)

cout(c, a)λa
c (5.49)sa
hant que

ua −→
∑

c∈C′(a)

λa
c = 1 ∀a ∈ A (5.50)

uv −→
∑

a∈A

∑

c∈C′(a)|v∈c

λa
c = 1 ∀v ∈ V (5.51)

λa
c ≥ 0 ∀a ∈ A et ∀c ∈ C

′

(a) (5.52)Le premier groupe de 
ontraintes (5.50) a�e
te un 
hemin à un avion et le deuxièmegroupe (5.51) assure la 
ouverture des vols. Pour 
haque vol v, le 
hemin c qui le
ontient, doit être a�e
té à un avion. Les variables λa
c sont des variables binairesd'a�e
tation pour tout a ∈ A et c ∈ C

′
(a).Nous pouvons réduire le nombre de 
ontraintes pour simpli�er le problème maîtreen identi�ant les avions identiques. En e�et, les avions qui deviennent non-
ritiquesle même jour sont identiques. Car ils n'ont plus de limite de vol (potentiel de volin�ni) et ils ont le même ensemble de 
hemins réalisables. En pratique, ils ont unelimite de vol mais 
ette limite est admise in�nie, puisque le plus long 
hemin dansune semaine est négligeable par rapport à 500 heures.En e�et, un avion 
ritique pour lequel une intervention de maintenan
e est �xéeau jour j devient non-
ritique à partir du jour j + 1. Les avions qui n'ont pas leur



66maintenan
e dans la semaine 
ourante sont 
onsidérés 
omme non-
ritiques pendanttoute la semaine ave
 un potentiel de vol in�ni. Don
 ils sont identiques.Ainsi nous dé�nissons le paramètre nba 
omme étant le nombre d'avions qui sontidentiques à l'avion a et la 
ontrainte (5.50) devient :
∑

c∈C(a)

λa
c = nba ∀a ∈ A (5.53)Finalement nous asso
ions la variable duale ua à la 
ontrainte (5.50) et la variableduale uv à la 
ontrainte (5.51). Dans la suite, nous allons donner le problème dualasso
ié au problème maître restreint.5.3.3 Problème dualNous savons déjà que le problème maître restreint est résolu à l'optimal si etseulement si la solution (u∗

v,u∗
a) du problème dual est réalisable. De 
e fait noussommes amenés à étudier le problème dual. Le problème dual est é
rit de la façonsuivante :

ωDual = max(
∑

a∈A

ua +
∑

v∈V

uv) (5.54)sa
hant que
ua +

∑

v∈c

uv ≤ cout(c, a) ∀a ∈ A ∀c ∈ C(a) (5.55)
uv, ua ∈ R ∀a ∈ A et ∀v ∈ V (5.56)Pour que la solution (λ∗) du problème primal soit optimale, il faut que la solutionduale (u∗

v,u∗
a) qui lui est asso
iée soit réalisable. Don
 dans une solution optimaletous les 
hemins doivent véri�er l'inégalité (5.57).

¯cout(c, a) = cout(c, a) −
∑

v∈c

u∗
v − u∗

a ≥ 0 ∀c ∈ C(a) ∀a ∈ A (5.57)Nous appelons ¯cout(c, a) le 
oût réduit de la 
olonne 
on
ernée. Il est préférable



67de véri�er la positivité du 
oût réduit minimum, au lieu de les véri�er tous.
min

a∈A,c∈C(a)

¯cout(c, a) ≥ 0 ⇐⇒ (u∗
a, u

∗
v) est réalisable pour le problème dual

⇐⇒ λ∗ est optimale pour le problème maître (5.58)Autrement dit, si le 
oût réduit minimum est stri
tement négatif, alors le pro-blème primal n'est pas en
ore résolu à l'optimal et il existe des 
olonnes 
andidatesà entrer dans la base du problème primal que nous devons ajouter.5.3.4 Sous-problèmeLe sous-problème, ou problème es
lave a pour but de fournir des 
olonnes 
andi-dates à entrer dans la base du problème maître ou de prouver qu'une telle 
olonnen'existe pas. Nous sommes libres de 
hoisir le 
ritère permettant de déterminerquelle 
olonne sera séle
tionnée parmi les 
olonnes 
andidates. La règle 
lassiquede Dantzig est de 
hoisir la 
olonne dont le 
oût réduit est le plus négatif. Cepen-dant, n'importe quelle 
olonne dont le 
oût réduit est négatif peut être rajoutée auproblème maître. Ainsi nous ne sommes pas obligés de résoudre le sous-problèmeà l'optimalité. Le sous-problème peut être résolu par une appro
he heuristique ouen
ore par une relaxation [DDS92℄.Nous avons déjà noté que le 
oût réduit d'un 
hemin c ∈ C(a) d'un avion a est
al
ulé de la façon suivante :
¯cout(c, a) = cout(c, a) −

∑

v∈V

uvx
c
v − ua (5.59)

= cout(c, a) −
∑

v∈c

uv − ua (5.60)Par 
ontre le 
oût d'a�e
tation cout(c, a) d'un 
hemin c à un avion a est 
al
ulédi�éremment suivant l'état de l'avion : 
ritique ou non-
ritique. L'obje
tif 
on
ernantles avions 
ritiques est de minimiser le temps de vol légal restant, don
 le potentielde vol non utilisé. Ce 
oût d'a�e
tation du 
hemin c ∈ C(a) à un avion 
ritique a



68est dé�ni par :
cout(c, a) = La −

∑

v∈V

xc
vdv (5.61)

= La −
∑

v∈c

dv (5.62)où La est la limite de vol de l'avion a et dv est la durée du vol v.Le deuxième but du problème de rotation des avions est d'équilibrer la 
hargedes avions non-
ritiques. Si l'avion a est non 
ritique pendant k jours, alors le 
oûtd'a�e
ter le 
hemin c ∈ C(a) à l'avion a est :
cout(c, a) =

(Mk −
∑

v∈V

xc
vdv)

2

M2
h

(5.63)
=

(Mk −
∑

v∈c

dv)
2

M2
h

(5.64)où Mh est la 
harge de vol souhaitée par semaine et Mk le 
harge de vol souhaitéepour k jours. Si l'avion a passe la maintenan
e le jour j7−k, alors il est non-
ritiquependant k jours. Don

Mh =

∑

v∈V

dv

|A|
(5.65)et

Mk = Mh

7
x k (5.66)D'après l'équation (5.63), nous pouvons voir que la fon
tion de 
oût des avionsnon 
ritiques n'est pas linéaire mais quadratique en fon
tion de xc

v. Par 
ontre, grâ
eà la dé
omposition Dantzig-Wolfe, cout(c, a) est le 
oût d'une 
olonne, don
 il est le
oe�
ient de la variable λa
c dans la fon
tion obje
tif.Nous pouvons 
onstater que le 
oût ne dépend que de la distan
e par
ourue



69d'une sour
e donnée. Don
 nous pouvons exprimer la fon
tion du 
oût 
omme :
cout(c, a) = ga(D) avec D =

∑

v∈c

dv (5.67)où ga est une fon
tion de R
+ dans R

+ et elle ne dépend que de la distan
e par
ourue.Pendant la résolution d'un problème di�
ile par la génération de 
olonnes, lesphases de résolution du problème maître et du sous-problème se su

èdent itéra-tivement. La sortie d'une phase est l'entrée de l'autre : le problème maître 
hoisitune 
ombinaison réalisable parmi les 
olonnes existantes et donne les valeurs desvariables duales. Le sous-problème, en exploîtant les variables duales, fournit auproblème maître les 
olonnes 
andidates, pour l'itération suivante (�gure 5.1).
      PLNE

Problème Maitre Restreint

Décomposition 
Dantzig − Wolfe

          Sous −problème

Variables Duales Colonnes Candidates

Fig. 5.1 � Flot de l'information pendant la génération de 
olonnes
5.4 Génération de 
olonnesDans la se
tion pré
édente, nous avons vu la dé
omposition du problème entrele problème maître et le sous-problème (ou le problème es
lave). Le sous-problèmede la dé
omposition peut être résumé 
omme la re
her
he d'un 
hemin (suite desvols) pour un avion. La formule du 
oût réduit peut nous donner l'impression quela solution optimale du sous problème, don
 le 
hemin ave
 un 
oût réduit le plus



70négatif, est 
elui qui a ∑

v∈c

(dv + uv) maximal. Car
¯cout(c, a) = La −

∑

v∈c

dv −
∑

v∈c

uv − ua ∀a ∈ AC (5.68)Nous en déduirions que résoudre le sous-problème pour les avions 
ritiques 
onsisteà trouver le 
oût réduit le plus négatif (min
a∈A

min
c∈C(a)

¯cout(c, a)) qui pourrait être équi-valent à :
max

c

∑

v∈c

(dv + uv) (5.69)C'est un problème du plus long 
hemin sur un graphe pondéré par dv+uv, orientéet a
y
lique, et il est 
onnu pour être polynomial [GJ79℄. Par 
ontre, nous ne pouvonspas réduire aussi fa
ilement le sous-problème à une re
her
he du plus long 
heminsur un graphe orienté a
y
lique 
ar la 
ontrainte de la limite de vol La des avions
ritiques rend le problème di�
ile. Le sous-problème est un problème du plus long
hemin sous la 
ontrainte de ressour
e qui est NP-
omplet. Le raisonnement pourles avions non-
ritiques est similaire, puisque le 
hemin 
her
hé n'est pas le plus longmais le plus équilibré.Pour la résolution du sous-problème nous pouvons 
onsidérer plusieurs appro
hes.Nous allons en proposer deux : la première appro
he est la programmation dyna-mique, qui résoud le sous-problème par avion. La deuxième appro
he est une mé-thode heuristique qui 
onsidère la totalité de la �otte.5.4.1 Programmation dynamiqueDans 
ette partie, nous allons proposer un modèle de programmation dynamiquea�n de résoudre le sous-problème à l'optimal. Pour fa
iliter la notation, nous prenons
La 
omme la limite de vol pour tous les avions sa
hant que pour les avions non-
ritiques 
ette valeur est in�nie.Theorème 5.4.1. Pour un avion a donné, le sous-problème (problème es
lave) peut



71être résolu à l'optimal par l'algorithme de programmation dynamique suivant
min
Da

(ga(D) − ua − f(Puits(a), D)) (5.70)ave
 f(v, D) la longueur du plus long 
hemin entre Source(a) et le sommet v entermes de variables duales uv.PreuvePour minimiser le 
oût réduit nous avons à résoudre :
min

c∈C(a)

¯cout(c, a) = min
D≤La;c∈C(a)|

P

v∈c
dv=D

ga(D) −
∑

v∈c

uv − ua (5.71)
= min

D≤La

[ga(D) − ua − max
c∈C(a)|

P

v∈c
dv=D

∑

v∈c

uv] (5.72)Or
c ∈ C(a) ⇐⇒ c est un 
hemin allant de Source(a) à Puits(a) et tel que ∑

v∈c

dv ≤ La(5.73)Remarque 1 : Pour 
al
uler f nous nous ramenons à trouver le plus long 
heminpour une distan
e D donnée, dans un graphe orienté a
y
lique, pondéré par lesvaleurs duales, au lieu des distan
es dv.
f(Source(a), 0) = 0 (5.74)puisque le sommet de Source(a) est �
tif.

∀v ∈ V − Source(a)

f(v, D) = uv + max
v′∈prec(v)

f(v′, D − dv) (5.75)Remarque 2 :� Pour les avions 
ritiques :
min

c∈C(a)

¯cout(c, a) = min
D≤La

(La − D − ua − f(Puits(a), D))� Pour les avions non-
ritiques :
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min

c∈C(a)

¯cout(c, a) = min
D

(
(Ma − D)2

M2
h

− ua − f(Puits(a), D))5.4.2 Symétrie de la solutionLes avions non-
ritiques sont identiques par
e que nous supposons que le po-tentiel de vol des avions non-
ritiques est in�ni et aussi en début de semaine ils setrouvent au même endroit. Don
 ils partagent le même point de départ. De 
e fait,il nous semble naturel de grouper les 
ontraintes 
on
ernant les avions non-
ritiquespour briser la symétrie de 
es avions.Similairement aux avions, il y a un 
ertain nombre de vols qui ont la même heurede départ et la même durée totale. Comme la stru
ture du réseau que nous étudionsest mono-hub, le 
ouple d'origine-destination perd son importan
e. Alors les vols quiont le même 
ouple de départ-durée sont identiques et ils peuvent être regroupés.Nous pouvons imaginer que les vols et les avions ne sont plus de 
apa
ité 1 mais de
nbv et nba, respe
tivement. Le problème maître restreint agrégé devient :

ZPMR−ag = min
∑

a∈A

∑

c∈C(a)

cout(c, a)λa
c (5.76)sa
hant que

∑

c∈C(a)

λa
c = nba ∀ typea ∈ A (5.77)

∑

a∈A

∑

c∈C(a)|v∈c

λa
c = nbv ∀ typev ∈ V (5.78)

λa
c ≥ 0 ∀a ∈ A et ∀c ∈ C

′

(a) (5.79)Un autre problème de symétrie est ren
ontré pendant la résolution du problèmees
lave. Plusieurs 
hemins générés peuvent être identiques. Pour les avions non-
ritiques le risque est important, puisque le programme dynamique ne tient 
ompteque du sommet de la sour
e et de la distan
e totale au sommet de puits. Les avionsnon-
ritiques partagent les sommets de la sour
e et du puits. Don
 le programmedynamique n'a au
une raison de 
hoisir des 
hemins di�érents pour les avions non-
ritiques. La 
ontradi
tion de deux buts du sous-problème (
hoisir le meilleur 
hemin



73et fournir une diversité au problème maître) nous oblige à un 
ompromis. Une foisle programme dynamique lan
é, les sommets v sont marqués par un ensemble et(v)d'étiquettes temporaires permettant de mémoriser la plus grande somme des valeursdes variables duales des sommets antérieurs pour une somme de distan
e d donnée,depuis le sommet de la sour
e (algorithme 5.4.1). Au sommet p 
orrespondant aupuits 
ommun, le 
oût réduit est 
al
ulé pour 
haque avion a et 
haque distan
e dpuis trié. Tant que le 
oût réduit est négatif, le 
hemin (don
 la 
olonne) 
orrespon-dant est donné au problème maître et nous passons au pro
hain 
ouple. Si le 
oûtréduit est positif ou nul, le nombre manquant des 
hemins est rempli par le dernier
hemin dont le 
oût réduit est négatif. Même si les 
olonnes ne sont pas totalementdi�érentes, elles ne sont plus identiques.Algorithme 5.4.1 Etiquetage des sommets dans le sous problème
Lnv : La liste des sommets non visités
Et(v) : L'ensemble des étiquettes (

∑

prec(v)

d,
∑

prec(v)

u) pour le sommet v

δ+(v) : L'ensemble des sommets su

esseurs du sommet vTrier la liste Lnv dans l'ordre 
hronologiqueTant que (Lnv 6= ∅) faireChoisir le premier sommet v dans LnvPour 
haque w ∈ δ+(v) et 
haque et ∈ Et(v)Si (Une étiquette et′ ∈ Et(w) existe tel que
(

∑jusqu'à v

d + dw =
∑jusqu'à w

d) ET (
∑jusqu'à v

u + uw <
∑jusqu'à w

u ) ) AlorsPasser à l'étiquette suivanteSinonRempla
er et′ par etFin SiSi (Tous les voisins et les étiquettes sont visités) AlorsRetirer le sommet v de LnvFin SiFait
Nous voulons pré
iser que le graphe de 
onnexions asso
ié au problème est orientéa
y
lique. Nous pouvons par
ourir don
 les vols dans un ordre topologique.



745.4.3 Appro
he heuristiqueA 
haque itération le sous-problème (problème es
lave) fournit une 
olonne (un
hemin) par avion. Par 
ontre, 
omme nous l'avons déjà vu, les 
olonnes fourniesne sont pas for
ément des 
olonnes totalement di�érentes. Malgré le grand nombrede 
olonnes, 
e n'est pas fa
ile de les 
ombiner pour avoir une solution réalisableave
 un 
oût total inférieur au 
oût de la solution initiale. Pour 
ette raison, nousintégrons une méthode heuristique parallèle au sous-problème. Cette méthode heu-ristique trouve des 
hemins entièrement disjoints en tenant 
ompte des valeurs desvariables duales générées par le problème maître à la �n de 
haque itération (voir le�gure 5.2).

Stop

Problème Maitre Restreint

Méthodes Heuristiques (H1 et H2)

Chemins

Non

Oui

Sous − Problème

Condition 
    d’arret

variables duales

Fig. 5.2 � Organigramme de la génération de 
olonnesLa méthode heuristique proposée est dé
omposée en deux : une première partiequi trouve des 
hemins pour les avions 
ritiques et une deuxième pour les avionsnon-
ritiques.



755.4.3.1 Heuristique 1 - Avions 
ritiquesL'appro
he heuristique doit avoir deux propriétés 
ru
iales :� Les 
hemins trouvés doivent être disjoints,� Il faut tenir 
ompte de l'état a
tuel du 
adre de la génération de 
olonnes.Pour que les 
hemins soient disjoints, il su�t de par
ourir les avions les unsaprès les autres, de 
onstruire le meilleur 
hemin qui lui est asso
ié et d'enleverles sommets 
orrespondant à 
e 
hemin. De plus, l'état a
tuel de la génération de
olonnes peut être interprété au travers des valeurs des variables duales asso
iéesaux avions et vols.Les méthodes heuristiques que nous avons déjà présentées dans le 
hapitre pré-
édent prennent les avions 
ritiques dans l'ordre dé
roissant de la 
riti
ité don
 dansl'ordre 
roissant du potentiel de vol. Pour tenir 
ompte de l'évolution des avions au
ours de la génération de 
olonnes l'heuristique 5.4.2 prend les avions dans l'ordredé
roissant des valeurs des variables duales asso
iées aux avions. Même si la basedu problème maître restreint est dégénérée, nous pouvons 
onsidérer la valeur de lavariable duale 
omme une estimation du 
oût marginal de l'avion. En e�et ua estle 
oût que nous aurions gagné (ou perdu, suivant ua > 0 ou ua < 0) si l'avion an'existait pas.Une fois que les avions sont triés dans l'ordre dé
roissant des ua, ils sont prisun par un, a�n de trouver le meilleur 
hemin. L'idée de H1 est similaire à 
elle dusous-problème : trouver le 
hemin dont le 
oût réduit est minimum. Don
 il fautrésoudre le problème d'optimisation suivant :
D = min La −

∑

v∈V

dvxv −
∑

v∈V

uvxv − ua (5.80)sa
hant que
∑

v∈V

dvxv ≤ La (5.81)
xv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V (5.82)Où Xa est l'ensemble des ve
teurs indi
ateurs x = (xv)v∈V des 
hemins allant de

Source(a) à Puits(a) dans le graphe asso
ié G.



76 Comme La et ua sont 
onstants pour un avion a donné, le problème devient :
D = max

∑

v∈V

(dv + uv)xv (5.83)sa
hant que
∑

v∈V

dvxv ≤ La (5.84)
xv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V (5.85)Ce problème est un problème 
lassique de la re
her
he du plus long 
heminsous la 
ontrainte de ressour
e dans un graphe orienté a
y
lique et peut être résolupar le même programme dynamique que nous avons proposé pour la résolution dusous-problème. Puisque les avions sont pris un par un et que nous 
her
hons des
hemins ex
lusivement disjoints, nous ne pouvons pas appliquer juste une seule foisla méthode d'etiquettage. Pour 
haque avion nous devons résoudre le programmedynamique, en
ore une fois et enlever les sommets a�e
tés à l'avion.Algorithme 5.4.2 Heuristique H1

Lnv : La liste des sommets non visités
AC : L'ensemble des avions 
ritiques
c : L'ensemble des vols v sur le 
hemin de l'avion aTrier la liste Lnv dans l'ordre 
hronologiqueTrier AC dans l'ordre dé
roissant de valeurs des variables duales uaTant que (AC 6= ∅) faireChoisir le premier avion a dans ACTrouver le 
hemin qui maximise la fon
tion ∑

v∈c

(dv + uv) ET qui véri�e
∑

v∈c

dv ≤ LaEnlever les sommets v ∈ c de LnvEnlever l'avion a de ACFait



77Pour trouver le 
hemin c ∈ C(a) qui maximise la fon
tion ∑

v∈c

(dv + uv) et quivéri�e ∑

v∈c

dv ≤ La, nous appliquons l'algorithme 5.4.3. Cet algorithme d'étiquetagetrouve la somme des valeurs des variables duales pour une distan
e donnée, sur unsommet.



78Algorithme 5.4.3 Appro
he heuristique pour les avions 
ritiques
Lnv : La liste des sommets non visités
Et(v) : L'ensemble des étiquettes (

∑

jusqu′v

d,
∑

jusqu′v

u) pour le sommet v

δ+(v) : L'ensemble des sommets voisins w au sommet vTrier la liste Lnv dans l'ordre 
hronologiqueTant que (Lnv 6= ∅) faireChoisir le premier sommet v dans LnvPour 
haque w ∈ δ+(v) et 
haque étiquette et ∈ Et(v)
al
uler (
∑jusqu'à v

d + dw,
∑jusqu'à v

u + uw)Si ( ∑jusqu'à v

d + dw ≤ La) AlorsSi (Une étiquette et′ ∈ Et(w) existe tel que
(

∑jusqu'à v

d + dw =
∑jusqu'à w

d) ET (
∑jusqu'à v

u + uw <
∑jusqu'à w

u) ) AlorsPasser à la pro
haine étiquetteSinonRempla
er et′ par etFin SiFin SiSi (Tous les voisins et les étiquettes sont visités) AlorsRetirer le sommet v de LnvFin SiFait
5.4.3.2 Heuristique 2 - Avions non-
ritiquesUne fois que l'a�e
tation des vols aux avions 
ritiques est faite et que les volssont enlevés du graphe, il ne reste qu'à traîter les avions non-
ritiques. Dans 
etteétape nous devons tenir 
ompte des enjeux suivants :� Les avions n'ont pas de limite de vol : la 
onsommation totale du potentiel dansune semaine est négligeable devant la limite de vol d'un avion non-
ritique� Il faut 
ouvrir tous les vols : les vols non a�e
tés dans l'étape pré
édentedoivent être 
ouverts par le reste de la �otte, don
 par les avions non 
ritiques.



79Il y a deux types d'avions non-
ritiques, 
eux qui sont non-
ritiques depuis ledébut de la semaine et 
eux qui passent leur maintenan
e dans la semaine. Les avionsnouveaux non-
ritiques sont pris avant les avions toujours non 
ritiques par
e que lesnouveaux non-
ritiques ont moins de jours non-
ritiques. De plus les avions toujoursnon-
ritiques sont 
onsidérés 
omme identiques don
 l'ordre est aléatoire.Même si l'obje
tif est d'équilibrer la 
harge de vol des avions non-
ritiques, il ya une 
ontrainte très forte à satisfaire : 
ouvrir tous les vols par
e que nous voulonsdonner une solution réalisable au problème maître restreint. L'algorithme que nousproposons a don
 pour but d'a�e
ter le plus de vols possibles aux avions. Le but estde trouver un ensemble de 
hemins disjoints maximisant le nombre de vols a�e
tés.Nous nous ramenons à nouveau à un problème de plus longs 
hemins disjoints où lepoids d'un vol est 1. Nous utilisons un algorithme traditionnel de plus long 
hemingrâ
e au fait que le graphe est orienté et a
y
lique. C'est un algorithme de marquagequi par
ourt le graphe dans l'ordre 
hronologique des vols (topologique).Comme la méthode pré
édente, une fois que le 
hemin d'un avion est trouvé, lesvols a�e
tés à l'avion sont enlevés du graphe. Cette méthode a un in
onvenient :
omme à 
haque fois les sommets sont enlevés, il peut arriver que le graphe ne soitplus 
onnexe et qu'il n'existe plus de 
hemin allant de la sour
e au puits bien qu'ilreste des vols non a�e
tés.Pour éliminer 
e problème, nous avons ajouté des ar
s de 
onnexions au graphe.S'il y a plus de 30 minutes entre l'atterrissage d'un vol v et le départ du vol w,nous ajoutons un ar
 v → w au graphe G et nous obtenons le graphe G′. Unesolution faisable sur le graphe G′ n'est pas for
ément faisable sur le graphe G. Lesar
s appartenant à G′ mais pas à G, seront appelés les sauts. Pour pouvoir donnerune solution réalisable au problème maître restreint, il faut éliminer 
es sauts. Pour
ela, nous proposons deux méthodes.Elles sont basées sur des méthodes 2-OPT,où à 
haque itération deux avionssont 
hoisis. Première méthode (5.4.4) enlève un vol d'un avion pour l'insérer à undeuxième, si la nouvelle 
on�guration estmeilleure que l'an
ienne. Une 
on�gurationest meilleure que l'autre si la somme des distan
es de sauts est inférieure. La distan
ed'un saut est la durée entre deux vols ayant un ar
 dans G′ mais pas dans G.
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Algorithme 5.4.4 Méthode d'insertion pour éliminer les sauts

ANC : La liste des avions toujours non 
ritiques
Va : La liste des vols a�e
tés à l'avion a

dista : La distan
e totale des sauts de l'avion a

insertion : Variable booléenne, vrai si il y a un é
hange
insertion=vraiTant que (insertion=vrai) faire

insertion=fauxB1 : Pour Tout a ∈ ANC faireCal
uler distaB2 : Pour Tout a′ ∈ ANC faireCal
uler dista′Pour Tout v ∈ Va faireSi (v inserable à Va′) AlorsCal
uler dist′aCal
uler dist′a′Si (dist′a + dist′a′ ≤ dista + dista′) AlorsInserer le vol v à Va′

insertion=vraiSortir de la bou
le B1Fin SiFin SiFin PourFin PourFin PourFait



81La deuxième méthode (5.4.5) fon
tionne de façon similaire à la première. Enrevan
he, elle é
hange deux vols sur deux avions pour diminuer la taille des sauts.Algorithme 5.4.5 Méthode d'é
hange pour éliminer les sauts
ANC : La liste des avions toujours non 
ritiques
Va : La liste des vols a�e
tés à l'avion a

dista : La distan
e totale des sauts de l'avion a

change : Variable booléenne, vrai si il y a un é
hange
change=vraiTant que (change=vrai) faire

change=fauxB1 : Pour Tout a ∈ ANC faireCal
uler distaB2 : Pour Tout a′ ∈ ANC faireCal
uler dista′Pour Tout v ∈ Va fairePour Tout v′ ∈ Va′ faireSi (v et v′ sont é
hangeables ) AlorsCal
uler dist′aCal
uler dist′a′Si (dist′a + dist′a′ ≤ dista + dista′) AlorsE
hanger les vols v et v′

change=vraiSortir de la bou
le B1Fin SiFin SiFin PourFin PourFin PourFin PourFait
Les méthodes heuristiques que nous venons de présenter pour les avion non-
ritiques ne 
onsidérent pas l'équilibrage de 
harge de vol. La solution de 
es heuris-tiques 
ontient moins de sauts mais elle n'est pas for
ément réalisable. De plus ellen'est pas équilibrée.



82 Pour fournir au problème maître restreint non seulement une solution réalisablemais aussi une bonne solution, un dernier algorithme 5.4.6 basé sur la méthode de2-OPT sera don
 employé. Après 
es deux méthodes, il peut rester quelques sauts.La méthode 5.4.6 va essayer d'équilibrer la solution, qu'elle soit ou non réalisable.Algorithme 5.4.6 Méthode d'é
hange pour équilibrer la 
harge de vol des avions
ANC : La liste des avions toujours non 
ritiques
Va : La liste des vols a�e
tés à l'avion a

dista : La valeur absolue de l'é
art entre la 
harge de vol de l'avion aet la 
harge moyenne
change : Variable booléenne, vrai si il y a un é
hange
change=vraiTant que (change=vrai) faire

change=fauxB1 : Pour Tout a ∈ ANC faireCal
uler distaB2 : Pour Tout a′ ∈ ANC faireCal
uler dista′Pour Tout v ∈ Va fairePour Tout v′ ∈ Va′ faireSi (v et v′ sont é
hangeables ) AlorsCal
uler dist′aCal
uler dist′a′Si (dist′a + dist′a′ ≤ dista + dista′) AlorsE
hanger les vols v et v′

change=vraiSortir de la bou
le B1Fin SiFin SiFin PourFin PourFin PourFin PourFait
Cette méthode prend tous les 
ouples d'avions et é
hange deux vols, si possible.Si la somme des nouveaux é
arts de la 
harge idéale est inférieure à 
elle de l'an-
ienne 
on�guration, les vols sont vraiment é
hangés, sinon l'an
ienne a�e
tation



83est gardée. Même si elle n'élimine pas for
ément les sauts, 
ette dernière méthodene détèriore pas la distan
e des sauts.Les méthodes expliquées donnent �nalement un 
hemin par avion. L'ensemblede 
es 
hemins 
ouvre tous les vols. Les 
olonnes 
orrespondant aux 
hemins sontinsérées au problème maître restreint pour élargir l'espa
e de solution. Par 
ontre, lesméthodes n'ont au
une garantie pour éliminer tous les sauts et donner une solutionréalisable. Si un 
hemin 
ontient un ou plusieurs sauts, la 
olonne 
orrespondantesera quand même ajoutée mais ave
 un 
oût majoré. Ce 
oût est un 
oût �xe et ildoit être su�ssamment petit pour laisser la liberté au problème maître de 
hoisir
ette 
olonne mais aussi su�samment grand pour pénaliser 
e 
hemin. En revan
he,
omme nous élargissons l'espa
e de solution dé�ni initialement, la relaxation li-néaire du problème maître ne fournit plus une borne inférieure du problème initial.Cependant les solutions qui 
ontiennent les 
olonnes ave
 un tel 
oût arti�
iel nouspermettent de stabiliser les variables duales et d'augmenter la 
han
e de trouver debonnes solutions.5.4.4 Borne inférieure lagrangienneLa relaxation lagrangienne est une te
hnique qui 
onsiste à enlever les 
ontraintesdures et à les rajouter dans la fon
tion obje
tif ave
 un 
oût de pénalité. La relaxa-tion de la 
ontrainte (5.51) nous donne la formulation suivante :
ZLag(u) = min

∑

a∈A

∑

c∈C(a)

cout(c, a)λa
c +

∑

v∈V

uv(1 −
∑

a∈A

∑

c∈C(a)|v∈c

λa
c ) (5.86)sa
hant que

∑

c∈C(a)

λa
c = 1 ∀a ∈ A (5.87)

λa
c ∈ {0, 1} ∀a ∈ A et ∀c ∈ C(a) (5.88)Grâ
e à la relaxation de la 
ontrainte (5.51), les avions sont disso
iés. Car laseule 
ontrainte reliant les avions a été enlevée. En reformulant la fon
tion obje
tif,



84le modèle devient :
ZLag(u) = min

∑

a∈A

∑

c∈C(a)

λa
c (cout(c, a) −

∑

v∈c

uv) +
∑

v∈V

uv (5.89)sa
hant que
∑

c∈C(a)

λa
c = 1 ∀a ∈ A (5.90)

λa
c ∈ {0, 1} ∀a ∈ A et ∀c ∈ C(a) (5.91)Ce programme est une relaxation du problème maître [Wol98℄, don
 elle donneune borne inférieure du problème maître pour toute valeur des uv. La meilleureborne inférieure sera max

u∈R|V |
ZLag(u). Pour un problème similaire, Daskin et Panaya-topoulos [DP89℄ se sont servi de la méthode de sous-gradient proposée par Crow-der [Cro76℄. Une autre manière d'obtenir les multipli
ateurs lagrangiens est d'utiliserla programmation linéaire. A 
haque résolution du problème maître restreint, nousavons un ensemble de valeurs des variables duales. Don
 à 
haque itération, nouspouvons 
al
uler la borne lagrangienne, et si elle est meilleure que la borne inférieure
onnue, nous pouvons la mettre à jour. Cette méthode est 
onnue sous le nom deméthode de Kelley ( [BLM+06℄).Puisque le sous-problème est une re
her
he du plus long 
hemin sous 
ontrainte,
'est un problème di�
ile (NP-
omplet). Don
 la relaxation Lagrangienne peut don-ner une meilleure borne inférieure que la relaxation linéaire du problème initial(5.23)-(5.34).5.4.5 Cal
ul de la borne lagrangienneNous avons déjà vu que pour 
al
uler la borne lagrangienne, il su�t de résoudrele problème lagrangien en utilisant les valeurs des variables duales 
omme les multi-pli
ateurs lagrangiens. D'autre part, nous savons que le problème lagrangien a unepropriété très intéressante : les avions sont indépendants. Don
, le problème lagran-gien trouve un 
hemin par avion et la somme totale des "
oûts" doit être minimisée.Nous pouvons en déduire que, si nous trouvons le "meilleur" 
hemin pour 
haque



85avion, la somme des 
oûts est minimale.
min

∑

a∈A

∑

c∈C(a)

λa
c (cout(c, a) −

∑

v∈c

uv) =
∑

a∈A

min
c∈C(a)

(cout(c, a) −
∑

v∈c

uv) (5.92)Remarque : Le sous-problème de la génération de 
olonnes trouve un 
heminpar avion dont le 
oût réduit est le plus petit. Nous pouvons ainsi voir la relationentre le 
oût réduit et la fon
tion obje
tif du problème lagrangien :
∑

a∈A

min
c∈C(a)

(cout(c, a) −
∑

v∈c

uv) =
∑

a∈A

min
c∈C(a)

¯cout(c, a) + ua (5.93)où
¯cout(c, a) = (cout(c, a) −

∑

v∈c

uv) − ua (5.94)Ainsi pour un ensemble de valeurs des variables duales (obtenues par la méthode dusimplexe) nous pouvons 
al
uler dire
tement
ZLag(u) =

∑

a∈A

min
c∈C(a)

( ¯cout(c, a) + ua) +
∑

v∈V

uv (5.95)ou en
ore
ZLag(u) =

∑

a∈A

min
c∈C(a)

¯cout(c, a) +
∑

a

ua +
∑

v∈V

uv (5.96)D'après Wolsey ( [Wol98℄), la relaxation lagrangienne peut donner la solutionoptimale du problème maître, si la solution du problème lagrangien satisfait toutesles 
ontraintes puisque les 
ontraintes rela
hées sont des équations. Satisfa
tion des
ontraintes se résume 
omme "trouver des 
hemins disjoints pour 
ha
un des avionsen 
ouvrant tous les vols".5.4.6 Condition d'arrêtD'après le s
héma traditionnel de la dé
omposition Dantzig-Wolfe (5.3), l'arrêtde la méthode dépend d'une ou de plusieurs 
onditions.La 
ondition d'arrêt que nous avons donnée, est 
omposée de deux 
onditions :
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Stop

Condition 
    d’arret Non

Oui

Chemins

variables duales

Problème Maitre Restreint

Sous − Problème   et Méthode Heuristique

Fig. 5.3 � S
héma traditionnel de la dé
omposition Dantzig-Wolfe� La 
ondition traditionnelle : si le 
oût réduit minimal est positif ou nul, leproblème maître est résolu à l'optimal.� A 
ause de la lente 
onvergen
e de la génération de 
olonnes, nous arrêtonsl'algorithme à la �n de 50 itérations et nous trouvons la meilleure solutionréalisable rendue par les heuristiques H1 et H2. Nous notons aussi l'é
art entre
ette solution et la meilleure borne inférieure lagrangienne.Nous avons noté plusieurs fois que l'appro
he que nous avons proposée est ité-rative : elle 
ommen
e ave
 un ensemble de solutions réduit et à 
haque itérationdes variables (
olonnes) 
andidates à entrer dans la base du problème maître sontajoutées. Les 
olonnes 
andidates sont trouvées par le sous problème (ou le problèmees
lave) et par les heuristiques (H1 et H2). Le problème es
lave obtient une solutionoptimale pour 
haque avion mais les avions identiques ont des 
hemins identiques.Les heuristiques (H1 et H2) fournissent des 
olonnes 
omplètement di�érentes, mêmesi elles ne 
orrespondent pas aux solutions optimales. Il est normal de s'arrêter quandau
une autre 
olonne 
andidate n'existe. Don
 si le 
oût réduit minimum des 
o-lonnes est positif ou nul, la méthode ne 
ontinue plus. En revan
he, pour maitriserle temps d'exé
ution, nous pouvons arrêter la méthode en �n d'un 
ertain nombred'itérations. Dans 
e 
as, le problème maître n'est pas résolu à l'optimal par 
ontre



87l'appro
he reste une méthode heuristique.
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CHAPITRE 6RÉSULTATS NUMÉRIQUESDans les 
hapitres pré
édents nous avons proposé des appro
hes heuristiqueset métaheuristiques pour résoudre le problème de la rotation des avions. Chaqueméthode a des avantages et des in
onvénients qui sont regroupés autour de la qualitédu résultat et du temps d'exé
ution. Le temps d'exé
ution d'une méthode est lié àl'ar
hite
ture de la méthode, de son 
odage et de l'environnement informatique. Ce
hapitre est dédié aux résultats numériques obtenus par les méthodes pré
édemmentproposées. Nous allons 
omparer le temps d'exé
ution et la qualité des résultats de
es méthodes.Nous avons réalisé les tests sur un ordinateur de Xeon bi-pro
esseur 2 GO deRAM. Le langage informatique est JAVA et le solveur de simplex pour la méthodeheuristique basée sur la génération de 
olonnes est CPLEX 9.0.6.1 Des
ription des instan
es testéesLes tests numériques sont faits sur une série d'instan
es. Une instan
e 
ontient del'information sur la distribution des vols, le potentiel de vol des avions et la politiquede la maintenan
e.6.1.1 AvionsIl y a 200 avions dans la �otte 
onsidérée. Le potentiel de vol d'un avion varieentre 0 et 500 heures. Un avion dont le potentiel de vol des
end à 0 ne peut plusvoler, sans une intervention de maintenan
e. La �gure 6.1 illustre une exemple dela distribution du potentiel de vol au sein d'une �otte de 200 avions. Nous voyonsque la distribution du potentiel de vol des avions suit la loi uniforme.Un avion est 
ara
térisé par son potentiel de vol. En fon
tion de la 
apa
ité de lamaintenan
e, un groupe d'avions dont le potentiel de vol est le plus faible, 
onstituel'ensemble d'avions 
ritiques (AC). L'avion le plus 
ritique passe la maintenan
e en
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Fig. 6.1 � Distribution du potentiel de vol6.1.2 VolsUn vol est dé�ni par les villes d'origine et de destination, l'heure de départ et ladurée. L'heure d'arrivée est 
al
ulée à partir de l'heure de départ et de la durée duvol.Nous avons utilisé trois familles d'instan
es en fon
tion du nombre de vols parsemaine. Les instan
es sont générées aléatoirement mais la distan
e entre les villes etla fréquen
e moyenne d'un 
ouple origine-destination par semaine sont déterminéesde façon réaliste. Nous nous sommes basés sur les données publiques des grandes
ompagnies aériennes pour générer les instan
es.Les 
onnexions des sommets sont soumises à un 
ertain nombre de règles. Une
onnexion entre deux sommets (de vol, de maintenan
e ou d'avion) doit satisfairedes 
ontraintes. Une partie de 
es 
ontraintes sont dures et il est impossible de



91les relâ
her. La deuxième partie des 
ontraintes interpréte l'intérêt opérationnel oué
onomique. Une des 
onditions suivantes est su�sante pour mettre une 
onnexionentre deux sommets v1 et v2, sa
hant que les sommets présentent les vols, les avionsen début de semaine et les interventions de maintenan
e :� Si v1 et v2 sont des vols du même jour, la durée entre l'arrivée de v1 et le départde v2 doit être entre 30 minutes et 5 heures. Nous 
onsidérons que 30 minutesest la durée minimale pour un avion a�n qu'il soit préparé pour le vol suivant.Par 
ontre la durée maximale de 5 heures n'est pas une 
ontrainte dure maisune 
ontrainte opérationnelle pour éviter les longues attentes.� Si le vol v1 est un jour avant le vol v2, il faut que le vol v1 soit arrivé après 15heures. Cette 
ondition sert à équilibrer la 
harge de vol. Pour avoir un 
heminréalisable, les avions doivent répartir la 
harge dans la journée.� Si v1 n'est pas un vol mais un sommet d'avion, alors il est lié à tous lessommets des vols et des maintenan
es. Normalement, le sommet d'avion estune sour
e et il ne doit être lié qu'aux vols du premier jour de la semaine.Mais un avion peut rester au sol, sans voler pendant un ou plusieurs jours,pour diverses raisons. Don
 pour pouvoir se servir plus tard des avions quisont indisponibles en début de semaine, nous permettons toutes 
onnexionsaux vols.� Si v1 n'est pas un vol mais un sommet de la maintenan
e du jour j, le départ duvol v2 doit être avant 10 heures du jour j+1. Cette 
ondition est une 
onditionpour fa
iliter la résolution du problème de la rotation par
e qu'un avion quipasse la maintenan
e, devient non-
ritique ave
 un potentiel de vol renouvelé.Don
 il peut être a�e
té au 
hemin le plus long. Nous pouvons supposer quele plus long 
hemin est 
elui qui 
ommen
e le plus t�t. La probabilité del'élimination du 
hemin optimal, par l'interdi
tion des 
onnexions ave
 lesvols dont le départ est après 10 heures, est très faible.� Si v1 est un vol et v2 est un sommet de maintenan
e, alors l'arrivée de v1doit être avant 20 heures pour que l'avion soit préparé à l'intervention de lamaintenan
e.La 
onstru
tion du graphe de 
onnexions dépend de 
es 
onditions. Si deux som-



92mets v1 et v2 ne satisfont au
une des 
onditions, il n'y a pas d'ar
 de 
onnexion entreles sommets 
orrespondants. Par 
ontre pendant les tests, nous nous sommes rendu
ompte que, à 
ause de la nature hiérar
hique des méthodes heuristiques, 
ertainsavions sont bloqués au milieu de la semaine par
e qu'ils ne peuvent pas trouver debonnes 
orrespondan
es pendant un ou plusieurs jours. Suite à 
e problème nousavons ajouté des ar
s au graphe qui permettent à l'avion d'en
haîner les vols, quel-quefois à intervalle de plusieurs jours. Cette autorisation augmente 
onsidérablementla densité du graphe. Par 
ontre, la dernière méthode que nous avons proposée, laméthode heuristique basée sur la dé
omposition Dantzig-Wolfe traite tous les avionsen même temps. Don
 nous n'avons pas besoin d'ajouter 
ette dernière 
ondition.Le tableau 6.1 montre le nombre de sommets de vols et de 
onnexions dans 
haqueinstan
e, ave
 les 
onnexions de toutes les 
onditions.Tab. 6.1 � Nombre de vols et de 
onnexions dans les instan
esFamille Instan
es Nombre de vols Nombre de Durée de vol en moyenned'instan
e 
onnexions par avion (en min)F1 Instan
e 0 2821 3 888 240 3066.00Instan
e 1 2816 3 887 130 3072.05Instan
e 2 2775 3 781 537 3015.35Instan
e 3 2825 3 916 961 3060.65Instan
e 4 2844 3 965 551 3093.60F2 Instan
e 5 2260 2 632 553 2447.15Instan
e 6 2256 2 605 184 2477.35Instan
e 7 2307 2 723 658 2510.55Instan
e 8 2230 2 563 364 2409.50Instan
e 9 2255 2 617 917 2481.75F3 Instan
e 10 1722 1 629 069 1826.65Instan
e 11 1738 1 648 826 1836.45Instan
e 12 1727 1 628 749 1826.35Instan
e 13 1733 1 639 067 1827.55Instan
e 14 1743 1 661 120 1839.45Les instan
es sont regroupées dans 3 familles (F1, F2, F3) en fon
tion du nombrede vols.La durée de vol en moyenne par avion est trouvée par la division de la sommedes durées des vols par le nombre d'avions. Don
 elle est la 
harge hebdomadaire de



93vol idéal pour un avion (Mh).Durée de vol en moyenne par avion Mh =

∑
v∈V dv

|A| (6.1)où dv est la durée du vol v, V est l'ensemble de tous les vols et |A| est la 
ardinalitéde l'ensemble des avions, don
 le nombre d'avions.Nous avons fait les tests pour une période de 40 semaines. C'est-à-dire, une foisle planning de la semaine s terminé, nous passons à la semaine s + 1 en gardantla même instan
e, mais en mettant à jour la 
onsommation de potentiel de vol desavions. Don
 si le potentiel de vol de l'avion a est Ls
a et cs

a est le 
hemin a�e
té à
et avion, à la semaine s, son potentiel de vol à la semaine s + 1 est
Ls+1

a = Ls
a −

∑

v∈cs
a

dv (6.2)Si l'avion a est 
ritique et passe la maintenan
e à la semaine s, Ls
a est rempla
épar 30.000 minutes (500 heures) et cs

a est le 
hemin a�e
té à l'avion a après lamaintenan
e.6.1.3 Di�érentes politiques de maintenan
eUne autre variable du problème de rotation des avions est la politique de main-tenan
e. La politique de maintenan
e est dé�nie par le nombre et par la distributionde la maintenan
e dans la semaine. Les interventions de maintenan
e sont réaliséespendant la nuit, pour ne pas bloquer l'avion dans la journée. Normalement, uneintervention de maintenan
e n'empê
he pas l'avion de prendre des vols, sauf 
euxqui arrivent trop tard à la base de maintenan
e.Comme nous l'avons déjà pré
isé, le planning de maintenan
e est une donnée duproblème. Suivant les di�érents plannings, la solution du problème de rotation desavions peut 
hanger. Ainsi nous avons étudié les politiques suivantes.� 21 Maintenan
es par semaine : 
'est la politique prin
ipale que nous avonsétudiée. Il s'agit de 3 maintenan
es par jour. Grâ
e à sa régularité dans lasemaine et au bon ratio elle nous semble la politique la plus probable. Car



94 ave
 21 interventions, un peu plus de 10% de 200 avions passe la maintenan
edans une semaine. Don
 dans le 
as sans perturbation, un avion passe la main-tenan
e toutes les 10 semaines. Alors un avion peut voler pendant 50 heurespar semaine, en moyenne et environ 7 heures par jour. Ce fait 
on
orde ave
la réalité industrielle.� 19 Maintenan
es par semaine : 
'est une dérivée de la politique pré
édente.Nous gardons 3 maintenan
es par jour dans la semaine. Par 
ontre, 
omme leweek-end la main d'oeuvre est plus 
hère, nous avons diminué le nombre demaintenan
es à 2 par jour, pour le week-end.� 14 Maintenan
es par semaine : 
ette politique a l'avantage de la régularitépar
e qu'il s'agit de 2 maintenan
es par jour, pendant toute la semaine. Lenombre faible de maintenan
es peut être avantageux pour les instan
es ave
un faible nombre de vols par semaine.Nous pouvons 
al
uler le besoin de maintenan
e d'une façon analytique en faisantl'hyphothèse que tous les avions volent exa
tement la même distan
e. Dans 
e 
as,ils volent pendant la durée de vol en moyenne par avion que nous avons donné dansle tableau (6.1). Alors la 
onsommation de 500 heures (30 000 minutes) de vol prend
nh = 30000

Mh

semaines où Mh est la 
harge idéale d'un avion. Il faut passer ⌈200
nh

⌉ avionspar semaine en maintenan
e, pour 
ontinuer à voler ave
 un 
harge équilibrée.Tab. 6.2 � Besoin de maintenan
e dans le 
as idéalFamille Nombre moyen Durée de vol en moyenne Besoin ded'instan
e de vol par avion (en min) maintenan
eF 1 2814 3061.53 21F 2 2261 2465.26 17F 3 1732 1831.29 13Les besoins de maintenan
e donnés dans le tableau (6.2) montrent les besoinsthéoriques dans 
e 
hapitre nous allons étudier l'évolution de l'état de la 
harge devol des avions en fon
tion de di�érentes méthodes. Les méthodes proposées sonttestées sur les di�érentes instan
es ave
 les politiques de maintenan
e suggérées.Au 
ours de 
e travail, nous a

eptons une 
apa
ité hebdomadaire égale à 21..



956.2 Résultats et 
omparaison des méthodesDans la suite, nous allons montrer les résultats des appro
hes heuristiques a�nde 
omprendre quelle méthode donne la meilleure solution. Nous allons faire les testssur 40 semaines 
onsé
utives pour observer l'évolution de l'état du potentiel de voldes avions. Même si nous avons 40 plannings à la �n des tests, nous sommes 
on
ientsque nous ne pouvons pas 
onsidérer 
es plannings pour les semaines suivantes 
ommedé�nitifs à 
ause des phénomènes sto
hastiques ren
ontrés souvent dans le se
teurdu transport aérien. L'intérêt de 
ette observation est de voir si la méthode restetoujours 
onvenable pour 
e type d'instan
e sur le long terme et ne provoque pas desolutions dégradées.Nous allons étudier les résultats sur deux aspe
ts : l'utilisation des avions 
ri-tiques et l'équilibrage de 
harge des avions non-
ritiques.
6.2.1 Maximisation d'utilisation - Avions 
ritiquesNous avons déjà dé�ni la maximisation d'utilisation des avions 
ritiques 
ommela minimisation de perte de potentiel de vol. Don
 
ette perte est

P (a) = La −
∑

v∈c(a)

dv (6.3)où La est la limite de vol de l'avion a en début de semaine du planning, c(a) est le
hemin a�e
té à l'avion a et dv est la durée du vol v.Nous allons 
omparer la somme des pertes de potentiel de vol des avions 
ri-tiques en fon
tion des méthodes heuristiques et une méthode métaheuristique, selon3 familles d'instan
es. Chaque famille d'instan
es 
ontient 5 instan
es qui sont re-groupées en fon
tion de la taille (du nombre de vols par semaine).Pour fa
iliter de le
ture et pour éviter les répétitions, nous allons utiliser lesabréviations suivantes (tableau 6.3).



96 Tab. 6.3 � Abréviations des méthodesAbréviation MéthodePLC - dé
roissant Heuristique basée sur le Plus Long Cheminordre dé
roissant du potentiel de volPLC - 
roissant Heuristique basée sur le Plus Long Cheminordre 
roissant du potentiel de volPLC - aléatoire Heuristique basée sur le Plus Long Cheminordre aléatoirePA Heuristique basée sur la règle du Premier AtterrissageRS Métaheuristique - Re
uit Simulé6.2.1.1 Famille d'instan
e 1Tab. 6.4 � Perte de potentiel en minutes en première semaine ave
 21 maintenan
esMéthode I 0 I 1 I 2 I 3 I 4PLC 1458 325 2549* 216 341PA 2078 235 4749 346 431RS 1448* 105* 3149 186* 161*La somme des pertes de potentiel des avions 
ritiques en minutes pour 
haqueméthode, sur 5 instan
es et ave
 21 maintenan
es, est donnée dans le tableau6.4. Comme la di�éren
e entre les appro
hes heuristiques PLC-dé
roissant, PLC-
roissant et PLC-aléatoire est la règle de 
onstru
tion de la liste des avions non-
ritiques, leurs résultats sont identiques.Tab. 6.5 � Perte de potentiel en minutes en première semaine ave
 19 maintenan
esMéthode I 0 I 1 I 2 I 3 I 4PLC 1429 316 2536* 211 337PA 2059 226 4736 341 427RS 1249* 86* 3156 131* 247*



97Tab. 6.6 � Perte de potentiel en minutes en première semaine ave
 14 maintenan
esMéthode I 0 I 1 I 2 I 3 I 4PLC 269* 237 1247 148 128PA 469 197 4707 318 398RS 269* 87* 997* 88* 78*Lors de la 
omparaison des tableaux 6.4, 6.5 et 6.6, nous voyons que la pertede potentiel a tendan
e à diminuer quand le nombre de maintenan
es dé
roit. Nouspouvons 
iter deux raisons :� Moins de maintenan
es pour autant de vol : il est plus fa
ile de 
onsommer lepotentiel de vol� Moins d'avions à 
ompter : 
omme les 
hi�res présentés aux tableaux sont lasomme des pertes, si le nombre de maintenan
es est inférieur, alors il y a moinsd'avions 
ritiques à 
onsidérer.
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Fig. 6.2 � Perte de potentiel au 
ours des semaines sur l'instan
e 0 ave
 21 mainte-nan
es par semaineSur la �gure 6.2, nous observons la perte de potentiel des avions qui passent lamaintenan
e la première nuit de la semaine, en fon
tion des méthodes proposées,sur l'instan
e 0 ave
 21 maintenan
es, au 
ours de 40 semaines. Le 
omportementdes méthodes sur les autres instan
es sont similaires Nous voyons que la perte depotentiel augmente les premières semaines et diminue plus en plus vers la �n. Nouspouvons 
onsidérer les premières semaines 
omme la normalisation du potentiel devol des avions. Une fois que tous les avions passent par la maintenan
e, environ aubout de 10 semaines, les algorithmes de liste normalisent la répartition du potentielde vol.Le meilleur résultat est obtenu par RS dont la solution initiale est la sortie dePLC.6.2.1.2 Famille d'instan
e 2La famille d'instan
e 2 
ontient en moyenne 2261 vols de type aller-retour parsemaine. Les tableaux suivants présentent la somme des pertes de potentiel de voldes avions 
ritiques sous di�érentes politiques de maintenan
e.



99Tab. 6.7 � Perte de potentiel en minutes en première semaine ave
 21 maintenan
esMéthode I 5 I 6 I 7 I 8 I 9PLC 348 1393* 4382* 1048 181PA 438 2803 7992 1648 501RS 288* 1823 5582 868* 111*Tab. 6.8 � Perte de potentiel en minutes en première semaine ave
 19 maintenan
esMéthode I 5 I 6 I 7 I 8 I 9PLC 332 1325* 4360* 1110 175*PA 432 2795 7970 1640 495RS 222* 1675 5560 770* 235Tab. 6.9 � Perte de potentiel en minutes en première semaine ave
 14 maintenan
esMéthode I 5 I 6 I 7 I 8 I 9PLC 117 170* 2069* 292 93PA 87 2770 7949 1532 473RS 67* 240 2389 112* 73*Nous observons le même e�et de la diminution de la perte de potentiel lorsqu'il ya moins de maintenan
e. Par 
ontre les tableaux 6.7 et 6.8 ont des 
hi�res beau
oupplus pro
hes que le tableau 6.9
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Fig. 6.3 � Perte de potentiel au 
ours des semaines sur l'instan
e 5 ave
 21 mainte-nan
es par semaineMême si la perte de potentiel de vol est plus importante sur la �gure 6.3 (I 5),les 
omportements de PLC et PA sont similaires aux 
ourbes de la �gure 6.2. Enrevan
he, RS réussit à 
onsommer la quasi-totalité du potentiel de vol jusqu'à lasemaine 7 et après la somme des pertes monte à 4000 minutes. D'autre part, quandnous regardons les tableaux, nous nous rendons 
ompte que la méthode PA donnepresque toujours la pire solution. Ce
i est dû au fait que la méthode est basée surune re
her
he lo
ale.6.2.1.3 Famille d'instan
e 3La famille d'instan
e 3 
ontient en moyenne 1733 vols du type aller-retour parsemaine. Les tableaux suivants présentent la somme des pertes de potentiel de voldes avions 
ritiques sous di�érentes politiques de maintenan
e.



101Tab. 6.10 � Perte de potentiel en minutes en première semaine ave
 21 maintenan
esMéthode I 10 I 11 I 12 I 13 I 14PLC 807 2583* 3144* 249 3990*PA 727 4013 4754 239 6930RS 537* 3063 3834 109* 4950Pour les instan
es I 2, I 6, I 7, I 11, I 12 et I 14 le résultat de la méthodemétaheuristique est moins bon que 
elui de PLC. Ainsi, le re
uit simulé a a

eptédes solutions moins bonnes à une 
ertaine itération, a�n d'éviter la solution optimalelo
ale et il n'a pas réussit à l'améliorer. Ce que nous avons a�
hé au tableau 6.10 estla dernière valeur du re
uit mais nous avons utilisé la meilleure solution. En revan
he,si le re
uit simulé n'améliore pas la solution initiale, nous gardons la solution initiale.Tab. 6.11 � Perte de potentiel en minutes en première semaine ave
 19 maintenan
esMéthode I 10 I 11 I 12 I 13 I 14PLC 798 2571* 3092 236 3986*PA 718 4091 4742 226 6926RS 528* 2861 3052* 126* 4966Tab. 6.12 � Perte de potentiel en minutes en première semaine ave
 14 maintenan
esMéthode I 10 I 11 I 12 I 13 I 14PLC 146 912* 1467 148 1427*PA 226 4062 4717 198 6897RS 106* 1132 997* 78* 1427*
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Fig. 6.4 � Perte de potentiel au 
ours des semaines sur l'instan
e 10 ave
 21 main-tenan
es par semaine

Fig. 6.5 � Perte de potentiel au 
ours des semaines sur l'instan
e 10 ave
 14 main-tenan
es par semaineSur la �gure 6.4 nous voyons l'évolution de la perte de potentiel des avions quipassent la maintenan
e la première nuit de la semaine de plani�
ation. La politique



103de maintenan
e 
ontient 21 interventions et puisque le nombre de vols par semaineest inférieur à 
elui de la famille d'instan
es 1, les méthodes n'arrivent pas à épuiserle potentiel de vol des avions.En revan
he, quand nous regardons l'évolution de la perte de potentiel sur la�gure 6.5 (I 10), le re
uit simulé arrive à 
onsommer la quasi-totalité du potentielde vol et la perte des autres méthodes est inférieure. Par
e que la politique de main-tenan
e employée a 14 interventions par semaine, don
 il y a moins de maintenan
esur l'instan
e qui 
ontient moins de vols.6.2.2 Équilibrage de 
harge - Avions non 
ritiquesDans 
ette partie, nous allons étudier l'évolution du potentiel de vol des avionspendant 40 semaines. Pour la lisibilité des �gures suivantes, nous avons 
hoisi aléa-toirement 10 avions parmi les 200 avions. Les �gures illustrent don
 le potentiel devol de 10 avions au début de 
haque semaine. Nous allons montrer les instan
es I0, I5et I 10 qui 
ontiennent 2821, 2260 et 1722 vols de type aller retour, respe
tivement,en fon
tion des politiques de maintenan
e.

Fig. 6.6 � Perte de potentiel d'un avion au 
ours des semaines



104Dans la �gure 6.6 nous voyons le potentiel de vol en minutes d'un avion a endébut de 
haque semaine. Ce potentiel est 
onsommé, don
 il diminue jusqu'à uneintervention de maintenan
e. La semaine où l'avion a passe la maintenan
e, sonpotentiel augmente. En revan
he son potentiel de vol ne peut pas dépasser 30.000minutes (500 heures) puisque la limite de vol entre deux interventions de mainte-nan
e est 500 heures. L'avion dans la �gure 6.6 n'atteint jamais 30.000 minutes 
araprès la maintenan
e, il 
ontinue à voler. De même, il vole avant le jour de mainte-nan
e, en revan
he nous ne voyons que son potentiel de vol en début de la semaine.Juste avant la maintenan
e, son potentiel est don
 en
ore plus bas.Nous avons déjà dit que après la maintenan
e, l'avion a devient nouveau non-
ritique. Notons que, si l'avion a passe la maintenan
e le dernier jour de la semaine,dans 
e 
as, il aura exa
tement 500 heures puisque la semaine d'après 
ommen
e lejour suivant l'intervention de maintenan
e.Nous pouvons 
onstater que l'équilibrage de 
harge sur le long terme, impliqueune 
ertaine régularité des 
ourbes de 
onsommation du potentiel de vol au 
oursdes semaines.6.2.2.1 Instan
e 0 - 2821 VolsL'instan
e 0 est une des instan
es qui 
ontient le plus de vol par semaine. Les�gures suivantes vont montrer la régularité (ou l'irrégularité) selon la méthode em-ployée.21 Maintenan
es Nous allons étudier aussi les e�ets de la politique de mainte-nan
e sur 
ette régularité de la 
onsommation du potentiel de vol.
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Fig. 6.7 � Heuristique basée sur le plus long 
hemin - ordre aléatoireLa �gure 6.7 a une forme intéressante. Nous voyons que la 
ourbe de potentiel devol n'est pas régulière. En revan
he, un tel résultat est évident, puisque les avionsnon-
ritiques sont traités dans un ordre aléatoire.

(a) Ordre dé
roissant du potentiel de vol (b) Ordre 
roissant du potentiel de volFig. 6.8 � Méthode basée sur le plus long 
heminLes �gures 6.8(a) et 6.8(b) donnent le résultat de la méthode heuristique baséesur le plus long 
hemin ave
 l'ordre 
roissant et dé
roissant (respe
tivement) depotentiel de vol des avions non-
ritiques.



106Quand nous étudions 
es deux �gures, nous observons que l'évolution des 
ourbesest di�érente : sur la �gure 6.8(a) la 
onsommation est rapide juste après une inter-vention de maintenan
e et elle ralentit au 
ours des semaines suivantes, 
ar les avionsave
 le potentiel maximum de vol sont prioritaires. Don
, juste après la maintenan
e,ils trouvent les meilleurs 
hemins pour 
onsommer le potentiel de vol le plus vite. Enrevan
he, sur la deuxième �gure (�gure 6.8(b)) les 
ourbes sont presque parallèlesaprès la maintenan
e et elles deviennent de plus en plus verti
ales au 
ours de temps.Ce fait signi�e que, la semaine suivant la maintenan
e, l'avion n'est pas prioritaireet son a�e
tation aux vols est faite à la �n. Don
 son 
hemin est relativement 
ourt.Une fois que son potentiel de vol a diminué su�samment, il est de nouveau prioi-ritaire et il peut 
hoisir les 
hemins plus longs. Alors la vitesse de 
onsommationde son potentiel de vol augmente. Nous voyons que quand les avions ave
 moins depotentiel de vol sont prioritaires, dès la première semaine ils arrivent à 
onsommer
e potentiel. En revan
he, sur la �gure (6.8(a)) nous voyons que, quand l'ordre depriorité est inverse, durant les premières semaines la perte de potentiel de vol desavions est plus importante.

Fig. 6.9 � Heuristique basée sur la règle du premier atterrissageNous 
onstatons que les 
ourbes de la �gure 6.9 ont une allure similaire sur la



107�gure 6.8(a) par
e que, même si la méthode de re
her
he d'un 
hemin c pour l'avion
a est di�érente, la règle de priorité des avions non-
ritiques est identique. Ils sonttraités dans l'ordre dé
roissant du potentiel de vol.

Fig. 6.10 � Re
uit simuléLe résultat de la méthode re
uit simulé est très régulier. En plus, nous voyonsque le potentiel de vol des avions, juste avant la maintenan
e, tombe jusqu'à zéro.Car, le re
uit réussit à 
onsommer presque totalement le potentiel de vol des avions
ritiques.Tab. 6.13 � Utilisation des avions en minutes pour l'instan
e I0 ave
 21 maintenan
esI0 - 21 Maintenan
es Min Max Moyenne E
art typePLC - dé
roissant 1916,15 3350,51 2867,26 264PLC - 
roissant 2143,85 4173,33 3102,49 418,93PLC - aléatoire 2222,5 3466,92 2865,5 278,84PA 2261,28 2979,74 2622,77 134,07RS 2006,15 4174,36 3102,62 421,55Le tableau 6.13 illustre les 
hi�res génériques après les tests des méthodes surl'instan
e 0 et ave
 21 maintenan
es. Pour 
haque avion, l'utilisation moyenne en



108minutes sur 40 semaines est 
al
ulée. Puis, les avions qui ont été utilisés au minimumet au maximum sont trouvés. Nous avons aussi noté la moyenne globale. Finalementnous en avons déduit l'é
art-type pour 
haque méthode. Nous voyons que l'é
art-typele plus faible est obtenu par la méthode basée sur le premier atterrissage et le plusfort par le re
uit simulé. Un é
art-type plus faible 
orrespond à une distribution de
harge de vol plus équilibrée. C'est-à-dire la di�éren
e de 
harge de vol entre l'avionle plus utilisé et l'avion le moins utilisé est plus petite.19 Maintenan
es Si nous diminuons le nombre de maintenan
es, pour la mêmeinstan
e, la 
onséquen
e immédiate sera l'augmentation de l'utilisation des avions.Les �gures 6.11(a), 6.11(b),6.12 et 6.13 montrent le 
omportement des avions quisont traités par les méthodes PLC - dé
roissant, PLC-
roissant, PA et RS, respe
-tivement.

(a) Ordre dé
roissant du potentiel de vol (b) Ordre 
roissant du potentiel de volFig. 6.11 � Méthode basée sur le plus long 
hemin



109

Fig. 6.12 � Heuristique basée sur la règle du premier atterrissage

Fig. 6.13 � Re
uit simuléNous observons que la 
ourbe qui représente le potentiel de vol des avions reste
onstante pendant plusieurs semaines, sur la �gure 6.13. Nous pouvons voir un des
as extrême dans la �gure 6.14.
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Fig. 6.14 � Potentiel de vol 
onstant d'un avionI
i l'avion a 
onsommé son potentiel de vol plus vite que prévu et il n' y apas d'assez de maintenan
e plani�ée. Don
 
et avion attend à l'aéroport, jusqu'à lamaintenan
e, sans voler. Les vols sont 
ouverts par le reste de la �otte.Tab. 6.14 � Utilisation des avions en minutes pour l'instan
e I0 ave
 19 maintenan
esI0 - 19 Maintenan
es Min Max Moyenne E
art typePLC - dé
roissant 395,9 3963,08 2876,32 783,65PLC - 
roissant 259,49 4218,21 2972,4 1073,49PLC - aléatoire 767,69 4452,82 2979,69 785,63PA 2452,56 3018,97 2753,22 116,51RS 258,21 4300,26 2972,18 1033,61Ave
 la nouvelle politique de maintenan
e, la méthode du premier atterrissagea toujours l'é
art type le plus faible. Par 
ontre le tableau 6.14 nous montre quel'é
art type le plus fort est obtenu par la méthode PLC-
roissant.14 Maintenan
es Les �gures 6.15(a), 6.15(b), 6.16 et 6.17 nous aident à 
om-prendre que, quand le nombre de maintenan
es n'est pas su�sant, alors les avionsmanquent de potentiel de vol et ils restent bloqués dans les aéroports.



111

(a) Ordre dé
roissant du potentiel de vol (b) Ordre 
roissant du potentiel de volFig. 6.15 � Méthode basée sur le plus long 
hemin

Fig. 6.16 � Heuristique basée sur la règle du premier atterrissage
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Fig. 6.17 � Re
uit simuléLes �gures 6.15(a), 6.15(b), 6.16 et 6.17 justi�ent l'intérêt de faire une observationsur 40 semaines. Nous ne pouvons pas déte
ter le problème du blo
age des avionssi nous regardons seulement les premières semaines. En revan
he à la �n de 5 à 10semaines, nous voyons des avions ave
 un potentiel de vol qui ne leur permet plus devoler et une intervention de maintenan
e n'est pas possible avant plusieurs semaines.Tab. 6.15 � Utilisation des avions en minutes pour l'instan
e I0 ave
 14 maintenan
esI0 - 14 Maintenan
es Min Max Moyenne E
art typePLC - dé
roissant 283,08 4429,74 2298,45 1248,22PLC - 
roissant 96,92 4552,31 2338,52 1385,27PLC - aléatoire 190,77 4660 2349,9 1319,43PA 362,82 4157,44 2271,11 914,3RS 96,92 4745,38 2338,45 1388,76D'après le tableau 6.15, même si la méthode PA a l'é
art type le plus faibleparmi les autres méthodes, l'é
art type maximal obtenu ave
 la politique de main-tenan
e initiale est largement inférieur à l'é
art type de PA, dans le 
as a
tuel. Ladi�éren
e entre l'utilisation maximale et l'utilisation minimale, et l'é
art type nous



113donne une idée sur l'équilibrage de 
harge. Quand le nombre de vols par semaineest important par rapport au nombre de maintenan
e, l'é
art entre l'utilisation desavions augmente 
onsidérablement.6.2.2.2 Instan
e 5 - 2260 VolsDans 
ette partie, nous allons étudier l'évolution du potentiel de vol des avions,ave
 l'instan
e 5, qui a moins de vols que l'instan
e 0.21 Maintenan
es Les �gures 6.18(a), 6.18(b),6.19 et 6.20 nous montrent que,lorsque nous diminuons le nombre de vols par semaine, en gardant le même nombrede maintenan
es, les avions sont trop souvent maintenus et ils n'arrivent pas à
onsommer le potentiel de vol.

(a) Ordre dé
roissant du potentiel de vol (b) Ordre 
roissant du potentiel de volFig. 6.18 � Méthode basée sur le plus long 
heminSur la �gure 6.18(a) nous voyons en
ore une fois, les droites horizontales, don
les avions qui ne volent pas. Par 
ontre, le potentiel de vol est positif don
 les avionsont la possibilité de voler. Ce qui empê
he un avion de voler n'est plus le manquede potentiel de vol mais le manque de vols disponibles. Comme l'avion ave
 le plusde potentiel de vol est prioritaire ave
 la méthode PLC-dé
roissant, un avion qui ale moins de potentiel de vol ne trouve pas un ensemble de vols.
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Fig. 6.19 � Heuristique basée sur la règle du premier atterissage

Fig. 6.20 � Re
uit simuléLa 
omparaison des �gures 6.18(a), 6.19 et 6.18(b), 6.20 nous montre que, lorsquele nombre de maintenan
es par semaine est élevé par rapport au nombre de vols,l'ordre dé
roissant du potentiel de vol des avions non-
ritiques rend les 
ourbes depotentiel de vol plus régulières. Quand les avions ave
 un potentiel de vol moinsimportant sont prioritaires, 
ertains avions ave
 un potentiel de vol plus important



115peuvent passer plusieurs semaines sans voler. Dans 
e 
as, même si les 
ourbes sontmoins régulières quand les avions sont triés dans l'ordre 
roissant du potentiel devol, les avions 
ritiques 
onsomment mieux leur potentiel de volTab. 6.16 � Utilisation des avions en minutes pour l'instan
e I5 ave
 21 maintenan
esI5 - 21 Maintenan
es Min Max Moyenne E
art typePLC - dé
roissant 655,9 3491,28 2169,89 628,62PLC - 
roissant 0 4469,49 2234,13 1041,55PLC - aléatoire 1263,85 3358,72 2172 355,85PA 1842,05 2515,38 2190,81 126,81RS 0 4231,54 2257,04 998,05
Quand nous 
omparons le tableau 6.16 au tableau 6.13, nous voyons que lamoyenne diminue mais l'é
art type augmente. La diminution de la moyenne estnormale puisque la durée de vol moyenne de l'instan
e 5 est inférieure à 
elle del'instan
e 0, don
 les avions volent moins. Don
 la varian
e entre l'avion qui estutilisé le moins et l'avion qui est utilisé le plus augmente 
ar les avions ave
 unefaible prioirité trouvent leur 
hemin dernièrement et il y a en
ore moins de vols parrapports à l'instan
e 0. Par 
ontre la méthode PA (basée sur le premier atterrissage)est une ex
eption 
ar son é
art type diminue. Étant une méthode de re
her
he lo
ale,elle trouve des 
hemins moins bons que les autre méthodes pour les avions. Un
hemin moins bon est un 
hemin plus 
ourt, don
 les derniers avions dans la listeont plus de 
hoix.

19 Maintenan
es Les �gures 6.21(a), 6.21(b), 6.22 et 6.23 illustrent le 
ompor-tement des avions au 
ours des semaines, ave
 une politique de maintenan
e de 19interventions par semaine.
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(a) Ordre dé
roissant du potentiel de vol (b) Ordre 
roissant du potentiel de volFig. 6.21 � Méthode basée sur le plus long 
hemin

Fig. 6.22 � Heuristique basée sur la règle du premier atterissage
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Fig. 6.23 � Re
uit simuléD'après les �gures 6.21(a) et 6.22 nous voyons que, quand les avions sont traitésdans l'ordre dé
roissant du potentiel de vol, la 
onsommation de 
e potentiel estrégulière, malgré une 
ertaine perte. Les avions passent la maintenan
e lorsqu'ils onten
ore environ 7500 minutes de potentiel de vol. Car nous voyons que les 
ourbessont entre 6000 et 30.000. C'est-à-dire que les avions passent la maintenan
e malgréla possibilité de voler 100 heures de plus.D'autre part, le re
uit simulé et PLC-dé
roissant réussisent à 
onsommer le po-tentiel de vol des avions les premières semaines mais les 
ourbes ne sont pas régulières(voir les �gures 6.21(b) et 6.23).Tab. 6.17 � Utilisation des avions en minutes pour l'instan
e I5 ave
 19 maintenan
esI5 - 19 Maintenan
es Min Max Moyenne E
art typePLC - dé
roissant 815,9 3424,1 2217,08 559,74PLC - 
roissant 0 3713,85 2325,75 968,56PLC - aléatoire 1245,38 3037,95 2221,8 366,15PA 1934,87 2639,23 2226,99 126,83RS 0 3937,18 2339,73 1027,34



118Le tableau 6.17 nous 
on�rme en
ore une fois que la 
harge de vol est mieuxéquilibrée quand la règle de priorité des avions est dans l'ordre dé
roissant du po-tentiel de vol. Quand les méthodes PLC-
roissant et RS, qui traitent les avions non
ritiques dans l'ordre 
roissant du potentiel de vol, sont employées pour le plan-ning, l'utilisation minimale des avions sur 40 semaines est zéro. Alors il y a un ouplusieurs avions qui n'ont jamais servi. A première vue, 
es avions dégradent l'équi-libre de la 
harge. Mais une autre expli
ation est le nombre ex
essif d'avions ou demaintenan
es. Quand les avions non-
ritiques sont traités dans l'ordre 
roissant dupotentiel de vol, avant les derniers avions (ave
 le plus de potentiel de vol), tousles vols sont déjà a�e
tés. Ainsi ils ne volent pas et gardent leur potentiel de vol lasemaine d'après et ils ne sont toujours pas prioritaires. Pour 
ette raison, 
ertainsavions ne volent jamais pendant 40 semaines et l'utilisation minimale des avions est0.
14 Maintenan
es Comme nous l'avons déjà vu, si le nombre de vols est relati-vement faible par rapport au nombre d'avions, dans 
e 
as, nous pouvons diminuerle nombre d'interventions par semaine. Nous allons observer la politique de mainte-nan
e ave
 14 interventions pendant 40 semaines.

(a) Ordre dé
roissant du potentiel de vol (b) Ordre 
roissant du potentiel de volFig. 6.24 � Méthode basée sur le plus long 
hemin
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Fig. 6.25 � Heuristique basée sur la règle du premier atterissage

Fig. 6.26 � Re
uit simuléNous pouvons 
onstater dans les �gures 6.24(a), 6.24(b), 6.25 et que 
ertaines
ourbes qui 
orrespondent au potentiel de vol des avions reste 
onstante à zéro.C'est-à-dire, les avions attendent la maintenan
e sans pouvoir voler puisque leurpotentiel de vol est zéro.



120Tab. 6.18 � Utilisation des avions en minutes pour l'instan
e I5 ave
 14 maintenan
esI5 - 14 Maintenan
es Min Max Moyenne E
art typePLC - dé
roissant 296,92 4124,62 2207,58 922,07PLC - 
roissant 127,95 4216,67 2297,01 1263,31PLC - aléatoire 111,54 4058,97 2317,71 1108,95PA 421,54 3346,15 2187,61 765,35RS 128,46 4234,62 2297,15 1180,48Malgré le fait que la méthode PA ne réussit pas à éviter les blo
ages des avions,elle a l'é
art type minimal, d'après le tableau 6.18. D'autre part, nous avons l'im-pression que le re
uit simulé donne les 
ourbes les plus régulières mais il a l'é
arttype le plus important, après PLC-
roissant. Lorsque le nombre de maintenan
e dé-
roit, le r�le du re
uit simulé diminue, par
e que le re
uit simulé ne traite que lesavions 
ritiques. Le planning du reste de la �otte est fait par PLC-
roissant. Avoirun é
art-type similaire est don
 normal.6.2.2.3 Instan
e 10 - 1722 VolsNous présentons dans 
e pragaraphe les résultats du dernier groupe de tests .Ces tests sont faits sur l'instan
e 10, qui 
ontient 1722 vols de type aller-retour.21 Maintenan
es Nous allons en
ore observer le 
omportement des avions sousles di�érentes politiques de maintenan
e. Les �gures 6.27(a), 6.27(b), 6.28 et 6.29montrent les résultats des tests de la politique de maintenan
e de 21 interventions.
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(a) Ordre dé
roissant du potentiel de vol (b) Ordre 
roissant du potentiel de volFig. 6.27 � Méthode basée sur le plus long 
heminSur les �gures 6.27(a) et 6.27(b) nous observons qu'il y a une perte 
onsidérabledu potentiel de vol des avions par
e que les 
ourbes sont 
omprises entre 15.000et 30.000. Alors un avion peut en
ore voler plus de 250 heures quand il passe à lamaintenan
e, 
e qui est normal puisque le nombre de maintenan
es est beau
ouptrop important par rapport à la 
harge moyenne des avions par semaine. Ils neréussissent pas à 
onsommer le potentiel de vol.

Fig. 6.28 � Heuristique basée sur la règle du premier atterissage
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Fig. 6.29 � Re
uit simulé
Tab. 6.19 � Utilisation des avions en minutes pour l'instan
e I10 ave
 21 mainte-nan
es I10 - 21 Maintenan
es Min Max Moyenne E
art typePLC - dé
roissant 37,95 3254,87 1559,33 665,87PLC - 
roissant 0 3941,79 1590,29 1024,73PLC - aléatoire 877,69 2590,51 1559,69 329,96PA 736,92 2241,54 1617,93 294,59RS 0 4023,59 1609,17 1012,68La méthode PA a toujours l'é
art type minimum sur le tableau 6.19. En revan
he,
omparé aux résultats de l'instan
e 5 ave
 21 maintenan
es, seule 
ette méthodeaugmente 
onsidérablement son é
art type.19 Maintenan
es Pour diminuer la perte de potentiel de vol, nous allons essayerde plani�er les vols ave
 une politique de maintenan
e qui 
ontient 19 interventions.Les �gures 6.30(a), 6.30(b), 6.31 et 6.32 vont nous montrer les résultats obtenus parles méthodes PLC (ordre 
roissant et dé
roissant), PA et RS.
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(a) Ordre dé
roissant du potentiel de vol (b) Ordre 
roissant du potentiel de volFig. 6.30 � Méthode basée sur le plus long 
hemin
Même si la perte est tombée de 15.000 minutes à 12.500 avant la maintenan
e,l'annulation de 2 maintenan
es par semaine ne su�t pas pour maximiser l'utilisationdes avions. Ce résultat n'est pas inattendu puisque 
'était déjà le 
as pour l'instan
epré
édente.

Fig. 6.31 � Heuristique basée sur la règle du premier atterissage
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Fig. 6.32 � Re
uit simulé
Tab. 6.20 � Utilisation des avions en minutes pour l'instan
e I10 ave
 19 mainte-nan
es I10 - 19 Maintenan
es Min Max Moyenne E
art typePLC - dé
roissant 130 3454,36 1604,13 782,19PLC - 
roissant 0 4065,64 1641,05 1070,15PLC - aléatoire 792,82 2619,23 1605,17 356,92PA 374,87 2309,74 1655,71 367,29RS 0 4652,82 1656,71 1077,27Le tableau 6.20 reste similaire au tableau 6.19 à part une légère augmentation.Par 
ontre pour la première fois PLC-aléatoire a un é
art type plus faible que PA,même si la di�éren
e est négligeable.14 Maintenan
es La dernière série de tests que nous allons présenter est faite surl'instan
e 10 et ave
 la politique qui 
ontient le moins d'interventions. Les �gures6.33(a), 6.33(b), 6.34 et 6.35 illustrent l'évolution du potentiel de vol des avions.
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(a) Ordre dé
roissant du potentiel de vol (b) Ordre 
roissant du potentiel de volFig. 6.33 � Méthode basée sur le plus long 
heminC'est la première fois nous voyons une telle di�éren
e entre PLC-
roissant etPLC-dé
roissant. La première méthode a une allure plus régulière qui trouve l'équi-libre vers les dernières semaines, ave
 une perte d'environ 7500 minutes. En revan
he,les 
ourbes de PLC-
roissant sont moins régulières mais la perte de potentiel de volest beau
oup plus limitée.

Fig. 6.34 � Heuristique basée sur la règle du premier atterissage
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Fig. 6.35 � Re
uit simuléQuand nous regardons les �gures 6.34 et 6.35, PA a environ 7500 minutes de pertede potentiel ave
 une allure plus régulière, tandis que le re
uit simulé 
onsomme laquasi totalité du potentiel mais ave
 un é
art type beau
oup plus important quePA.Tab. 6.21 � Utilisation des avions en minutes pour l'instan
e I10 ave
 14 mainte-nan
es I10 - 14 Maintenan
es Min Max Moyenne E
art typePLC - dé
roissant 349,74 3398,97 1642,78 649,65PLC - 
roissant 0 4032,05 1827,17 1264,93PLC - aléatoire 771,79 2712,56 1652,41 356,12PA 520,51 2791,03 1687,09 460,05RS 0 4042,05 1828,93 1254,08Nous pouvons noter sur le tableau 6.21 que la moyenne d'utilisation des méthodesPLC-
roissant et RS sont plus élevées que 
elles des autres méthodes. La mêmedi�éren
e existe aussi au niveau de l'é
art type. L'é
art type de 
es deux méthodesest 
onsidérablement plus important que 
elui des autres méthodes.



1276.2.3 Étude de l'appro
he heuristique basée sur Dantzig-WolfeDans 
ette partie, nous allons exploiter les variables duales obtenues par la ré-solution du problème maitre restreint a�n de trouver une solution heuristique. Enmême temps, nous 
her
hons une borne inférieure. Une borne inférieure d'un pro-blème nous aide à juger la qualité de la solution obtenue. Dans notre appro
he, lemodèle linéaire (le problème maître restreint) ne 
ontient pas toutes les 
olonnes,alors nous ne pouvons pas nous servir de la relaxation linéaire. Dans 
e 
as, nouspouvons toujours 
al
uler une borne inférieure grâ
e à la relaxation lagrangienne.Nous utiliserons la valeur des variables duales trouvée par la méthode du simplex,
omme le multipli
ateur de Lagrange.Sur la �gure 6.36, nous observons l'évolution de la borne lagrangienne au 
oursdes itérations, pour les di�érentes instan
es.

Fig. 6.36 � Evolution des bornes lagrangiennes sur 50 itérationsSur 9 instan
es nous voyons que, dès la deuxième itération la borne lagrangiennedevient négative pour remonter plus tard. Selon les instan
es, la borne lagrangienne



128devient positive entre les itérations 6 et 17. Par 
ontre quand nous regardons l'ins-tan
e 1 sans utiliser les 
olonnes fournies par les heuristiques H1 et H2, la bornelagrangienne ne devient jamais positive. La �gure 6.37 illustre plus de 300 itérationsmais la borne lagrangienne reste toujours négative. Don
 nous pouvons 
onstaterque l'utilisation des heuristiques H1 et H2 aide à stabiliser les variables duales endonnant des 
hemins di�érents aux avions, et la borne lagrangienne 
onverge plusvite.

Fig. 6.37 � Borne lagrangienne sans les heuristiquesLe phénomène d'a

élérer la borne lagrangienne est très intéressant. Le faitd'ajouter une solution 
omplète, même ave
 des violations d'ar
s et notammentave
 des 
oûts de pénalité, stabilise les variables duales. Cette stabilisation impliqueune remontée rapide de la borne inférieure obtenue par la relaxation lagrangienne.Rappelons que la violation d'ar
s est l'utilisation des ar
s ajoutés (ar
s arti�
iels)qui n'existaient pas dans le graphe asso
ié au problème. En revan
he 
es ar
s existentdans le graphe asso
ié au problème que nous avons résolu ave
 les algorithmes deliste et la méthode métaheuristique. Nous avons fait référen
e à 
es ar
s arti�
iels



129par le terme saut dans le 
hapitre pré
édent.A 
haque itération, nous notons la borne lagrangienne et nous la 
omparons àla solution obtenue par la relaxation linéaire et au résultat de l'heuristique. Sur la�gure 6.38 nous donnons le dernier résultat réalisable de l'heuristique, sur l'instan
e0, à 
haque itération. Il faut noter que la solution obtenue par la résolution de larelaxation linéaire du modèle n'est pas une borne inférieure du problème puisquetoutes les 
olonnes ne sont pas ajoutées.

Fig. 6.38 � Borne lagrangienne, solution de la relaxation linéaire et résultat heuris-tiqueLa durée d'exé
ution de la méthode étant 
onsiderable, nous avons limité lenombre d'itération à 50. A la �n des 50 itérations la méthode n'est pas 
apable dedonner une solution sans violation d'ar
s pour 
ertaines instan
es. Ces violationsd'ar
s 
orrespondent à l'utilisation des ar
s ajoutés avant de trouver des 
heminsdisjoints par les heuristiques H1 et H2. Ces ar
s ajoutés représentent une attentelongue dans l'aéroport. Les 
onditions de la durée minimale entre deux vols sonttoujours respe
tées.



130Même si 
ette solution n'est pas réalisable sur le graphe asso
ié au problème, ilfaut savoir que les ar
s ajoutés existent sur le graphe asso
ié que nous avons utilisépour les méthodes PLC, PA et RS.
Tab. 6.22 � Résultats génériques de la méthode heuristique basée sur la dé
ompo-sition Dantzig-WolfeInstan
es Meilleure Meilleur Nombre min de E
artborne lagrangienne résultat heuristique violations %I 0 833,49 850,36 0 2,02I 1 86,12 91,84 0 6,65I 2 1958,71 1979,32 0 1,05I 5 209,03 229,94 0 10,00I 6 443,67 503,61 5 13,51I 7 3848,81 4671,3 3 21,37I 10 457,67 524,25 1 14,55I 11 1910,44 3791,86 6 98,48I 12 1903,71 2238,62 1 17,59

Le tableau 6.22 nous montre la meilleure borne inférieure, le meilleur résultatheuristique et le nombre minimum de violations. Si, à la �n des 50 itérations, nousne trouvons pas une solution réalisable ave
 l'heuristique, nous notons la meilleuresolution ave
 le nombre minimum de violations. Le 
oût de pénalité des violationsn'est pas in
lu dans le résultat de l'heuristique. Finalement nous 
al
ulons l'é
artentre la meilleure solution et la meilleure borne lagrangienne.Nous voyons que quand le nombre de vols dans la semaine diminue, l'é
art entrela meilleure solution et la borne inférieure augmente. Cette 
onséquen
e peut êtreexpliquée par la né
essité de faire plus d'itérations pour les instan
es ave
 moins devols par
e que le problème primal a moins de 
olonnes et le problème dual a don
moins de 
ontraintes. Ainsi la solution du problème dual est plus extrême. Puisque lesheuristiques H1 et H2 utilisent l'information obtenue à partir de valeurs des variablesduales, les variables non stabilisées ne donnent pas d'information amélioratri
e.



1316.2.4 Comparaison des durées d'exé
ution des méthodesMalgré les aspe
ts théoriques, la plani�
ation des vols d'une 
ompagnie aériennereste un problème industriel. En plus, les 
ompagnies font fa
e à 
e problème 
haquejour. Même si la plani�
ation est faite pour la semaine, la surveillan
e est 
ru
ialeà 
ause des aléas dans le transport aérien. Dans 
e milieu, les dé
isions doivent êtreprises rapidement. Pour 
ela, la durée d'exé
ution des méthodes proposées a sansdoute beau
oup d'importan
e. Nous allons don
 étudier la vitesse des méthodes.Tab. 6.23 � Durées d'exé
ution en minutesMéthode F 1 F 2 F 3PLC-aléatoire 3,9 4,2 1,7PLC-dé
roissant 6,8 4,2 1,58PLC-
roissant 11,3 4,5 1,75PA 5,3 3,9 2,23RS 13,6 6,4 4,3Nous pouvons voir la vitesse moyenne des méthodes proposées au tableau 6.23en minutes, par famille d'instan
es. La première famille d'instan
e (F 1) 
ontient lesinstan
es (I 0, I 1, I 2, I 3, I 4), F 2 
ontient (I 5, I 6, I 7, I 8, I 9) et la dernière familleF 3 
ontient les instan
es (I 10, I 11, I 12, I 13, I 14). La vitesse des méthodes est
al
ulée sur 5 instan
es, 40 semaines et 3 politiques de maintenan
e. Nous 
onstatonsque le planning de vol pour une semaine, par la méthode PLC-
roissant ou RS durele plus longtemps, sauf F 3 où la méthode PA est plus lente que PLC-
roissant.Pourtant, le temps d'exé
ution de toutes les méthodes heuristiques reste très faible.Pour faire 50 itérations de la génération de 
olonnes, le temps né
essaire par ins-tan
e est donné au tableau 6.24. Nous 
onstatons que si le nombre de vols (sommets)et des 
onnexions (ar
s) diminuent, la durée d'exé
ution baisse aussi.L'appro
he basée sur la génération de 
olonnes est 
omposée de plusieurs étapes.Nous allons observer la part des 
omposants : problème maître, problème es
lave etles heuristiques H1 et H2, sur les instan
es I 0, I5 et I 10.



132 Tab. 6.24 � Durée d'exé
ution en minutesInstan
e Durées d'exé
utionI 0 2462,05I 1 1894,35I 2 2237,26I 5 1587,00I 6 1401,39I 7 1249,34I 10 811,13I 11 840,05I 12 802,6

Fig. 6.39 � Répartition des temps entre les di�érentes parts : I O
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(a) Instan
e 5 (b) Instan
e 10Fig. 6.40 � Méthode basée sur la dé
omposition Dantzig-WolfeSur les �gures 6.39, 6.40(a) et 6.40(b) nous voyons que la majeure partie de la
onsommation du temps est la part des heuristiques H1 et H2. Même si pendant
ertaines itérations la durée d'exé
ution de H1 et H2 varie, dans la plupart des 
as,la varian
e est faible. Car, l'entrée des heuristiques est toujours le même graphe etelle ne 
hange pas en fon
tion des itérations. Par 
ontre la part du problème maîtreaugmente au 
ours des itérations. Ce fait est expliqué par le nombre 
roissant des
olonnes et don
, des variables.Au 
ours des tests, nous nous sommes rendu 
ompte que les te
hniques de pre-solving de CPLEX a

élèrent 
onsidérablement la résolution du problème. Si nousnous 
ontentons de dé�nir le modèle une seule fois et nous ajoutons des 
olonnes tou-jours au programme linéaire, 
es te
hniques sont employées une fois. Les itérationssuivantes deviennent beau
oup plus lentes. Pour éviter 
e 
as, nous redé�nissons leprogramme linéaire à 
haque itération a�n d'utiliser le te
hniques de presolving etd'a

élérer la résolution.Dans 
e 
hapitre nous avons 
omparé les algorithmes de liste et l'appro
he mé-taheuristique basée sur le re
uit simulé par rapport à la perte de potentiel de vol etl'équilibrage de 
harge des avions. Nous avons fait les tests sur 40 semaines 
onsé
u-tives pour observer l'évolution de l'état des avions sur le long terme. Une 
ompagnieaérienne qui veut faire son planning doit 
hoisir le 
as où 
es avions ne sont pas blo-



134qués (pas de 
ourbe 
onstante horizontale) et le potentiel de vol des avions doiventappro
her de la valeur zéro juste avant la maintenan
e. Cette dé
ision sera prise enfon
tion de nombre de vols par semaine, la 
apa
ité de la base de maintenan
e et lataille de la �otte.Nous avons aussi présenté les résultats de la méthode heuristique basée sur ladé
omposition Dantzig-Wolfe (la génération de 
olonnes). Nous avons analysé lesrésultats de la borne inférieure, obtenue par la relaxation lagrangienne et la relaxa-tion linéaire du problème maître restreint. Le modèle mathématique que nous avonsreformulé a une 
omposante quadratique dans la fon
tion obje
tif. La reformula-tion et la dé
omposition nous ont permis d'utiliser les te
hniques de la résolutionlinéaire. Finalement nous avons regardé le temps de résolution et étudié la 
onsom-mation de temps de di�érentes parties de la méthode (le problème maître restreint,le sous-problème, les heuristiques H1 et H2).



CHAPITRE 7CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES7.1 Con
lusionsLe sujet de 
ette thèse 
onsistait à resoudre un problème de plani�
ation desvols dans une 
ompagnie aérienne. Il est aussi 
onnu sous le nom de la rotation desavions. Malgré une ri
he littérature sur 
e problème, 
haque 
ompagnie a ses obje
-tifs et ses 
ontraintes parti
ulières. Nous avons don
 étudié un 
as où le planning demaintenan
e des avions était déjà �gé. L'obje
tif de 
e problème était l'optimisationde l'utilisation des avions. Cette amélioration est dé�nie par deux 
ritères : la maxi-misation de l'utilisation des avions 
ritiques avant une intervention de maintenan
eet l'équilibrage de 
harge de vol.Dans un premier temps nous avons fait une étude théorique sur la 
omplexité duproblème et nous avons montré que même le problème de faisabilité (
ouvrir tousles vols sans dépasser la limite légale de vol) est NP-di�
ile.Nous avons proposé un graphe de 
onnexions pour modéliser le problème quenous avons traduit par "Couverture d'un graphe orienté a
y
lique, sommet-pondéré,par des 
hemins disjoints sous 
ontrainte de longueur".Ensuite nous avons proposé des appro
hes heuristiques basées sur la méthodedu plus long 
hemin, du premier atterrissage et une appro
he métaheuristique quitraitent les avions dans un ordre donné. Ces appro
hes avaient pour obje
tif, lamaximisation de l'utilisation des avions 
ritiques dans la semaine de planning etl'équilibrage de 
harge sur le long terme. Nous avons également étudié les 
onsé-quen
es des di�érentes règles de priorité de l'ordre des avions. Nous avons testé lesméthodes sur di�érentes instan
es ave
 di�érentes politiques de maintenan
e, pen-dant 40 semaines. Nous avons montré l'évolution du potentiel de vol des avions au
ours des semaines.Finalement nous avons présenté une appro
he basée sur la génération de 
olonnesqui a une fon
tion obje
tif à deux 
ritères : la maximisation de l'utilisation d'un



136sous-ensemble des avions et l'équilibrage de la 
harge de vol du reste. Une méthodeheuristique qui exploite les variables duales à 
haque itération de la génération de
olonne réussit à trouver des solutions de très bonne qualité ave
 le moins de violationde 
onnexion possible. Une violation est l'utilisation d'un ar
 ajouté et qui n'existaitpas dans le graphe asso
ié. En revan
he, 
es ar
s respe
tent la 
ontrainte de duréeminimum entre deux vols. La 
ontrainte violée est la durée maximale entre deux vols.Ainsi, en utilisant un ar
 ajouté, un avion peut en
hainer deux vols entre lesquelsil y a une attente non souhaitée par la 
ompagnie aérienne. Nous avons également
al
ulé une borne inférieure du problème maître grâ
e à la relaxation lagrangienne.7.2 Perspe
tivesDans la suite de 
ette thèse nous voulons intégrer une politique de maintenan
eplus dynamique dans notre problème. Nous souhaitons avoir un planning de main-tenan
e plus souple, dans lequel le nombre et la date des interventions ne sont pas�xés, mais générées en fon
tion de l'évolution du potentiel de vol des avions.La méthode de génération de 
olonnes nous présente beau
oup de piste à appro-fondir. Le 
oût de pénalité que nous avons mis pour les avions qui ont un 
heminave
 une violation d'ar
 est un 
oût �xe. Ce 
oût de pénalité peut être dynamiqueet dépendre de la meilleure borne inférieure et de la meilleure solution réalisable. Ce
oût évolutif aidera à éliminer les solutions ave
 des violations d'ar
s.Nous avons vu que l'utilisation des heuristiques H1 et H2 a

élère 
onsidérable-ment la 
onvergen
e de la borne inférieure lagrangienne en stabilisant plus vite lesvariables duales. Don
 une étude approfondie du polyhèdre asso
ié peut expliquerle r�le des heuristiques H1 et H2 dans la stabilisation des variables duales. Cetteexpli
ation peut nous être utile a�n de trouver des 
oupes performantes pour leproblème dual.
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