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Avant Propos

Cadre de la theése

Les travaux présentés dans ce mémoire ont été menés sous la direction de
Josiane Zerubia, Directrice de Recherche a 'INRIA et de Xavier Descombes,
Chargé de Recherche. Géographiquement, cette these a vu le jour au sein du
projet ARTANA qui est un projet commun au CNRS, a 'INRIA et a I’Université
de Nice-Sophia Antipolis. Ce projet de recherche est spécialisé dans I'analyse
d’images issues de la télédétection et les problemes inverses. Cette these s’inscrit
dans un cadre de reconstruction d’une scéne urbaine a partir d’images aériennes
ou satellitaires.

Les données ont été fournies par I'IGN (Institut Géographique National);
Pauteur a bénéficié d’une bourse DGA (Délégation Générale pour I’Armement)
/ CNRS (Centre National de la Recherche Scientifique) pendant toute la durée
de sa these.

Mode d’emploi

Ce manuscrit a été écrit de sorte qu’il soit possible au lecteur d’omettre des cha-
pitres ou des parties. Cela colte quelques redondances, mais il est ainsi possible,
par exemple, d’ignorer la seconde partie qui présente les bases mathématiques du
travail. Le manuscrit est composé de trois parties :

L’introduction. Divisée en deux chapitres, elle présente le contexte et les ob-
jectifs de ce travail ainsi que la méthode employée expliquée simplement sur un
exemple.

Les bases mathématiques. Les deux premiers chapitres sont des résumés
de la théorie des processus ponctuels et des chaines de Markov, tandis que
le troisieme présente des travaux plus originaux et en particulier ’algorithme
d’échantillonage utilisé, ainsi que sa preuve de convergence.

Les applications. Il y a quatre chapitres. Les trois premiers correspondent
chacun a un modele et une problématique appliquée différente. Le dernier
présente quelques heuristiques développées pour améliorer les méthodes pro-
posées.

En résumé, le lecteur désireux de ne comprendre que le contenu appliqué
de ce travail peut donc se limiter a la lecture des parties I et III.



Le lecteur désireux de comprendre rapidement I’essentiel du contenu de
cette these pourra se limiter a la lecture du chapitre 6. Quiconque ne voudra
qu’effleurer le contenu de ce manuscrit pourra se limiter a la lecture du chapitre 2.

Notons pour finir, que dans un souci de clarté, nous avons pris le parti de
mettre une partie des résultats obtenus en annexe de ce manuscrit.
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PARTIE I



Chapitre 1

Contexte et état de ’art

1.1 Contexte et objectifs

1.1.1 Reconstitution vectorielle

Le sujet de cette these a été a 'origine proposé par 'IGN, Institut Géographique
National. Il s’agissait de contribuer aux méthodes automatiques de reconstruction
de scénes urbaines a partir de différents types de données en examinant si les
méthodes d’analyse d’images par processus ponctuels marqués pouvaient donner
des résultats exploitables.

La cartographie des villes est un enjeu d’importance. L’ambition partagée par de
nombreuses communautés (publiques, industrielles, militaires) est de développer
des méthodes et des logiciels permettant, pour une ville donnée, d’en obtenir un
plan utilisable. Pour satisfaire les utilisateurs potentiels ’objectif est de construire
une représentation d’une ville sous forme d’une collection d’objets (item cartogra-
phiques). Ces objets peuvent étre les batiments, les parcs, les routes, les réseaux
hydrographiques de surface ou souterrain, ou tout autre élément constitutif d’une
zone urbaine. Cette notion de collection d’information sémantique est primordiale.
Que ne soient collectées que des informations simples (plan cadastral) ou sophis-
tiquées (représentation tridimensionnelle de chaque batiment avec les différents
matériaux le composant), seules de telles représentations vectorielles sont vrai-
ment exploitables pour des champs d’application vastes.

1.1.2 Intérét

Une étude récente des Nations Unies estime qu’en 2007, plus de 50% de la
population mondiale vivra dans des villes. L’homme se prépare donc a devenir
plus urbain que rural. Le rapport des Nations Unies estime également qu’en 2015
le nombre de villes de plus de 10 millions d’habitants dépassera la vingtaine.
Les zones urbaines denses sont en passe de devenir ’environnement naturel de
I’étre humain. La cartographie automatique de telles zones devient donc peu
a peu un enjeu majeur. Plus particulierement, les reconstructions vectorielles
tridimensionnelles complexes vont devenir un outil fondamental pour différents
secteurs.

De telles bases de données sont déja nécessaires pour la gestion de l’environ-
nement de I’étre humain (suivi de ’évolution des villes, suivi du trafic auto-
mobile, gestion des risques tels que les inondations ou les séismes). Des enjeux
commerciaux apparaissent également : des simulations de propagation des ondes
électromagnétiques permettent par exemple d’optimiser le placement des relais de

13
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téléphonie mobile, mais nécessitent des descriptions fines du sursol. D’autres do-
maines d’applications commerciales plus jjhigh tech;; sont également a ’honneur
de nos jours : jeux vidéos, promenades virtuelles ou logiciels de guidage automo-
bile, tous nécessitent 'acquisition d’un plan vectoriel des villes. Des applications
militaires ou policiéres sont également imaginables, comme 1’aide a la préparation
d’opérations ou au guidage d’engins autonomes. Deux études des domaines d’ap-
plications possibles sont disponibles dans [Brenner, 1999, Fritsch, 1999].

1.1.3 Données, limites et objectifs : le domaine actuel du raison-
nable

De nombreux travaux ont déja été menés dans le domaine de la reconstruction
automatique, semi-automatique ou manuelle des zones urbaines. La précision re-
quise, le type et la quantité de données utilisées ou le degré d’automaticité sont
autant de criteres permettant de classer les méthodes.

Le but : des modéles 3D de batiments

Il va de soi que I’élément primordial de ’environnement urbain est le batiment.
Plus précisément, nous nous intéressons au batiment en tant qu’unité fonction-
nelle. Dans ce cadre, un ilot est consituté de plusieurs batiments. Nous nous
focalisons sur la reconstruction de batiments dans les scénes urbaines.

Batiments et variabilité des scénes urbaines

La structure architecturale des villes est loin d’étre uniforme et il existe une
réelle variabilité des batiments. Ainsi, une zone industrielle se distingue nette-
ment d’un centre ville ou d’un lotissement. On trouve par ailleurs souvent dans
les scénes urbaines des ensemble complexes d’objets différents et surprenants : il
est difficile d’en dresser un catalogue exhaustif. Cette variabilité est I'une des dif-
ficultés majeures rencontrées lorsque 1'on s’intéresse a la reconstruction de zones
urbaines.

La télédétection

Le terme télédétection qualifie ’ensemble des méthodes permettant d’extraire
I'information contenue dans des données acquises par mesures aériennes et satel-
litaires. Cette catégorie de mesures est d’un intérét certain pour la reconstruction
de zones urbaines denses. C’est en effet 'unique moyen d’acquérir facilement des
masses importantes de donnée a différentes échelles sur une ville. Il suffit, pour
s’en rendre compte, de comparer le temps nécessaire au parcours par un géometre
de I’ensemble des rues d’une zone urbaine au temps nécessité par ’achat d’une
image satellite haute résolution géoréférencée et ’extraction par un opérateur des
routes de cette image. Autant dire que les récentes avancées spectaculaires dans la
qualité et le cotut des images satellitaires a tres haute résolution sont prometteuses
pour le domaine.

On notera toutefois que 'acquisition par prise de vue aérienne est toujours
d’actualité et que c’est méme pour l'instant le moyen privilégié par I'IGN pour
acquérir ses données. D’autres capteurs que les capteurs optiques sont également
a ’étude, comme les capteurs RADAR avec leurs avantages (prise de vue de
nuit ou malgré un couvert nuageux) et leurs inconvénients (physique du capteur
difficile & prendre en compte, bruits de différents types importants, résolution
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faible quoiqu’en nette voie d’amélioration, ou le LASER. Les capteurs de cette
derniere classe sont présentés plus en détail plus loin.

Modeles Numériques d’Elévation

Le Modéle Numérique d’Elévation (MNE) est I'image du relief du sursol d’une
zone urbaine. Dans un certains sens, les reconstructions que l'on vise a obtenir
sont des MNE vectoriels, par opposition aux MNE “raster” qui décrivent ’al-
timétrie de la zone pixel par pixel. Désormais, nous n’appellerons MNE que les
MNE “raster”. La taille au sol du coté d’un pixel varie en général entre Scm et
1m. Les MNE sont donc des données a haute résolution. D’autres noms existent,
comme Modele Numérique de Surface (MNS) ou Modele Numérique de Terrain
(MNT). Ce dernier terme s’applique en général plutét aux modeles numériques
en zones non-urbaines ou plus faiblement résolues. Les MNE sont d’une impor-
tance capitale pour les méthodes de reconstruction de zones urbaines denses. Ils
constituent en effet souvent une étape nécessaire a I'analyse précise de la scene.

Monoscopie

Il est possible d’utiliser une unique prise de vue pour déduire le relief d’une
zone. En utilisant un modele d’éclairement on peut déduire le relief d’un objet
de sa colorimétrie par résolution d’une équation différentielle sensible aux condi-
tions de bord : ces techniques constituent le “shape from shading”. D’autres
approches utilisent les ombres portées. On parle alors de “shape from shadow”. Il
existe également quelques travaux en imagerie RADAR (radarclinométrie) mais
en général c’est une technique peu exploitable du fait des hypotheses nécéssaires
trés contraignantes (notamment sur la constance de I’albédo).

Stéréovision

Le mot stéréovision décrit I’ensemble des méthodes qui tentent de reconstruire
le relief d’une scéne a partir de différentes prises de vue. Le cerveau humain est
naturellement capable d’un tel processus puisqu’il exploite les images percues
par les yeux droit et gauche pour appréhender le relief de la scéne. Le mot
stéréovision s’applique en général aux méthodes de triangulation et de calibration
géométrique. Outre les problemes liés a la connaissance de la physique des cap-
teurs et des parametres la décrivant, la stéréovision doit faire face a deux types
de problemes :

la mise en correspondance : il s’agit d’identifier des points homologues dans
les différentes prises de vues, c’est a dire des pixels correspondant au méme point
du monde réel. Si cette opération est naturellement faite par le cerveau il est
revanche plus difficile de construire une procédure automatique la réalisant. 11 y
a en effet un aspect sémantique dans cette tache!. Il y a également un fort aspect
géométrique. En effet 1a matrise de la géométrie permet de faciliter la mise en cor-
respondance. Ainsi, les générations récentes de satellites haute résolution voient
apparaiitre des systemes dédiés a la prise de vue stéréoscopique constitués de
plusieurs capteurs dont la géomérie relative est connue (2 dans le cas de SPOT

1Si I’on prend des prises de vues d’une chaise sous différent angles, il faut savoir distinguer
les différent pieds de la chaise et avoir une notion a priori de ce qu’est une chaise pour pouvoir
la reconstruire.
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5, 3 dans le cas de ALOS). Un certain nombre de méthodes de reconstruction
urbaine s’orientent donc naturellement vers l'acquisition par un opérateur d’un
nombre restreint de points homologues. Le but est alors de déduire de ces points
homologues d’autres points homologues, puis une hypotheése de batiment tridi-
mensionnelle correcte. L’équipe de 'ETH Zurich ([Griin et Wang, 1998]) a ainsi
construit un systeme tres efficace, capable de faciliter ’acquisition de vastes zones
urbaines denses.

la gestion des zones d’occlusions : pour pouvoir reconstruire les coor-
données tridimensionnelles d’un point, celui-ci doit étre observable sur au moins
deux prises de vue. Dans le cas de scénes complexes comme les zones urbaines,
les points qui sont observables sur moins de deux mesures sont fréquents. Les
ensembles de tels points forment ce que 'on appelle les zones d’occlusion.

Mesures LASER

Dans les années 90 la maitrise de la physique et du cott des systémes LASER
a accéléré le développement d’un nouveau type de capteur qui est rapidement
devenu porteur d’espoir dans le domaine de la reconstruction tri-dimensionnelle.
A bord d’un aéronef une impulsion LASER. est émise en direction du sol. La
différence de temps entre ’émission de 'impulsion et la détection de I’écho permet
au capteur de déduire la distance entre le sol et ’avion, dans la direction de
I’émission. Un positionnement 6 dimensionnel précis de 'aéronef permet donc
d’acquérir facilement un nuage de points 3d décrivant la surface de la ville.

Le premier avantage de ce type de capteur est que I’on obtient rapidement des
données 3D. Un second avantage est donné par un phénomene physique tout a
fait intéressant : une partie du signal émis est réfléchi par la végétation tandis
que l'autre la traverse avant de se réfléchir a son tour sur le sol. Ce phénomene
dit de double écho permet d’une part, de classer les zones de végétation et
d’obtenir d’autre part a la fois les altitudes du couvert végétal et du sol sous-
jacent. L’inconvénient majeur vient du colt d’une acquisition. Le capteur en lui
méme reste cher. En outre pour acquérir un nombre suffisant de points, ce type de
capteur nécessite des vols plus longs et donc plus chers que les capteurs optiques.

Autres méthodes

Actuellement des travaux de recherche sont menés pour pouvoir utiliser des
mesures radar dans un but de reconstruction de données urbaines. La physique
du capteur radar en fait un outil intéressant : le capteur est capable d’acquérir
des données méme sous couvert nuageux. Cependant les résolutions sont encore
faibles et la complexité des images obtenues ne fait pas encore du radar un outil de
prédilection pour I'analyse des zones urbaines. On trouvera des exemples de trai-
tement des images radar avec [Balz et Haala, 2003, Sorgel et al., 2003]. On peut
également citer le travail de D. Petit, [Petit, 2004] qui se fonde sur 'utilisation de
techniques issues de la radargrammeétrie et de 'interférométrie. Notons toutefois
que la physique du capteur RADAR en fera sans doutes 'outil de prédilection
pour la reconstruction urbaine. En effet, si les capteurs optiques permettent de
mesurer des distances angulaires, les capteurs radars mesurent la distance entre un
point de la scene et le capteur. Il fournissent donc une information géométrique,
a la quelle peut s’ajouter une information sur la nature du matériau observé.
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1.2 Etat de ’art de la reconstruction urbaine

1.2.1 Orientation générale

La reconstruction de zones urbaines rencontre a I’heure actuelle différents types
de difficultés. Nous commencgons par dresser un inventaire des barrieres limitant
les avancées dans le domaine.

Difficultés et problématiques actuelles

La variabilité des batiments. Qu’elle apparaisse au niveau microscopique
(batiments) ou macroscopique (villes) cette variabilité pose des problemes a tous
les niveaux du processus de reconstruction, que ce soit celui de la détection, celui
de la classification ou celui de la reconstruction d’une structure.

Les ambiguités. Etant donné la complexité des villes, des ambiguités sub-
sistent au niveau des données. Par exemple, sur les données issues de la
stéréovision, les zones d’occlusions laissent des ambivalences importantes. Les
algorithmes de reconstruction doivent tenir compte de telles ambiguités, ce qui
nécessite d’introduire des connaissances a priori sur les structures que l’on cherche
a détecter et a reconstruire.

La densité. Les zones urbaines denses posent des problématiques particulieres :
d’abord la quantité d’ambiguités augmente tres vite avec la densité. On ne peut
par ailleurs pas traiter un batiment issu de telles zones comme s’il était isolé; il
faut tenir compte de son voisinage déja détecté ainsi que de son voisinage encore
ignoré.

La qualité du résultat. Il est évident que ’appréciation des résultats obtenus
est étroitement liée au domaine d’application. Une méthode de reconstruction se
doit donc de fixer certains objectifs, éventuellement au travers d’une métrique
qui permette de quantifier les résultats obtenus.

Axes de prospective

Vers un sequencement des étapes. Les travaux actuels cherchent a
construire des méthodes sous forme de chalnes. L’idée est d’utiliser beaucoup
de traitements de bas niveau pour expliquer les données au mieux, et de procéder
ensuite a 'analyse des primitives observées. Des exemples de traitement de bas
niveau sont : la classification sol/sursol, la détection de segments ou de plans 3D,
la détection de la végétation, etc... Ces approches se placent donc résolument
dans un cadre hiérarchique (multiéchelle). Un exemple typique peut étre trouvé
dans [Fischer et al., 1998].

Sources multiples de données. Dans la méme optique, beaucoup de tra-
vaux optent pour un ajout de données externes qui sont souvent disponibles.
Par exemple les travaux de H. Jibrini ([Jibrini, 2002]) utilisent un plan cadastral
vectorisé. Cela permet de diviser le probleme de la reconstruction en plusieurs
sous-problemes indépendants. Une autre optique consiste a utiliser I'information
fournie par un opérateur humain. Ces dernieres approches ne sont pas automa-
tiques.
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La complexité des modeles. Un dilemme se pose : vaut il mieux utiliser
des modeles simples ou des modeles de batiments complexes? Si ces derniers
permettent de rendre compte de structures réelles assez biscornues, ils sont en
revanche bien plus difficiles & manipuler sur les données.

1.2.2 Classification des méthodes

Nous présentons ici quelques travaux importants du domaine classés en fonction
de leur particularités d’entrée/sortie.

L’automaticité

Le premier critere majeur est l'automaticité de la méthode. Les méthodes
semi-automatiques tirent partie de l'opérateur comme source d’information
sémantique : le plus souvent l'opérateur donne des points clefs d’un batiment,
le logiciel se chargeant alors de déduire le batiment des données. Ce type d’ap-
proche permet des productions & des cadences tout a fait intéressantes. L’équipe
d’ETH Ziirich ([Griin et Wang, 1998]) a ainsi construit un logiciel, CC-Modeler
qui permet d’extraire 500 batiments complexes par jour. L’approche est plus in-
teractive que semi-automatique puisque 'opérateur doit fournir tous les points
de la silhouette du batiment, le logiciel utilisant les données de stéréovision pour
calculer la forme tridimensionnelle du batiment.

Dans [Nevatia et al., 1999, Nevatia et Price, 2002] une approche plus automa-
tique est présentée : le logiciel utilise les points fournis par I'utilisateur pour en
construire d’autres, en utilisant par exemple l'information de gradient dans les
images. D’autres exemples de travaux semi-automatiques typiques sont ceux de
Giilch et Gruen ([Griin, 1998, Giilch et al., 1999]) reposant sur I'utilisation de fa-
milles de modeles et la maximisation de criteres (gradient sur les contours) afin
de trouver le batiment correspondant aux points fournis par 'opérateur. Dans la
suite nous nous focaliserons essentiellement sur les méthodes entiérement auto-
matiques.

A court terme, seules les méthodes semi-automatiques sont utilisables pour la
production a grande échelle. Les analyses automatiques donnent en effet encore
trop d’erreurs importantes.

Type de données

Monoscopie. Dans [Heuel et Nevatia, 1995] Heuel et Nevatia proposent une
approche automatique reposant sur le “shape from shadow”. Il s’agit donc
d’une approche monoscopique. Des hypotheses de batiment sont émises a par-
tir de la détection de lignes dans l'image puis validées grace aux ombres
portées. Un autre exemple de méthode monoscopique peut étre trouvé dans
[McGlone et Shufelt, 1994]. De telles approches sont difficilement précises. Par
ailleurs leur robustesse vis-a-vis de la densité de la zone urbaine considérée est

faible.

Stéréovision a 2 vues. Les travaux de Baillard ( [Baillard, 1997] ) pro-
posent de calculer un MNE segmenté en zones d’altitude homogene. Cela per-
met de classifier le MNE obtenu en régions de sol et régions de sur-sol. Le
résultat respecte donc mieux les discontinuités et propose une pré-segmentation
intéressante. Il existe d’autres travaux en stéréovision a deux vues, dont ceux de

Dang ([Dang, 1994]) et ceux de Cord [Cord, 1998].
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Stéréovision a n vues. La stéréovision utilisant beaucoup de vues permet de
limiter les problemes d’occlusions. Ces approches utilisent en général la multipli-
cité des vues pour détecter les fagades. On peut se référer aux travaux de Fradkin
([Maitre et al., 1999]) ou ceux de Vestri ([Vestri, 2000]) par exemple.

Utilisation d’un MNS. De nombreux travaux ont été menés, surtout dans
certaines universités allemandes, pour tenter d’exploiter au mieux I'information
altimétrique. I’apparition des données LASER, plus denses et plus précises que les
données issues de 'appariement optique a en effet été porteuse d’espoir. Weidner,
par exemple, ([Weidner, 1995, Weidner et Forstner, 1995]) utilise la morpholo-
gie mathématique pour extraire les batiments des seules données altimétriques.
D’autre travaux utilisent ces données altimétriques en plus d’autres données
(les données cadastrales, par exemple) : c’est le cas des travaux de Uinstitut de
photogrammétrie de Stuttgart ([Haala et Anders, 1997, Haala et Brenner, 1998,
Haala et Brenner, 1999, Brenner, 2000]) ou de ceux de Vosselman aux Pays Bas
([Vosselman et Dijkman, 2001]). Un des articles essentiels dans le domaine de
I’extraction de batiments a partir de données LASER est celui de Mass et Vos-
selman ([Maas et Vosselman, 1999]). Des travaux tres récents dans le domaine
montrent que la tendance a fusionner les données LASER avec d’autres types
de données perdure : [Rottensteiner et Briese, 2003, Matikainen et al., 2003,
Sohn et Dowman, 2003].

Données cadastrales. Depuis quelques années, de nombreux travaux utilisent
les données cadastrales vectorisées et donnent des résultats trés prometteurs. Ces
données ont ’avantage de permettre aux algorithmes de se focaliser sur une zone
précise et d’utiliser la donnée cadastrale pour proposer un ensemble d’hypotheses
a priori sur les primitives bas niveaux (limites de toit, par exemple). L'imprécision
ou les erreurs du cadastre doivent étre prises en compte par la méthode. Outre
les approches de Haala, Brenner et Vosselman utilisant les données cadastrales
en plus d’'un MNS LASER, évoquées dans le précédent paragraphe, il faut ci-
ter le travail de Jibrini. Son approche parallélise le probleme en considérant les
batiments indépendamment les uns des autres. Cela est autorisé par la donnée
cadastrale. Il utilise par ailleurs un couple stéréoscopique : a I’aide de I’hypothese
fournie par le plan cadastral, I’algorithme recherche d’abord un volume 3d en-
globant la position du toit, puis affine les primitives prédites par le cadastre et
procede pour finir a la reconstruction de la surface polyédrique du toit propre-
ment dite. Ses travaux sont décrits dans sa theése ([Jibrini, 2002]) et donnent des
résultats réellement intéressants, aussi bien d’un point de vue théorique que dans
une optique de production.

Autres types de données. Certaines approches tentent de tirer par-
tie d’autres types de données. Les travaux de Roux et d’Henricsson
([Girard et al., 1998, Henricsson, 1996]) s’appuient sur des images couleurs, ceux
de Frueh et Zakhor [Frueh et Zakhor, 2003]) inteégrent des données prises depuis
le sol, comme des photographies prises en parcourant les rues de la ville.

Les formes reconstruites

Le modéle polyédrique. C’est la forme la plus couramment utilisée, car elle
est la plus générique des représentations raisonnables. Il est possible de représenter
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une telle forme par un ensemble de facettes planes. Cela autorise beaucoup de
libertés, aussi bien sur la forme planimétrique (trace ou silhouette au sol), que
sur les formes possibles de toit.

Le modeéle prismatique. Il correspond au modele précédent avec la forme la
plus simple de toit possible : plate. En général, de tels modeles sont favorisés
quand les traces au sol recherchées sont complexes.

Les modeles quatres-pentes, bi-pentes et cubique. Ce sont les modeles
issus de la simplification de ’emprise planimétriques; le cas extréme consistant
en la considération de traces au sol rectangulaires.

Les autres modeles. On peut les répartir essentiellement entre deux classes :
les modeles paramétriques et les modeles génériques. Les premiers imposent une
structure particuliere, déformable, tandis que les seconds n’imposent qu’'un en-
semble de contraintes sur les primitives composant le batiment (orthogonalité des
faces, parallélisme des arétes).

Qualité de la reconstruction

Les méthodes de reconstruction de zones urbaines se placent dans un cadre
d’exigence particuliere. Les criteres usuels sont :

L’exhaustivité : c’est le critere le plus évident. Il est lié aux autres criteres,
puisqu’il faut définir ce qu’est une reconstruction admissible d’un batiment. Un
exemple de question que 1’on peut se poser : est-ce qu'un batiment reconstruit
sous forme de deux batiments adjacents constitue une reconstruction admissible ?

La généralisation : les méthodes de reconstruction simplifient en général
les batiments. L’ordre de simplification désiré dépend du domaine d’application
considéré. Pour certaines applications un modele cubique peut étre suffisant (em-
prise planimétrique rectangulaire et forme altimétrique plane). Pour étre cohérent,
il faut que le niveau de précision requis soit respecté. Cela signifie que les artefacts
sur les batiments dont la taille est approximativement de l'ordre de grandeur de
la précision requise doivent étre pris en compte.

La précision : un tel critere quantifie I’exactitude de la reconstruction. Il
dépend du modele considéré et de la qualité des données utilisées.

1.2.3 Différentes stratégies

Nous présentons ici les outils généralement utilisés pour la reconstruction urbaine
tridimensionnelle automatique.

Synopsis général

En général, les méthodes automatiques se décomposent suivant les trois étapes
importantes que sont la focalisation sur un batiment, la détection des éléments
constitutifs d’un batiment, et la reconstruction proprement dite pour finir.
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Focalisation. Cette étape consiste en la sélection d’une zone dans l'image ou
la recherche d’un batiment peut étre restreinte. L’intérét d’utiliser un plan ca-
dastral vectorisé apparait immédiatement. Il est possible, en utilisant un tel plan,
de parcourir un & un les batiments de la zone et de limiter le nombre de pri-
mitives a détecter. L’introduction de cartes routieres intervient également dans
cette phase. Les opérations de segmentation sol/sursol ou de détection des zones
homogenes fournissent un moyen de focaliser la recherche sur une zone d’intérét
[Vestri et Devernay, 2001, Baillard, 1997, Paparoditis et al., 1998].

Détection des primitives. Cette étape consiste en la détection d’un ensemble
de structures de bas niveau qui constitueront le batiment. Il s’agit des arétes, des
plans, des coins etc... Les méthodes utilisées font en général appel aux outils clas-
siques du traitement de I'image : transformée de Hough généralisée pour détecter
les lignes ou les plans, détection des contours ou des coins, etc...

Reconstruction. C’est ’étape qui associe les primitives entre elles pour former
les batiments.

Top down et Bottom up

Bottom-up. C’est un processus classique de traitement d’images. Dans cette
étape interviennent des contraintes de regroupements, souvent représentées par
des contraintes sur des graphes (voir [Fuchs, 2001] pour une documentation
plus complete sur le sujet). Le résultat d’un tel processus consiste en général
en une série d’hypotheéses. Ces hypothéses peuvent étre probabilisées, auquel
cas la hiérarchie de 'agglomération peut étre vue comme un réseau Bayésien
([Stassopoulou et Caelli, 2000]). Ce type de méthodes ignore a priori la nature
de 'objet que I'on cherche & reconstruire. Aussi sont-elles souvent couplées & un
processus “top-down”.

Top down. Le processus “top-down” suit la démarche complémentaire en uti-
lisant une série de modeles connus. L’objectif est de regarder si la présence d’un
de ces modeles dans les données est vraisemblable ou non.

Fusion. La plupart des méthodes actuelles s’orientent vers un processus hy-
bride : la partie bottom-up formule des hypothéses a partir des primitives bas
niveau, tandis que la partie top-down confronte ces hypotheses de batiments aux
modeles considérés. C’est lors de cette mise en correspondance que se joue la puis-
sance de la méthode. D’une facon générale, la confrontation d’un ensemble de pri-
mitives hypothétiques avec un ensemble de modeles fait apparaitre un probléeme
combinatoire. Dans le cadre de la reconstruction urbaine, cela est d’autant plus
vrai que les modeles considérés doivent faire apparaitre la variabilité de forme
observée sur les batiments et qu’en plus I'extraction des primitives ne peut étre
ni exhaustive, ni fiable totalement en raison de la complexité des données. Dans
le cadre de la reconstruction urbaine, la mise en correspondance d’un ensemble
de primitives avec un modele doit donc étre suffisamment souple pour permettre :
de reconnaitre dans un ensemble de primitives une ou plusieurs structures d’in-
teraction entre ces primitives qui soient discriminantes, de reconnaitre un modele
de batiment a partir de ces structures discriminantes et d’adapter le modele
sélectionné en fonction des parties manquantes. Parmi les techniques permettant
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une telle souplesse, on notera que ’appariement de graphe semble étre la plus
adaptée au probleme ([Fuchs, 2001]) bien que lourd du point de vue du temps de
calcul.

Les voies d’amélioration

Multiplication des données. L’utilisation de données diverses permet d’agir
en deux endroits du processus. Multiplier les données ou les types de données
utilisés permet d’obtenir une collection de primitives qui ne soit pas construite de
maniere hiérarchique et donc qui ne propage pas les erreurs commises au niveaux
les plus bas.

Simplification ou hiérarchisation des modeéles. Les deux approches
partent en fait du méme principe : il est plus facile de trouver un appa-
riement entre un ensemble restreint de primitives et une quantité limitée de
modeles simples qu’entre un ensemble vaste de primitives et une quantité im-
portante de modeles complexes. Simplifier directement les modeles semble donc
étre naturel. Cela passe par 'utilisation de modeles prismatiques, par exemple
([Nevatia et Price, 2002, Weidner, 1995, Vestri et Devernay, 2001]). L’approche
hiérarchique permet de complexifier les modeles, puisqu’elle permet de remplacer
un appariement complexe par une succession d’appariements simples. Les en-
sembles de modeles considérés ne sont donc plus seulement constitués de modeles
de batiments, mais contiennent également des modeles de parties de batiments.

Le plan cadastral. Le plan cadastral vectorisé revét un intérét particulier
dans le contexte de ’appariement. Il permet en effet de donner une premiere
information vectorielle sur la position, la forme et la nature d’un batiment. Ces
informations sont utiles pour trouver des primitives pertinentes et pour limiter
la complexité de la mise en correspondance des primitives avec les modeles de
batiments.

1.3 Démarche et méthode proposées

L’objectif de cette these était d’étudier la possibilité d’introduire dans les al-
gorithmes de reconstruction de zones urbaines des contraintes géométrique en
utilisant une modélisation par processus ponctuels marqués de Markov. L’ap-
proche utilisée permet d’introduire deux types de contraintes géométriques sur
les primitives extraites : on peut introduire une information sur le type et la
forme des objets recherchés et d’autre part cette approche permet d’introduire
et d’utiliser une information statistique sur la répartition géométrique des objets
dans la scene.

La géométrie stochastique étudie les propriétés des ensembles aléatoires parmi
lesquels se trouve la classe des processus ponctuels.

Nous commencons par rappeler brievement les raisons de l'introduction de ce
type d’objet mathématique en traitement d’images.

1.3.1 Probabilités en analyse d’images : des champ de Markov
aux processus ponctuels

L’approche par processus ponctuels est une étape naturelle de 1’évolution des
modeles stochastiques en traitement de l'image. Pour des analyses générales
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de cette évolution on pourra consulter les HDR de Descombes et de Pérez
[Pérez, 2003, Descombes, 2004].

Modele aléatoire de I’image

Une image est un ensemble de pixels. Notons I, une image, c’est a dire une
fonction associant & chaque site (pixel) d’un ensemble de sites A C Z? une valeur
de niveau de gris :

I: A - R

s — I(s)

En considérant un espace probabilisé abstrait (Q2,.4,P) introduire un modele
aléatoire d’'une image consiste a considérer les niveaux de gris comme les
réalisations d’une version aléatoire de la fonction I.

I:Q0—RA

A cette variable aléatoire I est associée sa loi de probabilité P, mesure image de
P par la variable aléatoire I.

Le modele le plus simple considere que les pixels sont indépendants les uns des
autres, ce qui peut s’écrire :

P(I € A)=[]P((s) € A)
EISN

Cela permet de considérer ’histogramme normalisé d’une image comme une den-
sité empirique.

Modélisation Bayésienne

Proposer un modele Bayésien d’une image revient a hiérarchiser le modele par
I'utilisation d’une probabilité conditionnelle et d’un processus sous-jacent X :

P(IecA)=> PecAX =2P(X =) (1.1)

Le modele Bayésien est un modele aléatoire de I'image qui peut traduire une
réalité physique : une réalisation d’une image I = y est considérée comme 1'ob-
servation bruitée d’un phénomeéne aléatoire X. Dans I'expression 1.1 on reconnait
successivement : la loi marginale des observations P(I = y), la loi des observa-
tions P(I = y|X = x) et la loi a priori P(X = z) qui introduit une connaissance
du comportement de X.

C’est aussi, grace a la formule de Bayes, un modele qui permet d’analyser le
phénomene X a partir des observations 1, ..., y, au travers de la loi a posteriori :

PX=zll=y)xcP(I=ylX =2)P(X =x) (1.2)

Du point de vue des statistiques, le modele de Bayes est intéressant parce qu’il
fournit une classe d’estimateurs naturels : les estimateurs de Bayes. Un estimateur
de X est une fonction X des observations X (y1,---,yn) dont on veut qu’elle
approche au mieux la ou les valeurs de X sous jacentes aux réalisations. Pour
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cela il faut définir une fonction de cout L(X X ) puis considérer le risque de
Bayes :

Rp(X) = Ex [Eyx [L(X,X)]]
Le risque de Bayes permet de comparer deux estimateurs quelconques de X. Il a
d’autres propriétés : par exemple sous le colit L(X, X )=1 <X #* X ), I’estimateur

optimal est le maximum a posteriori (MAP). Rappelons que si les réalisations

Y1, .., Yn sont indépendantes, cet estimateur s’écrit :
n
X map = Argmax HP(X =z|l; = y;) (1.3)
i=1

Sous le cout quadratique, I'estimateur optimal est la moyenne a posteriori.

Lien avec les problémes inverses

Les problemes inverses sont fréquents en analyse d’images. Un probleme inverse
est un probleme ol 'on cherche a retrouver une grandeur x au travers d’obser-
vations y. Les modeles d’observations peuvent étre complexes et les problemes
inverses mal posés. Cela veut dire ([Hadamard, 1923]) que la solution peut ne
pas exister, ne pas étre unique ou étre instable (une petite incertitude sur les
données y entraine une forte incertitude sur la grandeur z & retrouver). Pour
résoudre ces probléemes, on utilise en général deux notions : la notion d’attache
aux données et la notion de régularité. Cela signifie que ’on cherche une solution
x vraisemblable au vu des données y, et telle que x vérifie certaines contraintes
de régularité. Ces deux notions peuvent s’écrire sous des formes tres diverses.
Notons toutefois qu'une partie importante des méthodes considere le probleme
comme un probléme de minimisation :

= Argmin [‘I) données (1:7 y) + p® régul (93)] (1-4)

L’estimateur MAP du modele Bayésien entre dans cette classe de formulation des
lors que I'on voit le modele a priori comme un terme de régularisation :

Xuap = Argmin [—log(P(I = y|X = 2)) — log(P(X = z))] (1.5)

La premiere différence est que le parametre p est intégré dans la loi a priori. La
seconde différence est qu'une formulation bayésienne du probleme fournit d’autres
estimateurs que le MAP.

Champs de Markov

L’analyse d’image par champs de Markov a connu un élan de popularité a la
fin des années 80 sur 'impulsion de quelques articles fondateurs ([Besag, 1986,
Geman et Geman, 1984]). On trouvera une analyse illustrée des développements
possibles dans [Descombes, 2004]. Dans le cadre Bayésien décrit précédemment,
un modele par champs de Markov considere que X, le processus sous-jacent, est
lui méme une variable aléatoire de type image

X:Q-7A
ayant la propriété Markovienne suivante :

P(X(s) = 25| X(s') =2y, 8 #8) =P(X(s) = 2,|X(s') = z¢, s € N(s)) (1.6)
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ou N(s) est ’ensemble des sites voisins du site s et vérifiant une contrainte de
positivité.

Les champs de Markov permettent d’intégrer I'information contextuelle liée a
un objet sous forme de probabilités conditionnelles locales. 11 est en effet possible
de définir des champs de Markov en définissant le systeme de voisinage (les “cli-
ques”) et en spécifiant la loi conditionnelle de la valeur de niveau de gris d’'un
pixel en fonction des valeurs des pixels de son voisinage (c.f. expression 1.6). Un
modele d’observation est facilement obtenu en considérant que les pixels sont
indépendants sous le conditionnement par rapport a X :

P(I =y|X =) = [[PU(s) = ys| X = )
seA

Cette modélisation présente un intérét évident lorsque l'on veut traiter un
probléeme de segmentation, de restauration ou de classification. Les propriétés
régularisantes que ’on peut alors introduire sont du type “si un pixel appartient
a une classe, alors ses voisins appartiennent probablement a la méme classe”.
En télédétection, les limites de cette approche sont apparues avec la haute
résolution. L’analyse d’images tres résolues nécessite de plus en plus souvent
d’introduire la notion de géométrie d'un objet. Cela est techniquement difficile
en utilisant les champs de Markov. Suite a ce constat sont venus les champs de
Markov sur graphes. Leur intérét a par exemple été démontré dans le cadre de la
détection de routes ([Tupin et al., 1998, Rellier et al., 2002]). Leur limite réside
cependant dans le manque de souplesse quant au nombre d’objets considérés : il
faut utiliser une prédétection pour obtenir un ensemble de sites plausibles, puis
associer a chacun de ces sites une variable aléatoire représentant la perturbation
de 'objet courant en ce site par rapport a ’objet initial issu de la prédétection.

Développement des processus ponctuels en analyse d’image

Nous verrons plus loin et plus en détail ce qu’est un processus ponctuel. Pour
I’instant, notons que cet objet permet de modéliser des configurations aléatoires
de figures géométriques comme des collections de cercles, de rectangles, ou de
lignes brisées. Toujours dans le cadre Bayésien, considérons une réalisation x
d’un processus ponctuel X : x = {u1, ..., Up(x)} ot les u; représentent chacun un
objet géométrique disposé aléatoirement dans 'image.

Un modele d’observation peut facilement étre donné par le mélange suivant :

P(I(s) = ys| X = x) = P(I(s) = ys|s € x)1 (s € x) + P(I(s) = ys|s  x)1 (s € x)

Dans cette expression, la silhouette d’une configuration d’objets est I’ensemble
des sites s de l'image tombant dans I'un des objets de la configuration :
silhouette(X) = AN X. Usuellement, on considere que les pixels de la silhouette
sont distribués suivant une loi gaussienne de moyenne élevée tandis que les pixels
du fond suivant une loi gaussienne de moyenne basse (objets blancs sur fond noir).
L’intérét de ce type de modele en traitement de I'image est apparu au début des
années 90 avec des travaux limités a I’époque par le manque de moyens infor-
matiques. A. Baddeley et M. C. V. Lieshout proposent explicitement d’utiliser
un processus ponctuel pour détecter des cellules dans des images confocales par
analyse bayésienne dans [Baddeley et Van Lieshout, 1993]. Le processus ponctuel
modélise alors des collections aléatoires de disques.

Par la suite, l'idée a évolué grace a des travaux divers, notamment
[Van Lieshout, 1993, Pievatolo et Green, 1998] et surtout sous 'influence de H.
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Rue [Rue et Hurn, 1999, Rue et Syverseen, 1998]. Ces travaux étudient essen-
tiellement les techniques d’échantillonnage associées au modele probabiliste, et
tentent, en général, d’utiliser des formes géométriques de plus en plus complexes.
Ces travaux couvrent une gamme de formes qui vont des cercles aux polygones a
un nombre inconnu de cotés. Un autre axe de travail qui se développe concerne
le type d’estimateurs utilisé. Les travaux de H. Rue en particulier tentent de
s’écarter du MAP . Quant au modele, jusque dans les années 2000, il reste tres
simple et les travaux se cantonnent a un modele de mélange de gaussiennes.

En 2001, R. Stoica et X. Descombes proposent d’utiliser une possibilité jusque
la non exploitée en utilisant des interactions fortement attractives entre les ob-
jets ([Stoica, 2001, Stoica et al., 2004]). Dans ces travaux les objets considérés
sont des segments et les interactions géométriques consistent en la connexion et
le recouvrement : il s’agit de détecter des routes sur des images aériennes ou sa-
tellitaires. La volonté de traiter des images réelles, et donc complexes, nécessite
de sortir du cadre Bayésien autorisé par les images plus académiques utilisées
jusqu’alors. Le résultat est un algorithme d’extraction automatique de routes.

1.3.2 Application a la reconstruction urbaine

Nous nous proposons d’étudier la possibilité d’utiliser la modélisation par proces-
sus ponctuels dans un cadre de reconstruction urbaine. La reconstruction urbaine
est un probleme d’analyse d’image ou la notion d’objet est essentielle. Nous nous
proposons par ailleurs de limiter le type de données utilisées aux MNE. L’in-
formation de relief d’'une zone urbaine est une donnée accessible de différentes
manieres et qui permet d’utiliser un terme d’attache aux données simple.

Lors de son stage de DEA effectué au sein du projet ARIANA, L. Garcin
([Garcin et al., 2001]) a étudié la possibilité d’utiliser un processus ponctuel dans
un cadre de stéréovision a deux vues. La limite majeure de I’approche s’est révélée
étre liée a ’attache aux données : la conclusion de son travail constate que pour
étudier un couple d’images aériennes par un processus objet, il faudrait intro-
duire un modele d’éclairement ce qui nécessite des temps de calculs importants.
Par ailleurs, dans un cadre de stéréovision, les objets du processus doivent étre
tridimensionnels. La encore, des problemes de temps de calcul sont apparus.

Objectif principal

L’objectif principal de ce travail est d’extraire automatiquement une caricature
de plan cadastral sous forme vectorielle d’'une zone urbaine dense a partir d’un
MNE en utilisant une approche par processus ponctuels. Extraire automatique-
ment ce type d’information d’un MNE est d’un intérét certain. D’une part, comme
nous 'avons déja mentionné, ’ajout d’un plan caricatural vectoriel dans les pro-
cessus classiques de reconstruction urbaine tridimensionnel permet d’améliorer
sensiblement les résultats obtenus. Ce type de données est en revanche souvent
inaccessible directement. Si le cadastre de la plupart des villes frangaises a été ou
est sur le point d’étre numérisé, il est en revanche indisponible pour bon nombre
d’autres villes dans le monde, en particulier pour les villes sujettes a des évolutions
rapides.

Les MNE sont en revanche une donnée accessible par de multiples méthodes.
L’objectif est donc d’essayer d’utiliser au mieux l'information physique du relief
d’une ville. Evidemment, en fonction du moyen d’acquisition de cette mesure
physique, le modeéle numérique obtenu est plus moins fin et bruité. Ce dernier
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point justifie pleinement ’emploi des processus ponctuels puisque 'un des ob-
jectifs de ce travail est d’introduire des contraintes sur ’extraction reflétant la
structure spatiale des villes. D’autre part, 'objectif d’extraction d’un plan ca-
dastral permet de se limiter a 'extraction de formes simples par opposition aux
formes tridimensionnelles recherchées dans le travail de L. Garcin.

Il faut noter que d’autres approches ont déja été proposées. Nous avons
déja mentionné les travaux de Weidner [Weidner, 1995] et ceux de Ves-
tri [Vestri et Devernay, 2001]. Parmis les méthodes ayant les objectifs les plus
proches des travaux présentés ici, on trouve les travaux de Vinson et Cohen :
[Vinson et al., 2001, Vinson et Cohen, 2002]. Ils reposent sur 'utilisation d’une
présegmentation sol/sursol et d’une orthoimage. On peut également mentionner
les travaux de H. Oriot fondés sur I'utilisation de contours actifs favorisant cer-
taines structures géométriques [Oriot, 2003].

Données utilisées

Nous avons eu la chance de recevoir par 'IGN différents types de données. Il
y a tout d’abord le jeu de données d’Amiens, qui consiste en un MNE optique
une série de photographies aériennes et une vérité terrain construite manuelle-
ment. Savoir comment utiliser une telle vérité terrain est un probleme délicat.
En effet, les données sont souvent nettement moins précises que la vérité ter-
rain. A cette série s’ajoute un MNE LASER, ainsi qu'un MNE pléiades (obtenu
a partir de simulations), tres imprécis, et sur lequel le phénomeéne d’occlusion est
particulierement important.

1.3.3 Décomposition de ce travail

Le plan de ce travail est décomposé de la facon suivante :

Nous commencons par présenter de maniere superficielle le premier modele que
nous avons implémenté et les résultats associés. Ce travail nous a en effet servi
de base de réflexion pour la suite des travaux. Le chapitre 2 présente donc ce
travail préliminaire, les résultats obtenus et les axes de développement qu’il a
laissé entrevoir.

Les chapitres 3 et 4 se concentrent sur les processus ponctuels et les chaines de
Markov, en en présentant les définitions et propriétés fondamentales. Le chapitre
5 présente une version améliorée d’un algorithme d’échantillonnage de processus
ponctuels et la preuve de sa convergence. Cette amélioration est I'une des contri-
butions de cette these. Le lecteur peut toutefois omettre la lecture de ces trois
chapitres sans perdre le fil du manuscrit.

Les trois chapitres suivants (6,7 et 8) montrent trois approches différentes au
probleme de détection de caricatures de batiments sur les MNE. Le chapitre
9 montre quelques améliorations proposées a la méthode. Nous présentons en
particulier une technique de recuit simulé adaptatif. Le chapitre 10 conclut et
propose quelques pistes de réflexion.
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Chapitre 2

La méthode utilisée

Nous nous proposons dans ce chapitre de présenter rapidement la méthode em-
ployée sur un exemple simple. Nous développerons plus en détail les fondements
mathématiques de cette méthode dans la partie suivante.

Ce premier travail a été mené avec l'ambition de détecter sur un Modele
Numérique d’Elévation une configuration de rectangles approchant la trace au
sol des batiments. L’objectif n’est donc pas d’obtenir une reconstruction tridi-
mensionnelle & proprement parler, mais plutét un plan cadastral vectoriel.

2.1 Minimisation d’énergie

La méthode utilisée est une méthode reposant sur la minimisation d’une énergie.
Nous présentons brievement ici 'espace d’état sur lequel est effectuée cette mi-
nimisation d’énergie, puis les contraintes a imposer sur I’énergie pour pouvoir la
minimiser et enfin 'algorithme d’optimisation utilisé (recuit simulé).

2.1.1 Espace d’état

L’image en continu. Le formalisme adopté considere I'image comme un sous
ensemble de R2. Tout au long de ce travail, le support de 'image sera donc vu
comme un pavé K. Plus précisément, K = [0, Xinax| X [0, Vinax]-

Espace objet. Un point de K, p = (z,y) est un point de I'image. Si 'on veut
maintenant considérer des rectangles dont les centres sont dans 'image on peut
ajouter trois variables réelles (0, L,l) représentant respectivement l’orientation,
la longueur et la largeur d’un rectangle. Un rectangle u est alors un point de
I’espace objet S suivant :

S=KxM

ot M est ’espace des marques associées aux points (z,y) : M =] — 7, 5] X
[Limins Lmax) X [lmin, lmax)- En modifiant cet espace des marques on peut paramétrer
d’autres objets géométriques.

Ensemble des configurations. On s’intéresse maintenant aux configurations
de rectangles. Pour cela, considérons d’abord C,,, 'ensemble des configurations a
n rectangles :

Ch={x: x={z1,....,20} Vi x;€S8}

29
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x (en gras) représentera toujours une configuration d’objets. Il faut noter que
x est un ensemble non ordonné. L’ensemble des configurations de rectangles C est
donné par 'union suivante :
o0
c=Jcn
n=0

C est ’espace d’état de la méthode par minimisation d’énergie que nous adoptons.
Cet ensemble C n’a, a priori, pas de structure particuliere.

2.1.2 Energie

Nous devons définir une énergie pertinente sur cet ensemble des configurations.
Une énergie est une fonction réelle U des configurations :

U: C R
- (2.1)
x — U(x)
Dans notre cadre de détection de batiments sur des Modeles Numériques
d’Elévation, 'objectif est de définir une énergie telle que la configuration mi-
nimisant U,

x* = Argmin U(x)

donne une configuration de rectangles acceptable comme plan cadastral de la
scéne urbaine.

Comme nous ’avons présenté en introduction dans le cadre des problemes in-
verses, une idée simple pour construire une énergie adéquate consiste a utili-
ser deux termes : 'un dit “d’attache aux données” permettant de qualifier la
pertinence d’une configuration vis-a-vis du Modele d’Elévation, 'autre dit “de
régularisation” apportant une contrainte sur la structure de la solution recherchée.

Toutes les énergies ne sont évidemment pas satisfaisantes; il y a quelques
contraintes qu’une énergie acceptable doit respecter. La premiere, la plus
immédiate, doit étre 'existence d’un minimum. Il faut, entre autre, s’assurer
que I’énergie est bornée inférieurement :

JRmin €ER  t.q. VxeC U(x)> Ruin (2.2)

Notons qu’'une configuration peut éventuellement avoir une énergie infinie : cela
la rend totalement indésirable. Une contrainte nécessaire pour pouvoir minimiser
I’énergie est la condition d’hérédité qui stipule qu'une configuration acceptable
ne peut contenir une configuration indésirable :

VxelC tqUx)<oo VyCx Uy) <o (2.3)

Enfin pour finir, une derniere condition imposée par ’algorithme d’optimisation
est la condition de stabilité (régularité de U) :

JR; e RT vx,u€CxS U(xUu)>U(x)— Ry (2.4)

Cette condition impose que ’énergie d’une configuration x ne puisse pas trop
diminuer lorsqu’un objet u lui est ajouté.
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Par ailleurs, il est possible de poser arbitrairement U () = 0 grace a la condition
d’hérédité. L’objectif de la modélisation est de construire une énergie respectant
ces contraintes sous la forme :

U(x) = Udata(x) + pUreq(x) p>0 (2.5)

ou le terme Upgqiq(x) reflete Padéquation de la configuration x avec le MNE de
données tandis que le terme U,eq(x) influe sur la structure géométrique de la
configuration des rectangles.

2.1.3 Optimisation

Avant de détailler plus précisément le modele adopté, nous commengons par
décrire tres brievement l'algorithme et le principe d’optimisation. Comme an-
noncé dans l'introduction, nous utilisons un recuit-simulé. Ce type d’algorithme
a été largement utilisé en analyse d’image (voir [Winkler, 2003], par exemple).
Le principe en est trés connu et repose sur la probabilisation du probleme.
Cet algorithme peut étre vu sous deux angles : I'un plus intuitif, 'autre plus
mathématique.

Premieére approche du recuit simulé

Pour optimiser 1’énergie U(.), le moyen le plus simple est d’utiliser un algo-
rithme “glouton”. Un tel algorithme part d’un état initial quelconque, Xg. A
chaque itération t, la configuration courante X; = x est perturbée aléatoirement
ce qui donne une configuration y. Parmi les perturbations aléatoires possibles, on
peut imaginer ’ajout ou la suppression d’un point, la translation ou la rotation
d’un rectangle ou encore I’étirement (dilatation). Cette perturbation induit une
variation d’énergie :

AU = U(y) - U(x)

On accepte de remplacer ensuite X par y si et seulement si AU < 0, c’est a dire
si et seulement si la perturbation aléatoire a amélioré la configuration courante.
Cette double étape de perturbation-acceptation est ensuite itérée un nombre de
fois déterminé par un critere (on peut imaginer, par exemple, que si trop de per-
turbations successives ont été refusées la simulation est arrétée). L'inconvénient
de cet algorithme est qu’il donne un minimum local de I’énergie. Ce minimum
dépend de la configuration de départ, des transformations disponibles, et du par-
cours (X¢)¢>o effectué.

On peut donc améliorer cet algorithme en modifiant I’étape d’acceptation comme
suit :

siAU <0 alors Xyyp1 =y

o= eXP(_ATtU) X1 =Yy

sinon avec une probabilité
11—« Xt+1 =X

L’idée est alors de faire décroitre lentement la température T} avec le temps.
Un tel algorithme autorise les dégradations d’énergie (AU > 0) avec une pro-
babilité p. Le fait d’accepter des transformations dégradantes doit permettre de
trouver un optimum moins local que par I'algorithme glouton car cela permet de
sortir des bassins d’attraction des minima locaux. Par ailleurs, p diminue avec
la température. Donc l'algorithme accepte de moins en moins les transforma-
tions dégradantes, au fur et a mesure que le systéme est refroidi. Cet algorithme
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constitue presque un recuit simulé. Il manque cependant des conditions sur les
transformations et des facteurs correctifs dans le calcul de p liés a la perturbation
utilisée pour générer y a partir de x.

Le recuit simulé permet en fait d’obtenir théoriquement 'optimum global de
I'énergie U(.). Pour obtenir ce résultat, il faut envisager I’algorithme sous un
autre angle.

Deuxiéme approche du recuit simulé

L’idée est de considérer une variable aléatoire X a valeur dans C dont la densité
de probabilité f vérifie :

F) =  exp(~U(x) (26)

Une premiere étape du chapitre suivant sera la vérification de 'existence d’une
telle variable aléatoire X. Nous verrons qu’elle existe et qu'un processus ponctuel
marqué est une variable aléatoire a valeur dans C . Par ailleurs il faudra préciser
la notion de densité de probabilité. En particulier, une densité de probabilité est
une dérivée de Radon-Nykodym d’une loi de probabilité par rapport a une mesure
de référence. Toutes ces notions doivent donc étre détaillées.

Le recuit simulé repose sur la simulation de variables aléatoires par chaine de
Markov. Le régime stationnaire d’une chaine de Markov permet de simuler une
loi m dont on ignore un moyen de simulation plus direct. © peut par exemple étre
la loi définie par U dans I’équation (2.6). Un des probléemes posés par de telles lois
vient du fait que la constante de normalisation 1/Z est en général inconnue et son
évaluation numérique inenvisageable au vu de la dimension de ’espace d’état. Le
régime stationnaire d’une chaine de Markov permet de simuler suivant 7(.) un
nouvel état X, 11 =y des lors que I'état précédant est lui méme distribué suivant
7(.) : cela veut dire que

si Xy ~m(.) alors  Xpp1 ~7(.)

Cette notion correspond a la notion de loi stationnaire de la chaine de Markov.
Lorsque I’on veut simuler une loi 7v(.) par une chaine de Markov, I’enjeu est donc :
— d’une part d’assurer que 7(.) est bien la loi invariante de la chaine,
— et d’autre part que 'on atteint presque strement le régime stationnaire a
partir de n’importe quel état initial Xj.
Si les deux propriétés sont vérifiées, on est capable d’obtenir une suite de
réalisations successives (X¢)¢>n distribuées suivant 7(.) pour N suffisamment
grand (la détermination d’une valeur correcte de N est un autre probleme). Dans
le cadre de variables aléatoires réelles, on peut parler de densité plutot que de loi.
C’est aussi le cas dans le cadre des configurations d’objets.

Le recuit simulé repose sur une chaine de Markov non homogene, ce qui veut
dire que son noyau de transition dépend du temps. On considere une suite de
densités dépendant du temps (f¢(.)):>0 que 'on cherche & simuler par une chaine
de Markov. L’idée est que si deux densités successives ne sont pas trop différentes
(fe(.) = fi+1(.)) on peut construire une chaine telle que si X; est distribuée suivant
ft(.) X¢y1 soit distribuée suivant fi41(.). Pour cela, il suffit d’assurer qu’a chaque
instant ¢ la loi f;(.) est la loi stationnaire de la chaine de Markov. Supposons que
I'objectif soit la maximisation de la densité f(.). On pose alors :

() o fTE () (2.7)
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ou la suite T; est une suite de “températures” décroissant vers 0. Si cette
décroissance a lieu suffisamment lentement, (en suivant une loi logarithmique),
et que la température initiale Ty est suffisamment grande, les variables aléatoires
successives (X¢) sont distribuées suivant fi(.). Par ailleurs la suite (f¢):>0 converge
vers une densité nulle partout sauf aux endroits de l'espace d’état ou f(.)
est maximale. Le résultat associé a un tel algorithme (voir [Winkler, 2003] ou
[Van Lieshout, 1993]) stipule donc qu’il permet de trouver le maximum global de
la fonction f avec une probabilité 1.

En pratique nous utilisons un algorithme d’échantillonnage de type Metropolis-
Hastings-Green. Cet algorithme permet de construire une chaine de Markov dont

1
la loi stationnaire est définie a chaque instant ¢ par la densité f(.)7¢ sans en
connaltre la constantes de normalisation.

2.2 Le modele

Nous développons ici le modele utilisé dans ce premier exemple pour extraire les
silhouettes des batiment des MNE.

2.2.1 Attache aux données
Forme générale : Ugytq(%)

D’un point de vue du modele, il serait tres intéressant d’avoir un modele Bayésien
Udata(z) = —log(L(I|x)) ou L serait la vraisemblance des observations sachant
une réalisation. Dans notre cas, cela signifierait que 1’on est capable de construire
un modele statistique de MNE pertinent étant donné une configuration de rec-
tangles représentant les batiments. Cela est difficile pour deux raisons : d’une
part il faudrait introduire des lois sur la répartitions des hauteurs a l'intérieur
d’un batiment, d’autre part il faudrait modéliser le comportement statistique des
MNE en dehors des batiments (rue, voitures arbres) ce qui est délicat. C’est pour
cela, que, quittant le cadre Bayésien exploité par Rue ([Rue et Hurn, 1999]) ou
Van Lieshout ([Baddeley et Van Lieshout, 1993]), nous adoptons 1'idée proposée
par R. Stoica et L. Garcin dans leurs travaux [Stoica, 2001], [Garcin et al., 2001]
et utilisons un terme “détecteur” :

Usata(x) = 3 Ua(u) (2.8)

UEX

Il faut d’abord remarquer que ce modele considere les objets x; d’une configu-
ration x indépendamment les uns des autres, alors que dans un cadre Bayésien
I’hypotheése d’indépendance est en général faite sur les pixels. D’autre part, si
I'on ignore le terme de régularisation U,eq(x), il est évident qu'un objet v € S
est désirable des lors que son énergie d’attache aux données Ug(u) est négative
et indésirable sinon. Ce type de terme d’attache aux données repose donc sur un
effet binaire.

Une telle énergie d’attache aux données nécessite un terme répulsif dans ’énergie
de régularisation. En effet, si Uy(u) < 0 on a :

Udata(x UnUu) = Uggta(x Un) + Ug(u) < U(xUu) (2.9)

Le terme de régularisation doit donc éviter la superpositions de points
intéressants. En réalité, il faut un peut étendre cette contrainte : le terme de
régularisation doit aussi assurer la condition de minoration (2.2).
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Construction du terme Uy(.)

Pour construire Uy(.), on peut tenir compte des trois contraintes suivantes :

— les minima locaux négatifs de Uy(.) doivent correspondre a des batiments sur
le MNE,

— Uy(.) doit étre positive la ou I'hypothese de batiment est inacceptable,

— pour faciliter optimisation, Uy(.) devrait étre aussi *
lement” que possible.

‘ presque convexe loca-

Pour cela nous construisons trois fonctions positives jseuits Jposs €t Jneg associant
a tout rectangle u € S une valeur réelle positive et prenons :

Ug):ue s — { Jpos(u) st Jaeuit (u) < 1 (2.10)

—Jneg(u) sinon

Jseuil sert a définir quelles hypotheses de rectangles sont considérée comme ac-
ceptables, jneq sert a placer les minima locaux de Uy(.) aux bons endroits, et jpos
sert a conduire une mauvaise hypothese de rectangle vers une bonne pour faciliter
I’'optimisation de 1’énergie.

L’attache aux données en pratique

Dans ce premier exemple, une hypothese rectangulaire de batiment est
considérée comme correcte si les hauteurs données par le MNE a l'intérieur du rec-
tangle sont significativement plus hautes que les hauteurs du MNE sur le pourtour
du rectangle. Cela correspond a une contrainte d’extrudation des batiments. La
qualité d’une hypothese acceptable est donnée par une mesure d’homogénéité
des hauteurs.

Fia. 2.1: Echantillonnage utilisé pour calculer le terme d’attache aur données.

Pour un rectangle donné u, on se donne un masque de points Mask(u) tel que
celui présenté par la figure 2.1. Un tel masque est obtenu par sous-échantillonnage
du MNE et est composé de 5 ensembles de points de K différents :
— Les 4 lignes g1, . .., g4 servent a calculer une estimée de la hauteur du sol ﬁ;(u)
autour du rectangle u.

— L’ensemble des points centraux ¢ se décompose en un nombre n de lignes
suivant I'axe longitudinal du rectangle : ci,...,c,. Ces lignes sont en fait
regroupées deux par deux : C; = ¢y U ¢y, Co = ¢2 U cp—1 et ainsi de suite
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jusqu’a Cp, = ¢[(n41)/2)- Cela donne donc des paires de lignes symétriques par
rapport a ’axe longitudinal du rectangle.
On note h(p) la hauteur donnée par le MNE en un point p € K. Pour un ensemble
g de points de K, on note g la moyenne des hauteurs dans cet ensemble : g =

> peg M(p)/card g.

Estimation de la hauteur du sol. On a choisi pour cet estimateur le mini-
mum des moyennes des ensembles de points g;.

?L\: min ¢;
g i:l,...,4gl

Taux de volume. On appelle taux de volume o(u) la proportion de points

a l'intérieur du rectangle u plus haut que l'estimée de la hauteur du sol ;L;(u)
augmentée d’une hauteur minimale de batiment hy;, :

o~

card{p € ¢ t.q. h(p) — hg(u) > hmin}
card ¢

o(u) =

Un taux d’homogénéité est également calculé. Il repose sur I’hypothese que les
batiments sont symétriques.

Taux d’homogénéité. On note C; les moyennes des hauteurs a l'intérieur des
lignes symétriques C;. Pour un parametre o donné en metres, on calcule alors le
taux d’homogénéité t(u) suivant :

) = Y card{p € C;} t.q. \fl(p) —Ci| <o}
>, card{C;}

Taux de surface. Ce taux mesure le rapport entre la surface d’un rectangle et

la surface maximale possible :
I(u) * L(u)
Lmax * lmax

5(u) =

Ce taux sert a favoriser les grands rectangles et eviter le morcellement des
batiments.

Jseuil:Jpos €t Jneg. La fonction de seuil dans ce modele mesure si le taux de
volume est suffisant. Pour un parameétre vy, donné :

0(u)

Umin

jseuil (u) -

En pratique nous avons pris vmin = 0.8 et hpyin = 3m ce qui signifie que le
pourcentage des points surélevés de 3m par rapport a l'estimée de la hauteur
du sol doit étre d’au moins 80 % dans un rectangle pour que ’hypotheése soit
acceptable. Pour j,., nous avons pris :
jnengO*é*?*ﬁ?’

dont les minima locaux sont les batiments les plus grands possible avec un taux
d’extrudation et un taux d’homogénéité les plus proche possible de 1. Le pa-
rametre o d’homogénéité a été mis a 1.5m. Pour finir, la fonction j,,s que nous
avons choisie et qui sert a guider I'optimisation est :

. 1 - (vf}- )2
Jpos = 20"""
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En minimisant j,.s, on maximise le taux de volume d'un rectangle considéré
comme non acceptable. Ce terme guide 'optimisation puisqu’il ordonne les hy-
pothéses non intéressantes. Par ailleurs, plus jpos(u) est faible, et plus u est proche
d’une hypothese intéressante.

2.2.2 Le terme de régularisation

Nous prenons pour ce modele le terme de régularisation le plus simple possible.
Il s’agit d’un terme connu sous le nom de modele de Strauss ([Strauss, 1975]) par
les statisticiens spatiaux. Soit ~ la relation symétrique sur S x S qui s’applique
aux rectangles dont les surfaces s’intersectent. Soit s(x) le nombre d’intersections
de rectangles dans la configuration x :

s(x) = card{{u,v} € x*> t.q u~ v}
Le terme de régularisation choisi est un terme dit de soft-core :
Ureg (X) = Qjnter * S(X)

Qinter €St UN parametre réel. Si a;nter est négatif, ce terme favorise les intersections,
tandis que s’il est positif, il les pénalise. Pour éviter le phénomene d’accumulation
des rectangles acceptables (décrit par 'équation 2.9) il faut que ajpger > 2 *
| min Uy|. Dans notre cas pratique il suffit que anier > 20.

Si la surface minimale d’un rectangle est strictement positive ((Imin * Lmin) > 0),
ce terme de soft-core permet d’obtenir la condition de minoration nécessaire a
I’existence d’une configuration minimisante, puisque le nombre de rectangles dans
S n’intersectant aucun autre est alors majoré par |K|/(Lmin * lmin), aux effets de
bords pres.

2.3 L’algorithme d’optimisation

Nous présentons ici I'algorithme tel qu’il est implémenté. Cela correspond & un
échantillonnage de Monte Carlo par Chaine de Markov couplé avec un recuit
simulé, mais nous n’exposons dans cette partie ’algorithme que sous son aspect
le plus simple.

2.3.1 Perturbations

L’algorithme de recuit-simulé repose sur des perturbations aléatoires d’un état
courant x. Un noyau de perturbation Q(x,.) est donc nécessaire. Pour ce premier
travail, nous avons utilisé un mélange de 5 perturbations. Cela signifie qu’avec
une probabilité fixée, I'une de ces perturbations est sélectionnée et appliquée a la
configuration courante x pour obtenir la configuration proposée y.

Naissance ou mort

Le premier noyau de perturbation, @ pp s’applique comme suit :

— on choisit avec une probabilité 1/2 d’effectuer une mort ou une naissance,

— si la mort a été choisie on obtient y en retirant I'un de ses éléments u choisi
uniformément parmi les éléments de x, ce qui donne : y = x \ u.

— si la naissance a été choisie, on obtient y en générant un nouvel objet u
dans S avec une loi uniforme et en l'ajoutant a x : y = x U u.
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Perturbations simples d’un objet

Pour chacune des perturbations qui suivent, un objet w est sélectionné
aléatoirement dans x puis est perturbé en suivant une loi en général uniforme
ce qui donne un nouvel objet v. La configuration nouvelle y est alors obtenue en
remplagant u par v dans x : y = x \ v Uwv.

Translation. Deux valeurs réelles (d;,d,) de déplacement sont générées uni-
formément dans [—Ax,+Azx] x [-Ay, +Ay]. v = (z,y,0,L,l) est ensuite rem-
placé par v = (x +dx,y+dy, 0, L,1). Pour cette transformation, on considere que
K est un tore : si v sort des limites de I'image il y revient par un modulo de fagon
a limiter le taux de rejet du noyau de la chaine.

Rotation. Dans le méme esprit, une perturbation de la direction dgy est générée
uniformément dans [—Af,+Af] et si u = (x,y,60,L,l) v est pris comme v =
(.’E, Y, 0+ d97 L7 l)

Dilatations. On peut imaginer faire de méme pour perturber la longueur ou la
largeur d’un rectangle. Il est cependant apparu qu’une simple modification de la
longueur ou de largeur n’était pas optimale. De telles transformations laissent en
effet le centre inchangé et modifient donc la position de deux cotés simultanément.
Pour améliorer 'optimisation, nous avons choisi un autre type de dilatation qui
perturbe a la fois la longueur ou la largeur d’un rectangle et son centre, de maniere
a laisser inchangé I'un des deux cotés du rectangles. Le principe de cette trans-
formation est illustré par la figure 2.2. Dans le cas de la dilatation suivant la lon-
gueur, deux variables aléatoires sont tirées : d,, réelle, est tirée uniformément dans
[—AL,+ALJ et k, entiere, est tirée équiprobablement dans {0, 1}. Le nouvel objet
v obtenu est donné par (z+dyp cos(0+kxm)/2,y+dpsin(0+kxm)/2,60, L+dg,1).
La variable aléatoire k correspond au choix du coté a laisser inchangé.

2.3.2 Probabilité d’acceptation

Le recuit simulé repose sur l'acceptation d’une perturbation avec une certaine
probabilité, dépendant de la variation d’énergie induite. Commencons par exami-
ner le cas des transformations qui perturbent I’'un des objets de la configuration.

Cas des transformations simples

Dans le cas des 4 transformations qui ne perturbent pas le nombre d’objets dans
la configuration, la loi d’acceptation d’une perturbation aléatoire est la suivante.
Pour y issue de x par perturbation, et AU = U(y) — U(x), posons :

R(x,y) = exp(—%) a =min(1, R)

Le schéma de remplacement de Bernoulli appliqué est alors :

X1 =Yy

avec une probabilité
— Xt+1 =X

Ce qui correspond au schéma décrit dans le paragraphe 2.1.3 écrit sous une forme
plus compacte.
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-

e -

(b) (c) Dilatation (d) Di-
Trans- (longueur) latation
lation (largeur)

Fia. 2.2: Transformations simples

Cas de la naissance ou mort

Si le noyau de perturbation qui a été choisi est le noyau de naissance ou mort
d’un objet, il faut considérer deux cas :

Cas de la mort y = x\ u. La loi de remplacement repose alors sur le calcul
du taux suivant :

n(x)e ( AU
.
K] P

RD (X7 y) = )

ou | K| représente la mesure de Lebesgue de K ( |K| = Xmax * Yimax) et n(x) est
le cardinal de x. a est pris comme le minimum entre 1 et Rp, et le schéma de
remplacement est le méme que précédemment. La seule différence vient donc des
termes additionnels dans le calcul du taux R.

Cas de la naissance y = xUu. Le schéma de remplacement est identique que
pour la mort, mais le taux calculé est le suivant :

AU

|K|
R = —
5(x.y) n( T}

x)+1

)

exp(

2.3.3 Schéma de décroissance

Le but de la mise en oeuvre d’un recuit simulé est I'obtention d’un minimum
global de I'énergie. Pour obtenir celui ci (voir [Van Lieshout, 1993]) il faudrait
mettre en oeuvre un schéma de décroissance de la température de type logarith-
mique, c’est a dire une loi d’évolution de la température ayant la forme :

B C
"7 1+ log(t)

Un tel schéma de décroissance est tres lent. En pratique on le remplace donc par
un schéma géométrique comme :

T,=Try 0<y<l1
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(a) MNE d’origine (IGN) (b) Extraction obtenue

Fi1G. 2.3: Résultat obtenu par le premier modéle vu en 2D

ce qui correspond a la loi d’évolution suivante :
Ty =T (2.11)

Ce schéma est en fait lui méme souvent remplacé par un schéma géométrique
constant par morceaux, c’est a dire un schéma ou la température reste constante
en général et suit la loi d’évolution géométrique de I’équation 2.11 en des instants
périodiquement répartis.

2.4 Résultats obtenus

2.4.1 Description

Nous présentons ici les résultats obtenus sur une partie du MNE de la ville
d’Amiens. Il faut noter que pour améliorer la visualisation 3D, I'intersection n’est
pas testée sur les rectangles directement mais sur les rectangles issus d’'une ho-
mothétie qui réduit les longueurs de 10 %. Cela permet d’autoriser de légéres
intersection pour améliorer la qualité du rendu visuel 3D.

2.4.2 Les résultats

Les figures 2.3 et 2.4 présentent le résultat obtenu.

Il faut remarquer quelques effets de bord, comme par exemple dans le coin
supérieur gauche. Il faut noter par ailleurs que U'intérieur des cours est tres mal
décrit par le modele : les structures fines sont mal détectées. Du point de vue
informatique, le résultat se présente sous la forme d’un fichier texte décrivant les
coordonnées des rectangle obtenus dans 'image. Ce résultat a été obtenu en 20
minutes sur une machine Unix 500 Mhz, 250 M ram.

2.5 Analyse et commentaires

Ce premier résultat a été obtenu durant la premiere année de these. Il n’est
pas tres précis, mais a permis de montrer la pertinence de ’approche utilisée.
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(a) MNE d’origine (IGN) (b) Extraction obtenue

Fia. 2.4: Résultat obtenu par le premier modéle en 3D aprés une estimation
simple des formes de toits.

Il a également permis de tracer les grandes lignes de réflexions pour la suite du
travail.

2.5.1 Précision du résultat

Le résultat obtenu n’est pas tres précis. Cela vient du fait que la fonction jgeyi
qui décide ce qu’est un batiment acceptable, n’est pas tres exigeante (la condition
de seuil sur le taux de volume n’est pas une contrainte difficile). Si ’on veut aug-
menter la précision, il faudra étre plus exigeant sur cette condition d’attractivité
d’une hypothese.

Cela pose un probleme important : la qualité du minimum obtenu dépend forte-
ment de la mélangeance de la chalne de Markov. Il faut pouvoir explorer 1’espace
d’état de facon suffisamment souple. Or si le sous ensemble Sy C S des rectangles
vérifiant 'hypothése d’attractivité est trop petit, I’algorithme stochastique d’ex-
ploration tel qu’il est utilisé dans cette partie ne suffira pas pour explorer cor-
rectement les états pertinents. Un axe de travail qui s’est imposé a donc été :
comment explorer correctement un ensemble Sy tres petit par rapport a .S ?

2.5.2 Le probléeme du soft-core

La condition de minoration impose que le potentiel a;niers dans le terme de
soft-core soit grand. Or le recuit simulé ordonne en quelque sorte les configura-
tions. Des le début de la décroissance, il est difficile d’accepter la création d’une
intersection puisque la variation positive d’énergie induite est trop grande. Cela
signifie donc que dés le début du recuit simulé, les configurations comportant des
intersections sont tres rares. Concretement, cela entraine que pour un endroit
pertinent de I'image, une seule hypotheése de batiment est explorée a la fois. Il
faut noter que cela est du a ’aspect non bayésien de I'attache aux données.

Le probleme du soft-core se traduit par deux axes d’exploration : peut-on imagi-
ner un modele bayésien 7 Et comment peut-on favoriser ’exploration de plusieurs
hypotheéses pour un méme batiment a la fois?
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2.5.3 Le modele a priori

On s’intéresse ici au terme de régularisation U,..4, aussi appelé “modele a priori”
par analogie avec le cadre bayésien ou “champ interne” en référence aux champs
de Markov. Dans ’exemple présenté dans ce chapitre, le modele a priori est des
plus simples : il n’est constitué que d’un terme limitant la superposition des
rectangles.

Le but est d’introduire un terme régularisant utilisant des interactions attrac-
tives. Cela a été testé dans cet exemple, mais un des problemes qui s’est posé vient
de la complexité du paysage énergétique obtenu. Le terme régularisant donnait
alors une énergie trop complexe pour pouvoir étre optimisée simplement.

Par ailleurs, la construction d’un modele d’interaction attractive n’est pas une
chose aisée en soi. En effet, on attend d’un modele en traitement d’image quelques
propriétés d’invariance, dont 'invariance par rapport a la taille des images.

Les questions posées par cet axe sont donc : peut-on définir simplement
des interactions attractives? Et comment peut-on faire pour ne pas tomber
systématiquement dans des minima locaux une fois une telle énergie ajoutée au
reste.

2.5.4 L’optimisation

On voit que dans les différents axes de prospectives mentionnés précédemment,
la question de la qualité de I'exploration de I’état par la Chaine de Markov est
essentielle.

Une autre question qu’a soulevée ce premier travail concerne la question de la
mémoire : peut-on introduire une forme de mémoire dans l’algorithme, et est-ce
utile ?

Le recuit simulé a fait apparaitre un point important. Au cours des simulations,
il est apparu un phénomeéne de températures critiques : il semble que l'essen-
tiel de la décroissance pourrait étre plus rapide, et qu’il suffirait d’effectuer une
décroissance tres lente en quelques valeurs critiques de la température. Nous dis-
cuterons de cette question plus en détail.

2.5.5 L’Estimation des parametres

Les parametres de ’énergie ont été estimés empiriquement dans ce premier tra-
vail. Une question naturelle qui se pose concerne ’estimation des parametres des
modeles. Est-il possible de mettre en place des méthodes et des modeles pour
construire des techniques d’apprentissage de ces parametres 7 Malheureusement,
c’est 14 une des questions que nous avons laissées en suspend.
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Introduction

Cette partie a pour but de présenter les fondements mathématiques sous tendant
ce travail. Les deux premiers chapitres rappellent des éléments fondamentaux de
la théorie des processus ponctuels et des chaines de Markov. Ils ne contiennent
aucune contribution particuliere.

Le troisieme chapitre détaille l’algorithme d’échantillonnage de processus
ponctuels utilisé. Il contient quelques contributions personnelles et constitue le
coeur théorique de la méthode employée.

Ce troisieme chapitre a été écrit de facon a permettre au lecteur de le lire

sans nécéssiter la lecture des deux premiers chapitres, lesquels auraient pu figurer
en annexe.
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Chapitre 3

Processus Ponctuels

Ce chapitre a pour but de présenter quelques éléments de la théorie des processus
ponctuels, ainsi que quelques exemples illustratifs. Pour plus de détails, on pourra
se référer a [Van Lieshout, 2000] ou a [Stoyan et al., 1995] d’ou est tiré I’essentiel
des éléments présentés ici.

3.1 Premieres définitions et notations

3.1.1 Le contexte mathématique

On s’intéresse a des ensembles non ordonnés de points d’un espace donné Yy,
par exemple R2.

Définition 1 On appelle configuration un ensemble dénombrable, non or-
donné de points de x :

x=A{x1,...,Tp,...}

Pour pouvoir considérer des configurations aléatoires, il faut ajouter des
contraintes sur x. On choisit de considérer un espace x muni d’une métrique
d tel que (x,d) soit complet et séparable. Cette métrique permet de définir
une topologie et une o-algebre borélienne. En pratique, x sera souvent un
sous-ensemble compact de R¢ muni de la distance euclidienne.

Définition 2 On dit d’une configuration x C x qu’elle est localement finie
st dans tout borelien borné A C x elle place un nombre Nx(A)
fini de points.

La famille de toutes les configurations localement finies
sera notée N .

On définit alors la notion de processus ponctuel :

Définition 3 Un processus ponctuel sur x est une application X d’un es-
pace probabilisé (2, A, P) dans NUY | telle que pour tout borélien
AC x, N(A) = Nx(A) est une variable aléatoire (finie).

49
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Ce qui induit une nouvelle définition :

Définition 4 Si Uespace x est borné ou si Nx(x) est fini presque surement,
le processus ponctuel est dit processus ponctuel fini.

Les réalisations d’un processus ponctuel X sont donc des configurations
aléatoires de points tels que pour tout borélien A C x le nombre de points
dans A soit une variable aléatoire. Cela signifie qu'un processus ponctuel est
une variable aléatoire & valeur dans Iespace mesurable (N, N, ot N est
la plus petite o-algebre telle que pour tout borélien borné A C x I'application
x — Nx(A) soit mesurable.

La mesure de probabilité induite sur N est appelée la loi de X .

3.1.2 Loi d’un processus ponctuel

La loi d’un processus ponctuel X devrait étre la mesure image par ’application
X de P sur N . Mais comme AN/ est définie par la mesurablité des applications
x — Nx(A) pour des boréliens A C x , 'analogue de la loi de probabilité pour des
variables aléatoires dans un contexte de processus ponctuels est I’ensemble des
lois jointes des vecteurs (N (A1), ..., N(Ay,)) ot les A; sont des boréliens bornés :

Définition 5 La famille des lois en dimensions finie (fidis)d un processus
ponctuel X sur un espace métrique (x,d) complet et séparable
est la collection des lois jointes de (N(A1),...,N(An)) pour
tout vecteur fini (Ay, ..., An) de boréliens bornés A; C x, 1=
1,..., m de longueur quelconque m € N.

L’intérét de cette définition est justifié par le théoreme suivant (voir
[Daley et Jones, 1988]) :
Théoreme 1 La loi d’un processus ponctuel X sur un espace métrique com-

plet et séparable (x,d) est entierement déterminée par ses fidis.

Donc, deux processus ponctuels partageant les mémes fidis ont méme loi.

3.1.3 Processus ponctuels marqués

Ce type de processus ponctuels a été décrit par Daley dans [Daley et Jones, 1988]

Définition 6 Soit (x,d) et (K,d') deux espaces métriques, complets et
séparables. Un processus ponctuel marqué dont les posi-
tions sont dans x et les marques dans IC est un processus ponc-
tuel sur x x K tel que le processus des points non-marqués soit
un processus ponctuel bien défini.

Pour comprendre cette définition, il faut d’abord voir que l'espace x x K
est métrique, complet et séparable des lors que ’on introduit la métrique :

p((l’, k)? (ya l)) = max{d(x, y)? d/(ka l)}
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Dans les cas ou ’espace des marques K est fini, on peut prendre, par exemple :
K={1,...,M} d(k,1)=1|k—1]

Alors, tout processus ponctuel Y sur Iespace produit x x K fait apparaitre un
processus ponctuel de points non-marqués X bien défini. Pour le comprendre, il
nous faut considérer un borélien A C y . Alors, le nombre de points non-marqués
dans A peut étre écrit :

i=M
Nx(4) =Y Ny(A x{i})

i=1
Par définition, chaque Ny (A x {i}) est une variable aléatoire finie, si bien que
Nx (A) est aussi une variable aléatoire finie. Par contre, dans le cas ou K est
continu, il faut faire plus attention. Par exemple, un processus de poisson sur R3
(voir 3.2.3) n’est pas un processus ponctuel marqué sur R? avec ses marques dans
R, puisque

Nx(A) = Ny(A X ]R)

n’est pas nécessairement fini pour un borélien A C R? quelconque.

Exemple. Un processus ponctuel multi dimensionnelY = (X;,... X)) peut
étre vu comme un processus ponctuel marqué dont les marques définissent le
numéro de la composante. Comme l’espace des marques est fini, le processus
X = Uzj\/l X; des points non-marqués est bien défini.

3.1.4 Processus ponctuels simples

On s’interésse maintenant a la multiplicité éventuelle des points d’une confi-
guration. En pratique, il est rare de travailler avec des processus ponctuels qui
contiennent des points situés exactement au méme endroit. Soit NV, slf I’ensemble
des configurations localement finies x ne contenant que des points distincts, c’est
a dire telles que Nx({z}) € {0,1} Vz € x.

Pour vérifier que Nslf est N/ -mesurable, il suffit de noter que, comme x est
séparable, il peut étre recouvert par une union dénombrable de boules ouvertes
B(z;,(3)7) de rayon arbitrairement petit. Par conséquent,

N = G{w € Q: N(B(x;, %)) €{0,1}} eNV
j=1

Définition 7 Un processus ponctuel X est dit simple s’il prend ses valeurs
dans Nif presque surement.

Il est intéressant de travailler avec les processus ponctuels simples puisque,
pour connaitre la loi d'un tel processus ponctuel, il suffit de connaitre les
probabilités vides :

v(A) =P(N(A=0))

pour une classe suffisamment grande d’ensembles A C x .

Théoreme 2 La loi d’un processus ponctuel simple X sur un espace métrique
complet et séparable (x,d) est uniquement déterminée par les
probabilités vides des boréliens bornés A C x .



52 CHAPITRE 3. PROCESSUS PONCTUELS

11 faut se référer a [Van Lieshout, 2000] pour une démonstration assez technique.

3.2 Processus ponctuels finis

La plupart des processus ponctuels utilisés en pratique sont observés dans une
région bornée. Cette région peut étre dictée par 'application tout comme elle peut
résulter d’un choix volontaire pour limiter la taille de I’espace d’intérét. Dans tous
les cas, les réalisations du processus ponctuel contiennent presque surement un
nombre fini de points.

Nous verrons plus loin qu’il y a une raison théorique importante qui nous fait
considérer cette classe de processus pontuels. La notion de densité est en effet
difficile & mettre en place pour des processus qui ne sont pas finis.

3.2.1 Construction.

Pour construire un processus ponctuel fini, on peut utiliser :
1. Une distribution de probabilité discréte (py,)nen pour le nombre de points

2. Une famille de densités de probabilité symétriques j,(z1,...,zn),n € N
sur x" pour les positions des points.

Le deuxieme point implique que l'on suppose que x soit équipé d’une mesure
borélienne v(.) de maniére & pouvoir définir les densités j, par rapport a la
mesure produit v(.)".

On peut alors construire un processus ponctuel X de la maniere suivante : On
considére N(x) une variable aléatoire de loi (py)n, et on conditionne ensuite par
rapport aux événenements N(x) =n : on prend (Xi,...,X,) € X" un vecteur
aléatoire de loi j,(.,...,.) La condition de symétrie est nécessaire puisqu’'une
configuration est indifférente a l'ordre dans lequel ses points sont recensés. Il
convient de vérifier toutefois si 'on peut passer légalement de vecteurs ordonnés
a des vecteurs non ordonnés. Ce point est important pour nous puisqu’il nous
servira dans des démonstrations ultérieures ou ’on basculera des configurations
aux n-uplets, et réciproquement.

Définissons d’abord N/ comme I’ensemble des configurations finies. Ensuite,
appelons N7/ la plus petite o-algebre pour laquelle les applications x — Nx(A)
(A borélien borné) sont mesurables. On définit ensuite les sous ensembles de N/
suivants :

N, = {x € N/ : Ny(x) =n}

et, a chacun de ces ensembles, on associe une o-algebre NAI en prenant la trace
de N sur N,,.

Considérons maintenant les fonctions f, : X — N, qui a des vecteurs de taille n
associent des configurations de n points. Les f,, sont mesurables par rapport a la
o-algebre des boréliens, et grace a leur invariance par permutation, mesurables par
rapport a la o-algebre Bs(x™) des boréliens symétriques dans x™. Par hypothese,
pour tout n, jn(.,...,.) est une densité invariante par permutation et est donc
Bs(x")-mesurable.
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Considérons la fonction i, : N, — R sur les configurations de n points :
. 1 .
in(x) = > inle((2)))
%)

ou 'on somme sur toutes les applications ¢ qui & une configuration associent I'un
des n-uplets correspondant. (Ces n-uplets different par des permutations, il y a
donc n! ¢ différentes.) On a donc : iy o f, = jn.

Montrons que %,, est mesurable.

Soit A C x un bordlien borné. On doit vérifier que i7'(A) € N{. Or f,
est surjective, donc :

i (A) = fulfi (i1 (A))) = fulin ' (A))

Comme j, est mesurable par rapport a la o algebre des boréliens symétriques, il
suffit de montrer que f,(B) € N pour tout B € By(x™).
Définissons la o-algebre

An ={B € Bs(X") : fn(B) € Nﬂ{}

Alors A, contient tous les rectangles A™ ou A est un borélien borné et, puisque
de tels rectangles génerent Bg(x™), il suit que A,, = Bs(x").

Par conséquent f,(B) € N pour tout B € B, (x™), et il y a une correspondance
entre les fonctions sur I’espace des configurations N, et les fonctions symétriques
sur x".

3.2.2 Processus ponctuel binomial

Soit x un compact de R? de volume strictement positif (). Un processus
ponctuel binomial est défini comme 1'union

X ={X1,..., X}

d’un nombre n fixé de points indépendants et uniformément distribués X, ..., X,,.
Comme P(X; = X;) = 0 pour tout i # j, X est simple. De plus, comme P(N(x) =
n) = 1, le processus binomial est fini avec :

{0 si m#mn
Pm =

1 si m=n

Les points X; sont uniformément distribués, donc :

in(@rse ) = <M(1X)>n

On le voit, les 7, sont invariantes par permutation.
Le processus binomial doit son nom au fait que pour tout borélien A C y ,

N(A) =3 14(X))
=1

suit une loi binomiale de parametres n et p(A4)/u(x).
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3.2.3 Processus ponctuel de Poisson

Les processus ponctuels de Poisson sont les processus les plus élémentaires
puisque, physiquement, ils traduisent la notion d’uniformité.

Définition 8 Soit v(.) une mesure borélienne sur un espace métrique et
séparable (x,d) tel que v(x) > 0 et v(A) < oo pour tout
borélien borné A. (Une telle mesure est dite localement finie.)

Un processus ponctuel X sur x est appelé un processus
ponctuel de Poisson de mesure d’intensité v(.) si :

P1. N(A) suit une loi de Poisson d’espérance v(A) pour tout
borélien borné A C x .

P2. Pour k boréliens disjoints Ai,...,Ar , les wvariables
aléatoires N(A;)....,N(A,) sont indépendantes.

Si v(.) est non atomique, le processus de Poisson est simple. Il est fini si
v(x) < oo.

Lorsque ¥ = RY, on parle de processus de Poisson homogéne lorsque la
mesure d’intensité est Au(.) ou p est la mesure de Lebesgue et A un parametre
strictement positif. On appelle alors ce parametre 'intensité du processus.

La propriété P2 peut étre interpretée comme une propriété de non-corrélation
spatiale totale, puisqu’elle affirme que ce qui se passe a l'intérieur d’une fenétre
quelconque est totalement indépendant de ce qui se passe a lextérieur. Le
théoréeme suivant précise cette idée, en affirmant que les points d’un processus
ponctuel de Poisson se comportent aléatoirement et n’interagissent pas les uns
avec les autres.

Théoréme 3 Soit X un processus ponctuel de Poisson sur un espace métrique
complet et séparable (x,d) de mesure d’intensité v(.), et A C
x un borélien borné.

Alors, conditionellement a {N(A) = n}, X restreint a A
suit la loi d’un processus binomial de points indépendants, v-
uniformément distribués sur A.

La preuve repose sur le théoreme 2 :
Soit un borélien B C A. La mesure de probabilité vide de B, sachant qu’il y a n
points dans A est donnée par :

P (N(B)=0; N(A\B) =n)
P (N(A) =n)

Grace a P2 on sait que N(A) et N(A\B) sont indépendantes. De plus N(A),N(B)
et N(A\B) suivent une loi de Poisson d’aprés P1. Donc :

= ()

ce qui coincide avec les probabilités vides de B pour n points indépendants et de
loi v-uniforme. Comme B est quelconque, I’application du théoréme 2 termine la

va(B) =P (N(B) =0| N(4) =n) =
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preuve.

3.2.4 Processus ponctuels finis définis par une densité

L’objectif de cette partie est de construire des modeles de processus ponctuels
par leur densité de probabilité (dérivée de Radon-Nikodym) par rapport & un
processus de Poisson de référence.

Cas des processus ponctuels non finis

Le lemme suivant montre qu’il est difficile de définir des densités pour des
processus ponctuels qui ne sont pas finis.

Lemme 4 Soient Xy et X, deux processus de Poisson homogénes sur R?,
définis sur le méme espace probabilisé (2, A,P) , de mesure
d’intensité respective A et p.
Si X #£ u, alors la loi de X\ n’est pas absolument continue par
rapport a la loi de X,.

Preuve : Considérons la familles (B,,),, des boules fermées centrées en 'origine,
de rayon tel que le volume de B,, soit égal a n. Pour tout v > 0, posons :

Nx, (w)(Bn) . V}

EV:{WEQ:
n

Pour ¢ € {1,2,...}, posons L; = B; \ B;_1. Les L; sont disjoints, et d’apres la
définition des processus de Poisson, sous la loi de X, les variables aléatoires N (L;)
sont indépendantes, et ont pour loi une loi de Poisson d’espérance A. D’apres la
loi forte des grands nombres, on a donc :

1 1<

EN(Bn) = ; N(L;) = Ex,[N(L))]=XA  ps.

On en conclut que P(X) € X)\(Ey)) =1 et que P(X, € X,(E,)) = 1. C’est une
sorte de loi forte des grands nombres spatiale : lorsque les boules grandissent,
les réalisations du processus ponctuel X, obéissent de mieux en mieux a la
contrainte “le nombre moyen de points par unité de volume” est v.

Comme X, (E)) et X,(E,) sont disjoints (car A # p), on en déduit que la loi de
X n’est pas absolument continue par rapport a celle de X,.

On se souvient que la définition d’un processus ponctuel fini impose que
le nombre total de points dans ’espace considéré soit fini presque surement.
Donc, si 'on remplace les processus homogenes ci-dessus par des processus
ponctuels finis, le nombre moyen de points par unité de volume ne tend plus vers
I'intensité lorsque 'on augmente la taille du volume d’intérét mais vers zéro. La
preuve ci dessus ne s’applique donc plus.

Cas des processus ponctuels finis

Dans la suite de ce paragraphe, on considere (x,d) un espace métrique complet
et séparable, et 7(.) la distribution d’un processus de Poisson sur x de mesure
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d’intensité finie et non-atomique v(.).
Soit p : Nf — [0, 00[ une fonction positive, mesurable, définie sur I'espace des
configurations finies de points, telle que :

/Nf p(x)dr(x) = 1. (3.1)

Alors p(.) est une densité de probabilité et définit un processus ponctuel X sur
x. Comme le processus de Poisson dominant est fini et simple, il en va de méme
pour X . Pour interpréter et justifier la formule 3.1, il faut écrire N/ comme une
union parcourant les familles V,, des configurations de n points :

o0
NI = U N,
n=0

Le volume de NJ est v(x)"/n!l. Ce n! est nécessaire puisque x" est ordonné tandis
que N ne l’est pas. Et donc :

I/(Nf) _ i V(X)n _ eu(x)

n!
n=0

De ces considérations et de la définition du processus de Poisson, on déduit que
d’une part, la loi du nombre total de points d’un processus défini par sa densité
p(.) est donné par la famille (py,)nen :

e

Pn =

v(x)
! /X---/Xp({:z:l,...,xn})dlf(ﬂﬂl)'"dV(fEn) (3:2)

n

et que d’autre part, conditionnellement aux événements { N (x) = n}, les n points
aléatoires ont pour densité jointe par rapport a v"(.) :

o p({an,- )
e ) = e Do) dvlan) P

3.3 Processus ponctuels de Markov

La définition intuitive des processus ponctuels de Markov est assez simple : il
s’agit de processus ponctuels finis définis par une densité et dont la connaissance
locale ne dépend que d’un certain voisinage.

Les processus ponctuels de Markov sont tres utilisés pour différentes applica-
tions. En traitement d’image leur avantage est de permettre une implantation
informatique facile. Historiquement, ils ont également été tres utilisés en phy-
sique statistique, entre autre sous le nom de processus ponctuels de Gibbs. La
particularité de ces processus de Gibbs est de présenter des densités sous une
forme énergétique en utilisant des potentiels d’interaction entre les points d’une
réalisation du processus ponctuel. Pour plus de détails, on pourra se référer a
[Banorff-Nielsen et al., 1999],[Stoyan et al., 1995] ou encore & [Preston, 1976] et
[Ruelle, 1970].

Nous présentons ici rapidement quelques définitions et propriétés des processus
ponctuels de Markov.

On considere une relation symétrique et réflexive ~ sur x. On dit que deux
points u et v de x sont voisins si u ~ v. Par exemple, on peut considérer la
relation de proximité sur y = R? :

u~veduv) <R
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pour un réel R quelconque.

Définition 9

Le voisinage 0(A) d’un ensemble A C x est défini comme
l’ensemble :

J(A)={zex:Fac A z~a}

Ripley et Kelly donnent la définition suivante d’un processus ponctuel de
Markov : (voir [Ripley et Kelly, 1977]).

Définition 10

Soit (x,d) un espace métrique complet et séparable, v(.) une
mesure borélienne finie non atomique, et w,(.) la loi d’un
processus ponctuel de Poisson de mesure d’intensité v(.).

Soit X un processus ponctuel sur x défini par sa densité p(.)
par rapport a m,(.).

Alors X est un processus ponctuel de Markov sous

la relation symétrique et réflexive ~ sur x si pour tout x € NI

telle que p(x) > 0,

- (a) p(y) > 0 pour touty C x;

— (b) pour tout u € x, p(x U{u})/p(x) ne dépend que de u et
{up)Nx={rex:u~z}

Le théoreme suivant permet d’exprimer la densité d’un processus de Mar-
kov sous une forme plus pratique. Pour cela, il faut d’abord poser une définition :

Définition 11

Soit ~ une relation de voisinage symétrique et réflexive sur
x. Une configuration x € NI est appelée clique si tous les
éléments de x sont voisins les uns des autres, c’est a dire si :

Yu,v € X U~V

Par convention la configuration vide est une clique également.

On peut ensuite démontrer le théoréeme suivant (voir [Ripley et Kelly, 1977]),
qui est I’équivalent du théoreme d’Hammersley-Clifford pour les processus

ponctuels :

Théoréme 5

Une densité de processus ponctuel p : N¥ — [0, 00] est marko-
vienne sous une relation de voisinage ~ si et seulement si il
existe une fonction mesurable ¢ : NI — [0, 00 telle que :

px)= J] o) (3.4)

cliques yCx

pour tout x € NI.
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Une autre formulation peut étre donnée avec un produit sur tous les sous-
ensembles de x en imposant & ¢ de valoir 1 sur les sous ensembles n’étant pas
des cliques.

3.4 Exemples.

On se place sur x = R?, et on considére un sous ensemble borné K C x muni
de la mesure de lebesgue A(.). On définit des densités par rapport & un processus
ponctuel de Poisson sur K, d’intensité A(.). Un tel processus est simple et fini,
comme il se doit pour pouvoir définir des densités de processus.

3.4.1 Parametres d’intensité.

On considére d’abord des processus ayant une densité i(.) de la forme :
h(x) = .

ou 3 > 0 et n(x) représente le nombre de points d’une configuration x. Une telle
densité est intégrable et a est la constante de normalisation. La constante § est
un parametre qui permet de jouer sur 'intensité du processus. Celle ci vaut alors
BA(L).

Il est intéressant de remarquer que ce (3 est un parametre d’échelle : de maniere
équivalente on peut changer le borné K d’intérét en posant K’ tel que A\(K') =

BAK).

3.4.2 Processus de Strauss.

On considére une densité de la forme :

p(x) = . Hg(mi, ;) X ={1,. .., Tnx)} (3.5)

1<j
Ou la fonction g vérifie :

1, si d(zjzj)>r
Avec 0 < et r > 0. Un tel processus est appelé processus de Strauss. Il s’agit
d’un processus de Markov sous la relation ~ de proximité :u ~ v < d(u,v) < r.
On peut avoir une expression plus simple de cette densité sous la forme donnée
par le théoreme de Hammersley-Clifford étendu aux processus ponctuels :

p(x) = af"¥)" ) (3.6)

ou s(x) représente le nombre de paires de points en relation dans la configuration
x. Reste a étudier 'influence de ~ :
— Pour v = 1 on retrouve un processus ponctuel de Poisson sur notre borélien
borné K d’intensité SA(.).
— Pour v €]0, 1], le processus montre une répulsion entre les points proches au
sens de la relation ~.
— Avec v = 0 on obtient ce que ’on appelle un Hard core process. La densité
interdit d’avoir deux points de la configuration qui soient voisins.
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Le cas v > 1 est le cas qui intéressait Strauss ([Strauss, 1975]) puisqu’il devait
permettre de manifester une attraction entre les points d’une réalisation. Malheu-
reusement, dans ce cas la, la densité n’est pas intégrable, & moins de multiplier
cette densité par un terme du type 1{n(x) < ng} pour un entier ng fixé.

Il y a deux fagons de voir que cette densité n’est pas intégrable :

- La premiere, proposée par Van Lieshout et Baddeley
([Baddeley et Van Lieshout, 1993]), repose sur une optique combina-
toire : intuitivement, plus on ajoute de points sur un petit espace et plus la
densité augmente vite.

— La deuxiéme interprétation, proposée par Geyer ([Geyer, 1999]), repose sur les
familles exponentielles. Elle est trés intéressante puisqu’elle propose un for-
malisme pour étudier les comportements limites du processus par les familles
exponentielles.

Nous reviendrons plus loin sur cet exemple et les problemes qu’il souleve.

3.5 Quelques propriétés générales des processsus
ponctuels

3.5.1 Mesure et théoreme de Campbell.

Il s’agit ici de définir des outils qui expriment des grandeurs moyennes ou
d’ordre supérieur sur les processus ponctuels. Pour cela, le meilleur moyen est
d’utiliser le fait que pour tout borélien borné A, N(A) est une variable aléatoire :
les moments de N(A) fournissent des statistiques tres utiles.

Définition 12 | Soit X un processus ponctuel sur un espace métriqgue complet
et séparable (x,d). Pour tout borélien borné A C x et tout
F € N, on définit les grandeurs :

et :
C(Ax F)=E[N(A).1{X € F'}]

Le lemme suivant donne les conditions sous lesquelles les fonctions ensem-
blistes M(.) et C(. x .) peuvent étre prolongées en mesures sur la o-algebre
borélienne B(x) de x et la o-algebre produit B(x) x N'V.

Lemme 6 Si la fonction M (.) introduite dans la définition 11 est finie sur
les boréliens bornés, alors M (.) peut étre prolongée de maniére
unique en une mesure o-finie sur les boréliens de x.

On Uappelle alors mesure du moment de premier ordre.

La fonction C(. x .) peut étre prolongée de maniére unique en
une mesure o finie sur la o algébre produit obtenue a partir de
B(x) et N .

On Uappelle alors la mesure de Campbell de premier
ordre.
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La mesure du moment de premier ordre peut étre exprimée grace a la
mesure de Campbell de la maniere suivante :

C(A x NYY=E[N(A)] = M(A)

pour tout borélien borné A. Par conséquent, C(.) est finie si et seulement si M(.)
est finie, c’est & dire si et seulement si E[N(x)] < co. Les mesures de Campbell
d’ordres supérieurs sont définies suivant le méme principe, par exemple :

CP(Ax Bx F)=E[N(A)N(B).1{X € F}|

Les mesures de Campbell sont importantes lorsque 1’on travaille avec des proces-
sus ponctuels. Supposons que 'on regarde une grandeur g(z, X) en chaque point
x d’une réalisation x de X . Par exemple g(x,x) peut étre la distance entre x
et le point le plus proche de la réalisation x. Le théoreme suivant permet d’affir-
mer que l'espérance E[) __y g(x, X)] est 'intégrale de g(.,.) contre la mesure de
Campbell.

Du point de vue pratique, cela nous est utile pour avoir des criteres de
convergence pour nos algorithmes. Une autre utilisation de cette mesure
concerne la définition de I'intensité conditionnelle d’un processus ponctuel (voir
[Van Lieshout, 2000]).

Théoréme 7 Formule de Campbell-Mecke
Soit g : x x N — R une fonction mesurable. Si g est positive
ou alors intégrable par rapport a la mesure de Campbell, on a :

E [Z g(:n,X)] ://N” o(z, X)dC(z, X)  (3.7)

reX

Si la fonction g ne dépend pas du processus ponctuel X , la
formule de Campbell Mecke se réduit o :

E

Zg<x>] ~ [ g@irt(a) (3.8)
X

reX

pourvu que la mesure du moment de premier ordre M (.) existe
et soit finie sur les boréliens.

En particulier, pour un processus de Poisson homogene d’intensité A > 0,

ng] - / o(x)da

reX

E

3.5.2 Lois conditionnelles.

Il existe deux fagons naturelles de conditionner la loi d’un processus ponctuel :

— Le conditionnement intérieur : on cherche & exprimer la loi conditionnelle
d’un processus ponctuel sachant qu’il y a un de ses points en x € . Ce type
de conditionnement est formalisé par la théorie de Palm.

— Le conditionnement extérieur : on cherche a exprimer la loi condi-
tionnelle d’'un point 2 € x connaissant la configuration sur y \ {z}. Ce
type de conditionnement est formalisé par la densité conditionnelle de
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Papangelou.

Le conditionnement intérieur est tres intéressant des lors que l'on dispose
de la propriété d’invariance de la loi du processus ponctuel par translation.
En particulier il permet de définir et d’utiliser des statistiques spatiales (voir
[Mecke et Stoyan, 2000] et [Stoyan et al., 1995]). Dans nos applications, nous ne
disposons pas de telles propriétés. Nous nous limitons donc au second type de
conditionnement.

Le conditionnement extérieur. Commencons par une présentation intuitive
de la densité conditionnelle de Papangelou A(.;.) associée & un processus
ponctuel simple X . On peut U'interpréter comme

AMz;x) de = P(N(dx) = 1|1 X N (dz)¢ = x N (dx)),

ce qui représente la probabilité infinitésimale de trouver un point dans une région
dx autour de x € x connaissant la configuration x du processus ponctuel partout
ailleurs qu’en dzx.

Pout définir cette densité conditionnelle plus proprement, il est nécessaire
d’introduire la notion de mesure de Campbell réduite.

Définition 13 | Soit X un processus ponctuel simple, sur un espace métrique
complet et séparable (x,d). On définit :

CAxF)=E| Y 1{X\{z}eF}

xeXNA

Pour tout borélien borné A C x et F € NV,

De la méme maniere que dans le paragraphe précédent, on peut prolonger
cette fonction en une mesure o-finie unique sur la o-algebre produit B(x) x N/,
L’équivalent de la formule de Cambell-Mecke donne :

E

> gl X\ {x}>] = [ [, ste.x) ac'tex. 3.9

zeX

pout toute fonction mesurable g(.,.) qui soit ou bien positive ou bien intégrable.
Supposons que pour un borélien borné fixé A € B(y), C*(A x .) soit absolument
continue par rapport a la loi P(.) de X . Alors,

CAxF) = /FA(A;X) dP(x)

pour une fonction mesurable A(A4;.) est définie de maniére unique & un ensemble
P négligeable pres. De plus, (voir [Daley et Jones, 1988]) on peut en trouver une
version telle que pour x fixé, A(.;x) soit une mesure borélienne localement finie,
que 'on appelle noyau de Papangelou du premier ordre.

Si A(.;x) admet une densité A\(.;x) par rapport a une mesure de référence v(.)
sur y, 3.9 se factorise sous la forme :

E [/ g(x, X)\(z; X)dv(x) (3.10)
X
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On appelle alors la fonction A(.;.) I’intensité conditionnelle de Papangelou.
Le cas ou X est dominé par un processus ponctuel de Poisson est parti-
culierement important :

Théoréme 8 Soit X un processus ponctuel fini définit par une densité p(x)
par rapport a un processus ponctuel de Poisson de mesure d’in-
tensité finie et non-atomique v(.). Alors X a une intensité
conditionnelle de Papangelou :

A(w; (x)) = p(xpfx{)“}) (3.11)

pour u € x et x € NI,

Preuve : On utilise la caractéristation intégrale donnée par les équations
3.9 et 3.10. Pour cela, considérons g : x x N/ — R une fonction positive ou
intégrable. En injectant 3.11 dans 3.10, et en utilisant le fait que la loi de X est
donnée par une densité p(.), on obtient :

E [/Xg(u,X)A(u;X)dy(u)] -

o~ e W p({x1, ..., xn} U{u})
7;) nl /XnJrl g(u, {$1,...,13n}) p({l‘l,---,lEn}) p({$1,...7$n})

dv (1) - - dv(n)dv(u) =

00 G_V(X) 1 n+1
Z “nl on +1 Zg('xi’ {z1,..,xnr1} \{ziH)p({{z1, ..., Tnt1})
n=0 ) P S
dv(zy) ... dv(zpe1) =
i) ot
S 3 gt o md \ ()
n=1 X" =1

dv(zy) - dv(zy)

Comme cette derniére expression s’identifie & I'espérance dans le membre de
gauche de équation 3.9, et que g(.;.) est quelconque, on en conclut que A(.;.)
satisfait la représentation intégrale et la preuve est complete. Il faut noter que les
étapes de cette démonstration nous resservirons plus loin.



Chapitre 4

Chaines de Markov

4.1 Premieres définitions

4.1.1 Notions fondamentales

Dans toute cette partie, on considére un espace probabilisé (2, A, P) ainsi qu'un
espace y muni de sa tribu B(x) et des variables aléatoires & valeur dans (x, B(x))
Commengons par quelques définitions :

Définition 14 | Noyau de transition

C’est une fonction K définie sur x x B(x) telle que :
1 Vz € x, K(x,.) est une mesure de probabilité.

2 VA € B(x), K(.,A) est mesurable.

Cette définition nous permet d’en donner une autre :

Définition 15 Une chaine de Markov est une suite de variable aléatoires
(Xn)nen @ valeur dans x telle que, pour tout entier k € N et

A e B(x)
P(xk+1 S A’xo, - ,xk) = Xk+1 S A[wk) (4.1&)
= /K Tp, dx) (4.1b)

En général, on restreint I’étude des chaines de Markov aux chalnes de
Markov homogeénes, c’est a dire aux chaines de Markov telles que la loi de
(X4y, ..., Xy,) sachant zg soit la méme que la loi de (X4, ¢, ..., X, —t,) sachant
xo pour tout k et tout (k+ 1)-uplets tg < t3 < --- < tg.

Quelques notations.

Quelques rappels sont faits ci-dessous pour comprendre 'utilisation du noyau
K, ainsi que pour donner quelques notations usuelles :

Px(Xl € Al) = K(xaAl)

Px(Xl S Al,Xz S Ag) = K(y,Ag)K(JJ, dy)
Aq
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Pw((Xh...,Xn) €A1><"~><An) :/ / K(yn_l,An)K(yn_g,dyn_l)...K(m,dy)
Ay An
Suivent d’autres notations liées aux transitions en n étapes :

K'Yz, A) = K(x, A)

Kn(:c,A):/Knl(y,A)K(x,dy)
X

Pour finir ce paragraphe de notations, il convient d’expliquer les notations sui-
vantes :

— P,(.) note la loi de la chaine (X,,), avec Xo =

— P,(.) note la loi de la chaine avec une distribution initale : X ~ p.

— E,[.] note 'espérance associée a la loi P, (.).

Propriétés premieres des chaines de Markov.

On retrouve ici des propriétés ususelles telles que les équations de Chapman-
Kolmogorov, la propriété de Markov faible et la propriété de Markov forte. Nous
ne nous étendons pas sur ces propriétés usuelles et intuitives. Pour plus de détails
on peut se référer a [Robert et Casella, 1999]. Robert et Casella définissent a cet
endroit de la théorie le noyau résolvant qui est un outil théorique important pour
les démonstrations des propositions et théoremes qui vont suivre.

Regles d’arrét et grandeurs associées.

Définition 16 | On appelle régle d’arrét toute fonction ((x1,...,Tp,...) 4 va-
leur dans N telle que les événements {{ = n} soient mesurables
pour la tribu engendrée par (Xo, ..., Xy).

Un exemple important de regle d’arrét est le suivant : pour un ensemble
A C x , on appelle temps d’arrét en A le premier instant n ou la chaine passe
par cet ensemble :

T4 = inf{n > 1; X,, € A} (4.2)
par convention, 74 = oo si la chalne ne passe jamais par A. Il est clair que
Iévénement {74 = n} ne dépend que des variables aléatoires (Xy,..., X, ). Dans

le méme esprit, on définit une autre grandeur aléatoire, le nombre de passage
en A :

na = i 14(X0) (4.3)

On va voir que ces variables aléatoires sont d’une importance capitale dans 1’étude
des chaines de Markov, et en particulier les deux grandeurs associées : E,[n4] et
P,(74 < o0) qui, intuitivement, représentent le nombre moyen de passages en A
de la chalne de markov et la probabilité d’aller en un temps fini en A.

4.1.2 Irréductibilité.

Dans toute cette partie, ¢ représente une mesure sur .
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Définition 17 | On considére (X,,) une chaine de Markov de noyau de tran-
sition K. Cette chaine est dite p-irréductible si pour tout
A C x tel que p(A) > 0 les deux propriétés (équivalentes) sui-
vantes sont vérifiées :

— pour tout x € x, In tel que K™(z,A) >0

— pour tout x € x, Py(174 < 00) >0

Intuitivement, une chaine est irréductible si tout ensemble non négligeable au
sens de ¢ est atteignable en un temps fini avec une probabilité non nulle.

Proposition 9 | La chaine de markov (X,,) est -irréductible si et seulement si
pour tout x € x et tout A C x tel que p(A) >0, on a :

E;[na] >0 (4.4)

Une propriété intéressante des chaines irréductibles sur laquelle nous ne
nous étendons pas ici concerne 'existence d’une mesure pour laquelle la chaine
est irréductible dominant (au sens de 1’absolue continuité) toute mesure pour
laquelle la chaine est irréductible et qui permet d’avoir une forme de réciproque
de l'irréductibilité : un ensemble négligeable au sens de cette mesure n’est jamais
atteint en un temps fini, sauf peut-étre en partant d’un ensemble de points
lui-méme négligeable.

4.1.3 Atomes et ensembles petits.

Le propos de cette partie est de se donner des outils permettant de travailler sur
les chaines de Markov dite “continues” de fagon similaire aux chaines “discretes”.

Définition 18 | La chaine de Markov (X,) posséde un atome o € B(x) s’il
existe une mesure v(.) > 0 telle que :

K(z,A) =v(A) Vr € a VA € B(x) (4.5)

Si (X,) est g-irréductible quand ¢(a) > 0, Patome est dit accessible.
Cette notion d’atome est intéressante : idéalement on voudrait travailler avec des
noyaux “constants par morceaux”. Malheureusement cette constance justement
n’est pas tres pratique puisqu’on la rencontre rarement dans la nature. D’ou la
condition de minoration suivante qui est préférée, et qui par suite a donné la
notion d’ensemble petit :

Définition 19 Un ensemble C' est petit s’il existe m € N* et une mesure vy,
telle que, pour tout x € C' et tout A C x on ait :

K™z, A) > vm(A) > 0 (4.6)
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Les atomes sont donc un cas particulier d’ensembles petits. Notons qu’il
existe deux notions différentes portant des noms similaires : les ensembles
peuvent étres petits (small) ou ... petits (petites) Heureusement ces notions
se confondent lors que la chaine est apériodique. Ici nous appelons petits
les ensembles small en anglais. Le théoreme qui suit est démontré dans
[Meyn et Tweedie, 1993] :

Théoréme 10 | Soit (X,,) une chaine de markov @-irréductible. Pour tout
ensemble A C x tel que p(A) > 0, il existe un ensemble petit
C C A.

De plus, x se décompose en wune partition dénombrable
d’ensembles petits.

Il apparait toutefois que les atomes sont plus intéressants que les ensembles
petits puisque le noyau y est constant. On peut, en utilisant la théorie des temps
de renouvellement, montrer que si :

— d’une part la chaine vérifie la condition ( 4.6 ) pour un ensemble C,
— et que d’autre part on a : P,(7¢ < 00) qui vaut 1 pour tout x € y,

on peut construire une chaine X,, compagne & (X,) possédant un atome en
utilisant la notion de temps de renouvellement :

Définition 20 Un temps de renouvellement est une regle d’arrét v telle
que (Xr, Xr41,...) soit indépendant de (Xr—1,Xr—2,...)

Pour construire cette chaine compagne on considere un ensemble petit C
vérifiant 4.6 tel que P,(7¢ < o0) = 1 pour tout z. On peut alors modifier la
chaine en créant artificiellement un temps de renouvellement : lorsque la chaine
arrive dans C' on simule X,, 1 en utilisant une mesure v(.) avec une probabilité
e et en utilisant (K(X,,.) — ev(.))/(1 — €) avec une probabilité 1 — e. Cela
est autorisé par le fait que C est petit (on peut trouver un couple nu(.),e€)
et permet de conserver la méme loi marginale sachant x, (il suffit d’écrire la
loi de Bernoulli). On considere ensuite la suite de temps de renouvellement
7; = inf{n > 7;_1; X,, € C et X,41 ~ v}. La chalne compagne est alors
X, = (Xpn,wn) avec w, = 1 quand X, € C et X,41 généré suivant v(.).
L’ensemble & = C' x {1} est alors un atome de la chaine X,,, dont la sous-chaine
(X,) est toujours une chaine de Markov de transition K (x,.).

4.1.4 Cycles et apériodicité.

Ces notions sont définies pour des chaines (X,,) ¢-irréductibles. Voici une
premiere définition, plutot intuitive :
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Définition 21

Les ensembles A1, ..., A de B(x) forment un m-cycle de la
chaine (X)) si :

P(x,Ay) =1 pour x € A

m

U4

i=1

’ et ¢
P(x,Ap) =1 pour x € A1
P(z,A1) =1 pour z € A,

On en déduit la notion d’apériodicité :

Définition 22

Une chaine p-irréductible est apériodique si elle possede un
cycle de longueur m = 1.

Voila enfin une définition plus mathématique d’un cycle :

Définition 23

Une chaine (X,,) p-irréductible posséde un cycle de longueur
d, s’il existe un ensemble petit C, un entier associé¢ M et une
mesure de probabilité vy, (voir la définition d’un ensemble petit)
tel que d soit le pged de :

{m > 1; 30y, tel que C petit pour vy, > oy var}

Il faut remarquer, dans ces définitions, l'utilisation des ensembles petits
qui est faite en substitut des états dans le cas ou 'espace d’état est fini.

4.2 Ergodicité

4.2.1 Transience et récurrence.

Les définitions suivantes sont données pour des chaines de markov (X,,)

p-irréductibles :

Définitions 24

Un ensemble A C x est dit récurrent si pour tout x € Y,
Ez[na] = oo

L’ensemble A C x est dit uniformément transient s’
existe une constante M telle que Ez[na] < M pour tout x € x.

L’ensemble A est dit transient si on peut le décomposer
en une union dénombrable d’ensembles uniformément tran-

(s
=1

sients B; :

Le théoreme suivant est intéressant puisqu’il permet de comprendre l'intérét de
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I'existence d’un atome pour une chaine irréductible. On comprend en effet que
pour une chaine irréductible la propriété d’un atome peut se généraliser a tout
I’espace d’état :

Théoréme 11 | Soit (X,,) une chaine de Markov ¢ irréductible possédant un

atome accessible o :

— (i) si « est récurrent, tout ensemble A C x tel que p(A) >0
est récurrent.

— (ii) si «v est transient, x est transient.

D’ou lextension suivante des notions de transience et de récurrence aux
chaines de Markov :

Définitions 25 | Une chaine de Markov (X,,) est récurrente si :
- (i) il existe une mesure ¢ telle que (X,,) soit p-irréductible.
— (ii) pour tout A C x tel que p(A) > 0:

Ve e A Ez[na] = oo

La chaine est transiente si :
— (i) elle est p-irréductible
— (ii) x est transient.

Pour finir cette partie, nous donnons le théoreme de classification des chaines
irréductibles :

Théoreme 12 | Une chaine de Markov p-irréductible est soit transiente, soit
récurrente.

Une derniere question se pose toutefois : comment distinguer une chaine
transiente d’'une chaine récurrente. La proposition suivante permet de répondre
a cette question. Cette proposition est anecdotique, puisque comme on le
verra dans la suite de ce chapitre, en pratique la simple récurrence n’est pas
intérressante a proprement parler.

Proposition S’il existe un ensemble petit C avec p(X) > 0 tel que :

13
P.(rc <o) =1 Vo e C (4.7)

la chaine p-irréductible est récurrente.

4.2.2 Récurrence au sens de Harris.

L’objectif de ces rappels est de donner des propriétés générales des chaines de
Markov. Il se trouve que pour assurer certaines propriétés des algorithmes que
nous allons présenter plus loin, la récurrence simple ne suffit pas.



4.2. ERGODICITE 69

Définitions 26 | Un ensemble A C x est récurrent au sens de Harris si :
Ve e A P.(na=0o0)=1 (4.8)

Une chaine de Markov (X,,) est récurrente au sens de Har-

ris si :

— (1) il existe une mesure @ telle que (X,,) soit ¢ irréductible,

— (ii) pour tout ensemble A tel que p(A) > 0, A est récurrent
au sens de Harris.

La différence avec la récurrence classique tient dans le fait que pour obte-
nir E;[na] = oo il est suffisant d’avoir P,(n4 = oo) > 0.
On peut méme avoir P,(n4 = 00)=0 et E,[na] = co. Cela est di au fait que la
condition de récurrence repose sur une espérance. Evidemment, la récurrence au
sens de Harris implique la récurrence classique mais la condition de récurrence
au sens de Harris est bien plus forte, puisqu’elle impose de repasser une infinité
de fois en A avec une probabilité 1.

Voila tout de suite une proposition qui donne une autre caractérisation d’une
chaine récurrente au sens de Harris : Il suffit d’étre stir de repasser par A en un
temps fini.

Proposition Si pour tout A C x , Py(14 < 00) =1 pour tout x € A, alors :
14 P.(na = 00) = 1 pour tout x € x et (X,,) est Harris-récurrente.

4.2.3 Mesures invariantes.

Les mesures invariantes appartiennent aux objets classiques associés aux chaines
de Markov. On les place ici dans un contexte lié aux notions de récurrence.

Définition 27 Une mesure o-finie m est dite invariante pour le noyau de
transition K(.,.) si :

#(B) = / K(z,B)r(dz) VYBEB()  (49)

Si de plus, la mesure invariante est une mesure de probabilité, elle est
dite mesure stationnaire.

Si la chaine de Markov (X,,) est ¢-irréductible, et si elle possede une mesure
stationnaire, on dit que cette chaine est positive.

Proposition Si la chaine (Xy,) est positive, elle est récurrente.
15

Le théoréeme suivant donne une sorte de réciproque. En fait, il assure sur-
tout 'existence et I'unicité d’une mesure invariante pour les chaines récurrentes.
Il faut remarquer cependant qu’il n’assure pas l'intégrabilité de la mesure
obtenue. Par conséquent, il n’assure pas que la chaine soit positive.



70 CHAPITRE 4. CHAINES DE MARKOV

Théoréme 16 | Si (X,) est une chaine récurrente, alors il eriste une mesure
o-finie invariante, unique a un facteur multiplicatif preés.

Par extension, on parlera de chaine Harris positive lorsque la chaine
sera Harris-récurrente, et sa mesure invariante intégrable. Il reste un dernier
théoreme a connaitre et dans notre cadre d’application ce théroreme est tres
important. Il est démontré dans [Meyn et Tweedie, 1993].

Théoréme 17 | Si une chaine de Markov (X,,) est ¢ irréductible pour une me-
sure ¢(.) non nulle sur B(x), et si elle posséde une loi station-
naire w(.), alors la chaine est aussi w(.) irréductible.

4.2.4 Ergodicité et convergence.

On arrive aux notions qui nous intéressent plus particulierement :

Définition 28 | Pour une chaine Harris-positive, de loi de probabilité invariante
7(.), on dit d’un atome « qu’il est ergodique si :

lim |K"(o, ) —m(a)] =0 (4.10)

n—-+4oo

Cette notion d’ergodicité concerne donc la convergence d’une mesure vers
une autre. En fait, cette partie a pour objectif d’étudier la convergence éventuelle
de la loi d’une chaine de Markov vers sa loi stationnaire. Pour cela, il convient
donc d’abord de définir la norme d’intérét sur ’espace des mesures. On considere
la norme en variation totale :

[ = pollvr = sup [11(A) — p2(A)] (4.11)

Vient ensuite le théoréme important :

Théoréme 18 | Sila chaine de Markov (X,,) est apériodique et positive au sens
de Harris, alors :

n—oo

lim || / K"(z, )v(dzx) —7(.)||[vr =0 (4.12)

pour toute loi initiale v(.)

Ce théoreme s’applique aussi pour des lois initiales qui sont des diracs. En
particulier, on est sir que quelque soit ’état initial de la chaine, la convergence
a bien lieu. C’est ce théoreéme qui donne a la récurrence au sens de Harris toute
son importance pratique.

Cependant ces résultats de convergence sont donnés sur K"(.;.).
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4.3 Théoremes limites.

On considere les observations (X1, ..., X, ) d’une chaine de Markov. On examine
le comportement limite des sommes partielles :

Sulh) = 137 h(x) (413)
=1

Le théoreme suivant est d’une importance capitale dans le domaine :

Théorémel9 Théoréme ergodique.

Si (Xp) a une mesure w(.) o-finie invariante, les deux asser-
tions suivantes sont équivalentes :

- (i) Si f,g € LY(7) avec [ g(x)m(dz) # 0,alors :

i Snl) _ [ f(@)dm(x)
n—+o0 Sn(g) fg(ﬂf)dﬂ'(m)

— (ii) La chaine de Markov (X,,) est récurrente au sens de
Harris

(4.14)

Il faut remarquer qu’en général ce qui nous interresse directement c’est le
fait que (ii) implique (i).

On peut ensuite obtenir une version du théoreme central limite. Il existe une
version sous des conditions plus faibles, mais il se trouve qu’en pratique nous
avons la condition de réversibilité présentée ici :

Définition 29 | Une chaine de Markov (X,) est réversible si la loi de
Xn+1|Xnto = est la méme que la loi de Xp41| X, = z.
Et:

Théoréme 20 | Si (X,,) est apériodique, irréductible et réversible de loi inva-
riante 7(.) le théoréme central limite s’applique quand :

0 <72 =Er[g®(Xo)] +2 ) Erlg(Xo)g(Xp)] <00 (4.15)
k=1

On a alors :
(S 50— Enlel) ) £ A0, (4.16)
N P n T sy Ig

Ce qui conclut ces quelques rappels sur les chaines de Markov. L’objectif main-
tenant est de construire des algorithmes permettant de simuler les densités de
processus ponctuels qui nous intéressent.
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Chapitre 5

Algorithme d’échantillonnage

Introduction

Comme nous 'avons brievement présenté dans le second chapitre, le modele uti-
lisé repose sur la représentation d’une image comme une réalisation d’un processus
ponctuel. Un recuit simulé est ensuite appliqué. Depuis quelques années le projet
ARIANA ¢’intéresse tout particulierement a ce genre de méthodes : on pourra
se référer a [Garcin et al., 2001], [Imberty et Descombes, 2002] , [Stoica, 2001] ou
encore |[Lacoste et al., 2002] pour avoir plusieurs exemples. La qualité du résultat
et la vitesse de I’algorithme dépendent directement de 1’échantillonneur utilisé
dans le recuit simulé. Si 'on regarde ce que la littérature sur 1’échantillonnage
des processus ponctuels peut nous fournir comme algorithme, on peut distinguer
les familles suivantes :

— les algorithmes de naissance et mort,

— les algorithmes de simulation exactes,
les méthodes a sauts réversibles (RJ MCMC) en temps discrets,
et les échantillonneurs a temps “continu”.

Le lecteur pourra se référer a [Van Lieshout, 1993] pour obtenir une
présentation de la premiere famille, a [Kendall et Mgpller, 2000] ou
[Van Lieshout et Stoica, 2003] pour des travaux récents sur la seconde fa-
mille ou a [Cappé et al., 2002] pour un exemple du dernier cas. Dans ce
chapitre, nous nous focalisons sur la troisiéme famille d’algorithmes. Il existe une
littérature tres large sur le RIMCMC et sur les améliorations qu’il est possible
d’y apporter en terme de corrélation de la chaine de Markov. On peut se référer
a [Brooks et al., A paraitre] pour un exemple de stratégie. Lorsque I’on utilise un
recuit simulé, la problématique est un peu différente. Dans [Brooks et al., 2003],
par exemple, Brooks présente des idées générales pour améliorer le RIMCMC
lorsque 1’on veut faire de la sélection de modeles par recuit-simulé. Comme notre
application est tres spécifique (détection d’objets dans des images) nous avons
besoin d’autres améliorations.

Nous présentons ici une des contributions de ce travail de these : il s’agit de 'ex-
tension d’un algorithme d’échantillonnage existant en vue d’améliorer la méthode
utilisée dans le cadre de détection de batiments. Nous présentons ici la preuve de
convergence de 1’échantillonneur que nous utilisons. Cette preuve est une adap-
tation d’une preuve existante. L’algorithme utilisé est un échantillonneur de type
Metropolis-Hastings. Nous avons divisé ce chapitre en 4 grandes parties :

1. Présentation de lalgorithme proposé par Geyer et Mgller en 1994
([Geyer et Mgller, 1994]).

73
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2. Présentation des noyaux de transformation utilisés, avec en particulier le
calcul des taux d’acceptation qui permettent d’assurer la réversibilité de la
chaine de Markov, et donc I'invariance sous la loi désirée.

3. Présentation des conditions de stabilité de la chaine, et preuve de conver-
gence ergodique sous ces conditions,

4. Validation des résultats théoriques (calcul des taux) par 'expérience.

5.1 Processus ponctuels et notations

Nous rappelons brievement quelques notations. Soit S un fermé borné de
R?. Nous supposons que S peut s’écrire S = K x M, ot K C R2, fermé
borné, représente 'image. u,v,w représentent des éléments de S, tandis que
X = {u1,...,upx)} des configurations finies de points de S (de méme que y).
L’ensemble des configurations finies de points de S est notée C (ou N/ ). Nous
sommes intéressés par la simulation d’un processus ponctuel dont la loi est 7(.)
sur C . Cette distribution est définie au travers d’une densité h(.) et d’'une mesure
de référence u(.) qui est la loi d’un processus de Poisson de mesure d’intensité
v(.) sur S. La figure 5.1 présente deux réalisations de deux processus de Poisson
différents. Dans nos applications, h(.) est décrite sous sa forme énergétique, et
n’est connue qu’a une constante de normalisation pres.

h(x) o exp(—U(x))

(a) de points, I'espérance du nombre (b) de rectangles, l’espérance du
de points vaut 50 nombre d’objets vaut 20

Fi1a. 5.1: Deux réalisations de deuz processus de Poisson.

5.2 Un échantillonneur MCMC pour les processus
ponctuels

Cette partie s’appuie sur le travail de Geyer : [Geyer, 1999]. Dans son papier
Geyer présente un algorithme pour échantillonner des distributions de proces-
sus ponctuels. En particulier, il montre comment utiliser le travail de Green
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([Green, 1995]) pour améliorer I’algorithme qu’il avait proposé avec J. Mgller en
1994 ([Geyer et Mgller, 1994]). Dans ce chapitre nous étendons ses résultats dans
le but d’améliorer la qualité des résultats obtenus dans le cadre de la détection
d’objets. Nous commencons par rappeler quelques concepts et notations utiles et
résumons ’algorithme de Geyer et Moller.

5.2.1 L’algorithme de Geyer et Mgller : description et propriétés

L’algorithme proposé par les deux auteurs construit une chaine de Markov
(Xn)n>0 sur C , 'espace des configurations finies de points de S. Notons que 1'on
impose h(Xy) > 0 et que par la suite, 'algorithme explore le sous ensemble de
C suivant {x € C t.q. h(x) > 0}.

Algorithme A | Pour un état courant Xy = X, avec une probabilité % on propose

d’ajouter un point da la configuration courante, et avec une pro-

babilité % d’en retirer un sauf si Xy = 0 auquel cas Xy11 = Xy :
v(.)

Naissance : Un nouveau point u € S est généré suivant 5y
On propose ensuite y = x U u, on calcule

et on accepte X441 = 'y avec une probabilité o =
min(1, R).

Mort : v est choisi uniformément dans x. On propose 'y =
x \ v, on calcule

o hy) n(x)
h(x) v(5)
et avec une probabilité « = min(1, R) on accepte la pro-

position.

Cet algorithme a été défini par Geyer et Mpyller en utilisant v(.) propor-
tionnelle a la mesure de Lebesgue sur S.

Condition 1 Stabilité

Un processus ponctuel de densité non normalisée h(.) par
rapport a u(.) est stable s’il existe un réel Ry, tel que :

h(xUu) < Rph(x) Vx€C, Yue S

Cette condition donne le résultat suivant sur ’algorithme :
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Proposition 1 | Si la densité non normalisée satisfait la condition 1, alors l’al-

gorithme A :

— simule une chaine de Markov (.) irréductible et tous les
ensembles bornés sont petits,

— stmule une chaine de Markov qui est Harris récurrente et
d’ergodicité géométrique.

Cette premiere proposition donne la convergence de la chaine de Markov.
La distribution stationnaire est donnée par la proposition suivante :

Proposition 2 | L’algorithme A fabrique une chaine de Markov qui est 7(.) in-
variante, 7(.) étant la loi définie sur C par :
— le processus de Poisson de référence dont la loi est yuf(.),
— la densité non normalisée h(.).

Pour résumer, ces résultats affirment que partant de n’importe quel point
de C, la chaine converge vers 7(.) en variation totale avec un taux géométrique :

Ir>1 Zr””K”(m, ) =7()|lrv < o0 Vx eC
n=1

K est le noyau de transition de la chaine de Markov. La qualité d’un tel résultat
peut étre vu au travers des corollaires asymptotiques (voir [Geyer, 1999]). Pour
une fonction g suffisamment réguliere, (condition de Lyapounov) 'estimation em-
pirique de E;(g(X)) suit un théoréme central limite, méme si tous les points de
la chaine sont pris en compte (X, X1,...).

5.2.2 Objectifs

Le but est d’ajouter d’autres schémas de perturbation a I’échantillonneur pour
obtenir de bonnes propriétés de mélange de la chaine, tout en gardant ses pro-
priétés de convergence. Nous divisions ces propriétés en deux catégories :

— d’abord les conditions de stabilité : I'irréductibilité, la récurrence au

sens de Harris et 'ergodicité géométrique;

— ensuite, la 7(.) invariance obtenue en imposant la 7(.) réversibilité de

(Xn)n>o -

5.2.3 Metropolis Hastings Green
Généralités

Si l’on veut échantillonner une loi 7(.) connue & une constante de normalisation
pres sur un espace x, une solution courante est de construire une chaine de Markov
dont la loi invariante est 7(.). Pour construire une telle chaine de Markov, Green
propose dans [Green, 1995] un cadre général qui est en fait une extension des
échantillonneurs de Metropolis-Hastings.

Green propose de construire une chaine de Markov (X,,),>0 en utilisant la loi
objectif 7(.) définie sur x et connue a une constante de normalisation prés, un
noyau de proposition Q(X,.), et une mesure symétrique £(.) définie sur x x x.
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On suppose ensuite que &(dz,dy) domine w(dz)Q(x,dy) et I'on note f(z,y) la
dérivée de Radon-Nikodym associée. La procédure suivante construit alors une
chaine de Markov (X,,),>0 qui est 7(.) invariante :

Si Xt =T
[1] Générer y ~ Q(x,.),
[2] Calculer le rapport de Green :

fy, )

- f(x,y)

[3] Calculer le taux d’acceptation a@ = min(1, R) et
— avec une probabilité a, accepter la proposition : X411 =y,
— avec une probabilité 1 — a, rejeter la proposition : X1 = .

La 7(.) invariance de la Chaine de Markov est facilement prouvée en vérifiant que
le noyau de transition P(.,.) de (X;)n>0 est m(.) réversible (nous y reviendrons
plus loin).

WACy, BCx /Aﬂ(dx)/BP(a:,dy) :/Bw(daz)/AP(a:,dy) (5.1)

Mélange dépendant de 1’état

En fait, Green propose dans son travail d’utiliser un mélange sous-stochastique
de noyaux de proposition :

Q(.CE,A) = ZQm(va) avec Q(ZU,X) <1

On suppose que la condition suivante est vérifiée :

Hypothese 1 Pour tout m, il existe une mesure symétrique &, (dz,dy)
définie sur x x x dominant w(dz)Qm,(x,dy).

La dérivée de Radon-Nykodym associée est alors mnotée
fm(.,.). Pour chaque m :

m(dz)Qum(z, dy)

&(dz, dy) (5:2)

fm(x7y) =

Si l'on note py, () = Qm(x, x) la probabilité de choisir le noyau de proposition
m dans ’état X; = z, le schéma de mise a jour devient :

Si Xt =,
[1] Choisir un noyau de proposition @, suivant avec une probabilité p,,(x),
tandis qu'avec une probabilité 1 — > p,,(z), laisser 'état inchangé :
X1 =z

[2] Simuler y suivant le noyau normalisé choisi :

N Qm(z,.)
Y Qe x)
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[3] Calculer le rapport de Green et le taux d’acceptation correspondant :

fmly, 7)

fm(l‘,y) m(x,y) = min(l, Rm(l',y))

Ry(z,y) =

[4] Accepter la perturbation avec une probabilité «,, et la rejeter sinon.

m-réversibilité

Notons I(z,.) le noyau identité défini par I(z, A) = 1 4(x). On peut décomposer
le noyau de transition de (X,,)n>0 en une somme :

P(x,A) =d(z)I(x,A) + Y Pn(x,A) avec P(x,x)=1

Le premier terme P(z, A) = d(z)I(x, A) est réversible pour n’importe quelle loi
() :
Ja Jp7(d)P(a,dy) = [y 7( (z) 1
= fﬂ'd(l: ) 1a(z
= Jp Ja7(dx)P(x

11 est donc suffisant de montrer que chaque P,,(.,.) est 7(.)-réversible. Dans notre
contexte, la partie non constante du noyau de transition de la chaine est donnée
par :

B(2)
) 1p(z)
, dy)
)-

P, A) = /A Qi dy) v (2, y) (5.3)

En utilisant I’hypothese 1, on peut alors écrire :

| [ ranQutdonta) = [ | fuwponenialindn 6.4
De plus par la définition de a;,(z,y) on a que :

fm(@,y)om (2, y) = fn(y; ¥)am(y, )

Cette propriété et la symétrie de &,,(.,.) réinjectées dans I’équation 5.4 donnent
la 7(.) réversibilité de chaque noyau P, et par linéarité celle de (X, )n>0 -

Commentaires

La preuve précédente de 7(.) réversibilité souligne le fait que les parties “constan-
es” du noyau de proposition ne sont pas importantes puisqu’elle n’agissent pas
sur la mesure invariante de la chaine de Markov. Cela est important du point de
vue informatique, puisque cela permet de traiter les cas particuliers sous forme
d’exceptions. Prenons un exemple. Dans le cas des processus ponctuels, la trans-
formation importante est celle qui ajoute ou retire un point a la configuration
courante. Pour cela, le noyau de naissance ou mort choisit d’abord 'une des deux
possibilité (avec une probabilité 0.5, par exemple), 'applique ensuite a ’état cou-
rant, et accepte pour finir ou non le nouvel état obtenu.

Si 'on examine le cas ou la configuration est vide et la mort est choisie,
la démonstration ci dessus nous montre que 'on peut simplement ignorer cet
évenement lorsqu’il se produit et rester dans 1’état courant. C’est un des points
que souligne Geyer dans [Geyer, 1999].
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Une autre possibilité est d’adapter la probabilité de proposer une naissance a
la loi désirée. Ainsi Green suggere de proposer lorsque 1’état courant est vide la
naissance avec une probabilité 1. Il faut alors faire attention pour la transforma-
tion réciproque : si il n’y a qu’un seul point dans la configuration et que la mort
est choisie, la probabilité de revenir vaut 1, et non 0.5.

Tenir compte de telles exceptions est lourd du point de vue informatique. Il est
donc tres intéressant de pouvoir attendre qu’un cas litigieux se produise pour
I’ignore.

5.3 Noyaux de proposition améliorés (Analyse)

Nous présentons ici quelques noyaux de propositions que nous avons mis en
oeuvre pour augmenter la vitesse de convergence de la chaine de Markov utilisée
dans notre application.

Une autre question concerne les interactions. Comme nous 'avons déja évoqué,
les modeles que nous avons mis en place reposent sur la définition d’interactions
géométriques. Pour explorer au mieux les densités définie par ces modeéle, il parait
logique d’utiliser des noyaux de naissance-mort plus adaptés a ces modeles. Nous
présentons donc ici un noyau de naissance ou mort d’un point en interaction avec
un autre.

Dans cette partie, nous nous focalisons sur la m(.) réversibilité. Nous com-
mengons par présenter une preuve de la 7(.) réversibilité du noyau de transition
associé a la transformation de naissance ou mort. Cette preuve suit le cadre de
travail suggéré par L. Garcin dans [Garcin et al., 2001].

5.3.1 Naissance ou mort

Nous avons vu comment assurer la 7(.) réversibilité pour la chaine de Markov.
Pour décrire le noyau de naissance mort, Green et Geyer utilisent un mélange
dénombrable de noyaux @.,,, chaque noyau n’agissant que sur les états a m points.
Ils démontrent ensuite la réversibilité de chacun de ces noyaux.

Nous présentons ici une autre preuve de cette réversibilité qui n’utilise qu’un
seul noyau qui agit sur n’importe quelle configuration de points.

Preuve de la 7(.) réversibilité. Supposons que la naissance génere un point
dans S suivant la loi % ou v(.) est une mesure sur S et que la mort choisit
uniformément un point de la configuration courante pour le supprimer. On peut

écrire ce noyau comme :

Q(,.) = pp(z)Qu(z, .) + pa(7)Qu(z, .)

ou les deux noyaux de naissance (B) et de mort (D) sont définis comme :

x,A) = xUu v(du) Lf
@t = [ LEonZE e
et

Qa(x,A) = ZlA(x\u)n(lx)

UEx
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Rappelons que si n(x) = 0 on pose Qq(x,.) = I(z,.). Considérons ensuite la
mesure £ suivante ou A et B sont des sous ensembles mesurables de C :

£(A x B) //UES x)15(x Uw)v(du)u(dx) + / (%)) 1p(x\ u)u(dx)

UeExX
(5.5)
Il faut prouver que cette mesure est symétrique. Cela vient du fait que v/(.)
est la mesure d’intensité du Processus de Poisson dont la loi est pu(.). Prenons
A, = AﬂNi; ou Nﬂ; est le sous ensemble de Néf correspondant aux configurations
comportant exactement n points. Comme nous ’avons montré dans le chapitre
3, la définition d’un processus de Poisson donne :

&(An X Bp—1) = x)1p, ,(x\ u)r"(dx)
e—V(S)
— o /S nla, {z1,...,2.)1p,_ ({x1,. .., 2p_1})dv™(x)
—V(S)
= S o [ ame o0t v )
= &(Bn-1x Ap)

11 est utile d’observer dans les équations précédentes que si A ne contient que des
configurations qui ne peuvent étre obtenues en enlevant ou ajoutant un point a une
configuration de B, la mesure {(A, B) est nulle. La symétrie de £ est alors déduite
de I’écriture de £(A, B) comme une somme infinie > (§(An, Bn—1)+&(Apn, Bny1)).
Nous devons maintenant montrer que &(dx,dx’) domine 7w (dx)Q(x,dx’) et cal-
culer la dérivée de Radon-Nikodym associée. Commengons par remarquer que si
un ensemble A x B a une 7(.)Q(.;.) mesure strictement positive, sa { mesure est
aussi strictement positive. Il y a donc deux cas a considérer :

1. si y = xUu, alors les expressions de 7, @) et £ donnent :

7 (dx)Q(x, dy) = h(x)u(dx)ps(x)> £(dx, dy) = p(dx)v(du)

2. Pour lautre cas : y =x \ u
1

r(dx)Q(x, dy) = hO)p(dpa(x)

{(dx, dy) = p(dx)

et donc la dérivée :

X

>
—~~

f(X, Y) - pd(X)

3

(x

~—

Il reste a écrire les rapports de Green grace aux résultats (1) et (2).
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1. dans le cas d’'une naissance, y = x U u, le rapport de Green vaut :

oun(y) =n(x) + 1.

2. Dans le cas d'une mort , y = x \ u, et le rapport de Green vaut :

5.3.2 Naissance ou mort dans un voisinage

Dans cette partie nous montrons comment utiliser un noyau qui fait apparaitre
ou disparaitre un point dans le voisinage d’un autre point. Dans notre applica-
tion d’extraction des batiments nous utilisons ce noyau pour faire apparaitre des
batiments dans I'alignement d’autres batiments. Il s’agit d’une des contributions
de cette these.

Définitions. Soit ~ une relation symétrique et réflexive sur S. Par exemple :
ur~v <= dig(u,v) < dpax

ou dk(.,.) est la distance Euclidienne sur K. Pour une configuration donnée x on
appelle R(x) 'ensemble des paires de points en interaction, d(u) C S le voisinage
d’un point et d(x) C S le voisinage d’une configuration :

R(x) = {{u,v}, vex, veExX t.q u~uv}
ou) = {veS tq v~u}
0x) = {uef tq. vex u~v}

Le noyau. On considere le noyau de naissance ou mort suivant :

Naissance :
[1] Choisir v parmi x = {u1, ..., u,} suivant une loi discrete j;(.),
[2] générer v tel que v € I(u),
[3] proposer y =z U .
Mort :
[1] Choisir un point u € x tel que d(u) N (x \ u) # 0 suivant une loi j¥(.),
[2] proposer y = x \ u.

Un tel noyau s’écrit :

Q(x,.) = pp(x)Qp(X, .) + pa(x)Qa(x,.)
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avec

A) =D (W (xA)  Qalx, A) = iF(w)lalx\ u)

UEX uex

ot ji(u) doit étre nul pour tout uw n’appartenant a aucune paire de R(x), et
¢4 (x,.) propose un point dans le voisinage de .

La mesure £. Pour détailler les conditions qui s’imposent sur le noyau
précédemment défini, nous avons besoin d’une mesure symétrique dominant
m(dx)Q(dx,dy). La mesure déja utilisée pour la naissance ou mort usuelle
convient :

(A x B) //UES x)1p(x Uu)v(du)u(dx) + / ZlB dx)

Comme la naissance ou mort dans un voisinage est un cas particulier de naissance
ou mort, £ domine Q(.,.)7(.). On peut maintenant calculer la dérivée associée en
regardant deux cas disjoints :

Naissance et dérivée associée. Pour générer un objet en relation avec I'objet
choisi, on utilise un vecteur aléatoire z sur un certain espace ¥ en suivant la loi
d’une variable aléatoire Z et on applique au résultat obtenu une injection 7,(.) :
> = S
My: 2 — U

Comme le couple (z,1,) doit donner un objet v voisin de ’objet u, la premiere
condition imposée a n est que I’espace image soit le voisinage de u :

(X)) = 0(u)
Si ’on suppose que Z suit une loi Pz sur X, on peut détailler g, :
a5 (x,A) = Pz(xUnu(Z) € A)
=Pz(nu(2) € Ax)
ou Ax C S correspond & l’ensemble suivant :
Ax={vesS taq xUv e A}

ce qui nous permet d’écrire :

gi(x, A) = /E 14, (7u(2)) dP5(2)

Pour pouvoir effectuer un changement de variable, nous utilisons deux hy-
potheses :

— n(.) est un difféomorphisme, ce qui implique que ¥ doit étre de méme di-
mension que 0(u) et que ¥ et S sont eux méme de méme dimension (c’est la
condition de dimension matching dans le travail de Green),

— la loi de Z est dominée par la mesure de Lebesgue. On note alors fz(.) sa
dérivée de Radon Nikodym. Ce peut étre par exemple la loi uniforme (Ag
note la mesure de Lebesgue sur 5) :
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Ces hypotheses permettent le changement de variable suivant qui fait intervenir
le Jacobien de ,(.) :

g (x, A) = /E 1, (0u(2)) f2(2) \(d2) (5.8)
- / 14, (0) F2(n7"(0)) dX @ 1 (v) (5.9)
w(X)
- / Lan () £2071(0)) 17,1 ()] A(dv) (5.10)
nu(z)
- /6 o 1ae0) S22 ) 1 (0] X(@o) (5.11)

On définit maintenant A, comme ’extension suivante :

Auw) = { 0 si v g Ou) = 1u(%)

|J,-1(v)| sinon

Ce qui permet d’écrire, a partir de 1’équation (5.11) :

ay (x, A) = /S 14,(v) fz(n ' () Au(v)A(dv)
et

(x, A) / S () 1a(x U ) 2007 (0)) Au(0)\(d0)

UEX

Pour deux ensembles de C , A et B, on définit A, = AN Nn et Bpy1 = BN NTJ:H
pour tout n :

/ / m(dx) Q(x,dy) = / / x) 1p,.,(xUv) py
7L+1

3R W) f2(ny " (v)) Au(v) Mdo)p(dx)

uEX

Pour pouvoir reconnaitre la mesure £ dans cette expression, on suppose que v(.),
la mesure d’intensité du processus de Poisson de référence est dominée par la
mesure de Lebesgue Ag(.) sur S et on écrit f, sa densité :

= / fo(u)As(du)
A

L’équation précédente devient alors :

/An /Bn+1 m(dx) Q(x, dy) ://1An(x) 15,,,(xUv) h(x) ps

ce D G ) fz (0 (0) Au(w) v(dv)u(dx)

UEX

La derniere équation permet de conclure quant a la dérivée de Radon Nikodym
de la transformation dans le cas d’une naissance.

f(X,XU U) = Z]b fZ 7771, )) Au(v)
f

UEX




84 CHAPITRE 5. ALGORITHME D’ECHANTILLONNAGE

Noyau de mort d’un voisin et dérivée associée. L’expression du noyau

est tres simple :
A) =G wia(x\w)
uex

avec la contrainte implicite sur la loi discrete (5 )uex :
If ugV(x) ji(u)=0 (5.12)

Si l'on calcule la dérivée de Radon Nikodym :

/An+1 /nﬂ'(dX) Q(X, d}’) :/C].An_H Pd h ;;]d 1Bn )u(dx)
(5.13)

En identifiant la mesure &, il vient :

F(x, %\ w) = h(x) pa jg (u)

Rapports de Green Grace a ces deux dérivées de Radon Nikodym, on peut
écrire le rapport de Green :
— dans le cas d’une naissance :

h(xUwv) pa 332" (v) fu(v)
h() Do 3 ex (1) f2(n (0)Au(v)

R(x,xUv) =

— dans le cas d’une mort :

B\ ) py Luexrody (W) F2017 () Au(v)

Roex\ 0 = Sy = ) )

Commentaires. Les expressions obtenues sont intuitives puisque les rapports
peuvent étre vus comme le rapport de vraisemblance multiplié par la probabilité
de proposer le mouvement “retour” divisée par la probabilité de proposer le
mouvement “aller”. La somme des Jacobiens pondérés peut étre vue comme
I’espérance d’un Jacobien. D’un point de vue pratique, le calcul des rapports de
Green se décompose de la maniére suivante :

En pratique Naissance dans un voisinage
[11 Calculer la loi discréte ji'(.) et choisir u d’aprés elle :
[2] Générer z sur 3, calculer v =n,(2) et f,(v),

[3]1 Calculer les paires de R(x) qui contiennent v, et pour
chacune de ces paires {v,w} calculer jy,(w)Ay(v) et

fz(ng (),

[4]1 Calculer la probabilité j¥°"(v) de choisir v dans x Uv
(6] Calculer h(x Uv)/h(x),

[6] Calculer R en utilisant son expression.
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Dans le cas d’une mort, la procédure est presque identique :

En pratique Mort dans un voisinage
[1]1 Choisir un u a tuer,

[2] Calculer les paires de R(x) qui contiennent u, et pour
chacune de ces paires {u,v} calculer jy(v)Ay(v) et
fz(nst(w)), et les Jacobiens impliquant u ainsi que la

probabilité de choisir v pour générer u suivant jzc\“(.)

[3]1 Calculer h(x\ u)/h(x).

Lois utilisées Nous avons pris :
— une loi uniforme sur ’espace des marques M et sur le voisinage spatial :

AM ) 1
v(i)=Ag X ———— = ————
©) < 57 X (M) / Am (M)
— une loi uniforme sur les objets pour la naissance :

) =

n(x
— et une loi discrete uniforme sur les paires d’objets en relation pour la mort :

% * Card{{'l},w} S R(X) u € {v,w}}
cardR(x)

HOR

Ce qui est le résultat de la procédure suivante :
[1] choisir une paire {v, w} de points en interaction dans R(x),
[2] choisir v ou w avec une probabilité 0.5.

Nous verrons plus loin que ce choix n’est pas anodin.

Un exemple

Nous présentons ici un exemple pratique. Nous revenons au cas oll nous
considérons des rectangles :

S=KxMCcCR*xR®> u=(z,9,0,L,1)
On s’intéresse alors a la relation de voisinage suivante :
u~v <= |lu—v|k <dnax avec |ullx = vVa?+y?

Pour générer la variable auxiliaire Z, on a alors besoin d’un disque.
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Premiére paramétrisation. Une paramétrisation naturelle du disque est la
paramétrisation polaire :

Y =10, dmax| % [0, 2w[x M z=(p,¢,0,L,1)

Nu(z) = (zu + peos(p), yu + psin(yp), 0, L, 1)

Le probleme d’une telle paramétrisation est que le Jacobien s’écrit

ce qui conduit alors au rapport de Green suivant, pour la naissance :

h(X U ’U) Pd 1 jZl(UU (v)
h(X) Db 27 * dmax ZuEx jl;( (u) 1([lu—vll2<dmax)

lu=vll2

R(x,xUv) =

Nous devons donc faire face au probleme classique de la différentiabilité de la
paramétrisation polaire. Cela est problématique puisque comme nous le verrons
plus loin, nous avons besoin de bornes sur le rapport de Green (cf. partie 5.4)
pour assurer la récurrence au sens de Harris et 'ergodicité géométrique.

Seconde paramétrisation. On considere

Y={zeR? |z|2 < dmax} x M

Z:(x7y797Lal> Uu(z) :(xu+xayu+ya97Lal)
Le Jacobien vaut 1, et si 'on utilise un générateur uniforme sur X, le rapport
peut étre écrit :
h(xUv)pa 1 Ja " (v)

S TS RPN S (e PRy

Le probleme se déplace donc vers la génération uniforme dans un disque. Une
solution classique est de générer des points dans le carré de largeur 2dy,x jusqu’a
ce que I'un d’entre eux tombe dans le disque.

5.3.3 Transformations simples

Nous appelons ainsi les transformations qui laissent le nombre de points in-
changés dans la configuration courante.

Cadre général

Les transformations que nous présentons dans cette partie changent les pa-
rametres d’un point choisi au hasard dans la configuration. Les transformations
comme la translation ou la rotation en sont des exemples. On peut voir ces trans-
formations comme des schémas de mise a jour classique de Metropolis Hastings.
Les démonstrations qui suivent servent juste a montrer que l'on peut choisir le
point a perturber suivant une loi dépendant de la configuration, et que I'on peut
facilement utiliser une approximation d’une mise a jour de Gibbs.
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Notations. Nous considérons un ensemble ¥, et une mesure associée Ax(.).
D’habitude ¥ est un sous ensemble de R* ou un de Z et Ay, la mesure de Lebesgue
associée ou la mesure comptable. Pour une configuration de points x donnée et
un point u € x fixé, on considere une variable aléatoire Z(,,) a valeur dans
Y(x,u) C X. Soit IP’(ZX’U)(.) la loi de Z 4 ,) sur X(x,u), que 'on suppose dominée
par Ax(.). Soit féx’u)(.) la densité associée. Un noyau de transformation simple
va donc appliquer une injection (x a une réalisation z de la variable aléatoire
pour obtenir un nouvel objet :

(x: Sx¥ — S

(u,2) — v

Noyau de proposition. Considérons ensuite le noyau de perturbation suivant.
Si I'état courant est x = {uq, ..., un(x)}, on choisit d’abord un objet u parmi les
u; suivant une loi discrete j*(u;), on génere z suivant la loi de Z(y ), on calcule
v = (x(u, Z), et on propose y = x \ u U v.

Ce noyau peut étre écrit :

Qx, A) = > X (WPF (La(x\ uU Ge(u, 2))

uUEX

On considere alors la mesure £ suivante :

§(Ax B) = /AZ/E 1p(x\ uU (o (u, 2))s(dz)u(dx)

UEX (x,u)

Pour obtenir la symétrie de cette mesure, nous supposons la symétrie de la trans-
formation :

v=_((u,2) = FZeX(y,v) tq y=x\uvUv u=_(v,2) (5.14)

L’unicité de Z vient de l'injectivité de (;(u,.). On obtient alors le rapport de
Green suivant :

hy) ¥ (v) 12" (2)

OO = ) =) o)

Ce qui rappelle le rapport classique de Metropolis Hastings. Notons que 1’on peut
avoir :
— ¥ C RF et Ag(.) est une mesure de Lebesgue,
— X est un espace comptable et Ay (.) la mesure comptable associée,
— ¥ est un produit de tels ensembles et Ax(.) la mesure produit des mesures
associées.

Perturbations simples

Nous présentons rapidement quelques transformations simples dans le cas des
configurations de rectangles : M C R? (angle, longueur et largeur).
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Translation. Pour cette transformation : (i ,) ne dépend pas de x et ¥ =
[—0x, z] x [0y, dy].

C(52)iu=(z,9,0,L,1) = (v=0+ 25,y + 2,0, L, 1)

Comme ¥ est symétrique, la condition (5.14) est obtenue en prenant z = —z. Si
(x4 22,y +2y) & K, la proposition peut étre rejetée sans aucune incidence sur la
loi invariante comme souligné dans la partie 5.2. En pratique nous avons pris les
lois uniformes :

, 1 As () h(y)

()= — 1,0 x()) = R(x,y) = Y

FO= gDl BO=5 Ry =
Rotation. Pour cette transformation on utilise : z € ¥ = [—dp; +dg] CRet ( :

C(2):u=(z,y,0,L,]) = (v=12x,y,0 + dp, L,1)

Dilatations. On utilise deux dilatations, I'une pour la longueur, ’autre pour la
largeur. Nous ne décrivons ici que la premiere. On prend 3 = {0,1} x [-d;+dL].
Avec z = (z, z1,) on définit ¢ ainsi :

C(52):u=(z,9,0,L,1) > v= (x—i—% cos(f+zpxm), y—P%L sin(0+zg*m), 0, L+27,1)

Mises a jour avec une pré-exploration

Les perturbations simples, comme la rotation, reposent sur une génération
aléatoire d’une nouvelle position d’un objet dans un espace Y. Une question que
I’on peut se poser est : peut on générer une nouvelle position suivant une loi qui
soit mieux adaptée au probleme ? Nous proposons d’utiliser un mélange discret
de lois uniformes sur ¥, en prenant des poids du mélange qui soient pertinents.
Ces poids sont donnés par une étape de pré-exploration.

Exemple de la rotation. La figure 5.2 présente la transformation de rotation
sur un rectangle et montre visuellement 'idée de la pré-exploration : on associe
a chaque bande d’angle un poids dont la valeur provient de la pré-exploration.

/ ffu

0 — Af B+ Af

(a) Usuelle (b) Avec une pré-exploration

Fi1G. 5.2: La rotation sous deux formes
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Soit N un entier, Af la variation maximale d’angle autorisée et 6(u) l'angle de
I’objet u sélectionné. On partitionne 'intervalle des angles possibles 6 —A#, 6+ A0
en N + 1 intervalles centrés autour des valeurs 6" :

Vie =N,...,N 0 =0(u)+ix2x00 A= (N+1)x50

Ce qui permet décrire ¥ (x,u) = [# — A6, § + Af[sous la forme suivante :

N N
S(x,u) = [0(u) — A8, 0(u) + A0) = | ] [6* — 66,07 +66] = | ] By
i=—N i=—N

Le seul changement par rapport a la transformation de rotation dans le cas simple
provient de la loi utilisée pour choisir le nouvel angle. La loi de cette variable Z
est un mélange de loi uniformes pondérées par des poids p; :

(x,u) Y xwls()
X, U o x,u) +B; \-
fz )= ;_:Npi 2% 00

Nous nous intéressons maintenant a ces poids p;. Nous allons utiliser la densité
a simuler pour favoriser les intervalles intéressants. Commencons par introduire
quelques notations : h(.) est la loi non normalisée que I'on veut simuler, U(.)
I’énergie correspondante, h(.) la version normalisée de h(.) et T un parametre de
température fictif.

R() = ’ff,f B(.) o exp(—U()

On considere les 2N + 1 configurations obtenues en perturbant la configuration
courante x avec un des parametre d’angle 6; centre d’un des intervalles B;, et
regardons les valeurs de la densité normalisée en chacune de ces configurations :

x; = x \ uUC((u,b;) hi(x) = h(x;)

Les poids que nous proposons de prendre sont alors paramétrés par la température
fictive T' et s’écrivent :

1 :
pgx,u) o hZT (X) pgx:u) — # (515)

Dans le cadre formulé par Green, il nous faut pouvoir considérer les transfor-
mations inverses. Si v a été obtenu grace a la transformation présentée ici, nous
notons k(u,v) lentier correspondant & la boule ayant permis d’obtenir v :

i = k(u,v) <= 0(v) € B}

Le schéma de mise a jour est donc décrit par les itérations suivantes :
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En pratique Perturbation avec pré-exploration

[1] Choisir uw € x d’apres la loi discréte j7(.).

[2]1 Calculer (0_n,...,0n) en fonction de u.

[31 Choisir l’'un des B; d’apres la loi discréte (pgx’u)).
[4] Générer z € B; uniformément.

(5] Calculer v=_(u,z) ety =x\uUwv,

[6]1 puis (6" ,...,0%) qui dépendent de v.
(71 Calculer (p(y’v)) et surtout py(y.), c’est a dire le poids

i
associ€ a la boule dont la sélection permet de revenir
de v a u lors de la transformation réciproque.

(8] Calculer le rapport de Green :

h(y) 7% (V) Prv.u)
h(X) J* (u) Pr(u,w)

R(X7 y) -

[9] Accepter la perturbation avec une probabilité
min(1, R).

Calcul des p;. Un premier probleme vient du calcul des (p;). Leur expres-
sion donnée par 1’équation 5.15 n’est pas utilisable en pratique. Un calcul rapide
montre que :

- 1
o (M=) \T
h(x)
o (280000
T
ce qui donne l'expression p; :
_Ux)-U(X)
oo — P ( T )
¢ U(x;)-U(x
S exp (—~LOU00)

Cette expression est utile puisqu’elle ne nécessite le calcul que de 2IN+1 différences
d’énergie entre deux configurations x; et x qui ne different que d’un point.



5.4. SYNTHESE 91

Taux de Green. Le méme argument appliqué a y et y; rend le calcul du
rapport de Green facile a mener :

pﬁ(v )

T(Xv Y) =

exp

uE (Vi (v, u) Uly )) Z;VZ_N exp (—W)
( "‘(uv) U(x )) Zj,V:_NeXp (_W)

— U (X () )) SN yexp (_ Utx) )
N S ey (~220)

exp <_ U(Y}@(v,u) )
T

Propriétés. Pour expliquer intuitivement le comportement de ce rapport, nous
supposons maintenant que le rapport des sommes ci-dessus vaut 1. C’est le cas
si, par exemple, (0% ,...,0%) = (0”5, ...,0%). 1l est possible d’obtenir un tel
résultat en imposant que

Ab =7 B(x,u) = £(y,v) = U=y B(6;, 56)

en utilisant comme centre des intervalles B; des 6; fixés par avance. Cela signifie
que X est divisé en plusieurs bandes qui ne dépendent ni de u ni de v, Une
autre simplification consiste & poser T' = 1 et utiliser pour 7%(.) et j¥(.) des lois
uniformes. Cela donne :

R(X7 Y) = exp [_ (U(Y) - U(Xfi(u,v))) + (U(X) - U(Yﬁ(v,u)))]

Comme Xy, correspond au centre de la boule qui donne y par une perturbation
uniforme de rayon 466, et que y, () correspond a x, si nous faisons décroitre 56
vers 0, R tend vers 1 :

lim R=1
660—0

Il est donc possible de limiter la corrélation de la chaine de Markov en rendant
660 suffisamment petit.

On peut considérer la transformation précédente comme une approximation lo-
cale d’une loi conditionnelle si la condition (5.3.3) est vérifiée. On peut donc voir
cette transformation comme une approximation d’un schéma de perturbation de
Gibbs ou la partie “acceptation” corrige 'erreur de discrétisation.

5.4 Echantillonneur amélioré (Synthese)

Nous rappelons que nous voulons échantillonner la loi d’un processus ponctuel
7(.) définie par la loi d'un processus de Poisson de référence p(.) d’intensité v(.)
et par une densité h(.) connue a une constante de normalisation pres.

Nous étendons ici I’algorithme de Geyer et Mgller pour les processus ponctuels.
Nous nous intéressons a un algorithme qui utilise un noyau de proposition qui est
une combinaison linéaire des noyaux précédemment décrits. Nous rappelons que
I’on écrit le noyau de proposition :

Q(x,A) =) Qm(x,A) with Q(x,C) < 1
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et que 'on note :
pm(x) = Qm(X,C)

la probabilité de choisir le noyau @Q,, dans état x.

5.4.1 Algorithme

On distingue trois types de proposition.

Naissance ou mort

On note le noyau de naissance ou mort Qpp. On rappelle que les deux taux de
Green associés sont :
Uu) h(xU S
R (oex ) — P A U)_v(S)
() h(x) n(x)+1

et
_ plx\w hx\ ) n(x)
oG\ =760 b ()

Cette transformation n’ajoute aucune contrainte sur v(.)

Transformations simples

On peut supposer sans étre réducteur qu’il y a un seul noyau de transformation
simple (qui n’ajoute ni n’enléeve de point). On le note @y (Non Jumping). Le
rapport associé est donné par :

y=x\uUv  Ryj(xy)=

ou j*(u) est la probabilité de choisir le point u dans x, et f(.) est la densité de
la variable aléatoire auxiliaire Z utilisée pour créer le nouvel objet v.
Naissance ou mort dans un voisinage

On note ce type de noyau Qppn. Nous avons vu que I'expression générale du
rapport de Green s’écrit :

y=xUv v =nyu(z) v € d(u)

h(xUwv) pa 332" (v) fu(v)

h) b Lex 53 (1) F20m (0))Au(v)
B\ v) Py Lo ds () F2(1" (v) Au(v)
h(x) P 75(©) fuv)

RBDN(X,X U v) =

Rppn(x,x\ v)

ou :
— v = ny(2), Ny est le difféfomorphisme qui permet d’utiliser une réalisation z € X
d’une variable aléatoire Z pour créer un nouveau point dans le voisinage de
u, O(u),
— fz(.) est la densité de cette variable aléatoire par rapport a la mesure de
Lebesgue sur X
— Ay (.) est la prolongation du Jacobien de n,! sur %,
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— et f,(.) est la densité de I'intensité v(.) du processus de Poisson de référence
par rapport a la mesure de Lebesgue sur S.

Rappelons que l'analyse de la partie précédente a apporté I’hypothese de
dimension matching :

Hypothese 1 Dimension Matching.

Pour tout objet u de S, O(u), ¥ et S sont de méme di-
Mension.

Nous rappelons également que nous avons choisi les loi discretes suivantes.

Hypothése 2 Naissance dans un voisinage
Le choiz de l’objet dans le voisinage duquel un nouvel objet est
proposé suit la loi suivante :

1

Jp (u) = ) (5.16)

Ce qui correspond a la procédure :

[1] Choisir uniformément un objet u dans la configura-
tion courante,

[2] proposer d’ajouter un objet v dans O(u)

Mort dans un voisinage
Le choiz de lobjet a tuer suit la loi discréete :

% « card{{v,w} € R(x) ue {v,w}}

Ja(u) = card R(x)

(5.17)

qui résulte de la procédure :
[1] choisir une paire {v,w} de R(x) uniformément,
[2] choisir v ou w avec une probabilité 0.5,

[3] proposer de retirer cet objet.

Algorithme

L’algorithme utilisé est le suivant :
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Pour un état courant X; = x

(1] choisir l'un des noyaur Qum(.,.) précédemment décrit
avec une probabilité py,(x),

[2] générery suivant ce noyau :y ~ Qm(X,.),

(3] calculer le rapport de Green Ry, (x,y) et le tauz d’ac-
ceptation oy, (X,y)

[4] accepter la proposition X¢y1 =y avec une probabilité
a, et la rejeter sinon.

5.4.2 Conditions

Nous rappelons d’abord la condition de stabilité classique :

Condition 1

Stabilité usuelle

Un processus ponctuel dont la densité de probabilité mnon
normalisée est h(.) par rapport a p(.) est stable si il existe un
réel Ry, tel que :

h(xUu) < Ryh(x) Vx€C, Yue S

Nous ajoutons d’abord, la condition suivante qui sert a assurer I’apériodicité de

la chaine.

Condition 2

Apériodicité

la probabilité de me proposer aucune perturbation est stricte-
ment positive :

Vx P(Xpy1=Xp)>pr>0

Nous ajoutons ensuite les conditions suivantes qui servent a simplifier la
preuve. On peut les lever sans perdre les propriétés de convergence.

Condition 2b

(Facultative) Condition sur le mélange

1. la probabilité de choisir une transformation pp(x) ne
dépend pas de x (i.e.. est constante),

2. dans le cas des transformations de naissance ou mort
simples ou dans un voisinage, les probabilités de choisir
une naissance py et une mort pg ne dépendent pas de x
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Les conditions qui suivent sont faciles a assurer et donnent des bornes utiles
aux rapports de Green de la naissance ou mort dans un voisinage.

Condition 3 On suppose que les inégalités suivantes sont vérifiées :

intensité

dR, e R tq. fu(.) <R,

variable aléatoire auxiliaire
H(Tz,Rz) S R? t.g. O0<rz< fz() < Ry
Jacobien

El(T'J,RJ) € R? t.g. 0<ry;< ‘Jn_ul(ﬂ <Ry

La premiere condition est facile a obtenir puisque l'on travaille sur un
borné S C R%. La seconde condition est reliée & la variable aléatoire utilisée pour
générer un nouvel objet dans le voisinage d’un autre. Utiliser une loi uniforme est
utile en pratique et donne la condition en question. La derniere condition est liée
a la différentiabilité de la transformation 7,. Nous avons déja vu sur un exemple
comment obtenir une telle condition (voir partie 5.3.2). Ces deux dernieres
conditions peuvent étre remplacées par une unique condition de minoration du
produit fZ(z)]Jn_,l1 (z)| (les bornes supérieures ne sont pas nécessaires).
w

On ajoute finalement une condition sur la relation ~ entre les objets :

Condition 4 1l est possible de partitionner S de facon que toute paire d’objets
d’un élément de la partition soit en relation :

JkeN tqg S=S5U---US;, SinNS;=0
ot tous les S; vérifient :

Vie{l,...,N}, si {u,v} € S alors u ~ v

Comme S est borné on peut remarquer que la condition de “dimension
matching” résultant de I’hypothese 1 implique la condition 4. Par cette
hypothese, on a en effet que les voisinages des objets ne sont pas négligeables :

Iro t.q. Yu€eS As (O(u)) > 7

Il suffit alors de remarquer que comme S est borné on peut itérativement
construire un suite d’ensembles strictement décroissante en ajoutant des points
un a un.

5.4.3 Propriétés :

La chaine de Markov ainsi construite possede les propriété requises :
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Proposition Sous les hypothéses 1 et 2 et les conditions 1,2 et 8, L’al-
gorithme B construit une chaine de Markov qui est 7(.)
réversible, apériodique, w-irréductible, Harris récurrente et
géométriquement ergodique.

5.4.4 Preuve de la 7(.) réversibilité :

Proposition L’algorithme B construit une chaine de Markov qui est 7(.)
réversible

La preuve est immédiate puisque les noyaux de proposition et les taux
d’acceptation associés ont été construit pour obtenir cette réversibilité.

5.4.5 Preuve des propriétés de stabilité de la chaine

Nous présentons une adaptation de la preuve de Geyer (voir [Geyer, 1999]).
Notre but est de montrer :
— que les noyaux ajoutés ne font pas perdre les propriétés de stabilité,
— qu'il est possible de générer suivant une mesure d’intensité inhomogene : v(.)
n’est pas forcément une mesure de Lebesgue.

- Irréductibilité et ensembles petits

p-Irréductibilité. Rappelons qu’une chaine de Markov (X,),>0 sur x est
irréductible si pour tout x € x et tout B C Y, il existe un entier n tel que la
probabilité d’atteindre B en partant de x est strictement positive : P"(x, B) > 0,
avec la condition que B soir de mesure ¢ non nulle ou ¢ est une mesure non nulle
sur x. Pour notre cas P"(z, B) = P(X,41 € B|X1 = z).

Ensemble petits. Un ensemble C' est petit si il existe une mesure ¢’ non nulle
et un entier n tel que :

P"(z,B) > ¢'(B) VeeC et BeEB (5.18)

Premier résultat. Nous étendons le résultat de Geyer :

Proposition Si la densité non normalisée satisfait les conditions 1 et 2 l’al-
gorithme simule une chaine de Markov ¢ wrréductible et tout
ensemble borné est petit.

Définissons ¢(.) comme la mesure non nulle suivante sur C

O(x) — 1 if x —
Vx € C x)=1 if x=10
©O(x) =0 else
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Il est possible de choisir Ry satisfaisant la condition 1 et suffisamment grand
pour que :

I m

R > L »

BD(XX\v) = Ry, v(S) pa
et

I m

1 > —F=

~ R v(S)pa

Nous considérons maintenant une configuration x, et un entier m > n(x). Nous
avons donc :

P (x,{0}) > P"™(x, {0}) P "0, {0}) (5.19a)
> 9 i (ml(s)jj;)” P (5.a9b)
> ) g e (Rhl(s))() (5190
ce qui donne finalement :
P 0 2 o 8 0 (o)

Cela montre que la chaine est ¢’-irréductible car P™(x, {#}) > 0 quand m > n(z).
Le méme calcul montre que tout ensemble borné est petit. Pour un entier m donné,
considérons :

C={xeC:n(x)<m}

On peut introduire :

m m m 1 "
C=DPBp Py Pr (Rhu(S)>

et donc I’équation (5.18) est établie avec : ¢’ = c”.

Récurrence de Harris et ergodicité géométrique

Récurrence au sens de Harris. Rappelons brievement que la récurrence
de Harris d’une chaine de Markov dont la loi invariante est m(.) consiste en
la propriété suivante : pour tout x € C, et tout ensemble A 7 positif on a
Py(t4 < o0) = 1 ou 74 est le temps d’arrét 74 = inf{n t.q. X,, € A. Un
moyen pratique pour montrer la récurrence de Harris est d’utiliser une condition
de drift. Pour une fonction W donnée on définit 'opérateur :

P (x) = E[W (X111)| X, = x] = / P(x, dy) W (y)

W est dite non-bornée hors des ensembles petits si pour tout v > 0, ’ensemble
de niveau {x € C : W(x) < 7} est petit (voir [Robert, 1996]1).

Une chaine de Markov satisfait la condition de drift pour la récurrence si
il existe une fonction W : C — (0,00) et un ensemble petit C' tel que

PW(x) < W(x) x¢gC

Si la chaine satisfait la condition de drift pour la récurrence, alors elle
est récurrente au sens de Harris (voir [Meyn et Tweedie, 1993, Robert, 1996,
Robert et Casella, 1999]).

Lpage 105
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Ergodicité géométrique. Une chaine de Markov est géométriquement er-
godique si il existe une constante r > 1 telle que :

[ee]

> P (x,.) = w()lrv <oo VxeC

n=1
Cette propriété est impliquée (voir [Meyn et Tweedie, 1993, Robert, 1996]) par
la condition de drift géométrique. La chaine vérifie cette condition si il existe
une fonction W : C — [1,00), deux constantes b < co,w < 1, et un ensemble
petit C tels que :

PW(x) < wW(x)+ blc(x) vxeC (5.20)

Si la chaine est apériodique, toute W vérifiant cette condition de drift géométrique
est non-bornée hors des ensembles petits. En d’autre termes, la condition de
drift géométrique implique la condition pour la récurrence.

Proposition Sous les conditions 1,2,3 et 4, l’algorithme B simule une chaine
de Markov qui est
— récurrente au sens de Harris
— et géométriquement ergodique.

Preuve : on utilise la méme fonction que Geyer : W(x) = A"®) avec
une constante A > 1 arbitraire. Il y a deux transformations qui ajoutent un point
a la configuration courante x : celle de naissance ou mort et celle de naissance
ou mort dans un voisinage. On note agD(x,y) la probabilité d’accepter une
naissance proposée par la naissance ou mort classique. Grace aux conditions 1 et
2, et grace a l'expression du rapport de Green on obtient aisément que :

+ < Pa B v(S)
@pp(x,¥) < ppn(x)+1
Donc pour un ¢ € (0,1) donné, il existe KB dépendant de Ry, pp,pq et v(S) tel
que :
afp(x,y) <e quand n(x) > KPP

L’expression du rapport pour une mort donne que la probabilité d’accepter une
mort vaut 1 quand n(x) est suffisamment grand.

app(x,y) =1 quand n(x)> KPP

On note ajg pn (X, y) la probabilité d’accepter une naissance en utilisant la nais-
sance ou mort dans un voisinage. De par les conditions 1,2 et 3 :

Ry, R, jXU”(v)
ath x,xUwv) < Pd - d
BoN X UY) S S (W) 1(u € 0())

Le terme 1(u € 9(v)) vient de l'expression de A, (v). On s’intéresse maintenant
au rapport j3°U(v)/ > ex i (u)1(u € d(v)) dans le but de montrer qu’il tend
vers 0 quand n(x) tend vers I'infini. Pour cela nous utilisons les expressions de j4
et j, données par (5.17) et (5.16). On obtient :

1 card{{u;,uj} € R(xUwv) t.q. ve {u;u;j}}

G (v) 2 i cardR(x U v)

Duex i (wl(uwedv))  card {{us, u;} € R(xUw) t.q. v € {us, uy}}
n(x)
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Si I'on note s(x) le nombre de paires de points interagissant dans x, c’est-a-dire
s(x) = card{R(x)}, on obtient apres calculs :

Ji " (v) 1
Puex Jy(Wl(u € d(v))  2(s(x)+1)

(5.21)

Ce résultat est important puisque, comme nous le montrons maintenant, sous la
condition 4, s(x) a un comportement quadratique avec le nombre de points ce
qui fait que le rapport du premier sur le dernier tend vers 0 quand le nombre de
points va vers 'infini.

Lemme Sous la condition 4,

L (5.22)
{ J

tend vers zéro quand n tend vers l'infini.

Preuve du lemme : Nous reprenons ici un argument classique que l'on
retrouve entre autre dans le papier de Geyer [Geyer, 1999]. Grace a la condition
4, on partitionne S en k sous-ensembles S; tels que si deux points sont dans le
méme S;, il sont en relations. Une configuration x donnée met n; points dans
chaque S; :

k k '
n(x):Zni 5(X)22<Zl>zs(n1,...,nk)
i=1 i=1

Si 'on considere les k-uplets (n1,...,n;) dans R¥, il est connu que le minimum
de s(ni,...,n) sous la contrainte » n; = n est obtenu quand n; = n/k pour
tout ¢. On obtient alors :

(n/k)* (n/k—1)
2

s(niy ..., ng) > k=

ce qui mene a :

n(x)(n(x) - k)
2k

Grace au comportement quadratique de s, le lemme est montré. Notons que ce
comportement est essentiellement du a la réflexivité de la relation.

si n(x) >k s(x) >

On peut maintenant conclure sur le comportement de a} 5. Pour un € € (0,1),
donné, il existe KBPN dépendant de Ry, k, Ry, vz, 71, pp, pa et v(S) tel que :

QEDN(X,XUU) < e quand n(x)> KEBDN

Par symétrie du rapport, si n(x) est suffisamment grand, la probabilité d’accepter
une mort dans un voisinage est égale a 1

appy =1 quand n(x) > KPPV
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On note pg la probabilité de faire un mouvement qui laisse le nombre de points
inchangé. On retrouve dans cette probabilité, la probabilité de rejeter une nais-
sance, de rejeter une mort et de proposer une transformation simple.

Donc si I'on définit K, = max(KBP, KBPN) | on obtient que pour n(x) > K,

PW(x) = E[W(X¢1)[ X =x]
< A" (ppp py afp + PEDN P O pN) - -
AT A (e s paag ) + PBDN PappN)
<

1
<A€(pBD Db+ PBDN Pb) + Pst + Z(pBDN Pd + PBD pd)> W(x)

On fixe ensuite € suffisamment petit pour obtenir un @w < 1 tel que
PW(x) < wW(x) pour n(x)> K.

en prenant :

1
@ = Ae(ppp Py + PEDN ) + Pst + — (BN Pa+ PBED Pa)
Considérons maintenant C' = {x € C : n(x) < K.} qui est petit. Il est évident
que :
PW(x) < AKH! pour xe(C

et donc, en prenant b = AX<*! la condition de drift géométrique (5.20) est vérifiée.

Conclusion

Il est donc possible d’utiliser des naissances morts dans un voisinage sans res-
triction des lors que 'on utilise bien le bon schéma. En effet, la condition de drift
vient du comportement quadratique du nombre d’interactions avec le nombre de
points et de la procédure choisie pour retirer un point en interaction a la confi-
guration. Rappelons que nous choisissons d’abord un paire de points et ensuite
un point dans la paire. Une autre possibilité aurait été de choisir uniformément
un point parmi ceux qui appartiennent a au moins une paire. Ce second schéma
inverse le taux et la condition de drift est alors perdue, a moins de rajouter une
conditions sur la densité a simuler.

5.5 Vérifications par ’expérience

Lorsque l'on utilise une méthode MCMC, il est essentiel de s’assurer que 1'im-
plantation informatique en a bien été faite. Cela est tout particulierement impor-
tant lorsque 'on veut estimer les parametres d’un modele puisque la procédure
repose sur I’ ”importance sampling”. Nous vérifions dans cette partie que les
taux calculés sont exacts et que la transformation de naissance ou mort dans un
voisinage améliore bien la convergence de la chaine de Markov.

5.5.1 Processus de Poisson

Nous considérons des configurations de rectangles :

T

M=[=3:3

] X [LminyLmax] X [lmimlmax]
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et prenons comme image le carré unité de R? :
=1[0,1] x [0,1]

La mesure de référence que nous utilisons est caractérisée par la mesure d’intensité
suivante :
AM
v() = (Ax X v—7=)()
A (M)
Dans les parties qui suivent, nous considérons un processus de Poisson X de
densité h(.) par rapport au processus de Poisson d’intensité v(.) ou :

x) o exp(Y_ Bu))

uUEX

On peut vérifier que pour un borélien donné A C S, la variable aléatoire N 4(X)
qui compte le nombre de points de X tombant dans A suit une loi de Poisson
discrete :

Na(X) suit une loi de Poisson de moyenne E[NA(X)] = / B(u)dv(u)
A

(5.23)

5.5.2 Loi cible et variation totale

Nous proposons ici un moyen de vérifier (partiellement) que l’algorithme
converge vers la loi désirée. Nous proposons de choisir un ou plusieurs boréliens A
et de vérifier la propriété ci-dessus sur un nombre N de trajectoires de la chaine
de Markov en comparant la loi empirique de N(X;) au temps ¢ et la loi cible. Soit
(ﬁ'én’ A))nZO la loi empirique du nombre de points de X; tombant dans A :

L iz 1(NA(X}) =n) (5.24)

Si (pn) est la loi de Poisson théorique de N4(X;), on considere la distance sui-
vante :

Mmax

dpmar(t, A) = Y |pn — Dl (5.25)

N=Mmin

OU Mynin, Mmaz SONt deux parametres définissant le support fini sur lequel les lois
empiriques et théoriques sont comparées.

L’étude du comportement de cette distance permet d’obtenir une validation
empirique de la convergence. Nous avons utilisé cette procédure parce qu’il est
apparu que ’étude de la convergence des moments (premiers et second ordre)
n’était pas suffisante : 'implantation des méthodes MCMC peut donner lieu a
des erreurs tres particulieres qui faussent la distribution des variables aléatoires
sans avoir d’impacts majeurs sur les moments.

L’un des avantages de cette procédure est qu’elle permet de visualiser la loi
empirique obtenue et donc de donner des indications sur 'origine informatique
d’une erreur.
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5.5.3 Naissance ou mort

Nous avons testé d’abord la convergence de la chaine de Markov en utilisant
seulement le noyau de naissance ou mort. Pour la premiere expérience, nous uti-
lisons A = S et S(u) = e de telle sorte que le nombre de points n(X) suivent
théoriquement une loi de Poisson de moyenne e puisque v(S) = 1. La figure 5.3
montre un résultat pour e = 30. Nous avons lancé N = 10000 simulations et pris
Manin = 15 et Mynqe = 45 . Le premier graphique montre d en fonction du temps
t. Les deux autres graphiques comparent les fonctions de répartitions théoriques
et empiriques. La figure 5.4 montre trois résultats pour e = 30, e = 15 et e = 5,
ce dernier cas étant intéressant puisqu’il montre que la frontiere n = 0 n’a pas
d’effet sur la simulation. Les supports de comparaisons considérés sont résumé
par le tableau suivant :

e [ mun [ momas |
5 {0 30
15 || 0 30
30 || 15 45

Ces expérience montrent que la chaine de Markov Ng(X;) converge vers la loi
de Poisson désirée sur S. Il manque un point : nous devrions vérifier que les lois
conditionnées par les évenements “le nombre de point est connu” suivent bien
une loi uniforme. Cela est en fait lié au générateur pseudo-aléatoire. Nous avons

utilisée un générateur connu pour sa robustesse?.

5.5.4 Naissance ou mort dans un voisinage

Dans cette partie, I'objectif est de montrer que I'expression théorique obtenue
est valide et que ce type de transformations a un intérét. Pour cela, nous utilisons
un processus de Poisson inhomogene, et nous vérifions expérimentalement que la
convergence est plus rapide quand un tel mécanisme de mise a jour est utilisé.
Notons que la non homogénéité n’introduit pas de corrélation spatiale entre les
points.

Processus de Poisson non homogéne

Soit un processus ponctuel de Poisson sur le compact [0, 1] x [0, 1] dont I'intensité
n’est pas constante :

(5.26)

ﬁ(u):{p*e s%uessub:[o,i]x[o,g]
e sinon
La partition correspondante de S est présentée par la figure 5.5(a).

Pour p =1, le processus de Poisson est homogene, d’intensité constante e. Pour
p > 1, la partie Sqyp est favorisée. La loi de Poisson correspondante est en effet

2MersenneTwister
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(a) d(t,S) (ordonnées) en fonction du nombre d’itérations ¢ (abs-
cisses)
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(b) Comparaison entre les fonctions de répartition (cdf) théoriques
et empiriques de X; quand ¢ = 1000. L’axe des abcisses représente
le support de la lois considéré.

Fi1G. 5.3: Résultat de la premiéere expérience avec e = 30 pour N = 10000 trajec-
toires.
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— e=30
- e=15
— — e=h
0 S v v as ey TR e ot Ry D ST
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Time

F1G. 5.4: Distance d (ordonnées) en fonction du temps pour e = 5, e = 15 et
e = 30 en utilisant A =S et N = 10000 trajectoires. L’état initial est toujours la
configuration vide.

1 T A
0 5 1 T
> ++;Z+ H
trey +
A T ¥
g A
o+ g
+4+ oLt T
5+ + =+
- i e
+
+ t +
+
+H+ |+
4 t o
1 + il
+ +
| + o+

(b) Réalisation du pro-
cessus avec e = 50 et
p=26

(a) Partition de S

Fia. 5.5: Processus de Poisson non homogéne utilisé
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donnée par :

3e
E[Ns\s,,, (X)) = (5.27)
(p+3)e
4
La figure 5.5(b) montre une réalisation d’un tel processus de Poisson avec e = 50
et p = 6.

E[Ns(X)] =

Expériences

Nous avons pris e = 20, et regardé les différents cas p = 1,p = 3,p = 6. Pour
chaque cas, deux séries de 10000 trajectoires sont simulées, 'une en utilisant
seulement la naissance ou mort usuelle, l’autre en utilisant également la naissance
ou mort dans un voisinage (pgpy = 0.5).

Loi d’intérét

Comme pour les expériences précédentes, nous utilisons deux fonctions de dis-
tance.
— dg = d(t, Ssup), pour vérifier que Ng_, (X;) converge vers une loi de Poisson
de moyenne p * 5,
— et dge = d(t, S\ Ssup) pour vérifier que la variable aléatoire correspondante
suit bien une loi de Poisson de moyenne 15

Le voisinage
Nous utilisons un voisinage de proximité au sens de la norme ||. ||~
u~v <= max(|z, — |, |Yu — Yo|) < dmax (5.28)

et un parametre dp,x = 0.1. La figure 5.6 montre une réalisation d’un processus
non homogene avec e = 20 et p = 6 ol les points reliés sont voisins.

Fi1Gc. 5.6: Réalisation d’un processus de Poisson non homogéne avec e = 20 et
p = 6. Si la distance (||.||s) entre deux points vaut moins que 0.1 ceuz ci sont
reliés.
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Résultats

Les figures 5.7, 5.8 et 5.9 montrent des résultats respectivement pour p = 1,
p=3et p=0©6.

Ces résultats montrent que la chaine de Markov converge plus vite quand la
naissance ou mort dans un voisinage est utilisée, si la non homogénéité est suf-
fisamment importante. Il est important de remarquer que sur la figure 5.9, ce
noyau de mise a jour rend la convergence plus rapide sur S,,; mais plus lente sur
S\ Ssup- Une étude plus complete devrait étudier 'importance des parametres
PBDs PBDN» Pb €t diaa-

E(N(S))=5 and  E(N(S%)=15

— d(S° with BD only

d(S®) with BD+BDN ||
— — d(S)with BD only
— -+ d(S) with BD+BDN

0 200 400 600 800 1000

F1G. 5.7: Les distances dg et dge en fonction du temps avec p = 1 pour N = 10000
trajectoires : la premiére n'utilise que la naissance ou mort usuelle (BD), tandis
que la seconde utilise également la naissance ou mort dans un voisinage (BDN.)

5.6 Améliorer la naissance ou mort dans un voisinage

5.6.1 Relations asymétriques

Nous présentons ici un type de naissance mort qui a fait ses preuves dans
nos applications. Nous considérons un potentiel d’intensité v : S— > N. Ce
potentiel quantifie I’état de 'objet u € S. Par exemple, nous supposons que ce
potentiel peut étre égal & 0 ou 1. Dans notre cadre de détection de batiment, cet
entier correspond a un niveau d’une fonction d’attache au donnée. Supposons que
le niveau y(u) = 1 corresponde a un objet pertinent par rapport aux données.
En pratique, il est intéressant de ne pas perdre du temps dans ’exploration
de voisinages d’'un objet non pertinent. Nous proposons donc ici une naissance
ou mort dans un voisinage qui n’agit que sur des objets pertinents. Ce noyau
applique les procédures suivantes :
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E(N(S))=15 and  E(N(S%)=15
2
! — d(S® with BD only
185 d(S°) with BD+BDN ||
161 — = d(S)with BDonly |]
: - d(S) with BD+BDN
1.4 i
1.2 i
1 i
0.8 i
0.6 i
0.4 i
0.2 - i
0 [ ‘_,.\.::’Aﬂ J"Z'l{mm — A Py
0 200 400 600 800 1000

F1G. 5.8: Les distances dg et dge en fonction du temps avec p = 3 pour N = 10000
trajectoires : la premiére n'utilise que la naissance ou mort usuelle (BD), tandis
que la seconde utilise également la naissance ou mort dans un voisinage (BDN.)

E(N(S))=30 and E(N(S%)=15
2 ; ‘

— d(S°) with BD only
18r d(S®) with BD+BDN ||
16} — ~ d(S)with BDonly ||

' — - d(S) with BD+BDN
1.4 - i
7N
N
1.2 N i
N
N\ i
1 \\ N
\
0.8 RN i
R
0.6 \_\v S .
0.4 - «‘\. A - o
N A
0.2 RSP i
. ‘ - - —
0 200 400 600 800 1000

F1G. 5.9: Les distances dg et dge en fonction du temps avec p = 6 pour N = 10000
trajectoires : la premiére n'utilise que la naissance ou mort usuelle (BD), tandis
que la seconde utilise également la naissance ou mort dans un voisinage (BDN.)
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En pratique Cas d’une naissance

[1] choisir un objet dans {u € x t.q. y(u) = 1} = 71(x),
[2] proposer v dans O(u),

[3] accepter v avec le taux correspondant.
Cas d’une mort

(1] choisir une paire d’objet {u,v} dans R(x) telle que u
ou v appartiennent a v1(x),
[2] siu € 71 et v € y1 avec une probabilité 0.5 proposer

de retirer u ou v, sinon choisir ’élément unique de la
paire appartenant da 1.

Il faut d’abord remarquer qu’un tel noyau peut étre décrit par une nais-
sance ou une mort dans un voisinage comme décrit dans la partie 5.3, en

utilisant : 1 ()
- X 71 u
Jb ('LL) card " (X) (5 9)

et

XU (g :71 1 U v w)(1 — v
B0 = e, 2 a0+ 100 =1 ) @30

Pour garder les propriétés de stabilité, il faut montrer que le membre de gauche
de ’équation (5.21) tend toujours vers zéro.
En utilisant les méme notations que précédemment, on a :

S 1 @)1~ 51 ()1 € D)

jzl‘uv(v) - cardyi(X) uex

S i w)(uwe d()) — sxU) > 1, (u)1(u € 9(v))

uex uex

ce qui, en utilisant le fait que card 71 (x) < n(x) montre que la condition de drift
est toujours valide.

Pour étudier le comportement expérimental d’un tel noyau, en utilisant le cadre
d’expériences décrit dans la partie précédente, nous proposons de définir v comme
étant : y(u) = 1(u € Ssup). Par conséquent, la naissance ou mort dans un voisi-
nage n’est appliquée qu’a des points de Sg;. La figure 5.10 montre le résultat : ce
type de transformation améliore la convergence sur Sy, mais pénalise celle sur

S\ Ssub-

5.6.2 Naissance ou mort dans un voisinage avec une pré-
exploration

Comme la naissance ou mort dans un voisinage permet de favoriser I’exploration
d’une partie intéressante de l'espace d’état, il peut étre utile de combiner la
naissance ou mort dans un voisinage et le mécanisme de pré-exploration présenté
dans la partie 5.3,
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E(N(S))=30 and E(N(S%)=15

2 ; ‘
— d(S° with BD+BDN
181 d(S®) with BD+BDNSsp |]
160 - — — d(S)with BD+BND ||
) . — - d(S) with BD+BDNsp

14

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

0 200 400 600 800 1000
Fi1Gc. 5.10: Les distances dg et dge en fonction du temps avec p = 6 pour N =
10000 trajectoires : la premiére utilise la naissance ou mort usuelle (BD) et la

naissance ou mort dans un voisinage (BDN), la seconde wutilisant la naissance

ou mort usuelle (BD) et la naissance ou mort dans un voisinage non symétrique
(BDNsp).

En suivant I'idée du mécanisme décrit, on obtient la procédure d’itération
suivante pour la naissance :
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En pratique Ajouter un point

[1] partitionner ¥ en plusieurs X; définis par les centres
Zi,
[2] calculer les variations d’énergie induites U (xUny(2;)),

[3]1 choisir l'un des z; en suivant la loi discréte (p;) en
fonction de ces variations d’énergie,

(4] générer un z dans la boule sélectionnée B(z;),
[5] proposer v = ny(2),

[6] calculer toutes les paires de points impliquant v :
{v,w}, et pour chacune de ces paires, calculer :
— le jacobien associé Ay (v),
— la probabilité pr(w,v) de choisir la boule B(z;) telle
que ;1 (v) € B(z),

[7] mettre ensemble les grandeurs pour calculer le rapport

sutvant :
RixxUv) = "X P i) )
W) Po 3,0 G3(u) B A ()

(5.31)

Tandis que pour retirer un point on applique la procédure suivante :

En pratique Retirer un point

(1] choisir une paire au hasard {u,v} de R(x), et choisir
un des 2 objets avec une probabilité %,

[2] wune fois que u est choisi, calculer toutes les paires
{u,v} impliquant u, et pour chacune d’elles calculer
— le jacobien associé Ay (u),
— la probabilité pr(v,u) de choisir une boule B(z;) telle
que 0, ' (u) € B(z),
[3] mettre ensemble les différentes valeurs pour obtenir le
rapport suivant :

h(x\v) pp D uex\v jz(\v (u) ){D(IB(?;))) Ay(v)
h(x) pd Jg () fu(v)

R(x,x\v) =

(5.32)
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Les deux rapports ont été obtenus en remplacant fz(z) par un mélange
de loi uniforme sur les lois B(Z;). Il faut noter que sous la condition 1 (stabilité
usuelle) les bornes nécessitées par la condition 3 sont assurées.
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Introduction

Cette partie présente les modeles que nous avons proposés pour extraire les
batiments des Modeles Numériques d’Elevation.

Cette partie ne nécessite pas de prérequis particulier.

Le premier chapitre est sans conteste le plus important : il présente un
modele générique de processus ponctuels pour la détection d’objets et une
spécification de ce modele pour extraire les formes rectangulaires dans les MNE
fondée sur la détection de discontinuités.

Les deux chapitres suivant présentent deux possibilités d’extension qu'’il
paraissait important d’explorer. L’'un présente un modele tri dimensionnel de
batiment, 'autre présente un modele de processus ponctuel reposant sur des
objets différents (rectangles et segments) en interaction.

Le dernier chapitre présente deux heuristiques que nous avons mises en
place pour améliorer les performance des algorithmes utilisés.
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Chapitre 6

Détection des discontinuités

Nous nous placons dans le cadre de détection des batiments présenté en intro-
duction. Nos objectifs peuvent étre décrits par les points suivants :

— Nous proposons de fusionner les deux premieres étapes de focalisation et de
détection de primitives. Le but est de construire une méthode automatique
qui extrait des formes simples de batiment et fournit un résultat sous forme
vectorielle.

— Nous proposons également de n’utiliser que les données fournies par un Modele
Numérique d’Elévation. La figure 6.2 présente un tel modele. Rappelons que le
niveau de gris de chaque pixel de I'image décrit I’altitude du point correspon-
dant de la zone. Sur le modele présenté dans la figure, chaque pixel représente
une zone de 20cm par 20cm. La résolution altimétrique est de 10cm. Ce MNE
a été fourni par 'IGN.

— Notre but est également d’utiliser des processus ponctuels pour introduire des
termes de régularisation modélisant une connaissance a priori de I’agencement
spatial des batiments dans une ville (interactions attractives).

Dans cette partie, nous n’abordons pas la reconstruction tridimensionnelle pro-
prement dite.

Ce travail peut étre vu comme un extracteur de moyen niveau. Les résultats
sont présentés sous forme de collections de primitives rectangulaires. Il faut no-
ter que S. Vinson et L. D. Cohen ont proposé dans [Vinson et Cohen, 2002] et
[Vinson et al., 2001] une méthode intéressante pour extraire des rectangles dans
les MNE a partir d’'une orthoimage et d’une pré-segmentation. Notre travail se
focalise sur des zones plus denses et n’utilise pas de carte de pré-segmentation
sol-sursol.

Nous commencons par présenter le modele d’un point de vue générique dans la
partie 6.1. Les deux parties suivantes détaillent le modele utilisé : si la partie 6.2
présente le terme d’attache aux données, la partie 6.3 se focalise sur le modele
d’interaction entre les batiments. L’algorithme d’optimisation est brievement rap-
pelé dans la partie 6.4, tandis que les résultats sont montrés dans la partie 6.5.
Apres la conclusion (partie 6.6), viennent quelques calculs complémentaires dans
la partie 6.7.
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F1G. 6.1: Image aérienne d’Amiens (25¢m) ©IGN

F1a. 6.2: Modéle Numérique d’Elévation d’une partie d’Amiens@©IGN
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Fi1G. 6.3: Réalisations de deux Processus de Poisson

6.1 Généralités sur le modele

6.1.1 Processus ponctuels
Définition

Nous considérons d’abord un processus ponctuel X vivant sur K = [0, X,42] X
[0, Yiaz]. X est une application mesurable d’'un espace probabilisé abstrait
(Q, A, P) vers l'espace des configurations de points de K :

Vwe Q X(w)=A{z1,...,2n,...} 7, €K

Comme K est borné, cette application définit bien un processus ponctuel. Rap-
pelons qu'un tel processus est essentiellement une variable aléatoire dont les
réalisations sont des configurations de points.

Processus ponctuel de Poisson

Le processus ponctuel le plus aléatoire (au sens de 'entropie) est le processus
ponctuel de Poisson. Soit v(.) une mesure positive sur K telle que v(K) < oo, et
X processus ponctuel de Poisson d’intensité v(.). Une réalisation de X peut étre
obtenue par la procédure suivante :

[1] Générer N(K) = n, le nombre de points en suivant la loi discrete de

Poisson :
n
_ _uV(K)
Pn=¢ n!
[2] générer {x1,...,x,} par n simulations indépendantes de la loi de densité
—£)(.) contre la mesure de Lebesgue sur K, que 'on note |.| ou |.|g
v(K)
ou A K()

Pour un processus ponctuel sur K, la mesure d’intensité donne le nombre moyen
de points qui tombent dans un borélien de K : si N4(X) est le nombre de points
de X qui tombent dans A C K.

E[Na(X)] = v(A)

La figure 6.3 montre des réalisations de deux processus ponctuels de Poisson.
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Processus ponctuels de Poisson

Un processus ponctuel marqué ajoute des marques (parametres aléatoires) a
chaque point. Soit S = K x M ou M C R? permet par exemple de décrire les

rectangles :
T

272
ce qui correspond a la paramétrisation suivante :

u = (x(u), y(u),0(u), L(u), (u))

Finalement, soit C ’ensemble de toutes les configurations finies de points de S :

M :} ] X [LminaLmaz] X [lminalmax]

dneN
xelC ssi x={x1,...2n}
Vi x; €5

Densité d’un processus ponctuel

Si l'on considere la loi u(.) d’un processus de Poisson d’intensité non atomique
v(.), il est possible de définir un nouveau processus ponctuel X en spécifiant sa
loi de probabilité au travers d’une densité contre la mesure de référence p(.). Soit
h(.), une fonction de l’espace des configurations de points C vers [0, 0], et un
parametre réel Z tel que :

/C;h(x)du(x) =1

Par exemple, supposons que :

n(x)

hix) = ] Bz:)

=1

ou f(.) est une fonction d’intensité définie sur S. Un processus X spécifié par
une telle densité est un processus de Poisson d’intensité

V/(A):/Aﬂ(u)dy(u) (6.1)

Cet exemple appartient a la classe plus générale des familles exponentielles. Si
I'on suppose que t(.) est une application de C vers R¥, il est possible de décrire
une famille de densités au travers d’un parametre € RF et du produit scalaire
< .,.>0

h(X) _ e—<6,t(x)>

Dans la partie qui suit, nous introduisons une densité telle que les points ne
soient pas indépendants mais dont les comportements sont corrélés au moyen
d’interactions énergétiques.

Estimateur et MCMC.

Soit un processus X défini par une densité non normalisée h(.) et une mesure
d’intensité v(.) définissant le processus de référence de loi p(.). Il est possible de
construire une chaine de Markov qui converge ergodiquement vers la loi de X .
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Une fois qu’un tel échantillonneur est défini, toute valeur de Monte Carlo est
calculable. Cela inclut les moments ou les statistiques plus complexes. Un autre
moyen d’utiliser I’échantillonneur est de I'inclure dans un cadre de recuit simulé.
Cet algorithme donne le maximum global de la densité h(.) en un temps infini
([Van Lieshout, 1993]). L’estimateur que I’on obtient est donc :

x = Argmaz h(.)

6.1.2 Un processus ponctuel pour modéliser les zones urbaines
Silhouettes et troisieme dimension

Le premier choix a faire concerne le type d’objets que 'on veut détecter. Ce
pourrait étre des lignes ou des polygones, mais nous avons choisi les rectangles
pour les raisons suivantes. D’abord, les rectangles ont peu de parametres (5) ce
qui permet de limiter la taille de S et donc celle de C. Ensuite, les tests réalisés
avec des lignes ont montrés qu’il était difficile de faire le lien entre les lignes
extraites et les batiments. Enfin, les plans cadastraux sont présentés comme des
collections de polygones dont les formes sont presque rectangulaires.

Il a donc semblé naturel de chercher a détecter les rectangles sur les MNE.

Configurations d’objets, image et énergie

Nous rappelons ici les considérations du chapitre 2 quant au choix du modele
h(.). Nous rappelons quun modele Bayésien ne nous est pas accessible aisément
et que nous définissons donc le modele sous une forme énergétique :

h(x) = %e—(ﬂx) U (x) = U (%) + pUvny (%) (6.2)

ou Ujni(x) représente ’énergie interne dépendant de la structure spatiale de la
configuration x, tandis que Ugy(x) est le champ externe quantifiant la qualité
d’une configuration par rapport aux données. Un moyen commode de définir une
énergie d’attache aux données est de la développer sur les objets :

Uert(x) = > Ua(u) (6.3)

UueEX

Ug(.) est une fonction de S dans R quantifiant la pertinence d’un objet au vu
du MNE. Si Uy(u) < 0, l'objet u est attractif, puisque I'estimateur choisi est
la configuration maximisant la densité h(.). Aussi bien l'énergie d’attache aux
données que le champ interne nécessitent un terme d’exclusion pour éviter les
accumulations de points. Nous prenons donc un modele dont la structure est la
suivante :

U(X) =p Z Ud(u) + Uint (X) + Ue:ccl(x) (64)

uex

ol Ueyer(x) est telle que :

UxUuUu)>UxUu) V(u,x)eSxC (6.5)

6.2 Terme d’attache aux données

Nous présentons ici le terme Uy(.). Nous définissons ce qu’est un objet attractif
et introduisons un potentiel tel qu'une minimisation locale de u — Ug(u) donne
I'objet attractif le plus proche.
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Fi1Gc. 6.4: Un MNE, un rectangle et la construction des coupes
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Fi1G. 6.5: Les coupes, les points d’intérét et la forme rectangulaire

6.2.1 Procédure bas niveau
Utilisation des coupes

Le but est de détecter des éléments de batiments sur des MNE. Le filtre devrait
donc utiliser un détecteur local. Dans ’exemple du chapitre 2 nous avons utilisé
des hypotheses sur I’homogénéité a 'intérieur d’un rectangle. Les résultats étaient
corrects mais peu précis et le modele s’est montré inefficace sur les structures com-
plexes. Nous proposons d’utiliser ici les coupes du MNE prises orthogonalement a
’axe principal d’un rectangle. La figure 6.4(a) montre une partie de MNE, un rec-
tangle disposé dessus et des coupes régulierement espacées. La figure 6.5 montre
des exemples de profils mesurés, et les points d’intérét utilisés pour trouver les
batiments : ce sont les points de forte discontinuité du profil.

Nous proposons donc d’extraire les points d’intérét de chaque profil et de compa-
rer les points obtenus avec la forme rectangulaire proposée. Pour calculer Ug(u),
nous proposons un algorithme de bas niveau qui repose sur les idées suivantes.
Pour un rectangle v € S donné, nous proposons d’extraire d’abord les coupes cor-
respondantes, et de calculer ensuite les points d’intérét. Cela permet de calculer :

— le test binaire décidant si 'objet est attractif; il donne le support de la partie

négative de Uy(.),

— une fonction de colit correspondant aux valeurs de Ug(u) reflétant la distance

entre u et 'objet attractif le plus proche si Ug(u) > 0 et entre u et “sa meilleure
version” s’il est déja attractif.
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FiG. 6.6: E’tapes de Ualgorithme de simplification : du haut vers le bas : a) Vrai
profil et profil sous échantillonné, b) pentes sélectionnées (> o;), ¢) gradients
sélectionnés aprés accumulation des pentes et d) vrai profil et profil simplifié ob-
tenu. L’exemple provient des données sur Amiens (IGN).

Simplification des profils et points d’intérét

Nous utilisons trois parametres qui permettent de définir un masque de points
pour un rectangle u : un parametre e correspondant a la distance entre deux pro-
fils successifs, un parametre r pour la résolution d’échantillonnage le long d’un
profil et un parametre Leyt donnant la longueur a explorer dans le voisinage d’un
rectangle. La figure 6.4(b) montre le masque de points ainsi obtenus pour extraire
les profils du MNE. Pour obtenir les points d’intérét d’un profil nous appliquons
la procédure suivante. D’abord, les pentes supérieures en valeur absolue a un pa-
rametre o;/r sont accumulées en utilisant un parametre de régularisation lyegu-
Ensuite une ouverture morphologique est appliquée en utilisant le méme élément
structurant (segment de longueur l,cq4y ). Finalement les gradients plus grands
qu’un seuil fixé oy, sont sélectionnés ce qui donne pour chaque profil un ensemble
de points d’intérét. Cette procédure peut étre implémentée relativement rapide-
ment : en approximant I’ouverture, seulement deux parcours de chaque profil sont
nécessaires. La figure 6.6 montre les différentes étapes de ce traitement de bas
niveau. On trouvera en annexe le détail de ce filtre qui repose sur 4 parametres : r,
01, 0 et lregur lesquels sont tous définis en metres puisqu’ils ont un sens physique
(en pratique, il est apparu qu’ils sont robustes et indépendant de la résolution
des données). Par ailleurs, en utilisant une base de données il est possible de les
apprendre automatiquement et donc de les réapprendre lorsque l'on change de
type de données (par exemple lorsque 'on passe d’'un MNE optique & un MNE
LASER).
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Sélection des points d’intérét et calcul du potentiel

L’algorithme décrit précédemment donne pour chaque profil d’un rectangle u
un ensemble de points d’intérét détectés. La figure 6.7 présente une hypothese
de rectangle sur un MNE. La figure 6.7(a) montre les gradients détectés apres
I’étape de simplification. Cela étant fait, pour chaque profil, les deux disconti-
nuités successives les plus proches des cotés du rectangle sont sélectionnées. Si
une seule discontinuité a été trouvée (ou aucune) on considere qu’il y en a une
fictive (ou deux) & la distance Ley.

Longueur de discontinuité. Cette grandeur correspond au nombre de dis-
continuités trouvées qui sont suffisamment proches du coté du rectangle cor-
respondant multiplié par le parametre de résolution e. La figure 6.7(d) illustre
cette notion sur un exemple. Les discontinuités sont sélectionnées lorsqu’elles
sont situées a une distance inférieure & un parametre de sensibilité dr de I'un
des bords. La longueur de discontinuité Lg(u) est obtenue en multipliant le
nombre de discontinuités ainsi sélectionées par e (distance entre deux profils).
Comme il y a deux cotés, on calcule en fait deux valeurs que l'on ordonne :
Lin < Lg1 (u) < Lgo (u) < Lias-

Autres valeurs d’intérét. Un taux de volume o(u) est également calculé.
Ce taux correspond & la longueur totale des segments gris de la figure 6.7(b) di-
visé par le nombre de profils multiplié par la largeur du rectangle. En maximisant
ce taux de volume, le rectangle évolue pour étre bien positionné par rapport a la
structure des discontinuités. Ce taux peut étre vu comme 'opposé d’un poten-
tiel de translation. Pour guider un rectangle par rotation nous avons également
introduit le taux de moment m(u) qui est en fait la moyenne des carrés des
longueurs des segments grisés de la figure 6.7(c).

6.2.2 Terme d’attache aux données
Objets attractifs

Rappelons que les deux fonctions Lgi(.) et Lga(.) représentent les longueurs de
discontinuité détectées le long des cotés du rectangle. On s’intéresse d’abord a ce
que sont les objets attractifs. Soit 79 C S I'ensemble des objets attractifs.

Définition Objet attractif

Un objet est attractif si les longueurs des discontinuités
détectées le long de ses cotés sont suffisamment grandes.

Soient thy < thy deux seuils, appartenant a ]0,1[, L(u)
et l(u) la longueur et la largeur d’un rectangle u. L’ensemble
Yo des objets attractifs est alors I’ensemble suivant :

Lgi(u) > thy % L(u)
Yw=guesS tg et (6.6)
Lga(u) > the % L(u)
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Fonction de coiit

On associe a vy I'énergie Jy : S — [0, —1] suivante :

B oueq - — (}ewrew o)

ugy — 0

Lmaz 2 lmazx

(6.7)

Nous verrons plus loin que 1’énergie d’attache que nous avons choisie s’écrit a
peu prés : Uy(u) ~ Jy(u). Lorsque 'on minimise ’énergie, on maximise donc la
longueur des gradients détectés et le périmetre du rectangle. Sur la configuration
totale, on maximise donc la longueur totale de discontinuités détectées puisque :
Ua(x) = > Ug(u).

Cependant, le rapport entre la taille de ’ensemble d’intérét || et ’ensemble
des objets possibles |S| est tres petit. Nous proposons donc d’ajouter d’autres
niveaux d’énergie pour ordonner les objets qui ne sont pas attractifs et faciliter
I'optimisation.

Partition de S

Introduisons les deux seuils arbitraires v, et Munqz, €t considérons les trois
ensembles suivant :

u & Yo
M o= SuesS: 5(u)> Vnin (6.8)

m(u) < Mpmagx

U
Yo = Su€esS: u¢71_70 (6.9)
(u) > Vpmin ou m(u) < Mppay
73 = {ueS:ugyUn U} (6.10)

Les quatre ensembles v; définissent une partition de S. Le tableau 6.1 présente
les tailles relatives de ces différents ensembles dans un cas pratique. L’algorithme
d’optimisation est fondé sur une exploration stochastique de ’espace d’état. En
particulier, les nouveaux rectangles peuvent étre générés par une loi uniforme sur
S. La probabilité de toucher g, qui est ’ensemble des rectangles intéressants est
donc tres faible. Nous verrons plus loin que nous proposons de rééquilibrer les
poids de ces différents ensembles pour améliorer le comportement de ’algorithme
d’optimisation.

Terme d’attache final

A chacun de ces ensembles ~;, nous associons une énergie J;(.) telle que J;(u) €
10,1] si u € v; et J;(u) = 0 sinon. On trouvera le détail de ces fonctions en annexe.
Le terme d’attache choisi s’écrit :

Ua(x) = Y Jo(u)+0.001(1y, (u) + Jy(u))

uex

£0.01(Lyy () + Ja(u)) + 0.1 (Lo, (1) + J3(w))

Les points importants a souligner sont les suivants.
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TAB. 6.1: Partition de S en 4 ensembles ;. Les tailles relatives ont été obtenue
par une simulation MCMC.

T
S
0.015 %
0.177%
2.950%

96.858%

w N = O

— Un objet est attractif (Ug(u) < 0) si et seulement si il appartient a o,

— L’énergie d’attache décroit avec la qualité de I'objet : On a ainsi Ugi(ug) >
0.1 > Ug(uz) > 0.01 > Ug(ui) > 0.001 > 0 > Uy(ug) > —1, si ug,...,up
appartiennent respectivement a s, ..., %o.

Lorsque l'on applique le recuit simulé, les objets répulsifs (ceux appartenant a
~v1 U7 U~z ) sont progressivement éliminés.

6.3 Champ interne

Le modele a priori peut étre vu comme un terme régularisant. Dans notre
contexte, le modele a priori est essentiellement composé d’interactions entre les
objets. Cela se réduit a la définition de termes d’énergie du second ordre U (u, v)
ou u et v sont des objets différents. Le but est de favoriser certaines interactions
et d’en pénaliser d’autres.

6.3.1 Un modele général pour les interactions
Définitions
Pour une relation ~ (non nécéssairement symmétrique) sur S, définissons R(x)
comme ’ensemble des paires de points interagissant dans x :
R(x)={{u,v} : vex, vEX, UFv ur~v}

Soit NV (x, u) le voisinage d'un point u dans x défini comme 1’ensemble des points
de x en relation avec u :

vex Nux)={vex:u~v u#uv}
On définit la fonction V comme l’indicatrice suivante :
V(1) = 1A () # 0)

V(x,u) est nulle si et seulement si u n’a aucun voisin dans x. Cette fonction fait
partie du modele, avec pour but de favoriser ou de pénaliser la présence d’une
interaction. Il peut étre intéressant d’introduire un terme qualitatif dans le but
de favoriser les “bonnes” interactions par rapport aux mauvaises.

On se donne une fonction ¥(., .), définie de Sx.S vers [—1, 1] quantifiant la qualité
d’une paire d’objets interagissant (un exemple est donné dans la partie 6.3.2) :

U: Sx8 — [-1,1]

P (6.11)
(0) — {\Ii(u,v) siu

0 sinon
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(a) Détection : (b) Taux de
Discontinuités volume : Les
sélectionnées par lignes grises
la procédure de représentent  les
simplification. segments utilisés

pour calculer le
taux de volume.

(c) Taux de (d) Localisa-
moment : Les tion : Une
lignes grises discontinuité
représentent  les est entourée si
segments utilisés elle est suffi-
pour calculer le samment proche
taux de moment. du rectangle
correspondant.

Fi1G. 6.7: Un MNE, une hypothése de rectangle et les différentes valeurs utilisées
pour mesurer sa pertinence.

Un objet donné peut étre impliqué dans plusieurs interactions. La premiere idée
est donc de sommer V¥ sur toutes les interactions. Cependant cette solution pose
un probleme puisque le nombre d’interactions peut, au pire, avoir un compor-
tement quadratique avec le nombre d’objets alors que le terme d’attache aux
données est linéraire en fonction du nombre d’objets. Nous proposons donc de
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prendre le maximum W (x,u) suivant :

mMaXy,e N (x,v) \IJ(’LL, U) si N(X> u) # 0
W(x,u) =
0 sinon
W (u,x) est la qualité de la meilleure interaction parmi celles impliquant u. Il faut
noter que dans le cas d’une interaction répulsive, il conviendrait de considérer la
pire (celle qui minimise ).
Energies locales

Il est possible de définir une énergie qui soit la somme d’énergies locales décrivant
I’état de chaque objet u par rapport aux différentes relations. Nous définissons
I’énergie locale d’'un objet u € x relativement & une relation ~ ainsi :

u€EX Ube(x,u) = — (aV(x,u) + bW (x, u)) (6.12)

ol a et b sont deux parametres réels. La partie de ’énergie d’une configuration
provenant de la relation ~ est obtenue en sommant sur les objets :

U~(x) =) Upel(x,u)

ueEx

Notons que certains termes de la somme autres que Up,.(x,u) dépendent de w.

Généralisations
Lorsque l'on utilise plusieurs interactions ~!,...,~* le modele décrit
précédemment devient :
k
Unt(x) = Y U'(x)
i=1
k
= DD Uxw)
ueEX i=1
k
= = > [@'Vi(x,u) + bWi(x,u)]
uex i=1

Exprimée de cette maniere, il est facile de vérifier que I’énergie globale de la
configuration évolue linéairement avec le nombre d’objets dans la configuration.
Les problemes combinatoires disparaissent donc et il est possible de pondérer
les différents termes. Le point le plus important est 'invariance par changement
échelle : les poids a’, b ne dépendent pas de la taille de la scene considérée si I’on
considere que le nombre d’objets a détecter dépend linéairement de la surface de
la zone.

6.3.2 Interaction d’alignement

Dans une ville, les batiments sont usuellement alignés. Nous introduisons donc
un terme d’interaction qui favorise de tels alignements. Comme le terme d’attache
aux données détecte des discontinuités qui peuvent étre vues comme des murs,
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(a) Exemple 1 ](;Dé)ﬁnition (c) Exemple 2

F1G. 6.8: Interaction d’alignement. a) exemple d’un alignement simple, b) valeurs
nécessaires 4 la définition de la notion d’alignement, et c) exemple d’un rectangle
interagissant avec trois autres par les 4 relations d’alignement possibles.

nous prenons en compte le type d’alignement présenté par la figure 6.8. La figure
6.8(a) montre un exemple d’alignement, tandis que la figure 6.8(b) explicite les
grandeurs utilisées pour définir un alignement. Si I’on note d¢q(u,v) la distance
entre les coins appropriés de u et de v, d¢(u,v) la différence d’angle entre les
deux rectangles (modulo 7), le premier type d’alignement est défini par les trois
conditions suivantes :

dCl(”?”) < dC’max
v = di(u,v) < dipmag (6.13)

(u,v) €73

" Nall

Comme un rectangle possede 4 coins, nous définissons en fait 4 relations notées
de N(lll a Nil. Ces relations ne sont ni symmeétriques ni réflexives. Par contre si

U Nfll v alors il existe j tel que v Nil u. Par ailleurs, un objet peut étre aligné

avec un autre par deux coins, auquel cas nous considérons que deux interactions
différentes agissent sur ces deux rectangles. La figure 6.8(c) montre un exemple
de rectangle qui est relié a trois autres par les 4 relations.

En réalité nous ne considérons que les interactions entre les rectangles qui sont
tous deux dans 7g. Pour finir, il reste a définir la fonction de récompense ¥. Pour
cela, on utilise la fonction suivante w :

w: R? — [0,1]
1 1+ a2
(waxmam) - 22 <1+;nzaz_1> 7‘x|§$max
mazx

w a été construite pour que @ (0, Tymaz) = 1 €t @W(Tmazs Tmaz) = 0. Nous prenons
alors comme fonction de récompense :

1 1
\I’(U,7 'U) = iw(dt(uy ’U), dtmam) + iw(dol (U, U)u dC’max)

Cette fonction est importante, puisque le but n’est pas seulement de favoriser la
présence d’alignements, mais également de favoriser ceux de bonne qualité.
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e N
c3¢l\/l)c4 L

F1G. 6.9: [llustrations des relations de complétion. A gauche, un rectangle inter-
agit avec un autre par les quatre relations de complétion. A droite, un rectangle
interagit avec deur autres par deux des relations de complétion.

Cq

Fi1G. 6.10: lllustration des relations de pavage

6.3.3 Interactions de complétion

Les batiments rectangulaires sont composés de 4 murs. Comme le terme d’at-
tache aux données détecte les discontinuités suivant deux des quatre murs, il est
utile d’ajouter une interaction qui favorise la détection dans des directions or-
thogonales. Nous utilisons le méme type de conditions que celles présentées par
I’équation (6.13) : les deux objets doivent tous deux appartenir a 7, la distance
entre les deux coins d’intérét doit étre plus petite que dc,,, ., et la différence entre
les angles proche de 7/2 (avec une tolérance dy,,,,). Une fois encore, cela définit
en fait quatre relations différentes de N(E:)omp a ~§Omp, chacune d’entre elle corres-
pondant & I'un des quatre coins. La figure 6.9 présente des exemples de rectangles
en interaction.

6.3.4 Interactions de pavage

Le dernier type d’interactions agit sur des configurations paralleles de rec-
tangles situés cote a cote comme illustré par la figure 6.10. Cette interaction
est essentiellement introduite pour obtenir des configurations de batiments jux-
taposés. La définition de ces relations est similaires aux précédentes. La fonction
de récompense ¥ est également ressemblante aux précédentes. On définit ainsi
s 12

. . 9
les interactions de ~p,,, a ~2,.

6.3.5 Interaction d’exclusion

Un terme d’exclusion est nécessaire pour éviter la présence d’objets redondants.
D’une part on veut éviter les explications redondantes des données, d’autre part
il faut assurer que les interactions attractives ne provoquent pas d’accumulation
de rectangles. Il faut également assurer la condition de stabilité (voir le chapitre
précédant : la variation d’énergie induite par ’ajout d’un point a une configuration
doit étre bornée).
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Définition

La relation d’exclusion la plus simple que ’on peut utiliser est la relation d’in-
tersection suivante qui agit uniquement sur des rectangles paralleles :

u~y s Ge(t,v) < domaesa (6.14)
Sur f(u) N Surf(v) #£ 0

Cette relation a la propriété suivante par rapport aux relations attractives
définies précédemment :

Propriété Relation d’exclusion

1l existe un mnombre fini Nyyer tel que si un objet u a
Nover voisins (sous l'une des 12 interactions attractives ~*), il
est impossible d’ajouter un nouveau voisin qui n’intersecte pas
les premiers.

Cette propriété est vérifiée car le nombre de rectangles plus grand que lpin * Limin
est limité comme I'image est bornée.

Energie associée

Nous utilisons un modele simple, homogene a celui utilisé pour les interactions
attractives présenté dans la partie 6.3.1 :

Ue:rcl(x) = _ae:vcl Z Veael (X7 U) aemcl <0

UEX

a®® est pris suffisamment petit pour qu’il soit impossible d’avoir des objets

redondants. Nous présentons plus loin comment choisir ce terme.

6.3.6 Résultat visuels

Nous présentons sur la figure 6.11 deux résultats. Le premier ( 6.11(a)) est
la réalisation d'un processus ponctuel dont la densité est définie par (Uine(.) +
Uezel(.))/T a une température moyenne. Le second, (figure 6.11(b)) est une confi-
guration minimisant Ujne(.) + Ueper(.) obtenue par recuit simulé. Ces résultats
montrent de quelle maniere le champ interne contraint le positionnement des
objets.

6.4 Algorithme d’optimisation

Nous présentons ici ’algorithme utilisé pour optimiser I’énergie définie dans
I’équation (6.4). Une présentation générale et les preuves de convergence ont été
données dans le chapitre 5. On notera toutefois l'utilisation d’une mesure de
référence non homogene.

6.4.1 Généralités (Rappel)

Nous avons défini un processus ponctuel X par son énergie U(.). Par la relation
de Gibbs cette énergie définit une densité h(.) connue & une constante de nor-
malisation pres. Cette densité et la loi p(.) du processus de Poisson de référence
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R

=

(a) A température (b) A basse
moyenne température

Fia. 6.11: Illustration de linfluence du champ interne. Les pointillés représentent
les cotés pour lesquels la présence de discontinuités n’est pas testée.

définissent la loi m(.) de X . Pour échantillonner 7(.), nous construisons une
chaine de Markov (X;);>0 sur C, l'espace des configurations finies de rectangles
en utilisant une configuration initiale (par exemple, vide : Xo = {0}) et un noyau
de transition Markovien K (x,.) décrivant la loi de X;41|X; = x. Bien entendu, ce
noyau K (.,.) est concu de fagon que la chaine de Markov converge ergodiquement
vers la loi désirée. Cette convergence ergodique signifie que les éléments finaux
d’une trajectoire sont distribués d’apres m(.).

1K™ ({0}, ) = 7()ll7v — 0

La chaine de Markov générée par ’algorithme utilisé vérifie cette propriété. Nous
avons montré en fait des résultats plus précis puisque nous savons que nous pou-
vons partir de n’importe quelle configuration et que la variation totale tend vers
0 suivant une loi géométrique.

MCMC pour les processus ponctuels

L’échantillonneur que nous utilisons provient des travaux de Geyer et Mgller
([Geyer et Mpller, 1994]) ainsi que de ceux de Green ([Green, 1995]) sur les
échantillonneurs de Metropolis Hastings sur des espaces d’états généraux. Cette
technique utilise des noyaux de proposition @Q,,(x,.) qui générent une nou-
velle configuration y a partir d'une ancienne x, ainsi qu’un taux d’acceptation
am(x,y) qui donne la probabilité d’accepter que y remplace x. Si 'on note
x = {x1,... ,mn(x)} la configuration courante des points, les trois types de noyau
de proposition considérés se résument ainsi.

Naissance ou mort. Avec une probabilité p, la transformation ajoute un point
u a x et propose y = x U u ou le nouveau rectangle u est s généré suivant la loi
uniforme |.|/|S|. Avec une probabilité p; = 1 — py, c’est la mort qui est appliquée
a x, et y =x\ u, ol u est choisi uniformément dans x.

Transformations simples. De  telles transformations  perturbent
aléatoirement un point w de la configuration pour en obtenir une nouvelle
version v et proposent y = x \ w U wv. Parmi ces transformations on trouve
la rotation, la dilatation, la translation ainsi que les transformations avec
pré-exploration (voir le chapitre précédent).
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Naissance ou mort dans un voisinage. L’idée de cette transformation est
de créer ou de supprimer une paire de points en interaction en ajoutant ou sup-
primant un point dans le voisinage d’un autre. Rappelons qu’a chacun des noyaux
utilisés est associée une fonction R, (.,.)de C x C dans (0, 00). La valeur R, (x,y)
est appelée rapport de Green. L’algorithme se décompose alors ainsi : pour un
état X; = x, on choisit un des noyaux @,(.,.) avec une probabilité p,,(x), on
échantillonne y ~ @,,(x,.), on calcule le rapport de Green R,,(x,y) et le taux
d’acceptation a,,(x,y) = min(R,,(x,y),1), pour enfin accepter la proposition
Xi+1 =y avec une probabilité a,,(x,y).

Recuit simulé

Notre but est de trouver la configuration minimisant I’énergie U(.). Pour faire

cela, on utilise un recuit simulé. Au lieu de simuler A(.), on simule suivant %0 (.).
T: est un parametre de température qui tend vers zéro quand ¢t va vers l'in-
fini. Ces techniques ont été largement utilisées en traitement de 'image. On se
référera & [Winkler, 2003] pour avoir une étude générale de ce domaine. Si (T%)¢>0
décroit suffisamment lentement, c’est a dire en suivant une loi logarithmique, alors
(X¢)e>0 se concentre a l'infini sur 'ensemble des maxima globaux de h(.). Il est
bien stur impossible d’utiliser un schéma de décroissance suffisamment lent en pra-
tique. Il est courant d’utiliser un schéma géométrique. Pour obtenir un résultat
correct, il est donc nécessaire de construire une chaine suffisamment mélangeante,
ce qui nécessite d’introduire des noyaux de perturbation pertinents.

6.4.2 Mesure de référence
Commentaires

Pour des raisons pratiques, 'intensité v(.) de la mesure de référence p(.) utilisée
est en général uniforme. Si ’on prend

||

M| (6.15)

v(.) = ||k x

on obtient un processus de Poisson homogene qui met en moyenne |K | objets dans
S. La configuration maximisant h(x) ne dépend pas de la mesure de référence
choisie. L’avantage d’utiliser une mesure de référence simple est que cela simplifie
la génération d’un point. Par exemple, si I'on utilise (6.15) ’étape de naissance
utilise une génération uniforme sur S.

Toutefois dans notre cadre de travail, les points d’intérét sont ceux de 7g. Or
cet ensemble est de taille tres petite, comme mentionné dans le tableau 6.1. Il est
toutefois possible de favoriser cet ensemble 7g et de garder la génération uniforme,
en ajoutant un “terme de correction de mesure” dans ’énergie :

Uint(x) + Uega (%) + pert(x)> (6.16)

h(.) o exp (Z log(3(u)) — T

uUEX

Ajouter ce terme (somme des fonctions () est équivalent a changer la mesure
d’intensité excepté que cela permet de garder la génération uniforme. On note
V(.) la mesure d’intensité correspondant & ’équation (6.1).
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Utilité de la partition

Comme détaillé dans la partie 6.2.2, nous avons défini une partition de S :
S = yU---U~s, ol les tailles de ~; sur un exemple sont décrites par le tableau 6.1.
Nous proposons d’utiliser la fonction (3 de correction donnée ci-dessous :

i=3
~Is" (6.17)
i=0
ce qui, pour un processus de Poisson, donne :

B = BN, ()] =/ (3) = Bur() = BIKI T (6.18)
On peut régler les poids de telle fagon que les F; soient du méme ordre. Un autre
avantage de cette paramétrisation est qu’elle est indépendante de I’aire observée
|K|. En utilisant une estimation MCMC, nous proposons d’abord de calculer les
valeurs |7;|/|S| donnée par la table 6.1, et d’en déduire ensuite les valeurs des [3;
telles que

E; ~ |K]|

ou |K| correspond a l'aire en metres carrés de la zone urbaine considérée.

6.4.3 Convergence de I’algorithme

Nous vérifions ici que les conditions obtenues dans le chapitre 5 pour assurer la
convergence de I’échantillonneur sont vérifiées.

Condition de stabilité

On a besoin d’'une borne réelle R, telle que :
V(x,u) €eC xS h(xUu) < Ryh(x) (6.19)

Il faut donc que la variation d’énergie provoquée par I’ajout d’un point soit bornée.
Cette condition est vérifiée quand la condition suivante sur le champ interne est

elle méme vérifiée :
1=12

ezl < — Z ) (6.20)

En réalité, pour obtenir la condition assurant 1’existence d’'un minimum (c.f. 6.5),
il faut une condition plus forte :

=12

Qegel < — Z + bZ \@ngztn (621)

Conditions de stabilité sur I’échantillonneur

On a vu, dans le chapitre précédent que 1’on obtient la convergence de 1’algo-
rithme d’échantillonnage en assurant, entre autres, les conditions suivantes :

a) pour chacun des noyaux de perturbation, la probabilité de le choisir p,,(x)
ne dépend pas de I'état courant X; = x et la probabilité de ne rien faire est
strictement positive,

b) les densités des lois utilisées par les naissances ou mort sont bornées,
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c) et il ne manque alors plus que la condition assurant la convergence de
I’échantillonneur lorsque ’on utilise la naissance mort dans un voisinage. Dans
le cadre de travail présenté ici, les relations de voisinage (interactions) ne sont
pas réflexives. Pour obtenir la condition de drift, il est alors facile d’assurer que
le nombre d’objets est borné. Une autre solution consiste a utiliser une relation
différente de celle du modele qui soit symmétrique et réflexive.

Propriétés de convergence

Comme les conditions suffisantes sont vérifiées, on obtient la convergence de
I’échantillonneur a température fixée (ergodicité géométrique et récurrence au
sens de Harris). Il reste alors a montrer la propriété de convergence du recuit
simulé : faire décroitre la température avec une vitesse logarithmique permet
d’assurer que 'on obtient presque sirement un des maximiseurs globaux de h(.).
On trouvera dans [Van Lieshout, 1993] une preuve utilisant une condition de
Dobrushin et un algorithme d’échantillonage légerement différent de celui utilisé
dans ce travail.

6.5 Reésultats

Nous présentons ici quelques résultats obtenus sur des données optiques et LA-
SER. Nous insistons d’abord sur les différents parametres utilisés, puis nous
présentons une validation des résultats.

6.5.1 Parametres du modele

Les parametres ont été réglés a la main. Il doit toutefois étre possible, en uti-
lisant I’expression du modele sous forme de famille exponentielle donnée dans la
partie 6.7.1 d’introduire une procédure d’estimation automatique. Comme nous
I’avons déja mentionné, les poids 3; associés a la mesure de référence sont estimés
en utilisant une procédure MCMC. Le tableau 6.2 présente les parametres utilisés
qui ne dépendent ni du type de données utilisés, ni de la taille de I'image.

Définition du champ interne Les relations d’alignement, de pavage et de
complétion requiérent deux parametres physiques : la différence d’angle maximale
et la distance maximale entre les deux coins des deux rectangles.

Définition des 7; (attache aux données). Le terme d’attache repose sur
des seuils. Les deux seuils les plus importants sont les seuils qui définissent g,
c’est-a-dire thy et th2.

Parameétres du modeéle : champ interne. Les parametres du modele a?, b’ et
Gezel ONt 6té choisis de telle sorte que la condition (6.20) soit vérifiée. Le modele a
priori a montré sa robustesse en pratique. Seuls les poids relatifs entre les champs
interne et externe nécessitent un réglage, dépendant de la force de la régularisation
désirée. Nous avons pris ici p = 1 (référence).

6.5.2 Parametres de I’échantillonneur

Il y a essentiellement deux types de parametres : les parametres de mélange
(pm) et la taille de l'espace utilisé pour générer de nouvelles composantes. Pour
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TAB. 6.2: Parameéetres robustes du modele

Définition de vy, ...,73
Espace des marques
Umin 90%
Mmaz | 0.02
lmax 40m
L, 6m
me 0 Alignements
max m a ol 0.04
: . b al 0.1
Relations attractives
d 20°
dtmax ) Relations de complétion
Cmag | M acmr | 0.04
' b comp 01
Intersection
dtmaa: 600

Relations de pavage

a excl

— q pav O
Longueurs minimales
. L 3 b pav 0.5
de discontinuité détectées
thl 80% : :
Relation d’exclusion
th2 40%

-3

les naissances ou mort, nous avons pris des probabilités égales : pg = pp = 0.5. Le
tableau 6.3 présente les parametres de mélange adoptés.

6.5.3 Parametres de bas niveau

Cas des données LASER. Nous présentons d’abord un résultat obtenu sur
des données LASER. Le principal probléeme rencontré est di a 'imprécision des
données. Elles ont en effet été obtenues par un vol au dessus d’Amiens. Cela
donne un ensemble de points tridimensionnels qui ne sont pas équidistants. Pour
obtenir I'image présentée ici, il y a donc eu une interpolation au moyen d’un
noyau gaussien. Les parametres bas niveau utilisés (tableau 6.4) ont été réglés de
maniere a se comporter correctement vis a vis des discontinuités peu franches.

Données optiques. Le MNE optique fourni par I'IGN est plus précis (discon-
tinuités plus abrupte) mais aussi plus bruité que le MNE LASER. C’est pour cela
que le seuil de pente a accumuler o; est plus haut et que le terme de régularisation
lyegul est plus grand que dans le cas des données LASER, ainsi que le présente le
tableau 6.4.

6.5.4 Validation de la méthode

Nous avons rencontrés des problemes délicats pour valider la méthode. La vérité
terrain est en effet treés précise (obtenue par une méthode semi-automatique sur
des images aériennes treés résolues). Les MNE contiennent souvent des erreurs
délicates a éliminer. Enfin, il est difficile de comparer deux données vectorielles.
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TAB. 6.3: Parametres de ’échantillonneur

Naissance ou mort
psp | 1/20

Naissance ou mort

liées a ~comP

1/20

PBDNcomp

Naissance ou mort
l

lides & ~@

PBDN,, ‘ 5/20

Transformations simples

pr 3/20
3 PR 3/20
Naissance ou mort
L PDL 3/20
lides & ~Pav
PDI 3/20

PBDN,a, | 1/20

TAB. 6.4: Paramétres bas niveau utilisés pour les données LASER et optiques.

- - Filtre LASER Filtre optique
Grille de points
lregul 2m lregul 4m
T 0.5m
o} 0.7*r o} 1*r
e 1m
; 10 o 1.5m op, 2m
S e 5, | 2m 5. | 2.5m

La distance de Hausdorff. Pour un résultat donné (c’est a dire une configu-
ration de rectangle x), il est possible de calculer la surface moyennée de batiments
manqués et la surface moyenne de batiment sur-détectés par rapport a la vérité
terrain. Cela correspond aux deux parties de la distance de Hausdorff entre deux
ensembles.

Nous comparons donc les projections des représentation vectorielles de I’extrac-
tion obtenue et de la vérité terrain. Cela donne trois classes de pixels : ceux
qui ont été correctement identifiés comme une zone batie (en gris sur les images
résultats), ceux qui ont été oubliés (en noir) et ceux qui ont été identifiés comme
une zone batie alors que ce n’est pas le cas (sur-détection en blanc).

Sur les résultats présentés, une estimation simple de I'altitude du toit est calculée
ce qui permet de comparer visuellement la vérité terrain au résultat.

6.5.5 Premier résultat : données LASER

Les données LASER sont a une résolution de (0.5m x 0.5m) au sol et de 0.01m
en hauteur. La zone d’intérét est celle présentée dans la figure : 6.1.

Extraction obtenue La figure 6.12 présente les données, la vérité terrain, le
plan obtenu, et les pixels mal classés. On constate que la taille des rectangles
détectés est souvent plus grande qu’en réalité. Cela est di a 'étape d’accumu-
lation des pentes dans le filtre de bas niveau et de l'imprécision des données
(localisation des discontinuités).
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(a) MNE LASER (50cm) (b) Vérité terrain (20cm)

(d) Erreurs de classification (noir : bati
oublié, blanc : sur-détection)

(c) Plan estimé (20cm)

F1a. 6.12: Résultat sur la premiére zone d’intérét avec le MNE LASER.
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(a) MNE optique (20cm) (b) Vérité terrain (20cm)

(c) Plan estimé (20cm) (d) Erreurs de classification (20cm)

Fi1G. 6.13: Second résultat : MNE optique.
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(c¢) Plan estimé (20cm) (d) Erreurs de classification (20cm)

Fi1G. 6.14: Deuxieme zone d’intérét : vieille ville d’Amiens, MNE optique.
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(a) Photographie aérienne (25cm)

(c) Plan estimé (20cm) (d) Erreurs de classification (20cm)

F1a. 6.15: Troisieme zone d’intérét dans Amiens, MNE optique.
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TAB. 6.5: Taux de classifications pour les résultats présentés.

Res. 1 : données LASER ‘ ’ Res. 2 : données optique ‘
Aire manquée (noir) 5% Aire manquée (noir) 8.9%
Fausses alarmes (blanc) | 11% Fausses alarmes (blanc) | 10.6%

Res. 3 : données optique ‘ ’ Res. 4 : données optique ‘
Aire manquée (noir) 8.01% Aire manquée (noir) 11.4%
Fausses alarmes (blanc) | 5.3% Fausses alarmes (blanc) | 5.9%

Taux d’erreurs et commentaires Le tableau 6.5 présente les erreurs de
détection obtenue. L’image correspond a une aire qui est large approximative-
ment de 200m sur 200m. Comme la résolution des données est de 0.5m, la taille
de I'image est de 400 x 400 .

L’extraction automatique requiert 3 heures (10 millions d’itérations) ce qui est
long puisque la machine utilisée travaille avec 1 Gb de mémoire vive a une ca-
dence de 1 Ghz. Il est toutefois important de remarquer que les résultats suivants
ont nécessité les mémes temps de calculs bien que les images soient plus grandes
(1000 x 1000, résolution de 20cm). La taille de I'image semble étre moins impor-
tante que la complexité de la scene observée ce qui est un atout de la méthode.

6.5.6 Deuxieme résultat : MINE optique

Le second résultat a été obtenu sur le MNE construit avec des données optique
par un algorithme de corrélation amélioré (c.f. [Baillard, 1997]). La résolution est
de 0.2m par pixel, et de 0.1m par unité de hauteur. Le principal probleme de ce
MNE vient du bruit : il y a beaucoup de petits artefacts. Ceci dit, le MNE est de
tres bonne qualité.

Exceptés les parametres du filtre de bas niveau, tous les parametres sont iden-
tiques aux parametres du premier résultat.

La figure 6.13 présente ’estimation obtenue. Comme les données optiques sont
un peu plus bruitées que les données LASER, les résultats sont un peu mons bon.
Il faut noter par ailleurs que des arbres ont été classés comme des batiments. Il est
néanmoins possible d’appliquer un filtrage a posteriori pour améliorer le résultat.

6.5.7 Seconde et troisieme zones

La seconde zone correspond & une partie de la vieille ville d’Amiens. Cette partie
est complexe a traiter a cause du grand nombre d’arbres et de petits batiments.
La comparaison est faite sur un sous-ensemble de l'image d’origine, puisque la
vérité terrain n’est pas compete. Les résultats sont présentés sur la figure 6.14.

Le dernier résultat est présenté sur la figure 6.15. Le MNE optique est peu
précis dans les arrieres cours. Les discontinuités sont difficiles a détecter dans
ces endroits. L’algorithme proposé se comporte correctement exepté pour traiter
ces arrieres cours et pour tenir compte des arbres, en particulier lorsqu’ils sont
accolés aux batiments.
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6.6 Conclusion

L’algorithme présenté semble donc étre efficace pour traiter le délicat probleme
d’extraction automatique de batiments sur les données décrivant des zones ur-
baines denses.

L’algorithme permet d’extraire des formes rectangulaires simples de données
altimétriques. L’algorithme ne requiert aucune interaction avec un opérateur, et
aucune initialisation. Par ailleurs la paramétrisation semble étre robuste puisque
I'on a pu traiter des données différentes et de différentes tailles avec les mémes
réglages.

Les résultats obtenus semblent étre utiles pour une reconstruction 3D plus
précise, comme celle présentée par H. Jibrini ([Jibrini, 2002]).

Cependant ’algorithme n’a pas que des avantages : d’abord, il est lent, et ensuite
il nécessite un certain nombre de réglages.

6.7 Quelques calculs

6.7.1 Le modele comme une famille exponentielle

, . . . . 1 4 8

Nous avons défini 12 interactions attractives, ~ ..., ~g, ~comps -1 ~comp
,Ngav, e N}wa, une relation d’exclusion ~...;, et une partition de ’espace objet
S définie par : 7, ...,73. Nous définissons maintenant les parametres et applica-

tions suivants :

tme(x) = > (V'(xw),, W (x,u),...,Vixu),

UueEX

Wix,u),..., V'2(x,u), W2(x,u))"
td(x) = Z (1'Yo(u)v ‘]0(“)7 c 1’Y3 (u)’ J3(u))T

UueEX
texcl(x) = Z%xcl(xyu)
uET
Oimi = —(ab,bl,... a" bt ... a2 12T

fezt = (0,1,0.001,0.001,0.01,0.01,0.1,0.1)7
emes - (log(ﬁO)a 07 e 710g(/8i)7 07 ... 710g(/83)7 O)T

eexcl =  Qexcl
11 est aisé de vérifier que la densité hr,(.) peut étre écrite comme :

< Oeat, ta(x) >
Ti
+ < einta tint(x) >+ < eemcla tea:cl(x) >>

h(X) & exp — << HmeSatd(X) >+

T;

6.7.2 Taux de Green

Nous rappelons ici les expressions des rapports de Green obtenue dans le cha-
pitre 5.
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Naissance ou mort simple

Naissance. Un nouveau point u € S est généré suivant ;j((s)), et on pose y =

x Uwu. Le taux vaut alors

_ h(y)v(S) _ h(y) |K]
B = ) nly) ~ hix) nly) (6.22)

Mort Un point v est choisi uniformément dans x, puis on pose y = x \ v, ce
qui donne :

by n(x)  hy)n(x)
B= 500 0(8) = hiw) 1K (6.23)

Naissance ou mort dans un voisinage

Nous présentons rapidement ici comment ces transformations ont été
implémentées dans notre cas pratique. Pour deux rectangles u et v donnés, les in-
teractions attractives sont décrites au moyen d’une contrainte sur la distance entre
deux sommets appropriés C'(u) et C(v), ainsi qu'une contrainte sur la différence
d’angle entre les deux rectangles.

Naissance Si une naissance a été choisie (avec une probabilité py), la procédure
est la suivante :

[1] Choisir un objet au hasard u dans 9 Nx. Si ’ensemble est vide, ne rien
faire.

[2] Une fois que uw a été choisi, générer v tel que v ~ u. Une solution est
de simuler Z € R tel que z = (,y,60, L,1). (z,y) sont les coordonnées
du coin d’intérét C'(v) du nouvel objet créé. Ainsi, le point (z,y) doit se
trouver dans un disque de centre C'(u) et de rayon dyq,. Nous proposons
de générer uniformément ce point dans le disque, et pour cela de générer
des points dans le carré de coté 2 * dmqe jusqu’a ce que 'un d’entre
eux tombe dans le disque. Rappelons qu’une génération au moyen des
coordonnées polaires doit étre évitée (voirle chapitre 5).

00 est la différence d’angle entre u et v : elle devrait étre générée dans
[—dy,dy]. L, sont respectivement la longueur et la largeur de v, générées
dans [Lmim Lma;r] et [lmina lmaa;]-

[3] Grace a z, on peut construire le rectangle v.

[4] On calcule ensuite R*(x Uv), ensemble des points en relations de x U v
tels que I'un des points soit dans g :

RT(x) = {{w,w'} € x* w~w {ww}nNy #0}
puis s(x Uwv) = card R (x) ainsi que jgq

D ueN (waxun) 310 (1) Lag (V) + Log (u) (1 = 144 (v))
s(xUw)

jat () =

et jp :

() Lo (u)
Z I (w) = Z carZiyo(x)

ueN (v,x) ueN (v,x)
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[5] Pour finir, le taux de Green est donné par :

h(x Uwv) pd gaev 2md?

max

h(x) Db Cuenon Ji(w) 7

dy

R(x,xUwv) =

Mort dans le cas de la mort, on applique la procédure suivante :
[1] Choisir aléatoirement une paire {w,w’} d’objets reliés de R*(x),

[2] choisir un point v de la paire choisie :
— si les deux objets w et w’ sont dans vp(x) choisir I'un des deux avec
une probabilité 0.5,
— sinon prendre v comme l'unique objet de la paire n’appartenant pas
a o,
[3] Calculer le taux de Green :
x\v
h(x\ v) Db ZuGN(v,X) Jy * (u) s
h(X) Pd ]Zl((v) 27Td$namdt
Suivre cette procédure est important. Par exemple, si la mort choisi uniformément

un objet en relation parmi toute la configuration au lieu d’une paire, la conver-
gence pourrait étre perdue.

R(x,x\v) =

6.7.3 Conditions de stabilité et de minoration

Nous avons présenté dans le chapitre 5 des conditions suffisantes pour assurer
la convergence de I’algorithme. Parmi celles-ci se trouve la condition de stabilité
donnée par I’équation (6.19). L’intégrabilité de h(.) découle de cette condition

puisque la densité non normalisée h(.) est alors bornée par h({@})RZ(X) qui est
intégrable.
Terme impliquant t;. Il est important de noter que :
ta(x Uu) — tg(x) = tq(u) avec |[tg(u)]| < V2
Ce qui amene immédiatement :

HeextH
)

0656
| < Omes + ~5 ta(x U ) = ta(x) > | < V2(||mes | +

Modele a priori La condition de stabilité est aussi vérifiée pour le modele a
priori, mais cette propriété repose sur le fait que I’exclusion pénalise la superpo-
sition des rectangles. Prenons le cas particulier d’une relation attractive ~*. Si on
rappelle que a.;¢; < 0 et on suppose que :

Gezel < —(a’ +b") (6.24)
La variation d’énergie induite par I’ajout d’un point est donnée par :

Ul(x Uu) — U'Yx) = UL (x Uu,u) + Z Ul (xUu,v) — UL (x,v)

VEX
ou Ulio . correspond a :
Ulioc(x7 U) = _[aivi(x7 U) + biWi(Xa U) + ae:vcl‘/excl(xa U))]

Par conséquent, la partie négative de la variation d’énergie se décompose en :
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~ une partie provenant de U}, .(x U, u) qui est bornée par |a’| + |b7],

— la variation induite par u pour chaque v dans x. La condition (6.24) donne
que la partie négative de 1’énergie n’implique que les objets de x qui sont en
interaction attractive ~* mais pas en interaction exclusive ~*¢ avec u. On a
vu que le nombre de ces objets est uniformément borné par Nyye,- et donc :

e~ U’ (xUu) . .

exp (—|U*(xUu) = U (x)|4...
+HU (xUu) — U'(x)]-)

exp (U (xUu) — U'(x)|-)

exp (‘ai| + [0 + Nover(|a’| + W’))

< exp (Nover + 1)(Ja] + [51])

e_Ui(X)

IN A

Finalement, si I'on veut étre capable de sommer ce résultat sur les k relations
attractives, nous avons besoin de la condition suivante.

k

el < —()_(a’ + 1)) (6.25)

=1

La condition de stabilité est alors prouvée.

Condition de minoration Dans un cadre de minimisation, nous avons besoin
d’une condition plus forte (6.5). Pour obtenir cette condition on peut mener le
méme type de raisonnement, ce qui permet de conclure que la condition suivante

convient :
i=12

GQegcl <= Z(QZ + bl) - \@Heextu (626)

=1



Chapitre 7

Modeles 3D

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la possibilité d’introduire des modeles
de batiment 3D dans le cadre de travail proposé. L’intérét de tels modeles est
double : un modele 3d permet d’une part d’expliquer la structure des batiments
directement, et d’autre part d’introduire des modeles plus proches d’un modele
bayésien que les modeles considérés dans les chapitres 2 et 6.

7.1 Un modele plus complexe de batiment

Pour pouvoir utiliser des caricatures de batiments plus complexes, il faut aug-
menter la dimension de M, espace des marques. Nous proposons ici un exemple
de modele de batiment composé d’un rectangle auquel on ajoute 6 parametres.
La figure 7.1 présente ces parametres. Les deux premiers, e; et es, correspondent
respectivement a la hauteur de la gouttiere et a la hauteur du sommet du toit
par rapport au sol. Les quatre autres t1, t9, t3, 4 sont des parametres descriptifs
de la forme du toit. S s’écrit donc : S = K x M x M’ o M’ correspond au pavé
suivant :

M/ = [elminyelma:v] X [€2min7e2max] X [07 %]4
Un tel batiment étant décrit par 11 parametres, 'espace d’état C , espace des
configurations de batiments, est donc de taille démesurée. Nous verrons plus loin
que nous proposons de réduire la taille de C en utilisant une initialisation.

t1 t2

eZI [ |3
el ,,,,,,,,,,,,,,,,
| 4

Fic. 7.1: A gauche : batiment en 8 dimensions, 4 droite : batiment vu de haut

7.2 Un premier modele
Nous présentons ici un modele dont la construction n’est pas bayésienne.

149
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7.2.1 Attache aux données

Puisque 'on dispose d’un modele plus précis décrivant les batiments, on peut
utiliser un terme d’attache aux données mesurant la distance entre le MNE re-
construit h(x,.), et le MNE de données h,f(.). Idéalement on voudrait pouvoir
comparer directement le MNE reconstruit (configuration de batiments 3d) et le
MNE donné. Pour cela il suffirait de se donner une grille de points de référence
de K, notée A ainsi qu'une distance d sur R pour pouvoir prendre comme terme
d’attache aux données :

1
Udonnées = W Z d(h(X, S)a href(s))

seA

Dans cette expression, h(x,s) donne la hauteur associée au site s € A par la
configuration x de batiments tridimensionnels. Malheureusement, cette fonction
n’est pas accessible directement.

Un premier probleme vient du fait que dans le modele de batiment présenté,
deux valeurs sont relatives a la hauteur du sol : la hauteur de la gouttiere e; (base
du toit) et celle de la créte, e2. Pour connaitre la hauteur reconstruite h(x, s) il
faut donc une estimation de l’altitude du sol autour de chaque batiment. Pour
connaltre cette hauteur nous utilisons le méme genre d’idée que pour les modeéles
des chapitres 2 et 6; nous utilisons 4 ensembles de 4 points répartis autour de
la base rectangulaire. La disposition de ces quatre points est présentée sur la
figure 7.2. Nous prenons ensuite comme estimée de la hauteur du sol le mini-
mum des quatre moyennes fournies par les quatre ensembles. Il y a également un

(o)
(o o)
(o)
o (o)
o o (oY}
o (o)
4T\ Hypothese de batiment
QOQ Ensemble de 4 points
()

Fi1a. 7.2: Les quatre ensembles de 4 points utilisés pour estimer la hauteur du sol
autour d’un batiment.

probleme d’ambiguité. Pour un pixel appartenant a la silhouette de la configu-
ration de batiment, il peut y avoir plusieurs batiments correspondant. Pour de
tels cas, nous avons pris le parti de considérer que la hauteur correspondante est
donnée par le batiment impliqué le plus haut.

Enfin, le dernier probleme tient dans le fait qu’une configuration x ne four-
nit aucune information sur la hauteur du sol. Il est donc délicat de comparer
deux hypotheses locales, I'une avec un batiment, ’autre sans. On peut toute-
fois se donner une hauteur de référence hy arbitraire pour les points de la grille
A qui ne sont pas dans la silhouette de la configuration x. Il est par exemple
possible de prendre hg = 0. Malheureusement cela entraine que l'ajout d’un
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batiment améliore presque toujours l'estimation courante du relief. Cela se com-
prend aisément sur la figure 7.3.

Pour éviter ces comportements, nous avons pris le parti d’imposer au modele
de n’approcher le MNE que “par en dessous”. Pour cela, nous prenons comme
distance d dans le terme d’attache aux données :

|h_h7‘ef| POUThS href‘l'dmaz

00 sinon

d(h, hyef) = {

Cette fonction de distance pénalise fortement les hypotheses de batiments qui
sortent d’une bande large de d,,,, par rapport a la surface du MNE donné (voir
la figure 7.4). Pour que cette idée fonctionne il faut donc prendre : diar < €1min
et eamin > 0. Le meilleur parti est de prendre d,,q.x = €1min Puisque cela autorise
plus de souplesse.

7.2.2 Réduction de la taille de ’espace d’état

Un batiment étant représenté par un élément de R'!, il devient tres cotiteux
en temps de calcul d’optimiser I'énergie sur l’ensemble des configurations de
batiments. Pour passer outre ce probleme, on peut utiliser une prédétection :
on suppose que l’ensemble des traces au sol rectangulaires plausibles est
connu. On peut imaginer différentes techniques permettant d’obtenir ces hy-
potheses préliminaires dont I'utilisation d’une transformée de Hough. Les résultats
présentés ici ont été obtenus en utilisant ’énergie d’attache aux données présentée
dans le chapitre précédent couplée avec un algorithme de gradient stochastique.
La pertinence de cette approche dépend fortement du nombre de points de départ
de I'algorithme stochastique considéré.

Ces hypotheses de traces au sol plausibles forment donc un ensemble de points
de K x M

{’Ul,...,UN} Vi v, € Kx M

que l'on appelle graines d’initialisation. Pour définir un espace d’état restreint,
on utilise un ensemble B (voisinage) de R et I’addition au sens de Miinkovski
entre les ensembles notée @. L’espace réduit que nous considérons s’écrit alors :

Sreduit = U {Uz} OB | xM

On peut aussi écrire Sequir comme 'union de ses composantes .S; :

S:USi

i<N

avec

S; = ({’UJEBB) x M’

Ceci a l'avantage de considérablement réduire la taille de I’espace d’état. L’en-
semble B permet en quelque sorte d’autoriser les perturbations des prédétections
et donc d’utiliser la partie a priori du modele pour régulariser ces hypotheses
préliminaires. L’ensemble B représente donc une notion de voisinage autour des
graines d’initialisation.

Il est en fait nécessaire d’avoir une sur-détection, ou alors si toutes les hypotheses
préliminaires nécessaires n’ont pas été trouvées par ’étape de préparation, de
construire une notion de voisinage plus complexe.
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(a) Une coupe fictive d’un MNE de données.

i 1k

e

(b) En gris : les longueurs utilisées pour calculer la
distance entre le MNE de données et I'initialisation
de la reconstruction.

0
o

(c) Rajouter une hypothese de batiment améliore
presque toujours la reconstruction

F1G. 7.3: Une hypothése de batiment améliore toujours la reconstruction proposée
si l’on a aucune connaissance pertinente de la hauteur du sol.
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T A
"l\dmax

Fia. 7.4: La distance utilisée pénalise fortement I’hypothese A : en pointillé le
MNE de données, la partie grisée de [’espace est la partie qui pénalise fortement
les hypotheses l'intersectant.

7.2.3 Algorithme

L’espace d’état étant plus complexe (les composantes S; centrées sur les graines
v; ne sont pas forcément disjointes), il est plus difficile de s’assurer de la
réversibilité des transformations utilisées par 1’échantillonneur. Nous passons
brievement en revue les différentes transformations et proposons quelques adap-
tations possibles.

Naissance ou mort

La naissance peut étre obtenue tres facilement :
[1] sélectionner 'une des graines v; aléatoirement,
[2] générer u, nouvel objet dans (B @ v;) x M’,
[3] calculer le taux de Green

La mort peut suivre la procédure usuelle :

[1] sélectionner un batiment au hasard (uniformément) dans la configura-
tion,
[2] calculer le taux de Green correspondant.
Pour le calcul du taux il y a une petite subtilité : les composantes centrées autour
des v; peuvent s’intersecter. Par conséquent, la probabilité de générer un nouvel
objet u dépend du nombre de boules centrées sur les graines préliminaires v; qui

contiennent u. Il convient donc, dans le calcul du taux, de prendre en compte ce
nombre. Par exemple, pour y = xUu) :

N|B x M| h(y)
(n(x) + 1)card{v; t.q. u € (v; ® B) x M'} h(x)

R(x,xUu) =

ou le rapport h(y)/h(x) représente le rapport de densité non normalisée fournie
par le modele. Dans le cas de la mort, il faut tenir compte du méme facteur de
correction, en l'inversant.

Transformations simples

Il s’agit de s’assurer, lors d’une transformation telle que la translation, la rotation
ou la déformation (modification de la longueur, de la largeur ou de la forme de
toit) que 'on ne sort pas de 'espace d’état, c’est a dire que 'on reste bien dans
I'une des composantes S; = (v;® B) x M. On peut pour cela simplement rejeter le
nouvel objet v 8’il n’est pas dans 'espace d’état. Il peut étre préférable cependant
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d’adapter le nouvel objet v en utilisant une congruence, de fagon a le ramener
dans une composante S;. On peut appliquer par exemple la séquence suivante :

[1] choisir aléatoirement un objet u dans la configuration x,
[2] choisir aléatoirement 'une des boules S; contenant u,

¢

[3] perturber u pour obtenir v’ et appliquer ensuite un “ modulo S;” pour
ramener v’ dans S; s’il en est sorti, ce qui donne v, le nouvel objet. On
peut ensuite

[4] calculer le rapport de Green, donné par :

card{S;, u € S;} h(y)
card{S;, v € S;} h(x)

R(x,x\uUv) =

Le rapport est obtenu en écrivant que la probabilité de passer de u a v est donnée
par :
1 card{S; t.q.(u,v) €S; x S;}
n(x) card{S; t.q.u € S;}

Naissance ou mort dans un voisinage

Pour ces transformations on peut considérer le changement d’espace d’état
comme une modification de la mesure d’intensité du processus de référence. On se

contente donc de rejeter les propositions de naissance qui ne tombent dans aucun
Si.

7.2.4 Résultats

La figure 7.5 présente les données utilisées : une partie du MNE sur la ville
d’Amiens d’une part, et la sur-détection initiale correspondante d’autre part. La
dimension de la zone considérée est a peu pres de 100m sur 100m. L’algorithme a
mis 3 heures (prédétection incluse) sur une station SUN Blade 100 I pour fournir
le résultat, dont un détail est montré figure 7.6. Le modele utilisé pour obtenir ce
résultat ne fait intervenir aucun modele a priori autre que le terme d’exclusion.
Ce résultat est a peu pres correct, méme si I’'on observe en quelques endroits un
phénomene de moyennisation.

Fia. 7.5: A gauche : détail d’'un MNE de la ville d’Amiens (IGN), a droite ini-

tialisation utilisée.

1500 Mhz, 250 M Rom
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Fia. 7.6: A gauche : détail du MNE initial en 8 dimensions, a droite : recons-
truction obtenue.

7.3 Un modele bayésien

Nous présentons dans cette partie un modele bayésien que nous avons pu intro-
duire dans le cadre de ces modeles 3D. Ce modele repose sur une estimation de la
hauteur du sol hgy(s) en un pixel s € A. Le modele bayésien repose en effet sur
un modele aléatoire de 'observation en fonction de la valeur sous jacente. Dans
le cadre des configurations de batiments, cela signifie que 1’on veut construire un
modele aléatoire de MNE en fonction d’'une configuration de batiments tridimen-
sionnels. Pour cela, on utilise deux lois gaussiennes : 1'une, pour les pixels du
sol, centrée localement en la valeur hgy(s), Pautre centrée sur h(x, s), la hauteur
donnée par la configuration de batiments.

7.3.1 Attache aux données

L’hypothese principale du modele est que les pixels du MNE sont indépendants
et identiquement distribués sachant le relief de la zone. Si ’on note :

— G(,0) la loi normale de moyenne m et de variance o2,
Silhouette(x) le projeté sur la grille de points A de la configuration de
batiments x (traces au sol),
— h(x,s) la hauteur en le pixel s donné par la configuration s,
— hgoi(s) la hauteur du sol en le pixel s,

le modele bayésien que nous considérons est le modele suivant :

(h(x, 5) = hres(s))?

— s 2
Udonné€$(x) = Z 2 + Z (hSOZ(S) 2h7"ef( ))

g o
s€Silhouette(x) bat s¢Silhouette(x) sol

La loi d’un pixel d’un batiment sachant la hauteur de la configuration en ce pixel
est donc donnée par la loi normale G(h(x, s), 0pet), tandis que celle d'un pixel du
sol par la loi G(hg($),0s0) conditionnellement au type du pixel.

7.3.2 Estimation de la hauteur du sol

Pour obtenir une estimée de la hauteur du sol, nécessaire a la mise en place du
modele, nous utilisons I'un des premiers résultats. Par exemple, sur les données
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LASER, le modele présenté dans le dernier chapitre a fourni le résultat montré
par la figure 7.7. De ce résultat on peut déduire une estimation de la hauteur du

...

(a) MNE LASER (50cm) (b) Plan estimé (20cm)

Fia. 7.7: Résultat du chapitre précédent sur la premiere zone d’intérét avec le
MNE LASER.

sol, en applicant les étapes successives suivantes.
[1] Estimer pour chaque batiment la hauteur moyenne du sol ’entourant,

[2] emplacer sur le MNE en chaque batiment la hauteur originelle par cette
hauteur de sol estimée,

[3] appliquer un noyau gaussien de taille 9x9 au résultat obtenu.

Dans le cas particulier du résultat de la figure 7.7, cette procédure donne le
résultat d’estimation du sol montré par la figure 7.8.

Il va de soi que l'on peut remettre en question la méthodologie proposée :
il ne semble pas étre tres performant de devoir utiliser deux fois de suite
la méme méthodologie. L’objectif était en fait d’étudier I'apport d’un modele
bayésien. Une segmentation du sol, peut par ailleurs étre obtenue par des
méthodes plus classiques, comme celles proposées dans [Vestri et Devernay, 2001,
Maas et Vosselman, 1999].

7.3.3 Modele a priori

Nous avons utilisé le méme modele qu’au chapitre précédent, avec trois
différences notables. D’abord, l'interaction attractive de complétion n’est plus
prise en compte puisqu’elle n’est plus pertinente. Par ailleurs, le potentiel du
terme d’exclusion a... peut étre pris plus bas. En effet, le modele étant bayésien,
I’'ajout d’information redondante n’améliore pas 1’énergie. Par contre il faut tou-
jours assurer la condition de stabilité. Pour cela il suffit de prendre :

k

ezl < —()_(a’ + 1)) (7.1)

=1

ou k parcourt les 4 relations d’alignement et les 4 relations de pavage. Enfin, la
relation d’exclusion considérée pour ce modele bayésien ne teste plus 'orthogo-
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FiG. 7.8: Modéle Numérique de Surface estimé a partir du résultat de la figure 7.7

nalité des batiments. Il s’agit uniquement d’un test d’intersection entre les bases
rectangulaires.

7.3.4 Graines préliminaires et réduction de ’espace d’état

Pour ce modele 3d, de méme que pour le modele 3d précédent, nous proposons
d’utiliser une réduction de I'espace d’état. Comme nous utilisons un résultat vec-
toriel pour calculer une estimée de la hauteur du sol en chaque point, nous nous
servons du méme résultat pour calculer des graines v;. Cette fois, ces graines ne
sont plus dans R®, mais dans RS puisqu’aux 5 coordonnées du rectangle fournies
par le résultat de ’extraction préliminaire, nous ajoutons une estimation de la
hauteur de gouttiere €7.

7.3.5 Résultats
Données LASER

Nous commencons par présenter un résultat issu du travail sur les données LA-
SER. Nous avons pris gg, = 0pq. Pour ce résultat nous n’avons pas utilisé de
modele a priori autre que le terme d’exclusion, ce qui permet de prendre @eze
tres petit. Le résultat est présenté par la figure 7.9.

Données optiques

Nous avons testé ce modele sur une zone plus complexe. Il s’agit d’une zone
de la vieille ville d’Amiens. Les graines préliminaires utilisées correspondent au
résultat donné par la figure 6.14. Nous avons utilisé pour ce résultat un modele a
priori qui favorise les alignements et les interactions de pavage. Le résultat obtenu
est présenté par la figure 7.10.



158 CHAPITRE 7. MODELES 3D

(a) Données LASER

W S

(b) Résultat d’estimation obtenu

F1a. 7.9: Résultat donné par le modéle bayésien sur les données LASER sans
modéle a priori autre que la non intersection. Ce résultat est issu de la superpo-
sition [’extraction vectorielle avec le Modéle Numérique décrivant le sol estimé.
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(a) Données optiques

(b) Résultat d’estimation obtenu

Fia. 7.10: Résultat donné par le modeéle bayésien sur les données optique, en
utilisant un a priori. Le résultat reste perfectible (surtout la zone représentant la
cathédrale en haut a gauche de l'image).
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On remarquera que ce résultat n’est pas vraiment satisfaisant. En effet, la
cathédrale (objet peu conforme & I’hypothese rectangulaire) n’est pas tres bien
rendue. Par ailleurs, les arbres peuvent étre assimilés a des batiments.

7.4 Commentaires et conclusion

Si 'on considere le modele bayésien utilisé du point de vue de la résolution
des problemes inverses par minimisation d’énergie, on s’apercoit que le modele
gaussien utilisé revient a introduire une distance quadratique entre 1’image recons-
truite (configuration de batiment et estimation de la hauteur du sol) et I'image
de données. Cela pose apparemment un probleme : le résultat est trop lissé. En
particulier, les discontinuités sont effacées. On retrouve donc les problématiques
que l'on trouve classiquement en traitement de I'image avec le choix de distances
optimales. Le but est en général de trouver des fonctions de distance qui per-
mettent de préserver a la fois les zones homogenes et la netteté des contours. On
remarquera que le premier modele donne des résultats localement meilleurs. 11 est
difficile de savoir si cela provient de I'approche “par en dessous” ou de 'utilisation
d’une distance plus appropriée.

Pour résoudre le probleme d’effet moyennant, il semble que la meilleure solution
soit de rajouter deux termes a priori : I'un favorisant les toits “pointus”, I'autre
favorisant le placement des batiments sur des zones de discontinuités.

Il semble que 'on peut considérer cette approche comme la limite de ce qu’il
est possible de faire en continu. Il semble étre plus prometteur d’intégrer une
modélisation hiérarchique, plutét que de complexifier les modeles a outrance. Il
s’agirait de détecter des primitives bas niveau (segments 3d, plans) et de pro-
poser des agglomérations aléatoires. Le processus ponctuel serait alors a valeur
dans un ensemble dénombrable. L’exploration stochastique et le recuit simulé
permettraient donc d’explorer les combinaisons possibles de primitives.



Chapitre 8

Approche duale et coopération

Dans ce chapitre nous présentons quelques résultats sur un type de données
particulier. Il s’agit de données issues de simulations de prises de vues par la
constellation de satellites Pléiades. Ces données, provenant du CNES, nous ont
été fournies par 'IGN.

Le MNE proposé est de trés mauvaise qualité. Cela provient du fait que le
rapport b/ H de ce MNE est trés bas. En stéréovision, ce rapport correspond au
rapport de la distance entre les deux caméra de prise de vues (b) sur la distance
entre les caméra et la scéne observée (H). Un calcul élémentaire de géométrie
montre que ce rapport est également le rapport entre la résolution planimétrique
et la résolution altimétrique du MNE. Donc plus le rapport b/H est faible, et
moins le MNE est de bonne qualité. Par exemple, dans le cas du MNE Pléiades
considéré, le rapport b/H vaut 0.2. Donc pour une résolution planimétrique de
1m, la résolution altimétrique est de bm !

Pour pouvoir traiter le MNE Pléiades, nous avons testé une idée qui était restée
en suspend : peut-il étre pertinent d’utiliser un processus ponctuel a deux ob-
jets 7 En particulier, puisque le chapitre 2 présente une approche reposant sur la
détection de rectangles homogenes et le chapitre 6 sur la détection de disconti-
nuités, est-il possible de faire coopérer les deux approches au travers d’un modele
simple ? Nous introduisons donc dans ce chapitre un processus de lignes chargé
de détecter les discontinuités coopérant avec un processus de rectangle chargé de
détecter les zones homogenes.

8.1 Les données

La figure 8.1 présente un MNE issu de simulations Pléiades. La résolution pla-
nimétrique de ce MNE est de 1m. On constate, que d’une part il y a beaucoup
d’occlusions (parties manquantes en noir) et que d’autre part la résolution al-
timétrique est effectivement mauvaise.

8.2 Rectangle et homogénéité

8.2.1 Espace objet

Nous définissons un premier processus ponctuel X dont les points sont des rec-
tangles. L’espace objet est donc S = K x M, o M correspond a l’espace des
marques du rectangle

T

T
M :] - 51 5] X [LminyLmax] X [lmm7 lmam]

161
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Fia. 8.1: MNE issu des simulations pléiades (Im, b/H = 0.2). Les parties en
noir sont les zones pour lesquelles il n’y a pas de données
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8.2.2 Masque et grandeurs utilisées

Nous voulons détecter les zones homogenes de forme rectangulaire. Pour cela
nous utilisons le méme type d’idée que dans la partie 2.2.1. A partir d’'un masque
de points, semblable a celui présenté dans la figure 2.1, nous calculons les gran-
deurs suivantes :

Estimée de la hauteur du sol. Pour calculer f[g(u) on utilise quatre bandes
de points situées autour du rectangle. On ne prend pas en compte les points du
MNE pour lesquels les données sont manquantes.

Taux de volume. Ce taux est calculé de la méme facon que dans la partie 2.2.1.
v(u) est donc le pourcentage de points a l'intérieur de la silhouette du rectangle u
qui sont situés a une altitude supérieure a h;, (1) + Apmin. On ne prend en compte
que les points pour lesquels le MNE fournit une donnée.

Taux de données accessibles. On appelle ainsi le pourcentage de points a
I'intérieur du rectangle pour lesquels une donnée est accessible. On le note g(u).

Taux d’homogénéité. Nous avons pris pour ce travail une mesure d’ho-
mogénéité plus simple que celle considérée dans la partie 2.2.1, et qui ne repose pas
sur I’hypothese de symmétrie utilisée alors. On commence par calculer la hauteur
maximale (maz(u))a l'intérieur de la silhouette, puis on calcule le taux de points
a l'intérieur de la silhouette qui sont & une altitude supérieure a (max(u)—o). Une
fois encore on ne considere que les points pour lesquels une donnée est accessible.
Pour un rectangle u, le taux d’homogénéité est noté t(u).

Taux de surface. Ce taux mesure le rapport entre la surface d’un rectangle et
la surface maximale possible :

o H(u)* L(u)
S(U) N Lmax * lmax
8.2.3 Terme d’attache aux données
Objets attractifs

Nous utilisons le méme type de modele que celui utilisé dans les chapitres 2 et 6,
c’est-a-dire un modele qui se développe sur les objets de la configuration :

Udat(z(x) = Z Ud(u)

UEX

Une fois de plus, il convient de définir ce qu’est un objet attractif (ensemble ~f).
Pour cela, nous avons choisi :

cl

(U) = Umin
u € '76 ~ Cj(u) = Gmin
t_(u) > tmin

avec, en pratique, Umin = 90%, Amin = 5M, gmin = 70%, 0 = 5m, et tyin = 70%.
71 est le complémentaire de 75 dans S.
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Terme Uy

Considérons la fonction de colit jec¢ suivante :

Jrect(w) = v(u) * t(u) * 5(u)

Cette fonction favorise donc les rectangles qui contiennent beaucoup de pixels
extrudés par rapport au sol, qui sont homogenes et larges. Nous prenons ensuite
comme énergie d’attache (p, > 0) :

Ui(u) = py * <_jrect(u) # Lyr(u) + 0.1 (2 - jrect(u))lv{(tt))

Cette fonction est négative (attractive) pour les éléments de ~ et répulsive pour
les autres (7]). La fonction j permet d’ordonner les éléments de chacun de ces
ensembles. On pourrait toutefois éliminer le terme d’homogénéité. Nous I’avons
ajouté pour essayer de traiter les MNE Pléiades avec une approche simple (en
n’utilisant que le processus de rectangles). Cela n’a pas suffit, comme nous le
montrons dans la partie 8.8.3 qui présente les résultats obtenus.

8.3 Segments et discontinuités

8.3.1 Espace objet

Nous introduisons un second processus Y de segments. Pour cela nous
considérons ’espace objet S” donné par 1’espace des marques M" suivant :

s

*] X [LminaLmax]

M”:}_Ev
2°2

Un segment est donc représenté par son centre, son orientation et sa longueur.

y:{ulv'”7un(y)} U:($,y79,L)

L’objectif est de détecter les discontinuités du Modele Numérique d’Elevation
par un réseau linéique. Cela rejoint les travaux menés par [Lacoste et al., 2002],
[Stoica et al., 2004] sur l'utilisation de processus de segments pour détecter les
routes sur des images de télédétection..

8.3.2 Terme d’attache aux données
8.3.3 Grandeurs mesurées

L’objectif est de détecter les discontinuités par les segments. Nous proposons
donc d’utiliser le filtre bas niveau utilisé dans le chapitre 6. Nous considérons
pour un segment donné les profils présentés par la figure 8.2. Ces profils sont
obtenus a l'aide de trois parametres : r le parametre d’échantillonnage le long
d’un profil, e la distance entre deux profils successifs et L.,; qui représente ici la
moitié de la largeur d’un profil.

On applique ensuite le méme filtre bas niveau que celui utilisé dans le chapitre 6.
Cela permet de calculer, entre autre, la longueur de discontinuité détectée Lg(u)
pour un segment v en utilisant un parametre de sensibilité dr. Par ailleurs un
taux de moment est également calculé (m(u)). Ce taux permet de mesurer la
qualité du placement d’un segment par rapport aux discontinuités.
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(b) Les dis-
continuités
trouvées et
sélectionnées

(a) Profils

Fic. 8.2: Un MNE, un segment et les profils utilisés pour détecter les disconti-
nuités.

8.3.4 Objets attractifs

On s’intéresse aux segments correspondant a des longueurs de discontinuités
suffisantes. On se donne pour cela un seuil th € [0.1]. L’ensemble 7§ des objets
attractifs que ’on prend est alors I’ensemble suivant :

75 ={ues” t.q. Lg(u) > thL(u)}

En pratique nous avons pris th = 90%. On appelle 7§ le complémentaire de ~§.
On prend comme fonction jg.4 la fonction suivante :

jseg(u) ! Lg(u) +

3L (1 = mn(u))

1
2
Cette fonction favorise donc les segments qui détectent les discontinuités les plus
longues. Nous prenons ensuite comme fonction d’attache (ps > 0) la fonction qui
suit :

Ug(u) = ps * (—jseg(u) % Lo (u) + 0.1 % (2 — jseg(umﬁ(u))

Cette fonction permet de favoriser les segments de ~; et de guider les éléments
de 77 vers v de facon continue.

8.4 A priori sur les segments

Le but est de favoriser des réseaux linéiques continus. Pour cela nous introduisons
une interaction de connexion entre les segments. Nous différencions le cas ou la
connexion se fait dans l'alignement de celui ou la connexion se fait & angle droit,
de facon a rendre compte de la structure réguliere des discontinuités dans les
zones urbaines.

8.4.1 Connexions

Principe

On introduit une relation ~cy,, qui représente l'interaction de connexion.
Comme [Stoica, 2001] et [Lacoste et al., 2002], nous utilisons la relation
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représentée par la figure 8.4. Si 'on note Fj(u) et Ea(u), points de K, les ex-
tremités du segment u, présentées par la figure 8.3, le test de connexité utilisé est
le suivant :

U ~eonn U < min{ d(E;(u), Ej(v)) : i,j€ {1,2}2} < dEmaz

xy)

& L(u)

Fi1G. 8.3: Un segment u, les paramétres correspondant et les deux extrémités

F1G. 8.4: Deux segments connectés

Restrictions

En fait, on considére deux types de connexions : celles qui se font dans l’ali-
gnement et celles qui se font a angle droit. Ces deux types de connexions
différentes sont présentées par la figure 8.5. On rajoute donc deux conditions
supplémentaires :

modulo 7

Cond1 ’ G(U) — 0(0) ’ < dtmax

modulo 7

Cond?2 | O(u) — 0(v) + g | < dipmaa

Ces deux conditions sur les angles définissent en réalité deux types de rela-
tions différentes. Pour chacune d’entre elles on distingue également des relations
différentes en fonction de I'extrémité connectée. On considére donc en tout 4 re-
lations (non symmeétriques) différentes. Une derniére condition ajoutée concerne
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(a) Connexion dans Daligne- (b) Connexion
ment orthogonale

Fia. 8.5: Les deux types de connexions testées.

la qualité des objets considérés : on impose que les deux segments soient dans ;.

(u,v) €75 X 7§
Nionn.al. v min{ d(El (u)?E](U» : ] € {172}} < dEma:v
0(u) — (0)] < demae ( modulo )

u

;) €795 X%
U Ngonn.al. v = mln{ d(EQ(u)7 E](U)) : j € {17 2}} < dEmax
0(u) — 0(v)| < dtmaer (modulo )

La fonction de qualité

1

conn.ar. 0N considere la fonction W

Par exemple, dans le cas de la relation ~
suivante :

W(u,0) = 5w, (0,0), dimae) + 5 ({O() = 6(0)], diner)

On favorise donc les connexions les plus précises (distance entre les extrémités
concernées proche de 0) et les plus respectueuses de la contrainte d’angle
(différence d’orientation proche de 0 ou de 7/2).

Le modele d’énergie

Nous utilisons le modele général que nous avons introduit dans la partie 6.3.1.
Rappelons que 'on définit d’abord le voisinage d’un objet dans la configuration :

vex Nux)={vezr: u~v}
puis les fonctions V' et W suivantes :

V(x,u) = 1(N(u,x) #0)

maXyeN(x,v) \Ij(u’ U) si N(X, u) # 0
W(x,u) =
0 sinon

ce qui permet d’introduire 1’énergie locale d’un objet pour un type de relation :

u€x Ube(x,u) = — (aV(x,u) + bW (x, u)) (8.1)
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F1a. 8.6: Deux segments en relation d’exclusion (les rectangles associés s’inter-
sectent).

8.4.2 Terme d’exclusion

Pour éviter des superpositions excessives de segments, nous avons introduit une
interaction d’exclusion qui repose sur un test d’intersection de rectangles : on crée
pour chaque segment un rectangle autour d’un segment comme présenté sur la
figure 8.6 puis 'intersection entre les rectangles respectifs joue le réle d’interaction
d’exclusion pour les segments.

Pour définir les rectangles associés a chaque segment, on utilise deux parametres :
la longueur du rectangle en pourcentage de la longeur du segment (en pratique
60%) et sa largeur (en pratique nous avons pris 4 metres).

8.4.3 Exemple de résultat

La figure 8.7 présente un résultat de simulation du modele a priori des segments
a basse température. On a pris 75=5"".

8.5 A priori sur les rectangles

Pour les rectangles, nous avons utilisé le méme type de modele que dans les
chapitres 6 et 7. Nous utilisons donc les relations N}ll, .. -7"’31 d’alignements,
chacune d’entre elles correspondant a 'un des coins d’un rectangle, et les rela-
tions N}mv, NN N;‘;av de pavage du plan. La relation d’exclusion est la relation
symmétrique d’intersection entre deux rectangles.

Le résultat obtenu est présenté par la figure 8.8. On notera que I’ensemble g
correspond aux rectangles dont le centre se situe a l'intérieur de la moitié gauche

de I'image.

8.6 Coopération rectangles-segments

8.6.1 Espace objet

L’objectif de cette modélisation est d’introduire une coopération entre deux
types d’objet. Le but est de détecter des zones d’homogénéité avec les rectangles
et les lignes de discontinuités grace aux segments.

Pour cela on considere un processus ponctuel Z, superposition de X et Y :

Z=XUY
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Fi1G. 8.7: Résultat de simulation du modéle a priori de la répartition des segments
a basse température
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F1G. 8.9: Interaction entre un rectangle et un segment. Un segment et un rectangle
interagissent si le centre du segment se situe dans la zone grisée et si la différence
d’angle est petite.

o—

F1a. 8.10: Interactions entre rectangles et segments.

8.6.2 Interaction entre les deux types d’objets

On ajoute ensuite un terme d’interaction entre les rectangles et les segments. Le
but est d’accentuer la cohérence entre le réseau linéique et le pavage de rectangles
extrait.

La figure 8.9, présente les grandeurs calculées pour tester l'interaction entre un
rectangle et un segment. On utilise un test sur la différence d’angle ainsi qu’un
test de distance entre le centre du segment et un coté du rectangle.

De la méme fagon que pour les modeles précédents, on ne considere que les inter-
actions entre objets attractifs et ’'on décompose la relation en plusieurs termes.
Un segment peut étre en relation avec deux rectangles (deux cotés), tandis qu'un
rectangle peut étre en relation par ses quatre cotés, comme le montre la figure 8.10.



172 CHAPITRE 8. APPROCHE DUALE ET COOPERATION

s
N

Fi1Gc. 8.11: Les étapes de la perturbation d’une connexion. De gauche a droite :
sélection d’un couple, génération d’un vecteur de déplacement, calcul du nouveau
couple et test de connexité.

8.7 Algorithme

8.7.1 Transformations usuelles

L’algorithme est sensiblement le méme que celui utilisé dans le chapitre 6. On y
retrouve entre autre : la naissance ou mort d’un rectangle, la naissance ou mort
d’un segment, la translation, la rotation ou ’allongement d’un rectangle ou d’un
segment, ’élargissement d’un rectangle ainsi qu’'une nouvelle transformation : la
perturbation d’une connexion.

8.7.2 Perturbation d’une connexion

Cette transformation est assez intuitive. La procédure est la suivante.
[1] Choisir un couple de segments qui sont en interaction de connexion,
[2] générer un vecteur de déplacement aléatoirement,

[3] appliquer ce vecteur a chacune des deux extrémités connectées,

[4] tester si les deux nouveaux vecteurs sont toujours connectés (il y a une
contrainte d’angle), si oui continuer, sinon abandonner la transformation,

[5] proposer y obtenue en remplacant les deux anciens segments par les deux
nouveaux.

Le taux de Green dépend du nombre de connexions du nouvel état y et de
Pancien état x. Cette transformation est illustrée par la figure 8.11.

8.8 Résultats

Nous présentons ici une succession de résultats. Nous présentons d’abord les
résultats obtenus en utilisant uniquement un processus de segments puis uni-
quement un processus de rectangles, puis nous présentons les résultats obtenus
lorsque les deux processus sont superposés et le terme d’interaction rectangle-
segment pris en compte.

8.8.1 Processus de rectangles

Parametres du modele

Le tableau 8.1 présente les parametres utilisés pour le processus de rectangles.
Notons que l'espace d’état et les parametres de définition des relations sont les
méme que ceux donnés par le tableau 6.2.
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TAB. 8.1: Paramétres utilisés pour le processus de rectangles.

Grille de points
P Parametres d’interaction

r 2m
d 10
cote o Alignements
a o 0.3
Attache aux données
b al 0.4
; 90%
Ymin ’ Relations de pavage
o 5m 0.3
a Pav .
tmin | T0%
braw | 0.4
Qmax 30%

Relation d’exclusion
a excl _10

Poids de 'attache
Pr 1.2

Résultats

La figure 8.12 présente le résultat de détection en n’utilisant que des rectangles.
On constate que le terme d’homogénéité joue son role. En effet, les batiments ont
tendance a étre segmentés correctement. On constate également que I'absence de
critere fondé sur les discontinuités entraine un pavage du bati qui ne suit pas
forcément les discontinuités pertinentes.

8.8.2 Processus de segments
Parametres du processus de segments

Nous présentons les parametres du processus de segments dans le tableau 8.2.
Les notations liées au filtre bas niveau et au terme d’attache du segment sont les
méme que celles utilisées dans le chapitre 6.

Résultat obtenu avec le processus de segments

La figure 8.13 présente le résultat d’extraction obtenu en n’utilisant que le pro-
cessus de segment. On remarquera la tendance a créer des lignes courbes et le fait
que le réseau obtenu ne décrit pas tous les murs.

8.8.3 Interaction segment-rectangle
Parametre de l’interaction segment-rectangle

On considere désormais le processus Z issu de la superposition du processus de
segment Y et du processus de rectangle X. Les parametres du terme d’interaction
décrit précédemment sont précisés dans le tableau 8.3. Nous avons pris les méme
valeurs de a et b pour les segments et les rectangles : cela signifie que lorsque une
interaction est créée entre un segment et un rectangle, les deux objets gagnent la
méme énergie. Nous aurions pu disymmétriser le modele. Il s’est avéré en pratique
que le modele que nous présentons ici donne des résultats suffisants.
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Fi1c. 8.12: Résultat de l’extraction en n'utilisant que le processus de rectangles
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TAB. 8.2: Paramétres utilisés pour le processus de segments.

Grille de points

Parametres d’interactions

r
e
L ext

1m
2m
15m

dtmar

dEmam

60°

5m

Connexion alignée

Attache aux données

oy
o

Or

l'regul
th

0.7
5
4m

8m

90%

q conn.al.

b conn.al.

1.5
1.5

Connexion orthogonale

q conmn.orth.

b conn.orth

0
1.5

Poids de P'attache

Ps

3

Relation d’exclusion

a ewcl.s

-15
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Fi1c. 8.13: Résultat de l’extraction en n'utilisant que le processus de segments.

TAB. 8.3: Parameétres

utilisés pour l’interaction entre les deux processus.

Interaction segment-maison

(5dmaz 6m
dtmaz 600
a seg—rect 01

b seg—rect.

1
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Résultat

Nous présentons le résultat d’extraction obtenu en deux temps. La figure 8.15
présente la configuration de segments obtenue, tandis que la figure 8.14 présente
la configuration de rectangles. On constate que le fait d’effectuer 'optimisation
en méme temps & permis d’améliorer chacun des deux résultats.

Fia. 8.14: Résultat de Uextraction (rectangles) en utilisant les deuzr processus
stmultanément.

8.9 Commentaires et conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré qu'’il est possible de faire coopérer différents
types d’objets. Du point de vue du traitement de I'image, ceci présente un intérét
certain. On peut en effet imaginer mettre en place différents processus rendant
compte de la diversité des objets dans une scene. Ceci peut s’appliquer aussi bien
au bas niveau, comme nous ’avons fait ici, ou nous décomposons recherche de
discontinuité et détection de zones homogenes qu’au haut niveau : on pourrait
imaginer par exemple introduire dans le cas de scénes urbaines des processus
différents représentant les batiments, les arbres et les routes.
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F1G. 8.15: Résultat de l’extraction (segments) en utilisant les deux processus si-
multanément.
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Chapitre 9
Optimisation

Nous présentons dans ce chapitre les heuristiques que nous avons utilisées pour
tenter d’améliorer les temps de calcul et la qualité des configurations “optimales”
trouvées. Nous nous intéressons a deux axes : d’abord au schéma de décroissance
de la température utilisé par ’algorithme de recuit simulé, et ensuite a la possi-
bilité d’introduire une mémoire dans ’algorithme.

9.1 Schéma de décroissance

9.1.1 Recuit simulé et décroissance logarithmique

Le recuit simulé permet d’obtenir le maximum global d’une densité de proba-
bilité f(.). Nous avons expliqué en introduction (chapitre 2) le principe de cet
algorithme. Il s’agit de construire une suite de densités qui converge vers une
somme de masses de Dirac concentrées sur les maxima globaux de la densité
f considérée. La convergence de ’algorithme repose sur la proximité de deux
éléments successifs de la suite construite.

Une facon de construire une telle chaine est de considérer la suite de fonctions
suivantes :

Fi(x) o £77 ()

Lorsque T; tend vers 0, la suite de densités converge donc vers la densité limite
requise. La proximité entre deux éléments successifs de la suite dépend du type
et de la vitesse de décroissance de la suite de températures.

On appelle la loi régissant la décroissance de la température : schéma de
décroissance. D’un point de vue théorique, on sait depuis [Hajek, 1988] que
le schéma suivant

C

T,=—
"7 log(1+¢)

fait converger la chaine vers 'optimum global des lors que C' est supérieur a
la profondeur du minimum local le plus profond qui ne soit pas un minimum
global de I’énergie. Il faut noter que dans le cas du recuit simulé appliqué a un
modele de processus ponctuels, il existe une démonstration utilisant un schéma
de mise & jour de type “birth and death” ([Van Lieshout, 1993]) mais qu’une telle
démonstration n’existe pas a notre connaissance dans le cas de mises a jour de
type Metropolis-Hasting pour les processus ponctuels.

179
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9.1.2 Décroissance géométrique

Le schéma de décroissance logarithmique souffre d’un inconvénient essentiel :
le temps nécessaire pour atteindre une température donnée suit une loi expo-
nentielle. Or, en pratique, on se limite a des temps finis. L’utilisation d’une
décroissance géométrique est alors plus appropriée. La loi de température d’un
tel schéma s’écrit :

T, = Ty A'

ou la constante A < 1 regle la vitesse de décroissance. Une autre possibilité est
d’utiliser un schéma géométrique constant par morceaux. L’idée est de considérer
une température constante sur des intervalles de temps et de la faire décroitre a
des instants particuliers. Cela peut paraitre inutile, puisqu’il semble équivalent de
modifier la constante A. En fait cette idée présente deux avantages : elle permet,
d’une part, d’utiliser des constantes plus faibles que celles autorisées par la limite
numérique de la machine, et d’autre part d’éventuellement réaliser des tests de
convergence pendant les périodes ou la température reste fixée.

Ainsi, Brooks propose dans [Brooks et al., 2003] de tester la convergence de
la chaine a chaque étape. La température n’est diminuée que lorsque la chaine
a convergé vers la loi donnée par la densité précédente. Notons que cette idée
suppose 'existence d’un critére fiable permettant d’assurer la convergence de la
chaine.

Une autre possibilité consiste a considérer la température comme une variable
aléatoire qui peut prendre un nombre fini de valeurs. On effectue alors un re-
cuit simulé sur le systeme total. Cela donne le “simulated tempering”. Cet al-
gorithme a ’avantage de permettre le refroidissement et le réchauffement du
systeme. Il mélange donc l'analogue informatique de la “trempe” au recuit si-
mulé. Le probleme que pose cette approche est que le choix des valeurs possibles
de la température aléatoire doit étre fixé a priori, ce qui peut se révéler délicat.

Enfin, dans [Fachat, 2000], une étude comparative est menée sur les différents
types de noyaux de propositions et sur les schémas de décroissance utilisables.
On trouvera entre autre un formalisme issu de [Hoffmann et Salamon, 1990]
considérant la recherche d’un schéma optimal comme un probleme de controle : il
s’agit de trouver le schéma qui permet d’obtenir la configuration minimale parmi
une classe de schéma de refroidissement possibles. Il est possible, dans le cas de
problemes simples, de trouver des solutions analytiques a ce probleme de controle.

Etant donné la complexité du systéme que nous cherchons a optimiser, nous
nous sommes focalisés sur 1'utilisation de schémas de décroissance adaptatifs.

9.1.3 Décroissances adaptatives dans la littérature

Premiere idée

Une des idées étudiées dans [Fachat, 2000 et qui provient de
[Tafelmayer et Hoffmann, 1995] repose sur un schéma géométrique par pa-

liers légérement modifié. Sur chaque palier ¢ correspondant a lintervalle de
temps t € [n;, nij+1[, I’énergie moyenne est calculée :

Ni41
1
U)y=——— U(x 9.1
)i= oy 3 Ul) (9.1
k=n;
Lorsque la fin du palier est atteinte, on compare ’énergie moyenne ainsi mesurée
avec celle du palier précédent. La décroissance est acceptée seulement si la nouvelle
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moyenne est supérieure a la précédente :

T = { o e = 0 9.2

ATZ‘ si <U>i+1 > <U>Z

Le but est d’imposer par un moyen pratique que la décroissance soit a peu pres
réversible. Notons que cet algorithme converge parce que la mesure d’énergie
moyenne est remise a jour a chaque période. Ce schéma exhibe deux inconvénients
majeurs : d’une part la constante de décroissance nécessite d’étre ajustée finement,
d’autre part, en pratique, ce schéma s’est avéré étre tres lent. Nous en proposons
une adaptation un peu plus loin.

Vitesse thermodynamique constante

Une alternative consiste en la construction d’'un schéma tel que la vi-
tesse thermodynamique soit constante ( [Salamon et al., 1988, Ruppeiner, 1988,
Ruanaidh et Fitzgerald, 1996]). Cette idée repose sur la prise en compte de pro-
priétés thermodynamiques. En plus de I’énergie moyenne (équation 9.1) on calcule
la variance de I’énergie :

i1

> (Uxx) = (U))? (9.3)

k:ni

1
2y
<(AU)>—m+1_m+1

Par cette variance, on peut calculer une capacité thermique :

2
o) = (80

qui correspond, en thermodynamique, a la dérivée de ’entropie :

s _ ¢
dTr T

Pour réaliser une décroissance a variation d’entropie constante, on utilise donc
un schéma du type :

T T3
Tip1 =Ty o 5 = s
TR Ty, - ()

7
Il faut alors choisir une constante de proportionnalité correcte. Intuitivement, ce
schéma tend & limiter la variation de température lorsque la variance d’énergie
est trop grande. Malheureusement dans notre cas un tel schéma s’est montré
peu intéressant : pour obtenir des temps de calculs raisonnables, le choix de la
constante de proportionnalité s’est révélé essentiel et complexe.

9.1.4 Quelques comportements expérimentaux

Nous proposons plus loin un nouveau schéma adaptatif. Pour commencer, nous
nous proposons d’étudier quelques comportements expérimentaux.
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Décroissance géométrique

On considére un systeme complexe. Les expériences qui suivent ont été menées
en utilisant le modele a deux objets du chapitre qui précede. Ce systeme présente
différents types d’interaction de différents ordres. La figure 9.1 présente plusieurs
lois de décroissance géométrique de la température. Les temps de simulations
nécessaires pour atteindre une température minimale (T}, = 10_7) varient for-
tement en fonction de la constante. Plus importante, la figure 9.2 montre les
courbes d’évolution de I’énergie en fonction de la température pour les différentes
lois de décroissance de la figure 9.1. Nous avons tracé pour les diverses simula-
tions de référence le graphique de ’énergie en fonction de la température (il s’agit
d’une courbe paramétrée avec z(t) = —log(T'(t)) et y(t) = U(t)). On constate que
pour une température donnée, les différentes simulations donnent des énergies
moyennes différentes. 11 apparait que plus la décroissance est rapide plus 1’énergie
moyenne observée a une température donnée est élevée.

1

0.9 \
0.8 |-\

0.7 3

0.6 [

05 b

0.4

0.3

02 K- N
\‘ .

0.1 fi- o

0 2e+07  4e+07 6e+07  8e+07 le+08 1.2e+08 1.4e+08 1.6e+08 1.8e+08 2e+08

F1G. 9.1: Différentes décroissances géométriques par morceaux.(Température en
fonction du temps).

Retard de la convergence

La figure 9.2 met en évidence un phénomene de retard de la simulation :
pour une température donnée 1’énergie moyenne observée dépend des itérations
précédentes. Il semble que les “retards” s’accumulent. Nous appelons “retard” le
fait que, & un moment donné (en fait un intervalle de temps) de la simulation, les
configurations courantes sont d’énergie plus grande qu’attendue :

(D) te4at = Er, [U(Xe)] (9.5)

Point critique

Il est un phénomene particulier que nous avons observé expérimentalement.
Supposons que ’on soit & une température T; avec une énergie moyenne (U);. Les
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Fi1G. 9.2: Graphique de l’énergie en fonction de la température pour les diverses
simulations de la figure 9.1. Plus la décroissance est rapide, plus les courbes sont
hautes. On a tracé U(t) en fonction de —log(T(t)). Au dessus : vue d’ensemble,
au dessous : vue rapprochée.
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schémas adaptatifs que nous avons rencontrés proposent de tester I’équilibre : on
propose une nouvelle température T;4; < T3, on analyse ensuite le comportement
de la chaine, et §'il est correct (équilibre) on accepte de remplacer 1’ancienne
valeur par la nouvelle. Dans le cas contraire, on revient a ’ancienne température
T; durant un certain temps avant de retenter une nouvelle décroissance.

Or, il peut apparaitre un point critique : le fait d’étre passé a une température
plus basse donne au systéme un comportement instable, et lorsque ’on revient a
la température précédente, I’énergie moyenne ne revient pas a la valeur correspon-
dante. La figure 9.3 présente ce comportement . On peut intuitivement comparer

ce phénomene avec le phénomene physique de surfusion’.

Ce phénomene témoigne en réalité d’une inadéquation entre la vitesse de
décroissance et le comportement du systéeme a cette température. Il s’agit d’une
température ou le systeme se structure. Il convient de passer suffisamment len-
tement cette température. Le probleme que posent en effet ces points critiques
est qu’ils sont sources d’accumulation de retard. Ainsi, la figure 9.4 présente
une simulation utilisant une décroissance adaptative ne tenant pas compte de la
détection de point critique. On constate que la vitesse de décroissance diminue
en regardant I’évolution des intervalles de temps entre les paliers de température.
On observe un phénomene critique puisque les passages successifs a une méme
température donnent lieu a des énergies de plus en plus basses. Malgré cela, le
systeme accepte de continuer la décroissance, surtout au début de la transition.

Du point de vue expérimental, ce comportement est particulierement intéressant.
Le shéma que nous présentons plus loin cherche a utiliser la détection de ce
phénomene pour ralentir brutalement la décroissance de température afin de pas-
ser les températures critiques le plus lentement possible.

Notons qu’il semblerait par ailleurs logique de faire en sorte que la décroissance
accélere entre deux températures critiques.

AU

. —log(T)
—

T2

- -log(T1) -log(T2)

Fi1c. 9.3: [llustration du phénomeéne de température critique. Le fait de pas-
ser briecvement du temps sous une certaine température provoque une chute de
l’énergie moyenne.

1 s’agit d’un retard au changement de phase. On peut observer par exemple de I’eau liquide
a des températures négatives, sous certaines conditions.
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y=U(t), x=-log(T(t))
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Fi1c. 9.4: Illustration expérimentale du phénomene de température critique. y =
U(t), x = —logT'(t). La progression temporelle se fait approximativement de la
droite vers la gauche. On remarque que la vitesse de décroissance diminue, mais
pas suffisamment rapidement, comme le montre la présence d’un point critique
(Ter ~0.194, —log(T,y) ~ 1.64).

9.1.5 Un nouveau schéma de décroissance adaptatif

Nous proposons ici un schéma de décroissance qui s’est révélé étre relativement
efficace. Le premier point de I'heuristique considérée concerne le test d’équilibre.
Nous proposons un test moins exigeant que le test 9.2. Un deuxieme point
concerne ’adaptation de la vitesse de décroissance. Nous proposons un mécanisme
qui permet d’augmenter ou de diminuer la constante de décroissance géométrique.
Ce mécanisme permet d’explorer plus longuement l’espace d’état quand il y
des ambiguités importantes. Le dernier point traite de la prise en compte des
températures critiques.

Division en périodes et sous périodes

Nous considérons des périodes de temps A;. Typiquement, dans nos applications
ces périodes sont fixées a 10000, 20000 ou 30000 itérations. Nous divisons ensuite
ces périodes en L sous périodes de longueurs d;. Nous avons pris en général L = 10.
La température ne peut étre diminuée qu’au début de chaque grande période. On
note (U); la mesure d’énergie moyenne sur la i-ieme grande période (de longueur
Ay) et (U) (k) la mesure d’énergie moyenne sur la k-ieme sous période (de lon-
gueur 0t) de la i-ieme grande période.

Test d’équilibre

Dans le schéma 9.2 le test d’équilibre repose sur l'utilisation d’une grande
période : la nouvelle énergie moyenne est comparée a la précédente. Dans le
cas de systemes complexes comme les modeles que 1'on cherche a optimiser, ce
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critére ne nous a pas paru approprié car trop exigeant. Il nous semble en effet
suffisant d’assurer que ’on peut revenir en arriere durant un cours instant. Nous
avons donc choisi de n’utiliser que des sous périodes. Le test que nous utilisons
est illustré par la figure 9.5 et se décompose comme précisé ci-dessous.

Nous considérons qu’il y a perte de ’équilibre entre ¢ et ¢ + 1 si :

Npius = card{k  t.q. <U>i+1,k; 2> Upef — €} <nip avec Urer = (U)i (9.6)

ou € est un parametre de sensibilité (dans nos applications, e = 0.01). Si il y a
au moins n; sous périodes telles que les énergies moyennes associées sont plus
grandes que I’énergie moyenne de la période précédente, on considere qu’il y a
équilibre. Le rapport ny/L définit donc le pourcentage de temps d’excursion au
dessus de la valeur moyenne précédente requis pour pouvoir considérer qu’il y a
équilibre.

AU

<U>
T1

T2

'
'
'
. ~
'
1
1

- -
t T1 T2 -log(T)

(a) graphiques  temps-énergie et

3 (b) graphique température-énergie
temps-température

(c) mesures d’énergies moyennes per-
mettant de diagnostiquer le mauvais
comportement

Fic. 9.5: Exemple de mauvais comportement du recuit simulé : apres une
décroissance, on n'observe pas de retour au dessus du niveau moyen précédent.

En pratique nous avons pris une valeur n; = 1 ou n; = 2 pour L = 10. Nous
proposons donc de tester la réversibilité en regardant s’il est possible de faire
une excursion en arriére le temps d’une ou deux sous périodes (10% ou 20% de
la grande période). Intuitivement, sur la figure 9.5 b), cela revient a tester si
les plages d’énergies explorées a chacune des deux températures successives se
recouvrent un minimum ou non.
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Accélération-Décélération

Si une décroissance est refusée, il parait illogique de retenter la méme. En effet,
si I’on a bien convergé vers la loi désirée pendant la période ¢ — 1, mais que le saut
de température suivant n’est pas accepté, il semble approprié de considérer que
cela est dii a un trop grand écart entre les lois a température T; et T;_1. Nous
proposons donc de ralentir la décroissance lorsque 1’équilibre n’est pas assuré.
Pour cela on applique le schéma suivant :

Ay =Aj

i avecr <1 si Npys <np

Cela augmente donc la constante A et ralentit la décroissance. Comme nous
le détaillons plus loin (partie 9.1.5), on revient a la température T; le temps
de quelques périodes pour rattraper le retard, avant de proposer une nouvelle
décroissance.

Réciproquement, lorsque Nps > no on considere que la transition de
température n’a pas été suffisement importante. On accélere alors la décroissance
en utilisant le schéma inverse.

1
Aip1r=A] avecr <1 si Npys > n2

Il y a un réglage de parametre a faire. Nous avons choisi L = 10, nl = 1,
n2 = 5 et r = 0.85. Ces valeurs se sont montrées robustes. Par ailleurs, pour
éviter d’arriver numériquement sur des constantes A; = 1, nous avons imposé la
condition suivante :

Ai S 1-— 6_16

Température critique

Le schéma tel qu’il est présenté fonctionne relativement bien en pratique,
mais il faut faire attention aux température critiques : la simulation de la fi-
gure 9.4 a été obtenue a ’aide du schéma précédent. On remarque que le shéma
d’accélération-décélération n’est pas adapté aux modifications brutales de la vi-
tesses de décroissance nécéssitées par les points critiques. Nous avons vu, au
travers de I'analyse de la figure 9.5 que la décélération proposée n’est pas suffi-
samment importante au niveau du point critique.

Cela provient du phénomene suivant : lors des premieres tentatives de
décroissance, I’énergie décroit brusquement. Les tentatives de décroissances sont
alors rejetées. On passe alors une ou plusieurs périodes de rattrapage a la
température précédent la tentative de décroissance. L’évaluation de la nouvelle
énergie moyenne de référence U,..s se fait donc alors que le systeme est en train de
“revenir” de niveaux d’énergie bas. Par conséquent la tentative de décroissance
suivante risque d’étre acceptée a tort puisque l'estimation de U,y aura alors été
biaisée.

Nous proposons, par conséquent, de stopper la décroissance et de revenir a la
température précédente le temps de retrouver des énergies moyennes cohérentes
avec cette température. Pour cela nous effectuons un test d’équilibre avec ’énergie
moyenne correspondant a la période précédant la tentative de décroissance. A
cause des points critiques, il peut malheureusement arriver que ce test d’équilibre
ne soit jamais vérifié, parce que I’énergie moyenne du systéme est définitivement
bloquée autour d’une valeur bien plus faible que celle observée lors du premier
passage a cette température. Nous suggérons, lorsque 'on perd 1’équilibre, d’at-
tendre nbj,p;p périodes avant de remettre U,.; a jour, a moins de repasser au
dessus de la valeur moyenne précédant la tentative de décroissance.
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L’algorithme

Voici I’algorithme utilisé, I'indentation servant a délimiter les blocs de com-
mandes.

T =Tt Initialisations
Tref = Tinit
r=0.85
temper =0
Urey =0
Tant que T > Thin Debut grande periode
nbdec =0
Umes =0
Unoy =0
Nplus =0
Si temyer =1
Treg =T Mise a jour temperature
T=AT
Pour k={1,...,N} debut petite periode

Pour [ ={1,...,dt}
Simule(systeme,T")
Upmes = Upes+energie(systeme)

Unes = mes/(st
Umoy = Umoy + Umes

Si Upnes > Uref —€
Nplus = Neroiss T 1

Si Npjus > n1 alors eq =1 sinon eq =0 equilibre
Si Npjyus > ng alors rem =1 sinon rem =0 on remonte beaucoup
Si tem,.r <0 alors retour =1 sinon retour =0 on revient d inhibition

Si temyer <1

Sie=1
temyer = 1
Sinon

temyey = temyey + 1

Si temper =1
Si eq=1 ou retour =1 Mise a jour de U,y
Uref = Umoy/N

Sieq=0 on ralentit
T =Ty
A=A"
temper = —Nbinniy + 1 on bloque la valeur de U,y
Si rem =1 et retour =0 on accelere

A= AM"
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9.1.6 Explications

Le scénario de l'algorithme expliqué ci-dessus peut paraitre obscur. Nous nous
proposons ici de récapituler les différents comportements qu’il adopte.

On se place dans le cas ou la décroissance s’est passée correctement lors de I'étape
précédente i — 1. On dispose donc de l'estimée U,y = (U);—1 de la moyenne de
I’énergie sur la grande période précédente. Au début de la grande période i, on
effectue la décroissance de température avec la constante courante A. Une fois la
période terminée, I’algorithme étudie le comportement qu’a eu I’énergie sur cette
période.

— Si I’équilibre est assuré (Npj,s > n1), deux cas sont possibles :

— I’énergie moyenne a passé au moins ngy sous périodes au dessus de I’énergie
de référence Urer (Npius > n2), auquel cas on diminue A (accélération de la
décroissance)

— n1 < Npjys < no, auquel cas A reste inchangée.

La période ¢ se termine alors avec la mise a jour de l’énergie de référence :

Urer = (U);, tandis que la période 7 + 1 commence avec la mise a jour de la

température : T; 1 = AT;

— SiI’équilibre n’est pas assuré, on revient a la température précédente : T;1 =
T;—1 et on augmente la constante de décroissance : A = A" (décélération).
Uyer reste inchangé, c’est a dire U,ep = (U )i—1. Par ailleurs temyes est mis
a tempep = —nbipp + 1 ce qui signifie que 1'on va passer nbj,np périodes a
la méme température, sauf si entre temps, 1’énergie est repassée au dessus de
Urey le temps de ng sous périodes au moins.

— Si c’est le cas, on recommence la décroissance normalement, avec la nouvelle
constante A issue de la décélération ;

— sinon, cela signifie que I'on a passé nb;,u;p périodes a la température T;_1
sans pour autant que l’énergie moyenne ne soit revenue suffisamment
longtemps au dessus de (U);_1. On met alors & jour 1’énergie de référence :
Uref = (U)itnbyppg» o0 laisse la température inchangée Tiinp,,,.+1 = Ti—1,
on augmente encore A (décélération & nouveau), et on relance un cycle
d’inhibition : tem,c; = —nbipnip + 1.

Les parameétres de ce schéma de décroissance sont : la constante r d’accélération
et de décélération, les valeurs n; et no de test d’équilibre, le nombre de périodes
d’inhibition nb;,np, les longueurs des périodes et des sous périodes, A; et 0; et €
le parametre de sensibilité.

9.1.7 Résultats et commentaires

Nous présentons ici quelques résultats pour comparer le schéma proposé
a différentes décroissances géométriques. Nous optimisons le modele a deux
éléments (rectangles et segments) du chapitre précédent. Les simulations de
référence ont été obtenues en utilisant des schémas géométriques par morceaux.
Nous précisons donc les constantes utilisées et la longueur des plateaux. Il faut
noter que le probléeme est tres complexe : il y a deux types d’objets, pour chaque
type d’objets il y a deux interactions attractives et une interaction répulsive,
et il y a une interaction entre des objets de types différents. Sur ce probleme,
les schémas 9.2 et la décroissance a vitesse thermodynamique constante se sont
montrés tres lents.
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Comportement général

Le premier résultat a été obtenu avec nb;,p;, = 1, L = 20000, N = 10, n1 = 1,
ne = 5. Nous comparons quatre simulations. Les énergies en fonctions de la
température sont présentées sur la figure 9.6. Le tableau 9.1 présente les vitesses
de décroissance correspondantes. La derniére colonne donne le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre T}, = 1077 en partant de Tjpi = 1. On constate sur la

Simulation A Période ;e#lps pour atteindre Energie finale
a 0.9985 2000 20 millions d’itérations -610
b 0.9994 2000 | 35 millions -825
¢ 0.99994 2000 200 millions -1330
d adaptative | 20000 | 250 millions -1490

TAB. 9.1: Différentes simulations utilisées pour analyser le schéma adaptatif pro-
POSE.

zaa T T T T T
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-688
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-l@ea -

—lzea -

—ld4@6 -

—1c@m 1 I I I I
5] 1 2 3 4 5 &

F1G. 9.6: Courbes des évolutions de [’énergie en fonction de la température (x =
—log(T), y = U) pour les différentes simulations. Les courbes a, b et ¢ sont
obtenues avec des décroissances géométriques, la courbe d avec la décroissance
adaptative proposée.

figure 9.7 (température en fonction du temps) que le schéma de décroissance pro-
posé permet d’attendre plus longtemps aux températures intéressantes, et de pas-
ser plus vite les plages de températures inintéressantes. La figure 9.8 montre une
vue rapprochée de I’évolution de la température au début de la simulation, alors
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F1G. 9.7: Evolution de la température en fonction du temps (x =t, y = log(T))
pour les simulations c et d.

que la température est trop haute. On constate que le mécanisme d’accélération
joue son role.

Les figures 9.9 et 9.10 montrent les détails de la simulation autour de la zone
critique. On constate que la décélération brutale a effectivement lieu mais un
peu trop tard. Ce défaut est rattrapé par le temps passé aux températures
intéressantes.

Pour finir, la figure 9.11 montre ’évolution globale de ’énergie en fonction du
temps dans le cas de deux simulations : la décroissance géométrique lente et la
décroissance adaptative proposée. Il faut constater que la décroissance adaptative
permet de mieux utiliser le temps alloué.

Choisir un comportement sous-optimal

L’avantage apparent de la méthode est qu’elle ne nécessite pas de lancer plu-
sieurs simulations pour trouver la constante de décroissance géométrique la plus
adaptée au probleme. L’inconvénient est évidemment que le temps nécessité pour
optimiser est relativement long (dans le cas des simulations ci-dessus il a fallu
quelques dizaines d’heures pour les deux simulations ¢ et d). Si le but est d’obte-
nir le meilleur résultat possible, le schéma adaptatif semble convenir. L’avantage,
par contre, des schéma géométriques, est qu’ils permettent de fixer un temps
d’optimisation.

Dans le méme esprit, il peut étre intéressant d’imposer un comportement sous-
optimal tout en gardant les avantages de la décroissance adaptative. Pour cela
nous avons imposé une vitesse de décroissance minimale. Lors d’une décélération,
(augmentation de A) nous imposons que A < A,,.,. Par exemple, nous avons
choisi d’imposer A < 1 — exp(—10)) = 0.99 pour une période de L = 20000.
Cela signifie que l'on espere aller de Tjni: & Timin en 35 millions d’itérations,
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F1G. 9.8: Evolution de la température en fonction du temps (x =t, y = log(T)),

début de la simulation.
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F1a. 9.9: Evolution de l’énergie en fonction de la température, vue rapprochée de

la zone critique
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(c) @ = —log(T),y = U

F1G. 9.10: Détails du passage de la température critique (simulation d).
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FiG. 9.11: Energie en fonction du temps. On constate que la décroissance adap-
tative exploite mieuz la plage de temps utilisée que la décroissance géométrique.

dans le pire cas. Notons que d’une part le fait de rester a des températures
constantes peut ralentir le processus, et que d’autre part, on attend de la méthode
qu’elle accélere la décroissance au début de la simulation et que donc on ne peut
déterminer a ’avance le temps exact nécessaire pour atteindre T),;,. Nous avons
comparé la simulation obtenue avec une simulation ou A = 0.9994 et qui rejoint
la température minimale en 37 millions d’itérations. La figure 9.12 présente le
résultat. On constate, en particulier grace au graphique temps-énergie, que la
plage de temps allouée est utilisée au mieux par la décroissance adaptative.

Cas de problemes plus simples

Nous considérons dans ce paragraphe un probleme plus simple que celui des
paragraphes précédents : nous avons supprimé les segments du probleme. Le
probleme se résume a la recherche d’une configuration optimale de rectangles.
Il n’y a donc plus qu’un type d’objets, deux types d’interactions attractives et un
type d’interaction répulsive.

La premiere expérience compare la décroissance adaptative sous-optimale du pa-
ragraphe précédent ( A < 1—exp(—10)) = 0.99) avec la décroissance géométrique
correspondante (L = 2000, A = 0.9994) dont on attend qu’elles nécessitent toutes
les deux le méme nombre d’itérations pour atteindre T;,;,. En pratique, il est
apparu que la décroissance adaptative nécessite moins d’itérations et donne un
meilleur résultat que la décroissance géométrique. La figure 9.13 montre le résultat
obtenu. La courbe en gris foncé correspond a la décroissance géométrique, la
courbe en gris clair a la décroissance adaptative a vitesse minorée. Pour termi-
ner, nous avons voulu comparer ces deux résultats & une décroissance adaptative
dont la vitesse n’est pas minorée. Nous avons donc a nouveau imposé une vi-
tesse minimale A < 1 — exp(—16)) = 0.99999989 pour des raisons numérique. La
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Fi1c. 9.12: Comportement lorsque l’on impose une vitesse de décroissance mini-
male (en gris : décroissance adaptative, en noir : décroissance géométrique). Le
résultat est meilleur lorsque l’on utilise une décroissance adaptative.
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modele plus simple qui me tient compte que des rec-
entre une décroissance géométrique (courbes noires) et

une décroissance adaptative avec vitesse minimale imposée (courbes grises). Le
résultat est meilleur en moins de temps en utilisant la décroissance adaptative.
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figure 9.14 montre le comportement obtenu. On notera que le résultat est bien
meilleur que ceux obtenus par les deux méthodes précédentes et que le temps
nécessaire (90 millions d’itérations) n’est & peu pres que le double du temps uti-
lisé par les précédentes simulations.

Simulation A Période ;e@ps pour atteindre Energie finale
Géométrique 0.9994 2000 35 millions d’itérations -230
Adaptative | <1—e710 | 20000 | 23 millions -240
Adaptative | <1 —e 16| 20000 | 90 millions -345

TAB. 9.2: Performance de différents shémas sur un probléme plus simple.

Influence des parameétres

Le parametre le plus important est la période L. Il faut choisir une valeur qui
soit cohérente avec la corrélation de la chaine de Markov. Les autres parametres,
ni, ng et r sont relativement robustes. Il faudrait faire une évaluation plus ex-
haustive de l'incidence des différents parametres impliqués sur le comportement
de la méthode.

9.1.8 Conclusion

Le schéma de décroissance adaptative a montré son efficacité en pratique,
puisque nous I'avons utilisé presque systématiquement.

Parmi les avantages certains de l'approche, il faut d’abord noter que lorsque
I’on change de taille d’image, il est intéressant de ne pas avoir a régler la nou-
velle vitesse de décroissance. Ensuite, le schéma adaptatif permet de partir d’une
température initiale haute, sans perdre trop de temps entre cette température
initiale et la premiere température critique. Enfin, il y a un rapport entre 1’opti-
misation et les modeles. En effet, le poids d’une interaction définit la température
critique de cette interaction (c’est a dire, la température & partir de laquelle cette
interaction a un poids non négligeable dans les variations d’énergies). L’utilisa-
tion d’'une décroissance adaptative permet, au besoin, d’espacer les températures
critiques sans perdre le temps d’optimisation lié a I’écart entre ces températures.

Il faut noter pour finir, qu’il reste beaucoup de points d’interrogation liés a cette
décroissance adaptative. Il conviendrait sans aucun doute de tester le schéma
sur une classe de probléemes connus (modele d’Ising, probleme du voyageur de
commerce) afin d’évaluer correctement son efficacité et 'influence des différents
parametres.
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Fia. 9.14: Cas d’un modéle plus simple qui ne tient compte que des rectangles.
Comparaison entre une décroissance géométrique, une décroissance adaptative
avec vitesse minimale imposée (courbes noires) et une décroissance adaptative
sans vitesse minimale imposée (courbes grises).
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9.2 Ajout d’'une mémoire

9.2.1 Algorithmes génétiques

Les approches par algorithmes génétiques sont attractives parce qu’elles
mélangent des notions qui intuitivement semblent étre efficaces pour optimiser
des problemes complexes. Il s’agit de la mémoire, de la sélection et de la di-
versité. Avant de détailler brievement ces différentes notions, rappelons que les
algorithmes génétiques reposent sur la simulation de 1’évolution d’une population.

Les notions sous-jacentes aux approches évolutionnistes sont les suivantes. Il y
a d’abord la mémoire : on cherche a améliorer les hypotheses formulées dans le
passé et ayant été vérifiées. Ensuite vient la sélection : le but est de sélectionner
les individus répondant le mieux, et pour finir on trouve la notion de diver-
sité : on cherche a donner a la population un comportement global favorisant
I’apparition de nouvelles hypothéses et permettant d’éviter les cas ou la popula-
tion n’est composée que d’individus proches (phénomene de dégénérescence). Les
parametres des algorithmes génétiques servent a équilibrer ces différents compor-
tements. Malheureusement, cela peut parfois s’avérer difficile.

Les approches évolutionnistes reposent sur I’ idée d’une compétition entre
Ientropie du systéme et une forme de sélection. Cette idée peut étre
formalisée plus mathématiquement. Ainsi, dans [Del Moral et Doucet, 2003,
Del Moral et Miclo, 2003, Del Moral et Doucet, 2004], on trouve une nouvelle
classe d’algorithmes, issus du formalisme de flots de Feynman Kac. Ces algo-
rithmes peuvent étre vu comme une hybridation entre le recuit simulé et les al-
gorithmes génétiques. La démonstration de leur convergence repose sur I’écriture
d’un principe de grande déviation, dont la fonctionnelle d’action fait intervenir
deux termes : un terme d’entropie favorisant la dispersion de ’exploration de
Pespace d’état (diversité) et un terme de sélection. I’avantage certain des algo-
rithmes comme le recuit simulé, ceux de Del Moral ou de certains algorithmes
génétiques (voir [Cerf, 1994] par exemple) est que leur convergence est démontrée.
La compétition entre diversité et sélection est donc naturellement équilibrée.

Le recuit simulé repose sur ’absence de mémoire. Cela permet, sous des hy-
potheses d’exploration simples (réversibilité des perturbations stochastique) de
calculer des taux de sélection assurant la convergence de I'algorithme. Paradoxa-
lement, c’est ’absence de mémoire du recuit simulé qui lui assure son efficacité.

Il est toutefois possible d’ajouter une mémoire dans le recuit simulé. Nous nous
proposons, dans cette partie, d’en étudier les effets.

9.2.2 Intérét d’une mémoire

L’algorithme que nous utilisons repose entierement sur une exploration stochas-
tique équilibrée de 'espace d’état. On cherche des configurations d’objets dont le
terme d’attache aux données répond bien. Ces objets sont particulierement rares
et difficiles d’acces. L’algorithme utilisé propose d’éliminer ou de créer des objets
aléatoirement, et accepte ces propositions en fonction des variations d’énergie in-
duites. Le fait que les objets d’intérét soient rares pose deux probléemes : d’une
part lorsque ’on en supprime un, on perd le bénéfice de I’exploration qui a mené
jusqu’a sa découverte. D’autre part, comme ces objets sont difficiles a trouver, il
vivent longtemps. Avec le terme de soft core important, cela interdit la présence
d’hypotheses d’objets contradictoires au méme endroit. Il faut donc se reposer
sur les transformations supplémentaires comme les translations ou les rotations
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pour espérer pouvoir passer d’'une hypothese a I'autre. Cela peut toutefois étre
insuffisant.

Nous proposons ici une naissance-mort avec mémoire qui permet de réduire la
durée de vie d’un objet.

9.2.3 Structure générale

Nous proposons de considérer la configuration x d’objets courants a intervalles de
temps régulier et d’en retenir les éléments bien attachés. Cela donne une collection
d’objets (v;)i<n. On introduit alors une transformation de naissance ou mort qui
permet, soit de faire ré-apparaitre 'un de ces objets a une pertubation pres, soit
de supprimer 'un des objets de la configuration courante qui est proche de I'un
d’entre eux. Pour cela, on utilise un ensemble B C S (de la méme maniere qu’au
chapitre 7). On considere alors I’'ensemble Sy, :

N
Srmem = U v; & B
i=1
Cet ensemble est formé d’une union d’ensembles S; = v; @ B que l'on appelle
graines. On consideére ensuite une naissance-mort qui propose d’ajouter ou de
retirer un point dans Syen,. On peut imaginer deux facons intéressantes de mettre
en oeuvre cette transformation.

9.2.4 Loi de mise a jour de la mémoire

Avant de détailler comment cette transformation fonctionne, nous présentons
ici le mécanisme de mise a jour que nous avons utilisé. Le but est de garder en
mémoire un ensemble d’objets intéressants (v;) le plus diversifié possible. Nous
proposons de considérer I’état courant x périodiquement (toutes les L itérations)
et de remplacer les graines de la mémoire par les objets de x qui sont redondants
et de meilleure qualité. Pour cela on se donne une application Q(.), négative pour
les objets inintéressants et positive pour les autres. Plus grand est Q(u), meilleur
est I'objet (en pratique nous avons pris 'opposé du terme d’attache aux données
Q(u) = —=Ug(u)). Au début de la simulation, la mémoire est initialisée avec un
ensemble d’objets vide.

Toutes les L iterations
Pour tout u € x = X;

Si Q(u) >=0 objet interessant
test =0
Tant que test =0, parcourir les v; de la memoire
Siuev;®B et Qu) > Q(v;)
Remplacer v; par u
test =1

Si test =0
Si la memoire est saturee
Remplacer une graine au hasard par u
Sinon
Ajouter u a la sequence des v;
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9.2.5 Premiére mise en oeuvre : une seule transformation

On peut imaginer la procédure de naissance suivante :
[1] Sélection d’un v;,
[2] Génération du nouvel objet u dans la graine correspondante v; ® B.

La mort peut simplement consister en la sélection d’un objet parmi ceux tombant
dans un voisinage d’une graine. Il reste a choisir la loi discréte permettant de
sélectionner un objet. Une loi discrete possible consiste a choisir un objet u dans
la configuration avec une probabilité proportionnelle au nombre de graines le
contenant. On trouve alors le taux suivant dans le cas d’une naissance (y = xUu) :

f(y) Nv(B)
f) SN card{v e S;, vex}

R(x,xUu) =

et le taux inverse dans le cas de la mort.

Le shéma ci dessus est le schéma que nous avons utilisé en pratique. On notera la
présence de la taille des graines v(B) dans 'expression du taux, ce qui correspond
a l'intuition : plus la taille des graines est petite et plus la probabilité d’accepter
une mort est grande, puisque 1’on a plus de chance de retrouver ’objet supprimé.

9.2.6 Seconde mise en oeuvre :N transformations
Un autre approche consiste & considérer que chaque graine définit une transfor-
mation différente. L’algorithme de mise a jour suit alors la procédure suivante :
[1] choisir une graine S; avec une loi discrete uniforme,
[2] choisir entre la naissance et la mort avec une probabilité 1/2. Ensuite,
si la naissance a été choisie : générer u dans 5;,

si la mort a été choisie : choisir I'un des u se trouvant dans .S; s’il en
existe un, sinon ne rien faire

L’avantage de ce schéma sur le précédant provient de I'expression du taux assu-
rant la réversibilité :

fy) v(B)

Rlx,xUu) = f(x)card{v € S;, vexUu}

L’avantage de ce taux est qu’il nécessite moins de calculs, mais par contre requiert
une programmation plus fine.

9.2.7 Temps de calculs

L’efficacité de cette méthode est directement liée au temps nécessaire pour calcu-
ler les taux d’acceptation des naissances ou des morts ajouté au temps nécéssaire a
la réactualisation de la mémoire. Nous n’avons pas pu mener autant d’expériences
que nous le désirions. La version de la naissance mort a mémoire que nous avons
codée repose en effet sur la premiere idée (une transformation pour toutes les
graines) et nous n’avons pas utilisé une mise a jour permanente des taux de nais-
sances mort pour chaque objet comme nous ’avons fait par ailleurs pour toutes
les autres transformations.

Par conséquent nous n’avons pas pu comparer 'efficacité de 'idée en terme
de temps de calculs. Par contre nous présentons ici quelques résultats sur la
mélangeance du systéme obtenu.
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9.2.8 Résultats et commentaires

La figure 9.15 présente un résultat. On y a tracé I’évolution du nombre de
rectangles intéressants en fonction de la température. Notons que ce résultat est
obtenu avec une fréquence de mise a jour de la mémoire de L = 50000, une
constante de décroissance A = 0.9985 et A; = 2000 ou A; est la longueur d’un
palier de la décroissance qui est donc géométrique par morceaux.

On constate que les simulations utilisant la mémoire ont permis de modifier le
nombre d’objets intéressants a plus basse température. On peut faire une rapide
analyse des raisons de ce comportement. Considérons une mise a jour de naissance
ou de mort. Celle-ci peut étre proposée par une transformation avec une graine ou
par une transformation sans graine et donne lieu a une variation d’énergie positive
AU > 0. On peut écrire que la probabilité a d’accepter une transformation est
donnée par :

_AU
a=Texp T
Donc a température constante, c’est la transformation de mort ayant le plus fort
taux qui va le plus favoriser la suppression de certains objets. On imagine que les
deux propositions sont faites a deux températures 17 et T5. La différence majeure
entre les deux transformations vient des taux donnés par les transformations.
Notons 71 et 75 les deux facteurs correctifs apparaissant dans les taux de Green
liés aux deux noyaux de proposition différents (avec et sans graines) d’acceptation
a1 et as.
On trouve, pour une variation d’énergie identique dans les deux cas :

T _ logag —logm
Ty  logoa; —logm

La premiere analyse repose sur ’hypothese 177 = T5 : a température constante,
I'une des deux transformations formule des propositions qui ont plus de chance
d’étre acceptées. Notons que c’est le rapport 71 /75 qui intervient pour quantifier
cette différence. Il est également possible, a I'inverse, de poser a1 = as = «a, de
fagon a chercher a quelles températures les deux noyaux de proposition donnent
lieu a des comportements équivalents.

no_, log 22

T loga — log 7y
d’ol, en réinjectant «, on trouve que :

1 1 log(R)
T, T AU

(9.7)

On trouve donc que si le rapport /7 > 1, Ty < Ty, ce qui est conforme a
I'intuition. Dans le cas de la proposition d’une mort, par le schéma de mise a jour
sans mémoire (naissance ou mort uniforme), on a :

n(x)

v(5)

Tl =

tandis que dans le cas d’une mort par le schéma de mise & jour avec mémoire :

Zi\il card{v € S;, ve€x}
Nv(B)

T9 —
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y=card gammald x=—logi{T)
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F1G. 9.15: Evolution du nombre de rectangles intéressants (dans vo) en fonction
de la température (x = —log(T)); a et b : simulations avec des graines de tailles
moyennes , ¢ :simulation de référence n'utilisant que la naissance ou mort uni-
forme et d : simulation avec de petites graines. On notera que les simulations
utilisant la mémoire impliquent des variations (diminution) du nombre d’objets
intéressants plus tard en température que la simulation sans mémoire.
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Simulation | v(B)
a 17203
b 67200
c 0 (référence)
d 25.6

TAB. 9.3: Tailles des graines (v(B)) utilisées pour les différentes simulations de
la figure 9.15

Ce qui donne le rapport suivant :

T2 v(S) Ef\il card{v € S;, v € x}
. v(B) Nn(x)

On peut considérer que le rapport entre le nombre moyen d’objets par graine et
le nombre d’objets est a peu prés constant. On constate alors, que plus les graines
sont petites, plus la température limite est petite. Les résultats expérimentaux
de la figure 9.15 confirment la tendance générale, mais ne permettent pas de
retrouver la loi donnée par la relation 9.7. Le tableau 9.3 présente les tailles des
graines utilisées : I'ordre de décroissance des tailles de graines est donc b,a.d.
Or sur les résultats de la figure 9.15, on constate que ’ordre de décroissance des
températures limites est a,b,d.

On remarquera par ailleurs que la simulation ou le mélange se fait le mieux
(simulation d avec des graines vraiment petites) est aussi celle ot le nombre final
de rectangles détectés est le plus faible. Ce résultat montre un effet pervers de
I’ajout d’une mémoire dans le systeme : la mise a jour de la mémoire provoque
une perte de la stationnarité de la chaine. On constate en effet un phénomene
tout a fait intéressant lié & l’algorithme d’échantillonnage. Ce phénomene est
particulierement visible sur la figure 9.16.

On constate que chaque mise & jour de la mémoire provoque une chute brutale
du nombre d’objets intéressant dans la scéne. La transformation de la simulation
d utilise des graines de taille vraiment tres faible. Par conséquent, le taux 7
est particulierement élevé dans le cas d’'une mort. Apres une mise a jour de la
mémoire, 1’état courant et cette mémoire sont en adéquation et donc un certain
nombre d’objets de Iétat courant sont supprimés, d’ou les chutes régulieres du
nombre d’objets dans la scéne. Le probléme vient donc de la fréquence de mise
a jour de la mémoire : pour de petites graines, il faut mettre a jour la mémoire
moins fréquemment, comme le montre la simulation d’ de la figure 9.17. Avec
L = 500000 la stationnarité est conservée.

9.2.9 Conclusion

La naissance mort & mémoire permet donc facilement d’obtenir un meilleur
mélange des configurations. En particulier, méme a tres basse température, ce
type de transformation permet de proposer des morts d’objets. Cela doit per-
mettre d’améliorer I'optimisation du systeme.

En pratique, nous n’avons pas cependant observé d’amélioration notable des
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(a) z=—1logT , y = card o

Fic. 9.16: Visualisation de la perte de stationnarité due a la présence d’ume
mémoire. Les instants ot le nombre d’objets chute sont les instants ot la mémoire
est mise a jour.
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F1G. 9.17: La simulation d’ utilise une période de mise a jour beaucoup plus grande
(L = 500000) que la simulation d, ce qui permet de retrouver la stationnarité
entre chaque mise a jour.
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résultats. Par contre, nous avons observé un effet pervers de I’ajout d’'une mémoire
avec la perte de la stationnarité du systeme.

Il faudrait, par conséquent, étudier plus finement l'influence de la taille des
graines ainsi que celle de la méthode de mise a jour de la mémoire pour savoir si
ce type de transformation peut avoir son utilité ou non.
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Conclusion

Analyse de la contribution

Le travail de these présenté dans ce mémoire a permis 1’évaluation de 'apport
potentiel de la géométrie stochastique a I'analyse de scenes urbaines denses. Nous
n’avons pas proposé de logiciel permettant de reconstruire de maniere exhaustive
et précise une zone urbaine quelconque. Par contre, nous avons proposé divers
modeles permettant d’extraire une information de niveau intermédiaire a partir
de Modeles Numériques d’Elévation.

Une premiere étape de ce travail a consisté en l’assimilation d’un certain
nombre de concepts théoriques liés aux notions de processus ponctuels et
d’échantillonneur MCMC.

Une seconde étape a consisté en l'exploration des diverses possibilités of-
fertes par les modeles de processus ponctuels appliqués a l'analyse d’images.
Apres I'étude d’un certain nombre de travaux fondateurs ([Van Lieshout, 1993,
Pievatolo et Green, 1998, Rue et Hurn, 1999, Stoica, 2001]) nous avons été
amenés a formuler nos propres modeles.

Nous avons ainsi exploré quatre voies. La premiere, qui nous a servi d’exemple
pour introduire la méthode dans ce manuscrit, a permis d’évaluer la pertinence
de I'approche. Elle repose sur la détection de zones homogenes par des rectangles.
Ce premier travail a permis de poser certaines questions auxquelles les modeles
suivants ont tenté de répondre. Le second modele repose sur 'utilisation d’un trai-
tement bas niveau pour détecter les discontinuités sur les MNE. Ce modele nous a
permis d’introduire un modele générique d’interactions attractives ne dépendant
pas de la taille de I'image considérée. Il nous a également incité a considérer
une mesure de référence inhomogene. C’est I'une des originalités de ce travail.
Le troisieme modele nous a permis d’évaluer la valeur d’un critere Bayésien et
d’examiner la possibilité d’utiliser des modeles complexes de batiments. Recher-
cher des configurations aussi denses d’objets complexes a nécessité l'introduc-
tion d’une méthode pour réduire I'espace de recherche. Nous avons proposé une
méthode originale et efficace reposant sur I'utilisation d’une initialisation. Nous
avons étendu cette idée en tentant par la suite d’introduire une mémoire dans
I’algorithme. Le dernier modele que nous avons présenté tire parti du modele
d’attraction que nous utilisons. Nous proposons de chercher des éléments simples
modélisés par des segments et des rectangles en interaction. Tous ces modeles ont
nécessité la prise en compte de leur structure spécifique dans la mise en oeuvre de
I’échantillonneur. Nous avons ainsi été amenés a introduire des transformations
originales, comme la naissance ou mort d’un objet dans un voisinage. Nous avons
également proposé un nouveau schéma de décroissance de température dans un
cadre de recuit-simulé.

Une derniere remarque d’importance concerne le codage pratique des modeles
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proposés : il a fallu une somme de travail non négligeable pour coder les différents
modeles.

Défauts des méthodes proposées

Nous nous attardons ici sur les critiques que I’on peut faire aux modeles proposés.

Tout d’abord, les temps de calcul restent un probleme majeur. Dans le cas des
modeles complexes, pour traiter une zone de taille consistante (830m par 300m,
a 20cm de résolution) les algorithmes nécessitent une semaine de calculs. Il faut
noter que les modeles sont toutefois relativement parallélisables. Il est également
possible de travailler séquentiellement en partitionnant la zone d’intérét avec un
gain de temps di aux structures informatiques permettant de décrire 1’espace
d’état.

Le second probleme ouvert est évidemment le réglage des parametres. Nous
avons proposé une classe de modeles génériques dont les parametres sont inva-
riants par changement de taille de 'image proposée. Il faut toutefois régler ces
parametres par essai-erreur. Il eat été appréciable de proposer une méthode per-
mettant d’apprendre les parameétres d’un modele. Cela reste une question délicate
et sur laquelle nous comptons continuer a travailler dans un futur proche, n’ayant
pour l'instant réussi a n’obtenir aucun résultat probant sur des images réelles.

Le troisieme probleme provient de la nature du résultat. Si nous arrivons effecti-
vement a extraire une information vectorielle, il est délicat d’estimer exactement
son utilité. Dans un contexte de rendu urbain tridimensionnel, il est certain que les
différents modeles ont leur utilité. Pour des cadres d’application plus industriels,
il faut vérifier si les objets extraits peuvent servir pour aider d’autres algorithmes
de reconstruction destinés a la production en fournissant des hypotheses vecto-
rielles. Ce probleme va faire 'objet d’une these qui débutera trés prochainement
dans le projet Ariana, en collaboration avec I'IGN et le CNES.

Intéréts des modeles proposés

Les modeles proposés permettent d’extraire une information intéressante. Il
s’agit, en effet, d’information de moyen niveau : les primitives obtenues ne sont pas
directement accessibles par les méthodes usuelles que propose 'analyse d’images
comme les transformées de Hough par exemple. Par ailleurs, I’approche que nous
proposons est originale et permet de se démarquer des méthodes “top-down” et
“bottom-up” habituelles qui reposent sur I’agglomération de primitives simples.

Notre approche permet également de structurer ’extraction du bati par le biais
d’interaction entre les objets. Il s’agit réellement d’une originalité de la méthode,
qui gagnerait a étre développée au moyen d’interactions plus complexes.

Une fois les parametres réglés, 'approche est entierement automatique, ce qui
est évidement un avantage. Etant donnée la taille des zones a traiter, on peut
imaginer une approche en deux étapes dont la premiere consisterait en un réglage
semi-automatique des parametres sur des zones de petites tailles, et la seconde
en un lancé séquentiel de ’extraction sur I’ensemble de la zone éventuellement
partionnée en plusieurs zones de tailles plus réduites.

L’un des avantages des modeles proposés s’est avéré étre la robustesse par rap-
port au type et a la qualité des données. Nous n’avons pas eu besoin de modifier
les parametres du modele a priori lorsque nous avons changé de taille ou de type
d’images.
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Extensions possibles

Chercher un ensemble de primitives différentes de bas niveau en interaction est
une extension qui serait réellement intéressante. Rares sont les méthodes qui per-
mettent d’extraire des objets et de régulariser I’extraction en méme temps. L’ave-
nir se situe, sans aucun doute, dans la complexification des interactions plutot
que dans la complexification des objets. On devrait pouvoir tendre vers la notion
de grammaire de graphes telle que présentée et exploitée dans [Fuchs, 2001].

L’estimation des parametres est un probleme ouvert. On trouvera dans
[Stoica et al., 2004] Dapplication de méthodes classiques pour estimer les pa-
rametres du modele a priori. En données incomplétes, I'estimation des parametres
reste un probléeme complexe méme & haute température. A basse température,
le mauvais comportement des échantillonneurs MCMC rend inefficaces toutes les
techniques usuelles reposant sur I’ “importance sampling”. Il reste donc a intro-
duire de nouvelles méthodes pour permettre d’apprendre les parametres d’un
modele de processus ponctuels utilisable dans un cadre aussi appliqué que le
notre.

L’algorithme d’optimisation pourrait étre amélioré. De nouvelles avancées
récentes dans les techniques MCMC, comme les techniques de DDMC (Data Dri-
ven MCMC, c.f. [Tu et Zhu, 2002]) ou l'utilisation de processus a temps continu
comme [Srivastava et al., 1999] mériteraient d’étre examinées. Les idées de Del
Moral sur les algorithmes génétiques et les processus de naissance mort (se référer,
par exemple a [Del Moral et Doucet, 2003]) trouveraient strement des applica-
tions pour faciliter 'optimisation des modeles.

Une problématique que nous n’avons pas abordée dans ce travail est la fusion
de données. Il serait, en effet, facile d’ajouter plusieurs termes du premier ordre
dans I’énergie d’attache aux données, chacun de ces termes correspondant a un
type de données différent.

Une extension qui semble également intéressante est l'ajout d’un parametre
temporel, de maniere a permettre le suivi d’objets en mouvement dans des
séquences d’images. Cette possibilité nous intéresse tout particulierement, puisque
les méthodes actuelles de suivi d’objets se comportent mal lorsque le nombre
d’objets est trop grand. L’extension des modeles par processus ponctuels aux
séquences d’images pourrait permettre de tirer parti d’'une information a priori
sur la structure spatiale d’interaction entre les objets.

Enseignements issus de ce travail

En ce qui concerne les modeles de processus ponctuels nous avons tirés plusieurs
enseignements de ’expérience accumulée tout au long des trois années écoulées.

La qualité de I’échantillonnage est primordiale. C’est le point clef qui se cache
derriere tous les modeles proposés. Il faut construire des transformations per-
tinentes pour pouvoir obtenir des résultats corrects avec des temps de calcul
acceptables. Naissances ou morts dans un voisinage, translations, dilatations ou
déplacement d’un point de connection, toutes ces idées proviennent de la méme
origine : il faut ajouter des transformations qui vont dans le sens des modeles.
C’est en cela que le formalisme proposé par [Green, 1995] est particulierement
intéressant puisqu’il ouvre un éventail tres vaste de transformations possibles.

L’utilisation de mesures de référence inhomogenes est également avantageuse.
Cette idée a permis de sensiblement améliorer les résultats puisqu’elle a permis
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d’introduire des termes d’attache aux données beaucoup plus exigeants, la mesure
de référence servant alors a compenser la rareté des objets intéressants.

Il semble qu’aller vers des objets plus complexes n’est pas d’un intérét direct.
On peut évidement arguer qu’il est toujours possible d’utiliser des bancs de
prétraitements pour construire des naissances ou morts d’objets non uniformes
favorisant les endroits ou les objets répondront vraisemblablement correctement.
Cependant, nous pensons qu’une telle approche fait perdre en partie 'intérét de
la méthode. En effet, si pour pouvoir optimiser les modeles il faut disposer d’une
initialisation précise, on perd alors I'intérét de la méthode qui permet de trouver
les endroits interessants de 1’espace d’état en exploitant la structure “par objets”
du probleme a résoudre.

Si nous devions reconstruire un modele pour analyser les zones urbaines denses,
nous partirions directement sur 1’idée de faire interagir plusieurs types de primi-
tives. On trouverait : les coins, les segments les plans etc... . La structure d’inter-
action permettrait d’augmenter I’énergie des objets appartenant a une structure
complexe ayant du sens. On se rapprocherait donc des algorithmes “bottom-up”
avec la différence notable que ’agrégation se ferait en méme temps que le test
d’hypothese. Cette approche permettrait, en outre, de tenir compte d’un ensemble
de données diverses.

L’estimation des parametres d’interaction est un probleme certain. Une solution
pour remédier a ce probleme est de développer un modele bayésien. En effet,
ce type de modeles autorise une estimation non supervisée et automatique des
parametres. Cela dit, pour des applications aussi particulieres que la notre, la
modelisation bayésienne peut se révéler tout a fait arbitraire et donc inadaptée. La
encore, en se cantonant a des objets simples, il devrait étre possible de construire
des modeles d’interaction dont les parametres soient estimables plus facilement,
au moins de maniere approchée.

La conclusion essentielle de ce travail est qu’il est possible d’utiliser des pro-
cessus ponctuel marqués pour extraire des caricatures de batiments a partir de
Modeles Numériques d’Elevation. Ensuite, d’'un point de vue plus générique en
analyse d’images, il semble que la géométrie stochastique soit particulierement
bien adaptée aux contextes ou l'on peut favoriser la simplicité des objets du
modele, quitte a devoir introduire une multitude d’objets différents.

Conclusion

Ce travail nous a donc permis d’évaluer le potentiel des approches par processus
ponctuels marqués dans un cadre appliqué. De ce point de vue, le travail mené a
été tres formateur. Nous avons du constamment travailler & la fois sur les outils
théoriques et la réalité des problemes que posent I’application.

Ce manuscrit ne présente qu’une partie du travail mené : nous avons eu I'occasion
d’effleurer d’autres théories que celles utilisées ici. Beaucoup d’idées rencontrées
en chemin sont restées en suspens : peut étre verront-elles le jour dans ’avenir,
mais c’est désormais une autre histoire...
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Annexe A

Résultats supplémentaires

Nous présentons dans cette annexe des résultats complémentaires a ceux
présentés dans le corps du manuscrit. Nous avons ordonné ces résultats de fagon a
commencer par ceux que nous croyons étre les plus importants. Nous commencons
donc par présenter des résultats obtenus avec le modele du chapitre 6, fondé sur la
détection de discontinuités. Viennent ensuite des résultats liés au modele a deux
éléments du chapitre 8, puis d’autres résultats de moindre importance.

A.1 Modele du chapitre 6

A.1.1 Résultat sur un MNE de moins bonne qualité

Nous présentons ici un résultat d’extraction obtenu en utilisant le modele du
chapitre 6 sur un MNE de Rennes. Ce MNE nous a été fourni par 'IGN. Il
est de nettement moins bonne qualité que le MNE d’Amiens. La résolution pla-
nimétrique (x,y) du MNE est de 0.4m tandis que la résolution verticale (z) est
de 0.1m. L’inconvénient majeur du MNE est qu’il n’y a pas de vérité terrain
associée. Par contre, sa mauvaise qualité permet de montrer I'utilité des résultats
obtenus puisque 'on obtient un raffinement intéressant des données. Notons que
les parametres utilisés sont les méme que pour les résultats sur Amiens présentés
dans le chapitre 6 excepté pourle filtre bas niveau (voir tableau A.1).

TAB. A.1: Paramétres bas niveau utilisés pour le MNE de Rennes

Filtre bas niveau (Rennes)
lregul | 4m
o] 1*r
op, 2m
Or 1m

La figure A.1 montre les rectangles détectés sur une premiere zone, la figure A.2
montre des vues 3D correspondant a une sous-zone des données. Le relief du sol
a été estimé en utilisant la procédure décrite dans le chapitre 7 :

[1] une fois les batiments détectés, pour chaque batiment on estime deux
grandeurs : la hauteur moyenne du batiment et la hauteur du sol autour
du batiment,

[2] en substituant & chaque batiment la hauteur du sol mesurée on obtient un
Modele Numérique du Terrain sous jacent a la zone urbaine considérée,
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[3] on filtre le MNT obtenu au moyen d’une ouverture par un disque ( 100
pixels de rayon) et d’un filtre gaussien,

[4] on obtient le MNE raffiné en remplacant les pixels a l'intérieur des
batiment par la hauteur moyenne estimée.

F1Gc. A.1: Résultat d’extraction sur un MNE de Rennes en utilisant le modéle du
chapitre 6

A.1.2 Résultat sur Amiens

En utilisant le modele du chapitre 6 sur une autre zone d’Amiens, on obtient la
reconstruction présentée sur la figure A.3. Ce résultat est intéressant parcequ’il
montre le comportement du modele dans le cas d’une zone tres dense.
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Fia. A.2: Visualisation en 8 dimensions du résultat de la figure A.1. Au dessus :
MNE d’origine, on constatera la piétre qualité du MNE. En dessous : extraction
vectorielle obtenue. La hauteur associée a chaque rectangle est donnée par une
estimation simple de la hauteur intérieure.
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F1G. A.3: Visualisation en 3 dimensions d’un autre résultat d’estimation sur un
MNE de la ville d’Amiens. Au dessus : MNE d’origine. En dessous : extraction

vectorielle obtenue. La hauteur associée a chaque rectangle est donnée par une
estimation simple de la hauteur intérieure.
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A.1.3 Résultat sur une zone plus vaste

Nous présentons ici un résultat sur une zone vaste. Il s’agit d’une zone tirée
du MNE de Rennes dont la particularité est d’étre trés pentue. La taille de la
zone est de 900m par 400m environ. Les batiments sont moins denses que sur les
zones précédemment considérées. La figure A.4 présente I'extraction obtenue. Les
figures A.5 et A.6 presentent deux parties du résultat vues en trois dimensions,
tandis que la figure A.7 montre une vue en trois dimensions d’ensemble du résultat
obtenu.

Fia. A.4: Extraction des bdtiments sur une zone vaste de Rennes. De haut en
bas : MNE et rectangles extraits, MNE d’origine en relief vu de haut et MNE
raffiné obtenu par notre méthode en relief vu de haut.
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F1a. A.5: Visualisation en 8 dimensions d’une partie du résultat de la figure A.4.
Au dessus : MNE d’origine. En dessous : extraction vectorielle obtenue. La hau-
teur associée a chaque rectangle est donnée par une estimation simple de la hau-
teur intérieure.
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F1a. A.6: Visualisation en 8 dimensions d’une partie du résultat de la figure A.4.
Au dessus : MNE d’origine. En dessous : extraction vectorielle obtenue. La hau-
teur associée a chaque rectangle est donnée par une estimation simple de la hau-
teur intérieure.
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Fia. A.7: Visualisation en 8 dimensions du résultat de la figure A.4. Au dessus :
MNE d’origine. En dessous : extraction vectorielle obtenue. La hauteur associée
a chaque rectangle est donnée par une estimation simple de la hauteur intérieure.
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A.1.4 Résultat sur la vérité terrain

Nous présentons sur la figure A.8 un résultat d’extraction sur la vérité terrain
(TRAPU) fournie par 'IGN.

Fi1c. A.8: Résultat d’extraction en utilisant le modéle du chapitre 6 sur la vérité
terrain
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A.2 DModele du chapitre 8

A.2.1 Deuxiéme version du MNE Pléiades

Nous présentons ici un résultat sur un autre MNE issu des simulations pléiades
(fourni par le CNES via I'IGN). La différence avec le MNE présenté dans le
chapitre 8 tient dans la résolution spatiale : la résolution du MNE des figures A.9
et A.10 est a 80cm. Les deux figures présentent respectivement les rectangles et
les segments extraits. On notera que ce MNE est meilleur que le premier. En
particulier les batiments distincts sont mieux séparés les uns des autres.

F1G. A.9: Deuziéme MNE Pléiades (80cm), rectangles extraits par le modéle a
deux éléments
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Fic. A.10: Deuxieme MNE Pléiades (80cm), segments extraits par le modéle a
deux éléments
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A.3 Modele du chapitre 2

La figure A.11 montre I'estimation de la qualité du résultat exposé dans le
chapitre 2. Les taux de classifications sont montrés dans le tableau A.2.

Résultat : données optiques |

Aire manquée (noir) 8%

Fausses alarmes (blanc) | 3%

TAB. A.2: Tauz de classification du résultat présenté dans le chapitre 2.

Fic. A.11: Comparaison entre le résultat d’extraction du chapitre 2 et la vérité
terrain fournie par ’IGN.

A.4 Modele du chapitre 9

Les figures A.12 et A.13 présentent le résultat obtenu par décroissance adapta-
tive. Il s’agit du résultat correspondant a la simulation d de la partie 9.1.7.
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F1a. A.12: Premier MNE Pléiades (1m), rectangles extraits par le modéle o deux
éléments et la décroissance de température adaptative (simulation d de la par-
tie 9.1.7).
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F1a. A.13: Premier MNE Pléiades (1m), segments extraits par le modéle d deux
éléments et la décroissance de température adaptative (simulation d de la par-
tie 9.1.7).



Annexe B

Détails du modele du
chapitre 6

B.1 Filtre bas niveau

Nous détaillons ici le filtre bas niveau utilisé pour détecter les discontinuités
d’intérét. Pour un profil composé de N points notés p(1),...,p(N) :

1. Calculer le vecteur gradient g :
Vie{l,...,N—=1} g(i)=p(E+1)—p(i)

2. Selectionner les gradients plus grand que o; :

1 si g(i) = oy
Vie{l,...,N—1} sel(i)=<¢ —1 si g(i) < —oy
0  sinon

3. Accumuler les gradients positifs :

tem=0
last_pos=0
last_acc=0

Pour i=1a:=N-1
Si sel(i) =1

Si tem = let d(last_pos,i) < lyequl

sel(i)=0

last_pos=i

g(last_acc)=g(last_acc)+g(i)
Sinon

last_pos=i

last_acc=1

tem=1

Si sel(i)=-1
tem=0
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4. Accumuler les gradients negatifs :

tem=0
last_neg=0

Pour 1=1 a N -1

Si sel(i)=-1
Si tem=1 et d(lastmeg,i) < lrequi

sel(last_neg)=0
g(i)=g(last_neg)+g(i)
last_neg=i

Sinon
last_neg=1i
tem=1

Si sel(i)=1
tem=0

5. Etape d’ouverture
last_pos=0
Pour t=1a N—-1

Si sel(i)=1
last_pos=i

Si sel(i)=-1 et d(last_pos,i) <l cgu
g=g(i)+g(last_pos)

Sig>0
sel(i)=0
g(last_pos)=g
sinon
sel(last_pos)=0
g(i)=g

6. Selection des gradients plus grand que oy, :

Pour i=1 to i=N-1
Si sel(i)=-1 ou sel(i)=1
Si g(i)< oy et g(i) > —op
sel(i)=0

Nous présentons ici des résultats obtenus avec le filtre bas niveau. Ces résultats
permettent de comprendre l'influence des différents parmetres du filtre. Nous
présentons 5 résultats sur un profil. Les 5 expériences sont résumées par le ta-

bleau B.1.
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r=0.50 m, Sigma h=2m, Iregul=1m, (Sigmal)/r=1
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FiG. B.1: Simplification des profils : expérience 1. Du haut en bas : vrai profil, pro-
fil sous échantillonné (en fonction de r), gradients détectés (> o;), discontinuités
sélectionnées apres accumulation, ouverture et seuillage par oy, et finalement :

vrai profil et profil simplifié.
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r=0.50 m, Sigma h=2m, Iregui=4m, (Sigmal)/r=1
60 T T T
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-20 I I I I I
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Fia. B.2: Simplification des profils : expérience 2. Le paramétre de réqularisation
est mis a : lpegy = 4m.
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r=0.50 m,

Sigma h=2m,

I regul=1m,

(Sigma I)/r=2
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Fia. B.3: Simplification des profils :
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plus grand que pour l'expérience 1.
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expérience 3. Le premier seuil est deux fois
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r=1.00 m, Sigmah=2m, Iregui=1m, (Sigmal)/r=1
T
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Fi1G. B.4: Simplification des profils : expérience 4. Le paramétre de résolution vaut
im.
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r=0.50 m, Sigma h=2m, Iregui=1m, (Sigmal)/r=1
60 T T T T
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FiG. B.5: Simplification des profils : expérience 5. Résultat sur un profil LASER.
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Type de données Parametres
r ‘ Oh lregul o]
Exp 1 (figure B.1) | Optique 05m |2m | 1m | I*r
Exp 2 (figure B.2) | Optique 05m|2m|4m | 1*r
Exp 3 (figure B.3) | Optique 05m |2m | 1m | 2%
Exp 4 (figure B.4) | Optique 1m 2m | 1m | 1*r
’ Exp 5 (figure B.5) ‘ Laser ‘ 0.5 m ‘ 2m ‘ 1m ‘ 1*r ‘

TAB. B.1: Parameétres utilisés pour les différentes expériences

B.2 Détails de ’énergie utilisée

Nous détaillons ici les énergies associées aux objets des ensembles 71,72 et vs.
Ces énergies servent essentiellement a comparer les objets d’un méme ensemble,
de maniere a guider leur évolution vers le niveau supérieur.

Niveau 1 :
u & Yo
) 0(u) > Umin 1 9 m(u)
u € ssi Ji(u) = — + —(1—
" = () = g5 Lo + 51— =)
maz(Lgy(u), Lga(u)) > thy
Niveau 2 :
. ugm 1 - 1.
U € vy ssi Jo(u) = =(1 —m(u)) + =v(u
W{MQWMMMWMQUQ<<»QH
Niveau 3 :

wewssiugn  Jylu) = 5(1 - m(u)) + i)



Annexe C

Considérations informatiques

Les algorithmes ont été codés en C++. Nous présentons ici quelques méthodes
qui permettent un codage efficace et donc des temps de calculs limités.

C.1 Codage des interactions

C.1.1 Codage de I’état

L’état courant est une configuration x d’objets u; que I'on code par un tableau
dynamique d’objets.

C.1.2 Codage des interactions

Dans ce travail, nous n’avons utilisé que des interactions entre deux objets. Il
est toutefois possible d’introduire des relations entre plus de deux objets. C’était
d’ailleurs 'un des aspects du sujet de DEA traité par lauteur (voir [1]). Le
probleme de la rapidité de mise a jour des interactions entre les objets est une
question essentielle.

Nous avons adopté le principe suivant : a chaque objet u € x est associé une
liste de liens L(u) vers les ensembles d’interaction auxquels il appartient. Chaque
interaction est accessible dans la liste, ou bien par parcours classique, ou bien
au moyen d’une clef e. Ainsi, L(u)(e) renvoie une cellule de la liste contenant un
pointeur vers le descriptif d’'une l'interaction impliquant u. Dans ce descriptif,
on trouve un pointeur vers chacun des objets de l'interaction, ainsi que la clef
correspondante. Une interaction r entre deux objets u et v peut donc etre décrite
de la facon suivante, si 'on note @ un lien vers un objet u (informatiquement, il
s’agit d’un pointeur).

L(u)(e(u)) =

v)(e(v)) =

=3

r=((a,e(w),(v,e(v))  Avec (C.1)

=3

Le systeme de codage présenté ci-dessus permet de retirer un objet trés rapi-
dement : en effet, si 'on supprime un objet u il faut mettre a jour la liste des
interactions de tous les objets v interagissant avec u. Pour ce faire :
— on parcourt la liste L(u) des interactions impliquant u, et pour chaque inter-
action r = ((u, e(u)), (v,e(v)) telle que 7 € L(u),
— on parcourt tous les objets v dans 'interaction,
— pour chacun de ces objets, on supprime dans L(v) 1’élément indexé par e(v)
pointant sur r.

249
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La suppression d’un objet se fait donc en temps linéaire par rapport aux nombres
d’interactions auxquelles il appartient. L’ajout d’un objet est simple, il suffit de
s’assurer que la relation C.1 soit vérifiée. Le temps d’ajout est donc linéaire par
rapport au nombre de voisins.

C.1.3 Arborescence des relations

Pour diminuer les temps de calculs nécéssaires, nous avons introduit une
hiérarchie des interactions. Cela permet de limiter le nombre de tests nécéssaires
a la détection des interactions. Par exemple, la relation fondamentale est une re-
lation de proximité entre les objets. C’est la seule relation dont le test repose sur
I’exploration de tous les couples d’objets possibles. Les autres relations ne sont
testées qu’entre objets en interaction de proximité.

C.2 Metropolis Hastings

Il faut remarquer que la suppression d’un objet cotite beaucoup moins cher que
I’ajout d’un objet, puisque dans ce dernier cas il est nécéssaire de tester toutes
les interactions possibles. Or, toute transformation peut-étre décomposée en une
étape de mort suivie d’une de naissance. Pour les transformations de naissance
ou mort, une seule de ces deux étapes a lieu. Lors de la proposition de pertur-
bation formulée par ’algorithme, on calcule donc la variation d’énergie associée
a une mort, puis & une naissance. Vient ensuite le schéma de Bernoulli statuant
sur 'acceptation de la proposition et dont le parametre dépend de la variation
d’énergie calculée. Si la proposition est acceptée, tout se passe facilement. Par
contre, si la proposition est rejetée, il faut éviter de refaire des calculs que I'on a
déja fait. Pour ce faire nous avons introduit une étape de mort fictive : lorsque la
proposition est générée, celle ci se décompose en une mort fictive et une naissance.
Si la proposition est validée la mort est entérinée, sinon on ressucite 'objet tué
et on tue le nouvel objet proposé, ce qui permet de ne calculer qu’une seule fois
les interactions impliquant 1’objet.






RESUME

Cette these se place dans un cadre de reconstruction urbaine et propose un corpus algorith-
mique pour extraire des formes simples sur les Modeles Numériques d’Elévation. Ce type de
données décrit le relief d’une zone urbaine par une grille réguliére de points & chacun desquels
est associée une information de hauteur. Les modeéles utilisés reposent sur l'utilisation de
processus ponctuels marqués. Il s’agit de variables aléatoires dont les réalisations sont des
configurations d’objets géométriques. Ces modeles permettent d’introduire des contraintes sur
la forme des objets recherchés dans une image ainsi qu'un terme de régularisation modélisé
par des interactions entre les objets. Une énergie peut étre associée aux configurations d’ob-
jets et la configuration minimisant cette énergie trouvée au moyen d’un recuit-simulé couplé
a un échantillonneur de type Monte Carlo par Chaine de Markov & sauts réversibles (RJMCMC).

Nous proposons quatre modeles pour extraire des caricatures de batiments a partir de
descriptions altimétriques de zones urbaines denses. Chaque modeéle est constitué par une forme
d’objet, une énergie d’attache aux données et une énergie de régularisation. Les deux premiers
modeles permettent d’extraire des formes simples (rectangles) en utilisant une contrainte
d’homogénéité pour 'un et une détection des discontinuités pour I'autre. Le troisieme modele
modélise les batiments par une forme polyhédrique. Le dernier modele s’intéresse a l'ap-
port d’une coopération entre des objets simples. Les algorithmes obtenus, automatiques, sont
évalués sur des données réelles fournies par 'IGN (MNE Laser et optiques de différentes qualités).

Mots clefs : wurbain dense, processus ponctuels, recuit-simulé, MCMC. extraction de
batiment, Modele Numérique d’Elévation

ABSTRACT

The context of this thesis is the reconstruction of urban areas from images. It proposes a set of
algorithms for extracting simple shapes from Digital Elevation Models (DEM). DEMs describe
the altimetry of an urban area by a grid of points, each of which has a height associated to it.

The proposed models are based on marked point processes. These mathematical objects are
random variables whose realizations are configurations of geometrical shapes. Using these pro-
cesses, we can introduce constraints on the shape of the objects to be detected in an image, and
a regularizing term incorporating geometrical interactions between objects. An energy can be
associated to each object configuration, and the global minima of this energy can then be found
by applying simulated annealing to a Reversible Jump Monte Carlo Markov Chain sampler
(RIMCMC).

We propose four different models for extracting the outlines of buildings from altimetric des-
criptions of dense urban areas. Each of these models is constructed from an object shape, a data
energy, and a regularizing energy.

The first two models extract simple shapes (rectangles) using, respectively, a homogeneity
constraint and discontinuity detection. The third model looks for three-dimensional polyhedral
buildings. The last model uses cooperation between two types of objects, rectangles and seg-
ments.

The resulting algorithms are evaluated on real data provided by the French National
Geographic Institute (a laser DEM and optical DEMs of differing quality).

Keywords : dense urban area, point processes, simulated-annealing, MCMC, building
extraction, Digital Elevation Model



