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Résumé

Une large classe de systèmes physiques peut être représentée à l’aide du modèle de
Volterra. Il a notamment été montré que tout système non-linéaire, invariant dans le
temps et à mémoire évanouissante peut être représenté par unmodèle de Volterra de
mémoire et d’ordre finis. Ce modèle est donc particulièrementattrayant pour les besoins
de modélisation et d’identification de systèmes non-linéaires.

Un des atouts majeurs du modèle de Volterra est la linéarité par rapport à ses para-
mètres, c’est à dire les coefficients de ses noyaux. Cette caractéristique permet d’étendre
à ce modèle certains résultats établis pour l’identification des modèles linéaires. Il est
à noter que le modèle de Volterra peut, par ailleurs, être vu comme une extension natu-
relle de la notion de réponse impulsionnelle des systèmes linéaires aux systèmes non-
linéaires. Toutefois, certaines limitations sont à circonvenir : un nombre de paramètres
qui peut être très élevé et un mauvais conditionnement de la matrice des moments
de l’entrée intervenant dans l’estimation du modèle au sensde l’erreur quadratique
moyenne minimale (EQMM). Il est à noter que ce mauvais conditionnement est aussi
à l’origine de la lenteur de convergence des algorithmes adaptatifs de type LMS (Least
Mean Squares). Cette thèse traite principalement de ces deuxquestions. Les solutions
apportées sont essentiellement basées sur la notion d’orthogonalité. D’une part, l’or-
thogonalité est envisagée vis à vis de la structure du modèleen développant les noyaux
de Volterra sur une base orthogonale de fonctions rationnelles. Ce développement est
d’autant plus parcimonieux que la base est bien choisie. Pour ce faire, nous avons dé-
veloppé de nouveaux outils d’optimisation des bases de Laguerre et BFOR (Base de
Fonctions Orthonormales Rationnelles) pour la représentation des noyaux de Volterra.
D’autre part, l’orthogonalité est envisagée en rapport avec les signaux d’entrée. En
exploitant les propriétés statistiques de l’entrée, des bases de polynômes orthogonaux
multivariables ont été construites. Les paramètres du modèle de Volterra développé sur
de telles bases sont alors estimés sans aucune inversion matricielle, ce qui simplifie
significativement l’estimation paramétrique au sens EQMM.L’orthogonalisation des
signaux d’entrée a aussi été envisagée via une procédure de Gram-Schmidt. Dans un
contexte adaptatif, il en résulte une accélération de la convergence des algorithmes de
type LMS sans un surcoût de calcul excessif.

Certains systèmes physiques peuvent être représentés à l’aide d’un modèle de Volterra
simplifié, à faible complexité paramétrique, tel que le modèle de Hammerstein et celui
de Wiener. C’est le cas d’un canal de communication représentant l’accès à un réseau
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Résumé

sans fil via une fibre optique. Nous montrons notamment que lesliaisons montante
et descendante de ce canal peuvent respectivement être représentées par un modèle
de Wiener et par un modèle de Hammerstein. Dans le cas mono-capteur, en utilisant
un précodage de la séquence d’entrée, nous développons une solution permettant de
réaliser l’estimation conjointe du canal de transmission et des symboles transmis de
manière semi-aveugle. Il est à noter que, dans le cas de la liaison montante, une confi-
guration multi-capteurs peut aussi être envisagée. Pour une telle configuration, grâce à
un précodage spécifique de la séquence d’entrée, nous exploitons la diversité spatiale
introduite par les capteurs et la diversité temporelle de sorte à obtenir une représenta-
tion tensorielle du signal reçu. En appliquant la techniquede décomposition tensorielle
dite PARAFAC, nous réalisons l’estimation conjointe du canalet des symboles émis de
manière aveugle.

Mots clés :Modélisation, Identification, Bases orthogonales, Base de Laguerre, Base
de fonctions orthonormales rationnelles, Polynômes orthogonaux, Optimisation de pôles,
Réduction de complexité, Egalisation, Modèle de Volterra, Modèle de Wiener, Modèle
de Hammerstein, Décomposition PARAFAC.
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Abstract

A broad class of physical systems can be represented using the Volterra model. Par-
ticularly, it was shown that a truncated Volterra model could represent any non-linear
system, time-invariant with fading memory. This model is thus particularly attractive
for non-linear systems modeling and identification purpose.

One of the main advantages of the Volterra model is its linearity-in-parameters, i.e. the
kernel coefficients. This property allows the extension of some results established for
linear model identification to this model. In addition, one can note that the Volterra
model can be viewed as the natural extension of the impulse response concept of li-
near systems to non-linear systems. However, some limitations are to be circumvent :
the number of parameters which can be very high and the ill conditioning of the ma-
trix of the input moments used in the model estimation in the Minimal Mean Square
Error (MMSE) sense. It should be noted that this ill conditioning is also the origin of
the convergence slowness of the LMS (Least Mean Squares). This thesis mainly deals
with these two issues. The proposed solutions are primarilybased on the orthogonality
concept. Firstly, orthogonality is considered according to the model structure by expan-
ding the Volterra kernels on an orthogonal basis of rationalfunctions. The parsimony
of the expansion is strongly linked to the basis selection. In order to get parsimonious
expansions, we developed new tools for Laguerre bases and Generalized Orthonormal
bases (GOB) optimization. Secondly, orthogonality is considered in relation with the
input signals. By exploiting the statistical properties of the input signal, multivariable
orthogonal polynomials were built. The parameters of the Volterra model expanded on
such bases are then estimated without any matrix inversion,which significantly simpli-
fies the parametric estimation in the MMSE sense. The input signals orthogonalization
was also considered via a Gram-Schmidt procedure. In an adaptive context, the speed
convergence of LMS type algorithms is accelerated without an excessive additional
computational cost.

Some physical systems can be represented using a simplified Volterra model, with low
parametric complexity, such as the Hammerstein and the Wiener models. That is the
case of the Radio-over-fiber channel. We show particularly that a Wiener model and
a Hammerstein model can respectively represent the corresponding uplink and down-
link channels. In the SISO case, by using an input precoding,we suggest new algo-
rithms for the joint estimation of the channel coefficients and the transmitted symbols
in a semi-blind approach. For the uplink channel, a multi-sensors configuration is also
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considered. For such a configuration, thanks to a specific input precoding, we exploit
the spatial diversity introduced by the sensors and the temporal diversity to obtain a
tensorial representation of the received signal. By applying the tensorial decomposition
technique known as PARAFAC, we carry out the joint estimation of the channel and
the transmitted symbols in a blind way.

Keywords : Modeling, Identification, Orthogonal Bases, Laguerre basis, Generalized
orthonormal basis, orthogonal polynomials, pole optimization, parametric complexity
reduction, equalization, Volterra model, Wiener model, Hammerstein model, PARA-
FAC decomposition.
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Introduction générale

En traitement du signal, en automatique et, d’une manière générale, dans toutes les
sciences appliquées, il est souvent nécessaire de décrire le comportement d’un système
par un modèle mathématique. En effet, la donnée d’un modèle mathématique peut ser-
vir en simulation (dans le but de comprendre et de prédire le comportement d’un sys-
tème, de remplacer une expérimentation sur site, ...), pourla synthèse d’un correcteur
pour la commande des systèmes, pour la classification des signaux observés, pour la
synthèse d’un égaliseur ou d’un annulateur d’échos ou de bruit, etc. LaModélisation,
art d’élaborer un modèle, se trouve donc au cœur de plusieursdisciplines scientifiques.
Elle peut être menée au moyen d’une analyse détaillée du phénomène décrit par le
système tout en appliquant les différentes lois physico-chimiques, biologiques, écono-
miques ou autres régissant ce système. De cette approche résulte un modèle ditmodèle
de connaissance. Elle peut aussi être menée à partir d’une analyse expérimentale des
données d’entrée/sortie dont le but est de reproduire le comportement externe du sys-
tème. Il en résulte unmodèle de représentationoumodèle boîte noire.

L’estimation paramétrique d’un modèle est essentiellement fonction de cinq facteurs
[34] :

– la structure du modèle à identifier ;
– l’informationa priori disponible sur le système et son environnement ;
– les signaux utilisés pour réaliser l’identification ;
– le critère à optimiser ;
– l’algorithme d’optimisation.

Les structures de modèle peuvent être classées en plusieurscatégories suivant que le
système à identifier est monovariable ou multivariable, déterministe ou stochastique, à
temps continu ou discret, linéaire ou non, invariant dans letemps ou non. Dans ce mé-
moire, la structure de modèle considérée est en général monovariable1, à temps discret,
invariant dans le temps et non-linéaire.

Depuis quelques années, la modélisation non-linéaire des systèmes est l’objet d’une
attention particulière de la part de plusieurs équipes de chercheurs (voir les références
citées dans [47]). Cet intérêt vient du fait que de nombreux systèmes rencontrés dans la
nature ou dans différents domaines de l’ingénierie sont non-linéaires. Dans le domaine

1Le cas particulier d’un modèle multivariable est aussi traité mais dans le cas d’un système de com-
munication précis
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Introduction générale

des télécommunications, par exemple, il a été montré que lessystèmes de transmission
opérant à des taux supérieurs à 4800 bits/s sont soumis à des distorsions non linéaires
[80], que les amplificateurs de puissance sont utilisés à la limite de la saturation et
présentent un comportement fortement non-linéaire, qu’entransmission sur fibre op-
tique, la conversion d’un signal électrique en un signal optique est source de distorsion
non-linéaire, etc.

Il existe une grande variété de modèles non-linéaires. Une première tâche est donc de
déterminer la structure la plus appropriée au système à représenter. Une bonne revue
des structures non-linéaires peut être obtenue dans [12, 121]. Parmi ces structures, les
modèles polynômiaux figurent parmi les plus utilisés. Dans ce mémoire, la structure de
modèle considérée est polynômiale de type Volterra.

Le modèle de Volterra, bien qu’étant non-linéaire par rapport à l’entrée, est linéaire
par rapport à ses paramètres. Cet atout permet de lui appliquer un grand nombre de
résultats et de techniques d’identification développés dans le cas linéaire. En outre, il
peut être vu comme une extension naturelle de la notion de réponse impulsionnelle des
systèmes linéaires aux systèmes non-linéaires. Cependant,son principal écueil est l’ac-
croissement très rapide du nombre de ses paramètres en fonction de la mémoire et de
l’ordre de non-linéarité du système à représenter. L’estimation d’un nombre trop élevé
de paramètres peut en effet être problématique. En filtrage adaptatif, par exemple, la
complexité de calcul des algorithmes est liée au nombre de paramètres à estimer. En
conséquence, dans la littérature, de nombreux auteurs ne traitent que des cas de modèle
de Volterra de mémoire et d’ordre très modestes. Outre cet aléa structurel, l’estima-
tion paramétrique d’un modèle de Volterra, au sens de l’erreur quadratique moyenne
minimale, revêt une certaine complexité liée au conditionnement des matrices à trai-
ter. Ceci rejaillit aussi sur la rapidité de convergence des algorithmes adaptatifs de
type LMS. Nous consacrons donc la majeure partie de cette thèse à ces deux ques-
tions : complexité paramétrique et complexité des procédures d’identification au sens
de l’erreur quadratique moyenne minimale. S’il est un maître mot qui puisse caractéri-
ser les solutions apportées, c’est bien celui de l’orthogonalité. Orthogonalité vis-à-vis
de la structure, en développant les noyaux de Volterra sur une base orthogonale, en
vue d’obtenir une représentation parcimonieuse du systèmeà identifier ; et orthogona-
lité vis-à-vis des signaux d’entrée basée sur les propriétés statistiques de ces derniers.
Les outils développés dans cette thèse en matière de réduction de complexité paramé-
trique ou d’estimation paramétrique ont un spectre d’application large. Entre autres, ils
peuvent notamment servir dans le domaine de la reconstruction des signaux transmis
par un système de communication, plus précisément pour l’identification d’un canal de
transmission non-linéaire, en vue de synthétiser un égaliseur.

Certains systèmes physiques peuvent être représentés à l’aide d’un modèle de Volterra
simplifié, à faible complexité paramétrique, tel que le modèle de Hammerstein et celui
de Wiener. C’est le cas d’un canal de communication représentant l’accès à un réseau
sans fil via une fibre optique. Les liaisons montante et descendante de ce canal peuvent
être représentées respectivement par un modèle de Wiener etpar un modèle de Ham-
merstein. L’identification et/ou l’égalisation aveugles ou semi-aveugles de ce type de

2
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canal ont été très peu traitées dans la littérature. Vu l’intérêt de ce système de com-
munication, nous développons de nouvelles méthodes déterministes d’identification et
d’égalisation semi-aveugles et aveugles.

La présente thèse s’articule autour des trois axes suivants:
– La réduction de la complexité paramétrique d’un modèle de Volterra ;
– La réduction de la complexité des méthodes d’estimation paramétrique d’un mo-

dèle de Volterra, au sens de l’erreur quadratique moyenne minimale ;
– L’identification et l’égalisation semi-aveugles et aveugles de systèmes représen-

tés par un modèle de Volterra simplifié de type Hammerstein ouWiener.

Le traitement de ces trois axes a été effectué sur cinq chapitres dont l’organisation est
la suivante :

Les chapitres 1 et 2 sont respectivement une revue bibliographique sur le modèle de
Volterra et sur les bases de fonctions orthogonales. Dans lepremier chapitre nous met-
tons en évidence les deux problèmes clés liés à l’identification des modèles de Volterra
comme précédemment indiqué. Avant de proposer des solutions à ces problématiques,
dans le second chapitre, nous donnons une présentation unifiée des bases de fonctions
orthogonales rationnelles, outil principal de l’approchede réduction de complexité que
nous considérons.

Dans le chapitre 3, nous apportons des solutions à la réduction de complexité para-
métrique du modèle de Volterra à l’aide des bases de fonctions orthogonales présentées
dans le chapitre 2. Trois types de solutions étayées par des simulations numériques sont
proposées.

Dans le chapitre 4, la question de la réduction de la complexité de l’estimation para-
métrique du modèle de Volterra est abordée suivant deux axes: la représentation du
modèle à estimer sur des bases de polynômes orthogonaux construits à partir des pro-
priétés statistiques des signaux d’entrée et l’orthogonalisation des signaux d’entrée via
un orthogonaliseur de Gram-Schmidt.

Enfin, le chapitre 5 traite des méthodes d’identification et d’égalisation semi-aveugles
et aveugles dans le cas d’un système de communication précis: l’accès à un réseau
sans fil par le biais d’une fibre optique. Ce système est décrit puis modélisé à l’aide
du modèle de Wiener pour la liaison montante et du modèle de Hammerstein pour la
liaison descendante.

Les liens entre les différents chapitres sont indiqués par le diagramme de la page sui-
vante.
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- Choix de la base optimale
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(Chapitre 2)
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- Modèle de Volterra-BFOR
- Approche hybride
(décomposition
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Réduction de
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BFOR
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- Estimation découplée pour une
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d'identification
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- Modèle de Hammerstein SISO
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Les principales contributions de cette thèse sont les suivantes :
– Définition du produit de Kronecker tronqué (section 1.2.1.1) ;
– Unification des méthodes de construction des bases de fonctions orthogonales

rationnelles au travers d’une synthèse bibliographique (section 2.2) ;
– Développement de méthodes d’optimisation des bases de Laguerre (section 3.3) ;
– Développement de méthodes d’optimisation des bases de fonctions orthogonales

rationnelles selon la construction de Ninness et Gustafsson [90] (sections 3.4 et
3.5) ;

– Construction de bases de polynômes orthogonaux multivariables pour des si-
gnaux de type PAM et QAM (section 4.2) ;

– Détermination d’un module d’orthogonalisation de signaux en sortie des filtres
issus des bases de fonctions orthogonales rationnelles de Ninness et Gustafsson
(section 4.3) ;

– Développement de techniques d’estimation semi-aveugle basées sur un préco-
dage des entrées (sections 5.3 et 5.4) ;

– Enoncé d’un théorème permettant de déterminer les coefficients non diagonaux
d’un modèle de Wiener à partir de la connaissance des coefficients diagonaux
(section 5.4) ;

– Modélisation d’un canal de transmission non linéaire sousforme tensorielle (sec-
tion 5.5) ;

– Développement d’un récepteur aveugle basé sur une décomposition tensorielle
de type PARAFAC dans le cas des systèmes multi-capteurs (sections 5.5 et 5.6).
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1. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "Selection of Generalized Or-
thonormal Bases for Second-Order Volterra Filters", à paraître dansSignal
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Volterra filters based on Laguerre Spectra", soumis àEURASIP Journal on
Applied Signal Processing(2004)

– Communications parues dans des actes de conférences internationales

1. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "Algorithme Hiérarchique
pour l’estimation optimale des noyaux de Volterra développés sur la base
de Laguerre", InActes du 6è Colloque Africain sur la Recherche en Infor-
matique (CARI’02), pp. 395-402, Yaoundé, Cameroun, Octobre 2002.

2. Kibangou A.Y., G. Favier, M.M. Hassani and A. Zeroual, "Estimation op-
timale des noyaux de Volterra développés en séries de Laguerre", In proc.
of Conférence internationale de mathématiques appliquées aux sciences de
l’ingénieur (CIMASI)", Casablanca, Maroc, Octobre 2002.

3. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "A growing approach for se-
lecting generalized orthogonal basis functions in the context of system mo-
delling", Proc. IEEE-EURASIP workshop on Nonlinear Signal and Image
processing (NSIP)", Grado-Trieste, Italy, June 2003.
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4. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "Generalized orthonormal
basis selection for expanding quadratic Volterra filters",Proc. IFAC Sym-
posium on System Identification (SYSID)", pp. 1119-1124, Rotterdam, The
Netherlands, August 2003.

5. Favier G., A.Y. Kibangou and R.G.J.B. Campello, "Nonlinear system mo-
delling by means of orthonormal basis functions" ,invited paper at 2nd
IEEE Conference on Signal, Systems, Decision and information theory (SSD),
Sousse, Tunisia, March 2003.

6. Khouaja A., A.Y. Kibangou and G. Favier, "Third-order Volterra kernels
complexity reduction using PARAFAC", InProc. IEEE International Sym-
posium on Control, Communications and Signal Processing (ISCCSP), pp.
857-860, Hammamet, Tunisia, March 2004.

7. Favier G., A.Y. Kibangou and A. Khouaja, "Nonlinear systemmodelling
by means of Volterra models. Approaches for the parametric complexity
reduction",Invited paper in Symposium Techniques Avancées et Stratégies
Innovantes en Modélisation et commandes robustes des processus indus-
triels, Martigues, France, September, 2004.

– Communications soumises et acceptées à des conférences internationales

1. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "Iterative optimization me-
thod of GOB-Volterra filters", accepté pour publication àIFAC World Congress
2005

– Communications soumises à des conférences internationales

1. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "Adaptive Laguerre-Volterra
filters optimization based on Laguerre spectra", soumis àEUropean Signal
and Image Processing Conference (EUSIPCO 2005)
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Chapitre 1

Le modèle de Volterra

1.1 Introduction

Les séries de Volterra, dues au mathématicien italien du même nom, ont été présentées
pour la première fois en 1887. Cependant, leur utilisation pour l’analyse des systèmes
non-linéaires a été, pour la première fois, effectuée par N.Wiener dans le but de ca-
ractériser la réponse d’un système non-linéaire. Après ce premier travail, Wiener s’est
consacré à différents problèmes portant sur l’analyse et lasynthèse de systèmes non-
linéaires. Plusieurs autres chercheurs ont poursuivi cet axe d’étude (voir [121, 12] et
les références qui y sont citées). L’extension de l’utilisation des séries de Volterra aux
systèmes non-linéaires discrets a été réalisée pour la première fois par Alper en 1965
[5].

Le modèle de Volterra appartient à la classe des modèles polynômiaux non récursifs.
La relation d’entrée-sortie qui lui est associée est :

y(n) =
∞

∑
p=1

∞

∑
n1=0

∞

∑
n2=0

· · ·
∞

∑
np=0

hp(n1, · · · ,np)
p

∏
j=1

u(n−n j) (1.1)

où u, y et hp sont respectivement l’entrée, la sortie et le noyau de Volterra d’ordrep ;
les n j , j = 1, · · · , p étant des entiers. Un noyau d’ordrep peut être vu comme une
généralisation à l’ordrep de la notion de réponse impulsionnelle bien connue dans
le cas des systèmes linéaires. Boyd et Chua [18] ont montré que tout système non-
linéaire causal, invariant dans le temps et de mémoire finie peut être représenté par un
développement fini en série de Volterra. En appelantM la mémoire du système, on peut
donc considérer le modèle tronqué à l’ordreP suivant :

y(n) =
P

∑
p=1

M−1

∑
n1=0

M−1

∑
n2=0

· · ·
M−1

∑
np=0

hp(n1, · · · ,np)
p

∏
j=1

u(n−n j) (1.2)
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Comme on peut le constater, avec les relations ci-dessus, le modèle de Volterra est un
modèle non linéaire qui présente l’avantage d’être linéaire par rapport à ses paramètres,
la non linéarité s’exprimant par rapport à l’entrée du système. L’implication pratique de
cette propriété est que plusieurs des résultats obtenus pour des problèmes d’estimation
paramétrique linéaire peuvent être repris pour ce modèle, en prenant toutefois le soin
d’apporter quelques aménagements qui s’imposent.

Il est à signaler que la représentation paramétrique du modèle de Volterra nécessite un
nombre de paramètres élevé. C’est là, l’un des principaux défauts qui limitent l’utilisa-
tion de ce modèle dans des applications pratiques. Afin de surmonter ce défaut, deux
axes peuvent être considérés. Le premier consiste à considérer des modèles de Volterra
simplifiés comme le modèle de Wiener ou de Hammerstein, i.e. la mise en cascade d’un
filtre linéaire avec une non-linéarité statique. Le second consiste à utiliser des méthodes
de réduction de complexité. Celles-ci peuvent être classéesen deux catégories : les dé-
compositions matricielles ou tensorielles des matrices oudes tenseurs constitués par les
coefficients des noyaux et les développements sur des bases de fonctions orthogonales
que nous allons présenter dans le chapitre 2. Nous nous focaliserons sur cette approche
de réduction de complexité dans le chapitre 3.

Cependant, même dans le cas d’un modèle de Volterra ayant un nombre de paramètres
raisonnable, l’estimation paramétrique au sens de l’erreur quadratique moyenne est
confrontée à la manipulation de matrices denses souvent malconditionnées. Il est donc
nécessaire d’améliorer le conditionnement des dites matrices et de formuler des mé-
thodes d’estimation ayant une complexité de calcul faible.

Dans le domaine des communications, certains composants présentent un comporte-
ment non-linéaire. Représenter les canaux de communications utilisant ce type de com-
posants par un modèle de Volterra est donc une approche toutenaturelle que plusieurs
auteurs ont considérée dans la littérature. Nous considérerons donc la question de l’éga-
lisation de tels canaux.

1.2 Quelques généralités sur le modèle de Volterra

Le modèle de Volterra (1.1) est causal. Il est dit strictement causal si ses noyaux sont
tels que :

hp(n1, · · · ,np) = 0 si ∃i ∈ {1, · · · , p} : nl = 0 (1.3)

Il est dit stable au sens entrée bornée- sortie bornée (BIBO : Bounded Input Bounded
Output) si et seulement si ses noyaux sont absolument sommables :

∞

∑
n1=0

· · ·
∞

∑
np=0

∣
∣hp(n1, · · · ,np)

∣
∣< ∞ (1.4)

Si toutes les permutations des indicesn1, · · · ,np laissent les coefficients du noyau
hp(n1, · · · ,np) inchangés, ce noyau est dit symétrique.
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Par ailleurs, il est à noter que la relation (1.2) peut être réécrite comme suit :

y(n) =
P

∑
p=1

h̄p [u(n)]

avec

h̄p [u(n)] =
M−1

∑
n1=0

· · ·
M−1

∑
np=0

hp(n1, · · · ,np)
p

∏
j=1

u(n−n j)

Ce terme est le terme homogène d’ordrep. On désigne donc par modèle de Volterra
homogène d’ordrep un modèle dont le seul terme homogène non nul esth̄p. Comme
annoncé en introduction, l’inconvénient majeur est l’augmentation de la complexité
paramétrique du modèle de manière exponentielle avec l’ordre du système. En effet, le
nombre de coefficients contenus dans un modèle d’ordreP et de mémoireM est :

C(M,P) =
P

∑
p=1

Mp (1.5)

Toutefois, on peut constater que certains coefficients des noyaux pondèrent les mêmes
produits des entréesu(n). Chaque permutationπ(.) des indicesn1, · · · ,np ne modifie
pas le produit d’ordrep suivantu(n−n1) · · ·u(n−np). Ce qui signifie qu’on a :

p

∏
j=1

u(n−n j) =
p

∏
j=1

u(n−nπ( j))

En regroupant ces termes, on obtient une forme symétrique ouune forme triangulaire
non redondante du noyau. En notantCard(π(n1, · · · ,np)) le nombre total de permuta-
tions des indices, la forme symétrique1 est donnée par :

hsym
p (n1, · · · ,np) =

∑π(.) hp(nπ(1), · · · ,nπ(p))

Card(π(n1, · · · ,np))
(1.6)

Par suite, le modèle de Volterra triangulaire est :

y(n) =
P

∑
p=1

M−1

∑
n1=0

M−1

∑
n2=n1

· · ·
M

∑
np=np−1

htri
p (n1, · · · ,np)

p

∏
j=1

u(n−n j) (1.7)

où

htri
p (n1, · · · ,np) =

{

∑π(.) hp(nπ(1), · · · ,nπ(p)), 0≤ n1 ≤ ·· · ≤ np ≤ M−1
0, sinon

(1.8)

La réduction du nombre de paramètres est très significative puisque chaque noyau
d’ordre p n’est plus caractérisé que parCM,p paramètres, avec

CM,p =
(M + p−1)!
(M−1)!p!

1Dans la littérature, on fait souvent l’hypothèse de symétrie des noyaux. Cette hypothèse est non
restrictive vu qu’il est toujours possible de rendre symétrique un noyau quelconque.
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Par suite, le modèle complet ne contient plus que

Ctri (M,P) =
P

∑
p=1

CM,p (1.9)

Pour un modèle homogène d’ordrep la réduction de complexité est mesurée par le ratio
suivant :

Ctri (M, p)

C(M, p)
=

(M + p−1)!
(M−1)!p!Mp (1.10)

Exemple 1.1 Pour un modèle homogène d’ordre p= 4, de mémoire5 nous avons une
réduction de complexité de126

1296 soit environ1/10.

1.2.1 Ecriture vectorielle d’un filtre de Volterra

La représentation triangulaire entrée-sortie (1.7) admetl’écriture vectorielle suivante :

y(n) = ΘTU(n) (1.11)

où Θ est le vecteur contenant les coefficients des noyaux etU(n) celui contenant les
produits du signal d’entrée nécessaires à l’évaluation de la sortiey(n).

U1(n) = [u(n) u(n−1) · · ·u(n−M +1)]T

U(n) =
[
UT

1 (n) · · ·UT
P (n)

]T

Θ =
[
ΘT

1 (n) · · ·ΘT
P(n)

]T

Chaque vecteur non redondantUp(n), contenant les produits du signal nécessaires au
terme homogène d’ordrep, est obtenu à partir du vecteur de données correspondant à
la partie linéaireU1 en faisant :

Up(n) = ΩΩΩ
(
⊗p

1U1(n)
)

où⊗ représente le produit de Kronecker dont la définition est rappelée en annexe A.1,
⊗p

1U1(n) = U1(n)⊗·· ·⊗U1(n)
︸ ︷︷ ︸

p termes

et ΩΩΩ est une matrice de sélection de lignes de dimen-

sion (M−p+1)!
(M−1)!p! ×Mp. On peut dire queUp(n) est leproduit de Kronecker tronquéd’ordre

p deU1(n).

1.2.1.1 Notion de produit de Kronecker tronqué

Définition 1.1 Etant donné le vecteur X= [x1, · · · ,xn] de dimension n, on désigne par
produit de Kronecker tronqué de X par lui-même, noté X⊘X, le sous vecteur de X⊗X
de dimensionn(n+1)

2 , tel que :

X⊘X = ΩΩΩ(X⊗X)
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où ΩΩΩ est une matrice de sélection de lignes formée par les vecteurs lignes eTk où ek

représente le k-ième vecteur de la base canonique de l’espaceR
n2

, k étant pris tel que
k = ( j −1)n+ i ; j = 1, · · · ,n ; i = j, · · · ,n.

Considérons le vecteurXp = [c1 · · ·ckp · · ·cnp]T obtenu par(p−1) produits de Krone-
cker du vecteurX par lui-même.

Proposition 1.1 La position de l’élément ckp(i1,··· ,ip) =
p

∏
j=1

xi j dans le vecteur Xp est

donnée par :

kp(i1, · · · , ip) =
p−1

∑
j=1

(i j −1)np− j + ip

avec ij = 1, · · · ,n ; j = 1, · · · , p

Preuve : Considérons un élément deX2 situé à la positionk2 qui soit le produit des
éléments deX, respectivement situés aux positionsi1 et i2. Tenant compte de la dé-
finition du produit de Kronecker deX par lui-même, cette position est donnée par :
k2(i1, i2) = (i1−1)n+ i2 ; i1 = 1, · · · ,n et i2 = 1, · · · ,n.

Supposons que la position deckp−1 dans le vecteurXp−1 soit donnée par :

kp−1(i1, · · · , ip−1) =
p−2

∑
j=1

(i j −1)np−1− j + ip−1, i j = 1, · · · ,n; j = 1, · · · , p−1

Déterminons alors la position deckp dans le vecteurXp.

Sachant que

Xp = Xp−1⊗X

l’élémentckp(i1,··· ,ip) est le produit deckp−1(i1,··· ,ip−1), élément deXp−1, et dexip, élément
deX. Conformément à la définition rappelée en annexe A.1, sa position est donnée par :

kp(i1, · · · , ip) =
(
kp−1(i1, · · · , ip−1)−1

)
n+ ip

avec

1≤ kp−1(i1, · · · , ip−1) ≤ np−1; ip = 1, · · · ,n

Tenant compte de l’hypothèse de récurrence, alors :
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kp(i1, · · · , ip) =

(
p−2

∑
j=1

(i j −1)np−1− j + ip−1−1

)

n+ ip

=
p−2

∑
j=1

(i j −1)np− j +
(
ip−1−1

)
n+ ip

=
p−1

∑
j=1

(i j −1)np− j + ip

aveci j = 1, · · · ,n ; j = 1, · · · , p. Ce qui est le résultat recherché.

On sait donc déterminer la position de chaque élément deXp . La sélection non redon-
dante qui génère le sous-vecteur deXp correspondant au produit de Kronecker tronqué
deX par lui-même est alors effectuée en prenant les indicesi l de la manière suivante
i l = i l−1, · · · ,n ; l = 1, · · · , p et i0 = 1.

Définition 1.2 Le vecteur Xpt , obtenu par p produits de Kronecker tronqués de X par
lui-même, est défini par :

Xpt = ΩΩΩXp

oùΩΩΩ est une matrice de sélection de lignes formée à partir des vecteurs lignes eTkp(i1,··· ,ip),

ekp(i1,··· ,ip) étant le kp(i1, · · · , ip)-ième vecteur de la base canonique de l’espaceR
np

,
avec :

kp(i1, · · · , ip) =
p−1

∑
j=1

(i j −1)np− j + ip

i l = i l−1, · · · ,n; l = 1, · · · , p; i0 = 1

Les élémentsckp(i1,··· ,ip) deXpt sont tels que :

ckp(i1,··· ,ip) =
p

∏
j=1

xi j

Les valeurs possibles des indiceskp et i j sont données par la définition 1.2. Le vecteur

Xpt est un sous vecteur deXp de dimension(n+p−1)!
p!(n−1)! .

Exemple 1.2 Considérons un noyau cubique de mémoire M= 2. On a donc

U1(n) = (u(n)u(n−1))T

D’où :

U1(n)⊗U1(n)⊗U1(n) =
(
u3(n) u2(n)u(n−1) u2(n)u(n−1) u(n)u2(n−1)

u2(n)u(n−1) u(n)u2(n−1) u(n)u2(n−1) u3(n−1)
)T
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Pour obtenir le vecteur non redondant nous appliquons la matrice de sélection de
lignesΩΩΩ. En considérant la définition 1.2,ΩΩΩ est formée par les vecteurs ek3(i1,i2,i3) avec
i j = i j−1, · · · ,2, j = 1,2,3 et i0 = 1. Les valeurs admises par k3(i1, i2, i3) sont telles
que :

k3(i1, i2, i3) = (i1−1)M2 +(i2−1)M + i3

i.e.

k3(1,1,1) = 1

k3(1,1,2) = 2

k3(1,2,2) = 4

k3(2,2,2) = 8

Par suite :

ΩΩΩ =







eT
1

eT
2

eT
4

eT
8







=







1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1







Le vecteur non redondant U3(n) est alors tel que :

U3(n) =
(
u3(n) u2(n)u(n−1) u(n)u2(n−1) u3(n−1)

)T

1.2.2 Ecriture matricielle d’un modèle homogène

Considérons le modèle homogène d’ordrep de sortieyp suivant :

yp(n) =
M−1

∑
n1=0

M−1

∑
n2=n1

· · ·
M−1

∑
np=np−1

hp(n1,n2, · · · ,np)
p

∏
j=1

u(n−n j) (1.12)

Il est toujours possible d’écrire cette relation sous la forme matricielle suivante [104,
105] :

yp(n) = UT
l (n)H l ,p−lUp−l (n), 1≤ l ≤ p−1 (1.13)

oùUp(n) est un vecteur de dimension(M+p−1)!
p!(M−1)! qui contient tous les produits d’ordrep

du signalu, de la forme suivante :

u(n−n1)u(n−n2) · · ·u(n−np), 0≤ n1 ≤ n2 · · · ≤ np ≤ M−1

H l ,p−l est une matrice de dimension(M+l−1)!
l !(M−1)! × (M+p−l−1)!

(p−l)!(M−1)! telle que son(i, j)-ième
élément est le coefficient du noyau qui pondère le produit de la i-ème composante de
Ul (n) et de laj-ème composante deUp−l (n) dans (1.12). Le modèle initial (1.12) étant
non redondant certaines composantes deH l ,p−l sont nulles.
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Dans le cas d’un noyau quadratique nous obtenons la formulation suivante :

H1,1 =








h2(0,0) h2(0,1) · · · h2(0,M−1)
0 h2(1,1) · · · h2(1,M−1)
...

...
.. .

...
0 0 · · · h2(M−1,M−1)








Par suite, la sortie du modèle homogène quadratique s’écrit:

h̄2 [u(n)] = UT
1 (n)H1,1U1(n)

Il est à noter que dans le cas des noyaux d’ordre supérieur à deux, cette formulation
matricielle n’est pas unique. Pour des noyaux pairs, nous pouvons toujours choisir une
représentation du typeHp/2,p/2, i.e. une matrice carrée.

Exemple 1.3 Prenons le cas d’un noyau cubique de mémoire M= 3. Nous avons les
deux représentations matricielles suivantes :

y3(n) = UT
2 (n)H2,1U1(n) et y3(n) = UT

1 (n)H1,2U2(n) = UT
2 (n)HT

1,2U1(n)

On a doncH1,2 = HT
2,1, avec :

U1(n) =
(

u(n) u(n−1) u(n−2)
)T

U2(n) =
(

u2(n) u(n)u(n−1) u(n)u(n−2) u2(n−1)

u(n−1)u(n−2) u2(n−2)
)T

H2,1 =











h3(0,0,0) h3(0,0,1) h3(0,0,2)
0 h3(0,1,1) h3(0,1,2)
0 0 h3(0,2,2)
0 h3(1,1,1) h3(1,1,2)
0 0 h3(1,2,2)
0 0 h3(2,2,2)











D’une manière générale, la sortie d’un modèle de Volterra d’ordreP peut donc s’écrire
comme suit :

y(n) = UT
1 (n)H1 +

P

∑
p=2

UT
lp(n)H lp,p−lpUp−lp(n) (1.14)

1.2.3 La décomposition en coordonnées diagonales

Rappelons l’expression du modèle homogène d’ordrep suivant :

yp(n) =
M−1

∑
n1=0

M−1

∑
n2=n1

· · ·
M−1

∑
np=np−1

hp(n1,n2, · · · ,np)
p

∏
j=1

u(n−n j)
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Via quelques manipulations algébriques, il est possible devoir ce filtre de Volterra
comme une mise en parallèle de plusieurs filtres linéaires detypeRIF. Cette transfor-
mation, introduite par [112], est aussi appelée implémentation multicanal du filtre de
Volterra. Elle a été mise à profit par [124] dans une application en annulation de bruit
et par [45, 113] pour l’égalisation aveugle d’un canal non-linéaire modélisé à l’aide des
filtres de Volterra.

La décomposition en coordonnées diagonales est obtenue en faisant le changement de
variables suivant dans l’équation du modèle homogène rappelé ci-dessus :

n j = m+ i j−1, j = 1, · · · , p avec i0 = 0

D’où :

yp(n) =
M−1

∑
m=0

M−1−m

∑
i1=0

M−1−m

∑
i2=i1

· · ·
M−1−m

∑
ip−1=ip−2

hp(m,m+ i1, · · · ,m+ ip−1)

×u(n−m)
p−1

∏
j=1

u(n−m− i j)

En intervertissant l’ordre des sommations, on obtient :

yp(n) =
M−1

∑
i1=0

M−1

∑
i2=i1

· · ·
M−1

∑
ip−1=ip−2

{
M−1−ip−1

∑
m=0

hp(m,m+ i1, · · · ,m+ ip−1)u(n−m)
p−1

∏
j=1

u(n−m− i j)

}

=
M−1

∑
i1=0

M−1

∑
i2=i1

· · ·
M−1

∑
ip−1=ip−2

hp(n,n+ i1, · · · ,n+ ip−1)∗ui1,i2,··· ,ip−1(n) (1.15)

où le symbole∗ représente la convolution linéaire etui1,i2,··· ,ip−1(n) le signal donné par :

ui1,i2,··· ,ip−1(n) = u(n)
p−1

∏
j=1

u(n− i j)

En appliquant la transformée enz sur l’équation (1.15), on a :

Yp(z) =
M−1

∑
i1=0

M−1

∑
i2=i1

· · ·
M−1

∑
ip−1=ip−2

Hi1,··· ,ip−1(z)Ui1,··· ,ip−1(z) (1.16)

oùUi1,··· ,ip−1(z) etYp(z) représentent les transformées enzrespectives de l’entréeui1,··· ,ip−1(n)
et de la sortieyp(n) et Hi1,··· ,ip−1(z) la fonction de transfert du filtre RIF de mémoire
M− ip−1, telle que :

Hi1,··· ,ip−1(z) =
M−1−ip−1

∑
m=0

hp(m,m+ i1, · · · ,m+ ip−1)z
−m
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FIG. 1.1 – Implémentation multicanal d’un modèle de Volterra homogène d’ordrep

Le nombre total de filtres linéairesHi1,··· ,ip−1, i j = i j−1, · · · ,M − 1, j = 1, · · · , p− 1,

i0 = 0, nécessaires pour une implémentation multicanal est de(p+M−2)!
(p−1)!(M−1)! [112].

On peut remarquer que, dans le cas quadratique, ladécomposition en coordonnées dia-
gonalesconsiste à former chaque filtre RIF à partir des diagonales de la matriceH1,1.

1.3 Modèles de Volterra simplifiés

Dans cette section nous allons présenter différentes structures qui sont des cas particu-
liers du modèle de Volterra. Certaines sont obtenues en faisant l’hypothèse de sépara-
bilité du noyau, i.e.

hp(n1, · · · ,np) =
p

∏
j=1

h1(n j)

1.3.1 Modèles de Wiener et de Hammerstein

Ces modèles sont obtenus en mettant en cascade un modèle dynamique linéaire et un
bloc non-linéaire statique. Lorsque la non-linéarité statique suit le bloc dynamique li-
néaire, le modèle est dit modèle de Wiener ; dans le cas contraire, on parle de modèle
de Hammerstein. Lorsque le bloc non-linéaire statique est mis en sandwich entre deux
blocs dynamiques linéaires, on parle alors de modèle de Wiener-Hammerstein.

Ce type de modèle a été utilisé dans des domaines très variés allant de la biologie à la
chimie ou à la psychologie ou la sociologie. [50] cite différentes références ayant trait
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1.3. Modèles de Volterra simplifiés

à ce type d’application. Dans le domaine des communications, le modèle de Wiener
est utilisé pour la modélisation du canal de transmission radio via la fibre optique [39]
et le modèle de Hammerstein pour modéliser l’égaliseur dansce type de communica-
tions [40]. On modélise souvent la chaîne de transmission satellitaire par un modèle
de Wiener-Hammerstein. On trouvera aussi des applicationsen filtrage adaptatif dans
[10].

1.3.1.1 Modèle de Wiener

Pour une non-linéarité statique polynômiale d’ordreP, la relation d’entrée-sortie de ce
modèle est obtenue en considérant :

Filtre linéaire Non-linéarité statique)n(u )n(y)n(w
(.)gh

FIG. 1.2 – Modèle de Wiener

w(n) =
M−1

∑
n1=0

h(n1)u(n−n1)

y(n) = g[w(n)] =
P

∑
p=0

cpwp(n)

= c0 +
P

∑
p=1

cp

(
M−1

∑
n1=0

h(n1)u(n−n1)

)p

= c0 +
P

∑
p=1

M−1

∑
n1=0

· · ·
M−1

∑
np=0

cp

p

∏
j=1

h(n j)u(n−n j)

= c0 +
P

∑
p=1

M−1

∑
n1=0

· · ·
M−1

∑
np=0

hp(n1, · · · ,np)
p

∏
j=1

u(n−n j)

avec

hp(n1, · · · ,np) = cp

p

∏
j=1

h(n j)

Le modèle de Wiener est donc un modèle de Volterra à noyaux séparables.

1.3.1.2 Modèle de Hammerstein

Le modèle de Hammerstein peut être vu comme étant le dual du modèle de Wiener
composé des mêmes blocs mais placés dans un ordre inversé. Ona :
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Chapitre 1. Le modèle de Volterra

Filtre linéaireNon-linéarité statique)n(u )n(y)n(w
(.)g h

FIG. 1.3 – Modèle de Hammerstein

w(n) = g[u(n)] =
P

∑
p=0

cpup(n)

y(n) =
M−1

∑
n1=0

h(n1)w(n−n1)

= c0

M−1

∑
n1=0

h(n1)+
P

∑
p=1

cp

M−1

∑
n1=0

h(n1)u
p(n−n1)

= h0 +
P

∑
p=1

h̄p [u(n)]

avec

h0 = c0
M−1
∑

n1=0
h(n1)

hp(n1, · · · ,np) =

{
cph(m), n1 = · · · = np = m
0 sinon

, 1≤ p≤ P

Le modèle de Hammerstein correspond à un modèle de Volterra diagonal, ce qui en fait
un cas très particulier.

1.3.2 Modèle de Volterra quadratique àq diagonales

Dans la section précédente nous avons montré que le modèle deHammerstein corres-
pond à un modèle de Volterra diagonal. Dans le cas quadratique, il est aussi possible de
tronquer le modèle général auxq premières diagonales proches de la diagonale prin-
cipale. Ce modèle a été suggéré par [37] dans le contexte de l’annulation d’écho. Le
modèle classique d’un chemin d’écho est un bloc non-linéaire suivi d’un modèle li-
néaire. Sur la base de mesures expérimentales, il a été montré que la non-linéarité ne
doit pas être statique. En représentant ce modèle par un modèle de Volterra quadra-
tique, on s’aperçoit que les coefficients du noyau les plus significatifs sont ceux qui se
trouvent sur la diagonale principale et sur les diagonales qui lui sont voisines lorsqu’on
considère la représentation matricielle du noyau quadratique. Par conséquent, on a :

y(n) =
q

∑
i=1

M−1−i

∑
j=0

h( j, j + i−1)u(n− j)u(n− j − i +1)

oùq < M est le nombre de diagonales utilisées. Ce modèle s’obtient enfait en utilisant
la décomposition en coordonnées diagonales décrites dans le paragraphe 1.2.3.
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1.4. Réduction de complexité par décomposition matricielleou tensorielle

1.3.3 Modèle parallèle-cascade

Palm [102] a montré qu’un modèle de Volterra tronqué, de mémoire finie peut être exac-
tement représenté par une mise en parallèle d’un nombre fini de modèles de Wiener-
Hammerstein. Par la suite, Korenberg [71] a montré que cela était aussi vrai pour une
mise en parallèle de modèles de Wiener. L’apport de Korenberg est considérable car
l’identification d’un modèle de Wiener est beaucoup plus simple que celle d’un modèle
de Wiener-Hammerstein. 	H
H

�H

(.)g

(.)g�
(.)g	

)n(u )n(y

)n(y	
)n(w


)n(y�(.)w�
)n(y
)n(w	

+

FIG. 1.4 – Modèle parallèle-cascade

1.4 Réduction de complexité par décomposition matri-
cielle ou tensorielle

1.4.1 Décomposition matricielle

Considérons le modèle homogène (1.12) et sa représentation matricielle (1.13). Sir est
le rang deH l ,p−l , en utilisant sa décomposition en valeurs singulières, on peut donc
l’exprimer sous la forme [48] :

H l ,p−l =
r

∑
i=1

σiWiV
T
i (1.17)

où lesσi sont les valeurs singulières deH l ,p−l et lesWi et Vi les vecteurs singuliers à
gauche et à droite respectivement. Le rangr est tel que :

1≤ r ≤ min

(
(M + l −1)!
l !(M−1)!

,
(M + p− l −1)!
(p− l)!(M−1)!

)
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Chapitre 1. Le modèle de Volterra

La relation (1.13) devient :

yp(n) =
r

∑
i=1

σi
[
UT

l (n)Wi
][

VT
i Up−l (n)

]

=
r

∑
i=1

σiyl ,i(n)yp−l ,i(n) (1.18)

où :
yl ,i(n) = UT

l (n)Wi, yp−l ,i(n) = VT
i Up−l (n)

Dans le cas d’un noyau d’ordre pair, la matriceHp/2,p/2 est carrée. Nous pouvons donc
lui appliquer une décompositionLDLT telle que :

Hp/2,p/2 =
r

∑
i=1

σiLiL
T
i (1.19)

d’où :

yp(n) =
r

∑
i=1

σi
(
yp/2,i(n)

)2
, yp/2,i = UT

p/2(n)Li (1.20)

De ce type de décomposition découle une représentation de type parallèle-cascade [25,
104]. Une version adaptative a été proposée par [105].

Chaque branchei est formée à partir des vecteursWi, à (M+l−1)!
l !(M−1)! composantes, etVi, à

(M+p−l−1)!
(p−l)!(M−1)! composantes, et de la valeur singulièreσi. Ce qui fait, pour chaque branche,
un nombre de paramètres égal à :

(M + l −1)!(p− l)! +(M + p− l −1)!l !
l !(p− l)!(M−1)!

+1

En conséquence la complexité globale est de :

r

(
(M + l −1)!(p− l)! +(M + p− l −1)!l !

l !(p− l)!(M−1)!
+1

)

(1.21)

Cette complexité peut être réduite en écartant les valeurs singulières les moins signifi-
catives. Si l’on ne considère que lesk < r valeurs singulières les plus significatives, la
complexité équivalente est :

CVSVD(k) = k

(
(M + l −1)!(p− l)! +(M + p− l)!l !

l !(p− l)!(M−1)!
+1

)

(1.22)

Notons par ailleurs que pour un modèle non homogène, il suffitd’utiliser les décompo-
sitions de chaque terme homogène. Dans ce cas, la relation (1.14) devient :

y(n) = UT
1 (n)H1 +

P

∑
p=2

kp

∑
ip=1

σipylp,ip(n)yp−lp,ip(n) (1.23)

où :
ylp,ip(n) = UT

lp(n)Wip, yp−lp,ip(n) = VT
ipUp−lp(n)
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1.4. Réduction de complexité par décomposition matricielleou tensorielle

1.4.2 Décomposition tensorielle

Les coefficients d’un noyau de Volterra d’ordrep > 2 peuvent être regroupés dans un
tenseur du même ordre. Il est donc possible d’appliquer sur ce noyau les techniques de
décomposition tensorielle en vue de réduire le nombre de paramètres qui le caractérise.
Une des décompositions possibles est le modèle PARAFAC (voirl’annexe A.2) intro-
duit par Harshman [56] et Caroll et Chang [23] dans les années soixante-dix. Dans le
cas d’un tenseur d’ordre trois, elle consiste à représenterses éléments par une somme
finie de produits d’éléments de trois matrices. Khouajaet al.ont appliqué cette décom-
position à un noyau de Volterra cubique [64]. Cette décomposition permet d’écrire le
noyau cubique tel que :

h3(n1,n2,n3) =
R

∑
i=1

a(n1, i)b(n2, i)c(n3, i), n j = 0, · · · ,M−1, j = 1,2,3 (1.24)

où R est le nombre de facteurs de la décompositionPARAFACet lesa(n1, i), b(n2, i),
c(n3, i) des éléments des matrices de cette décomposition. Par suitele terme cubique
du modèle de Volterra-PARAFAC s’écrit :

y3(n) =
M−1

∑
n1=0

M−1

∑
n2=0

M−1

∑
n3=0

(
R

∑
i=1

a(n1, i)b(n2, i)c(n3, i)

)
3

∏
j=1

u(n−n j)

=
R

∑
i=1

(
M−1

∑
n1=0

a(n1, i)u(n−n1)

)(
M−1

∑
n2=0

b(n2, i)u(n−n2)

)(
M−1

∑
n3=0

c(n3, i)u(n−n3)

)

(1.25)

Ce modèle admet aussi une représentation de type parallèle-cascade. Sa complexité
paramétrique est [64] :

CVP = 3MR (1.26)

Dans le cas particulier d’un noyau séparable,R = 1 suffit pour représenter le noyau
avec une très bonne précision.

Remarque 1.1 Les modèles résultant d’une décomposition matricielle ou tensorielle
conduisent à des implémentations de type parallèle-cascade. Ces structures étant mo-
dulaires, elles sont bien indiquées pour l’implémentationVLSI des filtres de Volterra
[105, 62]. Cependant, le gros inconvénient est la perte de la linéarité par rapport aux
coefficients du modèle. En conséquence, les algorithmes d’estimation sont générale-
ment sous-optimaux. Ce problème est aussi rencontré dans lesapproximations de mo-
dèle de Volterra proposées par [43, 62].
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Chapitre 1. Le modèle de Volterra

1.5 Estimation au sens de l’erreur quadratique moyenne
minimale d’un modèle de Volterra

Considérons le problème de l’estimation des paramètres d’unmodèle de Volterra re-
présentant un système ayantd(n) comme signal désiré etu(n) comme signal d’entrée.

y(n) =
P

∑
p=1

M−1

∑
n1=0

· · ·
M−1

∑
np=np−1

hp(n1, · · · ,np)
p

∏
j=1

u(n−n j)

Les noyaux étant considérés dans leur forme triangulaire, nous avons la représentation
vectorielle (1.11) :

y(n) = ΘTU(n)

où le vecteur de régressionU(n) et le vecteurΘ sont définis comme :

U(n) =
(

UT
1 (n) · · · UT

P (n)
)T

, Θ =
(

ΘT
1 · · · ΘT

P

)T

Up(k) et Θp étant les vecteurs de régression et de paramètres relatifs au terme homo-
gène d’ordrep.

Les signaux d’entrée-sortieu(n) etd(n) sont supposés être des signaux aléatoires à va-
leurs réelles, conjointement stationnaires au moins jusqu’à l’ordre 2P. La méthode d’es-
timation envisagée consiste à minimiser l’erreur quadratique moyenne (EQM) d’esti-
mation par rapport au vecteur de paramètresΘ :

min
Θ

JEQM(Θ) = E

[(
d(n)−ΘTU (n)

)2
]

(1.27)

Cette fonction objectif étant quadratique enΘ, elle admet un extremum global unique
qui est un minimum donné par :

ΓΓΓUΘEQM = CdU (1.28)

oùΓΓΓU = E[U(n)UT(n)] est la matrice d’autocorrélation du vecteur de régressionU(n),
appelée aussi matrice des moments de l’entrée,CdU est le vecteur d’intercorrélation
entre le processusd(n) et le vecteur de régressionU(n). Ce système d’équations al-
gébriques linéaires, appelées équations de Wiener-Hopf ouéquations normales éten-
dues, constitue lasolution de Wiener. Lorsque la matrice d’autocorrélationΓΓΓU est in-
versible, la séquence d’entrée{u(n)} est diteexcitante de façon persistante, de degré
M et d’ordreP, et le vecteur de paramètres estimés peut alors être calculéà l’aide de la
formule suivante :

ΘEQM = ΓΓΓ−1
U CdU (1.29)

On obtient ainsi une formule d’estimation identique à celledu cas linéaire ; seule la
définition du vecteur de régressionU(n) est différente. Pour l’estimation paramétrique
d’un modèle linéaireRIF, les quantitésΓΓΓU et CdU font intervenir des statistiques du
second ordre des signaux d’entrée-sortie, tandis que dans le cas du modèle de Vol-
terra ces quantités renferment des statistiques d’ordres 2à 2P de ces mêmes signaux
d’entrée-sortie.
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1.5. Estimation au sens de l’erreur quadratique moyenne minimale d’un modèle de
Volterra

1.5.1 Condition d’inversibilité de la matrice d’autocorrélation du
vecteur de régression

La séquence d’entrée{u(n)} étant supposée distribuée de manière indépendante et
identique (i.i.d.,independent identically distributed), on a la propriété suivante [93] :

Théorème 1.1La matrice d’autocorrélationΓΓΓU du vecteur de régression U(n) à com-
posantes polynômiales de degré au plus égal à P, en l’entrée u(n) supposée i.i.d., est
inversible si et seulement si l’entrée prend au moins(P+1) valeurs distinctes.

De ce théorème on peut déduire les résultats suivants [34] :
– Pour un canal de communication numérique non linéaire modélisé à l’aide d’un

filtre de Volterra d’ordreP, une séquence d’entrée aléatoire i.i.d. du typePAM−
M, pouvant prendreM (M étant pair) valeurs distinctes, satisfait la condition de
persistance d’excitation (PE) si et seulement siM ≥P+1. En particulier, pour un
canal linéaire(P = 1) on doit avoirM ≥ 2, et pour un canal quadratique(P = 2)
ou cubique(P = 3) il faut M ≥ 4.

– Une séquence d’entrée i.i.d. gaussienne satisfait la condition PE pour tout canal
non linéaire d’ordreP fini.

– Toute séquence d’entrée i.i.d., de moyenne nulle et de varianceσ2, satisfait la
condition PE pour tout modèle linéaire RIF, indépendamment de sa distribution.
En effet, dans le cas d’un modèle RIF de mémoireM, pour une séquence d’entrée
i.i.d. stationnaire et centrée on aΓΓΓU = σ2IM où IM est la matrice identité d’ordre
M.

1.5.2 Cas d’un modèle de Volterra du second ordre

Dans ce cas, les équations de Wiener-Hopf (1.28) s’écriventsous la forme partitionnée
suivante : (

ΓΓΓU1 E
[
U1UT

2

]

E
[
U2UT

1

]
ΓΓΓU2

)(
Θ1,EQM

Θ2,EQM

)

=

(
CdU1

CdU2

)

(1.30)

Notons que les blocs diagonauxΓΓΓU1 et ΓΓΓU2 contiennent respectivement des moments
d’ordres deux et quatre de l’entrée, tandis que les blocs hors diagonaux sont formés de
moments d’ordre trois de l’entrée. Supposons que :

i) La séquenceu est centrée ; i.e.E{u} = 0.

ii) Elle suit une distribution de probabilité symétrique. Ses moments d’ordre trois sont
donc nuls :

E{u(n− τ)u(n− τ1)u(n− τ2)} = 0, ∀ τ,τ1,τ2 = 0,1, · · · ,M−1

La relation (1.30) devient alors :
(

ΓΓΓU1 0
0 ΓΓΓU2

)(
Θ1,EQM

Θ2,EQM

)

=

(
CdU1

CdU2

)
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Chapitre 1. Le modèle de Volterra

La solution optimale eut alors être découplée comme suit :

ΓΓΓU1Θ1,EQM = CdU1 (1.31)

ΓΓΓU2Θ2,EQM = CdU2 (1.32)

A partir de l’équation (1.31) nous pouvons conclure que, le vecteur de paramètres esti-
més relatif au terme homogène d’ordre un est identique à la solution optimale du filtre
linéaire de Wiener. Si en plus le signal est supposéi.i.d. alorsΓΓΓU1 = σ2IM. Il s’en suit
que :

Θ1,EQM =
1

σ2CdU1

1.5.3 Cas d’un modèle de Volterra cubique

Nous venons de voir que, dans le cas d’un modèle de Volterra linéaire-quadratique,
l’hypothèse d’une distribution symétrique de l’entrée permet de découpler l’estimation
des noyaux linéaire et quadratique. Toutefois, cette hypothèse n’implique pas le décou-
plage de l’estimation des noyaux d’un modèle de Volterra d’ordre supérieur à deux.
Ainsi, pour un modèle cubique l’estimation des parties linéaire et cubique est couplée.
Cependant, il a été montré [131] que pour une séquencei.i.d. il est possible d’esti-
mer les coefficients des noyaux de Volterra sans aucun calculmatriciel, réduisant ainsi
la complexité de calcul de la procédure d’estimation. Il a aussi été montré que pour
des signaux d’entrées complexes pouvant s’écrire sous la formeu = ur + jui , où ur et
ui sont des variables aléatoires réelles, indépendantes et symétriquement distribuées,
et j2 = −1, le découplage est aussi réalisé [108]. Les signaux de typeQAM appar-
tiennent à cette famille. Le découplage est aussi assuré lorsque les signaux sont de type
PSK [128].

1.6 Estimation adaptative

Dans le cas où le système nécessite un traitement de données en temps réel ou s’il
comporte d’éventuelles non stationnarités, l’implémentation récursive des algorithmes
d’estimation s’impose. Généralement, en raison de la propriété de linéarité du modèle
de Volterra par rapport à ses paramètres, les algorithmes adaptatifs utilisés dans le cas
des filtres linéaires peuvent être étendus aux filtres de Volterra.

1.6.1 Algorithmes de type LMS

Il est mis en œuvre en minimisant le critère de l’erreur quadratique moyenne. A chaque
instantn, le vecteur des paramètres est adapté suivant la relation suivante :

Θp(n+1) = Θp(n)+ µpε(n)Up(n) (1.33)
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1.6. Estimation adaptative

où µp est une petite constante positive qui règle la vitesse de convergence de l’algo-
rithme etε(n) = d(n)−ΘTU(n). Sous certaines hypothèses simplificatrices, on peut
montrer que la convergence de l’algorithme LMS est garantielorsque [86]

0 < µp <
2

λmax
, ∀p

où λmax est la valeur propre maximale de la matrice des moments de l’entrée. Comme
dans le cas linéaire, la vitesse de convergence de l’algorithme dépend du ratio entre
la valeur propre maximale et la valeur propre minimale de la matrice des moments
de l’entrée. La convergence est d’autant plus rapide que ce ratio, qui est le nombre
condition de la matrice des moments, est faible [86, 57]. La complexité de calcul de cet
algorithme est deO(MP).

En vue d’améliorer la vitesse de convergence de l’algorithme LMS et d’être moins
dépendant vis à vis des statistiques du signal d’entrée, on substitue à la structure trans-
versale du filtre une structure en treillis. L’objectif est d’orthogonaliser les signaux
d’entrée et donc d’estimer la réponse désirée comme étant une combinaison linéaire de
signaux orthogonaux. Plusieurs études ont été menées dans ce sens. Entre autres, nous
pouvons citer [70, 86]. D’autres algorithmes de type LMS ontété proposés par [52, 74].

1.6.2 Algorithmes de type RLS

L’algorithme RLS trouve la solution analytique d’un problème d’optimisation formulé
dans un cadre déterministe [86]. Pour ce faire, on minimise la fonction de coût

J(n) =
n

∑
m=0

λ n−m(d(n)−ΘTU(n))2

où λ est le facteur d’oubli pris entre 0 et 1. La solution optimaleà la minimisation de
ce critère est donné par :

Φ̂ΦΦU(n)Θ(n) = ĈdU(n)

où :

Φ̂ΦΦU(n) =
n

∑
m=0

λ n−mU(m)UT(m) = λΦ̂ΦΦU(n−1)+U(n)UT(n)

ĈdU(n) =
n

∑
m=0

λ n−md(m)U(m) = λ ĈdU(n−1)+d(n)U(n)

Pour estimerΘ(n), il est nécessaire de calculer l’inverse de la matriceΦ̂ΦΦU(n). Grâce aux
formulations récursives ci-dessus et au lemme de l’inversion matricielle, nous avons :

Φ̂ΦΦ−1
U (n) = λ−1Φ̂ΦΦ−1

U (n−1)−λ−1κ(n)UT(n)Φ̂ΦΦ−1
U (n−1) (1.34)

avec

κ(n) =
λ−1Φ̂ΦΦ−1

U (n−1)U(n)

1+λ−1UT(n)Φ̂ΦΦ−1
U (n−1)U(n)

(1.35)
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Par suite, le vecteur des paramètres optimaux est récursivement obtenu comme suit :

Θ(n) = Θ(n−1)+κ(n)ε(n) (1.36)

où ε(n) = d(n)−ΘT(n−1)U(n).

Les conditions initiales de cet algorithmes sont telles que: Θ(0) = 0 etΦ̂ΦΦ−1
U (0) = γ−1I ,

où γ est une petite constante positive.

L’algorithme RLS converge généralement plus vite que le LMS et ce de manière indé-
pendante des statistiques du signal d’entrée [86]. Cependant, sa complexité de calcul est
bien plus élevée : elle est deO(M2P). Des approches de développement d’algorithmes
rapides sont présentes dans la littérature mais en général leur coût de calcul reste plus
élevé que celui du LMS [29, 77, 123, 101].

1.7 Exemples de canaux de communication non-linéaires

Nous présentons dans ce paragraphe des caractéristiques dequelques canaux de com-
munications non-linéaires rencontrés en pratique. Dans lechapitre 5, nous détaillerons
un autre système de communication non-linéaire, celui de l’accès au réseau sans fil via
une liaison par fibre optique.

1.7.1 Communication par satellite

Afin d’obtenir une bonne puissance de transmission, les amplificateurs (généralement
des TWTA pourTravelling Wave Tube Amplifieren anglais) du transpondeur localisé
dans le satellite et de la station terrienne sont utilisés près de leur niveau de saturation.
Il en résulte une distorsion non-linéaire en sortie de l’amplificateur. Un amplificateur
radio-fréquence (RF) opérant dans sa zone de fonctionnementnon-linéaire présente
deux types de non-linéarité. La première lie la puissance dusignal d’entrée à la sortie
de l’amplificateur. Ce type de distorsion est appelé conversion AM/AM. La seconde lie
la phase du signal de sortie avec la puissance du signal d’entrée. Elle est appelée conver-
sion AM/PM. Les modèles les plus couramment utilisés pour modéliser ces effets sont
dus à Saleh [118].

Dans une liaison satellitaire classique cette non-linéarité est mise en sandwich entre
deux systèmes linéaires invariants dans le tempshup(t) et hdown(t) qui modélisent les
canaux de propagation de la terre vers le satellite et inversement. Il a été montré que la
représentation en bande de base de ce système est précisément décrite par le modèle de
Volterra ci-dessous [9] :

y(n) =
P

∑
p=0

M

∑
n1

· · ·
M

∑
n2p+1

h2p+1(n1, · · · ,n2p+1)
p

∏
j=1

u∗(n−n j)
2p+1

∏
j=p+1

u(n−n j) (1.37)

26



1.8. Egalisation des systèmes de Volterra

où u(n) est la séquence de symboles du signal émis eth2p+1(n1, · · · ,n2p+1) sont les
noyaux de Volterra en bande de base déterminés à partir des coefficients des canaux
linéaireshup(t) et hdown(t) et des coefficients du développement de Taylor des non-
linéarités de l’amplificateur. Il est à noter que l’absence des noyaux pairs dans (1.37)
est due au fait qu’ils génèrent des composantes spectrales qui sont en dehors de la bande
passante du canal et qui sont donc rejetées par le filtre passe-bande suivant l’amplifica-
teur.

1.7.2 Systèmes de communication sans fil à large bande

Les systèmes de communication sans fil à large bande requièrent des modulations per-
mettant une bonne exploitation de la bande passante. C’est lecas des modulationsQAM
[61]. Cependant, le problème avec ces modulations est que leur enveloppe présente de
larges fluctuations qui rendent le système sensible aux non-linéarités de l’amplifica-
teur de puissance (HPA, de l’anglaishigh power amplifier). Les HPA utilisés sont de
type TWTA ou SSPA (Solid State Power Amplifier) pour des signaux RF ayant une
fréquence de 60 Ghz. Le canal de propagation étant généralement représenté par un
modèle linéaire, le modèle global du canal de transmission formé par la mise en cas-
cade du HPA et du canal linéaire peut être représenté par un modèle de Volterra.

Il est à noter que ce type de représentation peut être fait pour tout type de système de
communication utilisant un amplificateur de puissance à la limite de saturation [111].
Les systèmes de transmission OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing)
sont notamment soumis aux distorsions non-linéaires introduites par le HPA [114].

1.7.3 Communication dans un environnement fermé

Considérons le cas d’une personne dans un environnement fermé tel qu’une salle ou
un véhicule communiquant avec un téléphone portable. Le haut parleur introduit un
comportement non-linéaire alors que le milieu physique entre le haut-parleur et le mi-
cro du téléphone peut être représenté par un modèle linéaire. Le canal ainsi décrit est
donc globalement non-linéaire. Il est à noter que dans le casd’une salle, la réponse im-
pulsionnelle dépend de la réverbération et des caractéristiques d’absorption de la salle.
Une telle réponse impulsionnelle est généralement très longue générant ainsi un mo-
dèle de Volterra équivalent ayant un nombre très élevé de paramètres. Le canal ainsi
modélisé peut être utilisé pour faire de l’annulation d’échos [89].

1.8 Egalisation des systèmes de Volterra

Dans plusieurs applications dans lesquelles le système estreprésenté par un modèle de
Volterra il est parfois nécessaire de reconstituer le signal d’entrée à partir du signal de
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sortie. Une telle opération nécessite un égaliseur. Les principales méthodes d’égalisa-
tion de systèmes de Volterra SISO sont : la théorie de l’inverse d’ordreP, la méthode du
point fixe, l’égalisation de type Wiener et la méthode des racines de polynômes. Toutes
ces méthodes sont supervisées et requièrent en général la connaissance des coefficients
du modèle de Volterra.

1.8.1 Inverse d’ordreP

Contrairement au cas linéaire où on peut définir l’inverse d’un système, ce n’est géné-
ralement pas le cas pour les systèmes non-linéaires. Tout auplus, on peut définir un
inverse local, i.e. restreint à un intervalle d’amplitude du signal d’entrée. La théorie de
l’inverse d’ordreP a été introduite par Schetzen en 1976 [120].

Définition 1.3 L’inverse d’ordre P d’un système non-linéaire H est un système non-
linéaireH̄ tel que la mise en cascade des deux systèmes soit représentée par un modèle
de Volterra Q dont les noyaux d’ordre2 à P sont nuls :

Q(u(n)) = u(n)+
∞

∑
p=P+1

Q̄p(u(n)) (1.38)

oùQ̄p(u(n)) est le terme homogène d’ordre p.

Plusieurs auteurs se sont penchés sur la mise en place d’algorithmes permettant de
générer cet inverse [119, 22]. L’écueil principal de cette méthode est la non maîtrise
des termes d’ordre supérieur de la mise en cascade du systèmeet de son inverse, i.e.

∞
∑

p=P+1
Q̄p(u(n)). La convergence d’un égaliseur basé sur cette théorie n’estdonc assu-

rée que pour un système non-linéaire tel que ces termes d’ordre supérieur soient peu
influents.

1.8.2 Méthode du point fixe

Cette méthode a été appliquée par [92] dans un cas général tandis que [129] l’ont ap-
pliquée au cas des systèmes de communication par satellite utilisant des signaux PSK.
Plus récemment, elle a été appliquée d’une part aux systèmesSIMO non-linéaires et
d’autre part aux systèmes non-linéaires utilisant un précodage [116]. La méthode se
base sur le théorème du point fixe de Banach. Ce théorème garantit, pour une trans-
formation contractante, l’existence et l’unicité d’un point fixe, prescrit la manière de
le trouver et donne une indication sur la rapidité de convergence de la méthode. Il a
été montré qu’en connaissant les coefficients des noyaux de Volterra représentant le
canal, sous certaines conditions nécessaires et suffisantes [92, 130], il est possible de
formuler le problème de l’égalisation des systèmes de Volterra comme un problème de
recherche de point fixe. Une des conditions est la nécessité d’avoir un noyau du premier
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ordre du modèle de Volterra à phase minimale. D’une manière générale, la propriété de
contraction est difficile à garantir ce qui ne permet pas de garantir la convergence de la
méthode.

1.8.3 Egalisation de type Wiener

Le principe de cette méthode est de rechercher l’égaliseur comme étant le filtre de
Volterra, dont les coefficients sont contenus dans le vecteur H̄, tel que :

H̄opt = argmin
H̄

E

(∥
∥H̄TY(n)−u(n−δe)

∥
∥

2
)

(1.39)

oùY(n) est le vecteur d’observation formé par les échantillons du signal reçu et leurs
produits croisés jusqu’à l’ordre de non-linéarité de l’égaliseur etδe est le retard d’éga-
lisation. Cette méthode a d’abord été utilisée par [8] dans lecas des systèmes de com-
munication par satellite. Il est à noter qu’après avoir fixé l’ordre et la mémoire de l’éga-
liseur, l’erreur résultant de la minimisation de l’erreur quadratique moyenne en sortie
de l’égaliseur tend à croître avec l’ordre de non-linéaritédu système [115].

1.8.4 Méthode des racines de polynômes

Le principe de cette méthode, suggérée par [115], est de former un polynôme enu(n)
puis de rechercher ses racines. Le symbole le plus proche d’une des racines est choisi
comme étantu(n). Pour ce faire, on suppose connus le modèle du canal, i.e. lescoef-
ficients des noyaux de Volterra représentant le canal, et lessymboles antérieurs àu(n).
On peut donc former un polynôme dont les coefficients dépendent des symboles anté-
rieurs et des coefficients du modèle. Sans perte de généralité, prenons le cas d’un canal
représenté par un modèle de Volterra d’ordre trois. On a :

y(n) =
M−1

∑
n1=0

h1(n1)u(n−n1)+
M−1

∑
n1=0

M−1

∑
n2=n1

h2(n1,n2)u(n−n1)u(n−n2)

+
M−1

∑
n1=0

M−1

∑
n2=n1

M−1

∑
n3=n2

h3(n1,n2,n3)u(n−n1)u(n−n2)u(n−n3)
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= h1(0)u(n)+
M−1

∑
n1=1

h1(n1)u(n−n1)+h2(0,0)u2(n)

+u(n)
M−1

∑
n2=1

h2(0,n2)u(n−n2)+
M−1

∑
n1=1

M−1

∑
n2=n1

h2(n1,n2)u(n−n1)u(n−n2)

+h3(0,0,0)u3(n)+u2(n)
M−1

∑
n3=1

h3(0,0,n3)u(n−n3)

+u(n)
M−1

∑
n2=1

M−1

∑
n3=n2

h3(0,n2,n3)u(n−n2)u(n−n3)

+
M−1

∑
n1=1

M−1

∑
n2=n1

M−1

∑
n3=n2

h3(n1,n2,n3)u(n−n1)u(n−n2)u(n−n3)

En regroupant les différents termes, nous obtenons l’équation polynômiale suivante :

c0 +c1u(n)+c2u2(n)+c3u3(n) = 0 (1.40)

avec :

c0 = −y(n)+
M−1

∑
n1=1

h1(n1)u(n−n1)+
M−1

∑
n1=1

M−1

∑
n2=n1

h2(n1,n2)u(n−n1)u(n−n2)

+
M−1

∑
n1=1

M−1

∑
n2=n1

M−1

∑
n3=n2

h3(n1,n2,n3)u(n−n1)u(n−n2)u(n−n3)

c1 = h1(0)+
M−1

∑
n2=1

h2(0,n2)u(n−n2)+
M−1

∑
n2=1

M−1

∑
n3=n2

h3(0,n2,n3)u(n−n2)u(n−n3)

c2 = h2(0,0)+
M−1

∑
n3=1

h3(0,0,n3)u(n−n3)

c3 = h3(0,0,0)

Le symbole émis est donc choisi comme étant une racine de l’équation (1.40). Les per-
formances de la méthode dépendent fortement de la qualité del’estimation du modèle
et des symboles antérieurs. L’avantage de cette méthode estqu’elle est utilisable sans
condition particulière sur le noyau d’ordre un, i.e. qu’il soit à phase minimale ou non.
Ses performances sont aussi indépendantes de la nature de lanon-linéarité du système.
Cependant la nature DFE (decision feedback equalizer) de la méthode peut générer une
propagation d’erreur. Nous reviendrons sur cette méthode dans le chapitre 5.

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit le modèle de Volterra et énoncé quelques applica-
tions dans le domaine des télécommunications. Deux problèmes majeurs ont été mis en
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évidence : la complexité paramétrique du modèle et la complexité de l’estimation au
sens de l’erreur quadratique moyenne minimale du modèle. Dans les chapitres suivants
nous allons développer des solutions à ces problèmes :

– d’une part des techniques de réduction de complexité basées sur le développe-
ment des noyaux de Volterra sur des bases de fonctions orthogonales ;

– d’autre part des méthodes orthogonales d’estimation au sens de l’erreur quadra-
tique moyenne minimale.
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Chapitre 2

Les Bases de Fonctions Orthogonales
Rationnelles

2.1 Introduction

L’utilisation des fonctions orthogonales dans la représentation des systèmes est une
approche communément utilisée tant dans la communauté du traitement du signal que
de l’automatique, et ce depuis plusieurs décennies. On peutciter, parmi les précurseurs,
les travaux de Takenaka et de Malmquist en 1925 portant sur lasynthèse de fonctions
orthogonales dans le but d’interpoler des fonctions analytiques à l’intérieur du cercle
unité [13, 58]. Mais aussi, ceux de Lee et de Wiener qui de leurcôté ont fourni un
travail conséquent sur les fonctions de Laguerre publié dans les années trente.

La base orthogonale complète la plus connue est certainement celle des fonctions delta
de Dirac. Sa transformée en z engendre les filtres à réponse impulsionnelle finie (RIF)
auxquels on recourt dans de nombreuses applications du traitement du signal. Ces filtres
présentent l’avantage d’une implémentation simple. Une approximation de toute fonc-
tion de transfert d’un système stable peut être réalisée à l’aide d’un modèle RIF, modèle
pouvant être mis sous forme d’une régression linéaire. Aussi, l’estimation par la mé-
thode des moindres carrés donne des estimées consistantes si le bruit de mesure est
centré et non corrélé avec l’entrée du système [53]. Cependant, l’utilisation des filtres
RIF pour la représentation des systèmes à longue réponse impulsionnelle requiert un
nombre de paramètres nécessairement élevé. L’erreur d’approximation décroît certes
lorsque le nombre de paramètres augmente mais cette approximation devient plus sen-
sible au bruit. D’où l’intérêt de trouver des modèles qui génèrent des approximations
précises avec peu de paramètres [135].

Pour réduire la longueur des filtres RIF, l’utilisation des filtres à réponse impulsion-
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nelle infinie (RII) peut être envisagée. Cependant, la stabilité de leur version adapta-
tive n’est pas toujours garantie. Les filtres orthogonaux à fonction de transfert ration-
nelle représentent, quant à eux, un compromis entre les deuxclasses de filtres sus-cités
[59, 107, 138]. En effet, ils permettent d’améliorer le conditionnement numérique des
algorithmes utilisés et fournissent un ensemble de paramètres suffisamment parcimo-
nieux lorsque leurs pôles sont proches des dynamiques du système à approcher [91].
Les pôles étant fixés, le modèle résultant est linéaire par rapport à ses paramètres, les
coefficients de Fourier. La minimisation du critère de l’erreur quadratique moyenne
présente un minimum global unique et les estimés sont non biaisés si le bruit de mesure
est non corrélé avec le signal d’entrée [15, 132].

Parmi les bases de filtres orthogonaux à fonction de transfert rationnelle, les bases de
filtres de Laguerre et de Kautz sont certainement les plus connues. Les filtres de La-
guerre sont caractérisés par un pôle unique, stable et réel.Ils sont adaptés à la modéli-
sation des systèmes dont la dynamique dominante est du premier ordre [1, 44, 53, 84,
85, 87, 96, 126, 125]. Les filtres de Kautz, quant à eux, sont caractérisés par une paire
de pôles complexes conjugués. De ce fait, ils sont fortementindiqués pour la représen-
tation de systèmes ayant une dynamique dominante du second ordre [94, 98, 133, 135].

Dans le but de modéliser des dynamiques plus complexes, plusieurs généralisations de
bases orthogonales à fonction de transfert rationnelle ontété introduites. Certains au-
teurs les ont appelées Bases Orthogonales Généralisées (BOG)mais nous retiendrons
plutôt l’appelation Base de Fonctions Orthogonales Rationnelles (BFOR). Dans ce cha-
pitre, nous présentons les différentes approches de synthèse des BFOR existant dans la
littérature. Ces différentes approches peuvent être réunies via une méthode générale de
synthèse. Quelle que soit l’approche considérée, une problématique importante dans
la synthèse de ces bases est le choix des pôles. En effet, dansle développement d’un
système sur une BFOR, le nombre de paramètres utilisés dépend fortement des pôles
choisis. Comme indiqué plus haut, plus les pôles choisis sontproches des dynamiques
du système dont on veut réaliser une approximation, plus l’ordre de troncature du dé-
veloppement du système sur la base ainsi construite est réduit. Dans ce chapitre, nous
ne considérerons que le cas des systèmes linéaires, stableset causaux. Les problèmes
d’identification que nous considérerons seront dans le domaine temporel. Pour l’identi-
fication des systèmes à l’aide des BFOR dans le domaine fréquentiel, on peut se référer
à [4, 3].

2.2 Méthodes de construction des bases de fonctions or-
thogonales rationnelles

De manière parallèle, deux approches de construction des BFOR ont été proposées :
les représentations équilibrées dans l’espace d’état [58,15, 134, 31] et la procédure
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt [90, 4].
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2.2.1 Préliminaires

Considérons un système mono-entrée mono-sortie d’ordrer, de fonction de transfert
scalaireH. Sa représentation dans l’espace d’état(A ,B,C ,D) est telle que :

x(n+1) = A x(n)+Bu(n)
y(n) = C x(n)+Du(n)

(2.1)

Les signauxu(n), y(n) etx(n) représentent respectivement l’entrée, la sortie et l’étatdu
système. Les matricesA ,B,C et D sont respectivement de dimensionsr × r, r ×1,
1× r et 1×1. La relation entre la fonction de transfert et la représentation d’état est :

H(z) = D +C (zI−A )−1
B (2.2)

La représentation d’état(A ,B,C ,D) est stable si toutes les valeurs propres deA sont
strictement à l’intérieur du cercle unité.

On définit aussi les matricesP etQ, appelées respectivement matrice de contrôlabilité
et matrice d’observabilité. Si le système est stable, ellessont solutions des équations de
Lyapunov suivantes :

A PA H +BBH = P

A HQA +C HC = Q

En considérant queH est analytique en dehors du cercle unité, son développementen
série de Laurent est :

H(z) =
∞

∑
i=0

hiz
−i

On définit alors la matrice de Hankel associée àH par :

Hi j (H) = hi+ j−1

Une représentation d’état stable est dite équilibrée siP = Q = Σ, où Σ est la matrice
diagonale des valeurs singulières positives de la matrice de Hankel classées en ordre
décroissant. On parle de représentation équilibrée à l’entrée siP = I ,Q = Σ2 et de
représentation équilibrée en sortie siP = Σ2,Q = I [58].

2.2.1.1 Filtre passe-tout

En rappelant que pour tout polynôme enz, P(z) =
np

∑
i=0

pizi, son conjugué est un po-

lynôme enz−1 noté P∗(z−1) =
np

∑
i=0

p∗i z−i, le filtre de fonction de transfertH est dit

passe-toutsi :
H(z)H∗(z−1) = 1 (2.3)

Il est, en outre, dit orthogonal si sa représentation dans l’espace d’état (2.1) est équi-
librée en entrée et en sortie. Cela signifie que les matrices decontrôlabilité et d’ob-
servabilité sont égales à la matrice identité. En conséquence, les valeurs singulières de
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la matrice de Hankel associée à un filtre passe-tout orthogonal sont égales à un [58].
La condition d’orthogonalité d’un filtre passe-tout se résume alors par les propriétés
suivantes :

A A
H +BB

H = I (2.4)

A
H
A +C

H
C = I (2.5)

[117] ont, par ailleurs, montré qu’une condition nécessaire et suffisante pour que le filtre
H soit un passe-tout orthogonal est que la matriceF , définie par (2.6) soit unitaire.

F =

(
A B

C D

)

(2.6)

2.2.1.2 Produit scalaire

On définit l’espace de Hilbertℓ2(N) des fonctions de carré sommable à support dans
N, doté du produit scalaire :

< bk,bl >= ∑
i∈N

bk(i)b
∗
l (i) (2.7)

Cet espace est aussi appelé espace de Lebesgue. Pour la classede systèmes traités, la
réponse impulsionnelle est une fonction deℓ2(N).

Considérons à présent l’espace de Hilbert associé aux fonctions de transfert de systèmes
discrets, stables et causaux. Rappelons, pour ce faire, que la transformée enz d’une
séquence{h(i)} ∈ ℓ2(Z) est :

H(z) = ∑
i∈N

h(i)z−i

Elle appartient à l’espace de HilbertL2(T) des fonctions de carré intégrable sur le cercle
unitéT. On associe à cet espace le produit scalaire suivant :

< Bk,Bl >=
1

2π j

∮

Bk(z)B
∗
l (z

−1)
dz
z

(2.8)

Un sous-espace deL2(T) est l’espace des fonctions de carré intégrable sur le cercle
unité qui sont analytiques à l’extérieur du cercle unité, appelé espace de Hardy. Il est
à noter que les fonctions obtenues après l’application de latransformée enz sur un
ensemble de fonctions orthogonales dans l’espace de Lebesgue sont aussi orthogonales
dans l’espace de Hardy ; la transformée enz conserve la propriété d’orthogonalité.

Par ailleurs, on définit le produit scalaire de deux variables aléatoiresw(n) etv(n) par :

< w(n),v(n) >= E[w(n)v∗(n)] (2.9)

oùE est l’opérateur espérance mathématique.
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2.2.1.3 Orthogonalité de deux vecteurs aléatoires

Considérons deux vecteurs aléatoiresX etY. On définit les matrices d’intercorrélation
ΓXY et d’intercovarianceCXY par :

ΓΓΓXY = E
[
XYH] , CXY = E

[

[X−E [X]] [Y−E [Y]]H
]

Elles vérifient la relation suivante :

CXY = ΓΓΓXY−E [X]E [Y]H

Les vecteurs aléatoiresX etY sont dits non corrélés si :

CXY = 0

et orthogonaux si :
ΓΓΓXY = 0

Dans le cas où au moins l’un des deux vecteurs est centré, i.e.de moyenne nulle, la non
corrélation des vecteursX etY est équivalente à leur orthogonalité.

ConsidéronsR(z) etT(z) des fonctions de transfert stables et causales de deux systèmes
mono-entrée multi-sorties (SIMO, de l’anglais Single Input Multiple Outputs) tels que
W(n) = R(q)x(n) etV(n) = T(q)y(n), oùq est l’opérateur avance, soient les réponses
respectives des deux systèmes lorsqu’ils sont excités par les processus stochastiques
stationnaires, centrés,x ety, respectivement. AppelonsΦxy(z) la transformée en z de la
fonction d’intercorrélation des deux processus. Par suitedu théorème de Parseval, on
a :

< W(n),V(n) >=
1

2π j

∮

R(z)TH(z−1)Φxy(z)
dz
z

(2.10)

2.2.2 Construction basée sur la représentation d’état équilibrée

L’une des premières généralisations des bases orthogonales est celle dite modèle de
Hambo, proposée par [58].

Supposons qu’on veuille construire une base avec l’ensemble de pôles stables1 {ξi},
i = 0,1, · · · , r −1. La première étape de cette construction consiste à formerla fonction
de transfert passe-tout prototypeG(z) d’ordre r, ayant une représentation équilibrée
dans l’espace d’état. Le passe-tout prototype choisi est défini par sa fonction de transfert
G.

G(z) =
r−1

∏
i=0

1−ξ ∗
i z

z−ξi
(2.11)

G(z) = D +C (zI−A )−1
B (2.12)

1i.e. pôles à l’intérieur du cercle unité
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La transformée enz du vecteur d’étatX du système est reliée à celle de l’entréeU par
la relation suivante :

X(z) = (zI−A )−1
BU(z) = V(z)U(z) (2.13)

V(z) est le vecteur qui contient lesr fonctions de transfert entrée-état. On peut aussi
noter que [97]

V(z) =
ad j(zI−A )

det(zI−A )
B =

N(z)
d(z)

, d(z) =
r−1

∏
i=0

(z−ξi) (2.14)

Le filtre passe-tout prototypeG s’écrit alors :

G(z) =
zrd∗(z−1)

d(z)
(2.15)

On vérifie aisément queG∗(z−1) = G−1(z).

Proposition 2.1 Les fonctions de transfert définies par Vi(z) = eT
i (zI−A )−1B, où ei,

i = 0,1, · · · , r −1 désigne le(i +1)-ème vecteur de la base euclidienneR
r , forment un

ensemble orthonormal.

Preuve : Supposons que le signal d’entréeu soit blanc, centré, de variance unité. A
partir de (2.13) on peut considérer le vecteur d’état comme étant la sortie du filtre
SIMO de fonction de transfertV(z) lorsque celui-ci est excité par le signal d’entrée
u. Le produit scalaire des signaux d’état est donc donné par l’application directe de la
définition (2.10) :

< x(n),x(n) >=
1

2π j

∮

V(z)VH(z−1)
dz
z

Par application du théorème de Parseval, on a :

1
2π j

∮

V(z)VH(z−1)
dz
z

= lim
n→∞

1
n

n−1

∑
i=0

E{x(i)xH(i)}

Or par définition [90], la matrice de contrôlabilité est aussi donnée par

P = lim
n→∞

1
n

n−1

∑
i=0

E{x(i)xH(i)}

Tenant compte du fait que la représentation d’état du filtre passe-tout prototypeG est
équilibrée, sa matrice de contrôlabilité est, comme nous l’avons fait remarquer dans les
préliminaires, la matrice unité. D’où1

2π j

∮
V(z)VH(z−1)dz

z = I .

Par cette procédure, une base de dimensionr, telle que

B0,i(z) = Vi(z), i = 0,1, · · · , r −1
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a été générée. Par la multiplication répétée deV(z) par G(z), une base complète de
l’espace de Hardy est ensuite générée. Les fonctions de cette base sont données par :

Bk,i(z) = Vi(z)[G(z)]k,k = 0,1, · · · ; i = 0,1, · · · , r −1 (2.16)

On vérifie que :

< Bk,i,Bl ,m >=
1

2π j

∮

Vi(z)G
k(z)V∗

m(z−1)[G∗(z−1)]l
dz
z

= δk,l δi,m (2.17)

En effet, en notantBk(z) = [Bk,0(z) Bk,1(z) · · ·Bk,r−1(z)]T , on peut remarquer, en
utilisant (2.16) et (2.3), que :

Bk(z)B
H
k (z−1) = V(z)VH(z−1)[G(z)G∗(z−1)]k = V(z)VH(z−1)

On a alors :

< Bk,Bk >=
1

2π j

∮

Bk(z)B
H
k (z−1)

dz
z

=
1

2π j

∮

V(z)VH(z−1)
dz
z

= I

Par ailleurs, à partir de (2.14) et de (2.15), on a :

< Bk,Bl >=
1

2π j

∮

Bk(z)B
H
l (z−1)

dz
z

=
1

2π j

∮

χ(z)
dz
z

= 0

avec

χ(z) = zr(k−l)
(

N(z)
d(z)

)(
NH(z−1)

d∗(z−1)

)(
d(z)

d∗(z−1)

)l−k

Cette fonction est analytique à l’intérieur du cercle unité pour l > k. Par conséquent
son intégrale est nulle. D’où :< Bk,Bl >= 0, l > k. Dans le cas où,l < k, on sait que
< Bk,Bl >= (< Bl ,Bk >)H . Il suffit alors de transconjuguer le résultat précédent pour
aboutir à< Bk,Bl >= 0, l < k. En résumé :< Bk,Bl >= δk,l Ir .

La base de fonctions ci-dessus construite est la généralisation des bases orthogonales
bien connues comme celle des filtres RIF, de Laguerre et de Kautz.

2.2.2.1 Base de filtres RIF

Considérons la fonction de transfert passe-tout prototypeG(z) = z−1, ce qui corres-
pond, dans (2.11), à un passe-tout d’ordrer = 1 ayant pour pôleξ = 0. Une représen-
tation d’état équilibrée de cette fonction est(0,1,1,0). Par suite, en appliquant (2.13)
on obtient :V(z) = z−1. La base correspondante est donc :

Bk(z) = z−(k+1)

C’est la base des filtres RIF pour des systèmes strictement causaux.
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2.2.2.2 Base de filtres de Laguerre

Considérons la fonction passe-tout, d’ordre un,G(z)= 1−ξz
z−ξ ayant un pôle réel stable,ξ .

Une représentation d’état équilibrée de cette fonction est: (ξ ,
√

1−ξ 2,
√

1−ξ 2,−ξ ).

Par application de (2.13) on obtient :V(z) =

√
1−ξ 2

z−ξ . Par suite, la base correspondante
est :

Bk(z) =

√

1−ξ 2

z−ξ

(
1−ξz
z−ξ

)k

C’est la base de filtres de Laguerre.

2.2.2.3 Base de filtres de Kautz

Considérons la fonction de transfert d’un filtre passe-tout d’ordre deuxG(z) ayant deux
pôles complexes conjugués.

G(z) =
−cz2 +b(c−1)z+1

z2 +b(c−1)z−c

Les constantesb et c sont des réels de valeur absolue strictement inférieure à l’unité2,
choisies de sorte queb2(c− 1)2 + 4c < 0. Une représentation d’état équilibrée de ce
filtre est :

A =





b
√

1−b2

c
√

1−b2 −bc



 , B =





0

√
1−c2





C =
( √

(1−c2)(1−b2) −b
√

1−c2
)
, D = −c

Par application de (2.13), on a :

V(z) =

√
1−c2

z2 +b(c−1)z−c





√
1−b2

z−b





Par suite, la base correspondante est, pourk = 0,1,2, · · ·

Bk,0(z) =

√

(1−c2)(1−b2)

z2 +b(c−1)z−c

[−cz2 +b(c−1)z+1
z2 +b(c−1)z−c

]k

Bk,1(z) =

√
1−c2(z−b)

z2 +b(c−1)z−c

[−cz2 +b(c−1)z+1
z2 +b(c−1)z−c

]k

C’est la base de filtres de Kautz [133].

2Condition nécessaire pour assurer la stabilité deG
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2.2.3 Construction par orthogonalisation de Gram-Schmidt

C’est l’approche dite de Ninness et Gustafsson [90]. Elle consiste en une procédure
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliquée à un ensemble de fonctions{φk(z)}∞

k=0
pour former une base orthonormale{Bk(z)}∞

k=0. Selon Gram-Schmidt, la base orthonor-
male désirée est obtenue en réalisant les étapes suivantes :

B0 =
φ0

‖φ0‖
(2.18)

Pourk = 1,2, · · · :

βk = φk−
k−1

∑
i=0

< φk,Bi > Bi (2.19)

Bk =
βk

‖βk‖
(2.20)

Les fonctionsφk sont choisies de sorte qu’on puisse introduire la connaissance dis-
ponible sur les dynamiques du système. Supposons que le système présente des dyna-
miques proches d’un ensemble de pôlesξk, alors les fonctionsφk sont choisies comme :

φk(z) =
1

z−ξk
(2.21)

Nous considérerons tout d’abord le cas des pôles réels. La première fonction de la
base,B0, est obtenue en normalisant la fonctionφ0. Cette normalisation est obtenue en
appliquant la définition (2.8). On a donc :

‖φ0‖2 =< φ0,φ0 >=
1

2π j

∮
z

(z−ξ0)(1−ξ0z)
dz
z

=
1

1−ξ 2
0

et par suite :

B0(z) =

√

1−ξ 2
0

z−ξ0
(2.22)

La fonction de base suivante,B1, est donnée par la relation de Gram-Schmidt (2.19) :

β1(z) =
1

z−ξ1
−




1

2π j

∮
z

z−ξ1

√

1−ξ 2
0

1−ξ0z
dz
z





√

1−ξ 2
0

z−ξ0

=
1

z−ξ1
−
(

1−ξ 2
0

1−ξ0ξ1

)
1

z−ξ0

=
(ξ1−ξ0)(1−ξ0z)

(1−ξ0ξ1)(z−ξ0)(z−ξ1)

On vérifie aisément queβ1 admet comme zéro 1/ξ0. Par application de la définition
(2.8), on a :

‖β1‖2 =
(ξ0−ξ1)

2

(1−ξ0ξ1)2
(
1−ξ 2

1

)
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et par suite de la normalisation (2.20), on a :

B1(z) =

√

1−ξ 2
1

z−ξ1

1−ξ0z
z−ξ0

(2.23)

Supposons à présent que nous avons déjà construitk fonctions de base suivant la pro-
cédure de Gram-Schmidt. Alors, la (k+1)-ème fonction sera telle que :

βk(z) =
1

z−ξk
−

k−1

∑
i=0

<
1

z−ξk
,Bi(z) > Bi(z) =

Ωk(z)
k
∏
i=0

(z−ξi)

où le numérateurΩk est un polynôme enz de degrék.

Proposition 2.2 Les valeurs{1/ξi}, i = 0,1, · · · ,k− 1 sont les zéros du polynôme
Ωk(z).

Preuve : Par construction on sait que 0=< βk,Bi >= (< Bi,βk >)∗, ∀i < k. Evaluons
alors, pour chacune de ces valeurs dei, le produit scalaire ci-dessus :

< B0,βk > =
1

2π j

∮

B0(z)β ∗
k (z−1)

dz
z

=
√

1−ξ 2
0 β ∗

k (1/ξ0)

< βk,B0 > = (< B0,βk >)∗ =
√

1−ξ 2
0 βk(1/ξ0)

0 = < βk,B0 >=
√

1−ξ 2
0 βk(1/ξ0)

1/ξ0 est donc un zéro deΩk(z). On en déduit la factorisationΩk(z) = (1−ξ0z)Ωk−1(z).
Calculons ensuite le produit< B1,βk > en utilisant la factorisation deΩk(z) ci-dessus :

< B1,βk > =
1

2π j

∮

√

1−ξ 2
1 (1−ξ0z)

(z−ξ1)(z−ξ0)

(
1−ξ0z−1

)
Ω∗

k−1(z
−1)

k
∏
i=0

(z−1−ξi)

dz
z

=
1

2π j

∮

√

1−ξ 2
1

z−ξ1

Ω∗
k−1(z

−1)

k
∏
i=1

(z−1−ξi)

dz
z

=

√

1−ξ 2
1 Ω∗

k−1(1/ξ1)

k
∏
i=1

(
ξ−1

1 −ξi
)

Suivant la même procédure, on montre que 1/ξ1 est un zéro deΩk−1 et donc deΩk. En
itérant ce processus pour toutes les fonctions déjà construites, on trouve tous les zéros
deΩ(z) sous la forme 1/ξi , i < k.
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A une constante prèsA, le polynômeΩk(z) s’écrit Ωk(z) = A
k−1
∏
i=0

(1−ξiz). Par suite, la

normalisation (2.20) implique :

Bk(z) =

√

1−ξ 2
k

z−ξk

k−1

∏
i=0

1−ξiz
z−ξi

(2.24)

Pour des pôles réels, la base définie par les relations (2.22)et (2.24) est aussi appelée
base de Laguerre généralisée.

Cette procédure de construction de la BFOR reste valable dans le cas où les pôles sont
complexes. Auquel cas nous avons :

Bk(z) =

√

1−|ξk|2

z−ξk

k−1

∏
i=0

1−ξ ∗
i z

z−ξi
(2.25)

Cependant, les réponses impulsionnelles de ces filtres sont complexes. C’est aussi le cas
lorsque lesk premiers pôles sont réels et qu’un(k+1)-ème pôle complexe est introduit.
En conséquence, le système résultant est physiquement non réalisable. Pour le rendre
réalisable, la solution consiste à introduire les modes complexes par paire conjuguée.

Pour introduire un mode complexe, on détermine selon (2.24)les fonctions de base
Bk et Bk+1 correspondant à la paire de pôles complexes conjugués choisis, c’est-à-
dire ξk+1 = ξ ∗

k . A partir de ces fonctions, on génère une nouvelle paire de fonctions
de base ayant respectivement une réponse impulsionnelle réelle. Ces deux nouvelles
fonctions sont des combinaisons linéaires des précédentes, ce qui permet de préserver
l’orthogonalité de la base. Une fois déterminées, elles remplacerontBk et Bk+1 dans la
base précédemment construite.

(
B′

k
B′′

k

)

=

(
c0 c1

c′0 c′1

)(
Bk

Bk+1

)

(2.26)

Pour les besoins de la suite de ce développement, déterminons les normes respectives
de ces nouvelles fonctions ainsi que leur produit scalaire.On a :

‖B′
k‖2 = < c0Bk +c1Bk+1,c0Bk +c1Bk+1 >

= |c0|2 < Bk,Bk > +|c1|2 < Bk+1,Bk+1 >

+c0c∗1 < Bk,Bk+1 > +c1c∗0 < Bk+1,Bk >

= |c0|2 + |c1|2 (2.27)

‖B′′
k‖2 = < c′0Bk +c′1Bk+1,c

′
0Bk +c′1Bk+1 >

= |c′0|2 + |c′1|2 (2.28)

a =< B′
k,B

′′
k >= c0c′∗0 +c1c′∗1 (2.29)
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Nous pouvons souligner que les fonctionsB′
k et B′′

k engendrent un plan orthogonal au
sous-espace engendré par{Bi(z)}k−1

i=0 . Cependant, il y a une infinité de choix possibles
car sur un plan vectoriel le nombre de paires de vecteurs orthonormés est infini.

La forme récursive de la relation (2.25) est donnée par :

Bk(z) =

√

1−|ξk|2
√

1−|ξk−1|2

(
1−ξ ∗

k−1z

z−ξk

)

Bk−1(z) (2.30)

Tenant compte du fait queξk+1 = ξ ∗
k , la relation de récurrence ci-dessus permet d’écrire

Bk+1(z) =
1−ξ ∗

k z

z−ξ ∗
k

Bk(z)

Par suite

Bk+1(z) =

√

1−|ξk|2
√

1−|ξk−1|2

( (
1−ξ ∗

k−1z
)(

1−ξ ∗
k z
)

z2−
(
ξk +ξ ∗

k

)
z+ |ξk|2

)

Bk−1(z) (2.31)

Tenant compte des équations (2.26), (2.30) et (2.31), nous avons :

B′
k(z) =

√

1−|ξk|2
√

1−|ξk−1|2

((
1−ξ ∗

k−1z
)((

c0−c1ξ ∗
k

)
z+c1−c0ξ ∗

k

)

z2−
(
ξk +ξ ∗

k

)
z+ |ξk|2

)

Bk−1(z)

B′′
k(z) =

√

1−|ξk|2
√

1−|ξk−1|2

((
1−ξ ∗

k−1z
)((

c′0−c′1ξ ∗
k

)
z+c′1−c′0ξ ∗

k

)

z2−
(
ξk +ξ ∗

k

)
z+ |ξk|2

)

Bk−1(z)

En posant :
α = c0−c1ξ ∗

k µ = c1−c0ξ ∗
k

α ′ = c′0−c′1ξ ∗
k µ ′ = c′1−c′0ξ ∗

k
nous avons

c0 =
α+ξ ∗

k µ
1−ξ ∗2

k
c1 =

αξ ∗
k +µ

1−ξ ∗2
k

c′0 =
α ′+ξ ∗

k µ ′

1−ξ ∗2
k

c′1 =
α ′ξ ∗

k +µ ′

1−ξ ∗2
k

(2.32)

Par suite :

B′
k(z) =

√

1−|ξk|2
√

1−|ξk−1|2

( (
1−ξ ∗

k−1z
)
(αz+ µ)

z2−
(
ξk +ξ ∗

k

)
z+ |ξk|2

)

Bk−1(z)

B′′
k(z) =

√

1−|ξk|2
√

1−|ξk−1|2

( (
1−ξ ∗

k−1z
)
(α ′z+ µ ′)

z2−
(
ξk +ξ ∗

k

)
z+ |ξk|2

)

Bk−1(z)

Pour assurer la normalité de ces deux fonctions de base, les relations (2.27) et (2.28)
engendrent alors les contraintes|c0|2+ |c1|2 = 1 et|c′0|2+ |c′1|2 = 1, qui s’écrivent aussi,
à partir de (2.32) et en supposant réels les coefficientsα,α ′,µ,µ ′ [90] :

(
1+ |ξk|2

)(
α2 + µ2)+2(ξk +ξ ∗

k )αµ = |1−ξ 2
k |2

(
1+ |ξk|2

)(
α ′2 + µ ′2)+2(ξk +ξ ∗

k )α ′µ ′ = |1−ξ 2
k |2
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En posantw1 = (α µ)T etw2 = (α ′ µ ′)T , les relations ci-dessus s’écrivent de façon
plus compacte telles que

wT
1 Mw1 =

∣
∣1−ξ 2

k

∣
∣
2

wT
2 Mw2 =

∣
∣1−ξ 2

k

∣
∣
2

(2.33)

avec

M =

(
1+ |ξk|2 2Re(ξk)
2Re(ξk) 1+ |ξk|2

)

Pour assurer l’orthogonalité des deux nouvelles fonctionsde base, (2.29) doit s’annuler.
Par suite, on obtient une nouvelle équation quadratique :

wT
1 Mw2 = 0 (2.34)

On a donc trois équations pour déterminer les quatre variablesα,α ′,µ et µ ′. En consé-
quence, plusieurs vecteursw1 et w2 solutions des équations (2.33) et (2.34) existent.
Un choix possible est [82] :

w1 =

√
(
1+ξ ∗

k

)
(1+ξk)

2

(
1
−1

)

w2 =

√
(
1−ξ ∗

k

)
(1−ξk)

2

(
1
1

)

On obtient alors :

B′
k(z) =

√

(1−|ξk|2)(1+ξk)
(
1+ξ ∗

k

)

2
z−1

z2−2Re(ξk)z+ |ξk|2
k−1

∏
i=0

1−ξiz
z−ξi

B′′
k(z) =

√

(1−|ξk|2)(1−ξk)
(
1−ξ ∗

k

)

2
z+1

z2−2Re(ξk)z+ |ξk|2
k−1

∏
i=0

1−ξiz
z−ξi

Considérons à présent le cas où tous les pôles sont complexes.Dans ce cas, on a la
formulation suivante :

B2k(z) =

√

(1−|ξk|2)(1+ξk)
(
1+ξ ∗

k

)

2
z−1

z2−2Re(ξk)z+ |ξk|2
k−1

∏
i=0

(1−ξ ∗
i z)(1−ξiz)

(z−ξi)
(
z−ξ ∗

i

)

(2.35)

B2k+1(z) =

√

(1−|ξk|2)(1−ξk)
(
1−ξ ∗

k

)

2
z+1

z2−2Re(ξk)z+ |ξk|2
k−1

∏
i=0

(1−ξ ∗
i z)(1−ξiz)

(z−ξi)
(
z−ξ ∗

i

)

(2.36)
La base définie par (2.35) et (2.36) peut-être appelée Base de Kautz généralisée.

Par ailleurs, [90] font remarquer que les nombreuses possibilités de choix des solutions
des équations (2.33) et (2.34) permettent de générer des bases, pour des dynamiques de
second ordre, autres que celle de Kautz.

La base de fonctions construite par la méthode de Ninness et Gustafsson est la généra-
lisation des bases orthogonales bien connues comme celle des filtres RIF, de Laguerre
et de Kautz.
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2.2.3.1 Base de filtres RIF

La procédure de construction est réalisée avec la fonctionφ(z) = z−1. A partir de la
formulation générale (2.24), il suffit de prendreξk = 0,∀k. D’où :

Bk(z) = z−(k+1)

C’est la base des filtres RIF pour des systèmes strictement causaux.

2.2.3.2 Base de filtres de Laguerre

La construction de la base est réalisée avecφk(z) = 1
z−ξ ,∀k. Autrement dit, à partir de

la formulation générale, il suffit de prendreξk = ξ ,∀k. D’où :

Bk(z) =

√

1−ξ 2

z−ξ

(
1−ξz
z−ξ

)k

C’est la base de filtres de Laguerre.

2.2.3.3 Base de filtres de Kautz

On considère ici l’introduction répétée d’un seul mode complexeξ . Les formules (2.35)
et (2.36) donnent alors :

B2k(z) = A(ξ )
z−1

z2−2Re(ξ )z+ |ξ |2
(

(1−ξ ∗z)(1−ξz)
z2−2Re(ξ )z+ |ξ |2

)k

B2k+1(z) = A′(ξ )
z+1

z2−2Re(ξ )z+ |ξ |2
(

(1−ξ ∗z)(1−ξz)
z2−2Re(ξ )+ |ξ |2

)k

avec

A(ξ ) =

√

(1−|ξ |2)(1+ξ )(1+ξ ∗)
2

A′(ξ ) =

√

(1−|ξ |2)(1−ξ )(1−ξ ∗)
2

On retrouve la base de Kautz telle que définie par [96]. C’est laseconde définition
des fonctions de Kautz. Elle engendre le même espace que celles définies dans le pa-
ragraphe 2.2.2. On montre que ces deux définitions sont équivalentes [82]. On passe
de l’une vers l’autre via une rotation. Notons que par un autre choix de solutions des
équations (2.33) et (2.34) on retrouve directement la première définition des fonctions
de Kautz données en 2.2.2 [90].
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2.2.4 Méthode générale de construction

Le modèle de Hambo, défini dans le paragraphe 2.2.2 peut aussiêtre vu comme résul-
tant d’une mise en cascade d’un même filtre passe-toutG d’ordre quelconque. Quant à
la construction de Ninness et Gustafsson, on peut remarquerque les fonctions de trans-

fert de type1−ξ ∗
i z

z−ξi
que l’on retrouve dans la formule (2.25) et celles de type

(1−ξ ∗
i z)(1−ξiz)

(z−ξi)(z−ξ ∗
i )

dans (2.35) et (2.36) sont respectivement de type passe-tout du premier et du second
ordre. Par conséquent, les fonctions de la BFOR ainsi construite peuvent être vues
comme résultant de la mise en cascade de différents filtres passe-tout mais de même
ordre. Une méthode de construction générale consiste donc àmettre en cascade diffé-
rents filtres passe-tout d’ordre quelconque [15, 13, 31].

Pour ce faire, considérons l’ensemble de filtres passe-tout{Gk(z)}k∈N ayant respecti-
vementrk pôles stables. Ils sont définis par :

Gk(z) =
rk

∏
j=1

1−ξ ∗
k, j

z−ξk, j
(2.37)

Pour la construction de la base, on utilise les représentations d’état (Ak,Bk,Ck,Dk,) des
filtres passe-toutGk ; nous prendrons des représentations équilibrées. Les fonctions de
transfert entrée-état de chaque filtre étant :

Vk(z) = (zI−Ak)
−1

Bk

on construit les fonctions de base de la manière suivante :

Bk(z) = Vk(z)
k−1

∏
i=0

Gi(z) (2.38)

Comme pour le modèle de Hambo, on peut aussi se ramener au calcul des résidus pour
montrer l’orthonormalité de la base ainsi construite. Cependant, [15] en utilisant les
résultats de [117] ont mis en lumière des propriétés intéressantes, utiles pour prouver
l’orthonormalité. En effet, le principal résultat de [117]est que l’orthogonalité et les
propriétés des passe-tout sont préservées pour plusieurs connexions différentes de ces
filtres. Par exemple pour une connexion en cascade, le résultat suivant a été prouvé dans
[117].

Théorème 2.1Soient H1(z) et H2(z) deux filtres passe-tout orthogonaux ayant respec-
tivement les états x1 et x2. Alors le filtre résultant de leur mise en cascade, H1H2 avec
les états

(
xT

1 xT
2

)T
est aussi un filtre passe-tout orthogonal.

Preuve :ConsidéronsH1 etH2 ayant les représentations d’état respectives (A1,B1,C1,
D1) et (A2,B2,C2,D2,). Leur mise en cascade est illustrée par la figure 2.1. Relative-
ment à la relation (2.6), on note :

F1 =

(
A1 B1

C1 D1

)

F2 =

(
A2 B2

C2 D2

)
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FIG. 2.1 – Mise en cascade de deux passe-tout

Déterminons à présent la représentation d’état du système résultant. On a :

x1(n+1) = A1x1(n)+B1u(n)

y1(n) = C1x1(n)+D1u(n)

x2(n+1) = A2x2(n)+B2y1(n) = A2x2(n)+B2C1x1(n)+B2D1u(n)

y(n) = C2x2(n)+D2y1(n) = C2x2(n)+D2C1x1(n)+D2D1u(n)

Le filtre résultant a pour vecteur d’état
(
xT

1 xT
2

)T
. On lui associe donc la matrice

partitionnéeF3 ci-dessous.

F3 =





A1 0 B1

B2C1 A2 B2D1

D2C1 C2 D2D1





Cette matrice est ensuite factorisée en un produit de deux matrices de sorte que :

F3 =





I 0 0
0 A2 B2

0 C2 D2









A1 0 B1

0 I 0
C1 0 D1





Tenant compte de l’orthogonalité respective des matricesF1 et F2, on peut aisément
vérifier celle des deux matrices en facteur et par suite, celle de leur produit.

De ce théorème, il est évident de constater qu’à partir d’unefamille de filtres passe-
tout stablesGk, d’ordre respectifrk, une famille orthonormale est générée en mettant
en cascade ces filtres. Les fonctions de base sont alors les fonctions de transfert entrée-
états de chaque passe-tout.

[90] et [15] ont montré qu’une condition nécessaire et suffisante pour que cette base
soit complète dans l’espace de Hardy est :

∞

∑
k=0

(1−ξk) = ∞ (2.39)
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Cette méthode de construction généralise bel et bien la construction de Heuberger et al.
ainsi que celle de Ninness et Gustafsson, et par suite celle des bases de filtres RIF, de La-
guerre et de Kautz. Ainsi, de cette construction, on obtientle modèle de Hambo en met-
tant le même filtre passe-tout d’ordreq quelconque en cascade. Quant à la base de Nin-
ness et Gustafsson, elle est obtenue en mettant en cascade différents filtres passe-tout de
premier ordre, de représentation équilibrée respective(ξk,

√

1−|ξk|2,
√

1−|ξk|2,−ξ ∗
k ).

Toutefois, une telle représentation génère une réponse impulsionnelle complexe dans
le cas où au moins un pôle est complexe. Le système physique résultant est non réali-
sable. Il faut donc tenir compte de la procédure d’insertionde modes complexes telle
que décrite dans le paragraphe 2.2.3. La base sera donc obtenue en mettant en cas-
cade des passe-tout du premier ordreGk(z) = 1−ξkz

z−ξk
, de représentation d’état respec-

tive (ξk,
√

1−|ξk|2,
√

1−|ξk|2,−ξ ∗
k ), pour des pôles réels et des passe-tout du second

ordreGk(z) =
(1−ξkz)(1−ξ ∗

k z)
(z−ξk)(z−ξ ∗

k )
, de représentation d’état respective

Ak =







bk

√

1−b2
k

ck

√

1−b2
k −bkck







, Bk =






0

√

1−c2
k






Ck =
( √

(
1−c2

k

)(
1−b2

k

)
−bk

√

1−c2
k

)

, Dk = −ck

avecck = −|ξk|2 etbk = 2Re(ξk)
1+|ξk|2 .

2.3 Réseaux de filtres associés à la base de fonctions or-
thogonales rationnelles

La base de fonctions orthogonales rationnelles construitepar les méthodes sus-indiquées
étant complète, tout système stable et causalH peut-être développé sur celle-ci :

H(z) =
∞

∑
k=0

gkBk(z) (2.40)

Lesgk sont appelés coefficients de Fourier. Ils sont donnés par :

gk =< H(z),Bk(z) >=
∞

∑
i=0

h(i)bk(i) (2.41)

oùh(i) = Z −1{H(z)} etbk(i) = Z −1{Bk(z)}.

La sortiey(n) du systèmeH correspondant à une entréeu(n) est telle que

y(n) = H(q)u(n) =
∞

∑
k=0

gkBk(q)u(n) =
∞

∑
k=0

gksk(n)
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oùq désigne l’opérateur avance.

Comme pour les filres RIF, des structures d’implémentation transversale ou orthogo-
nale (par exemple en treillis) peuvent être définies.

2.3.1 Structure transversale

Pour le modèle de [90], nous pouvons développer deux types d’implémentation trans-
versale. La première est celle présentée par les auteurs (figure 2.2).

)(� qG

�g
)(� qG�−

�g ��g −

Σ Σ

)n(s� )n(s� )n(s ��
−

)n(u

)n(y

)(� qV )(� qV�−
)(� qV

FIG. 2.2 – Réseau de filtres de la BFOR de Ninness et Gustafsson

Les fonctions de base sont données parBk(z) = Vk(z)
k−1
∏
i=0

Gi(z) avec :

– cas des pôles réels

Vk(z) =

√

1−ξ 2
k

z−ξk
Gi(z) =

1−ξiz
z−ξi

– cas des modes complexes

Vk(z)=








√
(1−|ξk|2)(1+ξk)(1+ξ ∗

k )
2

z−1
z2−2Re(ξk)z+|ξk|2

√
(1−|ξk|2)(1−ξk)(1−ξ ∗

k )
2

z+1
z2−2Re(ξk)z+|ξk|2








Gi(z)=
(1−ξiz)(1−ξ ∗

i z)

(z−ξi)
(
z−ξ ∗

i

)

Il est à noter que sur la figure 2.2, lessk(n) et lesgk sont scalaires siGk est du premier
ordre et vectoriels de dimension 2 siGk est du second ordre.

La seconde forme d’implémentation tient compte des relations de récurrence entre deux
fonctions de base consécutives. Elle a été développée par [82]. On peut cependant re-
marquer que cette représentation n’est valable que pour le cas des pôles réels. Dans le
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cas où la base est formée à partir de pôles complexes et réels,nous développons dif-
férentes relations de récurrence suivant l’ordre de placement des pôles conduisant à la
structure en cascade de la figure 2.3. Pourk = 0, on a :

– ξ0 est réel :

B0(z) =

√

1−ξ 2
0

z−ξ0

– ξ0 est complexe :

B′
0(z) =

√

(1−|ξk|2)(1+ξk)
(
1+ξ ∗

k

)

2
z−1

z2−2Re(ξk)z+ |ξk|2

B′′
0(z) =

√

(1−|ξk|2)(1−ξk)
(
1−ξ ∗

k

)

2
z+1

z2−2Re(ξk)z+ |ξk|2
Pourk > 0, on a :

– ξk et ξk−1 sont réels :

Bk(z) = Lk(z)Bk−1(z)

Lk(z) =

√

1−ξ 2
k

√

1−ξ 2
k−1

(
1−ξk−1z

z−ξk

)

– ξk est complexe etξk−1 réel :

B′
k(z) = L′

k(z)Bk−1(z)

L′
k(z) =

√

(1−|ξk|2)(1+ξk)
(
1+ξ ∗

k

)

2
(
1−ξ 2

k−1

)
(z−1)(1−ξk−1z)

z2−2Re(ξk)z+ |ξk|2

B′′
k(z) = L′′

k(z)Bk−1(z)

L′′
k(z) =

√

(1−|ξk|2)(1−ξk)
(
1−ξ ∗

k

)

2
(
1−ξ 2

k−1

)
(z+1)(1−ξk−1z)

z2−2Re(ξk)z+ |ξk|2

– ξk et ξk−1 sont complexes :

B′
k(z) = L′

k(z)B
′
k−1(z)

L′
k(z) =

√

(1−|ξk|2)(1+ξk)
(
1+ξ ∗

k

)

(1−|ξk−1|2)(1+ξk−1)
(
1+ξ ∗

k−1

)

(
1−ξ ∗

k−1z
)
(1−ξk−1z)

z2−2Re(ξk)z+ |ξk|2

B′′
k(z) = L′′

k(z)B
′′
k−1(z)

L′′
k(z) =

√

(1−|ξk|2)(1−ξk)
(
1−ξ ∗

k

)

(1−|ξk−1|2)(1−ξk−1)
(
1−ξ ∗

k−1

)

(
1−ξ ∗

k−1z
)
(1−ξk−1z)

z2−2Re(ξk)z+ |ξk|2

51



Chapitre 2. Les Bases de Fonctions Orthogonales Rationnelles

– ξk est réel etξk−1 complexe. Nous éviterons ce cas, car il fait intervenir un filtre
non stable. En effet

Bk(z) = L′
k(z)B

′
k−1(z)

L′
k(z) =

√

2(1−|ξk|2)
(1−|ξk−1|2)(1+ξk−1)

(
1+ξ ∗

k−1

)
(1−ξk−1z)

(
1−ξ ∗

k−1z
)

(z−ξk)(z−1)

ou

Bk(z) = L′′
k(z)B

′′
k−1(z)

L′′
k(z) =

√

2(1−|ξk|2)
(1−|ξk−1|2)(1−ξk−1)

(
1−ξ ∗

k−1

)
(1−ξk−1z)

(
1−ξ ∗

k−1z
)

(z−ξk)(z+1)

Dans le cas où tous les pôles sont réels on a la réalisation suivante :

)(� qB )(� qL

�g
)(� qL�−

�g ��g −

Σ Σ

)n(s� )n(s� )n(s ��
−)n(u

)n(y

FIG. 2.3 – Réseau de filtres de la BFOR de Ninness et Gustafsson : cas des pôles réels

2.3.2 Structure orthogonale : Filtre en treillis

Dans la littérature, on retrouve quelques références sur l’implémentation des bases or-
thogonales en utilisant une structure de filtres en treillis. Ces filtres assurent, en plus de
l’orthogonalité de la base, celle des entrées filtrées. Par ailleurs, il est bien connu que
cette structure de filtre présente des avantages certains quant à la stabilité numérique
des algorithmes. [95] et [88] ont développé un modèle de Laguerre en treillis tandis
que [97] présente un modèle de Hambo en treillis. Ce modèle généralise à la fois l’im-
plémentation en treillis des filtres FIR et des filtres de Laguerre. Quoique nous n’ayons
trouvé aucune référence, dans la littérature, sur l’implémentation en treillis des filtres
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)(qV )(qG

�g
)(qG

�g ��g −

Σ Σ
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−)n(u

)n(y

FIG. 2.4 – Modèle de Hambo ou réseau de filtres de la BFOR de Heuberger et al.

de Kautz, il est possible d’en dériver une à partir de la formulation générale du mo-
dèle de Hambo en treillis [97]. Il suffira pour ce faire d’utiliser un passe-tout du second
ordre.

Rappelons que les fonctions de base du modèle de Hambo sont telles queBk(z) =
V(z)Gk(z). G étant la fonction de transfert scalaire d’un filtre passe-tout orthogonal
d’ordrer, V(z) est dans ce cas un vecteur de dimensionr. Dans la représentation de la
figure 2.4, lessk(n) et lesgk sont donc des vecteurs de dimensionr.

Comme on peut le remarquer sur la figure 2.4, les entrées filtrées du système sont :

sk(n) = Bk(q)u(n) = V(q)Gk(q)u(n)

Supposons queu est un processus stochastique stationnaire. De la propriété des passe-
tout orthogonaux (2.3), on a :G∗(z−1) = G−1(z). Conformément à la définition (2.9)
nous pouvons alors écrire :

< sk,sm >= Gk−m(z)V0(z)V
H
0 (z−1)Γu (2.42)

oùΓΓΓu = E[uu∗]. Ce produit scalaire ne dépend que de la différence entre les indicesk
et m. Par conséquent, la matrice de corrélation des entrées filtrées est une matrice de
Toeplitz, de dimensionr × r. Grâce à cette structure Toeplitz, un filtre en treillis peut
être déterminé [57].

Il est à noter que dans le cas de la construction de [90] la matrice de corrélation des
entrées filtrées n’est pas de type Toeplitz. En effet, comme on peut le remarquer à partir
de la figure 2.2, les entrées filtrées du système sont :

sk(n) = Bk(q)u(n) = Vk(q)
k−1

∏
i=0

Gi(q)u(n)

En supposant queu est un processus stochastique stationnaire, par suite du théorème
de Parseval on a :

< sk,sl >=
1

2π j

∮

Vk(z)V
∗
l (z−1)

k−1

∏
i=0

Gi(z)
l−1

∏
m=0

G∗
m(z−1)Φuu(z)

dz
z
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Sachant queG∗
i (z

−1) = G−1
i (z), ∀i, on a les trois cas suivants :

< sk,sl > =
1

2π j

∮

Vk(z)V
∗
l (z−1)

k−1

∏
i=l

Gi(z)Φuu(z)
dz
z

, si k> l

< sk,sl > =
1

2π j

∮

Vk(z)V
∗
l (z−1)

l−1

∏
i=k

G−1
i (z)Φuu(z)

dz
z

, si k< l

< sk,sk > =
1

2π j

∮

Vk(z)V
∗
k (z−1)Φuu(z)

dz
z

On constate que ce produit scalaire, qui définit la matrice decorrélation des entrées
filtrées, ne dépend pas du décalagek− l . La structure de la matrice de corrélation des
entrées filtrées n’est donc pas, dans ce cas, de type Toeplitz. D’où l’impossibilité de
dériver une implémentation en treillis de la BFOR de Niness etGustafsson. Toutefois,
l’orthogonalisation des entrées filtrées par la BFOR peut être réalisée en introduisant
un module d’orthogonalisation à la suite du filtrage par la BFOR. Nous reviendrons sur
la détermination de ce module d’orthogonalisation dans le chapitre 4.

2.4 Choix de la base optimale

Dans cette section, nous considérons la BFOR de Ninness et Gustafsson [90]. Dans ce
cas, les signaux d’entrée filtréesk sont scalaires.

2.4.1 Position du problème

Tout système stable et causalH admet un développement infini sur une BFORB =
{Bk}∞

k=0. Pour des raisons pratiques évidentes, nous considéronsHK son développe-

ment tronqué à un ordre finiK. On a :H(z) =
∞
∑

k=0
gkBk(z) et HK(z) =

K−1
∑

k=0
gkBk(z).

Notonsu(n), d(n) et y(n) respectivement le signal d’entrée du système, la sortie du
système et la sortie du modèle. Cette dernière s’écrit :

y(n) =
∞

∑
i=0

h(i)u(n− i) =
∞

∑
i=0

K−1

∑
k=0

gkbk(i)u(n− i) =
K−1

∑
k=0

gksk(n) = GTS(n)

avec :

sk(n) =
∞

∑
i=0

bk(i)u(n− i)

G =
(

g0 g1 · · · gK−1
)T

S(n) =
(

s0(n) s1(n) · · · sK−1(n)
)T
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Rappelons que le vecteur optimal des coefficients de Fourier au sens de l’erreur qua-
dratique moyenne minimale (EQMM) est :

Ĝ = ΓΓΓ−1
S CdS (2.43)

avec
ΓΓΓS = E

[
S(n)ST(n)

]
CdS= E [d(n)S(n)]

La meilleure approximation du système au sens de l’EQMM est alors :

HK(z) =
K−1

∑
k=0

ĝkBk(z)

Evaluons l’erreur quadratique d’approximation du système:

‖H(z)−HK(z)‖2 = <
∞

∑
j=0

g jB j(z)−
K−1

∑
k=0

ĝkBk(z),
∞

∑
j=0

g jB j(z)−
K−1

∑
k=0

ĝkBk(z) >

=
∞

∑
j=0

g2
j −

∞

∑
j=0

K−1

∑
k=0

g j ĝk < B j(z),Bk(z) >

−
K−1

∑
k=0

∞

∑
j=0

ĝkg j < Bk(z),B j(z) > +
K−1

∑
k=0

ĝ2
k

=
∞

∑
k=0

g2
k −

K−1

∑
k=0

gkĝk−
K−1

∑
k=0

ĝkgk +
K−1

∑
k=0

ĝ2
k

=
∞

∑
k=K

g2
k +

K−1

∑
k=0

(
g2

k −2gkĝk + ĝ2
k

)

=
K−1

∑
k=0

(ĝk−gk)
2 +

∞

∑
k=K

g2
k (2.44)

Cette erreur se décompose en deux termes. Le premier,
K−1
∑

k=0
(ĝk−gk)

2, dépend des es-

timées ˆgk ; il est d’autant plus petit que l’estimation est plus précise. Le second,
∞
∑

k=K
g2

k,

quant à lui, ne dépend que du choix desK filtres de la base. Evidemment, l’influence
de ce terme s’affaiblit avec l’augmentation de l’ordre de troncatureK. Par ailleurs, le
théorème suivant démontré dans [91] donne une borne supérieure de cette erreur de
modélisation.

Théorème 2.2Soit le système H de fonction de transfert développée sous forme ra-
tionnelle suivante :

H(z) =
r−1

∑
i=0

αi

z− γi
, |γi| < 1
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Soit HK son approximation réalisée à l’aide de K fonctions de la BFORconstruite avec
l’ensemble de pôles{ξk}K−1

k=0 ., alors :

∣
∣H(ejω)−HK(ejω)

∣
∣<

r−1

∑
i=0

∣
∣
∣
∣

αi

ejω − γi

∣
∣
∣
∣

K−1

∏
k=0

∣
∣
∣
∣

γi −ξk

1−ξ ∗
k γi

∣
∣
∣
∣

(2.45)

On remarque que si les pôles de la base sont égaux aux pôles du système cette borne
supérieure est nulle. Ce résultat implique qu’à ordre de troncature égal, si les pôles
de la BFOR sont choisis proches des pôles du système, l’erreurde modélisation sera
plus faible que dans le cas d’un développement sur une base RIF, de Laguerre ou de
Kautz ; ces bases étant caractérisées par un seul pôle réel ouune paire de pôles com-
plexes conjugués. En conséquence, il est nécessaire d’augmenter l’ordre de troncature
du développement sur ces trois bases pour réduire l’erreur de modélisation.

Exemple 2.1 Considérons le système du second ordre suivant :

H(z) =
1

z+0.8
+

1
z+0.4

La figure 2.5 montre l’évolution de cette borne supérieure enfonction de la fréquence
pour des bases orthogonales à deux fonctions. Le pôle de Laguerre est ici arbitrai-
rement choisi à−0.8. Quant à la BFOR, nous choisissons deux bases différentes. La
première a ses pôles en{−0.6,−0.2} et la seconde en{−0.7,−0.3}. On remarque que
plus les pôles des bases sont proches de ceux du système plus la borne d’erreur est
petite. On remarquera aussi que le développement sur la basede Laguerre peut donner
une erreur de modélisation inférieure à celle d’une BFOR lorsque les pôles de cette
dernière sont plus éloignés des pôles du système.

Nous présentons dans ce qui suit différentes approches de sélection des pôles en vue de
minimiser l’erreur de modélisation.

2.4.2 Choix des pôles

A chaque ordre de troncatureK correspond un ou plusieurs choix optimaux des pôles
de la BFOR. [97] et [82] ont établi des équations algébriques dont les solutions repré-
sentent des choix optimaux. Ces équations sont cependant difficilement utilisables en
pratique. Par conséquent, nous présenterons plutôt des techniques de choix de pôles
plus pratiques. Nous illustrerons, pour commencer, le cas particulier de la base de La-
guerre avant de traiter le cas général.

La base de Laguerre est une base complète dans l’espace de Hardy 3 caractérisée par
un pôle uniqueξ . Si h est la réponse impulsionnelle du systèmeH, son développement

3Ses séquences temporelles forment une base complète dans l’espace de Lebesgue.
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FIG. 2.5 – Borne supérieure de l’erreur de modélisation pour différents choix de pôles

sur la base de Laguerre, dans le domaine temporel, est :

h(n) =
∞

∑
k=0

gkbk(n), bk(n) = Z
−1{Bk(z)}

2.4.2.1 Algorithme de Fu et Dumont

Dans cette procédure, le pôle optimal de Laguerre est obtenuen minimisant la fonction
de coût

J =
∞

∑
k=0

kg2
k (2.46)

Cette fonction de coût présente l’avantage d’être convexe par rapport au pôleξ . Fu
et Dumont [44] montrent qu’une solution analytique peut être trouvée à ce problème
d’optimisation. En posant :

M1 =
1

‖h‖2

∞

∑
n=0

nh2(n), M2 =
1

‖h‖2

∞

∑
n=0

n(h(n+1)−h(n))2 ,

‖h‖2 =
∞

∑
n=0

h2(n) =
∞

∑
k=0

g2
k

les auteurs montrent que :

J =
ξM2 +(1−ξ )2M1 +ξ −ξ 2

1−ξ 2 ‖h‖2
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En écrivant que le gradient deJ par rapport àξ est égal à zéro, on obtient :

(
M1 +J′min−1

)
ξ 2

opt +(M2−2M1 +1)ξopt +M1−J′min = 0, oJ′min =
Jmin

‖h‖2 (2.47)

Cette équation du second degré enξopt admet une solution unique réelle lorsque son
discriminant est nul. Ce qui correspond à :

(M2−2M1 +1)2−4
(
M1 +J′min−1

)(
M1−J′min

)
= 0

soit :

J′min =
1+
√

4M1M2−M2
2 −2M2

2
La solution de l’équation (2.47) est alors :

ξopt =
2M1−1−M2

2
(
M1 +J′min−1

)

soit :

ξopt =
2M1−1−M2

2M1−1+
√

4M1M2−M2
2 −2M2

(2.48)

Ce pôle existe toujours, car on peut montrer que le terme sous la racine carrée est
toujours positif et le dénominateur non nul.

Le calcul analytique de ce pôle optimal au sens de la fonctionde coût (2.46) nécessite
cependant la connaissancea priori de la réponse impulsionnelle du système. Dans le
contexte de l’identification des systèmes, le calcul de la base optimale devrait donc
succéder à une étape préalable d’estimation de la réponse impulsionnelle du système.

2.4.2.2 Méthode de Tanguyet al.

De manière similaire à celle de [44], Tanguyet al [126] ont trouvé une expression
analytique du pôle optimal pour des systèmes non strictement causaux. Dans un tel cas,

les fonctions de Laguerre sont définies parBk(z) =

√
1−ξ 2z
z−ξ

(
1−ξz
z−ξ

)k
. La fonction de

coût minimisée est :

JK =

∞
∑

k=0
kg2

k

‖h‖2K
(2.49)

On montre que

JK =
(1+M1)ξ 2−2m2ξ +M1

(1−ξ 2)K
, m2 =

1
‖h‖2

∞

∑
n=1

nh(n)h(n−1)

Par suite :
∂JK

∂ξ
= 0⇔ ξ 2−2ρξ +1 = 0, ρ =

2M1 +1
2m2
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D’où :

ξopt =







ρ −
√

ρ2−1, si ρ ≥ 1

ρ +
√

ρ2−1, si ρ ≤−1
(2.50)

Il est à noter que cette solution ne dépend que de l’information apportée par le système
via les quantitésM1 etm2.

Cette méthode se démarque de celle de Fu et Dumont [44] en ce qu’elle concerne une
classe plus large de systèmes. En effet, la méthode de Fu et Dumont ne s’applique
qu’aux systèmes ayant au moins un retard unitaire alors que celle de Tanguy et al.
s’applique aux systèmes causaux ayant un retard unitaire ounon. Par ailleurs un des
apports importants de Tanguyet al.est d’avoir exprimé le pôle optimal de Laguerre en
fonction des coefficients de Laguerre. En effet, en posant :

S1(ξ ) =
∞

∑
k=0

(2k+1)g2
k (ξ )

S2(ξ ) = 2
∞

∑
k=1

kgk (ξ )gk−1(ξ )

On montre que

ρ =
S2(ξ )+αS1(ξ )

S1(ξ )+αS2(ξ )
, α =

1+ξ 2

2ξ
(2.51)

et
∂JK

∂ξ
=

−S2(ξ )

(1−ξ 2)K ‖h‖2

Cette dernière relation implique que lorsque le minimum de lafonction de coûtJK

est atteint,S2 est nul. Le pôle optimal étant unique, la réciproque est vraie,i.e. lorsque
S2(ξ ) s’annule ou est proche de zéro alors le pôle correspondant est le pôle optimal
recherché. On peut donc à partir d’un pôle arbitrairement choisi, déterminer le spectre
de Laguerre4 du système à identifier puis déterminer le pôle de Laguerre à l’aide de
(2.51) et de (2.50).

Remarque 2.1 Les fonctions de coût minimisées par [44] et [126] sont une borne
supérieure de l’erreur quadratique d’approximation (2.44). En conséquence ces deux
méthodes sont sous-optimales vis-à-vis du critère de l’erreur quadratique. Il est à no-
ter qu’une extension à une optimisation en ligne de l’algorithme de Tanguy et al. est
donnée par [125].

2.4.2.3 Estimation des pôles d’une BFOR

Considérons la minimisation de la fonction de coût quadratique suivante :

JK = eT
KeK (2.52)

4Le spectre de Laguerre est constitué par l’ensemble des coefficients de Fourier du développement
d’un système sur une base de Laguerre

59



Chapitre 2. Les Bases de Fonctions Orthogonales Rationnelles

aveceK =
(

eK(0) eK(1) · · · eK(N−1)
)T

, eK(n) = d(n)−
K−1
∑

k=0
gksk(n).

La minimisation de ce critère peut s’opérer en utilisant destechniques classiques d’opti-
misation telles que les algorithmes de type descente du gradient. Notons que la fonction
de coût (2.52) est certes convexe par rapport aux coefficients de développementgk, mais
elle ne l’est pas par rapport aux pôles. En conséquence l’optimisation des pôles par les
algorithmes de type descente du gradient peut présenter uneconvergence vers des mi-
nima locaux. En outre, si le pas d’adaptation de l’algorithme n’est pas adéquatement
choisi, la convergence risque d’être lente, oscillante ou même non garantie.

Dans une fenêtre d’observation d’horizonN, l’erreur d’estimation se note :

eK = d−Y = d−ΦΦΦG (2.53)

où :

d =
(

d(0) d(1) · · · d(N−1)
)T

Y =
(

y(0) y(1) · · · y(N−1)
)T

ϕk =
(

sk(0) sk(1) · · · sk(N−1)
)T

ΦΦΦ =
(

ϕ0 ϕ1 · · · ϕK−1
)

G =
(

g0 g1 · · · gK−1
)T

ϕk etG sont des vecteurs colonne de dimensions respectivesN etK etΦΦΦ est une matrice
de dimensionN×K.

Algorithme du gradient : Cet algorithme est basé sur le développement à l’ordre 1
du critère quadratique pour des variations de pôles suffisamment petites.

JK(ξ̂
(i+1)

) = JK(ξ̂
(i)

+∆ξ̂
(i)

) = JK(ξ̂
(i)

)+

[

∂JK(ξ )

∂ξ

]T

ξ=ξ̂
(i)

∆ξ̂
(i)

+o(∆ξ̂
(i)

)

où ξ̂
(i)

est le vecteur de pôles à l’étapei. Pour minimiserJK, il faut choisir∆ξ̂
(i)

coli-
néaire avec le gradient deJK, mais dans la direction opposée. On peut donc écrire :

ξ̂
(i+1)

= ξ̂
(i)−µ

[

∂JK(ξ )

∂ξ

]

ξ=ξ̂
(i)

(2.54)

On a :

∂JK(ξ )

∂ξ
= 2

∂eT
K

∂ξ
eK

∂eT
K

∂ξ
= −

(
∂Φ
∂ξ0

G ∂Φ
∂ξ1

G · · · ∂Φ
∂ξK−1

G
)T

(2.55)

∂Φ
∂ξk

=
(

∂ϕ0
∂ξk

∂ϕ1
∂ξk

· · · ∂ϕK−1
∂ξk

)
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On peut remarquer que si on suppose queξi 6= ξk pour i > k alors : ∂ϕi
∂ξk

= 0, k =

i +1, · · · ,K−1. Par suite, l’équation (2.55) devient :

∂eT
K

∂ξ
=
(

− ∂Φ
∂ξ0

G−
(

0N×1
∂ϕ1
∂ξ1

· · · ∂ϕK−1
∂ξ1

)

G · · · −
(

0N×1 · · · 0N×1
∂ϕK−1
∂ξK−1

)

G
)T

Une expression complète de l’algorithme est obtenue en calculant les différentes sensi-
bilités ∂ϕi

∂ξ j
. Pour ce faire, on doit calculer les dérivées des fonctions de base par rapport

aux pôles. Les fonctions de base considérées ici étant :

B0(z) =

√

1−ξ 2
0

z−ξ0
, Bk(z) =

√

1−ξ 2
k

z−ξk

k−1

∏
i=0

1−ξiz
z−ξi

, k > 0

on a alors :

∂Bk(z,ξ )

∂ξi
= 0, i > k

∂Bk(z,ξ )

∂ξk
=

1−ξkz
(
1−ξ 2

k

)
(z−ξk)

Bk(z,ξ )

∂Bk(z,ξ )

∂ξi
=

1−z2

(1−ξiz)(z−ξi)
Bk(z,ξ ), i < k

Cette dernière équation contient un pôle instable enz = 1/ξi qui est théoriquement
annulé par un zéro de la fonction de base. Toutefois, en pratique, toute erreur numé-
rique provenant du calcul en virgule flottante peut causer lanon-annulation de ce pôle.
D’où la nécessité de prendre le soin d’éliminer le pôle et le zéro concernés avant toute
implémentation de l’équation.

Algorithme de Gauss-Newton : En vue d’améliorer la rapidité de convergence de
l’algorithme d’estimation des pôles, on peut utiliser les algorithmes de type Newton
qui ont des pas adaptatifs. Ils sont basés sur le développement à l’ordre 2 du critère
quadratique. On a alors :

ξ (i+1) = ξ (i)−µ

[

∂ 2JK(ξ )

∂ξ Tξ

]−1

ξ=ξ̂
(i)

[

∂JK(ξ )

∂ξ

]

ξ=ξ̂
(i)

(2.56)

Le paramètreµ a pour rôle d’atténuer ou d’amplifier l’effet de l’inverse duHessien
[

∂ 2JK(ξ )

∂ξ Tξ

]−1

. Généralement, le choixµ = 1 correspond au pas optimal qui conduit

au minimum de l’erreur quadratique en un nombre réduit d’itérations [82]. Une forte
contrainte à l’utilisation de cette méthode est la nécessité d’avoir la matrice Hessienne
définie non négative. C’est le cas lorsqu’on s’approche de l’optimum mais générale-
ment pas au début de la procédure. Par ailleurs, une expression du Hessien est :

∂ 2JK

∂ξ T∂ξ
=

∂eK

∂ξ
∂eT

K

∂ξ
+2

∂ 2eK

∂ξ T∂ξ
eK (2.57)
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A l’approche de l’optimum, les signaux d’erreur contenus dans le vecteureK sont très
petits. Le second terme du membre de droite de (2.57) est doncnégligeable. D’où
l’approximation :

∂ 2J(app)
K

∂ξ T∂ξ
=

∂eK

∂ξ
∂eT

K

∂ξ
(2.58)

La relation (2.58) donne le Hessien approché qui est défini positif. Cette propriété as-
sure ainsi la possibilité de toujours trouver un nouveau vecteur de pôles qui diminue le
critère. L’évaluation du Hessien approché ne nécessite quela connaissance des sensibi-
lités du premier ordre déjà calculées pour le gradient.

Remarque 2.2 Dans le cas particulier de la base de Laguerre, la méthode sous-optimale
de Tanguy et al. peut être utilisée pour initialiser un algorithme de type descente du
gradient. Une telle initialisation permet d’éviter certains minima locaux [85].

2.5 Choix de la meilleure base

2.5.1 Effet de l’ordre de placement des filtres passe-tout sur le choix
de la base

Une fois les pôles choisis, il y a différentes manières d’ordonner les filtres passe-tout
dont la mise en cascade génère la BFOR. [16] ont montré que suivant un critère de
compression de données, on peut, par la suite, choisir la base la plus efficace possible.

Considérons l’ensemble de filtres passe-tout suivant
{

Gi(z) =
1−ξ ∗

i z
z−ξi

}K−1

i=0
. Rappelons

qu’à chaque filtre passe-toutGi est associé le filtre passe-basVi(z) =

√
1−|ξi |2
z−ξi

et que
les fonctions de base générées par la mise en cascade de ces passe-tout sontBk(z) =

Vk(z)
k−1
∏
i=0

Gi(z). On peut remarquer qu’une telle fonction est caractérisée par le dernier

filtre de la cascade, à savoirGk ou mieux par le passe-basVk qui lui est associé, et par
l’ensemble des filtres en amont, i.e. lesGi, i = 0,1, · · · ,k−1. Chaque passe-tout étant
caractérisé par un pôle unique, se donner un ordre de placement des pôles revient à
ordonner les filtres passe-tout dans la cascade qui génère les fonctions de base.

Considérons un certain ordre de placement desK pôlesξi . Nous pouvons alors générer
un ensemble de fonctions constituant une baseB0 = {B0;0(z), · · · ,BK−1;0(z)}. En réali-
sant toutes les permutations possibles des pôles considérés, il est possible de formerK!
basesBi différentes5. Si les fonctions de baseBk;i étaient toutes différentes, on aurait
K!K différentes fonctions. Cependant, la proposition suivantemontre que l’intersection
entre les basesBi n’est pas vide ; il y a des fonctions qui sont communes à différentes
bases.

5Dans ce paragraphe, on noteraBk;i la (k+1)-ème fonction de la baseBi
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Proposition 2.3 Etant donné K filtres passe-tout distincts, il y a K2K−1 fonctions dis-
tinctes formant les K! bases possibles.

Preuve : On désire générer des bases avec l’ensemble de filtres passe-tout{Gi}K−1
i=0 . Il

y a K! bases possibles. Chaque fonction de base est caractérisée par le dernier filtre de
la cascadeGk (représenté parVk ) et par l’ensemble des filtres en amont dans la cascade.
Cet ensemble est adressé par leK-uplet (q0, · · · ,qK−1) oùqi = 1 signifie la présence du
filtre Gi dans l’ensemble des filtres précédantGk etqi = 0 son absence. A toute fonction
de base caractérisée parGk comme dernier filtre de la cascade, on associe leK-uplet
(q0, · · · ,qk−1,1,qk+1, · · · ,qK−1). En d’autres termes, on associe, de façon univoque, un
nombre binaire pouvant prendre 2K−1 valeurs à toute fonction de base caractérisée par
Gk comme dernier filtre de la cascade. Il y a donc 2K−1 fonctions de base caractérisées
parGk comme dernier filtre de la cascade. Sachant qu’il y aK possibilités différentes
de choisir le filtreGk, le nombre total de fonctions distinctes s’élève donc àK2K−1

Exemple 2.2 Pour illustrer la proposition ci-dessus, considérons l’ensemble de filtres
passe-tout{Gi}2

i=0. Nous pouvons construire6 bases différentes de trois fonctions cha-
cune. Dans le tableau 2.1 nous donnons les différentes fonctions correspondant à cha-
cune des bases. On peut aisément remarquer qu’il y a des fonctions qui sont communes
à des bases différentes. En faisant un décompte des fonctions, le nombre total des fonc-
tions est bien égal à12.

Basei FonctionB0;i(z) FonctionB1;i(z) FonctionB2;i(z)
B0 V0(z) V1(z)G0(z) V2(z)G0(z)G1(z)
B1 V1(z) V0(z)G1(z) V2(z)G0(z)G1(z)
B2 V0(z) V2(z)G0(z) V1(z)G0(z)G2(z)
B3 V2(z) V0(z)G2(z) V1(z)G0(z)G2(z)
B4 V1(z) V2(z)G1(z) V0(z)G1(z)G2(z)
B5 V2(z) V1(z)G2(z) V0(z)G1(z)G2(z)

TAB . 2.1 – Bases générées par la mise en cascade de l’ensemble de passe-tout{Gi}2
i=0

Les critères de sélection de la meilleure base parmi cesK!, que nous présenterons plus
loin, étant liés aux coefficients de Fourier, une étape d’estimation de ces coefficients
est donc nécessaire. Pour ce faire, considérons que nous avons réalisé l’estimation des
coefficients de Fouriergk;0 associés aux fonctions de la baseB0

6. Selon [13, 17], il est
possible d’obtenir les coefficients de Fourier associés à toutes lesK2K−1 fonctions à
partir de ceux associés aux fonctions deB0.

6gk;i est le coefficient de Fourier associé à la (k+1)-ème fonctionde la (i+1)-ème base.
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Considérons les deux fonctions consécutives suivantes appartenant à la baseBl :

Bk;l (z) = Vk(z)
k−1

∏
i=0

Gi(z)

Bk+1;l (z) = Vk+1(z)
k

∏
i=0

Gi(z) = Vk+1(z)Gk(z)
k−1

∏
i=0

Gi(z)

Elles résultent de la représentation en cascade ci-dessous:��G −
�G�V ��V + !"B #$%&B +

FIG. 2.6 – Cascade de filtres générant les fonctions de baseBk;l etBk+1;l

En intervertissant les deux derniers pôles, on obtient la cascade suivante :'(G − )*G + (V'(V ++,-B ./01B +

FIG. 2.7 – Cascade de filtres après interversion des pôles

Celle-ci génère deux fonctions d’une autre baseBm :

Bk;m(z) = Vk+1(z)
k−1

∏
i=0

Gi(z)

Bk+1;m(z) = Vk(z)Gk+1(z)
k−1

∏
i=0

Gi(z)

On noteTl ,m(k,k+1) la matrice de passage entre les deux bases :
(

Bk;l
Bk+1;l

)

= Tl ,m(k,k+1)

(
Bk;m

Bk+1;m

)
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avec

Tl ,m(k,k+1) =





< Bk;l ,Bk;m > < Bk;l ,Bk+1;m >

< Bk+1;l ,Bk;m > < Bk+1;l ,Bk+1;m >





En éliminant le facteur commun aux quatre fonctions de base,à savoir
k−1
∏
i=0

Gi(z), l’ex-

pression de la matrice de passageTl ,m(k,k+1) devient :

Tl ,m(k,k+1) =





< Vk(z),Vk+1(z) > < Vk(z),Vk(z)Gk+1(z) >

< Vk+1(z)Gk(z),Vk+1(z) > < Vk+1(z)Gk(z),Vk(z)Gk+1(z) >





D’une manière générale on a [14] :

T l ,m(k, j) =





< Vk(z),Vj(z) > < Vk(z),Vk(z)G j(z) >

< Vj(z)Gk(z),Vj(z) > < Vj(z)Gk(z),Vk(z)G j(z) >



 (2.59)

Le calcul de ces différents produits scalaires dans le cas des pôles réels donne :

Tl ,m(k, j) =
1

1−ξ jξk









√
(
1−ξ 2

k

)(

1−ξ 2
j

)

ξk−ξ j

ξ j −ξk

√
(
1−ξ 2

k

)(

1−ξ 2
j

)









(2.60)

Remarque 2.3 Dans le cas des pôles réels, la transformationTl ,m(k, j) est orthogo-
nale. On vérifie aisément que

Tl ,m(k, j)T T
l ,m(k, j) = I

Considérons les développements respectifs du systèmeH sur les deux bases construites
ci-dessus. On a :gk;l =< H,Bk;l >. On peut donc aisément vérifier que grâce à la
transformationTl ,m(k,k+1), on a :

(
gk;m

gk+1;m

)

= T
T

l ,m(k,k+1)

(
gk;l

gk+1;l

)

Ainsi, connaissant deux coefficients de Fourier associés aux fonctions d’une base don-
née, la matrice de transformationT permet de déterminer deux coefficients de Fourier
associés aux fonctions d’une autre base. A partir des coefficients de Fourier, estimés,
associés à une base obtenue avec un arrangement de pôles donné, on peut donc déter-
miner les coefficients de Fourier associés aux fonctions de toutes lesK! bases possibles
en utilisant les transformationsT appropriées.

Pour toutes les bases, l’énergie du système approximé est lamême, i.e
K−1
∑

k=0
|gk|2 est

une constante (pourK suffisamment élevé). Cependant, la normeℓ1 des coefficients de
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Fourier peut être différente d’une base à l’autre. Elle constitue une mesure de la com-
pression de l’information contenue dans les coefficients deFourier. Une autre mesure
de la compression est la fonction entropie définie telle que :

Enti = −
K−1

∑
k=0

|gk|2 log|gk| (2.61)

La meilleure base est donc choisie en minimisant ce critère de compression. En effet,
l’information significative sur le système n’est alors contenue que dans les premiers
coefficients de Fourier. Les coefficients les moins significatifs peuvent alors être faci-
lement seuillés. On peut trouver un algorithme rapide de sélection de la meilleure base
au sens de l’entropie minimale dans [16].

2.5.2 Technique de seuillage

Une fois la base fixée, la complexité du modèle peut être réduite en supprimant les
fonctions de base ayant des coefficients de Fourier suffisamment petits. Cela suppose
donc de réaliser une étape d’estimation des coefficients de Fourier avant d’appliquer
le seuillage. Les techniques d’estimation paramétrique classiques peuvent à cet effet
être utilisées. Grâce à l’orthogonalité des fonctions de base, une fois qu’un ou plusieurs
coefficients de Fourier ont été retranchés, il n’est pas nécessaire d’estimer de nouveau
les coefficients restants.

Dans une fenêtre d’observation de largeurN, pour un signal d’entrée de densité spec-
trale constante égale àσ2

u et un bruit gaussien , de moyenne nulle et de varianceσ2,
une règle de seuillage suggérée par Donoho [13] est la suivante :

gs
k =







gk si |gk| ≥ σ
σu

√
2logK

N

0, sinon
,k = 0,1, · · · ,K−1 (2.62)

2.6 Conclusion

Différentes approches ont été présentées dans ce chapitre pour la synthèse d’une base
de fonctions orthogonales rationnelles. Toutes les approches peuvent être résumées en
ceci : la mise en cascade de filtres passe-tout à représentation équilibrée dans l’espace
d’état permet de générer une BFOR. Dans la suite de notre travail, cependant, nous
considérerons les fonctions de base issues de la construction de Ninness et Gustafsson
(1997).

Le choix des pôles est une question cruciale vis-à-vis de l’ordre de troncature du déve-
loppement sur une BFOR utilisé pour la modélisation des systèmes. Plus les pôles de
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la base sont proches des dynamiques dominantes du système, plus la représentation du
système se fait avec un nombre réduit de paramètres. Nous avons présenté différentes
approches pour effectuer le choix des pôles. En général, il est nécessaire d’avoir une
connaissance, fut-elle partielle, du système.

La BFOR étant complète dans l’espace de Hardy, il est toujourspossible de fixer ar-
bitrairement les pôles. Toutefois, un tel choix peut conduire à des ordres de troncature
de l’approximation élevés. Or, on sait que lorsque le nombrede paramètres à estimer
est élevé, la variance de l’erreur d’estimation l’est aussi. L’approche d’optimisation des
pôles semble être souhaitable bien que sa convergence ne soit garantie que vers des
minima locaux. Dans la littérature, nous n’avons pas trouvéd’application de cette tech-
nique sur des pôles complexes. Ceci est certainement dû à la complexité des équations
induites [82]. Pour améliorer la parcimonie de la représentation, on peut associer les
techniques d’optimisation, de choix de la meilleure base suivant un critère de compres-
sion de données et de seuillage. Nous proposons dans le chapitre suivant un algorithme
qui réalise ces trois tâches de façon implicite.
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Chapitre 3

Réduction de complexité à l’aide de
bases de fonctions orthogonales
rationnelles

3.1 Introduction

Le principe d’utilisation des bases orthogonales pour représenter les noyaux de Volterra
n’est pas nouveau en soi. Déjà, en 1958, Wiener a proposé l’utilisation d’une base
multidimensionnelle formée à partir des fonctions de Laguerre. Dans ce chapitre, nous
appliquons ce principe pour d’autres bases généralisant labase de Laguerre et traitons
le problème du choix de la dite base. Certains auteurs ont déjàutilisé les bases de type
BFOR comme bases de développement des noyaux de Volterra [54,55, 49, 35, 36].
Cependant seuls Hacioglu et Williamson [54, 55] ont traité laquestion du choix de la
base mais dans le cas particulier des modèles de Wiener. Leuralgorithme se base sur
la connaissance de la réponse impulsionnelle de la partie linéaire du modèle. C’est une
extension de la méthode de Steiglitz-Mc-Bride [138].

L’objet de ce chapitre est de présenter de nouveaux outils d’optimisation de bases pour
le développement des noyaux de Volterra.

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que dans le caslinéaire, un dévelop-
pement sur une base de Laguerre est généralement moins parcimonieux que sur une
BFOR. Cependant, l’optimisation d’une base de Laguerre est plus "facile" que celle
d’une BFOR. La base de Laguerre étant caractérisée par un seul paramètre, les mé-
thodes de Fu et Dumont [44] et de Tanguyet al[126, 125] permettent d’optimiser un
critère convexe et donc d’obtenir une solution réelle unique. Pour l’optimisation de la
BFOR, seules des méthodes sous-optimales existent. Après avoir présenté le principe
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du développement des noyaux de Volterra sur une base orthogonale, nous commen-
cerons par développer une méthode d’optimisation de la basede Laguerre avant de
présenter celles concernant la BFOR.

3.2 Principe du développement des noyaux de Volterra
sur une base orthogonale

Nous allons montrer comment effectuer le développement d’un noyau d’ordrep sur
une base orthogonale multidimensionnelle formée à partir des fonctions d’une base
orthogonale monodimensionnelle. Dans le chapitre 2, nous avons montré que, sous
les hypothèses de stabilité et de causalité, le développement du noyau de Volterra du
premier ordre sur une base orthogonaleB = {bk}∞

k=0 est :

h1(i) =
∞

∑
k=0

gkbk(i)

où lesgk sont les coefficients de Fourier. Considérons à présent un noyau quadratique
stable et causal de coefficientsh2(n1,n2). Si nous fixons l’un des indices, par exemple
n2, nous retrouvons une fonction du monodimensionnelle. Ellepeut être développée
sur la baseB de sorte que :

h2(n1,n2) =
∞

∑
k1=0

αk1(n2)bk1(n1)

avecαk1(n2) =
∞
∑

n1=0
h2(n1,n2)bk1(n1).

Les coefficientsαk1(n2) sont fonction den2 puisque pour différentes valeurs den2,
h2(n1,n2) est généralement une fonction différente den1. Nous pouvons alors dévelop-
perαk1 sur la baseB. On a :

αk1(n2) =
∞

∑
k2=0

gk1,k2bk2(n2)

avec

gk1,k2 =
∞

∑
n2=0

αk1(n2)bk2(n2)

Par suite :

h2(n1,n2) =
∞

∑
k1=0

∞

∑
k2=0

gk1,k2bk1(n1)bk2(n2)

et

gk1,k2 =
∞

∑
n1=0

∞

∑
n2=0

h2(n1,n2)bk1(n1)bk2(n2)
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En étendant ce raisonnement aux noyaux d’ordre supérieur onmontre que d’une ma-
nière générale, le développement d’un noyau d’ordrep sur une base orthogonale
Bp =

{
bk,p
}∞

k=0 est [121] :

hp(n1, · · · ,np) =
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

gk1,··· ,kpbk1,p(n1) · · ·bkp,p(np) (3.1)

avec

gk1,··· ,kp =
∞

∑
n1=0

· · ·
∞

∑
np=0

hp(n1, · · · ,np)bk1,p(n1) · · ·bkp,p(np) (3.2)

Le développement des noyaux de Volterra sur une base orthogonale conduit à une re-
présentation à l’aide d’un banc de filtres orthogonaux tellequ’ illustrée par la figure
3.1.

)(nu

)(2 qB

)(3 qB

)(3 qB4−

)n(s5
)n(s6
)n(s 78

−

)n(y
polynôme

multivariable

FIG. 3.1 – Modèle de Volterra représenté à l’aide d’un banc de filtres orthogonaux

En reprenant le raisonnement ci-dessus dans le cas d’un noyau séparable, il est aisé de
montrer que :

hp(n1, · · · ,np) =
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

gk1 · · ·gkpbk1,p(n1) · · ·bkp,p(np)

En conséquence, la propriété de séparabilité du noyau est reportée sur les coefficients
de Fourier. A partir de la relation (3.1) on a en effet :

gk1,··· ,kp =
p

∏
j=1

gk j (3.3)

Il est à noter qu’en pratique nous utiliserons des développements à un ordre finiK. Dans
ce cas, le développement (3.1) requiertKp paramètres. En rappelant que si le modèle
est de mémoireM le noyauhp est constitué deMp paramètres, tronquer le développe-
ment à un ordreK tel queK << M permet de réduire considérablement la complexité
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du modèle. Par ailleurs, il est intéressant de constater quesi le noyau est supposé symé-
trique, les coefficients de Fourier le sont aussi. On peut donc leur appliquer la technique
de triangularisation des noyaux. En conséquence le nombre de coefficients de Fourier
est réduit à(K+p−1)!

(K−1)!p! .

Remarque 3.1 De la même manière que pour les coefficients des noyaux de Volterra,
nous pouvons organiser les coefficients de Fourier suivant une écriture vectorielle, ma-
tricielle ou tensorielle. En conséquence, on peut aussi leur appliquer les techniques de
décomposition matricielle et tensorielle que nous avons présentées (voir le paragraphe
1.4).

Remarque 3.2 Dans le cas d’un noyau séparable, il est intéressant de remarquer, à
partir de (3.3), que le développement du noyau sur une base à Kfonctions n’est en
fait caractérisé que par K coefficients gk qui permettent de générer l’ensemble des
coefficients de Fourier gk1,··· ,kp.

Après développement sur une base orthogonale, sous l’hypothèse de symétrie du noyau
initial, le modèle résultant s’écrit :

y(n) =
P

∑
p=1

yp(n)

yp(n) =
K−1

∑
k1=0

· · ·
K−1

∑
kp=kp−1

gk1,··· ,kp

p

∏
j=1

sk j ,p(n) (3.4)

oùsk j ,p(n) =
M−1
∑

i=0
bk j ,p(i)u(n− i).

3.3 Modèle de Volterra-Laguerre

Campelloet alont été les premiers à s’intéresser à la question du choix du pôle optimal
de Laguerre dans le cas d’un modèle de Volterra. Ils ont étendu l’algorithme de Fu et
Dumont [44] au cas d’un modèle de Volterra [20, 21]. Dans leurtravail, ils étudient le
développement des noyaux aussi bien sur des bases différentes que sur une base unique.
Ils montrent à cet effet l’avantage d’un développement sur des bases différentes plutôt
que sur une base unique. Cependant, l’approche nécessite la connaissance des noyaux
d’où la nécessité de leur estimation avant toute optimisation des pôles. Campello [19]
propose la technique itérative suivante :

1. Choix d’un pôle initial ;

2. Estimation des coefficients de Fourier ;

3. Reconstruction des noyaux à partir des coefficients de Fourier ;
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4. Calcul du pôle optimal et retour à l’étape 2 ;

En général l’algorithme converge en quelques itérations. Une telle technique se réalise
dans une estimationoff-line. Nous avons proposé un algorithme adaptatif alliant l’algo-
rithmeRLSet le calcul analytique du pôle optimal dans le cas d’un modèle quadratique
[67, 69]. Cet algorithme recourt aussi à la reconstruction dunoyau à chaque itération.
Ce qui augmente, du reste, la complexité de calcul de l’algorithme.

Il est à noter par ailleurs que l’algorithme de Campello ne s’applique que si le noyau a
au moins un retard unitaire (ou encore s’il est strictement causal) , i.e.hn1,··· ,np = 0 si
∃i ∈ 1, · · · , p : ni = 0. Or il s’avère que bien des modèles de Volterra discrets, rencontrés
dans la littérature, ne remplissent pas ce critère. Nous présentons donc dans ce qui suit,
une approche plus générale qui peut-être vue comme une extension de l’algorithme de
Tanguyet al [125].

Les fonctions de Laguerre utilisées sont telles que :

Bk,p(z) =

√

1−ξ 2
pz

z−ξp

(
1−ξpz

z−ξp

)k

(3.5)

Elles vérifient les deux relations suivantes [126, 125] :

kbk,p(i) = −(i +1)ξp

1−ξ 2
p

bk,p(i +1)+
i(1+ξ 2

p)+ξ 2
p

1−ξ 2
p

bk,p(i)−
iξp

1−ξ 2
p

bk,p(i−1) (3.6)

∂bk,p(i)

∂ξp
=

1
1−ξ 2

p

(
(k+1)bk+1,p(i)−kbk−1,p(i)

)
(3.7)

Nous allons considérer l’optimisation séparée des bases relatives à chaque noyau. Pour
ce faire, considérons la fonction de coût suivante :

Jp =
1

p
∥
∥hp
∥
∥2

∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(k1 + · · ·+kp)g2
k1,··· ,kp

(3.8)

avec
∥
∥hp
∥
∥2

=
∞
∑

n1=0
· · ·

∞
∑

np=0
h2

p(n1, · · · ,np). On peut remarquer qu’il s’agit de la même

fonction de coût que celle proposée par [21]. Elle est une borne supérieure de l’erreur
quadratique de modélisation due à la troncature à un ordre fini du développement de
Laguerre, résultat prouvé dans [21].

Définissons les quantités suivantes :

M1,l =
1

∥
∥hp
∥
∥2

∞

∑
n1=0

· · ·
∞

∑
np=0

nl h
2
p(n1, · · · ,np), l = 1, · · · , p (3.9)

M2,l =
1

∥
∥hp
∥
∥2

∞

∑
n1=0

· · ·
∞

∑
np=0

nl hp(n1, · · · ,nl ,nl+1, · · · ,np)

×hp(n1, · · · ,nl −1,nl+1, · · · ,np), l = 1, · · · , p (3.10)
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Q j,p =
1
p

p

∑
l=1

M j,l , j = 1,2 (3.11)

La fonction de coût (3.8) peut alors s’exprimer de manière explicite en fonction du pôle
de Laguerre :

Proposition 3.1 Sous l’hypothèse de stabilité du modèle de Volterra, l’égalité suivante
est vérifiée :

Jp =

(
1+Q1,p

)
ξ 2

p −2Q2,pξp +Q1,p
(
1−ξ 2

p

) (3.12)

Preuve : voir l’annexe B.1

Notons que le numérateur deJp est une fonction convexe, différentiable et non-négative
définie sur un ouvert convexeP = {ξp ∈ ℜ : |ξp| < 1} tandis que son dénominateur
est une fonction concave, différentiable et positive surP. En conséquence,Jp est une

fonction pseudo-convexe surP. Toute solution de∂Jp

∂ξp
= 0 est donc un minimum global

deJp [7]. En vue de déterminer ce minimum, posons :

ρ0,p =
2Q1,p +1

2Q2,p
(3.13)

Par suite :

Proposition 3.2 Le pôle optimal de Laguerre, au sens du critère (3.8), est :

ξp,opt =







ρo,p−
√

ρ2
0,p−1, si ρ0,p > 1

ρo,p +
√

ρ2
0,p−1, si ρ0,p < −1

(3.14)

Preuve : voir l’annexe B.2

Une observation intéressante est que le pôle optimal, ainsidéterminé, ne dépend pas de
l’ordre de troncature du développement du noyau sur la base de Laguerre.

3.3.1 Expression du pôle optimal en fonction du spectre de La-
guerre

Le pôle optimal tel que nous l’avons déterminé est fonction de ρo,p qui dépend du
noyau de Volterra (ρo,p est une caractéristique du système). En conséquence, il faut
donc passer par une estimation du noyau avant de déterminer le pôle optimal. Dans ce
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paragraphe, nous nous proposons d’exprimer la quantitéρo,p directement en fonction
des coefficients de Fourier du développement du noyau de Volterra sur une base de La-
guerre quelconque. Une telle expression nous permettra de déterminer le pôle optimal
directement à partir des coefficients de Fourier sans calculer les coefficients du noyau
de Volterra.

Pour ce faire, définissons les quantités suivantes :

T1,l =
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)g2
k1,··· ,kp

, l = 1, · · · , p (3.15)

T2,l = 2
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kl−1=0

∞

∑
kl =1

∞

∑
kl+1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

kl gk1,··· ,kl−1,kl ,kl+1,··· ,kp

×gk1,··· ,kl−1,kl−1,kl+1,··· ,kp, l = 1, · · · , p (3.16)

Rj,p =
p

∑
l=1

Tj,l , j = 1,2 (3.17)

Avant d’exprimerQ j,p, j = 1,2 en fonction deRj,p, nous pouvons remarquer que la
propriété (3.7) combinée à la formule (3.2) permet d’écrirece qui suit :

∂
∂ξp

gk1,··· ,kp =
1

1−ξ 2
p

p

∑
l=1

(
(kl +1)gk1,··· ,kl +1,··· ,kp −klgk1,··· ,kl−1,··· ,kp

)

Grâce à cette relation nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.1 Les quantités R1,p et R2,p sont reliées via leur dérivées par rapport au pôle
ξp par :

∂R1,p

∂ξp
=

−2
1−ξ 2

p
R2,p (3.18)

∂R2,p

∂ξp
=

−2
1−ξ 2

p
R1,p (3.19)

Preuve : voir l’annexe B.3

A partir de ce lemme et sachant que
∥
∥hp
∥
∥2

=
∞
∑

k1=0
· · ·

∞
∑

kp=0
g2

k1,··· ,kp
, nous pouvons for-

muler la proposition suivante :

Proposition 3.3 Le lien entre les quantités Qj,p associées au noyau de Volterra hp et
Rj,p, j = 1,2 associés aux coefficients de Fourier de son développement sur la base de
Laguerre est le suivant :

R1,p =
p
∥
∥hp
∥
∥2

1−ξ 2
p

(
2
(
1+ξ 2

p

)
Q1,p−4ξpQ2,p +

(
1+ξ 2

p

))
(3.20)
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R2,p =
2p
∥
∥hp
∥
∥2

1−ξ 2
p

(
−2ξpQ1,p +

(
1+ξ 2

p

)
Q2,p−ξp

)
(3.21)

Preuve : voir l’annexe B.4

Nous déduisons l’expression deQ j,l en fonction deRj,l , j = 1,2, par la résolution
du système d’équations constitué par les relations (3.20) et (3.21) de la proposition
précédente. On a :

Q1,p =

(
1+ξ 2

p

)
R1,p +2ξpR2,p

2
(
1−ξ 2

p

)
p
∥
∥hp
∥
∥2 − 1

2
(3.22)

Q2,p =
2ξpR1,p +

(
1+ξ 2

p

)
R2,p

2
(
1−ξ 2

p

)
p
∥
∥hp
∥
∥2 (3.23)

Dès lors, nous pouvons réécrireρo,p donné par (3.13) en fonction deR1,p etR2,p qui ne
dépendent que du spectre de Laguerre du système1 :

ρo,p =

(
1+ξ 2

p

)
R1,p +2ξpR2,p

2ξpR1,p +
(
1+ξ 2

p

)
R2,p

(3.24)

Nous résumons ce résultat par la proposition suivante :

Proposition 3.4 Le pôle qui caractérise la base de Laguerre optimale pour le déve-
loppement du noyau de Volterra hp est obtenu à partir des coefficients de Fourier du
développement de ce même noyau sur une base de Laguerre quelconque caractérisée
par le pôleξp en faisant le calcul suivant :

ξp,opt =







ρo,p−
√

ρ2
o,p−1, si ρo,p > 1

ρo,p +
√

ρ2
0,p−1, si ρ0,p < −1

(3.25)

où ρ0,p est donné par l’équation (3.24).

Il est à noter que lorsque le développement du noyau de Volterra sur une base de La-
guerre arbitraire, de pôleξp, est infini,ρ0,p peut exactement être déterminé à partir de
la formule (3.24).

En pratique, le développement d’un noyau de Volterra sur unebase de Laguerre est
tronqué à un ordre finiK. Par conséquent, pour un pôle arbitraireξp, la valeur deρ0,p

calculée à l’aide des expressions tronquées de (3.15) et de (3.16) n’est qu’une approxi-
mation de la caractéristique réelle du système. Cette approximation dépend du pôle
de Laguerreξp et du spectre de Laguerre, viaR1,p et R2,p. Pour trouver l’approxima-
tion optimale nous proposons deux procédures itératives. La première est basée sur un
traitement en bloc des données tandis que la seconde est adaptative.

1Comme défini dans le chapitre 2, le spectre de Laguerre est l’ensemble des coefficients de Fourier.
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3.3.2 Algorithme d’estimation en bloc du modèle de Volterra-Laguerre

Dans l’annexe B.4, nous avons montré que :

∂R1,p

∂ξp
= 2p

∥
∥hp
∥
∥2 ∂Jp

∂ξp

En combinant cette relation avec l’équation (3.19), on obtient :

2p
∥
∥hp
∥
∥2 ∂Jp

∂ξp
=

−2
1−ξ 2

p
R2,p

On observe alors que lorsqueJp atteint son minimum,R2,p est nul. Réciproquement, le
minimum deJp étant unique pour

∣
∣ξp
∣
∣ < 1, lorsqueR2,p prend des valeurs proches de

zéro, cela signifie queJp est proche de son minimum et donc que le pôleξp correspon-
dant est proche de sa valeur optimale. Nous exploiterons cette propriété pour exprimer
notre algorithme.

Pour des raisons pratiques évidentes, nous considérons le développement tronqué du
noyauhp sur une base àK fonctions. La procédure d’estimation est la suivante :

Algorithme 3.1 : Estimation en bloc du modèle de Volterra-Laguerre

1. Choisir un pôle stable arbitraire, construire la base de Laguerre correspondante.

2. Estimer les coefficients de Fourier optimaux au sens de l’erreur quadratique
moyenne minimum ;

3. Calculer

T1,l =
K−1

∑
k1=0

· · ·
K−1

∑
kp=0

(2kl +1)g2
k1,··· ,kp

, l = 1, · · · , p

T2,l = 2
K−1

∑
k1=0

· · ·
K−1

∑
kl−1=0

K−1

∑
kl =1

K−1

∑
kl+1=0

· · ·
K−1

∑
kp=0

kl gk1,··· ,kl−1,kl ,kl+1,··· ,kp

×gk1,··· ,kl−1,kl−1,kl+1,··· ,kp, l = 1, · · · , p

4. Calculer

R1,p =
p

∑
l=1

T1,l et R2,p =
p

∑
l=1

T2,l

5. Si R2,p est proche de zéro, fin de l’algorithme. Sinon

(a) Calculerρo,p à l’aide de l’équation (3.24).

(b) Déterminer un nouveau pôleξp à partir de (3.25).

(c) Construire une nouvelle base avecξp puis retour à l’étape 2.
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3.3.3 Algorithme d’estimation adaptative

Le principe adopté pour cet algorithme adaptatif est de modifier le pôle de Laguerre
chaque fois que les coefficients de Fourier satisfont un certain critère de convergence.
Le processus d’adaptation des coefficients de Fourier se poursuit ensuite avec la nou-
velle valeur estimée du pôle de Laguerre. Les coefficients deFourier étant estimés à
l’aide de l’algorithme NLMS (3.26), la procédure globale peut être vue comme étant
de type bloc-NLMS.

G(n+1) = G(n)+
µNLMS

a+‖S(n)‖2(d(n)−G(n)TS(n))S(n) (3.26)

où G(n) et S(n) contiennent respectivement les coefficients de Fourier et les produits
d’entrées filtrées associés au développement du modèle de Volterra sur des bases de La-
guerre,a est une petite constante positive,µNLMSest le pas d’adaptation de l’algorithme
NLMS etd(n) la sortie mesurée du système.

L’estimation d’un nouveau pôle de Laguerre intervient lorsque les coefficients de Fou-
rier deviennent relativement constants durant une fenêtred’observationNO donnée. La
procédure globale est résumée ci-après :

Algorithme 3.2 : Estimation adaptative du modèle de Volterra-Laguerre

Paramètres :
– K : ordre de troncature.
– µNLMS : pas d’adaptation (0 < µNLMS< 2).
– a : petite constante positive.
– εp : Seuil de convergence.
– NO : Largeur de la fenêtre d’observation.

Initialisation :
– G(0) = 0 et n= 0.
– Choisir de manière aléatoire une valeur initiale du pôle de Laguerreξp, p=

1, · · · ,P sur le segment]−1,1[ et construire les bases correspondantes.

Calcul :

1. Estimer les spectres de Laguerre

G(n+1) = G(n)+
µNLMS

a+‖S(n)‖2

(
d(n)−GT(n)S(n)

)
S(n)

2. Pour p= 1· · · ,P, si
∥
∥Gp(n+1)−Gp(n)

∥
∥2

< εp durant l’intervalle tempo-
rel [n+2−NO, n+1] :

(a) Calculer R1,p,n et R2,p,n à l’aide de (3.17).

(b) Calculerρo,p,n à l’aide de (3.24).

(c) Déterminer la nouvelle valeur deξ p à l’aide de (3.25).

3. Construire la base associée, incrémenter n et retour à l’étape 1.
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3.4 Modèle de Volterra-BFOR : Approche exhaustive

3.4.1 Cas du noyau de Volterra du premier ordre

Supposons queN couples d’entrée/sortie, (u,d), du système sont disponibles et que les
sorties sont bruitées. Nous allons considérer le problème d’optimisation au sens des
moindres carrés de l’erreur quadratiqueE.

E =
N−1

∑
n=0

(d(n)−y(n))2 = ‖d−Y‖2 = ‖d−ΦΦΦG‖2

où :

d =
(

d(0) d(1) · · · d(N−1)
)T

Y =
(

y(0) y(1) · · · y(N−1)
)T

ϕk =
(

sk(0) sk(1) · · · sk(N−1)
)T

ΦΦΦ =
(

ϕ0 ϕ1 · · · ϕK−1
)

G =
(

g0 g1 · · · gK−1
)T

(3.27)

ϕk etG sont des vecteurs colonne de dimension respectiveN etK, etΦΦΦ est une matrice
de dimensionN×K.

Les équations normales sont regroupées sous la forme matricielle suivante :

ΦΦΦTΦΦΦG = ΦΦΦTd (3.28)

Rappelons que les coefficients de Fourier optimaux obtenus par la résolution de (3.28)
sont donnés par :

Ĝ =
(
ΦΦΦTΦΦΦ

)−1ΦΦΦTd

Par ailleurs, l’erreur entre la sortie du système et la sortie du modèle optimisé peut être
réécrite telle que :

d−Ŷ = d−ΦΦΦĜ

= ΠΠΠ⊥d (3.29)

où
ΠΠΠ⊥ = I −ΦΦΦ

(
ΦΦΦTΦΦΦ

)−1ΦΦΦT = I −ΠΠΠ (3.30)

ΠΠΠ est la matrice de projection sur le sous-espace orthogonal àcelui engendré par les
colonnes de la matriceΦΦΦ. En utilisant les propriétés de symétrie et d’idempotence de
la matrice de projection on a :

(

ΠΠΠ⊥
)T (

ΠΠΠ⊥
)

=
(

ΠΠΠ⊥
)2

= ΠΠΠ⊥
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Par la suite, il est possible d’écrire l’erreur quadratiqueminimaleEmin en fonction de
la matriceΠΠΠ⊥

Emin = ‖d−Ŷ‖2 = dTΠΠΠ⊥d (3.31)

Afin de réduire la complexité de calcul de la procédure standard des moindres carrés,
nous allons recourir à la version orthogonalisée des moindres carrés [100]. En effet,
la matrice des entrées filtrées,ΦΦΦ, peut être factorisée en un produit d’une matrice à
colonnes orthogonales avec une matrice triangulaire supérieureU.

ΦΦΦ = Φ̆ΦΦU (3.32)

AvecΦ̆ΦΦ =
(

ϕ̆0 · · · ϕ̆K−1
)

et< ϕ̆k, ϕ̆q >= δk,q où δ est le symbole de Kronecker.

En conséquence, les coefficients de Fourier optimaux sont tels que :

Ĝ = U−1Φ̆ΦΦT
d (3.33)

De même, une expression plus simple est obtenue pour l’évaluation de la matriceΠΠΠ⊥ :

ΠΠΠ⊥ = I −ΦΦΦ
(
ΦΦΦTΦΦΦ

)−1ΦΦΦT

= I −Φ̆ΦΦU
(

UTΦ̆ΦΦTΦ̆ΦΦU
)−1

UTΦ̆ΦΦT

= I −Φ̆ΦΦUU−1
(

Φ̆ΦΦTΦ̆ΦΦ
)−1

U−TUTΦ̆ΦΦT

= I −Φ̆ΦΦΦ̆ΦΦT
(3.34)

3.4.1.1 Procédure de sélection de pôles

Supposons qu’on dispose d’un ensemble deQ pôles réels stablesΞ = {ξ0, · · · ,ξQ−1}.
Cet ensemble peut être obtenu en discrétisant le segment]−1,1[. Evidemment, la di-
mension de cet ensemble est inversement proportionnelle aupas de discrétisation. Pour
chaque ordre de développement du modèle, ces pôles sont utilisés pour générer les
fonctions de base candidates. A l’ordre 1, lesQ fonctions de base candidates sont :

F0 =

{

Bm =

√

1−ξ 2
m

z−ξm
,m= 0,1, · · · ,Q−1

}

(3.35)

Tandis que pourk > 0,lesQ fonctions de bases candidates sont :

Fk =

{

Bm,k =

√

1−ξ 2
m

z−ξm

k−1

∏
i=0

1− τiz
z− τi

}

(3.36)

où lesτi sont les pôles sélectionnés durant les étapes précédentes.

L’idée est d’incorporer dans la base la fonction qui minimise l’erreur quadratique à
chaque itération. La procédure débute avec une base vide. Elle est arrêtée lorsqu’un
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certain critère est satisfait. La minimisation de ce critère permet d’optimiser la dimen-
sion de la base orthogonale. La procédure étant itérative, nous allons effectuer de façon
itérative le calcul de l’erreur quadratique. Pour ce faire,il est nécessaire de déterminer
une relation récursive pour l’évaluation de la matrice de projection.

Dans le cas d’une base à (k+1) fonctions, la matrice de projection s’écrit :

ΠΠΠ⊥
k = I −Φ̆ΦΦkΦ̆ΦΦ

T
k

Incorporer une nouvelle fonction dans la base a pour effet d’introduire une colonnĕϕ j

dans la matricĕΦΦΦ.
Φ̆ΦΦk+1 =

(

Φ̆ΦΦk ϕ̆ j
)

En conséquence, la nouvelle matrice de projection est telleque :

ΠΠΠ⊥
k+1 = I −Φ̆ΦΦk+1Φ̆ΦΦT

k+1

= I −Φ̆ΦΦkΦ̆ΦΦ
T
k − ϕ̆ j ϕ̆T

j

= ΠΠΠ⊥
k − ϕ̆ j ϕ̆T

j (3.37)

Par suite, l’incrément de l’erreur quadratique minimale,∆Ek+1 = Ek−Ek+1 , s’écrit :

∆Ek+1 = dT
(

ΠΠΠ⊥
k −ΠΠΠ⊥

k+1

)

d =
(
dT ϕ̆ j

)2
(3.38)

3.4.1.2 Critère d’arrêt

Différents critères utilisés pour la sélection de modèles peuvent servir comme critère
d’arrêt de l’algorithme [57, 100, 51]. On citera par exemplele critère d’information
d’Akaike (AIC) et le critère BIC (Bayesian Information Criterion) ou MDL (Minimum
Description Length). Ces deux critères sont respectivementdéfinis par :

AIC(k) = log

(
Ek

N

)

+
2
N

k (3.39)

BIC(k) = log

(
Ek

N

)

+
log(N)

N
k (3.40)

En résumé l’algorithme proposé est le suivant [65]

Algorithme 3.3 Sélection des pôles d’une base BFOR (Cas linéaire)

1. Discrétisation du segment]−1,1[ avec un pas fixe pour obtenir un ensemble de
pôles candidats stables.

2. Sélection de la première fonction de la base :

(a) Construction de l’ensemble F0 de fonctions candidates.

(b) Formation du vecteurϕ0 en calculant les entrées filtrées s0(n), n= 0, 1,· · · ,
N−1, pour chaque fonction candidate Bm(z).
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(c) Normalisation deΦΦΦ1 = (ϕ0).
Sélection du pôleξm de la fonction Bm(z) qui minimise l’erreur quadra-
tique.

3. Construction itérative de la base optimale pour chaque(k+1)-è itération, k> 0 :

(a) Construction de l’ensemble Fk de fonctions candidates

(b) Formation du vecteurϕk en calculant les entrées filtrées sk(n), n= 0, 1, · · · ,
N−1, pour chaque fonction candidate Bm,k(z).

(c) Orthonormalisation du nouveau vecteur colonneϕk pour former la matrice
Φ̆ΦΦk+1 et sélection du pôleξk de la composante passe-bas de la fonction
Bm,k(z) qui maximise l’incrément d’erreur quadratique (3.38).

(d) Calcul de l’ordre de troncature au moyen du critère d’arrêt (3.39) ou (3.40).

4. Si le critère AIC ou BIC est minimal, les coefficients de Fourier sont estimés et la
procédure s’arrête. Sinon retour à l’étape (3a) en remplaçant k par k+1.

3.4.2 Cas général

La procédure formulée ci-dessus peut-être étendue au cas plus général d’un modèle de
Volterra d’ordre quelconque [65, 68, 66]. Considérons un modèle de Volterra d’ordreP
dont le développement tronqué de chacun des noyaux est :

hp(n1, · · · ,np) =
Kp−1

∑
k1=0

· · ·
Kp−1

∑
kp=0

ġk1,··· ,kpbk1,p(n1) · · ·bkp,p(np), p = 1, · · · ,P

où les fonctions de basebk,p sont définies par [90] :

b0,p(n) = Z
−1






B0,p(z) =

√

1−ξ 2
0,p

z−ξ0,p







bk,p(n) = Z
−1






Bk,p(z) =

√

1−ξ 2
k,p

z−ξk,p

k−1

∏
i=0

1−ξi,pz

z−ξi,p






, k = 1, · · · ,Kp−1

Rappelons que la sortie globale du modèle est la somme des sorties de chaque bloc

homogène :y(n) =
P
∑

p=1
yp(n) où la sortieyp est donnée par :

yp(n) =
M−1

∑
n1=0

· · ·
M−1

∑
np=0

hp(n1, · · · ,np)
p

∏
j=1

u(n−n j)

Rappelons aussi que le modèle résultant après décompositionsur une BFOR, donné par
(3.4), est :

yp(n) =
Kp−1

∑
k1=0

· · ·
Kp−1

∑
kp=kp−1

gk1,··· ,kpsk1,··· ,kp(n)
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où :sk1,··· ,kp(n)=
p

∏
j=1

sk j ,p(n), avecsk j ,p(n)=
M−1
∑

i=0
bk j ,p(i)u(n− i). Les coefficientsgk1,··· ,kp

sont obtenus en appliquant une procédure de triangularisation, similaire à celle décrire
pour les noyaux de Volterra dans le chapitre 1, à l’ensemble des coefficients ˙gk1,··· ,kp.

La complexité paramétrique du modèle global est donc égale à:

CBFOR(K1, · · · ,KP) =
P

∑
p=1

(Kp + p−1)!
(Kp−1)!p!

(3.41)

Supposons à présent que nous disposons deN mesures d’entrée-sortie. Nous définis-
sons :

– les vecteursϕk1,··· ,kp des produits à l’ordrep, p = 1, · · · ,P des entrées filtrées
ski ,p(n), i = 1, · · · , p :

ϕk1,··· ,kp =
(
sk1,··· ,kp(0), · · · ,sk1,··· ,kp(N−1)

)T

– pourp≥ 2 les matricesDq,p, q = 0,1, · · · ,Kp−1 :

Dq,p =
(

ϕ0,0,··· ,0,q · · ·ϕk1,k2,··· ,kp−1,q · · ·ϕq,q,··· ,q,q

)

avec 0≤ k1 ≤ k2 ≤ ·· · ≤ kp−1 ≤ q.

Chaque matriceDq,p est de dimensionsN× (q+p)!
q!p! .

– les matrices :

ΦΦΦ1 = (ϕ0 · · ·ϕK1−1)

ΦΦΦp =
(
D0,p · · ·Dq,p · · ·DKp−1,p

)
, p≥ 2

ΦΦΦ = (Φ1 · · ·Φp · · ·ΦP)

Chaque matriceΦΦΦp a une structure en bloc. Elle est exactement constituée deKp

blocs de typeDq,p. La matriceΦΦΦp est de dimensionsN× (Kp−1+p)!
(Kp−1)!p! .

– les vecteurs des coefficients de Fourier :

Gp =
(
g0,··· ,0,0 · · ·g0,··· ,0,kp g0,··· ,1,kp · · ·gk1,··· ,kp · · ·g0,··· ,0,Kp−1 · · ·
· · ·gKp−1,··· ,Kp−1,Kp−1

)T

G =
(
GT

1 · · ·GT
p · · ·GT

P

)T

Exemple 3.1 Pour illustrer ces définitions, prenons le cas d’un modèle quadratique,
dont les noyaux sont développés sur une BFOR à4 fonctions. On a :

–

ϕk1 = (sk1(0), · · · ,sk1(N−1))T , k1 = 0,1,2,3

ϕk1,k2 =
(
sk1,k2(0), · · · ,sk1,k2(N−1)

)T
, k1 = 0,1,2,3, k2 = k1, · · · ,3
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– pour le noyau quadratique nous avons les matricesDq,2, q= 0,1,2,3 :

D0,2 = (ϕ0,0)

D1,2 = (ϕ0,1 ϕ1,1)

D2,2 = (ϕ0,2 ϕ1,2 ϕ2,2)

D3,2 = (ϕ0,3 ϕ1,3 ϕ2,3 ϕ3,3)

– on définit les matrices :

ΦΦΦ1 = (ϕ0 ϕ1 ϕ2 ϕ3)

ΦΦΦ2 = (D0,2 D1,2 D2,2 D3,2)

ΦΦΦ = (ΦΦΦ1 ΦΦΦ2)

La matriceΦΦΦ2 est partitionnée en4 blocsDq,p, q= 0,1,2,3.
– les vecteurs des coefficients de Fourier sont :

G1 = (g0 g1 g2 g3)
T

G2 = (g0,0 g0,1 g1,1 g0,2 g1,2 g2,2 g0,3 g1,3 g2,3 g3,3)
T

G =
(
GT

1 GT
2

)T

Par suite, le vecteurY = (y(0) y(1) · · ·y(N−1))T des sorties du modèle de Volterra
durant l’intervalle temporel[0,N−1] peut s’écrire :

Y = ΦΦΦG

Nous pouvons dès lors formuler le problème d’optimisation des coefficients de Fourier
comme suit :

Ĝ = argmin
G

‖d−ΦΦΦG‖2

ce qui conduit à la solution bien connue des moindres carrés suivante :

Ĝ =
(
ΦΦΦTΦΦΦ

)−1ΦΦΦTd

où d = (d(0) d(1) · · ·d(N−1))T est le vecteur des sorties réelles du système. En défi-
nissant la matrice de projection orthogonaleΠΠΠ⊥ sur le sous-espace orthogonal à celui
engendré par les colonnes deΦΦΦ, par :

ΠΠΠ⊥ = I −ΦΦΦ
(
ΦΦΦTΦΦΦ

)−1ΦΦΦT = I −ΠΠΠ

le vecteur des erreurs de prédiction s’écrit donc :

d−Ŷ = d−ΦΦΦĜ = ΠΠΠ⊥d

Comme nous l’avons déjà montré dans le cas linéaire, tenant compte des propriétés de
la matrice de projection, l’ erreur quadratique minimale s’écrit :

Emin =
∥
∥d−Ŷ

∥
∥2

= dTΠΠΠ⊥d (3.42)
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Appliquons à présent à la matriceΦΦΦ une factorisation de type QR. On a :ΦΦΦ = Φ̆ΦΦU, où
Φ̆ΦΦ est une matrice à colonnes orthonormales etU une matrice triangulaire supérieure.
Les coefficients de Fourier optimaux s’obtiennent alors grâce à la relation suivante :

Ĝ = U−1Φ̆ΦΦT
d (3.43)

Il est à noter que la matricĕΦΦΦ hérite de la structure en bloc deΦΦΦ. En conséquence, nous
avons :

Φ̆ΦΦ =
(

Φ̆ΦΦ1 · · ·Φ̆ΦΦp · · ·Φ̆ΦΦP

)

Φ̆ΦΦp =
(
D̆0,p · · ·D̆q,p · · ·D̆Kp−1,p

)

Où chaque bloc̆Dq,p est formé par les colonnes̆ϕk1,··· ,kp−1,q, 0≤ k1 ≤ ·· · ≤ kp−1 ≤ q.
Les relations d’orthogonalité suivantes sont vérifiées :

Φ̆ΦΦT
p1

Φ̆ΦΦp2 = δp1,p2I

D̆T
q1,pD̆q2,p = δq1,q2I

où δ est le symbole de Kronecker etI la matrice identité.

Définissons à présent la matriceΠΠΠp comme étant la matrice de projection orthogonale
sur le sous-espace engendré par les colonnes deΦ̆ΦΦp :

ΠΠΠp = Φ̆ΦΦpΦ̆ΦΦT
p

Nous pouvons alors formuler la proposition suivante :

Proposition 3.5 La matrice de projection orthogonale sur le sous-espace engendré
par les colonnes de la matriceΦΦΦ est la somme des matrices de projection sur les sous-
espaces engendrés par les colonnes des matrices orthogonalesΦ̆ΦΦp, p= 1, · · · ,P :

ΠΠΠ =
P

∑
p=1

ΠΠΠp (3.44)

Preuve : La preuve de cette proposition découle d’un calcul direct :

ΠΠΠ = ΦΦΦ
(
ΦΦΦTΦΦΦ

)−1ΦΦΦT

= Φ̆ΦΦUU−1
(

Φ̆ΦΦTΦ̆ΦΦ
)−1

U−TUTΦ̆ΦΦT

= Φ̆ΦΦΦ̆ΦΦT

Tenant compte de la structure en bloc de la matriceΦ̆ΦΦ, il vient que :

ΠΠΠ =
P

∑
p=1

Φ̆ΦΦpΦ̆ΦΦT
p =

P

∑
p=1

ΠΠΠp
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Définissons à présent les erreurs quadratiques de prédiction suivantes :

Emin,p =
∥
∥d−Ŷp

∥
∥2

= dTΠΠΠ⊥
p d, p = 1, · · · ,P

oùŶp = Φ̆ΦΦpĜp

Nous avons alors le corollaire suivant :

Corollaire 3.1 L’erreur quadratique de prédiction minimale Emin se décompose en la
somme d’erreurs quadratiques de prédiction Emin,p relatives à chaque noyau tel que :

Emin =
P

∑
p=1

Emin,p− (P−1)dTd (3.45)

Preuve : Calculons la différenceEmin−
P
∑

p=1
Emin,p, en utilisant la proposition 3.5. On

a :

Emin−
P

∑
p=1

Emin,p = dTΠΠΠ⊥d−
P

∑
p=1

dTΠΠΠ⊥
p d

= dTd−
P

∑
p=1

dTΠΠΠpd−PdTd+
P

∑
p=1

dTΠΠΠpd

= −(P−1)dTd

d’où le résultat.

3.4.2.1 Approche constructive pour la sélection des pôles

Notre objectif est de construire de manière itérative une baseBp pour le développement
de chaque noyauhp. Afin de choisir les pôles de la BFOR, nous supposons que nous
disposons, en plus desN mesures d’entrée-sortie{u(n),d(n)}N−1

n=0 , d’un ensemble de
R pôles réels stablesΞ = {ξ0, · · · ,ξR−1}. En l’absence d’informationa priori, cet en-
semble de pôles peut être obtenu en discrétisant avec un pas donné le segment]−1,1[.
Evidemment, la complexité de calcul de l’algorithme dépenddu pas de discrétisa-
tion. Comme dans le cas linéaire, l’ensemble des fonctions candidates est donné, pour
chaque noyauhp, respectivement pour la première itération et pour les itérations sui-
vantes, par :

F0,p =






Z

−1






Bm,p(z) =

√

1−ξ 2
m,p

z−ξm,p






,0≤ m≤ R−1







Fk,p =






Z

−1






Bm,k,p(z) =

√

1−ξ 2
m,p

z−ξm,p

k−1

∏
i=0

1− τi,pz

z− τi,p






0≤ m≤ R−1






, k > 0
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Les pôlesτi,p, i ∈{0, · · · ,k−1}, correspondent à ceux déterminés dans les étapes précé-
dentes de l’algorithme. Nous signalons qu’en raison du caractère itératif de la construc-
tion de la base, nous ajoutons aux différentes quantités (matrices, vecteurs et scalaires)
jusque là définies, un indice supplémentairek ≥ 0 qui indique la(k+1)-ème itération
et donc la(k+1)-ème fonction de la base.

Bk,p est une base àk fonctions associée au développement du noyau de Volterra d’ordre
p. Les entrées filtrées, ou leurs produits, par ses fonctions sont rangées dans la matrice
Φ̆ΦΦk,p.

Ajoutons une nouvelle fonction àBk,p. Nous obtenons la baseBk+1,p à laquelle nous
associons la matricĕΦΦΦk+1,p. Nous pouvons vérifier quĕΦΦΦk+1,p est obtenue à partir de
Φ̆ΦΦk,p en lui ajoutant un bloc̆Dk,p. En effet :

Φ̆ΦΦk+1,p =
(
D̆0,p · · ·D̆k−1,p D̆k,p

)

=
(

Φ̆ΦΦk,p D̆k,p

)

(3.46)

Proposition 3.6 Lorsqu’une nouvelle fonction est introduite dans la baseBk,p, l’er-
reur quadratique de prédiction associée au noyau d’ordre p est réduite.

Preuve : Tenant compte de (3.46), nous pouvons déduire une relation récursive pour la
matrice de projectionΠΠΠ⊥

p . On a :

ΠΠΠ⊥
k+1,p = I −Φ̆ΦΦk+1,pΦ̆ΦΦT

k+1,p

= I −Φ̆ΦΦk,pΦ̆ΦΦT
k,p− D̆k,pD̆T

k,p

= ΠΠΠ⊥
k,p− D̆k,pD̆T

k,p

En utilisant l’expression qui lie l’erreur quadratique de prédiction à la matrice de pro-
jection, nous obtenons :

∆Emin,k+1,p = Emin,k,p−Emin,k+1,p

= dT(ΠΠΠ⊥
k,p−ΠΠΠ⊥

k+1,p)d

= dTD̆k,pD̆T
k,pd

=
k

∑
k1=0

k

∑
k2=k1

· · ·
k

∑
kp−1=kp−2

(

dT ϕ̆k1,k2,··· ,kp−1,k

)2
≥ 0

Ce qui implique queEmin,k+1,p ≤ Emin,k,p, i.e. la réduction de l’erreur quadratique de
prédiction.

Corollaire 3.2 L’incrément d’erreur quadratique de prédiction, dû à l’introduction
d’une nouvelle fonction dans les bases respectives associées à chacun des noyaux, est la
somme des incréments d’erreurs quadratiques de prédictionassociées à chaque noyau.

∆Emin,k =
P

∑
p=1

∆Emin,k,p (3.47)
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Preuve :

∆Emin,k = Emin,k−1−Emin,k

=
P

∑
p=1

Emin,k−1,p− (P−1)dTd−
P

∑
p=1

Emin,k,p +(P−1)dTd

=
P

∑
p=1

(
Emin,k−1,p−Emin,k,p

)
=

P

∑
p=1

∆Emin,k,p

Nous proposons de choisir les pôles des différentes bases desorte que l’incrément
d’erreur quadratique de prédiction soit maximisé ce qui équivaut à réduire l’erreur qua-
dratique de prédiction. Ce problème d’optimisation se formule donc ainsi :

(
τk,1, · · · ,τk,p, · · · ,τk,P

)
= arg max

ξm,1,··· ,ξm,p,··· ,ξm,P

∆Emin,k+1(ξm,1, · · · ,ξm,p, · · · ,ξm,P)

(3.48)
A l’instar du développement réalisé dans le cas linéaire, laprocédure de sélection est
arrêtée en utilisant un critère de sélection de modèle commeAIC ou BIC.

Deux stratégies sont possibles pour maximiser l’incrémentd’erreur de prédiction. Soit
maximiser directement∆Emin,k+1 soit maximiser séparément les∆Emin,k+1,p. La pre-
mière stratégie est indiquée lorsqu’une seule base est utilisée pour le développement
de tous les noyaux tandis que la seconde l’est dans le cas où des bases distinctes sont
construites pour chaque noyau.

Selon que l’on effectue le choix d’une base unique ou de différentes bases, nous avons
les algorithmes ci-après :

Algorithme 3.4 : Choix d’une base unique

1. Discrétisation du segment]−1,1[ avec un pas fixé pour obtenir les pôles candi-
dats.

2. Sélection de la première fonction de base :

(a) Construire l’ensemble F0 des fonctions candidates.

(b) Former les vecteursϕ0,··· ,0 pour chaque ordre de non-linéarité p en calcu-
lant les entrées filtrées pour chaque fonction candidate Bm(z).

(c) Construire et orthonormaliser la matriceΦ1, et choisir le premier pôle tel
que l’erreur quadratique de prédiction globale soit minimale.

3. A la(k+1)-ème itération, k> 0 :

(a) Former l’ensemble Fk de fonctions candidates.

(b) Former les vecteursϕk1,k2,··· ,kp−1,k, ki+1 = ki, · · · ,k, i = 1, · · · , p−2 en cal-
culant les entrées filtrées et leurs produits pour chaque fonction candidate
Bm,k(z), m= 0, · · · ,R−1.
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(c) Orthonormalisation des nouveaux vecteurs colonnes et formation de la ma-
trice Φ̆k+1 puis sélection du pôleξk de la composante passe-bas de la fonc-
tion Bm,k(z) qui maximise l’incrément d’erreur quadratique de prédiction.

(d) Evaluer le critère d’arrêt.

4. Si le critère est minimal, estimer les coefficients de Fourier et arrêter la procé-
dure. Sinon, retour à l’étape 3a en incrémentant k.

Algorithme 3.5 : Choix d’une base différente pour chaque noyau

1. Discrétisation du segment]−1,1[ avec un pas fixé pour obtenir les pôles candi-
dats.

2. Construire l’ensemble F0 des fonctions candidates.

3. Sélection des premières fonctions de chaque baseBp. Pour p= 1, · · · ,P :

(a) Former les vecteursϕ0,··· ,0 en calculant les entrées filtrées s0,p et en faisant
leur produit d’ordre p, pour chaque fonction candidate.

(b) Orthonormaliserϕ0,··· ,0 pour constituerΦ̆1,p et doncΦ̆ puis choisir le pôle
ξm,p de la fonction Bm,p(z) qui minimise Emin,1,p.

4. A la(k+1)-ème itération, k> 0, pour p= 1, · · · ,P :

(a) Former l’ensemble Fk,p des fonctions candidates.

(b) Former les vecteursϕk1,k2,··· ,kp−1,k en calculant les entrées filtrées sk,p et en
faisant leur produit d’ordre p, pour chaque fonction candidate.

(c) Orthonormaliserϕk1,k2,··· ,kp−1,k pour constituerΦ̆k+1,p et doncΦ̆k+1 puis
choisir le pôleξm,p de la fonction Bm,k,p(z) qui maximise∆Emin,k+1,p.

5. Evaluer le critère d’arrêt.

6. Si ce critère est minimal, estimer les coefficients de Fourier et arrêter la procé-
dure. Sinon, retour à l’étape 4a en incrémentant k.

3.4.2.2 Procédure de seuillage

Dans la procédure décrite ci-dessus, le critère d’arrêt donne un ordre de troncature
optimalK au sens du critère utilisé. A cet ordre de troncature correspond un nombre de
paramètres du modèle égal àCBFOR(K, · · · ,K), donné par (3.41). L’erreur quadratique
moyenne normalisée correspondante est alors :

EQMN
(

CBFOR(K, · · · ,K)
)

= 10log

N−1
∑

n=0
(d(n)−y(n))2

N−1
∑

n=0
(d(n))2

(3.49)

Il est vrai que la procédure que nous venons de présenter permet d’obtenir une repré-
sentation parcimonieuse du modèle de Volterra. Cependant, l’ordre de troncature utilisé
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étant le même pour tous les noyaux, il est possible que certains termes non significatifs
soient présents dans le modèle. Nous proposons de les écarter en "élaguant" le modèle
de manière rétrograde. Une telle procédure réduit plus significativement la complexité
du modèle. En contrepartie, le modèle se dégrade. Cette dégradation n’est pas considé-
rable si le terme retranché du modèle est peu significatif. Nous allons donc supprimer
les paramètres un à un, tout en s’assurant que la dégradationdu modèle soit bornée par
un seuil choisia priori.

On définit parEQMN
(
CBFOR(K1, · · · ,KP)

)
l’erreur quadratique moyenne normalisée

correspondant à un ordre de troncatureKp pour la baseBp et parλ (.) la différence
suivante :

λ (K1, · · · ,KP) = EQMN
(

CBFOR(K1, · · · ,KP)
)

−EQMN
(

CBFOR(K, · · · ,K)
)

(3.50)
Désignons parKs

p l’ordre de troncature après seuillage de la baseBp tel que :

(Ks
1, · · · ,Ks

P) = arg max
K1,··· ,KP

λ (K1, · · · ,KP) (3.51)

sous la contrainte suivante :

0≤ λ (K1, · · · ,KP) ≤
∣
∣EQN(CBFOR(K,K))

∣
∣

κ
(3.52)

avecκ une constante positive choisie de sorte que la dégradation de l’EQMN soit limi-
tée malgré le seuillage de certains paramètres :

C(Ks
1, · · · ,Ks

P) ≤CBFOR(K, · · · ,K)

Il est à noter que la complexité paramétrique d’un noyau donné est d’autant plus élevée
que l’ordre de non-linéarité qui lui est associé est important. Ainsi, la modification
de la complexité relative à un noyau d’ordre donné a d’autantplus d’impact sur la
complexité globale du modèle que l’ordre de non-linéarité du noyau est élevé. Nous
proposons donc de débuter le seuillage au niveau du noyau de degré le plus élevé. Puis
nous décrémentons ce degré. La procédure se résume comme suit :

Algorithme 3.6 : Procédure de seuillage
Pour p= P,P−1, · · · ,1 :

1. Réduire Kp et évaluerλ
(

K, · · · ,K,Kp,Ks
p+1, · · · ,Ks

P

)

2. Si la contrainte (3.52) n’est plus vérifiée, arrêter. On a donc Ks
p. Puis décrémenter

p. Sinon retour à 1.

3.4.3 Modèle de Volterra-BFOR : Approche analytique

Le principal écueil de l’approche que nous venons de présenter est d’évaluer la fonc-
tion de coût à optimiser de manière systématique pour chaqueélément de l’espace de
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recherche. En l’absence d’informationa priori sur le système, cet espace est obtenu par
discrétisation du segment]−1,1[. Plus, la recherche se veut être fine, i.e. un pas de dis-
crétisation très faible, plus la méthode est lourde à mettreen oeuvre. Plus la recherche
est grossière, i.e. un pas de discrétisation important, moins on est sûr de trouver la bonne
solution. Dans ce type de problèmes d’optimisation, un recours aux techniques d’op-
timisation globale comme les algorithmes génétiques, le recuit simulé ou l’algorithme
des colonies de fourmis peut être envisagé. Cependant, ces techniques bien qu’étant
efficaces requièrent généralement un nombre important d’évaluations de la fonction de
coût. Ce qui rejoint l’écueil principal de la méthode de recherche exhaustive que nous
avons présentée. Dans cette dernière, l’avantage est qu’à l’aide du pas de discrétisation,
on fixea priori le nombre d’évaluations de la fonction de coût à chaque itération.

Nous retiendrons toutefois que le principe de la méthode estattrayant. Peut-on utiliser
une autre technique pour le choix du pôle optimal à chaque itération, qui soit moins
coûteuse ?

Nous avons déjà indiqué que l’avantage d’un développement sur des bases de Laguerre
est qu’il est possible de déterminer les pôles optimaux de manière analytique. La mé-
thode que nous avons présentée dans la section 3.3 présente l’avantage d’être indé-
pendante vis-à-vis de l’ordre de troncature. Nous nous proposons donc de l’associer à
l’approche constructive de la section 3.4.2.

Rappelons que le vecteurY des sorties du modèle s’écrit :

Y = ΦΦΦG = Φ̆ΦΦĞ

oùΦΦΦ = Φ̆ΦΦU et Ğ = UG. Rappelons aussi quĕΦΦΦ a une structure en bloc qui évolue avec
l’augmentation de l’ordre de troncature. L’orthogonalitédeΦ̆ΦΦ permet d’avoir une esti-
mation découplée du modèle. En vue de fixer les idées, prenonsl’exemple d’un modèle
linéaire quadratique développé sur des bases à 2 fonctions.La matriceΦ̆ΦΦ s’écrit :

Φ̆ΦΦ =








s̆0(0) s̆1(0) s̆0,0(0) s̆0,1(0) s̆1,1(0)
s̆0(1) s̆1(1) s̆0,0(1) s̆0,1(1) s̆1,1(1)

...
...

...
s̆0(N−1) s̆1(N−1) s̆0,0(N−1) s̆0,1(N−1) s̆1,1(N−1)








Nous allons à présent réorganiser les colonnes deΦ̆ΦΦ de sorte à grouper d’une part les
colonnes qui ne dépendent que de la première fonction de baseet de l’autre celles qui
dépendent à la fois de la première et de la seconde fonctions.Une telle organisation
s’obtient en permutant la deuxième et la troisième colonne deΦ̆ΦΦ. Nous obtenons :

Φ̄ΦΦ =








s̆0(0) s̆0,0(0) s̆1(0) s̆0,1(0) s̆1,1(0)
s̆0(1) s̆0,0(1) s̆1(1) s̆0,1(1) s̆1,1(1)

...
...

...
s̆0(N−1) s̆0,0(N−1) s̆1(N−1) s̆0,1(N−1) s̆1,1(N−1)
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D’où la structure en bloc suivante :

Φ̄ΦΦ =
(

Φ̄ΦΦ0 Φ̄ΦΦ1
)

Avec :

Φ̄ΦΦ0 =








s̆0(0) s̆0,0(0)
s̆0(1) s̆0,0(1)

...
...

s̆0(N−1) s̆0,0(N−1)








, Φ̄ΦΦ1 =








s̆1(0) s̆0,1(0) s̆1,1(0)
s̆1(1) s̆0,1(1) s̆1,1(1)

...
...

...
s̆1(N−1) s̆0,1(N−1) s̆1,1(N−1)








Cette permutation se traduit par une permutation de la deuxième et de la troisième ligne
du vecteur des coefficients de Fourier "orthogonalisés",Ğ. On a :

Ḡ =
(

ğ0 ğ0,0 ğ1 ğ1,1 ğ0,1
)T

=
(

ḠT
0 ḠT

1

)T

D’une manière générale, nous définissons :
– Φ̄ΦΦk : matrice dont les colonnes sontϕ̆k et ϕ̆k1,··· ,kp−1,k pour 0≤ k1 ≤ ·· · ≤ kp−1 ≤ k

et 2≤ p≤ P.
– Ḡk : vecteur dont les composantes sont ˘gk et ğk1,··· ,kp−1,k pour 0≤ k1 ≤ ·· · ≤

kp−1 ≤ k et 2≤ p≤ P.
Avec ces définitions, la sortie du modèle s’écrit donc de manière équivalente comme :

Y = Φ̄ΦΦḠ =
K−1

∑
k=0

Φ̄ΦΦkḠk

Par suite :

y(n) =
K−1

∑
k=0

ȳk(n), ȳk(n) = S̄k(n)Ḡk (3.53)

S̄k(n) étant la(n+1)-ième ligne deΦ̄ΦΦk. Par suite, nous avons la structure multicanal de
la figure 3.2.

Nous définissons les signaux suivants (k≥ 0) :
– ŷk(n) : la sortie cumulée jusqu’à la (k+1)-ième branche :

ŷk(n) =
k

∑
i=0

ȳi(n)

– vk+1(n) : le signal résiduel donné par :

vk+1(n) = d(n)− ŷk(n)

oùd(n) est la sortie réelle du système etv0(n) = d(n).
Nous pouvons vérifier que les signaux résiduelsvk obéissent à la relation de récurrence
suivante :

vk+1(n) = vk(n)− ȳk(n) (3.54)

Le principe de la méthode que nous proposons rejoint celui couramment utilisé pour
l’identification des modèles parallèle-cascade [102, 71, 137]. Il s’agit d’identifier à
chaque itération,k≥ 0, un modèle entre l’entréeu et le signal résiduelvk. Nous propo-
sons l’algorithme suivant :
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Filtrage BFOR et opération non-
linéaire sur les entrées filtrées

Filtrage BFOR et opération non-
linéaire sur les entrées filtrées

Filtrage BFOR et opération non-
linéaire sur les entrées filtrées
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FIG. 3.2 – Représentation multicanal équivalente du modèle de Volterra-BFOR ortho-
gonalisé

Algorithme 3.7 : Approche analytique

1. Pour k= 0, · · · ,K−1 :

(a) Déterminer les pôles optimaux de Laguerreξk,p, p = 1, · · · ,P en utilisant
comme entrées-sorties les signaux u et vk, et en appliquant la méthode dé-
crite par l’algorithme 3.1.

(b) Construire les fonctions bk,p avec les pôles déterminés.

(c) Faire passer l’entrée par les filtres de la BFOR. Après orthonormalisation,
générer les vecteurs̄Sk(n) puis former la matricēΦΦΦk.

(d) Estimer le vecteur̄Gk :

Ḡk = Φ̄ΦΦT
k vk

où vk est le vecteur des signaux résiduels vk(n) n = 0, · · · ,N−1.

(e) Evaluer le critère d’arrêt2.

(f) Calculer vk+1(n), n= 0, · · · ,N−1 suivant (3.54).

Dans le cas linéaire une approche semblable a été considéréepar [63]. Les auteurs sé-
lectionnent les pôles en filtrant les dynamiques du système de manière itérative. Une
fois la base construite les coefficients de Fourier sont ensuite déterminés. Il apparaît
donc que dans son principe cette méthode est très différentede celle que nous présen-
tons. L’approche analytique que nous avons présentée n’estdonc pas l’extension de
[63] au cas des modèles de Volterra.

2Comme dans la procédure de recherche exhaustive on peut utiliser AIC ou BIC.
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3.5 Approche hybride de réduction de complexité d’un
modèle de Volterra

Dans ce paragraphe, nous allons combiner les deux approchesde réduction de com-
plexité d’un modèle de Volterra. Nous allons montrer comment mettre à profit la dé-
composition matricielle et la décomposition sur base de fonctions orthogonales ration-
nelles.

Considérons un noyau de Volterrahp causal, décomposé sur une BFOR. La meilleure
approximation de ce noyau nécessite un nombre infini de fonctions de bases. Pour des
raisons pratiques évidentes, ce développement est tronquéà un ordre fini. Cependant,
quel est l’ordre de troncature optimal ? Dans la section précédente, nous avons utilisé
un critère de sélection de modèle pour stopper la construction de notre base. Il s’avère
que certains termes non significatifs demeurent d’où la nécessité d’une procédure de
seuillage en aval. Il est aussi possible de faire un choix arbitraire de la BFOR tout en
choisissant un ordre de troncature suffisamment élevé pour réduire l’erreur d’approxi-
mation du système. Une certaine redondance est introduite par ces termes supplémen-
taires. S’il est possible de grouper les coefficients de Fourier dans une matrice, nous
pouvons alors utiliser les techniques de décomposition matricielle pour réduire davan-
tage la complexité paramétrique.

Dans ce paragraphe, nous n’utiliserons pas la représentation triangulaire des coeffi-
cients de Fourier. Toutefois, à l’instar de la représentation matricielle des noyaux de
Volterra que nous avons présentée, le modèle de Volterra-BFOR homogène, tronqué à
l’ordre Kp peut aussi s’écrire :

yp(n) = ST
l (n)Gl ,p−lSp−l (n) (3.55)

où Sp(n) est un vecteur de dimensionKp
p contenant tous les produits croisés d’ordre

p des entrées filtréessk(n) et Gl ,p−l une matrice de dimensionK l
p ×Kp−l

p telle que
son(i, j)-ème élément soit le coefficient de Fourier qui pondère le produit de lai-ème
composante deSl et de laj-ème composante deSp−l dans (3.55). Par exemple, dans le
cas des noyaux quadratique et cubique nous avons respectivement :

G1,1 =








g0,0 g0,1 · · · g0,K2−1

g1,0 g1,1 · · · g1,K2−1
...

...
. . .

...
gK2−1,0 gK2−1,1 · · · gK2−1,K2−1








, S1(n) =








s0(n)
s1(n)

...
sK2(n)








G2,1 =








g0,0,0 g0,0,1 · · · g0,0,K3−1

g0,1,0 g0,1,1 · · · g0,1,K3−1
...

...
.. .

...
gK3−1,K3−1,0 gK3−1,K3−1,1 · · · gK3−1,K3−1,K3−1








,
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S1(n) =








s0(n)
s1(n)

...
sK2(n)








, S2(n) =








s0,0(n)
s0,1(n)

...
sK2,K2(n)








Appliquons la décomposition SVD à la matriceGl ,p−l . nous obtenons :

Gl ,p−l =
r

∑
i=1

σiWiV
T
i

Relation qui donne :

yp(n) =
r

∑
i=1

σi
[
ST

l (n)Wi
][

VT
i Sp−l (n)

]
=

r

∑
i=1

σiyl ,i(n)yp−l ,i(n)

L’intérêt de cette décomposition est davantage visible dans le cas d’un modèle de Vol-
terra à noyau séparable. Dans ce cas, nous avons montré que lapropriété de séparabilité
se répercutait sur les coefficients de Fourier (voir l’équation (3.3)). En conséquence, la
matriceGl ,p−l est donc de rang égal à un. D’où :

Gl ,p−1 = σWVT

et par suite
yp(n) = σ

[
ST

l (n)W
][

VTSp−l (n)
]

Dans le cas particulier d’un modèle quadratique symétrique, W = V d’où :

y2(n) = σ
[
ST

1 (n)W
]2

Ce modèle n’est caractérisé que par(K2 +1) paramètres !

Algorithme de type NLMS pour l’estimation paramétrique d’un m odèle de Vol-
terra BFOR-SVD quadratique homogène : Considérons la fonction de coût

J(n) = e2(n), avece(n) = d(n)−σ(n)
[
ST

1 (n)W(n)
]2

La procédure de descente du gradient nous permet d’écrire, en posantz(n)= ST
1 (n)W(n) :

σ(n+1) = σ(n)+ µe(n)z2(n) (3.56)

W(n+1) = W(n)+2µe(n)σ(n)z(n)S1(n) (3.57)

Le développement de Taylor de l’erreureau premier ordre donne [83] :

e(n+1) = e(n)+
K2−1

∑
k=0

∂e(n)

∂wk(n)
∆wk(n)+

∂e(n)

∂σ(n)
∆σ(n) (3.58)
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FIG. 3.3 – Représentation d’un modèle de Volterra BFOR-SVD quadratique homogène
à noyau séparable

où : ∆wk(n) = wk(n+1)−wk(n) et ∆σ(n) = σ(n+1)−σ(n). Sachant que :

∂e(n)

∂wk(n)
= −2σ(n)z(n)sk(n)

∂e(n)

∂σ(n)
= −z2(n)

et tenant compte de (3.56) et de (3.57), on a alors

e(n+1) = e(n)−4µe(n)σ2(n)z2(n)
K2−1

∑
k=0

s2
k(n)−µz4(n)e(n)

= e(n)
[

1−µ
(

4σ2(n)z2(n)‖S1‖2 +z4(n)
)]

L’erreure(n+1) s’annule pour :

µopt =
1

4σ2(n)z2(n)‖S1‖2 +z4(n)

Cependant, pour tenir compte des termes négligés dans le développement de Taylor,
nous pouvons choisir :

µopt =
µ

4σ2(n)z2(n)‖S1‖2 +z4(n)
, 0 < µ < 1 (3.59)

D’où :

σ(n+1) = σ(n)+ µ
e(n)z2(n)

4z2(n)σ2(n)‖S1(n)‖2 +z4(n)
(3.60)

W(n+1) = W(n)+2µ
e(n)σ(n)z(n)S1(n)

4z2(n)σ2(n)‖S1(n)‖2 +z4(n)
(3.61)
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Afin d’éviter des fluctuations trop importantes du facteur denormalisation nous allons
plutôt considérer un filtrage passe-bas de celui-ci. Ce qui nous donne :

σ(n+1) = σ(n)+ µ
e(n)z2(n)

υ(n)
(3.62)

W(n+1) = W(n)+2µ
e(n)σ(n)z(n)S1(n)

υ(n)
(3.63)

υ(n) = βυ(n−1)+(1−β )
(

4z2(n)σ2(n)‖S1(n)‖2 +z4(n)
)

(3.64)

où β est une constante prise entre zéro et un.

Dans le cas d’un développement sur une base de Laguerre, nouspouvons combiner cet
algorithme avec celui de l’estimation du pôle de Laguerre demanière adaptative. Nous
avons alors :

Algorithme 3.8 : Approche hybride

1. Initialiser le pôle de Laguerre,σ(0) et le vecteur W(0) ;

2. Pour n≥ 1 :

(a) Déterminerσ(n) et le vecteur W(n) à partir des équations (3.62-3.64) ;

(b) CalculerG2(n) = σ(n)W(n)WT(n) (les composantes de G2(n) sont les co-
efficients de Fourier) ;

(c) Déterminer un nouveau pôle de Laguerre à partir des coefficients de Fou-
rier calculés à l’étape précédente en utilisant l’algorithme décrit en 3.3.3.

3.6 Simulations

Dans cette section nous allons illustrer, à travers deux exemples, les performances des
algorithmes que nous avons présentés. Nous évaluerons la procédure de sélection du
pôle optimal de Laguerre ainsi que les approches exhaustives et analytiques de sélection
des BFOR.

3.6.1 Cas linéaire

Nous considérons le modèle de fonction de transfert suivante [82] :

H(z) =
3.8z5−3.71z4 +0.3995z2−0.2439z2 +0.254z

z5−0.85z4−0.555z3 +0.616z2−0.0733z−0.0612

dont la représentation des zéros et des pôles dans le plan complexe est donnée par la
figure 3.4.
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FIG. 3.4 – Lieu des pôles et des zéros du système simulé

A la sortie du système, le bruit additif est blanc et gaussien. En appliquant la procédure
de construction que nous avons proposée au paragraphe 3.4.1, pour un nombre de don-
néesN = 500 et un rapport signal à bruit de 30dB, avec 20 expériences indépendantes,
l’ordre de troncature optimal au sens du critèreBIC est :K = 6. Les pôles sélectionnés
sont ceux donnés par le tableau 3.1.

Pôle Valeur moyenne Ecart type (±)
ξ0 −0.740 1.0 10−5

ξ1 0.619 2.0 10−3

ξ2 −0.751 5.0 10−3

ξ3 0.542 6.0 10−3

ξ4 0.932 4.0 10−3

ξ5 −0.089 1.3 10−2

TAB . 3.1 – Pôles sélectionnés

L’écart-type autour des valeurs moyennes des pôles sélectionnés croît avec la dimension
de la base. La figure 3.5 montre l’évolution de l’erreur minimisée en fonction de l’ordre
de troncature. Les premiers pôles choisis sont ceux qui contribuent le plus à la réduction
de la dite erreur. Par conséquent, leurs coefficients de Fourier sont plus significatifs que
ceux associés aux pôles suivants (figure 3.6).

Par ailleurs il est à noter que le gain statique correspondant au système reconstruit à
l’aide des fonctions de base et des coefficients de Fourier estimés est égal à 7.102±
0.086. Il est assez proche du gain statique du système réel qui est égal à 6.5307 .
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FIG. 3.5 – Erreur quadratique normalisée par le nombre de données en fonction de
l’ordre de troncature
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FIG. 3.6 – Coefficients de Fourier de la base sélectionnée
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FIG. 3.7 – Comparaison des développements sur les bases RIF, Laguerre et BFOR

A présent, comparons le développement obtenu avec un développement sur une base
RIF et sur une base de Laguerre dont le pôle est optimisé suivant l’algorithme de Fu et
Dumont. Ce pôle optimal estξopt = −0.408.

On peut remarquer, sur la figure 3.7, qu’à ordre de troncatureidentique, la BFOR ap-
proxime mieux le système simulé malgré le fait que seuls des pôles réels aient été
utilisés. La précision de reconstruction est donnée par la relation suivante :

EQMEN= 10log

N−1
∑

i=0
(h(i)−hest(i))

2

N−1
∑

i=0
h2(i)

où h est la réponse impulsionnelle du système ethest celle reconstruite à partir du dé-
veloppement sur la BFOR.

Comme indiqué précédemment, l’ordre de sélection des pôles est important dans la
procédure que nous avons développée. Cependant, quelle est la relation possible avec
la sélection de la meilleure base au sens de l’entropie minimale telle que proposée par
Bodin ? (voir le paragraphe 2.5)
A partir de la base sélectionnée nous avons appliqué la méthode de Bodin. Le tableau
3.2 donne la valeur de l’entropie pour la base que nous avons sélectionnée ainsi que
pour la meilleure et la plus mauvaise base au sens de l’entropie minimale.

Les coefficients de Fourier correspondant à la meilleure base et à la pire base (au sens
de l’entropie minimale) sont données par les figures 3.8 et 3.9
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Base Entropie Ordre des pôles par rapport à la base initiale
Base sélectionnée -12.976 (1,2,3,4,5,6)

Meilleure base -13.451 (3,1,4,2,6,5)
Pire base -8.292 (5,2,4,6,1,3)

TAB . 3.2 – Valeur de l’entropie pour différentes configurationsde l’emplacement des
pôles
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FIG. 3.8 – Coefficients de Fourier de la meilleure base au sens de l’entropie minimale
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FIG. 3.9 – Coefficients de Fourier de la plus mauvaise base au sens de l’entropie mini-
male

Comme on peut le constater, au niveau de la meilleure base, l’énergie du système est
concentrée sur quelques coefficients de Fourier. On peut donc aisément déterminer les
coefficients les moins significatifs en vue d’un seuillage. En appliquant la règle de
Donoho (2.62), seul le quatrième coefficient de la meilleurebase est seuillé. Par ailleurs,
il est à noter que la base sélectionnée par notre approche présente aussi la propriété
d’avoir l’énergie du système concentrée sur quelques coefficients, les premiers. Son
entropie est proche de celle de la meilleure base.

3.6.2 Cas non-linéaire

Nous considérons deux systèmes qui ne diffèrent que par la présence ou non d’au moins
un retard unitaire. Ils sont décrits par des modèles de Volterra du second ordre :

– SystèmeS1 :

noyau du premier ordre

H1(z) =
z(z+0.5)

(z−0.3)(z−0.2)
(3.65)

noyau du second ordre

h2(i, j) = 0.25h(i)h( j) avec h(i) = Z
−1
{

z(z+1)

(z−0.8)(z+0.8)

}

(3.66)

– SystèmeS2 :
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noyau du premier ordre

H1(z) =
z+0.5

(z−0.3)(z−0.2)
(3.67)

noyau du second ordre

h2(i, j) = 0.25h(i)h( j) avec h(i) = Z
−1
{

z+1
(z−0.8)(z+0.8)

}

(3.68)

La mémoire du modèle est choisie égale àM = 20, ce qui correspond à 420 coefficients.
Si l’on tient compte de la symétrie du noyau quadratique, la représentation triangulaire
du modèle contient 230 paramètres. L’entrée des deux systèmes est un signal blanc,
gaussien, centré et de variance unité. La sortie respectivedes deux systèmes est pertur-
bée par un bruit additif blanc, gaussien, indépendant du signal d’entrée.

3.6.2.1 Choix du pôle optimal de Laguerre

Dans ce paragraphe, nous évaluons les performances des algorithmes d’optimisation
du pôle de Laguerre présentés dans la section 3.3. Le systèmeS1 est développé sur des
bases de Laguerre. Rappelons que les algorithmes que nous avons présentés permettent
l’estimation paramétrique du modèle de Volterra-Laguerretout en optimisant les bases
utilisées. L’optimisation des bases est, ici, vue au sens duchoix du pôle optimal.

Nous utilisonsN = 5000 données d’entrée-sortie. Le rapport signal à bruit estégal
à 30dB. Le systèmeS1 ne répond pas aux conditions requises par l’algorithme de
[21]. En appliquant le dit algorithme àS2, les pôles optimaux sont respectivement :
ξ1,opt = 0.525 etξ2,opt = 0.734. Sachant queS1 etS2 ont les mêmes propriétés dyna-
miques, nous pouvons comparer ces valeurs à celles fourniespar les méthodes que nous
avons développées. Par ailleurs, nous pouvons aussi tracerles courbes théoriques des
fonctionsJ1 et J2 (voir la figure 3.10). Ces fonctions ont chacune un minimum unique
enξ1,opt = 0.525 etξ2,opt = 0.733 respectivement.

Estimation en bloc : Nous étudions le comportement de l’algorithme 3.1 suivant
trois aspects : l’ordre de troncatureK du développement des noyaux des Volterra sur
les bases de Laguerre, l’initialisation des pôles de Laguerre et le critère d’arrêt de l’al-
gorithme.

Afin d’étudier l’effet de l’ordre de troncatureK, choisia priori, sur l’optimisation des
pôlesξ1 (partie linéaire) etξ2 (partie quadratique), nous initialisons les pôles de La-
guerre parξp = 0.001, p = 1,2. Les résultats obtenus sont reportés sur le tableau 3.3.
La figure 3.11 illustre le comportement des pôles estimés durant la procédure proposée.
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FIG. 3.10 – Courbes théoriques des fonctions de coûtJ1 (trait plein) etJ2 (trait discon-
tinu)

K ξ1 ξ2 EQMN(dB)
3 0.543±0.013 0.820±0.012 −9.394±0.443
4 0.573±0.018 0.824±0.014 −12.010±0.587
5 0.540±0.013 0.806±0.006 −14.495±0.199
6 0.526±0.011 0.819±0.003 −14.868±0.182
7 0.511±0.011 0.812±0.006 −15.212±0.220
8 0.517±0.010 0.815±0.003 −15.377±0.219
9 0.504±0.010 0.813±0.005 −15.645±0.195
10 0.509±0.008 0.801±0.003 −15.870±0.165

TAB . 3.3 – Valeurs optimales des pôles en fonction de l’ordre de troncature
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FIG. 3.11 – Estimation des pôles

Sur la figure 3.11, nous pouvons noter que l’algorithme converge en quelques itérations.
Pour un ordre de troncature significatif (K = 18 par exemple), une itération suffit pour
l’obtention de la valeur du pôle optimal. Pour des ordres de troncature plus faibles, il est
nécessaire de recourir à davantage d’itérations. Sur le tableau 3.3, nous observons que
les valeurs des pôles varient très peu avec l’ordre de troncature. Si donc l’objectif de
l’étude est simplement la détermination du pôle optimal, lechoix arbitraire de l’ordre
de troncature n’a pas d’effet significatif sur la valeur du pôle optimal obtenu. Toutefois,
augmenter l’ordre de troncature permet d’augmenter la vitesse de convergence de l’al-
gorithme mais avec un surcoût de calcul. Par contre, dans l’objectif de l’identification
du système, nous pouvons constater, sur le même tableau 3.3,que l’ordre de troncature
influe sur la précision du modèle. Nous reviendrons sur cet aspect du problème dans
les simulations suivantes. Toutefois, nous pouvons noter que le fait d’avoir une procé-
dure d’estimation itérative permet d’améliorer non seulement l’estimation des pôles de
Laguerre mais aussi la précision globale du modèle estimé (voir la figure 3.12).

Voyons à présent (figure 3.13) l’effet de l’initialisation des pôles de Laguerre sur la
vitesse de convergence de l’algorithme d’optimisation despôles de Laguerre, pour un
ordre de troncature fixé àK = 7.

Bien que les valeurs initiales des pôles soient différentes,l’algorithme converge vers
la même valeur. Cependant, la convergence est d’autant plus rapide que le pôle initial
est proche de la valeur optimale. une fois de plus nous pouvons noter que les pôles
convergent vers leurs valeurs optimales en relativement peu d’itérations.

Par ailleurs, dans le développement théorique de l’algorithme, nous avons montré que
lorsque la valeur du pôle atteint son optimum,R2,p s’annule (voir le paragraphe 3.3.2).
La figure 3.14 montre l’évolution deR2,1 etR2,2. Nous notons que lorsque ces quantités
deviennent quasiment nulles, les pôles ont atteint leurs valeurs optimales ; ce qui est en
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FIG. 3.12 – Evolution de l’EQMN pour différents ordres de troncature
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FIG. 3.13 – Estimation des pôles pour différentes valeurs initiales des pôles de Laguerre
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parfaite conformité avec le résultat théorique.
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FIG. 3.14 – Estimation des pôles (à droite) et évolution deR2,p (à gauche)

De cette étude nous retiendrons les observations suivantes:
– Le choix arbitraire de l’ordre de troncature du développement sur une base de

Laguerre influe sur la vitesse de convergence de l’algorithme et non pas sur la
valeur optimale du pôle estimé.

– L’initialisation arbitraire du pôle de Laguerre influe surla vitesse de convergence
de l’algorithme et non sur la valeur optimale estimée.

– Très peu d’itérations suffisent pour obtenir les pôles optimaux.
– La quantitéR2,p constitue une bonne mesure de la convergence de l’algorithme.

Lorsqu’elle devient quasiment nulle, le pôleξp a convergé vers sa valeur opti-
male.

– Les pôles optimaux obtenus sont proches de ceux donnés par l’algorithme de [21]
pour le systèmeS2.

Estimation adaptative : Nous allons à présent évaluer l’algorithme adaptatif 3.2 que
nous avons proposé dans le paragraphe 3.3.3. Les conditionsexpérimentales sont les
mêmes que dans le cas de l’estimation en bloc. Les valeurs initiales des pôles de La-
guerre sont prises égales à zéro. Le développement des noyaux sur les bases de Laguerre
est tronqué àK = 7 ; en conséquence le filtre de Volterra-Laguerre résultant aseulement
35 coefficients de Fourier à estimer alors que le filtre de Volterra standard en a 230. Le
pas d’adaptation de l’algorithme NLMS est pris égal 1. Les seuils de convergence sont
choisis égaux àεp = 10−3, p = 1,2 tandis que la largeur de la fenêtre d’observation est
NO = 50.
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FIG. 3.15 – Estimation des pôles de Laguerre (en haut) et de quelques coefficients de
Fourier coefficients (en bas) associés au noyau du premier ordre (à gauche) et du second
ordre (à droite)
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FIG. 3.16 – Comparaison de trois configurations du filtre de Volterra-Laguerre : (1)
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L’évolution des pôles de Laguerre estimés ainsi que celle dequelques coefficients de
Fourier est illustrée par la figure 3.15. Nous constatons quel’algorithme converge bel
et bien, et ce vers les valeurs des pôles obtenus dans le cas del’estimation en bloc.
Une question importante est, cependant, celle du choix du seuil de convergenceεp et
de la largeurN0 de la fenêtre d’observation. Lorsqueεp est choisi trop petit, un grand
nombre d’itérations peut être nécessaire avant d’effectuer l’estimation du pôle optimal.
Par conséquent, relativement au problème traité, une attention particulière devrait être
portée sur le choix de ces paramètres.

Pour illustrer la convergence globale de la procédure d’identification, le tracé de l’EQMN
est donné par la figure 3.16. Il est comparé aux tracés obtenusdans deux configurations
différentes. La première a consisté à effectuer un choix arbitraire du pôle de Laguerre
tandis que la seconde considère un choix optimal des pôles. Rappelons que les pôles
optimaux sont ceux obtenus à l’aide du tracé de la courbe théorique. Nous constatons
qu’en régime permanent, les performances de l’algorithme proposé sont similaires à
celles obtenues avec les pôles optimaux obtenus grâce aux courbes théoriques. Evi-
demment l’algorithme proposé converge plus lentement.

Les pôles estimés tant dans la méthode adaptative que dans laméthode en bloc sont
proches des pôles optimaux théoriques et de ceux obtenus parl’algorithme de Campello
et al[21].

3.6.2.2 Approche exhaustive pour la sélection des BFOR

Considérons à présent le systèmeS2. Le système est développé sur des BFOR. Nous
utilisons un certain nombre de données pour la sélection despôles. Puis, l’ensemble
des donnéesN = 5000 est utilisé pour évaluer les performances en terme d’EQMN.
Nous étudions les questions de l’ordre de troncature optimal et de l’utilisation d’une
base unique ou de deux bases distinctes. La procédure de seuillage est aussi évaluée.

Détermination de l’ordre de troncature : Nous comparons tout d’abord les ordres
de troncature obtenus en utilisant comme critère d’arrêt del’algorithme, AIC ou BIC
lorsque les noyaux sont développés sur une base unique ou surdes bases différentes.
Les tableaux 3.4 et 3.5 résument les résultats pour trois niveaux de bruit différents et
pour différents nombres de données.

SNR 10 dB 20 dB 30 dB
N 200 300 400 500 200 300 400 500 200 300 400 500

BIC 3 3 3 3 5 5 5 6 7 7 8 9
AIC 3 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10

TAB . 3.4 – Ordre de troncature optimal d’une base unique
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SNR 10 dB 20 dB 30 dB
N 200 300 400 500 200 300 400 500 200 300 400 500

BIC 2 2 2 4 4 4 4 4 6 6 6 6
AIC 2 2 4 4 4 4 6 6 6 6 6 8

TAB . 3.5 – Ordre de troncature optimal des deux bases

Nous pouvons faire les observations suivantes :
– L’ordre de troncature augmente avec le rapport signal à bruit et avec le nombre

de données ;
– Le critère AIC a tendance à surdimensionner les bases.

Tenant compte de ces observations, on peut noter qu’une attention particulière devrait
être portée sur le nombre de données utilisées pour la sélection des bases. Il y a un risque
de surdimensionnement de la base lorsque le nombre de données traitées augmente.

Dans la suite nous utiliserons le critère BIC comme critère d’arrêt de notre algorithme.

La figure 3.17 montre que l’ordre de troncature donné par le critère d’arrêt, est très
proche de la valeur deK à partir de laquelle la variation de l’EQMN (3.49) avec la
dimension de la base n’est plus significative.
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FIG. 3.17 – EQMN en fonction de la dimension de la base pour un développement sur
deux bases

La sortie reconstituée à l’aide de la base optimale obtenue diffère très peu du signal réel
comme en témoigne la figure 3.18.
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FIG. 3.18 – Comparaison de la sortie du système avec sa reconstruction obtenue à l’aide
du modèle de Volterra-BFOR optimal (SNR=30 dB)
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FIG. 3.19 – Comparaison des développements sur une base unique etsur des bases
distinctes
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Comparaison des développements sur une base unique et sur des bases distinctes :
En comparant les résultats des tableaux 3.4 et 3.5, on constate que lorsqu’une base

unique est utilisée, l’ordre de troncature donné par les critères BIC et AIC est plus
grand que dans le cas de l’utilisation de deux bases distinctes. Comme nous pouvons
le voir au travers de la figure 3.19, pour un ordre de troncature faible la précision de
la reconstruction du modèle, donnée par l’EQMN, est meilleure lorsque deux bases
distinctes sont utilisées. Plus l’ordre de troncature augmente, plus les performances des
deux représentations se rejoignent.

Comparaison avec un développement sur des bases de Laguerre :A présent, nous
allons comparer les performances des représentations sur deux BFOR et sur des bases
de Laguerre. Les pôles de Laguerre optimaux sont obtenus en appliquant la méthode
de [21]. Dans le cas de l’utilisation d’une base unique, le pôle optimal de Laguerre est
ξopt = 0.59. Pour deux bases distinctes, nous avonsξ1,opt = 0.525 pour la partie linéaire
et ξ2,opt = 0.734 pour la partie quadratique.

Rappelons que pourN = 200 données utilisées lors de la sélection des BFOR et pour
un niveau de bruit équivalent àSNR= 30 dB, l’ordre de troncature optimal estK = 6.
La valeur correspondante de l’EQMN est égale à−29.7 dB. La figure 3.20 confirme
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FIG. 3.20 – Comparaison des représentations sur des bases de Laguerre et des bases
BFOR

l’amélioration des performances lorsque des bases BFOR sontutilisées en lieu et place
des bases de Laguerre. En effet, on peut observer que pour atteindre la performance
obtenue avec deux bases BFOR tronquées àK = 6, il faut utiliser des bases optimales
de Laguerre tronquées àK = 14. Le tableau 3.6 montre la réduction de complexité
obtenue grâce à un développement sur des BFOR.
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Modèles de Volterra Standard Volterra-Laguerre Volterra-BFOR
Nombre de 230 119 27
paramètres

TAB . 3.6 – Complexité paramétrique

Technique de seuillage : Sur les figures 3.21 et 3.22, nous traçons l’EQMN pour
différents ordres de troncature en distinguant les termes linéaire et quadratique. Pour les
cinq valeurs deK2 considérées (figure 3.21), l’EQMN devient relativement constante
pour des valeurs deK1 plus grandes ou égales à 6. Nous faisons la même observation
sur la figure 3.22. En effet, pour les valeurs considérées deK1, l’EQMN ne décroît
plus significativement pourK2 ≥ 2. Rappelons que l’ordre de troncature optimal donné
par le critère BIC estK = K1 = K2 = 6, valeur appartenant à l’ensemble des couples
(K1,K2) pour lesquels la variation de l’EQMN est peu significative.Notons aussi que
pour K1 = 6 si nous désirons une EQMN comprise entre−30 dB et−25 dB, nous
pouvons prendreK2 dans l’intervalle[2;8] (figure 3.22). Pour ces valeurs deK1 et de
K2, le nombre de paramètres est compris entre 11 et 42. En conséquence, nous pouvons
prendre les plus petites valeurs deK1 et deK2 permettant d’atteindre l’EQMN désirée.
C’est l’objet de la technique de seuillage (algorithme 3.6) que nous avons proposée.
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FIG. 3.21 – EQMN en fonction de l’ordre de troncature du développement du noyau
du premier ordre
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FIG. 3.22 – EQMN en fonction de l’ordre de troncature du développement du noyau
du second ordre

Le tableau 3.7 montre que la réduction de complexité peut être réalisée sans trop dété-
riorer le modèle. Par exemple, le nombre de paramètres est réduit d’approximativement
70% lorsque la technique de seuillage est appliquée avecκ = 10 alors que l’EQMN ne
se détériore que d’environ 2.1 dB (table 3.7).

Seuillage Avant Après
κ - 70 30 10

EQMN(dB) -29.7 -29.5 -29.2 -27.6
CBFOR(K1,K2) 27 16 9 8

K1 6 6 6 5
K2 6 4 2 2

TAB . 3.7 – Technique de seuillage (N = 200 etSNR= 30dB)
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3.6.2.3 Approche analytique

Dans ce paragraphe, nous reprenons le système décrit par leséquations (3.65) et (3.66).
Nous lui appliquons l’approche analytique pour la sélection des bases BFOR décrite au
paragraphe 3.4.3 par l’algorithme 3.7. Nous utilisons les mêmes conditions expérimen-
tales que dans le paragraphe 3.6.2.1. La figure 3.23 montre l’évolution de la puissance
du signal résiduel, puissance qui correspond à l’erreur quadratique moyenne en sortie.
Nous pouvons constater que celle-ci se stabilise autour deK = 7. Les processus de
construction de la base et d’identification du système peuvent donc être arrêtés à ce
niveau.
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FIG. 3.23 – Puissance du signal résiduel en fonction de la dimension de la base

Selon la figure 3.24, l’approche exhaustive, comparée à l’approche analytique, donne
de meilleures performances en terme d’EQMN. Rappelons que dans l’approche exhaus-
tive la construction de la base se fait de sorte que l’erreur quadratique soit minimisée
à chaque itération, ce qui n’est pas le cas pour l’approche analytique. Toutefois, l’ap-
proche analytique étant moins coûteuse en temps de calcul, elle constitue une bonne
alternative à l’approche exhaustive.
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FIG. 3.24 – Comparaison des différentes approches

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré que la complexité paramétrique d’un modèle de
Volterra peut être réduite en utilisant un développement des noyaux sur des bases de
fonctions orthogonales. Nous avons particulièrement étudié les représentations sur des
bases de Laguerre et sur les bases beaucoup plus générales detype BFOR.

La base de Laguerre est caractérisée par un seul pôle. Son optimisation, au sens du
choix du pôle, peut se faire de manière analytique. Campelloet al.ont été les premiers
à proposer une solution analytique à ce problème. En relaxant certaines des conditions
qu’ils imposent au système qu’ils considèrent, nous avons proposé une nouvelle solu-
tion analytique pour une classe de modèles de Volterra plus large. Deux algorithmes
basés sur la seule estimation des coefficients de Fourier ontété présentés. Le premier
traite les entrées et sorties du modèle en bloc tandis que le second adapte à la fois les
pôles (cas des bases distinctes pour chaque noyau) et les coefficients de Fourier. Ces
algorithmes donnent de bonnes performances. L’ordre de troncature des bases est fixé
a priori. Toutefois, les valeurs des pôles déterminés ne sont pas fonctions de l’ordre de
troncature.

La sélection d’une base BFOR est beaucoup plus complexe. Dansce chapitre, nous
avons proposé une nouvelle procédure de sélection des pôlesd’une BFOR. L’avantage
de cette approche est que nous pouvons tenir compte de la connaissancea priori que
nous avons sur le système. La recherche des pôles étant exhaustive, nous ne sommes
pas soumis au problème des minima locaux. Toutefois, la méthode peut s’avérer très
lourde. Nous avons alors présenté une alternative qui consiste à remplacer la recherche
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exhaustive par la recherche du pôle optimal de Laguerre pourdifférents sous-systèmes.
Nous avons appelé cette approche, approche analytique.

Enfin, une troisième approche a été proposée. Elle combine les approches de décompo-
sition matricielle et la représentation sur les bases orthogonales. Dans le cas d’un noyau
quadratique séparable, nous avons montré comment une réduction de complexité dras-
tique pouvait être réalisée et avons présenté un algorithmeadaptatif.
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Chapitre 4

Méthodes orthogonales d’identification

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons deux types de méthodes orthogonales d’identifica-
tion. Le premier résulte de l’exploitation du formalisme des bases de polynômes ortho-
gonaux tandis que le second s’appuie sur une orthogonalisation de Gram-Schmidt des
entrées filtrées par les fonctions issues des BFOR. Un couplagedes deux approches est
aussi proposé dans le cas particulier d’une entrée gaussienne.

Dans le chapitre 1, il a été établi que l’estimation paramétrique d’un modèle de Vol-
terra quadratique peut être complètement découplée, lorsque l’entrée considérée est
indépendante et distribuée de manière identique (i.i.d., en anglais) et suit une distri-
bution de probabilité symétrique. C’est le cas d’une entrée gaussienne ou encore de
la plupart des signaux utilisés en télécommunications (PAM,QAM,PSK). Cependant,
cette propriété ne se vérifie plus lorsqu’on augmente l’ordre de non-linéarité du mo-
dèle. En général, l’estimation des coefficients des noyaux de Volterra au sens de l’er-
reur quadratique moyenne minimale requiert le calcul de l’inverse de la matrice des
moments de l’entrée et l’estimation de ces moments jusqu’à l’ordre six pour le cas du
modèle cubique et jusqu’à l’ordre dix pour le modèle d’ordrecinq. Une simplification
se basant sur l’hypothèse d’une entrée i.i.d. a été proposéepar [129] pour le modèle
cubique. Dans le cas des modèles de Volterra passe-bande, des simplifications ont aussi
été proposées par [131] pour le modèle cubique et par [24] pour le modèle d’ordre cinq.
Sous la même hypothèse d’entrée i.i.d. nous montrons comment l’estimation peut être
simplifiée en utilisant le formalisme des polynômes orthogonaux.

Une telle approche a été considérée par Schetzen dans le cas d’un modèle de Volterra-
Laguerre, pour une entrée gaussienne [121]. Les polynômes orthogonaux considérés
dans ce cas précis sont les polynômes d’Hermite. Le modèle deVolterra étant poly-
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nômial, le principe de la méthode est de le développer sur unebase de polynômes
orthogonaux.

Suivant la nature des signaux considérés, i.e. PAM, QAM ou PSK, et suivant l’ordre
de non-linéarité du modèle de Volterra, différentes bases de polynômes orthogonaux
peuvent être construites. En conséquence, nous traiteronschaque type de signal sépa-
rément. Nous restreignons notre étude au modèle d’ordre trois.

L’utilisation des polynômes orthogonaux n’est possible que lorsque le signal d’entrée
est i.i.d.. Lorsque la complexité du modèle de Volterra est réduite à l’aide des BFOR,
l’indépendance des entrées traitées, i.e. les entrées filtrées n’est plus de mise. Il est
donc nécessaire de recourir à une procédure d’orthogonalisation. Dans le chapitre 2,
nous avons considéré une structure orthogonale de type treillis pour des bases orthogo-
nales de type Hambo. Il a été montré qu’une telle structure nepeut être générée dans
le cas des filtres issus de la BFOR de Ninness et Gustafsson. Le recours à un module
d’orthogonalisation a donc été suggéré. La mise en place d’un tel module sera considé-
rée. Nous montrerons comment l’orthogonalisation des entrées permet d’améliorer le
conditionnement de la matrice des moments de l’entrée et , enconséquence, d’accélérer
la vitesse de convergence des algorithmes adaptatifs de type LMS.

Dans le cas particulier d’une entrée gaussienne, nous montrons qu’il est possible de
coupler la réduction de complexité paramétrique à l’aide des BFOR et l’utilisation des
bases de polynômes orthogonaux. D’un tel couplage résulte une estimation paramé-
trique sans inversion matricielle et dans le cas adaptatif une nette amélioration de la
vitesse de convergence de l’algorithme LMS avec un surcoût modéré de la complexité
de calcul.

4.2 Bases de polynômes orthogonaux multivariables

Dans cette section, nous allons exploiter les propriétés statistiques des entrées en vue
de découpler l’estimation paramétrique du modèle de Volterra d’ordre trois. Pour le cas
particulier des signaux PSK, nous indiquerons aussi une méthode d’estimation pour un
modèle de Volterra d’ordre cinq de type passe-bande.

Avant tout, nous allons décrire quelques propriétés des signaux utilisés. L’énumération
de ces propriétés est loin d’être exhaustive. Toutefois, elle regroupe toutes les propriétés
nécessaires au développement de la méthode que nous proposons. Nous utiliserons des
signaux de type PAM, PSK et QAM. Nous détaillerons davantageles propriétés des
signaux complexes. Quant aux signaux PAM, la propriété fondamentale à retenir est
qu’ils décrivent une distribution de probabilité symétrique.
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4.2.1 Généralités sur les signaux complexes

Comme dans le cas des signaux réels, les signaux aléatoires complexes sont décrits par
leurs propriétés moyennes en temps ou en fréquence. La description en temps se fait
par les multicorrélations. Contrairement au cas réel, à un ordre donné, on peut définir
différentes multicorrélations suivant le nombre de termesnon conjugués ou conjugués
pris en compte dans la définition de la multicorrélation. Unepremière définition est
donnée en fonction des cumulants du signal [75] :

Cp,q(τ) = Cum[u(n), · · · ,u(n+ τp−1),u
∗(n+ τp), · · · ,u∗(n+ τp+q−1)]

avecτ = [τ1 · · ·τp+q−1].

En notantE[.] l’opérateur Espérance mathématique, une définition équivalente basée
sur les moments [6] est : la multicorrélationMp,q est le moment d’ordrep+ q avecp
termes non conjugués etq termes conjugués :

Mp,q(τ) = E

[
p−1

∏
i=0

u(n+ τi)
p+q−1

∏
j=p

u∗(n+ τ j)

]

, τ0 = 0

Pour un signal i.i.d., la multicorrélationMp,q(τ) s’annule sauf lorsque les instantsτi

sont égaux.

4.2.1.1 Circularité

La notion de circularité est issue de l’interprétation géométrique des variables aléatoires
complexes. Une variable aléatoire complexe est circulairesi ses propriétés statistiques
sont invariantes par rotation [75]. Une propriété importante découlant de cette observa-
tion est [6, 75, 28] :

les moments Mp,q et les cumulants Cp,q d’un signal circulaire sont nuls si p6= q.

Au sens strict un signal aléatoire est circulaire si ses valeurs prises àn instants sont des
variables aléatoires circulaires quel que soit le nombre d’instantsn. Il s’en suit que les
seules multicorrélations d’un signal aléatoire circulaire non nulles vérifientp = q :

Mp,q(τ) = E

[
p−1

∏
i=0

u(n+ τi)
p+q−1

∏
j=p

u∗(n+ τ j)

]

= 0,si p 6= q τ0 = 0 (4.1)

Circularité d’ordre α : On dit qu’un signal est circulaire d’ordreα si ses multicor-
rélations vérifient la propriété précédente jusqu’à l’ordre α

Mp,q(τ) = 0,∀p,q tel que p+q≤ α et p 6= q (4.2)
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4.2.1.2 Signaux PSK et QAM

En communication numérique, le signal émisu suit en général une loi de modulation
connue. Plus couramment on rencontre des signaux de type BPSK, MSK, QPSK, 8-
PSK et diverses QAM (4-QAM,16-QAM, 64-QAM, 256-QAM). Les signauxM-PSK
et M-QAM sont des signaux à alphabet fini, i.e. ils ne prennent qu’un ensemble fini de
M valeurs. Cet ensemble de valeurs, appelé constellation, est:

– M-PSK

U =

{

ui = r exp

(

j
2π
M

i

)

, i = 0,1, · · · ,M−1

}

– M-QAM

U =
{

ui1i2 = (2i1−
√

M−1)+ j(2i2−
√

M−1), 1≤ i1, i2 ≤
√

M
}

Notons que
√

M = 2L avecL un entier.

Une définition générale caractérisant l’ordre de circularité d’une variable aléatoire est
[27] : une variable aléatoire est circulaire d’ordreα −1, α > 1, si sa distribution est
invariante par rotation d’angle 2π/α.

Les propriétés de circularité jouent un rôle important dansla classification des mo-
dulations utilisées en télécommunications. En particulier, les signaux de typeM-PSK
sont circulaires jusqu’à l’ordreM−1 [75, 27]. Quant aux signauxM-QAM, M = 22L

avecL un entier, leur constellation est invariante par rotation d’angleπ/2. Ils sont donc
circulaires à l’ordre 3.

Une autre propriété mise en évidence par [24] est que les signaux de typeM-PSK et
M-QAM, uniformes i.i.d.,M ≥ 4, satisfont la relation suivante :

E[u2p+1] = 0, p≥ 1 (4.3)

Ceci vient du fait que la distribution de probabilité est symétrique. En conséquence, les
moments d’ordre impair des signauxM-PSK etM-QAM sont tous nuls quelque soit
l’ordre de leur circularité.

4.2.2 Identification d’un modèle de Volterra cubique

Considérons le modèle suivant :

y(n) =
M−1

∑
n1=0

h1(n1)u(n−n1)+
M−1

∑
n1=0

M−1

∑
n2=n1

h2(n1,n2)u(n−n1)u(n−n2)

+
M−1

∑
n1=0

M−1

∑
n2=n1

M−1

∑
n3=n2

h3(n1,n2,n3)u(n−n1)u(n−n2)u(n−n3) (4.4)

L’entréeu est supposéei.i.d. de type PAM dont l’alphabet contient au moins quatre
valeurs distinctes.
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L’entrée étant i.i.d, le modèle (4.4) peut être vu comme un polynôme de degré trois, à
M variables indépendantes (u(n), · · · ,u(n−M + 1)). Nous allons construire une base
de polynômes orthogonaux multi-variables à partir de polynômes orthogonaux mono-
variables.

4.2.2.1 Polynômes orthogonaux monovariables

Soit la variable aléatoirex admettant une distribution symétrique. Considérons l’espace
de HilbertC[X] des polynômes enx, auquel est associé le produit scalaire suivant :

Pour tous polynômesA(x) etB(x) appartenant àC[X]

< A(x),B(x) >= E [A(x)B(x)] (4.5)

oùE est l’opérateurespérance mathématique.

Naturellement, l’ensemble{xn}∞
n=0 est une base de cet espace. En appliquant une ortho-

normalisation de Gram-Schmidt à cette base, il est possiblede générer une base ortho-
normale{Pn(x)}∞

n=0. Notre objectif étant de découpler un modèle cubique, nous consi-
dérerons le sous-espace deC[X] constitué de polynômes enx, de degré au plus égal
à trois. Nous désignerons ce sous-espace parC3[X]. Une base deC3[X] est 1,x,x2,x3.
Rappelons par ailleurs quex admettant une distribution de probabilité symétrique alors
µn = E [xn] = 0, si n est impair. A partir de la base 1,x,x2,x3 de C3[X], nous avons
construit la base orthonormaleP0(x),P1(x),P2(x),P3(x) suivante (voir l’annexe C.1.1).

P0(x) = 1 (4.6)

P1(x) =
x√µ2

(4.7)

P2(x) =
1

√

µ4−µ2
2

(
x2−µ2

)
(4.8)

P3(x) =
1

√

µ2
2µ6−µ2

4µ2

(
µ2x3−µ4x

)
(4.9)

Nous pouvons souligner les propriétés suivantes :

Propriété 4.1 Les polynômes orthogonaux Pi(x), i = 0, · · · ,3 vérifient les relations sui-
vantes :

1.
< Pm(x),Pn(x) >= E [Pm(x)Pn(x)] = δm,n (4.10)

2.
E [Pn(x)] = 0, n > 0 (4.11)

3.
E[xmPn(x)] = 0, si m< n (4.12)

123



Chapitre 4. Méthodes orthogonales d’identification

Preuve : Les relations (4.10) et (4.11) sont respectivement l’expression de l’orthonor-
malité de la base et de l’orthogonalité desPn(x), n > 0 avecP0(x). Quant à (4.12), on
peut remarquer que tout monômexm admet un développement sur la base des poly-

nômes orthogonaux ; il peut donc s’écrire :xm =
m
∑

i=0
biPi(x). D’où :

E[xmPn(x)] =
m

∑
i=0

biE[Pi(x)Pn(x)]

=
m

∑
i=0

biδi,n

=

{
0, si m< n
bn, si m= n

Remarque 4.1 Dans le cas oùµ4 = µ2
2 et/ouµ2µ6 = µ2

4, on prendra soin de ne pas
normaliser les polynômes orthogonaux.

Application à l’estimation paramétrique d’un modèle cubique sans mémoire :
Considérons le modèle suivant :

y(n) = h0 +h1u(n)+h2u2(n)+h3u3(n) = θ TU(n) = V(u(n)) (4.13)

avecθ = (h0 h1 h2 h3)
T et U(n) =

(
1u(n)u2(n)u3(n)

)T
. Le vecteur des paramètres

optimaux au sensEQMM, lorsqued est la sortie réelle du système est :

θopt = ΓΓΓ−1
U CdU

avec :

ΓΓΓU = E[U(n)U(n)T ] =







1 0 µ2 0
0 µ2 0 µ4

µ2 0 µ4 0
0 µ4 0 µ6







, CdU = E[d(n)U(n)]

La matriceΓΓΓU quoique creuse nécessite d’être inversée !

Considérons à présent le développement du polynômeV(u(n)) sur la base deC3[u] que
nous avons construite. Le modèle résultant est :

y(n) = f0P0(u(n))+ f1P1(u(n))+ f2P2(u(n))+ f3P3(u(n)) (4.14)

avec
fi = E [V (u(n))Pi (u(n))]

Posonsθ̆ = ( f0 f1 f2 f3)
T et Ŭ(n) = (P0(u(n))P1(u(n))P2(u(n))P3(u(n)))T . Il va de

soi que les paramètres optimaux au sens EQMM sont :

fi,opt = E[d(n)Pi(u)], i = 0, · · · ,3 (4.15)
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L’estimation des paramètresfi du modèle (4.14) se fait donc sans aucun calcul matriciel
et est complètement découplée.

Si on s’intéresse à retrouver les coefficients du modèle de départ, le calcul suivant est
nécessaire :

fi = E[V(u(n))Pi(u(n))] = E[
3

∑
j=0

h ju
j(n)Pi(u(n))]

=
3

∑
j=0

h jE[u j(n)Pi(u(n))]

=
3

∑
j=i

h jE[u j(n)Pi(u(n))]

On obtient donc un système d’équations triangulaire qu’on résout par la technique de
substitution. On a :






1 E[u(n)P0(u(n))] E[u2(n)P0(u(n))] E[u3(n)P0(u(n))]
0 E[u(n)P1(u(n))] E[u2(n)P1(u(n))] E[u3(n)P1(u(n))]
0 0 E[u2(n)P2(u(n))] E[u3(n)P2(u(n))]
0 0 0 E[u3(n)P3(u(n))]













h0

h1

h2

h3







=







f0
f1
f2
f3







En remplaçant les polynômesPi(u) par leurs expressions, on obtient :










1 0 µ2 0
0

√µ2 0 µ4√µ2

0 0
√

µ4−µ2
2 0

0 0 0
√

µ2µ6−µ2
4√µ2
















h0

h1

h2

h3







=







f0
f1
f2
f3







d’où :






h0

h1

h2

h3







=










1 0 − µ2√
µ4−µ2

2

0

0 1√µ2
0 − µ4√

µ2
2 µ6−µ2µ2

4

0 0 1√
µ4−µ2

2

0

0 0 0 µ2√
µ2

2 µ6−µ2µ2
4
















f0
f1
f2
f3







4.2.2.2 Polynômes orthogonaux multivariables

Proposition 4.1 Considérons deux variables indépendantes xi et xj admettant une même
distribution de probabilité symétrique et Pl un ensemble de polynômes orthogonaux
monovariables. Alors :

< Pl (xi),Pk(x j) >= δl ,kδi, j (4.16)
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Preuve :

< Pl (xi),Pk(x j) >= E
[
Pl (xi)Pk(x j)

]
=

{
E [Pl (xi)]E

[
Pk(x j)

]
, si i 6= j

E [Pl (xi)Pk(xi)] , si i = j

d’où :

< Pl (xi),Pk(x j) >=

{
0, si i 6= j
δl ,k sinon

Nous pouvons en déduire que les polynômesPn1(xn1)Pn2(xn2) constituent une base or-
thogonale complète du sous-espaceC3[xn1,xn2] des polynômes à deux variables de de-
gré au plus égal à trois. En effet :

< Pm1(x1)Pm2(x2),Pn1(x1)Pn2(x2) > = E[Pm1(x1)Pn1(x1)]E[Pm2(x2)Pn2(x2)]

= δm1,n1δm2,n2 (4.17)

Quant à la complétude, elle découle du théorème de Weierstrass àp dimensions qui
stipule que l’ensemble des polynômes

{
xn1

1 xn2
2 · · ·xnp

p
}

est complet en lesp variables
x1, x2,· · · , xp [121].

Nous pouvons aisément étendre cette théorie au cas général de p variables indépen-
dantes suivant la même loi de probabilité.

Nous allons à présent considérer le cas du sous-espaceC3[x1,x2, · · · ,xp] des polynômes
à p variables,x1, x2, · · · , xp, de degré au plus égal à trois. Posons :X = (x1x2 · · · xp)

T .
Définissons à présent les polynômes orthogonaux multivariables nécessaires à la re-
présentation deC3[x1,x2, · · · ,xp]. Ils sont notésQ(p)

n1,··· ,np(X), i.e. Q(p)
n1,··· ,np(X) est un

polynôme de degrép en les variablesxn1,· · · ,xnp, n j = 1, · · · , p, j = 1, · · · , p. On a :
– Degré zéro :

Q(0)(X) = 1 (4.18)

– Premier degré :

Q(1)
n1 (X) = P1(xn1) (4.19)

– Second degré :

Q(2)
n1,n2(X) = P1(xn1)P1(xn2), si n1 6= n2 (4.20)

Q(2)
n1,n1(X) = P2(xn1) (4.21)

– Troisième degré :

Q(3)
n1,n2,n3(X) = P1(xn1)P1(xn2)P1(xn3), si n1 6= n2 6= n3 (4.22)

Q(3)
n1,n1,n2(X) = P2(xn1)P1(xn2) si n1 6= n2 (4.23)

Q(3)
n1,n1,n1(X) = P3(xn1) (4.24)
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Remarque 4.2 Les polynômes Q sont appelés Q-polynômes par Schetzen [121]dans
le cas des variables gaussiennes.

Propriété 4.2 Deux polynômes Q(X) de même degré sont égaux si l’indice de l’un est
obtenu en permutant les composantes de l’indice de l’autre1.

Exemple 4.1

Q(3)
1,1,2(X) = Q(3)

1,2,1(X) = Q(3)
2,1,1(X) = P2(x1)P1(x2)

Nous noteronsα = (n1, · · · ,np).

Propriété 4.3 S’il n’existe aucune permutationπ telle queα = π(β ) alors :

E[Q(p)
α Q(p)

β ] = 0 (4.25)

Propriété 4.4
E[Q(p)

α Q(q)
β ] = 0, si p 6= q (4.26)

Propriété 4.5 Soit A(X) un polynôme multivariable en x1, · · · ,xp. On a :

E[A(X)Q(p)
α (X)] = 0, si deg(A) < p (4.27)

Ces propriétés se démontrent en tenant compte de l’indépendance statistique des va-
riables et de l’orthogonalité des polynômes à une dimension. Les polynômesQ consti-
tuent donc une base deC [x1, · · · ,xp]. Dans le cas de trois variables indépendantes, on
a :

Degré Polynômes orthogonaux multivariables
0 1

1 Q(1)
1 (X), Q(1)

2 (X), Q(1)
3 (X)

2 Q(2)
1,1(X), Q(2)

2,2(X), Q(2)
3,3(X),

Q(2)
1,2(X), Q(2)

1,3(X), Q(2)
2,3(X),

3 Q(3)
1,1,1(X), Q(3)

2,2,2(X), Q(3)
3,3,3(X),

Q(3)
1,2,3(X), Q(3)

1,1,2(X), Q(3)
1,1,3(X),

Q(3)
2,2,3(X), Q(3)

1,2,2(X), Q(3)
1,3,3(X), Q(3)

2,3,3(X)

TAB . 4.1 – Base orthonormale deC3[x1,x2,x3].

1Le degré du polynômeP d’une variablexn1 ne dépend que du nombre de fois que l’indicen1 apparaît
dans l’écriture deQ
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Application à l’estimation paramétrique d’un modèle de Volterra cubique : Consi-
dérons le modèle (4.4). On définit parU1(n),U2(n),U3(n) les vecteurs de régression
correspondant respectivement aux noyaux d’ordre 1, 2 et 3, de sorte qu’on aU(n) =
(
UT

1 UT
3 UT

2

)T
. Les coefficients des noyaux optimaux au sens EQMM sont tels que :

θ =
(
θ T

1 θ T
3 θ T

2

)T
= E[U(n)UT(n)]−1

E[d(n)U(n)]

Sachant queu admet une distribution de probabilité symétrique, on a donc:

E
[
U(n)UT(n)

]
=





E
[
U1(n)UT

1 (n)
]

E
[
U1(n)UT

3 (n)
]

0
E
[
U3(n)UT

1 (n)
]

E
[
U3(n)UT

3 (n)
]

0
0 0 E

[
U2(n)UT

2 (n)
]





La structure bloc-diagonale de la matrice d’autocorrélation, nous permet de déduire
que l’estimation du noyau quadratique est découplée de celle des deux autres noyaux.
Estimer les coefficients du noyau quadratique d’une part et les coefficients des noyaux
linéaire et cubique de l’autre nécessite la coûteuse opération d’inversion matricielle.

Nous pouvons par ailleurs écrirey(n) = V(U(n)), oùV est un polynôme multivariable
enU . Il appartient donc au sous-espaceC3[u(n), · · · ,u(n−M+1)]. Son développement
sur la base de polynômes orthogonaux que nous avons construite donne :

V(U(n)) =
M−1

∑
i=0

f1(i)Q
(1)
i (U(n))+

M−1

∑
i1=0

M−1

∑
i2=i1

f2(i1, i2)Q
(2)
i1,i2

(U(n))

+
M−1

∑
i1=0

M−1

∑
i2=i1

M−1

∑
i3=i2

f3(i1, i2, i3)Q
(3)
i1,i2,i3

(U(n)) (4.28)

où

Q(1)
i (U(n)) = P1(u(n− i))

Q(2)
i1,i2

(U(n)) = P1(u(n− i1))P1(u(n− i2)), si i1 6= i2

Q(2)
i1,i1

(U(n)) = P2(u(n− i1))

Q(3)
i1,i2,i3

(U(n)) = P1(u(n− i1))P1(u(n− i2))P1(u(n− i3)), si i1 6= i2 6= i3

Q(3)
i1,i1,i2

(U(n)) = P2(u(n− i1))P1(u(n− i2)) si i1 6= i2

Q(3)
i1,i2,i2

(U(n)) = P2(u(n− i2))P1(u(n− i1)) si i1 6= i2

Q(3)
i1,i1,i1

(U(n)) = P3(u(n− i1))

où les coefficientsfi sont donnés par

fi(n1, · · · ,ni) = E[V(U(n))Q(i)
n1,··· ,ni(U(n)) (4.29)

La minimisation du critèreJEQM = E[d(n)−V(U(n))] donne, en tenant compte de
l’orthogonalité de (4.28), les paramètresfi optimaux suivants :

fi(n1, · · · ,ni) = E[d(n)Q(i)
n1,··· ,ni(U(n))] (4.30)
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L’estimation des paramètres du modèle orthogonalisé ne nécessite donc aucun calcul
matriciel.

Si l’on désire retrouver les coefficients du modèle initial,la résolution d’un système

d’équations triangulaire suffit. On peut écrireV(U(n)) =
3
∑

i=1
Vi(U(n)) oùVi(U(n) est le

polynôme multivariable enU(n), de degréi, correspondant au terme homogène d’ordre
i du modèle de Volterra. Tenant compte de (4.29) et de (4.27), nous obtenons le système
d’équations triangulaire suivant :

fi(n1, · · · ,ni) =
3

∑
j=i

E[Vj(U(n))Q(i)
n1,··· ,ni(U(n))] (4.31)

Posons :

κi, j = E[ui(n)Pj(u(n))]

En développant les calculs, on montre que (voir l’annexe C.1.2) :

f3(n1,n2,n3) =







h3(n1,n1,n1)κ3,3, si n1 = n2 = n3

h3(n1,n2,n2)κ2,2κ1,1, si n1 6= n2 = n3

h3(n1,n1,n3)κ1,1κ2,2, si n1 = n2 6= n3

h3(n1,n2,n3)κ3
1,1, sinon

(4.32)

f2(n1,n2) =

{
h2(n1,n1)κ2,2, si n1 = n2

h2(n1,n2)κ2
1,1, sinon

(4.33)

f1(n1) = h1(n1)κ1,1 +h3(n1,n1,n1)κ3,1 + µ2κ1,1

(
M−1

∑
i<n1

h3(i, i,n1)+
M−1

∑
i>n1

h3(n1, i, i)

)

(4.34)
où :

κ1,1 =
√

µ2; κ3,1 =
µ4√µ2

κ2,2 =
√

µ4−µ2
2; κ3,3 =

√

µ6−
µ2

4

µ2
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Par suite, nous avons :

h3(n1,n1,n1) = f3(n1,n1,n1)√

µ6−
µ2

4
µ2

h3(n1,n1,n3) = f3(n1,n1,n3)√
µ4µ2−µ3

2

h3(n1,n2,n2) = f3(n1,n2,n2)√
µ4µ2−µ3

2

h3(n1,n2,n3) = f3(n1,n2,n3)√
µ3

2

h2(n1,n1) = f2(n1,n1)√
µ4−µ2

2

h2(n1,n2) = f2(n1,n2)
µ2

(4.35)

h1(n1) =
f1(n1)√µ2

− µ4
√

µ6µ2
2 −µ2µ2

4

f3(n1,n1,n1)

− µ2
√

µ4µ2−µ3
2

(
M−1

∑
i<n1

f3(i, i,n1)+
M−1

∑
i>n1

f3(n1, i, i)

)

(4.36)

4.2.3 Identification d’un modèle de Volterra passe-bande d’ordre
trois à l’aide de signaux QAM et PSK

Pour un système de communication à bande étroite, la relation entre les signaux com-
plexes d’entrée et de sortie peut être modélisée par le filtrede Volterra suivant :

y(n) =
M−1

∑
n1=0

h1(n1)u(n−n1)

+
M−1

∑
n1=0

M−1

∑
n2=n1

M−1

∑
n3=0

h3(n1,n2,n3)u(n−n1)u(n−n2)u
∗(n−n3) (4.37)

où les coefficientsh1(n1) eth3(n1,n2,n3) ont des valeurs complexes [8].
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4.2.3.1 Polynômes orthogonaux monovariables

Le modèle ci-dessus est un polynôme enu(n), · · · ,u(n−n1), · · · ,u(n−M +1). Pourn1

fixé, posonsx = u(n−n1). La relation (4.37) peut alors s’écrire telle que :

y(n) = α (u(n), · · · ,u(n−n1−1),u(n−n1 +1), · · · ,u(n−M +1))

+h1(n1)x+h3(n1,n1,n1)x
2x∗ +xx∗

n1−1

∑
i=0

h3(i,n1,n1)u(n− i)

+x2
M−1

∑
i=0,i 6=n1

h3(n1,n1, i)u
∗(n− i)+xx∗

M−1

∑
i=n1+1

h3(n1, i,n1)u(n− i)

+x
n1−1

∑
i=0

M−1

∑
j=0, j 6=n1

h3(i,n1, j)u(n− i)u∗(n− j)

+x
M−1

∑
i=n1+1

M−1

∑
j=0, j 6=n1

h3(n1, i, j)u(n− i)u∗(n− j)

+x∗
M−1

∑
i=0,i 6=n1

M−1

∑
j=i, j 6=n1

h3(i, j,n1)u(n− i)u(n− j) (4.38)

En supposant que seulex est variable, nous obtenons une famille de polynômes enx
générée par la base suivante :

1,x,x∗,x2,xx∗,x2x∗ (4.39)

Cette base génère un sous ensemble de l’espace de HilbertC3[x] des polynômes enx
de degré inférieur ou égal à trois auquel est associé le produit scalaire suivant :

Pour tous polynômesA(x) etB(x) appartenant àC3[x]

< A(x),B(x) >= E [A(x)B∗(x)] (4.40)

A partir de la base décrite ci-dessus, nous allons construire une base orthonormale
par orthonormalisation de Gram-Schmidt. Nous obtenons unebase orthonormale dont
les élémentsPi, j(x) sont des polynômes enx et enx∗ de degré totali + j, i et j étant
respectivement le degré associé àx et àx∗. Nous notons par ailleursµi, j le moment
d’ordre i + j défini par :

µi, j = E
[
xix∗ j]

Les éléments de la base orthogonale sont alors (Voir l’annexe C.2.1 pour le détail de la
construction) :

P0,0(x) = 1 (4.41)

P1,0(x) =
x

√µ1,1
(4.42)

P0,1(x) =
x∗

√µ1,1
(4.43)
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P2,0(x) =
x2

√µ2,2
(4.44)

P1,1(x) =
xx∗−µ1,1
√

µ2,2−µ2
1,1

(4.45)

P2,1(x) =
µ1,1x2x∗−µ2,2x

√

µ3,3µ2
1,1−µ1,1µ2

2,2

(4.46)

Remarque 4.3 On notera l’égalité suivante :

P1,0(x) = P0,1(x
∗)

Remarque 4.4 Comme indiqué dans le cas des séquences PAM, nous devons nous as-
surer que la séquence considérée a ses moments qui soient tels queµ3,3µ2

1,1−µ1,1µ2
2,2 6=

0 et µ2,2−µ2
1,1 6= 0. C’est le cas d’une séquence QAM−4

Propriétés : Avant de construire les bases de polynômes multivariables,nous al-
lons énoncer quelques propriétés des polynômes monovariables que nous venons de
construire.

Propriété 4.6 Les polynômes orthogonaux Pi, j(x), i = 0,1,2, j = 0,1, vérifient les re-
lations suivantes :

1.
< Pi1, j1(x),Pi2, j2(x) >= E

[
Pi1, j1(x)P

∗
i2, j2(x)

]
= δi1,i2δ j1, j2 (4.47)

2.
E
[
Pi, j(x)

]
= 0, i + j > 0 (4.48)

3.
E[xmx∗nP∗

i, j(x)] = 0, si m< i et n< j (4.49)

Preuve : Les relations (4.47) et (4.48) sont respectivement l’expression de l’orthonor-
malité de la base et de l’orthogonalité desPi, j(x), i + j > 0 avecP0,0(x). Quant à (4.49),
on peut remarquer que tout monômexmx∗n admet un développement sur la base des

polynômes orthogonaux ; il peut donc s’écrire :xmx∗n =
m
∑

i1=0

n
∑

j1=0
bi1, j1Pi1, j1(x). D’où :

E
[
xmx∗nP∗

i, j(x)
]

=
m

∑
i1=0

n

∑
j1=0

bi1, j1E
[
Pi1, j1(x)P

∗
i, j(x)

]

=
m

∑
i1=0

n

∑
j1=0

bi1, j1δi1,iδ j1, j

=

{
bi, j , si 0≤ i ≤ met0≤ j ≤ n
0, sinon
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4.2.3.2 Polynômes orthogonaux multivariables

Proposition 4.2 Considérons deux variables indépendantes xr et xs, de type QAM, sui-
vant une distribution uniforme. Alors :

< Pl i ,ki(xr),Pl j ,k j (xs) >= δl i ,l j δki ,k j (4.50)

Preuve :

< Pl i ,ki(xr),Pl j ,k j (xs) > = E

[

Pl i ,ki(xr)P
∗
l j ,k j

(xs)
]

=







E
[
Pl i ,ki(xr)

]
E

[

P∗
l j ,k j

(xs)
]

, si r 6= s

E

[

Pl i ,ki(xr)P∗
l j ,k j

(xr)
]

, sinon

d’où :

< Pl i ,ki(xr),Pl j ,k j (xs) >=

{
0, si r 6= s
δl i ,l j δki ,k j sinon

Nous pouvons en déduire que les polynômesPi1, j1(xn1)Pi2, j2(xn2) constituent une base
orthonormale d’un sous-espaceC3[xn1,xn2] des polynômes à deux variables de degré
au plus égal à trois.

Nous pouvons aisément étendre cette théorie au cas général de M variables indépen-
dantes suivant la même loi de probabilité. Pour ce faire, nous allons définir des poly-
nômes orthogonaux multivariables pour des variables de type QAM.

Considérons une séquence i.i.d àM variablesu(n), · · · ,u(n−M +1). La base de poly-
nômes orthogonaux multivariables nécessaires à la représentation de (4.37) est donnée
par :

– Premier degré :
Q(1)

i (U(n)) = P1,0(u(n− i))

– Troisième degré :

Q(3)
i, j,k(U(n)) = P1,0(u(n− i))P1,0(u(n− j))P1,0(u

∗(n−k)), i 6= j 6= k

Q(3)
i,i,k(U(n)) = P2,0(u(n− i))P1,0(u

∗(n−k)), i 6= k

Q(3)
i,k,k(U(n)) = P1,0(u(n− i))P1,1(u(n−k)), i 6= k

Q(3)
i,i,i(U(n)) = P2,1(u(n− i))

Propriétés : Les polynômes multivariables ainsi construits vérifient les propriétés
suivantes :

PourU(n) = (u(n), · · · ,u(n−n1), · · · ,u(n−M + 1)) et en posantα = (n1, · · · ,np) et
β = (m1, · · · ,mp), on a :
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Propriété 4.7
E[Q(p)

α (U(n))Q(q)
β (U(n))] = 0, si p 6= q (4.51)

Propriété 4.8 Soit A(U(n)) un polynôme multivariable en u(n), · · · ,u(n−M +1). On
a :

E[A(U(n))Q(p)
α (U(n))] = 0, si deg(A) < p (4.52)

4.2.3.3 Application à l’identification d’un modèle de Volterra passe-bande d’ordre
trois

Rappelons que le modèle (4.37) peut s’écrirey(n) = V(U(n)) oùV(U(n)) est un poly-
nôme multivariable enu(n), · · · ,u(n−M +1). Ce polynôme se décompose sur la base
que nous avons construite de la manière suivante :

V(U(n)) =
M−1

∑
i=0

f1(i)Q
(1)
i (U(n))+

M−1

∑
i=0

M−1

∑
j=i

M−1

∑
k=0

f3(i, j,k)Q(3)
i, j,k(U(n)) (4.53)

Les paramètres optimaux au sens EQMM sont alors donnés par :

f1(i) = E

[

y∗(n)Q(1)
i (U(n))

]

(4.54)

f3(i, j,k) = E

[

y∗(n)Q(3)
i, j,k(U(n))

]

(4.55)

Si l’on désire obtenir les coefficients des noyaux de Volterra du modèle non orthogonal,
un système d’équations triangulaire est à résoudre. En effet, on peut remarquer qu’on

peut écrireV(U(n)) =
1
∑

i=0
V2i+1(U(n)) où Vi(U(n) est le polynôme multivariable en

U(n), de degréi, correspondant au terme homogène d’ordrei du modèle de Volterra.

Sachant quefi(n1, · · · ,ni) = E[Q(i)
n1,··· ,ni(U(n))V∗(U(n))] et tenant compte de (4.52),

nous obtenons le système d’équations triangulaire suivant:

f2i+1(n1, · · · ,n2i+1) =
1

∑
j=i

E

[

Q(2i+1)
n1,··· ,n2i+1(U(n))V∗

2 j+1(U(n))
]

(4.56)

En particulier, on a :

f3(n1,n2,n3) =
M−1

∑
i=0

M−1

∑
j=i

M−1

∑
k=0

h∗3(i, j,k)

×E

[

Q(3)
n1,n2,n3(U(n))u∗(n− i)u∗(n− j)u(n−k)

]

f1(n1) =
M−1
∑

i=0
h∗1(i)E

[

Q(1)
n1 (U(n))u∗(n− i)

]

+
M−1
∑

i=0

M−1
∑
j=i

M−1
∑

k=0
h∗3(i, j,k)E

[

Q(1)
n1 (U(n))u∗(n− i)u∗(n− j)u(n−k)

] (4.57)
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Noyaux de Volterra optimaux pour une entrée QAM : Nous avons les relations
suivantes2 :

h3(n1,n2,n3) =
f ∗3 (n1,n2,n3)
√

µ3
1,1

, n1 6= n2 6= n3

h3(n1,n1,n2) =
f ∗3 (n1,n1,n2)√µ1,1µ2,2

, n1 6= n2

h3(n1,n2,n2) =
f ∗3 (n1,n2,n2)

√

µ1,1µ2,2−µ3
1,1

, n1 6= n2

h3(n1,n2,n1) =
f ∗3 (n1,n2,n1)

√

µ1,1µ2,2−µ3
1,1

, n1 6= n2

h3(n1,n1,n1) =
µ1,1 f ∗3 (n1,n1,n1)

√

µ2
1,1µ3,3−µ1,1µ2

2,2

(4.58)

et
h1(n1) =

f ∗1 (n1)√µ1,1
− µ2,2 f ∗3 (n1,n1,n1)
√

µ2
1,1µ3,3−µ1,1µ2

2,2

− µ1,1
√

µ1,1µ2,2−µ2
1,1

(

∑
i>n1

f ∗3 (n1, i, i)+ ∑
i<n1

f ∗3 (i,n1, i)

) (4.59)

Noyaux de Volterra optimaux pour une entrée de type PSK : Dans le cas d’une
entrée de type PSK, certains coefficients du noyau d’ordre trois dégénèrent en des co-
efficients du noyau du premier ordre. Ceci vient du fait que lessignaux PSK sont de
module constant. Dans l’expression (4.37), chaque coefficienth3(n1,n2,n3) pondère un
produit de typeu(n−n1)u(n−n2)u∗(n−n3). Lorsque le décalagen3 du terme conju-
gué est égal à au moins un décalage d’un terme non conjugué, leterme non-linéaire
u(n−n1)u(n−n2)u∗(n−n3) dégénère en un terme linéaire. On a en effet :

u(n−n1)u(n−n2)u
∗(n−n3)=







αu(n−n1) si n2 = n3

αu(n−n1) si n1 = n2 = n3

αu(n−n2) si n1 = n3

u2(n−n1)u∗(n−n3) si n1 = n2

u(n−n1)u(n−n2)u∗(n−n3) sinon

oùα est le carré du module de la séquence PSK. En conséquence, lesseuls coefficients
du noyau du troisième ordre ne dégénérant pas en coefficientsdu noyau du premier
ordre sont de typeh3(n1,n2,n3) et h3(n1,n1,n3), n1 6= n2 6= n3. Il a été montré dans
[129] que l’estimation des paramètres, dans ce cas, est complètement découplée. Les
noyaux optimaux sont donnés par :

h3(n1,n2,n3) = E[d(n)u∗(n−n1)u∗(n−n2)u(n−n3)]

µ3
1,1

h3(n1,n1,n2) = E[d(n)u∗(n−n1)u∗(n−n1)u(n−n2)]
µ1,1µ2,2

(4.60)

2Le calcul détaillé est donné dans l’annexe C.2.2
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et

h1(n1) =
E[d(n)u∗(n−n1)]

µ1,1
(4.61)

Il est à noter que dans le cas des modèles de Volterra passe-bande d’ordre cinq, il n’y a
plus de découplage [24].

4.2.4 Estimation adaptative basée sur le formalisme des polynômes
orthogonaux

Considérons un modèle de Volterra cubique et sa représentation dans une base de po-
lynômes orthogonaux multivariables, respectivement donnés par :

y(n) =
3

∑
p=1

M−1

∑
n1=0

· · ·
M−1

∑
np=np−1

hp(n1, · · · ,np)
p

∏
j=1

u(n−n j) = ΘTU(n)

=
3

∑
p=1

M−1

∑
i1=0

· · ·
M−1

∑
ip=ip−1

fp(i1, · · · , ip)Q
(p)
i1,··· ,ip(U1) = Θ̄TQ(n)

avec

Θ̄ = ( f1(0), · · · , f3(M−1,M−1,M−1))T

et

Q(n) =
(

Q(1)
0 (U1(n)), · · · ,Q(3)

M−1,M−1,M−1(U1(n))
)T

où lesQ(p)
i1,··· ,ip(U1(n)) sont des éléments de la base de polynômes orthogonaux multi-

variables. On a doncE[Q(n)QT(n)] = I .

Supposons qu’on veuille identifier un système non-linéaireà l’aide d’un filtre de Vol-
terra. En utilisant l’algorithme LMS pour l’estimation adaptative des paramètres du
filtre de Volterra, on s’attend à avoir une convergence lente. La vitesse de convergence
de l’algorithme LMS dépend fortement du conditionnement dela matrice des moments
de l’entrée. En tenant compte de la représentation du filtre de Volterra dans la base
des polynômes orthogonaux, la matrice des moments est alors, théoriquement, égale
à la matrice unité. Son nombre condition est égal à un. Ainsi,en estimant les para-
mètres du système avec la représentation sur la base de polynômes orthogonaux, on
peut s’attendre à une amélioration de la vitesse de convergence de l’algorithme LMS.
La structure d’estimation basée sur ce principe est décritepar la figure 4.1.
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FIG. 4.1 – Estimation adaptative basée sur le formalisme des polynômes orthogonaux

4.2.5 Simulations

4.2.5.1 Identification d’un modèle cubique sans mémoire à l’aide de signaux
PAM

Considérons le système sans mémoire décrit par la relation suivante :

y(n) = 1.3u(n)−0.5u2(n)+0.16u3(n)+w(n)

L’entrée est une séquence PAM-4, i.i.d, centrée et de variance unité. Les résultats
ci-dessous sont obtenus en moyennant vingt expériences indépendantes pour chaque
nombre de donnéesN et chaque rapport signal à bruit. Le bruit additifw(n) est blanc
et gaussien.

Comme on peut le remarquer sur la figure 4.2 deux types de bruit sont mis en évi-
dence : le bruit additif gaussien et l’erreur d’estimation des moments due au nombre
de données utilisées pour l’estimation des moments nécessaires à notre algorithme. En
effet, la procédure d’orthonormalisation nécessite des statistiques exactes. Or, celles-ci
ne sont approchées que lorsque le nombre de données est important. Il est à noter que
le défaut d’estimation de ces statistiques est noyé dans le bruit additif lorsque celui-
ci est important. C’est ce qui explique que pour un rapport signal à bruit inférieur à
20dB les performances ne s’améliorent que très peu malgré l’augmentation significa-
tive du nombre de données. Par contre pour un bruit plus faible l’effet d’augmenter le
nombre de données se fait davantage ressentir sur l’estimation des statistiques et donc
sur l’estimation des paramètres du modèle.
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FIG. 4.2 – EQMN en fonction du rapport signal à bruit pour un modèle cubique sans
mémoire

Dans le tableau 4.2 nous comparons l’erreur quadratique moyenne normalisée résul-
tant de la méthode proposée dans la section 4.2.2 avec celle résultant d’une estimation
au sens EQMM classique, i.e. nécessitant l’inversion de la matrice d’autocorrélation.
Nous pouvons constater que les performances sont identiques. Notre méthode présente

SNR (dB) 5 15 25 35
Méthode Classique (dB) -6.474 -15.519 -25.340 -35.401

Méthode Orthogonale (dB)-6.493 -15.490 -25.300 -34.649

TAB . 4.2 – Comparaison avec la méthode EQM classique dans le cas d’un modèle
cubique sans mémoire(N = 12000)

l’avantage d’être moins coûteuse en temps de calcul, puisqu’aucune inversion matri-
cielle n’est requise.

4.2.5.2 Identification d’un modèle cubique à l’aide de signaux PAM

Considérons le modèle de Volterra cubique représentant un canal non-linéaire formé
par la mise en cascade d’un canal linéaire et d’une partie non-linéaire respectivement
représentées par :H(z) = 0.35+ 0.87z−1 + 0.35z−2 et P(u) = 0.99u− 0.35u3. Nous
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considérons l’identification de ce canal à l’aide d’une séquence PAM-4,i.i.d. de va-
riance unité. Pour chaque niveau de bruit, 50 expériences indépendantes sont menées.
Les résultats obtenus sont donnés par la figure 4.3.
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FIG. 4.3 – EQMN en fonction du rapport signal à bruit

Dans le tableau 4.3, nous montrons une comparaison avec la méthode d’estimation
classique au sens EQMM et la méthode proposée par [131] dont un résumé est donné
en annexe D.1.

SNR (dB) 5 15 25 35
Méthode Classique (dB) -6.196 -15.148 -25.016 -34.997

Méthode de Tseng et Powers (dB)-6.186 -15.113 -24.686 -32.536
Méthode Orthogonale (dB) -6.180 -15.105 -24.228 -30.258

TAB . 4.3 – EQMN pour une entrée PAM-4 (N = 16000)

Méthode classique orthogonale
Nombre condition 70.416 1.095

TAB . 4.4 – Conditionnement de la matrice des moments de l’entrée d’un modèle de
Volterra cubique pour une entrée PAM-4
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Nous pouvons constater que les résultats donnés par les trois méthodes sont similaires.
Il est à noter que la méthode classique requiert l’ inversiond’une matrice carrée d’ordre
13, ce qui équivaut à un coût de calcul d’ordreO(133) tandis que les deux autres mé-
thodes n’en nécessitent point. Par ailleurs l’avantage de la méthode orthogonale est de
donner des expressions analytiques des paramètres optimaux plus simples que celles
de la méthode [131]. Ces expressions étant données par les équations (4.30). A titre
indicatif nous avons estimé la matrice des moments de l’entrée puis évalué son nombre
condition. Comme l’atteste le tableau 4.4, la matrice des moments est mieux condition-
née dans la méthode orthogonale.

Nous pouvons noter une nette amélioration du conditionnement numérique de la ma-
trice des moments. Voyons à présent comment cela se traduit dans une estimation adap-
tative à l’aide de l’algorithme LMS. Le rapport signal à bruit est fixé à 30dB, une
évaluation des performances, de type Monte Carlo, est réalisée avec 100 expériences
indépendantes. Le pas d’adaptation de l’algorithme LMS estfixé àµ = 0.08.
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FIG. 4.4 – Erreur quadratique d’estimation d’un modèle cubique: (1) LMS, (2) LMS
basé sur le formalisme des polynômes orthogonaux

Comme prévu par la théorie, l’algorithme LMS utilisant des données transformées par
les polynômes orthogonaux, converge bien plus rapidement que l’algorithme standard.
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4.2.5.3 Identification d’un modèle de Volterra passe-banded’ordre trois à l’aide
de signaux QAM

Nous considérons l’identification d’un canal satellitaireen considérant les mesures de
coefficients des noyaux de Volterra effectuées par [8]. Les seuls coefficients non nuls
du modèle d’ordre trois sont donnés par le tableau 4.5 :

Noyau d’ordre 1 Noyau d’ordre 3

h1(0) = 3.4+0.381j h3(0,0,0) = −4.926+1.741j h3(0,1,1) = −0.230+0.081j
h1(1) = 0.052+0.006j h3(0,0,1) = 0.194−0.068j h3(0,2,0) = −0.056+0.020j

h1(2) = −0.048−0.005j h3(0,0,3) = −0.192+0.068j h3(0,3,0) = −0.384+0.136j
h1(3) = 0.178+0.020j h3(0,1,0) = 0.388−0.137j h3(0,3,3) = −0.033+0.029j

h3(1,1,0) = −0.115+0.041j h3(1,1,1) = −0.105+0.037j
h3(2,2,2) = 0.074−0.026j h3(3,3,0) = −0.041+0.015j

TAB . 4.5 – Coefficients du modèle de Volterra d’ordre trois représentant un canal satel-
litaire

Nous utilisons une entrée de type QAM-16,i.i.d. Pour chaque niveau de bruit, 50 ex-
périences indépendantes sont menées. Les résultats obtenus sont donnés par la figure
4.5.

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

SNR (dB)

E
Q

M
M

 (
dB

)

N= 1000
N= 4000
N= 12000
N= 16000

FIG. 4.5 – EQMN en fonction du rapport signal à bruit pour une entrée de type QAM-
16
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Nous retrouvons le même type de comportement que dans le cas des signaux à valeurs
réelles. La même adéquation est aussi observée en comparantavec la méthode classique
et celle proposée par [129]3, (voir le tableau 4.6). Il en est aussi de même pour le
conditionnement numérique (tableau 4.7) dont l’amélioration est davantage marquée.

SNR (dB) 5 15 25 35
Méthode Classique (dB) -6.199 -15.150 -25.019 -35.005

méthode de Cheng et Powers (dB)-6.193 -15.018 -23.954 -29.233
Méthode Orthogonale (dB) -6.185 -15.023 -23.959 -29.258

TAB . 4.6 – EQMN pour une entrée QAM-16 (N = 16000)

Entrée Méthode classique Méthode orthogonale
QAM-16 6.146×103 1.146
QAM-64 9.15×104 1.144

TAB . 4.7 – Conditionnement de la matrice des moments de l’entrée d’un modèle de
Volterra cubique ; entrée de type QAM-16 et QAM-64

Remarque 4.5 La méthode orthogonale que nous avons proposée se distinguede celles
de Tseng et Powers ( [129, 131]), tant dans le cas complexe que réel, par la simplicité
des équations d’une part et surtout par le fait qu’elle améliore le conditionnement nu-
mérique de la matrice des moments de l’entrée. Ce point particulier motive le recours
au formalisme des bases de polynômes orthogonaux pour accélérer la convergence des
algorithmes adaptatifs.

4.3 Structure orthogonale des filtres issus de la BFOR

Nous avons montré dans la section précédente que l’estimation paramétrique d’un mo-
dèle de Volterra peut-être améliorée en exploitant certaines propriétés de l’entrée du
système. Tout particulièrement l’hypothèsei.i.d. a été posée. Nous n’avons pas consi-
déré le cas éventuel où le modèle serait d’une complexité paramétrique importante et
encore moins le cas d’une entrée colorée.

S’agissant de la complexité paramétrique, dans le chapitre3 nous avons montré qu’un
développement sur une base de fonctions orthogonales rationnelles (BFOR) permet
d’obtenir une représentation davantage parcimonieuse. Nous allons montrer comment
l’utilisation de ces bases permet d’améliorer le conditionnement de la matrice des mo-
ments de l’entrée et comment mettre en place une structure orthogonale pour les filtres
issus de ces bases. Nous considérons d’abord le cas du noyau de Volterra du premier
ordre, i.e. le cas linéaire avant de considérer le cas des noyaux d’ordre supérieur.

3Les principales équations de cette méthode sont rappelées dans l’annexe D.2
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4.3.1 Cas linéaire

4.3.1.1 Orthogonaliseur en escalier

Considérons les entrées filtréessk(n) =
∞
∑

i=0
bk(i)u(n− i) issues d’une BFORB et la

transformation linéaire caractérisée par la matriceW qui permette leur orthogonalisa-
tion. Posons :

S(n) = (s0(n) s1(n) · · ·sK−1(n))T

S̆(n) = (s̆0(n) s̆1(n) · · · s̆K−1(n))T

S(n) et S̆(n) sont respectivement les vecteurs de signaux d’entrée filtrée avant et après
le module d’orthogonalisation.

S̆(n) = WS(n) (4.62)

et
ΓΓΓS̆ = E[S̆(n)S̆T(n)] = WΓSWT

où ΓΓΓS̆ est une matrice diagonale etW une matrice triangulaire inférieure dont les élé-
ments diagonaux sont égaux à un.

Pour déterminer la matrice d’orthogonalisationW, nous allons utiliser une structure de
filtre dite filtre en escalier. Cette structure a été introduite par Ahmed et Youn [2] pour la
prédiction linéaire adaptative. Dans un premier temps, dans un contexte non adaptatif,
nous exploitons cette structure pour orthogonaliser les entrées filtrées par la BFOR.

La matriceW peut s’écrire comme suit :

W =












1
w1,1 1
w2,2 w2,1

...
...

.. .
wK−2,K−2 wK−2,K−3 · · · 1 0
wK−1,K−1 wK−1,K−2 · · · wK−1,1 1












En posantwi, j = −νi, j on obtient lesK équations suivantes :

s̆0(n) = s0(n)

s̆k(n) = sk(n)−
k

∑
j=1

νk, jsk− j(n), k = 1,2, · · · ,K−1

s̆k(n) peut alors être interprété comme étant l’erreur de prédiction de l’entrée filtrée
sk(n) à partir des entrées filtrées issues de toutes les fonctions de base précédentes.

La matrice d’orthogonalisationW peut être factorisée enK −1 matricesWk, k = 1,2,
· · · , K−1 telle que :

W = WK−1WK−2 · · ·Wk · · ·W1 (4.63)
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où

Wk =














1
0 1
0 0 1
...

... · · · 1
0 · · · 0 αk

k 1 · · ·
...

... · · · ...
0 · · · 0 αk

K−1 · · · 0 1














(4.64)

A partir de cette factorisation, on constate que l’orthogonalisation peut être effectuée
enK −1 étapes. Pour illustrer la procédure, prenons le cas oùK = 4. La factorisation
de la matrice d’orthogonalisation est :

W = W3W2W1

avec :

W1 =







1
α1

1 1
α1

2 0 1
α1

3 0 0 1







W2 =







1
0 1
0 α2

2 1
0 α2

3 0 1







W3 =







1
0 1
0 0 1
0 0 α3

3 1







Posonsy0,0(n)= s0(n) et rappelons que dans notre casS(n)= (s0(n) s1(n) s2(n) s3(n))T .
Une première "marche" de l’escalier est obtenue en calculantW1S(n) :

W1S(n) =







1
α1

1 1
α1

2 0 1
α1

3 0 0 1













y0,0(n)
s1(n)
s2(n)
s3(n)







=







y0,0(n)
s1(n)+α1

1y0,0(n)
s2(n)+α1

2y0,0(n)
s3(n)+α1

3y0,0(n)







=







y0,0(n)
y1,1(n)
y2,1(n)
y3,1(n)







puis :

W2W1S(n) =







1
0 1
0 α2

2 1
0 α2

3 0 1













y0,0(n)
y1,1(n)
y2,1(n)
y3,1(n)







=







y0,0(n)
y1,1(n)

y2,1(n)+α2
2y1,1(n)

y3,1(n)+α2
3y1,1(n)







=







y0,0(n)
y1,1(n)
y2,2(n)
y3,2(n)
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et enfin

W3W2W1S(n) =







1
0 1
0 0 1
0 0 α3

3 1













y0,0(n)
y1,1(n)
y2,2(n)
y3,2(n)







=







y0,0(n)
y1,1(n)
y2,2(n)

y3,2(n)+α3
3y2,2(n)







=







y0,0(n)
y1,1(n)
y2,2(n)
y3,3(n)







Nous allons montrer que les signauxyi,i(n), i = 0,1,2,3 correspondent respective-
ment aux signaux ˘s0(n), s̆1(n),s̆2(n) et s̆3(n). A chaque étape un seul signal ˘si(n) est
déterminé. Les sorties à chaque étape peuvent être caractérisées comme suit :

– Etape 1 :

y1,1(n) est l’erreur de prédiction des1(n) en utilisants0(n)

y2,1(n) est l’erreur de prédiction des2(n) en utilisants0(n)

y3,1(n) est l’erreur de prédiction des3(n) en utilisants0(n)

– Etape 2 :

y2,2(n) est l’erreur de prédiction des2(n) en utilisants0(n) ets1(n)

y3,2(n) est l’erreur de prédiction des3(n) en utilisants0(n) ets1(n)

– Etape 3 :

y3,3(n) est l’erreur de prédiction des3(n) en utilisants0(n), s1(n) ets2(n)
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FIG. 4.6 – Structure en escalier pour l’orthogonalisation des entrées filtrées par la
BFOR pourK = 4
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D’une manière générale, pour réaliser la transformation (4.62) mettant en jeu un vecteur
de régressionS ayantK composantes, la structure en escalier comporteK −1 étapes.
L’étapei, i = 1,2, · · · ,K −1, contientK − i coefficientsα i

j , j = i, i +1, · · · ,K −1, soit
au totalK(K −1)/2 coefficients. Les signauxy j,i(n) en sortie de chaque étapei sont
reliés à ceux de l’étape précédente par la relation suivante:

y j,i(n) = y j,i−1(n)+α i
jyi−1,i−1(n), j ≥ i (4.65)

avecy j,0(n) = sj(n), j = 0,1, · · · ,K−1.

Le coefficientα i
j est "local" à l’étagei et y j,i(n) est l’erreur de prédiction dey j,i−1(n)

à partir deyi−1,i−1(n). Par ailleurs, en développant la relation ci-dessus, on montre que
les signauxyi,i sont reliés par la relation suivante :

yi,i(n) = yi,0(n)+
i

∑
j=1

α j
i y j−1, j−1(n), i = 1,2, · · · ,K−1 (4.66)

Le principe de transformation des signauxsi(n) en s̆i(n) = yi,i(n) étant posé, comment
choisir les coefficientsα i

j en vue de réaliser une orthogonalisation ?

Nous allons chercher les coefficientsα i
j tels que :

E
{

y j,i(n)yi−1,i−1(n)
}

= 0 (4.67)

C’est le principe d’orthogonalité bien connu en filtrage optimal. Cela équivaut à mini-
miser l’erreur quadratique de prédiction et donc à minimiser la fonction de coût sui-
vante :

Jj,i = E{y2
j,i(n)}

Le calcul du gradient par rapport au coefficientα i
j donne alors :

∂Jj,i

∂α i
j

= 2E

{

y j,i(n)
∂y j,i(n)

∂α i
j

}

= 2E{y j,i(n)yi−1,i−1(n)}
= 2E{y j,i−1(n)yi−1,i−1(n)}+2α i

jE{y2
i−1,i−1(n)}

En annulant le gradient de la fonction de coût considérée, nous obtenons les coefficients
optimaux de l’escalier :

α i
j = −E{y j,i−1(n)yi−1,i−1(n)}

E

{

y2
i−1,i−1(n)

} , i = 1,2, · · · ,K−1, j ≥ i (4.68)

Le coefficient optimalα i
j rend le signaly j,i, avec j ≥ i, orthogonal au signalyi−1,i−1

(principe d’orthogonalité (4.67)). En particulier,yi,i est orthogonal àyi−1,i−1. De ma-
nière itérative on peut vérifier que les signauxyi,i, i = 0, · · · ,K −1, sont deux à deux
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orthogonaux. En effet : comme nous l’avons stipulé ci-dessus y0,0 et y1,1 sont ortho-
gonaux d’une part ety1,1 et y2,2 le sont de l’autre. Sachant quey2,2 est la combinaison
linéaire dey1,1 et dey2,1 et quey2,1 est orthogonal ày0,0 (condition d’orthogonalisa-
tion (4.67)), on conclut quey2,2 est aussi orthogonal ày0,0. En itérant ce processus, on
vérifie l’orthogonalité desyi,i.

Nous allons montrer, à présent, que cet algorithme réalise une orthogonalisation de
Gram-Schmidt. A partir des relations, (4.66) et (4.68), on obtient

yi,i(n) = yi,0(n)−
i

∑
j=1

E[yi, j−1(n)y j−1, j−1(n)]

E[y2
j−1, j−1(n)]

y j−1, j−1(n)

On a par ailleurs :

E[yi, j−1(n)y j−1, j−1(n)] = E

[(

yi, j−2(n)+α j−1
i y j−2, j−2(n)

)

y j−1, j−1(n)
]

= E
[
yi, j−2(n)y j−1, j−1(n)

]

+α j−1
i E

[
y j−2, j−2(n)y j−1, j−1(n)

]

= E
[
yi, j−2(n)y j−1, j−1(n)

]

De proche en proche, on montre que

E[yi, j−1(n)y j−1, j−1(n)] = E[yi,0(n)y j−1, j−1(n)]

D’où :

yi,i(n) = yi,0(n)−
i

∑
j=1

E[yi,0(n)y j−1, j−1(n)]

E[y2
j−1, j−1(n)]

y j−1, j−1(n) (4.69)

On retrouve bien la relation d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

Il est à signaler que le calcul des coefficients optimaux (4.68) nécessite l’évaluation
d’une moyenne statistique. En pratique, sous l’hypothèse d’ergodicité, ces coefficients
sont donnés par :

α̂ i
j = −

N−1
∑

n=0
y j,i−1(n)yi−1,i−1(n)

N−1
∑

n=0
y2

i−1,i−1(n)

(4.70)

En résumé, la matriceW, factorisée selon (4.63), réalise une orthogonalisation des
signauxsi lorsque les coefficientsα i

j de ses différents facteurs sont donnés par (4.68).
En considérant que nous avons à disposition les entrées filtréessk(n), k = 0, · · · ,K−1,
n = 0, · · · ,N−1, l’algorithme d’orthogonalisation en bloc que nous proposons est le
suivant :
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Algorithme 4.1 Orthogonalisation en bloc des entrées filtrées par la BFOR

1. Initialisation :
– yi,0(n) = si(n), i = 0, · · · ,K−1, n = 0, · · · ,N−1
– s̆0(n) = y0,0(n), n = 0, · · · ,N−1
– i=1

2. (a) Calculerα i
j , j = i, · · · ,K−1, selon (4.70) ;

(b) Calculer yj,i(n), j = i, · · · ,K−1, n= 0, · · · ,N−1, selon (4.65) ;

(c) Prendres̆i(n) = yi,i(n), n = 0, · · · ,N−1

(d) Incrémenter i puis retourner à (2a) tant que i≤ K−1 sinon arrêter.

Une autre manière de construire la matrice d’orthogonalisation W serait de réaliser la
décomposition de Cholesky de la matrice d’autocorrélationE

{
SST
}

puis de prendreW
comme étant l’inverse du facteur de Cholesky. Cependant, la décomposition de Cho-
lesky a un coût de calcul enO(K3) (la matrice à décomposer étant d’ordre K)[48]. Il
existe des versions rapides, i.e. ayant un coût calculatoire moins élevé, mais elles néces-
sitent que la matrice à décomposer ait une structure de Toeplitz. Pour notre application,
la structure en escalier que nous avons présentée, a donc de réels atouts car son coût
calculatoire est enO(K2). De plus, elle peut être utilisée dans un contexte adaptatifvia
la version adaptative que nous allons présenter dans le paragraphe suivant.

Pour trouver la relation entre les coefficients de Fourier dela structure transversale et
ceux de la structure en escalier, on rappelle que la sortie instantanée du modèle s’écrit
d’une part :

y(n) = GTS(n)

et de l’autre
y(n) = ĞTS̆(n) = ĞTWS(n)

d’où :
G = WTĞ (4.71)

Dans les deux propositions ci-dessous, nous montrons l’apport des BFOR quant au
conditionnement numérique de la matrice d’autocorrélation.

Proposition 4.3 Le filtrage par les filtres de la BFOR préserve la blancheur d’une
séquence d’entrée ; i.e. les entrées filtrées sont aussi non corrélées.

Preuve : Considérons les filtres de la BFOR suivantsBk(z), k = 0,1, · · · . Les séquences
temporelles correspondant aux réponses impulsionnelles des filtres de la BFOR peuvent
être rangées dans la matrice ci-dessous :

B =








b0(0) b0(1) · · ·
b1(0) b1(1) · · ·

...
... · · ·

bK−1(0) bK−1(1) · · ·
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L’orthonormalité de la base permet d’écrire queBBT = IK. Considérons à présent le
filtrage d’un signal blanc de varianceσ2

u . Le vecteur des entrées filtrées s’écrit :

S(n) = BU(n)

où
U(n) = (u(n) u(n−1) · · ·)T

La matrice d’auto-corrélation du vecteur des entrées filtrées est alors :

ΓS = E[S(n)ST(n)] = BE[U(n)UT(n)]BT

= σ2
uBBT

= σ2
u IK

Les entrées filtrées sont donc non corrélées.

Proposition 4.4 La matrice d’autocorrélation des entrées filtrées par la BFOR a un
nombre condition inférieur ou égal à celui de la matrice d’autocorrélation de la sé-
quence d’entrée.

Preuve : Comme indiqué précédemment, la matrice de corrélation des entrées filtrées
s’écrit : ΓS = BΓΓΓUBT . Selon [48],χ(ΓΓΓS) ≤ χ(B)χ(ΓΓΓU)χ(BT). Sachant queBBT = I
alorsχ(B)χ(BT) = 1. D’où : χ(ΓΓΓS) ≤ χ(ΓΓΓU).

Notons qu’en pratique la réponse impulsionnelle des filtresissus de la BFOR est tron-
quée à un ordre fini, ce qui peut limiter l’exploitation des propriétés énoncées dans les
propositions 4.3 et 4.4.

4.3.1.2 Filtre adaptatif en escalier

En traitement du signal, un bon nombre d’applications nécessite une structure de filtre
adaptatif. Lorsque le système est modélisé à l’aide des BFOR, l’aspect adaptatif ne
concerne que les coefficients de Fourier si on considère que la base est fixée. Le vecteur
des paramètres à adapter est celui des coefficients de Fourier tandis que le vecteur
d’observation est celui des entrées filtrées. Pour signifierle caractère adaptatif du filtre,
on note :

y(n) = GT(n)S(n) (4.72)

Pour une structure transversale de la BFOR, l’adaptation des coefficients de Fourier
peut se faire à l’aide des algorithmes classiques tels queLMS, NLMSou RLS. Pour
le cas des structures orthogonales, [42] ont proposé un algorithme de type gradient
normalisé pour le filtre de Laguerre en treillis. Dans ce qui suit, nous présentons un
algorithme adaptatif pour la structure orthogonale des BFORque nous avons proposée
dans la section précédente.
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Le problème se résume à la construction adaptative de la matrice d’orthogonalisation
W. L’algorithme adaptatif inhérent à cette structure proposée par [2] a été par la suite
modifié pour améliorer les performances des filtres adaptés avec l’algorithmeLMSdans
le domaine de la transformée en cosinus discrète (DCT,Discrete Cosinus Transform)
pour des systèmes linéaires [106] et dans le domaine de la transformée en ondelettes
discrètes (DWT,Discrete Wavelet transform) pour le modèle de Volterra [60]. Nous
réalisons une extension de cet algorithme dans le cas de l’orthogonalisation des entrées
filtrées par la BFOR de Ninness et Gustafsson.

Dans un contexte adaptatif, l’équation (4.65) s’écrit :

y j,i(n) = y j,i−1(n)+α i
j(n)yi−1,i−1(n) (4.73)

Contrairement à ce que nous avons proposé dans la section précédente, nous prendrons
Jj,i = y2

j,i(n). Les coefficients optimaux de l’escalier sont alors adaptésen minimisant
la valeur de cette fonction de coût. L’algorithme du gradient nous donne :

α i
j(n+1) = α i

j(n)− 1
2

µ
∂y2

j,i(n)

∂α i
j(n)

d’où :
α i

j(n+1) = α i
j(n)−µy j,i(n)yi−1,i−1(n) (4.74)

Une version normalisée de cet algorithme est obtenue en normalisant la constanteµ
par la variance de l’erreur de prédictiony j,i . En nommantσ i

j ladite variance on a alors :

α i
j(n+1) = α i

j(n)− µ
σ i

j(n)
y j,i(n)yi−1,i−1(n) (4.75)

Cette variance est estimée suivant la relation :

σ i
j(n+1) = βσ i

j(n)+(1−β )y2
j,i(n); 0 < β < 1 (4.76)

Algorithme 4.2 Orthogonalisation adaptative des entrées filtrées par la BFOR

1. Initialisation :
– Pour i= 1, · · · ,K−1, j = i, · · · ,K−1, prendre lesα i

j(0) nuls et lesσ i
j(0)

égaux à une petite valeur positive ;
– Choisirβ proche de1 et un pas d’adaptationµ ;
– yj,i(0) = y j,i−1(0)
– s̆i(0) = yi,i(0), i = 0, · · · ,K−1

2. (a) Incrémenter n ;

(b) i = 1 ;

(c) Adapterσ i
j(n) selon (4.76) ;

(d) Calculer yj,i(n), j = i, · · · ,K−1, selon (4.73) ;
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(e) Prendres̆i(n) = yi,i(n) ;

(f) Adapterα i
j(n), j = i, · · · ,K−1, selon (4.75) ;

(g) Incrémenter i puis retourner à (2c) tant que i≤ K − 1 sinon retourner à
(2a) ;

Cet algorithme a une complexité de calcul enO(K2) (voir Tab. 4.8) :

Additions K(K−1)/2
Multiplications 3K(K +1)/2

Divisions K(K +1)

TAB . 4.8 – Nombre d’opérations élémentaires à chaque itération

Une mesure de l’efficacité de l’orthogonalisation est donnée par :

η = 1−

K−2
∑

i=1

K−1
∑

j=i+1
ΓΓΓ2

S̆
(i, j)

K−2
∑

i=1

K−1
∑

j=i+1
ΓΓΓ2

S(i, j)
(4.77)

Dans l’exemple suivant, nous allons associer à la structureorthogonale en escalier l’al-
gorithmeLMSN (LMS-Newton) pour l’adaptation des coefficients de Fourier, dans le
contexte de l’identification des systèmes. Les coefficientsde Fourier sont donnés par :

Ğ(n+1) = Ğ(n)+ µΓΓΓ−1
S̆

(n)S̆(n)e(n) (4.78)

oùe(n) est l’erreur instantanée entre la sortie réelle du système àidentifier et la sortie du
modèle. En approchant la matrice d’autocorrélationΓΓΓS̆(n) par une matrice diagonale,
on obtient alors :

ğk(n+1) = ğk(n)+
µ

σ2
k (n)

s̆k(n)e(n), k = 0,1, · · · ,K−1 (4.79)

où σ2
k (n) est la variance de ˘sk(n) estimée comme suit :

σ2
k (n+1) = βσ2

k (n)+(1−β )s̆2
k(n), k = 0,1, · · · ,K−1 0< β < 1 (4.80)

4.3.2 Filtre de Volterra-BFOR adaptatif basé sur l’orthogonaliseur
en escalier

En considérant que la BFOR a été bien choisie, le problème de l’estimation des para-
mètres du filtre de Volterra-BFOR se réduit à l’estimation descoefficients de Fourier.
Pour ce faire, nous pouvons recourir aux algorithmes de typeLMS relativement simples
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à implémenter et ayant un coût de calcul raisonnable. Cependant les caractéristiques de
convergence de ce type d’algorithmes dépendent fortement de la corrélation de la sé-
quence d’entrée. La convergence est d’autant plus rapide que le rapport entre la plus
grande et la plus faible valeur propre de la matrice d’autocorrélation de l’entrée est
proche de 1. Dans le filtrage non-linéaire, même si le signal d’entrée est blanc, la pré-
sence des termes non-linéaires provoque un mauvais conditionnement de la matrice des
moments de l’entrée. Il en résulte une convergence très lente des algorithmes de type
LMS appliqués aux filtres de Volterra [86]. En recourant à l’algorithme RLS, la conver-
gence est nettement améliorée mais au prix d’une complexitéde calcul élevée. Pour un
filtre de Volterra d’ordreP et de mémoireM, la complexité de calcul de l’algorithme
RLS est deO(M2P) opérations alors que l’algorithme LMS n’en requiert queO(MP).
Lorsque les noyaux de Volterra sont développés sur une BFOR d’ordreK, les complexi-
tés respectives des algorithmes LMS et RLS sont enO(KP) et O(K2P). Une manière
d’améliorer la rapidité de convergence de l’algorithme LMSest donc de considérer des
structures orthogonales [60].

La mise en commun du développement des noyaux de Volterra surune BFOR avec le
module d’orthogonalisation de Gram-Schmidt de type escalier est illustré par la figure
4.7. Nous recourrons au même module d’orthogonalisation que dans le cas linéaire. La

- +

)n(d)n(u

)z(BM
)z(BN

OPQRS
)n(sN
)n(s TU

−

VWXY
Opérateur

non-linéaire
 Orthogonaliseur
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Z[\]̂ _`abc
)z(B de−

)n(ε

FIG. 4.7 – Filtrage adaptatif de Volterra avec structure orthogonale

seule différence est que le vecteur d’observationS(n) contient désormais les entrées
filtrées et leurs produits croisés. Par suite nous obtenons l’algorithme LMSN suivant :

Ğ(n+1) = Ğ(n)+ µΓΓΓ−1
S̆

(n)S̆(n)ε(n)

oùε(n) est l’erreur instantanée entre la sortie désirée et la sortie du filtre, etΓΓΓS̆ une ma-
trice supposée diagonale. La complexité de l’algorithme, essentiellement due à l’adap-
tation de l’orthogonaliseur, est deO(K2P), i.e. comparable à celui de l’algorithme
RLS. Toutefois, lorsque les coefficients de l’orthogonaliseur deviennent relativement

152



4.3. Structure orthogonale des filtres issus de la BFOR

constants le processus d’adaptation de l’orthogonaliseurest stoppé. La complexité de
calcul est alors ramenée à celle d’un algorithme NLMS.

4.3.3 Simulations

4.3.3.1 Cas linéaire

Evaluation de l’orthogonalisation : Nous considérons un système de fonction de
transfert

H(z) =
z2 +z

z3−0.28z2−0.402z+0.0756
(4.81)

développé sur une BFOR de trois fonctions construites avec les pôles 0.77,−0.51 et
0.84 déterminés à l’aide de la procédure de recherche exhaustive décrite dans le chapitre
3. Le signal d’entrée est gaussien coloré.

En appliquant l’algorithme 4.1, l’orthogonaliseur optimal obtenu est :

Wopt =





1 0 0
−0.201 1 0
0.4454 −4.7805 1





Les matrices de corrélation avant et après orthogonalisation, pour un traitement deN =
2000 données, sont :

ΓΓΓS =





0.756 0.152 0.391
0.152 0.046 0.151
0.391 0.151 0.862





ΓΓΓS̆,bloc =





0.756 3.79×10−16 −8.32×10−18

3.79×10−16 0.015 −2.05×10−15

−8.32×10−18 −2.05×10−15 0.316





oùΓΓΓS̆,bloc = 1
N

N−1
∑

n=0
S̆(n)S̆T(n) avecS̆(n) = WoptS(n) etΓΓΓS = 1

N

N−1
∑

n=0
S(n)ST(n).

Cet exemple illustre bien l’orthogonalisation ainsi réalisée. Il est à noter que cette or-
thogonalisation a été réalisée en utilisant l’ensemble de données disponibles. Faisons
varier à présent le nombre de données utilisées pour la détermination de l’orthogo-
naliseur puis évaluons l’efficacité d’orthogonalisation (4.77) sur l’ensemble des 2000
données. La figure 4.8 donne la variation de l’efficacité d’orthogonalisation en fonction
du nombre de données utilisées pour la détermination de l’orthogonaliseur. On constate
qu’avec 200 données on obtient une efficacité d’orthogonalisation supérieure à 90% et
qu’au delà de 500 données elle devient supérieure à 95%.

Par ailleurs, en utilisant l’algorithme adaptatif 4.2, la matrice de corrélation finale est :

ΓΓΓS̆,adapt =





0.756 0.004 −0.044
0.004 0.015 −0.003
−0.044 −0.003 0.319
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FIG. 4.8 – Efficacité d’orthogonalisation

On constate que les éléments de la diagonale principale sontbeaucoup plus importants
que tous les autres. La matrice tend à être diagonale comme onpouvait l’escompter.
L’efficacité de l’orthogonalisation, selon (4.77) est de 99.00%. Cette matrice se rap-
proche de la matriceΓΓΓS̆,bloc obtenue avec une orthogonalisation en bloc. L’orthogona-
liseur obtenu est défini par :

Wadapt =





1 0 0
−0.196 1 0
0.419 −4.940 1





Le pas d’adaptation de l’orthogonaliseur est égal àµ = 0.007. A la convergence, l’or-
thogonaliseur obtenu est très proche de l’orthogonaliseuren blocWopt. L’orthogona-
lisation adaptative tend donc vers l’orthogonalisation enbloc. Sur la figure 4.9, nous
observons la convergence des coefficientsW2,1, W3,1 etW3,2.

Filtrage adaptatif avec module d’orthogonalisation : Considérons à présent l’iden-
tification du système (4.81) en considérant trois algorithmes adaptatifs différents. La
figure 4.10 donne les performances des algorithmes NLMS, LMSN et RLS appliqués à
la représentation du système sur une BFOR telle que décrite auparagraphe précédent.
L’entrée est un signal gaussien coloré. Les pas d’adaptation des algorithmes ont été
choisis de sorte que les performances en régime permanent soient similaires. Ils sont
tels queµNLMS−BFOR= µNLMS−RIF = 1.0 etµLMSN−BFOR= 0.01
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FIG. 4.9 – Variation des coefficients de l’orthogonaliseur

Dans le tableau 4.9, nous pouvons vérifier les améliorationssuccessives apportées au
conditionnement de la matrice d’autocorrélation par le pré-filtrage par la BFOR et par
la structure en escalier.

Matrice d’autocorrélation ΓΓΓU ΓΓΓS ΓΓΓS̆
Nombre condition 4336 318.86 2.111

TAB . 4.9 – Nombre condition de la matrice d’autocorrélation de l’entrée

Il est à noter que pour stopper l’adaptation de la matrice d’orthogonalisation, le pas
d’adaptation a été choisi tel queµ = 0.007 pour les 200 premières itérations puisµ = 0
pour le reste. Outre le fait de stabiliser la matrice d’orthogonalisation, ce choix permet
de réduire la charge de calcul de l’algorithme. En effet, unefois la matrice d’orthogona-
lisation fixée, l’orthogonalisation ne requiert plus queK multiplications etK additions
supplémentaires.

Comme on peut le constater sur la figure 4.10, l’algorithmeLMSNconverge plus vite
que l’algorithmeNLMSet moins vite queRLS. Cependant une fois la matrice d’ortho-
gonalisation fixée, les performances sont similaires à celles deRLSavec une complexité
de calcul plus faible.
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FIG. 4.10 – Comparaison de trois algorithmes adaptatifs pour uneentrée gaussienne
colorée (BFOR tronquée àK = 3)

4.3.3.2 Cas non-linéaire

Considérons l’identification adaptative d’un système non linéaire constitué par la mise
en cascade d’un filtre linéaireH(z) et d’un polynômeP(u).

H(z) =
z+1

z3 +1.12z2 +0.186z−0.0756
, P(u) = 0.99u−0.35u3

Le signal d’entrée est blanc de type PAM-4. Le bruit additif de sortie est gaussien
et blanc (SNR= 30 dB). La BFOR utilisée est tronquée àK = 3 fonctions, ses pôles,
−0.74,−0.62 et 0.2, sont proches de ceux du filtre linéaire. L’orthogonaliseur est adapté
durant les 200 premières itérations avec un pas d’adaptation µ = 0.04. La figure 4.11
est obtenue en moyennant 100 expériences indépendantes. Nous retrouvons le même
type de comportement que dans le cas linéaire traité dans la section précédente à savoir :
l’algorithme LMSN converge plus vite que le NLMS mais moins vite que le RLS. Sa
complexité de calcul globale est moins élevée que celle du RLS.
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FIG. 4.11 – Comparaison de trois algorithmes d’adaptation d’un filtre de Volterra

4.4 Estimation découplée pour une entrée gaussienne
colorée

Supposons que l’entrée est colorée, suit une distribution gaussienne et qu’en vue de ré-
duire la complexité paramétrique du modèle de Volterra nousavons recours à un déve-
loppement sur BFOR. Comme indiqué dans la section précédente, nous pouvons ortho-
gonaliser les entrées filtrées par la BFOR en utilisant une structure de filtre en escalier.
En sortie de ce module d’orthogonalisation nous obtenons une séquence non corrélée.
Etant donné que le filtrage est linéaire et que la séquence d’entrée est gaussienne, nous
obtenons donc en sortie du module d’orthogonalisation une séquence gaussiennei.i.d
pour laquelle nous pouvons appliquer le formalisme des bases de polynômes orthogo-
naux. Nous avons noté qu’en suivant le même formalisme de construction que dans la
section 4.2, dans le cas d’une séquence gaussienne, une basede polynômes d’Hermite
est générée. Le principe de la méthode est décrit par la figure4.12.

Considérons le développement d’un modèle de Volterra d’ordre P sur une BFOR àK
fonctions. La relation d’entrée/sortie du filtre de Volterra-BFOR correspondant est :

y(n) =
P

∑
p=1

K−1

∑
k1=0

· · ·
K−1

∑
kp

gk1,··· ,kp

p

∏
j=1

sk j (n)

oùsk j (n) = ∑
i=0

bk j (i)u(n− i). PosonsS1(n) = (s0(n) · · ·sK−1(n))T .

Soit W la matrice d’orthogonalisation permettant de décorréler les composantes de
S1(n). On a

S̆1(n) = WS1(n)

157



Chapitre 4. Méthodes orthogonales d’identification

+

)n(u

)z(Bf
)z(Bg

hijkl
)n(sg

)(m nsn−
(

Transformation
des données

en utilisant les
polynômes
d'Hermite

 Orthogonaliseur
en escalier

)n(W

)z(B op−

)(q ns(

)(m ns(

)(m nsn−

-

)n(drstu
)(nF

)n(ε

)(nQ
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En utilisant un orthogonaliseur en escalier, les composantes deS̆1(n) sont non corrélées
et gaussiennes. La relation d’entrée-sortie du modèle de Volterra-BFOR devient alors :

y(n) =
P

∑
p=1

K−1

∑
k1=0

· · ·
K−1

∑
kp

ğk1,··· ,kp

p

∏
j=1

s̆k j (n) = V(S̆(n))

V(S̆(n)) est un polynôme en les variables ˘sk, k = 0, · · · ,K −1 qui peut être développé
sur une base de polynômes orthogonaux multivariables construits à partir des poly-
nômes d’Hermite monovariablesHp(s̆k), où p est le degré du polynôme. Ceux-ci sont
générés par la relation récurrente suivante [121] :

Hp+1(s̆k) =
1√

p+1

[
s̆k

σs̆k

Hp(s̆k)−
√

pHp−1(s̆k)

]

(4.82)

oùH0(s̆k) = 1 etσs̆k est la variance du signal gaussien ˘sk.

Le développement deV(S̆(n)) sur la base de polynômes orthogonaux multivariables
Q(p)4 est tel que :

y(n) = V(S̆(n)) =
P

∑
p=1

K−1

∑
k1=0

· · ·
K−1

∑
kp

fk1,··· ,kpQ
(p)
k1,··· ,kp

(n) = FTQ(n)

L’estimation du modèle résultant équivaut donc à l’estimation des coefficientsfk1,··· ,kp

contenus dans le vecteurF . Dans le cas d’une estimation en bloc nous avons :

fk1,··· ,kp = E

[

d(n)Q(p)
k1,··· ,kp

]

4Le principe de construction de ces polynômes orthogonaux multivariables est le même que celui
adopté pour les signaux PAM i.i.d.
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oùd(n) est la sortie réelle du système.

L’avantage d’une telle structure d’estimation est de réduire le coût de calcul. Pour une
estimation en bloc, le fait d’utiliser des polynômes orthogonaux permet d’éviter toute
inversion matricielle ramenant ainsi le coût de calcul àO(KP) où P est l’ordre de non-
linéarité du système etK le nombre de fonctions de base. En rappelant que l’orthogo-
nalisation ne requiert queO(K2) opérations, nous obtenons une complexité de calcul
global enO(KP). Dans la configuration décrite dans la section précédente, i.e. l’ortho-
gonalisation est appliquée au vecteur des produits croisésdes entrées filtrées, l’ortho-
gonalisation requiert une complexité de calcul enO(K2P). Nous pouvons donc noter
une considérable réduction de la complexité de calcul. Dansle cas d’une estimation
adaptative, avec la configuration de la figure 4.12, nous pouvons dériver un algorithme
de type LMS de complexité de calcul enO(KP) et de convergence rapide.

Il est à noter que dans le cas d’une entrée gaussienne, à notreconnaissance, la méthode
proposée est la première qui couple la réduction de complexité à l’aide des BFOR,
l’orthogonalisation en escalier et les bases de polynômes d’Hermite, soit trois niveaux
d’orthogonalisation. Outre les travaux reportés dans [121], les polynômes d’Hermite
ont aussi été appliqués pour l’estimation des modèles de Wiener-Hammerstein [10] et
de Wiener-Laguerre [41].

Exemple 4.2 En vue d’illustrer les potentialités de cette approche, nous considérons
l’identification du système décrit dans la section précédente à l’aide d’une entrée
gaussienne. Le signal d’entrée du système non-linéaire à identifier est un processus
AR(1) obtenu en filtrant un signal blanc gaussien centré. Le filtre utilisé est défini par

H(z) =
√

1−α2

1−αz−1 . Il est à noter que le signal d’entrée est d’autant plus coloré que le pôle
α du filtre AR est proche de1. Pour différentes valeurs de ce pôle, nous avons évalué
le nombre condition correspondant à chacune des configurations :

– Volterra : le système est représenté par un modèle de Volterra de mémoire15
– Volterra+BFOR : les noyaux de Volterra sont développés surune BFOR à trois

fonctions telles que décrites dans l’exemple de la section 4.3.3.2
– Volterra+BFOR+Escalier : Un module d’orthogonalisationest ajouté à la confi-

guration précédente (voir la section 4.3.3.2)
– Volterra+BFOR+Escalier+Polynômes Orthogonaux (PO) : Lemodule d’ortho-

gonalisation est ajouté immédiatement après le filtrage BFOR . Puis, des poly-
nômes d’Hermite sont utilisés pour représenter la non-linéarité.

On peut noter que l’ajout des différentes structures d’orthogonalisation permet d’amé-
liorer le conditionnement de la matrice des moments de l’entrée même dans le cas
d’un signal blanc (α = 0). Quelle que soit la configuration utilisée, le conditionnement
de la dite matrice se détériore d’autant plus que le signal d’entrée est coloré. Cette
détérioration est très peu marquée dans le cas de la quatrième configuration (Vol-
terra+BFOR+Escalier+PO). Par ailleurs, il est nettement indiqué (figure 4.13) que la
matrice des moments de l’entrée est mieux conditionnée danscette dernière configura-
tion. Théoriquement, on s’attend donc à avoir une nette amélioration de la vitesse de
convergence de l’algorithme LMS lorsqu’une telle configuration est utilisée.

159



Chapitre 4. Méthodes orthogonales d’identification

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
10

0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

Pole du filtre AR

N
om

br
e 

co
nd

iti
on

Volterra
Volterra+BFOR
Volterra+BFOR+Escalier
Volterra+BFOR+Escalier+PO

FIG. 4.13 – Nombre condition de la matrice des moments de l’entrée en fonction de la
coloration du signal

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des méthodes orthogonales d’identification sous
deux angles principaux.

Dans un premier temps nous avons exploité les propriétés statistiques des entrées de
type PAM, QAM et PSK pour générer des bases de polynômes orthogonaux multiva-
riables. En développant le modèle de Volterra sur une telle base, nous avons montré
que l’estimation paramétrique du modèle, au sens EQMM, peutse faire sans aucune
inversion matricielle. Nous avons aussi exploité le formalisme des bases de polynômes
orthogonaux dans le cas de l’estimation adaptative. Il en résulte une amélioration de la
vitesse de convergence de l’algorithme LMS sans un sur-coûtde calcul.

Nous avons ensuite mis en place un module d’orthogonalisation des entrées filtrées par
la BFOR. Nous avons ainsi couplé la notion de réduction de complexité du modèle et
de simplification des procédures d’estimation.

Enfin, nous avons montré que dans le cas d’une entrée gaussienne le couplage du forma-
lisme des polynômes orthogonaux et des bases de fonctions orthonormales rationnelles
permet de simplifier davantage l’estimation paramétrique tant en bloc que de manière
adaptative.
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Chapitre 5

Contributions à l’identification et à
l’égalisation aveugle et semi-aveugle

5.1 Introduction

Comme décrit dans le chapitre 1, la représentation de certains systèmes de communi-
cation est d’autant plus précise que le modèle utilisé est non-linéaire. Les modèles de
Volterra et les réseaux de neurones sont les représentations non-linéaires les plus cou-
rantes. Les modèles de Volterra présentent l’avantage d’être linéaires par rapport aux
paramètres et peuvent être vus comme une généralisation du modèle RIF. Cependant
toute la difficulté dans l’utilisation de ce modèle vient de sa complexité paramétrique.
En analysant davantage certains systèmes, on se rend comptequ’il est possible de les
représenter par une cascade de sous-systèmes linéaires avec mémoire et non-linéaire
sans mémoire. Ce type de représentation donne lieu, entres autres, au modèle de Wie-
ner et à celui de Hammerstein. Ces modèles sont des cas particuliers de modèle de
Volterra ayant une complexité paramétrique plus faible.

Dans ce chapitre, nous allons considérer le cas d’un systèmede communication sans
fil pouvant être représenté par un modèle de Volterra. Selon que la liaison entre la
station mobile et la station de base est considérée dans le sens ascendant (uplink en
anglais), i.e. mobile vers station de base, ou dans le sens descendant (downlink), i.e.
station de base vers mobile, le canal de communication peut-être vu respectivement
comme un modèle de Wiener ou comme un modèle de Hammerstein. Certaines études
s’intéressent à l’identification des sous-systèmes linéaire et non-linéaire. Dans notre
étude nous considérons plutôt une modélisation globale en utilisant l’écriture en séries
de Volterra des liaisons ascendante et descendante du canal.

L’identification et l’égalisation des modèles de Hammerstein et de Wiener ont générale-
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ment été étudiées dans le cas supervisé. Il existe cependantquelques travaux consacrés
à l’identification aveugle. Dans le cas du modèle de Hammerstein, seul le second ordre
a été considéré en se basant sur l’exploitation des statistiques d’ordre supérieur, notam-
ment les cumulants d’ordre trois, quatre et cinq de la sortiedu système. Les méthodes
proposées sont restreintes au cas des signaux gaussiens avec comme différence, une
identification dans le domaine temporel [72] ou fréquentiel[76]. Une troisième mé-
thode a été proposée par [109] dans le cadre d’une étude consacrée à l’identification
aveugle des distorsions non-linéaires représentées par unmodèle de Hammerstein. Là
aussi, la gaussianité du signal est requise. Dans le cas du modèle de Wiener, un im-
portant travail a été présenté par [110]. Celui-ci ne considère que l’identification du
sous-système linéaire pour le cas particulier des signaux d’entrées cyclostationnaires.

En ce qui concerne l’égalisation aveugle des canaux de communication non-linéaires,
les canaux considérés dans la littérature sont de typeSIMO ou MIMO. Cette struc-
ture de canal étant obtenue en utilisant un réseau d’antennes de réception ou en sur-
échantillonnant la sortie du système. Giannakis et Serpedin [45] ont été les premiers à
montrer que des systèmes linéaires de type FIR peuvent réaliser l’égalisation de type
forçage à zéro (ZF) des canaux SIMO non-linéaires, sous certaines conditions. L’ap-
proche considérée est déterministe et relativement simple. Cependant elle présente un
certain nombre de limitations. Tout d’abord elle requiert que la matrice associée au ca-
nal soit de rang plein et carrée. Ce qui n’est pas toujours possible. Ensuite, le noyau
du premier ordre doit avoir la plus grande mémoire. Ces restrictions sur le rang de la
matrice du canal et sur la mémoire du noyau du premier ordre ont été relaxées par
Lopez-Valcarce et Dasgupta [78] dans une approche basée surl’exploitation des statis-
tiques du second-ordre, approche qui peut être considérée comme une extension au cas
non-linéaire des travaux de Tonget al.[127]. Comme pour la plupart des algorithmes
d’égalisation basés sur l’exploitation des statistiques du second ordre, cette approche
requiert une complexité de calcul importante. Par ailleurs, il est à noter qu’une autre ap-
proche d’égalisation basée sur les statistiques du second ordre a été proposée par Raz et
Van Veen [113], étendant au cas non-linéaire l’approche de Xu et al.[139]. Cependant,
cette méthode requiert la linéarisabilité de chaque sous-canal par un filtre de Volterra
d’ordre et de mémoire connus. Ce qui n’est pas toujours possible.

Dans notre étude, nous explorons une approche d’identification et égalisation semi-
aveugles pour des canaux SISO et SIMO. Dans le cas SIMO, nous proposons aussi des
procédures complètement aveugles. Dans un premier temps nous étudions la modéli-
sation du système de communication que nous considérons avant de présenter chacune
des nouvelles méthodes que nous proposons.
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5.2 Accès à un réseau de communication sans fil via la
fibre optique

Depuis quelques années, le monde des communications sans filest entré dans une nou-
velle phase. L’objet des transmissions migre de la voix versles services multimédia, qui
ont besoin de liaisons radio à large bande. C’est notamment l’enjeu principal de la télé-
phonie mobile dite de troisième génération. Par ailleurs, le nombre d’utilisateurs croit
si vite qu’il est nécessaire d’augmenter les ressources physiques pour satisfaire les uti-
lisateurs. Pour ce faire, le recourt à une architecture de réseau basée sur des micro et des
pico cellules est une solution très attractive en ce qu’elleaugmente la réutilisation des
fréquences. Dans cette configuration, il est nécessaire d’augmenter les points d’accès
au réseau. Pour des questions évidentes de coût, les stations de base conventionnelles
(BST) sont remplacées par des points d’accès radio de puissance moindre (RAP : Radio
Access Point). Ceux-ci devraient être robustes, de complexité faible et connectés à une
BST via une fibre optique. Une telle architecture est représentée par la figure 5.1. Les
étapes de traitement de données sont, quant à elles, décrites par les figures 5.2 et 5.3
respectivement pour la liaison ascendante et pour la liaison descendante.

Station de base
centrale

RAP

RAP

RAP

Fibre optique (FO)

FOFO

Micro/Pico cellule

FIG. 5.1 – Architecture d’un réseau sans fil avec utilisation de la fibre optique

Le système de transmission de la liaison ascendante est tel que le signal radio-fréquence
émis par la station mobile est reçu par une antenne à laquelleest associée un gain
complexe. Le signal reçu est ensuite converti en un signal optique via une diode laser.
En régime permanent, la puissance du signal en sortie du laser est une fonction non-
linéaire du signal radio fréquence reçu. En notants(t) le signal radio-fréquence on a :

Poptique= P0[1+ms(t)+A2m2s2(t)+A3m3s3(t)]
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oùmest l’indice de modulation optique etA2 etA3 sont des coefficients de non-linéarité
qui dépendent des composants utilisés. Le signal optique est ensuite transmis à travers
une fibre optique à mode unique. La fonction de transfert d’une fibre optique à mode
unique définie par l’ UIT-T1 est :

H( f ) = e− jαL( f− f0)2

où α est le coefficient de dispersion,f0 la fréquence de la porteuse optique etL la
longueur de la fibre. Quant à la conversion de l’optique vers l’électrique, elle est régie
par les équations classiques d’un système Laser.

Données en bande de
base

Démodulation Conversion FO-RF

Gain

Données en bande de
base

modulation

Conversion RF-FO

station mobile

RAP

F
ibre optique

Station de base centrale

FIG. 5.2 – Schéma fonctionnel d’une liaison ascendante

Quant à la transmission de la liaison descendante, elle est le dual de la liaison ascen-
dante.

Lorsque la longueur de la fibre est relativement courte (quelques kilomètres) et la fré-
quence radio de quelques GHz, les effets de dispersion de la fibre et le bruit inhérent au
laser sont négligeables [136]. Dans ce cas, la distorsion non-linéaire introduite par la
conversion du signal électrique en un signal optique devient la plus importante [38, 39].
Le canal caractérisant la liaison ascendante peut donc êtrereprésenté par un modèle de
Wiener dans lequel le filtre linéaire représente le canal de communication sans fil et la
non-linéarité statique la distorsion non-linéaire. De même, la liaison descendante, vue
du côté de la station mobile peut être représentée par un modèle de Hammerstein.

1Commission technique de l’UIT, l’Union Internationale desTélécommunications.
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Données en bande de
base

Modulation Conversion RF-FO

Gain

Données en bande de
base

Démodulation

Conversion FO-RF

station mobile

RAP

F
ibre optique

Station de base centrale

FIG. 5.3 – Schéma fonctionnel d’une liaison descendante

5.2.1 Système multi-capteurs

La liaison descendante est essentiellement mono-capteur puisqu’en général les stations
mobiles ne sont dotées que d’une seule antenne. Dans la configuration de la figure
5.2, la liaison ascendante est représentée avec un seul capteur. Mais en fait, plusieurs
capteurs peuvent-être utilisés, chacun étant caractérisépar un gain complexe donné.
Nous pouvons considérer deux cas :

– Chaque capteur est associé à une liaison optique donnée. Nous avons donc autant
de polynômes statiques que de capteurs (Figure 5.4).

– Tous les capteurs utilisent la même liaison optique via un multiplexage puis un
démultiplexage. Il n’y a donc qu’un seul polynôme statique (Figure 5.5).

Outre l’accès au réseau sans fil, nous pouvons aussi considérer comme seconde ap-
plication, un système d’antennes distribuées pour la gestion des communications d’un
immeuble. Prenons le cas d’une société qui a son réseau de communication interne.
Plusieurs antennes permettent la réception des communications via un réseau sans fil
et une fibre optique permet de distribuer les communicationsdans l’immeuble ou dans
un domaine donné. Dans ce cas, la solution la plus économiqueest de recourir au mul-
tiplexage, donc à la deuxième configuration.
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FIG. 5.4 – Configuration ayant plusieurs liaisons optiques
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FIG. 5.5 – Configuration ayant une liaison optique partagée
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5.2.2 Modélisation

Le canal entre la station mobile et le(k+1)-ème capteur est modélisé par un filtre RIF

de réponse impulsionnelleh(a)
k . Sous l’hypothèse que la source est à bande étroite par

rapport aux antennes de réception, ce qui est vérifié dans le cas des standards GSM et
UMTS, la réponse impulsionnelle du canal de transmissionh(a)

k s’écrit alors :

h(a)
k (i) = αkh(i)

où αk est le gain complexe de l’antenne considérée [30].

Le signal reçu par le capteur passe ensuite au travers d’une non-linéarité statique. Le
modèle global de la liaison ascendante est donc représenté par un modèle de Wiener.
Celui-ci correspond à un modèle de Volterra à noyaux séparables tel que :

h(a)
p,k(i1, · · · , ip) = cp,k

p

∏
j=1

h(a)
k (i j)

où lescp,k sont les coefficients du polynômePk. On a alors :

h(a)
p,k(i1, · · · , ip) = cp,k

p

∏
j=1

(αkh(i j))

= cp,kα p
k

p

∏
j=1

h(i j)

= βk,p

p

∏
j=1

h(i j) (5.1)

avec
βk,p = cp,kα p

k

Dans le contexte de la seconde configuration, i.e. lorsqu’unmultiplexage est utilisé,
nous avons :

βk,p = cpα p
k

La relation entrée-sortie de la liaison ascendante peut-donc s’écrire comme :

y(a)
k (n) =

P

∑
p=1

M

∑
i1=0

· · ·
M

∑
ip=ip−1

h(a)
p,k(i1, · · · , ip)

p

∏
j=1

u(n− i j) (5.2)

h(a)
p,k(i1, · · · , ip) étant donné par (5.1).

Dans le cas mono-capteur nous avons :

y(a)(n) =
P

∑
p=1

M

∑
i1=0

· · ·
M

∑
ip=ip−1

h(a)
p (i1, · · · , ip)

p

∏
j=1

u(n− i j) (5.3)
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où

h(a)
p (i1, · · · , ip) = βp

p

∏
j=1

h(i j), βp = cpα p (5.4)

Quant à la liaison descendante, elle est représentée par le modèle de Hammerstein
suivant :

y(d)(n) =
P

∑
p=1

M

∑
i=0

h(d)
p (i)up(n− i) (5.5)

5.3 Identification et égalisation semi-aveugle de la liai-
son descendante

La liaison descendante est représentée par le modèle SISO (5.5). La méthode que nous
proposons consiste à construire une représentation de typeSIMO à partir du SISO en
un modèle SIMO via l’utilisation d’une matrice de redondance. Certaines branches
du modèle SIMO résultant, se réduisent à des sous-canaux représentés par un modèle
polynomial instantané. Toute l’information sur le canal SISO est contenue dans ces
sous-canaux polynômiaux. Leur identification induit donc celle du modèle SISO ori-
ginal. Nous considérons une transmission en bloc de donnéesdont le premier élément
est le signal utile au processus d’identification. Celui-ci est un symbole pris dans une
séquence pilote donnée. Dans un premier temps, nous allons montrer comment exploi-
ter la matrice de redondance pour passer d’un modèle SISO à unmodèle SIMO. Puis,
nous considérerons la question de l’estimation d’un modèlepolynomial instantané.

5.3.1 Transformation du modèle de Hammerstein en un modèle
SIMO polynomial instantané

Depuis quelques années, la communauté du traitement du signal s’intéressant à la pro-
blématique de l’identification aveugle des canaux linéaires, s’est enrichie de l’approche
basée sur l’exploitation des statistiques du second ordre des sorties du canal obtenues
soit par sur-échantillonnage soit en utilisant plusieurs antennes. Cette approche a permis
le développement de nouvelles techniques d’identificationaveugle moins coûteuses en
complexité de calcul que les méthodes basées sur l’exploitation des statistiques d’ordre
supérieur. Cependant certaines limitations ont été mises enévidence [32]. Il a donc
été proposé de recourir à des émetteurs qui induisent une cyclostationnarité du signal
émis [46]. Dans la même optique, il a été montré qu’en introduisant une certaine redon-
dance dans le bloc de données émises, le même résultat peut être obtenu [26]. L’écueil
de ces approches est la réduction du taux d’information transmise. Suivant certaines
conditions [26], cette réduction peut cependant être limitée.

Dans le cas non linéaire, les statistiques du second-ordre ont surtout été exploitées en
vue de l’égalisation pour des canaux SIMO [113, 78]. Dans [79] un précodeur est utilisé
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pour égaliser un canal SIMO non linéaire. Toujours dans le cadre de l’égalisation, [116]
ont aussi utilisé un précodeur pour l’implémentation d’un égaliseur supervisé.

Dans notre étude, nous considérons un canal SISO. En utilisant une transmission en
bloc et une matrice de redondance, nous montrons comment ce modèle SISO peut être
vu comme un modèle SIMO. Cette structure sera ensuite exploitée pour identifier le
canal.

Considérons le bloc d’entrées défini par le vecteurU(n) de dimensionsL×1, L étant
la taille du bloc :

U(n) =
(

u(nL) u(nL−1) · · · u(nL−L+1)
)T

(5.6)

En utilisant une matrice de redondanceC de dimensionK ×L (K > L) nous pouvons
générer le bloc de données transforméesX(n) de dimensionsK×1 suivant :

X(n) = CU(n) =
(

x(nK) x(nK−1) · · · x(nK−K +1)
)T

X(n) est un bloc deK données formé à partir du bloc (5.6) deL données informatives.
Le taux d’information contenu dansX(n) a donc été réduit deL/K. On peut alors définir
un ratio de redondance comme(K−L)/K. Une augmentation de ce ratio réduit le taux
d’information. Dans [26], il a été prouvé qu’une matrice de redondance assurant un
ratio de redondance minimal2 est :

C =

(
CM 0(2M+1)×(L−1)

0(L−1)×1 I(L−1)×(L−1)

)

(5.7)

oùCM est un vecteur de dimension(2M +1)×1 défini par :

CM =

(

0· · ·0
︸ ︷︷ ︸

M

10· · ·0
︸ ︷︷ ︸

M

)T

(5.8)

Les dimensions des blocs avant et après transformation par la matriceC, i.e. L et K
respectivement, sont reliées par :

K = L+2M (5.9)

La matriceC n’étant constituée que par des 0 et des 1, la transformation des données
ne consiste donc qu’en une insertion de 2M zéros entre les données. Plus exactement,
M zéros avant et après le premier symbole du blocU(n) :

X(n) =

(

0· · ·0
︸ ︷︷ ︸

M

u(nL)0· · ·0
︸ ︷︷ ︸

M

u(nL−1) · · ·u(nL−L+1)

)T

(5.10)

Nous pouvons aussi noter les éléments deX(n) comme suit :

x(nK− i) =







0 si i = 0, · · · ,M−1 ou i = M +1, · · · ,2M
u(nL) si i = M
u(nL− i +2M) si i = 2M +1, · · · ,K−1

(5.11)
2dans le sens où les conditions d’identifiabilité aveugle descanaux linéaires sont satisfaites
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Soit le bloc de données en sortieY(d)(n) de dimensionsK×1 suivant

Y(d)(n) =
(

y(d)(nK) y(d)(nK−1) · · · y(d)(nK−K +1)
)T

Ses éléments sont donnés par :

y(d)(nK− i) =
P

∑
p=1

M

∑
j=0

h(d)
p ( j)xp(nK− i− j)+w(nK− i) (5.12)

oùw est le bruit additif.
Selon (5.11),x(nK− i − j) n’est non nul que sii + j = M ou i + j ≥ 2M + 1. Par
conséquent l’équation (5.12) s’écrit :

y(d)(nK− i)=
P

∑
p=1

h(d)
p (M− i)xp(nK−M)+

P

∑
p=1

M

∑
j=2M−i+1

h(d)
p ( j)xp(nK− i− j)+w(nK− i)

ou encore :

y(d)(nK− i)=
P

∑
p=1

h(d)
p (M− i)xp(nK−M)+

P

∑
p=1

M+i

∑
t=2M+1

h(d)
p (t− i)xp(nK−t)+w(nK− i)

Sachant aussi quehp( j) = 0 si j < 0 ou si j > M, nous avons alors

y(d)(nK− i)=







P
∑

p=1
h(d)

p (M− i)xp(nK−M)+w(nK− i) si i = 0, · · · ,M
P
∑

p=1

M+i
∑

t=2M+1
h(d)

p (t − i)xp(nK− t)+w(nK− i) si i = M +1, · · ·K−1

Dans l’équation ci-dessus, lorsquet ≥ K les symbolesx(nK− t) n’appartiennent pas au
bloc X(n) mais plutôt aux blocs précédents. Pour éviter toute interférence entre blocs,
nous devons prendret ≤ M + i < K ce qui équivaut à prendrei = 0, · · · ,K −M − 1.
Nous considérons donc le bloc tronquéȲ(d)(n), de dimensions(K−M)×1, suivant :

Ȳ(d)(n) =
(

y(d)(nK) y(d)(nK−1) · · · y(d)(nK−K +M +1)
)T

dont les éléments sont donnés par :

y(d)(nK− i)=







P
∑

p=1
h(d)

p (M− i)up(nL)+w(nK− i) si i = 0, · · · ,M
P
∑

p=1

M+i
∑

t=2M+1
h(d)

p (t − i)up(nL− t +2M)+w(nK− i) si i = M +1,

· · · ,K−M−1

Nous pouvons donc remarquer que les(M +1) premiers éléments du bloc̄Y(d)(n) sont
donnés par la relation suivante

y(d)(nK− i) =
P

∑
p=1

h(d)
p (M− i)up(nL)+w(nK− i), i = 0, · · · ,M (5.13)
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Quant aux(L− 1) derniers éléments, ils sont le fruit du mélange convolutif et non-
linéaire des(L−1) dernières composantes du blocU(n) :

y(d)(nK− i) =
P

∑
p=1

i−M

∑
j=1

h(d)
p (2M− i+ j)up(nL− j)+w(nK− i), i = M+1, · · · ,K−M−1

(5.14)

Posons :

H
(d)

p =






h(d)
p (0) · · · h(d)

p (M) · · · 0
... ...

h(d)
p (0) · · · h(d)

p (M)




 (5.15)

H
(d)

p est une matrice de dimension(K−M)×K. Nous définissons aussi la matrice du
canal :

H
(d) =

(

H
(d)

1 · · · H
(d)

P

)

(5.16)

de dimensions(K − M)× PK. Par suite, la représentation vectorielle de la relation
entrée-sortie du système est :

Ȳ(d)(n) = H
(d)X̄(n)+W̄(n) (5.17)

où X̄(n) et W̄(n) sont des vecteurs de dimensions respectivesPK×1 et (K −M)×1
définis par

X̄(n) =

(
XT(n) XT(n)◦XT(n) · · · XT(n)◦XT(n) · · · ◦XT(n)

︸ ︷︷ ︸

Ptermes

)T

◦ définissant le produit de Hadamard et

W̄(n) =
(

w(nK) w(nK−1) · · · w(nK−K +M +1)
)T

En ne s’intéressant qu’aux(M + 1) premières composantes dēY(d), i.e. aux éléments
donnés pary(d)(nK− i), i = 0, · · · ,M, la relation (5.13) peut donc être vue comme étant
la relation d’entrée/sortie d’un filtre polynomial statique ayant comme entréeu(nL).
Sachant quei = 0, · · · ,M, nous avons donc un filtre SIMO d’entréeu(nL), ayantM +1
sorties. On peut remarquer que tous les coefficients du modèle SISO se retrouvent dans
ce modèle SIMO. En identifiant le modèle SIMO, on identifie donc le modèle SISO de
départ.

Par ailleurs, on peut aussi remarquer que les échantillons de l’entrée ayant permis de
générer les (M + 1) premières composantes dēY(d)(n) sont différents de ceux ayant
permis de générer ses(L−1) dernières composantes. Nous pouvons donc choisiru(nL)
comme étant le symbole d’une séquence pilote non informative alors que lesu(nL− j),
j = 1, · · · ,L−1, contiennent l’information utile. Nous pouvons donc nousconcentrer
sur l’identification du modèle SIMO résultant en ne tenant compte que de la séquence
pilote. Une fois le modèle du canal identifié, il servira à l’estimation des symboles
informatifs.
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Exemple 5.1 En guise d’illustration, considérons, dans le cas sans bruit, un modèle
d’Hammerstein d’ordre trois, de mémoire M= 2. Prenons des blocs tels que K= 7 et

L = 3. La matrice du canal est :H (d) =
(

H
(d)

1 H
(d)

2 H
(d)

3

)

avec :

H
(d)

p =









h(d)
p (0) h(d)

p (1) h(d)
p (2) 0 0 0 0

0 h(d)
p (0) h(d)

p (1) h(d)
p (2) 0 0 0

0 0 h(d)
p (0) h(d)

p (1) h(d)
p (2) 0 0

0 0 0 h(d)
p (0) h(d)

p (1) h(d)
p (2) 0

0 0 0 0 h(d)
p (0) h(d)

p (1) h(d)
p (2)









, p = 1,2,3

On a par ailleurs :

U(n) =
(

u(3n) u(3n−1) u(3n−2)
)T

X(n) =
(

0 0 u(3n) 0 0 u(3n−1) u(3n−2)
)T

X̄(n) =
(

XT(n) XT ◦XT XT ◦XT ◦XT
)T

La relation (5.17) s’écrit alors dans le cas sans bruit :

Ȳ(d)(n) =











y(d)(7n)

y(d)(7n−1)

y(d)(7n−2)

y(d)(7n−3)

y(d)(7n−4)











=











h1(2)u(3n)+h2(2)u2(3n)+h3(2)u3(3n)
h1(1)u(3n)+h2(1)u2(3n)+h3(1)u3(3n)
h1(0)u(3n)+h2(0)u2(3n)+h3(0)u3(3n)

h1(2)u(3n−1)+h2(2)u2(3n−1)+h3(2)u3(3n−1)
h1(1)u(3n−1)+h2(1)u2(3n−1)+h3(1)u3(3n−1)
+h1(2)u(3n−2)+h2(2)u2(3n−2)+h3(2)u3(3n−2)











Le principe de transformation étant posé, nous allons montrer dans la section qui suit
comment identifier chaque sous-canal.

5.3.2 Identification d’un modèle SIMO polynomial statique

Dans la littérature, deux algorithmes d’identification aveugle des modèles polynômiaux
sans mémoire ont été proposés dans le cas SISO. Le premier ne s’applique que dans le
cas des signaux réels sinusoïdaux [81] tandis que le second minimise par une méthode
du gradient un critère d’ajustement de cumulants d’ordre quatre [103]. Signalons que
dans ce dernier cas la convergence de l’algorithme n’est garantie que vers un minimum
local.

Rappelons le modèle à estimer (5.13) :

y(d)(nK− i) =
P

∑
p=1

h(d)
p (M− i)up(nL)+w(nK− i), i = 0, · · · ,M

L’objectif de cette section est d’estimer les vecteursΘ(d)
i définis par :

Θ(d)
i =

(

h(d)
1 (M− i) · · · h(d)

P (M− i)
)T
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)nL(u

)nL(u)2(h)nL(u)2(h)nL(u)2(h ����� ++

)nL(u)1(h)nL(u)1(h)nL(u)1(h ����� ++

)nL(u)0(h)nL(u)0(h)nL(u)0(h ����� ++

+

+

+

( )( )4Lnw +

( )( )4Lny +

( )( )14Lnw −+

( )( )14Lny −+

( )( )24Lnw −+

( )( )24Lny −+

FIG. 5.6 – Cas d’un modèle de Hammerstein d’ordre 3,(M = 2)

5.3.2.1 Estimation au sens des moindres carrés d’un modèle polynomial statique

Dans une approche d’identification semi-aveugle, la séquence piloteu(nL), n = 0, · · · ,N−1

est connue du récepteur, notre objectif est de trouver un vecteurΘ(d)
i tel que :

Θ̂(d)
i = argmin

Θ(d)
i

‖Y(d)
i −VΘ(d)

i ‖2 (5.18)

où Y(d)
i est un vecteur de dimensionsN×1, N étant le nombre de blocs de mesures,

défini par :
Y(d)

i =
(

y(d)(−i) · · · y(d)((N−1)K− i)
)T

etV est une matrice de Vandermonde de dimensionsN×P telle que :

V =








u(0) · · · uP−1(0) uP(0)
u(L) · · · uP−1(L) uP(L)

... · · · ...
...

u((N−1)L) · · · uP−1((N−1)L) uP((N−1)L)








(5.19)

Cette méthode requiert la connaissance des signauxu(nL), n = 0, · · · ,N−1 et l’infé-
riorité du degré de non-linéaritéP par rapport au nombreN d’échantillons. Condition
qui n’est pas trop restrictive d’autant plus que les polynômes considérés sont générale-
ment d’ordre faible, i.e. (P ≤ 5). Dans le cas oùu(nL) prendMu valeurs distinctes, il
est nécessaire d’avoirMu > P+1.

Le vecteur de paramètres optimal est donné par :

Θ̂(d)
i = (VTV)−1VTY(d)

i
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Afin de simplifier la procédure d’estimation, en évitant l’inversion d’une matrice pleine,
nous considérons la décomposition QR de la matrice de VandermondeV :

V = QR (5.20)

oùQ est une matrice orthogonale de même dimension queV etR une matrice triangu-
laire supérieure. Tenant compte de cette factorisation, nous obtenons :

RΘ̂(d)
i = QTY(d)

i (5.21)

QTY(d)
i étant un vecteur de dimensionP, les coefficients dêΘ(d)

i sont alors obtenus en
résolvant un système d’équations triangulaire.

Remarque 5.1 : Il est à noter que dans le cas de notre modèle SIMO, le système
d’équations (5.21) est à résoudre pour i= 0, · · · ,M. Cependant on notera que seul

le vecteur Y(d)
i change. La matrice de VandermondeV est commune à tous les sous-

canaux. En conséquence, la factorisation QR (5.20) ne s’effectue qu’une seule fois.

La procédure peut donc se résumer comme suit :

Algorithme 5.1 Identification au sens des moindres carrés

1. A partir des mesures u(nL) et y(d)(nK− i), n = 0, · · · ,N − 1 et i = 0, · · · ,M,

construire la matriceV et les vecteurs Y(d)
i ;

2. Effectuer la factorisation QR de la matriceV ;

3. Pour chaque i résoudre le système d’équations (5.21).

Remarque 5.2 : L’erreur moyenne entre les sorties réelles Y(d)
i et celles générées par

le modèle estimé est calculée à partir du vecteur E= Y(d)
i −VΘ̂(d)

i . Si l’ordre P du
modèle n’est pas connu a priori, il peut être choisi en minimisant‖E‖2. Il suffit pour
cela d’appliquer l’algorithme 5.1 de manière itérative parrapport à l’ordre P jusqu’à
ce que‖E‖2 soit relativement constante.

Remarque 5.3 : Puisque l’identification de chaque branche, i.e. l’estimation de chaque

vecteurΘ(d)
i , se fait connaissant la séquence pilote, un recours à une procédure adap-

tative est possible. Une telle procédure peut servir dans lecas où les caractéristiques
du canal varient dans le temps. Si l’estimé du canal sert à implémenter l’égaliseur du
signal informatif, on obtient un égaliseur adaptatif qui suit les variations du canal.

5.3.2.2 Utilisation d’une séquence pilote périodique

Dans le développement de la section précédente, nous avons supposé que la séquence
u(nL) est connue. Supposons queu(nL) est une séquence pilote périodique de période
T ≥ P, indépendante du signal informatif. Un choix possible est :

u(nL) = ej2πn/T , n = 0,1, · · · ,T −1
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Une telle séquence a été proposée par [33] comme séquence pilote pour l’identification
semi-aveugle de canaux de communications linéaires.

En considérant le cas sans bruit, la relation (5.13) peut donc s’écrire :

y(d)(nK− i) =
P

∑
p=1

h(d)
p (M− i)ej 2π

T pn

Posonsep(n) = ej 2π
T pn. En définissant le produit scalaire suivant [99] :

< ep,eq >=
1
T

T−1

∑
n=0

ep(n)e∗q(n)

on peut remarquer l’orthogonalité des séquencesep(n), p = 1, · · · ,P, n = 0, · · · ,T −1,
i.e.

< ep,eq >=

{
1, si p= q
0, sinon

Pourq = 1, · · · ,P, on a donc :

< y(d)(nK− i),eq > =
1
T

T−1

∑
n=0

y(d)(nK− i)e∗q(n)

=
1
T

T−1

∑
n=0

P

∑
p=1

h(d)
p (M− i)ep(n)e∗q(n)

=
P

∑
p=1

h(d)
p (M− i)

(

1
T

T−1

∑
n=0

ep(n)e∗q(n)

)

= h(d)
q (M− i) (5.22)

Autrement dit les coefficients du modèle polynômial statique sont donnés par :

h(d)
q (M− i) =

1
T

T−1

∑
n=0

y(d)(nK− i)e− j 2π
T qn, q = 1, · · · ,P, i = 0, · · · ,M (5.23)

Cette méthode est très élégante et simple en terme de complexité d’implémentation.
Théoriquement, la connaissancea priori de l’ordreP n’est pas nécessaire. L’estimation
des coefficientsh(d)

q (M− i) étant découplée, siPest l’ordre effectif, alorsh(d)
q (M− i) = 0,

si q > P. Cependant, il est nécessaire de signaler que ce développement a été effectué
dans le cas sans bruit. Nous pouvons dès lors remarquer que l’estimation desh(d)

q (M− i)
est biaisée par la présence du bruit. Ce biais est égal à :

bq =
1
T

T−1

∑
n=0

w(nK− i)e− j 2π
T qn

Algorithme 5.2 Identification à l’aide d’une séquence pilote périodique

1. Enregistrer les mesures y(d)(nK− i), n= 0, · · · ,T −1 et i = 0, · · · ,M
2. Déterminer les paramètres du modèle h(d)

q (M − i), q = 1, · · · ,P en utilisant la
relation (5.23).
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5.3.3 Simulation

Considérons l’identification du système suivant :

y(d)(n) = u(n)+0.45u(n−1)+0.35u(n−2)

+0.3u2(n)−0.6u2(n−2)

+0.1u3(n)−0.01u3(n−1)+w(n) (5.24)

L’entrée du système est un signalPAM−4. Nous considérons la transmission de blocs
de tailleL = 4. On aM = 2 et donc, selon (5.9),K = 8. Par suite, les branches SIMO
nécessaires à la procédure d’identification sont telles que:

y(d)(nK) = u(nL)+0.3u2(nL)+0.1u3(nL)+w(nK)

y(d)(nK−1) = 0.45u(nL)−0.01u3(nL)+w(nK−1)

y(d)(nK−2) = 0.35u(nL)−0.6u2(nL)+w(nK−2)

En vue de comparer la précision des différentes méthodes, nous définissons aussi l’er-
reur quadratique moyenne d’estimation normalisée (EQMEN):

EQMEN=

P
∑

p=1

M
∑

i=0
(h(d)

p (i)− ĥ(d)
p (i))2

P
∑

p=1

M
∑

i=0
(h(d)

p (i))2

oùh(d)
p (i) sont les coefficients du système à identifier etĥ(d)

p (i) les coefficients estimés.

5.3.3.1 Estimation au sens des moindres carrés

Nous utilisons deux types de séquence pilote. La première séquence est constituée par
les symboles de tête pris de manière aléatoire dans un alphabet de même type que celui
du signal informatif tandis que la seconde suit une distribution gaussienne. Pour diffé-
rents niveaux de bruit et pour 100 expériences indépendantes nous avons les résultats
des tableaux 5.1 et 5.2. Il est à noter que l’identification a été réalisée en considérant
la transmission successive de 50 blocs de données, chaque bloc n’ayant qu’un seul
symbole de la séquence pilote.
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Valeurs réelles Valeurs estimées
30 dB 10 dB 5 dB

h1(0) = 1 1.001±0.013 0.994±0.208 1.022±0.365
h1(1) = 0.45 0.450±0.005 0.462±0.079 0.460±0.140
h1(2) = 0.35 0.350±0.006 0.348±0.092 0.331±0.157
h2(0) = 0.3 0.300±0.008 0.295±0.084 0.281±0.154
h2(2) = −0.6 −0.599±0.004 −0.601±0.047 −0.608±0.077
h3(0) = 0.1 0.100±0.015 0.108±0.217 0.082±0.369
h3(1) = −0.01 −0.010±0.006 −0.019±0.088 −0.015±0.146

TAB . 5.1 – Estimation paramétrique en utilisant une séquence PAM-4

Valeurs réelles Valeurs estimées
30 dB 10 dB 5 dB

h1(0) = 1 0.999±0.014 1.008±0.122 1.013±0.168
h1(1) = 0.45 0.450±0.003 0.443±0.034 0.462±0.056
h1(2) = 0.35 0.349±0.009 0.353±0.050 0.334±0.121
h2(0) = 0.3 0.299±0.004 0.311±0.059 0.296±0.104
h2(2) = −0.6 −0.600±0.003 −0.604±0.029 −0.596±0.077
h3(0) = 0.1 0.100±0.003 0.097±0.047 0.096±0.070
h3(1) = −0.01 −0.010±0.001 −0.008±0.012 −0.013±0.023

TAB . 5.2 – Estimation paramétrique en utilisant une séquence gaussienne
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Nous pouvons noter qu’en moyenne les valeurs estimées des paramètres du canal cor-
respondent bien aux valeurs réelles. L’effet du bruit est visible sur l’écart-type autour
des valeurs moyennes. Plus le niveau de bruit est important plus l’écart-type est grand.
Par ailleurs, on remarque aussi que les écarts-types sont plus restreints lorsque la sé-
quence pilote est une gaussienne plutôt qu’un signal PAM-4.Ceci vient du fait que dans
le cas d’une séquence gaussienne, le signal est beaucoup plus riche. Le signal PAM-
4 n’ayant que 4 symboles, dans le cas sans bruit, il n’y a que 4 équations différentes
possibles. Augmenter le nombre de mesures n’apporte donc aucune amélioration dans
l’estimation du modèle. Dans le cas gaussien, par contre, lefait d’augmenter le nombre
de mesures apporte des équations supplémentaires au système d’équations permettant
ainsi d’affiner l’estimation du modèle.

5.3.3.2 Utilisation d’une séquence pilote périodique

A présent nous allons recourir à une séquence périodiqueu(n) = ej2πn/T de période
T = 5. En considérant la transmission successive d’un nombre deblocs de données
correspondant à la période de la séquence pilote, i.e. 5 blocs de données, nous obtenons
les résultats du tableau 5.3.

Valeurs réelles Valeurs estimées
30 dB 10 dB 5 dB

h1(0) = 1 1.002±0.019 0.999±0.206 1.041±0.362
h1(1) = 0.45 0.449±0.008 0.453±0.080 0.445±0.150
h1(2) = 0.35 0.349±0.013 0.343±0.130 0.372±0.231
h2(0) = 0.3 0.298±0.020 0.292±0.199 0.207±0.363
h2(2) = −0.6 −0.600±0.013 −0.589±0.143 −0.593±0.217
h3(0) = 0.1 0.102±0.019 0.099±0.206 0.141±0.362
h3(1) = −0.01 −0.010±0.008 −0.007±0.080 −0.015±0.150

TAB . 5.3 – Estimation paramétrique en utilisant une séquence pilote périodique

Signal pilote SNR
5 dB 10 dB 30 dB

Gaussien 5.730×10−2 2.000×10−2 1.756×10−4

PAM-4 2.448×10−1 8.370×10−2 9.774×10−4

Périodique (T = 5) 1.230×10−1 4.032×10−2 3.846×10−4

TAB . 5.4 – Evaluation de la mesure EQMEN pour différentes séquences pilotes

L’avantage de l’utilisation d’une séquence pilote périodique est qu’une période de
transmission suffit pour l’estimation des paramètres. La méthode d’estimation dans ce
cas étant très simple. Par ailleurs, nous pouvons constaterque les performances sont en
moyenne similaires à celles données par la méthode des moindres carrés pour les autres
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types de séquence pilote. La variance des estimées obtenuesest légèrement plus impor-
tante que dans le cas des moindres carrés avec une séquence PAM-4 et bien plus en
comparaison avec la méthode des moindres carrés utilisant une séquence gaussienne.
Cette observation est aussi étayée par le tableau 5.4 qui présente l’évaluation de la
mesureEQMEN. L’estimation est meilleure pour une séquence pilote gaussienne.

Sur la figure 5.7, nous pouvons noter que l’estimation est d’autant plus précise que la
période de la séquence pilote augmente.
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FIG. 5.7 – Evaluation de la précision de l’estimation pour différentes périodes de la
séquence pilote

5.3.4 Estimation des symboles transmis

La matrice du canal ayant été déterminée, nous allons nous intéresser à l’estimation des
symboles transmis. Pour ce faire, nous allons considérer lapartie inférieure dēY(d)(n),
i.e. celle constituée par les éléments définis par l’équation (5.14), qui contient l’infor-
mation utile. Deux méthodes conduisant à une égalisation detype forçage à zéro vont
être considérées. La première est basée sur la résolution des systèmes d’équations po-
lynômiales tandis que la seconde utilise les inverses des polynômes. Le développement
de ces méthodes est fait en considérant le cas sans bruit.
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5.3.4.1 Estimation par résolution d’équations polynômiales

Reprenons l’exemple 5.1. La partie inférieure deȲ(d)(n) est donnée par :







y(7n−3)

y(7n−4)







=







h1(2)u(3n−1)+h2(2)u2(3n−1)+h3(2)u3(3n−1)
+w(7n−3)
h1(1)u(3n−1)+h2(1)u2(3n−1)+h3(1)u3(3n−1)
+h1(2)u(3n−2)+h2(2)u2(3n−2)+h3(2)u3(3n−2)
+w(7n−4)







Dans le cas sans bruit nous avons :





y(7n−3)

y(7n−4)




=






h1(2)u(3n−1)+h2(2)u2(3n−1)+h3(2)u3(3n−1)

h1(1)u(3n−1)+h2(1)u2(3n−1)+h3(1)u3(3n−1)
+h1(2)u(3n−2)+h2(2)u2(3n−2)+h3(2)u3(3n−2)






Nous avons là un système d’équations polynômiales triangulaire à deux inconnues
u(3n−1) et u(3n−2) qui sont les symboles informatifs transmis dans le bloc de don-
nées considérés. Ce système peut être résolu par la méthode desubstitution,i.e. résoudre
la première équation puis remplacer la solution dans la seconde équation avant de la ré-
soudre. Il est à noter, cependant, que les équations étant polynômiales, les solutions ne
sont pas uniques. Après chaque résolution, il faut donc choisir la meilleure solution.
Celle-ci est choisie de sorte qu’elle appartienne à l’alphabet de la séquence transmise.
Nous allons à présent formaliser la procédure.

Posons :

Ȳ(d)
b (n) =

(

y(d)(nK−M−1) y(d)(nK−M−2) · · ·y(d)(nK−K +M +1)
)

AppelonsHb la sous-matrice deH formée à partir de ses(L− 1) dernières lignes,
W̄b le sous-vecteur dēW formé à partir de ses(L−1) dernières composantes. Posons
aussi :

Ūb(n) =
(

ŪT(n) ŪT(n)◦ŪT(n) · · · ŪT(n)◦ŪT(n) · · · ◦ŪT(n)
)T

où
Ū(n) =

(
u(nL−1) u(nL−2) · · · u(nL−L+1)

)T

Nous avons donc la relation :
Ȳb(n) = HbŪb(n) (5.25)

qui est un système d’équations polynômiales triangulairesdont les inconnues sont les
composantes du vecteur̄U(n). On peut aussi l’écrire comme :

PM+1(u(nL−1)) = 0

PM+2(u(nL−1),u(nL−2)) = 0
... =

...

PM+L−1(u(nL−1), · · · ,u(nL−L+1)) = 0
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Où chaque polynômePi, i = M +1, · · · ,K−M−1 est tel que :

Pi(u(nL−1), · · · ,u(nL− i +M)) =
P

∑
p=1

i−M

∑
j=1

h(d)
p (2M− i + j)up(nL− j)

−y(d)(nK− i)

ou encore

Pi(u(nL−1), · · · ,u(nL− i +M)) =
P

∑
p=1

i−M−1

∑
j=1

h(d)
p (2M− i + j)up(nL− j)

−y(d)(nK− i)+
P

∑
p=1

h(d)
p (M)up(nL− i +M)

Supposons que les(i −1) premières équations sont déjà résolues et appelons ˆu(nL−
k+M), k= 1, · · · , i−M−1, leurs solutions respectives. En remplaçant ces valeurs dans
l’expression dePi(u(nL−1), · · · ,u(nL− i + M)), on obtient un polynôme de variable
uniqueu(nL− i +M) :

P̃i(u(nL− i +M)) =
P

∑
p=1

h(d)
p (M)up(nL− i +M)− ỹ(d)(nK− i) (5.26)

avec

ỹ(d)(nK− i) = y(d)(nK− i)−
P

∑
p=1

i−M−1

∑
j=1

h(d)
p (2M− i + j)ûp(nL− j) (5.27)

Il s’en suit que le symbole recherchéu(nL− i + M) est l’une des racines de ce po-
lynôme. Définissons respectivement parRi,n =

{
rp
}P

p=1 l’ensemble des racines de

P̃i(u(nL− i + M)) et
{

α j
}Q

j=1 l’alphabet des symboles transmis. Le symbole ˆu(nL−
i +M) est alors donné par :

û(nL− i +M) = arg min
r∈Ri,n

Q

∏
j=1

(
r −α j

)(
r −α j

)∗
(5.28)

La procédure d’estimation des symboles après l’identification du modèle de Hammer-
stein peut se résumer comme suit :

Algorithme 5.3 AlgorithmeTPS-root3

Pour chaque bloc n, pour i= M +1, · · · ,K−M−1 :

1. déterminerRi,n l’ensemble des racines du polynômeP̃i(u(nL− i +M)) dé-
fini en (5.26) ;

3TPS-root est mis pour Triangular Polynomial System root
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2. sélectionner le symbolêu(nL− i +M) suivant (5.28).

Le principe de l’estimation des symboles par résolution d’une équation polynômiale
que suit l’algorithme proposé a aussi été considéré par Redfern et Tong Zhou [115] (voir
la section 1.8.4). Cependant, dans leur développement, l’estimation des coefficients des
noyaux de Volterra n’est pas considérée, l’hypothèse de la connaissance de ces coeffi-
cients étant faite. Dans ce cadre là, i.e. lorsque le canal est connu, il a été montré que
l’estimation des symboles par résolution d’équations polynômiales donne de meilleures
performances que les autres méthodes d’égalisation des systèmes de Volterra rencon-
trées dans la littérature à savoir l’inverse d’ordreP [121, 119, 22], la méthode du point
fixe[129, 92], les égaliseurs non-linéaires de type Wiener[8] et les égaliseurs DFE non-
linéaires[11].

5.3.4.2 Estimation par détermination de l’inverse d’un polynôme

Dans la méthode précédente, l’estimation des symboles se fait en recherchant les ra-
cines de (5.26),i.e.

P̃i(u(nL− i +M)) = 0⇔
P

∑
p=1

h(d)
p (M)up(nL− i +M) = ỹ(d)(nK− i)

NommonsH(d)
M (u(nL− i +M)) le polynôme en la variableu(nL− i +M) de coefficients

h(d)
p (M). Supposons que ce polynôme soit inversible, i.e., il existeun polynômeJ(d)

M tel
que

J(d)
M (ỹ(d)(nK− i)) = J(d)

M

(

H(d)
M (u(nL− i +M))

)

= u(nL− i +M) (5.29)

Il est à noter qu’en l’absence du bruitH(d)
M caractérise une transformation d’un en-

semble fini (l’alphabet de la source) vers un autre ensemble fini. De manière réciproque,
J(d)

M est la transformation inverse d’un ensemble fini à un autre. Il est donc toujours pos-
sible de déterminer un polynôme de degré fini qui caractériseune telle transformation.
Etant donné que l’alphabet auquel appartient la source et les coefficients du polynôme
H(d)

M sont connus, nous pouvons recourir à la formule d’interpolation de Lagrange :

Définition 5.1 Soit le polynômeP de variable x et des couples de mesures(β j ,α j),
j = 1, · · · ,Q, telles queP(β j) = α j . L’expression de ce polynôme est alors donné par :

P(x) =
Q

∑
j=1

α j ∏
k6= j

(
x−βk

β j −βk

)

(5.30)

Afin d’appliquer cette formule à notre problème, il est nécessaire de déterminer les
images des éléments de l’alphabet de la source par le polynômeH(d)

M , i.e.

β j = H(d)
M (α j)
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où lesα j sont les éléments de l’alphabet auquel appartient la source. Connaissant les
couples de mesures(β j ,α j), j = 1, · · · ,Q et appliquant la formule de Lagrange ci-

dessus nous pouvons donc déterminer le polynôme inverseJ(d)
M . Par suite, les symboles

estimés sont donnés par :

û(nL− i +M) = J(d)
M (ỹ(d)(nK− i)), i = M +1, · · · ,K−M−1 (5.31)

ou encore par

û(nL− i +M) =
Q

∑
j=1

α j ∏
k6= j

(

ỹ(d)(nK− i)−HM(αk)

HM(α j)−HM(αk)

)

, i = M +1, · · · ,K−M−1

(5.32)

avecH(d)
M (α j) =

P
∑

p=1
h(d)

p (M)α p
j

La procédure d’estimation des symboles résumée ci-après sera dénommée, par la suite,
PI pour (Polynomial Inverse) :

Algorithme 5.4 Algorithme PI

1. Déterminer les imagesβ j = H(d)
M (α j), j = 1, · · · ,Q oùα j est un élément de l’al-

phabet auquel appartient la source.

2. Déterminer le polynôme J(d)
M selon l’équation (5.30).

3. Pour tout n et pour i= M + 1, · · · ,K −M − 1, déterminer le symbole transmis
u(nL− i +M) selon l’équation (5.31).

L’algorithme PI est à différencier de la méthode superviséed’égalisation des systèmes
de Volterra dite "d’inverse d’ordreP". En effet, dans celle-ci il est question de détermi-
ner un filtre de Volterra tel que sa mise en cascade avec le filtre de Volterra représentant
le canal estimé soit équivalent à un filtre de Volterra dont les noyaux d’ordre inférieur à
P sont nuls à l’exception du noyau d’ordre 1 représenté par un Dirac. Afin de garantir
l’existence de l’inverse d’ordreP, le noyau d’ordre 1 doit être à phase minimale. Dans
notre cas, l’existence d’un polynôme inverse est garantie par le fait que le canal réalise
une transformation d’un ensemble fini vers un autre ensemblefini. La détermination de
l’inverse se base sur les techniques bien connues d’interpolation polynômiale.

Les algorithmes TPS-root et PI s’appliquent aussi bien pourdes systèmes ayant un
noyau du premier ordre à phase minimale ou non. Cependant, unelimitation possible
est le fait que ces méthodes soient de type DFE. Une erreur d’estimation peut donc
se répercuter sur les symboles suivants. Cependant, le protocole de transmission étant
une transmission en blocs complètement découplés, la propagation d’erreur est donc
limitée au seul bloc courant.
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5.3.4.3 Simulation

Nous considérons de nouveau le système décrit par la relation (5.24). L’entrée est tou-
jours un signal PAM-4.N = 100 blocs de tailleL = 4 sont transmis. La séquence pilote
est périodique de périodeT. Pour différentes périodes de la séquence pilote, le taux
d’erreur d’estimationPeest représenté en fonction du rapport signal à bruit sur les fi-
gures 5.8 et 5.9 respectivement pour les algorithmes TPS-root et PI. Ce taux est calculé
comme suit :

Pe=

N−1
∑

n=0

K−M−1
∑

i=M+1
e(nL− i +M)

N(L−1)

oùe(nL− i) est l’erreur de décision définie comme suit :

e(nL− i +M) =

{
1 si u(nL− i +M) 6= Dec(û(nL− i +M))
0 si u(nL− i +M) = Dec(û(nL− i +M))

Dec étant l’élément de décision.
Il est à noter que ces résultats sont la moyenne de 100 expériences indépendantes.
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FIG. 5.8 – Taux d’erreur d’estimation des symboles de l’algorithme TPS-root pour
différentes périodes de la séquence pilote

Comme on pouvait s’y attendre, les deux algorithmes donnent une très bonne esti-
mation pour des niveaux de bruit faibles. Lorsque le niveau de bruit est fort les deux
algorithmes présentent des performances similaires. Maisde manière globale, comme
illustré par la figure 5.10, nous pouvons noter que l’algorithme PI donne de meilleures
performances que TPS-root. Il est d’ailleurs plus simple à implémenter et utilise moins
de ressources de calcul que TPS-root. En effet, pour ce dernier, un système d’équations

184



5.3. Identification et égalisation semi-aveugle de la liaison descendante

5 10 15 20 25 30 35 40
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

SNR

P
e

T=  5
T=  9
T= 20
T= 50

FIG. 5.9 – Taux d’erreur d’estimation des symboles de l’algorithme PI pour différentes
périodes de la séquence pilote
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FIG. 5.10 – Comparaison des performances des algorithmes TPS-root, PI et de la mé-
thode du point fixe
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est à résoudre pour chaque bloc de données alors que PI réalise l’estimation de l’inverse
une fois pour toutes. Nous noterons que dans le cas du systèmesimulé, le taux d’erreur
d’estimation pour la méthode du point fixe reste très élevé.

5.4 Identification et égalisation de la liaison ascendante :
cas mono-capteur

Dans cette section, nous allons considérer la représentation mono-capteur de la liaison
ascendante. Rappelons que celle-ci est représentée par un modèle de Wiener tel que :

y(a)(n) =
P

∑
p=1

M

∑
i1=0

· · ·
M

∑
ip=ip−1

h(a)
p (i1, · · · , ip)

p

∏
j=1

u(n− i j)

h(a)
p (i1, · · · , ip) = βp

p

∏
j=1

h(i j), avecβp = cpα p

A l’instar du développement réalisé dans la section précédente, nous considérons une
transmission en bloc des données et la même procédure de précodage. La représentation
vectorielle de la relation d’entrée-sortie du système est donnée par :

Ȳ(a)(n) =
(

y(a)(nK) · · · y(a)(nK−K +M +1)
)T

= H
(a)X̄(n)+W̄(n) (5.33)

où

•
H

(a) =
(

H
(a)

1 · · · H
(a)

P H
(a)

int

)

Pourp = 1, · · · ,P :

H
(a)

p =






h(a)
p (0, · · · ,0) · · · h(a)

p (M, · · · ,M) · · · 0
... ...

h(a)
p (0, · · · ,0) · · · h(a)

p (M, · · · ,M)






H
(a)

int est une matrice bloc, dont chaque bloc est de type Toeplitz, qui contient les
coefficients non-diagonaux des noyaux.

•

X̄(n) =
(

XT(n) XT(n)◦XT(n) · · · XT(n)◦XT(n) · · · ◦XT(n)

Xint(n))

Xint(n) étant le vecteur des produits croisés des composantes deX(n)
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•
W̄(n) =

(
w(nK) w(nK−1) · · · w(nK−K +M +1)

)T

En développant (5.33) tout en tenant compte de (5.10), on peut remarquer que les(M +
1) premiers éléments du bloc̄Y(a)(n) sont donnés par une relation similaire à la relation
(5.13), i.e. pouri = 0, · · · ,M :

y(a)(nK− i) =
P

∑
p=1

h(a)
p (M− i, · · · ,M− i)up(nL)+w(nK− i) (5.34)

Quant aux(L−1) éléments restants, ils sont donnés par :

y(d)(nK− i) =
P

∑
p=1

i−M

∑
j1=1

· · ·
i−M

∑
jp= jp−1

h(a)
p (2M− i + j1, · · · ,2M− i + jp)

p

∏
k=1

u(nL− jk)

+w(nK− i), i = M +1, · · · ,K−M−1 (5.35)

La relation (5.34) servant à l’identification du système étant similaire à (5.13) utilisée
pour l’identification du modèle de Hammerstein représentant la liaison descendante,
les procédures d’estimation qui ont été proposées dans la section 5.3 peuvent donc être
appliquées. Cependant, il est à noter que cette relation ne fait intervenir que les coef-
ficients diagonaux des noyaux. La connaissance des termes diagonaux et la propriété
de séparabilité des noyaux sont à la base de la procédure d’estimation des paramètres
non-diagonaux que nous allons développer. Nous formulons le résultat suivant :

Théorème 5.1Les éléments non-diagonaux d’un modèle de Wiener sont obtenus à
partir de ses éléments diagonaux, hp(i, · · · , i) ,p= 1, · · · ,P, de la manière suivante :

h(a)
p (i1, · · · , ip) =

1
M +1

M

∑
i=0

h(a)
p (i, · · · , i)
(

h(a)
1 (i)

)p

p

∏
j=1

h(a)
1 (i j) (5.36)

Preuve : Nous savons qu’en général les coefficients du noyau de Volterra d’ordrep
correspondant à un modèle de Wiener sont donnés par (5.4) :

h(a)
p (i1, · · · , ip) = βp

p

∏
j=1

h(i j), p = 1, · · · ,P

où h est la réponse impulsionnelle du filtre linéaire et lesβp sont liés aux coefficients
du polynôme. Les éléments diagonaux sont tels que :

h(a)
p (i, · · · , i) = βp(h(i))p, i = 0;· · · ,M

Par suite, nous avons :

βp =
h(a)

p (i, · · · , i)
(h(i))p , i = 0;· · · ,M
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En sommant cette relation pour toutes les valeurs possiblesde i, on obtient :

βp =
1

M +1

M

∑
i=0

h(a)
p (i, · · · , i)
(h(i))p

Par ailleurs, sachant queh(a)
1 (i) = β1h(i), i.e.h(i) =

h(a)
1 (i)
β1

, nous pouvons écrire que :

βp =
β p

1

M +1

M

∑
i=0

h(a)
p (i, · · · , i)
(h(a)

1 (i))p

d’où :
βp

β p
1

=
1

M +1

M

∑
i=0

h(a)
p (i, · · · , i)
(h(a)

1 (i))p

Nous avons aussi :

h(a)
p (i1, · · · , ip) = βp

p

∏
j=1

h(i j)

= βp

p

∏
j=1

h(a)
1 (i j)

β1

=
βp

β p
1

p

∏
j=1

h(a)
1 (i j)

=
1

M +1

M

∑
i=0

h(a)
p (i, · · · , i)
(h(a)

1 (i))p

p

∏
j=1

h(a)
1 (i j)

ce qui termine la preuve du théorème.

Grâce au théorème ci-dessus, la procédure d’identificationproposée, permet donc d’es-
timer tous les paramètres d’un modèle de Wiener. Il est à noter qu’ à partir de la seule
connaissance des coefficients d’un modèle de Wiener, il n’est pas possible de détermi-
ner d’une part la réponse impulsionnelle du filtre linéaire et les coefficients du poly-
nôme de l’autre sans ambiguïté de signe. Des hypothèses supplémentaires sont alors
nécessaires pour lever les ambiguïtés possibles.

En vue de l’estimation du signal informatif, la procédure d’estimation par la résolution
d’un système triangulaire d’équations polynômiales peut-être appliquée.

5.4.1 Simulation

En vue d’évaluer la procédure ci-dessus, nous considérons l’identification d’un canal
non-linéaire formé par la mise en cascade d’un filtre linéaire RIF dont les coefficients
de la réponse impulsionnelle sonth =

(
1 0.5 −0.2

)T
et d’un polynôme statique
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donné parP(u) = u+0.3u2+0.1u3. Le signal informatif est de type PAM-4. Nous nous
restreignons au cas où la séquence pilote est périodique. Les coefficients des noyaux
de Volterra correspondant au canal ainsi que leurs estimés sont donnés par les tableaux
5.5, 5.6 et 5.7. Ces résultats sont obtenus en moyennant 100 expériences indépendantes.

Valeurs réelles Valeurs estimées
30 dB 10 dB 5 dB

h1(0) = 1 1.001±0.003 0.991±0.034 1.019±0.030
h1(1) = 0.5 0.501±0.001 0.495±0.017 0.504±0.009
h1(2) = −0.2 −0.200±6×10−4 −0.199±0.006 −0.197±0.008

TAB . 5.5 – Estimation des coefficients du noyau d’ordre 1 d’un modèle de Wiener à
l’aide d’une séquence pilote périodique de périodeT = 50

Valeurs réelles Valeurs estimées
30 dB 10 dB 5 dB

h2(0,0) = 0.30 0.301±0.006 0.275±0.052 0.312±0.127
h2(0,1) = 0.15 0.151±0.003 0.138±0.027 0.152±0.056
h2(0,2) = −0.06 −0.06±0.001 −0.055±0.011 −0.060±0.023
h2(1,1) = 0.075 0.075±0.001 0.069±0.015 0.075±0.027
h2(1,2) = −0.03 −0.03±5×10−4 −0.028±0.006 −0.029±0.011
h2(2,2) = 0.012 0.012±2×10−4 0.011±0.003 0.012±0.004

TAB . 5.6 – Estimation des coefficients du noyau d’ordre 2 d’un modèle de Wiener à
l’aide d’une séquence pilote périodique de périodeT = 50

Nous pouvons noter qu’en moyenne l’identification du canal se fait correctement. L’écart-
type autour de la valeur moyenne est d’autant plus grand que le bruit additif est impor-
tant. Par ailleurs, nous observons à nouveau, au travers de l’évaluation de l’EQMEN
(tableau 5.8), que l’estimation du modèle est d’autant plusprécise que la période est
élevée.

5.5 Récepteur autodidacte de la liaison ascendante : cas
multi-capteurs

Considérons le précodage suivant, suggéré par [79]. Il est tel que la séquence transmise
x(n), n> 0, provienne de la séquence informativeu(n) en insérantM zéros entre chaque
symbole :

x(n(M +1)− i) =

{
u(n) si i = M
0 si i = 0,1, · · · ,M−1

(5.37)
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Valeurs réelles Valeurs estimées
30 dB 10 dB 5 dB

h3(0,0,0) = 0.100 0.099±0.022 0.124±0.282 0.140±0.626
h3(0,0,1) = 0.050 0.050±0.011 0.062±0.139 0.066±0.310
h3(0,0,2) = −0.02 −0.02±0.004 −0.025±0.055 −0.028±0.122
h3(0,1,1) = 0.025 0.025±0.005 0.031±0.069 0.032±0.155
h3(0,1,2) = −0.01 −0.010±0.002 −0.012±0.027 −0.013±0.061
h3(0,2,2) = 0.004 0.004±9×10−4 0.005±0.011 0.006±0.024
h3(1,1,1) = 0.012 0.012±0.003 0.015±0.034 0.015±0.078
h3(1,1,2) = −5×10−3 −0.005±0.001 −0.006±0.014 −0.006±0.030
h3(1,2,2) = 0.002 0.002±3×10−4 0.002±0.005 0.003±0.012
h3(2,2,2) = −8×10−4 −8×10−4±2×10−4 −0.001±0.002 −0.001±0.005

TAB . 5.7 – Estimation des coefficients du noyau d’ordre 3 d’un modèle de Wiener à
l’aide d’une séquence pilote périodique de périodeT = 50

Période SNR
T 30 dB 10 dB 5 dB
5 9.600×10−3 1.910 7.826
10 4.400×10−3 0.362 4.511
20 2.400×10−3 0.268 1.968
50 6.594×10−4 0.070 0.105

TAB . 5.8 – Evaluation de l’EQMEN pour différentes périodes de laséquence pilote

Ce précodage réduit les paramètres effectifs du modèle de Volterra aux seuls coeffi-
cients diagonaux. En effet, tous les produits croisés de la séquencex pour des décalages
temporels différents sont nuls. Rappelons la relation (5.2):

y(a)
k (n(M +1)− i) =

P

∑
p=1

M

∑
i1=0

· · ·
M

∑
ip=ip−1

h(a)
p,k(i1, · · · , ip)

p

∏
j=1

x
(
n(M +1)− i− i j

)

+wk(n(M +1)− i), i = 0, · · · ,M

Tenant compte de (5.37), on peut remarquer quex
(
n(M +1)− i− i j

)
n’est non nul, et

égal àu(n), que pouri + i j = M, i.e. i j = M− i, j = 1, · · · ,P. Par suite nous avons :

y(a)
k (n(M+1)− i) =

P

∑
p=1

h(a)
p,k(M− i, · · · ,M− i)up(n)+wk(n(M+1)− i), i = 0, · · · ,M

(5.38)
Les sortiesy(a)

k (n(M +1)− i), i = 0, · · · ,M dépendent de la même entréeu(n). L’infor-
mation au niveau du récepteur est donc redondante relativement au signal informatif.
Dans [79] un sous-échantillonnage du signal reçu est proposé afin d’éviter cette re-
dondance. L’égalisation est ensuite réalisée en utilisantles statistiques d’ordre deux
du signal reçu. Dans notre cas, nous allons plutôt exploiterla redondance introduite
comme une diversité supplémentaire. Nous adoptons les notations suivantes :

hp,k,i = h(a)
p,k(M− i, · · · ,M− i)
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yk,n,i = y(a)
k (n(M +1)− i)

wk,n,i = wk(n(M +1)− i)

D’où :

yk,n,i =
P

∑
p=1

hp,k,iu
p(n)+wk,n,i,

k = 0, · · · ,Ka−1
n = 0, · · · ,N−1
i = 0, · · · ,M

(5.39)

Où Ka est le nombre de capteurs utilisés à la réception etN le nombre de blocs de
mesures. Les mesuresyk,n,i peuvent être groupées dans un tenseur d’ordre 3 de même
que les coefficients du canalhp,k,i tandis que lesup(n) peuvent être groupés dans une
matrice. Tenant compte de la factorisation (5.1), nous obtenons la relation suivante :

yk,n,i =
P

∑
p=1

βk,php(M− i)up(n)+wk,n,i (5.40)

Nous pouvons reconnaître la représentation scalaire d’un modèle PARAFAC (voir l’an-
nexe A.2). Ainsi, en appliquant une décomposition PARAFAC autenseurY on peut
donc récupérer le signal d’entrée, et les paramètres effectifs du modèle de Volterra re-
présentant les canaux de transmission.

Nous définissons les matrices suivantes :
– Yk.. de dimensions(M +1)×N :

Yk.. =








yk,0,0 yk,1,0 · · · yk,N−1,0
yk,0,1 yk,1,1 · · · yk,N−1,1

...
...

. ..
...

yk,0,M yk,1,M · · · yk,N−1,M








, k = 0, · · · ,Ka−1

– H de dimensions(M +1)×P

H =








h(M) h2(M) · · · hP(M)
h(M−1) h2(M−1) · · · hP(M−1)

...
...

. . .
...

h(0) h2(0) · · · hP(0)








– U de dimensionsP×N

U =








u(0) u(1) · · · u(N−1)
u2(0) u2(1) · · · u2(N−1)

...
...

.. .
...

uP(0) uP(1) · · · uP(N−1)








– B de dimensionsKa×P

B =








β0,1 β0,2 · · · β0,P

β1,1 β1,2 · · · β1,P
...

...
. . .

...
βKa−1,1 βKa−1,2 · · · βKa−1,P
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Rappelons que les paramètresβk,p peuvent s’écrire de deux manières différentes selon
qu’un multiplexage est utilisé ou non (voir le paragraphe 5.2.2). Dans le cas sans multi-
plexage nous avons montré queβk,p = cp,kα p

k tandis qu’avec multiplexageβk,p = cpα p
k .

Pour chacun de ces deux cas, la matriceB peut respectivement s’écrire comme :

B =








c1,0α0 c2,0α2
0 · · · cP,0αP

0
c1,1α1 c2,1α2

1 · · · cP,1αP
1

...
...

.. .
...

c1,Ka−1αKa−1 c2,Ka−1α2
Ka−1 · · · cP,Ka−1αP

Ka−1








et

B =








α0 α2
0 · · · αP

0
α1 α2

1 · · · αP
1

...
...

. . .
...

αKa−1 α2
Ka−1 · · · αP

Ka−1















c1 0 · · · 0
0 c2 · · · 0
...

...
.. .

...
0 0 · · · cP








Nous notons queYk.. admet la factorisation suivante :

Yk.. = HDk(B)U, k = 0, · · · ,Ka−1 (5.41)

où Dk(.) est l’opérateur qui construit une matrice diagonale avec la(k+ 1)-ème ligne
de la matrice en argument. De même, nous définissons aussi lesmatricesY.n. etY..i de
dimensions respectives(Ka× (M +1)) et (N×Ka) :

Y.n. =








y0,n,0 y0,n,1 · · · y0,n,M

y1,n,0 y1,n,1 · · · y1,n,M
...

...
.. .

...
yKa−1,n,0 yKa−1,n,1 · · · yKa−1,n,M








= BDn(UT)HT , n = 0, · · · ,N−1

(5.42)
et

Y..i =








y0,0,i y1,0,i · · · yKa−1,0,i

y0,1,i y1,1,i · · · yKa−1,1,i
...

...
. ..

...
y0,N−1,i y1,N−1,i · · · yKa−1,N−1,i








= UTDi(H)BT , i = 0, · · · ,M

(5.43)

Définition 5.2 [73] Considérons la matriceA ∈ C
I×J. Si tout ensemble de l< J co-

lonnes de la matrice A sont linéairement indépendantes et cessent de l’être lorsqu’on
ajoute une(l +1)-è colonne, alors le rang de Kruskal de la matriceA, noté kA, est égal
à l.

Remarque 5.4 On a kA ≤ rang(A)
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L’unicité de la décomposition PARAFAC est garantie par le théorème suivant :

Théorème 5.2Considérons l’ensemble des Ka matricesYk.. = HDk(B)U,
k= 0, · · · ,Ka−1, oùH ∈C

(M+1)×P, U∈C
P×N, B∈C

Ka×P. Si kH +kB +kUT ≥ 2P+2,
alors les matricesH, B etUT sont uniques à une matrice de permutation et une matrice
diagonale près.

Ce théorème a d’abord été prouvé dans le cas de données réelles[73] puis étendu au
cas de données complexes par [122].

Corollaire 5.1 Si le signal u prend au moins P≤ N valeurs distinctes non nulles alors
la décomposition PARAFAC est unique si kH +kB ≥ P+2.

Preuve :Tenant compte de la structure de Vandermonde de la matriceUT , si u prend
P−1 valeurs distinctes, nous n’aurions queP−1 vecteurs lignes distincts. La matrice
serait alors de rang déficient.UT est donc de rang plein siu prend au moinsP valeurs
distinctes. Par suite,kUT , son rang de Kruskal, est donc égal àP, son rang. Ceci permet
de modifier la condition nécessaire du théorème 5.2 comme formulé par le corollaire
5.1.

Par ailleurs, nous pouvons remarquer que la matriceH est aussi de type Vandermonde.
Nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 5.2 Si le signal u prend au moins P≤ N valeurs distinctes non nulles et si
le canal est tel qu’au moins P≤ M + 1 de ses coefficients h(i) sont distincts alors la
décomposition PARAFAC est unique si kB ≥ 2.

Ce corollaire est particulièrement intéressant dans le cas où un multiplexage est utilisé.
En effet la factorisation de la matriceB en un produit d’une matrice de Vandermonde et
d’une matrice diagonale permet de définir une borne au nombrede capteurs nécessaires
pour assurer l’unicité de la décomposition PARAFAC. En effet,il suffirait d’avoir Ka ≥
2 capteurs, c’est à dire au moins deux capteurs de caractéristiques différentes (α0 6= α1).

Il est à noter que l’unicité est entendue, à une matrice de permutation et un facteur
d’échelle près. En d’autres termes, tout autre ensemble de matricesH̄, B̄ et ŪT pouvant
reconstituer les matricesYk.., k = 0, · · · ,Ka−1 est relié à l’ensemble de matricesH, B
etUT par :

H̄ = HΠ∆Π∆Π∆1, B̄ = BΠ∆Π∆Π∆2, ŪT = UTΠΠΠ∆∆∆3

où ΠΠΠ est une matrice de permutation et les∆∆∆i , i = 1,2,3 sont des matrices diagonales
telles que

∆∆∆1∆∆∆2∆∆∆3 = I

Il est à noter queP étant fini, l’ensemble des matrices de permutation est aussifini.
Cependant, il est nécessaire de trouver un moyen pour lever l’ambiguïté sur les solu-
tions. Nous mettons à profit la structure des matrices pour lever l’ambiguïté due à la
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permutation des colonnes. Rappelons que la matriceUT est telle que :

UT =








u(0) u2(0) · · · uP(0)
u(1) u2(1) · · · uP(1)

...
...

. ..
...

u(N−1) u2(N−1) · · · uP(N−1)








Nous définissons la mesure suivante :

ρp =
max|UT

.p|
min|UT

.p|
(5.44)

où max|UT
.p| et min|UT

.p| sont respectivement le plus grand et le plus petit des modules
des éléments de lap-ème colonne deUT . Cette mesure croit strictement avec l’ordre
de la non-linéarité. Elle est invariante par rapport à tout facteur d’échelle affectant une
colonne donnée. En conséquence, une fois la matriceUT estimée, on calculeρp cor-
respondant à chacune des colonnes puis on les ordonne dans unordre croissant deρp.
Cette opération permet de définir la matrice de permutation à appliquer àUT de sorte
que ses colonnes soient àρp croissant. Nous avons ainsi levé toute ambiguïté liée à la
permutation des colonnes. En somme, la décomposition PARAFAC sous les contraintes
définies par le théorème 5.2 et la contrainte "colonne deUT à ρp croissant" est unique
à un facteur d’échelle près. En d’autres termes, tout autre ensemble de matrices̄H, B̄
et ŪT pouvant reconstituer les matricesYk.., k = 0, · · · ,Ka−1 est relié à l’ensemble de
matricesH, B etUT par :

H̄ = H∆∆∆1, B̄ = B∆∆∆2, ŪT = UT∆∆∆3

avec∆∆∆1∆∆∆2∆∆∆3 = I . Notons par ailleurs qu’en utilisant un correcteur de gain,l’effet du
facteur d’échelle sur la matriceUT peut être complètement levé. L’indétermination ne
subsiste donc que sur l’estimation du canal.

5.5.1 Algorithme ALS pour l’estimation des paramètres

Le principe de l’algorithme ALS est le suivant : à chaque étape, mettre à jour un sous
ensemble de paramètres en utilisant l’algorithme des moindres carrés conditionné par
les estimés antérieurs des autres sous ensembles de paramètres. Puis, refaire le pro-
cessus de manière alternée, i.e. pour un autre sous ensemblede paramètres jusqu’à
convergence. Les matricesYk.. étant données, leur concaténation permet d’écrire :






Y0..
...

YKa−1..




=






HD0(B)
...

HDKa−1(B)




U (5.45)

En notantỸk.. la version bruitée deYk.., et en considérant les versions précédemment
estimées deH et deB, que nous notonŝH et B̂, le problème des moindres carrés est
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alors formulé comme suit :

min
U

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥






Ỹ0..
...

ỸKa−1..




−






ĤD0(B̂)
...

ĤDKa−1(B̂)




U

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

F

(5.46)

où‖.‖F est la norme de Frobenius. La solution à ce problème est donnée par :

Û =






ĤD0(B̂)
...

ĤDKa−1(B̂)






†




Ỹ0..
...

ỸKa−1..




 (5.47)

où † indique la pseudo-inverse.

De même, sachant queY.n. = BDn(UT)HT , n = 0, · · · ,N− 1 et Y..i = UTDi(H)BT ,
i = 0, · · · ,M, les estimés au sens des moindres carrés des matricesB etH sont données
par :

ĤT =






B̂D0(ÛT)
...

B̂DN−1(ÛT)






†




Ỹ.0.
...

Ỹ.N−1.




 (5.48)

B̂T =






ÛTD0(Ĥ)
...

ÛTDM(Ĥ)






†




Ỹ..0
...

Ỹ..M




 (5.49)

Il est à noter que les matrices à estimer sont initialisées avec des valeurs aléatoires.
La complexité de l’algorithme correspond au coût de trois pseudo-inversions à chaque
itération.

Remarque 5.5 Plusieurs méthodes d’égalisation des systèmes SIMO non-linéaires existent
dans la littérature [45, 113, 78, 79]. Nous ne pouvons pas les comparer à la présente
procédure car elles requièrent que les différents canaux n’aient aucun facteur com-
mun, i.e. les canaux ne doivent avoir aucun zéro commun, ce qui n’est pas le cas de la
modélisation envisagée ici.

5.5.2 Simulations

Nous considérons le cas où un multiplexeur est utilisé. Le polynôme représentant la
non-linéarité statique est le même que celui considéré dansle cas monocapteur, soit
P(u)= u+0.3u2+0.1u3. La réponse impulsionnelle est définie telle queh=(1 0.5 −
0.2)T , M = 2. Chaque capteur est caractérisé par un gain différent. La séquence d’in-
formation est de type PAM-4. Pour un nombre de donnéesN = 500, nous traçons le
taux d’erreurPe pour différentes valeurs deKa, le nombre de capteurs. L’évaluation
des performances est de type Monte-Carlo avec 100 expériences indépendantes.
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FIG. 5.11 – Taux d’erreur d’estimation des symboles en fonctiondu niveau de bruit
(N=500)

Nous pouvons noter que le taux d’erreur est d’autant plus petit que le nombre de cap-
teurs s’accroît. En environnement fortement bruité, la diversité introduite par les cap-
teurs n’améliore que faiblement le taux d’erreur. Cette amélioration est plutôt marquée
lorsque le niveau de bruit diminue. Avec 4 capteurs, au delà de 22dB il n’y a plus d’er-
reur alors qu’avec 2 capteurs le taux d’erreur ne s’annule que pour un SNR supérieur à
28dB.

5.6 Récepteur hybride TPS-root PARAFAC de la liai-
son ascendante

Le grand écueil de l’approche PARAFAC est de recourir à un précodeur qui réduit for-
tement le taux de transmission. Nous pouvons toutefois coupler cette procédure avec la
méthode TPS-root que nous avons proposée dans les sections précédentes. Considérons
de nouveau le protocole de transmission en bloc considéré dans les sections 3 et 4.

Considérons un bloc d’entrées

U(n) =
(

u(nL) u(nL−1) · · · u(nL−L+1)
)T

(5.50)

oùL est la taille du bloc. En utilisant la matrice de redondanceC, de dimensionsK×L
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(K > L), définie par les équations (5.7) et (5.8), le bloc de données suivant est généré

X(n) =

(

0· · ·0
︸ ︷︷ ︸

M

u(nL)0· · ·0
︸ ︷︷ ︸

M

u(nL−1) · · ·u(nL−L+1)

)T

Le signal reçu par chaque capteur

Ȳ(a)
k (n)=

(

y(a)
k (nK) y(a)

k (nK−1) · · · y(a)
k (nK−K +M +1)

)T
, k= 0, · · · ,Ka−1

a ses(M +1) premiers éléments donnés par la relation suivante déduite de (5.34) :

y(a)
k (nK− i) =

P

∑
p=1

h(a)
p,k(M− i, · · · ,M− i)up(nL)+w(nK− i) (5.51)

Quant aux(L−1) derniers éléments, ils sont le fruit d’un mélange convolutif et non-
linéaire des(L−1) dernières composantes du blocU(n) :

y(a)
k (nK− i) =

P

∑
p=1

i−M

∑
j1=1

· · ·
i−M

∑
jp= jp−1

h(a)
p,k(2M− i + j1, · · · ,2M− i + jp)

p

∏
k=1

u(nL− jk)

+w(nK− i), i = M +1, · · · ,K−M−1 (5.52)

Tenant compte de la factorisation (5.1), la relation (5.51)peut être réécrite comme suit :

y(a)
k (nK− i) =

P

∑
p=1

βk,php(M− i)up(nL)+wk(nK− i) (5.53)

En considérant lesyk,n,i = y(a)
k (nK− i) comme étant les éléments d’un tenseur d’ordre

trois, nous pouvons reconnaître en (5.53) la représentation scalaire d’un modèle PARA-
FAC. Ainsi, en appliquant une décomposition PARAFAC au tenseur d’élémentsyk,n,i

on peut donc récupérer le signal d’entrée, et les coefficients diagonaux du modèle de
Wiener correspondant à chaque canal.

En reprenant les mêmes définitions des matricesYk.., H, U et B que dans la section
précédente, à l’instar des développements effectués dans la section précédente, nous
pouvons noter queYk.. admet la factorisation suivante :

Yk.. = HDk(B)U, k = 0, · · · ,Ka−1 (5.54)

De même, nous pouvons aussi écrire

Y.n. =









y(a)
0 (nK) y(a)

0 (nK−1) · · · y(a)
0 (nK−M)

y(a)
1 (nK) y(a)

1 (nK−1) · · · y(a)
0 (nK−M)

...
...

.. .
...

y(a)
Ka−1(nK) y(a)

Ka−1(nK−1) · · · y(a)
Ka−1(nK−M)









= BDn(UT)HT , n = 0, · · · ,N−1 (5.55)
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et

Y..i =









y(a)
0 (−i) y(a)

1 (−i) · · · y(a)
Ka−1(−i)

y(a)
0 (K− i) y(a)

1 (K− i) · · · y(a)
Ka−1(K− i)

...
...

. ..
...

y(a)
0 ((N−1)K− i) y(a)

1 ((N−1)K− i) · · · y(a)
Ka−1((N−1)K− i)









= UTDi(H)BT , i = 0, · · · ,M (5.56)

Y.n. etY..i étant respectivement de dimensionsKa× (M +1) etN×Ka.

L’unicité de la décomposition PARAFAC est aussi garantie parle corollaire 5.1. Comme
indiqué dans la section précédente, l’unicité est entendueà une permutation des co-
lonnes et un facteur d’échelle près. En utilisant la mesure définie par (5.44) nous pou-
vons lever l’ambiguïté sur la permutation des colonnes. En conséquence, il est possible
d’estimer les symbolesu(nL), n = 0, · · · ,N− 1 en utilisant l’algorithme ALS. Il est
certes vrai que les coefficients diagonaux du modèle de Wiener représentant les canaux
de transmission peuvent aussi être estimés par ce biais maisil demeure une ambiguïté
(des facteurs d’échelles) sur l’estimation desβk,p et desh(i), qui sont nécessaires à
la reconstruction de ces coefficients diagonaux. La séquence u(nL) ayant été estimée,
nous pouvons l’utiliser pour estimer les coefficients diagonaux des canaux via la mé-
thode classique des moindres carrés. Ensuite, ces coefficients serviront à déterminer les
coefficients non-diagonaux en appliquant le résultat (5.36).

En notant par ˆu(nL) les symboles estimés via la décomposition PARAFAC, nous pou-
vons réécrire (5.51) comme suit :

y(a)
k (nK− i) =

P

∑
p=1

h(a)
p,k(M− i, · · · ,M− i)ûp(nL)+wk(nK− i), i = 0, · · · ,M (5.57)

On reconnaît là une équation polynômiale. Le problème est à présent de déterminer les
coefficientsh(a)

p,k(M − i, · · · ,M − i) du polynôme. C’est là un problème d’interpolation
polynômiale dont la formulation au sens des moindres carrésest :

Ĥk,i = argmin
Hk,i

‖Zk,i − ÛTHk,i‖2 (5.58)

oùHk,i est le vecteur de dimensionsP×1 contenant les coefficientsh(a)
p,k(M− i, · · · ,M− i),

p = 1, · · · ,P et Zk,i est la(i + 1)-ème colonne de la matriceYT
k... La solution au pro-

blème (5.58) est donnée en résolvant le système d’équation triangulaire suivant :

RĤk,i = QTZk,i (5.59)

où R est une matrice de dimensionsP×P triangulaire supérieure etQ une matrice
orthogonale de dimensionsN×P telles queUT = QR. Par cette procédure nous pou-
vons donc déterminer les coefficients diagonaux de chaque canal. La détermination des
coefficients non-diagonaux se fait en appliquant la formule(5.36). Une fois le modèle
d’un ou de plusieurs canaux déterminés, les symboles émis non encore estimés sont
alors déterminés en appliquant la procédure TPS-root.
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Algorithme 5.5 Algorithme d’identification et d’égalisation aveugle PARAFAC-TPS-
root

1. Etant données les mesures du signal reçu y(a)
k (nK− i), i = 0, · · · ,M,

k = 0, · · · ,Ka−1, n= 0, · · · ,N−1, constituer les matricesYk.., Y.n. etY..i.

2. Appliquer l’algorithme ALS pour l’estimation de la matriceUT en appliquant la
procédure nécessaire pour lever toute ambiguïté.

3. Faire la décomposition QR de la matrice estiméeUT

4. Déterminer les coefficients diagonaux des canaux en résolvant (5.59) pour
i = 0, · · · ,M et k= 0, · · · ,Ka−1

5. Connaissant les éléments diagonaux des canaux, appliquerla formule (5.36)
pour estimer les coefficients non-diagonaux des canaux.

6. Le modèle de chaque canal étant identifié, estimer les symboles restant en appli-
quant la procédure TPS-root.

Il est à noter que la procédure TPS-root a été définie dans le cas SISO. La connais-
sance du modèle d’un canal suffit donc pour appliquer la procédure TPS-root. Etant
donné que nous avons déterminé les modèles de tous les canauxde la représentation
multi-capteur, nous pouvons donc constituer des systèmes d’équations polynômiales
sur-déterminés pour l’estimation des symboles. Nous considérons l’équation (5.52) que
nous réécrivons ci-après dans le cas sans bruit et après un changement de variable :

y(a)
k (nK−M− i) =

P

∑
p=1

i

∑
j1=1

· · ·
i

∑
jp= jp−1

h(a)
p,k(M− i + j1, · · · ,M− i + jp)

p

∏
m=1

u(nL− jm)

aveci = 1, · · · ,L−1. En supposant que les symbolesu(nL− j), j = 1, · · · , i−1, ont déjà
été estimés, nous pouvons écrire le terme homogène d’ordrep de la manière suivante :

i
∑

j1=1
· · ·

i
∑

jp= jp−1

h(a)
p,k(M− i + j1, · · · ,M− i + jp)

p
∏

m=1
u(nL− jm)

=
i−1
∑

j1=1
· · ·

i−1
∑

jp= jp−1

h(a)
p,k(M− i + j1, · · · ,M− i + jp)

p
∏

m=1
u(nL− jm)

+u(nL− i)
i−1
∑

j1=1
· · ·

i−1
∑

jp−1= jp−2

h(a)
p,k(M− i + j1, · · · ,M− i + jp−1,M)

p−1
∏

m=1
u(nL− jm)

+u2(nL− i)
i−1
∑

j1=1
· · ·

i−1
∑

jp−2= jp−3

h(a)
p,k(M− i + j1, · · · ,M− i + jp−2,M,M)

p−2
∏

m=1
u(nL− jm)

...

+up−1(nL− i)
i−1
∑

j1=1
h(a)

p,k(M− i + j1,M, · · · ,M)u(nL− j1)

+h(a)
p,k(M, · · · ,M)up(nL− i)

=
p
∑

q=0
γq,p,k,n,iuq(nL− i)
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avec

γq,p,k,n,i =
i−1

∑
j1=1

· · ·
i−1

∑
jp−q= jp−q−1

h(a)
p,k(M− i+ j1, · · · ,M− i+ jp−q,M, · · · ,M

︸ ︷︷ ︸

qtermes

)
p−q

∏
m=1

u(nL− jm)

(5.60)
Par suite, nous avons :

y(a)
k (nK−M− i) =

P

∑
p=1

p

∑
q=0

γq,p,k,n,iu
q(nL− i) =

P

∑
q=0

γ̄q,k,n,iu
q(nL− i) (5.61)

où

γ̄q,k,n,i =
P

∑
p=q

γq,p,k,n,i, γ0,0,k,n,i = 0 (5.62)

En posant :

Yn,i =









y(a)
0 (nK−M− i)− γ̄0,0,n,i

y(a)
1 (nK−M− i)− γ̄0,1,n,i

...

y(a)
Ka−1(nK−M− i)− γ̄0,Ka−1,n,i









, Un,i =








uP(nL− i)
uP−1(nL− i)

...
u(nL− i)








et

ΛΛΛn,i =








γ̄P,0,n,i γ̄P−1,0,n,i · · · γ̄1,0,n,i

γ̄P,1,n,i γ̄P−1,1,n,i · · · γ̄1,1,n,i
...

... · · · ...
γ̄P,Ka−1,n,i γ̄P−1,Ka−1,n,i · · · γ̄1,Ka−1,n,i








nous obtenons l’équation suivante

Yn,i = ΛΛΛn,iUn,i (5.63)

La matriceΛΛΛn,i est de dimensionsKa ×P. En supposant queKa ≥ P, nous pouvons
réaliser la factorisation QR de la matriceΛΛΛn,i, c’est à direΛΛΛn,i = Qn,iRn,i, oùQn,i est une
matrice orthogonale de dimensionsKa×PetRn,i est une matrice triangulaire supérieure
de dimensionsP×P. On a alors :

QT
n,iYn,i = Rn,iUn,i

Tenant compte de la structure triangulaire supérieure de lamatriceRn,i, nous pouvons
remarquer queu(nL− i), le symbole à estimer, est égal, à un facteur d’échelle près,à la
dernière composante du vecteurQT

n,iYn,i. En notant par(Qn,i).M la dernière colonne de
la matriceQn,i etRn,i(P,P) l’élément situé sur laP-ème ligne et laP-ème colonne de la
matriceRn,i, on a :

(Qn,i)
T
.MYn,i = Rn,i(P,P)u(nL− i)

d’où :

u(nL− i) =
(Qn,i)

T
.MYn,i

Rn,i(P,P)
(5.64)
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5.7. Conclusion

Cette nouvelle procédure d’estimation aveugle conjointe des canaux et des symboles
est résumée ci-après :

Algorithme 5.6 Algorithme d’identification et d’égalisation aveugle PARAFAC-TPS-
QR

1. Etant données les mesures du signal reçu y(a)
k (nK− i), i = 0, · · · ,M,

k = 0, · · · ,Ka−1, n= 0, · · · ,N−1, constituer les matricesYk.., Y.n. etY..i.

(a) Appliquer l’algorithme ALS pour l’estimation de la matrice UT en appli-
quant la procédure nécessaire pour lever toute ambiguïté.

(b) Faire la décomposition QR de la matrice estiméeUT

(c) Déterminer les coefficients diagonaux des canaux en résolvant (5.59) pour
i = 0, · · · ,M et k= 0, · · · ,Ka−1

(d) Connaissant les éléments diagonaux des canaux, appliquer la formule (5.36)
pour estimer les coefficients non-diagonaux des canaux.

2. Le modèle de chaque canal étant identifié, estimer les symboles restant en appli-
quant la procédure TPS-QR suivante :

(a) pour n= 0, · · · ,N−1 , i = 1, · · · ,L−1, former le vecteur Yn,i, déterminer
la matriceΛΛΛn,i et faire sa décomposition QR :ΛΛΛn,i = Qn,iRn,i.

(b) Déterminer le symbole u(nL− i) en appliquant l’équation (5.64).

5.7 Conclusion

Dans la présente étude, différents algorithmes d’identification et d’égalisation ont été
proposés. Les méthodes sont purement déterministes et utilisent un précodage de l’en-
trée. Ce précodage introduit une certaine redondance au niveau du signal reçu. Celle-ci
est exploitée pour recouvrir tous les paramètres du canal qu’il soit représenté par un
modèle de Hammerstein ou par un modèle de Wiener. L’extension au cas plus général
du modèle de Volterra nécessite un précodage qui réduit davantage le taux d’informa-
tion transmis. Nous avons aussi considéré le cas multicapteur (SIMO). Dans ce cas
précis, nous avons montré que le canal de transmission peut avoir une représentation
tensorielle, la redondance, l’espace et le temps étant les trois diversités introduites. Une
décomposition de type PARAFAC peut être appliquée au tenseurformé par le signal
reçu. Nous avons aussi introduit une procédure qui permet deramener l’ambiguïté des
estimés du modèle PARAFAC à un facteur d’échelle près. Par cette décomposition, le
signal émis, le canal et le gain de chaque antenne sont conjointement estimés. Le dé-
faut de cette méthode vient du précodage utilisé. Pour palier à cette limitation, une autre
méthode a été proposée en se basant sur la décomposition PARAFAC.

201



Chapitre 5. Contributions à l’identification et à l’égalisation aveugle et semi-aveugle

202



Conclusion générale et perspectives

Le travail présenté dans cette thèse a porté sur l’étude des systèmes non-linéaires re-
présentés à l’aide d’un modèle de Volterra. Trois axes majeurs ont été abordés :

– La réduction de la complexité paramétrique d’un modèle de Volterra.
– La réduction de la complexité des méthodes d’estimation paramétrique d’un mo-

dèle de Volterra, au sens de l’erreur quadratique moyenne minimale.
– L’identification et l’égalisation semi-aveugle et aveugle de systèmes représentés

par un modèle de Volterra simplifié de type Hammerstein ou Wiener.

Nous avons montré dans le chapitre 3 que la complexité paramétrique d’un modèle de
Volterra peut être réduite en utilisant un développement deses noyaux sur des bases
de fonctions orthogonales. Nous avons particulièrement étudié les représentations sur
des bases de Laguerre et sur les bases plus générales de type BFOR. La parcimonie du
développement des noyaux de Volterra sur une base orthogonale étant liée au choix de
la base, nous avons développé de nouveaux outils d’optimisation tant dans le cas d’une
base de Laguerre que dans celui d’une BFOR.

Dans le cas de la base de Laguerre, des algorithmes d’optimisation de pôle basés sur la
seule estimation des coefficients de Fourier ont été présentés. Ces algorithmes ont pour
fondement la détermination d’une solution analytique au problème d’optimisation du
pôle de Laguerre. Dans le cas d’une BFOR, le problème est plus complexe. Nous avons
apporté trois types de solution. La première est basée sur une recherche exhaustive
des pôles dans un ensemble prédéterminé. L’avantage de cette approche est que nous
pouvons tenir compte de la connaissancea priori que nous avons sur le système. La
recherche des pôles étant exhaustive, nous ne sommes pas soumis au problème des
minima locaux. Toutefois, la méthode peut s’avérer coûteuse en temps de calcul. Nous
avons alors présenté une alternative qui consiste à remplacer la recherche exhaustive par
la recherche itérative du pôle optimal de Laguerre pour différents sous-systèmes. Nous
avons appelé cette approche, approche analytique. Enfin, une troisième approche a été
proposée. Elle combine les approches de décomposition matricielle et la représentation
sur les bases orthogonales. Dans le cas d’un noyau quadratique séparable, nous avons
montré comment une réduction de complexité drastique pouvait être réalisée et avons
présenté un algorithme adaptatif.

Dans le chapitre 4, nous avons présenté des méthodes orthogonales d’identification
sous deux angles principaux. Dans un premier temps nous avons exploité les propriétés
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Conclusion générale et perspectives

statistiques des entrées de type PAM et QAM pour générer des bases de polynômes
orthogonaux multivariables. En développant le modèle de Volterra sur une telle base,
nous avons montré que l’estimation paramétrique du modèle peut se faire sans aucune
inversion matricielle. Nous avons aussi exploité le formalisme des bases de polynômes
orthogonaux dans le cas de l’estimation adaptative. Il en résulte une amélioration de la
vitesse de convergence de l’algorithme LMS sans un surcoût de calcul. Nous avons en-
suite mis en place un module d’orthogonalisation des entrées filtrées par la BFOR. Nous
avons ainsi couplé la réduction de complexité du modèle et lasimplification des procé-
dures d’estimation. Enfin, nous avons montré que dans le cas d’une entrée gaussienne
le couplage du formalisme des polynômes orthogonaux et des bases de fonctions or-
thonormales rationnelles permet de simplifier davantage l’estimation paramétrique tant
en bloc que de manière adaptative.

Dans le chapitre 5, nous avons développé de nouveaux outils d’identification et d’égali-
sation déterministes. En considérant un système de communication concret, nous avons
montré que grâce à l’utilisation d’un certain précodage de la séquence informative il est
possible d’estimer conjointement un canal non-linéaire, représenté par des cas particu-
liers de modèle de Volterra tels que le modèle de Hammersteinet le modèle de Wiener,
et le signal informatif. Une extension au cas multi-capteurs a aussi été considérée. Pour
une telle configuration, grâce à un précodage spécifique de laséquence d’entrée, nous
exploitons la diversité spatiale introduite par les capteurs et la diversité temporelle de
sorte à obtenir une représentation tensorielle du signal reçu. Une décomposition tenso-
rielle de type PARAFAC a alors été appliquée pour l’estimation conjointe des canaux
et de la séquence émise.

Au-delà des contributions de cette thèse, certaines questions demeurent ouvertes et
nécessitent une investigation approfondie. Tout d’abord,les propriétés de convergence
de l’algorithme adaptatif de l’estimation du pôle de Laguerre sont à établir de manière
plus formelle. De même, la détermination analytique des pôles optimaux d’une BFOR
de Ninness et Gustafsson est aussi à explorer, d’abord dans le cas des pôles réels puis
dans le cas plus général incluant des pôles réels et complexes.

Pour évaluer la complexité paramétrique d’un modèle de Volterra deux paramètres
sont à considérer : sa mémoire et son ordre de non-linéarité.L’approche de réduc-
tion de complexité paramétrique à l’aide de bases de fonctions orthogonales ration-
nelles n’opère que sur le facteur mémoire. Est-il possible de construire une nouvelle
famille de fonctions orthogonales influant aussi bien sur lamémoire que sur l’ordre de
non-linéarité ? Il nous semble que c’est un point intéressant qui mériterait d’être étu-
dié. Aussi, la réduction de la complexité paramétrique n’est pas une fin en soi, encore
faut-il que les procédures d’estimation soient simplifiées. Dans le cas gaussien, nous
avons montré qu’il est possible de coupler les aspects réduction de complexité paramé-
trique et simplification des procédures d’estimation via leformalisme des polynômes
orthogonaux et le développement sur une BFOR. Est-il possiblede réaliser une telle
configuration pour des entrées non-gaussiennes ?
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Une autre perspective intéressante est d’appliquer les résultats obtenus dans le chapitre
3 à l’annulation d’échos acoustiques. En effet comme expliqué dans le chapitre 1, le
modèle de propagation d’échos est non-linéaire avec une mémoire pouvant être très
importante. Quant aux résultats du chapitre 4, une application au problème d’annulation
de bruit peut être envisagée.

S’agissant de l’utilisation des techniques de décomposition tensorielle pour l’estima-
tion des symboles, à notre connaissance, c’est là une approche toute nouvelle dans
le cas des modèles non-linéaires. L’évaluation de la méthode par des simulations est
à approfondir et son extension au cas plus général du modèle de Volterra à noyaux
non-séparables à investiguer. Par ailleurs, toutes les méthodes d’identification et d’éga-
lisation présentées dans le chapitre 5 sont déterministes et généralement peu robustes
au bruit. Il est donc intéressant de "robustifier" ces méthodes par rapport au bruit.
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Annexe A

Produit de Kronecker et
décomposition PARAFAC

A.1 Le produit de Kronecker

Etant donné deux matricesA et B de dimensions respectives(m× n) et (p× q), on
appelle produit de Kronecker deA parB la matrice partitionnée de dimension(mp×nq)
définie comme :

C = A⊗B =








a11B a12B · · · a1nB
a21B a22B · · · a2nB

...
...

. . .
...

am1B am2B · · · amnB








En particulier, dans le cas de deux vecteursa et b de dimension respectivem et p, on
a :

c = a⊗b =








a1b
a2b

...
amb








c est un vecteur de dimensionmpdont les éléments sont de la formeaib j , i.e.ck(i, j) =
aib j , où :

k(i, j) = (i−1)p+ j, i = 1,2, · · · ,m; j = 1,2, · · · , p
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Annexe A. Produit de Kronecker et décomposition PARAFAC

A.2 La décomposition PARAFAC

Ce modèle trilinéaire a été proposé par Harshman [56] et par Caroll et Chang [23] qui
l’ont respectivement appelé PARAFAC (PARallel FACtor analysis) et CANDECOMP
(CANonical DECOMPosition). Elle consiste à représenter un tenseur à l’aide de ma-
trices.

La représentation PARAFAC d’un tenseurH d’ordre trois et de dimensionsN1×N2×
N3 est définie par la donnée de trois matricesA, B et C de dimensions respectives
N1×P, N2×P et N3×P et d’un tenseur unité cubiqueI de dimensionsP×P×P telle
qu’illustrée par la figure A.1.

 

= 
P 

P 

P 

P 

N3 
P 

P 

N2 

BT 

CT 

A 

N3 

N2 
 

N1 N1 
  

 
  

FIG. A.1 – Décomposition PARAFAC

On définit les matrices suivantes :

– Hn1.., n1 = 1, · · · ,N1, de dimensions(N2×N3) telles que l’élémentHn1..(n2,n3)
corresponde à l’élémentH(n1,n2,n3) du tenseurH.

– H.n2., n2 = 1, · · · ,N2, de dimensions(N3×N1) telles que l’élémentH.n2.(n3,n1)
corresponde à l’élémentH(n1,n2,n3) du tenseurH.

– H..n3, n3 = 1, · · · ,N3, de dimensions(N1×N2) telles que l’élémentH..n3(n1,n2)
corresponde à l’élémentH(n1,n2,n3) du tenseurH.

La construction des matricesHn1.., H.n2. etH..n3 est décrite par la figure A.2.

Chaque élémentH(n1,n2,n3) du tenseurH peut être écrit en fonction des éléments
des matricesA, B et C comme décrit par l’équation (A.1). C’est la représentation sca-
laire de la décomposition PARAFAC :

H(n1,n2,n3) =
P

∑
p=1

an1pbn2pcn3p ;
n1 = 1, . . . ,N1

n2 = 1, . . . ,N2

n3 = 1, . . . ,N3

(A.1)
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A.2. La décomposition PARAFAC

Hn1. .  (n1=1,...,N1) H. n2 .  (n2=1,...,N2) H. . n3  (n3=1,...,N3)

FIG. A.2 – Matrices horizontales, verticales et latéralesHn1.., H.n2. etH..n3

oùan1p, bn2p andcn3p sont respectivement des éléments des matricesA, B etC.

De cette représentation scalaire, on déduit trois représentations matricielles, cha-
cune étant respectivement associée aux matrices horizontales, verticales et latérales
Hn1.., H.n2. etH..n3 :

Hn1.. = BDn1(A)CT (A.2)

H.n2. = CDn2(B)AT (A.3)

H..n3 = ADn3(C)BT (A.4)

oùDk(.) est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les éléments de la
k-ème ligne de la matrice en argument.
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Annexe B

Preuves du chapitre 3

B.1 Preuve de la proposition 3.1

A partir de la relation (3.11) et de la définition (3.9, on a :

pQ1,p
∥
∥hp
∥
∥2

=
p

∑
l=1

∞

∑
i1=0

· · ·
∞

∑
ip=0

i l h
2
p(i1, · · · , ip)

Tenant compte de la relation (3.1), on obtient :

pQ1,p
∥
∥hp
∥
∥2

=
p

∑
l=1

∞

∑
i1=0

· · ·
∞

∑
ip=0

∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

∞

∑
q1=0

· · ·
∞

∑
qp=0

i l gk1,··· ,kpgq1,··· ,qp

p

∏
j=1

bk j ,p(i j)bq j ,p(i j)

Grâce à la relation (3.6), à la propriété d’orthogonalité dela base et tenant compte de
l’expression deQ2,p, le développement de ce calcul donne :

pQ1,p
∥
∥hp
∥
∥2

=
1−ξ 2

p

1+ξ 2
p

∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(k1 + · · ·+kp)g2
k1,··· ,kp

−
pξ 2

p

∥
∥hp
∥
∥2

1+ξ 2
p

+
2pξpQ2,p

∥
∥hp
∥
∥2

1+ξ 2
p

Par suite :

Q1,p =
1−ξ 2

p

1+ξ 2
p

Jp−
ξ 2

p

1+ξ 2
p

+
2ξpQ2,p

1+ξ 2
p

d’où le résultat (3.12).
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B.2 Preuve de la proposition 3.2

Le pôle optimal au sens du critère (3.8) est donné par la résolution du problème suivant :

∂Jp(ξp)

∂ξp
= 0 ⇔ Q2,pξ 2

p − (2Q1,p +1)ξp +Q2,p = 0

En utilisant la définition (3.13), le pôle optimal est donc laracine réelle de l’équation
suivante :

ξ 2
p −2ρ0,pξp +1 = 0

Les racines réelles de cette équation sont obtenues si
∣
∣ρ0,p

∣
∣> 1. Auquel cas, on a :

ξp,opt = ρ0,p±
√

ρ2
0,p−1

B.3 Preuve du lemme 3.1

En effet1 :

∂T1,l

∂ξp
= 2

∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)gk1,··· ,kp

∂gk1,··· ,kp

∂ξp

=
2

1−ξ 2
p

∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)gk1,··· ,kp

×
p

∑
j=1

((
k j +1

)
gk1,··· ,k j+1,··· ,kp −k jgk1,··· ,k j−1,··· ,kp

)

1Dans ce développementδi, j représente le symbole de Kronecker
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B.3. Preuve du lemme 3.1

D’où

1−ξ 2
p

2
∂T1,l

∂ξp
=

p

∑
j=1

∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)
(
k j +1

)
gk1,··· ,k j+1,··· ,kpgk1,··· ,kp

−
p

∑
j=1

∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)k jgk1,··· ,k j−1,··· ,kpgk1,··· ,kp

=
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)(kl +1)gk1,··· ,kl +1,··· ,kpgk1,··· ,kp

−
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)kl gk1,··· ,kl−1,··· ,kpgk1,··· ,kp

+
p

∑
j=1

(
1−δ j,l

) ∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)
(
k j +1

)
gk1,··· ,k j+1,··· ,kpgk1,··· ,kp

−
p

∑
j=1

(
1−δ j,l

) ∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)k jgk1,··· ,k j−1,··· ,kpgk1,··· ,kp

=
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)(kl +1)gk1,··· ,kl +1,··· ,kpgk1,··· ,kp

−
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)kl gk1,··· ,kl−1,··· ,kpgk1,··· ,kp

+
p

∑
j=1

(
1−δ j,l

) ∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)
(
k j +1

)
gk1,··· ,k j+1,··· ,kpgk1,··· ,kp

−
p

∑
j=1

(
1−δ j,l

) ∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)
(
k j +1

)
gk1,··· ,k j ,··· ,kpgk1,··· ,k j+1,··· ,kp

=
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)(kl +1)gk1,··· ,kl +1,··· ,kpgk1,··· ,kp

−
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

2k2
l gk1,··· ,kl−1,··· ,kpgk1,··· ,kp

−
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

kl gk1,··· ,kl−1,··· ,kpgk1,··· ,kp

=
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)(kl +1)gk1,··· ,kl +1,··· ,kpgk1,··· ,kp

−
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

2(kl +1)2gk1,··· ,kl ,··· ,kpgk1,··· ,kl +1,··· ,kp
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−
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

kl gk1,··· ,kl−1,··· ,kpgk1,··· ,kp

= −
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(kl +1)gk1,··· ,kl +1,··· ,kpgk1,··· ,kp

−
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

kl gk1,··· ,kl−1,··· ,kpgk1,··· ,kp

= −2
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

kl gk1,··· ,kl−1,··· ,kpgk1,··· ,kp

∂T1,l

∂ξp
=

−2
1−ξ 2

p
T2,l

De la même manière on montre que

∂T2,l

∂ξp
=

−2
1−ξ 2

p
T1,l

Par suite :

∂R1,p

∂ξp
=

p

∑
l=1

∂T1,l

∂ξp

=
−2

1−ξ 2
p

p

∑
l=1

T2,l

=
−2

1−ξ 2
p

R2,p

Et de même, on a :
∂R2,p

∂ξp
=

−2
1−ξ 2

p
R1,p

B.4 Preuve de la proposition 3.3

Le momentR1,p peut s’exprimer en fonction de la fonction de coût (3.8). En effet :

R1,p =
p

∑
l=1

T1,l =
p

∑
l=1

∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(2kl +1)g2
k1,··· ,kp

= 2
p

∑
l=1

∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

kl g
2
k1,··· ,kp

+ p
∥
∥hp
∥
∥2

= 2
∞

∑
k1=0

· · ·
∞

∑
kp=0

(k1 + · · ·+kp)g2
k1,··· ,kp

+ p
∥
∥hp
∥
∥2

= 2p
∥
∥hp
∥
∥2

Jp + p
∥
∥hp
∥
∥2
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d’où
∂R1,p

∂ξp
= 2p

∥
∥hp
∥
∥2 ∂Jp

∂ξp

Sachant que
∂Jp

∂ξp
=

−2
(
1−ξ 2

p

)2

((
1+ξ 2

p

)
Q2,p−2ξpQ1,p−ξp

)

nous obtenons

∂R1,p

∂ξp
=

−4p
∥
∥hp
∥
∥2

(
1−ξ 2

p

)2

((
1+ξ 2

p

)
Q2,p−2ξpQ1,p−ξp

)

En utilisant la relation (3.18) du lemme 3.1, nous avons l’undes résultats recherchés,
soit :

R2,p =
2p
∥
∥hp
∥
∥2

1−ξ 2
p

((
1+ξ 2

p

)
Q2,p−2ξpQ1,p−ξp

)

C’est la relation (3.21) de la proposition 3.3. Par ailleurs,

∂R2,p

∂ξp
= 2p

∥
∥hp
∥
∥2 4ξpQ2,p−2

(
1+ξ 2

p

)
Q1,p−

(
1+ξ 2

p

)

(
1−ξ 2

p

)2

en utilisant (3.19) on obtient alors la relation (3.20).
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Annexe C

Polynômes orthogonaux

C.1 Polynômes orthogonaux pour des signaux PAM

C.1.1 Construction des polynomes orthogonaux monovariables pour
une variable de type PAM

A partir de la base 1,x,x2,x3, construisons une base orthonormale.

P0(x) = 1

P1(x) = x− < x,P0(x) > P0(x)

< x,P0(x) >= E [x] = 0

d’où :
P1(x) = x

Normalisons à présent ce polynôme. Il va de soi que|P1(x)|2 = E
[
x2
]
= µ2. Par suite :

P1(x) =
x√µ2

P2(x) = x2− < x2,P0(x) > P0(x)− < x2,P1(x) > P1(x)

avec
< x2,P0(x) >= E

[
x2]= µ2

< x2,P1(x) >=
1√µ2

E
[
x3]= 0

d’où :
P2(x) = x2−µ2

219



Annexe C. Polynômes orthogonaux

Sa norme est :
|P2(x)|2 = E

[
(x2−µ2)

2]= µ4−µ2
2

Par suite :

P2(x) =
1

√

µ4−µ2
2

(
x2−µ2

)

P3(x) = x3− < x3,P0(x) > P0(x)− < x3,P1(x) > P1(x)− < x3,P2(x) > P2(x)

avec
< x3,P0(x) >= E

[
x3]= 0

< x3,P1(x) >=
1√µ2

E
[
x4]=

µ4√µ2

< x3,P2(x) >=
1

√

µ4−µ2
2

E

[

x5−µ2x3
]

= 0

d’où :
P3(x) = x3− µ4

µ2
x

Sa norme est :

|P3(x)|2 = E

[

(x3− µ4

µ2
x)2
]

=
µ2

2µ6−µ2
4µ2

µ2
2

Par suite :

P3(x) =
1

√

µ2
2µ6−µ2

4µ2

(
µ2x3−µ4x

)

C.1.2 Liens avec les coefficients des noyaux du modèle de Volterra

Selon (4.31),

fi(n1, · · · ,ni) =
3

∑
j=i

E[Vj(U(n))Q(i)
n1,··· ,ni(U(n))]

où

Vj(U(n)) =
M−1

∑
n1=0

· · ·
M−1

∑
n j=n j−1

h j(n1, · · · ,n j)u(n−n1) · · ·u(n−n j)

On a :

f3(n1,n2,n3) = E[V3(U(n))Q(3)
n1,n2,n3(U(n))]

=
M−1

∑
i=0

M−1

∑
j=i

M−1

∑
k= j

h3(i, j,k)E[u(n− i)u(n− j)u(n−k)Q(3)
n1,n2,n3(U(n))]

Tenant compte de la définition des polynômesQ(3)
n1,n2,n3(U(n)), on a :

E[u(n− i)u(n− j)u(n−k)Q(3)
n1,n1,n1(U(n))] =

{
κ3,3 si n1 = i = j = k
0 sinon
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E[u(n− i)u(n− j)u(n−k)Q(3)
n1,n2,n2(U(n))] =







κ2,2κ1,1 si







n1 = i 6= n2 = j = k
n1 = j 6= n2 = i = k
n1 = k 6= n2 = i = j

0 sinon

E[u(n− i)u(n− j)u(n−k)Q(3)
n1,n1,n3(U(n))] =







κ2,2κ1,1 si







n3 = i 6= n1 = j = k
n3 = j 6= n1 = i = k
n3 = k 6= n1 = i = j

0 sinon

E[u(n− i)u(n− j)u(n−k)Q(3)
n1,n2,n3(U(n))] =







κ3
1,1 si







n1 = i 6= n2 = j 6= n3 = k
n1 = i 6= n2 = k 6= n3 = j
n1 = j 6= n2 = i 6= n3 = k
n1 = j 6= n2 = k 6= n3 = i
n1 = k 6= n2 = i 6= n3 = j
n1 = k 6= n2 = j 6= n3 = i

0 sinon

d’où l’équation (4.32). On a aussi :

f2(n1,n2) = E[V2(U(n))Q(2)
n1,n2(U(n))]+E[V3(U(n))Q(2)

n1,n2(U(n))]

=
M−1

∑
i=0

M−1

∑
j=i

h2(i, j)E[u(n− i)u(n− j)Q(2)
n1,n2(U(n))]

+
M−1

∑
i=0

M−1

∑
j=i

M−1

∑
k= j

h3(i, j,k)E[u(n− i)u(n− j)u(n−k)Q(2)
n1,n2(U(n))]

or E[u(n− i)u(n− j)u(n− k)Q(2)
n1,n2(U(n))] est nul car étant une fonction de moments

d’ordre 5 deu. Donc :

f2(n1,n2) =
M−1

∑
i=0

M−1

∑
j=i

h2(i, j)E[u(n− i)u(n− j)Q(2)
n1,n2(U(n))]

Tenant compte de la définition des polynômesQ(2)
n1,n2(U(n)), on a :

E[u(n− i)u(n− j)Q(2)
n1,n2(U(n))] =







κ2,2, si n1 = n2 = i = j
κ2

1,1 si n1 = i 6= n2 = j
κ2

1,1 si n1 = j 6= n2 = i
0 sinon

d’où l’équation (4.33).
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Enfin, pour les termes du premier ordre on a :

f1(n1) = E[V1(U(n))Q(1)
n1 (U(n))]+E[V2(U(n))Q(1)

n1 (U(n))]

+E[V3(U(n))Q(1)
n1 (U(n))]

=
M−1

∑
i=0

h1(i)E[u(n− i)Q(1)
n1 (U(n))]

+
M−1

∑
i=0

M−1

∑
j=i

h2(i, j)E[u(n− i)u(n− j)Q(1)
n1 (U(n))]

+
M−1

∑
i=0

M−1

∑
j=i

M−1

∑
k= j

h3(i, j,k)E[u(n− i)u(n− j)u(n−k)Q(1)
n1 (U(n))]

Le termeE[u(n− i)u(n− j)Q(1)
n1 (U(n))] est nul car il ne fait intervenir que des moments

d’ordre trois de l’entrée. Par suite :

f1(n1) =
M−1

∑
i=0

h1(i)E[u(n− i)Q(1)
n1 (U(n))]

+
M−1

∑
i=0

M−1

∑
j=i

M−1

∑
k= j

h3(i, j,k)E[u(n− i)u(n− j)u(n−k)Q(1)
n1 (U(n))]

avec :

E[u(n− i)Q(1)
n1 (U(n))] =

{
κ1,1 si i = n1

0 sinon

E[u(n− i)u(n− j)u(n−k)Q(1)
n1 (U(n))] =







κ3,1 si n1 = i = j = k
µ2κ1,1 si i = j 6= n1 = k
µ2κ1,1 si j = k 6= n1 = i
0 sinon

C.2 Polynômes orthogonaux pour des signaux QAM

C.2.1 Construction des polynomes orthogonaux monovariables pour
une variable de type QAM

A partir de la base 1,x,x∗,x2,xx∗,x2x∗, construisons une base orthonormale.

P0,0(x) = 1

P1,0(x) = x− < x,P0,0(x) > P0,0(x)

< x,P0,0(x) >= E [x] = 0

d’où :
P1,0(x) = x
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Normalisons à présent ce polynôme. Il va de soi que
∣
∣P1,0(x)

∣
∣2 = E [xx∗] = µ1,1. Par

suite :
P1,0(x) =

x
√µ1,1

P0,1(x) = x∗− < x∗,P0,0(x) > P0,0(x)− < x∗,P1,0(x) > P1,0(x)

< x∗,P0,0(x) >= E [x∗] = 0

< x∗,P1,0(x) >=
1

√µ1,1
E [x∗x∗] = 0

d’où :
P0,1(x) = x∗

Par suite de normalisation nous obtenons :

P0,1(x) =
x∗

√µ1,1

P2,0(x) = x2− < x2,P0,0(x) > P0,0(x)− < x2,P0,1(x) > P0,1(x)− < x2,P1,0(x) > P1,0(x)

avec
< x2,P0,0(x) >= E

[
x2]= 0

< x2,P1,0(x) >=
1

√µ1,1
E
[
x2x∗

]
= 0

< x2,P0,1(x) >=
1

√µ1,1
E
[
x3]= 0

d’où :
P2,0(x) = x2

Sa norme est :
∣
∣P2,0(x)

∣
∣2 = E

[
x2x∗2]= µ2,2

Par suite :

P2,0(x) =
x2

√µ2,2

P1,1(x) = xx∗− < xx∗,P0,0(x) > P0,0(x)− < xx∗,P0,1(x) > P0,1(x)

− < xx∗,P1,0(x) > P1,0(x)− < xx∗,P2,0(x) > P2,0(x)

avec
< xx∗,P0,0(x) >= E [xx∗] = µ1,1

< xx∗,P1,0(x) >=
1

√µ1,1
E [xx∗x∗] = 0

< xx∗,P0,1(x) >=
1

√µ1,1
E [xx∗x] = 0
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< xx∗,P2,0(x) >=
1

√µ2,2
E
[
xx∗x∗2]= 0

d’où :

P1,1(x) = xx∗−µ1,1

Sa norme est :
∣
∣P1,1(x)

∣
∣2 = µ2,2−µ2

1,1

Par suite :

P1,1(x) =
xx∗−µ1,1
√

µ2,2−µ2
1,1

P2,1(x) = x2x∗− < x2x∗,P0,0(x) > P0,0(x)

− < x2x∗,P1,0(x) > P1,0(x)− < x2x∗,P0,1(x) > P0,1(x)

− < x2x∗,P2,0(x) > P1,0(x)− < x2x∗,P1,1(x) > P1,1(x)

avec

< x2x∗,P0,0(x) >= E
[
x2x∗

]
= 0

< x2x∗,P1,0(x) >=
1

√µ1,1
E
[
x2x∗x∗

]
=

µ2,2√µ1,1

< x2x∗,P0,1(x) >=
1

√µ1,1
E
[
x2x∗x

]
= 0

< x2x∗,P2,0(x) >=
1

√µ2,2
E
[
x2x∗x∗2]= 0

< x2x∗,P1,1(x) >=
1

√

µ2,2−µ2
1,1

E
[
x2x∗(xx∗−µ1,1)

]
= 0

d’où :

P2,1(x) = x2x∗− µ2,2

µ1,1
x

Sa norme est :
∣
∣P2,1(x)

∣
∣2 = µ3,3−

µ2
2,2

µ1,1

Par suite :

P2,1(x) =
µ1,1x2x∗−µ2,2x

√

µ2
1,1µ3,3−µ2

2,2µ1,1
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C.2.2 Liens avec les coefficients des noyaux du modèle de Volterra

Selon (4.56),

f2i+1(n1, · · · ,n2i+1) =
1

∑
j=i

E[V∗
2 j+1(U(n))Q(2i+1)

n1,··· ,n2i+1(U(n))]

On a :

f3(n1,n2,n3) = E[V∗
3 (U(n))Q(3)

n1,n2,n3(U(n))]

=
M−1
∑

i=0

M−1
∑
j=i

M−1
∑

k=0
h∗3(i, j,k)E[u∗(n− i)u∗(n− j)u(n−k)Q(3)

n1,n2,n3(U(n))]

(C.1)
Tenant compte de la définition des polynômesQ(3)

n1,n2,n3(U(n)), on a :

E[u∗(n− i)u∗(n− j)u(n−k)Q(3)
n1,n1,n1(U(n))] =







√

µ3,3−
µ2

2,2
µ1,1

si n1 = i = j = k

0 sinon

E[u∗(n− i)u∗(n− j)u(n−k)Q(3)
n1,n2,n2(U(n))] =







√

µ1,1µ2,2−µ3
1,1 si

{
n1 = i 6= n2 = j = k
n1 = j 6= n2 = i = k

0 sinon

E[u∗(n− i)u∗(n− j)u(n−k)Q(3)
n1,n1,n3(U(n))] =

{ √µ2,2µ1,1 si n3 = k 6= n1 = i = j
0 sinon

E[u∗(n− i)u∗(n− j)u(n−k)Q(3)
n1,n2,n3(U(n))] =







√

µ3
1,1 si

{
n1 = i 6= n2 = j 6= n3 = k
n1 = j 6= n2 = i 6= n3 = k

0 sinon

En remplaçant ces quantités dans l’équation (C.1), on obtient les relations (4.58).

Pour les termes du premier ordre on a :

f1(n1) = E[V∗
1 (U(n))Q(1)

n1 (U(n))]+E[V∗
3 (U(n))Q(1)

n1 (U(n))]

=
M−1

∑
i=0

h∗1(i)E[u∗(n− i)Q(1)
n1 (U(n))]

+
M−1

∑
i=0

M−1

∑
j=i

M−1

∑
k=0

h∗3(i, j,k)E[u∗(n− i)u∗(n− j)u(n−k)Q(1)
n1 (U(n))]

(C.2)
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Tenant compte de la définition deQ(1)
n1 , on a :

E[u∗(n− i)Q(1)
n1 (U(n))] =

{ √µ1,1 si i = n1

0 sinon

E[u∗(n− i)u∗(n− j)u(n−k)Q(1)
n1 (U(n))] =







µ2,2√µ1,1
si n1 = i = j = k

√

µ3
1,1 si j = k 6= n1 = i

√

µ3
1,1 si i = k 6= n1 = j

0 sinon

En remplaçant ces quantités dans l’équation (C.2), on obtient les relations (4.59).
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Annexe D

Méthodes de Tseng et Powers

Dans cette annexe, nous résumons les méthodes de Tseng et Powers auxquelles nous
faisons référence dans le chapitre 4. La première méthode, [131], est consacrée à l’iden-
tification d’un modèle de Volterra cubique avec une entrée réelle i.i.d.. Nous présentons
les différentes équations dans le cas d’une entrée ayant unedistribution de probabilité
symétrique. La seconde méthode, [129], est consacrée à l’identification d’un modèle de
Volterra passe-bande d’ordre trois avec une entrée de type QAM.

D.1 Cas d’un modèle cubique ayant une entréei.i.d. sy-
métrique

h3(n1,n2,n3) =
E[d(n)u(n−n1)u(n−n2)u(n−n3)]

µ3
2

, n1 6= n2 6= n3

h3(n1,n2,n2) =
µ2E[d(n)u(n−n1)]−E[d(n)u(n−n1)u2(n−n2)]

µ3
2 −µ2µ4

, n1 6= n2

h3(n1,n1,n2) =
µ2E[d(n)u(n−n2)]−E[d(n)u(n−n2)u2(n−n1)]

µ3
2 −µ2µ4

, n1 6= n2

h2(n1,n2) =
E[d(n)u(n−n1)u(n−n2)]

µ2
2

, n1 6= n2

H3(n1) =
M−1

∑
n2=0,n2 6=n1

h3(n1,n2,n2)
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H3 =

µ2
M−1
∑

n1=0
E[d(n)u3(n−n1)]−µ4

M−1
∑

n1=0
E[d(n)u(n−n1)]

µ6µ2−µ2
4

H2 = −

M−1
∑

n1=0
E[d(n)u2(n−n1)]

µ4 +(M−1)µ2
2

w(n1) = µ4E[d(n)u2(n−n1)]−µ4µ2
2H2

h3(n1,n1,n1) =
µ2E[d(n)u3(n−n1)]−µ4E[d(n)u(n−n1)]

µ6µ2−µ2
4

h2(n1,n1) =
w(n1)

µ2
4 −µ4µ2

2

h1(n1) =
E[d(n)u(n−n1)]−µ2

2H3(n1)−µ4h3(n1,n1,n1)

µ2

D.2 Cas d’un modèle cubique passe-bande ayant une
entrée i.i.d. de type QAM

h3(n1,n2,n3) =
E[d(n)u∗(n−n1)u∗(n−n2)u(n−n3)]

µ3
1,1

h1(n1) =

E[d(n)u∗(n−n1)]−µ2,2h3(n1,n1,n1)−µ2
1,1

M−1
∑

n2=0,n2 6=n1

h3(n1,n2,n2)

µ1,1
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