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Résumeé

Une large classe de systemes physiques peut étre repeselddde du modele de
\olterra. Il a notamment été montré que tout systéme nagalie, invariant dans le
temps et a mémoire évanouissante peut étre représenté pawdéie de Volterra de
mémoire et d’ordre finis. Ce modéle est donc particuliereragrayant pour les besoins
de modélisation et d’identification de systemes non-liresai

Un des atouts majeurs du modele de Volterra est la linéagitégpport a ses para-
metres, c’est a dire les coefficients de ses noyaux. Cettetéastique permet d’étendre
a ce modele certains résultats établis pour l'identificaties modeéles linéaires. Il est
a noter que le modele de Volterra peut, par ailleurs, étreomingce une extension natu-
relle de la notion de réponse impulsionnelle des systemeéailies aux systemes non-
linéaires. Toutefois, certaines limitations sont a cikeorir : un nombre de parametres
qui peut étre tres élevé et un mauvais conditionnement dealsice des moments
de I'entrée intervenant dans 'estimation du modéle au sienberreur quadratique
moyenne minimale (EQMM). Il est a noter que ce mauvais carmiement est aussi
a l'origine de la lenteur de convergence des algorithmeptatits de type LMS (Least
Mean Squares). Cette thése traite principalement de cesqigstions. Les solutions
apportées sont essentiellement basées sur la notion ayortialité. D’'une part, I'or-
thogonalité est envisagée vis a vis de la structure du meshedieveloppant les noyaux
de \olterra sur une base orthogonale de fonctions ratitemeCe développement est
d’autant plus parcimonieux que la base est bien choisier &ofaire, nous avons dé-
veloppé de nouveaux outils d’optimisation des bases de draget BFOR (Base de
Fonctions Orthonormales Rationnelles) pour la représentdes noyaux de \olterra.
D’autre part, 'orthogonalité est envisagée en rapporcdes signaux d’entrée. En
exploitant les propriétés statistiques de I'entrée, desdbde polyndmes orthogonaux
multivariables ont été construites. Les parameétres du leak®e\Volterra développé sur
de telles bases sont alors estimés sans aucune inversiaoietiat ce qui simplifie
significativement I'estimation paramétrique au sens EQNIMrthogonalisation des
signaux d’entrée a aussi été envisagée via une procédureade-&hmidt. Dans un
contexte adaptatif, il en résulte une accélération de laargence des algorithmes de
type LMS sans un surcodt de calcul excessif.

Certains systémes physiques peuvent étre représentédead’an modele de Volterra
simplifié, a faible complexité paramétrique, tel que le medk Hammerstein et celui
de Wiener. C’est le cas d’'un canal de communication reprasehacceés a un réseau



Résumé

sans fil via une fibre optique. Nous montrons notamment quéds®ns montante
et descendante de ce canal peuvent respectivement étéserfires par un modele
de Wiener et par un modéle de Hammerstein. Dans le cas mguedcaen utilisant
un précodage de la séquence d’entrée, nous développonslutierspermettant de
réaliser I'estimation conjointe du canal de transmissibdes symboles transmis de
maniere semi-aveugle. Il est a noter que, dans le cas dedarienontante, une confi-
guration multi-capteurs peut aussi étre envisagée. Pautalile configuration, grace a
un précodage spécifique de la séquence d’entrée, nousterglda diversité spatiale
introduite par les capteurs et la diversité temporelle dtesoobtenir une représenta-
tion tensorielle du signal recu. En appliquant la technidgiedécomposition tensorielle
dite PARAFAC, nous réalisons I'estimation conjointe du catales symboles émis de
maniere aveugle.

Mots clés : Modélisation, Identification, Bases orthogonales, Base dpitae, Base
de fonctions orthonormales rationnelles, Polyné6mes gdahaux, Optimisation de poles,
Réduction de complexité, Egalisation, Modéle de Volterradile de Wiener, Modele
de Hammerstein, Décomposition PARAFAC.
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Abstract

A broad class of physical systems can be represented usengotterra model. Par-

ticularly, it was shown that a truncated Volterra model dowpresent any non-linear
system, time-invariant with fading memory. This model iagtparticularly attractive

for non-linear systems modeling and identification purpose

One of the main advantages of the Volterra model is its libear-parameters, i.e. the
kernel coefficients. This property allows the extensionarfie results established for
linear model identification to this model. In addition, orenaote that the \Volterra
model can be viewed as the natural extension of the impulgsorse concept of li-
near systems to non-linear systems. However, some ligntstare to be circumvent :
the number of parameters which can be very high and the ilflitoning of the ma-
trix of the input moments used in the model estimation in thaiial Mean Square
Error (MMSE) sense. It should be noted that this ill conditing is also the origin of
the convergence slowness of the LMS (Least Mean Squareis)tigsis mainly deals
with these two issues. The proposed solutions are primiaabed on the orthogonality
concept. Firstly, orthogonality is considered accordmthe model structure by expan-
ding the \Volterra kernels on an orthogonal basis of ratidmattions. The parsimony
of the expansion is strongly linked to the basis selectiorartler to get parsimonious
expansions, we developed new tools for Laguerre bases amet&@iezed Orthonormal
bases (GOB) optimization. Secondly, orthogonality is cdesd in relation with the
input signals. By exploiting the statistical properties lod input signal, multivariable
orthogonal polynomials were built. The parameters of thieevia model expanded on
such bases are then estimated without any matrix inveraioich significantly simpli-
fies the parametric estimation in the MMSE sense. The inguiads orthogonalization
was also considered via a Gram-Schmidt procedure. In artiseaontext, the speed
convergence of LMS type algorithms is accelerated withauexcessive additional
computational cost.

Some physical systems can be represented using a simpldleztrd model, with low

parametric complexity, such as the Hammerstein and the &Vieodels. That is the
case of the Radio-over-fiber channel. We show particulady ghWiener model and
a Hammerstein model can respectively represent the camdspm uplink and down-

link channels. In the SISO case, by using an input precodirggsuggest new algo-
rithms for the joint estimation of the channel coefficiemsl #he transmitted symbols
in a semi-blind approach. For the uplink channel, a multisees configuration is also

Vil



Abstract

considered. For such a configuration, thanks to a specifitt ipgecoding, we exploit
the spatial diversity introduced by the sensors and the deahgliversity to obtain a
tensorial representation of the received signal. By appgliie tensorial decomposition
technique known as PARAFAC, we carry out the joint estimatibthe channel and
the transmitted symbols in a blind way.

Keywords : Modeling, Identification, Orthogonal Bases, Laguerre haSeneralized
orthonormal basis, orthogonal polynomials, pole optiritrg parametric complexity
reduction, equalization, Volterra model, Wiener modelptzerstein model, PARA-
FAC decomposition.
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Introduction genérale

En traitement du signal, en automatique et, d’'une manienérgée, dans toutes les
sciences appliquées, il est souvent nécessaire de déccioelportement d’un systéme
par un modele mathématique. En effet, la donnée d’un modateématique peut ser-
vir en simulation (dans le but de comprendre et de prédireheportement d’'un sys-
teme, de remplacer une expérimentation sur site, ...), lpagynthese d’un correcteur
pour la commande des systémes, pour la classification desusigpbserves, pour la
synthése d’'un égaliseur ou d’'un annulateur d’échos ou dg bta. LaModélisation
art d’élaborer un modele, se trouve donc au cceur de plusiaaiplines scientifiques.
Elle peut étre menée au moyen d’'une analyse détaillée duoptedre décrit par le
systeme tout en appliquant les différentes lois physidoticjues, biologiques, écono-
migues ou autres régissant ce systeme. De cette approciite tgsmodele ditnodele
de connaissancelle peut aussi étre menée a partir d’'une analyse expétaecties
données d’entrée/sortie dont le but est de reproduire lgpoaement externe du sys-
teme. Il en résulte umodéle de représentatiamu modéle boite noire

L'estimation paramétrique d’'un modéle est essentiellénfaction de cing facteurs
[34]:

la structure du modéle a identifier ;

I'information a priori disponible sur le systéme et son environnement ;

les signaux utilisés pour réaliser I'identification ;

le critére a optimiser;

I'algorithme d’optimisation.

Les structures de modéle peuvent étre classées en plusaggories suivant que le
systeme a identifier est monovariable ou multivariablegih@iniste ou stochastique, a
temps continu ou discret, linéaire ou non, invariant darierigs ou non. Dans ce mé-
moire, la structure de modele considérée est en généralvaoable, & temps discret,
invariant dans le temps et non-linéaire.

Depuis quelques années, la modélisation non-linéaire yi#érses est I'objet d’'une
attention particuliere de la part de plusieurs équipes @ectieurs (voir les références
citées dans [47]). Cet intérét vient du fait que de nombresiesges rencontrés dans la
nature ou dans différents domaines de 'ingénierie sondliméaires. Dans le domaine

ILe cas particulier d'un modéle multivariable est ausstéraiais dans le cas d'un systéme de com-
munication précis
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des télécommunications, par exemple, il a été montré queyémes de transmission
opérant a des taux supérieurs a 4800 bits/s sont soumis astl@sidns non linéaires

[80], que les amplificateurs de puissance sont utilisés arliel de la saturation et

présentent un comportement fortement non-linéaire, gtramsmission sur fibre op-

tique, la conversion d’un signal électrique en un signaiomet est source de distorsion
non-linéaire, etc.

Il existe une grande variété de modeles non-linéaires. Wemigre tache est donc de
déterminer la structure la plus appropriée au systéme @gepter. Une bonne revue
des structures non-linéaires peut étre obtenue dans [12,R&rmi ces structures, les
modeles polynémiaux figurent parmi les plus utilisés. Dasémoire, la structure de
modéle considérée est polyndmiale de type \olterra.

Le modele de \olterra, bien qu’étant non-linéaire par rappd’entrée, est linéaire
par rapport a ses parametres. Cet atout permet de lui appliqugrand nombre de
résultats et de techniques d’identification développés tmuas linéaire. En outre, il
peut étre vu comme une extension naturelle de la notion ams&ampulsionnelle des
systemes linéaires aux systemes non-linéaires. Cepesdaryrincipal écueil est I'ac-
croissement tres rapide du nombre de ses paramétres eiofodetla mémoire et de
I'ordre de non-linéarité du systeme a représenter. L'egtion d’'un nombre trop élevée
de paramétres peut en effet étre problématique. En filtrdgptatif, par exemple, la
complexité de calcul des algorithmes est liée au nombre dingdres a estimer. En
conséquence, dans la littérature, de nombreux auteuraitentrque des cas de modéle
de Volterra de mémoire et d’ordre trés modestes. Outre éeat sttucturel, I'estima-
tion paramétrique d’'un modele de Volterra, au sens de Lergeiadratique moyenne
minimale, revét une certaine complexité liée au condit@nent des matrices a trai-
ter. Ceci rejaillit aussi sur la rapidité de convergence dgerdhmes adaptatifs de
type LMS. Nous consacrons donc la majeure partie de cetse thé&ces deux ques-
tions : complexité paramétrique et complexité des proexidiidentification au sens
de l'erreur quadratique moyenne minimale. S’il est un neatiot qui puisse caractéri-
ser les solutions apportées, c’est bien celui detfogonalité Orthogonalité vis-a-vis
de la structure, en développant les noyaux de \olterra serbase orthogonale, en
vue d’obtenir une représentation parcimonieuse du syséeitentifier ; et orthogona-
lité vis-a-vis des signaux d’entrée basée sur les progrtagistiques de ces derniers.
Les outils développés dans cette these en matiére de rédaeticomplexité paramé-
trique ou d’estimation paramétrique ont un spectre d’agibn large. Entre autres, ils
peuvent notamment servir dans le domaine de la reconsirugéis signaux transmis
par un systeme de communication, plus précisément poenfification d’un canal de
transmission non-linéaire, en vue de synthétiser un égalis

Certains systémes physiques peuvent étre représentédead’an modele de Volterra
simplifié, a faible complexité paramétrique, tel que le mMedke Hammerstein et celui
de Wiener. C’est le cas d’'un canal de communication représehacces a un réseau
sans fil via une fibre optique. Les liaisons montante et delsoer de ce canal peuvent
étre représentées respectivement par un modéle de Wiepar eh modéle de Ham-
merstein. L'identification et/ou I'égalisation aveuglas gemi-aveugles de ce type de
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canal ont été tres peu traitées dans la littérature. Vuér@ttde ce systeme de com-
munication, nous développons de nouvelles méthodes déistes d’identification et
d’égalisation semi-aveugles et aveugles.

La présente thése s’articule autour des trois axes suivants
— Laréduction de la complexité paramétrique d’un modeleaexa ;
— Laréduction de la complexité des méthodes d’estimatioarpétrique d’un mo-
dele de Volterra, au sens de I'erreur quadratique moyennimale ;
— Lidentification et I'égalisation semi-aveugles et aviesgle systémes représen-
tés par un modele de Volterra simplifié de type HammersteiWizmner.

Le traitement de ces trois axes a été effectué sur cing chamiont I'organisation est
la suivante :

Les chapitres 1 et 2 sont respectivement une revue bibpbgyae sur le modele de

Volterra et sur les bases de fonctions orthogonales. Damretrier chapitre nous met-

tons en évidence les deux problemes clés liés a I'ideniificates modéles de Volterra

comme précédemment indiqué. Avant de proposer des saudiors problématiques,

dans le second chapitre, nous donnons une présentatiodeudéds bases de fonctions
orthogonales rationnelles, outil principal de I'approdeeréduction de complexité que
nous considérons.

Dans le chapitre 3, nous apportons des solutions a la rédudé complexité para-
métrique du modele de \Volterra a I'aide des bases de forsctidthogonales présentées
dans le chapitre 2. Trois types de solutions étayées pairdaitions numérigues sont
pProposées.

Dans le chapitre 4, la question de la réduction de la contglele I'estimation para-
métriqgue du modéle de \olterra est abordée suivant deux:daeseprésentation du
modéle a estimer sur des bases de polyndmes orthogonauxruitsrés partir des pro-
priétés statistiques des signaux d’entrée et I'orthogsai@n des signaux d’entrée via
un orthogonaliseur de Gram-Schmidt.

Enfin, le chapitre 5 traite des méthodes d’identification’égjalisation semi-aveugles
et aveugles dans le cas d’'un systéeme de communication préatEes a un réseau
sans fil par le biais d’'une fibre optique. Ce systeme est déeaist podélisé a l'aide
du modéle de Wiener pour la liaison montante et du modele aenitastein pour la
liaison descendante.

Les liens entre les différents chapitres sont indiquésedidgramme de la page sui-
vante.
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Les principales contributions de cette thése sont les stgga

— Définition du produit de Kronecker tronqué (section 1D.1.

— Unification des méthodes de construction des bases dadosairthogonales
rationnelles au travers d’'une synthése bibliographigeeti@n 2.2) ;

— Développement de méthodes d’optimisation des bases detragsection 3.3) ;

— Développement de méthodes d’optimisation des bases dedios orthogonales
rationnelles selon la construction de Ninness et Gustaff] (sections 3.4 et
3.5);

— Construction de bases de polyndmes orthogonaux multolesgpour des si-
gnaux de type PAM et QAM (section 4.2) ;

— Détermination d’'un module d’orthogonalisation de signan sortie des filtres
issus des bases de fonctions orthogonales rationnellegndeds et Gustafsson
(section 4.3) ;

— Développement de technigues d’estimation semi-aveuagéds sur un préco-
dage des entrées (sections 5.3 et 5.4) ;

— Enoncé d’'un théoréme permettant de déterminer les cagifechon diagonaux
d’'un modéle de Wiener a partir de la connaissance des ceefficdiagonaux
(section 5.4);

— Modélisation d’un canal de transmission non linéaire $ouse tensorielle (sec-
tion 5.5);

— Développement d’'un récepteur aveugle basé sur une déstdiopdensorielle
de type PARAFAC dans le cas des systémes multi-capteursofzeéis et 5.6).

Certaines de ces contributions ont donné lieu aux publicatoivantes :
— Articles soumis a des revues internationales

1. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "Selection ohémlized Or-
thonormal Bases for Second-Order \olterra Filters", a paraiinsSignal
Processing

2. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "OptimizationLaguerre-
\olterra filters based on Laguerre Spectra”, sounti$J&RASIP Journal on
Applied Signal Processin@004)

— Communications parues dans des actes de conférencesiiteates

1. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "Algorithme Higkhique
pour I'estimation optimale des noyaux de Volterra déveésppur la base
de Laguerre”, IPActes du 6¢€ Colloque Africain sur la Recherche en Infor-
matique (CARI'02)pp. 395-402, Yaoundé, Cameroun, Octobre 2002.

2. Kibangou A.Y., G. Favier, M.M. Hassani and A. Zeroual, iEsttion op-
timale des noyaux de \olterra développés en séries de Liajuér proc.
of Conférence internationale de mathématiques appliquéeseiences de
'ingénieur (CIMASI)", Casablanca, Maroc, Octobre 2002.

3. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "A growing apgeh for se-
lecting generalized orthogonal basis functions in the edrif system mo-
delling"”, Proc. IEEE-EURASIP workshop on Nonlinear Signal and Image
processing (NSIP) Grado-Trieste, Italy, June 2003.
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4. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "Generalizethanormal
basis selection for expanding quadratic Volterra filteRgc. IFAC Sym-
posium on System Identification (SYSI|Pp. 1119-1124, Rotterdam, The
Netherlands, August 2003.

5. Favier G., A.Y. Kibangou and R.G.J.B. Campello, "Nonlineastesn mo-
delling by means of orthonormal basis functionghvited paper at 2nd
IEEE Conference on Signal, Systems, Decision and inform#ieory (SSD)
Sousse, Tunisia, March 2003.

6. Khouaja A., A.Y. Kibangou and G. Favier, "Third-order \ota kernels
complexity reduction using PARAFAC", IRroc. IEEE International Sym-
posium on Control, Communications and Signal Processing (I$0,@p.
857-860, Hammamet, Tunisia, March 2004.

7. Favier G., A.Y. Kibangou and A. Khouaja, "Nonlinear systeradelling
by means of Volterra models. Approaches for the parametnoptexity
reduction”,Invited paper in Symposium Techniques Avancées et Seatégi
Innovantes en Modélisation et commandes robustes desgsuséndus-
triels, Martigues, France, September, 2004.

— Communications soumises et acceptées a des conféreraregiitnales

1. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "lterative omtiation me-
thod of GOB-Volterra filters", accepté pour publicatiolrAC World Congress
2005

— Communications soumises a des conférences internatsonale

1. Kibangou A.Y., G. Favier and M.M. Hassani, "Adaptive Lagaevolterra
filters optimization based on Laguerre spectra”, sountit/éopean Signal
and Image Processing Conference (EUSIPCO 2005)



Chapitre 1

Le modele de Volterra

1.1 Introduction

Les séries de \Wolterra, dues au mathématicien italien duemwé@m, ont été présentées
pour la premiére fois en 1887. Cependant, leur utilisaticur panalyse des systemes
non-linéaires a été, pour la premiere fois, effectuée paniener dans le but de ca-
ractériser la réponse d’'un systeme non-linéaire. Apresamipr travail, Wiener s’est
consacré a différents problemes portant sur I'analyse ggrithése de systémes non-
linéaires. Plusieurs autres chercheurs ont poursuivixads&tude (voir [121, 12] et
les références qui y sont citées). L'extension de l'utiimades séries de \olterra aux
systémes non-linéaires discrets a été réalisée pour lagnefis par Alper en 1965

[5].

Le modele de \Volterra appartient a la classe des modélesfmoiaux non récursifs.
La relation d’entrée-sortie qui lui est associée est :

00 [oe] [ee] 00

p
YW=3 3 3 3 Mol [uin (1.1)
p=1m=0m=0 np=0 =1
ouu, y ethp sont respectivement I'entrée, la sortie et le noyau de alte'ordrep;
lesnj, j =1,---,p étant des entiers. Un noyau d'ordpepeut étre vu comme une
généralisation a I'ordre de la notion de réponse impulsionnelle bien connue dans
le cas des systemes linéaires. Boyd et Chua [18] ont montréoguiesysteme non-
linéaire causal, invariant dans le temps et de mémoire fieig @tre représenté par un
développement fini en série de Volterra. En appelditd mémoire du systéme, on peut
donc considérer le modele tronqué a I'orésuivant :

P M—1M-1 - D
=22 Z Z hp(ng,---,np) [] u(n—nj) (1.2)
p=1n;=0n>=0 j=1



Chapitre 1. Le modéle de \olterra

Comme on peut le constater, avec les relations ci-dessusidelende Volterra est un
modéle non linéaire qui présente I'avantage d’étre lireSadr rapport a ses parametres,
la non linéarité s’exprimant par rapport a I'entrée du systel implication pratique de
cette propriété est que plusieurs des résultats obtenugipsyproblémes d’estimation
paramétrique linéaire peuvent étre repris pour ce modalprenant toutefois le soin
d’apporter quelques aménagements qui s'imposent.

Il est & signaler que la représentation paramétrique du imo@é\Volterra nécessite un
nombre de parametres élevé. C’est 1a, I'un des principawaudgfjui limitent I'utilisa-
tion de ce modéle dans des applications pratiques. Afin deanter ce défaut, deux
axes peuvent étre considérés. Le premier consiste a comsiiEs modeles de Volterra
simplifiés comme le modéle de Wiener ou de Hammersteinaimige en cascade d’'un
filtre linéaire avec une non-linéarité statique. Le secarsiste a utiliser des méthodes
de réduction de complexité. Celles-ci peuvent étre class@dsux catégories : les dé-
compositions matricielles ou tensorielles des matricedssiienseurs constitués par les
coefficients des noyaux et les développements sur des basesations orthogonales
gue nous allons présenter dans le chapitre 2. Nous nousskrcals sur cette approche
de réduction de complexité dans le chapitre 3.

Cependant, méme dans le cas d’'un modéle de \Volterra ayantuioreale parametres
raisonnable, I'estimation paramétrique au sens de I'ergeradratique moyenne est
confrontée a la manipulation de matrices denses souvertandltionnées. Il est donc
nécessaire d'améliorer le conditionnement des dites ocestet de formuler des mé-
thodes d’estimation ayant une complexité de calcul faible.

Dans le domaine des communications, certains composaggsnient un comporte-
ment non-linéaire. Représenter les canaux de communisattdisant ce type de com-
posants par un modeéle de Volterra est donc une approchenatuteslle que plusieurs
auteurs ont considérée dans la littérature. Nous consatéreonc la question de I'éga-
lisation de tels canaux.

1.2 Quelques généralités sur le modeéle de Volterra

Le modeéle de Volterra (1.1) est causal. Il est dit strictentanisal si ses noyaux sont
tels que :
hp(ng,---,np) =0 si Jie{l,---,p}:m=0 (1.3)

Il est dit stable au sens entrée bornée- sortie borB&:( : Bounded Input Bounded
Outpu) si et seulement si ses noyaux sont absolument sommables :

Y Y |np(ng,eing)| <o (1.4)

nm=0 np=0

Si toutes les permutations des indiags---,np laissent les coefficients du noyau
hp(ny,---,np) inchangés, ce noyau est dit symétrique.
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1.2. Quelques généralités sur le modele de \olterra

Par ailleurs, il est a noter que la relation (1.2) peut étéeniéee comme suit :

P _
= > hp[u(n)]
p=1
avec Mo 0
hp [u(n)] nlzo anh o(Ny, -+, )ﬂu(n—nj)

Ce terme est le terme homogéne d’orgkeOn désigne donc par modéle de Volterra
homogéne d’ordrg un modele dont le seul terme homogene non nuhgs€Comme
annoncé en introduction, I'inconvénient majeur est 'aegtation de la complexité
paramétrique du modele de maniére exponentielle aveaé€ahd systeme. En effet, le
nombre de coefficients contenus dans un modeéle d’dtdrede mémoirévl est :

:ﬁiMp (1.5)
p=1

Toutefois, on peut constater que certains coefficients dgaux ponderent les mémes
produits des entréagn). Chaque permutation(.) des indiceshy,---,np ne modifie
pas le produit d’ordre suivantu(n —ny) - - -u(n—np). Ce qui signifie qu'on a:

P P
,DlnnJ:D (n—npj)

En regroupant ces termes, on obtient une forme symétriqusmedorme triangulaire
non redondante du noyau. En not@ard(7t(ny, --- ,np)) le nombre total de permuta-
tions des indices, la forme symétriduest donnée par :

er(.) hp(nrr(l)a T 7nrr(p))

YN+ .nn) = 16
p m( 1, ) p) Card(n-(nl’... 7r]p)) ( )
Par suite, le modele de Volterra triangulaire est :
P M—1M-1 M p
ym=S'y ¥ - 3 h”' I_Lu (n—n;j) (1.7)
p=1n;=0My=n;  Np=Ny_1 J
ou
tri _ zn(.)hp(nn(l)""’nﬂ(P))’ Osm<--=np=M-1
hp (nla ,np) - { O7 Sinon (18)

La réduction du nombre de parametres est tres significatiggpe chaque noyau
d’ordre p n'est plus caractérisé que gan , parametres, avec

(M+p—1)!

CMD:(M—&ﬂm

1Dans la littérature, on fait souvent I'hypothése de syreétiés noyaux. Cette hypothése est non
restrictive vu qu'il est toujours possible de rendre symég un noyau quelconque.
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Chapitre 1. Le modéle de \olterra

Par suite, le modele complet ne contient plus que
C'(M,P) = Z Cwm.p (1.9)

Pour un modéle homogene d’ordréa réduction de complexité est mesurée par le ratio
suivant : _
c"(M,p) _ (M+p-—1)
CM,p)  (M—1)IpIMP

(1.10)

Exemple 1.1 Pour un modéle homogene d’ordre=p4, de mémoirés nous avons une
réduction de complexité dg2& soit environl,/10.

1.2.1 Ecriture vectorielle d’'un filtre de Volterra

La représentation triangulaire entrée-sortie (1.7) adiéetture vectorielle suivante :
y(n)=0"U(n) (1.12)

ou © est le vecteur contenant les coefficients des noyalik(ej celui contenant les
produits du signal d’entrée nécessaires a I'évaluatiomdeltiey(n).

Uin) = [u(n)
umn = [Ufn)---Us(m)
e = [elMn)--epm)]’

un—1)---uin—M-+1)]"
]T

Chaque vecteur non redondduy(n), contenant les produits du signal nécessaires au
terme homogene d’ordre, est obtenu a partir du vecteur de données correspondant a
la partie linéairdJ; en faisant :

Up(n) = Q (®{U1(n))

ol ® représente le produit de Kronecker dont la définition egtelie en annexe A.1,
®@{U1(n) = U1(n) ®---®Us(n) etQ est une matrice de sélection de lignes de dimen-

p termes
sion (('\,f,l__ﬂ;lp)!! x MP. On peut dire qu&lp(n) est leproduit de Kronecker tronqué’ordre
p deUs(n).

1.2.1.1 Notion de produit de Kronecker tronqué

Définition 1.1 Etant donné le vecteur X [xi,--- ,Xn] de dimension n, on désigne par
produit de Kronecker tronqué de X par lui-méme, noté X, le sous vecteur de ¥ X

de dimensiorﬁ‘%, tel que :
XoX=Q(X®X)

10



1.2. Quelques généralités sur le modele de \olterra

ou Q est une matrice de sélection de lignes formée par les vectepres é(r ou &

représente le k-ieme vecteur de la base canonique de I’eﬁ%ﬂﬁc k étant pris tel que
k=(j—1n+i;j=21---,n;i=j,---,n.

Considérons le vectef, = [c1 - '-Ckp"'Cnp]T obtenu par(p— 1) produits de Krone-
cker du vecteuK par lui-méme.

p
Proposition 1.1 La position de I’élémentkg(il,.. i) = [1% dans le vecteur Xest
) ) le

donnée par :

avecj=1,---,n;j=1,---,p

Preuve : Considérons un élément de situé a la positiorky qui soit le produit des
eléments deX, respectivement situés aux positiaaset i>. Tenant compte de la dé-
finition du produit de Kronecker d¥ par lui-méme, cette position est donnée par :
k2(i1,i2) = (il—l)n+i2; i1=1,---,netip=1,---,n.

Supposons que la position dg _, dans le vecteuXp_, soit donnée par :

p—2 :
kp-1(iz, - ip-1) = Y (j =P pip g, ij=1- nj=1-,p-1
=1

Déterminons alors la position a@g, dans le vecteuxp.

Sachant que
Xp - Xp_l ® X

I'élémentc (i, ... i) estle produitdey g, . i, ;) élémentde&,_1, etdex,, élément

deX. Conformément a la définition rappelée en annexe A.1, saqosist donnée par :
Kp(iz, -, ip) = (Kp-1(iz, =+ ip-1) = 1) n+ip

avec
. . 1. -
1§kp—l(|la"'a|p—l)§np ,|p:1,"‘,n

Tenant compte de I'hypothése de récurrence, alors :
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Chapitre 1. Le modéle de \olterra

2

=]

“T
[

= Z ij— 1P 4i,

avecij=1,---,n; j=1,--,p. Ce quiest le résultat recherche. [ |

On sait donc déterminer la position de chaque élémeM,dd.a sélection non redon-
dante qui génere le sous-vecteungecorrespondant au produit de Kronecker tronqué
de X par lui-méme est alors effectuée en prenant les indjods la maniere suivante
h=i_1,---,n;1=21--- petig=1.

Définition 1.2 Le vecteur X; , obtenu par p produits de Kronecker tronqués de X par
lui-méme, est défini par :

ouQ est une matrice de sélection de lignes formée a partir desueclignes ép(il i)’
Sp(i1, i) étant le ly(i1,--- ,ip)-iéme vecteur de la base canonique de I'espAte
avec :

p—1

olin, - ip) = 3 (i~ )P i
i|:i|,1,"',n; |:177p’ |0:1

Les élémentsy, ... ;) deXp sont tels que :

p
Ckp |1, W I_l

Les valeurs possibles des indidgsetij sont données par la definition 1.2. Le vecteur

Xpt €St un sous vecteur d§ de dimensmn({)‘,ﬁ]p—ll

Exemple 1.2 Considérons un noyau cubique de mémoire-M. On a donc
Uy(n) = (u(n) u(n—1))T
Dou:
Uin@Ui(n)@Ui(n) = (B¥n) u¥(mu(n-1) uv(mu(n—1) u(nu?(n—1)
w(mun—1) umu(n—1) umui(n-1) ud(n—1))"
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1.2. Quelques généralités sur le modele de \olterra

Pour obtenir le vecteur non redondant nous appliquons laricetde sélection de
lignesQ. En considérant la définition 1.2 est formée par les vecteurgg, i, i) avec
ij=1j_1,---,2, ] =1,2,3 etip = 1. Les valeurs admises pag(ky,i»,i3) sont telles

que:
kg(i]_,iz,ig):(il—l)M2+(i2—1)M+i3
le.
ks(1,1,1) = 1
ks(1,1,2) = 2
ks(1,2,2) = 4
ks(2,2,2) = 8
Par suite :
el 10000000
0— e | 01000000
e ] |0O0OO0O10000
ey 000000O0O0?1

Le vecteur non redondantg(h) est alors tel que :

Us(n) = (B(n) E(muin—1) umud(n—1) w¥(n—1))"

1.2.2 Ecriture matricielle d'un modele homogéne

Considérons le modele homogéne d’orgrée sortieyp, suivant :

M-1M-1  M-1 p
yp(my= > > =+ > hp(ng,nz,---,np |_| n—nj) (1.12)

ni=0nzx=ny Np=Np_1

Il est toujours possible d’écrire cette relation sous larnf@matricielle suivante [104,
105] :
Yp(n) =Y (MH pUpi(n), 1<1<p-1 (1.13)

ouUp(n) est un vecteur de dlmensuﬁiﬁ% qui contient tous les produits d’ordpe
du signalu, de la forme suivante :

u(ln—nyu(n—nz)---u(n—np), 0<nN<np---<np<M-1
Hi p_i est une matrice de dlmensuﬁ,, e 11 X ((SAT)F’(' 1)) telle que sor(i, j)-iéme
élément est le coefficient du noyau qU| pondére le produiadeime composante de

Ui (n) et de laj-eme composante dé, | (n) dans (1.12). Le modele initial (1.12) étant
non redondant certaines composanteBipJgu sont nulles.
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Chapitre 1. Le modéle de \olterra

Dans le cas d’un noyau quadratique nous obtenons la forimmlstivante :

hZ(Oa O) hZ(Oa 1) e h2(07 M — 1)
0 hL,1) -  hp(L,M-1)
Hi1= : : . :
0 0 - h(M-1LM-1)

Par suite, la sortie du modéle homogéne quadratique s!écrit

ha[u(n)] = U{ (n)H1,1U1(n)

Il est a noter que dans le cas des noyaux d’ordre supérieunq dette formulation
matricielle n’est pas unique. Pour des noyaux pairs, nousqis toujours choisir une
représentation du type, » />, i.€. une matrice carrée.

Exemple 1.3 Prenons le cas d’'un noyau cubique de mémoire-M. Nous avons les
deux représentations matricielles suivantes :

ya(n) =U3 (MH21U1(n) et y(n) =U{ (N)H12Uz(n) = U3 (N)H] U1 (n)
On adoncH; ;= H£1’ avec :

Ui(n) = (u(n) un-1) u(n-2))
Ux(n) = (u?(n) u(nu(n—1) u(nu(n—2) u*(n—1)
)

un—1u(n—2) w¥n-2))"
h3(07 0, 0) h3(o7 0, 1) h3(07 0, 2)
0 h3(07 1, 1) h3(07 1, 2)
H 0 0 hs(0,2,2)
21= 0 ha(1,1,1) hs(1,1,2)
0 0 ha(1,2,2)
0 0 ha(2,2,2)

D’une maniere générale, la sortie d’'un modéle de VolteroadieP peut donc s’écrire
comme suit :

P
y(n) = U (MH1+ 5 U (MH1, p-1,Up-1,(0) (1.14)
p=2

1.2.3 La décomposition en coordonnées diagonales

Rappelons I'expression du modéle homogéne d’opdsaivant :
M—1 M—1 M—1 p
yp(M= > > -+ > hp(n,nz,---,np) [Ju(n—ny)
=1

ni=0n2=n1 Np=Np-1
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1.2. Quelques généralités sur le modele de \olterra

Via quelques manipulations algébriques, il est possiblevaie ce filtre de Volterra
comme une mise en paralléle de plusieurs filtres linéairagpiERIF. Cette transfor-
mation, introduite par [112], est aussi appelée impléntemtanulticanal du filtre de
\olterra. Elle a été mise a profit par [124] dans une applicaéin annulation de bruit
et par [45, 113] pour I'égalisation aveugle d’un canal nioédire modélisé a l'aide des
filtres de Volterra.

La décomposition en coordonnées diagonales est obtenagsantfle changement de
variables suivant dans I'’équation du modéle homogene lappédessus :

nj=m+ij_y, j=1---,p avec p=0

D'ou :
M—1M—-1-mM—-1-m M—1-m
m=0 il—O io=I1 ip_lzlp_z
p—1
xu(n—m) ['Tu(n—m—ij)
=1

En intervertissant I'ordre des sommations, on obtient :

M-1M-1 M-1

) = 3 Yy

i1=0i2:I1 ip71:|p72

M—l—ip,l p—1
{ Z hp(m,m+i1,~~,m+ip_1)u(n—m)I_Lu(n—m—ij)}
=

m=0
M—-1M-1 M—-1
= > > > hp(nnig e nipg) Ui, (0) (1.15)

i1:0i2:I1 ip—1:|p—2

ou le symbolex représente la convolution linéairetg;, ... i, _, (n) le signal donné par :

p—1
Uiy i, ip-1 (M) = U(N) [ u(n—ij)
=1
En appliquant la transformée emsur I'équation (1.15), on a :
M—1M—1 M—1
Yp(2) = Z Z z Hiy iy 1 (DUig g1 (2) (1.16)

i,=0 i2=|1 ip—1:|p72

ouUi, ...i, , (2) etYp(z) représentent les transformeeseeaspectives de I'entrée, ... ,(n)
et de la sortigyp(n) etHi, ... i, ,(2) la fonction de transfert du filtre RIF de mémoire
M —ip_y1, telle que :

M—1—ip 4
Hijip (@)= Y hp(mm+ig,---,m+ip_1)z "
m=0
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Us,...o(n)
»  H,. «(2)
Us...(n
LN H,...(2)
un) U, (1)
—— ™| Opérateur > H_, @
non-linéaire
Ut
: ’Ml( L HM—l,---,M—l(Z) [

FIG. 1.1 — Implémentation multicanal d’'un modéle de Volterranegéne d’ordrep

Le nombre total de filtres linéaires;, ... i, ij =1ij-1,---,M -1, j=1,--- , p—1,
io = 0, nécessaires pour une implémentation multicanal eﬁﬁ% [112].

On peut remarguer que, dans le cas quadratigukdamposition en coordonnées dia-
gonalesconsiste a former chaque filtre RIF a partir des diagonalea detriceH ;.

1.3 Modeles de Volterra simplifiés

Dans cette section nous allons présenter différentesgtascqui sont des cas particu-
liers du modéle de \olterra. Certaines sont obtenues emtdibgpothese de sépara-
bilité du noyau, i.e.

p
h (n o, ): h (n)
p(My p ﬂl j

1.3.1 Modeéeles de Wiener et de Hammerstein

Ces modéles sont obtenus en mettant en cascade un modéleiglyadiméaire et un

bloc non-linéaire statique. Lorsque la non-linéaritéigtat suit le bloc dynamique li-
néaire, le modeéle est dit modéle de Wiener ; dans le cas aantom parle de modele
de Hammerstein. Lorsque le bloc non-linéaire statique &semsandwich entre deux
blocs dynamiques linéaires, on parle alors de modele deaMigammerstein.

Ce type de modéle a été utilisé dans des domaines trés vdagsds la biologie a la
chimie ou a la psychologie ou la sociologie. [50] cite difiéres références ayant trait
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1.3. Modéles de Volterra simplifiés

a ce type d’application. Dans le domaine des communicatiensiodele de Wiener
est utilisé pour la modélisation du canal de transmissidioraia la fibre optique [39]

et le modele de Hammerstein pour modéliser I'égaliseur dartgpe de communica-
tions [40]. On modélise souvent la chaine de transmissitailis@ire par un modele
de Wiener-Hammerstein. On trouvera aussi des applicaéinrfdtrage adaptatif dans
[10].

1.3.1.1 Modele de Wiener

Pour une non-linéarité statique polynémiale d’orBrda relation d’entrée-sortie de ce
modéele est obtenue en considérant :

u(n) Filtre linéaire w(n) Non-linéarité statique | Y(1)
h g()
FiG. 1.2 — Modéle de Wiener
M—1
w(n) =S h(ny)u(n—ny)
n1=0
P
y(n) = gwn) =Y cowP(n)
=0
P M—1 P
= Cot+ ) Cp| > h(m)u(n—ny)
p=1 n1=0
PM-1 M-1 p
= Co+ 3y » - > C[]h(nju(n—nj)
p=1m=0 np=0 |=1
P M—1 M-1 p
= CO‘|—Z Z hp(nl,---,np)ﬂu(n—nj)
p=1m=0 np=0 =1

avec .
hp(ny, -, Np) = ¢p [] (ny)
=1

Le modele de Wiener est donc un modéle de \olterra & noyaataéies.

1.3.1.2 Modeéle de Hammerstein

Le modele de Hammerstein peut étre vu comme étant le dual di¢lmde Wiener
composé des mémes blocs mais placés dans un ordre inveraé. On
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u(n) Non-linéarité statique w(n) Filtre linéaire y(n)
| -

g() h

Fic. 1.3 — Modeéle de Hammerstein

P
Wi =glulm] = 5 cpuP(n)
p=

M—1
ym = Y h(nyw(n—ny)
ny=0
M—1 P M-1
= Co y h(n)+ > cp H h(ng)uP(n—my)
p=1 0

n1=0 n=

P _
= o+ Y Rp[u(n)
p=1

avec
M-1
ho=co 5 h(m)
ni=0
coh(m), nm=---=nyp=m
hp(nl,"‘»np):{ Op <sin)0n 1 p . 1<p<P

Le modele de Hammerstein correspond a un modele de Voltexgarhkl, ce qui en fait
un cas tres particulier.

1.3.2 Modele de Volterra quadratique ag diagonales

Dans la section précédente nous avons montré que le modelammerstein corres-
pond a un modele de Volterra diagonal. Dans le cas quadeaiicest aussi possible de
tronquer le modele général agpremieres diagonales proches de la diagonale prin-
cipale. Ce modele a été suggéré par [37] dans le contexte aulation d’écho. Le
modéle classique d’'un chemin d’écho est un bloc non-lieésitivi d’'un modéle li-
néaire. Sur la base de mesures expérimentales, il a étéémrdria non-linéarité ne
doit pas étre statique. En représentant ce modéle par unlendelé/olterra quadra-
tique, on s’apercoit que les coefficients du noyau les plyisifscatifs sont ceux qui se
trouvent sur la diagonale principale et sur les diagonalekigsont voisines lorsqu’on
considere la représentation matricielle du noyau quayratiPar conséquent, on a :

q M—1—i

YW =3 "y h - un- fuln- it
i=1 j=

ouqg < M est le nombre de diagonales utilisées. Ce modéle s’obtidaitean utilisant
la décomposition en coordonnées diagonales décrites eg@asdgraphe 1.2.3.

18



1.4. Réduction de complexité par décomposition matricaliéensorielle

1.3.3 Modeéle parallele-cascade

Palm [102] a montré qu’'un modéle de Volterra tronqué, de ménfioie peut étre exac-
tement représenté par une mise en parallele d’'un nombredimatiéles de Wiener-
Hammerstein. Par la suite, Korenberg [71] a montré que ¢alaaissi vrai pour une
mise en paralléle de modéles de Wiener. L'apport de Korgnbstr considérable car
I'identification d’'un modéle de Wiener est beaucoup plugaengue celle d’'un modele
de Wiener-Hammerstein.

[ a P o e
- H, WZ(HV () y2(n)
u(n) e
| |

WN()V gN() yN(Il)

FIG. 1.4 — Modele parallele-cascade

1.4 Reduction de complexité par décomposition matri-
cielle ou tensorielle

1.4.1 Deéecomposition matricielle

Considérons le modéle homogéne (1.12) et sa représentadimicielle (1.13). Si est
le rang deH; |, en utilisant sa décomposition en valeurs singulieres, eart donc
I'exprimer sous la forme [48] :

r
Hipot = ZaiW.ViT (1.17)
i=

ou lesgj sont les valeurs singuliéres ¢ ,_ et lesW etV; les vecteurs singuliers a
gauche et a droite respectivement. Le raegt tel que :

1§r§min((M+|_1>! <M+p—l—1>!>

NM—1)I " (p—)I(M—1)!
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La relation (1.13) devient :
Yp(n) = Z\GI U (W] [MTUp- ()]

= ;Giw,i(n)yp—l,i(n) (1.18)
ou:
yii(n) = U (W, Yp-1i(n) :ViTUp—I(n)

Dans le cas d'un noyau d’ordre pair, la matri¢g,, ,/» est carrée. Nous pouvons donc
lui appliquer une décompositidtDLT telle que :

r
Hpp2= Y ailil] (1.19)
p/2.p/ i; iLiLy
dou: r
n>:_zlai<yp/2,i(n))2> Yp/2i = Up2(N)Li (1.20)
1=

De ce type de décomposition découle une représentatiorpdegralléle-cascade [25,
104]. Une version adaptative a été proposeée par [105].

Chaque branchieest formée a partir des vecteWig a IM+' 1) composantes, &, a

IM—1)!
W composantes, et de la valeur singuligreCe qui fait, pour chaque branche,

un nombre de paramétres égal a :
M+1-Dl(p—I)+(M+p—1-2)!

I(p—1)I(M—1)! 1
En conséquence la complexité globale est de :
(M+1-Dl(p-)+(M+p—1-2)!
r( I(p—NI(M—1)! 1 (.21)

Cette complexité peut étre réduite en écartant les valengsil&res les moins signifi-
catives. Si I'on ne considére que les< r valeurs singuliéres les plus significatives, la
complexité équivalente est :

CYSVHk) =k ( W= |1!)(!ép__|)l!)(!|\;|r£|\i)!+ P 1) (1.22)

Notons par ailleurs que pour un modéle non homogene, il siiffiliser les décompo-
sitions de chaque terme homogéne. Dans ce cas, la relatiiet) evient :

y(n) = U (N)Hy + z Z i Yip,ip (M Yp-1p,ip(N) (1.23)
p=2ip=1

ou:
Yipip(M) = U (MW, Ypipip (M) = ViTUp1,(N)
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1.4.2 Décomposition tensorielle

Les coefficients d’'un noyau de Volterra d’ordpe> 2 peuvent étre regroupés dans un
tenseur du méme ordre. Il est donc possible d’appliqueresuapgau les techniques de
décomposition tensorielle en vue de réduire le nombre denp&tres qui le caractérise.
Une des décompositions possibles est le modele PARAFAC l(gainexe A.2) intro-
duit par Harshman [56] et Caroll et Chang [23] dans les annégrarde-dix. Dans le
cas d’'un tenseur d’ordre trois, elle consiste a représspteEléments par une somme
finie de produits d’éléments de trois matrices. Khowsjal. ont appliqué cette décom-
position a un noyau de Volterra cubique [64]. Cette décontipospermet d’écrire le
noyau cubique tel que :

R
h3(n1, No, n3) = .Za(nl,i)b(ﬂz, i)C(ng,i), nj = 0, ce ,M — l, j = 1, 2,3 (1.24)

ou R est le nombre de facteurs de la décomposiBRAFACet lesa(ny, i), b(ny,i),
c(nz,i) des éléments des matrices de cette décomposition. Palestétene cubique
du modele de Volterra-PARAFAC s’écrit :

M-1M-1M-1 / R 3
) = 33 (Zaml,i)b(nz,i)c(ns,i)) [utn—ny)
i =1

n1:0n2:0n3:0 =
R /M-1 M—1 M—1
= Z( > a(nlai)u(n_nl)> (Z b(nz,i)u(n—n2)> (Z c(ng,i)u(n—ng))
1=1 \n1=0 nz=0 n3=0

(1.25)

Ce modele admet aussi une représentation de type paraiatade. Sa complexité
parameétrique est [64] :

cVP=3MR (1.26)

Dans le cas patrticulier d’'un noyau séparaliler 1 suffit pour représenter le noyau
avec une tres bonne précision.

Remarque 1.1 Les modeles résultant d'une décomposition matricielleemsarielle
conduisent & des implémentations de type paralléle-ca&sdaés structures étant mo-
dulaires, elles sont bien indiquées pour I'implémentatitSI des filtres de Volterra
[105, 62]. Cependant, le gros inconvénient est la perte denkrité par rapport aux
coefficients du modele. En conséquence, les algorithmesirdaion sont générale-
ment sous-optimaux. Ce probleme est aussi rencontré daappesximations de mo-
dele de Volterra proposées par [43, 62].
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Chapitre 1. Le modéle de \olterra

1.5 Estimation au sens de I'erreur quadratique moyenne
minimale d’'un modele de Volterra

Considérons le probleme de I'estimation des parameétresrdaaele de \olterra re-
présentant un systeme ayakth) comme signal désiré efn) comme signal d’entrée.

P M-1 p
UEDI I S g [utn- )
p=1m=0  Np=Np-1 =1

Les noyaux étant considérés dans leur forme triangulaings avons la représentation
vectorielle (1.11) :
y(n)=0'u(n)
ou le vecteur de régressithn) et le vecteu®© sont définis comme :
T T
Um=(ufn - U ), ©e=(ef - ©of)
Up(k) et ©p étant les vecteurs de régression et de parametres relatiésrae homo-
gene d’ordrep.

Les signaux d’entrée-sorti€n) etd(n) sont supposes étre des signaux aléatoires a va-
leurs réelles, conjointement stationnaires au moins jadtqudre 2P. La méthode d’es-
timation envisagée consiste a minimiser I'erreur quaguatimoyenne (EQM) d’esti-
mation par rapport au vecteur de parame®es

minJequ(©) = E [(d(n) —e'u (n))z} (1.27)

Cette fonction objectif étant quadratique @nelle admet un extremum global unique
qui est un minimum donné par :

My Oeom = Cqu (1.28)

ouly = E[U(n)UT(n)] est la matrice d’autocorrélation du vecteur de régression,
appelée aussi matrice des moments de I'enifgg, est le vecteur d’intercorrélation
entre le processud(n) et le vecteur de régressiah(n). Ce systéme d’équations al-
gébriques linéaires, appelées équations de Wiener-Hogfjoations normales éten-
dues, constitue laolution de WienerLorsque la matrice d’autocorrélatidn, est in-
versible, la séquence d’entréa(n)} est diteexcitante de fagon persistantge degré
M et d’ordreP, et le vecteur de paramétres estimeés peut alors étre caltaide de la
formule suivante :

Oegm = FleQdU (1.29)

On obtient ainsi une formule d’estimation identique a cedllecas linéaire ; seule la
définition du vecteur de régressiorin) est différente. Pour I'estimation paramétrique
d’'un modéle linéairRIF, les quantité$y et €yy font intervenir des statistiques du
second ordre des signaux d’entrée-sortie, tandis que @acasl du modele de Vol-
terra ces quantités renferment des statistiques d’ordee@2de ces mémes signaux
d’entrée-sortie.

22



1.5. Estimation au sens de l'erreur quadratique moyennémnala d’un modeéle de
\olterra

1.5.1 Condition d’'inversibilité de la matrice d’autocorrélation du
vecteur de régression

La séquence d’entréfu(n)} étant supposée distribuée de maniére indépendante et
identique (i.i.d.jndependent identically distributgdon a la propriété suivante [93] :

Théoréme 1.1 La matrice d’autocorrélatio’y du vecteur de régression(d) a com-
posantes polyndmiales de degré au plus égal a P, en I'entidesupposeée i.i.d., est
inversible si et seulement si I'entrée prend au ma@is- 1) valeurs distinctes.

De ce théoreme on peut déduire les résultats suivants [34] :

— Pour un canal de communication numérique non linéaire hsédé I'aide d’'un
filtre de Volterra d’ordreP, une séquence d’entrée aléatoire i.i.d. du typd1—

M, pouvant prendr®! (M étant pair) valeurs distinctes, satisfait la condition de
persistance d’excitation (PE) si et seulememist P+ 1. En particulier, pour un
canal linéairgP = 1) on doit avoirM > 2, et pour un canal quadratique = 2)

ou cubiqueP = 3) il faut M > 4.

— Une séquence d’entrée i.i.d. gaussienne satisfait laittam@E pour tout canal
non linéaire d’ordreP fini.

— Toute séquence d’entrée i.i.d., de moyenne nulle et daneeo?, satisfait la
condition PE pour tout modéle linéaire RIF, indépendammergaddistribution.
En effet, dans le cas d’'un modele RIF de mémMrgour une séquence d’entrée
i.i.d. stationnaire et centrée of'g = g2l ol |y est la matrice identité d’ordre
M.

1.5.2 Cas d'un modele de Volterra du second ordre

Dans ce cas, les équations de Wiener-Hopf (1.28) s’écraaum la forme partitionnée

Suivante : r [ T}
ur_ E[UU; > ( O1EQm ) _ ( Cau, ) 130
(]E[UZUH M, O2EQMm Cyu, (1.30)
Notons que les blocs diagonaliy, etly, contiennent respectivement des moments

d’ordres deux et quatre de I'entrée, tandis que les blocs diagonaux sont formés de
moments d’ordre trois de I'entrée. Supposons que :

i) La séquencel est centrée ; i.éf {u} = 0.

i) Elle suit une distribution de probabilité symétrigue&sSnoments d’ordre trois sont
donc nuls :

E{uin—tuin—t)u(in—12)} =0,V 1,11,7o=0,1,--- M—1

La relation (1.30) devient alors :

(5 )2 (82
0 Ty, ©2 EQMm Cdu,
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Chapitre 1. Le modeéle de Volterra

La solution optimale eut alors étre découplée comme suit :
MNu,01e0Mm = Cay, (1.31)
Mu,92e0m = Cqu, (1.32)

A partir de I'équation (1.31) nous pouvons conclure quegleteur de parameétres esti-
més relatif au terme homogene d’ordre un est identique addiao optimale du filtre
linéaire de Wiener. Si en plus le signal est supgase alorslly, = 0?ly. Il s’en suit

que :
1
O1eQm = ?Cdul

1.5.3 Cas d’'un modele de Volterra cubique

Nous venons de voir que, dans le cas d’'un modeéle de Volteréailie-quadratique,
I'hnypothese d’une distribution symétrique de I'entréerpet de découpler I'estimation
des noyaux linéaire et quadratique. Toutefois, cette tgsat n'implique pas le décou-
plage de I'estimation des noyaux d’un modeéle de Volterradi® supérieur a deux.
Ainsi, pour un modele cubique I'estimation des partiesdirget cubique est couplée.
Cependant, il a été montré [131] que pour une séquéendeil est possible d’esti-
mer les coefficients des noyaux de \Volterra sans aucun aalgtuiciel, réduisant ainsi
la complexité de calcul de la procédure d’estimation. Il asaété montré que pour
des signaux d’entrées complexes pouvant s’écrire sousneefo= u; + ju;, ouu, et

u; sont des variables aléatoires réelles, indépendantesrgttisguement distribuées,
et j2 = —1, le découplage est aussi réalisé [108]. Les signaux de@yd appar-
tiennent & cette famille. Le découplage est aussi assw@ueres signaux sont de type
PSK [128].

1.6 Estimation adaptative

Dans le cas ou le systéme nécessite un traitement de donmdéemps réel ou s'il
comporte d’éventuelles non stationnarités, I'implémeaterécursive des algorithmes
d’estimation s'impose. Généralement, en raison de la @@Epde linéarité du modéle
de Volterra par rapport a ses parametres, les algorithneggatds utilisés dans le cas
des filtres linéaires peuvent étre étendus aux filtres devalt

1.6.1 Algorithmes de type LMS

Il est mis en ceuvre en minimisant le critere de I'erreur gatgine moyenne. A chaque
instantn, le vecteur des parameétres est adapté suivant la relaticanse :

Op(n+1) = Op(Nn) + ppe(N)Up(n) (1.33)
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1.6. Estimation adaptative

ou Up est une petite constante positive qui regle la vitesse deecgence de l'algo-
rithme ete(n) = d(n) — ©TU(n). Sous certaines hypothéses simplificatrices, on peut
montrer que la convergence de l'algorithme LMS est gardotsgue [86]

O<pp< i, vp
max

oU Amax est la valeur propre maximale de la matrice des moments digde Comme

dans le cas linéaire, la vitesse de convergence de I'ahgoeitdépend du ratio entre
la valeur propre maximale et la valeur propre minimale de &rite des moments
de I'entrée. La convergence est d’autant plus rapide quato® Kqui est le nombre
condition de la matrice des moments, est faible [86, 57].draflexité de calcul de cet
algorithme est d®(MP).

En vue d’améliorer la vitesse de convergence de l'algomthiivS et d’étre moins
dépendant vis a vis des statistiques du signal d’entréaylostitue a la structure trans-
versale du filtre une structure en treillis. L'objectif esbrthogonaliser les signaux
d’entrée et donc d’estimer la réponse désirée comme étardambinaison linéaire de
signaux orthogonaux. Plusieurs études ont été menées eaeas. Entre autres, nous
pouvons citer [70, 86]. D’autres algorithmes de type LMSé&iatproposeés par [52, 74].

1.6.2 Algorithmes de type RLS

L'algorithme RLS trouve la solution analytique d’'un probleéioptimisation formulé
dans un cadre déterministe [86]. Pour ce faire, on mininaigeriction de colt

n
) =S A"M(d(n) —eTu(n)?
m=0
ou A est le facteur d’oubli pris entre 0 et 1. La solution optimal@ minimisation de
ce critére est donné par : A A
Dy (n)©(n) = Cqu(n)

®y(n) = i)\”mU(m)UT(m):)\&)U(n—l)+u(n)UT(n)

m=0

Go(n) = 3 ATTA(mU (M) = Aday(n— 1)+ AU ()
m=0

Pour estime®(n), il est nécessaire de calculer I'inverse de la magigén). Grace aux
formulations récursives ci-dessus et au lemme de l'inearsiatricielle, nous avons :

@, () = A~ (n—1) — Ak (MUT (N)d; (n—1) (1.34)
avec ~
Ao, (n— 1)U (n)

T 142 UT ()b, (n— 1)U (n)

K(n) (1.35)
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Chapitre 1. Le modeéle de Volterra

Par suite, le vecteur des parametres optimaux est récomsiteobtenu comme suit :
O(n) =0(n—1)+k(n)e(n) (1.36)
otg(n) =d(n)—0T (n—1U(n).

L . a1
Les conditions initiales de cet algorithmes sont telles: @) = 0 et®, (0) = y 1,
ou y est une petite constante positive.

L'algorithme RLS converge généralement plus vite que le LM&sale maniére indé-
pendante des statistiques du signal d’entrée [86]. Cepé&rsdgaromplexité de calcul est
bien plus élevée : elle est @M?). Des approches de développement d’algorithmes
rapides sont présentes dans la littérature mais en gépé@ratdt de calcul reste plus
élevé que celui du LMS [29, 77, 123, 101].

1.7 Exemples de canaux de communication non-linéaires

Nous présentons dans ce paragraphe des caractéristiqgasldaes canaux de com-
munications non-linéaires rencontrés en pratique. Dadkdgitre 5, nous détaillerons
un autre systéme de communication non-linéaire, celuiaeés au réseau sans fil via
une liaison par fibre optique.

1.7.1 Communication par satellite

Afin d’obtenir une bonne puissance de transmission, lesiiogpéurs (généralement
des TWTA pourTravelling Wave Tube Amplifieen anglais) du transpondeur localisé
dans le satellite et de la station terrienne sont utilisés de leur niveau de saturation.
Il en résulte une distorsion non-linéaire en sortie de I'dicpteur. Un amplificateur
radio-fréquence (RF) opérant dans sa zone de fonctionnemeenlinéaire présente
deux types de non-linéarité. La premiére lie la puissancsighal d’entrée a la sortie
de 'amplificateur. Ce type de distorsion est appelé conver&M/AM. La seconde lie
la phase du signal de sortie avec la puissance du signatééeiitlle est appelée conver-
sion AM/PM. Les modéles les plus couramment utilisés poulétiser ces effets sont
dus a Saleh [118].

Dans une liaison satellitaire classique cette non-likéast mise en sandwich entre
deux systemes linéaires invariants dans le tehgpé) et hgown(t) qui modélisent les
canaux de propagation de la terre vers le satellite et iaueegat. || a été montré que la
représentation en bande de base de ce systeme est prédidéoréa par le modele de
\olterra ci-dessous [9] :

P M M 2p+1

p
ym=>5% > > h2p+1(n1,"',n2p+1)|1u*(n—nj) [1 un—ny)  (1.37)

p=0Ng Ny ] j=p+1
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1.8. Egalisation des systemes de \olterra

ou u(n) est la séquence de symboles du signal émiggti(ng,---,N2pt1) sont les
noyaux de \olterra en bande de base déterminés a partir éfficiamts des canaux
linéaireshyp(t) et hgown(t) et des coefficients du développement de Taylor des non-
linéarités de I'amplificateur. 1l est & noter que I'absenes doyaux pairs dans (1.37)
est due au fait qu’ils génerent des composantes spectralesrg en dehors de la bande
passante du canal et qui sont donc rejetées par le filtre-passke suivant I'amplifica-
teur.

1.7.2 Systémes de communication sans fil a large bande

Les systemes de communication sans fil a large bande regudse modulations per-
mettant une bonne exploitation de la bande passante. Ciest les modulationBAM
[61]. Cependant, le probleme avec ces modulations est querwaloppe présente de
larges fluctuations qui rendent le systeme sensible auxinéarités de I'amplifica-
teur de puissance (HPA, de l'angldiggh power amplifiey. Les HPA utilisés sont de
type TWTA ou SSPA $olid State Power Amplifigpour des signaux RF ayant une
fréquence de 60 Ghz. Le canal de propagation étant généalaeprésenté par un
modéle linéaire, le modele global du canal de transmissiamé par la mise en cas-
cade du HPA et du canal linéaire peut étre représenté par dalende \olterra.

Il est & noter que ce type de représentation peut étre faittpatitype de systeme de
communication utilisant un amplificateur de puissance an#d de saturation [111].
Les systemes de transmission OFD®Fthogonal Frequency Division Multiplexing
sont notamment soumis aux distorsions non-linéairesdnites par le HPA [114].

1.7.3 Communication dans un environnement fermé

Considérons le cas d’'une personne dans un environnemer# fetrqu’une salle ou
un véhicule communiquant avec un téléphone portable. Lé peleur introduit un
comportement non-linéaire alors que le milieu physiqueedisthaut-parleur et le mi-
cro du téléphone peut étre représenté par un modele linéaireanal ainsi décrit est
donc globalement non-linéaire. Il est a noter que dans ld’'ca salle, la réponse im-
pulsionnelle dépend de la réverbération et des caradggiest d'absorption de la salle.
Une telle réponse impulsionnelle est généralement treguigénérant ainsi un mo-
dele de Volterra équivalent ayant un nombre trés élevé denpztres. Le canal ainsi
modeélisé peut étre utilisé pour faire de I'annulation dés89].

1.8 Egalisation des systemes de Volterra

Dans plusieurs applications dans lesquelles le systémemsisenté par un modéle de
Volterra il est parfois nécessaire de reconstituer le sidiemtrée a partir du signal de
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Chapitre 1. Le modeéle de Volterra

sortie. Une telle opération nécessite un égaliseur. Lexipales méthodes d’égalisa-
tion de systemes de Volterra SISO sont : la théorie de I'seefordreP, la méthode du
point fixe, I'égalisation de type Wiener et la méthode desecde polynémes. Toutes
ces méthodes sont supervisées et requierent en générahlaissance des coefficients
du modele de Volterra.

1.8.1 Inverse d’ordreP

Contrairement au cas linéaire ou on peut définir l'inversendystéme, ce n’est géné-
ralement pas le cas pour les systemes non-linéaires. Topiuapon peut définir un
inverse local, i.e. restreint a un intervalle d’amplitudesignal d’entrée. La théorie de
I'inverse d’ordreP a été introduite par Schetzen en 1976 [120].

Définition 1.3 L’inverse d'ordre P d'un systeme non-linéaire H est un systéon-
linéaire H tel que la mise en cascade des deux systémes soit repepanién modele
de Volterra Q dont les noyaux d’ord&a P sont nuls :

[o0]

Q(u(n)) =u(n) + Qp(u(n) (1.38)

p=P+1

ou Q_p(u(n)) est le terme homogéne d’ordre p.

Plusieurs auteurs se sont penchés sur la mise en place ritfaiges permettant de
générer cet inverse [119, 22]. L'écueil principal de cetithonde est la non maitrise
des termes d’ordre supérieur de la mise en cascade du systataeson inverse, i.e.

) 6p(u(n)). La convergence d’un égaliseur basé sur cette théorie adest assu-
p=P+1

rée que pour un systeme non-linéaire tel que ces termesré’stghérieur soient peu
influents.

1.8.2 Méthode du point fixe

Cette méthode a été appliquée par [92] dans un cas généra tprad[129] I'ont ap-

pliquée au cas des systemes de communication par satéligant des signaux PSK.
Plus récemment, elle a été appliqguée d’'une part aux syst8iwS non-linéaires et

d’autre part aux systemes non-linéaires utilisant un gtége [116]. La méthode se
base sur le théoréme du point fixe de Banach. Ce théoreme gapanti une trans-

formation contractante, I'existence et l'unicité d’un pofixe, prescrit la maniere de
le trouver et donne une indication sur la rapidité de coremecg de la méthode. Il a
été montré qu’en connaissant les coefficients des noyawoller représentant le
canal, sous certaines conditions nécessaires et suf§g@2e130], il est possible de
formuler le probléme de I'égalisation des systemes de Malisomme un probleme de
recherche de point fixe. Une des conditions est la nécesautéidun noyau du premier
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1.8. Egalisation des systemes de \olterra

ordre du modéle de Volterra a phase minimale. D’'une maniénémale, la propriété de
contraction est difficile & garantir ce qui ne permet pas darga la convergence de la
méthode.

1.8.3 Egalisation de type Wiener

Le principe de cette méthode est de rechercher 'égalisemnme étant le filtre de
\olterra, dont les coefficients sont contenus dans le vetietel que :

Hopt = arg n:TinE<HI-_|TY(n)—u(n—6e)H2> (1.39)

ouY(n) est le vecteur d’'observation formé par les échantillonsigioas recu et leurs
produits croisés jusqu’a I'ordre de non-linéarité de llésgur etde est le retard d’éga-
lisation. Cette méthode a d’abord été utilisée par [8] darmasedes systemes de com-
munication par satellite. Il est a noter qu’aprés avoir figédre et la mémoire de I'éga-
liseur, I'erreur résultant de la minimisation de I'errewaglratique moyenne en sortie
de I'égaliseur tend a croitre avec I'ordre de non-linéatitésystéeme [115].

1.8.4 Meéthode des racines de polynémes

Le principe de cette méthode, suggérée par [115], est deefanmpolyndme emi(n)
puis de rechercher ses racines. Le symbole le plus procine dies racines est choisi
comme étanu(n). Pour ce faire, on suppose connus le modéle du canal, i.eoéds
ficients des noyaux de \olterra représentant le canal, syleboles antérieurswn).
On peut donc former un polynéme dont les coefficients départks symboles anté-
rieurs et des coefficients du modéle. Sans perte de gégémkinons le cas d’'un canal
représenté par un modeéle de Volterra d’ordre trois. On a :

M-1 M—-1M-1
y(n) = Z hi(np)u(n—ng) + z z hz(ng, n2)u(n—ng)u(n—ny)
n1=0 ny=0n2=ng
M-1M-1 M-1
+ z hz(ng, N2, n3)u(n—ng)u(n —n2)u(n —n3)
N =0N2=N1 N3=ny
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M-1
= hi(Ou(n)+ 5 hi(n)u(n—ny) +hy(0,0)u(n)
n=1
M-1 M-1M-1
+u(n) H h(0muin—nz)+ 5 5 ha(n,n2)u(n—ng)u(n—ny)
no=1 ni=1np=ng
+h3(0,0,0)u%(n) +u?(n) le h3(0,0, nz)u(n—ng)
nz=1
M-1 M-1
+u(n) S Yy hg(0,nz,ng)u(n—nz)u(n—ng)
no=1Nn3=ny
M-1M-1 M-1
+ > hs(ng, nz,nz)u(n—ng)u(n—nz)u(n—ng)

ni=1n=n1 N3=np

En regroupant les différents termes, nous obtenons I'@qupblyndmiale suivante :

o+ c1u(n) 4 cou?(n) + caud(n) = 0 (1.40)
avec :
M—1 M—1M-1
co = —-y(n+ Z hi(np)u(n—nyg) + z z ha(ng, n2)u(n—ng)u(n—ny)
ni=1 ni=1nx=n
M—1M-1 M—1
- Z z Z hs(ng, N2, n3)u(n—ng)u(n—ny)u(n—n3)
ni=21np=ny n3=nyp
M—1 M—1M—1
¢t = h(0)+ 5 O mun-n)+ Y Y hg(0,n2,nz)u(n—nz)u(n—ng)
np=1 np=1n3=ny
M—1
C2 = h2(070)+ z h3(0707n3)u(n_n3)
n3=1
C3 = h3(0a070)

Le symbole émis est donc choisi comme étant une racine dedtimn (1.40). Les per-
formances de la méthode dépendent fortement de la qualitéstienation du modele
et des symboles antérieurs. L'avantage de cette méthodgI'eie est utilisable sans
condition particuliére sur le noyau d’ordre un, i.e. qubitsa phase minimale ou non.
Ses performances sont aussi indépendantes de la naturaateliaéarité du systéme.
Cependant la nature DFH€cision feedback equali2ete la méthode peut générer une
propagation d’erreur. Nous reviendrons sur cette méthads k& chapitre 5.

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit le modéle de Volterracto® quelques applica-
tions dans le domaine des télécommunications. Deux pr@&dénajeurs ont été mis en
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1.9. Conclusion

évidence : la complexité paramétrique du modele et la coxitplde I'estimation au
sens de I'erreur quadratigue moyenne minimale du modéles [@a chapitres suivants
nous allons développer des solutions a ces problemes :
— d’une part des techniques de réduction de complexité basgde développe-
ment des noyaux de Volterra sur des bases de fonctions oriates ;
— d’autre part des méthodes orthogonales d’estimation rmaide 'erreur quadra-

tigue moyenne minimale.
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Chapitre 2

Les Bases de Fonctions Orthogonales
Rationnelles

2.1 Introduction

L'utilisation des fonctions orthogonales dans la représtésn des systémes est une
approche communément utilisée tant dans la communauté@itentent du signal que
de l'automatique, et ce depuis plusieurs décennies. Orctettparmi les précurseurs,
les travaux de Takenaka et de Malmquist en 1925 portant symnidése de fonctions
orthogonales dans le but d’interpoler des fonctions aitplgs a I'intérieur du cercle
unité [13, 58]. Mais aussi, ceux de Lee et de Wiener qui de ¢étg ont fourni un
travail conséquent sur les fonctions de Laguerre publié teannées trente.

La base orthogonale compléte la plus connue est certainemiandes fonctions delta
de Dirac. Sa transformée en z engendre les filtres a répomagsiannelle finie (RIF)
auxquels on recourt dans de nombreuses applications thntext du signal. Ces filtres
présentent 'avantage d’une implémentation simple. Umpeapmation de toute fonc-
tion de transfert d’'un systéme stable peut étre réaliséeadeld’un modéle RIF, modele
pouvant étre mis sous forme d’'une régression linéaire. iAlisstimation par la mé-
thode des moindres carrés donne des estimées consistalgdwgt de mesure est
centré et non corrélé avec I'entrée du systeme [53]. Cepgndaitisation des filtres
RIF pour la représentation des systemes a longue réponsésiormelle requiert un
nombre de paramétres nécessairement élevée. Lerreurrddpation décroit certes
lorsque le nombre de parameétres augmente mais cette apyatma devient plus sen-
sible au bruit. D’ou I'intérét de trouver des modéles quiér@mt des approximations
précises avec peu de parametres [135].

Pour réduire la longueur des filtres RIF, I'utilisation desrds a réponse impulsion-

33



Chapitre 2. Les Bases de Fonctions Orthogonales Rationnelles

nelle infinie (RII) peut étre envisagée. Cependant, la stéldié leur version adapta-
tive n'est pas toujours garantie. Les filtres orthogonauarection de transfert ration-
nelle représentent, quant a eux, un compromis entre lesaasses de filtres sus-cités
[59, 107, 138]. En effet, ils permettent d’améliorer le citiodnement numérique des
algorithmes utilisés et fournissent un ensemble de paramstiffisamment parcimo-
nieux lorsque leurs péles sont proches des dynamiques tknsysx approcher [91].
Les péles étant fixés, le modéle résultant est linéaire ggoorda ses parametres, les
coefficients de Fourier. La minimisation du critere de kemr quadratique moyenne
présente un minimum global unique et les estimés sont nagekiai le bruit de mesure
est non corrélé avec le signal d’entrée [15, 132].

Parmi les bases de filtres orthogonaux a fonction de transfiégonnelle, les bases de
filtres de Laguerre et de Kautz sont certainement les pluswees Les filtres de La-
guerre sont caractérisés par un pole unique, stable etllsgéebnt adaptés a la modéli-
sation des systemes dont la dynamique dominante est dugsrerdre [1, 44, 53, 84,

85, 87, 96, 126, 125]. Les filtres de Kautz, quant a eux, saactérisés par une paire
de pbles complexes conjugués. De ce fait, ils sont forteindiqués pour la représen-
tation de systemes ayant une dynamique dominante du seoined @4, 98, 133, 135].

Dans le but de modéliser des dynamiques plus complexeseptagénéralisations de
bases orthogonales a fonction de transfert rationnell@tnintroduites. Certains au-
teurs les ont appelées Bases Orthogonales Généralisées (B&<hous retiendrons
plutot 'appelation Base de Fonctions Orthogonales RatibesméBFOR). Dans ce cha-
pitre, nous présentons les différentes approches de sgtles BFOR existant dans la
littérature. Ces différentes approches peuvent étre rénraaune méthode générale de
synthése. Quelle que soit 'approche considérée, une érailque importante dans
la synthése de ces bases est le choix des péles. En effetiedaégeloppement d’un
systeme sur une BFOR, le nombre de paramétres utilisés dépeachént des pdles
choisis. Comme indiqué plus haut, plus les pbles choisismaches des dynamiques
du systéme dont on veut réaliser une approximation, pludriéode troncature du dé-
veloppement du systéme sur la base ainsi construite est.rBdns ce chapitre, nous
ne considérerons que le cas des systemes linéaires, sthbkassaux. Les problémes
d’identification que nous considérerons seront dans le demie@mporel. Pour I'identi-
fication des systémes a I'aide des BFOR dans le domaine fréglien peut se référer
al4, 3].

2.2 Meéthodes de construction des bases de fonctions or-
thogonales rationnelles

De maniere parallele, deux approches de construction desRBiDété proposées :
les représentations équilibrées dans I'espace d’étatl[58134, 31] et la procédure
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt [90, 4].
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2.2.1 Préliminaires

Considérons un systéme mono-entrée mono-sortie d’'orcite fonction de transfert
scalaireH. Sa représentation dans I'espace d'étdt #,%, 7) est telle que :

X(n+1) = @%X(n)+Au(n)

y(n) = &x(n)+ 2u(n) (2.1)

Les signawu(n), y(n) etx(n) représentent respectivement I'entrée, la sortie et It&iat
systéme. Les matrices’, #,% et 2 sont respectivement de dimensiansr, r x 1,
1xretlx1. Larelation entre la fonction de transfert et la repréetion d’état est :

H(2)=2+% (2l - «/) 15 (2.2)

La représentation d'état?, #,%, 2) est stable si toutes les valeurs propresdsont
strictement a I'intérieur du cercle unité.

On définit aussi les matrice® et 2, appelées respectivement matrice de contrélabilité
et matrice d’observabilité. Sile systéme est stable, sbes solutions des équations de
Lyapunov suivantes :

A PAN+ BB = P

N9 +e"e = 2
En considérant quil est analytique en dehors du cercle unité, son développeznent
série de Laurent est :

H(z) =Y hz
2,
On définit alors la matrice de Hankel associé¢ par :
6 (H) =hipj1

Une représentation d’état stable est dite equilibré&?si 2 = %, ou X est la matrice
diagonale des valeurs singulieres positives de la mateceahkel classées en ordre
décroissant. On parle de représentation équilibrée adéergiZ = 1,2 = 52 et de
représentation équilibrée en sortie®i= 32, 2 = | [58].

2.2.1.1 Filtre passe-tout
np
En rappelant que pour tout polynéme &rP(z) = S piZ, son conjugué est un po-
i=0
Np .
lynéme enz ! noté P*(z'1) = 5 prz', le filtre de fonction de transfei est dit
i=0

passe-tousi :
HH*(z ) =1 (2.3)

Il est, en outre, dit orthogonal si sa représentation daspéce d'état (2.1) est équi-
librée en entrée et en sortie. Cela signifie que les matricededblabilité et d’ob-
servabilité sont égales a la matrice identité. En consémgjdes valeurs singulieres de
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la matrice de Hankel associée a un filtre passe-tout ortledgmmt égales a un [58].
La condition d’orthogonalité d'un filtre passe-tout se résualors par les propriétés
suivantes :

o "+ BB = (2.4)

N +eHe =1 (2.5)

[117] ont, par ailleurs, montré qu’une condition nécessaiisuffisante pour que le filtre
H soit un passe-tout orthogonal est que la matficdéfinie par (2.6) soit unitaire.

oS B
F:(% @> (2.6)

2.2.1.2 Produit scalaire

On définit I'espace de Hilbery(N) des fonctions de carré sommable & support dans
N, doté du produit scalaire :

< by, b >= z bk (i)by" (i) (2.7)
ieN
Cet espace est aussi appelé espace de Lebesgue. Pour lalelagsemes traites, la
réponse impulsionnelle est une fonction/déN).

Considérons a présent I'espace de Hilbert associé aux émsalie transfert de systémes
discrets, stables et causaux. Rappelons, pour ce faire aquanisformée em d’'une
séquenceh(i)} € (2(Z) est:

Elle appartient & I'espace de Hilbért(T) des fonctions de carré intégrable sur le cercle
unité T. On associe a cet espace le produit scalaire suivant :

dz

: (2.8)

. 1 */5—1
< By, B >— Z—m.]{Bk(z)Bl Y

Un sous-espace de(T) est I'espace des fonctions de carré intégrable sur le cercle
unité qui sont analytiques a I'extérieur du cercle unitgpedd espace de Hardy. Il est

a noter que les fonctions obtenues apres I'application deatesformée ez sur un
ensemble de fonctions orthogonales dans I'espace de Liabeegt aussi orthogonales
dans I'espace de Hardy ; la transforméezeonnserve la propriété d’orthogonalité.

Par ailleurs, on définit le produit scalaire de deux varisbléatoiresv(n) etv(n) par :
<w(n),v(n) >=E[w(n)v*(n)] (2.9)
ouE est 'opérateur espérance mathématique.
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2.2.1.3 Orthogonalité de deux vecteurs aléatoires

Considérons deux vecteurs aléatoestY. On définit les matrices d’intercorrélation
Ixy et d’'intercovarianc&xy par :

Fxy =E[XY"], exy=E|X-E[X]][Y -E[Y]"
Elles vérifient la relation suivante :
Cxy =Mxy —E[X]E[Y]"
Les vecteurs aléatoiresetY sont dits non corrélés si :
Cxy=0

et orthogonaux si :
Fxy=0

Dans le cas ou au moins I'un des deux vecteurs est centréeimoyenne nulle, la non
corrélation des vecteub§ etY est équivalente a leur orthogonalité.

Considéron®(z) et T (z) des fonctions de transfert stables et causales de deuxmsté
mono-entrée multi-sorties (SIMO, de I'anglais Single Ihplultiple Outputs) tels que
W(n) = R(g)x(n) etV (n) = T(q)y(n), ouq est 'opérateur avance, soient les réponses
respectives des deux systemes lorsqu’ils sont excitésepgrrbcessus stochastiques
stationnaires, centrésety, respectivement. Appelors,y(z) la transformée en z de la
fonction d’intercorrélation des deux processus. Par shitéhéoreme de Parseval, on

a:
dz

<W(n),V(n) >= Zim?{R(z)TH(z—l)qaxy(z)? (2.10)

2.2.2 Construction basée sur la représentation d’état équilibrée

L'une des premiéres généralisations des bases orthogoestieelle dite modéle de
Hambo, proposée par [58].

Supposons qu’on veuille construire une base avec I'ensedwpoles stablés &},
i=0,1,---,r—1. La premiére étape de cette construction consiste a fdani@nction

de transfert passe-tout prototy@z) d’ordrer, ayant une représentation équilibrée
dans I'espace d’état. Le passe-tout prototype choisi ésii @ar sa fonction de transfert
G.

G(2) = ﬁ 12__‘:; 2 (2.11)
G2)=2+%2l—o) 1% (2.12)

li.e. poles a I'intérieur du cercle unité
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La transformée emdu vecteur d’étaK du systéme est reliée a celle de I'enttépar
la relation suivante :

X(2) = (zl — /) 18U (2) =V (2U (2) (2.13)

V(z) est le vecteur qui contient lesfonctions de transfert entrée-état. On peut aussi
noter que [97]

<z>:fj‘ii((zzl':§)>,@: T a9 = [](z-&) (2.14)

Le filtre passe-tout prototyp® s’écrit alors :

Zd*(z 1)

C@="43

(2.15)
On vérifie aisément que*(z 1) = G 1(2).

Proposition 2.1 Les fonctions de transfert définies pa( = e (zI — /)14, ol e,
i=0,1,---,r —1désigne I€i + 1)-éme vecteur de la base euclidierit'e forment un
ensemble orthonormal.

Preuve : Supposons que le signal d’entréesoit blanc, centré, de variance unité. A
partir de (2.13) on peut considérer le vecteur d’état comtaatda sortie du filtre
SIMO de fonction de transfek (z) lorsque celui-ci est excité par le signal d’entrée
u. Le produit scalaire des signaux d’état est donc donné application directe de la

définition (2.10) : d:
,1 V4
< X(n),x =50 y{V

Par application du théoréme de Parseval, on a :

21 n—oo N

i.]{V(z)VH(z1 92_ jim 1nz;E{x

Or par définition [90], la matrice de contrélabilité est auksinée par

2= fm 5 00

Tenant compte du fait que la représentation d’état du filagsp-tout prototyp& est
équilibrée, sa matrice de controlabilité est, comme nawhis fait remarquer dans les
préliminaires, la matrice unité. Dog;% V@V (zHLE=1. u

Par cette procédure, une base de dimensitelle que

Bo,i(z) =Vi(z), i=0,1,---,r—1
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a été générée. Par la multiplication répétée/de) par G(z), une base compléete de
I'espace de Hardy est ensuite générée. Les fonctions delate sont données par :

Bi(2) =Vi(9[G(2)],k=0,1,---;i=0,1,---,r -1 (2.16)
On vérifie que :
1 dz
<B.Bim>= 5 fUQS @V G @ S =badm  (@217)
En effet, en notanBy(z) = [Bxo(z) Bk 1(2) ---BkJ,l(z)]T, on peut remarquer, en

utilisant (2.16) et (2.3), que :
Bk(2)B{ (z 1) =V(@V™(z H)[GE@G (z M =V(@VI (™
On aalors:
L SRR AN S (VPR 2
<BoBi>= 5 74Bk(z)3k TS =5 7{V<z)v @HZ =1
Par ailleurs, a partir de (2.14) et de (2.15),0n a:

1 Ho-1,dz 1 dz
< By, By >—2—nj]{Bk(Z)B| (z >7—2—T[jj{X(z)7_O

o (22) (52) ()

Cette fonction est analytique a I'intérieur du cercle unib&id > k. Par conséquent
son intégrale est nulle. D'ol By, B, >=0, | > k. Dans le cas ou,< k, on sait que

< By, B >= (< By, B¢ >)". Il suffit alors de transconjuguer le résultat précédent pou
aboutir a< By,By >=0, | <k Enrésumeé < By,Bj >= & lr.

avec

La base de fonctions ci-dessus construite est la génératisdes bases orthogonales
bien connues comme celle des filtres RIF, de Laguerre et deKaut

2.2.2.1 Base de filtres RIF

Considérons la fonction de transfert passe-tout protoGf® = z 1, ce qui corres-
pond, dans (2.11), & un passe-tout d’ondre 1 ayant pour pél€ = 0. Une représen-
tation d’état équilibrée de cette fonction €8t1,1,0). Par suite, en appliquant (2.13)
on obtient V(z) = z . La base correspondante est donc :

Bi(z) =z !tV
C’est la base des filtres RIF pour des systemes strictemerdwaus
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2.2.2.2 Base de filtres de Laguerre

Considérons la fonction passe-tout, d’ordre@(g) = 12__552 ayant un pole réel stablé,
Une représentation d’état équilibrée de cette fonction (efst\/l — &2, \/1 —&2,-¢&).
Par application de (2.13) on obtier¥ (z) = 21__;2. Par suite, la base correspondante
est:
B(?) V1I-E2 (1-E2\
S N

C’est la base de filtres de Laguerre.

2.2.2.3 Base de filtres de Kautz

Considérons la fonction de transfert d’'un filtre passe-ttardide deuxG(z) ayant deux
pbles complexes conjugués.

_ —cZ+b(c-1)z+1
G(2) = Z2+b(c—1)z—c

Les constanteb et ¢ sont des réels de valeur absolue strictement inférieunanitéd?,
choisies de sorte que?(c — 1)? + 4c < 0. Une représentation d’état équilibrée de ce

filtre est :
b 1—b? 0
N e ) e
cvl-b%2 —bc 1—c?

¢=(+/(1-c2)(1-b?) —bV1l-c2), Z=-c
Par application de (2.13),on a:

Vice [ Vi-P

" Z+b(c—1)z—c

V(2

z—b

Par suite, la base correspondante est, pet, 1,2, - --

5 VA—P) A1) [-c2+blc—1z+1]"
o(2) Z+b(c—1)z—c [ Z+b(c-1)z—c ]
o VI@(-b) [~cZibe-Dzi1)
k1(2) = 22+b(c—1)z—c[ Z+b(c—-1)z—c }

C’est la base de filtres de Kautz [133].

2Condition nécessaire pour assurer la stabilit€de
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2.2.3 Construction par orthogonalisation de Gram-Schmidt

C’est I'approche dite de Ninness et Gustafsson [90]. Ellesisb@ en une procédure
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliquée a un ebsede fonctiong ¢(2) } o
pour former une base orthonorma®(z) }_,. Selon Gram-Schmidt, la base orthonor-
male désirée est obtenue en réalisant les étapes suivantes :

(03]
By = —_ (2.18)
@l
Pourk=1,2,--- :
k-1
B = ¢— Z) < @, Bi > B (2.19)
i=
B«
B, = ——~ 2.20
“=TBd (2:20)

Les fonctionsg, sont choisies de sorte qu'on puisse introduire la connacesdis-
ponible sur les dynamiques du systéme. Supposons que &rsysresente des dyna-
miques proches d’'un ensemble de pdigsalors les fonctiongy sont choisies comme :

B 1
z— ¢

Nous considérerons tout d’abord le cas des péles réels. eri@re fonction de la
baseBy, est obtenue en normalisant la fonctign Cette normalisation est obtenue en
appliquant la définition (2.8). On a donc :

(2) (2.21)

dz_ 1
(z—&)(1—&2) z 1-&

N

1
2 _ —
Io? =< .00 >= 55 f

et par suite :

1-&2
Bo(Z) = 7 Eo

La fonction de base suivant®;, est donnée par la relation de Gram-Schmidt (2.19) :
by - (2 % z \1-&dz| y1-&
T oy \emjf & 18z 2| z-&

1 1-&2 1
=& (1—5051>Z—fo
(é1—&0) (1 —&02)
(1—&0é1) (z— o) (z— &1)

On vérifie aisément quB; admet comme zéro/Ey. Par application de la définition
(2.8),on a:
(80— &1)?

(1—-&0é&1)?(1-¢&7)
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et par suite de la normalisation (2.20), on a:

\J1-829_
B1(2) = H1-& (2.23)

z-¢é z-¢&

Supposons a présent que nous avons déja conktianictions de base suivant la pro-
cédure de Gram-Schmidt. Alors, le{ 1)-eme fonction sera telle que :

1 & Qx(z
B2 == ~ % < B@>B@) = (2
= M (z-4§)
i=0
ou le numérateu®y est un polyndme ende degré.
Proposition 2.2 Les valeurs{1/¢§}, i = 0,1,--- .k— 1 sont les zéros du polynbme

Qk(Z).
Preuve : Par construction on sait que=9< B¢, Bi >= (< B;, B« >)", Vi < k. Evaluons
alors, pour chacune de ces valeurs,de produit scalaire ci-dessus :

1

d
<Bofc> = 5o f B@B(EZ Y = \/1- G/

<PBBo> = (<Bo,f>)"=1/1—&B(1/&0)
0 = <BBo>=1/1-&3B(1/&)

1/&p estdonc un zéro d@y(z). On en déduit la factorisatid(z) = (1— &pz) Qk—1(2).
Calculons ensuite le produit B, Bk > en utilisant la factorisation d@y(z) ci-dessus :

B V1= 51 (1-¢02) (1-&z Y (z1)dz
<By,B> = 27-”‘7{ EO) ﬁ(_l_Ei) z
V18 o (7Y dz
ZHJf zZ— 61 k

—fi)
1-¢&7 72_1(1/51)

K 1

n (& -4

Suivant la méme procédure, on montre qyié;lest un zéro d€y_1 et donc de)y. En
itérant ce processus pour toutes les fonctions déja catestron trouve tous les zéros
deQ(z) sous la forme 1§, i < k. |
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k-1
A une constante pré5, le polyndmeQy(z) s'écritQy(z) = A [ (1—¢&iz). Par suite, la
i=0

normalisation (2.20) implique :

\J1—E2 k- :
By(2) hg1-dz (2.24)

R Ly z=4é

Pour des péles réels, la base définie par les relations (8t22)24) est aussi appelée
base de Laguerre généralisée.

Cette procédure de construction de la BFOR reste valable daras lou les pbles sont
complexes. Auguel cas nous avons :

V1-l&PRty g
Bk(2) = s il:!) & (2.25)

Cependant, les réponses impulsionnelles de ces filtresammtiexes. C'est aussi le cas
lorsque lek premiers pdles sont réels et qu’'(ky- 1)-eme pole complexe est introduit.
En conséquence, le systeme résultant est physiquemenéalisable. Pour le rendre
réalisable, la solution consiste a introduire les modesptexes par paire conjuguée.

Pour introduire un mode complexe, on détermine selon (dextjonctions de base
Bk et By, 1 correspondant a la paire de pbles complexes conjuguésisshgisst-a-
dire ék1 = é;. A partir de ces fonctions, on génere une nouvelle paire detifans
de base ayant respectivement une réponse impulsionnelle.r€es deux nouvelles
fonctions sont des combinaisons linéaires des précédeategi permet de préserver
I'orthogonalité de la base. Une fois déterminées, ellepteceronBy et By, 1 dans la
base précédemment construite.

B.\ [ C C By
(8)-(%& &) () 220

Pour les besoins de la suite de ce développement, détersnie®normes respectives
de ces nouvelles fonctions ainsi que leur produit scal@irea :

HB/kHZ = < CoBk+C1By41,CoBk + 1By 1 >
= |CO|2< Bk, Bk>+|cl|2< Bk+1, Bk1 >
+CoCy < Bk, By1 > +€1Cp < Byy1, By >

= |col®+]caf? (2.27)
IBY|[*> = < coBy+CiByi1,CoBk+C1Byi1 >

= |col®+cyf? (2.28)

a=< By, By >= coCg + 107’ (2.29)
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Nous pouvons souligner que les fonctiddjset B, engendrent un plan orthogonal au
sous-espace engendré p@Br(z)}!‘;ol. Cependant, il y a une infinité de choix possibles
car sur un plan vectoriel le nombre de paires de vecteursmotinés est infini.

La forme récursive de la relation (2.25) est donnée par :

_ VIR (1— f|f12>
Bk(z> - \/m 7_ fk kal(z) (230)

Tenant compte du fait qu&, 1 = &, la relation de récurrence ci-dessus permet d’écrire

1-¢;z
=& Bk(2)

Bk1(2) =

Par suite

_ VIR [((1-&42) (1-&9)
Bk+l<z) - m 2 _ (Ek‘i‘fi) 7+ ’Ek‘z kal(z) (231)

Tenant compte des équations (2.26), (2.30) et (2.31), narsa
B = VII&P (1— & 42) ((co—cady) 2+ 1 — o) B 1(2
‘ VI-1&aP 2 — (&t &) 2+ &2 i
Bl(z) = -V 1-[&12 [ (A& 12) (o —cée) 2+ — coéy) B 1(2)
‘ Vi-[&aP 2~ (&t &) 2+ [&? i

En posant :
a=co—C1& H=0c1—Cofy
a’=cop—ciég =0 —Coe
nous avons ; :
_a+éiu _agi+u
CO - 175;2 Cl - 175;2
(2.32)
_a+gu o, agl
C,O - 175;2 C/]_ - 17(?';42
Par suite :

Bl (Z) _ V 1- ‘Ek|2 (1_ Eﬁllz) (az+“) Bk 1(2)
: VI—[E P\ 2= (&+&)z+[&P )

B - VA (Lobp@ziid,
T TR\ P G E) G )

Pour assurer la normalité de ces deux fonctions de basesl&®ons (2.27) et (2.28)
engendrent alors les contraintes|® + |c1|? = 1 et|cy|2+ |c} |2 = 1, qui S’écrivent aussi,
a partir de (2.32) et en supposant réels les coefficients, u, u’ [90] :

(1+]&%) (a®+ ) +2(&+ &) ap = [1-§P
(L+]&1%) (0 +u?) +2(&+ &) a'y’ = |1-&°

44



2.2. Méthodes de construction des bases de fonctions antiadgs rationnelles

Enposantvy = (a ) etwo=(a’ /)7, les relations ci-dessus s'écrivent de fagon
plus compacte telles que
2 2
wi Mwy = |1— &2 |

wiMw, = |1 &2 (2.33)

avec
M — ( 1+ |&/? 2Re(&) )
2Re(&) 1+ (&2

Pour assurer I'orthogonalité des deux nouvelles fonctifarisase, (2.29) doit s’annuler.
Par suite, on obtient une nouvelle équation quadratique :

wiMw, =0 (2.34)

On a donc trois équations pour déterminer les quatre vasahbb’,u et ’. En consé-
guence, plusieurs vecteung et w, solutions des équations (2.33) et (2.34) existent.
Un choix possible est [82] :

Wl:\/(1+fﬁ‘)2(1+5k) ( _11) WZ:\/(l—Elj)Z(l_Ek) (1)

On obtient alors :

BL(2) — \/(1—!5k|2)(1+fk) (1+&) z—1 k=11 &z

2 72 — 2Re( &) 2+ | &k il:L z—¢
v A= ]&D (A-&) (1-&) z+1 K11-&z
B(2) = \/ 2 ZZ—ZRdEk)Z‘i‘ |Ek|2 il:!) z— ¢

Considérons a présent le cas ou tous les péles sont complexes.ce cas, on a la
formulation suivante :

BZk(Z) _ \/(1_ |Ek|2) (1+ fk) (1+ EE) z—1 k-1 (1_ fi*z) (1_ Eiz)

; 2 2Ragz+ &) @ &) (¢
(2.35)
Cja-laPa-&) (1-&) z+1 T 1-&7(1-&2
BZk“(Z)_\/ 2 k ZZ—ZRG(Ek)Z+\fk|2iI:!; (z—&) (z- &)
(2.36)

La base définie par (2.35) et (2.36) peut-étre appelée Basautz §énéralisée.

Par ailleurs, [90] font remarquer que les nombreuses pbssstde choix des solutions
des équations (2.33) et (2.34) permettent de générer des, lpmir des dynamiques de
second ordre, autres que celle de Kautz.

La base de fonctions construite par la méthode de NinnessstafSson est la généra-
lisation des bases orthogonales bien connues comme cslfdttes RIF, de Laguerre
et de Kautz.
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2.2.3.1 Base de filtres RIF

La procédure de construction est réalisée avec la fongiiagh= z 1. A partir de la
formulation générale (2.24), il suffit de prendiie= 0,Vk. D’ou :

By(2) =2+

C’est la base des filtres RIF pour des systemes strictemerdwaus

2.2.3.2 Base de filtres de Laguerre

La construction de la base est réalisée agge) = %,Vk. Autrement dit, a partir de
la formulation générale, il suffit de prendfg= &,Vk. D’ou :

Bu(2) = G__ﬁ;z (;?)k

C’est la base de filtres de Laguerre.

2.2.3.3 Base de filtres de Kautz

On considere ici I'introduction répétée d’'un seul mode claxgé . Les formules (2.35)
et (2.36) donnent alors :

Bx(2) = A(&)

z—1 (1-&*2)(1—&2) \©
72— 2Rg&)z+ €2 (22—2R6(6)2+|€!2)

N z+1 (1-&2)(1-&2)\*
Bar1(2) = A<5)22_2Re(5)z+\5|2 (22—2R6(5)+!f|2)

avec
_ 2 *
AE) — \/<1 |£|)<12+£)<1+5>
_ 2 _ _ Ex
N(E) — \/<1 |E|)(12 §a-&)

On retrouve la base de Kautz telle que définie par [96]. C’esetaonde définition
des fonctions de Kautz. Elle engendre le méme espace ges déffinies dans le pa-
ragraphe 2.2.2. On montre que ces deux définitions sontalgquotes [82]. On passe
de l'une vers l'autre via une rotation. Notons que par uneaahoix de solutions des
équations (2.33) et (2.34) on retrouve directement la prerdéfinition des fonctions
de Kautz données en 2.2.2 [90].
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2.2.4 Méthode générale de construction

Le modéle de Hambo, défini dans le paragraphe 2.2.2 peuté&tssiu comme résul-
tant d'une mise en cascade d’un méme filtre passe@alibrdre quelconque. Quant a
la construction de Ninness et Gustafsson, on peut remaggedes fonctions de trans-

fertde typelz__—égZ gue I'on retrouve dans la formule (2.25) et celles de t (1__2 )222:_?;)

dans (2.35) et (2.36) sont respectivement de type passeligoremier et du second
ordre. Par conséquent, les fonctions de la BFOR ainsi cotesjpauvent étre vues
comme résultant de la mise en cascade de différents filtesegaut mais de méme
ordre. Une méthode de construction générale consiste dorettee en cascade diffe-

rents filtres passe-tout d’ordre quelconque [15, 13, 31].

Pour ce faire, considérons I'ensemble de filtres passe{t®i(iz) }keny ayant respecti-
vementry poles stables. Ils sont définis par :

Mk 1_6;]

G = 2.37
k(2) JI:L o (2.37)

Pour la construction de la base, on utilise les représentat’état &7, %k, 6k, %,) des
filtres passe-touBy ; nous prendrons des représentations équilibrées. Lesdoade
transfert entrée-état de chaque filtre étant :

Vi(2) = (21— )t %

on construit les fonctions de base de la maniére suivante :
k—1
Bk(2) =W(2) |_L Gi(2) (2.38)
=

Comme pour le modele de Hambo, on peut aussi se ramener audzgaésidus pour
montrer I'orthonormalité de la base ainsi construite. Cepet [15] en utilisant les
résultats de [117] ont mis en lumiére des propriétés ins@rgss, utiles pour prouver
I'orthonormalité. En effet, le principal résultat de [1169t que 'orthogonalité et les
propriétés des passe-tout sont préservées pour plusumexions différentes de ces
filtres. Par exemple pour une connexion en cascade, leaésuivant a été prouvé dans
[117].

Théoréme 2.1 Soient H(z) et Hy(z) deux filtres passe-tout orthogonaux ayant respec-
tivement les étatspet %. Alors le filtre résultant de leur mise en cascadeHH avec

les états(x]  x1)" est aussi un filtre passe-tout orthogonal.
1 %

Preuve : Considéronsl; etH, ayant les représentations d’état respectivés 81, 61,
D) et (oh, Ba, 62, P»,). Leur mise en cascade est illustrée par la figure 2.1. Relativ
ment a la relation (2.6), on note :

Fqi— *Q{l '@1 Fy— «272 932
1= 61 D 2= G Do

a7
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FIG. 2.1 — Mise en cascade de deux passe-tout

Déterminons a présent la représentation d’état du systésodtant. On a :

) = eﬂf]_X]_(n)—I—E@;]_U(I’l)

) = %1xa(n)+ 21u(n)

Xo(N+1) = ahxa(n)+ ABay1(n) = ohxo(n) + BrE1x1(N) + B2 21u(n)
) = EaxXe(N)+ Zoy1(n) = Gaxe(N) + Zo61x1(N) + Zo21u(N)

Le filtre résultant a pour vecteur d’étéx] xJ) . On lui associe donc la matrice
partitionnéd-3 ci-dessous.

A 0 P
Fa=| %261 95| B
D61 6> ‘ Doy

Cette matrice est ensuite factorisée en un produit de deuxcemtle sorte que :

I O 0 o 0 %
Fz3=| 0 @ % O 1 O
0 ¢ 9D 1 0 9

Tenant compte de I'orthogonalité respective des matigest F», on peut aisément
vérifier celle des deux matrices en facteur et par suiteg dellleur produit. |

De ce théoreme, il est évident de constater qu’a partir dfarmélle de filtres passe-
tout stablesGy, d’ordre respectify, une famille orthonormale est générée en mettant
en cascade ces filtres. Les fonctions de base sont alorsnetoios de transfert entrée-
états de chaque passe-tout.

[90] et [15] ont montré qu’une condition nécessaire et saffis pour que cette base
soit compléte dans I'espace de Hardy est :

[oe]

T (1-&) = (2.39)

k=0
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Cette méthode de construction généralise bel et bien larcatish de Heuberger et al.
ainsi que celle de Ninness et Gustafsson, et par suite @dlbakes de filtres RIF, de La-
guerre et de Kautz. Ainsi, de cette construction, on obtemodéle de Hambo en met-
tant le méme filtre passe-tout d’ordyejuelconque en cascade. Quant a la base de Nin-
ness et Gustafsson, elle est obtenue en mettant en casffacntk filtres passe-tout de
premier ordre, de représentation équilibrée respetfive,/1 — &2, /1 — | &2, —&).
Toutefois, une telle représentation génére une réponsglsiopnelle complexe dans

le cas ou au moins un péle est complexe. Le systeme physiguktand est non réali-
sable. Il faut donc tenir compte de la procédure d’insertiermodes complexes telle
gue décrite dans le paragraphe 2.2.3. La base sera donwel#anmettant en cas-

cade des passe-tout du premier or@gz) = lz’_'i;kkz, de représentation d’état respec-

tive (&, \/1— &2, \/1— |&|?, — &), pour des poles réels et des passe-tout du second

1-&2)(1-¢§;
ordreG(z) = %

, de représentation d’état respective

by wl—bﬁ 0

= Y
Ck\/l—bﬁ —bycx 1_05

G=(\/(1-) (1-B) ~b/1-¢ ), %=

_ 2Re&y)
1+|& %

aveccy = —|&|? etby
2.3 Reéseaux de filtres associés a la base de fonctions or-
thogonales rationnelles

La base de fonctions orthogonales rationnelles conspaitkes méthodes sus-indiquées
étant compléte, tout systeme stable et cadspéut-étre développé sur celle-ci :

H@Z) = S aB(2) (2.40)
K=0
Lesgk sont appelés coefficients de Fourier. lIs sont donnés par :
w=<W®BM@>=Zﬁ®m® (2.41)
i=

ouh(i)= 2 1{H(2)} etby(i) = 1 {B(2)}.

La sortiey(n) du systeméd correspondant & une entré@) est telle que
y(n) =H(@u(n) = 5 gBc(@u(n) = 3 gs(n)
k=0 k=0
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ou g désigne I'opérateur avance.

Comme pour les filres RIF, des structures d’'implémentatiamstrarsale ou orthogo-
nale (par exemple en treillis) peuvent étre définies.

2.3.1 Structure transversale

Pour le modele de [90], nous pouvons développer deux typegpEmentation trans-
versale. La premiére est celle présentée par les auteurse(f2).

u(n) ;
> Go(@) — — — — —» G (9) —

Vo (@) Vi (q) Via(q

y(n)

FiG. 2.2 — Réseau de filtres de la BFOR de Ninness et Gustafsson

k-1
Les fonctions de base sont donnéesBidr) = Vi(z) [ Gi(z) avec:
i=0
— cas des péles réels
1- Ekz 11— &z

WMO=5mg 9P

— cas des modes complexes

\/ (1-1&[2) (1+&) (1+§) .1

2 2 2Re(§)z &2 1 &2)(1_ &
e Gi(Z):(<z—§é-z)) Ez—gl*)Z)
\/ L&D &(1 &)  za i ,
2 Z—2Re&) 2+ &2

Il est & noter que sur la figure 2.2, Iggn) et lesgk sont scalaires $by est du premier
ordre et vectoriels de dimension 2Gj est du second ordre.

La seconde forme d’implémentation tient compte des reiatite récurrence entre deux
fonctions de base consécutives. Elle a été développée Plaid8 peut cependant re-
marquer que cette représentation n’est valable que poasldes poles réels. Dans le
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cas ou la base est formée a partir de pbles complexes et méeks développons dif-
férentes relations de récurrence suivant I'ordre de plactiies pbles conduisant a la
structure en cascade de la figure 2.3. Roar0, on a:

— &y estréel :
\J1-&2
Bo(2) = °

z—¢o

— &p est complexe :

B \/ -6 (L+E) (1) 21

2 22 — 2Re(&y)Zz+ | &k|?
Bl(2) — \/(1—|fk\2)(1—fk) (1-¢) z+1
o 2 2 _ 2R &7+ | &2

Pourk > 0,0ona:
— &eté_q1sontréels:

Bk(z2) = Lk(2)Bx-1(2)
¢

L(2) \/:L_ik2 (1— Eklz)

L-g2, \ T

— & est complexe efy_; réel :
Bi(2 = L(2Bk1(2)

U2 - \/(1—|5k\2)(1+5k)(1+€§) (z—1)(1-&_12)

2(1-&2.4) 22— 2Re(&)7+ &2

By(2) = L(2Bc1(2)

Le(2) =

(1-1&®) (1-&) (1- &) (z+1)(1— & 12)
2(1-&2 ) 72 — 2Re(&k)z+ | &k/?

— &k etéy_1 sont complexes :
Bi(2) = L(2B1(2)

1% :\/ (6P 0r&)(1+&)  (1-&,2) (152
(1—1&1®) (14 &) (1+ & ) 22— 2Re(&k)z+ &2

k(2 = L(2)Bx1(2)

' — J 118 (1-80) (1-&) (1-& .2 (1-&12)
(1-1&-1l?) (1= &-1) (1-& ;) 22— 2Re()z+ &
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— &g estréel e€,_, complexe. Nous éviterons ce cas, car il fait intervenir urefil
non stable. En effet

Bk(2 = L(2Bk1(2)

2(1—1&J?) (1—&-12) (1- & 412)
(1—&-1?) A+ &) (1+ &)  (2—&)(z—1)

ou

B2 = L(2Bca(2)

2(1- &2 (1-&12) (1-& ,2)
(1—|&-1?)(1=&c1) (=& )  (z—&)(z+1)

Dans le cas ou tous les pbles sont réels on a la réalisaticersei:

ol 50 sl L) = ] @ 2

Y, (e (&)

FIG. 2.3 — Réseau de filtres de la BFOR de Ninness et Gustafssonesadlés réels

2.3.2 Structure orthogonale : Filtre en treillis

Dans la littérature, on retrouve quelques références isaplémentation des bases or-
thogonales en utilisant une structure de filtres en trelles filtres assurent, en plus de
I'orthogonalité de la base, celle des entrées filtrées. auis, il est bien connu que
cette structure de filtre présente des avantages certaamg gua stabilité numérique
des algorithmes. [95] et [88] ont développé un modéle de eaguen treillis tandis
gue [97] présente un modéle de Hambo en treillis. Ce modékergkse a la fois I'im-
plémentation en treillis des filtres FIR et des filtres de leagel Quoique nous n'ayons
trouvé aucune référence, dans la littérature, sur I'implétation en treillis des filtres
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u(n) 7(q) So(1) Gq) Sl(n)_ — — —» G Sk-(1)

\

FIG. 2.4 — Modele de Hambo ou réseau de filtres de la BFOR de Heulwdrge

de Kautz, il est possible d’en dériver une a partir de la fdaton générale du mo-
dele de Hambo en treillis [97]. Il suffira pour ce faire d'ig#r un passe-tout du second
ordre.

Rappelons que les fonctions de base du modéle de Hambo destdekBy(z) =
V(2)GX(2). G étant la fonction de transfert scalaire d’un filtre passe-tarthogonal
d'ordrer, V(z) est dans ce cas un vecteur de dimensiddans la représentation de la
figure 2.4, les(n) et lesgk sont donc des vecteurs de dimension

Comme on peut le remarquer sur la figure 2.4, les entrées dilthésysteme sont :

s(n) = B(@)u(n) =V (a)G*(q)u(n)

Supposons gue est un processus stochastique stationnaire. De la prépiést passe-
tout orthogonaux (2.3), on aG*(z 1) = G™1(z). Conformément a la définition (2.9)
nous pouvons alors écrire :

< S,5m>= G M2Vo(2V§ (z HI (2.42)

oul, = E[uu*]. Ce produit scalaire ne dépend que de la différence entradésesk

et m. Par conséquent, la matrice de corrélation des entréefilgst une matrice de
Toeplitz, de dimension x r. Grace a cette structure Toeplitz, un filtre en treillis peut
étre déterminé [57].

Il est a noter que dans le cas de la construction de [90] laiceadle corrélation des
entrées filtrées n’est pas de type Toeplitz. En effet, commyeat le remarquer a partir
de la figure 2.2, les entrées filtrées du systéme sont :

sk(n) = Bx(q)u(n) = Vk(q |_LG|

En supposant que est un processus stochastique stationnaire, par suiteédwetihe
de Parseval on a:

<808 >=o ka V(2 r!)G. |'|G* *1)¢uu()dz

z
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Sachant qu&; (z 1) =G,

, 1(2), Vi, on a les trois cas suivants :

1 . dz
%8> = 5 [ECS [[e@%u@, sik>|
< > = i%v (z)V*(z‘l)l_lG_l(z)dD (z)d—Z sik<|I
SRS = 27_”- k I | i uu(Z)—
< Se&> = fv 2V (2 ) duu(2) 2
Sk S = 27_” k K uu(Z)—

On constate que ce produit scalaire, qui définit la matriceate2lation des entrées
filtrées, ne dépend pas du décal&gel. La structure de la matrice de corrélation des
entrées filtrées n’est donc pas, dans ce cas, de type Todpliz I'impossibilité de
dériver une implémentation en treillis de la BFOR de NinesSugttafsson. Toutefois,
I'orthogonalisation des entrées filtrées par la BFOR pewt i&alisée en introduisant
un module d’orthogonalisation a la suite du filtrage par la B-Qous reviendrons sur
la détermination de ce module d’orthogonalisation dans#pitre 4.

2.4 Choix de la base optimale

Dans cette section, nous considérons la BFOR de Ninness &tf&m [90]. Dans ce
cas, les signaux d’entrée filtrégsont scalaires.

2.4.1 Position du probléeme

Tout systeme stable et causdladmet un développement infini sur une BFOIR=
{Bx}r_o- Pour des raisons pratiques évidentes nous considéhormn développe-
ment tronqué a un ordre fikd. On a :H(2) = Z okBk(z) et Hk(2) = Z ngk( 2).

Notonsu(n), d(n) et y(n) respectivement le S|gnal d’entrée du systeme la sortie du
systéme et la sortie du modéle. Cette derniére s’écrit :

% o K—-1

Y = 3 hiun=i) = 5 5 gyl z ges(n) = GTS(n)

avec :



2.4. Choix de la base optimale

Rappelons que le vecteur optimal des coefficients de Fouwrigeas de I'erreur qua-
dratique moyenne minimale (EQMM) est :

G=Trgleys (2.43)

avec

=E[SmS'(n)] €4s=E[d(n)S(n)]

La meilleure approximation du systeme au sens de lTEQMM less a

K-1
2)= 3 GB(2)
k=0

Evaluons 'erreur quadratique d’approximation du systeme

0 K-1
IH@-H@I? = < g;B 0kBk(2), Y 9;Bj(z GkBk(2) >
2,9 2 PALLEY

o) o K—1
2 A
= o5 — 0j0k < Bj(2),Bk(2) >
29722
K—1 o K—-1 5
=5 Y &9 <B«(2.Bj(9 >+ 3 G
k=0 j= k=0

o, K- K—1 K1
— — G, — o —|— o
kZO Ok kZO kG kZO GOk kZO Ok

00 K-1
= Y g+ > (% 20k+6)
k=K k=

K-1 [
= g (Gk — o)+ gkgﬁ (2.44)
k= K=

K-1
Cette erreur se décompose en deux termes. Le prerﬁie(r@k— gk)z, dépend des es-

timéesgy ; il est d’autant plus petit que I'estimation est plus préclse second Z gk,
k=

guant a lui, ne dépend que du choix dediltres de la base. Evidemment, I mfluence
de ce terme s’affaiblit avec 'augmentation de 'ordre dmtratureK. Par ailleurs, le
théoréme suivant démontré dans [91] donne une borne supide cette erreur de
modeélisation.

Théoreme 2.2 Soit le systtme H de fonction de transfert développée soue fia-
tionnelle suivante :

a;
H(Z>:i;—y’ vl<1
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Soit H¢ son approximation réalisée a l'aide de K fonctions de la BF€@Rstruite avec
lensemble de poless}f -, alors :

v — &k
1—5;2‘)4

@w (2.45)

IH(el®) — Hk (e?)| <Z}

On remarque que si les poles de la base sont égaux aux pélgstdme cette borne
supérieure est nulle. Ce résultat implique qu’a ordre decatame égal, si les podles
de la BFOR sont choisis proches des péles du systéeme, I'ateearodélisation sera
plus faible que dans le cas d’'un développement sur une base®laguerre ou de
Kautz ; ces bases étant caractérisées par un seul pble réeequaire de podles com-
plexes conjugués. En conséquence, il est nécessaire deautigniiordre de troncature
du développement sur ces trois bases pour réduire I'ereearatiélisation.

Exemple 2.1 Considérons le systéme du second ordre suivant :

1 1
H(z) =
D=2 0875104

La figure 2.5 montre I'évolution de cette borne supérieurdogrction de la fréquence
pour des bases orthogonales a deux fonctions. Le pble deelgast ici arbitrai-
rement choisi a-0.8. Quant a la BFOR, nous choisissons deux bases différersies. L
premiére a ses poles €r-0.6, 0.2} et la seconde efi—0.7,—0.3}. On remarque que
plus les pdles des bases sont proches de ceux du systema pluné d’erreur est
petite. On remarquera aussi que le développement sur ladmbkaguerre peut donner
une erreur de modélisation inférieure a celle d’'une BFORst¢pre les pbles de cette
derniére sont plus éloignés des pdles du systéme.

Nous présentons dans ce qui suit différentes approchesaitigg des poles en vue de
minimiser I'erreur de modélisation.

2.4.2 Choix des poles

A chaque ordre de troncatukecorrespond un ou plusieurs choix optimaux des péles
de la BFOR. [97] et [82] ont établi des équations algébriqued &3 solutions repré-
sentent des choix optimaux. Ces équations sont cependéailatifient utilisables en
pratique. Par conséquent, nous présenterons plutét desidees de choix de pdles
plus pratiques. Nous illustrerons, pour commencer, le a#scplier de la base de La-
guerre avant de traiter le cas général.

La base de Laguerre est une base compléte dans 'espace die3Htaractérisée par
un pole uniqué . Sih est la réponse impulsionnelle du systéreson développement

3Ses séquences temporelles forment une base compléte especk de Lebesgue.

56



2.4. Choix de la base optimale

3.5 T ! |
—— BFOR (-0.6, —0.2) “
—— BFOR (-0.7,-0.3) !
3H ' Laguerre (-0.8) a
.= RIF-2 !
]
251 1]
;l‘
l 1 4

Borne supérieure de I'erreur de modélisation

Fréquence (rad/s)

FIG. 2.5 — Borne supérieure de I'erreur de modélisation pouéwfits choix de pdles

sur la base de Laguerre, dans le domaine temporel, est :

= i k(). b(n) = 2 {By(2)}
Eo

2.4.2.1 Algorithme de Fu et Dumont

Dans cette procédure, le p6le optimal de Laguerre est oleteminimisant la fonction
de coat

J= S k 2.46
kgo % (2.46)

Cette fonction de co(t présente I'avantage d’étre converagmport au polef. Fu
et Dumont [44] montrent qu’une solution analytique peué étouvée a ce probleme
d’optimisation. En posant :

12 1 <
MlIWn;nhz(n); Mz—h—% h(n+1)—h(n ))2,

Ih)? = ir@(n)— S

EMp+ (1 &) My + & — &2
1-82

les auteurs montrent que :

J= Ihi|?
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En écrivant que le gradient depar rapport & est égal a zéro, on obtient :

J .
(M1 + Jin— 1) ESpr+ (M2 — 2M1 + 1) &opt + M1 — I =0, 0= ﬁ (2.47)

Cette équation du second degré&p: admet une solution unique réelle lorsque son
discriminant est nul. Ce qui correspond a :

(M2 — 2M; + 1)2 —4 (Ml + Jhnin— 1) (Ml - Jfl“i”) =0

soit :

1+ /4MiM, — M3 — 2M
/
Imin = 2

La solution de I'équation (2.47) est alors :
2M; —1—My
2 (Ml + Jmln 1)

Eopt =

soit ;
2M; —1—M,

My — 1+ /AMiMp — M3 — 2M,

Ce polle existe toujours, car on peut montrer que le terme souacine carrée est
toujours positif et le dénominateur non nul.

(2.48)

Eopt =

Le calcul analytique de ce pble optimal au sens de la fonctamoolt (2.46) nécessite
cependant la connaissaneepriori de la réponse impulsionnelle du systeme. Dans le
contexte de lidentification des systemes, le calcul de kehbaptimale devrait donc
succéder a une étape prealable d’estimation de la répopsesionnelle du systeme.

2.4.2.2 Meéthode de Tangut al.

De maniere similaire a celle de [44], Tangay al [126] ont trouvé une expression
analytique du p6le optimal pour des systemes non strictecaeisaux. Dans un tel cas,

/T2 k
les fonctions de Laguerre sont définies Ba(z) = L &% (1_‘52) . La fonction de

z—¢& z—&
co(t minimisée est : N
kzokgi
K =— (2.49)
[h|I2K
On montre que
<1+M1)<$2—2mzé+M1 12
Jk = = — Z
(1-¢2)K Ih2 &
Par suite : 23 oM 1
K 2 1+
— =0 -2 1=0 =
FT: &€ pé + : M
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2.4. Choix de la base optimale

D'ou:
p—vp*-1 si p>1
Sopt = (2.50)
p++/p2—1, si p<—1
Il est & noter que cette solution ne dépend que de I'infoonapportée par le systeme
via les quantitést; et my.

Cette méthode se démarque de celle de Fu et Dumont [44] en eéeqeoncerne une
classe plus large de systémes. En effet, la méthode de Funebidwne s’applique
gu’'aux systémes ayant au moins un retard unitaire alors glie de Tanguy et al.
s’applique aux systemes causaux ayant un retard unitair@ouPar ailleurs un des
apports importants de Tangeyal. est d’avoir exprimé le pble optimal de Laguerre en
fonction des coefficients de Laguerre. En effet, en posant :

[oe]

Si(€) = g;%+n¢@>

&&)==2§k&ﬁmpﬂ®
=1

On montre que

_ S(&)+as(é) 1482
CS(&)+a%(E)’ a= 28 (2:51)
. o0k = —S(¢)

9¢  (1-&2K|h|?
Cette derniere relation implique que lorsque le minimum déokection de coltlk
est atteintS, est nul. Le pble optimal étant unique, la réciproque eskvirai lorsque
S (&) s’annule ou est proche de zéro alors le pble correspondate péle optimal
recherché. On peut donc a partir d’'un pole arbitrairemeaisghdéterminer le spectre
de Laguerré du systéme a identifier puis déterminer le pole de Lagueriaidelde
(2.51) et de (2.50).

Remarqgue 2.1 Les fonctions de colt minimisées par [44] et [126] sont unenbo
supérieure de I'erreur quadratique d’approximation (2)4&En conséquence ces deux
méthodes sont sous-optimales vis-a-vis du critére degllgrquadratique. Il est a no-
ter qu’une extension a une optimisation en ligne de l'altjorie de Tanguy et al. est
donnée par [125].

2.4.2.3 Estimation des pdles d’une BFOR

Considérons la minimisation de la fonction de colt quaduatigpivante :
I = exex (2.52)

4Le spectre de Laguerre est constitué par I'ensemble deficterfs de Fourier du développement
d’un systéme sur une base de Laguerre
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Chapitre 2. Les Bases de Fonctions Orthogonales Rationnelles

avecex = ( & (0) ex(1) --- ex(N-1) )T,w(n)zd(n)—tggks((n)-

La minimisation de ce critére peut s’opérer en utilisanttdebniques classiques d’opti-
misation telles que les algorithmes de type descente diegrtatilotons que la fonction
de codt (2.52) est certes convexe par rapport aux coeffoikntiéveloppemengk, mais
elle ne I'est pas par rapport aux péles. En conséquencetimgattion des poles par les
algorithmes de type descente du gradient peut présenteromvergence vers des mi-
nima locaux. En outre, si le pas d’adaptation de I'algorghmest pas adéquatement
choisi, la convergence risque d’étre lente, oscillante émmnon garantie.

Dans une fenétre d’observation d’horiznl’'erreur d’estimation se note :

e —d—Y=d—®G (2.53)
ou:

d = (d(0) dN-1) )"

Y = (O 1) N1 )T

o = (0 oosdN=1))T

® = (o ¢1 ¢K—1)

G = (0 9 -~ k-1 )T

¢y etG sont des vecteurs colonne de dimensions respediied& et® est une matrice
de dimensioN x K.

Algorithme du gradient :  Cet algorithme est basé sur le développement a I'ordre 1
du critére quadratique pour des variations de péles suffremhpetites.

JK( (i+1)

%N

~(i ~(i A(i 20J 4 2 (i
>=JK(§()+A§())=JK(E())+[ K@] 280 (g

ou é(') est le vecteur de poles a I'étapd?our minimiserlg, il faut choisirAi(') coli-
néaire avec le gradient dg, mais dans la direction opposée. On peut donc écrire :

Ny N 3J
é<u+1>:§<u>_“ k(€) (2.54)
A& 0
— J&=
Ona:
Xk (¢) dek
= = 2 Ke
9& 9E
def 0D~ 0O o0 T
P —<asoG 05C T dEC 1G> (2.55)
A (m 9 fwal)
0& 0§ dé 9&k
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2.4. Choix de la base optimale

On peut remarquer que si on suppose §ue & pouri > k alors 53—2 =0,k=
i+1,---,K—1. Par suite, I'équation (2.55) devient :

e 29 Idk_ 99 T
ﬁz( afOG ( 0 degl dlgll )G —<ON><1 0NX15§E Jj: )G)
Une expression complete de I'algorithme est obtenue enleaitles différentes sensi-

bilités ‘9?' Pour ce faire, on doit calculer les dérivées des fonctiensase par rapport
aux poles Les fonctions de base considérées ici étant :

\/1 & \/1 §ek1q_ &z

z—& ’ z—& Lhz-§&
onaalors:
%ﬁ:i) = 0, i>Kk
Soe e
T T el <

Cette derniere eéquation contient un péle instable enl/& qui est théoriguement
annulé par un zéro de la fonction de base. Toutefois, engpigtioute erreur numé-
rique provenant du calcul en virgule flottante peut causeofaannulation de ce pole.
D’ou la nécessité de prendre le soin d’éliminer le pole e€l®zoncernés avant toute
implémentation de I'équation.

Algorithme de Gauss-Newton : En vue d’améliorer la rapidité de convergence de
I'algorithme d’estimation des pdles, on peut utiliser légoaithmes de type Newton
gui ont des pas adaptatifs. lls sont basés sur le développemrdre 2 du critere
quadratique. On a alors :

- - 023 (&)1 [ad
=gy [ KT@] | [ ;S)] (2.56)
088 Jegnl %% leg
Le parametrgu a pour role d’atténuer ou d’amplifier I'effet de l'inverse éiessien
) _
{%‘;ﬁf)} . Généralement, le choig = 1 correspond au pas optimal qui conduit

au minimum de I'erreur quadratique en un nombre réduit ditténs [82]. Une forte
contrainte a l'utilisation de cette méthode est la nécésbivoir la matrice Hessienne
définie non négative. C’est le cas lorsqu’on s’approche daiffttum mais générale-
ment pas au début de la procédure. Par ailleurs, une expnehsiHessien est :

0%k O 0eK+2
0£T98  0F 98 " “oF" af

(2.57)
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A I'approche de 'optimum, les signaux d’erreur contenusglie vecteuex sont trés
petits. Le second terme du membre de droite de (2.57) est négiigeable. D’ou
I'approximation :
dZJ}((app) _ O& dek
98T9f 0§ 0¢

La relation (2.58) donne le Hessien approché qui est défsitibdCette propriété as-
sure ainsi la possibilité de toujours trouver un nouveatereae pbles qui diminue le
critere. L'évaluation du Hessien approché ne nécessitéagrannaissance des sensibi-
lités du premier ordre déja calculées pour le gradient.

(2.58)

Remarque 2.2 Dans le cas particulier de la base de Laguerre, la méthode-smiimale
de Tanguy et al. peut étre utilisée pour initialiser un aligfmame de type descente du
gradient. Une telle initialisation permet d’éviter centa minima locaux [85].

2.5 Choix de la mellleure base

2.5.1 Effetde l'ordre de placement des filtres passe-tout sur le choi
de la base

Une fois les pbles choaisis, il y a différentes maniéres dareer les filtres passe-tout
dont la mise en cascade génére la BFOR. [16] ont montré quenswiviacritere de
compression de données, on peut, par la suite, choisir éaldgsus efficace possible.

K1
Considérons I'ensemble de filtres passe-tout sui‘{z@](z) = ljéiz}_ . Rappelons
1=
/1 1.2
gu'a chaque filtre passe-to@; est associé le filtre passe-bB4sz) = %‘;“ et que

les fonctions de base générées par la mise en cascade dessedq# sonBy(z) =
k—1

Vk(2) 7 Gi(2). On peut remarquer qu’une telle fonction est caractéris@édepdernier
i=0

filtre de la cascade, a savd@ ou mieux par le passe-b¥g qui lui est associé, et par
I'ensemble des filtres en amont, i.e. Bsi =0,1,--- ,k— 1. Chaque passe-tout étant
caractérisé par un péle unique, se donner un ordre de platetas pbles revient a
ordonner les filtres passe-tout dans la cascade qui gésdianigtions de base.

Considérons un certain ordre de placementiieslesé;. Nous pouvons alors générer
un ensemble de fonctions constituant une B&ge- {Bo.o(2),- - - ,Bk_1.0(2)}. En réali-
sant toutes les permutations possibles des pbles corsidést possible de formég!
basesB; différentes. Si les fonctions de bad®y.; étaient toutes différentes, on aurait
KIK différentes fonctions. Cependant, la proposition suivardatre que l'intersection
entre les base®; n'est pas vide; il y a des fonctions qui sont communes a @ifféas
bases.

SDans ce paragraphe, on not@&g la (k+1)-éme fonction de la bagé;
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2.5. Choix de la meilleure base

Proposition 2.3 Etant donné K filtres passe-tout distincts, il y 2K fonctions dis-
tinctes formant les Kbases possibles.

Preuve : On désire générer des bases avec 'ensemble de filtres toas$6; } 5. |

y aK! bases possibles. Chaque fonction de base est caractéis@edernier filtre de

la cascad&y (représenté paly ) et par 'ensemble des filtres en amont dans la cascade.
Cet ensemble est adressé pakiaplet o, - - ,gk_1) ouq; = 1 signifie la présence du
filtre G; dans I'ensemble des filtres précéd@gptetq; = 0 son absence. A toute fonction
de base caractérisée gax comme dernier filtre de la cascade, on associe-lglet
(90, ,0k-1,1, 011, - ,Ok—1).- En d’autres termes, on associe, de fagon univoque, un
nombre binaire pouvant prendré 2 valeurs a toute fonction de base caractérisée par
Gk comme dernier filtre de la cascade. Il y a dofic 2fonctions de base caractérisées
par Gy, comme dernier filtre de la cascade. Sachant qu'illy possibilités difféerentes

de choisir le filtreGy, le nombre total de fonctions distinctes s’éléve dok2%1 W

Exemple 2.2 Pour illustrer la proposition ci-dessus, considérons kemble de filtres
passe-tou{G; }2_,. Nous pouvons construiebases différentes de trois fonctions cha-
cune. Dans le tableau 2.1 nous donnons les différentesiémsotorrespondant a cha-
cune des bases. On peut aisément remarquer qu’'il y a desdoaaiui sont communes
a des bases différentes. En faisant un décompte des fosdiamombre total des fonc-
tions est bien égal &2

Basei | FonctionBg;(z) | FonctionBy;(z) | FonctionBy;(z)
Bo Vo(2) Vi(2)Go(2) | V2(2)Go(2)Ga(2)
B1 Vi(2) Vo(2)G1(2) V2(2)Go(2)G1(2)
B Vo(2) V2(2)Go(2) | Va(2)Go(2)G2(2)
B3 Va(2) Vo(2)G2(2) | Va(2)Go(2)G2(2)
By Vi(2) V2(2)Gi(2) | Vo(2)Ga(2)G2(2)
%5 V2(Z) V]_(Z)Gz(Z) Vo(Z)Gl(Z)Gz(Z)

TAB. 2.1 — Bases générées par la mise en cascade de I’ensembEddqna{Gi}izzo

Les criteres de sélection de la meilleure base parmkK¢egue nous présenterons plus
loin, étant liés aux coefficients de Fourier, une étape ifegion de ces coefficients
est donc nécessaire. Pour ce faire, considérons que noos i@adisé I'estimation des
coefficients de Fouriagy.o associés aux fonctions de la basg®. Selon [13, 17], il est
possible d’obtenir les coefficients de Fourier associésutesolesk 2K~1 fonctions a
partir de ceux associés aux fonctions¥lg

b9« est le coefficient de Fourier associé a la (k+1)-éme fonaila (i+1)-eéme base.
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Considérons les deux fonctions consécutives suivantesteppat a la bas®, :

k—1
Bki(2) = W(2) |1 Gi(2)

k-1

k
Bat (2 = Vet [] G2 =Yea@G(2 [ &2

Elles résultent de la représentation en cascade ci-dessous

- — - G, G,
Vi \
Bk;l
Bk+l;l

FiG. 2.6 — Cascade de filtres générant les fonctions deBgset By 1

En intervertissant les deux derniers poles, on obtientdaarte suivante :

- — Gk—l Gk+|

Vi Vi

A

\

Bk;m

A

\

Bk+l;m

FiG. 2.7 — Cascade de filtres apres interversion des pbles
Celle-ci génere deux fonctions d’'une autre b2se:

k—1
Bkm(2 = Vii1(2) IJ) Gi(2)

k—1
Bei1m(2) = Wk(29)Gx+1(2) D) Gi(2)

On note] m(k,k+ 1) la matrice de passage entre les deux bases :

Byl Bk:m
1) = F (ko k41 :
< Bi+11 > m{iolet )( Bit+-1;m )
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avec
<Bkl,Bkm> < B, Bkrim>
AmkKk+1)=
< Bki14,Bkm > < Biky1g,Brkiam >

k-1
En éliminant le facteur commun aux quatre fonctions de kasayoir [T Gi(z), I'ex-
i=0

pression de la matrice de passagen(k,k+ 1) devient :

<Wk(2),Vie+1(2) > <Vk(2), Vk(29)Gk41(2) >
ﬂ,m(ka k+ 1) =
<Vi1(9Gk(2), Vi41(2) > < Vit1(2)Ck(2), k(2) G1(2) >

D’une maniere générale on a [14] :

<W(2),Vj(2) > <W(2),%(2)Gj(2) >
JI,mk,j) = (2.59)
<Vj(2)Gk(2),Vj(z2) > <Vj(2)Ck(2),W(2)Gj(2) >

Le calcul de ces différents produits scalaires dans le capdles réels donne :

L \/(1_513) (1—512) &—&j

1- f]fk
& — & \/(1—53) (1-¢7)

Remarque 2.3 Dans le cas des péles reels, la transformatigin,(k, j) est orthogo-
nale. On vérifie aisément que

Tk 1) Ak, ) =1

Amk, )= (2.60)

Considérons les développements respectifs du sydtesoe les deux bases construites
ci-dessus. On a gy =< H,By >. On peut donc aisément vérifier que grace a la
transformation m(k,k+1), ona:

Ok;m T Okl
: =9 (kK k+1 ’
( Ok+-1;m ) m(kk+1) < Ok+1;l )

Ainsi, connaissant deux coefficients de Fourier associgsactions d’'une base don-
née, la matrice de transformaticn permet de déterminer deux coefficients de Fourier
associés aux fonctions d’'une autre base. A partir des cieefficde Fourier, estimés,
associés a une base obtenue avec un arrangement de pélés alopeut donc déter-
miner les coefficients de Fourier associés aux fonctionseutes leK! bases possibles
en utilisant les transformation® appropriées.

Pour toutes les bases, I'énergie du systeme approximé eskrae, i.e Z ]gkyz est

une constante (powt suffisamment élevé). Cependant, la norimdes coefﬁments de
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Fourier peut étre différente d’'une base a l'autre. Elle tresune mesure de la com-
pression de I'information contenue dans les coefficientBalgier. Une autre mesure
de la compression est la fonction entropie définie telle que :

K-1
Ent=—% |9/ 1og |gi| (2.61)
=

La meilleure base est donc choisie en minimisant ce critéreothpression. En effet,
I'information significative sur le systeme n’est alors aamie que dans les premiers
coefficients de Fourier. Les coefficients les moins sigrife@euvent alors étre faci-
lement seuillés. On peut trouver un algorithme rapide dectiéh de la meilleure base
au sens de I'entropie minimale dans [16].

2.5.2 Technique de seuillage

Une fois la base fixée, la complexité du modéle peut étre r@dui supprimant les
fonctions de base ayant des coefficients de Fourier suffigarnpetits. Cela suppose
donc de réaliser une étape d’estimation des coefficientodeadf avant d’appliquer
le seuillage. Les techniques d’estimation paramétrigassofjues peuvent a cet effet
étre utilisées. Grace a I'orthogonalité des fonctions d&pane fois qu’un ou plusieurs
coefficients de Fourier ont été retranchés, il n’est pasgs&ie d’estimer de nouveau
les coefficients restants.

Dans une fenétre d’observation de largBpour un signal d’entrée de densité spec-
trale constante égale@ et un bruit gaussien , de moyenne nulle et de variarte
une régle de seuillage suggérée par Donoho [13] est la gaivan

: 2logK
ok si|ol> &/

O = . k=0,1,--- K-1 (2.62)
0, sinon

2.6 Conclusion

Différentes approches ont été présentées dans ce chapitrégpsynthése d’une base
de fonctions orthogonales rationnelles. Toutes les ap@opeuvent étre résumées en
ceci : la mise en cascade de filtres passe-tout a représenéagililibrée dans I'espace
d’état permet de générer une BFOR. Dans la suite de notrelfraggpendant, nous
considérerons les fonctions de base issues de la constragiNinness et Gustafsson
(2997).

Le choix des péles est une question cruciale vis-a-vis adréode troncature du déve-
loppement sur une BFOR utilisé pour la modélisation des BystePlus les poles de
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2.6. Conclusion

la base sont proches des dynamigues dominantes du systask, geprésentation du
systeme se fait avec un nombre réduit de parametres. Nouas avésenté différentes
approches pour effectuer le choix des poles. En générait iécessaire d’avoir une
connaissance, fut-elle partielle, du systeme.

La BFOR étant compléte dans I'espace de Hardy, il est toujoossible de fixer ar-
bitrairement les p6les. Toutefois, un tel choix peut corelaides ordres de troncature
de I'approximation élevés. Or, on sait que lorsque le nondlerparameétres a estimer
est élevé, la variance de 'erreur d’estimation I'est ausapproche d’optimisation des
pbles semble étre souhaitable bien que sa convergencetrgasmitie que vers des
minima locaux. Dans la littérature, nous n’avons pas traliapplication de cette tech-
nique sur des poles complexes. Ceci est certainement di énlglexité des équations
induites [82]. Pour améliorer la parcimonie de la repréat#om, on peut associer les
techniques d’optimisation, de choix de la meilleure baseastiun critére de compres-
sion de données et de seuillage. Nous proposons dans lerefapvant un algorithme
qui réalise ces trois taches de facon implicite.
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Chapitre 3

Réduction de complexité a I'aide de
bases de fonctions orthogonales
rationnelles

3.1 Introduction

Le principe d’utilisation des bases orthogonales pourdsgmter les noyaux de Volterra
n'est pas nouveau en soi. Déja, en 1958, Wiener a proposksétion d'une base
multidimensionnelle formée a partir des fonctions de Laguddans ce chapitre, nous
appliguons ce principe pour d’autres bases généralisdnatda de Laguerre et traitons
le probleme du choix de la dite base. Certains auteurs onutiég les bases de type
BFOR comme bases de développement des noyaux de \Volterr&4549, 35, 36].
Cependant seuls Hacioglu et Williamson [54, 55] ont trait§uastion du choix de la
base mais dans le cas particulier des modeles de Wieneralganthme se base sur
la connaissance de la réponse impulsionnelle de la paréaile du modele. C’est une
extension de la méthode de Steiglitz-Mc-Bride [138].

L'objet de ce chapitre est de présenter de nouveaux outifgtithisation de bases pour
le développement des noyaux de Volterra.

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que dans lmé&aise, un dévelop-

pement sur une base de Laguerre est généralement moinsipai@ux que sur une
BFOR. Cependant, I'optimisation d’'une base de Laguerre est'fiicile” que celle

d’'une BFOR. La base de Laguerre étant caractérisée par un aewhetre, les mé-
thodes de Fu et Dumont [44] et de Tangetyal[126, 125] permettent d’optimiser un
critere convexe et donc d’obtenir une solution réelle uaid@our I'optimisation de la
BFOR, seules des méthodes sous-optimales existent. Aprigpegsente le principe
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du développement des noyaux de \olterra sur une base ortamyoous commen-
cerons par développer une méthode d’optimisation de la @deaguerre avant de
présenter celles concernant la BFOR.

3.2 Principe du développement des noyaux de Volterra
sur une base orthogonale

Nous allons montrer comment effectuer le développement dayau d’ordrep sur
une base orthogonale multidimensionnelle formée a pagsrfdnctions d’'une base
orthogonale monodimensionnelle. Dans le chapitre 2, neaasamontré que, sous
les hypothéses de stabilité et de causalité, le dévelopmtemaenoyau de Volterra du
premier ordre sur une base orthogortale= {by}, o est:

m() = 3 gl
k=0

ou lesgy sont les coefficients de Fourier. Considérons a présent usungyadratique
stable et causal de coefficieritgny,ny). Si nous fixons I'un des indices, par exemple
Ny, nous retrouvons une fonction du monodimensionnelle. fadigt étre développée
sur la baséB de sorte que :

00

ho(ng,n2) = 5 ot (N2) b (M)
K=o

avecay, (ng) = zohz(nl,nz)bkl(nl).
n=

Les coefficientsay, (nz) sont fonction deny puisque pour différentes valeurs dg,
ho(ng,n2) est généralement une fonction différentendeNous pouvons alors dévelop-
peray, surlabasés. Ona:

akl(n2> = Z gklykzbkz(nZ)
ks=0

avec .
Okke = ) Qg (N2)big(N2)
n,=0
Par suite : .
ho(nz,m2) = 5 > GkgieDig (N1) bk (N2)
Ki=0Ks=0
et o
Oade = » » h2(n,nz)byg (n1)by,(n2)
n1=0n,=0
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En étendant ce raisonnement aux noyaux d’ordre supérienromtre que d’'une ma-
niere générale, le développement d’un noyau d’opserr une base orthogonale
Bp = {bkp},_oest[121]:

hp(nl»“' anp) = z Z gkl,-~~,kpbk1,p(n1)"'bkp,p(np) (31)
K=o K5=0
avec o ©
Okprkp =+ » hp(Ng,-+,np)big p(M) -+ by, p(Np) (3.2)
n=0 np:O

Le développement des noyaux de Volterra sur une base oriatgyoonduit a une re-
présentation a I'aide d’'un banc de filtres orthogonaux tglleillustrée par la figure
3.1

So(n)
B,y (9)

o s |, | y(n)
polyndéme
multivariable

k(1)
By, (q)

FIG. 3.1 — Modéle de Volterra représenté a I'aide d’'un banc dedilbrthogonaux

En reprenant le raisonnement ci-dessus dans le cas d'uni séparable, il est aisé de
montrer que :

00

hp(ng,--,np) = > -+ > G G Phy p (M) -~ by, p(Np)
K=o K=o

En conséquence, la propriété de séparabilité du noyaupstée sur les coefficients
de Fourier. A partir de la relation (3.1) on a en effet :

p
Oy, ko = [ ] 9 (3.3)
=1

Il est & noter qu’en pratique nous utiliserons des dévelmgnés a un ordre fi{. Dans

ce cas, le développement (3.1) requi€Ptparameétres. En rappelant que si le modéle
est de mémoird/ le noyauhy est constitué d&P parametres, tronquer le développe-
ment a un ordr& tel queK << M permet de réduire considérablement la complexité
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du modéle. Par ailleurs, il est intéressant de constateside@oyau est SUpposé syme-

trique, les coefficients de Fourier le sont aussi. On peut teur appliquer la technique

de triangularisation des noyaux. En conséquence le nongbceefficients de Fourier
A(K+p-1)!

est réduit & R-Dpr

Remarque 3.1 De la méme maniere que pour les coefficients des noyaux dereplt

nous pouvons organiser les coefficients de Fourier suivaatacriture vectorielle, ma-

tricielle ou tensorielle. En conséquence, on peut aussidepliquer les techniques de
décomposition matricielle et tensorielle que nous avoés@ntées (voir le paragraphe
1.4).

Remarque 3.2 Dans le cas d’'un noyau séparable, il est intéressant de rqueay a
partir de (3.3), que le développement du noyau sur une basdanétions n’est en
fait caractérisé que par K coefficientg gui permettent de générer I'ensemble des
coefficients de Fourieng... .

Apres développement sur une base orthogonale, sous Iingpete symétrie du noyau
initial, le modele résultant s’écrit :

P
yn) = > yp(n)
p=1
K-1 K-1 p
yp(n) = > - i,k [ ] S (M) (3.4)
k]_:O kp: p—1 ]:1

3.3 Modele de Volterra-Laguerre

Campelloet alont été les premiers a s’intéresser a la question du choidldugptimal
de Laguerre dans le cas d’'un modéle de Volterra. lls ont étéaldjorithme de Fu et
Dumont [44] au cas d’'un modéle de Volterra [20, 21]. Dans teawail, ils étudient le
développement des noyaux aussi bien sur des bases diff¢ird sur une base unique.
lIs montrent a cet effet 'avantage d’'un développement sgrlzhses différentes plutét
gue sur une base unique. Cependant, I'approche nécessiteriaissance des noyaux
d’ou la nécessité de leur estimation avant toute optingieadies pbles. Campello [19]
propose la technique itérative suivante :

1. Choix d’un pdle initial ;
2. Estimation des coefficients de Fourier;
3. Reconstruction des noyaux a partir des coefficients dedtqur
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4. Calcul du pble optimal et retour a I'étape 2;

En général l'algorithme converge en quelques itératiome tdlle technique se réalise
dans une estimatiaoff-line. Nous avons proposé un algorithme adaptatif alliant I'algo
rithmeRLSet le calcul analytique du péle optimal dans le cas d’un nedabdratique
[67, 69]. Cet algorithme recourt aussi a la reconstructiomalgau a chaque itération.
Ce qui augmente, du reste, la complexité de calcul de I'dlyoe.

Il est & noter par ailleurs que I'algorithme de Campello ne@ligue que si le noyau a
au moins un retard unitaire (ou encore s'il est strictemeansal) , i.ehy, .. n, = 0 si
diel,---,p:n=0.0rils’avére que bien des modeles de Volterra discretsomrés
dans la littérature, ne remplissent pas ce critére. Nowsepténs donc dans ce qui suit,
une approche plus générale qui peut-étre vue comme unesaxiate I'algorithme de
Tanguyet al[125].

Les fonctions de Laguerre utilisées sont telles que :

Biepl?) = ”1_632(1_5pz)k 35)

z—¢p z—¢p
Elles vérifient les deux relations suivantes [126, 125] :
. i+1)&, . i(1+85)+&5, . i .
kb p(i) = _%(ggpbkvp(u +1)+ #gpbk?p(u) —~ 1_7Fé|§bk,p(| ~1) (3.6)
by p(i 1 . .
o = g (e DB K g) )

Nous allons considérer I'optimisation séparée des bat#s/es a chaque noyau. Pour
ce faire, considérons la fonction de codt suivante :
1 [oe] [¢)

- oy (ka4 kp) G (3.8)
thpH2k1=0 kpzzo ' P/ Fka,++ kp

Jp

avecthH2 = Y -+ 3 h3(ng,---,np). On peut remarquer qu'il s'agit de la méme
m=0 np=0

fonction de colt que celle proposée par [21]. Elle est unaésupérieure de I'erreur

guadratique de modélisation due a la troncature a un ordrddidéveloppement de

Laguerre, résultat prouvé dans [21].
Définissons les quantités suivantes :

1 (o] 00
Z n|hf)<n17"'7np)7 |:15>p (39)

My =
||h|0||2 m=0 " np=0

1 o ®
— Wn 0 -nzomhp(nl,...,n|,n|+17...7np)
p 1= =

th(”l»"‘,nl—1>nl+17"'7np)7 Izlaap (310)

My
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120 ,
Qip=7>Mj, =12 (3.11)
P&
La fonction de co(t (3.8) peut alors s’exprimer de maniemieite en fonction du péle
de Laguerre :

Proposition 3.1 Sous I'hypothése de stabilité du modéle de Volterra, I'égalivante
est vérifiée :

Jp: (1+Q1,p) Eg_ZQZ,pEp‘FQl,p (3.12)

-8

Preuve : voir 'annexe B.1 [ |

Notons que le numeérateur dgest une fonction convexe, difféerentiable et non-négative
deéfinie sur un ouvert convex® = {&, € 0 : |&,| < 1} tandis que son dénominateur
est une fonction concave, différentiable et positive SurEn conséquencdy, est une

fonction pseudo-convexe sgf. Toute solution d% =0 estdonc un minimum global
deJp [7]. En vue de déterminer ce minimum, posons :

o 2Q17p—|— 1

Wm——jég— (3.13)

Par suite :

Proposition 3.2 Le pdle optimal de Laguerre, au sens du critére (3.8), est :

B po,p—\/P&p—la si pop>1
épopt = > ) (3.14)
p07p+1/p07p—1, Sl p07p<—1

Preuve : voir 'annexe B.2 [ |

Une observation intéressante est que le pdle optimal, déterminé, ne dépend pas de
I'ordre de troncature du développement du noyau sur la basaguerre.

3.3.1 Expression du pbéle optimal en fonction du spectre de La-
guerre

Le pole optimal tel que nous I'avons déeterminé est fonctierpgl, qui dépend du
noyau de Volterragdy p est une caractéristique du systeme). En conséquencet il fau
donc passer par une estimation du noyau avant de déterraipéld optimal. Dans ce
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paragraphe, nous nous proposons d’exprimer la quagsgitedirectement en fonction
des coefficients de Fourier du développement du noyau derv@kur une base de La-
guerre quelconque. Une telle expression nous permettréteéenainer le pole optimal
directement a partir des coefficients de Fourier sans @lées coefficients du noyau
de \Volterra.

Pour ce faire, définissons les quantités suivantes :

T=Y Y (k+1g .k, =1-.p (3.15)
1=0  kp=0
2 KOy - 1.k K
klzo ;Ok.zlkp; 0 kpz " b o
ngl7"'7k|717k|_17k|+17"'7 p? I = 17 ) p (3'16)
p -
Rjp= ZTj,h j=12 (3.17)
|=

Avant d’exprimerQj p, j = 1,2 en fonction deR; ,, nous pouvons remarquer que la
propriété (3.7) combinée a la formule (3.2) permet d’éa@eui suit :

0 1 2
3%, S5 Ok, ko 1_755 l;((kl + 1) Oy Lk — KOy, 1 )

Gréace a cette relation nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.1 Les quantités R, et R , sont reliees via leur dérivées par rapport au pole
ép par :

3.18
R 3.19
Preuve : voir 'annexe B.3 |
A partir de ce lemme et sachant q).plepHZ =3y - Z O%, . . ky» NOUS pouvons for-
K=o kp=0

muler la proposition suivante :

Proposition 3.3 Le lien entre les quantités @ associées au noyau de Volterrg ét
Rj.p. | = 1,2 associés aux coefficients de Fourier de son developpemelatisase de
Laguerre est le suivant :

Pl[h|

(2(1+&3) Qup—4EpQ2p+ (14 &7)) (3.20)
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2p|[hp[?
Rop= % (—28pQup+ (14 &5) Qzp— &p) (3.21)
Preuve : voir 'annexe B.4 [ |

Nous déduisons I'expression @@, en fonction deR;, j = 1,2, par la résolution
du systéme d’équations constitué par les relations (3.203.21) de la proposition
précédente. Ona:
1+ &2)Ryp+28pRp 1
Qup= (1+&) Zp hala 5 (3.22)
2(1-¢&8) p|lho|
28pR1p+ (1+E2) Rep
Qzp = 5 2
2(1=&8) pllho|

Des lors, nous pouvons réécrpg, donné par (3.13) en fonction & p etRy , qui ne
dépendent que du spectre de Laguerre du systéme

(3.23)

0 _(1‘|‘€§)R1.,p+25pR2,p
*P T 28Ry p+ (1+E2) Ropp

(3.24)

Nous résumons ce résultat par la proposition suivante :

Proposition 3.4 Le pdle qui caractérise la base de Laguerre optimale pourdeed
loppement du noyau de Volterrg lest obtenu a partir des coefficients de Fourier du
développement de ce méme noyau sur une base de Laguerrerguedacaractérisée
par le poleép en faisant le calcul suivant :

B Po7p—\/p§,p—1a Si Pop>1
Ep.opt = 5 . (3.25)
po7p+1/po7p—1, SI pO,p<_1

ou po p est donné par I'equation (3.24).

Il est a noter que lorsque le développement du noyau de Yalser une base de La-
guerre arbitraire, de pol&, est infini,po p peut exactement étre déterminé a partir de
la formule (3.24).

En pratique, le développement d’un noyau de Volterra surhase de Laguerre est
tronqué a un ordre firk. Par conséquent, pour un péle arbitrajpe la valeur deog p
calculée a I'aide des expressions tronquées de (3.15) 8tH8) (r'est qu’une approxi-
mation de la caractéristique réelle du systéme. Cette appation dépend du pole
de Laguerrép et du spectre de Laguerre, R et Ry . Pour trouver I'approxima-
tion optimale nous proposons deux procédures itérativegprémiere est basée sur un
traitement en bloc des données tandis que la seconde esat@adap

1Comme défini dans le chapitre 2, le spectre de Laguerre eseleble des coefficients de Fourier.
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3.3.2 Algorithme d’estimation en bloc du modele de Volterra-Laguerre

Dans I'annexe B.4, nous avons montré que :

dRLp
0&p

En combinant cette relation avec I'équation (3.19), oneotiti

=2p|[he||" 57

20J -2
2 thH p T 11— EZRZD

On observe alors que lorsgdgatteint son minimumRR,, , est nul. Réciproquement, le
minimum deJp, étant unique poujfp\ < 1, lorsqueR; , prend des valeurs proches de
zéro, cela signifie qué, est proche de son minimum et donc que le @leorrespon-
dant est proche de sa valeur optimale. Nous exploiterotes peipriété pour exprimer
notre algorithme.

Pour des raisons pratiques évidentes, nous considéromvddogpement tronqué du
noyauhp sur une base K fonctions. La procédure d’estimation est la suivante :

Algorithme 3.1 : Estimation en bloc du modéle de Volterra-Laguerre
1. Choisir un pole stable arbitraire, construire la base deyuarre correspondante.

2. Estimer les coefficients de Fourier optimaux au sens deelle quadratique
moyenne minimum ;

3. Calculer

K-1 K-1 ,

T17| = Z Z (Zkl +l)gk1’-..7kp, I :17...7p
K-l K—1 K—1
Ty = 2 z DIDIDIR z KOk K1k g
ky= k-1=0k=1k1=0 kp=0
X Oy, K1,k =LK 1, Kpo l=1,---.p

4. Calculer

p p
Rip=> Ty et Rp=> T
=1 =1

5. Si R p est proche de zéro, fin de I'algorithme. Sinon

(a) Calculerpo p al'aide de I'équation (3.24).
(b) Déterminer un nouveau po6fg a partir de (3.25).
(c) Construire une nouvelle base av@gpuis retour a I'étape 2.
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3.3.3 Algorithme d’estimation adaptative

Le principe adopté pour cet algorithme adaptatif est de fiswde pble de Laguerre
chaque fois que les coefficients de Fourier satisfont uraicectitere de convergence.
Le processus d'adaptation des coefficients de Fourier sespibensuite avec la nou-
velle valeur estimée du péle de Laguerre. Les coefficientSalgier étant estimés a
I'aide de l'algorithme NLMS (3.26), la procédure globaleupétre vue comme étant
de type bloc-NLMS.

HNLMS T
G(n+1) =G(n)+ ar ||S(n)Hz(d(n) G(n)' S(n))S(n) (3.26)
ou G(n) et S(n) contiennent respectivement les coefficients de Fouriezseptoduits
d’entrées filtrées associés au développement du modeldtgersisur des bases de La-
guerreaest une petite constante positiyg, msest le pas d’adaptation de I'algorithme
NLMS etd(n) la sortie mesurée du systéeme.

L'estimation d’un nouveau pdle de Laguerre intervientduoies les coefficients de Fou-
rier deviennent relativement constants durant une fenéiteservatiorNg donnée. La
procédure globale est résumée ci-apres :

Algorithme 3.2 : Estimation adaptative du modele de Volterra-Laguerre

Parametres :
— K : ordre de troncature.
— UnLms: pas d’adaptationQ < unims < 2).
a : petite constante positive.
— &p : Seuil de convergence.
— Np : Largeur de la fenétre d’observation.

Initialisation :
— G(0)=0etn=0.
— Choisir de maniére aléatoire une valeur initiale du pole dguerreé,, p=
1,--- P surle segmerjt— 1, 1] et construire les bases correspondantes.

Calcul :
1. Estimer les spectres de Laguerre

G(n+1) = G(n)+ ﬁ (d(n) — GT (M)S(n)) S(n)

2. Pour p=1---,P,si||Gp(n+1) — Gp(n)H2 < g&p durant l'intervalle tempo-
rel [N+2—No, n+1] :

(a) CalculerR pnetR pnalaide de (3.17).
(b) Calculerpo pn al'aide de (3.24).
(c) Déterminer la nouvelle valeur dgp a l'aide de (3.25).
3. Construire la base associée, incrémenter n et retour apétl.
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3.4 Modele de Volterra-BFOR : Approche exhaustive

3.4.1 Cas du noyau de Volterra du premier ordre

Supposons qul couples d’entrée/sortieil(d), du systéme sont disponibles et que les
sorties sont bruitées. Nous allons considérer le probl€mgichisation au sens des
moindres carrés de I'erreur quadratidtie

N-1
E= ZO (d(n) —y(m)* = [[d—Y|* = |d - ®G|*

(d(0) d(1) --- d(N—1))"
(YO y(1) - yiN-1))T
o = (s(0) s(1) - s(N-1))
= (9o ¢1 - x-1)

(90 g1 -+ Ok-1 )T

®
|

(3.27)

¢y et G sont des vecteurs colonne de dimension respeltigeK, et® est une matrice
de dimensioN x K.

Les équations normales sont regroupées sous la forme raligrguivante :
O PG=0"d (3.28)

Rappelons que les coefficients de Fourier optimaux obtermia p@solution de (3.28)
sont donnés par :

A -1
G=(®"®) "@'d

Par ailleurs, I'erreur entre la sortie du systeme et lasalti modéle optimisé peut étre

réécrite telle que :

d—Y = d—oG
n-d (3.29)

ou
Ni=l-o@ o) ‘o’ =1-n (3.30)

N est la matrice de projection sur le sous-espace orthogoogluaengendré par les
colonnes de la matric®. En utilisant les propriétés de symétrie et d'idempoteree d
la matrice de projection on a :

) (1) (n)
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Par la suite, il est possible d’écrire I'erreur quadratiquiaimale Enin en fonction de
la matricel1+ X
Emin=||[d—Y|?=d"N*d (3.31)

Afin de réduire la complexité de calcul de la procédure stahdas moindres carrés,
nous allons recourir a la version orthogonalisée des meidarrés [100]. En effet,
la matrice des entrées filtre@s,peut étre factorisée en un produit d’'une matrice a
colonnes orthogonales avec une matrice triangulaire ByyéiJ.

® = PU (3.32)
Avec® = ( $o - Pr-1 ) et < @y, Pq >= & q 0U S est le symbole de Kronecker.

En conséquence, les coefficients de Fourier optimaux sisnjte :

G=uld'd (3.33)
De méme, une expression plus simple est obtenue pour lgi@tude la matric€l-+- :
Nt = 1-o@e) ‘@
= 1-du(UTd'dU) ey
— 1-duU(d'd) TuTuTe!
s T

= | -0d (3.34)

3.4.1.1 Procédure de sélection de poles

Supposons qu’on dispose d’un ensemblédadles reels stables = {&,---,éq-1}.
Cet ensemble peut étre obtenu en discrétisant le segmehtl|. Evidemment, la di-
mension de cet ensemble est inversement proportionnefiasade discrétisation. Pour
chaque ordre de développement du modele, ces pdles sasésutilour générer les
fonctions de base candidates. A l'ordre 1,@®&nctions de base candidates sont :

Fo:{Bmzivzl__;%,m:O,l,m,Q—l} (3.35)

Tandis que pouk > 0,lesQ fonctions de bases candidates sont :

_z2k-19_
Fe= {Bm,k: v fjm n 12_22} (3.36)

ou lest; sont les péles sélectionnés durant les étapes précédentes.

L'idée est d’'incorporer dans la base la fonction qui minenigrreur quadratique a
chaque itération. La procédure débute avec une base videesilarrétée lorsqu’un
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certain critere est satisfait. La minimisation de ce cetgermet d’optimiser la dimen-

sion de la base orthogonale. La procédure étant itératies allons effectuer de fagon
itérative le calcul de I'erreur quadratique. Pour ce falrest nécessaire de déterminer
une relation récursive pour I'évaluation de la matrice dggmtion.

Dans le cas d’'une basela{ 1) fonctions, la matrice de projection s’écrit :

Incorporer une nouvelle fonction dans la base a pour effetrdduire une colonne;
dans la matrice. 5 5
D= (P P )
En conséquence, la nouvelle matrice de projection estdate
L e ra
Mics = 1 —Pa®Pyyy
U
= 1 -®D, — ;¢
T
= My — 9, (3.37)

Par suite, 'incrément de 'erreur quadratique minimagy , ; = Ex — Ex. 1, S'écrit :

B = dT (Mg =My ) d = (d76;)° (3.38)

3.4.1.2 Critéere d'arrét

Différents critéres utilisés pour la sélection de modelkesvent servir comme critére
d’arrét de l'algorithme [57, 100, 51]. On citera par exemiglecritere d’information
d’Akaike (AIC) et le critére BIC (Bayesian Information Critenjpou MDL (Minimum
Description Length). Ces deux criteres sont respectivehéintis par :

AIC(K) = log (%) + %k (3.39)
(Ek log(N)
BIC(k) = log W) +— K (3.40)

En résumé I'algorithme proposé est le suivant [65]

Algorithme 3.3 Sélection des podles d’'une base BFOR (Cas linéaire)

1. Discrétisation du segmeht- 1,1[ avec un pas fixe pour obtenir un ensemble de
pbles candidats stables.

2. Sélection de la premiére fonction de la base :
(a) Construction de I'ensemble Be fonctions candidates.

(b) Formation du vecteugg en calculant les entrées filtréegs), n=0, 1,- - -,
N — 1, pour chaque fonction candidatenB).
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(c) Normalisation deb; = (¢o).
Sélection du pol€,, de la fonction B,(z) qui minimise I'erreur quadra-
tique.

3. Construction itérative de la base optimale pour cha@jue 1)-¢ itération, k> 0:
(a) Construction de 'ensembleg Be fonctions candidates

(b) Formation du vecteupy en calculant les entrées filtréegs), n=0, 1, - - -,
N — 1, pour chaque fonction candidatenR(z).

(c) Orthonormalisation du nouveau vecteur cologigoour former la matrice
®, ., et sélection du poléx de la composante passe-bas de la fonction
Bmk(2) qui maximise I'incrément d’erreur quadratique (3.38).

(d) Calcul de I'ordre de troncature au moyen du critére d’arf2.39) ou (3.40).

4. Sile critére AIC ou BIC est minimal, les coefficients derfetsont estimés et la
procédure s’arréte. Sinon retour a I'étape (3a) en rempladapar k+ 1.

3.4.2 Cas général

La procédure formulée ci-dessus peut-étre étendue auuwsgghéral d’'un modeéle de
Volterra d’ordre quelconque [65, 68, 66]. Considérons un@mde \olterra d’ordr@
dontle développement tronqué de chacun des noyaux est :

-1
hp Ny, ---,N Z Z gkl kpbkl p nl) bkp,p(np)7 p= 17 T 7P

ou les fonctions de bad® , sont définies par [90] :

1—502p
0,p< ) O,p( ) Z_EO,p
1_Ek2 k—ll_ :
bk7p(n) = gffl Bk,p(Z) _ V — ;P _Eljpz : k = 1. ,Kp—l
Z—&kp b 2= Sip

Rappelons que la sortie globale du modele est la somme désssoet chaque bloc

P
homogene y(n) = S yp(n) ol la sortiey, est donnée par :
p=1

Z Zhnl, IﬁnnJ

n=0 np=0

Rappelons aussi que le modeéle résultant aprés décompasitione BFOR, donné par
(3.4), est:
Kp—1  Kp—1

LT T AT
ki=0  kp=Kp_1
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. P M-1 : : .
0U Sy, kp(N) = _|‘|15kj7p(n), avecs; p(n) = 'zo by, p(i)u(n—i). Les coefficients,.... k,
= =

sont obtenus en appliquant une procédure de triangularnsaimilaire a celle décrire
pour les noyaux de Volterra dans le chapitre 1, a 'ensemésecdefficientsy ... k-

La complexité paramétrique du modéle global est donc egale a

P —1)!
CBFOR(K]_,' .. 7KP) — Z (Kp+ p 1)

3 K- Dip (3.41)

Supposons a présent que nous disposornd deesures d’entrée-sortie. Nous définis-
sons :
— les vecteurspy, ... k, des produits a l'ordrep, p=1,---,P des entrées filtrées

S.p(n),i=1---,p:

T
Py, kp = (9«1,--~,kp(0>, Sk, kg (N — 1))

— pourp > 2 les matrice®qp,9=0,1,--- Ky —1:

Dq7p = <¢0307 707q e ¢k17k27"' 7kp711q T ¢q7Q7 -,Q-,Q)

avecO< ki <kp<---<kp1<q.
Chaque matric®q  est de dimensiond x %.
— les matrices :

1 = (¢o---Px,-1)
®p (Do,p---Dgp---Diy-1.p)s P>2
b = (q;l...qpp...qu)

Chaque matric@, a une structure en bloc. Elle est exactement constituég de

blocs de typdq p. La matrice®,, est de dimensiond x %(‘;71&‘2!!.
— les vecteurs des coefficients de Fourier :
Gp = (9000 90,0k F0. Ly Gy iy 90 OKp—1" "

)T
OKp—1, Kp—1,Kp—1

G = (GI"'GE"‘GE)T

Exemple 3.1 Pour illustrer ces définitions, prenons le cas d’'un modéladyatique,
dont les noyaux sont développés sur une BFQGRanctions. On a :

¢|(]_ = (&1(0)7 7S|(1(N_1))T7 k120517273
T
¢k1.,|(2 = (Sk]_,k2<o)7 e 7Sk]_,k2<N - 1)) ’ kl = 07 17 27 37 k2 = k17 e 73
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— pour le noyau quadratique nous avons les matriogs, q=0,1,2,3:

Do2 = (¢00)

Diz = (o1 ¢11)
(
(

O
N
N

|

Go2 ¢12 ¢22)
$o3 ¢13 ¢23 @33)

— on définit les matrices :

D = (o ¢1 92 @3)
®, = (Do Di> Dy» D3»)
® — (& D)

La matrice®; est partitionnée ed blocsDq p, 0=0,1,2,3.
— les vecteurs des coefficients de Fourier sont :

Gi = (G & G 0)
Gz = (00,090,191,190201,292290,391,3023 93,3)T
G = (6f 6}’
Par suite, le vectelr = (y(0) y(1)---y(N—1))" des sorties du modéle de Volterra
durant 'intervalle temporg, N — 1] peut s’écrire :
Y =0G
Nous pouvons des lors formuler le probleme d’optimisaties coefficients de Fourier

comme suit : A
G = argmin/|d — 0G|

ce qui conduit a la solution bien connue des moindres caniearge :
G=(@"®) "@'d

otrd = (d(0) d(1)---d(N—1))" est le vecteur des sorties réelles du systéme. En défi-
nissant la matrice de projection orthogonBle sur le sous-espace orthogonal a celui
engendré par les colonnes@epar :

N=i1-o (@) ‘o’ =1-n
le vecteur des erreurs de prédiction s’écrit donc :
d—Y=d-dG=n'd

Comme nous I'avons déja montré dans le cas linéaire, tenamteades propriétés de
la matrice de projection, I erreur quadratique minimalecsit :

Emin=[|d— V| =d"n*d (3.42)
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Appliquons a présent a la matrideune factorisation de type QR. On &:= ®U, ou
® est une matrice a colonnes orthonormalel ene matrice triangulaire supérieure.
Les coefficients de Fourier optimaux s’obtiennent alorggidla relation suivante :

G=ule'd (3.43)

Il est & noter que la matrie® hérite de la structure en bloc @& En conséquence, nous
avons :

d — (&)1...a,p...a,P>
®, = (Dop--Dgp--Dry-1p)

Ou chaque blo®q,p est for_m'é par les CO|0nn€ﬁ,$<1.,._..,.,kp,1,q, 0<kg<---<kp1<q.
Les relations d’orthogonalité suivantes sont vérifiées :

vT 1)
q)|01q)p2 = 5|01,I02|

e
Dey.pPa.p = Oy,

ou J est le symbole de Kronecker lela matrice identité.

Définissons a présent la matridg comme étant la matrice de projection orthogonale
sur le sous-espace engendre par les colonndg,de

s T
Nous pouvons alors formuler la proposition suivante :

Proposition 3.5 La matrice de projection orthogonale sur le sous-espacesedg
par les colonnes de la matri¢e est la somme des matrices de projection sur les sous-
espaces engendrés par les colonnes des matrices ortheg@®glp=1,--- ,P:

P
n=73n, (3.44)
p=1

Preuve : La preuve de cette proposition découle d’un calcul direct :
n=o@ao) @
— duU(87d) UTUTE
o

Tenant compte de la structure en bloc de la mathcé vient que :

P . o T P
p=1 p=1
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Définissons a présent les erreurs quadratiques de prédstticantes :
v 112 _ 4Tt
Nous avons alors le corollaire suivant :

Corollaire 3.1 L’erreur quadratique de prédiction minimalef se décompose en la
somme d’erreurs quadratiques de prédictioqif, relatives a chaque noyau tel que :

P
Emin = Z Eminp — (P— 1)de (3.45)
p=1

P
Preuve : Calculons la différenc&min— 3 Eminp, €n utilisant la proposition 3.5. On
p=1

a:
P P
Emin— z Eminp = d'n+d - Z dTI'Igd
p=1 p=1
P P
= d'd— 5 d'Mpd—Pd'd+ Y d'Mpd
p=1 p=1
= —(P-1)d'd
d’ou le résultat. [ |

3.4.2.1 Approche constructive pour la sélection des pbles

Notre objectif est de construire de maniere itérative useg, pour le developpement

de chaque noyahy. Afin de choisir les poles de la BFOR, nous supposons gque nous
disposons, en plus dé$ mesures d’entrée-sortigi(n),d(n) r’:l:_ol’ d’'un ensemble de

R péles réels stables = {&,---,ér_1}. En I'absence d’informatioa priori, cet en-
semble de pbles peut étre obtenu en discrétisant avec uropas k& segment- 1, 1[.
Evidemment, la complexité de calcul de I'algorithme dépeéundpas de discrétisa-
tion. Comme dans le cas linéaire, I'ensemble des fonctiondidates est donné, pour
chaque noyalnp, respectivement pour la premiere itération et pour lesiii@ns sui-
vantes, par :

Fop=14 2" Bm.p(Z): ,0<m<R-1
’ ’ Z—&mp
1—52 k_ll—T' 7
Fp=14 27 Bryp() = L—— L2l 0<m<R-1), k>0
Z—émp Ly Z-Tip
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Les pblest p,i € {0,--- ,k— 1}, correspondent a ceux déterminés dans les étapes préce-
dentes de l'algorithme. Nous signalons qu’en raison ductara itératif de la construc-

tion de la base, nous ajoutons aux différentes quantitési@ms, vecteurs et scalaires)
jusque la définies, un indice supplément&ite O qui indique la(k+ 1)-éme itération

et donc la(k+ 1)-éme fonction de la base.

B p est une basekifonctions associée au développement du noyau de \Volteordre’
7p
p. Les entrées filtrées, ou leurs produits, par ses fonctionisrangées dans la matrice
D .
P

Ajoutons une nouvelle fonction & ,. Nous obtenons la ba$y 1 , a laquelle nous
associons la matrlo@kﬂ p- Nous pouvons vérifier qu@kﬂ p est obtenue a partir de
@y , en lui ajoutant un blo®y . En effet :

q)|<+1,p = (qu"'bk—l,p [v)k.,p)
= (®p Dip) (3.46)

Proposition 3.6 Lorsqu’une nouvelle fonction est introduite dans la b&g,, I'er-
reur quadratique de prédiction associée au noyau d’ordrestréduite.

Preuve : Tenant compte de (3.46), nous pouvons déduire une relagumsive pour la
matrice de projectioﬁlé. Ona:

i b v T
nk+1,p = | =Dy, p¢k+1 p
_ =T
= 1 =By by, — DDl
_ T
= ”k P Dk,pDk,p
En utilisant 'expression qui lie I'erreur quadratique dégtiction a la matrice de pro-
jection, nous obtenons :
AEmin,k+1,p = Emin,k,p - Emin,k%—l.,p
T 1 1
- d (nkyp - nk+1’p)d
_dqT. T

k Kk k T 2
_ Z Zk Ek (d (ﬁkl,kz,...,kp,l,k) >0
ki=0ko=ki  Kkp_1=Kp_2

Ce qui implique qQU&Emink+1,p < Emink p i.€. la réduction de I'erreur quadratique de
prédiction. [ |

Corollaire 3.2 L'incrément d’erreur quadratique de prédiction, dd a l'iatluction
d’une nouvelle fonction dans les bases respectives agsoighacun des noyaux, est la
somme des incréments d’erreurs quadratiques de prédiagsaciées a chaque noyau.

P
AEmin,k = z AEmin,k,p (3-47)
=1
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Preuve :

AEmin,k = Emin,kfl - Emin,k
P T P -
p=1 p=1

P

P
= Z (Emin,k—l,p_ Emin,k,p) = Z AEmin,k,p
p=1 p=1

Nous proposons de choisir les poles des différentes basesrtte que I'incrément
d’erreur quadratique de prédiction soit maximisé ce quivéequ a réduire I'erreur qua-
dratique de prédiction. Ce probléme d’optimisation se fdenalonc ainsi :

(Tk, + Tkpy > Tkp) = arg max  AEminks1(&m1, -, &mp, -+ Emp)

Emﬁlv“‘sfm‘,pv"‘yfm.P
(3.48)
A l'instar du développement réalisé dans le cas linéairprd@édure de sélection est
arrétée en utilisant un critére de sélection de modéle coAl@eu BIC.

Deux stratégies sont possibles pour maximiser I'incrérdamteur de prédiction. Soit
maximiser directemenEnmink,1 SOit maximiser séparement I1&& iK1 p. La pre-
miere stratégie est indiquée lorsqu’une seule base estetipour le développement
de tous les noyaux tandis que la seconde l'est dans le cassduades distinctes sont
construites pour chaque noyau.

Selon que I'on effectue le choix d'une base unique ou derdiffies bases, nous avons
les algorithmes ci-apres :

Algorithme 3.4 : Choix d’une base unique

1. Discrétisation du segmeht-1,1] avec un pas fixé pour obtenir les pbles candi-
dats.

2. Sélection de la premiére fonction de base :
(a) Construire 'ensembledgrdes fonctions candidates.

(b) Former les vecteurgy ... o pour chaque ordre de non-linéarité p en calcu-
lant les entrées filtrées pour chaque fonction candidatézB

(c) Construire et orthonormaliser la matric®1, et choisir le premier pdle tel
que l'erreur quadratique de prédiction globale soit minima

3. Ala(k+ 1)-eme itération, k> 0:
(a) Former I'ensemble Fde fonctions candidates.

(b) Former les vecteurdakLkz,...7kp717k, ki1 =k, ---,k,i=1--- p—2encal-
culant les entrées filtrées et leurs produits pour chaquetfon candidate
Bmk(2), m=0,--- ,R—1.
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(c) Orthonormalisation des nouveaux vecteurs colonnexetdtion de la ma-
trice @y, 1 puis sélection du p6l& de la composante passe-bas de la fonc-
tion Bmk(2) qui maximise l'incréement d’erreur quadratique de predicii

(d) Evaluer le critere d’arrét.

4. Si le critere est minimal, estimer les coefficients de ieswat arréter la proce-
dure. Sinon, retour a I'étape 3a en incrémentant k.

Algorithme 3.5 : Choix d’une base différente pour chaque noyau

1. Discrétisation du segmeht-1,1] avec un pas fixé pour obtenir les pbles candi-
dats.

2. Construire 'ensemblegrdes fonctions candidates.
3. Sélection des premieres fonctions de chaque figsd>our p=1,--- ,P:

(a) Former les vecteurgy ... o en calculant les entrées filtréegset en faisant
leur produit d’ordre p, pour chaque fonction candidate.

(b) Orthonormalisemg ... o pour constitueﬁDLp et doncd puis choisir le pole
ém,p de la fonction B, p(z) qui minimise Ein1,p.

4. Ala(k+ 1)-eme itération, k> O, pour p=1,--- P :
(a) Former 'ensemble f;, des fonctions candidates.

(b) Former les vecteurgy, k, - k,_, k €N calculant les entrées filtréegset en
faisant leur produit d’ordre p, pour chaque fonction canaliel.

(c) Orthonormalisery, i, ... k, ,k Pour constituerd,.; , et doncdy, 1 puis
choisir le poleém p de la fonction Bk p(2) qui maximiseAEmink+1,p-
5. Evaluer le critere d’arrét.

6. Si ce critere est minimal, estimer les coefficients de iEo@t arréter la procé-
dure. Sinon, retour a I'étape 4a en incrémentant k.

3.4.2.2 Procédure de seuillage

Dans la procédure décrite ci-dessus, le critére d’arréhéam ordre de troncature
optimalK au sens du critere utilisé. A cet ordre de troncature coorepn nombre de
paramétres du modéle égaC8 °R(K,--- ,K), donné par (3.41). Lerreur quadratique
moyenne normalisée correspondante est alors :

(3.49)

Il est vrai que la procédure que nous venons de présenteepdtabtenir une repré-
sentation parcimonieuse du modele de Volterra. Cependanaird de troncature utilisé
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étant le méme pour tous les noyaux, il est possible que nsii@imes non significatifs
soient présents dans le modele. Nous proposons de lesrérattdaguant” le modéle
de maniére rétrograde. Une telle procédure réduit plusfiigtivement la complexité

du modele. En contrepartie, le modéle se dégrade. Cettedddignan’est pas consideé-
rable si le terme retranché du modéle est peu significatifisNdlons donc supprimer
les parametres un a un, tout en s’assurant que la dégradatimodéle soit bornée par
un seuil choisa priori.

On définit paE QMN (CBFOR(Ky, -+ ,Kp)) l'erreur quadratique moyenne normalisée
correspondant & un ordre de troncatifgepour la baseB, et parA(.) la différence
Suivante :

A(Ky, - Kp) = EQMN(CBFOR(Kl, - ,Kp)) . EQMN(CBFOR(K, - ,K)>

(3.50)
Désignons paKg I'ordre de troncature aprés seuillage de la f8geel que :
(K3, -+ ,Kg) =arg max A (Ky,---,Kp) (3.51)
Kq,,Kp
sous la contrainte suivante :
EQN(CBFORK K
0< A (Ky,- - . Kp) < |EQNETTHK )] (3.52)

K
aveck une constante positive choisie de sorte que la dégradatibBQMN soit limi-
tée malgré le seuillage de certains parametres :

C(K]S_7 7KI§) < CBFOR(Kv"' 7K)

Il est & noter que la complexité paramétrique d’un noyau d@&st d’autant plus élevée
gue l'ordre de non-linéarité qui lui est associé est impurtainsi, la modification
de la complexité relative a un noyau d’ordre donné a d’aupdud d’'impact sur la
complexité globale du modele que I'ordre de non-linéariténdyau est élevé. Nous
proposons donc de débuter le seuillage au niveau du noyaegué k& plus élevé. Puis
nous décrémentons ce degré. La procédure se résume contme sui

Algorithme 3.6 : Procédure de seuillage
Pour p=PP—-1,--- 1:

1. Réduire K et évaluerA <K,--~ ,K,Kp,KSH,--- ,KFS,)

2. Silacontrainte (3.52) n'est plus vérifiée, arréter. Oromd K5. Puis décréementer
p. Sinon retour a 1.

3.4.3 Modele de Volterra-BFOR : Approche analytique

Le principal écueil de I'approche que nous venons de présest d’évaluer la fonc-
tion de codt a optimiser de maniere systématique pour chélgoneent de I'espace de
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recherche. En I'absence d’'informatiampriori sur le systéme, cet espace est obtenu par
discrétisation du segmeht 1, 1[. Plus, la recherche se veut étre fine, i.e. un pas de dis-
crétisation tres faible, plus la méthode est lourde a mettreeuvre. Plus la recherche
estgrossiére, i.e. un pas de discrétisation importantysran est sdr de trouver la bonne
solution. Dans ce type de problemes d’optimisation, unuecaux techniques d’op-
timisation globale comme les algorithmes génétiques,deirsimulé ou 'algorithme
des colonies de fourmis peut étre envisagé. Cependant, casdaes bien qu’étant
efficaces requiérent généralement un nombre importanalliétions de la fonction de
co(t. Ce qui rejoint I'écueil principal de la méthode de reche exhaustive que nous
avons présentée. Dans cette derniére, 'avantage estajd@diu pas de discrétisation,
on fixea priori le nombre d’évaluations de la fonction de co(t a chaquetitéra

Nous retiendrons toutefois que le principe de la méthodatastyant. Peut-on utiliser
une autre technique pour le choix du pole optimal & chaquatibé, qui soit moins
colteuse ?

Nous avons déja indiqué que I'avantage d’un développenueiotes bases de Laguerre
est qu'il est possible de déterminer les pboles optimaux da@éraanalytique. La mé-
thode que nous avons présentée dans la section 3.3 pr€sentdgdge d'étre indé-
pendante vis-a-vis de I'ordre de troncature. Nous nousgsams donc de I'associer a
I'approche constructive de la section 3.4.2.

Rappelons que le vecte¥rdes sorties du modele s’écrit :
Y = dG = G

ou® = ®U etG = UG. Rappelons aussi q@ a une structure en bloc qui évolue avec
'augmentation de I'ordre de troncature. L'orthogonatig® permet d’avoir une esti-
mation decouplée du modele. En vue de fixer les idées, pré'eaasple d’un modele
linéaire quadratique développé sur des bases a 2 fonctiamsatrice® s’écrit :

1(0) $.1(0)
1(1) S1.1(1)

SN-1) §(N-1) So(N-1) &Hi(N-1) &i(N-1)

Nous allons a présent réorganiser les colonne® de sorte a grouper d’'une part les
colonnes qui ne dépendent que de la premiére fonction degbateel’autre celles qui
dépendent a la fois de la premiere et de la seconde fonctibrestelle organisation
s’obtient en permutant la deuxieme et la troisieme colore®.dNous obtenons :

%.1(0) $1,1(0)
S.1(1) $11(1)

=2
Il

HSN-1) %o(N—1) &(N-1) &i(N-1) &1(N-1)
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D’ou la structure en bloc suivante :
B= (D) )
Avec :
%(0) $.,0(0) $1(0) $,1(0) $1,1(0)
— S(1) S0(1) — $1(2) $.1(1) $1.1(2)
@y = . , P = . . .
SIN-1) So(N-1) S(N-1) %i(N-1) §1(N-1)

Cette permutation se traduit par une permutation de |la deexé de la troisieme ligne
du vecteur des coefficients de Fourier "orthogonalisésOn a :

G=(do Goo G1 G11 Go1) =(G) G )
D’une maniere générale, nous définissons :
— @, : matrice dont les colonnes saptet Py, ... k, ,k POUr 0<ky <--- <kp1 <K
et2<p<P.
— G : vecteur dont les composantes sgptet g'kl,..,kpfl,k pour 0< k; < --- <
Kp—1 <ket2<p<P.
Avec ces définitions, la sortie du modele s’écrit donc de granéquivalente comme :
__ K-1_
Y=0G=Y PGy
kZO

Par suite :
K-1 .

Y= 3 W, () = S(n)Gx (3.53)
=0

S(n) étant la(n+ 1)-iéme ligne daby. Par suite, nous avons la structure multicanal de
la figure 3.2.

Nous définissons les signaux suivarks(0) :
— Vk(n) : la sortie cumulée jusqu’a l& ¢ 1)-ieme branche :

k
Yk(n) = > vi(n)
%)
— Vk+1(N) @ le signal résiduel donné par :

Viir1(n) = d(n) — Yk(n)

oud(n) est la sortie réelle du systémewgtn) = d(n).

Nous pouvons Vérifier que les signaux résiduglgbéissent a la relation de récurrence
Suivante :

Vier1(n) = Vik(n) = Yk(Nn) (3.54)
Le principe de la méthode que nous proposons rejoint celuiazoment utilisé pour
I'identification des modeles parallele-cascade [102, BF].1ll s’agit d’'identifier a
chaque itératiork > 0, un modeéle entre I'entréeet le signal résidual,. Nous propo-
sons l'algorithme suivant :
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3.4. Modele de \Wolterra-BFOR : Approche exhaustive

Filtrage BFOR et opération non-
linéaire sur les entrées filtrées

Filtrage BFOR et opération non-
linéaire sur les entrées filtrées

u(n)

Filtrage BFOR et opération non-
linéaire sur les entrées filtrées

FIG. 3.2 — Représentation multicanal équivalente du modéle derv-BFOR ortho-
gonalisé

Algorithme 3.7 : Approche analytique
1. Pourk=0,--- K—1:
(a) Déterminer les poles optimaux de Lagueérg, p=1,---,P en utilisant

comme entrées-sorties les signaux ueet en appliqguant la méthode dé-
crite par I'algorithme 3.1.

(b) Construire les fonctionsily avec les poles déterminés.

(c) Faire passer I'entrée par les filtres de la BFOR. Apresortormalisation,
générer les vecteur§(n) puis former la matricepy.
(d) Estimerle vecteuBy :
G_k = ¢-||(—Vk
ou \ est le vecteur des signaux résidugleEy n=0,--- ,N—1.

(e) Evaluer le critére d’arrét
(f) Calculer \;1(n),n=0,--- ;N —1suivant (3.54).

Dans le cas linéaire une approche semblable a été conspkarf@3]. Les auteurs sé-
lectionnent les pdles en filtrant les dynamiques du systeemmahiere itérative. Une
fois la base construite les coefficients de Fourier sontiengéterminés. Il apparait
donc que dans son principe cette méthode est trés diffédentelle que nous présen-
tons. L'approche analytique que nous avons présentée aoest pas I'extension de
[63] au cas des modeles de \olterra.

2Comme dans la procédure de recherche exhaustive on péseusilC ou BIC.
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3.5 Approche hybride de réduction de complexité d’un
modele de Volterra

Dans ce paragraphe, nous allons combiner les deux apprdehesiuction de com-
plexité d’'un modéle de Volterra. Nous allons montrer comimeettre a profit la dé-
composition matricielle et la décomposition sur base detfons orthogonales ration-
nelles.

Considérons un noyau de Voltetng causal, décompose sur une BFOR. La meilleure
approximation de ce noyau nécessite un nombre infini deifometie bases. Pour des
raisons pratiques évidentes, ce développement est trangaoéordre fini. Cependant,
quel est I'ordre de troncature optimal ? Dans la sectionaténte, nous avons utilisé
un critere de sélection de modéle pour stopper la consbrudi notre base. Il s’avere
gue certains termes non significatifs demeurent d’ou lags#iged’une procédure de
seuillage en aval. Il est aussi possible de faire un choikrante de la BFOR tout en
choisissant un ordre de troncature suffisamment élevé gduire I'erreur d’approxi-
mation du systéeme. Une certaine redondance est introdaiitegs termes supplémen-
taires. S’il est possible de grouper les coefficients de iEpdians une matrice, nous
pouvons alors utiliser les techniques de décompositiomicrete pour réduire davan-
tage la complexité paramétrique.

Dans ce paragraphe, nous n’utiliserons pas la représamtaiangulaire des coeffi-
cients de Fourier. Toutefois, a I'instar de la représenmtathatricielle des noyaux de
\olterra que nous avons présentée, le modele de VolterraRBik@nogene, tronqué a
I'ordre K, peut aussi s’écrire :

yp(n) =S (NG p-1Sp-1(N) (3.55)

ou Sy(n) est un vecteur de dimensidt) contenant tous les produits croisés d’ordre

p des entrées filtreeg(n) et G p_; une matrice de dimensiolnl'O X KS" telle que
son(i, j)-eme élément soit le coefficient de Fourier qui pondere leyitale lai-eme
composante d§ et de laj-eme composante d&_; dans (3.55). Par exemple, dans le
cas des noyaux quadratique et cubique nous avons respeetive

do,0 o1 - OQokp-1 so(n)
d1,0 g1 - Oik,-1 si(n)
G11= . . , . , Si(n) = .

OKo—1,0 OKp—11 **° OKp—1Kp—1 S, (N)
Jo,0,0 do,0,1 e J0,0,K3—1
Jdo,1,0 Jo.1.1 e 00,1,Kz—1

Gz’l - . . . . )
OK3—1K3—1,0 OK3—1Ks—11 - OK3—1Kz—1,Kz—1
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3.5. Approche hybride de réduction de complexité d’un medeé \olterra

S, () Stoko (1)

Appliquons la décomposition SVD a la matriGg ,_;. nous obtenons :
r
Gip 1= Zloivv.viT
i=
Relation qui donne :

Yo = 501 O 7S] = 5 (01

L'intérét de cette décomposition est davantage visiblesdaigas d’'un modele de Vol-
terra a noyau séparable. Dans ce cas, nous avons montrégqoptigté de séparabilité
se répercutait sur les coefficients de Fourier (voir I'émume¢3.3)). En conséquence, la
matriceG, | est donc de rang égal a un. D'ou :

G p1=0WV'

et par suite
yp(n) = o [§T (W] VTS, (n)]
Dans le cas particulier d’'un modéle quadratique symétrique: V d’ou :

ya(n) = o [S] (W]

Ce modele n’est caractérisé que piés + 1) paramétres !

Algorithme de type NLMS pour I'estimation paramétrique d’'un m odéle de Vol-
terra BFOR-SVD quadratique homogene : Considérons la fonction de codt

2

J(n) = €¥(n), avece(n) =d(n) — a(n) [S] (NW(n)]
La procédure de descente du gradient nous permet d’écripgsant(n) = Sl (n)W(n) :

o(n+1) = o(n)+ ue(n)Z(n) (3.56)
W(n+1) = W(n)+2ue(n)o(n)z(n)S(n) (3.57)

Le développement de Taylor de I'erreziau premier ordre donne [83] :

B K=l He(n) de(n)
e(n+1) =e(n)+ k;) () (n)+ da(n)Aa(n) (3.58)

95
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5o(n)

B, (2)
u(n) 5, (n)
B, (2)
g ¥, (n)
w 4@" >
S, (1)
B G |

FIG. 3.3 — Représentation d’'un modele de Volterra BFOR-SVD quag@homogene
a noyau separable

ou : Awy(n) = wg(n+1) —wi(n) etAo(n) = o(n+1) — o(n). Sachant que :

o = ~2o(mAmS () S50 =2 ()
et tenant compte de (3.56) et de (3.57), on a alors
Ko—1
en+1) = &) —4uemo*(MZ(n) 3 S —uZ el
=0

= e(n) [1-u (40?(MZ(n) ISP +Z(n) |

Lerreure(n+ 1) s'annule pour :

1
402(m)Z2(n)||S1)|* +2(n)

Hopt =

Cependant, pour tenir compte des termes négligés dans logpement de Taylor,
nous pouvons choisir :

. U
hor = dmE s P A E T .
D'ou :
on+1) = on)+u Wil (3.60)
42 02(n) St 2+ 2 (n)
) e(n)a(nanSy(n)
e LD G R
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Afin d’éviter des fluctuations trop importantes du facteundemalisation nous allons
plutot considérer un filtrage passe-bas de celui-ci. Ce qus donne :

on+1) = o(n)+u%zs)(n) (3.62)
W(n+1) = W(n)+zue”)a(z)(zrf)n)sl<”) (3.63)

v(n) = Bu(n—1)+(1-p) (42M*()|SM|°+Z(n) (3.64)

ou B est une constante prise entre zéro et un.

Dans le cas d’'un développement sur une base de Laguerrepoowsns combiner cet
algorithme avec celui de I'estimation du p6le de Laguerrendaiere adaptative. Nous
avons alors :

Algorithme 3.8 : Approche hybride
1. Initialiser le p6le de Laguerrag(0) et le vecteur WO) ;
2. Pourn>1:

(a) Déterminera(n) et le vecteur Wn) a partir des équations (3.62-3.64) ;

(b) CalculerG;(n) = a(n)W(n)WT(n) (les composantes de@) sont les co-
efficients de Fourier) ;

(c) Déterminer un nouveau podle de Laguerre a partir des aneffts de Fou-
rier calculés a I'étape précédente en utilisant I'algoritie décrit en 3.3.3.

3.6 Simulations

Dans cette section nous allons illustrer, a travers deumplas, les performances des
algorithmes que nous avons présentés. Nous évalueronsdédure de sélection du
pble optimal de Laguerre ainsi que les approches exhasstianalytiques de sélection
des BFOR.

3.6.1 Caslinéaire

Nous considérons le modele de fonction de transfert sueV&2af :

H(z) = 3.822 — 3.717* + 0.39952 — 0.243%° + 0.254
~ 22— 0.852*— 0.555% + 0.61622 — 0.0733— 0.0612

dont la représentation des zéros et des pbles dans le plgriee@rest donnée par la
figure 3.4.
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Partie imaginaire
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FIG. 3.4 — Lieu des péles et des zéros du systéme simulé

A la sortie du systéme, le bruit additif est blanc et gaussiemappliquant la procédure
de construction que nous avons proposée au paragraphe@driin nombre de don-
néesN = 500 et un rapport signal a bruit dedB, avec 20 expériences indépendantes,
I'ordre de troncature optimal au sens du critBi€ est :K = 6. Les pbles sélectionnés
sont ceux donnés par le tableau 3.1.

Pdle | Valeur moyenneg Ecart type )
& —0.740 1.010°
& 0.619 20103
& —0.751 50103
& 0.542 6.010°3
& 0.932 40103
&s —0.089 1.3102

TAB. 3.1 — Péles sélectionnés

L'écart-type autour des valeurs moyennes des pbles s#eés croit avec la dimension
de la base. La figure 3.5 montre I'évolution de I'erreur miisiée en fonction de I'ordre

de troncature. Les premiers pdles choisis sont ceux quiibaent le plus a la réduction

de la dite erreur. Par conséquent, leurs coefficients dadfa@ant plus significatifs que

ceux associés aux poles suivants (figure 3.6).

Par ailleurs il est a noter que le gain statique correspdralaisysteme reconstruit a
I'aide des fonctions de base et des coefficients de Fourienés est égal a.702+
0.086. Il est assez proche du gain statique du systeme réetigggal a 66307 .
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4.5

0 I I I 1 " \ \
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nombre de fonctions de base

FIG. 3.5 — Erreur quadratique normalisée par le nombre de dsneddonction de
I'ordre de troncature

4.5

35F B

Amplitude des coefficients de Fourier

05 B

Fic. 3.6 — Coefficients de Fourier de la base sélectionnée
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— BFOR
—©— Laguerre ||
—*— RIF

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Dimension de la base

FIG. 3.7 — Comparaison des développements sur les bases RIFrteaguBFOR

A présent, comparons le développement obtenu avec un ¢¢estent sur une base
RIF et sur une base de Laguerre dont le p6le est optimisé siizorithme de Fu et
Dumont. Ce pole optimal egtpt = —0.408.

On peut remarquer, sur la figure 3.7, qu’a ordre de troncadiergique, la BFOR ap-
proxime mieux le systeme simulé malgré le fait que seuls désspréels aient été
utilisés. La précision de reconstruction est donnée paalddion suivante :

N-1 5
3 (h(i) — hes((i))
EQMEN= 10log=2

N-1

5 h2(i)
i=0

ou h est la réponse impulsionnelle du systeméggtcelle reconstruite a partir du dé-
veloppement sur la BFOR.

Comme indiqué précédemment, I'ordre de sélection des p@&lesngortant dans la

procédure que nous avons développée. Cependant, queléerekitlon possible avec
la sélection de la meilleure base au sens de I'entropie raieitelle que proposée par
Bodin ? (voir le paragraphe 2.5)

A partir de la base sélectionnée nous avons appliqué la nette Bodin. Le tableau

3.2 donne la valeur de I'entropie pour la base que nous awast®nnée ainsi que
pour la meilleure et la plus mauvaise base au sens de I'eatnaipimale.

Les coefficients de Fourier correspondant a la meilleure baa la pire base (au sens
de I'entropie minimale) sont données par les figures 3.8%t 3.
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Base Entropie| Ordre des pdles par rapport a la base initiale
Base sélectionnég -12.976 (1,2,3,4,5,6)
Meilleure base | -13.451 (3,1,4,2,6,5)
Pire base -8.292 (5,2,4,6,1,3)

TAB. 3.2 — Valeur de I'entropie pour différentes configuratidies’emplacement des
poles

Amplitude des coefficients de Fourier

FiG. 3.8 — Coefficients de Fourier de la meilleure base au sengdiedpie minimale
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Amplitude des coefficients de Fourier

FIG. 3.9 — Coefficients de Fourier de la plus mauvaise base au sdienttopie mini-
male

Comme on peut le constater, au niveau de la meilleure baserdjii du systeme est
concentrée sur quelques coefficients de Fourier. On peutaisément déterminer les
coefficients les moins significatifs en vue d’un seuillaga. d&ppliquant la régle de
Donoho (2.62), seul le quatrieme coefficient de la meilldase est seuillé. Par ailleurs,
il est & noter que la base sélectionnée par notre approckenpecaussi la propriété
d’avoir I'énergie du systéme concentrée sur quelques caaifs, les premiers. Son
entropie est proche de celle de la meilleure base.

3.6.2 Cas non-linéaire

Nous considérons deux systemes qui ne different que pag¢epce ou non d’au moins
un retard unitaire. lIs sont décrits par des modéles de Valt&u second ordre :

— Systeme¥ :
noyau du premier ordre
_ Zz+05)
M2 = 7 "03)z-02) (3.65)
noyau du second ordre
C o - ] Z(z+1)
ha(i, j) = 0.25n(i)h(j) avec Hi)=2 {(2—0.8)(2-1— 0.8)} (3.66)

— Systeme¥5 :
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noyau du premier ordre

z+0.5
(z—0.3)(z—0.2)

Hi(2) = (3.67)

noyau du second ordre

z+1
(z—0.8)(z+0.8)

ha(i,j) = 0.25n(i)h(j) avec r(i)zgfl{ } (3.68)

La mémoire du modele est choisie égal & 20, ce qui correspond a 420 coefficients.
Si I'on tient compte de la symétrie du noyau quadratiquegfa@sentation triangulaire
du modele contient 230 parametres. L'entrée des deux sgstest un signal blanc,
gaussien, centré et de variance unité. La sortie respelgiveleux systemes est pertur-
bée par un bruit additif blanc, gaussien, indépendant chasidjentrée.

3.6.2.1 Choix du péle optimal de Laguerre

Dans ce paragraphe, nous évaluons les performances deshatgs d’optimisation
du pole de Laguerre présentés dans la section 3.3. Le systgms&t développé sur des
bases de Laguerre. Rappelons que les algorithmes que nowsspaegentés permettent
I'estimation paramétrique du modéle de Volterra-Lagutrue en optimisant les bases
utilisées. L'optimisation des bases est, ici, vue au serchdix du pdle optimal.

Nous utilisonsN = 5000 données d’entrée-sortie. Le rapport signal a bruitgat

a 3aB. Le systeme¥; ne répond pas aux conditions requises par I'algorithme de
[21]. En appliquant le dit algorithme &%, les pbles optimaux sont respectivement :
&10pt = 0.525 eté, opt = 0.734. Sachant que” et.> ont les mémes propriétés dyna-
migues, nous pouvons comparer ces valeurs a celles foyraniéss méthodes que nous
avons développées. Par ailleurs, nous pouvons aussi tesceourbes théoriques des
fonctionsJ; et J, (voir la figure 3.10). Ces fonctions ont chacune un minimunguei
enéyopt = 0.525 etés opt = 0.733 respectivement.

Estimation en bloc : Nous étudions le comportement de l'algorithme 3.1 suivant
trois aspects : I'ordre de troncatukedu développement des noyaux des Volterra sur
les bases de Laguerre, l'initialisation des péles de Laguadrle critére d’arrét de I'al-
gorithme.

Afin d’étudier I'effet de I'ordre de troncatun€, choisia priori, sur I'optimisation des
pbleséq (partie linéaire) e€, (partie quadratique), nous initialisons les péles de La-
guerre pag, = 0.001, p = 1,2. Les résultats obtenus sont reportés sur le tableau 3.3.
La figure 3.11 illustre le comportement des péles estiméasrdla procédure proposeée.
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10 T T T T T T T T T

—— 1st order kernel
2nd order kernel

Cost function
=
o

Laguerre pole

FiG. 3.10 — Courbes théoriques des fonctions de dp(irait plein) etJ, (trait discon-
tinu)

K &1 & EQMN(dB)

3 |1 0.543+0.013| 0.820+0.012| —9.3944-0.443
4 | 0.573+£0.018| 0.8244+0.014 | —12.010+0.587
5 1 0.5404+0.013| 0.8064+0.006 | —14.4954-0.199
6 | 0.526+0.011| 0.819+0.003 | —14.868+0.182
7 | 0.5114+0.011| 0.8124+-0.006 | —15.2124-0.220
8 | 0.517+0.010| 0.8154+0.003 | —15.3774+0.219
9 | 0.504+0.010| 0.813+0.005| —15.6454+-0.195
10 | 0.5094+-0.008 | 0.801+0.003 | —15870+0.165
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Pdle associé au noyau linéaire Péle associé au noyau quadratique
1 1
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FIG. 3.11 — Estimation des poles

Sur lafigure 3.11, nous pouvons noter que I'algorithme cayeven quelques itérations.
Pour un ordre de troncature significaif & 18 par exemple), une itération suffit pour
I'obtention de la valeur du p6le optimal. Pour des ordresalecature plus faibles, il est
nécessaire de recourir a davantage d'itérations. Sur leaal3.3, nous observons que
les valeurs des péles varient trés peu avec l'ordre de ttoreaSi donc I'objectif de
I'étude est simplement la détermination du pole optimatHeix arbitraire de I'ordre
de troncature n’a pas d’effet significatif sur la valeur dieggptimal obtenu. Toutefois,
augmenter I'ordre de troncature permet d’augmenter lastele convergence de l'al-
gorithme mais avec un surcodt de calcul. Par contre, dabgtuof de I'identification
du systéme, nous pouvons constater, sur le méme tableayu&.Bordre de troncature
influe sur la précision du modeéle. Nous reviendrons sur qet@sdu probleme dans
les simulations suivantes. Toutefois, nous pouvons naterefait d’avoir une procé-
dure d’estimation itérative permet d’améliorer non sewehi'estimation des péles de
Laguerre mais aussi la précision globale du modéle estioiél@/figure 3.12).

Voyons a présent (figure 3.13) I'effet de linitialisatiomsipdles de Laguerre sur la
vitesse de convergence de I'algorithme d’optimisationpfides de Laguerre, pour un
ordre de troncature fixéla = 7.

Bien que les valeurs initiales des pbles soient différedt@gorithme converge vers
la méme valeur. Cependant, la convergence est d’autantagiterque le péle initial
est proche de la valeur optimale. une fois de plus nous pasumoter que les pdles
convergent vers leurs valeurs optimales en relativemantjigrations.

Par ailleurs, dans le développement théorique de I'alymig, nous avons montré que
lorsque la valeur du pdle atteint son optimuRa,, s’annule (voir le paragraphe 3.3.2).
La figure 3.14 montre I'évolution d& 1 etR, ». Nous notons que lorsque ces quantites
deviennent quasiment nulles, les poles ont atteint ledesixgoptimales ; ce qui est en
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Péle de Laguerre
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FIG. 3.12 — Evolution de 'TEQMN pour différents ordres de trotuca
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3.13 — Estimation des pdles pour différentes valeursiesides pbles de Laguerre
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parfaite conformité avec le résultat théorique.

o
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FIG. 3.14 — Estimation des péles (a droite) et évolutiorRgg (a gauche)

De cette étude nous retiendrons les observations suivantes

— Le choix arbitraire de I'ordre de troncature du dévelopeetsur une base de
Laguerre influe sur la vitesse de convergence de l'algogtletmon pas sur la
valeur optimale du pble estimé.

— Linitialisation arbitraire du pole de Laguerre influe savitesse de convergence
de l'algorithme et non sur la valeur optimale estimée.

— Trés peu d'itérations suffisent pour obtenir les polesagtix.

— La quantitéR, , constitue une bonne mesure de la convergence de I'alga@ithm
Lorsqu’elle devient quasiment nulle, le pdfg a converge vers sa valeur opti-
male.

— Les poles optimaux obtenus sont proches de ceux donnéalgarithme de [21]
pour le systeme/.

Estimation adaptative : Nous allons a présent évaluer I'algorithme adaptatif 32 qu
nous avons proposé dans le paragraphe 3.3.3. Les conditipgsimentales sont les
mémes que dans le cas de I'estimation en bloc. Les valeuiaési des pdles de La-
guerre sont prises égales a zéro. Le développement desxesydas bases de Laguerre
esttronqué & = 7; en conséquence le filtre de Volterra-Laguerre résultaatement

35 coefficients de Fourier a estimer alors que le filtre deevidtstandard en a 230. Le
pas d’adaptation de I'algorithme NLMS est pris €gal 1. Lasls@le convergence sont
choisis égaux &, = 1073, p = 1,2 tandis que la largeur de la fenétre d’observation est
No = 50.
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FiG. 3.15 — Estimation des poles de Laguerre (en haut) et de uplkepefficients de
Fourier coefficients (en bas) associés au noyau du prenuier (& gauche) et du second
ordre (a droite)
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FiG. 3.16 — Comparaison de trois configurations du filtre de ateaguerre : (1)
Pdles de Laguerre arbitrairement fixés (2) Péles de Lagestimés avec I'algorithme
proposeé (3) Poles de Laguerre égaux aux poles optimaux
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L'évolution des pbles de Laguerre estimés ainsi que cellguddques coefficients de
Fourier est illustrée par la figure 3.15. Nous constatons'gigorithme converge bel
et bien, et ce vers les valeurs des pdles obtenus dans le da&stidweation en bloc.
Une question importante est, cependant, celle du choix il de convergencep et
de la largeuiNp de la fenétre d’observation. Lorsqeg est choisi trop petit, un grand
nombre d'itérations peut étre nécessaire avant d’effetestimation du pole optimal.
Par conséquent, relativement au probléme traité, unetiattgparticuliere devrait étre
portée sur le choix de ces paramétres.

Pour illustrer la convergence globale de la procédure dtifleation, le tracé de 'TEQMN
est donné par la figure 3.16. Il est comparé aux tracés obtiemssdeux configurations
différentes. La premiére a consisté a effectuer un choiitraite du pble de Laguerre
tandis que la seconde considére un choix optimal des pblgmdRms que les pbles
optimaux sont ceux obtenus a l'aide du tracé de la courbeithén Nous constatons
gu’en régime permanent, les performances de l'algorithr@gsé sont similaires a
celles obtenues avec les pdles optimaux obtenus grace auBesothéoriques. Evi-
demment I'algorithme proposé converge plus lentement.

Les podles estimés tant dans la méthode adaptative que dar&thade en bloc sont
proches des pbles optimaux théoriques et de ceux obtenlialgarithme de Campello
et al[21].

3.6.2.2 Approche exhaustive pour la sélection des BFOR

Considérons a présent le systeme Le systeme est développé sur des BFOR. Nous
utilisons un certain nombre de données pour la sélectiorpdies. Puis, 'ensemble
des donnéedl = 5000 est utilisé pour évaluer les performances en terme MEQ
Nous étudions les questions de l'ordre de troncature opttnde I'utilisation d’'une
base unique ou de deux bases distinctes. La procédure tlageest aussi évaluée.

Détermination de I'ordre de troncature :  Nous comparons tout d’abord les ordres
de troncature obtenus en utilisant comme critére d’arrétdtporithme, AIC ou BIC
lorsque les noyaux sont développés sur une base unique aesirases différentes.
Les tableaux 3.4 et 3.5 résument les résultats pour troeani de bruit différents et
pour différents nombres de données.

SNR 10dB 20 dB 30dB

N | 200 | 300 | 400 | 500 | 200 | 300 | 400 | 500 | 200 | 300 | 400 | 500
BIC | 3 3 3 3 5 5 5 7 8 9
AlC | 3 5 5 6 6 7 7 9 9 | 10

(e}
~

(o¢]
oo

TAB. 3.4 — Ordre de troncature optimal d’'une base unique
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SNR 10dB 20dB 30dB
N | 200| 300| 400 | 500| 200| 300 | 400 | 500| 200| 300 | 400 | 500
BIC 2 2 2 4 4 4 4 4 6 6 6 6
AIC | 2 2 4 4 4 4 6 6 6 6 6 8

TAaB. 3.5 — Ordre de troncature optimal des deux bases

Nous pouvons faire les observations suivantes :
— Lordre de troncature augmente avec le rapport signal & éravec le nombre
de données;
— Le critere AIC a tendance a surdimensionner les bases.
Tenant compte de ces observations, on peut noter qu’urrdiattgarticuliere devrait
étre portée surle nombre de données utilisées pour laiséleets bases. Il y aun risque
de surdimensionnement de la base lorsque le nombre de doinaiéées augmente.

Dans la suite nous utiliserons le critere BIC comme criteagrét de notre algorithme.

La figure 3.17 montre que l'ordre de troncature donné paritérerd’arrét, est tres
proche de la valeur dK a partir de laquelle la variation deHQMN (3.49) avec la
dimension de la base n’est plus significative.

N=200

=1 SNR=10dB
SNR=20dB
-5r — SNR=30dB
~, X Ordre de troncature optimal

2 4 6 8 10 12 14
Dimension de la base

FIG. 3.17 — EQMN en fonction de la dimension de la base pour unldgpement sur
deux bases

La sortie reconstituée a l'aide de la base optimale obteifigeadtrés peu du signal réel
comme en témoigne la figure 3.18.
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T
61— —— Sortie réelle

| | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

—— Sortie reconstruite

| | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

FIG. 3.18 — Comparaison de la sortie du systéme avec sa recditrolotenue a I'aide
du modéle de Volterra-BFOR optimal (SNR=30 dB)

N= 200, SNR= 30 dB

0 T T T
- Base BFOR unique
sl — Deux bases BFOR |
X Ordre de troncature optimal
_10 7" .

EQMN (dB)
N N
(6)] o

|
w
o

_35 - .

-40 I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14

Dimension de la base

FIiG. 3.19 — Comparaison des développements sur une base unigue a#s bases
distinctes
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Comparaison des développements sur une base unique et suisdeases distinctes :

En comparant les résultats des tableaux 3.4 et 3.5, on t¢ermgta lorsqu’une base
unique est utilisée, I'ordre de troncature donné par legres BIC et AIC est plus
grand que dans le cas de l'utilisation de deux bases disin€omme nous pouvons
le voir au travers de la figure 3.19, pour un ordre de troneafaible la précision de
la reconstruction du modeéle, donnée par 'EQMN, est meaildarsque deux bases
distinctes sont utilisées. Plus I'ordre de troncature aamge plus les performances des
deux représentations se rejoignent.

Comparaison avec un développement sur des bases de Laguerre A présent, nous
allons comparer les performances des représentationgsyBFOR et sur des bases
de Laguerre. Les podles de Laguerre optimaux sont obtenupg@ig@ant la méthode
de [21]. Dans le cas de I'utilisation d’une base unique, lie pptimal de Laguerre est
éopt = 0.59. Pour deux bases distinctes, nous avang: = 0.525 pour la partie linéaire
etéo opt = 0.734 pour la partie quadratique.

Rappelons que polM = 200 données utilisées lors de la sélection des BFOR et pour
un niveau de bruit équivalent@NR= 30 dB, I'ordre de troncature optimal dst= 6.
La valeur correspondante de 'TEQMN est égale 20.7 dB. La figure 3.20 confirme

N=200, SNR= 30dB
-5 \

F —— Base de Laguerre unique
= Deux bases de Laguerre distinctes
—e— Deux bases BFOR distinctes

-10
\

EQMN (dB)
Y b
o (6]

|
N
()]

-30

Dimension de la base

FIG. 3.20 — Comparaison des représentations sur des bases derieagudes bases
BFOR

I'amélioration des performances lorsque des bases BFORuslsies en lieu et place
des bases de Laguerre. En effet, on peut observer que peundadt la performance
obtenue avec deux bases BFOR tronqué€s-a6, il faut utiliser des bases optimales
de Laguerre tronquéeska= 14. Le tableau 3.6 montre la réduction de complexité
obtenue grace a un développement sur des BFOR.

112



3.6. Simulations

Modéles de Volterra Standard \olterra-Laguerre Volterra-BFOR
Nombre de 230 119 27
parametres

TAB. 3.6 — Complexité paramétrique

Technique de seuillage : Sur les figures 3.21 et 3.22, nous tragcons 'TEQMN pour
différents ordres de troncature en distinguant les terméaite et quadratique. Pour les
cing valeurs de&; considérées (figure 3.21), 'TEQMN devient relativementstante
pour des valeurs d€; plus grandes ou égales a 6. Nous faisons la méme observation
sur la figure 3.22. En effet, pour les valeurs considéréeK;d¢EQMN ne décroit
plus significativement pou, > 2. Rappelons que I'ordre de troncature optimal donné
par le critere BIC esK = K; = Ky, = 6, valeur appartenant a I'ensemble des couples
(K1,K2) pour lesquels la variation de TEQMN est peu significatiMetons aussi que
pour K; = 6 si nous désirons une EQMN comprise ent'80 dB et—25 dB, nous
pouvons prendr&; dans l'intervalle[2; 8] (figure 3.22). Pour ces valeurs Heg et de

K, le nombre de parametres est compris entre 11 et 42. En @188 hous pouvons
prendre les plus petites valeursiiget deK, permettant d’atteindre 'TEQMN désirée.
C’est I'objet de la technique de seuillage (algorithme 318 gous avons proposée.

N=200, SNR= 30dB
_10 T T

—o- K2=1
—o— K2=3
=2 K2=6
-15 M — K2=9
‘ T K2=11

EQMN (dB)
o m
[6)] o

|
w
o

_35 - .

2 4 6 8 10 12 14
K1

FIG. 3.21 — EQMN en fonction de I'ordre de troncature du dévedmpent du noyau
du premier ordre
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N=200, SNR= 30dB

-10
—a- K1=2

-©- Kl1=4
= K1=6
-15} = K1=10 R

|
N
&
-
-

EQMN (dB)
3

_30 -

2 4 6 8 10 12 14
K2

FIG. 3.22 — EQMN en fonction de I'ordre de troncature du dévedmpent du noyau
du second ordre

Le tableau 3.7 montre que la réduction de complexité peetréalisée sans trop dété-
riorer le modele. Par exemple, le nombre de paramétresdst déapproximativement
70% lorsque la technique de seuillage est appliquéeaved 0 alors que 'EQMN ne
se détériore que d’environ2dB (table 3.7).

Seuillage | Avant Aprés
K - 70 | 30 | 10
EQMN(dB) | -29.7[-29.5|-29.2| -27.6
CBFORK1,Kp) | 27 | 16 9 8
Ky 6 6 6 5
K 6 4 2 2

TAB. 3.7 — Technique de seuillagd & 200 etSNR= 30dB)

114



3.6. Simulations

3.6.2.3 Approche analytique

Dans ce paragraphe, nous reprenons le systeme décrit gguiasons (3.65) et (3.66).

Nous lui appliquons I'approche analytique pour la sélecties bases BFOR décrite au
paragraphe 3.4.3 par I'algorithme 3.7. Nous utilisons Iéss conditions expérimen-
tales que dans le paragraphe 3.6.2.1. La figure 3.23 moétralition de la puissance

du signal résiduel, puissance qui correspond a I'erreudigtigue moyenne en sortie.
Nous pouvons constater que celle-ci se stabilise autou€ de7. Les processus de

construction de la base et d'identification du systéme pgudenc étre arrétés a ce
niveau.

0.35

0.3 b

o
N
al

o
(S

0.15

Erreur quadratique moyenne

o
a

0.05

Dimension de la base

FIG. 3.23 — Puissance du signal résiduel en fonction de la diimeie la base

Selon la figure 3.24, 'approche exhaustive, comparée @itghe analytique, donne
de meilleures performances en terme d’EQMN. Rappelons quel@g@proche exhaus-
tive la construction de la base se fait de sorte que I'erreadrptique soit minimisée
a chaque itération, ce qui n’est pas le cas pour I'approchf/taue. Toutefois, I'ap-
proche analytique étant moins codteuse en temps de calleutamstitue une bonne
alternative a I'approche exhaustive.
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-10 ‘ ‘

—©— Laguerre

& —*— BFOR analytique
—&- BFOR exhaustive

EQMN (dB)
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N
&)]

-30

Dimension de la base

FIG. 3.24 — Comparaison des différentes approches

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré que la complexité patigometd’un modéle de
\olterra peut étre réduite en utilisant un développemestrag/aux sur des bases de
fonctions orthogonales. Nous avons particulierementiétied représentations sur des
bases de Laguerre et sur les bases beaucoup plus générglps BEOR.

La base de Laguerre est caractérisée par un seul pdle. Somsgpion, au sens du
choix du pdle, peut se faire de maniere analytigue. Campébd. ont été les premiers
a proposer une solution analytique a ce probleme. En rel@estaines des conditions
gu’ils imposent au systéeme qu’ils considerent, nous avooggse une nouvelle solu-
tion analytiqgue pour une classe de modeles de \Volterra phgel Deux algorithmes
basés sur la seule estimation des coefficients de Fourigitémrésentés. Le premier
traite les entrées et sorties du modeéle en bloc tandis quectmd adapte a la fois les
pbles (cas des bases distinctes pour chaque noyau) et lésients de Fourier. Ces
algorithmes donnent de bonnes performances. L'ordre dedtare des bases est fixé
a priori. Toutefois, les valeurs des poéles déterminés ne sont pasdoa de |'ordre de
troncature.

La sélection d’une base BFOR est beaucoup plus complexe. éankapitre, nous
avons proposé une nouvelle procédure de sélection desgidlesBFOR. L'avantage
de cette approche est que nous pouvons tenir compte de laissance priori que
nous avons sur le systeme. La recherche des poles étantséxbanous ne sommes
pas soumis au probléme des minima locaux. Toutefois, lagdétpeut s’avérer trés
lourde. Nous avons alors présenté une alternative quistergsiremplacer la recherche
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exhaustive par la recherche du péle optimal de Laguerredifiérents sous-systemes.
Nous avons appelé cette approche, approche analytique.

Enfin, une troisieme approche a été proposeée. Elle comisrapjeroches de décompo-
sition matricielle et la représentation sur les bases gahales. Dans le cas d’un noyau
guadratique séparable, nous avons montré comment undicédde complexité dras-
tigue pouvait étre réalisée et avons présenté un algoritittaptatif.
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Chapitre 4

Methodes orthogonales d’identification

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons deux types de méthodeganttiies d’identifica-
tion. Le premier résulte de I'exploitation du formalismesdmses de polynémes ortho-
gonaux tandis que le second s’appuie sur une orthogonalisd¢ Gram-Schmidt des
entrées filtrées par les fonctions issues des BFOR. Un cougéaygeux approches est
aussi proposé dans le cas particulier d’'une entrée gaussien

Dans le chapitre 1, il a été établi que I'estimation paraigéé d’'un modele de Vol-
terra quadratique peut étre complétement découplée,ulerbentrée considérée est
indépendante et distribuée de maniére identique (i.irdarglais) et suit une distri-
bution de probabilité symétrique. C’est le cas d’'une entigsgienne ou encore de
la plupart des signaux utilisés en téléecommunications (F3M,PSK). Cependant,
cette propriété ne se vérifie plus lorsqu’on augmente lod non-linéarité du mo-
dele. En général, I'estimation des coefficients des noyauyaiterra au sens de l'er-
reur quadratigue moyenne minimale requiert le calcul dedise de la matrice des
moments de I'entrée et I'estimation de ces moments juscprdre six pour le cas du
modele cubique et jusqu’a I'ordre dix pour le modéle d’ordrey. Une simplification
se basant sur I'hypothése d’'une entrée i.i.d. a été progusef 29] pour le modele
cubigue. Dans le cas des modéles de \Volterra passe-basdangsifications ont aussi
été proposées par [131] pour le modele cubique et par [24]lponodéle d’ordre cing.
Sous la méme hypothese d’entrée i.i.d. nous montrons cotifestimation peut étre
simplifiée en utilisant le formalisme des polyndmes orthagx.

Une telle approche a été considérée par Schetzen dans leinasatele de \Volterra-
Laguerre, pour une entrée gaussienne [121]. Les polynénilesgpnaux considérés
dans ce cas précis sont les polyndmes d’Hermite. Le modelélterra étant poly-
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némial, le principe de la méthode est de le développer surbase de polyndmes
orthogonaux.

Suivant la nature des signaux considérés, i.e. PAM, QAM ok, RS suivant I'ordre
de non-linéarité du modele de Volterra, différentes basepalyndmes orthogonaux
peuvent étre construites. En conséquence, nous traitehagie type de signal sépa-
rément. Nous restreignons notre étude au modele d’ordee tro

L'utilisation des polynémes orthogonaux n’est possible tprsque le signal d’entrée
esti.i.d.. Lorsque la complexité du modéle de Volterra est réduitaidd’ des BFOR,
I'indépendance des entrées traitées, i.e. les entréeeflin’est plus de mise. Il est
donc nécessaire de recourir a une procédure d’orthogatiahs Dans le chapitre 2,
nous avons considéré une structure orthogonale de tyfistpeiur des bases orthogo-
nales de type Hambo. Il a été montré gu’une telle structuneeng étre générée dans
le cas des filtres issus de la BFOR de Ninness et Gustafssoecbars a un module
d’orthogonalisation a donc été suggéré. La mise en plagetdlunodule sera considé-
rée. Nous montrerons comment I'orthogonalisation desentpermet d’améliorer le
conditionnement de la matrice des moments de I'entrée etQmesequence, d’accélérer
la vitesse de convergence des algorithmes adaptatifs de_iyifs.

Dans le cas particulier d'une entrée gaussienne, nous arentu’il est possible de
coupler la réduction de complexité paramétrique a I'aideBIEOR et I'utilisation des

bases de polynébmes orthogonaux. D’un tel couplage résnltecatimation paramé-
trique sans inversion matricielle et dans le cas adapta#fnette amélioration de la
vitesse de convergence de I'algorithme LMS avec un surcodiéng de la complexité
de calcul.

4.2 Bases de polyndomes orthogonaux multivariables

Dans cette section, nous allons exploiter les propriésistgues des entrées en vue
de découpler I'estimation paramétrique du modeéle de \faltéordre trois. Pour le cas
particulier des signaux PSK, nous indiquerons aussi unbadétd’estimation pour un
modéele de Volterra d’ordre cing de type passe-bande.

Avant tout, nous allons décrire quelques propriétés demsiqutilisés. L'énumération
de ces propriétés est loin d’étre exhaustive. Toutefdesregroupe toutes les propriétés
nécessaires au développement de la méthode que nous preplisas utiliserons des
signaux de type PAM, PSK et QAM. Nous détaillerons davantageropriétés des
sighaux complexes. Quant aux signaux PAM, la propriété dorghtale a retenir est
gu’ils décrivent une distribution de probabilité syméteq
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4.2.1 Geénéralités sur les signaux complexes

Comme dans le cas des signaux réels, les signaux aléatoingdeo@s sont décrits par
leurs propriétés moyennes en temps ou en fréquence. Laptesten temps se fait

par les multicorrélations. Contrairement au cas réel, a dreatonné, on peut définir
différentes multicorrélations suivant le nombre de term@s conjugués ou conjugués
pris en compte dans la définition de la multicorrélation. nemiére définition est

donnée en fonction des cumulants du signal [75] :

Cpa(T) =Cumu(n),--- ,u(N+Tp_1),u"(N+Tp), - ,U" (N+ Tpyg-1)]

avect = [Tq-- - Tprq-1]-

En notantE|.] 'opérateur Espérance mathématique, une définition élgute basée
sur les moments [6] est : la multicorrélatiddy  est le moment d’ordre + g avecp
termes non conjugués gtermes conjugués :

p—1 p+g-1

Mpg(T) =E ‘|_Lu(n+ri) [] w(n+T1)|, ©0=0
= j=p

Pour un signal i.i.d., la multicorrélatiol, 4(7) s’annule sauf lorsque les instarts
sont égaux.

4.2.1.1 Circularité

La notion de circularité estissue de 'interprétation gétique des variables aléatoires
complexes. Une variable aléatoire complexe est circutaises propriétés statistiques
sont invariantes par rotation [75]. Une propriété impatadecoulant de cette observa-
tion est [6, 75, 28] :

les moments I et les cumulants £ d’'un signal circulaire sont nuls si g g.

Au sens strict un signal aléatoire est circulaire si seawalprises & instants sont des
variables aléatoires circulaires quel que soit le nomhirestiintsn. Il s’en suit que les
seules multicorrélations d’un signal aléatoire circiaion nulles vérifienp=q:

p-1 p+g-1
|‘Lu(n+ri) |_| u'(n+1j)| =0,8i p#q T10=0 4.1)
I= I=p

Mpg(T) =E

Circularité d’'ordre a : On dit gu’'un signal est circulaire d’ordie si ses multicor-
rélations vérifient la propriété précédente jusqu’a I'erdr

Mpq(T) = 0,Vp,qtel que prq< aet p#q (4.2)
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4.2.1.2 Signaux PSK et QAM

En communication numérique, le signal émisuit en général une loi de modulation
connue. Plus couramment on rencontre des signaux de type ,B®SK, QPSK, 8-
PSK et diverses QAM (4-QAM,16-QAM, 64-QAM, 256-QAM). LegysiauxM-PSK
et M-QAM sont des signaux a alphabet fini, i.e. ils ne prennentigensemble fini de
M valeurs. Cet ensemble de valeurs, appelé constellation, est

— M-PSK 5
U = {ui :rexp(jmni>, i=0,1,---,M—1}

%:{uilizz(2i1—\/M—1)+j(2i2—\/M—1), 1§i1,i2§m}

Notons quey/M = 2- avecL un entier.

— M-QAM

Une définition générale caractérisant I'ordre de circtéadiune variable aléatoire est
[27] : une variable aléatoire est circulaire d’ordre- 1, a > 1, si sa distribution est
invariante par rotation d’anglerf? a.

Les propriétés de circularité jouent un réle important dianslassification des mo-
dulations utilisées en télécommunications. En particulés signaux de typM-PSK
sont circulaires jusqu’a l'ordr®l — 1 [75, 27]. Quant aux signauM-QAM, M = 22-
avecL un entier, leur constellation est invariante par rotati@mdle r7/2. lls sont donc
circulaires a I'ordre 3.

Une autre propriété mise en évidence par [24] est que lesusigde typeV-PSK et
M-QAM, uniformes i.i.d.M > 4, satisfont la relation suivante :

E[uP)=0,p>1 (4.3)

Ceci vient du fait que la distribution de probabilité est syma@e. En conséquence, les
moments d’ordre impair des sighatk-PSK etM-QAM sont tous nuls quelque soit
I'ordre de leur circularité.

4.2.2 ldentification d’'un modéle de Volterra cubique

Considérons le modeéele suivant :

M-1 M—-1 M—1
y(n) = Z hi(np)u(in—ng) + Z z h2(ng,n2)u(n—np)u(n—ny)
n1=0 n=0nx=ng

M—1M-1 M—1
+ z Z z ha(ny, Nz, n3)u(n—ng)u(n—nz)u(n—ng) (4.4)
n;=0nx=nNg Nn3=ny

L'entréeu est supposéei.d. de type PAM dont I'alphabet contient au moins quatre
valeurs distinctes.
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L'entrée étant i.i.d, le modéle (4.4) peut étre vu comme ugribne de degré trois, a
M variables indépendantes((), - -- ,u(n— M + 1)). Nous allons construire une base
de polynémes orthogonaux multi-variables a partir de payes orthogonaux mono-
variables.

4.2.2.1 Polynémes orthogonaux monovariables

Soit la variable aléatoireadmettant une distribution symétrique. Considérons l'espa
de HilbertC[X] des polyndmes ex, auquel est associé le produit scalaire suivant :

Pour tous polyndmeA&(x) et B(x) appartenant &[X]
< A(X), B(x) >=E[A(X)B(X)] (4.5)
oUE est 'opérateuespérance mathématique

Naturellement, 'ensemble<"};_ est une base de cet espace. En appliquant une ortho-
normalisation de Gram-Schmidt a cette base, il est possdéotgEnérer une base ortho-
normale{P(X) }_o. Notre objectif étant de découpler un modele cubique, noosie
dérerons le sous-espace @gX| constitué de polyndmes eq de degré au plus égal

a trois. Nous désignerons ce sous-espacé&pp(]. Une base d&€3[X] est 1x,x%,x°.
Rappelons par ailleurs qeadmettant une distribution de probabilité symétriquesalor
tr = E[x"] = 0, sin est impair. A partir de la base 4, x?,x3 de C3[X], nous avons
construit la base orthonormaRg(x), P1(X), P>(X), Ps(X) suivante (voir 'annexe C.1.1).

P(x) = 1 (4.6)

mmzzii 4.7)

P(x) =——i——w—m) (4.8)
Ha — sz

P3(x) = ! (12X — paX) (4.9)
U3 Ue — PZ 2

Nous pouvons souligner les propriétés suivantes :

Propriété 4.1 Les polyndmes orthogonaux®, i =0, - - , 3 vérifient les relations sui-
vantes :

1.
< Pn(3), Pa(X) >= E [Pn(X)Pa(¥)] = &nn (4.10)

2.
E[Py(x)]=0, n>0 (4.11)

3.
EX"P,(x)] =0, si m<n (4.12)
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Preuve : Les relations (4.10) et (4.11) sont respectivement I'esgion de I'orthonor-

malité de la base et de I'orthogonalité d&$x), n > 0 avecPy(x). Quant a (4.12), on

peut remarquer que tout mondrk® admet un développement sur la base des poly-
m

ndmes orthogonaux ; il peut donc s’écriné™= S bR (x). D'ou :
i=0

ER] = BER(IRX)

m
= i;bia,n
0,

B si m<n
N bh, Si m=n

Remarque 4.1 Dans le cas oy = u22 et/ou Lo = uf, on prendra soin de ne pas
normaliser les polynédmes orthogonaux.

Application a I'estimation paramétrique d’'un modeéle cubique sans mémoire :
Considérons le modele suivant :

y(n) = ho + hyu(n) +hau?(n) +hgu®(n) = 67U (n) =V (u(n)) (4.13)

avec8 = (hohyhahg)" etU(n) = (1u(n) u?(n) u3(n))T. Le vecteur des paramétres
optimaux au senE QMM, lorsqued est la sortie réelle du systéme est :

eopt:rL_Jl@dU
avec :
1 0 u O
ro—EUMUOT=| ) K2 0 k| e —Edmu )
O e 0 W
La matricel'y quoique creuse nécessite d’étre inversée !

Considérons a préesent le développement du polyndfué)) sur la base d€3[u] que
nous avons construite. Le modeéle résultant est :

y(n) = foPo(u(n)) + f1Pi(u(n)) + f2P>(u(n)) + fsP3(u(n)) (4.14)

avec
fi=EV (u(n))R (u(n))]

Posonsh = (fof1fo f3)T etU(n) = (Py(u(n)) P (u(n)) P(u(n)) Pg(u(n)))T. Il va de
Soi que les parametres optimaux au sens EQMM sont :

fI,Opt:E[d(n)Pl<u)]7 i :07 73 (415)
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L'estimation des parametrdsdu modele (4.14) se fait donc sans aucun calcul matriciel
et est completement découplée.

Si on s’intéresse a retrouver les coefficients du modele gartlde calcul suivant est
nécessaire :

3 .
fi = EN(U)R(UM)] = ELY bl (VR
j=
3 .
- ZohjE[uJ(n)R(U(n))]
]j=
3 .
= Y hEW(MR(u(n)]
I

On obtient donc un systéme d’équations triangulaire quésout par la technique de
substitution. On a :

1 E[u(nPo(u(n))] E[W*(mPo(u(n))] E[u*(n)Ro(u(n))] ho fo
0 E[u(n)Pi(u(n)] E[WP(n)Pi(u(n))] E[¥(n)Pi(u(n))] hh | _ [ f
0 0 E[u(n)P2(u(n))]  E[u®(n)Pa(u(n))] hy || F
0 0 0 E[u3(n)P3(u(n))] hs f3

1 0 Ll 0 A f
0 0 _Ha_ o} 0
vz Vi hh | _ | f1
0 0 /Ha—p3 0 h, | | f2
0 o 0 N hs f3
N
dou: .y
1 0 - 2 0
h V/ Ma—H3 f
0 o L 0 — Ha 0
| _|° Ve Vi || T
hy 0 0 r 0 fa
h Ha—H5 f
3 0 0 0 M2 3
/M He— o i}

4.2.2.2 Polynémes orthogonaux multivariables

Proposition 4.1 Considérons deux variables indépendantes x; admettant une méme
distribution de probabilité symétrique et Bn ensemble de polyndmes orthogonaux
monovariables. Alors :

<R(X),F(Xj) >= d k] (4.16)
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Preuve :

Nous pouvons en déduire que les polynoRg$éxs, )P, (Xn,) constituent une base or-
thogonale compléte du sous-espéiéx,, , xn,| des polynémes a deux variables de de-
gré au plus égal a trois. En effet :

< Py (X1) Py (X2) Py (X1) Py (X2) > = [E[Pmy (X0) Py (X0) JE [Py (X2) Py (X2)]
= 6m17n16m27n2 (4.17)

Quant a la complétude, elle découle du théoreme de Weisssiia dimensions qui
stipule que I'ensemble des polyn(‘)m@éjlxgz--'xgp} est complet en lep variables
X1, X, -+, Xp [121].

Nous pouvons aisément étendre cette théorie au cas géedpalatiables indépen-
dantes suivant la méme loi de probabilité.

Nous allons a présent considérer le cas du sous-e§p#cexo, - - -, Xp| des polyndmes
apvariablesxy, X, - - -, Xp, de degré au plus égal a trois. PosoXs= (xi X2 - - xp)T.
Définissons a présent les polynédmes orthogonaux multblasanécessaires a la re-
présentation d€3(x, X, -+ ,Xp]. IIs sont NotésQAP)... o (X), i.e. Q. o (X) est un
polyndme de degrg en les variablegn, - -+ Xn,, nj=1,---,p, j=1,---,p.Ona:

— Degré zéro:
QO (x)=1 (4.18)
— Premier degré :
QW (X) = P1(Xn,) (4.19)
— Second degré :
Qi (X) = Pu0oy)Prlxey),  SI M # 1z (4.20)
Qi (X) = P, (4.21)
— Troisieme degré :
Q15 (X) = P1(%0, )P0ty JPa(Xy), ST 10 N £ g (4.22)
Qb (X) = PolX)Paxry) ST 1 1 (4.23)
Qe (X) = Pa(xny) (4.24)
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Remarque 4.2 Les polyndmes Q sont appelés Q-polynémes par Schetzendagg]
le cas des variables gaussiennes.

Propriété 4.2 Deux polyndmes X) de méme degré sont égaux si I'indice de 'un est
obtenu en permutant les composantes de I'indice de I'Autre

Exemple 4.1

Nous noteronsr = (ny,---,Np).

Propriété 4.3 S’il n’existe aucune permutatiomtelle quea = () alors :

EQYQY =0 (4.25)
Propriété 4.4
E[Q'QR"1 =0, si p#g (4.26)

Propriéte 4.5 Soit AX) un polyn6me multivariable enx-- ,xp. On a:

E[AX)QP (X)) =0, si dedA) < p (4.27)

Ces propriétés se démontrent en tenant compte de l'indépeaddatistique des va-
riables et de I'orthogonalité des polynédmes a une dimensies polyndbmes$) consti-
tuent donc une base d&[xy,---,Xp]. Dans le cas de trois variables indépendantes, on
a:

Degré | Polyndmes orthogonaux multivariables
0 1
1| QP x), QY x), oY (x)
> 7). QJ(X). Q2 (X
Qlﬁl( )7 2,2( )>Q373( )v
2 2 2
Q2(X), Q3(X), QA (X),
3 3 3
3| QF1(X),Q%,(X), Q35(X),
3 3 3
Q1% 5(X), Q% 2(X), Q) 5(X),
3 3 3 3
Q% 5(X), Q%20¥), Q% 5(X), Q53 5(X)

TAB. 4.1 — Base orthonormale d&[x1, X2, X3].

1Le degré du polyndme d’une variablex,, ne déepend que du nombre de fois que l'indigapparait
dans I'écriture de&)
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Application a I'estimation paramétrique d’'un modéle de Volterra cubique : Consi-
dérons le modéle (4.4). On définit pi(n),Uz(n),Us(n) les vecteurs de régression
correspondant respectivement aux noyaux d’ordre 1, 2 et 3pde qu'on & (n) =

(UTUTUJ)". Les coefficients des noyaux optimaux au sens EQMM sont s q

6= (6] 67 6])" =E[U(mUT(m)*E[d(n)U (n)]

Sachant que admet une distribution de probabilité symeétrique, on a donc

E [Uy(mU{ ()] E [Uy(n)Ug (n)] 0
EUMUT(n)] = E[UsnU(n)] E[Us(n)u](n)] 0
0 0 E [U2(n)U3 (n)]

La structure bloc-diagonale de la matrice d’autocorrétgtnous permet de déduire
gue I'estimation du noyau quadratique est découplée de dell deux autres noyaux.
Estimer les coefficients du noyau quadratique d’'une pagtbefficients des noyaux
linéaire et cubique de l'autre nécessite la colteuse apardinversion matricielle.

Nous pouvons par ailleurs écrigén) =V (U (n)), ouV est un polyndme multivariable
enU. Il appartient donc au sous-espdegu(n),--- ,u(hn—M+1)]. Son développement
sur la base de polynémes orthogonaux que nous avons coastonine :

M—-1 1 M—-1M-1 5
VUm) = %fl<i>o§><u<n>>+ S S faliniz Q7 U M)
i= i1=0ip=11
M-—1M-1M-1 3
+3 Y S falinizizQY, U M) (4.28)
i1=0ix=l1i3=l»
ou
Dum) = Pi(un-i)
Q?L (M) = Pun—iy)Pi(u(n—iz), si ix#ia
QZL(UM) = P(un—iy)
QY LUM) = PUN—i2)Pu(N—ix))PL(u(n—is)), Si ir#iz#Is
Q% LUM) = Pu—i)P(un—iz) si i1#ia
Q2 LUM) = Pun—ix)P(un—i1)) si i1#is
QY LUM) = Pyu(n—iy)

ou les coefficientd; sont donnés par

fi(ng, - ,m) = EN(UM)QY.... o (U (M) (4.29)

La minimisation du critereleom = E[d(n) —V(U(n))] donne, en tenant compte de
I'orthogonalité de (4.28), les parametrg®ptimaux suivants :

fi(ng, - 1) = E[d()QR,... n (U ()] (4.30)
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L'estimation des parametres du modele orthogonalisé nessée donc aucun calcul
matriciel.

Si I'on désire retrouver les coefficients du modéle initlal,résolution d’'un systéme
d’équations triangulaire suffit. On peut écif@U (n)) = z\/.( (n)) ouV;(U(n) estle

polyndbme multivariable eb (n), de degré, correspondant au terme homogéne d’ordre
i du modéle de Volterra. Tenant compte de (4.29) et de (4.2U} abtenons le systeme
d’équations triangulaire suivant :

3 .
fi(ng, -, m) = 3 EV;(U(N)Qh,. n(U(M)] (4.31)

Posons :
Ki,j = E[U' (n)P;(u(n))]

En développant les calculs, on montre que (voir 'annexep:1.

hS(nl,nl,nl)K:g 3, Si I"!l =Nyr=N3
f3(ng, o, n3) = h3(Ny, N, Mp)Ko oK1 1, Si M #Np =3
3y, M2, 13) = h3(n n17n3)K11K22, Si m=np#ng
( )

(4.32)
hs(ny, N2, N3 K1 1, Sinon
[ ha(ng,m)Kop, si m=np
fa(n, N2) _{ ha(ny,n2)kZ4,  sinon (4.33)
M-l M—1 N
fi(n1) =ha(ny)ky g +hs(ny,m,m)ks g+ peka | ) ha(isi,m)+ > ha(n,ii)
i<ng i>ny
(4.34)

ou:

K11 = M2 K31—£

K22 = 1/ Ha Hg, K33—\/Hes—ﬂ
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Par suite, nous avons :

hz(ng, Ny, n1) =

ha(ni,ni,n3) =

fa(ng,ng,m)
2
u
Ko~

f3(ng,n1,N3)

Hatlo— 15
hs(nl N2 n2> — M
o, sk 13 o
hg(ng,nz,ng) = fs(ru_\/;%ns)
2
hZ(nl,nl> = %
hz(nl7n2) = W
H2 o pieu2 — pop2
B o S M1 M—1

fa(ii,m)+ ¥ fg(nl,i,i)) (4.36)

\/73 Z 20
Hallo — 5 \i<mny i>n;

4.2.3 Identification d’'un modele de Volterra passe-bande d’ordre
trois a I'aide de signaux QAM et PSK

Pour un systeme de communication a bande étroite, la nelatitre les signaux com-
plexes d’entrée et de sortie peut étre modélisée par leditidolterra suivant :

M—1
y(n = % hi(nju(n—m)
n;=0
M—1 M-1 M—1
+ > hs(ng,nz,nz)u(n—ng)u(n—nz)u*(n—ng)  (4.37)

n1=0 No=nN1 n3=0

ou les coefficienti (ny) ethz(ng, N2, n3) ont des valeurs complexes [8].
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4.2.3.1 Polynbmes orthogonaux monovariables

Le modele ci-dessus est un polyndmeuém), --- ,u(n—ny),--- ,u(n—M+1). Pourng
fixé, posonx = u(n—ny). La relation (4.37) peut alors s’écrire telle que :

y(n) = a(u(n),---,uin—n;—1),uin—ny+1),---,un—M+1))
ni—1

+hy(ny)x+ ha(ng, Ny, Ny XX 4 XX Z) ha(i,n1,ny)u(n—i)
i=

M-1 M—1
+x2 g ha(ny, na, iU (n—i) +xx° 5" ha(ny,i,n)u(n—i)
i=0,1#£n; i=ni+1
nl—l M-1
+X ha(i,n, ju(n—iju*(n—j)
i; 1_0%7“11
M-1 M-1
+X hg(ng,i, u(n—iju*(n— j)
i—g—klj—%#nl
M-1 M-1
+X* Z Z h3(i7j7n1)u(n_i>u(n_ J) (438)
i=0,17n j=i,]#m

En supposant que seuteest variable, nous obtenons une famille de polyndmes en
générée par la base suivante :

1, X, X*, X2, XX*, X2X* (4.39)

Cette base génére un sous ensemble de I'espace de Hilfigrdes polyndmes exr
de degré inférieur ou égal a trois auquel est associé le praxhlaire suivant :

Pour tous polyndmeA(x) et B(x) appartenant &3[x|
< A(X),B(x) >= E[A(X)B*(x)] (4.40)

A partir de la base décrite ci-dessus, nous allons constrie base orthonormale
par orthonormalisation de Gram-Schmidt. Nous obtenongase orthonormale dont
les element® j(x) sont des polyndmes enet enx* de degre totai+ j, i et j étant
respectivement le degré associ& at ax*. Nous notons par ailleurg; j le moment
d’ordrei + j défini par : o

tij = E [xXx]

Les éléments de la base orthogonale sont alors (Moir I'an@eR.1 pour le détail de la
construction) :

Poo(x) =1 (4.41)
X

P]_}o(X) = o (4.42)
X*

Po,]_(X) = [ (4.43)
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2

X
X) = 4.44
P>.0(X) N (4.44)
PLa(X) = M (4.45)
\ H22— HE,
X2XE — Lo oX
Po1(X) = HMi1 Uz2 (4.46)

\/ Hs,sufl - Hl,luzz,z

Remarque 4.3 On notera I'égalité suivante :
Pro(X) = Poa(X")

Remarque 4.4 Comme indiqué dans le cas des séquences PAM, nous devonsnous a
surer que la séquence considérée a ses moments qui SO@HI]‘I]lGﬂbgulzl — H1,1H222 =+

Oetupp— ufl # 0. C’est le cas d'une séquence QAM

Propriétés : Avant de construire les bases de polyndmes multivarialvless al-
lons énoncer quelques propriétés des polyn6mes monolewighe nous venons de
construire.

Propriéte 4.6 Les polyndmes orthogonauxfx), i =0,1,2, j = 0,1, vérifient les re-
lations suivantes :

1.
< P|17J'1<X)7Pl271'2(x) >=E [P'le(x) i:,jg(x)] = &1J251'1~,J'2 (4.47)

2.
E[R;X)] =0, i+j>0 (4.48)

3.
EX™"R(x)] =0, si m<ietn< ] (4.49)

Preuve : Les relations (4.47) et (4.48) sont respectivement |'esgion de I'orthonor-
malité de la base et de I'orthogonalité d&g(x), i + j > 0 avech o(x). Quant a (4.49),
on peut remarquer que tout mondxig*" admet un développement sur la base des
m n
polyndémes orthogonaux ; il peut donc s’écrid™x" = 5 5 by, j,R, j;(X). D'ou :
i1=0j1=0
m n
E [XmX*nPi:kj (X)} = Z Z bi,j, E [F)'1711<X)F)i>:<j (X>]
i1=0j1=0
m n

= z .zobilvjlabiéjlaj

i1=0j1=
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4.2.3.2 Polynémes orthogonaux multivariables

Proposition 4.2 Considérons deux variables indépendantestxs, de type QAM, sui-
vant une distribution uniforme. Alors :

<Rk (%), Rk (Xs) >= éi,|jd<i7kj (4.50)

Preuve :
<Rk 00 RG06) > = B[R (6)R) 06)]

[ ERR]E[R00)] . st s
E [Pk (06)R j (06)]  sinon
dou: |
<Pk 06), Ry gy ) == { g,i,l,-;,kjr 7iisrlon
|

Nous pouvons en deduire que les polyndrRes, (xn, )P, j,(Xn,) constituent une base
orthonormale d’'un sous-espa€g|xn,,Xn,] des polyndmes a deux variables de degré
au plus égal a trois.

Nous pouvons aisément étendre cette théorie au cas géerdvhldriables indépen-
dantes suivant la méme loi de probabilité. Pour ce fairesradhons définir des poly-
ndémes orthogonaux multivariables pour des variables de Q#AM.

Considérons une seéquence i.i.Mavariablesu(n),--- ,u(n—M +1). La base de poly-
némes orthogonaux multivariables nécessaires a la repgedsm de (4.37) est donnée
par :

— Premier degré :

Q(U(n) =Pro(u(n-i))
— Troisieme degré :

Q¥ (UM) = Pro(un—i)PLo(u(n—j))PLo(U"(n—k)), i#]#k
QY UM) = Peo(un—i)PLo(u’(n—k), i#k
QYUM) = Pro(un—i)PLa(uin—K), i#k

DM = Puaun-i)

Propriétés : Les polynd6mes multivariables ainsi construits vérifierst peopriétés
suivantes :

PourU(n) = (u(n),---,u(n—ny),--- ,u(n—M+1)) et en posantt = (ng,---,np) et
B=(m,---,mp),ona:
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Propriété 4.7
EQY UM)QS U ()] =0, si p#g (4.51)

Propriété 4.8 Soit AU (n)) un polyndme multivariable en(n),--- ,u(n—M+1). On
a:
EAUM)QP (U(M)] =0, si degA)<p (4.52)

4.2.3.3 Application a I'identification d’'un modele de Voltara passe-bande d’ordre
trois

Rappelons que le modéle (4.37) peut s’écyim® =V (U (n)) ouV (U (n)) est un poly-
nébme multivariable en(n),--- ,u(n—M +1). Ce polyndme se décompose sur la base
gue nous avons construite de la maniére suivante :

M— 1M lM 1
Z)fl QY Um) + >3 3.3, 0Q% (M)  (453)
J=I k_
Les paramétres optimaux au sens EQMM sont alors donnés par :
L) = Elymaum) (4.54)
fai,ik) = E |y (mQ3um))| (4.55)

Sil'on désire obtenir les coefficients des noyaux de Vadtelr modéle non orthogonal,
un systéme d’équations triangulaire est a résoudre. Et) efigpeut remarquer qu’on

1
peut écrireV(U(n)) = 3 Vaiyp1(U(N)) ot Vi(U(n) est le polynéme multivariable en
i=0

U(n), de degré, correspondant au terme homogene d’olidie modéle de Volterra.

Sachant qu€fj(ng,---,n;) = [in n (U (n))V*(U(n))] et tenant compte de (4.52),
nous obtenons le systeme d equatlons triangulaire suivant

1 .
fara(M, - oMais1) = 3 B QUL 2 (U M)V 2 (U () (4.56)
=l

En particulier,on a :

M—1M—1M—1
fa(ny,n2,n3) = h3(i, j,k
3(Ng, N2, N3) izojzlkz 31, 1,K)

xE[Qﬁ?nzm(um))u (n—i)u"(n—j)u <”—k>}
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Noyaux de Volterra optimaux pour une entrée QAM : Nous avons les relations
suivantes :
13(ng,n2,n3)

ha(ng,nz,n3) = ,M AN #N3
\/“1,1

f3(ng,ng,np)

hz(ng, Ny, n2) = W’n 1# M

f5(ng,np,np)

h3(nl7n27n2) = \/ma ny 7& ny (458)

f3(ng,nz,ng)

=, L # M
\/ Ivl1,1l12.2—IJ1,1

hs(ny,nz,np) =

Hy1f3(ng,ng,ng)
\/uilu3.3—l~ll,ll~l§2

ha(ng,ng,ny) =

et
hi(n) = fi(n) _ _Haofs(numm)

VHLL \/ Hf 33— 1K

H11 . _
S ™ S f3(Ng,i,i f2(i,nq,i
Hiihz2—HE, (5 $ni+ 3 f30m ))

(4.59)

Noyaux de Volterra optimaux pour une entrée de type PSK : Dans le cas d'une
entrée de type PSK, certains coefficients du noyau d’ordie titgénérent en des co-
efficients du noyau du premier ordre. Ceci vient du fait queslgaaux PSK sont de
module constant. Dans I'expression (4.37), chaque cosfibs(ng, N2, n3) pondeére un
produit de typeu(n — ng)u(n—n2)u*(n—nz). Lorsque le décalage; du terme conju-
gué est égal a au moins un décalage d’'un terme non conjugte¥nie non-linéaire
u(n—ng)u(n—nz)u*(n—ng) dégénere en un terme linéaire. On a en effet :

au(n—ny) Si mp=ns

au(n—ny) Si m=n=n3
u(n—ng)u(n—n)u*(n—ng) =< au(n—ny) Si m=ng

u?(n—ny)u*(n—ng) si m=n

u(n—ng)u(n—mp)u*(N—ng) sinon

oua est le carré du module de la séquence PSK. En conséquenseylssoefficients
du noyau du troisieme ordre ne dégénérant pas en coeffidem®yau du premier
ordre sont de typés(ng,np,n3) et hs(ng, Ny, Ng), N1 # Nz # ng. |l a été montré dans
[129] que 'estimation des parametres, dans ce cas, estletanent découplée. Les

noyaux optimaux sont donnés par :
E[d(n)u*(n—ny)u*(n—np)u(n—n3)]

hs(ng,n2,n3) = 2,

(4.60)
E[d(n)u*(n—ny)u*(n—ng)u(n—ny)]
H11H22

hz(ng, Ny, n2) =

2| e calcul détaillé est donné dans I'annexe C.2.2
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et
E[d(n)u*(n—ny)]

i) = Hi1

(4.61)
Il est a noter que dans le cas des modéles de Volterra pasde-@rdre cing, il n’y a

plus de découplage [24].

4.2.4 Estimation adaptative basée sur le formalisme des polynémes
orthogonaux

Considérons un modéle de Volterra cubique et sa représamtidins une base de po-
lynébmes orthogonaux multivariables, respectivement dermpar :

3 M-1 M-1 p
ym = > > -+ > hp(ng,---n I_Lun nj) =0'U(n)

p=1n=0  Np=Np-1 ]

3 M-1 M-1

_ Zz_z fo(ig,--- )QIl i (U Up) =0"Q(n)

avec

et

Q) = (@ Wa(m). O 1y gy 1Ua())

ou IesQi(lFf?..Jp(Ul(n)) sont des éléments de la base de polynémes orthogonaux multi-
variables. On a donE[Q(n)QT (n)] =

Supposons qu’on veuille identifier un systeme non-linéaifaide d’'un filtre de \Vol-
terra. En utilisant I'algorithme LMS pour I'estimation gatative des paramétres du
filtre de Volterra, on s’attend a avoir une convergence ldrdevitesse de convergence
de l'algorithme LMS dépend fortement du conditionnemeriadeatrice des moments
de I'entrée. En tenant compte de la représentation du figr&/adterra dans la base
des polynémes orthogonaux, la matrice des moments est tlémiquement, égale
a la matrice unité. Son nombre condition est égal & un. Aersiestimant les para-
metres du systeme avec la représentation sur la base dedbpwgnorthogonaux, on
peut s’attendre a une amélioration de la vitesse de conveegde I'algorithme LMS.
La structure d’estimation basée sur ce principe est dguaitéa figure 4.1.
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-

u(n) Transformation | Q) y(n) d(n)
de la séquence '_ ( ‘

+

d'entrée a l'aide

des polynémes
orthogonaux

0]

€(n)

FIG. 4.1 — Estimation adaptative basée sur le formalisme dgspuoiles orthogonaux

4.2.5 Simulations

4.2.5.1 Identification d'un modéle cubique sans mémoire adide de signaux
PAM

Considérons le systéme sans mémoire décrit par la relaticenge :
y(n) = 1.3u(n) — 0.5u%(n) + 0.16u3(n) 4+ w(n)

L'entrée est une séquence PAM-4, i.i.d, centrée et de waiamité. Les résultats
ci-dessous sont obtenus en moyennant vingt expériencépendantes pour chaque
nombre de donnéds et chaque rapport signal a bruit. Le bruit additifn) est blanc
et gaussien.

Comme on peut le remarquer sur la figure 4.2 deux types de lomitrsis en évi-
dence : le bruit additif gaussien et I'erreur d’estimatias anoments due au nombre
de données utilisées pour I'estimation des moments néoessanotre algorithme. En
effet, la procédure d’orthonormalisation nécessite datistijues exactes. Or, celles-ci
ne sont approchées que lorsque le nombre de données estanipbrest a noter que
le défaut d’estimation de ces statistiques est noyé dansuleduditif lorsque celui-
ci est important. C'est ce qui explique que pour un rappomai@ bruit inférieur a
20dB les performances ne s’améliorent que tres peu malgré I'entation significa-
tive du nombre de données. Par contre pour un bruit plussfiigffet d’augmenter le
nombre de données se fait davantage ressentir sur I'esiimdgs statistiques et donc
sur I'estimation des parametres du modele.
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T
@ ~6- N=1000
—#— N= 4000
—<— N= 8000
-10| —5- N=12000 [
’ —— N= 16000

-15}F

—20F

EQMN (dB)
3
T

-45 I I I I I I
5 10 15 20 25 30 35 40

SNR (dB)

FIG. 4.2 — EQMN en fonction du rapport signal a bruit pour un medzlbique sans
mémoire

Dans le tableau 4.2 nous comparons I'erreur quadratiquesnmy normalisée résul-
tant de la méthode proposée dans la section 4.2.2 avec éslikant d’'une estimation
au sens EQMM classique, i.e. nécessitant I'inversion dedaioe d’autocorrélation.

Nous pouvons constater que les performances sont idestiotre méthode présente

SNR (dB) 5 15 25 35
Méthode Classique (dB)| -6.474| -15.519| -25.340| -35.401
Méthode Orthogonale (dB)-6.493| -15.490| -25.300| -34.649

TAB. 4.2 — Comparaison avec la méthode EQM classique dans le gasmbdele
cubique sans mémoid(= 12000)

'avantage d’étre moins colteuse en temps de calcul, palsqune inversion matri-
cielle n’est requise.

4.2.5.2 Identification d’'un modéle cubique a I'aide de signax PAM

Considérons le modéle de Volterra cubique représentant neld can-linéaire formé
par la mise en cascade d’'un canal linéaire et d’'une partidinéaire respectivement
représentées parH (z) = 0.35+0.87z2 1 4 0.35z2 2 et P(u) = 0.99u — 0.35u°. Nous
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considérons l'identification de ce canal a I'aide d’'une sfmpe PAM-4,.i.d. de va-
riance unité. Pour chaque niveau de bruit, 50 expériencEpandantes sont menées.
Les résultats obtenus sont donnés par la figure 4.3.

-10

EQMN (dB)
AN
(9]

U
N
o

-25

-30

-35
0

—©- N= 1000
—&— N= 4000
—— N= 8000
—=- N= 12000
—— N= 16000

10 15

20 25 30 35

SNR (dB)

40

FiG. 4.3 — EQMN en fonction du rapport signal a bruit

Dans le tableau 4.3, nous montrons une comparaison avecthodeéd’estimation
classique au sens EQMM et la méthode proposée par [131] daigtsumé est donné

en annexe D.1.

SNR (dB) 5 15 25 35
Méthode Classique (dB) -6.196 | -15.148| -25.016| -34.997
Méthode de Tseng et Powers (dB)6.186| -15.113| -24.686| -32.536
Méthode Orthogonale (dB) | -6.180| -15.105| -24.228| -30.258

TAB. 4.3 — EQMN pour une entrée PAM-Hl(= 16000)

Méthode

classique

orthogonale

Nombre condition

70.416

1.095

TAB. 4.4 — Conditionnement de la matrice des moments de I'enfrtéerdodele de
\olterra cubique pour une entrée PAM-4
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Nous pouvons constater que les résultats donnés par lesrtédhodes sont similaires.
Il est & noter que la méthode classique requiert I inverdiane matrice carrée d’ordre
13, ce qui équivaut a un codt de calcul d’or@¢l3%) tandis que les deux autres mé-
thodes n’en nécessitent point. Par ailleurs I'avantage dedthode orthogonale est de
donner des expressions analytiques des parameétres optphausimples que celles
de la méthode [131]. Ces expressions étant données par lasaégu(4.30). A titre
indicatif nous avons estimé la matrice des moments de @eruis évalué son nombre
condition. Comme l'atteste le tableau 4.4, la matrice des emtsest mieux condition-
née dans la méthode orthogonale.

Nous pouvons noter une nette amélioration du conditionnémemérique de la ma-
trice des moments. Voyons a présent comment cela se traohgtuhe estimation adap-
tative a l'aide de I'algorithme LMS. Le rapport signal a lirast fixé a 3@B, une
évaluation des performances, de type Monte Carlo, est ééadigec 100 experiences
indépendantes. Le pas d’adaptation de I'algorithme LMSiestau = 0.08.

10°

Erreur quadratique

‘n.!‘.l il ‘ ! | ‘ 7
il "W ‘«h'«\i,’hw i M‘i "“ W\ \ hr?‘“)“wp‘\'i!'\' W\W‘W«L.‘M‘mw

1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Nombre d'itérations

FIG. 4.4 — Erreur quadratique d’estimation d’un modeéle cubig(ig LMS, (2) LMS
basé sur le formalisme des polyndmes orthogonaux

Comme prévu par la théorie, I'algorithme LMS utilisant desmi&es transformées par
les polynébmes orthogonaux, converge bien plus rapidementagorithme standard.
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4.2.5.3 lIdentification d’'un modéle de Volterra passe-bandd’ordre trois a I'aide

de sighaux QAM

Nous considérons l'identification d’'un canal satellitagreconsidérant les mesures de
coefficients des noyaux de \Volterra effectuées par [8]. leedsscoefficients non nuls

du modele d’ordre trois sont donnés par le tableau 4.5 :

Noyau d’ordre 1

Noyau d’ordre 3

hy(0) = 3.4+ 0.381]
hy(1) = 0.052+ 0.006j
hy (2) = —0.048— 0.005]
hy(3) = 0.178+ 0.020j

hs(0,0,0) = —4.926+ 1.741]
hs(0,0,1) = 0.194— 0.068;

hs(0,0,3) = —0.192+ 0.068;
hs(0,1,0) = 0.388— 0.137]
hs(1,1,0) = —0.115+ 0.041]
hs(2,2,2) = 0.074— 0.026j

hs(0,1,1) = —0.230+ 0.081;
hs(0,2,0) = —0.056+ 0.020j
hs(0,3,0) = —0.384+ 0.136
ha(0,3,3) = —0.033+ 0.029]
ha(1,1,1) = —0.105+ 0.037j
ha(3,3,0) = —0.041+ 0.015;

TAB. 4.5 — Coefficients du modéle de Volterra d’ordre trois repnésnt un canal satel-
litaire

Nous utilisons une entrée de type QAM-16d. Pour chaque niveau de bruit, 50 ex-
périences indépendantes sont meneées. Les résultats sismmudonnés par la figure
4.5.

Pt -6~ N=1000
—— N= 4000
— N=12000 R

—- N= 16000

-10}+

-15}+

EQMM (dB)

—251

-30F

10 15 20 25 40

SNR (dB)

FIG. 4.5 - EQMN en fonction du rapport signal a bruit pour uneé@mntte type QAM-
16
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Nous retrouvons le méme type de comportement que dans lesasghaux a valeurs
réelles. La méme adéquation est aussi observée en comaeearh méthode classique
et celle proposée par [129](voir le tableau 4.6). Il en est aussi de méme pour le
conditionnement numérique (tableau 4.7) dont 'amélioragst davantage marquée.

SNR (dB) 5 15 25 35
Méthode Classique (dB) -6.199| -15.150| -25.019| -35.005
méthode de Cheng et Powers (dB¥%.193| -15.018| -23.954| -29.233
Méthode Orthogonale (dB) | -6.185]| -15.023| -23.959| -29.258

TAB. 4.6 — EQMN pour une entrée QAM-16!(= 16000)

Entrée | Méthode classique Méthode orthogonale
QAM-16 6.146x 10° 1.146
QAM-64 9.15x 10 1.144

TAB. 4.7 — Conditionnement de la matrice des moments de I'enfréerdodele de
\olterra cubique ; entrée de type QAM-16 et QAM-64

Remarque 4.5 La méthode orthogonale que nous avons proposée se distieqetlies
de Tseng et Powers ([129, 131]), tant dans le cas complexeéglepar la simplicité
des équations d’'une part et surtout par le fait qu’elle am&ile conditionnement nu-
mérique de la matrice des moments de I'entrée. Ce point pdigicmotive le recours
au formalisme des bases de polynémes orthogonaux pouaeckd convergence des
algorithmes adaptatifs.

4.3 Structure orthogonale des filtres issus de la BFOR

Nous avons montré dans la section précédente que I'estimdirameétrique d’'un mo-
dele de \olterra peut-étre améliorée en exploitant cestapropriétés de I'entrée du
systéme. Tout particulierement I'hypothéseal. a été posée. Nous n’avons pas consi-
déré le cas éventuel ou le modéle serait d’'une complexignp&rique importante et
encore moins le cas d’'une entrée colorée.

S’agissant de la complexité paramétrique, dans le chapitieus avons montré qu’un
développement sur une base de fonctions orthogonalesimaties (BFOR) permet
d’obtenir une représentation davantage parcimonieuses iitons montrer comment
I'utilisation de ces bases permet d’améliorer le conditement de la matrice des mo-
ments de I'entrée et comment mettre en place une structtirvegomale pour les filtres
issus de ces bases. Nous considérons d’abord le cas du neylterra du premier
ordre, i.e. le cas linéaire avant de considérer le cas desunayordre supérieur.

3Les principales équations de cette méthode sont rappedéed’dnnexe D.2
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4.3.1 Cas linéaire

4.3.1.1 Orthogonaliseur en escalier

Considérons les entrees filtréggn) = S by(i)u(n—i) issues d’'une BFORB et la
i=0

transformation linéaire caractérisée par la matiteui permette leur orthogonalisa-
tion. Posons :

Sn) = (so(m su(n)--sc-1(n))"
Sn) = (%(n) &(n)---& 1(n)"

S(n) et §(n) sont respectivement les vecteurs de signaux d’entréeefdivént et aprés
le module d’orthogonalisation.

S(n) = WS(n) (4.62)
et ..
Frs=E[Sn)S"(n)] =Wrsw’
ouT g est une matrice diagonale \&f une matrice triangulaire inférieure dont les éle-
ments diagonaux sont égaux a un.

Pour déterminer la matrice d’orthogonalisati) nous allons utiliser une structure de
filtre dite filtre en escalier. Cette structure a été intraelpar Ahmed et Youn [2] pour la

prédiction linéaire adaptative. Dans un premier tempss dancontexte non adaptatif,

nous exploitons cette structure pour orthogonaliser leges filtrées par la BFOR.

La matriceW peut s’écrire comme sulit :

1
W11 1
W2 2 W21

WKk_2K—2 WK_2K-3 -- 1 0
WK-1K-1 Wk-1k-2 -+ Wk-11 1

En posantv; j = —Vv; j on obtient leK équations suivantes :
S(n) = so(n)

k
(N = s— wjsjn), k=12..K-1
j=1

7(\0(

&(n) peut alors étre interprété comme étant I'erreur de préxfiatie I'entrée filtrée
s«(n) a partir des entrées filtrées issues de toutes les foncteohase précédentes.

La matrice d’orthogonalisatiow peut étre factorisée éd — 1 matricesWy, k = 1,2,
-, K—1telle que:
W =Wk _1Wgk_2---Wg---Wy (4.63)
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ou

1
0 1
0 0 1

Wy = oL 1
0 0 af
0 .- 0 af

(4.64)

0 1

A partir de cette factorisation, on constate que I'orthajsation peut étre effectuée
enK — 1 étapes. Pour illustrer la procédure, prenons le ca$ etd. La factorisation

de la matrice d’orthogonalisation est :

avec :
1
1
a
Wi = all
1
a3

Posong/g o(n) = so(N) et rappelons que dans notre &s) = (So(n) s1(n) sp(n) s3(n)) .

W = W3W,W,

1 1

1 0 1 01
0 1 Wo=119 a2 1 We=100 1
001 0 af 01 0 00a1

T

Une premiére "marche” de |'escalier est obtenue en calcWa®(n) :

W31S(n)

puis :

W2W15(n)

1 Yo,o(n)
N s(n)
| adt o1 s(n)
a; 0 0 1 s3(N)
Yo,0(Nn)
_ | yaan)
y2.1(n)
y3.1(n)
1 Yo,o(n
_ |10 1 yaa(
- 0 a3 1 y2.1(n
0 af 0 1 y3.1(n
Yo,o(n)
_ | yaa(n)
Y2,2(N)
Y3.2(n)
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s1(n) + aiyoo(n)
s2(n) 4 a3Yo,0(N)
ss(N) + adyoo(n)

) Yo,o(N)
) | _ y1.1(n)
) y2.1(n) + azy11(n)
) yz1(n) + adyy1(n)
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et enfin
1 Yo.0(n) Yo.0(n)
01 y1,1(n) y1.1(n)
W3W,oW4S(n) = 7 _ :
sWoW1S(n) 00 1 y2.2(N) y2.2(N)
00aj1 y3,2(N) y32(N) + a3y2-(n)
Yo,0(n)
_ | yaan
Y2,2(N)
y3,3(N)
Nous allons montrer que les signayx(n), i=0,1,2,3 correspondent respective-

ment aux signaugp(n), 51(n),5(n) et sz(n). A chaque étape un seul sigrsln} est
déterminé. Les sorties a chaque étape peuvent étre cé@séettcomme suit :
— Etape 1:
y1,1(n) est I'erreur de prédiction dg (n) en utilisantsy(n)
y2.1(n) est I'erreur de prédiction dg(n) en utilisantsy(n)
y3,1(n) est I'erreur de prédiction dg(n) en utilisantsy(n)
— Etape 2:
y22(n) est I'erreur de prédiction dg(n) en utilisantsy(n) ets;(n)
y32(Nn) est I'erreur de prédiction dg(n) en utilisantsy(n) ets;(n)
— Etape 3:
y3.3(n) est I'erreur de prédiction dg(n) en utilisantsy(n), s1(n) etsy(n)

B oS

B.(2) s,(n) L yi(n) @
B.(2) s2(n) - Y2u() - Y22(1) o
B}(Z) S;(n) . Y, l(n) . y;_z(n) = yl,l(n)

FIG. 4.6 — Structure en escalier pour I'orthogonalisation dasées filtrées par la
BFOR pourK =4
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D’une maniére générale, pour réaliser la transformatidg2{dmettant en jeu un vecteur
de régressiors ayantK composantes, la structure en escalier compigrtel étapes.
L'étapei,i=1,2,--- ,K—1, contientk —i coefficientsa}, j=i,i+1--- K—1, soit
au totalK (K — 1)/2 coefficients. Les signauy i(n) en sortie de chaque étapsont
reliés a ceux de I'étape précédente par la relation suivante

yii(n) =yji-a(n) +ajyi—1i-a(n),j > (4.65)
avech"O(n) = Sj(ﬂ), J = 07 17 T 7K -1

Le coefficienta} est "local" a I'étage ety j(n) est I'erreur de prédiction dg i_1(n)
a partir dey;_1j—1(n). Par ailleurs, en déeveloppant la relation ci-dessus, ortrague
les signauy; ; sont reliés par la relation suivante :

i .
yi,i(n) :yi70(n)+ z aijyj—l,j—l(n>7 I = 1727"' 7K_1 (466)
j=1

Le principe de transformation des signain) ens(n) = y;i(n) étant posé, comment
choisir les coefficients(} en vue de réaliser une orthogonalisation ?

Nous allons chercher les coefficieraf?tels que:

E{y;i(n)yi-1i-1(n)} =0 (4.67)

C’est le principe d’orthogonalité bien connu en filtrage wati. Cela équivaut a mini-
miser I'erreur quadratique de prédiction et donc a minimiadonction de codt sui-

vante :
Jii =E{y5i(m)}
Le calcul du gradient par rapport au coefficiar}ltdonne alors :
%%1=:2E{wmmd§gm}
= 2B{y;i(nyi-1i-1(M)}
= 2B{yji-1(NYi-1i-1(N)}+20E{y? 1; 1(n)}

En annulant le gradient de la fonction de codt considérags nbtenons les coefficients
optimaux de I'escalier :

qi — ~Efyjica(n)yi-zi-a(n)}
E {yiz—l,i—l(n)}

i =12 K—1]>i (4.68)

Le coefficient optimah} rend le signal; i, avecj > i, orthogonal au signali_1j_1
(principe d’orthogonalité (4.67)). En particulisf,i est orthogonal &_1j—1. De ma-
niere itérative on peut vérifier que les signayx i = 0,--- ,K — 1, sont deux a deux
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orthogonaux. En effet : comme nous I'avons stipulé ci-degsy et y; 1 sont ortho-
gonaux d’une part et ; ety- le sont de l'autre. Sachant gyg, est la combinaison
linéaire dey; ;1 et dey, 1 et quey,; est orthogonal &g (condition d’orthogonalisa-
tion (4.67)), on conclut qug > est aussi orthogonalyg o. En itérant ce processus, on
verifie 'orthogonalité dey; ;.

Nous allons montrer, a présent, que cet algorithme réaliseanthogonalisation de
Gram-Schmidt. A partir des relations, (4.66) et (4.68), btiemt

o e Elya(myoajoa(n)]
Wi =YolW =2~z " )

On a par ailleurs :

Elyi,j—1(Myj-1,j-1(M)] = E[(VLJ—Z(”)+0’ij71yi—271—2(n)>yj‘“‘l(n)}
= E[y_i,j72(n)yjfl,jfl(n)]
+a) ' [yj_2,j-2(n)yj-1,j-1(n)]
= E[yu_z(n)yj'—l,j—l(n)]

De proche en proche, on montre que

Elyi,j-1(n)yj-1,j-1(n)] = E[yio(n)yj-1,j-1(n)]

oo L Elyio(n) ()]
iy v ey e EBo(n)Yj-1j-1(n
¥i,i () = VYio(n) le EY o)

On retrouve bien la relation d’orthogonalisation de Grach8idt.

yj_17j_1(n) (4.69)

Il est a signaler que le calcul des coefficients optimaux8@r&cessite I'évaluation
d’'une moyenne statistique. En pratique, sous I'hypoth&sgadicité, ces coefficients

sont donnés par :

N—1
> Vii—1(MYi—i—1(n)
n=0

i _ —
= — (4.70)

2
nzoylfl,lfl(n)

a

En résumé, la matric®V, factorisée selon (4.63), réalise une orthogonalisaties d
signauxs lorsque les coefficienta} de ses différents facteurs sont donnés par (4.68).
En considérant que nous avons a disposition les entréée&i(n), k=0,--- K —1,
n=0,---,N—1, l'algorithme d’orthogonalisation en bloc que nous premts est le
Suivant :
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Algorithme 4.1 Orthogonalisation en bloc des entrées filtrées par la BFOR

1. Initialisation :

- ¥o(n=s(), i=0,---,K-1, n=0,---,N—-1
- S(n) =yoo(n), n=0,---,N-1
- i=1
2. (a) Calculeraj, j=i,---,K—1, selon (4.70);
(b) Calculeryi(n), j=1i,---,K=1,n=0,---,N—1, selon (4.65) ;

(c) Prendre§(n) =y;i(n), n=0,---,N—-1
(d) Incrémenter i puis retourner a (2a) tant que iK — 1 sinon arréter.

Une autre maniere de construire la matrice d’orthogonadisdV serait de réaliser la
décomposition de Cholesky de la matrice d’autocorréldﬂr]eﬁs§} puis de prendreV/
comme étant l'inverse du facteur de Cholesky. Cependant,dandagosition de Cho-
lesky a un codt de calcul é@(K?) (la matrice & décomposer étant d’ordre K)[48]. I
existe des versions rapides, i.e. ayant un codt calcudatains €leveé, mais elles néces-
sitent que la matrice a décomposer ait une structure deifndpbur notre application,
la structure en escalier que nous avons présentée, a dogeldeatouts car son co(t
calculatoire est e®(K?). De plus, elle peut étre utilisée dans un contexte adaptatif
la version adaptative que nous allons présenter dans Ignaatee suivant.

Pour trouver la relation entre les coefficients de Fourieladstructure transversale et
ceux de la structure en escalier, on rappelle que la sodtarntanée du modéle s’écrit

d’'une part :
y(n) =G's(n)
et de l'autre
y(n) = G'§(n) = GTWS(n)
dou:

G=W'G (4.71)

Dans les deux propositions ci-dessous, nous montronsdiagles BFOR quant au
conditionnement numérique de la matrice d’autocorrétatio

Proposition 4.3 Le filtrage par les filtres de la BFOR préserve la blancheurng'u
séquence d’entrée; i.e. les entrées filtrées sont aussi oiwélées.

Preuve : Considérons les filtres de la BFOR suivaBi$z), k= 0,1, - -. Les séquences
temporelles correspondant aux réponses impulsionnadketlttes de la BFOR peuvent
étre rangées dans la matrice ci-dessous :

bo(0)  bo(1)

b1(0)  by(2)
B - . .
bk-1(0) bx-1(1)

148



4.3. Structure orthogonale des filtres issus de la BFOR

L'orthonormalité de la base permet d’écrire BB' = Ix. Considérons & présent le
filtrage d’un signal blanc de variancg. Le vecteur des entrées filtrées s’écrit :

Sn) =BU(n)

ou
U(n) = (unumn-1)---)"

La matrice d’auto-corrélation du vecteur des entréesditiest alors :

s = E[S(n)S'(n)]=BEUMmUT(n)B"
= 02BB'
= O_SIK

Les entrées filtrées sont donc non corrélées. [ |

Proposition 4.4 La matrice d’autocorrélation des entrées filtrées par la BF@ un
nombre condition inférieur ou égal a celui de la matrice d@eorrélation de la sé-
guence d’entrée.

Preuve : Comme indiqué précédemment, la matrice de corrélation deSesrfiltrées
s’écrit : T's= BIyBT. Selon [48],x(I's) < x(B)x(Fu)x(BT). Sachant qu8BT = |
alorsx(B)x(BT) = 1. Dot : x(T's) < x(Tu). u

Notons gu’en pratique la réponse impulsionnelle des filgggs de la BFOR est tron-
guée a un ordre fini, ce qui peut limiter I'exploitation desmiétés énoncées dans les
propositions 4.3 et 4.4.

4.3.1.2 Filtre adaptatif en escalier

En traitement du signal, un bon nombre d’applications reteesane structure de filtre

adaptatif. Lorsque le systeme est modélisé a I'aide des BF@s$hect adaptatif ne

concerne que les coefficients de Fourier si on considéreadueesk est fixée. Le vecteur
des parameétres a adapter est celui des coefficients de Ftaniis que le vecteur

d’observation est celui des entrées filtrées. Pour sigiéiearactéere adaptatif du filtre,
on note :

y(n) = G (N)S(n) (4.72)

Pour une structure transversale de la BFOR, I'adaptation deficients de Fourier
peut se faire a I'aide des algorithmes classiques telsLii®& NLMS ou RLS Pour

le cas des structures orthogonales, [42] ont proposé umithige de type gradient
normalisé pour le filtre de Laguerre en treillis. Dans ce i, :\ous présentons un
algorithme adaptatif pour la structure orthogonale des BgO&knous avons proposée
dans la section précédente.
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Le probleme se résume a la construction adaptative de lacenaforthogonalisation
W. L'algorithme adaptatif inhérent a cette structure pr@gopar [2] a été par la suite
modifié pour améliorer les performances des filtres adapégsialgorithmeLMSdans

le domaine de la transformée en cosinus discréte (D@SGrete Cosinus Transform
pour des systemes linéaires [106] et dans le domaine denisfdranée en ondelettes
discretes (DWTDiscrete Wavelet transforjrpour le modele de Volterra [60]. Nous
réalisons une extension de cet algorithme dans le cas dedgonalisation des entrées
filtrées par la BFOR de Ninness et Gustafsson.

Dans un contexte adaptatif, I'équation (4.65) s’écrit :
Yii(n) =Yji-1(n) +al(n)yi-1i-1(n) (4.73)

Contrairement a ce que nous avons propose dans la secti@guprde, nous prendrons
Jji= yjz’i(n). Les coefficients optimaux de I'escalier sont alors adaptésiinimisant
la valeur de cette fonction de codt. L'algorithme du gratiresus donne :

i i 1 0y5(n)
! =al(n)—= ’
dou: _ _
aj(n+1) = aj(n) — pyji(N)yi-1i-1(n) (4.74)

Une version normalisée de cet algorithme est obtenue enatisemt la constantg
par la variance de I'erreur de prédictigyy. En nommantfj! ladite variance on a alors :

al(n+1) = al(n)— %ym(myi_l,i_l(n) (4.75)

Cette variance est estimée suivant la relation :

ol(n+1)=paoj(n)+(1-P)y(n); 0<p<1 (4.76)
Algorithme 4.2 Orthogonalisation adaptative des entrées filtrées par OB

1. Initialisation :
- Pour i=1,---,K—-1, j=i,--,K—1, prendre lesr}(0) nuls et less}(0)
€gaux a une petite valeur positive ;
— Chaoisir 8 proche del et un pas d’adaptation ;

— ¥;.i(0) = yj;i-1(0)
- §(0) =yi(0), i=0,---,K-1

2. (a) Incrémentern;
(b) i=1;
(c) Adaptera](n) selon (4.76);
(d) Calculeryi(n), j=i,---,K—1, selon (4.73);
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(e) Prendre5(n) =vy;i(n);

(f) Adapteral(n), j=i,---,K—1, selon (4.75);
(g) Incrémenter i puis retourner a (2c) tant queciK — 1 sinon retourner a
(2a);

Cet algorithme a une complexité de calcul@{K?) (voir Tab. 4.8) :

Additions K(K-1)/2
Multiplications | 3K(K+1)/2
Divisions K(K+1)

TAB. 4.8 — Nombre d’opérations élémentaires a chaque itération

Une mesure de I'efficacité de I'orthogonalisation est denpe :

K-2 K-1

r&, |
igl j:|z+1 g J)
n=1-1—w7 (4.77)
()
i=1 j=i+1

Dans I'exemple suivant, nous allons associer a la struciih®gonale en escalier I'al-
gorithmeLMSN (LMS-Newton) pour I'adaptation des coefficients de Foyrims le
contexte de l'identification des systemes. Les coefficidatBourier sont donnés par :

G(n+1) = G(n) + ur " (N)S(n)e(n) (4.78)

oue(n) estI'erreur instantanée entre la sortie réelle du systénendifier et la sortie du
modele. En approchant la matrice d’autocorrélafigtn) par une matrice diagonale,
on obtient alors :

u
g (n)

Ok(n+1) = gk(n) + &(n)e(n), k=0,1--- K-1 (4.79)

ol 0Z(n) est la variance dg(n) estimée comme suit :

oZ(n+1)=Bo?(n)+(1-B)&((M), k=01,---,.K-1 0<B<1 (4.80)

4.3.2 Filtre de Volterra-BFOR adaptatif basé sur I'orthogonaliseur
en escalier

En considérant que la BFOR a été bien choisie, le problemesdgnfiation des para-
métres du filtre de Volterra-BFOR se réduit a I'estimation desfficients de Fourier.
Pour ce faire, nous pouvons recourir aux algorithmes deltiffe relativement simples
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a implémenter et ayant un co(t de calcul raisonnable. Cepéletacaractéristiques de
convergence de ce type d’algorithmes dépendent forteneelat dorrélation de la sé-
guence d’entrée. La convergence est d’autant plus rapiddeqrapport entre la plus
grande et la plus faible valeur propre de la matrice d’aut@tation de I'entrée est
proche de 1. Dans le filtrage non-linéaire, méme si le sigteatcte est blanc, la pré-
sence des termes non-linéaires provoque un mauvais comtitinent de la matrice des
moments de I'entrée. Il en résulte une convergence tres tiag algorithmes de type
LMS appliqués aux filtres de Volterra [86]. En recourant &kaithme RLS, la conver-
gence est nettement améliorée mais au prix d’'une complégitalcul élevée. Pour un
filtre de Volterra d’ordreP et de mémoireM, la complexité de calcul de I'algorithme
RLS est deD(M?") opérations alors que I'algorithme LMS n’en requiert qd@v®).
Lorsque les noyaux de Volterra sont développés sur une BF@R&reéK, les complexi-
tés respectives des algorithmes LMS et RLS son®gk”) et O(K?"). Une maniére
d’améliorer la rapidité de convergence de I'algorithme L&&$donc de considérer des
structures orthogonales [60].

La mise en commun du développement des noyaux de VoltertanguBFOR avec le
module d’orthogonalisation de Gram-Schmidt de type escabt illustré par la figure
4.7. Nous recourrons au méme module d’orthogonalisatiedans le cas linéaire. La

B /

u(n) si(n) S(n) S(n) ym) —d(n)
- B.(2) I e (=
Opérateur Orthogonaliseur G (n) +
non-linéaire en escalier
W(n)

Sgi(1n)
Bxa(2) >

&(n)

FIG. 4.7 — Filtrage adaptatif de Volterra avec structure ortimade

seule différence est que le vecteur d’observatom contient désormais les entrées
filtrées et leurs produits croisés. Par suite nous obteralgetfithme LMSN suivant :

G(n+1) = G(n) + Ul " (N)S(n)e(n)

oug(n) est I'erreur instantanée entre la sortie désirée et leestutfiltre, ef” s une ma-

trice supposée diagonale. La complexité de I'algorithrseestiellement due a I'adap-
tation de I'orthogonaliseur, est d@(K?"), i.e. comparable a celui de I'algorithme
RLS. Toutefois, lorsque les coefficients de I'orthogonalisgeviennent relativement
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constants le processus d’adaptation de I'orthogonalissustoppé. La complexité de
calcul est alors ramenée a celle d’un algorithme NLMS.

4.3.3 Simulations
4.3.3.1 Cas linéaire

Evaluation de 'orthogonalisation : Nous considérons un systéme de fonction de

transfert
Z+7z

~ 2-0.2822-0.402+0.0756
développé sur une BFOR de trois fonctions construites awepdies 077, —0.51 et
0.84 déterminés a l'aide de la procédure de recherche exbadsitrite dans le chapitre
3. Le signal d’entrée est gaussien coloré.

H(2) (4.81)

En appliquant I'algorithme 4.1, I'orthogonaliseur optinoatenu est :

1 0 0
0.4454 —-4.7805 1

Les matrices de corrélation avant et aprés orthogonalisgtour un traitement de =

2000 données, sont :
0.756 Q152 Q391

Nrs= | 0152 Q046 Q151
0.391 Q151 0862

0.756 379x 1016 _832x 10718
Fgpoc= | 379x10°1° 0.015 —2.05x 1071
-832x1018 _205x10°1° 0.316

N-1o y N—1
0l 5pi00= 3 SWS' () avecS(n) = WopS(n) etFs = 5 SN)S' (n).

Cet exemple illustre bien I'orthogonalisation ainsi ré&disll est a noter que cette or-
thogonalisation a été réalisée en utilisant I'ensembleatmées disponibles. Faisons
varier a présent le nombre de données utilisées pour lantiétion de I'orthogo-
naliseur puis évaluons l'efficacité d’orthogonalisatidn7(/) sur 'ensemble des 2000
données. La figure 4.8 donne la variation de I'efficacitéttfegonalisation en fonction
du nombre de données utilisées pour la détermination dddigonaliseur. On constate
gu’'avec 200 données on obtient une efficacité d’orthogsatitin supérieure a 90% et
gu’'au dela de 500 données elle devient supérieure a 95%.

Par ailleurs, en utilisant I'algorithme adaptatif 4.2, latnice de corrélation finale est :

0.756 Q004 —0.044
0.004 Q015 -0.003
—0.044 -0.003 Q319

I_é,adapt =
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100

95

N0

Efficacité d’orthogonalisation (%)

85

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Nombre de données

FIG. 4.8 — Efficacité d’orthogonalisation

On constate que les éléments de la diagonale principaldsantoup plus importants
que tous les autres. La matrice tend a étre diagonale comrpewait I'escompter.
Lefficacité de I'orthogonalisation, selon (4.77) est de(@3%. Cette matrice se rap-

proche de la matricEg, . obtenue avec une orthogonalisation en bloc. L'orthogona-
liseur obtenu est défini par :

1 0 0
Wadapt: _0.196 1 O
0419 —-4940 1

Le pas d’adaptation de I'orthogonaliseur est égal-a 0.007. A la convergence, I'or-
thogonaliseur obtenu est tres proche de I'orthogonalisauslocW,p:. L'orthogona-
lisation adaptative tend donc vers I'orthogonalisatiorbt. Sur la figure 4.9, nous
observons la convergence des coeffici®ts, W5 1 etWs 5.

Filtrage adaptatif avec module d’orthogonalisation: Considérons a présent l'iden-
tification du systeme (4.81) en considérant trois algorgbradaptatifs différents. La
figure 4.10 donne les performances des algorithmes NLMS,NLRLS appliqués a
la représentation du systeme sur une BFOR telle que décrjtaragraphe précédent.
L'entrée est un signal gaussien coloré. Les pas d’adaptdts algorithmes ont été
choisis de sorte que les performances en régime permarient sonilaires. Ils sont
tels queunLms-BFor= UNLMs-RIF = 1.0 et msn-sror= 0.01
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02F \ \ \ ]

0 500 1000 1500 2000

0 500 1000 1500 2000

0 500 1000 1500 2000

FIG. 4.9 — Variation des coefficients de I'orthogonaliseur

Dans le tableau 4.9, nous pouvons vérifier les amélioragsansessives apportées au
conditionnement de la matrice d’autocorrélation par lefptgage par la BFOR et par
la structure en escalier.

Matrice d’autocorrélation Ny s s
Nombre condition 4336 | 318.86| 2.111

TaB. 4.9 — Nombre condition de la matrice d’autocorrélation’dettée

Il est & noter que pour stopper I'adaptation de la matricetlbgonalisation, le pas
d’adaptation a été choisi tel que= 0.007 pour les 200 premieres itérations puis- 0
pour le reste. Outre le fait de stabiliser la matrice d’oginalisation, ce choix permet
de réduire la charge de calcul de I'algorithme. En effet,forsela matrice d’orthogona-
lisation fixée, I'orthogonalisation ne requiert plus dGenultiplications etk additions
supplémentaires.

Comme on peut le constater sur la figure 4.10, I'algoritirlRESN converge plus vite
que l'algorithmeNLMSet moins vite qudRLS Cependant une fois la matrice d’ortho-
gonalisation fixée, les performances sont similaires @sedRLSavec une complexité
de calcul plus faible.
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+ NLMS

EQM (dB)

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Nombre d'itérations

FIG. 4.10 — Comparaison de trois algorithmes adaptatifs pourentrgée gaussienne
colorée (BFOR tronquéeka = 3)

4.3.3.2 Cas non-linéaire

Considérons l'identification adaptative d’un systeme noédire constitué par la mise
en cascade d'un filtre linéaité(z) et d’un polynémeP(u).

z+1

— P(u) = 0.99u — 0.35u°
A 1122401800756

H(2)

Le signal d’entrée est blanc de type PAM-4. Le bruit additf gbrtie est gaussien
et blanc (SNR= 30 dB). La BFOR utilisée est tronqué¢ & 3 fonctions, ses poles,
—0.74,-0.62 et 02, sont proches de ceux du filtre linéaire. L'orthogonalisst adapté
durant les 200 premiéres itérations avec un pas d’adaptatie 0.04. La figure 4.11
est obtenue en moyennant 100 expériences indépendanies rétoouvons le méme
type de comportement que dans le cas linéaire traité daastias précédente a savoir :
I'algorithme LMSN converge plus vite que le NLMS mais moingewque le RLS. Sa
complexité de calcul globale est moins élevée que celle du RLS
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5 T T T

+ Volterra-BFOR- NLMS
= Volterra-BFOR- RLS
of. — Volterra-BFOR-LMSN

EQMN (dB)

0 500 1000 1500 2000
Nombre d'itérations

FIG. 4.11 — Comparaison de trois algorithmes d’adaptation ditre file Volterra

4.4 Estimation découplée pour une entrée gaussienne
colorée

Supposons que I'entrée est colorée, suit une distribunisgienne et qu’en vue de ré-
duire la complexité paramétrique du modele de Volterra reaoss recours a un déve-
loppement sur BFOR. Comme indiqué dans la section précédente pouvons ortho-
gonaliser les entrées filtrées par la BFOR en utilisant unetstre de filtre en escalier.
En sortie de ce module d’orthogonalisation nous obtenoess@quence non corrélée.
Etant donné que le filtrage est linéaire et que la séquenoérééeest gaussienne, nous
obtenons donc en sortie du module d’orthogonalisation égeence gaussiennéd
pour laquelle nous pouvons appliquer le formalisme dessdsgolyndmes orthogo-
naux. Nous avons noté gu’en suivant le méme formalisme dstreamion que dans la
section 4.2, dans le cas d’'une ségquence gaussienne, ungebasilyndmes d’Hermite
est générée. Le principe de la méthode est décrit par la filglge

Considérons le développement d’'un modéle de Volterra dededsur une BFOR &
fonctions. La relation d’entrée/sortie du filtre de VoleeBFOR correspondant est :

P K-1

K-1 p
=3 5 3 0 ﬂskj(n)

p=1ki=
05, (1) = 3 b ()u(n ). PosonSx(n) = (so(n) 5 1(1).

Soit W la matrice d’orthogonalisation permettant de décorrésrdomposantes de
Si(n). Ona 5
Si(n) =W§(n)
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By S, /

u(n) si(n) 51 (1) | Transformation |27 F y(m) d(n)
> Bi(2) > des données () 04‘
Orthogonaliseur i | -+
en escalier en utilisant les
polyndmes
W(n) d'Hermite
Se_(n)
S (1 K-l
Bia(2) 1 =) —

&(n)

FIG. 4.12 — Estimation d’'un modéle de Volterra a complexité iédaul’aide des poly-
ndémes orthogonaux

En utilisant un orthogonaliseur en escalier, les compesaieS, (n) sont non corrélées
et gaussiennes. La relation d’entrée-sortie du modéle Herxé-BFOR devient alors :

K-1

z: ; i f'lé“'(”) = V(§n))

V(S(n)) est un polyndme en les variablgs K= 0,--- ,K — 1 qui peut étre développé
sur une base de polynémes orthogonaux multivariables reatssé partir des poly-
nomes d’Hermite monovariablé$,(5), ou p est le degré du polynéme. Ceux-ci sont
généreés par la relation récurrente suivante [121] :

1
vp+1

ouHy(%) = 1 etoy, est la variance du signal gaussi&n ~

HM'U

Hpra(8) = o | B8 — VP -1(80 (4.82)

Le développement de!(é(n)) sur la base de polynbmes orthogonaux multivariables
QP4 est tel que :

- P —
v =V(&m) = 3. z
p=1k;=0

L'estimation du modele résultant équivaut donc a I'estioratles coefficientd, ... k,
contenus dans le vectelir Dans le cas d’'une estimation en bloc nous avons :

fig o ko = [d(“)Qﬁi)...,kJ

4Le principe de construction de ces polynémes orthogonautivauiables est le méme que celui
adopté pour les signaux PAM i.i.d.

K-1

3 16QP 4 () =FTQ(n)
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oud(n) est la sortie réelle du systeme.

L'avantage d’une telle structure d’estimation est de régig colt de calcul. Pour une
estimation en bloc, le fait d’utiliser des polynémes ortbiogux permet d’éviter toute
inversion matricielle ramenant ainsi le co(t de calc@(&") ou P est I'ordre de non-
linéarité du systeme & le nombre de fonctions de base. En rappelant que I'orthogo-
nalisation ne requiert qu@(K?) opérations, nous obtenons une complexité de calcul
global enO(KP). Dans la configuration décrite dans la section précédeatd’drtho-
gonalisation est appliquée au vecteur des produits crdesegntrées filtrées, I'ortho-
gonalisation requiert une complexité de calcul@(iK?"). Nous pouvons donc noter
une considérable réduction de la complexité de calcul. Daras d’'une estimation
adaptative, avec la configuration de la figure 4.12, nous @asidériver un algorithme
de type LMS de complexité de calcul &iKP) et de convergence rapide.

Il est a noter que dans le cas d’'une entrée gaussienne, &oatraissance, la méthode
proposée est la premiére qui couple la réduction de contpléxl’aide des BFOR,
I'orthogonalisation en escalier et les bases de polynoritésrohite, soit trois niveaux
d’orthogonalisation. Outre les travaux reportés dans]jl2% polynébmes d’'Hermite
ont aussi été appliqués pour I'estimation des modeles deatlidammerstein [10] et
de Wiener-Laguerre [41].

Exemple 4.2 En vue d'illustrer les potentialités de cette approche, s10ansidérons
I'identification du systéme décrit dans la section précéelen I'aide d’'une entrée
gaussienne. Le signal d’entrée du systéme non-linéaireeatifier est un processus
AR(1) obtenu en filtrant un signal blanc gaussien centré.ltre fitilisé est défini par

H(z) = 1_10(\/?‘{21 Il est a noter que le signal d’entrée est d’autant plus célque le pble
o du filtre AR est proche d& Pour différentes valeurs de ce pdle, nous avons évalué
le nombre condition correspondant & chacune des configurati

— Volterra : le systéme est représenté par un modeéle de Yalkdermémoirel5

— Volterra+BFOR : les noyaux de Volterra sont développéswsie BFOR a trois
fonctions telles que décrites dans I'exemple de la secti®i3 2

— Volterra+BFOR+Escalier : Un module d’orthogonalisati@st ajouté a la confi-
guration précédente (voir la section 4.3.3.2)

— Volterra+BFOR+Escalier+Polyndmes Orthogonaux (PO) : in@dule d’ortho-
gonalisation est ajouté immédiatement apres le filtrage RE®uis, des poly-
nomes d’Hermite sont utilisés pour représenter la nondité.

On peut noter que I'ajout des différentes structures d’ogibnalisation permet d’amé-
liorer le conditionnement de la matrice des moments de iéentméme dans le cas
d’un signal blanc & = 0). Quelle que soit la configuration utilisée, le conditionment
de la dite matrice se détériore d’autant plus que le sign@ndfée est coloré. Cette
détérioration est tres peu marquée dans le cas de la quagrieamfiguration (Vol-
terra+BFOR+Escalier+PO). Par ailleurs, il est nettememidiqué (figure 4.13) que la
matrice des moments de I'entrée est mieux conditionnéedaddtesderniére configura-
tion. Théoriguement, on s’attend donc a avoir une nette mmadion de la vitesse de
convergence de I'algorithme LMS lorsqu’une telle configiormest utilisée.
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FiGc. 4.13 — Nombre condition de la matrice des moments de I'er@néfonction de la
coloration du signal

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des méthodes ordtegdiidentification sous
deux angles principaux.

Dans un premier temps nous avons exploité les propriétéstsfaes des entrées de
type PAM, QAM et PSK pour générer des bases de polynbmesgmotiamx multiva-
riables. En développant le modéle de \olterra sur une teltepbnous avons montré
gue l'estimation paramétrique du modele, au sens EQMM, gedidire sans aucune
inversion matricielle. Nous avons aussi exploité le foismaé des bases de polyndmes
orthogonaux dans le cas de I'estimation adaptative. Il salt& une amélioration de la
vitesse de convergence de l'algorithme LMS sans un surdmaalcul.

Nous avons ensuite mis en place un module d’orthogonalisdes entrées filtrées par
la BFOR. Nous avons ainsi couplé la notion de réduction de cexitpldu modele et
de simplification des procédures d’estimation.

Enfin, nous avons montré que dans le cas d’une entrée gaus$gasouplage du forma-
lisme des polynémes orthogonaux et des bases de fonctithreormales rationnelles
permet de simplifier davantage I'estimation paramétrigune €én bloc que de maniére
adaptative.
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Chapitre 5

Contributions a l'identification et a
I'égalisation aveugle et semi-aveugle

5.1 Introduction

Comme décrit dans le chapitre 1, la représentation de cersgstémes de communi-
cation est d’autant plus précise gue le modele utilisé estlinéaire. Les modéles de
\olterra et les réseaux de neurones sont les représergationlinéaires les plus cou-
rantes. Les modeles de Volterra présentent I'avantageedi@gaires par rapport aux
parametres et peuvent étre vus comme une généralisatiorodelenRIF. Cependant
toute la difficulté dans I'utilisation de ce modele vient decomplexité paramétrique.
En analysant davantage certains systemes, on se rend cquiptst possible de les
représenter par une cascade de sous-systemes linéaicesi@vmire et non-linéaire
sans mémoire. Ce type de représentation donne lieu, entres,cau modéle de Wie-
ner et a celui de Hammerstein. Ces modeles sont des cas parsiae modéle de
Volterra ayant une complexité paramétrique plus faible.

Dans ce chapitre, nous allons considérer le cas d’'un systénsemmunication sans
fil pouvant étre représenté par un modele de \olterra. Selenlg liaison entre la
station mobile et la station de base est considérée dansiseaseendaniuplink en
anglais), i.e. mobile vers station de base, ou dans le seteiddantdownlink, i.e.
station de base vers mobile, le canal de communication §teeitvu respectivement
comme un modéle de Wiener ou comme un modele de Hammersteiaines études
s’intéressent a l'identification des sous-systéemes lieéati non-linéaire. Dans notre
étude nous considérons plutét une modeélisation globaldiksaat I'écriture en séries
de \Volterra des liaisons ascendante et descendante du canal

L'identification et I'égalisation des modéles de Hammensé¢ de Wiener ont générale-
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ment été étudiées dans le cas supervisé. Il existe cepeanqakziqies travaux consacrés
a l'identification aveugle. Dans le cas du modele de Hammiex,steul le second ordre
a été considéré en se basant sur I'exploitation des statgstid’ ordre supérieur, notam-
ment les cumulants d’ordre trois, quatre et cing de la sddisysteme. Les méthodes
proposées sont restreintes au cas des signaux gaussiensoavae différence, une
identification dans le domaine temporel [72] ou fréquer[ii€]. Une troisieme mé-
thode a été proposée par [109] dans le cadre d’'une étudearéasa l'identification
aveugle des distorsions non-linéaires représentées paodale de Hammerstein. La
aussi, la gaussianité du signal est requise. Dans le cas dalende Wiener, un im-
portant travail a été présenté par [110]. Celui-ci ne comsidgie I'identification du
sous-systeme linéaire pour le cas particulier des signamtrédes cyclostationnaires.

En ce qui concerne I'égalisation aveugle des canaux de caogation non-linéaires,
les canaux considérés dans la littérature sont de 8O ou MIMO. Cette struc-
ture de canal étant obtenue en utilisant un réseau d’argedeeéception ou en sur-
échantillonnant la sortie du systeme. Giannakis et Semdd8i ont été les premiers a
montrer que des systemes linéaires de type FIR peuvergeg#égalisation de type
forcage a zéro (ZF) des canaux SIMO non-linéaires, souained conditions. L'ap-
proche considérée est déterministe et relativement sir@@pendant elle présente un
certain nombre de limitations. Tout d’abord elle requieré ¢g matrice associée au ca-
nal soit de rang plein et carrée. Ce qui n'est pas toujoursiljes&nsuite, le noyau
du premier ordre doit avoir la plus grande mémoire. Ces odistns sur le rang de la
matrice du canal et sur la mémoire du noyau du premier ordrét@nrelaxées par
Lopez-Valcarce et Dasgupta [78] dans une approche baséexqloitation des statis-
tiques du second-ordre, approche qui peut étre considén@me une extension au cas
non-linéaire des travaux de Torg al[127]. Comme pour la plupart des algorithmes
d’égalisation basés sur I'exploitation des statistiguesecond ordre, cette approche
requiert une complexité de calcul importante. Par aillduest a noter qu’une autre ap-
proche d’égalisation basée sur les statistiques du secdrel@été proposeée par Raz et
Van Veen [113], étendant au cas non-linéaire I'approchewetal[139]. Cependant,
cette méthode requiert la linéarisabilité de chaque sansigar un filtre de Volterra
d’ordre et de mémoire connus. Ce qui n’est pas toujours pessib

Dans notre étude, nous explorons une approche d’ideniificat égalisation semi-
aveugles pour des canaux SISO et SIMO. Dans le cas SIMO, mopsgons aussi des
procédures complétement aveugles. Dans un premier tenyssétedions la modéli-
sation du systéme de communication que nous considéronsds/@résenter chacune
des nouvelles méthodes que nous proposons.
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5.2 Acces a un réseau de communication sans fil via la
fibre optique

Depuis quelques années, le monde des communications sastsdiitré dans une nou-
velle phase. L'objet des transmissions migre de la voix srservices multimédia, qui
ont besoin de liaisons radio a large bande. C’est notammemjell principal de la télé-
phonie mobile dite de troisieme génération. Par ailleersidmbre d'utilisateurs croit
si vite qu’il est nécessaire d’augmenter les ressourcesiqgigs pour satisfaire les uti-
lisateurs. Pour ce faire, le recourt & une architectureskarébasée sur des micro et des
pico cellules est une solution trés attractive en ce qualigmente la réutilisation des
fréquences. Dans cette configuration, il est nécessaitgyaianter les points d’acces
au réseau. Pour des questions évidentes de colt, les stdddrase conventionnelles
(BST) sont remplacées par des points d’accés radio de puessasindre (RAP : Radio
Access Point). Ceux-ci devraient étre robustes, de contpl&aible et connectés a une
BST via une fibre optique. Une telle architecture est reptésgpar la figure 5.1. Les
étapes de traitement de données sont, quant a elles, ddmaitées figures 5.2 et 5.3
respectivement pour la liaison ascendante et pour la halescendante.

Station de base Fibre optique (FO)

centrale

RAP

Micro/Pico cellule

FIG. 5.1 — Architecture d’'un réseau sans fil avec utilisationedigdre optique

Le systeme de transmission de la liaison ascendante egttéd gignal radio-fréquence
émis par la station mobile est recu par une antenne a lagestlassociée un gain
complexe. Le signal recu est ensuite converti en un sigrtajugvia une diode laser.
En régime permanent, la puissance du signal en sortie dudasene fonction non-
linéaire du signal radio fréquence recu. En notdtitle signal radio-fréquence on a :

Poptique= Po[1+ mgt) + A2n1252(t) +A3m353(t)]
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oumest l'indice de modulation optique A et Az sont des coefficients de non-linéarité
qui dépendent des composants utilisés. Le signal optiguenesite transmis a travers
une fibre optique & mode unique. La fonction de transfertelfibre optique & mode
unique définie par I' UIT-T est :

H(f) — g jaL(f—fo)?

ou a est le coefficient de dispersioffy la frequence de la porteuse optiquelLeta
longueur de la fibre. Quant a la conversion de I'optique Vétsdtrique, elle est régie
par les équations classiques d’un systéeme Laser.

Station de base centrale

Données en bande de |
-

Démodulation -t Conversion FO-RF
base

anbndo aiqi4

L Gain

Conversion RF-FO

A

RAP

Données en bande de
base

modulation -t

station mobile

FiG. 5.2 — Schéma fonctionnel d’'une liaison ascendante

Quant a la transmission de la liaison descendante, elle ektdl de la liaison ascen-
dante.

Lorsque la longueur de la fibre est relativement courte (e kilométres) et la fré-
guence radio de quelques GHz, les effets de dispersion dwdeefi le bruit inhérent au
laser sont négligeables [136]. Dans ce cas, la distorsiodinéaire introduite par la
conversion du signal électrique en un signal optique délaguius importante [38, 39].
Le canal caractérisant la liaison ascendante peut doncegirésenté par un modele de
Wiener dans lequel le filtre linéaire représente le canabdencunication sans fil et la
non-linéarité statique la distorsion non-linéaire. De raéfa liaison descendante, vue
du co6té de la station mobile peut étre représentée par unlendeélammerstein.

1Commission technique de I'UIT, 'Union Internationale de&écommunications.
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Station de base centrale

Données en bande de

» Modulation »  Conversion RF-FO
base

anbndo aiqi4

L Gain 4¢——— Conversion FO-RF

RAP

o | Données en bande de
>

Démodulation
base

station mobile

FiG. 5.3 — Schéma fonctionnel d’'une liaison descendante

5.2.1 Systeme multi-capteurs

La liaison descendante est essentiellement mono-capiaguien général les stations
mobiles ne sont dotées que d’'une seule antenne. Dans la watiiign de la figure
5.2, la liaison ascendante est représentée avec un sealcaytis en fait, plusieurs
capteurs peuvent-étre utilisés, chacun étant caractiggisén gain complexe donné.
Nous pouvons considérer deux cas :
— Chaque capteur est associé a une liaison optique donnége aMas donc autant
de polyndmes statiques que de capteurs (Figure 5.4).
— Tous les capteurs utilisent la méme liaison optique via uftiplexage puis un
démultiplexage. Il n’y a donc qu’un seul polynéme statigeig(re 5.5).
Outre I'accés au réseau sans fil, nous pouvons aussi comisiiiinme seconde ap-
plication, un systéme d’antennes distribuées pour la@esties communications d’un
immeuble. Prenons le cas d’'une société qui a son réseau dauwdopation interne.
Plusieurs antennes permettent la réception des commiamsatia un réseau sans fil
et une fibre optique permet de distribuer les communicatians I'immeuble ou dans
un domaine donné. Dans ce cas, la solution la plus éconoragjue recourir au mul-
tiplexage, donc a la deuxiéme configuration.
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y6”(n)
He P, -
@ (n)
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u(n)
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FIG. 5.4 — Configuration ayant plusieurs liaisons optiques

)
v§ (n)
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» (n)

B —» P > -
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FiG. 5.5 — Configuration ayant une liaison optique partagée

166



5.2. Acces a un réseau de communication sans fil via la fibiguapt

5.2.2 Modélisation

Le canal entre la station mobile et(le+ 1)-eme capteur est modélisé par un filtre RIF

de réponse impulsionnelhéa). Sous I'hypothése que la source est a bande étroite par
rapport aux antennes de réception, ce qui est vérifié darssldas standards GSM et

UMTS, la réponse impulsionnelle du canal de transmishi@rs’écrit alors :
h& (i) = ayh(i)
ou ay est le gain complexe de I'antenne considérée [30].

Le signal recu par le capteur passe ensuite au travers daumdinearité statique. Le
modéele global de la liaison ascendante est donc représanthpgmodéle de Wiener.
Celui-ci correspond a un modéle de Volterra a noyaux sépsadl que :

héal)((l:b o 7ip> = Cp.,k Iﬁlhl((a)( )
) -

ou lescy i sont les coefficients du polynonfg. On a alors :

hﬁ((il,-wip) = Cpkl_l (akh(ij))

p
= Cpka} |_|

= kal_l h(i;) (5.1)
=1

avec
Bip = Cpkay,
Dans le contexte de la seconde configuration, i.e. lorsqoiuttiplexage est utilise,
nous avons :
Brp = CoOy
La relation entrée-sortie de la liaison ascendante pent-d@crire comme :
P M M

yl((a)(n): I IED hﬁ)((il,-~-
p:].il:O ipilp,l

u(n—ij) (5.2)

::'o

h(p"”‘&(il, - ,ip) étant donné par (5.1).
Dans le cas mono-capteur nous avons :

P

<
°

M
S (i ip) [T u(n—ij) (5.3)

0 ip:|p_]_ J:

p=1i1
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p
h (i1, ,ip) = Bp [1(ij), Bp=cpaP (5.4)
p \l1 p DJEL J p p

Quant a la liaison descendante, elle est représentée papdélende Hammerstein
Suivant :

y 9 (n) = f S i i)uP(n— i) (5.5)
p—li;

5.3 Identification et égalisation semi-aveugle de la liai-
son descendante

La liaison descendante est représentée par le modele SISOL& méthode que nous
proposons consiste a construire une représentation de&Stiyp® a partir du SISO en
un modele SIMO via l'utilisation d’'une matrice de redondan€ertaines branches
du modéle SIMO résultant, se réduisent a des sous-canarésegpés par un modele
polynomial instantané. Toute l'information sur le canab6l est contenue dans ces
sous-canaux polynémiaux. Leur identification induit doettecdu modele SISO ori-
ginal. Nous considérons une transmission en bloc de dorwédgde premier élément
est le signal utile au processus d’'identification. Celuistiwn symbole pris dans une
séquence pilote donnée. Dans un premier temps, nous allmmsencomment exploi-
ter la matrice de redondance pour passer d’'un modele SISOridale SIMO. Puis,
nous considérerons la question de I'estimation d’'un mogelgnomial instantané.

5.3.1 Transformation du modéle de Hammerstein en un modéle
SIMO polynomial instantané

Depuis quelques années, la communauté du traitement dal signiéressant a la pro-
blématique de l'identification aveugle des canaux linéais&est enrichie de I'approche
basée sur I'exploitation des statistiques du second omsesdrties du canal obtenues
soit par sur-échantillonnage soit en utilisant plusieateanes. Cette approche a permis
le développement de nouvelles techniques d’identificati@ugle moins colteuses en
complexité de calcul que les méthodes basées sur I'exiimitdes statistiques d’ordre
supérieur. Cependant certaines limitations ont été misesviglence [32]. Il a donc
été proposé de recourir a des émetteurs qui induisent utestgtionnarité du signal
émis [46]. Dans la méme optique, il a été montré gu’en intisaht une certaine redon-
dance dans le bloc de données émises, le méme résultat reabétnu [26]. L'écueil
de ces approches est la réduction du taux d’'informatiorsinége. Suivant certaines
conditions [26], cette réduction peut cependant étre &eit

Dans le cas non linéaire, les statistiques du second-ordrsuntout été exploitées en
vue de I'égalisation pour des canaux SIMO [113, 78]. Dan$yi®reécodeur est utilisé
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pour égaliser un canal SIMO non lin€aire. Toujours dansdeecde I'égalisation, [116]
ont aussi utilisé un précodeur pour I'implémentation d'galé&eur supervisé.

Dans notre étude, nous considérons un canal SISO. En ntilise transmission en
bloc et une matrice de redondance, nous montrons commenideleSISO peut étre
vu comme un modeéle SIMO. Cette structure sera ensuite egplpibur identifier le
canal.

Considérons le bloc d’entrées défini par le vectdyn) de dimensiong x 1, L étant
la taille du bloc :
Un)=(umnL) umnL—1) - u(L—L+1))" (5.6)

En utilisant une matrice de redondar@€eale dimensiorK x L (K > L) nous pouvons
générer le bloc de données transform#éés) de dimension& x 1 suivant :

X(n)=CU(n) = ( x(NK) x(NK—1) - x(nK—K+1) )"

X(n) est un bloc d& données formé a partir du bloc (5.6) delonnées informatives.
Le taux d’'information contenu dax§n) a donc été réduit de/K. On peut alors définir
un ratio de redondance comrft€ — L) /K. Une augmentation de ce ratio réduit le taux
d’'information. Dans [26], il a été prouvé qu’une matrice @elondance assurant un
ratio de redondance minimakest :

c— ( Cv  Oeminx(L-1 ) (5.7)
OL-—px1  l—1x(-1
ouCy est un vecteur de dimensiggM + 1) x 1 défini par :

T
Cum = <o---01o---o> (5.8)
—— ——

M M
Les dimensions des blocs avant et apres transformatiorapaatriceC, i.e. L et K
respectivement, sont reliées par :

K=L+2M (5.9

La matriceC n’étant constituée que par des O et des 1, la transformaéisrdnnées
ne consiste donc qu’en une insertion dé 2éros entre les données. Plus exactement,
M zéros avant et apres le premier symbole du bl¢e) :

T
X(n) = (O---Ou(nL)O---Ou(nL— 1)---u(nL— L+1)) (5.10)
M M
Nous pouvons aussi noter les élémentXde) comme suit :
0 si i=0,---,M—1 ou i=M+1,---,2M
X(NK—1i) =< u(nL) si i=M

unL—i+2M) si i=2M+1..- K—1
(5.11)

2dans le sens ou les conditions d'identifiabilité aveugleddemux linéaires sont satisfaites
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Soit le bloc de données en sorti€) (n) de dimension& x 1 suivant
YD) = (y(nK) yO(nK-1) - yO(nK-K+1) )"

Ses éléments sont donnés par :
y9(nK —i) %h PXP(NK—i—j)+w(nK —i) (5.12)

ouw est le bruit additif.
Selon (5.11)X(nK —i —j) n'est non nul que si+j=Moui+j>2M+ 1. Par
conséquent I'équation (5.12) s’écrit :

Y (nK —i) = g hg’)(M—i)xp(nK—MHi rg hi (j)xP(NK —i — j) +W(nK —i)
p=1j=2M—i+1

Oou encore :

P M+i

yOmK-i)= S h5’(M—i)xP(nK-M)+ 5 % hi (t—i)xP(NK —t) +W(nK —i)
p=1t=2M+1

ko)
™M

Sachant aussi qug,(j) = 0 sij < 0 ou sij > M, nous avons alors

P
5 hi (M —i)xP(nK — M) +w(nK — i) si i=0,---,M

YOnK—)=19 5" i d
WDt —i)xP(K —t) +w(nK —i) si i=M+1,---K—1
p=1t=2M+1

Dans I'équation ci-dessus, lorsgue K les symboleg(nK —t) n’appartiennent pas au
bloc X(n) mais plutdt aux blocs précédents. Pour éviter toute intenfée entre blocs,
nous devons prendite< M +i < K ce qui équivaut a prendiie=0,--- K —M — 1.
Nous considérons donc le bloc tronadé@ (n), de dimensiongK — M) X 1, suivant :

Y(n) = (yD(nK) yD(nK-1) - yDnK-K+M+1))"
dont les éléments sont donnés par :

P
S h%d)(M—i)up(nL)qLW(nK—i) si i=0,---,M
=1
P

Y@ (nK—i) = M-+

hfod)(t —iuP(nL—t+2M)+w(nK—i) si i=M+1,
S K=M-1

p=1t=2M+1

Nous pouvons donc remarquer que (Bs+ 1) premiers éléments du blcﬁd)(n) sont
donnés par la relation suivante

P
J(nK —1) Zhd —i)uP(nL) +w(nK—i),i=0,--- ,M (5.13)
p=1

170



5.3. Identification et égalisation semi-aveugle de ladiaidescendante

Quant aux(L — 1) derniers éléments, ils sont le fruit du mélange convolutifien-
linéaire degL — 1) derniéres composantes du bld¢n) :

P i—M
J(K=i)= Y Y g’ (@M —i+)uP(nL— ) +W(nK—i),i=M+1,+- . K-M—1
p=1j=1
(5.14)
Posons : @ )
hp (0) -+ hp’(M) --- 0
D (5.15)
d d
hg’(0) - hi’(M)

,%”p(d) est une matrice de dimensigk — M) x K. Nous définissons aussi la matrice du
canal :
d d d
,fvf():(%l() %g>) (5.16)

de dimensiongK — M) x PK. Par suite, la représentation vectorielle de la relation
entrée-sortie du systéme est :

Y@ (n) = 2 DX(n)+W(n) (5.17)

ol X(n) etW(n) sont des vecteurs de dimensions respeciésc 1 et (K — M) x 1
définis par

X(n) (XT(n) XT(n)oXT(n) --- XT(n)oXT(n)---oXT(n) )T

Ptermes

o définissant le produit de Hadamard et

W(n) = ( w(hK) w(nK—1) --- wnK—K+M+1) )"

En ne s'intéressant qu'aui + 1) premiéres composantes W&, i.e. aux éléments
donnés pay@ (nK—i),i=0,---, M, larelation (5.13) peut donc étre vue comme étant
la relation d’entrée/sortie d'un filtre polynomial stategayant comme entrégnlL).
Sachant que=0,---,M, nous avons donc un filtre SIMO d’entré@lL), ayantM + 1
sorties. On peut remarquer que tous les coefficients du m&I8IO se retrouvent dans
ce modele SIMO. En identifiant le modéle SIMO, on identifiedmodéle SISO de
départ.

Par ailleurs, on peut aussi remarquer que les échantilledgutrée ayant permis de
générer lesNl + 1) premiéres composantes W& (n) sont différents de ceux ayant
permis de générer séls— 1) derniéres composantes. Nous pouvons donc chdgisir)
comme étant le symbole d’'une séquence pilote non inforematiwrs que lesa(nL— j),
j=1,---,L—1, contiennent l'information utile. Nous pouvons donc nocasacentrer
sur l'identification du modéle SIMO résultant en ne tenamhpte que de la séquence
pilote. Une fois le modéle du canal identifié, il servira dstimation des symboles
informatifs.
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Exemple 5.1 En guise d'illustration, considérons, dans le cas sanstbun modele
d’Hammerstein d’ordre trois, de mémoire M 2. Prenons des blocs tels que=K7 et

L = 3. La matrice du canal est7’d) = <,%”1(d) R ifg(d)) avec :

h'o) hda nP2) o 0 0 0
o nYo P nPe o 0 0
Y = 0 o ho na1 e o o |, p=123
0 0 o ho n’@ n2 o
0 0 0 o hYo) P no2
On a par ailleurs :
Um) = (u@Bn) u@Bn—1) u@n-2))"
X(n) = (0 0 u@Bn) 0 0 uBn—1) u@n-2))"
X(n) = (XT() XToXT XToXToXT )T
La relation (5.17) s’écrit alors dans le cas sans bruit :
Y@ (7n) h1(2)u(3n) 4 hy(2)u?(3n) 4 hz(2)us(3n)
y D (7n—1) hy(1)u(3n) + ha(1)u?(3n) + h3(1)u3(3n)
_ y(7n—-2) h1(0)u(3n) 4 h(0)u?(3n) 4 h3(0)u®(3n)
YOmy=|""" | =
y@(7n—3) h1(2)u(3n— 1) +hy(2)u?(3n— 1) + hg(2)u3(3n— 1)
y @ (7n—4) hy(1)u(3n— 1) +hy(1)u?(3n— 1) +h3(1)ud(3n—1)
+h1(2)u(3n—2) +hy(2)u?(3n— 2) + hg(2)u3(3n—2)

Le principe de transformation étant posé, nous allons reodans la section qui suit
comment identifier chaque sous-canal.

5.3.2 Identification d’'un modéle SIMO polynomial statique

Dans la littérature, deux algorithmes d’identificationayle des modéles polyndmiaux
sans mémoire ont été proposés dans le cas SISO. Le premiappégie que dans le

cas des signaux réels sinusoidaux [81] tandis que le secomaige par une méthode
du gradient un critére d’ajustement de cumulants d’orderel{103]. Signalons que

dans ce dernier cas la convergence de I'algorithme n’eahgjarque vers un minimum

local.

Rappelons le modéle a estimer (5.13) :

J(NK =) Zh M —i)uP(nL) +w(nK—i),i=0,--- ,M

L'objectif de cette section est d’estimer les vecte@f@ définis par :

o = (hm—i) - HOm-i))’
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w(n(L+4))

h(QunD+HuQuAnD+H,2u(nl) Hé—> y(n(L+4))

W(n(L+4)—1)

h J

) i
wel) B (DAL ODH DD+ ) y(n(l+4)-1)

h J

w(n(L+4)-2)

i

B ONED O D) —(+ ) y(n(L+4)-2)

h J

FIG. 5.6 — Cas d’'un modéle de Hammerstein d’ordré\8 = 2)
5.3.2.1 Estimation au sens des moindres carrés d’un modelelgoomial statique

Dans une approche d’identification semi-aveugle, la sémpipifoteu(nL),n=0,--- ,N—1
est connue du récepteur, notre objectif est de trouver mew@i(d) tel que :

& = argmin|¥* — ve[”|? (5.18)
o!

ou Yi(d) est un vecteur de dimensiohkx 1, N étant le nombre de blocs de mesures,
défini par :
d : AT
YO = (YO e yO(N-DK =) )

etV est une matrice de Vandermonde de dimenshorsP telle que :

u(0) . uP-1(0) u’(0)
P—1 P
U(N—DL) - PI(N—DL) P(N-1)L)

Cette méthode requiert la connaissance des signguy, n=0,--- ;N —1 et l'infé-
riorité du degré de non-linéarité par rapport au nombrd d’échantillons. Condition
qui n'est pas trop restrictive d’autant plus que les polyadmonsidérés sont générale-
ment d’ordre faible, i.e.R < 5). Dans le cas ou(nL) prendM, valeurs distinctes, il
est nécessaire d'avdid, > P4 1.

Le vecteur de parametres optimal est donné par :
A(d Ty —1y/ Ty (d
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Afin de simplifier la procédure d’estimation, en évitantVéamsion d’'une matrice pleine,
nous considérons la décomposition QR de la matrice de VaraeteV :

V =QR (5.20)

ou Q est une matrice orthogonale de méme dimensioneeR une matrice triangu-
laire supérieure. Tenant compte de cette factorisatioms nbtenons :

RO = QTy? (5.21)
(@)

QTYi(d) étant un vecteur de dimensi@ les coefficients d&©'® sont alors obtenus en

résolvant un systeme d’équations triangulaire.

Remarque 5.1: Il est a noter que dans le cas de notre modele SIMO, le systeme
d’équations (5.21) est a résoudre pouti0,---,M. Cependant on notera que seul

le vecteur }r‘d) change. La matrice de Vandermondeest commune a tous les sous-
canaux. En conséquence, la factorisation QR (5.20) necs'®eie qu’'une seule fois.

La procédure peut donc se résumer comme Sulit :

Algorithme 5.1 ldentification au sens des moindres carrés
1. A partir des mesures(oL) et y9(nK—i), n=0,---,N—1leti=0,---,M,
construire la matriceV et les vecteursi@ ;
2. Effectuer la factorisation QR de la matritg;
3. Pour chaque i résoudre le systeme d’équations (5.21).

Remarque 5.2 : L'erreur moyenne entre les sorties réellq@Yet celles générées par
le modéle estimé est calculée a partir du vecteus H’i(d) — V(:)i(d). Si l'ordre P du

modéle n’est pas connu a priori, il peut étre choisi en misanti| EHZ. Il suffit pour
cela d’appliquer I'algorithme 5.1 de maniére itérative papport a I'ordre P jusqu’a
ce quel|E||? soit relativement constante.

Remarque 5.3 : Puisque l'identification de chaque branche, i.e. I'esttroa de chaque
vecteur@i(d), se fait connaissant la séquence pilote, un recours a unegpliare adap-
tative est possible. Une telle procédure peut servir dareakeou les caractéristiques
du canal varient dans le temps. Si I'estimé du canal sert ddmpnter I'égaliseur du

signal informatif, on obtient un égaliseur adaptatif quitdas variations du canal.

5.3.2.2 Utilisation d’'une séquence pilote périodique

Dans le développement de la section précédente, nous avppsse que la séquence
u(nL) est connue. Supposons qu@L) est une séquence pilote périodique de période
T > P, indépendante du signal informatif. Un choix possible est :

u(nL) =e?™T  n=01,---,T-1
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Une telle séquence a été proposée par [33] comme séqueonieegailir I'identification
semi-aveugle de canaux de communications linéaires.

En considérant le cas sans bruit, la relation (5.13) peut dcrire :

P d i 21
YK —i)= S hg’(M—i)el TPn
p=1

Posongep(n) = el 7P En définissant le produit scalaire suivant [99] :
1 T-1

<epeg>=T 3 eplmes(n

on peut remarquer l'orthogonalité des séquemgés), p=1,---,P,n=0,--- , T —1,
le.

_J 1, sip=q
<& >= { 0, sinon

Pourq=1,--- ,P,onadonc:

YIK-Da> = ¢ 3 YUK
T-1P
_ % > zlhfod)(M—l)ep(n)ea(n)
n=0 p=

p=1 n=
= WP M—i) (5.22)
Autrement dit les coefficients du modéle polynémial statigant donnés par :

T-1 on
O (M —i) = Zoy(d)(nK— e ¥ q=1,... Pi=0,---,M (5.23)
T2

Cette méthode est trés élégante et simple en terme de cotépdérnplémentation.
Théoriqguement, la connaissarapriori de I'ordreP n’est pas nécessaire. L'estimation

des coefficientbéd) (M —i) étant découplée, Biest I'ordre effectif, alorisléd) (M—i)=0,
sig > P. Cependant, il est nécessaire de signaler que ce développarée effectuée

dans le cas sans bruit. Nous pouvons dés lors remarqueesgtienation deh&d)(M —1)
est biaisée par la présence du bruit. Ce biais est égal a :

T-1 iz
bq:? Z)W(nK—l)e T
n=

Algorithme 5.2 ldentification a I'aide d’'une séquence pilote périodique
1. Enregistrer les mesureédﬂ/(nK— i),n=0,---,T—1leti=0,---,M

2. Déterminer les paramétres du modéﬁg)h\/l —i),q=1,---,P en utilisant la
relation (5.23).
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5.3.3 Simulation

Considérons I'identification du systéme suivant :

y@(n) = u(n)+0.45u(n—1)+0.35u(n—2)
+0.3u?(n) — 0.6u%(n—2)
+0.1u3(n) — 0.01u*(n— 1) +w(n) (5.24)

L'entrée du systeme est un sigi®M — 4. Nous considérons la transmission de blocs
de tailleL = 4. On aM = 2 et donc, selon (5.K, = 8. Par suite, les branches SIMO
nécessaires a la procédure d'identification sont telles que

y@(nK) = u(nL)+0.3u?(nL)+0.1u3(nL) +w(nK)
y9(nK—1) = 0.45u(nL)—0.01u3(nL) +w(nK — 1)
y9(nK—2) = 0.35u(nL)—0.6u%(nL) +w(nK — 2)

En vue de comparer la précision des différentes méthodes, afinissons aussi 'er-
reur quadratigue moyenne d’estimation normalisée (EQMEN)

5 3 (M9 (0) — A (i)
=1i=0
EQMEN="—— ™
> Y (hp’(i))?
p=1i=0

ou hE,d)(i) sont les coefficients du systéme a identifieﬁlgg}(i) les coefficients estimeés.

5.3.3.1 Estimation au sens des moindres carrés

Nous utilisons deux types de séquence pilote. La premigpges&e est constituée par
les symboles de téte pris de maniéere aléatoire dans un a&pth@inéme type que celui
du signal informatif tandis que la seconde suit une distidiougaussienne. Pour diffé-
rents niveaux de bruit et pour 100 expériences indépenslaioies avons les résultats
des tableaux 5.1 et 5.2. Il est & noter que l'identificationéaréalisée en considérant
la transmission successive de 50 blocs de données, chapgme’blyant qu'un seul
symbole de la séquence pilote.
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Valeurs réelles

Valeurs estimées

30dB 10dB 5dB
hi(0)= 1 1.001+£0.013 09944+0.208 1022+ 0.365
hi(1)= 045 0450+ 0.005 0462+0.079 0460+ 0.140
hi(2)= 035 0350+ 0.006 03484+0.092 0331+0.157
h,(0)= 0.3 0.300+0.008 0295+ 0.084 0281+0.154
hy(2) = —0.6 —0.599+0.004 -0.601+£0.047 —0.608+0.077
hz(0)= 0.1 0.100+£0.015 0108+0.217 0082+ 0.369
h3(1) = —0.01 —0.010+0.006 —0.0194+0.088 —0.015+0.146

TAB. 5.1 — Estimation paramétrique en utilisant une séquendé-fA

Valeurs réelles

Valeurs estimées

30dB 10dB 5dB
hi(0)= 1 0.999+0.014 1008+0.122 1013+0.168
hi(1)= 045 0450+ 0.003 0443+0.034 0462+ 0.056
hi(2)= 035 0349+0.009 0353+ 0.050 0334+0.121
h,(0)= 0.3 0.299+0.004 0311+0.059 0296+ 0.104
hy(2) = —0.6 —0.600+0.003 —-0.604+0.029 —0.596+0.077
h3(0)= 0.1 0.100+0.003 Q097+ 0.047 0096+ 0.070
hz(1) = —0.01 —-0.010+0.001 —0.008+0.012 —0.013+0.023
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Nous pouvons noter qu’en moyenne les valeurs estimées dan@aes du canal cor-
respondent bien aux valeurs réelles. Leffet du bruit esiblé sur I'écart-type autour
des valeurs moyennes. Plus le niveau de bruit est importasit'pcart-type est grand.
Par ailleurs, on remarque aussi que les écarts-types amtgstreints lorsque la sé-
guence pilote est une gaussienne plutét gu’un signal PAGE4I vient du fait que dans
le cas d’'une séquence gaussienne, le signal est beaucaupgble. Le signal PAM-
4 n'ayant que 4 symboles, dans le cas sans bruit, il n'y a qugudtidns différentes
possibles. Augmenter le nombre de mesures n'apporte daunawmélioration dans
I'estimation du modéle. Dans le cas gaussien, par contfaitlé’augmenter le nombre
de mesures apporte des équations supplémentaires au sybstguations permettant
ainsi d’affiner 'estimation du modele.

5.3.3.2 Utilisation d’'une séquence pilote périodique

A présent nous allons recourir & une séquence périodifuje= e/2™T de période

T = 5. En considérant la transmission successive d’'un nombtgdads de données
correspondant a la période de la séquence pilote, i.e. § Odonnées, nous obtenons
les résultats du tableau 5.3.

h3(0)= 0.1 0.102+0.019 0099+ 0.206 01414+0.362
h3(1) = —0.01 —0.010+0.008 —0.007+0.080 —0.015+0.150

Valeurs réelles Valeurs estimées
30dB 10dB 5dB

hi(0)= 1 1.0024+0.019 09994-0.206 1041+0.362
hi(1)= 045 0449+ 0.008 04534-0.080 04454 0.150
hi(2)= 0.35 0349+ 0.013 03434-0.130 Q372+0.231
h,(0)= 0.3 0.2984-0.020 02924-0.199 02074+0.363
hy(2) = —0.6 —0.600:0.013 -0589+0.143 -0.593+0.217

(0)

(1)

TAB. 5.3 — Estimation paramétrique en utilisant une séquenctegériodique

Signal pilote SNR

5dB 10dB 30dB
Gaussien 530x10° 2.000x 102 1.756x10°*
PAM-4 2448x 101 8370x102 9.774x10°*

Périodique T =5) 1230x10! 4.032x102 3.846x10*

TAB. 5.4 — Evaluation de la mesure EQMEN pour différentes sérpgepilotes

L'avantage de l'utilisation d’'une séquence pilote pénipgi est qu'une période de
transmission suffit pour I'estimation des parametres. Lthode d’estimation dans ce
cas étant trés simple. Par ailleurs, nous pouvons congjiades performances sont en
moyenne similaires a celles données par la méthode des rasicalrés pour les autres
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types de séquence pilote. La variance des estimées obestuégérement plus impor-
tante que dans le cas des moindres carrés avec une séqueveg &/bien plus en
comparaison avec la méthode des moindres carrés utilis@n$éguence gaussienne.
Cette observation est aussi étayée par le tableau 5.4 qunpeebévaluation de la
mesureE QMEN. L'estimation est meilleure pour une séquence pilote ganss.

Sur la figure 5.7, nous pouvons noter que I'estimation esttdta plus précise que la
période de la séquence pilote augmente.

10° T

—,o~No®

[

$htto

EQMEN

SNR

FIG. 5.7 — Evaluation de la précision de I'estimation pour défétes périodes de la
séquence pilote

5.3.4 Estimation des symboles transmis

La matrice du canal ayant été déterminée, nous allons ntéregser a I'estimation des
symboles transmis. Pour ce faire, nous allons considépartie inférieure d& (@ (n),
i.e. celle constituée par les éléments définis par 'éqongbol4), qui contient I'infor-
mation utile. Deux méthodes conduisant a une égalisatidgmeforcage a zéro vont
étre considérées. La premiere est basée sur la résolusosyd@&mes d’équations po-
lynémiales tandis que la seconde utilise les inverses dgafimes. Le développement
de ces méthodes est fait en considérant le cas sans bruit.
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5.3.4.1 Estimation par résolution d’équations polynémiale

Reprenons I'exemple 5.1. La partie inférieureﬂ@(n) est donnée par :

y(7n—3) h1(2)u(3n—1) +ha(2)u?(3n— 1) +h3(2)u3(3n— 1)
+w(7n—3)

y(7n—4) | = | m()uEn—1)+hy(1)u?(3n—1) +hg(1)ud(3n—1)
+h1(2)u(3n—2) 4+ ha(2)u?(3n— 2) 4+ h3(2)u*(3n - 2)
+w(7n—4)

Dans le cas sans bruit nous avons :
y(7n—3) h1(2)u(3n—1) +ha(2)u?(3n— 1) +h3(2)u¥(3n— 1)

y(7n—4) | = | hi(DuBn—1)+hy(1)ud(3n—1)+h3(1)uwd(3n—1)
+h1(2)u(3n—2) +hy(2)u?(3n— 2) + hg(2)u*(3n—2)

Nous avons la un systéeme d’équations polynémiales triarguh deux inconnues
u(3n—1) etu(3n—2) qui sont les symboles informatifs transmis dans le bloc de do
nées considérés. Ce systeme peut étre résolu par la méthsulestieution,i.e. résoudre
la premiére équation puis remplacer la solution dans largkcéquation avant de la ré-
soudre. Il est a noter, cependant, que les équations étignipaiales, les solutions ne
sont pas uniques. Apres chaque résolution, il faut doncsehlai meilleure solution.
Celle-ci est choisie de sorte qu’elle appartienne a I'alghde la séquence transmise.
Nous allons a présent formaliser la procédure.

Posons :
Y = (yDnK-M—-1) yOnK-—M—-2) -y @DnK-—K+M+1) )

Appelons.7, la sous-matrice deZ” formée a partir de sed. — 1) dernieres lignes,
W, le sous-vecteur d@/ formé a partir de sed — 1) derniéres composantes. Posons
aussi :

Up(n)=(UT(n) UT(n)oUT(n) --- UT(n)oUT(n)---0UT(n) )T
ou
Un)=(u(nL—1) u(L—2) --- u(nL—L+1))"

Nous avons donc larelation: B
Yo(n) = A4Up(n) (5.25)

qui est un systeme d’équations polyndmiales triangulalogg les inconnues sont les
composantes du vectedr(n). On peut aussi I'écrire comme :

Pusi(u(nL=1)) = 0
Pvi2(u(nL—1),u(nL—2)) = 0O

F’,\A+L_1(u(nL—l),---,u(nL—L+1)). = O
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Ou chaque polynébmB,i=M+1,--- [ K—M —1 esttel que:

P i—M
R(U(ML—1), -, uL—i+M)) = § Zhd (2M —i+ j)uP(nL— )
p=1j=1
—y @ (nK—i)
Ou encore
P i—-M-1 d
R(U(ML—1), -, uL—i+M)) = ¥ ¥ hg'@M—i+jjuP(nL—j)
P d
—y DK —i)+ ¥ hi (M)uP(nL—i+M)
p=1

Supposons que lg$— 1) premiéres équations sont déja résolues et appelonis—
k+M),k=1,---,i—M—1, leurs solutions respectives. En remplagant ces valems d
I'expression deR (u(nL—1),--- ,u(nL—i+M)), on obtient un polynéme de variable
uniqueu(nL—i+M) :

P
R(u(nL—i+M)) = => h d M)UP(nL—i+M) — 9 (nK —i) (5.26)
p=1

avec

—M—
FD(nK —i) =y (nK — i) — z hi) (2M — i+ j)aP(nL— j) (5.27)

||M-o

Il s’en suit que le symbole recherclénL —i + M) est I'une des racines de ce po-
lynéme. Définissons respectivement i, = {rp}';:l 'ensemble des racines de
R(u(nL—i+M)) et {aj}?zl I'alphabet des symboles transmis. Le symba(elL—
i +M) est alors donné par :

Q

0(nL—i+M)—argr€n%!n (r—aj) (r—aj)” (5.28)
InJ

La procédure d’estimation des symboles aprés I'identiboadu modele de Hammer-
stein peut se résumer comme sulit :

Algorithme 5.3 AlgorithmeTPS-root3
Pour chaque bloc n, pour&# M +1,--- K—-M—-1:

1. déterminer, , 'ensemble des racines du polynéRéu(nL —i+M)) dé-
fini en (5.26);

3TPS-root est mis pour Triangular Polynomial System root
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2. sélectionner le symbol&nL —i + M) suivant (5.28).

Le principe de I'estimation des symboles par résolutiomd’équation polynémiale
gue suit I'algorithme proposé a aussi été considére par Reefdong Zhou [115] (voir
la section 1.8.4). Cependant, dans leur développemertini@son des coefficients des
noyaux de \Volterra n’est pas considérée, I'hypothese denaaissance de ces coeffi-
cients étant faite. Dans ce cadre Ia, i.e. lorsque le cahabesu, il a été montré que
I'estimation des symboles par résolution d’équations paigiales donne de meilleures
performances que les autres méthodes d’égalisation d&srss de Volterra rencon-
trées dans la littérature & savoir I'inverse d’orérfl 21, 119, 22], la méthode du point
fixe[129, 92], les égaliseurs non-linéaires de type Widje{ les égaliseurs DFE non-
linéaires[11].

5.3.4.2 Estimation par détermination de I'inverse d’un polynéme

Dans la méthode précédente, I'estimation des symboledtsenfaecherchant les ra-
cines de (5.26),i.e.

P
B(u(nL—i+M)) Z M)UP(NL—i+M) = ¥ (nK —i)

NommonsH,f,ld)(u(nL— i+M)) le polynbme en la variablgnL—i+ M) de coefficients
hfod)(M). Supposons que ce polynéme soit inversible, i.e., il exjatpolynémel,g,‘lj) tel
que

ID G (nK —i)) = 3@ (H,S,Id) (u(nL—i+ M))) = u(nL—i+M) (5.29)

Il est a noter qu’en I'absence du brwilrh(,?) caractérise une transformation d'un en-
semble fini ('alphabet de la source) vers un autre ensenml®@ maniére réciproque,

J,E,?) est la transformation inverse d’un ensembile fini a un adtest donc toujours pos-
sible de déterminer un polynéme de degré fini qui caracténsetelle transformation.
Etant donné que l'alphabet auquel appartient la sources €dlefficients du polynéme

H,\(,ld) sont connus, nous pouvons recourir a la formule d’intetoiade Lagrange :

Définition 5.1 Soit le polyndbmeZ” de variable x et des couples de mesu@sa;),
j=1,---,Q, telles queZ(B;) = aj. L'expression de ce polyndme est alors donné par :

2 ai [ ( X~ B[';k) (5.30)
K]

=1

Afin d’appliquer cette formule a notre probleme, il est née@® de déterminer les
images des éléments de I'alphabet de la source par le pob/HQ?‘h le.

B = Hy (aj)
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ou lesaj sont les éléments de I'alphabet auquel appartient la soG@enaissant les
couples de mesurgg;, aj), j =1,---,Q et appliquant la formule de Lagrange ci-

dessus nous pouvons donc déterminer le polynéme inﬂéopsé’ar suite, les symboles
estimés sont donnés par :

anL—i+M) =3 FD(nK—i)), i=M+1,---,K-M—1 (5.31)

Ou encore par

Q K—i)—H
GnL—i+M) =Y a; ( (n ')H (Ma(‘;"‘)>, i—M+1- K-—M—1
=1 kA MZk

(5.32)
P
avecH Y (aj) = 5 hfod)(M)ajIO

La procédure d’estimation des symboles résumée ci-apr@siéaommeée, par la suite,
PI pour (Polynomial Inverse) :

Algorithme 5.4 Algorithme PI

1. Déterminer les imageBj = H,ff)(aj), j=1,---,Qouaj estun élément de I'al-
phabet auquel appartient la source.

2. Déterminer le polynémq\(,?f selon I'équation (5.30).

3. Pour tout n et pour EM+1,--- K—M — 1, déterminer le symbole transmis
u(nL—i+ M) selon I'équation (5.31).

L'algorithme PI est a différencier de la méthode supervidégalisation des systémes
de \olterra dite "d’inverse d’ordrB". En effet, dans celle-ci il est question de détermi-
ner un filtre de Volterra tel que sa mise en cascade avec ed#tholterra représentant
le canal estimé soit équivalent & un filtre de Volterra dosinleyaux d’ordre inférieur a

P sont nuls a I'exception du noyau d'ordre 1 représenté paritacDAfin de garantir
I'existence de I'inverse d’ordrB, le noyau d’ordre 1 doit étre & phase minimale. Dans
notre cas, I'existence d’'un polynéme inverse est garatidepfait que le canal réalise
une transformation d’un ensemble fini vers un autre ensefinibléa détermination de
I'inverse se base sur les techniques bien connues d’iftdigo polynémiale.

Les algorithmes TPS-root et Pl s’appliquent aussi bien pas systemes ayant un
noyau du premier ordre a phase minimale ou non. Cependanlimitegion possible
est le fait que ces méthodes soient de type DFE. Une errestirdation peut donc
se répercuter sur les symboles suivants. Cependant, lecpletde transmission étant
une transmission en blocs complétement découplés, la gatipa d’erreur est donc
limitée au seul bloc courant.
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5.3.4.3 Simulation

Nous considérons de nouveau le systéme décrit par la mrel@ia4). L'entrée est tou-
jours un signal PAM-4N = 100 blocs de taillé. = 4 sont transmis. La séquence pilote
est périodique de période. Pour différentes périodes de la séquence pilote, le taux
d’erreur d’estimatiorPe est représenté en fonction du rapport signal a bruit sur-es fi
gures 5.8 et 5.9 respectivement pour les algorithmes TBS:t®|1. Ce taux est calculé
comme suit :

N-1K-M-1 _
. e(nL—i+M)
Pe— n=0 i=M+1
N(L—1)

oue(nL—1i) estI'erreur de décision définie comme suit :

1 si u(nL—i+M)=#Dedd(nL—i+M))

e(nL—i+M):{ 0 si u(nL—i-+M)=Dedi(nL—i+M))

Dec étant I'élément de décision.
Il est & noter que ces résultats sont la moyenne de 100 erpésiendépendantes.

10’ 1 1 1 1 L 1 1

SNR

FIG. 5.8 — Taux d’erreur d’estimation des symboles de I'al¢poné TPS-root pour
différentes périodes de la séquence pilote

Comme on pouvait s’y attendre, les deux algorithmes donneatties bonne esti-
mation pour des niveaux de bruit faibles. Lorsque le niveabmit est fort les deux
algorithmes présentent des performances similaires. taimaniere globale, comme
illustré par la figure 5.10, nous pouvons noter que I'algonié Pl donne de meilleures
performances que TPS-root. Il est d'ailleurs plus simplaglémenter et utilise moins
de ressources de calcul que TPS-root. En effet, pour cealleuni systeme d’équations
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40

SNR

FIG. 5.9 — Taux d’erreur d’estimation des symboles de I'aldgponié PI pour différentes
périodes de la séquence pilote

10°

-©- Point fixe
—%— TPS-root
—=- PI

10’ 1 1 1 1 1 1 £ ¥

SNR

FIG. 5.10 — Comparaison des performances des algorithmes T® it de la mé-
thode du point fixe
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est a résoudre pour chaque bloc de données alors que Pé¢ itédisnation de l'inverse
une fois pour toutes. Nous noterons que dans le cas du systémie, le taux d’erreur
d’estimation pour la méthode du point fixe reste tres élevé.

5.4 Identification et égalisation de la liaison ascendante :
cas mono-capteur

Dans cette section, nous allons considérer la représemtatono-capteur de la liaison
ascendante. Rappelons que celle-ci est représentée pamdéherde Wiener tel que :

M p
y(a)(n): Z ha |17” N I_l _IJ

p=1i1=0 ip=Ip1

A l'instar du développement réalisé dans la section préaéd@ous considérons une
transmission en bloc des données et la méme procédure delpgec La représentation
vectorielle de la relation d’entrée-sortie du systeme eshde par :

YAm) = (y@nK) - yOMK-K+M+1) )"
= #¥X(n)+W(n) (5.33)
ou
[ ]
@ _ < 2 s «f“fén(?))
Pourp=1 P
(o, - ,0) A& (M, M) 0
AP =
h&(,---,0) he (M, M)

' est une matrice bloc, dont chaque bloc est de type Toeplitzanptient les

int
coefficients non-diagonaux des noyaux.

X(n) = ( XT(n) XT(n)oXT(n) --- XT(n)oXT(n)---oXT(n)
Xint (N))

Xint(n) étant le vecteur des produits croisés des composanégie
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W(n) = ( w(nK) w(nK—1) --- wnK—K+M+1) )"

En développant (5.33) tout en tenant compte de (5.10), otvpmarquer que legvl +
1) premiers éléments du bla¢® (n) sont donnés par une relation similaire a la relation
(5.13),i.e. pour=0,--- ,M:

o

yAMK=—) =S h@M=i, - M—i)uP(nL) +w(nK —i) (5.34)
p=1

Quant auxL — 1) éléments restants, ils sont donnés par :

P i—M i—M p

y @ (nK —i) Z y - Z & (2M —i+ jy, - -,2M =i+ jp) [T u(nL— ji)
p=1j1=1 ip=Ip-1 k=1
+wnK—i),i=M+1,--- K-M-1 (5.35)

La relation (5.34) servant a l'identification du systemenétamilaire a (5.13) utilisée

pour l'identification du modéle de Hammerstein représdritatiaison descendante,
les procédures d’estimation qui ont été proposées danstiars&.3 peuvent donc étre
appliguées. Cependant, il est a noter que cette relationitnatirvenir que les coef-

ficients diagonaux des noyaux. La connaissance des termgsndiux et la propriété
de séparabilité des noyaux sont a la base de la procéduterdien des parametres
non-diagonaux que nous allons développer. Nous formuknésiultat suivant :

Théoréme 5.1Les éléments non-diagonaux d’un modele de Wiener sont wbten
partir de ses eléments diagonaux(h---,i) ,p=1,---,P, de la maniére suivante :

@, 1 MaPh )R
hp”(iz,--,ip) = M+1i;> (h(la)(i))p JI:th (ij) (5.36)

Preuve : Nous savons gqu’en général les coefficients du noyau de ¥eltEordre p
correspondant a un modéle de Wiener sont donnés par (5.4) :

h( (|17 1 Bpth ) = '7P

ou h est la réponse impulsionnelle du filtre linéaire etfBgssont liés aux coefficients
du polynéme. Les éléments diagonaux sont tels que :

(i, ) = Bp(h(i)P, =0;-- M

Par suite, nous avons :
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En sommant cette relation pour toutes les valeurs possiklie®n obtient :

() ;
Par ailleurs, sachant qlhéa)(i) = B1h(i), i.e.h(i) = hlﬁl('), nous pouvons écrire que :

d'ou:

Nous avons aussi :

ce qui termine la preuve du théoréme. [ |

Grace au théoreme ci-dessus, la procédure d’identificptigmosée, permet donc d’es-
timer tous les paramétres d’'un modele de Wiener. |l est & gotea partir de la seule
connaissance des coefficients d’'un modéle de Wiener, it pa&spossible de détermi-
ner d’une part la réponse impulsionnelle du filtre linéairées coefficients du poly-
noéme de l'autre sans ambiguité de signe. Des hypotheseEmgpaires sont alors
nécessaires pour lever les ambiguités possibles.

En vue de I'estimation du signal informatif, la procéduresdimation par la résolution
d’un systéme triangulaire d’équations polynémiales pitg-appliquée.

5.4.1 Simulation
En vue d’évaluer la procédure ci-dessus, nous considétidestification d’'un canal
non-linéaire formé par la mise en cascade d’un filtre lireeRilF dont les coefficients

de la réponse impulsionnelle sdmt= ( 1 05 -0.2 )T et d’un polyndme statique
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donné paP(u) = u+0.3u?+0.1u°. Le signal informatif est de type PAM-4. Nous nous
restreignons au cas ou la séquence pilote est périodiggecdadficients des noyaux

de \Volterra correspondant au canal ainsi que leurs estiomglennés par les tableaux
5.5,5.6 et 5.7. Ces résultats sont obtenus en moyennant fpiéflences indépendantes.

Valeurs réelles Valeurs estimées

30dB 10dB 5dB
hi(0)= 1 1.0014-0.003 09914-0.034 1019+0.030
hi(1)= 05 0.5014+0.001 04954+0.017 05044 0.009
hi(2)= -0.2 —0.200+6x 104 —0.199+0.006 —0.197+0.008

TAB. 5.5 — Estimation des coefficients du noyau d’ordre 1 d’'un @®dle Wiener a
I'aide d’'une séquence pilote périodique de péridde 50

Valeurs réelles Valeurs estimées
30dB 10dB 5dB

h,(0,0) = 0.30 0301+0.006 02754-0.052 03124+-0.127
h;(0,1) = 0.15 0151+0.003 013840.027 01524-0.056
hy(0,2) = —0.06 —0.064-0.001 —0.055+£0.011 —0.060+£0.023
hy(1,1) = 0.075 00754+0.001 00694+ 0.015 00754+0.027
h(1,2) = —0.03 —0.03+5x 104 —0.028+0.006 —0.029+0.011
hx(2,2) = 0.012 Q012+ 2x 104 0.011+0.003 00124+0.004

TAB. 5.6 — Estimation des coefficients du noyau d’ordre 2 d'un @éhmdle Wiener a
I'aide d’'une séquence pilote périodique de péridde 50

Nous pouvons noter qu’en moyenne l'identification du caedg correctement. L'écart-
type autour de la valeur moyenne est d’autant plus grandegboiult additif est impor-
tant. Par ailleurs, nous observons a nouveau, au travergwidulation de 'EQMEN
(tableau 5.8), que I'estimation du modele est d’autant phégise que la période est
élevée.

5.5 Recepteur autodidacte de la liaison ascendante : cas
multi-capteurs

Considérons le précodage suivant, suggeéré par [79]. lllepiéda séquence transmise
x(n), n> 0, provienne de la séquence informatife) en inséranM zéros entre chaque
symbole :

x(n(M+1)—i):{g(n) X :j{'lf__,M_l (5.37)
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Valeurs réelles Valeurs estimées
30dB 10dB 5dB

h3(0,0,0) = 0.100 Q099+ 0.022 01244-0.282 0140+0.626
h3(0,0,1) = 0.050 Q050+0.011 00624-0.139 Q06640.310
h3(0,0,2) = —0.02 —0.024+-0.004 —0.0254-0.055 —0.0284+0.122
h3(0,1,1) = 0.025 00254+ 0.005 0031+0.069 00324+0.155
hz(0,1,2)= —-0.01 —0.0104+-0.002 —0.0124+0.027 —0.013+0.061
h3(0,2,2) = 0.004 0004+9x 104 0.005+£0.011 Q00640.024
hs(1,1,1)= 0.012 Q0124 0.003 0015+0.034 00154+0.078
h3(1,1,2)= -5x10°2 —0.0054-0.001 —0.006+0.014 —0.0064-0.030
hs(1,2,2) = 0.002 0002+3x 104 0.002+0.005 Q003+0.012
h3(2,2,2)= —-8x107* —8x10%+2x10* —0.001+0.002 —0.001+0.005

TAB. 5.7 — Estimation des coefficients du noyau d’ordre 3 d’'un @émdle Wiener a
I'aide d’'une séquence pilote périodique de péridde 50

Période SNR

T 30 dB 10 dB 5dB

5 9.600x 10°° 1.910 7826
10 4.400x% 1073 0.362 4511
20 2400x 103 0.268 1968
50 6594x 104 0.070 Q105

TAB. 5.8 — Evaluation de 'TEQMEN pour différentes périodes dsdquence pilote

Ce précodage reduit les parametres effectifs du modele derklaux seuls coeffi-
cients diagonaux. En effet, tous les produits croisés dédaence pour des décalages
temporels différents sont nuls. Rappelons la relation (5.2)

P M

yl((a)(n(MJrl)—i) = Z Z Z h (1,0 I_Lx n(M+1)—i—ij)
J

p=1i1=0 ip=ip_1

o

+Wk<n(M+1)_l)7 |:O,,M
Tenant compte de (5.37), on peut remarquenq(m{M +1)—i— ij) n’est non nul, et
égal au(n), que pouti +i; = M, i.e.ij=M—i, j =1,--- ,P. Par suite nous avons :
P
Y (M+1) ~i) = 3 A M =i, M=)uP(n) + W(n(M +1) i), i=0,- M
p=1

(5.38)
Les sortieg/ﬁa) (n(M+1)—i),i=0,---,M dépendent de la méme entrf@). L'infor-
mation au niveau du récepteur est donc redondante relaivieau signal informatif.
Dans [79] un sous-échantillonnage du signal recu est péopfis d'éviter cette re-
dondance. L'égalisation est ensuite réalisée en utiliEmstatistiques d’ordre deux
du signal recu. Dans notre cas, nous allons plutot expltateedondance introduite
comme une diversité supplémentaire. Nous adoptons lesoraauivantes :

hpjci = hop(M i, M i)

190



5.5. Récepteur autodidacte de la liaison ascendante : césaapileurs

Yicni = yﬁa) (N(M+1) —i)
Wicni =Wk(N(M+1) —i)

D'ou :
P k=0, - ,Kq—1
Yini = 3 NpkitP(n) +Winj,  n= 07 N—-1 (5.39)
p=1 i=0,-- M

Ou K, est le nombre de capteurs utilisés a la réceptioN & nombre de blocs de
mesures. Les mesurgg,; peuvent étre groupées dans un tenseur d’'ordre 3 de méme
que les coefficients du canla} i ; tandis que lesi’(n) peuvent étre groupés dans une
matrice. Tenant compte de la factorisation (5.1), nousrabte la relation suivante :

P
Ykni = z Bk,php(M —i)uP(n) + Wi n,i (5.40)
p=1

Nous pouvons reconnaitre la représentation scalaire dageta PARAFAC (voir I'an-
nexe A.2). Ainsi, en appliguant une décomposition PARAFACGenseurY on peut
donc récupérer le signal d’entrée, et les parameétres i&felct modéle de Volterra re-
présentant les canaux de transmission.

Nous définissons les matrices suivantes :
— Yy de dimensiongM + 1) x N :

Yk00 Yk10 - YkN-10
Yy = yk,.O,l YK,.l,l YK.,N.fl,l k=0, Ka1
YkoM YkiM o YkN-1M
— H de dimensiongM + 1) x P
h(M) h?(M) hP(M)
’ h(M—-1) h(M-1) hP(M —1)
h(0) h?(0) h"(0)
— U de dimension® x N
u©©) wu(l) -+ u(N-1)
! u?(0) A1) --- UWA(N-1)
u?(0) uP(1) -+ UP(N-1)
— B de dimension&, x P
Boa Boo -+ Bop
P11 Bz - Bp
B= ) . , .
Bk.a-11 Bka-12 - Bra-1P
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Rappelons que les parametfgs, peuvent s’écrire de deux maniéres différentes selon
gu’un multiplexage est utilisé ou non (voir le paragraptZ. Dans le cas sans multi-
plexage nous avons montré oBig, = Cp7kakp tandis qu'avec multiplexagé p = cpalf.
Pour chacun de ces deux cas, la matBqeeut respectivement s’écrire comme :

C1,000 Czﬁoag <o Cgoag
C1101 027102% s chaf
B = . ) .
2 P
CLKa—10Ka-1 C2Ka-10k,—1 " CPKa—10k, 1
et
a0 a? ab ct 0 -~ 0
ap af . af 0 Cp - 0
B = : . :
OK,—1 al%a—l e C(Ea_l 0O 0 --- cp

Nous notons qu¥, admet la factorisation suivante :
Yk.=HDk((B)U, k=0,--- ,Kz—1 (5.41)

ou Dy(.) est I'opérateur qui construit une matrice diagonale aveék al)-éme ligne
de la matrice en argument. De méme, nous définissons aussatasesyY , etY ; de
dimensions respectivé&, x (M +1)) et (N x Ky) :

Yo,n,0 Yon1i ¢ Yo,n,m
v, = yl,.n,O yl,.n,l Y1.,r1.,|v| —BDn(UNHT, n=0,---,N—1
YKa=1,n0 YKa—1nl1l - YKa—1nM
(5.42)
et
¥0,0,i Y10i " YKa—L10i
yi= | or o el ThiyeT, =0, M
YoN-1i YIN-1i " YKa—1N-1i
(5.43)

Définition 5.2 [73] Considérons la matriceA € C'*J. Si tout ensemble de< J co-
lonnes de la matrice A sont linéairement indépendantesssterd de I'étre lorsqu’on
ajoute ungl +1)-é colonne, alors le rang de Kruskal de la matrisenoté ly , est égal
al.

Remarque 5.4 On a ky <rangA)
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L'unicité de la décomposition PARAFAC est garantie par leotiééne suivant :

Théoréme 5.2 Considérons I'ensemble deg KatricesYy . = HDy(B)U,

k=0, --,Ka—1,00H € CM+DxP y e CP*N B € CXaxP, Sik + kg +kyt > 2P+ 2,
alors les matrice$l, B etUT sont uniques & une matrice de permutation et une matrice
diagonale pres.

Ce théoreme a d’abord été prouveé dans le cas de données [@8]lesiis étendu au
cas de données complexes par [122].

Corollaire 5.1 Si le signal u prend au moins® N valeurs distinctes non nulles alors
la décomposition PARAFAC est unique gsikkg > P+ 2.

Preuve :Tenant compte de la structure de Vandermonde de la maffi¢si u prend

P — 1 valeurs distinctes, nous n’aurions gRie- 1 vecteurs lignes distincts. La matrice
serait alors de rang déficied” est donc de rang plein giprend au moin® valeurs
distinctes. Par suitéq r, son rang de Kruskal, est donc égd,ason rang. Ceci permet
de modifier la condition nécessaire du théoréme 5.2 comnmeulérpar le corollaire
5.1. |

Par ailleurs, nous pouvons remarquer que la maHiest aussi de type Vandermonde.
Nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 5.2 Si le signal u prend au moins £ N valeurs distinctes non nulles et si
le canal est tel qu’au moins R M + 1 de ses coefficientgi) sont distincts alors la
décomposition PARAFAC est unique gix 2.

Ce corollaire est particulierement intéressant dans le cas onultiplexage est utilisé.
En effet la factorisation de la matri@en un produit d’'une matrice de Vandermonde et
d’'une matrice diagonale permet de définir une borne au nodecapteurs nécessaires
pour assurer 'unicité de la décomposition PARAFAC. En effatffirait d’avoir Ky >

2 capteurs, c’est a dire au moins deux capteurs de caraicpges différentesdp # a1).

Il est a noter que l'unicité est entendue, a une matrice dention et un facteur
d’échelle prés. En d’autres termes, tout autre ensembleatiécesH, B etUT pouvant
reconstituer les matriceéé, ,k=0,--- ,Kz— 1 est relié a 'ensemble de matriddsB
etUT par: 3 3

H=HNA;, B=BMNA, U'=UTNA;

ou N est une matrice de permutation et lgsi = 1,2,3 sont des matrices diagonales
telles que
AAA; = |

Il est a noter qud® étant fini, 'ensemble des matrices de permutation est dinssi
Cependant, il est nécessaire de trouver un moyen pour learabiguité sur les solu-
tions. Nous mettons a profit la structure des matrices pmar lkambiguité due a la
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permutation des colonnes. Rappelons que la maitticest telle que :

u(o) wo) - uP(0)
Ut — u(1) (1) - uP(D
u(N:—l) u2(N:—1) uP(N:—l)

Nous définissons la mesure suivante :

max|UT ol

5.44
min|UT| ol (5-44)

Pp =

ol maxu’ ] et min|UT p| sont respectivement le plus grand et le plus petit des medule
des elements de Ipreme colonne d&JT. Cette mesure croit strictement avec I'ordre
de la non-linéarité. Elle est invariante par rapport a taatdur d’échelle affectant une
colonne donnée. En conséquence, une fois la mdtticestimée, on calculpy cor-
respondant a chacune des colonnes puis on les ordonne dandrercroissant dpp.
Cette opération permet de définir la matrice de permutatigupéicaier U™ de sorte
que ses colonnes soienpg croissant. Nous avons ainsi levé toute ambiguité liee a la
permutation des colonnes. En somme, la décomposition PARAIEAs les contraintes
définies par le théoréme 5.2 et la contrairgelbnne deJ’ a pp croissant est unique

a un facteur d’échelle prés. En d’autres termes, tout amserable de matriced, B
etUT pouvant reconstituer les matricég , k=0, ---,Ks— 1 est relié & 'ensemble de
matricesH, B etUT par :

H=HA;, B=BA, U'=U"A;

avecA;A>A3; = |. Notons par ailleurs qu’en utilisant un correcteur de gbfifet du
facteur d’échelle sur la matridé” peut étre complétement levé. L'indétermination ne
subsiste donc que sur I'estimation du canal.

5.5.1 Algorithme ALS pour I'estimation des parametres

Le principe de l'algorithme ALS est le suivant : a chaque étapettre & jour un sous
ensemble de paramétres en utilisant I'algorithme des mesncarrés conditionné par
les estimés antérieurs des autres sous ensembles de pamarReis, refaire le pro-
cessus de maniére alternée, i.e. pour un autre sous ensdenpkrameétres jusqu’a
convergence. Les matric&g  étant données, leur concaténation permet d’écrire :

Yo. HDo(B)
: = : U (5.45)
HDk,_1(B)

En notantYy_ la version bruitée d& et en considérant les versions precédemment
estimées déi et deB, que nous notonBl et B, le probléme des moindres carrés est
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alors formulé comme suit :

Yo. HDo(B)

rrbin : — : U (5.46)
YKo 1. HDk,-1(B) .

ou|.||r estla norme de Frobenius. La solution a ce probleme est éqraré

ADoB) \' [/ Yo.

(@)
I

: : (5.47)
HDk, 1(B) Yia-1.

a
ou t indique la pseudo-inverse.

De méme, sachant qué, = BDy(UT)HT, n=0,--- N—1etY_j= UTD;(H)BT,
i=0,---,M, les estimés au sens des moindres carrés des mdritds sont données

par :
T ~

BDo(UT) Yo
AT = : : (5.48)
BDy_1(UT) YNo1
N CIRNAZ
BN = : ; (5.49)
UTDm(H) Y M

Il est & noter que les matrices a estimer sont initialisées aes valeurs aléatoires.
La complexité de I'algorithme correspond au co(t de troeup®-inversions a chaque
itération.

Remarqgue 5.5 Plusieurs méthodes d’égalisation des systemes SIMO néatles existent
dans la littérature [45, 113, 78, 79]. Nous ne pouvons pas apmarer a la présente
procédure car elles requiérent que les différents canaaent aucun facteur com-
mun, i.e. les canaux ne doivent avoir aucun zéro commun,iggagi pas le cas de la
modélisation envisagée ici.

5.5.2 Simulations

Nous considérons le cas ou un multiplexeur est utilisé. Ugndme représentant la
non-linéarité statique est le méme que celui considéré @aoas monocapteur, soit
P(u) = u+0.3u?>+0.1u°. Laréponse impulsionnelle est définie telle gue(1 05 —
0.2)T, M = 2. Chaque capteur est caractérisé par un gain différent.duresée d'in-
formation est de type PAM-4. Pour un nombre de donié¢es500, nous tragons le
taux d’erreurPe pour différentes valeurs d€,, le nombre de capteurs. L'évaluation
des performances est de type Monte-Carlo avec 100 expésiemdiEpendantes.
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FIG. 5.11 — Taux d’erreur d’estimation des symboles en fonatiomiveau de bruit
(N=500)

Nous pouvons noter que le taux d’erreur est d’autant plus guet le nombre de cap-
teurs s’accroit. En environnement fortement bruité, l&diité introduite par les cap-
teurs n'améliore que faiblement le taux d’erreur. Cette @reion est plutdt marquée
lorsque le niveau de bruit diminue. Avec 4 capteurs, au del2adB il n’y a plus d’er-
reur alors qu’avec 2 capteurs le taux d’erreur ne s’annudepguir un SNR supérieur a
28dB.

5.6 Recepteur hybride TPS-root PARAFAC de la liai-
son ascendante

Le grand écueil de I'approche PARAFAC est de recourir a unquiéar qui réduit for-
tement le taux de transmission. Nous pouvons toutefoisleoaptte procédure avec la
méthode TPS-root que nous avons proposée dans les sectogd@ntes. Considérons
de nouveau le protocole de transmission en bloc considé@sldsa sections 3 et 4.

Considérons un bloc d’entrées
Un)=(umnL) umnL—1) - u(L—L+1))" (5.50)
ouL est la taille du bloc. En utilisant la matrice de redonda@icde dimension& x L
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(K > L), définie par les équations (5.7) et (5.8), le bloc de donndigargt est génére

T
X(n) = <0~-Ou(nL)0-~Ou(nL— 1)---u(nL— L+1))
M M

Le signal recu par chaque capteur

T — (@ (@ e @ T Kl 0 K1
() Yo (NK) y/(nK—=1) -+ y7(nK—K+M+1) ) . o, Ka
a segM + 1) premiers éléments donnés par la relation suivante dédeiitg.84) :

Y (nK i) = thk M — ) uP(nL) +w(nK — i) (5.51)

Quant aux(L — 1) derniers éléments, ils sont le fruit d'un mélange convbkitinon-
linéaire degL — 1) derniéres composantes du bld¢n) :

@ _ P i-M LU o b
Y (NK—i) = Z z Z hok(2M —i+j1,--+ . 2M —i+ jp) |_|
p=1j1=1  jp=Ip-1 k=1
+w(nK—i),i=M+1,--- K-M-1 (5.52)

Tenant compte de la factorisation (5.1), la relation (5gEb)t étre réécrite comme suit :
Y& (nK — i) Z BiphP(M — )uP(nL) + wi (nK — i) (5.53)

En considerant legn; = yl((a)(nK —i) comme étant les éléments d’un tenseur d’ordre

trois, nous pouvons reconnaitre en (5.53) la représentsti@aire d’'un modele PARA-
FAC. Ainsi, en appliquant une décomposition PARAFAC au tensiéklémentsyy
on peut donc récupérer le signal d’entrée, et les coeffgidiatgonaux du modele de
Wiener correspondant a chaque canal.

En reprenant les mémes définitions des matri¢gs H, U et B que dans la section
précédente, a l'instar des développements effectués dasection précédente, nous
pouvons noter qu¥  admet la factorisation suivante :

Yk.=HDk((B)U, k=0,---,Kz—1 (5.54)
De méme, nous pouvons aussi ecrire

Yo (nK) ¥ (nK - 1) Yo' (NK—M)

(a) K (a) K—1 (a) K—M

v, — yi (nNK) y;(n ) Yo (N )

no - .

Y 1K) Y& ((NK=1) - Y& 4 (nK—M)

= BDh(UNHT, n=0,---,N—-1 (5.55)
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et
Y& (—i) YO ey
v, - Yo' (K—i) VWK=K
YE(N=DK—i) yP(N=DK—i) - y@& [(N=1K i)
= U'Dj(H)BT, i=0,---,M (5.56)

Y n. etY ; étant respectivement de dimensidfis< (M + 1) etN x K.

L'unicité de la décomposition PARAFAC est aussi garantid@aorollaire 5.1. Comme
indiqué dans la section précédente, I'unicité est entedduere permutation des co-
lonnes et un facteur d’échelle prés. En utilisant la mesafmig par (5.44) nous pou-
vons lever 'ambiguité sur la permutation des colonnes.dfaséquence, il est possible
d’estimer les symboleg(nL), n=0,---,N—1 en utilisant I'algorithme ALS. Il est
certes vrai que les coefficients diagonaux du modele de \Wiepegsentant les canaux
de transmission peuvent aussi étre estimés par ce biaislrdaimeure une ambiguité
(des facteurs d’eéchelles) sur I'estimation d&s, et desh(i), qui sont nécessaires a
la reconstruction de ces coefficients diagonaux. La séguimt.) ayant été estimée,
nous pouvons l'utiliser pour estimer les coefficients disgox des canaux via la mé-
thode classique des moindres carrés. Ensuite, ces coatffisierviront a déterminer les
coefficients non-diagonaux en appliquant le résultat (5.36

En notant pau(nL) les symboles estimés via la décomposition PARAFAC, nous pou-
vons réécrire (5.51) comme suit :

Y& (nK i) Z hi (M M —i)aP(nL) +w(nK —i),i =0,--- M (5.57)
On reconnait la une equatlon polynémiale. Le probleme estsept de déterminer les
coefﬁmentshg))( M—i,- —1i) du polynéme. C’est |la un probleme d’interpolation
polynémiale dont la formulatlon au sens des moindres casgs

Hi = arg min(|Zy; — OTHyi |2 (5.58)
ki
ouHy; estle vecteur de dimensioRs< 1 contenant les coefficieril%a) —i, -, M=),

p=1,---,PetZ; estla(i+ 1)-eme colonne de la matric¢} . La solution au pro-
bleme (5 58) est donnée en résolvant le systeme d’ equammgmlalre suivant :

RH ;i = Q" Z; (5.59)

ou R est une matrice de dimensioRsx P triangulaire supérieure € une matrice
orthogonale de dimensioméx P telles queU™ = QR. Par cette procédure nous pou-
vons donc déterminer les coefficients diagonaux de chaquad.daa détermination des
coefficients non-diagonaux se fait en appliquant la forn&il86). Une fois le modéle
d’'un ou de plusieurs canaux déterminés, les symboles émiencore estimés sont
alors déterminés en appliquant la procédure TPS-root.
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Algorithme 5.5 Algorithme d’identification et d’égalisation aveugle PAFRRC-TPS-
root

1. Etant données les mesures du signal réﬂ(ryK— i),i=0,---,M,
k=0, ---,Kg—1,n=0,--- ,N—1, constituer les matrice¥y , Y n etY ;.

2. Appliquer I'algorithme ALS pour I'estimation de la magiUT en appliquant la
procédure nécessaire pour lever toute ambiguité.

3. Faire la décomposition QR de la matrice estirife

4. Déterminer les coefficients diagonaux des canaux envasb(5.59) pour
i=0,---,Metk=0,--- ,Ky—1

5. Connaissant les éléments diagonaux des canaux, appllguermule (5.36)
pour estimer les coefficients non-diagonaux des canaux.

6. Le modele de chaque canal étant identifié, estimer lesagskestant en appli-
guant la procédure TPS-root.

Il est a noter que la procédure TPS-root a été définie danssI&kE0O. La connais-
sance du modéle d’'un canal suffit donc pour appliquer la plaeeTPS-root. Etant
donné que nous avons déterminé les modéles de tous les cdmdaxeprésentation
multi-capteur, nous pouvons donc constituer des systerggsiations polynémiales
sur-déterminés pour I'estimation des symboles. Nous dénsns I'équation (5.52) que
nous réécrivons ci-aprés dans le cas sans bruit et aprésangernent de variable :

P i i p
a . a . . . . .
YOK-M=i)=F 3 o S ARM =it jo M=i+p) []unl— jm)
p=1j1=1 jp=Jp1 m=1
aveci=1---,L—1. Ensupposant que les symbalgsL—j), j=1,---,i—1, ontdéja
été estimés, nous pouvons écrire le terme homogéne d’prdieda maniére suivante :
i i (a) o ... P .
Z z hpk<M_|+le'“7M_l+Jp> I_I U(nL_Jm)
=1 jp=Jp-1 m=1
i-1 -1 () o . .
=3 - Y hoM—i+jg,--- ,M=i+jp) [T u(nL— jm)
=1 jp=lp-1 m=1
= ) o o p-1 .
+u(nL_|)_z Z hpk(M_|+Jl7"'7M_I+Jp—17M) I_l U(nL—Jm)
1=l jp—1=ip—2 m=1
2 i1 -1 . . p—2 .
+us(nL—i) 3 -+ 3 hg(M—i+jg,--- M=i+jp2,MM) M u(nL— jm)
j1=1  Jjp2=ip3 m=1

i—1

+UPH(L—i) 3 hE (M =i+ j1, M, M)u(nL— j)
j1=1 "

+h(M, -+ M)uP(nL — i)

= 3 Vapknitf(nL—i)
q=0
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avec
i—1 i—1 @ p—q
Vq,p,k,n,i: Z z hp7k(M_i+j17"'7M_i+jp—Q7M7 . I_IunL_Jm)
=1 jpa=lpq1 m m=1
(5.60)
Par suite, nous avons :
P
y( )(nK M —i) Z)yqpkn,uq (nL—1i) Zqukn,uq nL—i) (5.61)
p—lq
ou
B P
Yakni = > Yapknis Yoo0kni =0 (5.62)
P=q
En posant :
@ (nK—M—i) -6 P
y(())(n 1) — Yooni uP(nL—i)
a N P-1
nK—M—1)— u nL—i
Yn = yl ( ) W)7l7n | , Un7i — (. )
et _ _ .
Ypon,i Yp—10n,i e Yioni
YP1n,i Yp—11ni e Vi 1ni
An,i = . . :
VP,Ka—l,n,i VP—l,Ka—l,n,i T )71,Ka—1,n,i
nous obtenons I'équation suivante
Yni = AniUn; (5.63)

La matrice/An; est de dimensionk, x P. En supposant quk; > P, nous pouvons
réaliser la factorisation QR de la matrig;, c’est a dire\n; = QniRnj, 0UQn; estune
matrice orthogonale de dimensidfisx P etRp; est une matrice triangulaire supérieure
de dimension® x P. On a alors :

Q;I;,iYn,i = Rn,iUn,i

Tenant compte de la structure triangulaire supérieure detsiceRp;, nous pouvons
remarquer que(nL—i), le symbole a estimer, est égal, a un facteur d’échelle pries,
derniere composante du vectépﬁ Yn,i. En notant pafQn;).m la derniére colonne de
la matriceQn; etR,i(P,P) I élément situé sur I®@-eme ligne et l&>-eme colonne de la
matriceRj, on a:

(Qn,i) MYni = Rai(P,P)u(nL—1)
dou : ( )T

: Qni MYni
ulnL—1) = ——2—"—= 5.64
=)= R (PP (564
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5.7. Conclusion

Cette nouvelle procédure d’estimation aveugle conjointead@maux et des symboles
est résumée ci-apres :

Algorithme 5.6 Algorithme d’identification et d’égalisation aveugle PARMC-TPS-
QR

1. Etant données les mesures du signal n{&UlyK— i),i=0,---,M,
k=0,---,Kay—1,n=0,--- ,N—1, constituer les matrice¥y , Y n etY ;.

(a) Appliquer I'algorithme ALS pour 'estimation de la mat UT en appli-
quant la procédure nécessaire pour lever toute ambiguité.

(b) Faire la décomposition QR de la matrice estinife

(c) Déterminer les coefficients diagonaux des canaux envasn(5.59) pour
iI=0,---,Metk=0,--- Kyz—1

(d) Connaissant les éléments diagonaux des canaux, applajffeemule (5.36)
pour estimer les coefficients non-diagonaux des canaux.

2. Le modele de chaque canal étant identifié, estimer les@gsbestant en appli-
guant la procédure TPS-QR suivante :

(@ pourn=0,--- ,N—1,i=1,---,L—1, former le vecteur y;, déterminer
la matriceA; et faire sa décomposition QR\yj = QniRn;.

(b) Déterminer le symbole(oL —i) en appliquant I'équation (5.64).

5.7 Conclusion

Dans la présente étude, différents algorithmes d’ideatifia et d’égalisation ont été
proposés. Les méthodes sont purement déterministesisentiun précodage de I'en-
trée. Ce précodage introduit une certaine redondance aawndtesignal recu. Celle-ci
est exploitée pour recouvrir tous les parametres du canlilsgit représenté par un
modéle de Hammerstein ou par un modéle de Wiener. L'exteraiaas plus général
du modéle de Volterra nécessite un précodage qui réduintieye le taux d’informa-

tion transmis. Nous avons aussi considéré le cas multice®MO). Dans ce cas

précis, nous avons montré que le canal de transmission peiutuse représentation
tensorielle, la redondance, I'espace et le temps étandisliversités introduites. Une
décomposition de type PARAFAC peut étre appliguée au terfesemé par le signal

recu. Nous avons aussi introduit une procédure qui permetrdener I'ambiguité des
estimés du modeéle PARAFAC a un facteur d’échelle pres. Pt détomposition, le

signal émis, le canal et le gain de chaque antenne sont ntenoént estimés. Le dé-
faut de cette méthode vient du précodage utilisé. Pourrgatiette limitation, une autre
méthode a été proposée en se basant sur la décomposition RERAF
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Conclusion générale et perspectives

Le travail présenté dans cette these a porté sur I'étudeydéEnses non-linéaires re-
présentés a I'aide d’'un modeéle de Volterra. Trois axes nmajent été abordés :
— Laréduction de la complexité paramétrique d’un modeleal&e¥a.
— Laréduction de la complexité des méthodes d’estimatioarpétrique d’un mo-
dele de Volterra, au sens de 'erreur quadratique moyennimnale.
— L'identification et I'égalisation semi-aveugle et averide systemes représentés
par un modele de Volterra simplifié de type Hammerstein oundfie

Nous avons montré dans le chapitre 3 que la complexité pargone d’'un modele de
\olterra peut étre réduite en utilisant un développementdaenoyaux sur des bases
de fonctions orthogonales. Nous avons particulieremerti€éties représentations sur
des bases de Laguerre et sur les bases plus générales de §Re [BFparcimonie du
développement des noyaux de Volterra sur une base orthiegétaat liee au choix de
la base, nous avons développé de nouveaux outils d’optionsiant dans le cas d'une
base de Laguerre que dans celui d’'une BFOR.

Dans le cas de la base de Laguerre, des algorithmes d’ogtiarisie pble basés sur la
seule estimation des coefficients de Fourier ont été prése@es algorithmes ont pour
fondement la détermination d’une solution analytique aabf@me d’optimisation du
pble de Laguerre. Dans le cas d’'une BFOR, le probléme est ptaglege. Nous avons
apporté trois types de solution. La premiere est basée suragherche exhaustive
des péles dans un ensemble prédéterminé. L'avantage eeapgitoche est que nous
pouvons tenir compte de la connaissaaggriori que nous avons sur le systeme. La
recherche des poles étant exhaustive, nous ne sommes pas sauprobleme des
minima locaux. Toutefois, la méthode peut s’avérer co@eustemps de calcul. Nous
avons alors présenté une alternative qui consiste a reerpéaecherche exhaustive par
la recherche itérative du pdle optimal de Laguerre pouérfits sous-systemes. Nous
avons appelé cette approche, approche analytique. Enértraisiéme approche a été
proposée. Elle combine les approches de décompositioicialiéret la représentation
sur les bases orthogonales. Dans le cas d’un noyau quadratgparable, nous avons
montré comment une réduction de complexité drastique pbétra réalisée et avons
présenté un algorithme adaptatif.

Dans le chapitre 4, nous avons présenté des méthodes antilegal’identification
sous deux angles principaux. Dans un premier temps nous axpioité les propriétés
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statistiques des entrées de type PAM et QAM pour générer alesshde polynémes
orthogonaux multivariables. En développant le modéle deekfa sur une telle base,
nous avons montré que I'estimation paramétrique du moadglege faire sans aucune
inversion matricielle. Nous avons aussi exploité le foismaé des bases de polyndmes
orthogonaux dans le cas de I'estimation adaptative. Il salt& une amélioration de la
vitesse de convergence de I'algorithme LMS sans un sur@daldul. Nous avons en-
suite mis en place un module d’orthogonalisation des enfiges par la BFOR. Nous
avons ainsi couplé la réduction de complexité du modélesnialification des procé-
dures d’estimation. Enfin, nous avons montré que dans le’'aas dntrée gaussienne
le couplage du formalisme des polynédmes orthogonaux et assshde fonctions or-
thonormales rationnelles permet de simplifier davantaggithation paramétrique tant
en bloc que de maniére adaptative.

Dans le chapitre 5, nous avons développé de nouveaux olidigmtfication et d’égali-
sation déterministes. En considérant un systeme de coroatior concret, nous avons
montré que grace a l'utilisation d’un certain précodageadeéjuence informative il est
possible d’estimer conjointement un canal non-linéagprésenté par des cas particu-
liers de modele de Volterra tels que le modéle de Hammerstégonmodéle de Wiener,
et le signal informatif. Une extension au cas multi-capgeuaussi été considérée. Pour
une telle configuration, grace a un précodage spécifique skxjlaence d’entrée, nous
exploitons la diversité spatiale introduite par les carstea la diversité temporelle de
sorte a obtenir une représentation tensorielle du siggal kgne décomposition tenso-
rielle de type PARAFAC a alors été appliquée pour I'estimationjointe des canaux
et de la séquence émise.

Au-dela des contributions de cette thése, certaines gusstdemeurent ouvertes et
nécessitent une investigation approfondie. Tout d’ablesipropriétés de convergence
de l'algorithme adaptatif de I'estimation du pdle de Lagaesont a établir de maniere
plus formelle. De méme, la détermination analytique desgpéptimaux d’'une BFOR
de Ninness et Gustafsson est aussi a explorer, d’abord e&as ldes pbles réels puis
dans le cas plus général incluant des péles réels et congplexe

Pour évaluer la complexité paramétriqgue d’un modéle deeva@tdeux paramétres
sont a considérer : sa mémoire et son ordre de non-linéar@gproche de réduc-
tion de complexité paramétrique a l'aide de bases de fametowthogonales ration-
nelles n'opere que sur le facteur mémoire. Est-il possibleahstruire une nouvelle
famille de fonctions orthogonales influant aussi bien sunémoire que sur I'ordre de
non-linéarité ? Il nous semble que c’est un point intéresganmériterait d’étre étu-
dié. Aussi, la réduction de la complexité paramétriquetrpas une fin en soi, encore
faut-il que les procédures d’estimation soient simplifid2ans le cas gaussien, nous
avons montré qu'’il est possible de coupler les aspects tiédude complexité paramé-
trique et simplification des procédures d’estimation vifolenalisme des polyndmes
orthogonaux et le développement sur une BFOR. Est-il posdibletaliser une telle
configuration pour des entrées non-gaussiennes ?
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Une autre perspective intéressante est d’appliquer lefaésobtenus dans le chapitre
3 a I'annulation d’échos acoustiques. En effet comme euplidans le chapitre 1, le
modele de propagation d’échos est non-linéaire avec uneoimgmouvant étre tres
importante. Quant aux résultats du chapitre 4, une apjaitat probleme d’annulation
de bruit peut étre envisagée.

S’agissant de I'utilisation des techniques de décompmostinsorielle pour I'estima-
tion des symboles, a notre connaissance, c’est la une dpptoate nouvelle dans
le cas des modéles non-linéaires. L'évaluation de la méthpad des simulations est
a approfondir et son extension au cas plus général du moeéélblterra a noyaux
non-séparables a investiguer. Par ailleurs, toutes lgsadés d’identification et d’éga-
lisation présentées dans le chapitre 5 sont déterminisgsnéralement peu robustes
au bruit. Il est donc intéressant de "robustifier" ces méth@ae rapport au bruit.
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Annexe A

Produit de Kronecker et
decomposition PARAFAC

A.1 Le produit de Kronecker

Etant donné deux matrices et B de dimensions respectivém x n) et (p x g), on
appelle produit de Kronecker deparB la matrice partitionnée de dimensigmpx nq)
définie comme :

a B aoB --- apnB
C_ngp_ | B ®B b
amB awB --- amnB

En particulier, dans le cas de deux vecteaet b de dimension respectiva et p, on
a:

alb
azb
c=a®b= .
amb
c est un vecteur de dimensiompdont les éléments sont de la form®j, i.e.cy ) =
ajbj, ol :
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Annexe A. Produit de Kronecker et décomposition PARAFAC

A.2 Ladécomposition PARAFAC

Ce modele trilinéaire a été proposé par Harshman [56] et pal@iChang [23] qui
I'ont respectivement appelé PARAFAC (PARallel FACtor anayst CANDECOMP
(CANonical DECOMPosition). Elle consiste a représenter mséer a I'aide de ma-
trices.

La représentation PARAFAC d’'un tensekird’ordre trois et de dimensiorg; x N, x

N3 est définie par la donnée de trois matridesB et C de dimensions respectives
N1 x P, N> x P etN3 x P et d'un tenseur unité cubiquele dimension® x P x P telle
gu'illustrée par la figure A.1.

B P T
NlI H o NlI A P I I B
> —>
N2 P P N2

FiG. A.1 — Décomposition PARAFAC

On définit les matrices suivantes :

— Hp,..,m=1,---,Ng, de dimensiongN; x N3) telles que I'élémenitn, (N2, N3)
corresponde a I'élémeiit(ng, Ny, n3) du tenseut.

— Hn,,m2=1,--- Ny, de dimensiongN3 x Nj) telles que I'élémeni p, (n3,n)
corresponde a I'élémei(ny, nz,n3) du tenseut.

— H n;, n3=1,---,N3, de dimensiongN; x Np) telles que I'élément n,(Nn1,Np)
corresponde a I'élémeiif(nyg, ny, n3) du tenseut.

La construction des matricé$,  , H n, etH n, est décrite par la figure A.2.

Chaque élémeritl(ny, np,n3) du tenseut peut étre écrit en fonction des éléments
des matrice#\, B et C comme décrit par I'équation (A.1). C’est la représentatica s
laire de la décomposition PARAFAC :

=) n=1....N;
H(ny,np,n3) = Z anpbrypCngp; M =1,...,Np (A1)
p=1 ns=1,...,N3
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A.2. La décomposition PARAFAC

= I

ni. (n =1,.. .n2. (n =1,.. ng(n =1,..

H

FiG. A.2 — Matrices horizontales, verticales et lateraligs , H n, etH p,

oU &, p, bn,p andcn,p sont respectivement des élements des matAc@&set C.

De cette représentation scalaire, on déduit trois reptésens matricielles, cha-
cune étant respectivement associée aux matrices horiegenteerticales et latérales
Hn,.., Hon, €tH n,:

Hn.. = BDp(A)CT (A2)
Hpn, = CDp,(B)AT (A.3)
Hn, = ADp(C)B' (A.4)

ou Dy(.) est une matrice diagonale dont les éléments diagonauxesétdments de la
k-éme ligne de la matrice en argument.
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Annexe B

Preuves du chapitre 3

B.1 Preuve de la proposition 3.1

A partir de la relation (3.11) et de la définition (3.9, on a:

[oe]

p ©
le,thszz > > (s, ip)
=1 ip=0

=1i1=0 ip=

Tenant compte de la relation (3.1), on obtient :

8
8

le,thsz =

Mze Mo
. [y
. I
. o
)
I
o

p
19Ky, ko, p I_Lbkj,p(ij)bqj.,p(ij)
0 |=

M s
M s
M 8

=
I
o
>~
©
I
o
o
il
o
o]

Grace a la relation (3.6), a la propriété d’orthogonalitdadbase et tenant compte de
I'expression d&), p,, le développement de ce calcul donne :

»  1-8 = ° p&2 |y |”
PQup[he]” = 1+EEK 0"'kzo(lir--'+kp)gﬁl,~-~.,kp_ 1p+.§%
1= p=
+2ppr2,thpH2
14 &2
Par suite :
Q _ 1_E|§J o Eg ZEpQZ,p
AT AL T A Wy

d’ou le résultat (3.12).
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B.2 Preuve de la proposition 3.2

Le pble optimal au sens du critére (3.8) est donné par lautignldu probleme suivant :

93p(&p)
9%,

=0 & Qpéf—(2Qup+1)&p+Qap=0

En utilisant la définition (3.13), le pble optimal est donadaine réelle de I'équation
Suivante :

ES_ZPO,pEp‘f‘l: 0

Les racines réelles de cette équation sont obtenquﬁ}i > 1. Auquel cas, ona:

Epopt = PO,pi\/P&p_l

B.3 Preuve dulemme 3.1

En effet :

OTy °° © 00k, - k

- = 2) - 2ki + 1) Ok, .. o

dép Z—o z:o( AR d&p
2

p
X z ((kJ + 1) Oky, - Kj+1,0+ kp — Kj gkL...,kJ._l’...,kp)
=1

!Dans ce développemedt; représente le symbole de Kronecker
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B.3. Preuve du lemme 3.1

D'ou

1-85 0Ty,

2

o&,

P 00 00
S > Y (@D (K + 1) G gL dip Ok

[S1k=0 kp=0
P o o]
Z Z Z (2k +1) kjgkl — 1, kp Oy, ko
[S1K=0  kp=0
> > (2k+1)(K+1) G kgL ke,
Ki=0  kp=0
= > Y (2D -1 kG,
Ki=0  kp=0
o] [} 00
+3 (1-95) Z Z (2k +1) (Kj +1) Gy 1,k Tkt ko
=1 =0 =0
p
Z (l 5J| Z Z (2ki + 1) KOk, - k — 1, ko Oky, - ko
=1 ki=0 kp=
> > (2k+1)(K+1) G kgL ke,
Ki=0  kp=0
= > Y (ARG -1 kG,
Ki=0  kp=0
P 00 (o]
+ (1_5j,|) Z Z (2k +1) (kj+1) OKy, K +1,-++ ko Ty, kp
=1 Ki=0  kp=0
P [} 00
=3 (@=0) Y 0 > (2 1) (K1) Gy e gD 41
=1 Ki=0  kp=0
z Z (2ki +1) (K +1) Gy kg +1,- ko Okt ko

=0

00

Z 2Ky g1, ko T
kS0 Kki=o

k1=

| |
M M8°

Z klgkl> 7k| 17 7kpgk1: 7

ki=0  kp=0
z Z (2k +1) (k +1)gkL...’k,+1,...7kpgk1,..,kp
1=0  kp=0
- Z Z 2(k +1)? Oky, - kg, kp Oy oo K +1,0++ kp
k=0 =0
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_ z Z klgkl"“7k|717“'7kpgk1,~-~,kp

kl:0 kp:O
= — z z (K +1) Oy, kg+2, kpOkg,
ki=0  kp=0
_ Z z klgkl""7k|_17"':kpgk1,"-,kp
|(1:O _O
- _2 k|g|(7 7k| -1, ’k gk
klz_o kpz_ . pIKe,
c?T1| -2
0 — 7T
9&p 1-82°

De la méme maniére on montre que
0T =2
dEp 1 Ep
Par suite :

0Ep =1 05}3

Et de méme, on a:

0Ep T 1- 52

B.4 Preuve de la proposition 3.3

Le momentRy p peut s’exprimer en fonction de la fonction de colt (3.8). Eete

[oe] [o¢]

R17p = ZT1| —lzlklzo ZO 2k|+1 gkl
P o (o]

- KGR, k,+ Plhp||?

25 5 3 ek sl

= Z Z (Kot +Kp) OF, . g, + p|[h||?
% p
= 2p||hp|| Jp+thpH2
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B.4. Preuve de la proposition 3.3

d’ou
IR p

0&p

0¢p

= 2p|[ho|
Sachant que

d\]p o _2 2
08 (1—55)2 ((1+85) Qap — 28pQu,p — &p)

nous obtenons

oRup _ —4p|hp|”
I&p  (1-¢2)°

((1+&5) Qzp—28pQup—&p)

En utilisant la relation (3.18) du lemme 3.1, nous avons tes résultats recherchés,
soit :

Zthsz 2
Rop = 1-&2 ((1+&5) Q2p—28pQup—&p)

C’est la relation (3.21) de la proposition 3.3. Par ailleurs,
2 4EpQ2,p -2 (1‘|‘ EFZ)) Ql,p - (1+ f;;z;)
(1-23)°

en utilisant (3.19) on obtient alors la relation (3.20).
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Annexe C

Polyndomes orthogonaux

C.1 Polyndmes orthogonaux pour des signaux PAM

C.1.1 Construction des polynomes orthogonaux monovariables pour
une variable de type PAM

A partir de la base X, x2,x3, construisons une base orthonormale.
Po(x) =1
P1(X) = X— < X, Po(X) > Py(X)
<X,Po(x) >=E[x =0
dou:
Pu(x) =x

Normalisons a présent ce polynéme. Il va de soi me()lz =E [xz} = Up. Par suite :

avec
<X, Ry(x) >=E ] =
2 1 3
<x5,P(X) >=—E [x°| =0
1(X) NI [x°]
dou:
Po(x) = X* — ki



Annexe C. Polynémes orthogonaux

Sanorme est:
P (X)|? = E [(% — p12)?] = pta — P2

1
\/U4—H§

P3(X) = x3— < 33, Py(X) > Po(X)— < X3, PL(X) > Py(X)— < X3, Pa(X) > Py(X)

Par suite :

P (x) = (@ — o)

avec

<XC,R(X) >=E[x] =0
1 Ha
3P = —E[X ="
<X, Pi(x) > NI X'] N

<X, Py(X) >= ! g [x5 — uzxﬂ =0
IJ4—IJZ2
dou:
P(x) = — Hx
H2

Sanorme est : ) )
2 3 M4 2 M5 e — Mz L2
IP3(¥)|"=E {(x - —X) } = 2

Par suite :
1

(NzX3 - IJ4X)
\/ M2 e — LZH2

C.1.2 Liens avec les coefficients des noyaux du modele de Volterra

Selon (4.31),
3 .
fi(n, - ,m) = 3 BV (U(M)QhY,..n (U ()]

ou
M-1 M-1

ViUm) = 3 hi(n,o,n)u(n—ng)--u(n—n;)

n1=0 nNj=nj_1
Ona:
fa(ne,m2,ng) = ENa(U(0)Qnyns(U ()]

M—-1M-1M-1 3
= 33 3 hel i RE—Du(n= u(n =K Qhnenm (U ()
i=0 |j=1I k=

J

Tenant compte de la définition des polynérﬁzﬁgnz,ns(u (n)),ona:

Immn—wmn_nmn_@Qg%mﬂum»%:{gas:%;}:i:j:k
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C.1. Polynbmes orthogonaux pour des signaux PAM

Efu(n—i)u(n— j)u(n— k) Qs (U ()] =

[ mime -
K22K11 Si 1= Fm=i=Kk

0 sinon

Efu(n—i)u(n— })u(n—K)Qn, s (U(N))] =

n=i#m=j=Kk
K22K11 Si N3 = j 75 =i=k

3 =K# =]
0 sinon

E[u(n—i)u(n— H)u(n— k) Q¥ n, n(U ()] =

( (nlzi#nZZj#ngzk
M =i n,=Kz#ng =]
K3 si n=j#m=i#n=Kk
11 Mm=j#m=K#n=i
n1:k7én2:i_7én3:j_
([ M =K#m=|j#ng=i

0 sinon

\
d’ou I'équation (4.32). On a aussi :

fa(n,mp) = EN2(U (1) Qi (U ()] +EN3(U () Qin, (U (n))]
M-1M-1

- 35 ha(i, )E[u(n —i)u(n — Q@ U (n)]
1=0 ]=I

M-1M-1M-1

+ i;} JZ, ij hs(i, j,K)E[u(n—i)u(n— j)u(n—k)Q%nz(U (n))]

or Eju(n—iju(n— ju(in— k)Q@nz(U (n))] est nul car étant une fonction de moments
d’ordre 5 deu. Donc :

M-1M-1

falnz) = 55 elis)EUn—Du(n— QAU (D)
i=0 J=I

Tenant compte de la définition des polynérﬁ@%?nz(u (n)),ona:

K22, Si n=nNp= i = j

2 . . .

. (2 K Si M=Ii#n=]
Efu(n—iu(n— [)Qn,U(n)] =1  5*

Kip Si m=j#m=i
0 sinon

d’ou I'équation (4.33).
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Enfin, pour les termes du premier ordre on a :

fi) = EV(U(N)QE (U (m)] +EN2(U () Q (U ()]
+ENs(U(n )R (U ()
— %hl ~HQ U M)]
M-1M-1
+3, % hel DEU—)un- DAY U (M))]
M-1M-1M-1

+ i; JZI ij hs(i, j, K E[u(n—iu(n— j)u(n—k)Q (U (n))]

Le termeE[u(n—i)u(n— j)QE&) (U(n))] est nul car il ne fait intervenir que des moments
d’ordre trois de I'entrée. Par suite :

Z}m —)QR (U(m)

M-1M-1M-1

+ ; Y 3 hali, ,KE[u(n—i)u(n- Huin—kQWY (U (n))]
i=0 J=I k=]

avec : ..
. 1 K SI I=n
Bun- ey O] = { 6 o™
K31 si m=i=j=Kk

Blu(n-u(n- un-KIQR U(m)] = ka1 = 177

0 sinon

C.2 Polyndémes orthogonaux pour des signaux QAM

C.2.1 Construction des polynomes orthogonaux monovariables pour
une variable de type QAM

A partir de la base Xk, x*, X2, xx*, x2x*, construisons une base orthonormale.
P070(X) =1

Pro(X) =X— <X, Poo(X) > Poo(X)
<X,Poo(X) >=E[ =0
dou:
Pro(X) =X
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C.2. Polynbmes orthogonaux pour des signaux QAM

: < R , 2
Normalisons a présent ce polynéme. Il va de soi mQ)(x)\
suite :

=E[XX] = p1.1. Par

X

e

POJ_(X) =X"-< X*, P070(X) > Po,o(X)— < X*, P]_’o(X) > P170(X)
<X, Poo(X) >=E[x]=0

<X, Pro(x) >= E[X'X] =0

NG
dou :

P.1(X) = X"
Par suite de normalisation nous obtenons :
X

VH11

PZ,O(X) = X2— < X2, Po’o(X) > Poﬁo(X)— < X27 PQ]_(X) > P071(X)— < X2, P]_’o(X) > Plyo(X)

Po,]_(X) =

avec
< X2, PQ()(X) >=FE [XZ} =0

2 2%
< X5, Pro(X) >= E|xx*| =0
1
2
< X2, Ppa(X) >= E[x}] =0
dou:
Pz,o(x):xz

Sa norme est: )
IPo(¥)|” =E [x*X*?] = iz

Par suite :

X2

e

PLi(x) = xX'— <xX,Roo(X) > Pyo(X)— < xX*, P 1(X) > Po1(X)
- < X)(k, P170(X) > P170(X)— < X)(k, P270(X) > Pz’o(X)

avec
< XX, Poo(X) >=E[xX] = p11

< XX, Po(X) >= E[xxX'x*]=0

Hia

< XX, Py 1(X) >= E[XX'x] =0

Hi1
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< XX, Pog(X) >= E [xx'x*?] =0

H22
dou:
PL1(X) =xX" — 11

Sa norme est :
2
|P171(X)‘ = H22— I«lfl

Par suite :
XX — 11
Pual) = =
H22— “171
Pi(x) = XoX* — < xzx*, Po.o(X) > Poo(X)
— < XX, Pro(X) > Pro(X)— < XX, Py1(X) > Po1(X)
— < XX, Pyo(X) > Pro(X)— < XX, Pp1(X) > Pra(X)
avec
< X" Pyg(x) >=E [x*x*] =0
< XX, Ppo(X) >= E [x*X"X*] = Ha2
’ VH11 H11
< XX Py1(X) >= E [x*xX] =0
H11
2% 1 2.k k2
< XX, Pog(X) >= ——E [xX"x*] =0
’ H2.2
2\ % 1 2%
< XX, PLi(X) >= ————F [XX*(xx* — ,1)| =0
\/ H22— Ilfl
dou:
Po1(X) = XX — Ha2,
Hia
Sanorme est :
2 U222
IPo1(X)|” = paz— —==
Hi1

Par suite :
116X — Lhp X

\/IJ1271/13,3 - I~12272111,1

P2.1(X)
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C.2. Polynbmes orthogonaux pour des signaux QAM

C.2.2 Liens avec les coefficients des noyaux du modele de Volterra

Selon (4.56),
1
foea(ne, -+ Maiea) = 3 BV (U (0)QHL Ty (U ()]
J=I
Ona:
f3(n1,n2,n3)M EV; (U (1) Qb (U ()
553 (i LB (= Du (n= Du(n = KIQhln, (U ()]

(C.1)
Tenant compte de la définition des polynérﬁgﬁ%?nz,ns(u (n)),ona:

E[u*(n—i)u*(n— )u(n—K) Qo m (U (N))] =

Yz, . .
M33— ;S m=i=j=Kk
0 sinon

E[u* (n—i)u*(n— )U(n—K) Qe n, (U (N))] =

T3 o Jm=iFm=j=Kk
{\/m S| {n1:j¢n2:i:k

0 sinon
E[u*(n—i)u*(n— j)u(n— k) Qs (U ()] =

o1 Si =K#Nn =i=]
0 sinon

E[u*(n—i)u*(n— })u(n —K)Q T ns (U (N))] =

\/“T o n=i#Fmnp=j#mp=K

11 n=j#mnp=iZn=Xk
0 sinon

En remplacant ces quantités dans I'équation (C.1), on dbdéemelations (4.58).

Pour les termes du premier ordre on a :
i) = EN (U M)QR (U M) +ENV; (U(m)QR (U ()]
M—1
-3 i (E[u* (n—1)Qhy (U ()]

M— lM IM-1 1
£33 3 5.4 KEI (=D (0= un— kR U ()]
J=I k=0

(C.2)
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Tenant compte de la définition @ﬁ) ona:

e Al Sl 1=n
E[u"(n—1)Qk (U(n))] = { 0 P sinon l
( “Iifl si m=i=j=k

pPy i j=k#Em =i

pPy si i=k#m=|
0 sinon

E[u* (n—i)u*(n— j)u(n—k)QR (U (n))] =

En remplacant ces quantités dans I'équation (C.2), on dbéemelations (4.59).
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Annexe D

Méthodes de Tseng et Powers

Dans cette annexe, nous résumons les méthodes de Tsengest Rowquelles nous
faisons référence dans le chapitre 4. La premiere méthb8g],[est consacrée a l'iden-
tification d’'un modéle de Volterra cubique avec une entrébagi.d.. Nous présentons
les différentes équations dans le cas d’'une entrée ayardisindution de probabilité

symétrique. La seconde méthode, [129], est consacréesatifitation d’'un modéle de
\olterra passe-bande d’ordre trois avec une entrée de tidé. Q

D.1 Casd’'un modéle cubigue ayant une entréei.d. sy-
metrique

hs(ny, Nz, N3)
hs(ng, Nz, nz)
hs(ng,ng,nz)

hz(ng,n2)

Hz(ny)

E[d(nu(n—ng)u(n —nz)u(n — ng)]

13 ;o MFEMmF#ng
2
wE[d(nu(n—ng)] —E[d(n)u(n— nl)uz(n —ny)| ny £ N
13 — Haolg ’
wE[d(nu(n—ny)] —E[d(n)u(n— nz)uz(n —np)] ny £ o
15 — Hola ’
E[d(n)u(n— r;l)u(n— n2)] £
H5
M—1
hs(ng,n2, )
n>=0,Np#Ny
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Hs

H>
w(hny)

ha(ng,n,Ng)
ho(ng,nq)

hi(ny)

M—1 M—1
2 3 E[d(mud(n—ny)]—ps 3 Eld(nu(n—ny)]

n1=0 n1=0

HeH2 — Hf
M—1
S E[d(n)u?(n—ny)]

n1=0
Ha+(M—1)ps
HaE[d(Mu?(n— )] — papi3Ha
HoE[d(n)u*(n—ng)] — paB[d(n)u(n— )]

HeH2 — Ilf
w(ny)
Uz — Uapi3
E[d(n)u(n—ny)] — uZHa(n) — paha(ng,ng, mp)
U2

D.2 Cas d'un modele cubique passe-bande ayant une
entréei.i.d. de type QAM

E[d(n)u*(n—nq)u*(n—n2)u(n—nz)]

hz(ng,np,n3) =

3
Hi1
M-1

E[d(nmu*(n—ng)] — piaoha(ng,ny,m) —pZy 5 ha(ng,ng,ny)

n2=0,np#N;

hi(n) =

H11
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