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ce document une liste détaillée des publications, ainsi qu’une bibliographie.
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mes travaux de recherche tandis que les références en chiffres ([1], [2], etc.)
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1 Théorie générale des équations complétement
non-linéaires

Dans ce chapitre je décris quelques résultats concernant les équations
uniformément elliptiques de la forme

F(D?*u, Du,u,z) = f(u,z) dans Q C RY, (1)

ou F' est par exemple un opérateur de Hamilton-Jacobi-Bellman (ou d’Isaac,
voir ci-dessous) a coefficients mesurables et f est une fonction mesurable en
x, avec croissance polynomiale en u. Nous avons plusieurs résultats nouveaux
méme pour le cas particulier du probléme de Dirichlet, ou f ne dépend que
de z et I'équation est donnée dans un domaine avec valeur de la solution fixe
sur le bord.

On remarque que les opérateurs d’Isaac sont un outil de base dans la
théorie des jeux, tandis que les opérateurs de Hamilton-Jacobi-Bellman sont
essentiels dans la théorie du controle et dans la théorie des grandes déviations.

Dans toute cette partie on considére des solutions de LY —viscosité des
équations auxquelles on s’intéresse. Il s’agit de la notion de solution faible
adaptée a ce type d’équations. On rappelle la définition suivante (pour plus
de détails voir [40]). Une fonction u € C(2) est dite sous-solution (resp. sur-
solution) de viscosité de (1) si, pour tout € > 0, toute boule B C Q et toute
fonction ¢ € W2N(Q) l'inégalité F(D?¢, Do, u,x) < f(u,r) — ¢ dans B im-
plique que u— ¢ n’atteint pas de maximum dans B (resp. F(D?*¢, Do, u, x) >
f(u,x) + € dans B implique que u — ¢ n’atteint pas de minimum dans B).
On dit que u est une solution si elle est a la fois sous-solution et sur-solution.

Le lecteur non-spécialisé en solutions de viscosité pourrait retenir que
toutes les équations que nous étudions ont la propriété qu’une fonction dans
W2N(Q) les vérifie presque partout si et seulement si elle est une solution

loc
de viscosité. De plus, f(z,u) € L{ (), p > N, implique u € Cﬁ)’f(ﬂ), et
u € W2P(Q) lorsque F est un opérateur de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Le développement de la théorie des solutions de viscosité a été 1'une des
grandes avancées dans ’étude des équations elliptiques et paraboliques pen-
dant les trente derniéres années, et en particulier des équations complétement,
non-linéaires (1). Les quatre sections suivantes contiennent des contributions
a cette étude.

Dans ce chapitre on notera avec F' les opérateurs de Hamilton-Jacobi-
Bellman et avec H les opérateurs plus généraux (par exemple, d’Isaac). Nous

définissons ces opérateurs dans la section suivante.



1.1 Valeurs propres principales, le principe de compa-
raison et 'inégalité d’Alexandrov-Bakelman-Pucci

Dans les travaux [QS1],[QS3] nous avons étudié l'existence et les pro-

priétés des valeurs propres principales des opérateurs de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB) de la forme

Fiayslul = F(D*u, Du,u,) = sup Ly,
acA

ou A est un ensemble d’indices quelconque et
N N
Lo =Y ai(@)0;+ Y b7 (2)0; + ()
ij=1 i=1

sont des opérateurs linéaires uniformément elliptiques, avec coefficients bor-
nés et mesurables. On suppose que  C RY est un domaine borné (que nous
prendrons régulier, pour simplifier les énoncés) et que AW (z) = (agf) (x)) €
C(Q), A\ < A < Al ]bga)| < v, ]| < § pour chaque a € A, ou
A>A>0,v,6>0.

En utilisant une approche probabiliste, P.L. Lions (|97]) a montré que
Fyyp posséde deux "demi"-valeurs propres correspondant respectivement a
une fonction propre positive et une fonction propre négative, sous ’hypo-
thése que les coefficients des opérateurs L, sont dans C!(€). Notre premier
objectif était d’enlever cette hypothése, qui est rarement satisfaite dans les
applications, et de donner une preuve purement analytique de ’existence de
valeurs propres. D’autre part, Berestycki, Nirenberg et Varadhan [26]| ont
montré que tout opérateur linéaire (|.A| = 1) posséde une valeur propre prin-
cipale dont la positivité est une condition nécessaire et suffisante pour que
I'opérateur satisfasse le principe de comparaison (et 'inégalité d’Alexandrov-
Bakelman-Pucci, voir ci-dessous) et garantit la solvabilité du probléme de Di-
richlet associé. Nous avons donné une extension compléte de ces résultats aux
opérateurs HIB (A quelconque), en exhibant les différences dues a la nature
non-linéaire de notre probléme. Nos preuves sont fortement non-linéaires et
essentiellement différentes de celles dans les résultats précédents.

Pour illustrer les remarques précédentes, considérons les équations

Lu+ c(z)u = f(z) et sup Lou + ¢(x)u = f(z),
acA

ou L, L, sont des opérateurs linéaires sans terme d’ordre zéro et ¢ € L>(12).
Il a été établi dans |26] que la premiére de ces deux équations vérifie le prin-
cipe de maximum et 'inégalité d’Alexandrov-Bakelman-Pucci si et seulement
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si A1(L +¢,Q) > 0, et que dans ce cas le probléme de Dirichlet associé pos-
séde une solution unique. En revanche, pour la deuxiéme équation de tels
résultats n’étaient connus que dans le cas c¢(xz) < 0. Nous montrons que
lopérateur sup,. 4 Lou a deux valeurs propres (qui coincident si [A| = 1)
dont la positivité a les mémes implications.

Voici les énoncés exactes de nos principaux théoréemes. Pour chaque p € R
on définit les ensembles

UH(F,Qp) = {¢ € C(Q) | >0 in Q, F(D*), Dy, ¢, ) + pp <0 in Q},

U (F,Qu) ={YeC) | ¢ <0 inQ, F(D*),Dy,9,x)+ pup >0 in Q},
et les quantités suivantes (qui dépendent de F' et de 2)

A =sup {p | UH(F, Q) # 0}, A7 =sup{u| U7 (F,Q,u) # 0}.
Alors nous avons le théoréme suivant. On note E, = W29(Q) N C(Q).

Théoréme 1 Il existe des fonctions ¢, o] € E,, q < oo, telles que
F(D*¢f, Dol ol 0) = =Afof, of >0 dans Q, ¢f =0 sur 09,

resp. F(D*p, Doy, 07,x) = —A[py dans 2, o7 <0 in Q, o7 =0 sur 0.

Si ol (o7 ) est normalisée de fagon que of (xo) =1 (resp. ¢y () = —1)
pour un point donné xo € Q, alors pT < C (resp. p; > —C) dans Q, ot C
dépend de N, xq,€2, et des bornes sur les coefficients de L.

De plus, N} (resp. \{) est la seule valeur propre qui correspond a une
fonction propre positive (resp. négative). Les sous-espaces de C(Q) contenant
les fonctions propres correspondant a ces valeurs sont de dimension 1.

1l existe € > 0 dépendant de N, S, et des bornes sur les coefficients de L,

tel qu’il n’y a pas d’autres valeurs propres dans (—oo, A\] +¢) \ {7, A\] }.
Il s’ensuit facilement de la définition des valeurs propres que

N (Fusp) < Oléleldfél AM(La) <sup A (La) < A (Fuug), (2)

acA

ol A\i(Lg) est la valeur propre principale de 'opérateur linéaire L, étudiée
dans |26]. On note que si la premiére inégalité dans (2) est en réalité une éga-
lité (sous des hypothéses trés générales), la troisiéme inégalité est en général
stricte, voir [QS3].

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un opérateur ait des valeurs propres positives.



Théoréme 2 (a) Supposons qu’il existe une fonction u € C(Q) telle que l'on
ait F(D*u, Du,u,z) <0 dans Q, u > 0 dans Q, (resp. F(D?*u, Du,u,z) >0
dans Q, u < 0 dans Q). Alors soit \| > 0 soit \{ =0 et u = tp], pour un
t>0 (resp. \{ >0 ouA] =0 et u=tyy ).

(b) Inversement, si \{ > 0 alors il existe une fonction u € W?P(Q),
p < o0, telle que F(D*u, Du,u,z) <0, u>1 dans Q, et |ul|wzr) < C, ob
C depend de p, N, \, A, 7,6, et AT

La théorie des équations complétement non-linéaires est particuliérement

développée pour les opérateurs propres, c’est-a-dire, décroissants en u dans
notre cas (c(® < 0). Les résultats qui suivent (inégalité d’Alexandrov-Bakel-
man-Pucci, solvabilité du probléme de Dirichlet) sont connus pour ces opéra-
teurs, voir [40], [50|. Notre objectif principal est d’étendre ces résultats autant
que possible, c¢’est-a-dire de donner des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’ils soient vérifiés.
Remarque. Théoréme 2 (a) avec u = 1 montre que les opérateurs propres ont
des valeurs propres positives. Une autre conséquence de ce théoréme est que
les valeurs propres sont continues et strictement décroissantes par rapport
au domaine €.

On montre que la positivité des valeurs propres est une condition néces-
saire et suffisante pour qu’un opérateur HJB satisfasse le principe de compa-
raison. On rappelle qu'un opérateur H satisfait le principe de comparaison
(CP) si pour toutes fonctions u,v € C(Q), dont I'une est dans Ey, les inéga-
lités H(D*u, Du,u,x) > H(D?*v, Dv,v,x) dans , u < v sur 92, impliquent
u < v dans 2. Naturellement, le (CP) implique 'unicité de la solution du pro-
bléme de Dirichlet correspondant. Un cas particulier du (CP) est le principe
du maximum, quand 'une de u, v est prise identiquement nulle.

Théoréme 3 L’opérateur F' satisfait le principe de comparaison dans ) si
et seulement si A\] (F) > 0. Du coup, si un opérateur du second ordre H
vérifie

—F(N—M,q—p,v—u,x) < H(M,p,u,x)—H(N,q,v,:v) (3)
< F(M—N,p—q,u—v,z).
alors \{ (F) > 0 suffit pour que H satisfasse (C'P) (noter que (3) avec H = F
est toujours vérifiée, a cause de la converité de F(M,p,u,x) en (M,p,u)).

Remarque 1. Le dernier énoncé dans ce théoréme donne une condition suffi-
sante pour qu’un opérateur d’'Isaac

H(D?u, Du,u, z) = sup inf L, gu,
( ) aEB\ﬁeB 7



satisfasse le principe de comparaison.
Remarque 2. Si A\] > 0 > A, le principe de comparaison n’est pas valide —
voir la section suivante.

On montre 'inégalité d’Alexandrov-Bakelman-Pucci (ABP, appelée aussi
principe de maximum généralisé¢) pour des opérateurs complétement non-
linéaires non-propres. Ceci est le premier résultat de ce type dans la littéra-
ture. L’inégalité ABP joue un réle fondamental dans la théorie des équations
sous forme non-divergence, voir par exemple |74|, Chapitre 9, pour le cas
linéaire, et [39] pour des cas plus généraux d’opérateurs propres.

Le théoréme suivant affirme que la positivité de chaque valeur propre est
une condition nécessaire et suffisante pour une inégalité ABP unilaterale.

Théoréme 4 Pour tous u € C(Q), f € LY(Q) les inégalités
F(D?*u, Du,u,z) > f, \{ (F) > 0 (resp. F(D*u, Du,u,z) < f, \{(F) >0)

impliquent
supu < Cloupu + 1 ) esp. swpa < Clsupu+ 17 ) )
Q o0 Q o0

ot C dépend de N, X\, A\, v, 5, diam(QY), et de A\ (resp. de \| ).

Remarque 1. Si \f < 0 (resp. A\; < 0) alors ¢ (resp. ¢;) montre que les
inégalités dans le Théoréme 4 (avec f = 0) sont fausses.

Remarque 2. Des résultats d’existence de valeurs et de fonctions propres pour
certains cas particuliers d’opérateurs HJB sont contenus dans [23] (pour le
cas unidimensionnel), [97] (voir plus haut), [63], [33] (pour les opérateurs
de Pucci). Les théorémes 3 et 4 sont complétement nouvelles dans le cas
non-linéaire. Des résultats d’existence d’éléments propres pour opérateurs
non-linéaires différents des notres peuvent étre trouvés dans [27], [81].
Remarque 3. Dans [QS3] nous démontrons plusieurs autres propriétés des
éléments propres. En particulier, nous obtenons des bornes inférieures et
supérieures pour les valeurs propres en fonction de N, A\, A, v, 9, et de la géo-
métrie du domaine, qui permettent de vérifier en pratique les conditions de
signe dans les théorémes.

1.2 Le probléme de Dirichlet

Nous avons aussi étudié le probléme de Dirichlet pour les opérateurs de
type HJB ou Isaac,

H(D?*u, Du,u,z) = f(z) dans Q (4)
u = 0 sur 09,

10



sans condition de monotonie sur la dépendance en u (opérateurs non-propres).
On montre en particulier que le probléme de Dirichlet a une unique solution
pour tout opérateur HJB coercif (dont les valeurs propres sont positives).

Théoréme 5 Soit H un opérateur qui vérifie (3) (on rappelle que (3) est
vraie pour H = F, F étant un opérateur HJB). Si \{ (F) > 0 alors pour tout
f e LiQ),q > N, il existe une solution de viscosité de (/).

Si la dépendance de H en la matrice D*u est conveze ou concave (comme
pour un opérateur HJB) alors la solution u € E,, et u est l'unique solution
de viscosité du probléme de Dirichlet. De plus, pour tout compact w CC S

on a |lullw2aw) < C|lfllLae).

Si AT <0 la situation est beaucoup plus complexe. Nous avons étudié le
cas AT > 0> A\[. Il est & noter que dans cette situation on ne peut s’inspirer
du cas linéaire pour avoir une intuition sur les résultats a envisager, car I’écart
entre les deux valeurs propres est di a la nature non-linéaire de 'opérateur.
Un premier résultat dans ce cas est le suivant (voir [QS3]).

Théoréme 6 Si \{ > 0 alors F(D?*u, Du,u,z) = f dans Q, u = 0 sur 99
posséde une solution, a condition que f > 0 dans 2. Dans ce cas u < 0
dans €.

En revanche, si \{ = 0 le méme probléme n’a pas de solution dans C(Q),
a condition que f <0, f Z 0 dans Q.

Récemment j’ai obtenu un résultat beaucoup plus précis, montrant qu’il
n'y a pas d’unicité si les deux valeurs propres ont un signe différent, voir [S8|.
Il est établi dans ce travail que le cas A7 > 0 > A] est lié¢ & un phénoméne
classique dans la théorie des équations elliptiques semi-linéaires, découvert
par Ambrosetti et Prodi (voir chapitre 2.5) et fort étudié depuis. Ce lien ne
semble pas avoir été observé plus tot.

Soit H un opérateur tel que pour tous M € Sy(R),p € RY u € R,z € 0
et pour certaines constantes Ay, c,v > 0

F(M,p,u,x) = Ay < H(M, p,u,x) < M (M) +pl + clu| + Ao, (5)

ou F' est un opérateur HJB comme dans la section précédente et MIA est
Iopérateur extremal de Pucci. Bien entendu, on peut toujours prendre H =
F. On suppose en plus que H(M,p,u,x) est globalement Lipschitzienne en
(M, p) et localement Lipschitzienne en wu, uniformément en z.

On rappelle que les opérateurs de Pucci sont définis par

MIAM)=AD e+ XD e, M (M)=XY e +AD> e

e; >0 e; <0 e; >0 e; <0

11



pour toute matrice symétrique M. Ici e; = e;(M),i = 1,..., N, sont les va-
leurs propres de M. Les opérateurs de Pucci sont extrémaux dans le sens
ou My (M) = sup tr(AM), M} (M) = (AM), ou A, A désigne

inf tr
A€Ay A€A A
I’ensemble de toutes les matrices symétriques dont les valeurs propres sont
dans Uintervalle [\, A]. Autrement dit, tout opérateur linéaire uniformément
elliptique est borné supérieurement et inférieurement par un opérateur de
Pucci. On note que /\/lf1 = A.
On décompose le second membre f(x) dans (4) comme

f(z) = —to(z) + h(z),

ol t € R, ¢ = o] (Fy, Q) est la premiére fonction propre positive de 1'opéra-
teur Fo(M,p,z) = F(M,p,0,x), normalisée de facon a ce que maxg ¢ = 1.
L’existence de cette fonction s’ensuit des résultats dans la section précédente.

Théoréme 7 On suppose (5) et
A (F,Q) <0< A\ (F,Q). (6)

Alors pour tout h € L®(RY) il existe un t* = t*(h) € R tel que :
(1) si t <t* alors (4) a au moins deux solutions;
(2) si t=1t* alors (4) a au moins une solution ;
(3) si t>1t* alors (4) n’a pas de solution.
L’application h — t*(h) est continue de L>°(R"™) dans R.

Ce théoréme, appliqué aux opérateurs Hp(M,p,u,z) = tr(A(z)M) +
b(z).p+ g(z,u), et Fr,(M,p,u,z) = tr(A(x)M) + b(x).p + ciut — cou™ sous
la condition g(x,u) > ciu™ — cou™ — ¢ et ¢ > A1 > co ou Ap est la pre-
miére valeur propre de opérateur linéaire L(M, p,z) = tr(A(x)M) + b(z).p,
donne le résultat typique que I'on obtient dans le cadre du probléme de Am-
brosetti et Prodi. Ceci montre que ce phénoméne classique dans la théorie
des équations semi-linéaires est en réalité di a la non-unicité des solutions du
probléme de Dirichlet pour des opérateurs non-linéaires dont les deux valeurs
propres principales ont des signes opposés. Pour plus de commentaires sur le
probléme d’Ambrosetti-Prodi, voir le chapitre 2.5.

Dans un travail en cours nous étudions la solvabilité du probléme de
Dirichlet dans les cas "résonants" \| = 0 et \| = 0, ainsi que le cas ot \|
est négatif mais petit.

12



1.3 Equations avec croissance naturelle et coefficients
non-bornés

S’appuyant sur les résultats précédents, dans [S10] j’ai obtenu des résul-
tats d’existence et d’estimations elliptiques pour les solutions du probléme
de Dirichlet (cas modéle)

{M(DQU)+u(x)|Du\2+b(x)\Du|+c(9c)u = f(z) dans Q ()
u = 0 sur 0.

ol M est un opérateur de Pucci (voir la section précédente), et
peL*®Y),  beliQ).q>N,  cofeLlVQ) (8)

Dans la littérature on utilise souvent le terme "croissance naturelle" pour
indiquer la présence du terme quadratique en le gradient. De la méme maniére
on peut considérer des termes |Du|* avec a € [1,2]. Pour comparer avec les
résultats de la section précédente, 1a on supposait que g = 0, b,c € L=®(RY).

Ces équations ont été trés étudiés dans le cas d’un opérateur sous forme
divergence, comme par exemple

div(A(z)Du) + po| Dul? + b(z).Du 4 cou = f(z)

(voir [30], [64], [75], [18], [17], et les références dans ces travaux). Pour ces
équations on recherche des solutions dans les espaces de Sobolev, qui four-
nissent la notion naturelle de solution faible dans le cas divergence. Le Théo-
réeme 8 ci-dessous peut étre vu comme la contrepartie de ces résultats dans
le cadre des solutions faibles (de viscosité) d’équations complétement non-
linéaires. Bien entendu, les méthodes que I'on emploie dans chacun de ces
deux cas sont tout a fait différentes.

On note que (7) est juste un cas modéle, plus généralement on peut
considérer des opérateurs d’Isaac

sup inf F*%(u,z) = 0,
aeEBGB ( )

ott F*¥(u,z) désigne 'opérateur
tr (A% (z)D*u) + <Q™’(x)Du, Du> + <b*"(z), Du> +c*°(z)u — f*°(x).
On obtient le résultat d’existence suivant.

Théoréme 8 On considére le probléme (7).
(i) sic(z) < —co p.p. dans 2, pour un co > 0, alors pour tout f € LV (Q)

il existe une solution u € C(2) de (7).
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(i1) il existe des constantes positives Oy, co, qui dépendent de A\, A\, q, N,
Q, |||l Laqe), telles que si

lf v < do et ™[] ooy < co, (9)

alors il existe une solution v € C(2) de (7).
(i) Si (7) avec ¢t =0, ou avec pp =0 et ||¢T|| Lo mry < co, @ une solution

ue W2N(Q)NC(Q), alors u est Punique solution de viscosité de (7).

(iv) Les solutions de (7) ne sont pas uniques si p > 0 et ¢(z) =c¢ >0
arbitrairement petits, méme pour b= f = 0.

Remarque. 11 est trés facile de voir, méme pour les plus simples examples
d’équation du type (7), comme —Au + p|Dul* + cu = f, que pour u =0 et
c(x) = ¢o assez grand, ou pour puf assez grand et ¢ = 0, le probléme (7) peut
ne pas avoir de solutions.

L’existence de solutions fortes (c’est-a-dire dans W24 ¢ > N) d’équa-
tions quasi-linéaires avec croissance naturelle a été étudié dans les travaux
classiques de Ladizhenskaya-Uraltseva et Krylov-Safonov. Il y a assez peu de
résultats pour des équations complétement non-linéaires et des solutions de
viscosité. Un résultat pour des opérateurs convexes, b € L*, 1 = ¢ = 0 est
énoncé dans [71]. Dans [83] on étudie des équations avec > 0, b € L>®(RY).
Dans ces travaux on supposait ¢ = 0. Le Théoréme ci-dessus unifie et étend
considérablement ces résultats (avec une preuve différente), couvrant le cas
de coefficients non-bornés b € L, ¢ > N,c,d € LV. En réalité, ’hypothése
(9) est nouvelle méme pour les équations sous forme divergence. De plus, il
n’avait pas été observé précédemment que l'unicité est perdue lorsque 1’on
admet 1 Z 0 et ¢ # 0 en méme temps.

Les démonstrations des résultats d’existence dans Théoréme 8 combinent
des techniques d’approximation et de sur- et sous-solutions (méthode de
Perron), et utilisent les propriétés des valeurs propres des opérateurs de
Hamilton-Jacobi-Bellman, que nous avons exposé plus haut. L’unicité (iii)
est obtenue grace a l'inégalité ABP, tandis que le résultat de non-unicité (iv)
utilise la théorie du degré topologique.

Une étape essentielle dans la preuve des résultats d’existence est I'esti-
mation Holderienne suivante.

Théoréme 9 Supposons que u € C(Q2) est une solution de (7). Alors
1. (estimation locale) il existe o € (0,1) dependant de N, X\, A, q, ||b|| e,
tel que u € C2.(2), et pour tout sous-domaine ¥ CC 2 on a

ul[ca(@) < K,

14



o K depend de N, \, A, , ¢, ||b]| Lo, llellv oy, | flla @), dist(€Y,09), Sup u.

2. (estimation globale) si, de plus, u € C(9), ulsqg € CP(OQ) pour un
B € (0,1), et Q satisfait une condition de cone ectérieur uniforme (avec
taille L), alors il existe o € (0,1) dependant de N, A\, A, 3, L,q, ||b||eq), tel
que u € C%(Q), et

[ulla@) < K,
ot K depend de N, A\, A, i, q, ||| ey, llell v @, | fll v @), L, diam(€2), sgp u.

Ce théoréme est important en soi, car il permet 'approximation d’équa-
tions quelconques par des équations a coefficients réguliers (voir Théoréme 3.8
dans [40] et Théoréme 4 dans [S10]). Il étend des résultats précédents de Caf-
farelli et Wang pour des équations a coefficients bornés.

La démonstration du Théoréme 9 repose sur une adaptation d’une obser-
vation de Krylov aux équations complétement non-linéaires et aux solutions
de viscosité, I'idée étant qu’il est possible de montrer une estimation C'* a
partir d’une étude relativement simple des ensembles de niveau de la fonction,
sans avoir a prouver au préalable une inégalité de Harnack. Cette approche,
basée essentiellement sur I'inégalité ABP, est nouvelle dans ce cadre. Notons
que I'inégalité de Harnack n’est pas connue pour un opérateur général comme
dans (7) — méme dans le cadre des solutions fortes il faut supposer au moins
que b € L*N (voir [123]).

1.4 Equations avec croissance polynomiale

Les résultats d’existence dans les sections précédentes concernaient des
opérateurs H(M,p, u,x) avec croissance linéaire en u. Une question naturelle
et fréquente dans les applications est de savoir si de tels résultats peuvent
étre obtenus pour des équations avec croissance polynomiale en u.

Dans [QS2] nous avons étudié cette question pour les équations complé-
tement non-linéaires et non-propres. Le cas modéle est le suivant

M(D?*u) +u? = 0 dans Q
u > 0 dans (10)
w = 0 sur 01,

ot M est un opérateur de Pucci et € est un domaine borné régulier. Les
résultats de cet article se généralisent facilement aux équations de type

F(D?*u, Du,u,z) + f(x,u) =0, (11)

oit F' est un opérateur HJB avec valeurs propres positives et f(x,u) ~ b(z)u?
lorsque u — o0, avec b continue et positive sur 2.
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Nous montrons le résultat suivant.

Théoréme 10 On pose

AIN=-1)+X
G si A(N—1)> A
p_

+00 si A(N—1) <A

Sip e (0,p*)\ {1} alors (11) a une solution positive u dans 2, avec u = 0
sur Of).

Ce théoréme est une continuation de I'étude de problémes de type (10)
débutée dans [63], [112], ou les auteurs ont considéré des domaines convexes
et des opérateurs plus restrictifs.

La preuve du Théoréme 10 utilise un raisonnement basé sur le degré
topologique de Leray-Schauder. Il combine des techniques semi-linéaires (on
rappelle que le Théoréme 10 pour (10) avec M = A est bien connu) avec des
techniques propres a I’étude des solutions de viscosité.

Nous montrons, par analogie avec le cas semi-linéaire (voir la section 2.3),
qu’il est possible de diviser les équations (11) en deux types : sous-linéaires
et sur-linéaires, en fonction de la fagon dont les limites de f(z,u)/u en zéro
et a l'infini se comparent a \{ (F, Q).

Pour pouvoir appliquer la théorie de Leray-Schauder et Krasnoselskii, il
est essentiel d’établir des estimations & priori pour le probléme. Ceci signi-
fie que nous devons savoir au préalable que toutes les solutions éventuelles
sont uniformément bornées dans la norme L*(2). Nous reviendrons a ces
questions par la suite.

Nous obtenons une estimation & priori via la méthode de "blow-up" de
Gidas et Spruck, bien connue dans le cas semi-linéaire. Cette méthode est
basée sur l'utilisation de théorémes de non-existence de solutions positives
("Théorémes de Liouville") dans l'espace entier ou dans des demi-espaces
pour les équations comme (10). Une partie importante de Particle |[QS2] est
consacrée a un tel théoréme pour (10). D’autres résultats de Liouville de ce
type peuvent étre trouvés dans [51], [61], [QS5].

Finalement, on note que si ’on a plus d’information sur I'opérateur ellip-
tique F' on peut améliorer le résultat dans le Théoréme 10, plus exactement,
I'intervalle sur p qui y apparait. Par exemple, si 'on considére le probléme
(10) avec M = MIA alors le Théoréme 10 est valide si 'on permute A et A
dans la définition de p*. Ceci est dii aux intervalles de validité des théorémes
de Liouville, pour plus de détails voir [51], [62], [QS5].
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2 Systémes non-variationnels

Une grande partie de ma recherche est consacrée aux systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles elliptiques. Il est essentiel de noter que, de nos
jours, la théorie des systémes est beaucoup moins développée que la théo-
rie des équations scalaires, quand bien méme la question de la possibilité
d’extension aux systémes des résultats connus pour une équation a été posée
depuis longtemps (voir par exemple Open Problem 4.2 (c¢) dans le rapport
de P.L. Lions [98]). Cela est di, naturellement, & la structure nettement plus
sophistiquée des systémes, qui implique que de telles extensions peuvent étre
envisagées seulement pour certaines classes de systémes.

Cependant, a cause de leur grande importance dans les applications, ré-
cemment on observe un intérét grandissant pour les systémes elliptiques,
ainsi qu’un développement rapide d’outils adaptés a leur étude. J’ai pour-
suivi un programme, débuté en collaboration avec J. Busca, dédié a 1’étude
de plusieurs classes de ces systémes.

2.1 Estimations de type Alexandrov-Bakelman-Pucci et
Harnack pour les systémes

La notion de coercivité est essentielle pour un opérateur elliptique. Comme
on lI'a déja vu, elle est équivalente a la positivité de la premiére valeur propre
(ou des premiéres valeurs propres) ou au fait que I'inégalité d’Alexandrov-
Bakelman-Pucci (ABP) soit valable pour cet opérateur.

Le point de départ de Particle [BS2| a ainsi été de tenter de préciser
des conditions de coercivité suffisantes, qui soient suffisamment générales,
sous lesquelles le principe du maximum ainsi que les estimations elliptiques
classiques restent valables pour les systemes.

Nous considérons des systémes du type

Hy(D?uy, Duy,u,z) = fi(2)
Hy(D?ug, Dug,u,x) = fox) (12)
H,(D?u,, Du,,u, ) - fulx)

dans un domaine borné Q@ C RY;n, N > 1, ott u = (uy,...,u,) et les H;

sont des opérateurs elliptiques complétement non-linéaires, comme dans les
sections précédentes. L’étude de tels systémes est motivée par des exemples
en théorie des processus de diffusion commutés, en finance, en physique, en
biologie et en théorie des jeux, voir [BS2].

Pour obtenir des résultats de type ABP ou Harnack, il y a deux hypo-
théses inévitables a faire sur la structure du systéme - il doit étre faiblement
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couplé, c’est-a-dire le couplage ne doit intervenir que dans les termes d’ordre
zéro, et coopératif, c’est-a-dire chaque H; doit étre croissante par rapport
aux variables u;, j # i. Il est trés facile de construire des exemples simples
de systémes qui ne satisfont pas 'une de ces hypothéses et pour qui les ré-
sultats qui suivent sont faux. Ceci est tout a fait naturel, car méme pour des
systémes sous forme divergence il est connu depuis les contre-exemples de De
Giorgi que les systémes généraux n’ont pas des propriétés de régularité (qui
s’ensuivent de l'inégalité de Harnack).

Nos résultats sont nouveaux méme pour les systémes linéaires, c’est-a-
dire de la forme Lu + C(z)u, ou L est une matrice diagonale d’opérateurs
linéaires et C'(x) est une matrice de fonctions bornées mesurables. En réalité,
les théorémes ci-dessous sont nouveaux méme dans le cas trés particulier
d’une équation avec un opérateur polyharmonique, par exemple (—A)"u +
c(z)u = f(x) (qui correspond au systéme Aw; + u;; = 0, Au, + cuy = f).
La validité des estimations d’Alexandrov-Bakelman-Pucci et de Harnack pour
ces équations était une question ouverte depuis longtemps, voir Section 15
dans [BS2].

Voici les hypothéses exactes que nous faisons sur (12). Nous supposons
que les opérateurs Hy, ..., H,, définis sur Sy(R) x RY x R™ x Q (Sy(R)
désignant 'espace des matrices symétriques N x N) vérifient les hypothéses
suivantes. Tout d’abord, il existe des constantes ag € (0,1),7 > 0 et des
fonctions mesurables ¢;, g; : R" x Q@ — R,7 =1,...,n, telles que

(HO) c;(u, ), g;(u,x) sont globalement Lipschitziennes en v € R™, unifor-
mément en z € 2\ N pour un ensemble de mesure nulle N’ C 2, avec
une constante de Lipschitz v (au sens ot les normes [; de V,¢; et V,g;
sont bornées par v);

(H2) Hi(M,p,u,x) > M \(M) = vlpl + gi(w,x), i =1,...,n,

pour tout (M, p,u) € Sy(R)xRY xR™ et presque tout x € €. Sans restreindre
la généralité, on suppose ¢;(0,z) = g;(0,x) = 0.

Nous faisons ensuite ’hypothése que le systéme (12) est coopératif (ou
quasi-monotone), dans le sens suivant : pour tout u,v € R" tel que u > v
composante par composante et tout j € {1,...,n} tel que uj; = v;, on a

(H3) cj(u,x) > cj(v,x) et g;(u,x) > gj(v,z) p.p.z €
Nous nous situons dans le cadre des solutions de LY —uviscosité de (12),

voir [40], [BS2|. On rappelle que toute solution forte de (12), ¢’est-a-dire tout
w e W2N(Q, R") vérifiant (12) presque partout est solution de L™ —wviscosité.

loc
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Adoptons les notations

(vVw)(x) = max{v(x),w(r)}, @WAw)(x) = min{v(z),w(z)},
vT(x) = max{v(z),0}, v (x) = max{—v(x),0},

pour toutes fonctions v et w.

Nous supposons ensuite que le second membre de (12) vérifie
(H4) fieLN(Q),i=1,...,n,
et nous posons f = fi V...V f,.

Sous ces hypothéses, nous établissons une estimation de type Alexandrov-
Bakelman-Pucci (ABP). Comme on a déja eu 'occasion de le remarquer,
cette estimation a été le point de départ de la théorie des équations scalaires
sous forme non-divergence, développée par Krylov et Safonov vers la fin des
années 1970. Il s’agit ici de la premiére fois ou une telle estimation apparait
dans le cas d’un systéme.

Théoréme 11 Sous les hypothéses (H0), (H1), (H3) et (H4) ci-dessus, sup-
posons que u € C(Q,R"™) vérifie

Hi(D*u;, Dug, uy, . .. ,up, ) > —fi(x) dans €

(13)
1 = 1,...,n,
Supposons de plus que l'une des deuzr conditions suivantes soit vérifiée :
(H5) pour touti=1,...,n
n
(9ci n
(u,z) <0 p.p. dans R" x Q (14)
- 5’uj
7j=1
ou
(H6) si nous posons
— de;
m;j =  sup ess —(u, )
(u,z)ER™ X an

(Mi; < v < 00) alors la matrice M = ()7, est semi-définie néga-
tive, c’est-a-dire (ME,€) < 0 pour tout &€ € R™.

Alors linégalité suivante est valide :

sup(up V... Vu,) <C (sup(uir V.oooVaul) + ||f+||LN(Q)) ) (15)
Q o0

la constante C' ne dépendant que de N, \, A, ~y, v, et diam Q (lorsque (H5) est
vérifié C' multiplie seulement le terme en f).
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Remarque. Notons qu’aucune des deux hypothéses (H5) ou (H6) n’implique
lautre, comme le montrent les deux contre-exemples suivants (avec n = 2 et

u = (u,us))

Cgl)(%@ = a(fﬁ')_l(—ul‘i‘uz) ng)(u,x) = —2uy + 3arctan us

cgl)(u,x) = a(z)(uy — uz), 052) (u,z) = arctanu; — 2us,

1
ou a(x) est une fonction continue surjective de 2 dans {5, 2} . On vérifie par

un calcul simple que le premier couple de coefficients vérifie I'hypothése (H5)
mais pas (H6), et inversement pour le second.
On pourrait s’attendre que (H5) et (H6) puissent étre remplacées par

. de; .
I’hypothése naturelle et plus générale que la matrice (a—l(u,x)> est semi-
Uj

définie négative pour chaque u, z. Cependant, il s’avére qu’en général le prin-
cipe de maximum est faux sous cette seule hypothése, méme pour un systéme
linéaire. Nous donnons un contre-exemple dans [BS2.

Il est donc trés délicat de déterminer une condition nécessaire et suffi-
sante de coercivité pour les systémes. Nous donnons dans [BS2| des résultats
partiels dans cette direction sous différentes hypothéses de structure. Une
réponse compléte — du point de vue théorique — a cette question pour les sys-
temes d’équations de Hamilton-Jacobi-Bellman est apportée dans le travail
récent [QS4] (voir la section suivante).

Nos démonstrations reposent principalement sur des techniques de so-
lutions de L~-viscosité, qui fournissent un cadre adapté aux principes de
comparaison que nous utilisons. Nous montrons, a I’aide d’enveloppes bien
choisies, que nous pouvons nous ramener a des inégalités d’ABP et de Har-
nack pour équations scalaires contenant des opérateurs extrémaux.

Nous démontrons de plus dans [BS2| des estimations pour les sous-solu-
tions (principe du maximum local), ainsi que des inégalités de type Harnack.
Le théoréme suivant est une illustration de ces résultats. On y utilisera la
notion de couplage complet, qui sera explicitée dans la section suivante, voir
aussi [BS2|. Dire qu’'un systéme est complétement couplé signifie essentiel-
lement qu’il ne peut étre divisé en deux sous-systémes dont I'un ne dépend
pas de 'autre.

Théoréme 12 Supposons (H0)-(H4) et soit u > 0 une solution de (12) dans
une boule Bsr C ). Supposons en plus que le systéme (12) est complétement
couplé dans Br. Alors il existe une fonction ® positive et continue, dependant
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de N,n,\,A,vyR,vR? et du couplage, telle que ®(0,0) =0 et

supu; V...Vu, <P (inful A AUy, RHfHLN(BgR)) . (16)
Br Bgr

Remarque 1. On donne une expression explicite pour ® dans la preuve du
théoréme. Dans le cas particulier d’un systéme linéaire ®(t, s) = C1t + Cys.
Remarque 2. Avant notre travail des inégalités de Harnack pour systémes
n’étaient connues que dans certains cas trés particuliers de systémes linéaires
sans second membre (f; = 0) et des coefficients réguliers, voir [10], [46], [BS2].

Bien entendu, l'inégalité de Harnack implique des estimations Holde-
riennes pour les solutions de (12).

Par la suite nous verrons plusieurs situations, en particulier dans I’étude
de l'existence et des propriétés qualitatives des solutions de systémes ellip-
tiques, ou les inégalités ABP et Harnack que nous venons d’énoncer jouent
un role essentiel.

2.2 Valeurs propres pour les systémes complétement
non-linéaires

Dans 'article récent [QS4| nous étendons les résultats sur I'existence de
valeurs propres, sur la validité de I'inégalité ABP et sur la solvabilité du pro-
bléme du Dirichlet que nous avons décrit dans le Chapitre 1 aux systémes
d’équations de Hamilton-Jacobi-Bellman et d’Isaac. Notre motivation vient
de T'article bien connu de Ishii et Koike [80], ot la théorie générale des so-
lutions de viscosité a été appliquée pour obtenir des résultats d’existence et
d’unicité pour des systémes du type (12). Dans cet article les auteurs ont
donné des hypothéses sous lesquelles le systéme satisfait le principe de com-
paraison (qui implique le résultat d’unicité), et ils ont montré que la méthode
de Perron permet d’obtenir une solution du systéme, a condition de dispo-
ser d’une sous-solution et d’une sur-solution ordonnées. Notre objectif a été,
d’une part, d’étendre le résultat d’unicité dans [80] autant que possible dans
le cas uniformément elliptique, c¢’est-a-dire, de donner une condition néces-
saire et suffisante pour que le systéme satisfasse le principe de comparaison,
et d’autre part, de donner des hypothéses sous lesquelles il admet des sous-et
sur-solutions ordonnés (et donc des solutions).

Supposons pour simplifier les énoncés que les opérateurs Hj, dans (12)
sont des opérateurs HJB

N N n
Fy, = sup {Z agy 1 (2)0ijur, + Z b7y () Oyuy, + Z c;lk(x)uj} . (17)
i—1 j=1

acA ij=1
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oit les matrices (ag; ) sont continues and uniformément définies positives, et

b, ¢ € L¥(RY), ¢ > 0 pour j # k, pour tout o, i, j, k.

On note ¢;;(z) == F;(0,0,e;,2), ou e; € R" est le vecteur unitaire dont
la j-éme coordonnée vaut 1 et toutes les autres coordonnées sont nulles.
On pose C(x) := <Cij($))zj:1. Alors on peut aisément vérifier que I'on peut
permuter les indices des équations et des fonctions u; dans le systéme, de
telle facon que la matrice C(x) soit triangulaire par blocks, chaque block sur
la diagonale étant non-réductible (une matrice n x n peut avoir entre 1 et
n blocks). On rappelle qu'une matrice n x n est dite non-réductible si pour
tous I,J C {1,...,n}telsque INJ =0et TUJ ={1,...,n}, il existe ig € [
et jo € J pour lesquels

meas{x € Q | ¢;,;,(z) >0} > 0. (18)

Quand (18) est vérifiée on écrira c¢;,;, Z 0 in Q. Lorsque C est elle-méme
non-réductible, on dit que (12) est complétement couplé.
Plus précisément, on peut toujours permuter les indices de maniére a ce

que l'on ait C = (Ckl)Zl:17 ou 1 < m < n, Cy sont des matrices t; X t
m

pour certains ¢, < n avec Y t = n,Cy est une matrice non-réductible,
k=1

E=1,....,m, et Ciy = 0 dans Q, pour tous k,l € {1,...,m} avec k < L.

On note que m = 1 veut dire que C est non-réductible, tandis que m = n
k

signifie que C est une matrice triangulaire. On pose so = 0, s = th, et
j=1
Sk = {Sk—l + 1, c. ,Sk}.
Par exemple, toute matrice 1 x 1 est non-réductible. Modulo permutations
des indices, ’ensemble des matrices 2 X 2 peut étre divisés en deux : matrices

de la forme (Z

une fonction quelconque. La premiére de ces deux matrices est non-réductible,
la deuxiéme ne I'est pas et a deux blocks 1 x 1. De la méme maniére, modulo
permutations des indices, il y a quatre types de matrices 3 x 3

. 0 .
Z) et matrices de la forme <: *>, ol a,b # 0 et % désigne

¥ a * * a 0 * a 0 * 0 0
x x b, b x c|, b x 0], x x 0], a,bc,dZD0.
c * x 0 d = * ok ok * k%

Les deux premieres matrices sont non-réductibles, la troisieme a un block
non-réductible 2 x 2 et un block non-réductible 1 x 1, alors que la quatriéme
matrice a trois blocks 1 x 1.

On notera avec F[¢] le vecteur (F;(D*;, 1,1, )™, pour toute fonction
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P, et
AN =M (F,Q)=sup{AeR | ilexiste ¢ € C(Q,R") telle que
>0 et F[Y]+ M) <0 dans Q}.

Al =N (F,Q) =sup{A e R | ilexiste ¢» € C(2,R") telle que
<0 et FlY]+ My >0 dans Q}.

n

Théoréme 13 On suppose que C = (F;(0,0,¢;,2)); ., est non-réductible.
Alors il existe des vecteurs o) ,p; € I/Vli’cq(Q,R”) N C(Q,R"),Vq < oo, tels

que
Flet]+ ATt =0, +o1 > 0 dans €

o1 = 0 sur 0f).

Les nombres A\ et \| ont les mémes propriétés que dans le cas n =1 (voir
sections 1.1-1.2)

On déduit de ce théoréme qu’a tout systéme (12) (pas forcément compléte-
ment couplé) on peut associer des nombres A}, ..., A\i, , oil m est le nombre
de blocks non-réductibles qui apparaissent dans la décomposition de C, et
A% est la valeur propre (donnée par le Théoréme 13) du sous-systéme conte-
nant seulement les opérateurs F; avec indices ¢ € S, dans lesquels tous les
uj, j & Sk, sont remplacés par zéro. Alors la positivité de ces nombres est une
condition nécessaire et suffisante pour que 'opérateur vectoriel F satisfasse
le principe de comparaison et 'inégalité d’Alexandrov-Bakelman-Pucci. De
plus, sous cette condition le probléme de Dirichlet vectoriel Flu] = f € LY
posséde toujours une solution.

La différence entre les inégalités ABP montrés dans [QS3] et [QS4] réside
dans le fait que dans le premier cas (Théoréme 11) on considére des sys-
temes plus généraux et on donne des conditions explicites sur la structure
du systéme, suffisantes pour que le systéme vérifié ABP, alors que dans le
deuxiéme on considére une classe de systémes plus restreinte (de type HIB)
et on obtient des résultats optimaux, c’est-a dire une condition nécessaire et
suffisante - mais moins explicite - pour la validité de 'inégalité ABP.

On remarque que I'on a établi plusieurs estimations sur les valeurs propres
en fonction des coefficients dans F; et du domaine, qui permettent de vérifier
la condition de positivité des valeurs propres en pratique.

Les preuves des résultats dans [(QS4] combinent les techniques de [QS1]-
[QS3] pour le cas scalaire avec les inégalités ABP et Harnack pour les sys-
témes, décrites dans la Section 2.1. On remarque qu’un cas particulier du
Théoréme 13, concernant des systémes linéaires, apparait déja dans [BS2|,
Sections 13 et 14.
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Dans les sections suivantes (2.3-2.5) nous décrivons un groupe de travaux
sur la solvabilité d’équations et de systémes d’équations elliptiques sous forme
non-divergence, faisant intervenir des méthodes de degré topologique.

2.3 Notions de sous-linéarité et de sur-linéarité pour un
systéme général et applications

Dans les articles [S6]| et [S9] j’ai étudié des systémes non-variationnels de
la forme

—Liu; = fi(z,ug, ... uy) dans €, i=1,...,n
u, > 0 dans Q, i=1,...,n (19)
up = 0 sur 09, i=1,...,n,

oun €N, f; : R, — R, sont des fonctions localement Lipschitziennes et
les opérateurs linéaires Ly, = Zf,vjﬂ ag?)(x)@ij +3 bl(-k) (2)0; + ¢ (z) sont
uniformément elliptiques avec des coefficients bornés et premiéres valeurs
propres positives. L’objectif est de donner des hypothéses générales sur la
structure du systéme qui rend possible 1'utilisation de méthodes topologiques
(degré de Leray-Schauder, théorie de Krasnoselskii) pour établir I'existence
de solutions non-triviales de (19).

Les systémes (19) apparaissent dans un grand nombre de modéles pro-
venant de la physique, de la biologie, de la théorie des probabilités et du
controle stochastique, voir [S9| pour plus de détails et une liste de références.

Rappelons tout d’abord que 1’équation scalaire

—Au = f(u) dans Q
{ u = 0 sur  0f), (20)
est appelée sous-linéaire si lim iélf M > A1 > limsup f(u)) ou, de maniére
u— (] U—00 (]

équivalente, s’il existe a,b,r, R > 0 tels que
b>X >a, f(u)>bu pour u<r, f(u)<au pour u>R. (21)

Inversement, (20) est dite sur-linéaire si limsup Q) < A1 < liminf J(w)
u—0 U U—00 U

c’est-a-dire, s’il existe a,b,r, R > 0 tels que

Y

a>M>0b, f(u) <bu pour u<r, f(u)>au pour u>R. (22)

Il est bien connu, depuis les travaux fondateurs de Leray-Schauder, Kras-
noselskii, Amann, Nussbaum, que la théorie du degré topologique permet de
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montrer 'existence de solutions positives pour les équations sous-linéaires.
Cette théorie s’applique aussi bien aux équations sur-linéaires, mais a condi-
tion de disposer d’estimations a priori pour ces derniéres, c¢’est-a-dire, d’étre
en mesure de montrer que toutes les solutions éventuelles de I’équation sont
bornées par une constante que ne dépend que de I'opérateur elliptique et du
domaine .

On pourrait ainsi se douter qu’il serait possible d’étendre les définitions
(21) et (22) aux systeémes, simplement en remplacant a et b par des matrices.
Dans ce cas \; serait remplacée par la matrice diagonale A; contenant les
valeurs propres principales des opérateurs L;. Or, il s’avére qu’alors il n’est
pas du tout évident quel sens il faut donner aux inégalités b > A\; > a,
a > A1 > b. Si 'on utilise la notion naturelle de comparaison entre deux
matrices (A > B si A — B est définie positive), on se rend vite compte
qu’aucun systéme intéressant ne pourrait satisfaire ces hypothéses.

J’ai trouvé que I'on peut en effet étendre (21) and (22) aux systémes, a
I’aide de la définition suivante.

BU
U

AU

0 implique U =0. (23)

A< B < VU ecR" : {

IV IA

Géomeétriquement, si B— A est invertible, (23) veut dire que A < B si le cone
fermé généré par les colonnes de B — A n’intersecte pas le hyper-quadrant
{U < 0}, sauf a Dorigine.

Alors on montre le résultat suivant.

Théoréme 14 Supposons que Ly = ... = L, et soit (cas sous-linéaire)

(Hy) il existe r > 0 et une matrice B € M,(R) tels que pour x € Q
B>\ et F(z,U) > BU si |JU| <r, UeRY,
(Hy) il emiste k > 0 et une matrice A € M, (R) tels que pour x € Q

A=<\ et F(x,U)SAU—l—kT pour tout U € RY,

soit (cas sur-linéaire)

(H®) il existe r > 0 et une matrice B € M,(R) tels que pour x € Q
B=<A e F@U<BU s |U|<r U€cR",
(H>®) il existe R > 0 et une matrice A € M,(R) tels que pour x € Q0

A=A et F(z,U) > AU si min{u,...,u,} > R,
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(APB) pour tout tg > 0 il existe M > 0, dependant de to,$2, n, N, L, f;, tel

que max sup u;(z) < M pour tout t € [0,to] et toute solution de (19)
1<i<n ,e0

avec fi(uy,...,u,) remplacée par fi(uy +t,... u, +1t).
Alors (19) a une solution positive, avec u, > 0 dans 2, pour au moins un
ke {l,...,n}. Si en plus le systéme est complétement couplé alors uy > 0
pour tout k € {1,...,n}.

Remarque 1. Ce théoréme n’est valide que si les opérateurs elliptiques coin-
cident. Ceci est di au fait qu’un systéme avec des opérateurs sous forme
non-divergence distincts ne satisfait pas le principe de maximum sous des
hypothéses naturelles de structure (voir Section 2.1). En réalité, lorsque le
systéme est gouverné par deux ou plus opérateurs distincts, la coercivité du
systéme dépend de l'opérateur HJB min; L;. Or cet opérateur a deux valeurs
propres distinctes et la plus petite d’entre elles peut étre strictement plus
petite que chacune des valeurs propres des L; (nous avons observé ce fait
assez surprenant dans [QS3], voir la section 1.1).

Remarque 2. Nous disposons aussi d’'un théoréme qui s’applique a des sys-
témes aux opérateurs distincts (Théoréme 4.1 dans [S9]). Dans ce résultat
nous sommes obligés de supposer que le systéme est coopératif pour ||ull
proche de zéro et de linfini. Alors par exemple (Hj) est remplacée par
F > B(x)U, ou B(z) est une matrice de fonctions bornées dont tous les
éléments hors-diagonale sont positifs et on exige que A\ (L + B(z),Q) < 0,
ou A; est la premiére valeur propre de 'opérateur matriciel, dont I'existence
a été démontrée dans [BS2] et [QS4].

Remarque 3. Dans (H*) on demande que l'inégalité soit vérifiée seulement
par les vecteurs dont toutes les coordonnées sont supérieures a R. Ceci est
important dans les applications.

Remarque 4. Lorsque les fonctions f; ont une croissance au plus exponentielle
en uy,...,u,, il suffit de supposer que I’hypothése (APB) est vérifiée avec
t() = 0.

Le Théoréme 14 a été démontré dans [S6| pour L = L; = A. Dans ce cas
on peut utiliser des multiplications par des fonctions test et intégrer les équa-
tions. J’ai récemment étudié le cas général dans [S9]. La preuve est délicate et
utilise des outils classiques d’optimisation comme le lemme de Farkas, ce qui
est assez rare dans la théorie des EDP elliptiques. On utilise I'inégalité ABP
pour les systémes obtenue dans [BS2|, ainsi que son équivalence au principe
du maximum.

Le Théoréme 14 s’applique a de larges classes de systémes. Je me conten-
terai ici d’une application simple, mais particuliérement importante - les
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équations d’ordre supérieur a 2

~1

(—L)"u = a;i(—=L)" "u+ f(x,u) dans 9 (24)
1

(=L)'uw = 0, ke{0,1,...,m—1} sur 0%, (25)

3

ot a;g € Ry >0,i =2,...,m—1 (si m > 3). Cette équation est de la
forme (19) avec f; = w41, 0 =1,...,m —1; f, = f. Alors on trouve que
(24)-(25) se comporte comme une équation sous-linéaire (resp. sur-linéaire)
si les limites de f(z,u)/u en zéro et a 'infini se comparent differemment au
nombre

Naturellement, si m = 1 on retrouve A* = A\;. A ma connaissance, il s’agit
de la premiére fois ou 'on définit des notions de sous-linéarité et de sur-
linéarité pour des équations aux dérivées partielles d’ordre supérieur. A titre
d’exemple, pour I'équation de Paneitz A%u + aAu + au = f(x,u), a,a € R,
souvent utilisé en géométrie et dans certains modeles en biologie, on trouve
M= (M(A)? —aX(A) +a),.

Il est particuliérement important de savoir résoudre le probléme (24)-(25)
lorsque f a une croissance polynomiale en u. Spécifiquement, si f ~ u? avec
p > 1 alors le probléme est sur-linéaire, du coup nous avons besoin de montrer
une estimation a priori pour déduire I'existence d’une solution positive. Le
théoréme suivant traite de cette question.

N +2m

N —2m
sons que f dans (24) croEse en u comme une puﬁssance sous-critique, c’est-
a-dire qu’il existe b € C(Q) telle que b > 0 dans €2, et pour un p € (1,p*)

lim flw,u)

U—00 ub

Alors (24)-(25) vérifié la condition (APB) du Théoréme 14,

Théoréme 15 On pose p* = st N > 2m et p* = oo sinon. Suppo-

= b(x), pour x € S).

La démonstration de ce théoréme repose sur la technique de "blow-up"
et utilise des théorémes de Liouville non-linéaires. Nous discuterons de ces
questions en détail dans la section suivante.

La modélisation des phénomeénes naturels nous améne souvent a étudier
des équations dans I'espace entier. En me basant sur les théorémes précédents
j'ai obtenu des résultats d’existence pour les systémes dans R”, illustrés par
I’exemple suivant.
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Théoréme 16 Soient ay,...,a, > 0, et f(u) une fonction croissante loca-
lement Lipschitzienne, tels que

lim sup f) < H&“ lim flw) =c> 0, (26)
i=1

u—0 u u—oo UP

pour un ¢ > 0,p € (1,p*). Alors le systéme

{ —Au1+&lul = Ujt1, z:l,...,n—l, (27)

—Auy + apu, = fug),
a une solution dans RY, telle que u; > 0 dans RY et u; — 0 lorsque |x| — oo.

On remarque que plusieurs équations d’ordre supérieur & deux peuvent étre
factorisées sous la forme (27).

2.4 Estimations a priori et technique de "blow-up"

Comme on ’a expliqué dans la section précédente, les propriétés du degré
topologique permettent de montrer qu’un probléme sur-linéaire posséde des
solutions, a condition d’établir des estimations a priori pour ce probléme.
Nous avons obtenu de telles estimations dans les travaux [FS1|, [FS2], [S9].

Un résultat classique de Gidas et Spruck stipule que I'équation —Au =
f(u) admet une estimation a priori pour ses solutions positives, si f est po-
sitive et f(t)/t? — c¢o > 0 lorsque t — 00, ol p est sous-critique, ¢’est-a-dire
p € (1, (N +2)/(N — 2)). Dans les derniéres années il y a eu plusieurs ten-
tatives d’étendre ce résultat aux systémes, avec nombre de résultats partiels
sur la structure du systéme.

Dans article [FS1] nous avons développé une variante de la technique
de Gidas-Spruck qui s’applique aux systémes de deux équations avec une
non-linéarité générale

{ —Auy; = a(x)ul™ + b(x)us*® + fr(z)u]"ug? + hi(z, ug, us)

—Aus = c(x)ui® + d(x)us® + fo(x)u* us® + ha(z, ug, us), (28)

ol ay; > 0, a(w),b(z), c(x),d(z) > 0 sont continues sur €2, et hy, hy sont des
termes d’ordre inférieur, avec
(a(z)ui™ +b(a)us™) ™" (2, u,uz)| = 0

lim
[(u1,u2)|—00 (29)

ol (e o d(aug) (e, )| = 0
U1,u2)|—00

uniformément en z € ). Nos résultats unifient et étendent considérablement
les résultats précédents sur ce type de systémes.
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On suppose que (28) est sur-linéaire au sens faible, c¢’est-a-dire
soit o1 > 1,0(22 > 1, soit, Qa0 > 1. (30)

Bien entendu, on suppose que les termes avec "croissance croisée" dans (28)
ne peuvent étre inclus dans h; via 'inégalité de Young, et sont du méme ordre
que les termes ol apparaissent o;;, ¢’est-a-dire, on a 0 < v;; < a5, 4,7 = 1,2,

E+B:1 et ﬂ—kﬁzl. (31)
a1 Q12 Q21 Q22

Spécifier la croissance maximale s’avére légérement délicat. La construc-

tion géométrique suivante semble le mieux adaptée. On pose 5 = (51, 52), et

on introduit les droites suivantes (déterminées uniquement par les valeurs de
Qij)

L = {5|51+2—510411:0}7 la, = {5|ﬁ2+2—52a22=0};

ls = {5|51+2—52Oé12=0}7 ly = {B|ﬁ2+2—51a2120}.

On considére les points ﬁ > 0 sui se trouvent a gauche de ou sur [y, au
dessous de ou sur [y (I; et Iy peuvent étre vides, alors elles n’introduisent pas
de restriction), au dessous de ou sur [3, et au dessus de ou sur l4. On appelle
ces points admissibles (voir Figure 1).

Cette notion d’admissibilité provient de I’application de la méthode clas-
sique de blow-up de Gidas et Spruck au systéme (28). Si ’on prend un point
admissible comme paramétre dans le blow-up, alors nous sommes en mesure
de passer a la limite et d’obtenir une solution non-triviale d'un systéme dans
I'espace entier ou dans un demi-espace (voir [F'S1], Section 2).

Pour faciliter la compréhension des définitions suivantes, on va remarquer
ici que si l'on pose (47, 55) = [1Nly (au cas aq1, age > 1) et (57, 5Y) = I3Nly (au
cas (a9 > 1), alors les équations de Emden-Fowler —Awu; = ;™ sont sous-
critiques si 3] > %, tandis que le systéme de Lane-Emden —Au; = ug*?,
—Auy = ui* est sous-critique si 8 + 37 > N — 2. En réalité, la derniére
hypothése équivaut a dire que ays, o1 sont sous "’hyperbole critique", qui
est la ligne séparant les valeurs des exposants pour lesquelles le systéeme de
Lane-Emden a un comportement sous- ou sur-critique (voir Chapitre 3.3 ou
nous avons décrit I'hyperbole critique).

On sépare les systémes (28) en trois classes, déterminées par les valeurs
de a;;. Dans chaque cas on fait un choix différent de (5, 52).

Cas A. Lintersection de ly et ly est admissible. Alors on pose (39,33) =
[ ﬂlz Dans ce cas on suppose que a(z) et d(z) sont strictement positives
sur {2.

29



B2

2

I 2 022—1
2
Q12

M
-2
% 2 B,
I 21 0,71
3

l,

F1G. 1 — Les couples admissibles (51, B2) se trouvent a gauche ou surly, au dessous
de ou sur ly, au dessous de ou sur l3, et au dessus de ou sur ly.

Cas B. L’intersection de l3 et l; est admissible. Alors on pose (3Y,39) =
[3Nl4. Dans ce cas on suppose que b(x) et c(z) sont strictement positives
sur €2 et que aqg, g > 1.

Cas C. Ni 1Ny nilsNly nlest admissible. Alors soit {; N3 soit o Ny
est admissible et on prend ce point comme (3}, 3Y). Dans ce cas on
suppose que b(zx) (resp. ¢(x)) est strictement positive sur €.

Alors on montre le théoréme suivant.

Théoréme 17 On suppose que (28) satisfait les conditions ci-dessus, et que
le point (3, 89) choisi ci-dessus vérifie

N —2
min{ﬁ?,ﬂg} > —5— ou max{ﬁ?,ﬁg} >N — 2. (32)
Alors (28) admet des estimations a priori pour ses solutions positives, ¢’est-
a-dire, chaque couple de solutions positives classiques de (28) est borné dans
la norme L par une constante qui dépend seulement de c;j, des normes L™
des coefficients du systéme et du domaine.

On montre ce théoréme en raisonnant par ’absurde. S’il existe une suite
de solutions qui n’est pas bornée, en faisant un changement de fonctions et
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de variable du type blow-up, on montre qu’un systéme du type

—Avy = agui™ + bovy™? + crv vy
—Avy = coui® + dovg® + v v)? dans @G, (33)
u,v > 0

ot G = RY ou G = RY = {&y > 0} a une solution. Noter que certains
coefficients dans ce systéme peuvent étre nuls mais le choix de (3, 32 que 'on
a fait garantit qu’au moins deux de ces coefficients sont strictement positifs.
Alors, sil'on dispose d’un théoréme de type Liouville pour (33), ¢’est-a-dire si
I’on sait qu’un tel systéme n’a pas de solutions, on obtient une contradiction.

Une grande partie de Particle [FS1] est consacrée aux théorémes de Liou-
ville. Nous avons montré que tout systéme du type (33) qui s’obtient comme
limite d’un systéme (28) aprés une procedure de blow-up, n’admet de solu-
tions bornées ni dans R, ni dans ]R_]X avec condition aux bord de Dirichlet.

On démontre les résultats dans I’espace entier en utilisant un changement
de variable logarithmique de type Emden-Fowler, qui nous raméne & un pro-
bléme posé dans un cylindre, et en utilisant un résultat de monotonie dans
les cylindres, inspiré par [34].

La preuve des résultats de non-existence dans un demi-espace est assez dé-
licate. Nos résultats sont nouveaux méme pour le systéme de Lane-Emden.
On utilise les théorémes de monotonie de la section 4.5 pour montrer que
toute solution positive dans un demi-espace {zy > 0} est strictement mono-
tone par rapport a xy et ensuite on passe a la limite lorsque xy — oco. On
montre que la fonction limite est une solution du méme systéme, mais dans
I’espace entier & N — 1 dimensions, ce qui permet d’utiliser les théorémes sur
I’espace entier qu’on a déja démontrés.

2.5 Le probléme d’Ambrosetti-Prodi

Un probléme classique dans la théorie des équations elliptiques, introduit
par Ambrosetti et Prodi, concerne I'existence et la multiplicité de solutions
du probléme

u = 0 on 0, (34)

ou L est un opérateur linéaire uniformément elliptique avec premiére valeur
propre A\; = A\ (L, Q) > 0, et

timsup 295 < o < A (L,Q) < ¥ < timing L)

§——00 S §—00 S

{—Lu = f(z,u)+g(x) in Q

(35)

Un résultat typique dans ce cadre affirme : si 'on décompose g comme g =
to1+h (—Lyr = A1), alors il existe t* = t*(h) € R tel que (34) a au moins
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deux solutions si ¢ < t*, au moins une solution si t = t*, et aucune solution
sit>t".

L’équation (34) a été treés étudiée lorsque f a une croissance linéaire ou
lorsque le probléme est variationnel, c’est-a-dire, L est sous forme divergence,
voir [52], [68]. Nous nous sommes proposés d’étudier (34) pour un opérateur
général et une non-linéarité de croissance polynomiale. Il s’avére que dans ce
cas les méthodes habituelles ne fonctionnent pas, et quelques idées nouvelles
sont nécessaires, comme nous l'expliquerons par la suite.

De plus, nous avons considéré le probléme d’Ambrosetti-Prodi dans le cas
plus général lorsque (34) est un systéme, c’est-a-dire u, f, g sont des vecteurs.
Dans ce cas les conditions de croissance sur f sont les mémes que dans la
section précédente. Comme notre résultat est nouveau méme pour une équa-
tion scalaire, nous nous contenterons de I’énoncer ici dans ce cas seulement,
par souci de clarté.

Théoréme 18 On suppose que (35) est vérifiée et qu’il existe une fonction
bornée a(x), positive sur §Q, telle que pour tout x € <)

lim f(@:s)

§—00 sP

N+2
=a(x), pourun pE <1 : —+> . (36)

N =2

Alors il existe t* = t*(h) € R tel que (34) a au moins deuz solutions sit < t*,
au moins une solution si t = t*, et aucune solution si t > t*.

Antérieurement ce résultat était connu seulement pour p appartenant a
I'intervalle (1, (N+1)/(N—1)), avec des conditions plus fortes sur 'opérateur
L, voir la discussion dans [FS2].

La principale difficulté dans la preuve de ce théoréme est d’obtenir une
estimation & priori sur u et ¢, c’est-a-dire de montrer que (34) n’a pas de
solutions si t est supérieur a une constante qui ne dépend que de L et de €2,
et que toutes les solutions éventuelles sont bornées par une constante qui ne
dépend que de L, de 2 et d'une borne inférieure sur t. Lorsque I'opérateur est
sous forme divergence, ces deux questions peuvent étre traitées séparément.
Dans ce cas la borne sur ¢ est facile & obtenir, simplement en utilisant ¢
comme fonction test.

Dans le cas non-divergence on montre d’abord que la partie négative de
chaque solution est une solution de viscosité d’une équation Lu~ > —C
d’otu on déduit une borne uniforme sur v, par 'inégalité de Alexandrov-
Bakelman-Pucci.

Ensuite nous faisons usage d’une méthode de "blow-up simultané" sur ¢
et u que nous avons développé. En utilisant un raisonnement par ’absurde
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on montre que si les solutions (u, t) n’étaient pas uniformément bornées alors
I’'inégalité
_ + 1/p
Jul| = [[u™]] < CE/P. (37)
est vérifiée. Finalement, par un argument faisant intervenir le principe de
maximum, on montre que

t <O+ ||lul).

Cette inégalité et (37) permettent de terminer la preuve des estimations a
priori.

Rappelons enfin les résultats de la section 1.2 qui impliquent que les
résultats de type Ambrosetti-Prodi sont liés & la solvabilité du probléme
de Dirichlet pour des opérateurs complétement non-linéaires dont les deux
valeurs propres principales ont des signes différents. Dans la section 1.2 nous
n’avons considéré que des opérateurs ayant une croissance linéaire en u.

Les techniques décrites plus haut permettent d’étendre les résultats de la
section 1.2 aux opérateurs d’Tsaacs (et les systémes de tels opérateurs) avec
croissance polynomiale en u. Ceci fait I'objet d’un travail en cours.
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3 Meéthodes variationnelles pour I’équation et
les systémes de Schrodinger

Dans ce groupe de travaux nous avons étudié I'existence d’ondes station-
naires de ’équation de Schrodinger non-linéaire

il — A V@) — Flo ), (38)

ot 2m
ou m et h sont des constantes positives (h désigne la constante de Planck
qui est de Pordre de 10723 J/s) , 1 est une fonction de Rt x RY a valeurs
complexes et V' est un potentiel réel, borné inférieurement et continu dans
RYN. On suppose que f(z,s€) = f(z,s)¢ pour tout s € R, & € C avec |¢] = 1
et une fonction f qui est supposée réelle et continue dans RY — par exemple

f(@,n) = a(z)nf~"n,

ou p > 1 et a est une fonction réelle et continue, ce qui sera notre cas modéle.

On appelle ondes stationnaires de ’équation de Schrédinger les solutions
de (38) de la forme

Wit z) = e T ulz), (39)

ou E est une constante réelle et u est une fonction réelle — le profil spatial
de l'onde. On voit que si ¢ résout (38) et s’écrit comme dans (39) alors u
satisfait I’équation

—?Au+b(z)u = f(r,u) dans RY, (40)

avec b(z) = V(z) — E et € = h (pour simplifier nous prenons m = 1).
Pour montrer U'existence de solutions de (40) on dispose d’une méthode

variationnelle, qui consiste a étudier la fonctionnelle

O(u) = %/R 2| Vul* + b(z)u? dz — /R F(z,u) dz, (41)

définie sur I'espace de Sobolev H!'(RY); ici F(x,u) désigne une primitive de
f(z,u) par rapport & w. Il est bien connu que les points critiques de ® sont
des solutions de (40), autrement dit, (40) est ’équation de Euler-Lagrange
de (41).

Une approche variationnelle pour I’équation générale (40) a été dévelop-
pée en 1974, quand A. Ambrosetti et P. Rabinowitz ont démontré le cé-
lebre “théoréme du col” (“Mountain Pass Theorem”), dont nous donnons ici
I’énoncé.
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Théoréme 19 (A. Ambrosetti, P. Rabinowitz) Soit ® € C'(E,R), ou
E est un espace de Banach et supposons qu’il existe deux points ug,u; € E
et un nombre r > 0 tels que
lug — uy|| > 7 et D(uy) < P(ug) < | ian O(u) =: a. (42)
u—ugl|=r
Alors il existe une suite {u, }>°, C E vérifiant ®(u,) — c et ®'(u,) — 0 dans
E', ou ¢ est une constante telle que ¢ > «. Par conséquent, si ® satisfait la

condition de Palais-Smale alors il existe un point u € E tel que ®(u) > « et
P’ (u) = 0.

La condition de Palais-Smale (nous écrirons (PS)) est une condition de com-
pacité; rappelons qu’elle est vérifiee par ® si chaque suite {u,}>, C F,
telle que {®(u,,)} est borné et {®'(u,)} tend vers zéro dans E’ contient une
sous-suite qui converge dans F.

Considérons le cas d'une non-linéarité sous-critique, c’est-a-dire d’une
fonction f qui croit au plus vite comme u? lorsque u — 00, avec p €
(1, (N +2)/(IN —2)). Il est bien connu qu’alors la condition de Palais-Smale
est satisfaite par ® (donnée par(41)), si I'équation (40) est posée dans un
domaine borné régulier Q@ C RY. En revanche, lorsque Q2 est non-borné, (PS)
n’est pas forcément satisfaite et le théoréme du col ne donne pas directe-
ment une solution de (40). Ceci est di au fait que l'injection de Sobolev
HY(RY) — LP(RYM) n’est pas compacte. Une multitude de travaux ont été
entrepris pour remédier & ce probléme et, méme si dans le cas Q = RY on
est encore loin d’un résultat général, d’importants progrés ont été faits. De
maniére générale, les auteurs ont utilisé des hypothéses supplémentaires sur
I'équation (40) qui permettent de “regagner” une certaine compacité. Par
exemple, dans le cas o (40) est invariant par rapport aux rotations, on peut
chercher des points critiques de ® sur le sous-espace de H! formé par les
fonctions radiales. L’injection de cet espace dans L*, s € (2, %), est com-
pacte, (PS) est vérifiée sur cet espace. H. Berestycki et P.L. Lions ont donné
une réponse quasi-complete a la question de 'existence de solutions radiales
dans le cas autonome, avec une non-linéarité trés générale :

{—Au = g(u) dans RV

u — 0 quand |z| — oc.

(43)

Citons aussi [21], [22], [92] ot 'on a étudié le cas radial non-autonome pour
(43) (c’est-a-dire, g dépend aussi de |z|); plus récemment [19], voir aussi les
références dans ce travail.

Dans les articles suivants nous avons étudié deux autres cas ou 'on peut
résoudre (40) dans un domaine non-borné. Il s’agit de situations ot la dépen-
dance de b et f en x ne permet pas d’utiliser des raisonnements de symétrie.
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3.1 Etude asymptotique dans le cas d’une équation

Dans l'article |S4] j’ai étudié le cas ot la constante de Planck joue le role
d’un paramétre qui devient arbitrairement petit. Cela a un sens car cette
constante est trés petite.

Plus précisément, j’ai étudié I’équation

—h*Au+ b(x)u = f(r,u) dans RY, (44)

ou h est un petit paramétre, c’est-a-dire, le Laplacien apparait comme une
petite perturbation. Cette équation est bien sur équivalente & —Au+b(hz)u =
f(hz,u), par le changement  — x/h. On rappelle que b(z) = V(z) — E.

Il est classique de s’intéresser au probléme (44) quand h est proche de
zéro. Ce probléme a été trés largement étudié pendant les quinze derniéres
années. Un grand nombre de travaux ont été consacrés a l'existence de solu-
tions positives de (44) pour A petit, ainsi qu’a I'étude des propriétés de ces
solutions. Nous citerons ici [70], [109], [6], [93], ou des techniques de réduction
a dimension finie et de degré topologique ont été utilisées, ainsi que [114],
[125], [55], [56], [76], ot I'on a fait usage de méthodes variationnelles.

Dans [114] P. Rabinowitz a montré 'existence d’une solution positive de
(44), lorsque h est assez petit, sous ’hypothése suivante :

inf V(z) < liminf V(x), (45)
z€eRN |z|—o00
pour tout E tel que
E < inf V(x). (46)
z€RN

En plus des hypothéses du “théoréme du col” (voir (f1)-(f3) ci-dessous) Ra-
binowitz supposait que la non-linéarité f ne dépend pas de x et satisfait la
condition

Ef(sz) est une fonction croissante en s > 0 pour tout z € R\ {0}. (47)
s

Dans les travaux qui ont suivi [114] les auteurs ont remplacé 'hypothése
globale (45) par des hypothéses locales sur b, plus précisément sur l’existence
de points critiques de b. En plus de I'existence de solutions positives de (44),
dans ces articles on étudiait le comportement de ces solutions quand A — 0.
Un résultat typique dans cette direction est 'inégalité

up(x) < e el ,

ol uy est une solution positive de (44), o et 3 sont des constantes positives
et {xp}, est une suite qui converge vers un point critique de V.
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Dans tous les travaux que nous avons cités on supposait que la non-
linéarité f ne dépend pas de x et, en plus, qu'elle satisfait (47) (ou des
hypothéses encore plus restrictives). Ces restrictions sont dues au fait que
les auteurs avaient besoin de connaitre les états fondamentaux de I’équation
—Au+u = f(u), que 'on obtient & la limite & — 0.

J’ai proposé une condition globale sur b, liée a (45), mais plus générale
que (45), qui permet de lever les restrictions sur f qu’on vient de décrire. Elle
garantit l'existence d’une onde stationnaire de (38), pour tout f qui vérifie
les hypothéses du théoréme du col, plus précisément
(1) Tim £82%)

s—0 S
(f2) 11 existe une constante Cy > 0 telle que |f(x,s)| < Cy(1 + |s|?), pour
un p € (1, £%2) et pour tous z € R, s € R;
(f3) 1l existe une constante p > 2 telle que sf(x,s) > uF(x,s) > 0, pour
tous z € RY, s e R\ {0}.

Pour le potentiel, on suppose que la fonction b(x) = V(x) — inf V(z)
zeR

= 0 pour tout z € RV ;

satisfait les hypothéses

(b1) il existe 2o € RY tel que b(xg) = 0;

(b2) il existe une constante A > 0 telle que 1’ensemble de niveau
Ga={z €RY : b(z) < A} a une mesure de Lebesgue finie.

Nous avons obtenu le théoréme suivant.

Théoréme 20 Si (b1)-(b2) et (f1)-(f3) sont satisfaits alors (38) posséde une
solution stationnaire non-triviale, pour h assez petit.

Il importe de remarquer que, contrairement aux travaux précédents, ou
'on supposait toujours (46), dans mon travail la constante £ dans (39) est
prise égale a inf V. C’est ce choix précis qui nous permet de résoudre (38)
sans hypothése supplémentaire sur f.

Remarquons aussi que je n’ai pas établi de résultat sur le comportement,
quand A — 0, des solutions que j’ai obtenues. J’ai émis une conjecture sur ce
comportement qui a été démontré ultérieurement par Byeon et Wang [35].

Finalement, sous une hypothése supplémentaire sur V(x) (vérifiée par
exemple par le potentiel classique V(z) = > (z; — a;)?), j'ai montré que
I’on peut choisir a priori la période des ondes stationnaires données par le
Théoréme 20. A ma connaissance, c’est le premier résultat en ce sens.

Théoréme 21 Supposons que les hypothéses du Théoreme 20 sont vérifiées
et, en plus, que le minimum de V sur RN est égal & zéro. Alors pour tout
T > 0 il existe hy = hy(T) > 0 tel que (38) posséde une solution stationnaire
non-triviale avec période T', pour tout h < hy.
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3.2 La condition de Palais-Smale dans un domaine non-
borné. Le cas d’une nonlinéarité non-bornée en z

Dans 'article [S2]| j’ai étudié la condition de Palais-Smale dans des do-

maines non-bornés et établis des conditions sur le potentiel qui sont néces-
saires et suffisantes pour qu’elle soit vérifiée par ®. J’ai aussi considéré le cas
d’une non-linéarité non-bornée en .
I. Une question naturelle — qui n’a été abordée qu’assez récemment — est
si, par analogie avec le cas de domaine borné, on peut donner des conditions
sur I’équation et sur le domaine, sous lesquelles ® satisfait (PS) sur le plus
grand espace ou elle prend des valeurs finies, a savoir

H=A{ul| Ju|lg:= / IVul? + b(z)u? dz < oo}
Q

(on suppose toujours (f1)-(£3)). Il s’avére que tel est le cas si b est "grand" a
Iinfini.

En 1993 Rabinowitz a montré que le probléme (40) avec ¢ = 1 a une
solution positive si les hypothéses suivantes sont vérifiées :

(rl) inf,epnb(z) >0, (r2)  lim|y—ocb(z) = 00.

On prouve que dans ce cas ® satisfait (PS) (voir [47] et [108]). Un résultat
un peu plus général dans cette direction appartient a T. Bartsch et Z. Wang
(]20]) qui ont montré que P satisfait (PS) si 'on remplace (r2) par

(bw) || < oo pour tout M >0,

otl |-| désigne le mesure de Lebesgue dans RY et Q) = {z € Q | b(z) < M}
(noter que b(z) — oo équivaut a dire que tous les 3, sont bornés). Les
hypothéses (rl), (r2) et (bw) ne couvrent pas méme des cas simples, comme
b(z) = 2223, N = 2, pour lesquels (PS) est toujours satisfaite.

Mon premier objectif était de remplacer (rl1) par I'hypothése

v [Vl 4+ b(z)u? d
A=A+ b(z),Q) = inf Jon [Vul* + bw)u” do

>0; 48
ueHY ()\{0} Je [ul? dz 48)

qui (méme pour un domaine borné) est une condition nécessaire pour ’exis-
tence d'une solution positive — et, surtout, d’étudier jusqu’ott I'on peut éten-
dre (bw). J’ai trouvé des conditions sur b et € qui sont nécessaires et suffi-
santes pour que ® satisfasse (PS) sur H. Le théoréme suivant, énoncé pour
le cas = RY et f(x,u) = |u[P~u (pour simplifier), contient une telle condi-
tion.
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Théoréme 22 Pour tout ouvert G C RN et tout s € [2, m) on note

MN(G) = in / Vul? + bz dr,
ot M(G) = {u € Hy(G) | ||ul|L+c) = 1}. On suppose (48), i.e. Ao(RN) > 0.
Alors © satisfait (PS) si et seulement si pour tout r > 0 et toute suite
{z,} CRY qui tend vers linfini

Api1(B(zp, 1)) — 00 quand n — . (49)

Malheureusement, (49) n’est pas simple a vérifier en pratique. On peut ob-
tenir des conditions géométriques sur b qui 'impliquent et qui sont "presque”
nécessaires pour que ¢ satisfasse (PS). Par exemple, (49) est vérifiée si pour
tout M > 0, tout r > 0 et toute suite {x,} C RY qui tend vers I'infini on a

lim |Qy N B(x,, )| = 0. (50)
n—oo
En quelque sorte, (50) indique que tous les ensembles de niveau de b de-
viennent de plus en plus étroits a 'infini. En revanche, il n’est pas difficile de
montrer que (PS) n’est pas satisfaite si un ensemble de niveau contient une
suite de boules disjointes de rayon fixe.

II. J’ai également étudié I'existence de solutions de (40) dans le cas ou
la fonction f est non-bornée en x. A ma connaissance, ce cas n’avait pas été
considéré antérieurement, sauf pour des équations radiales (voir [58]).

Supposons que

faol <A@y o mlt0 oo e

pour tout = € RN, ot A(x) € LS (RY).
Il s’avére que, si A(z) a une croissance a l'infini inférieure a celle de b(x),

dans le sens ou

da>1: Ax) < Cy (1 + (maX{O,b(x)})é> , || > Ro(a), (52)
on peut toujours obtenir le Théoréme 22, & condition de restreindre l'inter-
valle pour p, plus précisément, a condition de supposer

N +2 4
N-2 «aN-=-2)

l<p<
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Cette limitation est clairement nécessaire pour que la deuxiéme intégrale
dans la défintion de ® soit finie pour u € H. On voit que 1’on retrouve toute

Pintervalle (1, %), si (52) est satisfait pour tout o« > 1 (par exemple, si b a

une croissance exponentielle et A a une croissance polynomiale).
En étudiant la situation (51)-(52), nous avons observé un fait surprenant,
lié a l'identité de Pohozaev. Pour l'illustrer, prenons le cas modéle f(z,u) =

_ . . . 0o N+2
A(z)|ulP~ u. 11 est facile de voir, si A(z) € L®(R"), que pour tout p > 373

il n’existe pas de solution de (40), qui appartienne a I'espace variationnel. En

revanche, comme on I’a déja expliqué, si p < % de telles solutions existent.
De la méme maniére, si I'on prend b(z) ~ |z|® et A(x) ~ |z|°, avec

a = 3 > 1, et que l'on applique I'identité de Pohozaev-Pucci-Serrin, on

obtient que (40) n’a pas de solution, pourvu que

Ni2o %
N_2 N_g=>P=°

Autrement dit, le fait de prendre des non-linéarités qui ne sont pas bornées en
x donne un “trou” entre 'intervalle ou les méthodes variationnelles assurent
I’existence d’une solution et 'intervalle ou I'identité de Pohozaev implique la
non-existence de solutions.

ITI. Une autre question que I'on peut se poser sur (40) — sachant qu’elle
posséde une solution si “b(z) tend vers U'infini” — est la suivante : peut-on la
résoudre dans le cas ot b(x) est seulement “suffisamment” grand & Uinfini ?
Bartsch et Wang ont montré que ’équation

—Au+ Aoy (z)u = f(x,u) (53)
a une solution positive pour A grand, sous les hypothéses suivantes :

> .
{ by >0 et Q| < oo, pour un M >0 (54)

b=1(0)  contient un ouvert non-vide.

La nécessité de I'hypothése sur b=1(0) est restée une question ouverte. Je
suis parvenu a remplacer cette hypothése par

b~1(0) n’est pas vide. (55)

Les articles suivants sont consacrés a I’étude de systémes sous forme diver-
gence (c’est-a-dire, pour qui 'on peut utiliser des méthodes variationnelles).
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3.3 Ondes stationnaires en optique non-linéaire

Le fait que la lumiére dans un milieu non-linéaire peut se décomposer en
paquets d’ondes qui se propagent a des vitesses et a des fréquences différentes
a été observé expérimentalement par Mitchell et Segev (Nature, 1997). Leurs
expériences ont engendré un trés grand nombre de travaux théoriques!. Je
citerai ici [87], [78], [1], [32], ot 'on peut trouver plusieurs autres références
sur le sujet.

Dans [42], [32] il a été démontré que, pour un milieu de type "Kerr", un
bon modéle décrivant le phénomeéne en question est donné par le systéme
d’équations de Schrédinger

oV},

2ikj = + Agthl, + ok 1 (z, 1)), =0, (56)

ou

Ny N
L) =) > Nluh ().

j=1 m=1

Ici 7. (la (m,j)-composante du rayon) est une fonction complexe définie
sur RY x RT, N < 3, N; est le nombre de fréquences, N; est le nombre
d’ondes a la fréquence wj, k; est un multiple de la fréquence wj, et A/ sont
les "mode-occupancy coefficients" qui décrivent le milieu.

On cherche des ondes stationnaires de (56) de la forme

W (8, x) = "t (1), (57)

ot u/, : RN — R est le profile spatial de la m-éme onde a la fréquence
wj, et Kk est sa vitesse de propagation. En remplacant (57) dans (56) et en

renommant les constantes nous obtenons le systéme suivant pour le vecteur
_ . RN d
u=(up,...,uq): RY =R u=#(0,...,0),

d
—Au; + \u; = (Z ,uij|uj|2) U, i=1,...,d. (58)
=1

Nous considérons le cas o u; peut étre remplacé par s;u;, s; > 0, de telle
facon que S?,U/ij = S%Mji, pour tous ¢ # j. Ceci est toujours possible pour des

"One of the most exciting problems of modern laser physics is an investigation of
self-organisation in systems consisting of a nonlinear medium and a light field", [87]. Cet
article contient une liste assez compléte de domaines de la physique ol interviennent les
systémes décrits ici, ainsi que des références.
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systémes de deux équations (d = 2). On peut alors supposer p;; = ftj;, €t
(58) est le systéme de Euler-Lagrange pour la fonctionnelle d’énergie

E(u) = %/Z{ Vi ()] + Nifug(z)*} do — 411/ Z piju; (zx)u? (z) da.

RN =1 RN ij=1

Cette fonctionnelle est bien définie si les fonctions wu; sont dans 'espace de
Sobolev H!(RY), car H'(RY) — L*(RY), si N < 3.

Remarquons que les solutions v qui nous intéressent sont celles dont au
moins deux des composantes u; sont différentes de zéro. Il est clair que des
solutions qui ont une composante non-triviale et d — 1 composantes nulles
existent toujours, par la théorie des équations scalaires.

Dans larticle [S7] je me suis intéressé en particulier & 'existence de so-
lutions de (58) d’énergie minimale parmi les solutions telles que u; # 0 pour
au moins deux indices ¢. Dans les cas ou l'on est capable de calculer expli-
citement les solutions d’énergie minimale - voir Théoréme 23 - ces solutions
représentent les profiles des solitons "lumineux"?, qui sont les plus fréquem-
ment observés, connus en physique depuis les articles fondateurs [128], [102].

Dans tous les articles cités plus haut on a étudié le cas uni-dimensionnel,
N = 1. Mon travail a été motivé par un article récent de Lin et Wei [95], ot
ils ont considéré pour la premiére fois le cas multi-dimensionnel. Le résultat
principal dans [95] affirme qu’une solution d’énergie minimale existe pourvu
que tous les coefficients hors-diagonale de la matrice (4;;) sont suffisamment
proches de zéro, avec une borne implicite. Mon objectif a été de considérer
des coefficients arbitraires et de donner explicitement des régions d’existence
et de non-existence pour les parameétres.

Pour simplifier les énoncés, on se concentrera sur un systéme de deux
équations

Auy — uy + pyud + Buui = 0
U, U2 € Hl (RN) (59)
Auy — Mg + pous + fuiuy = 0,

ou )‘7#17#2 > 0.
On recherche des points critiques non-triviales de la fonctionnelle

2 4
RN RN

1 1

2"bright photorefractive screening solitons", dans la littérature anglophone.
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sur 'espace H := HY(RY) x HY(RY). On considére I’'ensemble

N= JueHu#0u#0, [ (VaP+u) = [+ s

RN RN

[ (90 xid) = [ Bt + ot
RN

RN

Il est facile de voir que toute solution non-triviale de (59) appartient a N.
On pose
A= inf E(u), A, = inf E(u). (60)

ueN ueNNH,

ou H, contient les couples radiales dans H.

Proposition 1 Si A ou A, est atteint par un couple w € N alors ce couple
est une solution de (59), a condition que —oo < 3 < \/fiifiz -

Soit wy(x) = wi(|z]) Punique solution positive de I’équation scalaire
—~Aw+w=w* dans R". (61)

Cette équation est trés bien étudiée.

Mon premier résultat sur (59) concerne le cas A = 1 (autrement dit,
les vitesses de propagation sont ajustées aux fréquences). Dans ce cas on
donne une réponse compléte a la question d’existence de solutions positives
de (59) . Remarquons que si (u1, ug) est une solution d’énergie minimale alors
(Jua], lug]) 'est aussi.

Théoréme 23 Soit A\ = 1.
(1) St 0 < <min{py, ua} alors A= A, est atteint par le couple

k [ =
(VEw,, Viw), ot {g}ﬁiil _ 1 (62)

(i1) Si min{uy, po} < F < max{p, uo} et py # pe alors le systéeme (59)
n’a pas de solution dont les composantes sont positives ;

(111) Simin{py, uo} < B < /i alors A et A, ne sont pas atteints.
() Si 5> max{p, pus} alors A = A, est atteint par le méme couple que
dans (1).
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Remarque 1. 11 avait été montré dans [95] que A est atteint sous ’hypothése
0 < B < Bo(A, p1, 2, m), ou [y est petit (et inconnu).
Remarque 2. Le couple considéré dans (i) et (iv) est clairement une solution
de (59) avec A = 1, dans tous les cas ou fu, u2, 3 dans (62) sont tels que
k > 0,1 > 0. Le fait que cette solution est d’énergie minimale était une
question ouverte,voir [96], Remarque 1.4.

Le théoréme suivant concerne le cas général A > 1 et § € R.

Théoréme 24 On pose vy = A "5, 1y = poXi L.
(i) Soit vy la plus petite racine de l’équation

N2 (v + o)z + vy = 0.

Si —00 < B < vy alors A, est atteint par une solution de (59). En plus,
si 0< B <y alors A= A,.

(11) Sipe < 0 <y et po < py alors le systeme (59) n’a pas de solution
dont les composantes sont positives ;

(iii) Sipy < B < \/uipiz alors A et A, ne sont pas atteints.

(iv) Si B > Nimax{vy, v} alors A = A, est atteint par une solution
de (59).

Remarque 3. Les conditions dans (i) et (iv) du Théoréme 24 se réduisent &
celles du Théoréme 23, quand A = 1. Les résultats (i) et (iv) du Théoréme 24
peuvent étre améliorés (voir l'article). Néanmoins, il reste des regions pour
les parameétres ot nous ne savons pas s’il existe des solutions d’énergie mini-
male. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour 'existence de telles
solutions est une question ouverte trés intéressante que je compte poursuivre
dans ’avenir.
Remarque 4. 11 a été démontré dans [95] que A n’est pas atteint lorsque 5 < 0
("interaction répulsive"). J’ai montré que, néanmoins, (58) a des solutions
dans ce cas.

Observons enfin que la fonctionnelle E, qui au premier abord peut paraitre
assez "scalaire" par rapport au vecteur u, au sens ou

1 1
Blw) =5 [l = § [ <M,
RN RN

(avec M € S3(R), u? = (u?,u3)) en réalité a des propriétés qui différent for-
tement de celles d’'une fonctionnelle scalaire, en ce qui concerne 'existence de
solutions positive. Ceci résulte du fait que le systéme n’est pas complétement
couplé, voir la section 2 dans [S7].
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3.4 Systémes de type hamiltonien

En général, on distingue deux types de systémes elliptiques variation-
nels — systémes Lagrangiens, ou la non-linéarité est le gradient d’une fonc-
tion, comme dans la section précédente, et Hamiltoniens, ot nous avons par
exemple —Au = f(u,v), —Av = g(u,v) et il existe une fonction H (u,v) telle
que f = H, et g= H,.

Dans l'article [S1] je me suis proposé d’étudier I'existence et la régularité
des solutions faibles du systéme hamiltonien dans l’espace entier

—Au+u = g(z,v)
{—Av—i—v = f(x,u), r € RY, (63)

ol f et g sont des fonctions continues, le cas modéle étant g = |v|" tv et f =
|uP~'u. Les résultats obtenus se généralisent facilement au cas ot chacune
des fonctions f et g dépend de z,u, v et il existe une fonction (Hamiltonien)
H(z,u,v) telle que H, = f et H, = g.

Plusieurs travaux ont été consacrés aux systémes du type (63) (voir [43],
[48], [66], [79] et les références dans ces articles) dans un domaine borné. D.
de Figueiredo et J. Yang ont étudié (63) dans R™ et ont obtenu quelques
résultats partiels d’existence et de régularité pour ce systéme (voir [69] et
plus précisément le Théoréme 2.1 et le Théoréme 5.1 dans cet article).

Le premier de nos objectifs était de montrer que (63) posséde des solutions
radiales non-triviales sous des conditions qui représentent la généralisation
naturelle pour les systémes des hypothéses du “théoréme du col”. Nous avons
utilisé les hypothéses suivantes :

(h1) il existe C' > 0 et § > 0, tels que |f(z,t)] < CJt| et |g(z,t)] < Ot
pour tout z € RN et tout [t| < ;

(h2) pour tout x € RN lim; o @ = lim,;_, @ =0;

(h3) il existe des constantes positives C,p et g, telles que pour tout z € RY

et tout t € R
|f(z,t)] < C(1+tP),

64
g(e. ) < OOt i) oy
De plus, on suppose que les inégalités suivantes sont vérifiées :
1 1 2
>1L,q>1, —+—->1——; 65
N N (65)

(h4) il existe pu > 2, tel que tf(x,t) > pF(x,t), tg(x,t) > pG(x,t), pour
tout € RY et tout t € R\ {0}.
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Les inégalités (65) décrivent la région dans le plan ou le couple (p, ¢) doit
étre situé pour que ’on puisse appliquer des techniques variationnelles pour
résoudre (63). L’idée est que I'un des nombres p et ¢ peut étre plus grand

que exposant critique 222, 4 condition que 'autre soit suffisamment petit

N-2
pour compenser (noter que pour p = ¢ (65) se réduit a 1 < p < %) Cette

2
restriction a été introduite dans [43] et [79].

Théoréme 25 Supposons que (h2), (h3) et (h4) soient vérifices. Si f et g
sont radiales en x, (c.a.d. ne dépendent que de |x|), alors il existe une solution
faible radiale non-triviale de (63).

Les solutions faibles radiales de (63) sont les points critiques de la fonc-
tionnelle

O (u,v) = /AsuAtv dx — /F(J:,u) dx — /G(x,v) dx
RN RN

RN

sur I'espace des fonctions radiales dans H = H® x H'; ici s et t sont des
nombres réels, compris entre 0 et 2, tels que s+t = 2 et que l'on ait les
injections de Sobolev H® «— LP™! et H' — L1t (s et ¢ existent grice a (65)).
On note avec A® un isomorphisme canonique de 'espace fractionnel H*® vers
L2, Si p,q < 22 on peut prendre s =t = 1 et alors A*uA'v = VuVov + uw.

Il est & noter que cette fonctionnelle a un comportement essentiellement
différent de celles rencontrées dans les sections précédentes. Notamment, ¢
ici est fortement indéfinie, au sens ou 'on peut décomposer I'espace H en
somme directe de deux espaces de dimension infinie, H = H,&® H,, de maniére
a ce que le premier terme dans ® tend vers plus l'infini si v € Hy, [jul] — oo,
et vers moins 'infini si u € Hy, ||ul| — oo.

Nous avons obtenu le Théoréme 25 en tant que conséquence d’un résultat
de la théorie abstraite des points critiques, de type “linking” en dimension
infinie, da a S. Li et M. Willem (voir [91]).

Le Théoréme 25 étend considérablement le Théoréme 5.1 dans [69], en
affaiblissant les hypothéses (H4) et (H5) dans [69], et en supprimant ’hypo-
thése sur les paramétres p,q, «, 5 dans cet article. Soulignons que la facon
dont nous avons vérifié les hypothéses du théoréme de Li et Willem est sen-
siblement différente de celle utilisée dans [69)].

Nous avons obtenu un résultat de régularité pour les solutions faibles et
pour les solutions fortes de (63), en utilisant la technique de bootstrap. Nous
avons montré que cette technique, classique dans la théorie des équations

scalaires, s’applique aussi aux systémes. Dans la littérature, une paire (u,v)
a1l

est appelée solution forte de (63) si u € WQ’I%(RN), ve W (RM).
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Théoréme 26 (a) Supposons que (h1) et (h3) soient vérifiées. Alors les so-
lutions fortes de (63) appartiennent a WQ’S(]RN)Q, pour tout 2 < s < 00.

(b) Supposons que (h1) et (h3) soient vérifiées. Alors les solutions faibles
de (63) appartiennent a VV;f(RNf, pour tout 2 < s < 00.

(¢) Supposons que (h2) et (h3) soient vérifices. Alors les solutions faibles
radiales de (63) appartiennent & C*(RY). En plus, toutes leurs dérivées

d’ordre inférieur ou égal a 2 convergent exponentiellement vers zéro a l'infini.

Dans 69| de Figueiredo and Yang ont montré, sous I’hypothése supplé-
N+2

mentaire max{p, ¢} < 35, que les solutions fortes, ainsi que leurs dérivées,
convergent vers zéro a 'infini. Cela est un cas trés particulier du Théoréme 26
(a). La partie (b) du Théoréme 26 contient le résultat de régularité dans [79].
S’appuyant sur la technique de bootstrap, nous avons donné une démons-
tration simple de ce résultat. Le Théoréme 26 (c) est inspiré par le célébre
résultat de Berestycki et Lions (|24]) pour des équations scalaires autonomes.

Nous avons aussi étudié I'existence d’états fondamentaux du systéme (63),
c’est-a-dire de solutions qui minimisent l'intégrale de I'énergie ® sur I’en-
semble de toutes les solutions faibles non-triviales.

Théoréme 27 Sous les hypothéses du Théoréeme 18,

(a)  si toutes les solutions faibles du systéeme (63) sont radiales, alors ce
systeme admet un état fondamental ;

(b) le systéme
—Au+u = g(v)
{ —Av+v = ?”(u) (66)

admet un état fondamental, pourvu qu’il existe des constantes positives
c et C telles que

ottt < tf(t) < O

< 67
e < tglt) < Ot (67)

avec p et q vérifiant (65).

Le Théoréme 27 (a) est a utiliser avec le résultat de symétrie, établi dans
la Section 4.3. Ce résultat détermine une classe de systémes qui n’admettent
que des solutions radiales. Le Théoréme 27 (b) est un résultat indépendant
de la symétrie des solutions. Le cas modéle

{ —Au+u = (vh)?

—Av+v = (uh)’, r € RY, (68)

est couvert par chacune des deux parties du Théoréme 27.
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Finalement, nous avons montré que les résultats obtenus dans Section 3.2
peuvent étre généralisés pour le systéme hamiltonien

{—Au+b(w)u = g(z,v)

—Av+b(z)v = f(z,u), r e RN (69)

Cela étend un résultat de Y. Ding et S. Li ([57]), ou ils supposaient que

N+2
lim b(x) = oo, max{p,q} < .
i (z) pat < 5

3.5 Etude asymptotique dans le cas d’un systéme

Dans I'article trés récent [MS] nous étudions I'extension des résultats de
la section 3.1 aux systémes Hamiltoniens. Considérons le cas modéle

{_h2Au+b($)u = Jo|* (70)

—R*Av+b(z)v = |ulP~lu, r € RY.

L’objectif est de montrer que ce systéme a une solution positive pour A
assez petit, sous une condition naturelle de structure sur le potentiel b(x)
(comme dans la section 3.1).

On utilise une formulation duale du probléme, obtenue par la transformée
de Legendre-Fenchel, qui, contrairement au probléme initial, permet d’uti-
liser le théoréme du col (Théoréme 19) pour trouver des points critiques
généralisés. Ceci implique, par une procédure standard, I'existence d’une so-
lution faible du probléme, la difficulté étant de montrer que cette solution
est non-triviale.

Dans la démonstration de la non-trivialité on utilise de facon essentielle
que la valeur critique généralisée c; donnée par le Théoréme 19 tend vers zéro
lorsque 7 — 0. Cette idée apparait déja dans [S4]. En revanche, il s’avére
que la démonstration de la convergence vers zéro est nettement plus difficile
dans le cas d’un systéme. Notre preuve utilise des résultats fins de solvabilité
de problémes elliptiques dans des espaces de Sobolev fractionnaires via la
transformée de Fourier.
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4 Les résultats de symétrie et de monotonie.

Cette partie contient des contributions a I’étude des propriétés quali-
tatives des solutions positives de certains équations et systémes elliptiques.
Pour introduire le type de problémes qui nous intéressent, considérons I’équa-
tion modéle

Au+ f(u) =0  dans
u>0 dans € (71)
u=">0 sur  0f,

ot f € COYRT,R). On s’intéresse aux deux questions suivantes :
— Est-ce que toutes les solutions de (71) ont la méme symétrie que le
domaine 2 7
— Si (71) est surdéterminé (plus précisément, on rajoute une condition de
Neumann constante sur 0€2) et 2 n’est pas une boule, alors ce probléme
peut-il avoir une solution ?
En 1971, dans son célébre travail [116], J. Serrin a donné une réponse
négative a la deuxiéme question, pour un domaine borné.

Théoréme 28 (Serrin) Soit Q un domaine borné et soit u € C*(Q) une
solution de (71), telle que a_u = const sur OS). Alors ) est une boule,
n

centrée en un point xo € RN, u est radiale, c.a.d. u = u(|z —xo|) et, en plus,
— <0  pour r=|r—x0| > 0. (72)

Serrin a été le premier & utiliser la puissante méthode de déplacement
d’hyperplans pour des problémes du type (71). Cette méthode a été introduite
par A. Alexandrov, dans le cadre de I’étude des surfaces minimales.

S’appuyant sur la méme méthode, en 1979 B. Gidas, W.M. Ni et L. Ni-
renberg (|73]) ont donné une réponse positive a la premiere question, pour
un domaine borné et conveze.

Théoréme 29 (Gidas-Ni-Nirenberg) Soit Q un domaine borné, convezxe
dans la direction x1 et symétrique par rapport a Uhyperplan {z; = 0}. Si u
est une solution de (71) alors u est symétrique par rapport a {xy = 0} et, en

0
_u<0 dans QN {x; > 0}.

lus,
p 8I1

Corollaire 1 Si €2 est une boule, alors toute solution de (71) est radiale et
décroissante (c.a.d. (72) est vérifié).
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Ces deux théorémes classiques ont connu de nombreux développements
pendant les vingt derniéres années. Cela a été rendu possible surtout par
I'important travail de H. Berestycki et L. Nirenberg (|25]), qui ont amélioré et
simplifié la méthode de déplacement d’hyperplans. Citons en plus le résultat
de C. Li (|90], voir aussi [94]) qui a montré que toute solution de (71) dans RY
(rappelons qu’alors on suppose u — 0 a l'infini) est radiale et décroissante
par rapport a un point dans R, sous I’hypothése supplémentaire

(1)  f est décroissante au sens large dans un voisinage de zéro.

Notre objectif a été d’étendre les résultats de Serrin, Gidas-Ni-Nirenberg
et C. Li a une classe de domaines non-bornés et non-convexes. Nos résultats
permettent de résoudre deux vieilles conjectures d’origine physique, prove-
nant de I'électrostatique et de la théorie de la capillarité.

Nous avons aussi étudié ’extension des résultats cités aux systémes co-
opératifs faiblement couplés. Ces extensions jouent un role important dans
certains résultats d’existence, voir le Chapitre 3. Enfin, nous avons récem-
ment obtenu des résultats de symétrie pour les solutions de viscosité d’équa-
tions complétement non-linéaires (comme les équations de Hamilton-Jacobi-
Bellman et d’Isaac).

4.1 Examples de problémes physiques menant & des pro-
blémes aux limites sur-déterminés

Suivant [S5] nous allons énoncer deux hypothéses, provenant de ’électro-
statique et de la théorie de la capillarité, dont la résolution (décrite dans la
section suivante) nécessite I'étude de problémes elliptiques sur-déterminés.

Considérons ’état d’équilibre d'un liquide homogéne et incompressible,
contenu dans un réservoir cylindrique vertical, sujet a la force gravitation-
nelle. On prend un systéme de coordonnées Ozyz, en supposant que 'axe Oz
est vertical, parallel a I'axe du vaisseau (voir Figure 2). Soit €2 la section du
cylindre. Pour tout (z,y) € Q on définit u(x,y) comme la hauteur & laquelle
se trouve la surface du liquide au dessus du point (z,y, 0).

Dans cette situation les deux premiéres conditions pour un équilibre hy-
drostatique (loi d'Euler et loi de Laplace) se réduisent a I’équation suivante

divL —bu=q dans €, (73)

Vv 1+ |Vul?

ou b= @, et ¢ est une constante universelle (voir [104], Chapitre 2). Selon

I'usage p désigne la densité du liquide, o est la tension a la surface, et g est
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la constante gravitationnelle. Toutes ces quantités sont constantes dans ce
modéle.
Alors la condition d’équilibre hydrostatique de Dupré-Young devient

% = —(cosa)y/1 + |Vul? sur OS2, (74)

ot n est la normale intérieure a J€) et « est 'angle de contact entre la surface
du liquide et les parois du cylindre.

La question qui nous intéresse est la suivante : quand est-ce que le liquide
se trouve a la méme hauteur au dessus de chaque point du bord 0027

Si u =const sur Jf) alors la dérivée normale de u est égale & la norme du
gradient de u sur 052, du coup (74) se réduit a

0
a—Z = —(cotga) sur Of.
On peut supposer que a < 7 (pour a = 7 la seule solution de (73)-(74)
est u = _Tq’ indépendamment de la forme de 09).

Par le principe du maximum u atteint son maximum dans Q sur le bord
0f). Par le principe du maximum fort, si © = const sur 02 alors u atteint son
maximum seulement sur 0€), sauf si u est constante dans €2, ce qui est exclu
par a # 7.

Donc, en conclusion, pour répondre a la question posée ci dessus, nous
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devons étudier la solvabilité du probléme aux limites suivant

( divL —bu = const dans
V14 |Vul?
u > 0 dans € (75)
u = 0 sur Of2
ou

= const sur Of2

\ on
(on a remplacé u par maxqgu — u). Cette équation a été étudié par Serrin
dans Darticle [116], cité dans la section précédente. Il a montré que le seul
cas ou (75) a une solution est lorsque le cylindre est circulaire, c’est-a-dire
lorsque €2 est une boule.

Considérons maintenant une situation duale a celle qu’on vient de décrire.
Notamment, on prend un large réservoir rempli de liquide ot I'on immerge
un cylindre solide. Alors on obtient la méme équation, mais dans le domaine
extérieur RV \ Q.

Plus généralement, supposons qu’on ait plusieurs corps cylindriques de
sections (2;, = 1,...,m, que 'on immerge, et étudions la hauteur des sur-
faces de contact entre le liquide et leurs parois. On se demande s’il est possible
que cette hauteur soit constante pour chaque cylindre (équilibre). Ou bien,
étant donné un ensemble de cylindres ainsi immergés, on se demande si 1’on
peut en rajouter d’autres, de maniére a ce que le systéme obtenu soit en
équilibre.

Mathématiquement, on obtient le probléme surdétérminé

( \%
div———— —bu = const dans RN\ (U)
V14| Vul?
U > Uso dans RY\ (UQ)
U — U si |z = o0 (76)
u = a; >0 sur 09, 1=1,...,m.
ou ,
— = —cotga; sur Oy, i=1,...,m.
\ on

Un probléme trés similaire provient de 1’électrostatique. Si 'on a plu-
sieurs corps conducteurs, avec des distributions de charge constantes sur leurs
bords, on peut se demander sous quelle condition ce systéme est en équilibre,
c’est-a-dire, sous quelle condition le potentiel induit par ces distributions est
constant. Alors on obtient une fonction harmonique, qui vérifie les mémes
conditions aux bords que dans (76).

Le résultat dans la section suivante apporte la réponse aux deux questions
que ’on vient de poser.
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4.2 Problémes aux limites sur-déterminés dans des do-
maines extérieurs

On s’intéresse a I'équation elliptique

{ Qu+ f(u,|Vul) =0 dans Q\G (77)

u>0, uweC? dans Q\G,

avec des conditions aux limites que 1'on précisera ci-dessous. Ici 2 est un
k

domaine borné de classe C? dans RY(N > 2) ou Q = RY; G = 'U1 G, ou
1=

k € N et G; sont des domaines bornés de classe C2, avec G; N G; = () pour
i # 7. On suppose que G C Q et que Q \ G est connexe.
De plus, on suppose que

(@) Qu—div(g(|Vul)Vu) ot g € CX([0,00)) , g(s) > O et (sg(s)) > 0 pour
tout s > 0. Autrement dit, ) est un opérateur strictement elliptique
régulier (le Laplacien correspond a g = 1).

(f)  f(u,v) est une fonction localement lipschitzienne dans [0, ) et, de
plus, si = R alors f est décroissante en u au sens large, pour u et
v proches de zéro.

Les conditions aux limites qu’on considére sont les suivantes :

0
u=a; >0 et —”:aigo sur 0G;, i=1,...k, (78)
on
ol a;,a;,t = 1,..., k, sont des constantes et n désigne la normale intérieure
sur (2\ G). Si Q est borné on suppose que
ou
u=0 et — =const sur Of. (79)
on

Dans le cas Q = R" la condition & I'infini est la suivante :
Vu(z),u(x) - 0 quand |z| — oo. (80)
Dans ce dernier cas, si f ne dépend pas de |Vu| on suppose seulement que

u(z) — 0 quand |z| — oo.
Le théoréme suivant, démontré dans [S3|, contient notre résultat principal.

Théoréme 30 On suppose (q) et (f).

(a) Soitu une solution de (77) satisfaisant les conditions aux limites (78)
et (79), ou (78) et (80). Alors k =1, Q et G sont des boules concentriques,
centrées en un point xg € RY, u est radiale, u = u(|z — x¢|) et, en plus,

du

- < 0  for r=|r—x0| € (p1,p2),

23



ol py et py désignent les rayons de G et Q (0 < p; < ps < 0).

(b) Si l'on suppose a priori que 2 ou/et G est une boule finie alors le
méme résultat reste vrai si [’on enléve ’hypothése que la dérivée normale soit
constante sur le bord de Q2 ou/et G.

Le résultat de Serrin (Théoréme 28) correspond a Théoréme 30 (a), avec
u > 0,G = 0 et Q borné. Plus récemment il y a eu plusieurs tentatives
d’aborder les cas 2 = RY et G # ). Alessandrini (|2]) a obtenu Théoréme 30
(a) pour €2 borné et f = 0. Willms, Gladwell et Siegel ([127]) ont montré le
méme résultat dans le cas ou €2 et GG; sont bornés et convexes, avec en plus
f=1,N=2Q = A. Finalement, Reichel [115] a démontré le Théoréme 30
sous les hypothéses supplémentaires

ap=...=a,=a e O<u<a dans Q\G.

Le Théoréme 30 englobe et généralise tous ces résultats. Sa preuve, assez
longue, utilise la méthode de déplacement d’hyperplans et des raisonnements
géométriques.

Il importe de remarquer que la démonstration du Théoréme 30 reste va-
lable si I’on considére un cas “limite” pour G, a savoir G' = {x¢}, avec 7y € RY
tel que u(zrg) = max,equ(x) > 0. Cela signifie que notre résultat comprend
ceux obtenus pour les situations ot G = ) (|73] et [41] pour une boule, [90]
pour RY). En plus, si € est arbitraire et G = {x,} alors le Théoréme 30 donne
une extension du résultat de Serrin pour des solutions positives seulement au
sens large.

Comme conséquences du Théoréme 30 on obtient deux résultats concer-
nant les problémes en physique décrits dans la section précédente.

Théoréme 31 Des distributions de charge constantes sur les frontieres de
deuz ou plus conducteurs réguliers dans RN ne peuvent pas induire des po-
tentiels constants a lintérieur des conducteurs.

Théoréme 32 Deux ou plus cylindres réquliers, plongés dans un réservoir
infini et rempli de liquide, ne peuvent jamais faire monter des surfaces capil-
laires a hauteurs constantes autour de leurs parois.

Pour Théoréme 31 on obtient une équation du type (77) avec f = 0 et

Q = A, tandis que pour Théoréme 32 on a f(u) = —ku, avec £ > 0 et
Qu = div\/v—ui — l'opérateur de la courbure moyenne.
14| Vul?
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4.3 Symétrie des solutions de systémes elliptiques semi-
linéaires dans l’espace entier

Comme nous ’avons déja indiqué, la théorie des systémes elliptiques a pris
beaucoup de retard vis-a-vis de la théorie des équations scalaires. Il existe
pourtant une classe importante de systémes — les systémes coopératifs que
nous avons déja rencontrés — qui dans nombre de cas exhibent des propriétés
qui les rendent similaires, avec une structure cependant bien plus riche, aux
équations scalaires. L’article [BS1] était le premier dans un programme, pour-
suivi en collaboration avec Jérome Busca, destiné a comprendre la nature de
cette classe.

Nous avons étudié le systéme

Au; + fi(ur, .. up) =0 dans RN, i=1,...,n,

u; > 0 dans RV, (81)
ui(x) -0  quand 7 =|z| — o0,
oun >1,N > 2et fi,...,f, sont continiment différentiables dans 1'en-

semble R” = (0,00)" (les résultats se généralisent facilement pour f; seule-
ment localement Lipschitziennes). Remarquons que le systéme (81) est faible-
ment couplé, au sens ou le couplage n’intervient que dans les termes d’ordre
Z€ro.

Des exemples de systémes qui satisfont nos hypothéses peuvent étre trou-
vés dans les sections 3.3-3.4.

On suppose que (81) est coopératif, ce qui signifie que

(H1) pour tout i, € {1,...,n}, tels que i # j :

ofi
/ >0 dans R’}r.

Ou,

En 1981 W. Troy ([122], voir aussi [120]) a montré que si (H1) est satisfait
alors les solutions de
Au; + fi(uy,...,u,) =0 dans B, i=1,...,n,
u; >0 dans B,
u; =0 sur 0B,

ol B est une boule, sont nécessairement radiales. La question de la symétrie
des solutions dans I’espace entier est restée ouverte.

Le probléme dans RY a une particularité : le centre de symétrie n’est pas
défini & priori (en effet, (81) est invariant par rapport aux translations). Par
conséquent on a besoin d'une hypothése supplémentaire pour garantir que
toutes les fonctions uq, ..., u, sont symétriques par rapport au méme point.
L’hypothése suivante joue ce role et exprime le fait que (81) fait dépendre
ces fonctions 'une de l'autre.
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(H2) Il existe une constante € > 0 telle que le systéme (81) soit compleé-
tement couplé dans ’ensemble

O, ={u| ueRY, |u| <e},

c’est-a-dire pour tout I, J C {1,...,n}, INJ =0, TUJ ={1,...,n}
il existe 19 € I et jo € J tels que

—= >0 dans O..

Le couplage complet est une propriété souvent rencontrée dans la littérature
sur les systémes elliptiques, que nous avons déja utilisée plusieurs fois dans
les chapitres précédents.

Il est clair que pour la symétrie dans RY on aura besoin d’une hypothése a
I'infini, de type (1) (voir page 50). Nous avons utilisé la généralisation suivante
de (1) pour des systémes :

(H3) il existe € > 0 tel que tous les mineurs principaux de la matrice

(_8%' (u )) 1<i,j<n

sont positifs au sens large, pour tout u* € O., 1 <i < n.
Rappelons que les mineurs principaux d’une matrice (m;;)1<ij<n sont les
déterminants des sous-matrices (m;;)1<; j<k, avec 1 <k < n.
Nous avons montré le théoréme suivant.

Théoréme 33 Supposons que les fonctions fi,..., fn, vérifient (H1)-(H3).

Soit (uy,...,u,) une solution classique de (81). Alors il existe un point xy €
RN tel que les fonctions ui, . .., u, sont radiales par rapport & xg, c’est-a-dire
wi(z) = wi(|lx — xzol), i =1,...,n. De plus,
du; _
d—l < 0 pour tout r = |z — x| >0, i=1,...,n.
,

En plus, pour les systémes de deux équations nous avons un théoréme de
symétrie sans hypothése de couplage, voir Théoréme 2 dans |[BS1].

Les résultats dans [BS1| ont été utilisé par plusieurs auteurs dans 1’étude
de la solvabilité de systémes dans ’espace entier, comme celles étudiées dans
les sections 3.3-3.5 (voir les articles correspondants et les références qui s’y
trouvent).
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4.4 Propriétés qualitatives des solutions de viscosité
d’équations complétement non-linéaires

Dans larticle [LS] nous obtenons des résultats de symétrie de type Gidas-
Ni-Nirenberg pour les solutions de viscosité d’équations complétement non-
linéaires

F(D?u, Du,u,z) = 0 dans €
u > 0 dans (82)
u = 0 sur  0f),

oil F' est une fonction réelle continue sur Sy(R) x RY x R x Q (Sy(R) est
I'espace des matrices symétriques N x N).
Les problémes modéle sont les suivants

M;A(DQU) +b|Vu| + f(u) =0, M;A(D%) — b|Vu| + f(u) =0, (83)

ou f est une fonction localement Lipschitzienne et MY\, M3 , sont les opé-
rateurs extrémaux de Pucci (voir la section 1.2), avec paramétres 0 < A < A,
b > 0. Le résultat classique de Gidas, Ni et Nirenberg concerne le cas
A = A =1, autrement dit, My, = My, = A.

Des résultats de symétrie pour les solutions classiques d’équations du type
(82) ont été obtenus par C. Li [93]. Berestycki and Nirenberg [25]| ont étendu
ces résultats, en simplifiant leurs preuves.

Une hypothése essentielle dans [25] est que 'opérateur F' doit étre contini-
ment differentiable en la matrice des deuxiéme dérivées de u € C?(Q2)NC(Q).
Ceci ne permet pas d’appliquer les résultats de [25] & des classes importantes
d’équations, comme les équations qui contiennent des opérateurs de Pucci,
les équations de Hamilton-Jacobi-Bellman, ou les équations d’Isaac, ot cette
dépendance est seulement lipschitzienne.

D’autre part, Badiale [12] a montré des résultats de symétrie pour des
solutions de viscosité de (82) sans hypothése de régularité, mais sous I’hypo-
thése que lopérateur F' satisfasse le principe de comparaison. Ceci est une
restriction assez forte (par ailleurs, nous I’étudions dans le chapitre 1).

Dans [LS| nous joignons et étendons les résultats cités ci-dessus. Nous
montrons que la méthode de déplacement d’hyperplans d’Alexandrov [3],
peut étre adapté pour s’appliquer dans le cadre général des solutions de vis-
cosité d’équations uniformément elliptique de type (82), sans autre hypothése
que la dépendance lipschitzienne de F(M,p,u,x) en (M,p,u).

On rappelle par ailleurs que l'existence et I'unicité de solutions d’équa-
tions du type (82) ont été trés étudiées dans le cas d’équations propres (c’est-
a-dire, lorsque F' est monotone en u), ce qui garantit que F' satisfasse le
principe de comparaison, voir par exemple [49], [40], [50]. Assez récemment
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des résultats d’existence pour des équations non-propres du type (83) ont été
obtenus par Felmer-Quaas [63] et dans nos travaux (voir Chapitre 1). Par
exemple, on montre dans [63|, [QS2], que le probléme de Dirichlet pour (83)
dans une boule a une solution positive et radiale lorsque f a une certaine
croissance polynomiale. Nos résultats montrent qu’en réalité toutes les solu-
tions positives sont radiales. Il est bien connu que la symétrie des solutions
est une étape importante dans la preuve de 'unicité dans le cas non-propre.
Nous allons maintenant énoncer nos résultats. Si F(M,p,u) ne dépend
pas de x nous supposons simplement qu’elle est uniformément elliptique,
globalement Lipschitzienne en (M, p) et localement Lipschitzienne en w :

(H1) pour tout R > 0 il existe une constante Kr > 0 telle que, pour tout
M,N € 8"(R), p,q € RN, u,v € [-R, R], on ait

F<M7p7 U)—F(N, q, U) 2 M;A(M - N) - KR'p - (J| - KR|U - U|7
F(M,p,u)=F(N,q,v) < M{,(M—N)+ Kglp—q| + Kglu—v].
Dans le cas général on suppose que
(H2) (Régularité) pour tout R > 0 il existe une constante Kr > 0 et une
fonction wr: RT — RT, wr(0%) = 0, telles que, pour tous =,y € €,
p,q € RN, M,N € SN(R), Uy, U € [—R, R]
|F(M,p,u1,x) — F(N,q,u2,y)| < Kg{lp—ql +||M — N||
+ ur —uo| + [z — y[([[M]| +[IN]))}
+ wr(lz —yl(1+ |pl + lg])) -

(H3) (Ellipticité) 1l existe x > 0 tel que, pour tous v € Q u € R, p € RV,
M,N € Sy(R) avec N >0

F(M + N,p,u,z) — F(M,p,u,z) > kTr(N) .

I est facile de montrer que (H2) et (H3) impliquent (H1) et y sont
équivalentes lorsque F' ne dépend pas de z.

Etant donnée une matrice M = (m;;) € Sy(R) on note avec M®* 1la
matrice obtenue de M en remplacant my, et my; par —m;, et —my; respec-
tivement, pour chaque i # k,j # k. Il est clair que M et M® ont toujours
les mémes valeurs propres. De plus, pour chaque vecteur p € RY on pose
P = (p1,. .., Peet1, Pk Pht1s - - - DN)-

On utilisera les hypothéses d’invariance suivantes.

(O) € est convexe dans la direction xy, symétrique par rapport a 'hyper-
plan {z; = 0}, et pour tous M € S"(R),p € RV, u € (0,00),x € Q, :

et F' est décroissante au sens large par rapport a xy si xx > 0.
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(O) Q est une boule B centrée a l'origine, ou 2 = RY ou Q@ = RV \ B et
pour tous M € S"(R),p € RN, u € (0,00),z € Q, et tout k :

et F' est décroissante au sens large par rapport a xy si xx > 0.

Alors nous avons I'extension suivante du théoréme de Gidas-Ni-Nirenberg.

Théoréme 34 Supposons que Q C RY est borné, et que (H2), (H3), et (Oy)
sont vérifiées, pour un certain k € {1,...,N}. Soit u € C(Q) une solution
de wviscosité de (82). Alors u est symétrique par rapport & xy, c’est-a-dire,
u(z) = w(@®) pour chaque v € Q. En plus, u est strictement décroissante

par rapport a xp > 0.

Corollary 35 Supposons que ) est une boule centrée a l'origine, F est ra-
diale en x et décroissante en |x|, et satisfait (H2), (H3), et (O). Alors toute
solution de viscosité de (82) est radiale et strictement décroissante en |z|.

Nous avons aussi obtenu des résultats de symétrie dans des domaines
non-bornés. Dans [14] Badiale et Bardi ont montré que les solutions positives
d’une large classe d’équations elliptiques dans RY sont asymptotiquement
radiales, c’est-a-dire, les ensembles de niveau des solutions s’approchent a
des spheres lorsque |z| — oo. Les théorémes suivants complétent ces ré-
sultats pour des équations uniformément elliptiques et pour des domaines
symétriques, auquel cas nous sommes en mesure de montrer que tous les
ensembles de niveau sont des sphéres.

Théoréme 36 Supposons que F' ne dépend pas de x, satisfait (H1) et (O),
et que F est décroissante en u si u € [0,0), pour un certain 6 > 0. Soit
u € C(RY) une solution de viscosité de

F(D*u,Du,u) = 0  dans RY
u > 0  dans RN (84)
u — 0 lorsque |z| — 0.

Alors u est radiale et strictement décroissante en |z|.

Le Théoréme 36 peut étre obtenu comme cas particulier du résultat sui-
vant, qui concerne des domaines extérieurs.
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Théoréme 37 Supposons que Q = RN\ B ot B est une boule, F' ne dépend
pas de x, satisfait (H1) et (O), et que F est décroissante en u si u € [0,0),
pour un certain 6 > 0. Soit uw € C(2) une solution de viscosité de

F(D?u,Du,u) = 0  dans 0
u > 0 dans Q
u = a sur 0B (85)
u — 0 lorsque |z| — o0,

pour un certain a > 0. On suppose en plus que pour chaque x € OB et pour
chaque direction v € RN \ {0} tels que v-n(x) > 0, n(x) = x/|z|, on a

t —
lim sup uz+tv) - ulz) <0. (86)
) t

Alors u est radiale et strictement décroissante en |z|.

Dans la preuve de ces résultats nous démontrons et utilisons le fait que
sous (H2)-(H3) la différence entre une sur-solution et une sous-solution de
(82) est une sur-solution d’une équation ou apparait un opérateur uniformé-
ment elliptique et positivement homogéne d’ordre 1, a qui s’appliquent les
résultats du Chapitre 1.

Proposition 2 Soit F' satisfaisant (H1) — (H2). Soient uy, semi-continue
supérieurement (resp. uy semi-continue inférieurement) une sous-solution
(resp. sur-solution) de F(D*u, Du,u,x) =0 dans Q2. Alors il existe des con-
stantes positives A\, A\,b (dependant des normes L™ de u; et de us) et une
fonction bornée c(x) (dont la norme L depend seulement des normes L™
de uy et us, ainsi que d’une norme locale C%' de F par rapport & u sur la
réunion des images de uy,us) telles que la fonction w = us — uy est une
sur — solution de viscosité de

M;,A(DQw) —b|Dw| + c¢(z)w =0 dans Q. (87)

Si en plus F' est décroissante par rapport a u, alors ¢ < 0 dans €.

4.5 Un résultat de monotonie pour les systémes

L’application de méthodes de degré topologique pour montrer I’existence
de solutions d’un probléme aux limites dépend fortement de la possibilité
d’établir des estimations a priori pour les solutions éventuelles du probléme
(voir Section 2 o ces questions sont discutées en détail). Une méthode trés
puissante pour montrer des estimations a priori pour les solutions réguliéres
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est due & Gidas et Spruck. Elle repose sur la technique de "blow-up", qui
consiste a ramener le probléme & un théoréme de type Liouville, c’est-a-dire
de non-existence de solutions dans RY ou dans un demi-espace de R” .

Une idée de Dancer [53| permet de lier la non-existence de solutions dans
un demi-espace a un résultat de monotonie dans le demi-espace. Plus exac-
tement, si une solution dans {x € RY : zy > 0} est monotone en xy, alors
par passage a la limite xy — oo on obtient une solution dans RY¥~! et on
utilise les théorémes de Liouville dans 'espace entier. Dans une partie de
I'article [FS1] (certains développement peuvent étre trouvés dans [S9|) nous
avons obtenu un résultat de monotonie pour les systémes, qui joue un role
primordial dans les théorémes d’existence et d’estimations a priori, qui y sont
établis.

Nous décrirons ce résultat dans cette section. On considére le systéme

Au1+f1(u17u2) =0
{Saihon = -

ol f; € CYR2),i=1,2,

Afi

(@) >0 for all i # j, @ € R?, (89)
an

et
Ji(ur, uz) = uh + g1 (ur, uz)uy, Jo(ur, ug) = uf + go(ur, ug)ug,  (90)

pour p,q > 1,pq > 1 et des fonctions continues g, g2, avec croissance poly-
nomiale en uq, uy. Les résultats se généralisent a des systémes de plusieurs
équations, comme dans [S9].

Théoréme 38 Supposons qu’on ait une solution non-triviale positive bornée
de (88) dans RY = {z € RY | xx > 0}, telle que uy = uz = 0 sur ORY. On
suppose que (89) et (90) sont vérifiées. Alors

((9uz-

Din >0 dans ]Rf, i=1,2. (91)

Ce théoréme étend aux systémes des résultats de monotonie de Dancer
et Berestycki-Caffarelli-Nirenberg pour les équations scalaires. Sa preuve est
basée sur la méthode de déplacement d’hyperplans. L’application de cette
méthode dans un domaine non-borné de type demi-espace est assez délicate,
et utilise un principe de maximum dans des domaines étroits (voir [36],[37])
et I'inégalité de Harnack que nous avons établi dans [BS2|. C’est cette der-
niére inégalité qui crée le plus de problémes dans le cas d'un systéme, car
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la constante dans I'inégalité dépend du couplage dans le systéme, et ce cou-
plage peut dégénérer lors de la procedure de déplacement d’hyperplans. Ceci
nous a conduit a établir des variantes de I'inégalité de Harnack pour des sys-
témes, ou 1'on décrit de maniére plus exacte la dépendance de la constante
du couplage.

Nous avons montré les inégalités suivantes, qui sont aussi d'un intérét
indépendant.

Théoréme 39 Soit (u1,us) une solution positive de (88) dans un domaine
G quelconque. On suppose (89) et (90). Soit K un compact dans G et

max < inf uq, inf uy p <1, max { sup g, sup us ¢ < M.
zeK zeK zeG zeG

1 1

p q
sup max{uy, us} < C'min { (inf u1> , <inf u2> } )
€K zeK zeK

ot C' dépend seulement de N, M, K,G.

Alors

Théoréme 40 Soient a,b,c,d € L>®(Bsy) tels que |al,|d] < A, et 0 < b <
A,0 < ¢ < A dans une boule By de rayon 2. Soit (uy,us) une solution positive

de
Aug + a(x)u; + b(z)uy = 0
AUQ + c(x)ul + d(.T)UQ = 0

dans By. On suppose en plus que b(x) est bornée inférieurement par une
constante strictement positive sur la boule concentrique By de rayon 1. Alors

sup u; < C inf wy. (92)
reB; z€B1

supp, b

ot la constante C' dépend de N, A, et d’une borne supérieure pour

infp, b’

Le théoréme 38 s’étend au cas ou le Laplacien dans (88) est remplacé par
un opérateur extremal (par exemple un opérateur de Pucci) et on considére
des solutions de viscosité de (88). Ceci est démontré et joue un role important
dans larticle [QS5].

Le Théoréme 38 a posé la question de la nécessité de ’hypotheése (90), dont
nous avons eu besoin pour appliquer I'inégalité de Harnack. Treés récemment
N. Dancer [54] a montré que le résultat de monotonie reste vrai pour des
systémes de deux équations plus généraux.
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