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Chapitre 1

Introduction

L’utilisation des probabilités pour la modélisation financiére date du début du vingtiéme siécle. En 1900,
L. Bachelier [1] définit le mouvement brownien pour batir une ”théorie de la spéculation”. Cet outil
mathématique n’est cependant utilisé de maniére systématique que plusieurs décennies aprés. En 1973,
Black et Scholes proposent un modéle ou les prix suivent une loi lognormale. Depuis, en temps continu,
la majorité des modeéles utilisés en finance sont des modéles gaussiens.

Cependant, ces modéles ne tiennent pas compte de la présence de sauts dans 1’évolution des prix. De
nombreux auteurs ont utilisé les processus a sauts pour rendre compte de ces faits. On s’intéresse depuis

quelques années & des modéles ot les prix sont donnés par
dX; = X, (Gedt + GrdW, + ¢, dMy)

ol W est un mouvement brownien et M la martingale compensée d’un processus de Poisson.

L’un des problémes majeurs en finance est celui de la valorisation d’actifs financiers. Or dans ce cadre,
I'introduction de processus a sauts pose le probléme de I'incomplétion des marchés. En effet, la martingale
( fo o, dW, + ngSd]f\\js,t > 0) ne posséde en général pas la propriété de représentation prévisible. Cette
situation, conduisant & une fourchette de prix et & I'impossibilité de construire une couverture parfaite,

peut étre évitée en construisant un processus mixte (cf. [19]) ou & et & veérifient
o1y =0 (1'1)

et sont ajustés de facon a ce que la martingale ( f o dW; + €~15th)15 ait la propriété de représentation
prévisible.

La premiére partie de cette thése est consacrée a I’étude d’un modéle de marché complet dans lequel la
dynamique de prix de I'actif S est dirigée par une diffusion mixte vérifiant la condition (1.1).

On considére un marché financier constitué d’un actif sans risque S° et d’un actif risqué S tels que

dsY = SPr(t)dt =1 0<t<T (1.2)



et

s, = S, (wdt+0,dY™)  0<t<T 13

So = 5 .
ot T est un horizon fini. La martingale Y (%) est solution de 'équation de structure

Ay (@), Y], = a2di + ¢,dY,¥,0<t < T (1.4)

ou ¢ et a sont deux fonctions déterministes bornées définies de [0, 00] dans R (resp. de [0, 00| dans RY)
Cette modélisation a été introduite dans [11].

La complétion du marché est assurée dés que la martingale Y (® posséde la propriété de représentation
prévisible. Nous établissons cette propriété et nous caractérisons I'unique martingale mesure équivalente.
Dans le cas d’un call européen, nous montrons qu’il existe une expression du type Black-Scholes pour le
prix et nous explicitons ensuite la stratégie de couverture.

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR en abrégé) ont été introduites par Pardoux
[17] et Peng [18] dans le cadre mathématique. Leur utilisation en modélisation financiére a permis de
résoudre des problémes d’optimisation. Le troisiéme paragraphe de cette partie est consacré a 1'étude

des solutions de I’équation différentielle stochastique rétrograde suivante

F(t, S, Hy)dt — HydY ™
I3

—dS;

(1.5)
St

Nous énoncgons un théoréeme d’existence de solutions et un résultat de comparaison pour les solutions de
I'équation (1.5). Ces résultats nous permettent de résoudre dans le quatriéme paragraphe le probléme

d’optimisation de richesse/consommation suivant

T
V(@) = max ] /0 Uy (¢, c(t))dt + Up(X5™°)].

Enfin, nous donnons la loi du temps d’atteinte d’une barriére pour le processus S.

La deuxiéme partie de ce travail est consacrée a 1’étude d’une modélisation du risque de défaut. Depuis
I'introduction des problémes de modélisation du risque de défaut, deux types de modéles coexistent.
Dans la premiére classe due & Merton [16], appelée modeéle de structure, le défaut apparait comme le
premier instant ou le prix d’une firme passe en-dessous d’une barriére. En particulier, I'instant de défaut
est un temps d’arrét dans la filtration des prix.

La seconde classe de modéle est ”le modele a intensité” (Duffie et Lando [7], Duflie Schroder et Skiadas
[8], Jarrow-Turnbull [10], Madan et Unal [15] ). Le défaut dans ce cas est modélisé comme le premier
saut d’un processus ponctuel avec une intensité stochastique.

Dans les deux cas, les auteurs ne distinguent cependant pas I'information liée au défaut de I'information
du marché.

Nous proposons une modélisation de 'instant de défaut qui différencie ces deux types d’information. Cette



approche présente d’une part 'intérét de faire le lien entre les deux approches décrites précédemment,

et d’autre part la possibilité de comparer les marchés ”sans” et "avec” défaut.

Considérons un marché financier construit sur un espace de probabilité (2, G, P), constitué de n actifs
risqués S*, i =1, ...,n et d’un actif sans risque S°.
L’information F; disponible sur ce marché a la date ¢ est contenue dans la connaissance des prix des

actifs. On a donc

Fy Qa(Sz, S0 s<t, it=1,..,n).

Les cas particuliers que nous étudions par la suite sont les cas ou la filtration F est la filtration grossiére
(chapitre 4), la filtration des prix, la filtration des prix observés a des instants discrets (chapitres 6, 8,
9).

L’instant de défaut dans le marché est modélisé par une variable aléatoire 7, supposée G-mesurable et

positive. Le processus de défaut est défini par le processus croissant continu & droite
Ny =1<yy- (1.6)
La filtration complétée engendrée par le processus de défaut est notée (H;),
H, = 0(Ns, s <t).

On remarque que T est un H-temps d’arrét, et donc un I—temps d’arrét pour toute filtration I contenant
H. De plus, H est la plus petite filtration faisant de 7 un temps d’arrét.
Nous supposons que les agents financiers sont avertis lorsque le défaut se produit.

Par conséquent, I'information que les agents possédent a la date ¢ est représentée par la tribu G; ou
Gy = F V' Hy. (1.7)

La filtration G est la plus petite filtration contenant F telle que 7 est un G—temps d’arrét.

Le probléme de modélisation consiste & comprendre le lien entre le temps de défaut 7 et la filtration F.
11 s’agit donc de récrire les dynamiques des prix dans la filtration G, filtration du monde avec défaut.
En particulier se posent les questions suivantes :

- les prix restent-ils des G-semi martingales ?

sous quelles hypothéses les F-martingales restent-elles des G-martingales 7

- comment, calculer les espérances conditionnelles dans la filtration G 7

- comment évaluer le prix d’actifs contingents, compléter le marché s’il n’est pas complet 7

Les trois premiers problémes ont été largement étudiés dans les travaux de Jeulin [12], Yor [21], Della-

cherie ([5] ou [6]).

Filtration grossiére
Nous commencons I'étude de ce probléme par le cas particulier ou la filtration F est la filtration grossiére.

Le chapitre 4 est consacré a ’étude de ce cas.



Nous remarquons que G = H. Ceci est notamment réalisé en information partielle (cf [7]). Cette situation
présente deux intéréts majeurs. Premiérement, les calculs peuvent se mener facilement ”a la main”. De
plus, la simplicité de la situation permet de bien comprendre la problématique.

Dans le second paragraphe, nous donnons la valeur d’un zéro-coupon soumis au défaut. Nous montrons
que I’évaluation d’'un tel actif se fait au moyen de la fonction de répartition de 7. Par conséquent, la
calibration des parameétres nécessite de pouvoir retrouver a partir de données du marché la fonction de
répartition. Si des zéro-coupons de toutes maturités sont traités sur le marché, nous établissons que la

fonction de répartition est obtenue a partir des prix des zéro-coupons.

L’instant de défaut est un F—temps d’arrét

Lors de la modélisation de 'instant de défaut, il peut arriver que la variable aléatoire T soit un F—temps
d’arrét. Ce cas se produit lorsque ‘Hy C Fy, Vi > 0. Alors, la filtration G et la filtration F coincident.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’évaluation d’actifs contingents dans ce cadre. Les techniques
de calcul de la théorie du grossissement de filtrations restent valables dans ce cas. Mais en général,
les égalités sont trivialement vérifiées et n’apportent pas de solution au probléme d’évaluation d’actifs
contingents soumis au défaut. Nous montrons qu’une solution peut étre apportée en utilisant I'intensité
du temps d’arrét. Aprés avoir énoncé les conditions d’existence de I'intensité, nous rappelons la condition
due & Duffie ([7], [8]) pour I’évaluation des actifs contingents. Enfin nous montrons que, lorsque 7 est
le temps d’atteinte d’une barriére d’un processus S qui suit I'équation (1.3), on peut sous certaines

conditions déterminer I'intensité du temps d’arrét.

Hypothése (H)
Le chapitre 6 est consacré au cas on la filtration F est I'observation des prix des actifs S%,i = 0,...,n
c’est-a dire

Fr=0(S:, 89, s<t,i=1,..,n).

La filtration F et la filtration G ne sont a priori pas les mémes.

Nous précisons les hypotheéses (H) et (G) qui impliquent la conservation de la propriété de martingales
lors d’un grossissement de filtration. Nous rappelons ensuite le lien entre 'hypothése (H) et le fait que T
soit le temps d’atteinte d’une barriére stochastique; ceci nous permet de donner des exemples d’instants
de défaut ou 'on se trouve dans cette situation.

Les questions de complétion de marché sont fortement liées a la question de propriété de représentation
prévisible. Ainsi nous établissons, dans le deuxiéme paragraphe, un théoréme de représentation prévisible
pour des G—martingales du type E[h./G;] ol h est un processus F—prévisible. Ce résultat nous permet
de donner la dynamique d’un zéro-coupon et d’expliciter la couverture d’actifs contingents (chapitre 9).
Nous étudions la stabilité de ’hypothese (H). Nous montrons que sous des conditions peu contraignantes
sur les coefficients du processus S, I'hypothése (H) est vérifiée sous toute martingale mesure équivalente.
Enfin nous donnons une justification financiére de ’hypothése (H) en étudiant la relation entre 'absence

d’arbitrage et la propriété d’invariance des martingales (hypothese (H)).

Instants de défaut multiples
La présence d’un unique temps de défaut est peu réaliste et la réalité est souvent plus complexe. En

général, le marché est constitué de plusieurs actifs qui sont chacun soumis & un risque de défaut. C’est

10



pourquoi il est intéressant de généraliser les résultats du chapitre précédent en présence de plusieurs
temps de défaut. Comme précédemment, nous introduisons les temps de défaut comme des variables
aléatoires positives sur un espace probabilisé.

Soient (£2,G,P) un espace probabilisé avec une filtration F = (F¢, ¢ > 0) et 71, ..., 7, des temps aléatoires
définis sur cet espace.

Pour ¢+ = 1, ..., n, nous posons

Ni =1{7,<0, VEE€ Ry,

et nous notons I’ la filtration engendrée par le processus N*'. Nous introduisons la filtration G définie
par

G=FVH'V..VH",

et les filtrations G' définies par
G'=FVII.

Dans le premier paragraphe, nous traitons quelques exemples qui permettent de comprendre les questions
qui apparaissent lors de la présence de plusieurs temps de défaut. En particulier nous montrons que la
connaissance de la loi du minimum des temps de défaut si I'on s’arréte a l'arrivée du premier instant de
défaut, et de la loi des temps ordonnés dans le cas contraire, est indispensable pour mener les calculs.
Dans le cas o I'on s’intéresse au premier instant ot un défaut se produit, I’évaluation d’actifs contingents
soumis au défaut se fait & ’aide du processus de hasard du minimum.

Dans le paragraphe suivant, nous donnons des conditions pour déterminer le processus de hasard et le
(F — G)-martingale processus de hasard du minimum.

Nous avons montré dans le chapitre 6 que la structure du marché pouvait imposer que la propriété
(H) était vérifiée. Le troisiéme paragraphe est consacré a 'étude de la conservation de I'hypotheése (H)
lorsqu’il y a plusieurs temps de défaut. Nous énoncgons une condition sur les temps de défaut qui implique

que la propriété (H) est vraie entre les filtrations F et G.

Cas général

Le chapitre 6 nous a permis de montrer que la structure du Gp-marché, en particulier la nature des
actifs contingents négociables, imposait une hypothése trés forte sur la conservation des martingales de
la filtration F en G—martingales. Cettte hypothése n’est plus nécessaire si 'on considére que les actifs
ne sont négociables que jusqu’en 7 et que les seuls actifs contingents disponibles sont de la forme X 17,
et h:1,<7. L’hypothése (H) n’est pas non plus vérifiée si nous observons les prix des actifs S en temps
discrets.

Dans un premier temps, nous montrons dans un contexte d’observation a temps discrets des prix, que
le processus F' n’est jamais croissant. Ainsi ni 'hypothése (H), ni 'hypothése (G) ne sont vérifiées.
Dans le cas général, les résultats sur la décomposition des F—martingales dans la filtration G ont été
établis dans la théorie du grossissement de filtration dans les travaux de Jeulin [12]. Nous commencons,
dans le second paragraphe, par rappeler ces résultats, ainsi que des résultats nous permettant de calculer
les espérances conditionnelles dans la filtration G.

Ensuite, nous généralisons le théoréme de représentation établi dans le chapitre 6 pour les G—martingales

du type E[h;/G] ol h est un processus F—prévisible. Ceci nous permet de montrer que le marché

11



considéré est incomplet si I’'on considére uniquement des actifs du Fp-marché. Ce marché peut néanmoins
étre complété par un zéro-coupon avec défaut dont nous donnons la dynamique dans le cas o F est une
filtration brownienne.

Le dernier paragraphe est consacré a des exemples de temps de défaut pour lesquels la propriété (H)

n’est pas vérifiée.

Complétion, fourchette des prix dans le marché avec défaut

Ce chapitre est consacré au probléme de complétion dans le cas o la filtration F est la filtration des prix
S%,i=0,..n et oit 'hypothése (H) est vérifiée. Si les agents ne peuvent investir que dans des actifs sans
défaut, nous avons vu précédemment que la présence d’un risque de défaut entrainait I'incomplétion du
marché.

Sous I’hypothése que le marché considéré est non arbitré, il existe une infinité de martingales mesures
équivalentes. Dans un marché ne présentant pas d’opportunités d’arbitrage, I’évaluation d’un actif contin-
gent se fait au moyen d’'une martingale mesure équivalente. Par conséquent, nous pouvons définir une
infinité de prix pour chaque actif contingent.

Un premier pas consiste a déterminer la fourchette des prix. Dans le troisiéme paragraphe, nous déter-
minons la fourchette des prix pour une option européenne, lorsque la dynamique des actifs risqués est
dirigée par un F—mouvement brownien et que I'information disponible pour les agents est la filtration
G= (G,, t > 0) définie par (1.7).

Pour réduire la fourchette des prix, I'agent peut étre amené & chercher une mesure qui minimise une
certaine distance entre la probabilité historique et la martingale mesure équivalente. Nous caractérisons
dans le quatriéme paragraphe d’une part la probabilité minimale, et d’autre part la probabilité du
minimum d’entropie. Nous établissons qu’elles coincident avec le prolongement de la martingale mesure
équivalente du Fr—marché.

Un autre probléme important en marché incomplet est de déterminer la dynamique d’actifs pouvant
compléter le marché. Nous montrons en utilisant les théorémes de représentation établis dans le chapitre 6
que nous pouvons compléter le marché par un zéro-coupon avec défaut dont nous précisons la dynamique;

nous caractérisons ensuite le portefeuille de couverture d’'un actif contingent soumis au défaut.

Optimisation

Nous nous intéressons dans ce chapitre & deux problémes d’optimisation. Premiérement, la présence
d’un instant de défaut entraine I'incomplétion du Gr—marché et I'existence d’une infinité de martingales
mesures équivalentes. Cette multitude de prix peut étre évitée si I'agent utilise une fonction d’utilité qui
caractérise son attitude face au risque. Dans ce cas, I'agent est amené a choisir une martingale mesure
équivalente particuliére pour optimiser sa richesse. Nous nous plagons dans le cas ou la filtration F est
une filtration brownienne et est la filtration des prix S*,i = 0,..n et oi I'hypothése (H) est vérifiée.
Nous considérons un agent dont I'attitude face au risque est caractérisée par une fonction d’utilité U,
qui investit de maniére autofinancante sa richesse entre les actifs risqués et I'actif sans risque. Nous

cherchons a résoudre le probléme de maximisation de I'espérance de I'utilité de la richesse suivant

VE(ta)= sup EU(X])/X] =al,
TEAS(t,z)
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o A% (t,x) est I'ensemble des portefeuilles admissibles G—prévisibles. En marché incomplet, de nom-
breux auteurs se sont intéressés a l'optimisation de portefeuille (par exemple Karatzas [13] lorsque la
dynamique des actifs est continue et Bellamy [3] dans le cas de diffusion mixte).

Nous établissons l'existence d’une unique solution au probléme d’optimisation. Nous obtenons que la
stratégie optimale détermine une unique martingale mesure équivalente qui coincide avec la martingale
mesure équivalente existant sur le Fp-marché et avec la probabilité de Davis.

Pour réduire la fourchette des prix, Hodges et Neuberger [9] ont introduit une méthode de pricing via la
fonction d’utilité de I'agent. Cette méthode revient a déterminer le plus petit montant p qu’il faut ajouter
a la richesse initiale x afin d’espérer la méme utilité que s’il n’avait pas & vendre 'actif contingent a la
date T. Des travaux de Rouge et El Karoui [20] pour un marché dirigé par un mouvement brownien en
présence de contraintes et Collin-Dufresne et Hugonnier [4] en présence d’un risque de défaut ont donné
une caractérisation du prix de Hodges . Dans notre modéle, pour des actifs contingents particuliers et
lorsque le temps de défaut 7 est indépendant de la filtration F.,, nous caractérisons le prix de Hodges
a T'aide de la solution d’un probléme d’optimisation. Dans le cas d’une fonction d’utilité exponentielle,
nous relions le prix de Hodges et le prix de Davis.

En étudiant le probléme de modélisation du défaut, il est naturel de se poser le probléme d’optimisation
lorsque les agents ne peuvent investir que jusqu’au temps de défaut. Dans la derniére section, nous

étudions le probléme d’optimisation avec un horizon aléatoire suivant

V(ta)= swp E[U(XF.,) | XP. =al,
nEAY(t,2)

Ce probléme peut se poser de maniére plus générale que la présence d’un défaut. C’est par exemple le
probléme d’un agent qui cherche & optimiser sa richesse & chaque instant. Des travaux de Karatzas [14]
ont étudié ce probléme dans le cadre d'un marché complet et lorsque ’horizon est un temps d’arrét pour
la filtration des prix. Nous étudions le cas plus général ol le temps T n’est plus forcément un temps
d’arrét.
Nous montrons que ce probléme revient a résoudre un probléme d’optimisation dans le Fp—marché qui
est complet. Nous caractérisons la solution de ce probléeme qui dépend de la loi conditionnelle de 7 par

rapport a F;.

Une partie des résultats de la seconde partie a été regroupée dans l'article (C. Blanchet-Scalliet, M.
Jeanblanc, Information et risque de défaut, a paraitre dans le journal de la Société Francaise de Statis-
tique) et dans une prépublication (C. Blanchet-Scalliet, M. Jeanblanc, Hasard rates for credit risk and
hedging defaultable contingent claims, prépublication 145 de l'université d Evry).

On trouvera a la fin de cette thése une bibliographie générale et un index des notations et des hypotheéses.
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Premiére partie

Etude d’un marché
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Chapitre 2

Un marché complet dirigé par un

actif discontinu

La majorité des modéles en temps continu utilisés en finance sont des modéles ou les prix sont dirigés

par une équation différentielle stochastique de la forme
dSt = St (Oétdt + O'tth)

ou W est un mouvement brownien.
Depuis quelques années, les processus a sauts sont utilisés et 'on s’intéresse a des modéles ot les prix
sont donnés par

dX; = X (Qydt + G, dW; + ¢, dMy)

oit W est un mouvement brownien et M la martingale compensée d’un processus de Poisson.

L’introduction de processus a sauts pose le probléme de I'incomplétion des marchés. En effet, la martin-
gale ( fot o,dW, —l—ngs d]f\\js,t > 0) ne possede en général pas la propriété de représentation prévisible. Cette
situation, conduisant & une fourchette de prix et & I'impossibilité de construire une couverture parfaite,

peut étre évitée en construisant un processus mixte (cf [5]) ol & et & vérifient
o1y =0 (2'1)

et sont ajustés de facon a ce que la martingale ( f o dW; + €~15th)15 ait la propriété de représentation

prévisible. Dans ce cas le marché est complet et 1'on peut valoriser les actifs contingents.

Dans la suite, nous étudions un modeéle de marché complet dans lequel la dynamique de prix de l'actif S
est dirigée par une diffusion mixte vérifiant la condition (2.1). Cette modélisation a été introduite dans
[11].

Nous nous intéressons tout d’abord a la propriété de représentation prévisible et aux prix d’options.
Dans le cas d’un call européen, nous montrons qu’il existe une expression du type Black Scholes pour le

prix et nous explicitons ensuite la stratégie de couverture. Dans le troisiéme paragraphe, nous énongons
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des résultats sur I’équation différentielle stochastique rétrograde suivante

F(t, Sy, Hy)dt — HydY,™
£

—ds;
St

(2.2)

ce qui nous permet de résoudre dans le quatriéme paragraphe un probléme d’optimisation de richesse.
Enfin dans le dernier paragraphe, nous donnons la loi du temps d’atteinte d’une barriére pour le processus

S (Résultat que nous utilisons dans le chapitre 5).

2.1 Le Modéle

Soient ¢ et o deux fonctions déterministes bornées définies de [0,00] dans R (resp. de [0,00] dans R )
et (2, F,P) un espace probabilisé. Soient W un mouvement brownien et N un processus de Poisson
d’intensité 1{@#0}2—% sous la probabilité P. On pose iy = 174,—0},¢ € Ry; on note

u(t) = fot(l — is)z—gds,t € R, le compensateur de N et Mla martingale compensée de N.

On suppose que tlirglo v(t) = oo.

Nous construisons sur cet espace la martingale Y(® solution de 1'équation de structure
Ay () Y@, = a2dt + ¢,dY,”,0< t < T. (2.3)

Pour l'existence d’une solution Yt(a), on peut se reporter a [7]. La martingale Y(®) g%crit de maniére

explicite en fonction de W et de N comme suit
AV = iy, dWy + (1 — ig)p,d M.

On note (F,)o<i<7 la filtration naturelle du processus y(@),

Pour rendre les calculs et les expressions plus lisibles, on prendra sans perte de généralité o = 1 dans

toute la suite (ce qui revient a travailler un coefficient ¢ différent).

On considére un marché financier constitué d’un actif sans risque S° et d’un actif risqué S tels que

dsY = SPr(t)dt =1 0<t<T (2.4)
et

s, = S (wdt+0,dY™)  0<t<T 25

SO = 85 .

ot 7T est un horizon fini.

On fait ’hypothése suivante
[H1]" 7, it et o sont des fonctions déterministes bornées, r >0, 0 #0,0 <t < T.

LOn trouvera & la fin de la thése un récapitulatif de toutes les hypotheéses.
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Sous I'hypothése [H1], I'’équation (2.5) admet pour unique solution

Os

1 t t
)ds——/ z’safds+/ In(1 +o,¢,)dN,).
b 2 Jo 0

t t
S = 89 exp[/ 150 AW —|—/ (1, — (1 —1is)
0 0

On note A(t) = fot(l — i,)02ds la variance de fot(l — ig)osdW; et R, = exp(— fot rsds) le coefficient

d’actualisation.

Une stratégie admissible est définie par un processus ¥ = (W?, T¢)o<t<T A valeurs dans R? représentant
la richesse investie dans chaque actif au cours du temps. On suppose que 70 est un processus adapté
vérifiant E(fOT |7T2us| ds) < oo et que ™ est un processus prévisible vérifiant E(fOT W?afds) < oo et
E(fy |ms(l—is) 2

aux sauts qu’aprés coup. La valeur a I'instant ¢ de la stratégie W est donnée par

ds). Comme le processus S est continu & droite, cela signifie qu’on ne peut réagir

0
Xt:ﬂ-t + 7

et on demande que la stratégie soit autofinancée, ¢’est-a-dire que X vérifie :

as? ds,
_ 0 t t
X = Mg TG
ou de maniére équivalente
dX; = r(t)Xedt+meu, — r(t)]dt + w0 dY .

2.2 Probabilité risque-neutre et prix d’options

2.2.1 Propriété de représentation prévisible pour la martingale Y (®

Enongons tout d’abord un résultat général. Soit (2, F,G;, P) un espace probabilisé filtré et L une mar-
tingale locale sur cet espace. On écrit L = L9 + L(® ou L(©) est la partie martingale continue et L(%) la

partie martingale discontinue. Pour plus de détails sur cette décomposition, on peut se reporter & [16].

On note G =(G;);>0

Proposition 2.1 : On suppose que l’on a les hypothéses suivantes :

i) le processus L est quasi-continu & gauche et ALy = Liar,+01 avec s prévisible,

it) les mesures aléatoires d<L(c)> ,d<L(d)> sont étrangéres,

ii1) toute G-martingale de carré intégrable continue s’écrit comme une intégrale stochastique par rap-
port a L) et toute G-martingale de carré inlégrable discontinue s’écrit comme une intégrale stochastique
par rapport ¢ L9,
Alors L a la propriété de représentation prévisible (PRP en abrégé) pour la filtration G c’est-a-dire que

toute G-martingale de carré inlégrable s’écril comme une intégrale stochastique par rapport a L.

Démonstration : Jacod-Yor montrent dans [10] qu'un processus L vérifiant les conditions i), iii) et la

condition ii)bis on
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ii)bis Si d(, désigne la projection prévisible duale de la mesure dn,(w) = >, Itar,(w) 7 0}e:(ds), alors
les mesures d( et d <L(c)> sont étrangeres,

posséde la propriété de représentation prévisible.

Pour démontrer la proposition, il suffit de démontrer que ii) implique ii)bis.

Notons I' le support de d<L(C)>7 alors 1(w)(I') = 0. Par conséquent, {(I') = 0 et les mesures d¢ et
d <L(c)> sont, étrangéres. |

En appliquant cette proposition a la martingale Y(®) on obtient le théoréme.

Théoréme 2.2 La martingale Y(®) posséde la propriété de représentation prévisible pour sa propre

filtration.

Démonstration : Le processus Y (®) est quasi-continu & gauche comme somme d’un mouvement brownien
et d’un processus de Poisson (cf [9] p.34) et AYt(a) =(1- it)q%zl{AYt(a);éo}'

De plus, les mesures d<Y(O‘)(C)> = di et d <Y(O‘)(d)> = (1 — i;)dt sont deux mesures étrangéres.

Enfin, le couple (W, M ) a la propriété de représentation prévisible pour F. Par conséquent, toute
F—martingale continue s’écrit comme intégrale stochastique par rapport au mouvement brownien et
toute F—martingale discontinue s’écrit comme intégrale stochastique par rapport au processus de Pois-
son compensé.

Ainsi la condition i), ii) et iii) sont vérifiées et Y (@) a la propriété de représentation prévisible pour sa

filtration naturelle. [ |

Remarque 2.3 : On peut aussi montrer la propriété de représentation prévisible en utilisant l’éguation

de structure de Y et en montrant que Y(*) a la propriété de développement en chaos.(cf [7])

2.2.2 Probabilité martingale équivalente

La martingale Y(® possédant une propriété de représentation prévisible, on montre qu'il existe une
mesure martingale équivalente (m.m.e en abrégé). Pour cela, on cherche une probabilité Q) équivalente a
P telle que le prix actualisé S = RS soit une martingale sous Q. On fait dans toute la suite du paragraphe
I’hypothése

[H2]: ¢4 > -1

oo

Remarque 2.4 : Cette hypothése est nécessaire pour éviter les opportunités d’arbitrage.

Notations :

On note E(aW) et E(bM) pour b > —1, les martingales de Doléans-Dade

E(aW), = exp(f; a(s)dW; — La(s)?ds
EOM): = exp(fy In(1 +b(s))dN, — b(s)(1 — i) 5s)

t .y al T, T H
exp(— [{ b(3)(1 1) 25ds) [Ty (L+ 0y, TTb22)

ol les T} sont les instants de saut du processus de Poisson.
Proposition 2.5 : Soit Q la probabilité définie par

dQ o Tl N
@/ 7 —8(2—0 W)tg((l—l) QSO' M)t
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Alors le processus Z défini par

dZt — d)/t(a) _ udt
Ot

est une martingale sous Q. |

Démonstration : Le processus K défini par dK; = Kﬁ%dYt(a) est une P-martingale strictement

positive d’aprés 'hypothése (H2). Le théoréme de Girsanov montre que le processus Z défini par

1
dZ; = dv}* —
K,

t—

d <K7y(a)> — dYt(a) _ ud<y(a)7y(a)>
t

J¢ t

est une martingale sous Q.
Or d(Y(® y()) =4 <fitth (1 = i)y dMy, [ iedWy + (1 — it)¢tdAZ> = isds+ (1~ i) % ds = ds.
D’ou

Ty — My

dz, = dy,® — "ty
O¢

On peut donc énoncer le résultat suivant.

Proposition 2.6 : Sous la probabilité Q, le processus de prix actualisé S est une martingale ainsi que

la valeur actualisée de toule stratégie admissible X.

Démonstration : En exprimant la dynamique des prix au moyen de la Q—martingale Z

dS; = S, (udt + o, dY,™)
r.—
= S (udt +00(dZ, + == i at))
¢
= St’ (O'tdZt —+ Ttdt)
et
¢ Q ¢ 1. 5 ., Os — g — Ty ¢
S; = Spexp|[| o, dWr+ | (ry— 52505 —(1- ZS)(T)dS + In(1 + o¢,)dN;
0 0 s 0

= Spexp( /0 rsds)E(ioWQ),E((1 — D)op M),

ou (WQ),, dW;Q =dW;— ”O_;t”fdt est un Q-mouvement brownien et (MQ)t, d]f\zi@ = d]f\\jt — (l—is)%dt

est une Q—martingale.

En utilisant la formule d’It6

¢ ¢
ds, = -—r, exp(/ —rsds)Stdt—l—exp(—/ rsds)dSe
0 0

= gtfatdZt

on obtient le résultat souhaité pour le prix actualisé.

La propriété concernant la valeur actualisée d’une stratégie est alors évidente. |

Remarque 2.7 : La probabilité équivalente o P, telle que S soit une martingale, est unique. En effet

soit Q' équivalente & PP vérifiant cette propriété et L' la densité de Radon-Nikodym de Q'. Alors, en
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utilisant la propriété de représentation prévisible de Y (@), dL; = L;_ atdYt(a). Il reste & ajuster a; pour

£ . . . . _
que Sie~ Jor()ds goit une martingale, on a nécessairement a; = %
L’existence d’une m.m.e assure 'absence d’opportunité d’arbitrage. De plus, le marché est complet car

cette probabilité est unique. (cf [8])

2.2.3 Prix d’un call

Nous considérons un actif de gain terminal H d’échéance T définie par une variable aléatoire H Fp—mesurable
de carré intégrable. Nous explicitons en particulier le prix d’un call de prix d’exercice K ce qui correspond
a une option pour laquelle H = (Sp — K).

Le prix de l'option est Vi = Fg(exp(— fo rsds)H ). Nous notons

T
V, = EQ(exp(—/t rsds)H/Fy)

le prix de 'option a I'instant .
Soit BS(z,0%, K, T) = E((xexp(U) — K).), la fonction de Black-Scholes oti U est une variable aléatoire

» » 7 2 L3 2
gaussienne de variance To? et d’espérance —T'% . Le prix d’'un call est donné par

Eglexp(— [ reds) (St — K)+/F) = Bo(Ry(Siexp( [, 75ds)E(ioWLE((1 — 1)op M), — K) ./ F)
ol on a noté E(icWR)L et £((1 — i)agb]f\\j(@)tT les exponentielles de Doléans partant de .
EQ eXp ft Tsds ST — )+ /ft) = F(t,St)
ou
T T N
F(t,x) = EQ[eXp(—/ reds)(z eXp(/ rsds)E(GoW Q) LE((1 — i)op M) — K). ]
t t

o(M2t < s<T)]

- EQ[E@(xg(wW@)tTg(@_i)aqsﬁ@)tT_Kexp(_/t rods))s /
( /t rsds), T).

~ AMT) =A@
= Bo(BS@e((1 ~1ooi)p, A o
D’ou
Eo((Sr — K)4)
= F(0, 5))
N T
= Eo(BS(So&((1 — 1)ogp M4, 2T K exp(— [} rods), T)
oo @ J T .
= exp(—v (1)) Y52y S Eo(BS(So A, 22, K exp(— [y 7.ds), T) / Ny = j)
ou
J r Og— [, —T
= H(l + o, ¢r,) exp(—/ (1— zs)(%)ds)
kel 0 s
On a noté vQ(T) = fo — i) “f dt, i.e le compensateur de N sous Q.
Or si on note (U;Q)telR+ I'inverse continu a droite de (09)t€R+, ( ('UtQ)’l)tG]R+ est un processus standard
de Poisson sous Q. Donc, conditionnellement & IV, o\_;, 0y = k, les instants de sauts (UQ ,...,UQ ) ont
(vg) (’UT) T Ty

une loi uniforme sur [0,v9(T)]*.
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Ainsi sous la probabilité Q conditionnellement a {NV; = k}, (11,...,T%) a la loi

L )T )ﬁa TV TR P
0,7\¢1/--- 1[0, T\ Kk _th 5 1..-Qlp.
vQ(T)* (0,77 [0,7] I gb?j b1, 0%,
D’ou
Fo((Sr = K)+)
oo @ J ; ) rtj*,utj
= exp(—v (1)) Y520 515 Eo(BS(SoA;, X K exp(— fy reds), T)) Ty (i) (G — 5,4 )t ..
2.2.4 Stratégie de couverture
Nous allons maintenant examiner le probléme de couverture.
Le marché étant complet, nous pouvons dupliquer toutes les options.
Or dX; =m0t RedZs et X, = F(1,5;) ou F(t,z) = exp(— [y rsds)F(t,vexp(fy rsds))
En appliquant la formule d’Tté & }~7'(157 gt), on obtient :
F(t,8) = F(0,5)+ fy 2(s,5,)ds + [} 2E(s,5,)dS,
+1 Jy 55 (5.5, (8. >
+ 30, (F(5,55) = F(s.85-) — 55 (s, 5, )85 05(1—1:)¢, AN)
= F(o,so)+fg(isg—§(s,§s)+(1_i) )Ss-0sdZs + [3 K(s)ds

qSJS

o K(s) = 2 (s,8,) + 125 (5, §,)02 82, + [AF, — 2(5,5, )8, 0.(1—is)o,] Ul
Comme 3(: est une Q-martingale, la partie & variation finie est identiquement nulle et le candidat naturel
pour le processus H est
OF . AF, . OF AR
R, = t,S 1—i)———=9—(, 5 1—4)————.
=gy 9z ( t) ( Zt)gbtUtSt* K o ( 7 t) * ( Zt)gbtatst*

On remarque comme vérification de ce résultat que sur {i = 1}, le portefeuille obtenue coincide avec le

portefeuille du modéle de Black-Scholes. Sur {i = 0}, on trouve

AF

Ry=——
e G105~

Le fait que K = 0 implique que F vérifie I’équation différentielle aux dérivées partielles suivante

OF 10%F ~  9F 1—i,

I 5.0) 4 L0 L s po2ai, + 10T = 2 (s 20,1 - )0, ¢§Z ) —ovszo0.

qui se scinde en deux parties suivant que ¢ est nul ou pas. Sur {i = 1}, on retrouve l'équation différentielle
vérifiée dans le modéle de Black-Scholes

oF 162F

E(S’ x)+ iw(s,x)afzﬁ =0.
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2.3 Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a 'existence et a I'unicité de solutions de I’équation diffé-

rentielle stochastique rétrograde (EDSR)

—dS; = f(t, S, Hy)dt — H,dY,™
ST = 5

(2.6)

lorsque Y est la martingale solution de I’équation de structure d [Y(O‘), Y(O‘)]t = a?dt + gbtdYt(a).

En appliquant les méthodes standards nous montrons tout d’abord, sous certaines hypothéses sur la
fonction f, I'existence et I'unicité d’un couple (S, H) de solution de (2.6). Puis nous énongons un théoréme
de comparaison.

Ces résultats nous permettent dans le paragraphe suivant de résoudre un probléme d’optimisation de

richesse.

2.3.1 Existence et unicité

Soit (€, F, P) un espace probabilisé sur lequel est construite la martingale Y{(®) et soit (F;)o<i<7 la
filtration de Y(*). On note
-L2 V’espace des variables aléatoires X Fr—mesurables telles que E[X?] < +o0

-HQT I’espace des processus progressivement, mesurables ¢ tels que F fOT |<,0t|2 di < +o00 .

-IT}. T'espace des processus progressivement mesurables ¢ tels que F4/ fOT |<,0t|2 di < 4-00.

On pose pour 3 > 0 et y appartenant & 1%, ||y||2 = E[fOT exp(Bs)y2ds| .

Théoréme 2.8 :On suppose que f est une fonction de Q@ x Ry xR x R — R vérifiant

-f(t,.,.) est adaptée

-il existe une constante ¢ > 0 telle que |f(t,y,2) — [y, 2)| < c(ly —y'| + |2 — 2|), dt @ dP p.s
-f(.,0,0) € HZ

et &€ L2,

Alors il existe un unique couple (S, H) € % x % solution de I’équation (2.6).

Démonstration : Nous allons utiliser comme dans [6] un théoréme de point fixe de H2 x HZ muni de la
norme |||z x ||.|| 5. Soit § fixé dans L2. On définit I'application

A HQT x HZ — HZ x IZ par A(X,V) = (S, H)

avec S = (St)t>0, St = E[ftT f(s, X5, Vs)ds +&/F:] et ou H est obtenu au moyen de la PRP appliquée
a la martingale de carré intégrable S; + fot f(s, X5, Vs)ds = E[fOT f(s, X5, Vs)ds+ &/ Fe]. Alors

t t
St:SO—/ f(s,Xs,Vs)der/ H,dY ).
0 0

Le processus H appartient a HQT En effet, par définition de la PRP pour la martingale Y(®), on a
E(fOT H2d[Y(®) | Y(*)],) < 4o0. Le crochet droit de V(™) est donné par

dlY @, Y @), = ds + ¢,dY>),
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dot E(f; H2Y®,Y©)],) = B[] HX(ds + ¢,dYi™)).

Or, le processus (fot Hggbdes(a))tzo est une martingale locale. Par conséquent, il existe une suite de

temps d’arrét T, tel que lim,, T, = 400 p.s et ( AT H2p, dY( ))t>0 est une martingale. Ainsi pour n
suffisamment grand, T'AT,, =T p.s et
/ H2(ds + ¢,dY*))) / H?ds) < +oo. (2.7)

Le processus S appartient a HQT, car

2
+4

2
+2|S°.

¢
/ H, dys(a)
0

t
1S, < 4‘/ [(s, X5, Vs)ds
0

La propriété de Lipschitz de g entraine que

E(sup

2 T
) < 2E( / f(5,0,0)2ds) —0—40E(/ | X, |* + |Vi|* ds) < +oo.
t<T 0

/ f(s, X5, Vs)ds| )

En utilisant les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy (cf [4]), on obtient

/ H,dY ™| )

2
<E/ H2d[Y @ V(™)) < +o0.

E(sup
t<T

Donc
E(sup |St| ) < 4o0. (2.8)
t<T
Montrons que A est une contraction. Soient (X1, V1), (X2,V?) et (S, H'), (S%, H?) leur image respective
par A. Soit dSi = —f(t, X}, Vi)dt + HidY, ™. On pose S; = S! — 82, H, = H} — H2, X; = X} — X2,
Ve=V!—V2.

En appliquant la formule d’Tt6 a exp(5t) |§t|2, on obtient

T
exp(1) ST = exp(97) [Sr]" 5 [ exp(gs) [57[*as

+2 /T exp(3s)9s(f(s, X1, V) — f(s, X2,V2))ds

t
T

T
—2/ exp(ﬁs)gsﬁdes(a) —/ exp(ﬁs)isﬁids

t t

— Y exp(B39)(|S[° = [Ba|? = 25, Hu(1 —is)d, AN,)

t<s<T

- 2§sfﬁs(1 - is)gbsANs) = (ﬁs(l - is)¢sAN5)27 et

S exp(Bs)(H,(1 - i)6,AN,)? = / exp(85) (o(1 — i.)6,)2dN..
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On a remarqué au début de la démonstration que sup, .z |§S| € L2 (égalité (2.8)); donc SH appartient
a Hk.

Les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy appliquées au processus ( fot eXp(ﬁs)gsﬁdes(a), t > 0) en-

trainent
! S H T =22
Blowprcr(| | (@S TavR) < B[ w23 +0.av.)
’ 5
< E(/ exp 2(63)§§ﬁ§ds)
° T =2—2
< TeXp(2T6)E(\/m)
< 400 car SH appartient a L

D’ou le processus ( fot exp(ﬁs)gsﬁdes(a), t > 0) est uniformément intégrable et est par conséquent une
martingale.
De plus, il existe c tel que |f(s,z,y) — f(s,2",4")| < ¢(J& — 2’| + |y — ¥'|) uniformément en s et en w. En

prenant P’espérance dans 1'égalité (2.9), on obtient

Blesp(a0) [SiY) = Bleso(97) [57/%) = (3 [ exp(@s)[50]* i

+2E(/T exp(B5)Ss(f(5, X1, V') — f(s, X2, V2))ds)
r
—25( / t exp(05)Ss H.dYi™)
T

T
—B( / exp(Bs)is H - ds + / exp(Bs)H (1 — iy)ds

t t
D’ou
— 2 T -2 T — 2
E[exp(ﬁt)|5t| —0—6/ exp(ﬁs)|Ss| ds+/ exp(ﬁs)|Hs| ds|
t t
T
< Elexp(8T) [Sr|* + 2¢ / exp(85) [Bs| (K| + [V )ds]
T ¢ T
gE[/ 22 exp(0s) | S, ds+%/ exp(Bs)(|X,|” + [V,] ) ds]
t t
car St =0 et |ad| < %(CL2 +0?).

Soit 3 =1+ 2¢2, alors
T T T

Elexp(ft) |§t|2 4 /exp(ﬁs) |§S|2 ds + /eXp(ﬁs) |ﬁs|2 ds] < %E[/exp(ﬁs)(|ys|2 4 |VS|2)ds].

t t t
D’ou
T T
=12 = (2 — 2 =2
E[/ eXp(ﬁs)(|Ss| +|Hs| )ds] < %E[/ eXp(ﬁS)(|XS| +|Vs| )ds] :
0 0
Donc A est une contraction pour la norme ||||5 X ||||5 et on peut appliquer le théoréme de point fixe.

Ainsi il existe un unique couple (9, H) appartenant & 2 x HZ2 vérifiant 'équation (2.6). |
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2.3.2 Théoréme de comparaison

2.3.2.1 Equations différentielles stochastiques rétrogrades linéaires

Proposition 2.9 : Soient (3,7) deux processus prévisibles bornés, ¢ élément de HQT, et & un élément

de L2. Alors ’équation linéaire

—dS; = [+ SiB, + v, Hi)dt — HydY,™

(2.10)
Sp = ¢

a une unique solution (S, H) € 1% x M3 définie par
T
0,5, = B+ [ Touds /),
¢

ATy =Ty (B,dt +7,dY{™), To = 1.
En particulier, si £ el @ sont positifs ou nuls el si ¢y > —1 , le processus S est posilif ou nul.

Démonstration : D’apres le théoréme 2.8, il existe une unique solution (S, H) de I’équation (2.10). En
appliquant la formule d’It6 a I'; S, on obtient :
d(T':Sy) = T4-dS;+ S;-dl'y +d[I, 5],
= Ty (=0, — Si8, — v, Hy)dt + T',- H,dY,™
+5p- Do (Bydt +7,dY(™) + Doy HedlY @), Y ),

or Y@, Y(®)], = dt+ ¢,dY,\™

d(T':St) = Iy dt+T¢ (Se-v, + He(1+ 'Yt?bt))dyt(a)
= =D 9dt + T (Sp- v + (He(1 +748)) (1dWe + (1 — 24)dyd M)

Les processus (fot Ts_ 95— 7,isdWs,t > 0) et (fot Ts_ Hsis(14+v,¢,)dWs,t > 0) sont des martingales car
7Y,Y¢ sont bornés, sup,. I's X sup,.p H; € Llet sup,cp l's X sup Ss € L. De plus, puisque ¢, est
borné par hypothése, le processus (fot Do (Ss—v, + (Hs(1 + 75¢S))¢S)dﬂ75,t > 0) est une martingale.
Donc T';S; + fot Ts,ds est une martingale et l'on a T'yS; + fot T,ds = El'r§ + fOT Tep ds / Fi]. Si
¢y > —1, le processus I est strictement positif. De plus, si £ et ¢ sont positifs ou nuls, le processus S

est positif ou nul. |

2.3.2.2 Théoréme de comparaison

Théoréme 2.10 : Soient (f,£) (resp (f',€') ) le générateur et la condition terminale d’une équation
différentielle stochastique rétrograde du type (2.6) vérifiant les conditions du théoréme 2.8. On note (Y, Z)
(resp (Y',Z")) la solution de 'EDSR correspondante. On suppose que £ > £' P ps,

baf = F(L YL, Z0) — FUL YL Z1) 20 d x P ps et AL f(t)é > —1 ot

F@Y5, 20)—F(8,Y5,2]) - /
= \ Lo si Ly — 4] #0
Azf(t) Zy— 17 t t ?é

= 0 sinon.
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Alors, Y > Y' P ps. De plus, si Y, =Y/, alors £ = &', f(t,Y,,Z,) = f'(t,Y/,Z]), et Ys = Y! ps pour
s> 1.

Démonstration : On pose Y, =Y, — Y et Z, = Z, — Z!, alors (Y, Z) est solution de ’équation linéaire

suivante
—dVy = [AFOY e+ A f()Z e + 21t — ZedY
Yr = ¢-¢
ou
F@Ys,26)—F (.Y, Zs) s '
= it si1Y; —Y, 0
Ayf(t) Yt*Y;: ¢ t ?é
= 0 sinon.

Comme f est uniformément lipschitzienne, A, f(t) et A, f(t) sont bornés. Donc on peut appliquer la

proposition 2.9 et on obtient le résultat. |

2.4 Optimisation de richesse

2.4.1 Le modéle

On reprend le modele de marché de la section 2.1 avec les hypothéses (H1) et (H2). Sous ces hypothéses,
nous avons montré que le marché est complet. Soit (Q I'unique martingale mesure équivalente et K sa
densité de Radon-Nikodym. Alors K; = %/7—} et on note IN((t) = R({)K,.

On considére un agent avec une richesse initiale z > 0 qui investit dans les deux actifs décrits précédem-

ment. Soit m;(t) le nombre d’actif ¢ détenus a la date ¢. La richesse en ¢ est
Xt = mo(t)S? +mq (t)St

On note m; = my(£)S; le montant investi dans l'actif S*.

Définition 2.11 : On appelle portefeuille toul processus prévisible (m¢,t > 0), tel que

T T
1
E/ T2dt < 00 et E[/ (1 — is)¢—ds] < +00 (2.11)
0 0 s

et consommation, tout processus mesurable adapté C = {c(t), 0 <t < T} & valeurs dans [0,00) tel que

/T c(s)ds < +o0 p.s (2.12)

On suppose que la stratégie (c(1),7(t)) est autofinancée, c’est-a-dire que (X, > 0) est solution de
I’équation

dX: = mo(t)dS? +my (t)dS, — c(t)dt.

En utilisant les dynamiques des prix données par (2.4) et (2.5) ainsi que la relation 7, = my(£)S;, on
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obtient
dX, = r(t)Xedt +elp, — r(t)]dt + w0 dY ™ — c(t)dt

Xo = X

Avec les hypothéses faites sur r, i, 0, cette équation a une unique solution forte qui s’écrit

Rt)X, =z — /0 R(s)c(s)ds + /0 R(8)m,|o,dY ™ + (u, — r(s))ds] (2.13)

On note X*™¢ le processus de richesse associé au portefeuille 7, & la consommation c et de valeur initiale

x.

Définition 2.12 : Un couple (7, c) satisfaisant (2.11) et (2.12) est dit admissible pour une richesse
initiale x > 0 si X;"™° >0 pour 0 <t < T p.s. Soit A(x) Uensemble des couples (m,c) admissibles pour

la richesse initiale x.

2.4.2 Optimisation

On suppose que attitude de I'agent face au risque est représentée par une fonction additivement sépa-
rable de son flux de consommation et de sa richesse terminale. Soient U; et Us définies respectivement

sur Ry x Ry et sur Ry satisfaisant

i) U; est strictement croissante, strictement concave de classe Cy

[H3| (2.14)

i) limg o Ul(2) = 400, limy 100 Ul(x) =0

Sous les hypotheses [H3], la fonction U] admet un inverse I; défini sur ]0,+o0[.
Soit
T
J(z,m,c) = E[/ Ui (t,c(t))dt + Ua(X77°)]
0

ol x est la richesse initiale. Dans cette expression, I’espérance est prise sous IP.

On cherche a maximiser J(z,.,.) sous la contrainte de richesse positive c’est-a dire on cherche

T
Vi) = miax B[ U (rc(e) e+ V(77

2.4.3 Meéthode des martingales

On va donner une forme pratique a la contrainte trajectorielle X; > 0, ¢ € [0, T].

c

Proposition 2.13 : Soient (7, c) un couple admissible et § = X1°° sa richesse finale associée. Alors

E[EK(T) + /0 K(s)c(s)ds] < x

Démonstration : En reprenant 1’équation (2.13), on a

RO)X, =z — /Ot R(s)c(s)ds + /Ot R(s)ms0,dZ,
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ol d7Z; = dYt(a) + ’”Z_—:(t)dt. Le processus Z est une Q-martingale.
Si le couple (T, c) est admissible, le processus n; = x —l—fot R(s)m505d 75 est une Q-martingale locale égale
a X[ “R(t)+ fo s)ds. C’est une martingale locale de valeur terminale positive donc elle est positive

et c’est une surmartlngale. D’ou Eg[ny] = E(nrLy) < . |

Proposition 2.14 : Soient ¢ un processus de consommation et & une variable aléatoire Fr—mesurable

et positive telle que

5+/ K(t)c(t)dt]) =z > 0 (2.15)

Alors il existe un portefeuille ™ tel que (m,c¢) soil admissible et X*™°(T) = &.

Démonstration : Considérons I'équation diflérentielle stochastique rétrograde suivante

—dXt = [C(t) — Xﬂ"t — 7Tt(/,Lt — Tt)]dt — Wtatdi/t(a)
Xr=¢§

(2.16)

D’apres les résultats obtenus sur les équations différentielles stochastiques linéaires, 1'équation (2.16) a
une unique solution (X, ) et le fait que ¢ et £ sont positifs ou nuls entraine que X; > 0 pour ¢ € [0, T].

Donc le couple (7, ¢) est admissible. |

Bien que la démonstration de la proposition soit achevée, il est utile pour faire des calculs lorsque les
fonctions d’utilité sont connues de donner des expressions plus explicites de X et de 7. Soit

nyg = f—l—fo (s)ds/F:],0 <t <T.

D’apres la propriété de representation prévisible pour la martingale Y () il existe un processus 9 pré-

visible tel que F UOT wfds} < oo et

¢
nt:x—l—/ P, dYL).
0

Alors X; = ﬁ fo s)ds] est le processus de richesse X*™¢ associé & la consommation ¢ et
au portefeuille
1y T8 — iy 1
=0, | X + =9 2.17
: t[tat K(t)A 2.17)
Remarque 2.15 : Si on considére N; = EQ[R(T)¢ + fo (s)ds/Fz], alors on obtienl une autre

ETPTression pour m

T = (0:R(t)) " 'n,

ot n est défini par N, =2+ fot n.d%s. Ces deux expressions de m se déduisent Uune de lUaulre par le

théoréme de Girsanov.

Le probléme revient donc & maximiser Fp [fOT Up(t,e(t))dt + Uy (€)] sur ¢, sous la contrainte

5+/ K(t)e(t)dt] = . (2.18)
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Nous allons déterminer un couple optimal avec les multiplicateurs de Lagrange. Pour A > 0, on regarde

EP(/ Uit c(t))dt + Ua()) + A {x — Bp[K(T)E + /0 f((t)c(t)dt]}

0

= B[ (Ut,e0) = AR(Wc(0)d] + BUAE) = AR(T)] + 22

< [/Z U, (6 AR (0))dt + Da(AR(T)] + 2

ot Uy(y) = max,»o(U; () — xy) = Uy(Li(y)) — y1;(y).

On remarque que 'inégalité est une égalité si et seulement si X *et ¢* vérifient

¢t(t) = Li(t, \K (1)) et X* = L(OK(T)). (2.19)

Vérifions que ce couple est optimal. On a

J(@,6,X) < EP[/O UI(II(QS))dS_U2(12(yT)]+EIP’[/O ys(c(s) — In(ys))ds +yr(Xr — Iz(yr))

Yy Fs — adapté.

Si on choisit ys = AR(s)L(s), on a pour tout couple (¢,7) admissible, J(z,¢,X) < J(z,c*, X*). Le
couple (¢*, X*) étant admissible par le choix de A, 'optimalité de (¢*, X*) est assurée. On détermine A

en substituant les expressions de ¢* et £ dans (2.18). On définit la fonction x par :

() = B[R (T Ly R (T)) + / R0 (6 yR (1)) de]
Alors A vérifie x(\) = x.

Si on suppose que

X(y) < 00, V0 < y < o0, (2.20)

alors ) est continue, strictement décroissante et telle que lim,_,o+ x(y) = 0o et limy, , ;o x(y) = 0. Par

conséquent, x posséde un inverse continu; donc A = x~1(z).

Nous pouvons maintenant énoncer sous forme de théoréme les résultats obtenus.

Théoréme 2.16 : Sous Uhypothése (2.20). 1l existe un couple (7*,c*) optimal. La consommation opti-

male c* est déterminée par (2.19) et la fonction valeur associée est donnée par

V(@) = Gl (2))

ol

Gly) = E[/O Uy (t, I (6, y K (1)))dE + Uy (I (yK (T)))], 0 <y < .

2.4.4 Exemples de fonctions d’utilité.

Dans tout le paragraphe nous supposons r, tt, 0 constants.
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2.4.4.1 Ui (t,x) = Us(x) = log(z)

Dans ce cas, les fonctions Uyet Uy vérifient les conditions (2.14) et on a I1(z) = Iz(x) = % La richesse

initiale x est fixée, x > 0.

Déterminons le couple (¢*, £*) de (consommation/richesse terminale) optimal.

La fonction x s’explicite par

~ 1 Bl T
x(y) = EK(T)— +/ —dt]:;, il en résulte
yK(T) o Y
T+1
-1
X v = —
() m
T+1 T 1 T 1
Donc A = , & = —.c(t) = —0<t<T
S T+1K(T) ®) T+1EK()

Le processus de richesse correspondant est

X)) = f(l(t) [K(T)E" +ft (s)ds | Fe]

soit en utilisant la forme de c* et de £,

* _ z 14T7T—
X (t) - T41 _It((t)t'
Un calcul simple montre que la martingale K1(¢) = [ T)¢ + fo *(s)ds /F¢] est une constante
égale a x.
Dot en utilisant (2.17) 7} = +("5*)X; = (55 755 1}(@7.

La fonction de valeur associée s’explicite facilement :

V) = Bl toa(g e+ sl
— Bl toa(z5) ~ og(R(0)dt + lox( ) ~ los( R (1)
= log(727)(T'+1) — E[/O log(K (t))dt + log(K (T))).

En utilisant

t i
=y K a) T T, T Lor—p,
loa(R (1)) = —rt+ [ (v 3 [ (ERase [ Ito) - Ho 1 5( o, 2w,
0
on obtient
T T
V(z) = log(75)(T'+1)+ ’“T2+%/ dtf(f(’"—;/i)st+rT+%/ (=2)2ds
0

T
+/ dt [ (1 — i, )A(“)du+f0 (1 — ) 2 du
o 2

ou A(s) =In(1+ =£¢,) — o, + %(%%)2
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2.4.4.2 Uy (t,x) = Uy(x) = —exp(—az) ot a > 0

Dans ce cas, les hypothéses (2.14) sont vérifices. On a I1(y) = Iz(y) = —L log(¥).

a a

Calculons tout d’abord Y.

_ T Rw o By KT, RK(D)
Xw) = Bl / ) 100y KD gy — KD 10, KO
T
= Bg[- 22U (log(¥) 4 log(K(T)) — / i =Pt (1og(L) + log(K (£)) ).

En utilisant

+ £
los(R(0) = —re+ [ (2yizoed [ (s [l TE0) - T, 4 4(7E0, AN,
0 0
on obtient T
X(y) = —78)(1)(;7“71) log(%) - / M log(%)dt
OT T T
_eXP(;TT)EQ[_rT+/ HdZs—l—%/ 92ds—|—/ Psds]
T 0 t O °
+EQ[/ —7@(})(;”)(—7“15—0—/ HdZs-l-/ (10 + py)ds))|
0 0 0

ot =2k et ps = [In(1+ 2£6,) — Eo, + 5(FH0,)2J(1+0) (1 —is) 55

T T
X(y) — _exp(;rT) (IOg(‘Z) _ / exp(aj'rt) (log(%)dt + TTexp(;rT) _ exp(;’l“T) / (%02 +ps)ds
0

T t
+ / rt 2T gy / exp(=rd) gy / (367 + ps)ds
0 0 0

_ _exp(;TT) (log(%) + (exp(*rzT)*l) log(%) + K

T
ou K = rTieXp(;rT) —l—/

0
Dot A = x !(z) = aexp(

T T t
rt2RCT gy exp(CrT) /O (30° +ps)ds — /O Mdt/o(éf +ps)ds

ra(z— K) )
exp(—rT)—1—rexp(—rT)/ ?

.1 (x — K)ra s
&= a[eXp(—TT) — 1 —rexp(—rT) +log(K(T))]

et
N | (x — K)ra oal B
et = a[eXp(—TT) — 1 —rexp(—rT) +log(K(N)],0=t<T.

Pour déterminer le portefeuille optimal, nous devons rechercher la représentation prévisible de la mar-
tingale

K(t) = Eg[R(T)¢* —|—/0 exp(—rs)c*(s)ds/Fi] = x —|—/0 w(s)dZs
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rexp(—rT)(z— K exp(—rT 7o
K10 = Bolagr by reCrmy + 25 los(K(1)/ )

g / STy + S loa(K (3)ds/ )

= (@ K)+ Fol | =2r0g(R (s))ds/ 7

T
+Eql [ =t g R () s/ ] + S g og(R (1)

t T
= @—-K)+ / =PCT3) 100K (5))ds + / ®Cra) g log (K (s))/ F)ds
0 t
+ 2L B [log (K (7))
or
~ ~ 51
Egllog(K(s))/F] = log(K(t)) —r(s —t) + / (50% +pu)du.
¢
et
~ 1,
Egllog(K (T)] :—TT—l—/ (59 +ps)ds
0
D’ou
t fayd T
K't) = (x—K)+ [ 220 60(K(s))ds + 2D (e 4 (5107 + p,)du)
0
T T T
+ / =BCra) 160 (K (t))ds + / (o=t eplore) gg / ds=2LrE) 5192 4y, ydu
¢ ¢ ¢
dKl(t) — _ exp(=rT)—exp(—rt) HdZt
et
xi = (RE) g7 = exp(—rt)oy ST ORI,

ra

La fonction de valeur associée est

Vi) =G
Gly) = E[f} LE(t)dt+LK(T)]
= HEEE (D))
D’ou
_exp(—rT) — 1 —rexp(—rT) o ra(r — K)
Viz) = r ) p(exp(—rT) —1- rexp(—rT))'

2.4.4.3 Ui(t,v) = Ua(z) = &, 0<a< 1

1

Les hypothéses (2.14) étant vérifices. On a I1(y) = lL(y) =y T-=.
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Calculons tout d’abord Y.

X(y) = EIR(T) Tay T 4 [y TR () T dl]
solt b = —ﬁ, alors
Xw) =y TEBR(D)PLI + fy R()L(s)"ds]

=y TE{RWPE(LT)) + [y R(s)PE(L(s)")ds}

L(s) = exp(fy gu(0)du)E (5200 ) E((L+ (L= 8) 555 @) — M),
ou gu(b) = 30(b — (i (F4))

U (14 (1= ) 520,)" — 1 — (1 — i) 520, 0]
D’out L(s)? est une martingale et

X@) = yT{RT)P exp(fy gu(d)du) + [if R(s)Pexp(fy gu(b)du)ds}
= yTej(T)

N T T s
ou j(T) = R(T)? exp( [y gu(b)du) + [; R(s)” exp( [y gu(b)du)ds
~ =L . o 5 prm =L
Donc A =y 1(z) = (J,("TT))”L’I7 c*(t) = ﬁK(t)lfa et £ = ) (T)T=-.
Nous allons déterminer la représentation de la martingale K'(t) = —% E[IN((T)b + fOT IN((s)bds/ft] pour

obtenir le portefeuille optimal.

K'(t) = &5{R(T)'BlL(T)"/F) +f0T YBIL ()/m}
= j(‘UT){R (T)% exp( ft Gu (b —l—fo 5)’ds
—l—j; ()’ exp(f; gu(D )bds}
D’ou
dKY(t) = s {—R(T) exp(f, gu(b))du)(ge(b)L () dt — d(L(t)")
+R()PL(t)°dt + ( ft bexp ft Gu( du)ds)d(L(t)b)
—L(t)°R(t)bdt — ft exp(f gu(b)du)ds}
or
d(L)?Y) = bLY Y™ 4 1b(b— 1)LY (“2)2d (Y@, Y (@) 4 (Lh — LV —bLY "“E¢,)dN,
et
ANy = (1=i)dY @, Y@), = (1 i) L (dt + ¢,dY,)
D’ou
dK(t) = ﬁ{R(T)bexp(ftTgs )ds) —l—ft Pexp(f; gu(b)du)ds}x
{BL(E )Pk + (L(8)" — L(t7)? —bL( >b’“g“¢>t><l—zt>¢%}dx@<a>
= wtdYt(a)
et
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La fonction de valeur est égale a

Viz) =G\
GO = FE(WR(T)= + [} K (0) =7 di
= LK)
D’ou
Vi(x) = = ()

2.5 Temps d’atteinte d’une barriére

Nous allons nous intéresser dans ce paragraphe au temps d’atteinte d’une barriére. Si @ > 0, on veut
déterminer la loi de T,(S) = inf{¢, S; > a} ou S est la solution de (2.5) et 59 € R+, 59 < a.
Avant de déterminer la loi de T,(5) dans un cas particulier, nous allons rappeler les résultats existant

dans le cas ol S est soit un mouvement brownien, soit un processus de Poisson.

2.5.1 Rappel

Cas d’un mouvement brownien

Soit (W;)s>0 un mouvement brownien. On note WS(H) =W, + uset Tz(”) = inf{s,Ws(”) = z}. Alors il

est bien connu que (cf [17] pour une démonstration)

|2 — |
273

(2 — @ — pt)®
2t

P, (T € dt) = exp(— )dt

Cas d’un processus de Poisson

Soit N un processus de Poisson d’intensité A et h une fonction monotone définie sur R.. On cherche la
loi de Ty, (N) = inf{t > 0, N, > h(t)}. Nous allons distinguer deux cas :

-1¢ cas : h est une fonction positive et strictement croissante. Alors d’aprés [15]

(o0}

P(T(N) > x) = exp(— Z 2)Las ey (2.21)

ou v = h™1(n) = inf{y/h(y) > n} et oit (A,)n>0 est la famille de polynémes vérifiant

Ao =1

(2.22)
Al(x) =XAn_1(z) et An(vg) =0

-2¢ cas : h est une fonction décroissante et telle que h(0) > 0. Alors

(o0}

P(Th(N) > .’,U = eXp Z 1{I<l,d}
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ou v¢ = inf{y,h(y) < n} et A, vérifie

Ao =1
Al () =AA, 1(z) et A,(0) =0.

En effet, si on note P, (z) = P(Ty(N) > x, N, =n}. Soit 7 le dernier instant de saut avant z, on montre

par un raisonnement identique & celui fait dans le premier cas dans [15] que

0 six >,

Pa(x) =
E[P,_1(7)] sinon.

En effet, si x > v, alors h(z) < n; sur I'événement "N, = n” cela signifie qu’a la date z la trajectoire
de t — N; a déja croisé la courbe ¢ — h(t), donc Tp(IN) < x. Par conséquent, I’événement *T,(N) > z
et N = n” est impossible. Lorsque = < I/i, pour avoir simultanément Tp(N) > x et N = n, il est
nécessaire que 7, < v4 (sinon T,(N) < z) et que la trajectoire ¢ — N, ait atteint le niveau n — 1 en 7
sans avoir croisé ¢ — h(f) dans l'intervalle de temps (0, 7).

Comme z — 7 suit une loi exponentielle de parameétre X, on obtient si z < v,

P(z) = /0 * Py (A exp(—A(w — )t

Par conséquent, en réecrivant cette égalité sous forme différentielle, on obtient la relation suivante

Pl(x) = AP, 1(x).

n

D’ou le résultat en posant

P, (x) = exp(—Az) A, (z) pour {z < 4}
€ cas : 51 h(0) <0, alors

Th(N) = 0.

On a aussi besoin de la loi de Th(N) = inf{t > 0,N; > h(t)}. on distingue comme précédemment
plusieurs cas suivant la monotonie de la fonction h.
€ cas : 51 A(0) > 0, alors
Th(N)=0.

€ cas : 51 h(0) < 0 et h est décroissante, alors
Th(N) = +oo. (2.23)

€ cas : 51 h(0) < 0 et h est croissante, alors

(o0}

P(T(N) > x) = exp(— Z ) ipere) (2.24)
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ot v¢ = h~1(n) = inf{y/h(y) > n} et et A, vérifie

Ao =1
Al () =AA, 1(z) et A,(0) =0.

2.5.2 Loide T,

On s’intéresse au cas ou les coefficients o, it sont des constantes et ou la fonction ¢ est constante par
intervalles et continue & droite, ne prenant que deux valeurs 0 et ¢. On note v = #, N est d’intensité
(1 — it)U.

Par exemple, nous supposons

Vitel0,1], S = Soexp(loWs — %0215 + ut) (2.25)
Vite[l,2], S =S exp[(u— %)(t —D)J(1 4 og)e (2.26)
V€ [2.3],5: = Soexp(o(IWh — W) — %02(15 _ )+ ult—2) (2.27)

Nous allons maintenant pouvoir calculer P(T,(5) > t) dans le cas ot a > Sp.

-Pour tout t € [0,1]

P(T,(S) > t) = P( sup Spexp(oW, — 1025 + ps)) > a) = P(TXY > 1) = = 7= exp(—%)ds ol
0<s<t TS

u:—%[

(%02 — )] et 2= %ln(sio)

-Pour tout t €[1,2]
P(T, > t) = P(supsc; Ss < a) = P(sup,<; S5 < a,5Up; <5<, 95 < a).
Or S = 515! sur [1,2] avec S! indépendant de S;.
P(To>1) = E(lisup,., s.<apELsup, ., ., s151<a}/F1))
= E(ltsup, <y so<ar E(Lisup, <, <, 5151<a}/51))

= E(l{supS§1Ss<a}(I)(Sl))
avec ®(x) = P(sup, ., xS} < a) pour z > 0. On peut calculer ® en utilisant les remarques du début

du paragraphe. En effet, comme xS} = z exp[(x — %)(t — D)1 +0¢)Ne pour t € [1,2],

O(x) =P(Th(N) > 1)

(%) — (5 — 2)(t— 1)
(1 + 0¢)

hy =

Suivant les propriétés de la fonction h,, on peut appliquer les résultats rappelés dans le paragraphe

précédent.

-Pour tout t € [2,3]

P(T,>1) = P(supsgt Ss <a)= }P’(supsg1 Ss < @,8UP1 <5< 95 < a,8UPgc <y S5 < a).
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Or S, = 5,57 sur [1,2] avec S} indépendant de Sy et Sy = 9552 sur [2,3] avec S? indépendant de Sj.
BT, > 1) = Bl . B supy .o sti<ar Pl supac. . s255<01/F2) [ F1))

= E(laup, ., 5.<a} E(Lisup, .., 518, <a} E(L{sup,_. ., $28,<a} /S2)/S1))

= E(ltsup, o, sc<at E(Lgsup, . o, s151<a} ¥(52)/51))
avec ¥(r) = P(sup2<s§t 5% < a)

= E(l{supsglss<a}q’(51))

avec O(x) = E(l{suplgsgz 251<a} ¥(253))
Le calcul explicite de ¥ se fait en utilisant la relation

W(Sy) = P(T{) 42 > 1)

onu=—L[(30% —p)] et 2= %ln(s%)

Dans le cas général, on fait le méme raisonnement sur chaque intervalle o ¢ est constante.

11 est aussi intéressant de calculer P(T, >t +h / F).
On calcule cette probabilité pour des valeurs de h assez petites pour que, sur lintervalle [t,1 + h], la

fonction ¢ ne change pas de valeur. Ceci est possible puisque ¢ est constante par morceaux. Nous avons
P(T,>t+h/F) = 1{sup5§tSS<Q}P(Supt<S§t+hSS < afF).

De plus, P(sups<s<i+nSs < a/F;) =P(Sesup, <pip St < a /[ Fy) = ¥(S;) on

U(x) =PB( sup S <)
t<s<t+h €T
Deux cas se présentent :
1) Sié, =1, alors
1
S; =exp(c(Ws — We) + (1 — 502)(8 —1)).

Et par conséquent,
—+ o0

z
Y(z)=P(T} >h) = exp(—
@=raren= [ e

)ds (2.28)
ot u=21[p—10% et 2= M D’ou

T In(a/S;) /o exp(— (In(a/S;) /o — us)?
V27s? 2s

P(Ta >1+ h/ft) = 1{sup5§tSs<a} )ds

2) Sii; =0,
St = expl(p— ) =11 +09)"

et (Ng,t < s <t+ h)a pour intensité v. Par conséquent, si o¢ > 0

W(z) = P(T,(N) > h)
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D’ou en utilisant (2.21) et (2.22)

—vh) S AL (M) s er St o p—2 <0etop>0
W) =BL,(N) > )= { P Lo By st g <Rt o0 (220)
exp(—vh) > 07, An(M)ltpcpay st p— 5>0et0gp>0

. “(u-%)t+In(a/a) . . o —(u-2)t+In(a/a) g (e S)t+In(a/z)
ou g(t) = Wﬂ/n = lIlf{t7 W Z n} et I/i = lIlf{t7 W S n}
Siocg >0, ona

W(x) = P(T,(N) > h).

On obtient en remplagant par (2.23) et (2.24)

~ 0 st —Z2<0etop <0
P(T,(N) > h) = pog<Oetog (2.30)

exp(—vh) Y07, An(M)ipcyey 81 p— % >0et op <O0.
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Deuxiéme partie

Choix d’un modéle pour le défaut
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Chapitre 3

Le modéle

Dans la littérature sur le risque de défaut apparaissent deux types de modeéles. Dans la premiére classe
introduite par Merton [11], appelée modeéle de structure, le défaut apparait quand le prix d’une firme
passe en-dessous d’une barriére.

La seconde classe de modéle est ”le modele a intensité” (Duffie et Lando [5], Duflie Schroder et Skiadas
[6], Jarrow-Turnbull [7], Madan et Unal [10]). Le défaut dans ce cas est modélisé comme le premier
instant de saut d’un processus ponctuel d’intensité stochastique.

Ces auteurs ne distinguent cependant pas I'information liée au défaut de I'information du marché.
Nous proposons une modélisation de 'instant de défaut qui différencie ces deux types d’information.
Cette approche présente 'intérét de faire le lien entre les deux approches décrites précédemment et de

comparer les marchés ”sans” et avec” défaut.

Considérons un marché financier construit sur un espace de probabilité (2, G, P), constitué de n actifs
risqués S*, i =1, ...,n et d’un actif sans risque S° .

L’information F; disponible sur ce marché a la date ¢ est contenue dans la connaissance des prix des
actifs. On a donc

F Co(S:, 89, s<t,i=1,..,n).

L’instant de défaut dans le marché est modélisé par une variable aléatoire 7, supposée G-mesurable et

positive. Le processus de défaut est défini par le processus croissant continu & droite
Ne = 1<y (3.1)
La filtration complétée continue & droite engendrée par le processus de défaut est notée (H;),
H: = o(Ns, s <1).

On remarque que T est un H-temps d’arrét, et donc un I—temps d’arrét pour toute filtration I contenant
H. De plus, H est la plus petite filtration faisant de 7 un temps d’arrét.

Nous travaillons sous I’hypothése suivante :

{Les agents financiers sont avertis lorsque le défaut se produit}.
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Par conséquent, I'information que les agents possédent a la date ¢ est représentée par la tribu G; ou

G = F VH,.

La filtration G est la plus petite filtration contenant F telle que 7 est un G—temps d’arrét.

Le probléme de modélisation consiste & comprendre le lien entre le temps de défaut 7 et la filtration F.
11 s’agit donc de récrire les dynamiques des prix dans la filtration G, filtration du monde avec défaut.

Les problémes liés au grossissement progressif de filtration sont d’une part le calcul d’espérance condi-
tionnelle par rapport a la filtration G avec en finance le probléme d’évaluation d’actifs contingents. En
particulier, on regarde le probléme d’évaluation lorsque le paiement X a lieu en T ,si le défaut n’est pas
apparu avant la maturité, on verse l'actif, sinon dans le cas contraire une compensation versée a maturité

ou au moment du défaut. En cas de marché complet, le prix de ce contrat est

Eo(X / Gi)

ou Q est 'unique martingale mesure équivalente. Ici, le marché n’est pas complet si I’on ne peut négociés

que les actifs S*. Dans un premier temps, on calcule

Eo(X / Gi)

ol QQ est une m.m.e.

Dans un deuxiéme temps, on cherche & compléter le marché. Se pose alors le probléme de récrire les
dynamiques des actifs S* dans la filtration G. Pour cela, il est important de préciser les hypothéses qui
permettent de conserver les propriétés de martingales et de semi-martingales entre les filtrations F et G
et d’expliciter la décomposition des F-martingales en G-semi-martingales lorsque ceci est possible. Ces
problémes ont largement ét¢ étudiés dans les travaux de Jeulin [9], Yor [12], Dellacherie ([1] ou [2]). Dans

la suite de ce paragraphe, nous rappelons les éléments qui permettent de répondre a ces deux questions.

Calcul d’espérance conditionnelle par rapport a G

Soit F' la version continue & droite de la sous-martingale P(7 < {/F;). Nous supposons Fy =0 et F; < 1
pour tout ¢, en particulier 7 n’est pas un F-temps d’arrét. De plus, nous supposons que 'une des deux
conditions suivantes est toujours vérifiée :

- (C1) toutes les F—martingales sont continues.

- (C2) pour tout F-temps d’arrét 6, P(7 = 6) = 0.

Remarque 3.1 : Tout processus G—prévisible esl égal jusqu’en T & un processus F—prévisible. Autre-

ment dil, si H est un processus G—prévisible, il existe h un processus F—prévisible tel que

Htl{t< T = htl{t< T}

Le processus h est unique o condition de le prendre nul sur Uensemble {1 — F, = 0}, ensemble qui est

vide dans notre cas (cf Dellacherie-Meyer [4] p.186).

Nous pouvons ainsi définir le processus de hasard de la maniére suivante :
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Définition 3.2 : Nous appelons F—processus de hasard le processus T' défini par Ty = —In(1 — F}).
Nous rappelons deux résultats ([1] ou [2])

Lemme 3.3 : Pour toute variable aléatoire Gr—mesurable Y intégrable

E(Ylir<r/G) = lppar € E(Y1po, [ F). (3.2)
En particulier, si X € Fr est intégrable

BE(X1ir<r1/Gi) = Lppan e B(Xe 1T [ 7). (3.3)

Démonstration : Nous reprenons la preuve de ce lemme qui se trouve dans [1]. 11 suffit de remarquer
que la restriction a I'ensemble {7 > t} de toute variable aléatoire G;—mesurable est égale & une variable

aléatoire F;—mesurable. L’expression (3.3) provient de (3.2) et du fait que
E(X1rery/Fr) = E(XE(Lp<ry/Fr) ) F)-

Remarque 3.4 Si le processus I' est ¢ variation bornée, alors il est croissant. En effet, F' est dans ce
cas un processus & variation bornée. Comme c’est une sous-martingale, la décomposition de Doob-Meyer

(cf [3]) entraine que F est un processus croissant et par suite I' aqussi.

Remarque 3.5 Lorsque le processus I' est croissant, lors de I’évaluation d’un actif contingent, on peut
Uinterpréter dans les égalités précédentes comme un spread. En effet, si Uon veut évaluer le zéro-coupon
avec défaut 1r<, avec un taux d’actualisation r F—adaptée, égalité (3.3) implique que le priz actualisé
est

T T
E(e o 7% r ey /Gr) = L rye B(e Jo e /7).

Par conséquent, le priz en t vérifie

1{t<r]ef°t TsdﬁptE(ef(f"T redstln) /7).

Corollaire 3.6 : Le processus

Ly = (1 — Ny)el (3.4)
est une G—martingale.

Démonstration : Pour montrer que L est une G—martingale, il suffit de calculer F[(1 — N;)e!* /G| pour

t > s. Or en utilisant 1'égalité (3.3), nous avons
E[(1 = N)e'/Go) = 1paere“ B[l et/ F]

et
BElljere ) Fs] = Ele" E[lycry /F/Fs] = 1.
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Ce résultat est tres général dans le sens ou 'on utilise pas la formule d’It6 pour le démontrer |

Corollaire 3.7 : Soit Z un processus F—prévisible et borné.

a) Si F est croissant et continu, alors

B(Z:)G) = 1(reny Zn + 1{t<T}E(/ Zoy exp(Dy — Dy)dDy /). (3.5)
t
b) Dans le cas général,

E(Z7/Gt) = Vz<ny Zr + 1{t<7}€FtE(/ Zud B/ F)- (36)

t

Démonstration : Nous reprenons la preuve de ce lemme qui se trouve dans [8]. Pour démontrer ’égalité

(3.6), nous commengons par la vérifier pour des processus Z de la forme

n
Zny = Z Zti 1]ti7ti+1] (u)
i=0
ou g =1%<..<itpr1 =o00. En utilisant le lemme 3.3, nous obtenons

BE(Z: 11wy /G) = 2o B(E(Liary Ze it 1 (T)/ Frin )/ Fo)
= B0 Ze(Frpy — Fr)/F)
= B(Yio [ ZudF/F)
= EBE(f" Z.dF./F)

Le résultat final s’obtient en utilisant un théoréme de classe monotone.
A partir de (3.6) nous obtenons (3.5) en remarquant que dF, = exp(—1',)dl', si F est croissant et

continu. |
Remarque 3.8 : Ce résullal reste valable pour un processus 7 G—prévisible grdace & la remarque 3.1.

Remarque 3.9 : Les égalités (3.3) et (5.6) sont trivialement vérifiées si T est un F-temps d’arrét. I

suffit de poser e'* =1 — F, = Litry-
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Chapitre 4

La filtration F est la filtration

grossiere

Ce chapitre est consacré a I'étude du risque de défaut lorsque la filtration F est la filtration grossiére.
Cette situation est par exemple réalisée en cas d’information partielle (cf [1]) lorsque 1'on modélise

I'instant de défaut par une approche structurelle. Dans ce cas, les filtrations G et H sont identiques.

Remarque 4.1 : Le processus F' est dans ce cas la fonction de répartition de T, choisie continue &

droite.

Dans ce cadre, nous considérons le probléme d’évaluation d’actifs contingents soumis au défaut. Nous
montrons que la plupart des calculs peuvent se mener facilement. En particulier, nous donnons la valeur
de zéro-coupon.
Dans le dernier parargraphe, nous démontrons le monotonicité des prix en fonction de la maturité. En-
suite, nous montrons que la connaissance des prix d’un zéro-coupon permet d’obtenir des renseignements
sur le temps de défaut 7. Plus précisément, nous déterminons la fonction de répartition de 7, F, en fonc-
tion des prix de zéro-coupons de différentes maturités. Les prix d’actifs contingents sont calculés a l’aide
de la fonction F. Par conséquent, sa connaissance & partir des prix du marché permet la calibration des
parameétres du modéle.

Nous faisons I’hypothése que le taux r est déterministe.

Notation :

R, = eXp(fOt r5ds) est le taux d’actualisation.

4.1 Etude d’un exemple simple

Nous donnons dans ce paragraphe la valeur d’un zéro-coupon avec défaut dont la compensation est versée
dans un premier cas & maturité et dans un second cas a la date du défaut. Nous parlons de valeur d’un
actif contingent, et non de prix, car le prix d’un contrat dans un marché complet a I'instant  est obtenu
au moyen d’une probabilité appelée martingale mesure équivalente (m.m.e en abrégé). Or nous n’avons

pour l'instant pas de notion de complétion de marché, ni unicité de m.m.e.
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Nous commengons par énoncer le lemme 3.3 dans cette situation de filtration grossiére qui nous permet

de calculer les espérances conditionnelles par rapport a G;.

Lemme 4.2 :

1—F(T)
E(lrer = lfer———. 4.1
( T< /gt) i< 1—F(t) ( )
Si h est une fonction borélienne,
1 T
Lier E(h(T)1, =lier—— h(w)dF(u).
B /G = lier [ [ AIF@)
Démonstration : Ce résultat est un cas particulier du lemme 3.3. |

Remarque 4.3 : Toute variable aléatoire Gi—mesurable et intégrable H est de la forme
H=1ic-h+h(T)l>,

ot h est une fonction borélienne et h est une constante. Ceci permel d’oblenir le résullat du lemme

précédent directement.

Théoréme 4.4 : Le processus M défini par

_ tAT dF(S)
M= [ R

est une G,—martingale.

Démonstration : Nous montrons que FE(M; — M / Gs) = 0= E(Ny— N5 / Gs) — E(Aear — Asar / Gs) o1l

[t dF(s)
v= [ R

A est défini par

D’ou
t ar
Anr = Asnr =/ (1—Nu>T(fLJ_)-
De plus,
Ps<t<t F(t) — F(s
E(Nt —Ns/gs) = E(ls<7§t/g5) = 1S<Tﬁ - S<T§)_7F(S())
et

B[ =8 ) 2R 1 60 = Ll PO [ s+ [ar [C )

Par le théoréme de Fubini, on obtient

E(/S (1—Nu)% / Gs) = 1S<T%~
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4.1.1 Prime 6 versée A maturité

Nous considérons le contrat suivant qui verse en T’
. 1 si le défaut n’est pas arrivé avant la date T’
. 8(7) < 1 si le défaut apparait avant la date T oll § est une fonction borélienne.

Le valeur de ce zéro-coupon en 0 est

Pd(O,T) = E[RT(1T<T+5(T)1T<T)]
= BE[Rr(1+ 1,7 (8(T) —1))] (4.2)
= Rr[l— (f; (1—6(u)dF(u))].

Donnons trois cas particuliers dans lesquels nous pouvons expliciter la fonction de répartition F.

i) Si 7 est de loi exponentielle de paramétre A, alors
T
Py(0,T) = Rp(1 — / (1 — 8(u)) e *du).
0

ii) Si 7 = inf{t, fot A(s)ds > ©} ou A est une fonction a valeurs positives et © une variable aléatoire de

paramétre un, alors
T T
FT)=P(r<T)= P(/ A(s)ds >0)=1— exp(—/ A(s)ds)
0 0

et

Py(0,T) = Rp(1 — /0 (1 — 8(u))A(w) exp(— /0 " Ms)ds)du).

Ce cas se présente notamment si 7 est le premier instant de saut d’un processus de Poisson d’intensité

déterministe.

iii) Si 7 = inf{z, fot A(s8)ds > E} ol = est une variable aléatoire positive de fonction de répartition ®

avec $(0) =0, alors

et si § est constante

Py(0,T) = Rp(1— (1 — 5)@(/0 A(s)ds)).

Nous pouvons remarquer que tous les cas se raménent & ces cas particuliers. En eflet, si F' est une

fonction de répartition, nous introduisons la fonction I telle que F(T) = 1 — exp(—I'r). On obtient

F(0,T) = Br(1 — (1 - 8)(1 - exp(~T'r)).

La valeur a la date £ d’un tel contrat est
Py(t,T) = Li;B[Rp(lr<r +8(T)r<r) [ Gi] + Lin - R78(7)
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= L Rp(L = E(Lrcr(1=8(r)) / Go) + Lz - R76(7)

v Rt — Br
OURT_Rt'

En utilisant le lemme 4.2 ou par un calcul direct, il vient

Py(t,T) = 1y, Ro(1 — %W/t (1 — 8(u))dF (1) + Li , RG:6(7)

et si § est constante

Py(t,T) = 6R + Ly - Ry (1 — 5)1_7F(T)

Remarque 4.5 On peut noter que la valeur d’un zéro-coupon et la fonction de répartition de T sous la
probabilité utilisée pour mener les calculs sont liées. Nous montrons plus loin que la fonction de répartition

s’obtient & partir des prixz des zéro-coupons.

4.1.2 Prime 6 versée au moment du défaut

La compensation est de la forme §(s) < 1 et est payée a I'instant de défaut. La valeur d’un tel contrat a

la date O est
T
P;(0,T) = E(Rrlpe; + R:6(7)1rcr) = Rr(1 — F(T)) —l—/ S(u)RydF,. (4.4)
0

Si nous reprenons les cas particuliers i) et ii) du paragraphe précédent, nous obtenons

i) sl A, 6 et r sont constants

P4(0,7T) Rrexp(—XT) + fOT 8 exp(—ru) A exp(—Au)du

_ 67(T+/\)T—|— ri__/\,\(l _ ef(r—}-/\)T).

ii) Dans le cas général, on obtient

/0 s adr, /0 () By expl— /0 N ds)A(u)du

= /0 ()M (u) exp(— /Ou(r(s) + A(s))ds)du.

La valeur a la date ¢ est donné par

]Dd(t7 T) = E(RtTlT<7— + RZ&(T) 1T§T/ gt)
P(T<t T
= Le<i8(T)RE + Lo REFSE + Licrptss [, BLO(w)dP(T < )

1-F(T T
= Lo<i8(T)RE + Ler REAEE + 1y b [7 RLS(w)dF(u).
Dans le cas i) avec 7 et § constants, nous obtenons

Aoy,

Pyt,T) = 1<, 6 "¢ 7) 41, e (rtA(T—1)
a(t,T) <t0€ + Licr{e +r+)\
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Exemple 4.6 : On reprend Uexzemple de Duffie-Lando (cf [1]) ot il existe un unique actif S dirigé par
une diffusion qui n’est pas observée et ot le temps de défaut T est le premier instant ou lactif touche
zéro c’est-a-dire

7 =1inf{t >0, S, =0}.
En appliquant notre méthode, on obtient que le processus de hasard I' vérifie

dF (1)

dly = ————
"T1-F@)

car F' est continue. Si on note f la densité de T si elle existe, la fonction % correspond a l'intensilé
de T si l'on appelle intensité la fonction X vérifiant Ny — OMT Asds est une G—martingale.

Duffie et Lando obtiennent que l'intensité A vérifie

1 Jp
A(t) = z0*(t,0)==(¢,0). 45
(1) = 50%(L,0) 52 (1,0) (45)
ot @ est la densité condilionnelle de Sy quand t < T.

En fait pour montrer leur résultat, Duffie et Lando utilisent ’égalité suivante

A(t) = Jim m /OOO P(S; € da,t < T)Py(r < h).
Or cette égalité s'écrit
A#) = Jim mﬂ?(t <r)— /OOO P(S; € da,t < 7)Py(7 > 1))
= Jim ey B < T B+ h <)) = %

Par contre Uégalilé entre lfgfgt) et le membre de droite dans Uexpression (4.5) n'est pas triviale. Les

auleurs commencent par le montrer pour un brownien géomélrique puis le généralisent.

4.2 Propriétés des prix d’un zéro-coupon

4.2.1 Monotonicité des prix

La proposition suivante confirme le résultat attendu a savoir que le prix d’un zéro-coupon est décroissant

en 7.

Proposition 4.7 Si la fonction de répartition de taux est différentiable de dérivée f, la fonction T —

P4(0,T) est décroissante en T .

Démonstration : 1) Si la compensation est versée a maturité et si on dérive par rapport a T 'expression
(4.3), on obtient
Py0,T) = —rpPy(0,T) — Rp(1 — 6(T)) f(T) <0, car § < 1.
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ii) Si la compensation est versée au moment du défaut, en dérivant I'expression 4.4, il vient
Py(0,T)=—rp(1 — F(T)) — Rp(1 = 86(T))f(T) <0, car § < 1.

4.2.2 Relation entre les prix des zéro-coupons et la fonction de répartition

F

Le paragraphe précédent a mis en évidence que la connaissance de la fonction de répartition F' ou de
sa densité f sous une m.m.e étaient indispensable pour évaluer kes zéro-coupons avec défaut sous cette
m.m.e. Ainsi se pose le probbléme de la calibration des paramétres du modeéle et notamment du moyen
de retrouver la fonction F' & partir des prix du marché. Gréce aux expressions obtenues précédemment,
on peut montrer que la connaissance des prix des zéro-coupons de différentes maturités permet d’obtenir
de I'information sur la fonction de répartition de 7.

On considére que des zéro-coupons de différentes maturités sont négociés sur le marché. Par conséquent,

il existe P une m.m.e. La probabilité P est fixée par le marché. On peut énoncer le résultat suivant

Proposition 4.8 Si la prime 6 est constante et versée & maturité, et si des zéro-coupons de toutes
maturités sont négociés sur le marché, alors on connait la fonction de répartiton F sous la m.m.e fixée

par le marché.

Démonstration : D’aprés 'expression (4.3), on a
PA(0,T) = By(1— (1 - §)F(T))

ou P4(0,T) est le prix du zéro-coupon. Par conséquent,

Ce résultat se généralise de la maniére suivante lorsque la compensation n’est pas constante.

Proposition 4.9 Si 7 admet une densité f, et si des zéro-coupons de toutes maturités sont négociés,

alors la densité f sous la m.m.e fixée par le marché est connue.

Démonstration : L’expression 4.2 peut se récrire vec la densité f comme suit

Py(0,T) = RT(l—/O (1 — 8(u)) f (u)du).

Par conséquent,

T Pa(0, T + h}i = Pal0T) _ o p0,7) + Re(1 — §(T)) £(T).
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Chapitre 5

La v.a 7 est un F—temps d’arrét

Lorsque 'on modélise 'instant de défaut par une variable aléatoire positive G—mesurable, il peut arriver
que la variable aléatoire 7 soit un F—temps d’arrét. Ce cas se produit lorsque la tribu H; est incluse
dans la tribu F;, Vi > 0. Alors la filtration G et la filtration F coincident. Ce chapitre est consacré a
I’étude de ce cas particulier.

Comme précédemment, nous nous intéressons a I’évaluation d’actifs contingents. Nous montrons qu’une
méthode consiste & utiliser 'intensité du temps d’arrét. Aprés avoir énoncé les conditions d’existence de
l'intensité, nous rappelons la condition due & Duffie ([2], [3]). Enfin nous reprenons dans les exemples
le cas ou T est le temps d’atteinte d’une barriére lorsque le processus S suit dans un premier temps le
modéle présenté dans le chapitre 2. Nous montrons que le temps 7 admet une intensité sous certaines

conditions dont nous déterminons I’expression.

5.1 Intensité d’un temps d’arrét

Soit I une filtration. Nous introduisons la notion d’intensité pour un I—temps d’arrét.

Définition 5.1 : Soit 7 un I—temps d’arrél. Supposons qu’il existe un processus \ positif I—adapté non

tAT
Ny — / Asds
0

soit une I—martingale, alors le processus A est appelé I—intensité de 7.

identiquement nul lel que

Remarquons que I'intensité n’est définie que jusqu’en 7 et que sa valeur dépend du choix de la filtration.

Proposition 5.2 : i) Un temps d’arrét I—prévisible n’admet pas d’intensité dans le filtration L.

i) Si T est un temps d’arrét totalement inaccessible, alors il admet une intensité.

Démonstration : 1) Dans ce cas, le processus IV est [—prévisible. Par unicité du compensateur de N dans
la filtration I, IV est son propre compensateur.

ii) (cf Rogers -Williams [5]) [ |
L’exemple suivant met en évidence le choix crucial de la filtration pour le calcul de I'intensité

Remarque 5.3 Considérons 71 et 7o deux temps de défaut définis par

7 = inf{t,} > O}
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ot wi, 1 = 1,2 sont des processus F—adaptés vérifiant 0 < w% < w? el © est une variable exponentielle

de paramétre un indépendante de F. Si on note
G'=FVI' et G=FVvH v

Alors ¢ est la G'— intensité de .
On peut remarquer que To est un temps d’arrét prévisible dans la filtration G, par suile il ne posséde
pas de G—intensité. En effet, la suite croissante de G—temps d’arrét () = inf{t > Tl,¢? >0 - %},

(T(”))n>0 CONveErge Vers Tg .

Remarque 5.4 : Si F est une filtration brownienne, tous les F—temps d’arrét sont prévisibles. Dans la

suite, F n’est pas une filtration brownienne.
Si 'intensité de 7 existe, alors on peut la calculer comme suit

Proposition 5.5 i) Si 7 admet une I-intensité, alors

E(Ny ., —N; /T,
)\(t) — }Lln}) ( t+h h t / t).

Démonstration : i) 11 existe un processus A positif [—adapté non identiquement nul tel que

(t+h)AT tAT
E(Nt+h — Nt / It) = E(/ )\Sds —/ )\sds / It)
0 0

Or si (fn)n>0 est une suite qui converge p.s vers f et qui vérifie les hypothéses du théoréme de convergence

dominée de Lebesgue, on peut montrer que lim, E(f, / Z:) = E(f / ;). Or

(t+h)
}Llil’(l) E ; )\Sds = )\t~
Par conséquent limy_.q w = limy_,¢ %E( t(/th)” Asds [ Tp) = .

Nous donnons tout d’abord un exemple simple dans lequel nous pouvons calculer I'intensité d’un temps

d’arrét.

Exemple 5.6 : Soit N' un processus de Poisson standard d’intensité AL Soit I sa filtration naturelle
et T le premier instant de saut de N*. Alors T admet une intensité X = \', car il est inaccessible.

On a N} — At est une martingale. En appliquant le théoréme de Doob, on oblient
NE . =AYt AT) est une martingale.

N 1
1l reste & remarquer que N;,, = Ni.

La méthode qui consiste a calculer
E(Neyy —
i EWesn = N /1)
h—0 h

conduit au méme résultat.
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5.2 Hypothése (D)

Pour pouvoir évaluer les actifs contingents du type X1¢;-7} o X € Fr, de nombreux auteurs (Duf-
fie, Lando et Duffie, Schroder, Skiadas) ont introduit une condition qu’ils ont énoncée "le processus
E(Xe S dudu / F:) ne saute pas en 7°. Cette condition présente une ambiguité quand au choix de A

sur {7 < £}, nous la réénongons sous la forme suivante sous le nom d’hypothése (D)(cf [2], [3]).

existe une intensité \ F—a. aptée telle que le processus éfini par
D] 1l exi i ité A F—ad 11 1 V défi
‘/t:E(XeiftTXudu /ft)7

est continu en 7, i.e AVy,, = 0.
Cette hypothése peut étre remplacé de maniére équivalente par I’hypothése

[D’] Tl existe une intensité A F—adaptée telle que la martingale MX définie par M = B[Xe~ Jo Audu /

Fi] est continue en .
Sous I'hypothese (D’), le principal résultat de Duffie et al. est le suivant

Proposition 5.7 : Soit T' > 0 fixé et X une v.a Fp—mesurable intégrable. Sous Uhypothése (D°), pour
tout t < T
-
E(XYrery / F) = Lpary B(Xe™ Jo vt/ Fy). (5.1)

Si (D°) nest pas vérifice,
o
B(X1irery / F) = T B(Xe S50 _ AM 1 cr / F) (52)

Démonstration : Soit

Uy =(1— NV = (1 — Np)e Jo MuduppX

Par un calcul d’Tt6, on montre que L} = (1 — Ny)e~ Jo Awdu gt une F-martingale qui a un seul saut en 7.
Ainsi si M%Xest continue en 7, U est une F—martingale comme produit de martingales orthogonales, car

elles n’ont pas de sauts communs. Comme Ur = X 17}, nous avons 1'égalité (5.1)
E(X1izery | Fo) = Liary B(Xe™ 1O 2dn /7).
Sinon en appliquant la formule d’It6 au processus U, nous obtenons
dU, = M dL} + L} dM — AM;AN;.

Or AN; = dN; et par suite le processus f dU; + AM;dN; est une F—martingale.
Par conséquent,

E(Xl{T<T} + AMrlrgT /ﬂ) =U; + AM717§t~

Et égalité (5.2) est vérifiée. |
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Remarque 5.8 : Dans la pratique, il est difficile d’utiliser cette proposition. Premiérement, on ne sait
pas déterminer en toule généralité le saut AV. Deuziémement, le choix du prolongement X n'est pas aisé.
On peut remarquer que le choix naturel Ay = \ylu<r ne convient pas, puisque dans ce cas le processus
Ee S Xudu / Fi) nlest jamais continu. De plus, le prolongement de A vérifiant Uhypothése (D) dépend
de X et peut ne pas exister pour toute v.a X. Sinon, en choississant X =Ye~ J- Xud“, ona EY /F)
est continu. Par conséquent, on aurait que toutes les F-martingales sont continues. Ce que nous avons
exclu pour obtenir lexistence de intensité. De plus, L' a un saut en 7. Duffie et al. ont supprimé ce
probléeme en donnant une expression & l'aide du saut AV. Cependant la difficulté du calcul de AV n’est

pas supprimeée.

Nous donnons maintenant un exemple de temps de défaut qui est un temps d’arrét pour la filtration F

en utilisant la modélisation du chapitre 2 pour les prix des actifs S.

Exemple 5.9 : Considérons le marché constitué d’un actif sans risque S° vérifiant I’équation
dS? = S%dt, Sg =1

ou r est déterministe, et d'un actif risqué S satisfaisant Uéquation (2.5). On suppose que les coefficients
o, 1 sont des constantes et que la fonction ¢ esl constante par morceauz, conlinue & droite égale & 2éro
ou & ¢. On note F la filtration de S.

Soit T, le temps d’arrét T, = inf{t > 0, S; > a).

Déterminons lintensité \ de Ts.

D’aprés les résullats oblenus dans le paragraphe 2.5.2, nous avons

E(Nt+h_Nt/ft) = P(t<7—§t+h/ft)
= 1{sup5§tS5<Q}P(Supt<s§t+hss > a/F).
= Leup, ., 5. <ay ®(5)
ol
®(z)=P( sup S>> %), T < a.

t<s<t+h
Distinguons deuz cas :
14 =1
Comme par la suite, on s’intéresse & la limite quand h tend vers zéro, on peut se restreindre auz h tels

que iy, =1, Tt <u <t+h; alors Uégalité (2.28) donne

h )2
O(h) :/ d eXp(—M)ds
0 V2ms? 2s
ot u=L[n— 10%] et » =1/oIn(a/x). Par conséquent,
h 5 (z—us)?
- Lsup, -, Sc<a exp(—~—5,)ds
3, = %ir% {sup,<¢ Ss< }fo ,/—2;;53 2 —0

Ainsi Uintensité de T, wexiste pas sur {i = 1}. Ce résultat était prévisible puisque il n'y a que la partie

brownienne qui intervient dans le calcul.
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24, =0.
On se restreint aux h tels que i, =0, t<u<t+h;
-Si o¢ > 0, alors en utilisant ’égalité (2.29), il vient

() 1 —exp(—vh) Y 0 g An(M)1ipsvey 81 p—5<0etop>0
T) = ~

1-— exp(—vh) ZZOZO An(h)l{hgu‘}z} St H—

©a 9

>0etop >0

—(u—§)t+n(a/z) —(u—§)t+In(a/z)
1an1+0¢) 1an1+0¢) <n}.

Ainsi si jp— § <0 et 0¢ > 0, soit no = inf{n, vy >0} = [%] + 1. Pour h <v§,

ow V¢ = inf{t, >n} et vd =inf{t,

l—exp—hS " LA (h 0 sing>1
)\]111% exXp %:n:O ( ) — 0

v sing=1

car An(vy) =0 pour n > 1. Or ng = 1 est équivalent & & <1+ 0¢ i.c a x> a(l +09).
Sip—3 >0 et op >0, pour h assez petit, vd = inf{t,w <n} < het \e = 0. Par
conséquent l'inlensité n’existe pas.
=S o¢ < 0, alors en utilisant Uégalité (2.30), il vient
0 st —2>0e0¢p<0
O(z) = B H=3 ¢

L —exp(—vh) 3070 An(h)Lincpey st =5 <0 etog <O.
Si p— % >0 el 0¢p < 0, intensilé n'existe pas.
Sip—% <0 etogp >0, pour h assez petit, vi, > h, par conséquent l'intensité n’eziste pas.

@
Si on récapitule, T, admet une intensité e en t seulement sur {igy =0} et si pu— % <0,0¢0>0. Ona

No=(1- Nt )lis,>a(1406)1 V-

On peut remarquer que sur cette exemple, Uintensité wexiste pas sur {i — 1}. On ne pourra pas trouver

un processus vérifiant Uhypothése (D). Par conséquent, il faudra toujours évaluer le saut AV.

Dans tout ce chapitre, nous nous sommes intéressés a des instants de défaut qui n’étaient pas des temps
d’arrét prévisibles. Notons que lorsque 7 est un temps d’arrét prévisible, on retrouve aussi le modeéle

structurel proposé par Merton (cf. [4]).
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Chapitre 6

Hypothése (H)

Nous reprenons le marché décrit dans I'introduction dans le cas particulier ou la filtration F est 1’obser-

vation des prix des actifs S*,i =0, ...,n c’est-a dire
Fr=0(S:, 89, s<t,i=1,..,n).

Dans ce cas, la filtration F et la filtration G ne sont pas les mémes a priori. Nous avons donc un
grossissement de filtration.

Nous précisons les hypotheéses (H) et (G) qui impliquent la conservation de la propriété de martingales
lors d’un grossissement de filtration. Nous établissons ensuite le lien entre 'hypothése (H) et le fait que
7 soit le temps d’atteinte d’une barriére stochastique ; ceci nous permet de donner des exemples d’instant
de défaut ou 'on se trouve dans cette situation.

Les questions de complétion de marché sont fortement liées a la question de propriété de représentation
prévisible. Ainsi, nous établissons des théorémes de représentation prévisible pour des G—martingales.
Ces résultats nous permettent d’établir la dynamique d’un zéro-coupon et d’étudier la complétion du
marché (chapitre 9).

Enfin nous donnons une justification financiére de ’hypothése (H) en étudiant la relation entre 'absence
d’arbitrage et la propriété d’invariance des martingales (hypotheése (H)).

Nous avons traité dans le chapitre précédent le cas particulier ou 7 est un F—temps d’arrét. Ainsi a

partir de maintenant, 7 n’est pas un F-temps d’arrét.

6.1 Hypothése (H) et hypothése (G)

Nous allons rappeler dans la suite du paragraphe différentes hypothéses qui impliquent la conservation

de la propriété de martingales ou de martingales arrétées.

6.1.1 Hypothese (H)

Le cas le plus simple de grossissement de filtration est celui ou la propriété de martingale se conserve
lorsque 'on passe de la filtration F a la filtration G. Cette hypotheése est appelée hypothése (H) et se

formule de la maniére suivante :
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[H] Toute F-martingale de carré intégrable est une G-martingale de carré intégrable.

Cette hypothése est équivalente & I'indépendance conditionnelle de F, et G; par rapport a F;, soit a

I'une des hypothéses équivalentes suivantes (cf. Dellacherie [4])

(H1) VF € F,VG: € Gy, E(FGy /) = E(F/FR)E(G [ Fy)
(H3) Yt >O0,YF € Foo, B(F/G)) = E(F/F,)

et dans le cas particulier G, = F; V 'H; a
Vs <1, P(1 <s/Fs) = P(1 < 8/F)
ou de maniére équivalente & (cf. Dellacherie [4])
VE, P(T <t/Fs) = P(r <t/F).

En particulier, les processus Fet I sont croissants.

Remarque 6.1 : Dans le cas ot la filtration F est une filtration brownienne, Uhypothése (H) est vérifiée

st et seulement si le F—mouvement brownien est un G—mouvement brownien.

Remarque 6.2 Si 7 et la filtration F sont indépendants, le probléeme se traite de la méme maniére

puisque le processus F' est déterministe.

6.1.2 Hypothese (G)
Nous notons (G) '’hypothése suivante.
[G] Le processus F' est croissant.
Cette hypothése est proche de '’hypothése (H) comme le montre le résultat suivant (cf. [7]). De plus,
(H) implique (G).
Proposition 6.3 : Si toutes les F-martingales sont continues, nous avons équivalence entre
i) (G) est vérifiée
i) si (Yy,t > 0) est une F—martingale de carré intégrable, alors (Yinr,t > 0) est une G—martingale.

Nous introduisons maintenant, la G—martingale M, martingale compensée du processus de défaut N.

Pour cela, nous appelons A le processus F—prévisible s’il existe défini de la maniére suivante :

Définition 6.4 : Le processus A, F—prévisible continu & droile et croissant vérifiant My = Ny — A(tAT)

est une G—martingale, est appelé le F-martingale processus de hasard (m.p.h en abrégé) du temps T.

Remarque 6.5 Sous la condition (C2), le caractére F-prévisible du processus A entraine que AA; =0

car les instants de saut d’un processus prévisible sont des temps d’arréts prévisibles (cf Jacod-Shiryaev

[9))-
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Définition 6.6 : Supposons qu’il existe un processus X\ F—adapté vérifiant
dAt == )\tdt

Alors le processus \ est appelé F—intensité de T.

Les auteurs qui, comme Duffie, n’utilisent que la seule filtration G, parlent aussi d’intensité pour le
temps 7. Dans ce cas, I'intensité A est définie comme 'intensité d’'un G—temps d’arrét, i.e un processus
G—adapté. Cependant en réalité A est F—adapté et défini jusqu'en 7 de maniére unique. On peut la
définir de maniére unique aprés 7 si on pose A = 0 sur l'ensemble {1 — F;}. Ceci permet d’éviter d’avoir
recours a des conditions du type de 'hypothése (D). Notamment, le calcul du saut du processus V' n’est
pas utile. Il suffit d’appliquer les égalités (3.2) et (3.3) valables en toute généralité.

La proposition suivante nous permet de montrer I'existence et de caractériser le processus A sous I’hy-

pothese (G).
Proposition 6.7 : i) Nous supposons que Uhypothése (G) est vérifiée et que le processus A défini par

dry

dAy = ——t
£ 1_Ft77

Ao=0

est F—prévisible. Alors A est le F-m.p.h de 7.

i) Si les hypothéses de i) ne sont pas satisfaites, alors le F-m.p.h de T est égal &

dF,

dAy = ——t
£ 1_}%77

Ao =0,

ot F est le F—compensateur de F i.e le processus croissant F—prévisible tel que F—F est une F—martingale.

Démonstration : 11 faut montrer que N; — A¢a- est une G—martingale. La démonstration suit la méme

méthode que celle du théoréme 4.4 en tenant compte de la filtration F. |

Remarque 6.8 : Si I est continu, alors A =T.

Si T est une filtration brownienne, alors le processus F' est F—prévisible et dA; = 1511::2,7 Ag=0.
De maniére plus générale, la proposition suivante établit le lien entre le processus I' et le processus A.
Proposition 6.9 : i) Sous Uhypothése (G), nous avons
e=(1-FR)=c J] 1-AA), (6.1)
0<s<t

ot A° est la partie continue de A.
i) Sous Uhypotheése (H), si la filtration F ne contient que des martingales continues (en particulier si F

est une filtration brownienne) et si le processus A est continu, alors T est continu et A =T.

Démonstration : i) 11 suffit de remarquer

e Al = 1 — AA,.
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ii) D’apreés la décomposition de Doob-Meyer, il existe une F-martingale Z et un processus F-prévisible
croissant I tels que

Ft - Zt —'—ﬁt

Par hypothése, M est continu et F aussi. Car AA; = 191%, = 0. Par conséquent, le processus F' est

continu. Sous (H), ceci implique A =T |

L’exemple suivant illustre cette proposition :

Exemple 6.10 : Soit 7 indépendant de la filtration F tel que P( 7 =11) = p et P(T =t2) =1 —p avec

t <to <T. Alors
Ar=0 st 0<t<ty

A=p st t1<it<t
A=1 st t2<t
et
1—-F=1 st 0<t<ty
1—Fi=1—p st {1 <i<io
1—F=0 st 1o <t

Or A =0, par conséquent I’égalité (6.1) est vérifice.

Lemme 6.11 : Sous Uhypothése (G) et si le processus P est prévisible, la G-martingale L définie par
Dégalité (3.4) satisfait équation
dLs = —e "t dM;.

Démonstration : De V'expression dL; = (1 — N-)d(e't) — els= dN; — AN;Aelt | nous déduisons

dL; = —el*dN; + eFe= (1 — N, ) [dDy 4+ 2T — 1 — ATY].

Or
e (dly + e — 1 — AT) = ept%
d’ou
dL; = et (—dN; + (1 — Nt,)%).
On vérifie que le saut de L en 7 est L,_. |

6.1.3 Processus de Cox

Les processus de Cox permettent de construire des exemples typiques de temps de défaut ou I'hypothése
(H) est vérifiée. Nous montrons que ce sont les seuls. Pour construire un tel temps de défaut, nous
nous donnons A un processus croissant, F—adapté sur un espace (€2, (F;),P) et nous considérons © une
variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre un, construite sur un espace (ﬁ,ﬁ , @) On définit

alors T sur I'espace produit (2 x @,f@ﬁ, P@@) par

7 =1inf{t; Ay > O),
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ol A est un processus croissant vérifiant Ag = 0.
Alors I'hypothése (H) est vérifiée pour les filtrations F et G. En effet, comme {7 >t} = {A; < ©}, nous
avons

P(r >t/ Fs) = exp(—Ay)

et
L= F, = P(r > t/F) = P(T > t/Foo ) Fy) = exp(—Ay).

Par conséquent, I’égalité suivante est vérifiée
P(r<t/F) =Pt <t/Fu)
et I'hypothese (H) est vraie.

Le processus A coincide avec le processus de hasard I'. A 'aide de la remarque 3.5, on peut 'interpréter

comme un spread que de nombreux auteurs modélisent.

Remarque 6.12 : Dans le cas ot © n’est pas de loi exponentielle, mais simplement une variable aléa-
toire positive de fonction de répartition ®, nous pouvons construire encore des processus similaires (cf

Wong [15] ou Bélanger, Shreve et Wong [1]). On se raméne au cas d’une variable exponentielle en posant

1 — ®(Ay) = exp(—4;).

Remarque 6.13 : 5% le processus A s’écrit Ay = fot Asds ot A n’est pas positif , nous pouvons construire

un temps de défaut par le méme procédé o la seule différence que dans ce cas

P(r >t/ Fs) = exp(—sup /S Ay du).
s<t Jo
Le processus F est égal o Fy = 1 — exp(—sup,<, [y Audu).
Dans Uarticle de Jarrow-Yu [10], les auteurs utilisent non pas le supremum du processus fos Agdu, mais
le processus lui-méme.
Dans le cas ol le processus \ est un processus d’Orstein-Ulembech, cette simplification est licite En
effet le tableau suivant donne les valeurs obtenus pour la variance de l’erreur commise pour un processus

d’Orstein- Ulembech partant de x et de parameétre b.

z a variance de lerreur
0.03 0.2 3.58391 10°°

0.03 0.1 3.49613 10~8

0.03 2 4.14 107

0.03 0.02 3.45 10

0.05 0.2 331107

0.05 0.1 3.28547 1078

0.07 0.2  3.07824 10°°

0.07 0.1  2.98492 10°°
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6.1.4 Barriére stochastique

Nous venons de voir que dans le cas ou T apparait comme le premier instant ot un processus F—adapté

a varlation bornée atteint une barriére indépendante de Foo, la propriété (H) est vérifiée. Le résulat

suivant montre qu’il est équivalent de travailler sous la propriété (H) ou de modéliser 7 par un processus

de Cox. Nous reproduisons la démonstration qui figure dans [8].

Proposition 6.14 : Si le temps de défaut T vérifie la propriété (H), alors il existe une variable aléatoire

O indépendante de Fo, et X un processus Fy—adapté croissant tel que
7 =inf{t; X; > ©).

Si le processus I est continu, on peut prendre © de loi exponentielle de paramétre un.

Démonstration : Le processus I est défini par P(7 > t/Fo0) = P(T > t/F;) = e I*.
Si on pose © = I';, nous obtenons

(t<Tr)=(7<7)

ol 7y est I'inverse du processus croissant I', F- adapté et défini par
ve = inf{u; Ty, > t}.

Ainsi

PO >t /Fy) =Py, <7/ Fs) = exp(—T,) = exp(—t)

si le processus I' est continu. Par conséquent © est indépendante de F, et de loi exponentielle.

Si T n’est pas continu, alors
exp(—T,,) = exp —ty ou t; = sup{u > t,7, =7, }-
Le processus I' étant croissant, il s’en suit que

7=1inf{t; T, > O).

Cette proposition montre que les processus de Cox sont les seuls exemples pour lesquels la propriété (H)

est vérifiée.

On peut remarquer que, par changement de probabilité équivalente, la propriété (H) sera conservée

si 'on préserve I'indépendance entre © et F,. En effet, si sous Q probabilité équivalente a P, © est

indépendant de Fo, alors (H) sera vérifiée. Par contre, la loi de © ne sera pas nécessairement une loi

exponentielle.
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6.2 Relation entre hypothése (H) et arbitrage

6.2.1 Théorémes de représentation

Nous rappelons tout d’abord dans le cas ou F est une filtration brownienne, le théoréme de représentation
prévisible du couple (W, M) établi par Kusuoka [13] dans le cas ou F est continu. Ce résultat peut étre

généralisé au cas discontinu (F étant prévisible puisque la filtration F est brownienne).

Théoréme 6.15 : Sous Uhypothése (H), si X est une G—martingale de carré intégrable, il existe deux

processus G—prévisibles, ¢ : [0,T] x 2 — R™ et : [0,T] x Q — R vérifiant

T T
EJP’[/ |90t|2 dt] < 007EIP’[/ w%dl\t] < 00
0 0

tels que

t t
X, :x—l—/ Y, dW; —|—/ P M.
0 0
ot M est la G-martingale M; = Ny — Agpr.

Démonstration : Dans le cas ol F' est discontinu, il suffit de montrer que toute variable aléatoire Z =
(1-N;)G = L,e T<G, pour s < t s%crit comme somme de deux intégrales stochastiques. Or d’aprés le
théoréme de représentation pour la filtration F, appliqué & la v.a F;—mesurable e T+ Gy, il existe x un

processus F—prévisible tel que
¢
e Gy =Bl =qy) —|—/ X (u)dW,.
0

Comme dL, = —e=dM, et que W et M n’ont pas de sauts communs, on obtient le résultat en appliquant

une intégration par parties. |

Remarque 6.16 : La démonstration de ce théoréme repose sur le fait que W et M n’ont pas de sauts
communs el que W posséde la propriété de représentation prévisible. Nous pouvons le généraliser au cas
ot la filtration F est la filtration dune martingale ayant la propriété de représentation prévisible et sans
sauts communs avec M. En particulier, dans le cas ou F est la filtration d’un second temps de défaut 7o

vérifient P(T = 15) = 0.

Ce théoréme nous donne l'existence de la propriété de représentation prévisible des martingales de
carré intégrable. Notons que les coefficients intervenant dans les intégrales stochastiques ne sont pas
explicitement connus.

Pour les martingales du type E(h; / G;), nous pouvons énoncer un théoréme qui précise leur décompo-

sition et qui permet de s’affranchir de I'hypothése F est une filtration brownienne.

Proposition 6.17 : On suppose que Uhypothése (H) est vérifiée et que le processus
F=P(r<t/F)

est continu. Soit h un processus F-prévisible borné el Hy = E(hy / Gi). Alors la G—martingale H admet
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la décomposilion suivanie
tAT tAT
H, = mo +/ v dm,, +/ (hy — H,_)dM,
0 0

ot m est la F- martingale

me = E(/ hye Vedl,/ F),
0

N AT
et ou My = Ny — [, %—.

Démonstralion : Nous avons, en appliquant 1’égalité 3.5
Hy = B(h:/Ge) = Lir<iyhr + Lirsy B( / hue T edly [ F) = Lirc e + Lirs A
¢

ou

£,
Ay = elvmy— el [ hye Tedly,.

Par une intégration par parties, nous obtenons :

dA, = eltdmy +my_d(e't) — hdly — (fot hye Tedly)d(e")
= eFfdmt + (At, — ht)dFt.

Or
tAT
Alfiery = mo +/ dAs — Arlir<py.
0

Puisque 4, = H, sur {u < 7} et AA; = Am, =0 (car ou bien toutes les F—martingales sont continues

ou bien P(§ = 7) = 0 pour tout F—temps d’arrét 0, condition (C1) ou (C2)), alors

AT AT
H, = mg +/ v dm,, +/ (hy — H,_)dM,,.
0 0

Remarque 6.18 : Si la filtration F est une filtration brownienne il existe un processus

tel que dm; = p,dW et
AT EAT
H, =mg +/ e, dW, +/ (hy — Hy)dM,,.
0 0

La proposition suivante généralise le résultat précédent au cas ot le processus F' n’est pas continu :

Proposition 6.19 : On suppose que Uhypothése (H) est vérifiée et que F est F—prévisible.
Soit h un processus F-prévisible borné, et Hy = E(h, / Gt). Alors le processus H admet la décomposition
sutvante :

tAT tAT
H; =myp —|—/ €Fu7 dmy, —|—/ GAF“(hu — Hu,)dMu
0 0

et M la G-martingale My = Ny — A¢pr 00 dAy, = 151;“,'
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Démonstration : La démonstration se déroule de maniére similaire & celle effectuée dans le cas continu.
N Hy=1(rcphr + 1o Ap ot Ay = el e (7 hydF,

ous avons Hy = L <y fir + {r>t}As OU Ap =€ *my —¢€ fo W@ty
Par une intégration par parties, en utilisant que le processus I' est croissant, nous obtenons gréice a la

formule d’Tt6
dF;

1—F’

d(e"*) = el (dly + e — 1 — ATy) = e'e

d’ot
dF,
} — hy(e e dF, + AF,Ae™).

— 4t

dA; = € dmy + Ay -

Si on note F° la partie continue du processus croissant F, nous avons que

dF,
el dF, + AF,Aelt = el'e- dFf + AFt(eFr + AeFf) = ﬁ
— Iy
Alors
dAt = GFt’ dmt + (Atf — ht) I{F}t
= eldmy + e (Hp- — hy) 700
Or
AT
Atl{t<7} = mMyo —l—/ dA,; — Arl{rgt}
0
et comme 4, = H, sur {u < T}et AA, = —el"h AF, + A - 1%1;1 , car comme précédemment Am., = 0.
Par conséquent,
Hy = mo+ [o"7 elumdmy, + [§"7 AT (Hy o — hy) 7255 + (he — A-) 1<y

= Mo+ fOtAT eFu*dmu + fOtAT eAFu (Hu, — hu)id#_k
[(hf - AT*)(l + 1%‘%:)]1{79}
= mo+ [y el dmy + [T €Al (hy — Hy )dM,.

u

Remarque 6.20 Le processus I étant prévisible, il en est de méme pour e®L, le processus

( OMT el (hy, — Hy,_)dM,, t > 0) est donc une martingale locale.

6.2.2 Stabilité de I’hypothése (H) par changement de probabilité

On se place dans le cas ot la filtration F est une filtration brownienne. On suppose que (H) est vérifiée

sous la probabilité historique P. On a donc
P(r <t/Fu) = Pt <t/F).

Soient P une probabilité équivalente a P sur Gr, et (Ky,1 > 0) la densité de Radon-Nikodym de P par
rapport a P.
dB|g, = K.dPg,
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D’apres le théoréme 6.15 et pour K positive, la martingale K admet 1’écriture suivante

th = Kt, (wtth —'—gOtht)
Ko =1

ol et ¥ sont deux processus G— prévisibles vérifiant
T ) T
B[ K0l dt) < ool | KEehdh] <o
0 0

Théoréme 6.21 : Si ¢ est F-adapté alors (H) est vérifice sous P.

Démonstralion : Le processus K s’écrit

et on note d@‘gt =E(pM)dPg, .

Comme (H) est vérifiée sous P, G; et F, sont indépendantes conditionnellement & F,

P(Kilr<i/F) _ PEWW)/F)P(E(pM)elr<i/Fr)

B <UR) = TR R T BE@W ) BB EGD ) T <Y
et
~ _ P(Krl.<i/Fr)  PEWW)r/Fr)P(E(eM)rl<i/FT) =
BT UP) = "5y )~ BE@W) e FoRE@Mr ) s F YT
Donc

P(r <t/ Foo) = B(T < t/Foo).

Si (H) est vérifiée sous P, alors
P(r <t/F)=P(r <t/F) =PB(r <t/Foo) =P(1 <t/ Foo)

Par conséquent, il suffit de montrer que (H) est vérifiée sous B.

Or W est un P — G;-mouvement brownien et £(pM) est une martingale de saut pur. De plus les mar-
tingales W et £(@M) n’ont pas de sauts communs, elles sont donc orthogonales. Ainsi par orthogonalité
WE(pM) est une P — G;- martingale. Ainsi W est une P— Gi-martingale. Comme W est F— adapté,

c’est un P — F;-mouvement brownien. Nous obtenons la conclusion griace au lemme suivant. |

Lemme 6.22 : Toutes les @—ft—martingales de carré intégrable s’écrivent comme intégrale stochastique

par rapport au mouvement brownien W.

Démonstration du lemme : Si X est une P — Fi-martingales de carré intégrable, alors

Xe= Bl | £) = S e = Bt TRy

car (H) est vraie sous P. La propriété de représentation prévisible permet d’écrire (Ep(Xt / F;), t > 0)

comme une intégrale stochastique par rapport & W. Comme W est un P Fi-mouvement, brownien. Le
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résultat est vrai. [ |

Remarque 6.23 : Dans le cas d’une filltration F engendrée par un processus Y, la remarque 6.16 permet

d’étendre le théoréme précédent.

Remarque 6.24 : Si le processus I' s’écrit I'; = fot v,ds, on montre qu’il existe une probabilité R
équivalente o P telle que sous R, T et Foy sont indépendants. Cetle probabilité est définie par dR = £,dP
ot

& =&((v 1 = 1)M)..

Cependant, le théoréme 6.21 ne peut se généraliser lorsque le coeflicient dans le changement de probabilité

n’est pas F- adapté comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 6.25 : On reprend Uexzemple de Kusuoka (cf [13]) en corrigeant la formule erronée qui figure

dans cet article. Soient T > 0, A\j, Ay > 0, Q = [0,00)%, et F la tribu borélienne sur ),
P(dz, dy) = (A1 A2) exp(— 1z — Aoy)drdy,
Ti(7,y) =, T2(2,y) =y et Np(t) = lir <, t €[0,T]. Les temps 71 el T2 sont indépendants sous P.

Alors si on prend F, = 0(Na(s),8 < 1) et G, = F; V o(N1(s),s < t), Uhypothése (H) est vérifiée sous P.

Considérons maintenant oy, as > 0 et

ki(t) = (52 —1)Na(t-),
ka(t) = (82— Ni(t-).

Soit K la solution de [’équation différentielle
dK; = K- (k1 () dMa(t) + k2(t)dMa(t)), Ko =1
ol Mp(t) = Ni(t) — Mgt ATr). Le processus K est une martingale positive d’espérance un qui s’écril

K, = eXp(/O (%_1)N2(s_)A1ds+/0 1n(1+(%—1)N2(s_))dN1(s))

*eXp(/O (i—z — 1)N1(s—))\2ds+/0 In(1 + (i—z — 1)Ny(s—))dNg(s)).

On note Q la probabilité définie sur Gr par dQ = KpdP.
Calculons Q(11 >t / Ft). En utilisant le lemme 3.3

Q(ry > t, 72> 1)

Q1 > t/F) = (1 — Na(t)) > 1)

+ Ng(t)Q(Tl > t/Tg)

Or par changement de probabilité

1

Qre > t) = 5[()\2 — ag) exp(— (A1 + A2)t) + Ay exp(—ant)] (6.2)
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ot D = M\ + Xy — ao. 11 suffit de remarquer que sur {19 > t},
K; = exp(—(Ag — ag)t ATq).
De plus, sur {1 > 1,79 > 1}, N1(s) = Na(s) =0, pour s <t donc K; =1 et
Q(r1 > 1,72 > 1) = exp(—Ail) exp(—Aat). (6.3)

Il nous reste donc a déterminer 1.,<,Q(7y > t/72). D’aprés la formule de Bayes

EP[KTl \/72'1{71>t}/7—2]
BplK, ., /T2]

Lry<iQ(m1 > t/72) = 11,<4

Sur {11 > t, 79 <t}, Ni(s) = ka(s) =0, pour s <t d’ou

et
Loy<tBB[K o Lirsn/Tal = loyciexp((an — M)T2)) Bp(lir, 5 Sre T (017 M))
= lr<eexp((a — A)T2)) [ are > du

= lr,<rexp((ar — A\1)72))e @1t

Il reste & caleuler Ep|K, . [To] = Ep|K, 1757, /7o) + Ep[K, 17 <7, /T2]. Or

T1
Krl 17—1>7—2 = 17—1>7—2 exp(ln(l + ]Cl (Tl)) + 111(1 + kQ(Tl)) — / (Oél — )\1)d8)
T2

et

(8%
Kilyor, = 1TI>TQA—1 exp(— (71 — T2) (a1 — A1)).

Par symétrie,

Qg
KTZ 17’2>T1 = 172>Tl ~ eXP(—(Tz - Tl)(OQ - )\2))7

A2
d’on
[0
17’2§tEP[K71 Vg /7—2] = 17’2§t[)\_1 eXp(TQ(al - Al))EP(eXp(_Tl (al - )\1)171>u)u=72

1

[0
1 exp(—Ta(z — A2)) B (exp(Ti (a2 = A2)) Ly <a)uzr,]

2

— 17’2§t[% eXp(Tg(Oél — )\1))[]7?20 )\lefA1Ie*I(Oé1*A1)dx]
1

—I—% exp(—Ta(ag — A2))[[y* Me~ MTet @27 A2) ]|
2

_ Qg _ _ _ _
= 1, TaAl To(ag—A2) (M+Az—az)m2 _ 1))
Qﬁt[e )\2()\1 W —042)6 (6 )]
Par conséguent
Aa( A1+ Ag — ag)e @1t 72)
Lry<:Q(r1 > t/72) = loy< 201 + Az — az) (6.4)

Lagheitiz—an)re (A2 —a2)(A 4+ A2)
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et
D exp(—A1t) exp(—Aat)

[(A2 — a2) exp(—(A1 + A2)t) + A exp(—aat)]
AgDe= o1 (t=72)

oohePT2 ()\2 — 042)()\1 + )\2)

D
= (1—=Not)) (A2 — az) + A\; exp(Dt)

ApDe~o1(t=72)
oohePT2 ()\2 — 042)()\1 + )\2) )

Q1 >t/ F) (1= Nx(t))

+Na (t)

+No (t)

Déterminons maintenant les conditions sur les coefficients aq, s, A1, Ao pour que le processus 1 — Fy =

Q11 > t/F) = (1 — Na(t))u(t) + No(t)v(t) soit décroissant, avec

D
(A2 — ag) + A exp(Dt)

u(t) =

etv(t) = Q(11 > t/72).
FEn étudiant les varialions de u, nous obtenons que u est décroissant, v est trivialement décroissant. Il

reste a déterminer le saut en T9. Ce saut A est

1
D .
()\2 — 042) + X\ eXp(DTg)

A=[Q(ry > t/T2)|i=r, —

D’ou
oD D

A= - .
Oég)\leDTQ —+ ()\2 — 042)()\1 —+ )\2) ()\2 — 042) + M\ eXp(DTg)

En utilisant Uexpression précédente, il vient que A < 0 si el seulement si Ao > .

Par conséquent, si Ag > g alors 1 — Fy est décroissant. Donc Uhypothése (G) est vérifiée sous Q.

Par contre, on peut montrer que (H) n'est pas vérifice sous Q entre les filtrations F et G. En effet, si on
prend t < s et X = 17,,541, alors on peut montrer que Fgl|X/F| # FolX/G:]. En effet

Q72 > 9)

EQ[X/ft] =Q(r2 >s8/F) = 1{rz>t}m~

En utilisant Uexpression (6.2), on obtient

(A2 — az) exp(—(A1 + A2)$) + Aq exp(—aas)
(A2 — a2) exp(—(A1 + A2)t) + A\p exp(—aat)

EolX/F] =1rpsny

D’autre part

Q(re > 8,711 > 1)
Qre > t, 711> 1)

Q(ra>s /11)

EQ[X/gt] = Q(T2 > S/gt) = 1{71>t772>t} + 1{71§t<72} Q(Tg >t /7_1) .

Or

Q(re > 8,711 >t)=Q(r2 > 8,71 > 8) +Q(12 > 8,8 > 71 > 1).

Sur {T9 > 5,58 > 71 > t}, K, = elo2= 270 Par conséquent,

+oo S
Qlre>s,8>271>1) = P(e(azi/\z)(tin)1{Tz>575271>t}) = / )‘Qei&udu/ e(O‘Qi/\Q)(tiv))\lei/\de
s t
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Aprés simplification et en utilisant 6.3, on obtient

Q(ra > 5,71 > 1)
Lri>tma>a) Q(rg >t, 71 > 1)

1 —aa(s— - s—
= 1{71>t,72>t}5()‘16 2670 — (ag — Ag)em M)l

Grace & Uexpression (6.4), en interchageant le role de T1 et T, on a

Q(re>s /1)

1 -1 —oa(s—t)
S Q> 1 fry) e

Ainsi, Eg|X/F| £ EqlX/Gy).

6.2.3 Hypothése (H) et absence d’arbitrage

Nous montrons que sous certaines hypothéses I'absence d’arbitrage entraine que I'hypothése (H) est
vérifiée sous une m.m.e particuliére.

L’information F; disponible sur ce marché a la date ¢ est la connaissance des prix des actifs. On a donc

Fr=0(9,9%s<ti=1,..,n).

Nous introduisons les notions d’arbitrage, de marché complet et de portefeuille de la maniére suivante :

Définition 6.26 : Si I est une filtration, nous dirons qu’un Ip—marché est sans arbitrage s’il existe
une probabilité équivalente o P sur Lr telle que les priz des actifs actualisés sous cette probabilité sont

des I—martingales. Cette probabilité est appelée mesure martingale équivalente (m.m.e en abrégé).

Définition 6.27 Un portefeuille est un processus m = (7ri7 t=1,...,n) Iy— prévisible, satisfaisant

n_ T
Z/ midt < 400, p.s.
=10

Un portefeuville est autofinancant si la variation de la richesse ne provient que de la variation des priz
et non d’un rééquilibrage du portefeuille. Ceci équivaut au fait que la richesse actualisée est une Q-

martingale pour toute m.m.e Q.

Définition 6.28 Nous dirons que le Ip—marché est complet si tout actif contingent (i.e les variables
aléatoires Tp-mesurables de carré intégrable) peut étre dupliqué par un portefeuille autofinancant c’est a

dire qu’il existe un portefeuille autofinancant de valeur terminale égale & Uactif contingent.

Nous faisons I’hypothése suivante
[HF] Le Fp—marché est sans arbitrage et complet.

Cette hypotheése implique qu’il existe une unique martingale mesure équivalente a P sur (2, Fr) notée

PO telle que les processus (S} = SiR;,t < T) sont des P°—F;—martingales.
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Nous avons vu précédemment que S nlest pas nécessairement une martingale dans la filtration G. Ce
probléme peut étre écarté grace a '’hypothése (H) selon laquelle toutes les F-martingales de carré in-
tégrable sont des G-martingales. Cette hypothése peut étre justifiée par une structure particuliere du
Gr—marché.

En effet, supposons que les actifs S; = (S!,¢ < T') restent négociables dans le Gr—marché. Si de plus, ce
marché est sans arbitrage, alors R;S; est une G—martingale sous P ou P est une m.m.e sur ce marché.
Donc, comme R;S; est F—mesurable, c¢’est aussi une P— Fi-martingale. Or I'hypothése [HF| implique
l'unicité de la m.m.e PY. Par conséquent, P="P° sur Fr et comme RS engendre toutes les F-martingales,
I'hypotheése (H) est vérifiée pour P.

La remarque 6.24 assure que dans ce cas, il existe une probabilité R équivalente a P telle que 7 et Foo

sont indépendants. La réciproque est aussi vraie et nous ’énongons comme suit.

Proposition 6.29 : Sl existe une probabilité R équivalente & P telle que 7 et Foo sont indépendants,
alors il existe une probabililé P équivalente o P telle que les processus (Si = SZRt,t < T) sont des

@—Qt—martmgales, De plus, P coincide avec PO sur Fr.

Démonstration : Commencons par montrer ce résultat lorsque P° coincide avec P. Nous notons R =
LR /G et Rl = B(R] | Fy) = &/ F,.
Dans ce cas, S est une P—F;—martingale, donc une R—F;-semimartingale. Sa décomposition sous R
s’écrit B

- ¢ d <S, RS >

St = Xt + / 7]{.25

0 R

ol X est une R—F;—martingale. Du fait de I'indépendance de 7 et F sous R, c’est une R—G; —martingale.
Donc S est une R—G;-semimartingale. De plus, la complétion du Fpr—marché implique qu’il existe un

processus H F—prévisible vérifiant E(fOT HZ2d[S, S]s) < +oo, tel que
t o~
Rl = / R/ H,dS,.
0
Comme (R9), ! = £(HX), la probabilité P définie par

dP = (R%) ;' R}.dP
coincide avec P sur Fr et est telle que les processus (:g\t; =S8Rt < T) sont des @—gt—martingales.
Dans le cas général, comme PC est équivalent a P, R est équivalente & PC. Par la méme argumentation
en remplacant P par P?, on obtient le résultat. |
Par notre raisonnement précédent, 'hypothése (H) est vérifiée sous P.
I’exemple de Kusuoka (cf [13]) illustre bien cette situation. Si on prend comme probabilité historique la

probabilité appelée (Q dans I'exemple et pour actif S la martingale

M2 = Ny(t) + /0 N 7655&22;‘?).

La filtration F est F;, = o0(Na(s),s < t) et G, = F,Vo(N1(s), s < t). On a montré que (H) n’est pas vraie

sous Q. Cependant, le Gr—marché est non arbitré, puisque la probabilité P rend 7, et 7o indépendants.
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La m.m.e du Gr—marché coincide avec Q sur Fp.

Remarque 6.30 : L hypothése (H) est présente dans la plupart des articles traitant du risque de défaut,

méme si elle n’est pas toujours énoncée explicitement.

Remarque 6.31 : Si Uhypothése (H) nest pas vérifie sous la probabilité historique, il existe des
exemples ou le Gp—marché présente des opportunités d’arbitrage.

Par exemple supposons T =1, r =0, F, = c(Ws,s < t),
dSy = S dWy, Sp =1
et soil T le dernier temps de passage avanl 1 par le niveau ©
T=sup{t < 1,5 =z} oz # 1.

Soit A = {S% <5, T> %} Cet ensemble appartient & Gyyz. S’il existait une probabilité Q équivalente a

P telle que S soit une martingale, alors
Eqo(S;v1la) = Eg(S11a) = Eq(Sr14) = 2Q(A)

et Eg(S114) <xQ(A)/2 d’ot Q(A) = 0. Ce qui est absurde puisque P(A) #0.
L’arbitrage peut étre vu de fagon financiére de la maniére suivante. On se place au temps 1/2. Si T < %
on ne fait rien et si T > % et S% > x, on vend & découverl S el on solde sa position quand S vaudra

S1/2— . . e . s
LSI] ; ceci arrive avant T avec une probabilité 1. Si T > % et S% < zx, on achéle S et on le revend

quand il vaudra W
L’arbitrage existe aussi sur Uintervalle 10,7[. En effet, puisque l’agent sait que T n’est pas arrivé, il
réalise un arbitrage en achetant [’actif si son prix S est inférieur & x et en le revendant lorsque son priz

=S . . crep s . . . Lo N
%. Ceci se produit avec une probabilité un avant T et en faisant le contraire si S est supérieur &

est
x.
Dans cet exemple, Uarbitrage vient du fait que 'on a une maturité qui majore constamment le temps
de défaut T, ce qui fait qu’au moment du défaut 'agent sera initié. Si dans le méme exemple, on prend

une maturité T = 1/2, alors il existe une probabilité Q telle que le processus S arrété en T soit une

martingale. En effet, la dynamique de S est donnée dans la filtration G par :

1 W,
dS; = Si(————=sgn(W;)( \}%

— )

% )t + dW?)

ol p(x) = \/gf;oo dy exp(;gi), Nous redonnons la démonstration de ce résultat qui se trouve dans [16],

basé sur le calcul de P(T <t/F;). L’ensemble {T <t} est égal & {d; > 1} ot d;, =inf{s >1,W, =0) et

loi Wi
=1+
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ot G est une variable gaussienne centrée réduite indépendante de W. Dot

P(r <t/F) = ¢(

Pourt <1/2, \/%sgn(Wt)(%)(\‘ZV—%) est borné. Donc, il existe une m.m.e. sur Gp. Si on suppose que

Vactif S reste négociable jusqu’en T = 1/2, on peut montrer que Uhypothése (H) est vraie sous cette

m.m.e.
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Chapitre 7

Instants de défaut multiples

Dans la réalité, il n’existe pas un seul instant de défaut. En général, le marché est constitué de plusieurs
actifs qui sont chacun soumis & un risque de défaut. C’est pourquoi il est intéressant de généraliser les
résultats du chapitre précédent en présence de plusieurs temps de défaut. Comme précédemment, nous
introduisons les temps de défaut comme des variables aléatoires positives sur un espace probabilisé.
Soient (£2,G,P) un espace probabilisé avec une filtration F = (F¢, ¢ > 0) et 71, ..., 7, des temps aléatoires
définis sur cet espace.

Pour ¢+ = 1, ..., n, nous posons

NZ - 1{Ti§t}7 Vt S R+,

et nous notons I’ la filtration engendrée par le processus N*'. Nous introduisons la filtration G définie
par

G=FVH'vVv..vH",

et les filtrations G' définies par
G'=FVI'

Nous commencons par traiter quelques exemples qui permettent de comprendre les questions qui appa-
raissent lors de la présence de plusieurs temps de défaut.

En particulier, nous montrons que la connaissance de la loi du minimum des temps de défaut si I’on s’ar-
réte a larrivée du premier instant de défaut et de la loi des temps ordonnés sinon, est indispensable pour
mener les calculs. Dans le cas ol on s’intéresse au premier instant ou un défaut se produit, ’évaluation
d’actifs contingent soumis au défaut se fait a I’aide du processus de hasard du minimum. Nous donnons
des conditions pour déterminer le processus de hasard et le (F — G)-martingale processus de hasard du
minimum.

Nous avons montré dans le chapitre 6 que la structure du marché pouvait imposer que la propriété (H)
était vérifiée. C’est pourquoi nous étudions la conservation de I'’hypothése (H) lorsqu’il y a plusieurs
temps de défaut. Nous énongons une condition sur les temps de défaut qui implique que la propriété (H)

est vrale entre les filtrations F et G.
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7.1 Quelques exemples

1. Soient deux temps aléatoires 71 et T2, nous supposons que la valeur de la firme vérifie

AV = Vi(udt+o0dWy), 0<t <71, 11 <t<Tg, T <t<T,Vog=1

Ve, = 8,V _ etV =68V,

ou W est un mouvement brownien
Nous supposons que 71 < 79 et F est la filtration brownienne.

Nous cherchons la valeur d’un contrat qui donne h(Vr) en T. Le prix d'un tel contrat en { = 0 est
P(0,T) = Ele * (h(Vr)liperyy + h(61VE) L < rersy + 1(8182V0) 1 ery< 1]
ou Ry = fOT reds est le taux d’actualisation et V est la solution de
AV, = Vi(udt +0dWy), 0<t < T, Vo = .
Alors
P(0,T) = E(e Bh(Vy)) — Ele B (h(‘N/T)l{T>n} - h(51‘7T)1{71§T<72} - h(5152‘~/T)1{72§T})]~
Dans le cas ou h(cx) = ch(x) et (71 , T2),s0nt indépendants du brownien, on obtient
PO, T) = E(e*RTh(f/T))(l —P(T>711)—61P(11 ST < 73) —616P(m2 < T)] -

Si la loi du couple (71 , T2) est connue, il est possible d’obtenir une formule explicite de P(0,T).

2. Si nous reprenons ’exemple précédent dans le cas oul 71 et T2 ne sont plus forcément ordonnés.

Alors la valeur du contrat qui donne h(Vr) en T est
P(0,7) = Ele ™ (h(Vr)Lir<g) + 810(VE) Lry<rers + 62h(Ve)Liry<rar,y + 81620(V) Lizars ]

ol T = min(7y , 72) et T = max(7y , T3).
Dans le cas ol 71 et T2 sont indépendants et ot le couple (71 , T2) est indépendant de la filtration

F, on obtient

P(0,T) E(e BTA(Ve)(1 —P(T > 1) — 6, P(1y < T < T2)
—52P(7—2 <T< 7'1) — (5152}?(? < T)]
= B(e " h(Vp)[F(T)Fa(T) — 61 F(T)(1 — Fa(T))

=6 Fo(T)(1 — FA(T)) — 6162 FA(T) Fa(T))].

Dans le cas général, nous utilisons la densité conditionnelle f(z,y) par rapport & Fr du couple
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(11, T2). Nous pouvons écrire le prix comme suit

P(0,T) Ele Brh(Vp) {1 =PI > 1 | Fr) —6,P(ry < T < 7o/ Fr)
—52P(7—2 <T <71 / fT) — (5152}?(? <T / fT)}]
= E[e’RTh(XN/T){(l —8162) fo fo (z,y)dzdy — 61 fo * fx,y)dxdy

—& T fo (z,y)dzdy}).

7.2 Propriété du minimum de plusieurs temps de défaut

Nous rappelons tout d’abord les définitions suivantes :

Définition 7.1 : Si 7 est un temps aléatoire, le (F— G) m.p.h de 7 est le processus A, F—prévisible,
croissant continu & droite tel que

My = Ny — Agnr
soit une G—martingale.
Définition 7.2 : On appelle F—intensité de 7, le (F — F V) m.p.h de 7 pour Hy = o(t AT).

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux propriétés du processus de hasard et du (F — G)— p.m.h du
minimum 7 des temps aléatoires 74, ...,7,. En particulier, nous cherchons a relier ces processus a ceux
des différents temps aléatoires. Nous montrons ensuite que I’hypothése faite pour calculer le (F — G)

martingale processus de hasard de 7 entraine des conditions tres fortes sur la loi conjointe de (71, ..., 74,).

7.2.1 Fonction de hasard et martingale processus de hasard

Nous rappelons des résultats établis dans [3]

Lemme 7.3 : Soient 7;, ¢ = 1,...,n des lemps aléaloires définis sur un espace de probabilité (2,G,P).
Supposons que T; admel un (F—Gi) processus de hasard T'. Si T;, i = 1,...,n, sont mutuellement

indépendants, alors le processus de hasard T’ de T est égal & la somme des processus de hasard I'.

Démonstration : Pour tout ¢ € R, nous avons

e = 1-F(t)=P(r >t | F) = [ B(r,>t | F)

1=1

(1— F(t)=e Sial

Il
e

i=1

Lemme 7.4 : Soient 75, ¢ = 1,...,n des temps aléatoires tels que P(t, = 7; ) = 0 pour i # j. Si 7
admet un (F — G) m.p.h A*, alors le (F —G) p.m.h A du minimum 7 est égal & la somme des (F — G)

p.m.h, i.e
A=Y AL (7.1)
i=1

Démonstration : Par hypothése, pour i = 1,...,n, le processus M; = N} — Ai/\ﬂ est une G—martingale,

ainsi que le processus arrété (M*)".
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Comme P(7, = 7; ) = 0 pour ¢ # j, nous avons

Ny =Y Niu,.
i=1

Par conséquent, le processus

n
My=N; =Y Ajur
i=1
est une G—martingale comme somme de martingales. D’ou 'égalité (7.1). |

Remarque 7.5 : Fn général, la F—intensité du minimum n’est pas égale & la somme des F—intensités.

Considérons 71 et To deux temps de défaut définis par
7 = inf{t,} > O}

ot wi, 1 = 1,2 sont des processus F—adaptés vérifiant 0 < w% < w? el © est une variable exponentielle
de paramétre un indépendante de F.

Alors ' est la (F — Gi)— intensité de T; et la F—intensité du minimum T est ' (et Pt £t 4+ w2).
On peut remarquer que To est un temps d’arrél prévisible dans la filtration G, par suile il ne posséde pas
de (F — G)—intensité. En effet, la suite croissante de G—temps d’arrét () = inf{t > Tl,¢? >0 - % s
(T(”))n>0 CONVETge VETs Ty .

Par contre, le (F — G) processus martingale de hasard A deT est égal & la somme des (F — G) processus

martingale de hasard A* des T;, s’ils existent.

Nous avons vu précédemment que d’une part, I'indépendance des temps de défaut permet de calculer
facilement le processus de hasard du minimum, d’autre part que l'existence des (F —G) martingale
processus de hasard A' permet d’obtenir le (F — G) martingale processus de hasard A. La proposition

suivante donne une condition pour que ces (F — G) martingales processus de hasard A? existent.

Proposition 7.6 : Soient 7;, i = 1,...,n des temps aléatoires admettant des (F — G) m.p.h A' absolu-
ment continus par rapport & la mesure de Lebesque et vérifiant P(T, = 7; ) = 0 pour ¢ # j. Alors 7,

1 =1,...,n sont deux & deux indépendants conditionnellement & F;.

Démonstration : Dans un premier temps, considérons pour la filtration F la filtration triviale.
Commencons par le cas n = 2. Soient 7; et 75 deux instants de défaut. On note \; la fonction déterministe
telle que

dA;(s) = N\i(s)ds

Comme M'M? est une martingale (les deux martingales de saut pur n’ont pas de saut commun, car

elles ont chacune un unique saut en 7; et P(7, =7, ) =0 pour @ # j), pour ¢t < u
B(M{ M) = E(M{E(M] [ G)) = E(M{M}) = 0.

La démonstration sera identique pour v < t.
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B(M!M2) = F(t,u) — [ dy [ def(2,y)A(y Au)
— f5 dx [ dyf(z,y)Ar(x AT
—l—fooo dx fooo dy f(x,y)A1(z At)Az(y A uw)

ot F(z,y) =P(r, <z,72 <y) et f est la densité jointe de 71 et 72. D’on

0=F(t,u) — fydo [y dyf(z,y)haly) — fy do [ dyf(x,y)As(u)
— Jo'dy fo def(@y)Ai(@) — fo' dy [7 duf(@,y) A (2)
+ fyda [ dyf(x,y) A (@) As(y) + [y d [ dyf(x,y) A (x) As(u)
+ [ dx [ dyf (@) A Ae(y) + [ de [ dy f(z,y)Ar () Ao (u)

En dérivant par rapport a t puis par rapport a u, on obtient aprés simplification

fle) =) [ dofen - xaw) [ anfea+n@n o [Casen =0 @2

Sion pose G(t,u) =1 — F(t,u) = e M0 fe=h2(0) _ =M= A2(w) [ (¢ 4), 'équation (7.2) devient

OPH B
udt

c’est-a-dire H sécrit H(t,u) = hq(t) + ho(u).
Par conséquent on cherche deux fonctions hq et hg telles que F' = 1—e M) _g=Aa(w) 4 o= M (D) g—Aa(u) (hy(t)+
ha(u)) soit une fonction de répartition.

Comme M; et My sont des martingales, les lois marginales sont connues et

Foo,u) = 1—exp(—A2(u)), F(0,u)=0

F(t,c0) = 1—exp(—Ai(t), F(£,0)=0.

Ce qui implique 21 (0) + ha(uw) =1 = hy(t) + h2(0). D’olt hy (resp. he) est égale & une constante a (resp.
b) telles que a + b= 1.

Ainsi F(t,u) = (1 —e M®)(1 — e A2(W) et 7, et T2 sont indépendants.

Sin > 2, solent 7; et 7; deux instants de défaut. Comme ils admettent des (F —G) m.p.h A et A
absolument continus par rapport & la mesure de Lebesgue, ils admettent A? et A7 comme (Fv H v H )
m.p.h. Par le raisonnement précédent, 7; et 7; sont indépendants.

Dans le cas ou la filtration F n’est pas triviale, nous utilisons la méme méthode, en considérant les

distributions conditionnellement & F;. [ |

7.3 Etude de la propriété (H)

Dans le chapitre précédent, nous avons vu qu’un cas intéressant en finance était le cas ol les F—martingales
de carré intégrable sont des G—martingales. Ceci sera vérifié dans le cas ot la propriété (H) est vraie a

chaque grossissement de filtration c’est-a-dire entre les filtrations F et F V IT' et entre FV I v ... v IT*
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et FVINY ... VIt pouri=1,.;n—1.

En présence de deux temps de défaut 71et 72, nous étudions les conditions que doivent vérifier ces deux
instants pour que ’hypothese (H) soit vraie entre F et F H' d’une part et F VH'et F Vv H'VH? d’autre
part et de maniére symétrique. Nous montrons ensuite que dans le cas de deux processus de Cox, ces
conditions ne sont jamais vérifiées.

Dans toute la suite, nous faisons I’hypothése suivante

P(r, =7;) =0 pour i # j.

k3

7.3.1 Cas de la filtration triviale

Soit F la filtration triviale. Nous notons Hy = o(71 A t) et G: = He V o(ma A L).

D’aprés le théoréme 6.15, les H—martingales de carré intégrable s’écrivent comme intégrales stochastiques

M} =N} — /Wl 9hils)
0 1— Fi(s—)

par rapport & M! o1l

et I} est la fonction de répartition de 7.
Par conséquent, les lI—martingales sont des G—martingales si et seulement si M reste une G—martingale,
ce qui équivaut a

P(Tg St / Ht) :P(Tg St / Hoo)

soit
E(h(m1)P(12 <t [ Hy)) = E(h(71)17,<¢) pour toute fonction borélienne. (7.3)
Or
E(h(Tl)lTlgtP(Tg <t / Ht)) = E(h(Tl /\t)lTlgtP(Tg <t / Ht))
= E(h(Tl /\t)lTlﬁtszSt)
= E(h(Tl)lTlﬁtszﬁt)'

Par conséquent, I'égalité (7.3) est équivalente &

E(P(T1)1ey > B(2 <T / He)) = E((T1) e, > elr,<0)-

On peut se restreindre a des fonctions élémentaires, d’ou 1’équivalence avec

E(lysr»iP(12 <1/ He)) = E(lysry>tlr,<t)-

Comme
P(Tg <t,T1> t)

171>tP(7—2 S t / Ht) = 17’1>15 P(Tl > t) ’

l’égalité (7.3) est équivalente a
Plra <t <7m)P(u>71 >1) =Pu> 711>t >72)P(11 > 1), VE, Vuu. (7.4)

De maniére symétrique, si on veut que I'hypothése (H) soit vraie entre F et F V H? d’une part et
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F VH2et F v H'VH? d’autre part, on obtient la relation
P(ry <t < m)P(u> 79 >t) =P(u> 79 >t > 71)P(12 > t), VI, Vu. (7.5)

Remarque 7.7 : Si 7y et 7o sont indépendants alors les égalités (7.4) et (7.5) sont vérifiées. Si une
seule égalité est vérifice, par exemple (7.4), cela nwimplique pas que T et Tg sont indépendants. En effet,
st nous prenons Ty et Tg = T + Ty, Uégalité (7.4) est trivialement vérifiée. Par contre, méme si Ty et T
sont indépendants, égalité (7.5) n'est pas forcément vraie. On peut prendre le contre-exemple ot T1 et

T sont indépendants de méme loi %51 + %51_75 etu=>5,1=3.

7.3.2 Cas de processus de Cox

Nous considérons le cas particulier ou 71 et 79 sont définis au moyen de deux processus de Cox par
¢
ST / Ni(s)ds > O} = inf{t / Ai(t) > ©}
0

ou \; sont des fonctions déterministes positives vérifiant Ay < Ao ce qui implique 79 < 77.
Montrons que dans ce cas, I’égalité (7.4) n’est pas vérifiée.

Nous avons P13 < ¢ < 71) =P(A1(1) < © < Ag(1)), P(u > 711 > 1) =P(A1(1) < © < A1(u)), et

Plu>71>t7m2<1t) = PO <A(t), Ai(t) <O < Ar(w))
P( A1(t) < © < inf(A2(t), Ar(w))) pour u > t.

Par conséquent, comme © est une variable exponentielle de paramétre un,

P(r2 <t <71) = exp(=Ai (1)) — exp(—A2(2),

Pu>7i>t,72<t) = exp(—A(t)) —exp(—inf(Az(t), Ay(w)) pour u > t
= exp(—Ai1(t)) — sup(exp(—Az(t)), exp(—A1(u)))
Légalité (7.4) est vérifiée si et seulement si
[exp(—A1(t)) — exp(—Az(?))][exp(— A1 (2) — exp(—Aq1(w))]
= exp(—A1(t))[exp(—A1(t)) — sup(exp(—Az(t)), exp(—A1(w)))]-
Si Ag(t) > Ay (u), on a égalité si et seulement si Ay (u) = Ay (t), c’est-a-dire si Ay = 0 sur [, u).
Si Az(t) < Ay (w), on a égalité si et seulement si Ag(t) = Ay (u) = 0.

Par conséquent, si on prend ¢ = 0 et u quelconque, on obtient A\; = 0.

7.3.3 Cas o la filtration F est quelconque

Nous notons G' = FVI! et G = G' VH?. Par le méme raisonnement que précédemment, nous obtenons

que les G' —martingales sont des G—martingales si et seulement si

P(Tg <t,71>1 / ]—"t)IP(u >T71 >0 / ft) :P(u >71>0,720< 1 / ft)P(Tl >4 / ft),Vt,Vu. (76)
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Ainsi les F—martingales sont des G—martingales, si la propriété (H) est vérifiée pour F et G! et si

l'égalité (7.6) est vrale.

Remarque 7.8 : Le fait d’imposer que la propriété (H) est vérifice pour chaque grossissement est une
condition restrictive pour avoir la conservation des martingales de la filtration F comme martingales de
la fillration G. En effet, si 71 et 7o sont deux lemps de défaul indépendants de la filtration F, mais ne

vérifiant pas (7.6), les F—martingales sont tout de méme des G—martingales.

Les exemples donnés au début de ce chapitre nous ont permis de voir que dans le cas de défauts multiples,
nous avons besoin, pour mener les calculs, du processus de hasard de la loi conditionnelle du minimum des
temps de défaut ainsi que de la propriété (H) entre F et FVH ot H = (0(7At)). Les résultats précédents
montrent que dans le cas de temps de défaut indépendants les résultats s’obtiennent facilement.

Cependant dans le cas de temps 71 et 75 corrélés, nous pouvons calculer sur des exemples le processus
de hasard associé au minimum 7 et montrer que 'hypotheése (H) est vraie bien que 1'égalité (7.6) ne soit
pas vérifiée. Pour corréler les temps de défaut, de nombreux auteurs utilisent les copulas (cf. Bouyé et

al. [1], Frey et [2])

Exemple 7.9 Soient F une filtration brownienne, ©;, i=1,2 deux variables aléatoires indépendantes de

F de loi exponentielle de paramétre un telles que

(1> 1,00 > ) = P R0 =y

Si on définit
T = inf{t /Al(t) Z @1}

ot A; sont deux processus croissants F—mesurables, alors le processus de hasard I' associé au minimum

est égal a

el = 1-F=Pr>t/F)

= P(01 > Ai(t),02 > As(t))
exp(—As (1)) exp(—Aa(t)
14 (1 — e M@®)(1 — e A2(0)
= P(r>t/Fx)

Ainsi la propriété (H) est vraie entre F et F Vv H.

L égalité (7.6) n’est cependant pas vérifiée puisque

(efAl(t) _ e*Al(u))(l _ e*AQ(t))QefAl(t)
[T+ (= e MO)(I = e MO+ (1= e M) (1 = e 0

P(72§t<Tl)P(U>Tl>t):

et

(efAl(t) — efAl(u))efAl(t) (14 (1 - efAz(t))(g — e M) _ efAl(u))]
I+ (T —e MO I - e RO+ (1 —e MW)(1 e A0)]

P(u>7’1>t272)P(7’1>t):
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Chapitre 8

Cas général

Le chapitre 6 nous a permis de montrer que la structure du Gp-marché, en particulier la nature des
actifs contingents négociables, imposait une hypothése trés forte sur la conservation des martingales de
la filtration F en G—martingales. Cettte hypothése n’est plus nécessaire si 'on considére que les actifs
ne sont négociables que jusqu’en 7 et que les seuls actifs contingents disponibles sont de la forme X1y,
et h:1,<7. L’hypothése (H) n’est pas non plus vérifiée si nous observons les prix des actifs S en temps
discrets.

Dans un premier temps, nous montrons dans un contexte d’observation a temps discrets des prix, que
le processus F' n’est jamais croissant. Ainsi ni 'hypothése (H), ni 'hypothése (G) ne sont vérifiées.
Dans le cas général, les résultats sur la décomposition des F—martingales dans la filtration G ont été
établis dans la théorie du grossissement de filtration dans les travaux de Jeulin[14]. Nous commengons
dans une premiére partie par rappeler ces résultats, ainsi que des résultats nous permettant de calculer
les espérances conditionnelles dans la filtration G.

Ensuite nous établissons un théoréme de représentation semblable & celui établi dans le chapitre 6. Ceci
nous permet de montrer que le marché considéré est incomplet si I'on considére uniquement des actifs
du Fr-marché. Ce marché peut néanmoins étre complété par un zéro-coupon avec défaut dont nous
donnons la dynamique dans le cas ou F est une filtration brownienne.

Enfin nous terminons par des exemples de temps de défaut ot I'on est bien dans ce cadre général du

grossissement de filtration, ¢’est-a-dire ot la propriété (H) n’est pas vérifiée.

8.1 Observation a temps discrets

Supposons F; = 0(55, s < [t]) ou [f] est la partie entiére de {. Montrons que le processus F' n’est jamais

croissant. Comme

F=P(r<t/F),

F est croissant sur les intervalles [n,n + 1[. Mais il n’est pas croissant en n > 0. En effet,

F,—F, =P(r<n/F,)—-P(r<n/F,1)=F,—E(F, [Fn_1).
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Or F,, — E(F,, /F,_1) n’est pas de signe constant. Sinon, comme E(F, — E(F, /F,_1)) =0, on aurait
F,=FE(F,/Fn 1)

iLeP(r<n/ F,) =Pt <n/ F,_1). Ce qui n’est pas vrai en toute généralité.
Ce résultat était prévisible. Dans le chapitre 6, 'hypothése (H) a été justifié¢e a condition que le

Fr—marché soit complet. Or en cas d’observation a temps discrets, le Fr—marché n’est jamais complet.

8.2 Cas général

8.2.1 Décomposition des martingales dans la filtration G

Afin d’établir la décomposition des F—martingales dans la filtration G, nous rappelons la définition du

compensateur d’'un processus.

Définition 8.1 : Soit K une F—sous-martingale, alors le processus croissant K, prévisible, continu a

droite tel que 77/ = K — K est une F—martingale, est appelé le F-compensateur de K.
Remarque 8.2 : L’eristence du compensateur est assurée par le théoréme de Doob-Meyer (cf [7]).

Notation :

Le processus F est le compensateur de I et le processus Z la martingale égale a F' — F.

La décomposition des F—martingales dans la filtration G est donnée dans [18] pour une filtration brow-

nienne et dans [14] pour une filtration quelconque.

Proposition 8.3 : Si X est une F—martingale, il existe une G—martingale X telle que

_ tAT d<X F>
Xinr = Xy T—/ 1t 8.1
A = | TR (8.1)

Dans certains cas, il peut étre judicieux d’écrire I'expression (8.1) a I’aide du crochet droit. La proposition

devient

Proposition 8.4 : Si X est une F—martingale, il existe une G—martingale X telle que

Xinr = yzt/\q— - /MT M
0 1—F,
Démonstration : Voir Dellacherie Meyer [8] p.188. [ |
Dans le cas général, nous ne pouvons préciser le comportement des F—martingales aprés I'instant de
défaut sans imposer des conditions supplémentaires sur 7. Nous avons besoin que la variable 7 soit une
variable honnéte c’est-a-dire la fin d’un ensemble F—prévisible autrement dit 7 = sup{t : (t,w) € I'} ou

I’ est un ensemble F—prévisible. Sous cette condition nous pouvons énoncer le résultat suivant (cf [18]

ou [14]).

Proposition 8.5 : Si1 est une variable honnéte el si X est une F—martingale, il existe une G—martingale

X Y /t/\Td<X7F>s 1 /td<X7F>s
= - — 1< -
¢ U 1-F,_ =) F,

X telle que
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Remarque 8.6 : Bien que les instants de défaut T construits o l'aide des processus de Cox ne soient pas
des variables honnétes, on a quand méme une décomposition des F—martingales puisque (H) est vraie.
Pour montrer que T n'est pas honnéte, on utilise un résultat da ¢ Azema et al. (cf [1]) dans lequel les
auleurs montrenl que pour un temps honnéle, le processus ﬁoo est une variable exponentielle. Or pour

un processus de Cozx, ﬁoo = F, est a valeur dans [0,1]. On peut aussi utiliser que le processus
I, =—In(1— Fy)=—In(1— Fy)

est une variable exponentielle.

Notation :

Pour toute F-martingale X, on notera X la G-martingale associée par la proposition précédente.

Le lemme suivant nous permet de calculer les espérances conditionnelles et de caractériser la F—martingale

processus de hasard A.

Lemme 8.7 : i) Si h est un processus F—prévisible alors

E(he/G0) = holoc + 1y ie™ / hudFy) ). (3.2)

t

it) Le F—martingale processus de hasard de T est donné par

tdF
A, = -5 8.3
t /01_st (8.3)

Démonstration : i) L expression (8.2) s’obtient a partir de (3.6) en utilisant la définition du compensateur.
ii) Nous reprenons la démonstration de [13]. Le processus A donné par (8.3) est F-prévisible. Pour montrer

que Ny — A(L A T) est une G—martingale, il suffit de vérifier que pour tout s > ¢

E(/:AT _db | F)=E(F,—F, | F)=E(F, — F, | Fy).

e 1 Fy
Or
E(lgery fs/\/\: ==/ Fs) = 1{s<r}ft 1 F + 1rar<s :AT 151;27 / Fs)
= ( ft 1 +ft ft 1dF dF
= (As_At)( F)+ [7 (A —At)
= (As— F)+ [F(A d(F, — Fy+ F,).

Comme A est F—prévisible,

E(/:(Au — A)d(F, — F,) ] F) =0. (8.4)

En utilisant 1’égalité

F(t) = /Ot AydFy, + A()(1 — F),

nous obtenons

o~

E(/:TL/E) B(E (1{t<7}/:71L/f/ft)) B(F, — Fy/F) = B(F, — B/ F).

AT 1-F

97



8.2.2 Théorémes de représentation

Les théorémes de représentation prévisible permettent en finance d’établir la complétion du marché. C’est
pourquoi, nous établissons un théoréme de représentation prévisible pour certaines G—martingales.

Nous commengons par rappeler un résultat [1] qui donne la décomposition de toutes les G—martingales
dans le cas o1 la variable T est honnéte F,,—mesurable et ot la filtration F est une filtration brownienne
engendrée par W. On note F; la filtration engendrée par les procesus 7, ou Z est F-progressivement

mesurable.

Théoréme 8.8 : Soit 7 une variable honnéte Foo—mesurable. Toule G—martingale de carré inlégrable
(E)tzm nulle en 0, peut se décomposer de maniére unique en la somme de quatre martingales de carré

intégrable, orthogonales dans la filtration G :

EAT ¢
X, = / Js(l)dWs+1T§t/ JEaw,
0 T
EAT -
+[J§3)1T§t—/ TR+ vl,<
0

ot JW, i=1,2,3, sont trois processus F—prévisibles vérifiant
E[/ (JI)2(1 = F,)ds] < oo; E[/ (J?)2F,ds] < oo E[/ (JP)2dF,] < co
0 0 0

et v € L2(F}) satisfait E(v / F;) =0.

Ce théoréme trés général n’a pour 'instant pas d’interprétation en finance. En particulier, nous ne savons
pas interpréter en toute généralité le terme en v. Barlow et al. [2] ont montré que F& et F, ne différent
qu’a un ensemble pres, dans le cas o T = g1, v = sgn W;.

De plus, certaines variables honnétes donnent des arbitrages (cf les exemples de la remarque 6.31).

Nous pouvons cependant établir un théoréme plus précis pour les martingales de la forme H; = E[h,/G;]

ol h est un processus F—prévisible sans hypothése sur la filtration F.

Théoréme 8.9 : Soit h un processus F—prévisible et H, = E[h./G,], alors H admet la décomposition
sutvante

tAT £
o =m{V +/ ' [(Hs— — hy)dZ s + dmi™)] +/ Al (hy — Hy )dMs,
0 0

ot mgh) =E[f,° hudF,]F;) est une F-martingale.

Démonstration : 1.’idée de la démonstration est la méme que pour le théoréme 6.17. En utilisant 1'égalité
(8.2), nous avons

H; = hrlrét + 1T>teFtE(/ hudﬁ“/ﬂ)

t

et
[ele] t
A, = E(/ hoe  dE, ) F) = et (mi™ —/ hodE,).
t 0
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Par une intégration par parties, nous obtenons grace a la formule d’It6

dF, d(Fc,Fc>t)
1—F,  (1-F_)2"

1
d(el*) = Ve (dTy + AT — 1 — AT, + (0% T°),) = ele=(

d’otl
dA, = e (dmi" — hdFy) + (m" — [T hodF)d(e™) + dle™,m™ — [T h,dF,)
m (k) L, ~
= Lo (dm (h) #Hx‘h (-4 dF,g 4 (<1pr )>2)—ht(li‘§; + R dF, Z] + AR AR})
m(h) c r.—
= e (d <h>+—[ Ly A, (dZt + GEE) — hil 7%= + 5 d[F, 7))

+At7 dFt —ht( dFt 17FtAEfAEf)'

Orﬂﬁ——l—e'5 AF}AF}—ﬂt:et

az,_ |, A(F°2°), _ dZ AF 29, Az
1—F  (1-F_)? 1—-F_ "(-F)0-F)  1-F
dze d|F, 7], 1 AF,
I A (S A TR Y AL T (1—Ft,)(1—Ft))
_ 4z, Az d[F, 7],
1—F_ " 1-F_  (1-F_)(1-F)
7, d[F, 7],

—F TO—F)(0—-F)

Par conséquent

)
dA, = o {(am 4 AT

Comme

tAT
Alfyery = m(()h) -l—/ dAs — Arl<py
0

et comme A, = H, sur {u < 7} et AA,; = —el"h, AF, + A 7ﬁ, car les conditions (C1) ou (C2)
implique Am(T )=0
Par conséquent,
He o= ml) + [ e (ATt = h)dZ, + ] + [T AT (- — hi) 7= (= A<y
- “” + Jo T (€A Ho = ho)dZ, + AT 4 [T AT (H, - — b)) et

[(hr — A )(1+ £50)]1 <
= mi 4+ [T e (AT Hy - — hy)dZs + dm$™ ) + [T AT (hy — Hy )dM,.

Corollaire 8.10 : 57 la filtration F est la filtration d’un mouvement brownien W et F' est continu, alors

le théoreme précédent s’écrit
tAT o £
H; =mo +/ el (2o(Hy — hs) + pi))dW +/ (he — Hy )dM,,
0 0

o mgh) = [foo hudﬁ'u/ft) est une F-martingale de décomposition dmgh) = u(h)th et ou dF, — dﬁt =
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2t th

Nous nous plag¢ons maintenant dans le cadre particulier ou F' est continu et F une filtration brownienne.

Dans ce cas les F—martingales sont continues et la condition (C1) est vérifiée.

8.2.3 Dynamique d’un zéro-coupon

Le processus Ly = (1 — Nt)eFt est une G—martingale et par un calcul direct, on obtient

(—dM; + —22—dW,) = Ly (—dM; + —2

dL; =
TR 1-F 1—F

dW )

La dynamique du zéro-coupon actualisé sous la martingale mesure équivalente fixée QQ par le Gr—marché

est donné par

df)t = mtst —l—Lt,dmt + 1ftFt Lt,d<m,W>t
= mtst + Lt, mt
= Dr(—dM; + (725 + v)dWy)
= P (=AM + (725 + 55)dW)

ot m est la martingale strictement positive m, = Eg[Rre'7/F,] ot T est calculée sous Q et dm, =

MU th = My th

8.2.4 Complétion du marché

Le théoréme 8.9 montre que le G marché est incomplet si I'on ne dispose que des actifs du Fr—marché,
méme si celui est complet. Il peut étre complété si les actifs négociables sont les actifs sans défaut arrétés
en T et un zéro-coupon avec défaut et si on ne veut couvrir que les actifs du type X1y« ou h(7)1 <.
Supposons que le Gp-marché constitué des actifs du Fr—marché jusqu’en 7 et d’un zéro-coupon est sans
arbitrage. Alors sous la m.m.e

Rip, = E(Rrpr [ Gt)

ol p est le prix de marché du zéro-coupon.
Nous supposons que sous la m.m.e

d(RS)t = (RS)tO'tth

Les calculs sont menés sous cette probabilité.
Si X € Fr, hy = X1y, est F—adapté, continu a gauche limité a droite, donc prévisible. Par conséquent,

nous pouvons appliquer le théoréme 8.9 et

TAT

RrXlre, = x"‘fo ¢des +f0T ?Pdes

TAT

= a4 Jy (0, + v, (5 + £2))(R,Ss0,) A(RS) — [y T ge—d(Rp),

ou

et
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X associée a la

Le coeflicient /Lf est le coefficient de la représentation prévisible de la G—martingale ™
F-martingale

T

En remarquant que Hy = Lym et Ryp, = Lym,, on obtient aprés simplification

TAT 1 X mX L T/\TmX
RrXlr.,; = e R;Ss04) "d(RS)s — S d(Rp)s.
rXire=ot [ e = S (RS arS) - [ ()

Le résultat demeure pour les actifs contingents de la forme %, 1;-<7} & condition de modifier les coeffi-
cients ¢ et % a 'aide du théoréme 8.9.

Ce résultat est important car il permet d’obtenir explicitement le portefeuille de couverture de 'actif
contingent et il montre que le marché composé des actifs contingents du type X1ro; ou h(7)l; <7 est
complété par le zéro-coupon avec défaut.

La complétion du marché reste valable sous 'hypothése (H), puisque le théoréme 8.9 a son équivalent
sous 'hypothése (H). Seule la couverture change, puisque I'on n’a pas de partie martingale pour le
processus F.

Dans le chapitre suivant, sous 'hypothése (H) nous explicitons la partie du portefeuille & placer dans
l'actif sans risque et, pour un exemple de processus I', nous calculons le portefeuille de couverture dans

le cas d’un call européen.

Le marché est aussi complet dans le cas ol 'on peut négocier une option européenne avec défaut (en
particulier un call européen) obtenue & partir du sous-jacent S et un zéro-coupon avec défaut, méme si

I’'on ne peut négocier directement le sous-jacent S. En effet, on note pour X € Frp,
Hy = E[Rr X1r<; [ Gi]

le prix actualisé de I'option européenne négociée sous la m.m.e fixée par le marché. Alors le théoréme

8.9 permet d’écrire
dHy = (1 — Ny )(e" 2 Hy + p* )dWy — (1 — N, )Hy— dM,,
ol 1 est le coefficient de la représentation prévisible de la martingale

T

Comme sous la m.m.e, le prix du zéro-coupon vérifie

@y = Do (=AM (¢ T,
t

le marché sera complet dés que 1'on pourra écrire W et M en fonction de H et p. Ceci est possible dés
que le processus
by

X
—H, -+
(1 ¢ mt)
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ne s’annule pas. Dans ce cas, on a

@
dM, = (el 2, + LLyawr, — 2Pt
my Pe—
et
_ ap
AW, = (1 N ) (i — Hy o) am, — 224
M ,Ot,

Il faut remarquer que le cas ot X est une constante, ne permet pas de couvrir.

Remarque 8.11 : Dans le cas ot F' est discontinu, en remarquant que

2 — 1-F_ 2t
—dM; + —dW}) = =Ly (———dM; + ——
(=M + 2 = Mt T

dr,
1—F

ey dW) (8.5)

nous pouvons encore écrire la dynamique du zéro-coupon sous une m.m.e et compléter le marché avec
celui-ci. L’expression (8.5) t de justifi l dt " eATs (b, — H, )dM, du théore
. D .5) permel de justifier que le second terme [, e="(hq s— )M du théoréme

8.9 o apparait e~Te, est effectivement une G-martingale.

8.2.5 Exemples

Nous avons vu dans le chapitre 6 un exemple purement mathématique dans lequel la propriété (G)
n’était pas vérifiée, le temps de défaut étant F.,—mesurable. Nous allons donner maintenant d’autres

exemples ol l'on est dans la méme situation.

Exemple 8.12 : Soit un actif dont le priz Sy vérifie I’équation suivante
dS; = S dw}

ot W1 satisfait I’équation

AWt = dw, — ?dt
et ot W est un mouvement brownien. Nous notons (F}¥)i>o la filtration naturelle de W et (Fy)i>o celle
engendrée par S. Cette derniére est aussi celle de W,
1l est connu (cf [16]) que le processus W1 est un mouvement brownien dans sa propre fillration et que
FYV = F,vo(Wy).
Ainsi le Fr—marché est sans arbitrage. Par contre, le f%v—marché est arbitré, puisque il n’existe pas de
probabilité équivalente a P sur f%v telle que sous cette probabilité S soit une martingale. On peut méme
montrer que Uarbitrage o lieu tout de suite (cf [3]).

Nous considérons le temps aléatoire T défini de la maniére suivante
‘w,
T=inf{t>0/ / —2ds = —a} ot a> 0.
0 S

On peut interpréter de maniére financiére T comme étant le moment o le rendement cumulé devient
trop petit.
La propriété (H) n'est pas vraie dans ce contexte. Par conséquent, les F—martingales ne restent pas des

G—martingales avec G, = Fy NV o(t AT). En effet, si nous supposons que (H) est vérifiée, alors puisque
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le processus Y défini par

1
Y, = exp(W}! — 515)

est une F—martingale, Y est une G—martingale. Si nous définissons
7o = inf{t / W} =n},

le processus Y 5, est uniformément intégrable, car borné par expmn, et lim,_, o 7, = +00.

D’aprés le théoréme de Doob appliqué & ce processus, nous devrions avoir

E(Yr ar) = 1.
O
" 1 1 IANTATH W
1 s
exp(Wirrnr, — i(t ANTATR)) = exp(Winrar, — it AT A Ty)exp(— /0 . ds)
[4
¢ 1 IANTATH Ws . IANTATH Ws
Elexp(Wiprar, — 5(15 ANTATy)) eXp(—/ . ds)) = E(eXp(—/ . ds))
0 0

ot I est l’espérance prise sous la probabilité P de densité de Radon-Nikodym par rapport & P égale a

Zy = exp(W; — 1t) sur les éléments de F}¥.

De plus, le processus (exp(— OMTAT" WTds) , 1 > 0) est borné par 1V e®. Par conséquent
EATAT tAT
~ » W, ~ w.
lim E(exp(—/ *ds)) = E(exp(— >ds))
n——+00 0 S 0 S

et

EAT
lim E(exp(—/ *ds)) = e®.
0

t——+o0 S

Ainsi comme a # 0, Uhypothése (H) n’est pas vérifiée pour les filtrations F et G.

Exemple 8.13 : Soit un actif dont le priz Sy vérifie I’équation suivante
St:Wt—FYt,TZ tZO

ot W est un mouvement brownien sur (Q;G,P) et Y une variable aléatoire indépendante de W de loi v
vérifiant

v(dy) = pe1ya(dy) + qe1(dy)
o £; est la masse de Dirac au poind 1.

La décomposition de S; dans sa filtration naturelle F est

’

Sy =0, —|—/0 cls(%)(s,SS)7

o
%t

h(t,x) = / V(dy) exp(—yz — 97)
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et B est un P — F;—mouvement brownien.

En effet, sur la filtration (F}VVFY )10, S est un Q—mouvement brownien ot la probabilité Q est définie
par % = exp(YWr— %YQT) = K. D’aprés le théoréme de représentation des martingales, la probabililé
Q est l'unique martingale qui fait de S un (F)¥ v FY)-mouvement brownien.

De plus, S etY sont indépendants sous Q. En effet,

Qlg(YV)f(Su,u < T)]

PlLrg(Y)f(uY + Wy, u <T))
[ v(dy)Es(g(y) exp(—yWr — LL) fuy + Wy, u < T).
[ (dy)g(y) Be(f (W, u < T)

ot W est un P—mouvement brownien. Comme S est un mouvement brownien sous Q,
Ep(f(Wu,u <T) = Eo(f(Su,u < T).
Par conséquent, Qg(Y) f(Su,u <T)] = Eg(f(Suw,u <T) [v(dy)g(y). D'ou

Qg(v)) = / V(dy)g(y).

Ainsi Y a méme loi sous QQ et sous P et on a I"indépendance.
Pour obtenir la décomposition de S dans sa propre filtration sous P, il suffit de prendre la restriction de

P et Q a Fp. 1l vient que
1
dPp, = Eg(exp(—Y Sy — 5YQT) / Fr)dQ =h(T, Sp)dQ

car S et Y sont indépendants sous Q.

En appliqguant le théoréme de Girsanov, on obtient que le processus

t h!
St —|—/ ds—(s,55)
0 h

est sous P un Fy—mouvement brownien.

Notons pe(f) = E(f(Y) / S5, s <1t), alors le processus p satisfail

Eo(K, ' f(Y)/F)
Eo(K, '/ F)
Eg(exp(=Y S, — §Y*0)f(Y) / F)
Eo(K; '/ F)

pt(f) =

nt(t,S;)

h(t,St)

ou hd (t,z) = [v(dy)f(y) exp(—yz — yTQt) en utilisant lindépendance de S el de Y sous Q.
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Posons T =inf{t,Yt>1}=+. Ona

0 si t<1

1
P(Tét/ft):P(YZ¥/Ft): P(Yzl/ft) sinon

Donc ni Uhypothése (H) ni Uhypothése (G) ne sont vérifiées entre les filtrations F et G sous la probabilité

historique.

Cependant, il existe une m.m.e sur Gp. Il suffit de prendre la restriction de Q & Gr. Comme sous QQ, S
est un (ftW \% fY)—mouvement brownien Gi—adapité, c¢’est un G-mouvement brownien.

Ainsi, Uhypothése (H) est vérifice sous Q entre les filtrations F et G, elle est encore vraie entre les
filtrations F et (F)V' vV FY )i>0.

On peut remarquer que pour n’importe quel instant de défaut T qui est un (ftW Y, fY)—temps d arrét,

Uhypothese (H) sera vérifiée entre les filtrations F et G sous la probabilité Q.

Exemple 8.14 On peut donner un autre exemple ot l’on a le méme phénomeéne que dans l’exemple
8.13. Soient W' et W? deur mouvements browniens indépendants sur un espace de probabilité (Q;G,P).

on considére le processus S solution de I’équation
dS; = dW} + (F()WE + h(t)S¢)dt, So=0

ot les fonctions f et h appartiennent & lespace C*(0,1) N .A(0,1). L’espace A(0,1) est défini comme
l’espace

¢
A(0,1) = {g mesurable telle que / sg(s)ds < 4o0, Vt < 1}.
0

On peut montrer (cf. Follmer-Wu-Yor [11]) que S admet pour décomposition dans sa propre filtration
t
S¢ = By —|—/ (f(w)ky(Sy;v < w) + h{u)Sy)du
0

ot B est un FP —mouvement brownien.
Si on définit sur f%vl \Y 7—"¥V2 la probabilité Q par
T 1 (T
dQ =exp (/ (f(t)WtQ + h(t)th)thl 9 / (f(t)WtQ + h(t)th)th)dR
0 0
alors sous Q, S est un f%vl vV f%‘ﬂ—mouvement brownien et un F —mouvement brownien.
Pour nimporte quel f%vl Y, f%vz—temps d arrét T, S est Gi—mouvement brownien sous Q. Par consé-
quent, Uhypothése (H) est toujours vérifice sous Q entre F® et G, alors qu’elle ne sera pas vraie en

général sous la probabilité historique.
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Chapitre 9

Complétion, fourchette des prix

dans le marché avec défaut

Ce chapitre est consacré aux conséquences financiéres qu’implique la présence d’un risque de défaut sur
le marché financier décrit dans le chapitre 6. Lorsque les agents ne peuvent investir que dans des actifs
sans défaut, nous avons vu précédemment que la présence d’un risque de défaut entrainait I'incomplétion
du marché.

Sous I’hypothése que le marché considéré est non arbitré, il existe une infinité de martingales mesures
équivalentes. Dans un marché ne présentant pas d’opportunités d’arbitrage, I’évaluation d’un actif contin-
gent se fait au moyen d’'une martingale mesure équivalente. Par conséquent, nous pouvons définir une
infinité de ”prix” pour chaque actif contingent.

Un premier pas consiste a déterminer la fourchette des prix. Dans ce chapitre, nous déterminons la
fourchette des prix pour une option européenne, lorsque la dynamique des actifs risqués est dirigée par
un F—mouvement brownien et que I'information disponible pour les agents est la filtration G= (G,,
t > 0) définie dans l'introduction de la partie 2.

Du fait de I'incomplétion du marché, I’agent dispose d’une infinité de m.m.e pour construire les prix des
actifs contingents. Il peut étre amené & chercher une mesure qui minimise une certaine distance entre
la probabilité historique et la m.m.e. Nous caractérisons dans le quatriéme paragraphe d’une part la
probabilité minimale, d’autre part la probabilité du minimum d’entropie. Nous établissons que ces deux
probabilités coincident avec le prolongement de la m.m.e du Fpr—marché.

Un autre probléme intéressant en marché incomplet est de déterminer la dynamique d’actifs pouvant
compléter le marché. Nous montrons, en utilisant les théorémes de représentation établis dans le cha-
pitre 6, que nous pouvons compléter le marché par un zéro-coupon avec défaut dont nous précisons la

dynamique; nous caractérisons le portefeuille de couverture d’un actif contingent soumis au défaut.

9.1 Le modéle

Soit (2, F,P) un espace probabilisé, W un mouvement brownien n-dimensionnel sur cet espace, F; =

0(Ws, 8 < t) et T un réel fixé. Considérons le Fr—marché formé par un actif sans risque S° de taux r
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et de n actifs risqués dont les prix Sé sont solutions des équations différentielles

dS} = Si(pidt +Y oy dWi), i=1,..,n. (9.1)

j=1

On écrira parfois I'équation (9.1) sous la forme concise
dSt = St(/,btdt + Utth),

ol = (ui)i; o= (0"); ;.
Soit 7 une variable aléatoire positive, G; = F; V o(T A t), et M la martingale compensée de 1,<¢ On
considére un Gr—marché formé par des actifs contingents appartenant a Gy, mais ot seulement les actifs
(Si, ¢ =0,...,n) sont négociés. Nous faisons les hypothéses suivantes
1) Fr =0(5s,8 <t).
HF1l : %) Les processus i, r sont bornés et Fi-prévisibles et r; > 0.
[ s t9t) Le processus & valeurs matricielles o est borné,

inversible, d’inverse borné et F;-prévisible.

et
) (H) est vérifiée sous P
[HG] :

%) Le processus A est continu.

L’hypothése [HF1] implique I'hypothése [HF], autrement dit le Fr—marché est complet et non arbitré.

D’apres les résultats du chapitre 6, la martingale M s’écrit

dr,

tAT
Mt:Nt_At/\T:Nt_/ P
o 1—F,

Remarque 9.1 : Le processus A étant continu, il vient de la proposition 6.9 que I' = A et le processus
F est croissant et continu. Si T vérifie la condition (C2), le processus A est forcément continu. En effet,

la martingale M a un saut égal & un en 7 (AN, =0 d’aprés la remarque 6.5), donc
E(M;) # E(M-_).

Or si S est un G-temps d’arrél prévisible, FF(Mg) = E(Mg_). Par conséquent, T est un temps d’arrél
totalement inaccessible dans la filtration G. Or le compensateur d’un temps d’arrél lolalement inaccessible

est continu (cf Rogers-Williams [4]).

Notations :
R, = exp(— fot rsds) désigne le facteur d’actualisation.

Les processus avec un tilde correspondent aux processus actualisés.

9.2 Martingales mesures équivalentes

Définition 9.2 : Une mesure de probabilité Q définie sur (Q, Fr) (respectivement sur (1,Gr)) est une

martingale mesure équivalente si elle vérifie les deux conditions suivantes
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i) Q est équivalente & P sur Fr (resp. sur Gr)

it) (ReSe, 0 <t <T) est une F—martingale (resp. une G—martingale).

Sous les hypothéses [HF1], le Fr—marché est non arbitré et complet et il existe une unique martingale

mesure équivalente P° dont la densité de Radon-Nikodym Z° vérifie I’équation
dz? = —720,dW,

ou 8; = agl(ut — 7).
Comme (H) est vérifiée, (72, 0 < t < T) est une P — G—martingale. Par conséquent, nous pouvons

étendre la définition de P° a Gy en posant,
VYA€ G, PY(A) = BE(Z014) (9.2)

et PO sera une m.m.e pour le Gp—marché. A priori, elle n’est pas unique.
Ainsi si [HF1] et [HG]| sont vérifiées, le Gr—marché formé par les actifs (S*, ¢ = 0,...,n) n’admet pas

d’opportunités d’arbitrage, mais n’est pas complet.

Notation :
Nous notons P l'ensemble des martingales mesures équivalentes sur le Gr-marché dont la densité par

rapport a P est de carré intégrable.
Le résultat suivant nous permet de caractériser les éléments de P.

Proposition 9.3 : Pour tout élément P de P, il existe un processus @ G—prévisible vérifiant —1 < @, <

oo tel que la densilé de Radon-Nikodym s’écrive

dpP

7p lor = E(=OW)rE(pM)r.

Démonstration : Soient P une m.m.e sur le Gr—marché appartenant a P et K sa densité par rapport a
P. Alors d’apres le théoréme de représentation (6.15) comme K est positive, il existe deux processus ¥
et ¢ vérifiant

T T
Bel [ fu il ) < oo, sl | gtEan] < oo
0 0

tels que

th = Kt, (_wtth + gOtht)

Comme K est strictement positif, o, vérifie —1 < ¢, < co. De plus, RSK est une P—martingale. Or
d(RSK)t = (RSK)t, ((/,Lt — Ty — O'twt)dt + O'tth) + (RSK)t, (_wtth + gOtht)

Nous en déduisons que 7, = ; . Dot le résultat en utilisant 1'orthogonalité de W et de M. |

Notation :
Les éléments de P seront par la suite indexés par ¢, notés P¥, leur densité K% et les processus de hasard

associés I'Y et A¥.
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On a
t
0

et comme A est continu, A¥ I’est aussi et par la proposition 6.9,
¥ — AY.

Remarque 9.4 : Comme le processus 0 est F'—adapté, la propriété (H) est vérifiée pour tous les €lé-

ments de P et la restriction d’un élément de P o Fp coincide avec PV,

9.3 Fourchette des prix

L’évaluation d’un actif contingent se fait au moyen d’une m.m.e. Nous avons montré précédemment que
I’ensemble des martingales mesures équivalentes n’était pas réduit a un point. Ceci implique que 'on n’a
pas un unique prix viable pour un actif contingent. Nous nous proposons de déterminer I’ensemble des
prix viables pour une option européenne de valeur terminale X € Gp. Cet ensemble est un intervalle que
I'on appelle fourchette des prix.

Soit X un actif contingent de carré intégrable, le prix de X sous une martingale mesure P¥ est défini
par

Epe(XRr [ Gt).

Nous sommes amenés a distinguer deux cas. Dans un premier temps, nous regardons la fourchette des
prix pour des actifs contingents appartenant a Fr. Puis dans une seconde proposition, nous considérons

des actifs contingents de la forme X1r.,, X € Fr et A(7)l;<7 ol h est une fonction déterministe.

Proposition 9.5 : Si X € Fr, alors la fourchetle est réduite o un singlelon
E]P“P (XRT/gt) - EPO(XRT/ft).

Démonstration : L égalité vient du fait que X est atteignable dans le Gr—marché.
En effet, d’aprés [HF] tout actif contingent Fp—mesurable et de carré intégrable X peut étre atteint

par une stratégie autofinancante. Ainsi il existe un nombre réel x et un processus F—prévisible 7 tel que
T
X=x+ / TedS,.
0

Le prix V; en ¢ de X est tel que R;V; = Fpo(Rr X/ Fy).

Sous les hypotheses [HF] et [HG], le Gr—marché est sans arbitrage. L’actif X est disponible sur le
Gr—marché, il est aussi atteignable par une stratégie G—mesurable (avec le méme portefeuille que dans
le Fp—marché).

Le prix actualisé de X est

EIPW (RTX/gt)
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ol P¥ est une m.m.e sur ce marché. Par unicité du prix d’un actif atteignable
EIP’O (RTX/ft) = E[P’LP (RTX/gt)

ce qui implique Fpe (X/F;) = Epo(X/G:) pour tout X € Fr. |

Proposition 9.6 : i) La fourchette des priz liée & un actif contingent de la forme X1r<,, avec X € Frp
et X >0 est
10, 1¢¢crp Epo(X Ry /) F) [ -

Ainsi le prix de X & Uinstant t est compris entre le prix de X & linstant t lorsque le défaut arrive tout
de suite et celui lorsque le défaut n’arrive jamais avant T.

it) Si h € Fr, la fourchette des priz pour Uactif contingent hl, <1 est
]0, Ltery Eopo (hRT/]-"t)[.

iti) Si h est une fonction déterministe et bornée, alors la fourchette des prixz pour Uactif contingent
h(T)l <7 est

0,1 icri Bipo(Rr sup hy/Fy)|.
t<u<T

Démonstration : i) L’ensemble des m.m.e est un convexe, donc la fourchette des prix est un intervalle

de R. De plus
0 < Epe (R X17<7/Ge) = Litary Epe (R X177 /Gt) < Lpary Epe (RTX/Gr)

et comme (H) est vérifiée sous P? (cf remarque 9.4), nous avons Fps (RrX/G) = Fpe(RrX/F) =
Epo (X/F).
En conséquence

0 < Epo (R X 17<r/Ge) < Litwr Bro (R0 X/ F).
De plus,

Epe (RrX17<7/Ge) = Lisery €% Bpo(Rr Xe U7/ F) = 111 € Bpo(Rp Xe U7 /)

Comme A = fot(l + ¢,)dA;s est un processus continu, en utilisant la proposition 6.9, il vient que

=AY = fot(l + ¢, )dAs. En considérant des processus ¢ constants, nous obtenons
lim | Lisere'® Epo(RpXe U7 JF,) = 1riery Epo (Rr X/ Fy)
o=

et

hm 1goye't Epo(RpXe U0 /F) =0.
p—+0o0

Par conséquent la fourchette des prix est ]0, Litarp Fopo (R X/ F) [
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ii) En remarquant que
Epe(Rrhlrs./G) = Epe(Rrh/G) — Epe(Rrhlror/Gy),

le résultat s’obtient avec le i).

iii) Nous commengons par montrer le résultat pour une fonction A élémentaire de la forme

he = Z hil]ti,tiﬂ]
i=0

ou les t; sont des instants vérifiant 0 = ¢y < ... <t, = T et h; des constantes. Remarquons tout d’abord

0 < lyary EBpe (Rrhrlrs - /Ge) < Liiery Epo [ Ry s ho | Fe.
t<u<

L’égalité (3.5) donne
@ r @
1{t<T}EIP’W (RThrlTZT/gt) = 1{t<7}eFt Lipe (RT/ hueipudri/ft)
t
Soit, 7 tel que £; < ¢ < t;41, montrons que ¥j > i, il existe un processus ¢/ G—adapté tel que
@7 r I J
Lierpet® EPO(RT/ hue U dUE | F) = Ly Epo[Rrhy | Fi) = LigaryhyjEpo [Ry] Tl
t

Prenons ¢’ (u) = 1 — 1 pour u < t; et ¢’/ (u) = n sinon, alors comme e = fot(l +¢?)dIls, nous obtenons

Liery e Byo(Rr [ he T dry’ /7
i i i i _ped
= Lpeny e {Bpo[Rr{hi(e T — M) 4 T (e o — e}/ A
=l Bipo[Rrhy [ Fo] = LigaryhyjBopo [ Ry ) F.

Par conséquent
@I r I J
Literptipo( sup hy [ Fy) = lgperp sup by > sup 1{t<7}epf EPO(/ hye Ve dU¥e ) F) > Litcrpsuphyj.
t<u<T t<u<T ® t Jj>i

Or 1{t<7’} SUpP;>; hj = 1{t<7} SuPtgugThu = 1{t<T}EP0(Supt§u§Thu / Ft)-
On termine la démonstration par un théoréme de classe monotone. |

Dans le cas ou 'hypothése (H) ne serait pas vérifiée, mais ot (G) serait vraie, on peut généraliser le

résultat précédent aux actifs contingents de la forme X1, X € Frp.

Proposition 9.7 : Si Uhypothése (G) est vraie, la fourchette des priz pour un actif contingent de la
forme X1p., o0 X € Fr,el X >0 est

10, 1ge<ry Bipo (X/F,) [

Le priz de X & Uinstant t est compris entre le prix de X o l'instant t lorsque le défaut arrive tout de

suite et celui lorsque le défaut n’arrive jamais avant T.

Démonstration : Si (G) est vraie, les F—martingales restent seulement des G—martingales arrétées en
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7. Par conséquent, nous ne nous intéressons au marché que jusqu’en 7. Ainsi les m.m.e
sur Grar. Si P est une m.m.e et K¥ sa densité, (K[, ,): est une G;—martingale et K -

K?1(>,). En utilisant le théoréme de représentation prévisible 8.9, on peut écrire
ARy = Kfr (0eardWinr + @pn dMinr),

ou encore K[, = E(OW)inrE(OM )inr-
On peut remarquer que (G) sera vérifiée sous P¥ puisque I'Y = fot(l + ¢, )dls.
Comme précédemment, la fourchette des prix est un intervalle. On peut écrire

EP(Kﬁ/\TXl{T<T} / gt)
Kf/\r

Epe (Xl{T<T}/gt) =

Or e Ky = Litar EOW), exp(— [ (1 +¢,)dA,). Dlon

[ exp(— [F A - t

Epe (XI{T<T}/gt) = 1{t<r} BrlEOW)r X ol gt(e(;;)-fs)d Riger L0
_ Ep(E(0W)r X exp(— [ (149, )dA)e T 1) /7y
= lg<n E(OW); :

Comme ¢ > —1, on obtient I’encadrement

Ep(E(OW)r X [ Fi)

0= Bre(XLirery /Ge) < Liers —— g,

= 1{t<T}EP0(X /ft)

seront définies

= K;fpl{t<7} +

Le résultat s’obtient en considérant des suites ¢,, = ndans un premier temps et ¢, =1 — % ensuite. Wl

9.4 Martingales mesures particuliéres

L’existence d’une infinité de martingales mesures équivalentes entraine comme nous venons de le montrer

une fourchette des prix. Pour construire ses prix, I'agent peut utiliser des m.m.e vérifiant un critére

particulier. Par exemple, il peut construire ses prix au moyen de la martingale mesure minimale ou de la

probabilité d’entropie minimale. Un autre moyen est d’utiliser une fonction d’utilité U (ce dernier point

sera étudié dans le chapitre 10).

9.4.1 Martingale mesure minimale

La notion de martingale mesure minimale été introduite par Follmer et Schweizer [2] dans le but de

minimiser le risque quadratique D¥ associé & un actif contingent X . Le processus D¥ est défini par

D?(t) = Epe (Y = Y7)? / Gi]

ou (Y;?,1 > 0) est une P¥ —martingale de carré intégrable, d’espérance nulle, orthogonale & RS qui vérifie

Eso[X / Gi) = Epe[X ]+/0t £, d(RS), + Y.

Cette martingale est nulle si 'actif X est duplicable.
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Définition 9.8 : Une martingale mesure Q est appelée martingale mesure minimale si

i) Q est équivalente & P sur Gr.

i) Q =P sur Go.

iti) Toute P — (G)—martingale de carré intégrable, orthogonale & la partie martingale de S sous P, est

une Q—(G,)-martingale.

Nous pouvons rappeler le résultat sur 1’existence de la probabilité minimale dans le cas o les actifs sont

continus du & Ansel-Stricker [1].

Proposition 9.9 Si Y est une semi-martingale continue de décomposition
Yi=Yo+ M+ A,

une condilion nécessaire pour l'existence de la mesure minimale esl que, si B esl un processus prévisible

croissant intégrable nul en 0 tel que
A'=~"B et (M,M)=0%.B pouri,j=1,..,d,

alors il existe un processus prévisible \ tel que o\ = 5.

Dans le Gr-marché, la semi-martingale RS vérifie cette proposition. Nous pouvons maintenant caracté-

riser dans le Gr—marché la probabilité minimale.
Proposition 9.10 : La m.m.e P° est la martingale mesure minimale.

Démonstration : La probabilité PO vérifie les points i) et ii) de la définition 9.8. 11 suffit de montrer que
iii) est vraie.

Soit Y une P — G—martingale de carré intégrable, orthogonale a la partie martingale de S sous PP, alors
d’aprés le théoréme 6.15, Y s’écrit

t
Yt=YO+/ £,dM,.
0

Comme M reste une martingale sous P?, Y est une P°—martingale. |

9.4.2 Probabilité d’entropie minimale

Définition 9.11 : Soient P et Q deux probabilités définies sur le méme espace. On appelle entropie
relative de QQ par rapport & P, ou information de Kullback de Q par rapport & P, on note I(Q,P) I’élément
de RU{+o0} défini par

EQmaq 5Q<<P
I(Q,P) = @

+o00 s1non
ou I désigne l'espérance calculée sous la probabilité P.
Dans le Gr—marché, on peut montrer que la m.m.e qui minimise I'entropie est la probabilité P°.

Proposition 9.12 : La probabilité P° est la m.m.e qui minimise Uentropie par rapport ¢ P.

116



Démonstration : Pour une m.m.e P¥, on a

I(P*,P) = E[KZInK?)=E¢InKY)

1
L[ 300+ (L= N1+ @) In(1 +-¢0) — i)
0

T T
= B g0t B[ (- N ) ) — el

On remarque que la fonction définie de |—1, +o00[ dans R qui ¢ associe (1 +¢) In(14¢) — ¢ est convexe,
positive et atteint son minimum 0 en ¢ = 0.

Par conséquent, le minimum de I(P¥,P) est atteint pour ¢ = 0. |

9.5 Dynamique d’un zéro-coupon sous la probabilité historique

Dans le chapitre précédent sans I’hypothése (H), nous avons donné la dynamique d’un zéro-coupon sous
une m.m.e et nous avons montré que le Gp-marché pouvait étre complété a 1’aide d’un zéro-coupon. Le
théoréme de représentation prévisible nous permettait d’obtenir de facon explicite la couverture. Ces
résultats existent encore sous I'hypothése (H), il suffit de tenir compte du fait que la partie martingale
de F' est nulle.

L’hypothése (H) permet en plus d’obtenir la dynamique d’un zéro-coupon sous la probabilité historique.

9.5.1 Dynamique d’un zéro-coupon sous une m.i.e
Nous allons donner la dynamique d’un zéro-coupon sous une m.m.e.

Proposition 9.13 : Supposons qu’un zéro-coupon avec défaut soil négocié au priz p, alors il existe une

martingale mesure équivalente P choisie par le marché telle que
ﬁ(tT) = EP@(1T<TRT/gt) = R;p,.
La dynamique de p ot p esl donnée par
0, = Py (0edW§ — dM,), (0.3)

ot my = Epe (Rp exp(T%)/Fe),dmy = p,, dWE = muvedW, et W9 est un mouvement brownien sous P¥.

Démonstration : Sous la m.m.e P¥, le processus Rp est une G—martingale de valeur terminale 17, Ry

et d’apres le lemme 3.3, nous avons
ﬁ(tT) = EP@(1T<TRT/gt) = Lymy

ou my = Epe (Rp exp(I'})/Ft) est une F— martingale strictement positive. Par conséquent, nous pouvons

lécrive dmy = p, dW7 = myu, dWy.
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De plus, le processus I'? est continu, puisque par hypothése A est continu et
¢
A? :/ (1+,)dA,.
0
La formule d’It6 appliquée & L;m; donne
dp(t,T) = p(t—,T) (v dW — dMy).
Puisque la martingale M ne saute qu’une fois en 7 et que AM, = 1, le saut de p est égal &
—Pr A]\47' = —Pr_-

Ce résultat était attendu puisque, aprés 7, le processus p est nul. |
La proposition précédente donnait la dynamique d’un zéro-coupon sans prime. Ce résultat se généralise

a un zéro-coupon avec une prime versée a maturité.

Proposition 9.14 Supposons qu’un zéro-coupon avec une prime §(T) versée & malurilé est négocié au

Priz ,02(55) alors il existe une martingale mesure équivalente P¥ choisie par le marché telle que ﬁ(‘s)(t,T) =

Epe (Rp(lper +6(T)1p>,)/Gy) = Rtpgé). La dynamique de ﬁ(‘s) est donnée par

dp = (1= Ny )(Po_vr + palt—, TYo)awy — (5 — 6(1))dM,.
ol /’)‘é(]zT) = E[Pup (RT&(T)lTZT/gt)7 my = E[Pup (RT eXp(F?)/]:t), dmt = mtvtdW;@’

mgé) = Epe (Rp foT O(u) exp(TE)ALE / Fy), dmgé) = mgﬁ)vgﬁ)th‘p et W% est un mouvement brownien sous

Pe.

Démonstration : On écrit

ﬁ(é)(YZT) = Epe(Rrlrer/Gt) + Epe(RrO(T)1rs+/Gt)

= BT+ At T).
Le théoréme 6.17 appliqué au processus F-prévisible Rpé(u) 1>, permet d’écrire
dpy(t, T) = (1 — N, )e™  mPoD awe — (py(t—, T) — Rpb(t))d M.
Or l'égalité (3.6) implique
53(t,T) = Rp(T) s s + (1 — Ny )ePEm!?.
Par conséquent,

dpy(t, T) = py(t—, T)(1 — N, Y dWe — (py(t—, T) — Ryé(t))d M.
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En utilisant cette expression et I'égalité (9.3), on obtient
dp\ = (1 — N, )(p(t—,T 5y (t—, T dW e — (B — Rypé(t))dM,
B = (1= N ) (e T+ ot T)o)awe — (5 — Red(0)) M,

Remarque 9.15 Dans le cas d’une prime versée au moment du défaut, seul change le coefficient d’ac-

tualisation devant la prime. Il faut remplacer Ry par R, et la martingale mgﬁ) devient

T
i = ([ ot exp(rar/7)

La dynamique est
a3 = (1= N, ) P(t—, T, + pylt—, TYSNaW? — (32 — R,6(t))dM,
Pt ( = ) (P(t— Dy + po(t—, T)vy " )dW — (p;~ +6(2))d M.

Dans la suite, on travaille avec un zéro-coupon sans prime, mais on peut remplacer sans difficulté par
un zéro-coupon avec une prime 6(7) versée a maturité ou bien a 'instant du défaut. 11 suffit d’utiliser

les dynamiques correspondantes.

9.5.2 Complétion du marché et stratégie de couverture

Le théoréme 6.19 permet d’écrire tout actif contingent de la forme X1p. -

TAT TAr mX

Xlper = x+ [y Le(ud —mE£2)d(RS), + [y 7 ===d(Rp), (9.4)

me Me—

si p et p® sont les coefficients de représentation prévisible des F-martingales
me = E[pw [RTeipT /ft]

et
my = Epe| / XRplycye "dDy/F] = Epe[XRpe "7 /7
0

par rapport & RS.

La partie a investie dans le zéro-coupon sans risque est

X

o = B(Xlre, /G) = Lt —mi 2y (S), - T (Rp),
K p
= Ll = (= m By i) =~ L - mi¥ B,

On peut donc énoncer le théoréme suivant
Théoréme 9.16 : Soit X € Fp. Pour couvrir Uaclif conlingent X1p. ., il faul investir un nombre de
parls égal G
- Ls(uf —m¥ £<) dans les actifs S,
X
. 7:1— dans le zéro-coupon avec défaut
X Le )

. —Lg (/Lg( —myg =) dans le zéro-coupon sans risque.
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On peut justifier ce résulat de maniére financiére. On remarque que la richesse investie dans le sans
risque est l'opposée de celle investie dans S. Ceci provient du fait que dans le marché Fr,le temps de
défaut est invisible. Par conséquent, pour couvrir un actif soumis au défaut, il faut adopter une position
neutre sur le Fpr—marché. La part investie sur le zéro-coupon permet de couvrir & chaque instant 1’actif.
Pour cela, il nous faut une richesse qui nous redonne X en T si le défaut n’a pas eu lieu et O sinon.

Ce raisonnement implique, si on tient compte des conditions de mesurabilité, que la richesse investie

X
dans le zéro-coupon est égale a 7;;5 . La part placée sur S est obtenue de facon a rendre le portefeuille

autofinancant.

Dans le cas ol les processus I' et 7 sont déterministes,
Epe[XRpe ' )F) = Rpe " Epo[X | F]

et m; = Rpe F'T. Donc pw=0.
La martingale Ry Fpo[X / F] est le prix actualisé de l'actif contingent X et uX (R;Ss;05) ! correspond

a la couverture dans le Fr—marché. Ainsi, on a le corollaire

Corollaire 9.17 5i les processus I et r sont déterministes, expression (9.4) devient

X1T<7— _ .’L’—'—fOTAT 6F57FTM§(RSSSUS)71d(RS)S +f0T/\T EPO[X /fs]d(Rp)s

Dans un prochain paragraphe, nous explicitons la couverture dans le cas d’un processus 1' aléatoire

particulier et pour X un call européen.

Dans le chapitre 3, nous avons montré la stabilité de la propriété (H) par changement de probabilité
équivalente lorsque le coefficient du mouvement brownien était F—adapté. Or le changement de proba-
bilité pour le mouvement brownien est déterminé par les actifs risqués sans défaut, la propriété (H) est
vraie sous la probabilité historique car les coeflicients de ’équation différentielle stochastique qui gére
S sont F—adaptés. Nous pouvons alors déterminer les dynamiques du zéro-coupon avec défaut sous la

probabilité historique.

9.5.3 Dynamique du zéro-coupon avec défaut sous la probabilité historique

On suppose que la dynamique du zéro-coupon avec défaut de maturité 1" est de la forme
dp, = p,_(a(t, T)dt + b(t,T)dAs + c(t, T)dW + f(t,T)dMy). (9.5)

Nous allons préciser les conditions sur les coeflicients a,d, ¢, f pour que le modéle soit cohérent. Les
coefficients des martingales étant invariants par changement de probabilité équivalente, f; = —1.
Nous faisons 'hypothése que A n’est pas absolument continu (A est continu par hypothése) par rapport

a la mesure de Lebesgue et nous écrivons
dAt = )\tdt + dA?

ol dA§ est une mesure étrangére a la mesure de Lebesgue.
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On suppose que le marché défini par S, p et Pactif sans risque, n’admet pas d’opportunité d’arbitrage.
Soit P une m.m.e sur ce marché et K sa densité par rapport & P. Alors K est une P—martingale et
d’aprés le théoréme 6.15

th = Kt, (_wtth + gOtht) (96)

Comme le processus RSK est une P—martingale,

et ¥ est F—adapté. Donc (H) est vérifiée sous P. Le processus RK p est une P-martingale et vérifie

d(RKp), = (RKp)i—[(a(t,T)—ry—0uc(t,T))dt + (b(t, T) — (1 — N ), )dA,
+(c(t,T) — 0)dW; + (—p; — 1 4+ ¢, )dM;

+(0(t, T)pp — 2(1 = Ne— )p)d[A, N|o — (1 = Ne ) (0(8, T)py + (1 — New )py )d[A, AL
On en déduit comme A est continu
CL(t,T) — Ty — Htc(t,T) + b(t,T) — (1 — Nt,)@t)\t =0 (97)

b(t, T) + (1 — Ny ) frp, = 0 sur 'ensemble chargé par dA§ (9.8)

Ainsi la dynamique de p étant donnée par (9.5), le modele est cohérent si nous pouvons trouver un
processus  prévisible tel que ¢ > —1 et tel que les coeflicients a, b vérifient les égalités (9.8) et (9.7). La
m.m.e P étant fixée par (9.6), le processus ¢; doit coincider avec le processus donné par le théoréme de

représentation pour la P—martingale Eﬁ[eFT /F)-

Remarque 9.18 : Si le processus A est absolument continu, nous pouvons écrire la dynamique du zéro-
coupon comme suit

dp, = p,_(a(t, T)dt + c(t,T)dW; — dMy).

Les conditions de non arbitrage impliquent que les égalités (9.7) et (9.8) deviennent
a(t, T) — Ty — Htc(t, T) — (1 — Nt,)@t)\t =0 (99)

Remarque 9.19 : 57 l'on se donne une martingale mesure équivalente, il existe une seule dynamique
pour le prix d’un zéro-coupon avec défaut qui permette de compléter le Gi—marché de maniére & ce qu’il
so0it non arbitré et complet. En effet, si ¢ est firé (en réalité ¢ est donné par le marché par Uintermédiaire
de la m.m.e), alors b est donné par (9.8). La m.m.e P étant fixée par (9.6), le processus c est donné par

le théoréme de représentation pour la P—martingale Eﬁ[eFT/ft] et o est donné par (9.7).

9.5.4 Lien entre zéro-coupon et taux

Jusqu’a présent, nous avons toujours modélisé la dynamique du zéro-coupon avec défaut. Il peut cepen-

dant étre utile de modéliser la dynamique du taux forward. Dans ce cas, il est intéressant de relier ces
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deux dynamiques. Pour cela, nous rappelons la définition suivante.

Définition 9.20 : i) Le priz d’un zéro coupon avec défaut de maturité T a Uinstant t est noté p(t,T).

i) Si la dérivée par rapport & T de p(t,T) existe, le taux forward est défini par

T T) = - plt,T)

et le tauz instantané par

7(t) = f(t,1).

On suppose que la dynamique de f est donnée par
df(¢,T) =a(t, T)dt + B(t, T)dA, + (¢, T)dW, (9.10)
et on en déduit celle du zéro coupon avec défaut sous la forme
dp(t,T) = p(t—, T)(a(t, T)dt + B¢, T)dAs + (L, T)dW: — dMy). (9.11)

Réciproquement, si la dynamique de p est donnée par (9.11), alors on en déduit celle de f.

On suppose que dans (9.11) les coeflicients sont des processus G-prévisibles permettant de différencier
sous le signe somme, d’échanger 1'ordre d’intégration et de dériver par rapport a 7.

On obtient comme conséquence de I'expression (9.10) que la dynamique du taux instantané avec défaut

est
t

F(t):?(o,t)+/0ta(s,t)ds+/0tﬁ(s,t)dAs+/0 G(s,t)dW,.

Comme dans le modéle Heath-Jarrow-Morton, les coeflicients du taux forward et du zéro-coupon avec

défaut sont liés.

Proposition 9.21 : i) Si la dynamique du tauz forward avec défaut est donnée par (9.10), alors la

dynamique du zéro coupon avec défaut est

dp(t, T) = p(t—, T)[(—a(t,T) +T7(t) + %c%, T))dt — b(t, T)dA; + c(t, T)dW,; — dN}] (9.12)
at,T) = [la(t,v)d
o(t, T) = [T B(t,v)d
ct, T) = — [l o(tv)d

et la dynamique du tauz instantané par

F(t):?(o,t)+/0ta(s,t)ds+/0t3(s,t)dAs+/0t6(s,t)dws.

it) Si la dynamique du zéro-coupon avec défaut est (9.11), alors la dynamique du tauzx forward avec défaut
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est donnée par (9.10) od

a(t,7) = L1Z4%t,7) (t,T)
B(th) = _%ﬁ(th)
5t T) = —Z29(T)

Démonstration : i) On utilise le fait que

p(t, T)=(1—-N(t))exp(— / f(t,s)ds)

et une méthode analogue a celle utilisée par Schonbucher dans [5]. Il s’agit simplement de tenir compte
du terme en dA.

ii) On applique la formule d’It6 a In p(¢,T’) et on prend la dérivée par rapport a 7.

9.5.5 Condition pour I’absence d’arbitrage

Dans le paragraphe précédent, nous avons énoncé les conditions vérifiées par les coeflicients des dyna-
miques de S et p pour que le marché défini par S, p et actif sans risque n’admette pas d’opportunité
d’arbitrage. Nous regardons maintenant les conditions vérifiées par les coeflicients de la dynamique du
taux forward pour que le marché défini par 9, p et 'actif sans risque n’admette pas d’opportunité d’ar-
bitrage.

On peut énoncer le théoréme suivant

Théoréme 9.22 : Considérons les dynamiques données sous la probabilité historique P. Si (H) est
vérifiée sous cette probabilité, alors nous avons ’équivalence entre

i) Il y a absence d’arbitrage.

it) 1l existe 0 et ¢ deux processus prévisibles avec ¢ positif tel que

o)ot) = pt)—r(t)
)0() = —a(t,T) +7(1) + 3¢, T) = () + (1 = N(t)o, — (1, T)) N, (9.13)
t,T) = (1=NE)( — (1)) surle support de dAT

ot A est défini par dAy = Mdf + dAS.
Démonstration : D’aprés la définition sur I'absence d’arbitrage, la condition i) est équivalente au fait
qu'il existe une probabilité P équivalente & P. Si on note K sa densité, d’apreés le théoréme 6.15, il existe
0 et ¢ tels que

A = K (—0(1)dWe + ((t) — 1)d M)

et que RSK et RpK solent des P—martingales. On obtient ainsi les relations (9.13). |

Le marché fixant la m.m.e et par suite le processus ¢, on peut se demander s’il est possible d’obtenir
des informations sur le processus de hasard (ou sur le m.p.h) sous la m.m.e. Dans ce cas, on pourrait
évaluer les actifs contingents.

En utilisant le prix actualisé ¢ de lactif qui rémunére la somme un placée en zéro jusqu’'a l'instant du

défaut, on obtient que

c(t) = Liery exp(/0 7(s) —r(s)ds)
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est une G—martingale sous la m.m.e. En remarquant que c’est ’exponentielle de Doléans du processus

—N (t) —l—/o TF(S) —r(s)ds,

on en déduit que c’est une martingale. Le processus 7 — r étant F—prévisible, on a ’égalité suivante
() —r(t) = ¢\ (9.14)

pour presque tout ¢.

Nous pouvons remarquer que dans le cas ot A n’est pas absolument continu, contrairement au résultat
de Schénbucher (cf [5]), I'absence d’arbitrage n’implique pas que les taux instantanés r et 7 soient liés
par le processus de hasard A.

De plus la relation (9.14) implique que nous pouvons seulement obtenir des informations sur la partie

absolument continue de A et donc de T'.

9.5.6 Régularité de la volatilité

Pour relier la dynamique du taux avec celle du zéro-coupon, nous avons imposé des conditions de régula-
rité sur les coefficients des dynamiques. En particulier, le coefficient du brownien dans la dynamique du
zéro-coupon est supposé différentiable par rapport a la deuxiéme variable. Or nous avons montré que ce
coeflicient s’obtient au moyen d’un théoréme de représentation prévisible. Il n’est donc pas évident que
cette hypothése soit vérifiée. Nous explicitons dans ce paragraphe des situations ou les calculs peuvent
étre explicités et ol cette propriété est vraie.

Soit W un mouvement brownien unidimensionnel.

Supposons que r = 0 et que le processus I' est de la forme

¢
Ft:/ ~v(s, Ws)ds
0

ol v est une fonction de Ry x R a valeurs positives et différentiable par rapport a la deuxiéme variable
de dérivée notée 7'. Une telle situation se produit lorsqu’on utilise les processus de Cox pour construire
T.

Soit m; = E(exp — fOT v(s,Ws)ds)/ Fy). Alors
my = w(t T7 Wt) eXP(_Ft)7

ou

Tt Tt
Y, T,x) = Ey(exp— / vt + s, Wy)ds) = E(exp— / v+ s, W5 + x)ds)
0 0

et, puisque m est une martingale, sa dérive est nulle. D’ou

7
dmt = eXp(—Ft)%w(t, j—'7 Wt)th = mﬁ,b(tT)th
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ol
Bl At + 5, W, + 2)ds)(exp— [y "yt +5, W, +x)ds)]

E(exp— fOTit Y(t + s, W5 + x)ds)

M(t7T) = - |I=Wt

On remarque en particulier que p(t,%) = 0 et p est différentiable par rapport & la deuxiéme variable.
Dans la pratique, le calcul de ¥ n’est pas aisé. Nous allons donner deux exemples ol nous avons une

expression explicite.

1°" cas : y(z) = 22.

Dans ce cas
2

(6. 1.0) = expl— tanh (VBT — ) feosh (VAT — )] .
et u(t, T) = V2W; tanh(v2(T —t)).
Démonstration : On peut montrer ce résultat en utilisant le théoréme de Girsanov (cf [6], chap. 2). En
effet si on note I, = E(exp(—% fot ds VI//\S
b>0, (ﬁ/:, w < 1) satisfait 1'équation ﬁ/: =z+8,—0b fou dsﬂ//\s sous la probabilité P(?) définie par

2 —~
)) o W est un mouvement brownien partant de = € R et

2

2 b t |2
—:1:2—15)—5/ ds‘Ws VP,
0

b o
P, = exp{— (|
/7. = exp{—5 (Wi

ou (B, u < t) est un P(®) mouvement brownien. Ainsi (ﬁ/:,u < t) est un P®processus d’Ornstein-
Uhlenbeck de parameétre —b, partant de x.

Par conséquent, on peut exprimer (ﬁ/:, w < 1) en fonction de 3 par la formule suivante
P u
W, =e "(z —|—/ e?dga,).
0

Cette expression permet d’obtenir la moyenne et la variance de la variable gaussienne ﬁ/: sous P(®),

2
W;| — 22 —t)], on obtient

Enfin en remarquant que I, = F®) [exp(g(

1 $2b
I, = cosh(bt) ™2 eXp(—T tanh(bt)),

d’ou
2

W(t,T,x) = exp[—x—2 tanh(v2(T — t))][cosh(V2(T — )]~

et
u(t, T) = V2W, tanh(V2(T — t)).

2° cas : Y(z) = 103

Nous obtenons dans ce cas

2

T—t _z —y T—t—y eig_udu +oo  _g _I_Q
Y, T,x) = 0 mem© o \/uaa/t;ufy_dy + fot orud exp(—3, )du pour z <0
? ? -
Ttgo @ n (Ttoze Sattdy | —(T—t) (+° _a _a?
0 dZ’IT 271-ze 0 VudJi—u +e fot Vorus eXp( 2u)du pour x>0
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Démonstration : Nous voulons calculer E(exp — fot 1w, sds). Considérons tout d’abord le cas ou I > 0.

Nous remarquons que

t Osit<T
1W5>lds = ‘
0 le 1W5*WTZ>0dS sinon.

Or la loi de f;l 1W5*WTZ>0dS est égale a la loi de fot g 1VAV >0du = ‘I;Tl oit W est un mouvement

brownien indépendant de 7;. Par conséquent pour x <t

P((fy lw,>ids) € da) = fomexm LP(AT, € dz)du + 8o(da) P(T) > 1)

fO m eXp(—ﬁ)mdU1z<t7u + 50((1.’1})]3(7} > t)

12

71'\/[271';1: foi \/%15%(1%4—50((11')]3(7} > t)

D’ou
E(exp—fot Ly, sids) = fot exp(—x)P(fOt Ly, > ds € dx)
—z pt—= eié&udu

t i -+ 00 I 12
Jomm=e "l T vttt T e ey )du

et pour x <0,

w(t T7 .’IJ) = eXp fo 1Ws+ir>0ds)
2
— T-t g T—i—y e 2udu oo g z>
= J A=t b \/u_S\jmdy_Ffot Toos xp(— gy )du.
Dans le cas ou I < 0, nous remarquons que
¢ tsit <1
/ 1W5>ld3 = ‘ i
0 T + le 1W5*WTZ>0dS sinon.
Comme précédemment la loi de f;l 1W5*WTZ>0dS est égale a la loi de ft g 1VAV Sodu = A?‘ 7, ol W est
un mouvement brownien indépendant de 7;. D’ou pour x <,
P(fy lw.sids € dz) = [y —=L= exp(—5) P(u +E+ € dx)du + 5t(d:c)P(Tl > )
t_ 12
D’ou
E(exp— f) lw,>ids) = [y exp(—z)P(fy lw,>ids € dz)
t z e” lu u _ +oo 2
Jo € Fdx = rmﬁ o dt—z +et [ —%lus exp(—£-)du

et pour x >0,

Y(t,T,x)

exp fo 1W +;r>0d3)

T-t o e 2udu z
= b = fo\/—i \H«hd“e U0 e e (g du

T—t T—t—z ¢ u+ u _ z2
= fO dZ 27Tze 0 \/17\/% - t)f eXp( )du

27Tu3
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Nous avons montré précédemment que le Gr—marché était complet lorsque 1’on dispose des actifs du
Fp—marché et d’'un zéro-coupon et nous avons donné la forme du portefeuille de couverture. Dans le cas

2

particulier ou le processus y(z) = x*, nous pouvons calculer explicitement les coefficients du portefeuille

dans le cas d’un call européen soumis au défaut, c’est-a-dire si nous prenons comme actif contingent
= (57— K)+.
Pour simplifier les calculs, nous prendrons S; = exp(W). D’aprés le théoréme 9.16 il nous faut calculer

la décomposition des martingales

my = Eexp— / A5, W,)ds) | F)

et
T
mf( = E(Xexp—/ v(s,W5)ds) ] Fy).
0

Les calculs précédents nous donnent la décomposition de m;, il nous reste donc a calculer mg( .

Nous remarquons que m;X = e Ve (¢, T, W) on % (¢, T,z) = Ez[(eVAVT*f — K)+ef0T7t(VAVS)2dS] ot W
est un mouvement brownien partant de x. En utilisant le méme changement de probabilité que pour

calculer my, nous obtenons

X V) [T B(| W[ —a? (11
v (T, x) = EWV[(e" Tt —K) e ? ).

Or sous ]P’(\/i), Wr_ est une variable gaussienne de moyenne m = e ?T~9z et de variance v? =
—2b6(T—1¢)
lee — 5 2 oubd= V2.
D’ou )
X Loo V22 .2 m _ymm)t g
W Ta) = [T - K) e R0 T S
_ [t 2 (P2 (T—1 wem?
= an(ey_K) e (M) 58 72_%
_ +oo g y 2= (T—¢ (vrm)® dy
= n K €7€72 ( ( ))e 202 o
[T e B R (T ) U _dy
In K V2mv
= A(z)+W(x).
Or
NM2p2 (T ¢ ,M +o0 _m2
Alx) = e _( (T—1)) T3 ey (ey—338) \/ﬁv
_ L@ (T %)—f ooy 25002 ay
2nv
et
L _ ML*Q —(oy— -m)2
W(a) = — ke PG @0 vz W
In K V2T
ol c= # — 32@ Par conséquent

X, T.x) _  9A(z 8W;r
WX(tTa) DA | HW(a)
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ou

9A —2v/3(T—1¢) 2 2y —/F(T—¢)
% - A(.’L’)[\/i’f,’ —2x= v2c2 + e 1))4602 ]
e T S e S oy - 2ty (v R
n U
—2v2(T—t) 2 2 V2(T —¢)
= Al )[\/—x—2x6 e + Emtv)e ]
e B ) B BT (e 2
\/ﬁv c2
—2/2(T—¢) 2 2y —V2(T—¢t)
= A2 - 2we i + B
A2 (2”—3(T - 2f))f—fc In® K+21n K 2242 1
e * Vorvdce2
et
2.2
81/([9/3(?;1:) = W(x)[V2r —2ze 2V2(T—1) (v 5 1)]

:C(;ﬂf(T £))— M 400 o o~ VET—1) m (cy—m 2 g4
a e ey — e (ey—3e)” L
Re mi 25— (cy — 75 )e

= W) VB - 2ue A0 L

B @ (o) PRSI BT (e K- ) 1
V2mrv3c2
777.2 7
= W(z)[V2x - Qxe*Qﬁ(Tft)%] KR E@ (T 0) - By P I K42 K B m
Dot dmX = 25ELW0) gy o
Lror(Sp— K)e =t T (awx(t,T,Wt) m¥ aw(t,T,Wt))d(RS)u N Tl o
reri=r T 0 ox My ox oR,S, 0 My wPu:
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Chapitre 10

Optimisation

De nombreux auteurs se sont intéressés a l'optimisation de portefeuille en marché incomplet avec un
horizon fixe. Nous pouvons citer les travaux de Karatzas [6] lorsque la dynamique des actifs est continue
et Bellamy [1] dans le cas de diffusion mixte.

Notre marché est le marché décrit dans le paragraphe 9.1 du chapitre précédent. Nous considérons un
agent dont I'attitude face au risque est caractérisée par une fonction d’utilité U, qui investit de maniére
autofinancante sa richesse entre les actifs risqués et 'actif sans risque. Nous cherchons a résoudre le
probléme de maximisation de 1'espérance de 1'utilité de la richesse.

Nous établissons dans le cadre de ce marché incomplet 1'existence d’une unique solution au probléme
d’optimisation qui coincide avec la solution du probléme d’optimisation en marché complet lorsque les
actifs sont dirigés par un mouvement brownien. Nous obtenons que la stratégie optimale détermine une
unique martingale mesure équivalente qui coincide avec la martingale mesure équivalente existant sur le
Fr-marché et avec la probabilité de Davis.

En 1989, Hodges et Neuberger [4] ont introduit une méthode de pricing via la fonction d’utilité de I’agent.
Des travaux de Rouge et El Karoui [9] pour un marché dirigé par un mouvement brownien en présence
de contraintes d’une part, et Collin-Dufresne et Hugonnier [2] lorsqu’en présence d’un risque de défaut
d’autre part ont montré I’existence du prix de Hodges . Pour des actifs contingents particuliers et lorsque
le temps de défaut 7 est indépendant de la filtration F.,, nous caractérisons le prix de Hodges a l’aide
de la solution d’un probléme d’optimisation. De plus, pour une fonction d’utilité exponentielle, nous
donnons 'expression explicite du prix de Hodges et nous montrons, que le prix de Davis correspondant
s’obtient comme valeur limite du prix de Hodges.

En présence d’un risque de défaut, il apparait naturel de considérer un probléme d’optimisation avec
comme horizon le temps de défaut 7. La derniére section est consacrée a 1’étude d’un probléme d’optimi-
sation avec horizon aléatoire. Ce probléme n’est pas exclusivement lié & la présence de défaut. C’est aussi
le probléme d’un agent qui cherche & optimiser sa richesse & chaque instant. Des travaux dus a Karatzas
[7] existent dans le cas d’'un marché complet et ou 'horizon est un temps d’arrét pour la filtration des
prix. Nous étudions le cas plus général ot le temps T n’est plus forcément un temps d’arrét. Dans le cas
ot 'on optimise uniquement la consommation, le probléme a été résolu dans [8].

Nous montrons que ce probléme revient a résoudre un probléme d’optimisation dans le Fp—marché qui

est complet. Nous caractérisons la solution de ce probléeme qui dépend de la loi conditionnelle de 7 par
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rapport a F;.

10.1 Le modéle

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé, W un mouvement brownien n-dimensionnel sur cet espace F; =
0(Ws, 8 < t) et T un réel fixé. Considérons le Fr—marché formé par un actif sans risque S° de taux r

et de n actifs risqués dont les prix Sé sont solutions des équations différentielles

dS} = Si(pidt +Y oy dWi), i=1,..,n. (10.1)

i=1
On écrira parfois I'équation (10.1) sous la forme concise

ds,
?tt = (/,Ltdt —'—O'tth),
ot pr= (1) ;30 = (o).
Soit T une variable aléatoire positive, G = F; V (7 At), et M la martingale compensée de 1,<;. Nous
faisons comme dans le chapitre précédent I’hypothése suivante
1) Fr = 0(Ss,s <t).
HF1) 1) Les processus fi, r sont bornés et F;-prévisibles et r; > 0.

tit) Le processus a valeurs matricielles o est borné,

inversible, d’inverse borné et F;-prévisible.

Sous ces hypothéses, le Fr—marché est complet et non arbitré. On note P® I'unique martingale mesure

équivalente et Z° sa densité de Radon-Nikodym. Le processus Z° vérifie I’équation
dz? = —720,dW,

ot 0; = o, ' (i, — 7). On note 79 = 7OR,.
Pour résoudre le probléme d’optimisation, nous supposons de plus

[HEd] : les coefficients 7, 1,0 sont déterministes.

10.2 Optimisation en présence du défaut

10.2.1 Optimisation de la richesse

On considére un Gr—marché formé par des actifs contingents appartenant a Gr, mais ou seulement
les actifs (Si, t = 0,...,n) sont négociés. On a montré dans le chapitre 9 que ce marché est incomplet.
L’existence de plusieurs m.m.e entraine une fourchette des prix pour un actif contingent. Cette multitude
de prix peut étre évitée si 'agent utilise une fonction d’utilité qui caractérise son attitude face au risque.
Dans ce cas, on montre que la résolution du probléme d’optimisation permet a 'agent de choisir une

m.m.e particuliére. Comme dans le chapitre 9, nous supposons
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) (H) est vérifiée sous P
HG|

1) Le processus A est continu.
Ceci implique que la dynamique des prix s’écrit de maniére identique dans la filtration G.
Nous considérons un agent muni d’une fonction d’utilité U. A chaque instant, il investit sa richesse entre
I’actif sans risque SO et les actifs risqués S; solution de I'équation (10.1).

Nous notons 7;, ¢ = 1,...,n la quantité de richesse investie a l'instant ¢ dans actif S*.

Définition 10.1 : Nous appelons portefeuille tout processus G-prévisible :(wi, 1=1,..., n)T vérifiant

la condilion d’intégrabilité suivante

n_ T
Z/ (7)2ds < +o0 , p.s.
=10

L’agent constitue son portefeuille de maniére autofinancante. Si nous notons le processus de richesse

associé (X", 0<t <T), avec X" = z, cela implique
dXZT”r = XZT’ITtdt —+ ﬂ-t[(ut — Tt)dt —+ Utth]. (102)

Définition 10.2 : Un portefeuille (m;, 0 < t < T) sera dit admissible si le processus de richesse est

positif.

Soit A®(t,x) I'ensemble des portefeuilles admissibles dont la richesse vaut z en ¢. On peut écrire

A%(t,2) = {my,t <u<T,XT ==, 7est admissible, G—prévisible}

L’attitude de I’agent face au risque est caractérisée par une fonction d'utilité, définie sur Ry et vérifiant

les conditions suivantes

i) U est strictement croissante, strictement concave, de classe c?
) < 46) limg 0o U'(z) =0

iii) lim, .o U'(x) = +o0

Sous ces hypothéses, la fonction U’ admet un inverse noté I défini sur R .

On cherche a résoudre le probléme d’optimisation

V(o) = max  BIUXT)).

Le lemme suivant donne une propriété de la fonction valeur V.

Lemme 10.3 : Supposons [H,;| satisfaite. Alors pour tout t de [0,7T], la fonction valeur VC est crois-

sante et concave en x.

Démonstration : Elle repose sur le fait que si x < y, alors A®(¢,2) C AC(t,y) et sur les propriétés de

croissance et de concavité de la fonction U. [ |
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En appliquant le principe de programmation dynamique & la fonction V‘G’(t,:c)7 on obtient le résultat

suivant

Théoréme 10.4 : SiVC est de classe C?, la fonction de valeur VC est solution de I’équation d’Hamilton-

Jacobi- Bellmann suivante

oVE(t,x) .
0 = T TSWPreas(ra) Alt,xz,m) ou (10.3)
Alt,z,m) = [wry +7(p, —r)|VE(E, z) + %WQU?Vﬁ(t,x)
avec
VS(T,2) = Ulx) (10.4)

Démonstration : La démonstration est identique a celle faite en marché complet.

Remarque 10.5 : Si on note VF la fonction de valeur associée au probléme classique d’optimisation
dans le Fp—marché, on remarque que la fonction V© est solution de la méme équation d’HJB. Par
conséquent, VE = VT .| Ce résultat était prévisible, puisque la dynamique des priz est inchangée sous

Uhypothese (H).

Cette remarque, ainsi que le théoréme nous permettent de caractériser le portefeuille optimal et la

richesse optimale qui coincident avec ceux obtenus en marché complet.

Proposition 10.6 : Le richesse optimale et le portefeuille optimal sont donnés par

. . 1y Vi ()
RO () = 7 1) = o 0 )

et
1~ -
Xi = ﬁE[Z%I(VZ%) / Fi
¢

ol v est le multiplicateur de Lagrange qui sature la contrainte E[Z91(vZ%)] = .

Remarque 10.7 : L utilisation par 'agent d’une fonction d’utilité U permet de fixer une unique m.m.e

sur Gr qui est la m.m.e PO (cf (9.2) pour la définition de P° sur Gr).

10.2.2 Prix de Davis

Nous rappelons la définition du prix de Davis [3] pour une option européenne de flux terminal X € Gr.
Ce prix est donné pour un agent dont la richesse initiale est x et dont I'attitude face au risque est
caractérisée par une fonction d’utilité U vérifiant les conditions H,;.

. g . _ =0 Jo) , B
Définition 10.8 : Nous notons F(8,2,p) = sup, ¢ 4o, EIU(Xp" 7 + 22X, ot AS(x) est ’ensemble
des portefeuilles admissibles, quand la richesse initiale est égale & x©. Nous supposons que les conditions
sutvantes sont satisfaites :

i) V(x,p) la fonction § — F(6,z,p) est différentiable en 6 =0
.. ~ 8F ~
i) A plx) / $5(0,p,2) =0

Alors p(x) est le priz de Davis ent = 0.

Nous rappelons deux résultats de Davis [3] qui donne une caractérisation de p(x).
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Proposition 10.9 : 57 les hypothéses suivantes sont vérifiées :
i) Pour tout x de R™, la fonction de valeur Ve (0,z) est dérivable par rapport & x.
i) VE(0,z) > 0, Vo € R,
EU' (X7 *)X)
VE(0,x)

Proposition 10.10 : Dans un marché incomplet dirigé par un mouvement brownien d-dimensionnel.

Alors p(x) = ot T* est le portefeuille optimal.

1) Il existe une unique martingale mesure équivalente P* équivalente & PP et un processus 3 tels que

T
A(x) = By lexp(~ / 8,d5)X].

2) P et le taux d’actualisation 3 ne dépendent pas de Uactif contingent X ; ils ne dépendent que de

la fonction de valeur et de la richesse initiale.
Dans notre contexte, nous montrons que la probabilité P* coincide avec la probabilité P°.

Proposition 10.11 : i) La martingale mesure équivalente P* coincide avec la probabilité PO,

ii) Si la fonction VE est C3, le coefficient d’actualisation coincide avec le taur sans risque r et on a

plx) = Epolexp(— /0 rods) X]. (10.5)

Démonstration : i) D’aprés le paragraphe précédent, le portefeuille optimal associé au max, E|U(X7)]

est donné par

* L, VE ()
T 2) = 0 e

Définissons la fonction k par

E(t,r) = InVE(t,x).

avec cette définition, nous avons

]3(.’,17) — efk(O,m)E[ek(T,X})X].

La formule d’It6 nous permet d’écrire

exp(k(T, X}) — k(0,z)) = 5(%7T*0W)T exp(—/o B,dt)

ou
Ok(t, X}) . . OR(LXE) 1, O2k(t, X)) Ok(t, X})
By = _Tt — (mi (e — ) + X Tt)Tt - 5(7@002[ ER) o ( or : )2] (10.6)
G x o 15 VE(,x) . P P
Comme m%*({,2) = —0, ~0: 3% oL il en résulte par définition de k&, que
ok
%W*a =—0

Par conséquent,
T T
pla) = ELE(— 0W)resp(~ | G X] = Buslexp(— | 50X,
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ii) La fonction VE est solution de I'équation

B QVG(t,x)

0
ot

* 1 *
+lore i (i = r)]Vy (4 2) + S (1) 20V (4 @).

Sous ’hypothése qu’elle est C3, en dérivant par rapport & x, on obtient

o Ok(t, ) . Ok(t,z) 1, , OPk(t,x)  Ok(t,x)
0 = € ){T + (i (g — 70) +5€7“t)7 + 5(7%015)2[ 9z T ( Ey )]
or*(t,x . 20k(t,x
+7 4 %[(Mt — 7)) + 7Tt0t2%]~
Comme le portefeuille optimal est solution de
x . oO0k(t,x
(py —7t) +7Tt0?VmG;;: = (pe— 1) +7Tt0t2 (t,z) =0

ox

Ainsi , ry = 53,.

10.2.3 Prix de Hodges

Hodges et Neuberger [4] ont introduits une autre notion de pricing via la fonction d’utilité d’un agent.
Nous rappelons la définition du prix de Hodges. Comme précédemment on note U une fonction d’utilité

vérifiant les conditions (Hy,).

Définition 10.12 : On appelle priz de Hodges le réel p(x, X) tel que
p(z, X) = inf{p > 0, max E[U(X>™)] < max E[U(X5 ™ — X)]}.

Ce prix correspond au prix auquel il faut acheter I'actif contingent X pour que le probléme d’optimisation
de richesse partant d’une richesse initiale £ +p et ot I'on livre l'actif X en T soit identique au probléme

d’optimisation de richesse.

Dans le cas ou lactif X est la payoff d’un zéro-coupon avec défaut de maturité T" et ou 7 est indépendant
de F.., on peut donner une caractérisation du prix de Hodges.

Notons V#(0,y) = max, E[U(XY%™ — X)] et F la fonction de répartition de 7. On remarque
BIUKXET - X)] = (L— Fr)BUKXE - )] + FrBU(XE7)]

Si on note v(z) = (1 — Fp)U(x — 1) + FrU(z), la fonction v vérifie les conditions (H,;). Par conséquent

chercher V¥ (0,y) revient & résoudre le probléme d’optimisation suivant

max Ev(X%)].

™

D’aprés les résultats du paragraphe 10.2.1, la fonction V¥ est solution de I’équation d’HJB suivante

OVH(t,x) N
0 = T TSUPress(ia) A(t,z,7) ou (10.7)
Alte,m) = fwre+7(u, — )V (8 2) + 57203V (1 @)
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avec
V(T z) = v(z). (10.8)
On peut maintenant caractériser le prix de Hodges, et le calculer dans un cas particulier.

Proposition 10.13 : I existe un unique réel p(x, X) tel que
VH(0,24+p) = VE(0,2).

C’est le prix de Hodges de l'actif contingent X.

Démonstration : D’aprés le lemme 10.3, la fonction p — V(0,2 + p) est croissante, C? et vérifie
limy—. +00 V(0,2 4+ p) = 4+00. De plus, comme V# (T, z) < VE(T,z), le théoréme des valeurs intermé-

diaires permet de conclure a l'existence de p(z, X). |

Lorsque U est une fonction exponentielle, il est possible d’obtenir une expression explicite du prix de

Hodges pour un zéro-coupon.

Proposition 10.14 Si U(z) = exp(—vyz),r =0, et X = 1y alors
1
p(.’,U,X) = ; ln(ew(l — FT) + FT).
Démonstration : On cherche p tel que

max B[U(X57)] = mng[U(X;J’p’” — H)]. (10.9)

™

Des résultats classiques donnent max, E[U(X7™)] = e 77,

De plus,

E[U(X;j—p,w —lrer)] = E[1T<76WU(X;+p7W) 4 1TZTU(X'IIW+p77T):|

= (1— Fp)e’ ElU(XE™P™)| + FrE[U(XETPT)].

Par conséquent, on cherche & maximiser E[U(X;+p’w)]((1 — Fr)e’ + Fr). La solution est ((1 — Fr)e” +

Fr)e "(@+P)_ Par conséquent, 1'égalité (10.9) devient
e™7% = ((1 — Fr)e? + Fp)e "@P),

D’ou
1
p(.’,U,X) = ; ln(ew(l — FT) + FT).

On peut remarquer que si Fr = 0, i.e si le défaut n’arrive jamais avant 7. Le prix de hodges est dans ce
cas un. Ceci resulte du fait que 'actif X est le payoff d’un zéro-coupon de maturité 7. Par conséquent
il est duplicable dans le Fr—marché et son prix vaut un (car » = 0).

Dans [9], les auteurs lient le prix de Hodges pour une fonction d’utilité exponentielle au prix de Davis

par la relation suivante

plz) = lim p(ev, X).
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Dans le contexte particulier précédent, le prix de Davis de l'actif 17, est d’aprés 1'expression (10.5)
p(x) = Epo[ly<-] =1 - Fr
car T est indépendant de F., sous PV et de méme loi que sous P. Or

1
1— Fr =limp(evy, X) = lim — In(e” (1 — Fr) + Fr).
e—0 =0y
Remarque 10.15 Le cas o lactif contingent est de la forme X = hl;<r ot h est une constante

posilive, se lraite de maniére identique.

10.3 Optimisation avec un horizon aléatoire

Lors de la présence d'un temps aléatoire 7, on peut aussi se poser le probléme d’optimisation suivant.
Comment un agent qui investit dans le Fp—marché, c’est-a-dire qui construit son portefeuille avec des
processus F—adaptés peut-il optimiser 1’espérance de 1'utilité de sa richesse jusqu’a un horizon aléatoire 7
On note comme précédemment U une fonction d'utilité vérifiant les hypothéses [Hy] et A¥(¢,2) =
{mu,t < u < T,XT =z, © est admissible, F—prévisible}. La dynamique de processus de richesse est
identique & celle de I’équation (10.2) en prenant des processus m F—prévisibles.

Notre probléme d’optimisation s’écrit

V(z) = sup E[U(XI7) ],
meAF(0,z)
c’est-a-dire que l'agent n’investit que jusqu'en 7.

En notant F; =P(7 <t/ F;), on peut récrire le probléme comme suit

oo T

V(z)= sup E[/ U(X[7)dF] = sup E[/ UXT®)YdF, + U(X3") (1 — Fr)],
meAF(0,z) 0 meAF(0,z) 0

Nous faisons les hypothéses supplémentaires

[Hac] : Le processus F, = P(7 <t / F;) est croissant et absolument continu par rapport a la mesure de

Lebesgue de densité égale a f.

Le lemme suivant donne une propriété de la fonction valeur V.

Lemme 10.16 : Supposons [Hy;| et [Hac| satisfaites. Alors pour tout t de [0,T], la fonction valeur V

est croissante el concave en x.

Démonstration : Elle repose sur le fait que si x < y, alors A'(¢,2) C A¥(¢,y) et sur les propriétés de

croissance et de concavité de la fonction U. [ |

Remarque 10.17 : Aussi curieux que cela puisse paraitre, ce probléme est plus complexe que le probléme

suivant
-

supF [ wu(s,cs)ds

e 0
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ot l’on optimise sur les portefeuilles 7 et les processus de consommation c. En effet, on peut transformer

le probleme en horizon aléatoire en un probléme en horizon infini comme suit.

T o} t o}
E/ w(s, cs)ds = E/ dFt/ (s, cs)ds = E/ (s, cs)(1 — Fy)ds.
0 0 0 0

Le probléme revient & résoudre
.

supF [ U(s,cs)ds

m,c 0

avec U(t, c,w) = u(c)(1 — Fy(w)). La contrainte de budgel s’écril donc

+oo
E| Kicsds) = z. (10.10)
0

Par conséquent par un raisonnement classique avec les multiplicateurs de Lagrange,on obtient

’Uf?t

¢t =I7—7%)
1-F

ot v sature la contrainte E[fooo IN(SI(%—)CZS]. On peut vérifier facilement que le processus c* défini
précédemment est optimal. En effet, pour toute consommation c vérifiant(10.10) en utilisant la concavité
de u

oo VK,
F ds(l — Fy)(cs — ¢} 2
| ast= R - e

txy
h
+
8
=
2
iy
|
o
=
&
=y
VIAQ%
AN

+oo -
< ’UE/ ds(c, —ci)K, =0
0
sous la contrainte (10.10).

10.3.1 Cas ou [ est déterministe

On peut récrire le probléme en faisant apparaitre la densité conditionnelle de 7 par rapport & F.. On a

V)= sup | / U,

mE€AF(0,z)
et
V(t,z) = sup E[/ f)U(X5LE ) du. (10.11)
me AP (¢,z) t

En appliquant le principe de programmation dynamique a la fonction V', on obtient que V' est solution

d’une équation d’HJB

Théoréme 10.18 i) Si [Hac] est vérifice et V est de classe C%, T = +o0, la fonction de valeur V est

solution de l’équation d’Hamillon-Jacobi- Bellmann suivante

ovV(t,x .
0 = ftU(x) + (% + sup;, cAF(t,z) A(t7 €z, 7T)) ou (1012)
Alt,z,m) = [ere+7(p, — )| Vet z) + %WQU%VII(t, x)
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avec
V(T x = 0sifit)=0vi>T"

( ) 1) - (10.13)
lime 100 V(E,2) = 0 sinon

o Vy (resp. Vig) représente la dérivée premiére par rapport & la seconde variable (resp. la dérivée

seconde).

ii) Si [Hac]| est vérifiée et V est de classe C?, T < 400, la fonction de valeur V est solution de I’équation

d’Hamilton-Jacobi- Bellmann suivante

IV (t,x)
0 = U(x) 4+ (———= +su A(t,z,m)) ou
feU(z) +( B PreAF(t,z) ( ) (10.14)
Alt,z,m) = [ere+7(p, — )| Vet z) + %WQU%VII(t, x)
avec
V(T,xz) = U(z)(1—F(T)). (10.15)
iti) Le portefeuille optimal est donné par la relation suivante
_1, Valt,x)
1 g 3
=—0, O0i——"—. 10.16
Tt Oy t V;r;r (t, .’IJ) ( )
Démonstration : i) Le principe de programmation dynamique permet d’écrire
t+h
V(t,z) = sup E(/ FOUXE"Ydu+ V(¢ +h, X125,)). (10.17)
T eAF(t,z) t

En écrivant la formule d’Tt6 entre V(¢ + h, X¢1 1) et V (¢, ), il vient

[V (t+h, X;20) = V(t,2)]
— (t+h){w
- Jt

3 ds+ Vy(s, Xb®)dXs + %Vm (8, Xb®)m202ds.
5

En utilisant la dynamique de la richesse donnée en (10.2)

V(t+h,X25) - V(L)

AV (s, XL
= IR v s, X0 (X0, ) Ve, X202 s

h
+ [TV (5, X040, d W
En supposant que ftt+h Vi (8, XL®)ws0,dW, est une martingale, nous obtenons en utilisant 1'inégalité

(10.17) avec une égalité pour le portefeuille optimal

0 > Bl f)U(XE")dut
[my OV (s, X7)

3 + Va(s, Xg’z)(Xg’ITs + s (s —7s)) + %sz(sv Xg’I)WEUE}d‘S'
S

Par conséquent, nous obtenons en divisant par h et en prenant la limite quand & tend vers zéro

oV (t, )

0 2 fOU@)+—F;

+ [zre + (g — 1)V (t, @) + 37203 Vas (t, ).
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Cette inégalité étant vérifiee pour tous les portefeuilles admissibles avec égalité a 'optimalité, il s’ensuit

+ 8Dy (g, {7 + 7 (0, — r)IVa(t2) + 57207 Voo (1, 2) ).

L’égalité (10.11) impose
V(T,z) — 0sif(t)=0vt>T

lim 400 V(¢,2) = O sinon.

ii) Si 7" < o0, la fonction V (¢, z) s'écrit
T
V(t, 7) = max{ / dsf(s)U(X52) + (1 — F(T)U(XS)). (10.18)
t

La suite de la démonstration est identique au i).
La condition (10.15) provient de 1’égalité (10.18)
iii) L’équation
(y —re)Va(t, ) + WU?VM(t,x) =0
Va(t, x)

Ve (L, )
la fonction V' est concave en la seconde variable, cette valeur correspond a un maximum de la fonction

admet une unique solution en la variable ™ notée 7 qui vérifie 7*(¢,z) = —0, 0, . Comme
A(t,z, ). Il faut vérifier que le portefeuille 7* (¢, X} ’W*) est admissible, ¢’est-a-dire que la richesse associée
est positive. Il n’est pas facile de montrer ce résultat en toute généralité. On le vérifiera uniquement sur

les exemples que 1'on résout explicitement dans le paragraphe suivant. |

Dans des cas particuliers, on peut résoudre le probléme d’optimisation directement en exhibant le pro-

cessus de richesse optimal.

Théoréme 10.19 : S’il existe une fonction v déterministe vérifiant I(v(0)) = x telle que le processus
H2I(v(t)H?) est une F—martingale, alors le processus X* défini par X; = I(v(t)H?) est optimal et le
portefeuille m* vérifie

T (t, X)) = =T (v(t) H))w(t) H20,.

Démonstration : Soit X un processus de richesse de valeur initiale z, alors la concavité de la fonction U
entraine

B[U(X,) - U(X})] < BI(X, — X})U'(X2)].

T

Or E[(X, — X)U'(X2)] = E[fy° f®)(X, — X)) HPdt] = [J° dtf(t)v(t)E[(X, — X;)H?] = 0, car
H°X et HOX* sont des martingales de méme valeur initiale z. Le portefeuille est obtenu en appliquant

la formule d’Ité au processus I(v(t)H?) et en identifiant les termes en dW. [ |

Pour appliquer ce résultat, il reste & déterminer les conditions d’existence d’une telle fonction v. Nous
montrons que les seules fonctions d’utilité qui vérifient cette condition sont la fonction In ou une fonction
puissance, et la fonction exponentielle lorsque le taux r est nul.

En effet, la formule d’It6 appliqué au processus HI(v(t) HY) pour une fonction v déterministe donne

dHOT(w()HO) = HOW(t)HOT (v(t) HO) — v(t)0,])dW,
+ (= HYI (@) HY) + (' (@) HY) (@) (HD)(0F — 1) + (HY)2v(0)') + §v()* (HY) 071" (v(2) F
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La condition de martingale implique, aprés simplification par H®, en posant 2 = vH°
! 2 1 202 1 ! v
—rI(2)+ I'(2)2(6° —7r) + 37 “1"(2)+ I'(z)z— = 0. (10.19)
v
Cette équation a une solution v déterministe si et seulement si la fonction I vérifie I’équation suivante

—rl(z) + %zQHQI”(z) =CzI'(2)

ot C est une constante. Si r # 0, cette équation est vérifiée uniquement par des fonctions I qui sont des
fonctions puissances. Donc ceci donne pour U des fonctions puissances et la fonction log. Sir = 0, cette
équation est vérifiée uniquement par des fonctions I’ qui sont des fonctions puissances. Donc ceci donne
pour U des fonctions puissances, la fonction log et la fonction exponentielle.

Si U(z) = Inz, alors v(t) = x est solution de (10.19). La richesse optimale vaut X; = 55 Le portefeuille

optimale est £5° X}

Si U(z) = % on 0 < o < 1, alors v(t) = z exp[— [y (6%(s) — r(s) + g(fi + (8 —2)0%(s))ds]on B = L=

convient.

Pour U(z) = exp—xsir =0, v(t) = z exp|— fot %92(8)(18] est solution de (10.19).

10.3.2 Exemples

Pour les exemples classiques de fonctions d’utilité, nous explicitons la fonction de valeur et le portefeuille

optimal. Les exemples sont résolus dans le cas ou les coefficients pi, 7,0 sont constants et ou la condition

limite est lim; , 1o V(¢,2) = 0.

Proposition 10.20 Supposons U(z) = Inz, E(T) < oo et f(t) = o(t~2). Alors la fonction de valeur et
o0

le portefeuille optimal sont donnés par

V(t,z) p(t) +¢(t) Inz
T = E7X7

ot q(t —l—fo s)ds, p(t —)\g—at—l—foadsfo w)du, a =17+ 30%,
Az = limy ool + 3607 [ du{l — [ f(s)ds}.

Démonstration : On cherche V (¢, x) sous la forme V (¢,2) = p(t)+¢q(¢) In z. Le portefeuille optimal vérifie

Vet, X{) _ p—

,
X;.
Ve (t, X)) o2 Tt

* —1
Ty = 015

En introduisant cette expression dans I’équation d'HJB (10.12), on obtient une équation pour p et ¢
7 7 1 2
0=f(t)nz+p'(t) +¢' @) Iz + @) + 507

Une condition suffisante et nécessaire pour que cette équation soit vérifiée est

qw) = —f()
) = —qt)[r+ 167



Ceci est équivalent &
t

qt) = M — [, f(s)ds

pt) = Xo—[r+ 307 fot du{\i — [y f(s)ds}.
ol A1 et A2 sont des constantes. Pour les déterminer, nous utilisons la condition limy_, 400 V(¢,2) =0
qui équivaut & lim;, 1o p({) = 0 et limy 1 ¢(t) = 0. 11 s’ensuit que A\ = 0+oo f(s)ds =1 et Ay =
limy s oolr + 367 fot du{l — [}’ f(s)ds}. Cette limite est finie si F(7) < co et f(t) = o(t™2). |
Proposition 10.21 Supposons U(z) =% o0 0< a <1, (r— 2(a 1)) >0, et Ble!" a- 1))7] < 0o0.
i) Alors la fonction de valeur est

Vit,z) = q(t)z>

\ —a +00 g5 2
ot q(t) =e [ e f(s)ds],a:r——Q(gil).
i) Le portefeuille optimal vaut
* =T

=-—— X
i (a—1)o27"

Démonstration : On cherche la fonction de valeur V(¢,z) = ¢(¢)U(z). L’unique solution de 1'équation
(1t —7)Va(t,x) + 702 Ve (t,2) =0

est 7 (L, x) = —#x. Cette expression nous permet d’obtenir ’équation différentielle suivante vérifiée

par ¢ e

0= f(t)+q'(t)+at)lr — A=)

!

Dot gq(t) = e “ [\ — fot e*® f(s)ds]. Nous déterminons la constante A a ’aide de la condition limite qui

s’écrit dans ce cas lim;_, 1 ¢(t) = 0. D’ou A = f e* f(s |

Proposition 10.22 SiU(z) =e¢ *,r =0 el E[e(%)T] < 00, alors la fonction de valeur est donnée par
Vit,z) =p(t)e ®

ol p(t) = e*at[‘/:-oo €% f(s)ds] et a = 9_22

Le portefeuille optimal est

Démonstration : On pose V(¢,z) = p(t)e”*. Dans ce cas, le portefeuille optimale vaut

LK

A Taide de cette expression, 'équation d’HJB (10.12) devient
02

0= f(t)+p'(t) +pt)+

2]'

Par conséquent p(t) = e **[\ — fot e f(s)ds] et la constante A est déterminée par lim; , 1, p(¢) =0. W

Remarque 10.23 Si la condition au bord est V(T ,z) = 0 ou V(T,x) = U(z)(1— F(T)) alors la forme

de la fonction valeur et le portefeuille optimal sont identiques. Seules changent les constantes et il n'est
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plus nécessaire d’avoir des conditions d’intégrabilité sur f.

Remarque 10.24 Dans ces exemples, on remarque que le portefeuille obtenu & l'aide HJB coincide
avec celui obtenu par le théoréme 10.19. Par conséquent, la richesse associée est posilive car sa valeur
actualisée une martingale de valeur lerminale posilive.

De plus, le portefeuille et le processus de richesse sont identiques & ceux oblenus en horizon fini T, seule
la fonction de valeur est différente. Ceci est une conséquence du fait qu’en horizon fini T, dans ces

exemples le portefeuille ne dépend pas de U’horizon T.

10.3.3 Cas ou [ est stochastique

On reprend la modélisation de f introduite par Martellini [8]pour résoudre le probléme d’optimisation
avec horizon aléatoire lorsqu’il n’y a que de la consommation. On suppose que f suit la dynamique

suivante

dfe = fila(t, fo)dt + b(¢, fr)dWL), fo = y. (10.20)

et que I’hypotheése suivante est vérifiée
[HFd1] : les coefficients 7, 1, 0, a, b sont déterministes.

Le couple (f, X) est markovien. La fonction valeur V est une fonction dépendant de %, z, ¥, c’est-a-dire

V(t,x,y) = sup E[/ fEvu(Xhr)dul

TeA(t,x) t
En réécrivant le principe de programmation dynamique pour la fonction V' nous obtenons le théoréme

suivant :

Théoréme 10.25 : i) Si [Hac] est vérifiée, T = +oco et V est de classe C2, la fonction de valeur V est

solution de l’équation d’Hamillon-Jacobi- Bellmann suivante

oV (t,x .
0 = yU(z)+ (% + 8Py c a2y A, 2,y,T)) 0w
A(t’x’y’ﬂ-) = [.’L’Tt +7T(Mt _Tt)]vm(t7x7y) + %WQO%VII(t7x7y) (1021)

+V, (¢, 2, y)yar + Vay (t,2,9)ybemoy + 5V (¢, x,y)y?0?

avec

limy 100 V(E,2,y) = 0 (10.22)

o V, (resp. V) représente la dérivée premiére par rapport & la seconde variable (resp. la dérivée
seconde) et .V, (resp. Vi) représente la dérivée premiére par rapport & la troisiéme variable (resp. la
dérivée seconde).

ii) Si [Hac]| est vérifice, T < +o0o et V est de classe C%, la fonction de valeur V est solution de I’équation

d’Hamilton-Jacobi- Bellmann (10.21)avec

V(Tzy) = U@B(-Fr/fr=y) (10.23)
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Démonstration : i) Le principe de programmation dynamique permet d’écrire
t+h
V(t,z,y) = sup E(/ FoYU(XL™Ydu+ V (t + h, Xf_fh, fffh)) (10.24)
w ¢

La démonstration est identique a celle du théoréme 10.18 en tenant compte de la dépendance de V' en
y et en utilisant la dynamique de f donnée par (10.20).
En écrivant la formule d’Tt6 entre V (¢t + h, X¢14) et V (¢, ), il vient

V(t+h, X5, fo8) — Vit,2,y)
f(t+h) QV(S, X?Iv fst7y)
t s

+V, (s, X%, fLv)df, + %Vyy(s,va‘”, oY) f22ds + Vay (8, X507, f0V) fhVm 0,ds.

ds + Vy(s, X507, fo¥)dX, + §Vaa(s, X0%, fi¥)n202ds

En utilisant la dynamique de la richesse donnée en (10.2) et celle de f

V(t+h, X020, f8) = V(t,x)
(t+h) OV (8, X027, fo¥)
ft { 0s

4 [PV (5, X7, F5Y) flag + Vi (s, X0, F29) F202ds + Vi (s, X207, [19) [HVn,0, }ds
+ [V, (5, X7, fE0) 004 4 Vi (5, X152, F58) foby YW,
En supposant que ﬁHh{Vm(& X0%, fEV)ms0s 4+ Vy(s, X0, fiY) fsbs }dW, est une martingale, nous obte-

+ V' (8, X507, fov)(XEor, + o (s — 7)) + %V”(S,X?I, fivynlo?lds

nons en utilisant I'inégalité (10.24) avec une égalité pour le portefeuille optimal.

0 > B[ forU(X57)dut

AV (s, XL®, f1v
ﬁ<t+h>{—(s’ = L) v (5, X0 S (X1 — 7)) + SV, X0, f10)207 s
S

t+h
[TV (8, XL, P fLay 4+ Vi (5, X2, J00) [202ds 4 Vi (3, X502 [10) 1,0, ) ds].
Par conséquent, nous obtenons en divisant par h et en prenant la limite quand & tend vers zéro
oV (t,x,y)

ot
+V, (¢, x,y)yar + Vay (¢, z,y)ybymio? + %Vyy (t,z,y)y?b2.

0 > yU(z)+ + [wre + w(py — )| Va (b, y) + %WQU%VII(t, z,y)

Cette inégalité étant vérifiée pour tous les portefeuilles admissibles, il s’ensuit
WV (t,z,y)

at
+Vy (&, 2, y)yas + Vay (8, 2, y)ybemo + 1V, (¢, 2, y)y?07

0 = yU(.’IJ) + + SupweAF(t,m){[th + ﬂ-(ut - Tt)]vm(t7 x,y) + %WQO%VII(t7x7y)

et limy .o V{t,z,y) = O.

ii) La fonction de valeur vérifie pour ¢ < T

T “+o0
V(t,z,y) = sup B( / FAYU(XE")du + U (X5 / fivdu).
™ + T

Done V(T,z,y) = U(X%I)) f;oo Y du. Comme f est markovien, le processus

“+oo —+o0
/ T du = B / fudu/ fr =)
T

T
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est une fonction de y.
L’équation (10.21) s’obtient comme précédemment en appliquant le principe de programmation dyna-
mique & V.

La proposition suivante nous donne une caractérisation du portefeuille optimal.

Proposition 10.26 :1i existe un portefeuille optimal donné par la relation suivante

Ve(t,x Vay(l,x
= —ortgetbmy) o Vey(h2,y) (10.25)
Vaa(t, 2, 9) Vaa(t, 2,y)
Démonstration : 1’équation
(Mt - Tt)v;r (t7 x,y) + WU?VZ‘Z‘ (t7 x, y) + me (t7 x7y)ybt0t = 0
Vit x
admet une unique solution en la variable 7 notée 7* qui vérifie 7*(t,z,y) = —aglﬁtM —
Vaa(t, 2,y)
Yoo, 1%%. Comme la fonction V' est concave en la seconde variable, cette valeur correspond & un
maximum de la fonction A(t,z,y, 7). |

10.3.4 Exemples

Dans le cas ou I’horizon est infini, il est difficile de trouver la forme de la fonction de valeur. Par contre,
si T' < 00, on peut trouver explicitement la fonction de valeur et le portefeuille optimal dans le cas
ou la fonction U est la fonction log ou une fonction puissance. On meéne les calculs dans le cas ou les
coefficients a, b, 7,11, 0 sont constants pour simplifier les expressions. On trouvera en annexe le détail des

calculs.

Proposition 10.27 {) Si U(z) = logz et a <0, alors la fonction de valeur V' est donné par

Vt,z,y) = y(Cge’C”/ q(s)eclsds + q(t) log(z))

t

0 q(t) = (1+ &)1 T — 2 Oy = b(EE 1 b). Cp = 7+ (p— r) gl — LLersobl

o 2 o2

Le portefeuille est donné par

i) SiU(x) = % el a <0, la fonction de valeur el le portefeuille optimal solulion du probléme sonl

o L ery —or 1
V(t,x,y)—ya (1—0—06 Je -

et

[u—r—l—ab] X/

f—
Ty = —

o2 o—1

01 C = ar + (= r)EERg) + ela = DETER)? W42

Remarque 10.28 : Dans ces deux exemples, les portefeuilles optimaux sont admissibles. En effet, ils
sont de la méme forme que ceux obtenus pour le probléme d’optimisation pour le Fp—marché (marché

complet ), il suffit de modifier le coefficient de dérive i en ' = p+ ob.
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Démonstration :

a) On cherche V (¢, z,y) sous la forme
V(t,2,y) =y(p(t) + q(t) log z).
Le portefeuille est solution de 1’équation
(p—r)Vu(t,z)+ 702V (t,x) + Voy(t,z,y)ybo =0

est (L, x,y) = [I%W]x

En introduisant cette expression dans 1’équation d'HJB (10.21), on obtient p et ¢ solutions de

—-Tr g —-Tr g 2 —T g
porbob LU r R eyt ()

0 = log z+p'(t)+4¢'(t) log x+q(t)[r+(p—r)

Cette équation est vérifiée si

L+ ¢'(t) + 0“2 g (t) =0
-7 g 2
P (1) + D(ETENp () + (1 + (e — r) iy — LUty = o,

Soit q(t) = A\e 1t — C% et p(t) = (A2 — Oy fot q(s)eC12ds)e 1t ou C) = I)("‘—”;'("b)7 Co=r+(u—
7“) ,u,fr;}-(rb _ %(,u,fr—g(rb)2 )

b) Déterminons les constantes A1 et As.

La condition finale s’écrit V(T, x,y) = U(x)E(f;oo fsds /fr =y). Or pour s > T,
b2

fs = frexp0(Ws = Wr) — (5 —a)(s = T).

Par conséquent,

+oo +o0 —+o0
E(/T fsds/fr=vy)= y/T dsE[exp(b(W, —Wrp) — (b—; —a)(s=T)] = y/T dsexp—a(T —s) =

ISEEN

sia <0. Dou V(T,2,y) = 2U(x).
Cette condition implique

1
p(T) =0t g(7) =
Doit Ay = (L + C%)eclT et Ao = Cy fOT q(s)eC12ds.

Démonstration du ii) de la proposition 10.27
a) On cherche la fonction de valeur sous la forme V (¢, z,y) = yp(t)%.

Le portefeuille optimal est de la forme

p—r+ob, =z

W*(tvxvy) = _[

o2 oa—1"
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On obtient que p est solution de I’équation différentielle suivante

—r+ob 1 —r+ob
)£ +=a(a—1)(E

w—r+ob
02(a—1)) 2 ola—1) (

) - o(a—1) )

0=1+p'(t) +p@)(alr+(u—7

Do p(t) = Ae~ ' — & od C = ar + (i — 1) E=555) + jala — D(EEET) - b(4 ).

b) La constante A est déterminée par V (T, x,y) = £U(x). Ceci équivaut a p(T) = % Par conséquent,

Ainsi la fonction de valeur vaut pour ¢t < 7T

_ Lo _ 1,27
Vi) =y((L+ F)e o
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